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La geometria in Itulia, clal Crornoila ai giorui ilo.~tri. 

Prolusione al Corso di geometria superiore 

letta da1 prof. BENIAMINO SEGRE a Bologna il 13 gennaio 1932. 

È per me sommo onore l'esser stato chiamato a far parte di  questa glo- 
riosa Università, che vanta origini e tradizioni splendide - studiate con 
profondità ed acume, per cio che concerne le matematiche, da1 nostso illustre 
Collega BORTOLOTTI - e che ancor oggi conta fra i suoi membri uomini 
eminenti, di fama mondiale. Ed é con commozione non scevra da titubanza 
che salgo su questa cattedra, che vide il sorger radios0 di quell'astro che 
fu LUIGI CREMONA, non a torto detto il Padre della moderna geometria ita- 
liana, e sulla quale si  son succeduti uomini illustri, quali PIETRO ROSCHI, 
DOMENICO MONTESANO, FEDERIGO ENRIQUES ed ENRICO BOMPIANI. 

Ni sorregge perb 10 sviscerato amore per la  scienm, che han saputo 
infondermi i venerati maestri CORRADO SEGRE e PRANCESCO SEVERI - a i  
quali, particolarmente in questo istante, il mio pensiero si volge con ricono- 
scenza - e la  ferma volonth di fare quanto è in  me per non venir meno al 
buon nome di Bologna e della s c i e n ~ a  italiana. 

Non mi nascondo tutta l'entità, di questo proposito, per apprezzar giu. 
stamente i l  quale é d'uopo aver presente il prodigioso sviluppo ch@ ha avuto 
in Italia la matematica, e pih specialmente la geometria, da CBEMONA a i  
giorni nostri; ed ora appunto - con rapido schizzo - mi accingo a cogliere 
i tratti più salienti di questo periodo, che ci ha  condotti ad un primat0 indi- 
scusso, che le altre Nazioni ci invidiano. 

Qnando ne1 1860 il  trentenne CREMONA, chiamato dalla fidiicia di TEREN- 
ZIO XAXIANI, saliva sulla cattedra di geometria superiore, allora fondata in 
Bologna da1 dittatore FARINI, le condizioni della geometria in Italia - che pur 
nei secoli preoedenti aveva avuto valenti cultori - erano, fatte poche eccezioni, 
piuttosto modeste. I n  Francia ed in Germania, invece, da oltre u n  cinquan- 
tennio, una eletta e numerosa schiera di Geoinetri andava costriiendo quel 
superbo edificio - degno di  reggere i l  confronto colla immortale costruzione 
di EUCLIDE - che è la  geometria proiettiva. 

Annaai di Matematica, Serie IV, Porno XI. 
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Le ragioni del nostro assenteismo da qiiesto fervore di ricerche e di studi, 
son da imputarsi alle disgraziate condizioni politiche di quel periodo della 
nostra storia, per cui le varie regioni d' Italia erano fra loro divise e rette da 
governi - in  maggior parte stranieri O mancipl del10 straniero - che, nell' ele- 
vazione scientifica e culturale dei singoli e delle masse, vedevano soltanto 
un pericolo alla loro stabilith. Si che, ad esempio, in occasione del VIIO Con- 
gresso degli Scienaiati italiani tenutosi in Napoli ne1 1845, ed al quale parte- 
cipavano molti di fuori, il re FERDINANDO II0 ingiungeva ad un suo ininistro 
di « tenergli d7 occhio qiiei pennaiuoli 2. 

Per dare iin'idea del modo curioso con cui a quei tempi venivano dai 
governanti considerate le  cose universitarie, riferirb col VOLTERRA il seguente 
aneddoto ('). Essendosi rese vacanti verso il 1835, in un'nniversità toscana, le 
cattedre di diritto ecclesiastico e di algebra, due ciiltori di queste materie 
chiesero ed ottennero di ricoprirle. Perb, nell'assegnarle, esse fiirono per errore 
scambiate. Le  proteste per la rettifica non valser0 a niilla e non si vollero 
cambiare i « mutiipropri » grandiicali di nomina, giR firmati: il maternatico 
rinunzib allora ad insegnare il gius canonico, ma il giurista-insegnb algebra 
per tutta la  vita. 

All'ignavia dei governi occorre poi aggiungere un'altra circostanza, che 
- pur provando l a  maturith a cui erano giunti gli Italiani - non poteva certo 
favorire quella calma che è cos1 necessaria per 10 svolgersi proficiio degli 
studi. Voglio alludere al generoso fermento che accomunava studenti e docenti 
nelle ideologie di patria e di liberth, e nelle lotte contro 10 straniero oppres- 
sore. E, fra gli esempi più tipiei, ricorderb a questo riguardo che ne1 1848 
il CREMONA, interrotti gli studi, era accorso volontario in  aiuto di Nilano 
insorta, cornbattendo quindi a Nervesa, alla Piave, a Treviso, e partecipando 
infine alla difesa di Venezia; e ehe nello stesso anno i l  JIossorrr, professore 
di meccanica razionale a Pisa, aveva combattuto a Curtatone e Montanara col 
battaglione universitario. 

I n  tali condizioni pub anzi destar meraviglia che in Italia le tradizioni 
scientifiche non fosser per anco morte del tutto, e che - non ostante i molti 
ostacoli - vi fossero iiomini aperti alle nuove correnti. « Da molto tempo » 

dice i l  CREMONA nella eelebre Prolusione da, lui tenuta salendo su questa 
cattedra (") « nelle università d'Italia non si poterono insegnare fuor che i 
« primi rudimenti delle scienze esatte; ed i buoni ingegni ne uscivano questo 
« solo sapendo, es is te~e vaste e meravigliose dottrine di cui era lor noto ap- 

(i) Cfr. Atti del I V  Congresso internazionale dei matemntici . (Roma, 1908)) t. 1, p. 57. 
( X )  Ved. Opere matetnatiche di L. CREMONA, t. 1, p. 238. 
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« pena 1' alfabeto. Se non che ove cessava la  scuola, soccorreva talvolta 1' opera 
« generosa d'alcun professore; che con consigli, con libri, con eccitamenti, 
« indirizzava i giovani a quegli studi che non si eran potuti fare nella pub- 
« blica scuola ». 

Ed ecco infatti a Napoli, ove era vissuto NICOLA FERGOLA (1753-18221, 
sorgere una numerosa Scuola geometrica che contava fra i migliori VINCENBO 
FLAUTI (1782-1863), la quale perseguiva con poche varianti i metodi sintetici 
degli antichi; in contrapposto FORTUNATO PADULA (1816-1881) e NICOLA TRUDI 
(1811-1884) sostenevano l'opportunità dell'impiego dei metodi analitici, senaa 
giungere perb ad una conceaione veramente elevata della nuova geometria. 
Altri distinti cultori della geometria analitica erano gli abati DOMENICO CHE- 
LINI (1802-1878) e BARNABA TORTOLINI (1808-1874) a Roma, e GIUSTO BEL- 
LAVITIS (1803-1880) - uno dei creatori del modern0 calcolo vettoriale - a 
Padova; infine fra i centri più importanti di studi matematici in  Italia vi 
era allora Pavia, ove insegnavano GASPARE MAINARDI (1800-1879), ANTONIO 
BORDONI (1788-1860) e FRANCESCO BRIOSCHI (1824-1897)' che doveva poi affer- 
marsi come uno dei più grandi algebristi del secolo. 

Questi pochi ricercatori avevano fra loro contatti quasi nulli, ed a loro 
poteva solo giungere affievolita l'eco delle mirabili scoperte che si venivano 
facendo all'estero, ogni relazione essendo estremamente difficile e - dati i 

tempi - pericolosa. Una notevole influenza deve, da questo punto di vista, 
aver avuto i l  viaggio in Italia compiuto ne1 1843-44 da STEINER, JACOBI, 
DIRICHLET e BORCHARDT, e specialmente l a  loro permanenza a Roma ed a 
Napoli. Ad ogni modo le difficoltà che incontravano. allora in Italia il pro- 
gredire ed il diffondersi della scienzs, erano gravissime: non ultima quella 
- a cui già si é accennato - della mancanza di  oattedre da  dove le nnove 
verità potessero venir bandite. Dobbiamo quindi esser sommamente grati al- 
l'opera di quei solitari, cui non muoveva la speranza di onori O di ricom- 
pense, ma solo l'amore disinteressato per la  scienza. 

Con I'avvento del governo nazionale, venivano ne1 1860 create due catte- 
dre di geometria superiore a Bologna ed a Napoli, rispettivamente ricoperte 
da LUIGI CREMONA e da GIUSEPPE BATTAGLINI; e non tardavano a nianife- 
starsi le  benefiche conseguenze di questi provvedimenti, e delle mutate 
condizioni politiche. 

L'opera del CREMONA nella geometria algebrica - per dirla col CASTEL. 
Nuûvo (3) - chiude un' epoca per aprirne una nuova ». È infatti col CRE- 

(3) Cfr. * Rendiconti R. Acc. Nas. dei Lincei w ,  serie VI, t. 12 (IWO), p. 613. 
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MONA che la  geometritt proiettiva raggiunge le mete più eccelse, pervenendo 
alla teoria generale delle curve e delle superficie algebriche; e, d' altro canto, 
la scoperta fondamentale delle trasformazioni cremoniane crea tutto un nuovo 

ordine di ricerche importantissime - non per anco esaurite - al quale ap- 
partengono i più brillanti risultati della Scuola yeometrica italiana nell'ulti- 
mo cinquantennio. 

L a  fjeowetritc ywie t t iarr ,  sorta quasi miracolosamente dall' antica, prin- 
cipalmente ad opera di DESARGUES e PASCAL, si era sviluppata erigendosi a 
dottrina solo circa due secoli dopo, con MONGE, CARNOT, LAME, PONCELET, 
GERGONNE, BOBILLIER, MOEBIUS, STEINER, CHASLES, PLUECKER, mediante 1' abile 
contemporaneo sfruttainento della geornetria degli antichi e dello strumento 
analitico, che era stato forgiato per altri scopi ne1 sec010 XVIIO da FERMAT 
e DESCARTES; finch6 ne1 1847 TON STAUDT le  permette di  assorgere a scienza 
autonoma, creando un'opera di imperitura bellezza e di elegnnza inimitabile. 
È questa la scienza a cui i l  CREMONA subito si dedica con entusiasmo, pren- 
dendola ad argoinento del suo Corso di geometria superiore: e ~i deve in gran 
parte all'opera scientifica e didattica del CREWONA se essa oggi ci appare 
assai più elementare, tanto da trovar posto fra i Corsi propedeutici, r se inol- 
tre - grazie alle numerose applicazioni alla yeometria descrittiva ed alla 
statica grafica - essa insegnasi anche agli allievi ingegneri. 

1 metodi puristi dello STAUDT, se per arinonia e rigore posson reggere 
i l  paragone con quelli di EUCLIDE, non si  prestan che con difficolth agli svi- 
luppi ulteriori della teoria: cib intui il CREMONA, che seppe maestrevolmente 
unirli ad alcuni principî fondamentali tratti dall'algebra, creando - per cosi 
dire -- una nuova algebra vivificata da scliietto spirito geometrico. I l  con- 
nubio fra algebra e geometria non era nuovo nella storia ('), ed a,nzi esisteva 
assai prima della scoperta della geometria analitica; ma è solo con CREMONA 
ch'esso assume una forma caratteristica, in cui possono riconoscersi il rigore 
e la  generalità dell'algebra fusi coi preziosi suggerimenti parti dall'intuizione 
geometrica. A questo indirizzo appartengono le ormai classiche ricerche del 
CREMONA indicate pot' anzi, relative al10 studio proiettivo delle curve (1862) 
e delle superficie algebric7te (1866-67). 

Nella geometria proiettiva hanno grande importanza le cos1 dette tra- 
sformazioni proiettive: b p. es. proiettiva ln corïispondenza che nasce per 
proiezione fra due piani, e nella quale ovviamente ai  punti ed alle rette 
dell'un piano corrispondono i punti e le  rette dell'altro. La nozione di cor- 

(I) Dell'indirizzo medesirno che il ÇREMONA seppe inagistralmcnte sfruttare, già si ernno 
aviiti saggi pregevoli con PONCELET, CRASLES, MAGNUS. 
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rispondenaa O trasfor~bnzione é poi stata estesa in vari sensi, e si 13 dimo- 
strata altrettanto fondamentale per la geornetria quanto quella di  funzione 
per l'analisi. Essa pub venir sfruttata da due diversi punti di vista. I l  primo 
utilizaa la trasformazione di una fignra in un'altra mediante una data corri- 
spondenza, per dedurre dalle proprietà note della prima nuove proprieth 
della seconda. L7 altro punto di  vista - di gran lunga più elevato, e posto 
in rilievo d a  P. KLEIN (1872) - consiste ne1 caratterizzare ogni ramo di 
geometria mediante un gruppo di  trasfonnaaioni: cosi, ad es., la  geometria 
elementare studia le proprieth delle figure che non si alterano per movimenti; 
nientre la  geonietria proiettiva si occupa invece di quelle proprietà che re- 
stano inalterate di fronte alle trasformazioni proiettive. 

I l  CREMONA si propose pel primo la  ricerca delle più generali corrispon- 
denze fra due piani O fra due spazi che mutano punti in punti e rette in  
curve algebriche, pervenendo cosi a quelle trnsfornaccxiow1 OimxionaZi che 
meritamente oggi portano il suo nome. Non gih che non si conoscessero 
prima esempi di tali trasformazioni: nia spetta al CREMONA di aver impostata 
la questione in tutta la  sua generalità, risolvendola brillantemente in un 
modo che - ne1 caso del piano - pub ritenersi completo. Ben si comprende 
come, addottando i l  priino dei due punti di vista di cui dianzi ho fatto cenno, 
questi risultati si prestassero agevolmente ad ilna numerosa serie di appli- 
cazioni: fra le più memorabili ricorderb 10 studio delle superficie algebriche 
dei primi ordini - e, in particolare, delle cubiche - fatto dallo stesso CRE- 
MONA, col quale si ricollegano più O meno intimainente ricerche posteriori di 
CAPORALI, DE PAOLIS, BERTINI, BERZOLARI, CIANI, ecc. I l  secondo punto di 
vista doveva condurre pih tardi - quando, coine vedremo, saranno utilizzabili 
altri strumenti - alla creazione di una wuova geoaaetria algebrica: quella che 
studia le proprietk degli enti algebrici che sono invarianti di  fronte alle tra- 
sformazioni birazionali; ma ad essa il CREMONA non contribui in modo diretto. 

I n  pochi anni, merce 1' opera del CREMONA, sorgeva in Italia una fiorente 
Scuola geometrica, che contava fra i discepoli diretti CAPORALI, DE PAOLIS, 
VERONESE, BERTINI, GU~CIA e NONTESANO; e vari altri lavoravano con suc- 
cesso nello s t e s ~ o  indirizzo, conie p. es. MARTINETTI e DEL RE. C'ib é da 
ascriversi, vltre alla fecondith e profondith dei metodi e dei risultati deL 
CREDIONA, alla rara comunicativa ed alla potensa organizzativa di quel Grande, 
in cui - come disse M. NOETHER (j) - « i geometïi di tutti i paesi, e non 
« per ultimi i tedeschi, riconoscono uno dei loro geniali Mawtri ». 

(7 c IVMatlicinatischc Annalen a ,  t. 69 (1904), p 
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Un'altra Scuola geometrica - notevole pur essa, benchb non altrettanto 
numerosa ed originale - fu quella che face-va capo al BATTA~LINI, e che, 
ispirandosi all'opera di CAYLEY, SYLVESTER e GORDAN, si occupava prinoi- 
palmente del10 studio geometrico degli invarianti e covarianti delle forme 
algebriche; fra i migliori seguaci di questo indirizzo ricordo D7 OTIDIO, 
GERBALDI, e in epoca pih recente - BERBOLARI e PASCAL. 

Dovrei infine - per completare il quadro - parlare dell'opera geome. 
trica di BELTRAMI: ma di cib dirb in seguito, quando tratterb della geometria 
differenziale. 

Ho già accennato che la  geometria in Italia nell' ultimo quarto del sec010 
scorso, superato 10 stadio meramente proiettivo - e che, in relazione agli 
sviluppi ulteriori, pub dirsi elementare - si andava gradatamente orientando 
verso nuove vedute e nuovi problemi, aventi la  loro essenza nella conside- 
razione del gruppo delle trasformazioni birazionali. Caratteristico a questo 
proposito è l'elegante risultato del BERTINI (1877-80), che riduce a 4 soli tipi 
birazionalmente distinti le  involuzioni piane del secondo ordine, riguardandosi 
dunque come identiche due involuzioni piane riducibili l7 una all' altra me. 
diante trasformaaioni cremoniane. 

Il trapasso verso la  concezione puramente birazionale dei problemi non 
poteva tardare; e 10 strumento che dapprima meglio doveva prestarsi al10 
studio di quei problemi, veniva appunto in que117 epoca, approntandosi in Italia, 
col10 sviluppo di un altro ramo di geometria, che tosto doveva condurre ad 
applicazioni notevoli e svariate. Voglio alludere alla geometriu deyM ipt?pa- 
spaxi O naetngeomet~*itc, che - fondata fin da1 1844 da  H. GRASSMANN in 
ricerche geniali rimaste per lungo tempo ignorate - già aveva avuto in 
Germania, Francia ed Inghilterra cultori molteplici (G). 

Non erano perb mancati i detrattori che, in base a considerazioni meta- 
fisiche che oggi ci appaiono stravaganti, avevano impugnata la  legittimità 
della nosione di  spazio ad un nuinero qualunque di dimensioni; legittimità 
che oggi è pienamente riconosciuta da1 punto di vista matematico non solo, 
ma anche - at,traverso la moderna teoria della relatività - da1 punto di 
vista fisico. Le discussioni sull'argomento servirono almeno a porre in luce 
che - la  geometria non studiando gli oggetti in sè, ma solo le mutue rela- 

(y Dappriina vari Autori - e particolarmente LAGRANGE, JACORI, CAYLEY, SYLVESTER, 
SCHLAEFLI - avevano più O meno tirnidamente usufruito di consideraaioni iperspa~iali in 
ricerche analitiche; poscia via via si giungeva ad una visione sempre piii geometrica dei 
problemi, mercè 1' opera di PLUECKER, RIEMANN. CLEBSCH, KLEIN, JORDAN, HALPHEN, SAL- 
MON, CLIFFORD, ecc. 
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zioni fra essi - è lecito sostituire quegli oggetti con altri, purchè tali relaxioni 
restino inalterate. Riflessione questa di fondamentale importanza, suggerita 
specialmente dai lavori del PLUECKER, e che in sostanza già, equivale alla con- 
cezione di una geornet,*icc ctst~*rcttn, secondo la quale p. es. le coniche di 
un piano si posson assimilare ai  punti di uno spazio a 5 dimensioni. 

Queste idee suggestive e feconde, giunsero in Italia ulteriormente elabo- 
rate da A. CAYLEY e F. KLEIN, prodiicendovi un largo ed importante movi- 
mento di  studi e di ricerche. Ed ecco infatti, verso il 1868, il BELTRAMI e, 
verso il 1877, i l  D'OVIDIO iniaiare ne1 nostro Paese 10 studio degli spazi 
ad 12 dimensio~ai, seguiti a breve distanzn da1 VERONESE, il qunle - in 
m a  Nemoria fondamentale (1881) che segna un moment0 storico ne110 svi- 
luppo della geometria italiana - edificb sinteticamente la  geometria pro- 
iettiva degli iperspazi (di cui eaistevano pochi cenni in un lavoro di CAYLEY 
del 18461, sulln base del metodo delle proiexio$zi e sexioni; il VERONESE, e 
più tarai altri, fra cui specialmente CORRADO SEGRE, E. BERTINI, G. LORIA e 
P. DEL PEBZO, fecero altresi varie eleganti applicazioni alla geometria ordinaria, 
mostrando come certe figure del nostro spazio possano talora venir vantaggiosa- 
mente considerate quali proiezioni di figure più semplici degli spazi superiori. 

Un assestamento definitivo della geometria proiettiva iperspaziale si ebbe 
in fine attraverso 1' opera multiforme di CORRADO SEGRE, il quale, da un lato 
- seguendo le orme del CREMONA - seppe opportunamente sfruttare le 
nozioni ed i risultati che l'algebra dere a KRONECKER, WEIERSTRASS e 
FROBENIUS, innestandoli nella trattazione geometrica; e dall'altro - met- 
tendo sistematicamente alla prova la concezione astratta della geometria - 
riusci a cogliere larga messe di risultati ed a £are del10 spazio ad n dimen- 
sioni l'arnbiente naturale in oui si dovevano considerare i fatti geometrici. 

Ne1 suddetto ordine d'idee si inquadra tntta una serie di ricerche di 
fjeometrln ~ztrmeî*ntlvn, di quel ramo cioh che ha  per iscopo di determinare 
il numero delle soluzioni dei problemi che si incontrano nella geometria al- 
gebrica, e del quale erano stati fondatori PONCELET, STEINER, CHASLES, 
JONQUIÈRES, CRENONA, SCHUBERT, ZEUTHEN. 

Il SEGRE, pur non contribuendo alla geometria numerativa con notevole 
copia di risultati personali, fu in essa un Maestro e un incitatore, tanto che 
quasi tutti i numerosi discepoli diretti 'O indiretti di lui (CASTELNUOTO, PIERI, 
FANO, BEPPO LEVI, TANTURRI, SEVERI, GIAMBELLI, TOGLIATTI, eco.) hanno 
lavorato in questo campo, ne1 quale son da segnalarsi come particolarmente 
importanti i risultati del SEVERI, relativi all'estensione del wzetodo ft~nxionde 
di CAYLEY, ai carutteri proiettivi ed alle intersexioni delle vwielà crlyebriche 
supeviori, ed alla validita del principio della cotzservasione del nttmero. 
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L' attivita di CORRADO SEGRE come Scienziato e come Maestro - secondo 
avrb occasione di precisare ne1 seguito - ebbe anche un'influenza decisiva 
in altri ra,mi della geometria; per ora mi limito a segnalare l'importante 
nfficio che essa ebbe nell'elaborazione per via iperspasiale - avvenuta verso 
il 1890 - della nuova teol*itc delle o w v e  czl~/eb~*iche, caratterizsata da1 
gruppo delle trasformazioni birazionali, ed alla quale presero altresi parte 
attiva il BERTINI ed il CASTELNUOVO. Detta teoria, sorta dalle immortali ri- 
cerche di BERNARDO RIEMANN intorno alle funaioni algebriclie di una va- 
riabile ed ai loro integrali - acutamente sviscerate, da un punto di vista 
piii geometrico, da1 CLEBSCH - e dai profondi svilnppi algebrici di BRILL e 
NOETHER, veniva cosi completata dalle ricerche suddette, sino a formare un 
tutto unico - che qui neppur posso adombrare - 'ove sono elegantemente 
congi-unti i tre suoi aspetti trascendente, algebrico e geometrico, e ne1 quale 
s7 inquadrano le classiche ricerche trascendenti di HURWITZ e quelle algebrico- 
geometriche di SEVERI sulle corrispondenne. 

Rielaborata cosi la  teoria invariantiva delle curve algebriche in  modo 
che pub ritenersi definitivo - e che ha  riceviito assetto in recenti Trattati 
italiani, da tutti conosciuti - la  geometria italiana si volse alla teorin i t c -  

vag*intztivn delle .wpeî*f2cie nlgehg.iche, sempre da1 punto di vista delle 
trasformazioni biraeionali. 1 fondamenti di tale teoria erano stati gittati al- 
l'estero, sopratutto attraverso la grande opera di MAX NOETHER. Risultati 
importanti si possedevano anche in seguito ai lavori di  CLEBSCH, CAYLEY, 
ZEUTHEN, PTCARD, per cio che concerne le superficie qualunque, e degli 
scolari diretti e indiretti del CREMONA (BERTINI, CAPORALI, DEL PEZZO, 
GUCCIA, JUNG, MARTINETTI, ecc.), per cib che concerne le superficie razionali 
e i sistemi lineari di curve piane, la  cui teoria era stata esposta e completata 
in vari pnnti essenziali in  un bel lavoro del CASTELNUO~O. 

Na tutto questo lasciava presentire le difficoltà gravissime che avrebbe offert0 
1' inquadramento sistematico dei risultati noti in un' ampia teoria organica, e la ri- 
soluzione dei molti problemi elevati e difficili, che occorreva tuttaviadi sciogliere. 

Quel che in proposito occorreva fu fatto; e fu fatto in Italia in due di- 
stinti periodi: il primo dei qnali va da1 1893 a1 1900 ed 8. precipuamente do- 
minato dalle idee del CASTELNUOYO e ~ ~ ~ ~ ' E N R I Q U E S ;  il secondo comincia 
col 1904 ed è nettamente dominato dalle idee del SETTERI. 1 due qiiadrienni 
1896-1900 e 1904-1908 rappresentano per cosi dire i rnomenti eroici della 
mirabile e grandiosa costruzione. 

Nei lavori di CASTEI~NUOVO ed ENRIQUES giuoca principalmente la con- 
~iderazione dei succe~sivi aggiwdi di un dato sistema. lineare (consideraaione 
ahe - in casi particolari - gih era stata sfruttata da KANTOR); inoltre 
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- pur non venendo completamente abbandonate le vednte iperspaaiali' del 
SEGRE - in essi diviene piii nitida e più largamente operativa la  concezione 
invnriccntiva dei problemi, distinguendosi chiaramente fra invarianza assoluta 
e relativa, ed andando in fondo nella spinosa questione delle cosi dette curve 
eccezionali, gii't considerate nebulosamente da1 NOETHER. Al SEVERI debbonsi 
fra l'altro varie nozioni diiiiostratesi nella teoria di importanza fondamentale 
-- come quelle di curua virtunle, e di serie ccwatteristica d7 un sistema continu0 
di curve sa  di una superficie algebrica - nonché la geniale fusione dei metodi 
algebrico-geometrici coi nietocli analitico-trascendenti, che erano stati coltivati 
in Francia da1 YOINCARÉ, da1 PICARD e dall' HUMBERT; e la  teoria della base 
con cui egli crea un'algebra delle curve sopra una superficie algebrica, che 
ha avuto ripercussioni notevoli anche nello sviluppo della topologia. Al SEVERI 
si debbon inoltre i fondamenti della geornetricc s~c l l e  vcwietic nlgebriche 
cc pl4 dimensiomi. 

L'edificio grandioso - onore e vanto della scuola geornetrica italiana - 
uhe in ta1 guisa si è venilto costruendo, anche per merito di F ~ o ,  BERIO- 
LARI, BEPPO LEVI, DE FRANCHIS, BAGNERA. SCORSA, CHISINI e dei discepoli 
diretti O indiretti del SEVERI - ROSATI, TORELLI, COMESSATTI, ALBANESE 
e vari altri, fra i qnali io stesso - non pub venir delineato in pochi tratti; 
mi limiterb dunque a dire che in esso si fondono armonicamente teorie ele- 
vatissinie e disparate, con uno stile caratteristico, di classica bellezza, e che 
la  difficile questione della risoluzione delle singolarita delle superficie fu sciolta 
da1 nostro illustre Collega BEPPO LEVI (7 ) .  Non senza rammarico mi tocca per 
ultimo osservare che - mentre all'estero vari sono i matematici che attual- 
mente si interessano a questioni che più O meno intimamente si collegano a 

questa splendida tradizione geometrica (7 - non sono molti fra noi i giovani 
che l a  continuano. Che, se 6 vero che le principali questioni rimaste insolute 
appaiono assai difficilmente sormontabili, cib anzi dovrebbe costituire un'ot- 
tirna ragione per cimentarvisi, in chi - rifuggendo dai facili successi - 
aspiri veramente a lasciare un'orma personale nella scienza. 

Un'altra via maestra, seguendo l a  quale gli Italiani si son pure brillan- 
temente affermati, è quella della !jeornetritc diffeî'enxiale. Questa disciplina 

(7) Ricorderù ancoisa i classici risultati di CASTELNUOVO sulla razionalita delle involw 
zioni piane e sulla caratterizzazione delle supeflcie razionclli; quelli di ENRIQUES sulle su- 
perficie d i  genere geometrico ~zullo,  di ENRIQUES, FANO e SEVERI sulle superficie con hafinite 
trasfonnazioni birazimaali in sè e di ENRIQUES e SEVERI sulle szdperficie con curva canonica 
d'ordine zero; ed infine le fondamentali r i c e ~ h e  di ENRIQUES, SEVERI, BAGNERA e DE 
FRANCHIS sulle superficie iperellittiche. 

(8) Basti fare i nomi di LEFSCHETZ, SNYDER~ GUDEAUX' ROSENBLATT, ~ A R I S K I .  
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- che eccupa per cosi dire una posizione strategica fra l'analisi e la  geo- 
metria, e le cui pifi remote origini si possono far risalire ad ARCIIIMEDE - 
sorge contemporaneamente al calcolo infinitesimale, per tosto elevarsi a scienza 
in certa guisa autonoma, merce l'opera di EULER, MONGE, GAUSS e dei loro 
seguaci, ai quali si debbon 10 studio delle prime proprieth relative alla cur- 
vatura di ciirve e superficie, e delle questioni concernenti le congriienze di 
raggi, le coordinate curvilinee, la costrnzione delle carte geografiche e l'ap- 
plicabilith fra superficie flessibili ed inestendibili. 

Non v'era fra noi, prima della proclamazione del Regno d' Italia, alcuna 
cattedra da cui quella disciplina potesse esser divulgata; tuttavia i rudimenti 
venivano allora generalmente insegnati nei Corsi di calcolo (gratificati in 
quei tempi dall'aggettivo di sublime), e non mancavano cultori appassionati, 
come i già menzionati MAINARDI e BORDONI, a i  quali occorre aggiungere 
DELFINO CODAZBI, piil tardi egli pure professore a Pavia, che - in una 
Mernoria presentata ne1 1859 all'Accademia di Francia - diede le celebri 
formule che ora portano il suo nome unitamente a quel10 del MAINARDI, che 
le aveva ottenute prima. Dopo il '60, dette teoriü trovarono il posto che loro 
spettava nei Corsi di geodesia, e ricevettero contributi essenziali da parte 
di Scienziati italiani. 

Chi principalmente afferrb l'importanza e la fecondith delle idee di 
Gauss, riuscendo in breve a diffonderle fra noi, fu FRANCESGO BRIOSCHI; e 
dalla sua Scuola usci EUGENIO BELTRAMI, che - dopo aver insegnato du- 
rante l' anno scolastico 1862-63 algebra e geometria analitica qui in Bo- 
logna - sali alla cattedra di geodesia dell'università di Pisa, chiamatovi 
da1 BETII. Durante il triennio trascorso a Pisa, l'attività del BELTRAMI si 
volse con pieno successo alla geometria differenziale, ispirandosi specialmente 
alle vedute di BERNARDO RIEMANN, il quale, per motivi di salute, aveva 
fissato l a  sua dimora in quella città. E, in breve volger di tempo, divennero 
classici i risultati del BELTRAMI relativi alla rappresentazione geodeticu delle 
superficie, ai paralnetri differen~iali, alle variabili cowplesse, alle superficie 
d i  area winiitza, agli spaxi di  curvatura costagzte, ed a quella luminosa inter- 
pretuzione della geometria non euclidea, che venne inaspettatamente a chiarire 
una controversia allora agitata intorno ai principf della geometria. 

Ha  cosi origine tutta iina serie di ricerche, che comprende la prima 
attività del DINI, a l  cui nome restb legata una particolare superficie a cur- 
vafura costante negafiva; quella del CESARO - relativa alla geometria in- 
trinsecu - improntata a rara eleganza e densa di contenuto geometrico; 
quella del RI~CI,  che - col crr?colo trxsoltrto, al quale pure contribui pode- 
rosamente il LEVI-CIVITA - creb uno degli strumenti essenziali di cui si A 
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poi valso EINSTEIN nella sua teoria della relatività; per culminare infine con 
l'opera grandiosa di LUIGI BIANCHI e della sua Scuola, che valse a far  pro- 
grudire notevolmente qiiasi tutti i capitoli della geometria differenziale. 

Una delle idee più feconde che debbonsi al BIANCHI B quella dell' impiego 
di opportune trasformazioni, quale ad esempio quella che fa passare dall'una 
all'altra delle due falde focali di una conveniente congruenza di raggi O di  
sfere. Di tale tipo B la  celebre trusfortna~ione conzple~tzenture, che permette 
- nota che sia una superficie pseudosferica - di dedurne infinite altre. La  
reiterata applicazione di questa trasformazione, conduce cos1 a sistemi di 
superficie pseudosferiche dipendenti da un numero grande a piacere di pa- 
rametri; e, da1 punto di vista ana.litico, porge un nuovo strumento per 10 
studio di determinate equazioni a derivate paraiali, reso più potente da ele- 
gantissimi teoremi di pervlzutabilità. L'indirizeo di ricerche in ta1 guisa inau- 
garato, rzd al quale tosto si associarono attivamente matematici stranieri emi- 
nenti qiiali il LIE, il BAECKLUND ed il DARBOUX, condusse i l  BIANCHI ad 
edificare le teorie ormai classiche relative alle superficie a curvaturu costunfe, 
alle deformate per applicabilità delle quadriche ed a taluni sistemi tripli orto- 
gonuli e tripli coniugati di superficie. Notevoli anche furono gli apporti del 
BIANCHI alla geoazetria diferenaiale non euclidea, e 1' abilitk con cui egli seppe 
dedurne proprietà di geometria euclidea. Numerosissimi i suoi scolari Biretti 
ed indiretti, fra cui FUBINI, E. E. LEVI, CALAPSO, TORTORICI, TONOLO e SBRANA. 

Un ulteriore importantissimo ramo di geometria differenziale, è quel10 
che - fondandosi sulle profonde concezioni e sui risultati del RIEMANN 
relativi agli spazi curvi - si & venuto rapidamente sviluppando in  questi 
nltimi anni, in  vista specialmente delle applicaaioni alla teoria della relativith. 

Il germe del nuovo larghissimo movimento d'idee risiede nella geniale 
noaione di  paralleliswzo, introdotta da1 LEVI-CIVITA ne1 1917, mercè la  quale 
si effettua il trasporto di una direzione spiccata da  un punto di uno spazio 
di RIEMANN, quand0 il punto si  muova in esso arbitrariamente. Da qui eb- 
bero subito origine numerosissime ricerche, quali quelle di SEVERI, BOMPIANI 
in Italia, e quelle di WEYL, CARTAN, SCHOUTEN all'estero, che portarono alla 
bella teo~*itc clelle connessàogai, relativa al10 spazio concepito ne1 modo più 
generale come una riunione di celle infinitesime - fra loro opportunamente 
connesse - in ciascuna delle quali sussiste una data geometria (metrica, 
affine O proiettiva). 

A tale teoria - che alla sua volta intimamente si ricollega alla geo- 
metria proiettiva dei  cammini di VEBLEN, THOMAS ed EISENHART - lia 
pure contribuito ENEA BORTOLOTTI, i l  quale fra l'altro ha rilevato una no- 
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tevole relazione fra essii, e 170rdinaria geometria delle variclth inirnersc in 
ambiente proiettivo. 

Qaest7iiltiina geometria, ossia 10 studio delle proprietà, infinitesimali delle 
figure che sono invarianti di fronte alle trasforinazioni proicttive, costituisce 
oggidi un corpo estesissimo di dottrine - più noto col nome di geometvicc 
pro.lettiuo-differe~txiaZe - sviluppatosi in graii parte per inerito di Gco- 
inetri italiani. 

Principalmente due sono gli indirizzi che qui si riscontrano. I l  primo, 
originato dalle ricerche di HALPHEN, WILCZYNSKI, SANNIA e BERZOLARI, 
riconduce sostaneialrnente 10 studio alla determinazione di certi ilzvnriatzti 
e covaria~zti di determinate equazioni alle derivate ordinarie, O di sistemi 
d7 equaeioni alle derivate parziali del 20 ordine. Esso lia rticenteniente ricevnto 
una sistemazione definitiva colle foiidamentali ricerche del FUBIXI, il quale 
- mediante la sagace introdiizione di opportune forrue difereuxiali ,  e l7im- 
portante nozione di deformccaiotze proiettivn - ha potut0 ottenere luininosi 
raffronti coll'ordinaria geometria differenziale metrica, e coinpletare la teoria 
in vari punti essenziali. 

I l  secondo indirizzo ha  ricevuto la sua caratteristica irnpronta, prevaleii- 
ternente sintetica, dalle ricerche d i  CORRADO SEGRE relative a questo argo- 
mento - precedute da qualclie saggio di DEL PEZZO - e conta fra i suoi 
inigliori cultori il TERRACINI ed il BOMPIANI. Per  quanto in certe yuestioni 
i inetodi impiegati da questi Aiitori non possano penetrare cos1 nddentro 
come i precedenti, pure essi haniio un valore altainente suggestivo, poichè si 
fondano SLL d'un0 studio diretto degli enti geoinetrici - qiiasi seiiipre consi- 

derati negli iperspaei -- evitando i lunghi calcoli collo sfriittnre in somino 
grado l'intuizione geoinetrica. Vari dei risultati coiiseguiti in quest'ordine 
d'idee hanno anche importanza per 17analisi, coine ad es. quelli siille cosi 
dette reti, che ricevono un'imrnediata interpretazione nella teoria delle equa- 
zioni di LAPLACE. Occorre inoltre, per poter valutare appieno la  portata di  
quelle ricerche, rilevare che molte di esse costituiscono un importante anclIo 
di congiunzione fra la geoinetria differenziale e la  geoinetria algebrica ('1. 

(9) Numerosissimi sono coloro che all'estero si sono occnpati dei diversi raini di p o -  
inetria diffcrenziale. Oltre a qnelli giji ricordati nel testo, vanno particolarinente niensioiiati 
DUPIN, BINET, LAME, MOUTARD, JACQBI, MINDIRG, BONNET, SERRET, IJIOIIVII,I,E, BERTRAND. 
M. LEWY, LAGUERRE, KOENIGS, RIBAUCOUR, ENSEPER, PETERSON, VOSS. Sc~ivn, KILLISG, 
SCHWARZ, KNOBLAUCII, WEINQARTEN, LIPSCHITZ, CHIIISTOFFEL, S(TIEFFERS, ~ I I ~ I E N T F I A L .  

G U I ~ H A R D ;  e, in epoca piii recente, GAMBIER, STRUIK, SZITZEICA, CECII e BLASCIIKE, qiie- 
st'ultiino capo cli una fiorentc Scuola geoiuetrica tedesca. 
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Dirb infine brevemente di quel potente mezzo di sintesi geometrica che 
è il modern0 calcolo vetto/*ictle. Sorto dalle ricerche di BELLAVITIS, GRAS- 
SMANN, HAMILTON, HEATISIDE, ecc., esso vanta fra noi numerosi cnltori, 
quali PEANO, BURALI-FORTI, BOGGIO, J~ARCOI,ONGO ecl il nostro illustre Col- 
legx BURGATTI, ai  quali deve oontributi notevoli - coiiie ad es. lo stodio 
approfondito delle olaogrccfie ed iperomog~afie veftoriali - ed applicazioni 
pregevolissiine alla geonietisi:t differeimiale ed a vari altri rami delle inate- 
inatiche. 

Qui itrresto la rapidn esposizione, di cui non ini nascondo le doficienze 
e lc lacune, in parte dovnte alla ristrettezm del tempo. Non ho, ad eseinpio, 
po tut0 parlnre delle ricerche sui f o ~ ~ d a m e f a t i  clellu fjeom?tet,-in di VERONESE. 
PEAXO, PIERI, ENRIQUES, FANO, BEPPO LEVI ('O), e del grandiose moviineiito 
filosofico che -- ricollegandosi ad esse - ha portato alle più importanti 
coiicezioiii della rela tiviti;  neppure ho detto della topoloyicc O tr ~ r c t  lyxix 
nitzcu, bench&, per dirla col SEVERI (l') - alla ciii efficace attivitA si deve 
1:~ diffusione fra noi dei risultati conseguiti negli ultimi anni all'estero iii 
questo cainpo - 1'Italia abbia avuto ne1 BETTI ed in vari cnltori di geometria 
nlgebrica, rispettivamente l'antesignano e gli apostoli dell'iinportanza di tnli 
stndi; ed anche ho taciuto di quella yeometr ia  ipe~*complesscc che - ori- 
ginata da  ricerche di CORRADO SEGRE rimaste in ombra pes lungo tempo - 
ha recenteinente trovato applicazioni notevoli e svariate ( '2).  

Per  dare un'idea completa del periodo storico che ho voluto tratteggiaïe, 
avrei poi dovuto porre meglio in luce i leyami col movimento scientifico 
delle altre Nazioni, e cogli altri rami della scienza. A questo proposito ini 
limito a constatare che l'antagonisrno che ancor non molti anni fa sussisteva 
fra Analisti e Geometri, è oggi coinpletamente superato. <( Analisi e geometria » 

osserva il VOLTERRA ('3) <( che furon ritenuti ed impiegati come due termini 
K opposti, non possono, nè per la  loro origine, nè per la loro storia, né per 
e la natiira loro, farsi corrispondere a concetti che si eliminino e si esclu- 
« dano a vicenda; clirb anzi che non possono porsi a confronto, come non 
K puo stabilirsi un rapporto fra il colore ed il volume, fra il peso e la  forma 
« dei corpi ». 

( I o )  A cui occorre aggiurigere fra gli stranieri KLEIN, HII.~ERT, PASCH, SCIIIIR, POIS- 
GARE, SCHOENFLIES. 

(11) F. SEVERI, Modemi indirizzi rzelle matematiche. a Atti delln SocietA Italinna per il 
Pi~oqrcsso dellr Scienee n (XVII Riunione, Scttembre 1928). 

(19 Specialniente per nierito di SEVERI e CARTAN.  
('3) IJOC. cit. in ('), p. 62. 
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14 B. SEGRE: La geornetrin ia Itnlin, do2 Crenzonn chi giorvzi fiostri 
- 

La distinzione fra analisi e geometria è, secondo me, analoga a quella 
clle intercede fra un'opera di musica ed una di scultura; ambedue agiscono 
su1 nostro intelletto soddisfacendo a quel sentiment0 estetico - insito in 
noi - che ricerca nelle cose l'armonia e la proporzione, l'ordine e la mi- 
sura: l 'una trae la sua essenza da1 concetto di rzuînero il quale - secondo 
PLATONE - governa i l  nzondo, e l'altra da quel senso plustico oosi vivo 
nell'uorno da far dire al10 stesso PLATONE che Dio eternkente geometrizza. 
Ma, come gli antichi vedevano la suprema bellezza del creato nell'an~to~ziu 
delle sfere, cos1 non si pub penetrare 10 spirit0 di cih che & oggi la mate- 
matica, senza una visione d' assieme che perrnetta di appreazare 1' unità mo- 
nolitica del maestoso edificio. Tanto più che i ravvicinamenti sono essenziali 
al progresso della scienaa; e varie delle più recenti teorie non si posson 
neppure nettamente assegnare all'analisi piuttasto che alla geometria O vice- 
versa. Valga come esempio la perspicua geomelt-iu clelCo spuxio hiZBeî*- 
tin~ao, colla quale l'illustre Collega VITALI ha potuto assoggettare all'intui- 
zione geometrica uno dei più elevati capitoli di analisi - il calcolo funzio- 
nale - originato dai rnagistrali lavori del PINCHERLE e del VOLTERRA. 

Il quadro da me delineato - ancorch6 imperfetto - non pub non col- 
pire per la multiforme ricchezza e la vastità degli argomenti. Dei nuinerosi 
rami che si dipartono da1 rigoglioso tronco della geometria, formerb oggetto 
di successivi Corsi di geometria superiore. Principierb intanto colla yeo- 
met~dcc cclgei3+*icu, che piii profondamente porta impressa l'orma del genio 
italiano, riattaccandomi intimamente alla tradizione del CREMONA, la quale 
non pub nè deve morire. Udite le parole di entusiasmo e di fede, pronunciate 
da110 stesso CREMONA nella chiusa smagliante della sua citata Prolusione ('4). 

« Respingete da voi, O giovani, le malevole parole di coloro che a con- 
(< £orto della propria ignoranza O a sfogo d'irosi pregiudizi vi chiederanno 
<< con ironico sorriso a che giovino questi ed altri studi, e vi parleranno del. 
<( l'impotenza pratica di quegli uoniini che si consncrano esclusivamente al 
« progresso di una scienza prediletta. Quand'anche la geometria non rendesse, 
u come rende, immediati servigi alle arti belle, all'indnstria, alla meccanica, 
« all' astronomia, alla fisica ; quand' anche un' esperienza secolare non ci am- 
<( monisse che le più astratte teorie rrlatetv~utiche sortono in un tempo più O 

<( meno vicino applicazioni prima neppur sospettate; quand'anche non ci 
(( stesse innanzi al pensiero la storia di tanti illustri che senza mai desistere 
c da1 coltivare la  scienza pura, furono 1 più efficaci promotori della presente 

(14) Op. cit. in  ('), p. 2.31. 
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civiltk - ancora io vi direi: questa scienza è degna che voi l'amiate; 
tante sono e cosi sublimi le sue bellezze ch'essa non pub non esercitare 
sulle generose e intatte anime dei giovani un'altà influenza edncativa, 
elevandole alla Serena e inimitabile poesia della verith! 1 sapientissimi 
antichi non vollero mai scompagnata la filosofia, che allora era la scienza 
della vita, da110 studio della geometria, e PLATONE scriveva siil portico 
della sua accademia: Nessuno entri qui se non è geometra. Lungi dunque 
da voi questi apostoli delle tenebre; amate la verità e la lime, abbiate fede 
nei servigi che la scienza rende presto O tardi alla causa della civilth e 
della liberth. Credete nell' avvenire ! questa è la religione del nostro sec010 ». 

La passione travolgente che anirnava il CREMONA, e ch'egli seppe in 
modo cosi efficace trasfondere nei suoi discepoli, pare - s'io non m'in- 
ganno - oggi vada leggermente smorzandosi. Diminiiito é fra noi il numero 
dei giovani che si dedicano alla 'scienza pura, e molti di questi si volgono 
di preferenza verso le scienze fisiche, attratti forse da ricerche che sembrano 
avere un maggior interesse pratico, e da quelle recenti vedute che son venute 
a sconvolgere rnolte delle nozioni che per 1' adclietro si ritenevano stabilmente 
acquisite. 

S i  ramrnenti perb - col JACOBI ('j) - che l'unico scopo della scienza 
è l'onore del10 spirit0 umano; e, da questo punto di vista, una questione 
sui numeri equivale ad una questione su1 sistema del mondo. Aggiungasi 
- ammonisce il SEVERI (i" - che e il giorno che decadesge il livello dei 
<( nostri stndi matematici sarebbe un bruttissimo giorno per la Nazione, in 
u quanto, a scadenza più O meno lunga, ne deriverebbe lin decadimento del 

livello scientifico generale ed in modo particolare quel10 delle scienze fi- 
<( siche. Ricordiamoci che Napoleone eonsiderava l'alto sviluppo degli studi 
<< matematici legato alla grandezza e alla prosperith della Nazione; e che 10 
<( stesso - concetto napoleonico ha ispirato la Germania ne1 periodo pih bril- 
<( lante della sua ascensi'one ». 

Possa, O giovani, i l  mio insegnamento contribuire a dischiiidervi le ar- 
cane bellezze delle matematiche discipline, e ad iniziare qualcuno di voi alle 
dolcezze snblimi della ricerca scientifica, paragonate da1 JACOBI ( 1 7 )  al magico 

. (15) Lettera a LECENDIXE ('2 luglio 1830); çfr. C. G. J. J~conr, Gesawmelte Werke ,  t. 1 
(Berlin, 1881), p. 433. 

(fi) Ne1 Rapporto tenuto alla XIX riunione della Società Italiana per il Progresso delle 
Scienze (Settembre, 1930). 

(17) Cfr. KRONECKER, Ueber den Zahlbegriff, « Journal für Math. s, t. 101 (1887), p. 337. 
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effetto che - secondo la narrazione di OMERO - producevan sui inessi di 
Ulisse i fiori del loto: 

B Chiunquo l'esca dilettosa e niiovs 
Gustato avea, con le novelle indictro . Non bramava tornar: colà bramava 

a Stnrsi e, iiiangiando del soave loto, 
La contrada natia fibandir da1 petto ,, (1'). 

S o n  gih pero - come cosi verrebbe a significare 171iltimo verso preso 
alla lettera, e come alle volte erroneamente si opina - che Io Scienziato sia 
quasi estraneo alle contingenze materiali della vita: poichè anzi - attesta 
ln storia - l'amor di  pntria è sempre stato una delle caratteristiche sue 
più spiccate; e dai suoi studi astratti egli ha saputo trarre sovente nnn coni- 
prensione della vita più suggestiva e profonda. 

E non crediate neppure che il possesso della scienaa sia agevole quanto 
quel10 dei frutti del loto! Esso esige per contro costanza e abnegazione e 

spirito di sacrificio grandi, quali solo posson esser dettati ad una mente 
eletta, dal17amore per la scienaa e dalla fede incrollabile nella continua ele- 
vazione del10 spirito verso uno stato di perfezione sublime, che - per quanto 
forse irraggiungibile - costituisce la  meta ideale in cni armoniosamente si  
fondono i l  Buono ed il Bello. Ed é appunto il faticoso s fo r~o  che compie 
per procedere su questa via - unito all'appagamento del più raffinato senso 
estetico - che procura al10 studioso soddisfazioni piirissime, analoghe al 
senso di gioia che anima l'alpinista nella conquista della vetta. 

(la) Iliade, canto IX. 
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par EIJE CARTAN (à Paris). 

L'ohjtlt d n  pr6sent flIémoirt! est l'étude des propriét6s gbombtriques 
pseudo-conformes des hypersurfaces de l'espace de deux variables com- 
plexes x, y :  ce sont les propriétes invariantes par le groupe infini des tran- 
sformations analytiques des deux variables x, y, transformations qu'avec 
F. SEVERI, nous appellerons pseudo-conformes, pour éviter toute ambigiiït6 
snr le sens du mot analytique. Alors que, par une transformation pseudo- 
conforme, toute surface est rbductible soit à l a  surface caracteristique y=0, 
soit à la. surface lieu des points rbels de l'espace, les hypersurfaces admettent, 
comme l'a montre H. POINCARÉ ('), une infinité d'invariants différentiels 

pseudo-conformes. Font exception les hypersurfaces qu' on appelle maintenant 
hyperpla.îzozdes (?) et qu'on peut définir comme des lieux à un parambtre de 
surfaces caracteristiques. Tout récemment, B. SEGRE 9 a montre qu ' à  toute 
hypersurface qui n' est pas hyperplanoïde on peut associer une congruence. 
ou famille à deux paramètres complexes, de surfaces caractbristiqiies, ou, ce 
qui revient au  nième, une équation différentielle ordinaire du  second ordre 

y'' = o(x, y, y'): pour que deux hypersurfaces soient Bquivalentes a u  point 
de vue pseudo-conforme, il est nbcessaire que leurs bquations diffbrentidles 
associees soient réductibles l 'une à l 'autre par une transformation analytique 
ponctuelle: on sait, d'après A. TRESSE ('), raconnaître s' il en est ainsi. Ce 

(1) H. POINCARE, Les foizctions aizalytiques de deux variables et la  veprése+ztation. con- 
fortne (. Rend. Cire. Mat. Palermo *, 23, 1907, pp. 185-230). 

(1)  Cette d6noniination est due à A I ~ E R ,  Sur quelques problèmes de ln théorie des 
fowtioits analytiqi~es de deux variables complexes ( u  Arkiv. for Math Astr., och Fys. n, 17, 
1933, n. 7, 70 pages). 

(9 B. SEGRE,  Intorno al pvoblemu d i  Yoincavé della rapprese+ztaziolze pseudo-confovwte 
( a  Rcnd. Acc. Lincei », 13, 1931, 1, pp. 676-683); Questioni geometriche legate colla teoria 
delle fitnzioni d i  due vaviabili cornplesse (. Rend. Semin. Mat. Roma a,  7, 1931, parte II). 

(') A. TRESSE, Déterruzination des imav iants  p o n c t d s  de l'équation différentielle ordi. 
naire du  second ordre y"- ~ ( x ,  y,  y') (c Preisschr. Fürstlich Jablon. Ges. D, Leipzig, Hirzel, 
1896). 

Annali  di  Matematica. Beria IV: Tomo XI. 3 
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18 E. CARTAN:  S u r  la géonzétrie pseudo-cornforme des hypersurfaces 

rélsnltat, pour important qu'il soit, n'c'puise pas la question, car deux hyper- 
surfaces peuvent ôtre associéles à deux c'quations differentielles Cquivklentes 
sans ètre elles-mêmes Bquivalentes; d'autre part, mémc si elles 10 sont, les 
transformations pseudo-conformes qui font passer de la première Cquation 
diffdrentielle à la seconde ne font pas toutes passer de la  premikre liyper- 
surface à la seconde. 

J e  reprends la question directement comme application de ma m6tliode 
g6nBrale d' Bquivalence (j). L a  rc'solution comp1t;te du problhme de POINCARI? 
me conduit à des notions g6om6triques nouvelles, au  moins dans le cas oii 

l7 hÿpersurface n'est pas localement Bquivalente à 1' hypersphbre x$ t 2 / Y  - 1 = 0;  
on peut en particulier ddfinir sur une telle hypersurface trois familles re- 
marquables de courbes (lignes principales et lignes de  courbure). 

Le Mdmoire comprend cinq Chapitres dont les deux derniers paraltront 
dans un autre Recueil. Le Chapitre 1 expose rapidement les rBsultats clas- 
siques relatifs à. l a  classification des surfaces et les propriétés fondamentales 
des hyperplanoïdes; il introduit d'une manière intrinsèque et plus simple, 
me semble-t-il, que ne le fait B. SEGRE, la congruence de surfaces caracttki- 
stiques associée à une hypersurface qui n'est pas un hyperplanoïde. J ' y  
demontre enfin que si cette congruence admet un groupe G de transformations 
pseudo-conformes h r paramètres cot~cplexes, l'hypersurface admet exactement 
un sous-groupe & r paramétres réels de G. J'ajoute que la  rédaction de ce 
Chapitre a c'te beaucoup influencbe par des conversations que j 'ai  eues a,vec 
HENRI CARTAN. 

Le Chapitre II a pour but de determiner, par une methode directe, 
toutes les hypersurfaces admettant un groupe pseudo-conforme G à trois 
paramètres r6els. Cette methode repose sur la  considération de la transfor- 
mation infinitesimale imaginaire de G qui laisse fixe un point de l'hyper- 
surface. Le problème peut du reste ètre pose soit localement, soit globalement. 
Daux hypersurfaces peuvent admettre globalement deiix groupes localtwzent 
selnblables sans être globalewzent équivalentes. Si l 'une d'elle est simplement 
connexe, la  recherche de toutes celles qui lui sont localement, mais non 
globalement, équivalentes est ramenée à un problème facile. Les hypersur- 
faces sont classOes ci' après la  structure de leurs groupes. Si une hypersurface 
admet locnlenzent un groupe k plus de trois paramètres, elle admet localetktent 
un groupe a 8 paramètres, m a i s  a% point  de vue  global, i l  n ' e n  est p l u s  de 

( 5 )  E. CARTAN, Les sous-yvou~ws des yvoupes continus de transformations ( u  Ann. ai,. 
Normale r ,  23, 1908, pp. 57.194: Ch;ip. 1). 
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mêiize. Je  dotermine toutes les hypersurfaces qui admettent globalement un 
groupe h plus de 3 parambtres: il est alors k 4, 5 ou 8 parainGtres. J'ajoute . 

que certaines des hypersurfaces déterminées dans ce Chapitre ont BtB ren- 
contrées déjà dans les travaux récents sur les fonctions analytiques de deux 
variables complexes. 

Le Chapitre III est consacré an problème génBral de l'équivalence locale 
de deux hypersurfaces autres que des hyperplanoïdes. Je  signalerai en par- 
ticulier le résultat suivant : si deux hypersurfa.ces non localement équivalentes 
;I 17hypersphére sont localement Bquivalentes entre elles, il existe a,u plus 
deux transformations pseiido-conformes faisant passer de 1' une à 17 autre et 
transformant un point donné de la premibre dans le point correspondant de 
la seconde. Dans le cas oii l7 hypersurface n'est pas equivalente L l'hyper- 
sphére, j'indique la formation (théorique) des invariants fondamentaux et des 
invariants derivés, ainsi que la maniére de reconnaître 17Bqiiivalence de deux 
hypersurfaces, au moins dans le cas g6nBral. 

Les deux derniers Chapitres seront consacres t\r l'etude proprement g6o- 
inetrique des hypersurfaces (lignes principales, lignes de courbure, etc.) et 
A leur conception comme espaces à conne.cio~l hypersphériyue. 

CHAPITRE 1. 

Généralités sur les surfaces et les hypersurfaces 
de l'espace de deux variables complexes. 

1. Les résultats que nous allons rappeler sont pour la plupart clas- 
siques ("); ils se rapportent exclusivement aux varietes analyt iques  de 1' espace 
de deux variables complexes x, y, c'egt-à-dire aux variétes susceptibles d'être 
dufinies en se donnant une ou plusieurs relations analytiques entre x, y et 

leurs conjuguées &, 21, ou encore en se donnant x et y comme fonctions 
analytiques de paramétres arbitraires rBels. 

1. (:lassificatiou des siirfaces. 

2. Les surfaces analytiques définies paramBtriqueinent par des formules 

(1) x = f (a, 'U), Y = d u ,  'U), 

f et 6tant des fonctions analytiques de deux paramétres réels u et v, se 

(6)  Cf. le second mémoire cité (3) de B. SEGRE. 
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20 E. C.~RTAN : &thr $CG géométrie psemdo-colzforvtze des hgperslwfcrces 
- 

partagent en  deux classes distinctes suivant que le déterminant fonctionnel Dei est nul ou non pour toutes les valeurs reelles de u et de 11. 

Dans le premier cas, ce determinant fonctionnel étant ilne fonction 
analytique de a, u nulle pour toutes les valeiirs récll'es de ses nrgiiments, 
est nul aussi pour les valeurs complexes; il existe par suite une relation 
analytique 

(2) R(&, y) = 0; 

on a ce qu'on appelle, avec' T. LEVI-CIYITA, nne surface cnractérisfipe (7. 
Toutes les surfaces caract6ristiques sont équivalentes par rapport au groupe 
infini des transformations pseiido-conformes 

X' = F(x, y), y' = G(x, y) : 

la transformation x r = x ,  y' = R(x, y) transforme en  effet la surface caracté- 
ristique (2) dans y' = 0. 

Le  groupe pseudo-conforme devient, sur la surface caractéristiqiie y-0, 
le  groupe conforme du  plail de In variable complexe x. 

Toiite surface caracteristique admet une oriolfation .~zntureEle. Si on 
considère en un point le  vecteur infiniment petit (dx, dg) tangent R cette 
surface, le vecteur (idx, i dy )  lui est egaleinent tangent et fiiit un angle droit 
avec le premier. Le sens de rotation qui amkne le premier vecteur en coïn- 
cidence avec le second ne dépend pas d a  choix des vnriablcs, c'est le sens 
direct de rotation sur 1s surface, qui est ainsi orient& riaturc~lleiiient. . 

3. Si  le déterminant fonctionnel =(' ') 11' est pas nul. la transformation 
D(u7 C )  

pseudo-conforme 

x = f(x', y'), y = g(x: y') 

transforme la siirface (1) dans le lieu des points (x', y') d coordonnees réelles. 
Toutes les surfaces qui ne sont pas caract6rist;iques sont donc équivalentes 
entre elles. Elles le sont d 'une infinité de manières, et on peiit se donner 
arbitrairement entre deux de ces surfaces une correspondance ponctuelle 
analytique, qui détermine uniquement la transformation pseudo-conforme 
faisant passer de la première rt la  seconde. En effet, les paramètres u et 27 

de l a  premiére surface Btant choisis, exprimons les coordonnees x', y' d 'un  
point de la  seconde eu fonctions analytiques des paramètres u, 21 du point 

(') Surface gb?cératrice, d'après ALMER (loc. cit. ("1. 
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correspondant de la premibre; soient alors 

x - f (?A, v), y = g(u, v) ; 
x' = P(u, v), y' = G(u, u) 

les Byuations parctinétriques respectives des deux surfaces. Poar que 

x' = R(x, y), y'= S(X, y) 
soit une transformation pseudo-conforme faisant passer de la première surface 
k la seconde et respectant la  correspondance ponctuelle donnée, il faut et il 
suffit que les deux fonctions analytiques de u, v 

soient nulles pour toutes les valeurs réelles de leurs arguments: il faut et 
il suffit pour cela qu'elles soient identiquement nulles; par .suite on ne peut 
avoir la transformation cherchée qu'en tirant u et zi en fonctions de x, y, 
et en portant dans les expressions de x', y'. 

Sur une surface qui n'est pas caractéristique, le groupe infini des trans- 
formations pseudo-conformes de l'espace ambiant in,duil le groupe infini des 
transformations analytiques réelles sur les deux variables u, a. 

4. Rappelons enfin que par une ligne analytique 

t étant un paramètre réel, il passe une surface analytique et une seule, h 
savoir celle qui est définie par les équations (3), où t est regardé coinine 
parainPtre complexe. 

II. Les hyperplanoïdes. 

5. On appelle, d7 après ALMER ("), hyperplanoide un lieu à u n  paramètre 
de surfaces caractéristiques. 

Considérons un hyperplanoïde analglique, que nous pouvons supposer 
défini par une relation analytique 

(4) P(x,  y ;  X, 21) = O ,  

dont le premier membre est une fonction analytique réelle des parties réelles 
et imaginaires des variables complexes 

x = x, +- ix, , y = y, -1- iy, . 
Soit (x, , 3,) un point de 1' hyperplanoïde, et soit y = y(x) 1' 6qua tion de 
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22 E. CARTAN:  Sur la géontétrie pse~do-confornze des hypersrwfaces 

la surfnce caract0ristique génératrice qui passe par ce point. On a identi- 
quement, c'est,-L-dire quelles que soient les valeurs réelles doiinGes :'I ri et x,,  

où l 'on R désigné par G(x) la  fonction analytique imaginaire conjiigoée de ~(2). 
Le premier membre de (5)  est une fonction analytiqiie de x i ,  x, nulle pour 
toutes les valeurs réelles de ces deux arguments: elle est donc nulle aussi 
pour les valeurs cornplexes; autrement dit, la reliition (5) a lieu qnellcs q w h  
soient. les valeurs complexes données aux denx varialdes indépew?au'e.s x 

et X. En particulier, si on donne à X la valeur X,, on aura I'icleritit6 

On a donc le théorème suivant: 
T H I ~ O R ~ M E  1. - Si  un hype~planoi'de est défini prir l'équafion (4), la 

surface caractéristique générafvice q ~ i  passe per le poiwt (x, ,  y,) de l'hyper- 
planoïde est définie par 17équafion ' 

6. Parmi tous les points d'une des surfaces caractéristiques géneratrices, 
un et un seul a une abscisse x nulle (si, ce que nous pouvons supposer, la 
snrf:ice n' est pas de la forme x = cte). I l  resulte de cette remarque le théo- 
réino suivant: 

THEORÈME II. - Tout hyperplanoi'de anal~tique est le lieu des surfaces 
caractéris tiy ues 

(7) . P(x) y; 0, t )  = O) 

ou le paramèfre complexe t est asszcjetti à la relatiow 

Tirons de l'équation (7), t en fonction (andytique) de x, y :  

t = ?(x' 9 ) ;  

la relation (8) nous conduit alors au 
T H ~ ~ O R ~ M E  III. - Tout hyperplanoi'de analytique peut être obtetzu en 

établissaszt une relation analytique enlre les parties réelle et i.îîzaginuire~d7 une 
fonçtion a?zaZytique cp(x, y). 

Ce tliéoréme L son tour montre que 1'hgperpl:tnoïde est le lieu des 
surfaces caracteristiques 

(9) ~ ( x ,  y) = u + i+(u), 
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u Btant un paramotre r6e1, +(u) une fonction analytique r6elle de u. L'Bqua- 
tion (9)' rBsolue par rapport à u, donne pour u une fonction analytique ~ ( x ,  y), 
d'où le 

TH*OR&NE IV. - Tout hyperplanozde awalytiyue peut être obtem en égalant 
à zéro la partie irnaginaire d'une fonction analytique de x, y !'). 

I l  r6sulte de ce dernier théoreme que tous les hyperplanoïdes sont équi- 
valents entre eux et equivalents à l'hyperplan 

7. Sur 1' hyperplanoïde ys -= O, le groupe des transformations pseudo- 
conformes de l'espace ambiant induit le groupe infini 

f étant une fonction analytique arbitraire de x, y, et y étant une fonction 
analytique réelle de ZJ. 

Signalons le théoréme d'après lequel toute surface caractéristique tan- 
gente à un hyperplanoïde est coupée suivant une ligne présentant au point 
de contact un point double à tangentes rectangulaires. Cela est évident si 
1' on part de 1' hyperplanoïde y, -:= O: toute snrface caractéristiqiie tangente à 

cet hyperplanoïde au point (x = 0, ZJ = O )  a son équation de la  forme 

elle est coupée par l'hyperplanoïde suivant la ligne 

en posant a - a, + ia,. Il y a exception si a = O. 

III. Les sui.f;wes c;iractéi.istiqiies associées ii utle hpyei.surface analytique. 

8. Reprenons une hypersurface analytique quelconque définie par une 
équation telle que (4). A chaque point (x,, y,) de cette variété est associBe 
la surface caractBristique 

- - 

F(x, Y; 20, 2 / 0 1  = O ;  

dans le cas d' un hyperplanoïde, cette surface engendre 1' hypersurface. 
On peut plus g6nBralement considérer la  famille k deux paramètres 

(9) Ce théorhme peut ètre d6inontilé directement si  l'on suppose, avec A L ~ R  (?), que 
la surface caract6ristique génératrice dépend analytiquement d'un paramétre rdel. 
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24 E. CARTAN: Sur ZCL géométrie pseudo-conforme des hypersztrfuces 

complexes de surfaces caractéristiques 

cette congruence de surfaces est liée d' une manière i,nvariante ii 1' hypersurfnce. 
Snpposons en effet que par la transformation pseudo-conforme 

qui entralne pour les variables conjuguées la transformation analytique 

1' hypersurface (4) soit transformée dans I'hypersurface 

(12) @(xf, y' ; 2, 3) = o. 
Posons 

x = 2, -1- ix, , y = y1 4- iy2 ; 
x' = xi1  + ix2', g' == yl' i ilJ2'; 

les équations (4) et (12) deviennent respectivemont des équations an;ilytiques 
reelles en x , ,  x,, y , ,  y, et x,', x,', y,', y?', et l76quation (12) est une con- 
séquence dt? l'équation (4), quand on passe des variables rdelles x, , x,, y , ,  y, 
aux variables réelles xi1, x-', g,', y,' par les transformations que dbfinissent 
les équations (10) (ou les équations (11)). Cda signifie par exemple que si on 
tire y- de (4) en fonction de x , ,  s,, y, et qu'on porte dans (121, le premier 
membre devient une fonction analytique cle x,  , x,, y, nulle pour toutes 
les valenrs réelles de ses trois arguments. Il en résulte que cette fonction 
est aussi nulle pour les valeurs cowqlexes de ces arguments. Antrement dit, 
l'équation (12) est une conséquence de l'équation (9, quavzd 09% effectue szcr les 

- - 
variables x, y, x, y, regardées comme 4 variables indépemiantes, la transfor- 
mation définie p a r  les équations (10) e t  (il). 

Soient alors a', b' les valeurs que prennent 2 et 3, quand, dans les 

équations (il), on donne à et y les valeurs a et b. II en résulte que la 
surface caractéristique 

(13j P(x,  y;  a, b) = O  

se tramforrrze, par la transfortmtion pseudo-conforrtce (IO), dans la surface 
caractéristique 

@(XI, y'; a', b') = O. 

9. On peut envisager le résultat précedent R un autre point de vue plus 

intuitif. L'équation (4), où l'on regarde x, y, x, 2/ comme des variables indé- 
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pendantes, définit dans 1' espace des quatre variables complexes x, , x, , y, , y, 
une variut6 à six dimensions dont l'hypersurface initiale est la  partie réelle. 
Les surfaces caractéristiques (13) sont les sections de cette variété complexe 
Lt six dimensions par les varietes à quatre dimensions 

comme ces derniPres se conservent dans leur ensemble par une transformation 
pseudo-conforme, il en est de meme des surfaces (13) ( ' O ) .  

10. Dans le cas d 'un hyperplanoïde, les surfaces caractéristiques (13), 
que nous appellerons les surfaces associées à, l'hypersurface, ne dependent 
que d'un paramhtre complexe. En effet, tout hyperplanoide pouvant être 
ramené à la  forme 

- 
y - y = O ,  

les surfaces caractéristiques associées y - b = O  ne dependent que d 'un 
. parnmhtre. 

Rociproquement si les surfaces caract6ristiques (13) ne dépendent que 
d'un paramétre complexe, celles'qui seront associées aux différents points 
de l'hypersurface ne pourront dependre de plus de deux paramBtres r6els; 
par suite la  surface caract6ristique associée à un point de l'hypersurface 
sera associ6e a u  moins à tous les points d 'une ligne. Si y = y(%) est 1' équation 
de cette surface, la  relation 

aura donc lieu, quel que soit x, pour une infinit6 de valeurs de dependant 
d 'un parambtre r6el; mais le premier membre, où x est arbitraire, étant une 

fonction analytique de la variable complexe &, ne peut être nul pour cette 
infinit6 de valeurs sans être identiquement nul. P a r  suite le surface y -cp(;x;) 

est sitube tout entiere sur l'hypersurfa.ce, qui est ainsi hyperplanoïde. 
On arrive donc au 

THI~ORÉME. - La  co~zdition nécessaire et suffisante pour qu'une hyper- 
stzrface soit un hyperplanolde est que les surfaces' caractéristiques associées 
dépendent d' u n  seul paramètre complexe. 

I l .  De là  on déduit imm6diatement 1'6quation aux derivées partielles 
des hyperplanoïdes: il suffit d'exprimer que l a  fonction implicite y de x 

( 'O)  C' est au fond à ce point de vue que se place B. SEGEE y) pour definir ce qu'il 
appelle les lignes bicaractdristiques, qui ne sont autres que les surfaces (13). 

dnaal i  d i  Matematica, Serie I V ,  l o m o  XI. 4 
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définie par (13) satisfait, quels que soient a et b, k une équation différentielle 
du premier ordre. Cette équation est manifestement 

dans le second membre de laquelle on remplace y par sa valeur en x, y, z 
tir6e de (5): il faut et il suffit que, par cette substitution, X s761iinine. La 
condition cherchee est donc 

ou, en simplifiant, 

Cette relation doit ètre une consequence de l'éqiintion (5). Le premier 
membre, que nous designons par L(B'), est l'expression d'E.  B. Levi (IL). 

12. Nous dirons qu' un point d'une hypersurface, qui n' est pas un hyper- 
planoïde, est si~tzple si en ce point 1' expression d7 E. E. LEVI ne s' annule pas. 

On a le théorème remarquable suivant: 
THÉORÈME. - En un point siwtple d'une hypersurface, la surface caracté- 

ristique associée est tange~te  à l'hypersurface et est, a u  voisinage du point 
de contact, située tout entière du même côté de l'hypersurface. 

La premidre partie du theorhm est évidente, car si l'on se déplace sur 
la  surface caracteristique associee, on a 

et par suite aussi, en prenant les quantités conjuguées, 

Pour démontrer la  seconde partie, désignons par x i -  h, y + k les coor- 
données d'un point de la surface caractéristique (13) trés voisin du point de 
contact (x, y). On a 

h ~ ,  + I ~ F ,  + S (vF,, t e h ~ , ,  + klF,,j -1- ... = O, 

('0 E. E.  LEVI, Studii sui punti sii?golari esselzziali delle funzioni analitiche d i  due 
O pi& vaviabili complesse (s Annali di Mat. s, 17, 1910, pp. 6187). La condition (14) pour 
qu'une hyper~u~faco soit un hyperplano'ide se trouve dans ce mémoire, p. 81. 
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d' où 

F(X -1- h, + k ;  ii + h, 21 +JC) = h h ~ ,  + + I & F ~ ~  + I ~ S É F , ~  + .... 
E n  se bornant aux infiniment petits du second ordre et remplaçant, ce 

- F- 
qui est permis, k par - hFx et % par - h - ,  on trouve immddiatement 

?Y % 

Cette formule montre que pour les points de la  surface caractéristique 
voisins du  point de contact (x, y), le premier membre Il' de l'dquation de 
l'hypersurface garde un signe constant, à savoir celui de L(P). 

13. Nous conviendrons d'appeler extérieure la région de l'espace voisine 
de l'hypersurface et dans laquelle se trouve la  surface caracteristique as- 
sociée, intérieure la région opposée. La  propriete d'une des deux régions 
(prise au voisinage d 'un point simple de l'hypersurface) d'etre extérieure ou 
intdrieure se conserve evidemment par une transformatjon pseudo-conforme. 

En chaqne point simple de l'hypersurface il existe un élément p lan ca- 
ract6ristique tangent, c' est l' élément plus tangent ti la surface caractéristique 
associde : 

F,dx -k F,dy = 0. 

Consid6rons une ligne analytique passant par un point simple de l'hyper- 
surface et non tangente en ce point à l'élément caractéristique correspondant. 
Soit (dx, dg) un déplacement infinitesimal sur cette ligne. P a r  cette ligne i l  
passe une surface caractéristique: la  rotation d 'un  angle droit dans le sens 
direct du déplacement (dx, dy) sur cette surface caract6ristique donne le dépla- 
cement (idx, idy). Nous dirons que le deplacement (dx, dy) est dirige dans le 
sens positif sur la ligne si le deplacement (idx, idy) pénètre dans la région 
intérieure à l'hypersurface. Pour reconnaltre s 'il  en est bien ainsi, remar- 
quons qu' on a 

FZdx +- Fgdy + F;dX i- F i d i  = 0 ; 

l'expression Fzdx -1- F,dy a donc une valeur purement imaginaire. Quand 
on effectiie le deplacement (idx, idg), la  fonction F  subit un accroissement 
élémentaire 

d F =  i(Fxdx i- F,dg) - i(FGd& + FidG) = 2i(Fxdx + Il',dg) ; 

pour que cet accroissement soit de signe contraire à L(P), il faut et il suffit 
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qu' on ait 

(15) - iL(F)(F,dx i- F,dy) > 0. 
II exisfe donc sur  chaque ligne tracée .sur l'hypersurface u,tt sens positif 

infrinsèque, ù savoir celui yui satisfait ù l'inégalité (15). 

14. Du resultat precedent d6conle l'existence d'une oriejztntio~z naturelle 
d'une hypersurface qui n'est pas un hyperplanoïde. En effet, soit A un point 
simple: menons dano 1'6161nent plan caracteristique tangent une tnngente AT, ; 

soit AT, celle qui s 'en deduit, dans cet Blement plan, par rotation de 2 dans 

le sens d i rect ;  soit enfin AT, une tangente à une ligne non tangente à 

1' Blbment plan caract6ristique, tangente dirigea dans le sens positif de In ligne. 
I l  est Bvident que tous les trihdres ainsi construits ont le mèine.sens, qui 
définira 1' orientation positive intrins6qne de 1' hypersnrface. 

On peut arriver cette orientaltion par une voie analytique toute dif- 
ferente. Imaginons exprimees les coordonn6es x, g d'un point de l'hypersurface 
en fonctions analytiques de trois paranit\tres r6ols u, v, n ~ ,  et posons 

Cette convention est independante du choix des param8tres et aussi du 
choix des coordonnees 2, y. 

Avec le tribdre consider6 tout A l'heure, on a 

La forme eubique extorieiire [owf]  se reproduit, multipli6e par un facteur 
positif, quand on remplace w par 7w,  k Btant un facteur rBel quelconque. Si  
alors [(uw'] est de l a  forme H[dudv dw], on anrn une orientation intrinsèque 
de l'hgpersurface en convrnant d7appc11er directs les triedres obtenus par 
trois d6plncements infiniment petits (d,zc, d , ~ ,  diw) (i = 1, 2, 3) satisfaisant 
1' inégalité 

&dix t Eyd,y = O, 

d,x = id,x, d,g = id,y; 
d'autre part 

i d,tc d,u d i ~ v  

(1 6) d2u +v 

Par  suite, le premier membre de (16) se reduit B 

(F,d,x + F,d,y) 1 Fx,(d,xdix - d2xd,i)  + ... 1 ; 

> O. 
d,tt d,,u d:lw 1 l 
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prenons par exemple 
d , x = - F ; , ,  d , y = F = ;  
d2x=- iF , ,  d2y=iFs ;  

on aura, en siinplifiant, 
- iL(P)(Fzd,x t- Ryd,y), 

quantité qui est bieii positive si le deplacement (d,{x, d:,y) se fait diins le 
sens positif defini au début de ce numéro. 

15. On peiit enfin remarqwr que l'espace ambiant lui-mèinc! est siiscep- 
tible d 'une orient~t~ion niiturelle, en convenant de regarder comme dirtwt 
le 4-edrc formé par les quatre dt!placemcnts infinit6simaux 

jdx, dy), (idx, idy), (06, $3)' (iôa, iôy), 

oa l'on suppose toutefois que les deux déplacements (dx, dy) et (82, Ôy) 
n'appartiennent pas à un m6me Blément plan caracteristique. Cette convention 
est legitirne, car on peut passer par continuité d 'un 4-6dre quelconque de 
cette nature k un autre 4-édre de l a  mème nature: en effet les 6léments 
plans non caractéristiques Btant tous Bquivalents entre eux (n. 3), on peut 
passer par continuite des deux deplacements (da, dy), (ôx, 6y) aux deux 
déplacements (d'x, d'y), (ô'x, 8'y) sans que l'élément plan formé devienne 
jamais caracteristique ('?). 

Il resiilte de cette convention qu'on obtient un 4-édre direct en prenant 
les trois premiers deplacements tangents k l'hypersiirface et formant par 
rapport il cette hypersurface un triedrc direct, et en prenant ensuite iin 4-éme 
d6placement pénetrant dans la region intérieure de 1' espace. 

IV. Gi-oiipe de transforiiiations pseiido-confoi.nies d' une hyperriiirface. 

16. Comme nous l'avons dejh remarque (n. 7)) un hyperplanoïde admet 
un groupe infini de transformations pseudo-conformes. Dans le cas d'une 
hypersurfa,ce qui n'est pas un hyperplanoïde, uue remarque fondamentale 
de B. SEGRE (IYJ montre irnmedia,tement qu'il n'en est plus ainsi, et cela 
simplement parce que l a  famille des surfaces caract6ristiques associées, que 
nous pouvons regarder com.îne une congruence couzplexe de cowrbes plams 

( '2)  Analytiquement on peiit reinarqiier quo le déterminant des accroissements infini- 
tésiinans subis par x, y, 5, 9 a la valeur essentiellement positive 

4(d&y - dyEx)(dZEY - dj8.F). 

('3) B. SEGRE, In to~no,  etc. (Y). 
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cowzplexes, ne peut admettre qu'un groupe fini de transformations analytiques 
ponctuelles portant sur les coordonnées x, 9. Ces courbes sont les integrales 
d'une Bquation différentielle du second ordre R(x, y, y', y") = 0, et l 'on 
sait, d'aprés les recherches de A. TRESSE, que cette équation admet au plus 
un groupe I1 8 paramètres (complexes). 

Mais il est clair que malgr6 son importance, la remarque de B. SEGRE 
est loin d'epuiser le problème. En premier lieu une Bquation differentielle 
du second ordre, prise au hasard, ne peut definir les surfaces caractéristiques 
associees à une hypersurface. En second lieu, conime nous allons le voir, la 
congruence des surfaces caract6ristiques associees k une hypersurface peut 
admettre des transformations pse~ido-conformes qui ne laissent pas invariante 
1' hypersurface. En troisième lieu deux hypersurfaces non équivalentes peuvent 
admettre les mèmes surfaces caracteristiques associées. 

Dans le chapitre III, nous reprendrons toute la  question en Btndiant 
directewent le probléme de l'équivalence psendo-conforme de deux hypcr- 
surfa ces. 

17. Kous pouvons cependant dos maintenant faire quelques remarques 
de nature BlBmentaire. 

Supposons qu'une hypersiirface, qui n'est pas Lin hyperplanoïde, admette 
iine transforn~ation pseudo.conforrne infinitésimale genératrice d 'un gronpe 
R un pnrainétre réel; on peut, comme on le sait, se ramener au cas où le 

af  symbole de cette transformation infinitesimale est -, les equation du groupe 
ax 

étant 
xl=x+a,  y t = y  (a réel). 

L' équation de l'hypersurfiice, definie par une relation entre a, ,  x ,  , y , ,  y,, 
ne contient pas x i .  I l  est impossible que 1' hypersurfnce admette en mème 

3 f temps la  transformation i - car alors son éqiiation ne dCpendrait pas non 
ax7 

plus de x Z :  on aiirait affaire A un hyperplanoïde. P a r  suite 
THÉOR~NE. - Si  un,e Itt~persurface admet les delcx transformation i w f i ~ z i -  

lésiwtales X et iX, c'est un lzypetylanoïde. 
Ce tli6orbme prouve que si la congrueme des surfaces caractéristiques 

associées & une hyperswface qui n'est pas un hypel-planoïde admet m a  yronpe 
à r pcirccmètres co~~qlexes,  l'lzypersurface admet au plus u n  groupe à r para- 
wzètres réels. 

18. On peut aller plus loin et montrer que le groupe de l'hypersurface 
admet exactemeni r paramétres réels. Remarquons d' abord qu' à une trans- 
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formation infinit6simale 

du groupe de la congrnence F(x, y; a, b) = O correspond une transformation 
infinitésimale 

a f a f  
6) a + Pi(", b) 3 ,  

qui indique comment les paramétres a, b sont transformés. Cela revient à 

dire que la transformation 

- - - - 
laisse invariante l'équation P(x, y; x, y) = O ,  où z, y, x, y sont regardées 
comme des variables indépendantes. D'autre part si S i  et y i  sont données, 
on ne peut avoir ai = pi  = 0, car alors, en ramenant, ce qui est possible, la 

a f transformation infinitésimale donnée à, la forme -, on verrait que 1' équation 
ax: 

F = O  ne dépedd pas de x, et par suite pas de x: l'hypersurface serait un 
hyperplanoïde. 

I l  résulte de ce qui precéde qu'il existe r transformations infinitésiinales 
lin6airement indépendantes laissant invariante l'équation F= O, et qui sont 

Elles sont lineairement indépendantes, en ce sens qu'on ne peut trouver r 
constantes complexes ei non toutes nulles r6alisant les quatre identites 

L eiEi(z, 3) = 0, Z e,qi(x, y) = O, 
i t 

Xep,(i, 21) = O ,  ?etpi(;, Z/)=O. 
i 1 

I l  est meme impossible, d'après ce qui a éte dit plus haut, de r6aliser soit 
1 ~ s  deux premieres, soit les deux dernières 
non toutes nulles des e , .  

Cela pose, il est clair que chacune des 

de ces identités par des valeurs 

transformations infinitésimales 

fait partie du groupe. On a donc des relations de la forme 
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Cherchons maintenant les transformations Z e iX, f  qui sont réelles par 
i 

rapport aux variables réelles z,, x,, y,,  y,. 11 faut et il suffit Four cela que 
1' on ait 

- - - - -  - 
ri eiu,(x, y) = Lei  Si(%, y), 
i i 

o n  encore, d'aprhs (la), 
- - -  

Z (ei - Z: mkie& i ( ~ ,  y) = 0 ,  
i k 

- -. - 

Z (e, - L mkjek)p,(x, g) = 0. 
i Ic 

Cela n'est possible que si l'on a 

et aussi, en prenant les conjugués des deux membres, 
- - 

(2 1) el = Z rnkjek. 
k 

Les Sr relation8 linéaires (20) et (21) aux 2r inconnues ei et ei forment 
un système qui pourrait s'écrire SOUS forme réelle en prenant comme in- 

connues les parties réelles et imaginaires des e i .  O r  elles se réduisent à r 
indt<pendantes, puisque, d'après les relations (19), les équations (21) sont des 
consequences de ("O), et que les équations (20) sont évidemment independantes. 
L' hypersurface admet donc exactement r transformations infinitésimales li- 
néairement indépendantes à paramètres réels. C. Q. F. D. 

19. D'aprés les recherches de A. TRESSE, une Bquation différentielle du 
second ordre admet au plus un groupe à 8 pai.ami%res complexes, qui est 
semblable au groupe homograyhique (coinplexe) d u  plan. Les hypersilrface8 
correspondantes,' s 'il y en a, admettront un grodpe à 8 parametres réels. Or 
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on connait tontes les formes réelles du gronpe homographique complexe du 
plan ( I I ) .  Il y en a trois, à, savoir: 

1. le gronpe hoiiiographique rBel: 
2. le groupe hoinographiqne qui laisse invariante 1' équation obtenue 

en annulant, en coordonnées homog6nes x,, x,, x , ,  une forme  HERMITE 
indéfinie - 
(22) ri aikxixk = O ( a i ~  a d  ; 

3. Le groupe analogue relatif à une forme  H HERMITE définie. 
Le troisidnie groupe permet de transfornier un point quelconque du plan 

complexe en un autre point quelconque; il ne laisse donc invariante aucune 
hypersurface. 

Le premier groupe transforme tout point imaginaire du  plan en tout 
autre point imaginaire et tout point reel en tout autre point réel; il laisne 
donc invariante la surface non caractéristique lieu des points rBels, mais ne 
laisse invariante aucune hypersurface. 

Reste le second groupe, qui laisse invariante l'hyperconique définie par 
1'6quation (22). D'oh le 

THÉORÈME. - Toute .hypersurface qu i  n'est pas un lqperplanozde et qui 
ndttzet locnlenzent un groupe de transformations pseudo-conformes a 8 yara-  
~rzètres est localement équiva le~ie  à I' hypercorzique. 

L' Bquation (22) peut du reste se ramener à la  forme canonique 

les surfaces caract6ristiques associées ne sont autres que les droites du plan 
complexe 

a z t b y -  1 =O. 

CHAPITRE II. 

Les liypersurfaces qui admettent un groupe transitif 
de transformations pseudo-conformes. 

20. Nous supposerons dans tout ce Chapitre que les hypersurfaces con- 
siclérEes ne sont pas des hyperplnnoïdes et que les groupes consiclér6s sont 

( i d )  Voir, par exemple, E. CARTAN, Groupes simples clos et ouverts et géométrie' viemarz- 
nienne ( e  Journal Math. pures et appl. x, 8, 1920, nn. 26 e 27, pp. 28-30). 

Annali d i  Matematica, Serie I r ,  Toino XI. 5 
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engendrés par des transformations infinit6simales. I l  résulte iinmédiateinent 
de cette dernibre hypothbse que toute hypersurface admettant un groupe 
transitif de cette nature est analyiiyue: on sait en effet qu'on peut choisir 
les parametres a, ,  a,, ... , a,. d 'un  groupe de LIE de manibre que les fonc- 
tions cp et $ qui entrent dans les Bquations 

xf=cp(x, y ;  ai, ai, ..., a,), yl=+(x,  y ;  a,, a2 ,..., a,.) 

dépendent analytiquement des paramètres. L'hypersnrface lieu des tram- 
formés d'un point fixe x , ,  p,, sera donc analytique. 

Nous verrons du reste réciproquement (Chapitre III) que le plus grand 
groupe de transformations pseudo-conformes d'une hypersurface analytique 
est un groupe de LIE, c'est-à-dire est engendré par des transforinations infi- 
nitésimales. 

21. Si une hypersurface admet un groupe transitif, ce groupe est a u  
moins à 3 paramhtres réels. I l  resulte des recherches de  A. TRESSE ( I )  que 
si  ce groupe est à plus de trois parnmétres, l'hypersurface est localenient 
équivalente B 1' hyperconique et admet localement un groupe à 8 paramètres. 

Nous verrons un peu plus loin (n. 29) que si une hypersurface admet un 
groupe à trois parametres, ce groupe la  transforme transitivement. 

II. Problème local et problènie global. 

22. Le problème que nous nous proposons de résoudre peut ètre envisagé 
d 'un point de vue local ou d'un point de vue global. 

Plaçons-nous d'abord au point de vue local. Soit (L) une hypersurface, 
(0) une portion connexe de cette hypersurface ne contenant que des points 
simples, (6) un domaine de l'espace ambiant decoupant sur ( 2 )  la portion (a). 
Soient enfin 

(1) x1 = y(%, y ;  a,,  a l ,  ... , a,.), y' = $(z, y ;  a,,  a,, ... , a,.) 
les Bquations finies d 'un groupe G ;  les fonctions cp et $ sont réguli&res dans 
le domaine (6) pour les transformations du groupe qui appartiennent a un 
voisinage suffisamment petit de la  transformation identique. Nous dirons 
que (L) admet localement le groupe G dans la région (a) si l 'on peut trouver 
une region suffisamment petite (0,) interieure à (a), et un voisinage V, de la 
transformation identique dans le groupe G, tels que toute transformation ap- 
partenant à Ir, et appliquee k u n  point de  (a,) donne un point de (a). 

On definit d 'une manière analogue 17épuivcclence locale de deux hyper- 
surfaces (2)  et (L'), consid6rées a u  voisinage de deux regions (a) et (a'). 
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2.3. Playons-nous maintenant au point de vue global. Nous dirons qu'une 
liypersnrface (2) à points tous siniplrs admet globalenient un groupe de 
transforinations pseudo.conformes G k r parain8tres : 

10 S' il existe un domafine (A) de l'espace ambiant qui contienne coin- 
piétement (2) A son interieur et tel que toutes les transformations du groupe 
soient rbgulières à l'intérieur de ( A ) ;  

20 Si Jl et M' étant deux points quelconques de (Y), il existe au moins 
une transformation de G amenant M en M'. 

Les énoncés précédents ne doivent pas etre pris trop à, la  lettre. I l  peut 
arriver qu' on ne puisse pas trouver un systPme de parametres réels a , ,  ... , a,. 
valable dans tonte l'etendue du groupe; il suffit qu 'au  voisinage de chaque 
transformation du groupe on puisse trouver un tel système, ce qui a cer- 
tainement lieu pour tous les groupes de LIE. En second lieu il n'est pas 
nécessaire qu'il existe un système de coordonnees x, y valable dans toute 
l'etendue de (A):  il suffit qu'au voisinage de chaque point de (A) on puisse 
trouver un tel système de coordonn6es, mais de manière qu'en passant par 
continuité d 'un point d6fini par un certa.in système de coordonnees (z, y) A 
un point di5fini par un autre système de coordonnées ( 6 ,  y), on traverse une 
région dans laquelle les deux systèmes de coordonnées soient utilisables, le 
passage de 1' un à, 1' autre, dans cette region, se faisant par une transformation 
pseudo-conforme. 

Etant données deux hypersurfaces (L) et (2') k points tous simples, nous 
dirons qu' elles sont globalement équivalentes s' il existe une correspondance 
psctudo-conforme biunivoque partout regnlidre entre -un domaine (A) con- 
tenant (2) à son interieur et un domaine (A') contenant (2') à, son intérieur, 
cette correspondance transformant (2) en (2'). 

24. ConsidBrons deux hypersurfaces (Z) et (Er) à points tous simples, 
admettant chacune globalement un groupe transitif de transformations pseudo- 
conformes, G pour (L), G' pour (2'). 

Supposons de plus: 
Io Que les dews hypersurfaces soie& localement équivalentes; 
S0 Que les deux groupes soient localement selnblables; 
3 O  Que I' hypersurface (2) soit siwzplesnent connexe. 

Les conditions 10 et 2 O  peuvent Gtre prBcisées de la  manière suivante. 
Prenons sur (2) et (2') deux points arbitraires M,  et Mof; nous pouvons 
trouver deux régions (a) et (a') entourant respectivement Mo et No' sur (3) 
et (L'), et deux domaines (6) et (6') contenant (O) et (o'), et enfin une trans- 
formation pseudo-conforme T partout r6guliore dans (6 )  transformant biuni- 
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voquement (9) en (6')) (O) en (a') et M,  en Mo'; de plus cette transfornintion 
a f doit transformer chacune des transformations infinitesimales S i  - + 7, 
ax: 

dans les coefficients S i ,  q,  de laquelle it: et y sont les coordonnées d 'un point 
variable de (6), dans une transformation infinitésimale déterminée de G', la 
transformation inverse changeant de même toute transformation infinitésimale 
de G' dans une transformation infinitésimale determinde de G. 

La  condition 3 O  exprime que tout contour ferme une dimension trac6 
dans (2) est reductible à un point par déformation continue sans quitter ('1). 

Nous  allons mous proposer de déterminer,  (2) et G étmzt donnés ,  foutes 
les hypersurfaces (I;') localement équivalentes à (2) et admet tant  glolctlestce?at 
un groupe localement se~nblable à G. 

25,  Rema,rquons d'abord que la correspondance pseudo-conforme T qui 
existe entre ( 6 )  et (ô') etablit entre les transformations de G et celles de G' 
une correspondance, necessairement isomorphique, qui entraîne par elle-mème 
une correspondance isomorphiqne biunivoque entre les transformations finies 
de G, prises clans un voisinage suffisamment petit de la transformation iden- 
tique, et les transformations analogues de G'. Soit I' le groupe abstrait siin- 
plenlent connexe infinitesimalement isomorphe à G et A G' ('j). La correspon- 
dance isomorphique qui existe, au  voisinage de la transformation identique, 
entre G, G', et par suite i', entralne une correspondance isomorphique univoque 
(i'-- G) et une correspondance 'isomorphique univoque (I'- G') definies dans 
toiite la  variete du groupe 1'; à une transformation de 1' correspond une 
transformation et une seule de G, une transformation et une seule de G'. 

Noiis pouvons regarder les operations de l' comme appliquees ailx points 
de (2) en ce sens que, par convention. chacune de ces operations produit 
sur ( X )  le mème effet que l a  transformation correspondante de G:  seulement I' 
peut contenir des op6ratioils qui laissent fixes tous les points de (2). De 
m6me chaque operation de 1' peut être regardke comme appliquee aux points 
de (2). 

Introduisons maintenant l'hypothkse que (2) est simplement connexe: 
cela signifie que l'ensemble des operations de I' qui laissent fixe nii point 
donne de (L), par exemple M o ,  forme un sous-groupe contzeze y de 1' ("j). 

A ce sous-groupe y correspond dans G' un sous-groupe Bgalenient connexe, 
engendre par les transformations infinit6siinales de G' qui correspondent aux 

('7 E. CARTAN, La tkeo9,ie des grompes f ï i i is  et cod in t t s  et I'Analysis sitzts (a M61n. Sc. 
Math. w ,  fasc. XLII, 1930, p. 13). 

(j6) E. CARTAN, loc. cit. (15), p. 31. 
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transformations infinitesimales de G laissant fixe le point M o :  elles laissent 
donc fixe le point Mor. Autrement dit, le sous-groupe y de i' qui laisse fixe 
le point JI,, quand on le considhe comme op6rant sur (X), laisse aussi fixe 
le point No', quand on le considère coinme operant sur (Y). Nous allons 
dédnire de là que la transformation pseudo-conforsne Z qui transfori)ie (O) 
en (0') peut se prolonger sur toute 1' hypersurface (2). 

En effet, soit Ji un point donné de (L), O une opération particuli$re de I' 
amenant Mo en A I :  soit M' le point transformé de Ad,' par (3. Toute trans- 
formation de 1' qui ambne JI, en M est de la  forme OR, R appartenant A y. 
On voit qu'elle anikne toujours Mof dans le même point M'. Nous Btablissons 
donc ainsi une transformation univoque de tout point N de (X) en un point 
determiné de (Y). Cette transformation, que nous designerons par Z*, se 
confond, quand JI est sur (a), avec la transformation pseudo-conforme lociile 'i-; 
dont nous avons admis 1' existence. Nous allons montrer qu' elle est psendo- 
confarine. 

26. Soient 

(1) xr - f(x, Y), y' = g(x, Y) 

les équations de la  transformation T de G qui correspond à 0 :  nons pouvons 
snpyoser les fonctions f et g holomorphes à l'intérieur de ( 6 ) ;  ces éqtiations 
sont inversement résolubles par rapport à z, y, et donnent 

(al X = y(%', y'), y = +(x', y'), 

les fonctions y et 4 etant holomorphes à l'interieur du domaine transforine 
de (ô) par T, domainé que nous désignerons par (TÔ). Soient de meme 

(3) ' = ( X ,  Y), Y' = G(X, Y) 

les Bquations de la  transformation T' de G correspondant à 0, les fonctions 
F et G étant holomorphes à. liintérieur de (Er). Soit maintenant (Y, 3) un 
point quelconque de (a) résultant de l a  transformation 0 de r, voisine de la 
transformation identique, appliquee au point M o .  Soit (X, Y )  le point que Z 
lui fait correspondre sur (a'), ce point result'ant de la mème transformation 0 
appliquée à Mof.  Les points (.cr, y') et (X', Y') donnés par (1) et (3) résiiltent 
de la transformation 00 de i' appliquéie respectivement à Mo et N o r ;  (X', Y )  
est donc le transform6 de (x', y') par la transformation Z*. Or, on pent ob- 
tenir cette transformation en effectuant successivement la transforination (3), 
pseudo-conforme et reguliere dans (TE), puis la transformation (Z), pseudo- 
conforme et régulihre dans (ô), enfin la transformation (3), pseudo-conforme 
et régulihre dans (ô'). La transformation résultante est donc aussi pseudo- 
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conforme. On montre imm6diatement qii7 elle Btablit une c o i ~ e s p o n d a n c ~  biu- 

nivoque entre les deux doinaines (T6) 'et (T'Et). c. (1. f .  d. 

27. La transformation pseudo-conforme Z*, partout r6gulièi.e au voisinage 
de (L), est unimoque; de plus elle est localement biunivoque. Mais elle n'est 
pas nécessairement biunivoque d 'une maniére globale. En effet les tlnnsfor- 
mations de l? qui laissent fixe No' peuvent ne pas toutes appartenir B y et 
former plusieurs et ineme une infinit6 de familles connexes de transforma- 
tions de 1'' qu'on peot désigner par les symboles 

chacune des transformations Oi laissant invariant le sous-gronpc y. Toutes 
les transformations 0 ,y  transforment Mo en un seul et mèine point 1I1,; les 
différents points a,, M,, M,,  ... sont donc transformés par 'G" dans le mGme 
point Mo'. Soit de mème M' un point quelconque de (2') r6sultsnt par exeinple 
de l a  transformation O appliquée à .If,'; la tilansformation la plus gknérale 
de I' faisant passer de M,' à &l' sera G)Oiy; appliquee A M o ,  elle donnera 
les differents points obtenus en appliquant In transformation @ à M o ,  N, , N ,  ,.... 

Cela pose, considerons l'op6ration qui fait passer du point M = HM, 
quelconque de (2) au point @@,Mo qui a le mèms correspondant sur (Y'): 
dtrsignons par Si cette opération; elle est ind6peridante du choix de l a  trans- 
formation qui amène Mo en Al, car si on remplace O par (4R, où R ap- 
partient B y, le point OE!,MO est remplacé par @ROiMo, ou encore C3@,B'M0, 
puisque (4, laisse invariant y, ou enfin @@,Mo. L70pératio9z Si est échangeable 
avec toutes les trarzsforribations de l'; en effet, effectuons successivement A 
partir du  point M l'opération Si, puis 110p6ration 0', nous obtiendrons 
d' abord @@,Mo, piiis @t@@iJfo ; effectuons les operations dans 1' ordre inverse, 
nous aurons d' abord O'OM, , puis 0'01-),Mo. 

L' operation Si, échangeable avec toutes les transformations de l', par 
coiis6quent de G, est une transformation pseudo-conforine, puisqii'elle r6snlte 
de deux transformations pseudo-conformes, à savoir la transformation 'G* 
appliquée de M k III', et la traiisforination inverse %*-i appliqu& localement 
de M' A SiAL 

En conclusion, nous voyons que si Z 7  7zt~~ersz ir face  (Y) n' est. p a s  sinzple- 
men t  connexe, a ioui! point  11' de (Y) correspondent p lus ieurs  poi?z?s, o u  u n e  
infinité de points JI, S,N, S,M, ..., de (2), q?ti se déduisetzt tous de  Z7tm d'entre  
eux p a r  un groupe proprenzent d i s c o n t i n , ~  d e  transformat ions  pseudo-conforws,  
dont clzacune est échaugeable avec toutes les trunsfor+)~atio$zs de G. 

L' lzgperswface (2) et le groupe G 4 i c r d  donné.?, n o u s  a?cl-ot?s donc,  pour 
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obtenir toutes les 7~ypersurfnces (Y )  locnler~~ent équiz~ccletzfes à (2 )  et adrr~ettnrd 
glo3nlertzent urz groupe t rans i f i f  locnlertzent selilblnble a G, à d é f e ~ i i d n e r  tous 
les groupes yroprerr~erzt discontinus de  trnnsforiwntio~zs yseudo-confortlies q u i  
laissent i n v a r i a d e  (2) et dont chaque opércctiole est 6c7ba~geable m e c  tozctes les 
t r a m f o r r t ~ a t i o m  de G. Chacun de ces groupes déterminera une classe d'hy- 
persurfaces (3') répondant à l a  question et toutes globalement équivalentes 
entre elles. 

Nous dirons que le groupe proprement discontinu formé des opérations S, 
est le groupe de connexion de L'; à chaque opération de ce groupe correspond 
une classe de  contour^ fermés traces sur (Y), deux contours de  l a  mème 
classe étant réductibles l ' un  à l 'autre par déformation continne, deux con- 
tours appartenant à deux classes différentes ne 1'8tant pas. 

III. Méthode de recherche des hypersiirfices admettant lin groupe 
pseuclo-conforriie 1 trois paramètres. 

28. Laissons pour plus tard l a  recherche des hypersurfaces qui admettent 
globalement un groupe pseudo-conforme h plus de trois paramktres: nous savons 
qu'elles admettent alors localement un groupe à. 8 paramètres. Commençons 
par chercher tous les groupes ;?t 3 paramètres susceptibles de laisser invariante 
une hypersurface qui ne soit pas un hyperplanoïde; nous ne supposerons pas 
necessairement un tel groupe transitif. 11 est bien entendu que l'hypersurface 
ainsi invariante pourra admettre un groupe à plus de trois paramétres. 

Soient 

les transformations infinitésimales genératrices du  groupe G, qui est ainsi 
engendré par la  tran~forma~tion e , X ,  i- e,X, + e,X,  , avec des coefficients ei 
réels. Si nous regardons les ei comnie des paramètres conzplexes, la transfor- 
mation engendre un groupe à trois parametres complexes G*, dont G peut 
être regarde, au  point de vue des paramétres. comme la  partie r6elle. 

Nous remarquons d' abord que les trois doterminants Siq.i - qiS,j ne peuvent 
être identiquement nuls; sinon en effet le groupe G admettrait un invariant 
y(%, y), .intégrale premiére de 1' équation X, = 0, par suite l'hypcrsurfnce serait 
un lieu de surfaces caracteristiques q(z, y) = const., ce que nous excluons. 

Les deux équations 
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donnent pour les rapports mutuels des u, deux fonctions analytiques de cc, y. 
L' interpretation de ces quantités est la suivante. Soit (:t.,, y,) nn point 
de (s), zcio une solution des Bquations (4)' ou on fait x = z,, y z y,; ln  
transformation infinitésimale UYX, +- u:X, + uiX, du groupe & paramètres 
complexes prolongé de G laisse invariant le  point (z,, y,); cette tramfor. 
mation infinitesimale est definie liL un facteur complexe constant prbs; elle 
engendre un sous-groupe à un parametre complexe de G*; nous l'appellerons . . 

l a  transformation infinitesimale complexe associée au point (x, , 3,). C' est 
sur la  consideration de ces transformations que va reposer la m6tliode que 
nous allons employer. 

Remarquons que la transfornza,tiotz infinitésirîmle associée ic u n  point. 11 
de (1) se déduit de la trcittsfornrrction infinit6sittbale associhe à 171, en Zn frnizs- 
forti~ant par la transfor.i)~ation de G qui amène 31, en 11. 

29. Voici quelques proprietés preliininaires importantes: 
10 La transformation infinitésimale associée ic u n  point de (2 )  Ite peut 

être fixe; autrement dit les rapports mutnels des ui ne peuvent ètre constants. 
En effet on peut toujours choisir la  base infinitesimale de G de manière 
que la tran~formation infinitésimale fixe associee aux différents points de (X) 
soit X, t i X , ;  mais alors les fonctions 5 ,  + it,, y ,  i- iq , ,  nulles sur (Z), 
seraient identiquement nulles, et l'hypersurface admettrait, en mème temps 
que la transformation X, , l a  transformation i X ,  , ce qui est impossible (11. 17). 

2 O  Si  l ' un  des rnpports, 3 par e.çenzple, n'est pas constant, les valeurs 
"3 

fiuntériyues qu'il prend sur (E) doivent dépendre de deux parcca&res réels; 
dans le cas contraire, en effet, (2)  serait le lieu de surfaces caract6ristiques 

- - - const., dépendant d' un paramètre. 
u3 

30 L'hypersurfuce est transfornzée transitivement par G ;  sinon chacun 
de ses points admettrait un sous-groupe à un paramètre de G ;  par suite la 
transformation infinitésimale associée à ce point serait réelle, et chacun des 

rapports 5 ne prendrait que des valeurs reelles. 
U j  

40 L'hypersurface (Z) est analytique, car les équations finies du groupe G 
d6pendant analytiquement des paramhtres a, b, (; du groupe, 17hypersiirFace 
est definie paramétriquement par des équations analytiques de In forme 

(x,, Y,) 6tant un point fixe de (E). 
s0 Si X, i -  iX, est la tra.rûsfor~mtio~z infinitési.r~zale imaginaire associée 
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& u n  poittt particulier Mo de (L), il  est impossible que X ,  et X, enge~zdre~zt un 
sous-group de  G. Supposons en effet que Xi et X ,  engendrent un groupe y, 
et soit (O) la surface lieu des transformbs de Mo par y. La transforniation 
infinitésimale iissociée LL un point M de (G)  est la transformée de X ,  + i X ,  
par In transformation de g qui a m h e  Mo en N; elle est donc de la forme 
X ,  + u X ï  , et par suite, en tout point de (G), on a 

Cela pose, le lieu des transformés de M ,  par le sous-groupe reel à un pa- 
rainotre engendre par eiX, + e,X, est defini comme trajectoire des 6qu~t ions  
différentielles 

OU encore 

la surface (O) est donc de l a  forme 

cp(a, 9) Btant une intégrale première de X,f=O; l'hypersurface (X) serait 
donc un lieu de surfaces caract6ristiques, cas exclu. 

IV. Détermination de toutes les structures possibles des groupes 
pseudo-confornies à trois paramètres laissant invariante une hypersurface. 

30. Nous allons d'abord supposer que la  transformation infinitésimale 
imaginaire associée à un point variable de (2) ne dépend que de deux pa- 
raint'tres réels variables, autrement dit que la transformation associée à u n  
yoimt 11 est associde à tous les points d'une ligne à une dimension passant 
par N .  

Dans ces conditions, si X ,  +iX2 est la transformation associde à, un 
point particulier JI,, il existe n6cessairement une transformation infinite- 
sirnale de G laissant invariante X, +iX,, ou plutot laissant invariant le 
groupe qu'elle engendre; cela veut dire que le crochet de cette transfor- 
mation infinitesimale et de XI -+ i X ,  est un multiple de Xi +iX, .  Cette 
transformation infinitesimale ne peut être de la  forme mX, + rzX, , car 
1' égalitd 

[rnX, t n X 2 ,  Xi + iX,) = (cl. + @)(Xi + iXJ, 

Annali di ~Matematica, Serie IV,  Tomo XI. 6 
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n'est possible que si le second membre, qui doit être à coefficients réels, est 
nul; mais alors Xi et X, engendreraient u n  groupe, ce qui est impossible 
(n. 29, 50). 

On peut donc supposer que l a  transformation infinitdsimale consid6rde 
est X,, avec 

, (X, , X, + iX,) = (a + @)(XI + iX,), 
ou 

(6) (X3X,) = aX, - PX,, (X,X,) = PXi + aX, . 
Si alors on pose 

(7) (XJ*) = lx, t PX, + vX, 

1' identit6 de JACCBI donne 

av = O, d'où cc = O, 

A P  = y/3 =O.  

31. Si  P = A = p = O, on peut supposer v = 1 et on a un premier type 

S i  /3 -= O, A et p n' 6tant pas tous les deux nuls, si par exemple p + O, 
on prendra 

1 X i  AX, t P X ,  +vX, et X ,  
IL 

comme nouvelles transformations infinitesimales de base et on aura le type 

on pourra supposer que l a  transformation infinitésimale associOe à, un point 
particulier de (E) est X I  + iX, + iX, . 

En£in, si j3 + O, on pourra, en multipliant X, , X,,  X3 par des facteurs 
constants k, h, 1, se ramener aux cas p = 1, v = t 1. On aura ainsi les deux 
types distincts 
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dans chaque cas la  transformation infinitesimale associee un point parti- 
culier de (2)  sera X ,  -+ iX, . 

38. Supposons snaintenant que les transformations iuzfinit6si~naEes associées 
à u n  point variable de (2)  dépendent de trois paramètres réels. Ce sont par 
exemple les transformees par G de X ,  t i X ,  . Aucune transformation infini- 
tesimale de  G ne laisse alors invariant le  groupe engendré par Xi + iX,. 
En particulier G n'admet aucune transformation infinitesimale distilzguée, 
c'est-à-dire Bchangeable avec toutes les transformations de G. 

Cela pose, les seuls groupes n' admettant aucune transformation infinite- 
simale distinguee rentrent dans les types suivants 

Au point de vue de la  seule structure, (K) est identique à (C) et (L) à (D). 
Naturellement les tran~format~ions de base ne sont plus choisies de manière 
que X, + i X ,  soit associee à un point particulier de (2). 

Les deux categories de types: (A), (B), (C), (D) d' une part; (E), (F), (H), 
(K), (L) d'autre part se separent nettement; nous verrons en  particulier que 
les hypersurfaces des quatre premiers types admettent localement u n  groupe 
à 8 paraiwètres. La raison profonde de ce resultat sera donnée plus loin, 
dans la seconde Partie de ce memoire (n. 89). 

V. Les hypersurfaces du type (A). 

33. Nom allons d'abord chercher comment les transformations de G 
transforment entre elles les transformations infinitésimales de G*. Pour cela 

('7) S. LIE et F. ENGEL, Theovie der Transformationsg~.z~ppe?z, 2ieme 6d., Leipzig et Berlin, 
Teubner, 1930, III, p. 715. A noter cependant qu'il s'agit ici de groupes B paramètres r6els. 
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nous considerons le groupe adjoint de  G (18). On a 

("Ji + u,X, + zc3X3, Xi) = - u,X,, 

(%XI + u,X, + ~3x3, X,) = 
(u,X, 4- u,X, 4- u,X,, X,) = O ;  

par suite, les transformations infinitésiinales d u  groupe adjoint sont 

et ses transformations finies sont 

u i ' = u , ,  u i - u , ,  u3'=u,-c-cu,+b2t1. 

En particulier les transformees de X i  + iX, sont 

en ramenant, par une transformation pseiido-conforme, le coefficient de X, 
R être égal R ix. En ce qni concerne la coordonnt5e r, les transforinations 
infinitesimales de G sont donc 

On pourra donc poser 

avec 

Prenons maintenant pour y un invariant de X i  - iX,, R,VPC 

en exprimant que 1' on a (X, - i X ? ,  X3) - 0, on trouve = 0, ce qui permet, 
Sx 

( 1 8 )  Loc. cit. ('l), 1, Kap. 6. 
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Les equations finies de G sont 

L'hypersurface (2)  est le lieu des points tra,nsforin& de (O, y,) ou, en rein- 
plaçant ?/ - y, par y, le lieu des points 

son equation est 

( 2 ~ )  

x -- a  + ib, 

y = c  - t4 i (aP+b?) ;  

C'est une hyperconique, mais privée du  point a l'infini dans la direction 
de l'axe des y. C'est une hypersurface simplement connexe. 

34. Passons à la determination des hypersurfaces non simplement con- 
nexes du type (A). II faut déterminer un groupe proprement discontinu de 

transforinations pseudo-conformes laissant (2)  invariante et laissant invariante 
chaque transformation infinitésimale de G. Si  M' est le transforme de Ai! par 
une opération de ce groupe, la transformation infinitésimale X, + i X ,  i- i.cX, 
associee à M sera transformée en Xi + i X ,  + ixfX,;  il  en résulte immédia- 
temenf, pour toute opératiouz du  groupe de conwzion, 

2' = 21. 

Le groupe de connexion changera tout invariant 
antre invariant, par suite y sera transforni6e en une 

a f comme la  transformation X ,  = - doit rester invariante, 
az! 

de X, - i X ,  en un 
fonction de y; mais, 

on aura 

la  constante devra etre reelle pour que ( 3 )  soit invariante. 
Finalement toute operation clu groupe de connexion de (X') est de la 

forme 
x l = x I  y l = y t a  (a reel) ; 

le seul groupe proprement discontinu satisfaisant à cette condition est de la 
forme 

X' = X ,  y' -7 y + 1272 (nentier arbitraire, h reel). 
Posons alors 
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les fonctions X et P sont uniformes sur (Er), et 1'6quation de (2') est par 
sui te 

ou, par un changement de variables Bvident, 

F-4 y y = ex%. 

Les équations du groupe G' de (2') sont 

35. On doit maintenant se demander, pour chacune des hypereurfaces (ZA) 
et (L'A), quel est son plus grand groupe de ~ransformations pseudo-conformes. 
Pour (LA), il est manifestement formg de toutes les transf(~rmations hoinogra- 
phiques qui laissent invariante 1' hyperconique (XA), en laissant invariant le 
point B l'infini dans la direction de 0y. Ce groupe est h cinq paramètres et 
a pour équations 

(a  * 01, 
(c réel). 

Q ~ ~ a n t  au groupe de (ErA), i l  correspond ii celles des transformations 
précedentes qui sont invariantes par 

- 
ce qui exige aa = 1. Le groupe de ( 2 ' ~ )  est donc B qiiatre paramètres réels, 
et ses Bquations finies sont, en remplaçant a par ei", 

(a, c réels). 

36. En résuiné, i l  y a deux hypersurfaces non globalement équivalentes 
du type (A). L'une, siwpleme.nt connexe, est l'hyperconique privée d ' u n  de ses 
points: elle admet globalement un groupe (10) pseudo-conforme connexe a 5 pa- 
r u d t r e s .  L' autre, non simplenaent connexe, dont l' équation est réductible à 

udnzet ylobcdetnent un. groupe ( I l )  à 4 yarmtzètres. 
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VI. Les hypersurfaces du type (B). 

37. Les Bquations de structure Btant 

les transformations infinitésimales du groupe adjoint sont 

et ses equations finies sont 

Les transformees de Xi t iX, + iX, peuvent donc Btre mises sous la forme 
X, + xX, + iX, . Par suite, les transformations infinitdsimales de G sont 

On peut choisir pour y un invariant de la transformation X ,  - iX2 + iX3 ; 
on aura alors 

a71~ Les équations de structure donnent - = O, ce qui permet de poser 7, = 1. iix 
On a donc 

Les équations finies de ce groupe sont 

(2)  est le lieu des transformds du point (i, y,) d'où, en remplaçant y - 3, 
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176quation de (XB) est 

38. L'hypersurface (EB) est simplement connexe. On aura, le groulx de 
connexion de toute autre hypersurface localement oquivalente du type (B) en 
remarquant que, comme dans le cas du type (A), on aura, pour toute opé- 
ration de ce groupe, 

x l = x ;  

d'autre part y sera transformée en une fonction de y, nécessairement de la 
forme y f = y  + cte, la  constante etant réelle. 

Le groupe de connexion est donc nécessairement de la t'orme 

x1 = x , y l = y + n h  (n entier, h r6el). 
En posant 

on obtiendra pour Bquation 

(Zr,) 

Les 6quations finies de 

1 2i  R 
(b I i e )  ( Y ' = Y ~ - - ~  . 

En particulier, on retrouve, pour h = 2x, l'hyperconique X - X - iYY =- O 
privée des points situés sur  la droite Y = 0. 

39, Le plus grand groupe pseudo-conforme de (&) s'obtient facilement 
en remarquant que, localement, (Es) admet le groupe à 8 paramotres qui se 
dédiiit du  groupe homographique de  l'hyperconique 

en posant X = x, Y = e-iu. Il est clair que y restant fini sur (&), il ne 
faudra prendre, des transformations de ce groupe, que celles qui laissent 
invariante la droite Y = O. On trouve sans difficulte le groupe à 4 parainktres 

a X + - b  , dkY X'=- 
c~ +- d 3 

y = --- cx i- (I  (a, b, c, d, h réels, ad - bc = l), 
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d'ou, pour le groupe de (&), 

40. En conclusion, nous voyons que Z'hyperszcrface (&) simplement con- 
neze ccdmet ùm groupe à 4 paramètres (12); h y a une infinité d'hypersur- 
faces (YB) non siw~plement connexes, à savoir (Ig) : 

x-x -- 
i 

(YY)." = O (Y+O) (na constante positive), 

dont cllacune admet un groupe à 4 paramétres, à savoir: 

Ces hypersurfaces ne sont pas globalement équivalentes entre elles, sinon 
leurs groupes de connexion pourraient être transform6s entre eux par une 
des transforinations pseudo.conformes qui laissent invariante (XB), ce qui 
n' est pas. 

VII. Les hypersurfaces du type (C).  

les transformations infinitesimales du groupe adjoint sont 

Elles laissent invariante la forme quadratique u:+uz -ai; le groupe 
adjoint est le groupe lindaire r6el qui laisse cette forme invariante. Comme 

( t g )  En posant 

l'hypersiirface ( 2 ' ~ )  a p o u  équation 

kE+(,ur)w=i , 

SOUS cette forme elle a étt! rencontrée par THULLEN, 2% den Abbildungen durch analytiseke 
Puizktiolzeiz mehverev Vera~zclerliehen (c Math. Ann. ,, 104, 1931, pp. 24-2-259). 

Annala d i  Matematica,  Serie lV, Toino XI. 7 
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les parametres u, = 1, u, = i, u, = O annulent cette forme, les transforma. 
tions infinitésirnales associées aux differents points de (2 )  sont celles dont 
les coefficients annulent la forme quadratique. On peut les écrire sous la 
forme 

(1 -- x 2 ) X ,  + 251, + (1 + :t2)X3, 
le point origine correspondant à x = i. 

La quantité x est ma.nifestement transform6e par le groupe homogra- 
26. 

phique r6el. Du reste, en remarquant que x = -"- ==, on trouve, en 
%+ 263 '42 

ce qui concerne X, 

1 - x"f x = - --- - 
i - 2 ax) 

a f X ,  -1:-  
ax! 

l + x 2 S f  X , =  -- 2 ax' 

On posera donc 

En prenant pour y un invariant de X,  - X,, on aura 

i 
donne ensuite % = O, ce qui permet de poser 7, = - f. 

ax 
Finalement on trouve 

Les équations finies de ce groupe s'obtiennent facilement en remar- 
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i quant que y, = - [', , d' où 2 

y' = y - i log (cx -i- d)  (ad - hc = 1). 

42. L'hypersurface (Ec) est le lieu des transformes du point (i, y,) OU, 

en remplaçant y - y,  par y, le lieu des points 

1' equation de cette hypersurface est 

On voit que c'est la même hypersurface que ( E R )  et on constate sans 
difficulte qu'on retrouve aussi les memes hypersurfaces (ritB). 

Les hypersurfaces d u  type (C) sont donc les .+nêmes que celles du type (B) :  
elles admettent globalenzent u n  groupe à 4 paranzètri.es. 

VIII. Les hypersurfaces du type (D). 

43. Les équations de structure Atant 

le groupe adjoint est forme des substitutions linenires reelles qui laissent 
invariante la forme quadratique u: i- w: + u3. Comme les parametres de 
X, + iX, annulent cette forme, les transformations infinitesirnales imaginaires 
associees aux differents points de (2 )  peuvent être mises sous la  forme 

le point origine Mo correspondant a x = 0. 
Le groupe G a ses transformations infinitésimales de la forme 
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5.2 E.  CARTAN:  Sur  ln géométrie pseudo-conforme des hyperswftrçes 

1 
et, là encore, on peut supposer q, =-,y,, d'où 2 

Les Bquations finies de ce groupe sont 

, a x - b  x=- yl=y+log(bx+cL) (CI; + bb = l), 
b a t i i '  

et l'hypersurface (2) est le lieu des transform6s du point (O, y,), d ' où  en 
remplaçant y - y, par y : 

b - 
x=- =, y- loga .  

a 

Un changement de variables Bvident, qui conduit aux nouvelles variables 
- 

x = - b, y = a, donne 

(Zn) 
avec le groupe 

dont les Bquations finies sont 

44. L' hypersurface (Zn) n' est autre que 1' hyperconique (hypersplzère de 
H. POIN~ARÉ); clle admet du reste globalement un groupe à 8 paramGtres. 
Pour avoir les autres hypersurfaces (ED) du type (D), cherchons leurs groupes 
de connexion possibles. Comme la transformation infinitesimale associée à un 
point de (ID) est 

(x" + y2)X, - i(xL - y2)X, + 2 i q X , ,  

Y le rapport - est conservé par toute opération du  groupe de connexion. Cette 
x 
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opération est donc de la forme 

d = xcp(z, y), 
y1 = %y(", y); 

mais comme elle laisse invariante l'hypersphhre, c'est que y(", y) reste de 
module @ale à 1 sur (LD): cela n'est possible que si cette fonction se reduit 
à une constante ei". Or, les seuls groupes proprement discontinus engendres 
par des transformations de la forme 

sont les groupes cycliques finis formes des puissances de 

Pin 2i n - - 

x 1 = = e w x ,  y r = c " y  (n entier positif donne). 

Les lypersurfaces (EtD) cherchées s'obtiennent donc en regardant deux 
points de 1' hypersphère comme identiques, s' ils se déduisent l 'un de d'autre 
par  une lzoruothétie de centre (O, 0) admettant pour rapport d' hontotlzétie une 
racine n-ièwe de l7 unité. 

Ces hypersurfaces, pour n ,  2, admettent globalement le groupe des 
transformations de l'hypersphhre qui hissent fixe le point origine (O, O). Cc 
groupe est à 4 paramètres et a pour Bquations finies 

- - 

(14) x' = eih(a:c - by), y' = efh(bx + ay) 

(ah + bb = 1, h r6el). 
En posant 

-=x, y n = y ,  
I 

on a l'équation 

mais la représentation analytique de (L'D) ainsi obtenue n'est plus partout 
réguli&re, car les diffërents points (x = eie , y = 0) de (LID) sont représent6s 
par les mSmes coordonnées (X = cm, Y = O). 

45. En résumé, appartiennent au  type (D) l'hypersphère, qui admet glo- 
balerrzent un  groupe à 8 paramètres, et une infinité d'au.tres hypersurfaces 
dépendant d 'un entier positif arbitraire n, qui admettent globalement chacune 
un groupe a 4 paramètres. 

Nous renaarquons que les hypersurfaces des types (A), (B), (C), (D) ad- 
wbeftent toutes localecaent un groupe à 8 paramètres et globale~r~ent un groupe 
a 8, 5 ou 4 parartcètres. 
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- -- - 

IX. Les hypersiirfaces du type (E). 

46. Les équations de structure étant 

avec une constante reelle tn $: O, les transformations iiifinitésiicales du groupe 
adjoint sont 

4 - 
a f E =-$,' - 
au, ' 

ce s o ~ t  aussi, en coordonnées homogènes u , ,  u,, u, ,  les transforazations 
infinitésiwaales de G. 

Comme la variable u, est invariante et  qu'elle n e  peut  être ride, sans 
quoi les transformations associ6es aux diff6rents points de ( 3 )  seraient toutes 
de la forme X, -+ uX,, on peut supposer u, -= 1. E n  remplaçant u, par x 

avec les 6quations finies 

(a, b, c r6els ; c / O). 

On ne peut partir d'un point (:G,, y,) pour lequel l'une des deux coor- 
donnees, s, par exemple, serait reelle, car alors x resterait rBelle en tout 
point de (Z), qui serait un hyperplanoïde. Soient a et les coefficients de i 

3C 
dans z,, y,; en remplqant ; par z et - par y, on a l'liypersurfaee P 

dont 1' Bquation est 
- 912 s-E - 

( L E )  2i  =O,  ( L > ~ ) .  

Comine cette hypersurface est simplement connexe et que le groupe de 
connexion de toute hypci.surface du même type doit laisser iiivariants les 
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coefficients de la transformation infinit6~imale xX, + yX, + X ,  associée à. 

un point variable de (i), c'est que ce groupe se r6duit ;I la transformation 
identique. L'hypersurface (LE) est donc la seule du type (E) .  

47. Il y a lieu de se demander si (GE) est le plus grand groupe pseudo- 
conforme laissant invarknte (2&). Remarquons d'abord qu'en g6néral ce plus 
grand groupe sera Lt 3 paramktres; dans le cas contraire, en effet, i l  faudrait 
que la congruence des surfaces caracteristiques associ6es à (XE), à savoir 

satisfît à une equation diffbrentielle r6ductible à y"=O: il est ~zécessaire 
pour cela que cette équation différentielle soit de la forme 

A, B, C, D Btant des fonctions analytiques de x, y. Or, ici, cette Bquation est 

I l  faut exclure le cas In = 1, où les surfaces ca,ractéristiques ne d6pen- 
m - 1  

draient que d'un paramètre; restent donc les cas my2 = 0, 1, 2, Y, qui se 
1 réduisent à m = 2 et nz = 2; ce dernier se ramene au premier en changeant 

les rôles de z; et y. O n  peut d u  reste supposer 1 m 1 2 1. 
Si  donc m est dirdrent de 2, le  plus grand groupe pseudo-conforme 

de (XE) est à, 3 parambtres. Mais i l  pourrait contenir plusieurs familles 
connexes distinctes de transformations. Or toute transformation n'appartenant 
pas au groupe connexe (GE) laisse nécessairement ce groupe invariant; par 
suite X , ,  qui engendre un sous-groupe invariant de (GE), est transformee 
en Xi on en X,, et réciproquement. Cette transformation est donc, soit de 
la forme 

x' = cp(x), Y' = +(y), 
soit de la forme 

2' = d~), Y' = S(4.  
Dans le premier cas, elle est de la forme 

a, b, c, d étant r6els; mais pour qu'elle laisse (ZE) invariante, il faut c > 0: 
d - c>ll . - , on retrouve le groupe (GE) lui-même. 
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Dans le second cas, on aurait 

1 
ce qui n'est possible que si  rn = - 1, avec a ,  b, c, d réels, c , O, cl = c .  

P a r  suite le plus grand groupe pseudo-conforme de (YE) est uiz gr.ozrpe 
cowneze à trois p a r n d t r e s  si  In, supposé de valeur absolue supr'rieure 0 1 ~  

égale à i, est diffdrent de 2 et de - 1 ;  i l  est formé de d e u . ~  fnrt~illes connezes 
c i  trois param%-es si m r= - 1. 

Si enfin m = 2, l'hypersurface est localement Bquivalente A l 'hjperco- 
nique, comme on le voit en posant 

i x = X ,  y+-%"Y; 2 

on obtient 

Y - Y  -- X-x 
i X X = O ,  ( A). 

Mais il faut remarquer que ln  partie imaginaire de x étant positive, i l  ne 
faut garder de E'hgperco~zique que les points pour lesquels X, , O. On vérifie 
sans difficulte que les transformations du  groupe & 8 paranlétres de l'hyper- 
conique qui laissent invariante 1' hypersurface (XE) forment un seul groupe 
connexe & 3 param&.tres. 

IZ n ' y  n donc que le cas m = - 1 pour lequel (XE) adruette globaleatent 
deux falrzilles distinctes de trccnsforr)cntions yseudo-cottfon~ces. 

X. Les hypersurfaces du type (F). 

les transformations infinitésimales de G sont, en coordonnées homogènes, 

Là, encore on peut supposer u, = 1 et, revenant aux coordonn6es non homo- 
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gènes z, 9, prendre 

( G d  

avec les 6qaations finies 

On pont, comme dans le cas précgdent, definir (ZF) comme la lieu des trans- 
formBs du point (O, i), ce qui donne 

Cette hypersurface est simplement connexe et on démontre facilement 
que (CF) est son plus grand groupe pseudo-conforme. 

XI. Les hypersurfaces du type (H). 

49. Les equations de structure étant 

les transformations infinitBsima.les de G s'obtiennent par la  même méthode 
que dans les deux ca,s precedents. On trouve 

avec les equations finies 

\ X' = enrC(x cos c + y sin c) 4- a, 
( G d  1 y' = emc(- z sin c i- y cos c) -t- b. 

L'hypersurface peut étre regardée comme le lieu des transformds di1 
point (, O);  elle est definie paramétriquement par 

x = a -f- temC cos G, 

y = b - ieme sin c. 

dflrtali di Maternatica, Serio IV, Tomo XI. 
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Si xu+ O, elle est simplement connexe et (GH) est le plus grand groupe 
psendo-conforme qui la  laisse invariante. 

Si 1 1 ~  = 0, 1' hypersurface n' est plns simplement connexe. Le gronpe (GH) 
se r6duit au  groupe des d6placeinents euclidiens réels du plan, et (XH)  a pour 
équation 

(k) ( X  - ICy + (y - 2/)? + 4 = 0. 

Elle admet une seconde famille de transformations psrudo-conformes qu'on 
obtient en combinant (GH,) avec une sym6trie par rapport à une droite réelle 
du plan. On peut regarder 1' hypersurface (EH,) conme simplement connexe, 
à condition de regarder l'espace des deux variables complexes comme formé 
d'une infinit6 de feuillets (A 4 dimensions), le passage d ' u n  feuillet k l 'autre 
se faisant par exemple par la cloison à trois dimens' r ions 

Nous laisserons de cote la question de savoir si on peut, dgns ule espace 
analytique complexe à 2 dzmensions corfiplexes, supposé siwplerteent connexe, 
réaliser cette hypersurface simpleme~zt connexe de manière que deuz points 
appartenant à deux feuillets diférents, mais ayant les mêmes coordonnées 
initiales (x, y), prennent dans le nouvel eqace deus positions différentes, de 
telle sorte que 1' hypersurface soit univalente dans cet espace. Contentons-nous 
de remarquer que la surface de ramification, qui est ici x, = 0, y2 = O, n'est 
pas caractéristique (Po). 

XII. Les hypersurfaces du type (K): première espèce. 

50. Nous avons d6jA vu (n. 41) que le groupe adjoint n'est autre que 
le  groupe projectif r6el de la conique 

u: -+ u; - u; = O, 

que nous appellerons la coaique fondamentale. 
Chacune des hypersurfaces cherchées (2) pourra etre regardée comme 

le lieu des transformés d 'un certain point 41, du plan projectif complexe 
par les transformations projectives r6elles de l a  conique fondamentale. Mais 
plusieurs cas sont à distinguer, suivant la  position par rapport à la  conique 
fondamentale de la  droite reelle qui contient ce point M o ,  nkessaireinent 
imaginaire. 

("O) La résolutiori de ce problème est du domaine de la théorie des fonctioris. 
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Cette droite M 0 ~ ,  ne peut être tangente à la  conique, car alors la 
transformation infinitésimale associée à, Mo engendrerait, avec ln transfor- 
mation imaginaire conjuguée, un groupe: il suffit pour le voir de prendre 
le cas particulier de la  tangente u, - u,, qui donnerait le sous-groupe en- 
gendre par X, et X ,  + X ,  . 

Cela pose, deux cas sont possibles, suivant que M,M, est exterieure à 
la conique ou la coupe. 

51. Supposons d'abord la droite réelle M,H, extérieure à la conique. 
On peut supposer que c' est la  droite u, = O; le point Mo a des coor- 

données (1, u, 0); mais, par une transformation de G remplaçant respecti- 
vement 

u i  7 Ni? 7 U, 

Par 
U., COS a - u, sin a, u, sin a + w, cos a, u, , 

ui + iu, 1 + iu on peut multiplier --7 = - u,-an2 1-iu par e2", ce qui permet de donner k ce 

rapport une valeur réelle et positive T c ;  on aura alors 

Le lieu des transform6s du point (1, inz, 0) est facile à obtenir. En effet, 
quand on effectue sur u , ,  u,, zc, une substitution linéaire réelle laissant 

invariante la  forme u: + ue - ui, la  forme d' HERMITE u,Ü, -+ u,Ù, - u,Ü, 
est 6galement invariante. On a donc, en tout point de (L), 

Le second membre est une constante réelle p plus grande que 1. En 
remarquant que toute droite reelle qui coupe la conique fondamentale ne 
contient aucun point de l'hypersurface, on peut introduire des coordonnées 
non homogènes 

52. I l  importe maintenant de voir s i  tout point satisfaisant à 1'6quation 
(15) fait partie de l'hypersurface (&). I l  est clair d' abord que les points 
réels de l a  conique fondamentale satisfont à l'équation (151, mais ne peuvent 
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être transformes du point imaginaire M o .  Nous allons voir qne, c1cs points 
exclus, l'équation (15) définit deux hypersurfaces connexes distinctm. 

Remarquons d'abord qu'un point imaginaire satisfaisant à 1'6qnation (15) 
ne peut être situ6 sur une droite reelle ayant un point réel sur la conique 
fondamentale; en effet cette secante pourrait, par une transformation de G, 
être ramenée à a = O, et 1' kgalite 

1 1 -Y21 

est impossible, en vertu de 11in6galit6 

Tout point imaginaire est, d'aprks cela, le transforme d' uii point situ6 
sur une droite réelle exterieure à, la  conique, qu'on peut supposer y = O ,  et, 
d' après le raisonnement fait plus haut, on peut supposer que les coordonnées 
de ce point sont (u, = 1, .u2 = id ,  .u, = O )  ou (z = im', y = 0). 011 anra alors 

d' où 912' = 31 m. Or on ne peut passer par continmité d u  point (1, im, 0) cru 
point (1, - im, O). 

Pour nous rendre compte nettement de ce resultat important, remarquons 
que si on exprime les coordonnees d 'un point réel de la  conique fondamentale 
en fonctions rationnelles d 'un paramètre réel t, par exemple 

toute liomoyraphie réelle de la  conique se traduit par une homograpliie réelle 
sur t, et r6ciproquement. Or les homographies reelles 

forment deux familles distinctes, snivant que ad - bc est > O ou < 0. 
Cela pose, la polaire du  point (1, im, O), il savoir 1 + inzx = 0, coupe la 

conique fondamentale aux deux points donnés par 

au contraire les points où la polaire du point (1, - im, 0) coupe la  conique 
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Or, les transformations homographiques reelles à determinant ad - bc > O 
effectuées sur t conservent le signe du coefficient cl0 i. Cela suffit pour 
prouver qu'aucune transformation du groupe connexe ne permet de passer 
du point (1, isn, 0) au point (1, - im, O). 

53. L'hypersarface ( X j  lieu des transformés du point (1, im, 0) s'obtient 
donc en ajo~itant A l'équation (15) une inegalité qui exprime que In partie 
imaginaire des valeurs de t correspondant aux points de contact des tangentes 
m ~ n 6 e s  ii la conique fondamentale est d'un signe donne, positive per exemple. 
Ces valeurs de t sont racines de l'équation 

(16) 1 - t2+22t -~(1 .4 - t "=O;  

2x . L9 hypersurface (CK) est donc definir par la somme des denx racines est - 
1+9 

On remarquera que le plus grand groupe pseudo-conforwze de (YK) est 
connexe, les tranformations homographiques sur t de d6terminant ad -- bc < O  
changeant (&) en une hypersurface distincte. Mais chaque point de (&) est 
invariant par une transformation non identique du  groupe, celle qui échange 
entre elles les deux racines de (16). 

54. Arrivons maintenant à la determination des hypersurfaces localement 
tiquivalentes à (&). Toutes ces hypersurfaces sont des varietes de recouvre- 
ment de (XK), puisqu'à chaque point d'une telle hypersurface est associée 
une transformation infinitesimale imaginaire determinée de (GH), c'est-à-dire 
un point détermine de ( 2 ~ ) .  . 

On en obtient immediatement une par un procédé geométrique simple, 
en faisant correspondre à tout point (x, yj de (&) l'ensemble des deux vn- 
leurs de t, racines de (16)) qui définissent les points d'intersection de la 
conique fondamentale avec la polaire de (z, y). Nous pouvons ordonner de 
deux manieres differentes ceg deux valeurs de t, que nous désignerons par 5 
et y, et nous aurons ainsi une hypersurface recouvrant deux fois ( 2 ~ ) .  On a 
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On obtient ainsi, dans le demi-plan de POINCAR*, un couple ordonne de 
points (5, q )  dont la  distance non euclidienne ô reste Bvidemment constante 
quand on effectue sur 6 et 7 une même homographie reelle A déterminant 
positif ( l ' ) .  L'Bqnation de la nouvelle hgpcrsurf:ice (SrK) est donc .(22), en 
remarquant qu' elle contient le point 

= irn + d 1 - mg, q = im - 1 1 - m', 
soit 

8 
( X ' ~ )  (5 - y)(5 - i )  -1- y (5 - ,$(v - <) = 0 ( + O ) ,  
soit 

- - 8 - 

P'K) (5 - ri)([ - q)  + ch* ij (5  - S)(rr - y )  = O (%O), 'I 

soit enfin 

iw ( c - . i i ~ - ~ ) - < ~ - n < p - i ) = p ( e - ~ i < ~ - . i )  ?+>O). 
Cette dernière équation peut se deduire directement de (15). On n du  reste 

55. On peut enfin arriver k une hypersurface simplement connexe en 
posant 

E = X + e Y ,  q = X - e Y ,  
d' où 

8 E 4eY+" - ,yv (eY - e')2 + ,yP ( X  - X)' = O (x$ > O) , 
ou encore, en s6parant les parties réelles et imaginaires, 

( 24 )  Cette liypersurface a été renconti-Ge par E. et H. CARTAN (« Co11q~tes.Re11il11~ u, 192, 
1931, p. 71U). Voir HENRI CARTAN. SUT les transformntiotzs analgtiques des clowzaines cel-clés 
et semi-cerclés bornés ( c  Math. Annales B, 106, 1932, pp. 540.573). 

(22) On applique la formule 
8 d sh-=- 
2 2vyy" 

cl désignant la distance euclidienne des  tleiix points de coordonnées rectnnpiilaires (x ,  y) 
et (x', y'). Voir E. CARTAN, Leçow s z t ~  ln géod tv ie  pvojective co~nplexe (Paris, Ga~iihier- 
Villars, 1931, p. 80). 
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- 

Sous cette forme, 1' équiltion montre que 1' hypersiirface est simplement 
connexe, puisque chacun de ses points est défini analytiquement par ln 
donnee de trois nombres r6els finis X , ,  Y, ,  Y,. 

Les dquations du groupe G sont ici 

elles sont réguliéres en tout point de ('I"k), le dénominateur de X' ne pouvant 
s'annuler que si l 'on a 

cX, = ceY] sin Y , ,  d'oh c = O ,  et par suite d = O ;  

mais cela est incompatible avec la relation ad - bc = 1 .  

56. On peut maintenant de (2 '~ )  deduire toutes les hypersurfaces du 
type (K) qui sont variétds de recouvrement de (ZK). Le groupe de connexion 
proprement discontinu qui caracterise 17une quelconque d'entre elles doit 
laisser invariantes les deux quantités 5 t q = 2X, kq = X' - e2Y. On a donc 

(18) X f = X ,  Y'= Y i-nirc (n entier). 

Inversement, toute transformation de cette nature laisse invariante (XUK), 
ainsi que chacune des transformations du groupe (17) de (YK). Le groupe 
cherché est donc de la forme 

X f  = X ,  Ir = Y + nhix (h  entier fixe positif, n entier variable). 

En posant alors 
2 Y - 

X = x 7  e h = y  
on obtient 17 équation 

ou encore, en introduisant les parties reelles et imaginaires, 

(x2 ) O). 

On retrouve (ZK), SOUS une autre forme analytique, en prenant h = 1. 

57. Nous avons vu que 17hypersurface simplement connexe (riftK) ad- 
mettait le groupe connexe (17). Il est facile de voir qu'elle admet une autre 
famille connexe de transformations pseudo-conformes, à savoir celles qu'on 
obtient en combinant les transformations (17) avec la  transformation 

X f = X ,  Y f = Y + i n ,  
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qui ne rentre pas dans les formules (17). On obtient ainsi toutes les trans- 
formations pseudo-conformes de (Y"'), car si S est une quelconque de ces 
transformations, elle donne sur (&) une transformation pseudo-conforme 
determinée qui produit sur (&) le meme effet qu' une des transformations (17), 
puisque le groupe de (XK) est connexe; par suite il existe une transformation 
de la  meme famille connexe que S qui laisse invariants tous les points 
de (XK) et est donc de l a  forme (18). Or  la  transformation correspondant 
à n = 2 fait partie des transformations (17); on peut donc supposer n == 1, ce 
qu7 il fallait démontrer. 

De ce qui précede on deduit que le groupe pseudo-conforme de ( 2 " ' ~ )  
est connexe pour h impair, forme de deux familles connexes pour h pair. 
En effet, dans la  famille connexe de transformations de ( 2 " ~ )  qui ne contient 
pas la  transformation identique, se trouve, si h est impair, la  transformation 

qui laisse invariants tous les points de ( Y K ) ;  a u  contraire, si  h est pair, 
aucune des transformations 

X ' - X ,  Y 1 = Y t n i n  (n impair) 

ne laisse fixes les points de (LUrK). 

XIII. Les hypersurfaces du type (K) : deuxième espèce. 

08. On aura une deuxihme espbce d'hypersurfaces du type (K) en prenant, 
dans le plan de la conique fondamentale 

u: + u; - ut = O, 

un point imaginaire situ6 sur une secante reelle de la  conique et le lieu des 
transformés de ce point par le groupe homographique r6el connexe G de cette 
conique. On peut supposer que cette sécante eat u, = O ;  mais, comme les 

?hi - te3 
transformations de G permettent dc multiplier ------ par u n  facteur r6el et 

ui + u3 

positif arbitraire, on peut supposer que cette quantite est de module 1, ce 
u 

qui revient à dire que est purement imaginaire. La quantité u, ne pouvant 
u3 

s7 annuler pour aucun point de 1' hypersurface, nous poserons 

Cherchons donc le lieu des transformes du point (s = im, = O). On a 
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pour ce point 
- 

z.i + yy - 1 = rtt2 - 1, 1 n."t y" 1 1 = $ 1 , ~ ~  + 1. 

Tous les points de l'hypersurface satisfont donc h l'dcluation 

Naturellement il ne faut conserver que les point imaginaires satisfaisant 
à 1'Pquation (19). Mais, réciproquement, tout point imaginaire satisfaisant 
à (19) est situe sur une clroite réelle qui ne peut être extdrieure à la  conique, 
sans quoi p serait plus grand que 1. Cette droite, étant secante, est la  trans- 
formée, par une transformation de G, de y = O ;  le point consider6 est donc 
le transformé d' un point (;z = z ~ ) L ' ,  y = O) et on a par suite 

Nais ici le point (x  -- - im, y = 0) est transformé du point (x = im, y =O), 
par la  transformation 

xl=-x,  y'= - y  

qui fait partie du sous-groupe continu 

de G. Par  suite, l'hypersurface cherchée (LK,) est le lieu des points imaginaires 
satisfaisant à (19). 

Un cas particulier remarquable est le cas p = O. 0% a dans ce cas le 
lieu des points i.muginaires de 1' hyperconique xX+ y f = 1, c' est-à-dire 1' hyper- 
conique privée de la ligne à une dimension, lieu de ses point réels. 

59. On pourrait aussi considerer les points de la conique fondamentale 
situés sur la  polaire d7 un point variable de l'hypersurface, donnes paramé- 
triquement par 1' equation 

En particulier le point (x = im, y = O) conduit aux deux valeurs de t :  

En regardant 5 et comme les affixes de deux points, on a un couple de 
points situes l ' un  dans le demi-plan positif, l 'autre dans le demi-plan négatif 
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de POINCARÉ. La distance non euclidienne 6 du premier point au conjugué 
du second est donnt5e par 

b sh 9 = W. 
On obtient ainsi 1' hypersurface 

equivalente à (riK,)) parce que le  couple (y) 5 )  ne peut pas se dtsduire par 
continuite du couple (5, 7). 

L'hypersurface (XK,) admet un groupe mixte for1116 de deux familles 
connexes de transformations pseudo-conformes, la seconde famille s'obtenant 
par composition des transformations de la  premidre famille avec la symétrie 

Dans le cas de l'hypersurface (20), cette symétrie s'tscrit 

de sorte que les deux familles de transformations sont 

(ad - bc > O),  

(ad - bc c O). 

Nous ne traiterons pas le problhne de la recherche des h,ypeiwmfnces 
localement équivalentes h ( 2 ~ ' )  et appartenant au mame type. Contentons- 
nous de remarquer qu'on a une hypersiirface simplement connexe en re- 

gardant le produit topologique des deux demi-plans de POINCARÉ et (y) 
comme formé d'une infinit6 de feuillets, le passage de l 'un à l 'autre se 
faisant par la. coupure 7, = E i ,  - 7, < S , ,  où 1' on a posé 6 = SI + &, 
y = qi + ive : 1' hypersiirface (20) devient alors simplement connexe ; la surface 
de ramification y = 5 n'est pas caractéristique. 

XIV. Les hypersurfilces du type (L). 

60. Les Bquations de striicture sont ici 

Le groupe adjoint est le gronpe homographique réel de la conique fonda- 
mentale 

u; + + %" - o. 
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L'hypersurface cherchee est le lieu des transformés d'un point ima- 
ginaire particulier, qu'on peut supposer situé sur la droite zc, = O, et dont 
on peut ramener les coordonnees homogènes aux valeurs (1, im, O), avec 
1 m 1 < 1. On a alors l'équation 

Tout point vérifiant l'équation pr6cédente peut reciproquement être 
regarde comme le transforme de l ' un  des points (1, t_ im, 0). Mais le point 
(1, - im, 0) est lui-mème le transforme de (1, im, 0) par la  transformation 

zd; = u i ,  u,' = - U,, u,' = - U3 ' 
qui fait partie d 'un sous-groupe continu de G. 

Le groupe des homographies de la  conique fondamentale, et par suite 
celui de (EL), ne contient qu'une famille connexe de transformations. En 
effet, toute homographie de la conique peut être ramenée h une substitution 
linéaire orthogonale de d6terminant 1 ;  il y a donc correspondance biunivoque 
entre ces homographies et les rotations de la  sphbre, qui forment une seule 
famille connexe. 

61. On peut avoir une variété de recouvrement de (&) en introduisant 
le parainètre t des points de la  conique fondamentale, defini par les equations 

m, = 1 - t", u, = i(1 + t2),  u, = 2t. 

Par  ce choix du paramètre, deux points imaginaires conjugués de la  conique 
ont leurs parainétres t et t' lies par la relation 

Cela posé, les transformations de G se traduisent analytiquement par 
les transformations homographiques sur t de la forme 

, at-6 t =-- avec ai + bb = 1. 
b t + G 9  

La  polaire du point (1, im, O) rencontre la  conique fondamentale en 
deux points donnes par 

Représentons chaque valeur de t par un point de la  sphhre de RIEMANN, de 
telle sorte que deux points diametralement oppos6s correspondent B deux 

valeurs t et - k, en prenant, par exemple, pour coorclonnées rectangulaires 
t 
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X, Y, Z d' un point de la  sphére, 

Les transformations (21) definissent alors les rotations de la  sphbre, qui ne 
changent pas la distance élémentaire de deux points. Pour los deux points 

cette distance 6, cornptee sur la sphbre, est donnde par 

8 
COS - -m. 2 -  

On obtient ainsi c o m m  wnri8té de reco?m-emenir de (SL) 1'7typel:w~fnce 
(L'L) lieu des couples ordonnés (<. y)  de points de l a  sp72h.u d e  h'iur~rnnn 
situés à une distance constante 6 l ' u n  de l 'aufre .  

LIBquation de (XL) est 
6 

p l , )  (5 - Y)(F - i) = tg2 p (1 -+- G)(I + T C ) :  

elle pourrait se deduire directement de l'équation de (LL) en posant 

u, = 1 - Sq, u, = i (1 + Sy), u, = S + y .  

62. L'hypersurface (EL) n'est pas simplement connexe. En effet elle est, 
au point de vue de I'Analysis situs, hoinéomorplie i l  la v n r i t ~ é  i.epr6sent;itive 
des rotations de la  sphere, puisque tout point de (ErL) se dbdoit d'un point 
particulier par une rotation et une seule. Or le groupe des rot;itions de 1ii 
sphhre n'est pas simplement connexe; il adinet c,n groupe de rccoiivreiiirnt 
simplement connexe, qui le recouvre deus  fois, k savoir le groupe 

Nous laisserons de côt6 la  question de savoir s' il existe une hypersurface 
simplement connexe du type (L): ~ l l e  recouvrirait deux fois ( X I L )  et quatre 
fois (&,). 

XV. Les hypersiirfaces qui adiiiettriit globaleiiient iiii groiipe 
it plus de trois parsiiiètres. 

63. Comme nous le verrons plus loin, ct cornine cela resultc des travaux 
de A. TRESSE ('), nne hypursurface qui admet localrinent un gronpe pseuclo- 
conforme ii plus de trois parambtres admet localcinent un groupe A 8 para- 
mètres, localement semblable au groupe 1ioinogr;ipliique d'une liyperconique. 
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Par  suite si une hppersurface admet globalement un groupe à plus de trois 
paramètres, ce sous-groupe est isoworphe à. un sous-groupe du groupe a 8 pa- 
ramètres de 2' hyperconique. 

Or, les seuls groupes homographiques du plan k paramètres complexes 
qui ne laissent invariant ni un point, ni  une droite sont les groupes R trois 
paranlhtres qui laissent invariante une conique et le groiipe homographique 
général & 8 paramètres ('y. Par  conséquent tout sous-groupe à plus de trois 
paramètres r6els du groupe de l'hyperconique laisse invariant un point ou 
une droite. D' autre part, s' il laisse invariante une droite, il laisse aussi 
invariant un point, k savoir le pôle de la droite par rapport ii l'hyperconique; 
dans tous les cas il y a donc au moins un point invariant. 

10 Si ce point est sur l'hyperconique, nous avons vu qu'il a au  plus 
5 paramètres, auquel cas c'est le groupe (10) (n. 35) ;  s'il  a moins de 5 pa- 
rarnbtres, c' est un de ses sous-groupes. Dans le premier cas, l' hyperconique 
privee dn point invariant est simplement connexe et nous avons vu qu'alors 
il n'y avait pas d'autre hypersurface admettant le mGme groupe. Dans le 
second cas, le groupe est à, 4 paramhtres; l'hypersurface cherchée admet 
pour hypersurface de recouvrement l'hyperconique priv6e d 'un point et le 
groupe de connexion correspondant doit laisser invariante chaque transfor- 
mation du groupe ii. 4 paramètres. Or les méthodes de S.. LIE moutrent que 
tout sous-groupe ii 4 parametres du  groiipe (10) est engendr6 par les tram- 
forina tions infinitésimales 

où nz et n désignent deus  constantes r6elles. Toute transformation qui laisse 
invariantes les trois dernieres transformations infinitésikales est do lx  forme 

elle ne peut laisser invariante la premiére que si m =O.  On retombe alors 
sur l'hypersurface (Y,) du n. 34, avec le groupe (11) (n. 36). 

So S i  le  point invariant n'est pas sur l'hyperconique, le groupe est 
ii. 4 parambtres et on retrouve les hypersurfmces des types (BI, (C) et (D). 

(23) S. LIE et P .  ENGEL, Theorie del. T~ansformationsyruppem ("), 111, p. 94. 
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-- 

Toutes les hypersurfaces adwet tant  globale~uent u n  groupa f i  p l ~ r s  de 3 pu- 
rar~iètres ont  donc déjà été obtenues. 

XVI. Ilésumé général. 

iXbiQSi u n e  hypersurface  admet tan t  un g r o t y e  p)se?r(/o-cor?fo~.rrre transit i f  
est locale~newt équ ica lede  h Z'hgpersphère, elle est g l o b a l e ~ ~ w d  e ' q ~ r i r . a l ~ ~ ~ t e  ù 
l'une des lqpersurfaces  suivantes:  

10 x& + = 1 (hyperspliPre) ; 

20 (A) Y ! !  = z$ 
d i  (hypersph6re priveth d' ~ i i i  point); 
- - 

3 O  (A) gy = ex" ; 
- 

x-x - 
40 (B) Y - $1 - 

2i  

80 (K') \ 
Hyperspldre privBe do ses points reels 

( (ou 1' une de ses vari&& de recouvrenient). 

La prcmiPrc aclinet un groupe h 8 pararnt~tres, la secoiide ni1 groupe à 

5 parainbtres; les quatre suivantes un gronpe A 4 parnmétrcs, les denx 

dernieres un groupe à 3 pararn6tres. 
Si u n e  hypersurface admet tant  g r o q e  pse?ddo-con forin e h a n s i  fi f n' est 

p u s  localement équivalewte ir Z'hypersphère, elle est globule~~rent équivalente Ù 

E'msze des hypers?mfaces s u i v a ~ ~ t e s  ou 13 l'uuze de l e w s  vcrriétés (le 1-ecouwelue~zt: 

2m arc tg 7 
3 O  (H) (x  - &)? i- ( y  - -21)' + 4e Y-Y = O ;  
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CHAPITRE III. 

Les invariants pseiido-conformes dYune hypersurface. 

1. Position du problème. 

64. Il est entendu que les hypersurfaces que nous allons considdrer dans 
ce Chapitre seront analyhiques et ne seront pas cles hyperplanoïdes. Nous 
pouvons &ire l'équation d 'une telle hypersurface sous la forme 

F étant une fonction analytique de ses quatre arguments, qui sera r6elle 
q~iand on donnera i et 2/ les valeurs complexes conjugudes de celles qui 
seront attribuées à z et y. Remarquons que les dérivees partielles F, et F;, 
Py et Fy sont alors complexes conjuguées. 

L' éqiiation de PFAFF 

Pl i(F,dx + F&) = 0, 

dont le premier membre est reel quand le point (z? y) est sur l'hypersurface 
et quand dx, dg se rapportent à un d0placement infiniment petit sur cette 
hypersurface, reprhsente 1' B16ment plan caracteristique tangent R 1' hypersur- 
face a u  point considérd (n. 13). Elle a '  une signification intrinsèque, c' est-à- 
dire indépendante de tout changement analytique de variables portant sur 
z et y. 

Si nous exprimons les coordonn6es x et y d' un point de 1' hypersurface 
en fonctions analytiques do trois paraniètres réels u, v, IV, le  premier membre 
de 1'Bquation (2) devient une expression de PFAFF réelle 

(3) w G Adu + Bdv + Cdw, 

A, B, C étant des fonctions analytiqnes réelles de u, v, W .  

Introduisons en même temps, dans le cas F, +O, la  differentielle dx, 
qui s7 exprime sous l a  forme 

(4) dx = o, (P  + iP,)du -1- ( Q  i- iQ,)dv + (R -1- iR,)dw. 

65. ConsidOrons une seconde hypersurface 

qx', y'; x ,  y )  = O, 

équivalente h la prdcedente; exprimons x', y' en fonctions analytiques de 
trois paramiltres réels u', u', w' et ddsignons par O et 3, les formes analogues 
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b w et w,. Comme les 616ments plans caractéristiques tangents (les deux 
hypersurfaces se correspondent, on aura, par la corrcsponditnca püeudo- 
conforme qui est censde exister entre les deux hypersiirfaces, 

p étant une fonction analytique réelle de u, v, w ;  on aura d 'autre part 

dx' = adx + /My, 

Gi = ho ,  -1- pw, 

A et p 6tant des fonctions analytiques complexes de u, v, W .  

Réciprocyuesûe+tt, supposons que par une correspondance poncturlle analy. 
tique convenable entre les deux hypersurfact1s, on ait des relations de la 
forme (5)  et (6); x' et y' deviennent des fonctions analytiques des viiriiil~les 
réelles u, v, IV, et I'on a, d'après (5) et (6), des relations cle la  forme 

dx' = adx + pdy, 
dy' .= ydx + € d g  

La premiére montre que le déterminant fonctionnel de x', x, y est une 
fonction analytique de u, v, IV  qui s'annule en tous les points do la premiilre 
hypersurface, c'est-&-dire polir toutes les valeurs rdelles des variables: elle 
est donc identiquement nulle et! par suite, si I'on regarde x, y, x' comme 
des fonctions analytiques des trois variables co~uplcxes u, v, IV, la quantité x' 
est une fonction analytique de x, y ;  i l  en est de même de y'. I l  existe donc 
nne transformation pseudo-conforme faisant passer de la  première hypersur- 
face à. la seconde et realisant entre elles denx la correspondance ponctuelle 
donnée. 

On peut ajouter que, cette correspondance ponctuelle étant fixée, la 
transformation pseudo-conforme est unique. Dans le cas contraire en effet, 
en ddsignant par 

x t=y(xl  y), et x1=cp,(x, y), 
Y' = 8(x, Y), g Y' = Sib, y), 

deux transformations distinctes répondant aux conditions vonlues, la  fonction 
y(x, y) - y,(x, y), nulle en tous les points de la  premibre hypersurface, serait 
identiquement nulle. 

66. On peut cornpl6ter le résultat précédent en remarquant que la 
- 

donnée de trois formes de PFAFF analytiques w, w,,  w, lineairement indé- 
pendantes en dm, dv, dw, la  première réelle, les deux dernières imaginaires 
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conjugu6es, definit toujours une hypersurface ou plntôt une classe d'hyper- 
surfaces Bquivalentes. En effet 1 es équations 

peuvent ètre considérées comme un systdme de deux équations différen- 
tielles du premier ordre entre les trois variables complexes u, v, ru. Soit x, y 
un systùme d' intkgrales preaaières indépendantes de ces équations : ce sont 
des fonctions analytiques de u, v, ru: 

En donnant maintenant à u, v, uv des valeurs réelles, les equations (8) 
définissent une hypersurface 

On a d'autre part des identites de la forme 

La forme w est reelle quand on donne A u, v, iu, du, du, dtv des valeurs 
réelles, c'est-à-dire quand on se deplace sur l'hypersurface. On a par suite 

entre dx, dy, d&, d i ,  quand on se place en u n  point de l'hypersurface, une 
relation identique de la forme 

adx + pdy (Ld& + Pdy) = oi(F@dx + Fydy +. ~ ; d x  + FYdy), 
d' oit 

w = adx + pdy = oi(B',dx + Pydy), 

a étant évidemment réel. 
La seconde relation (10) montre d'autre part que w, est une combinaison 

linéaire de dx et de i(F,dx + F,dy). P a r  suite les formes associees à l'hyper- 
surface (9) suivant le procede expose au n. 2 sont, la premibe un multiple 
de la forme w donnee, la  seconde une combinaison linhaire des formes w, 

et w données. 
Si  on avait choisi deux autres int6grales premiéres indépendantes x' et y' 

des équations (7)' on aurait eu  une transformée pseudo-conforme de l'hyper- 
surface (9). 

S i  l'on se limite, ce que nous ferons d6sormais, aux hypersurfaces qui 
ne sont pas des hyperplanoïdes, la  forme réelle w doit être choisie de telle 
sorte que 1' Bquation w =z O ne soit pas complAtement integrable. 

Bnnali di Matematica. Seria IV, Toino XI. 10 
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REMARQUE. - Si  l'on écrit l'oquation w = c d x  i- pdy = O  sous la 
forme d y  - y'dx = O, le systbme o = w, = O prend la  forme d y  - y'da = 0, 
dy' - +(x, y, y')& = O; on retrouve ainsi les surfaces caractéristiques as- 
sociées comme intégrales de 1' équation y" = +(x,  y ,  y'). 

67. Le probléme de 1'6quivalence de deux hypersurfaccs peut maintenant 
s ' honcer  de la manibre suivante. 

PROBLBME. - E t a n t  données d' u n e  par t  trois formes de  P f a f f  

o = A d u  + B d v  -+ Cd-îv, 
w, = (P  + iP,)dzt + ( Q  + iQ,)dv  t (R - iR,)dnl,  
w, = (P  - i P , ) d u  + ( Q  -- iQ,)dv + (R - iR , )dm,  

l inéairement indépendantes,  l a  preruière réelle, les d e u x  derniPws iruagirzcrires 
conjuguées, a coefficients fonctions analy t iques  des variables réelles u, v, m, 
l ' équat ion w = O  n' étant p a s  complètement iw,tégrable; 

d' a u f r e  par t  trois formes analogues 

61 = A'du' + B'dv' + C'dw', 
13, = (P' + iP,')dul + (Q' + iQ,')dv' + (R' i- iR,')dw', 
5, = (Pr - iP, ')dul + (Q' - iQ,')dvl + (R' - iR,')dw', 

construites avec les variables u', v', w ' ;  
recomnaitre s' i l  existe u n e  transformat ion analy t ique réelle faisant 

passer des variables u, v, w aux variables u', v', w' et telle que,  p a r  cette 
transformation,  o n  a i t  des identi tés de Za forsne 

y, a, p étant des  fonctions analytiques,  dont l a  première réelle, de  u, v, W. 

C'est u n  cas particulier d 'un problème que j 'ai traité d'une maniére 
génerale (5). 

68. Nous allons transformer le probléme. Considérons les relations (il) .  
Introduisons deux suries de variables auxiliaires 

les variables p et p' étant reelles, les autres complexes, et posons 

8 = pu, 8, = h(w, + p o ) ;  
n = n, = qoi  + plq. 

Il est clair que les identites 
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peuvent 6tre résolues en prenant pour u', v', ni' les fonctions de u, v, PU qui 
realisent les identités (11) et en posant 

Si les deux hypersurfaces sont équivadentes, i l  est donc possible de 
realiser les identités (12) en prenant pour a', a', tu', A', y', p' des fonctions 
analytiques convenablement choisies de u, W. ni, A, p, p. 

Réciproquement, supposons qu' on puisse trouver des fonctions analytiques 
u', vl, w', A', p', p' de u, v, IV, A, p, p réalisant les identités (12). On aura 
alors des identites de la forme (il); par suite du', dv', dw' seront des com- 
binaisons linéaires de du, dv, dtv, de sorte que les identités (il) seront 
realisées par une transformation analytique faisant passer des variables 
u, v, 12, aux variables u', v', tu'. Les deux hypersurfaces seront donc équi- 
valentes. 

Nous pouvons donc dire en u n  certain sens, grace il l'introduction des 

variables auxiliaires nouvelles A, p, p, que les formes 8, Q,, a, sont inva- 
riantes par toute transformation pseudo-conforme. 

- 

69. Revenons aux formes de PFAFF initiales w, o,, o,. Nous allons les 
soummettre à une condition qui ne restreindra en rien la  gén6ralité du 
problème. Le covariant bilinéaire ( 24 )  w' n'est pas nul, en tenant compte 
de w =O, puisque cette dernière Bquation n' est pas complètement integrable; 
on a une relation de la forme 

- 

(13) of = ia[o,w,] + b[oo,] + b[oo,], 

le coefficient a n'étant pas nul. Quand on remplace o, par aco, et w par yo, 

ce coefficient a, comme on le voit immédiatement, est multiplié par Y; on 
ar 

peut donc toujours s' arranger pour qu' il soit égal à 1. Si ces conditions 
- 

sont réalisees pour les formes o, o,, o, d' une part, pour les formes O, O,,  6, 

d'autre part, les identités ( I l )  prennent la forme 

au lieu d'iutroduire trois variables aiixiliaires p, A, p, il suffira alors d 'en  
introduire deux, A et p, en posant 

(z4)  Voir, pour la notion de covariant linéaire et le calciil extérieur, E. CARTAN, Leçons 
sur les ~~~~~~~iants intép-aux (Paris, Hermann, 19B). 
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76 E. CARTAN : Sur la géométrie psezcdo-con fornûe des h y p e m w f n c e s  
- - -  - 

Supposons par exemple qu'on prenne 

o , = d x ;  
on aura 

= i k ( P x d x  + F,dy) - - ik(P,dG 4- P&), 

k Btant un facteur reel que nous allons déterminer. Le calcul de w' donne 

of = - w + i k  {  dg dx] +  di d x ]  + P,;[d& dg] i- F,  ,[dy dg]  1 . [L 1 
On peut exprimer d g  en fonction l i n h i r e  de dz et ( O :  

et de même 

en remplaçant et supprimant les termes qui contiennent'to, on trouve 

70. Les formes (ü, w,,  o, Btant ainsi choisies, nous aurons 

Introduisons la convention d'ecriture suivante. f etant une fonction de 
point sur 1' hypersurface, nous poserons 

- - 
Si en particulier f est donnée comme fonction analytique de x, y, z, y, on 

aura  identiquement par rapport à d x ,  dy, d e  d i ,  
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p 6tant un coefficient convenablement choisi. On en d4duit 

Si  f est une fonction réelle, il en est de même de fo,  les quantités fi et f i  
étant iniagina.ires conjuguées. 

Les dérivées des fonctions b et b sont liées par une relation simple, 
qu'on obtient en exprimant que la dérirtre extérieure de w' est nulle; cette 
dérivde est, coinine le  montre un calcul facile, 

nous poserons 

(19) 

la quantité c est bvidemment réelle. On a du reste 

Nqus aurons à introduire d'autres derivees des quantit6s b, 6, c. Aupa- 
ravant remarquons que la dérivation extérieure de 1' equation ( i 7 )  nous doline 

On a donc les relations générales 

Nous en déduisons les relations 
- 

(20) bot=co+bbo, bo,=co+bbo, 
C ~ T  - C i l  = ico, 

ce qui nous permettra de poser 

1 .  1 .  (20'9 c l l = g  t ,,ZCo, Cr1 = g  -,12Co, - 
g et co étant réels. 

II. Recherche d'un système d'expi'ession~ de Pfaff coviii'isntes. 

TI. Revenons maintenant au p r o b l h e  de 1'Bquivalence. Noiis substi- 
- 

tuons aux formes o, CU,, o, définies par les formules (15) les lormes cova- 
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78 E. CARTAN : Sur la géonlétt ie peudo-con fo rme des hyperszhrfmes 

riantes plus g6nérales 

On obtient, par dérivation extérieure, en tcnaiit compte de (iô), 

Comme Q, Q,, a , ,  et par suite aumi 9') QI1, a,', sont invariantes quand 
on passe de 17hypersurfa,ce donnée une autre équivnlentc, les expressions 

- 
quand on y remplacera A', A', p', p' par leurs expressions en fonction de 

- - 

U, t7, w, A, A,  IL, p, ne contiendront plus que les diff6rentielles du, dl?,  c7w. 
I l  en est de meme par suite des quantites 

En effet, si, par exemple, la  premibre de ces q m t r e  formes contenait un 
terme en dp, ce terme fournirait, dans la seconde expression (21), un terme 
en [dpQ,] qui devrait se retrouver changé de signe dans le second terine 
de la meme expression, ce qui est impossible. 

Cela posé, i~ztrod?~isons des variables auxiliaires nouvelles A, B, C, ... , et 
posons 

dh -. 

8, =- + Aw,  t Bo, + Cw, d i  - nZ = = -+- BW, 4- AG, + cm, 
1221 f 

A 
\ r 1 1 ( rr, = = ( d p  + DU, -1- EG, 4- PW), O, = + Ë w ,  + Bo, + &O). 

A 

Si deux hypersurfaces sont équivalentes, i l  est clair qu'on pourra exprimer 
les qua-lztifés il', v', w', A', p', A', B', C', D'. E', F' relafives à la seconde lqpev- 
surface en foncfiou cles quantités analogz.tes relatives la preri~iè~e, et cela 
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de fason i c  réaliser 1' &alité chacune it chacune des forrues &, QI , a, , Q, , a,, 
Q , ,  n,. L a  reciproque est Bvidente. 

Calculons alors les quantites invariantes 

ou trouve 

d u  lieu de regarder A, B, ... , comme des ~ a r i a b l e s  independantes, nous 
pouvotzs les astreindre a la condition que les seconds wes~bres soient identi- 
quement nuls; c'est Bvidemment une condition invariante. Nous prendrons 
donc 

- - 
B = - i p ,  B=&, A = - ( b + 2 i k ) ,  A = - ( b - % y ) ,  

- 
(23) D =  C-i-2ayp, E =  - -(b-ip), 

- - - 

D = C - 2iyp, E = - i ( b  + iF). 
Nous poserons par suite 

Nous avons maintenant les variables auxiliaires complexes A, y ,  C, 3' et 

les formes covariantes P, LI,, G , ,  Q,, a,, Q , ,  a,. 
72. Considerons la  forme 
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80 E. CARTAN: Sur Zcc géon~étrie pseudo-confornie des Iz!jpersro.f(~ces 
- - 

et formons la quantité 

8,' - Q,' - 3 i [ ~ , G : , ]  - 3@,52,]. 

Elle est egale, en la,issant de cdt6 les termes qui contiennent (II en facteur. à 

[4 i (C  - C) + 2c - 1 2 p ~ ] [ ~ , ~ , ] .  

On aura une nouvelle relation invariante en annulant 1s cotbfficient 

de [ w , o , ] ,  ce qui exprime que l'expression totale s'annule avec w (ou R). 
Nous poserons donc 

(26)  
1 .  3. - - 1 .  3 .  - 

C =  p + - z ~ - ~ z p p ,  C = p -  - z c t s m p p ,  4 4 

p étant une variable auxiliaire réelle. En achevant le caliwl, on trouve 

Nous aurons encore des relations invariantes en annulant le second 
membre, ce qui donne 

1 1 1 - 

~ = ~ i ~ ' p +  p p - z i c p + e ( f i  - 6 c + 2 i b o j ,  
-- 1 .  - - 1 . -  1 F = - zpp" pp -1- a zcp + (c ,  - bc - 2ibo). 

Nous poserons pour abrBger 

(28)  l = c , - b c - 2 i b o ,  I = c i - b c + 2 i b o .  

73. Formons maintenant 52, i- G, : 

sa d6riv6e ext6rieure introduira d p ;  on blirninera en partie d p  et d i  en 
formant la  combinaison 

9,' + 8,' - i [ ~ , n , ]  4- i[ni!2,]; 

on trouve que cette expression s'annule avec o et est bgale à 

- 1 -  
[(2dp + i p d p  - i ydp )w]  - ( y . i 2  - 2iFp - 2bp - i bpp  +, c p  3- bo - à il [ o u , ]  

1 
) 

- (p2p + 2ipp -- 2 6 ~  + ihpk  + c p  + I o  C~ i l  [ o i i , ] .  
l -) 
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On aura une nouvelle forme covariante en posant 

G désignant une variable auxiliaire nouvelle, réelle. 
On aura, en tenant compte des resultats precédents, 

(30) 
( Q2' = 2i[Qln,] -1- i[e,Q,] - [QQ,], 

Q f = -  / -2 i[~,n,l - 2 i ] s ~ , ~ , l  - [QQ,]. 

Remarquons que la forme id,  est réelle. 

74. Passons enfin au calcul de Q,'; pour eliminer les differentielles d x ,  

dp, dp, dp, formons 
Q,' i- [Q,Q,] + [qQ,]. 

On trouve, en tenant compte de (20)' (2ObiS) et (28), 

On pourra donc poser d'une manihre invariante 

En introduisant maintenant, pour abreger, la  notation 

1 - -- 
(32) r=-(11- 6 2bl), 
on aura les formules 

7.5. Résumons maintenant les rosultats obtenus: 
THJ~OREME. - Il est possible, par l'introduction de trois variables auxi- 

liaires A, p. p, dont les deux prenzières sont con~plexa et la der~ière est réelle, 
d'associer à une IztJpersurface donnée u n  systéme de huit formes de Pfaff 
covariantes 

'7 'i> Q 2 ,  '2, '3) '31 '4' 

Annali d i  Matematioa, Serie I V ,  Porno XI. 11. 

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



83 E.  C A R T A N :  S u r  ICL géométrie psezcdo-confornze des  hgpersurfrtces 

dont la pretnière et la dernière sont réelles, linéairement inde'pendccnles par 
rapport a du, dv, dw, d l ,  dz, d y ,  d j ,  dp,  et satisfaisant à des relations de la 
fortne 

1 
Q1 = i [ Q , ~ , ]  - [8 (&,  + a , ) ] ,  

9,' = - [Q,Q2]  -- [QQ3], 

a,' = - [G,G,] - [QG,], 

(34) Q,' = 2i[Q,sl ,]  t i[Q,Q,] - [QQ,], 

i Ci,, = -- i [ 8 , Q , ]  - 2 i [ 8 , ~ , ]  - [QQ,], 
Q,'= - [Q,Q,]  - [Q,Q,] - R[QQ,] ,  

i !&' = -- [o,Q,] - [Q,Q,] - B [ Q 8 , ] .  

En faisant dans ces fonnes A = 1, p = p = O, on obtient d'abord les 
- 

formes initiales o, w ,  , w, , puis les fonnes suivantes, cot~struifes avec les seules 
variables u, v, w et leurs différentielles, 

On pezct alors écrire 

1 .  
0, = - b w ,  +pzcw,  

-- di, - - 
Q, = < + w, -+ i p o ,  + 2ip;, + (p + i @ ) q  

h 

(35) 

- - - 1 .  
W, = - bol - ~ Z C W ,  

1 .  1 - 
w, = zco ,  + lw. 

1 .  - 1 
w3 = - $ C o i  + lm, 6 

- - 
1 + 4ib ,  o4 = - i --- 1 ' - """ " + [[:; o' + 6 (bbo + b t  + 61 - g)  12 w,+i--- 12 
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Les wi saiisfod aux: mêmes relatiotzs (34) que les Q i ,  snais avec u n  coef- 
ficient r diffdrent: on a 

- 

On poiirrait enfin calculer Q,', mais on peut prevoir la forme du resultat 
en dérivant extérieurement l'équation qui donne 8,'; on obtient ainsi 

d7 oh une expression de la forme 

Remarquons que b et b font intervenir les dérivés partielles du second 
ordre du premier membre de l'équation de 17 hypersurface, b, et c les dérives 
du troisième ordre, 1 celles du quatrième ordre, g et r celles du cinqaième. 
L'expression r est un invariant différentiel relatif; on verrait qu'il en est de 
niêine de s, valeur à laquelle se reduit S pour h = 1, p = p = O. 

- - 
Ajoutons une dernière remarque. Supposons que, w, a,, w,,  w,, CO,, 
- 

o,, w,, w, désignent 8 expressions de PFAFF, dont la premibre et la dernière 
sont réelles, les trois premières étant linéairement indépendantes, et que ces 
8 expressions satisfassent aux relations analogues à (34). O n  peut vérifier par 
le calcul que les expressions données par (36) satisfont auto.matiquement à des 
relations de la forme (34): ce sont meme les expressions les plus génerales 
qui satisfassent à cette condition et telles que 22 soit multiple de w et Q,  
combinaison lineaire de w, et de w. 

III. Cas où l'invariant relatif r s'annule. 

76. Si l'invariant relatif r s'annule, il en est de même de S. En effet 
la derivation extérieure de l'équation (34) qui donne 8,' conduit a la  relation 

Toutes les hgpersurfaces pour lesquelles r = O sont équivalentes entre elles 
et on peut passer de l'zcne à l'autre par une infinité de transfonwations 
pseudo-cowforunes dépertdant de huit constantes arbitraires réelles. 

Soit en effet une seconde hypersurfnce pour laquelle r = O ;  soient IIi 
les formes associ6es à cette hypersurface et construites avec les paramétres 
de position u'. vl, w' et les variables auxiliaires A', y', p'. Le système de 
PFAFF 

(39) IIp = Qi 
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- 
où u', v', ru', A', 2, p', p', p' sont regardées comme huit fonctions inconnues - 
des 8 variables indépendantes 14, v, PU, A, h, y, y, p est conipl&tement int6- 
greble, d'aprbs le theoreme de FROBENIUS ("1; en effet les dorivées ext6- 
rieures II: - 52; s'annulent tontes en tenant compte des équations (39) du 
système, puisque les seconds me~nbres des formules (34) ct (38) qui donnent 
les 52,' (et aussi les II,') ne  font intervenir que des coefficients com&cnis, 
R et S étant nuls. L a  solution générale du  systbnie (39) dépend alors de huit 
constantes arbitraires rdelles. 

En particulier chaciine des hypersurfaces considérees admet nn groupe 
à 8 parain8tres réels de transformations pseudo.conformes et les relations (34) 
et (38) definissent la structure de ce groupe. 

On peut préciser le résultat précédent. ConsidtSrons une région de l'hy- 

persurface suffisamment petite pour que, dans cotte region, le d6tcrininant 
- 

des coefficients de du, dv, dw dans CO, w , ,  w,  ne s'annule jamais. Les 
Bquations (39) sont alors, dans cette région, rbsolubles sans ambiguïté par 

rapport à, du', du', drivf, dl', dh', dp', d g ,  dpf et admettent une solution et 
une seule telle que pour 

- - 
U = u o ,  2 ) - v , ,  w=w,, A = A = l ,  y = p = p - 0 ,  

on ait 

où Aol + 0, et oii (u,, v o ,  IV,), (7,tOf, vof, HI,') sont deux points arbitrairement 
donn6s de la region. Comme cette solution dépend nnalytiquen~ent des cons- 
tantes d' int6gration u,', ... , pot, il en resulte que les fratzsfonuatioizs pseudo- 
conformes qu'admet localement 1' hypersurface fortlient  me fuwille comexe 
dépendant de 8 paragnètres réels. 

77. Prenons en particulier 1' hyperconique 

On a ici 
L(F) = - i, 

- - 
( O =  dy-ixdx, w ,  =dx,  o, =dx, 

- - 
o' = i[dxdx] = i[o,w,]. 

Les coefficients b et b btant nuls, i l  en est de meme de c, 1 et r. 

( Z s )  E. CARTAN, Leçons sur les invariants intégraux ("1, pp. 99-100. 
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Les hypersurfaces pour lesquelles r = O sont donc celles qui sont loca- 
lement équivalentes a Z' hyperconique (40). 

Ici le groupe est bien connu, il est formé de t,ransforinations homo- 
oraphiqiies. 
a 

IV. Ca8 où l'invariant r n'est pas nul. 

78. Si r n' est pas nul, noils allons montrer qu' on peut exprimer d7 une 
maniére invariante les variables A, p, p en fonction de u, v,  IV. 

Remnrqnons en effet que R est un invariant absolu, mais qui dépend 

naturelleinent des variables auxiliaires A et ),en vertu de (37). Nous aurons 

une détei~niiiiatioii invariante de A et X en réduisant R it l'iinit6, ce qui 
donne - - 

M k r ,  X3X =r,  
d' où 

4 - 
xh-V;, 1 2 - L .  - 

Y, 
Il y a deux mniii8res de satisfaire à ces 

l 'une des qiiantités i- 1 et - 1, nous poserons 

relations. En désignant par E 

79. Considérons maintenant la forme covariante &, +a2, it savoir 

On aura des relations invariantes en annulant le second membre, ce qui 
donne 
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- - 

80. 11 n e  reste plus nzaintenant aucune variable auxiliaire.  Les qunntit6s h 

et À s'expriment nu moyen des dkrivees particlles des cinq premiers oidrrs 

du premier membre de l'équation de l'hypersnrfacc, tandis que p, CI et p font 

intervenir les dérivées jusqu' au sixiéme ordre. Les formtls 52, , Q, , Q:, , a:, et P, 
deviennent des combinaisons linenires de 8, Q , ,  Q I .  Lcs cocbfficirnts de Q, 
sont du  sixième ordre, ceux de Q,, a, et 61, du septiéine ordre. 

Nous poserons, sans faire le calcul effectif, 

p et 5 etant réels. Mais la rrllation 9, i- 52, 7 0, dcrivt'c eriti~i~ie~iirrii1ei1t. cloniie, 
d' apr&s (341, 

i[Q,Q,] - i[Q,n,] - 2[QQ,1 = 0. 
on, en d6voloppant, 

(Y - y)[Q,Q,] - (20 i i { ) [QQ,]  - ( 2 ;  -- iYl)[S2GI] = 0. 
O n  n donc 

- 1 -  - 1 .  
y = y, O=--zq, O = Z r )  2 2 '  

d'où les formules définitives 

avec fi, y et 5 réels, a, 0 et y complexes. 
L a  condition d' équivalence de d e u x  hypersurfaces notz localewe/at éyuiva- 

lentes à uwe hyperconique est d o m  la possibilité d'établir entre ces d e u x  
hypersurfaces u n e  correspondance ponctuelle analytiqzce qu i  réalise l'égalité 
chacune à chacune des formes Q, Q, et a,, ains i  que l'égalité chacune h 
chacune des yzcnntités a ,  p, y ,  O, v, 5. 

Il y a cependant k l'6noncé précédent une restriction essentielle, tenant 
R l'indétermination de E = t 1. Quand on change E de signe, h change de 
signe, p et p ne changent pas; par suite, CI'aprBs (36), les formes Q, Q, et 9, 
ne changent pas. les formes 61, et B, changent de signe; par cons6quent, 
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d'après (43), les quantités /3, y, O ,  5 ne changent pas, les quantités a: q 
changent de signe. Par  suite a u  lieu des égalités 

- - 
(44) Ii = 61, II, = 9,, II, = 51, ; 

ar = a, pr = p, y' = y, 0' = 0, q != q, 5' = 5, 
on peut avoir les egalités 

- -. 

(4b) II=Q, II,=-n,,  II,=-52,; 
a' = - a, p' = P, y' = y, Or = O, 7' = - q, f;l= j. 

La condition d'équiualence réside dans la possibilité de réaliser soit les 
équations (44), soit les équations (45), Sar une correspondance ponctuelle con- 
venablement choisie. 

81. On voit en particulier que si deux hypersurfaces sont localement 
équivalentes entre elles sans être équivalentes à une hyperconique et si A et A' 
sont deux points homologues, il existe au plus deux transformations pseudo- 
conforwws de la prenziére hypersurfaee dans la seconde amenant A en A'; en 
effet chacun des systèmes (44) et (45) admet au plus une solution telle que 
ml, v', wr prennent des valeurs numériques données pour des valeurs données 
de u, v, ni. Il ne peut exister deux transformations distinctes que si au 
point A et au  point Ar on a a = 7 = 0. 

En particulier une hypersurface non localement équivalente à, une hyper- 
conique admet au plus une transformation pseudo-conforme non identique 
laissant fixe wn de ses points. 

Nous verrons un peu plus loin que si  cette transformation non identique 
existe, quel pue soit le point considlré, l'hypersurface admet un groupe à 

trois paramhtres. 

V. Invariants différentiels fondamentaux et dérivés. 

- 
82. Les neuf quantites a, a, P, y, 0, 8, y, y, 5 sont des invariants dif- 

forentiels pseudo-conformes; nous les appellerons les invariants fondamentaux. 
Chacun d7 eux I donne par derivation naissance à trois invariants nouveaux 
(invariants dérives) I o ,  11, Iï définis par l'identite 

Chaque invariant dérivé donne naissance B son tour à des invariants 
dérives (du second ordre) et ainsi de suite. 

Il existe des relations entre ces invariants dérivés successifs. Pour les 
obtenir, reinarqiions d'abord qu'en tenant compte de (34) et de (431, on a les 
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formules importantes 

Cela posé, on a d'abord entre les premiers invariants dérivés des in- 
variants fondamentaux et ces invariants fondamentaux eux-mèmes une serie 
de relations obtenues en exprimant que les Bquations (34), où l'on suppose 
R, R = 1, sont vérifiées. Le calcul donne, en tenant compte des expressions 

- 
(43) de 52,'  si,, Li , ,  G,, 52, et des relations (4'7), 

En second lieu, la  relation (46), dériv6e extérieurement en tenant compte 
de (47), donne - 

1 1 3 -  I ï l= i Io- t  d i - a h ,  

(49) I , , -  I l , ) = @  - y ) ~ l - ë ~ ï ,  
Io? - IF,) = - i(p - y)Iï - 011. 

VI. Les conditions effectives d'équivalence. 

83. La discussion des conditions d'équivalence de deux hypersurfaces se 
fait comme dans les cas classiques analogues. Nous nous bornerons A deux 
cas, le cas général où t,rois des neuf invariants fondamentaux sont des 
fonctions indépendantes de u, v, w, et le cas où les invariants fondamentaux 
sont tous constants. 

Plaçons-nous d'abord dans le  premier cas. Supposons que pour une hy- 
persurface donnee trois invariants fondamentaux reels, que nous désignons par 
I, J, K, soient des fonctions independantes de u, v, IV.  I l  faudra d'abord, 
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pour qu'une seconde hypersurface soit équivalente B la premihe, que les 
invariahs de mème nom 1', J', K r  soient aussi des fonctions indépendantes 
de .ut, v', w'. I l  faudra ensuite que les relations qui lient 1, J, K et les six 
antres invariants fondamentaux  oient les mêmes pour les deux hypersur- 
faces (à condition de choisir convenablement le signe E pour la seconde 
hypersurface, quand on a choisi ce signe pour la première). 

Mais cela ne suffira pas en g6néral. I l  faudra encore que les relations 
qui existent entre I, J, K et leurs invariants dérivés du premier ordre soient 
les mèmes pour les deux hypersurfaces. 

Les conditions nécessaires précédentes sont aussi suffisantes. E n  effet' 
établissons entre les deux hypersurfaces la correspondance ponctuelle définie 
par les relations 

I'=I, J'=J, K'=K; 

par cette correspondance on aura l'égalité chacun à chacun des neuf in- 
variants fondamentaux. De plus les relations 

et les relations analogues 

montrent que, par l a  correspondance ponctuelle envisagée, on a 

Cela suffit (n. 78) pour 1' équivalence. 

84. Supposons maintenant que pour une hypersurface donnée les in- 
variants fondamentaux soient tous constants. Il suffit du reste pour cela que 

les invariants a, a, P - r, 0, 0 qui figurent dans les formules (47) soient 
constants, comme le montrent immediatement les relations (48). S'il en est 
ainsi, il faudra que pour la seconde hypersurface, les invariants fondamen- 
taux soient également constants et, par un choix convenable du signe E, 

Bgaux chacun à chacun à ceux de la premibre hypersurface. Ces conditions 
necessaires sont aussi suffisantes, car les Bquations 

- - 

n d 2 ,  rI,=Q,,  IIi=s2,, 

Alrnali di  Matematica, Serie IV, 'Porno XI. 
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ntScessaires et suffisantes pour rdaliser 1' Bquivalence, sont compl&tement 
int6grables, puisque, d' après 1' hypotlihse faite, les dorivées extcirieiires Ii' - 52', 
IIi' - Qi', n,' - a,' s' annulent en tenant compte des équations elles-mêmes, 

les formules (47) montrant que les expressions II', II,', II,' contiennent les 

mdmes coefficients constants que 91'' Rit, a,'. 
Dans ce second cas, les transformations pseudo-conformes qiii rbalistwt 

1' équivalence dependent de trois constantes arbitraires. Autrement dit, toute 
hypersurface dont les neu f  invar ian t s  fondamentaux sont constants admet  un 
groupe trois paramètres d e  t rans for~aa t ions  pseudo-conformes. 

On peut preciser davantage. Si  l'invariant a est nul, ce qui entraîne, 
d'aprbs (48), 7 = O ,  i l  existe une transformation pseudo-conforme non iden- 
tique laissant invariante l'hypersurface et laissant fixe un de ses points 
arbitrairement donne. Il n' en existe pas si a + O. Du reste la propriete qui 
vient d'être Bnoncée dans le cas a = O  peut se tradnire globalement de deux 
manieres differentes : o u  bien les t ransformat ions  psezcdo-con formes de  1' hy 
persurface en elle-même forment u n e  seule famille connexe o u  bien elles forment 
d e u x  familles connexes distinctes. 

$5. Cherchons, pour terminer, tous les cas dans lequels il existe une 
transformation pseiido-conforme non identiqne laissant fixe un point arbi- 
trairement donne d 'une hypersurlace et laissant localement invariante cette 
hypersurface. Cela s'exprime par les conditions 

Les relations (48) donnent alors successivement 

p + 3y = O, p, = p i  = 0, 0, = 01 = 0, 
- - 

0, = 2ip0 - 1, 0, = - 2ip0 - 1, 

- iy, = iy, = O. 

I l  en rksulte d' abord que /j et y sont des constantes. La  seconde relation (49), 
appliquée à l'invariant 0, donne, en tenant compte de ce que Oi et sont nuls, 

la première relation (4R), appliquee encore L 0, donne 

par suite 0 est une constante, ainsi que 8. Tous les invariants fondamentaux 
sont constants et l'hypersurface admet un groupe à trois paramètres. 
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Sui grandi divisori priuii delle coppie di  interi in posti 

con-risponcleiiti di  due progreasioiii a,ritmetiche. Appli- 

cnzione del metodo di BRUN. 

Siiiitu. - S i  applica i l  m,etodo d i  BRUN! che h a  servito a questo au tom pev dimostrare i l  suo 
teorema: u L a  somma degl'inversi dei nuwwai pr imi  gemelli (3, 5 ;  5, 7;  11, 13; 17, 19; 
29, 31 ; ...) è convergente O finita n,  a dimostrare u n  teorema p i u  generale ' d i  questo re- 
latiwo alle coppie d i  interi  che figurano in posti cowispondenti d i  due progressioni arit-  
metiche. L a  dimostraziolze viene preselztccta seyuendo l'esposizione analoga chc; si troua 
in LANDAU. 

1. Esistono coppie di numeri primi la cui differenzn B 2 (cioè coppie di 
numeri priîni gemelli), ad eseinpio: 3, 5; 5, 7 ;  il, 13; ecc. ma non è ancora 
noto se tnli coppie siano oppure no in numero finito; tuttavia un teorema di 
BRUN del 1919 (l) assicura che la  somma dei loro inversi 

costitnisce una serie convergente ne1 caso che essi siano in numero infinito. 
In modo espressivo si pub dire: anche se i numeri primi gemelli sono i n  rnu- 
mero infinito, essi sono ravi, in opposizione a l  fatto che l a  successione dei 
numeri primi è pi& densa, poichè, come é noto ('), l a  serie degl'inversi dei 
numeri primi B divergente. 

Il teorema di BRUN rigunrda le coppie di interi n, n + 2 che sono con- 
temporaneamente (cioè per 10 stesso valore di n) primi; la  successione dei 
valori assuilti da n e quella dei valori assunti da n + 2  vengono interpretnte, 
ne1 metodo di BRUN, come appartenenti a una progressione aritmetica di 
ragione 1. I n  questa Mernoria ci proponiamo di dimost'rare (n. 7 e n. 8) due 

1 1 1 '  1 
(i) Vea. V. BRUN, L a  serie - + - + - + - + ... o h  les dénominateurs sont a nombres 

5 7 11 13 
premiers juweaux x est convergente ou finie, Bulletin des Sciences Matliématiques n, 2e  série, 
t. 43, 1919, pp. 100-104, 124-128; e anche E. LANDAU, Vorlesungen übe?. Zahlelzthwrie, 1 Bd., 
Leipaig, 1937, p. 71 e segg, 

(') Tecl. ad es. E. LANDAU, Handbttch der Lehre von der ~erte i lzcng der Prit8zzahlen, 
Erster Bd., Leipzig. 1909, p. 65. 
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- 

teoremi (il teorema (A) e il teorema (B) del n. 4) i quali in un certo senso 
estendono e rafforzano il teorema di  BRUN. Nella parte essenzialo della di- 
mostrazione (n. 7) applicheremo il  rnetodo di BRUN, seguendo l'esposizioiie 
che se ne trova in  LANDAU ("). 

Alla dimostrazione dei due teoreini (A) e (B) yreinettiamo (n. 6) dcune  
considerazioni geometriche, loro spontanea interpretazione; si giunge cos1 a 
certe proposizioni' di cui un caso particolare ad esempio si ha nella seguente: 

« Dalla successione 
P l ,  Pz, P3 9 --• 

dei numeri primi per la  quale vale l a  relazione ( ~ ~ E R T E N S ,  ved. 4. 3) 

1 2 - = log log 5 + O(1) 
PSS P 

si estragga una successione 

I c r t  4i 7 44 7 q 3  , ." 
che soddisfi alla condiaione 

e del resto arbitraria; i numeri primi p, rimanenti siano 

che possono essere in numero finito O infinito, oppure addirittura mancanti. 
Si  segni ne1 piano cartesiano il reticolato dei punti (R, R') ove 1 Ri e 1 R' 1 
sono o interi della successione 1 q j oppure interi divisibili esclusivamente 
pei numeri primi di  { q* 1 .  

Per ogni retta del piano, clze non sia nè bisettrice degli assi nè parallela 
ad alcuno d i  questi, se essa conliene infiniti  nodi (R*, RI*) del reticolato, la  
serie 

è convergente ». 

Per le bisettrici degli assi e per le rette parallele agli assi e a di- 
stanza ( R 1 da qnesti, la  serie in discorso manifestamente diverge, poichb in 
questi casi, quando si assbcino le coppie di terrnini eguali, una sua mino- 
rante è l a  serie divergente 

1 z -. 
P 

(") E. LANDAU, op. cit. in ('), pp. 73-78. 
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2. In  cib che segue le lettere latine (ad eccezione di e base dei logaritini 
naturali) denotano numeri interi, inentre le lettere greche numeri reali; 
p, ph, q, qh denotano numeri primi. 

Cominciamo coll'ossrrvare che se a e p sono due costantipositive, esistono 
infiniti interi natwali N che si deco~npongono in fattori prisni tutti maggiori 
di 

1 

~ p ( l o g l %  N I a .  

Basta infatti osservare che per N- + oo 13 P(10glogN)~- + m. Volendo 
esempliticare: detto X, il numero positivo che soddisfa alla equazione 

!(log log x,)" = 1, 
1 

ogni intero primo p' rnaggiore di  X, arnmette l'unico fattore p! > p ' ~ ( l o g l o g p ' ) * ,  

quindi appartiene alla categoria che noi consideriamo. Più in generale, detto X, 
il numero positivo che soddisfa alla equaeione 

con g intero positivo, ogni intero h maggiore di X, che si compone di fattori 
1 

primi tutti maggiori di h i ,  13 un numero appartenente alla categoria in di- 
scorso. Possiamo affermare anche che: Pissato (comnnque grande) un intero 
positivo K ( z 3 ) ,  si possono scegliere le costanti a e P in guisa che ogni 
intero h compreso fra 3 e K si componga con fattori primi tutti maggiori di  

infatti se 2l- 'SK< 2l, assunto a ( 2  1) arbitrariamente e 

ogni intero h compreso fra 3 e K s i  compone a l  massimo di  

(distinti O coincidenti) e ciascuno di essi B evidentemente 
quindi maggiore di 

1 
hP(logIog h ) ~  

poichè 
1 < p log log 3 P log log h 5 P(log log h)*. 

1 - 1 fattori primi 
1 i - 

> 2 > ~ 1 ~ h "  - 
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3. È noto che per la  somma degl'inversi dei niimeri primi vale l'ugua- 
glianaa (MERTENS) (') 

1 1 z - - = l o g l o g i : + B +  P O(-). log  5 p4s 
(O costante) 

li&naginiamo di estrarre dalla successione p ,  , p,, p,, ... dei nuineri primi 
una successione infinita di numeri, ordinati per grandezza crescente 

in guisa che la  serie dei loro inversi  soddisfi a l la  li~witazione 

1 Z - 2 0 log log 5 + O(1) 
q s  4- 

1 
essendo 0 u n a  costante reale con < 0 2 1 (la liinitazione 0 5 1 è conseguenza 

di  (II)).  I n  particolare la { q j potrebbe essere anche la  successione p, , p, ,  p, ,  ... 
di tutti i niimeri primi. 

Per  le considerazioni del n. 2, fissati comunque i numeri positivi cc. e P, 
esistono a maggior ragione infiniti interi positivi Q psi quali gli eventuali 
divisori primi appartenenti a { q 1 risultaiio tutti inaggiori di 

Per  intendersi brevemente, tali interi si diranno della specie Q, dunqiie: 
U n  intero s i  d i rà  della specie Q quando nessuno dei s z ~ o i  divisori privlzi s i  
troua in j q 1 oppure i suoi divisori primi contenubi in ( q 1 risultatzo tutt i  
maggiori d i  

1 

~B(loa  log QIs. 

I n  particolare i numeri primi, a partire da un certo p, in poi, sono tutti 
interi della specie Q, qualunque siano a, P e la successione { q \ fissata. 
Pissato un intero positivo K coinunque grande esistono infiniti interi della 
specie Q composti con più di K fattori primi, e di più esistono infini interi 
della specie & composti con più di  K fattori primi contenuti in 1 q 1 ; bastn 
osservare infatti che 6 P(log1og QI"- + oo per Q- i- m. 

(9 F. MERTENS ,  Ein Beitrag zuv atzalytisc7ze~ Zahlent7~eorie, s Joiiriinl fiir Matliematik n, 

Bd. 78 (1871), pp. 46-62; e anche E. LANDAU, op. cit. in (?), p. 102. 
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Per note proprieth sui prodotti (5) aabbiamo 

e per la  (1) si ricava 

essendo 6 una costante positiva opportuna. 

4. Veniamo ad enunciare i due teoremi oggetto della presente Nenioria: 
TEOREMA (A). - Siano a, a', b, b' numeri interi, con a > O, a' > O, 

(a, b) = 1, (a', b') = 1, e consideria9uo le due progressioni aritmetiche 

an+b  1 (%=O,  1, 2, 3 ,...) 
a'n i- b' ! 

che supponianzo distinte (cioè 1 a - a' 1 + 1 b - b' 1 > 0). 
Pissiamo la successione { q 1 d i  nuweri p r i ~ i  (n. 3) e con essa 0 (2 i), e 

anche due numeri positivi a e p, con a 2 1. 
Se P ( [ ;  a, p, 0) denota i l  nzcmero degl'interi naturali n ' S E  pei quali 

gl' interi 
Q = an' + b, Q' = a'n' + b' 

sono alîebedue della specie Q cioè i loro eventunli [ 
in  { q 1 sono tutti maggiori rispettivamente di 

divisori primi contenuti 

vale, per w costnnte opportuna (indipendente da €) e 5 > 3: 

TEOREMA (B). - Se esistono infiniti valori n' di n pei qunli a~rzbedue 
gl' interi 

Q = an' t b, Q' = a'n' + b' 

(5) Ved. ad es. M. CIPOLLA, Alzalisi Algebrica, Palenno, 1921, p. 335. 
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soddisfano alle condizioni del teorema precedeuzte, la serie 

è convergente, E denotando u n  nurnero positivo qualunque. 
Poichh, corne abbiamo osservato al n. 3, ogni intero natnrale primo, a 

partire da un certo pi in poi, è un numero della specie Q, nei due teoremi 
(A) e (B) enunciati, in cui si  pub porre a= 1, 0 - 1, sono contenuti i segiienti 

TEOREMA (A*). - Se P*(j) denota il nunzero degl'interi nakcruli n ' s  5 
pei quali i due intwi p = an' + 6 ,  p' = a'n' + b' sono ambedue primi, vale 
per 5 2 3 e w costante opportuna (indipendente da €J ( G ) :  

, TEOREMA (B*). - Se esistono infiniti valori n' d i  n pei quali uub%edue 
91' interi p = a,n' + b, p' = a'n' + b' sono primi, la serie 

è convergente, E denotando u n  numero po,oitivo qualunque. 
Quando si ponga a = a' = 1, b = O, E = 1 il teorema (B*) si riduce al 

teorema nella forma datagli da BRUN, e dà notizia sulla distribuzione dellc 
coppie di numeri prirni a differenaa fissa = b'. 

6. Interpretaxione geometrica. - Fissata l a  successione 1 q e le costanti 
positive a e /3, con a 2 i, riferiamo il piano ad u n  sistema ortogonale O(z, y) 
e consideriamo i punti (t Q, t Q') le cui ~oordinate siano in  valore assoluto 
interi della specie Q. Un tale sistema discret0 (reticolato) di infiniti punti 
(nodi) è simmetrico tanto rispetto a ciascun asse cartesiano quanto rispetto 
a ciascuna bisettrice y = x, y = - x degli assi. 

Le bisettrici y = I!I z contengono ciascuna infiniti nodi (-L Q, t Q) del 
reticolato, poiché contengono fra questi gl'infiniti punti ( t p ,  f p) con p 
primo. Ogni retta y = P contiene infiniti punti (t- Q, P) oppure nessun punto 
del reticolato secondochè 1 P 1 é oppure no intero della specie Q;  10 stesso si 
dica per le rette x = a. In  ciascuno dei tre casi la  serie che ha per termine 
generale la somma delle inverse delle due coordinate (prese in valore asso- 

luto) del nodo, rispettivamente (* Q*, t Q*), (t Q*, P), (a ,  -t Q*) contenuto 

(y )&t. proposizione analoga (per a= a') in Y. BRUN, op. cit. in (i),  p. 126. 
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sulla retta (quando su questa ve ne siano), e ci06 

Quando si prenda il carattere della serie in questione a denotare l a  
densità dei nodi del reticolato contenuti sulla retta, si vede corne i teoremi 
(A) e (B) sopra enunciati dknno notizia sulla densità dei nodi sopra una 
qualunque retta r distinta dalle bisettrici y - t x e non parallela ad alcuno 
degli assi. Infatti se r non contiene due punti di  cooldinate intere puo con- 
tenere a l  più un nodo (+- &, t &'). Se r contiene due punti di coordinate 

a' intere ha il coefficiente angolare razionale e sin - (sotto forma ridotta); se a 

(6 ,  b') B uno dei punti a coordinate intere in essa contenuti, le equazioni pa- 
rametriche di r sono 

x=a t+b ,  y = a f t + b ' ;  

essendo a e a' primi fra loro; quando x e y siano ainbedue interi, dalle 

risulta che i primi due membri sono interi e quindi anche t A intero; dunque 
tutti e soli i punti (x, y) di r a coordinate intere si ottengono dando a t 
valori interi. 

Ebùene da1 teorema (A) si ricava in  modo ovvio Che: 
Il tzumero dei nodi (31 Q = at + b, t Q' = a't t b') sulla retta r (non 

biset.trice degli assi, nè parallela ad alcuno di  questi) contenuti ne1 quadrato, 
mente il cenfro nell' origine e sewzidimensione 6(& 3) è minore di 

8 
W' - 

log20 8 (log log 8 ) 2 0 ~  

essendo of una costante opportuna. 
Da1 teorema (B) analogamente si  ricava: 
Se r contiewe infirziti nodi (31 Q", -* Q'") del reticolato, la serie 

lOg28-1-€ &* log28-i-€ &'* 
2 f 

Q. Q'* 
è convergente. 

Queste due ultime proposizioni valgono a maggior ragione quando ci si 
limiti al reticolato costituito dai punti (rtrp, -trpf) colle coordinate intere e 
(in valore assoluto) nurneri primi (allora è da porre 0 = 1). 

Riguardo a quest' ultimo caso e limitatamente alle rette y = x -+ bt il 

Annali d i  Matematica, Gerie I V ,  Tomo XI. 15 

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



98 GI-. RICOI : Sui grnlzdi diuisori primi delle coppie d i  &teri ilz posti cowispondenti 

fatto è contenuto ne1 teorema di BRUN che al principio del n. 1 è ricordato 
per b' = 2. 

6. La dimostrazione del teorema (A) (il teorema (B) ne O semplice con- 
seguenza) conviene che venga frazionata col premettere alcuni seinplici lemnia. 

LEMMA 10. - Se a, p, y, A, y sono costanti renli, con a > O, y ; P 0, 
A 3 O dal17eguaglian.ea 

1 
@ 1 log log (Ar -t !I) 1 3 + p = (AT + p) 

Si  osservi che nella (6) occorre limitarci a quei valori di T, non inferiori 
n un opportuno z,, per ciii hz t p > O e log log (Àz + y) 2 0. 

Essendo per l a  (6) 
log ( 1 ~ .  + P) 

log ('y + l og iog( i r+p)  1 % 

- 1 
~ ( A V  1 p 1 log log (Ar + p) 1 3 20g  log (Ar + !L) - a 

- p +- y) d(h7- 1 log log (As + P) I *+l 

si vede che Aq + p risulta, per T p z, opportuno, funzione crescente di A T +  y 
e inoltre Aq + y- i- CS per Az + p- + CS. Essendo A > O ai  conclude che 
anche y risulta funzione crescente di z, per t > T,, e inoltre q A + 00 per 
z - - + o o .  

2 1 P I  Per  y > 7 risulta 

(9) log Y1 = (1 + oP)) 1% + P) 
e analogamente 

(10) log t = (1 + o(1)) log ( À t  + y). 

log y = log (.3r + P) 
B I log log (AT -+- P) 1 la ( l  1- ~( l ) )  

- ~ - (1 + o(1)) log z 

B l 1% [(l +o(l ) )  log TI 1 a (1 + o(1)) 
log r 

- 
@(log log 9% (1 + o(1)). 
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Dalla (1 1) otteniamo 

log z 
log log q = log 

P(l% 1% + + 4 1 )  

= log log z - a log log log z + O(1) 

(12) = log log z (1 + o(1)). 

Introducendo il logaritmo in (7), tenendo presenti le (11) e (12) 0 detto E un 
Y numero reale con O < E < - - 1, otteniamo 
B 

log (Tjr(log log ?la) = Y log Tj (log log . 
- y  - - log z ( 1  + o(1)) 

P 

Da questa ultima uguaglianza segue che esiste un y,  tale che per q > q, 
risulta 

&+E < q ~ ( l o g  log 71% 

da cui l'asserto. 
LEMMA 2O. - S e  a e y sono costandi posit ive,  cow a 2 1, dalla relazione 

segue 

Occorre, a l  solito, limitarci a quei valori di 5 per cui loglogE ; 0 e 
log log y > o. 

Dalla (13) segue 

loglog7 =loglogt-a logloglog~ - logy. 

Dalla prima delle (15) apparisce y fun~ione  crescente di 5 ,  e inoltre 
y - + w per 5- + W. Introducendo il logaritmo del primo membro di (14) 
tenendo conto di (15), otteniamo 

a log log log Er + log y 
log ( r i W g  log da) = log 6 (1 - 

log log Er 

e poichb, per 5 superiore a un certo go,  risulta 

3 - log log 5 a log log log E + log y 
log Er - < log log Er < 1 
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per 5 > S o t  essendo a  2 1, abbiamo 

da cui 

e ne segue la  (14). 
OSSERVAZIONE. - Nelle posizioni dei Lemma 10 e Lemina 2O abbiamo 

(16) 
e anche evidentemente 

LEMMA 30. - Se ô è un nwmero reale positivo > y, dalla (13) segue che, 
pet- 5 mag@ore d i  un conveaiente k,, è: 

Infatti per la  (9) e la prima delle (15) è 

log (Ail + P) = (1 + o(1)) log = (1 + o(1)) "((log log log S)* 

log E 

ed essendo 6.> y questo ultimo fattore finisce col diventare e restare > 1 
quando 5- 1 w ; da cui 1' asserto 

LEMMA 4 O .  - Se E e sf sono due aumeri  reali, con, E' ) E 7 0, d~111a (13), 
con a 2 1, segue che per 5 maggiore d i  un convetziente Et è 

Infatti pcr il logaritmo del primo inembro di  (19), teneildo conto di (9) 
e di (15), si ha 

E log log 5 j log (Ar; + y) 1- log 2 1 = (1 i oll)) E log y log log 5 
= (1 + o(1))i log 5 (log log 

e poichè 1 - a s 0  e (1 + o ( 1 ) ) ~  finisce col diventare e restare minore di E' 

per 5 indefinitnmente crescente, esiste un 5, conveniente tale che, per 5 > E r ,  
si ha 

E log log j log (Ail + y) il- log 2 / , < log 5 
I 

da cui segiie la (19). 
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di due progressio.ni ciritmetiche. Applicazione del vnetodo di Bru% 101 

LEMMA 5 O .  - Se s e 6 sono due numeri reali, con E > 6 ) O, dalla (13) 
segue che, per 5 maggiore di u n  conveniente E , ,  è (') 

(20) 2 [ E  log log 51 - 1 > 26 log log (Ay + p). 

Infatti dalla seconda delle (15) otteniamo 

log log 7 = (1 -t- o(1)) log log 5 
e dalla (9) 

log log (AT + p) = log log 7 + o(1); 

dunque pel secondo membro di (20) abbiamo 

20 log log (A7 -1- p) = 26 log log q + ~ ( i )  
= 28(1 3- o(1)) log log 5 + o(1) 
= 26(1 i- o(1)) log log 5 

(2i) = 2~ log log 5 - 2 { E - 6(l + ~( i ) )  1 log log 5. 
Poichè E > 6, per rj maggiore di un conveniente q, risulta 

2 { E - 6(1+ o(1)) 1 log log 5 > 3 

e dalla (21) si  ricava per 5 > 5, 

come volevamo dimostrare. 
1 Lemma 60, 7O e Bo vengono presi tali e quali dalla citata dimostra- 

zione di  LANDAU (y del teorema di  BRUN. 
L E ~ ~ I A  60. - Se c e xn sono interi positivi, e na è dispari, risulta 

Per  tic - i 2 c il primo membro di (22) vale (1 - i)C = O e la  (22) Q 

soddisfatta. Per  >n - 1 l a  (22) 6 soddisfatta poiohè i termini della somma 

al primo membro, in numero dispari e a segni alternati, vanno crescendo in 

valore assoluto e l'ultimo è positivo. Per 5 <In - 1 < c risulta 2 

m-i 
2 (- 1);)  = - i (- 1 ( )  = 'i (- 1)'+< (;) > O, 

1-0 k m  l=m 

poichh nel17ultirna somma il primo termine é positivo e tutti i termini, a 
segni alternati, decrescono in valore assoluto al crescere di 1. 

(7) Col simbolo [XI ai denota la parte intera del numero reale a. 
(8) Ved. E. LANDAU, op. cit. in ('), pp. 71-72. 
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102 G. RIFCI : Sui grnrzdi dioisoripr.imi delle coppie d i  ivtteri inpost i  cowispondenti 

LEMMA 7 O .  - Denotando S,, la funzione s imnetr ica elewtentare d i  grado n 
d i  s n u m e r i  positivi 5, , E2 , ... , E r  (1  2 n 5 s), r i su i ta  : 

Infatti nello sviluppo di  5," = ([, + [, + ... +- coinpariscono tutti i 
termini di S,, ciascuno col coefficiente numerico n ! .  

LEMYA 80. - S i a  5 un numero  reaZe, c e d n u m e r i  i n f e r i ,  con E > 0, 
d > 0. Il numero  h degl ' interi  n che uerificano le condizioni 

E differisce d a  per lneno d i  1, ci06 

E Se - B intero, gl-llinteri positivi 5 si  distribuisoano in 5 sistemi corn. 
cl cl 

pleti di resti (inod d); risulta esattainente 

e la (24) è soddisfatta. 
c Se 1 non B intero, pl'inted yositivi 5 5 si distrihuincona in [il sisterni 
d 

completi di resti (rnod d) coll'eventuale avanzo di qualche intero 

e fra questi interi (25) è contenuto a1 più un intero = c (mod d).  Ne segue 
5 che quando non B intero risulta 

h = - oppiire h = - t 1 ; [dl [: 1 
ma in qnesto caso B evidenteinente 

da  cui segue l'asserto. 

7. Dimostrazione del teorenin (A). - Senza limitnre la  generalità, ne1 

caso a + a' si  pub snpporre a < a', e ne1 caso a = a' si pub supporre b < b'; 
ordinate cosi le due progressioni aritmetiche (3) esiste un intero no tale clie sia 

(%) O < a n  i- b < a'n -+ b' per n l  w a .  
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Quando sin q 2 a e q > a' (q primo), ciascuna delle due congruenBe 

(27) ax  + b 5 O (mod q), a'x + b' r O (mod q) 

ammette una ed unn sola radice; se le due radici sono uguali (inod q) è ne- 
cessariamente ab' -- a'b -- O (mod q); ne segue che denotando y, 1' h-esimo 
numero primo della successione ( q j fissata al n. 3, e q,,, il minimo primo 
dispari di { q 1 che soddisfa alla condizione 

(28) Q , + ~  > Max (an, + b, a, a', 1 ab' - u'b I), 
le (27) scritte secondo (mod q,), h l  s + 1, ammettono due radici distinte, una 
per ciascuna, e inoltre per a n  + b > q,,, è soddisfatta la  (26). 

Siano 5, -q e z tre numeri positivi che soddisfano alle limitazioni e re- 
lazioni 

(29) 
Mlog log (ar + b) 1 a 

%+z 5 aq + b =  (as: + 6 )  < a s : + b < a S i - b  

e del resto qualunque (in seguito fisseremo in  funzione di S, ma per adesso 
conviene pensarli indipendenti). Si osservi che i l  numero positivo T deve 
essere scelto abbastanza grande in guisa che 17esponente risulti minore di 1, 
ci06 p { log log ( a ~  + b) j > 1, cib che avviene per z > z, , con z, conveniente. 
Inoltre dalle (29) segue ri < r < 5. 

Se R(c, T;  a, p, 0) denota i l  numero degl'interi nt pei quali z < nt 5 5 e 
an' + b, a'n' + 6' sono ambedue della specie Q, si ha evidentemente 

Sin q, il massimo primo di { q 1 che non supera aq + b e denotiamo 
con A(E) il numero degl'interi n per cui 

O t n s S ,  a n + b + 0  e a rn+6 '+O (modq,), h = s + i  ,..., r. 

Ogni coppia an' I- b, a'n' -t b' (z < n' 2 5) computata in R(5, r; a, p, 8) è 
tale che ogni divisore primo appartenente a 1 q di uno almeno dei due 
interi an' + b, a'n' + 6' B maggiore di 

aq + b = (a.7 t b) p ( log log (ar  t- b)  1 a 

ci06 maggiore di q,., e quindi ciascuno non divisibile per q, (h  = s i- 1, ... , r). 
In conseguenza ogni tale coppia computata in R(5, 7;  a, P, 0) risulta corn- 
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104 Ci. RICCI : Sui grandi divisori yrinti delle coppie d i  interi itcposti corrispo~ttle~~ti  

putata una volta in A ( ( ) ;  ne segue evidentemente 

I l  nostro problema si riduce a maggiorare convenientemente In funzione 
A(t), la  quale, una volta fissate le progressioni aritmetiche (31, fissata la 
successione { q e in conseguenaa 0, fissate le costanti a e p, dipende da y 
e da  5, e in definitiva soltanto da  5 non appena avremo fissato y = y(t) come 
funzione di 5. 

Valutaaione della funnione A([). Indichiamo con Q(d) il numero dei fattori 
primi distinti di un qualunque intero d >O. Supponiamo essere d = q,q, ... q,  , 
con i, k,  ..., 1 tutti diversi e maggiori di s (d risulta non divixibile pcr alcun 
quadrato); allora con B(d, 5) denoteremo il  numero degl' interi positivi n < 5 
pei quali una congruenza per oiascuna delle Q(d) linee seguenti B soddisfatta 

a n  + b r O oppure a'n i- b' = O (mod q,) 

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 
a n  t b r O oppure a 'n t- bf r O (mod 2,) 

convenendo di porre B(1, 5) = [El. Ciascuna congruenza ammette, secondo il 
proprio modulo, una ed una sola radice e le radici sono distinte per l e  con- 
gruenze della stessa linea (si ricordi l a  condizione (28) e i l  fatto che i, k, ..., 1 
sono tutti 2 s i- 1); inoltre in Su(@ modi diversi esse possono venire associate 
a formare sistema lineare; per note proprieth elementari sulle congruenze 
lineari, ciascun sistema ammette una radice (mod d). Dunque in ogni sistema 
completo di resti (modd) abbiamo 2Q'dl interi, ciascuno dei quali, quando 
sia 4 5, da computarsi in  B(d, 5). Tenendo conto del Lemma 80 (n. 6) il 
numero h degl' interi positivi n 2 6 che soddisfano ad uno dei 2Q(dJ sistemi 
lineari verifica le limitazioni 

Veniamo ad esprimere A([)  mediante una combinazione lincare di fun- 
zioni nella forma B(d, [). Poniamo 
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e diinostriamo che vale l7identitlt (y: 

Infatti, ogni intero n, con O r ut 5 k, computato in A(() si trova corn- 
putato in B(1, [) - [El mentre non è computato in alciin termine B(d, 5) per 
d ; 1, poichh i due elementi delle progressioni an i- b, a'.n i- b' ad esso cor- 
rispondenti non sono divisi bili per alciino dei numeri primi q,,, , y,,, , ... , y,. . 
Ogni intero n, con 0 < ns t, non computato in A([)  è tale che, per cia- 
scuno di c (1 5 c s r  - s) numeri primi diversi qh,, qh,, ... , ph, scelti fra i 
as+,: ..., q,.! m a  almeno delle due congruen~ie 

a n  + b = O, a'lt -1- b' 5 O (mod p,,) (i = 1, ... , c) 

6 soddisfntta; un tale intero n risulta computato, a l  secondo membro di (33), 
una volta in ciascuno dei termini B(d, 5) pei quali cl sin divisore del pro- 
dotto qh,qh, ... qh,.  Tenendo conto del coefficiente p(d) a moltiplicare, un tale 
numero n risulta computato 

(34) Z y(d) = O 
dlph, ... ph.c 

volte ('O). 

Al secondo membro della (33) si  trovano r - s -1.- 1 gruppi di termini, 
ciascun gruppo essendo costituito dai simboli (--  l)Q@)B(d, 5) corrispondenti 
al10 stesso valore Q(d) (numero dei divisori primi di d), e i gruppi risultando 
di segno alternato. L'osservaeione fondamentale su cui si basa il metodo di 
BRUN 6 la  seguente: 

Troncamdo la somma al secondo  .ine+nbro di  (33) alla fine d i  un gruppo 
positive, la somma ne  risulta a z t m m t a t a  O per  10 meno nom dhninuita (corn- 

(") Con p(a) denotiamo, corne d'uso, l a  fiinzione di AIOBIUS, cioè pia) = 1 per a= 1; 
p(a )  - (- l ) r  quando a b i l  prodotto di r(2  1) fattori primi distilzti; p ( a )  = O i n  ogni altro 
caso, cioè qiiando a è divisibile pel quadrato di un numero primo. 

Con 2 si intende la somma estwa a tutti i divisori d di k. 
dlk 

( ' O )  L ' a n r i ~ i l l a ~ s i  della somma al primo membro di (34) è proprietà fondamentale della 
fiinzione d i  MOmrrs (ved. ad esempio E. IJANDAU, op. cit. in  ( l ) ,  p. 20): 

2 ~ ( ( 1 )  = 1 (per a = l), = O (per a > 1). 
d i a  

Annali di Matematica. ,%rie IV, Toriio XI. 14 
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106 G. RICCI : Sui grawdi diwisoriprimi delle cop~ie di inleri iuzposti cori.ispo+~denti 

prendendo cosi anche il caso in cui la troncatura si bperi alla fine togliendo 
ad essa ogni effetto), cioh vale l a  disuguaglianza 

essendo 918 un qualunque intero dispnri (che alla fine occorrerh assumere 
come opportuna funzione di  5). 

Infatti, ogni intero n, con 0 < n 2 5, coinputitto in A(5) risultn, come 
sopra abbiamo veduto, computato iina volta in B(1, 6) e non nei termini 
rimanenti. Ogni intero n, con O < ns 5, non computato in A(6) risulta, come 
sopra abbiamo veduto, computato al secondo membro una volta in ciascun 
termine B(d, 5) per cui d divide il prodotto q h ,  q h ,  ... qhc7 colla condizione nuova 
ulteriore Q(d) < 912. Ne1 gruppo di termini corrispondenti al valore B(d) = E(< m) 
tale intero è computato (tenendo conto del segno) esattamente 

volte; dunque ogni tale intero n. risulta, al secondo membro di (36), computato 

volte. Ma per il Lelwza 6 O  (n. 6) qiiesta ultima somma è non negativa e in 
conseguenaa la  (33) risulta dimostrata. 

Nella (35) sostituiamo agl'interi B(d, 5 )  i valori maggiori oppure minori 
assegnati dalla (32), secondochè y(d) = + 1 oppure y(d) = - 1 ; il secondo 
membro di (35) ne risulta cos1 aumentato. Tenendo conto che i termini B(d,  5) 

r-S per Q(d) = h sono esattamente ( ) risnlta 

I l  prohlema 6 dunque ridotto a wzaggiorare i l  secondo wherrh-O di (36). 
Riguardo a l  primo termine abbiamo 
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di due progressioni mitnzetiche. Applicaziofie del ntetoclo cli Brun  107 

(1' ultima somma essendo da considerarsi nulla per w a  2 r - s + i) 

ove S,, denota I n  funaione siminetrica elementare di grado n degli r - s nu- 
ineri positiwi 

1 1 - - 

Y,+i "' ' 41. 

Denotando e la base dei logaritmi naturali, B 

e, tenendo conto del Lernwa 70 (n. 61, abbiamo: 

quiudi 

Riguardo al secondo termine del secondo membro di  (36), poichè 

r - s z 2 ,  r < p , . l q , . S q - i - b ,  
abbinmo : 

Tenendo conto delle (37), (38) e (39) nella (36) a.bbiamo: 

A questo punto conviene applicare il teorema di MERTENS ricordaho 
al n. 3 e la  (2) (n. 3). Per  la (11) esiste una costante positiva 6 , '  che conve- 
niamo d i  assumere in ogni caso maggiore di  2, per la quale 

(41) 
1 

2eS, = 2e L - < 6, log log (ay + b); 
Y y + i 5 Y 5 a ~ + b Q  
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e per la (2) esiste una oostante positive 6, per ciii 

L'intoro dispari nz è completamente arbitrario; qiiando 80ddisfi alla ~011- 

dizione 9 n  > 26, log log ( a ~  -1- b), per l a  soiiiin:itoiia a1 secondo iiiciii1)i.o di (40) 
abbiamo 

Dalla (40) tenendo conto della (42) e della (43) otteniaino finalinente 

V u l u t a ~ i o ~ z e  d e l l a  funa ione P(S; a, p, 0). Introdncendo lit (44) in (31) ab- 
biamo 

(45) P(E ; a, pl 0) < 7 -4- 
B 2 5  

21 -1- 1 2 ( q  + b) 1 
log20 ( a q  + b) + 2111 

ove, riepilogando, i nuineri p,,, , 7, z e 5 soddisfniio a l l e  (28) e (291, itientre 
l'intero dispari n a  e 1st costante 5, soddisfano alle disugii;tglianze 

(46) 912 > 26, log log (a7 + b), 8, ;1 2. 

Poniamo adesso y(E) e I I# )  corne funzioni di 5 scelte in guisa che per 
5 > k a  conveniente le (29) e (46) siano tutte socidisfatto; opportiiirainente scelte 
tali funzioni siano 

1 

con 

(48) E ) 8, ,  y > Max (SE, p). 
z risulta funzione di 5 composta mediimte la y(S) attrtlverso la (29) e de- 

finita per 5 > 5 ,  conveniente. 
Per  1' Osservaaione dopo i l  Lewtza %O (n. 6), essendo y , j3 risuita 

dunque si pub scegliere un  numero positivo 5, abbastanza grande in giiisa 
&e per 5 > 6, si abbia, in primo luogo poiclih aT t 6- +- ĉ . per 5- i- oo 
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-- 

e pcr il Le.rnwr;a 5 O  (n. 6), essendo E > Si, 

2 [E log log 51 - 1 > 26, log log (ay +- b).  

Per  5 > t0 risiiltano cosi verificate tiitte le coiidiaioni p9) P (46). 
Pissatc con le (47) le  funzioni y(g) e n@), per 5 > 5, la (43) ci dk  

I l  Teorema ( A )  risulterà dirnostrato non appona avremo provato clle ogni 
terinine al secondo membro di (49) minore, per 5 > t,, di 

(log log f)'O' 
1 

1 s t  (, <El) 

con 8, costante positiva opportuna. Esaminando ciascun termine in discorso: 

Per il Lemata 30 (n. 6)  è con 6, > ô,y20 e 5 > 5, conveniente 

(51) 
E2E (log log p z .  

hgN (q +- b )  < ô3 i $ T g  

R i p a r d o  al terzo termine, essendo 2~ log 2 > 26, log 2 > 

Riguardo iill'ultimo termine, per il Lenzma 
positivo per cui y > E' > 2& (si ïicordi ln seconda 

Le relazioni (50), (51), (52), (53) portano a 

4 log 2 > 2, abbiamo 

cletto E' un nnmero 
delle (48))) risulta per 5 > 5, 

concludere che per 5 > 5, 
16, = Nax (go ,  C 3 ,  k4)) vale l a  (4) del Teorema (A) (n. 4); coll' numentare even- 
tualinente la  costante w la  (4) stessa vale per t23. 

Il Teorema ( A )  risulta cosi dimostrato. 

8. L)imostra.zione del Teorema (B). - Per  fi positivo e inaggiore di am- 
bedue gl' interi 2 1 b j e 2 1 b' 1 risulta 
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110 G. RICCI: S u i  grandi  divisol- ip~inzi  delle coppie cli in ter i  i ~ p o s t i  corrispondewti ecc. 

e ne  segue, essendo Q = a d  + b, Q' = alnl t b', n' > 2 1 b 1 ,  n' > 2 1 b' 1 ,  

ove ô, con O < 6 < E, B cornunque finsato e 6, 6 costante opportuna. 
Analogamente 

log20-1-E Q' log20-1-8 t2' 

Q' < 6, 7 

dunque il termine generale della serie (5) (n. 4)) a partire da lin certo posto. 

non supera la  quantith 
log20-1-8 nr 

66 IZ ' 

con 6, costmte opportuna, e il teoreina risiilta dimostrato non appciia avremo 
provato che la serie 

(54) 
6 convergente. 

Pel Teorema (A) abbiaino 

12' 
1- = P i n 1 ;  a7 P, 0) -/ 1- (log log fi')"% , 

da cui seyue, ne1 cas0 che esista almeno una coppia (Q, Q'), cioè sia r > O: 

ove x ,  con O ' x < 6, é del resto qiialunque. Ne1 caso che esistano infinite 
coppie (Q, Q'), la convergenza della serie (") 

conduce alla convergenza della serie (64). 
Il Teorema (B) risulta cosi dimostrato. 

(il) TTed. ad es. M. CIPOLLA, op. cit. in (j), p. 830. 
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Spazi proiettivairieiite piani (l). 

Memoria di ENEA BORTOLOTTI (a  Cagliari). 

Suibtn. - L'A. espone nella pr ima parte, coorrlina.izdoli, i principali risultati  delle vicerche fiaora 
conrlotte s ~ g l i  spazi pl-oiettiuamente pialti, apportancloui yualche colnplentento (relatiuo 
ad esempio alle @wsuperficie d i  En a m n e  pev le quali l a  connessione a f i m  intrinseca 
è proiettivamente piana).  Nella seconda parte, dci u n a  costruzione geometrica, basata sulla 
teoria delle connessiowi proiettiue, d i  tutte Ee connessioni affina simmetriche proiettiva- 
mente piafte,  e coglie l'occasione per introdul-re c studiare certe connessioni proiettive, 
metriche e non  a f f in i ,  determinate d a  un campo d i  yuadriche associate ai pun t i  del10 
spazio supposto; connessio~zi cui pub subordinarsi una metrica r iemanniana qualunque, 
colne a l la  geometria proiettiva ordinaria, in relazione a u n a  quadvica d a t a  conte as. 
soluto, s i  subordina l a  geometria metrica v iemanniana a c u i ~ a t u r a  costante. 

1. Notizie sui precedenti sviluppi della feoria. 

1. Generalità. Gli spazi di Riemann proiettivaniente piani. - Uno spazio 
ad n dimensioni (X,,) in cui 

a) esiste un sistema d i  linee - geodetiche, O K c m w n i n i  » (2) - tale che 
u n a  e una sola l inea del sistema esce d a  un p u n t o  d i  Xn secondo una asse- 
gna ta  direzione; oppure, n e  congiunge due  pun t i ,  sufficienteqnente vicini, viene 
detto uno spazio proiett iva~nente pian,o (" quando 

b) è possibile scegliere nello spazio i l  r i fer imento  curvil ineo in ncodo 
tale, che le  l inee del supposto sistema vengano ruppresentate in terlnini  finiti 
da equaxioni lineari. 

La definidone porta corne conseguenza la possibilità di costruire nello 
spazio supposto una geolnetria po ie t t iua ,  per la quale le geodetiche del10 spazio 
sono le Einee rette. 

( 1 )  Questo 1avoi.o riproduce, con alcuni coniplementi e modificazioni, u n a  comiinicaxione 
(con Io stesso titolo) fatta alla X X  Riunione della Soc. Italiana per i l  Progresso delle 
Scienze (Milano, 18-9-1931). Negl i  A t t i  della Società verrà pubblicato soltanto u n  brevissimo 
sommario. V e d .  anche u Bollettino U n .  Matem. Italiana s, X ,  1931, pp. 254.255. 

(e) a paths o,  secondo EISENHART e VEBLEN: 111. (11 niimero si ri ferisce a l l ' h d i c e  Bi- 
bliografico). 

(3) Cfr. WEYL, 17,  1921. ( L a  definieione del WEYL riguarda gli spazi a connessioi~e 
affine proiettivamente piani). Altri  dice: spaaio proiettivo-euclideo: ved.  SCHOUTEN, 24, p. 130. 
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Quando soltanto questa geornetria vtlnga presa in considor;izione, lo spazio 
potrh dirsi seinplicemente uno spasio proiettiuo (S,). Ma non è questo i l  caso 
che più interessa; importa invece il vedere d i  qun l i  altre georuetrie s i n  szc- 
scettibile u n o  spasio proiettivo, ciok, quali altre geometrie possano subordinarsi 
alla geometria proiettiva. 

Che questa subordinazione sia possibile per le m e t r i c l z ~  rier~hnntzinne 
eucliden e non-euclidee, è ben noto fino dalle classiche ricerche di BELTRAMI, 
CAYLEY e KLEIN. I l  problema degli spaai riemanniani proiettivamente piani 
- intendendosi qui per geodetiche quelle della rnetrica - é stato affrontato 
appnnto da1 BELTRAMI sotto questo aspetto: ricerca degli spazi di  RIEMANN 
che ammettano rappresentnzioni geodeticlze - ciob: rappresentazioni puntuali, 
con conservazione delle geodetiche - szc di u n o  spazio euclideo. Pet1 caso 
delle superficie egli ha risolto il problema in modo completo, niostranclo che 
le superficie a curvatura costante, ed esse soltanto, nmmettono rappresenta- 
zioni geodetiche piâne (2, 1865). Di questo risultato egli s 'é  valso poi per 
trarne una elegante interpretazione della geometria piana non-eucliclea (iper- 
bolica) su di una superficie del10 spazio euclideo ordinario (la pseudosfeïa) 
(3, 1868) (4).  Lo ste.;so BELTRAMI lia esteso, in parte, il suo teorema a1 caso 
delle varietk riemanniaiie a più d h e n s i o n i  (V,,); provando clie, fra queste, 
le V, a czcrvatura costnnte sono proi~ttivamente piane (4, 1868). L'estensione 

è stata completata da SCHLAFLI (6, 1871), i l  quale ha niostrato come, inver- 
samente, una V,, rappresentabile geodeticamente su di lin R,, euclideo eia 
necessariamente a curvatura costante ('). 

La possibilitk di  s u b o ~ d i n a r e  le geometrie r i e w n n n i a n e  a czc+vatuva co- 
s tan fe  (anzi, queste soltanto) alda geornetria proiettiva risultava coui impliaita- 
niente stabilita. il KLEIN ha niostrato che tale siibordinazione pub sempre 
effettuasi al modo di CAYLEY, cioè, in relazione a unn qnadrica assanta 
nello spaaio proiettivo come nssolufo'  della mekrica (7. E d'altra parte, lo 
stesso KLEIN ha indicato come la geometrin proiettiva nello spazio a tre di- 

(4) Circa le superficie geodeticamente rappresentabili su1 piano, o proiettivamente piane, 
ved. anche D I N I ,  5: 186U; ENRIQUES, 16, 1902, pp. 53--55, o r e  del teor. di BELTUAMI si dR iina 
assai interessante d i n i o ~ t ~ a z i o n e  siiitetica; e i trattati del BIAXCMI (12, 3a ed., 1, pp. 310.313 
e 642.645) e del DARROUX (13, III, pp. 4047, 51432). 

(7 Un'altra climc>strazionc di questo teoiema di SCHLAFI,I b stata data da O. TEDONE: 
14, 1899, pp. 604-609. 

(7 Ved. CAYLEY, 1, 1839, e KLEIN, 7, 1871 e 1873. Ved. anche, a proposito de@ spazi 
riemsnniani proiettivamente pimi, RIANCHI, 13, eil, II, pp, 492.504; M~EYI,, 17, 1921, 
p. 109 e seg.; CARTAN, 22, lW4, pp. 226-229, e gli altii 1:rvori di CARTAN cit. nella nota se- 
p e n t e ;  EJSENHART, 29, p. 83. 
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E. BORTOLOTTI : S p u z i  y ro i e t t i vumente  piani 

mensioni possa costruirsi indipendentemente dalle nozioni metriche (in parti- 
colare, da1 postiilato delle parallele), basandosi sulla seguente caratterizzazione 
d'indole topologica deyli spazi proiettivi O se vogliamo, degli spazi yroietti- 
vatizente piani, intesi ne1 senso più generale: essi sono gli spazi in cui vale 
1' assioma del piano : 

a )  Esiste u n  sistetlm continuo w-i superficie tale che e~ztro una re- 
gione qualunque (convenientemente limitata) del10 spaaio 

Io) per tre punti ad arbitrio passa una e una soin superficie del sistewza; 
20) ln linen (eventiiale) irztersexiovt,e di due superficie del sistema appar- 

tiene a tutte le szcperficie del sistenta che hanno con essa a conutne due punti (7. 
Il KLEIN osserva che qiiesta caratterizznzione topologica pub estendersi 

agli spazi a pi.ù di tre dime+zsioni, mentre nulla di analogo sussiste pel caso 
delle sztperficie. La proposizione che corrisponde alla a), cioè : 

p) Esiste un sistema covttinuo m"i littee tale c72e, entro una regione 
(convenientoniente limitata) della superficie, per due punti ad arbitrio passi 
una e una sola linea del sistema vale, in effetto, sulle siiperficie proiettiva- 
ruente piccne, ma non bnsta a caïnttrrizzarle. Si sa  bene, ad es., come essa 
non porti come conseguen~a la validità del teorelna di DESARGUES, O dei 
triangoli omologici (S). 

Dai risultati di BELTRAMI, SCHLAFLI,  KLEIN consegue in particolare che 
la validità dell'assioma del piano, in  uno spazio d i  RIENANN a tre (O più) 
dimensioni, B condizione necessaria e sufficiente perche la metrica in tale 
spazio 10) sia a curvatura costante; 20) coimida (almeno localmente) con una 
delle metriche di CayIey, euclidecc O non-euclidea. I l  primo di q u e ~ t i  teoremi 
é stato esplicitairiente enunciato ('1 e dimostrato direttainente da F. SCHUR 
ne1 1886 ( ' O ) .  I l  secondo di questi teoremi pub provarsi senza fare intervenire 

(7) Ved. 8, 3873; e 7, 1873 (2. Aufsatz) in g: Ges. Math. Abh. ., 1, p. 353. Sotto altra 
forma, con ovvia eotensione delle nozioni di superficie geodetica in un piinto e di superficie 
totaltnente yeodetica, 17assioma del piano pub anche cosi enunciarsi: 

a') Oyni superficie yeodetica in r t z  punto è totalmetzte yeodatica. Cfr. SCHUR, 9, 1886. 
p. 560 ; VERONESE, 10, 1891, pp. XIX, 304, 583, 583, 597; CARTAX~ 34, 1926, e 40, 1928, p. 123. 

(7 Ved. ad es. HILBERT, 11, 7" ed., pp. 83 e seg.; SCHUR, 16, p. 20; cfr. SCHILLING, 
91, 1, pp. 25 e seg. 

(y non proprio in qiiesta forma: ved. SCHIJR, !), pp. 860, 562. 
( ' O )  Ved. 9. Questo lavoro di SCHUR è. assai notevole per vari altri risultati che con- 

tieno: (a parte il notissirno . teorema di SCHUI~ », p. 563) qnesto piirticolarinente: che basta,  
perche va lga  l ' a s s io~na  clel piawo i n  tutto 10 spazio.  che esso va lga  - nella forma z'), (7) -- 
per le supevficie geodetiche zcscenti d a  due p w t i  particolavi del10 spazio, qualunqwe purchè 
szcflicientewtente uiçitzi. È anche interessante l'osservazione, che sono equivalenti le ipotesi: 
a)  che le superficie geodetiche in un punto siano tutte totalmente geodetiche; b) che la 

AnnaJi d i  Matematicor, Serie IV, 'Porno XI. 15 
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la nosione di curvatura, nè? cornunque, le derivate seconde dei coefficienti 
del ds' dello spazio: qiiesta osservazione notevole si dere al CARTAN ("J. 

2. Gli spnzi a connessione affine proietti~arneiite piani. - Ne1 i921 il 
WEYL - a cui è doviita la nozione di spazi a coniiessione affine - ha 
esteso a yuesti la nozione di s p a i  proiettiva~nente piani ('y, e ha stsbilito 

questo risultato, che comprende e generaliaza quelli di BELTRAMI e SCHLAFLI 

per gli spazi riemanniani: detti I'& i parametri, in relazione a un riferirnento 
curvilineo u", di una connessione affine n-cliinensionale sitrztv~etrica (o senza 
torsione), v,. il corrispondente simbolo di derivazione covariante ed R&* il 

tensore di curvatura della connessione, posto infine R,, = R;jiP, condiaione 
necessaria e sufficiente perchè la connessione l 'St sia proiettiva~nente piana ( 1 3 )  

è che si ahbia 

Per  n = 2 la  condizione (2.1) B sempre identicamente soddisfatta; per n > 2 

la  condizione (2.2) è conseguenza dolla (2.1). 11 sistema W&," è il cosidetto 
tensore di WEYL, o di curvatura proiettiva; per ciascuna connessione affine 

rit esso è invariante por le trasformazioni che ne conservano le geodetiehe, 
e tale B pure, per n = 2, il tensore V,,,.. Alla condiaione (2.2) pu6 sostituirsi, 
corne hanno osservato VEBLEN e J. DI. THOMAS (32), la  segiiente: 

(2.3) r,,, = O, ove (n2 - l)rpqs = VsQD + (m - l)I'i? w;;jr. 

curvatura riemanniana ubbia i n  queato punto un  valore indipendente clall'orientazione 
(9, p. 560). Ved. anche ENILIQIJES, 15, 1903, pp. 55-58; CARTAPL', 34, 1926 e 40, 1928, pp. 127-130. 
Sngli << spazi d i  Schur D ,  nei qiiali vale ilz U N  punto l'assioma 2') dcl piano, ved. MAYER, 
46, 19'30, p. 167 e seg. 

(H)  Ved. 34, 1926; e 40, 1928, pp. 174.176. Il CARTAN dimostra piirc, scnea fare ricorso 
alla nozione d i  curvatura, che i n  urio spazio riemanniizrio a tre (o piii) diniensioni i l  sussi- 
s twe  d i  due qualunque delle seguenti proprietà porta per conseguenza il  siissistere della 
terza: a) che per lo spazio supposto valga l 'ossio~na I') del piarzo; b) che il ,  esso valga 
Z'assioma della libeva ~izobilitic delle figure; c) che esso sia p~oiettiwa~tze~zte piaf.0 (40, 1928, 
pp. 123.131). 

(12) L a  denoininaüione ünzi è stiita introdotta da1 WEYL stesso e proprio per  çli  spasi 
a connessiolze affine: cfr. (9, vcd. 17, p. 102, cfr. anche 19, p. 72, ove la nozione i! prcsentata 
sotto un aspetto alqnanto diverso. 

(13) Cioè, perchè sia proiettivaniente piano il corrispondente spazio, in  cui le geodetiche 
sono definite dalla supposta connessioiie affine. D i  qiiesto linguaggio abbreviato ci varremo 
spesso in  segnito. 
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I l  sistema r,,,, il (( covariante proiettivo » della connessione I'zt, & (come 
per n qzcalunque invariante per le trasforniazioni che conservano le geode- 
tiche, nia soltlznto per n = 2 B nn tensore. 

Nel 1924 il CARTAN ha introdotto la  nozione di spazi a cownessione pro- 
ietfiva (21, p. 313, 22, p. 207) e h a  esteso questi spazi la nozione di  geode- 
tiche; lia trovato clir fra le connessioni proiettive ve ne è iiii tipo parti- 
colare, la connessione yroicttiva normale, che è individuata dalle sue geode- 
tiche. Questo risiiltato assai notevole porta iina nuova luce siigli spazi a 
co~znessione lineare (inetrica, affine, proiettiva) proiettivamente piani: questi 
vengono caratterizzati da1 fatto che la connessione proiettiva normale deter- 
mi$zata dalle l o ~ o  geodeficlie è integrnbile (senza curvatura) ('0. A una propo- 
sizione sostai~zialrnente eqiiivaiente giunto per altra via T. Y. THOMAS ('j): 
questi lia niostrato corne le condizioni (2.1) e (2.3) equivalgano all'anniillarsi 
di un nnico << tensore proiettivo », tensore di ciirvatura di iina « connessioiie 
proiettiva >) che non differisce da quella normale del CARTAN. 

Lo stnclio degli spaei proiettivamente piani viene diinque a iiiqiiadrami 
in quel10 degli spazi a connessione proiettiva: b appnnto questa vediita che 
ha guidato le ricerche recenti di WHITEHEAD (49), e le mie, di cni dirb 
nella II Parte del presente Iavoro. 

Xa clebbo ancora ricordare alcuni risultati di  EISENHART, che restano 
ne1 campo della geoinetria degli spazi a connessione affine. Si  sa come gli 
spazi rieinanniani a curvatura costante siano caratterizzati da1 fatto che in 

~z (n  + 1) essi le eqiiazioni differenziali delle geodetiche amniettono integrali 

primi lineari indi~endent i  (ved. ad es. 29, p. 238); e come un S,, a curvatura 
costante sia sempre realizzabile quale ipersuperficie di R,, +, eiiclideo (iper- 
sfera, reale O immaginaria). EISENHART ha mgstrato (36, 1936; O 37, 1927, 
p. 121) coine, fra gli spasi a connessione affine (siinmetricri) 1' esistenzn 

1 4 9 2  + 1) di - iiitegrali primi lineari indipendenti per le equazioni delle geo- 

('4) Ved. 22, p. 237, ove la proposieionc è enunciata per gli spsei riemanniani; ma 
1' cstensione b ovvia. I ! 

Si pi16 pensare a nn altro modo di caratterieaare gli spaai proiettivarnente piani: im- 
maginiinclo (corne b sempre lecito) rcalizznto un tale spazio mediante irna ipersuperficie 
di Sn+,  pvoiettivo, siabilire qiiali proprieth lo distinguono fra tutte le ipersiiperficie di S,,+,. 
L'iinico risiiltato finora raggiiinto in qncst'ordine d'idee si deve al FUBINI, e r iparda il 
cuso del10 superficie (Tecl. 30, 31). 

( ' 5 )  Ved. 33, 1986, p. 732. (Cfr. 38, 19-8, p. 160). S u  qiiesta e le  altre ricerche della Scuola 
Aineric-nnn di Princeton circa la a projective geometry of paths D, ricerche originate da lavori 
di WEYL ( l ï )  e di EISENHART e VEBLEN (19) che ho già ricoidnto, retl. 4S, 1, pp. 292.291. 
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deticlie caratterizzi qiielli proieftivantente piani  ed equiaffini (pei q u d i  

-7.0, cioù R,.$ = R,,.) (fra i quali qiielli riel~zanttiani, e quinili a curva- 
tura costante, sono alla loro volta cara tteriazati dalla condizione y,R,., = O ("')) : 
l a  loro connessione affine pub seinpre siibordinarsi, in  relazione a iin con- 
veniente campo di pseudonor~)hali, alla geometria di un arnbiclrite affine 
(n + 1)-dimensionale (36, p. 338; 37, p. 168). Di più, data u n n  qualnnqiie 
ipersuperficie di E,,,, affine, ad essa pub sempre associarsi iin campo di 
pseudonormali tale che la connessione affine siiborclinata nella ipersuperficie 
sia proiettivamente piana ed equiaffiiie (37, p. 170 (17)).  Seinhra in certo 
modo attenuare l'interesse di questa connessione la completa arbitrarietà 
della X,, che ne pub formare il siippoito; ma cib è solo fincliè non si liinita 
l'arbitrarieth delle pseudonorinali. Se  invece si ruole che qurste siano le 
nor.îuali affini (ved. BLASCHKE, 20, 1923, pp. 105, 168); si trova che la con- 
nessione affine subordinnta, di  significato iutriwseco alla X, in En+, , è pro- 
iettivawzente piunu, per n = 2, soltanfo sulle superficie par le quuli è costante 
l a  curvatura affine media H (20. pp. 157, 160), siiperficie es t r~mal i  del pro- 
blemit isoperimetrico doIl' <( area affine » (ibid., p. 203); per n > 2 soltcrnto 
sulle ipersuperficie per le quali (inoltre) le nor~~zlnli a ffini passano tuf te per 
u n  punto (ipersfere affiiii): nelle quali la connessione affiize ilatriuseca è, se- 
condo Berwald, non-euclidea (20, p. 172 ( '  s)). 

Tornando ai  risnltati della Sciiola Americana: lo studio delle conncs- 
sioni eqiiiaffini proiettivamente piane 6 stato notevolinente approfondito da 

WHITEHEAD (49). Qnesti ha  not8ato che se le DgT (cl, p, y, 6 ,... - 0, 1, 2, ..., n) 
sono, in relazione alla scelta di lin rifwiinento ourvilineo u" e di un << fat- 
tore » uo, un sistema di parametri della coiine~sione proiettiva integrabile 

(46) O anche, da1 fatto clie i n  essi il trasporto per eqiiipollenza conserra la curratura. 
S i  noti che qiianto precede dà una caratterizzazione d i  carattere affine degli npazi rieman- 
niani a curvatura costante. 

( 1 7 )  Ved. anche WHITEHEAD, 49, 1931, py. 102-103; il  W. n1osti.a clle le pseiiclonoi.mali 
possono assnmcrsi wcent i  tutte d a  ztn puizto O cli En+ (centro), cosicche Ir geodcticlie della 
connessione subordinata i n  X,, risultano le proieaioni BU X,,, da  O, delle rette d i  n n  iper- 
piano. Ved. anche ("1. 

(lR) Aggiiingendo alle condiaioni (2.11, (2.2) di WEYL le « concliaioni di siibordiiiazione . 

1 
si ha, i n  ogni caso, H =  - -BiV=cos t , ;  per 1 2 ) -  inoltre si ottiene B,.,=-HG,., oride 

PZ 

R,.,, = - H(GsIîG,.,I - G,,G,,). Circa il significato dei tensori siinmcti~içi G,., , v ~ d .  20, 
p p  104, 152, 155, 168. 

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



E. BORT~LOTTI : Spcczi proiettianrnente picmi 117 

dello spazio proirttivo ('7, le II: (r, s, p, y, t ,  ... = 1, 2, ..., n), per le  trasfor- 
ma~ioni delle cooidi1i:tte ciirvilinee soltanto, si coinportano coine i paraiiletri 
di  iiiin connessiotze crffine, clic B la  p iù  genevate connessiotze epuinffine pro- 
iettiua.înente piunn. La scrlta del « fattore » eqiiivale alla scelta di una iper. 
superficie dello spnzio proiettivo, cioè, di ana legge di normalizzazioiie delle 
coordinatc proicttivc pei punti del10 spazio, eschsi  qiielli che giacciono sulla 
prescelta ipthi-siiperficitl. Questa P una yunth-iccc allora e solo clic. si lia 

O y,Il,, = O, la deriviizione covariante (affine) esserido fatta coi paran~etri I&; 
allora si ricaile ne1 cas0 dvlle mptriclie nou-eiicliclee, O riemannianc n ciir- 
vatiira costaritc., di  CAYLEY ( ? O ) .  

La costïuzione di \VHITEHEAD ilt1lle connessioni affini proiettivainente 
piane nt~llo spazio proiettivo P seniplice ed elegante, iiia purailiente analitica 
e forinale; nella II Parte del pisesente lavoro ne espoi-rb la genmi gwiiie- 
trica, uti1iaz;iiiclo e in parte estendendo o precisando risultati di niia inia 
ricerca receiite (55) .  Nello stesso tempo toglierb la liinitazione, inessenziale, 
al ciiso delle connessioni epuiaffini: dovutn soltanto alla natura particolare 
dei « riferiinenti » clle VEBLEN e WHITEHEAD usano nello studio delle con- 
iiessioni proiettivr. L'esame del caso particolare delle connessioni inetriche 
proiettivanierite piane, oltreche a ritrovare e completare i risultati di WHI- 
TEHEAI), di WEYL e di EISENHART, mi condurra ad ilna assai naturale gene- 
ralizzazionc~ : a costruire cioù iiiia comaessione proiettiva subordimta a u n  
campo di qwcidricl~e, associate ni punti di iina X,, e situate negli spazi pro- 
iettivi taiigeiiti a questa; conilessione che a differenza di quelle gih eoiisi- 
derate da VEBLEN e da, SCHOUTEN e van DANTZIG f i )  ù individuata da1 
campo di quadriche, e pub in certo senso riguardarsi corne iina connessione 
metricri, in qiiaiito la rappresentazione oinografica che essa heterminn fra 
gli spazi tangenti in punti infinitamente vicini muta l 'nna nell' a l h a  le 

( 49 )  Qiicsta è In connessione per la qiiale, i ig-~ia~dando tiitti gli a spazi p r o i e t t i ~ ~ i  tan- 
genti . coiiie coi~icideiiti con Io spszio proiettivo in  parola, l a  rappresent:izione on~o~rn ' f ica 
detrrininatit f ra  gli spaei tangenti in due piinti infinitamerite viciiii si ridiice all'icledith. 
Cf ï .  22, p. 219; 29, p. 480; 36, p. 152: 65, p. '23 e (più oltre) (3). Cima la, deterniinaeione dei 
coriispondciiti parametri ved. VEBLEN, 41, pp. 143 e 156-159, O 43, pp. 70-71 ; e i l  n. 4 d i  
qiiesto lavai..). 

('0) T'cd. 4!), p. 110; cfr. i l  n. 5 del preseiitc lavoio. È interessantc qiicsta osservaeioiie 
di WHITEIIEAI): condizione perclik iinn coiinessione eqiiiaffinc e piwicttivaiiicnte piaiia sia 
rie~nauninwn b che liirigo le goodeticho sia ult parawzetvo affilie (37. p. 57) la l i c ~ g l ~ e ~ z a .  
d'arco n f f i ~ ~ e  ('20, pp. 8-10), misiirata siil piano clir proietta la geodetica da1 centro O, iri 
uii E,,+, nmbiento (vecl. (i')). 

("1 Vetl. 43, 44, b S ;  n. 6 di questo la~roro, e nota (31). 
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quailriclle associate, e qiiindi è un movimento, in re l i i~ iont~  alle mctric+he di 

CAYLEY che esse definiscono ("). 

II. Costruziane georriehrica delle connessioiii czftini 
yroiettivamente plane. Geiieralizzaziorie. 

3. Ilicliii~iiii (? roiiiplciiieiiti siille coiiiicssioiii proivttivc. - Veago ora a 
svolgcre qiianto ho accrnniito alla fine dcllir, Piirtc 1. 

Siano l e  u"(r, s, t ,  y, q, v, =z 1, 2 ,..., 9%) coordinnte ciirviliiicc in niia X,,, 
le  x* (a ,  /3, y, 6, h, y, = 0, 1, ... , n) coordiiinto proiettive dtbi piiriti n ~ g l i  << s p z i  
tanyenti D. 1 sisterni j IL", zZ j insicine costitiiiscoilo qiivllo clie io cliiamo 
un  A-riferiwento per  l a  X,, (considern ta nell' aspcltto proiettivo) (vecl. 55, p. 6). 
Generalinente perb convieiie siipporre che pel sistciii;t x? i l  pniito fonda- 
mentale (100 ... 01 sin, s u  ciascuno spaaio tiingrnte, il « pniito di contntto », e 

clie a iin cambininento delle cooldinate ciirvilince, ug '  = l cq ' (& ' ,  u', ... , u"), sin 

seinpre c o l l e p t a  iina trasforiuaeione d(blle coordina te poiet t ivc,  xZ = 0. 6 xi: 9 

cul' 
mediante le forinule K, =- (ineiitre pot& si1pporsi HïO = 801, e le  80, reste- 

iu" 

ranno arbitrarie). I n  qiicste ipotesi il << rifcriintnto D 1 ?r", x7 j verrA cletto 
un  B-1-ifel-itneldo (55,  p. 8). 

Insicme allc 71'' fa coiilcdo introdurre nn:i espi.c~ssioiic~ clifferenzi:ile duo, 

tale che pcr nna tr;wformnzione del riferiincnto vari secondo In lrgge 

du0 = du0 + 0!,.du2' (onde t h Z  = 0?@fi), e del resto. a priori indeterminata 
(55, pp. 6-7). 

Ciù preinesso: siano I';T7 in  relazione a un  B-riferimenfo scelto per ln X,, , 
i pcwnmetri nonr~ccliczc~ti (55, pl'. 19-21) - tali ci&> clle l'&,, = I'& = 8; - di 
nna cownessione p~oiet t ivu:  elle determina l a  rnppresentazioiie oinografica 

dello spazio tangente, LP, ne1 punto P ( u l ' )  generico della X,, siillo s p a ~ i o  
tangente, Zp*, ne1 piinto infinitamente vicino P*(u'' - +  dwl'). 

Assegniamo ad arbitrio un. calqjo oc" d'iperpic~zi,  T, siigli spfizi proiettivi 
tangenti: tali soltanto che ciasciin iperpiano T non pnssi pel piinto P cui B 

associato, K punto d i  contatto D di Lp. Essi potranno rappi-escwt:irsi con equa- 
zioni A,xz = O, ove non 6 restrittivo supporre A, = - 1. Anuliticcc~~zente 

('2) L a  prima iclea di unn siinilc conriessioiie proicttiva, nicti-irri r non al'liiie, pub 
riscoiiti.arsi (in un semplice acceiino) in  lin lavoio tlcl CAIWAN, del 10.24 (21, 11. 319). 
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le A, costituiscono le componenti di un campo di vettori proiettivi covarianti. 
Alla supposta conilessione proiettiva e n tale campo d'iperpiani (O di vettori 
proiettivi) vengono subordinati (53, pp. 33-34) una con+zessione affine e u n  
tensore affine : 

(3.2) AJt = l'Et + 6; A, i- 6;A, 

(3.3) = id +- dd - r ;~ , .  - A ~ A , .  

In  particolare se A,. ,=O, cioh se gli iperpiani del supposto campo sono as- 
sunti a iperpiitni z"= O del riferiinento, i parametri della connessione affine 

e le coniponenti del teilsore affine si riducono alle F r t ,  rtt, rispetti~a~mente. 

Per ottenere i l  sipificato geometrico della connessione affine ASt e del 
tensore affine pst basta ooservare che la  oinografia Q rappresentata dalle (3.1) 
i n  uno e in .un sol modo si pub scitzdere ne1 prodotto di una oolîtografia U 
fra Zp e XP* che al punto P di L p  faccia corrispondere i l  punto medesinho, 
pensato i n  Lp*, e muti l'iperpiano T (associato a P )  di 2'lp nel17iperpiano z* 
(associccto a P*) di YP* per una omologia speciale, I I ,  di XP* in sè, di centro P*; 
se il riferiinento è scelto in modo da rendere A,. = O, introdotte le coordinate 

x '' 
non oinogenee X" = - El e II vengono rappresentate dalle equa~ioni 

XO 

Ora: la El pub riguardarsi come una rappresentazione affine di LP su Xp* 
assumendo z e T*, su questi spazi, coine ipe~piani  iuzpropi; essa è precisa- 
mente la rappresentazione affine che viwze determinata fra Xp e rip* dalla 
contzessione affine Ait. L' omologia speciale (3.5) ha come iperpiano d' oniologia 
1' iperpiano d' equazione 
(3.6) pStXsdut = 0. 

Quanto precede ci dA, per la connessione A,'t e peI tensore ps t ,  le inter- 
pretazioni geometriche richieste. 

4. Costruzione geometrics delle caniiessioni i i f i i i i  proiettivimente piane. 
(:as0 delle éonnesuioni equiaffini. - Se in particolare la connessione pro- 

iettiva I'& 6 proiettivaw~ente piana, lo è naturalinente anche la connessione 

affine Azt, che ha sempre (qualunque sia il campo d'iperpiani A,%% = O) le 
siesse geodetiche. Anai: le connessioni affini che iii questo modo vengono as- 
sociate a una connessione proiettiva, proiettivainente piana, sono tutte e sole 
le connessioni affini proiettivamente piane, aventi come tetzsore di torsione 
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qnello della connessione proiettiva I'& supposta (s;ir = (1% I'L); ved. 47, 

p. 58 e 55, p. 27 . I n  part icola~e le A& sono tutte e solc le conncssio~ii affini i 
proiettivainente p ime  sirtmetriche (cioè, sensa torsione) se I'& & (vecl. (Ig)) l a  
comzessiow proicttiva integrabile del10 spnaio yroiettivo S,,: ciob, sch lo « spo- 
stamento proiettivo in 2 p  » ( G O ,  p. 13), rappresentato didle (XI), i r 2  rclccaione 
n zcna conve~ziente scelta dell' A-riferitrzento, si riduce d l '  irlentitic ("'). 

Ne sepie subito clis l a  pi& gener.de con+zessione affirte proiettiaoqr~ede 
yinrzn senan torsiotae in Sn s i  ottiene associnndo c o ~  legge arbitraria (iiiiivoca) 
ni pzc~zti P d i  S,, de@ iperpiani  z n o n  pnssnnt i  y e r  ess i ;  e deterri~incrrzrlo, in 
reZnzio?zc a l l n  connessiot~e proietiiva ir~tcgrabile d i  S,,, l n  corzrbessioue ciffirbe 
subordinnta a guesto ca ~ r ~ p o  d' iperpinni.  Geo~r~ett.iccrrr~~itte, pestcc conrmssione 
af f ine  associa cc ciascun pzcnto P e cr ciascztrz elewseuto Eiriearc PP:!: ztsccr~te d n  
esso unn rnppresentazio+ze oruogrnjîcn d i  SI, iiz s6 clte lr~zctrc T i l 6  T * :  t a  quale 
è setr~plicernenfe 1 '01) tolo~ia  speciale d i  Sn c7zc Ibn P come cerztI.0 e c7~c t~mtcc z 

in T*. 

Per  la deterrrzinasione urznlitica di qiieste connes~ioni affini, stabilito 
in S,, un sistema di coordinate proiettive yZ e un sistrma di coordinate ciir- 
vilinee u", cominciamo da1 prendere in consiclerazione il cas0 particolare in 
cui gli iperpiani del supposto campo w" siano g l i  ipevpiani  yolar i  dei  p u ~ z t i  
d i  Sn rispetto a d  un? ipersuperficie 

(4.1) f(y" y i ,  ..., y") = O. 

Senza restrizione potremo siipporre che f' sia onmgenea di grado 2 rispetto 
alle y"; e potreino assurncre a coordinate, ne1 sisterna y", degli iperpiani as- 

a f sociati ai singoli punti d i  S,, le -, omogenee di graclo zero. Nor+)zalizsia~no 
ZY = 

le coordinate yZ in S, mediante l a  condizione 

(23) Cfr. 55, p. 23:  ove qiianto b drtto a proposito dclln connessione dello spnzio pro- 
icttivo v a  diinque rettificato con I'aggiunta delle parole: '< in  rclaaione a unrt conveniente 
srelta dell' A-riferiniento D (righe 2!-22). VIL tennto ~ L ' C S C ~ ~ O  che la nozione d i  c spostamento 
proiettivo in  Zp » (55, p. 13) non lia un sigriifir*ato indipcndcntc diil riferimento: per qnesto 
anche ciù che a p. 16 B dotto a proposito dpl tewxwe di deviazio+ie acquisterebbc un aspetto 
più espressivo facendo interrenire la rappi-csciitazioiir proiettivn di Z p  ELI Z r *  (« traslazione 
proiettiva >) an~ic l ié  Io << spostamento pro ie t t i~o  in Zr1 * :  il chc del rrfito riesca ovvio. 

C h .  anche GOLAB, 48, p. 3-10! O 65, pl). 146 e seç., ove si f i l  ricorso alla interpretaz1one 

(n + 1)-dimensionale delle l'gr. (Ved. 63, p. 14 e cfr. 49, p. 10'2). 
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E. BORTOLOTTI: Spazi proiettiwnnzente piani 121 

(ove c 8 una custante arbitrariamente assegnata, purch& + O ) ;  il che ha 
per effetto di escliidere dalle nostre considerazioni i punti dell'ipersu- 

perficie (4.1) j21). Allora, inclicate con y% le coordinate proiettive di un qua- 
lunque punto Po di S,, (fnnzioni delle sue coordinate curvilinee u"), e posto 

ayZo 
y.,. = - Y ;'y?, = 6,8, au. ' 

si ha Y;'= - (") ; e introdotto, in relaviune al punto $0 di S , un rife- 
\ / c  89% ,, 

riment0 proiettivo locale 2% che ha corne punti fondamentali yzo stesso e i 

punti 92, (nei qnali le tangenti in (92") alle n linee coordinate zc'' che ne 

escono incontrano 1' iperpiano polars del punto 2/20 rispetto alla (4.1)) col porre 

le coordinate di un qunlunque punto yZ di S,, sotto la  forma y X  = x@ylp, tro- 
viamo subito che i parametri normalizzati della connessione proiettiva inte- 
grabile di S,, in relazione al riferimento { a", x" 1 sono: 

onde seguono le relazioni, di ovvio significato geometrico, 

Le I'r, , I')l, sono anche i parametri della connessione affine proiettiva- 
mente piana e 19 componenti del tensore affine snbordinati al campo asse- 
gnato d'iperpi:tni, O se si vuole, alla ipersuperficie (4.1). È evidente che il 

tensore ïf, i? siimretrico: il che porta per conseguenza ("j) che la, oonnes- 

sione ri, e equiaffine. 

(34)  Ved. WHITEHEAD, 49, p. 99. Quosta i p e r ~ u p e ~ f i c i e ,  che da1 W. vion detta u missing 
(n- 1)-space n, in  certo modo tiene il  liiogo, per ilna qualunque connessione proiettivamente 
piana equiaffine, dell'assoluto della metrica d i  CAYLEY, cui i n  effetto si riduce quando l a  

connessione I'r, è metrica (n. 5). Sarebbe interessante vedere fino a qua1 punto, quando la  

connessione üonsiderata non è metrica nell'ordinario significato della parola, si  spinge 
1' analogia. 

( ' 5 )  Cfr. VEBLEN, 41, pp. 143, 155-159; 43, pp. '70-71 ; WHITEHEAD, 49, p. 91, 60, p. 348. 
VERLEN chiama le  (4.6) u equazioni differenziali della neometria proiettiva D. 

(2" in  forza di relazioni che sussistono fra  le ri, e I'r,: esprimenti che la  connessione 

I'gT B a ciirvatiira nulla, O che il sistema (4.5) è illimitatamente integrabile. Infatti  si  h a  in 

particolare, indicando con R;gq i l  tensore di curvatiira della connessione affine I':t, 

Annali di Matematica, Serie IV,  Tomo XI. 

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



Passiamo al caso generale, il cui il campo d'iperpiani, [,y* = 0, i? qua- 
lunque. S i  potranno anche ora supporre le 5, omogenee di grndo zero 
nelle y*. Convicne riferirsi ancora ai sistemi proiettivi locali xz deterniinati, 
ne1 modo indicato poco sopra, dall'assegnazione di unn ipersiiperficie (4.1)) 
ciob, dalla condizione di nornializzazione (4.2). Nei sistemi x9 gli iperpiani 
del campo S,yz =. 0 son 'dati da equazioni A,x" = O, ove, senza restriaione, 
possiamo intendere che sia 

Le (3.2)) (3.3) dknno allora, corrispondenteinente, la connessione affine ABt e 
il tensore affine p,, siibordinati a qiiegli iperpiani. Mediante Ir (4.6) b age- 
vole verificare che soltanfo ne1 caso (già notato) in cui le te sono egunli (O 

proporaiomali) alle derivate di u.na stessa funzio~ze f rispetto alle y" - ciok: 
gli iperpiani del campo sono polari dei punti del10 spazio rispetto a iina 
ipersuperficie - i l  tensore pst è simwzetrico, e corrisl)onde~zte?)&ente, la connes- 
sione Ait è epiaffine ("). 

Con quanto precede b ottenuta, sia per via geometrica che per via ana- 
litica, la costrimione della più generale connessione affine sim~rcetricn proiet- 
tivamente piana. Per  quanto riguarda le connessioni asimo~etriche, si potrebbe 

procedere in modo analogo, partendo dal170sservaeione che, se I'& B una oon- 
nessione proiettiva senm torsione, le  

(A, essendo a1 solito un vettore proiettivo covariante soggetto alla sola con- 
dizione A, = - 1)) sono parametri di una connessione proiettiva avente le 

stesse geodetiche di ri:, e il tensore d i  torsione S&'. Ma è più seniplice la co- 
struzione diretta delle connessioni affini proiettivamente piane asiminetriche 
da quelle simmetriche (Ï$t = rit t- Si;'). 

5. Connessioni metriche proiettivaniente piane. - Torniamo alla consi- 
derazione delle connessioni proiettivamente piane epuinffini subordinate al- 
l'assegnazione in S,, di una ipersuperficie (4.1). 

Possiamo sempre porre 

[f (Y" yi, m. .  7 y")]" =a,p~"~P, 

("1 Questo è l'unico caso trattato da WHITEIIEA~ (cfr. parte 1, fine, ved. 49, pp. 97 e seg). 
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ove 

(5.2) 

in particolare la  (4.1) è una quadrica nllora (soltnnto) che le a,p (omogenee 
d i  graclo B P ~ O  neZ1e y") siano costanti, cioé quando si abbia 

Kisprtto ni singoli riferimenti locali P 1% qiiadrica sarà rappresentata da 
equazioni della forma 

(5.4) czBx~xB = O 
ove 

(5.3) 6 
cap = a6ry.a~rp ; 

pel r i f ~ r i i n ~ n t o  locale associato a lin piinto Po I'iperpiano fondanientale op- 
posto n Po deve essere l'iperpiano polare di Po rispetto :ill:i qiiadrica: in 
conschgiionzi~ di questo e delle (4.2)) (4.4)) (5.5) si ha 

Le (5.3), (5.6) portano - tenuto presente che c,p è un tensore relutiuo di classe 2 
(55, pp. il) 36) pei camlsiamenti della norinalizzazione, (4.2) - clie 

ove con V, indichiamo la derivazione covariante proiettiva di parametri 

I'& e la deriwzione covariante affine di parametri I'zt. Ovviamente ne  segue, 

purchè risulti 1 c,, i + O, che le sono i simboli d i  Christoffel (di seconda 
specie) relativi a c,,: 

I l  significato dell'ipotesi 1 c,., 1 =+ 0 appare ovvio se si osserva che 
c,.,x"xS = O &, in ciascun punto di  S,, , 1' eqiiazione locale del con0 circoscritto 
da quel punto alla quadricn (4.1). 

Dnnque: se la ipersuperficie (4.1) è unu qundrica, non specinlizzata O, 

tccngenaialw~ente, al pi& una voltu ~pecialimata, la corrispondente connessione 
affine pl-oiettivante.rcte piana è una connessione riemanniana. Scrivendo che il 

tensore di curvatura, L;;;' (65, p. 24)) della connessione proiettiva ï& è nul10 
ricaviarno irnmediatamente che quella connessione riemanniana é a curvatura 

1 costante K =- ; precisamente, essa & la  connessione riemanniana data dalla 

metrica di  CAYLEY clie ha la quadrica (4.1) come assoliito. (Cfr. 49, p. 108). 
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I l  caso K=O pub intendersi incluso, e corrispondente al valore OS ilel 
parametro c: pel quale la  yuaclrica (5.4) coque luogo si riduce all'iperpiano 
doppio (xO)" 0, e coine inviluppo é una volta ~pecializzata. al loi^ perb la 
oondizione di norm:tlizzazione (4.2) non Iia significato clie con opportuna con- 
venzione circa la  forma in cui & scritto il primo niernbro (?'). 

Da quanto si 13 visto al n. prec. possiaino dedurre questn costr~cxiowe 
geometrica della rapprese~ztasione congrzaente fra gli spnsi tange~zti i n  due 
punti P ,  P* infinitnvzente vicini di ztna varietic rie)mnnia~zn a cur.raaturn co. 
stante, determinata da1 trasporto per equi~ollenza d i  Levi-Civitn: rigiinrclando, 
al modo di CAYLEY, lit varieth corne uno spazio piwiettivo, S,, , in cui 8 data 
una quadrica, Q, quella rappresentaziowe è l'o~~cologia speciale di S,, i ta  sd 
che ha P corue centro e che w u f a  l'z'erpicino p01ct1.e d i  P (riqwtto n Q) nel- 
1' iperpiano polare di P*. L' iperpiano il' oniologiii (1 ortogoiiiile, iiellii inetrica 
di CAYLEY, alla direzione PP*. 

Cerchiamo oral inversainente, le condizioni percha una coiinessione af- 
fine proiettivamente piana assegnata (seiiza torsione) sia metrica. Ritroveremo 
(cfr. WEYL, 17) clie essa per N 2 3 & necessarianiente subortlir~uta a u ~ u  
qtaadrica di Sn, e coincide con la coiinessionc definita diilln cori.ispondente 
metrica di CAYLEY; per n = 2 abbiaiiio invece clplle conclizioni differensiali 
che ammettono infinite altre soluzioni oltre a yuelln rnppresentata dalla ine- 
trica di CAYLEY. 

Le condizioni perche una connessione affine generalcl sin metrica si ot- 
tengono con opportiina estensione del procediniento col qnale EISENHART e 
V E B ~ E N  hanno stabilito (18) le condizioni ~ e r c h i .  uiia connessione affine 
si~)metrica sia rie~taanniann. Si trova che : 

Condisio~ze necessaria e sufficiente perclzè una cont~essione affine Fit (per 

la yuale v,. 13 il siinbolo di  derivazione covariante, il tensore di cur- 

vatlira) sia mtetrica, cioè, esistalzo un tensore si/nwetrico cor«rirrnte c,., e un  
vettore cotvwiante Q, tali che si abbia 

(6.8) T,Cst = --  QA 

è che esisla u n  intero N tale che le equasioni E , ,  E2 ,..., E N ,  liueciri nelle c,, 

('y Q~iiaiido la qQiiacli.ica (4.1) non 4 specinli,zata e c lia un ralore finito, l'eqiiazione 
della quadrica pnù senipre s c r i~e r s i  nella forma 

ove y 2 O è 1' eqiia~ione di lin ipeiyiano e 'V = O quella del coiio circoscritto a1h qiiiidrica 
da1 polo dell'iperpiano. Se la q i iadi ica  si ridiice, conie Iiiogo, a i i r i  ipciyiano doppio, la g = O  
diriene I'eqnazione di qnesto iperpi:iiio; c1'alti.a parte la cciritl~~iorie d i  norni:ilimazione ;ilha 
divielie g' = 1. 
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- le E,, E,, (h = 2, 3, ...) essendo 

- siano algebrica~nente cowzpntibili, e le loro soluzioni soddisfino alle EN-, l .  

S e  lu condizioni ora dette sono soddisfatte, il vettore fondmuentale Q, si h a  ' 

in termini finiti. a mcno d 'un  gradiente additivo (ved. 31, p. 9) dalle equitzioni 

il lelfsore fondawetzfale c,, s i  ricava dalle (5.8) per  intcgrazione, assuiiti valori 
O iniziali c,., clie soddisfino (per u" = UT)  aile E, , E-,  ... , EN. 

Cib pi8emusso: siano le  I'& parametri della connessione proiettiva inte- 

grabile d i  S,, e q~ i ind i  le  I'zt,  per le trasforinazioni sulle sole ur, siano i pa- 
ramctri di una  (qualiinque) connessione affine proiettivamente p i a n a  simine. 
trica. Supponiaino dunque che questa sin una  coimessione meirica, e c,., , Q,. 
ne siaiio il tensore e il vcttorc fondainentali. I n  consrgnenza delle E, ot- 
teniaino 

(5.1 1) O 
(1" - ~ ) ( T Q ,  - F,,) = O ;  

se n > 2 se  n e  deduce 

(5.12) FU q s  - - pl s q  9 onde Ri& = 0. 

Cosiccha l a  connessione rit B eqzciaffi~ze, ed essendo mefrica, essa é euclicleu, 
e non & restrittivc supporre per essa 

Per  n = 2 la, precedente deduzione non vale. Ad ogni modo (per n qunlunque) 
quando sussistano le (5.12), seinpre in  conseguenza delle E, abbiamo anche. 
tenute presenti l e  (5.13), 

i l  che porta, se n ;> 2 pel teorema d i  SCHUR ( O ) ,  se n = 2 in  forza delle (2.21, 
che dhniio 
(5.161 yfrQs - vsrqt = O ,  

che la  connessione rit è ~ i e ~ ~ z a r ~ n i u n a  e d i  curtmtura costante K = a. 
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D'altra parte sappiamo (n. prcc.) che la  conncssione I'St, proietlivainente 
piana, pub siibordinarsi a unn ipersiiperficir (4.1) di S,,: se poni:iino (sup. 

1 
posto @ =+ O), in relazione alla nornislimazione (4.21, ove si intcnclii c = , 

e rigiiardiarno, corne è lecito, c ,~ ,  yiii~le iiii f enso~e  re1afiz.o t7i classe 2 pei cani. 
biarnenti della nor~n~lizaazione, abbiaiiio per le (6.13), (6.141 

(5.18) vZ(@ctr) = O ; 

ma per le (5.13), (5.14); (4.2), (4.4) si ha 

dnnque per le  a,p , corrispondenteinente definite dalle (.5.21, valgono le (5.31, 

cioh la  ipersuperficie (4.1) è una quadrica, e la melriccc d i  prrrnmetri l'Et è puella 
d i  Cayley che essa deternaina. I l  cnso @ = O dR liiogo a1 caso cl(~geiicre. dt4:i 
inetrica ezcclidea. 

Se n = 2 perh il caso ora conteinplato non h qiicllo piii gchncrale. Infatti 
per n -- 2 si ha, generalinente, al liiogo 

(5.20) 1 O (rsq + r ; ~  = - k,, 
ove 

1 
(5.21) @ = K -  2 cVt ~ 7 - Q t j  

sostituendo nelle (5.17), indi moltiplicando per cl'' e soininarido, iibbiamo pei 
le Q, le segnenti due coiidizioni differenziali dcl 20 ordine: 

Ora : a queste si soildisfa cwto ponentlo Q, = O, K =  cost. ; ina esistono 
anche infinite altre solnzioni. (Cfr. WEYL, 17, 1921, p. 112). 

Ci siamo limitati finoin a prendere in considvrazione le coniiessioni me- 
triche, proiettivarnente piaiie, sivzr~zetriche. assai piil c o m p l ~ s ~ n ,  l n  ricerca 
delle connessioni proiettivamente piaile fra qiiollc nietriche, O cwclidee, asiaz- 
metriche. È vero clle una tale comzessione 6 proiettit~a~,te~ztepin~lcc qua,ulo lo sia 
la connessione s iwme t~ ica  associata (47, p. 62) : nia yuest' ultiina, di parainetri 

ove S,,, = Spi%c,, (cfr. 24, pp. 73, 74), dipende anclte h l  tensore d i  torsione 
dellcc suppostcc ~0nlzeS~i01ze metrica rit; le eoiidiiiioiii (2.11, (2.1) di R'EYL 
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sono allora conclizioni differenziali pei tre tensori c ,.,, Q,., H,,,.=S ,.,, +S ,.,,, 
17iilti1no dei quali B sirr~metrico rispetto a p, q e gode della proprieta ciclica 
HP,, -t H,,, + H,,,, = O. Resta invece del tutto arbitrario il tonsore emisim- 

1 metrico L ,,,, = (S ,,,, + S,,,., + Sr,,); il qnale insieme ad H ,,,. e a c,., deter- 

mina il tensore di torsione 

6. Cannessioiii proiettive subordinate a un campo di quadriclie. - A1 
n. prec. abbiaino, in sostanza, ricondotto la  subordinnaione della geometria 
riemanniana a curvatura, costante a quella pniiettiva mediante 17assegnazione 
di una quadrica, alla subordinatiione della corrispondente co~~nessio?ze rie- 
manniana alla connessione proiettivn integrnbile dello spazio proiettivo, in 
relazione a una quadrica (O al campo degli iperpiani polari dei punti dello 
spazio rispetto ad essa). Sotto questa forma risulta possibile una  estensione 
alle geotnetrie riemanniane qualunque i n  una X,. Si assegni un caj)Lpo di 
quadriche 9zegli spazi proiettivi tangenti alla Xn,  non passanti pei punti di 
contatto ("9); su ciascuno di quegli spazi viene cosi determinata una metrica 
di CAYLEY. Questa nell'intorno del Io ordine del punto di contatto P si 
identifica con una nietrica euclidea ("O), avente per assoluto l'intersezione 
della corrispondente quadrica con l'iperpiano polare di P rispetto ad essa: 
il qiiale fiinge da iperpiano improprio di qnesta metrica. Tali metriche locali 
nell' intera X ,  cos tituiscono una met.rica riemanniana, anai, per 1' arbitrarieth 
del supposto campo di quadriche, una qualunque inetrica riemanniana per 
la  X,, . Ebbene, questa metrica (O ln corrispondente connessione riemanniana) 
é snbordinata (in relazione a l  campo degli iperpiani polari dei piinti della X,, 
rispetto alle quadriche associate) a una ben determinata connessione pro- 
iettiva simmetrica, di oui ora indicheremo la costruzione. 

Sia (cfr. VEBLEN, 43, p. 63) 

( 6 4  G .SB x*x@ = O  

(") Se  invece s i  ammrtte che le quadriche del campo considerato possano anche pas- 
sare pei p u d i  della Xn cui  sono associate, l a  trattazione v a  condofta i n  modo sostanzial- 
mente diverso, e anche i risultati sono clifferenti. P e r  questo caso piii generale l a  teoria 
degli invarianti differenaiali del campo di qiiadriche potrehbe costruirsi corne estensione 
della teoria delle proprietà di lino spaeio riemanniano, invarianti per trasformuaioni conformi 
della metrica. (Ved. WEYL, SCHOUTEN, VEBLEN, J. M. THOMAS, !P. Y. THOMAS, 17, 2.3, 23, 
26, 27, 28, 33, 39, 64: cfr. 68, p. 405). Ma s u  questo non posso dilungarmi ne1 presente lavoro. 

(30) quella che KLEIN cliiama « die beriihrende spezielle Massbestimniung a (ne1 punto P, 
alla metrica di CAYLEY considerata). (Ved. 7, in  a Ges. Math. Werke  », 1, 1. Aufsata, p. 296). 

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



l'equazione (puntuale), in r~lazione al sistema coordinat0 proiettivo locale xZ, 
della quiirlrica generica del supposto canipo. Intendererno la  (6.1) note spe. 
cialixxata, O specialitzata tangen.zialttwnte una volta (cfr. n. prec.). Siccome 

sopponiamo che la quadrica non passi pel punfo di contatto, xz Et, dello 
spazio proiettivo tangente cui appartiene, dev'essere Go, + O ;  posto 

Y l p  = c  GZB onde yo0=c 
Go0 ' (c = cost. arbitr. + O  

y,p è un tensore proiettivo covariante (simmetrico), daterr)tinato dnl supposto 
cai)rpo di quadriche (e da1 valore del pararnetro c), e che, reciprocamente, 10 
deterniina. Se poniamo 

gli iperpiani @,xz = 0 sono gli iperpiani polari dei punti della X,,  rispetto 
alle quadriclie del campo: e g,., è nn tensore affine, che a meno d'un fattore 
costante è il tensore fondamentale della nietrica riemanniana che il campo 
di quadriche determina (come abbiamo accennato) sulla X,, (ved. 42, p. 73). 
Ponendo quel fattore costante = 1 ,  noi facciamo di ciascuna quadrica (6.1)' 
associat'a al punto P, nella metrica euclidea locale che essa stessa determina 

- 
nell'intorno del Io ordine di P, utza ipersfera di raggio V - c e dello spazio 

1 
tangente in P nno spazio riemanniano di curoatura costante K =;. 

Cib premesso : ci si pub proporre di costrnire una cotznessiotze proietttva 
per la X,, tale che Io) abbia le u~edesirr~e geodeticlze della metrica rieman- 
ninna che ha cowze tensore fondamentale gr,; %O) dia luoyo a u m  rappreseu- 
tanione omografica fra gli spazi X p ,  Xp*, tnngelzti in yuwti infinita~tzente 2ii- 
cini P ,  P*, nella puale le quadriche rispeftivamente associate a P e a P* si 
corrispondano. Analiticaniente cib si esprime cosi : i parametri normalizzati 

A& della connessioiie in p a r o b  debbono soddisfare alle condizioci, 

ove le derivate V*, s'intendono calcolate coi parametri A & ,  e i sistemi +,., x,, 
Si/' (quest'iiltimo eniisimmetrico rispetto ad s, t )  non sono soggetti ad altre 
condizioni che alle (6.4), (6.5) medesime. 

Ebbene: pueste condi~ioni sono sufficie)zti a deterii~itzare siw le A& che 
le $,, xz, S;trl purchè venga assegnato (ad arbitrio) il tensore emisimmetrico 
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lnfatti dalle (6.41, (6.T) iiravinino: 

Ili particolare, possiaino p o r ~ "  

(6.101 L,.,t = O ;  onde 8;;' = O ;  

corrispoiicieiitei1ie1ite le (6.9) dàiino i parainetri di una connessione proiettiva 

sirnrtietvica che é indiaidtcnfn du1 supposto cccrupo di qundriche perche sia @, 

- 

i 
clie 'A' -- ed jst 1 nuii dipenduno da1 ralore attribiiito a l  parainetro 

c Go0 , 9 1!1 

sotlclisfcc nlle due condizio~bi detfe sopm : ad essa è siibordin:tta, in relanione al 
campo di  ipeiyiaiii @,xx =O, la connessione rieinaniiiaiia definita d a  y,,. (3') .  

Po~sianio seinpre as8riiiiere, sui singoli spani proiettivi tangenti alla X,, , 
gli iperpiaiii @,c-* = O ,  polari dei yunti d ~ l l a  X,, risyetto alle quadi.iche ad 

("'1 Cfr. VEBLES, 43 e 44. Il sistenia I'&, clle VEBLEN co~t~ruisce a partire da yzp (per 

c-1) con la stessa forrniila che applicata a un tensore affine y,, dR i relativi simboli di 
2. specie di CHRISTOFFEL (form. (4.2), 43, p. 66) ha la stessa legge di trasformaeione dei 

parametri di  una connessione proiettiva; perb, l?& non risultando eguale (nè proporzionale) 

a B F ,  tale sistema r' dà liiogo a una rappresentazione omografica fra gli spasi tangenti in DY 
punti infinitamente vicini ohe non dipende soltanta da1 supposto campo d i  quad~iche,  
ma  anche dalla espressione d i  duo (n. 3). Cib non è (cfr. 43, pp. 74-76) pel sistema 

Vgy = l?gy - (r& - cui perù coïrisponde una connessione proiettiva soddisfacente a l la  

seconda delle cowdiaioni sopva enztnciccte e non a l la  prima. 1 parametri A& della nostra con- 

nessione (ove s'intenda c = 1) sono leg-ati alle I'gy o alle Ver dalle formule 

ove @ I O  = @OZ = 0, <PvB - 

Anche SCHOUTEN e VAN DANTZIG (52, 19'31) hanno costruito una connessione proiettiva 
che, in relazione a un assegnato campo di quadriche, soddisfa alla condizione 1); ma di.  
pende anche d a  u n  tensove emishrnetvico Frs ,  che non viene determinato ,da1 campo di qua- 
driche; essa inoltre ha nna cleviazione non nulla (ved. 65, p. 16). 

dnnali d i  Matematica, üerie 1V: Tomo XI. 17 
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essi associate, corrce ipey ic iu i  foitdrtrr~entnli x0 = O ;  allora si lia @ , = O  e 
le (6.9) prendono la foima srinplicissiiiia 

P r r  c - cx i p reced~i i t i  risiiltati coiiscli~vaiio sigiiificirto soltaiito se si 

suppone che, coi*rispoiidonteiiiei~te, Gm e d i r e i i g a ~ o  nulle, le a, si inan- 
Go0 Go0 

teiigiiiio finite, e 'y,., , =+ O ;  ;tlloi.ii le cliiiiclriclie ((5.1) diveiigoiio specializaate, 

ti l a  connessionr proiettivii A:y si icleiltific*;~ con la connessione eiiolitlea AJt . 
t In  particolare, quaildo sia S;J = O  tJ la  curvaturw clt~llrt iiirtrica ririiian- 

niana clchfinita d a  gVy sia ~ ' o s t a i i t ~ ,  ritrovialrio 1th (.5.8) e (5.f;) (16.1 n. 5. 
Geometriccrirrente l x  c.oiiiirssione lwoiettiva .\;.; h ; ~  qiichsto significwto: la  

rappresmtazione oiiiograf'ic.w di 21. su 2 1 ~  cht! rssw deteriiiina il p~odot to  
d i  u n  rwocGruenfo (iii relazioiie alle iiietriclie d i  CAYLEY di Z p  r Z p x )  clie 
porta Y I )  iii YI,*, e P n t ~ l  p u ~ i t o  inedesiiiio priisnto in Y,*, pthr iiiia omologia 
speciccle di  il,,. in si.: il rriocirrtento è q u d l o  det~rirrirttrto rlctlla comcssiorte eu- 

clitlen tli pcwaritrtri "': / + O iit pmrticoltrrr). se  SA;' = U, è c/udlo rlctrr- 
I l  lg 

r~ci~zato  da1 ytcvallelisino d i  Levi-C'iuita ?.elcctico a gr,; l'orlioloyicr opeciale 
h a  P* coine centro t. l ' ipt~rpiano di il,,: p t q t ~ n i o a r e  alla direzioiie P*P 
(nella metrica definita d a  y,.,) co iw  iyerpiano cl'oiiiologiw. Satiii.alinentr qurstq 
omologia porta la  qiiadrica coi-rispondeiitc*, riel iiiovinirnto, :i quelia :issociata 
a P nella quadrioa associata a P". 

Si presentano svariati probleiiii iiiteressiriiti. 

Io) Anzitutto: coine la connessione Li& (intesu d 'ora iii poi che val- 
gano le  (6.101) é individnata da1 campo d i  qundrichv, lo individua essa a sua 

- 
volta 't Evidentemente due  inetriche riemannianr g r S .  grs che siano sii1)urdiiiate 

alla stessa connessione proiettiva debborzo ct uere le stesse geodeticke : deve 
dunque esistere un  sistema y,  tale che si abbia 

ina. le (6.9) dànno (indicando con C il va1oi.r del parametro c che corrisponde 
- 
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Quali condizioni di compatibilith fra le (6.12) e (6.14) otteniamo: 

ove VT 6 il simi~olo clella derivw7' ,ioncl covariante che b determinata da1 ten. 
- 

G=+ sore gr,; d'altra parte le 5, e &x determinano, srcondo le (6.3), (6.2), le - 
C Go, ' 

cioh il canipo di quaclriche. Dunqne: tutti e soli i cawpi d i  yuadriche corri- 
spondenti alla sfessa co~.znessio?ze poiet t iva si hau2no dalle (6.13), (6.14) po- 
nendovi per le y ,  u u a  qunlunque sol?raione (eventuale) del sistemn (6.15). 

2 O )  È senz'altro evidente che le connessioni proiettive determinate, 
secondo le (6.91, da un campo di quadriche sovo c7i n a f u r a  particolare; come 
mostrano ovviitinente le (6.41, (6.5). Dalle (6.4) si possono elinlinare le S r ,  
con un procedimento noto: si ottiene che il tensore W;4pq di WEYL e il ten- 

sore V,,t (form. (à.l), (2.2)) (oppure TV;;iq e il covariante proiettivo di VEBLEN 

e J. 31. THOMAS: form. (2.3)) clebbono essere eguali per I l l g  e per A:,; queste 

relaaioni insieme alle (6.5) costituiscono un sistema differenaiale per le  y+. 
Scrivendo le condizioni d i  cowpatibilità per questo sistema, certo in generale 
non identicamente soddisfatte, si hanno le condizioni perche la supposta con- 
nessione proiettiva A& sia in effetto u n a  connession,e mettica proiettiva; cos1 
chiamando per brevità ilna connessione proi~tt iva costriiita mediante le (6.0) 
a partire da un campo di quadriche. 

3") La connessione A &  pi10 essere proiettivawmde p iana? Questo av- 
verra se 10 è la connessione r i e ~ n a ~ m i a n a  definita d a  g,,, e allora soltanto. 
Na allora quest'ultima connessione è a curvatiira costante, e la metrica è 

'una metrica di CAYLEY. La connessione A& si ridace alla connessione inte- 
grabile del10 spazio proiettivo S,,, col quale la X,, viene a identificarsi; le 
quadriche associate ai punti della X,, si identificano con un'unica quadrica 
di S,, , l'assoluto della metrica. Cosicchè esiste u n a  scelta dei riferiwenti pro- 
iettivi sugli spazi tcrlzgenti cilla X,,  p w  la  quale i coefficienti dell'equaaione 
(6.1) della quadvica genericn del cnwpo ffin s i  riducono a delle cosfanti. Ami: 

6 conclizzone necessaria e sufficiente, perché la connessione A& sia proiettiva- 
mente piana, che possa farsi una tale scelta dell'A-riferimento ("1. 

(3" Analiticamente cib si esprinie :innullando il a tenoore d i  cuivatura 2 della connes- 

sione I'? di VEBLEN, e inoltre, anche il tensoie affine @,, (ved. nota (3 i ) ) :  pcr que~f'i i l l imo Pr 
perb basta mpporre che esso si annulli i?t un punto inieiule. 
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4 O )  Ne1 caso ora detto la  connessione proiettiva A& a, in pa$ticolare, 
una connessione affine: cib avviene pure, naturalmente, ne1 ctzso (c -. CO) da 
cui le quadriche (6.1) siano, tangenzialment~, una volta specializzate. Pub in 

altri casi avvenire clie A;r sia iina connessione affine? 
Le condizioni perchè una connessione proi~t t iva  sia affine sono indicate 

in generale ne1 mio lavoro 55, pp. 34-35 ("y; iiia qui è più seinplice pro- 

cedere direttamente. Abbiamo subito che la coniiessione A& 2, affine allora 
e solo che il sisteiiia differenziale 

aminette soluzioni. Le condizioni d'integrahilitk delle (6.16) dhnno (indicnndo 

con R;;: il tensore di cnrvaturii della iiietrica riemanniana definita da y,.,) 

Di qiii per derivazione ed eliininazione, inediante le (6.16), delle derivate 
delle A, abbiamo 

(6.18) 
I 1 

A,) v:~ , ; th ,  + ; q q s u  - 2 (g,.g,, - gqr~p,.J-= 0; 

prosependo nelle derivaaioni e successive eliminazioni ottenianio una suc- 
cessione di equaaioni A,, A,, ... , A h ,  ...; la  C O ~ Y Z ~ ~ ~ S R ~ O I Z ~  savU nffitze sa esiste 
un intero N tale che le equazioni A , ,  A, ,  ..., AN nelle A,  siallo algebricamenfe 
covipatibili, e le loro soluzioni soddisfirzo alle A N I  1. La condi~ione b certo 

1 
soddisfatta se la metrica g,., é a curvatiira costante (e allora in eff~tto,  e 

soltanto allora, la curvatura clella connessione proiettiva A;T risiilta nulla); 
qiiesto ci dk la soluzione gih nota e si vede bene clie (per c finito) soltanto 
sotto altre ipotesi particolari circn la supposta ni~tr ica  potranno esservene altre. 
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Qiidqiies iioiiveaiix problèines sur les fonctioiis hrtrnioliiques. 

par 11. N I C ~ L A Ü  CIOEANESCO (Bucarest). 

1. Coiisidi-rous un domaine Q, de frontiere X ,  la surface 2 ayant en 
chaque point une ii~rniille bien d6teriniiiPe. Une fonction U(M), harmonique 
dans le domaine 9 1 5 ,  est  coinplt~teinerit déterininée dans 9 par la connais- 
sance de seM v ~ l e u ~ ~  sur la f r~i l t i+"~*e ', d u  doinaiiie. C'rst le principe de 
DIRICHI~ET. Lorsyiie, en outre dr ln condition pi.6c.édente, on suppose que la  
surfacae i a tln cliaqur point ses d r u s  coiirhiirt~s principales finies: on sait 
qii7 il existe un ~wteiitirl de cloii1)ltl wuc l le  qui fournit la solution du probl&nie 
de DIHICHLET polir le doiiiiiiiie Q et la distribution dcs valeiirs donnees sur L. 
La drwsitts de cette double couche v@i*iI'ie une équation intégrale de FREDHOLM. 

G@n6raleiiient. la plupart des problèinrs aux liiiiitcs qii' on rencontre dans 
lit physique iniitliéiiiatique et qui ont pour ohjet la dt'terinination d 'une cela- 
taine fonvtiori 1iiii.iiioiiique U(iU), sont clt. 1;i forinti: 

(Y point cle i). 

cause de la liiiearit6 de cette coiidition initiale, par rapport aux va- 
leurs de U et de sa derivée riorniale sur Z, ces problèmes aux limites sont 
réductibles ii des Bquationfi integrales du type de FREDHOLM. 

Je  me suis propos6 de voir s'il n'y a pas des conditions initiales, en un 
certain sens plus gén6rales que les conditions (1)' susceptibles aussi de de. 
terminer une fonction harmonique dans 9, d'une manibre univoque ou avec 
iiii degr6 d'indéterniination bien délimite. 

Pour mieux Bclairer l'id& qui m7 a guidé, 1' analogie avec les conditions 
initiales susceptibles de déterminer une solution d 'une Bqoation diffkrentielle 
lineaire ordinaire, n'est peut-Gtrr pas dépourvue d'intérèt. 

Considérons, pour fixer les idées, l'équation du second ordre: 

(8) "- axz = A@)U + B(x). 
Les conditions initiales 

(3) ' U(a) = c ,  ; ~ ( b )  = c, 
ddterminent d' une manière univoque U ( X )  dans 1' intervalle (a, b). L' intervalle 
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M. N. CIORANESCO : Quelques fiouveaux problèmes 

ouvert (cc, b )  jone le i$le do doinaine 51, sibs extréiiiit6s a et b celui de E. A 
ce point de v u  les coiiditioiis initialtls (3) sont 1'an;ilogae ilu problc\me de 
DIRICHLET (pour une Pquation du type elliptique qii'il ii ' i~st pas besoin 
d' Bcrire). 

Xais ces ~ondit~ions bi-10calw (3)  011 A la froiitiC\re, peuvtbnt apparattre 
comme des cas particuliers de wrtaines conditiow ylohctles, c. A. d. de con- 
ditions qui interessent les valews c l c h  IT(.r) dans tout l ' i n t r i ~ n l l r  (a, b)  et non 
seulement à ses extr6niit6s. I l  siiffit pour cela de poser l ~ s  clonditions 
suivantes : 

b b 

(4) s s  = c ; ~ u ( s ) c ~ ~ ( s )  = C, 
a a 

a(s) et SIS) Btant deux foizctioiis H variations boriiées clans (a, 6) .  Les con- 
ditions initiales (3) sont bitw drs cas piirticiiliers des conditions (41, yiii sont 
susceptibles ('1, ellw, aiiwsi, c l 0  i1t;teriiiiric~r d'une nianiPre iinivoque une so- 
lution de l' éqiiiitiori ( 2 ) .  

Nous chei.c.lions pour les folictioiis 1i:ii~iiioiiiqars des conditioiis analogues 
aux conditions (41, c. à. cl. des conditions iiiitinles qui porteront sur les va- 
leurs de U(M11) oit de ses dérivées, daus tout le cloitiai~te Q, et non pas seu- 
lement sur ses valeurs 2 la frontière. Pa r  conséquent, nous chercherons à 

determiner U ( M )  par des co~oditiom globales. telles que les co~ztlitions à la 
frontière en s tmnt  des cas particiiliers. Ces conditions globales seront aussi 
linBaires par rapport aux raleiirs clch 1' et de ses dérivers du premier ordre; 
ce fieront des fonctionnelles 1iiiéwirt.s par rapport à ces valeurs. 

2 .  Pour Bcrire ces conditions y1ob;tlrs auyuelles doit satisfaire la fonction 
harmonique U ( J I ) ,  considthons le domaine 9, de frontiere '1, dont nous avons 
parlé au debut, yu' on suppose situ6 dans 1' espace E,,, , à n -+- 1 dimensions. 
Supposons aussi que la surface X admette la représentation suivante: 

oii plus brièvement : 

(1') ci = ci( Q) 
le point Q(t, , t, , ... t n )  variant dans un certain domaine polyédral II,, d' un E n ,  
les fonctions a,(&) 6tant continues par rapport aux variables i d .  

(i) Voir pour cela, et pour iule ailalyse des cas uinguliers possibles, notre article, inserd 
dans = Mathematische Eeitschrift 2 ,  Band 35, S. 603 (1932). 
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sw les fonctiorcs harmorciques 137 
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Considthons une fainille de surfaces 2, d6pendant d'un paramètre A, 
qui varie de O A 1, dont l'équiitioii peut s'ecrire: 

Cette fainille de surfaces doit satisfaire aux conditions suivantes: a) par 
chaque point du domaine 9 i l  passe une surface de la  famille et une seule; 
b) pour A = 1, Y, est identique W la surface 2 ,  frontière du domaine Q ;  
c) 2,  se réduit à un point Al,  sitnB à, 1' intérieur de Q. En d' autres termes, 
les surfaces Lx sont telles yu' elles puissent ètre considérées comme l' image 
topologitlue d'une famille d'hypersphèises concentriques, dont les rayons 
varient avec coiitiiiuité, p. ex. de zéro i i i ~  

Vn point yut~lconque AI de Q est con~plètemeiit déterminé par la valeur 
A = ho  dii paramètre correspondant k la surface Z)., qui passe par Al, et par 
les valeurs correspondantt~s des parainktres t j  qui le definissent sur LI.,,: 
d'une miinière plus abregée, on peut &rire: M = M(Q; A), Q 6tant un point 
du doinaine polyèdral II,, dont on a déjh parlé. Si  l 'on considère Q = Q, 
fixe dans n,, , alors les 12 -1- 1 équations : 

représclntrnt un arc de conrbe continue, qui va de Mo à un certain point 
de 2 (correspondant à Q,) .  Cet arc de courbe joint les points correspondants 
des surfaces &, de telle sorte que les points du domaine B + ;'1 peuvent 
aussi ètre consider& comine étant e.nfilds sur des arcs de courbes partant 
du point Ji!, . 

Nous considérons les points du  domaine B + X comme appartenant aux 
surfaces II . ,  c. à. d. définis par Q et A, de telle manière qu'une fonction 
F ( M )  de la position de M dans Q, apparaît comine une fonction de Q et A. 

Cela étant dit, soit U ( M )  une fonction harmonique dans Q +Z. Cher- 
chons à déterminer U ( M )  par la condition: 

Ux, désignant la valeur de U ( M )  lorsque AI se trouve sur la siirface L,., 

a(A) étant une fonction à, variation bornée dans (O, 1), f ( Q )  une fonction con- 
tinue quelconque, donnée. Cette condition initiale (8) est une fonctionnelle . 

linéaire par rapport aux valeurs de U ( M )  dans Q t L, valeurs qui sont 
groupées par l a  famille de surfaces X).. C' est une condition initiale globale 
du type de celles que nous nous proposons d'envisager, car on voit que 

Annali di ~Matematica, Serie I V ,  Tonio XI. 1H 
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si a(A) = ct dans (O, 1) sauf nu  point A = 1 où elle ;i un saut ii gauche, alors 
on a le problcme classique de DIRICHLET. 

L'interprtitation de la  condition (8) est facile B faire: on attribue un 
certain poids aux valeurs de U ( N )  sur chaque surface E l ,  poids qui peut 
ètre fini sur un nombre fini de surfaces, mais en g6neral il est infiniment 
petit, et la valeur moyenne des valeurs de U ainsi prises (dont le poids total 

1 

A = b r ( h )  est + O) est une certaine fonction donnue. De la  mPme iiirtnibre, 
O 

on voit que f ( Q , )  represente la  valeur moyenne (à, un facteur num6riqu~ près) 
de valeurs de U(M) sur l ' a rc  Q = Qo, allant de M o  au point Q, de Y .  11 est 
Bvident que le problénie (8) n'est pas le plus gentira1 de l'espece. Nous le 
considérons tout d'abord à cause de sa siinplicit6 et de ses analogies avec 
le problème de DIRICHLET. Avant de traiter le problhme gen6ral pos6 par la 
condition (8), pour nous rendre compte de conditions siippl6mentaires au- 
quelles doit satisfaire la  fonction a ( X )  pour que le problème ait des solutions 
pour f ( Q )  continue quelconque, consid6rons d'abord un cas trbs particulier 
mais instructif pour le problhme général. 

3. Prenons pour 8 l 'interieur du cercle unite, pour 3). le cercle de 
rayon A et de centre à, l'origine, Z, = Co l 'origii~e 0. 

On se propose de determiner la fonction U(p ,  O), liarnioniqur dans le 
cercle unit6 C, par la conditions suivante: 

f ( 8 )  6tant une fonction continue donn6e. Dans ce cas  on a de snite Oc,.: c'est 

U(A, O), et on peut l'&rire: 

a,t et p, dtant ii dtiterminer. La condition (9) nous clonne: 

1 

où 1' on a posé: IL, = / - A P ~ Z ( A )  c. 8. d. les iiioinents de a ( A )  dans (O, 1). Sup- 
O 

posons que la  fonction continue f ( 0 )  ait le d6veloppement: 

b0 

f ( 0 )  = 2 + 2 (a,, cos MO + be sin NB), 
1 
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De la relation (11)  on déduit alors qne a,  et P,, sont déterminés par: 

Pour que I r (? ,  Q )  soit cl6terrninée quelle que soit la fonction f(0), il faut 
tout d'abord que tous les n~omeiits p p  de a(h) soient différents de ~ é r o .  Sup- 
posons qu'il en soit ainsi; le cas où quelques-uns des moments p, seraient 
nuls correspond h un problèate singulier de la classe de problèmes posés par 
la condition (8) et que nous allons caracteriser ulterieurement. 

Si pp + O, des relations (12)  on déduit les valeurs de a,, et P, et par 
conséquent on a dans cehte hypothèse: 

a - 
~ ( p ,  0) = *+ 2 - [a?, cos np + b ,  sin n01 

-PO 1 Pn 

solution qui existe dans le domaine D, d6termin6 par p < 1. 
Pour que l a  soliition existe aussi sur la  frontibre du  domaine, c. k. d. 

sur le cercle unité, %(A) étant donnée, la fonction continue f(0) ne peut pas 
être quelconque. La relation qui doit exister entre f(0) et a(A) est que la 
&rie 

soit convergente. Pour que cette série converge, quelle que soit la maniere 
00 

dont la serie L (a,,? + t ~ , , ~ )  converge, il faut et il suffit que P,,~ reste su- 
i 

p6rieur k un nombre fixe lorsque n augmente indefiniment. Mais pour que 
1 

p, ,==~"da(h)  reste en valeur absolue superieur à un nombre fixe lorsque 
O 

n-cc, il falit que ail) ait un saut à gauche pour A = 1. 
En effet on peut écrire: 

et en appliquant le theoreme de la moyenne: 

en désignant par V la variation totale de a(À) dans (O, 1)  et par V, cette 
mèine variation dans l'intervalle (1  - E, 1).  Si a(A) est continue à gauche au 
voisinage du point h = 1, Btant donné y arbitrairement petit, on peut trouver E 
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tel qiic Ir, , y et cela quel que soit n. Par  cons6qiient 1 p,, 1 devient, lorsqiie n 
croit, aussi petit que l'on vent, clonc il ne peut pas resttbr sup6rieiir ;i un 
nombre fixe. I l  est par consdqncnt ndcessaire qiie la fonc.tion a(),) soit dis- 
continue à gauche an  point A = 1. S i  cela w lieu, on s' assiire facileiiieiit que 
la  condition requise ponr pll est satisfaite. 

En d' autres termes, pour que la solution du problème posd soit ddter- 

minbe dans tout le doiiiaine fernié D 4- C, quelle qne soit la fonction con- 
tinue f ( 0 )  donnée, i l  fclut clttribuer un poids fiwi n7cx v a l m r s  s u r  l a  frontière 
de la fonctiow h a r ~ a o n i p r e  cIwrc7tée. 

Cette condition à, laquelle doit satisfaire la  fonction determinante a(h) ,  

clans le cas du cercle ~t de la famille de cercles C,, , pour que la solntion 
soit d@fei.min&e meme sur la frontierc du doniaine, nous allons la  consid6rer 
comme satisfaite dans le problèrnt. genPral posé par la  condition (8). 

4. Nous avons laisse de coté le cas p, = O  pour qut~lques valeiirs de 
1' entier p, cas que nous avons qualifié coiiiiiie singulier. 

D' uiie manihre générale, iioiis allons appc~ler cas  s i n p l i e r  des conditions 
initiales (8), ou plus bri&vement, probléme singttliev, celiii dans lrqnel la déter- 
mination de la fonction harmonique U par la condition (8)) la fonction f ( Q )  
étant dorin6e, est ou iwzpos.sibl~, ou s'il  est 1)ossible. U reste indéterniinée 
(indéteriiiinatiu~i qui se manifeste par le fait qno 1i1 solution U cicipend de 
constantes arbitraires). 

Ou, sous iine autre forine, dans an  cas singnliei., R la condition ini- 
1 

tiale: /"~=;.da(A) = O correspoiidmt pour TT des solutions qui ne sont pas iden- 
0 

tiquement nulles dans 52 -4- Z. 
Le cas p, = O du problùme particulier considéi2é plus Iiaiit, rentre bien 

dans cette definition du problème singulier. En effet, si y, = O. on voit par ie 
système (12) que l'on cloit avoir u, =?+, = O  po~i r  que - le  probltsme soit 
possible, et si ces conditious sont satisfaites, alors ap et P, restent indéter- 
minés. Ceci est d'ailleurs iiii cas particulier de ln tht5orie généiïile qu'on 

1 

envisagera plus loin. Remarquons qn' en particulier si y, = {drp(~)  = O, c. 9. d. 
O 

si le poid total est nul, on a aussi un cas singulier, U(p, b) n'est déterminé, 
lorsque le problhme est possible, qu'à une coiistantt~ additive prPs. Cela a 

d'ailleurs lieu aussi dans le cas de la condition générale (81, car on voit 
facilement que dans ce cas si U, est une solution, U,+ C l'est aussi, quelle 
que soit la conetante C. 
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Faisons encore quelques remarques sur ln fonction déterminante ~ ( 1 ) .  
Nous l'avons snppos6e à variation hoi.nt;e clans (0, 1 ) .  Siipposons ii présent 
que pour h = ho  (hile soit infinie, f ' (Q)  i2estant finie et continue. Pour quth 
la relation (8) puisse subsister avec un poids infini pour les valeurs de U 
sur 2,,,, il est @vident que U(211) doit ètre nul sur la surface LI.,. Et alors, 
conforméinent h la théorie des fonctions hnrnioniques, il en résiilte que U 
doit ètre iclentiquement nul dans R. Le poids peut ètre infini seulement 
pour h = O, c. A. d. au point 211, L, où 1' on peut avoir u = O  sans qu' i l  
soit - O dails le cloiiiniiie Q. Mais ce sont des cas exceptionnels que nous 
ne faisons que signaler. 

5 .  Revenons an problème général pose au 8 2, que nous allons traiter 
dans le (.as de deux dimensions, car il n 'y a pas de difficultés provenant 
du nombre de dimensions. 

Soit D le domaine polir lequel on traite le problème, dont la frontière C 
est une courbe simple de JORDAX, ayant une normale unique en chaque 
point, et d'équation: x = x(t); y = y(t), t variant de O R 1. Soit C,. la famille 
de courbes ;i un paramétre: 

(13) (C2j x = x ( t ;  A ) ;  y=g ( t ;  A) ( O < A < l ) ( O < t < l ) .  

et qui jouissent de propri6tes de la  famille X I . ,  c. à. d. C). est homéomorphe 
à la famille de cercles: x = A  cos 2nt; y = h sin 2nt. 

On suppose de plus, ce qui ne diminue pas la  généralit6 du problème, 
que sur la frontière C, le paramètre t est l 'arc de la  courbe compté d 'une 
certaine origine, et que par consequent la longueur de C est 17unit6. 

Cela étant dit, cherchons à déterminer une fonction harmonique dans 
D + C, par la  condition: 

1 

a(A) étant une fonction à varietion b o r d e  ayant un saut &.gauche pour h = i ,  
et f(t) une fonction continue donnée. Pour simplifier, nous allons supposer 
que le saut de a(A) au point A  = 1 est Bgal à un, en divisant au  besoin la 
fonction f ( t )  par un facteur constant. 

Comme dans la methode de FREDHOLM pour la résolution du problbme 
classique de DIRICHLET. nous allons chercher à determiner U sous la  forme 
d7 un potentiel de double couche. Posons par conséquent : 
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où p(z) est la  densité de la' couche, r = TP = v ( x  - 5)" (y Y))') M(x ,  y), 
P([, Y)) etant un point de C. donc: E = X(T) ; v =  y(z), en prenant sur C comme 
variable d'intégration T au lien de t, y désigne, comme on sait, l 'angle de PA1 
avec la normale en P Ct la courbe C (noimale dirigée vers 1'intt;rieur de C). 
Le point Al de D est considére comme appartenant R la courbe C,., par con- 
séquent ses coordonnées ont l'expression donnée par la relation (13). 

Avant d'introduire l 'expre~sion (14) de U(M) dans la condition ini- 
tiale (8')' mettons en évidence dans cette condition globale que la fonction 
déterminante a(A) a un saut A gauche @ p l  à un pour A -- 1. Mais il faut 
tenir compte que lorsqiie A- 1, le point JI s'approche d'un point de C par 
l'int6rieur et que le potentiel de double c.ouclie est discontinu lorsque'on 
traverse ln courbe qui porte l i  distribution de masse. D6signons par U, la 
valeur de U donnée par (14) lorsque M est sur C, par U,,- et par Uc+ les 
valeurs limites de U lorsque AI tend vers an  point de C par l'inttirieur ou 
par 1' ext6rieui.. 

b 

Par  conséquent, nous avons une inttigrale de STIELTJES : if (x)da(x) pour 
a 

laquelle on sait qu' au  point x = z, , a(x) elle pr6sente un saut h gauche et qu' en 
outre, en ce point f(x) a une discontinuite de premi6i.e espèce (les limites à 

droite et B gauche sont finies et bien déterminées). Avec ces hypothèses, il 
est facile de voir que la contribution du point xo  B la valeur de l'intégrale 
considerde, est : 

f (xo + 0)- ~à(J-4  + f ixo - O) . S g ( X ,  1 

en designant par s,(xo) et s,(x,) la valeur des sauts à droite et R gauche, 
de a(x). Appliquons ce r6sultat clans le cas de la condition (8'). D'après nos 
hypothhses : 

s,(l) = 0 et s,(l) = 1. 
Par  constiquent : 

1 1-0 

(15) / ~ ~ * d a ( A )  = U,- i - / ~ , , d a ( l )  
O O 

la limite supérieure d'intégration montrant qii'on ne compte plus la discon- 
tinnit6 de a(A) au point A = 1. La condition (8') derient: 

Lorsque A - 1 ,  le point X[x(t;  A), $ ( t ;  A)] tend vers un point de C, dont 
les équations sont prises sons la forme: x'=x(.c), y =  y($ défini par son 
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abscisse curviligne t = t .  En tenant compte de propriét6s du potentiel de 
double couche, on a que: 

1 
cos cp 

Uc- = "Pl4 +/44 (+r 
O 

en indiquant par (('<>')c - que N aussi se trouve sur C. 

Si l 'on porte cotte expression dans la relation (16)' on obtient: 

ou en changeant 1' ordre des intcigrations: 

ou bien : 

On a hie 

cos cp cos y 
~ p ( f l +  ip(.) (i)cdr + J ~ ( 4 d r / ( ~ ) ~ , d ~ ( ~ )  = f (f) 

5 O O 

in le droit de changer l'ordre d'intbgration dans 1' 
préc6deiite; car on peut montrer facilement que l 'on a:  

expression 

cominr dans le cas d'integration ordinaire. 
Si nous posons: 

1 

(17) d z ( ~ )  = n@(t ; 7) 

on voit que la densite ~ ( t )  vérifie 1'Bquation int6grale: 

qui est une ciquation intégrale du type de FREDHOLM, cornine 1'Bquation que 
v6rifie la densite de la double couche qui resout l e  problème de DIRICHLET, 
et qui n'est qu'un CRS particulier de 1' Bquation (18). Lorsque le8 courbes Cl 
sont donnees par les ciquations (13), le noyau @(T; t) a l'expression suivante: 

1 
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Coinine de juste, le noyau de 1'6qnation intégrale dépend R lit fois de la 
famille des courbes C). et de la  fonction déterniiiinnte a(A). 

Si nous considérons l' équation intégrale : 

qiii contient le parariiètre p, il en r6siilte que si p = 1 n 'mt  p:~s mie v;tleur 
singulikre pour cette equation, alors on peut affirmer que l'équation (18). 
adinet une solution unique p ( t ) ,  et par conséquent il existe une fonction 
harmonique U, bien détermin6e, qui satisfait L la  condition (8'). 

L'équation (18') correspond au probléine suivant: 
« Trouver la densité p ( t )  d' une double couche étal& snr le coiitoiir C, telle 

que le potentiel TV de cette couche, vérifie dans D + C+ la relation: 

La distribution des valeurs singuli&res de l'bquntion (18') est régie par 
le  noyau @(t; T ) ,  par cons6quent elle dépend de courbes C,. et de la fon- 
ction a(h). Conform6iiient à la théorie des 6quations int6grales, si y = 1 est 
une valeur singulière, le piwblènie n'est possible que si f ( t )  satisfait à cer- 
taines conditions, faciles à écrire, et si ces conditions sont satisfaites, dans 

' la  solution U entrent lineairenient des constantes arbitraires. Par  consé- 
quent, dans ce cas-là, la  ctmditiun initiale (8') correspond A lin probléme 
singulier, d'après la  convention adoptée. 

I l  en résulte, que le problème correspondant I I  la  condition initiale homogène: 
1 

aura une solution non identiquement nulle dans D + C. 
L'exemple suivant nous le montre : Soit à chercher dans le cercle 

unit6 p < 1, une fonction harmonique U(p, 0) qui satisfasse h la  condition : 

qui est bien du type (19), u(A) ayant un saut pour A = 1, donc nous sommes 
dans les hypothèses adoptées. On trouve facilement que la  fonction harmonique 
dans le cercle imité, qui satisfait A la condition (20) est: 

C,, C, étant des constantes arbitraires. 
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I l  est par consequent inutile de chercher, inème si les courbes CI sont 
donnees, si' p = i est une valeur sinyulibre pour l'équation (18')' aussi long- 
temps qu'on n' a pas precise la forme de la fonction a(A). C'est pour cela 
que nous nous en tenons ici au  problème géneral posé par (8'). 

6. Un cas particulier int6ressant du problème precédent est le suivant: 
Soit C' une courbe simple, fermke, situee dans le domaine determine par la 
courbe C, et qui en outre est telle qu' elle fait partie d 'une famille de 
courbes Cl. qui jouissent des propriétes assignées au début, c. à. d. que 
C' Cl, (O < ho  0 1) et entre les points desquelles on a une correspondance, 
etablie par les valeurs de la  variable commune t ,  sur les deux courbes. 
Nous dirons plus bribvement que C et C' sont de la même famille. On peut 
se proposer de determiner une fonction harmonique dans C, par la  conditiou: 

k Btant une constante d o n d e .  C'est un cas particulier de la condition (€3')' 

et par consequent sur l'existence de U on a les mèmes conclusions que plus 
haut. En particulier C' peut se r6duire à, un point Mo de Dl et on peut 
chercher U satisfaisant à l a  condition: 

U, -t kU(Mo) = f (t). 

7. L'etude d 'un problème particulier nous a conduit à prendre pour 
la fonction alh) qui entre dans la condition générale (8), une fonction ayant 
un saut à gauche pour A =  1. La raison de cette hypothése est manifeste: 
c'est grâce à elle que nous sommes arrivés pour la  densité de la  double 
couche, à une équation intégrale* de seconde esphce. Encore grâce à cette 
hypothèse, le problènie classique de DIRICHLET apparait comme un cas par- 
ticulier de la condition (8). 

Supposons à présent que a(h) soit continue pour A =  i, et que nous 
cherchions U dans D, defini par la condition (8'). 

En cherchant la fonction harmonique U sous la  forme d 'un  potentiel 
de double couche, ou inème de simple couche, car il n 'y  a plus à prksent 
aucune raison de preferer l 'un à l 'autre, on arrive pour la  densité du po- 
tentiel cherche, à une equation integrale de première esphce, c. à. d. de la forme: 

D'après la theorie des équations du type (21)' k(s, t)  
peut plus affirmer 1' existence d' une solution p(t)  quelle 

étant donnee, on ne 
que soit f ( t ) .  11 faut 
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que certaines conditions soient sittisfa ites, rondi tions d6tei8iiiiii&~s par E. PI. 
CARD et G. LAURICELLA ('). 

Entre la recherche de la fonction U sittisfitisant À lit condition (8') 
avec a(A) continue pour h = 1 et celui où a(h) a un saut au point 1=1, il y 
a la meme analogie qu'entre la r6solution du prob1Pme de DIRICHLET par 
un potentiel de simple couche et la  r6solution par un potentiel de double 
couche. 

Le probléme envisage au 5 3 est un cas partiouliur de celui-ci, car dans 
ce probkme nous n'ayons fait aucune hypothibe sur l 'allure de a(À) au 
point h = 1, et on a vu les difficultes qui se pr6sentent méiile dans ce cas, , 
le plus simple de l'espéce. 

A. La condition initiale (8') que doit remplir une fonction harmonique U 
dans un domaine D + C, couvert une seule fois par les courbes d 'une fa- 
mille à un parainbtre, n'est pas la plus g6n6rale du type des conditions 
initiales globales, comme nous 1' avons d ' a i l l eur~  dejà dit. En effet, si l'on 
considdre la condition initiale : 

o(t; h )  Btant. une fonction continue par rapport à t, on voit qu'elle est aussi 
lindaire par rapport aux valeurs de U dans D + C, et est plus @&ale que 
la  condition (8'). On suppose aussi que la fonction a(h) a un saut à gauche 
pour A = 1. 

L'interpretation de la condition initiale ( 2 2 )  peut se faire de la m6me 
manibre que pour la condition (8'):  on groupe les valeurs de la fonction O' 
dans D par les courbes C,., et on attribue à ces valeurs en chaque point 
de D un certain poids, poids qui varie dans cette condition non seulement 
d 'une courbe à une autre, mais avec la position du point sur une meme 
courbe. L'hypothdse faite sur a(A) montre qu'on attribue un poids fini aux 
valeurs de U prises sur  la frontihre de D, tandis que pour les points int6- 
rieurs, sauf peut-Gtre pour ceux situes sur un nombre fini de courbes C)., 
ce poids est infiniment petit. 

La  fonction distributrice des poids sur la frontière du domaine, joue un 
rôle important dans ce problème, comme on va le voir tout de suite. 

(') Voir dans : Leçom szw quelques types simples d'équations aux dérivées partielles de 
N. E. PICARD. Gauthier-TTillars, 19'27: R la pag. 82 et siiir., un exemple de r6solution du 
problème de DIRICHLET par un potentiel de simple couche. 
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9. Pour determiner U satisfaisant à la  condition (22)' on peut le chercher 
aussi SOUS la forme d 'un  potentiel de double couche: 

En tenant compte des propri6tés de ce potentiel, et du fait que u(A) a un 
saut (Bgal k un) pour A = 1, on trouve comme dans le problhme pr6c6dent, 
que la densite p ( t )  verifie l'équation int6grale: 

oh le noyau a l'expression: 
1 

COS Q &(A). 
O 

I l  y a deux cas à distinguer: 
a) Supposons que o( t ;  1) garde un signe constant pour O < t < 1, 

p. ex. w ( f ;  1) > O. Alors, l'équation integrale pr6cBdente. se reduit facilement 
à une Bquation integrale de seconde espèce et on a les mênies conclusions 
qu'au 5 5.  

Par  cons6quent, lorsque le poids attribue aux valeurs frontihres de U 
est fini et diff6rent de 56ro en chaque point de C, le probldme pose par la  
condition (22) ne diffbre pas essentiellement de celui pose par la condition (8'). 

b) Supposons que pour certaines valeurs de t, en nombre limit6, la  
fonction oit; 1) s'annulle dans l'intervalle (0, 1). Alors l'bquation (23) est une 
+quation integrale de troisidme espèce. 

Pour simplifier, considdrons tout d'abord le cas oii oit; 1) a un seul 
zero simple dans l'intervalle (0, l), pour t = t , .  ConformBment à la th6orie 
generale de l'equation de troisi8ine espèce (3), on sait que 176quation (23) a 
une solution p(t), fonction homographique d 'une certaine constante arbi- 
traire C. Cette solution admet en g6n6ral le point t = t ,  pour pôle du pre- 
mier ordre. Si  l7 on considère 1' equation int6grale : 

(9 a. PICARD, Su+ les èquations illtégrales de 3 e  espèce. K Annales Sc .  de 1' ficole Normale 
supérieure D, t. 28, pp. 459-472 ; et CH. PLATRIER, a Comptes Rendus de l'Ac. des Sc. Paris x, 

t. 154, p. 808; t. 156, p. 1825; t. 107, p- 26;  t. 162, p. 118. 
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contenant un parambtre y, s i  p est racine d 'une certaine 6quation G(p) = O  
ind6pendantr de C, on a alors pour l'équation correspondante une solution 
holomorphe même au point t = t , .  Enfin, si p est donne, p. ex. p- 1 cornme 
dans le cas qui nous intéresse, on peut encore avoir une solution holomorphe 
si f ( t )  a une certaine expression, que noufi nous dispensons d'écrire. 

Si l'ordre du  a6ro t = t ,  est > 1, ou si m ( t :  1) a plusieiirs Z ~ P O S  dans 
l'intervalle (0, 1)) les conclusions sont analogues. 

P a r  conséquent, si o(t; 1) s'annulle en un point de la  frontihre, on a en 
général en ce point une densité infinie pour la distribution de masse sur C, 
et ce point est un point singulier pour U. 

Pour nous rendre compte des difficultes que presente ce problème, 
remarquons que si dans la condition (22) on suppose alh) constant dans (O, 1) 

- sauf a u  point h =  1, on a le  problènie de DIRICHLET, avec les donnees 
suivantes pour Uc : a(!; i)Uc = f ( t ) .  Par  conséquent si w(t ; 1) s' annulle, on 
a des données singulières pour U sur C; meme dans ce cas relativement 
simple, il cst difficile de determiner la nature de U dans D et dans les 
autres points de C. D' ailleurs, on verra ce fait plus bas, d'une maniére 
plus pr6cise. 

Ce qui est à retenir, c'est le fait qu'on peut avoir, si f ( t )  a une expression 
determinée, des solution regu1ihres clans D + C. consequence de la théorie 
des éqiiation int6grales de troisième espèce. 

10. Nous avons démontre 1' existence d' une fonction harmonique satis- 
faisant dans un domaine D à le condition globale (8'1, en cherchant à expri- 
mer cette fonction sous la  forme d'un potentiel de double couche, et en 
prenant pour inconnue la  densité de cette couche. 

Mais on peut s 'y  prendre d 'une inaniére toute différente, en prenant 
pour inconnue les valeurs sur la  frontière du domaine de la fonction har- 
monique cherchee, c. à. d. l a  fonction A une variable O',. Si ces valeurs sont 
trouvées, le problGme se réduit k la  r6solution clu probl&me de DIRICHLET. 

1 

Soit par conséquent la condition initiale (8'1:  da(^) = f ( t ) .  et prenons 
i 

pour inconnue la fonction U, = cp(t). Grace A rp(t), on peut exprimer U ( M )  en 
tout point du domaine D, par la formnle bien connue: 

1 dG Cr(M j = kJ 'p(r) dn dr = 
cln 

c O 

car s est l'arc sur C. G(M, P) est la fonction de GREEN de D correspondant 
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d G au point M, cEn la  d6rivde suivant la normale en P à C. Supposons M situ6 

sur C l ,  C. à. d. ses coordonnees ayant les expressions (13). Multiplions par 
du(A) la relation (23) et int6grons de O à 1 -O. On obtient: 

Mais dans l'hypothèse faite sur a(A), on deduit de la relation (8') que: 

1-0 

/ u c ; ~ a ( A l  = f ( t )  - Uc = f ( t )  - cp(t). 
V 

Si d' autre part nous posons: 
1 -n 

on arrive pour ~ ( t ]  à 1' equation suivante: 

qui est une equation integrale de seconde espèce. 
Lorsque a@) est constante dans (O, 1 - 01, alors i'(t; r) r O et rp(t) = f ( t ) .  

L'equation (27) nous fournit y(t) toutes les fois que le probléme est possible, 
et à l'aide de la  formule (25) on a U. 

Nous nous dispensons de tirer les conclusions qui se d6gagent de 1'6- 
quation (27). Remarquons que lorsque C,. est une famille de cercles concen- 
triques, C le cercle de rayon R, le noyau de 176quation integrale peut se 
mettre sons la forme: 

R2 - 1 2  
qo, 0) = - - 2RA cos (m - 8) + l e  da(A). 

O 

Lorsque a(h) est continue h gauche a u  point A = 1, l'equation à laquelle 
satisfait rp(t) est de premiére esphce. A l'aide de cette equation, on peut re- 
trouver dans le cas de la famille des cercles consider6s plus haut,  le^ resultats 
des 5 3 et 4. 

Enfin, on trouve de la mème manière, dans le cas de l a  condition ini- 
tiale (22), que y(t) satisfait h 1'Bquation int6grale: 
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Comme dans cette Bquation integrale c' est toi~~jours w ( t  ; 1) qui joue' le r6le 
fondamental, les conclusions du 5 9 sont pleinement confirmées. Aux points 
oh w(t ;  1 )  s'annulle, la fonction harmonique cherchee a en g6neral des valeurs 
infinies et on tombe sur un prohlème de DIRICHLET avec des conditions 
initiales singulières. 

Cette methode de r6sondre les problbmes poses par la condition (8') ou (22) 
montre d'une manière Bvidente l'importance du problbme de DIRICHLET, à, 

la  resolution duquel on peut reduire tous les probldmes de recherche d'iine 
fonction harmonique satisfaisant aux conditions globales linBaires les plus 
gen6rales- 

11. Les probldmes qu' on a trait68 jusqu' ici peuvent dtre appel6s) pro- 
blètnes intérieurs. De la mème manière, comme on peut se poser un problbme 
de DIRICHLET ext6rieiir, on peut considerer des conditions initiales globales 
pour le domaine exterieur h une courbe simple C. 

O n  considere de la même maniere une famille de courbes Cl qui vont 
en se dilatant et telles que par chaque point du domaine extérienr il ne 
passe qu'une courbe de la famille, pour A = O  se réduisant à C et pour 
A = 1 p. ex. se r6duisant au  point à 1' CO. 

On cherche à d6terminer une fonction harmonique dans le domaine 
exterieur et régulibre meme à 1' CO, ~atisfaisant à, une condition globale de 
la forme: 

x(h)  Btant une fonction à variation bornee dans (O, 1) et ayant un saut à 
droite pour h  =O.  En prenant pour inconnue soit la densite d 'une double 
couche &alBe sur C, soient les valeurs U, de U sur C, on arrive de la meme 
manière que dans le cas du problhme interieur, à une Bquation integrale 
dont la solution resout le problbme. 

12. Les probldmes que nous avons considBr& dans les paragraphes pr6- 
cédents gen6ralisent) de diverses manieres, le problème di DIRICHLET. On 
peut chercher, dans la mame voie, à generaliser le problhne de NEUNANN, 

. at4 qui consiste dans la recherche d'une fonction harmonique u, telle que 

se réduise à la frontibre du domaine à des valeurs donnees. 
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Consid6rons toqjoiirs lo a i s  de deux dimensions, le domaine D de fron- 
tibre C, qui est une courbe simple, ferni&, ayant en chaque point une nor- 
male d6terminée. La f:trnille de courbes Cl. jouit des mémes propri6t6s qne 
dans le problbme préc6dent, cliaque courbe de la famille ayant une nor- 
male bien dotermincie en cliaqne point. Cela btant dit, nous cherchons une 
fonction harinonique dans L) i- C, satisfaisant k la condition: 

(a:)c~~désiyizaid ln déviuée de U suiliatzt la directiotz positive de la mortnale ew DI 

a la courbe C;. plci passe par  11, alhl 6tant une fonction à variation born6e 
dans (O, 1) ayant un saut à gauche (6gal à un) ponr A = 1. En ontre, comme 
pour i = O ,  Co se r6dait Zt un point M o ,  et par cons6quent la  direction sui- 
vant laq~ielle en ce point on dérive U n'est pas determinde, pour que la 
condition (29) ne contienne pas d'ind6termination, on suppose que ~ ( h )  est con- 

tinue et derivable autour de h = O, c. à. d. que da(h) = a'(A)dh, avec a'(O) = 0. 
Cherchons la fonction harmonique U qui satisfait à la condition (29) sous la 
forme d'un potentiel de simple couche 6tnl6e sur C: 

1 
1 U ( M )  =/p(r) log ; dr 

O 

o h  r = MP, P Btant un point de C, et Ji lin point de D. 
En considérant M comme appartenant à Ci, et en prenant la dbrivdt: 

de U(Z)  suivant la direction de la  normale interieure it C;., on trouve faci- 
leinent que 1' on a :  

en designant par +?, 1' angle de M P  avec la  normale en M ;t C),. Ponr A- 1, 
c. h. d. lorsque le point Ji tend vers un point de la courbe frontihre, on sait 
que la deriv6e suivant la normale à C, du potentiel de simple couche, pré- 
sente une discontinuit6. à savoir: 

1 COS qJ 

Elc- = - 6 ~ ( t )  +/&) 7 dr 
O 

car le point M tend vers le point t = t de C; + designe l'angle de la nor- 
male en M(z  = t )  à C avec Ml'. 
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En tenant compte de ces faits, on voit que la densite p(t) satisfait 1'6- 
quation : 

1 

où le noyau est: 
1 

1 'cos $7. m(t; T I = -  j -- d ~ ( A ) .  
n r 

O 

On sait, qu'entre les noyaux des équations int6grales auxquelles on 
r6duit la recherche de la densite de la  double couche qui r6sout le problème 
de DIRICHLET et celle de la simple conche qui résout le problème de NEU- 
MANN, il y a une relation remarquable, à savoir : 1' Bqoation integrale adjointe 
de 176quation correspondant au  probléme de DIRICHLET exterieur, est juste- 
ment l'equation qui  donne la  densite de la  simple couche du problhme de 
NEUMANN int6rieur. Cette rdciprocite ne se maintient plus dans les problèmes 
que nous avons consid6r6s, mème si la fonction determinante a(h) est la 
même dans les deux cas. 11 suffit pour cela de comparer les expressions 
des noyaux corresponda.nts O(t; T) et W(t  ; 7). 

Il n'est pas besoin de remarquer que mème dans le cas de possibilite, 
la condition (29) ne determine U, comme dans le problème de NEUMANN, 
qu' à une constante additive prbs. 

13. Au lieu de chercher la fonction harmonique U satisfaisant h la con- 

dition (29)' on aurait pu, comme a u  $ 10. chercher à déterminer cz), et ra- 

mener ainsi lc problème à la résolution du problhme de NEUMANN. Soit 

(%).= ~ ( t ) .  On sait que 1' on a :  

H ( M ;  P) 6tnnt la fonction de GREEN de seconde espèce (fonction caracteri- 
stique de NEUMANN) P[x(T), y(~) ]  point de C, .c 17 arc sur C. Par  cons6quent: 

et en multipliant par da(h) et en integrant de O à 1 -O,  on a :  

1 

T ( t )  - J ; .= f ( t )  
O 
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Les conditions de possibilité peuvent Ptrc. obtenues par l'êquation (31). 

14. La condition globale qui va suivre et qui gén6ralise le problhme de la 
chnleur, contient comme cas particulier toutes les conditions pr6c6dentes. On 
cherche ;i determiner la fonction harmonique U, dans D+ C, par la condition: 

la fonction h variation bornée P(A) satisfaisant autour de A = O aux proprietéii 
precisées au 5 12. 

Si u(A) a un saut pour A = 1, on cherche U sous la formc d'un potentiel 
de double couche; si c'est P ( A )  qui a un saut à gauche au point A =  1, c'est 
sous la forme d 'un potentiel de simple couche qu'on cherchera U. 

On arrive, dans un cas ou dans l'autre, à une Bquation intégrale de 
troisième espèce, (qui peut se reduire à une equation de seconde espèce 
si ~ , ( t ;  1) OU w 2 ( t ;  1) ne s'annulle pas sur C) que doit vérifier la densite du 
potentiel. Sur l'existence de la fonction U satisfaisant aux conditions (38), 
on a les mBiiies conclusions qu'au 5 9. 

15. Revenons au problbne g6neral posé par la.  condition : 

Supposons que les courbes C;. et la  fonction a(A) soient telles que les 6qua- 
tions intégrales (18) ou (87) aient des solutions uniques, bien dbterininées, 
quelle que soit la fonction continue f ( t ) .  I l  en resulte que le problbme homo- 
gdne correspondant à f ( t )  = O n'a d'autre solution que U r  O dans D + C. 

Cherchons, dans ce cas, si l 'on ne peut pas trouver une solution satis- 
faisant $ la condition: 

1 

non identiquement nulle dans D + C, mais qui en Bchange ait une singu- 
larit6 logarithmique en un point determiné de D. 

Ce sera l'analogue de la fonction de GREEN, à laquelle d'ailleurs elle 
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devra se r6cluire pour l'expression particulihre de a(A). que noiis avons plu- 
sieurs fois consid6réc. 

Nous cherchons la solution en question sous la forme: 

M et P étant deiix points de D, g , ( M ;  P) une fonction harmonique et r6gu- 
li6re dans D. Pour le point P nous allons choisir les coorclonn6es t et A,  
c. à. d. que P est consideré cornme appartenant à la courbe C,, et M(a,  b) 
est un point quelconque de D. 

La condition (19) nous montre qu'on a b déterminer la  fonction har- 
monique régulière g,(M; P )  par la condition: 

c. à. (1. on it à determiner g,(M; P) par une condition tout ;t fait analogue 
à la  condition (8'). 

Si la  fonction a(;\) n'a pas des sauts pour h / 1, alors, 41 6tant un point 
de D, on peut voir que h(t; a, b) est en général une fonction continue par 
rapport à t .  

D'après les hypothèses que nous avons faites sur a(),) et sur les courbes C;., 
il résulte que l'on a une solution unique g,(,ll; PI. et par conséquent la 
fonction G,(111; P) satisfaisant A la condition (19) est unique. 

Cette fonction peut rendre dans certains problémes les mtsmes services 
que la fonction de GREEN, notament dans la r6solution de l'équation 
Au = f (x,  y). avec l m  condition (19). 

Mais nous nous bornons ici B consid6rer les conditions initiales du 
type global smlement pour les fonctions harmoniqiies, en noiis contentant 
de les signaler pour les  équation^ plus géndrales du type elliptique. 

En conclusion, nous pouvons dire qu ' i l  résulte des considérations 
pr6c6dentes que pour la détermination d' ilne fonction harmonique inème 
par des conditions initiales globales, les valtaurs de la fonction sur la  fron- 
tière dii domaine jouent un rôle capital. Pour que la  solution puisse exister 
dans le cas général, il faut que l'apport de ces valenrs frontidres dans les 
donnees soit sensible, et cela en tout point de la frontière. 
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Proiettivith iiello spazio hilbertimo. 

Memoria di -j- GIUSEPPE VITALI (a Bologna) (*). 

Suuto. - Si fa  I'analisi delle proiettivitd nello spazio hilbevtiano riducendole a soli tre tipi 
aventi espressione unalitica molto semplice. 

INTRODUZIONE 

L'applicazione dell'Analisi Infinitesiuiale al10 studio della Geometria ha 
dato lnogo, corne 6 noto, ad una lungn ed interessante fioritura di stncli. 
La prima fra le piii notevoli affermazioni di questi stndi si ebbe nei risultati 
consegiiiti da Gauss  sulle superficie ordinarie ('). Due vaste pubblicazioni 
in nostra lingua stanno ad attestare la varieth e I'importanza dei risultati 
di piii di un sec010 di tali ricerche. La prima dovuta al BIANCHI (9 )accoglie 
i risultati di carattere prevalentemente metrico, la seconda dovuta al F'UBINI 
e al CBCH ( 3 )  rispecchia un indirizzo più modern0 e si riferisce prevalente- 
mente ad elementi aventi carnttere proiettivo. 

Parallelamente al10 srolgimento di questi studi. in parte derivanti da 
essi, in parte dallo studio di qnestioni di carattere mecoanico, si  sono affac- 
ciati degli elementi quali la cwvatura, i parametri differenaial i  ed altri 

. (9 F r a  i lavori oui, con siiigolare fervore, attendeva il compianto GIUSEPPE VITALI 
nell'ultimo periodo della Sua  laboriosa esistensa, m a  Memoria, da1 titolo: Sulla proietticith 
del10 spazio hilbertiano, era  da Lui destinata agli . Annali di Matematica a .  P e r  quanto la 
redazione non fosse stata da  Lui  interamente conipiiita, pure manoscritti d a  L u i  lasciati, e 
sopra tiitto gli appunti di un corso d i  conferenne che Egli avera  tenuto presso 1'Istitiito 
matematico della R .  Università di Bologna nell'anno 1930-31, redatti dalla Sua scolara 
Sig.fia EMMA SEXIGAGLIA e da  Lui  rivediiti, hanno permesso a questa di darle l a  presente 
forina. L a  introdiizione, premessa . alla Memoria, era stata integralmente scritta da1 com- 
pianto Maestro. Piibblicando qiiesto l a ~ o r o  postumo, la Redazione degli a Annali a intende 
di appagare un desiderio di uno Sciensiato cui la matematica italiana deve un  largo tribut0 
di riconoscenza, e, ne1 tempo stesso, di rendere un  doreroso omaggio alla di Lui  mernoria. 

(') C. F. GAUSS, Dàsquisitiones genemles circa superficies curaas. 
(9 BIANCHI, Lezioni di  geometria diffevenziale. (Bologna, Zanichelli, 1923). 
(3) FUBINI c CECH, Geometl-iu proiettiva clifferensiale. (Bologna, Zanichclli, 19%). 
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sinaboli (GAUSS ('), LAM* ('), JACOBI (7. BELTRAMI (6), RIEMANN ('), CHRI. 
S'POPFEL clie a t t rav~rso la men te geni:ile di RICCI-CURBASTRO rientrano 
tutti in quel inetoclo potente di ricerca rhe è noto col nome d i  Calcolo 
Differenziale Assoluto (y, ( ' O ) .  

Renchb la magistrale memoria piibblicata clal RICCI e di1 LEVI-CIVITA ( I l )  

non abbia valso a ilifforidere il senso dtlllii atilith di qucsto Calcolo. vi f u  
chi credette nell'oppoi~tnnitk di renderlo piii v a ~ t o  e potclnte, cd il nostro 
PASCAL in iina grossa memoria ("j inizib qiiest a opera. Disgraziatainen te 
rimase allora senna seguaci e solo ncl 1923 (i'J) essa f i i  ripresa seriainente 
in  esame, ma solo dopo che il Calcolo Assoliito del RICCI si  era airipinmente 
affermnto e dopo che l'attenzione su di esso ei.a stata richiamata dalla teoria 
clella RelativitA. 

Lo sviluppo recente del Calcolo Assoluto ed il soo perfezionamento 6 

dovnto ad uno dei più notevoli rianltati d q l i  studi che ebbero inizio in 
principio ili questo secolo, e che segnarono un nuovo indiriezo per l'analisi 
delle funzioni di variabili reali. Alludo alla ~viluppahilitii delle funzioiii a 
quadrato sommabile in serie di funaioni di un sistema normale ed ortogonale 
chiuso, e conseguentemente alla considerazione dello spazio detto hilberticrno. 

L'uso della conseguente rappresentaaione fiinzionale e i piii notwoli e 
recenti progressi del Calcolo Assoluto sono andati di pari passo. 

Studi recenti (*) hanno rnostrato che nelle ricerche geoinetriche, e anche 
in quelle che solo parzialmente si ridiicono a questioni geometriclir, si pos- 

( 4 )  LAME, Leçom sztr les coordomées curwiliynes (pag. 79 et siiii..). 
(7 JACOBT, Ueber die Abbildic~~g eines wgleicharigel~ Ellipsoids auf  ciller Ebene bei 

~velcher die kleinsten Teile ühnlich bleibegi. [ e  Crellc's Joiirnal 2 .  t. LIX,  pap. 74 (1861)]. 
(7 BELTRAMI, Opere, S. II, pag. 86 P Sulla fenrica generale (lei pavametvi di f ferewial i .  

[ c  Memorie delllAcrademia delle Scienzr di Bologria s, serie II .  t .  TI11  (186R)l. 
( l )  RIEMANN, Werke, 2 O  Auf., pap. 254 e 384. 

CHRISTOFFEL, Ueber die Tmtrsformation der homoye+#eft Differentialausdrüclce mveiten 
Grades. [ a  Crelle's Journal m .  !P. LX1 (ISBR)]. 

(O) RICCI-CURBASTRO, Sui parametri e gli itiuariunti delle forme quadratiche differen- 
ziali .  [. Annali di Nat~niatica piira ed applicata n, Serie II, Tonio XIV (1886)l. 

( * O )  R ~ c c ~ - C u ~ s a s ~ i < o ,  Delle devioazioni covarianti e cowtrovarianti. [Stiidi editi d d -  
1' Universita di Padova. ecc. (1898)l. 

(1') Rrccr e LEVI-CIVITA, Methodes (le Calcxl différentiel Absolu. [ a  Math. Andalen 3, 

Band. 54 (lbOl)]. 
(*?) PASCAL, L a  teoria delle folme differenziali di ordi+ie e gracZo qualunque. [ n  Memorie 

della R. Acc. dei Lincei w (1910)l. 
('" G. TITALI, I fol~damenti del ealcolo assoluto ge~eral iesato.  [*  Giornale di Battaglini * 

TTol. L X 1  (1923)l. 
(") Vedi Elenco bibliografico alla fine della Mernoria. 
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-- 

sono trarre notevoli v:iiitaggi dall'uso della rappresentazioiie funzionale (il 
che consiste rit11 pciisnre iminorsa la figura nello spazio hilhertiano e quiiidi 
rappresentiirv i siioi puiiti con delle funzioni a quadrato sommabile). 

PoichP io rittitigo che l'uso della iwppresentazione fnnzionale, special- 
mente se coiribiiinto col Calcolo Assoliito, sia destinnto a dare nuovo irnpul~o 
alle ricerclie di gcwnieti.i;i proicttiva differenziale accelerandolc e rendendole 
più agevoli, ho crecluto di esporrc in poche conferenze ai miei scolari di 
Bologna iina rapidii Analisi delle proiettivith nello spaaio hilbertiano, avendo 
cura di ridiirle a dei tipi di facile maneggio rappresentabili analiticamente 
in modo rnolto semplice. 

Varii stiidi hanno già dimostrato quali vantaggi si possono trarre dalle 
nuove nozioni di calcolo clifferenziale assoluto e dalla rappresentazione fun- 
eionale nrlle ricerche di carattere proiettivo-differenoialtl. Per questo basta 
ricordare la  doppia estensione che nelle mie note c) e d) (") ha avuto quella 
forma differenziale FO che il FUBINI ha segnalato per le V2 dell' S, (") e la 
possibilith raggiunta di scrivere in modo semplice le eqnazioni di certe quasi- 
asintotiche del BOMPIANI ('j). 

Ma affinchè gli stiidi in questo senso possano avere il loro pieni, svi- 
luppo B necessario che la teoria delle proiettivitk nello spazio hilbertiano 
sia posta su basi semplici e chiare; e a tale scopo @ destinata la presente 
Xeinoria. 

Negli stiidi che finora ho condotto su110 spazio hilbertiano (16), mi sono 
limitato a considerare la parte finita di tale spazio (elementi proprii). Ma 
analogamente ii quanto si fa per gli spazi eiiclidei in relazione colla teoria 
della proiettivith, si é reso necessario fin .da1 principio di introdurre anche 
per 10 spazio hilbrrtiano gli elementi all'infinito (elementi improprii). 

Contintiando ad indicare con H la sola parte finita del10 spaeio hilber- 
tiano, io indico con H' 10 spazio completato coi punti aJl'infinito. 

P r~c i sa te  10 nozioni di retta (propria od inipropria) e di iperpiano (proprio 
od improprio) di H' dico che cosa si deve intendere per successione deter- 
minata di punti O di iperpiani (proprii od improprii) di H' e per l i w i t e  di 
una tale successione. 

(*) Vedi Elenco biblinpixfico alla fine della Memoria. 
(''1 G. FUBINI e C ~ C H .  Geometvia proiettiva diffevenziale. [Ed. N .  Zanichelli, Bologna, 

Tomo II, pag. 6321. 
(15) V. la mia nota b ) ,  pag. 428. 
(L" (3. VITALI, Geometl-ia nello spaaio hilbertiano. IN. Zanichelli, (1929)l. Questo libro 

sarA ne1 segiiito della prrseritc Memoria indirato con G. H.. 
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Le proiettività negli spazi euclidei sono definite come corrispondenze 
biunivoche che godoiio delle seguenti proprietà : 

A) Conservano le rette 
B) Conservano gli iperspazi. 
C) Conservano la  continuità, cioè ad una successione determinata di 

punti fanno corrispondere una successione di punti che B deterniinata ed ha 
per limite il punto corrispondente al limite della prima. 

Io assumo queste proprieth coine definizione delle proiettività in H'. 
Negli spazi euclidei le condizioni B) e C)  sono conseguenze della A). 

Sarh cosi anche per 10 spazio H'?. Lascio questa questione aperta. Essa 6 
certainente una questione interessante; ma, qualnnque possa essere la ri. 
spostn, questa non avrh alcuna influenza sulla sostanza di cib che espongo 
ne1 presente lavoro. 

Definite le7proiettivith in H f ,  è necessario trovare per esse una rappre- 
sentazioae analitica che le renda facilmente nianeggiabili. 

Ritengo di aver raggiunto questo sropo dimostrando clle ogni proiettivith 
si puô ottenere come produtto .di proiettivith di certe tre classi che ne1 testo 
distinguo coi niiineri 1, II, III. Le proiettivitll della classe 1 (traslazioni) 
sono molto semplici. 

La classe II è formata delle trasformaeioni 1ineai.i omogenee (Che natu- 
ralmente conservano l'origint. di H'). Questa classe P interrssante anche in 
se, perchè conduce alla considera~ione di certi sistemi di funzioni a qiiadrato 
sommabili che chiamo q?msi-cnrtesiani e che hanno in conlune coi sistemi 
cartesiani ( l T )  le proprieth relative agli sviluppi in serie 

Questi quasi-cartesiani si presentano in modo molto naturale, ma sarebbtl 
desiclerabile uno studio sopra di  essi per trovare un criterio che consenta di 
riconoscere a mezzo di operazioni eseguibili sulle funzioni date se queste 
costituiscano O no un sistema qoasi-cartesiano. 

Le proiettivitR delle classi 1 e II fanno corrispondere ad ogni punto 
proprio un punto proprio tiinto in un verso quanto nell'altro. Qnesta pro- 
prieth non è goduta dalle proiettivith della classe III, le quali del resto 
hanno una rappresentazione molto semplice che ricorda le proiettività sulle 
forme di prima specie. 

Se io ho accennato ai vantaggi del metodo a cui mi riferisco, non ho 
volut'o affermare che il metodo sia da preferirsi da cliiunyue. O p i  ricer- 

('7 « G. H. o,  pag. '72. 
( 1 8 )  . G. H. D, pagp. 49-102. 
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catore usi pure quei metodi che più si addicano allalsua « forma mentis » 

e a qiielle attitndirii clle uellii sua vita scientifica ha rnaggiormente coltivato: 
sarà qnesto un modo di ricercare del massimo rendimento. Ma 8 specialmente 
per i yiovani che devono ancora formare le loro abitudini mentali che io 
segnalo questi metodi. 

E, intendiamoci, non & per dare una niiova forma alla ricerca di ri- 
sultati già noti che si deve pensare ai nuovi inetodi, e ottenere estensioni 
banali di yuesti risultati, perche mi sembra che nemmanco nna maggiore 
semplicith pub giustificare yuesto noioso e non padi to  lavoro di Sisifo. Il 
metodo, se deve essere utile, deve essere diretto a ricerche di risultati nuovi, 
e se questi contengono -corne casi particolari casi conosciuti, la generalizza- 
zione deve essere pero impensata e non prima sospettata, ed una volta ot- 
tennta cleve poter gettare un nuovo sprazzo di Ince in tiitto un campo di  
questioni. G. V. 

1. Lo spazio N'. 

1. Aiialogiiiiiente a quanto si fa negli spaaii eiiclidei, anche nello spazio 
hilbertiaiio conviene attribuire a tutte le rette parallele ad una medesinla 
Lino (ed uiio solo) punto coiniine all'infinito. 

DEF. 1. - 1,' insieme dei .punti di H (spaaio hilbertiano finora consitlc- 
rato nei rniei lavori) e dei punti all'infinito delle rette di H, si chiiimerii 
lo spnxio Hf .  1 punti di H si diranno i yunt i  proprii di Hf. I rimaiienti 
punti di H' si diranno i suoi p ~ n t i  impr~pri i .  

DEF. 2. - L'origine di H (') si dirà anche l'origine di  H f  e si conti- 
niierà. ad indicarla con 0. 

2. Se f é un punto proprio di H f  diverso da O, e se rq È: lin parametro 
normale ('1 della retta che contiene i puiiti O ed f, si ha f = kg, clove k è un 
conveniente nuiaero male finito e diverso da zero. 

Se P é un punto improprio di  H f ,  se ip é un parainetro normale delle 
rette che passano per P, il punto P pub essere rappresentato sema equivoco 
con oci y. 

Cosi ogni punto di H' diverso da O, è rappresentato da im'espressione kcp 
dove cp è un parametro normale e k é un numero reale finito e diverso da 

(') a G. H. n, pag. 72.  
(2) . G. H. B, pagg. 87 e 88. 
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zero, O infinito; (all' infinito (m) non si attril)uisce :ilciin segno, ossia si con- 
sidera come un solo numero). 

Vi sono due modi di tale rappresentitzione di un punto di H' diverso 
da O, e, se si ha f = k y  (con le finito) si ha anchr f = ( -  k)(  - y) e si ha 
inoltre m cp = w (- y). 

Anche il punto O pub essere rappresentato da iiii'c~spressione l q ,  ma in 
ta1 caso k = O  e y pub essere nn qualunque piirametro riormalc~. 

Si puo aggii ingsr~ che ogni p;ir;imetro (normale O no) iiidividiia un punto 
iinproprio, e cioh i l  punto all'infinito delle rette (necessariamente parallele 
fra loro) che hnnno quel parametro. 

S. DEF. 1. - Uno spazio euclideo di H ( ' )  coi punti all'infinito delle 
rette di questo spazio euclideo, si dira. iino spntio eztclitleo proprio di H'. I n  
particolare resta precisato che cosa si deve intendere per rettu propria e per 
piano proprio di Hf. 

DEF. 2. - Si dir& rettu irupropria di H f  l'iiiüieine dei punti improprii 
di un piano proprio di H'. 

È facile dimostrare il 
TEOR. - Due rette (proprie od iinpropric~) iivetiti in comune due punti 

distinti, coincidono. 

4. 1 1 ~ ~ .  1. - L'insieine di tntti i piinti impi.bprii di H' si chiaina l'iper- 
piano i~)zproprio di H'. Lo iiidicherenio con 1,. 

DEF. 2. - Se f S 1111 panto proprio di H' e se cp C. un parametro dato, 
l'insieme di tutti i punti (proprii ed improprii) delle rette clle passano per f 
e sono ortogonali alle rette di parainetro y,  si  chiama iperpiaszo proprio 
di H' e Io si iiidicherà con I ( f ;  cp). 

Se si stabilisce clle, essendo cp un parainetro norrnale, f +- ffi rfi = c~ 4, 
si pub dire che I ( f ;  cp) è? 1' insieme di tutti i punti f i le+ (k numero reale 

finito O infinito) per cui j$.qdt = 0. 
g 

Ogni punto finito di I ( f ;  rq) si pub seinpre scrivere /f+dt con ~ 4 y d t  - 0. 
9 9 

Si possono diiiiostrare facilmente i seguenti 
TEOR. 1. - Una retta che passa per due pnnti di un iperpiano, appar- 

tiene completamente a questo iperpiano. 

(i) G. H. B, pag. 85. 
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TEOR. II. - Ogni retta propria cli I ( f ;  y )  è ortogonale ad ogni retta di 

parametro cp ('). 
DEF. 3, - Una retta di parametro cp, si dice perpendicolare ad I ( f ;  y).  
TEOR. I I I .  - Se f ,  è un piinto proprio di I ( f ;  cp) si ha I ( f ;  y )  = I(f,; c p )  (2). 

TEOR. IV. - Se k B un numero reale finito e =/=O si ha  I ( f ;  c p )  = I ( f ;  k?). 
TEOR. V .  - Tutti gli iperpiani che passano per ano stesso piinto P 

hanno in oomune il solo punto P (3). 

TEOR. VI. - Tutti gli iperpiani che passano per una stessa retta hanno 
iii comiine solo i piinti di questa retta ( 4 ) .  

TEOR. VIL - Se F 13 un punto proprio e se cp B un parametro nor.înnle, 
la perpendicolare ad I(f; y) passante per F incontra questo iperpiano ne1 punto 

e la dietttnza dei punti F ed F, (chs diremo distanza di F dall' iperpiano) I3 uguale a 

(1) Infatti basta indicare con f + + ed f + 8. due punti di una qualunque retta prepria 
di I ( f :  cp) con l+cpdt = O e tlcpdt = O ;  la differenza dei due punti dà i l  parametro della retta, 

9 
J 
g 

parainetro ortogonale a rq. (Le note a piè di pagina, da qiiesta in avanti, sono della signa E. SE. 
NIGAGLIA). 

J (2) Infatti sarh fi = f + 3 ed un'altro punto di I ( f ;  cp), F =  f++ con Ocpdt =0 e /+?dt =O. 
9 B 

Onde F = f, - 8 + 4 =fi  + w con IYwdt = 0. Cioè F B un piinto di I ( f l  ; y), ma per ipote~i, 
9 

F era un punto di I ( f ;  cp), quindi é I ( f ;  cp) = I(f ,  ; cp). 

(a) Infatti si vedrebbe facilmente che, dati due punti, è possibile trovare un ipeipiano 
passante per l'uno e non per l'altro. Se  dei due punti P e Q, P è proprio, l'iperpiano orto- 
gonale alla P Q  in P non contiene Q. Se P fosse infinito 13 evidente che non ci pub essere 
altro punto proprio comune ai dati iperpiani, perché tra questi c' è l'iperpiano improprio. 
Se gli iperpiani avessero comune anche il punto Q avrebbero comune la PQ su cui si  trora 
un punto P' tale che le rette di punti all'infinito P e P' siano ortogonali. Un iperpiano 
proprio ortogonale alla diregione di P passa per P e non per P. 

(*) Analogamente. 
( 5 )  Infatti è Fo = F + Acp. Troviaino h osservando che F,, è su I ( f ;  rp) e che quindi la 

retta di 1, f- Fo deve essere ortogonale a cp, cioè: 

(F-  Foy =p- Fo) (F-  Fo)dt = (F- F- Ac# = (Ay)2 = hg. 

quindi 

(P- Fo)' = h = (f P )  . Q)&. s - 
9 

Annal; di Matematica, Serie IV.  Tomo XI. 
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Giova inoltre notare che un ipcrpiano proprio, che non passa per l'ori- 
gine, è, inclividuato dalla proie~ione ortogonale F del punto O sopra di osso, 
e 10 si potrà indicare con [FI. 

Si avrk dunque 

J V ;  Y I  = j i f ~  dti. T 
9 

ed inoltre 
[FI = I ( F ;  8'). 

5. È noto che cosa si intentle col dire che una successione 

di niimeri reali fiuiti è determiwta ed ha per limite un nnmero renle finito ii 
oppure il nnmero oo. 

Ora aggiiingo 1~ seguenti 
DEF. 1. - Ulm successione (1) di numeri reali filziti od uyuali ad CO 

si dirii deterrtzinata ed avente per lir~zite un nwuero renle finito k se i terinini 
di (1) uguali ad oc sono in nuinero finito e se i rimanenti forinaiio una 
successione avente per limite k. 

DEF. 2. - Gnn successione (1) di riumeri reali finiti ud u p a l i  ad oo 

si dira detenuimta fd avente per limite m, se i termini di (1) diversi 
da  oo sono in numero finito oppure formano iina snccessione avente per 
limite m. 

6. Ne1 seguito diremo che un pftnto propio ed u n  punto inzproprio 
di H' hanno fra loro distanza ugnale ad oo. 

DEF. 1. - Una successione 

di punti (proprii od impropriil di H' si dirà, deterncinata ed avente per lirnate 
un punto proprio P se la  successione delle clistanz~ dei punti (2) da P ha 
per limite 10 zero. 

Evidenteinente se (2) è deter~ninntu ed ha per limite un pwnto proprio P, 
i punti imp-oprii d i  (2)  deuono essere ZTL nuwero finito ed i rinzavzenti devono 
essere rappresentati da ulza szcccessione d i  ficlzzioni (a yuadrato sornsnabile) 
convergente in media verso la funzione rccppresentatrice d i  P. 

Si dimostrano facilmente i 
TEOR. 1. - Se le distanze dei punti di una siiocessioncl (2) da un me- 

desimo punto proprio P formano iina succeosione deternuinata avente per 
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limite b ~ ,  anche le d i s t an~e  dei punti (2) da un altro qualsiasi punto pro- 
prio Q formano una successione detetwcinata avente per limite -. 

TEOR. II. - Se (2) è nna successione di punti le cui distanze da  lin 
medesinho pudo  proprio forniano m a  successione determinata avente per 
limite oc, e se esiste ilna retta propria r tale che gli al~goli acuti che 
le rette, che uniscono acn pudo proprio P coi punti (2)) formano con r 

tendono a zero, tendon0 anche a zero gli angoli acuti che formano con r le 
rette che iiniscono un altro qualsiasi pmto  proprio & coi punti (2). 
, DEP. 2. - Se (2) è unn successione di punti di H' tale che le distanze 
dei punti (3) da un medesimo punto proprio P formino iina successione de- 
terminata avente per limite oo th se esiste una retta propria r tale che gli 
angoli acuti che le rette che uniscono P roi punti (2) formano con r ten- 
dono a zero, si dice che la (2) è determinata e che ha per limite il punto 
intproprio di r. 

I n  nessiin caso diverso da quelli considerati dalle definizioni precedenti 
una succe~sione (2) sarh da considerarsi come determinata. 

Risiilta facilmente il 
TEOR. III .  - Una successione determinata ha un limite ed uno solo. 
È pur vero e quasi intuitivo il 
TEOR. IV. - Una successione deterininata di punti di una medesima 

retta r (propria od impropria) ha per limite un punto di r. 
Non sarebbe difficile dimostrare i l  
TEOR. V. - Condizione necessaria e sufficiente perche una successione 

di pnnti (2) (proprii od improprii) sia deterininata h che si pmsa porre 
P1, = k,,cp,, , in modo che la successione (1) sia determinata e che le  y,, siano 
parametri iiormali formanti una successione convergente in media verso un 
parametro cp (necessariamente normale), e quando ci0 accade la  (2) ha per 
limite kcp dove k 6 i l  limite di (1). 

é una successione determinata di punti proprii avente per limite un punto 

proprio f e se 

(4) ;Pi 9 S.. 9 CFn * 

b una successione di parametri normali convergenti in media verso un pa- 
rametro (normale) y ;  se F,, è un punto di I ( f , , ;  y,,) e se la successione 
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B determinata ed lia per limite un piinto proprio Ir', il punto F appartiene 

ad I ( f ;  y). 
DIM- - Intanto G 

] i f , ,  - Fn)cpndl - O. 
9 

Inoltre, poichè f,, - F,, converge in media verso f - F, e y,, converge 
in media verso cp, P (') 

lim / i f l l  - F,l)ylldt =/(f - F ) ~ d t  
n cm' g g 

e quindi 

/if - ~ ) @ t  = O 
B 

il che prova che li' appartiene ad I(f; y). 
Il precedente teorema giustifica la seguente 
DEF. 1. - Se (3) è una successione determinata di punti proprii avente 

per limite un punto proprio f ,  e se (4 )  è una successione di parametri nor- 
mali convergente in media verso un parametro (normale) cp, si dice che ln 
successione degli iperpiani 

è determinata ed ha per limite l'iperpiano I ( f ;  y) 
TEOR. II. - Sr: (6) è una successione di iperpinni, e se F P un punto 

proprio le cui distanze 

d ,  1 d 2 ,  ) 4, 2 

da detti iperpiani tendono ad OS, anche le distanze dei detti iperpiani da 
un altro punto proprio Fo tendono ad m. 

DIM. - Intanto per ipotesi (poichè i y,, sono normali) é (n- 4, teor. VII) 

e per la disuguaglian!iia di SCHWARZ 

( i )  .I G. H. D, pag. 81, cor. 
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dunque 

Questo teorema giustifica la 
DEF. 2. - Se le distanze da un punto proprio fisso degli iperpiani di 

una successione (Ci) tendon0 ad w ,  si dice che la  (61 P deter+&ab ed ha 
per limite I,. 

DEE. 3. Se m a  successione di iperpiani proprii ed improprii è tale . 
che la succrlisione dei suoi iperpiani proprii six determinata ed abbia per 
limite un iperpiano 1, essa si dice pure deternzinata ed avente per limite 1, 

Se I = 1, oppure se, essendo I un iperpiano proprio, gli iperpiani irn- 
proprii contenuti nella data successione sono in niimero finito, s i  dice pure 
determinata ed avente per limite 1,  una successione di iperpiani contenente 
solo un numero finito di iperpiani proprii. 

II. 

1. TEOR. - Se (3) e una successione determinata di punti di H f  avente 
per limite un pzcnto proprio f ,  se 

b una successione determinata di numeri avente per limite mi numero 
finit0 1, l a  successione di  punti 

è determinata ed ha per limite Af. 
DIM. - Intanto gli rt per cui f, ,  è improprio, O A,, è infinito, sono in 

nurnero finito, per gli altri n si h n  

@,f. - Af)'dt = A.'lf.,'dt - 211,,/ffMdt + A2/flf'dt 
9 B B 9 

e poichè 

lim /f , ,?dt = / f z d t  ( l )  
n=m 

9 g 

lim /ff, ,dt = / f2dt  (') 
*=O0 P B 

(i) a Ci. H. o, pag. 80, teor. 1. 
(2) u G. H. w ,  pag. 69, teor. 3. 
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COR. - Se i pnnti (3) ed f del teorenia precedente sono diversi da O 
e se d,, e cl sono le 101-0 distanze dall'origine, la successioiie 

f B determinata ed ha per limite d .  

2. DEF. - Si chiama biortogonale un doppio sistema di funzioni 

tale che 

Evidentemente se ( y )  è un sisteina cartesiano ('), i l  doppio sistema (y), (y) 
B biortogonale. 

TEOR. - Se (y) e (+) costituiscono un doppio sistema biortogonale, e se 

6 una successione di costanti per cui la serie S,,c,,cp,, e la serie X,,c,,+,, con- 
vergano in media rispettivamente verso delle funzioni y e +, si ha 

3. Ognuno dei sistemi di un doppio sistcma biortogoniile ( y )  e (+) si dice 
quasi cartesicrno ed entraniLi si dicono fra loro eorriiiz.rgcrli se, conclizione ne- 
cessaria e snfficiente perche ilna qualunque delle serie E,,ç,,y,, e Z,C,+,~ 
conyerga in media, é che la serie Y,,c,,%onverga, e se inoltre per q;alsiasi 

(4 )  . C. H. a. pag. 72. def. 2.  
(2) G. H. B. pag. 59, teor. 3. 
(3) Xoltiplicando la Z,~,,Y, per + ed applicando il  teor. del 11. 3 di pag. 68 di c Ci. H. 2 .  
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funsione f a quad~~i tc ,  soinniirbilr esistono due suocessioni di costanti (8) e 

(9) a, ,  d 2 , . . . ,  d 9 , , . . .  

per ciii la serie 
L ~ n c p n  

e la serie 
~ndn4Jn 

convergiino in media verso la funzionr f. 
Evidenteniente allora si avrà 

Dunque per provare che uil doppin sistema biortogonale 6 costituito da 
due quasi cartesiani coniugati, bisogna provare per ciüscuno dei due sistemi 
le segucnnti tre cose: 

indicando con 
fi f 2  7 7 fn  

uno qualuiiquc~ clei due sistemi: 
1) Se le (8 )  sono tiili per cui 3,,c,,f,, converga in media, la L,,cn2 

converge. \ 

21 St: le (8) sono tali per cni S,,c,,' converge, la  L,c,,f,, converge in 
media. 

3)  Se f è una funsione a yuadrato sommabile, esiste una successione (8) 
per cui Z,,c,,f,, converge in media verso f. 

4. Si ha subito che un sisterm cnrfesinno è un sistema quasi ca~tesiano 
coniugnto d i  sè stesso. 

III. Proiettivith. 

1. Se S indira una corrisponclenza biunivoca tra i punti di due H' (che 
indichero per distiiiguc~rli con H, ed H, anche quando li pensero sovrapposti): 
rappresrnteremo con S, ,  il pasnaggio che essa fitabilisce da H ,  ad H, e 
con S,, i l  passaggio inverso (da H, a d  If,). 

DEF. - Una corrispondenza binnivoca trii, due H' si dirà, proiettivifà se 
ogni S,j li + j )  soddisfa alle seguenti condizioni: 

a) a punti di un iperpiano di Hi fa corrispondere punti che appar- 
tengono ad un meclesimo iperpiano di Hf. 

(Per questa proprietà i punti corrispondenti a tutti i punti di un iper- 
piano dell'uno dei due H f  riempiono un iperpiano dell' altro. Due t,ali iper- 

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



piani si diranno corrispo~zdenti  e la S &termina una corrispondenza biunivoca 
tra gli iperpiani dei due H ' ) ;  

b) a pnnti di una successione deterininata sopra Hi fa corrispondere 
punti di H f  formanti una successione determinata. avente per limite il piinto 
corrispondente al limite della prima successione; 

C) ad iperpiani di una successione determinat:t sopra Hi fa corrispon- 
dere iperpiani di Hj formanti una successione determinata aventr per limite 
l'iperpiano corrispondente al liinite della prima snccessione. 

2. Osa. - Se una corrispondenza biunivoca S  tra due H' è tale che la 
definizione deIl 's, ,  sia analoga a quella dell' S,, , per diinostrare che S  B 
una proiettività basterà provare clie le condizioni a), b), c) della precedente 
definidone sono soddisfatte dall' S I , .  

3. TEOR. - S e  S fa  corrispondere ad ogni punto m Q di H, il punto ao .g 

di H, e ad ogni punto proprio f di Hi, il punto f + [ di H,, [ essendo una fun- 
zione non generalrneiite nulla a quadrato sommabile fissa, la SA una proiettività. 

DIM. - Se indichiamo con T([ )  la S I C ,  la SI, é data da T(- E) .  Con- 
segue che l a  S Q una corrispondenza biunivoca e che essa sark iina proiet- 
tività se la 8,- soddisfa alle condizioni a), b), c ) :  

CC) La S12  fit corrispondere all'l, di H, , I'I, di H2 ecl ai punti del- 
l ' I ( f ;  y )  di H l ,  i punti dell'I(f + E ;  rp) di H2 ('). 

b) Si vede poi facilmente che ad una successione determinata di punti 
di H, avente per limite un punto proprio f, corrisponde in H, una succes- 
sione determinata avente per limite f ,  + 5 e che ad una succ~ssione deter- 
minnta di punti di H, avente per limite w y, corrisponde in H, iina succes- 
sione determiimta di piinti avente per limite m cp ("1 .  

(') Che al l ' I ( f ;  cp) d i  Hi corrisponda l ' I ( f +  E :  cp) di  H z ,  é evidente per l'ipotesi posta 
che al punto f di Hl corrisponde il piinto f+S di Hz.  Infatti in consepuenza d i  ciù si ha 
che presi i due punti f ed F di H,  ed  i due corrispondenti di H,, f +  t ed Pt E ,  alla retta 
di Hl di parametro f - F corrisponde la retta di Hz di parametro f +- 6 - F - = f - F. 
Quindi all'insieme d i  tiitte le rette di Hi per f ortogonali alle rette di parametro cp, .corri- 
sponde l'insieme di tntte le  rette d i  H2 per f i  i, ortogonali alle rette di parametro y. 

(z) Infatti  una siiccessione d i  punti di H, sark determinata ed avrà per limite il punto 
proprio f, se i termini della successione iiguiili ad CO sono in numero finito e se i rimanenti 

formano iina surcessione avente per  lirnite f, ciob lim (f,- f,)W =O. D' altra parte, per ipo- 
n - w  J 

9 
tesi, sono y ~ n t i  impropri di Hz solo i corrispondenti ai punti impropri di Hi, qiiindi se  questi 
erano in nnrnero finito, anche i punti impropri di H, sono in niiniero finito. Inoltre, sempre 
per ipotesi, ad  f corrisponde f t f, onde la siiccessione di piinti di Hz (corrispondente a qiiella 
considerata i n  Hi) è determinata ed  ha per limite f + 5 .  
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c) È pure facile vedere che se una successione di iperpiani di Hi é de- 
terminata ed ha per limite I ( f ;  y), anche la corrispondente in H, è determi- 
nata ed ha per limite I ( f  + 5 ;  y )  ('). 

4. DEF. 1. - Unn proiettivith della specie considerata ne1 teor. prec. 
si dir& di I classe. 

DEP. 2. - Direnio di I categoria iina proiettività fra due H' che faccia 
corrispondere all' 1, dell'uno 1' 1, dell'altro. Le rimanenti si diranno di 
II categoria. 

Evidentemente una proiettività di classe 1 B di 1 categoria. 
DEF. 3. - Una proiettivita di 1 categoria che fa corrispondere all'ori- 

gine, 1' origine, si dirà di II classe. 

5,  TEOH. - Una proiettività S di 1 categoria che non sia ne di 1, nè 
di 11 classe, vale il prodotto di una proiettività di 1 classe e di  una di 
II classe. 

DIM. - Suyponiamo che S porti l'origine di H, ne1 punto necessaria- 
mente proprio 5 di H,. Consideriamo un terzo H' che indicheremo con H,. 
Sia Si la proiettività di 1 classe fra H, ed H, ohe porta ogni punto proprio f 
di Hi, riel punto f - 5 di H,. La corrirjpondenza S, fra H, ed' H, che fa 
corrispondere i punti di questi due spazii che nelle S ,  ed S corrispondono 
ad un medesirno punto di H, B pure una proiettività di 1 categoria, ma essa 
fa corrispondere all' origine l'origine perchè tanto la S, corne la S fanno 
corrispondere al punto 6 di Hi, l'origine dell'altro spazio. 

Dunque S, b  di II classe. La ~ ' b  il prodotto di S,  e di S, ed i l  teor. 6 
dimostrato. 

6. TEOR. - La corri~pondenza S ohe fa corrispondere ad ogni punto k y  
di H, il punto hcg di H,, per cui 

ak 
h= a - kjy+dt' 

9 

dove a e b sono due numeri reali fin& e clivemi 
normale, è una proiettivith. 

(') Cosi per ~senipio iina successionc di iperpiarii 

da zero e + è un parainetro 

di H ,  passanti per i l  piinto f 
I ( f ;  y,), I ( f ;  Q*), ..., I(f  j cp,),... è deterniinat;t ed lia per limite I ( f ;  cq), se cq,, y ,,..., cp ,,... è 
iina siiccessione di parametri normali converpenti in media verso il paibametro (p. 

Per ipotesi a f corrisponde f + k ,  onde alla precedente successione di Hi, corrisponde 
in Hg la successione I ( f+  t ;  y,), I( f  + k ;  cp , ) , . . . ,  I( f  -t t ;  T,),... che è determinata ed ha per 
limite I ( f + k ;  y). 

Annocli d i  Matematioa, Serie lV, Tomo XI. 22 
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i Chiamando kg = f ,  lzy = P sarobbe P= 

II 

DIM. - Intanto 6 evidente che. dato il parametro normale e il numero 
- a  

reale k (finit0 ed infinito) resta determinato k per k = w si lia k = 

$7 

punto k-p di Hl é deterininato 
Dato il punto 72'4 di H z ,  

dente kp di H,;  per questo é 

b e quindi sarà 12 =1: oc se /++ dt = 0. Per k = ---- 
"h4J dt 
(I 

il corrisponclente IL? di 14. 
B p i  deteriniilato iii inodo iiilico il eorrispon- 

Consegue che se indichiamo la S I ,  con (a, b, +), l a  S,, sarà data da 

(b, a, - SI. 
Consegue che S B una corrispondenaa biunivoca e che essa gara iina 

proiettività se la  S,, soddisfa alle condiaioni a), b), c ) :  

a) 11. Ad 1, di Hl corrisponde I ( -  a + ;  S) di H, perché ad ffi y di Hl 
- o y  

corrisponde il punto P= .- di H,, e in particolare ad w 4 di H, il punto 
"/YS dt 
g 

F, = -a+ di H,,  ed infine F -  F, =a+ - -- B ortogonale a 4 ('). 
jP+ dt 
g 

21. A I ( 0 ;  5 )  di H, corrisponde 1' I (0;  5 )  di H, (7. 
31. Ad I ( b 4 ;  4) di H, corrisponde YI, di H, (3).  

( i )  Come si verifica subito moltiplicando per e integrando. 
(7 Infatti per 7c = O è h = 0, cioè all'origine Orp di Hl corrisponde l'origine Oy di Hz; 

inoltre ad ogni punto k.9 con rptdt = O corrisponde il punto h~ con r&dt = O, quindi ad J 
I 

J 
B 

ogni punto in I ( 0 ;  i) di H,  corrisponde un punto in I ( 0 ;  5)  di H z .  
(3) Un piinto generico di I (b$;  8)  B infatti della forma f = b+ + Ag con /&dt = O ,  o se 

g 
si vuole kcp = f = b+ .+ JE. Il corrispondente F di f in H, è : 

g I 

Diinque il corrispondente di I(b+ ; 4') 13 IW 
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41. I n  generale ad I ( f ;  +) di H, per f = ky, con k finito e diverso da zero. 
corrisponde iu H, l ' I(h-g;  + )  con h finito e diverso da zero. 

51. Consideriaino orii l'iperpiano I ( f ;  5) di H ,  diverso da qiielli finora 

considerati. Esso non passerI per 1' origine, il ohe porta (f@t + 6 (') e con- 
s 

ter& almeno un pnnto proprio diverso da O (che snpporremo sia addirit- 
tura f )  che ha per corrispondente in H, un punto proprio F (7. 

Dico che ad I ( f ;  5) corrisponde 10 I (P;  i) dove 

Infatti, se f ,  é un altro punto di  I ( f ;  k), e se F, é i l  suo corrispondente 
(finito od infinito) si avranno le relazioni 

Ora se FI B improprio esso é individuato da1 parametro f ,  e si ha 

perche per esmre improprio il punto F, & b = /f,+dt e per la terza delle (2) 

9 B 

Dunque F, appartiene ad I I F ;  5). Se poi FI 6 proprio, si ha 

( 4 )  Infatti  se fosse ?fiirlt = O sarebbe ( f -  Ogdt = 0 e l'origine apparterrebbe ad  I ( f :  1) 
9 

j 
onde si ricadrebbe i n  uno dei cssi precedenti. 

(2 )  Infatti  ad  un  punto f= kq propiaio e diverso da O di H,, corrispoiide un  piiiito ltcp 
di 11%. Xon pub essere h=O percliè s:ippiaiiio giti c.he in t ~ 1  caso dovrebbe aversi anche k=O. 

Potrebbe essere h = co & d o r a  ~ a i e b b e  k =- . È impossibile clie tutti i parainetri eonte- 
\&dt 

B 
nuti in I ( f ;  E) siano ortogonali a +, perche allorn 10 stesso iperpiano si potrebbe scrivere I ( f ;  4) 
e si ricadrebbe ne1 caso precedente 41. 

Se poi fosse rq = 4~ si rioadrebbe ne1 caso precedente 31. 
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. ---- -. - 

dove 

9 9 

Na per la (1) e per la terza delle (2) B 

e inoltre 

e si deduce che 

ed infine ancora che il punto F, appartiene ad i ( P :  5). 
b) Sin 

f ,  , f, , * a . ,  f ? ,  , 
una siiccessione determinata di punti di Hi avente per limite il puiito f. La 

corrispondente in H, sari2 tale che 

e se la successione degli f,, e quella degli F,, hanno limiti proprii, si vede 
che (v. 8 2, n. 1 teor.) la succes~ione degli Ii',, 6 determinata ed ha per limite 

Alle stesse conclusioni si arriverebbt! considerando i casi rimanenti ('1. 

(') Se il limite f è uguale a -- " ~i ha corrispondentemente B= CO y. 
Jvwt 
B 

-ay> S e  poi il limite f è iiguale a CU rp, si ha corrispondentemente P= -- e corne cas0 

jPWt 
particolare, se gli f, ed f sono tutti punti impropri, si ha D 
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c) Consideriamo una succeosione di iperpiani non passanti per O 

colla successione delle f,, convergente in media verso f e colla succcssione 
delle cp, che supporrtliiio norrnali e convergeiiti in media verso la  funzione 
normale (p. 

Gtli I( f , , ;  y,,) hanno per limite I ( f ;  y )  non passante per 0. 
1 punti P,, corriayoiideiiti agli f,, formano una successione determinata. 

Supponiamo che abbia lin limite finito F. 
1 trasfor~nati dei u o ~ t r i  iperpiani sono (v. 5 

Si tratterarino ugualmente i rimanenti casi ('). 
DEF. - Una proiettività della specie considerata ne1 teorema precedente 

si dirh di classe 111. 

7. TEOR. - Una proiettivith S di II categoria, che non sia di classe III 
vale il prodotto di una proiettività di 1 categoria e di una di classe III. 

DIM. - Siipponiamo che la S porti 1' I ,  di H, nell' I ( f ;  +) di HS (+ nor- 

male), ,sarR I ( f ;  +) = I(a$ ; +), dove a = if+dt ('). 
!? 

Consideriamo ora un terzo H f  che indicheremo con H, e denotiamo 
con & la  proiettività di classe III che porta i punti Ay di H,, nei punti hcp 

- zk 
di H, con h = 

b -  k / y + d t '  
9 

(i) S e  il limite degli I ( f n ;  cp,) di H, è I ( 0 ;  D corrispondentemente in  H, l'iperpiano 
limite P I ( 0 :  c) (vedi 5 3, n. 6, a) 21, png. 16). Se il limite degli I ( f , ;  q,) di Hi B l m ,  il 
corrispondente iperpiano liinite i n  Hz è 1 ( - z + ;  +) (vedi 9 3, n. 6 a) 11, pag. 16). S e  il limite 
degli I ( f n ;  cp,,) di Hi P I ( b $ :  $), i l  corrispondente iperpiano limite i n  H2 è Ioo (vedi 5 3, n. 0 a], 
pag. 16). S e  il  limite depli I ( f , ;  y,) di H, è I ( f ;  +) con f=  krp dove k è finito e * O ,  oorri- 
spondentemente in  H, l 'iperpiano limite P I ( F ;  +) con P =  hrp dove h B finito e * O  (redi 
9 3, n. 6 a) 41, pag. 17). 

(2) Infatti b i(r+ - f)+dt = O. 
O 
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La S, trasforma 1' 1, di H, nell' I ( u + ;  +) di H, . 
Sia poi S I  la proiettivith tra H, ed H, che fa corrispondere in questi i 

punti che nelle S ed 8, corrispondono ad un medesimo punto di H,. Evi- 
dentemente la Si é di 1 categoria e, poichè la  S P il prodotto delle S, rd S2,  
il teorema é dimostrato. 

Coinbinando questo teorema con quel10 del n. 5 si vede clie ogni pro- 
iettività si pub scomporre in un prodotto di non più di 3 fattori appartenenti 
alle classi 1, II, III. 

8. Le proiettività delle classi 1 P III hanno struttura abbastanza sem- 
plice. Passerb ora ad analiseare quelle di classe II. 

Sia 

un doppio sistema di  quasi cartesiani coniugati in Hi e 

un doppio sistema di quasi cartesiani ooniugati in H,. 
Se f  13 un punto proprio di H, sarà: 

dove le c,, sono costanti tali per cui ri,,cn2 sia convergente. Allora Z C , , ~ , ,  
converge in media verso una funeione P. 

Facciamo corrisponderc ad ogni punto proprio f di  Hl il punto proprio P 
(ottenuto ne1 niodo sopraddetto) di H z ,  ed a1 punto improprio della retta Of, 
il improprio della retta OF. Questa corrispondenaa è uiia proiettività. 

Difatti essa é manifestainente biunivoca, inoltre a l l9 IW di H, fa corri- 
spondere 1' I,  di H 2 ,  e all' I ( f ;  y) di Hi fa corrispondere 1' I(P;  +) di H, 
dove F E  L,,c,+, se f  = i.,,c,,y,, e 14 = L,d,S, se y = L,,d,,S,. 

Cib si vede perche se f ,  è un punto di I ( f ;  y )  e se F, é il corrispon- 
dente, se inoltre f i  = Z,,b,,rg,, si ha 

Na il primo di qnesti integrali è nullo, quindi è nullo anche il secondo. 

( " )  I l  segno E vale « conrerge in media verso B .  
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.La proiettività da noi qui considerata è inoltre di classe II. IO dico che 
ogni proiettività di classe II si pub generare in ta1 modo. 

9. Sia S iiiiii pruiettivitk di classe II tra Hl ed H,. Se  f i  ed f ,  sono 

due punti diversi di Hl ed R, e 4 i loro corrispondenti in H,, le rette 
f,f2 ed FI& si corrispondono proiettivnmente ( l )  e poichh in esse i punti 
all'infinito si corrispondono. esse sono simili ed al punto f ,  + A(f, - f i )  cor- 
risponderà il punto Pi +-. A(& - Fi).  

E poichb se é f ,  =O, é anche PL = O, al punto X f ,  corrisponderà il 
punto XIil,. Consegue che, qualunque sia f i ,  al punto a [ f i  + h ( f ,  - f , )]  cor- 

1 
risponderk il punto a [Fi + A(F2 - F,)] ;  e, per A = ed a = 2 al  punto f ,  t f ,  

corrisponde il punto P, + Pz. 
Consegue che se a e b sono due nnmeri reali e finiti, ad af, + b f 2  cor- 

risponderk aP, + bFz . 
Più in generale, se f , ,  f 2 , . . .  , f ,  soiio n, punti di Hi e se F, ,  F,, ..., E;, 

sono i punti corrispondenti in Hy , ad a l f i  + a , f ,  i ... -+ a,,f,, corrisponderà 

uiFl I a,F2 1- ... + cc,,F,, . 
Consideriaino ora un doppio sistema di quasi cartesiani coniugati ( x )  

in H, ed indiohiamo con 

+ , y  +,,--, +,, )... 
i punti di H, corrispondenti ai punti 

a mezzo della S. Sia poi f un punto proprio di  H , .  Sarh f = L,,c,cp,. Allora 
posto 

f ,  = ci'?, +- c2cq2 + . a b  + cwcp, ( f i  = 1, 2) ...) 

si ha che la  successione 

(Y 1 f , ,  f P , ' . . ,  fw , ' . .  

è una successione determinata di punti di Hl avente per limite f. 
Ma ai punti di ( y )  corrispondono in H, i punti 

e quindi i punti Fw formano una successione determinata avente per limite 
il punto F corrispondente ad f. 

(') I n f a t t i  gl i  ipe ip iani  passanti per u n a  retta n o n  hanno  i n  comune  che  quella retta, onde  
in una  proiettività a punti  d i  iina re t ta  ~ o r ~ i s p o n d o n o  punt i  d i  u n a  retta.  
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176 Cl. VI'PALI : Proiet t iv i tà lzello spnzio hilbertinwo 

E siccome ogiii punto F di H, ~i pi~O c o n ~ i d ~ ~ r a r e  corne il corrispon- 
dente di un piinto f di Hl ,  cosi per ogni punto F di H2 esisterh m a  snc- 
cessione di costanti c,, per cui la serie 'l,,c,,honverga, in niodo che la serie 
'I,c,$,, converga in medii verso F. 

È poi evidrnte che se E,,c,,$,, converge in rndiii verso unil fiinzione F, 
la serie X,L~nL é convergente, perchè la serit! L,,c,,y,, tlovrebbe convergere in 
media verso il corrispondente f in Hi di F. 

È poi evidente che i punti 

dove le ci sono delle costanti per cui converga la serir 

formano l'iperpiano I ( 0 ;  5,). Allora anche i corrispondenti formeranno in H, 
un iperpiano I ( 0 ;  j,,), ossia esiste uno ed un solo parametro 6 ,  ortogonale 

alle $ 1 ,  $2' $,,-, , +1,+1 ; - 
Le +,, e le <,, foriliano allora un doppio sistema (P) che evidentemente B 

hiortogonale, se scelgo ;,, tale che sia /k,,$,dt -l 1. Dico che ( P )  è un doppio 
s 

sistema di quasi cartesiani coniugatj. 
Intanto abbianio già visto clle il primo di questi sistemi ha le proprietà 

richieste. Resta a provare che anche il secondo ha le stesse yiaopriet&. 
Consideriaino in H, 1' iperpiaiio 110 : 6) .  Sarh 6 = 'r,,y,?[,, clove le y, sono 

tali per cui la  Z,yn2  converge. 
Poniarno 

i+, = y1S1 1- y2S2 4- ..a -1- ynS7,. ( P b  = 1, 2, ...) 

Gli iperpinni 110; 9,,) formano una successione deterniinata che ha per 
limite I (0;  5 ) .  1 loro corrispondenti in H, sono gli I ( 0 ;  r,,) dove 

E poichè questi formano uiia sncwmione determinata, anche le z, for- 
mano unit successione determinatn che avrà un certo limite I;, in giiisa che 
I ( 0 ;  c) sia corrispondente di 110; 5). Quello che di queste considerazioni 

importa è che ln serie -«" converge in niedia se é convergente. 
Pli 

Viceversa, se """6 converge in media, risulta rhe convergera in media anche 
Pn 

la Z,j,E,, e che la L,,yn2 è convergente. 
Cosi il teorema è pienamente dimostrnto. 
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10. Possiamo dunque affermare che le proiettivith fra due s p a ~ i i  H' si 
possono scomporre in proiettivitk di struttura molto semplice e facile a 

dominarsi. 

ELENCO DEI LAVORI DEL PROF. VITALI E DELLA SUA SCUOLA 
RELATIVI ALLA GEOXETRIA DELLO SPAZIO HILBERTIANO 

a) - I fovidame?~ti del calcolo assoluto ye?lemlizzato. [« Criornale di Mat. del Battaglini r ,  

vol. LXI, 1923, 14O della 3" serie, pagg. 1-46]. 
b) - Geom,etria nello spazio hilbe~tiano. [= Atti del R. 1st. Veneto ., 1927-28, 1. LXXXVII, 

pagg. 349-4281. 
c)  - Fonne clifferenziali a carattere proiettiuo associate a cevte uarietà. [Ib. ib., 1928-29. 

T. XXXVIII, pagg. 361-3681. 
d )  - Sopva alculci iwxwialzti associati ad una varietà e sopru i sisteîni primipali di nov- 

mali delle superficie. [<< Ann. de la Soc. Polonaise d~ Xath. 8 ,  T. VII,  1928, 
pagg. 43-65]. 

4.) - Sisteini principali di  normali ad una varietà giaceltti ne1 szco O,. [Ih. ib., pagg. 243-2581. 
f )  - Sopra u l ~ a  derivazione covariante ne1 calcolo assoluto yeneralizzato. [a Rend. della R. Acc. 

Xax. dei Lincei D, 1927, 2O sem., pagg. 201-206 e pagg. 278-2821. 
g) - Sulle clerivazioni covariaiiti ne1 calcolo assoluto ye*teralizzato. [Ib., 1929, l0 sem., 

pagg. 626-6291. 
h) - Le identità di Rianchi per i simboli di Miewmnn ne1 calcolo assoluto yeneralizeato. 

[Ib., 19-9, l0 sem., pagg. 190-1921. 
i) - Sulla curvatul-a ;elle varietà. [ e  Bollettino dell9Unione Xatematicn, Italiana U, 1928, VII,  

n. 4, pagg. 173-1751. 
k) - Sui centri di cuvvatura delle geodetiche di una uarietà. [Ib. ib., pagg. 391-3941, 
1) - Mapporti inattesi fi-a alcuni rami della ?natematica. [ a  Atti Congresso internaaionale dei 

matematici a,  Bologna, 1928, !P. II, pagg. 299-3021. 
m) - Sopra i problemi d i  massi?no O di minitno riyuardanti le varietà nello spazio hilber- 

tiano. [« Rend. del R. 1st. Lombardo o, 1929, pagg. 127-1371. 
n) - Sopra alcune involuzioni delle tanyenti a ufza supei.ficie. [« Atti del R. 1st. Veneto B, 

T. LXXXIX, 1929-30, pagg. 107-11'21. 
O) - Sulle equazioni secolari. [ a  -4tti della SocietB Italiana per il Progresso delle Scienee x, 

18" Riiinione, 1929, vol. I I ,  pagg. 3-.5]. 
p) - Saggio di ricerche geometrico-differenziali. [ a  Atti del R. 1st. Veneto B. T. LXXYIX, 

19.3J-30, pagg. 879-3811. 
q )  - Nuovi contributi alla nozione di clerivazione covaria+rte, con appendici di ALI~~RANDI,  

BALDONI, LICENI, SACILOTTO. [« Rend. Semin. Mat. dell'Università di Padova 3 ,  

anno 1, 1930, pagg. 46-72]. 
r) - Evoluta (?) di una qualsiassi varietà del10 spazio hilbertiauo. [u Annali di Xatematica ., 

serie IV, T. VIII ,  1930, pagg. 161-1721. 
s) - Determinazione delle superficie ad area minima nello spazio hilbertiano. [« Rendic. Se- 

minario Matematico del17Università di Padova D, anno 1, 1930, pagg. 157-1631. 
t) - Tventennio di pensiero ntatematico. [*  Atti della Società italiana per il Progresso delle 

Scienae o, 19". Riiinione, 1930, vol. 1, pagg. 315-3371. 
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II) - Alcuni elementi d i  Meccanica weyli spazi  carvi. [ X  Annali di Mictematica z ,  scrie I V ,  
T. IX, pagg. 75-89]. 

v) - Sulle relazioni lilzeari f m  yli eleînenti d i  un ricciaizo. [u: Bollettino clcll'Unione Mate 
mstica Itiiliana =, anno S. n. 5,  1931, pagg. 265-2691. 

z) - SuUe (1erivazion.i covarianti. Conferenze raccolte dalla Sig."" ANGEJ,INA FOSCHI. [Ren- 
diconti del Scniinario Matematico dell'UniversitA di Padova B ,  nnno 111, 1932, 
pagg. 1-12]. 

a) - Belazio~zi geometricke fra due sistemi d i  ~ ? o r ~ n a l i  cli zcna superficie dello spazio kilber- 
tialzo. [« hnn.  de la Soc. Polonaise de Math. B. T. VIII,  1999, pnpg. 1-81. 

b) - Classificazione delle superficie i l  cui  spazio 2-tangente è a quattro dimemioni .  [ a  Rend. 
della R. Acc. Naz. dei Lincei », 1929, Io sem., pagg. 595-6O2, 714-718 e 853-8573. 

c) - Una propriettc carattel-istica delle supei.ficie ipersferiche dello spazio S,. [. Bollettino 
deli'unione Mateniatica Italiana D, aniio VII,  n. 3, 19'29, pagg. 132-1371. 

d) - Una pi-oprieth delle varietd min ime  (tell0 spaaio kilbertiano. [s Giornale di AIat. del 
Battaglini n. vol. LSVII,  1929, pagg. 1-51. 

3) P. CASTANEO 

a) - Sopra l tna classe d i  varie€& cubiche. [ C  Rendic. R. Acc. dei Lincei 3, serie VI. vol. XI, 
1930, papg. 659-665, e TOI. XII.  19301. 

4)  GIUSEPPE ALIPRAXDI 

a) - Sulle ecolzcte delle curwe. [« Bollettino doll'Unione Matern:itic.x S. anno VI, n. 3, 1928, 
papg. 113-1471. 

b) - Norrnali d i  alcune superficie col& i l  o2 u quattro climei&sio*zi. [Ib.. anno VII. II. 1, 1929, 
pagg. 25-89]. 

c) - II calcolo assoluto yeneralizzato &z ecna variabile e le clerivate del Vitali .  [ C  Atti del 
R. 1st. Veneto D, 1927-28, T. LXSXVII ,  pagg. 1189-12161. 

d )  - Sopra le ?tormali pl-incipali (seconrlo i l  Vi tal i )  d i  iuaa superficie yenerica dello spazio 
hilbertimto. [« Rend. deIla R. Acc. KAZ. dei Lincei B, 1928, 2' sein., pagg. 273-2761. 

e) - Detevminazione della t e m a  principale (del Vi tal i )  d i  u n a  superficie yegvei.ica considerata 
corne terwa autopolave del con0 geodetico. [Tb. ib., pagg. 336-3891. 

f )  - Sulle normal i  plrncipali a d  u n a  vai.iet$. [S Atti della SocietA italiana per il Progresso 
delle Scienze ., 18" R,iunione. 1929, vol. I I ,  pagg. 8-93. 

g)  - Sopra alculze involuziolzi delle tangenti  ad u n a  superficie. [« Atti della R. Acr. deile 
Scienze di Torino 2 ,  vol. LXV, 1930, pagg. 149-1561. 

h) - Sugl i  estrerni cli corde normal i  a d  u9za linea e ad ulza superficie. [= Bolletfino dell'unione 
Matematica Italinna W, vol. IX, 1930, pagg. 90-951. 

6)  Ci. Z R I R N E R  

a) - U n a  p r o p ~ i e t h  della varieth principale d i  ~ N L  superficie col x ,  a due climensioni. [« Atti 
del R. 1st. Veneto », S. LXXXIX, 1929-30, pagg. 195-1981. 

a) - S u l l a  forma F2 del Pubini.  [= Rendic. della R. Acc. R'az. dei Lincei n, 1929, 1' sem., 
pagg. 144-1461. 
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b) - Sulla forina F2 (li Fubini-Vitali. [ c  Atti del R. 1st. Veneto S .  1938-29, 
pagç. 903-9081. 

c) - SullJuso della rappi~eseiatazir,.ne funzionale nello studio della geornetria. 

!P. L x x x l - I I I ,  

[ C  Atti della So- 
cietb italiima per il Progresso delle Scienze ., 18IL Riunione, 1929, vol. II, pagg. 3-71. 

(1) - Sulle espressioni sidetictw della deriuazione covariante. [u Atti della Società italiana per 
il Piogiesso delle Seienze ., 10" Riiinione, 1930, vol. I T ,  pagg. i-91. 

a) - Sistemi principali di nortnali ad ztna vai.ietic ne1 suo x,. [s Renciic. della R. Aüc. dei 
Lincei », serie 1'1, vol. II, 1930, pagg. 169-103 e 261-2651. 

b) - Sui sistemi di infii~ite rette. [ a  Atti della Societn italiana per il Progresso delle Scienze D, 
19" Riiinione, 1930. vol. II, pagg. 33-%SI. 

8) L. CESTONARO 

a) - Uncc propvietd delle superficie col K? a tre dime~zsioni. [<< Bollettino dell'Unioiic Mittema- 
ticsa 1t;iliana B, vol. 1S, 1930? pagg. 74-79]. 

9) hl. PREVlATTI BORTOLOZZI 

a) - Sapa l'eywiualenza di due eyuuzioni che si presentuno nella determinazio~ze della terna 
pri~zcipale del lritali per una supe~ficie yenerica dello spazio hilbertiano. [a Rendic. 
R. Acc. dei Lincei *, ~ 0 1 .  IX, 1CE2g7 pagg. 48-49]. 

10) l S E S  SACILOT'PO 

a) - I siinboli di l2iemunlz ne1 calcolo differenziale assoluto gelzeralizzato. [ a  Rcndic. della 
R. Acc. dei Lincei D, 1929, 1' seni., pagg. 213-2171. 

b) - LVol-tnali associate alle direzioni di una uarzetd genericn a t1.e dimensioni giacenti i n  
î cno  sp<izio lineare a sei dimemioni. [ a  Atti del R. 1st. Veneto B, T. LXXXVIII, 
1928-29, pagg. 355-3591. 

11) v. savola 
a) - SpazZ di  curattere proiettivo cliffe~enziule associati a cevfe varietic. [ a  Atti del R. 1st. 

Veneto ., !P. LXXSTS, 1929-30, pagg. 379-3811. 
b) - Sulle ipersuperficie considemte corne itzvilz.cppi d i  ipevpiani. [ a  Atti della Società italiana 

per il Progresso delle Scienze m, 19" Riunione, 1930, vol. II, pagg. :%-il]. 

12) E. SlMONETII 

a) - Sopra alczcme vavieta dello spazio hilbevtiano. [ a  Bollettirio de11'Uriione Mateniatica lta- 
liana *, vol. X. 1931, pagg. 14-16]. 
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Periodische Differeiitialgleictiu11gen n ~ i d  fastperiodische 
Funktioneii. 

Von HELLMUTH KNESER (in Greisswald). 

POINCARB ('), E. E. LEVI (') und BOHL ('j) behandelten die Differential- 

deren rechte Seite stetig ist, in s und t mit der Periode 1 periodisch ist 
und z. B. der Lipschitzschen Bedingung gentlgt, so dass die Lüsung eindeutig 
und stetig dnrch einen Anfangswert bestimmt ist. Insbesondere bewies E. 
E. LEVI, dass zu jeder Differentialgleichung (1) eine Konstaute p gehort 
derart, das ftlr jede Losung s von (1) die Differenz s - pt beschrankt bleibt. 
Herr T 4 J ~ ~ ~ ~ ~ ~ .  legte mir die Frage vor, ob und wann s - pt eine fastperio- 
dische Funktion von t ist (9. Diese Frage l m t  sich vollstBndig beantworten 
au£ Grund der vorliegenden Ergebnisse auf diesem Gebiet, die in der Haiipt- 
sache von POINCARÉ (') herrUhren und die ich dann einmal ( 5 )  zusammen- 
stellte und hier wieder anführen muss. Der Wert s(l), den die Losung von (1) 
mit dem hnfangswert $0) = s, liei t = 1 annimmt, werde mit f(s,) bezeichnet. 
Die Funktion f ist stetig, monoton und auf keiner Strecke konstant - also 
eindeutig umkehrbar -, und f (s) - s hat die Periode 1. Es gibt eine mo- 
notone Punktion ~ ( s )  mit den Eigenschaften 

von denen die erste die notige Periodizitatseigenschaft und die zweite die 
Abelsche Funktionalgleichung ist. 

(') « Joiirn. de Math. ., IV, 1 (188ù), besonders S. 226 f. 
( e )  s C. R. D, 153 (lgl l) ,  S. 'iW- . 
(J) <. Acta math. a, 40 (1916): S. 331836. 
( A )  Die Rezieliiing nwischen den von WINTNEK behandelten Ftagen un der Diffeïential- 

gleicl i i i~i~ ( 1 )  sind dn~gelegt bei T. LEVI-CIVITA, = Ann. de i 'h .  Norm. Slip. D, III, 28 (1911), 
pag. 32,5-370. 

(j) a Math. Ann. w 7  91 (1924), S. 1.35154, besonders 141-144. Eine ausfiihrlichere Darstel- 
h g  giib J .  NIELSEN, *: Mat. Tidsskrift u, B. 1928, S. 39-46. 

Ich beiiiihe die Qelegenhcit, iun ein Ver~elicii  in rneiner genannten Arbeit zu berichti- 
gen: in B e i l ~  18 aiif S. 144 kiiniien und sollen deshalb die Worte « endlicli oder » wegfallen. 
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1st p rational, p =p/q, so gibt es ferner mindestens einen Wert s,  mit 

- dabei bedeutet f Q  die qto Iterierte der Funktion f -, d. h. einen An- 
fangswert derart, dass die zngehorige Losung s von (1) mit s(0) = s, die 
Eigenschaft 

s(t + q) = f CL9 

hat. d. h. dass s - yt  die Periode q hat. Die durch (3) bestimmten Werte 
bilden eine niclit leere, abgeschlossene, mit der Periode 1 sich wiederholende 
Ji'enge M. Gehort s, nicht ZU Al, so seien si, und s,, die beiderseits nRchsten 
Werte aus M und s ,  und s, die zugehorigen Losungen von (1). Dann gilt ( 5 )  

lim (fnq(s,) - f .= lim (f "Q(so) - f ""s,,)) = O, 
n=w n=-do 

lim (s(nq) - s,(nq)) = lim (s(np) - s,(nq)) = 0. 
n=w n=-a0 

Dabei kann sowohl s,, wie s,, der grossere Wert sein. Da die Losungen 
von (1.) in beliebigen Intervallen der Lange q gleichmassig stetig vom Werte 
am Anfang des Intervalls abhangen, so folgt, dass sich s - pt ftir t- oo der 
mit der Periode q periodischen Funktion s, - yt, ftir t- - w der ebenso 
periodischen aber, von s, - pt verschiedenen Funktion s, -- yt  annahert. Wenn 
also die Funktion s - pt nicht die Periode q hat, so ist sie auch nicht 
fastperiodisch, sondern zeigt das angegebene Verhalten. 

Bei irrationalem p bemerkt man zunachst, das ~ ( s )  wegen (2) die liberall 
dicht liegenden Werte ~ ( 0 )  + nz + n p  .und daher als monotone Funktion alle 
Werte annimmt. Der einfachere Fa11 ist der, dass x jeden Wert nur einmal 
annimmt und daher eindeutig und stetig umkehrbar ist. Unterwirft man eine 
beliebige Losung s allen ganzzahligen Verschiebungen in der s und t-Richtung, 
BO erhalten sie bei t = O diejenigen Werte s', fiir die ~ ( s )  einen der überall 
dicht liegenden Werte ~ ( s , )  + m + n y  annimmt. Wegen der Umkehrbarkeit 
von x liegen auch die Werte sr tiberall dicht, und man hat den. von BOHL 
besonders behandelten Pal1 Tor sich, in dem die Losungskurve die ganze. 
Ebene mod. 1 tiberall dicht bedeckt. Nach BOHL (<) lasst sich dann s - pt 
durch Polynome in sin 2 4  cos 2nt, sin 2zpt - und cos 2npt gleichmassig an- 
niihern und ist daher fastperiodisch von einfachem Typus. 

Nunmehr nehme die monotone Funktion x einen Wert a und daher 
nach (2) alle Werte a i -  Irç t n p  auf ganzen Intervallen an. 1st dann s, eine 
Losung von (1) mit fastperiodischem Restglied s, - pt, so gilt dasselbe von 

(6 )  a A. a. O. B (s), Fiissnote 1 auf S. 322. 
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s,(t) = s,(t + 1 )  - [ s , ( l )  - s,(O)] (?). Ferner ist s , ( l )  - s,(O) keine ganze Zahl ; 
denn dann w#re nach (2) auch x(s,(i))  - x(s,(O)) = x(f(s,(O)))-x(s,(O))= p gasz. 
Also ist 

(4) 0 < ~ ~ ( 0 )  - si@) < 1. 

Wir fiihren nun statt s eine neue Vergnderliche r = P(s) ein. Dabei sei F 
eine stetige monotone nirgends konstnnte Punktion mit der Eigenschaft 

P(s + 1) = P(s) + 1, 
sodass wir 

r = G(cos 2ns, sin 27x3) + s 

setzen künnen mit einer stetigen Funktion G. Aus den Funktionen s, und s, 

werden zwei Funktionen r,(t)  und r,(t) mit gans analogen Eigenschaften: 
es gilt 

rh(n + 1 )  = g(r,(n)), W4) = 444 +- P ,  
wenn rnan 

d 4 = ~ [ f ( P ~ W I l ,  W ) = X ( ~ = X ( - W ~ ) )  
setzt. Die Differenzen r ,  - lit sind mieder fastperiodisch; denn sie lassen 
sich darstellen in der Form 

Setzt man hierin 

COS 27t~k = COS 27t(sk - pt)  COS 27rpt - sin 2x(sk - p t )  sin 2xpt, 

und entsprechend flir sin S m k  ein, so hat man rk - pk! dargestellt als stetige 
Funktion der fastperiodischen Punktionen cos 2npt, sin 2npt und sk - pt. 
Daraus folgt aber, dass rk - p t  selbst fastperiodisch ist ("). 

(7) I n  iiblicher Weise bezeiclinet [zt] die ganze Zahl mit der Eigenschaft 

(8) Der hier angewandte Satz wiire etwa folgenderrnassen su formulieren. Sind fi,, ..,, f, 
fastperiodische Funktionen von t und ist M ihr Wertbereich, d. h. die Menge der Punkte 
mit Koordinaten x ,  = f,(t), ..., a,, =f,,(t), ist. ferner die Funktion G(sl ,  ..., x,,) gleichmassig 
stetig auf M oder stetig auf einer M enthaltenden abgeschlossenen Menge M', so ist 
G(f,, ... , f,,) eine fastperiodische Funktion von t. Er liisst sich mit dem Weierstrasschen Sate 
iiber Polynomannaherungen sofort aus den Sateen III, I V  und VI bei H. BOHR, .: Acta 
math. », 45 (1924), S. 29-127, ableiten oder direkt gane tilinlich beweisen wie diese, so Rie 
es WINTNER ( n  Math. Esclir. *, 30 (1929), S. 299), fiir n = 2  getan hat. 
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Wenn also si - pt fastperiodisch war, so ist insbesondere aiicli r2 - Y ,  

eine fastperiodische Fiinktion von t .  Hieraiis last sich bei peigneter Wahl 
von F leicht ein Widerspri~ch Iierleiten. Lant Definition ist 

Dieser Wert ist nicht ganz und liegt wegen (2), (4) und der Monotonie von x 
zwischen O und 1. 1st wie oben n ein Konstanzwert von X, d. h. ein XTert, ' 

der in einem ganzen Intervall angenommen wird, so Sind aucli die Mrerte 
a+ az + .np Konstanzwerte. Da sie liberall dicht liegen, liegt einer - er 
heisse b - zwischen x(s,(O)) und x(s,(O)). Das Intervall, auf dem ~ ( s )  = b ist, 

2 sei a 5 s 5 p. Wir w2hlen nun F(s) so, dass F($)  - P(a) 2 wird. Das ist 

unter Erfüllung der vorher an die Fiinktion F gestellten Fordwiingen intiglich; 
es gentigt 5. B., 

ii 2 .i- cos 2n ( o - -- yPjrdG 

P(s) = +- 
J(2 o + cos 2n(o - y))"d, 

eu setzen mit genligend grosseln 12. Gel~en wir nun, wie oben angegeben, ilber 
zn der neuen Veranderlichen r = F(s) statt s, zu den Funktionen g(r) und +(Y] 

statt f (s)  und ~ ( s ) ,  so hat ein Intervall (r', r") niir dann mindestens die 
1 

Lange - wenn es sich mit einem Intervall (P(x) + 111, F(S) i-w) bei geeigiietem 
2 '  

ganzem nt mindestens teilweise liberdeckt. Nnn ist x(s) = b für a 2 s 2 p, 
also ~ ( s )  = b + 112 fiir a + 9th  < s 2 1- 112, also +(Y) = b -+ 111 fllr F(a + W L )  5 
s r  2 P(p t ut), d. h. für P(a) i- 9a ( r 5 F(P) t w z  ; daher liegt in jedem 

1 Intervall der Lange ein Wert r mit +(r) = b t wt I~e i  geeignetem g a n ~ e m  az. 

1 Dafür konnen wir  aiich sagen: Es  ist nur dann r" - r' 2 2, wenn bei ge. 

eignetem ganaem w z  die Ungleichnngen +(Y') 5 b - In 5 +(ru) gelten. Gilt keines 
der beiden Gleichheitszeichen, so liegt das ganze Konstanzintervall +(Y) = b + I I Z  

2 zwischen r' und r", und es ist sogar ru -Y' > 
1st nun s,(t) - pt und daher, wie wir geschen haben, auch q(t) = r,(t) - r,(t) 

fastperiodisch, so hat diese Funktion nach H. BOHR (7 eine positive ganze 

(9) e Acta math. D, 45 (1924), S.  29-127; Hilfssatz 7 auf S. 88. 
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und fccstperiodisd e Fan ktion e+t 185 

1 1 
Verschiebnngseahl 12 ziir Hochstdifferenz E = c ,  d. h. es gilt 1 q(t  t 1%) - q(t)  / 2- Ci'  

Fiir t nchineii wii. einen ganzzahligen Wert p und setzen ziir Abkiirzung 

2 so da38 O y W? - wi < 1 wird. Dann ist jedenfalls p(p) > $, sobald 

ist bei geeignrtem gansein m. Nacli der Verschiebungseigenschaft von n ist 
1 dann q ( p  + n) > s, d. h. 

Aus unseren Annahmen folgt also die Enistenz zweier Zahlen w ,  und w,, 
deren Differenz zwisclien O und 1 liegt, derart dass, sobald b -pp mod. 1 im 

Inneren des Intervalles (o,, w,) lie& dann b - pp auch mod. 1 im Inneren 
oder an einem Ende des Intervalles (w, t 92p, w2 +- np) liegt. Da p irrational 
ist, sind die beiden Intervalle mod. 1 voneinander verschieden, und da beide 
gleich lang sind, enthiilt das erste ein Teilintervall, das nicht im zweiten 
liegt. Den Wert b - p p  kihnen wir - wieder wegen der IrrationalitBt 
von p (mod. 1) - in dies Teilintervall verlegen durch geeignete Wahl vonp. 
Damit ist der Widerspruch hergestellt; die anfangliche Annahme, s i  - pt 
sei eine fastperiodische Fiinktion von t, muss fallen. Damit ist bewjesen: 

Is t  d ie  Konstante p irrational, u n d  lieyt der Pa11 uor, dass  die Funkt ion x 
Konstanainterucclle ha€ ,  d.  h. dass eine Losungskurve von (1)  - u n d  abrigens 
jede - die Ebene nicht mod. 1 iibernll dicht bedeckt, so i s t  dccs - nach E. 
E. LEVI beschrankte - Restglied s - pt bei keiner Losung v o n  (1)  fastperiodisch. 

Welchem schwacheren Periodizitiitsbegriff diese Art von Funktionen 
etma iinterzuordnen ist, bleibt noch s u  untersuchen. 
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Sulla stnùili th del inovirriento geiierwle latiiinnre 
dei liquidi viscosi iiicoiupressibili. 

Memoria di ALFREDO ROSEHBLATT (Erak6w - Polonia). 

I n  parecchi lavori pubblicati da un anno in vari giornali ('), mi sono 
gii't occupato del10 studio della stabilità dei movimenti laminari dei liquidi 
viscosi incompressibili. Ho studiato nei suddetti lavori la stabilità dei mo- 
vimenti detti dagli inglesi « simple shearing » nei quali movimenti l a  velo- 
cità fondamentale u, b funzione limeare dell' altezza y. Ho anche studiato il 
cas0 di  u, nullo, ci06 di moto fondamentale nullo. Ne1 presente lavoro mi 
propongo di in i~ ia re  10 studio del moto generale ne1 quale u, è funzione 
quadratica di y. Questo caso molto più difficile, ha formato l'oggetto di una 
delle mie Conferenze ne1 Seminario Matematico di Sofia (Aprile 1932). 

1. Consideriamo dunque a l  solito due pareti y =O,  y = H, l a  prima im- 
mobile, la  seconda animata di un moto di scorrimento su se stessa di ve- 
locità U(> O). Siano 

(1) u=-Xuy, v = w z  

le componenti della velocità del moto perturbato, e Y!, la funzione di  STOKES 
del moto quadratico fondamentale. Si  ha  

ap dove K è egnale a ":2p, p, essendo la pressione media (costante) e p i l  a s  
coefficiente della viscosità. Studiamo il caso K + O, supponendo K < 0. 

Abbiamo 

(3) 
U 

u,, = g y  - Ky(H - y). 

(') I n  quattro Note dei a Rendiconti della R. Acc. dei Lincei D i n  uria Nota del 8 Phil. 
Mag. D 193'2, nonchè in un lavoro dei . Prace matematyczno-fizyczne di Varsavia 1931. 
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188 A. ROSENBLATT: Sulla stobilità del movinzento ywera l e  lonvinccre 

Poniamo corne di  solito 

h > 0, p > O. Poniamo anche 

Allora le funaioni incognite y k ( y )  sono determinate dalle segiienti equa- 
zioni differenniali ordinarie 

Introdiicendo le  quantith senza rlimensioni 

2 .  Intïodurremo nuove variabili indipendenti nelle eqiiazioni (10). 11 

coefficiente di (PhiYI) è 

&(y) - a,  -+ 2bhy + ckyle ,  

(11) 
1 a, = k2y% kR4 b, = ky ( B  -1- Al), c, = - kyM. 

I l  diseriininante dk  6 

mgativo per M > O, K < O. Supponiarno K < O e poniamo 

d k  = - B k 2 ,  Z h  > 0. 
Poniamo anche 

e, = 2Mky. 
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dei l i yc id i  viscosi iuccon~pressibili 189 

Introdnciamo le variabili indipendenti 

Ai valori y = O ,  y = 1 corrispondono i vahr i  di 

b 5 O - o k f c k  5 i -  k 
k k - -  

8 ,  ôk ' 

essendo 5,' > th0, e Eh0 > O O < O secondo che é R > N o R < Al. Si ha  

Trasformeremo una seconda volta le variabili indipendenti ponendo 

(14) 
dove si é posho 

Risulta dunque 

3. Poniamo 

Anrtali di Matematica, Serie IV, S o u o  XI. 25 
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190 A. ROSENBLATT: S u l l a  stahilitci del ncovimento gerzerccle Iamincwe 

allora si hanno le equazioni 

Le corrispondenti equazioni osuogeuee, per e; = O appartengono alla classe 
delle equazioni del cilindro pnrabolico O di WEBER: 

La rappresentazione nsintotica degli integrali per grandi valori di z è 

nota (ch. WHITTAKER-WATSON : Modern A~znlysis). Tut  tavia g ,  6 qui d' or. 
3 1 

dine k?, zk d' ordine 7$. Si ha infatti 

Consideriamo una soluzione r](x) dell'equazione (23) di WEBER. Avremo 

da cui aegue che r; soddisfa all'eyuazione integrale di VOLTERRA 

(24) 7 = A sin g s  i- B cos gs  + - zc2q(u) sin g(z  - u)du. 
4g i 

Inversainente, supponiamo che ~ ( x )  sin una soluzione dell' equazione in- 
tegrale (24), dove A, B sono numeri arbitrari non entrambi nulli. Abbiamo 

7' = Ag cos gs  - B g  sin gz + cos g(z  - u)du, 
Zo 

Percib 

B 

+ - u2r](u) sin g(s  - u)du) - f j u ' r ) ( ~ ) ~  sin g(z - u)dzc + 
4g i 
fh 20 

A sin gz + B cos gz + 
20 

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



e, in particolare, 

Abbiamo 

inoltre, pei grandi valori di k, 

.+) - 0 se k - + m. Dunque & 

Supponendo 

e ponendo 

abbiamo le disuguaglianae 

quindi anche le disuguaglianae 

Vediamo, che S è arbitrariamente piccolo se M e R? M sono abbastnnaa 
piccoli. 

iamo 5. Consideriamo adesso le  formole (9). Abb' 
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dei  liquidi aiscosi incowtpressibili 193 

Poniamo 

(34) 
- 

allora, notando che le fk(ak) si anndlano per zkO e per zk l  colle loro derivate, 
abbinmo 

Bk 

- - 
Siano poi Tk, (zh) ,  ( P ~ J O ~ )  i due integrali delle equazioni di J T T ~ ~ ~ ~  che sod- 
disfano alle condizioni di norinalizaazione 

e che sono proporzionxli agli integrali y,, , y h z .  Ponendo 

unque viene 

(38) - Ak1Ah?gh = 1, 
e si pub prendere 

(39) A ,  = ( ) Akz = - (vZ)-~. 
Otteniamo cosi l'integrale generale dell'equazione (23) 

Ponendo qaeste espressioni nelle formole (35) che danno le z ( z h )  me- 

diante le Fk(zk), otteniarno le formole 
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194 A. ROSENBLATT: SZGZ~CL stccbilitlc del ,nzouincento generccle l n w i m r e  

e, cambiando l'ordine d'integrazione, le fo,rmole 

Giovandoci delle notaaioni 

possiarno scrivere la formola segmente 
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O tteniamo dunpue 

Introducendo le notazioni 

A~'"zxo, al,', zk') essendo uguale a Ak(ako, aki), otteniamo le segnenti formole per 

le 7&) 

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



196 A. ROSENBLATT : Sulla stabilità. del w~ovincertto gewerccle lanri~zare 

7. Otteniamo cos1 equcczio~i iwtegrdi per le fnneioni incognitefh(ak). Que- 
ste equazioni hanno la  forma 

e sono quindi equazioni di VOLTERRA. Le funzioni uk(~.) contengono tuttavia 
- 

integrdi  definiti contenenti sotto il segno le fiinzioni incognite f&k).). 
Abbiamo qui posto 

I l  nucleo K,(z~i, z) è 

3 

Pei grandi valori di k, s, A d'ordine k-4, i sono dello stesso ordine 
3 

degli Aki7 dunque d'ordine k-%; e gli 1,; sono del170rdine di aki -zko,  
1 3 - 6 

cioh k4 moltiplicato per 1' ordine k-% dei vk,. Diinque Kk(zk7 e) A d' ordine k-3. 
1 Per  conseguenza 17 integrale nella formola (49) é d'ordine - inoltiplicato per 
lc 

l7 ordine d i  z. Dunque Fk 6 dello stesso ordine di u,. 
Sia allora Sk(zk, z) il nwcleo visolve?zte dell'eqiiazione (49). Abbiamo 

ce 

Sk(zi, z) = ri Kk(i)(ak, z), 
1 
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Le E.(.(zk) sono date dalle formolc 

8. Poniamo adesso 

Considclriaino 1' ordine di C& zk), cominciando col calcolare 1' ordine 
dille a&). Abbiamo 

3 1 

dunque l'ordine é ugnale al prodotto di kP4 per kP4 = k-'. Le bki  sono -del- 
1 5 

l'orcline k-5 dunque C, b d'ordine k-' e l'integrale nella formola ( 6 3 )  6 
1 d' ordinc moltiplicato per l'ordine delle f k .  

Cosi u I G ( z k )  ha 1' ordine di Lk(z,), dunque le f j ,  sono de1.l' ordine delle Lx-(alG). 
Quanto d l '  ordine di L k ( s k ) ,  1' integrando ha intanto 1' ordine di D&) mol- 

dnnali di Matirrnatica, Swrie IV, Toiiio YI. 26 
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198 A. ROSENBLAFT: S d l a  stabi1itiC del movin~ercto gelzerale lawhzccre 

2 7 1 
tiplicato per l'ordine di '-2- , ciod k-5  e per l'ordine delle &, *Iki cioè k - 2 ,  

~ C Y  

Dunque le Lk(zIi) sono dell'ordine ir0 moltiplicato per 170rdine delle EL(.). 

Le Ek(aIi) sono dell' ordine delle Lk(ak). Infatti 1' integrale nelle formole (64) 
ha  1' ordine delle Lk moltiplicato per k - l .  L'integrale nelle formole (65) ha 
l'ordine delle Ck moltiplicato per k-'. Dunque Gk(r, zk) è del10 stesso ordine 

5 

delle C&, zk), cioè d' ordine k-? Le sono dunque dell'ordine delle zk. 
Poniamo 

Z!i 

(67) cki(~i) = bi;i(~i) +/sr(4, u)bkt(u)d~, 
z k o  

1 

le cki ,ion0 dell'ordine delle bk i j  cioè k-? Avremo 

10. Risolviamo le equaaioni (66)) che sono del tipo di GOURSAT. Poniamo 

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



dei; liqgtidi viscosi ilzcot~tp/iessi&li 199 

Aviemo le forinolo 

Per calcolare le Kki poniamo 
zIi4 

VI Ekij = - \ ~ k i ( ~ ) ~ k i ( T ) d ~ ,  

zIio 

LP,)  essendo nul10 identicamente, si lin la condiaione 

(75) Di = O, 
che è una equazione tra y e 6. 

Le UT+ sono dell'ordine delle ski ciob k-l, moltiplicato per l'ordine 
1 1 

delle cki cioè kda e per 74; dunque esse sono dell' ordine k- '. Dunqiie l e  DR 
1 

tendon0 verso zero con k .  

K,, e K,, sono dati dalle formole 

C essendo un numero arbitrario. 

I l .  Occupiamoci adesso dei detmninant i  Al,(zkO, z k i )  che compaiono nelle 
formole (65), per assicurarci che essi possono essere minorizznti sotto certe 

1 

ipotesi, riconoscendo cosi che i loro inversi sono dell'ordine k a  Consideriamo 
a tale scopo gli integrali (43) e sostituiamo in questi integrali le espressioni 
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200 A. ROSENB~ATT: Sulla st(~bi1itiC del ncoviruelzto ye~erccle la,ncincçra 
- 

delle Fki. Avremo le formole 

Integrando si ottiene 

z k 4  

(78) I, =!sin &zk' - u) sin gkudu = [&(a*' - 26) - g u ]  - 
ZkO z7i0 
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1 - 1 1 - 
-I { cosgkaki - cos [ g ~ ~ ( a ~ ~ ~  - zpO) -g!$kO] = - sin .L (gk - gk)(a1;l - 

2(gt  +- mJ gli -YI, 

nonch6 
fk '  - - 

I~ =]COS giL(akl - U) sin = [gru -1- gk(aii - u)] +- 
21; O S1iO 

- 1 1 
- { sin gkaki - sin [ gg ro  + 

2(Yl.  + gk) 

12. Poichè si ha 
4,- ski - zkO = V 4Mky, 

snssistono le disuguaglian~e 

4- 

(791 i n  COS a i  \ - U ) * , ( U ] ( ~  + E ~ ~ ) c ~ u  1 c <i4m: (1 + 411 1 7  I = 

1 
le ~ ( k )  essrndo f u n ~ i o n i  clie tendon0 verso eero coi1 -. 
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208 A. ROSENRLATT: S1t11a st~lhilitk del w o v i m e ~ t o  g e n e m l e  ln~wirt«ve 

Abbiaino dunque 

I l  1 - sin a sin p - --_ sin y sin ô + I h n ( ~ k o ,  zk')  =Ah2  - i g~ - gk clk + 81; 

- sin a sin /3 + sin y sin ô + Jk,(zko,  5 k i )  = Aa, \ 
clk +- g k  

1 1 Jk2(zk0, s k i )  = A,2, 1 , sin a cos p + - sin y cos 6 i- 
gk - flk g k  ' g k  

dove le  Oi sono fiinzioni in valore assoliito 5 1. 
D' altra parte possiamo calcolare g k  - & in base alla formula 

- . 1/- f W r ?  1 4Xh9y- + k[ lMRl+ y(R t N)'] [ '  
g k - g k = ~  Ml-  64MWyj  

2/4M3k3y3 

.L A P M R % + Y ( R + M ) ~ +  

- - (Fi) - 

3 
1 

Se ne desume che g k  + & i, d'ordine k i .  Diinque - è? ugnale a 
Ok - g1; 

3 
1 

e é d'ordine k A 4 .  Abbiamo nelle formole (80) posto 
8k + gh. 

1 - 
(81) a = , ( g k  - gle)(zkL - 8k0) ,  
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Possianlo diinqiie dedurre dalle formole (80) le formole 

dove abbiamo posto 

(83) 
4RM8 t- r(R + M ) ,  T =   MY 

13. Otteniamo cos1 l'espressione seguente di Ak(zkD, ZB') 

I O ( S 1 ,  i@'ISl; 
e idteriormente 

sin 1 - sin (; +- (;)) 
- -- 
T -  T 

B inferiore all'unità, (in valore assoluto) e tende verso zero col crescere di  T. 
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Dunqiie se T è limitato n e se S è nbbastanza piccolo, il tcwninc? ne& 
parentesi di (83) ,rimane comprcso, in valore xssolnto, tra due nuinori po. 

1 

sitivi 0, c i  inferhi  a d  1 e fissi (indipendenti da  k). A,. b d'ordine k-'. 
B 

Basta diinque che M e R' :AI siano piccoli, R essendo lirlcitccto e T < n. 
Y 

14. Dimostriamo aclesm ln convergotza dclla serie (4). Notiirno che le Tk(zk)  
- 

sono (dalle formole (40)) dell'ordine delle yk(ak) moltiplicato per l'ordine 
3 

di yk cioh ki. 
- 

Le f"k(z,,), conle segue dalle formole (41), sono parimenti clell' ordine 
3 

delle z ( ~ k )  moltiplicato per k4 .  

Consideriamo adesso la  formoln cht: dii le 

Scrivendola nelle varinbili indipendenti abbiamo 

1 
~ , , F , I ,  - 2/-2d,,. m y M  -- y'- - 4- 

-4- 
=1n4 \i M y ,  - i 4  1 MY; 

%, v- d , . i M 3 m 3 y 3  
81 

dunque 

- - 
Dk(zk) è pertanto maggiorato dall 'espre~sione 

dove N ù u n  numero positivo fisso indipendente da k. 
Supponiamo adesso che i numeri positivi . 

- - = - - 
maggiorino le funzioni cp,, rq ,,..., y,-, per un certo valore di k. ~ u ~ ~ o n h m o  

3 

di più che le T,(G,) siano inaggiorate dai numeri $ * C D i ,  le ft(zil dai nu. 
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a.  - a.  
meri 4 e le funzioni f ' ,(zJ dai nnmcri 3. Allora Ek(zk) è maggiorwto dalla a 

i4  
espressione 

Poniamo 

(87) 

N essendo un niiiiiero positivo fisso. Snppiamo gib che le fk(zh) sono dell' or- 

dine delle Ek(zk )  moltiplicato per k-'. È dunque evidente che si pub sce- 
gliere N assai grande, talcl Che siano verificate le maggiorasioni segiienti: 

- - - 3 - - 
@k ax maggiora v r ,  inaggiora f k ,  kx Or inaggiora $le e 2 inaggiora f rc . 

- 

k4 
Inoltre N è indipendente da k.  

15. Otteniamo cos1 la  serie rnaggiorante 

(88) 
dove 

e si prova facilmente (cfr. i miei lavori anteriori) che questa serie maggio- 
rante 6 

I l  raggio p di convergenma é dunque 

e possiamo enunciare il seguente: 
PH TEOREMA : « Siipponiamo ch'e y - AH, 6 = - soddisfino all' eqzcazione U 

. « truscendente, 

(91) 
dove si ha  

Annali d i  Matematica. Serie IV, Tomo XI. 
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206 A. ROSENBLATT: Szclln stnbiiita del tuovincento genemle  Zccn&tccre, ecc. 

« le u essendo date dalle formole 

« Snpponiamo di più che i numeri D k ,  k > 1, siano diversi da sera. Essi 
« tendono verso 1, corne gik sappiamo. 

« Supponiamo inoltre che 41, R siano abbastanza piccoli, esseiido altresi 

« R"M piccolo per modo che S sia piccolo per T lirnitnto < z, i l  che im. 
1 

Il5 
« plica - limitato. Allora le espressioni LA,,+~o, zki) saranno, da iin certo nu- 

Y 

« mero k,  in avanti, siiperiori in valore assoliitd ad un nuinero positivo fisso. 
<< Supponiamo che tutti i AI, sieno diversi da zero (k> 1). 
« Allora esistono perturbasioui del moviruento quadrct fico genernle che sva- 

<r niscono esponenzin2mente all'infinito dell'asse x(+ C"S) nonchb per t - t o c .  

« Queste pertiirbazioni sono date dalle formole precedenti 3. 
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0 i i  the siiininability (c, 1) of the coiijugate series 

of a FOURIER se rie^. 

By B. N. PRASAD, dllaliabnd (India). 

ri (b,, cos nw - a,, sin nz) 
n 1 

be the conjiigate series of the FOURIER series corresponding to the function 
f(x)' which i s  periodic and integrable in the sense of LEBESGUE. The conjii- 
gate fiinction i~ssociitted mith 'the above conjugate series is 

in which the integral is generally not a LEBESGUE integral, but a genera- 
lized integral in the sense of CAUCHY. 

The usual way ('1 of obtaining theorems for the convergence and sum- 
mability (c, 1) of the conjugate series, is to take, u priori, the integral g ( x )  
to converge and then to impose suitable additional conditions on f(x) (7. 
Moreover, i t  follows from the researches of PLESSNER, BESICOVITCH, ZYG- 
MUND, HARDY and LITTLEWOOD that g(x) exists as a convergent integral 
almost everywhere and also the conjugate series is summable (c, 1) (indeed 
summable (c ,  6) for every positive 6)  alrnost everywhere (7. I t  i s  also known 
that the existence of g ( x )  implies summability (c, 1 + y )  for every y > O of 
the conjugate series ('). The question arises: c a n ,  the existence of g(x), by 
itself, ~ 7 ~ i c 7 ~  i s  certainly sufficient to ensure the Abel susamability of flze series, 
be a sufficieut condition for tlie sum,tzability (c, 1) of tlze conjugate series? 

(1) Src P I ~ ~ N G S ~ I E I M ,  (8 ) ;  YOUNG, (10, 11). 
(2) Por tlie convergence and tlie siiminability of tlie conjugate series wlien g(x) does 

not exist, sce PRASAD, (5, 6). 
(3)  PLESSNER, (4 ) ;  BESICOVITCH, (1); EYGYLIND, (12);  HARDY and LITTLEWOOD, (2). 
(4)  PALEY, (3) ; (tlieorem 2 wiih 3 = 1). A direct proof of it can be casily gireii on the 

lines of niy paper (7). 
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- 

1 prove by construoting an example that the answer to the above question 
is in the negative. The 'construction of such an exnmple, however, essentially 
depends, as is shown in  5 2, upon a suitable tgpe of another example for 
which, at a point, the original function is continuous and nlso the integral 
y ( . ~ )  exists, but still the corresponding conjugate scries fails to converge at 
that point. 

I n  mhat follows, we slia11 put 

and 

2. THEOREM. T h e  existence of g(x) a s  a ~zon-absolzttely convergent itr- 
tegral n t  a point,  i s  not  sufficielzt for t7ze sumruability (c, 1) of the conjzcgafe 
series a t  that  poiut. 

I t  follows from a theorein of mine (" j  t h ~ t  11-lirii the integral g(r) exists 
at a point, the necessary and sufficieut condition that the conjugate series 
be snrnmable (c, 1) at that point is that the integriil 

is O(1) as n-00, where 0 < 6 < n. Hence oiir theorein will be deinonstrated, 
if we can construct an example f(x) or + ( t )  corresponding to which the 
conjugate function g ( x )  exists at a point, whicli without loss of generality 
may be taken to be the origin, but the corresponding integral (2.1) is not O(1). 
W e  require the following leinmas. 

LEMMA a. - 11T7zen t7ze ivtegral 

exists, the .rzecessnry a n d  suf f i t ient  condifion thcrt fhe  i n t e g m l  

mag e ~ i s t ,  is  that the lim iLî(t)/t i s  zero. 
t - O  
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If E > O, we get by integrating by parts 

from which the sufficiency of the oondition is evident. That the condition is 
necessary follows from the fact that when (2.3) exists, lim W(t)/t is neces- 

t - O  
sarily zero (6). 

LENMA p. - Ii7hen the inteyrul (2.3) exists, the integral (2.2) necessarily 
exists. 

Proin (2.4), the lemma follows immediately. 
When g(x) exists, it is clear that also (2.3) exists. Then lim W(t)jt is zero, 

t - O  ' 

V(t)-t-'  is coiltiniious, and in virtue of leminn p, the integrd (2.2) exists, i. e. 
the conjugate function corresponding to the conjugate series of 'Zr(t).t-' exists. 
Hence for the clernonstration of a case in which (2.1) is not O ( i ) ,  we require 
3 conjngnte series corresponding to a coiitinuous function, such that the 
series fails to converge nt a point, althoiigh the conjugate function exists 
at that point. 

3. Exawple of a conjugate series nlhic7z fails to converge ut a point of 
co~ztinuity, alt7zough t7ûe conjugate function exists at that point. 

Let ( 7 )  

kP = 1 .V"  P. 13"" .... (4p -j- l)r8. 

Let us divide the interval (O, G), where O < 6 < into the following seqneuce 

of dimiiiishing sub-intervals 

where A,  is a fixed integer and we may suppose 6 so choseii that L= 6. 
2k1, 

Let a fuiiction V(s) be defined such that in (0, 6) 

X V(z) = c, cos k,z, nhere - < s -.sl 2el, 
2Lr P- 

(9 Scc TIIOMAE, (9). 
(7) Slie exaniple can be presented in a sinîpler or still more general forni; tlie forni 

selected here i s  a silitable one for proving the thcorern in view. Compare SCHWARZ'S well- 
known exainple for the non-convergence of a F ~ U R I E R  series corrcspondiiig to a continuons 
f unctioii. 
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and 

where 
1 

C+ = { log (4p t l)r"-F. 

This function is continuous; it  decreases when a approaches mro by making 
an infinite number of maxima and minima with decreasing amplitudes. 

XTe first show that the integral 

is not convergent, but increases indefinitely as n takes successively the 
values of integers in a certain sequence. Let 

n = 1. 51\92'. 13s3. .... (4p 4- l)1h3 = k II. 
Then the integral 

may be written as 

X - 
2kv-i 

cos k,z -cos k,*z 
de 

X 
- 
2kv 

Now 

2k 1 
1 5+- C O S  2k z J - - -c  - 2  PJ z 

'* de 
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where 2- < t < & 
2% Lk,,-1' 

by the second mean value theorem. Thus 

where o is some number whose absolute value is not greater than 2. 
Therefore J, will become indefinitely great as p-W. Again 

where k represents the sum of the series in the square brackets. Hence 
lim J, = O. 

P-w 
Pinally 

- - 
2kv-i 2kv-1 

" S  cos k,  Z 
da - L c, 2 

Z v = p  tl v=p+i 

Now by the second mean value theorem 

4 w  1 <; 2 
v=p+l 

i ' 
v a l s  j log ( 4 ~  + 1) 13 

Therefore lim 1, = O ,  for the above series 
r-rn 

is convergent. Again in I , ,  we 
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have 

Hence 

Therefore 12-0, as p- cm. 

Thus it is shown that the integral (3.1) becoines indefinitely great as n 
takes this given sequerice of values. Also reasoning as in the case of I , ,  it 
can be easily shown that the integral 

exists. Thiis the conjngate series corresponding to the continuous function 
clefined by 

f (x)=O (- iT<s<O) 
f(x]=Vpx) ( O < x < ô )  

f (4 = (8 < x: < n), 
does not converge at the point r = O ,  althoiigh the conjugatl: function esists 

a t  that point. 

P. I n  order to prove the theorem, let LIS take for q r ( t ) . F i  the function 
V ( t )  which has been defined in the previoiis section, so that 

and 

Then 
cZT(t) 

clt 
-- = +(t) = cl, cos k,,t - tc,,k,, sin k,,t, 

where 
1 

c ,  = / log (4p 4- 1)1*"-3, 
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is an integrable faiictiori. For the first terin on the right in the above is 
continiious and thereforu integrable. Also 

where k is a constant, since both the series are convergent. Therefore W(t)  
is an indefinite integral. 

Now lim W(t).t-' is zero, and the integral 
t h 0  

exists; hence in virtue of lemma a, the intepral 

also exists, whicli nleans that the conjugate function corresponding to + ( t )  
exists. But as shown in 5 3, the integral (2.1) is not O(i). Hence the conju- 
gate series corresponding to +(t) is not summable (c, l), and the theorem is 
proved. 
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Eqiiazioiii iiitriiiseche della meccaiiicnl dei sistemi continui 

perfettaruente od irnperfettarneiite flessibili. 

Siiuto. - L'A. espritne i 9 î  forma i~$tviwseca le ieggi che governano i sistelni continué perfetta- 
wlente ocZ i+npe~fettamen.te flessibili. Ci6 è possibile individuanrlo medic*.de itzsielni d i  
f emor i  clella VI, che i sisterni co+ztilzui costituiscolzo, vettori o te~zsori d i  w z a  V i n  in cui 
è iwunersn la V n ,  ed istituenrlo un cnlcolo nssoluto che operi s u  questi insierni. 

TT11 sistcina continuo monodimensionale sin rappresentato geometricamente 
da iina linea 1. Sc il sisteina è in equilibrio per azione di forae su d i  esso 
agenti e prnticliiamo un taglio in un piinto P7 per ristabilire l'equilibrio di 
lino dei due tratti in cui esso risulta diviso, basta aggiungere alle altre forze 
agenti su1 tratto considerato un sistemn di forze traducente l'azionc della 
parte contigua. Questo sistema è riducibile ad lm vettore 2' applicato in P e 
ad una coppia I'. Se quest'ultima é nulla, il sistema continuo considerato b 

un sistema continuo perfettasneute flessibile, che si dice filo. '1' risulta, in qiiesto 
caso, un vettore tangente alla linea 1 in P, risulta ci06 un vettore della varietà, 
monodimensionale costituita da1 filo. Se I' + 0, il sistema continuo monodi- 
mensionale considerato B imnperfettasnente flessibile e T non é, in generale, 
tangente a Z in P, non è cioè un vettore della varietlt monodimensionale 
costituita da1 sistema continuo, che ne1 caso consideraho si dice uerga. I n  
meccanica classica %' 6 considerato vettore del10 spazio euclideo tridimensio- 
nale in cui 6 immersa la verga. Analogamente, si consideri la sollecitazione 
di un sistema continuo bidimensionale: se essa é rappresentata da un unico 
tsnsore doppio della varieth bidimensionale 1/é - che, rappresenta gli sforzi 
specifici che si  esercitano su  ogni elemento lineare della V,  - il sistema 
continuo B u n  sistema continuo perfettamente flessibile, che si  dice naewd~rana. 
Se, invece, la sollecitazione è rappresentata da. un sistema di parametri, che, 
senza definire un tensore doppio della V,, individuano gli dorai specifici, e 
da un sistema rappresentante i momenti di questi dorai, il sistema continuo 
B un sistema continuo imperfettamente flessibile, che si dice Zastra : questi 
sistemi di parametri, che rappresentano sforai e momenti relativi ad un cle- 
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m ~ n t o  lineare della V2, possono perb, in meccanica classica; considerarsi 

tensori del10 spazio euclideo tridiinensionale in cui B immersa la V?. 
Coine si vede, carattere specifico della perfetta flessibilith di un sistema 

continiio è qnello della possibilità di caratterizzazione della sollecitiizione con 
un unico tensore della varieth li, costituita da1 sisteina continiio stesso, inentre 
l'iinperfetta flessibilitk non permette di caratterizzare la sollecitazione con un 
unico tensore della V*, sollecitazione clie pub essere invece individuata da 
una coppia di  tensori appartenenti ad una mrieth V, in cui la V, è immersa. 

1 sistemi continui tridimensionali sono diinque, in meccanica classica, 
considerati come perfettamente flessibili. 

La  nozione di perfetta od iinperfettn flessibilità, orn precisata, ci permette 
di affermare (in virtù di ragionevole defiriizione) che il cronotopo gravitazio- 
nale della relatività einsteiniana, essendo caratterizzato da vettori e teilsori 
della li,, ha i caratteri della perfetta flessibilitk; mentre 10 spazio dei più 
recenti tent,ativi  EINSTEIN e del ~IAYER ('), volhi al10 scopo di fondere 
in un'unica geoinetria il campo gravitazionale ed il campo elettromagncitico, 
essendo earatterizzato da vettori e tensori di una V5, che, se si viiole, possono 
considerarsi appartenere ad nna V,, ( I I L  < 15) in ciii sia la V, che la  Vj sono 
iminerse ('), B uno spazio ehe lia i caratteri della iinperfetta flessibilith. 

Dalle cose dette scende che i sisteini materiali e gli spazi perfettamente 
flessibili godono di un privilegio in  confronto agli iinperfettnmente flessibili: 
quel10 di  poter essere caratterizzati mediante tensori della V, che costituiscono, 
il che permette - quando questi sistemi sono considerati nrlla V, - di espri- 
mere le lrggi nieccaniche e geoinetriche che li governano in forma intrinsecir, 
tale cioè che m a  legge vera per particolari coordinate della varic.tR, si man- 
tenga tale per ogni cambiainento delle coordinatc. stesse. 

Mi propongo di mostrare come, anche per sistemi continui aventi, O non 
nventi il carattere della perfetta flessibilith, considerati in una V,, qualsivoglia, 
sia possibile esprimere le leggi che li governano mediante eqiiazioni intrin- 
seclie. Cib mi 6 possibile, sema iiscire dalla li, che i sistemi continui costi- 
tuiscono, individ~~aiido mediante un itzsieme di tensori della V, vettori O ten- 
sori di una V,, funaioni dei punti della V,, che si considerit immersa nella V,, 
ed istituendo un calcolo differenziale as~oliito, il quale opc1.i. invece che sui 

(') a Sitznngsber. der preuss. Akadeinie der Wiss. Plip.-31atli. Klnsse )>, 1931, XXV, p. 511. 
( 2 )  Infaîti, l a  Ir4 è semprc immersa i n  lino spsnio euclideo avente un niiinero di dimen- 

sioni non maggiore di 10, mentre la V5 è sempre iininersa in  uiio spmio eiiclicleo mente  iiri 

numero d i  dimensioni non maggiore d i  15. Entiambe sono diinque scmprc iniiiieise in  uno 
spazio euclideo avente u n  niimero di climensioni non maggiore di 15. 

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



yerfcttccme~te oc1 
- 

tensori della Tr,, su gli insicini di 
deïati) rapprcsentano tensori della 

tensori della V, che (collettivamente consi- 

V, . 

Cslcolo differenziale assolufo di insiemi tensoriali. 

1. Iiisirnii tensoridi di prinis classe. - Consideriamo, da  prima, iina 
vasietà V, ad n dimensioni, immersa in ima varietà Va+, ad n t 1 dimen- 
sioni. La  configiirazione di V, in VqIi,,+, sin assegnata. Indichiamo con v un 
vettore di TT,,+,, funzione dei punti P di V%. Sia u il componente di v tan- 
gente a V,,, N  un vettore unitario di V*,, normale: a VN, 1 la componente 
di v secondo N :  

(1) u = u t A N .  

Poichù tc é un vettore di Va, funzione dei punti P di V, e A B uno scalare 
fonzione dei punti P di V,, .c> sarà individuato dall'insieîne di un vettore 
di V, e di uno scalare A, clie non variano al variare delle coordinate con 
le qriali si caratterizza P in Vn. .c> sarà cioè, individuato dall'insiewze di un 
tensore di ordine ilno di V, e di un tensore di ordine zero pure di Vfl. Pre- 
cisaniente : rispetto ad un sistema di coordinate xl, ..., x", la metrica di V, sin 
espressa dalla s e p e n t e  forma : 

rappresentiamo, ad esempio, in forma covariante, u mediailte il sistema u, 
(r = 1, ... , n) ; v sark rappresentato dall' insieme che indicheremo cos1 : (u,, 1) ; 
oppure, più brevemente, ispirandoci ad iina notazione di EINSTEIN e MAYER ('), 
indiclieremo l'insieme considerato con ur (p = 1, ..., n, O), essendo v p  = zt,, per 
p = r = 1 ,..., 12, (vp = 1, per p - O. Scriveremo 

(3) vp = (UT, 1) 

e gli tt + 1 numeri u, e A che individuano l'insieme v p  sono vettorialmente 
cos1 espressi : 

Per evitarc ogni equivoco potremo pensare i vettori che compaiono in (3') 

( 4 )  Loco citato, 1. 
(2) P. BURGATTI, !P. BOGGIO, C. BURALI-FORTT, A?zaZisi vettorinle yemrale, vol. II; 

Geowetq-ia rlifferenziale, Bologna, 1930, p. 284. 
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-- 

e ( 3 )  in uno stesso spazio enclideo, ne1 quale compiere le operazioni indi- 
cate in (3') e (3"). 

Dalla definiaione di eguaglianza di due vettori scende che, se up) = (UT), A"') 
,$) ( (2) AM), 6 ( L )  - (2) 

P "4- Y ,, - v ,  allora e allora soltanto che u:) =UT',  A( ' )=  A"). In 
particolare, v, r (u,, 1) - O allora e allora soltanto che u, = 0, 1 = 0. 

Manifestamente da (3') e ( 3 )  scende che se v B rappresentato da u, - (u,, A), 
ed $12 t: uno scalare, 112.u B rappresentato da I W ,  - (mu,, d ) ;  se tu B rnppre- 
sentato da IV? = (s,, p), 21 + w 6 rappresentato da vl, + IV? = (N, + s,., A + y). 
Dunque gli insiemi considerati costituiscono u n  sistema lineare. 

Consideriamo ora un'omogrnfia vettoriale P, trasformaiite vettori di Vn+, 
in vettori di V,,,. p corïisponderh ad un tensore doppio 2' di Vn+, ('). Osser- 
viaino che fl pub sempre scomporsi nella somina di due omografie 5 ed 7 ,  

tali clle 5 trasformi i vettori di TTN+, in vettori di V,, e la dinde y trasformi 
vettori di V,,, in vettori normali a V,,. dlloram 

14,, B un s i~te ina  doppio, rappresentante in forma covariante in V,, rispetto 
alla inetrica (2), il tensore corrispondente all'omografia [ di K .  Si ha pure, 
indicando con DP e AB la  dilatnaione e l'assiale di P (3): 

Posto DSN=?&, ASN = k, si ha, in virtii di (3') 

dove A,.' 6 un sistema semplice rappresentante covarianteinente iiella metrica (2) 
un vettore di  V,. Avremo anche: 

(4,') aP W X z =  h, i- k, = A,", 

dove A," Q un sistema semplice rappresentante covariantement.e nella metrica ( 2 )  
un vettore di V,. Avremo in fine, in virtù di (3") : 

(') B. FINZI, H a t r i c i ,  t e m o r i ,  ollcografie. a Rend. Seminnrio Matomntico e Fisico di Ni- 
lano », vol. V, 1931. 

(y  P. BURGATTI, S. BOGGIO, C. BURALI-PORTI, loco citato, p. 287. 
(3) P. BURGAWI, S. BOGGIO, C. BURALI-FOKTI, loco citato, p. 146. 
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dove h B uno scal;irc, o, sc si mole, nella metrica (2), un tensore di ordine 
zero di V,. 

Concludendo diinque, in virtù di (47, ( 4 ) ,  (4'7, (49, l'omografia P, e quindi 
un tensore doppio Y' di Ir,,, sono rappresentati dall'insieme 

(4) Tr,g ( ~ r s ,  Ar', hsrf, 1) 

costituito da un tensorr doppio di Vw, due vettori (tensori di ordine uno) di Ir,, 
uno scalare (teiisore d'ordine zero di  VgIi,,). I n  (4) intendiamo, in conformitA 

alla notaeione (3), che Tp,=zc,, per p = r = l ,  ..., n, 0:s-=1, ..., n ;  T,,,=A,' 
per p = r = i  ,..., 9%. o=O; T?,=A," per p=O, o = s = i  ,..., n ;  T rG - - A  per 
p=o, o=o. 

Annlogamente si vede clie un tensore di terzo ordine Y' di V,,, B rap- 
presenta to dall' insieme : 

(5) Tp-r (mvst, A,', Art", Ast"', A,', Astf, At"', 1). 

Se y B l'iperomografia corrispondentr a Y', in (5) è 

I n  generale, in base adla formula 

un tensore di ordine m in V,,, sarà caratterizzato dall'insietize dei seguenti 

tensori di lin : un tensore di ordine nt, 9th tensori di ordine +> - 1, j':) ten- 

sori di  ordine 9~ - 2, ..., 911 tensori di ordine uno (vettori), un tensore di or- 
dine zero (scalare). 

Manifestamente i vettori e tensori che intervengono nelle considerazioni 
precedenti, invece che in forma covariante, possono essere rappresentati in 
forma controvariante O mista. Le modificazioni da apportarsi alle formule 
scritte sono ovvie. 

' Gli enti ora definiti, atti a rappresentare mediante insiemi di tensori 
di V, tensori di V,,,, l i  diremo insie~rbi tensoriali d i  prima classe. Cosi (3) 
sarà un insieme tensoriale di prima classe di primo ordine, (4) un insieme 
tensoriale di prima classe di secondo ordine, (5) un insieme tensoriale di 
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prima classe di tcrzo ordinc, eoc.. Uno scalare potrh coiisiderarsi coine un 
insieme tcnsorialo di prinia classe di orcline zero. 

2. Operazioni. - Sngli enti definiti da (4), ( 5 )  ccc. si stabilisce l'egna- 
glianait come per gli enti (3)' e per gli enti espressi da (3), (4), (5) ecc. pos- 
sono definirsi le ordinarie operazioni algebriclie del calcolo teiisoriale. Cosi, 

(2) - (f) Ait2) hyp) (2) S?, = TF+ T!,!, se essendo T$ 3 (d, A:", l~ l l l j  A")), Tla = (urs,  r , , 1, ), 
s rio = - (UV: + &!, 1:') +- Q21, A:'') + A:('), A(') -+ lt2)) ; dfP5 = mTPG, se N~~ = (wth,.,, 

1~&', nzA/, ml). Ne segue allora clie gli insiemi definiti da (4)' (5) ecc. costi- 
tiiiscono, come gli insiemi definiti da (3) sistemi lineari. 

È 'manifesto anche che clall'insieme rapprcsentnto in forma mista da 
T; - (&, A,', At's, A). contraendo si ottiene lo scalare T = u+ + A. Cosi pure, se 
KT s (h t ,  p), PpoT= Tp,KT, se P,, s (u,,72t, u,,p, A:72t, L''kt, b'p, h"y. A h ,  Ap). 

Notiamo che l'operanione prodotto pub essere eseguita anche fra gli in- 
siemi considerati e i tensori di V,, dando luogo ad insietni n~isti,  che potremo 
rappresentare con una lettera mnnita di indici greci e di inclici latini. Cosl, 
se vp=(u,, A), se ws è un vettore di  Vn, potremo rappresentare con il sim- 
bolo P,, il prodotto vp+v9, e Pp, r (u~Ju,,  A121,). 

3. Insiemi tensoriali misti. - Abhiamo detto che l'operitnione prodotto 
porta alla introduzione di insiemi misti. I n  generale potremo pensare questi 
insiemi misti come insiemi rappresentanti omografie trasformanti vettori di V, 
in vettori di e operanti soltanto su vettori di Vn, O come iperomografie 
trasformanti gruppi di vettori, parte di  V,, parte d i  V,,, , in vettori di VN+, , 
e operanti soltanto su questi gruppi di vettori. Infatti, se P 6 nn'omografia 
operante soltanto su vettori di V,, che essa trasforma in vettori di TL,,, 
avremo, per (4') e (4') : 

aP 
(6") /3 - x N =  A,; ax? 

/3 è dnnqiie rappresentatx clall'insieme 

Cosi piire, se y & un'iperomografia operante soltanto su coppie di vet- 
tori di V,, che essa, tras£orma in vettori di Ir,,,, avrelno: 

y è dunqiie rappresentata dall'inxiemr 
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Se invece y b 11n7ipero1110grafi:i operante soltanto su coppie di vettori, il 
primo di V,, il seconclo di V,,,, clle essa trasforma in vettori di V,,,, avremo : 

aP ap 
(8") y - - X N =  A,.,', asr ?ay 

y A dunqiie rappresenta tii dall' insieine 

(8) Trcn > L s f >  Art", Ar). 

È snperfluo dire come possano considerarsi, in generale, insiemi di ten-. 
sori di Vn, rappresentanti enti analoghi a quelli ora considerati. 

4. Derivazione d i  infiiemi tensoriali di priiiia classe. - Mostriamo come 
per gli insiemi tensoriali di prima classe, costitniti da tensori di V, (colletti- 
vamente considerati), possa definirsi l'operazione di derivazione, quando si  
assegnino due forme differenziali qnadratiche, che si  considerano invarianti 
rispetto ai  cambiamenti di coordinate. 

Incominciamo a considerare un vettore v di  V,,,, funzione dei punti P 
di Ir, avente metrica (2). Passiamo da un punto P di V, ad un punto P + dP 
pnre di v,. Trasportando per parallelismo (') in Vn+, v(P +dP) in P, otter- 
remo in P un vettore di V,,, : la differenza fra questo vettore e v(P) é u n  
 ett tore di V,,,, che coincide con il componente su Ir, dell'inc,remento su- 
bito da v, passando da P a P+ dP. Indichiamo tale componente con d%. 
d" è dunque cib che BOGGIO (Y), con espressione felice, chiama simbolo di 
differenziale sulln variet% V,,, . 

dg:#> 
Consideriamo 17 omografia -- : essa opera soltanto su vettori di Ir,, gene- 

d P  

rando vettori di Vn+,. Essa sarà, dunque caratterizzata da un insieme misto 
di tensori di Vn7 che potrà dirsi insieme derivato dell'insieme che caratte- 
rizza a. Proponiamoci di .determinare questo insieme misto. All'iiopo, per 
quanto dicemmo al 5 3 (form. (Ci') e (6"))) basta calcolare 

(1) !P. LEVI-CIVITA, Lezioni di calcolo d i f f e ~ e w i a l e  assoluto. Roma 1925, p. 118. 
(2) p. BURGATTI, T. BOGGIO, C. BUBALI-FORTI, loco citato, p. 177. 

Annali d i  Malemalica, Serie IV,  Tomo XI. 
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222 B. FINZI: E q ~ d n z i o n i  in t r inseche  d e l l a  n~eccnn icn  dei sistenti corctinui 

Ma d*v differisce dall'ordinario differenziale d o  per un vettore normale 
ap a V,,,, normale quindi a - e a N. Per  individuare 17insieme misto corri- 
8xr 

d* o 
spondente a -- baster& dunque calcolare le seguenti due espressioni: dP 

Calcoliamo da prima l'espressione (9 ) .  I n  virtù di (1), avremo : 

Il secondo membro della (11) risolta somma di due termini. Incominciamo 
ad occilparci del primo. 

ESRO coincide con la  eomponente covariante del vettore a::, dove con ta1 

simbolo si indichi la derivata sulla varietà V* di pc rispetto ad xS ('). Dunque (') 

dove UV,, é un sistema doppio rappresentante in forma covariante, nella me- 
trica (2), il tensore derivato del vettore zc. 

Occupiamoci ora del secondo termine della (11). 
Osserviamo che se la  VN 6 una V,  immersa in lino spazio enclideo S,, se 

si considera la seconda forma differen~ia~le quadratica do" bb,,dxYdlr;c (b,,= b,,), 
che insieme alla (2) caratterizza la  configurazione geometrica della V, immersa 

aN a~ in S,, - , X - non 6 altro che il coefficiente b,, di questa forma differen- 
c5" 3xY 

aiale quadratica (3). 

Se allora riteniamo, come ne1 cas0 di una V,, che la configurazione di 
una generica V, immersa in una VN+, sia nota quando si conosca l a  metrica 
definita da (2) e l'incremento subito dall'elemento lineare, espresso da (2), 

- 

quando si passa dalla, V, ad nn'altra V,, pure appartenente a V,,,, paral- 
lela ed infinitamente vicina, tale configuraeione è ancora definita dalla (2) e 
da una forma differenaiale quadratica 

(13) do' = b,,dx"dxs, h,, = b,, (r, s = 1, ..., n), 

( i )  P. BURGATTI, S. BOGGIO, C. BURALI-FORTI, loco citato, p. 177 e p. 284. 
(O) P. BURGATTI, T. BOGGIO, C. BUILALI-FORTI, loco citato, p. 286. 
(3) Ii. BIANCHI, Lezioni d i  Geowzetria differenz.iale, vol. 1, parte 1, Pisa 1920, p. 166. 

Cfr. BURATJ-FORTI, Forzdamedi per l a  Geometria chiffe~enziale s u  di u n a  supes-ficie col me- 
todo vettoriale generale. . Rend. del Circolo Matematico di Palermo ,,, t. SXXIII,  n. 46. 
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nella quale 

Infatti, se P è un punto di E, P- P = E N ,  essendo e una costante infi- 
nitesima. Da questa relazione differenziando e quadrando, per (14) e (13) s i  
trae d,? - dsP = 2 ~ d B - x  d P  = - 2&do3. Questa relazione conferma appunto 
quanto avevamo annunciato. 

Osserviamo che assegnata, non soltanto la metrica di Vn, ma la sua confi- 
gurazione in Va+,, b,, ha carattere doppio covariante rispetto a tutte le trasfor- 
mazioni di variabili che lasciano inalterate la (2) e la  (13) : b, rappresenta 
dunque un tensore doppio di Va, che accanto al tensore fondanientale, rappre- 
sentato covai*iantemente da  a,,, caratterizza la configurazione di Vn in Vn+, ('1. 
È appunto questo tensore, inclivid~iato da, b,,, che, in  virtù di (14) permette 
di valutare il secondo termine di (il), valutazione che è dunque possibile 
qnando, accanto alla prima forma differenziale quadratica (2), se ne assegni 
ilna seconda, la (13) ; forme che si considerano invarianti rispetto a i  cambia- 
menti di coordinate. 

I l  tensore rappresentato da b,, permette di calcolare le curvature delle 
linee di V N .  Cosi, ad esempio ne1 caso di una V,  immersa in una S, euclidea 

dP 
(linea piana), N coincide con l a  normale alla linea e, posto ds = dxi, B il 

d N  
vettore unitario tangente t e b , ,  = - - ds X t = :, eguale ci06 alla curvatura 

della linea piana. Ne1 caso in cui la VI B immersa in una V, anche non 
dP d N  1 - t e b,, = - - X t = -, eguale cioè alla cur- euclidea, posto ds = dx', a - 

ds R 
vatiira normale della linea tracciata su V2.  Cod pure, ad esempio, ne1 caso 
di una V2 immersa in uno spazio euclideo S,, si ha notoriamente che l a  
curvatura di una generica sezione normale di V2 è cosi espressa ('): 

Torniamo ora finalmente alla relazione (11). Da essa, in virtù di (12) e (14)) 

(1) Si intende che a,., e b,, non sono qualunque: essi debbono ubbidire alle condizioni 
d i  integrabilità, che per n=2 sono le  condi~ioni  note sotto il nome di GAUSS e CODAZZI. 
(L. BIANCHI, lnco citato, p. 174). 

(2) IL BIANCHI, loco citato, p. 190. 

(3) È pure noto che la curvatura totale K = ~  e la curvatiir-a media H=- bii. (L. BIANCHI, 
a 

loco citato, p. 197). 
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avremo : 

(15) 

e us, rsppresenta in forma covariante un tensore doppio di V N .  
Calcoliamo ora 1' espressione (10"). Da (1) scende : 

a N JIa N X N =. 1, dunqne - X N = O, e quindi w 

a u  z N Xa T L  X N = 0, diinque X N = - T,, - 
' 

irP Ma (') 7 4  = u t  - dunque, in virtii di (14), 
axt ' 

Poriendo (17) in (16) si ha:  

e A, è un tensore semplice di I/i, (vettore) rappresentato in forma covariante. 
cl" u Concludendo diinqiie, l'omografia - operante su vettori di 17, e gene- 
ClP ' 

rante vettori cl i  V,,, , è individiiata dall'insieme misto che indicheremo con 'lcpls, 

essendo 

(19) 
?A 

ap,s (usr? 1 s )  = - Abrs, + 7 ~ ~ b ~ ~ ) ~  

L'insieme (19) rappresenta chinque in forma covariante 1'in.sieme derivato 
dell' insieme (3). 

In  modo perfettamente annlogo a quel10 seguito per derivare l'insierne 
71 = -. (u~, A), si deriva l'insieme T,, r (urs, A,', A,', A), rappresentante lin ten- 

sore doppio di V,,, funnione dei punti di VN. Si ottirne: 

(20) Tpoli (uirs) Ai:, Ais", Ai)?  

essendo 
~ i r s  = ~ ~ ~ , i  - AfVbsi - A"sbvi, 

(20') A'i, = h',ji + u,tbti - Abri, A",,=A",I, + ~ , ~ ~ b , ,  -Ab,,, 
ah 

hi = 4- Affbti + IUfbt i .  
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Bnalogamente si deriva un insieine tensoriale qualsivoglia. 
OSSERVABIONE. - È utile osservare quanto segiie : Si consideri 1' insieme 

v:, e (u,, 1) e si tratti vl, corne un vettore di Ir,+, . Sapremo derivare vp se cono- 

sceremo i siinboli di CHRISTOFFEL , che sono i coefficienti di trasporto t PTS 1 
per parallelismo in V,,,,. Orbene, se, per p = r = 1 ,..., n, T = t = 1 ,..., n, 
ponixmo 

eguale cioe ai coefficienti di trasporto in V, avente la metricx (2) ; se, ppr 
p = r - 1 ,..., 12, r r= 0, poniaino 

se, per p = O, T =2 t = 1 ...., 12, poniamo 

se, per p = O, -c = 0, poniaino 

la derivata covariante di 21, coincide con ui,,, definito da (19). 
Infatti, applicando 1' ordinaria regola di derivazioiie covariante, Si lia : 

ossia 

O S S ~ R ,  posto v?ls= (u,,, 1,)) v, s (u,, A), ponendo in (23) p = r =  l,..., n, per (22') 
e (22") si  h a :  

 US^ = Ur/, - hbrs ; 

ponenclo in (23) p = 0, per ( 2 2 ' )  e (22'") si h a :  

dnalogamente si  perviene a (201, (20') e (21), (21'). 
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'226 B. FINZI : E q u a z i o n i  i n t r i n s e c h e  d e l l a  meccanica de i  sistenzi c o n t i n z ~ i  

b. Tra~porto. - Passiamo da un punto P di V, ad un punto P+ dP  pure 
di V, : 1' incremento subito dnll' insieme vp = (u,, A) sulla varieth V,,, sarlt 

CE* u 
espresso da  3T dP,  ossia da 

dove us, e h, sono espressi da (15) 0 (18); cioé, per (19): 

Scriveremo dunque, per (15) e (18), 

d*v, du, - utdxS - ib,,dxJ, d h  + utbt,dxs . 
a ( 1 vts 1 ) 

La (25) mostra in modo esplicito  ch^ sarà nota la legge di tmsporto di 
un insieme tensoriale (3) lungo iina linea di V, quando si conoscano le due 
forme differenziali quadratiche (2) e (13), che, sotto opportune condizioni di 
integrabilità, definiscono la metrica e la configurazione di V, in V,,,. Cono- 
scendo le due forme (2) e (13)) la  metrica ed il trasporto degli enti (3) saranno 
individnati, sarà dunque completamente individuata la geometria de$ enti 
considerati. 

In  modo perfettamente analogo si stabilisce la legge di trasporto degli 
enti definiti da (4), (5), ecc., individuandone completameiite l a  geometria. 

I n  particolare, considerando per semplicitk l'insieme (3), esso sarà, tra- 
sportato per parallelismo se d*vP = O, se cioè 

du, = (1 :s 1 ut + brJ) dzx, d i  = - bisut. 

6. Ineiemi tensoriali notwoli di priiiia classe. - Consideriamo un vet- 
tore v di V,,,, appartenente a V, : sia ciob v = u .  v sarR rappresentato dal- 
1' insieme tensoriale 

(27) V? = (u,, O). 
Derivando, per (19), si  h a :  

(28) vpls (ur l s ,  utbts). 

L'insieme ottenuto mon caratteriaza un tensore di V,, ma è bensl un insieme 
tensoriale misto format0 da un tensore doppio di  V, e da un vettore di T.T,. 
11 primo tensore coincide con il tensore derivato del vettore vc appartenente 
a V,. Dunqiie la  derivxta dell'insieine (27) non coincicle con la  derivata del 
vettore zc di V,. 

Consideriaino il vettore N di V,,, : esso 6 rappresentato dall'insieme 

(29) 4 E (O) 1). 
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Derivando, per (19). si  ha:  

(30) Ils = (- bm, O). 

Da (30) sconde un notevole significato del tensore doppio b che rappresenta 
le ciirvatiire delle linee di V,. 

Consideriamo l'omografia unità : essa C rappresentata dall'insieme (form. (4)) 

Derivando per (201, (YO'), si ha (ricordando i l  teorema di Rrcc~) :  

(33) 8pali = 0. 

La (32) generalizza il teorema di RIC~I.  
Consideriamo in V3 l'iperomografia E, che applicata ad un vettore h ge- 

nera l'oinografia assiale h/\ : essa è caratteriz~ata da un tensore trip10 di V3, 
che rappresenteremo con E~",, ossia con i l  seguente insieme di tensori di V,: 

Se E opera su vettori di V, generando omografie assiali di V3, E B oarat- 
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228. B. FINZI : E q ~ ~ r t a i o t ~ i  itttrimech.e della tueccrtrriccc dei sistemi cogttin~ci 

terizzata da1 segiiente insiome tensoriale rnisto 

I n  generale, facile esprimere, in modo andogo, il tensore E di V,,, me- 
diante tsnsori e di V, ( l ) .  

7. Operatori differmziali. - Gradiejate: Sia cp uno scalare, tensore d'or- 
dine zwo di V,,, , funaione dei piinti P di V, ; ci06 rp = cp(xi, ..., x"). I l  gra- 
diente di  y B un vettore di  V,,, rappresentato dall'insieme cp? s (u,, A), dove 

Esso coincide, per n = 2, con il gradiente sup~rficiale. quale è stato definito 
da BURGATTI e MARCOLONGO (?). I l  vettoro ur di Vw clie 10 caratterizm coin- 
cide con il gradiente di y, quslle si considera nel170rdinario calcolo differen- 
aiale assoluto. 

Divergenza : Sia n lin vettore di Irn+, , rappresentato dall' insieme al, r (u,, 1). 
Derivando, si ha v,li r (uTi, Ai), e quindi 

div v = vili = uii , 

div v = uili - Abii. 

La divergenza ora definita coincide con quella che, per n=2 ,  BURGATTI 
e ~UARCOLONGO chiamarono diverpnaa superficiale (7. I n  particolare, se v B 
un vettore di Vn, v = T G ,  e l a  (36) diviene 

(36') div v = uili. 
La  (36') coincide clon la  nota definizione di divergenza del calcolo differen- 
ziale assol ato. 

Rotore: Sin v un vettore di 1/',, funzione dei piinti di K., rappresentato 
dall' insieme vp r (u,, A). Derivando si ha : V p / i  z ( ~ i r ,  Ai). DR (34) scende allora 
che rot v é il vettore di Tr,,, rappresentato dall'insierne w,= (IV,, v )  tale che: 

( i )  Derivando gli insimii E... si ottengono insiemi nulli, cornu f;tcilnionte si piih verificare. 
(2) P. BURGATTI, I teoveîai del gvaclielzte, ... . t< Menioria dell' Accadeniia dclle Scienze di  

Bologna n, 1917; R. CO AR COLON GO, SU alewni operatovi supevficiali. c Rend. R. Acc. N R I .  dei 
Lincei B, vol. XXVI, 1917. 

(3) P. BURGATTI, loco ultimo citiito; R. M A I L C O L O ~ ~ G ~ ,  loco citato. 
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La (37) coincide con la definizione di rotore superficiale di BURGATTI e 
MARCOLONGO ( l ) .  Nell'ipotesi A = 0, nell'ipotesi cioè che v coincida con un 
vettore zc di V 2 ,  da (371 si ha : 

(37') t . w, = (- s , d b i t ,  E ~ , ~ u ~ ~ ~ ) .  
Lo scalare 

(38) V = E ~ & " I ~  

dell'insieme w, coincide, ne1 cas0 in esame, con lo sealare rot u del calcolo 
differenziale assoluto ('). Perb, si  noti, i l  rotore di un vettore v di V,, tan- 
gente a V?, 6 l'insieme w,, definito da  (377, che ,non coincide con 10 scalare v, 
definito da (38), che rappresenta i l  rotore di un vettore u di V,, coincidente 
con W. È manifesto corne si estendano le considerazioni svolte ne1 caso %=2,  
considerando una VB generica (7. 

8. Insiemi tensoriali di classe 2, 3, ecc. - È facile generalizzare quant0 
abbiamo stabilito per gli insiemi tensoriali di classe uno. Occupiamoci degli 
insiemi tensoriali di seconda classe. 

Si consideri una varietà V, immersa in una varietà ad n -t 2 dimensioni. 
Sia v un vettore di V,,,, funzione dei punti P di V,. Sia u il componente 
di v tangente a li,; siano N e B due vettori unitari di Vn+, normali fra d i  
loro e norrnali a V,; A e 11. le componenti di u secondo N e B. Sarà : 

v sarà individuato dall'insieme costituito da un vettore di V, e da due sca- 
lari. Da (39) si h a :  

cioh v O rappresentato dall'insieme costituito da un tensore di ordine u i ~ o  
di V, (Che in forma covariante, rispetto alla metrica (2), 6 rappresentato da  u,) 

e da clne scalari, pur essi tensori di ordine nero di li,. Scriveïemo: 
- 

(401 *-= P (ur, A? p) ( p = 1 7  ..., n,O, O ) ,  
- - - - 

dove per p = r = l ,  ..., n, a-=ur;  per p=O, v--A; per p=O, +=p. 
I> P P 

(L) P. BURGATTI, loco i i l t imo citato; R. ~ ~ A R C O I ~ O N G O ,  loco citato. 
( 2 )  U. CISOTTI, Su1 rotore de i  tensovi. Rend. R. Acc. Naz. dei Iiincei Y ,  vol. VII, 1928, 

p. 169. Cfr. B. FINZI, Meccanica dei sisterni cotztz'nui non euclidei. a Rend .  1st. L o m b a r d o  2, 
vol .  LSII, p. 859. 

(3) U. CISOTTI, loco citato. 
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230 B. FINZI : Xyuaxioni intrirtseche della meccanicn dei sisten~i contigéqci 

Analogamente, se p e un'omografia trasformante vettori di V,,, in vet- 
tori di  Vn+,, a p corrisponderà un tensore doppio di Vn+,, che potrii rappre- 
sentarsi con il seguente insieme di tensori di V,: 

T F ;  è dunque costituito da  un tensore doppio di V,, 4 vettori (trnsori d'or- 
dine uno) di V,  e 4 scalari (tensori d'ordine zero di VN). I n  (41) intendiwrno, in 

- - 
conformità alla notazione (40) chs Tr;; =urs, per p = r  = 1: ..., n, a = s = 1 ,..., n ;  

- - - - 
T,;=)i,', per p = r = l ,  ..., n, o r 0 ;  T;;=A,", per p=O, o = s = l ,  ..., n ;  

- - - 

TL; = p,I, per p = r = 1 ,..., n, LT = 0, ecc.. 
Analogamente si rappresenta un tensore di trrzo ordine di V,,, mediante 

1' insieme TF;;  di tensori di V,. I n  genersile, in base alln formula 

un tensore di ordine .m in Vn+2 sar& caratterizzato dall'insienze dei seguenti 

tensori di V, : un tensore di ordine gi,, 2ir tonsori di ordine m - 1, 4(7) teo- 

sori di ordine m - 2, ..., 2n-'t1t tensori di ordine uno (vettori), 2" tensori di 
ordine zero (scalari). 

Gli enti ora definiti, atti a rappresentare mediante insieini di  tensori di Vn 
tensori di V,,,, li diremo insiemi tensoriali di s~conda classe. Cosi (40) sarà 
un insieme tensoriale di seconda classe di primo ordine, (41) un insieme tenso- 
riale di seconda classe di secondo ordine, ecc.. 

Manifestamente, come si sono definiti insiemi tensoriali di prima e di 
seconda classe, si possono definire insiemi tensoriali di classe c, rappresen- 
tanti tensori di V,,, rnediante tensori di  Vn. Per  c=  O, si ottengono, i n  parti- 
colare, gli ordinari tensori, che possono essere pensati corne insiemi tensoriali 
di  classe zero, formati cioè da un iinico tensore. 

Su gli insiemi tensoriali di c l a ~ s e  qualsivoglia si definisce 1' eguaglianza 
e le operazioni addizione e prodotto per un niirneïo, in  modo del tutto iden- 
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tic0 a quanto si O fatto per gli insiemi tensoriali d.i prima classe. Risulta 
cosi che gli insieini tensoriali di una data classe e di un dato ordine costi- 
tuiscono un sistema lineare. 

Anche le altre operazioni algebriche del calcolo tensoriale, già stabilite 
per gli insiemi di  prima classe, si  estendono ad insiemi di  classe qualsivoglia. 
Si possono cos1 considerare anche insiemi tensoriali misti di classe qualsi- 
voglia. Ad esenipio, i sistemi tensoriali misti di seconda classe, rappresentabili 

- - 
con i simboli TF,  (p = 1 ,..., ut, O, O, s = 1 ,..., ut), T;,(p = 1 ,..., w, O, O, o = 1 ,..., n, O). 

9. Derivazione di insiemi tensoriali di classe 2, 3, ece. - Pissiamo, per 
semplicitA, la nostra attenzione sugli insiemi tensoriali di classe due, rappre- 
sentanti vettori o tensori di V,,,,, fiinzioni dei punti di V,, ed occupiamoci 
della loro derivazione. 

Consideriamo un vettore r )  di Vn+,, funzione dei punti P di V,. Passiamo 
da un punto P di V, ad un punto P t  dP pure di K. Se d* P siinbolo di 

d*v 
differenziale sulla varietà Vn+,, si consideri l'omografia dp, operante su  

* 

vettori di V,, che essa trasforma in vettori di V,,,. Questa omografia B 
caratteriezata da1 sepiente insieme misto tensoriale di classe due di  secondo 
ordine : 

(42) r (%T, As,  PS), 
dove, pt'r (39), 

d* N d*B Consideriaino allora le due omografie - - e - -- 
d P  dP ' che operano su vet- 

tori di V, trasformandoli in vettori di V,+,. Esse sono rispettivamente carat- 
terizzate dai seguenti insiemi tensoriali di classe due : 
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232 B. FINZI: Equn~ioni intrinseche della meccanica dei sistenzi contin~di 

essendo 

Manifestamente, poichh B X N = 0, 

(46) O, = - Es. 

b,, c,.,, E ,  caratterizzano, insieme al tensore fimdamentale a,.,, la configura- 
zione di V, in V,,,. 

Mentre a, definisce la metrica di V,, b,,, c,,, E, caratterizznno le curva- 
ture delle linee di V, in V*,,. Ad esempio, per una VI immersa nello spazio 
eiiclideo tridimensionale, se cx è 1' angolo che N forina con la normale princi- 
pale di versore n, detto b il versore binormale, si lia : 

Posto nllora ds - d.ri, e detto t il versure tangente, A la prinin onrvatura O 
P 

1 
flessione, ; la seconda c u r v ~ t u r a  O torsione, si h a :  

a,i= 1, 
(111 <lu 1 b , , = - c o s u - X t - s e n a -  X t =  C O S E ,  
rls (1s P 

dw du 1 c , , = s e n a - X t - c o s c x - X t = - - s e n a ,  
ds tls P 

dl1 cl% du d r  - 1 (lx 
E , = - ~ ~ = - C O S ~ ~  - X b - c o s 7 a - + s e n 2 a - X n - s e n ' a  -- 

cls rls r7s (7s 7 ds ' 

Se N coincide con n, B con B, si ha : 

Tornando dunque alle relazioni (42'1, avremo finalmente che, in virth 
di (43), (449, (459, esse diverranno : 

(42), e (48") generaliszano evidentemente (19). 
L' insieme tensoriale (42), ora completamente definito, mppresenta in forina 

covariante l'insiew~e derivato dell'insieme tensoriale (40). 

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



In  modo perfettamente analogo a quel10 seguito per derivare 17insieme 

tensoriale (401, si derivn l'insieme tensoriale (41), O iin insieme inisto, come, 
ad esempio, (42). 

Facilmente si generaliezano gli argomenti svolti ai  55 5, 6, 7, agli insiemi 
tensoriali di classe due. È poi manifesto come le considerazioni ora svolte 
possano estendemi ad insieini tensoriali di classe qualsivoglia. 

A mol di conclusione vogliamo osservare che i l  calcoln ora istituito ri- 

guarda gli insiemi di tensori di una V,, rappresentanti tensori di una V,,,, 
O enti ottenuti da questi con le operaaioni algebriche di cui ~ i i  è detto a l  8 2. 
Perb l'algoritino definito pub essere inteso, prescindendo completamente dalla 
rappresentazione accennata, come una abbastanza nnturale estensione del cal- 
col0 tensoriale di RICCI e LEVI-CIYITA in un calcolo più generale degli insienii 
tensoriali, fra i quali rientrano gli ordinari tensori come insiemi di classe zero. 
E cio con il vantaggio di non dover invocare enti estranei alla Tr, nella quale 
si opera, V, che pub rappresentare 10 spazio geonietrico o cinematico sede dei 
fenomeni naturali che fuori di questo spazio non sono concepibili che in  virtù 
di astrazione. 

Pei. contrapposto, si pub perb considerare 1'a.lgoritino di cui si 8 detto 
coiiit3 intcrpretazione dell'ordinario calcolo assoluto ad n t c  variabili. Quest'ul- 
timo è precisamente il punto di vista ne1 quale si pose LEVI-CIVITA allorch6, 
occiipandosi dei ds? che interessano la statica einsteiniana, stabili un abbassa- 
mento invariantivo da  ni-1 ad n variabili ('). 

Vogliamo ora mostrare, a nio' d'applicazione, coine gli insiemi tensoriali 
considerati possano rappresentnre la  sollecitazione di sistemi continui perfet- 
tamente fiessibili, quali i fili e le membrane, od imperfettamente flessibili, 
quali le verghe e le lastre. 

Applicazione alla meecanica dei sistemi continui 
yerfettsmente od imperfe ttamente flessibili. 

10. Eqnilibrio dei fili perfettarnente flessibili. - Vediamo, da prima, come 
mediante insiemi tensoriali, for~nati  con vettori di una V,  costituita da un con- 
tinuo monodimensionale, si possano scrivere, con perfetto parallelismo di  

(1) !P. LEVI-CIVITA, Statica einsteiniana. « Rend. B. Acc. Naz. dei Iiincei m, vol. XXTTI, 
1917, p. 458. - cls' einsteirtiani in  campi ne~oto+aiami, III. Fovwde ~~~~~~~~~ie. Rend. R. Acc. 
Naz. dei ljincei x, vol. SXVII, 1918, 8 3, p. 183. 
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procedimento, sia le equazioni indefinite intrinseche di equilibrio di un fi10 
flessibile libero, sin quelle di un fi10 vincolato ad una superficie O ad una 
linea prefissate. 

Incominciamo a considerare il caso del fi10 flessibile Eibero, caso che se da1 
nostro punto di vista non é forse i l  piu semplice, é perb quel10 in cui il nostro 
procedimento coincide con il notissimo classico procedimento vettoriale ('). Mi 
sia concesso, per maggior chiarezza, cli ripetere i l  procedimento ben noto. 

Consideriamo un sistema continuo monodimensionale perfettamente flessi- 
bile, che diciamo filo, immerso in ilno spazio euclideo tridimensionale. Cioh, 
corne si dice in meccanica classica, un sistema continuo monodimensionale 
libero. Geometricamente il fi10 è rappresentato da una VI immersa in m a  
assegnata V3 : la  V, costituita dall'S, eeulideo. 11 fi10 considerato stia in 
equilibrio sotto l'azione di due forze finite applicate agli estremi A e B, e di 
una assegnata sollecitazione continua, essendo le forae applicate agli estremi 
e la  forza unitaria. P rappresentate da vettori del19S,. Se pratichiamo un 
taglio in  un punto P, perche una delle due parti in cui risulta decomposto 
il fi10 stia in equilibrio sotto l'azione delle forze esterne assegnate, basta 
agginngere alle altre forze che su di essa agiscono. il sistema di forze tradu- 
cente 1' effetto della parte contigua. Tale siatema si riduce ad un' unica forza 1' 
xpplicata in P: con cib si sfrutta appunto l'ipotesi della perfetta flessibilith 
del filo. A priori, T è rappresentato da un vettore di S,, che si dice tensione 
del filo. Se diciamo s la lungliezza dell' arco A P  di filo, T = T(s).  Conside- 
rato allora l'elemento ds di filo, per l'equilibrio di questo elemento, sark T 
tangente a l  fi10 e 

(47) d T +  Fds=O. 

Dunque T coimide con un vettore di  V,, ed ubbidisce all'equaaione indefi- 
nita (47). Agli estremi 1' ubbidisce alle equazioni ai limiti che facilmente 
potrebbero scriversi. 

Rappresentando 1' coll' insieme tensoriale di classe due TF = (T, , O, O), 
P coll' insieme tensoriale di classe due li;, r (F,, cp, $), ricordando (421, (241, 
la  (47) si scriverh cosi : 

OSS~W,  per (42'1, 

(1') \ i c c i i ( ~ ~ , ~ ,  ~ ' b , , ,  T I C , , )  +(P,, Y ,  +) =o. 

(i) Cfr. S. LEVI-CIVITA e U .  AMALDI, TJeeio+~ii rli Meccalmica Rnaionccle, vol. 1, Bologna, 
1933, cap. XIV. ' 
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Ma, per cci = S, TI coincide con T, F, con la compbnente tangenziale F, di F'; 
ricordando allora le foriiiiile stabilite al 5 9, se a B l'angolo formato da1 vet- 
tore unitario N con la normale principale, da (1') scende: 

In particolare, assuinendo i versori N e B coincidenti con i versori n, e b 

della normale principale e della binormale, cp coincide con P,,, + con F,, e 
da (1") scende : 

Le (1'") sono le notissime equazioni indefinite intrinseche di  equilibrio di un 
fi10 flessibile libero. 

Consideriamo ora un fi10 teso s u  d i  una superficie prestabi l i ta.  Geome- 
tricaniente il fi10 è rappresentato da iina V, immersa in  una assegnata V2. 
Stabiliamo le condizioni di equilibrio in Vz, cioè le equazioni « pure » di 
equilibrio, nelle quali non intervengono ignote reazioni vincolari. Il fi10 con- 
siderato stia in equilibrio sotto l'azione di  due forze finite applicate agli 
estremi A e B e di iina assegnata sollecitazione continua, essendo le  forze 
applicate agli estremi e la  forza unitaria F rappresentate da vettori di V2 ('). 
Se pratichiamo un taglio in un punto Pl perchè una delle due parti in cui 
risulta decomposto i l  fi10 stia in equilibrio, sotto l'aaione delle forze esterne 
assegnate, basta aggiungere alle altre forze che RU di essa agiscono il sistema 
di forze traducente l'effetto della parte contigua. Tale sistema si riduce ad 
nn'unica forza T applicata in P. A priori, T è rappresentato da un vettore 
di &, che si dice tensione del filo. Se diciamo s la lunghezza dell'arco AP 
di filo, T= l 7 ( s ) .  Considerato allora un elemento ds di filo, per 17equililhio 
di qnesto elemento, T coincide con un vettore d i  V ,  ed ubbidisce, in V2, 
all' equazione indefinita (47). Agli estremi poi T ubbidisce alle equazioni a i  
limiti che facilmente potrebbero scriversi. 

(') La forzn iinitaria F si considera coine forza impressa, e, seguendo MAGGI ( C  Selecta U, 
Milano, iHJ'2, p. 81). si annoverano f ia le forze impresse anche le eventuali f o ~ e  d'attrito. 
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Rappresentando T con l'insieme tensoriale di  prima classe T, (T,, O), 
F con 1' insieme tensoriale di prima classe F? - (F, , y), ricordando (19), (24), 
la  (47) si scriverh cos1 : 

ossia 

(II') \i'n?i(Tl,i, Tib,,) +(F,,  y) =o. 
Ma, per xi = s, TL coincide con T, F, con la componente tangenaiale di E', 
F,, cp con la componente FN secondo N, essendo N un versore di V, normale 
al versore tangente t al filo. Per  quanto dicemmo al 8 4, la (TI') si scriverà 
cosi : 

(II") 

dove è la curvatura normale del fi10 su V,. Le (II") sono la equasioni < pure n 

indefinite intrinseche di equilibrio di un fi10 flessibile tes0 su superficie 
1 1 

prestabilita. Se V, è u n  piano coincide con la curvatura - della linea 
P 

piana, e le (II") sono ben note. 
Consideriamo, in fine, un caso molto seinplice, quasi banale; il ca6;o di 

un sistema continu0 monodimensionale adagiato su di una litzea prestabilita. 
Un filo, ad esempio, contenuto entro un tubetto di forma assegnata. I l  fi10 
stia in equilibrio sotto l'azione di due forze applicate agli estremi A e B e 
di  una sollecitaaione continua, essendo le forze applicate agli estremi e la 
foraa unitaria P rappresentate da vettori della Ir, costituita da1 fi10 stesso. 
Sta#biliamo le condiaioni di equilibrio in V, ,  scririamo cioè 1' equazione « pura » 

di equilibrio, nella quale non intervengono ignote reanioni vincolari. Se si 
pratica un taglio in u n  punto P, il sistema di forze traducente 1' effetto di una 
parte del fi10 sulla rimanente, si ridiice ad nn'unica forza 1' applicata in P, 
e Y' é un vettore di V , .  Se diciarno s la  luilghezza dell' arc0 AP, Z'= Y1(s). 
Rappresentati allora Y' ed P con i vettori di V,, Ti e F, (insieini tensoridi 
di classe zero), per l'equilibrio di un elemento di fi10 sarà: 

Ma, per xi = s, T, = T, fl, = F, dunque (III) si scrivertt : 

(III') -+F=o, ds 
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(III'), unitamenta alle condizioni ai limiti, che facilmente si  potrebbero scri- 
verr, caritttt~riazii l'eqnilibrio ne1 caso in esame. (III') è ben nota: essa è 
1' equazione K pura » cercatn. 

il. Eqiiilibrio delle verghe. - Incominciamo a considerare un caso che 
non B forse, da1 nostro punto di vista il piii semplice, mit che perb è il più 
abitudinwio: il caso dell'equilibrio di iina verga libera. 

Consideriaino un sistema continuo monodimensionalc imp~rfettamente 
flessibile, che diciamo verga, immerso in  uno s p a ~ i o  euclideo tridimensio- 
nale. La verga è geonietricamente rappresentata da  una Vi, immersa in una 
assegnata V3,  costitnita dall'S, euclicleo. La  verga stia in equilibrio sotto 
l'azione di due sistemi di forer agenti agli estremi A e B e di una solleci- 
tazione contiiiiia. Le forze agenti agli estremi e la forza unitaria P sono 
rappresentate da vettori di S,. Se pratichiamo un taglio in un punto P, perche 
una delle due parti in cui risulta decomposta la verga stia in equilibrio sotto 
l'azione delle forze esterne assegnate, basta aggiungere alle altre forze che 
su di essa agiscono il sistema di forze traducente l'effetto della parte con- 
tigua. Poiché i l  sistema continuo considerato non è perfettamente flessibile, 
tale sistenia non ~i ridurrà, ad un unico vettore T di S, applicato in P (corne 
per i fili perfettainente flessibili) ma bensi ad un sistema di vettori applicati, 
riducibili ad un vettore T, applicato in P, ed una coppia di momento ï. 

è un vettore di S, e F B un vettore rappresentante i l  momento di un si- 
stema di  vettori di 8,. Se diciamo s la  lunghezza dell'arco A P  di verga 
r> = T(s) e r =I'(s). Considerato allora un tratto ds di verga, delimitato dai 
punti P e P+ dP, per l'equilibrio di questo sarà :  

Le (48) sono le ben note equazioni indefinite di equilibrio di una verga ('). 
Agli estrerni T e i' ubbidiscono alle equaeioni ai limiti, che facilmente po- 
trebbero scriversi. 

Rappreseiitiamo T con 1' insieme tensoriale di  classe due TF E (T ,  , A, p), 
F con 1' insieme tensoriale di  classe due 1'; G (i',, a ,  p), P con 1' insieme tenso- 
riale di classe due P;r (P,, y, Si). Da (48)) si h a :  

Annali di ~Motematica, Serie  l Y ,  l'onio Xi. 
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ossia, per (42), (42"), esplicando, 

Ti11 - Ab,, - yc,, +Fi\Iq = 0, rtp - ab,' - Pcli = O, 
d h  dz - 

+ T i 4 ,  - PS, + ip\iax = 0, a + W, - S6,  - P V ~ , ,  = 0, 

d~ dB ,- 
- t Tic,, - l e ,  + +\iG -0, - +rici, - a € ,  + h L  a, ,  =O.  dx ' dx 1 

Ponendo dzi = ds, e scegliendo, per semplicità (come 15 tradizionale) N =  n, 
B = b ,  sarà Fi=Ft, I',==rt, T , = T t ,  c p = F * ? ,  +.=Pb,  h=T, , ,  p = T , ,  
a = I',, , /3 = r,. Poiché, per quanto dicemino a l  5 9, b , ,  risulta eguale alla fles- 

1 1 LC 

sione -, c, ,  =O, - 6 ,  = E~ = alla torsione ;, dalle (IV') scenderanno senz'altro 
P 

le note equazioni (1): 

Da (IV') O ( I V ) ,  per l? = O ,  si deduce che T;; B un vettore di  Vi e si otten- 
gono le equazioni (Yf) relative al fi10 flessibile. 

Consideriamo ora il caso di una Verga adagiata su superficie prestabilita, 
costituente un sistema continu0 monodimensionale adagiato su di iina asse. 
gnata V2. La verga considerata stia in equilibrio sotto 17azione di forze agenti 
agli estremi A e B e di  una sollecitazione continua. Le forze agenti agli 
estremi e la forza unitaria F siano rappresentate da vettori di V2 (P). Stabi- 
liamo le  condizioni di equilibrio in V 2 ,  scriviamo ci06 le equazioni « pure » 

di  equilibrio, nelle quali non intervengono ignote reazioni vincolari. Se pra- 
tichiamo un taglio in u n  punto Pl perché una delle due parti in cui risulta 
decomposta la  verga stia in equilibrio sotto l'azione delle forze esterne asse- 
gnate, basta aggiungere alle altre forze che su di essa agiscono il sistema 
di forze traducente l'effetto della parte contigua. Tale sistema si riduce ad 
un vettore T di V,  applicato in P e ad una coppia formata d a  vettori di V, 
applicati in punti infinitamente vicini a P, i l  cui moment0 è caratterizzato 
da uno scalare r fiinzione di P. Se diciamo s la lunghezza dell'arco AP, 
11= T(s) e J'=F(s). Rappresentando allora T con l'insieme tensoriale di 

(i) !P. LEVI-CIVITA e U. AMALDI, loco citato, p. 627. 
( 2 )  C f r .  la seconda nota di 8 10. 
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classe uno T, r (T, ,  A), P con l' insieme tensoriale di classe uno B', = (Fi, cp), 

le eqiiazioni indefinite di equilibrio si scriveranno cos1 : 

ossia, per (19), 

(V') 

1 AIIR, per ri = s, Fi = F,, cp = FN, Ti = T t ,  A = TN. Se - indica la  curvatura 
R 

normale su & della linea costituente la verga, le (Y') si scriveranno cosi : 

1 1 
In  particolare, se 5 B un piano, coincide con la c~irvatura - e N coincide 

P 
con pz: le equazioni intrinseche di equilibrio di  iina verga piana si scrive- 
ranno cos1 : 

Osserviamo, in fine, che la trattazione del caso ancor più semplice in  
cui il sistema continuo monodimensionale si  adagi su di u n a  linea, costi- 
tnente una Ir, prefissata e sia soggetto a forze esterne ed interne apparte- 
nenti alla V,, non dipende dall'essere il sistema stesso flessibile O no, ed è 

gih stato trattato al 8 10. 

Vediamo ora coine, mediante insiemi tensoriali formati con tonsori d i  
una V2 costit'uita da  un sistema continuo bidimensionale, si possnno scrivere 
le eqnazioni indefinite intrinseche di equilibrio di una membrana flessibile 
e di una lastra non perfettainente flessibile, sia ne1 caso che questi sistemi 
siano liberi, oppure adagiati su di una superficie prefissata. 

12. Eqiiilibrio delle membrane flessibili. -- Consideriamo un sistema con- 
tinuo bidimensionale perfettainente flessibile, che diciaino meinbrana, immerso 
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in uno spazio euclideo tridimensionale, ciob, corne si dice in meccanica clas- 
sica, un sistema continuo bidimensionale libero. Ge~met~ricamente la mem- 
brana B Srappresentata da una superficie 5, cioè da una li, di assegnata 
metrica 

(49) ds2 = aindxadxk (i, k = 1, 2)' 

immersa in una assegnata V3 : la. T8 costituita dal17S, euclideo. La membrana 
considerata stia in equilibrio sotto l'azione di forze applicate al coiitorno e 
di una assegnata sollecitazione continua, essendo le forze applicate al con. 
torno e la foraa unitaria 3' rappresentate da vettori di 8,. Prntiehiamo .un 
taglio secondo una linea di a :  perchE una delle due parti in cui risulta 
decomposta la membrana stia in equilibrio, bisogna aggiungere alle altre 
forze che su di essa agiscono il sistema, di forae traducente l'azioiie della 
parte contigus, sulla parte considerata. 'Tale sistema .di forze 6 costituito dal- 
l'insieme delle forze che agiscono su ogni elemento del taglio praticato. Su 
ogni elemento ds di taglio tale sistema si riduce ad un'unica forza applicata 
ad un punto qualunque di ds. Con cib si sfrutta appunto l'ipotesi della per- 
fetta flessibilità della inernbrana. Diciamo allorn P 1701nografia degli sfomi: 
se n è il versore di V, normale all'elemento ds, Sn sarA la forza per unith 
di lunghezza algente in  un punto dell' elemento ds di taglio. Manifestamente P & 

un'omografia che opera su vettori di Ir,, generando, a priori, vettori di 8,: 
essa sarà individuata da1 seguente insieme tensoriale misto di prima classe: 

essendo 

Fer l'equilibrio di un generico elemento superficiale sar8 : 

La seconda delle (51) pub scindersi, per (34) e (50) nelle due : 

Dalla seconda delle (52)  sceude che 

(53) Ai = 0, 

ossia scende che Ti, coincide con un tensore doppio @i, di V 2 .  Dalla prima 
di (52) mende che il tensore degli sforzi è siinmetrico: 
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Avendo dunque cosi specificata la natura di Tir, le equazioni indefinite di 
equilibrio di una membrana libera si scriveranno semplicemente cosi : 

Se dunque F ,  = (F,, y), ricordando (217, dn (VI) si trae:  

(VI') sono le eyiiazioni intrinseche di equilibrio di  una membrana libera (i). 

Ad esse bisogna aggiungere le condizioni al contorno, che facilmente si po- 
trebbero scrivere. 

Consideriamo ora un caso più semplice di quello poc' anzi trattato: quello 
di iina membrana tesa su sqerficie prestabilita. Osserviamo clie il caso in  
esaine coincide con quello dell' equilibrio di un sistema continuo bidimensio- 
nalc su superficie, costitiiente iina Ir, prestabilita. Detto Ti, i l  tensore di  V,  
clle rappresenta gli sforzi, cletto Fr il vettore di V2 che rappresenta l a  form uni 
taria, le equnzioni indefiiiite di equilibrio della membrana si scrivono cosi (?) :  

A queste equazioni bisogna aggiiingere, evidentemente, le equazioni al con- 
torno, clie facilmente si potïebbero scrivere. 

13. Equilibrio delle lastre. - Consideriamo un sistema continuo bidimen- 
sionale non perfettamente flessibile, che diremo lastra, immersa in lino spasio 
euclicleo tridimensionale. Consideriamo cioé una lastra libera. La lastra è geome- 
tricamente rappresentata da uiia superficie o, costituente una Ir, immersa in 
una assegnata V 3 ,  costituita dall' S, euclideo. La  lastra stia in  equilibrio sotto 
1' azione di  forze ageuti al con torn~  e di una sollecita.zione continua. Le forze 

( 4 )  S i  noti che, mentre le prime (VI') fanno intervenire soltanto elementi metrici, 1'111- 
tima. fa. intervenire la seconda forma (13). Cià Pu da me già constatnto in un caso particnlnre 
(Sui  vpli elastici, = Annali di Matematica p, serie IV.  torno V,  5 3. Cfr. anche B. CAJ,I)ONAZZO, 
Sul la  meccanica della superficie, u Monitore Tecnico D, nn. 1 e 2, 1920). 

( 2 )  B. FINZI, Meccanicn. dei sistemi contintci mon euclidei. Rciid. 1st. linnibardo », 

1-01. L S I I ,  1919, p. 859. 
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243 B. FINZI : Equazioni intrilzseche della meccarzica dei sistemi corztinui 

agenti a l  contorno e la forza unitaria E' sono rappresentate da  vettori di 8,. 
Pratichiamo un taglio secondo una linea di o :  perche una delle due parti in 
cui risulta decomposta la lastra stia in  equilibrio, basta aggiungere alle altre 
forze su di essa agenti il sistema di forze tradiicenti l'effetto della parte con- 
tiyua sulla parte considerata. Tale sistema di forzc & costitnito dall'insieine 
delle forze clie agiscono su ogiii elemento del taglio praticato. S u  ogni ele- 
inento ds di taglio tale sisteina si ridiirrA ad iin'unica forza applicata ad un 
pnnto qualunqiie di ds e ad una coppia. A differenza di quanto avviene per 
iina meinbrana perfettamente flessibile, gli sforzi specifici che si csercitano 
su di un generico elemsnto lineare di  o non saranno rnppresentati soltanto 
da un insieme tensoriale misto di prima classe Ti?, ma da un insieme tenso- 
riale misto di prima classe Ti,, che rappresenta i risiiltanti degli sforzi agenti 
su ogni elemento lineare di a e da un insieme tensoriale misto di prima 
classe Far, che rappresenta i inomenti degli sforzi agenti sn ogni eleinento 
lineare di  o. 

Se diciaino allorn F, 1' insieme tensorialc di priiiia classe clie rappresenta 
il vettore F di S,, per l'eqiiilibrio di un geuerico elemento superficiale scri- 
vereiiio le segneiiti eqiiazioni : 

(VIII)  

(VIII) sono le eqiiazioni indefinite di equilibrio o Lellrz lastra lilsera consideratn. 
Ad esse bisogna aggiungere le eyuazioni al contorno, che facilmente si potreb- 
ber0 scrivere. 

Se PP = (PT, y), TiF = (BiT, Ai), 3 (giv, yi) le (VI111 (per P l ) ,  Pl'), (34)) si 
trnducono nelle seguenti relazioni fra tensori di V, : 

(VIII') 

Se, in particolare, ri, = 0, dalle (VIII') si decluce che Qis - Qsi e che Ai = 0, 
si deduce ci06 che Tir coincide con un tensore O,,. di V 2 .  Le (VIII'), ne1 caso 
in esarne, si riducono alle (VI') relative ad una inembrana flessibile. 

Se ora si vuole che Ti, e Fi, possano interpretarsi conie sforzi e momenti 
di sforzi di un sistema continuo tridiinensionale nppartenente a S:, , tendente 
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al limite in a, bastii specificare la natura di Ti:, e ri:,, ritenendo : 

(56) cp. - Q . .  
z j  - . J i . ,  

(57 E 0 essendo pst =pt, ('). 
Da (57) scende 

(57') gt i  = E ~ ~ P , ~ ,  y i  = O. 
Dalle prime (57') scende : 

(58) si = -ai. 
In virtù delle (56) e (57'1, le ultime due (VIII') si riducono alle segnenti : 

Si noti che ne1 caso considerato gli sforzi e i loro momenti sono caratte- 
rizzati da 10 scalari, che si riducono a 8 tenendo conto di (56) e (58). Fra 
que& 8 quantità hanno luogo le relaaioni date dalle prime due (VIII') e 
dalle (59). 

Consideriamo il  caso particolare, notevole, in cui la lastra è piana. I n  
ta1 caso b,, = O, e le prime due (VIII'] e le (59) si riducono alle 5 relazioni 
seguenti : 

aiJi + F". = 0, 

(60) XJi  4- ip = O, 
gi,li - €Ji = 0. 

Ad esempio, se diciamo z e y le coordinate cartesiane di un punto della 
lastra piana, le (60) si scrivono cosi: 

Queste cinque equa~ioni,  relative all'equilibrio della lastra piana, fra le 8 quan- 

tita @xx, @,,, a,,= @,,, A,, A,, g r x = - g v y >  gzy, g,,, non sono altro 
che le equasioni ottenute da CLEBSCH (7. 

(i) Questa specificasione è nianifestamente inutile ne1 caso delle membrane flessibili. 
perchè essa è automaticamente voiificata. 

(e) A. CLERRCH, Theorie der Elastizitat fester Korper, 8 69, Leipzig, 1862. Cfr. anche 
Handbuch der Physilcalischelz up~d 9ech.nischen Mechanilc, Band. III (J. W. GECKELER), p. 150, 
Leipzig, 1927. 
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Rimane ora da trattare il caso di un sistrma continuo bidiniensionale 
adagiato S Z L  superficie pefisscitn ; ma esso coincide con il problema giA trat. 
tato al 3 12 e risolto dalle (VII). 

14. Equilibrio dei sistemi continui tridiiriensionali. - Per mamire il 
nostro studio, nell'ambito della meccanica classica, diciaino clell'equilibrio di 
un sistema continuo tridimensionale appiirtcnente all'S, euclideo. La, forza 
unitaria, che individua la sollecitazione continua esterna, e gli sforzi che si 
esercitano in seno al sistema continuo, sono caratterizsati, rispettivamente, 
da un vettore, F,, e da un tcnsore doppio, Ti,., delllS, stesso. I l  s i s t~ ina  con- 
tinuo considerato si comporta dunque corne un sisteina flessil)ilc, e la sua 
equazione tensoriale indefinita di equilibrio 8i sciiverh cosi: 

È utile porre a raffronto le formule (1), (II), ... , (IX) stabilite nei var1 
casi trattati nei 55 10, 11, 12, 13, 14, per constatarne le analogie e le diffe- 
renne, dipendenti da1 numero di dimensioni delle varieth rappresentanti i 
var1 sistemi continui considerati, e da1 numero di  dimensioni delle varietà a 

cui appartengono i vettori ed i tensori che caratterizzano le sollecitazioni 
meccaniche che si esercitano in seno ai sistemi continui stessi. 

Cosi (III), (VII), (IX) sono identiche, salvo che (III) si riferisce acl un 
sistenla continuo monodimensionale, (VII) ad un sistema continuo bidimen- 
sionale, (IX) ad un sistema continuo tridimensionale. I n  tntti tre i casi si 
considera l'equilibrio di un sistema ad n dimensioni in uno spazio pure 
ad gz dimensioni. Analogamente sono simili (II) e (VI), (V) e (YIII). 

Cos1 (1), (II), (III) sono identiche, salvo che gli insiemi tensoriali che 
compaiono in (1) sono di classe due, quelli che compaiono in (II) di classe 
uno, quelli che compaiono in  (III) di classe zero. I n  tutti e tre i casi si 
considera l'equilibrio di uno stesso sistema continuo in uno spazio, m a  
prinia volta a tre, una seconda a due, una terza ad una dimensione. Analo- 
vamente sono identiche (IV) e (V), salvo che gli insiemi tensoriali che com- b 

, 

( 4 )  I n  nieccanica, ne1 caso d i  lin corpo continiio tridiniensionnlc, ù trnclizioiir assuinore 
oenie tensore degli sfomi non proprio Ti,, ma il siio opposto -Ti,. 
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paiono in ( I V )  sono di classe due, mentre quelli che coinpaiono in (V) sono 
di classe uno. Sono pure identiclie (VI) e (VII), salvo che gli insiemi tenso- 
riali che cornpaiono in (VI) sono di classe uno, inentre quelli che compaiono 
in (VII) sono di classe zero. 

Si osstvvi, in fine, che le prime equaaioni di (IV), (TT), (VIII) coincidono 
rispettivamente con (1), (II), (VI). 

15. Dinamica dei sisteiiii continui. - È facile passare da1 problema del- 
1' equilibrio a quel10 del inovimento dei sisteini continui considerati nei para- 
grafi precedenti. Basta all'uopo sostituire nelle formule stabilite alla forza 
unitaria F, clle caratterizza la sollecitazione esterna continua, la  differenza 
fra questa forza ed il prodotto della densità per 17accelera5ione (6, a essendo 
un vettore della stessa specie di F. Alle eyuasioni cos1 ottenute bisogna perb 
aggiungere 17 equazione che traduce il principio di conservazione della massa, 
equazione che fncilmente si pub scrivere. 

16. Estensioni. - Coine si sono stabilite nei paragrafi precedenti le equa- 
aioni della ineccanica dei fili e delle verghe in una Vi, in  una V2, in Sa, e 
le equazioni delle membrane e delle lastre in una V, ed in S,, si  potrebbero, 
sema difficoltà, con l7 algoritmo degli insiemi tensoriali, trattare le medesime 
questioni in una Vm qualsivoglia. Ad esempio, si potrebbe svolgere la mecca- 
nica dei fili, delle verghe, delle membrane, delle lastre in una V3 non euclidea; 
questione questa che pub avere interesse in meccanica relativistica. Cosi pure 
si potrebbero stabilire le equazioni della meccanica di  un corpo continu0 
tridimensionale, flessibile O no, in una varietà assegnata avente un numero 
di dimensioni non minore di tre. 

dnnali d i  Matematica, Serie I F ,  Tomo SI. 
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Sur 1' éqlmtion algébrique (lu ciiiqiiiènie degré. 

par K. ROHLIN (de Stockholm). . 
..... ~ . . 

L' exposé des recherches sur 1' 8quation du cinquième degre, donnees 
succinctement dans les pages suivantes, a pour but, en compl8tant sur 
divers points les mémoires antdrieurs ('1, d' en assembler et assurer les points 
principaux, mais aussi d'ajouter aux recherches anterieures de nouvelles, 
auxquelles nous sommes récemment conduits à insister. Les recherches nou- 
velles dont il s'agit se trouvent dans la seconde et la troisième partie de 
cet expose. 

Rappelons que le point de depart a été l'équation normale du cinquibme 
degr6, nommee de f m e  libre, à savoir 

contenant le seul paramètre u. Les equations algébriq~ies de forme libre 
fournissent. dans les cas considér6s du 3 i * ~ e ,  du 4i"e et du 5'""" degril, des 

simplifications coiisid6rables, soit pour les expressions des racines, soit par 
beaucoup dtl relations qui s' rapportent. Pour prendre un exemple, 1' équation ( 1  ) 
condnit faeileineiit aiin partivularit& de l'équation de cinquiéuie degr@. 

En mt~ttaut 
1 

( a )  y = -  U O 

1'Pqnaîion (1) se transforme en 

( 0  1) Sur  ttwe 4qirr1fioic n lgéb~iq i te  reiriccrcpnblr se fro1ivu4it erc rappor t  26 l a  nz4ca+rique 
r d e s f ~ .  .Istvon. iaktt .  0th zcnclers. ( -  Aiinal~s  >), Stot-khrilnis Observatorinni, Band 8, Nr. 7. 
1907 ; 1 1 ) Arr les dece1op~mnent.s n14folog~es  r l p  ln Y C L C ~ W P  d 'une  Pquution 11% cinquième cky9.6 
ic l ' k i f i l ~ i .  e Arkiv f .  Nathe~iiatik. hstiononii o. Physik. \rc.tei~skal,sakad<iniien r ,  Stockholiii. 
I h t l  12. S r ,  1, 1917; 111) Svw I ' équ~~f iow  algébriqtte d u  ciuquième degre, « Arkir f. Mathe- 
matik, Astroiiomi o. Phynik, ITetcnnkapsakacleiuicn ,, Stockholin, Band 16, Kr. 4, 1921: 
IV)  Sur l'dquation alyébviyus d u  ciuquième degré, K Arkiv f .  Mathematik, Astronomi u. 

C 
P h p i k .  Vetenskapsakadernieii , Stockholni, Band 23 A. Kr. 9, 193'2, 
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points où les racines sont respectivement (') 

-q = - 3'1.; -q - 34/5, 
En posant RU contraire 

(b) 
1 

rl=+zz'  

on aura de mème 
1 -  

%5 - - 2 3 z i t 2 3  
avec les racines -- 

7 =(-2ti\23)B3, 
Nettant encore 

on trouve 

Pour 

(d) 
on aura 

et pour 

(4 

de manibïe que, dans ces deux derniers cas, I'oquatiou du cinquiéme degr6 
se trouve réduite à, une éqiiation du quatriéme degr@. 

Nous avons déjà remarqub (III, page 21) que l'équation (1) n des racines 
égales pour 

(f 
1 

u , = 7 + 4 2 ~ Y  

= - ( I + i \ 2 p  
les racines Gtant données par 

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



Nais il faut ajouter qn' on a des racines égales, 

'i - 33 5 

aussi pour 
1 kl --- 
u5 - 81. 

Mais, ce point étant lui-meme double, le point (g), doit, cle maniére usuelle, ètre 
considéré comme régulier. Il n'y a donc pas d'autres points doubles que (f) .  

1. Sur les expressions des racines de l'équation d u  cinquième 
degré en forme de séries autologues. 

Rappelons que, par un procédt5 facile, on  peut reduire les equtttions 
alg6briqiies Iit ce qu'on a appel6 la fol-me libre, fournissaiit des expressions 
siinplifiées des racines. Si aux Bquations réduites du troisième, du quatrième 
et du  cinquieme degr6, savoir 

G" 385 = 2~ 
(2 )  z4 + 482 = 35: 

z5 + 388 = 45: 

on applique les fonctions restreimtes w, définies par 

et que de plus on fait les substiti~t~ions 

on obtient la forj j le 1iOr.e des équations, s a ~ o i r  
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250 K. BOHLIN : Suv 1' équrction nlgébriqm~e du ein p i t h e  degré 

Mais on peut mCme simplifier ces equations. en inettant ' 

substitution bonduisant a u s  formes suivantes: 

Pour ces équations on trouve respectivement les r&olvantes: 

assujetties aux Bqnations de degré inferieur suivantes 

Les Bquations (7), encore de forme libre, donnent des expressions siinplifiees 
des racines. Ainsi, par exemple, 176quation di1 troisième degr6 (7) posséde 
bien la racine riitionelle 

1 YI=--1. 
U 

L76quation du quatriéme degr6 se résoiit en les deux équations suivantes di1 

second degr6 : 
1 
- - 
uP -- 

2 -1 YYj -t q' 

dont la première a les racinvs 

isolees des racines de la seconde des équations. 
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K. BOHLIX : Stw l'équation algébrique d u  cinqzciènte degvé 20 1 

Posant, dails 1i.s divers I'RS,  

p - ,)Ji1 3 
1 - 

pi = uix 
pi = vi3 " 

on obtient, pour l't5qiiation du troisibme degré. 

y = - 1  Y,,  

et pour celle du quatrième degr6 

= - 1 +y, -4- y, 
y = - - 1  - p , p 2  
y = +  1 - p ,  + p z  
7 = + 1 +pi-pz.  

Afin de juger i de la  forme 4 3 ~ 3  racines pour 1' équation du cinquiènie degr@, 
on peut consid6rer celle de 176quation du troisième degr6 sous ilne forme 
un peu variée. Si, clans ce cas, on pose, d'aprbs (8) 

des considt~ratioris analytiques simples condiiisent à supposer la forme suivante: 

7j = C G  -1- 61) 

de la racine de 1'6qiiatiori du troisième degri. 

Écrirons, pour garder 1' analogie avec 1' Bquation du cinquième degr@, 

P = ~ ( 1 0 )  

et considérons la valeur de u, pour laquelle la racine s'évanouit, savoir 

Soit de plus p(10) la valeur que prend p(l0) pour cette valeur sp6ciale de 71,. 

On trouve 
- 

p(10) = - 1. 

Si maintenant on met la racine sous la  forme 

il s' ensuit qu' il faut avoir 
A,, =. - 1 
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232 K. BOHLIN : S m  I' éqzncction algP'bt-ique dzd ciul.yuièrrbe degré 

afin que >i = O  pour i3 = 1. O n  aura en effet de cette iiianiPre 

- expression qui fut nommée autoloyue, par la raison que le denominateur 

i ( l 0 )  est déterminé par le numerateur mème, pris pour la valeur speciale 
de u, pour laquelle la fonction 7 s76vanouit. 

Pour raccourcir, on peut de plus écrire 

de manière que l'expression de 17 soit 

1 
Consid6rons encore, pour la dt5terinination de la constante K, le point = 0, 

pour lequel on a p(10) =O.  Puisque, en ce point, on a 17 = - 1, il s'ensuit 
K = - 1, l'expression de la racine clevemint ainsi 

Équation de cinpièwe degré. Je vais indiquer succinctement les rksultats 
obtenus, en cherchant de représenter la racine de 1'6qiiation du cinquihme 
degré par lin procéd6 analogue b celui qui a conduit B l'expression simple (9)' 
pour le  cas de l'équation du troisihme degr& 

Remarquoas, tout d'abord, que les expressions nutologues dans le cas de 
l'équation du cinquibme degr6 ne peuvent pas citre finies. Elles vont se 
donner en forme de séries autologues. En general le nombre de termes 
qu'on doit envisager est assez grand, et il faut compter sur des systémes de 
formules étendlis. I l  n 'y  aura pas lieu de les compiler ici dans toute 1' étendue 
nécessaire pour les calculs numériques. Pour ceux qui voudraient s' en informer 
de,plus prhs, i l  suffira de renvoyer au premier mémoire (1) cite au com- 
mencement de cet expose. Nkanmoin~ i l  conviendra d'esquisser succinctement 
le procede et les r6sultats obtenus. 

Ayant formé lcs racines v, de la resolvantr (8) 

on aura à calculer les fonctions correspondentes 

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



npr& quoi il faut  proceder à. former les fonctions symétriques suivantes, 

~ ( 0 0 )  = C; 

PP) =  PI 4 P, + P S I  

p(20) i pp +- pi) 

1411) = %v, 1 P,P, +-Y#,) 
p(30) = B(pf 1-pi + p i )  
p(B1) =&y, +p;p:,  1-p;p, 

+- P:P, +p;p, + P;P~ 
. . . . . . . . . . . . . . . . . .  

pour en former les d6veloppemeiits de la racine. On obtient de plus, pour 

' = 27, point où 17 on a 7 = O, les di'iioininôteurs correspondant à ( l B ) ,  savoir 
- 

( 1 2 ~ )  /$N) = 6 ~ ( 2 0 )  = - 2 p(30) = - 2  
. . . . . . . .  p(10)=-2 p( l l )=+2 

Par  arialogie avec le cas de l'dquation d a  troisième de@, où l 'on a 

1'1 
? = K I   GU) ( et K=-2 1 

il faut, pour l'bquation du cinquième degrtr, admettre 

ou bien, avec une notation raccourcie, 

(13) 
3'15 K= - 
3 

et un développement de la forme 

' I=K 

Annali d i  Matemcctrca, Serie IT. l u r n o  XI. 

Po 
- P, * 
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2.54 K. BORLIN: S w  E'éqrcalion. algébrique d u  
-- 

o ù  les quantites Pm sont des expressions formees sur les Bl6ments 

_ Ptmmni p(n, R I  - 
P I l ,  - n, 

et où, de plus, on a. 

quantite dont la convergence de la serie va principalrinent dependrr. 
Pour raccourcir 1' Bcritiire, noLw introcliiisons encorc des co~vqlexes  pnrfcrifes, 

savoir 

(1'3 PO) = Po ; P,,) = -t- E: ; P(,, = -i- P, 
- Pt - p3 - p5 
- t. P, -t- p4 -+ P6 

- p, - p5 - P, 
et des d ~ v t  i-complex~s, 

1 1 6 ~ )  P(")* = + Po 
- P ,  . 

Knr expresnioii telle que (14) s'&rit alors, par exemple, 

Il faut cependant considerer en particulier les signes des quantités 

Sllpposons que le nombre entier Ic0 se rapporte à p,, et que les nombres 
entiers k et - k se rapportent à p, et p,, qui peuvent ètre conjugu6es. En 
r6sum6 et pour les applications num6riques sur l7 axe r6el des u5, on aura 
à déterminer Ic, de inaniére que l'on ait 

d'oh par exemple Ic, = + à pour u5 == n6gative et k ,  = O pour u5 = positive. 
D'un aiitre côt6, nous aiirons les trois cas possiblw 

sur des parties clifferentes de l'axe r6el. 
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K. BOHLIN : SZW l 'dyuatiom ctlgdbriyl.te dzc cinyuième degré 255 

Venons, riprbs cette digression, & l'expos6 des d6veloppements que nous 
indiquerons par R ;  A ;  J; obtenus par des ealcnls effectues pour les points 

arbitrairein~nt choisis. Chacun de ces d6veloppements est formé des quantites 

definies plus haut. Ces quantitds s16vanouissent pour 

conform6ment & la condition que 
q=:o 

dans ce point. 
En vffet, comme on doit mettre 

Po = P(W 
P, = ~ ( 1 0 )  
P, = p(20) -t- p(l1) 

(20) P, = p(30) i p(21) 
P, =p(40) +p(31) I ~ ( 2 2 1  
P, = p(5O) t p ( 4 1 )  i- p(32) 
. . . . . . . . .  S . . . . . .  

et puisque, en gén6ral 
P(rn.n)= 1 

toutes les diff6rences) romnie Po - P, : P, - P , .  P, P,, ... ~'Bvanouissent 
dans ce point. Ainsi les quantit6s P,,,,": P,,,; s'6vanouissent encore. seloii 

1 
( le) ,  dans le point 7 = 27, rentre des dPveloppeinmte. 

?&,' 

1,t.s divers d6veloppriiients sont formes en faisant arranger de manières 
diverses l rs  exprc~~sions teiles qlil1 (17) et notamment en y assignant aux 
termes successifs des suitee de signes convenables en chaque cas. Il va 
sans dire qu' i l  y aura d'abord qwlqur indBcision à cet Bgard. surtout comme 
il s'est trouve plils tard, que les valeurs choisies de 

soient en une certaine mesure des valeurs speciales par rapport h notre 
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éy~iat~ion, admettant t3ii effet parfois de certaines ident i te~ parmi les dif- 
ft31.ents d6veloppeinents autolognes. C'est ce qui a port6, de temps à autre, 
Ci diverses hypothèses siir I'arrang~rnent des sigrles des termes des déve- 
lopperiir~iits. 

Voici inainteniirit les divers c16veloppements, q u i  se tronvent d6termines. 
1. Développement E. (B'onctiml e r t e m c )  

k ,=  + 2; k = +  1. 
E'léw en ts, 

Sui tes  de siygaes, 

i- -t , i- i- 1 

- - 4 

+ -1- +- + ' et ainsi de suite. 
- - 
-1- + + + ! 

-1- l 

En d6veloppant les d6nominateiirs, on aura le d6veloppeinent pximairo auto- 
1 

logue, dont l'expression (22) provient. Ponr us = -t 14 cela donne (avec une 

extrapolation de E, qui n'est pas exempte d'incertitude) 

ï1 = + 0.8267 ; valeiir vraie = -i- 0.8255. 

Désormais la repartition de signes suivante esi; altrimativeiiient supposee. 
en modification de (III, (23)] 
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K .  BOHLIN: Sw l'équatiorz nlgébriyzce dz.t cinquibnbe d e p é  257 

La formule, actuellement employee pour le calcul, était 

.... (23) ;= Eo pm'(E0 + E , )  p""'"(E0 t Ei i E,] -p" ' i5 (Eo+ El t- E,+ E,) i- 

donnant, avec quelque incertitude, due à l'extrapolation de E,? 

3 - i- 0.8171 valeur vraie = 0.8255. K -  

Ni l'accord ni  la  forme mème du developpement (23) ne paraissent cependant 
autoriser la formule (231, quoique il s' agisse evidemmrnt d' un accord approché. 

2. Développeiiient A. (Fonction alterne) 

k 0 = + 2 ;  Æ=0. 
Êié~rzents. 

A , =  +P,,," +pV'P,, ,  + p " ' T P  +p"'3P,,, +p"'T,,; ,  
+ P(,) 

(241 Ai = + P(, ,,* +p"'P(, -+ P""P(,~)  + P' ' '~P( ,~ )  -4 P ' ' ' ' ~ ( { ~ )  

4- P(i8) . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .  
Signes, 

+ + t -  + S.. 

Représentation de la racine, 

1 Le calcul, effectué pour U5 = -1- 7 a donné 

X = i- 1.753454; valeur vraie + 1.753453. 

3. 1)évelopprment J .  (Fonction interne) 
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Suite de signes, 
J O  J i  J? J3 

+ t 

h cette suite de signes, originalement supposée, correspond la representation 
de 1% racine, suivante 

1 
donnant pour = - 7 

3 - + 3.6481 valeur vraie + 3.6479. K- 

L'accord &nt ainsi satisfaisant, il falit pourtant remarquer que les denomi- 
iiateurs 1 -pu" indispensables en effet pour 1' accord, ne sont pas d' autre 
cote appuyes par une d6diiction analytique ou par sommation directe. Par 
les circonstances empressees de la recherche originale, l n  representation (23), 
qui paraissait bien unique, fut adopt6e. 

Plus tard j 'ai et6 condnit R la representation suivante, plus convenable, 

(29) JO = + P(,,* + pu' P,,, - t- p"" 

P(,  2)  

P@) + pt113 Pt4) + pltr4 

. . . . . . . . . . . . . , . . . . . . .  
Suite de sigues, 

J O  J,  

-t + 
-+ - 

t f -  

-1- - 

+ + 
Représentation de la racine, 

où il n'y a plus de dbnoiiiinateurs 1 - p"':'. 
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1 
Le calcul, effectud pour u" = - 7 a donne 

7 = -+ 3.6474 ; valeur vraie = 3.6479. 

Je  suis persnade encore qu' il n 'y,  a pas de d6veloppement E, fondé 
sur les éléinents (291, qui vienne contenir, dans la premibre colonne, la 
complexe P,,,, et qui admette la suite de signes 

le r6sultat devenant dans ce cas 

+ 0.7381 devant ètre + 0.8255. 

Il ne reste ainsi qu ' à  adopter pour E la formule primordiale (22). 
On peut de mème se convaincre que le développement A avec les 

el6ments I (29) n'est pas non plus possible. Il ressortit en  effet, par l 'ar- 
rangement de  signes convenable choisi dans ce cas, a u  lieu de la  valeur 
-1- 1.753433 la valeur de + 1.1571 ce qui est, à peu Iprbs, ln valeur de P,,," 

1 
dans le point = + 7 savoir 

-t 1.1577. 

I l  faudra ainsi adopter les d6veloppements suivants 

Pour E 1' expression ( 2 2 )  
» A  >> (25) 
>) J 2 (30)- 

Il faut ajouter les ddveloppements UT-, et ?Y-,, valables dans le voi- 
1 1 sinage de - = + oc; et y = - 00 respectivement, qui pour des valeurs asse5 
a5 w 

1 grandes de l'argument - se prètent à une solution plus aisée des racines 
w5 

1 
que les développements dans lcs environs de l'origine des valeurs de cas 

de E, A, J, consider& ci-haut. Toutefois, comme il n 'y a pas grand chose 
L ajouter k l'expos6 des recherches s 'y rapportant, donnees dans (II), i l  siif- 
fira de citer ici les developpements dont il s'agit. 
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- - 

Déueloppement 9-, , Tc, = rt 2 ; J C . 3  - 1 

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .  
I L 

1 
donnant, pour - = 7' -- 16807 

?A5 

3 - - 9.05687; valeur vraie -. - 9.056871. 
K -  
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1 donnant, pour - = - 16807 
2c5 

a = + 12.223453 ; valeur vraie = +- 13.22546. 

Pour ce qui concernt> les domaines dcs divers ddveloppements trouvt!~, 

on pourra consulter la  figure 1, donnrie en (III, page 19). I l  s'ensuit que, 
des nombres possibles de L (191, le nombre 

seul n'est pas représentt! dans les d6veloppements jusqu'ici considBr&. Par  
cette circonstance il parait probable qu'il doit exister encore un dévelop. 
pemtnt appartenant à notre équation. Un d6veloppeinent nouveau 5) (Fonclion 
,verbale) fut en effet supposé, dans le cours des recherches primaires et fut 
encore, malgr6 des difficiilt6s incontestables, réalise avec les valeurs de 

1 
représentant, avec toute rigueur, la  racine pour le point u, = i 7 comme au 

développement (25). C' est 18 probablement pourtant une identite occasionelle. 
Car d' une part la forme même du développement cité [1, (187)l n'est pas 
asse5 satisfaisante en soi et d 'un  autre coté, d'après ce que nous venons de 
voir ci-dessus, i l  aurait fallu appliquer la valeur de 

k = 1- 2 au lieu de k =I 0 

pour [in tel développement. Comme encore, selon 1' aperçu des domaines divers, 
montrés par la figure 1 (page 19, loco citato) i l  y a 1' apparence que le domaine 

1 
de @J vient tomber tout entier dans la partie imaginaire de où les applica- 

tions nun16riques seront considérablement compliqn+es, le développement dont 
il s' agit reste jusqu'ici inconnu. Les conclusions susdites ne sont pas en outre 
décisives proprement dit, car en échangeant v, et v, ,  on aurait aussi I 
échanger k =: -1-2 et k = 2, et inversement. 

II. Sur l'emploi de l'expression raccourcie. 

De m6me que l'equation du 
la solution simple 

Annali di iMatematica, Serie IV. Tomo XI. 

troisième degrB, sous la forme libre, possède 

3 - l+p ,  K -  

3'4 
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- 

et que des expressions analogues ont lieu pour celle du quatrieme degr6, on 
pourrait supposer, pour l'equation du oinquibme degr6, une solution de la 
forme 

$= 1 +Y, +Pt +P, 

mais pourtant, comme i l  ressort des expressions en forme de series considdr6es 
dans ce qui pr6chde, seulement ù condition qii'on fasse varier les quantit6s 
dont dependent les Bl6ment~ 

Pi7 P,, P, 
d' une maniére convenable. 

Les recherches sur ce sujet, quoique elles n'aboutissent pas à une so- 
lution unique ou finie, comprennent pourtant cluelques r&nltats valables au 
point de vue de la th6orie g6n4ral~.  .Je v a i ~  donner succinctt~ment le procecl6 
s7 y rapportant. 

Rappelons d'abord les  trait^ principaux de la solution. Ayant determiné 
les racines de  lit rPsoIt~cwle 

Comme il  arrive, en general, que deux des racines deviennent imaginaire#, 
on posera 

v, = Po 

v, = p eiR OU bien = peiH+2k~i  

V, = p = pe iR-?k~i 

Les valeurs de p et 0 étant par cela connues, on obtient 

Xettant 

(34) 
d' où il s' ensuit 
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on a les expressions plus siniples 

Pour les s6riew infinics nous avons eniploy6 les valeurs de 

pour les trois domaines principaux considérés. Mais, ail cas pr6sent' où l'on se 
relie A l'expression finie 

il faut varier la valeur de k d'une manihre continue. Afin d'avoir une pro- 
1 1 

gression uniforme de ces valeurs depuis - = - ou B - = + ao nous avons 
u5 u5 
1 

diZ adopter une expression de k, qui pour = 27 donne la valeur de 

qui admet les memes valeurs des diviseurs 

que dans la supposition faite dans la théorie primaire du no 1 de 

C'est pourquoi, dans l'expressioit (34)) nous avons ajout6 au niiin6rateur le 
terme de 360°. 11 convient de partager la formule (34a) en les deux snivaiitex 

Pour avoir. d'iiii autre coté. In valeur de 8, devant ètre employée, il faut 
recourir à la forniide suppos6e de 
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Il s'agit d'abord de calculer la valeur de $, par des approximations suc. 

1 cessives pour les valeurs de 21:, qu'on choisit pour la recherche. Cela fait, 

coinme p , ,  p, ,  p,  se calculent bien d7aprés les formules (33), on aura aussi, 
d'aprés les deux dernières des formules (35) 

On obtient de cette manières les valeurs de k pour les arguments choisis 

- l - 0, 4- 7, + 14 ... , qu'il faut discuter en vue d'obtenir quelque represen- 
u5 - . . 

tation convenable de la fonction k. 
Cependa.nt il va se trouver des valeurs de 9 purement imaginaires, pour 

1 
les valeurs néga€ives de US. Dana ce cas, il faudra remplacer 8, par i+, ce 

qui donne 

et ainsi 
2 cos 9 = e* + e-S 

où il faut employer la valeur de 216O exprimee en unites du rayon. Dans ces 
circonstances, pour avoir un procede gdneral, nous allons considérer la fonction 

d' ou s' obtient toujours la valeur de k,, puisque la quantite ic, est donnee au 
moyen de (36) en fonction de O .  On a en effet 

En considerant les arguments particuliers 

auxquels correspondent : 

:3t, = 360° 3 b  = 3600 30 = 270° 30 - 180° 
et 

1 f = O  f - 0  f--- 4 f = - -  
3 

\ 

on est conduit b supposer, pour la representation de la fonction f, une forme 
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telle que 

(41 
- 1 + cos 39 cos 3'i 

f o o  = 'j 

Néannioins il s'ensuit des differences assez grandes entre ces valeurs et celles 
des valeurs vraies de  f ,  .X savoir les f - f,, du tableau ci-joint, 

I l  faut pour cela tenir compte de ln fonction 

On peut representer les differences h,  d'une maniere assez approchee par la 
fonction 

1 h = - - sin 60 
6 

admettant les residue donnés ci-après 

h = - O.04lO3l- 0.121403 - 0.151491 0.000000 + 0.052961 + 0.087297. 

Résidus = - 0.000349~+~0.016921+ 0.023126 0.000000 - 0.006090 0.007201. 

Ces residus, Atant, en gbnbral, peu considerables, on pourrait employer la 
formule 

(43 ) h = a sin 68 

pour le calcul des valeurs approchées de la racine de 1' equation du  c i n q u i h e  
degre. Il ressort en effet de la synopse donnee plus loin, que la  valeur du 
coëfficient a reste A peu prPs constante, excepte pour les valeurs de  l 'ar- 

1 1 
hument - an voisinage irnmediat de = O  ainsi que pour un domaine de 

2 t5  

1 1 l'argument, s76tendant dequis ur, = -t- 27 k - = CG. où lit valeur de a va-t-en 
us 

croissant. 
Remarquons ici encore le fait singulier, que la fonction simple 

1 
s' Avanouit k peu pr&s pour une partie de 1' axe des u,, et de meme pour 
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On a en effet 
1 
u5 

- 1361367 
- 16807 
- 729 
- 8 1 
- 27 
- 9 
- 7 
- 1 
-- O. 1 

O 
4- 3 
+ 5 
+ 6 
+ 7 
+ 8 
t 10.126 

6c3=-90° + 11.19509 
+ 13 
+ 14 
+ 2 1 
+ 27 
+ 04 
4- 8 1 

60 = 750 + 121.51176 
+ 729 . 

+ 16807 

1 A partir de := 27 les valeurs de 2f +p: vont rapidement en croissant. Au 
WJ 

1 
voisinage de - = O  on pourra, avec une approximation trPs consicl&able, 

2 ~ 5  

supposer 

(44) 2 f + - ~ ; = 0  
ou 

(444 2 f - ~ ; = 0  

1 selon qu' on se trouve sur la partie positire ou u é p t i w  de 1' axe drs  uj. C' est 

le  domaine oh la formule (43) ne s'applique pas convenalilemeiit. La for- 
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mule (43) est approximativement valable, à 1' exception de 1' intervalle très 
1 1 

serre au voisinage de - - O  sur l 'axe n6gatif jusqu'à -= - m. Nais, pour 
u5 - u5 

1 1 1' axe positif, depuis - = 27 à - = i- os, ni 1' une ni  1) autre des formules (43) 
u5 .u 5 

1 1 
et (44) n'est applicable, Depuis u3 = 0 à = à7 la formule (44) est bien 

approch6e. 
L1expos6 des valeurs de 2f qzp; montre quelques discontinuit@ notam- 

ment aux valeurs de 
1 -- 1 - -9  et G = + 3 s  

u5 

et il semble ainsi, que les solutions particulibres viennent s'opposer à. la 
marche en gen6ral regulibre des racines, d'autant plus qu'il y a plus de 
cas particuliers. On peut se convaincre que, par rapport à 1'6quation du 
troisibme degré, cette circonstance devient rdduite par elle mème ('). Quant à la 

1 1 
discontinuité visible à 2f -1-p: dans le voisinage des arguments = Ci et , = 7 

il semble hors de doute, que cela tient a u  voisinage de la solntion particulière 
1 - 

ayant lieu dans les points doubles, savoir = 7 + 4i 1 2 .  

Revenons, aprbs cette digression, à l a  formule (43) c. à. cl. 

k = a sin 60 

oh la valeur de a reste à peu près constante, à l'exception de l 'axe positif 
1 1 

depuis a 27 à = + CO. Comme pourtant il y a de  petites variations de a 
2C 

1 1 
aussi depuis - = - CU à -= 27, j 'ai procedé à btudier l a  marche d u  coëf- 

u5 u5 

ficient a, consid6r6 comme une fonction de l'argument 0. I l  ressort de cette 
recerche, qu'il niy a pas une expression g6n6rale de la  fonction a. C'est au  

317 1 1 
( l )  En effet, si dans 1' 6quation qs +- - = - - 1 on suppose 7 = - - il s'enauit la 

u u3 u4' 

valeur sp6ciale '- - 2 + \/5, avec la racine particulière q = - [- 2 + ~ 6 1 ' l r ;  de plus 
113 - 

1 - - 
a = - - 1 2 -  \ 5  e t p = ( a -  v 5 ) ' l a .  

u3 

On a par suite l = p '  tandis que la forme gén6rale de la racine est 2 = 1 +p. uon- 
K 

tradiction apparente, réduite cependant par ce que, identiquement, po=p + 1, d'où, en effet, 
- 

p z -  - " = (2 - \i%)l/s o. a. d. le valeur directement é ~ d u 6 e  ci-haut ( c h .  la note page 218). 
2 
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contraire ti ce point de l'analyse que ln subdivision de l'espace de l'argument 
se fait remarquer. Mais, on réussit à supprimer considérableinent les dif- 
férences, en appliquant, selon les cas, des expressions différentes de la 

fonction a, comme il  suit: 

1 1 1. Depuis , = O  $ tt, = 11.19509: cc=a, î a, cos568; a0=O.lS79; logaI=8.%l 
u 

(60 - 90(') 

Je n'insisterai pas ici sur d'antres domaines de la variable indhpendante, 
parccque les trois résultats indiquHs suffisent pour montrer l'existence de 

points de discontinuite sur 1' axe rhel des a ,  qui peuvent correspondre aux li- 

mites des domaines de convergence des d6veloypements génhrauxdu no pr6c6dent. 
En outre, il ne parait pas aussi simple de former de plus des expressions 

des nouveaux coëfficients a,, et ainsi de suite. 
Voici cependant l'exposé raccourci des calculs jusqu'ici accomplis, dans 

1' hypothhst! qui nous occupe. 

1. h = a sin 60; a =a, t a ,  cos5 60; CL, = t0.1379; log a, = 8.561 

h = - 0.04138 - 0.07278 - 0.0890(3- 0.1044 - 0.1171 - 0.1354 - 0.1379 
log sin60 9.3913,, 9.6774,, 9.7806,, 11.8624,, 9.9238,, 9.9924,, 0.0000,, 
log cos6b 9.9864 9.9443 9.9017 9.8338 9.7356 9 . 2 7  - 00 

a = + 0.1681 + 0.1830 + 0.1476 + 0.1434 + 0.1405+ 0.1378t 0.1379 
a - a, = + 0.0302 + 0.0151 + 0.0097 + 0.0035 + 0.0026 - 0.0001 0.0000 

a, cos5 60 = +0.0311 -+ 0.0191 + 0.0117 + 0.0055 -+ 0.0017 0,0000 0.0000 
Résidus. - 0.0009 - 0.0040 - 0.0020 ' 0.0000 + O.OOO9- 0.0001 0.0000 

II. h - a sin 60 ; a = a,  +a, cos"0 ; a,  = t- 0.1379 ; log a, = 8.316 

h - - 0.1379 - 0.1339 - 0.1284 - 0.0607 0.0000 
log sin 60 0.0000, 9.9819,, 9.9585,, 9.5914,, -- CC 

log cos 60 - 9.4518,, 9.6200,, 9.9641,, 0.0000, 
a = + 0.1379 + 0.1396 + 0.1413 + 0.1556 + 0.1586 

a - a, = 0.0000 t 0.0017 t 0.0034 + 0.0177 -t 0.0307 

a ,  cosZ 60 = 0.000(J + 0.0017 + 0.0036 -t 0.0175 t0.0207 

Résidus. 0.0000 0.0000 - 0.0002 +- 0.0002 0.0000. 
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III. h = a sin 60 ; n = a, .-+ a, cos 60 ; a, = - t -  0.2787 ; log a, -= 9.080 

1 -- 
9/45 - +27 + 54 -t 81 i- 121.51176 

O =  750 
h= 0.0000 + 0.1631 -1- 0.8314 = 0.2787 

log sin 66 - 00 9.8850 9.9785 0.0000 
log cos 60 0.0000, 9.8070,, 9,4876,, - 00 

a = + 0.1386 + 0.2125 + 0.2432 + 0.2787 
a - a,  = - 0.1 201 - 0.0662 - 0.0355 0.0000 

a, cos 60 = - 0.1201 - 0.0771 - 0.0370 0.0000 
Résidus. 0.0000 + 0.0109 + 0.0015 0.0000 

IV. h=as in60  

1- 
u5 - -0.1 -1 -7 -9 -27 -81 -.729-16807-1361367 

h = +'0.0020+0.0107+0.0409 t0.0469i-0.0710 +O.O8Ol +O.O604 tO.O277+ 0.0087 
logsin60 7.8037 8.7729 9.4416 9.5021 9.6735 9.7191 9.6095 9.2602 8.6610 
log cos60 0.0000 9.9992 9.9827 9.9769 9.9454 9.9304 9.9607 9.9927 9.9995 

a = + 0.3069 +O.l8OO+O.l479-+0.1475 t O.I506+O.l529+O. 1485 +O.l522+ 0.1894 

1 
- valeur de a sensiblement constante jusqu' au voisinage de = 0. 

Il doit ressortir de cet expose5 que les formules différentes adoptées 
pour la fonction h, suffiront pour le  calcul approche des racines, à deux 
exceptions près: 

1 1. le voisinage immédiat de --O, où pourtant on peut employer les 
î c 5  - 

formules (44) et (444 c. à. d. 

2f +pi=O et 2f -p;=O;  
1 2. la partie de 1' axe positif, s' étendant depuis -;I;j = 121.51176 à 

1 
- îc5 = + CO, cas auquel nous aurons l'occasion de revenir dans le  no suivant. 

Ce qui cependant semble le plus remarquable .dans 1' expose dont il s' agit, 
1 ce sont les discontinuités ayani lieu pour - = O  et 
u5 

Ces discontinuités paraissent bien liees aux limites du domaine A du déve- 
loppement alterne (Figure 1 de III, page 19). Sans cela on se trouverait, en 
effet, en doute sur l'existence de ce domaine. Le domaine E du dévelop- 

1 
pement externe est na,turellement limite au point - = 27. Mais, quant au 

u5 

Annali di Matemolico, Serie IV, 'i'omo XI. 35 
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domaine J du  développerlzent interne, notre exposé ( I V )  ne parait pas indiquer 
1 

de limite finie. C' est pourtant seulement j usqu' a u  point ,, = - 27 que le 

developpement J peut rester régulier ou adapté aux besoins pratiques. 
Mais au delà de ce point il pourrait encore se trouver de convergence, 
Btablie de cette manibre, que les divers termes de la forme p,,,,.,,, ponr. 
riaient se dbtruire de plus en plus, circonstance qui, en effet, fnt remarquee 
dans un  cas des calculs, savoir eu cherchant repr6sentt.i. E sous la sup. 
position de k = O  au  lieu de celle de Tc = + 1, ce qui pourtant a semble 
aboutir à la  valeur de E = 0. 

En terminant l'expos6 du cas sp6cial consider6 dans le no présent, nous 
donnerons, R 1' usage. les valeurs des racines actuellement calcul6es par la 
methodc d' approximations successives à 17 aide de 1' Byua tion originale du 
cinquidme degré : 

111. Sur les exyressioiis purement algébriques, se rapportant 
à 1'4quation d u  cinquième degré sous la forme libre. 

Afin de donner un aperçu préliminaire sur les recherches de ce chapitre, 
noue allons d'abord envisager les car; plus simples des bquatioii du troisième 
et dn quat,rieme degr6, sous le  point de vue dont i l  s'agit. 
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1. Éqiiation du 31ame degi.6. - L'Bquation libre du troisième degr6 est 

Pour effectuer la solution, d'une manière directe, on peut envisager une 
valeur de .u dans le voisinage de 

u=o. 
Mettant 

1 y3 = - [i - 3 y u 2  - u"] 
u3 

ou bien 

on trouve par des approximatioi:~ successives 

Leu approxiinations sucoessives, dans lesquelles les faclilt6, successiveéj 

vont entrer, aboutissent à l'expression 

c'est h dire à la racine bien connue 

1 
y l = U - i .  

2. Équation du 4 i h  degré. - L' Aquation libre etant 

on aura', de meme, effectuer les approximation d'après la formule (ana- 
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logue à (45)) 

(46) 
1 7 = - [1 + 4(- quz - u4)]l14. 
u. 

Les approximations aboutissent A l'expression suivante, 

+-1 ( - l*  ri- * * ...) 

et il s'ensuit que 

Comme il  n'est pas toujours, et notamment pour l'équation du cinquibme 
degrb, aise de voir comment des series de la forme obtenue se puissent 
representer par des expressions algébriques telles que (48), on peut con- 
venablement proceder comme il suit, en mettant 

d' où il résulte, d'une part 

et d 'un autre coté 

(00) 
th4 rc"t+-=O, 
4 

Bquxtion analogue à celle de 19 résolvante proprement dite, savoir 

(511 
1 

vie + v, + = O 

et ayant les mêmes points de racines égales que celle-là. Il sera méme 
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avantageux d'introduire une nouvelle quantite P, definie par 

(52) a + l = - p  
par où 1' on obtient 

(53) 
u4 p' + p -t- , = O 

C'est qui se voit immediatement, si l 'on indroduit d7 après (53) l a  quantité 
a u  lieu de u4 dans les series (47). On obtient, en effet, par cela 

expressions plus ainiples que celles de (47) et qui immédiatement font voir que 

de maniere qne la racine soit 
1 -  

q=-v1+p U 

C'est une nouvelle forme finie de la solution de l'équation du  degré, 
differente de celle pr6c6demment consid&ée, savoir 

oZI v, et v, se rapportent & la résolvante 

(57) 
1 v,' + vi + a = 0. 

La  résolvante nouvelle s'écrit au  contraire (selon 53) 

(58) 
où l 'on a mis 

(59) 

3. lqoation do drgi.6; - Pour cette Bquation. qui en effet equivaut 
à 1'6qriation gkndrale du  cinquiéme degré, j' avais déduit (1, page 62) I7 ex- 

1 pression suivante d u  iIBveloppement de la racine pour %, - O (h remplacer, 
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loco citato, le nombre 32 par 52) 

expression, analogue à celles remarquees ci-dessus pour les Bquations du 
3 ième  et du 4'""" degr6. L'expression (60) est remarquable par la circonstance 
que sa  dernier0 s6rie s'6vanouit identiquement. C'est l'expression de la 
racine qui, dans tous les cas, s'obtient de maniPre tout à fait directe. On 
pourrait peut-8tre consid6rer comme autoris6 R assigner une d6nominatioii 
partioulibre, par exemple de racinal, à, cette expression, qui en effet sert, 
dans les cas d6jà consid6r6s) k la solution des equations d'une mctnibre 
univoque. 

Nous venons de voir comment le racitznl conduit, pour les Bquations du 
troisiéme et du quatrihme degr6 à des expressions purement algébriques des 
racines, en remarquant que les s6rir8, dont elirs consistent. sont bien Som- 
rnables en forme finie. Quant ailx series, tippartennnt h 1' expression (GO), 
outre certaines identites, comme 

une loi g6n6rale des coefficients n'etjt pas encore imn~Pcliateinent visible. 
P a r  cette raison et p o k  vérifier le fait Bvident, que les coëfficients de la 
dernibre serie s' Bvanouissent identiquement, j' ai proc6dé rdceinment à pousser 
le d6veloppement plus loin qu'A l'occasion d'autrefois. TToici les r6sultats 
ainsi obtenus, ' 

On voit que le  quatrième terme de la dernibre ligne s'éivanouit encore comme 
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les prbc6dents, p a r ,  où les autres coëfficients de u15 sont aussi contrôl6s. 
Quant iiu cinquième terme de la dernihre ligne, la ddduction directe en fut 
omise, par suite des grandes difficultés des calculs, déjh remarquables aux 
derniers coëfficients de u" calculbs, resiiltant en effet de midtiplications 
it6r6es, oii figurent des nombres A treize chiffres. Les coëfficients donnés 
sont pourtant bien control6s et l'on s'aperçoit qu' ils se décampoient en 
produits cle nombres simples, coinme 

ce qu'on p r n t  considerer comme un contrôle ult6rieur qualitatif. 
Prenons maintenant, comme point de d6part, la rdsolvante de l'equation 

ayant la forme 

(62) 1 21"+Z1'+v+m=0. 

Cette Bquation admet des racines Bgales pour 

Écrivons la résolvmnte secondaire, qui doit être consid6ree dans notre cas, sous 
la forme 

(641 
1 

ad i- a2 t u i- = 0, 2 , ü  

analogue à (58). L'équation (64) a des racines 6gales pour 

Afin que les deux dquations (62) et (64) aient les mêmes lieux de racines 
Bgales, il faut que 

(66) 
1 - 

u'5 
= 81u5 

d' oh il s'ensuit, d' après (64), 
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Écrivons la racine de 1'6quation du cinquikme degr6 sous la, forme, ana- 
logue à (47), 

(fw 1 y = - A  
U 

- B 
-u C 
- u' D 

* 

où A, B, C, D sont donnees, d' après (611, en d6veloppernents proc6dant suivant 
les puissances de u5. D'une maniére toute analogue au proc6d4 suivi dans le 
cas de 1'8qiiation du quatriéme degr6, on peut a,u niogen de (6'7) remplacer 
les d6veloppements suivant u"ar d'autres proctidant suivant les puissances 
de la  quantité a. Les r6sultats de cette transformation sont les suivants, 

Évidemment, on peut s'attendre à une certaine réduction, en considérant les 
développements respectifs de 

2 
2 (1 -a)+iE= 1 -- 15 u ... 

réduction qui pour 1'6quation du quatriame degr6 s'eat t r o u d e  parfaite, 
niais qui dans le cas présent est assujettie à des residus, comme, par exemple, 
pour A : 

Résidu : 
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On peut alors mettre 

O -- 
A - (1 - a )  l"A,. 

Eii continiiant, on aura 
A , = l - l  $) EU " ... 

1 

- - (1 - .., , 
et il s' ensuit ainsi yu' on pourra effectuer iine repr6sentation de A en forme 
de produit 

- 6 1 

(701 A = (1 - a )  l5 (1 - CX' )~  ... , 

et de mcme pour les coëfficients B, C. D. Aucun d'eux ne se réduit, comme 
au cas de l'kquation du  quatrième degr6 ( C =  - 1), B une constante. 

Il y a cependant de 1'indUcision par rapport aux exposants figurant 
dans une expression telle que (70). Par  exemple, on pourrait évidemment 
aborder le dkveloppement de A aussi par le facteur 

C'est pourtant ce qui a lieu également pour 1'Bquation du quatrième degr6, 
et c' est seulement par la diacussion des divers hypothéses qu' on peut d6cider 
sur le choix des exposants convenables. C'est ainsi, pour l'equation de qua- 
trième degré (voir (53)), seulement l'hypothèse de 

qui conduit à une expression finie, l'hypothèse de 

1 

A = (1 - p)-" 
devenant exclu. 

Quant aux coëfficients de a dans les expression (Cg), soit A, B, C, D, 
on a 

et l' on peut remarquer les relations suivantes, 

danaTi di Maatematica, Serie IV, 'Porno XI. 
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ou bien 
A, - B,  - (C, - D,) = 0, 

On peut aussi mettre 

OU bien A, = 

manifestant une certaine sym6trie, qui, pour 1'6qnation du 416"" degr6, se 
manifefite aux valeurs 

1 Mais, parcequ' il manque de syin6trie par rapport au terme - 3 ,  on ne peut 

pas s'attendre de cette manibre, à une expression finie dans le cas present. 
Il semble, dans ces circonstances, que le plus naturel est de se tenir, comme 
pour l'equation du quatrieme dégrè, aux valeurs imm6diates des coëfficients 
dont il s'agit, savoir 

6 11 
15' 15' 15' 

en abordant la tache de former les exposants dans les produits infinis, qui 
doivent reprdsenter les expressions (69) des A, B, C, D. C'est de cette manibre 
qu' il a fallu remplacer les expressions (69a) d' abord consid6r6es, par celles de 

donnant les memes termes du premier ordre, mais d'autres termes de l'ordre 
superieur. 
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I l  semble plus avantageux de remplacer la quantite a par celle de 

('74) p = a -4 -  a? 

qui touche de plus près la rCsolvante (67) que la quantite a. Ayant par cela 

(744 a = P - P" f 28" 3F4 + 14p5 ... 
a' = pe - 2p:' + 5P4 - 14P5 ,,. 
GLB = p3 - 3P' l 9p5 ... , 

il est facile de transformer les expressions (69) de façon & procéder suivant 
lcs puissances de p. On pent aussi effectuer la  transformation dont il s'agit 
aux expressions (61) mèmes, en observant que, d'aprhs (67) et (74), on a 

On obtient par l'un ou l 'autre procede 

En prenant lefi expressions (76) poiii. point de d6part, d'ai insist6 ~ i i r  la 
réduction de ces s4rie.s ailx pro&cits de la manière simple signalée dans c~ 

qiii prhchde. Il  suffit de donner ici le résultat, auquel les réductions on t  
abouti, sans entrer en plus de d6tails di1 c a l { d .  On a obtenu 
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En developpant ces expressions suivant les puissances de la quantite P ou 
de us, on va retroiiver les expressions (76) ou (61) aux quantit6s d' ordre zc2j piSt?s. 

I l  y a certaines relations entre les exposants entrant dans les expres- 
sions (77). En designant par a, 6,  c, d les numérateurs des exposants ou des 
fractions individuelles, dont les exposants sont compos6s, on trouve, qn'en 
général, a + d == b + c. À 1' exception des exposants, ayant les denoininateurs 
15 ou 81, on a de plus 

a+-d=O, b + c = O .  

Anx environs plus ou moins Btendus de 

devenant assez petite, on peut employer les expressions (77) pour le calcul 
approche des racines de l'équation du ciriquiPrne ilegrt!, notamment dans les 
cas. signales dans ce qui prkct.de, oii il n 'y  a pas d'ai1tiZe reprBsentation 
approchee des racines. 

En résuinB, nous disposons ainsi, pour le problème qui nous occupe, 
d 'une part des dtiveloppements autologues envimges dans no 1; d'intérPt 
theorique, niais qui par leur étendue consid6rable, tenant à la nécessite 
d'inclure bien de cas speciaux de 1'6quatioii du cinyui(.me degr6, ne sont 
pas en genéral appropries aux besoins pratiques; et d'autre cote des expres- 
sions approch6es du no 2 et 3, d'usage bien facile, mais qui exigent l'ap- 
plication d'approximations successives, pour obtenir les racines avec toute 
la  rigueur desirable. 

On peut s'arranger, pour les approximations successives, selon le pro- 
cedé donné dans ( Arkiv for Xathematik, Astrononii o. Physik, Bd 3, no 5, 
1006, Vetenskaps-akadeniien, Stockholm, Theorie der algebraische Gleichun- 
yen » formule (50) et suivantes. Il suffit d'en rappeler, que dans le cas oii 
1' équation est reduite à la forme 

x,  y, z étant les racines de l'équation du troisiPme degré 

dont les coëfficients sont donnes par 
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En prenant pour point de d6part un nombre quelconque, soit O , ,  par 
exemple 0 ,  = 0, on atteint la racine cherchée à une exactitude de cinq 
chiffres, par six approximations. 11 va sans dire que, si  dès le oommenoement 
on dispose d'une valeur approchee de la racine, le calcul soit encore plus 
expéditif. Cette methode de solution doit ètre toute g6nérale, et n'exige pas 
indme l a  reduction de BRING-JERRARD à la  forme normale suppos6e ci-haut. 
I l  ne doit pas yv avoir de l'indécision importante, si l 'on a soin, en chaque 
approximation, de partir, aux formules (a), de la  moyenne des valeurs de 0 
obtenues par les deux approximations prec6dentes. 

La transformation analogue de 176quation originale du cinquième degr6, 
savoir 

O 5  -1- 5 a 0 3  + 5b02 + 3c0 = 5d 

renferme, pour b = O ,  c = uL le cas spécial de PORRO, consider6 dans son 
« Trait6 d7Alg6bre », aboutissant à une solution finie remarquable, qui s' étend 
de plus aux équations de degr6 siiperieur. 
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Soyrrt certe clnssi di connessioiii liueari. 

Memoria di STANISLAO GOLAB (Cracovia). 

L'oggetto della seguente nota è l'esposizione di una serie di teoremi 
ammessi da una classe di connessioni lineari. Queste coneiderazioni hanno 
avuto origine dalla generalizzazione d i  una affermazione del sig. G. CORBEL- 
LINI (i) .  H O  assunto le notazioni che si trovano ne1 libro di J. A. SCHOUTEN, 
Der Ricci-Kallcül (S). 

1. Sia dato 
indipendenti di 
stabilito in ogni 

ne110 spazio n-dimensionale X,, il sistema di  n conyruenze 
curve. Diciamo che questo sistema, 6 olonowto se pub essere 
punto 5 del10 spazio X,, un sistema di ïiferimento eV (" (com- 

i 

posto di m vettori contïovarianti) tale, che i vettori del detto sistema siano 
tangenti alle curve delle congruenze e formino un sistema olonomo ne1 senso 
osdinario (*). I l  sistema di riferiinento composto dei vettori eV vers& inclicato 

i 

con ( i) .  La condizione necessaria e sufficiente per 1' olonomia del sist,ema ( i )  8 : 

(') U. CORBELLINI, Di %na classe d i  var ie tà  camtter izaate  per mezzo del parallel ismo. 
Y Rend. dei Liincei n, Vol. IV, 1926, ser. 6, p. 93-99. Cfr. anche E. BORTOLOTTI, Reti di Ce. 
biceff e sistemi coniugati nelle Tn riemnnniane,  u Rend. dei Iiincei m, Vol. V, ser. 6 (1927), 
p. 741-747. 

(-) J. A. SCHOUTEN, Der Ricci-Kalkül,  Berlin, Springer, 1934. Quanto concerne le po- 
oteriori correaioni e semplificaaioni, pub trovarsi sistematicamente raccolto ne1 mio lavoro, 
Ueber wevallgemeinerte projelctiwe Geometrie, e Prace niatematycmo-fizyczne 8 ,  Warseawa, 
1930, 'P. 37, p. 91-163. 

(3) Gli indici correnti dell' alfabeto greco percoi.rorio l a  serie 1, .., , n, gli indici dell' al- 
fabeto latino, invece la serie: 1, ... , n. 1 valori dei simboli 1, ... , n debbono essere considerati 
come totalmente diversi dai valori 1: ..., n .  

(4) L a  letteratura concernente le  ricerche sui sistemi anolonomi nella geometria è citata 
ne1 lavoro di J. A. SCHOUTEN, Ueber nichtholono~ne Uebertragunyen ilt  einer L n ,  n Mathe- 
1nat)ische Zeitschrift », 30, 1929, p. 149-172. 
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E- 

dove il sistema el dei vettori covarianti b reciproco al riisteiiia eV (") e l!,, vale 
i 

per a/a&. Se il sistema (i) è dato per mezzo di arbitrari vettori tangenti pV, 
i 

allora le  condizioni necessarie e sufficienti per l'olonomia sono le seguenti: 

h' h. 

P[~~,S).I = 0 ( k  = 1, ... , n), 
dove p). è di nuovo il sistema reoiproco al sisterna pqd. Qiiando la  varieth X, 

i 

è dotata di  una connessione affine (lineare e simmetrica) ed in questa v si- 
gnifica la derivazione covariante, allora la condizione d'olonoinia pub essere 
scritta nella seguente forma, invariante rispetto alle tradormazioni di courdinate:. 

2. Lu spazio X,, d a  dotato di una connessione lineare, generalrnente non 

sirnmetrica, di parametri I':,,. Per  comodità introduciamo il seguente breve 
modo di esprimersi. Se  è data iina fainiglia di curve ad uno O più parametri, 
ed oltre a cib una curva L contenuta nella varieth luogo dei punti delle 
curve della nostra famiglia, allora l'espressione, clie la  data fainiylia 6 pa- 
rallela, nel senso del parallelisino generato dalla connessione, lungo la curva L, 
vu01 dire che sussiste il fittto seguente: Se in un punto qualunque della 
curva L prendiamo un vettore controvariante tangente a unit curva della 
nostra famiglia e 10 spostiamo parallelamente lunyo la carva L, otteniamo 
sempre un vettore tangente a una curva della famiglia. 

Introduciamo adesso le  due seguenti definizlioni : 
DEPINI~IONE 1. - Diciamo che la connessione appartiene alla classe (C) 

- O pi8 in breve, che essa ha la proprietà (C) -, se esiste un sistema (i) 

b 
(j) Il sistema reciproüo ej. è univocaniente definito per niezzo del sistema di eqiiasioni 

dove Al Q I'affinore-unità. 

(6)  Cfr. T.  LEVI-CIVITA, The aisohte Differelztial Calculus, London, 19'27, p. 26-29 corne 
pure G. CORBELLINI, Sopra a sistemi di coovdilzate rli una varieth qualulzque, 6 Rend. dei 
Lincei P, Vol. 33, 1933, p. 112-114. 

(7) Per le connessioni lineari generali (non simmetriche) la condiaione d'olonomia si 
presenta nella forma un po più cornplicatn: 
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di n congruenze indipendenti tale che ciascuna delle congruenze [il (') & pa- 
rallela lungo ogni curva della congruensa 51, per j+ i ('). 

DEFINIB~ONE II. - Diciaino che la connessione appartiene alla classe (D), 
O più in breve, che,  essn ha la proprietà (D), se esiste un sistema (i) di n, 

congruense indipendenti, tale che ciascuna delle congruenze [il è parallela 
lungo ogni curva di una qualunque congruensa [ j ] .  

Si  vede subito che ogni connessione della classe (D) appartiene alla 
classe (C), ma non reciproc~mente. La definizione II esprime che la oonnes- 
sione ha la proprietk (C) ed oltre a cib, che le curve di ogni congruenma 
sono geodetiche. È chiaro che da1 fatto, che una data connessione appartiene 
alla classe (C) e che non tutte le congruenae, delle quali si parla nella de- 
finizione, sono geodetiche, non si pub dedurre, che la  connessione non ap- 
partiene alla classe (B). 

Indicheramo le condizioni, alle quali debbono soddisfare i parametri FIp, 
affinchh la connessione abbia la propriet,H. ( C )  O riap. (D). Qoeste condieioni 
non hanno perb fornia intrinseca. Valgono soltiinto ne1 sistema (i), dato per 
mezzo dei vettori pu, tangenti alle congruense. La trasformazione di queste 

i 

condiaioni a forma intrinseca ci sembra un problema molto difficile. 
Supponiamo che la connessione appartenga alla classe (C) O risp. (D), 

e denotiarno con 1'; i parametri della connessione riferiti al sistema (i), dwto 
per mezzo déi vettori pv. Siano [r], [SI due delle n. congruenze, measionate 

i 

nella definizione. Ne1 caso (C) si suppone r + s, ne1 caso (D) pub anche 
essere s = s. Ne1 punto 5 arbitrario prendiamo un vettore tangente alla curva 
della congruenza [r] e del resto arbitrario. Poichè - e queato A facile a di. 
mostrare - la proprietà espressa al principio del 8 2 B soddisfatta da ogni 
vettore tangente, se 6 soddisfatta da uno, allora basterà prendere corne punto 
di partema il vettore pv. Le componenti di questo vettore pk rispetto al  si- 

r 5- 

stema (i) sono nguali a :  

(41 
!i pk & & (IO). 

- 

(8) I l  segno Fi] vu01 denotare, a differenza del segno (i), quella delle congruenze del 
sistenia (4, della quale il numaro ordinale 6 4. 

(y Appunto le connessioni della classe (C) sono state introdotte nella geometria rie. 
mannian:. da G.  CORBELLINI ne1 lavoro citato sotto ('). E. BORTOLOTTI chiama in questo 
caso il sistenia (i) rete d i  Cebiceff. 

('0) Le pv sono le componenti del vettore menzionato ne1 sistema ( v )  appartenente alle 
5- 

coordinate E v .  I l  sistema (i), dato per meszo dei sistemi locali, pub essere anolonomo o pub 
non appartenere a nessun sistema di coordinate ti. Cfr. 3. A. SCHOUTEN, 1. G. ('). 

11 segno A vu01 significare ohe 1' equazione non ha il carattere intiinseco, ma vale sol- 

drrnali d i  Matematica. Serie IV, Tomo XI. 87 
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camliiamenti). cioè 8e con (1)  denotiaino il sisteina rhe  é ottenuto da1 si- 
stenia (il inediantt~ iinw clilatazione, allora Ir q i i a d o n i  19) o risp. (10) im- 
plicano le  eyiiazioni 

Iw rfr50 per K+I .  
risp. 

(Ion 1 l i  l ' r . r r 0  pi. K + I  r J f l .  

3. Per  le  connessioiii affini (sirninetriche) vale il segiwnte 
TEOREMA. - Se la  coniiessione affine appartiene alla classe (CI ,  allora 

il sistema di congriienze (i), menaioiinto iiella defininione, è un sistema olonornc). 

DIMOSTRABIONE. - Conservando I r  iiotazioni, abbianio fra i parainetri l';, 
ne1 sisttma (i) e i pasainetri I':,!, ne1 sistenia ( V I  la relazione 

i j  k 

(111 rip = r~pVp).plr 4- pvaIr~ï. ,j.. 

k P 
1 

~ o l t i ~ l i e a n d o  i due mernbri dell'eqiiazione precedente per p, e sommando 
rispetto all' indice v ,  otteniamo : 

Badando a l  fatto che la connessione è siinmetrica e che il sistema ( v )  è 010- 
noiiio, abbiamo : 

Osserviamo perb che fra i trivettori 

l i j  

Pr.PnP,,i 

sono diversi d a  zero (non degeneri) soltanto qnelli pei quali 1 +i, Z + j ,  i + j .  
Dunque nella somma a destra della equanione (15) basta considerare sol- 

tanto i termini p i  quali 1 + i, 1 + j, i + j. 1 coefficienti 1'; di. questi termini 
sono appiinto iiguali a zero in forza della (IO), e in  consegu,eiiza 

1 1  

P [ ~ ~ ~ P ) . I  = O ( Z  = 1, ... , n), 

e questo esprime, che il sieteina (a) delle congruenze A olonclmo. 
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Osserviamo che i l  teorema precedente non è vero in penerale per le 
connessioni lineari. Esso B ovvio ne1 caso n= 2, perche in questo caso il 
trivettore (16) B sempre nullo. 

4. Poichè l e  equazioni (9) o risp. (10) non hanno carattere intrinseco 
rispetto a tutte le tras£ormazioni di coordinate, si presentti la. yiiestione di 
decidere, quaiido sono dati i parametri ï della connessione in un yualuiiqiir 
sistema di riferimento, se l a  connessione apparteiiga alla classe ( U )  o risp. (CI 
O no. Qnesto problema appare ne1 caso generale molto difficile a risolveiv. 
Noi mostriamo soltanto che per  n > 3 l a  risposta è in generale negxtiva. 

Periniamoci ne1 caso particolare n = 2, nt11 quale caso sussistc~ il seguentcl 
TEORENA. - Per  9% = 2 ogni connessione lineare gode della proprietA (C). 
DIBIOSTRAZIONE. -- Osserviaino anzitritto che per lz = 2 i l  sistema (10) 

consta, sia ne1 caso generale della coniiessiont~ assimetrica, come ne1 caso 
della coiinessione affine (cioù sinimetrica), soltanto di clut. eqiiazioni. Dlostre- 

remo clie esiste u n  sistein:+ di vettori e q t u t .  che i pni.ainrtri l':,, riferiti a 
i 

questo sisteina, soddisfano alle rqii:izioiii 

e questo - coine gih snppiaino - basta per provarc la nostra assei.zione.' 
Introduciamo a tale scopo le  seguenti brevi iiotazioni: 

e consideriaino il s e p e n t e  sistema d'eqiiaaioni 
condo ordine : 

(20) 8,Ai = @Ai. (V = 1, 2) 
- 

I l  sistema precrdente è un sistema cli due 

a derivate parziali del se- 

(12). 

cbquazioni parziali con due 
funzioni incognite tl(Ei, Se), t2(ti, S.!), equazioni risolute rispetto alle derivate 
parziali del secondo ordine miste, e che nei secoidi  mrinbri contengono i 
quozieiiti di due polinomi nelle derivate parziali del primo orcline. Segue 
nianifestamente dalle equazioni (19) e (20) che i dei1o;ninatori sono del quarto, 

(") Le equazioiii (20) possono cshere clliamate equazioni ge~ieralizzate di SEIWANT. 
Cfr. L. BIANCHI, Lezio~i i  di  geometrirc differenziule, (1922), Vol. 1, p. 157. 
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i numeratori del secondo grado (i", i coefficienti sono funzioni note delle 
funzioni incognite Sv. Tale sistema - coin'& ben noto della teoria generale 
delle equazioiii a derivate parziali - ammette seiiipre soluzioiii (la questione 
delle condizioni ininiali non ha alcun iiiteresse per noi). Prendendo una delle 
solnaiorii con jacobiano direrso dit zero (e  tali certnmente ne esistono), ottr- 
niamo ne110 strsso tempo un passaggio ilall'origiiiario sistenia di coorcli- 
nate S v  a un nuovo sistema di coordinate th .  Se calcolereino i parametri 

della connessione I'i ne1 iiiiovo sistenia (k)  pei. niezzo delle formule di tra- 
sforinaaione 

(21) 
- v ". p 

y - +AYAiAj -1- A ; ~ , A (  

tA terreriio conto clic. sussistono le eyuaaioni @O). otterreino iiiimediatanieiit~~ 
le relazioni (18). 

OSSERVAZIONE 1. - Il teorema precedente non pub essere esteso (nep- 
pure ne1 caso n - 2) aile connessioni lineari clella classe (D). Esistono 
connessioni, anche siinmetriche e rieinanniane, che non appartengono alla 
classe (D). Corne piii semplice esempio, basta prendere una qualiinque con- 
nessione rienianniana non-euclidea (cfr. il teorema del paragrafo seguente). 

OSRERVAZIONE II. - I l  teorema precedente non pub essere generalizmto 
pel caso di  un nuniero di dirnensioni maggiore di 2. Infatti, supponiamo che 
sia sz 2 3. Ne1 caso [C) il sistema (10) contiene n(n - 1)2 equazioni con 11." 

funzioni incognite pv. Siccome per n 2 3 si ha n(,n - 1)' > ?a', allora il si- 
i 

stema non ha in generale soluzioni. Anche supponendo che l a  connessione 
sia affine (simmetrica) e presumendo l'esistenza di  soluzioni olonome, il si- 

nyn - 1) 
stema (10) si riduce a -- equazioni, ma d' altra parte ha n funaioni inco- 

n'(n - 1) 
gnite, .in generale, quindi, non esisteranno solnzioni, perche si ha  -- 2 'a 
per n 2 3. 

OSSERVAZIONE III. -- Siccome il sistema (9) contiene in SB corne sotto- 
sistema il sistema (IO), E chiaro che in genei.de per n 2 3 la connessione 
lirieare noil iippartiene alla classe (DI. 

Per inostriwe cornth siano vestrettice Ic condizioni affinché la  connessione 
abbia la proprieth (D), citiamo i seguenti teorerni. 

(IY) Se immaginianio di espiinieie le derivate parziali A: che vengono introdotte nelle 

formnle (19) per meezo delle derivate del sistema recipioco, le prime saranno funzioni ra- 
zionalildi qiieste ultime, e piecisamente, frazioni col numeratore del primo, il denominatore 
del secondo grado. 
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5. TEOREMA. - Se una connessione affine é una connessione rieman- 
niana avente come ds? una forma definita positiva e se essa appartiene alla 
classe (D), allora essa é una connessione euclidea (secondo SCHOUTEN: cioP, 
essa fa della X,, uno spazio euclideo) (14). 

DIMOSTRAZIONE. - Denotian~o con (i) il sistema ne1 quale sussistono le 
equanioni (9). Secondo il teorema del paragrafo 3 possiamo da capo supporre 

che i l  sistema sia olonomo. Dunque i parametri I': 'della connessione cal- 
colati ne1 sistema (i) sono simmetrici rispetto ai indici i, j, e per conspguenza 
il sistema (9) ne1 caso considernto equivale a1 sistema 

(221 r;,r0 per k+i O k+;j  O i + j .  

I n  altre parole: ne1 sistema considerato sono diversi d:i zero solt,anto i pa- 
rametri della forma 

(23 1 Y .  j - - p. ~3 (non sommare !). 

Vediarno quale influenza hanno le equasioni (22) su la forma delle compo- 
nenti del tensore di 

Tenendo conto delle 

curvatura. Denotandolo corne usualmente, abbiamo 

k ~ i j i ~  = ajr, - a,r& + r:, r; - r:,r;. 
equazioni (22) e (23), constatiamo successivamente che: 

... li 
Rlii A O per 1, j, i, k + 
Rkj ik  A O per k, j, i f. 

R Z i k k  O per 1, j, k  =# 1 Non sommare rispetto agli 

R;;~ % O  per i, j ,  k + 
l 

indici 'che si ripetono ! 

~ i i . ; ~  r O per k + i 
... k Rlrn. t . - a Z y k  per k=+l 

Da questa tnbella e dalla emmisimmetriii del tensore ~ i j \ i s p t t o  agli in- 
dici 1, j segue che sono eventualmente diverse da zero soltanto le coinponenti 

L' ipotesi che la connessione sia riemanniana equivale a supporre 1' esi. 
stenza d 'un  tensore metrico g i k  pel quale sussiste la proprieth: 

(14) Questo teorema non ha niente in cornune con quel10 contenuto ne1 @ 1 del lavoro 
di E. BORTOLOWI, gih menzionato in (l) .  
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onde, tenute presenti le (22)) otteniamo 

(non sommando na rispetto a i ne rispetto a k!). 
La formula precedente ci fornisce 

a) ajg,, r O  per i, j ,  k + 
b) a,jgii &O per i ). j 

d) ?,g.f.i ' 2y,g., . 
Da queste relazioni segue in particolare, che la componente y i j  6 fiinaione 
di due viiria,bili soltanto Si e [J .  L'ultimo fatto pub essere del resto dedotto 
dalla ipotesi nieno restrittiva che la  connessione sin riemanniana e possegga 
la proprietà ( C ) .  (Cfr. su questo piinto G. CORBELLINI, 1. c.,,('), $ 5). Dalla 
ipotesi che la forma differenziale glj dSi dej sia definita (positiva) segue in 
particolare che 

(30) 9,, > 0 (j = 1, ... , Il). 
11 nostro scopo È: di dimostrare, che 

perchè allora, in virtù delle relazioni (25)) svanirà identicamente il tensore di 
curvatura e questo - cornJ& ben noto - basta perche la connrssione sia 
euclidea. A tale scopo deriviamo (29d)) rispetto a 5') siipponendo i + j :  

(32) 2ijgjj 2yjatgj + 2g,jjai~j 

Ora in virtii di (29 b)) abbiamo: 

Le (29 b)), (33) e (32) dànno finalmente 

donde, in forza della (30), otteniamo la (31). 

6. TEOREMA. - Se una connessione affine appartiene alla classe (D) e 
gode della proprietà Rlk = O (15), allora essa è una connessione euclidea. 
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-- --  

DIM~STRAZIONE. - Osserviamo che ne1 sistema ( 2 )  abbiamo 

Dalla relazione RLk = O segue allora che ha  luogo l'equazione (31) e questo 
- comê già sappiamo - ha per conseguenza la « euclideit& » della con- 
nessione. 

OSSERVAZIONE. - Per uz = 2 il teoreriin precedente è ovvio. Per  12 = 3 
le cose vanno già diversainente. Bisogna ricordarsi che per n = 3 la rela. 

sione Ri, = O implioa la relazione ~ i ; ; ~  = O soltaiito ne1 caso in cui la con- 
nessione B riemanniana, la  quale ipotesi non è qui posta. 

7. TEOREMA. - Se la connessione affine & proiettivamente euclidea ( 1 6 )  

e appartiene alla classe (D), allora è una connessione enclidea. 
D~MOS!~!RA~IONE. - Sia ( 2 )  - corne prima - il sistema nt.1 quale val- 

gono le equneioni (9). Denotiamo con pi;;' il tensore di ciirvatura proiettiva 
di WEYL ("). Abbiamo 

Tenendo conto delle (25) e (35) ,  otteniarno successivamente 

. 
(Non sommare rispetto agli indici che si ripetono!). 

Siccome secondo l'ipotesi abbiaino 

ri6)  Vcdi J .  A.  SCHOUTEN. Der Bicci-Kalkül, p. 130. 
('7) Vedi J. A. SCHOUTEN,  Der Kicci-Kalkül, p. 131. 
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segue dalla (37 c)) 

(59) %yi =+= a i ~ . i  
e l'ultima relazione confrontata per esempio con (37 b)) fornisce 

L'iiltimo teoreina B interessante, in quanto ne segue che la proprietà (DI è 

la  caratteristica che fra le connessioni nffini proiettiramente euclidee di- 
st ingw le connewioni euclidee. 

Annali d i  Matematka, asrie I V ,  Forno XI. 

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



Bull' a p p r o s s i m a z i o  delle fuuzioiii cl i dile variabili (*). 

Xemoria di SILVIO CINQUINI ( a  Pisa). 

Siiiito. - Consiclerata u n a  funzione ~ , ( x ,  y ) ,  l a  quale s ia  assolutamente contitzua (ne1 senso 
del TONELLI) in un campo aperto livnitato D del piano ( x ,  y ) ,  continua ne1 corrispon. 
rlewte campo chiuso fi, e tale che esista finito l'integrale 

ove f(x, y, z, p. q) è u n a  funzioize finita e continua i n  twtti i punt i  (x, y) di D e per 
tu t t i  i valori finiti cEi z, pl q, si danno delle condizioni sotto le quali  è possibile appros- 
simare, a meito d i  un E arbitrario, l a  funzione z0(x.  y ) ,   ned di an te u n a  funzione z(x, y) 
finita e coittiizua con le sne derivate parzirili del primo ordine in ogni punto d i  D. i n  
modo che anche l J idegva le  ID[&] approssimi l'integrale In[zo] a meno clell '~ prefissato. 

Sia D un campo aperto liwzifato del piano (x, y)  e si indichi con D il 
campo chiuso costituito da tutti i punti di D e della sua frontiera, sia poi 

f(x, y, a, p, q )  unii funzione. finita e continua in tutti i punti (x, y) di D e 
per tutti i valori finiti di a, p, q, e si consideri una funzione a,(x, y), con- 

tinua in D, assolutamente continua (ne1 senso del TONELLI) (') in D, e tale 
che esista finito l'integrale (del LEBESGUE) 

Ne1 presente lavoro mi propongo di vedere 'sotto quali ipotesi (relative 
alla funzione f O alla a,), si pub dare una rappresenta~ione approssimata, a 
meno di  un E prefissato, della funzione #,,(a, y), mediante una funzione a(x, y), 

la. quale sia, in ogni punto di D, finitii e continua con le sue derivate par- 

(*) Lavoro eseguito ne1 Seminiirio Miiteiiiatico della R. Scuola Xoriuale Superiore di Pisn. 
( l )  Per le definiziorii di campo a p e ~ t o  liwtitato e di funaioite d i  due uariabili assoluta- 

wente continua, vedi: L. TONELLI. S u r  la  semi-coiitinuité des intégrales doubles d u  Calcul 
des Vuriations,  a Acta Mathematioa *, !P. 5.3 (1929), pag. 325 e segg .  n.i 1 e 2. 
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ziali del primo ordine e tale inoltre che l'integrale ID[z] approssimi l'inte. 
grale lD[z,] a meno dell' E prefissato. 

Osservo, che mentre l'analoga questione per le  funaioni di una sola va- 
riabile è già stata ampiamente studiata (2), specialmente da  parte del To- 
NELLI, per le  funzioni d i  due variabili finora sono stati trattati, sempre da 

parte del TONELLI, due soli casi particolari f r L 1 +pz  + pY (:'), f r p"+ pP ; 
e sotto opportune condizioni, in questi due casi, il problema b stato da tale 
Autore risolto mediante il noto polinomio di STIELTJES. 

Il presente lavoro, che 6 inspirato a questi studi del TONELLI, é divis0 
in  due paragrafi. 

Nei casi considerati ne1 5 1, che contengono come caso particolare quelli 
finora 'trattati, il problema B risolto, seguendo completamente i procedimenti 
del TONELLI, ancora mediante il polinomio di STIELTJES. 

Ne1 8 II invece, poiché 1:uso di tale polinomio richiederebbe qualche. 
maggiore restrizione, pur seguendo un metodo analogo a quel10 del 5 1, si 
ricorre ad una successione di funzioni, che i l  TONELLI ha  considerato in un 
altro Suo lavoro f). 

1. :teorema 1. - Sia D un campo aperto liwiitato del piano (x, y), sia 
f(x, y, z, p, q) una fungione finita e continua in tutti i punti ( x ,  y) del corri- 
spondente campo chiuso e per tutti i valori fin.iti di z, p, y, e si supponga 
cke la funsione z,(x, y), definita e continua in D, sia lipschitsiana (6) in D, 
e che essa si possa continuare fuori di D in Ttn campo aperto lilnitato Dr, 

e) L. SONDLLI, Sopra alcuni polinomi appvossiwrat~ivi, a dnnali di Di[sit~iiiati<*:i D, Serie III, 
T. XXV! pag. 275 e segg., § Y. n.O 26; L. TONELLI, Succes~ioi~i  di ezcrve e dwivasiome per 
serie, Nota II, x Rend. della R.. Accad~inia dei Lincei B. Serie V, vol. SXV (1016, ln sem.), 
pag. e segg., n.O 4 ;  L .  T»NE~,I ,I .  Foudamenfi r7.i Calcolo clellr Vari«zioi~i ,  Ziiiiiclielli, Bo- 
lopna, vol. 1, Cap. lx, n.O 141: M. LAI~KESTIEFF. SZW qt(e7que.s problèmes dl4 Calcul des Ira- 
riatinns, < Annali di Matcniatica >, fierie IV, !P. IV. pag. 7- e 8Cgg.. 11." 4;  L. TONELLI, SUI- 
14ne qwst ion tiu Calcui des l~ariat ions .  a Rec. Nath. Woscoii .. T. XXXIII, 1 ( lV3).  

(3) L. TONELLI, Soprc~ nlc~tne proprietri di un polinolnio d i  appvossinzaeione, Rencl. 
della R. Acradeinia dei Lincei .. vol. 111 (IURB), pag. 714 e segg.. 

(') L. TONELIJ. S?A I'i~tfegrale d i  Dirichlet. Mein. ilclla R. Sccadeinia delle Gcienze 
di Bologna B .(l9'B). 

(j) L. TONELIJ, Sulla def iniz io~e di fuiiziolze cZi due vuriabili a val-inzione limitata. 
a Rend. della R. Accadeniia dei Liiicei 2, vol. TI1 (1928); pag. 357 e RegK.. 

(6) È noto rhe ogni funzione lipscliitziana è assolutainente ~witiniia. Vedi: L. TONELLI, 
luogo vit. in (1), 1i.O 2.  
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contenede D in modo da soddisfare anche in D' ad u n a  condieione d i  Lipschitz 

considerato un nuovo carnpo aperto Einzitato D i ,  contenente D e tutto contenuto. 
insieme con la  sua frontiera, in D' e costruita l a  successione dei polinomi d i  
Stieltjes 

nt(%, Y), np(x, Y), ~ n ( x ,  Y), 

della funzione z,(x, y), considerata iuz Dg, risulta, per n- m, 

rn(x, y) - zo(x, y), uniformewtente in tutto D, 
ID[%] -ID[%]. 

Si potrh sempre siipporre che il campo D' sin tutto contenuto ne1 qua- 
drato &,, del piano (z, y), avente per vertici opposti i punti (O, O) e (,1, 1). 

Perta.nto, considerato un campo a.perto D, , contenente D e tutto contenuto 
insieme con la sua frontiera in  D', la successione dei poliiiomi di  STIELTJES 
della fun~ione  a,(x, y), considerata in D, , A definita da (') 

Poichb il campo D B completamente interno a D, in  virtù della (1) sono 
rerificate le seguenti proprieta (7: 

CI) per w--6î., è TC,,(%, y)-no(%, y) uniformemente in tutto il campo 3; 
inoltre, q u a , ~ i  dappertiitto in Dl A 

(7) Vedi L. TONELIJ. luop0 cit. in (3). 

(y V d i  L. TONELLI, Sdla rappresewtazione u~ralitica del le  funzioni d i  paù variabili 
reali, c Rend. del Circolo &!!ai. di Paleimo m, T. XXIX (1910, 1.' ~em.),  pagg. 1-36; n.i i0,19, 21. 
Si tenga presonte la riota (3) del l ~ o g o  cit. in ('). 

a~,(z, Y) 
(9) In tutto il tj 1 b :  p,(x, 9 )  = - -- 274x7 Y) 

&, ' Qd"' 21) - -. a~ 
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in tutti i punti di D, e per qualunque valore di n .  
Per la proprietà aj  in quasi tutti i punti di D, per n-00, P 

f@, 9) n,dx, Y), P ? , ( X ,  2 / 1 7  CLix, 2 1 ) ) - f &  Y, z,(x, Y ) ,  p,(x, 2 / 1 7  p,(r, 2 / 1 1 ;  

inoltre poichh la fun~ione  f(r, y, z, p, ql è continua in  ogni (x, y) di D e 
della sua frontiera, e poichP i polinoii~i n, , (r ,  y) risultano. in tutto D e per 

yualunque n, inferiori in modiilo a1 massimo modulo di a,(x, y) in D , ,  per 
la proprieth b) é: possibile determinare un nuiiiero L > O, in iiiodo che risulti 
in tutti i punti ( x ,  y) di  D, e per qualunque n 

I f (x, Y) n** ( ~ 7  Y), P,,(x, 917 qn(x, Y)) 1 
Pertanto in virtii del noto teorema di integrazione 

LEBESGUE, risulta 
lim ID[%,] = ID[z,]. 

n-m 

2. Teorema I I .  - S ia  D un campo aperfo l i ~ u i t d o  
f(x, y, 5, p, q )  una fun.eione finita e continua iu tutti 

L. 

per serie di ARZELA- 

del piano (x, y) e sia 
i punt i  (x, y) del col.-- 

rispondente campo chiuso e per tztfti i vnlori finifi d i  5,  p, q, e si sup 
ponga che la funzione 5,(x, y), depnifa e confinua in D, sia assol?~famente 
confinua in D, che essa renda finit0 E'integrale 

e che si possa contiwunre fuori d i  D in un nuovo cawpo aperto limitato D', 
codenenie D, iz modo da  essere assolutarnente continua. anche in D'. Izdicato 
con K i l  .~nrcssitr~o modztlo della funaione a,(x, y) in D si suppomya poi che 
esistano tre numeri  positiui A, ! A, , A,, tali che r i su l f i  

in o p i  punto (x, y) d i  D,  per ogni 1 5 ' < K +- 1, e per fytte le coppie p. q. 
Allora considerrcto un nuovo cmt~po aperto limilc~to D ,  , contenente D ,  e 

tutto cor~telzuto, insieme colla sua frontiern, in D'. e cosfruitcc la swccessione 
n,(x, y), In = 1, 2, ...) dei polznomi d i  Stieltjes della flcnzio+ze z,,(x, y), consi- 
derata in D ,  , riszdta, per n - oc;, 

7qx, y) - z, (x, y) uniformemente in. tutto D, 

ID[;:,,] -* rD[z0]. 
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Si pub sempre supporre che il campo D' sia tutto contenuto ne1 qua- 
drato &,,, di cili a1 precedente n.O; pertanto la successione dei polinomi di 
STIELTJES della funzione zo (x ,  y)  B definita dalla (2). 

Poichb il campo D è completamente interno a D ,  è anoora verificata la 
proprietà cc) del n.O precedente; é quindi, per n-m, x,,(x, y)-z,(x, y), uni- 

formemente in tutto D, e in quasi tutti i punti di D, per 12-cw, è 

Inoltre, poichè gli integrdi  /jp,(i, y )  1 d i d y ,  fl pn(z, y )  1 dxo/ sono in 

tutto D funzioni eqiiidoppinmente assolutamente continue (l0), in virtii della (3) 

anche gli integrali ( f (x ,  y,  n,,(x, y), p,,(x, y), qn(x ,  y)) 1 dxdy godono in d i  

tale proprietà. 
il- 

Per il noto teorenia d'integraaione per serie di VITALI risulta quindi 

lim ID[z,] = ID[z,]. 
n-w 

3. Teorema I I I .  - Sia D un campo aper-to l imitato del yiatto (x, y) e 
s i a  z,(x, y) una funzione, de@ita e cont inua ne1 corrispondente car)rpo çhiuso D , 
ln quale s i u  assolutamente cont inua in D, e tale d a  rendere f h i t i  gli  integrali  

oue v ,  v' sono due  nurtceri q u a l u n p e  maggiori  d i  1. 
Supposto che l a  frontiera del campo D s i a  d i  w i s u r a  (superficiale) n u l l n  

P the l a  funzione 5,(x, y) si possa continuare,  fuori d i  D i n  un cawpo  aperto 
liruitato Dr, contewente D, in modo da  essere assolutanzente con t i~zua  in D' e 
d u  rendere fimiti g l i  integrali  

/1'12 ' d x d y ,  jj '$)v'dxrly, 
D' D' 

considerato Z O L  ~ ~ U O W O  campo aperto l imitato D,  , contenente D, e tzctto contenuto, 
con l a  s u a  frontiera, in D', a costruita l a  successione dei  yol inori~i  d i  Stieltjes 
x,(x, y), (n = 1, 2, ...) della funzione a,(x, y), considerata itt D, , riszclta, per n- OC, 

n,(x, y ) - zo (x ,  y) uni formemente  in tutto D, 

(i") Vedi L. T O ~ E L L I ,  luogo cit. in (J), n." 2. 
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JO0 S. CINQUINI: Slcll'approssirr~ccziome delle funzio~ti  d i  dice varinbili 
-. - -- 

0) Dimostreremo il teorenia per l'integrale 

poichh per l'altro intrgralt~ hasterà riprtere lu stesso procedimcbnto. 
b)  Si pu0 seinpre supporre che il campo D' sia tutto contenuto ne1 

quaclrato &, del piano (z, y) di vrrtici opposti (0, O) e (1, 1). 
Continuata la  funeione zo(x, y) in tutto D'. in modo da rAssere anche in 

ta1 campo assolutamente continua e da wiidere fiiiito l'intt~grale I u r [ ~ , ]  si 

conaideri un nuovo campo aperto liinitato n, contcnclnte ch tutto contenuto 
iiisieme con la sua froiitiera in P. l ia  funzion(~ s,(x, y) ri8ulta in ta1 modo 

continua in tutto D, e assoli~taiiiente conti~i oa in Di e 1'iritegi.alt~ ID,[zol é 

certamente finito. e s s c d o  niiuorr cli Poich+ tutti i piinti di D iippar- 

tengono a Dl r sono quindi interni a D, ln niininia distnnza fra la  frontiera 
di D e quolla di Il, B certamente positiva; la xi indichi con A. 

La succ.erssione dei polinomi di STIELTJES della fuiizioiie z,(x. y). consi- 

tlerata in D, . ù definitii da11' ~iguaglia,nl;i~ 

u ) l l  - (?c - x)'In[i - ( u  - yl"ndu do,  (12= 1, 2, ... ), 
Dl 

1 

O 

Per  una nota proprieth dei polinomi di STIEI~TJES, pri. n-00, risulta 

TC,~(X, y)-z,(x, y) uniformeniente in tutto D. 
c) Sia Q un qualunque quadrato a lati paralleli agli assi coordinati e 

tutto contenuto ne1 campo aperto D. Suddivisi i lati di Q paralleli all'asse 
delle x in 918 parti uguali mediante i punti di ascisse x, < x, < x, < ... (x , ,  , 
e quelli paralleli all'asse delle y pure in ru parti uguali mediante i punti 

di  ordinate y, 4 y, < y, < ... < y,, , e, coiidotte per i punti di divisione le 
parallele agli assi coordinati, i l  quadrato Q risulta suddiviso in m2 quadrati 

(1') E opportlino rilerare clie nella dimostra~ione di qiiesta parte del teorema non si fa 

uso delle ipotesi che esistano finiti gli integrali 111 2 I"dxdy, $' ~v'dxdy. 
D D ' 

Il proüedimento del presente n . O  è, con una necessaria modificazione, l'estensione di 
qnello seguito da1 TONELLI ne110 studio dell'integrale di DIRICHLET; vedi luogo cit. in 
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8.  CINQUIKI: S / ~ l l ' a p p r o s s i w ~ ~ ~ ~ i o n e  delle funzioni di due va-inhi12: 301 

e la  somma 2 z ,.,, estesa a tutti i quadrati Q , , , .  
Y ,  8 

Posto p o ( q  9) dall'assoluta continuitl della funeione a0(q y) 
an: 

e in virtù della nota disuguaglianza di SCHWARZ-HOLDER (I2), tenendo conto 
che ID[zo] esiste finito, si ha 

d) Siano b e ,  ,$! le espressioni analoghe alle b,., ,, T ,,,, relative al 
polinomio %(x, y). Tali espressioni possono opportunamente trasformarsi. 

A Scelto un 6 > 0 e minore di 2 ,  indicato con M il massimo modulo della 

funzione zo(x, y) in D, e posto 

risulta, corne ha provato il TONELLI (i", 

('2) Vedi II. ICONELLI, opera oit. per terza in (z), n.O 56, pag. 1%. 
(13) Vedi luogo cit. in (9, n . O  3. 

Annali d i  Matematica, Serie IV, Tomo XI. 
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dove b,.. .$, y )  indica l'espresoiotit~ b ,.., t'elrttiva, non al quadriito Q ,..*, nia a1 qiia. 
* 7 clrato Q,.. ,(E, T ) ,  clle si ottirne da1 prrcedente con la traslaziontl X=xs 4- ç, 1 =g+q. 

Applicando il teorenla del valor niedio, risiilta 

6 o v j , .  . 1 - yiy1 - y2)"dt d l  1- flc,,Av. . 
-6 -6 + 1K,tA7-, s Ar, s 

ove 0 B compreso fra O e 1. 
Se p é il massimo intero inferiore a v si ha in ogni caso 

ed anche 

e per la nota formula del binomio di NEWTON risulta 

. . 

+ ( P - ]  ) A  j., , - EW - y 2 ) n d ~  d9 1 + C . ~ A : . ~  + VC,>A,.. . . 
-6 -8 1 
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S.  CINQUINI : Su21' appr~ss.imnaiolze delle funaiorni d i  due vnriabili 303 

Applicando ora a ciasouno degli integrali che figurano al secondo membro 
(eccettuato l'ultime) la disuguaglianza di SCHWARZ-HOLDER (") risulta 

ove si B posto 

H = y j  jl - y)yl - y y d g  dy.  
-6 -6 

O 
2 

Poichh /(1 - ,P)"dE Ç K, 6 O < H < 1, e parcib risulta u 
-6 

a fortiori B 

Dalla (6) tenendo yresente che dall' integrabilità della funzione 1 p,(x, y) / Y  

scende < a fortiori .u 1' integrabilità della funaione p,(x, y) I i  per i = 2, 3, ... pl 
applicando ancora la disuguaglianaa di SCHWARZ-HÜLDER, risulta 

('9 Nell' applicair qiiesta cli~uguaglianza : 

ove 2 assunie i valori v )  y, y - 1) ..., 2. 
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304 ' S. CINQUINI : S d '  upprossimuaione delle funrioni di due variubili 

Pertanto in virth della (5), di quanto si è ora osservato e della (6), 6 

-+ / ' y) d:c dy (1 - 12)"(1 - y2)"d{ dq + c$' 'A,.,. ! + v c n A , ,  , ,il - 1 
-8 -' Qr, 4, V )  

1 \ 
ed anche per la (7) 

8 8 

Sommando da 1 a rn rispetto ad ambedue gli indici r e s, e tenendo 
conto della (8) risulta, 

ove si è indicata con A l'a.rea del quadrato &. 
e) Si osservi ora che, ponendo p,, = a-, p,, = - an" si deduce dalle ana- 

?$ a9 ' 
loghe delle (5) e (6) 

ove p,, è i l  valore di p,,(z, 8) in un punto convenientemente scelto ne1 QUA- 

drato &,, , . Percib se nella somma L T!), si p a s n  al limite per , nz- w ,  fa- 
"-1 9 

cendo ciob tendere al10 zero le aree dei quadrati Q, , ,  , si ha, 
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S.  C I N Q U I N I :  S ~ l l ' a p p r o ~ s i r n a ~ i o n e  clelle funaioni d i  due v n ~ i a b i l i  305 

f )  Si divida ora il quadrato Q, in 4i quadrati aguali, e di questi si 
considerino quelli che appartengono completamente al campo aperto D. In- 

dicato con l'insieme chiuso interno a D e costituito da quedi  quadrati, 

Di è tutto contenuto in Di+l, e, per i - os, è în(Di) -sn(D), onde I&[xn] ID[x,,]. 
Applicando la (10) ni vari qiiadrati di cui 13 composto a, si ottiene 

Si indichi con DS il campo aperto costituito da tutti i punti di D, che 
distano da  almeno un punto di  D di non più di  26, e si osservi che Ds con- 

tiene B, e che, per 6 -0, 15 oa(Ds) -m(D)l IDS[Z,] - I5[so]. 
Scelto un E ad arbitrio, si prenda 6 abbastama piccolo, in modo che sia 

ios[z,] / Ijj[so] + E. ~ o i c h é  per 5 1 5 6, 1 ri < 6, D(E, y) 15 sempre contenuto 
in D8, per tali valori di 5 e q risulta ~D($,~)[z , , ]  < IE[z,] + E. 

Osservando poi che, per 1 2 - K ,  é c , , - O ,  dalla (11) si deduce che per 
tutti gli n maggiori di un certo uz' è  ID[^,,] < ID[Z,] +- 28, e poichè E è ad 
arbitrio, risulta . 

(12) iim I.[n,,] I Ifi[z,]. 

D' altra parte 1' integrale ID[s0] è funzione semicontinua inferiormente : 
infatti, ponendo f(x, y, z. p. q)  = ( p  I V ,  si ha f, = -t v lp IV-', ove il segno è 

concorde con quel10 di pl f, = O, e la  derivata f, B continua per ogni p + O 
ed anche per p = 0, perché, essendo v , 1, risulta lim f, = O ;  si ha quindi 

P - 0  

G(x, y, x; p, q ;  p', q') = p' 1. - 1 p t v ( p  -- p') 1 p I v - l ,  ove G è la  nota funzione 
di WEIERSTRASS e si  deve prendere il segno positivo O il negatiro secondochè 

é p / 0, O p < O ;  e applicando i l  teorema del valor medio alla differenzw 

Ipf - l p  I V  si conclude facilmente che in ogni punto (x, y) di D e per tutte 
le quintuple s, p, q, pil qf è sempre G T: O. 
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306 S .  CINQUINI : Sull' approssimnzione del7e furtzioni d i  due vnrinbili 
-- 

L'integrale I D [ ~ , ]  é dunque quasi-regolare positivo ed essendo inoltre 
f 2 0 ,  per un noto teorema stabilito da1 TONELLI ( ' 5 ) ,  tale integrale è funzione 
semicontinua inferiormente. 

Pertanto poichP., per 97 - w, b TL,(%, y ) -z , (z ,  y), uniformementr in tutto Il, 
risultn 

113) lim - Io[.n,] > ID[z,]. 

Dall'ipotesi che la frontiera di D abbia misura superficiale nulla risulta 

nh(D) =w;t(D) e percib Io[so] = ID[a,J e dalle 112) e (13) si deduce l'esistensa 
del limite di ID[x,) e l'ugiiaglianza 

(141 lim ID[z,] = IB[z,]. 
11 - w 

clie prova i l  teorema ennnciato. 
OSSERVAZIONE. -- I l  teorema ora dimostrato sussiste anche, se è v ;2 1, 

v'> 1. Cost, per esempio se 6 v = 1 gli integrali / j p ,  1 d x d y  sono in D equi- 

doppiamente assolutamente continui ( i 6 )  e si ha, per il teorema d'integrasione 
per serie del VITALI, per n-ao 

4. Nuovo enunciato del teorenia III. - I l  teorema del n.O preoedente 6 

ancora valido anche se la frontiera del campo D ha misura superficiale po- 
sitiva, purchè su di essa la funzione z,(q y) sia costante. I n  ta1 cas0 il teo- 
rema si enunoia nei seguenti termini: 

S i a  D un campo aperto l in~ i ta to  del p iano  (x, y) e s i a  s,,(x, y) u n a  fun-  

zione definita e con t inua  in D, la quale s i a  assolutamente cont inua in D, s ia  
costante sul la  frontiera d i  D, e tale d a  rendere finiti g l i  in tegral i  

2 i'dx dy, 11 ( 2 lV'dz dg. 
D D 

ove v ,  v' sono d u e  nurneri qua lunyue  nzuggiori d i  1. 
S e  Q,  è un quadruto  a l a t i  paralleli  agl i  nss i  coordittati contenede nel 

suo in terno D,  sotto queste ipotesi è possibile continuare l~v, funaione s,(x, y), 
fuori di D, in tu f to  Q, in modo  che r isul t i  contin.rna in a,, e assolutamente 
cont inua in Q,; inoltre costruita l a  successione dei polinomi d i  Xtielges ndx, y), 

(i" Vedi L. TONELLI, luogo ~ i t .  in ('), n . O  13. 
( 1 6 )  Vedi L. TONELLI. luogo cit. in ( lu) .  
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(11 = 1 ,  2, ...) della funaione a,(x, y), considerata in Go , risulta, per n - -, 
nn(x, y)-+z,(x, y)? ,uniformerw,en€e in k t t o  D;  

Basta limitarsi alla consideraaione dell' integrale 

poichh per l'altro integrale si ripete lo stesso procedimento. 
Si pub sempre supporre che il quadrato Q, del piano (x, y) sia il qua- 

drato di vertici opposti (O, O) e (1, i). 
Indiwto con C il valore (costante) della funeione z,(x, y) sulla frontiera I' 

di D, e posto Z,(C, y)= C in tutti i punti di Q, esterni a D, la funzione 

a,($, y) risulta evidentemente continua in tutto Q,, e inoltre, come ha dimo- 
strato il TONELLI ('3 essa risulta assolutamente continua in Q,. Si osservi 

poi ohe in tutti i punti di Q ,  esterni a D la derivata parziale 9 (andopa 
@ 

osserva~ione vale anche per la 2 esiste ed è .  nulla e che inoltre, come ha 
" ) @4 

provato il TONELLI, questa derivata esiste ed é nulla quasi dappertutto sulln 
frontiera I' di D. Ne segue 
(15) ' . IQ,[BO] = 1$ao1 = - b [ n o l ,  

e percib l'integrale IQ,[s0] esiste finito. Sono dunque verificats tutte le ipotesi 
del teorema del n.O 3 (eccezion fatta per quella relativa alla misura di Il) e 

si pub quindi ripetere. tutta la dimostrazione del n.0 3 a partire dalla fine . 

del oapoverso b), tenendo presente che al campo D, del n.O 3 si pub ora 
sostituire il quadrato Q,. 

Risultano percib valide le disuguaglianze (12) e (13) dalle quali, tenendo 
ora presente la (15), si deduce la (14). 

OSSERTAZIONE. - Anche questo teorema sussiste se si suppone v > 1, 
v' 2 1. 

5. Lemma. - Sia D un carqo aperto livnitndo del piano (x, y) e sia 
g(x, y,  a, p, q) una funsione finita e continua in tutti i pudi (x, y )  del cor- 
rispowdenie campo chiuso D e per tutti i salori finiti di 5, p, 9, e sia sempre 

("7) Vedi L. SONELLI, luogo cit. in ('), n.' 6. 
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Sia  poi z0(x, y )  u m  fidnziolle definita e corttinuct in D,  ln qucrlp si0 assolmf0- 
irwnte continucc i l 2  D ,  e tctle C ~ I P  esistcc finit0 1' iwt~grnlr, 

è unn successione d i  funaioni finite e continue, colle Eoro derivnte parzinli del 
primo o r d k e ,  in tutti i punt i  d i  D, e se, yer n- oo, è 

z,(x, y) -zo(x, y), zcniformeirteide i l& t?t tto D ,  

quasi dnppertzctto i r z  D, 

Jd%I - JD[ZO], 
yli irztegrali . . fig(%, y, z , ~ ,  5 %,)dzdy, ( t h  = 1, 2, ...), 

ax: ' ag 

sono tutti, in D, funzioni equidoppiarrcente nssolutaircente corttime ('7. 
Poichè liin JD[~,,] = JD[B~], preso un a ad arbitrio, si pub drterminart! un 

12-03 

nuiiiero intero n, > O, tale che per ogni 92 > n , ,  sia 

Indicato con ER l'insieme dei punti di D, iii cui esistono ambedue le 
derivate po(s, y), qo(z, y), ed è pi + y: < 2R" si prenda R abbastanza grande, 
affinchb sia 

(la) Cioè, preso un ri > O, ad arbitrio, 13 possibile determinare un 5 > 0, tale che per 
ogrii gruppo R i ,  R2,  ... , R ,  di rettangoli di D, non sovrapponentisi, a lati paralleli agli assi 
coordinati e di area cornplessiva minore di 6, sia per tutti gli n, 

Cfr. la idimostrazione del presente lemma con quella data 
dell' opera citata per terza in (2). 
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Si indichi poi coii ER, ,.& 1' insirnie dei pnnti di ER , in cui è [2]' I [%$]'< 4R2 .  

. 82, cP, a ~ , ,  az,, Poichb, quasi dappertutto in D, per n- CG, e =--Y,, - - q , ,  le -, - con- 
OY ?X & 

vergono pressoché uniforrnemente verso le y,, q ,  rispettivainrnte; pertanto 

p iché ,  per n-cm, è z,,(x, y)-zo(.e, y) uniformenlente in D, ai puo determi- 
riare un intero n2 > n , ,  in modo che, per ogni n > n,,  sia 

. . 
(181 1 " .  X ,  , z , , d d -j&z, y, 5, PO,  <1.1d~ (il 1 0, 

ER, n ER. n 

ed anche 

Dalle (16) e (18) risiilta 

e per le (17) e (19) wgne da quest'ultiina 

la qnale, tenuto fisso K ,  vale per ogni n 2 Hl. 

Poichb le fiinaioni .sa(.(;, y), per .n - m, convergono uniformemente in 

tntto D verso ~ ~ ( : . s ,  y), e questa funzione è continua in tutto D e quindi anche 

limitata, le funzioni z,,(.c, y) risultano in tutto D (e  per qualunque n) in 
modulo ugualniente limitate; sia M tale massiino modulo. Si indichi poi 

con L il massimo modulo della funzione g(.c7 y, z, p, q) per ogni (x, z/) di D ,  
I z / < N ,  i p [ < a R ,  1 q [ < % R .  

Se E 6 un insieme qualunque di  D di misiira inferiore a 6' con B ' <  l, 
indicata con E' la parte di E, contenuta in D - ER,%, risnlta 

ed inoltro, se n > n, ,  è in virtù della (20) 

Quest' ultimn disuguaglianea é dunque verificata per n = *z, + i, m, + 2, ... - 
dnnali di Matematiea: Serie IV ,  Tomo XI. 40 
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310 S. CINQUINI: Sull'npprossirnnziorce delle ficnaiofii d i  &ce arwitchili 
-- 

D'altra parte, per una nota proprietà dell ' iritegral~ di L E B E ~ U E ,  si p ~ i b  
determinare un niimero positivo 6" tale clie, per ogni insieiiie E cli D di 
misura supclrficiale inferiore a 6", risiilti 

Pertanto, indicato con 6 i l  minore dei due iinnieri E t ,  ?Yf, per ogni griippo 
di rettangoli Ri di D, a lati pwalleli agli assi coorilinati, non sovrapponeiitisi 
e di area cornplessiva minore di 6, risulta 

e con cib, poichè o B arbitrario, ed È! sempre g >O,  il lernnia é dimostrato. 

6. ~orol lari  del teoreina III. - Dai teorerni dei n.i 3 e 4, in rirtii del 
lemma del n.O 5, si dedncono immedintainente due corollari 

a)  S i a  D un cniupo aperto l in~i tato  del piano (x, u), la cui  fïontiera 
abbia misura  (superficiale) wulla: s in  f(s, y, z, p, q )  unn funzioue finita e 
continwa in tut t i  i p u n t i  (x, y) d i  D, e per tutt i  i valori finiti d i  z. p, q e 

s ia  zo(x, y) u n a  funaione defilhitu e continua in lcc quale sia assolutamente 
continua in D e tale d a  rendere finit0 l'integrale 

Si supponga poi che esista un nzcoco canzpo aperto lilnitato D', contenente D ,  
tale che l a  funzione f(x, y, z, p, q) ~ i a  finita e continua anche per ogni (x, y) 
d i  D' e per tzctti i valori finiti d i  z, p, q, che la  funaione z,(x, y) s i  possa 

continuare fuori d i  D in D', in rnodo d a  essere continua in D' e assolutamente 
continua irc D' e d a  rendere finit0 l ' integrale ID~[z,] e clze inoltre, indicato 

con K' i l  massitno wzodulo d i  zo(x, y) in D', s i  possnno deterutinare otto nu- 
meri v ,  > l ,  v ,  > l, A ,  , O, A, , 0, *1, > 0. A,'  , 0, A,' , O, A,', q u e s t l ~ d t i m o  
anche negativo, in modo che ristf l t i  

per ogni (x, y) d i  D ,  pev 15 1 < K' + 1 e p w  tutte le coppie p, q. 
Allortc, con,siderato u n  nuo.co cccupo nperto lirrtita,to Il,, co~denetite D e 

t?ntfo conlelztcto ikrsie~bre collfx s/ca f r o ~ z t i ~ i n  i n  Il', e C O S ~ V I I ~ ~ C I  la s~rccessione rlri 
p o l i n o ~ ~ t i  d i  Stipltjps n,(s, y). ( i l  = 1 .  2, ... ) della f ~ ~ i a i o ~ w  z0(x. yI. c o ~ s i d e ~ t r l ( c  
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- 
in D,', risulfa, ndoo, 

Poich+ 1' in tepale  IDi[e,] 15 finito etristono pure finiti. in v i ~ t ù  della (21). 
gli integrali 

jJp,)(z, YI ivl<b dj,, ~ j i  gola. Y) lVadzdy. 
DI Bï 

Quindi per il teoreina del na0 3, considerato uii caiiipo aperto limitato D, 
wiitenente 8, e tutto contenuto, insieme con la sua frontiera. in D' e co. 
struita la successione n,,(a, y), (n = 1, 2, ...) dei polinomi di  STIELFJEB della 

funzioiie zo(x7 y), considerata in D, , risiilta, 13er n- oc, 

- 
~T,,(z, y)-cso(x,  y ) ,  uniformementr in tutto D. 

Pertanto, poichb per una neta proprietà dei polinomi di STIELTJES, quasi 
dappertutto in  D, per W-m, 6 

(a2) P V ( X ~  Y ) - L P O > O ( ~ ~  Y), q?,('? Y)-QO('~ Y)> 

si. pub applicare il lemma del n.O 5 ;  percib gli integrali 

sono, in D, funzioni equidoppiamente assolutamente continue . e in virta 
della (21) anche gli integrali * 

godono della stessa proprietii. 
Essendo inoltre per le (22): per n - w ,  

quasi dappertutto in D, è applicabile il noto teorema d'integrazione per serie 
di VITALI e risulta 

lim  ID[^,,] = ID[B~] .  
fl-m 
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Y12 S .  CINQUINI: Sidl'approssin~uzione del le  f i r r z io~~i  d i  dice .rwri«bili 
- 

/3) S i a  D un cctwzpo aprrto lirkdtato del p iano  (x, y), sitr f ( x ,  y. z, p, y) 
wna fwzxione filtitn e continua i n  tu t t i  i pmli (x, y) del cowi . spo~le / z t e  caj,ipo 

chiuso D e per tu t t i  i 'tw1or.i finiti d i  z, p, q, e sicr sols, y) u n a  fzozaio?ze de. 

finita e co?ztinua in U, l a  yunle s i a  a s s o l z ~ t a ~ r ~ e n t r  continucc in D,  costrxr~fe 
sulla frontieî-a r' d i  D e tcile da  vemlere finito l ' inteyrale 

Irilz,] --- / i f  W, g. 2,(.', 91, y,(%, $1. q O ( q  y))r/.c dy.  
ii 

Si sappoîz!la yo i ,  indicrrto con K i l  w c s s i m o  mod?tlo della fuszziolze z,(x, y) 

in D,  che s i  possnno detewzincrre otto nuureri v ,  2 1, v 2  2 1, A ,  , 0. A, ; O, 
A, > O. A,' > O, A,' ,:O, A,', y~rest' 7 1  ltirlzo cr~zcl~e ?~egatico,  in modo che r i s d f i  

per  oyn i  (x, y) d i  D. per 1 z 1 K K -1 1 e Fer /&te le coppie p. q. 
Sotto queste ipotesi, SP  Q0 è 9 1 1 2  y m d m t o  CL Ecrti pcira1I~li ugl i  ass i  ~001.. 

d i ~ z a t i ,  conteneizte , I Z P ~  S Z I O  i /?tel ') .~o D,  è possibile corztirmare k t  f irmio)w E,(x. y) 

fq~ori d i  D in tutto Q , ,  in modo clle r i s d t i  coutir~ucr i/z Q,, e crssol~ctrrmente 
c o i a t i t ~ z ~ ~ ~  in Q,; inoltre, cos tmi ta  l a  s7iccessioue dei yolirlol~li d i  Stieltjes ir,(x, y), 
(n  = 1, 2, ...) della fun3ione a,(x, y ) .  cop~siderntn i n  Q , .  ris~cltci, per n- m, 

Poichh l'integrale ID[a,,] P finito esistono pure fiiiiti. in  rirtii  della (23), 
anche gli in tegrd i  

Si pub quindi applicare i l  teorrina del n.O 4: p i m d e i i d o  poi corne in z) si 
prova 1' asserto. 

7. Osservltziotii sui eorollari t ir1 1 i . O  6. - a )  opportuiio rilevare che 
le  proposi~ioiii  del n.O 6 s~issistono anche se, essrndo v, = 1, è A,' = O; ed 
aiiiilugaiiiente se, essendo v, = 0, é A y f = O .  

Basta irifatti ripetere le dimostrazioni del n.O 6, tenendo presente che 
essendo D intemo a1 campo B, (al  qiiadrato Q,I. dalle ipotesi ivi fatte segue 

furizioni equidoppiaiiiente assolutamente continue. 
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p) È evidente clie se la  funzione f (z ,  y, z, p, (11 é indipendente da unn 
delle variabili p ,  y. per esempio, per fissare le iclre. dalla y. nelle condi- 
zioni (21) t. (23) si deve fart. A? = A,' = 0. 

8. Teorenin IV.  S i a  @(LI) utza f l~nxione definita per u>O, no92 negatiua 
e insienze con l a  s u a  cleriuccta prima cont inua e n o n  decrescefzte. 

Sia poi z,,(x, y) una f inz ione  assolutawzente cont inua ne1 cnrnpo aperto 
l imitato D,  continua in tutto il C U W L ~ O  ~ I z iuso  D com8ispo?zdente, e tale inoltre 
che es is ts  finit0 l ' integrale 

ôz, t z o  Col& Po =- ,  q , = - .  
Iix 0' 

Supposto che l n  funsio~ze  z , , (s ,  y) s i  possa continuare fuori d i  D  in un 
campo aperto lir~titato D', contenente D ,  in modo d a  essere assolutarmente cow 
tinzccc if& D', e d a  r e n d w e  finito l ' integrale I ~ , [ z ~ l ,  è possibile determinare u n a  
successione d i  funsioni zn(x, y), (n  = 1, 2. ...), conf inae,  insietne con le  loro de- 
rivale parz ial i  del pr iwo ordine in tutto un nuovo c a ~ ~ q o  aperto lirnitato D , ,  
contenente D e opportzt,~amente scelto, in modo che r isul t i ,  per n- W, 

a )  Si pu8 seinpre supporre che il campo D' sia tutto contenuto ne1 
quadrato Q,  del piano (x, 9) di vertici opposti (O, O) e (1, 1). 

Continuata la fnnzione s o ( z ,  y) in tutto D' in modo da essere anche in 
tiil campo assolntainente continua e da rendere finito l'integrale 1 ~ 1 [ ~ , ] ,  si 

osservi che, poiché tutti i punti di D appartengono a D' e sono quindi in- 

terni a D,  lu minima distanza fra la  frontiera di D e quella di D è sicura- 
mente poeitiva; indicatala con h, si consideri il campo D, costituito da tutti 

1 
i punti di  D' che distano da almeno un punto di D di  non più di 

La funzione go(%, g) risulta in ta1 modo continua in tiitto fi, e assoliita- 
mente continua in D, e l'integrale ID,[z,] è certamente finito, essendo mi- 
nore di Io,[z,]. 
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--. - 

h 
Scelto un numero positivo 6 < si considerino in D, le funeiuni (19) 

6 
ove si B posto h,, = - . 

n 

La funzione .Z,,(X, 2/1 risidta continua in tutto Il,, insienle con le sue 
derivate parziali ru) 

Inoltre al tendere di n all' infinito P z,,(a, 9)- z,(z, $1 uniforirit~iiientr in tutto I l .  
Infatti in virtù dell' iinifoiwie continnitk dellii luiieione z,(.r, 9 )  in tutto D, , 
preso ad arbitrio un E / O, si pub dete~minarr  un nu1nt.i.o positivo a tale 

che in oyni ,yuadrat0 di D, di lato non superiore a o, I'oscill&ioue della 

z,(r,  y) sia minore di E. Sia n il più piccolo numero intero pos i t i~o  tale 
e 

per ogni n > risulti < o. Allora, tenuta presente la (24)) per tutti gli 

n > ii risulta in tutto D 
I %(x, Y) - go(%, Y) 1 <: 

Si  osservi poi clle per n- w é, quasi dappertutto in D, p,,(x, y)-p,(x, y), 
q , , (x ,  y)-qu(z, y). Infatti s i  ha 

e poichh, per n-m, 6 h,,-O. il 
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316 S. CINQUINI: S.1çlE'approssimaawne delle funaioni di due variabili 

applicando nna nota disuguaglianea ("1, risulta 

I n  virtù della nota disugiiaglianea di JENSEN ("), che. 6 applicabile per 
le ipotesi fatte siilla funzione 0, tenendo conto ohe ID[z,] esiste finito, si ha 

J J 

R,, t 
Y s ,  t A,, t = f l b ( ~ ~ :  + rlU)dzdg, 

Rsr t 

c)  Siano a:!, b r f  , cpr)t le espressioni, analoghe alle a,, t ,  bs, t ,  va, t ,  re. 
lative alla funzione z,,(:t:, y)- Risulta, tenendo conto della (24), 

dove a,, ,(e, 7) indica l'espressione a,, relativa, non al rettangolo R,, ,, ma 

(a) [//i f d a  dyI2+ [//i y / da: d y ] ' 5  [//i/m d, dyI2, disuguaglianm umta dsl l e  
D D D 

NELLI ne1 luogo cit. in (5), n.' 5. 
(") Vedi J. II. W. V. JENSEN, Swr les folzct,iolzs cornvexes eec., u Acta Mathematica D, 

S. 30 (1906), pag. 186, n . O  4. 
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al  rettangolo R,,,(S, q), che si ottiene da1 precedente con la  trasladone 
X =  2 -1- 5, Y = Z/ + q. Analogamente si ha 

Quindi 

e, applicando una disuguaglianza già usata I"), risulta 

Tenendo conto che 4h,,% ed applicando poi la  disuguaglianza 
--h,-h, . 

di JENSEN, si ha 
Sn h, 

-hm -ha 

e tenendo conto della (26) 

Sornmando da 1 ad m rispetto ad ambedue gli indici s, t, e'tenendo conto 
della (28) rivulta 

(p5) Vedi nota v3). 
A n r a l i  d i  Matemotiaa,  Serie I V ,  Toiiio XI. 
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cl) Si osservi che dalle analoglie deIli1 (27) si drlduce 

cpky! = A,, 4 4. t - As, @ ( V i t  -t- z), 
- - - 

OVP p,, , Q,, sono i valori di p,, , Q,, in due punti convenientemente scelti ilel 
rqttangolo R , ,  . Tenendo conto della continiiitk delle derivate parziali p,,  tA q,, , 
e della oontinuith della funzione @, si ha 

=2- 
Z Y':! = A,. , @ ( V p ,  + <:) + E, , 
s, t s, t 

- - 
ove p,, e q,, sono i valori di p,, , q,, in iino stesso punto di A,, ,,' ed B %,-O, 
per ,un- 00, cioè al tendere allo aero di tutte le differenze s,-- x,-, , y,  - y,-, . 
Facendo tale passaggio al limite risulta 

v (nJ - %,t-  \ )~( \ IP , ."  + q,,î)dz dy. 
8 ,  t 

' R  

Dalla (29) si ha quindi 

Poichh l'integrale ID,[s,] esiste finito, preso un E, ; O ad arbitrio, si pub 
determinare un 6, tale che per ogni gruppo di rettangoli R,', R,', ... R,'.ap- 
parténenti a D', senaa punti interni oornuni, a lati paralleli agli assi coordi- 
nati e di area complessiva < 4 ,  risulti 

M o r a  per ogni gruppo di rettangoli R, , R, , ... R,, appartenenti a D, senaa 
punti interni comuni, a lati paralleli agli assi coordinati e di area com- 
plessiva < 6,, risulta dalla (30), in virtù di quest'ultima 

per qualunque valore di ut;  e poichP 13 sempre rD 2 O, si conclude che gli 

integrali IP (Vpn2 -+- q,,2)dzdy, (w = 1, 2, ...) sono, in D, funzioni equidoppia- 

mente assolutamente continue, 
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S. C I N Q U I N I  : SuIl' ~pprossimnxione delle funzioni d i  due owrinbili Ji9 

Da tale proprietà e dalla (25)  in virtii del noto teorema d'integradone 
per srrie del VITALI risulta 

iim [la + y , . ~ x d y  = /'lm ( \  p~ + p ~ l d z d y .  
n-no. 

D 'n' 

9. Nuovo enuiiciato del teoreriin I V .  - L'enunciato del teorema del nu- 
mero precedente assume una forma pih semplice quando la funzione z,(z, $) 

è costante sulla frontiera del campo. 
S i a  @(u) u n a  funsione definitcl per u 2 O, n o n  negativa e, ins ieme con 

la  s u a  derivuta p r i m a ,  cont inua e n o n  decrescente. 
Sia poi z,(x, y) una funzione assolutamente cont inua ne1 campo aper fo  

limitcito D ,  continzca in tzttto i l  cnwpo  chiuso D corrispondente. costante sul la  
frontiera d i  D, e tale inoltre c7ze esista fiwito l ' integrale 

Al lora è possibile determinare una successione d i  funzioni zn(r, y), con- 
t inue ins ieme con le loro derivate pars ial i  del pr imo  ordine,  in tutto un nuovo 

cawpo  aperto l imitato D i ,  contenente D, in modo che risult i ,  per n-oa, 

zn(x, y) - zo(x, y), uni formemente in D, 
In[~n]   ID[^,]. 

Xia $, un quadrato del piano (z, y) a lati paralleli agli assi coordinati, 

ne1 cui in terno sia contenuto i l  cainpo o. 
Indicato con C il valore (costantel della funzione z,(x, y) sulla frontiera 

I' di D, e posto a,(./., y) = C in tutti i punti di a, esterni a 3, la funaionr 

z,(x, y) & evidentrrnente continua iii tut'to Q,, e inoltre, corne ha dimostrato 
il TONELLI ("') i n  caso annlogo, essa risiilta assoliitamente continna in Q, . 
Si osserri poi the in tutti i piinti di Q, wteriii a D le derivate pard;ili 

~ ) ~ ( z ,  y), q,,(x, .t/) esistono e sono ailil)edue nulle, e che inoltre, comt. ha piw- 
~ i ~ t o  il Tomrjr,r, yiirste rsistono e sono niille qiiasi dappertiitto sullii froii- 
tirra l' di B. Xe st.g!viirJ c h ~  l'integwle IV,,[zoJ esiste finito. 

Sono diiiiqne verificatr trittca lth ipotesi del tcorema del 11.0 precedente: 
t3 c i b  bii~ta  PI* prorare il t ~ o r r m a  ~niinciato nrl presente n.O. 
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10. Osservazione siil teorriiiii I V .  - I teorenai dei  ni. 8 e 9 covtinztano a 

wissistere anclic sostitqtendo >cei rG+pettM en tmc ia f i  a l l l  integrale b(\, p: + q>)drdy,  il D 

une qua lunque  dei  d ~ c e  integrali  

i l .  Trorenia generale. - Dai teoremi  de i  n.' 8 e 9, tenendo presente 
17 o s s e r v ~ z i o n e  clel n . O  10, si declncono faci lmente  i segiienti t eoremi :  

a) Sia D m z  cawtpo aperto lirr~itato c l ~ l  p i a n o  ( x .  y), s ia  f(x, y. z, p, q )  
~ t n a  funsione finitn e colztinma i n  tzdti i puntm (x, y) del campo chiuso D 
corrispondente e per tu t t i  i valori  fitziti d i  a,  p, q, e sicx poi z,(x, y) m u  
funzioue assolutamente cotztinucc i r z  D ,  c o ~ t f i m t a  i ~ t  tqrtfo a, e tale iq~oltre 
che esistcr finito 1' integrale 

S i  supponga poi che esista ~ t n  nuovo ca~l ipo apel-to lirrritafo D', conte- 
neute D,  in modo c7ze Zn f i~nxione f(x, y ,  z ,  p, q )  s i n  finita e conti t~îca per 
ogni  (x, y) d i  D', e per tu t t i  i valori  finiti d i  5, p, q, che l a  fwzziowe z,,(x, y )  
s i  possa continuare faori  d i  D in t v f t o  Dr, in modo d a  essere continua in D ,  
assoEatame?zte continl.ca in D', P d a  rendere filzito 2' il?tegrrrle ID,[z,], e c h  inoltre 
indicnto  cou K' il ) t z a s s i ~ ~ ~ o  s~od?,tlo d i  z , , ( s ,  y) i r t  D' s i  possuno deferwzilzare 
tre funaiowi @,(u), @?(u), @:l(u), ognuwa delle qunl i  s i a  definita per  ii 2 O, s ia  
n o n  negativa e, insiente con la propria derivata p r b m ,  cout inua e n o n  decre- 
scerzte, e otto nwrreri A, > O, A -  2 O, A, > 0, .l, , O, A,' > O, A,' > 0, A,' ,O, A,', 
qmes f '  ul t imo c4n.ck~ negativo, in rrgodo che v i s d t i  

(31) A , ' Q , ( ~ p 2  i - q . . )  t-  LI^'@^(^^ ) + A8Q3( 1 q ) -t A4'  < 
< f ( . z , y . ' z , p ) q l  - - ' A , @ ! ( l p 2 + q . ! ) i  A?@:( p q , ) + A 4 )  

per ogni (s, y )  d i  D', 1 ~ 1 '  oyn i  z < Kt I 1 e per hrtte le coppie p, q. 
Sotte preste ipofesi  è possibile detewrinare u n a  szrccessiotte cli f ~ m s i o n i  

on(x, y), (n = 1 ,  2,  ...), corzlirhue insierl~e col1 le loro derircrte pnraicrli del pr imo  
o r d i ~ e  in tutto ?In ccvwpo aperto li+nitato D,:  contenetrie D, e t u t f o  contetmto, 
iîzsierr~e cotl l a  sztcc frordiel-a in D' e op~~o~. tz t t~u~rte?zte  scelto, in modo çhe ri-  
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SU.& pet- n - oc, 
zn(x, y)-zn(x, y). unifonuewzerde in h t t o  D, 

ID[z,] - In[a,]. 

Si pub sempre supporre ehe il campo D' sin tutto contenuto ne1 qua- 
drato &, del piano (x, y) di vertici opposti (O. O) e (1, 1). 

Continuata In funzione #,(a-, 9) in tiitto D' in modo da essere assoluta- 
mente continua anche in ta1 campo e da rendere finito l'integrale I D f [ g o ] ,  pei. 
la (31) esistono finiti i tre integrali 

Riesaminando la dimostrazione del teorema del n . O  8 e tenendo poi pre- 
sente l'osservazione del n . O  10, si vede che P possibile determinare una suc- 
cessione di funzioni z,,(q y), (n = 1, 2, ...) ("), continue insieme con le loro 
derivate parziali del primo ordine in tutto un nuovo campo aperto limitato D,, 
definito nella dimostrazione del n.O 8, e tali  elle 

a) sia per "IL- oo 

6) gli integrali 

siano tutti, in D, funzioni equidoppiamente assolutamente continue. 
Per  la proprietà a) è, quasi dappertutto in D, per n - h l  

e per la proprietà b) si deduce dalla (31) che gli integrali 

sono, in D, funzioni equidoppiamente assolutamente continue. 
Pertanto applicando i l  noto teorema d'intcgrazione per serie del VITALI 

risulta 

(*') Si tenga presente che, continunta la fiinzione z&, Y) in tutto Dr, le fiiriziorii z,,(x, y) 
definite al n.O 8 dipendono soltanto dai vafoii della a,(e. y) i n  D', e non dalla funzione a. 
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p) S i a  D u.n campo aperto linvitato del piano (x, y), sia f(x, y, 2, p, q) 
u m  funBione finita e continua 'in tutti  i p u n f i  ( x ,  y) del corrispondenfe car1)po 
chiuso D e per tutti  i va'lori finiti d i  5, p, q,  e sia z,(x, y) u n a  fwnsione de- 
finita e continua in D, la yuale. sia assohtnmente continua in D, sia costcmte 
svllla f;~ontiera l? d i  D, e tale inoltre che esisfa Fnito I'integrale 

Si s.upPoGa poi che indicato con K il wmssimo modulo d i  z,(x, y) i n  D, 
,si posmno detefinifiare tre funxioni @,(LI), @,(LI), @.,(II), ciuscwm delle puali 
sia definita per u 2 O, sia ?bon negat2.u~ e, insienle con ln popricc derivata 
prima, continua e mon rlecrescente, e ofto numeri A, , O, A, , 0, A, > O, 
-1, > O, A,' > O, A,' > O, A,' , O, A,', qvest'ulti~îzo a r ~ l z e  negativo, in modo 
che risulti  

(31) A,'@,Np2 4- q') + A,'@,( 1 P 1 )  t- A,'@,( I q 1 )  3- A,' < 
1 ( A , @ , ( V P ~ )  4- 1 p 1 ) + ll,@,( 1 q 1 ) -+ A,,  < Ifb, Y, %P, q)  l 

per ogni (x, y)  d i  D ,  per ogni ( s 1 < K .t 1 e per tutte le coppie p, q. 
Sotto p t e s t ~  ipotcsi à possibile detenniware u n a  successione d i  fulzzioni 

B,(x, y), (ri  = 1, 2, ...), cowfin'l~e i n s i e ~ t ~ e  con le Eoro derivate parziali del primo 
ordiv~e in tutto un nlcovo cuwpo upsrto limitato D,  , contenente D, in modo 
che lûsulti, per n - CG, 

a&, y) - zo(x, y), uniformemente in t d t o  0, 
ID[%] -  ID[^^]. 

Basta. ripetere la  dimostra~ione fatta in ol), facendo la sepente  niodifi- 
ca~ione : 

Dall'ipotesi che esista finito l'integrale ID[n,] risulta per la (31) che esi- 
stono finiti i tre integrali 

Èi possibile, ripetendo le consideriiaioni dt.1 neo 9, 
z,(:c, 3) in tutto a, in modo che risulti continua iii 

tinua in Qo e che esistano finiti i bre inttqiali I;:lz,~. 
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là .  Osservitzioni. a )  & o p p o r t u n ~  rilevare che i teorerr~i del n . O  prece- 
ciente contiv~uauo a sussistere se è verificata un'a yualunque delle tre seguenti 
ipotesi 

A 1 -  - 4 ' 2 0 ;  I A,=A,'=O; A,=A,'=O; 

inoltre essi sussistono anche se sono verificate contewporanenwnte dite yun. 
lunpue delle precedenti ipotesi ed anche contetibporanecct~tente tutte e tre. 

9) Si osservi poi che, tenendo conto dell'osservazione fatta in a), le 

ipotesi fatte nei n.' 3, 4, 6 e 7 del 5 1 rientrano corne caso particolare in 
quelle del n . O  11. Basta fare nella (31) A, = A,'=O, e prendere @,(u) = W ' ,  

Q3(u) = w v ~ ,  con v ,  2 1, v 2  > 1. Se poi è v ,  = 1 O v, -= 1, si pub fare nella (Si) 
A,' = O o A,' = O rispettivamente. Se la. funzione f(z, y, a, p, y) non dipende 

o dalla p o dalla q, si pub fare nella (31) A, = A,'=O o A,=A,'= O rispet- 
tivamente. 
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Sur 1' emploi de relatioris globales dans quelques 
problEiries physiques. 

PREMIÈRE PARTIE 

Les problbmes d'equilibre relatifs aux milieux continus ont toujours 
attiré l'attention des chercheurs autant par leur beauté que par les diffi- 
cultes qui s 'y présentent, et qui semblent différer d 'un  cas à l 'autre. 

En effet, malgre leurs origines communes, les divers systbmes d'bqua- 
tions aux derivées partielles auxquels on ramène l'étude du phhoméne, 
posent des problhmes assez variés. 

D' autre part, 1' integration de ces systèmes introduit des conditions 
génantes à l 'égard cles donnees, ce qni restreint souvent sensiblement le 
degré de g6neralité des solutions. 

En meme temps, un phhomène d' 6yuilibre n'etant pas local mais 
global, c'est-à-dire interessant toute portion détachee par la pensee dans le 
milieu considéré, i l  ne saurait ètre exprime dans toute sa généralité à l'aide 
des Bquations aux derivees partielles. 

Les difficultes que nous venons d'énum6rer se rencontrent dans toute 
question physique, et ont Bté remarquees depuis longtemps. 

Elles sont dues en premier lieu à notre façon d'envisager les phéno- 
i n h e s ,  a u  passage ;.L la limite auquel on rsmene toujours les methodes de 
calcul. 

I l  existe pourtant, à l 'heure actuelle, bien des tendances vers une autre 
interprdtation des faits à l'aide de relations globales, comme celles de M. M. G. 
BOULIGAND (') pour le problème de NEUMANN, EVANS (2) pour le problème 
de DIRICHLET, OSEEN (7 pour les Bquations des fluides visqueux. 

(4) G. BOULIGAND, Sur yzcalyueu problèmes (le la clyaarfiique des fluides, Paris 1830. 
(7 G. C. EVANS, Fundamental poiflts of potential theory, (a Rioe Inst. Pamphlet ., 

vol.  7, 19.20). 
(3) C. W .  OSEEN, Neure Methoder& u ~ c l  ErgeO+cisse il& der Hydvodynamik, Leipzig 1917. 
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1. Nous  nous proposom de wtolztrer conment o n  peut envisager le problème 
d'équilibre d ' u n  milieu continu en  partant des équations générales sous forme 
globale, c'est-&dire e n  esprimant les théorèmes généraus de l a  résultante gé- 
nérale et d u  moment résultant et comment o n  peut remonter par une  voie 
si81zple et maturelle de la distribution des forces ~nassiques données à celle des 
pressions, tensions, vitesses. suivant le cas, e n  n'introduisant qu' un nondre 
réduit de restrictions. 

Nous traiterons d'abord le cas dii plan, par une iii6thode y11'011 peut 
rattacher it la dérivée aréolaire due it DI!. D. POMPEIU, sous la fornie gén6rale 
que nous lui avons donnée dans notre Thése ('). 

Toutefois, les raisonnements qui vont suivre, n'exigent pas une dtude 
préliminaire de cette notion. 

Désignons - suivant les notations classiques - par X ( z ,  $1, Y(:e, g) les 
forces massiques données en chaque point intérieur d 'un niilieu contind et 
exprimées par deux fonctions b o r d e s  et intégrables au sens de M. LEBESGUE. 

Soient Xi ,  Y,, X,, Y,, les efforts s'exerçant SLU deux éléments nor- 
maux respectivement aux axes oz, o y ;  on suppose senlement qu'ils sont 
continus en chaque point du milieu plan envisagé. 

On sait que les Bquations d'dquilibre intérieur sont: 

le contour y étant simple, rectifiable, doue d' une tangente unique et intérieur 
a u  milieu envisagé. 

La troisième de ces kquations peut ètre transformee si l'on fait appel à 

la  notion de dérivée extérieure (7 de M .  CARTAN. Considérons une forme dif- 
fdrentielle lindaire à deux variables 

o = Pdx -I- Qdy. 

S'i l  existe! nile fonction R(x ,  y )  bornt5e et intégrable, telle que l'on ait 

] ~ d x  + Qdy = 
Y 6 

(i)  N. THÉODOKMSCO, LU dér ide  aréolaire et ses applicatior~s a la Physique Mathema. 
tique, (Paris, Gauthier Villars, 1931). 

(2) V o i r  a ce sujet: E .  C A R T A N ,  Leçons sur les i.nva+iants ilztégvazcx, p. 69. 
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pour tout y limitant un domaine 6 interieur à une region du plan, on dit 
que w' = Rdxdy est la dPrivPe extérieurs de la forme W. 

Soit maintenant A(x, y) une fonction admettant des dérivées partielles 
du premier ordre continues. 

On peut demontrer qu'on a.ura aussi, en vertu de (2): 

Rappelons la dkmonstration de cette importante propriete de la d6rivee 
exterieure. 

E étant un nombre positif donné, on peut diviser le domaine 6 en un 
nombre fini de regions; par exemple, par des paralléles aux axes, telles que 
dans chacune d'elles i l  existe un point x,, y,  pour lequel on ait à, la fois: 

z, y étant un point quelconque de la rdgion ou du contour, X,, Po,  Q,, 

(.g)o, les valeurs des fonctions au point 2.' y,. 

On pourra donc écrire dans toute region partielle envisagee 

avec 14, l % l ,  i E J ,  1 E 4 I < E .  

Soit 6, une de ces régions. Calciilons la difference 

avec / q ( < EMA&, M étant un nombre fixe independant de Ei, Ai étant le  
diambtre de 64, li la longueur de yi. 
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On aura donc: 

en designant par M' et N d ~ u x  nombres fixes indépendants de Ôi et par ai 
l 'aire de cette portion. 

En ajoutant terme R terme les diverses contributions des Bi et en re- 
niarquant que le premier membre de l'inegalite obtenue est une constitnte 
indépendante de E, qu' on peut d' ailleurs prendre aussi petite q n ~  1' on vou- 
dra, on obtient facilement l'identité (3). 

Revenons maintenant aux equations d' Bqnilibre. La troisié.me p u t  s' ricrirr : 

Appliquons a chacun des deux termes de la difference du  premier 
membre, l'opération indiquée par (3), tout en y tenant compte des deux 
autres Bquations d16quilibre et en remarquant que les fonctions x et y sont 
bien des fonctions A. Il vient: 

pour tout S et, par conséqiient, à cause de la continuit6 des deux fonctions, 

conclusion identique à celle qu'on deduirait par l'application de la formule 
de GREEN, si cela avait ét6 possible. 

Dans ces conditions, les 6quations d'équilibre se réduisent ~ deus  
seulement : 
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2. Appliquons ces consid6rations A llPtiide d 'un problème particnlier 
concemant un  milieii dans lequel 

XI = - Y*. 

Supposons que l ' o n  connaisse le long d a  contour C rectifiuble sirnple et 
fermé l i ~ n i l n n t  un domaine D, u n e  r e h t i o n  linéaire de la  forme: 

a(s), b(s), 4 s )  étant des fonctions continues données. 
Dans ces conditions, nous allons determiner les fonctions X,(x,  y), I7,(x, y), 

c' est-à-dire la  distribution des efforts, h l 'aide des Bquations fonctionnelles (4), 
en supposant p connue (constante par exemple). 

Posons : 

X ,  - i Y ,  = f(e), p(X - i Y )  = 2cp(s), e = a -1- iy .  

Les équations (4) se réduisent alors A la relation unique 

Nous avons montre dans le travail précite, que cela exprime le fait que 
la fonction cp(v) est presque partout la dérivée aréolaire de f (v) ,  ce qui 
entraîne la  connaissance de toutes les fonctions f (v) jouissant de cette propriété. 

Introduisons l a  fonction 

5 = 5 + iq étant  un point intérieur à D. 
La fonction g(6) est continue dans ce dowaine et satisfait à utte condition 

de Holder de l a  forme: 

(8) 

A cet effet, remarquons que si 
un cercle J' de centre 5 et de rayon 
interieur k D, on peut negliger la  
fonction y,(c) definie par 

5 est intérieur ;Z D et que l 'on decrive 
fini r, asses petit pour qu'il soit aussi 
contribution du  domaine D - A, car la  

admet des derivdes partielles du premier ordre continues au point 1: et, 
sathfait, à plns forte raison, à une condition de H~LDER. 
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Consid&ons donc 1' expression 

Soit 51 un point intérieiir R 1'. Posons 151 - 5 i = h. On aura:  

Xotons v - j= peaR en prenant pour axe des x ln direction SC. 
Soit M mit: borne sup6rieure de 1 cp(v) j dans D. On aura:  

Posons p = ht et calcul on^ l'integrale relative A p. 

La presence du pôle t = 1 pour 8 = 0 n' est pas benante. 
On trouve comme résultat après une intSgration par rapport R C) 

1 ZN + 27~ log ( N  = borne ct positif) 

On en déduit 
1 1 g,(C) - 9,(5) 1 < MNlz + 2Mh log h. 

1 Supposons h < 1. L' expression hi-% loa - tendant vers zero avec h, on peiit, 
" h  

a étant donné, déterminer une valeu13 de 7z < 1, telle que l'on a,it 

hi-% log 1 d' où h log h < h  ̂

La fonction g(5) est une intégrale particulière de 1' équatiouz fo~wfiomelle (6) .  
Calculons, en effet, 1' expression 

lorsque le point < décrit le contour y intérieur A D. 
DBcrivons deux contours voisins y' et y" respectivement intérieur et 

exterieur à y; designons par ô' le domaine interieur à y', par ô" le domaine 
compris entre y" et C et par d le domaine compris entre y' et y". 
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On aura:  D = = Ô f i - ô " +  d, 

La fonction ""' Btant bornée et intégrable en chaque point des domaines R 
v-l; 

trois dimensions résultant de la variation de v dans 6' et ô", et de 5 le long 
de y, le cliangeinent d'ordre d'intégmtion peut ètre effectue ('). 

Quant au terme concernant d, il est facile de voir qu' i l  tendra vers 
zero qund les deux contours tendent vers y. 

En effet, décalons autour de 5 un rectangle curviligne, l'aide de deux 
normales menees h l 'une des courbes y' ou y". 

On peut s' arranger pour qu' on puisse le regarder coniine un véritable 
rectangle lorsque les courbes sont assez voisines. Soit a une borne inférieure 
de 1 v - 1 lorsque v d6ci.it lp cloiiiainr qui reste, après avoir enleve le 
rectangle d o ,  en question. 

On aura:  

M 6tant comme ci-dessus une borne supérieure de 1 cp(v) 1 ,  a ) O, et fixe. 
Quant à l a  contribution de d o ,  eu prenant des axes a u  point 5 et en 

désignant par 71 et h les côtés d 'un  rectangle renfermant complètement d , 
on aura à calculer une integrale de la  forme 

€ € 

= h log b ( i  + \i 2) - h log h 1- h 

en prenant h < b ce qni est évidemnient possible, b étant une constante. 
Or, on voit que pour h suffisamnient petit, on peut rendre cette quantitd 

aussi petite que l 'on veut, ce qui montre que lorsque les deux courbes 
tendent vers y, le terme relatif à d tendra vers aéro. 

(1) À condition de négliger iiii enaenible de mesure nulle coriveiiable. Voir H. LERES- 
O I ~ E ,  Sur l'intégcation des fonctions clisont.inues, c Annales Ec. Norm. a,  1910, p. 430. 
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Les autres termes vont donner successivement : 

En plus, E étant donné arbitrairement, 'on peut choisir le contour y' de ma- 
nière que l' on ait: 

/]&)do 1 < E. 

s-81 

Dans ces conditions, on declnit ais6inent l'inégalité 

Cela montre que gl;) est en effet une intégrale particidière de I'éqiiation 
fonctionnelle (Ci). 

3. Ltitégratioii de I'éyiiatian (6). - En reti~anclia~it (9) de 16) on obtient: 

pour tout y. Or, la fonction f(z)  -- y(a) est continue; par conséquent, en vertu 
du theoreme de MORERA, elle est holowzorphe. 

Posons 
f(a) - g(a) = h(z). 

Le probl6iiie revient A la détwmination d711r1e fonction Iiolonioi+pht. par 
un problème d' HILBERT (*). En effet posons : 

la condition aux limites imposée peut s' écrire: 

le second inembrc étant parfaitement connu car g(5) est coutinue dans tont 
le plan. 

(') Voir par exeiiiplr H. VILLAT, Leçom sui .  I 'Hgd~odyna~niyue.  p. 226. 
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Cela nous fera connaitre h(a) et par suite f (z) .  On aura, l'intégrale unique 
A deux constantes prks sous la  foime: 

E12 conclusiou., sans yassev par les éyuatiow a u x  dérivées partielles, un 
problème d'équilibre se trouve résolu par une  méthode simple et rapide. 

4. Un problèiiie relatif à une plaque plane. - Le cas dont nous nous 
sommes occupe nous permet de traiter le probleme suivant: 

Etant donnée m e  distribution, de forces w~assiques X ,  T bornées et inté- 
grables. d6terminer la  distribution des te,nsions (et des déplacements) dans une  
ylaque élastique D, connaissant le long d u  contour C, simnple, fmné et recti- 
fiable deux relations linéaires de l a  forme: 

où A(s), B(s), C(s), a@), b(s), ~ ( s )  sont des fonctions continues dotznées sur C ;  
u(x, y), Y(X, y) désignent les dépZacements dans la plaque; o n  suppose Z'exi- 
stence et la  continuité de leurs dérivées partielles d u  premier ordre; on  pose: 

On sait, en vertu de la  loi de HOOKE, qne dans une plaque Blastique, 

Intro duisons ces valeurs dane les Bquations g6nérales I 

Il vient: 

Posons : 
1 

et remarquons les termes qui se detruisent par intégration. 

Annali di ~Vatematioa, Serie IV, 90iiio XI. 
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Il  vient: 

Multiplions la premibre relation par i et ajoutons-y membre à membre 
la seconde, ce qui donne: 

. * 
] ( O ,  t iH,)(dz + i d y )  = \/2vi(x + i Y ) d o  
Y ' B 

d'où 1' on tire en posant: 

1 -  
- 2 i ~  J f ( z )d z  - n rp(v)d~ = O .  

Y'  'II' S 

Or, cette. Gquation est du type (6), et par consequent l'integration en est 
effectuee, paisqu'on connait une relation lindaire entre 6, et O ,  sur C. 

On aura: 
1 " v ( X t - i Y )  

0, i- i0, = h(F) - ;j! dw. 
v - S  

D 

Pour aller plus loin, remarquons qu'une fois 0, et 0, déterminth, la 
recherche de u, v  est ramenee a l7 integration du système: 

Supposons 5$=  - 1. Noiis avons montr6 dans un autre travail (') que si O ,  
et Y, satisfont à une condition de HOLDER, ce systhme admet une integrale 
particulihre donn6e par la fonction 

IV decrivant le domaine D, z = x t iy. 
Posons U = u - u , ,  V = v - v , .  On aura: 

ce qui exprime que la fonction H(a) = V +  iU est holomorphe dans D. 

(') Thbse op. cit., p. 75. 
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En vertu de la premiPre relation au contour, la recherche de H(z) est 
rainenee à un problème ~'HILBERT, car: 

On connaîtra u, v par la  formule: 

à. deux constantes, introduites par H(z), prés. 
Le problhme que nous venonR de traiter differe du problbme qu'on se 

pose habituellement en élasticit6 quand on se donne u, v sur C. On sait 
d'ailleurs que dans ce problème-là, le paramètre 5 possède des valeurs criti- 
ques situ6es à. gauche de - 1 sur l'axe r6el. 

Dans le cas du probléme que nous nous sommes pose, il n'y a que le point 
- 1 qui soit critique. Pour cette valeur de 5, X et Y ne peuvent plus etre 
arbitraires. En effet, supposons en particulier qu'ils soient d6rivables. Le 
problbme revient B l'integration de 

qui n7 est possible que si  

S i  cette relation est v6rifi6e, on aura O ,  à une constante prés, mais 
a au de - - - = O , ,  on ne peut pas deduire u, v, d' une façon unique. On voit 
ax ay 

donc que - 1 est une valeur critique. 

5. Un problème concernant les petits mouvements stationnaires d'un 
fluide visqueux. - On suppose un vase dans lequel il y a un fluide vis- 
queux en mouvement lent et permanent et tel que les vitesses ne dependent 
que des coordonn6es x, y. Le long du contour de chaque section plane on 
connaît les valeurs de la pression p et une relation de la forme 

entre les coinpofiantes de la  vitesse: a@), b(s), c(s) etant continues. 
Cela étant, otû peut se proposer de déterminer la distribution des vitesses u, Y ,  

supposées dérivables une fois et à dérivées partielles continues, et de la pres- 
sion p supposée contimue. 
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On sait, que dans le cas d'un tel fluide 

au \ ~ ~ ~ p - 2 8 ~  
1 (p = coefficient de viscosite) 

l'introduction de ces valeurs dans les équations d'équilibre (ou du  mou- 
vement) va nous donner: 

d' où, si 1' on pose pg -:) = q(x, g) et qu' on remarque les termes qui se 

détruisent par integration: 

Il suffit de poser: 

pour arriver à 1' equation fonctionnelle : 

(o décrivant le domaine D). qu'on sait intégrer facilement. 
On aura d'ailleurs 

Le détermination de h(C) se fait facilement. 
On aura h ( ~ )  = ho(%, y) + ih,(x, y)  et sur le contour 

La connaissance de h&) entraîne celle de k(z) par un problbme de DIRICHLET. 
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p et q satisfaisant à une condition de HOLDER, il sera très facile de 
determiner .u et v par le syst&me: 

La fonction g(c) correspondante admettant des dérivees partielles du 
premier ordre continues, on aura 

Posons H(z) = H,(x, y) + iH,(x, y) et remarquons qu'on a :  

Le problbnie relatif à H(a) est donc un nouvrau problème ~'HILBERT. 
Dans tout ce qui  préckde on a supposé p + O :  le cas oh p = O est 

singulier. 
Supposons, cornine dans l'ûiitre exemple, l'existence des dérivées par- 

tielles pour X et Y. 
ax ay Il faut d'abord que -- = O. Ensuite on reinarque 1' equation 
GY ax 

pl& âv 
- i- _ = O ne détermine pas uniquement u et v. 
ô s  cy 

Ces deux exemples montrent que les restrictions imposées par l'emploi 
des Bquations aux dérivees partielles dans les p r o b l h e s  relatifs aux milieux 
continus, ne tiennent pas  à. la  nature intrinskque de ces questions. 

La mbthode que nous venons d'employer s'impose d'elle-méme et suit, 
pour ainsi dire, la voie logique et naturelle du phbnomène exprimé par les 
relations globales initiales. 

DEUXIÈME PARTIE 

6. Le cas de l'espace offre une grande analogie avec celui du plan, 
bien qu'ilgfasse intervenir certaines transformations de methode et quelques 
restrictions dans la  ghéral i té  des surfaces et des conditions aux limites. 

Montrons d'abord que les équations g6n6rales se reduisent à trois, sous 
des conditions semblables à celles que nous venons d'imposer dans le plan. 

Supposons que les forces massiques X, Y, Z soient bornées et intégrables 
et que les composantes des efforts: X, , Y,, 2, , X , ,  Y , ,  Z , ,  X , ,  Y,,. Z; 
soient continues. 
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Les th6orhmes gBnBraux donnent pour toute surface fermee o, doude d' un 
champ continu de normales, limitant un domaine o, les relations suivantes: 

Dans les conditions où nous nous sommes places, il est Bvident que 
l'application de la  formule de GREEN est impossible. 

Faisons appel à, la  dérivée extérieure, qui est definie dans l'espace par 
la relation: 

oii P, Q, R sont continues, H borii6e et intdgrnble. 
Il est facile de prouver que, h(x, y,  s), 6tant une fonction qui adinet des 

derivees partielles du preniier ordre continues, on a, en vertu de (14), la 
relation : 

Or, les Bquations du moinent r6siiltant s' &rivent facilement sous la forme : 

Mais on a, en vertu des 6quations de la resultante gdnerale, tenu compte du 
fait que les fonctions x, y, z, sont des fonctions h et de l a  relation (15): 

et par consequent: 
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ce qui entraine, k cause de la continuite de ces deux fonctions, l'identitd 

et par permutations, les analogues. 
L'introduction des notations consacr6es: 

Y ,=Z ,=T , ;  Z , = X a =  T,; X2=Y, =T3 

X, = N , ;  Y, = N , ;  2, = N,  

conduit aux dquations gbn6rales sous la  forme suivante: 

Nous allons montrer dans la  suite comment on peut les udiliser dans 
divers cas tires des applications. 

La  methode qui- sera employ6e exige quelques d6veloppements prBli- 
minaires. 

7. Etude d'lin système d'dyuations aux dérivées partielles. - Soient 
+., +,, +,, +4 des fonctions continues admettant des d6riv6es partielles du 
premier ordre continues dans un domaine V. 

Formons les combinaisons lineaires 

Par  l'introduction du symbolisme des matrices, on peiit les envisager comme 
un operateur, ce qui est recommandable au point de vue de la simplicite et 
conduit, en plus, à une serie de formules fondamentales qui etablissent corn- 
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me l ' a  montré M. GR. C. MOISIL ('), une analogie trés reinarquable avec les 
formules de CAUCHY, ou de 31. D. POMPEIU relatives à la d6riv6e ar6olaire. 

I l  n7 est peut-ètre pas inutile de rappeler les points essentiels du calcul 
symbolique (2), dont il sera question dans la suite. 

On désignera 1' ensemble des q~iittre fonctions +, , +,, +,, +, par une 
seule lettre et on l'appellera demivecteur. Une matrice telle que 

sera désignée par une seule lettre y. 
Le demivecteur 

4 

(Pi = 2 
h k l  

sera le  produit de $ par y. 

Soient y et A deux matrices. Si  1' on a:  Q = y+ et ensuite 0 = ?.y, on 
pourra ecrire 0 -= p+ avec y = Ày; cela veut dire que 

La matrice unit6 sera dtrsign4e par e 

L7introd1iction de e s'impose pour 11homog6néit6 des forniules. Ces con- 
ventions admises, par 17 introduction des matrices: 

(1) Voir GR. C. MOISIL, a C. R. de l'Acad6mie des Sciences de  pari^ 3, t. 191, p. 984 
et p. 1192. 

(7 Voir GR. C. NOISIL et N. THEOUORESCO, Sur u n e  extension dmns l'espace de la 
théorie des fomctiofls analytiques, ( a  Mathematica *, Tome V7 Cluj). 
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le systeme (17) peut s'&rire 

Cela met en évidence une opération symbolique qui, appliquee au demi- 
vecteur +, conduit au  demivecteur V. 

Posons 
a a a 

D = y Z G + y  -+yl- ay ?a '2> 

donc remplaçons (17) par 

(1s) D ~ J  = m. 
On peut envisager D comme un produit scalaire des vecteurs symbo- 

a a a  liques - ,,, $ 9  % et YYX, Yu, Y*. 

Admettons pour un instant yiie (.J ait des dérivees partielles du. second 
ordre continues. 

Cela nous permettra de demontrer qu'on a: 

ce qn' on peut &rire, A 1' aide des matrices: 

o o i  O 
- O  O  O - 1 ( -  / O  O  O 1 i  O 1 O 
Yx = 0 - 1  O  O 

O 1 0  O 

sous ln forme 

On a donc: 

OU bien, 

Annali d i  Malematica, Serie IV.  'l'oiuo XI. 
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on même temps, on en tire: 

(21') YzYx = YyYY = YaYz = e 
- - - 

YxYy -1- YyYz = YyYa + YzYg = ï a ~ x  4 YzYz = 0. 

Si (uX7 u y ,  u,) est un vecteur, le produit scalaire symboliquv, sera 
désormais désigné par 

PY) = u,yx + U,Y, + Z~zY, . 
I l  est à retenir l'identité 

Cela étant, on peut établir quelques identités fondamentales (') concernant 
les op6rateurs introduits 

(A) O n  a pour toute surface fèrmée o, 1i))hitant un domai)~e O intérieur 

ok n est le vecteur 
En particulier 

unité de la normale à a. 
si DL) = O, il s' ensuit que : 

Ces deux relations géneralisent les formules de CAUCHY et de RIEMANN qui 
se trouvent à la  base de la thdorie des fonctions 

(B)  Les comnposantes de + peuvent se représenter par la for~tmle 

où la surface X est supposde douée en chaque point d 'nne normale unique, 
P étant un point de P 

(') GR. C. MOISIL, loo. oit. 
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( C )  O n  a les relations: 

(D)  S i  Z' on suppose DS = 0 : 

$ M ~ u ~  = O, si P est exterieur R o 

G 

' (M=Y)(~~MY) ( O si P e s t  exterieur à. o '0 - = 1 4n M P 8  e si P est interieur & o 
u 

) ( .  0 si P est exterieur A a 

MP = 1 e si P est i n t~ r i eu r  $ o. 
IS 

Dans ces deux dernieres formules les r6les des y et y peuvent etre intervertis. 
Supposons maintenant qu' on comidère les relations (17) comme un système 

d' dqf~cr fions ddfinisscrnt les fonctions Si et bornons-nous au systèj~ze homogène 

Les intégrales de ce système peuvent être représentées, en vertu de (25), par la 
formule 

( 30) 

lorsqu'on en connait les valeurs sur 2.  
Cela montre, en plus, que ces intégrales sont analytiques, auquel cas en 

vertu de l a  relation DB =: eh, qui s 'y  applique légitimement, elles sont des 
fonctions harmoniques. 

Pour être rigoureux, il nous resterait à montrer que réciproquement, 
tout + exprime par une formule telle que (30) est une integrale du système (29). 

Or cela est trés facile. 
Supposons donne un demivecteur arbitraire, dont les composantes 

Y!i(i= 1, 2, 3, 4) soient des fonctions simplement continues sur 1s surface. 
Une expression de la forme: 
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- 

represente dans le domaine (2 des fonctions analytiques de P, comme les 

fi fonctions -- . 
MP3 

Calculons D$ par  dérivation^, ou mieux calculons 

On aura : 

Or, d'a,prhs la formule (28), l'integrale relative à a (interieme A Z) est 
nulle; donc A = O, et par conséquent D$ = O aussi: 

I l  est bon de remarquer que + a i n ~ i  obtenu est une intégrale de DG = O  
d a n s  8 ouvert, et qu'on ne saurait rien dire de la faron dont il se com- 
porte sur 2 .  

8 Extension du théorème de Norertt. - Complétons ces résultats par 
un thbordme dont l'importance au point de vue de l'int6gration du système 
se fera voir dans la suite. 

On sait quels services rend le thboréme de XORERA en Theorie des 

Fonctions. Nous l'avons d'ailleurs employé dans ln première partie de ce 
travail. 

On peut dire qu'il sert à partager la classe des fonctions continues 
P i -  i Q  en deux parties, en discernaut les fonctions holomorphes d'une part 
et les autres de l'autre part. En d'autres termes - et c'est ici le point in- 
téressant pour nous - il caractérise les intégrales du systeme de CAUCHY. 
Ln proposition, dont il sera question, est nppelee k génkrnliser À ce point 
de vue le theoréme de MORERA. 

Elle s' Bnonce comme suit: 
Soit  un demivecteur + de composantes continues dans  un domaine V. 
Si pour toute surface fermée 5, douée d ' u n  champ continu de normales 

intérieure a V, on a l a  relation: 
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dams quelques problèmes physiq~ces 345 

Zes foncfions tti S O ~  c t n d y t i p ~ e s  en. t o i 4  p o i n f  de  TT et s d i s f o n t  al1 système (') 

Soit 2 une surface interieure à TT, fermee, douee en chaque point d'une 
normale unique et soit Q le domaine qu'elle limite. Calculons l'integrale 

A cet effet, décrivons la plus grande sphbre a, centr6e a u  point P et de 
rayon p, telle que pour E' positif arbitrairement donne, on ait 

Designons par w,, le domaine sphérique limite par O,. Le r a y o n  p u n e  
fois fixé, on peut partager le domaine en un nombre fini de regions telles 
que dans chacune d' elles il existe aii moins un point Q tel que 1 +QI - ( J Q  1 < €p3, 
quel que soit le point Q' dans la portion envisagee ou sur la surfwe qui la 
limite. 

C'est une pioprikt6 qui resulte de la continuite des fonctions S i ,  compte 
tenu du fait que p' est détermine et fixe pour a, donn6e. 

On peut, en particulier, réaliser cette subdivision R 1' aide d 'un nombre 
fini de cubes de  d i a m è f r e  i n f é r i e u r  h p, parmi lesquels i l  en existe qui sont 
écornés soit par Z soit par a,, car il est clair que si  la  proprikte existe 
pour un cube d' un diamètre r , ,  elle est d'autant plus valable pour un 
diamétre inférieur. 

Calculons 

(') Ce n'est qu'un cas particulier d'un theoreme que nous avons établi pour les sys- 
tèmes d'6quations du type elliptique envisagés par 31. GR.  C. MOISIL. Voir N. T H E o ~ o -  

RESCO, SUV les systèmes de Dirac d u  type elliptique. x R. Linrei », vol. XIII. 1931. 
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Soit oh un des cubes de la subdivision. Soit Q le point tel que 

I , qQ - (  quel que soit M dans wh ou sur oh. Le triangle MPQ 
fournit la relation -- 

MPz = PQ? i- MQ" 2PQ - MQ C O ~  cl (U = < MQP)  
ou bien 

PQ 
avec 

Or, ~3 < P&, puisque d'une part Q est exterieur à o,, et d'autre part les 
diamétres des cubes w , ,  sont inférieurs à p ('). 

Donc 

On peut alors ecrire, en vertu du th6oréme des accroissements finis 

On a d7 ailleurs l'identité suivante 

MP v - & 

avec v = M P  -t- PQ 

En vertu de la relation ci-dessus 

Cela établi, calculons 

-- 
(i) Cette ~reosution ni est pas essentielle. Il suffit de iamqiyiier que 3 est toiiioura 

P& 
borné, quand on se donne a,. 
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La première de ces intégrales est nulle par hypothbse, pouvant ètre Bcrite 
sous la  forme: 

ah 
D' autre part 

en désignant par oh le volume du cube et par Zh son coté; en effet Ï@> ,G 

et dans oh,  1 S M  - 1 < ~ p " .  En plus, BQ 4 diamètre de w, = lh 1 3. 
De même 

Oit  

< 61.144 \ 3&wh 
car 

Le mème raisonnement applique aux portions écornées donnera facilement 

. Sk étant 1' aire de la  portion de Z -1- O, qui traverse le cube ok. 
En ajoutant ces in6galit&, on voit que: 

Z étant une limite supérieure des l k  et designant l'aire de Y + a,. 

Or, le premier membre dtant une con~tante  indépendante du nombre E 

et de la  division faite, tandis que le second membre, par le choix convenable 
de E, peut etre rendu aussi petit que l'on veut, i l  en résulte qu' on a ri- 
goureusement 

w p  = 4xSp  
et par consequent 
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Or, cela exprime d'une part que les fonctions +i sont analytiques au 
point P, et d'autre part par l'application de 17Bquation (31) que D+ =O,  
donc que le demivecteur + est une intdgrale de ce systkme. 

9. Sur le systèine qui s'introduit daiis la déteriiiiiirttion des vitesses en 
fonction des tourbillons. - La determination des vitesses en fonction des 
tourbillons conduit au système bien connu 

alu  ;iv - -- a~ ô~ atu =25  etc. - + - + - = O  
%Y az a~ ay a~ 

iLvec la, supposition 

qui restreint ln génbralit6 des donnees. 
N o u s  nous proposons de  remplacer cette condition par  uwe autre  plus 

yénbrale de l a  fomne: 

pour toute o tracée d a m  le miliezc tourbillonnaire, e n  supposard toutefois que 
les 5,, y,  C soient continus et q?hliEs satisfassent h des conditions de H d d e r  
telles que: 

1 <(P)  - <(Pt) 1 < ~FP'" (O < I 1). 

I l  n'est pas difficile de construire des exemples qui mettent en Bvidence 
le fait qu'une condition integrale de la  forme (92) est plus large que celle 
qui exprime que la  divergence est nulle. 

En effet, soient a, 6, c, trois fonctions born6es et intégrables dans un 
domaine V. 

Posons 

a' = a(al, y', z'), le point .zf, y', a' decrivant un domaine Q interieur ii V et r 
designant le rayon vecteur 

r = p (X- 5')- -+ (y - y'y -k (8 - z ' ) ~ .  

On sait que les potentiels A, B, C, sont continus dans B et qu'ils y 
admettent des derivdes partielles du premier ordre mais que les derivees 
secondes n'existent pas sans conditions suppl6mentaires. 
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On a pour toute surface s s' appuyant sur un contour y la formule de 
STOKES, donc pour toute surface fermée 

avec 

niais les fonctions P n'admettent pas de derivées partielles et, par cons& 
quent, la divergence ne peut pas etre construite. 

Cela etant, abordons le problème relatif aux tourbillons, en supposant 
que la paroi est une surface regulière telle que le problème de NEUMANN 
soit possible, c' est-à-dire : 

1 . O  En tout point de S il existe un plan tangent dbterminé. 
2 . O  Autour de chaque point de L on peut décrire une sphbre de rayon 

asez petit mais ddterminé, de telle façon qu'une paralléle à la normale à '; 

puisse rencontrer la surface à l'intdrieur de la sphère en un seul point. 
3.0 L'angle aigu 8 que font les normales à 8 en deux points satisfait 

à la condition 
0 < ar, 

a = indbpendant des deux points, r ,  = distance des deux points. E peut 
etre animee, tL la rigueur, d'un mouvement connu. 

La condition à. la paroi est de Ea forme: 

cru + pu + y w  = f 
avec 

Posons 

Nous montrerons qu'on a:  

En effet, traçons dans Q une surface ferm6e o limitant un domaine w. 

On sait que P, Q, R, admettent des derivees partielles des deux premiers 

Arrnali di Matamaetica. Serie IVt Womo XI. 4.5 
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ordres et qu'on a 
AP = - 25 etc. 

si, bien entendu, on suppose l'existence de la  condition de HOLDER imposdu. 
Entourons o de deux autres surfaces assez voisines a, et o, respective- 

ment int6rieure et ext&ieure, d6signons par w, ,  w, et w,, les domaines: 
interieur à a , ,  compris entre a, et Z et compris entre o, et a,. 

Calculons 

On aura:  

Dans les domaines o, et w,, on peut intervertir 1' ordre d' intGgration, ce qui 
va donner successivement pour les contributions de ces domaines 

Or' 

malgr6 la prbsence du pole r = O ('). 
Donc 

si l'on pose 

Naintenant, si l 'on fait appel de nouveau à la derivcie exterieiire de 
31. CARTAN, la forme 

a5 + P . l +  ri; 
a, d'aprés 1' hypothése faite, la ddrivde extérieure nulle. D' autre part la 
fonction A admet des derivees partielles continues. 

I l  s'ensuit que la regle de dérivabilitb d 'un  produit s 'y applique. 
I l  vient donc: 

( l )  GOURSAT, tome III, p, 272. 

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



Enfin reinarquons que la contribution du  domaine w,, peut être negligée 
par le choix convenable des deux surfaces a, et a,. 

En inème temps, piiisque h est continue, les int4grales relatives à o, 

et o., diffèrent par une quantité qui tend vers zéro lorsque ce l l es4  tendent 
vers a ;  elles se detruisent donc inutuelleinent, de façon qu'on aura ri- 
goureusement : 

= 2ir ' j " S J x E  + 8: +TC do. 
O Z 

Par  conséquent 

quel que soit w, d'où le resultat annoncé. 
Posons 

H est un potentiel de simple couche, donc une fonction harmonique dans 
tout l'espace (2 exclue). 

Posons encore : 

On aura facilement 

Or, la fonction H étant harmonique, div (grad H )  = O, ce qui permettm, 
d' aprPs les proprietes classiques, d' en rnettre le gradient sous la forme d' un 

aH atu, au, tourbillon, par les formules = en prenant par exemple 
oz ay Cz 

1 1 

f l ï ( m  C r  ra %) u ,  = - - . - -  -~ 
2 rr . - dW.. . etc. 

azl ayl ayl azr 
O 
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Retranchons ces relations clii systhme proposé, en posant 

I l  viendra 
aw --- a v = o  etc. -+av+F=O. 
al/ az x ay 

Posons encore 

La derniére éqiiatioii du système devient 

A0 = O. 
Or, on a :  

Ce qni ramPne le problbine à, un problhme de NEUMANN relatif à la  
fonction 0 ('). 

La condition de possibilité est remplie piiisqu'elle se réduit R 

On en déduit rapidement les valeiirs de u, v, îtr 

1 
anc;  -.---.- a j J  

dw. 
asr ayl ayl as1 [ -  

10. Intégration du système D+ =O. - Supposons qu'on connaisse sur Z 
les valeiirs de +, et une relation de la  forme 

( ') La rédiiction du problbme des toiirbillons à un probl&me de  NEUMANN a 6té r@alia& 
pour la premiére fois par STEKLOFF. 

R~cemment,'M. G .  BOZ~LICAND a envisagé le mènie problbme h un point de vue global, 
ce qui permet de considGrer  de^ surfaces C extrémement phérales. 
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Intégrer le système revient à traiter le problènie des tourbillons en 
supposant 

ô+ i a+ ag,,-a!!;  a y = - -  95--2 
Cs 2.11 ' Pz 

car la connaissance des valeurs de $, , sur 3 déterniiiie directement cette 
fonction qui - on l ' a  vu - doit gtre liarmonique. L'intégrale sera de la 
forme (341, H etant ici 

Cela suppose bien entendu l'existence et 

Or la  surface L a et6 choisie telle 
admette des derivées normales continues, 
blème de DIRICHLET, en admette aussi ( '1 .  

(a4 la contiiiuitt5 d e  dn. 

qii' un potentiel de double couche 
ou bien que +, obtenu par un pro- 

I I .  Etude d'un demivecteur. - Soient W,,  Y,, W , ,  W, quatre fonctions 
bornées et integrables dans Q ;  définissons le demivecteur x par la formule: 

J J J  
O 

Les composantes de X ,  étant des combinaisons linthires des dèrivees du 
premier ordre de divers potentiels newtoniens, seront des fonctions continues. 

En plus, on peut montrer, en vertu de certaines inégalités de KORN (z )  

que les xi satisfont à des conditions de  H~LDER. Traqons dans Q une surface 
'réguliére o, limitant un domaine W. 

Calculons 

I = (1~py)xpdap. // O - 

A cet effet, rkpétons le raisonnement fait dans le cas du plan, en 
entourant o de deux autres surfaces O, et a,, limitant les domaines w , ,  w , ,  o,, 

dont il a et6 question A differentes reprises. 
1 

Dans les domaines w ,  et o,, la fonctiou = restant tou,jours bornee, o n  
MP" 

('1 Consulter ce sujet le 1n6moii.e de STEKLOFF («  Annales de la Faciilt6 des Sciences 
de Souloiise ., t. II). 

(?j Voir par exemple H .  VILLAT, ThBode des tourbillons. p. 142. 
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pourra faire 1' interversion d' ordre d' intégration. On aura 

en vertu des identitbs 
De même 

Quant à la contribution de  la portion comprise entre a, et 5, elle tend vers 
zero, lorsque ces deux surfaces tendent vers o. 

Un raisonnement facile conduira à la  relation 

pour toute o. 

Il est bon de remarquer l'analogie de ce r6sultat avec celui obtenu 
dans le cas du plan. 

La  méthode que nous allons suivre pour traiter les problèmes à trois 
dimensions, aura aussi beaucoup de caractGres communs avec celle que nous 
avons exposée dans la  premiére partie. 

12. Intégration d' une équation fonctionnelle. -- Supposons qu' on con- 
naisse dans SJ les composantes bornees et intégrables d 'un  demivecteiir !€fa 

Nous nous proposons de determiner le demivccteur continu c) tel que 

en supposant en plus que sur X, on connaisse les valeurs de 4,. et qu'on ait 

A cet effet, retranchons l'identité (36) de l'équatioii (37). On aura:  

Or, la fonction v p =  + p -  x p  est continue. En vertu du théoréme de MORERA 
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que nous avons Btabli plus haut, on aura par consequent 

le problème propos6 est donc rament! à l'int6gration de ce système. 
Remarquons que XP 6tant continu dans tout l'espace on le connait 

parfaitement sur L. 
On aura donc 

yi = +i - X ,  = connu sur X 
et 

qp + Py3 + yy4 = f - (ax? + Px3 + yx4) = connu sur X. 

Pour que le problème soit possible, il faudra que 

Dans ces conditions, on a une solution unique, obtenue en 6crivant 

L'analogie entre cette formule et celle que nous avons &ablie dans la 
première partie, ainsi que le paralldisme des deux methodes montre que I r  
symbolisme employB est utile et naturel. 

Nous allons appliquer maintenant toutes ces consid6rations à deux 
problèmes relatifs: le premier à un corps Blastique, le second aux petits 
mouvements permanents d 'un  fluide visqueux. 

13. Un problème d'équilibre relatif aux corps dlastiques. - Comme 
application des principes et mélthodes pr6c6dents, nous allons traiter deux 
exemples tires de la  pratique. 

Commençons par le  probldme suivant qui se rattache à l'elasticité: 
Dans un. milieu élastique SZ limité par une surface (régztlière au sens du 

problèrne de Neumann) on connait la distribution des forces extérieures X, Y ,  Z 
supposées bornées et intégrables. 

Posons 
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Supposons connues szcr 2 deux relation telles que 

ainsi que Zes valeurs de la fonction 0 ('). 
Cela posé, ~ o z t s  alions déterminer la distribution des d6placements (et des 

tensions) qu'on suppose continus et ik dérivées partielles du premier ordre 
continues. 

Revenons aux Bquations gBnBrales d' 6quilibre d'un milieu continu. Posons, 
pour etre dans le cas d'un corps élastique qui suit la loi de HOOKE 

On aura: 
au 

/ S [ a ( ~ o  + ~ p -  3% ) + ~p (a: - +  E) i - y p  ( - +- g)] dri= j j j p x d o  
O 

ou bien 

Or, les int6grales telles que 

par l'application de la formules de STOKES A un contour parcouru deux 
fois dans des sens opposgs. 

Les Bquations ci-dessus deviendront par l a  suite: 

(') '3 P, r 6tant les cosinus de la normale intdrieure. 
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auxquelles il faut adjoindre la condition 

jp+, -4- BO, 3- y4JJd.r = 0 

qii i  exprime le fait que le système 

aru iiv -- - - - +, etc. 
ay az 

est compatible et qui remplace la condition classique, comme nous l'avons 
fait voir par l'emploi de la derivée extérieure, qui nous a permis de nous 
affranchir de l'existence des d6rivées secondes des fonctions u, v, W. 

Or, le systhne d' dquations fonctionnelles (40) et (41) peut s' écrire S O ~ R  

une forme condensée à, l 'aide des matrices introduites. 
On aura:  

en posant + pour le demiveoteur +, , +, , +, , +4  et W pour le demivecteur 
O, vx. v Y ,  vz. 

Or, l'integration de cette equation est imm6diate. 
On en connait en effet l'intégrale particuliore 

Cela réduit la  recherche du demivecteur + à celle du demivecteur cp = + - y,, 
satisfaisant à la  relation 

] j (npy)p&P = O 
G 

et par consdquent 
Dcp = o. 

On aura comme conditions aux limites 

Cela déterminera d' abord y , ,  puis par un. problème de NEUMANK~ on aura 
les autres composantes. 

L a  condition de possibilite se rdduit ici &: 
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car on a ponr toute 5 

f laxr  + Bxs + YXN~ = O  
0 

et par continuit6 (car x est continu dans tout l'espace) 

Les fonctions +, , $,, +,, +, satisfont à des conditions de HOLDER. 
Obtenir les u, v. IV, revient maintenant à intégrer le ~ystbnie 

dans la supposition 6 + - 1. 
C'est un systbme qui ne diff4re pas essentiellement du système des 

tourbillons dont nous nous sommes occup6. C'est le même probléme, dans 
un fluide compressible, dont on connalt la dilatation en chaque point. 

L a  condition (41) montre qu'il est int6grable, compte tenu toutefois des 
conditions de HOLDER qui assurent l'existence des derivees. 

On aura ici: 

5 6tant convenablement choisie, H aura des ddriv6es normales 

- 1 1 
d - 

u,, = - / .  a -!$- 2 ) d w  etc. 

et en posant 
U= u + u, - u, etc. 

et ensuite 
ae U= - etc. 
ax: 

la dernière equation donnera 
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Posons 

En posant ensuite 
@ = C * ) - O , .  

On aura : 
A @ = O  

avec 
d@ -- de 

-Y + (au, + Bv, + yw.) - (azc, + Bu, + yni,) - a$. 

La condition de possibilite se reduit ici A: 

Nous n7 insisterons plus sur le cas 5 = - 1, ainsi que sur lee diffdrences 
qui existent entre la nature du  problbme pose et celui qu'on se propose 
d'habitude sur le meme systbme. 

14. Les petits iiiouvenients stationnaires d' un fluide visqueux. - Occupons- 
nous enfin d7 un fluide visqueux en mouvement permanent et lent au  voisinage 
a' une position d' Bquilibre. 

Supposons.le limité par une surface Z régulière comme ci-dessus et soumis 
à 1' action d',un champ de forces X ,  Y ,  Z bornées e t  intégrables. 

Posons : 

On aura, le fluide étant incomnpressible: 

Supposons données sztr S (pci peut être en m,touvemewf). 

l o )  la pression p, 

uue relation e:cpri)~zant la vitesse nornznle, 

une relation exprimant le tourbillon normml, 
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Reportons-nous ailx équations gbnérales. 
On aura:  

X , = p  - 2pz an S... 

'i 

Ou bien 

En remarquant 
propos6es, on aura : 

les termes qui disparaissent et en passant aux notations 

auxquelles nous adjoindrons la  condition de compatibilité du systhme (421, savoir 

qui remplace la condition classique de la divergence nulle et qui l a  @né- 
ralise, a u  sens qu' elle permet de renoncer à considerer les derivees partielles 
des fonctions $ i 7  J', , $a ,  S4 comme nécessaires pour la  possibité du problhme ; 
cela fait en même temps que l'existence des derivees secondes des u, v, le3 

ne soit plus exigible et reduit le problkme qui portait sur des equations ilil 
deiisibme ordre à un probleme concernant seulement les dérivées premiéres. 

L'intégration du système d'equations fonctionnelles (431, (44) est iiniii6- 
diate si on l'&rit SOUS la forme condensee 
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drcrcs quelq.i.ces problèmes physiques 36 1 
- - 

On a une intégrale particulière par la formule: 

ce qui rBduit le problème h l'obtention d 'un demivecteur y  = c) - X, et 
v6rifiant le systhme 

(46) Dy = o. 
Les conditions aux limites se triinsforirient aisément en les suivantes: 

cpl = p  - X, = connu 

"Va + S C P ~  t- Y Y ~  =f - ( a ~ 2  + P x 3  +  connu. 
Cela fait connaltre d'abord y , ,  et puis par un problème de NEUNANN. le8 
autres composantes. 

La condition de possibilité se réduit R 

/ I fdo = O 
'B 

car on a pour toute surface a 

et par continuit6, compte tenu du fait que x est continu dans tout le plan 

Les fonctions $, , +,, c), , +, , satisfont à des conditions de H~LDER. 
D6terminer u, v, ru, revient maintenant à l'integration du systbnie 

au a an, +- -1  - = O  
2~ rz 

avec IL * 0. 
Ce systt.iiie est celui qu'on rencontre dans la tli6orie des tourbilion~. 
11 est compatible, car on a :  

les fonctions c), , +, , c), Btant dans les conditions du problhme que nous 
avons resolu. 
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362 N. THÉODORESCO: Sur l'emploi de relctfions globales etc. 

On aura ici: 
1 H = - f2h + + rut. do 

~ P X .  . r 
B 

P = 4pn L/'j'J$' do ... etc. 
n 

aR mi=--- etc. ... 
ay as 

Posons 
U =  ?A + U ,  - mI etc. ... 

et ensuite 
ae U = - etc. ... a s  

la dernière equation du système se reduit à 

A 0  = O 
avec 

de - &, = g + $-auo + pv, + yw,) - (au, + P.2$ -1- yw,). 

Ln condition de possibilité du problème de NEUMANN revient fi: 

Le cas où p = O, conduit à, une degenerescence du problhme qui n'admet 
plus une integrale unique (s'il en admet une). 

15. En conclusion, le but de ce memoire a 6té de montrer comment on 
peut se poser des problémes plus g6neraux sur les milieux continus, Lt l'aide 
de certains algorithmes convenables. 

Cela permet de suivre une voie bien naturelle et trbs simple où les 
restrictions s'introduisent d'elles-mêmes sans changer la nature du problPme 
qui  doit rester global comme le phenornene qu'il exprime. 

Il est bon de remarquer que la  notion fondamentale a Bté celle de 
dérivée extérieure, dont on a fait un large usage toutes les fois que l'emploi 
de la formule de GREEN était dicté par les circonstances. 
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Eriiest Jiilius Wilczyiiski (in Aleiuoriaiii). 

Nota dcl Dr. Prof. ERNEST P. LANE (*), 

Nato ad Amburgo ne1 1876, il prof. % T ~ ~ ~ 5 ~ ~ s ~ ~  si B spento, dopo lunga 
malitt tia, ne1 Settembre 1932 a Denver (Colorado). 

Lascia la moglie contessa Ines Nacola e tre figlie. Nella sua giovinezza 
studib e si laureo (1897) a Berlino; ritornb più tardi in Eiiropa (1903-05), 
studiando a Cambridge, Gottinga, Parigi e Roma. Pii assistente e poi Pro- 
fessore nelle Universith di California e de117 Illinois. Ebbe negli Stati Uniti 
parecchie onorificenze scientifiche, vinse ne1 1909 u n  pïemio della R. Acca- 
demia delle Scienze del Belgio, e ne1 1919 divenne niembro della National 
Academy of Sciences. 

Egli comincib la sua carriera come astronomo matematico, dedicandosi 
specialmente al10 studio della rotazione solare. Passb quindi al10 studio delle 
equazioni differenziali, da cui fu tratto all' interpretazione geometrica di 
alcune loro proprieth. Questi studii 10 hanno naturalmente portato alla geo- 
metria proiettivo-differenziale, di cui egli si pub ben a diritto considerare 
il fondatore, nonostante che prima di lui anche altri se ne  siano occupafi 
(specialmente  H HAL PH EN per la teoria delle curve). Ma WILCZYNSKI fu il 
primo che diede una trattazione sisteinatica per la  teoria delle curve, delle 
superficie rigate, e delle superficie più generali. I l  suo metodo consiste nel- 
l'associare all'ente geometrico studiato un certo sisteina completamente inte- 
grabile di equazioni differenziali lineari. Di questo si studiano sia le  condi- 
zioni di integrabilità, sia gli invarianti fondamentali, ci06 quelle espressioni 
che non variano ne1 passare da un sistema ad un altro che corrisponda al 
medesimo ente geometrico. 

Notevoli sono gli ntudii cosi coinpiuti per le curve, le congruenze, e le 
trasformazioni flecnodali di una rigata, i corrispondenti reguli osculatori ed 
asintotici lungo una generatrice, ecc. Iinportanti sono le ricerche della sua 
Memoria premiata relative alle congruenze di rette. Per  le superficie generali 

(*) Ringrazio il collega dell'Universitlt di Chicago di avernii permesfio di pubblicare 
qni un breve sunto della comniemorazione da lui scritta; e sono dolente che Io spaeio con- 
cessomi non me ne abbia permesso la pubblicazione integrale. GUIDO FUBIXI 
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sono stati di fond;zmentale iinportanza inolti concetti da  Lui introdotti nella 

scienza: la axis corqp-zcence e la r a y  congruence associate ad un ~is tema 00- 

ningato, la directriz congrueme e la  canor~icccl quarlric. B lui si devono gli 
stiidii di alcime classi di superficie specialinente notevoli, ed tlleganti in- 
terprctazioni geoinutriche di alcuni fatti analitici, specialmente dei sistemi 
ifioterini coni~lgati. 

Negli ultimi anni della siia attivith scientifica si dedicb alle funzioni di 
variahilt. coinplessa, e ne investigo alcune proprietb proiettivo-diffrrenziali. 

Oltre alle cominemorazioni cli LABZARO I'UCHS e di G. M. GREEN, cosi 
immaturamente rnpito alla scienza, egli scrisse un saggio sulla poesia e sulla 
matematica, e un resoconto popolare siillit quarta dimensione. 

Maestro indiinenticabile, si occupi) molto dei giovani, clirigendone con 
cura le ricerche relative alle dissertazioni dottordi, si occiipb con amore di 
tiitte le  qiiestioni rignardanti l'insegnamento della matematica e l'oryaniz- 
zazione dcll'American Xatliematical Society. 

La  sua morte ci fa  rimpiangere la  perdita cli un uomo illustre che amava 
l'Italia, e la cui opera f i i  cosi stimats in Italia, dove Egli trovb tanti con- 
tinuatori dell' opera sua. 
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