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La geometria in Italia, dal Cremona ai giorni nostri.

Prolusione al Corso di geometria superiore
letta dal prof. BEN1AMINO SEGRE a Bologna il 13 gennaio 1932,

E per me sommo onore I'esser stato chiamato a far parte di questa glo-

riosa Universitd, che vanta origini e tradizioni splendide — studiate con
profondita ed acume, per cid che concerne le matematiche, dal nostro illustre
Collega BorroroTTI — e che ancor oggi conta fra i suoi membri womini

eminenti, di fama mondiale. Ed & con commozione non scevra da titubanza
che salgo su questa cattedra, che vide il sorger radioso di quell’astro che
fu Luriei CREMONA, non a torto detto il Padre della moderna geometria ita-
liana, e sulla quale si son succeduti womini illustri, quali PIETRO BoscHI,
DomENICO MONTESANO, FEDERIGO ENRIQUES ed ENRICO BOMPIANI.

Mi sorregge perd lo sviscerato amore per la scienza, che han saputo
infondermi i venerati maestri CORRADO SEGRE e FRANCEScO SEVERI — ai
quali, particolarmente in questo istante, il mio pensiero si volge con ricono-
scenza — e la ferma volontd di fare quanto & in me per non venir meno al
buon nome di Bologna e della scienza italiana.

Non mi nascondo tutta 1’entitd di questo proposito, per apprezzar giu-
stamente il quale & d’uopo aver presente il prodigioso sviluppo che ha avuto
in Italia la matematica, e pin specialmente la geometria, da CREMONA ai
giorni nostri; ed ora appunto — con rapido schizzo — mi accingo a cogliere
i tratti piu salienti di questo periodo, che ci ha condotti ad un primato indi-
scusso, che le altre Nazioni e¢i invidiano.

Quando nel 1860 il trentenne CREMONA, chiamato dalla fiducia di TEREN-
z10 MAMIANI, saliva sulla cattedra di geometria superiore, allora fondata in
Bologna dal dittatore FARINI, le condizioni della geometria in Italia — che pur
nei secoli precedenti aveva avuto valenti cultori — erano, fatte poche eccezioni,
piuttosto modeste. In Francia ed in Germania, invece, da oltre un cinquan-
tennio, una eletta e numerosa schiera di Geometri andava costruendo quel
superbo edificio — degno di reggere il confronto colla immortale costruzione
di EvcLIDE — che & la geometria proiettiva.

Annali di Matematica, Serie 1V, Tomo XI.
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2 B. SEGRE: La geometria in Italia, dal Cremona ai giorni nostri

Le ragioni del nostro assenteismo da questo fervore di ricerche e di studi,
son da imputarsi alle disgraziate condizioni politiche di quel periodo della
nostra storia, per cui le varie regioni d’Italia erano fra loro divise e rette da
governi — in maggior parte stranieri o mancipi dello straniero — che, nell’ ele-
vazione scientifica e culturale dei singoli e delle masse, vedevano soltanto
un pericolo alla loro stabilita. Si che, ad esempio, in occasione del VII° Con-
gresso degli Scienziati italiani tenutosi in Napoli nel 1845, ed al quale parte-
cipavano molti di fuori, il re FERDINANDO II° ingiungeva ad un suo ministro
di « tenergli d’occhio quei pennaiuoli ».

Per dare un’idea del modo curioso con cui a quei tempi venivano dai
governanti considerate le cose universitarie, riferird col VOLTERRA il seguente
aneddoto (‘). Essendosi rese vacanti verso il 1835, in un’universitd toscana, le
cattedre di diritto ecclesiastico e di algebra, due cultori di queste materie
chiesero ed ottennero di ricoprirle. Perd, nell’ assegnarle, esse furono per errore
scambiate. Le proteste per la rettifica non valsero a nulla e non si vollero
cambiare i « mutupropri» granducali di nomina, gid firmati: il matematico
rinunzid allora ad insegnare il gius canonico, ma il giurista™ insegnd algebra
per tutta la vita.

All ignavia dei governi occorre poi aggiungere un’altra circostanza, che
— pur provando la maturitd a cui erano giunti gli Italiani — non poteva certo
favorire quella calma che & cosl necessaria per lo svolgersi proficuo degli
studi. Voglio alludere al generoso fermento che accomunava studenti e docenti
nelle ideologie di patria e di libertd, e nelle lotte contro lo straniero oppres-
sore. B, fra gli esempi 4pi1‘1 tipici, ricorderd a questo riguardo che nel 1848
il CrEMONA, interrotti gli studi, era accorso volontario in aiuto di Milano
insorta, combattendo quindi a Nervesa, alla Piave, a Treviso, e partecipando
infine alla difesa di Venezia; e che nello stesso anno il Mossorri, professore
di meccanica razionale a Pisa, aveva combattuto a Curtatone e Montanara col
battaglione universitario. )

In tali condizioni pud anzi destar meraviglia che in Italia le tradizioni
scientifiche non fosser per anco morte del tutto, e che — non ostante i molti
ostacoli — vi fossero womini aperti alle nuove correnti. « Da molto tempo »
dice i1 CREMONA nella celebre Prolusione da lui tenuta salendo su questa
“cattedra (2) « nelle universith d’Italia non si poterono insegnare fuor che i
« primi rudimenti delle scienze esatte; ed i buoni ingegni ne uscivano questo
«8olo sapendo, esistere vaste e meravigliose dottrine di cui era lor noto ap-

(}) Cfr. « Atti del IV Congresso internazionale dei matematici » (Roma, 1908), t. T, p. 57.
(?) Ved. Opere matematiche di L. CREMONA, t. I, p. 238.
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B. SEeRrE: La geometria in Italia, dal Cremona ai giorni nostri 3

« pena 1’alfabeto. Se non che ove cessava la scuola, soccorreva talvolta 1’ opera
« generosa d’alcun professore; che con consigli, con libri, con eccitamenti,
« indirizzava i giovani a quegli studi che non si eran potuti fare nella pub-
« blica scuola ».

Ed ecco infatti a Napoli, ove era vissuto NiconA FErRcora (1753-1822),
sorgere una numerosa Scuola geometrica che contava fra i migliori VINCENZO
FrauTrr (1782-1863), la quale perseguiva con poche varianti i metodi sintetici
degli antichi; in contrapposto ForTruNATO PADULA (1816-1881) e N10OLA TRUDI
(1811-1884) sostenevano 1’ opportunity dell’impiego dei metodi analitici, senza
giungere perd ad una concezione veramente elevata della nuova geometria.
Altri distinti cultori della geometria analitica erano gli abati DoMENICO CHE-
LINI (1802-1878) e BARNABA TORTOLINI (1808-1874) a Roma, e GIiusro BEL-
LAVITIS (1803-1880) — uno dei creatori del moderno calcolo vettoriale — a
Padova; infine fra i centri pitt importanti di studi matematici in Italia vi
era allora Pavia, ove insegnavano GASPARE MAINARDI (1800-1879), ANTONIO
Borpon1 (1788-1860) e FrRaNcESco BrioscHI (1824-1897), che doveva poi affer-
marsi come uno dei pitt grandi algebristi del secolo.

Questi pochi ricercatori avevano fra loro contatti quasi nulli, ed a loro
poteva solo giungere affievolita 1’eco delle mirabili scoperte che si venivano
facendo all’estero, ogni relazione essendo estremamente difficile e — dati i
tempi — pericolosa. Una notevole influenza deve, da questo punto di vista,
aver avuto il viaggio in Italia compiuto nel 1843-44 da STEINER, JACOBI,
DIricHLET ¢ BORCHARDT, e specialmente la loro permanenza a Roma ed a
Napoli. Ad ogni modo le difficolta che incontravano. allora in Italia il pro-
gredire ed il diffondersi della scienza, erano gravissime: non ultima quella
— a cui gia si & accennato — della mancanza di cattedre da dove le nuove
veritd potessero venir bandite. Dobbiamo quindi esser sommamente grati al-
I’opera di quei solitari, cui non muoveva la speranza di onori o di ricom-
pense, ma solo I’amore disinteressato per la scienza.

Con, I’avvento del governo nazionale, venivano nel 1860 create due catte-
dre di geometria superiore a Bologna ed a Napoli, rispettivamente ricoperte
da Luici CREMONA e da GIUSEPPE BATTAGLINI; e non tardavano a manife-
starsi le benefiche conseguenze di questi provvedimenti, e delle mutate
condizioni politiche.

L’ opera del CREMONA nella geometria algebrica — per dirla col CASTEL-
NUOVO () — «chiude un’epoca per aprirne una nuova». E infatti col CRE-

(3 Cfr. « Rendiconti R. Ace. Naz. dei Lincei », serie VI, t. 12 (1930), p. 613.
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4 B. SeGrE: La geometria in Italia, dal Cremona ai giorni nostri

MONA che la geometria proiettiva raggiunge le mete piut eccelse, pervenendo
alla teoria generale delle curve e delle superficie algebriche; e, d’altro canto,
la scoperta fondamentale delle trasformazioni cremoniane crea tutto un nuovo
ordine di ricerche importantissime — non per anco esaurite — al quale ap-
partengono i pin brillanti risultati della Scuola geometrica italiana nell’ ulti-
mo cinquantennio.

La geometria proiettiva, sorta quasi miracolosamente dall’ antica, prin-
cipalmente ad opera di DESARGUES e PASCAL, si era sviluppata erigendosi a
dottrina solo circa due secoli dopo, con MonNGE, CarNOT, LAME, PONCELET,
GERGONNE, BOBILLIER, MOEBIUS, STEINER, CHASLES, PLUECKER, mediante I’abile
contemporaneo sfruttamento della geometria degli antichi e dello strumento
analitico, che era stato forgiato per altri scopi nel secolo XVII° da FErRMAT
e DEscARTES; finch® nel 1847 voN STAUDT le permette di assurgere a scienza
antonoma, creando un’opera di imperitura bellezza e di eleganza inimitabile.
E questa la scienza a cui il CREMONA subito si dedica con entusiasmo, pren-
dendola ad argomento del suo Corso di geometria superiore: e si deve in gran
parte all’opera scientifica e didattica del CREMONA se essa oggi ci appare
assai pil elementare, tanto da trovar posto fra i Corsi propedeutici, e se inol-
tre — grazie alle numerose applicazioni alla geometria descrittiva ed alla
statica grafica — essa insegnasi anche agli allievi ingegneri.

I metodi puristi dello Stauvpr, se per armonia e rigore posson reggere
il paragone con quelli di EUCLIDE, non si prestan che con difficoltd agli svi-
luppi ulteriori della teoria: ¢id intul il CREMONA, che seppe maestrevolmente
unirli ad alcuni principi fondamentali tratti dall’algebra, creando — per cosi
dire -— una nuova algebra vivificata da schietto spirito geometrico. Il con-
nubio fra algebra e geometria non era nuovo nella storia {*), ed anzi esisteva
assai prima della scoperta della geometria analitica; ma & solo con OREMONA
ch’esso assume una forma caratteristica, in cui possono riconoscersi il rigore
e la generalitd dell’ algebra fusi coi preziosi suggerimenti porti dall’intuizione
geometrica. A questo indirizzo appartengono le ormai classiche ricerche del
CREMONA indicate poc’anzi, relative allo studio proiettivo delle curve (1862)
e delle superficie algebriche (1866;67).

Nella geometria proiettiva hanno grande importanza le cosi dette tra-
sformazioni proiettive: & p. es. proiettiva la corrispondenza che nasce per
proiezione fra due piani, e nella quale ovviamente ai punti ed alle rette
dell’un piano corrispondono i punti e le rette dell’altro. La nozione di cor-

() Dell’indirizzo medesimo che il CREMONA seppe magistralmente sfruttare, gia si erano
avuti saggi pregevoli con PONCELET, CHASLES, MAGNUS.
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rispondenza o trasformazione & poi stata estesa in vari sensi, e si & dimo-
strata altrettanto fondamentale per la geomeiria quanto quella di funzione
per 1’analisi. Essa pud venir sfruttata da due diversi punti di vista. Il primo
utilizza la trasformazione di una figura in un’altra mediante una data corri-
spondenza, per deduarre dalle proprietd note della prima nuove proprieta
della seconda. L’altro punto di vista — di gran lunga piu elevato, e posto
in rilievo da F. KrLEIN (1872) — consiste nel caratterizzare ogni ramo di
geometria mediante un gruppo di trasformazioni: cosi, ad es. la geometria
elementare studia le proprietd delle figure che non si alterano per movimenti;
mentre la geometria proiettiva si occupa invece di quelle proprieth che re-
stano inalterate di fronte alle trasformazioni proiettive.

Il CREMONA si propose pel primo la ricerca delle pitt generali corrispon-
denze fra due piani o fra due spazi che mutano punti in punti e rette in
curve algebriche, pervenendo cosi a quelle trasformazioni birazionali che
meritamente oggi portano il suo nome. Non gia che non si conoscessero
prima esempi di tali trasformazioni: ma spetta al CREMONA di aver impostata
la questione in tutta la sua generalitd, risolvendola brillantemente in un
modo che — nel caso del piano — pud ritenersi completo. Ben si comprende
come, addottando il primo dei due punti di vista di cui dianzi ho fatto cenno,
questi risultati si prestassero agevolmente ad una numerosa serie di appli-
cazioni: fra le pilt memorabili ricorderd lo studio delle superficie algebriche
dei primi ordini — e, in particolare, delle cubiche — fatto dallo stesso CRE-
MONA, col quale si ricollegano pit o meno intimamente ricerche posteriori di
CAPoRALI, DE PAoLis, BERTINI, BERZOLARI, CIANI, ecc. Il secondo punto di
vista doveva condurre pilu tardi — quando, come vedremo, saranno utilizzabili
altri strumenti — alla creazione di una nuova geomelria algebrica: quella che
studia le proprieta degli enti algebrici che sono invarianti di fronte alle tra-
sformazioni birazionali; ma ad essa il CREMONA non contribuil in modo diretto.

In pochi anni, mercé 1’opera del CREMONA, sorgeva in Italia una fiorente
Scuola geometrica, che contava fra i discepoli diretti CAporaLI, DE PaoLIs,
VERONESE, BERTINI, Guccia e MONTESANO; e vari altri lavoravano con suc-
cesso nello stesso indirizzo, come p. es. MARTINETTI e DEL RE. Cid ¢ da
ascriversi, oltre alla feconditd e profondith dei metodi e dei risultati del
CrREMONA, alla rara comunicativa ed alla potenza organizzativa di quel Grande,
in cui — come disse M. NOETHER () — « i geometri di tutti i paesi, e non
« per ultimi i tedeschi, riconoscono uno dei loro geniali Maestri ».

(?) « Mathematische Annalen », t. 59 (1904), p
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Un’altra Scuola geometrica — notevole pur essa, benché non altrettanto
numerosa ed originale — fu quella che faceva capo al BATTAGLINI, e che,
ispirandosi all’opera di CAYLEY, SYLVESTER e GORDAN, si occupava princi-
palmente dello studio geometrico degli invarianti e covarianti delle forme
algebriche; fra i migliori seguaci di questo indirizzo ricordo D’ OvibIo,
GERBALDI, e — in epoca piul recente — BERZOLARI e PASCAL.

Dovrei infine — per completare il quadro — parlare dell’ opera geome-
trica di BELTRAMI: ma di ¢id dird in seguito, quando tratterd della geometria
differenziale.

Ho gia accennato che la geometria in Italia nell’ ultimo quarto del secolo
scorso, superato lo stadio meramente proiettivo — e che, in relazione agli
'sviluppi ulteriori, pud dirsi elementare — si andava gradatamente orientando
verso nuove vedute e nuovi problemi, aventi la loro essenza nella conside-
razione del gruppo delle trasformazioni birazionali. Caratteristico a questo
proposito & 1’ elegante risultato del BErTINI (1877-80), che riduce a 4 soli tipi
birazionalmente distinti le involuzioni piane del secondo ordine, riguardandosi
dunque come identiche due involuzioni piane riducibili I’una all’alira me-
diante trasformazioni cremoniane.

I1 trapasso verso la concezione puramente birazionale dei problemi non
poteva tardare; e lo strumento che dapprima meglio doveva prestarsi allo
studio di quei problemi, veniva appunto in quell’ epoca approntandosi in Italia,
collo sviluppo di un altro ramo di geometria, che tosto doveva condurre ad
applicazioni notevoli e svariate. Voglio alludere alla geometric degli iper-
spazi o metageometriu, che — fondata fin dal 1844 da H. GRASSMANN in
ricerche geniali rimaste per lungo tempo ignorate — gia aveva avuto in
Germania, Francia ed Inghilterra cultori molteplici (°).

Non erano perd mancati i detrattori che, in base a considerazioni meta-
fisiche che oggi ci appaiono stravaganti, avevano impugnata la legittimita
della nozione di spazio ad un numero qualunque di dimensioni; legittimita
che oggi & pienamente riconosciuta dal punto di vista matematico non solo,

ma anche — attraverso la moderna teoria della relativith — dal punto di
vista fisico. Le discussioni sull’argomento servirono almeno a porre in luce
che — la geometria non studiando gli oggetti in s, ma solo le mutue rela-

() Dapprima vari Autori — e particolarmente LLAGRANGE, JACOBI, CAYLEY, SYLVESTER,
SCHLAEFLI — avevano piit o meno timidamente usufruito di considerazioni iperspaziali in
ricerche analitiche; poscia via via si giungeva ad una visione sempre pill geometrica dei
problemi, merc® 1’ opera di PLUECKER, RIEMANN. CLEBSCH, KLEIN, JORDAN, HALPHEN, SAL-
MON, CLIFFORD, ecc.
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zioni fra essi — ¢ lecifo sostituire quegli oggetti con allri, purché tali relazioni
restino inalterate. Riflessione questa di fondamentale importanza, suggerita
specialmente dai lavori del PLUECKER, e che in sostanza gid equivale alla con-
cezione di una geometria astratta, secondo la quale p. es. le coniche di
un piano si posson assimilare ai punti di uno spazio a b dimensioni.

Queste idee suggestive e feconde, giunsero in Italia ulteriormente elabo-
rate da A. CAYLEY e F. KLEIN, producendovi un largo ed importante movi-
mento di studi e di ricerche. Ed ecco infatti, verso il 1868, il BELTRAMI e,
verso il 1877, il D’Ovipio iniziare nel nostro Paese lo studio degli spazi
ad n dimensioni, seguiti a breve distanza dal VERONESE, il quale — in
una Memoria fondamentale (1881) che segna un momento storico nello svi-
luppo della geometria italiana — edifico sinteticamente la geometria pro-
iettiva degli iperspazi (di cui esistevano pochi cenni in un lavoro di CAYLEY
del 1846), sulla base del nefodo delle proiezioni e sezioni; il VERONESE, e
pit tardi altri, fra cui specialmente CORRADO SEGRE, E. BERTINI, G. LORIA e
P. DEL PEzzo, fecero altresi varie eleganti applicazioni alla geometria ordinaria,
mostrando come certe figure del nostro spazio possano talora venir vantaggiosa-
mente considerate quali proiezioni di figure piu semplici degli spazi superiori.

Un assestamento definitivo della geometria proiettiva iperspaziale si ebbe
in fine attraverso I’ opera multiforme di CORRADO SEGRE, il quale, da un lato
— seguendo le orme del CREMONA — seppe opportunamente sfruttare le
nozioni ed i risultati che l’algebra deve a KRONECKER, WEIERSTRASS e
FroBENIUS, innestandoli nella trattazione geometrica; e dall’altro — met-
tendo sistematicamente alla prova la concezione astratta della geometria —
riusci a cogliere larga messe di risultati ed a fare dello spazio ad # dimen-
sioni I’ambiente naturale in cui si dovevano considerare i fatti geometrici.

Nel suddetto ordine d’idee si inquadra tufta una serie di ricerche di
geometria numerativa, di quel ramo cioé che ha per iscopo di determinare
il numero delle soluzioni dei problemi che si incontrano nella geometria al-
gebrica, e del quale erano stati fondatori PONCELET, STEINER, CHASLES,
JONQUIKRES, CREMONA, SCHUBERT, ZEUTHEN.

Il SEGRE, pur non contribuendo alla geometria numerativa con notevole
copia di risultati personali, fu in essa un Maestro e un incitatore, tanto che
quasi tutti i numerosi discepoli diretti ‘o indiretti di lui (CASTELNUOVO, PIERI],
Faxo, Beppo LEvVI, TANTURRI, SEVERI, GIAMBELLI, TOGLIATTI, ecc.) hanno
lavorato in questo campo, nel quale son da segnalarsi come particolarmente
importanti i risultati del SEVERI, relativi all’ estensione del mefodo funzionale
di CAYLEY, ai caratteri proiettivi ed alle intersezioni delle variela algebriche
superiori, ed alla validita del principio della conservazione del numero.
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8 B. SEGRE: La geometria in Italia, dal Cremona ai giorni nostri

L’ attivith di CORRADO SEGRE come Scienziato e come Maestro — secondo
avrd occasione di precisare nel seguito — ebbe anche un’influenza decisiva
in altri rami della geometria; per ora mi limito a segnalare I’importante
ufficio che essa ebbe nell’ elaborazione per via iperspaziale — avvenuta verso
il 1890 — della nuova teoria delle curve algebriche, caratterizzata dal
gruppo delle trasformazioni birazionali, ed alla quale presero altresi parte
attiva il BERTINI ed il CASTELNUOVO. Detta teoria, sorta dalle immortali ri-
cerche di BERNARDO RIEMANN intorno alle funzioni algebriche di una va-
riabile ed ai loro integrali — acutamente sviscerate, da un punto di vista
pit geometrico, dal CLEBscHE — e dai profondi sviluppi algebrici di BRILL e
NOETHER, veniva cosi completata dalle ricerche suddette, sino a formare un
tutto unico — che qui neppur posso adombrare — ove sono elegantemente
congiunti i tre suoi aspetti lrascendente, algebrico e geometrico, e nel quale
§’inquadrano le classiche ricerche trascendenti di HURWITZ e quelle algebrico-
geometriche di SEVERI sulle corrispondenze.

Rielaborata cosi la teoria invariantiva delle curve algebriche in modo
che pud ritenersi definitivo — e che ha ricevuto assetto in recenti Trattati
italiani, da tutti conosciuti — la geometria italiana si volse alla teoria in-
variantiva delle superficie algebriche, sempre dal punto di vista delle
trasformazioni birazionali. I fondamenti di tale teoria erano stati gittati al-
I’ estero, sopratutto attraverso la grande opera di MAX NOETHER. Risultati
importanti si possedevano anche in seguito ai lavori di CLEBscH, CAYLEY,
ZEUTHEN, PIcARD, per cio che concerne le superficie qualunque, e degli
scolari diretti e indiretti del CREMONA (BERTINI, CAPORALI, DEL PEZzZoO,
GucciA, JUNG, MARTINETTI, ecc.), per cid che concerne le superficie razionali
e i sistemi lineari di curve piane, la cui teoria era stata esposta e completata
in vari punti essenziali in un bel lavoro del CASTELNUOVO.

Ma tutto questo lasciava presentire le difficoltd gravissime che avrebbe offerto
I’ inquadramento sistematico dei risultati noti in un’ ampia teoria organica, e la ri-
soluzione dei molti problemi elevati e difficili, che occorreva tuttavia di sciogliere.

Quel che in proposito occorreva fu fatto; e fu fatto in Italia in due di-
stinti periodi: il primo dei quali va dal 1893 al 1900 ed & precipuamente do-
minato dalle idee del CASTELNUOVO e dell’ ENRIQUES; il secondo comincia
col 1904 ed & nettamente dominato dalle idee del SEVERI. I due quadrienni
1896-1900 e 1904-1908 rappresentano per cosi dire i momenti eroici della
mirabile e grandiosa costruzione.

Nei lavori di CASTELNUOVO ed ENRIQUES giuoca principalmente la con-
siderazione dei successivi aggiunti di un dato sistema lineare (considerazione
che — in casi particolari — gia era stata sfruttata da KANTOR); inoltre
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B. SrGRE: La geowmetria in ltalia, dal Cremona ai giorni nostri 9

— pur non venendo completamente abbandonate le vedute iperspaziali del
SEGRE — in essi diviene pin nitida e piut largamente operativa la concezione
invariantive dei problemi, distinguendosi chiaramente fra invarianza assoluta
e relativa, ed andando in fondo nella spinosa questione delle cosi dette curve
eccezionali, gid considerate nebulosamente dal NOETHER. Al SEVERI debbonsi
fra 1’ altro varie nozioni dimostratesi nella teoria di importanza fondamentale
— come quelle di curva virtuale, e di serie caratteristice d’ un sistema continuo
di curve su di una superficie algebrica — noncheé la geniale fusione dei metodi
algebrico-geometrici coi metodi analitico-trascendenti, che erano stati coltivati
in Francia dal PoiNcARE, dal PicaArRD e dall’ HUMBERT; e la feoria della base
con cui egli crea un’algebra delle curve sopra una superficie algebrica, che
ha avato ripercussioni notevoli anche nello sviluppo della topologia. Al SEVERI
si debbon inoltre i fondamenti della geometria swulle varieta algebriche
a pivn dimensiond.

1’ edificio grandioso — onore e vanto della scuola geometrica italiana —
che in tal guisa si & venuto costruendo, anche per merito di FaNo, BErzo-
LARI, BEPPO LEvi, DE FrANCHIS, BAGNERA. ScorzA, CHISINI e dei discepoli
diretti o indiretti del SEVERI — ROSATI, TORELLI, COMESSATTI, ALBANESE
e vari altri, fra i quali io stesso — non pud venir delineato in pochi tratti;
mi limiterd dunque a dire che in esso si fondono armonicamente teorie ele-
vatissime e disparate, con uno stile caratteristico, di classica bellezza, e che
la difficile questione della risoluzione delle singolarita delle superficie fu sciolta
dal nostro illustre Collega BEPPO LEVI (7). Non senza rammarico mi tocca per
ultimo osservare che — mentre all’ estero vari sono i matematici che attual-
mente si interessano a questioni che pitt o meno intimamente si collegano a
questa splendida tradizione geometrica (*) — non sono molti fra noi i giovani
che la continuano. Che, se & vero che le principali questioni rimaste insolute
appaiono assai difficilmente sormontabili, cid anzi dovrebbe costituire un’ ot-
tima ragione per cimentarvisi, in chi — rifuggendo dai facili successi —
aspiri veramente a lasciare un’orma personale nella scienza.

Un’altra via maestra, seguendo la quale gli Italiani si son pure brillan-
temente affermati, & quella della geometria differenziale. Questa disciplina

(") Ricorderd ancora i classici risultati di CasTeLNUOVO sulla razionalita delle involu-
zioni piane e sulla caratterizzazione delle superficie razionali; quelli di ENRIQUES sulle su-
perficie di genere geometrico nullo, di ENRIQUES, FANO e SEVERI sulle superficie con infinite
trasformazioni birazionali in sé e di ENRIQUES e SEVERI sulle superficie con curva canonica
@’ ordine zero; ed infine le fondamentali ricerche di ENRIQUES, SEVERI, BAGNERA e DE
FrancHis sulle superficie iperellittiche.

(®) Basti fare i nomi di LEFSCHETZ, SNYDER, GODEAUX, ROSENBLATT, ZARISKI.

Annali di Matematica, Serie IV, Tomo XI. 2
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— che eccupa per cosi dire una posizione strategica fra 1’analisi e la geo-
metria, e le cui pilt remote origini si possono far risalire ad ARCHIMEDE —
sorge contemporaneamente al calcolo infinitesimale, per tosto elevarsi a scienza
in certa guisa autonoma, mercé 1'’opera di EULER, MONGE, GAUss e dei loro
seguaci, ai quali si debbon lo studio delle prime proprietd relative alla cur-
vatura di curve e superficie, e delle questioni concernenti le congruenze di
raggi, le coordinate curvilinee, la costruzione delle carte geografiche e 1’ ap-
plicabilitd fra superficie flessibili ed inestendibili.

Non v’ era fra noi, prima della proclamazione del Regno d’Italia, alcuna
cattedra da cui quella disciplina potesse esser divulgata; tuttavia i rudimenti
venivano allora generalmente insegnati mnei Corsi di calcolo (gratificati in
quei tempi dall’aggettivo di sublime), e non mancavano cultori appassionati,
come i gid menzionati MAINARDI e BORDONI, ai quali occorre aggiungere
DevriNno Copazzi, pit tardi egli pure professore a Pavia, che — in una
Memoria presentata nel 1859 all’Accademia di Francia — diede le celebri
formule che ora portano il suo nome unitamente a quello del MAINARDI, che
le aveva ottenute prima. Dopo il ’60, dette teorie trovarono il posto che loro
spettava nei Corsi di geodesia, e ricevettero contributi essenziali da parte
di Scienziati italiani.

Chi principalmente afferrd I’importanza e la feconditd delle idee di
GAUSS, riuscendo in breve a diffonderle fra noi, fu FRANCEScO BRIOSCHI; e
dalla sua Scuola uscl EucENIO BELTRAMI, che — dopo aver insegnato du-
rante I’anno scolastico 1862-63 algebra e geometria analitica qui in Bo-
logna — sall alla cattedra di geodesia dell’universita di Pisa, chiamatovi
dal BrrTI. Durante il triennio trascorso a Pisa, I’ attivith del BELTRAMI si
volse con pieno successo alla geometria differenziale, ispirandosi specialmente
alle vedute di BERNARDO RieMANN, il quale, per motivi di salute, aveva
fissato la sua dimora in quella cittd. E, in breve volger di tempo, divennero
classici i risultati del BELTRAMI relativi alla rappresentazione geodetica delle
superficie, ai parametri differenziali, alle variabili complesse, alle superficie
di area minima, agli spazi di curvatura costante, ed a quella luminosa inter-
pretazione della geowetria non euclidea, che venne inaspettatamente a chiarire
una controversia allora agitata intorno ai principi della geometria.

Ha cosl origine tutta una serie di ricerche, che comprende la prima
attivita del DinI, al cui nome restd legata uma particolare superficie a cur-
vatura costanfe negativa; quella del CEsaArRo - vrelativa alla geomelric in-
trinseca — improntata a rara eleganza e densa di contenuto geometrico;
quella del Riccr, che — col c¢wlcolo assoluto, al quale pure contribul pode-
rosamente il LEVI-CIVITA — cred uno degli strumenti essenziali di cui si &
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poi valso EINSTEIN nella sua teoria della relativitd; per culminare infine con
I’opera grandiosa di Lurel BrAxcHI e della sna Scuola, che valse a far pro-
gredire notevolmente quasi tutti i capitoli della geometria differenziale.

Una delle idee pitt feconde che debbonsi al BiancHI & quella dell’ impiego
di opportune trasformazioni, quale ad esempio quella che fa passare dall’una
all’altra delle due falde focali di una conveniente congruenza di raggi o di
sfere. Di tale tipo & la celebre frasformazione complementare, che permette
— nota che sia una superficie pseudosferica — di dedurne infinite altre. La
reiterata applicazione di questa trasformazione, conduce cosi a sistemi di
superficie pseudosferiche dipendenti da un numero grande a piacere di pa-
rametri; e, dal punto di vista analitico, porge un nuovo strumento per lo
studio di determinate equazioni a derivate parziali, reso pilt potente da ele-
gantissimi feoremi di permutabilita. 1. indirizzo di ricerche in tal guisa inau-
gurato, ed al quale tosto si associarono attivamente matematici stranieri emi-
nenti quali il Lig, il BAERCKLUND ed il DARBOUX, condusse il BraxcHr ad
edificare le teorie ormai classiche relative alle superficie @ curvatura costante,
alle deformate per applicabilita delle quadriche ed a taluni sistemi tripli orto-
gonali e tripli coniugali di superficie. Notevoli anche furono gli apporti del
Biancur alla geometria differenziale non euclidea, e 1 abilitdh con cui egli seppe
dedurne proprietd di geometria euclidea. Numerosissimi i suoi scolari diretti
ed indiretti, fra cui FUBINI, E. E. LEVI, CALAPSO, TORTORICI, TONOLO € SBRANA.

Un ulteriore importantissimo ramo di geometria differenziale, & quello
che — fondandosi sulle profonde concezioni e sui risultati del RIEMANN
relativi agli spazi curvi — si & venuto rapidamente sviluppando in questi
ultimi anni, in vista specialmente delle applicazioni alla teoria della relativita.

I1 germe del nuovo larghissimo movimento d’idee risiede nella geniale
nozione di parallelismo, introdotta dal LEVI-CiviTa nel 1917, mercé la quale
si effettua il trasporto di una direzione spiccata da un punto di uno spazio
di RIEMANN, quando il punto si muova in esso arbitrariamente. Da qui eb-
bero subito origine numerosissime ricerche, quali quelle di SEVERI, BoMPIANIT
in Italia, e quelle di WEYL, CARTAN, ScHOUTEN all’estero, che portarono alla
bella teoria delle connessioni, relativa allo spazio concepito nel modo piil
generale come una riunione di celle infinitesime — fra loro opportunamente
connesse — in ciascuna delle quali sussiste una data geometria (metrica,
affine o proiettiva). ‘

A tale teoria — che alla sua volta intimamente si ricollega alla geo-
metria proiettiva dei cammini di VEBLEN, THOMAS ed EISENHART — ha
pure contribuito ENEA BormoLorri, il quale fra 1’altro ha rilevato una no-
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tevole relazione fra essa e 1’ ordinaria geometria delle varieth immerse in
ambiente proiettivo.

Quest’ultima geometria, ossia lo studio delle proprietd infinitesimali delle
figure che sono invarianti di fronte alle trasformazioni proiettive, costituisce
oggidl un corpo estesissimo di dottrine — pii noto col nome di geometria
Proiettivo-differenziale — sviluppatosi in gran parte per merito di Geo-
metri italiani.

Principalmente due sono gli indirizzi che qui si riscontrano. Il primo,
originato dalle ricerche di HALPHEN, WILCZYNSKI, SANNIA e BERZOLARI,
riconduce sostanzialmente lo studio alla determinazione di certi invarianti
e covarianti di determinate equazioni alle derivate ordinarie, o di sistemi
d’equazioni alle derivate parziali del 2° ordine. Esso ha recentemente ricevuto
una sistemazione definitiva colle fondamentali ricerche del FuBiNi, il quale
-— mediante la sagace introduzione di opportune forme differenziali, e 1’im-
portante nozione di deformazione proiettiva — ha potuto ottenere luminosi
raffronti coll’ordinaria geometria differenziale metrica, e completare la teoria
in vari punti essenziali.

Il secondo indirizzo ha ricevuto la sua caratteristica impronta, prevalen-
temente sintetica, dalle ricerche di CORRADO SEGRE relative a questo argo-
mento — precedute da qualche saggio di DEL PEzzo — e conta fra i suoi
migliori cultori il TERRACINI ed il BoMPIANI. Per quanto in certe questioni
i metodi impiegati da questi Autori non possano penetrare cosl addentro
come i precedenti, pure essi hanno un valore altamente suggestivo, poiché si
fondano su d’uno studio diretto degli enti geometrici — quasi sempre consi-
derati negli iperspazi — evitando i lunghi caleoli collo sfruttare in sommo
grado Vintuizione geometrica. Vari dei risultati conseguiti in quest’ordine
d’idee hanno anche importanza per I’analisi, come ad es. quelli sulle cosi
dette refi, che ricevono un’immediata interpretazione nella teoria delle equa-
zioni di LAPLACE. Occorre inoltre, per poter valutave appieno la portata di
quelle ricerche, rilevare che molte di esse costituiscono un importante anello
di congiunzione fra la geometria differenziale e la geometria algebrica (°).

(®) Numerosissimi sono coloro che all’estero si sono occupati dei diversi rami di geo-
metria differenziale. Oltre a quelli gia ricordati mnel testo, vanno particolarmente menzionati
Durin, BiNET, LaME, MOUTARD, JACOBI, MINDING, BONNET, SERRET, LLI0UVILLE, BERTRAND,
M. LEwy, LAGUERRE, KoENIGS, RiBAUCOUR, ENNEPER, PETERSON, V088, ScHUR, KILLING,
ScawARrz, KxoBrLaucn, WEINGARTEN, LIPSCHITZ, CHRISTOFFEL, S(HEFFERS, LILIENTHAL.
GUICHARD; e, in epoca pin recente, GGAMBIER, STRUIK, TzItzkica, CECII e BLASCIKE, que-
st’ultimo capo di una fiorente Scuola geometrica tedesca.
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Dird infine brevemente di quel potente mezzo di sintesi geometrica che
& il moderno calcolo vettoriale. Sorto dalle ricerche di BELLAVITIS, GRAS-
SMANN, HamirLToN, HEAVISIDE, ecc., esso vanta fra noi numerosi cultori,
quali PEANO, BurALI-ForTI, BoGgelo, MARCOLONGO ed il nostro illustre Col-
lega BURGATTI, ai quali deve contributi notevoli — come ad es. lo studio
approfondito delle omografie ed iperomografie velloriali — ed applicazioni
pregevolissime alla geometria differenziale ed a vari altri rami delle mate-
matiche.

Qui arresto la rapida esposizione, di cui non mi nascondo le deficienze
e le lacune, in parte dovute alla ristrettezza del tempo. Non ho, ad esempio,
potuto parlare delle ricerche sui fondamenti delln geometria di VERONESE.
Praxo, Pier1, ENrRIQUES, FaNo, BEPPO LEVI (*'), e del grandioso movimento
filosofico che — ricollegandosi ad esse — ha portato alle pilt importanti
concezioni della relativitd; neppure ho detto della topologia o analysis
situs, benche, per dirla col SEVERI (*') — alla cui efficace attivita si deve
la diffusione fra noi dei risultati conseguiti negli ultimi anni all’estero in
questo campo — I’Italia abbia avuto nel BETTI ed in vari cultori di geometria
algebrica, rispettivamente !’ antesignano e gli apostoli dell’importanza di tali
studi; ed anche ho taciuto di quella geometria ipercomplessa che — ori-
ginata da ricerche di CORRADO SEGRE rimaste in ombra per lungo tempo —
ha recentemente trovato applicazioni notevoli e svariate ('?).

Per dare un’idea completa del periodo storico che ho voluto tratteggiare,
avrei poi dovuto porre meglio in luce i legami col movimento scientifico
delle altre Nazioni, e cogli altri rami della scienza. A questo proposito mi
limito a constatare che I’antagonismo che ancor non molti anni fa sussisteva
fra Analisti e Geometri, & oggi completamente superato. « Analisi e geometria »
osserva il VOLTERRA (**) « che furon ritenuti ed impiegati come due termini
« opposti, non possono, né per la loro origine, n¢ per la loro storia, né per
« la natura loro, farsi corrispondere a concetti che si eliminino e si esclu-
« dano a vicenda; dird anzi che non possono porsi a confronto, come non
« pud stabilirsi un rapporto fra il colore ed il volume, fra il peso e la forma
« dei COI’pi ».

(') A cui occorre aggiungere fra gli stranieri KrrIN, HiLBERT, PASCH, ScHUR, PoIN-
CARE, SCHOENFLIES.

(1) F. SevERI, Moderni indirizzi nelle matematiche. « Atti della Societa Italiana per il
Progresso delle Scienze » (XVII Riunione, Scttembre 1928).

(12) Specialmente per merito di Severl e CARTAN.

(*3) Loe. cit. in (%), p. 62.
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La distinzione fra analisi e geometria &, secondo me, analoga a quella
che intercede fra un’opera di musica ed una di scultura; ambedue agiscono
sul nostro intelletto soddisfacendo a quel sentimento estetico — insito in
noi — che ricerca nelle cose 1’armonia e la proporzione, ’ordine e la mi-
sura: ’una trae la sua essenza dal concetto di numero il quale — secondo
PLATONE — governa il mondo, e Valtra da quel senso plastico cosi vivo
nell’ nomo da far dire allo stesso PLATONE che Dio efernamente geometrizza.
Ma, come gli antichi vedevano la suprema bellezza del creato nell’ armonia
delle sfere, cosi non si pud penetrare lo spirito di cid che & oggi la mate-
matica, senza una visione d assieme che permetta di apprezzare !’ unita mo-
nolitica del maestoso edificio. Tanto pit che i ravvicinamenti sono essenziali
al progresso della scienza; e varie delle piu recenti teorie non si posson
neppure nettamente assegnare all’analisi piuttosto che alla geometria o vice-
versa. Valga come esempio la perspicua geometria dello spuazio hilber-
tiano, colla quale Dillustre Collega VITALI ha potuto assoggettare all’intui-
zione geometrica uno dei piu elevati capitoli di analisi — il calcolo funzio-
nale — originato dai magistrali lavori del PINCHERLE e del VOLTERRA.

Il quadro da me delineato — ancorch®¢ imperfetto — non pud non col-
pire per la multiforme ricchezza e la vastita degli argomenti. Dei numerosi
rami che si dipartono dal rigoglioso tronco della geometria, formerd oggetto
di successivi Corsi di geometria superiore. Principierd intanto colla geo-
metria algebricu, che pil profondamente porta impressa I’orma del genio
italiano, riattaccandomi intimamente alla tradizione del CREMONA, la quale
non pud né deve morire. Udite le parole di entusiasmo e di fede, pronunciate
dallo stesso CREMONA nella chiusa smagliante della sua citata Prolusione (**).

« Respingete da voi, o giovani, le malevole parole di coloro che a con-
« forto della propria ignoranza o a sfogo d’irosi pregiudizi vi chiederanno
« con ironico sorriso a che giovino questi ed altri studi, e vi parleranno del-
« Pimpotenza pratica di quegli womini che si consacrano esclusivamente al
« progresso di una scienza prediletta. Quand’anche la geometria non rendesse,
« come rende, immediati servigi alle arti belle, all’industria, alla meccanica,
« all’ astronomia, alla fisica; quand’anche un’esperienza secolare non ci am-
« monisse che le piu astratte teorie matematiche sortono in un tempo pilt o
« meno vicino applicazioni prima neppur sospettate; quand’anche mnon ci
« stesse innanzi al pensiero la storia di tanti illustri che senza mai desistere
« dal coltivare la scienza pura, furono i pin efficaci promotori della presente

(*9) Op. cit. in (?), p. 253.
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« civilth — ancora io vi direi: questa scienza & degna che voi 1’ amiate;
« tante sono e cosi sublimi le sue bellezze ch’essa non pud non esercitare
« sulle generose e intatte anime dei giovani un’alta influenza educativa,
« elevandole alla serena e inimitabile poesia della verita! I sapientissimi
« antichi non vollero mai scompagnata la filosofia, che allora era la scienza
« della vita, dallo studio della geometria, e PLATONE scriveva sul portico
« della sua accademia: Nessuno entri qui se non é geometra. Lungi dunque
« da voi questi apostoli delle tenebre; amate la veritd e la luce, abbiate fede
« nei servigi che la scienza rende presto o tardi alla causa della civilta e
« della liberta. Credete nell’avvenire! questa & la religione del nostro secolo ».

La passione travolgente che animava il OREMONA, e ch’egli seppe in

modo cosi efficace trasfondere nei suoi discepoli, pare — s’io non m’in-
ganno — oggi vada leggermente smorzandosi. Diminuito & fra noi il numero

dei giovani che si dedicano alla ‘scienza pura, e molti di questi si volgono
di preferenza verso le scienze fisiche, attratti forse da ricerche che sembrano
avere un maggior interesse pratico, e da quelle recenti vedute che son venute
a sconvolgere molte delle nozioni che per I’addietro si ritenevano stabilmente
acquisite.

Si rammenti perd — col JAcoBI (**) — che I’unico scopo della scienza
¢ DUonore dello spirito umano; e, da questo punto di vista, una questione
sui numeri equivale ad una questione sul sistema del mondo. Aggiungasi
— ammonisce il SEVERI (**) — che « il giorno che decadesse il livello dei
« nostri studi matematici sarebbe un bruttissimo giorno per la Nazione, in
« quanto, a scadenza pitt o meno lunga, ne deriverebbe un decadimento del
« livello scientifico generale ed in modo particolare quello delle scienze fi-
« siche. Ricordiamoci che Napoleone considerava 1’alto sviluppo degli studi
« matematici legato alla grandezza e alla prosperity della Nazione; e che lo
« stesso - concetto napoleonico ha ispirato la Germania nel periodo piu bril-
« lante della sua ascensione ».

Possa, o giovani, il mio insegnamento contribuire a dischiudervi le ar-
cane bellezze delle matematiche discipline, e ad iniziare qualcuro di voi alle
dolcezze sublimi della ricerca scientifica, paragonate dal JacosI ('") al magico

" (**) Lettera a LEGENDRE (2 luglio 1830); cfr. C. G. J. Jacos1, Gesammnelte Werke, t. I
(Berlin, 1881), p. 453.
(1) Nel Rapporto tenuto alla XIX riunione della Societa Italiana per il Progresso delle
Scienze (Settembre, 1930).
(V") Cfr. KRONECKER, Ueber den Zahlbegriff, « Journal fiir Math. », t. 101 (1887), p. 337.
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effetto che — secondo la narrazione di OMERO — producevan sui messi di
Ulisse i fiori del loto:

« Chiunque 1’ esca dilettosa e nuova

« Gustato avea, con le novelle indietro

« Non bramava tornar: cola bramava

« Starsi e, mangiando del soave loto,

« Lia contrada natla sbandir dal petto » (1%).

Non gia perd — come cosi verrebbe a significare 1’ultimo verso preso
alla lettera, e come alle volte erroneamente si opina — che lo Scienziato sia
quasi estraneo alle contingenze materiali della vita: poiché anzi — attesta
la storia — lamor di patria & sempre stato una delle caratteristiche sue
pit spiccate; e dai suoi studi astratti egli ha saputo trarre sovente una com-
prensione della vita pil suggestiva e profonda.

E non crediate neppure che il possesso della scienza sia agevole quanto
quello dei frutti del loto! Esso esige per contro costanza e abnegazione e
spirito di sacrificio grandi, quali solo posson esser dettati ad una mente
eletta, dall’amore per la scienza e dalla fede incrollabile nella continua ele-
vazione dello spirito verso uno stato di perfezione sublime, che — per quanto
forse irraggiungibile — costituisce la meta ideale in cui armoniosamente si
fondono il Buono ed il Bello. Ed & appunto il faticoso sforzo che compie
per procedere su questa via — unito all’appagamento del piu raffinato senso
estetico — che procura allo studioso soddisfazioni purissime, analoghe al
senso di gioia che anima I’alpinista nella conquista della vetta.

(18) Iliade, canto IX.
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Sur la géométrie pseudo-conforme des hypersurfaces

de I'espace de deux variables complexes

par Evie CARTAN (3 Paris).

I’ objet dun présent Mémoire est I’étude des propriétés géométriques
pseudo-conformes des hypersurfaces de 1’espace de deux variables com-
plexes w, y: ce sont les propriétés invariantes par le groupe infini des tran-
sformations analyfiques des deux variables a, y, ftransformations qu’avec
F. SEVERI, nous appellerons pseudo-conformes, pour éviter toute ambiguité
sur le sens du mot analytique. Alors que, par une transformation pseudo-
conforme, toute surface est réductible soit & la surface caractéristique y =0,
soit & la surface lieu des points réels de I’ espace, les hypersurfaces admettent,
comme I’a montré H. PoINCARE (!), une infinité d’invariants différentiels
pseudo-conformes. Font exception les hypersurfaces qu’on appelle maintenant
hyperplanoides (*) et qu’ on peut définir comme des lieux & un paramétre de
surfaces caractéristiques. Tout récemment, B. SEGRE {’) a montré qu’a toute
hypersurface' qui n’est pas hyperplanoide on peut associer une congruence.
ou famille & deux parameéetres complexes, de surfaces caractéristiques, ou, ce
qui revient au méme, une équation différentielle ordinaire du second ordre
¥’ = olx, y, ¥): pour que deux hypersurfaces soient équivalentes au point
de vue pseudo-conforme, il est nécessaire que leurs équations différentielles
associées soient réductibles I’une A I’autre par une transformation analytique
ponctuelle: on sait, d’aprés A. TRESSE (‘). raconnaitre s’il en est ainsi. Ce

(') H. PoINCARE, Les fonctions analytiques de deux variables et la représentation con-
forme (<« Rend. Cire. Mat. Palermo », 23, 1907, pp. 185-220).

(?) Cette dénomination est due & ALMER, Sur quelques problémes de la théorie des
fouctions analytiques de dewx variables complexes (« Arkiv. for Math Astr., och Fys. », 17,
1922, n. 7, 70 pages).

(®) B. SEGRE, Intorno al problema di Poincaré della rappresentazione pseudo-conforine
(« Rend. Ace. Lincei », 13, 1931, I, pp. 676-683); Questioni geomeiriche legate colla teoria
delle funzioni di due variabili complesse (<« Rend. Semin. Mat. Roma », 7, 1931, parte II).

() A. Trusse, Détermination des invariants ponctuels de I équation différentielle ordi-
naire du second ordre y" = w(x, y, y') (« Preisschr. Fiirstlich Jablon. Ges. », Leipzig, Hirzel,
1896).
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18 E. CarRTAN: Sur la géométrie pseudo-conforme des hypersurfaces

résultat, pour important qu’il soit. n’épuise pas la question, car deux hyper-
surfaces peuvent étre associées & deux équations différentielles équivalentes
sans étre elles-mémes équivalentes; d’autre part, méme si elles le sont, les
transformations pseudo-conformes qui font passer de la premiére équation
différentielle & la seconde ne font pas toutes passer de la premiére hyper-
surface & la seconde.

Je reprends la question directement comme application de ma méthode
générale d’équivalence (°). La résolution compléte du probleme de POINCARE
me conduit & des notions géométriques nouvelles, au moins dans le cas ol
I’ hypersurface n’est pas localement équivalente & I” hypersphére xx +yy — 1 =0;
on peut en particulier définir sur une telle hypersurface trois familles re-
marquables de courbes (lignes principales et lignes de courbure).

Le Mémoire comprend cing Chapitres dont les deux derniers paraitront
dans un autre Recueil. Le Chapitre I expose rapidement les résultats clas-
siques relatifs & la classification des surfaces et les propriétés fondamentales
des hyperplanoides; il introduit d’une maniére intrinséque et plus simple,
me semble-t-il, que ne le fait B. SEGRE, la congruence de surfaces caractéri-
stiques associée & une hypersurface qui n’est pas un hyperplanoide. J'y
démontre enfin que si cette congruence admet un groupe G de transformations
pseudo-conformes & r parameétres complexes, 1’ hypersurface admet exactement
un sous-groupe & r paramétres réels de G. J ajoute que la rédaction de ce
Chapitre a été beaucoup influencée par des conversations que j’ai eues avec
HENRI CARTAN.

Le Chapitre II a pour but de déterminer, par une méthode directe,
toutes les hypersurfaces admettant un groupe pseudo-conforme G a trois
parameétres réels. Cette méthode repose sur la considération de la transfor-
mation infinitésimale imaginaire de G qui laisse fixe un point de 1’ hyper-
surface. Le probléme peut du reste étre posé soit localement, soit globalemment.
Doux hypersurfaces peuvent admettre globalement deux groupes localement
semblables sans étre globalemnent équivalentes. Si I'une d’elle est simplement
connexe, la recherche de toutes celles qui lui sont localement, mais non
globalement, équivalentes est ramenée & un probléme facile. Les hypersur-
faces sont classées d’aprés la structure de leurs groupes. Si une hypersurface
admet localement un groupe & plus de trois paramétres, elle admet localement
un groupe a 8 paramétres, mais au point de vue global, il w en est plus de

() E. CarTAN, Les sous-groupes des yroupes continus de transformations (« Ann. He.
Normale », 25, 1908, pp. 57-194: Chap. I).
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mémme. Je détermine toutes les hypersurfaces qui admettent globalement un
groupe & plus de 3 parametres: il est alors 4 4, 5 ou 8 parameétres. J’ ajoute -
que certaines des hypersurfaces déterminées dans ce Chapitre ont été ren-
contrées déjd dans les travaux récents sur les fonctions analytiques de deux
variables complexes.

Le Chapitre III est consacré au probléme général de I’ équivalence locale
de deux hypersurfaces autres que des hyperplanoides. Je signalerai en par-
ticulier le résultat suivant: si deux hypersurfaces non localement équivalentes
4 I'’hypersphére sont localement équivalentes entre elles, il existe au plus
deux transformations pseudo-conformes faisant passer de ’une a 1’ autre ef
transformant un point donné de la premiére dans le point correspondant de
la seconde. Dans le cas ou I’hypersurface n’est pas équivalente & 1’hyper-
sphere, j’indique la formation (théorique) des invariants fondamentaux et des
invariants dérivés, ainsi que la maniére de reconnaitre I’équivalence de deux
hypersurfaces, au moins dans le cas général.

Les deux derniers Chapitres seront consacrés & 1’ étude proprement géo-
métrique des hypersurfaces (lignes principales, lignes de courbure, etc.) et
a leur conception comme espaces & connerion hypersphérique.

CHAPITRE 1.

Généralités sur les surfaces et les hypersurfaces
de I’espace de deux variables complexes.

1. Les résultats que nous allons rappeler sont pour la plupart clas-
siques (“); ils se rapportent exclusivement aux variétés analytiques de 1’ espace
de deux variables complexes x, y, ¢’ est-d-dire aux variétés susceptibles d’étre
définies en se donnant une ou plusieurs relations analytiques entre x, y et
leurs conjuguées , ¥, ou encore en se donnant x et y comme fonctions
analytiques de paramétres arbitraires réels.

I. Classification des surfaces.

2. Les surfaces analytiques définies paramétriquement par des formules

(1) _ x = f(u,v), y=glu,v),
f et g étant des fonctions analytiques de deux pavamétres réels u et v, se

(6) Cf. le second mémoire cité (3) de B. SEGRE.
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20 E. Carran: Sur la géométrie pseudo-conforme des hypersurfaces

partagent en deux classes distinctes suivant que le déterminant fonctionnel

II)T%%; est nul ou non pour toutes les valeurs réelles de u et de .

Dans le premier cas, ce déterminant fonctionnel étant une fonction
analytique de u, v nulle pour foutes les valeurs réelles de ses arguments,
est nul aussi pour les valeurs complexes; il existe par suite une relation
analytique
@) Rz, y) =0;

on a ce qu’ on appelle, avec T. LEVI-CIviTA, une surface caractéristique (7).
Toutes les surfaces caractéristiques sont équivalentes par rapport au groupe
infini des transformations pseudo-conformes

®=F,y, y=0Gkxy:

la transformation ' =, ' = E(x, 9) transforme en effet la surface caracté-
ristique (2) dans y' =0.

Le groupe pseudo-conforme devient, sur la surface caractéristique y==0,
le groupe conforme du plar de la variable complexe x.

Toute surface caractéristique admet une orientation naturelle. Si on
considére en un point le vecteur infiniment petit (dx, dy) tangent a cette
surface, le vecteur (idx, idy) lui est également tungent et fait un angle droit
avec le premier. Le sens de rotation qui améne le premier vecteur en coin-
cidence avec le second ne dépend pas du choix des variables, ¢’ est le sens
direct de rotation sur la surface, qui est ainsi orientée naturellement.

DAf, g)

n’est pas nul, la transformation
D(u, v)

3. Si le déterminant fonctionnel
pseudo-conforme ‘
e =fx,y) y=g,y)

transforme la surface (1) dans le lieu des points (x, ¥) & coordonnées réelles.
Toutes les surfaces qui ne sont pas caractéristiques sont done équivalentes
entre elles. Elles le sont d’une infinité de maniéres, et on peut se donner
arbifrairement entre deux de ces surfaces une correspondance ponctuelle
analytique, qui détermine uniquement la transformation pseudo-conforme
faisant passer de la premiére 4 la seconde. En effet, les parameétres u et v
de la premitre surface étant choisis, exprimons les coordonnées «', ¥ d’un
point de la seconde en fonctions analytiques des paramétres u, v du point

(") Surface génératrice, d’aprés ALMER (loc. cit. (2)).
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correspondant de la premidére; soienf alors
= f(n, v),  y=glu,v);
* = Fu, v), 3y = Glu, v)
les équations paramétriques respectives des deux surfaces. Pour que
= RBlx, y), o = Sk, y)
soit une transformation pseudo-conforme faisant passer de la premiére surface

A la seconde et respectant la correspondance ponctuelle donnée, il faut et il
suffit que les deux fonctions analytiques de %, v

F(”’v /U) - R(fa g)y G(u: /v) - S(f’ g)

soient nulles pour toutes les valeurs réelles de leurs arguments: il faut et
il suffit pour cela qu’'elles soient identiquement nulles; par suite on ne peut
avoir la transformation cherchée qu’en ftirant # et v en fonctions de «, ¥,
et en portant dans les expressions de ', y'.

Sur une surface qui n’est pas caractéristique, le groupe infini des trans-
formations pseudo-conformes de 1’ espace ambiant énduit le groupe infini des
transformations analytiques réelles sur les deux variables u, .

4. Rappelons enfin que par une ligne analytique

() x=f{l), y=g())
¢t étant un parametre réel, il passe une surface analytique et une seule, &

savoir celle qui est définie par les équations (3), ou ¢ est regardé comme
paramétre complexe.

1I. Les hyperplanoides.

5. On appelle, d’aprés ALMER (%), hyperplanoide un lieu & un paramétre
de surfaces caractéristiques.

Considérons un hyperplanoide analylique, que nous pouvons supposer
défini par une relation analytique

dont le premier membre est une fonction analytique réelle des parties réelles
et imaginaires des variables complexes

r=w, i, Yy=1y, 4 ,.

Soit (x,, y,) un point de 1’hyperplanoide, et soit ¥ = p(x) 1’ équation de

(®) Loc. cit. 3), p. 6.
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22 B. Carran: Sur la géométrie psendo-conforme des hypersurfaces

la surface caractéristique génératrice qui passe par ce point. On a identi-
quement, ¢’ est-a-dire quelles que soient les valeurs réelles données d @, et x,,

oit Pon & désigné par ¢fx) la fonction analytique imaginaire conjuguée de ().
Le premier membre de (5) est une fonction analytique de x,, o, nulle pour
toutes les valeurs réelles de ces deux arguments: elle est done nulle aussi
pour les valeurs complexes; autrement dit, la relation () a lieu quelles gque
soient les valeurs complexes données aux deux variables indépendan’es x

et x. En particulier, si on donne & « la valeur a,, on aura 1'identité
F(e, Cp(m), a;o) ?_/o) =0.

On a donc le théoréme suivant:

TrarorEME 1. — Si un hyperplanoide est défini pur Iéquation (4), la
surface caractéristique génératrice qui passe per le point (x,, y,) de ' hyper-
planoide est définie par U équation

(6) F(w7 Y; ;807 :&o) = 0.

6. Parmi tous les points d’une des surfaces caractéristiques génératrices,
un et un seul a une abscisse x nulle (si, ce que nous pouvons supposer, la
surface n’est pas de la forme x—=—-ct). Il résulte de cette remarque le théo-
réme suivant:

TurorEME II. — Tout hyperplanoide analylique est le liew des surfaces
caractéristiques

on le paramétre complexe t est assujelti & la relation
(8) F, t; 0, t) = 0.

Tirons de I’équation (7), ¢ en fonction (analytique) de @, y:

t =3, y);
la relation (8) nous conduit alors au
TukorkME III. — Tout hyperplanoide analytigue peut étre obtenwu en

établissant une relation analytique enlre les parties réelle et imaginaire. d’ une
fonction analytique ¢(x, y).

Ce théoréeme & son tour montre que I'hyperplanoide est le lieu des
surfaces caractéristiques

(9) ole, y) = u + ih(u),
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# étant un paramétre réel, ¢(u) une fonction analytique réelle de u. 1/ équa-
tion (9), résolue par rapport & u, donne pour » une fonction analytique x(x, y),
d’ou le

THHEOREME IV. — Tout hyperplanocide analytique peut étre obtenu en égalant
a zéro la partie imaginaire d’une fonction analytique de x, y ).

Il résulte de ce dernier théoréme que tous les hyperplanoides sont équi-
valents entre eux et équivalents & 1’ hyperplan

Y, =0.
7. Sur 1 hyperplanoide y, =0, le groupe des transformations pseudo-
conformes de 1’ espace ambiant induit le groupe infini
« = flx, y), ¥ =-qW)

[ 6tant une fonction analytique arbitraire de x, y, et ¢ étant une fonction
analytique réelle de 4.

Signalons le théoréme d’aprés lequel toute surface caractéristique tan-
gente & un hyperplanoide est coupée suivant une ligne présentant au point
de contact un point double & tangentes rectangulaires. Cela est évident si
I’on part de 1’hyperplanoide y, == 0: toute surface caractéristique tangente a
cet hyperplanoide au point (x =0, y = 0) a son équation de la forme

Yy = ax® + be® + ...
clle est coupée par 1’ hyperplanoide suivant la ligne
0=2a,x,2, + a,@x; — ) + ...,

en posant @ == a, +da,. Il y a exception si a =0.

ITI. Les surfaces caractéristiques associées a une hypersurface analytique.

8. Reprenons une hypersurface analytique quelconque définie par une
équation telle que (4). A chaque point (x,, y,) de cette variété est associde
la surface caractéristique

Flx, y; ®,, y)) =0;
dans le cas d’un hyperplanoide, cette surface engendre 1'hypersurface.
On peut plus généralement considérer la famille & deux paramétres
(°) Ce théoréme peut étre déwmontré directement si I’on suppose, avec ALMER (%), que

la surface caractéristique génératrice dépend analytiquement d’un paramétre réel.
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24 E. CArraN: Sur la géométrie pseudo-conforme des hypersurfaces

complexes de surfaces caractéristiques
F(x, y; a, b) =0;

cetle congruence de surfaces est lice d’ une maniére invariante & U hypersurface.
Supposons en effet que par la transformation pseudo-conforme

(10) x = f(w7 Z/); y’ = g(m: f_‘/);

qui entraine pour les variables conjugudes la transformation analytique

(11) x :?(‘Ev tz/); y:b(;ﬂa E/);
I’ hypersurtace (4) soit transformée dans I’ hypersurface

(12) O, y'; ', ) = 0.
Posons
=x, A, Y=y, +,;
' =w'+ix,,, y=y'+iy,;

les équations (4) et (12) deviennent respectivement des équations analytiques
réelles en =, «,, ¥, y, et «/, x,, y/', y,/, et I'équation (12) est une con-
séquence de I’ équation (4), quand on passe des variables réelles x,, x,, y,, ¥,
aux variables réelles x,’, x,’, ¥, y,” par les transformations que définissent
les équations (10) (ou les équations (11)). Cela signifie par exemple que si on
tire y, de (4) en fonction de = , «,, y, et qu’ on porte dans (12), le premier
membre @ devient une fonction analytique de «,, «,, #, nulle pour toutes
les valeurs réelles de ses trois arguments. Il en résulte que cette fonction
est aussi nulle pour les valeurs complexes de ces arguments. Autrement dit,
U équation (12) est une conséquence de U équation (4), quand on effectue sur les
variables X, y, X, }7, regardées comme 4 variables indépendantes, la transfor-
mation définie par les équations (10) et (11).

Soient alors a/, b les valeurs que prennent &' et ¢, quand, dans les
équations (11), on donne & x et y les valeurs a et b. Il en résulte que la
surface caractéristique
(13) Flx, y; a, b) =0

se transforme, par la transformation pseudo-conforme (10), dans la surface

caractéristique
DO, y; a, b)=0.

9. On peut envisager le résultat précédent & un autre point de vue plus
intuitif. 1’ équation (4), oi ’on regarde x, ¥, x, y comme des variables indé-
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pendantes, définit dans 1’espace des quatre variables complexes x,,x,,v,, ¥,
une variété & six dimensions dont 1’ hypersurface initiale est la partie réelle.
Les surfaces caractéristiques (13) sont les sections de cette variété complexe
4 six dimensions par les variétés & quatre dimensions

é:aa :l;:b7

comme ces derniéres se conservent dans leur ensemble par une transformation
pseudo-conforme, il en est de méme des surfaces (13) (*°).

10. Dans le cas d’un hyperplanoide, les surfaces caractéristiques (13),
que nous appellerons les surfaces assocides a I’ hypersurface, ne dépendent
que d’un paramétre complexe. En effet, tout hyperplanoide pouvant étre
ramené & la forme

y_@:()y

les surfaces caractéristiques associées y —b—=0 ne dépendent que d’un
parameétre.

Réciproquement si les surfaces caractéristiques (13) ne dépendent que
d’un parametre complexe, celles qui seront associées aux différents points
de I’hypersurface ne pourront dépendre de plus de deux paramétres réels;
par suite la surface caractéristique associée a4 un point de I’hypersurface
sera associée au moins & tous les points d’une ligne. Si y = () est 1’ équation
de cette surface, la relation

Fle, 9(x); @, 9(x)) =0

aura done lieu, quel que soit #, pour une infinité de valeurs de = dépendant
d’un paramétre réel; mais le premier membre, oit « est arbitraire, étant une
fonction analytique de la variable complexe x, ne peut &tre nul pour cette
infinité de valeurs sans étre identiquement nul. Par suite le surface y = ¢(x)
est située tout entiére sur 1’ hypersurface, qui est ainsi um hyperplanoide.
On arrive donc au

THEOREME. — La condition nécessaire et suffisante pour qu’ une hyper-
snrface soit un hyperplanoide est que les surfaces caractéristiques associées
dépendent d’ un seul paraméire complexe.

11. De la on déduit immédiatement I équation aunx dérivées partielles
des hyperplanoides: il suffit d’exprimer que la fonction implicite y de

(1) C’est au fond & ce point de vue que se place B. SEGRE (*) pour définir ce qu’il
appelle les lignes bicaractéristiqgues, qui ne sont autres que les surfaces (13).
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26 E. CarTAN: Sur la géoméirie psendo-conforme des hypersurfaces

définie par (13) satisfait, quels que soient @ et b, & une équation différentielle
du premier ordre. Cette équation est manifestement

dy __ __F,
dec ™" F,’

dans le second membre de laquelle on remplace y par sa valeur en x, y, x

tirée de (5): il faut et il suffit que, par cette substitution, .0 s’élimine. La
condition cherchée est donc

? (Fp‘)_lﬁc‘»a (Fx)_o
cx\Fy)  F, oy\Fy -

(14) LF)=F,FjFyu+ F,F,Fy, — F,F ;Fy, — FyF; Fyy = 0.

ou, en simplifiant,

Cette relation doit étre une conséquence de I’équation (5). Le premier
membre, que nous désignons par L(F'), est I’expression d’'E. E. Levi (*').

12. Nous dirons qu’un point d’une hypersurface, qui n’est pas un hyper-
planoide, est simple si en ce point I’ expression d’E. E. LEVI ne s’ annule pas.

On a le théoréme remarquable suivant:

THEOREME. — En un point simple d une hypersurface, la surface caracté-
ristique associée est tangenle & U hypersurface et est, aw voisinage du point
de contact, située tout entiére dw méme coté de I’ hypersurface.

La premiére partie du théoréme est évidente, car si I’on se déplace sur
la surface caractéristique associée, on a

Fydx + Fydy =0

et par suite aussi, en prenant les quantités conjuguées,

Fzdx 4 Fydy = 0,
d’ o
dF =0.
Pour démontrer la seconde partie, désignons par x 4+ h, y -+ k les coor-

données d’un point de la surface caractéristique (13) trés voisin du point de
contact (x, y). On a

WFy 4 kFy + 3 (W F o -+ 20k F 4 K2Fy ) 4 o= 0,

hE5 + kFy + % (h*Fzz + 2hkFzy+ K Fy3) + ... = 0,

(1) E. E. Levi, Studii sui punii singolari essenziali delle funzioni analitiche di due
o pin variabili complesse (« Annali di Mat. », 17, 1910, pp. 61-87). La condition (14) pour
quwune hypersurface soit un hyperplanoide se trouve dans ce mémoire, p. 81.

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1



de U espace de deux variables complexes ' 27

d’ou
Fle+h, y+k; ©+h, y+k=hhFz+ hkFay+ khFy5 4 EEF 5 + ...

En se bornant aux infiniment petits du second ordre et remplagant, ce

_ _F-
qui est permis, £ par — h?‘ et & par — hﬁ—ff, on trouve immédiatement
¥ Y
hh

Flw—+h y+k; o+ h-+k= L(F)+ ...

FyFy

Cette formule montre que pour les points de la surface caractéristique
voisins du point de contact (x, y), le premier membre F de I’ équation de
I’ hypersurface garde un signe constant, & savoir celui de L{F).

- 13. Nous conviendrons d’appeler extérieure la région de 1’ espace voisine
de I’hypersurface et dans laquelle se trouve la surface caractéristique as-
sociée, inférieure la région opposée. La propriété d’une des deux régions
(prise au voisinage d’un point simple de I’ hypersurface) d’étre extérieure ou
intérieure se conserve évidemment par une transformation pseudo-conforme.

En chaque point simple de 1 hypersurface il existe un élément plan ca-
ractéristique tangent, ¢’est 1’élément plus tangent a la surface caractéristique
associée:

Fydx+ F,dy=0.

Considérons une ligne analytiqué passant par un point simple de I’ hyper-
surface et non tangente en ce point a I’ 6lément caractéristique correspondant.
Soit (dx, dy) un déplacement infinitésimal sur cette ligne. Par cette ligne il
passe une surface caractéristique: la rotation d’un angle droit dans le sens
direct du déplacement (dx, dy) sur cette surface caractéristique donne le dépla-
cement (idx, idy). Nous dirons que le déplacement (dx, dy) est dirigé dans le
sens positif sur la ligne si le déplacement (idx, ¢dy) pénetre dans la région
intérieure & 1 hypersurface. Pour reconnaitre s’il en est bien ainsi, remar-
quons qu’on a

Fpdx + F,dy + Fzdae - Fydy =0;

I’ expression F,dx -+ F,dy a donc une valeur purement imaginaire. Quand
on effectue le déplacement (idx, idy), la fonction F' subit un accroissement
élémentaire

dF = i(F,dx + F,dy) — i(Fzdx + Fydy) = 2(F,de + F,dy);

pour que cet accroissement soit de signe contraire & L(F), il faut et il suffit

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1



28 E. Carran: Sur la géométrie pseudo-conforme des hypersurfaces

qu’on ait
(15) — tL(F)(Fzdx + F,dy) > 0.

Il exisle donc sur chaque ligne tracée sur U hypersurface un sens positif
intrinséque, o savoir celui qui salisfait a U inégalité (15).

14. Du résultat précédent découle 1’existence d’une orientation naturelle
d’ une hypersurface qui n’est pas un hyperplanoide. En effet, soit 4 un point
simple: menons dang I’ 6lément plan caractéristique tangent une tangente A7 ;

soit AT, celle qui s’en déduit, dans cet élément plan, par rotation de 2‘ dans

le sens direct; soit enfin AT, une tangente & une ligne non tangente a
I’ élément plan caractéristique, tangente dirigée dans le sens positif de la ligne.
Il est ¢évident que tous les triedres ainsi construits ont le méme- sens, qui
définira 1’ orientation positive intrinséque de 1’ hypersurface.

On peut arriver & cette orientation par une voie analytique toute dif-
férente. Imaginons exprimées les coordonnées x, ¢ d’un point de 1’ hypersurface
en fonctions analytiques de trois paramétres réels u, v, w, et posons

w = §(Fdx + F,dy).

La forme cubique extérieure [ww’] se reproduit, multipliée par un facteur
positif, quand on remplace ® par kw, k étant un facteur réel quelconque. Si
alors |mw’] est de la forme H|dw dvdw], on aura une orientation intrinséque
de 1’hypersurface en convenant d’ appeler directs les ftriédres obtenus par
trois déplacements infiniment petits (du, dwv, dav) (i =1, 2, 3) satisfaisant &
I"inégalité
| dyw dp dypw
(16) H{dwm dyw dyw| >0,

dyw dyv  dyw |

Cette convention est indépendante du choix des paramétres et aussi du
choix des coordonnées x, 7.
Avec le triedre considéré tout & 1’heure, on a

F.dx + F,dy=0,
dx=1idx, dy=idy,
d’autre part

[ww'] = (Frdx + F,dy) | Faaldede) + Fyldedy) + Fydydx) - F o dydy) ).
Par suite, le premier membre de (16) se réduit a

(Fodx + F,dy) { Feldxde — dadx)+ .1 ;
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prenons par exemple
dae=—TF,, dy=1F,;
dx= —ilF,, dy—=ill,;
on aura, en simplifiant,
— | F)(Fdx + F,d,y),

quantité qui est bien positive si le déplacement (d.x, d.y) se fait dans le
sens positif défini au début de ce numéro.

15. On peut enfin remarquer que 1’espace ambiant lui-méme est suscep-
tible d’une orientation naturelle, en convenant de regarder comme direct
le 4-édre formé par les quatre déplacements infinitésimanx

(A, dy), (idw, idy), (3x, By), (idx, idy),

o on suppose toutefois que les deux déplacements (dx, dy) et (Sx, oy)
n’ appartiennent pas & un méme é6lément plan caractéristique. Cette convention
est légitime, car on peut passer par continuité d’un 4-édre quelconque de
cette mature & un autre 4-6dre de la méme nature: en effet les éléments
plans non caractéristiques étant tous équivalents entre eux (n. 3), on peut
passer par continuité des deux déplacements (dx, dy), (éx, 3y) aux deux
déplacements (d'x, d'y), (3'x, ¢'y) sans que I’'élément plan formé devienne
jamais caractéristique (*?).

Il résulte de cette convention qu’on obtient un 4-édre direct en prenant
les trois premiers déplacements tangents & 1’hypersurface et formant par
rapport & cette hypersurface un triédre direct, et en prenant ensuite un 4-éme
déplacement pénétrant dans la région éntérieure de I’ espace.

IV. Groupe de transformations pseudo-conformes d’ une hypersnrface,

16. Comme nous l’avons déja remarqué (n. 7), un hyperplanoide admet
un groupe infini de transformations pseudo-conformes. Dans le cas d’une
hypersurface qui n’est pas un hyperplanoide, uue remarque fondamentale
de B. SEGRE ('’) montre immédiatement qu’il n’en est plus ainsi, et cela
simplement parce que la famille des surfaces caractéristiques associées, que
nous Pouvons regarder comne une congruence complexe de courbes planes

(*?) Analytiquement on peut remarquer que le déterminant des accroissements infini-
tésimanx subis par «, y, 7, § a la valeur essentiellement positive

4(dady — dyZux)(drzy — dyer).
(*3) B. SEGRE, Intorno, etc. (%).
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complexes, ne peut admettre qu’un groupe fini de transformations analytiques
ponctuelles portant sur les coordonnées x, y. Ces courbes sont les intégrales
d’une équation différentielle du second ordre R(x, y, ¥, ¥')=0, et Ion
sait, d’apreés les recherches de A. TRESSE, que cette équation admet au plus
un groupe a 8 paramétres (complexes).

Mais il est clair que malgré son importance, la remarque de B. SEGRE
est loin d’épuiser le probléme. En premier lieu une équation différentielle
du second ordre, prise au hasard, ne peut définir les surfaces caractéristiques
associées & une hypersurface. En second lieu, comme nous allons le voir, la
congruence des surfaces caractéristiques associées & une hypersurface peut
admettre des transformations pseudo-conformes qui ne laissent pas invariante
I’ hypersurface. En troisiéme lieu deux hypersurfaces non équivalentes peuvent
admettre les mémes surfaces caractéristiques associées.

Dans le chapitre III, nous reprendrons toute la question en étudiant

directement le probléme de 1’équivalence pseudo-conforme de deux hyper-
surfaces.

17. Nous pouvons cependant dés maintenant faire quelques remarques
de nature élémentaire.

Supposons qu’une hypersurface, qui n’est pas un hyperplanoide, admette
une transformation pseudo-conforme infinitésimale génératrice d’un groupe
& un parametre réel; on peut, comme on le sait, se ramener au cas ou le

symbole de cette transformation infinitésimale est %’;, les équation du groupe

étant
r=x+a, y—y (a réel).

1’ équation de I’hypersurface, définie par une relation entre a,, x,, 9,. ¥,,
ne contient pas «,. Il est impossible que 1'hypersurface admettec en méme

temps la transformation i%, car alors son équation ne dépendrait pas non
plus de x,: on aurait affaire & un hyperplanoide. Par suite

THREOREME. — St une hypersurface admet les deux transformation infini-
tésimales X et iX, ¢’est un hyperplanoide.

Ce théordme prouve que si la congruence des surfaces caractéristiques
assocites & une hypersurface qui w' est pas un hyperplanoide admet un gronpe
a r paramétres complexes, U hypersurface admet au plus un groupe & r para-
metres réels.

18. On peut aller plus loin et montrer que le groupe de 1’ hypersurface
admet exaclement r paramétres réels. Remarquons d’abord qu’a une trans-
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formation infinitésimale

0 ¢
El(w) ?l)ajfc'*“’?t(’”, y)%

du groupe de la congruence F(z, y; @, b)=0 correspond une transformation
infinitésimale

0 0,
a(a, 8) 2L+ o, 1) 2,

qui indique comment les paramétres @, b sont transformés. Cela revient a
dire que la transformation

of

Elo, )L -, )

by of

, y) +B(x, Y o

laisse invariante Iéquation F(z, y; z, ) =0, ou «, y, #, ¥ sont regardées
comme des variables indépendantes. D’autre part si & et 7, sont données,
on ne peut avoir a; = §; =0, car alors, en ramenant, ce qui est possible, la
of

transformation infinitésimale donnée a la forme om OB verrait que I’ équation

F=0 ne déperld pas de =z, et par suite pas de z: I’ hypersurface serait un
hyperplanoide.

I1 résulte de ce qui précéde qu’il existe r transformations infinitésimales
linéairement indépendantes laissant invariante 1’ équation F'—=0, et qui sont
de la forme

0 0 -
(17) Xi=Efn, ) %+ i, 9 L+ aiw, 5 L+ i 9)
Elles sont linéairement indépendantes, en ce sens qu on ne peut trouver r
constantes complexes e; non toutes nulles réalisant les quatre identités

Z_ el y) =0, Z_Bim(% y)=0,

Z.T.e,oci(;:, ZJ):O’ Z.eiBi(E;a .;/):O
1 1
Il est méme impossible, d’aprés ce qui a été dit plus haut, de réaliser soit
les deux premiéres, soit les deux dernidres de ces identités par des valeurs
non toutes nulles des e;.
Cela posé, il est clair que chacune des transformations infinitésimales

of of

;M@ 9) 5

a2, y)aw+ﬁ(x 9L +E(x ke

fait partie du groupe. On a donc des relations de la forme

<;t(xy y) =2 m’tk&li(‘”? y)a Bi(m7 y) =X mtk")k(fv, y))
(18) k k

| & 3= 2ol ) i 9= 2mabie, 3
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Il en résulte
&i(-”'?, Y = Emik’ﬁkj&j(x; ),
kj
Bix, y) = Emik'lﬁhjgj(x: ),
j
d’ ou

(19) Sy, =1 LS E=D
k

j——? 0sii3=j.
Cherchons maintenant les transformations _ZeiX‘-f qui sont réelles par
1

rapport aux variables réelles z,, =,, ¥,, y,. Il faut et il suffit pour cela que
Pon aif

Y),
)

X

e, a(r, y) = e Lz,
i i

Z.eiﬁl(x, 3—/) = }':‘étrfh( ’
i

< |

ou encore, d’aprés (18),
2 (e; — I myer)x iz, y) =0,
i k
3 (e; — 2 mer)Bi(z, y) = 0.
i K

Cela n’est possible que si 'on a

(20) e; = X Mgier,
k

et aussi, en prenant les conjugués des deux membres,

(21) e, = X Myie .
K

Les 2r relations linéaires (20) et (21) aux 2r inconnues e; et e; forment
un systéme qui pourrait s’écrire sous forme réelle en premant comme in-
connues les parties réelles et imaginaires des e¢;. Or elles se réduisent a #
indépendantes, puisque, d’apreés les relations (19), les équations (21) sont des
conséquences de (20}, et que les équations (20) sont évidemment indépendantes.
L’ hypersurface adinet donc exactement r transformations infinitésimales Uli-
néairement indépendanites o parameétres réels. C. Q. F. D.

19. D’ aprés les recherches de A. TRESSE, une équation différentielle du
second ordre admet au plus un groupe a 8 paramétres complexes, qui est
semblable an groupe homographique (complexe) du plan. Les hypersurfaces
correspondantes,” 8’il y en a, admettront un groupe & 8 parametres réels. Or
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on connait toutes les forines réelles du groupe homographique complexe du
plan (). Il y en a trois, & savoir:

1. le groupe homographique réel;

2. le groupe homographique qui laisse invariante 1’équation obtenue
en annulant, en coordonnées homogénes z,, z,, x,, une forme d’HERMITE
indéfinie
(22) 2 Qi1 — 0 (am = &m-);

3. Le groupe analogue relatif 2 une forme d’ HERMITE définie.

Le troisiéme groupe permet de transformer un point quelconque du plan
complexe en un autre point quelconque; il ne laisse donc invariante aucune
hypersurface.

Le premier groupe transforme tout point imaginaire du plan en tout
autre point imaginaire et tout point réel en tout autre point réel; il laisse
done invariante la surface non caractéristique lien des points réels, mais ne
laisse invariante aucune hypersurface.

Reste le second groupe, qui laisse invariante !’ hyperconique définie par
I’ équation (22). D’ou le

THEOREME. — Toule hypersurface qui ' est pas un hyperplanoide et qui
admet localement un groupe de transformations pseudo-conformmes & 8 para-
wmetres est localement équivalenle & U hyperconique.

L’ équation (22) peut du reste se ramener & la forme canonique

oz +yy — 1 =0;

les surfaces caractéristiques associées ne sont autres que les droifes du plan

complexe
ar +by —1= 0.

CHAPITRE 1L

Les hypersurfaces qui admettent un groupe transitif
de transformations pseudo-conformes.

I. Généralités.

20. Nous supposerons dans tout ce Chapitre que les hypersurfaces con-
sidérées ne sont pas des hyperplanoides et que les groupes considérés sont

(**) Voir, par exemple, E. CARTAN, Groupes simples clos et ouverts et géométrie rieman-
nienne (« Journal Math. pures et appl. », 8, 1929, nn. 26 e 27, pp. 28-30).

Annali di Matematica, Serie IV, Tomo XI. 5
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engendrés par des transformations infinitésimales. Il résulte immédiatement
de cette derniére hypothése que toute hypersurface admettant un groupe
transitif de cette nature est analyfique: on sait en effet qu’on peut choisir
les parameétres «,, a@,,.., a,, d'un groupe de LIE de maniére que les fonc-
tions ¢ et Y qui entrent dans les équations

x’:cp(m, Y; Oy Qyyeney a’r)a y,:q)('”v Y; Ay Qyyeen,y (7/,.)

dépendent analytiquement des paramétres. L’hypersurface lien des trans-
formés d’un point fixe z,, y,, sera donc analytique.

Nous verrons du reste réciproquement (Chapitre 1II) que le plus grand
groupe de transformations pseudo-conformes d’une hypersurface analytique
est un groupe de LIE, ¢’ est-d-dire est engendré par des transformations infi-
nitésimales.

21. Si une hypersurface admet un groupe transitif, ce groupe est an
moins & 3 parameétres réels. Il résulte des recherches de A. TRESSE (‘) que
si ce groupe est a plus de trois paramétres, 1’hypersurface est localement
équivalente & 1’ hyperconique et admet localement un groupe 4 8 paramétres,

Nous verrons un peu plus loin (n. 29) que si une hypersurface admet un
groupe & trois parameétres, ce groupe la transforme transitivement.

II. Probléme local et probléme global.

22. Le probléme que nous nous proposons de résoudre peut étre envisagé
d’un point de vue local ou d’un point de vue global.

Plagons-nous d’abord au point de vue local. Soit (¥) une hypersurface,
(5) une portion connexe de cette hypersurface ne contenant que des points
simples, (3) un domaine de I’ espace ambiant découpant sur (X) la portion (o).
Soient enfin

(I) ¥ = cp(x, Y; @y Gyyeeey a’r)7 ZI’ - (‘P(% Y; Wy Qyyeney @)

les équations finies d’un groupe G; les fonctions ¢ et ¢ sont réguliéres dans
le domaine (3) pour les transformations du groupe qui appartiennent & un
voisinage suffisamment petit de la transformation identique. Nous dirons
que (Z) admet localement le groupe G dans la région (o) si 1'’on peut trouver
une région suffisamment petite (g,) intérieure & (), et un voisinage V, de la
transformation identique dans le groupe G, tels que toute transformation ap-
partenant & V, et appliquée & un point de (s,) donne un point de (o).

On définit d’une maniére analogue I’ équivalence locale de deux hyper-

surfaces (Z) et (¥'), considérées au voisinage de deux régions (o) et (o).

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1



de Uespace de deux variables eomplexes 35

23. Placons-nous maintenant au point de vue global. Nous dirons qu’ une
hypersurface (X} & points tous simples admet globalement un groupe de
transformations pseudo-conformes G & r paramétres:

10 §’il existe un domaine (A) de 1’ espace ambiant qui contienne com-
plétement (Z) & son intérieur et tel que toutes les transformations du groupe
soient réguliéres & 1'intérieur de (3);

20 Si M et M’ étant deux points quelconques de (2), il existe au moins
une transformation de G amenant M en M’

Les énoncés précédents ne doivent pas étre pris trop a la lettre. Il peut
arriver qu’on ne puisse pas trouver un systéme de parametres réels a,,..., @,
valable dans toute 1’ étendue du groupe; il suffit qu’au voisinage de chaque
transformation du groupe on puisse trouver un tel systéme, ce qui a cer-
tainement lien pour tous les groupes de LIE. En second lieu il n’est pas
nécessaire qu’il existe un systéme de coordonnées w, y valable dans toute
I’ étendue de (3): il suffit qu’an voisinage de chaque point de (3) on puisse
trouver un tel systéme de coordonnées, mais de maniére qu’en passant par
continuité d’un point défini par un certain systéme de coordonnées (, y) a
un point défini par un autre systtme de coordonnées (, v), on traverse une
région dans laquelle les deux systémes de coordonnées soient utilisables, le
passage de 1'un & 1 autre, dans cette région, se faisant par une transformation
pseudo-conforme.

Etant données deux hypersurfaces (Z) et (') & points tous simples, nous
dirons qu’elles sont globalement équivalentes s’il existe une correspondance
pseudo-conforme biunivoque partout régulidre entre un domaine (4) con-
tenant (2) & son intérieur et un domaine (A') contenant (') & son intérieur,
cette correspondance transformant (Z) en (¥').

24. Considérons deux hypersurfaces () et (X') & points tous simples,
admettant chacune globalement un groupe transitif de transformations pseudo-
conformes, G pour (¥), G pour (Z').

Supposons de plus:

19 Que les deux hypersurfaces soient localement équivalentes ;
2° Que les deux groupes soient localement semblables;
3° Que I hypersurface (X) soit simplement connexe.

Les conditions 1° et 2° peuvent &tre précisées de la maniére suivante.
Prenons sur (X) et () deux points arbitraires M, et M,; nous pouvons
trouver deux régions (o) et (¢') entourant respectivement M, et M,/ sur (I)
et (2'), et deux domaines (3) et (&') contenant (s) et (d'), et enfin une trans-
formation pseudo-conforme T partout réguliére dans (8) transformant biuni-
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N

voquement (3) en (3'), (o) en (o) et M, en M,’; de plus cette transfornmtion

doit transformer chacune des transformations infinitésimales E + Ni af de @G,

i o
dans les coefficients &;, n, de laquelle « et y sont les coordonnées d’ un point
variable de (), dans une transformation infinitésimale déterminée de G, la
transformation inverse changeant de méme toute transformation infinitésimale
de G’ dans une transformation infinitésimale déterminée de G.

La condition 3° exprime que tout contour fermé & une dimension tracé
dans (¥) est réductible & un point par déformation continue sans quitter (I).

Nous allons nous proposer de délerminer, (Z) et G élant donnés, toutes
les hypersurfaces (¥') localement équivalentes & (Z) et admettant globalement

un groupe localement semblable o G.

25. Remarquons d’abord que la correspondance pseudo-conforme T’ qui
existe entre (3) et (&') établit entre les transformations de G et celles de &
une correspondance, nécessairement isomorphique, qui entraine par elle-méme
une correspondance isomorphique biunivoque entre les transformations finies
de G, prises dans un voisinage suffisamment petit de la transformation iden-
tique, et les transformations analogues de G'. Soit T' le groupe abstrait sim-
plement connexe infinitésimalement isomorphe & G et & G' (*®). La correspon-
dance isomorphique qui existe, au voisinage de la transformation identique,
entre G, G, et par suite I', entraine une correspondance isomorphique univoque
(I'~- G) et une correspondance isomorphique univogue (I'— ') définies dans
toute la variété du groupe I'; & une transformation de I' correspond une
transformation et une seule de @G, une transformation et une seule de G.

Nous pouvons regarder les opérations de I' comme appliquées aux points
de (Z) en ce sens que, par convention, chacune de ces opérations produit
sur (2) le méme effet que la transformation correspondante de G: seulement T
peut contenir des opérations qui laissent fixes tous les points de (X). De
méme chaque opération de I' peut étre regardée comme appliquée aux points
de (X').

Introduisons maintenant 1’hypothése que (£) est simplement connexe:
cela signifie que 1’ensemble des opérations de I' qui laissent fixe un point
donné de (), par exemple B,, forme un sous-groupe connere y de I' (*°).

A ce sous-groupe y correspond dans G’ un sous-groupe également connexe,
engendré par les transformations infinitésimales de G’ qui correspondent aux

(1*) E. CarTAN, La théorie des groupes finis et continus et UAnalysis situs (« Mém. Se.
Math. », fasc. XLII, 1930, p. 13).
(“’) E. Carrtan, loc. cit. (1), p. 31.
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transformations infinitésimales de G laissant fixe le point M,: elles laissent
douc fixe le point M. Autrement dit, le sous-groupe y de I' qui laisse fixe
le point M,, quand on le considére comme opérant sur (I), laisse aussi fixe
le point M, quand on le considére comme opérant sur (X). Nous allons
déduire de la que la transformation pseudo-conforme T qui transforme (o)
en (o') peut se prolonger sur toute U hypersurface ().

En effet, soit M un point donné de (), ® une opération particuliére de I
amenant M, en M: soit M’ le point transformé de M, par 6. Toute trans-
formation de I' qui améne M, en M est de la forme OF, R appartenant a y.
On voit qu’elle améne toujours M, dans le méme point M’. Nous établissons
donc ainsi une transformation univoque de tout point M de (X) en un point
déterminé de (¥'). Cette transformation, que nous désignefons par G¥, se
confond, quand M est sar (o), avec la transformation pseudo-conforme locale G
dont nous avons admis I’existence. Nous allons montrer qu’elle est pseudo-
conforme.

26. Soient
(1) ¥ =fl, v ¥ =gl )
les équations de la transformation T de G qui correspond a ©: nous pouvons

supposer les fonctions f et g holomorphes & 1’intérieur de (8); ces équations
sont inversement résolubles par rapport a 2, y, et donnent

(2) v =9, ¥), y=14@, ),
les fonctions ¢ et ¢ étant holomorphes & I’intérieur du domaine transformé
de (3) par T, domaine que nous désignerons par (7'9). Soient de méme

3 X =F(X, Y), Y =0X, Y)

les équations de la transformation 7' de G' correspondant & 0, les fonctions
F et G étant holomorphes a 1 intérieur de (3'). Soit maintenant (», y) un
point quelconque de (o) résultant de la transformation 0 de T, voisine de la
transformation identique, appliquée an point M,. Soit (X, Y) le point que G
lui fait correspondre sur (¢'), ce point résultant de la méme transformation 6
appliquée & M. Les points (v, ) et (X', Y’') donnés par (1) et (3) résultent
de la transformation 66 de I' appliquée respectivement & M, et M/; (X', Y')
est donc le transformé de (2, y') par la transformation G* Or, on peut ob-
tenir cette transformation en effectuant successivement la transformation (2),
pseudo-conforme et réguliére dans (7%), puis la transformation (G), pseudo-
conforme et régulidre dans (3), enfin la transformation (3), pseudo-conforme
et réguliére dans (3). La transformation résultante est done aussi pseudo-
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conforme. On montre immédiatement qu’elle établit une correspondance bin-
nivoque entre les deux domaines (7'%) et (I"%). c. q. f. d.

27. La transformation pseudo-conforme G*, partout réguliére au voisinage
de (X), est univoque; de plus elle est localement biunivoque. Mais elle n’est
pas nécessairement biunivoque d’une manidre globale. En effet les transfor-
mations de I' qui laissent fixe 1}’ peuvent ne pas toutes appartenir & y et
former plusieurs et méme une infinité de familles connexes de transforma-
tions de I', qu’on peut désigner par les symboles

T, 0, 0,4,

chacune des transformations ©, laissant invariant le sous-groupe y. Toutes
les transformations O,y transforment M, en un seul et méme point 1M;; les
différents points M,, M,, M,,... sont donc transformés par G* dans le méme
point M,". Soit de méme M’ un point quelconque de (¥') résultant par exemple
de la transformation © appliquée a M,; la transformation la plus générale
de I' faisant passer de M, & M’ sera 00,y; appliquée & M, elle donnera
les différents points obtenus en appliquant la transformation © & M, M , M, ,....

Cela posé, considérons I’opération qui fait passer du point M = OM,
quelconque de (X) au point 00,M, qui a le méme correspondant sur (¥'):
désignons par S; cette opération; elle est indépendante du choix de la trans-
formation qui améne M, en 1, car si on remplace © par OR, ou R ap-
partient & vy, le point ©9. A, est remplacé par ORO,M , ou encore 60 KM,
puisque O, laisse invariant vy, ou enfin OO, M,. L’ opération S; est échangeable
avec toutes les transformations de T'; en effet, effectuons successivement &
partir du point M I’opération S;, puis 1’opération ©’, nous obtiendrons
d’abord ©0,M,, puis 0’00 1 ; effectuons les opérations dans I’ordre inverse,
nous aurons d’abord ©'0M,, puis OO0 M,.

L’ opération S;, échangeable avec toutes les transformations de I', par
conséquent de G, est une transformation pseudo-conforme, puisqu’elle résulte
de deux transformations pseudo-conformes, & savoir la transformation T*
appliquée de M a Al', et la transformation inverse G*—! appliqué‘e localement
de M' & S;M.

En conclusion, nous voyons que si I’ hypersurface () w' est pas simple-
ment connexe, & tout point M' de (X') correspondent plusieurs poinis, ou une
infinité de points M, S M, S, M,..., de (3), qui se déduisent tous de U’un d’ entre
eur par un groupe proprement discontinu de transformations pseudo-conformes,
dont chacune est échangeable avec toutes les transformations de G.

L’ hypersurface (Z) et le groupe G étant donnés, nous aurons donc, pour
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obtenir toutes les hypersurfaces (X) localement équivalentes & () el admettant
globalement un groupe transitif localement semblable & G, & déterminer tous
les groupes proprement discontinus de transforinations pseudo-conformes qui
laissent invariante (2) ef dont chaque opération est échangeable avec toules les
transformations de G. Chacun de ces groupes déterminera une classe d’hy-
persurfaces (¥') répondant & la question et toutes globalement équivalentes
entre elles.

Nous dirons que le groupe proprement discontinu formé des opérations S,
est le groupe de connexion de Y'; & chaque opération de ce groupe correspond
une classe de contours fermés tracés sur (¥), deux contours de la méme
classe étant réductibles 'un & 1’autre par déformation continue, deux con-
tours appartenant 4 deux classes différentes ne 1’ étant pas.

III. Méthode de recherche des hypersurfaces admettant un groupe
pseudo-conforme & trois parametres.

28. Laissons pour plus tard la recherche des hypersurfaces qui admettent
globalement un groupe pseudo-conforme & plus de trois parametres: nous savons
qu’ elles admettent alors localement un groupe 4 8 parametres. Commencons
par chercher tous les groupes & 3 parametres susceptibles de laisser invariante
une hypersurface qui ne soit pas un hyperplanoide; nous ne supposerons pas
nécessairement un tel groupe transitif. I est bien entendu que 1’hypersurface
ainsi invariante pourra admettre un groupe & plus de trois paramétres.

Soient

of

X =E(m, ) L+, 1)

of
oy

les transformations infinitésimales génératrices du groupe @G, qui est ainsi
engendré par la transformation e, X, +-e¢,X, +-¢,X,, avec des coefficients e,
réels. Si nous regardons les e¢; comme des parameétres complexes, la transfor-
mation engendre un groupe & trois paramétres complexes G*, dont G peut
étre regardé, au point de vue des paramétres, comme la partie réelle.

Nous remarquons d’ abord que les trois déterminants £,m; —7,£; ne peuvent
étre identiquement nuls; sinon en effet le groupe G admettrait un invariant
¢(x, ¥), .intégrale premiére de I’ équation X, =0, par suite |’ hypersurface serait
un lieu de surfaces caractéristiques ¢(z, y) = const., ce que nous excluons.

Les deux équations

(4) \ MLEI (:I:, y) -+ "’{'262 (xy y) - 7”/3&3 (x, y) - 07
( %‘Yh(x, y) + uz’)?(xa 3/) —+ “3713(% ?:/) - 07
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donnent pour les rapports mutuels des #, deux fonctions analytiques de x, .
L’ interprétation de ces quantités est la suivante. Soit (v,, y,) un point
de (3), ;" une solution des équations (4), ou on fait z==2,, y=y,; la
transformation infinitésimale «X, 4+ uX, +- w;X, du groupe & paramétres
complexes prolongé de G laisse invariant le point (z,, 9,); cette transfor-
mation infinitésimale est définie & un facteur complexe constant prés; elle
engendre un sous-groupe 4 un paramétre complexe de G*; nous I’ appellerons
la transformation infinitésimale complexe associée au point (z,, #,). Cest
sur la considération de ces transformations que va reposer la méthode que
nous allons employer.

Remarquons que la transformation infinitésimale associée & un point M
de (2) se déduit de la transformation infinitésimale associée & M, en la trans-
formant par la transformation de G qué améne M, en M.

29. Voici quelques propriétés préliminaires importantes:

1° La transformation infinitésimale associée & un point de (Z) ne peut
étre fize; autrement dit les rapports mutuels des #; ne peuvent étre constants.
En effet on peut toujours choisir la base infinitésimale de ( de maniére
que la transformation infinitésimale fixe associée aux différents points de (X)
soit X, +¢X,; mais alors les fonctions &, +4€,, %, 4-én,, nulles sur (I),
seraient identiquement nulles, et 1’ hypersurface admettrait, en méme temps
que la transformation X,, la transformation ¢X,, ce qui est impossible (n. 17).

. u
20 Si U'un des rapports, “—‘ par evemple, w est pas constant, les valeurs
3

numériques qu’il prend sur (I) doivent dépendre de deux paraméires réels;
dans le cas contraire, en effet, (X) serait le lieu de surfaces caractéristiques

21 — const., dépendant d’un paramétre.
U

3° L’ hypersurface est transformée transitivement par G; sinon chacun
de ses points admettrait un sous-groupe & un parameétre de G; par suite la
transformation infinitésimale associée & ce point serait réelle, et chacun des

rapports %‘1— ne prendrait que des valeurs réelles.
J

40 [ hypersurface (Z) est analytique, car les équations finies du groupe G
dépendant analytiquement des paramétres a, b, ¢ du groupe, 1’hypersurface
est définie paramétriquement par des équations analytiques de la forme

z :f(xw Yos; Qy b’ C), @/=g(f$°, Yoy Qy b’ C);

(@, ¥,) 6tant un point fixe de (Z).
5° Si X, +-iX, est la transformation infinitésimale imaginaire associde
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& un point particulier M, de (), il est impossible que X, et X, engendrent un
sous-groupe de G. Supposons en effet que X, et X, engendrent un groupe g,
et soit (o) la surface lien des transformés de M, par g. La transformation
infinitésimale associée a4 un point M de (o) est la transformée de X, +iX,
par la transformation de g qui améne M, en IM; elle est donc de la forme
X, +uX,, et par suite, en tout point de (s), on a

5 | gl(% y)+u€2(xa y):()a
() 2
,(®, ¥) +uny(z, y) =0.
(Cela posé, le lieu des transformés de M, par le sous-groupe réel & un pa-

ramétre engendré par e, X, + e,X, est défini comme trajectoire des équations
différentielles

dx _ dy
e+ ek e +eamy’
ou encore
de __dy .
B m’

la surface (o) est donc de la forme

cp(x, ?/) = cp(mw yo);

¢(x, y) 6tant une intégrale premiére de X,f=0; I hypersurface (¥) serait
done un lieu de surfaces caractéristiques, cas exclu.

IV. Détermination de toutes les structures possibles des groupes
pseudo-conformes a trois parameétres laissant invariante une hypersurface.

30. Nous allons d’abord supposer que la transformation infinitésimale
imaginaire associée & un point variable de (X) ne dépend que de deux pa-
ramétres réels variables, autrement dit que la fransformation associée a un
point M est associée o fous les points d une ligne & une dimmension passant
par M.

Dans ces conditions, si X, +4X, est la transformation associée & un
point particulier MM, il existe nécessairéement une transformation infinité-
simale de G laissant invariante X, +4X,, ou plutot laissant invariant le
groupe qu’elle engendre; cela veut dire que le crochet de cette transfor-
mation infinitésimale et de X, + ¢X, est un multiple de X, +iX,. Cette
transformation infinitésimale ne peut &tre de la forme mX, +nX,, car
I égalité

(mX, +nX,, X, +iX,) = (¢ + )X, + iX,),

Annali di Matematica, Serie IV, Tomo XI. 6
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ou ]
(X1X2) == + ® (Xi -+ in);

mi—n

n’est possible que si le second membre, qui doit étre & coefficients réels, est
nul; mais alors X, et X, engendreraient un groupe, ce qui est impossible
(n. 29, bo).

On peut done supposer que la transformation infinitésimale considérée

est X,, avec
(X, X, +iX,) = (¢« + B} X, +iX,),

ou
(6) (X, X)) =X, — BX,, (X;X,)=pX,+aX,.

Si alors on pose _

() (X, X,) =X, 4+ X, +vX, (vE0),
I’identité de JaccBr donne

) av=0, d’ot a=0,

puis

(9) MB=pp=0.

31. Si =X =p =0, on peut supposer v=1 et on a un premier type

(4) (X, Xy) =0, (X;X,) =0, (X, X;) = X,

Si =0, X et p n’étant pas tous les deux nuls, si par exemple p =0,
on prendra
%Xl, AX, 4+ pX, +vX, et X,

comme nouvelles transformations infinitésimales de base et on aura le type

(B) (X X,)=X,, (X,X))=0, (X,X,)=0|;

on pourra supposer que la transformation infinitésimale associée & un point
particulier de (¥) est X, + ¢X, +¢X,.

Enfin, si §4=0, on pourra, en multipliant X,, X,, X, par des facteurs
constants %k, h, !, se ramener aux cas §—1, v==£ 1, On aura ainsi les deux
types distincts

(€) ) ‘ (X X)=X,, XX)=X,, (X,X))=—X,

’

b

(D) ‘ (Xin) = X37 (XxXa) =X,, (X2X3) - Xi ;
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dans chaque cas la transformation infinitésimale associée & un point parti-
culier de (Z) sera X, +iX,.

32. Supposons maintenant que les transformations infinitésimales assocides
a un point variable de (I) dépendent de trois paramétres réels. Ce sont par
exemple les transformées par G de X, 4+¢X,. Aucune transformation infini-
tésimale de G ne laisse alors invariant le groupe engendré par X, + iX,.
En particulier G n’admet aucune transformation infinitésimale distingudée,
¢’ est-a-dire échangeable avec toutes les transformations de G.

Cela posé, les seuls groupes n’admettant aucune transformation infinité-
simale distinguée rentrent dans les types suivants (*")

(E) (XX = X,, (X, X;)=mX,, (X,X,)=0|;

(¥) (X,.X)=X,, (XX)=X,+X,, (X.X,) =0 |[;

(H) | (X X)=mX,—X,, (XX)=mX,+X,, (X,X)=0 |;
(K) |(XX)=X,, (XX)=—X,, (XX)=X, ;

(L) | (XX) =X, (XX)=—X,, (XX)=—X,

Au point de vue de la seule structure, (K) est identique & (C) et (L) & (D).
Naturellement les transformations de base ne sont plus choisies de maniére
que X, +4X, soit associée & un point particulier de (2).

Les deux catégories de types: (A), (B), (C), (D) d’une part; (E), (F), (H),
(K), (L) &’ autre part se séparent nettement; nous verrons en particulier que
les hypersurfaces des quatre premiers types admettent localement un groupe
a 8 parametres. La raison profonde de ce résultat sera donnée plus loin,
dans la seconde Partie de ce mémoire (n. 89). '

V. Les hypersurfaces du type (A).

33. Nous allons d’abord chercher comment les transformations de G
transforment entre elles les transformations infinitésimales de G*. Pour cela

(*7) S. Lie et F. ENGEL, Theorie der Transformationsgruppen, 2iéme éd., Leipzig et Berlin,
Teubner, 1930, I1I, p. 715. A noter cependant qu’il s’agit ici de groupes & parameétres réels.

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1



44 E. CarraN: Sur la géométrie pseudo-conforme des hypersurfaces

nous considérons le groupe adjoint de G (*®). On a

(ule -+ u’zXz -+ M3X3 ’ Xl) - M2X3 ’
(w0, X, +u, X, + u3X3 ’ X?) =u X,
(@ X, +u,X, +uX;, X;)=0;

par suite, les transformations infinitésimales du groupe adjoint sont

Elz—-uza—f, E,=u of E, =0,

U3 L Dug’
et ses transformations finies sont
w' =uwu, w' =uwu,, u'=u, —au,+ bu,.
En particulier les transformées de X, + ¢X, sont
X, +iX,+ (b —ad)X, = X, +iX, +izX,,

en ramenant, par une transformation pseudo-conforme, le coefficient de X,
d étre égal & dx. En ce qui concerne la coordonnée x, les transformations
infinitésimales de G sont donc
_ _of _of —
X1=——Zﬁ, X2=?/—a;, X3=—O

On pourra donc poser

0 I

X, = 5%-{—7]1%.
. 0 0

Xzz—iajfc+‘%@;,
0,

X, = m%,

avece
7]1 -1- ’i‘l]2 -+ if”ls = O'

Prenons maintenant pour ¢ un invariant de X, —¢X,, avee

0, — i, =0;

o3

en exprimant que I'on a (X, — ¢X,, X,) = 0, on trouve - 0, ce qui permet,

en prenant[? comme nouvelle variable g, de poser v, = 1. On en déduit
3

-' of 1. @
\Xiz— 5{0—51 @,
of 1§
(A) 4 X2E— a—x——%. %,
of
(st '’

('®) Loc. cit. ("), I, Kap. 6.
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Les équations finies de G sont

S ¥ =+ o -+ b,
G' 1] . 9 2

(Ga) )y:y—i—%(b -l—m)x—i—iz(ax—l—b-)—l—c.

L’ hypersurface (I) est le lieu des points transformés de (0, g,) ou, en rem-
placant ¥ -y, par ¥, le lieu des points

T =a b,
W
(%) y:c+ii(a2—|—b*’);
son équation est '

(Sa) 2V =Y _ 4 —0.

C est une hyperconique, mais privée du point & Uinfini dans la direction
de U'aze des y. C'est une hypersurface simplement connexe.

34. Passons a la détermination des hypersurfaces non simplement con-
nexes du type (A). Il faut déterminer un groupe proprement discontinu de
transformations pseudo-conformes laissant (2) invariante et laissant invariante
chaque transformation infinitésimale de G. Si M’ est le transformé de M par
une opération de ce groupe, la transformation infinitésimale X, + 4X, 4- ¢ X,
associée & M sera transformée en X, +iX, +i2'X,; il en résulte immédia-
tement, pour toute opération du groupe de connexion,

=2

Le groupe de connexion changera tout invariant de X, —¢X, en un
autre invariant, par suite y sera transformée en une fonction de y; mais,

comme la transformation X, :% doit rester invariante, on aura
Yy =y-+c*;

la constante devra étre réelle pour que (I) soit invariante.
Finalement toute opération du groupe de connexion de (X') est de la
forme
=2 9y =yta ' (@ réel);
le seul groupe proprement discontinu satisfaisant & cette condition est de la

forme

¥ =g, Y =y-+nh (nentier arbitraire, h réel).

Posons alors
2iny
X=2 Y=e ";

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1



46 E. Cartan: Sur la géométrie pseudo-conforme des hypersurfuces

les fonctions X et Y sont uniformes sur (X'), et I'équation de (I') est par
suite
Y?:e%XX,
ou, par un changement de variables évident,
() YY = eXX,
Les équatiohs du groupe G’ de (X') sont

s X =X+4a+1
(G’A) a—ib)X+%(a’+b”) }ic

[ v =7y

35. On doit maintenant se demander, pour chacune des hypersurfaces (£4)
et (X'4), quel est son plus grand groupe de transformations pseudo-conformes.
Pour (¥,), il est manifestement formé de toutes les transfcrmations homogra-
phiques qui laissent invariante 1’hyperconique (Z4), en laissant invariant le
point & I’infini dans la direction de Oy. Ce groupe est &4 cing paramétres et
a pour équations

¥ =oax+B (= 0),
(10 Y = aoy —i—% B + % PBR+c (c réel).
Quant au groupe de (¥'s), il correspond & celles des transformations
précédentes qui sont invariantes par

v=w Yy =y-+h,
ce qui exige ax =1. Le groupe de (¥'s) est donec & quatre paramétres réels,
et ses équations finies sont, en remplacant « par e’

| X =etoX

(11) (a, ¢ réels).

Be'X + %;aﬁ 1ic

v = ve

36. En résumé, il y a deux hypersurfaces non globalement équivalentes
du type (A). L’ une, simplement connexe, est I’ hyperconique privée d’ un de ses
points: elle admet globalement un groupe (10) pseudo-conforme connexe & 5 pa-
ramétres. L’ autre, non simplement connexe, dont U équation est réductible a

YY = XX,

adinet globalement un groupe (11) & 4 paramétres.
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VI. Les hypersurfaces du type (B).

37. Les équations de structure étant
(B) (X, X)=X,, (XX,)=0, (X, X,)=0,
les transformations infinitésimales du groupe adjoint sont

0, 0
E = —u, sz’ EgE%‘—a;f;’ E, =0,

et ses équations finies sont

!

' r__ —
w'=u, u' =au,+bu, u'=u,.

Les transformées de X, + ¢X, +¢X, peuvent donc étre mises sous la forme
X, +2X, + ¢X,. Par suite, les transformations infinitésimales de G sont

0 [y

Xlz —‘”—f""'"ha;
or

[

XSE nSa!f/'

On peut choisir pour y un invariant de la transformation X, —iX, +4¢X,;

on aura alors
N, +an, + o, =0,
Ny — inz +i7)3 :O’
d’ onr
Ny = 0, N, i, =0.

Les équations de structure donnent am‘ —0, ce qui permet de poser 7, = 1.

On a done

0 )
X, = —xa—i—zé
0,
(Gre) x,= I
of
Y, = W

Les équations finies de ce groupe sont
¥ =ex+a y=y-+b+ic;
(2) est le lieu des transformés du point (i, y,) d’ou, en remplacant y — y,

par y,

(Sp) | T=a i€,

2y=b+ic;
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I’ équation de (Zg) est

(EB) mi—ai__e i =0.

38. L’ hypersurface (Zp) est simplement connexe. On aura le groupe de
connexion de toute autre hypersurface localement équivalente du type (I3) en
remarquant que, comme dans le cas du type (A), on aura, pour toute opé-

ration de ce groupe,
r =2,

d’autre part y sera transformée en une fonction de y, nécessairement de la
forme ¢ =y + ct*, la constante étant réelle.
Le groupe de connexion est done nécessairement de la forme

7

¥=x y=y+nh (n entier, k réel).
En posant

2i7ry
X:x, Y=e * 5

on obtiendra pour équation de (X'g),

= h
©'s) A @Epr=0 (¥ 401
Les équations finies de (G'g) sont
S X'=eX +a,
G’ 2in .
( B) .’ Y — Yo (X} w).

En particulier, on retrouve, pour h = 2=, I’ hyperconique X —X —iYY =0
privée des points situés sur la droite Y = 0.

39. Le plus grand groupe pseudo-conforme de (Xg) s’ obtient facilement
en remarquant que, localement, (2p) admet le groupe & 8 paramétres qui se
déduit du groupe homographique de 1’ hyperconique

X - X—3iYY=0

en posant X =g, Y =e % Il est clair que y restant fini sur (¥g), il ne
faudra prendre, des transformations de ce groupe, que celles qui laissent
invariante la droite ¥ = 0. On trouve sans difficulté le groupe & 4 paramétres

__aX+b , ethy

.X/—'m, :m (0&, b, ¢, d, hréels, ad— bc = 1),
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d’ o, pour le groupe de (Ip),

(12) x’:%, Yy =y —h—ilog(cx + d).

40. En conclusion, nous voyons que I’hypersurface (Xg) simnplement con-
. N N k3 . Y
nexe admet un groupe & 4 paraméires (12); il y a une infinité d’ hypersur-
faces (X'g) non simplement connexes, & savoir (*°):

X: X_ (YY) =0 (Y==0) (m constante positive),

dont chacune admet un groupe & 4 paramétres, a savoir:
roXH by MY
(13) X T X+ d’ Y - i
X+ d)ym

Ces hypersurfaces ne sont pas globalement équivalentes entre elles, sinon
leurs groupes de connexion pourraient étre transformés entre eux par une

des transformations pseudo-conformes qui laissent invariante (Zg), ce qui
n’ est pas.

VII. Les hypersurfaces du type (O).

41. Les équations de structure étant

(X1X2) = X:w (Xth) = Xz’ (Xsz) - X1 ’

les transformations infinitésimales du groupe adjoint sont

_ . of of
E: = 2% wy 8%3 3 '5‘;25
- of of
E, "1 ue, omgy R o’
E,= u, duy e oy -

Elles laissent invariante la forme quadratique u -+ ul— u}; le groupe
adjoint est le groupe linéaire réel qui laisse cette forme invariante. Comme

(**) En posant

: @ 1 + € 7
(L—gm
I’ hypersarface (2'B) a pour équation
EE+ (qmm=1 . (n=0);

sous cette forme elle a 6t¢ rencontrée par THULLEN, Zu den Abbildungen dwrch analytische
Funktionen mehrerer Verdnderlichen (« Math. Ann. », 104, 1931, pp. 244-259).

dnnali di Matematica, Serie 1V, Tomo XI.
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les paramétres u, =1, u, =4, u, =0 annulent cette forme, les transforma-
tions infinitésimales associées aux différents points de (Z) sont celles dont
les coefficients annulent la forme quadratique. On peut les écrire sous la

forme
(1 - 29X, + 22X, + (1 +2%)X,,

le point origine correspondant & x =1.
La quantité x est manifestement transformée par le groupe homogra-

. U3 Uy — U
phique réel. Du reste, en remarquant que x = ——2— =—=2——*_ on trouve, en

Wy + Ug - Uy
ce qui concerne =,
. 1—apf
! 2 fx’
_ of
X, = — %o

I
X, = 5 2w

X

I

On posera done

_ 1—ax2pf of

1= 7 T a a'x‘i“"ha—y,

of of
_‘”ax""’h@:

1+ a?of of
2 o oy’

=
l

En prenant pour y un invariant de X, — X,, on aura

Ny — M = 0’
(1 - fvz)m + 2“’7)2 + (1 + x2)y)3 = 03
d’on
Ny =Ny = — BN,
La relation
(Xs—"Xn X2)=X1 — X,

donne ensuite %:0, ce qui permet de poser 7, = — %

Finalement on frouve

_1—9(:?% i of

1 - wor

5 X, = 2 x ' 20y’

o f _dof

(GC) X2= —xaw Q@)
. l+a*of | dxof

X3== ) a—x -2—’05.

Les équations finies de ce groupe &’ obtiennent facilement en remar-
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quant que v, = % Erx, d’ ol

(Go) #=Y12 =y —ilog(ew+d) (ad —be=1).

42. L hypersurface (Z¢) est le lieu des transformés du point (i, y,) ou,
en remplagant ¥y — y, par y, le lieu des points

(20) x_m'+b

=axa y = —tlog (ci + d);

I équation de cette hypersurface est

.y
(Zc) T _ei =0,

On voit que ¢’est la méme hypersurface que (Zr) et on constate sans
difficulté qu’on retrouve aussi les mémes hypersurfaces (2'p).

Les hypersurfaces du type (C) sont donc les mémes que celles du type (B):
elles admettent globalement un groupe o 4 paramétres.

VIII. Les hypersurfaces du type (D).

43. Les équations de structure étant
(X1X2) =-X;,, XX)=X,, (XX)=-—X,,

le groupe adjoint est formé des substitutions linéaires réelles qui laissent
invariante la forme quadratique u;+-u;-+ui. Comme les parameétres de
X, + 14X, annulent cette forme, les transformations infinitésimales imaginaires
associées aux différents points de (X) peuvent &tre mises sous la forme

(1 -+ 23X, + i1 — 2*)X, + 2ixX,,

le point origine M, correspondant & 2 = 0.
Le groupe G a ses transformations infinitésimales de la forme

_ 14-a20f of
X1= 2 711@,
. A —axpf of
X2=7‘ 2 7]2@7
_ i o
X, = W o+ Moy
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1

et, 1A encore, on peut supposer v, =—§§'h, d’ o
. l+a?sf  wof

= S wm T v

1l —a?pf .xof

X2_1/———2 a7c+'2@’

— of _ iof

Xy = ¥ 2 5y

Les équations finies de ce groupe sont

r__ax—Db

= y =y + log (bx + a) (aa +bb=1),
2 a

et I’hypersurface (Z) est le lien des transformés du point (0, ¢,), d’oit en
remplacant ¥y — y, par y:

Un changement de variables évident, qui conduit aux nouvelles variables
2= —>5b, y=a, donne

(Zp) x4 yy —1=0,
avec le groupe
1( of of
s X, = Q(y —a?c_xaz)’
i, of of
(Go) (X, = gly el
i o
X, =4l )
dont les équations finies sont
(Gp) o =ax—by, ¥ =bx+ay
(@@ -+ bb = 1).

44. L’ hypersurface (2p) n’est autre que 1 hyperconique (hypersphére de
H. PoiNcARE); elle admet du reste globalement un groupe & 8 paramdtres.

Pour avoir les autres hypersurfaces (Sp) du type (D), cherchons leurs groupes
de connexion possibles. Comme la transformation infinitésimale associée & un
point de (Zp) est

(w* +9*)X, — i@ — ¥)X, + 2wy X,,

le rapport ¥ est conservé par toute opération du oroupe de connexion. Cette
P p P g
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opération est donc de la forme

¥ = ’ECP(’I‘, ?j);

¥ = xo(z, y);
mais comme elle laisse invariante 1’hypersphére, c’est que ¢(z, y) reste de
module égale & 1 sur (Zp): cela n’est possible que si cette fonction se réduit

a une constante e¢**. Or, les seuls groupes proprement discontinus engendrés
par des transformations de la forme

& = eiry, o = ey
sont les groupes cycliques finis formés des puissances de
2in 2in

¥=—e"z, Yy =e"y (» entier positif donné).

Les hypersurfaces (X'p) cherchées s obtiennent donc en regardant deuz
poinls de U hypersphére comme identiques, s'ils se déduisent I’un de I'aulre
par une homothétie de centre (0, 0) admettant pour rapport d’ homothétie une
racine n-ieme de I unité.

Ces hypersurfaces, pour » _ 2, admettent globalement le groupe des
transformations de 1’hypersphére qui laissent fixe le point origine (0, 0). Ce
groupe est & 4 parameétres et a pour équations finies

(14) ¥ = e"(aw — by), ¥ = e™(bx + az)
(@@ +~bb=1, h réel).
En posant
‘ x ” —
= X, yn=Y
on a I'équation
1+ XX)~

mais la représentation analytique de (X'p) ainsi obtenue n’est plus partout
réguliere, car les différents points (z =ei%, y=0) de (X'p) sont représentés
par les mémes coordonnées (X = oo, Y =0).

45. En résumé, appartiennent au type (D) U hypersphére, qui admnet glo-
balement un groupe a 8 paramétres, et une infinité d’ aulres hypersurfaces
dépendant d’ un entier posiltif arbitraire n, qui admetlent globalement chacune
un groupe & 4 paramétres.

Nous remarquons que les hypersurfaces des types (A), (B), (C), (D) ad-
mettent toutes localement un groupe a 8 paramétres et globalement un groupe
a 8, 5 ou 4 parameétres.
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IX. Les hypersurfaces du typé (E).

46. Les équations de structure étant
XX)=X,, (X,X)=mX,, (XX,)=0,

avec une constante réelle m == 0, les transformations infinitésimales du groupe

adjoint sont
of

—uy 5
of
——muab—uz,

—,, Of of .
E3 :Miﬁ—l—’”l%z a—u—g,

RS
i

’

=

I

2

ce sont aussi, en coordonnées homogénes u,, u,, u,, les transformations
infinitésimales de G.

Comme la variable u, est invariante ef qu’elle ne peut étre nulle, sans
quoi les transformations associées aux différents points de (Z) seraient toutes
de la forme X, + uX,, on peut supposer u,==1. En remplacant u, par %
et %, par g, on a done

X of
\ o
_ of
(Gg) c X, =—m oy’

_of o
X, = Tt my o
avec les équations finies
(Gr) S ' =cx +aq,

| o 5 (@, b, ¢ réels; ¢ > 0).
Yy :cm?f —+ b

On ne peut partir d’un point (,, y,) pour lequel I'une des deux coor-
données, x, par exemple, serait réelle, car alors @ resterait réelle en tout
point de (£), qui serait un hyperplanoide. Soient a et 3 les coefficients de 7

dans x,, ¥,; en remplacant Z—f par x et %’ par y, on a I’hypersurface

5 | r=cit+ a,
(%) V y=cmi +0,
dont I’ équation est
y—1y A x—T _
(Zx) % _( % ) =0, ( i 7 )

Comme cette hypersurface est simplement connexe et que le groupe de
connexion de toute hypersurface du meéme type doit laisser invariants les
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coefficients de la transformation infinitésimale #X, + yX, 4+ X, associée a
un point variable de (I), ¢’est que ce groupe se réduit & la transformation
identique. L’hypersurface (Zgy) est donc la seule du type (E).

47. Il y a lieu de se demander si (Gg) est le plus grand groupe pseudo-
conforme laissant invariante (Zg). Remarquons d’abord qu’en général ce plus
grand groupe sera 3 3 paramétres; dans le cas contraire, en effet, il faudrait
que la congruence des surfaces caractéristiques associées & (Zg), & savoir

y—2b x—a\"
2 _( 2% ) =0,

satisfit & une équation différentielle réductible & " =0: il est nécessaire
pour cela que cette équation différentielle soit de la forme

y'=Ay*+ By* + Oy + D,

4, B, C, D étant des fonctions analytiques de =z, y. Or, ici, cette équation est

m—t1

—_ ' \m—2

y'= 7Am22 : (3:7) :
I1 faut exclure le cas m == 1, o les surfaces caractéristiques ne dépen-
draient que d’un parameétre; restent donc les cas Z:; =0, 1, 2, 3, qui se

. 1 . .
réduisent & m =2 et m = 5; ce dernier se raméne au premier en changeant

les roles de x et y. On peut du reste supposer |m|= 1.

Si donc m est différent de 2, le plus grand groupe pseudo-conforme
de (Zg) est a 3 paramétres. Mais il pourrait contenir plusieurs familles
connexes distinctes de transformations. Or toute transformation n’ appartenant
pas au groupe connexe (Gg) laisse nécessairement ce groupe invariant; par
suite X , qui engendre un sous-groupe invariant de (Gg), est transformée
en X, on en X,, et réciproquement. Cette transformation est done, soit de

la forme
¥ =9, ¥ =)
soit de la forme
&=y, Y=
Dans le premier cas, elle est de la forme

¥=cx+a, y =dy-+0b,

a, b, ¢, d étant réels; mais pour qu’elle laisse (Xg) invariante, il faut ¢ >0,
d = ¢™; on retrouve le groupe (Gg) lui-méme.

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1



56 E. Carran: Sur la géométrie pseudo-conforme des hypersurfaees

Dans le second cas, on aurait
¥=cy+a, y=dv+b,

ce qui n’est possible que s8i m = — 1, avec a, b, ¢, d réels, ¢ -0, d = i
Par suite le plus grand groupe pseudo-conforme de (Xg) est un groupe
connexe & trois parnmnétres si m, supposé de valewr absolue supérieure ou
égale & 1, est différent de 2 et de — 1; il est formé de deur familles connexes
a trois paramélres st m = — 1.
Si enfin m =2, I’hypersurface est localement équivalente & 1’ hyperco-
nique, comme on le voit en posant

r=X, y—l—%x"’:Y;
on obtient
YT _xx=0, (*7¥_0).
Mais il faut remarquer que la partie imaginaire de = étant positive, ¢l ne
faut garder de U hyperconique que les points pour lesquels X, — 0. On vérifie
sans difficulté que les transformations du groupe & 8 parametres de 1’ hyper-

conique qui laissent invariante 1’hypersurface (Zg) forment un seul groupe
connexe & 3 parameétres.

Il Wy a donc que le cas m = — 1 pour lequel (Xg) admette globalement
deux familles distincltes de transformations pseudo-conforines.

X. Les hypersurfaces du type (F).

48. Les équations de structure étant
(X X)=X,, (X,X)=X,+X,, (XX,)=0,

les transformations infinitésimales de G sont, en coordonnées homogenes,

of
X, = _u%_u"
— of o
X, =—u, (aul +bu2)’
_ of L, o
X, = (u, +u,) au, M

La encore on peut supposer #, — 1 ef, revenant aux coordonnées non homo-
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génes =z, y, prendre

/ i af
\ Xy = T’
(Gw) « X, = _o

aw By’

( X, =(z+ y)w—{—‘/c—):

avec les équations finies

(Gr) @ = e‘x +cy) + a,

Yy =ey 4+ b.

On peut, comme dans le cas précédent, définir (3p) comme le lieu des trans-
formés du point (0, ¢), ce qui donne

Sw) | @ =t et
| g =bie

Cette hypersurface est simplement connexe et on démontre facilement
que (Gp) est son plus grand groupe pseudo-conforme,

XI. Les hypersurfaces du type (H).

49. Les équations de structure étant
(X, X)=mX, — X,, (X,X,)=mX,+X,, (X,X,)=0,

les transformations infinitésimales de G &’ obtiennent par la méme méthode
que dans les deux cas précédents. On trouve

gX ———maf-i—%

= @
X, aw Moy’

(Gn)

I

of

a X = (mx—}—y)——i— (my — a,)af

oy’
avec les équations finies

| @' = e"x cos ¢+ y sin¢) +- a,

G
(Gn) | o = e™(— = sin ¢ + y cos ¢) - b.

L’ hypersurface peut étre regardée comme le lieu des transformés dn
point (i, 0); elle est définie paramétriquement par

T = a ~} 1™ ¢os ¢,

%
(%z) = b — ie™°sin ¢.

Annoli di Matematica, Serie IV, Tomo XI. 8
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Si m 40, elle est simplement connexe et (Ggy) est le plus grand groupe
psendo-conforme qui la laisse invariante.

Si m =0, I"hypersurface n’est plns simplement connexe. Le groupe (Gu)
se réduit an groupe des déplacements euclidiens réels du plan, et (Xg) a pour
équation
(Sx) @ — 2 +(y — ) +4=0.

Elle admet une seconde famille de transformations pseundo-conformes qu’on
obtient en combinant (Gg,) avec une symétrie par rapport & une droite réelle
du plan. On peut regarder I'hypersurface (2y,) comme simplement connexe,
& condition de regarder I’espace des deux variables complexes comme formé
d’une infinité de feuillets (A 4 dimensions), le passage d’ un feuillet & I’ autre
se faisant par exemple par la cloison & trois dimensions

yz=0: xz>0'

Nous laisserons de cote la question de savoir si on peut, duns un espace
analytique complexe & 2 dimensions complexes, supposé simplement connexe,
réaliser cette hypersurface simplement connexe de maniére que deux points
appartenant & deuz feuillets différents, mais ayant les mémes coordonnées
tnitiales (x, y), premnent dans le nouvel espace deux positions différentes, de
telle sorte que U hypersurface soit univalente dans cel espace. Contentons-nous
de remarquer que la surface de ramification, qui est ici x,=0, y, =0, n est
pas caractéristique (*°).

XII. Les hypersurfaces du type (K): premiére espéce.

50. Nous avons déja vu (n. 41) que le groupe adjoint n’est autre que
le groupe projectif réel de la conique

2 2 2 __
u, + uy — uy = 0,

que nous appellerons la conique fondamentale.

Chacune des hypersurfaces cherchées (X) pourra étre regardée comme
le lieu des transformés d’un certain point M, du plan projectif complexe
par les transformations projectives réelles de la conique fondamentale. Mais
plusieurs cas sont & distinguer, suivant la position par rapport & la conique
fondamentale de la droite réelle qui contient ce point M,, nécessairement
imaginaire.

(**) La résolution de ce probléme est du domaine de la théorie des fonctions.
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Cette droite M,M, ne peut étre tangente a la conique, car alors la
transformation infinitésimale associée & M, engendrerait, avec la transfor-
mation imaginaire conjuguée, un groupe: il suffit pour le voir de prendre
le cas particulier de la tangente u, —wu,, qui donnerait le sous-groupe en-
gendré par X, et X, 4+ X,.

Cela posé, deux cas sont possibles, suivant que M,M, est extérieure &
la conique ou la coupe.

51. Supposons d’ abord la droite réelle M\M, extérieure & la conique.

On peut supposer que c’est la droite u, —=0; le point M, a des coor-
données (1, #, 0); mais, par une transformation de G remplagant respecti-
vement

%17 u27 u3
par

%, CO8 &« — U, sSina, u,s8lna + u, cosa, u,,

g+ g 14
uy— iUy L —u
rapport une valeur réelle et positive k; on aura alors

on peut multiplier

par e**, ce qui permet de donner & ce

= im (|me] <<1).

Le lieu des transformés du point (1, ém, 0) est facile & obtenir. En effet,
quand on effectue sur #,, u,, u, une substitution linéaire réelle laissant
invariante la forme u®--u:— uZ, la forme A’ HERMITE wu,u, + w,u, — uu,

est également invariante. On a done, en tout point de (Z),

WUy + Uty — UgUy L +-m?
[ue® 4+ up® —ug? | 1—m?’

Le second membre est une constante réelle p plus grande que 1. En
remarquant que toute droite réelle qui coupe la conique fondamentale ne
contient ancun point de 1’hypersurface, on peut introduire des coordonnées
non homogénes

Uy __ Uy __
17“—275 ul—y?
et on a 1’équation
(15) l4+ar-—yy=p|1+2>— 9|

52. Il importe maintenant de voir si tout point satisfaisant a 1’équation
(15) fait partie de I’hypersurface (Zx). Il est clair d’abord que les points
réels de la conique fondamentale satisfont & 1’équation (15}, mais ne peuvent
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étre transformés du point imaginaire M,. Nous allons voir que, ces points
exclus, 1" équation (15) définit deusz hypersurfaces connexes distinctes.

Remarquons d’abord qu’un point imaginaire satisfaisant & I’ équation (15)
ne peut étre situé sur une droite réelle ayant un point réel sur la conique
fondamentale; en effet cette sécante pourrait, par une transformation de G,
étre ramenée a4 v =0, et 1’ égalité

l—yy=np|1—y
est impossible, en vertu de I’inégalité
1=y [>1—g"].

Tout point imaginaire est, d’aprés cela, le transformé d’un point situé
sur une droite réelle extérieure & la conique, qu’on peut supposer y == 0, et,
d’aprés le raisonnement fait plus haut, on peut supposer que les coordonnées
de ce point sont (u, =1, u,=im’, u, =0) ou (x =i/, y = 0). On aura alors

1+4-m'?
P=1m
d'ott m'==m. Or on ne peut passer par continuité du point (1, im, 0) aun
point (1, — im, 0).

Pour nous rendre compte nettement de ce résultat important, remarquons
que si on exprime les coordonnées d’ un point réel de la conique fondamentale
en fonctions rationnelles d’un paramétre réel {, par exemple

2t 1+-£

=i YT 1w

toute homographie réelle de la conique se traduit par une homographie réelle
sur f, et réciproquement. Or les homographies réelles

_at+b
tl_—ct—+ d

forment deux familles distinctes, suivant que ad — be est > 0 ou < 0.
Cela posé, la polaire du point (1, ém, 0), & savoir 1 -} imx =0, coupe la
conique fondamentale aux deux points donnés par
1 — 4 2imt =0,
d’ ot
t=dm == V1 — m?;
an contraire les points ou la polaire du point (1, — ém, 0) coupe la conique

sonf
l=—im=axV1 - m*.
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Or, les transformations homographiques réelles a déterminant ad —bc >0
effectuées sur ¢ conservent le signe du coefficient de 4. Cela sutfit pour
prouver qu’aucune transformation du groupe connexe ne permet de passer
du poiut (1, ém, 0) au point (1, — @m, 0).

53. L’ hypersurface () lieu des transformés du point (1, 4m, 0) &’ obtient
donc en ajoutant a 1’ équation (15) une inégalité qui exprime que la partie
imaginaire des valeurs de { correspondant aux points de contact des tangentes
menées & la conique fondamentale est d’un signe donné, positive per exemple.
Ces valeurs de f sont racines de I’ équation

(16) 1 — 84+ 2¢t —y(l 4+ ) =0;
la somme des deux racines est 1?:'_024. I’ hypersurface (2k) est donc définie par

s 1+x§:—y§:p|1+x*—y2|,
[ ®(1+y) —2(1+9)> 0.

(k)

On remarquera que le plus grand groupe pseudo-conforme de (k) est
conneze, les tranformations homographiques sur ¢ de déterminant ad — bc <0
changeant (¥x) en une hypersurface distincte. Mais chaque point de (Zx) est
invariant par une transformation non identique du groupe, celle qui échange
entre elles les deux racines de (16).

54. Arrivons maintenant & la détermination des hypersurfaces localement
équivalentes & (k). Toutes ces hypersurfaces sont des variétés de recouvre-
ment de (Zg), puisqu’ad chaque point d’une telle hypersurface est associée
une transformation infinitésimale imaginaire déterminée de (Gk), ¢’ est-d-dire
un point déterminé de (Ik).

On en obtient immédiatement une par un procédé géométrique simple,
en faisant correspondre & tout point (%, y) de (2x) I’ensemble des deux va-
leurs de £, racines de (16), qui définissent les points d’intersection de la
conique fondamentale avec la polaire de (v, y). Nous pouvons ordonner de
deux manieéres différentes ces deux valeurs de ¢, que nous désignerons par
et 7, et nous aurons ainsi une hypersurface recouvrant deux fois (Zx). On a

¢ y—1
§+“f]=1_+y, E“f)=m,
d’our
__ &4 1+ &y
TTimwm YT,

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1



62 E. Carran: Sur la géoméirie pseudo-conforme des hypersurfuces

On obtient ainsi, dans le demi-plan de POINCARE, un couple ordonné de
points (§, ) dont la distance nown euclidienne & reste évidemment constante
quand on effectue sur § et v une méme homographie réelle & déterminant
positif (*'). L’équation de la nouvelle hypersurface (X'x) est donc (*?), en

remarquant qu’elle contient le point

E=im+ VI — m?, n=1im— V1 —m?

soit -,

. = - 2 3 = - —
') (E— i — )+ b € — Bln — 1) =0 (75>0),
soit

’ “\(r 2 8 = n —F
(®'x) (E— AN — 1)+ b3 (E — B — 1) = 0 (5>0),
soit enfin _
() E—mE—m) —E—8n—T=pE—nE—7) (F>0).
Cefte derniére équation peut se déduire directement de (15). On a du reste

5 VYi—m? 3 1
shg=-—_— ou chg=—_,
d’ ot
1_—+—ch,?;
- sh?g

55. On peut enfin arriver & une hypersurface simplement connexe en

posant
1 E=X+e¥, n=X—e¢?,
‘ol

Tie 2 e X—X
(0¥ — e¥) - st 2(X — X =0 (T>0),
ou encore, en séparant les parties réelles et imaginaires,

— oY, l/p.—C(;S:zY:)_.

4

g X, = | v L,
Sheé

(1) Cette hypersurface a été rencontrée par E. et H. CarTaN (<« Comptes-Rendus », 192,
1931, p. 71V). Voir HENRI CARTAN, Sur les {ransformations analytigues des domaines cerclés
et semi-cerclés bornés (« Math. Annales », 106, 1932, pp. 540-573).

(*2) On applique la formule

sh °__4d
2 2y’
d désignant la distance euclidienne des deux points de coordonnées rectangulaires (x, y)
et («', y'). Voir E. CArTAN, Lecons sur la géométrie projective complexe (Paris, Gauthier-
Villars, 1931, p. 85).
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Sous cefte forme, I’équation montre que I’hypersnurface est simplement
connexe, puisque chacun de ses points est défini analytiquement par la
donnée de trois nombres réels finis X,, Y,, Y,.

Les équations du groupe G sont ici

;__([@X+ b)(cX+ d) — ace’Y
(17) X' = (¢X + d)? — c2e2Y ?

Y=Y —log}(cX+dp} —c'e?¥ };

elles sont réguli¢res en tout point de (2”k), le dénominateur de X' ne pouvant
s’ annuler que si ’on a

cX,=ce¥isinY,, d’ott ¢c=0, et par suite d =0;

mais cela est incompatible avec la relation ad - bec = 1.

56. On peut maintenant de (£"x) déduire toutes les hypersurfaces du
type (K) qui sont variétés de recouvrement de (Xx). Le groupe de connexion
proprement discontinu qui caractérise I’une quelconque d’entre elles doit
laisser invariantes les deux quantités & 4+ % = 2X, Eﬁ = X* —¢?Y. On a donec

18) X' =X, Y=Y+ nir (n entier).

Inversement, toute transformation de cette nature laisse invariante (X%"g),
ainsi que chacune des transformations du groupe (17) de (2"x). Le groupe
cherché est donc de la forme

X'=X, Y =Y+ nhir (h entier fixe positif, » entier variable).
En posant alors

2Y
X:.x’ e‘h_:y (y:i:O)}

on obtient I’ équation

h -
s o (& — 2 —sh* & (4" 4+ y") -+ 2(1 -+ o g)(yw =0 (“”—.” > o),

ou encore, en introduisant les parties réelles et imaginaires,

| &

(="x) Y — O’y T A - 20 = Y]+ ) (@, > 0).

On retrouve (Zk), sous une autre forme analytique, en prenant » = 1.

87. Nous avons vu que 1’hypersurface simplement connexe (Z"g) ad-
mettait le groupe connexe (17). Il est facile de voir qu’elle admet une autre
famille connexe de transformations pseudo-conformes, & savoir celles qu’on
obtient en combinant les transformations (17) avee la transformation

X=X, Y=Y-+41ix
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qui ne rentre pas dans les formules (17). On obtient ainsi toutes les trans-
formations pseudo-conformes de (2"k), car si S est une quelconque de ces
transformations, elle donne sur (Zk) une transformation pseudo-conforme
déterminée qui produit sur (2x) le méme effet qu’ une des transformations (17),
puisque le groupe de (Zx) est connexe; par suite il existe une transformation
de la méme famille connexe que § qui laisse invariants tous les points
de (¥x) et est donc de la forme (18). Or la transformation correspondant
4 n =2 fait partie des transformations (17); on peut donc supposer » =1, ce
qu’il fallait démontrer.

De ce qui préceéde on déduit que le groupe pseudo-conforme de (X"k)
est connexe pour A impair, formé de deux familles connexes pour h pair.
En effet, dans la famille connexe de transformations de (X"k) qui ne contient
pas la transformation identique, se trouve, si & est impair, la transformation

X'=X, Y=Y+ hin
qui laisse invariants tous les points de (¥”k); au contraire, si h est pair,
aucune des transformations

X=X, Y=Y+ nir (» impair)

ne laisse fixes les points de (2"'k).

XIII. Les hypersurfaces du type (K) : deuxiéme espéce.

88. On aura une deuxiéme espéce d’ hypersurfaces du type (K) en prenant,
dans le plan de la conique fondamentale
uw; + uy — u; =0,

un point imaginaire situé sur une sécante réelle de la conique ef le lieu des
transformés de ce point par le groupe homographique réel connexe G de cette

conique. On peut supposer que cette sécante est #, = 0; mais, comme les

transformations de G permettent de multiplier Y% par un facteur réel et
. wy+ Ug

positif arbitraire, on peut supposer que cette quantité est de module 1, ce

u . . . .
u—‘ est purement imaginaire. La quantité %, ne pouvant
3

qui revient & dire que
s’annuler pour aucun point de I’hypersurface, nous poserons

Wy U
ug 0wy

Y.

Cherchons done le lieu des transformés du point (x =1d¢m, y =0). On a
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pour ce point
wx4-yy — 1 =m*—1, [+ —1|=m' 4L

Tous les points de I’ hypersurface satisfont done & 1’ équation

(19) ey —l=pja® +y* — 1],
avec
m?—1

—1l<p<l.

M=o

Naturellement il ne faut conserver que les point émaginaires satisfaisant
a I’ équation (19). Mais, réciproquement, tout point imaginaire satisfaisant
4 (19) est situé sur une droite réelle qui ne peut étre extérieure & la conique,
sans quoi p serait plus grand que 1. Cette droite, étant sécante, est la trans-
formée, par une transformation de G, de y =0; le point considéré est donc
le transformé d’un point (x =ém', y =0) et on a par suite

m?2—1 m2—1

| Q—
Wil w1 W= EM

Mais ici le point (x = —#m, y=0) est transformé du point (x =1im, y=0),
par la transformation
v=—w y=—y

qui fait partie du sous-groupe continu
' —=xcosa —ysine, Yy —axsina 4 ycosa

de G. Par suite, I’ hypersurface cherchée (2x:) est le liew des poinis imaginaires
satisfaisant & (19).

Un cas particulier remarquable est le cas p=0. On a dans ce cas le
lieu des points imaginaires de U hyperconique xx+yy =1, ¢’ est-a-dire 1’ hyper-
conique privée de la ligne & une dimension, lieu de ses point réels.

59. On pourrait aussi considérer les points de la conique fondamentale
situés sur la polaire d’un point variable de 1’ hypersurface, donnés paramé-
triquement par I’ équation

(1 —#x+ 2ty — (1 + ) =0.

En particulier le point (x = ém, y = 0) conduit anx deux valeurs de #:
Jim —1 im—1
e=|imt 1=—Vmrt-

En regardant £ et v comme les affixes de deux points, on a un couple de

points situés 1’un dans le demi-plan positif, I’autre dans le demi-plan négatif

Annali di Matematica, Serie IV, Tomo XI. 9
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de PoiNcARE. La distance non euclidienne & du premier point au conjugué
du second est donnée par

sh z = m.

O} ©7

On obtient ainsi 1’ hypersurface
(20) & — WE— 1) — i — Gon — ) =0 (5> 0),

équivalente & (Zx/), parce que le couple (y, £) ne peut pas se déduire par

continuité du couple (g, 7).
L’ hypersurface (Y¥g) admet un groupe mixte formé de deux familles

connexes de transformations pseudo-conformes, la seconde famille s’ obtenant
par composition des transformations de la premiére famille avec la symétrie

’

r=wx y=—uy.
Dans le cas de I’hypersurface (20), cette symétrie s’ écrit
§=—m 7v=-—4
de sorte que les deux familles de transformations sont
; as+b an—+ b
Y=gra "Tava (ad —be > 0),

et

y__an+b ;__ak+b P
: T+ a’ | T+ d (ad —be < 0).

Nous ne traiterons pas le probléme de la recherche des hypersurfaces
localement équivalentes & (Xk/) et appartenant au meéme type. Contentons-
nous de remarquer qu’'on a une hypersurface simplement connexe en re-
gardant le produit topologique des deux demi-plans de POINCARE () et (v)
comme formé d’une infinité de feuillets, le passage de I'un & I’autre se
faisant par la coupure %, =§,, —7, <, ou lon a posé §=E, + ¢,
N =1, + i, I"hypersurface (20) devient alors simplement connexe; la surface

de ramification 1w =E n’est pas caraciéristique.

XIV. Les hypersurfaces du type (L).

60. Les équations de structure sont ici
(X, X5) = X3, (XeXy) = X, (X:X)) = X,.
Le groupe adjoint est le groupe homographique réel de la cownique fonda-

mentale
2 2 2
w; + u, -+ u; = 0.
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I’ hypersurface cherchée est le lieu des transformés d’un point ima-
ginaire particulier, qu’on peut supposer situé sur la droite u; =0, et dont
on peut ramener les coordonnées homogénes aux valeurs (1, ém, 0), avec
|m| <1. On a alors I’équation

- — - 1-+m?
(EL) U Uy = Uy = UsUy = [ | “i + “3 + ug l (P‘: 1_22> 1)

Tout point vérifiant 1’équation précédente peut réciproquement étre
regardé comme le transformé de ’un des points (1, == dm, 0). Mais le point
(1, — ¢m, 0) est lni-méme le transformé de (1, ém, O0) par la transformation

’

’ ’ _—
Uy = Uy, Uy = — Uy, Uy = Uy,

qui fait partie d’un sous-groupe continu de G.

Le groupe des homographies de la conique fondamentale, et par suite
celui de (Xr), ne contient qu’une famille connexe de transformations. En
effet, tonte homographie de la conique peut étre ramenée & une substitution
linéaire orthogonale de déterminant 1; il y a done correspondance biunivoque
entre ces homographies et les rotations de la sphére, qui forment une seule
famille connexe. '

61. On peut avoir une variété de recouvrement de (Xp) en introduisant
le paramétre ¢ des points de la conique fondamentale, défini par les équations
uy,=1—=0, u,=il+1#), wu,=21

Par ce choix du paramétre, deux points imaginaires conjugués de la conique
ont leurs parameétres ¢ et ' liés par la relation

=y

= -

T
Cela posé, les transformations de G se traduisent analytiquement par
les transformations homographiques sur ¢ de la forme

1) ¢ = g:: b, avec aa4-bh=1.
a

La polaire du point (1, ém, 0) rencontre la conique fondamentale en
deux points donnés par

1—#—m{l4#)=0, ou ’2=152°

Représentons chaque valeur de / par un point de la sphére de RiemMANN, de
telle sorte que deux points diamétralement opposés correspondent & deux

1 ' .
valeurs ¢ et — =, en prenant, par exemple, pour coordonnées rectangulaires
t
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X, Y, Z d’un point de la spheére,

x=1+t y_ilt=h Ly 1=
1+ & 14t 1+ ¢

Les transformations (21) définissent alors les rotations de la sphére, qui ne
changent pas la distance élémentaire de deux points. Pour les deux points

:L-Vi:—:z, cette distance 8, comptée sur la sphére, est donnée par

CcOos 6—’)”/
g — M.

On obtient ainsi comme variété de recomvrement de (Ip) I hypersurface
(2'1) liew des couples ordonnés (8, v) de points de la sphére de Riemann
situés a une distance constante & Uun de I aufre.

L’ équation de (Z'y) est

’ z " 0 B — 3
(%r) (€ —)E—m) =tg* 5 (L + En)(1 + 7d):
elle pourrait se déduire directement de 1’ équation de (L) en posant

wy,=1—%8n, u,=4l+8&y), u,=&+.

62. L’ hypersurface (£'r) n’est pas simplement connexe. En effet elle est,
au point de vue de I’Analysis situs, homéomorphe A la variété représentative
des rotations de la sphére, puisque tout point de (2'z) se déduit d’un point
particulier par une rotation et une seule. Or le groupe des rotations de la
sphére n’est pas simplement connexe; il admet wn groupe de recouvrement
simplement connexe, qui le recouvre deux fois, & savoir le groupe

w —=au —bv
v =bu -+ av (aa + bb=1).

Nous laisserons de coté la question de savoir s'il existe une hypersurface
simplement connexe du type (L): elle recouvrirait deux fois (X'y) et quatre

fois (Zp).

XYV. Les hypersurfaces qui admettent globalement un groupe
a4 plus de trois parametres.

63. Comme nous le verrons plus loin, et comme cela résulte des travaux
de A. TRESSE ('), une hypersurface qui admet localement un groupe pseudo-
conforme & plus de trois paramétres admet localement un groupe & 8 para-
métres, localement semblable au groupe homographique d’une hyperconique.
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Par suite si ume hypersurface admet globalement un groupe & plus de trois
parameétres, ce sous-groupe est isomorphe & un sous-groupe du groupe & 8 pa-
ramétres de I’ hyperconique.

Or, les seuls groupes homographiques du plan & paramétres complexes
qui ne laissent invariant ni un point, ni une droite sont les groupes a trois
paramétres qui laissent invariante une conique et le groupe homographique
général & 8 parametres (**). Par conséquent tout sous-groupe a plus de trois
parametres réels du groupe de 1’hyperconique laisse invariant un point ou
une droite. D’autre part, s’il laisse invariante une droite, il laisse aussi
invariant un point, & savoir le pole de la droite par rapport & I’ hyperconique;
dans tous les cas il y a donc au moins un point invariant.

1°e Si ce point est sur 1’hyperconique, nous avons vun qu’il a au plus
5 parametres, auquel cas c’est le groupe (10) (n. 35); §’il a moins de 5 pa-
rameétres, ¢’ est un de ses sous-groupes. Dans le premier cas, 1’ hyperconique
privée du point invariant est simplement connexe et nous avons va qu’alors
il n’y avait pas d’autre hypersurface admettant le méme groupe. Dans le
second cas, le groupe est & 4 parameétres; 1’ hypersurface cherchée admet
pour hypersurface de recouvrement 1’hyperconique privée d’un point et le
groupe de connexion correspondant doit laisser invariante chaque transfor-
mation du groupe & 4 paramétres. Or les méthodes de S. LIE montrent que
tout sous-groupe & 4 paramétres du groupe (10) est engendré par les trans.
formations infinitésimales

. of of
(a;z+zn)ma;-k 2my 2’
of 1, of
b;"‘l—g’&way,
of , 1 _of
'Lé‘;'i—é'way,
of
oy’

o m et n désignent deux constantes réelles. Toute transformation qui laisse
invariantes les trois derniéres transformations infinitésilales est de la forme

m’:m; ?/:?/‘*‘h;

elle ne peut laisser invariante la premiére que si m = 0. On retombe alors
sur I’hypersurface (X'5) du n. 34, avec le groupe (11) (n. 35).

20 Si le point invariant n’est pas sur 1’hyperconique, le groupe est
4 4 paramétres et on retrouve les hypersurfaces des types (B), (C) et (D).

(?®) 8. Lue et F. ExgEL, Theorie der Transformationsgruppen ('7), I1L, p. 94.
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Toutes les hypersurfaces admettant globalement un groupe i plus de 3 pa-
rameétres ont donc déja été obtenues.

XVI. Résumé général.

63.555 Si une hypersurface admettant un groupe pseudo-conforme transitif
est localement équiralente & U hypersphere, elle est globalement équivalente a
Uune des hypersurfaces suivantes:

10 xx + yy = 1 (hypersphere);
20 (A) 3/2;217 = xx (hypersphére privée d’ un point);
30 (A) gy = e*;
v—i_ 5
40 (B) 5= =e ™ ;
5 (B) ax + (yy)" =1 avee y=0 (m > 0);
6° (D) yy(l 4 ax)” =1 (v entier positif):
y—y x x\? x— T .
7o (B) Y57 =(_T) avec o~ >0:
8 (K) y Hypersphere privée de ses points réels
{ (ou I’ une de ses variétés de recouvrement).

La premiére admet un groupe a 8 parameétres, la seconde un groupe a
D paramétres; les quatre suivantes un groupe & 4 paramétres, les deux
derniéres un groupe & 3 paramétres.

Si une hypersurface admettant un groupe pseudo-conforme transitif w’est
pas localement équivalente a U hypersphére, elle est globalement équivalente a
U'une des hypersurfaces suivanles ou a U'une de leurs variélés de recouvrement:

1o (E) ?l;ﬁz(x%n?)“’, avec %j>0 (lm|=1,m==1, 2);
.

20 (F) L2 =evy;

30 (H) (@ — 2 +(y — g +de " Fv—v =0,

40 (K) 1taz—yy=p|l+a* —g], avee LAD_TAXD 0 (5 15
50 (K') wx+yy —1 = p|a® +y* — 1|, sauf les point réels ( p| <1, p3=0);

6° (L) “’4&"1 -+ “'25"2 + w:«&"s = P lmi'/'il -+ 9325—”2 - “3503 | (1> 1).
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CHAPITRE III

Les invariants pseudo-conformes d’une hypersurface.

I. Position du probléme.

64. 11 est entendu que les hypersurfaces que nous allons considérer dans
ce Chapitre seront analytiques et ne seront pas des hyperplanoides. Nous
pouvons écrire 1’ équation d’une telle hypersurface sous la forme

(1) F(z, y; x, y) =0,

F étant une fonction analytique de ses quatre arguments, qui sera réelle
quand on donnera & x et y les valeurs complexes conjuguées de celles qui
_seront attribuées & x et y. Remarquons que les dérivées partielles I, et I3,
F, et I', sont alors complexes conjuguées.

L7 équation de PraFr

2) iy + Fydy) = 0,

dont le premier membre est réel quand le point (x, y) est sur 1’ hypersurface
et quand dx, dy se rapportent & un déplacement infiniment petit sur cette
hypersurface, représente 1’ élément plan caractéristique tangent a 1’ hypersur-
face au point considéré (n. 13). Elle a une signification intrinséque, ¢’ est-a-
dire indépendante de tout changement analytique de variables portant sur
v et y.

Si nous exprimons les coordonnées x et y d’un point de 1’hypersurface
en fonctions analytiques de trois parameétres réels u, v, 1, le premier membre
de I’équation (2) devient une expression de PFAFF réelle

(3) w = Adu + Bdv + Cdw,

4, B, C étant des fonctions analytiqnes réelles de u, v, w.

Introduisons en méme temps, dans le cas F, =0, la différentielle dux,
qui s’exprime sous la forme

(4) de =, = (P + iP)du -+ (Q 4- iQ,)dv + (R -+ iR)dw.
65. Considérons une seconde hypersurface
(I)(xly Y a_'f'” ?7) =0,

équivalente & la précédente; exprimons «', 3 en fonctions analytiques de
trois paramétres réels u/, v, w' et désignons par & et ®, les formes analogues
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4 o et w,. Comme les éléments plans caractéristiques tangents des deux
hypersurfaces se correspondenf, on aura, par la correspondance pseudo-
conforme qui est censée exister entre les deux hypersurfaces,

() ® = pow,
p étant une fonction analytique réelle de u, v, w; on aura d’autre part

dx' = adx + Bdy,
ou
(6) &, = Ao, - po,

A et p étant des fonctions analytiques complexes de u, v, .

Réciproquement, supposons que par une correspondance ponctuelle analy-
tique convenable entre les deux hypersurfaces, on ait des relations de la
forme (D) et (6); ' et y deviennent des fonctions analytiques des variables
réelles u, v, w, et 'on a, d’apreés (D) et (6), des relations de la forme

dx' = adx + Bdy,
dy' = ydx + &dy.

La premiére montre que le déterminant fonctionnel de X, x, y est une
fonction analytique de #, v, w qui s’annule en tous les points de la premiére
hypersurface, ¢’est-d-dire pour toutes les valeurs réelles des variables: elle
est donc identiquement nulle et, par suife, si I’on regarde x, y, £’ comme
des fonctions analytiques des trois variables complexes u, v, w, la quantité &'
est une fonction analytique de «, y; il en est de méme de 7. Il existe donc
nne transformation pseudo-conforme faisant passer de la premiere hypersur-
face & la seconde et réalisant entre elles deux la correspondance ponctuelle
donnée.

On peut ajouter que, cette correspondance ponctuelle étant fixée, la
transformation pseudo-conforme est unique. Dans le cas contraire en effet,
en désignant par

' =qlx, y), et ¥ = qx, y)
Y=t 9, < y=d y)

deux transformations distinctes répondant aux conditions voulues, la fonction
¢(x, ¥) — 9.2, y), nulle en tous les points de la premiére hypersurface, serait
identiquement nulle.

66. On peut compléter le résultat précédent en remarquant que la

donnée de trois formes de PFAFF analytiques o, ,, », linéairement indé-
pendantes en du, dv, dw, la premiére réelle, les deux derniéres imaginaires
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conjuguées, définit toujours une hypersurface ou plntot une classe d’hyper-
surfaces équivalentes. En effet les équations

(7) 0=0, ©, =0

peuvent étre considérées comme un systdme de deux équations différen-
tielles du premier ordre entre les trois variables complexes u, v, w. Soit x, y
un systéme d’intégrales premiéres indépendantes de ces équations: ce sont
des fonctions analytiques de u, v, w:

x = f(u, v, w),

8
® y = glu, v, w).

En donnant maintenant & #, v, w des valeurs réelles, les équations (8)
définissent une hypersurface

(9) Flx, y; o, y)=0.
On a d’autre part des identités de la forme
(10) 0w = adx + fdy, o, = ydx + ddy.

La forme w est réelle quand on donne & wu, v, w, du, dv, dw des valeurs
réelles, ¢’ est-d-dire quand on se déplace sur 1’hypersurface. On a par suite
entre dx, dy, dx, dy, quand on se place en un point de 1’ hypersurface, une
relation édentique de la forme

adx + By —— (adx 4 Pdy) = oi(Fydx + F,dy + Fzde + Fydy),
d’ont
0 = adx + Bdy = ci(Fydx + F,dy),

¢ étant évidemment réel.

La seconde relation (10) montre d’autre part que w, est une combinaison
linéaire de dx et de i(F,dx + F,dy). Par suite les formes associées & 1’ hyper-
surface (9) suivant le procédé exposé au n. 2 sont, la premiére un multiple
de la forme o donnée, la seconde une combinaison linéaire des formes w,
et o données.

Si on avait choisi deux autres intégrales premieéres indépendantes x’ et i’
des équations (7), on aurait en une transformée pseudo-conforme de I’ hyper-
surface (9). :

Si ’on se limite, ce que nous ferons désormais, aux hypersurfaces qui
ne sont pas des hyperplanoides, la forme réelle w doit &tre choisie de telle
sorte que !’ équation w==0 ne soit pas complétement intégrable.

Annali di Matematica. Serie IV, Tomo XI. 10
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REMARQUE. — Si DPon écrit I’équation o = adr + Bdy =0 sous la
forme dy — y'de =0, le systtme o =w, =0 prend la forme dy — y'de = 0,
dy — Y(x, y, y)de =0; on retrouve ainsi les surfaces caractéristiques as-
sociées comme intégrales de 1’ équation y” = {(x, y, ¥).

67. Le probléme de I’équivalence de deux hypersurfaces peut maintenant
s’ énoncer de la maniére suivante.
ProBLEME. — Efant données d’ une part trois formes de Pfaff

o = Adu + Bdv -+ Cdw,
o, = (P + iP)du + (Q +iQ,)dv + (B — iR,)dw,
0, = (P —iP,)du + (Q — iQ,)dv + (R — iR,)dw,

- lindairement indépendantes, la premiére réelle, les deux dernicres imaginaires
conjuguées, o coefficients fonctions analytiques des variables réelles u, v, W,
I équation o =0 »’ étant pas complétement intégrable;

d autre part trois formes analogues
= A'du’ + B'dv' + C'dw',
(= (P +iP/)duw + (@ +iQ,)dv' - (K 4 iR, )dw,
(= (P'—iP/)dw + (@ — iQ,)dv + (R -4R,)aw',

| & &

£t

construites avec les variables u', v/, w';

reconnaitre 8 il existe une transformation analytique réelle faisant
passer des variables u, v, w aux variables u', v, w' et telle que, par celle
transformation, on ailt des identités de la forme

(11) O =7y0, 6, =a0, + Bo,

Y, @, B élant des fonctions analytiques, dont la premiére réelle, de u, v, w.
(’est un cas particulier d’un probléme que j ai traité d’une maniére
générale (°).

68. Nous allons transformer le probléme. Considérons les relations (11).
Introduisons deux séries de variables auxiliaires

e, A, poet o, X,

les variables p et o' étant réelles, les autres complexes, et posons

Il est clair que les identités

(12) I=Q, II,=Q,
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peuvent &tre résolues en prenant pour u/, ¢/, #' les fonctions de u, v, w qui
réalisent les identités (11) et en posant

’

1 , —
p=;p, A= 1) ! e F')-

R =

Si les deux hypersurfaces sont équivalentes, il est done possible de
réaliser les identités (12) en prenant pour «', ¢/, w', X', u, ¢’ des fonctions
analytiques convenablement choisies de u, v, w, A, p, p.

Réciproquement, supposons qu’on puisse trouver des fonctions analytiques
w, v, v, N, 0, ¢ de u, v, w, A, p, p réalisant les identités (12). On aura
alors des identités de la forme (11); par suite du’, dv', diw' seront des com-
binaisons linéaires de du, dv, dw, de sorte que les identités (11) seront
réalisées par une transformation analytique faisant passer des variables
u, v, w aux variables u/, v, w'. Les deux hypersurfaces seront donc équi-
valentes.

Nous pouvons donc dire en un certain sems, grace a l'introduction des
variables auxiliaires nouvelles A, p, p, que les formes Q, Q,, Q, sont inva-
riantes par toute transformation pseudo-conforme.

69. Revenons aux formes de PFAFF initiales o, 0,, ®,. Nous allons les
soummettre 3 une condition qui ne restreindra en rien la généralité du
probléme. Le covariant bilinéaire (*') ' n’est pas nul, en tenant compte
de ® =0, puisque cette derniére équation n’est pas complétement intégrable;
on a une relation de la forme

(13) o' = ia[w,0,] + bloo,] + oo,
le coefficient @ n’étant pas nul. Quand on remplace o, par aw, et ® par yo,

ce coefficient @, comme on le voit immédiatement, est multiplié par l_; on
A

Y

peut donc toujours s’arranger pour qu’il soit égal 4 1. Si ces conditions
sont réalisées pour les formes o, ®,, o, d’une part, pour les formes @, @, , ®,
d’autre part, les identités (11) prennent la forme

B = aan, ®, = a0, + po;

au lien d’introduire trois variables auxiliaires p, A, 1, il suffira alors d’en
introduire deux, X et p, en posant

(14) Q=2o, 9, = iw,+ po).

(¥¥) Voir, pour la notion de covariant linéaire et le calcul extérieur, E. CARTAN, Legons
sur les invariants intégraunx (Paris, Hermann, 1922).
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Supposons par exemple qu’on prenne

o, =dx;

on aura _ -
0 =k(Fydx + F,dy) = — ik(Fxdx - F,dy),

k étant un facteur réel que nous allons déterminer. Le calcul de o' donne

o = [%“ u)] + ik | Foaldnde) + Fayldy de] + F,3ldx dy) + Fy,[dydy] |

On peut exprimer dy en fonction linéaire de dx et o:

_F, 1
W=—5 ®+up
et de méme
- F; - 1
WY == d°— g

en remplagant et supprimant les termes qui contiennent ®, on trouve

Pl F; + F3F, Py — Foybb By — FyzF, Fy i LE) L(F)

=k F, T, T ERTF,

L(F) étant 1’ expression de E. E. Levi. Nous poserons donec
o= i

N L(F )
( o, =dx, o,=dr.

4 (Fpdx 4 F, dJ)—zF

7(F) Y (Fade - F dy),

(15)

70. Les formes o, w,, o, étant ainsi choisies, nous aurons

| o =ilom] -+ tow] 1 Fow),
(16)

Introduisons la convention d’écriture suivante. f étant une fonction de
point sur 1’ hypersurface, nous poserons

(17) af = foo + frog + fror.
Si en particulier f est donnée comme fonction analytique de «, g, x, ¢, on

aura identiquement par rapport a dx, dy, dx, dy,

Y
zﬂ_Luw(ﬁ’dxi F,dy)+ fidz -+ fida

+p(Fpdx + F,dy+ Fzdx 4 Fydy),

fx02 -+ f,dY + foda 4 [, dy = —
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p étant un coefficient convenablement choisi. On en déduit

. L(F) PRy

fo—‘z(FyFy)-: (fyFy f’.’IF?/J’
. [y — [, F,
(18) fl— _——Fu ?
__ [aFy— [, Fa
fi= Fy '

Si f est une fonction réelle, il en est de méme de f,, les quantités f; et f1
étant imaginaires conjuguées.

Les dérivées des fonctions b et b sont liGes par une relation simple,
qu’on obtient en exprimant que la dérivée extérieure de o’ est nulle; cette
dérivée est, comme le montre un calcul facile,

(b1 — by) [0o1®1];
nous poserons

(19) b1 :7)1 =,
la quantité ¢ est évidemment réelle. On a du reste

p— L g FuFy —FyFo  LoFy— L,Fa
F, F; L(F) }:

Nous aurons & introduire d’autres dérivées des quantités b, b, c. Aupa-
ravant remarquons que la dérivation extérieure de 1’ équation (17) nous donne

(ifo “+ 11— f1T)[(01E)1] + (bfo + fi0o — f01)[(0‘01] =+ (Bfo —+ 10— flﬁ)[mal] =0.
On a donc les relations générales
f1i— i1 zifo,. foo— fio="bfs, foi— fio=0bf5.

Nous en déduisons les relations

(20) b01:00—|—gbo, bor = ¢y + bbo,
11— €11 = icCy,

ce qui nous permettra de poser
- 1. 1. .
(20Vis) Ci1=g + 50, Ci1=g —3z1C,
g et ¢y étant réels.
IT. Recherche d’un systéme d’expressions de Pfaff covariantes.

71. Revenons maintenant an probléme de I’équivalence. Nous substi-

tuons aux formes o, ®,, o, définies par les formules (15) les formes cova-
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riantes plus générales
(14) Q=MNo, Q :=No,+po), 2 =1%o, + po)

On obtient, par dérivation extérieure, en tenant compte de (16},

Qr___[(‘;7\+‘?)9J4_1A{z[wm]+b[mw]+b[ ]}:

9,’:[‘?9,%[‘1“9]4 Al df0,®,] + blow, ]|+ bwo,] ||
Q' = ["LQJ [dTEQ]+iE{i[w,BI]+b[wa)!]—}—5[(951]E.

Comme &, Q,, Q , et par suite aussi Q, Q’, Q’, sont invariantes quand
on passe de 1’hypersurface donnée & une autre équivalente, les expressions

% -2 5]
e (7 =3Rd +[5%—5 )9
-] £ -4
quand on y remplacera X, X, i, p’ par leurs expressions en fonction de

u, v, w, A, A, , t, ne contiendront plus que les différentielles du, dv, dn.
Il en est de méme par suite des quantités

)

av dx dX dx dy dp  dy dp

PR Ut S A Gl Gy
En effet, si, par exemple, la premiére de ces quatre formes contenait un
terme en dp, ce terme fournirait, dans la seconde expression (21), un terme
en [dpR,] qui devrait se retrouver changé de signe dans le second terme
de la méme expression, ce qui est impossible.

Cela posé, introduisons des variables auxiliaires nouvelles A, B, C,..., et
posons
! dx — 5 ar | =
‘ Q, =+ + Ao, + Bo, + Co, Q, = 2 4- Bo, + Ao, + Co,
A

22) A o )
' Q = i (dp + Do, + Eo, + Fo), L, = % (Adp +Ew, + Do, + Fo).
A

Si deux hypersurfaces sont équivalentes, il est clair qu’on pourra exprimer

les quantités u’, v/, w', X, n, A", B, ', D', E, I relatives & la seconde hyper-
surface en fonction des quantités analogues relatives & la premiére, et cela
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de facon & réaliser U égalité chacune & chacune des formes @, Q,, @, Q,, Q,,
- Q,, Q.. La réciproque est évidente.
Calculons alors les quantités invariantes

Q4 [QL, + QZ)] — i[glﬁl]}
Q4 [Q, Q] + [QQ,],
Q +[9,0,] +[QQ,];

on trouve

Q 4+ [QQ, +Q,] Q2] = {(b+ip+ 4 + B)oo,] + (b — ip+ A+ B)oo,]},
Q' +[2,2] + [Q2,] = Mip -+ BJlo,0,] +
4+ Abp + Ap — C + D)joo,]+ Abp + By + E)ow,).

Au lieu de regarder 4, B,.., comme des variables indépendantes, nous
pouvons les astreindre & la condition que les seconds wmembres soient identi-
quement nuls; ¢’ est évidlemment une condition invariante. Nous prendrons
done B B o ~

B=—ip, B=ip, A=—(b+2p), A=—(b—2ip),
(23) D = C+ 2ipp, E=— pb—ip),
D=0—2ipp, E=— pb+ip).

Nous poserons par suite

Q, = ' — (b + 2ip)o, — ipw, + Co,
Y dx
Q, =T +ipo, —(b—2zp)w ~+ Co,
5 A
(24) .
Q, == [dp + (C + 2ip)o, — p(b — ip)o, + Fol,
Q= [dw — B -+ ip)o, + (0 — 2ipp) o, + Fo),
et nous aurons
2 =90+ 2+ 2.8
(25) ( Q= —[Q,Q,] —[22,],
Q = —[Q, Q,] —[QQ,].

Nous avons maintenant les variables auxiliaires complexes A, p, C, F et
les formes covariantes Q, Q,, Q  Q, Q, Q Q.

72, Considérons la forme

QQ—QZ_%—@—[b+3m)w -+ (b — Bip)o, 1 (€ - O,
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et formons la quantité
e, —Q,; — 3i[Q,Q,] — 3i[Q,2,].
Elle est égale, en laissant de coté les termes qui contiennent ® en facteur, a
[4{(C — C) +2¢ — 12pp][w,0,].
On aura une nouvelle relation invariante en annulant le coefficient

de [0,0,], ce qui exprime que l’expression totale 8 annule avec w (ou Q).

Nous poserons donc

. 1. 8. — 1. 8. —
(26) C=p+jic—gzipp, C=p—qic+5ipp,

p étant une variable auxiliaire réelle. En achevant le calcul, on trouve

Q) — 8y~ 3i[Q,9,) —3i[Q,9,] = (3iF — 3 yp* — Biiwp + S op—b,— e, + 5 ibe)foo,]
R Y - R A
+ (32F + 5 W — 3ipe — gcu +b, — % ici+5 zbc)[(owi].

Nous aurons encore des relations invariantes en annulant le second
membre, ce qui donne

F=%z’p.ﬁl + pp—iicg—l—%(ci — be + 2ib,),
(27)

1. — - 1.— 1 .
F = —szp2+pp _|_pr,+6(ci—bc ——2’lb°).

Nous poserons pour abréger

(28) l=c, —bc— 2ib,, I=-ci— bc+ 2ib,.

73. Formons maintenant Q, 4+ Q,:

2,48, =+ L — 4o, — 6 —ito, -+ %o;

sa dérivée extérieure introduira dp; on éliminera en partie dp et dp en

formant la combinaison
92’ + QZ, - Z[Q‘QJ] + l[S—Q‘Qs]’
on trouve que cette expression s’ annule avec o ef est égale a
.o — —, — : g = 1 — 1.
[(2dp -+ ipdis — dpdp)o] — (pu* — 2ipp — 2bp — by +5 o + by — g zl)[mw,]

— (125 + 2ie — 2p +- Bk - o + By -+ g il i ).
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On aura une nouvelle forme covariante en posant

g, — 1 — 1 1.
(29) &, = Jdp+ (udu—udu)+( pp* —ipp —bp — lbup+—cp+§ba—ﬁd)wl
( BE - dpp —bp+ szp—l— op+ 5 b + 35 zl)51+Gw§,

G désignant une variable auxiliaire nouvelle, réelle.
On aura, en tenant compte des résultats précédents,

—2l[99] 19,2, —[9Q],

30 | 2
=) | @ = Q] —2/1Q Q] —[QQ,].

Remarquons que la forme 94 est réelle.

74. Passons enfin au calcul de Q,’; pour éliminer les différentielles da,

dp, dp, dp, formons _
93' + [9494] + [ngx]'

On trouve, en tenant compte de (20), (20%) et (28),
it 5080+ 0B — g) -gitpd — B — jowp 47 g1 Glow]
— L (li—2bT)oo,]
On pourra donc poser d’une maniére invariante
(31) G =" 45 (bbe bl b — g)+pilpl— p) — §owp 4 ¢t + 3 B

En introduisant maintenant, pour abréger, la notation

5 1 /7. 77
(32) r =5 (It — 2b1),

on aura les formules
' . )] __L O
‘ Q)= —[2,2]— [2:2] — (22
(30) " B _ _ ,
Q' '=—-[QAO]—[Q,2]— —[221.
9= (9] - (8.2) - 02

75. Résumons maintenant les résultats obtenus:

THEOREME. — Il est possible, par Uintroduction de trois variables auxi-
liaires A, n. o, dont les deux premicres sont complexes et la derniére est réelle,
d’associer & wune hypersurface donnée un systéme de huit formes de Pfaff
covariantes

Annali di Matematica, Serie IV, Tomo X1, 1.
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dont la premiére el la derniére sont réelles, linéairement indépendantes par
rapport & du, dv, dw, dX, dX, dy, dp, dp, ef satisfaisant & des relations de lu
forme

Q =4Q,Q]—[2Q, + 2,
Q'=—[9Q]—[Q],
Qi’ = - [94ﬂ2] - [Qgs];
(34) Q, = 2i[Q,Q,]+1Q,Q,] —[Q2,],
Q= —4QQ] - 21QQ,] - [Q2,],
93’ - [9194] - [9293] - R[QQiL
| Q) =--19,Q,] —[292,] — R[QQ,].

En faisant dans ces formes A =1, pn—=p=0, on obtient d’ abord les
formes initiales o, o, , 6‘, puis les formes suivantes, construiles avec les seules
variables u, v, w et leurs différentielles,

1.
wzz—bw‘-i—;ww,
— — 1.
w, = — bw, — jicw,
o 1. 15
(35) W, = 7 ico, + glo.
— 1. — 1
W, = — , ico, +lo,
L l+4ab, .1 — 4iby — 1, 1 T
0, = — im0+ 50, 4| o 6" g (bbe + bl + bl — g)lo.

On peut alors écrire

Q = o,
Q, = Mo, + pw),
gi = 1(61 + E(D},

a ~ o 8 sun
Q= + + 0 — 2ipw, — ipo, + (P —3 WP)‘”;

. -~ . — 3. —
Q, :%4_(»2 -+ i, 4 2ipo, +(P+§@MP)‘”:

1 = 1, — g ;-
Q= 7[@ + 0, 4 po, + (p +3 zuu)wi +ipfo, + u(p + % w) w],

0, = [ 4o, - o, — 0, +(p — 5 defo, + e — )],

) o _ o - N
Q== ]dp + 3 (ndp — pdp) -+ 0, — Gpo, + o, + (P +35 W)“’z+ (P — 9 N‘)“’”

- iﬁ(p -3 ipﬁ)w, + iu(p ; iuﬁ)@ + (p* +1 92@2) w}-
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Les w; satisfont aux mémes relations (34) que les Qi, mais avec un coef-
ficient r différent: on a
T B r
(37) R=—, R=—.

!
4

en dérivant extérieurement 1I’équation qui donne ,; on obtient ainsi

On pourrait enfin calculer Q,', mais on peut prévoir la forme du résultat

- i[QQaQ_a] +[Q(L, +§2)91] +[QQ/1=0,
d’ou une expression de la forme
(38) Q, = 42,0 — [@: + 9,2, — 5120, — 5[92,)

Remarquons que b et b font intervenir les dérivés partielles du second
ordre du premier membre de I’équation de 1’ hypersurface, b, et cles dérivés
du troisidme ordre, ! celles du quatriéme ordre, g et » celles du cinquiéme.
I’ expression r est un énvariant différentiel relatif; on verrait qu’il en est de
méme de s, valeur & laquelle se réduit S pour A=1, p=p=0.

Ajoutons une derniére remarque. Supposons que, ®, ®,, u?l, 0y, O,
®,, v,, ®, désignént 8 expressions de PFAFF, dont la premiére et la derniére
sont réelles, les trois premiéres étant linéairement indépendantes, et que ces
8 expressions satisfassent aux relations analogues & (34). On peut vérifier par
le calcul que les expressions données par (36) satisfont automatiquement & des
relations de la forme (34): ce sont méme les expressions les plus générales
qui satisfassent & cette condition et telles que Q soit multiple de w et Q,
combinaison linéaire de w, et de w.

III. Cas ou P’invariant relatif » s’annule.

76. Si l'invariant relatif r s’annule, il en est de méme de s. En effet
la dérivation extérieure de 1’ équation (34) qui donne Q" conduit & la relation

—8[QQ8,]=0, doa S=0.

Toutes les hypersurfaces pour lesquelles r =0 sont équivalentes entre elles
el on peul passer de Uune & Uautre par une infinité de transformations
pseudo-conformes dépendant de huil constantes arbitraires réelles.

Soit en effet une seconde hypersurface pour laquelle » =0; soient II;
les formes associées & cette hypersurface et construites avec les parameétres
de position «'. ¢, %' et les variables auxiliaires A, W, ¢'. Le systéme de
Prarr
(39) I, = Q;
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o w, v, w, X, X, i, 1, ¢ sont regardées comme huit fonctions inconnues
des 8 variables indépendantes u, v, w, A, X, p, 1, o est complétement inté-
grable, d’aprés le théoréme de FROBENIUs (*’); en effet les dérivées exté-
rieures II/ — Q/ s’annulent toutes en tenant compte des équations (39) du
systéme, puisque les seconds membres des formules (34) et (38) qui donnent
les Q/ (et aussi les II;) ne font intervenir que des coefficients constants,
R et S étant nuls. La solution générale du systéme (39) dépend alors de huit
constantes arbitraires réelles.

En particulier chacune des hypersurfaces considérées admet un groupe
a 8 parameétres réels de transformations pseudo-conformes et les relations (34)
et (38) définissent la structure de ce groupe.

On peut préciser le résultat précédent. Considérons une région de I’ hy-
persurface suffisamment petite pour que, dans cette région, le détecrminant
des coefficients de dw, dv, dw dans ®, v, ®, ne s’annule jamais. Les
équations (39) sont alors, dans cette région, résolubles sans ambiguité par
rapport & dw, dv, dw, d\, dN, dy, dy, dg' et admettent une solution et
une seule telle que pour

U—=Uyy, V=,, W=1MW,, K:i:l, p.:p::p‘:o,
on ait
w=mu,, V=0, w=mw/ N=21], = ioly p=un, p=un, ¢=e
o X/F0, et ot (u,, v,, W), (n,, vy, w,) sont deux points arbitrairement
donnés de la région. Comme cette solution dépend analytiquement des cons-
tantes d’intégration u,’,..., p,/, il en résulte que les f{ramnsformations pseudo-

conformes qu’ admet localement U hypersurface forment une famille co.nexe
dépendant de 8 paramétres réels.

77. Prenons en particulier I’ hyperconique

(40) F=""7_ gp=0.

On a ici

Les coefficients b et b étant nuls, il en est de méme de ¢, [ et 7.

(%) E. CarTAN, Legons sur les invariants intégraux (2'), pp. 99-100.
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Les hypersurfaces pour lesquelles v =0 sont donc celles qui sont loca-
lement équivalentes a U’ hypercowique (40).

Ici le groupe est bien connu, il est formé de transformations homo-
graphiques.

IV. Cas ou Pinvariant » n’est pas nul.

78. Si » n’est pas nul, nous allons montrer qu’on peut exprimer d’une
maniére invariante les variables A, p, ¢ en fonction de u, v, w.

Remarquons en effet que B est un invariant absolu, mais qui dépend
naturellement des variables auxiliaires A et % en vertu de (37). Nous aurons
une détermination invariante de X et X en réduisant R & 1 unité, ce qui
donne

W=r, Mh=r,
d’ou

re
Il y a denx maniéres de satisfaire & ces relations. En désignant par e
Vune des quantités +- 1 et — 1, nous poserons

4

Ve

79. Considérons maintenant la forme covariante @, + Q,, & savoir

Q, + 8, =T+ — b +iglo, — (E—ipfo, + 200

ey —~ tfri i\ 7. . 1= [1{re , "o
—[1(7 +7)—b—w] 0, + [‘—1(74—7)—6-4—%9]0&—%[1(’, + ;)4—29](0-

On aura des relations invariantes en annulant le second membre, ce qui

donne
_ 1.
H—ii(7+-;—)—b,
42 R PYL/ SN/ S
(42) b= 4\T )+,
. 1r, 7,
=)
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80. Il ne reste plus maintenant aucune variable auriliaire. Les quantités X
et X ¢’ expriment au moyen des dérivées partielles des cinq premiers ordres
du premier membre de 1’équation de |’ hypersurface, tandis que p, p et p font
intervenir les dérivées jusqu’ au sixiéme ordre. Les formes Q,, Q,, Q,, Q. et Q,
deviennent des combinaisons linéaires de Q, Q , Q,. Les cocfficients de Q,
sont du sixiéme ordre, ceux de Q,, Q, et Q, du septicme ordre,

Nous poserons, sans faire le calcul effectif,

Q, =aQ, -o_cgl + 989,
Q,=—aQ +aQ —ipQ.
Q =R, +6Q + 12,
Q, =09, —iy Q, 4- 72,
Q, =0Q, +37Q +¢Q,

0

g et € étant réels. Mais la relation Q, 4 , =0, dérivée extérieurement. donne,
d’apres (34),

i09Q,2,] — 49Q,9,] — 2/92,] = 0.

t= 38
on, en développant,

(T — 2L — (25 1+ #m)[QL,] — (20 — in)[QQ,] = 0.
On a done
= 1 Ry
Y=1 G—'_Qz"b G—Q’"la
d’ ol les formules définitives

'

Q= — 0, = @, — a3, + i,
\ Q, = iyQ, + 02, + 1L,

(43) O, =00, — o, 7Y

( Q, = — 3, + 3¢, + Y,

avec B, v et § réels, «, 6 et y complexes.

La condition d équivalence de deux hypersurfaces non localement équiva-
lentes & umne hyperconique est donc la possibilité d établir entre ces deux
hypersurfaces une correspondance ponctuelle analytique qui réalise U égalité
chacune & chacune des formes Q, Q, et Q,, ainsi que Uégalité chacune @&
chacune des quantités «, B, v, 0, 7, &

Il y a cependant & 1’énoncé précédent une restriction essentielle, tenant
A Vindétermination de ¢ ==t1. Quand on change ¢ de signe, A change de
signe, p et p ne changent pas; par suite, d’aprés (36), les formes Q, Q, et Q,
ne changent pas. les formes Q, et £, changent de signe; par conséquent,
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d’apres (43), les quantités §, vy, 6, T ne changent pas, les quantités o. y
changent de signe. Par suite au lieu des égalités
(44) N=Q IM,=9, I, =Y,;
o =ua =8 1v=y, 8=0 1=, g=g
on peut avoir les égalités
(45) M= II,=—9,, I,=—9;
o =—a, p,:B; Y/:Y7 9’267 n/:_ny g=¢
La condition d équivalence réside dans la possibilité de réaliser soit les

équations (44), soit les équations (45), par une correspondance ponctuelle con-
venablement choisie.

81. On voit en particulier que si deux hypersurfaces sont localement
équivalentes entre elles sans étre équivalentes & une hyperconique el si A et A’
sont deux points homologues, il exisle auw plus deux transformations pseudo-
conformes de la premiére hypersurfaee dans la seconde amenant A en A’; en
effet chacun des systémes (44) et (45) admet au plus une solution telle que
u', v, w prennent des valeurs numériques données pour des valeurs données
de #, v, w. Il ne peut exister deux transformations distinctes que si au
point A et au point A" on a & =7 =0.

En particulier ume hypersurface non localement équivalente & une hyper-
conique admet au plus une lransformation pseudo-conforme non identique
laissant fixe un de ses points.

Nous verrons un peun plus loin que si cette transformation non identique
existe, quel que soit le point considéré, | hypersurface admet un groupe a
trois paramétres.

V. Invariants différentiels fondamentaux et dérives.

82. Les neuf quantités «, a«, B, v, 6, 6, n, 3, { sont des invariants dif-
férentiels pseudo-conformes; nous les appellerons les invariants fordamentauz.
Chacun d’eux I donne par dérivation naissance & trois invariants nouveaux
(invariants dérivés) Iy, Iy, I définis par 1'identité

(4:6) al = IoQO -+ 1191 —+ IIQl .

Chaque invariant dérivé donne naissance & son tour & des invariants
dérivés (du second ordre) et ainsi de suite. .

Il existe des relations entre ces invariants dérivés successifs. Pour les
obtenir, remarquons d’abord qu’en tenant compte de (34) et de (43), on a les
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formules importantes

(47) Q=0o[QQ] + i — Y)QQ,] — §[Q.2,],
Q= —o[QQ,] — H[QQ,] —iB — 1)[QR,].

Cela posé, on a d’abord entre les premiers invariants dérivés des in-
variants fondamentaux et ces invariants fondamentaux eux-mémes une série
de relations obtenues en exprimant que les équations (34), ot I’on suppose

R, R =1, sont vérifiées. Le calcul donne, en tenant compte des expressions

(43) de Q,, Q,, Q. Q, Q, et des relations (47),
OT‘ +oq=2a;—[3—3’{,

. . T
% — B, = — il — y)—ab—gziy,
&, -+ i1 = daf — 1) — ab + 5 in,

. 3.
(48) e,_zﬁ:zae—gm,

ol

14 iy, = 20+ 5 i1,
eo—m=2i56+‘;ﬂ—1,

B, — 0, = — 24B0 4 an — 1,
Ne— @Yy = o +v* — 00—,
Mm-t+iy,—an+y*—00 -G

[==3

En second lieu, la relation (46), dérivée extérieurement en tenant compte
de (47), donne B
Lii—Ify=ily+ aly —al7,
(49) Iy — Lo =1 — y)I — 01,
Iyi — o= — i@ — v)[1 — 8.

VI. Les conditions effectives d’équivalence.

83. La discussion des conditions d’équivalence de deux hypersurfaces se
fait comme dans les cas classiques analogues. Nous nous bornerons & deux
cas, le cas général ont trois des neuf invariants fondamentaux sont des
fonctions indépendantes de u, v, w, et le cas ou les invariants fondamentaux
sont tous constants.

Placons-nous d’abord dans le premier cas. Supposons que pour une hy-
persurface donnée trois invariants fondamentaux réels, que nous désignons par
I, J, K, soient des fonctions indépendantes de w, v, w. Il fandra d’ abord,
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pour qu’'une seconde hypersurface soit équivalente & la premiere, que les
invariants de méme nom I'y J', K' soient aussi des fonctions indépendantes
de u, v/, w'. Il faudra ensuite que les relations qui lient I, J, K et les six
autres invariants fondamentaux soient les mémes pour les deux hypersur-
faces (4 condition de choisir convenablement le signe & pour la seconde
hypersurface, quand on a choisi ce signe pour la premiére).

Mais cela ne suffira pas en général. I1 faudra encore que les relations
qui existent entre I, J, K et leurs invariants dérivés dn premier ordre soient
les mémes pour les deux hypersurfaces.

Les conditions mnécessaires précédentes sont aussi suffisantes. En effet’

établissons entre les deux hypersurfaces la correspondance ponctuelle définie
par les relations

I'=1 J=J, K =K;

par cette correspondance on aura 1'égalité chacun & chacun des neuf in-
variants fondamentaux. De plus les relations

al = I()Q -+ Ilgl+ I—IQI,
dJ = J()g -+ J191 -+ JIQl,
dK = Kog -+ Kogo -+ Ki@l,

et les relations analogues

al' = Ioln -l— Illﬂi —+ Iilﬁl,
dJ' = JyTI + JyT; + J7104,
dK' = Kyl + KT, + K11,

montrent que, par la correspondance ponctuelle envisagée, on a
I=Q 0,=9, I,=0,.

Cela suffit (n. 78) pour 1’ équivalence.

84. Supposons maintenant que pour une hypersurface donnée les in-
variants fondamentaux soient tous constants. Il suffit du reste pour cela que
les invariants «, @, B—vy, 0, 0 qui figurent dans les formules (47) soient
constants, comme le montrent immédiatement les relations (48). S’il en est
ainsi, il fandra que pour la seconde hypersurface, les invariants fondamen-
taux soient également constants et, par un choix convenable du signe e,

égaux chacun a chacun & ceux de la premiére hypersurface. Ces conditions
nécessaires sonf aussi suffisantes, car les équations

N=g IL,=Q, M =9,
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nécessaires et suffisantes pour réaliser 1’ équivalence, sont complétement
intégrables, puisque, d’ aprés I’ hypotheése faite, les dérivées extérieures II' — &',
I, —Q/, I/ —Q/ ¢annulent en tenant compte des équations elles-mémes,
les formules (47) montrant que les expressions II', II,’, II.’ contiennent les
mémes coefficients constants que @, Q/, Q.

Dans ce second cas, les transformations pseudo-conformes qui réalisent
"~ Iéquivalence dépendent de trois constantes arbitraires. Autrement dit, foute
hypersurface dont les neuf inwvariants fondamentaux sont constants admet un
groupe o trois parameétres de transformations pseudo-conformes.
' On peut préciser davantage. Si I’invariant « est nul, ce qui entraine,
d’aprées (48), n =0, il existe une transformation pseudo-conforme non iden-
tique laissant invariante 1’hypersurface et laissant fixe un de ses poinfs
arbitrairement donné. Il n’en existe pas si a9=0. Du reste la propriété qui
vient d’étre énoncée dans le cas o —= 0 peut se traduire globalement de deux
maniéres différentes: ou bien les transformations pseudo-conformes de U hy-
persurface en elleiméme forment une seule famille connexe ou bien elles forment
deux familles connexes distincies.

85. Cherchons, pour terminer, tous les cas dans lequels il existe une
transformation pseudo-conforme non identique laissant fixe un point arbi-
trairement donné d’une hypersurface et laissant localement invariante cette
hypersurface. Cela s’ exprime par les conditions

a=7n=0.
Les relations (48) donnent alors successivement
B+3r=0, B=pi=0, 0, =07=0,
8, =2iB0 —1, 6,=— 2pH—1,
— Ay, =14y, =0.

Il en résulte d’abord que 3 et y sont des constantes. La seconde relation (49),
appliquée & 1’ invariant 0, donne, en tenant compte de ce que 0, et 0y sont nuls,

—661:0, on 91:0;
la premiére relation (49), appliquée encore & 6, donne
9, =0;

par suite 6 est une constante, ainsi que 8. Tous les invariants fondamentaux
sont constants et I’hypersurface admet un groupe a trois paramétres.
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Sui grandi divisori primi delle coppie di interi in posti
corrispondenti di due progressioni aritmetiche. Appli-
cazione del metodo di BRUN.

Memoria di Grovax~1 Rriccr (a Pisa).

Sunto. - S¢ applica il metodo di BRUN, che ha servito a questo aufore per dimostrare il suo
teorema: « La somma degl inversi dei numeri primi gemelli (3, 5; 5, 7; 11, 13; 17, 19;
29, 31;..) é convergente o finila », a dimostrare un teorema pin generale 'di questo re-
lativo alle coppie di interi che figurano in posti corrispondenti di due progressioni arii-
metiche. La dimostrazione viene presentata seguendo U esposizione analoga chc si trova
in LANDAU.

I. Esistono coppie di numeri primi la cui differenza & 2 (cioé coppie di
numert primi gemelli), ad esempio: 3, 5; b, 7; 11, 13; ecc. ma non & ancora
noto se tali coppie siano oppure no in numero finito; tuttavia un teorema di
Brun del 1919 (') assicura che la somma dei loro inversi

1 1 1 1 1 1 1 1 1 1
costitnisce una serie convergente nel caso che essi siano in numero infinito.
In modo espressivo si pud dire: anche se i numeri primi gemelli sono in nu-
mero infinito, essi sono rari, in opposizione al fatto che la successione dei
numeri primi & pi densa, poicheé, come & noto (*), la serie degl’ inversi dei
numeri primi & divergente.

Il teorema di BRUN riguarda le coppie di interi », n + 2 che sono con-
temporaneamente (cioé per lo stesso valore di n) primi; la successione dei
valori assunti da # e quella dei valori assunti da » 4+ 2 vengono interpretate,
nel metodo di BRUN, come appartenenti a una progressione aritmetica di
ragione 1. In questa Memoria ci proponiamo di dimostrare (n. 7 e n. 8) due

(!) Ved. V. Brux, La série é—i——;—f—%—% %—;— otv les dénominateurs sont « nombres
premiers jumeaux » est convergente ou finie, « Bulletin des Sciences Mathématiques », 2¢ série,
t. 43, 1919, pp. 100-104, 124-128; e anche E. Liaxpau, Vorlesungen iiber Zahlentheorie, I Bd.,
Leipzig, 1927, p. 71 e segg,

(}) Ved. ad es. B. LaNnpau, Handbuch der Lehre von der Verteilung der Primzahlen,
Erster Bd., Leipzig. 1909, p. 65.
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teoremi (il teorema (A) e il teorema (B) del n. 4) i quali in un certo senso
estendono e rafforzano il teorema di BRUN. Nella parte essenziale della di-
mostrazione (n. 7) applicheremo il metodo di BRUN, seguendo I’ esposizione
che se ne trova in LANDAU (°).

Alla dimostrazione dei due teoremi (A) e (B) premettiamo (n. D) alcune
considerazioni geometriche, loro spontanea interpretazione; si giunge cosl a
certe proposizioni di cui un caso particolare ad esempio si ha nella seguente :

« Dalla successione
.p!? pZ? p3""

dei numeri primi per la quale vale la relazione (MERTENS, ved. n. 3)

=log log £ 4 O(1)

R

)
p=§

si estragga una successione
{q} Qs s Qsseer
che soddisfi alla condizione

p 1>610g10g€§ (9
g<tf?

\//
O] =

e del resto arbitraria; i numeri primi p, rimanenti siano

{ ‘1*2 Q1*7 q2*7 Q3*7

che possono essere in numero finito o infinito, oppure addirittura mancanti.
Si segni nel piano cartesiano il reficolato dei punti (B, B) ove | R e | R'|
sono o interi della successione {q} oppure interi divisibili esclusivamente
pei numeri primi di {q*}.

Per ogni retta del piano, che non sia né bisetirice degli assi né parallela
ad alcuno di questi, se essa contiene infiniti nodi (R*, R™¥) del reticolato, la
serie . .

W2 )
& convergente ».

Per le bisettrici degli assi e per le refte parallele agli assi e a di-
stanza | B | da questi, la serie in discorso manifestamente déverge, poiché in
questi casi, quando si assdocino le coppie di termini eguali, una sua mino-
rante & la serie divergente

»t
p

(*) E. Lanpav, op. cit. in (Y), pp. 73-78.
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2. In cid che segue le lettere latine (ad eccezione di e base dei logaritmi
naturali) denotano numeri interi, mentre le lettere greche numeri reali;
P, Prns 9, 9n denotano numeri primi.

Cominciamo coll’ osservare che se « e § sono due costanti positive, esistono
infiniti interi natwrali N che si decompongono in fattori primi tulli maggiori
di

-
NB(oglog N)x

Basta infatti osservare che per N— + o= & B(loglog N)*— + co. Volendo
esemplificare: detto x, il numero positivo che soddisfa alla equazione

Bllog log x,)* =1,

1
ogni intero primo p’ maggiore di x, ammette I’ unico fattore p! > p’'Ploglogp)*
quindi appartiene alla categoria che noi consideriamo. Piu in generale, detto ¥,
il numero positivo che soddisfa alla equazione

Blloglog x,) =g

con g intero positivo, ogni intero # maggiore di x, che si compone di fattori
; .

primi tutti maggiori di 29, & un numero appartenente alla categoria in di-

scorso. Possiamo affermare anche che: Fissato (comunque grande) un intero

positivo K (= 3), si possono scegliere le costanti « e § in guisa che ogni

intero A compreso fra 3 e K si componga con fattori primi tutti maggiori di

1
B(loglog k)= ;

infatti se 2'' < K << 2! assunto a(= 1) arbitrariamente e

B>
- loglog 8°

ogni intero k compreso fra 3 e K si compone al massimo di I — 1 fattori primi
1 1

(distinti o coincidenti) e ciascuno di essi ® evidentemente >2 > K'=h' e
quindi maggiore di
1
pblloglogh)x
poiche '
I < Bloglog 3 < floglog h < B(log log k).
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3. B noto che per la somma degl’inversi dei numeri primi vale 1'ugua-
glianza (MERTENS) (%)

(M) 2
s

5%: log log & + © + 0(‘10‘1 E). (© costante)

ug

Immaginiamo di estrarre dalla successione p , p,, p;,... dei numeri primi
una successione infinita di numeri, ordinati per grandezza crescente

{qt Qs Qo5 Qs

in guisa che la serie dei loro inversi soddisfi alla limitazione

(1) 3 1>6loglogé+ O(1)
gt

1 o . s
essendo § una costante reale con 5 < 8 <1 (la limitazione 6 <1 & conseguenza

di (M)). In particolare la {q} potrebbe essere anche la successione p,, Py, Ps,..
di tutti i numeri primi.

Per le considerazioni del n. 2, fissati comunque i numeri positivi « e §,
esistono a maggior ragione infiniti interi positivi @ pei quali gli eventuali
divisori primi appartenenti a {q} risultano tutti maggiori di

1
ghllogTog O)

Per intendersi brevemente, tali interi si diranno della specie @, dunque:
Un intero si dird della specie Q quando nessuno dei suoi divisori primi si
trova in {q| oppure i suoi divisori primi contenuti in {q} risultano tuili

magygiori di
1

@illogTog Q)

In particolare i numeri primi, a partive da un certo p, in poi, sono tutti
interi della specie @, qualunque siano «, B e la successione {q|} fissata.
Fissato un intero positivo K comunque grande esistono infiniti interi della
specie @ composti con pitt di K fattori primi, e di pit esistono infini interi
della specie @ composti con piu di K fattori primi contenuti in {q}; basta

<

osservare infatti che & B(loglog Q)*— + oo per @— +- oo.

(Y) F. MERTENS, Ein Beitrag zur analytischen Zahlentheorie, « Journal fiir Mathematik »,
Bd. 78 (1874), pp. 46-62; e anche K. LANDAU, op. cit. in (3, p. 102,
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Per note proprieta sui prodotti (°) abbiamo

oyt
n@_%<eq§4
g5t 1
e per la (1) si ricava
2 ]
2) qgg (1 - 5) < Tog26 £

essendo ¢ una costante positiva opportuna.

4. Veniamo ad enunciare i due teoremi oggetto della presente Memoria:
TEOREMA (A). — Siano a, o', b, V' wnumeri interi, con a >0, o >0,
(@, b) =1, (&, V') =1, e consideriamo le due progressioni arilmetiche

an +b l

n=0,1,2, 3,..
a’n+b’)( )

(3)
che éupponiamo distinte (cio®é |a —a' |+ |b—10b"| > 0).
Fissiamo la successione {q} di numeri primi (n. 3) e con essa 6 ( P Q)’ e
anche due numeri positivi o e 3, con a=>1.
Se PE; «, B, 0) denota il numero degl’interi naturali ' <t pei quali
gl interi
Q=an +b, Q@=an -+

sono ambedue della specie @ |cioé i loro eventuali divisori primi contenuti

in {q} sono tutti maggiori rispettivamente di

1 1
f(loglog Q)= rB(log log @)~
& , @

vale, per w costante opportuna (indipendente da &) e £=> 3:
£ .
(4) PE; o B, ) <w log?0 e (Llog log &)%0=.
TrEOREMA (B). — Se esistono infiniti valori n' di n pei quali ambedue
gl inters .
Q — anl + b, QI - alnl + bl

() Ved. ad es. M. CipoLLA, Analisi Algebrica, Palermo, 1921, p. 335.
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soddisfano alle condizioni del teorema precedente, la serie

]0g29—1—s Q 10g20—1—€ Q’
) Q,EQ,( e )

é convergenle, e denotando un numero positivo qualungue.

Poiché, come abbiamo osservato al n. 3, ogni intero naturale primo, a
partire da un certo p; in poi, & un numero della specie @, nei due teoremi
(A) e (B) enunciati, in cui si pud porre =1, 8:==1, sono contenuti i seguenti

TEOREMA (A*. — Se P*E) denota il numero degl inferi naturali n' <E
pei quali i due interi p—=an' +b, p'=an + b sono ambedue primi, vale
per £=3 e w costante opportuna (indipendente da ) (%):

3 _
P <o fogeg (log log £)*.

TEOREMA (B*). — Se esistono infiniti valori w' di n pei quali ambedue
glinteri p—=an'+ b, p' = a'n’' + b’ sono primi, la serie

logl— logl—¢ p’
¥ (og P, log ,Sp)
pp N P b

é convergente, ¢ denotando un numero positivo qualungue.

Quando si ponga ¢ =a' =1, b=0, e=1 il teorema (B* si riduce al
teorema nella forma datagli da BRUN, e da notizia sulla distribuzione delle
coppie di numeri primi a differenza fissa =¥'.

b. Interpretazione geometrica. — Fissata la successione {q} e le costanti
positive & e B, con a =1, riferiamo il piano ad un sistema ortogonale O(x, y)
e consideriamo i punti (= Q, == Q') le cui coordinate siano in valore assoluto
interi della specie Q. Un tale sistema discreto (reticolato) di infiniti punti
(nodi) & simmetrico tanto rispetto a ciascun asse cartesiano quanto rispetto
a ciascuna bisettrice y =, y = — » degli assi.

Le bisettrici y =+« contengono ciascuna infiniti nodi (4= @, == Q) del
reticolato, poiché contengono fra questi gl’infiniti punti (Z=p, == p) con p
primo. Ogni retta y = contiene infiniti punti (3= @, ) oppure nessun punto
del reticolato secondoche |B| & oppure no intero della specie @; lo stesso si
dica per le rette & = a. In ciascuno dei tre casi la serie che ha per termine
generale la somma delle inverse delle due coordinate (prese in valore asso-
Into) del nodo, rispettivamente (= @* == @%), (== @¥%, f), («, == @*) contenuto

(*) Ved. proposizione analoga (per a=a’) in V. Brux, op. cit. in (i), p. 126.
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sulla refta (quando su questa ve ne siano), e cioe

1 1 1 1 1 1
2@(@*+Q*)’ 2@(?““9’ 25*(\x+9*)
& divergente.

Quando si prenda il caraltere della serie in questione a denotare la
densita dei nodi del reticolato contenuti sulla retta, si vede come i teoremi
(A) e (B) sopra enunciati danno notizia sulla densitd dei nodi sopra una
qualunque retta r distinta dalle bisettrici y == =2 e non parallela ad alcuno
degli assi. Infatti se » non contiene due punti di coordinate intere pud con-
tenere al pitt un nodo (== @, == ¢). Se r contiene due punti di coordinate

. . .. . oo .
intere ha il coefficiente angolare razionale e sia o (sotto forma ridotta); se

(b, ') & uno dei punti a coordinate intere in essa contenuti, le equazioni pa-
rametriche di r sono
r=at+b, y=at+¥;

essendo @ e @ primi fra loro; quando z e y siano ambedue interi, dalle
uguaglianze
x—b_y—b
et ; —
a a

risulta che i primi due membri sono interi e quindi anche ¢ & intero; dunque
tutti e soli i punti (x, ) di r a coordinate intere si ottengono dando a ¢
valori interi.

Ebbene dal teorema (A) si ricava in modo ovvio che:

Il nummero dei nodi (= Q=uat+b, = Q =a't+b) sulla retta r (non
bisettrice degli assi, né parallela ad alcuno di questi) confenuti nel quadrato,
avente il centro nell origine e semidimensione d3(= 3) é minore di

, ®
W Jog?s (log log )%=
essendo o' una costante opportuna.
Dal teorema (B) analogamente si ricava:
Se r contiene infiniti nodi (3= @*, = Q*) del reticolato, la serie

. (]0g20—1—e Q* . log2o—1— Q’*)
el
Q, Q Q* Q’*

& convergente.

Queste due ultime proposizioni valgono a maggior ragione quando ci si
limiti al reticolato costituito dai punti (= p, == p') colle coordinate intere e
(in valore assoluto) numeri primi (allora & da porre 6 = 1).

Riguardo a quest’ultimo caso e limitatamente alle rette y =w b il
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fatto & contenuto nel teorema di BRUN che al principio del n. 1 & ricordato

per b’ =2.

6. La

dimostrazione del teorema (A) (il teorema (B) ne ¢ semplice con-

seguenza) conviene che venga frazionata col premettere alcuni semplici lemma.
LemMA 100 — Se a, 8, v, A, & sono costanti reali, con « >0, y >3 _- 0,
A > 0 dall’ equaglianza

(6)

segue

(7

1
)B{ loglog (At+ ) |2

A4 p = (At +p

1 = o(y¥lloglogn)7),

Si osservi che nella (6) occorre limitarci a quei valori di t, non inferiori
a un opportuno t,, per cui AT+ p >0 e loglog (At + p) > 0.
Essendo per la (6)

(8)

log (AT + 1)

log (A +p) = 8| loglog (At +p) | =
1
ddn+p) 1 2 B{loglog(lt+p)}'l_1 loglog (At + p) —a
At +p) T 3( T {log log (At+p) | #+1

si vede che An—4-p risulta, per t > 1, opportuno, funzione crescente di At p
e inoltre A7n -+ p— 1- oo per At p— - oo. Essendo X > 0 si conclude che
anche 7 risulta funzione crescente di t, per T > 1,, e inoltre y — 4 oo per

T — ~} co.
2 .
Per 5 >_Ixﬂ risulta
2 32
5N <AN—+p <3,
da cui
log log—z—
logy 1—|—1 < log (An 4+ p) < logy 1+logn
cioe

(9)

logn = (1 +o(1)) log (A + p)

e analogamente

(10)

log t= (1 + o(1)) log (At =+ p).

Per le (8), (9), (10) risulta

(11)

. log (At + p)
logn = B1loglog (At—+-p) | (1 +o(1)

(1+o(1))logz
Bf log[(1 +o(1)) logz] | = (1 -+ 0(1))

. log=
" B(loglog rV( +o(l))
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Dalla (11) otteniamo

loglogm =1lo log = —+o(1)
€3

(log log )2
= log log t — a log log log © + 0(1)

(12) = log log t (1 + o(1)).

Introducendo il logaritmo in (7), tenendo presenti le (11) e (12) e detto ¢ un

numero reale con 0 -7 e <7 IB — 1, otteniamo

log (n7toglog ) — + log 7 (log log 1)* .
= IB log T (1 + o(1))

=(1 +s)logr+(%—1 —8—!—0(1))10g1:.

Da questa ultima uguaglianza segue che esiste un 7, tale che per 7 > 7,
risulta
l+e < ny(]og log m)=»
da cui 1’ asserto.
LEMMA 2°. — Se « e y sono costanti positive, con o =1, dalla relazione

1
(13) = EY(log log £)=
seque
3
(14) yrloglogn)s — o (1og2g) .

Occorre, al solito, limitarci a quei valori di £ per cui loglogf_ 0 e
log logn > 0. :
Dalla (13) segue

1
(15) log = y(TgOl%gEv\g)—z’ loglogn =loglogE —alogloglogf — logy.

Dalla prima delle (15) apparisce v funzione crescente di &, e inoltre
N — -+ oo per E— + oo. Introducendo il logaritmo del primo membro di (14)
tenendo conto di (15), otteniamo

log (nYlloglogn)?) — Jog 5(1 __alegloglog§+-log Y)a

loglog§
e poiché, per £ superiore a un certo §,, risulta

Bloglogf _ alog loglog &€ + log ¥ <1
log§ log log &
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per £ > E,, essendo « =1, abbiamo

log (.,)'((Iog log )7y ~ log E(l _ M) - 10g<10535)

log €
da cui
v(log log 7)~ 3
] ( g log <10g3§
e ne segue la (14).
OsSERVAZIONE. — Nelle posizioni dei Lemma 1° e Lemma 2° abbiamo
(16) T=0 (_5_)
log? ¢
e anche evidentemente '
§
17) e 0(1@).
LEmMA 3°. — Se & é un numero reale positivo > v, dalla (13) seque che,
per & maggiore di un conveniente §,, é:
log &
(18) log (An + 1) ~ tlog log &)

Infatti per la (9) e la prima delle (15) &

log §

log (A + 1) = (1 +-o(1)) log n = (1 + o(1)) =575

_ log¢ <§ )
T 2(loglog E)= \y + o(l)

ed essendo &>y questo ultimo fattore finisce col diventare e restare > 1
quando §— t oo; da cui I’asserto

LEMMA 4°. — Se ¢ e ¢ sono due numeri reali, con & > ¢ >0, dalla (13),
con o =1, seque che per & maggiore di un conveniente E, é
(19) { 200 + p) feloslos — Er,

Infatti per il logaritmo del primo membro di (19), tenendo conto di (9)
e di (15), si ha

eloglog & { log (A1 - p) +log 2} = (1 4 o(1))e log n log log &
= (L +o(1))log £ (log log &'~
e poiché 1 —a =<0 e (1 + o(l))c finisce col diventare e restare minore di ¢
per & indefinitamente crescente, esiste un £, conveniente tale che, per &> £,
si ha
eloglog & {log (A 4+ p) + log 2| — %IOgE

da cui segue la (19).
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LeEMMA 5°. — Se ¢ e & sono due numeri reali, con ¢ > 8 >0, dalla (13)
seque che, per & maggiore di un conveniente &, é ()

(20 2lelog log §] — 1 > 28 log log (A + ).
Infatti dalla seconda delle (15) otteniamo
loglog v = (1 4-o(1)) loglog &
e dalla (9)
log log (A + p) = log log % -+ o(1);
dunque pel secondo membro di (20) abbiamo

26 log log (A + p) = 23 log log v + o(1)
= 23(1 4 o(1)) log log & + o(1)
= 23(1 4- o(1)) log log §

(21) = 2eloglog& — 2 {e—23(1+ o(1)) }loglog E.
Poiché e > 8, per n maggiore di un conveniente 7, risulta
2{e —8(1+o0(1))}{loglog& >3

e dalla (21) si ricava per £> &,
28 log log (A + p) < 2eloglog § — 3 < 2[e log log &] — 1.

come volevamo dimostrare.
I Lemma 6°, 7° e 8° vengono presi tali e quali dalla citata dimostra-
zione di LANDAU (*) del teorema di BRrUN.

LemyMA 6°, — Se ¢ e m sono inleri positivi, e m é dispari, risulia
22 "3 (= 1() =0
22 2 1)) =0

Per m —1=¢ il primo membro di (22) vale (1 —1°=0 e la (22) &
soddisfatta. Per m — 1 g% la (22) & soddisfatta poiché i termini della somma
al primo membro, in numero dispari e a segni alternati, vanno crescendo in

valore assoluto e 1’ultimo & positivo. Per %<m — 1 < ¢ risulta

m—1 c ¢ c c c
5 (—1)l<)=_ z(_w(): z(_1)l+i()>o,
1=0 ! l=m l l=m l

poiché nell’ultima somma il primo termine & positivo e tutti i fermini, a
segni alternati, decrescono in valore assoluto al crescere di /.

() Col simbolo [«] si denota la parte intera del numero reale a.
(®) Ved. E. Lanpau, op. cit. in ('), pp. 71-72.
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102 G. Riccr: Sui grandi divisors primi delle coppie di interi in posti corrispondenti

LeMMA 7°. — Denotando S, la funzione simmetrica elementare di grado n
di s nmwmeri positivi &, §,,.., & (1 Zn<s), risulla:

S“n
n!’

(23) N

Infatti nello sviluppo di S,"=(§, + & + ... + &;)" compariscono tutti i
termini di S, ciascuno col coefficiente numerico n!.

Lemma 80, — Sia & un nwmero reale, ¢ ¢ d wnumeri interi, con &> 0,
d > 0. Il numero h degl’interi n che verificano le condizioni

n=c(modd), 0<n<E
differisce da g per meno di 1, cioé

(24) fol<n<iat

Se (Ei & intero, gl’interi positivi <& si distribuiscono in g sistemi com-

pleti di resti (mod d); risulta esattamente

e la (24) & soddistatta.

Se g non & intero, gl’interi positivi <& si distribuiscono in [g] sistemi

completi di resti (mod d) coll’eventuale avanzo di qualche intero
(25) ﬁd+g[ﬂd+zm
e fra questi interi (20) & contenuto al pitt un intero = ¢ (mod d). Ne segue
che quando % non & intero risulta
3 £
h = Li] oppure h = [E] +1;

ma in questo caso & evidentemente

s—1<|i]<li] 1<+t

da cui segue 1 asserto.

7. Dimostrazione del teorema (A). — Senza limitare la generalitd, nel -
caso @ == a’ si pud supporre @ < @, e nel caso a=a' si pud supporre b <<b’;
ordinate cosi le due progressioni aritmetiche (3) esiste un intero n, tale che sia

(26) O0<an+4b<<an-+b per n=n,.
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Quando sia ¢ >a e ¢ > a’ (¢ primo), ciascuna delle due congruenze
(27) ar+b=0 (modg), az+b =0 (modyg)

ammette una ed una sola radice; se le due radici sono uguali (mod g) & ne-
cessariamente ab’ — a’'b =0 (mod ¢); ne segue che denotando ¢, I’ h-esimo
numero primo della successione | q! fissata al n. 3, e ¢,,, il minimo primo
dispari di {q | che soddisfa alla condizione

(28) Goar > Max (an, + b, a, &, |ab —a'b]),

le (27) scritte secondo (mod g;), # = s + 1, ammettono due radici distinte, una

per ciascuna, e inoltre per an + b > q,4, ¢ soddisfatta la (26).
Siano §, 7 e t tre numeri positivi che soddisfano alle limitazioni e re-

lazioni
1

(29) e = a4 b = (ax 4 5)f 18182 - b aE b

e del resto qualunque (in seguito fisseremo 7 in funzione di £, ma per adesso
conviene pensarli indipendenti). Si osservi che il numero positivo t deve
essere scelto abbastanza grande in guisa che I'esponente risulti minore di I,
ciod B {loglog(at+b)}* > 1, cid che avviene per t >1,, con T, conveniente.
Inoltre dalle (29) segue 7 <<t < E.

Se BE, t; «, B, 0) denota il numero degl’interi »’' pei quali Tt < »n' <¢ e
an’' +b, a'n’ + b sono ambedue della specie @, si ha evidentemente

(30) PE; o, B, )<t R 1; o 8, 9)

Sia ¢, il massimo primo di {q! che non supera an-+b e denotiamo
con A(f) il numero degl’interi % per cui

O0<n=Egan+b1=0 e an+b=z=0 (modg,), A=s+1,.., r

Ogni coppia an’ +b, a'n' + b (t <w' <E) computata in R(, t; «, B, 0) &
tale che ogni divisore primo appartenente a {q} di uno almeno dei due
interi an’' + b, a'n’ + b & maggiore di

1
)Ef loglog (at—+b) | =

oy +b=(at+b

cio® maggiore di g,, e quindi ciascuno non divisibile per ¢, (h=s1,.., 7).
In conseguenza ogni tale coppia computata in R, 1; «, B, 6) risulta com-
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104 G. Ricci: Sué grandi dévisori primi delle coppie di interi in posti corrispondenti

putata una volta in A4(f); ne segue evidentemente

R 75 «, B, 0) < A()
e per la (30)
(31) PE; « B, 8) <7+ A().

I1 nostro problema si riduce a maggiorare convenienteinente la funzione
A(E), la quale, una volta fissate le progressioni aritmetiche (3), fissata la
successione {q} e in conseguenza 0, fissate le costanti & e §, dipende da 7
e da £, e in definitiva soltanto da £ non appena avremo fissato n = %(§) come
. funzione di &.

Valutazione della funzione A(E). Indichiamo con Q(d) il numero dei fattori
primi distinti di un qualunque intero d > 0. Supponiamo essere d = qq4...q,,
con 4, k,..., ! tutti diversi e maggiori di s (d risulta non divisibile per alcun
quadrato); allora con B(d, £) denoteremo il numero degl’interi positivi n <§
pei quali una congruenza per ciascuna delle Q(d) linee seguenti & soddisfatta

an+b=0 oppure an-+ b =0 (mod g,

an +b=0 oppure an b =0 (modg,)

convenendo di porre B(l, §)=|£]. Ciascuna congruenza ammette, secondo il
proprio modulo, una ed una sola radice e le radici sono distinte per le con-
gruenze della stessa linea (si ricordi la condizione (28) e il fatto che 4, k,..., !
sono tutti = s +- 1); inoltre in 20 modi diversi esse possono venire associate
a formare sistema lineare; per note proprieth elementari sulle congruenze
lineari, ciascun sistema ammette una radice (mod d). Dunque in ogni sistema
completo di resti (mod d) abbiamo 2%@ interi, ciascuno dei quali, quando
sia <& da computarsi in B(d, £). Tenendo conto del Lemma 8° (n. 6) il
numero A degl’interi positivi n <& che soddisfano ad uno dei 20@ sistemi
lineari verifica le limitazioni

3 14
g 1I<h<g+1
da cui segue
D1 Z € E
(32) 20(d) (5 - 1) < Bld, § < 200 (5 + 1>.

Veniamo ad esprimere A(f) mediante una combinazione lincare di fuu-
zioni nella forma B(d, §). Poniamo '

Qo415 4z - @ =k
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e dimostriamo che vale I'identitd (%):
(33) A =3 MBI,

- B(l; E) - B(Qs—H » 5) T T T B(Qr; E)
+ ‘B(QS-HQ.?+2: &J 4. B(Qr—iQ'M &)

—l_( - 1)"_SB(QS+1 e @y E)

Infatti, ogni intero =n, con 0 < n <<E computato in A(§) si trova com-
putato in B(1, £) = [§] mentre non & computato in alcun termine B(d, §) per
d > 1, poiché i due elementi delle progressioni an -6, a'n +- b ad esso cor-
rispondenti non sono divisibili per alcuno dei numeri primi Qo4,, Qsioseees ¢r-
Ogni intero %, con 0 <<% <E non computato in A() & tale che, per cia-
scuno di ¢ (1 =<¢<<r — s} numeri primi diversi qu,, qu,,..., @n, scelti fra i

Qs41;5+5 ¢r, una almeno delle due congruenze
an+b=0, an+ =0 (mod ¢,) ¢=1,..., ¢

& soddisfatta; un tale infero » risulta computato, al secondo membro di (33},
una volta in ciascuno dei termini B(d, ) pei quali d sia divisore del pro-
dotto qn, qn,-- qn,- Tenendo conto del coefficiente w(d) a moltiplicare, un tale
numero # risulta computato
(34) 2 wd)=0

a/ph, ... Phe
volte (*°).

Al secondo membro della (33) si trovano r —s 41 gruppi di termini,
ciascun gruppo essendo costituito dai simboli (- 1)?@B(d, §) corrispondenti
allo stesso valore Q(d) (numero dei divisori primi di d), e i gruppi risultando
-di segno alternato. L’ osservazione fondamentale su cui si basa il metodo di
BruN & la seguente:

Troncando la somma al secondo membro di (33) alla fine di un gruppo
positivo, la somma we risulle aumentata o per lo meno non diménuita (com-

() Con p(a) denotiamo, come d’uso, la funzione di MoBlUS, ciod p{a) =1 per a =1;
n(@) —(—1)" quando a & il prodotto di #(>1) fattori primi distinti; n(a)=0 in ogni altro
caso, ciod quando a & divisibile pel quadrato di un numero primo.

Con le‘ksi intende la somma estesa a tutti i divisori d di k.

('*) I’ annullarsi della somma al primo membro di (34) & proprietad fondamentale della
funzione di Mosius (ved. ad esempio E. LLANDAU, op. cit. in (}), p. 20):

Zu(@)=1 (por a=1), =0 (per a>1).

dnnali di Matemotica. Serie IV, Tomo XI. 14
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prendendo cosi anche il caso in cui la troncatura si dperi alla fine togliendo
ad essa ogni effetto), ciod vale la disuguaglianza

(35) AE) =2 pd)Bld, &)
Qd)<m

essendo m un qualunque intero dispari (che alla fine occorrerd assumere
come opportuna funzione di E).

Infatti, ogni intero n, con 0 <<n<E computato in A(E) risulta, come
sopra abbiamo veduto, computato una volta in B(l, £} e non nei termini
rimanenti. Ogni intero %, con 0 < % < & non computato in A4(§) risulta, come
sopra abbiamo veduto, computato al secondo membro una volta in ciascun
termine B(d, §) per cui d divide il prodotto g, qs,... qn, colla condizione nuova
ulteriore Q(d) < m. Nel gruppo di termini corrispondenti al valore Q(d)= l(<Zm)
tale intero & computato (tenendo conto del segno) esattamente

wa)(7) = (— 1)

volte; dunque ogni tale intero # risulta, al secondo membro di (35), computato

m—1 "

S pd)=3 (~1)!(l)

a[ph, . PR, 1=0 :
A <m

volte. Ma per il Lemma 6° (n. 6) questa ultima somma & non negativa e in
conseguenza la (3D) risulta dimostrata.

Nella (35) sostituiamo agl’interi B(d, £) i valori maggiori oppure minori
assegnati dalla (32), secondoché (d)==+ 1 oppure p(d)= — 1; il secondo.
membro di (35) ne risulta cosl aumentato. Tenendo conto che i termini B(d, &)

per (d) = h sono esattamente (r—

S .
2 ) risulta

p@20@ "ot

36 gy BEOU 4 moon(TTF),
6 g ez MO (T
od)y<m

I1 problema & dunque ridotto a wmaggiorare il secondo wmembro di (36).
Riguardo al primo termine abbiamo
» 11(d)29(d) p(d)20d) ’E’ » 1 (d) 20(d)

dik d d n—m dlk d
Nd)<<m 0(d) —m

= 2
dlk
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(I'ultima somma essendo da considerarsi nulla per m =r —s- 1)

=0 (1= %y =z}
U+1=9=4r nom o

(37) =1 (1-3- T (— 1)7278,,
¢1Sg<g, Y owom

ove S, denofa la funzione simmetrica elementare di grado » degli » — s nu-
meri positive
1 1
o+’ 4
Denotando e la base dei logaritmi naturali, &

nr
n!’

X nh
=2~

e, tenendo conto del Lemma 7° (n. 6), abbiamo:

5258 < (3
quindi
e s < B2 T A

ln:m
Riguardo al secondo termine del secondo membro di (36), poiche

7_3227 r<pr§§lr§-a7]+b;

abbiamo :
—1
n m r—s m (r —s).. (1—s—h+])<
h22( )<2 —o(h) 2 h:O !
1
(39) <2m Y = 2"‘ < 2mr™m < { 2an —b) | ™
h_
Tenendo conto delle (37), (38) e (39) nella (36) abbiamo:
2 TSY (268,\"
(40) A <& I 1—2S)4-¢ 32 )| 20an + b) ™.
QS+1§QSQr( q> n m( m)

A questo punto conviene applicare il teorema di MERTENS ricordato
al n. 3 e la (2) (n. 3). Per la (M) esiste una costante positiva 3,, che conve-
niamo di assumere in ogni caso maggiore di 2, per la quale

(41) 2e§,=2¢ X I 3, log log (an +b);
gri1<g<an+b?
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e per la (2) esiste una costante positiva 8, per cui

2 3;

49 I (1 — -) L T
) 41 <qS an+ b 9l legfiantd)

1’ intero dispari m & completamente arbitrario; quando soddisfi alla con-
dizione m > 23, log log {ay - b), per la sommatoria al secondo membro di (40)
abbiamo

r—s8 r—s o o B ~o
(43) e e e
n

m n m m

Dalla (40) tenendo conto della (42) e della (43) otteniamo finalmente

8,8 22 5 m
{44) A(E) - mg%(——m -+ o —+ % 2(&7} -+ b) § o,

Valutazione della funzione P(E; a, B, 8). Introducendo la (44) in (31) ab-
biamo

) 3.5 % .
(45) PE; o, B, 8) <7+ Tom (a1 5) Tom L 2Am 01

ove, riepilogando, i numeri ¢,,,, 7, T e £ soddisfano alle (28) e (29), mentre
I’intero dispari m e la costante 8, soddisfano alle disuguaglianze

(46) wm > 28, loglog (an +b), &, > 2.

Poniamo adesso 7(§) e m(E) come funzioni di £ scelte in guisa che per
£ > £, conveniente le (29) e (46) siano tutte soddisfatte; opportunamente scelte
tali funzioni siano

1
(47) y = Eytlog log E)u’ m = 2[e log log £] — 1
con
(48) €~ 81 , 7> Max (25’ ﬁ)

T risulta funzione di § composta mediante la () attraverso la (29) e de-
finita per § > §, conveniente.
Per 1" Osservazione dopo il Lemma 2° (n. 6), essendo y _ B risulta
—of § _ 3
’E_O(Iog2g), at + b= O(Ioiri:)’
dunque si pud scegliere un numero positivoe §, abbastanza grande in guisa
che per £ > &, si abbia, in primo luogo poiché at + b— 4 oo per £— + oo
Bilogloglar+b){*>1

e anche
an, +b < oy < Qo =@ b < a1+ b < af + b,
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e per il Lemma 5° (n. 6), essendo & > 3,,
2[eloglog &) — 1 > 23, log log (an + b).
Per £ > &, risultano cosi verificate tutte le condizioni (29) e (46).

Fissate con le (47) le funzioni 7(€) e m(§), per & > &, la (4) ci da

855 24 ot
(49) PE; o, B, 8) <t {og®0 (an 1 5) + 95togiogs ! 2(an 1-b) |} kloglozs,

11 Teorema (A) risulterd dimostrato non appena avremo provato che ogni
termine al secondo membro di (49) & minore, per £ > E,, di

; . !
B, ogar: (l0g log " E< 951)

con o, costante positiva opportuna. Esaminando ciascun termine in discorso:
Per I’ Osservazione (n. 6) &

- _ £

(20) T= 0(log‘2 g)'

Per il Lenuna 3° (n. 6) & con 3; > 3,y e £ > &, conveniente

FAy

(1)

% o § 20
gD (an 1 D) < 2 Togmg 108 102 5.

Rignardo al terzo fermine, essendo 2¢log2 > 28, log2 > 4log 2 > 2, abbiamo

E 3 £
(52] 92 loglogs (10g g)'&slogZ < ]ngg ‘g 10g20 g'

Riguardo all’ultimo termine, per il Lemma 4° (n. 6), detto ¢ un numero
positivo per cui y > ¢’ > 2¢ (si ricordi la seconda delle (48)), risulta per & > £,
conveniente

(53) { 2(an + b) } 2lologE < Ev C< 1).

Le relazioni (50), (51), (52), (3) portano a concludere che per &> &,
(&, = Max (§,, &, &) vale la (4) del Teorema (A) (n. 4); coll’aumentare even-
tualmente la costante w la (4) stessa vale per §=3.

11 Teorema (A) risulta cosi dimostrato.

8. Dimostrazione del Teorema (B). — Per 7 positivo e maggiore di am-
bedue gl'interi 2|bj e 2|8 | risulta

0<(a—-%)n<an—i—b<(a—l—1)n

0< (a’ —%)n <an-+b <@+ 1)n
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e ne segue, essendo Q =an + b, Q@ =an' +¥b, 0 >2|b|, W >2[V|,

S<h=1:

log20—1—¢ @ log20—1—:¢ (a@ + 1)n’ _ log20—1 &4/

Q 1 ' 4 '
(=3
ove 8, con 0 << 3 < e, & comunque fissato e 3, & costante opportuna.
Analogamente
log‘l()—l—s Q’ log?(‘)-—i—& n'
Q/ <65 n b

dunque il termine generale della serie (D) (n. 4), a partire da un certo posto,

non supera la quantita

log20—1—8 5/
6 ”'

2

con 9, costante opportuna, e il teorema risulta dimostrato non appena avremo
provato che la serie

log20 1-84’
(54) D T

n n
6 convergente,

Pel Teorema (A) abbiamo

n'

r=P#; a B, )< o fogei

da cui segue, nel caso che esista almeno una coppia (@, ¢), cioé sia r > 0:

log20—1—3 log26—1—x 5/ 1 -
log n <5 0og : n < w3y

n' 1 " (log log n’)20%

(1
rloglix (r + 1)

7 <

7 loglt % n

ove %, con 0 7% <& & del resto qualunque. Nel caso che esistano infinite
coppie (@, @), la convergenza della serie ('!)

et 1
i T logl+x(r+ 1)

conduce alla convergenza della serie (54).
Il Teorema (B) risulta cosi dimostrato.

(*1) Ved. ad es. M. CrroLLa, op. eit. in (%), p. 259.
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Spazi proiettivamente piani (Y.

Memoria di ENEA BorToLroTTI (a Cagliari).

Sunto. - L’A. espone nella prima parte, coordinandoli, i principali risultati delle ricerche finora
condotte sugli spazi proiettivamente piani, apportandovi qualche complemento (relativo
ad esempio alle ipersuperficie di En affine per le quali lo connessione affine intrinseca
é proiettivamente piana). Nella seconda parte, da una costruzione geomelrica, basata sulla
teoria delle connessioni proiettive, di tuiie le connessioni affini simmetriche proiettiva-
mente piane, e coglie I’ occasione per introdurre e studiare certe connessioni proiettive,
metriche e non affini, determinate da un campo di quadriche associate ai punti dello
spazio supposto; connessioni cui pud subordinarsi una metrica riemanniana qualunque,
come alla geometria proiettiva ordinaria, in relazione @ una quadrica data come as-
soluto, si subordina la geometria metrica riemanniana a curvatura costante.

I. Notizie sui precedenti sviluppi della teoria.

1. Generalith. Gli spazi di Riemann proiettivamente piani. — Uno spazio
ad » dimensioni (X,) in cui
a) esiste un sistema di linee — geodetiche, o « cammini » (*) — tale che
una e una sola linea del sistema esce da un punio di X, secondo una asse-
gnata direzione; oppure, ne congiunge due punti, sufficientemente vicini, viene
detto uno spazio proiettivamente piano (°*) quando ,
b) ¢ possibile scegliere mello spazio il riferimento curvilineo in wmodo
tale, che le linee del supposio sistema vengano rappresentate im termini finiti
da equazioni lineart. '
La definizione porta come conseguenza la possibilitd di costruire nello
spazio supposto una geometria proiettiva, per la quale le geodetiche dello spazio
sono le linee retle. '

(1) Questo lavoro riproduce, con alcuni complementi e modificazioni, una comunicazione
(con lo stesso titolo) fatta alla XX Riunnione della Soc. Italiana per il Progresso delle
Scienze (Milano, 18-9-1931). Negli Atti della Societd verra pubblicato soltanto un brevissimo
sommario. Ved. anche « Bollettino Un. Matem. Italiana », X, 1931, pp. 254-255.

(%) « paths », secondo EISENHART e VEBLEN: 18. (Il numero si riferisce all’Indice Bi-
bliografico).

(3) Cfr. WeyyL, 17, 1921. (La definizione del WEyL riguarda gli spazi a connessione
affine proiettivamente piani). Altri dice: spazio proiettivo-euclideo: ved. SCHOUTEN, 24, p. 130.
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Quando soltanto questa geometria venga presa in considerazione, lo spazio
potra dirsi semplicemente uno spazio proiettivo (S,). Ma non & questo il caso
che pilt interessa; importa invece il vedere di quali altre geometrie sia su-
scettibile uno spazio proiettivo, cioé, quali altre geometrie possano subordinarsi
alla geometria proiettiva.

Che questa subordinazione sia possibile per le mefriche riemanniane
euclidea e non-euclidee, & ben noto fino dalle classiche ricerche di BELTRAMI,
CAYLEY e KuEmIN. Il problema degli spazi riemanniani proiettivamente piani
— intendendosi qui per geodetiche quelle della metrica — & stato affrontato
appunto dal BELTRAMI sotto questo aspetto: ricerca degli spazi di RIEMANN
che ammettano rappresentazioni geodetiche — cioé: rappresentazioni puntuali,
con conservazione delle geodetiche — su di uno spazio euclideo. Pel caso
delle superficie egli ha risolto il problema in modo completo, mostrando che
le superficie a curvatura costante, ed esse soltanto, ammettono rappresenta-
zioni geodetiche piane (2, 1865). Di questo risultato egli s'® valso poi per
trarne una elegante interpretazione della geometria piana non-euclidea (iper-
bolica) su di una superficie dello spazio euclideo ordinario (la pseudosfera)
(3, 1868) (). Lo stesso BELTRAMI ha esteso, in parte, il suo teorema al caso
delle varietd riemanniane a piu dimensioni (V,); provando che, fra queste,
le Vu a curvatura costante sono proiettivamente piane (4, 1868). L’ estensione
& stata completata da ScHLAFLI (6, 1871), il quale ha mostrato come, inver-
samente, una V, rappresentabile geodeticamente su di un B, euclideo sia
necessariamente a curvatura costante (°).

La possibilith di subordinare le geometrie riemanniane a curvatura co-
stante (anzi, queste soltanto) alla geometria proiettiva risultava cosi implicita-
mente stabilita: il KLeIN ha mostrato che tale subordinazione pud sempre
effettuarsi al modo di CAYLEY, cio®, in relazione a una quadrica assunta
nello spazio proiettivo come assolufo della metrica (). E d’altra parte, lo
stesso KLEIN ha indicato come la geometria proiettiva nello spazio a tre di-

(*) Circa le superficie geodeticamente rappresentabili sul piano, o proicttivamente piane,
ved. anche Dini, b, 1869; ExriQues, 15, 1902, pp. 53-35, ove del teor. di BELTRAMI si dA una
assai interessante dimostrazione sintetica; e i trattati del Biaxcur (12, 3* ed., I, pp. 310-313
e 642.645) e del DarBoux (13, III. pp. 40-47, 51-62).

(%) Un’altra dimostrazione di questo teorema di SCHLAFLI ¢ stata data da O. TEDONE:
14, 1899, pp. 604-609.

(f) Ved. Cavrry, 1, 1839, e KirlN, 7, 1871 e 1873, Ved. anche, a proposito degli spazi
riemanniani proiettivamente piani, Braveu:, 12, 8% ed, IT, pp. 492.504; WeyL, 17, 1621,
p- 109 e seg.; Carrax, 22, 1924, pp. 226229, o gli altri lavori di CARTAN cit. nella nota se-
guente; EISENHART, 29, p. 83.
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mensioni possa costruirsi indipendentemente dalle nozioni metriche (in parti-
colare, dal postulato delle parallele), basandosi sulla seguente caratterizzazione
d’indole ‘lopologica degli spazi proiettivi o se vogliamo, degli spazi proietti-
vanente pioni, intesi nel senso pilt generale: essi sono gli spazi in cui vale
I’ assioma del piano:

o) Esiste un ststema conlinuo oo® di superficie tale che entro una re-
gione qualungue (convenientemente limitata) dello spazio

1°) per tre punti ad arbitrio passa una e una soka superficie del sistema;

20) la linea (eventuale) intersezione di due superficie del sistema appar-
tiene a tutle le superficie del sistema che hanno con essa a comyne due punti (°).

Il KLEIN osserva che questa caratterizzazione topologica pud estendersi
agli spazi @ pin di tre dimensioni, mentre nulla di analogo sussiste pel caso
delle superficie. Lia proposizione che corrisponde alla «), cioé:

B) Esiste un sistewma continuo oo* di linee tale che, entro una regione
(convenientemente limitata) della superficie, per due punti ad arbitrio passi
una e una sola linea del sistema vale, in effetto, sulle superficie proiettiva-
mente piane, ma non basta a caratterizzarle. Si sa bene, ad es., come essa
non porti come conseguenza la validith del teorema di DESARGUES, o dei
triangoli omologici (%). ‘

Dai risultati di BELTRAMI, ScHLAFLI, KLEIN consegue in particolare che
la validitdh dell’assioma del piano, in uno spazio di RIEMANN a tre (o pid)
dimensioni, & condizione necessaria e sufficiente perché la metrica in fale
spazio 1°) sia a curvatura costante; 2°) coincida (almeno localmente) con una
delle metriche di Cayley, euclidea o wnon-euclidea. 11 primo di questi teoremi
¢ stato esplicitamente enunciato (°) e dimostrato direttamente da F. ScHur
nel 1886 (*°). Il secondo di questi teoremi pud provarsi senza fare intervenire

(7) Ved. 8, 1872; e 7, 1873 (2. Aufsatz) in « Ges. Math. Abh.», I, p. 333. Sotto altra
forma, con ovvia estensione delle nozioni di superficie geodefica in un punto e di superficie
totalmente geodetica, 1’ assioma del piano pud anche cosi enunciarsi:

a') Ogni superficie geodetica in un punto é totalmente geodetica. Cfr. ScHuR, 9, 1886.
p- 960 ; VeroNEsE, 10, 1891, pp. XIX, 304, 582, 583, 597; Carraxn; 34, 1926, e 40, 1928, p. 123.

() Ved. ad es. HILBERT, 11, 7* ed., pp. 83 e seg.; SCHUR, 16, p. 20; cfr. ScHILLING,
51, I, pp. 25 e seg.

(¥) non proprio in questa forma: ved. Scnur, 9, pp. 560, 562,

(*°) Ved. 9. Questo lavoro di ScHUR & assai notevole per vari altri risultati che con-
tiene: (a parte il notissimo « teorema di SCHUR », p. 563) questo particolarmente: che basta,
perché valga U assioma del piano in tutto lo spazio. che esso valga — nella forma 2'), (7) —
per le superficie geodetiche uscenti da due pumti particolari dello spazio, qualunque purché
sufficientemente vicini. i anche interessante 1’ osservazione, che sono equivalenti le ipotesi:
a) che le superficie geodetiche in un punto siano tutte totalmente geodetiche; b) che la
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la nozione di curvatura, neé, comunque, le derivate seconde dei coefficienti
del ds* dello spazio: questa osservazione notevole si deve al CARTAN (!!).

2. Gli spazi a connessione affine proiettivamente piani. — Nel 1921 il
WEYL — a cui & dovuta la nozione di spazi a connessione affine — ha
esteso a questi la nozione di spazi proiettivamente piani (**), e ha stabilito
questo risultato, che comprende e generalizza quelli di BELTRAMI 6 SCHLAFLI
per gli spazi riemanniani: detti I'y i parametri, in relazione a un riferimento
curvilineo #”, di una connessione affine n-dimensionale simmetrica (o senza
torsione), v, il corrispondente simbolo di derivazione covariante ed Rs't;q il
tensore di curvatura della connessione, posto infine Rst:RI',;t'p, condizione
necessaria e sufficiente perché la connessione 'y sia proiettivamente piana ('°)
¢ che si abbia

8 “..8 1 r ‘ 1 8 s
(2.1) Wear = Bpor + a1 8 (Bpq — Byp) + w1 [Bq(nEpy +- R,p)) — Sp(nFy, + B,4)|=0,
(2.2) Vyar = Vo(vByr + Ryp) — vy(nBy + B,p) = 0.

Per n =2 la condizione (2.1) & sempre identicamente soddisfatta; per n > 2
la condizione (2.2) & conseguenza della (2.1). Il sistema W’ & il cosidetto
tensore di WEYL, o di curvatura proieftiva; per ciascuna connessione affine
I'st esso & invariante por le trasformazioni che ne conservano le geodetiche,
e tale & pure, per » =2, il tensore V,,.. Alla condizione (2.2) pud sostituirsi,
come hanno osservato VEBLEN e J. M. THOMAS (32), la seguente:

(2.3) Tpos =0, ove (02 — 1rpe=V,gp+ (n— 1)T5Ws; .

curvatura riemanniana abbia in questo punto un valore indipendente dall’orientazione
(9, p- 560). Ved. anche ENrIQUES, 15, 1903, pp. 53-38; CarTAN, 34, 1926 e 40, 1928, pp. 127-130.
Sugli « spazi di Schur », nei quali vale i un punfo I'assioma ') del piano, ved. MAYER,
46, 1930, p. 167 e seg.

(1) Ved. 84, 1926; e 40, 1928, pp. 174-176. I1 CarTAN dimostra pure, senza fare ricorso
alla nozione di curvatura, che in uno spazio riemanniano a tre (o pit) dimensioni il sussi-
stere di due qualunque delle seguenti proprieta porta per conseguenza il sussistere della
terza: a) che per lo spazio supposto valga Uassioma ') del piano; b) che in esso valga
U assioma della libera wmobilita delle figure; ¢) che esso sia proiettivammente piano (40, 1928,
pp. 123-131). .

(1?) La denominazione anzi & stata introdotia dal WEYL stesso e proprio per gli spazi
a connessione affine: cfr. (3), ved. 17, p. 102, efr. anche 19, p. 72, ove la nozione & presentata
sotto un aspetto alquanto diverso.

(13) Ciod, perché sia proiettivamente piano il corrispondente spazio, in cui le geodetiche
sono definite dalla supposta connessione affine. Di questo linguaggio abbreviato ci varremo
spesso in seguito.
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11 sistema 7,,,, il « covariante proiettivo » della connessione I'y, & (come W)
per n qualunque invariante per le trasformazioni che conservano le geode-
tiche, ma soltanto per » =2 & un tensore.

Nel 1924 il CARTAN ha introdotto la nozione di spazi a connessione pro-
iettiva (21, p. 313, 22, p. 207) e ha esteso questi spazi la nozione di geode-
tiche; ha trovato che fra le connessioni proiettive ve ne & un tipo parti-
colare, la connessione proicttiva normale, che é individuata dalle sue geode-
tiche. Questo risultato assai notevole porta una nuova luce sugli spazi a
connessione lineare (metrica, affine, proiettiva) prodeftivamente piani: questi
vengono caratterizzati dal fatto che la connessione proiettiva normale deter-
minata da'le loro geodetiche ¢ integrabile (senza curvatura) (*'). A una propo-
sizione sostanzialmente equivalente & giunto per altra via T. Y. THoMAS (**):
questi ha mostrato come le condizioni (2.1) e (2.3) equivalgano all’annullarsi
di un unico « tensore proiettivo », tensore di curvatura di una « connessione
proiettiva » che non differisce da quella normale del CARTAN.

Lo studio degli spazi proiettivamente piani viene dunque a inquadrarsi
in quello degli spazi a connessione proiettiva: & appunto questa veduta che
ha guidato le ricerche recenti di WHITEHEAD (49), e le mie, di cui dird
nella II Parte del presente lavoro.

Ma debbo ancora ricordare alcuni risultati di EiseENHART, che restano
nel campo della geometria degli spazi a connessione affine. Si sa come gli
spazi riemanniani a curvatura costante siano caratterizzati dal fatto che in
n(n +-1)

2
primi lineari indipendenti (ved. ad es. 29, p. 238); e come un S, a curvatura
costante sia sempre realizzabile quale ipersuperficie di E, ,, euclideo (iper-
sfera, reale o immaginaria). EISENHART ha mestrato (36, 1926; o 37, 1927,
p. 121) come, fra gli spazi a connessione affine (simmetrica) I'esistenza

ETTCTR N . e s e . . ..
di ——2—’ integrali primi lineari indipendenti per le equazioni delle geo-

essi le equazioni differenziali delle geodetiche ammettono integrali

(14) Ved. 22, p. 227, ove la proposizione & enunciata per gli spazi riemanniani; ma
D’ estensione & ovvia. v !

Si pud pensare a un altro modo di caratterizzare gli spazi proiettivamente piani: im-
maginando (come & sempre lecito) realizzato un tale spazio mediante una dpersuperficie
di Sni, proiettivo, stabilire quali proprietd lo distinguono fra tutte le ipersuperficie di S,,4, -
I/ unico risultato finora raggiunto in quest’ordine d’idee si deve al FuBinI, e riguarda il
caso delle superficie (Ved. 30, 31).

(1%) Ved. 83, 1926, p. 732. (Cfr. 38, 1928, p. 166). Su questa e le altre ricerche della Scuola
Americana di Princeton circa la « projective geometry of paths », ricerche originate da lavori
di WYL (17) e di EiseNuArT ¢ VEBLEN (18) che ho gia ricordato, ved. 48, I, pp. 292.294.
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detiche caratterizzi quelli proiettivamente piani ed equiaffini (pei quali
R,;;¥ =0, ciod B,; = R,,) (fra i quali quelli riemanniani, e quindi a curva-
tura costante, sono alla loro volta caratterizzati dalla condizione ¢, R,;=0 ('°):
la loro connessione affine pud sempre subordinarsi, in relazione a un con-
veniente campo di pseudonormali, alla geometria di un ambiente affine
(n + 1)-dimensionale (36, p. 338; 37, p. 168). Di pid, data una gualunque
ipersuperficie di E,,, affine, ad essa pud sempre associarsi un campo di
pseudonormali tale che la connessione affine subordinata nella ipersuperficie
sia proiettivamente piana ed equiaffine (37, p. 170 (*")). Sembra in certo
modo attenuare 1’interesse di questa connessione la completa arbitrarvietd
della X,, che ne pud formare il supporto; ma cid & solo finché non si limita
I’ arbitrarietdh delle pseudonormali. Se invece si vuole che queste siano le
normali affini (ved. BLASCHKE, 20, 1923, pp. 105, 168); si trova che la con-
nessione affine subordinata, di significato intrinseco alla X, in En.,, € pro-
iettivamente piana, per n = 2, soltanto sulle superficie per le quali é costante
la curvatura affine media H (20. pp. 157, 160), superficie estremali del pro-
blema isoperimetrico dell’ « area affine » (ibid., p. 203); per n > 2 soltanto
sulle ipersuperficie per le quali (inoltre) le normali affini passano tutle per
un punto (ipersfere affini): nelle quali la connessione affine intrinseca é, se-
condo Berwald, non-euclidea (20, p. 172 ('%)).

Tornando ai risultati della Scuola Americana: lo studio delle connes-
sioni equiaffini proiettivamente piane & stato notevolmente approfondito da
WHITEHEAD (49). Questi ha notato che se le IIg, («, 3, 1, 3,... =0, 1, 2,..., %)
sono, in relazione alla scelta di un riferimento curvilineo u” e di un « fat-
tore » u°, un sistema di parametri della connessione proiettiva integrabile

(1) o anche, dal fatto che in essi il trasporto per equipollenza conserva la curvatura.
Si noti che quanto precede da una caratterizzazione di carattere affine degli spazi rieman-
niani a curvatura costante.

(17) Ved. anche WHITEHEAD, 49, 1931, pp. 102-103; il W. mostra che le pseudonormali’
possono assumersi uscenti tutte da un punto O di Eul, (centro), cosicché le geodetiche della
connessione subordinata in X, risultano le proiezioni su X,, da O, delle rette di un iper-
piano. Ved. anche (29).

(1*) Aggiungendo alle condizioni (2.1), (2.2) di WEYL le « condizioni di subordinazione »

R 1= GspBi'q - G"PBéq’ VG =v:Grp; V,Byp = V;Brp,

rsp

. . . 1 . . .
si ha, in ogni caso, H= —;B;":cost,; per #>2 inolire si ottiene B, ,=— — HG,, onde
R,gpy = — H(GpGry — GrpGyy). Circa il signifieato dei tensori simmetrici B,,, G, ved. 20,

pp. 104, 152, 155, 168.
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dello spazio proiettivo (%), le Iy (r, s, p, ¢, t,...=1, 2,..., ®), per le trasfor-
mazioni delle coordinate curvilinee solfanto, si comportano come i parametri
di una connessione affine, che & la pir generale connessione equiaffine pro-
iettivamente piana. La scelta del « fattore » equivale alla scelta di una iper-
superficie dello spazio proiettivo, civé, di una legge di normalizzazione delle
coordinate proicttive pei punti dello spazio, esclusi quelli che giacciono sulla
prescelta ipersuperficie. Questa & una quadrica allora e solo che si ha
WHL’,:O, la derivazione covariante (affine) essendo fatta coi parametri Ilg;
allora si ricade mnel caso delle metriche non-euclidee, o riemanniane a cur-
vatura costante, di CAYLEY (*°).

La costrozione di WHITEHEAD delle connessioni affini proiettivamente
piane nello spazio proiettivo ¢ semplice ed elegante, ma puramente analitica
e formale; nella II Parte del presente lavoro ne esporrd la genesi geome-
trica, utilizzando e in parte estendendo o precisando risultati di una mia
ricerca recente (95). Nello stesso tempo toglierd la limitazione, inessenziale,
al caso delle connessioni equiaffini: dovuta soltanto alla matura particolare
dei « riferimenti » che VEBLEN e WHITEHEAD usano nello studio delle con-
nessioni proiettive. I’ esame del caso particolare delle connessioni metriche
proiettivamente piane, oltreché a ritrovare e completare i risultati di WHI-
TEHEAD, di WEYL e di EISENHART, mi condurrd ad una assai naturale gene-
ralizzazione: a costruire cio® una connessione proiettiva subordinata o un
campo di quadriche, associate ai punti di una X, e situate negli spazi pro-
iettivi tangenti a questa; connessione che a differenza di quelle gid consi-
derate da VEBLEN e da ScHOUTEN e van DaNTZIG (*') ¢ individuata dal
campo di quadriche, e pud in certo senso riguardarsi come una connessione
metrica, in quanto la rappresentazione omografica che essa determina fra
gli spazi tangenti in punti infinitamente vicini muta 1’una nell’ altra le

(*?) Questa & la connessione per la quale, riguardando tutti gli « spazi proiettivi tan-
genti » come coincidenti con lo spazio proiettivo in parola, la rappresentazione omografica
determinata fra gli spazi tangenti in due punti infinitamente vicini si riduce all'identita.
Cfr. 22, p. 219; 23, p. 4205 85, p. 152; b5, p. 23 e (piu oltre) (23). Circa la determinazione dei
corrispondenti parametri ved. VEBLEN, 41, pp. 143 e 156-159, o 43, pp. 70-71; e il n. 4 di
questo lavoro,

(29 Ved. 49, p. 1105 cfr. il n. 5 del presente lavoro. E interessante questa osservazioue
di WHITEHEAD: condizione perch® una connessione equiaffine e proiettivamente piana sia
riemanniana & che lungo le geodetiche sia un parametro affine (37. p. 57) la lunghezza
d’ arco affine (20, pp. 810), misurata sul piano che proietta la geodetica dal centro O, in
un E, 1, ambiente (ved. (17)).

(*!) Ved. 43, 44, 52; n. 6 di questo lavoro, e nota (31).
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quadriche associate, e quindi é wun wmovimento, in relazione alle metriche dj
CAYLEY che esse definiscono (**).

II. Costruzione geometrica delle connessioni aflini
proiettivamente piane. Generalizzazione.

3. Richiami ¢ complementi sulle conuessioni proiettive. — Vengo ora a
svolgere quanto ho accennato alla fine della Parvte I.

Siano le u”(r, s, t, p, q, v, = 1, 2,..., n) coordinate curvilinee in una X,,,
le *(a, 8, v, 3, A, pt, =0, 1,..., n) coordinate proiettive dei punti negli « spazi
tangenti ». I sistemi {w#”, *| insieme costituiscono quello che io chiamo
un A-riferimento per la X, (considerata nell’aspetto proiettivo) (ved. 53, p. 6).
Generalmente perd conviene supporre che pel sistema a* il punto fonda-
mentale (100 ... 0) sia, su ciascuno spazio tangente, il « punto di contatto », e
che a un cambiamento delle coordinate curvilinee, u” = u”(u', u?, ..., "), sia
sempre collegata una trasformazione delle coordinate proiettive, w* = 67u?,
mediante le formule 6’.}:61: (mentre potrd supporsi 679 =235, e le 6%, reste-

W
ranno arbitrarie). In queste ipotesi il « riferimento » |{«™, x7} verrd detto
un B-riferimento (55, p. 8).

Insieme alle #” fa comcdo introdurre una espressione differenziale du’,
tale che per una trasformazione del riferimento vari secondo la legge
du°:d&°—|—99rdﬁ” (onde du":ﬁ?‘pdt_tﬂ), e del resto. a priori indeterminata
(35, pp. 6-7).

Cid premesso: siano I';., in relazione a un B-riferimento scelto per la X,
i parawmetri normalizzati (55, pp. 19-21) — tali cioé che I'}y = TG, =8 — di
una connessione protettiva: che determina la rappresentazione omografica

(3.1) e L

dello spazio tangente, Zp, nel punto P (u") generico della X,, sullo spazio
tangente, Xp«, nel punto infinitamente vicino P*(u” -+ du”).

Assegniamo ad arbitrio un campo oo™ d'iperpiani, t, sugli spazi proiettivi
tangenti: tali soltanto che ciascun iperpiano t non passi pel punto P cui &
associato, « punto di contatto » di Zp. Essi potranno rappresentarsi con equa-
zioni 4,x* =0, ove non ¢ restrittivo supporre A, = — 1. Analiticamente

(**) La prima idea di una simile connessione proiettiva, metrica e non affine, pud
riscontrarsi (in un semplice accenno) in un lavoro del Carran, del 1924 (21, p. 319).
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le 4, costituiscono le componenti di un campo di vettori proiettivi covarianti.
Alla supposta connessione proiettiva e a tale campo d’iperpiani (o di vettori
proiettivi) vengono subordinati (53, pp. 33-34) una comnessione affine e un
tensore affine:

(3.2) A;‘t =] F:t -+ B;At -+ 5{/13

Qs - 04, \

(5‘3) P = [ gt + aw,i _ I-Z.tAﬂ‘ — AsAt -

In particolare se A, =0, cioe se gli iperpiani del supposto campo sono as-

sunti a iperpiani ' =0 del riferimento, i parametri della connessione affine
e le componenti del tensore affine si riducono alle I'y, r;’t, rispettivamente.

Per ottenere il significato geometrico della connessione affine A;} e del
tensore affine p,, basta osservare che la omografia Q rappresentata dalle (3.1)
in uno e in un sol modo si puod scindere nel prodotto di una omografia &
fra Zp e 2px che al punto P di Xp faccia corrispondere il punto medesino,
pensato in Zp«, e wmuti U iperpiano © (associato a P) di Xp mnell’ iperpiano *
(associato a P*) di Xp« per una omologia speciale, 11, di Yp+ in sé, di centro P*;
se il riferimento & scelto in modo da rendere 4, = 0, introdotte le coordinate

. x” .
non omogenee X" = -2 & e II vengono rappresentate dalle equazioni

(3.4) X*r = X" — AgX*dut — du”,
(3.5) Xbr o XT
1—p X *sdut

Ora: la & pud riguardarsi come una rappresentazione affine di Lp su X p«
assumendo t e t*, su questi spazi, come éperpiani émpropri; essa & precisa-
mente lo rappresentazione affine che viene determinata fra Zp e Zpx dalla
connessione affine Ag. L’ omologia speciale (3.5) ha come iperpiano d’ omologia
I’iperpiano d’equazione
(3.6) : P X dut = 0.

Quanto precede ci da, per la connessione Ag e pel tensore p,, le inter-
pretazioni geometriche richieste.

4. Costruzione geometrica delle conmessioni affini proiettivamente piane.
Caso delle c¢onnessioni equiaffini. — Se in particolare la connessione pro-
iettiva I'z, & proiettivamente piana, lo & naturalmente anche la connessione
affine Ay, che ha sempre (qualunque sia il campo d iperpiani 4,x* = 0) le
stesse geodetiche. Anzi: le connessioni affini che in questo modo vengono as-
sociate a una connessione proiettiva, proiettivamente piana, sono {uile e sole
le connessioni affini proiettivamente piane, aventi come {fensore di torsione
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quello della connessione proiettiva I, supposta (S;g’:;(l'{t 1) ved. 47,
p. B8 e 55, p. 27). In particolare le Ay sono tutte e sole le connessioni affini

proieftivamente piane simmetriche (cioe, senza forsione) se Tl & (ved. ('*) la
connessione proiettiva integrabile dello spazio proiettivo S,: ciod, se lo « spo-
stamento proiettivo in Xp » (55, p. 13), rappresentato dalle (3.1), in relazione
a una convenienle scelta dell’ A-riferimento, si riduce all identiti (*%).

Ne segue subito che la pivv generale connessione affine proiettivainente
piana senza torsione in S, si oftiene associando con legge arbitraria (univoca)
ai punti P di S, degli iperpiani © non passanti per essi; e determinando, in
relazione alla connessione proictliva integrabile di S,, la connessione affine
subordinata a questo campo d iperpiani. Geometricamente, questa connessione
affine associa « ciascun punto P e a ciascun elemento lineare PP* uscente da
esso una rappresentazione omografica di S, in sé che muta © in t*: la quale
¢ semplicemente I’ omologia speciale di S, che ha P come centro e che mula t
in T

Per la determinazione analitica di queste connessioni affini, stabilito
in §,, un sistema di coordinate proiettive y* e un sistema di coordinate cur-
vilinee u”, cominciamo dal prendere in considerazione il caso particolare in
cui gli iperpiani del supposto campo oo™ siano gli iperpiani polari dei punti
di S, rispetto ad un’ ipersuperficie

(41) f(y°7 ?/i, " yﬂ) =0.

Senza restrizione potremo supporre che f* sia omogenea di grado 2 rispetto
alle y*; e potremo assumere a coordinate, nel sistema y» degli iperpiani as-

f

sociati ai singoli punti di S, le —-, omogenee di grado zero. Normalizziamo
ks

le coordinate y* in S,, mediante la condizione

(4'2) LY o' yn) *=c¢,

(23) Cfr. 85, p. 23: ove quanto & detto a proposito della connessione dello spazio pro-
icttivo va dunque rettificato con 1'aggiunta delle parole: «in relazione a una conveniente
scelta dell’ 4-riferimento » (righe 2!-22). Va tenuto presente che la nozione di « spostamento
proiettivo in Zp » (85, p. 13) non ha un significato indipendente dal riferimento: per questo
anche cid che a p. 16 & detto a proposito del fensore di deviazione acquisterebbe un aspetto
pilt espressivo facendo intervenire la rappresentazione proiettiva di Zp su Zp+ (« traslazione
proiettiva ») anziché lo « spostamento proiettivo in Zp »: il che del resto riesce ovvio.

Cfr. anche Goras, 42, p. 340, o 45, pp. 146 e scg., ove si fa ricorso alla interpretazione

(n + 1)-dimensionale delle I‘é‘r. (Ved. 55, p. 14 e cfr. 49, p. 102).
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(ove ¢ & una costante arbitrariamente assegnata, purché ==0); il che ha
per effetto di escludere dalle nostre considerazioni i punti dell’ ipersu-

perficie (4.1) (**). Allora, indicate con y% le coordinate proiettive di un qua-
lunque punto P, di §, (funzioni delle sue coordinate curvilinee "), e posto

(4.3) Y=

Y;‘By?Y = 55,
si ha Y;Ozé (gj), e introdotto, in relazione al punto y% di S, , un rife-
c 0

rimento proiettivo locale x* che ha come punti fondamentali %% stesso e i
punti %, (nei quali le tangenti in (y”y) alle % linee coordinate #” che ne
escono incontrano 1'iperpiano polare del punto y”y rispetto alla (4.1)) col porre
le coordinate di un qualunque punto y* di S, sotto la forma y*» = afy?;, tro-
viamo subito che i parametri normalizzati della connessione proiettiva inte-
grabile di S,, in relazione al riferimento { #”, *} sono:

ey,

cus

(44:) PEO e FgB — 5;; F:S = YY“;

onde seguono le relazioni, di ovvio significato geometrico,

o%y? oy, 0 e
(4.5) 0 — I% Fra -+ ngy-o (*?).

ouous

Le I‘is, I‘Bs sono anche i parametri della connessione affine proiettiva-
mente piana e le componenti del tensore affine subordinati al campo asse-
gnato d’iperpiani, o se si vuole, allu ipersuperficie (4.1). B evidente che il
tensore Iy, & simmetrico: il che porta per conseguenza (*°) che la connes-

. t . .
sione I',; & equiaffine.

(*4) Ved. WHITEHEAD, 49, p. 99. Questa ipersuperficie, che dal W. vien detta « missing
(n — 1)-space », in certo modo tiene il luogo, per una qualunque connessione proiettivamente
piana equiaffine, dell’ assoluto della metrica di CayLEY, cui in effetto si riduce guando la

connessione F:t & metrica (n. B). Sarebbe interessante vedere fino a qual punto, quando la

connessione considerata mon € mefrica nell’ordinario significato della parola, si spinge
I’ analogia.

(2%) Cfr. VEBLEN, 41, pp. 143, 155-159; 43, pp. 70-71; WHITEHEAD, 49, p. 94, 50, p. 348.
VEBLEN chiama le (4.5) « equazioni differenziali della geometria proiettiva ».

t

0, i i , ;
vs © I'ygt esprimenti che la connessione

(26) in forza di relazioni che sussistono fra le T

FgY ¢ a curvatura nulla, o che il sistema (4.5) & illimitatamente integrabile. Infatti si ha in

particolare, indicando con Réij;q il tensore di curvatura della connessione affine I‘;t,
0 0
(4"‘) Rstq 9= (” +- 1)(Pst - Fts)'

Annali di Matematica, Serie 1V, Tomo XI. 16
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Passiamo al caso generale, il cui il campo d’iperpiani, £,y* =0, ¢ qua-
lunque. Si potranno anche ora supporre le &, omogenee di grado zero
nelle y». Conviene riferirsi ancora ai sistemi proiettivi locali x* determinati,
nel modo indicato poco sopra, dall’assegnazione di una ipersuperficie (4.1),
ciog, dalla condizione di normalizzazione (4.2). Nei sistemi x> gli iperpiani
del campo E,y* =0 son ‘dati da equazioni A,x* =0, ove, senza restrizione,
possiamo intendere che sia

B
(4.6) Ay=—1, A,=—
5{14\.{0

Le (3.2), (3.3) danno allora, corrispondentemente, la connessione affine Ay e
il tensore affine p,, subordinati a quegli iperpiani. Mediante le (4.6) & age-
vole verificare che solfanfo nel caso (gia mnotato) in cui le & sono eguali (o
proporzionali) alle derivate di una stessa funzione f rispetto alle y» — cioé:
gli iperpiani del campo sono polari dei punti dello spazio rispetto a una
ipersuperficie — 4l fensore ps € simmetrico, e corrispondentemente, la connes-
sione Ag & equiaffine (*7).

Con quanto precede & ottenuta, sia per via geometrica che per via ana-
litica, la costruzione della pin generale connessione atfine sinunetrica proiet-
tivamente piana. Per quanto rignarda le connessioni asimmetriche, si potrebbe
procedere in modo analogo, partendo dall’ osservazione che, se I'j, & una con-
nessione proiettiva senza torsione, le

(47) T, = T8, + 033037 Sii " — 83.S5"4,),

(4, essendo al solito un vettore proiettivo covariante soggetto alla sola con-
dizione 4, = — 1), sono parametri di una connessione proiettiva avente le
stesse geodetiche di T'G, e il fensore di torsione Sg'. Ma & piu semplice la co-
struzione diretta delle connessioni affini proiettivamente piane asimmetriche

da quelle simmetriche (I'y; = 'y + Si”).

5. Connessioni metriche proiettivamente piane. — Torniamo alla consi-
derazione delle connessioni proiettivamente piane equiaffini subordinate al-
I’ assegnazione in S, di una ipersuperficie (4.1).

Possiamo sempre porre

(5.1) [F°5 ¥ s Y = gy,

(27) Questo & l'unico caso trattato da WHI1TEHEAD (cfr. parte I, fine, ved. 49, pp. 97 e seg).

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1



E. BorroLorri: Spazi protettivamente piani 123

ove
_1 @ o of o*f .
(5.2) Qo = 9 pyaoyt = oy ayP ! dyroye”’

in particolare la (4.1) é una quadrica allora (soltanto) che le a,z (omogenee
di grado zero nelle y*) siano costanti, cioé quando si abbia

(5.3) 2 4,,=0 (@, B, v=0, 1,..., n).
oyY

Rispetto ai singoli riferimenti locali x* la quadrica sard rappresentata da

equazioni della forma

(5.4) et =0
ove

- - 3

(5.3) Cup = A5y 2Y'e;

pel riferimento locale associato a un punto P, I’iperpiano fondamentale op-
posto a P, deve essere l’iperpiano polare di P, rispetto alla quadrica: in
conseguenza di questo e delle (4.2), (4.4), (5.5) si ha

(5.6) Coo==Cy Cpy=0Cypr =0, €py—=— e = — cpys.

Le (.3}, (3.6) portano — tenuto presente che ¢,z & un fensore relativo di classe 2
(53, pp. 11, 36) pei cambiamenti della normalizzazione, (4.2) — che

(5.7) V:caﬁ = O} VrCst = O’

* . . . . 3 . - 3 . .
ove con v, y, indichiamo la derivazione covariante proieftiva di parametri
TZ, e la derivazione covariante affine di parametri I'y. Ovviamente ne segue,
purché risulti | ¢ |30, che le I'y sono ¢ simboli di Christoffel (di seconda
specie) relativi a cps:

t rs
(5.8) r,,:§ : % .
¢

I1 significato dell’ipotesi |c¢,,|3=0 appare ovvio se si osserva che
¢,sx"x* =0 &, in ciascun punto di S,, I’equazione locale del cono circoscritto
da quel punto alla quadrica (4.1).

Dunque: se la ipersuperficie (4.1) é una quadrica, non specializzata o,
langenzialimente, al pin una volta specializzata, la corrispondente connessione
affine proiettivamente piana ¢ una connessione riemanniana. Scrivendo che il
tensore di curvatura, L;s;° (85, p. 24), della connessione proiettiva I'z, & nullo
ricaviamo immediatamente che quella connessione riemanniana & @ curvatura
costante K::j; precisamente, essa & la connessione riemanniana data dalla

metrica di CAYLEY che ha la quadrica (4.1) come assoluto. (Cfr. 49, p. 108).
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Il caso K=0 pud intendersi incluso, e corrispondente al valore oc del
parametro ¢: pel quale la quadrica (5.4) come luogo si riduce all’iperpiano
doppio (x°)* =0, e come ¢mwiluppo & una volta specializzata. Allora perd la
condizione di normalizzazione (4.2) non ha significato che con opportuna con-
venzione circa la forma in cui & scritto il primo membro (**).

Da quanto si & visto al n. prec. possiamo dedurre questa costruzione
geomelrica della rappresentazione congruente fra gli spazi tangenti in due
punti P, P* infinitamente vicini di una varietts riemanniana o curvatura co-
stante, determinata dal frasporto per equipollenza di Levi-Civita: riguardando,
al modo di CAYLEY, la varietd come uno spazio proiettivo, S, , in cui ¢ data
una quadrica, @, quella rappresentazione é I omologia speciale di S, in sé
che ha P come centro e che muta Uiperpiano polare di P (rispetto a Q) nel-
Uiperpiano polare di P*. L’iperpiano d’omologia ¢ ortogonale, nella metrica
di CAYLEY, alla direzione PP*

Cerchiamo ora, inversamente, le condizioni perché una connessione af-
fine proiettivamente piana assegnata (senza torsione) sia metrica. Ritroveremo
(cfr. WEYL, 17) che essa per n >3 & necessariamente subordinata a unu
guadrica di S,, e coincide con la connessione definita dalla corrispondente
metrica di CAYLEY; per » = 2 abbiamo invece delle condizioni differenziali
che ammettono infinite altre soluzioni oltre a quella rappresentata dalla me-
trica di CAYLEY.

Le condizioni perch® una conmnessione affine generale sia metrica si ot-
tengono con opportuna estensione del procedimento col quale EISENHART e
VEBLEN hanno stabilito (18) le condizioni perch¢ una connessione affine
simmelrica sia riemanniana. Si trova che:

Condizione necessaria e sufficiente perché una connessione affine T'sy (per
la quale y, ¢ il simbolo di derivazione covariante, R,‘.;,',q il tensore di cur-
vatura) sia metrica, cioé, esistano un tensore simmelrico covariante c.s e un
vettore covariante Q. tali che si abbia

(0‘8) V1cst == - Qrcst
¢ che esista un intero N tale che le equazioni E , E,...., Ex, lineari nelle crs

(**) Quando la quadrica (4.1) non é specializzata e ¢ ha un valore finito, I’equazione
della quadrica pud sempre scriversi nella forma
(65-p) f=cg2+4 W=,
ove g==0 & I’equazione di un iperpiano e ¥ =0 quella del cono circoscritto alla quadrica
dal polo dell’iperpiano. Se la quadrica si riduce, come luogo, a un iperpiano doppio, la g=0
diviene 1I'’equazione di questo iperpiano; d’altra parte la condizione di normalizzazione allora
diviene g2 —1.
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— le E,, E, (h=2, 3,..) essendo

2 ...
B)  eqRisy + o B = oy Riii’
(5.9)

Lt Lot 2 oot
E,) CepVo,_, o+ Vo, Rrisqg + CtgVu,_, + Vv.Rrsp = 2 CpaVo,_ - Vo, Bt

— stano algebricamente compatibili, e le loro soluzioni soddisfino alle Ex,q.
Se le condizioni ora dette sono soddisfatte, il vetfore fondamentale Q. si ha
in termini finiti, a meno d’un gradiente additivo (ved. 37, p. 9) dalle equazioni

(5.10) o0 2 Rt

tu¥ gur
il tensore fondamentale c.s si ricava dalle (5.8) per integrazione, assunti valori
iniziali ¢); che soddisfino (per u” = uj) alle E,, E,,..., Ey.
Cib premesso: siano le I‘E‘Y‘ parametri della connessione proiettiva inte-
grabile di S, e quindi le Iy, per le trasformazioni sulle sole ur, siano i pa-
rametri di una (qualunque) connessione affine proiettivamente piana simme-

trica. Supponiamo dunque che questa sia una connessione melrica, e ¢,,, @,
ne siano il tensore e il vettore fondamentali. In conseguenza delle E, ot-

teniamo

(6.11) (1" — 4)(Tgs — Tag) = 0;
se n > 2 se ne deduce

(5.12) Iy, =T%, onde Ry;?=0.

Cosicche la connessione I'y & equiaffine, ed essendo metrica, essa & euclidea,
e non & restrittive supporre per essa

(5.13) Q,=0, v,c=0.

Per n =2 la precedente deduzione non vale. Ad ogni modo (per » qualunque)
quando sussistano le (D.12), sempre in conseguenza delle E, abbiamo anche,
tenute presenti le (5.13),

(5.14) [y = —Dey,, ove = — | c""Ih;

e infine

(5.15) Riip' = (e, 88 — ¢,,00);

il che porta, se n > 2 pel teorema di ScHUR (9), se n=2 in forza delle (2.2),
che danno

(5.16) vl —vily =0,

che la connessione I'y; & riemanniana e di curvatura costante K — @.
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D’altra parte sappiamo (n. prec.) che la connessione I'y, proiettivamente
piana, pud subordinarsi a wuna ipersuperficie (4.1) di S,: se poniamo (sup-

. . . . . 1
posto ® ==0), in relazione alla normalizzazione (4.2), ove si intenda ¢ =

¢’
5.17 = =0, gy
(6.17) Cro = Cypr by Coo == g

e rignardiamo, come & lecito, ¢, quale un fensore relativo di classe 2 pei cam-
biamenti della normalizzazione, abbiamo per le (5.13), (5.14)

(5.18) vl Peg) = 0;

ma per le (5.13), (5.14); (4.2), (4.4) si ha

5 S S R )
(0.19) 015—26yTay8 Y-2Y-g,

dunque per le a,g, corrispondentemente definite dalle (5.2), valgono le (5.3),
ciod la ipersuperficie (4.1) & una quadrica, e la melrica di parametri Uy é quella
di Cayley che essa determina. 11 caso ® =0 di luogo al caso degenere, della
metrica euclidea.

Se n =2 perd il caso ora contemplato non ¢ quello pit generale. Infatti
per # = 2 si ha, generalmente, al Iuogo delle (5.14) soltanto

.. 1 50 1
(5.20) 5 (Tag + T} = — Doy, Toy=— Do, + Qs
ove

3 1, Qg __ 00y,
(5.21) O=K—50"gQi, Qs =757 — o

sostituendo nelle (5.17), indi moltiplicando per ¢”* e sommando, abbiamo per
le @, le seguenti due condizioni differenziali del 2° ordine:

oK 1

- 1,
(5.22) o KQ, — 5Py Qg — ¢y Qs =0.

Ora: a queste si soddisfa certo ponendo @, =0, K = cost.; ma esistono
anche infinite altre soluzioni. (Cfr. WEYL, 17, 1921, p. 112).

Ci siamo limitati finora a prendere in considerazione le connessioni me-
triche, proiettivamente piane, siminefriche. E assai pitt complessa la ricerca
delle connessioni proiettivamente piane fra quelle metriche, o euclidee, asim-
melriche. B vero che una tale connessione ¢ proiettivamente piana quando lo sia
la connessione stmmetrica associata (47, p. 62): ma quest’ ultima, di parametri

st

(5.23) By = cq—é(aﬁ@, 423105 -~ €"PC5, Qp) — ¢"P(Spis + Spi)-

ove Spe, = Spifey, (cfr. 24, pp. 73, 74), dipende anche dal lemsore di torsione
Syi' della supposta connessione metrica I'y; le condizioni (2.1), (2.2) di WEYL
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sono allora condizioni differenziali pei tre tensori ¢,;, Q,, Hypr =S, 54 + Srgp,
Pultimo dei quali & sinunetrico rispetto a p, q e gode della proprietd ciclica
Hpqe -+ Horp +-Hypq = 0. Resta invece del tutto arbitrario il tensore emisinm-

metrico Lpr :; (Spar + Sqrp + Sipg); il quale insieme ad H,,, e a c,, deter-

par

mina il tensore di torsione:

or ” 1
(5-24) Spq =" [Lmt + 3 (thp T Htpa) :

6. Connessioni proiettive subordinate a un campo di quadriche. — Al
n. prec. abbiamo, in sostanza, ricondofto la subordinazione della geometria
riemanniana a curvatura costante a quella proiettiva mediante 1’ assegnazione
di una quadrica, alla subordinazione della corrispondente connessione rie-
manniana alla connessione proiettiva integrabile dello spazio proiettivo, in
relazione a una quadrica (o al campo degli iperpiani polari dei punti dello
spazio rispetto ad essa). Softo questa forma risulta possibile una estensione
alle geowmelrie riemanniane qualunque in wna X,. Si assegni un campo di
quadriche wegli spasi proiettivi tangenti alle X,, non passanti pei punti di
contatto (*°); su ciascuno di quegli spazi viene cosl determinata una metrica
di CAYLEY. Questa nell’intorno del 1° ordine del punto di contatto P si
identifica con una metrica euclidea (*°), avente per assoluto !’ intersezione
della corrispondente quadrica con l’iperpiano polare di P rispetto ad essa:
il quale funge da iperpiano improprio di questa metrica. Tali metriche locali
nell’intera X, costituiscono una wmetrica riemanniana, anzi, per I’ arbitrarietd
del supposto campo di quadriche, una qualunque metrica riemanniana per
la X, . Ebbene, questa metrica (o la corrispondente connessione riemanniana)
¢ subordinata (in relazione al campo degli iperpiani polari dei punti della X,,
rispetto alle quadriche associate) a una ben determinata connessione pro-
iettiva simmetrica, di cui ora indicheremo la costruzione.

Sia (cfr. VEBLEN, 43, p- 63)

(6.1) Gprract =0

(2°) Se invece si ammette che le quadriche del campo considerato possano anche pas-
sare pei punti della Xn cui somo associate, la trattazione va condotta in modo sostanzial-
mente diverso, e anche i risultati sono differenti. Per questo caso pit gemerale la teoria
degli invarianti differenziali del campo di quadriche potrebbe costruirsi come estensione
della teoria delle proprieta di uno spazio riemanniano, invarianti per trasformazioni conformi
della metrica. (Ved. WEYL, SCHOUTEN, VEBLEN, J. M. THomas, T. Y. THoMmas, 17, 23, 25,
26, 27, 28, 85, 39, 54: cfr. 53, p. 405). Ma su questo non posso dilungarmi nel presente lavoro.

(3°) quella che KLEIN chiama « die beriithrende spezielle Massbestimmung » (nel punto P,
alla metrica di CAYLEY considerata). (Ved. 7, in « Ges, Math. Werke », I, 1. Aufsatz, p. 296).
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I’ equazione (puntuale), in relazione al sistema coordinato proiettivo locale x*
della quadrica generica del supposto campo. Intenderemo la (6.1) non spe-
cializzata, o specializzata langenzialmente una volia (cfr. n. prec.). Siccome
supponiamo che la quadrica mon passi pel punto di contatto, x* = 2§ . dello
spazio proiettivo tangente cui appartiene, dev’essere G,, 3= 0; posto

(6.2) Yag =€ (ér“ﬁ , onde 7y, =c¢ (c = cost. arbitr. =0

00

Y.,z © un tensore proiettivo covariante (simmetrico), deferminato dal supposto
campo di quadriche (e dal valore del parametro c), e che, reciprocamente, lo
determina. Se poniamo

- 2 a _ Goy
(6‘5) CD’Z :___YC_O — v — G:: y Yap= T'Z[S_cq)aq)(;' ((I)o = 1; 10 =901:O)

c

gli iperpiani ®,x* = 0 sono gli iperpiani polari dei punti della X, rispetto
alle quadriche del campo: e g,, ¢ un fensore affine, che a meno d’un fattore
costante & il tensore fondamentale della metrica riemanniana che il campo
di quadriche determina (come abbiamo accennato) sulla X, (ved. 43, p. 73).
Ponendo quel fattore costante =1, noi facciamo di ciascuna quadrica (6.1),
associata al punto P, nella metrica euclidea locale che essa stessa determina
nell’intorno del 1° ordine di P, una dpersfera di raggio V — ¢ e dello spazio

. . . . . 1
tangente in P uno spazio riemanniano di curvalura costante K =3

Cid premesso: ci si pudo proporre di costruire una connessione proietttva
per la X,,, tale che 1°) abbia le medesime geodetiche della wmetrica rieman-
niana che ha come tensore fondamentale grs; 2°) dia luogo a una rappreseu-
tazione omografica fra gli spazi Zp, Zpx, tangenti in punti infinilamente vi-
cini P, P*, nella quale le quadriche rispettivamente associate a P e a P* si
corrispordano. Analiticamente cid si esprime cosi: i parametri normalizzati
A%, della connessione in parola debbono soddisfare alle condiziori,

(6.4) =4 o ST
9
(6.5) VZYlp. =X Ylpq

. * . . . PR .
ove le derivate y, s’intendono calcolate coi parametri Af,, e i sistemi ¢,., ¥,

Sst” (quest’ultimo emisimmetrico rispetto ad s, ) non sono soggetti ad altre
condizioni che alle (6.4), (6.5) medesime.

Ebbene: queste condizioni sono sufficienti a delerminare siw le Ag, che

le 4r, Yu, Sst’, purché venga assegnato (ad arbitrio) il tensore emisimmetrico

1
(66) Lr,gt = 3 (Srst -1- Sstr —+ Strs) (Srst - Srspgm)
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Infatti dalle (6.4), (6.5) ricaviamo:

16.7) Ll),. = (I),., Sow = — 2(1)1,
(6.8) Sist = L, g7 (cioé H,y= Stsr + Strs = 0),
| An= T s, 3, S
(6.9) H 7
0 P,

st
‘“t_("u"_(zlzg,,_'_‘?t) _(D(I)—ﬁ cYst-

In particolare, possiamo porre
(6.10) L,y=0; onde 8;;'=0;

corrispondentemente le (6.9) danno i parametri di una connessione proiettiva

siminetrica che & individuata dal supposto campo di quadriche (perché sia O

‘ Gy { st 1 __
che gc"’:(%' ed ) % non dipendouno dal valore attribuito al parametro c), e
700 o

soddisfa alle due condizioni detfe sopra: ad essa & subordinata, in relazione al
campo di iperpiani ®,x* =0, la connessione riemanniana definita da g, (*').

Possiamo sempre assumere, sui singoli spazi proiettivi tangenti alla X,
gli iperpiani ®,r* =0, polari dei punti della X, rispetto alle quadriche ad

(34) Cfr. VEBLEN, 43 ¢ 44, Il sistema I‘g , che VEBLEN costruisce a partire da yag (per

¢=1) con la stessa formula che applicata a un tensore affine g,, da i relativi simboli di
2% specie di CHRISTOFFEL (form. (4.2), 43, p. 66) ha la stessa legge di trasformazione dei
parametri di una counnessione proiettiva; pero, I‘go non risultando eguale (né proporzionale)
a ag, tale sistema I‘g da luogo a una rappresentazione omografica fra gli spazi tangenti in

punti infinitamente vicini che non dipende soltanto dal supposto campo di quadriche,
ma anche dalla espressione di du® (n. 3). Cid non & (cfr. 43, pp. 74-76) pel sistema

E‘Y :PBY — (["é‘o— 5E)¢Y’ cui perd corrisponde una connessione proiettiva soddisfacente alla
seconda delle condizioni sopra enunciate e non alla prima. I parametri Aé‘Y della nostra con-

nessione (ove s'intenda ¢=1) sono legati alle I‘gT o alle Vgr dalle formule
b Q. s
AZ _I‘BT (0 — TP + (a; - P;‘O)cbg + a;aYSstP(alg - 24y + 2 (3 Yogsp_YBT)
Vi, 42580 SR (g — 85®y) + (] — yrar) g + 55 (50, — ¥p,)

1@, 5@
(ove P20 =000 =0, Py, = Q(Zué gu’))

Anche ScHOUTEN e VAN Dantzic (52, 1931) hanno costruito una connessione proieftiva

. che, in relazione a un assegnato campo di quadriche, soddisfa alla condizione 1); ma di-

pende anche da un tensore emisimmetrico Frs, che non viene determinato dal campo di qua-
driche; essa inoltre ha una deviazione non nulla (ved. 55, p. 16).
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essi associate, come iperpiani fondamentali x' = 0; allora si ha ®.=0 e
le (6.9) prendono la forma semplicissima

r J oot 1
(6.11) Ast = %jt :’/+ sz . Agf _ — cht'

Per ¢ — o i precedenti risultati conservano significato soltanto se si

. G, o qs .
suppone che, corrispondentemente, le . G"’ divengano nulle, le g,s si man-
00 00

tengano finite, e 'g,, ==0; allora le quadriche (6.1) divengono specializzate,
e la connessione proiettiva A;Y si identifica con la connessione euclidea Ay .
In particolare, quando sia S,'.;t =0 e la curvatura della metrica rieman-
niana definita da g, sia costante, ritroviamo le (3.8) ¢ (2.6} del n. 5.
Geometricamente la connessione proiettiva A ha questo significato: la
rappresentazione omografica di Zp su Zps che essa determina & il prodotto
di un movimento (in relazione alle metriche di CAYLEY di ¥p e M.« che
porta Xp in Zp«, e P nel punto medesimo pensato in Xp«, per una omologia
speciale di Zps in sé: il mociwento & quello determinato dalla connessione eu-

clidea di parametri Z:% + 8", 0 in particolare, se 8;F =0, & quello deter-
g

minato dal parallelismo i Levi-Civita velativo « u.; 1 omologia speciale
ha P* come centro e l'iperpiano di Xp. perpendicolare alla direzione P*P
(nella metrica definita da g,,) come iperpiano d’omologia. Naturalmente (uesta
omologia porta la quadrica corrispondente, nel movimento, a quella associata
a P nella quadrica associata a P*
Si presentano svariati problemi interessanti.
1°) Anzitutto: come la connessione [ (inteso d’ora in poi che val-
gano le (6.10)) & individuata dal campo di quadriche, lo individua essa a sua
volta? Evidentemente due metriche riemanniane g,,. E/rs che siano subordinate
alla stessa connessione proiettiva A%, debbono avere le stesse geodetiche: deve
dunque esistere un sistema g, tale che si abbia

Yy t 1 o ~r
(6.12) %z = (j. y+ Os ¥ + Gt s,

(6.13) D, =D, —
ma le (6.9) danno (indicando con ¢ il valore del parametro ¢ che corrisponde

a érs) 1 ¢
S 00,
{614) ‘E—gst - cgst +% P %{/C'Pp + PPy — A

out’
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Quali condizioni di compatibilita fra le (6.12) e (6.14) otteniamo:

29, e
(6.15) B =0, piyle, — 2y o + VPr by + ViR 0l) +

oul o

1
+ P (2059 + GriPs + Gar®e) + 40r0,9, =0,

ove Vi’« & il simbolo della derivazione covariante che ¢ determinata dal ten-

sore grs; d’altra parte le @, e 9% Jeterminano, secondo le (6.3), (6.2), le g—“,
c 00

ciod il campo di quadriche. Dunque: tutti e soli ¢ campi di quadriche corri-
spondenti alla stessa conmessione proiettiva si hanno dalle (6.13), (6.14) po-
nendovi per le ¢, una qualungue soluzione (eventuale) del sistema (6.15).

20) B senz altro evidente che le connessioni proiettive determinate,
secondo le (6.9), da un campo di quadriche sono di natura particolare; come
mostrano ovviamente le (6.4), (6.3). Dalle (6.4) si possono eliminare le ¢,,
con un procedimento noto; si ottiene che il tensore VV,‘.S'I','I di WEYL e il ten-
sore Vg (form. (2.1), (2.2)) (oppure ﬂ/','gi,q e il covariante proiettivo di VEBLEN

e J. M. THomas: form. (2.3)) debbono essere eguali per gsltfg e per Ay ; queste

relazioni insieme alle (6.5) costituiscono un sistema differenziale per le y,.
"Serivendo le condizioni di compatibilita per questo sistema, certo in generale
non identicamente soddisfatte, si hanno le condizioni perché la supposta con-
nessione proiettiva AEY sia in effelto una connessione metrica proietliva; cosi
chiamando per brevitdh una connessione proiettiva costruita mediante le (6.9)
a partire da un campo di quadriche.

3°) La connessione Aj, pud essere proiettivamente piana? Questo av-
verra se lo é la connessione riemanniana definita da g., e allora soltanio.
Ma allora quest’ultima connessione & a curvatura costante, e la metrica &
“una metrica di CAYLEY. La connessione A, si riduce alla connessione inte-
grabile dello spazio proiettivo S,, col quale la X, viene a identificarsi; le
quadriche associate ai punti della X,,, si identificano con un’unica quadrica
di S,, I’assoluto della metrica. Cosicche esiste una scelta dei riferimenti pro-
tettivi sugli spazi tangenti alla X,, per la quale i coefficienti dell’ equazione
(6.1) della quadrica generica del campo o™ si riducono a delle costanti. Anzi:
& condizione necessaria e sufficiente, perché la connessione Ag, sia proiettiva-
mente piana, che possa farsi una tale scelta dell’ A-riferimento (**).

(32) Analiticamente cido si esprime annullando il « tensore di curvatura » della connes-
sione I‘EY di VEBLEN, e inoltre, anche il tensore affine @, (ved. nota (3!)): per quest’ultimo
perd basta supporre che esso si annulli in un punto iniziale.
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4°) Nel caso ora detto la connessione proiettiva AZ &, in pafticolare,
una connessione affine: cid avviene pure, naturalmente, nel caso (¢ — oc) da
cui le quadriche (6.1) siano, tangenzialmente, una volta specializzate. Pud in
altri casi avvenire che A, sia una connessione affine?

Le condizioni perché una connessione proiettiva sia affine sono indicate
in generale nel mio lavoro 55, pp. 34-35 (*)); ma qui & pil semplice pro-
cedere direttamente. Abbiamo subito che la connessione AZ, & affine allora
e solo che il sistema differenziale

. 1
(6.16) ngs =¢Usp + Ahp

ammette soluzioni. Le condizioni d’integrabilita delle (6.16) danno (indicando

con Rgz;t'];t il tensore di curvatura della metrica riemanniana definita da g,
> 1
(6.17) 4,) Rgpqst - (gnsag - 9035;1)])% =0.

Di qui per derivazione ed eliminazione, mediante le (6.16), delle derivate
delle A; abbiamo

1
(6.18) A) VRGN A L Rlygon— 5 pafiaw — Fosllpe) = 05

proseguendo nelle derivazioni e successive eliminazioni otteniamo una suc-
cessione di equazioni A,, 4,,.., 4,,..; lo connessione sara affine se esiste
un intero N lale che le equazioni A,, A,,..., Ax nelle L. siano algebricamente
compatibili, e le loro soluzioni soddisfino alle Ax,:. La condizione & certo

soddisfatta se la metrica g,, & a curvatura costante t (e allora in effetto, e

soltanto allora, la curvatura della connessione proiettiva A’ risulta nulla);
questo ci da la soluzione gia nota e si vede bene che (per ¢ finito) soltanto
sotto altre ipotesi particolari circa la supposta metrica potranno esservene altre.
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Quelques nouveaux problémes sur les fonctions harmoniques.

par M. NicorLas CroraNesco (Bucarest).

1. Considérons un domaine Q, de frontiere I, la surface I ayant en
chaque point une normale bien déterminée. Une fonction U(M), harmonique
dans le domaine @ t X, est complétement déterminée dans Q par la connais-
sance de ses valeurs sur la frontiétre X du domaine. ’est le principe de
DiricHLET. Lorsque, en outre de la condition précédente, on suppose que la
surface T a en chague point ses deux courbures principales finies, on sait
qu’il existe un potentiel de double couche qui fournit la solution du probléme
de DIRICHLET pour le domaine Q et la distribution des valeurs données sur .
La densité de cette double couche vérifie une équation intégrale de FREDHOLM.

Généralement. la plupart des problémes aux limites gu’ on rencontre dans
Ia physique mathématique et qui ont pour objet la détermination d’une cer-
taine fonction harmonique U(M), sont de la forme: '
dU

() alP)- U(P)+UP) - ({y,

)I—’: f(P) (P point de X).

A cause de la linéarité de cette coudition initiale, par rapport aux va.
leurs de U et de sa dérivée normale sur X, ces problémes aux limites sont
réductibles & des équations intégrales du type de FREDHOLM.

Je me suis proposé de voir s8’il n’y a pas des conditions initiales, en un
certain sens plus générales que les conditions (1), susceptibles aussi de dé-
terminer une fonction harmonique dans @, d’une maniére univoque ou avec
un degré d’indétermination bien délimité.

Pour mieux éclairer I'idée qui m’a guidé, 1’ analogie avec les conditions
initiales susceptibles de déterminer une solution d’une équation différentielle
linéaire ordinaire, n’est peut-étre pas dépourvue d’intéret.

Considérons, pour fixer les idées, I’ équation du second ordre:

“U — A(x)U + B(a).

(2) i

Les conditions initiales

6 Ula)=c,; Ub)=c¢,

déterminent d’une maniére univoque U(x) dans I’intervalle (a, b). I’ intervalle
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ouvert (a, b) jone le role du domaine Q, ses extrémités a et b celui de 2. A
ce point de vu les conditions initiales (3) sont 1'analogue du probléme de
DIRICHLET (pour une équation du type elliptique qu'il n'est pas besoin
d’ écrire).

Mais ces conditions bi-locales (3) ou & la frontidre, peuvent apparaitre
comme des cas particuliers de certaines conditions globales, c. a. d. de con-
ditions qui intéressent les valeurs de U'(x) dans tout l'intervalle (a, b) et non
seulement & ses extrémités. Il suaffit pour cela de poser les conditions
suivantes:

b b
(4) [Utsydais) = ¢,;  [U(s)dBls) = ¢,

@ 3
a(s) et 3(s) étant deux fonctions A variations bornées dans (a, b). Les con-
ditions initiales (3) sont bien des cas particuliers des conditions (4), qui sont
susceptibles (!), elles, aussi, de déterminer d’une maniére univoque une so-
lution de 1’ équation (2).

Nous cherchons pour les fouctions harmoniques des conditions analogues
aux conditions (4), c. a. d. des conditions initiales qui porteront sur les va-
leurs de U(M) ou de ses dérivées, dans tout le donaine 2, et non pas seu-
lement sur ses valeurs & la frontiére. Par conséquent, nous chercherons &
déterminer U(M) par des conditions globales. telles que les conditions & la
frontiére en seront des cas particuliers. Ces conditions globales seront aussi
linéaires par rapport aux valeurs de [” et de ses dérivées du premier ordre;
ce seront des fonctionnelles linéaires par rapport & ces valeurs.

2. Pour écrire ces conditions globales auquelles doit satisfaire la fonction
harmonique U(M), considérons le domaine Q, de frontiére X, dont nous avons
parlé au début, qu on suppose situé dans 1’espace E,,,, a » + 1 dimensions.
Supposons aussi que la surface ¥ admette la représentation suivante:

B)  xy=wylt,, by, L) Ly == Xally, by s e Bn)ee Ly = Ly (b by by e tu)

ou plus briévement:

(1) £, =2,(Q) (i=1,2.. n41)

le point Q(,, ¢,,... {,) variant dans un certain domaine polyédral Il,, d’un E,,
les fonctions x,(@) étant continues par rapport aux variables ;.

(1) Voir pour cela, et pour une analyse des cas singuliers possibles, notre article, inséré
dans « Mathematische Zeitschrift », Band 35, S. 603 (1932).
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Considérons une famille de surfaces %, dépendant d’un paramétre 2,
qui varie de O & 1, dont I’ équation peut s écrire:

(6) X =2x(0Q; ) (i=1,2,.. 04 1)

Cette famille de surfaces doit satisfaire aux conditions suivantes: a) par
chaque point du domaine @ il passe une surface de la famille et une seule;
b) pour A=1, I est identique & la surface X, frontiére du domaine Q;
¢) I, se réduit & un point M, situé a Dintérieur de 2. En d’auntres termes,
les surfaces X; sont telles qu’elles puissent étre considérées comme 1’ image
topologique d’une famille d’hypersphéres concentriques, dont les rayons
varient avec continuité, p. ex. de zéro a un.

Un point quelconque M de & est complétement déterminé par la valeur
A =1, du parameétre correspondant & la surface X;, qui passe par M, et par
les valeurs correspondantes des parameétres f; qui le définissent sur X, :
d’une maniére plus abrégée, on peut écrire: M = M(Q; A), @ étant un point
du domaine polyeédral II, dont on a déja parlé. Si I’on considére @ = @,
fixe dans II,, alors les 1241 équations:

(7) M= M(Q,; )

représentent un arc de courbe continue, qui va de M, & un certain point
de X (correspondant & @,). Cet arc de courbe joint les points correspondants
des surfaces 3,, de telle sorte que les points du domaine & + X peuvent
aussi étre considérés comme étant enfilés sur des arcs de courbes partant
du point M,.

Nous considérons les points du domaine Q-+ X comme appartenant aux
surfaces %,, e. a. d. définis par @ et A, de telle maniére qu’ une fonction
F(M) de la position de M dans Q, apparait comme une fonction de @ et ).

Cela étant dit, soit U(M) une fonction harmonique dans Q + Z. Cher-
chons & déterminer U(M) par la condition:

® U =119

Us, désignant la valeur de U(M) lorsque M se trouve sar la surface I,
a(A) étant une fonction & variation bornée dans (0, 1), f(¢) une fonction con-
tinue quelconque, donnée. Cette condition initiale (8) est une fonctionnelle
linéaire par rapport aux valeurs de U(M) dans Q + X, valeurs qui sont
groupées par la famille de surfaces X,. ("est une condition initiale globale
du type de celles que nous nous proposons d envisager, car on voit que
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si o(A) = ¢ dans (0, 1) sauf au point A =1 ol elle a un saut & gauche, alors
on a le probléme classique de DIRICHLET.

L’ interprétation de la condition (8) est facile & faire: on attribue un
certain poids aux valeurs de U(M) sur chaque surface X,, poids qui peut
étre fini sur un nombre fini de surfaces, mais en général il est infiniment
petit, et la valeur moyenne des valeurs de U ainsi prises (dont le poids total

1
4 =/doz(k) est &= 0) est une certaine fonction dounnée. De la méme maniére,
0

on voit que f(Q,) représente la valeur moyenne (A un facteur numérique prés)
de valeurs de U(M) sur 'arc Q = @,, allant de M, au point @, de I. Il est
évident que le probléme (8) n’est pas le plus général de 1’espece. Nous le
considérons tout d’abord & cause de sa simplicité et de ses analogies avec
le probleme de DIRICHLET. Avant de traiter le probléme général posé par la
condition (8), pour nous rendre compte de conditions supplémentaires au-
quelles doit satisfaire la fonction «(A) pour que le probléme ait des solutions
pour f(@) continue quelconque, considérons d’abord un cas trés particulier
mais instructif pour le probléme général.

3. Prenons pour & lintérieur du cercle unité, pour I; le cercle de
rayon A et de centre & I’origine, ¥, = C, I’ origine 0.

On se propose de déterminer la fonction U(g, 0), harmonique dans le
cercle unité C, par la conditions suivante:

1
(9) [Ug,da(x) = [(H)

0

f(6) étant une fonction continue donnée. Dans ce cas on a de suite Ug,: ¢ est
U(x, 0), et on peut I écrire:

(10) UR, 8)= 323 -+ nZIO 1"(et,, cos nb + B, sin nb)

a, et B, étant & déterminer. La condition (9) nous donne:

(11) ”‘::" + § (@, cos 00 4 8, sin nb) = £(6)
1

1

oit on a posé: jr, = [APda(}) c. &. d. les moments de «(}) dans (0, 1). Sup-
0

posons que la fonction continue f(§) ait le développement:

f(6) = °—°23 —|—%‘; (@, cos 1 + by sin x).
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De la relation (11) on déduit alors que «, et 3, sont déterminés par:
1
(12) Hp%p = dp = {f(f)) cos nBdf; p, 8, =0b,=..
0

Pour que (g, 0) soit déterminée quelle que soit la fonction f(0), il faut
tout d’abord que tous les moments p, de a(X) soient différents de zéro. Sup-
posons qu’il en soit ainsi; le cas ol quelques-uns des moments p, seraient
nuls correspond & un probléme singulier de la classe de problémes posés par
la condition (8) et que nous allons caractériser ultérieurement.

Si p, 30, des relations (12) on déduit les valeurs de «, et 3, et par
conséquent on a dans cette hypothése:

Ule, 8) = :" 43 [@, cos nf + b, sin nb|
Zl 1 Bp
solution qui existe dans le domaine D, déterminé par p < 1.

Pour que la solution existe aussi sur la frontiére du domaine, c. a. d.
sur le cercle unité, «(A) étant donnée, la fonction continue f(9) ne peut pas
étre quelconque. La relation qui doit exister entre f(0) et a(A) est que la
série '

E a2+ b2
1 I

soit convergente. Pour que cette série converge, quelle que soit la maniére
dont la série X (a,*+b,%) converge, il faut et il suffit que p,* reste su-
1 .

périeur & un nombre fixe lorsque » augmente indéfiniment. Mais pour que
1

P == fl”da(k) reste en valeur absolue supérieur & un nombre fixe lorsque
0
n— oo, il faut que «(}) ait un saut & gauche pour A =1.
En effet on peut écrire:
1 1—¢ 1
pn = [Anda(}) = A"da(}) + [\"de(})
0 0

1—¢

et en appliquant le théoréme de la moyenne:
[bn | < (1 —e)"V 4+ V,

en désignant par V la variation totale de a(A) dans (0, 1) et par V, cette
méme variation dans 1'intervalle (1 — e, 1). Si «(}) est continue & gauche an
voisinage du point A =1, étant donné v arbitrairement petit, on peut trouver e
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tel que V.~ % et cela quel que soit »n. Par conséquent | v, | devient, lorsque n
croit, aussi petit que 1'on vent, donc il ne peut pas rester supéricur & un
nombre fixe. Il est par conséquent nécessaire que la fonction a(i) soit dis-
continue & gauche au point A =1. Si cela a lien, on & assure facilement que
la condition requise pour p, est satisfaite.

En d’ autres termes, pour que la solaution du probléme posé soit déter-
minée dans tout le domaine fermé D i C, quelle que soit la fonction con-
tinue f(0) donnée, ¢l faut attribuer un poids fini awx valeurs sur la frontiére
de la fonction harmonique cherchée.

Cette condition a laquelle doit satisfaire la fonction déterminante «(3),
dans le cas du cercle et de la famille de cercles C,, pour que la solution
soit déterminée méme sur la frontiére du domaine, nous allons la considérer
comme satisfaite dans le probléme général posé par la condition (8).

4. Nous avons laissé de coté le cas p, =0 pour quelques valeurs de
I’ entier p, cas que nous avons qualifié comme singulier.

D’ une maniére générale, nous allons appeler cas singulier des conditions
initiales (8), ou plus briévement, probléme singulier, celui dans lequel la déter-
mination de la fonction harmonique U par la condition (8), la fonction f(Q)
étant donnée, est ou dmpossible, on §’il est possible, U reste indélerminée
(indétermination qui se manifeste par le fait que la solution U dépend de
constantes arbitraires).

Ou, sous une autre forme, dans un ecas singulier, & la condition ini-
1
tiale: |Us, da(d) =0 correspondent pour " des solutions qui ne sont pas iden-
o
tiquement nulles dans & +- Z.
Le cas p, =0 du probléme particulier considéré plus haut, rentre bien
dans cette définition du probléme singulier. En effet, si p, =0, on voit par le
systéme (12) que l'on doit avoir a,=0b,=0 pour que.le probléme soit
possible, et si ces conditions sont satisfaites, alors «, et B, restent indéter-
minés. Ceci est d’ailleurs un cas particulier de la théorie générale qu’ on
1

envisagera plus loin. Remarquons qu’en particulier si p, :_[dcp(k):(), c. a. d.
0

si le poid total est nul, on a aussi un cas singulier, U(p, ) n’est déterminé,

lorsque le probléme est possible, qu’a une constante additive prés. Cela a
d’ailleurs lien aussi dans le cas de la condition générale (8), car on voit
facilement que dans ce cas si U, est une solution, U, C I'est aussi, quelle
que soit la constante C.
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Faisons encore quelques remarques sur la fonction déterminante ofX).
Nous I’avons supposée & variation bornée dans (0, 1). Supposons & présent
que pour A =21, eclle soit infinie, f(Q) restant finie et continue. Pour que
la relation (8) puisse subsister avec un poids infini pour les valeurs de U
sur %, , il est évident que U(M) doit étre nul sur la surface X, . Et alors,
conformément a la théorie des fonctions harmoniques, il en résulte que U
doit eétre identiquement nul dans Q. Le poids peut étre infini seulement
pour A =0, c¢. 4. d. au point M, =2  ou I’on peut avoir u = 0 sans qu’il
goit =0 dans le domaine Q. Mais ce sont des cas exceptionnels que nous
ne faisons que signaler.

5. Revenons au probléme général posé au § 2, que nous allons traiter
dans le cas de deux dimensions, car il n’y a pas de difficultés provenant
du nombre de dimensions.

Soit D le domaine pour lequel on traite le probléme, dont la frontiére C
est une courbe simple de JORDAN, ayant une normale unique en chaque
point, et d’équation: x = x(f); y = y(t), ¢ variant de 0 & 1. Soit C;, la famille
de courbes & un paramétre:

(13) (G) x=w(t; V); y=glt; 2) O<A<H0<t <)

et qui jouissent de propriétés de la famille %;, ¢. 4. d. ¢, est homéomorphe
4 la famille de cercles: x = X cos 2nf; y = X sin 2xf.

On suppose de plus, ce qui ne diminue pas la généralité du probléme,
que sur la frontiére C, le paramétre ¢ est I’arc de la courbe compté d’une
certaine origine, et que par conséquent la longueur de C est 1’ unité.

Cela étant dit, cherchons & déterminer une fonction harmonique dans
D+ C, par la condition:

(®) JUc,da2) = fit)
0

%(A) étant une fonction & variation bornée ayant un saut a4 gauche pour A =1,
et f(fj une fonction continue dennée. Pour simplifier, nous allons supposer
que le saut de «(A) au point A =1 est égal & un, en divisant au besoin la
fonction f(#) par un facteur constant.

Comme dans la méthode de FREDHOLM pour la résolution du probléme
classique de DIRICHLET. nous allons chercher & déterminer U sous la forme
d’un potentiel de double couche. Posons par conséquent:

(14) Ule, y)= [e() 5% d= = [olr) 5% de
C 0
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ot p(t) est la densité de la couche, r=MP=V(e—E:+(y 75 M. y),
P, n) étant un point de C. donc: £ =wa(7); yn=y(t), en prenant sur C comme
variable d’intégration t au lien de #, ¢ désigne, comme on sait, I’angle de PM
avec la normale en P & la courbe C (normale dirigée vers I'intérieur de C).
Le point M de D est considéré comme appartenant a la courbe C,, par con-
séquent ses coordonnées ont 1’ expression donnée par la relation (13).

Avant d’introduire 1 expression (14) de U(M) dans la condition ini-
tiale (8), mettons en évidence dans cette condition globale que la fonetion
déterminante «(}) a un saut a gauche égal a un pour A = 1. Mais il faut
tenir compte que lorsque A—1, le point A s’approche d’un point de C par
I’intérieur et que le potentiel de double couche est discontinu lorsque’on
traverse la courbe qui porte la distribution de masse. Désignons par U, la
valeur de U donnée par (14) lorsque M est sur C, par U._ et par U,, les
valeurs limites de U lorsque 1 tend vers un point de C par 1I'intérieur ou
par 1’ extérieur. \

Par conséquent, nous avons une intégrale de STIELTJES: /ﬂx)da(m} pour

laquelle on sait qu’ an point ® ==, a(xr) elle présente un saut & gauche et qu’en
outre, en ce point f(x) a une discontinuité de premiére espece (les limites a
droite et & gauché sont finies et bien déterminées). Avec ces hypothéses, il
est facile de voir que la contribution du point x, & la valeur de 1’intégrale
considérée, est:

fle, +O"3d(xo) + fle, — O)'Sy‘xo’

en désignant par sgx,) et s,x,) la valeur des sauts a droite et & gauche,
de a(x). Appliquons ce résultat dans le cas de la condition (8). D aprés nos
hypotheses:
: $41)=0 et s, (l)=1.

Par conséquent:
—0

(15) /U da( Ue_4[ ,da(})

la limite supérieure d’intégration montrant qu’on ne compte plus la discon-
tinuité de «(A) an point A = 1. La condition (8') devient:

1—0

(16) U, + f Ue,da()) = [(#).

Lorsque A—1, le point M[x(f; X), #(t; )] tend vers un point de C, dont
les équations sont prises sons la forme: x=w(z), y = y(t), défini par son

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1



sur les fonctions harmonigues 143

abscisse curviligne 1 =1{. En tenant compte de propriétés du potentiel de
double couche, on a que:

U,_ = mp(f) + fl o(t) (008 CP>cdr

r

. . o8 . ;
en indiquant par (—1-@) que M aussi se trouve sur C.
4

Si I'on porte cette expression dans la relation (16), on obtient:

1 1 1—0

moll) + [ele) (<52 d= + [ dalh) [e(s) (C%)Cldr = f(t

0 )
ou en changeant 1'ordre des intégrations:
g 1 10
mell) + [ele) (%) s+ ol [(5F), d=0) = £
b 0 0

ou bien:

1 1
melt) + [e(s)ds f (“"j ‘*’)qda(x) = f(t).
0 0

On a bien le droit de changer l’ordre d’intégration dans I’expression
précédente, car on peut montrer facilement que I'on a:

b d d b
[f(s)dshix, s)du(x) = [daie)(h(x, s)f(s)de
comme dans le cas d’intégration ordinaire.

Si nous posons:
1

‘fcos ¢
- . )\ 7 .
(17) !)( 29)., - dal) = =(E;
on voit que la densité g(f) vérifie I’ équation intégrale:
L
(18) elt) + |P(t; el = _ f(#)
0

qui est une équation intégrale du type de FREDHOLM, comme !’ équation que
vérifie la densité de la double couche qui résout le probléme de DIRICHLET,
et qui n’est qu’ un cas particulier de 1 équation (18). Lorsque les courbes ()
sont données par les équations (13), le noyau @(z; {) a I’ expression suivante:

1
1 () — wits M) = [ — yits D)
O, = [ a4
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Comme de juste, le noyau de I’équation intégrale dépend & la fois de la
famille des courbes C; et de la fonction déterminante a(}).
Si nous considérons I’ équation intégrale:
!
(19) olt) -+ [ (t; Tple)de = L f(1)
0
qui contient le paramétre p, il en résulte que si p =1 n’est pas une valeur
singuliére pour cette équation, alors on peut affirmer que 1’ équation (18)
admet une solution unique p(f)., et par conséquent il existe une fonetion
harmonique U, bien déterminée, qui satisfait & la condition (¥).
L’ équation (18) correspond au probléme suivant:
« Trouver la densité p(f) d’ une double couche étalée snr le contour C, telle
que le potentiel W de cette couche, vérifie dans D + C, la relation:

1—0

Weo — Wey +[We + We |+ 2!’(/- W, da(r) = 2f(t) ».
0

La distribution des valeurs singulieres de 1 équation (18) est régie par
le noyau @(f; t), par conséquent elle dépend de courbes C, et de la fon-
ction «(A). Conformément & la théorie des équations intégrales, si p =1 est
une valeur singuliére, le probléme n’est possible que si f(f) satisfait & cer-
taines conditions, faciles a écrire, et si ces conditions sont satisfaites, dans
" la solution U entrent linéairement des constantes arbitraires. Par consé-
quent, dans ce cas-la, la condition initiale (8) correspond & un probléme
singulier, d’aprés la convention adoptée.

Il en résulte, que le probléme correspondant a la condition initiale homogéne:

1
(19) [Usdefd) =0
0

aura une solution non identiquement nulle dans D + C.
I’ exemple suivant nous le montre: Soit & chercher dans le cercle
unité p << 1, une fonction harmonique U(p, 6) qui satisfasse A la condition:

(20) u(l, e)_sv(;, 9)—4U(i, 6)=0

qui est bien du type (19), «(A) ayant un saut pour A =1, donc nous sommes
dans les hypotheéses adoptées. On trouve facilement que la fonction harmonique
dans le cercle unité, qui satisfait & la condition (20) est:

Ulp, 6) = p*(C, cos 20 + C, sin 24),

C,, C, étant des constantes arbitraires.
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Il est par conséquent inutile de chercher, méme si les courbes C; sont
données, si p==1 est une valeur singuliére pour I’équation (18'), aussi long-
temps qu’ on n’a pas précisé la forme de la fonction «(X). C’est pour cela
que nous nous en tenons ici au probléme général posé par (8).

6. Un cas particulier intéressant du probléme précédent est le suivani:
Soit €’ une courbe simple, fermée, située dans le domaine déterminé par la
courbe C, et qui en outre est telle qu'elle fait partie d’une famille de
courbes C, qui jouissent des propriétés assignées au début, c. a. d. que
C'=(,, (0<<A, — 1) et entre les points desquelles on a une correspondance,
établie par les valeurs de la variable commune {, sur les deux courbes.
Nous dirons plus briévement que C et C' sont de la méme famille. On peut
se proposer de déterminer une fonction harmonique dans C, par la conditiou:

U, + kU, = f(t)

k étant une constante donnée. (’est un cas particulier de la condition (8'),
et par conséquent sur I’existence de U on a les mémes conclusions que plus
haut. En particulier ¢’ peut se réduire & un point M, de D, et on peut
chercher U satisfaisant & la condition:

U, + kU(M,) = fif).

7. Iétude d’un probléme particulier nous a conduit a4 prendre pour
la fonction «(X) qui entre dans la coudition générale (8), une fonction ayant
un saut & gauche pour A=1. La raison de cette hypothése est manifeste:
c'est grace a elle que nous sommes arrivés pour la densité de la double
couche, & une équation intégrale® de seconde espéce. Encore griace & cette
hypothése, le probléme classique de DIRICHLET apparait comme un cas par-
ticulier de la condition (8).

Supposons & présent que o«(A) soit continue pour A =1, et que nous
cherchions U dans D, défini par la condition (8').

En cherchant la fonction harmonique U sous la forme d’un potentiel
de double couche, ou méme de simple couche, car il n’y a plus & présent
aucune raison de préférer I'un & 1’autre, on arrive pour la densité du po-
tentiel cherché, & une équation intégrale de premiére espéce, c. a. d. de la forme:

1

(21) Jels)kis, tids = ft).

0

D’apreés la théorie des équations du type (21), k(s, {) étant donnée, on ne
peut plus affirmer I’ existence d’ une solution p(f) quelle que soit f(f). 11 faut
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que certaines conditions soient satisfaites, conditions déterminées par E. PI-
CARD et G. LAURICELLA (°).

Entre la recherche de la fonction U satisfaisant a la condition (8)
avec a(A) continue pour A =1 et celui ou «(A) a un saut au point A=1, il y
a la méme analogie qu’entre la résolution du probléme de DIRICHLET par
un potentiel de simple couche et la résolution par un potentiel de double
couche.

Le probléme envisagé au § 3 est un cas particulier de celui-ci, car dans
ce probléme nous n’avons fait aucune hypothése sur 1’allure de «(2) aun
point A =1, et on a vu les difficultés qui se présentent méme dans ce cas,
le plus simple de I’ espéce.

8. La condition initiale (8) que doit remplir une fonction harmonique U
dans un domaine D + C, couvert une seule fois par les courbes d’une fa-
mille & un parameétre, n'est pas la plus générale du type des conditions
initiales globales, comme nous 1'avons d’ailleurs déja dit. En effet, si 1'on
considere la condition initiale:

(22) folt; WUgda(r) = ft)
0

o(t; A) étant. une fonction continue par rapport a ¢, on voit qu’elle est aussi
linéaire par rapport aux valeurs de U dans D+ C, et est plus générale que
la condition (8). On suppose aussi que la fonction «(X) a un saut & gauche
pour A= 1.

L’ interprétation de la condition initiale (22) peut se faire de la méme
manidére que pour la condition (8): on groupe les valeurs de la fonction U
dans D par les courbes (), et on attribue a ces valeurs en chaque point
de D un certain poids, poids qui varie dans cette condition non seulement
d’une courbe & une autre, mais avec la position du point sur une méme
courbe. L’ hypothése faite sur «(A) montre qu’on attribue un poids fini aux
valeurs de U prises sur la frontidre de D, tandis que pour les points inté-
rieurs, sauf peut-étre pour ceux situés sur un nombre fini de courbes G,
ce poids est infiniment petit.

La fonction distributrice des poids sur la frontiére du domaine, joue un
role important dans ce probléme, comme on va le voir tout de suite.

(?) Voir dans: Legons sur quelques types simples d’équations aux dérivées partielles de
M. E. Pircarp. Gauthier-Villars, 1927, a la pag. 52 et suiv, un exemple de résolution da
probléme de DIRICHLET par un potentiel de simple couche.
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9. Pour déterminer U satisfaisant & la condition (22), on peut le chercher
aussi sous la forme d’un potentiel de double couche:

1
r [ cos ¢
U __/p(z) "¢ .
0
En tenant compte des propriétés de ce potentiel, et du fait que «(X) a un
sant (égal & un) pour A =1, on trouve comme dans le probléme précédent,
que la densité g(#) vérifie 1’ 6quation intégrale:

1
(23) oft; e(t) + [x(t; Delde = f()
0

ot le noyau a 1’ expression:
1

24) xit; =1 [wt N (5 ‘P)ﬁda(x).

Il y a deux cas & distinguer:

a) Supposons que o(f; 1) garde un signe constant pour 0<<f{<C1,
p.- ex. o{f; 1) > 0. Alors, I’ équation intégrale précédente-se réduit facilement
3 une équation intégrale de seconde espéce et on a les mémes conclusions
qu’au § 5.

Par conséquent, lorsque le poids attribué aux valeurs frontiéres de U
est fini et différent de zéro en chaque point de C, le probléme posé par la
condition (22) ne différe pas essentiellement de celui posé par la condition (&).

b) Supposons que pour certaines valeurs de { en nombre limité, la
fonction o(f; 1) s’annulle dans 1’intervalle (0, 1). Alors I’équation (23) est une
équation intégrale de troisidéme espéce.

Pour simplifier, considérons tout d’abord le cas ou o(f; 1) a un seul
zéro simple dans 1’intervalle (0, 1), pour {=1{,. Conformément & la théorie
générale de 1’ équation de troisi®me espéce (%)), on sait que I’ équation (23) a
une solution p(#), fonction homographique d’une certaine constante arbi-
traire C. Cette solution admet en général le point ¢ = ¢, pour pdle du pre-
mier ordre. Si I’on considére I’ éqliation intégrale:

oft; 1) +ufx(t o) = f(1)

() E. Picarp, Sur les équations intégrales de 3¢ espéce. « Annales Sc. de I’ Ecole Normale
supérieure », t. 28, pp. 469-472; et CH. PLATRIER, « Comptes Rendus de I’ Ac. des Sc. Paris »,
t. 154, p. 808; t. 156, p. 1825; t. 157, p- 28; t. 162, p. 118.
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contenant un paramétre p, si ¢ est racine d’une certaine équation G(p)=
indépendante de C, on a alors pour !’équation correspondante une solution
holomorphe méme au point ¢ =¢,. Enfin, si p est donné, p. ex. p—1 comme
dans le cas qui nous intéresse, on peut encore avoir une solution holomorphe
si f(f) a une certaine expression, que nous nous dispensons d’écrire.

Si Vordre du zéro t=1¢, est > 1, ou s8i o(f; 1) a plusieurs zéros dans
I’intervalle (0, 1), les conclusions sont analogues.

Par conséquent, si o(f; 1) s’annulle en un point de la frontiére, on a en
général en ce point une densité infinie pour la distribution de masse sur C,
et ce point est un point singulier pour U. '

Pour nous rendre compte des difficultés que présente ce probléme,
remarquons que si dans la condition (22) on suppose «(}) constant dans (0, 1)
sauf au point X =1, on a le probléeme de DIRICHLET, avec les données
suivantes pour U.: o({; 1)U, = f(f). Par conséquent si o({; 1) s’annulle, on
a des données singulidres pour U sur C; méme dans ce cas relativement
simple, il cst difficile de déterminer la nature de U dans D et dans les
autres points de C. D’ailleurs, on verra ce fait plus bas, d’une maniére
plus précise.

Ce qui est & refenir, ¢’ est le fait qu’ on peut avoir, si f(f) a une expression
déterminée, des solution régulieres dans D+ C, conséquence de la théorie
des équation intégrales de troisiéme espéce.

10. Nous avons démontré 1’existence d’une fonction harmonique satis-
faisant dans un domaine D & le condition globale (&), en cherchant & expri-
mer cette fonction sous la forme d’un potentiel de double couche, et en
prenant pour inconnue la densité de cette couche.

Mais on peut 8’y prendre d’une maniére toute différente, en prenant
pour inconnue les valeurs sur la frontiere du domaine de la fonction har-
monique cherchée, c. 4. d. la fonction & une variable U,. Si ces valeurs sont

trouvées, le probléme se réduit a la résolution du probléme de DIRICHLET.
1
Soit par conséquent la condition initiale (8'): /Uc)_doc(l):f(t). et prenons
0

pour inconnue la fonction U, = ¢(f). Grace & ¢({), on peut exprimer U(M) en
tout point du domaine D, par la formule bien connue:

(25) UM) = 5[40 G de =5 /cp(r °a

4

car t est are sur C. G(M, P) est la fonction de GREEN de D correspondant
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au point M, la dérivée suivant la normale en P & C. Supposons M situé

sur (, c. A d. ses coordonnées ayant les expressions (13). Multiplions par
de(A) la relation (25) et intégrons de O &4 1 — 0. On obtient:

f da(l)_ doc fcp (%) dt——2 fcp d‘c/(di) da(}).

Mais dans I’ hypotheése faite sur «(1), on déduit de la relation (8) que:
1-0
[Us,dah) = f(t) — Ue = £(t) — 9(0).
0

Si d’autre part nous posons:
p
1-0

(26) ‘ I(t; %) =4 f(%%)qda(k)

on arrive pour ¢(f) & I’équation suivante:

1

7) () +6/-I'(t; te(r)dt = f(¢)
qui est une équation intégrale de seconde espéce.

Lorsque «(A) est constante dans (0, 1 — 0), alors I'(¢; 1) = 0 et ¢(f) = f(¥).
L’ équation (27) nous fournit ¢(f) toutes les fois que le probléme est possible,
et & I’aide de la formule (25) on a U.

Nous nous dispensons de tirer les conclusions qui se dégagent de 1’ é-
quation (27). Remarquons que lorsque O, est une famille de cercles concen-
triques, C le cercle de rayon R, le noyau de 1’équation intégrale peut se

mettre sons la forme:

R—0
R — 22

1
INeo, 9) Zgngz_ 2R eos (0 — 6) +- A2
9

da(A).

Lorsque «(}) est continue & gauche au point A =1, I’équation & laquelle
satisfait ¢(f) est de premiére espéce. A Vaide de cette équation, on peut re-
trouver dans le cas de la famille des cercles considérés plus haut, les résultats
des § 3 et 4.
Enfin, on trouve de la méme maniére, dans le cas de la condition ini-
tiale (22), que ¢(f) satisfait a 1’ équation intégrale:
1

(28) oft; 1olt) + [Sult; Do(r)dr = f()

0
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ol
1-0
1

Sult; T =4 fm(t 02 (‘fg )c) da()).
7 .

Comme dans cette équation intégrale c’est toujours o(f; 1) qui joue le role
fondamental, les conclusions du § 9 sont pleinement confirmées. Aux points
ot w(¢; 1) s’annulle, la fonction harmonique cherchée a en général des valeurs
infinies et on tombe sur un probléeme de DIRICHLET avec des conditions
initiales singuliéres.

Cette méthode de résondre les probldmes posés par la condition (8) ou (22)
montre d’une maniére évidente 1'importance du probléme de DIRICHLET, &
la résolution duquel on peut réduire tous les problémes de recherche d’une
fonction harmonique satisfaisant aux conditions globales linéaires les plus
générales- '

11. Les probldmes qu’on a traités jusqu’ici peuvent étre appelés, pro-
blémmes intérieurs. De la méme maniére, comme on peut se poser un probléme
de DIRICHLET extérieur, on peut considérer des conditions initiales globales
pour le domaine extérieur & une courbe simple C.

On considére de la méme maniére une famille de courbes C; qui vont
en se dilatant et telles que par chaque point du domaine extérieur il ne
passe qu’une courbe de la famille, pour X =0 se réduisant & C et pour

=1 p. ex. se réduisant au point & I’ co.

On cherche & déterminer une fonction harmonique dans le domaine
extérieur et régulidre méme & I’ oo, satisfaisant & une condition globale de
la forme:

1
[o(t: N U, da()) = f(t)
i

%(A) étant une fonction A variation bornée dans (0, 1) et ayant un saut
droite pour A =0. En prenant pour inconnue soit la densité d'une double
couche étalée sur C, soient les valeurs U, de U sur C, on arrive de la méme
manidre que dans le cas du probléme intérieur, & une équation intégrale
dont la solution resout le probléme.

12. Les problémes que nous avons considérés dans les paragraphes pré-
cédents généralisent, de diverses maniéres, le probléme di DIiricHLET. On

peut chercher, dans la méme voie, & généraliser le probléme de NEUMANN,
qui consiste dans la recherche d’une fonction harmonique u, telle que g'—;
se réduise a la frontidre du domaine & des valeurs données.
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Considérons toujours le cas de deux dimensions, le domaine D de fron-
tiere C, qui est une courbe simple, fermée, ayant en chaque point une nor-
male déterminée. La famille de courbes C; jouit des mémes propriétés que
dans le probléme précédent, chaque courbe de la famille ayant une nor-
male bien déterminée en chaque point. Cela étant dit, nous cherchons une
fonction harmonique dans D + C, satisfaisant & la condition:

1

29) [ (G, 4= == fi
0

\

(gz) désignant la dérivée de U suivant la direction positive de la normale en M
.

a la courbe C, qui passe par M, a(d) étant une fonction & variation bornée
dans (0, 1) ayant un saut & gauche (égal a4 un) pour X =1. En outre, comme
pour A =0, C, se réduit & un point M,, et par conséquent la direction sui-
vant laquelle en ce point on dérive U n’est pas déterminée, pour que la
condition (29) ne contienne pas d’indétermination, on suppose que () est con-
tinue et dérivable autour de A =0, c. &. d. que da(}) = o/(A)d}, avec o'(0) = 0.
Cherchons la fonction harmonique U qui satisfait & la condition (29) sous la
forme d’un potentiel de simple couche étalée sur C:

U(M) = [els) log ; d=

ot » = MP, P étant un point de C. et M un point de D.
En considérant M comme appartenant & C,, et en prenant la dérivée
de U(M) suivant la direction de la normale intérieure & C,, on trouve faci-

lement que 1'on a:
1

(ZZ)C;:/P(T) coa;ch dr
S0

en désignant par ¢, 1’angle de MP avec la normale en M a C,. Ponr A—1,
c. a. d. lorsque le point M tend vers un point de la courbe frontiére, on sait
que la dérivée suivant la normale & C, du potentiel de simple couche, pré-
sente une discontinuité. & savoir:

1

(@)= — melt) + [elo) “°j‘4; dr
0

car le point M tend vers le point t=1¢ de C; ¢ désigne 1’angle de la nor-
male en M(t=1¢) & C avec MP.
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En tenant compte de ces faits, on voit que la densité p(f) satisfait I’é-

quation:
1

(30) el) — [W(t; De(s)dz + 1 (1) =0
0

ou le noyau est:
1

Wt )= /’”S Y2 da()).

r
0

On sait, qu’entre les noyaux des équations intégrales auxquelles on
réduit la recherche de la densité de la double couche qui résout le probléme
de DIRICHLET et celle de la simple couche qui résout le probléme de NEU-
MANN, il y a une relation remarquable, & savoir: I’ équation intégrale adjointe
de I’équation correspondant au probléme de DIRICHLET extérieur, est juste-
ment 1’ équation qui donne la densité de la simple couche du probléme de
NEUMANN intérieur. Cette réciprocité ne se maintient plus dans les problémes
que nous avons considérés, meéme si la fonction déterminante a«(A) est la
méme dans les deux cas. Il suffit pour cela de comparer les expressions
des noyaux correspondants ®(f; 1) et W(¢; ).

Il n’est pas besoin de remarquer que méme dans le cas de possibilité,
la condition (29) ne détermine U, comme dans le probléme de NEUMANN,
qu’ & une constante additive prés.

13. Au lien de chercher la fonction harmonique U satisfaisant & la con-
dition (29), on aurait pu, comme au § 10. chercher a déterminer (Z:)c, et ra-
mener ainsi lc probléme & la résolution du probleme de NEUMANN. Soit
(Z—Z)czr (). On sait que I'on a:

1 1

UM)=— - [HQL; Plods + [U(P)a:
0 0

H(M; P) étant la fonction de GREEN de seconde espéce (fonction caraetéri-
stique de NEUMANN) P[x(t), y(t)] point de C, © I’arc sur C. Par conséquent:

(d U)cx: 1 lw-@(t)dt

% - 2n d’nc)
[ 3

et en multipliant par d«(A) et en intégrant de 0 & 1 — 0, on a:

1

(31) Plt) — o] Hie; i) = ()
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ou

Hit; = )-——/‘Mdam.

2n dng,

Les conditions de possibilité peuvent étre obtenues par I’équation (31).

14. La condition globale qui va suivre et qui généralise le probléme de la
chaleur, contient comme cas particulier toutes les conditions précédentes. On
cherche a déterminer la fonction harmonique U, dans D+ C, par la condition:

(32) /lwl(t;)k) U,, da(}) + /w (£5 A (d::) dB(r) = f(t)
0 ) e

la fonction & variation bornée B(}) satisfaisant autour de A =0 aux propriétés
précisées an § 12.

Si o(A) a un saut pour A =1, on cherche U sous la forme d’ un potentiel
de double couche; si c'est B(A) qui a un saut & gauche au point A =1, ¢’ est
sous la forme d’un potentiel de simple couche qu’on cherchera U.

On arrive, dans un cas ou dans l'autre, & une équation intégrale de
troisiéme espéce, (qui peut se réduire & une équation de seconde espéce
si o,(f; 1) ou w,(f; 1) ne ¢’ annulle pas sur O) que doit vérifier la densité du
potentiel. Sur 1’ existence de la fonction U satisfaisant aux conditions (32),
on a les meémes conclusions qu’au § 9.

15. Revenons au probléme général posé par la.condition:
(8) j Ue, da(}) = f(?).

Supposons que les courbes C; et la fonction «(}) soient telles que les équa-
tions intégrales (18) ou (27) aient des solutions uniques, bien déterminées,
quelle que soit la fonction continue f(#). Il en résulte que le probléme homo-
géne correspondant & f(f) =0 n’a d’autre solution que U= 0 dans D C.

Cherchons, dans ce cas, si 'on ne peut pas trouver une solution satis-
faisant a la condition:

(19) j e da(d) =

non identiquement nulle dans D +4- C, mais qui en échange ait une singu-
larité logarithmique en un point déterminé de D.
Ce sera I’analogue de la fonction de GREEN, a laquelle d’ailleurs elle

Annali di Matematica. Serie IV, Tomo XI. 20
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devra se réduire pour I’expression particuliére de «(}), que nous avons plu-
sieurs fois considéréc.

Nous cherchons la solution en question sous la forme:
1

- g%(M; P)
M et P étant deux points de D, g,(M; P) une fonction harmonique et régu-
liére dans D. Pour le point P nous allons choisir les coordonnées ¢ et A,
¢. 4. d. que P est considéré comme appartenant a la courbe C,, et Ma, b)
est un point quelconque de D.

La condition (19) nous montre qu on a A déterminer la fonction har-
monique réguliére g,(M; P) par la condition:

1 1
|9.AM; P)dain) = [log } da(h) = hit; a, b)
i 0
c. 4. d. on a & déterminer g,(M; P) par une condition tout a fait analogue
a la condition (8).

Si la fonetion «(A) n’a pas des sauts pour A — 1, alors, M étant un point
de D, on peut voir que h(f; a,b) est en général une fonction continue par
rapport a i.

D’ aprés les hypothéses que nous avons faites sur a(}) et sur les courbes G,
il résulte que I'on a une solution unique g,(J; P). et par conséquent la
fonection G,(M; P) satisfaisant & la condition (19) est unique.

Cette fonction peut rendre dans certains problémes les mémes services
que la fonction de GREEN, notament dans la résolution de 1’ équation
Ay = f(x, y). avec la condition (19).

~ Mais nous nous bornons ici & considérer les conditions initiales du
type global seulement pour les fonctions harmoniques, en nous contentant
de les signaler pour les équations plus générales du type elliptique.

En conclusion, nous pouvons dire qu’il résulte des considérations
précédentes que pour la détermination d’une fonction harmonique meéme
par des conditions initiales globales, les valeurs de la fonction sur la fron-
tiere du domaine jouent un role capital. Pour que la solution puisse exister
dans le cas général, il faut que 1’apport de ces valeurs frontidres dans les
données soit sensible, et cela en tout point de la frontiére.

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1



Proiettivitdh nello spazio hilbertiano.

Memoria di + Giuseppe VITALI (2 Bologna) (*).

Sunto. - Si fa Uanalisi delle proiettivita nello spazio hilbertiano riducendole a soli tre tipi
aventi espressione analitica molto semplice.

INTRODUZIONE

L’ applicazione dell’Analisi Infinitesimale allo studio della Geometria ha
dato luogo, come & noto, ad una lunga ed interessante fioritura di studi.
La prima fra le pitt notevoli affermazioni di questi studi si ebbe nei risultati
conseguiti da GAuUss sulle superficie ordinarie (). Dune vaste pubblicazioni
in nostra lingua stanno ad attestare la varieth e 1’importanza dei risultati

a

di pitt di un secolo di tali ricerche. La prima dovuta al BraNcHI (3) raccoglie
i risultati di carattere prevalentemente metrico, la seconda dovuta al FuBIinI
e al CkoH (]) rispecchia un indirizzo pitt moderno e si riferisce prevalente-
mente ad elementi aventi carattere proiettivo.

Parallelamente allo svolgimento di questi studi. in parte derivanti da
essi, in parte dallo studio di questioni di carattere meccanico, si sono affac-
ciati degli elementi quali la curvatura, i parametri differenziali ed altri

(*) Fra i lavori cui, con singolare fervore, attendeva il compianto G1USEPPE VITALI
nell’ ultimo periodo della Sua laboriosa esistenza, una Memoria, dal titolo: Sulla proiettivita
dello spazio hilbertiano, era da Lni destinata agli « Annali di Matematica ». Per quanto la
redazione non fosse stata da Lui interamente compiuta, pure manoscritti da Lui lasciati, e
sopra tutto gli appunti di un corso di conferenze che Egli aveva tenuto presso I’ Istituto
matematico della R. Universita di Bologna nell’anno 1930-31, redatti dalla Sua scolara
Sig.na EMmMA SENIGAGLIA e da Lui riveduti, hanno permesso a questa di darle la presente
forma. La introduzione, premessa.alla Memoria, era stata integralmente scritta dal com-
pianto Maestro. Pubblicando questo lavoro postumo, la Redazione degli « Annali » intende
di appagare un desiderio di uno Secienziato cui la matematica italiana deve un largo tributo
di riconoscenza, e, nel tempo stesso, di rendere un doveroso omaggio alla di Lui memoria.

(1) C. F. Gauss, Disquisitiones generales circa superficies curvas.

(3) BiaNcH1, Lezioni di geometria differenziale. (Bologna, Zanichelli, 1923).

() Fusint e Cicn, Geometria proiettiva differenziale. (Bologna, Zanichelli, 1926).
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simboli (Gavuss ('), LAME (%), JacoBr (°), BELTRAMI (%), RIEMANN (7), CHRI-
STOFFEL (%)) che attraverso la mente geniale di RiccI-CURBASTRO rientrano
tutti in quel metodo potente di ricerca che & noto col nome di Calcolo
Differenziale Assoluto (°), (*°).

Benché la magistrale memoria pubblicata dal Riccr e dal LEVI-CIVITA (")
non abbia valso a diffondere il senso della utilith di questo Caleolo. vi fu
chi credette nell’ opportunitd di renderlo pit vasto e potente, ed il nostro
PascAL in una grossa memoria ('*) inizid questa opera. Disgraziatamente
rimase allora senza seguaci e solo nel 1923 (**) essa fu ripresa seriamente
in esame, ma solo dopo che il Calcolo Assoluto del Riccr si era ampiamente
affermato e dopo che 1'attenzione su di esso era stata richiamata dalla teoria
della Relativita.

Lo sviluppo recente del Calcolo Assoluto ed il suo perfezionamento é
dovuto ad uno dei piu notevoli risultati degli studi che ebbero inizio in
principio di questo secolo, e che segnarono un nuovo indirizzo per 1’ analisi
delle funzioni di variabili reali. Alludo alla sviluppabilita delle funzioni a
quadrato sommabile in serie di funzioni di un sistema normale ed ortogonale
chiuso, e conseguentemente alla considerazione dello spazio detto hilbertiano.

L’uso della conseguente rappresentazione funzionale e i pitt notevoli e
recenti progressi del Calcolo Assoluto sono andati di pari passo.

Studi recenti (*) hanno mostrato che nelle ricerche geometriche, e anche
in quelle che solo parzialmente si riducono a questioni geometriche, si pos-

{(¢) LaME, Legons sur les coordonnées curvilignes (pag. 79 et suniv.).

(®) Jacos1, Ueber die Abbildung eines ungleichaxigen Ellipsoids auf einer Ebene bet
welcher die kleinsten Teile dhulich bleiben. [« Crelle's Journal ». t. LIX, pag. 74 (1861)].

(®) BELTRAMI, Opere, T. II, pag. 86 e Sulla teorica generale dei parametri differenziali.
[« Memorie dell’ Accademia delle Scienze di Bologna », serie ITI, t. VIII (186‘))]

(") RiEMaNN, Werke, 2° Auf., pag. 2564 e 384.

(8) CHRISTOFFEL, Ueber die Trawnsformation der homogenen Differentialausdriicke zwmtefn
Grades. [« Crelle’s Journal », T. LXX (1869)].

(®) Ricci-CURBASTRO, Sui parametri e gli invarianti delle forme quadratiche differen-
ziali. [« Annali di Matematica pura ed applicata », Serie I, Tomo XTIV (1886)].

() Ricci-CurBasTkO, Delle derivazioni covariandi e controvarianti. [Studi editi dal-
I’ Universita di Padova, ecc. (1898)].

(*Y) Ricor e Levi-Civita, Méthodes de Calcul différentiel Absolu. [« Math. Annalen »,
Band. 54 (1401)].

(*) PascALn, La teoria delle forme differenziali di ordine e grado qualungue. [« Memome
della R. Acc. dei Lincei » (1910)].

(1?) G. Vitravny, I fondamenti del calcolo assoluto gemeralizzato. [« Giornale di Battaglini »
Vol. LXT (1923)].

(*) Vedi Elenco bibliografico alla fine della Memoria.
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sono trarre notevoli vantaggi dall’uso della rappresentazioue funzionale (il
che consiste nel pensare immersa la figura nello spazio hilhertiano e quindi
rappresentare i suoi punti con delle funzioni a quadrato sommabile).

Poich® io ritengo che I’uso della rappresentazione funzionale, special-
mente se combinato col Calcolo Assoluto, sia destinato a dare nuovo impulso
alle ricerche di geometria proicttiva differenziale accelerandole e rendendole
pitt agevoli, ho creduto di esporre in poche conferenze ai miei scolari di
Bologna una rapida Analisi delle proiettivita nello spazio hilbertiano, avendo
cura di ridurle a dei tipi di facile maneggio rappresentabili analiticamente
in modo molto semplice.

Varii studi hanno gid dimostrato quali vantaggi si possono trarre dalle
nuove nozioni di calcolo differenziale assoluto e dalla rappresentazione fun-
zionale nelle ricerche di carattere proiettivo-differenziale. Per questo basta
ricordare la doppia estensione che nelle mie note ¢) e d) (*) ha avuto quella
forma differenziale F, che il FuBINI ha segnalato per le V, dell’ S, (*!) e la
possibilitd raggiunta di scrivere in modo semplice le equazioni di certe quasi-
asintotiche del BomMPIANT (**).

Ma affinche gli studi in questo senso possano avere il loro pieno svi-
luppo & necessario che la teoria delle proiettivita nello spazio hilbertiano
sia posta su basi semplici e chiare; e a tale scopo é destinata la presente
Memoria.

Negli studi che finora ho condotto sullo spazio hilbertiano (‘°), mi sono
limitato a considerare la parte finita di tale spazio (elementi proprii). Ma
analogamente a quanto si fa per gli spazi euclidei in relazione colla teoria
della proiettivitd, si & reso necessario fin dal principio di introdurre anche
per lo spazio hilbertiano gli elementi all’infinito (elementi improprii).

Continuando ad indicare con H la sola parte finita dello spazio hilber-
tiano, io indico con H’ lo spazio completato coi punti all’infinito.

Precisate lc nozioni di retta (propria od impropria) e di iperpiano (proprio
od improprio) di H' dico che cosa si deve intendere per successione deter-
minata di punti o di iperpiani (proprii od improprii) di H' e per lmite di
una tale successione.

(*) Vedi Elenco bibliografico alla fine della Memoria.

() G. FuBINT e CkcH. Geomeiria proiettiva differenziale. [Ed. N. Zanichelli, Bologna,
Tomo II, pag. 632).

(*) V. la mia nota b), pag. 428.

(*%) G. ViraLi, Geometria nello spazio hilbertiano. [N. Zanichelli, (1929)]. Questo libro
sard nel seguito della presente Memoria indicato con « G. H. »
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Le proiettivitda negli spazi euclidei sono definite come corrispondenze
biunivoche che godono delle seguenti proprieta:

A) Conservano le rette

B) Conservano gli iperspazi.

C) Conservano la continuitd, cioe ad una successione determinata di
punti fanno corrispondere una successione di punti che & determinata ed ha
per limite il punto corrispondente al limite della prima.

Io assumo queste proprietd come definizione delle proiettivitd in H'.

Negli spazi euclidei le condizioni B) e C) sono conseguenze della 4).
Sard cosl anche per lo spazio H'?. Lascio questa questione aperta. Essa &
certamente una questione interessante; ma, qualunque possa essere la ri.
sposta, questa non avra alcuna influenza sulla sostanza di cid che espongo
nel presente lavoro.

Definite le"proiettivita in H’, & necessario trovare per esse una rappre-
sentazione analitica che le renda facilmente maneggiabili.

Ritengo di aver raggiunto questo scopo dimostrando che ogni proiettivita
si pud ottenere come prodotto di proieftivitd di certe tre classi che nel testo
distingno coi numeri I, II, III. Le proiettivita della classe I (traslazioni)
sono molto semplici.

La classe IT & formata delle trasformazioni lineari omogenee (che natu-

ralmente conservano I'origine di H’). Questa classe & interessante anche in
se, perché conduce alla considerazione di certi sistemi di funzioni a quadrato
sommabili che chiamo quasi-cartesiani e che hanno in comune coi sistemi
cartesiani (‘") le proprietd relative agli sviluppi in serie (**).

Questi quasi-cartesiani si presentano in modo molto naturale, ma sarebbe
desiderabile uno studio sopra di essi per trovare un criterio che consenta di
riconoscere a mezzo di operazioni eseguibili sulle funzioni date se queste
costituiscano o no un sistema quasi-cartesiano.

Le proiettivita delle classi I e II fanno corrispondere ad ogni punto
proprio un punto proprio tanto in un verso guanto nell’altro. Questa pro-
prieth non & goduta dalle proieftivita della classe III, le quali del resto
hanno una rappresentazione molto semplice che ricorda le proiettivita sulle
forme di prima specie.

Se io ho accennato ai vantaggi del metodo a cui mi riferisco, non ho
voluto affermare che il metodo sia da preferirsi da chiunque. Ogni ricer-

(1) « - »; pag. 72
('8 « . », pagg. 49-102.
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catore usi pure quei metodi che pin si addicano alla’sua « forma mentis »
e a quelle attitndini che nella sua vita scientifica ha maggiormente coltivato:
sard questo un modo di ricercare del massimo rendimento. Ma & specialmente
per i giovani che devono ancora formare le loro abitudini mentali che io
segnalo questi metodi.

E, intendiamoci, non & per dare una nuova forma alla ricerca di ri-
sultati gia noti che si deve pensare ai nuovi metodi, e ottenere estensioni
banali di questi risultati, perché mi sembra che nemmanco una maggiore
semplicitd pud giustificare questo noioso e non gradito lavoro di Sisifo. Il
metodo, se deve essere utile, deve essere diretto a ricerche di risultati nuovi,
e se questi contengono come casi particolari casi conosciuti, la generalizza-
zione deve essere perd impensata e non prima sospettata, ed una volta ot-
tennta deve poter gettare un nuovo sprazzo di luce in tutto un campo di
questioni. G. V.

1. Lo spazio H'.

1. Analogamente a quanto si fa negli spazii euclidei, anche nello spazio
hilbertiano conviene attribuire a tutte le rette parallele ad una medesima
uno (ed uno solo) punto comune all’ infinito.

DEr. 1. — I/insieme dei punti di H (spazio hilbertiano finora conside-
rato nei miei lavori) e dei punti all’infinito delle rette di H, si chiamera
lo spazio H'. 1 punti di H si diranno i punti proprii di H'. I rimanenti
punti di H’ si diranno i suoi punii émproprii.

Der. 2. — L’origine di H (') si dira anche origine di H' e si conti-
nuerd ad indicarla con O.

2. Se f & un punto proprio di H’ diverso da O, e se ¢ & un parametro
normale (%) della retta che contiene i punti O ed f, si ha f—=Fkyp, dove k & un
conveniente numero reale finito e diverso da zero.

Se P & un punto improprio di H’, se p & un parametro normale delle
rette che passano per P, il punto P pud essere rappresentato senza equivoco
con oo @,

Cosl ogni punto di H’ diverso da O, é rappresentato da un’ espressione ko
dove ¢ & un parametro normale e £ & un numero reale finito e diverso da

) « G. H. », pag. 72.
(3) « G. H. », pagg. 87 ¢ 88.
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160 G. Virani: Proiettivita nello spazio hilbertiano

zero, o infinito; (all’infinito (co) non si attribuisce alcun segno, ossia si con-
sidera come un solo numero).

Vi sono due modi di tale rappresentazione di un punto di H’ diverso
da O, e, se si ha f=ky (con %k finito) si ha anche f=(— k) — ¢) e si ha
inoltre oo ¢ == co (— ¢).

Anche il punto O pud essere rappresentato da un’espressione hgp, ma in
tal caso k=0 e ¢ pud essere un qualunque parametro normalec.

Si pud aggiungere che ogni parametro (normale o no) individua un punto
improprio, e cioé il punto all’infinito delle rette (necessariamente parallele
tra loro) che hanno quel parametro.

3. DEF. 1. — Uno spazio euclideo di H (') coi punti all’infinito delle
rette di questo spazio euclideo, si dird uno spazio euclideo proprio di H'. In
particolare resta precisato che cosa si deve intendere per reffa propria e per
piano proprio di H'.

DEr. 2. — Si dird reffa impropria di H' 1 insieme dei punti improprii
di un piano proprio di H'.

E facile dimostrare il

TEOR. — Due rette (proprie od improprie) aventi in comune due punti
distinti, coincidono.

4. DEF. 1. — L’insieme di tutti i punti improprii di H’ si chiama I’ iper-
pianro improprio di H'. Lo indicheremo con I,.

DEF. 2. — Se f & un punto proprio di H' e se ¢ é un parametro dato,
I’insieme di tutti i punti (proprii ed improprii) delle rette che passano per f
e sono ortogonali alle rette di parametro ¢, si chiama iperpiano proprio
di H' e lo si indicherd con I(f; ¢).

Se si stabilisce che, essendo ¢ un parametro normale, f+ oc ¢ = oo ¢,
si pud dire che I{f; ¢) & I'insieme di tutti i punti f+ &) (K numero reale
finito o infinito) per cui ﬂ)'\odt =0.

g
Ogni punto finito di I(f: ¢) si pud sempre scrivere J/'fq)dt con j'cpcpdt =0,
g 9

Si possono dimostrare facilmente i seguenti

TeoR. I. — Una retta che passa per due punti di un iperpiano, appar-
tiene completamente a questo iperpiano.

(!) « G. H. », pag. 8.
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TroRr. II. — Ogni retta propria di I(f; ¢) & ortogonale ad ogni refta di
parametro ¢ (*).

DEr. 3, — Una retta di parametro ¢, si dice perpendicolare ad I(f; o).

Tror. III. — Se f, & un punto proprio di I(f; @) si ha I(f; )= I(f,; ¢) (®).

TeOR. IV. — Se &k & un numero reale finito e 4= 0 si ha I(f; ¢) = I(f; k7).

Teor. V. — Tutti gli iperpiani che passano per uno stesso punto P
hanno in comune il solo punto P (3).

Teor. VI. — Tutti gli iperpiani che passano per una stessa retta hanno
in comune solo i punti di questa retta (‘).

TeEOR. VII. — Se F ¢ un punto proprio e se ¢ & un parametro normale,
la perpendicolare ad I(f; ¢) passante per F incontra questo iperpiano nel punfo

F,=F+ [If — Flgdt]-o
g

e la distanza dei punti F ed F, (che diremo distanza di F dall’ iperpiano) & uguale a

J\f — Fyedt ().

g

(!) Infatti basta indicare con f+ ¢ ed f+ & due punti di una qualunque retta prepria
di I(f: ¢) con /wdtzo e feq;dt:o; la differenza dei due punti da il parametro della retta,
g g
parametro ortogonale a . (Le note a pié di pagina, da questa in avanti, sono della sig,na E. Sg-
NIGAGLIA).
(2) Infatti sard f; =f+ % ed un’altro punto di I(f; ¢), F=f—+¢ con fecpdt:O e jd,acpdt:O.

g g
Onde F=f, — %+ ¢=f; + o con |pwdt —0. Ciod F' & un punto di I(f,; ¢), ma per ipotesi,

g
F era un punto di I(f; ¢), quindi & I(f;9)=1I(fi; )

(3) Infatti si vedrebbe facilmente che, dati due punti, & possibile trovare un iperpiano
passante per ’uno e non per !’altro. Se dei due punti P e @, P & proprio, I’iperpiano orto-
gonale alla PQ in P non contiene Q. Se P fosse infinito & evidente che non e¢i pud essere
altro punto proprio comune ai dati iperpiani, perch® tra questi ¢’& Iiperpiano improprio.
Se gli iperpiani avessero comune anche il punto @ avrebbero comune la PQ su cui si trova
un punto P’ tale che le rette di punti all’infinito P e P’ siano ortogonali. Un iperpiano
proprio ortogonale alla direzione di P' passa per P e non per P'.

(*) Analogamente.

(°) Infatti & Fy—= F + A¢. Troviamo A osservando che Fy & su I(f;¢) e che quindi la
retta di I, f— F, deve essere ortogonale a ¢, ciod:

JE—Fy)-gat=[if— F—2g)-vdt, da cui [(f—F)-odt=2.
g9 g g
D’ altra parte &

(F — Fp) :/(F— Fy) - (F— F)dt = (F — F— %) = (Aq)? = A%,
quindi

Annali di Matematica, Serie IV, Tomo XI.
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Giova inoltre notare che un iperpiano proprio, che non passa per I ori-
gine, & individuato dalla proiezione ortogonale F del punto O sopra di esso,
e lo si potrd indicare con [F].

Si avra dunque

I3 9) = [fedt]-3
g9

ed inoltre
[Fl=I(F; F).

9. E noto che cosa si intende col dire che una successione
(1) ko kyyry by

di numeri reali finiti & delerminata ed ha per limite un numero reale finito k
oppure il numero oo,

Ora aggiungo le seguenti

DEF. 1. — Una successione (1) di numeri reali finitéi od uguali ad oo
8i dird defermminata ed avente per limite un nwmnero reale finito k se i termini
di (1) uguali ad oc sono in numero finito e se i rimanenti formano una
sucecessione avente per limite k.

Dgr. 2. — Una successione (1) di numeri reali finiti od ugnali ad oo
si dird deferminata ed avente per limite oo, se i termini di (1) diversi
da oo sono in numero finito oppure formano una successione avente per
limite oc.

6. Nel seguito diremo che un punto proprio ed un punio improprio
di H' hanno fra loro distanza uguale ad oo.
Der. 1. — Una successione

) P, P,,, Po,..

di punti (proprii od improprii) di H’ si dird deferminata ed avente per limite
un punto proprio P se la successione delle distanze dei punti (2) da P ha
per limite lo zero.

Evidentemente se (2) ¢ determinata ed ha per limite un punio proprio P,
i punti improprii di (2) devono essere in nuniero finito ed i rimanenti devono
essere rappresentati da una successione di funzioni (a quadrato sommabile)
convergente in media verso la funzione rappresentatrice di P.

Si dimostrano facilmente i

TeOR. I. — Se le distanze dei punti di una successione (2) da un me-
desimo punto proprio P formano una successione deferminaia avente per
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limite oo, anche le distanze dei punti (2) da un altro qualsiasi punto pro-
prio @ formano una successione deferminalo avente per limite oo,

Tror. II. — Se (2) ¢ una successione di punti le cui distanze da un
medesimo punlo proprio formano una successione deferminata avente per
limite oc, e se esiste una refta propria r tale che gli angoli acuti che
le rette, che uniscono wun punfo proprio P coi punti (2), formano con r
tendono a zero, tendono anche a zero gli angoli acuti che formano con r le
rette che uniscono un altro qualsiasi punfo proprio @ coi punti (2).

DEF. 2. — Se (2) & una successione di punti di H’ tale che le distanze
dei punti (2) da un medesimo punto proprio P formino una successione de-
terminata avente per limite oc e se esiste una reffa propria r tale che gli
angoli acuti che le rette che uniscono P coi punti (2) formano con r ten-
dono a zero, si dice che la (2) & determinata e che ha per limite il punio
improprio di r.

In nessun caso diverso da quelli considerati dalle definizioni precedenti
una successione (2) sard da considerarsi come determinata.

Risulta facilmente il

Teor. III. — Una successione determinata ha un limite ed uno solo.

E pur vero e quasi intuitivo il

TEoR. IV. — Una successione determinata di punti di una medesima
retta » (propria od impropria) ha per limite un punto di r.

Non sarebbe difficile dimostrare il

TrEor. V. — Condizione necessaria e sufficiente perché una successione
di punti (2) (proprii od improprii) sia determinata & che si possa porre
P, =k,9,, in modo che la successione (1) sia determinata e che le ¢, siano
parametri normali formanti una successione convergente in media verso un
parametro ¢ (necessariamente normale), e quando cid accade la (2) ha per
limite k¢ dove k o il limite di (1).

7. TEor. I. — Se
3) Fis Foreees Fonyom

¢ una successione determinata di punti proprii avente per limite un punto
proprio f e se
(4) Pis Paseees Fnveee

& una successione di parametri normali convergenti in media verso un pa-
rametro (normale) ¢; se F, & un punto di I(f,; ¢,) e se la successione

() F,; Fyye, Fyo

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1



164 G. Vrravr: Proiettivita nello spazio hilbertiano

& determinata ed ha per limite un punto proprio F, il punto F appartiene
ad I(f; ¢).
DiM- — Intanto &
Jifs — F)endt = 0.

g

Inoltre, poiché f, — F, converge in media verso f— F, e ¢, converge
in media verso ¢, & ()
lim ((f, — F,)padt = [(f — Fpdt
n oog g
e quindi
fif — Flgdt =0
g
il che prova che I appartiene ad I(f; ).
Il precedente teorema giustifica la seguente
DEF. 1. — Se (3) & una successione determinata di punti proprii avente
per limite un punto proprio f, e se (4) & una successione di parametri nor-
mali convergente in media verso un parametro (normale) ¢, si dice che la
successione degli iperpiani

(6) It 2 15 b I(Fus @ul; oo
& determinata ed ha per limite I’iperpiano I(f; 9)
Teor. II. — Se (6) ¢ una successione di iperpiani, e se F' & un punto

proprio le cui distanze

d,, dyyey dy,o

da detti iperpiani tendono ad oo, anche le distanze dei detti iperpiani da
un altro punto proprio F, tendono ad oo.
Dim. — Intanto per ipotesi (poiché i ¢, sono normali) & (n- 4, teor. VII)

lim | (fn — F)padt|= os.
g

Nn=o0

Inoltre
[\ifn — Foondt =(f, — F)pndt + [(F — F o, dt
g g

g

e per la disuguaglianza di SOHWARZ

JiF — Fojp,dt < |/[(F — F,yat

(!) « G. H. », pag. 81, cor..
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dunque
lim U(f,, — Fo)cp,,dt| = oc,
n=00g

Questo teorema giustifica la

DEr. 2. — Se le distanze da un punto proprio fisso degli iperpiani di
una successione {6) tendono ad oc, si dice che la (6) & deferminata ed ha
per limite I..

DEE. 3. Se una successione di iperpiani proprii ed improprii & tale
che la successione dei suoi iperpiani proprii sia determinata ed abbia per
limite un iperpiano I, essa si dice pure delerminata ed avente per limite I.

Se I=1I,, oppure se, essendo I un iperpiano proprio, gli iperpiani im-
proprii contenuti nella data successione sono in numero finito, si dice pure
determinata ed avente per limite I, una successione di iperpiani contenente
solo un numero finito di iperpiani proprii.

1L

1. TEoR. — Se (3) & una successione determinata di punti di H' avente
per limite un punio proprio f, se

X5 Agyeees Anyon

¢ una successione determinata di numeri avente per limite un numero
finito X, la successione di punti

Aoy MNfaseees Anfus o

¢ determinata ed ha per limite Af.
DiM. — Intanto gli » per cui f, & improprio, o A, & infinito, sono in
numero finito, per gli altri % si ha:

Jnfu — MRAE= X2 [f,2dt — 200, [ffadt -+ X[fdt
g g g g
e poiche
lim (f,%dt = [f*dt ()
n=oo§

g
lim (ff,dt = [f*at (%)
n=—oo g g

(!) « G. H. », pag. 80, teor. 1.
(?) « G. H. », pag. 59, teor. 3.
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si ha
lim [(X,f, — AfPdt = 22[f*dt — 2X°[f*dt + X*[f*dt =O.
n wg g 9 g
Cor. — Se i punti (3) ed f del teorema precedente sono diversi da O

e se d, e d sono le loro distanze dall’origine, la successione

hi f fu

d" d_2,..., dn....

& determinata ed ha per limite g

2. DEF. — Si chiama biortogonale un doppio sistema di funzioni

(%) Prs Poseeey Porgon
() G,y Gyyers Gy
tale che
1, se h=k
fontadt =)
7 0, se h3=F.

Evidentemente se (p) & un sistema cartesiano ('), il doppio sistema (), (¢)

¢ biortogonale.
TEOR. — Se (¢) e () costituiscono un doppio sistema biortogonale, e se

(8) Cyy Cyyorny Crpyone

¢ una successione di costanti per cui la serie X,c¢,9, e la serie X, ¢, ¢, con-
vergano in media rispettivamente verso delle funzioni ¢ e ¢, si ha

Cn :/-CPn'-Pdt :/‘Pn@dt (2)
g g

Se,* = fpddt ()
: 9
e quindi la serie X, ¢,* converge.

3. Ognuno dei sistemi di un doppio sistema biortogonale () e () si dice
quasi carfesiano ed entrambi si dicono fra loro coniugali se, condizione ne-
cessaria e sufficiente perché una qualunque delle serie Z,c¢,9, e Z,c,¢,
converga in media, & che la serie I,c,* converga, e se inoltre per qﬁalsiasi

() « G. H. ». pag. 72. def. 2.
() « G. H. ». pag. 59, teor. 3.
(®) Moltiplicando la Z,¢,%, per ¢ ed applicando il teor. del n. 8 di pag, 69 di «G. H.>».
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funzione f a quadrato sommabile esistono due successioni di costanti (8) e

(9) _ . Ay Ayves dyyene
per cui la serie
Y aCnPn
nvn
e la serie
Endn(*pn

convergano in media verso la funzione f.
Evidentemente allora si avra

Cn :/7¢1zdt e 1, —_—/fcpndt'
g g9

Dunque per provare che un doppio sistema biortogonale & costituito da
due quasi cartesiani coniugati, bisogna provare per ciascuno dei due sistemi
le segucnti tre cose:

indicando con

fi) f27'", fn,...

uno qualunque dei due sistemi:
1) Se le (8) sono tali per cui X,c,f, converga in media, la X,c,’
converge.

2) Se le (8) sono tali per cui X,c,* converge, la X,c,f,, converge in
media.

3) Se f & una funzione a quadrato sommabile, esiste una successione (8)
per cui X,c,.f, converge in media verso f

4. Si ha subito che un sistema cartesiano é un sistema quasi cartesiano
coniugato di sé stesso.

III. Prolettivita.

1. Se S indica una corrispondenza biunivoca tra i punti di due H' (che
indicherd per distingucrli con H, ed H, anche quando li penserd sovrapposti):
rappresenteremo con S, il passaggio che essa stabilisce da H, ad H, e
con §,, il passaggio inverso (da H, ad H,).

Der. — Una corrispondenza biunivoca tra due H' si dird proieftivita se
ogni S,; (¢ =) soddisfa alle seguenti condizioni:

a) a punti di un iperpiano di H; fa corrispondere punti che appar-
tengono ad un medesimo iperpiano di H;.

(Per questa proprietd i punti corrispondenti a tutti i punti di un iper-

piano dell’uno dei due H’' riempiono un iperpiano dell’altro. Due tali iper-
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piani si diranno corrispondenti e la S determina una corrispondenza biunivoeca
tra gli iperpiani dei due H');

b) a punti di una successione determinata sopra H; fa corrispondere
punti di /; formanti una successione determinata.avente per limite il punto
corrispondente al limite della prima successione;

¢) ad iperpiani di una successione determinata sopra H, fa corrispon-
dere iperpiani di H; formanti una successione determinata avente per limite
I’iperpiano corrispondente al limite della prima successione.

2. 0ss. — Se una corrispondenza biunivoca S tra due H' & tale che la
definizione dell’ S,, sia analoga a quella dell’S,,, per dimostrare che § ¢
una proiettivitd basterd provare che le condizioni a), b), ¢) della precedente
definizione sono soddisfatte dall’ S, . |

3. TEOR. — Se S fa corrispondere ad ogni punto oo ¢ di H, il punto oo o
di H, e ad ogni punto proprio fdi H,, il punto f+& di H,, £ essendo una fun-
zione non generalmente nulla a quadrato sommabile fissa, la S & una proiettivita,
Dim. — Se indichiamo con T() la §,, la S, & data da T(—£). Con-
segue che la S & una corrispondenza biunivoca e che essa sard una proiet-
tivita se la §,, soddisfa alle condizioni a), b), ¢):
a) La S,, fa corrispondere all’l, di H,, 1'I, di H, ed ai punti del-
VI(f; ) di H,, i punti dell’ I(f + E; ¢) di H, ().
b) Si vede poi facilmente che ad una successione determinata di punti
di H, avente per limite un punto proprio f, corrisponde in H, una succes-
sione determinata avente per limite f, +& e che ad una successione deter-
minata di punti di H, avente per limite oc p, corrisponde in H, una succes-
sione determinata di punti avente per limite oo ¢ (¥).

(1) Che all' I(f: ¢) di H, corrisponda I'I(f+ §: ) di H,, & evidente per I'ipotesi posta
che al punto f di H, corrisponde il punto f+§ di H,. Infatti in conseguenza di c¢id si ha
che presi i due punti f ed F di H, ed i due corrispondenti di H,, f+ § ed F+§, alla retta
di H, di parametro f— F corrisponde la retta di H, di parametro f+§—F —§=f—F.
Quindi all’insieme di tutte le rette di H, per f ortogonali alle rette di parametro ¢, -corri-
sponde 'insieme di tutte le rette di H, per f+ §, ortogonali alle rette di parametro .

(2) Infatti una successione di punti di H, sarh determinata ed avrad per limite il punto
proprio f, se i termini della successione uguali ad e sono in numero finito e se i rimanenti
formano una successione avente per limite f, cioé lim f(fn—fo)ﬂdt—o D’ altra parte, per ipo-

0 — 00
tesi, sono punti impropri di H, solo i corrispondenti ai puntl impropri di H,, quindi se questi
erano in numero finito, anche i punti impropri di H, sono in numero finito. Inoltre, sempre
per ipotesi, ad f corrisponde f-+ § onde la successione di punti di H, (corrispondente a quella
considerata in H,) & determinata ed ha per limite f+ &.
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¢) B pure facile vedere che se una successione di iperpiani di H, & de-
terminata ed ha per limite I{f; p), anche la corrispondente in H, ¢ determi-
nata ed ha per limite I(f+&; 9 (!)

4. DEF. 1. — Una proiettivith della specie considerata nel teor. prec.
si dird di I classe. :

DEr. 2. — Diremo di I categoria una proiettivity fra due H' che faccia
corrispondere all’ I, dell’uno I’ I, dell’altro. Le rimanenti si diranno di
II categoria.

Evidentemente una proiettivita di classe I & di I categoria.

DEF. 3. — Una proiettivita di I categoria che fa corrispondere all’ori-
gine, I’ origine, si dira di II classe.

5. TEOR. — Una proieftivitd § di 1 categoria che non sia né di I, ne
di II classe, vale il prodotto di una proiettivith di I classe e di una di
II classe.

DiM. — Supponiamo che S porti 1’origine di H, nel punto necessaria-
mente proprio § di H,. Consideriamo un terzo H’ che indicheremo con H,.
Sia S, la proiettivith di I classe fra H, ed H, che porta ogni punto proprio f
di H,, nel punto f—E di H,. La corrispondenza S, fra H, ed H, che fa
corrispondere i punti di questi due spazii che nelle S, ed S corrispondono
ad un medesimo punto di H, & pure una proiettivith di I categoria, ma essa
fa corrispondere all’ origine 1’origine perché tanto la S, come la S fanno
corrispondere al punto § di H,, I'origine dell’altro spazio.

Dunque S, ¢ di II classe. La § & il prodotto di S, e di S, ed il teor. &
dimostrato.

6. TEOrR. — La corrispondenza S che fa corrispondere ad ogni punto k¢
di H, il punto he di H,, per cui
h=
b— kjoddt
g

dove a e b sono due numeri reali finiti e diversi da zero e ¢ & un parametro
normale, & una proiettivita.

(!) Cosi per esempio una successionc di iperpiani di H,; passanti per il punto f
I(f5 90)s I(f; @)y I(f; py)yr. & determinata ed ha per Limite I(f; @), se @, gy Ppyeee ©
una successione di parametri normali convergenti in media verso il parametro ¢.

Per ipotesi a f corrisponde f+ §, onde alla precedente successione di H,, corrisponde
in H, la successione I(f+§; @), I(f+E&; @5).-y I(f+ &; ¢,)s-.. che & determinata ed ha per
limite I(f+&; ¢).
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of
b— [yt

Div. — Intanto & evidente che. dato il parametro normale ¢ e il numero

Chiamando kp =f, hy = F sarcbbe F =

reale k (finito ed infinito) resta determinato & [per k= oc si ha h= ¢
[edat
[
b
fopat
]
punto kp di H, & determinato il corrispondente Ly di /,.

Dato il punto hy di H,, & poi determinato in modo unico il eorrispon-
dente kp di H,; per questo &

e quindi sard h = oc se /&qudt:O. Per k= & h= o\,). Cosi dato il
9

bh
h=—
@+ hfed dt
g

Consegue che se indichiamo la S,, con (a, b, ¢), la §,, sard data da

(b7 a, — ‘-!»’)-
Consegue che § & una corrispondenza biunivoca e che essa saria una
proiettivita se la S, soddisfa alle condizioni a), b), ¢):
a) 1) Ad I, di H, corrisponde I(— a}; ) di H, perche ad o p di H,
corrisponde il punto F:/T—Tpa;t di H,, e in particolare ad o< ¢ di H, il punto
¢

9
Fy=—a} di H,, ed infine F— F, = a{ —/%—:Pdt & ortogonale a ¢ (').
¢

g
2. A 1(0; §) di H, corrisponde 1’ I(0; F) di H, ().

i

3). Ad I(b}; ¢) di H, corrisponde 1’ I.. di H, (}).

{!) Come si verifica subito moltiplicando per ¢ e integrando.
(2) Infatti per k=0 & h =0, cio® all’origine Op di H, corrisponde 1’origine Op di Hj;
inoltre ad ogni punto ky con /(pédt:O corrisponde il punto ke con /cpédt: 0, quindi ad
g g
ogni punto in I(0; §) di H, corrisponde un punto in 7(0;§) di H,.
(®) Un punto generico di I(b); ¢) & infatti della forma f— by + A con fgq;dt:O, o se
g9
si vuole k¢ = f= b+ 2£. 11 corrispondente F di fin H, &:
of okt 39 6y oy g
b—|fydt b— by -
g g

F=he=

Dunque il corrispondente di I(b$; ¢) & Joo.
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4]. In generale ad I(f; ¢) di H, per f=Fky, con k finito e diverso da zero,
corrisponde iu H, I’ I(hyp; %) con h finito e diverso da zero.
b]. Consideriamo ora I'iperpiano I(f; §) di H, diverso da quelli finora
considerati. Ksso non passera per 1’ origine, il che porta ffﬁdt:k() (*) e con-
g
terrd almeno un punto proprio diverso da O (che supporremo sia addirit-

tura f) che ha per corrispondente in H, un punto proprio F (*).
Dico che ad I(f; &) corrisponde lo I(F'; ) dove

o C=g—

Intatti, se f, & un altro punto di I(f; ), e se F, & il suo corrispondente
(finito od infinito) si avranno le relazioni

2 pe—Y g —_ % e fEar—o,
® b— [fpat b—ff,npdt gﬂf 1)
g g

Ora se F, & improprio esso & individuato dal parametro f, e si ha

bff %at

dt = [fodt — & =b - b=0
2Iff,C gff¢ 7zt
g

perch® per essere improprio il punto F, & b :ff,k]adt e per la terza delle (2)
g
& [fedt = |f EdL.

] g
Dunque F, appartiene ad I(F; §). Se poi F, & proprio, si ha

JF — F)edt = lo(f — 1) — (F[f.bat — f,[foan)cas
g9 g

g g9

() Infatti se fosse ff&dt:O sarebbe f(f— 0)edt —0 e 1'origine apparterrebbe ad I(f;£)
9 g
onde si ricadrebbe in uno dei casi precedenti.
(?) Infatti ad un punto f= k¢ proprio e diverso da 0 di H,, corrisponde un punto he
di H,. Non pud essere =0 percheé sappiamo gia che in tal caso dovrebbe aversi anche k=0.

Potrebbe essere b= oo e allora sarebbe k— . B impossibile che tutti i parametri conte-

/ oddt

g9
nuti in I(f: §) siano ortogonali a ¢, perche allora lo stesso iperpiano si potrebbe serivere I(f;¢)
e si ricadrebbe nel caso precedente 4].

Se poi fosse 9y =1¢ si ricadrebbe nel caso precedente 3].
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dove

a
b — [reanb — [f.bat)
g g
Ma per la (1) e per la terza delle (2j &
/f f)Ldt = /(f f)dat,

e inoltre

/ f/fq»dt— Mdt t= /f,ﬁdt/f¢dt~/f&dt{f.wt =bf(f —£.)bd,

/7§dt A

e si deduce che )
/tF—- F)dt =0
g

ed infine ancora che il punto ¥, appartiene ad I(F: §).
b) Sia
fl’ f?""} fﬂ?"'
una successione determinata di punti di H, avente per limite il punto f. La
successione

F,, F,,.., F,,..

corrispondente in H, sara tale che
_ofn
b - /fnq)dt

n

e se la successione degli f, e quella degli F,, hanno limiti proprii, si vede
che (v. § 2, n. 1 teor.) la successione degli F, ¢ determinata ed ha per limite

__ o
b fbat
g

Alle stesse conclusioni si arriverebbe considerando i casi rimanenti (*).

(!) Se il limite f & uguale a

si ha corrispondentemente F'— co ¢.

fcptladt
g .
Se poi il limite f & uguale a oo ¢, si ha corrispondentemente F:/_ %% o come caso
pbdt
particolare, se gli f, ed f sono tutti punti impropri, si ha g

=% g p="%%,
Jonvat Jevat
g g
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c¢) Consideriamo una successione di iperpiani non passanti per O

It ) I{fys @) sy Lifus 9n)yeen

colla successione delle f, convergente in media verso f e colla successione
delle ¢, che supporremo normali e convergenti in media verso la funzione
normale ¢.

Gli I(f,; ¢») hanno per limite I(f; ¢) non passante per O.

I punti F, corrispondenti agli f,, formano una successione determinata.
Supponiamo che abbia nn limite finito F.

I trasformati dei nostri iperpiani sono (v. § 3, n. 6 a) 5], pag. 17)

bCPn
I(Fn;  — 7
( ¥ [fncpndt)
g

Jfeat
g
Si tratteranno ugualmente i rimanenti casi (*).

DEF. — Una proiettivita della specie considerata nel teorema precedente
si dird di classe 111

e hanno come limite

7. TEOR. — Una proiettivita S di II categoria, che non sia di classe III
vale il prodotto di una proiettivita di I categoria e di una di classe III

Dim. — Supponiamo che la S porti I’ I, di H, nell’ I{f; ¢) di H, ($ nor-
male), sard I(f; ¢) = I(a; ¢), dove oc:y/.f(,bdt ().

g
Consideriamo ora un terzo H' che indicheremo con H, e denotiamo

con S, la proiettivitd di classe III che porta i punti Z¢p di H,, nei punti he
— ak

b—kfebdt
g

di H, con h =

(*) Se il limite degli I(f,; ¢,) di H, & I(0;§) corrispondentemente in H, I’iperpiano
limite & I(0: §) (vedi § 3, n. 6, a) 2], pag. 16). Se il limite degli I(f,; ¢,) di H, & I, il
corrispondente iperpiano limite in H, & I(—=xd; ¢) (vedi § 3, n. 6 a) 1], pag. 16). Se il limite
degli I(f,; ¢,) di H, & I(b}: {), il corrispondente iperpiano limite in H, & I~ (vedi § 3, n. 6 a),
pag. 16). Se il limite degli Iif,; ¢,) di H, & I(f; ¢) con f=ke dove k & finito e =0, corri-
spondentemente in H, I'iperpiano limite & I(F'; ¢) con F=h¢ dove h & finito e 30 (vedi
§ 3, n. 6 a) 4], pag. 17).

(*) Infatti & [(xp — f)9dt=0.

[
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La S, trasforma 1" I, di H, nell’ I{z¢; ¢) di H,.

Sia poi S, la proiettivita tra H, ed H, che fa corrispondere in questi i
punti che nelle S ed §, corrispondono ad un medesimo punto di H,. Evi-
dentemente la S, & di I categoria e, poiché la S & il prodotto delle S, ed S,,
il teorema & dimostrato.

Combinando questo teorema con quello del n. 5 si vede che ogni pro-
iettivitd si pud scomporre in un prodotto di non pin di 3 fattori appartenenti

alle classi I, II, IIL

8. Le proiettivita delle classi I e III hanno struttura abbastanza sem-
plice. Passerd ora ad analizzare quelle di classe II.

Sia
() . Py Payeres Py
El’ EZ,'"; En,-..
un doppio sistema di quasi cartesiani coniugati in H, e
(p) ('pl? (pg)"'; q)n,...

C! ! C?? AL Cn PRLL

un doppio sistema di quasi cartesiani coniugati in H,.
Se f & un punto proprio di H, sara:

f=2Zuc.9n (),

dove le ¢, sono costanti tali per cui 2,c,® sia convergente. Allora Zc,¢,
converge in media verso una funzione F.

Facciamo corrisponderc ad ogni punto proprio f di H, il punto proprio F
(ottenuto nel modo sopraddetto) di H,, ed al punto improprio della retta Of,
il punto improprio della retta OF. Questa corrispondenza & una proiettivita.

Difatti essa & manifestamente biunivoca, inoltre all’ I. di H, fa corri-
spondere 1’ I, di H,, e all’I(f; ¢) di H, fa corrispondere I’ I(F; ¢) di H,
dove F=2pc,4, se f=ZX¢9, edb=24d.C, se g=2X4d75,.

Cid si vede perché se f, & un punto di I(f; ¢) e se F, & il corrispon-

dente, se inoltre f, =2 b,¢,, si ha

fl _— f = z"(bn - C“)ﬂP,, ed F1 —F= Z“(b” — Gn)q}n

ed inoltre
[if, = fredt =3,(b, — ¢,)dn e [(F, — F)pdt =%, (b, — ¢ dn.
g g9

Ma il primo di questi integrali & nullo, quindi & nullo anche il secondo.

() Il segno = vale « converge in media verso ».
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La proiettivith da noi qui considerata é inoltre di classe II. Io dico che
ogni proiettivitd di classe II si pud generare in tal modo.

9. Sia § una proiettivita di classe Il tra H, ed H,. Se f, ed f, sono
due punti diversi di H, ed F, e I, i loro corrispondenti in H,, le rette
f.f. ed F F, si corrispondono proiettivamente (‘) e poiché in esse i punti
all’infinito si corrispondono, esse sono simili ed al punto f, -+ A(f, — f,) cor-
rispondera il punto F, -+ MF, — F).

E poiché¢ se & f, =0, & anche F, =0, al punto Af, corrispondera il
punto AF,. Consegue che, qualunque sia f,, al punto a[f, + Mf, — )] cor-

1

rispondera il punto a|F, + AF,— F,)]; e, per )\::g, ed a=2 al punto f, +f,

corrisponde il punto F, + F,.

Consegue che se a e b sono due numeri reali e finiti, ad af, + bf, cor-
rispondera aF'| + bF,.

Pit in generale, se f,, f,,.., f, sono = punti di H, e se F,, I,,..., F,
sono i punti corrispondenti in H,, ad a,f, -+ a,f, 1 ..+ a,f, corrispondera
af 1 aF, . +abF,.

Consideriamo ora un doppio sistema di quasi cartesiani coniugati (x)
in H, ed indichiamo con

q)n ('pz,---, q)“,...

i punti di H, corrispondenti ai punti

Pis Poyerey Fpooee

a mezzo della S. Sia poi f un punto proprio di H,. Sard f= 2 c,9,. Allora
posto
fo =169, +Co¥, + . + 0,9, (r=1,2,.)

si ha che la successione

(Y’ f{’fﬂ}"'; ny

¢ una successione determinata di punti di H, avente per limite f.
Ma ai punti di (y) corrispondono in A, i punti

Fn = clq)l -+ 624}2 + ...+ qu»’n (n: 1’ 27 "')

e quindi i punti F, formano una successione determinata avente per limite
il punto F' corrispondente ad f.

(!) Infatti gli iperpiani passanti per una retta non hanno in comune che quella retta, onde
in una proiettivitd a punti di una retta corrispondono punti di una retta.
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E siccome ogni punto F di H, si pud considerare come il corrispon-
dente di un punto f di H,, cosl per ogni punto F di H, esisterA una suc-
cessione di costanti ¢, per cui la serie X ¢,* converga, in modo che la serie
S, ¢, converga in media verso F.

E poi evidente che se X ¢, 4, converge in media verso una funzione F,
la serie ¥ c,* & convergente, perché la serie Z c, 9, dovrebbe convergere in

media verso il corrispondente f in H, di F.
E poi evidente che i punti

CiPy =GPy e 0 Py G Py e
dove le ¢; sono delle costanti per cui converga la serie
R e T S G A S

formano Viperpiano I(O;&,). Allora anche i corrispondenti formeranno in H,
un iperpiano I(0; T, ), ossia esiste uno ed un solo parametro §, ortogonale

alle 4’(1 "l)z""} "pn—l) '4)114-1:""
Le 9, e le ¢, formano allora un doppio sistema (3) che evidentemente &

biortogonale, se scelgo {, tale che sia [S,4,df=1. Dico che (§) & un doppio
g
sistema di quasi cartesiani coniugati.
Intanto abbiamo gia visto che il primo di questi sistemi ha le proprieta
richieste. Resta a provare che anche il secondo ha le stesse proprieta.
Consideriamo in H, I'iperpiano 7{0: g). Sara £ =13 v, £, dove le y, sono
tali per cui la I y,* converge.

Poniamo )
r:}n =75 -+ Y?EE + .t Y”Eﬂ . (n: 17 2) "')

Gli iperpiani I(O; ¥,) formano una successione determinata che ha per
limite I(0; §). I loro corrispondenti in H, sono gli I(0; t,) dove

T = Y181+ Y2b2 +- o + Yl con g, =YV le 4 Ygz RN

n
On

E poiché questi formano una snccessione determinata, anche le t, for-
mano una successione determinata che avra un certo limite g, in guisa che
I{0; ) sia corrispondente di I(0; §). Quello che di queste considerazioni

. N .2 . .
importa & che la serie Zulubn converge in media se Xy, & convergente.

"
. 2 . . . . .
Viceversa, se "z”gl' converge in media, risulta che convergera in media anche
n
la 2,v7,E, e che la 2 vy, * é convergente.

o .

Cosl il teorema & pienamente dimostrato.
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10. Possiamo dunque affermare che le proiettivita fra due spazii H' si
possono scomporre in proiettivith di struttura molto semplice e facile a
dominarsi.

ELENCO DEI LAVORI DEL PROF. VirarLr E DELLA SUA SCUOLA
RELATIVI ALLA GEOMETRIA DELLO SPAZIO HILBERTIANO

1) G. VITALIL

a) - I fondamenti del calcolo assoluto generalizzato. [« Giornale di Mat. del Battaglini »,
vol. LXI, 1923, 14° della 3% serie, pagg. 1-46).

b) - Geowmetria nello spazio hilbertiano. [« Atti del R. Ist. Veneto », 1927-28, T. LXXXVII,
pagg. 349-428].

c) - Forme differenziali a carattere proiettivo associate a certe varieta. [Ib. ib., 1928-29.
T. XXXVIII, pagg. 361-368].

d) - Sopra alcuni invarianti associati ad una varietd e sopra i sistemi pr mccpale di mor-
mali delle superficie. [« Ann. de la Soc. Polonaise de Math.», T. VII, 1928,
pagg. 43-67].

o) - Sisteini principali di normali ad una varietd giacenti nel suo o,. [Ib. ib., pagg. 243-258].

f) - Sopra una derivazione covariante nel calcolo assoluto generalizzato. [« Rend. della R. Ace.
Naz. dei Lincei », 1927, 2° sem., pagg. 201-206 e pagg. 278-282].

g) - Sulle derivazioni covarianti nel calcolo assoluto generalizzato. [Ib., 1929, 1° sem.,
pagg. 626-629]. .

h) - Le identita di Bianchi per i simboli di Riemann mnel calcolo assoluto generalizzato.
[Ib., 1929, 1° sem., pagg. 190-192].

i) - Sulla curvatura delle varieta. [« Bollettino dell’ Unione Matematica Italiana », 1928, VII
n. 4, pagg. 173-175).

k) - Sui centri di curvatura delle geodetiche di una varieta. [Ib. ib., pagg. 391-394].

1) - Eapporti inattesi fra alcuni rami della matematica. [« Atti Congresso internazionale dei
matematici », Bologna, 1928, T. II, pagg. 299-302].

m) - Sopra i problemi di massimo o di minimo riguardanti le varietd nello spazio hilber-
tiano. [« Rend. del R. Ist. Lombardo », 1929, pagg. 127-137].

n) - Sopra alcune involuzioni delle tangenti a una superficie. [« Atti del R. Ist. Veneto »,
T. LXXXTX, 1929-30, pagg. 107-112].

o) - Sulle equazioni secolari. [« Atti della Societd Italiana per il Progresso delle Scienze »,
18* Riunione, 1929, vol. II, pagg. 3-5].

p) - Saggio di ricerche geometrico-differenziali. [« Atti del R. Ist. Veneto », T. LXXXIX,
1929-30, pagg. 879-381].

q) - Nuovi contributi alla nozione di derivazione covariante, con appendici di ALIPRANDI,
Bauponi, Liceni, SaciLorro. [« Rend. Semin. Mat. dell’Universitd di Padova »,
anno I, 1930, pagg. 46-72].

r) - Bvoluta (?) di una gqualsiasi varieta dello spazio hilbertiano. [« Annali di Matematica »,
serie IV, T. VIII, 1930, pagg. 161-172].

s) - Determinazione delle superficie ad area minima nello spazio hilbertiano. [« Rendic. Se-
minario Matematico dell’ Universita di Padova », anno I, 1930, pagg. 157-163].

t) - Trentennio di pensiero matematico. [« Atti della Societd italiana per il Progresso delle
Scienze », 19 Riunione, 1930, vol. I, pagg. 315-327].
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u) - Alcuni elementi di Meccanica mnegli spazi curvi. [« Annali di Matematica », serie 1V,
T. IX, pagg. 75-89].

v) - Sulle relazioni lineari fra gli elementi di un ricciano. [« Bollettino dell’ Unione Mate
matica Italiana », anno X, n. 3, 1931, pagg. 265-269]. '

z) - Sulle derivazioni covarianti. Conferenze raccolte dalla Sig.ns ANGELINA FoscHl. [Ren-
diconti del Seminario Matematico dell’ Universita di Padova », anno III, 1932,
pagg. 1-12].

2) ANGELO TONOLO

a) - Relazioni geomelriche fra due sistemi di normali di une superficie dello spazio hilber-
tiano. [« Ann. de la Soc. Polonaise de Math. », T. VIII, 1929, pagg. 1-8].

b) - Classificazione delle superficie il cui spazio 2-tangente é a quatiro dimensiond. [« Rend.
della R. Acc. Naz. dei Lincei », 1929, 1° sem., pagg. 595-602, 714-718 e 853-857].

c) - Una proprietd caratteristica delle superficie ipersferiche dello spazio S,. [« Bollettino
dell’ Unione Matematica Italiana », anno VII, n. 3, 1929, pagg. 132-137].

d) - Una propriete delle varietd minime dello spazio hilbertiano. [« Giornale di Mat. del
Battaglini ». vol. LXVII, 1929, pagg. 1-5].

3) P. CATTANEO
a) - Sopra wna classe di varieti cubiche. [« Rendic. R. Acc. dei Lincei », serie V1. vol. XI,

1930, pagg. 659-665, e vol. XII. 1930].

4) GIUSEPPE ALIPRANDI

a) - Sulle evolufe delle curve. [« Bollettino dell’ Unione Matematica ». anno VI, n. 3, 1928,
pagg. 142-147].
b) - Normali di alcune superficie con il s, a quatiro dimensioni. [Ib.. anno VII. n. 1, 1929,

pagg. 25-29].
c) - Il calcolo assoluto generalizzato in wuna variabile e le derivate del Vitali. [« Atti del
R. Ist. Veneto », 1927-28, T. LXXXVII, pagg. 1189-1216].
d) - Sopra le normali principali (secondo il Vitali) déi una superficie generica dello spazio
hilbertiano. [« Rend. della R. Acc. Naz. dei Lincei », 1928, 2° sem., pagg. 273-276].
e) - Delerminazione della terna principale (del Vitali) di una superficie generica considerata
come terna autopolare del cono geodetico. [Ib. ib., pagg. 356-359].
Sulle normali principali ad une varietd. [« Atti della Societa italiana per il Progresso
delle Scienze », 187 Riunione, 1929, vol. IL, pagg. 8-9]. '
g) - Sopra alcune involuzioni delle tangenti ad wna superficie. [« Atti della R. Acc. delle
Scienze di Torino », vol. LXYV, 1930, pagg. 149-156].
h) - Sugli estremi di corde normali ad una linea e ad una superficie. [« Bollettino dell’ Unione
Matematica Italiana », vol. IX, 1930, pagg. 90-95].

=
~
1

5) G. ZWIRNER

a) - Una proprieta della variets principale di una superficie col =, a due dimensioni. [« Atti
del R. Tst. Veneto », T. LXXXIX, 1929-30, pagg. 195-198].

6) RITA LICENI

a) - Sulla forma ¥, del Fubini. [« Rendic. della R. Acc. Naz. dei Lincei », 1929, 1° sem.,
pagg. 144-146].
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b) - Sulla forina ¥, di Fubini-Vitali. [« Atti del R. Ist. Veneto », 1928-29, T. LXXXVIII,
pagg. 903-908].

¢) - Sull’uso della rappresentazione funzionale nello studio della geometria. [« Atti della So-
cieta italiana per il Progresso delle Scienze », 18 Riunione, 1929, vol. I1, pagg. 5-7].

d) - Sulle espressioni sintetiche della derivazione covariante. [« Atti della Societd italiana per
il Progresso delle Scienze », 19* Riunione, 1930, vol. IT, pagg. 7-9].

7) R. BALDONI

a) - Sistemi principali di normali ad una variete nel suo n;. [« Rendic. della R. Ace. dei
Lincei », serie VI, vol. II, 1930, pagg. 149-153 e 261-265].

b) - Sui sistemi di infinite rette. [« Atti della Societa italinna per il Progresso delle Scienze »,
19* Riunione, 1930. vol. 1I, pagg. 33-38].

8) L. CESTONARO

a) - Una proprieta delle superficie col =, a tre dimensioni. [« Bollettino dell’ Unione Matema-
tica Italiana », vol. 1X, 1930, pagg. 74-79].

9) M. PREVIATTI BORTOLOZZI

Sopra U equivalenza di due equazioni che si presentano nella determinazione della terna
principale del Vitali per una superficie generica dello spazio hilbertiano. [« Rendic.
R. Ace. dei Lincei », vol. IX, 1929, pagg. 48-49].

10) INES SACILOTTO

a) - I simboli di Riemann nel calcolo differenziale assoluto generalizzato. [« Rendic. della
R. Acec. dei Lincei », 1929, 1° sem., pagg. 213-217].

b) - Norwmali associate alle direzioni di una variete gemerica a tre dimensioni giacenti in
uno spazio lineare a sei dimensioni. [« Atti del R. Ist. Veneto », T. LXXXVIII,

1928-29, pagg. 353-359).

11) V. SAVOIA

Spazi di carattere proiettivo differenziale associali a certe varietd. [« Atti del R. Ist.
Veneto », T. LXXXTIX, 1929-30, pagg. 379-881].

b) - Sulle ipersuperficie considerate come inviluppi di iperpiani. [« Atti della Societd italiana

per il Progresso delle Scienze », 19° Riunione, 1930, vol. IT, pagg. 38-41].

a) -

12) E. SIMONETTI

a) - Sopra alcune varieta dello spazio hilbertiano. [« Bollettino dell’ Unione Matematica Ita-
liana », vol. X, 1931, pagg. 14-16].
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Periodische Differentialgleichungen und fastperiodische
Funktionen.

Von Heromurn KNESER (in Greisswald).

Poincarg ('), E. E. Levi (°) und BoHL (%) behandelten die Differential-
gleichung '

(1)

deren rechte Seite stetig ist, in § und ¢ mit der Periode 1 periodisch ist
und z B. der Lipschitzschen Bedingung geniigt, so dass die Lisung eindeutig
und stetig dnrch einen Anfangswert besfimmt ist. Insbesondere bewies E.
E. Levi, dass zu jeder Differentialgleichung (1) eine Konstaute p gehort
derart, das fiir jede Losung s von (1) die Differenz s — pf beschrinkt bleibt.
Herr WINTNER legte mir die Frage vor, ob und wann s — pf eine fastperio-
dische Funktion von { ist (‘). Diese Frage lasst sich vollstindig beantworten
auf Grund der vorliegenden KErgebnisse auf diesem Gebiet, die in der Haupt-
sache von POINCARE (') herrithren und die ich dann einmal (°) zusammen-
stellte und hier wieder anfithren muss. Der Wert s(1), den die Losung von (1)
mit dem Anfangswert s(0) =s, bei { =1 annimmt, werde mit f(s,) bezeichnet.
Die Funktion f ist stetig, monoton und auf keiner Strecke konstant — also
eindeutig umkehrbar —, und f(s) — s hat die Periode 1. Es gibt eine mo-
notone Funktion x(s) mit den Eigenschaften

@ xs+1) =xl8)+1, x(f(s)=xls) +
von denen die erste die notige Periodizititseigenschaft und die zweite die
Abelsche Funktionalgleichung ist.

ds
ar = 9 1),

(!) « Journ. de Math. », IV, 1 (1885), besonders 8. 226 f.

(?) «C. R.», 153 (1911), 8. 799.

(%) « Acta math. », 40 (1916), S. 821-336.

(*) Die Beziehung zwischen den von WiINTNER behandelten Fragen un der Differential-
gleichung (1) sind dargelegt bei T. LEVi-CiviTa, « Ann. de I’ ¥e. Norm. Sup. », IIT, 28 (1911),
pag. 325-376.

(®) « Math. Ann. », 91 (1924), S, 135-154, besonders 141.144. Eine ausfiihrlichere Darstel-
Iung gab J. NieLsEN, « Mat, Tidsskrift >, B. 1928, S. 39-46.

Ich benutze die Gelegenheit, um ein Versehen in meiner genannten Arbeit zu berichti-
gen: in Zeile 12 auf 8. 144 konnen und sollen deshalb die Worte « endlich oder » wegfallen.

Annali di Matematica, Servie IV, Tomo XI, 24
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182 H. KNESER: Periodische Differentialgleichungen

Ist p rational, p = p/q, so gibt es ferner mindestens einen Wert s, mit

3) fUs) =8, +p=s,+1q

— dabei bedeutet f? die ¢t Iterierte der Funktion f —, d. h. einen An-
fangswert derart, dass die zugehorige Losung s von (1) mit s(0)=s, die
Eigenschaft

s+ ) =s(t) + pg
hat. d. h. dass s — p¢ die Periode ¢ hat. Die durch (3) bestimmten Werte
bilden eine nicht leere, abgeschlossene, mit der Periode 1 sich wiederholende
Menge M. Gehiort s, nicht zu M, so seien s,, und s,, die beiderseits niichsten
Werte aus M und s, und s, die zugehdrigen Liosungen von (1). Dann gilt (°)
Lim (F1(s,) — £7(s,0)) = Lim (F"4(s,) — F"s,,) =0,

lim (s(nq) — s,(rq)) =”lim (s(rnq) — s,(nq)) = 0.

n=—oo ——00

Dabei kann sowohl s,, wie s,, der grissere Wert sein. Da die Ldsungen
von (1) in beliebigen Intervallen der Linge ¢ gleichmissig stetig vom Werte
am Anfang des Intervalls abhiingen, so folgt, dass sich s — pf fir {—oc der
mit der Periode ¢ periodischen Funktion s, — p#, filr {— — oo der ebenso
periodischen aber, von s, — pf verschiedenen Funktion s, --- pf annihert. Wenn
also die PFunktion s — pf nicht die Periode ¢ hat, so ist sie auch nicht
fastperiodisch, sondern zeigt das angegebene Verhalten.

Bei irrationalem p bemerkt man zunichst, das x(s) wegen (2) die iiberall
dicht liegenden Werte x(0) + m + np -und daher als monotone Funktion alle
Werte annimmt. Der einfachere Fall ist der, dass ¥ jeden Wert nur einmal
annimmt und daher eindeutig und stetig umkehrbar ist. Unterwirft man eine
beliebige Losung s allen ganzzahligen Verschiebungen in der s und #-Richtung,
go erhalten sie bei =0 diejenigen Werte &', fiilr die y(s) einen der iiberall
dicht liegenden Werte ¥(s,) + m + np annimmt. Wegen der Umkehrbarkeit
von y liegen auch die Werte s iberall dichf, und man hat den von BoHL
besonders behandelten Fall vor sich, in dem die Losungskurve die ganze-
Ebene mod. 1 tberall dicht bedeckt. Nach BouL (f) lisst sich dann s — p?
durch Polynome in sin 2nf, cos 2nf, sin2npf und cos 2npt gleichmiissig an-
nithern und ist daher fastperiodisch von einfachem Typus.

Nunmehr nehme die monotone Funktion y einen Wert a und daher
nach (2) alle Werte @ +- m + np auf ganzen Intervallen an. Ist dann s, eine
Losung von (1) mit fastperiodischem Restglied s, — pf, so gilt dasselbe von

() « A. a. O.» (3), Fussnote 1 auf 8. 322.
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8o(f) = s,(¢ + 1) —[8,(1) — 8,(0)] (). Ferner ist s,(1) —s,(0) keine ganze Zahl;
denn dann wiire nach (2) auch yx(s,(1)) — x(s,(0)) = x(£(s,(0))) — x(s,(0)) = p ganz.
Also ist '

4) 0 < 8,(0) —s,(0) < 1.

Wir fithren nun statt s eine neue Veriinderliche r = F(s) ein. Dabei sei F'
eine stetige monotone nirgends konstante Funktion mit der Eigenschaft

F(s+1)=F(s) + 1,
sodass wir
r = G(cos 278, sin 27s) +8

setzen konnen mit einer stetigen Funktion G. Aus den Funktionen s, und s,
werden zwei Funktionen r,(f) und 7,f) mit ganz analogen Eigenschaften :
es gilt

ra(n 1) =glran),  $lglr) = d(r) + 1,
wenn man

g0) = FIf(F)], $0) = x(s) =x(F~'(r)

setzt. Die Differenzen #, — ptf sind wieder fastperiodisch; denn sie lassen
sich darstellen in der Form

ra(l) — pf = G(cos 2ms,(#), sin 2ns,(t)) 4 s,(f) — pt.
Setzt man hierin
cos 2nts;, = cos 2n(sy, — pi) cos 2rpt — sin 2n(s, — pi) sin 2wpd,

und entsprechend fiir sin 2ns, ein, so hat man r, — pf dargestellt als stetige
Funktion der fastperiodischen Funktionen cos2npf, sin2zxpf und s, — pi.
Daraus folgt aber, dass r, — pf selbst fastperiodisch ist (*).

(") In iiblicher Weise bezeichnet [¢] die ganze Zahl mit der Eigenschaft
[#] <u<[u]+1

(®) Der hier angewandte Satz wiire etwa folgendermassen zu formulieren. Sind f},, ., f,,
fastperiodische Funktionen von ¢ und ist M ihr Wertbereich, d. h. die Menge der Punkte
mit Koordinaten a; = fi(f), .., €, =[f,,(}), ist ferner die Funktion G(x,.., «,) gleichmiissig
stetig auf M oder stetig auf einer M enthaltenden abgeschlossenen Menge M', so ist
G{fy,..., ) eine fastperiodische Funktion von #. Er liisst sich mit dem Weierstrasschen Satz
tiber Polynomannsherungen sofort aus den Sitzen III, IV und VI bei H. Bongr, « Acta
math. », 45 (1924), S. 29-127, ableiten oder direkt ganz #hnlich beweisen wie diese, so wie
es WINTNER (« Math. Zschr. », 30 (1929), s. 299), fiir » =2 getan hat.
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Wenn also s, — pt fastperiodisch war, so ist insbesondere auch r, —r,
eine fastperiodische Funktion von { Hieraus list sich bei geeigneter Wahl
von F' leicht ein Widerspruch herleiten. Laut Definition ist

8,(0) = 8,(1) — [3,(1) — 8,(0)] = £(5,(0) — [s,(1) — 5,(0)},
%(3:00) — x(8,0) = p — [s,(1) — 5,(0)].

Dieser Wert ist nicht ganz und liegt wegen (2), (4) und der Monotonie von y
zwischen O und 1. Ist wie oben @ ein Konstanzwert von y, d. h. ein Wert,
der in einem ganzen Intervall angenommen wird, so sind auch die Werte
a + m - np Konstanzwerte. Da sie tiberall dicht liegen, liegt einer — er
heisse b — zwischen x(s,(0)) und x(s,(0). Das Intervall, auf dem y(s)==5 ist,

sei « < s <. Wir wihlen nun F(s) so, dass F(@)—F(a)2§ wird. Das ist

unter Erfiillung der vorher an die Funktion I gestellten Forderungen mdoglich;

es genligt z. B.,
8

/(2 - cos 2n(c — a—; B))“dc

0
[(o-+ cos2afo =15 a

F(S):

zu setzen mit gentigend grossem #. Gtehen wir nun, wie oben angegeben, iiber
zu der neuen VeriAnderlichen r = F\(s) statt s, zu den Funktionen g(r) und ¢(r)
statt f(s) und yx(s), so hat ein Intervall (+, #") nur dann mindestens die

Linge %, wenn es sich mit einem Intervall (F(«)+ m, F(3)+-m) bei geeignetem
ganzem s mindestens teilweise {liberdeckt. Nun ist y(s) =0 fir a <s < B,
also y(s) =b 4 m fir a+m <s=§ -m, also $(r) =b-+m fur Flo+m) <

<r<F@+m), d. h. fir Fla)+m <r < F(B) +m; daher liegt in jedem

Intervall der Linge % ein Wert r mit ¢(r) = b + mm bei geeignetem ganzem m.

: . . . o1 .
Dafiir konnen wir auch sagen: Es ist nur dann #" —¢' =5, wenn bei ge-

eignetem ganzem wm die Ungleichungen ¢(r') =<b — m < {(r") gelten. Gilt keines
der beiden Gleichheitszeichen, so liegt das ganze Konstanzintervall {(r)=b-+m

zwischen #" und #”, und es ist sogar ¢ — o' > %
Ist nun s,(f)—pf und daher, wie wir gesehen haben, auch ¢(¢) = ry(t) —r,(f)

fastperiodisch, so hat diese Funktion nach H. BoHR (°) eine positive ganze

(®) « Acta math. », 45 (1924), S. 29.127; Hilfssatz 7 auf S. 88,
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Verschiebungszahl # zur Hiochstdifferenz e:%, d. h. es gilt |qif +n) —q(t)| <

Fir £ nechmen wir einen ganzzahligen Wert p und setzen zur Abkiirzung
b(rr(0) = x(sal0)) = ox,

so dass 0 —~ w, —w, <1 wird. Dann ist jedenfalls ¢(p) > g, sobald

1
6

4)(7“(]_0)) =0, +pp T b+m - w, - pp = "!"(’rz(p))
ist bei geeignetem ganzem m. Nach der Verschiebungseigenschaft von # ist

dann g(p + n) > %, d. h.

Yrp -+ n) =, +(p+n)p <b+m' Z w0, + (p+ n)p = dry(p 4 n))

Aus unseren Annahmen folgt also die Existenz zweier Zahlen o, und o,,
deren Differenz zwischen 0 und 1 liegt, derart dass, sobald b — pp mod. 1 im
Inneren des Intervalles (o,, w,) liegt, dann & — pp auch mod. 1 im Inneren
oder an einem Ende des Intervalles (w, + np, w, 4 np) liegt. Da p irrational
ist, sind die beiden Intervalle mod. 1 voneinander verschieden, und da beide
gleich lang sind, enthiilt das erste ein Teilintervall, das nicht im zweiten
liegt. Den Wert b — pp konnen wir — wieder wegen der Irrationalitiit
von p (mod. 1) — in dies Teilintervall verlegen durch geeignete Wahl von p.
Damit ist der Widerspruch hergestellt; die anfiingliche Annahme, s, — pf
sei eine fastperiodische Funktion von ¢, muss fallen. Damit ist bewiesen:

Ist die Konstante p drrational, und liegt der Fall vor, dass die Funktion y
Konstanzintervalle hat, d. h. dass eine Losungskurve von (1) — und wbrigens
jede — die Ebene wicht mod. 1 diberall dicht bedeckt, so ist das — mnach E.
E. LV beschrinkte — Restglied s — pt bei keiner Losung von (1) fastperiodisch.

Welchem schwiicheren Periodizititsbegriff diese Art von Funktionen
etwa unterzuordnen ist, bleibt noch zu untersuchen.
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Sulla stabilita del movimento generale laminare

dei liquidi viscosi incompressibili.

Memoria di ALFREDO ROSENBLATT (Krakéw - Polonia).

In parecchi lavori pubblicati da un anno in vari giornali (‘), mi sono
gid occupato dello studio della stabilita dei movimenti laminari dei liquidi
viscosi incompressibili. Ho studiato nei suddetti lavori la stabilith dei mo-
vimenti detti dagli inglesi « simple shearing » nei quali movimenti la velo-
cita fondamentale u, & funzione lineare dell’ altezza y. Ho anche studiato il
caso di u, nullo, ciod di moto fondamentale nullo. Nel presente lavoro mi
propongo di iniziare lo studio del moto generale nel quale u, ¢ funzione
quadratica di y. Questo caso molto piu difficile, ha formato I’ oggetito di una
delle mie Conferenze nel Seminario Matematico di Sofia (Aprile 1932).

1. Consideriamo dunque al solito due pareti y =0, y = H, la prima im-

mobile, la seconda animata di un moto di scorrimento su se stessa di ve-
locita U(> 0). Siano

(1) : u=—Y,, v="0,

le componenti della velocith del moto perturbato, e W, la funzione di STokES
del moto quadratico fondamentale. Si ha

' Uy2 3
) ‘l’o:—g%-—l—Ky(Hg—%)

dove K & eguale a %:29, p, essendo la pressione media (costante) e p il

coefficiente della viscositd. Studiamo il caso K 5= 0, supponendo K < O.
Abbiamo

3 U
(3) u, =79 — Ky(H — y).

(*) In quattro Note dei « Rendiconti della R. Ace. dei Lincei » in una Nota del « Phil.
Mag. » 1932, noncheé in un lavoro dei « Prace matematyczno-fizyczne di Varsavia » 1931,

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1



188 A. RoseENBrATT: Sulla stabilitc del movimento generale laminare

Poniamo come di solito

) W = W, 4 3 kg0 i), fy (),
1
X>0, 0> 0. Poniamo anche
() Px(y) = Fa" () + B X frly), k=1,2,..

- Allora le funzioni incognite ¢,(y) sono determinate dalle seguenti equa-
zioni differenziali ordinarie

. " 2 ExTU k 2Kkx
(6 o’ on | B S [y — Ky(H — |- =20 =
A , ’
= Fk(y) =3 l§1 [; lfl‘? m 1 /'nfl Cprn]'
m=1...k—1
l+m=k

Introducendo le quantith senza dimensioni

(7) 4 E:%; ﬂ:%, T:%t; Y =M\H, SZ%aR:l{:—H> l‘I:—‘Kfn
nonché le funzioni B

8) ) = fuly),

9) ea(n) = 1" () + B2 fuln) = H*or(y)

avremo le equazioni

(10) x"(n) + @a(n) { A°* + KRS + kY [(R+ M)n — Mn*)} +

+ 2MEyfu(n) =1 2 [ — If¢ m 4 mfFun] = Daln).

2, Introdurremo nuove variabili indipendenti nelle equazioni (10). Ii
coefficiente di ¢x(n) &

Ax(n) = ap + 2bxn - can’,
(11) =k KRS, by= ky(B - M), op= —kyM.
Il discriminante dj &
dy = anon — b = — by {AM(y® + KR3) + y(R + M),
negativo per M > 0, K < 0. Supponiamo K << 0 e poniamo

dk = — 5k2, 5k g 0.
Poniamo anche
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189
Abbiamo

1 : 1 b
Axln) = [(Br 4 cpm)? 4 dyp] = %/L [1 4 (b + em)? }

dy,
Introduciamo le variabili indipendenti
(12)

& bL—I*'C].'Y)
k= P
Ai valori 4 =0, y =1 corrispondono i valori di &,

bl.: blc+ck
Eki—_—gk, Ehl‘:T,

essendo £,' >E,° e £,°>0 0o < 0 secondo che 8 B> M o R< M. Si ha
8’ =

Iy (E— ). ]/ {AM(k*y* 4 kR3) + Ey(R + M) },
(13)

= ’“Y(R”“]/ {4M (kY + KR3) + ky(R—+ M) |

(14) Zn = %a8x,
dove si & posto

(15)

Trasformeremo una seconda volta le variabili indipendenti ponendo

V—2a,
ak= i .
VirTR
Si ha allora, ponendo
(16) ?Pk(zk) @),
o = a?z;, = o
(1) = ") gt = olen) T = 2047

dk = o e — ¢(en) = VAMEY o"(24),
Ayn) = 4 (1 —ji)_ 9 kt:;[ Vf:’:;ﬁ 2, #_VMkY
Risulta dunque
Bilen (e — b Yol - VIR Tlen) = - D)
VAM3k3y3 Vil
dove si & posto

(17) 7}:(51:) = ?k("’]))

(18) Ek(zk) = Dk(“’))'
3. Poniamo
(19) gr = ;;dk—'

, (20) ey’ =V Mky (21) my=-——,
O ’ V&Mky
Annali di Matematica, Serie IV, Tomo XI
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allora si hanno le equazioni
(3 = 1 = r '3}
(22) Pr"(2r) + (gk2 — i zkz) Pa(2x) + ex'[r(2r) = maDu(2r), k=1,2..

Le corrispondenti equazioni omogenee, per e,’ =0 appartengono alla classe
delle equazioni del cilindro parabolico o di WEBER:

(23) v+ (g — I z?)y =0.

La rappresentazione asinfotica degli integrali per grandi valori di z ¢

nota (cfr. WHITTAKER-WATSON: Modern Analysis). Tuttavia g, & qui d’or-
3 ’ 1
dine %k*, 2, d’ ordine k*. Si ha infatti

4

/=%d, k 1 23
zh=3—'f.-%[R+M(1—2y;)].v—_—7= rﬂ;a[R—i—M(l—Zn)].
VATEY e e

Consideriamo una soluzione %(x) dell’ equazione (23) di WEBER. Avremo
" 1
N+ gt =g,

da cui segue che v soddisfa all’ equazione integrale di VOLTERRA

(24) n = A sin gz + B cos gz + 115 w*n(u) sin g(z — u)du.
20
Inversamente, supponiamo che 7(x) sia una soluzione dell’ equazione in-
tegrale (24), dove A, B sono numeri arbitrari non entrambi nulli. Abbiamo

2
1 = Ag cos gz — Bg sin gz + i/“?"l(“) cos g(z — u)du,
20

N’ = — Ag® sin gz — Bg® cos gz -+ ?; 7(z) — Z{uzn-sin gz — u)du.

Percio

N+ (g? — 152)72 = — Ag* sin gz — Bg* cos gz + %Q(A sin gz + B cos gz +
1 7 . 1 .
—+ 4—gfu2n(u) sin g(z — u)du) — %/uzn(u)-sm gz — u)du +

+ (g2 — i zQ)(A sin gz + B cos gz + % -]u*n(u) sin g(z — u)du) =0.
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Il nucleo dell’ equazione (24) &

(25) Kz u)=— 41—9 #* sin g(z — u);

1
esso & dunque d’ordine <<%k ¢ per grandi valori di k.
L’ equazione (24) si risolve mediante la formola

(26) n(x) = 4 sin gz + B cos gz +-/S(z, u)[A sin gu + B cos gu]du,
dove Sz, ) & il nucleo risolvente, e si ha
27) Ste, ) = 3 K9z, u),
il
(28) K'(z, )= — K(z, u),

K, u)= — /K(z, YKz, w)ds,

...................

Se N & un numero positivo maggiorante il nucleo K(z, %), il nucleo ri-
solvente S(z, u) & maggiorato dalla serie
NN |z — |+ NP ES 2 = Netie—sol,
4. Applichiamo questi risultati alle equazioni (22). Designiamo con 7, ,

Nk, 1 due integrali della k-ma equazione omogenea (di WEBER) che si otten-
gono ponendo 4,=1, B,=0 e 4,=0, B,=1. Avremo .
Zr
(29) T, = Sin gyzn -+ fS’k(zk, w) sin gyu dn,
zk"
Zr
Th, = 005 gaza + [Sulza, ) cos gy du,
2,0 .
Si(zx, #) essendo il nucleo risolvente della k~-ma equazione.
Siano Y,;, i=1, 2, i massimi dei valori assoluti delle funzioni v,;, <=1, 2
nell’ intervallo 2,°, #,'. Si hanno allora le disuguaglianze
.
(30) Vi Z 1+ - fur | ) | du,
9

3
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e, in particolare,

, 1 (21 — 2,8°
)kzél—f-m(k 3 A )Yki'
Abbiamo
8d.3
2pt” — 20 = (B — ER” )—‘/ : ;Ya[{R+lm3_

VMJ kag

4
— (R — My —L k' QA8 - 6R*M
(R— My} = = |/ (200° -+ 6B M);

inoltre, pei grandi valori di k%,

4
V—d \/Mk3 3(1-+e(k
gn = & k T +-ek) _ k373 (1 + (k)
V4ka3Y3 V4Msk3Y3

ek)—0 se k—- oo. Dunque @

4
VAM 2M3 -+ 6R2M M2+ 3R?

mig;(zki_zko):—_i - SEML (1 - efh) = 20 2 (1 e

V6iMY
Supponendo
M? + 3R* <12M
e ponendo
. M2 4+ 3R?
(31) 12M — (M2 + 3RY) =5
abbiamo le disuguaglianze
12 !
quindi anche le disuguaglianze
(33) l 491(]“ Nad%) sin gu(zx — u)du| < S(1 + (k).

2
Vediamo, che S & arbitrariamente piccolo se M e R?:M sono abbastanza
piceoli.
5. Consideriamo adesso le formole (9). Abbiamo

—d; 1
a;2e;? \/4M ky

T8 =T (n)- 1) = maf" ().

Si ha dunque _ _ _
I (2) + kv fr(2x) = Mapaln).
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Poniamo
p .2 — 2,,2 __ ks
(34) e =midty =]/5E
allora, notando che le ﬁ(z,,) si annullano per z,° e per z;' colle loro derivate,
abbiamo

= 1{ "’l’k : . — =
(39) falz) = T ,sm gulzn — w)pr(u)du.

20

Siano poi 9x,(2x), Pr,(?x) i due integrali delle equazioni di WEBER che sod-
disfano alle condizioni di normalizzazione

(36) Pueal P nslen) — Prolen)@'n,(on) = 1
e che sono proporzionali agli integrali 7,,, 7s,. Ponendo

37 ?ki(zk) = AxMril2a), i=1,2
abbiamo

Pr(2r®) = A, 8In 421", Pry(22°) = Ay, COS 942",
= = 0 . 0.
On,(@8°) = Ay, gr €08 521" P'ry(2x°) == — Ap,0; sin gr2r’;

unque viene

(38) — Ap Argr=1,
e si pud prendere
(39) Ap=(VguJ™"s Ar=—(Vga)™"

Otteniamo cosi I’integrale generale dell’equazione (22)

_ - - o _
(40) ou(en) = ArPr,(2x) + Brgr(er) +_/[thkfu) -

Z]co

— & a a0 Pn, () Prel2h) — Pra(0t) P, (24)] Dot

Ponendo queste espressioni nelle formole (35) che danno le ]%,‘(zk) me-
diante le ;k(zk), otteniamo le formole

i) i) = Y2 [singites — ) | A, ) +- Bl +
+ i) — TN o) — Tl ) |
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e, cambiando 1 ordine d’integrazione, le formole

2 2

42)  file) = Vk_”j §Ak fsin gilze — W), (w)du —+ By jsin iz — )~ ppo(v)dae 4+

zko Zko
2 _ B Z/i _ B _
- fima D) — T [ Vpudi0) — sV )] sim e — - |
Z/..o T

Giovandoci delle notazioni

g
(43) L, )= [singu(B — wpe,(u)du,
2% [ﬁ i )
Tz, §)= [singulp — wiprwdn,
x @ . )
T oy B) = [eosg(d — ulps, (u)du,
% B ) )
Jusfa, B)= [cos gu(3 — wip.lu)du,

possiamo scrivere la formola seguente

(44) i_"t(z") = v}:? } Ak]ki(zko’ z/\') -+ B;J/,?(zk", zk) _i—ﬁanﬁk(‘t) -

Zko
— TN bz, 20) — Fual) e, 2l |-
Studieremo in seguito i determinanti

(45) Az, #t) = L, (20, 2")ro(2% ') — Tnol2:°, 26%)ek (205 21Y)-

6. Dobbiamo adesso soddisfare alle condizioni ai limiti

(46) filz') =0, Fla')=0.

Ora abbiamo
Zk _

(47) Flon) = mi § A (220, 24) +— Budiy(eid, 22) + f [muDiz) —
zk"

— NP (Wialts 1) — Pralala(s, 20l |
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195
Otteniamo dunque
24
(48) ALy (2, 2') + Bilidz,®, 2i') + f[m_yD,,(t) — &'ifi(v)]
2,0
[Pe(Maalr, 24) — Broft) iy (5, 22}z = 0,
z 1
Aidi (2% 2i*) = Bidiy(2:, 2:!) 4 ﬁmkl))l.(r) — &ifi(7)]
Zko
'[C?M(T)sz(r: z’»’l) - (?kz(T)Jki(T) zk‘)]dﬂc =0,
l
49) A=

Ah(zlﬁ . / [ Duf) — €4file)] { P (D) Dol 26 Wialars 26) —
— ok, (el 26 28, 2') -+ Buo(T) (5, 26 Lol &)
— Pty (5, 26 )20, 241) } i,
B = T Az, zz‘)fm"D" Y — e’»fﬂ( )] cPki( VTko(Ty 25" )Lk (26° 24") —
I.

- CPM( )Iliz(‘cy 2k )J’H(zkna zk‘) + :c;kz(t)Ikl(T: zki)JL (zl. s Rk )
— P (Wilo 2e) (e, 7)) } dr.
Introducendo le notazioni
(50) At (@, B, v) = L1, (=, B)Liy(2, )

— Liy(2, B)Li(2, 7),
At (e, B, v) = Li(o,

}J’»z &, Y) - I’tz( ﬁ)J’H(“: Y)a

A%z, 2ty 2') essendo uguale a Az, '), otteniamo le seguenti formole per
le fi(#) »

1) Futer) =Y ﬁm@(r) — AT Ol 2) —

20

Zk‘

— Pl (5, @it — oy flDie) — i)
20

| Pl il 2t — Pusle (s, @) (e, 2, 24') —

—

Pry ()it 24') — ?kz(T)Jka(T> 2! )|Ac (@ 2, zki}i dr E )
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7. Otteniamo cosl equazioni integralé per le funzioni incognite fi(z:). Que-
ste equazioni hanno la forma

(52) Tuer) + 50 [FiNE sl 20 — Pl (5, 20l = i),

Zko

e sono quindi equazioni di VOLTERRA. Le funzioni wu(s;) contengono tuttavia
integrali definiti contenenti softo il segno le funzioni incognite fi(2;).
Abbiamo qui posto

- ___ 4
(53) Vg, 1 VMky . /TIT
S k"{ e t/m k\{ VIICTYS,
%
(54) wler) = Y2 o B0, il ) — sl 20—
Zko
2t
1 = T .
— 5Em f[mkDAT) — i3] [P nsle, 2') —
Z]ro -

— Pt 2 A2, 2, 2t) — [Pr (D, 24t) —

L

— Tl )M, 2, 2]

I1 nucleo Kz, ) &

(55) Ko, o) = sulon, () (s, 2) — Puaf) (v, 2.
_3
Pei grandi valori di %, s, & d’ordine £ % i 9,, sono dello stesso ordine
3
degli A4,;, dunque d’ordine %k 8; e gli I,; sono dell’ordine di z,' —z,",

1 _3 = _5
ciod k* moltiplicato per I’ordine & ® dei ¢,,. Dunque K,(z,, t) & d’ordine & ¢.

Per conseguenza 1’integrale nella formola (49) ¢ d’ordine % moltiplicato per

I’ ordine di fx. Dunque 7% & dello stesso ordine di Uy
Sia allora Sz, t) il nucleo risolvente dell’ equazione (49). Abbiamo

(56) Siler, ) =2 K%, ),
%
67) K9z, 1) = — /Kk(zk, WK, t)du i=1,2,..
. zk°
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Le ﬁ(zk) sono date dalle formole

(58) ﬁ(zk) = w(21) +‘[S/.-(zk , Duy(t)dr.

2,0

8. Poniamo adesso

3 2
B . _
(59) Lizi) = %’" / D@, (s ) — Paolt) (5, 24)ldle
Zﬁ-o
1 Zkl = —
iy [T e, 50) — Bl 218, 2 2) —
3

_ l'?’h(ﬂsz(T’ z') — az(r)Jh(’c, 2c')) At (2" 2k, z/f)j % s

. my - €'k 1 — Py 1
(60) aki(ﬂ = vkaY ok A2, 24) [cpki(’t)sz(T7 z"i) - cpkz(T)J’fi(T’ =z )]7

ey 1 = —
a/-'z(‘:) = V”;C-LYGE m [CP/»'A(T)IM('C; zk‘) — Cpkz(T)Iki(Ta zki)])

(61) befze) = Bit'ian®, 2, &)y Diglen) = Bi(ar’, 5 24'),
2
(62) Cilz, 2) = 21: @y (V)bi(21),
allora wu(z;) avrd la forma
Zk‘
(63) i) = Lufed) + [fi0)Culs, z)d.
z"k"

Consideriamo 1I’ordine di Cjt, #), cominciando col calcolare 1’ ordine
delle ay(t). Abbiamo

_ 4
bmypeey 1 \/mi= M
ky t/m—ﬁ T ky l 4’93‘{3’
' _3 _1
dunque I’ordine & uguale al prodotto di k& * per k t=Fk*. Le bi; sono del-

1 5
Vordine k¥ % dunque C, & d’ordine k * e Dintegrale nella formola (63) &
d’ ordine % moltiplicato per 1’ordine delle f;.
Cosl wuy(z;) ha 1 ordine di Ly(z;), dunque le f; sono dell’ ordine delle Li(z).
Quanto all’ordine di L(z), I’ integrando ha intanto I’ordine di Dy(t) mol-
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3
2 =7 = _1
tiplicato per 1’ordine di %" , ciod k % e per lordine delle ¢, +I;; cioe k 2,

Dunque le Lz sono dell’ordine £~% moltiplicato per I’ordine delle Ek('c).

9. Le equazioni (53) si possono scrivere come equazioni di FREDHOLM.
Infatti, si ha

2t 2!
Filze) = Lu(z) + ] £i0) Culc, 2i)dx -+ /Sk(zk, 7) -
20 2
le‘
: [Lk(r) + ]ﬁ(u)ok(u, T)du] dr.
Poniamo o
2
(64) Life) = Lufes) + [Suler, ) Lufe)dr,
kzk
(65) Gulr, 2) = Cilx, 21) + fs,..(zk, w)Cifs, w)d ;
avremo le equazioni b
Zkl
(66) file) — [0Gis, )de = Lufz).
2,0

Le Ly#:) sono dell’ordine delle Ly(z). Infatti I’ integrale nelle formole (64)
ha V"ordine delle L, moltiplicato per k—!. L’integrale nelle formole (65) ha
I ordine delle C; moltiplicato per %£—!. Dunque Gz, z;) & dello stesso ordine

5
delle Cifr, 2), cioé d’ordine k * Le f; sono dunque dell’ordine delle L.
Poniamo
Z
(67) cxilzr) = briler) + f Su(ze, Wbiiu)das,

.‘:«‘ko
_1
le cx; sono dell’ ordine delle by, cioe & %4 Avremo

(68) G/-‘(T: 2"Ic) =

= M

aki("c]cki(zk).

10. Risolviamo le equazioni (66), che sono del tipo di GOURSAT. Poniamo
Zk‘
(69) Kyi=— fﬂ(’c)am(t)dt.

Z]ro
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Avremo le formole

— _ 2
(70) flzi) = Liz)) — ST‘ Kiicri(21).
Per calcolare le Kj; poniamo
2zt
(71) agij = — |oxilt)Crl(t)d,
2
zlcl
(72) Thi=— f Lifv)awi{v)dx,
2,0
allora avremo le equazioni
2
(73) Ky, + ? OL/;“-K}“: =Tk

9 .
Ky 3 0y Kiei = Yy«
1
Consideriamo i deferminanti

(74) D, = 1 oy Lkyo
Xkay 14 Xige

L(z,) essendo nullo identicamente, si ha la condizione

(75) D, =0,
che & una equazione tra y e 0.

Le ok sono dell’ordine delle ay ciod k—', moltiplicato per 1’ ordine
1 1

delle ¢ ciod k * e per k*; dunque esse sono dell’ ordine %k~ '. Dunque le D,

1
tendono verso zero con "

K, e K, sono dati dalle formole
(76) Ku = Ck,, Km = Ck,,

C essendo un numero arbitrario.

11. Occupiamoci adesso dei deferminanti Az’ 2:') che compaiono nelle

formole (65), per assicurarci che essi possono essere minorizzati sotto certe

1
ipolesi, riconoscendo cosi che i loro inversi sono dell’ ordine k¢, Consideriamo

a tale scopo gli integrali (43) e sostituiamo in questi integrali le espressioni
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delle Ep_—k, Avremo le formole

2t . zt
(77 I (z°, 2 =/Sin !;k(zki - u)?h(u)d“ = A’H[Sin e(ﬂ(z"l —u)-
20 2
+ { sin g + 0, (w)S(1 + e(k)) | du,
24 , z1
e, 24 = [sin Gfeet — = A fsin et — )
b 2;°
- | cos g+ 0,(u)S(1 4 ¢(k)) } du,
2zl zt
o, 24 = foos et — w0 = A, feos et — -
2,0 2;°
- { sin gyu + O,(u)S(1 4 ¢(k)) | du,
2t 2!
I3’y 2it) =f005 glc(zki - uﬁ”x‘?(“)du’ = A/fe/cos 5"'(2"'1 — )
20 2,9

- { cos gyu + O,(w)S(1 -+ (k)| du.

Integrando si ottiene

2zt 15
(78) I, = jsin gilzr' — w) sin gyudu = % / { cos[giart — u) — gru] —
Zko zko

— cos[gu(ai* — u) 4 gyu] } du = — sin [gy(zt —w) — gy |8

2(g + g1) |20
_ sin[gylzit — u) + gl 23 . 1isin(— g;2*) —sin [gx(2 — 21%) — gi21°] 4
2(9; — 1) '%“ 9+ 9k
si 2:4) — sin [g,2,° + g.(2:0 — 2,9 1 .1 —

St (gieyt) — sin [gie)® + gilzrt — #1)] 2 — - sin 5 (g -+ gi)les' — 1) -

I — 9k g1+ 9z
1 i 0 - 1 0 1 1 . 1 0

+CoS5 [g/.-(zlr +2°) — gk(zk — ) — 7 sin 3 (glc - gk)(zk — & } .

r— 9k

1 —
- COS 3 [gk(zk‘ -+ Zk°) -+ gk(zk‘ — zko)],

2t 2t
I, =[sin gyz* — u) cos giudu = % / {sin gy + gilz' — u)] +
2, Zjo
— a2 — 2,1
- sin (Gt — ) — gyl | du = — Leoslone s mulet —wl &
9k — Y |20

1 .24 — u) — g.u] |2 1 -
_teoslglest —w —gul B 1 {cos gizi' — cos[giad + gzt — &)} -+
— 9 — Ok e 2(gr — g1) _
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1
4 —L—{cos gt — cos[Gilert — 1) — gl = —— sin 2 (g — gilfest — 247)-
20gr + 91} 9 — 9r
1 - 1 1 .
. smﬁ[gk(zk‘—l-Z;c°)+g;c(zki—zk°)l— g sin 5 [gulze' - ') — gul2i' —2n')] -
kv g

o1 —
« SIn 2 [gk —|—gk)(zk‘ —_ Z}go),

nonch¢
Z/..‘ zkl
’ — . 1 . —
Is =jeos gulz' — ) sin grudu = Tzﬁ sin (g -+ gul(zr' — u)] +
z;} zk"
. — 1 . (24 — z!
—+ sin [gru — gulze' — u)]t du = — QCOS Lgiw + giley’ — ] ot
g — 9i 20
— gzt — 2t
_%COS [ — gl __4._'_”)] K - { cos gizi' — cos [k’ +
9+ O A 2(9r — 91)
o v 1 1
+ gulert — 20)]} — ———=— | cos grzi' — cos [gu2’ — giler' — )|} =——=-
g + gr) gr— 9

1
. 0 — ! o —F * o
sin , [gh“(zk + 2°) 4 gule' — ")) sin 2 (gk gk)( * ¥) 91+ 9

-sing 2 [Qk(zlc + ') — gk( k' — 2k’ )] sin 5 (gk -+ gk)( Kt — 2i’),

zk 5k
I, =}cos §k(zk1 —- u) cos gpudu = %f{ cos [gulzs' — u) + gut] 4=
PR 20
— 1
~+ cos [gr(ex' — #) — guu]} du = 1 sin (g + giler' — w)] 970 -
2(9x — 9%) 2

1 . .
at 1 { sin guer' — sin [grr’ +

2,0 2(gr— 91

—— 1 in [gx" — u) — gru]
2(gx + 91)

+ gl — 2]} — ——

2(gs -+ 9r)
sin - (g;c — gi)ert — @) cos 5 [gk(zzc 4 &) -+ gulent — 2)] -

— sin gyz' — sin [gu(e — 20') — g2l 1 =

QL — O
41 ginl 5 (gk + gu)(es' — #n’) cos s [gk(zk — 2") — gules' + 2]
Ok + Ok

12. Poiche si ha

Z}gi — 20 = V4Mk’)’,

sussistono le disuguaglianze

1 4:
(19) | j SO‘; |l — )8 (a1 +- e < VAV (1 -+ <l

le ¢(k) essendo funzioni che tendono verso zero com 5.
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Abbiamo dunque

1 .
(80) Ta(ens 20') = An, | —- sin a cos § 4~
91— i g5+ g

40,8 \4/4Mk~( (1 + ¢(k) %

siny cos 3 +

1 . S
L, (240 2" = Ap, ’ sin o sin § — — siny sin & -
lgr— gx i ¥ Gi

4+ 0,8\ Ik (1 -+ (k) |,

1 . . . PN
P A z;ﬁ):Akl% — sin a sin § + — 8in y sin 8 +
9k — Yk 9k + i

+6,8 \4/4Mky (1 + e(k)) ;

JkQ(ZkO! zkl) = Akw 3

sin a cos § 4+
95— 9k gk ¥ Ok

+0,S v 4MEy (1 4 (k) : ,

sin y cos 8 +-

dove le O, sono funzioni in valore assoluto <<1.

D’ altra parte possiamo calcolare g;c—g;c in base alla formula

4 4
= V—d k"'Y3 Vk’v TR+ B[RS (& v A7 ©
RA A s - 64 My
VAM3E3y3
4

1
ke 16 2k5v6 g o FAMED +- ¢ (B + M) 2
Vi 1 6103k3ys AME? -

_ /k3Y3 k3(3 (4MR5 +y(B+ M2 (1
v §Mky? =

5
5 2 -
4MRO+J(R+M) (k 4)-
8My-V4Mky

3
Se ne desume che gi+ g & d ordine k*.

1 \
Dunque — & uguale a
I — 9

R — 3

SMy VAMky i (k_ —4)
IRMb + v(B + M) ’

3

! _ 5 dordine k¥ %. Abbiamo nelle formole (30) posto

g+ gk

e

(81) =3 (gr — gl — 2),
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=5 (gk + gu)ler' — 2x),

=S [gulen' + ) + gulze' — 2")),

P=

’CD —<
mn—a L\::Ii—‘ er—‘

[9en' + 2°) — gulen' -— 2]

Possiamo dunque dedurre dalle formole (80) le formole

4

8 s
82) I.(2", 2') = A,“% VM;{ T sin o cos § + 0( ) 40,8 V4MEY (1 + &{k)) % ,

4 3 4
ym VM ey sinasinf + 0< %)+ 0,8 VANEy (1 + e(k)) { -
k2 2 T }

Il

Ikz(zkoa zkl)

i/ Iy _3 4___
Tz, 2) = 4, % 2 sin o in § -+ O(k §) 40,8 VEITHY (1 +-¢(k) % ,
3

4
(2", zki):A“% VAdky 21‘{ sin & cos B+ O(lc 4)—]—0 S\/4Mky (1+4e® ))%

dove abbiamo posto
83) p  ARM? *é ;{(f + M) .

13. Otteniamo cosi I’ espressione seguente di Ax(z’, 2x')

BY M, )= | — VIMEY int o 4 VAIRY 4501 - off) - sin -+
1

- VAT 25°0/(1 + <) + Ol :
9j<1, O[=1;

e ulteriormente
1

(85) Mulert, ) = /B | e 4 S (1 (k) -sin @ +
+ 28°0'(1 +€/(k)) + O(k~) ! .
Si ha
T -
%= %(gk_gk)(zk — &)= %VLJ:MIW-4 T +(k 4>:'2_+<E)-

: VaMEy

Il quoziente
. (T 1
sina ST 7+ (&)

T = T

® inferiore all’unitd (in valore assoluto) e tende verso zero col crescere di 7.
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Dunque se T ¢é limitato < m e se S & abbastanza piccolo, il termine nelle

parentesi di (85) rimane compreso, in valore assoluto, tra due numeri po-

5 1
sitivi o, o inferiori ad 1 e fissi (indipendenti da k). Ay ¢ & ordine k 4,

Basta dunque che M e R*:M siano piccols, Rz essendo limitato e T << =,

14. Dimostriamo adesso la convergenza della serie (4). Notiamo che le ?k(zk)
sono (dalle formole (40)) dell’ ordine delle w(2x) moltiplicato per 1’ordine

k.

(#x), come segue dalle formole (41), sono parimenti dell’ ordine
3

delle ﬁ(zk) molfiplicato per k*.
Consideriamo adesso la formola che da le Dy

*‘Iw

di gk ciod
e [n

(86) Ek("l) = % [ lflq) m -+ /"lf l‘Pm]
Scrivendola nelle variabili indipendenti abbiamo

7"16111

= dZ,”
(em) B = Fmlom)- 222

;‘E,m(yl) = ¢ ml?
Filn) =Tile) Gr=Ffa)- L.

Ma
— L P 14
%l _— V— 2dm myM :/'n,i \/ M‘Y, oilcl 4 \
Om —_— i
V= dpe VMM
dunque
. R _ 1y =
- leCP'm + mf’l:;om == lfl(zl) nt V ‘10 (Zm) +

1
+mf, (2)- 1% \4/MY PnlEm)-

Dyfz) © pertanto maggiorato dall’ espressione

1 _ - L —
NZ lm’leZ(zl) ‘ l_cﬁlm(zm) \ —+ 1t I f,l(zl) I | me(zm) |>

dove N ¢ un numero positivo fisso indipendente da k.
Supponiamo adesso che i numeri positivi

P, i=1..k—1
maggiorino le funzioni ?l, ?2,..., ‘?1;—1 per un certo valore di k. Supponiamo

3
di piu che le %(#) siano maggiorate dai numeri i*®,, le f,( #z;) dai nu-
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. O, s e . A
meri — e le funzioni f,(#,) dai numeri

—. Allora Di(zx) & maggiorato dalla
: it
espressione
NZlmtem* ™ + e ~+.®,, =N Zmd,.
lz
Poniamo
(87) (I)k =N X q)lq)m; .
lvm Kk,
Lm—1..k—1

N essendo un numero positivo fisso. Sappiamo gia che le ?k(zk) sono dell’ or-
dine delle Dyz;) moltiplicato per k~*. E dunque evidente che si pud sce-
gliere N assai grande, tale che siano verificate le maggiorazioni seguenti:
3
3 . - < . =, [ . =
(I;‘ maggiora fi, k*®; maggiora ¢'x e —f maggiora f;.

k4

®, maggiora @,
Inoltre N & indipendente da k.

15. Otteniamo cosi la serie maggiorante

(88) S =3 et E Dy,
1
dove

E, = e~ 0+,

e si prova facilmente (cfr. i miei lavori anteriori) che questa serie maggio-
rante &

1
13 2
(89) S= g2 (— 1pteeh. (i) E @ *AN):.

Il raggio p di convergenza & dunque

1
90 =
(90) = 1Ea,N
e possiamo enunciare il seguente:

TEOREMA : « Supponiamo che y = 1H, 5:'%{ soddisfino all’ equazione

-« trascendente,

(91) D =0

« dove si ha

(92) D, = l oy, o,
Xriae %oz

Annali di Matemoatica. Serie IV, Tomo X1I.
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« le o essendo date dalle formole
2t
Ryij = —j(lil‘(T)GU-(T)d‘C.
2,0

« Supponiamo di piu che i numeri Dy, k> 1, siano diversi da zero. Essi
« tendono verso 1, come gia sappiamo.
« Supponiamo inoltre che M, R siano abbastanza piccoli, essendo altresi

« R*:M piceolo per modo che S sia piccolo per T limitato < =, il che im-
1

plica Rg lLimitato. Allora le espressioni k*Ayz’, 2x!) saranno, da un certo nu-
mero k, in avanti, superiori in valore assoluté ad un numero positivo fisso.
« Supponiamo che fufti i Ay sieno diversi da zero (k> 1).
« Allora esistono perturbazioni del movimento quadratico generale che sva-
niscono esponenzialmente all’infinito dell’asse x(+ oc) nonché per {——oc.
« Queste perturbazioni sono date dalle formole precedenti ».

A
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On the summability (¢, 1) of the conjugate series
of a FOURIER series.

By B. N. Prasap, Allahabad (India).

1. Let

(L.1) 3 (b, cos ne — a, sin ne)
n 1

be the conjugate series of the FOURIER series corresponding to the function
f(x) which is periodic and integrable in the sense of LEBESGUE. The conju-
gate function associated with the above conjugate series is

(L2 g@) = 5 [| flw -+ 1) — fle — )} cot
0

in which the integral is gemerally not a LEBESGUE integral, but a genera-
lized integral in the sense of CAUucHY.

The usual way (‘) of obtaining theorems for the convergence and sum-
mability (¢, 1) of the conjugate series, is to take, a priori, the integral glx)
to converge and then to impose suitable additional conditions on f(x) (?).
Moreover, it follows from the researches of PLESSNER, BEsIcoviTCcH, ZYG-
MUND, HArRDY and LITTLEWOOD that g(x) exists as a convergent integral
almost everywhere and also the conjugate series is summable (¢, 1) (indeed
summable (¢, 8) for every positive 3) almost everywhere (*). It is also known
that the existence of gfx) implies summability (¢, 1 + 7) for every n > 0 of
the conjugate series (*). The question arises: can the existence of g(x), by
itself, which is certainly sufficient to ensure the Abel summability of the series,
be a sufficient condition for the summability (c, 1) of the conjugate series?

(1) See PrINGSHEIM, (8); YouNng, (10, 11).

(3) For the convergence and the summability of the conjugate series when g(x) does
not exist, sce PrasADp, (5, 6).

(%) PLESSNER, (4); BrsicovitcH, (1); Zvemunp, (12); Harpy and LITTLEWOOD, (2).

() PaLEY, (3); (theorem 2 with a==1). A direct proof of it can be casily given on the
lines of my paper (7).
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I prove by constructing an example that the answer to the above question
is in the negative. The construction of such an example, however, essentially
depends, as is shown in § 2, upon a suilable fype of another example for
which, at a point, the original funetion is continuous and also the integral
g(r) exists, but still the corresponding conjugate series fails to converge at
that point.

In what follows, we shall put

) = fle + t) — fle — 1),

and

W(t) = 6/ Y(u)du.

2. TaEoREM. -— The existence of g(x) as a non-absolutely convergent in-
tegral at a point, is not sufficient for the summability (c, 1) of the conjugate
series al that poiut.

It follows from a theorem of mine (*) that when the integral g(x) exists
at a point, the necessary and sufficient condition that the conjugate series
be summable (¢, 1) at that point is that the integral

8

(2.1) [T
0

is O(1) as #-—oc, where 0 < 3 < n. Hence our theorem will be demonstrated,
if we can construct an example f(r) or ¢(f) corresponding to which the
conjugate function g¢(x) exists at a point, which without loss of generality
may be taken to be the origin, but the corresponding integral (2.1) is not O(1).
We require the following lemmas.

LEMMA a. — When the integral

3

2.2) /“"? i

J B
0

exists, the necessary and sufficient condition that the integral

8
(2.3) /“’f’dt
0
may exist, is that the lim W({)/¢ is zero.
t—»0

(?) Prasap, (6): theorem I (when W(t) = 0(#)).
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If ¢ >0, we get by integrating by parts

(24) f dt = / UPTERLICE S

€

from which the sufficiency of the condition is evident. That the condition is
necessary follows from the fact that when (2.3) exists, lim W({)/f is neces-
sarily zero (°). ot

LemMMA B. — When the integral (2.3) exists, the integral (2.2) necessarily
exists.

From (2.4), the lemma follows immediately.

‘When g(x) exists, it is clear that also (2.3) exists. Then hm W(t)/t is zero
—0

W(t)-¢~* is continuous, and in virtue of lemma §, the 1nteg1a,1 (2.2) exists, 1. e.
the conjugate function corresponding to the conjugate series of W(f)-{—* exists.
Hence for the demonstration of a case in which (2.1) is not O(1), we require
a conjugate series corresponding to a continuous function, such that the
series fails to converge at a point, although the conjugate function exists
at that point.

3. Example of a conjugate series which fails to converge at a point of
continuity, although the conjugate function exists at that point.
Let (")
k,=1.5".92.13%. ... (4p + 1)».
Let us divide the interval (U, 8), where 0 <3 <g into the following sequence

of diminishing sub-intervals

T T T T 7 l)
2k, 2y, 417 \2k, 417 2k1,+2)""’ 2k,—17 2ky, 100

where A, is a fixed integer and we may suppose & so chosen that = 3.

‘)k
Let a function V(z) be defined such that in (0, 3)

Viz) = ¢, cos k2, where 2% <z

T
YR
2kp—1

(®) Sce TrOMAE, (9).

(") The example can be presented in a simpler or still more general form; the form
selected here is a suitable one for proving the theorem in view. Compare SCHWARZ’'S well-
known example for the non-convergence of a FOURIER series corresponding to a continuous
function.
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and

V(®) =0 = V(0),
where

— {log (dp + 1) | =,

This function is continuous; it decreases when # approaches zero by making
an infinite number of maxima and minima with decreasing amplitudes.
We first show that the integral

3
(3.1) /’V(z) O e

0

is not convergent, but increases indefinitely as % takes successively the
values of integers in a certain sequence. Let

n=1.5".92.13" ... (dp +- 1) =k, .
Then the integral
3
/.V(Z) cos kyz de

0

may be written as

T ks
2ky—1 2k, —1
cmf‘cmy kyz de 4 {i 1fcos kyz-cos kyz dz
! V=2 ®
. b
2y 2k,
T
2ky—1
o0
4 3 Gvfcps kvzzcos kpe dz
y=p+1
T
ka
) = J4. —+- J2 —+ J3 .
Now '
T
" 2ky—1
. "1 +- cos 2Kz
gy Lo, [ e g,
T
o,

1 = 1 2k, [ ,
=50, [log% — log o, ]-l— Cp ]cos 2k 2 dz,

T
%,
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where §7’Z~ gﬁgg—kn—l, by the second mean value theorem. Thus
H P

1 .
J, = 1 {log (g + 1) | 2-log (dp + 1) 4 Ql 0p 0,

T

Do =

where ¢ is some number whose absolute value is not greater than 2.
Therefore J, will become indefinitely great as p— oco. Again

ki

2kv_—1
= uil cvj %cos (ky. — kv)2—+ cos (kp + ky)2 dz
V=1, 2 2
T
2ky
b5t 2% 1 1
=2z o [kp — +kp+kv}
4 vt By (@ + 1)ps
<-0¢, Z .
=z C, -y By [(@p+ 1P (2 —1
4 (4p+ 1)pe 1 1
= = O fAp+1)pdj2—1 [1 + (4p — 3)p—1p® + (4p —3)(p—1)% - (4p — 7)(p—2)® e
4 (4p + 1)p®

TR T yE 1Y

where k represents the sum of the series in the square brackets. Hence

lim J, = 0.
[er— 0

Finally

T k1

0o gk”_clos - o 21 o kyz-sin2 (% kpz)
Jy= 2 cvf “de — 2 c,,f? dz
v=p+1 Z v=p+1 o ®
T T
2k, 2k,
=1—1,.

Now by the second mean value theorem

Ny

2% T -

I1 == v=§+|_cv - jcos kvz dz (27‘;; ="y = m)
T

2oy
3 1
BLAREIR {log (4v +1) |

=

alw=

v

1*
2

Therefore lim I, =0, for the above series is convergent. Again in I,, we

po— 00
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have
sin *2
2 k .k
— =, I’coshz-sm é‘z < 1.
Hence
T
2kv. 1
I, < X ¢, |kdz
v:p.ll
T
2ky

1
<2 {log (dp+5) 1| 2,
Therefore I,—0, as p— oc.
Thus it is shown that the integral (3.1) becomes indefinitely great as n
takes this given sequence of values. Also reasoning as in the case of I, it
can be easily shown that the integral

Viz)
z

dz

1}

exists. Thus the conjugate series corresponding to the continuous function
defined by

0 (—r<<e<0)
fe)=V) (O=x=<3

9 (B <<ax<m),

does not converge at the point & =0, although the conjugate function exists
at that point.

4. In order to prove the theorem, let us take for W(f)-{—' the function
V() which has been defined in the previous section, so that

1
W) = ¢ {log (4 + 1) | Feoskt, [y =<t <o)
"

2k,
and
U(0) =0.
Then
dl;it) = (f) = ¢, cos k.t — {c,k, sin kL,
where

1
Cp = { log (4}" - 1)”3 2_57
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is an integrable function. For the first term on the right in the above is

continuous and therefore integrable. Also

K
2k, —1
3 /[t-cvkvsink,t[dt
Dy
’ T
2k,
év:‘).,cvkv 8 % Ky o1 K
2 o 4v + 1)p»° CENCI |
= 2 Cy 3 ;)S‘ + ) x—l b Cy 7~
8,5 01000 (kv —3 8,5 %k

<k,

where k£ is a constant, since both the series are convergent. Therefore W(f)

is an indefinite integral.
Now lim W(/)-{—* is zero, and the integral
t—r0
3

/% dt
exists; hence in virtue of lemma o, the integral

Talt)
/ Y at
0

also exists, which means that the conjugate function corresponding to (i)
exists. But as shown in § 3, the integral (2.1) is not O(1). Hence the conju-
gate series corresponding to ¢(f) is not summable (¢, 1), and the theorem is

proved.
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Equazioni intrinseche della meccanica dei sistemi continui

perfettamente od imperfettamente flessibili.

Memoria di B. Fixzr (a Milano).

Sunto. - I’ 4. esprime in forma intrinseca le leggi che governamno i sistemi continui perfetia-
mente od imperfettamente flessibili. Cio é possibile individuando mediante insiemi di
" tensori della Vu che i sistemi continui costituiscono, vettori o tensori di una Vm in cui

é immersa la Vn, ed istituendo un calcolo assoluto che operi su questi insiemi.

Un sistema continuo monodimensionale sia rappresentato geometricamente
da una linea I. Se il sistema & in equilibrio per azione di forze su di esso
agenti e pratichiamo un taglio in un punto P, per ristabilire 1’ equilibrio di
uno dei due tratti in cui esso risulta diviso, basta aggiungere alle altre forze
agenti sul tratto considerato un sistema di forze traducente 1’ azione della
parte contigua. Questo sistema & riducibile ad un vettore 7' applicato in P e
ad una coppia I'. Se quest’ultima ¢ nulla, il sistema continuo considerato &
un sistema continuo perfettamente flessibile, che si dice filo. T’ risulta, in questo
caso, un vettore tangente alla linea ! in P, risulta cio® un vettore della varieta
monodimensionale costituita dal filo. Se I'3=0, il sistema continno monodi-
mensionale considerato & imperfettamente flessibile ¢ T non &, in generale,
tangente a [ in P, non & cioé un vettore della varietda monodimensionale
costituita dal sistema continuo, che nel caso considerato si dice werga. In
meccanica classica 7' & considerato vettore dello spazio euclideo tridimensio-
nale in cui & immersa la verga. Analogamente, si consideri la sollecitazione
di un sistema continuo bidimensionale: se essa & rappresentata da un unico
tensore doppio della varietd bidimensionale V, — che, rappresenta gli sforzi
specifici che si esercitano su ogni elemento lineare della V, — il sistema
continuo & un sistema continuo perfettamente flessibile, che si dice membrana.
Se, invece, la sollecitazione & rappresentata da un sistema di parametri, che,
senza definire un tensore doppio della V,, individuano gli sforzi specifici, e
da un sistema rappresentante i momenti di questi sforzi, il sistema continuo
& un sistema continuo imperfettamente flessibile, che si dice lasira: questi
sistemi di parametri, che rappresentano sforzi e momenti relativi ad un ele-
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mento lineare della V,, possono perd, in meccanica classica, considerarsi
tensori dello spazio euclideo tridimensionale in cui & immersa la V,.

Come si vede, carattere specifico della perfetta flessibilita di un sistema
continuo & quello della possibilitd di caratterizzazione della sollecitazione con
un unico tensore della varieta V,, costituita dal sistema continuo stesso, mentre
I’imperfetta flessibilitax non permette di caratterizzare la sollecitazione con un
unico tensore della V,, sollecitazione che pud essere invece individuata da
una coppia di tensori appartenenti ad una varietd V,, in cuila V, & immersa.

I sistemi continui tridimensionali sono dunque, in meccanica classica,
considerati come perfettamente flessibili.

La nozione di perfetta od imperfetta flessibilitd, ora precisata, ci permette
di affermare (in virtt di ragionevole definizione) che il cronotopo gravitazio-
nale della relativitd einsteiniana, essendo caratterizzato da vettori e tensori
della V,, ha i caratteri della perfetta flessibilith; mentre lo spazio dei piu
recenti tentativi dell’ EINsTEIN e del MAYER ('), volti allo scopo di fondere
in un’unica geomefria il eampo gravitazionale ed il campo elettromagnetico,
essendo caratterizzato da vettori e tensori di una V,, che, se si vuole, possono
considerarsi appartenere ad una V, (m << 15) in cui sia la V, chela V, sono
immerse (%), & uno spazio che ha i caratteri della imperfetta flessibilita.

Dalle cose dette scende che i sistemi materiali e gli spazi perfettamente
flessibili godono di un privilegio in confronto agli imperfettamente flessibili:
quello di poter essere caratterizzati mediante tensori della V,, che costituiscono,
il che permette — quando questi sistemi sono considerati nella V,, — di espri-
mere le leggi meccaniche e geometriche che li governano in forma intrinseca, .
tale cioé che una legge vera per particolari coordinate della varieth, si man-
tenga tale per ogni cambiamento delle coordinate stesse.

Mi propongo di mostrare come, anche per sistemi continui aventi, o non
aventi il carattere della perfetta flessibilitd, considerati in una V,, qualsivoglia,
sia possibile esprimere le leggi che li governano mediante equazioni intrin-
seche. Cid mi & possibile, senza uscire dalla V, che i sistemi continui costi-
tuiscono, individuando mediante un énsieme di tensori della V, vettori o ten-
sori di una V,,, funzioni dei punti della V,, che si considera immersa nella V,,,
ed istituendo un calcolo differenziale asgoluto, il quale operi. invece che sui

(1) «Sitzungsber. der preuss. Akademie der Wiss. Phys.-Math. Klasse », 1931, XXV, p. 541.

(%) Infatti, la V, & sempre immersa in uno spazio euclideo avente un numero di dimen-
sioni non maggiore di 10, mentre la V, & sempre immersa in uno spazio euclideo avente un
numero di dimensioni non maggiore di 15. Entrambe sono dunque sempre immerse in uno
spazio euclideo avente un numero di dimensioni non maggiore di 15.
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tensori della V,, su gli insiemi di tensori della V, che (collettivamente consi-
derati) rappresentano tensori della V.

Calcolo differenziale assoluto di insiemi tensoriali.

1. Insiemi tensoriali di prima eclasse. — Consideriamo, da prima, una
varietd V, ad » dimensioni, immersa in una varieta V,,., ad » -1 dimen-
sioni. La configurazione di V, in V,,, sia assegnata. Indichiamo con » un
vettore di V,,,, funzione dei punti P di V,. Sia w il componente di v tan-
gente a V,, N un vettore unitario di V,,, normale a V,, A la componente
di » secondo NV: .

(1) v=wu-+2AN.

Poicheé w« ¢ un vettore di V,, funzione dei punti P di V,, e A & uno scalare
funzione dei punti P di V,, ¢ sarad individuato dall’insieme di un vettore
di V, e di uno scalare A, che non variano al variare delle coordinate con
le quali si caratterizza P in V,. v sara cioé, individuato dall’énsieme di un
tensore di ordine uno di V, e di un tensore di ordine zero pure di V,. Pre-
cisamente : rispetto ad un sistema di coordinate x!,..., x", la metrica di V, sia
espressa dalla seguente forma :

(2) ds? = aikdocfdock, Uiy == Qg ' (1/, k= 1,.».., n);

rappresentiamo, ad esempio, in forma covariante, « mediante il sistema w,
(r=1,..., n); v sard rappresentato dall’insieme che indicheremo cosi: (u,, A);
oppure, piut brevemente, ispirandoci ad una notazione di EINSTEIN e MAYER (}),
indicheremo 1’insieme considerato con v, (¢ =1,..., n, 0), essendo v, =u,, per
p=r=1,..,n, v,=12, per p =0. Scriveremo

3) v, = (ur, )

e gli # +1 numeri u, e A che individuano 1’insieme v, sono vettorialmente

cosl espressi:

(3) mzux¢£=vxgﬂm

o

(3") A=wv>N.

Per evitare ogni equivoco potremo pensare i vettori che compaiono in (3

(1) Loco citato, § 1.
() P. Burcarri, T. Bogcio, C. BURALI-FoRTI, Analisi vettoriale generale, vol. IL;
Geometria differenziale, Bologna, 1930, p. 284.
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e (3”) in uno stesso spazio euclideo, nel quale compiere le operazioni indi-
cate in (3') e (3").

Dalla def1n1z10ne di eguaglianza di due vettori scende che, se *um = (u", A1)
e vf,g) = (u()) )\())) -—’05,2) allora e allora soltanto che u(l) ul s ) A =3® 1n
particolare, v, = (ur, A) =0 allora e allora soltanto che u, =0, A =0.

Manifestamente da (3') e (3”) scende che se v & rappresentato da v, = (uy, }),
ed m & uno scalare, mv & rappresentato da mwv, = (mu,, md); se w & rappre-
sentato da w, = (s,, p), v +w & rappresentato da v, +w, = (1y + 8, A 4 ).
Dunque gli insiemi considerati costituiscono un sistema lineare.

Consideriamo ora un’omografia vettoriale B, trasformante vettori di V,,,
in vettori di V,,.,. § corrispondera ad un tensore doppio 7' di V,, ('). Osser-
viamo che § pud sempre scomporsi nella somma di due omografie § ed v,
tali che § trasformi i vettori di V,,, in vettori di V, e la diade v trasformi
vettori di V,,, in vettori normali a V,. Allora '

P 2
> ?ﬂ = Uys (-)

P 0P _ 0P
0x” ox®

(4) <
uys & un sistema doppio, rappresentante in forma covariante in V,, rispetto
alla metrica (2), il tensore corrispondente all’omografia £ di V,. Si ha pure,
indicando con DS e 48 la dilatazione e I’assiale di § (%):

P . P
P et

PN =D L ¥ + 48 L2 < N =DBN < 2 SCABN.

B axq

Posto DN =h, A3N = k, si ha, in virta di (3))

@) Lo N =hp— k=,

B-’E’

dove 2,” & un sistema semplice rappresentante covariantemente nella metrica (2)
un vettore di V,,. Avremo anche:

(*”)

oP
x* - hs + ks - l.?”’
dove 1,” & un sistema semplice rappresentante covariantemente nella metrica (2)
un vettore di V,. Avremo in fine, in virta di (3"):
(4) BN > N =),

(Y) B. Finz1, Matrici, tensori, omografie. « Rend. Seminario Matematico e Fisico di Mi-
lano », vol. V, 1931.

() P. BurgarTtI, T. Boge1o, C. BuraLi-Forry, loco citato, p. 287.
(®) P. Burcarri, T. Boacio, C. BuraLi-ForTr, loco citato, p. 146.
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dove X & uno scalare, o, se si vuole, nella metrica (2), un tensore di ordine
gero di V.

Concludendo dunque, in virta di (4), (47), (4"), (4V), I’ omografia B, e quindi
un tensore doppio 7 di V,,, sono rappresentati dall’insieme

(4:) rf,cr = (urs; )\7‘/7 )‘8”, l}

costituito da un tensore doppio di V,, due vettori (tensori di ordine uno) di V,,,
uno scalare (tensore d’ordine zero di V,). In (4) intendiamo, in conformita
alla notazione (3), che T,=wu,s per p=r=1,.,n, a=s=1,.,n; T,=21/
per p=r=1,.,n 06=0; T,=2%" per p=0, c=s=1..,n; T,=Xr per
p:O, c=0.

Analogamente si vede che un tensore di terzo ordine 7' di V,,, & rap-
presentato dall’ insieme :

(5) TchE (“rst, )\rs,’ )‘rt; )\st”” lrry 18") )\t’"’ )\)'

Se y & l'iperomografia corrispondente a T, in (B) &

aP oP
Urst — facT am" >< .'1:”
__ ., 0P P oP oP m oP
M =Y o g’ oo w XV M= T X owt? Aot = YN aws act?
1,'_% NXN, &/ _YNMXN )\’"—YN-NXM“

A=yNNXN.
In generale, in base alla formula

(n 4+ )" =n"+ mn™* + (’;) ™ A+ mn +1,

un tensore di ordine i in V, ., sard caratterizzato dall’ insieme dei seguenti
m

2) ten-

sori di ordine m — 2,..., m tensori di ordine uno (vettori), un tensore di or-
dine zero (scalare).

tensori di V,: un tensore di ordine m, n tensori di ordine m —1, (

Manifestamente i vettori e tensori che intervengono nelle considerazioni
precedenti, invece che in forma covariante, possono essere rappresentati in
forma controvariante o mista. Le modificazioni da apportarsi alle formule
scritte sono ovvie.

"Gli enti ora definiti, atti a rappresentare mediante insiemi di tensori
di V, tensori di V,,,, li diremo dnsiemi tensoriali di prima classe. Cosl (3)
sard un insieme tensoriale di prima classe di primo ordine, (4) un insieme
tensoriale di prima classe di secondo ordine, (5) un insieme tensoriale di
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prima classe di terzo ordine, ecc.. Uno scalare potra considerarsi come un
insieme tensoriale di prima classe di ordine zero.

2. Operazioni. — Sugli enti definiti da (4), (D) ecc. si stabilisce 1’egua-
glianza come per gli enti (3), e per gli enti espressi da (3), (4), (3) ecc. pos-
sono definirsi le ordinarie operazioni algebriche del calcolo tensoriale. Cosi,
Spp = TS; T(f;, se essendo T,f = (ul, 20, 202 M), T(o) (ul, 20, 30,8,
S,o = (uld +ula, WV 422, ”‘”+1;"’), x“’+x">), M,=mT,,, se M, = (mu,,
mA,, ms", md). Ne segue allora che gli insiemi definiti da (4), (5) ecc. costi-
tuiscono, come gli insiemi definiti da (3) sistemi lineari.

BE manifesto anche che dall’insieme rappresentato in forma mista da
Tc (ur, A7, 78, X), contraendo si ottiene lo scalare T = uy, + A. Cosi pure, se
KT = (he, 1)y Pror=TK;, se Por= (Upshs, tysit, MRy ey My X" 100 Mg, dp).

Notiamo che 1’ operazione prodotto pud essere eseguita anche fra gli in-
siemi considerati e i tensori di V,, dando luogo ad insiems misti, che potremo
rappresentare con una lettera munita di indici greé¢i e di indici latini. Cosi,
se v, = (Uy, A), se w; & un vettore di V,, potremo rappresentare con il sim-
bolo P, il prodotto Vs, © Pps_(urws, INTNR

3. Insiemi tensoriali misti. — Abbiamo detto che I’ operazione prodotto
porta alla introduzione di insiemi misti. In generale potremo pensare questi
insiemi misti come insiemi rappresentanti omografie trasformanti vettori di V,
in vettori di V,,,, e operanti soltanto su vettori di V,, o come iperomografie
trasformanti gruppi di vettori, parte di V,, parte di V,,,, in vettori di V,,,
e operanti soltanto su questi gruppi di vettori. Infatti, se 3 & nn’omografia
operante soltanto su vettori di V,, che essa trasforma in vettori di V,,,,
avremo, per (4) e (4"):

(6) B L o =t ) BIEx N=1;

ox”
B & dunque rappresentata dall’insieme
(6) Tro = (tys, X

Cosi pure, se y & un’iperomografia operante soltanto su coppie di vet-
tori di V,, che essa trasforma in vettori di V,,,, avremo :

, 2P oP oP 0 &P P
) b g T gt Ursts (@) o g

XN =
1 ¢ dunque rappresentata dall’insieme

(7) TTST = (ursty )‘rs}.
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Se invece y ¢ un’iperomografia operante soltanto su coppie di vettori, il
primo di V,, il secondo di V,,,,, che essa trasforma in vettori di V,,,, avremo:

’ aP P 1"

(8) decr gx‘\. >< Cx/ = Upst, (8 ) Y Z\ >< 6mt rt 3
" aP aP ’

®) ¥ o e X V=", (8) YemrNxN_)\,,

v & dunque rappresentata dall’insieme
(8) Tror = (Uysty, Apsy At r)

E superfluo dire come possano considerarsi, in generale, insiemi di ten-
sori di V,, rappresentanti enti analoghi a quelli ora considerati.

4. Derivazione di insiemi tensoriali di prima classe. — Mostriamo come
per ¢li insiemi tensoriali di prima classe, costituiti da tensori di V, (colletti-
vamente considerati), possa definirsi 1’ operazione di derivazione, quando si
assegnino due forme differenziali quadratiche, che si considerano invarianti
rispetto ai cambiamenti di coordinate.

Incominciamo a considerare un vettore v di V,,.,, funzione dei punti P
di V, avente metrica (2). Passiamo da un punto P di V, ad un punto P +-dP
pure di V,. Trasportando per parallelismo (‘') in V,,, «(P +dP) in P, otter-
remo in P un vettore di V,,,: la differenza fra questo vettore e v(P) ¢ un
vettore di V,,,, che coincide con il componente su V, dell’incremento su-
bito da v, passando da P a P + dP. Indichiamo tale componente con d*v.

d* & dunque cid che BoGG10 (*), con espressione felice, chiama simbolo di
differenziale sulla varietd V,,.,.

Consideriamo 1’ omografia ifl% essa opera soltanto su vettori di V,, gene-
rando vettori di V,,. Essa sard dunque caratterizzata da un insieme misto
di tensori di V,, che potra dirsi insieme derivato dell’insieme che caratte-
rizza v. Proponiamoci di determinare questo insieme misto. All’nopo, per

quanto dicemmo al § 3 (form. (6') e (6”)), basta calcolare

d*v pP , d*v 9P
O 35 s X e (10} 35 3 X N,
ossia
R & ' ,
moExE e P

(1) T. Levi-Civira, Lezioni di calcolo differenziale assoluto. Roma 1925, p. 118.
(3) P. Burcarri, T. Boearo, C. BuraLi-Forrr, loco citato, p. 177.

Annali di Matematica, Serig IV, Tomo XI. 29
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Ma d*e differisce dall’ordinario differenziale dv per un vettore normale

. . oP T o . . .
a V,,,, normale quindi a > ¢ N. Per individuare I’insieme misto corri-

*
spondente a %% basterd dunque calcolare le seguenti due espressioni:

(9!/) al >< a-P (10[[) av X N.

0xs o’ ox®
Calcoliamo da prima 1’ espressione (9”). In virtir di (1), avremo:

o.P ? P N
%X_—_“Xa_+la_

o P
(1) dar — pxs pxr dacs > e

Il secondo membro della (11) risulta somma di due termini. Incominciamo

ad occuparci del primo.
0,0
doos?

simbolo si indichi la derivata sulla varietd V, di w rispetto ad «° (*). Dunque (*)

Esso coincide con la componente covariante del vettore dove con tal

(12) - B 2 =y,
dove u,; & un sistema doppio rappresentante in forma covariante, nella me-
trica (2), il tensore derivato del vettore ae.

Occupiamoci ora del secondo termine della (11).

Osserviamo che se la V, & una V, immersa in uno spazio euclideo S, se
si considera la seconda forma differenziale quadratica do® =b,,dx"dx® (bys = bs,),
che insieme alla (2) caratterizza la configurazione geometrica della V, immersa

N . . . . .
:x—s XZ?Pr non & altro che il coefficiente b,, di questa forma differen-

in §,, —
ziale quadratica (%)

Se allora riteniamo, come nel caso di una V,, che la configurazione di
una generica V, immersa in una V,,, sia nota quando si conosca la metrica
definita da (2) e I’incremento subito dall’elemento lineare, espresso da (2),
quando si passa dalla V, ad un’altra V,, pure appartenente a V,,,, paral-
lela ed infinitamente vicina, tale configurazione & ancora definita dalla (2) e

da una forma differenziale quadratica

(13) de® = b, dx"dx’, bps = bg, (r, s =1,..., n),

(4) P. Burearrr, T. Bogaio, C. Burari-Forri, loco citato, p. 177 e p. 284.

(?) P. Burcarrty, T. Boaero, C. BuraLi-Forrl, loco citato, p. 285.

(3) L. Biancu1, Lezioni di Geometria differenziale, vol. I, parte I, Pisa 1920, p. 166.
Cfr. Burari-Forti, Fondamenti per la Geometria differenziale su di una superficie col me-
todo vettoriale generale. « Rend. del Circolo Matematico di Palermo », t. XXXIII, n. 46,
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nella quale

oN oP
(14) b'rs - 00" X oo

Infatti, se P & un punto di V,, P— P—=¢N, essendo ¢ una costante infi-
nitesima. Da questa relazione differenziando e quadrando, per (14) e (13) si
trae ds® — ds® = 2ed N X dP = — 2edo®. Questa relazione conferma appunto
quanto avevamo annunciato.

Osserviamo che assegnata, non soltanto la metrica di V,,, ma la sua confi-
gurazione in V,,,, b,s ha carattere doppio covariante rispetto a tutte le trasfor-
mazioni di variabili che lasciano inalterate la (2) e la (13): b, rappresenta
dunque un tensore doppio di V,, che accanto al tensore fondamentale, rappre-
sentato covariantemente da a,,, caratterizza la configurazione di V, in V,,, (}).
E appunto questo tensore, individuato da b,,, che, in virta di (14) permette
di valutare il secondo termine di (11), valutazione che & dunque possibile
quando, accanto alla prima forma differenziale quadratica (2), se ne assegni
una seconda, la (13); forme che si considerano invarianti rispetto ai cambia-
menti di coordinate.

Il tensore rappresentato da b,s permette di calcolare le curvature delle
linee di V,. Cosi, ad esempio nel caso di una V, immersa in una S, euclidea

(linea piana), N coincide con la normale alla linea e, posto ds = dux’, % 8il

A dN 1 .
vettore unitario tangente ¢ e b, = —Ws_xt:? eguale ciod alla curvatura
della linea piana. Nel caso in cui la V, & immersa in una V, anche non

. N 1 .
euclidea, posto ds = dx', g—f; =teb,=— %s— X t=g, eguale ciod alla cur-

vatura normale della linea tracciata su V,. Cosi pure, ad esempio, nel caso
di una V, immersa in uno spazio euclideo S,, si ha notoriamente che la
curvatura di una generica sezione normale di V, & cosl espressa (?):

l - d—’;’g - bikdxidxk (3)
R T ds® T aikdoc"dac" :

Torniamo ora finalmente alla relazione (11). Da essa, in virtu di (12) e (14),

(!) Si intende che a,; e b, non sono qualunque: essi debbono ubbidire alle condizioni
di integrabilitd, che per n —2 sono le condizioni note sotto il nome di Gauss e CopazzL
(L. BiancHr, loco citato, p. 174).

(*) L. BiaxcHi, loco citato, p. 192,

(3) E pure noto che la curvatura totale K:Z e la curvatura media H—— b/, (L. BrancH],

loco citato, p. 197).
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avremo .

(15) NS

oo o == s — )\brs = Usp,

e U, rappresenta in forma covariante un tensore doppio di V.
Calcoliamo ora 1’ espressione (10”). Da (1) scende:

o oN
axexN %XN-*—awe—*_kawxXN'

Ma N> N =1, dunque Z_;\;X N =0, e quindi

(16 XN = XN,
Ma > N =0, dunque >< N=—u>Xx ?::
Ma () e =1u® Sft’ dunque, in virtt di (14),

(17) ;;ﬁx N =u'b,,.
Ponendo (17) in (16) si ha:

(18) g; XN = 2= ulhy, =,

e A; & un tensore semplice di V, (vettore) rappresentato in forma covariante.

.. d*o < 7.
Concludendo dunque, I’omografia p> operante su vettori di V¥, e gene-

rante vettori di V,,,,, ¢ individuata dall’insieme misto che indicheremo con v,s,
essendo ‘

A
(19) Vgps = (Usy, hs) = (ur,s — Abys, %-}—u’b,s).
L’ insieme (19) rappresenta dunque in forma covariante 1’énsiene derivato
dell’ insieme (3).
In modo perfettamente analogo a quello seguito per derivare 1 insieme

v, = (4, A), si deriva 1’insieme Ts = (urs, A/, A, A), rappresentante un ten-
sore doppio di V,,, funzione dei punti di V,. Si ottiene:

(20) ' Tpali = (“irs, X'y Nis”, )\i)’
essendo

Wirs = Urg|i — )\,rbsi - )\”sbm';
(20,) Xir = )\,’r‘li -+ urtbti — Abyi, )",is:)'”s'i"‘_ustbh -lbsfﬁ
)\ ’ "
N = T o Ny -+ X,

(1) P. BurGatTi, T. Bogaio, C. Burarni-Forrr, loco citato. p. 284,
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Cosi pure si deriva l'insieme misto 7,5 = (urs, As), oftenendo

(21) Tps[i = (u/irs, k’is)a
dove
(21) Wirs == Ups)i — Asbriy  Rig = Aspi ~+ s’y

Analogamente si deriva un insieme tensoriale qualsivoglia.
OSSERVAZIONE. — K utile osservare quanto segue: Si consideri I’ insieme
v, = (ur, A) e si tratti v, come un vettore di V,,.,. Sapremo derivare v, 8€ cono-

sceremo i simboli di CHRISTOFFEL %;s%, che sono i coefficienti di trasporto

per parallelismo in V,,,. Orbene, se, per p=r=1,.., n, t=ft=1,., n,
poniamo

= M

os rs

)

eguale ciod ai coefficienti di trasporto in V, avente la metrica (2); se, per

’

=r =1,..,n, T =0, poniamo

22 %pu = bre:
se, per p =0, t=1¢=1...., #, poniamo

(227) e
se, per p =0, t =0, poniamo

= -

la derivata covariante di v, coincide con v, definito da (19).
Infatti, applicando I'ordinaria regola di derivazione covariante, si ha:

___avp T
Vels = Zan ~ Lo s U0

ossia

v ¢ 0
(23) Vyps = (‘—%psgvt—a !/Un,

ossia, posto v, = (Usr, A}, v, = (u4,, A), ponendo in (23) p=r=1,..., n, per (22)
e (22”) si ha:

Usyr — Up)s — Abys ;

ponendo in (23) p =0, per (22”) e (22) si ha:
Y “£+bstuz:%+“tbts- C.v.d.

5T pxes

Analogamente si perviene a (20), (20') e (21), (21).
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5. Trasporto. — Passiamo da un punto P di V, ad un punto P-+ dP pure
di V,: Iincremento subito dall’insieme v, = (u,, A) sulla varieth V,,, sard

a* .
I':dP, ossia da

espresso da Fia
d*vPE{usrdx’, Ao dx’),

dove us e X, sono espressi da (15) e (18); cioe, per (19):
(24) d*v, = v, sda’.

Scriveremo dunque, per (15) e (18),
(25) d*v, = (du — ;T‘S{ wdes — Nbydacs, d 4 utbtsdms).

La (25) mostra in modo esplicito che sard nota la legge di trasporto di
un insieme tensoriale (3) lungo una linea di V, quando si conoscano le due
forme differenziali quadratiche (2) e (13), che, sotto opportune condizioni di
integrabilita, definiscono la metrica e la configurazione di V, in V,,,. Cono-
scendo le due forme (2) e (13), la metrica ed il trasporto degli enti (3) saranno
individuati, sard dunque completamente individuata la geometria degli enti
considerati.

In modo perfettamente analogo si stabilisce la legge di trasporto degli
enti definiti da (4), (5), ecc., individuandone completamente la geometria.

In particolare, considerando per semplicita 1’ insieme (3), esso sard tra-
sportato per parallelismo se d*v, =0, se cioé

(26) du,:Q rtsgut+b”)\)dw“, dh = — b,
6. Insiemi tensoriali notevoli di prima classe. — Consideriamo un vet-

tore v di V,,,, appartenente a V,: sia cio® v—=w. v sard rappresentato dal-
I’insieme tensoriale

(27) v, = (ur, O).
Derivando, per (19), si ha:
(28) Vpjs = (ur]sy %tbts)-

L’ insieme ottenuto non caratterizza un tensore di V,, ma & bensi un insieme
tensoriale misto formato da un tensore doppio di V, e da un vettore di V,.
Il primo tensore coincide con il tensore derivato del vettore 2 appartenente
a V,. Dunque la derivata dell’insieme (27) non coincide con la derivata del
vettore w di V,,.

Consideriamo il vettore N di V,,,: esso & rappresentato dall’insieme

(29) N,=(©, 1)
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Derivando, per (19). si ha:
(30) Nyjs = (— bys, 0).

Da (30) scende un notevole significato del tensore doppio & che rappresenta
le curvature delle linee di V,,.
Consideriamo 1’omografia unita: essa & rappresentata dall’insieme (form. (4))

b= (T L, N, NI, Nxn),
ossia (')
(31) 8o = (s, 0, 0, 1).
Derivando per (20), (20'), si ha (ricordando il teorema di Rriccr):

(32) apali =0.

La (32) generalizza il teorema di Riccr.

Consideriamo in V, I’iperomografia e, che applicata ad un vettore h ge-
nera I’omografia assiale R/ : essa & caratterizzata da un tensore triplo di V,,
che rappresenteremo con e, ossia con il seguente insieme di tensori di V,:

(33) Eupr = (urst; l‘rs’) )\rt”, lstm; )\r'; l:5”5 )‘tm, 1))
essendo

= Sﬁx;’—i%—i A o X g =0,

A =6 2—£ ExN=2 7 MXN +Va=¢,,

A" = N >< 6act 600” /\ NX i
(33) W= N X =N AL =,

1,,'=eg§lv><lv_ T ANX N=0,

w IXN=0,

x;"_—_eNwa:N/\Nx%zo,
A=e NNXN=N/)\NXN=0,

ossia

(33") €0 = (0, €, — s, e, 0, 0, 0, 0).

Se ¢ opera su vettori di V, generando omografie assiali di V.

5, € & carat-

(#) P. Burcarti, T. Bocaro, C. BuraLI-FoRrrr, loco citato, p. 279.
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terizzata dal segnente insieme tensoriale misto
) —
(04) i = (O’ €iry — Eisy 0"
In generale, & facile esprimere, in modo analogo, il tensore e di V,,, me-
diante tensori e di V,, ().

7. Operatori differenziali. — Gradiente: Sia ¢ uno scalare, tensore d’or-
dine zero di V,,,, funzione dei punti P di V,; cio® ¢ = o¢lxt,..., x”). 11 gra-
diente di ¢ & un vettore di V,,, rappresentato dall’insieme ¢, = (u,, ), dove
2P
acr — par’
B : )

(55) CPP = (W’ 0) .

Esso coincide, per » =2, con il gradiente superficiale. quale & stato definito
da BURGATTI e MARCOLONGO (*). Il vettore u, di V, che lo caratterizza coin-
cide con il gradiente di ¢, quale si considera nell’ordinario calcolo differen-

wr = grad ¢ X A = grad ¢ XX ¥ = 0. Dunque

ziale assoluto.

Divergenza : Sia v un vettore di V,,.,, rappresentato dall’ insieme v, = (u,, }).

Derivando, si ha v/t = (u,f, 1%, e quindi
dive = ”U,;Ii = %@'i,

- e, per (19)

(36) div e = u;/t — Ab.
La divergenza ora definita coincide con quella che, per » =2, BURGATTI
e MARCOLONGO chiamarono divergenza superficiale (*). In particolare, se v
un vettore di V,, v =1, e la (36) diviene
(36) div v = ;i
La (36) coincide con la nota definizione di divergenza del calcolo differen-
ziale assoluto.

Rotore : Sia v un vettore di V,, funzione dei punti di V,, rappresentato
dall’ insieme v, = (U, A). Derivando si ha: v,; = (us, A;). Da (34) scende allora
che rotv & il vettore di V,,, rappresentato dall’insieme w, = (w,, v) tale che:

Wy — — Eisli, v = e, U,
Per (19), dunque,
(37) 0, = (— (M + ubs), ei(urli — Ab™)).

(!) Derivando gli insiemi e... si ottengono insiemi nulli, come facilmente si pud verificare.

(2) P. BurGcaTTl, I teoremi del gradiente,... « Memoria dell’ Accademia delle Scienze di
Bologna », 1917 ; R. MARCOLONGO, Su alcuni operatori superficiali. « Rend. R. Ace. Naz. dei
Lincei », vol. XXV, 1917,

(}) P. BURGATTI, loco ultimo citato; R. MArcoLoNGo, loco citato.
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La (37) coincide con la definizione di rotore superficiale di BUrGATTI e
MarcoLoNGO (!). Nell’ipotesi A =0, nell’ipotesi cioé che v coincida con un
vettore e di V,, da (37) si ha:

(37')'} o W, = (— Eisutbit, ei,ru’“”).
Lo scalare
(38) v = g;ul

dell’ insieme w, coincide, nel caso in esame, con lo scalare rote del calcolo
differenziale assoluto (*). Perd, si nofi, il rotore di un vettore v di V,, tan-
gente a V,, & I'insieme w,, definito da (37), che non coincide con lo scalare v,
definito da (38), che rappresenta il rotore di un vettore % di V,, coincidente
con v. E manifesto come si estendano le considerazioni svolte nel caso n =2,

considerando una V), generica (®).

8. Insiemi tensoriali di classe 2, 3, ecc. — E facile generalizzare quanto
abbiamo stabilito per gli insiemi tensoriali di classe uno. Occupiamoci degli
insiemi tensoriali di seconda classe.

Si consideri una varietd V, immersa in una varietd ad # 4 2 dimensioni.
Sia v un vettore di V,,, funzione dei punti P di V,. Sia @ il componente
di v tangente a V,; siano N e B due vettori unitari di V,,, normali fra di
loro e normali a V,; X e p le componenti di » secondo N e B. Sara:

(39) v=u-+ AN+ pB.

v sard individuato dall’insieme costituito da un vettore di V, e da due sca-
lari. Da (39) si ha:

oP . oP
"XES—,——-“XEEC—,-—MM

vX N=121 vXB=y;

(40)

cio® v & rappresentato dall’insieme costituito da un tensore di ordine uno
di V, (che in forma covariante, rispetto alla metrica (2), & rappresentato da u,)
e da due scalari, pur essi tensori di ordine zero di V,. Scriveremo :

(40) /UI(T = (u“ )‘! P*} (; = 17"-7 n, O) 6)9

dove per p=r=1,..., n, v-=u,; per p=0, v;:l; per o =0, V=

(*) P. BurcaTrTi, loco ultimo citato; R. MarcorLoNgo, loco citato.

(?) U. Cisorty, Sul rotore dei tensori. < Rend. R. Ace. Naz. dei Lincei », vol. VII, 1928,
p. 169. Cfr. B. Fixz1, Meccanica dei sistemi continui non euclidei. « Rend. Ist. Liombardo »,
vol. LXTI, p. 859.

(3) U. Cisorri, loco citato.

Annali di Matematica, Serie IV, Tomo XI. 30

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1



230 B. Finzi: Equazioni intrinseche della meccanice dei sistemi continui

Analogamente, se § & un’omografia trasformante vettori di V,,, in vet-
tori di V,,.,, a B corrisponderd un tensore doppio di V,,,, che potra rappre-
sentarsi con il seguente insieme di tensori di V,:

(41) T(,EE (s, NN P'r,a P’s": X, P’I: A P‘)7
dove
L @P P
Urs — o Pl
r__. oP " ___ oP
1) TR TR
Y " __ oP
. pr——ﬁw—,XR s '—?'Bxé;g:
)\':BBXN, }L':BNXB,

T;5 & dunque costituito da un tensore doppio di V,,, 4 vettori (tensori d’or-
dine uno) di V, e 4 scalari (tensori d’ordine zero di V,). In (41) intendiamo, in
conformith alla notazione (40) che 777 =u,s, per p=r=1,.,n, c=8=1,.,n;
T.5=x/, perp=r=1,..,m 0d=0; T;;=1" per p=0, c=s=1,.,n;
T,5=uw/, per p=7r=1,.,n, cd=0, ecc..

Analogamente si rappresenta un tensore di terzo ordine di V,,, mediante
I’insieme T;5% di tensori di V,. In generale, in base alla formula

(7 +2)" = n™ + 2mn™* + 4(2‘)%’"—2 + o 42" mn 4 27,

un tensore di ordine m in V,,, sard caratterizzato dall’insieme dei seguenti
tensori di V,: un tensore di ordine m, 2in tensori di ordine m —1, 4(7;‘) ten-
sori di ordine m — 2,..., 2"~"m tensori di ordine uno (vettori), 2" tensori di
ordine zero (scalari).

Gli enti ora definiti, atti a rappresentare mediante insiemi di tensori di V,
tensori di V,,,, li diremo insiemi tensoriali di seconda classe. Cosi (40) sard
un insieme tensoriale di seconda classe di primo ordine, (41) un insieme tenso-
riale di seconda classe di secondo ordine, ecc..

Manifestamente, come si sono definiti insiemi tensoriali di prima e di
seconda classe, si possono definire insiemi tensoriali di classe ¢, rappresen-
tanti tensori di V,,, mediante tensori di V,. Per ¢=0, si ottengono, in parti-
colare, gli ordinari tensori, che possono essere pensati come insiemi tensoriali
di classe zero, formati cio® da un unico tensore.

Su gli insiemi tensoriali di classe qualsivoglia si definisce 1’ eguaglianza
e le operazioni addizione e prodotto per un numero, in modo del tutto iden-
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tico a quanto si & fatto per gli insiemi tensoriali di prima classe. Risulta
cosl che gli insiemi tensoriali di una data classe e di un dato ordine costi-
tniscono un sistema lineare.

Anche le altre operazioni algebriche del calcolo tensoriale, gia stabilite
per gli insiemi di prima classe, si estendono ad insiemi di classe qualsivoglia.
Si possono cosi considerare anche insiemi tensoriali misti di classe qualsi-
voglia. Ad esempio, i sistemi tensoriali misti di seconda classe, rappresentabili
con i simboli T;,(p=1,...,n,0,0, s=1,.,%), T;s(p=1,..,n,0,0, a=1,..,n,0).

9. Derivazione di insiemi tensoriali di classe 2, 3, eece. — Fissiamo, per
semplicith, la nostra attenzione sugli insiemi tensoriali di classe due, rappre-
sentanti vettori o temsori di V,,.,, funzioni dei punti di V,, ed occupiamoci
della loro derivazione.

Consideriamo un vettore v di V,,,, funzione dei punti P di V,. Passiamo
da un punto P di V, ad un punto P+ dP pure di V,. Se d* & simbolo di

. . . . . . . d¥
differenziale sulla varieta V,,,, si consideri I’omografia .,
vettori di V,, che essa trasforma in vettori di V,,,. Questa omografia &
caratterizzata dal seguente insieme misto tensoriale di classe due di secondo

ordine :

operante su

(42) ’0;,3 = (“Wa )\37 P’S)a
dove, per (39),
_dwoP AP _gw P __pw P 0N _ 9P 0B _ 0P
Uor =GP oo N —ar N g T N aw T <
d*v 9P ov ou oA oB
DY — = pul— =_ -_ —_—
(42) )‘s—dP M*‘XN ax*‘XN ax"’XN_'—?rﬁ_‘_uBJ"“XN'
__dre dp v __ou n oN
ps__df;%’ B——%XB—-%XB—FEEI;—I—)\%XB-
Ma
ou oP
(43) aTX >< (,w_ == ?/Lr[s,
ou . oN _ 0P oN
XN =—uX = X
on . 0B : 0P 0B
s X B=—uXn=—uwln X
@*N a*B

Consideriamo allora le due omografie — che operano su vet-

ap ¢ TP’
tori di V, trasformandoli in vettori di V,,,. Esse sono rispettivamente carat-
terizzate dai seguenti insiemi tensoriali di classe due:

(44)  (brs, O, &), (45) (crs, 8, O),
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essendo

W) be=—TxP b, 0=V, o=-2x5
) e=—xL =0, =—12XN 0=-UxB
Manifestamente, poiché B> N =0,

(46) 5 = — €.

brs, Crs, & caratterizzano, insieme al tensore fondamentale a,s, la configura-
zione di V, in V, ;.

Mentre a,, definisce la metrica di V,, b,s, ¢, & caratterizzano le curva-
ture delle linee di V, in V,,,. Ad esempio, per una V, immersa nello spazio
euclideo tridimensionale, se a« & I’angolo che N forma con la normale princi-

pale di versore n, detto & il versore binormale, si ha:
N=mncosa+ bsena, B=— —nsena- bcosa.
. 1 .
Posto allora ds = dr', e detto ¢ il versore tangente, = la prima curvatura o

. 1 . .
flessione, - la seconda curvatura o torsione, si ha:

a“_—_l,
b“:—oosoc%'xt~sena%ﬁXt:icoaxa,
c‘l:sena%xt—eosa%xt:—plsenoc,
al:—Siz—eosea%’xb——0082oc%—ksen?ag;bxn—sen?ag::i——%.
Se N coincide con n, B con b, si ha:
a“:I, b“:%, C“‘—-‘O, 8‘2—5':11?.

Tornando dunque alle relazioni (42'), avremo finalmente che, in virtu
di (43), (44), (45'), esse diverranno:

Usr = Upjs — Abps — WCps,
A
(42") b= g s — i,

e
s = 75+ ulcs — Ags.

(42), e (42") generalizzano evidentemente (19).
L’ insieme tensoriale (42), ora completamente definito, rappresenta in forma
covariante 1’ énsieme derivato dell’ insieme tensoriale (40).
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In modo perfettamente analogo a quello seguito per derivare I’ insieme
tensoriale (40), si derviva I’insieme tensoriale (41), o un insieme misto, come,
ad esempio, (42). ‘

Facilmente si generalizzano gli argomenti svolti ai §§ 5, 6, 7, agli insiemi
tensoriali di classe due. E poi manifesto come le considerazioni ora svolte
possano estendersi ad insiemi tensoriali di classe qualsivoglia.

&k ok

A mo’ di conclusione vogliamo osservare che il calcolo ora istituito ri-
gaarda gli insiemi di tensori di una V,, rappresentanti tensori di una V, .,
o enti ottenuti da questi con le operazioni algebriche di cui si & detto al § 2.
Perd I’algoritmo definito pud essere inteso, prescindendo completamente dalla
rappresentazione accennata, come una abbastanza naturale estensione del cal-
colo tensoriale di Ricor e LEVI-CIvITA in un calcolo pitt generale degli insiemi
tensoriali, fra i quali rientrano gli ordinari tensori come insiemi di classe zero.
E cio con il vantaggio di non dover invocare enti estranei alla ¥V, nella quale
si opera, V, che pud rappresentare lo spazio geometrico o cinematico sede dei
fenomeni naturali che fuori di questo spazio non sono concepibili che in virtu
di astrazione.

Per contrapposto, si pud perd considerare 1’algoritmo di cui si & detto
come interpretazione dell’ordinario calcolo assoluto ad » ¢ variabili. Quest’ul-
timo & precisamente il punto di vista nel quale si pose LEVI-CrviTA allorche,
occupandosi dei ds® che inferessano la statica einsteiniana, stabill un abbassa-
mento invariantivo da n+4-1 ad n variabili ().

Vogliamo ora mostrare, a mo’ d’applicazione, come gli insiemi tensoriali
eonsiderati possano rappresentare la sollecitazione di sistemi continui perfet-
tamente flessibili, quali i fili e le membrane, od imperfettamente flessibili,
quali le verghe e le lastre,

Applicazione alla meceanica dei sistemi continui
perfettamente od imperfettamente flessibili.

10. Equilibrio dei fili perfettamente flessibili. — Vediamo, da prima, come
mediante insiemi tensoriali, formati con vettori di una V, costituita da un con-
tinuo monodimensionale, si possano secrivere, con perfetto parallelismo di

(") T. Levi-Civirta, Statica einsteiniana. « Rend. R. Ace. Naz. dei Lincei », vol. XX VT,
1917, p. 438. - ds* einsteiniant in campi newloniani, IT1. Formule ausiliarie. « Rend. R. Acc.
Naz. dei Linecei », vol. XXVII, 1918, § 3, p. 183.
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procedimento, sia le equazioni indefinite intrinseche di equilibrio di un filo
flessibile libero, sia quelle di un filo vincolato ad una superficie o ad una
linea prefissate. '

Incominciamo a considerare il caso del filo flessibile lébero, caso che se dal
nostro punto di vista non & forse il piu semplice, & perd quello in cui il nostro
procedimento coincide con il notissimo classico procedimento vettoriale (‘). Mi
sia concesso, per maggior chiarezza, di ripetere il procedimento ben noto.

Consideriamo un sistema continuo monodimensionale perfettamente flessi-
bile, che diciamo filo, immerso in uno spazio euclideo tridimensionale. Ciog,
come si dice in meccanica classica, un sistema continuo monodimensionale
libero. Geometricamente il filo & rappresentato da una V, immersa in una
assegnata V,: la V, costituita dall’S, euclideo. Il filo considerato stia in
equilibrio sotto 1’azione di due forze finite applicate agli estremi 4 e B, e di
una assegnata sollecitazione continua, essendo le forze applicate agli estremi
e la forza wnnitaria F rappresentate da vettori dell’.S;. Se pratichiamo un
taglio in un punto P, perché una delle due parti in cui risulta decomposto
il filo stia in equilibrio sotto 1’azione delle forze esterne assegnate, basta
aggiungere alle altre forze che su di essa agiscono-il sistema di forze tradu-
cente I’ effetto della parte contigua. Tale sistema si riduce ad un’ unica forza 7'
applicata in P: con cid si sfrutta appunto I'ipotesi della perfetta flessibilita
del filo. A priori, 7' & rappresentato da un vettore di S,, che si dice tensione
del filo. Se diciamo s la lunghezza dell’arco AP di filo, T'= T'(s). Conside-
rato allora 1’ elemento ds di filo, per 1'equilibrio di questo elemento, sara T
tangente al filo e

(47) AT + Fds =0.

Dunque 7' coincide con un vettore di V,, ed ubbidisce all’equazione indefi-
nita (47). Agli estremi 7' ubbidisce alle equazioni ai limiti che facilmente
potrebbero scriversi.

Rappresentando 7' coll’insieme tensoriale di classe due T7=(T,. 0, 0),
F coll’insieme tensoriale di classe due F,= (F,, ¢, ¢), ricordando (42), (24),
la (47) si scriverd cosi:

(I) \/C—tnT;“ 4-F{T:O .

ossia, per (42"),
(I’) \/F‘Tllla TIbn’ Tlc“)—*—(FH CP’ (‘]J):O'

() Cfr. T. Levi-Civita e U. AmaLpl, Lezioni di Meccanica Razionale, vol. T, Bologna,
1923, cap. XIV.
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Ma, per ' =s, T, coincide con T, F, con la compdnente tangenziale F, di F;
ricordando allora le formule stabilite al § 9, se « ¢ Pangolo formato dal vet-
tore unitario N con la normale principale, da (I') scende:

arT
o tTEF=0,
(Ill) TU(;SZ+ (P;:O,

_ Tse:ac_'_quo'

In particolare, assumendo i versori N e B coincidenti con i versori m e b
della normale principale e della binormale, ¢ coincide con F,, ¢ con F,, e
da (I") scende:

aT
% -+ F¢ = OJ
(I’I’) % + F" g O,
F, =0.

Le (I'") sono le notissime equazioni indefinite intrinseche di equilibrio di un
filo flessibile libero.

Consideriamo ora un filo teso su di una superficie prestabilita. Geome-
tricamente il filo & rappresentato da una V, immersa in una assegnata V,.
Stabiliamo le condizioni di equilibrio in V,, cioé le equazioni « pure » di
equilibrio, nelle quali non intervengono ignote reazioni vincolari. Il filo con-
siderato stia in equilibrio sotto 1’azione di due forze finite applicate agli
estremi 4 e B e di una assegnata sollecitazione continua, essendo le forze
applicate agli estremi e la forza unitaria F rappresentate da vettori di V, ().
Se pratichiamo un taglio in un punto P, perché una delle due parti in cui
risulta decomposto il filo stia in equilibrio, sotto I’azione delle forze esterne
assegnate, basta aggiungere alle altre forze che su di essa agiscono il sistema
di forze traducente I’ effetto della parte contigua. Tale sistema si riduce ad
un’unica forza 7' applicata in P. A priori, T & rappresentato da un vettore
di V,, che si dice tensione del filo. Se diciamo s la lunghezza dell’arco AP
di filo, T'==T'(s). Considerato allora un elemento ds di filo, per 1’ equilif)rio
di questo elemento, 7' coincide con un wvettore di V, ed wubbidisce, in V,,
all’equazione indefinita (47). Agli estremi poi 7' ubbidisce alle equazioni ai
limiti che facilmente potrebbero scriversi.

(1) La forza unitaria F si considera come forza impressa, e, seguendo MAGGI (« Selecta »,
Milano, 1932, p. 84), si annoverano fra le forze impresse anche le eventuali forze d’ attrito.

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1



236 B. Finzi: Equazioni inirinseche della meccanica dei sistemi continui

Rappresentando T con 1’insieme tensoriale di prima classe T, =(T,, 0),
F con I'insieme tensoriale di prima classe F,=(F,, ¢), ricordando (19), (24),
la (47) si scriverd cosi:

(II) \/Et_ﬁ TP11+FP:0
ossia
(II’) \/al—i(Tlllv Tib“)_i_(Fj’ ?]:O'

Ma, per x'==s, T, coincide con 7, F, con la componente tangenziale di F,

F,, ¢ con la componente Fy secondo N, essendo NV un versore di V, normale

al versore tangente ¢ al filo. Per quanto dicemmo al § 4, la (I') si scrivera

cosi :
g%’ +F, =0,

(1) .

? 7] + Fy= 0)

dove ; 8 la curvatura normale del filo su V,. Le (II”) sono le equazioni « pure »
indefinite intrinseche di equilibrio di un filo flessibile teso su superficie

prestabilita. Se V, & un piano 11,3 coincide con la curvatura % della linea

piana, e le (II”) sono ben note.

Consideriamo, in fine, un caso molto semplice, quasi banale; il caso di
un sistema continuo monodimensionale adagiato su di una linea prestabilita.
Un filo, ad esempio, contenuto entro un tubetto di forma assegnata. Il filo
stia in equilibrio sotto 1’azione di due forze applicate agli estremi 4 e B e
di una sollecitazione continua, essendo le forze applicate agli estremi e la
forza unitaria F rappresentate da vettori della V, costituita dal filo stesso.
Stabiliamo le condizioni di equilibrio in V,, seriviamo cioé I’ equazione « pura »
di equilibrio, nella quale non intervengono ignote reazioni vincolari. Se si
pratica un taglio in un punto P, il sistema di forze traducente 1’ effetto di una
parte del filo sulla rimanente, si riduce ad un’unica forza 7T applicata in P,
e T & un veftore di V,. Se diciamo s la lunghezza dell’arco AP, T = T'(s).
Rappresentati allora 7' ed F con i vettori di V,, T, e F, (insiemi tensoriali
di classe zero), per 1’ equilibrio di un elemento di filo sara:

(TIT) Va'' Ty +F, =0 |

Ma, per x* =s, T, =T, F, = F, dunque (III) si scrivera:

(IIT) Py F=0,
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(III'), uwnitamente alle condizioni ai limiti, che facilmente si potrebbero scri-
vere, caratterizza 1’ equilibrio nel caso in esame. (IIT') & ben nota: essa &
I'equazione « pura » cercata.

11. Equilibrio delle verghe. — Incominciamo a considerare un caso che
non & forse, dal nostro punto di vista il pitt semplice, ma che perd & il piu
abitudinario : il caso dell’ equilibrio di una verga libera.

Consideriamo un sistema continuo monodimensionale imperfettamente
flessibile, che diciamo verga, immerso in uno spazio euclideo tridimensio-
nale. La verga & geometricamente rappresentata da una V,, immersa in una
assegnata Va,}costituita dall’ S, euclideo. La verga stia in equilibrio sotto
Iazione di due sistemi di forze agenti agli estremi 4 e B e di una solleci-
tazione continua. Le forze agenti agli estremi e la forza unitaria F sono
rappresentate da vettori di S,. Se pratichiamo un taglio in un punto P, perché
una delle due parti in cui risulta decomposta la verga stia in equilibrio sotto
Iazione delle forze esterne assegnate, basta aggiungere alle altre forze che
-su di essa agiscono il sistema di forze traducente 1’ effetto della parte con-
tigua. Poiché il sistema continuo considerato non & perfettamente flessibile,
tale sistema now si ridurrd ad un unico vettore 7' di S, applicato in P (come
per i fili perfettamente flessibili) ma bensi ad un sistema di vettori applicati,
riducibili ad un vettore 7, applicato in P, ed una coppia di momento T.
T & un vettore di S; e I' & un vettore rappresentante il momento di un si-
stema di vettori di S,. Se diciamo s la lunghezza dell’arco AP di verga
T =1T(s) e I'=I(s). Considerato allora un tratto ds di verga, delimitato dai
punti P e P+ dP, per I’equilibrio di questo sar :

( AT + Fds =0,
1 dr 4+ dP A T=0.

Le (48) sono le ben note equazioni indefinite di equilibrio di una verga (!).
Agli estremi T e I' ubbidiscono alle equazioni ai limiti, che facilmente po-

(48)

trebbero scriversi.
Rappresentiamo 7' con I’insieme tensoriale di classe due T; = (T, %, p),
I' con Vinsieme tensoriale di classe due I';=(l', «, B), F con V' insieme tenso-

riale di classe due F; = (F,, ¢, ). Da (48), si ha:

(LV) (Vo' T+ F;=0|
? Pon + 8{71;1%:()

(1) T. Levi-Civita e U. AMALDI, loco citato, cap. XIV, § b,
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ossia, per (42), (42"), esplicando,

T1jp — Aby, —pe,, —l—F‘\/CL*“ =0,

I‘lll - “bu - ?'CH = O;

d _
d—;l + I“bu - @51 - pVa“ =0,

@
daxt

dr j—
(IV') %’FTibn_P‘ax +<P\/a/u=0;

d — L
d—;+T‘Cu—XE,+¢\/a“:O, +IMe,, —aeg, + AV a,, =0.

Ponendo da' = ds, e scegliendo, per semplicita (come ¢ tradizionale) N =mn,
B:b, Sal'?:l, Fi :Ft7 I“ == Pt} T = Tt) (P—_—F“, (p.:Fb, l: T“, lJ:= Tb?

1
«=7T,, 8 =T,. Poiché, per quanto dicemmo al § 9, b,, risulta eguale alla fles-
w
sione %, ¢,, =0, —3,=¢, =alla torsione %, dalle (IV’) scenderanno senz altro

le note equazioni (*):

ar; T, _ ary _ Tn_
_(E_ 0 —|—Ft—-0, ds P —OJ
T T ar T r
(IV”) ‘-iﬂ""——t""__b_*‘Fn:O) = _’—l+—b_Tb:O’
ds B T ds e *
atr, T, _ ar, T, _
_d?_T—'-Fb—O’ ES—_?—*_Tn_O

Da (IV') o (IV”), per I' =0, si deduce che T; & un vettore di V, e si otten-
gono le equazioni (I') relative al filo flessibile.

Consideriamo ora il caso di una verga adagiata su superficie prestabilita,
costitnente un sistema continuo monodimensionale adagiato su di una asse-
gnata V,. La verga considerata stia in equilibrio sotto 1’ azione di forze agenti
agli estremi 4 e B e di una sollecitazione continua. Le forze agenti agli
estremi e la forza unitaria F siano rappresentate da vettori di V, (?). Stabi-
liamo le condizioni di equilibrio in V,, scriviamo ciod le equazioni « pure »
di equilibrio, nelle quali non intervengono ignote reazioni vincolari. Se pra-
tichiamo un taglio in un punto P, perché una delle due parti in cui risulta
decomposta la verga stia in equilibrio sotto I’ azione delle forze esterne asse-
gnate, basta aggiungere alle altre forze che su di essa agiscono il sistema
di forze traducente 1’ effetto della parte contigua. Tale sistema si riduce ad
un vettore T' di V, applicato in P e ad una coppia formata da vettori di V,
applicati in punti infinitamente vicini a P, il cui momento & caratterizzato
da uno scalare I' funzione di P. Se diciamo s la lunghezza dell’arco AP,
T=1T(s) e I'=I(s). Rappresentando allora 7' con I’ insieme tensoriale di

(Y T. Levi-Civita e U. AMaLDI, loco citato, p. 627.
(?) Cfr. la seconda nota di § 10.
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classe uno T,= (7', ), F con l'insieme tensoriale di classe uno F,==(F,, ¢),
le equazioni indefinite di equilibrio si scriveranno cosi:

(V) \/WT’(;II"“E,:O
Pll -+ E]l,,T{‘ =0

ossia, per (19),

, S Tlfl— Rb“~|—Fl\/a_“:O,
(V') ax , —
{ g + 10y +eVa, =0,

I‘/1+R\/a—“= 0.

Ma, per o' =s, F,=F,, = Fn, T,=T,, » = Ty. Se 1% indica la curvatura

normale su V, della linea costituente la verga, le (V') si scriveranno cosi :

ar, _ In + F, =0,
v ds R ar
(V") ) —+ Iy=0.
aTn | T, ds
o tptIv=0

. . 1 .. 1 .
In particolare, se V, & un piano, - coincide con la curvatura 5@ N coincide

"R
con 7 : le equazioni intrinseche di equilibrio di una verga piana si scrive-
ranno cosi:

arT, T
—ds_t —‘?’n"*‘Ft:O, ar
4 -—
(V") ar, s T,=0.

T
Fafan=o

Osserviamo, in fine, che la trattazione del caso ancor pit semplice in
cui il sistema continuo monodimensionale si adagi su di una linea, costi-
tuente una V, prefissata e sia soggetto a forze esterne ed interne apparte-
nenti alla V,, non dipende dall’ essere il sistema stesso flessibile o no, ed &
gid stato trattato al § 10.

Vediamo ora come, mediante insiemi tensoriali formati con tensori di
una V, costifuita da un sistema continuo bidimensionale, si possano scrivere
le equazioni indefinite intrinseche di equilibrio di una membrana flessibile
e di una lastra non perfettamente flessibile, sia nel caso che questi sistemi
siano liberi, oppure adagiati su di una superficie prefissata.

12. Equilibrio delle membrane flessibili. — Consideriamo un sistema con-
tinuo bidimensionale perfettamente flessibile, che diciamo membrana, immerso
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240 B. ¥inz1: Equazioni intrinseche della meccanica dei sistemi continui

in uno spazio euclideo tridimensionale, cio®, come si dice in meccanica clas-
sica, un sistema continuo bidimensionale libero. Geometricamente la mem-
brana & -rappresentata da una superficie o, cio® da una V, di assegnata
metrica

(49) ds* = a,daidx® (¢, k=1, 2),

immersa in una assegnata V,: la V, costituita dall’ S, euclideo. La membrana
considerata stia in equilibrio sotto I’ azione di forze applicate al contorno e
di una assegnata sollecitazione continua, essendo le forze applicate al con-
torno e la forza unitaria F rappresentate da vettori di §,. Pratichiamo un
taglio secondo una linea di o: perché una delle due parti in cui risulta
decomposta la membrana stia in equilibrio, bisogna aggiungere alle altre
forze che su di essa agiscono il sistema di forze traducente 1 azione della
parte contigna sulla parte considerata. Tale sistema di forze & costituito dal-
I'insieme delle forze che agiscono su ogni elemento del taglio praticato. Su
ogni elemento ds di taglio tale sistema si riduce ad un’unica forza applicata
ad un punto qualunque di ds. Con cid si sfrutta appunto Vipotesi della per-
fetta flessibilitd della membrana. Diciamo allora § 1’omografia degli sforzi:
se 1 © il versore di V, normale all’elemento ds, Sn sard la forza per unitd
di lunghezza agente in un punto dell’ elemento ds di taglio. Manifestamente § &
un’ omografia che opera su vettori di V,, generando, a priori, vettori di S,:
essa sard individuata dal seguente insieme tensoriale misto di prima classe:

(50) Ty = (Pir, 1),
essendo :
, oP _  oP oP
(50') Dy =5 X o M=B XN

Per Vequilibrio di un generico elemento superficiale sara :

T’i{/’i -+ ED = 07

o) eoig T = 0.

La seconda delle (51) pud scindersi, per (34) e (50) nelle due:
(52) el =0, ehi=0.

Dalla seconda delle (52) scende che

(53) ‘ AN =0,

ossia scende che T, coincide con un tensore doppio @y di V,. Dalla prima
di (52) scende che il tensore degli sforzi & simmetrico :

(54) Dy = D,
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Avendo dunque cosi specificata la natura di Tj,, le equazioni indefinite di
equilibrio di una membrana libera si scriveranno semplicemente cosi:

(V1) ] T,li+ F,=0 .

Se dunque F, = (F,, ), ricordando (21'), da (VI) si trae:

. Ji —
(VI/) ; (I)’W‘ -+ Fr O’

Dlipy; - P = 0.

(VI') sono le equazioni intrinseche di equilibrio di una membrana libera (*).
Ad esse bisogna aggiungere le condizioni al contorno, che facilmente si po-
trebbero scrivere.

Consideriamo ora un caso piu semplice di quello poc’ anzi trattato: quello
di una membrana tesa su superficie prestabilita. Osserviamo che il caso in
esame coincide con quello dell’ equilibrio di un sistema continuo bidimensio-
nale su superficie, costituente una V, prestabilita. Detto T il tensore di V,
che rappresenta gli sforzi, detto F, il vettore di V, che rappresenta la forza uni
taria, le equazioni indefinite di equilibrio della membrana si scrivono cosi (*):

(VII) Tyli 4 Fp =0
e
(55) Ta’r — Tm‘-

A queste equazioni bisogna aggiungere, evidentemente, le equazioni al con-
torno, che facilmente si potrebbero scrivere.

13. Equilibrio delle lastre. — Consideriamo un sistema continuo bidimen-
sionale non perfettamente flessibile, che diremo lastra, immersa in uno spazio
euclideo tridimensionale. Consideriamo cioé una lastra libera. La lastra & geome-
tricamente rappresentata da una superficie o, costituenfe una V, immersa in
una assegnata V,, costituita dall’S; euclideo. La lastra stia in equilibrio sotto
I’azione di forze agenti al contorno e di una sollecitazione continua. Le forze

(!) Si noti che, mentre le prime (VI’) fanno intervenire soltanto elementi metrici, 1’ ul-
tima fa intervenire la seconda forma (13). Cid fu da me gid constatato in un caso particolare
(Sui veli elastici, « Annali di Matematica », serie IV, tomo V, § 3. Cfr. anche B. CALDONAZZ0,
Sulla meccanica della superficie, « Monitore Tecnico », nn. 1 e 2, 1920).

(?) B. Finzi, Meccanica dei sistemi continui non euclidei. < Rend. Ist. Liombardo »,
vol. LXII, 1929, p. 859.
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agenti al contorno e la forza unitaria F sono rappresentate da vettori di S,.
Pratichiamo un taglio secondo una linea di o: perché una delle due parti in
cui risulta decomposta la lastra stia in equilibrio, basta aggiungere alle altre
forze su di essa agenti il sistema di forze traducenti 1’ effetto della parte con-
tigna sulla parte considerata. Tale sistema di forze & costituito dall’insieme
delle forze che agiscono su ogni elemento del taglio praticato. Su ogni ele-
mento ds di taglio tale sistema si ridurra ad un’unica forza applicata ad un
punto qualunque di ds e ad una coppia. A differenza di quanto avviene per
una membrana perfettamente flessibile, gli sforzi specifici che si esercitano
su di un generico elemento lineare di ¢ non saranno rappresentati soltanto
da un insieme tensoriale misto di prima classe Ti, ma da un insieme tenso-
riale misto di prima classe T, che rappresenta i risultanti degli sforzi agenti
su ogni elemento lineare di ¢ e da un insieme tensoriale misto di prima
classe [';,, che rappresenta i momenti degli sforzi agenti su ogni elemento
lineare di o.

Se diciamo allora F, I’insieme tensoriale di prima classe che rappresenta
il vettore B di S,, per I’equilibrio di un generico elemento superficiale seri-
veremo le seguenti equazioni :

Tip’i—*—Fp =0

VIII
( J Ty 4 e, T = 0)

(VIII) sono le equnazioni indefinite di equilibrio della lastra libera considerata.
Ad esse bisogna aggiungere le equazioni al contorno, che facilmente si potreb-
bero scrivere.

Se F,=(F;, ), Ti,=(Pir, i), Ti; =(gir, vi) le (VIII) (per (21), (21), (34) si

traducono mnelle seguenti relazioni fra tensori di V,:

Dyt — Wby + F, =0,
At 4+ @iy 4- 9 =0,

gi"’i - Yibri — eirxi - 07
vilt 4 gtibs + i@ = 0,

(VILT)

Se, in particolare, T';, = 0, dalle (VIII) si deduce che ®;; = @, e che A; =0,
si deduce cio®¢ che Tj, coincide con un tensore ®; di V,. Le (VIII'), nel caso
in esame, si riducono alle (VI') relative ad una membrana flessibile.

Se ora si vuole che T;, e I';, possano interpretarsi come sforzi e momenti
di sforzi di un sistema continuo tridimensionale appartenente a S,, tendente

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1



perfettamente od imperfetiamente flessibili 243

al limite in o, basta specificare la natura di Ti, e T;,, ritenendo :
v

(56) D= D,

(67) [t = (e°'psr, 0), essendo  py = py, (')
Da (b7) scende

(67) g =", 1'=0.

Dalle prime (57') scende:

(8) 9:=— 9

In virta delle (96) e (57’), le ultime due (VIII') si riducono alle seguenti:

gir” i €ir7\i = 07

59
( ) g”bt,- =0.

Si noti che nel caso considerato gli sforzi e i loro momenti sono caratte-
rizzati da 10 scalari, che si riducono a 8 tenendo conto di (56) e (58). Fra
queste 8 quantith hanno luogo le relazioni date dalle prime due (VIII) e
dalle (59).

Consideriamo il caso parficolare, notevole, in cui la lastra & piana. In
tal caso b, =0, e le prime due (VIII) e le (39) si riducono alle 5 relazioni
seguenti : '

@/t + F, =0,
(60) Al 49 =0,
girﬁ - Eirli =0.

Ad esempio, se diciamo x e y le coordinate cartesiane di un punto della
lastra piana, le {60) si scrivono cosi:

s, 0Py —
w w F,=0, Co0ne My
. o® o® \ o +8y +2, =0,
(60) Doy 4 Ow y F,=0, |
o oy 09 vy yy _
+ -2 —x,=0.
oA, oy 0 0 oy
w Cy TP

Queste cinque equazioni, relative all’ equilibrio della lastra piana, fra le 8 quan-
tith @ppy, Dyyy Poy =Py, Ay Xyy 92w = — 9yys Yuy> Yyx, Non sono altro
che le equazioni ottenute da CLEBSCH (?).

(!) Questa specificazione & manifestamente inutile nel caso delle membrane flessibili.
perché essa & automaticamente verificata.

(®) A. CreBscH, Theorie der Elastizitit fester Kérper, § 69, Leipzig, 1862. Cfr. anche
Handbuch der Physikalischen uwnd Technischen Mechanik, Band. IT1 (J. W. GECKELER), p- 150,
Leipzig, 1927.
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Rimane ora da trattare il caso di un sistema continuo bidimensionale
adagiato su superficie prefissata; ma esso coincide con il problema gid trat-
tato al § 12 e risolto dalle (VII). '

14. Equilibrio dei sistemi continui tridimensionali. — Per esaurire il
nostro studio, nell’ambito della meccanica classica, diciamo dell’ equilibrio di
un sistema continuo tridimensionale appartenente all’S; euclideo. La forza
unitaria, che individua la sollecitazione continua esterna, e gli sforzi che si
esercitano in seno al sistema continuo, sono caratterizzati, rispettivamente,
da un vettore, F,, e da un tensore doppio, Tj., dell’S; stesso. Il sistema con-
tinuo considerato si comporta dunque come un sistema flessibile, e la sua
equazione tensoriale indefinita di equilibrio si scriverd cosi:

(IX) Tir”“’“ Fr :0 ({)7
essendo
(61] Ty = T

%k %

E utile porre a raffronto le formule (I), (II),.., (IX) stabilite nei vari
casi trattati nei §§ 10, 11, 12, 13, 14, per constatarne le analogie e le diffe-
renze, dipendenti dal numero di dimensioni delle varieth rappresentanti i
vari sistemi continui considerati, e dal numero di dimensioni delle varieta a
cui appartengono i vettori ed i tensori che caratterizzano le sollecitazioni
meccaniche che si esercitano in seno ai sistemi continui stessi.

Cosi (III), (VII), (IX) sono identiche, salvo che (ITI) si riferisce ad un
sistema continuo monodimensionale, (VII) ad un sistema continuo bidimen-
sionale, (IX) ad un sistema continuo tridimensionale. In tutti tre i casi si
considera I’equilibrio di un sistema ad % dimensioni in uno spazio pure
ad n dimensioni. Analogamente sono simili (II) e (VI), (V) e (VIII).

Cosi (I), (II), (III) sono identiche, salvo che gli insiemi tensoriali che
compaiono in (I) sono di classe due, quelli che compaiono in (II) di classe
uno, quelli che compaiono in (IIT) di classe zero. In tutti e tre i casi si
considera 1’equilibrio di uno stesso sistema continuo in wuno spazio, una
prima volta a tre, una seconda a due, una terza ad una dimensione. Analo-
gamente sono identiche (IV) e (V), salvo che gli insiemi tensoriali che com-

(!) In meccanica, nel caso di un corpo continuo tridimensionale, & tradizione assumere
ceme tensore degli sforzi non proprio T,, ma il suo opposto — T%,.
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paiono in (IV) sono di classe due, mentre quelli che compaiono in (V) sono
di classe uno. Sono pure identiche (VI) e (VII), salvo che gli insiemi tenso-
riali che compaiono in (VI) sono di classe uno, mentre quelli che compaiono
in (VII) sono di classe zero.

Si osservi, in fine, che le prime equazioni di (IV), (V), (VILI) coincidono
rispettivamente con (I), (II), (VI).

15. Dinamica dei sistemi continui. — E facile passare dal problema del-
I equilibrio a quello del movimento dei sistemi continui considerati nei para-
grafi precedenti. Basta all’wopo sostituire nelle formule stabilite alla forza
unitaria ¥, che caratterizza la sollecitazione esterna continua, la differenza
fra questa forza ed il prodotto della densitd per 1’ accelerazione «, @ essendo
un vettore della stessa specie di I". Alle equazioni cosi ottenute bisogna pero
aggiungere I’ equazione che traduce il principio di conservazione della massa,
equazione che facilmente si pud scrivere.

16. Estensioni. — Come si sono stabilite nei paragrafi precedenti le equa-
zioni della meccanica dei fili e delle verghe in una V,, in una V,, in §,, e
le equazioni delle membrane e delle lastre in una V, ed in S;, si potrebbero,
senza difficoltd, con 1’algoritmo degli insiemi tensoriali, trattare le medesime
questioni in una V,, qualsivoglia. Ad esempio, si potrebbe svolgere la mecca-
nica dei fili, delle verghe, delle membrane, delle lastre in una V, non euclidea;
questione questa che pud avere interesse in meccanica relativistica. Cosi pure
si potrebbero stabilire le equazioni della meccanica di un corpo continuo
tridimensionale, flessibile o no, in una varietd assegnata avente un numero
di dimensioni non minore di tre.

Annali di Matematica, Serie IV, Tomo XTI,

a2
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Sur I’équation algébrigue du cinquiéme degré.

par K. BoHLIN (de Stockholm). -

L’ exposé des recherches sur I’équation du cinquidme degré, données
succinctement dans les pages suivantes, a pour but, en complétant sur
divers points les mémoires antérieurs (*), d’en assembler et assurer les points
principaux, mais aussi d’ajouter aux recherches antérieures de nouvelles,
anxquelles nous sommes récemment conduits a4 insister. Les recherches nou-
velles dont il s’ agit se trouvent dans la seconde et la troisiéme partie de
cet exposé.

Rappelons que le point de départ a été 1’ équation normale du cinquiéme
degré, nommée de forme libre, & savoir

1
L — 27

5
(1 1+ =
contenant le seul paramétre wu. Les équations algébriques de forine libre
fournissent. dans les cas considérés du 3ieme du 4ime ot du 5lome degré, des
simplifications considérables, soit pour les expressions des racines, soit par
beaucoup de relations qui sy rapportent. Pour prendre un exemple, I’ équation (1)
conduit facilement aux particularités de 1" équation de cinquiéme degré.

En mettant

1
{a) ="
I’ équation (1) se transforme en
1 6 -
o —+- w = 27
donnant les valeurs
—1—, = 3; 1, —_ 9
" n’

() Iy Sur une équation algébrique remarquable se fronvant en rapport & la mécanique
céleste. .Astrom. daktt. och wmders. (< Annales >), Stockholms Observatorium, Band 8, Nr. 7,
1907: 11) Sur les développements autologues de la racine d’une équation du cinquiéme degré
& Uinfini, « Arkiv f. Mathematik. Astronomi o. Physik. Vetenskapsakademien », Stockholm.
Band 12. Nv. 1, 1917: 1I1) Sur Péquation algébrique du cinguiéme degré, « Arkiv f. Mathe-
matik, Astronomi o. Physik, Vetenskapsakademicn >, Stockholm, Band 16, Nr. 4, 1921:
IV) Sur 0égquation algébrigue du cinguiéme degré, « Arkiv f. Mathematik, Astronomi o.
Physik, Vetenskapsakademien , Stockholm, Band 23 A. Nr. 9, 1932, ¢
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points ol les racines sont respectivement (%)

‘Y}:—gal.’-; 7]:—-34,5'
En posant an contraire
1

2

on aura de méme
1

o =—2%i\23
avec les racines

i —=(—24V23) .
Mettant encore
(0) = w'
on trouve

et

Pour
() n=u
on aura
(u®)* +- 32u° =1
et pour
(e) n=—u
de méme
(W) — 22u° =1

de maniére que, dans ces deux derniers cas, I’équation du cinquiéme degré
se trouve réduite & une équation du quatripme degré.

Nous avons déja remarqué (III, page 21) que 1’ équation (1) a des racines
égales pour

(f) !

=T 42

=— (144 V2)
les racines étant données par

n=(0 -39V

=— (1 +é\2)s.

() On a encore.respectivement (cfr. la note & page 267),

ﬂ — " ﬁ —— g
= ' et "= 27p'"'3,
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Mais il faut ajouter qu'on a des racines égales,

p =3
aussi pour

1
(g) = 81.

Mais, ce point étant lui-méme double, le point (g), doit, de maniére usuelle, étre
considéré comme régulier. Il n’y a donc pas d’auntres points doubles que (f).

I. Sur les expressions des racines de I’équation du cinquiéme
- degré en forme de séries autologues.

Rappelons que, par un procédé facile, on peut réduire les équations
algébriques & ce qu’on a appelé la forme libre, fournissant des expressions
simplifiées des racines. Si aux équations réduites du troisiéme, du quatriéme
et du cinquiéme degré, savoir

2 4 3sz =21
(2) 7'+ 4dsz = 3t
2° + Dse = 4x

on applique les fonctions restreintes w, définies par

w? 4 2y = '
3) w4 3w = 2¢*/-

w4 4w = 38’/

et que de plus on fait les substitutions

(E 2l
)

n:—s—, L=2=2- S
(n')’ ls (w)’ fa
2 - 2
(4) N=Fh STy
(@’L’)‘In (yu s
3 ‘—?)
== -;lx ’ C—"' stls

on obtient la forme libre des équations, savoir

P -3ul=1 - u®
(3) O +4ul=1—2.2.94
Pk bus=1—3:3-3.u".
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Mais on peut méme simplifier ces équations. en mettant *
. g
(6) N=u

substitution conduisant aux formes suivantes:

3y 1
3 —_— —_— —
N+ =1
4y 1
(7) Ot
» 5 57 1 .
te = 2

/U‘ == W
1y
Vi=3w,
1wy
,vi - g’M/F’rS

assujetties aux équations de degré inférieur suivantes

1
Vi —f-ﬁ:O
) 5 1
(8) v g =0
1
3 - -2 . —m—
0 07 v+ 0.

Les équations (7), encore de forme libre, donnent des expressions simplifiées
des racines. Ainsi, par exemple, I’équation du troisiéme degré (7) posséde
bien la racine rationelle

’Y):a'—l.

L’ équation du quatriéme degré se résout en les deux équations suivantes du
second degré:

1

== 24 2%+
w? 4y
1 2
= 24—y

dont la premiére a les racines
=140 ov=5-1

isolées des racines de la seconde des équations.
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| )
ot
-

Posant, dans les divers cas,

1

pt—:vi 3
pi=wv:
pi=w0s

on obtient, pour I’ équation du troisiéme degré,

n=— 1 Dy

et pour celle du quatriéme degré
n=—1+p +p,
N=-—1-p -,
1=+1—p +p,
N=+1+p —p,

Afin de juger de la forme des racines pour I’équation du cinquiéme degré,
on peut considérer celle de I’équation du troisiéme degré sous une forme
un peu variée. Si, dans ce cas, on pose, d’aprés (8)

p=(=

des considérations analytiques simples conduisent & supposer la forme suivante:
n=a-+4bp

de la racine de I équation du troisieme degré

Ecrivons, pour garder I’analogie avec I’équation du cinquiéme degré,

»=p(10)

et considérons la valeur de u, pour laquelle la racine s’ évanouit, savoir

1—‘/—3 pre— 1.
Soit de plus p(10) la valeur que prend p(10) pour cette valeur spéciale de 4.
On trouve

p(10) = — 1.

Si maintenant on met la racine sous la forme
Y):K 1 ““-Axo 1—;—(1"0) ’
p(10)
il 8’ ensuit qu’il faut avoir
Aio = -1

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1



252 K. BoHLIN: Sur léquation algébrique du cinguieme degré

afin que 1, =0 pour u13: 1. On aura en effet de cette maniére
=K1—ﬂ@}
Ll K|

— expression qui fut nommée autologue, par la raison que le dénominateur
p(10) est déterminé par le numérateur méme, pris pour la valeur spéciale
de u, pour laquelle la fonction v &’ évanouit.

Pour raccourcir, on peut de plus écrire

(10) :p(&
p(10)’

de maniére que 1'expression de »n soit
1= K[1 — p(10)].

. . . . 1 ‘
(‘onsidérons encore, pour la détermination de la constante K, le point u=0,

pour lequel on a p(10)=0. Puisque, en ce point, on a n = — 1, il &’ ensuit
K = — 1, I"expression de la racine devenant ainsi
(1)1 p(10)
9 = =1l —=—.
) K f pmJ

Equation de cinguiéme degré. Je vais indiquer succinctement les résultats
obtenus, en cherchant de représenter la racine de 1’ équation du cinquiéme
degré par un procédé analogue & celui qui a conduit & I’ expression simple (9),
pour le cas de I’ équation du troisiéme degré.

Remarquoas, tout d’abord, que les expressions aufologues dans le cas de
I’ équation du cinquiéme degré ne peuvent pas étre finies. Elles vont se
donner en forme de séries autologues. En général le nombre de termes
qu'on doit envisager est assez grand, et il faut compter sur des systémes de
formules étendus. Il n’y aura pas lieu de les compiler ici dans toute 1’ étendue
nécessaire pour les calculs numériques. Pour ceux qui voudraient s’ en informer
de.plus prés, il suffira de renvoyer au premier mémoire (I) cité au com-
mencement de cet exposé. Néanmoins il conviendra d’ esquisser succinctement
le procédé et les résultats obtenus.

Ayant formé les racines v, de la résolvante (8)

‘ 1 '
(10) 0+ 08 + v =0,

on aura & calculer les fonctions correspondentes

(11) p, =5
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aprés quoi il faut procéder a former les fonctions symétriques suivantes,
p(00) = 6
p(10)=2(p, + p, +p,)
p(20) =2(p] ¢ p; + p))
(12) P =2(p,p, 4 PP, + ;D)
P30) = 2(p] + p;+p3)
P21) = pip, +pip, VPP,
“+ Dy PP, + DL,

253

pour en former les développements de la racine. On obtient de plus, pour

uls =27, point ol 'on a n =0, les dénominateurs correspondant a (12), savoir
(12a) pov) =6 pR20)=—2  pB30)=—2
pl)=—=2 pllh)=+2 . .......
Par analogie avec le cas de 1 équation du troisiéme degré, ot 'on a
n=K| pOv)| et K=— 1;!3
— p(10)
EJ

ou bien, avec une notation raccourcie,

n=K P
— P,

&

Y

il faut, pour I’ équation du cinquiéme degré, admettre

(13) K= i;_
et un développement de la forme

n

K P, +p” P, +p"* S SR

— P, — P, + P,

* + P, — P,

+ P, — P, + P,

(14) —'Po * — P
+ P, + P,, *

— P, — P, + P,

+P12 _Pas

-Paa +P14

AP!S
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ou les quantités P,, sont des expressions formées sur les éléments

P —Pmw
(mny —

. p men
et ou, de plus, on a

- e
(15) P =P Dy
quantité dont la convergence de la série va principalement dépendre.
Pour raccourcir I’ écriture, nous introduisons encore des complexes parfailes,

savoir

(16) Py= P, Pm:’f‘Pg; P(4)=““P4
— P, — P, — P,
-+ P, + P, + P,
— P, — P, — P,

et des demi-complexes,

{16a) Py# =+ P,

— P,.

Une expression telle que (14) & éerit alors, par exemple,

7) / 119 1114
K Py* +p" Py, +p" P, t p"* w D" Py,
- P(s)
(17) 4 [ Pyt 4p" P, A ..
& ES
+ Py, P,

I1 faut cependant considérer en particulier les signes des quantités
P p g q
p,=vl; p,=wv5; p, =0
qui penvent acquérir les facteurs

63]5'2"‘07“: ou 63|5,2k'ni_

Supposons que le nombre entier &, se rapporte & p,, et que les nombres
entiers k£ et — k se rapportent & p, et p,, qui peuvent étre conjuguées. En
résumé et pour les applications numériques sur 1’axe réel des u°, on aura
A déterminer k, de maniére que l'on ait

(18) o p, = réelle,

d’ott par exemple k, = + 2 pour u’ ==négative et k, =0 pour u® = positive.
D’ un autre coté, nous aurons les trois cas possibles

(19) E=0; +1; —2
E=0; —1; +2

sur des parties différentes de 1’axe réel,
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Venons, aprés cette digression, & 1’exposé des développements que nous
indiquerons par K; A4; J; obtenus par des calculs effectués pour les points

1 1 -

arbitrairement choisis. Chacun de ces développements est formé des quantités
P et Py,

définies plus haut. Ces quantités s’évanouissent pour

L7
u>
conformément a la condition que
=0
dans ce point.
En cffet, comme on doit mettre
P, = p(00)
P, = p(10)
P, = p(20) + p(11)
(20) P, = p(30) 4 p(21)
P, = p(40) + p(31) 1 p(22)
(

Py = p(50) + pl41) + p(32)

................

et puisque, en général

pour

toutes les différences, comme P, - P, P,—P,. P, P s’ évanouissent

dans ce point. Ainsi les quantités P,,*: P, ; 8’ évanouissent encore. selon

580

(16), dans le point %: 27, centre des développements.

Les divers développements sont formés en faisant arranger de manieres
diverses les expressions telles que (17) et notamment en y assignant aux
termes successifs des suites de signes convenables en chaque cas. Il va
sans dire qu’'il y aura d’abord quelque indécision & cet égard. surtout comme
il s"est trouvé plus tard, que les valeurs choisies de

1 1 r r
,:+14; = | (; —=—
uS u

5

soient en une certaine mesure des valeurs spéciales par rapport a4 notre
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équation, admettant en effet parfois de certaines identités parmi les dif-
férents développements auntologues. (Pest ce qui a porté, de temps a autre,
& diverses hypothéses sur I’arrangement des signes des termes des déve-
loppements.
Voici maintenant les divers développements, qui se trouvent déterminés.
1. Développement E. (Fonction externe)
] ky,=+2; k=+1.
Lléments,
Eo =+ P(o)* _P/”P(o) +p"'2P(2) - pmst + pHHPu;)
(21) 1=+ Py PPyt 9Py — PPy 0P
E, =+ Py + P "Poy + P Pioyy + PPy 1 PPy

................................

Suites de signes,

E, E, E, E,
+ -+ P 4+
— — ] -+ 4
4+ 4 ‘ + 4 et ainsi de suite.
L F
+ + |4 +

Représentation de lo racine,

c n Hy+-p'""E wiyo Big—+-p"'SE.
(22) I—(= 01 — pmg, ! - P’ ‘o 21 __p//r"g,—3

En développant les dénominateurs, on aura le développement primairo auto-
logue, dont 1’expression (22} provient. Pour M15 = + 14 cela donne (avec une

extrapolation de E, qui n’est pas exempte d’incertitude)

1

F= + 0.8267; valeur vraie = + 0.8255,

Désormais la répartition de signes suivante est alternativement supposée,
en modification de [III, (23]

+ + + -4
+ -+ + +
-+ + + +
4 + 4 -
+ + + +
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La formule, actuellement employée pour le calcul, était
(23) I%rEo Pp"(E,+E) p""(E,+E, + E)—p"E,+ E, + E,+E,) 4 ...,
donnant, avec quelque incertitude, due & 1’ extrapolation de E,,

Tn{: + 0.8171 valeur vraie = (0.8255.

Ni Paccord ni la forme méme du développement (23) ne paraissent cependant
autoriser la formule (23), queique il 8’ agisse évidemment d’ un accord approché.
2. Développement A. (Fonction alterne)

k,k=+2; kE=0.

Eléments.
A,= -+ P,* +p"P, +p"*P, +p"P, +p"Pg,
+ Pg,
(24) A, =+ P y* + D" Py + p TPy + 0Py 4 PPy
+ Pus)
Stgnes,
- + ' +
+

Représentation de la racine,
L= gt
4 _1_ "o 120
(25) +v,1_0 [P 4, + p"*° 4, + ..].
Le calcul, effectué pour %_—: -+ 7 a donné -

2= - 1.753454; valeur vraie = -+ 1.753453.

3. Développement J. (Fonction interne)

, k,=0; k= 2,
Eléments,
6) J, =+ |Py* | 7 | Py — ™ | Py —p™ | Py + 9" | Po
le ‘ P(m l P(,g) P,y P(us)
J =+ |P,* -~ p" | Py —p™ | P, +p" | Py, +0" | Pe
P(s) P(“,) Pu?) P(M) P(is)
P(|s) | P(zo) P(Qz) P(u) P(26>

......
------------------------------------
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Suite de signes,

J, J, J, J,
+ - — —

(27) + o N +
— — + -+

+ -+ — —

A cette suite de signes, originalement supposée, correspond la représentation
de la racine, suivante

Jo+ p'''5J, o Ja+ 9%

¢ n
(28) K= "1—pn TP p—

=17

1
donnant pour

1 — + 3.6481 valeur vraie + 3.6479.

=i

I’ accord étant ainsi satisfaisant, il faut pourtant remarquer que les dénomi-
nateurs 1 — p””° indispensables en effet pour 1’accord, ne sont pas d’autre
coté appuyés par une déduction analytique ou par sommation directe. Par
les circonstances empressées de la recherche originale, la représentation (23),
qui paraissait bien unique, fut adoptée.

Plus tard j’ai été conduit & la représentation suivante, plus convenable,

29 J,=+ Py* +p" P, +p"* [P, +p™ | P, +p™ | P,
P(s) Puo) P(«z) P(u) P(ie)
J, =+ | Py,* —p" | Poy + 0" [Py +p"° P, +p" | P,
P(s) P(H)) P(m) ' P(u) P(lG)
P(!g) P(2o) P(?Z) P(-zu P(?s)
Suite de signes,
b J, J, I,
+ + + +
,'_ — R —_—
-+ - + -+
-}- _ —
+ + + 4

Représentation de la racine,

(30) g =1d0 4 D7 AP 4 P

e

ou il n’y a plus de dénominateurs 1 — p
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Le calcul, effectué pour %:—7 a donné

5=+ 3.6474; valeur vraie = 3.6479.

Je suis persuadé encore qu’il n’y-a pas de développement E, fondé
sur les éléments (29), qui vienne contenir, dans la premiére colonne, la
complexe P, et qui admette la suite de signes

+ — + -
— — + e
+ — + —
— — + +
+ — “+ —

le résultat devenant dans ce cas
+0.7381 devant étre + 0.825H.

Il ne reste ainsi qu’& adopter pour E la formule primordiale (22).

On peut de méme se convainere que le développement 4 avec les
éléments I (29) n’est pas non plus possible. Il ressortit en effet, par 1'ar-
rangement de signes convenable choisi dans ce cas, au lieu de la valeur
- 1.753453 la valeur de + 1.1571 ce qui est, & peu 'prés, la valeur de P,*

. 1 .
dans le point .=+ 7 savoir
~+ 1.1577.

Il taudra ainsi adopter les développements suivants

Pour E 1’ expression (22)
> A » (25)
> » (30).

& ok ok

Il faut ajoutér les développements S)_, et 9)_,, valables dans le voi-

. 1 1 . .
sinage de —.= -+ oc et _-==— oo respectivement, qui pour des valeurs assez

grandes de !’argument 1%ase prétent & une solution plus aisée des racines
que les développements dans les environs de I’origine des valeurs de ., cas
de E, 4, J, considérés ci-haut. Toutefois, comme il n’y a pas grand chose
& ajouter & 1'’exposé des recherches s’y rapportant, données dans (II), il suf-
fira de citer ici les développements dont il s’agit.
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Développement V) _,, ky= +2; k—=—1

_— 2 —
(31)*%'19(10):’ 3 P,
~ B,
_‘l" 2P~)
— 2P,
P, +p” 2P, +p™| 8P, + ..
L \ — P, — 2P, — 3P,
314 2B, + 3P, 1-4P,
— 2P, — 3P, — 4P,
& * *
+ 6P, +p"| TP, } + 10°P,, +
- 62Pu "_721—)43 - IO‘Pu
+ 7*P,, + 8'P,, + 11°P,,
— 7P, — 8P, —11°P,,

..........................

5

donnant, pour s = 7° = 16807

'172{ = —9.05687; valeur vraie = — 9.056871.

‘Développement V_y, ky=0; k= —2

32) — L Pup= 5Pe—P)

w3l B iy | Paipn| B
— P, — P, — P,
+€2 +€4 !4—1_’6
— P, — B, |— P,

+% P, —
— B, -
+ P,
B,

e T ,
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donnant, pour ui,: — 16807

5

In{: + 12.225453; valeur vraie — + 12.22546.

Pour ce qui concerne les domaines des divers développements trouvés,
on pourra consulter la figure 1, donnée en (III, page 19). Il s’ensuit que,
des nombres possibles de k (19), le nombre

E= 42

seul n'est pas représenté dans les développements jusqu’ici considérés. Par
cette circonstance il parait probable qu’il doit exister encore un dévelop-
pement appartenant a notre équation. Un développement nouveau 0 (Fonclion
verbale) fut en effet supposé, daus le cours des recherches primaires et fut
encore, malgré des difficultés incontestables, réalisé avec les valeurs de

E,k=++2; k=0
représentant, avec toute rigueur, la racine pour le point %: -7 comme au

développement (25). C’est la probablement pourtant une identité occasionelle.
Car d’une part la forme méme du développement cité [I, (187)] n’est pas
assez satisfaisante en soi et d’un autre coté, d’aprés ce que nous venons de
voir ci-dessus, il aurait fallu appliquer la valeur de

E=42 aulieu de k=0
pour un tel développement. Comme encore, selon I’ aper¢u des domaines divers,
montrés par la figure 1 (page 19, loco cétalo) il y a 1’ apparence que le domaine

de 9 vient tomber tout entier dans la partie imaginaire de ;5, o les applica-

tions numériques seront considérablement compliquées, le développement dont
il ¢’ agit reste jusqu’ici inconnu. Les conclusions susdites ne sont pas en outre
décisives proprement dit, car en échangeant v, et v,, on aurait aussi &
6changer k =+ 2 et k= 2, et inversement.

11. Sur I’emploi de I’expression racc(;urcie.

#=1+p +p, +p,

De méme que 1’ équation du troisiéme degré, sous la forme libre, possede
la solution simple

n o
I_{‘_l_'_p(
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et que des expressions analogues ont lieu pour celle du quatriéme degré, on
pourrait supposer, pour l’équation du cinquiéme degré, une solution de la

forme

%:1 +p, +p, +p,

mais pourtant, comme il ressort des expressions en forme de séries considérées
dans ce qui précéde, seulement A condition qu on fasse varier les quantités
dont dépendent les éléments

.pl b p? b .p3
d'une maniére convenable.

Les recherches sur ce sujet, quoique elles n'aboutissent pas & une so-
lution unique ou finie, comprennent pourtant quelques résultats valables au
point de vue de la théorie générale. Je vais donner succinctement le procédé
8’y rapportant.

Rappelons d abord les traits principaux de la solution. Ayant déterminé
les racines de la résolvanie

Ve 0 v+
on a

(33) b, = rv"’ls; b, = /Uz%; Py, =175 "

Comme il arrive, en général, que deux des racines deviennent imaginaires,
on posera

I

fo
p e ou bien — peit+2kni

I

1
2

S & @

©w

= o e—if — pe H—2mi,
Les valeurs de p et 6 étant par cela connues, on obtient

D, :Po”"’

\ i(gelg%n)
Db, =p e ’

3 3
—il T 6 P
"’5.g z(5j+ 53k7r)'

p,=¢
Mettant
(34) ¥ =264 2 2%n 4 3600
d’on il s’ ensuit
$ — 26 — 3600
(34a) = —,
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on a les expressions plus simples

P, =g,
(35) p?, o pslﬁeflﬂ'
Py = p’lse— ¥,

Pour les séries infinies nous avons employé les valeurs de
k=—2; 0; +1,

pour les trois domaines principaux considérés. Mais, au cas présent, on I’ on se
rélie & I’expression finie

}7)(:1"‘1)4:1)2 + P,

il faut varier la valeur de k£ d’une maniére continue. Afin d’avoir une pro-

1

. . .1
gression uniforme de ces valeurs depuis _g=—occ & —g=-oc mnous avons

do adopter une expression de k, qui pour %: 27 donne la valeur de

kz—é’

qui admet les mémes valeurs des diviseurs
E(ﬂ’l-")

que dans la supposition faite dans la théorie primaire du n° 1 de
E=-1.

(’ est pourquoi, dans 1'expression (34), nous avons ajouté au numérateur le
terme de 360°. 1l convient de partager la formule (34a) en les deux suivantes

— 34— 3600
(36) ke = — 3140
) ¥
k= oo
de maniére qu’on aura
(37) =k, + k.

Pour avoir, d'un aatre coté. la valeur de ¥, devant étre employée, il faut
recourir 4 la formule supposée de

1
g=14 p, +p, + D,
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Il ¢’agit d’abord de calculer la valeur de }77—(, par des approximations suc-

. 1 I .
cessives pour les valeurs de o dwon choisit pour la recherche. Cela fait,

comme p,, p,, P, se calculent bien d’aprés les formules (33), on aura aussi,
d’aprés les deux derniéres des formules (35)

P2t D
(38) 2 cos § =22

On obtient de cette maniéres les valeurs de k pour les arguments choisis

% =0, +7, +14.., qu .il faut discuter en vue d’obtenir quelque représen-
tation convenable de la fonction k.

Cependant il va se trouver des valeurs de ¥ purement imaginaires, pour

, ', 1 . .
les valeurs négatives de —. Dans ce cas, il faudra remplacer ¥ par 4}, ce
u

qui donne ‘
2co8y =ebt e
et ainsi . '
. Y
k=t 5i60

ou il faut employer la valeur de 216° exprimée en unités du rayon. Dans ces
circonstances, pour avoir un procédé général, nous allons considérer la fonction

39 f=HK—k—4

d’ou & obtient toujours la valeur de k,, puisque la quantité k, est donnée au
moyen de (36) en fonction de 6. On a en effet

(40) ‘ k,=VE—4—T.

En considérant les arguments particuliers

ud
auxquels correspondent:

36 = 360° 36 — 3600 30 = 270° 30 == 180°
et '

f=0 f=0 =1 14

on est conduit & supposer, pour la représentation de la fonction f, une forme
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telle que

(1) fos :—1+Ocos 39 ) (1 o 0023‘1).

=

Néanmoins il s’ensuit des différences assez grandes entre ces valeurs et celles
des valeurs vraies de f, & savoir les f— f,, du tableau ci-joint,
1 : 1 1 -
=3 =7 ‘=14 ‘=91 ‘——9 L__g

ud w ud ! us w

h=f—f,,=—0.041380 —0.104482  0.128366 0.000000 + 0.046871 +- 0.080096.

b

I1 faut pour cela tenir compte de la fonetion
(42’ h=1f—"fo.

On peut représenter les différences A, d’'une maniére assez approchée par la

fonction
h=— é sin 60

admettant les résidue donnés ci-apres

k= —0.041031 — 0.121403 — 0.151491  0.000000 + 0.052961 + 0.087297.

Résidus = — 0.000349;+0.016921 +0.023125 0.000000 — 0.006090  0.007201.
Ces résidus, étant, en général, peu considérables, on pourrait employer la
formule

(43) h = a sin 66

pour le calcul des valeurs approchées de la racine de I’ équation du cinquiéme

degré. Il ressort en effet de la synopse donnée plus loin, que la valeur du

coéfficient a reste & peu prés constante, eéxcepté pour les valeurs de I’ ar-

gument —15 au voisinage immédiat de %:0 ainsi que pour un domaine de
U w

I’argument, s’ étendant dequis % =+ 27 a %: oo, oll la valeur de a va-t-en

croigsant. i
Remarquons ici encore le fait singulier, que la fonction simple

2f +p;
. . 1
¢ évanouit & peu prés pour une partie de I’axe des ., et de méme pour

2f — pj.
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On a en effet

1

s 2f P 2f F 0}
— 1361367 + 0.017176 + 75.20317
— 16807 -+ 0.052625 + 12.45425
— 729 + 0.106062 + 3.151089
- 81 + 0.134552 -+ 1.000000
— 27 + 0.121690 + 0.481305 — 0.359615
— 9 ~+ 0.084990 + 0.192266 — 0.107276
— 7 4- 0.075220 1- 0151372 — 0.076252
— 1 + 0.021054 + 0.018342 ) 0002712
— 0. -+ 0.003903 ~+ 0.001204 + 0.002699
0 0.000000 0.000000 0.000000
- 3 — 0.087930 + 0.082254 — 0.005676
+ 5 — 0.166269 4 0.166227 — 0000035
+ 6 — 0.213679 + 0.215235 -+ 0.001656
+ 7 — 0.265934 -+ 0.267580 + 0.001646
+ 8 — 0.321538 4+ 0.321699 ~+ 0.000161
+ 10.126 — 0.441895 + 0.435279 — 0.006616
60 =— 900 11.19509  — 0.499684 + 0.489016 — 0.010672
+ 13 — 0.589108 4+ 0.572432 - 0.016676
+- 14 — 0.633982 4+ 0.614767 — 0.019215
+ 21 — 0.869154 + 0.850793 — 0.018361
+ 27 — 1.000000 ~+ 1.000000 0.000000
+ 54 —1.298272 + 1.437602 -+ 0.139330
+- 81 — 1.452236 + 1.724456 + 0.272220
660 =750 -+ 12151176  — 1.556148 4+ 2.044924 + 0.488776
+ 729 — 1.918098 1- 4112950 - 2.194852
4+ 16807 — 2.231866 + 13.67754 + 11.44567

$‘| -

A partir de —; =27 les valeurs de 2f+ p? vont rapidement en croissant. Au

- 1 . . .
voisinage de $=0 on pourra, avec une approXimation trés considérable,

supposer

(44) of 4 pi=0
ou

(44a) 2f —pi=0

. Ly . . 1
selon qu’on se trouve sur la partie positive ou négative de I’ axe dex s C est

le domaine ou la formule (43) ne ¥ applique pas convenablement. La for-
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mule (43) est approximativement valable, &4 I’exception de I’ intervalle treés
serré au voisinage de %=0 sur ’axe négatif jusqu’a %:— oc. Mais, pour

I'axe positif, depuis —15= 27 a 15 = + oo, ni I’une ni I’ autre des formules (43)
u U

et (44) n’est applicable. Depuis %=0 a 1;15=27 la formule (44) est bien
approchée.

L’ exposé des valeurs de 2f 5= p montre quelques discontinuités, notam-
ment aux valeurs de

1 1 ‘

ﬁ =—9 ‘ of P == - 3
et il semble ainsi, que les solutions particulidres viennent s opposer a la
marche en général regulidre des racines, d’autant plus qu’il y a plus de
cas particuliers. On peut se convaincre que, par rapport & I’ équation du
troisidme degré, cette circonstance devient réduite par elle méme ('). Quant & la

discontinuité visible & 2f 4- p} dans le voisinage des arguments uls =6 et uls =7

il semble hors de doute, que cela tient au voisinage de la solution particuliére
ayant lieu dans les points doubles, savoir %= 7T+ 4iV2

Revenons, aprés cette digression, & la formule (43) c. a. d.
h = a sin 60

ot la valeur de o reste & peu prés constante, & 1’exception de 1’axe positif

depuis %:27 a %:—i— oo, Comme pourtant il y a de petites variations de a

aussi depuis 15= — o0 & %=27, j ai procédé a étudier la marche du coéf-
u w

ficient @, considéré comme une fonction de I’argument 6. Il ressort de cette

recerche, qu’il n’y a pas une expression générale de la fonction a. ¢’ est au

(!) En effet, si dans 1 équation %3 4—:1—11:1;15 —1 on suppose n:—%, il &’ensuit la
valeur spéciale ;13: - 24 /5, avec la racine particulidre y=- [—2+ V5]*s; de plus
1 _ _
v:—TﬁZQ ~ 5 et p=(2— VH)'ls.

On a par suite I%:pz, tandis que la forme générale de la racine est IZ =1+4p. con-

tradiction apparente, réduite cependant par ce que, identiquement, p?=p + 1, d’ o1, en effet,
_1—v5
-2

=(@—Vb)'s c. a. d. la valeur directement évalude ci-haut (cfr. la note page 248),
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contraire & ce point de I’analyse que la subdivision de 1'espace de 1’ argument
se fait remarquer. Mais, on réussit & supprimer considérablement les dif-
férences, en appliquant, selon les cas, des expressions différentes de la
fonction @, comme il suit:

1

1. Depuis 1;:O &  =1119509: a=qa, | @, cos’60; a,=0.1379; log a, =8.561
(66 == 90°)

2. > L =1L19509 & o =27: a=a,+a, cos* 60; a,=0.1379;loga,=8.316

3. » 1%= 27 a 1:5 =121.01176: a=a,+a, cos 60 ; a,=0.2787;log a,=9.0796.

Je n’insisterai pas ici sur d’autres domaines de la variable indépendante,
parceque les trois résultats indiqués suffisent pour montrer 1’ existence de

. . . . 1 . .
oints de discontinuité sur I’ axe réel des —, qui peuvent correspondre aux li-
p w WP P

mites des domaines de convergence des développements généraux du n® précédent.
En outre, il ne parait pas aussi simple de former de plus des expressions
des nouveaux coéfficients a,, et ainsi de suite.
Voici cependant 1’ exposé raccourci des calculs jusqu’ici accomplis, dans
I’ hypothése qui nous occupe.

L. h=asinbb; a =a, +a, cos*60; a, =+ 0.1379; log a, = 8.561

= +3 +3 +6 +7  +8 +10.125 —+ 11.19509

h = — 0.04138 — 0.07278 — 0.08906 — 0.1044 — 0.1171 — 0.1354 — 0.1379
log sin 66 9.3913, 96774, 9.7806, 9.8624, 9.9238, 9.9924, 0.0000,
log cos 60 9.9804  9.9443  9.9017  9.8358 9.7356 9.2676 — oo
a=-+0.1681 + 0.15630 + 0.1476 + 0.1434 + 0.1405+ 0.1378+ 0.1379
a—a,=+ 0.0302 + 0.0151 + 0.0097 + 0.0055 +0.0026 — 0.0001  0.0000
a, cos® 60 = 4 0.0311 +- 0.0191 + 0.0117 + 0.0055 +0.0017 0,0000  0.0000
Résidus. —0.0009 — 0.0040 — 0.0020 = 0.0000 + 0.0009— 0.0001  0.0000

II. h=asin60; a=a,+a,cos’66; a,—=-+0.1379; loga, =8.316

L— 1119509 + 13 +14 421 27
h=— 01379 —0.1339 —0.1284 —0.0607  0.0000

log sin 66 0.0000, 9.9819, 9.9585, 9.5914, — oo
log cos 66 — oo 94518, 9.6200, 9.9641, 0.0000,
a—+ 01379 +0.1396 +0.1413 +0.1556 + 0.1586
a—a,= 00000 +0.0017 + 0.0034 —+0.0177 ~+0.0207
@ cos'60=  0.0000 +0.0017 +0.0036 -+ 0.0175 +0.0207
Résidus. 0.0000  0.0000 —0.0002 -+0.0002  0.0000.
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L. h=asin6b; a =a,-+ a, cos60; a,= -+ 0.2787; loga, = 9.080

% = —+ 27 -+ 54 ~+ 81 4-121.51176 + 729 416807
4 ="75H°
h= 0.0000 4-0.1631 + 0.2314 = 0.2787 ~+0.3079 40,2112
log sin 66 — o0 9.8850  9.978H 0.0000 9.8273  9.3440
log cos 66 0.0000,, 9.8070, 19,4876, — o0 9.8696 9.9891

_ a=+0.1586 +0.2125 +0.2432 4+ 0.2787 | +0.4582 + 0.9565
a—a,=—0.1201 —0.0662 — 0.0355 0.0000 | +0.1795 +0.6778
@, cos 69 = — 0.1201 —0.0771 —0.0370 0.0000 | +0.089 —+ 0.117
Résidus. 0.0000 +-0.0109 + 0.0015 0.0000 | +0.0091 + 0.561

IV. h =0 sin 66

w= —01 —1 -7 —9 =27 — 81 — 729 — 16807 — 1361367
h =+ 0.0020+-0.0107-+0.0409 +0.0469+0.0710 +0.0801 +0.0604 +-0.0277-+ 0.0087
log sin 66 7.8037 87729 9.4416 9.5021 9.6735 9.7191 9.6095 9.2602 8.6610
log cos 66 0.0000 9.9992 9.9827 9.9769 9.9454 9.9304 9.9607 9.9927  9.9995
o=+ 0.3069 +0.1800+0.1479-4-0.1475 + 0.1506 +0.1529+-0.1485 +0.1522+ 0.1894

. . - 1
— valeur de a sensiblement constante jusqu’au voisinage de $=O.

Il doit ressortir de cet exposé que les formules différentes adoptées

pour la fonction h, suffiront pour le calcul approché des racines, & deux
exceptions prés:

1. le voisinage immédiat de %:O, oi pourtant on peut employer les
w
formules (44) et (44a), c. a. d.

f +p=0 et 2f—p=0;

2. la partie de I’ axe positif, s’ étendant depuis ls = 12151176 a

w
5 = + oo, cas auquel nous aurons !’ occasion de revenir dans le n® suivant.
Ce qui cependant semble le plus remarquable dans I’ exposé dont il & agift,

ce sont les discontinuités ayani lien pour %:0 et
u®

L = 4+ 11.19509 (66 = — 90°).
u

Ces discontinuités paraissent bien liées aux limites du domaine 4 du déve-
loppement alterne (Figure 1 de III, page 19). Sans cela on se trouverait, en
effet, en doute sur 1’existence de ce domaine. Le domaine E du dévelop-

pement externe est naturellement limité au point %:27. Mais, quant au
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domaine J du développement inferne, notre exposé (LV) ne parait pas indigquer
de limite finie. (’est pourtant seulement jusqu’au point %: — 27 que le

développement J peut rester régulier ou adapté aux besoins pratiques.
Mais au dela de ce point il pourrait encore se trouver de convergence,
établie de cette maniére, que les divers termes de la forme p,., pour-
riaient se détruire de plus en plus, circonstance qui, en effet, fut remarquée
dans un cas des calculs, savoir en cherchant A représenter E sous la sup-
positioh de k=0 au lieu de celle de k= + 1, ce qui pourtant a semblé
aboutir & la valeur de E=0.

En terminant 1’exposé du cas spécial considéré dans le n® présent, nous
donnerons, & 1’usage. les valeurs des racines actuellement calculées par la
methode d’approximations successives & l'aide de 1’équation originale du
cinquidme degré:

== 0 ;‘( = 43000000 = 0 I”( = + 3.000000
+ 3 + 2.408225 — 0.1 4+ 3.055106
+ 5 + 2.083806 — 1 1 3.218447
+- 6 + 1.918493 — 7 + 3.647920
4 7 + 1.753453 — 9 4+ 3737194
+ 8 4 1.592151 — 27 + 4.242792
+ 10.125 - 1.276667 — 81 + 4.951887

11.195091 +-1.136148 — 729 + 7.055410

§- 13 + 0.9274050 16807 + 12.225460
+ 14 + 0.8255050 1361367 4 27.625625
4+ 21 + 0.2996944
+ 2 0.0000000 K _ 3l
+ 54 — 0.7644326 37
4+ 81 — 1.194008
4+ 12151176 — 1.624705
+ 729 , — 3.709927
4 16807 — 9.056871

11I. Sur les expressions purement algébriques, se rapportant
a Iéquation du cinquiéme degreé sous la forme libre.

Afin de donner un apercu préliminaive sur les recherches de ce chapitre,
nous allons d’abord envisager les cas plus simples des équation du troisiéme
et du quatridme degré, sous le point de vue dont il s’ agit.
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1. Equation du 3tmwe degré. — L’ équation libre du troisidme degré est

] 37 1
3 — =
NN T w
‘Pour effectuer la solution, d’une maniére directe, on peut envisager une

valeur de # dans le voisinage de

u=0.
Mettant
‘1 3
7’ = = [1 — 3nu® — u']
ou bien
’ 1 . uh]ls

on trouve par des approximations successives

o=y

2) v)—%[l——Su]‘h-—%—l

3)  m=r (1 — B3{u— )
= l—u]=1—1

Les approximations successives, dans lesquelles les faculté, successives

a5~ s —2)

1-2-3

vont entrer, aboutissent & 1"expression

Y)=;[1 PN
)

— 101 5 4 s

¢’ est a dire 4 la racine bien connue

2. Equation du 4#me degré. — L’équation libre étant

4y
714"";,‘2:_‘“4,

on aura, de méme, 3 effectuer les approximation d’aprés la formule (ana-
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logue & (45))
(46) n=

=

[1 4 4{— qu® — u*)]'ls.

Les approximations aboutissent & I’expression suivante,

1y 1, 5 .2l . 1883
(47) ”—“a@ 84 — 198 %" — 1oz " — jg5058 %)
+1(=1, Tx ® # o)
1o, 7 . 83 ., BILI3 o
+“( 2 16" "% a8 T 32088 )
Ul . 4 ® #* * -
—=1y
%"
—1
+ u B,
et il ¢ ensuit que
VicweView 1 g ———
48 A= =~ Vit Vi
(48) 3 v + \
B_V1—u2-—v/1+u2___1_ 1
2u? V2 Vigyi—w

Comme il n’est pas foujours, et notamment pour 1’équation du cinquiéme
degré, aisé de voir comment des séries de la forme obtenue se puissent
représenter par des expressions algébriques telles que (48), on peut con-
venablement procéder comme il suit, en mettant

(49) A% V—a

1 1
: T 2y«
d’ou il résulte, d’une part
1 1
=—V—a—1—;u ——

n=1V 2=

et d’un autre coté »
4

(50) x2+a+%=0,

équation analogue & celle de la résolvante proprement dite, savoir

1:O

dut

(61) v+ +

et ayant les mémes points de racines égales que cellella. Il sera méme
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avantageux d’introduire une nouvelle quantité 3, définie par

{52) a+1=—2_
par oit ’on obtient
4

(53) B § 4 M =0
et d’autre part

T 1 1
54- A = 1 B=—; —.
(64) Vi+p 2y1+8

(C’est qui se voit immédiatement, si I’on indroduit d’apreés (53) la quantité §
au lieu de #* dans les séries (47). On obtient, en effet, par cela

1 1,, 1 b
A=1438—gh 468 — 18-
1 1 3 5 .. 35 .,
B:_é l—gp—i-gﬁz—iéﬁ&—i—mﬁ ...}

expressions plus simples que celles de (47) et qui immédiatement font voir que

(55) A=(t+fh; B=— (1 +f"
de maniére gne la racine soit
1 _
M=% Vi+§
(56) —1
Ll 1
27 Yi+p

C’est une nouvelle forme finie de la solution de 1’ équation du 4ieme degre,
différente de celle précédemment considérée, savoir

. n=— 1+V /‘Ta + Vo,
ou v, et v, se rapportent a la résolvante
(57) v+ v; + Elﬂ =0.

La résolvante nowvelle §' écrit au contraire (selon 53)

(58) BB+ Llﬁ =0
ou ’on a mis
(59) W=,

3. Equation du 3%me degré; — Pour cette équation, qui en effet équivaut
& I'équation générale du cinquidme degré, j avais déduit (I, page 62) I’ex-

pression suivante du développement de la racine pour 1:5--=0 (& remplacer,
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loco citato, le nombre 32 par 52)

) 1 6 52
(60) = [l —gut —
3 7
— [1+5u5+25u“’+ ]
2 . 3 .,
—u[1+5u — g5 W'*+ ]
—u”[l—% 5_1_12‘?“40_*_ }
+ U * * ]

expression, analogue & celles remarquées ci-dessus pour les équations du
3ieme of du 41me degré. L’ expression (60) est remarquable par la circonstance
que sa derniére série s’ évanounit identiquement. C’est 1'expression de la
racine qui, dans tous les cas, s’obtient de maniére tout a fait directe. On
pourrait peut-tre considérer comme autorisé a assigner une dénomination
particulidre, par exemple de racinal, & cette expression, qui en effet sert,
dans les cas déjh considérés, & la solution des équations d’une maniére
univoque.

Nous venons de voir comment le racinal conduit, pour les équations du
troisiétme et du quatriéme degré a des expressions purement algébriques des
racines, en remarquant que les séries, dont elles consistent, sont bien som-
mables en forme finie. Quant aux séries, appartenant a 1'expression (60),
outre certaines identités, comme '

une loi générale des codfficients n’est pas encore immédiatement visible.
Par cette raison et pour vérifier le fait évident, que les coéfficients de la
dernidre série s’ évanouissent identiquement, j’ ai procédé récemment & pousser
le développement plus loin qu’a 1’ occasion d autrefois. Voici les résultats
ainsi obtenus,

(61) m= a1 = Sue T B s 20 ]
—u? :1 + %lw + 1;,8 u'’ + Til n'® — 10;’;“ u*' ...

On voit que le quatriéme terme de la derniére ligne s’ évanouit encore comme
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les précédents, par ol les autres coéfficients de u'® sont aussi controlés.
Quant au cinquiéme terme de la derniére ligne, la déduction directe en fut
omise, par suite des grandes difficultés des calculs, déja remarquables aux
derniérs coséfficients de u*’ calculés, resultant en effet de multiplications
itérées, ot figurent des nombres & treize chiffres. Les coéfficients donnés
sont pourtant bien controlés et 1’on s'apercoit qu'ils se décomposent en
produits de nombres simples, comme

46644 = 3.4.13.13.23

18964 = 4.11.431

83961 = 9.19.491
107406 = 2.3.9.9.13.17

ce qu' on peut considérer comme un controle ultérieur qualitatif.
Prenons maintenant, comme point de départ, la résolvante de 1’ équation
du cinquiéme degré
5 51} 1 Iy d
ayant la forme

; 1
9 3 2 L
(62) V40 0 e =0

Cette équation admet des racines égales pour

(63) =10V 32

o 1
7:‘&'\/@.

Ecrivons la résolvante secondaire, qui doit étre considérée dans notre cas, sous

la forme
(64) o + af —i~a—i—2—1———:0,

Tu'>

analogue & (58). L’équation (64) a des racines égales pour
(65)  m=TEiVE

Afin que les deux équations (62) et (64) aient les mémes lieux de racines
égales, il faut que

(66) = 8lw?
d’ont il & ensuit, d’apres (64),

(67) a® +a? + a + 3u’ =0.
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Ecrivons la racine de 1’ équation du cinquieme degré sous la forme, ana-
logue & (47),

(68) 7

[l
e R~
Saoam ~

*

ot 4, B, C, D sont données, d’ aprés (61), en développements procédant suivant
les puissances de #°. D'une maniére toute analogue au procédé suivi dans le
cas de I’équation du quatriéme degré, on peut au moyen de (67) remplacer
les développements suivant #® par d’autres procédant suivant les puissances
de la quantité «. Les résultats de cette transformation sont les suivants,

(69) A:l—l—%a—i—%a‘z—i—%as...
B:l—%o&—l—f—i 2—%&.3
C:l—%a—%az—i—%a“...
D=1 —%a—k%a?—}—%a‘*

Evidemment, on peut s'attendre & une certaine réduction, en considérant les
développements respectifs de

(69a) (1—“)_%=1+%a+f—;a2+%aﬂ
(==t — S
(1 —a)+i5:1—12—5oc
(—afB=t— s,

réduction qui pour I’équation du quatridme degré s’ est trouvée parfaite,
mais qui dans le cas présent est assujettie & des résidus, comme, par exemple,
pour A4:

Résidu : 2 a? — 1200 o ...

1R 153

1, 16
__—90([1—{-506—}—....
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On peut alors mettre

s 15042(14—1—5?0;)
Ad=1- a) ¥ 1———-~—_E
(1—a) 1

6
= (1 —a) 15.4,.
En continuant, on aura

1,
A4, =1—ga’..

Dl -

= — ).,

et il &'ensuit ainsi qu’ on pourra effectuer une représentation de 4 en forme
de produit
6 1

(70) A={1—a) Bl —a’)d..,

et de meme pour les coéfficients B, C. D. Aucun d’eux ne se réduit, comme
au cas de 1'équation du quatridme degré (C= — 1), & une constante.

I y a cependant de 1 indécision par rapport aux exposants figurant
dans une expression telle que (70). Par exemple, on pourrait évidemment
aborder le développement de A aussi par le facteur

6
1+ a)+"".

(O est pourtant ce qui a lien également pour 1'équation du quatriéme degré,
et ¢’ est seulement par la discussion des divers hypothéses qu’on peut décider
sur le choix des exposants convenables. (" est ainsi, pour I’équation de qua-
tri¢me degré (voir (55)), seulement I'hypothése de

1
A=(1+p)"2

qui conduit & une expression finie, I’ hypothése de

A=(1—B)_%

devenant exclu.

Quant aux coéfficients de « dans les oxpression (69), soit 4, B, C, D,

on a
6 3 2 11
=+, B=—x, O=—pg, D=

et I’on peut remarquer les relations suivantes,
(71) 4, + D, = B, —;—Ci=—1

P
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ou bien
4,—~B,—(C,—D,)=0
On peut aussi mettre

6 . 6

(72) 4, =+ ou bien 4, = + 15
1 2 3

B‘ 5+ 6 B‘= — 15

2 1 3

C = 15 Ci=—3+73

—__1_ 6 1 6

Di=—3—15 D,=—3—1

manifestant une certaine symétrie, qui, pour 1'équation du 4i®me degré, se
manifeste aux valeurs

. 1
A‘=+§
C, =0
B 1

Mais, parcequ’il manque de symétrie par rapport au terme on ne peut

1
3

pas ¢ attendre de cette manidre, & une expression finie dans le cas présent.

Il semble, dans ces circonstances, que le plus naturel est de se tenir, comme

pour 1’équation du quatridme degré, aux valeurs immédiates des cosfficients

dont il &’ agif, savoir

6 3 2 11

t T B T 1

en abordant la tdche de former les exposants dans les produits infinis, qui
- doivent représenter les expressions (69) des 4, B, C, D. (" est de cette maniére
qu’il a fallu remplacer les expressions (69a) d’ abord considérées, par celles de

+8 6
(73) (14-a) =1 + 5%+ .

3 3

L4 a) B=1—Jaq
2 9

(4o B=1—2at
11

(l4o) B=1—1la+t

donnant les mémes fermes du premier ordre, mais d’autres termes de I’ ordre
supérieur.
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BN

Il semble plus avantageux de remplacer la quantité « par celle de
(74) = + o
qui touche de plus prés la résolvante (67) que la quantité «. Ayant par cela
(74a) « =f — @2 + 28° — 53 + 148° ...

a® = Bt — 28% + B3' — 146°...
w =B — 38 1 9F ...,

il est facile de transformer les expressions (69) de facon a procéder suivant
les puissances de 3. On peut aussi effectuer la transformation dont il s agit
aux expressions (61) mémes, en observant que, d’apreés (67) et (74), on a

(75) W =g B — BB — 3.
w= B — B
ut = — B — B,
u“:—l—%ﬁ‘...
u”:—_——Q—igﬁs.".

On obtient par 'un ou I’autre procédé

- 6 52 , ., 1116 ., 87306 .,
(76) A=14538— 5P + 5558 — grg B

B 3 T a. 2347 oo . 83989 .,
B=1—g3B+538 5gb tamgh -

. 2 33 ., 1902 ,, 78561 .,
C=1—s35B— 558 + 5550 — 500

11 168 ,, 8196 ,, 79569
D=1—s5B+ 558 — 5558 tgag s -

En prenant les expressions (76) pour point de départ, j ai insisté sur la
réduction de ces séries aux produits de la maniére simple signalée dans ce
qui précéde. Il suffit de donner ici le résultat, auquel les réductions ont
abouti, sans entrer en plus de détails du calcul. On a obtenu

L8 1 ) 141

77 A= (L4 8 BB L) 5 (1o py) 9758
3 2 3 3 2 7T 7

B= (143 B(L+ 89 UL+ 37 2 o1 By TR
2 2 3 1 2 7 1

O=(L+ ) "1+ NL-+5) 5 1039 05 ..
-0 Ve _1_7 L1, 40

D= (1+§) B(1+ 37 %145 5 o1 g0 87w,
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En développant ces expressions suivant les puissances de la quantité § ou
de #°, on va retrouver les expressions (76) ou (61) aux quantités d’ ordre u* prés.

I1 y a certaines relations entre les exposants entrant dans les expres-
sions (77). En désignant par a, 6, ¢, d les numérateurs des exposants ou des
fractions individuelles, dont les exposants sont composés, on trouve, qn’en
général, @ +d =b + c. A I’exception des exposants, ayant les dénominateurs

15 ou 81, on a de plus
at+d=0, b+¢=0.

Aux environs plus ou moins étendus de

1
.= OO
us

3 devenant assez petite, on peut employer les expressions (77) pour le calcul
approché des racines de 1I’équation du cinquiéme degré, notamment dans les
cas, signalés dans ce qui précede, ou il n’y a pas d’ antre représentation
approchée des racines.

En résumé, nous disposons ainsi, pour le probleme qui nous occupe,
d’nne part des développements autologues envisagés dans n® 1; d’intérét
théorique, mais qui par leur étendue considérable, tenant & la nécessité
d’inclure bien de cas spéciaux de I'équation du cinquitme degré, ne sont
pas en général appropriés aux besoins pratiques; et d’autre coté des expres-
sions approchées du n° 2 et 3, d'usage bien facile, mais qui exigent 1’ap-
plication d’approximations successives, pour obtenir les racines avec toute
la rigneur désirable.

On peut s’arranger, pour les approximations successives, selon le pro-
cedé donné dans < Arkiv for Mathematik, Astronomi o. Physik, Bd 3, n® 5,
1906, Vetenskaps-akademien, Stockholm, Theorie der algebraische Gleichun-
gen » formule (50) et suivantes. Il suffit d’en rappeler, que dans le cas ou
I’ 6quation est réduite & la forme

(a) 0° 4+ bab* =3b
on a la solution

(o) B=E" 4+ 7's 4 {'s
ol

E=b-+ax, n=0b+y, {=b42
x, ¥, 2 6tant les racines de I’ équation du troisieme degré
() x4+ 3sx =2,
dont les coéfficients sont donnés par

(d) s=38,+4 88, {=1t,+10
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et ot 'on a

En prenant pour point de départ un nombre quelconque, soit 6,, par
exemple 6, =0, on atteint la racine cherchée & wune exactitude de cingq
chiffres, par six approximations. Il va sans dire que, si dés le commencement
on dispose d’une valeur approchée de la racine, le calcul soit encore plus
expéditif. Cette methode de solution doit étre toute générale, et n’exige pas
méme la réduction de BRING-JERRARD & la forme normale supposée ci-haut.
11 ne doit pas y avoir de !’indécision importante, si ’on a soin, en chaque
approximation, de partir. aux formules (d), de la moyenne des valeurs de 6
obtenues par les deux approximations précédentes.

La transformation analogue de l’équation originale du cinquiéme degré,
savoir

0° 4~ 5ab® + 5bH* 4 Hch = Hd

renferme, pour b=0, ¢=a’ le cas spécial de PORRO, considéré dans son
« Traité d’Algébre », aboutissant 4 une solution finie remarquable, qui & étend
de plus aux équations de degré supérieur.
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Sopra certe classi di connessioni lineari.

Memoria di StanisLao Goras (Cracovia).

L’ oggetto della seguente nota & 1 esposizione di una serie di teoremi
ammessi da una classe di connessioni lineari. Queste considerazioni hanno
avuto origine dalla generalizzazione di una affermazione del sig. G. CORBEL-
LINI (*). Ho assunto le notazioni che si trovano nel libro di J. A. SCcHOUTEN,
Der Ricci-Kalkil (%).

1. Sia dato nello spazio n-dimensionale X, il sistema di » congruenze
indipendenti di curve. Diciamo che questo sistema & olonomo se pud essere
stabilito in ogni punto § dello spazio X, un sistema di riferimento e’ (*) (com-

i

posto di n vettori controvarianti) tale, che i vettori del detfo sistema siano
tangenti alle curve delle congruenze e formino un sistema olonomo nel senso

ordinario (*). Il sistema di riferimento composto dei vettori e¥ verra indicato
i

con (#). La condizione necessaria e sufficiente per I’olonomia del sistema (z) &:

k

(1) a[}Le)‘] =0 : k=1,..., n),

(1) G. CorBELLINI, Di una classe di varietd caratierizeate per mezzo del parallelismo,
« Rend. dei Lincei », Vol. IV, 1926, ser. 6, p. 92.99. Cfr. anche E. BorTorLoTTI, Refi di Ce-
biceff e sistemi coniugati nelle Vu riemanniane, « Rend. dei Lincei », Vol. V, ser. 6 (1927),
p. 741-747,

(*) J. A. ScHOUTEN, Der Ricci-Kalkil, Berlin, Springer, 1924. Quanto concerne le po-
steriori correzioni e semplificazioni, pud trovarsi sistematicamente raccolto nel mio lavoro,

Ueber wverallgemeinerte projektive Geometrie, « Prace matematyczno-fizyczne », Warszawa,
1930, T. 37, p. 91-1563.

() Gli indici correnti dell alfabeto greco percorrono la serie I1,..,, n, gli indici dell’al-
fabeto latino, invece la serie: 1,..., n. I valori dei simboli 1,..., n debbono essere considerati
come totalmente diversi dai valori 1,..., n.

(*) La letteratura concernente le ricerche sui sistemi anolonomi nella geometria & citata
nel lavoro di J. A. ScHOUTEN, Ueber wichtholonome Uebertragungen in einer Lin, « Mathe-
matische Zeitschrift », 30, 1929, p. 149-172,
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k -
dove il sistema e, dei vettori covarianti & reciproco al sistema e* (°) e 2, vale
i
per 9/%&*. Se il sistema (¢) & dato per mezzo di arbitrari vettori tangenti pv,
: i

allora le condizioni necessarie e sufficienti per 1’olonomia sono le seguenti:

k

k
(2) P[vaptpl]=0 (6) (k = 1; seey ll),
dove p; & di nuovo il sistema reciproco al sistema p*. Quando la varieta X,

¢ dotata di una connessione affine (lineare e simmetrica) ed in questa y si-
gnifica la derivazione covariante, allora la condizione d’olonomia pud essere
scritta nella seguente forma, invariante rispetto alle trasformazioni di coordinate:

3 k
(8) , vy =0 () (k=1...., n),

2, Lo spazio X, sia dotato di una connessione lineare, generalmente non

simmetrica, di parametri I‘;'fp. Per comoditd introduciamo il seguente breve
modo di esprimersi. Se & data una famiglia di curve ad uno o pit parametri,
ed oltre a cid una curva L contenuta nella varietd luogo dei punti delle
curve della nostra famiglia, allora I’ espressione, che la data famiglia & pa-
rallela, nel senso del parallelismo generato dalla connessione, lungo la eurva L,
vuol dire che sussiste il fatto seguente: Se in un punto qualunque £ della
curva I prendiamo un vettore controvariante tangente a una curva della
nostra famiglia e lo spostiamo parallelamente lungo la curva L, otteniamo
sempre un vettore tangente a una curva della famiglia.

Introduciamo adesso le due seguenti definizioni:

DerFiN1zIONE 1. — Diciamo che la connessione appartiene alla classe (C)
— o pitt in breve, che essa ha la proprieta (C) —, se esiste un sistema (i)

i
(®) Il sistema reciproco e) & univocamente definito per mezzo del sistema di equazioni

k
eve) — A.;
s
dove 43 & I'affinore-unita.

(¢ Cfr. T. Levi-Crvita, The absolute Differential Calculus, London, 1927, p. 26-29 come
pure G. CORBELLINI, Sopra i sistemi di coordinate di una varieta gualungue, « Rend. dei
Lincei », Vol. 82, 1923, p. 112-114.

(") Per le connessioni lineari gemerali (non simmetriche) la condizione d’olonomia si
presenta nella forma un po pii complicata:

) k& 1+ & k k .
(3a) PuVep)) + 3 pp(puSi{f + PSP+ puS Wr=0, SiP=I0
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di » congruenze indipendenti tale che ciascuna delle congruenze [¢] (*) & pa-
rallela lungo ogni curva della congruenza [j], per j==4 (°).

DEFINIZIONE II. — Diciamo che la connessione appartiene alla classe (D),
o pitt in breve, che, essa ha la proprieta (D), se esiste un sistema (i) di n
congruenze indipendenti- tale che ciascuna delle congruenze [§] & parallela
lungo ogni curva di una qualunque congruenza [j].

Si vede subito che ogni connessione della classe (D) appartiene alla
classe (C), ma non reciprocamentfe. La definizione II esprime che la connes-
sione ha la proprietd (C) ed oltre a cid, che le curve di ogni congruenza
sono geodetiche. E chiaro che dal fatto, che una data connessione appartiene
alla classe (C) e che non tutte le congruenze, delle quali si parla nella de-
finizione, sono geodetiche, non si pud dedurre, che la connessione non ap-
partiene alla classe (D).

Indicheremo le condizioni, alle quali debbono soddisfare i parametri I,
affinch® la connessione abbia la proprieta (C) o risp. (D). Queste condizioni
non hanno perd forma intrinseca. Valgono soltanfo nel sistema (i), dato per
mezzo dei vettori p, tangenti alle congruenze. La ftrasformazione di queste

1

condizioni a forma infrinseca ci sembra un problema molto difficile.
Supponiamo che ]a connessione appartenga alla classe (C) o risp. (D),

: . ko . . . o2 . .
e denotiamo con I i parametri della connessione riferiti al sistema (i), dato
per mezzo déi vettori pv. Siano [r], [s] due delle » congruenze, menzionate
i

nella definizione. Nel caso (C) si suppone 7 ==s, nel caso (D) pud anche

essere # = 8. Nel punto § arbitrario prendiamo un vetfore tangente alla curva

della congruenza [r] e del resto arbitrario. Poiché — e questo & facile a di-

mostrare — la proprietd espressa al principio del § 2 & soddisfatta da ogni

vettore tangente, se & soddisfatta da uno, allora basterad prendere come punto

di partenza il vettore p’. Le componenti di questo vettore p* rispetto al si-
T r

stema (¢) sono uguali a: .
(4) P B ().

r

(®) 11 segno [{] vuol denotare, a differenza del segno (¢), quella delle congruenze del
sistema (¢), della quale il numero ordinale & 4.

(%) Appunto le connessioni della classe (C) sono state introdotto nella geometria rie-
mannian:. da G. CORBELLINI nel lavoro citato sotto (). E. BorToLorTi chiama in questo
caso il sistema (¢) refe dé Cebiceff. . )

(*°) Lie pv sono le componenti del vettore menzionato nel sistema (v) appartenente alle

. r

coordinate §v. Il sistema (i), dato per mezzo dei sistemi locali, pud essere amolonomo ¢ pud
non appartenere a nessun sistema di coordinate £4. Cfr. J. A. ScaoUTEN, L c. (4).
I1 segno s vuol significare che 1’equazione non ha il carattere intrinseco, ma vale sol-
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Dopo lo spostamento parallelo di questo vettore lungo la curva della con-

gruenza [s] le componenti dell’elemento lineare dello spostamento essendo
(d5)* — le nuove componenti saranno
©) p' =" — Tip'(dg)’.

r r r

Tenendo conto che conformemente alla definizione

(6) (df = plat
8
e che le equazioni (4) valgono per k, r arbitrari, otteniamo

(7) Py — dt.

,

Poiché il vettore p* deve restare tangente alla congruenza [r]. abbiamo la
.

relazione

(8) p' = aly,

dove 2 & un certo coefficiente. Dalle (7) e (8) risulta, che

(9) (D) I% + 0 per k=7

Le equazioni (7) e (8) per k=7 non forniranno niente di nuovo. Per le con-
nessioni della classe (D) siamo allora condotti alle equazioni (9) come condi-
zioni necessarie. Com’é evidente conseguenza di tutte le considerazioni pre-
cedenti, nel caso delle connessioni della classe (C) otteniamo le equazioni:

(10) () I, 20 per kg=r e szr

Si pud adesso verificare, con la massima facilitd, che le relazioni (10) o
risp. (9) sono nello stesso tempo sufficienti affinché la connessione lineare
abbia la proprieta (C) o risp. (D). '

Si pud anche dedurre, dalle considerazioni precedenti, che le condizioni
(9) o risp. (10) sono invarianti rispetto ai cambiamenti di sistemi di riferi-
mento che consistono in dilatazioni locali (*!) (non soltanto perd per tali

tanto nel supposto sistema di riferimento. Eﬁ denota — come sempre — il simbolo di Kro-
NECKER, uguale a1l per k=17 e a 0 per k3=1r.
(1Y) Cfr. L. BiancHl, Lezioni di geometria differenziale. Pisa, 1922, Vol. L. § 60, p. 155

e 156. Diciamo, che il sistema ev & derivato del sistema ev per dilatazione . locale. se
1 i

ev=pev, dove p sono scalari.

I Ii 1
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[\
ar
~1

eambiamenti). cioé se con () denotiamo il sistema che & oftenuto dal si-
stema (§) mediante una dilatazione, allora le equazioni (9) o risp. (10) im-.
plicano le equazioni

(9a) T}« 0 per K==L
risp. ' .
(10a) 550 per K41 e J==L

3. Per le connessioni affini (simmetriche) vale il seguente

TEOREMA. — Se la connessione affine appartiene alla classe (C), allora
il sistema di congruenze (i), menzionato nella definizione, & un sistema olonomo.

DryvosTrAZIONE. — Conservando le notazioni, abbiamo fra i parametri l’ﬁj

nel sistema (¢) e i parametri I}, nel sistema (v} la relazione

v h v i ] V. k
(11) I}, = Fijjg Ppy+ POup

‘ 1
Moltiplicando i due membri dell’ equazione precedente per p, e sommando

rispetto all’indice v, ofteniamo:

1 1 g6
‘12) appl =Py I‘Kp. _ Fijpl_pp
donde
i A 1 gL
(13) plvappll :p[vplp,rg\p] - Pijp[vplpu]‘

Badando al fatto che la connessione & simmetrica e che il sistema (v) & olo-
nomo, abbiamo:

11 i1
‘14) PP Fs:p] == PoPpv I‘ip.] =0
dunque
_ 1o Y
(1')’ _p[vap.p)ﬂ] - — Fijp[v_plpp]-

Osserviamo perd che fra i trivettori

i
(16) PPy

sono diversi da zero (non degeneri) soltanto quelli pei quali Id=4, =5, ij.
Dunque nella somma a destra della equazione (15) basta considerare sol-
tanto i termini pei quali I3=4, 3=, ig=j. I coefficienti lfj di. questi termini
sono appunto uguali a zero in forza della (10), e in conseguenza
1
(17) Py =0 f=1,..,n),

e questo esprime, che il sistema (¢) delle congruenze & olonuvmo.
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Osserviamo che il teorema precedente non & vero in generale per le
connessioni lineari. Esso & ovvio nel caso n =2, perche® in questo caso il
trivettore (16) ¢ sempre nullo.

4. Poiché le equazioni (9) o risp. (10) non hanno carattere intrinseco
rispetto a tutte le trasformazioni di coordinate, si presenta la questione di
decidere, quando sono dati i parametri I' della connessione in un qualunque
sistema di riferimento, se la connessione appartenga alla classe (D) o risp. (C)
o no. Questo problema appare mnel caso generale molto difficile a risolvere,
Noi mostriamo soltanto che per n» =3 la risposta & in generale negativa.

Fermiamoci nel caso particolare » = 2, nel quale caso sussiste il seguénto

TEOREMA. — Per n =2 ogni connessione lineare gode della proprieta (C).
DIMOSTRAZIONE. — Osserviamo anzitutto che per n = 2 il sistema (10)

consta, sia nel caso generale della connessione assimetrica, come nel caso
della connessione affine (cioé simmetrica), soltanto di due equazioni. Mostre-

. . . . . . ” op g
remo che esiste un sistema di veftori e tale che i parametri Iy, riferiti a
i

questo sistema, soddisfano alle equazioni
(18) Iy, »0, I, =0

e questo — come gid sappiamo — basta per provare la nostra asserzione/
Introduciamo a tale scopo le seguenti brevi notazioni:

-

Az .
I 173 v 0%y
A‘/ —_— éi—\‘7 A]; — ET]‘.’

(o =— I3, 424745, o = — T},4.4%4%
(19) '
(

e consideriamo il seguente sistema d’equazioni a derivate parziali del se-
condo ordine:

(20) 3 Ay =c"d (v=1,2) | (2.

Il sistema precedente ¢ un sistema di due ecquazioni parziali con due
funzioni incognite EE}, &), E3%Y, £Y), equazioni risolute rispetto alle derivate
parziali del secondo ordine miste, e che mnei secondi membri contengono i
quozienti di due polinomi nelle derivate parziali del primo ordine. Segue
manifestamente dalle equazioni (19) e (20) che i denominatori sono del quarto,

(!?) Le equazioni (20) possono cssere chiamate equazioni gencralizzate di SERVANT.
Cfr. L. BiaNcH1, Lezioni di geometria differenziale, (1922), Vol. I, p. 157.
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i numeratori del secondo grado (**), i coefficienti sono funzioni note delle
- funzioni incognite £”. Tale sistema — com’e@ ben noto della teoria generale
delle equazioni a derivate parziali — ammette sempre soluzioni (la questione
delle condizioni iniziali non ha alcun interesse per noi). Prendendo una delle
soluzioni con jacobiano diverso da zero (e tali certamente ne esistono), otte-
niamo nello stesso tempo un passaggio dall’originario sistema di coordi-
nate £ a un nuovo sistema di coordinate E% Se calcoleremo i parametri
della connessione I‘ﬁ, nel nuovo sistema (k) per mezzo delle formule di tra-
sformazione

(21) I = T3, AV A AY 4- 433,45

e terremo conto che sussistono le equazioni (20). ofterremo immediatamente
le relazioni (18).

OSSERVAZIONE I. — Il teorema precedente non pud essere esteso (nep-
pure nel caso »n-—=2) alle connessioni lineari della classe (D). Esistono
connessioni, anche simmetriche e riemanniane, che non appartengono alla
classe (D). Come pit semplice esempio, basta prendere una qualunque con-
nessione riemanniana non-euclidea (cfr. il teorema del paragrafo seguente).

OssERVAZIONE II. — Il teorema precedente non pud essere generalizzato
pel caso di un numero di dimensioni maggiore di 2. Infatti, supponiamo che
sia n=>=3. Nel caso (C) il sistema (10) contiene #n(n — 1)* equazioni con :?
funzioni incognite p*. Siccome per n =3 si ha n(n —1)* >»? allora il si-

; :

stema non ha in generale soluzioni. Anche supponendo che la connessione
sia affine (simmetrica) e presumendo I’ esistenza di soluzioni olonome, il si-

n¥n —1 o S
win —1) equazioni, ma d’altra parte ha » funzioni inco-

2
. . . g . .. . n(n —1)
gnite, in generale, quindi, non esisteranno soluzioni, perché si ha 5 >N

per n=3.
OssERVAZIONE III. - Siccome il sistema (9) contiene in sé come sotto-
sistema il sistema (10), & chiaro che in generale per n =3 la connessione

stema (10) si riduce a

lineare non appartiene alla classe (D).
Per mostrare come siano restrettive le condizioni affinché la connessione
abbia la proprietd (D), citiamo i seguenti teoremi.

(**) Se immaginiamo di esprimere le derivate parziali A;i che vengono introdotte nelle
formule (19) per mezzo delle derivate del sistema reciproco, le prime saranno funzioni ra-
zionalifdi queste ultime, e precisamente, frazioni col numeratore del primo, il denominatore
del secondo grado.
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5. TEOREMA. — Se una connessione affine & una connessione rieman-
niana avente come ds* una forma definita positiva e se essa appartiene alla
classe (D), allora essa & una connessione euclidea (secondo SCHOUTEN: cioé,
essa fa della X, uno spazio euclideo} ('*).

DiMOSTRAZIONE. — Denotiamo con (¢) il sistema nel quale sussistono le
equazioni (9). Secondo il teorema del paragrafo 3 possiamo da capo supporre
che il sistema sia olonomo. Dunque i parametri l‘fj ‘della connessione cal-
colati nel sistema (¢) sono simmetrici rispetto ai indici 4, j, e per conseguenza
il sistema (9) nel caso considerato equivale al sistema

(22) 20 per k=i o k3=j o i+j.

In altre parole: nel sistema considerato sono diversi da zero soltanto i pa-
rametri della forma

(23) v; =T} (non sommare!).

Vediamo quale influenza hanno le equazioni (22) su la forma delle compo-
nenti del tensore di curvatura. Denotandolo come usualmente, abbiamo

(24) Rii* = 3,Th — 3,[% + T L't — Thaly.
Tenendo conto delle equazioni (22) e (23), constatiamo successivamente che:

a) Rii* 20 per 1,j,i, k=

b) By;* 20 per k5, i
(25) ! e) Ryt 20 per 1j, ks Non sommare rispetto agli

Q) R;ﬁkéo per 4,9, k= \ indici che si ripetono!

e) Riii* 20 per ki
f) Riii* = —dyx vper k=1

Da questa tabella e dalla emmisimmetria del tensore Ri,‘-;k rispetto agli in-
dici /, § segue che sono eventnalmente diverse da zero soltanto le componenti

(26) Riii* = — 3yu, Riii" =9y,

L’ipotesi che la connessione sia riemanniana equivale a supporre 1 esi-
stenza d’un tensore metrico g, pel quale sussiste la proprieta:

(27) 0igin = ]‘ﬁjglk + Pi‘.igil)

(") Questo teorema non ha niente in comune con quello contenuto nel § 1 del lavoro
di E. BorroLoTTI, gia menzionato in (!).

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1



S. GoLaB: Sopra certe classi di connessioni linears 291

onde, tenute presenti le (22), otteniamo
(25) Olin - nggik + Thigan égih(ﬂj + %)

(non sommando né& rispetto a ¢ né rispetto a k!).
La formula precedente ci fornisce

a) 9;9.x20 per 4,j,k=F
| b) 800 por i
( ¢) 0;9:; =795 per ij
d) 9,95 * 27,955

(29)

Da queste relazioni segue in particolare, che la componente g,; & funzione
di due variabili soltanto &' e &/. L’ ultimo fatto pud essere del resto dedotto
dalla ipotesi meno restrittiva che la connessione sia riemanniana e possegga
la proprietd (C). (Cfr. su questo punto G. CORBELLINI, l. c., ('), § D). Dalla
ipotesi che la forma differenziale g;; d&'dg’/ sia definita (positiva) segue in
particolare che

{30) gi; >0 G=1,.., n).

Il nostro scopo & di dimostrare, che
‘31) an,‘ N O per Z 4:‘7.,

perché allora, in virtl delle relazioni (2D), svanird identicamente il tensore di
curvatura e questo — com’é ben noto — basta perchd la connessione sia
euclidea. A tale scopo deriviamo (29 d)) rispetto a &', supponendo == j:

(32) is@is = 27594955 + 29,95 -
Ora in virth di (29 b)) abbiamo:

(33) 9:1955 == 91(9:95) = 0.
Le (29 b)), (33) e (32) danno finalmente

(34) 959:7; =0,

donde, in forza della (30), otteniamo la (31).

6. TEOREMA. — Se una connessione affine appartiene alla classe (D) e
gode della proprieta R, =0 (*°), allora essa ¢ una connessione euclidea.

(*3) Si ha RszR,‘é/.fj-
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DiMoSTRAZIONE. — Osserviamo che nel sistema (i) abbiamo
(35) | o 20 .
| Ry =23,y per ik

Dalla relazione B,; =0 segue allora che ha luogo I’equazione (31) e questo

— come gia sappiamo — ha per conseguenza la « euclideitd » della con-
nessione.
OSSERVAZIONE. — Per n» =2 il teorema precedente & ovvio. Per n =3

le cose vanno gia diversamente. Bisogna ricordarsi che per » =3 la rela-
. . . . oo ki . .

zione R;, =0 implica la relazione Rj; = 0 soltanto nel caso in cui la con-
nessione & riemanniana, la quale ipotesi non & qui posta.

Y. TEOREMA. — Se la connessione affine & proiettivamente euclidea (')
e appartiene alla classe (D), allora & una connessione euclidea.
DIMOSTRAZIONE. — Sia (¢§) — come prima — il sistema nel quale val-

gono le equazioni (9). Denotiamo con Pj;* il tensore di curvatura proiettiva
di WEYL (*"). Abbiamo

\ Pii* = Ri* + 5 {0 — DAMEy — Ryy) —

(36) n?—1
[ — 4B+ Ry 1 AF0R,+ Rt
Tenendo conto delle (25) e (35), otteniamo successivamente:

1

a) P20 per Lj, i k4

1 -
b) P 2 —— (9,75 - weyy) per k,j,iE

1—mn?
ok 1 .
37) ¢)  Pii' 2= QG —31) per K Lj

dj Pi' =0 per i j, k=
e) P20 per k=i

. 2__
B Pii = =" (s + ) per k=L

(Non sommare rispetto agli indici che si ripetono!).
Siccome secondo I’ipotesi abbiamo

(38) Pii" =0

(1%) Vedi J. A. ScHOUTEN. Der Ricci-Kalkil, p. 130.
(1) Vedi J. A. ScuouteN, Der Ricci-Kalkul, p. 131.
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segue dalla (37 ¢))
(39) 9jY: 2 3:Y;

e I'ultima relazione confrontata per esempio con (37 b)) fornisce
(40) a7, =0.

Ne segue, in forza della (25f)), che

(41) Ri' =0.

L’ ultimo teorema & interessante, in quanto ne segue che la proprieta (D) &
la caratteristica che fra le connessioni affini proiettivamente euclidee di-
stingue le connessioni euclidee.

Annali di Matematica, Serie IV, Tomo XI. 8
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Sull’ approssimazione delle funzioni di due variabili (*).

Memoria di SiLvio CiNqQuiNi (a Pisa).

Sunto. - Considerata una funzione z,(x, y), la quale sia assolutamente continua (nel senso
del ToNELLI) in un campo aperto limitato D del piano (x, y). continua nel corrispon-
dente campo chiuso D, e tale che esista finito U integrale

Infee] = f f fle, 9. eafes ), EA2 Y, az“fy’ ’”)dw dy.
D

ox

ove f(x, ¥, 2, p. q) € una funzione finita e continua in tutti i punti (x, y) di D e per
tutti i valori finiti di =z, p, q, si danno delle condizioni sotto le quali é possibile appros-
simare, a meno di wn ¢ arbitrario, la funzione z4(x.y), mediante una funzione z(x, y)
finita e continua con le sue derivate parziali del primo ordine in ogni punto di D, in
wmodo che anche U integrale ID[z] approssimi U integrale In{z,] a meno dell’ = prefissato.

Sia D un campo aperto limitato del piano (x, y) e si indichi con D il
campo chiuso costituito da tutti i punti di D e della sua frontiera, sia poi
flx, ¥, 2, p, ) una funzione. finita e continua in tutti i punti (x, y) di D e
per tutti i valori finiti di 2, p, ¢, e si consideri una funzione z,(x, y), con-
tinua in D, assolutamente continua (nel senso del TONELLI) (') in D, e tale
che esista finito 1’integrale (del LEBESGUE)

Diz) = [[f@, 3, 2l 9), pola, 1), 0w, y)dwdy,
D

ove &
02, 02

Do = oz’ q, == @ :
Nel presente lavoro mi propongo di vedere sotto quali ipotesi (relative
alla funzione f o alla z,), si pud dare una rappresentazione approssimata, a
meno di un ¢ prefissato, della funzione z(x, y), mediante una funzione z(x, y),

la quale sia, in ogni punto di D, finita e continua con le sue derivate par-

(*) Lavoro eseguito nel Seminario Matematico della R. Scuola Normale Superiore di Pisa,

(") Per le definizioni di campo aperto limitato e di funzione di due variabili assoluta-
mente continua, vedi: L. ToNELLL. Sur la semi-continuité des intégrales doubles du Calcul
des Variations, « Acta Mathematica », T. 53 (1929), pag. 325 e segg. ni 1 e 2,

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1



296 S. CiNnqUINI: Sull’ approssimazione delle funzioni di due variabili

ziali del primo ordine e tale inoltre che 1’ integrale Ip[z] approssimi 1’inte-
grale Ip[z,] a meno dell’ ¢ prefissato. ]

Osservo, che mentre 1’analoga questione per le funzioni di una sola va-
riabile & gid stata ampiamente studiata (*), specialmente da parte del To-
NELLI, per le funzioni di due variabili finora sono stati trattati, sempre da
parte del ToNELLI, due soli casi particolari f=V1+p*+¢* ("), f=p*+ ¢ (*);
e sotto opportune condizioni, in questi due casi, il problema & stato da tale
Autore risolto mediante il noto polinomio di STIELTJES.

Il presente lavoro, che & inspirato a questi studi del ToNELLI, & diviso
in due paragrafi.

Nei casi considerati nel § I, che contengono come caso particolare quelli
finora trattati, il problema & risolto, seguendo completamente i procedimenti
del ToNELLI, ancora mediante il polinomio di STIELTJES.

Nel § II invece, poiché I'uso di tale polinomio richiederebbe qualche.
maggiore restrizione, pur seguendo un metodo analogo a quello del § I, si
ricorre ad una successione di funzioni, che il ToNELLI ha considerato in un
altro Suo lavoro (%)

-§ L

1. Teorema I. — Sia D un campo aperto limitato del piano (x, y), sia
f(x, y, 3, p, q) una funzione finita e continua in tutti i punti (x, y) del corri-
spondente campo chiuso D e per tutti i valori finiti di z, P, q, e St supponga

che la funzione z,(x, y), definita e continua in D, sia lipschitziana (°) in D,
e che essa si possa continuare fuori di D in un campo aperto limitato D,

(*) L. ToNeLL1, Sopra alecuni polinomi approssimativi, « Annali di Matematica », Serie ITI,
T. XXV, pag. 275 e segg., § V. n.° 26; L. ToNELLI, Successioni di curve e derivaziome per
serie, Nota II, <« Rend. della R. Accademia dei Lincei ». Serie V, vol. XXV (1916, 1° sem.),
pag. 85 e segg., n.° 4; L. ToNeLLL. Fondamenti di Calcolo delle Variazioni, Zanichelli, Bo-
logna, vol. I, Cap. 1X, n.° 141: M. LAURENTIEFF. Sur quelques problémes du Calcul des Va-
riations, « Annali di Matematica », Serie IV, T. IV. pag. 7 e segg.. n.° 4; L. ToNELLI, Sur
une question du Calcul des Variations, « Rec. Math. Moscou ». T. XXXTIT, 1 (1926).

(®) L. ToxeLL1, Sopra alcune proprietd di un polinomio di approssimazione, « Rend.
della R. Accademia dei Lincei », vol. 111 (1926), pag. 714 e segg..

(*) L. TonNELLI, Su Uintegrale di Dirichlet, « Mem. della R. Accademin delle Scienze
di Bologna » .(1929).

®) L. ToNELLI, Sulla definizione di funzione di due variabili a variazione limitata.
« Rend. della R. Accademia dei Lincei », vol. VII (1928), pag. 357 e segg..

6 B noto che ogni funzione lipschitziana & assolutamente continua. Vedi: L. ToNELLI,
luogo ¢it. in (1), n.° 2.
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contenente D in modo da soddisfare anche in D' ad una condizione di Lipschitz

(1) |20, ¥)) — 20(@ss )| <MV (@, — ) + Y, — Y,).
Allora posto

ID[zo] :/ff(m; Y, zo(wa y)7 po(wy y)’ Qo(w’ y))dmdyy
D

considerato un nuovo campo aperto limitato D, , contenente D e tutto contenuto,
insieme con la sua frontiera, in D' e costruita la successione dei polinomi di
Stieltjes

ni(x7 y)’ n?(m’ y)) b n‘”(w’ y)’ bl

della funzione z,(x, y), considerata in D,, risulta, per n— oo,

1)

Ta(X, ¥) —2,(X, ¥), uniformemente in tutto D,
ID[TCD] —_ ID[ZO].

Si potra sempre supporre che il campo D’ sia tutto contenuto nel qua-
drato @,, del piano («, y), avente per vertici opposti i punti (0, 0) e (1, 1).

Pertanto, considerato un campo aperto D,, contenente D e tutto contenuto
insieme con la sua frontiera in IV, la successione dei polinomi di STIELTJES
della funziome z,(x, y), considerata in D,, & definita da (7)

@ male ) =" [alu, ot — @ — 2 — o — g dudy, n=1,2...)
D,

: 1
1 2\
ove k. :/(1 — £5)"dt.
0

Poichs il campo D & completamente interno a D, in virtu della (1) sono
verificate le seguenti proprieta (%):

a) per n— oo, & T,(X, Yy)—2,(x, y) uniformemente in tutto il campo D;
inoltre, quasi dappertutto in D, &

D.x, Y, ¥), q.lx, yY)—q,(x y) C);

(") Vedi L. ToNELLI, luogo cit. in (3).

(®) Vedi L. ToNgLLl, Sulla rappresentazione aualitica delle funzioni di pin variabili
reali, « Rend. del Circolo Mat. di Palermo », T. XXIX (1910, 1.° sem.), pagg. 1-86; n.i 10, 19, 21.
Si tenga presente la nota (3) del luogo cit. in (4).

() In tutto il § I &: pulx, y) = a_r._ng:; Y y gu( y) :———-—an"(;; y) .
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b) esiste un numero M’ > M tale che sia
Ip“('t’ Z/H<M,’ !Qu(ﬂ”’ y” <zulv

in tutti i punti di D, e per qualunque valore di .
Per la proprietd @) in quasi tutti i punti di D, per n—oo, &

fla, y, T, (@, y), Pule, ¥), qola, Y)—Flx, y, 2,(x, y), Pi(®, ), g2, Y));
inoltre poich® la funzione f(x, y, 2, p, ¢) & continua in ogni (x, y) di D e
della sua frontiera, e poiché i polinomi m,(x, ) risultano, in tutto D e per
qualunque #, inferiori in modulo al massimo modulo di z,(x, y) in D, , per
la proprietd b) & possibile determinare un numero L > 0, in modo che risulti
in tutti i punti (x, y) di D, e per qualunque =

l f(%, % TC,,(.’I), :l/’; pn(w7 ?/), QR(wy y)) , < L‘

Pertanto in virti del noto teorema di integrazione per serie di ARZELA-

LEBESGUE, risulta
lim Ip[w,| = Ip[z,].

2. Teorema II. — Sia D un campo aperto limitato del piano (X, y) e sia
f(x, y. 2, p, q) una funzione finila e continua iu tutti i punti (x, y) del cor-.
rispondente campo chiuso D e per tutti i valori finiti di z, p, q, e si sup
ponga che la funzione z(x, y), definita e continua in D, sia assolutamente
continua in D, che essa renda finito U’ infegrale

ID[zu] :f/f(w’ Y, zo(w’ y}r pn(w’ y)7 q.l, ?/”dw dy
D

e che si possa continuare fuori di D in un nuovo compo aperto limitato D',
contenente D, in modo da essere assolutamente continua anche in D'. Indicato

con K il wmassimo modulo della funzione 7,(x, y) in D si supponga poi che
esistano tre numeri positivi A,, A,, A,, tali che risulti

(3) fle, o, 2, p, Q)| < Alpi+ A gl +A,,

in ogni punto (x, y) di D, per ogni |z'<<K + 1, e per tulte le coppie p. q.

Allora considerato un nuovo campo aperto limilato D,, contenente D, e
tutto contenuto, insieme colla sua frontiera, in D', e costruita la successione
(X, y), m=1, 2,..) dei polinomi di Stieltjes della funzione z(X, y), consi-
derata in D , risulta, per n— o<,

To(X, §)— 2. (X, §) uniformemente in tutto ﬁ,
Ip[=a]~ In[2, ]
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Si pud sempre supporre che il campo I sia tutto contenuto nel qua-
drato @,, di cui al precedente n.°; pertanto la successione dei polinomi di
STELTJES della funzione z(x, y) & definita dalla (2).

Poichg il campo D & completamente interno a D, & ancora verificata la
proprietd «) del n.° precedente; & quindi, per n— oo, =, (%, ¥)—2,(r, ), uni-
formemente in tutto D, e in quasi tutti i punti di D, per n—oo, &

f(@, y, m.(x, ¥), P2, Y), Qul, Y)—[(2, y, 2., ¥), Do(2, ¥), Qolx, Y)).

Inoltre, poiché gli integrali fﬁpn(x, y) | dxedy, f/] gnl®, ¥) | dardy sono in

tutto D funzioni equidoppiamente assolutamente continue (*°), in virtu della (3)

anche gli integrali /][ flx, ¥y, malx. y), pule, Y)y qulx, y))| dedy godono in D di
tale proprieta..
Per il noto teorema d’integrazione per serie di VITALI risulta quindi

lim Ip[ﬂn] — ID[zo].
N = 00
3. Teorema III. — Sia D un campo aperto limitato del piano (X, y) e
sia z,(x, y) una funzione, definita e continua nel corrispondente campo chiuso D,
la quale sia assolutamente continua in D, e tale da rendere finiti gli integrali

ﬂ dx dy, j/]az" dx dy,

ove v, v sono due nuineri qualunque maggiori di 1.
Supposto che la frontiera del campo D sia di wmisura (superficiale) nulla
e che la funzione z,(x, y) st possa continuare, fuori di D in un campo aperto

Bzo

Limitato D', contenente D, in modo da essere assolutamente continua in ' e
da rendere finiti gli integrali

0%y v [ 82|
o andy, || 2
D

i

considerato ui nuovo campo aperto limitato D,, contenente D, e tutlo contenuto,
con la sua frontiera, in 1Y, e costruita la successione dei polinomi di Stielijes

dr dy,

(X, ¥), (m=1, 2,...) della funzione n,(x, y), considerata in D, , risulta, per n— oc,
Toa(X, )-—»zo(x, y) uniformemente in tutto D,
om,, |v 02 02 |V
d gl s dy — || | =2
(i w2 anars [ acar— ]|

(*') Vedi L. ToxewLLl, luogo cit. in (3), n. 2,

ony, Y

dxdy.
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a) Dimostreremo il teorema per I’ integrale

Infe,) = || 22 dwdy ("),
D
poiché per 1’altro integrale bastera ripetere lo stesso procedimento.
b) Si puo sempre sapporre che il campo D' sia tutto contenuto nel
quadrato ¢, del piano (x, y) di vertici opposti (0, 0) e {1, 1).

Continuata la funzione z(x, ) in tutto I, in modo da essere anche in
tal campo assolutamente continua e da rendere finito integrale Ip/z,] si
consideri un nuovo campo aperto limitato I, contenente D) ¢ tutto contenuto
insieme con la sua frontiera in /. La funzione z (e, y) risulta in tal modo
continua in tutto D, e assolutamente continua in D, e integrale Ip[z,] &
certamente finito. essendo minore di Ip{z]. Poiché tutti i punti di D appar-
tengono a D, e sono quindi interni a D, la minima distanza fra la frontiera
di D e quella di D, & certamente positiva; la si indichi con A.

La successione dei polinomi di StieLmiEs della funzione z(x. y). consi-
derata in D,. ¢ definita dall’ uguaglianza

Tl y) = %Uz,(u, vl — (10 — &?]"[1 — (v — 9))"dudv, (n=1, 2,..),
D,
1-
dove & %L:j(l — )" dt.
0 A
Per una nota proprietdh dei polinomi di STIELTJES, per n-— oo, risulta
T (&, 4)—Z(x, ¥) uniformemente in tutto D.
¢) Sia @ un qualunque quadrato a lati paralleli agli assi coordinati e
tutto contenuto nel campo aperto D. Suddivisi i lati di @ paralleli all’ asse
delle « in e parti uguali mediante i punti di ascisse x, <wx, <, <..<Z,,
e quelli paralleli all’asse delle y pure in m parti uguali mediante i punti
di ordinate y, <y, <y, <..<¥Ym, ¢, condotte per i punti di divisione le
parallele agli assi coordinati, il quadrato @ risulta suddiviso in m*® quadrati

() B opportuno rilevare che nella dimostrazione di questa parte del teorema mnon si fa

’ dx dy, //
D’

Il procedimento del presente n.® & con una necessaria modificazione, I’ estensione di
quello seguito dal ToNELLI nello studio dell’integrale di DiricHLET; vedi luogo cit. in (¢).

uso delle ipotesi che esistano finiti gli integrali / f ’ dxdy.
D

22,
oy

)
oy
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uguali @, ,=(r,_, <0 <o,, y,_, <y <<y} (r,s=1, 2,... m). Si ponga

br,s - )/{ zo(wr; y) - zo(wr—l » yj ; dyI

Ys—1
4) A 4, ,= / /dx dy
or,
e si consideri I’espressione
bv
5 Try s == oy
©) | o=

e la somma X, ; estesa a tutti i quadrati @, ,.
X
Posto p,(x, y):”ﬁ%ﬁ}, dall’ assoluta continuity della funzione z(x, y)
in D, risulta
. " |
(®) brvs = | [[oor, vidway|,
. Qr,s .

e in virth della nota dismguaglianza di SCHWARZ-HOLDER (“’), tenendo conto
che Ip[z,) esiste finito, si ha

b < 453 [ 9w 9) P dy,

Qr,s '
(1) o < ||| 20 P dy = I, Jo),
. 0r,s
(8) 21, s < Iglz,).

d) Siano b, ':if,” le espressioni analoghe alle b, ,, T, ,, relative al

ry8

polinomio m,(x, y). Tali espresswm possono opportunamente trasformarsi.

Scelto un & >0 e minore di 2, indicato con M il massimo modulo della
funzione z,(x, ¥) in D, e posto
¢, = 6Mn(n + 1)*(1 — 3*)"—*

risulta, come ha provato il ToNELLI (*3),

b < I j jbr,,(&, AL — §)"(L — 9" dEdy, + cad,, o,

_s -
(*¥) Vedi L. ToxELLI, opera cit. per terza in (2), n.° 56, pag. 165.
(1%) Vedi luogo e¢it. in (%), n.° 3.
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dove b, (&, m) indica 1" espressione b,.  relativa, non al quadrato @, ,, ma al qua-
drato Q, (&, 1), che si ottiene dal precedente con la traslazione X=ur {-Z, Y=y,
Applicando il teorema del valor medio, risulta

Y
[kn), ’b“s‘g’ ML — &L — ¥)"didy + an,._s]V:
f’)

&
_ k2 2\n 2\ dE v
—A"_l[ tajlb, B Il — &)1 — ) dqdnJ +
) 3 8 v—1
T/fbr, s{E' 7}’(1 - 52.11‘1 - ng)ndé dy] t- eanr.s

il

-+ Vanr, s Ar.s ) ’

ove § & compreso fra 0 e 1.
Se p & il massimo intero inferiore a v si ha in ogni caso

o [ f fb, & )L — B (L — p)rdE
k 2 8 ,- il
B2 o, & ML — B)(L — )" dEdn + end.,,
+veud, i Y 4+ ve, A,
ed anche
b [
s [ [ i — ey — wpdgan] +
Are 33
§ 8
n kng [ 1 n
+;;_s1 [Tg/ sbhs(g’ ‘!])(1 ‘52) (1 “‘722) d& d‘Y] -+ anr, :}H"" Vanr,s

e per la nota formula del binumio di NEWTON risulta

; |
W< o 1[kf f fbr,s(éy n)(l—?)"(l—n“’)”dédn]vﬂ-
—d —3
i [:E:(‘;)ci”fl’;, "’T fb, & ML — (L — n)rdEdn |
(0 et j ﬁ),-,s(s, M(L (L — %) dEdn | -+ chT AL | - vy,
—5 3
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Applicando ora a ciascuno degli integrali che figurano al secondo membro
(eccettuato I’ultimo) la disuguaglianza di ScRwWARz-HOLDER (*') risulta

e = A, 1{ /fb (& Ml — &)"(1 — w?)"dEdn| H*—" +
+' :—_1 S' Pij(ll) ]+1A‘1.’ [ //bp_-’ )11(1 —nz)ndg d,anp—j—l +
= 5t
§ 3
+ (P‘ i l)czAg’#;[Ef./ fbr"?{g’ il — gg)”(1 —n*)"dg d‘l)] + CZ-HAg,s | +ve 4, ,,
R

ove si & posto

s 8
k,2 2
H=" [t — gyt — ) azan.

—§—38
)

Poicheé f(i — E)"dg < :—, é 0 < H < 1, e percid risulta « a fortiori »

s 98
N by 2 n
342 g—;‘— f f ’Av_l — Byl — nY)rdEdn +

3

”'s(g’n) n 2yn ]

+v% i kapr.—:l (1 — EY"(1 — %) dE dy —+
| e ‘

B PE 1__2111_ N\ qE d +05+1A,-, + ve A,.,.
+(p_1)cn %_!-js_br, s(E: "1)( E) ( 7)) £ U] , nély,

Dalla (6) tenendo presente che dall’integrabilita della funzione | p (x, ¥) I
scende « a fortiori » 1’ integrabilita della funzione |p,(x, y)|* per i =2, 3, e 1y
applicando ancora la disuguaglianza di ScHWARZ-HOLDER, risulta

O f (|4 [*der dy (per i=2, 3, ... p).
Qr,s

(1) Nell’ applicare questa disuguaglianza:
3 3 2 5 LI )
/ /Fdedy “5“ /Flddwdy}U wa—mxdy]
—5-8 = 58
si faccia o . 1

F=b,, & W[l — (L — )]s, G=[1—E)d—7)"] = .

—1

ove = assume i valori v, p, p — 1,0, 2.
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Pertanto in virtu della (3), di quanto si & ora osservato e della (6), &

[
=B e ) — P — ez

55
3
+ é*f_i:(*;)ci“ < }[ Jfipde, 9y idedy| it — gt - wyrazan +
= =58 Qr,s(E )

2 3852 [T e 9 ety —e 70 — g e
=8 =8 O s(E, 1) \

ed anche per la (7)

wh< 4HQ €, izl — E)"(1 — n*)"dEdn +

JIF

§ 9
S0 5 | [ [fipde, ml-idsarfi— g ek o
B O (3]

Sommando da 1 a m rispetto ad ambedue gli indici » e s, e tenendo
conto della (8) risulta

5 9
(9) i*’:)s = kT f f Q& 'ﬂ’ 1 —_ &2)7«( . n?)ndg d”f] +
—3 -3

+v2 “”%Npr»-fd»dy](l—s*)( 0 dE dn ik -+ e.)A,
—8 —3§

Q(C-w i

ove si & indicata con 4 l'area del quadrato @.

. . on on,,
e) Si osservi ora che, ponendo p, = =%, q, = —=

w4 T si deduce dalle ana-
loghe delle (5) e (6)

. b(")
s"r:)s :L;_J =4, |pn P
7,8

ove p, & il valore di p.(x, ¥) in un punto convenientemente scelto nel qua-

drato @, ,. Percid se nella somma Xy si passa al limite per'm— oo, fa-

7,8

cendo cio® tendere allo zero le aree dei quadrati Qr,x, si ha

ir: - []1 Pal, 9) Pz dy = Igr.),
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e dalla (9) risulta

(10) Ifm) <% / /IQ(- ozl — EP(L— 77" dEdy +
-5
3

+V2() i ]Uﬁmw yw-’dvde}(l—i) (1 —2)dE dy + (e ).
-0 —8—-8 Qs m)

f) Si divida ora il quadrato @, in 4! quadrati uguali, e di questi si
considerino quelli che appartengono completamente al campo aperto D. In-
dicato con D; I’insieme chiuso interno a D e costituito da questi quadrati,
D; & tutto contenuto in Dj,y, e, per i— oc, & m(D;)—m(D), onde Ip[n,]— Ip[m,,].
Applicando la (10) ai vari quadrati di cui & composto D;, si ottiene

[}

(11) Ifr,) < %f [Tot afizlit — E)(1 — w2y e -+

§ —3§

+v E lfjip, (z, 9) [p~idw dy + v(ch' " + ¢, m(D).

Jj

Si indichi con D; il campo aperto costituito da tutti i punti di D, che
distano da almeno un punto di D di non piu di 23, e si osservi che D; con-
tiene D, e che, per 3—0, & m(Ds)—m(D), IDs[z,]— I5[2,]-

Scelto un ¢ ad arbitrio, si prenda & abbastanza piccolo, in modo che sia
IDs[z,) — Ip2,] +¢. Poiché per E|<3, |n|<8, D, n) & sempre contenuto
in D, per tali valori di € e % risulta Ipg,xl2.] < I5[#,] +¢.

Osservando poi che, per n—oc, & ¢,—0, dalla (11) si deduce che per
tutti gli % maggiori di un certo w' & Ip[m,]<< Ip[z,] +- 2¢, e poicheé e & ad
arbitrio, risulta '

(12) lim Ip[r,] < Ip[z,).

D’altra parte 1’ integrale Ipz,] & funzione semicontinua inferiormente:
infatti, ponendo f(z, y, 2. p. q) =|p|*, si ha f,=3=v|p|~!, ove il segno &
concorde con quello di p, f,=0, e la derivata f, & continua per ogni p==0

ed anche per p =0, perche, essendo v - 1, risulta lim f, =0; si ha quindi
p—0

8, 9,20, ;05 ) =107 — [pp=Ev(p - p)ip|~' ove & & la nota funzione
di WEIERSTRASS e si deve prendere il segno positivo o il negativo secondoche
& p_-0, o p<O; e applicando il teorema del valor medio alla differenza
|[p'l»— |p] si conclude facilmente che in ogni punto (x, y) di D e per tutte
le quintuple 2, p, ¢, p', ¢ & sempre & =0.
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L’ integrale Ip[z,] & dunque quasi-regolare positivo ed essendo inoltre
f=0, per un noto teorema stabilito dal TONELLI (**), tale integrale & funzione
semiconfinua inferiormente.

Pertanto poiché, per 5 — oo, & w, (2, y)—2,(2, y). uniformemente in tutto D,
risulta
(13) lim Ipfm,] = Ipfza):

Dall’ipotesi che la frontiera di D abbia misura superficiale nulla risulta
m(D)=m(D) e percid Ip[z,] = Ip|z,| e dalle (12) e (13) si deduce 1’ esistenza
del limite di Ip[w,) e I'nguaglianza

(14) lim Ip[w, | = Ip|z,).

n—rok

che prova il teorema enunciato.
OSSERVAZIONE. — Il teorema ora dimostrato sussiste anche, se & v >1,

v'=1. Cosi, per esempio se & v=1 gli integrali /ﬁpn | dxdy sono in D equi-

doppiamente assolutamente continui (*¢) e si ha, per il teorema d’integrazione
per serie del VITALI, per #— oo

]ﬂ Palz, y)| de dy-—»/ﬁpo(x, Y) | dx dy.
5 /s

4. Nuovo enunciato del teorema III. — Il teorema del n.° precedente &
ancora valido anche se la frontiera del campo D ha misura superficiale po-
sitiva, purch® su di essa la funzione z,(z, %) sia costante. In tal caso il teo-
rema si enuncia nei seguenti termini:

Sia D un campo aperto limitato del piano (X, y) e sia z(X, y) una fun-
zione definitd e continua in D, la quale sia assolutamente continua in D, sia
costante sulla frontiera di D, e tale da rendere finiti gli integrali

[ o [

ove v, v sono due numeri qualunque maggiors di 1.
Se Q, ¢ un quadrato a lati paralleli agli assi coordinati contenente mel

" dx dy,

suo interno D, sotto queste ipotesi é possibile continuare la funzione z,(X, y),
fuori di D, in tutto Qo in modo che risulli continua in Q,, e assolutamente
continua in Q,; inolire costruita la successione dei polinomi di Stieltjes (X, y).

() Vedi L. ToNeLLI, luogo cit. in (!), n.° 13,
('®) Vedi L. ToNELLI, luogo cit. in (1),
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m=1, 2,..) della funzione z,(x, y), considerata in Q,, risulta, per n— oo,
To(X, y)—2%(X, y), uniformemente in tutto D;

[J[ 5 fawdy— ] 52 [away; [[| G| away—[f
D D b D
Basta limitarsi alla considerazione dell integrale

Iojz,) = [
D

poich® per 1’altro integrale si ripete lo stesso procedimento.-

Si pud sempre supporre che il quadrato ¢, del piano (2, y) sia il qua-
drato di vertici opposti (0, 0) e (1, 1).

Indicato con C il valore (costante) della funzione z,(z, y) sulla frontiera I
di D, e posto z(x, y)=C in tutti i punti di Q, esterni a D, la funzione

Y dz dy.

)
oy

"ds dy,

%
ox

Z,(v, y) risulta evidentemente continua in tutto Q,, e inoltre, come ha dimo-
strato il ToNELLI ('7), essa risulta assolutamente continua in @,. Si osservi

poi che in tutti i punti di @, esterni a D la derivata parziale g;f (analoga

osservazione vale anche per la Ziy”) esiste ed & nulla e che inoltre, come ha

provato il TONELLI, questa derivata esiste ed & nulla quasi dappertutto sulla
frontiera I' di D. Ne segue '
(15) - Ig,#0] = Ip[2,] = Ip(2,],

e percid l'integrale Ig[z,) esiste finito. Sono dunque verificate tutte le ipotesi
del teorema del n.° 3 (eccezion fatta per quella relativa alla misura di I') e
si pud quindi ripetere tutta la dimostrazione del n.° 3 a partire dalla fine -
del capoverso b), temendo presente che al campo D, del n.° 3 si pud ora
sostituire il quadrato ¢,.

Risunltano percid valide le disuguaglianze (12) e (13) dalle quali, tenendo
ora presente la (15), si deduce la (14). -

OSSERVAZIONE. — Anche questo feorema sussiste se si suppone v =1,
v =>1.
5. Lemma. — Sioc D uwn campo aperto limitato del piano (x, y) e sia

g%, ¥, 2, p, qQ) una [unzione finita e continua in tutti ¢ punti (x, y) del cor-
rispondente campo chinso D e per tutti i valori finiti di 3, p, O, e sia sempre

g, ¥, 2, p, ¢ =0.

(*7) Vedi L. TONEI;LI, luogo cit. in (), n.° 6.
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Sia poi z\(x, y) uka funzione definita e continua in D, la quale sia assoluta-
mente continua in D, e tale che esista finito | integrale

Tzl = [[90%, ¥, 2@, 9), D, 9), @il y)dedy,
D

__ 07 __ o2
00N Po =25 Qo ="
Allora se

2= 2,(z, ¥y), n=1,2,..),

¢ una successione di funzioni finite e continue, colle loro derivate parziali del

primo ordine, in tutti i punti di D, e se, per n— oo, é

Zn(X, ¥)—Z(X, y), uniformemente in tutto D,

M%—:ﬂwpo(x, Y), az%?z’”—»qo(z, Y), quasi dappertutto in D,
Jo[2,] —Jp[2,],
glé integrals
ol a " 0 n D
/]g(’v Y s s o )dwdy, (n=1,2,.),

sono tutts, in D, funzioni equidoppiammente assolutamente continue (**).
Poiché lim Jp[z,,] = Jp|#,], preso un o ad arbitrio, si pud determinare un

N —> 00

numero intero n, > 0, tale che per ogni n > n,, sia

(16) [/J;q(q;, Y, s %‘, g?’)dxdy —]D];q(.v, Yy 2oy Py, Qold dy’ < o.

Indicato con Eg l'insieme dei punti di D, in cui esistono ambedue le
derivate po(z, %), q,(z, y), ed & p) + ¢, < 2R’, si prenda R abbastanza grande,
affinché sia

(17) f /g(x, Yr %05 Do, Q)dndy — | 92 9, 20, Py, @u)deody < o.
D ER

(**) Ciog, preso un % >0, ad arbitrio, & possibile determinare un &> 0, tale che per
ogni gruppo R,, R,,.., RB,, di rettangoli di D, non sovrapponentisi, a lati paralleli agli assi
coordinati e di area complessiva minore di g, sia per tutti gli =,

m . o2 e
b 08n  02n )
g:l//‘g(x’ Yy By, P ay) ducdy <y
R

Cfr. la gdimostrazione del presente lemma con quella data dal TONELLI al n.° 141, ¢)
dell’ opera citata per terza in (2).
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.. . 1 . . . c 9. o . . 2,2 2,12 R
Si indichi poi con Eg, I’insieme dei punti di Eg, in cui & {%} t B—y”] < 4R*.
. . . . oz cz 02 02,
S aQ : " - n_ . n__, n n
Poiché, quasi dappertutto in D, per #—oc, & it Y R /(% le T 3y COn

vergono pressoché uniformemente verso le p,, ¢, rispettivamente; pertanto
poiche, per n—oc, & z,(z, y)—=~z(v, y) uniformemente in D, si pud determi-
nare un intero %, > n,, in modo che, per ogni n > n,, sia

U8 [folw g w2 Srdedy— [Jgt, g, 20, v, g)dwdy | < s
ER’n ER.’VL
ed anche
(19) JJot. . 20, os ldedy — |[ote, v, 2., o g)dwdy < o.
ER ER, o

Dalle (16) e (18) risulta

_U;q('v? Y Zns %) A%%n>dxdy_j];(/1-”7 Y 205 Do» ¢o)d2 dy‘ < 20,
D—ERn D=ER,n

e per le (17) e (1Y) segue da quest’ ultima

(20) Ug(:v, Yy 2 s %, %”)d%d@/ < 4o,
D—ER,n
la quale, tenuto fisso R, vale per ogni n > mn,.

Poich® le funzioni z,(r, y), per # — oo, convergono uniformemente in
tutto D verso z,(¢, ¥), e questa funzione & continua in tutto D e quindi anche
limitata, le funzioni z,(v, y) risultano in tutto D (e per qualunque %) in
modulo ugualmente limitate; sia M tale massimo modulo. Si indichi poi
con L il massimo modulo della funzione g(r, ¥, z, p, q) per ogni (z, y) di D,
|z <M, |p|<2R, |q|<2RK.

Se E & un insieme qualunque di D di misura inferiore a 3 con &' < Z,

indicata con E' la parte di F, contenuta in D — Eg ,, risulta
. 2 - . ..
Ug(x, Ys Zn s —a%”, %)dxdy:/]... +j/ <ff + o,
E B EZEE '
ed inoltre, se n >n,, ¢ in virth della (20)
oy

Ug(x, Yy Zn s %, a—zﬂ)<4o+c: J0.
E

Quest’ ultima disuguaglianza & dunque verificata per n =mn, + 1, %, + 2,....

Annali di Matematica, Serie IV, Tomo XI. 10
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D’altra parte, per una nota proprietd dell’integrale di LEBESGUE, si pud
determinare un numero positivo 3" tale che, per ogni insieme F di D di
NUG

misura superficiale inferiore a 2", risulti

02y %y

U!](% Y20y 25 ;y—)dw dy <o, - (per n=1,2,...n,).
'E
Pertanto, indicato con & il minore dei due numeri &', &”, per ogni gruppo
di rettangoli R; di D, a lati paralleli agli assi coordinati, non sovrapponentisi
e di area complessiva minore di 8, risulta

5 ”g(x, Uy 2, 02 ﬁ)dm dy < bs

cx’ oy

R;

e con cid, poiché o & arbitrario, ed & sempre g =0, il lemma ¢ dimostrato.

6. Corollari del teorema III. — Dai teoremi dei ni 3 e 4, in virti del
lemma del n.° 5, si deducono immediatamente due corollari
a) Sia D un campo aperto limitato del piano (X, y), la cui fronliera
abbia wmisura (superficiale) nulla: sia f(x, y, z, p, q) una [unzione finita e
continua in tutti i punti (x, y) di D, e per tutti i valoréi finiti di z. p, q e
sia 7,(X, y) una funzione definita e continua in D, la quale sia assolutamente
continua in D e tale da rendere finito U integrale

Inlz] = [[f(e, 3. 2 9), polevs ), Gl yhda dy.
D

Si supponga poi che esista un nuovo campo aperto limitato D', contenente D,
tale che la funzione i(x, y, 2, p, q) sia finita e continua anche per ogni (X, y)
di D' e per tutti i valori finiti di =z, p, q, che la funzione z,(x, y) si possa
continuare fuori di D in D', in modo da essere continua in D' e assolutamente
continua in D' e da rendere finito U integrale Ip(z,] e che inoltre, indicato
con K' il massimo modulo di z,(x, y) in D', si possano delerminare otto nu-
meri v, >1, v, >1, A, -0, A, >0, A\, >0. A -0, N\ -0, A/, quest’ ultimo
anche negativo, in modo che risulti

21 A/ pr+Agr+ N <|fle,yzapg < A pr+A g+ A,

per ogni (X, ) di D, per |z|<<K 4 1 e per tutle le coppie p, q.

Allora, considerato un wnuovo campo aperto limitato D,, contenente D e
tutto contenuto insieme colla sua frontiera in D', e costruita la successione dei
polinomi di Stieltjes my(x, y). (n=1. 2,...) della funzione z,x. y). considerata
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in D/, risulta, n— oo,
(X, ¥)—%,(X, y), uniformemente in tutto D,
Ip(ma]— Ip|z,].

Poiche 1'integeale Ip({z,] ¢ finito esistono pure finiti. in virti della (21),

gli integrali

fipe, wirdedy,  [f e, 9)|=dzdy.
D b

Quindi per il teorema del n.° 3, considerato un campo aperto limitato D,
contenente D, e tutto contenuto, insieme con la sua frontiera. in D' e co-
struita la successione =, (z, y), (k =1, 2,...) dei polinomi di STIELTJES della

funzione z,(, y), considerata in D, , risulta, per n— oc,

7,(z, y¥)~—2,(z, ¥), uniformemente in tutto D.

[ﬂpn(% y) v dz dy——-‘/ﬁpo(m, Y) [dx dy,
D

D

f ﬂ 9n(, Y) [dady — f ﬂ ¢\, y) dedy.
D D

Pertanto, poiché per una neta proprietd dei polinomi di STIELTJES, quasi
dappertutto in D, per #—oc, &

(22) Pn(x, ?/)'—*Po(x, y); Qn(x: y)"’Qo(fv: y))'

si. pud applicare il lemma del n.® 5; percid gli integrali

ff(p,,(x, Y) |"dx dy, f/| ¢.(x, y) |=dx dy (r=1,2,..)

sono, in D, funzioni equidoppiamente assolutamente continue .e in virta
della (21} anche gli integrali

]ff (@ 3. %@ 1), Dol 9), .l Yz dy

godono della stessa proprieta.
Essendo inoltre per le (22), per n-— oo,

f("@ Y, 11:,,(.'1:, y); Yo Q;,)'—’f(-’t, Y, ZB(IL', y)7 Das Qo)

quasi dappertutto in D, & applicabile il noto teorema d’integrazione per serie
di VITALI e risulfa
. lim ID[TC,,] == Ip[zo].

N —r0c
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B) Sia D un campo aperto limitato del piano (x, y), sia f(x, y, z p, q)
una funzione finita e continua in tutti @ punti (x, y) del corrispondente campo
chiuso D e per tutti i valori finiti di s, p, q, e sia z,(x, ¥) una funzione de-
finita e continua in D, la quale sia assolutamente continua in D, costante
sullae frontiera T' di D e tale da rendere finito I integrale

Tnlz,) = | [f1e, y. 2be, ), D2, ). @, yhidedy.
D
Si supponga poi, indicato con K il massimo modulo della funzione u(x, y)
in D, che si possano determinare otto nwmeri v, =1, vp=>1, A, -0, A, 0,
A, >0 A'>0, A 10, A/, quest’ultimo anche negativo, in modo che risulti

(23) A [pl+ A [qPed4 Ay, 2, p, g | <A [p A, g A,

per ogni (X, y) di D. per |z|<<K- 1 e per tutte le coppie p. q.

Sotto queste ipotesi, se Q, & un quadralo a lati paralleli agli assi coor-
dinati, contenente nel suo interno D, é possibile continuare la funzione z(x. y)
fuori di D in tutto Q,, in modo che risulti continua in Q,, e assolulamente
continua in Q,; inoltre, costruita la successione dei polinomi di Stieltjes wy(x, y),
(n=1, 2,..) della funzione =z,(x, y). considerata in Q,. risulia, per n— oo,

(X, ¥)— %,(X, ¥), uniformemente in tutio D,
Ip[rma]—Tplz).

Poiché Iintegrale Ip[z,] ¢ finito esistono pure finiti. in virtu della (23),
anche gli integrali

”|p0(;v, y) [ dedy, //[ Qol, ) 2dx dy.

D D
Si pud quindi applicare il teorema del n.° 4; procedendo poi come in 2) si
prova 1’ asserto.

7. Osservazioni sui corollari del n.° 6. — «) K opportuno rilevare che
le proposizioni del n.° 6 sussistono anche se, essendo v, =1, & A/ =0; ed
analogamente se, essendo v, =0, &¢ A/ =0.

Basta infatti ripetere le dimostrazioni del n.° 6, tenendo presente che

essendo D interno al campo D, (al quadrato @,). dalle ipotesi ivi fatte segue

che gli integrali W8 y) | dedy, ”q,, &, y) | dedy, (n=—1, 2,...) sono in D
2 g e U (C2)

funzioni equidoppiamente assolutamente continue.
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B) E evidente che se la funzione f(x, y, 2, p, ) & indipendente da una
delle variabili p, g. per esempio, per fissare le idee, dalla g. nelle condi-
zioni (21) e (23) si deve fare A, = A, =0.

§ IL

8. Teorema IV, Sia ®(n) una funzione definita per u=0, non negativa
e insieme con la sua derivata prima continua e non decrescente.

Sia poi (X, y) una funzione assolutamente continua nel campo aperto
limitato D, continua in tutlo il campo chiuso D corrispondente, e tale inoltre
che esista finito U integrale

Iplz,] ———'ﬂ@ (Vp; -+ gz dy,
D

con p, :f@’, q,,:izj‘.
X cy

Supposto che la funzione z(x, y) si possa continuare fuori di D in un

campo aperto limitato D', contenente D, in wmodo da essere assolutamente con-

tinua in 1V, e da rendere finito U integrale Ip|z,), é possibile determinare una

successione di funzioni zn(X, y), (n =1, 2....), continue, insieme con le loro de-

rivate parziali del primo ordine in tutto un nuovo campo aperto limitato D,

contenente D e opportusamente scelto, in modo che risulti, per n— oo,

ZnlX, ¥) = %4(X, ¥), uniformemente in D,
In(zn]~— In[z,].

@) Si pud sempre supporre che il campo I’ sia tutto contenuto nel
quadrato @, del piano (z, y) di vertici opposti (0, 0) e (1, 1).

Continuata la funzione z,(x, y) in tutto D' in modo da essere anche in
tal campo assolutamente continua e da rendere finito I'integrale Ip|z,], si
osservi che, poich® tutti i punti di D appartengono a I’ e sono quindi in-
terni a I, la minima distanza fra la frontiera di D e quella di D' é sicura-
mente positiva; indicatala con 2, si consideri il campo D, costituito da tutti

i punti di D' che distano da almeno un punto di D di non piu di ;

La funzione z,z, ) risulta in tal modo continua in tutto D, e assoluta-
mente continua in D, e l'integrale Ip[#,] & certamente finito, essendo mi-
nore di Ip/z,).
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Scelto un numero positivo &< 7 si considerino in D, le funzioni (*°)

h, h,
1 : " [y
(24) 2.2, y) = 4T”2/ /zo(x +& ¥+ n)dEdy, (r=1,2,..),
—hy —hy,

. )
ove si & posto h,,:;t
La funzione z,(x, ) risulta continua in tutto I,, insieme con le sue

derivate pargiali (*')
Iy,

o
Pl )=y o fEd@ 4 Ry g ) 2l T, gl

7
I,

1 , , .
Q. (®, ?/)*—:;E; /[zotv VS y4h) —zle w50y — ks

n

Inoltre al tendere di n all’ infinito & z,(¥, ¥)— 2 (, y) uniformemente in tutto D.
Infatti in virth dell’ uniforme continuitd della funzione z,4r, y) in tutto D, ,
preso ad arbifrio un ¢ _~ 0, si pud determinare un numero positivo o tale
che in ogni quadrato di D, di lato non snperiore a g, I’oscillazione della
2,7, y) sia minore di e. Sia n il piu piccolo numero intero positivo tale che

per ogni % > n risulti Z < o. Allora, tenuta presente la (24), per tutti gli

n > n risulta in tutto D
| Za(2, ¥) — 2%, y)| <e
Si osservi poi che per n—oc & quasi dappertutto in D, p,(z, ) — p.(z, ¥),
q.(x, ¥)—q,(, ). Infatti si ha
hn h?L
1 i [t fod
p.i®, Y) = J;h?f [pdx + & y+-n)didy,

Hn n

e poiche, per n—oo, & h,—0, il

1 h'u h,w
nl—iinm mj w}po(ﬂ; 4 &yt ndidy
—hy —HRy,

{1¥) Tali funzioni sono state considerate dal ToxELLI nel luogo ecit. in 3),
2y (2, ) )= Ezp(> y)

(2°) In tutto il § IL &: p,,(x, y) = = 2y

s gulxy, Y

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1



S. CinqQuINI: Sull’ approssimazione delle funzioni di due variabili 315

x y
8, per definizione, la derivata totale (*') della funzione f fpo(x, y)dx dy (ove (c,, ¢,)
C; Cy
& un punto di D) e percid, quasi dappertutto in D, & uguale a p,(z, y): dunque
quasi dappertutto in D, &, per n—oc '
pv(x’ y)-—vpo(w, Y).
Analogamente per q.(z, ¥).
" Ne segue che, quasi dappertutto in D, &, per n—oo

(25) O(Vpa® + ¢u*) =~ B(VD* + ).
b) Si tratta ora di dimostrare che gli integrali f O(Vp.* + q,.%)dzxdy.

(n =1, 2,...) sono in D funzioni equidoppiamente assolutamente continue.

A tal uvopo si consideri un qualunque rettangolo R del piano (z, ) a lati
paralleli agli assi coordinati e tutto contenuto nel campo aperto D.

Si dividano i lati di R paralleli all’asse delle « in m parti uguali me-
diante i punti di ascisse x, <®, <=, <..<%,,, e quelli paralleli all’asse
delle y pure in m parti uguali mediante i punti di coordinate y, <y, <
< Yy < .. < Ym. Per i punti di divisione ottenuti si conducano le parallele
agli assi coordinati: in tal modo E viene diviso in m? rettangoli uguali
Bye=[r,-, =2z<u,, yt—lgygyt]’ (s, t=1, 2,.. m]. Posto (* )

g, ¢ =‘ﬁ;o('5> Y)) — 2o(% Yo )lAz |, b, = '/ o(@s 5 Y) — 2o(T—y y)ldy ,

Lg—y Yi—1i

m—ﬂmm
By,

2 2 )
Vas,t + bs,t \)

st 7

s1 consideri 1’ espressione
e it |

'e la sommay2 9, , estesa a tutti i rettangoli B, ..
t

Essendo, per 1’assoluta continuita della z,(, y) in D,

/

Sam—fﬁMymw}MQMymww
(27} Ls—1 Yt—1 s:t

? ba, t— f/pu(x7 y)dx dyII ’

\ (281

(2!) Vedi G. VitaLl, Sui gruppi di punti ecc., « Atti della R. Accademia delle Scienze
di Torino », vol. XLIIT (1907-8).
(22) Cfr. L. TonELLI, luogo cit. in (f), n.° 2.
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applicando una nota disugnaglianza (*%, risulta

ol o)

:Ps,t:As,tq) Byt A: By
[ [V + g day [[Voi+didzy
<4, @\ ot - —=A, O Bt
st /da:dy

811

In virtu della nota disnguaglianza di JENSEN (*), che & applicabile per
fe ipotesi fatte sulla funzione ®, tenendo conto che Ipz,] esiste finito, si ha

[ [V D+ G)imdy
Ps,t gA-s, tRsyt“———‘ :-/-/‘I)(Vpé -+ qg)dwdy,
/ dw dy Rss 14 '
Rs’t
(28) 290 }fb( VP + @)dzdy.
! B

¢) Siano ay}, b1, o) le espressioni, analoghe alle a,,;, b,,;, @,,¢, Ter
lative alla funziome z,(r, y). Risulta, tenendo conto della (24),

(nl—I/ZH x, yt 2/'" z, yt—i) dxlg

Ls—1
h h’n
1
i f/ (2ol +- & ¥ 1) — 24+ & 9o, + )}dz | dEdny <
~hy —hy, ©s—,
hy, by,
= 2/'/3: (& m)dgdn,

dove a,, (& 7) indica 1 espressione a, . relativa, non al rettangolo R, ., ma

2 2 o 2
®3) []f[ f|dx dy} + {fﬁ g /| de dy] = [f V2 + g2 de dy} , disuguaglianza usata dal To-
D D D
~ELLI nel luogo cit. in (%), n.° 5.

(#¥) Vedi J. L. W. V. JENSEN, Sur les fonctions convexes ecc., « Acta Mathematica »,
T. 30 (1906), pag. 186, n.° 4,
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al rettangolo R, (&, 7), che si oftiene dal precedente con la traslazione
X=2-+§ Y=y+. Analogamente si ha

bﬁ’f’sm—;/ jb,,,&, n)dE .
Quindi

oM — 4, @(V[aquﬂ—[vm )

s?t

[ by, Ton
l/[yj”a'/ @, 48 M dédn} { / / JE, m)dEdy|’

< A4, ,® n " Pn
o ot As,t

e, applicando una disuguaglianza gia usata [**), risulta

hy hy, )
V 2
@m>A&®Mu//“”@A+%£”an.
. n h st
o Iy
Tenendo conto che 4h,* :/ fd& dn, ed applicando poi la disuguaglianza
. —hy—h, -
di JENSEN, si ha
‘ by By, '
Va,, + b2
G f;:;éf of Yeule ) Bl ) g,
Zh, =h,
e tenendo conto della (26)
. R, by,
=g fou dE mydEan.
. _hn _hn

Sommando da 1 ad m rispetto ad ambedue gli indici s, ¢, e ‘tenendo conto
della (28) risulta

(29) g‘% = 4—h_éf / [ff Vpo -+ qo)d“’d?/]dgdﬂ
' — b — b, BiE )

(*) Vedi nota (23).

Annali dé Matematica, Serie IV, Tomo XI. 1
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d) Si osservi che dalle analoghe delle (27) si deduce

It m)12 2 _
ot =, o0 (VB DO ) oviE 550,

ove 17,,, E,, sono i valori di p,, ¢, in due punti convenientemente scelti nel
rettangolo R, ;. Tenendo conto della continuita delle derivate parziali p, ¢ q,,,
e della continuita della funzione @, si ha

2ol =24, 0 (V5 + ) +e,,
3, 8,

ove p, e ¢, sono i valori di p,,, ¢. in uno stesso punto di R, ,, ed & ¢, —0,
per im— oo, cioé al tendere allo zero di tutte e differenze x;—2,_,, y,—y,_,.
Facendo tale passaggio al limite risulta

S ot | ﬁbw Pt @ )dw dy.

5t

Dalla (29) si ha quindi
hy hy,

(30) j O(Vp,* - galdedy < g f [ [ @ (vo}+ g)andy|dzan.
Ll by F(E, )

Poiche I’integrale Ip(z,] esiste finito, preso un ¢, - O ad arbitrio, si pud
determinare un 3, tale che per ogni gruppo di rettangoli E/, R,/,.. B, ap-
parténenti a D', senza punti interni comuni, a lati paralleli agli assi coordi-
nati e di area complessiva < 3,, risulti

qu) Vpo -+ QO)dxdy < €y
i=1

Allora per ogni gruppo di rettangoli R,, R,,... E,, appartenenti a D, senza
punti interni eomuni, a lati paralleli agli assi coordinati e di area com-
plessiva < &,, risulta dalla (30), in virta di quest’ ultima

Il
5 [ [orvervganty <,
i=1
per qualunque valore di %; e poich® & sempre ®=>0, si conclude che gli

integrali f f(I)(\/p,, + q.Y)dedy, (n =1, 2,..) sono, in D, funzioni equidoppia-

mente assolutamente contmue.
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Da tale proprieta e dalla (25) in virtd del noto teorema d’integrazione
per serie del VITALI risulta

lim ’ ‘ (Vp. + g, )dzdy = ” (VP2 + qA)dedy.

N — 00,

‘D D

9. Nuovo enunciato del teorema IV. — L’enunciato del teorema del nu-
mero precedente assume una forma pitt semplice quando la funzione z(z, y)
& costante sulla frontiera del campo.

Sia ®(u) una funzione definita per u =0, non negativa e, insieme con
la sua derivata prima, conlinua e non decrescente.

Sia poi zX, y) una funzione assolutamente continua nel campo aperto
limitato D, continua in tutto il campo chiuso D corrispondente. costante sulla
frontiera di D, e tale inoltre che esista finito U integrale

f [@ v+ ghdzay,

— % e

con p"_EX’ (]o——ay-
Allora é possibile determinare una successione di funzioni z,(x, y), con-
tinue insieme con le loro derivate parziali del primo ordine, in tutlo un nuovo

campo aperto limitato D,, contenente D, in modo che risulti, per n— oo,

12

Zn(X, J) — 2o(X, y), uniformemente in D,
ID[ZH]—-’ID[ZO].

Sia ), un quadrato del piano (%, y) a lati paralleli agli assi coordinati,
nel cui énterno sia contenuto il campo D.

Indicato con C il valore (costante) della funzione zyz, y) sulla frontiera
I' di D, e posto z,(r, )= C in tutti i punti di @, esterni a D, la funzione
22, y) & evidentemente continua in tutto Q,, e inoltre, come ha dimostrato
il ToNELLI (*°) in caso analogo, essa risulta assolutamente continua in Q,.
Si osservi poi che in tutti i punti di @, esterni a D le derivate parziali
pole, Y, q @, y) esistono e sono ambhedue nulle, e che inoltre, come ha pro-
vato il ToNELLI, queste esistono e sono nulle gunasi dappertutto sulla fron-
tiera I' di 7). Ne segue che l'integrale Iy [z,] esiste finito.

Sono dunque verificate tutte le ipotesi del teorema del n.° precedente:
e cid basta per provare il teorema enunciato nel presente n.°.

(*) Vedi L. ToNELLI luogo cit. in (17).
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10. Osservazione sul teorema IV. — I teoremi dei ni. 8 e 9 continuano a

sussistere anche sostituendo nei rispettivi enunciati all’ integrale //;D[\ p:+ q})dxdy,
D

uno qualunque dei due integrali

[P, dedy. [0 g, )dady.
D

D

11. Teorema generale. — Dai teoremi dei n! 8 e 9, tenendo presente
I’ osservazione del n.° 10, si deducono facilmente i seguenti teoremi:
a) Sia D wn campo aperto limitato del piano (x.y), sia f(x, y. z, p, q)
wna funsione finita e continua in tutti i punti (x.y) del campo chiuso D
corrispondente e per tutlti i valori finiti di z, p, q, e sia poi z(x, y} una
funzione assolutamente continua in D, continua in tutto D, e tale inolire
che esista finito U integrale

Infzg) = [[f(5 9, 2@ y), pida, g ¢l yhdedy,

D
con p, = 2° — o
Po=oxr =5

Si supponga poi che esista un nuovo campo aperto limitato D', conte-
nente D, in modo che la funzione f(x, y, 2, p, q) sia finita e continua per
ogni (x, y) dé D, e per tutti i valori finiti di z, P, q, che la funzione z,(x, y)
st possa continuare fuori di D in tutto D', in modo da essere continua in D,
assolutamente continua in D', e da rendere finito ' integrale Ip.|z,). e che inoltre
indicato con K’ il wmassimo wmodulo di z(x, y) in D si possano determinare
tre funzioni @ ,(u), ®,(u), P, (u), ognuna delle quali sia definita per v =0, sia
non megativa e, insieme con la propria derivala prima, conlinua e non decre-
scente, e ofto wimeri A, >0, A, >0, A, >0, \, -0, A'>0, A)>0, A/ 0, A/,
quest’ ultimo anche wegativo, in modo che risulti

(31) AONP +¢q) + A Op ) +ADqg )+, <
< fleyap “APNP +@)4 AD(p )+ N0 (g )+ A,

per ogni (x, y) di D', per ogni 2| <K' i 1 e per tulle le coppie p, q.

Sotto queste ipotesi é possibile determinare una successione di funzioni
(X, ¥), (m=1, 2,...), continue insieme con le loro derivate parziali del primo
ordine in tutto un campo aperto limitato D,. contenente D, e tutto contenuto,
insieme con la sua frontiera in D' e opportunamente scelto, in modo che ri-
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sulti, per n— oc,
Zn(X, y)—2,(X, y). uniformemente in tutto D,
T[] — Ip[Z,].

Si pud sempre supporre che il campo D' sia tutto contenuto nel qua-
drato @, del piano (z, y) di vertici opposti (0, 0) e (1, 1).

Continuata la funzione z/(x, y) in tutto D’ in modo da essere assoluta-
mente continna anche in tal campo e da rendere finito I'integrale Ip/(z,], per
la (31) esistono finiti i tre integrali

[|@(v0} + G)dwdy, || 1p,)awdy, |[,(]q,|)dxdy.
b b D
Riesaminando la dimostrazione del teorema del n.° 8 e tenendo poi pre-
sente ’osservazione del n.° 10, si vede che ¢ possibile determinare una suc-
cessione di funzioni z,(%, y), (n =1, 2,...) (*'), continue insieme con le loro
derivate parziali del primo ordine in tutto un nuovo campo aperto limitato D,,
definito nella dimostrazione del n.° 8, e tali che
a) sia per #— oo

Znl®, Y)— 2,\@, y), uniformemente in tutto D,
Pal®, )2, Y), @al®. y)—q.(%, ), quasi dappertutto in D,

b) gli integrali
[fovpi ¥ aaedy, [[o(1p.Ddsdy, [[@lq, Ndrdy, (n=1,2,..)

siano tutti, in D, funzioni equidoppiamente assolutamente continue.
Per la proprietd a) &, quasi dappertutto in D, per n— o,

f(:b, Y 20y Pus Qu)_—'f(‘vﬁ Y, %> pO? QO)y
e per la proprietd b) si deduce dalla (31) che gli integrali

[[ (e, 9, 200 20 qu) deay, m=1,2,..)

sono, in D, funzioni equidoppiamente assolutamente continue.
Pertanto applicando il noto teorema d’integrazione per serie del VITALI

risulta
lim Iplz.] = Ip|2,)-

N —> 00

(*) Si tenga presente che, coniinuata la funzione 2,(%; y) in tutto D', le funzioni 2,(x, ¥)
definite al n.° 8 dipendono soltanto dai valori della 2y(&. ¥) in D', e non dalla funzione .
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B) Sia D un campo aperto limitato del piano (x, y), sia f(x, y, z, p, q)
una funzione finita e continua ‘in tutti i punti (x, y) del corrispondente campo
chiuso D e per tutti i valori finiti di z, p, q, € sia z,(X, y) una funzione de-
finita e continua in D, la quale sia assolutamente continua in D, sia costante
sulla frontiera T di D, e fale inolire che esista finilo U inlegrale

zo]:/-ff(ﬂ?; Y, zo(x, y), po(m, y’, qo(w’ y)’d.{vdy.
D

Si supponga poi che indicato con K il massimo modulo di zy(x, y) in D,
si possamo determinare tre funzioni @ (u), @,(u), P,(v), ciascuna delle quali
sia definita per u=>0, sia wnon negativa e, insieme con la propria derivala
prima, continua e mon decrescente, e ofto numeri A, 0, A, -0, A, >0,
A, >0 AY>0, Ay >0, A -0, A/, quest ultimo anche megativo, in modo
che risulti
(31) AR (VP + ) + A/ p]) + A,y q]) + A/ <

<If@y,2p 0 < AP N + @)+ AD,(p))+A,D, 1 ql)+A,,

per ogni (x, y) di D, per ogni (2| << K + 1 e per tulte le coppie p, q

Sotto queste ipotesi ¢ possibile determinare una successione di funzioni
(X, y), (n==1, 2,..), continue insieme con le loro derivale parziali del primo
ordine in tutto un nuovo campo aperto limitato D,, contenente D, in wmodo
che risulli, per n— oc,

ZalX, ¥) — 24X, ¥), uniformemente in tutto D,
Ip[zn]— In[zg).

Basta ripetere la dimostrazione fatta in a), facendo la seguente modifi-
cazione:

Dall’ipotesi che esista finito 1’integrale Ip|zy] risulta per la (31) che esi-
stono finiti i tre integrali

Il = [[®.(VeE + qidudy, 1§)z,) ][cbql palVidy,

D

18z0) = [[(] g0 )y,

D

E possibile, ripetendo le considerazioni del n,° 9, continuare la funzione
Zolv, ¥) in tutto Q,, in modo che risult1 continua in Q,, assolutamente con-
9
tinua in Q, e che esistano finiti i tre integrali I [zO] I'Ql[ao] IQO[ZOJ
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12, Osservazioni. x) F opportuno rilevare che i teoremi del m.0 prece-
dente continuano a sussistere se & verificata una qualunque delle tre sequenti
ipotesi :
A, =A'=0; A,=A=0; A,=A/=0;

inoltre essi sussistono anche se sono wverificate contemmporaneainente dine qua-
lunque delle precedenti ipotesi ed anche contemporaneamente tutte e tre.

3) Si osservi poi che, tenendo conto dell’ osservazione fatta in «), le
ipotesi fatte mei nt! 3, 4, 6 e 7 del § 1 rientrano come caso particolare in
quelle del n.c 11. Basta fare nella (31) A, =A'=0, e prendere @2(d)=u“l,
D, (u) =wu, con v, >1, v,=1. Se poi & v, =1 o v, =1, si pud fare nella (31)
A/ =0 o A,/ =0 rispettivamente. Se la funzione f(z, y, 2, p, ¢) non dipende
o dalla p o dalla ¢, si pud fare nella (31) A,=A,’=0 o A,=A=0 rispet-
tivamente.
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Sur I’emploi de relations globales dans quélques

problémes physiques.

Par N. THEODORESCO (& Bucarest).

PREMIERE PARTIE

Les problémes d’équilibre relatifs aux milieux continus ont toujours
attiré 1’ attention des chercheurs autant par leur beauté que par les diffi-
cultés qui 8’y présentent, et qui semblent différer d’un cas a 1’ autre.

En effet, malgré leurs origines communes, les divers systémes d’équa-
tions aux dérivées partielles auxquels on raméne 1’étude du phénoméne,
posent des problémes assez variés.

D’autre part, I’intégration de ces systémes introduit des conditions
génantes & 1’égard des données, ce qui restreint souvent sensiblement le
degré de généralité des solutions.

En méme temps, un phénoméne d’éqguilibre n’étant pas local mais
global, c’est-a-dire intéressant toute portion détachée par la pensée dans le
milieu considéré, il ne saurait étre exprimé dans toutée sa généralité a 1’ aide
des équations aux dérivées partielles.

Les difficultés que nous venons d’énumérer se rencontrent dans toute
question physique, et ont ét6 remarquées depunis longtemps.

Elles sont dues en premier lieu & notre fagon d’envisager les phéno-
ménes, au passage & la limite auquel on raméne toujours les méthodes de
caleul.

Il existe pourtant, & 1’heure actuelle, bien des tendances vers une autre
interprétation des faits & 1’aide de relations globales, comme celles de M. M. G.
BouLieAND () pour le probléeme de NEUMANN, Evans (}) pour le probléme
de DIrIcHLET, OSEEN (%) pour les équations des fluides visqueux.

(!) G. BOouL1GAND, Sur guelques problémes de la dynamique des fluides, Paris 1930.
(?) &. C. Evans, Fundamental points of potential theory, (<« Rice Inst. Pamphlet »,
vol. 7, 1920).

(®) C. W. OseEN, Neure Methoden und Ergebunisse in der Hydrodynamik, Leipzig 1927.
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1. Nous nous proposons de montrer comment on peut envisager le probléme
d’ équilibre d’ un wmiliew continu en partant des équations générales sous forme
globale, ¢’ est-a-dire en exprimant les théorémes généraux de la résuliante gé-
nérale et du moment résullant et comment on peut remonter par wune wvoie
simple et naturelle de la distribution des forces massiques données & celle des
pressions, lensions, vilesses, suivant le cas, en w introduisant quw un nombre
réduit de restrictions.

Nous traiterons d’abord le cas du plan, par une méthode gqu’on peut
rattacher & la dérivée aréolaire due & M. D. POMPEIU, sous la forme générale
que nous lui avons donnée dans notre Thése ().

Toutefois, les raisonnements qui vont suivre, n’exigent pas une étude
préliminaire de cette notion.

Désignons — suivant les notations classiques — par X(z, y), Y(r, y) les
forces massiques données en chaque point intérieur d’un milieu contind et
exprimées par deux fonctions bornées et intégrables au sens de M. LEBESGUE.

Soient X,, Y,, X,, Y,, les efforts s’exercant sur deux éléments nor-
maux respectivement aux axes ow, oy; on suppose seulement qu’ils sont
continus en chaque point du milieu plan envisagé.

On sait que les équations d’équilibre intérieur sont:

‘/'(axi + BX,)ds = /]'dec
Y &

1 @Y, + BY,)ds = [ Yd
(1) T/(a -+ BY,)ds Sjjp o

Jlu@Y, —yX)) v BlxY, — yX,)lds = [[e(+Y — yX)do
¥ 5
le contour y étant simple, rectifiable, doué d’ une tangente unique et intérieur
au milieu envisagé.
La troisieme de ces équations peut étre transformée si I’on fait appel a
la notion de dérivée extérieure (}) de M. CARTAN. Considérons une forme dif-
térentielle linéaire & deux variables

o = Pdx + Qdy.
§’il existe une fonction R(z, y) bornée et intégrable, telle que I’on ait

2) Pdx + Qdy = [[Rdxd
{ Y/ x -+ Qdy ﬂ xdy

() N. TrEoDORESCO, La dérivée aréolaire et ses applications a la Physique Mathéma-
tique, (Paris, Grauthier Villars, 1931).
(?) Voir a ce sujet: E. CARTAN, Lecons sur les invariants intégraux, p. 69.
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pour tout v limitant un domaine & intérieur & une région du plan, on dit
que o — Rdxdy est la dérivée extérieure de la forme o.

Soit maintenant A(x, y) une fonction admettant des dérivées partielles
du premier ordre continues.

On peut démontrer qu’ on aura aussi, en vertu de (2):
o oA
(3) / A(Pdz + Qdy) = f f (xR +Q2 — Péy)dx dy.
¥ 5

Rappelons la démonstration de cette importante propriété de la dérivée
extérieure.

e étant un nombre positif donné, on peut diviser le domaine 3 en un
nombre fini de régions; par exemple, par des paralldles aux axes, telles que
dans chacune d’elles il existe un point z,, y, pour lequel on ait & la fois:

i)\(xa y)*_ 7\{2}0, ?Jo)' <g, lP((v y)—P(xOJ .%” <s, l Q(ib, y)— Q(xm ?!o)l <e
X
0Z ol <o [Py R <
x, 9y 6tant un point quelconque de la région ou du contour, i,, P,, @,,

(m> (2;) les valeurs des fonctions au point %,, ¥,.

On pourra donc écrire dans toute région partielle envisagée
P=P,+c¢, Q=Q, ¢,

2 [2) + ]..(y yo)[()+e]

s gl el <e
Soit 3; une de ces régions. Calecnlons la différence

) = fx (Pdz + Qdy) f / (m + Q2 %;)dxdy

€,

avec |¢g, |,

— fx (Pdz + Qdy) f f (1R + Q P%)dmd?]

+_/[ ( ) -y — ) (@)J[Podx + Q,dy] + 7

= —f/} (A—2)B+ [Q%—-— Qo (Z—;)o] — [P%— A (%)0] % dxdy + 1
%,

avec |7 | <<eMA;, M étant un nombre fixe indépendant de &;, A; étant le
diameétre de 9;, /; la longueur de y;.
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On aura done:

| D;| — M’ /]bmdy + eMAl; < eNa
§

en désignant par M’ et N deux nombres fixes indépendants de o; et par a;
I’aire de cette portion.

En ajoutant terme a terme les diverses contributions des &; et en re-
marquant que le premier membre de 1’inégalité obtenue est une constante
indépendante de ¢, qu’on peut d’ailleurs prendre aussi petite que I'on vou-
dra, on obtient facilement 1'identité (3). ‘

Revenons maintenant aux équations d’ équilibre. La troisidéme peut 8’ éerire:

jx(ay, + BY,)ds — /y(aXl + BX,)ds = j /p(.’tY — yX)do.
Y ¥ 2
Appliquons a4 chacun des deux termes de la différence du premier
membre, 1’opération indiquée par (3), tout en y tenant compte des deux
autres équations d’équilibre et en remarquant que les fonctions x et y sont
bien des fonctions A. Il vient: ‘

fo(ayi + BY,)ds = ﬁ(pr+ Y,)do

JotaX, - BX,)ds = [[ieyX + X.)ds
Y 5
d’ ol

ff(xz — Y,)ds =0

5
pour tout 3 et, par conséquent, & cause de la continuité des deux fonetions,
X, =Y,

conclusion identique & celle qu’on déduirait par 1’application de la formule
de GREEN, si cela avait été possible.

Dans ces conditions, les équations d’ équilibre se réduisent A deux
seulement :

f(aX‘ + BY,)ds = / /dec
'4) v )
Ji

aY, + BY,)ds = /[p Ydo.
|
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2. Appliquons ces considérations & 1'étude d’un probléme particulier
concernant un milien dans lequel

X,=—7

2

Supposons que U on connaisse le long du contour C rectifiable simple el
fermé limitant un domaine D, une relation linéaire de la forme:

o) a(s) X, (8) -+ s (5) = cfs)

a(s), b(s), cls) élant des fonctions continues données.

Dans ces conditions, nous allons déterminer les fonctions X (z, y), Y (2, ¥),
¢’ est-d-dire la distribution des efforts, & I’aide des équations fonctionnelles (4),
en supposant p connue (constante par exemple).

Posons:

X, — Y, =), oX—iY)=2) z=uiy.

Les équations (4) se réduisent alors a4 la relation unique

(6) %#ﬂwh_%ﬁmmm:o
(v = x + 2y). ! 6
Nous avons montré dans le travail précité, que cela exprime le fait que
la fonction ¢(v) est presque partout la dérivée aréolaire de f(v), ce qui
entraine la connaissance de toutes les fonctions f(v) jouissant de cette propriété.
Introduisons la fonction

(7) gl =— 1![% do

C=¢E + in élant un point intérieur & D.
La fonction g(C) est continue dans ce domaine et satisfait a une condition
de Holder de la forme:

(8) |9(8) — 90| < K|T—Cle 0 <a<)

A cet effet, remarquons que si { est intérieur & D et que I'on décrive
un cercle I' de centre { et de rayon fini r, assez petit pour qu’il soit aussi
intérieur & D, on peut négliger la contribution du domaine D — A, car la

fonction g,(C) définie par
L
gq(c’ = th/ v@ﬁ’)gdw
D—A

admet des dérivées partielles du premier ordre continues au point { e,
satisfait, & plus forte raison, & une condition de HOLDER.
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Considérons done 1’ expression

1= [ 2% ao

Soit ' un point intérienr & I'. Posons

9o(C) — gol0) = — f/ ””C—‘Q" ;do.

T —C|{=h. On aura:

Notons v — { = pe® en prenant pour axe des 2 la direction T
Soit M une borne supérieure de |¢(v)| dans D. On aura:

27

‘go(c,} - th} v dodb

—‘)ohcose—f—h2 / / fo—.aahcoso—f ne’

Posons p = #¢ et calculons I’ intégrale relative & p.
La présence du pole {=1 pour 6 =0 n’est pas génante.
On trouve comme résultat aprés une intégration par rapport a 6

nN + 2r log ;1& (N = borné et positif)

On en déduit
| 94€) — 9,(Q) | < MNh + 2Mh log ;.

Supposons h < 1. L’ expression h!'—= log% tendant vers zéro avec h, on peut,

o étant donné, déterminer une valeur de h <7 1, telle que 1’on ait

== log% <1 dou hlogh < h*
et par conséquent:
|90(C') - QO(C) l < Kh*.

La fonction g(C) est une intégrale particuliére de I’ équation fonctionnelle (6).
Calculons, en effet, 1’ expression

35z 994
T
lorsque le point { décrit le contour y intérieur & D. .
Décrivons deux contours voisins y' et y” respectivement intérieur et
extérieur & y; désignons par &' le domaine intérieur & y’, par 8" le domaine
compris entre y” et C et par d le domaine compris entre y" et y".
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On aura: D =& + 3" + d,

Jotas =— 2 fag [| ) do — 1 fag [[ £ qo - 2 fag [[ £ do.
P ¢ d M

Y

o(v)

La fonction —c étant bornée et intégrable en chaque point des domaines &

trois dimensions résultant de la variation de v dans &' et 3", et de { le long
de v, le changement d’ordre d’intégration peut etre effectué (‘).

Quant au terme concernant d, il est facile de voir qu’il tendra vers
zéro qund les deux contours tendent vers Y.

En effet, décalons autour de { un rectangle curviligne, & I’aide de deux
normales menées & I’une des courbes ¢ ou y”.

On peut s’ arranger pour qu’on puisse le regarder comme un véritable
rectangle lorsque les courbes sont assez voisines. Soit @ une borne inférieure
de |v— ]| lorsque v décrit le domaine qui reste, aprés avoir enlevé le
rectangle d,, en question.

On aura:

[ a0 2
d=d, d~d,
M étant comme ci-dessus une borne supérieure de |¢(v)|, @ > 0, et fixe.

Quant & la contribution de d,, eu prenant des axes au point { et en
désignant par b et h les cotés d’un rectangle renfermant complétement d ,
on aura & calculer une intégrale de la forme

7{ b h,_ b h' 3

. . b 2 4-y2
jdyf—_g?—— = lim jdy _ % lim logw dy
Va4 92 ce—vo Va2 + 42 w0 e+ Vet g2
0 @ € €
h

€

h
< lim [log Iiw dy < lim flog bl + V2)dy — logy dy
e—s0

g—e0
3 g

=hloghl + V2) — hlogh +h

en prenant h < b ce qui est évidemment possible, b étant une constante.

Or, on voit que pour % suffisamment petit, on peut rendre cette quantité
aussi petite que 1'on veut, ce qui montre que lorsque les deux courbes
tendent vers vy, le terme relatif & d tendra vers zéro.

(!) A condition de négliger un ensemble de mesure nulle convenable. Voir H. LiEBES-
GUE, Sur Uintégration des fonctions discontinues, « Annales Ec. Norm. », 1910, p. 430,
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Les autres termes vont donner successivement:

_Zd(;'!/?j;(_i)c dw :l]‘cp(v)dm!v(l_‘gg = 2in!/qo(v)d(0
{dc jsﬁL_“’g do = /Jép(v)dmfvdf . =0,

En plus, ¢ étant donné arbitrairement, on peut choisir le contour y' de ma-
niere que 1’on ait:

Ucp(v)dm' <.
s
Dans ces conditions, on déduit aisément I’ inégalité

1 1
%/Q(C)d?; — = //:p(md(o ~ Ke
8
et par conséquent: !

(9) 377/ 9O% = = [l o) =0.

Cela montre que g(<) est en effet une intégrale particuliere de I' équation
fonctionnelle (6).

3. Lutégration de 1’équation (6). — En retranchant (9) de )6) on obtient:

[ife) — gta)idz = 0

Y

pour tout y. Or, la fonction f(2) -— g(2) est continue; par conséquent, en vertu
du théoréme de MORERA, elle est holomorphe.

Posons
fl2) — gie) = hi2).

Le probléme revient & la détermination d’une fonction holomorphe par
un probléme d’ HILBERT (‘). En effet posons:

hle) = (@, y) + (2, y); 9E&) = gilr, ¥) + dg.l2, Y);
la condition aux limites imposée peut s’ écrire:

ats)(s) 1- bis)h,(s) = c(s) — [als)go(s) + b(s)g,(s)),

le second membre étant parfaitement connu ear g({) est continue dans tount
le plan.

(!) Voir par exemple H. ViLrLaT, Legons sur U’ Hydrodynamique. p. 226,

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1



dans quelques problémes physiques 333

Cela nous fera connaitre k(z) et par suite f(z). On aura, I’ intégrale unique
a deux constantes prés sous la forme:

(10) X(Em)—iY,E =00 — = Q 0 = do.

En conclusion, sans passer par les équations aux dérivées partielles, un
probléme d’ équilibre se trouve résolu par une méthode simple et rapide.

4. Un probléme relatif & une plagque plane. — Le cas dont nous nous
sommes occupé nous permet de traiter le probléme suivant:

Etant downée une distribution de forces massiques X, Y bornées el inteé-
grables. déterminer la distribution des lensions (et des déplacements) dans une
Plaque élastique D, connaissant le long du contour C, simple, fermé et recti-
fiable deux relations linéaires de la forme:

(11) A(sjuls) + B(sjv(s) = C(s)
a(s)8(s) + b(s)b,(s) = C(s)

ol A(s), Bis), C(s), a(s), b(s), c(s) sont des fonctions continues donndes sur C;
u(x, y), v(x, y) désignent les déplacements dans la plaque; on suppose U exi-
stence et la conlinuité de leurs dérivées partielles du premier ordre; on pose:

o, v, v om, —
=%t 62_% ot (1+8§0=89,.

On sait, en vertu de la loi de HOOKE, que dans une plaque élastique,
on a:

\N:—lﬁ—?pg—q
N,—— 28— 2p a”
I

Introduisons ces valeurs dans les équations générales d’équilibre.
11 vient:

_}(m 2p)0dy + pbyde —l—pr.( dr+ 7 dy)—{prdo

f(x - 2)0de — po,dy — fzp(% dz + % dy) :[prdc.
Posons: ’ Y ’

A_p. P
) 1+ p_l. = E, on — \
et remarquons les termes qui se détruisent par intégration.
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Il vient:

jil 4+ Edy + b,dz = ﬂévx(zc
&

v
\

(1 + E)bde — 8.dy = —[[2vY do.
JUt + Gz — 8,dy Z]v o

Y

Multiplions la premiére relation par ¢ et ajoutons-y membre & membre
la seconde, ce qui donne:

Jib, -+ i9,)(d + idy) = [[Pri(X +-i¥)ds

¥ 8
d’ott I'on tire en posant:

61 + 0, =1(2), VX +iY) =9), 2==2 + 1y,
17 10
Qin f(Z)dZ = CP(U)d(!) =0.
- J. \!,/

Or, cette' équation est du type (6), et par conséquent 1’ intégration en est
effectuée, puisqu’ on connait une relation linéaire entre 8, et 0, sur C.
On aura:

6, + i, = hC)——ﬂ B do.

Pour aller plus loin, remarquons qu une fois 6, et 0, déterminés, la
recherche de u, v est ramenée a 1’intégration du systéme:

au av__ 8, o om
dy 1+&’ w oy %

Supposons £== — 1. Nous avons montré dans un autre travail (') que si 6,

et 9, satisfont & une condition de HOLDER, ce systéme admet une intégrale
particulidre donnée par la fonetion

0, +
Uy 40, = — /'/ 1+€dw

w—=2

w décrivant le domaine D, # = 2 + iy.

Posons U=u —u,, V=v—wv,. On aura:
U oV _ . oV aU __
a?+F_O’ o oy

ce qui exprime que la fonction H(z) = V + iU est holomorphe dans D.

(!) These op. cit.,, p. 70
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En vertu de la premiére relation au contour, la recherche de H(z) est
ramenée a4 un probléme d’ HILBERT, car:

AU + BV = C — (Au, + Bv,).

On connaitra #, ¢ par la formule:

v+ tu = H(s) — ff 1+€
w -2

a deux constantes, introduites par FH(z), prés.

Le probléme que nous venons de ftraiter différe du probléme qu’on se
pose habituellement en élasticité quand on se donne #, v sur C. On sait
d’ ailleurs que dans ce probléme-la, le paramétre £ posséde des valeurs criti-
ques situées & gauche de — 1 sur l’axe réel.

Dans le cas du probléme que nous nous sommes posé, il n’y a que le point
— 1 qui soit critique. Pour cette valeur de E X et Y ne peuvent plus étre
arbitraires. En effet, supposons en particulier qu’ils soient dérivables. Le
probléme revient & 1’intégration de

g% — WX, a— — ™Y
qui n’est possible que si
eX Y
w Ty = 0.

Si cette relation est vérifiée, on aura 0, & une constante prés, mais

de %—Z—y: 0,, on ne peut pas déduire u, v, d’une facon unique. On voit

donc que — 1 est une valeur critique.

5. Un probléme concernant les petits mouvements stationnaires d’ un
fluide visqueux. — On suppose un vase dans lequel il y a un fluide vis-
queux en mouvement lent et permanent et tel que les vitesses ne dépendent
que des coordonnées z, y. Le long du contour de chaque section plane on
connait les valeurs de la pression p et nne relation de la forme

(12) a(syu(s) +- b(sjv(s) = c(s)

entre les composantes de la vitesse: a(s), b(s), ¢(s) étant continues.

Cela étant, on peut se proposer de déterminer la distribution des vilesses u, v,
supposées dérivables une fois et o dérivées partielles continues, et de la pres-
sion p supposée continue.
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On sait, que dans le cas d’un tel fluide

\ No=p - 2}1 o
N,=p— 2p. =
w (1 = coefficient de viscosité)
e
= Ma Ty
w__
. ax +@ 0

I'introduction de ces valeurs dans les équations d’équilibre (ou du mou-

vement) va neus donner:
/pdy—i— p.(— —~)dx—|—2p[a dx + dfz ~fprdc

f*‘(%“s;)dy pdw—zle@fd +‘dJ /jpldc
r

d’ot1, si Yon pose p(%%—@>:q(:r, y) et qu'on remarque les termes qui se

X
détruisent par intégration:

Jip +igidw + iy = i f/'p(x +iY)do.
Y 8

11 suffit de poser:
P +ig="{la); p(X+1iY)=2¢0); z=z-+1dy

pour arriver a 1’équation fonctionnelle:

%/f(z)dz — %//cp(fv)dm =

(0 décrivant le domaine D), qu on sait intégrer facilement.
On aura d’ ailleurs '

pig == h(Q) — 5 [[TE5F do = k(G + (5,
D

Le détermination de %({) se fait facilement.
On aura h(z) =h,(z, y)+ih,(z, y) et sur le contour
D($) =R (s) + g,(9)-

La connaissance de %,(s) entraine celle de h(z) par un probléme de DIRICHLET.
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p et q satisfaisant & une condition de HOLDER, il sera tres facile de
déterminer u et v par le systéme:

ov v g om o 0

fx oy B’ | oy

La fonction g({) correspondante admettant des dérivées partielles du
premier ordre continues, on aura

v 4-iu = H thf/w do = H() + G(Y).

Posons H(z) = H (v, y) + ¢H (=, y) et remarquons qu’'on a:
a(s)H ,(s) 4 b(s)H (s) = c(s) -— a(s)G,(s) — b(s)GF ().

Le probléme relatif & H(z) est donc un nouveau probléme d’ HILBERT.

Dans tout ce qui précéde on a supposé p=0; le cas ot p=0 est
singulier.

Supposons, comme dans I'autre exemple, 1'existence des dérivées par-
tielles pour X et Y.

I1 faut d’abord que %(-—Zz: 0. Ensuite on remarque 1 équation
A2 ov . .

w T 0 ne détermine pas uniquement u et v.

Ces deux exemples montrent que les restrictions imposées par 1’emploi
des équations aux dérivées partielles dans les problémes relatifs aux milieux
continus, ne tiennent pas 4 la nature intrinséque de ces questions.

La méthode que nous venons d’employer s’impose d’elle-méme et suit,
pour ainsi dire, la voie logique et naturelle du phénoméne exprimé par les

relations globales initiales.

DEUXIEME PARTIE

6. Le cas de l'espace offre une grande analogie avec celui du plan,
bien qu’ilffasse intervenir certaines transformations de méthode et quelques
restrictions dans la généralité des surfaces et des conditions aux limites.

Montrons d’abord que les équations générales se réduisent & trois, sous
des conditions semblables & celles que nous venons d’imposer dans le plan.

Supposons que les forces massiques X, Y, Z soient bornées et intégrables
et que les composantes des efforts: X , Y,, 7, X,, Y,, Z,, X,, Y,, Z;
soient continues.
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Les théorémes généraux donnent pour toute surface fermée o, douée d’ un
champ continu de normales, limitant un domaine o, les relations suivantes:

ffacX1 BX, + yX)dc—/f/de(o—o

/f[ QZ — 2 )+sz —ZY)—"Y(!/Z ;zla)dc—///pyz—zndw—o

[}

(13)

Dans les conditions ot nous nous sommes placés, il est évident que
I application de la formule de GREEN est impossible. ’

Faisons appel & la dérivée extérieure, qui est définie dans 1’espace par
la relation:

(14) f/iaP + 8Q 4 yRds =[[[Hdm

G

ou P, @, B sont continues, H bornée et intégrable.

11 est facile de prouver que, A(z, 9, #), étant une fonction qui admet des
dérivées partielles du premier ordre continues, on a, en vertu de (14), la
relation:

(15) f MaP + BQ + yR)do :u/ﬂ"(uﬂ P24 qf + R )

Or, les équations du moment résultant s’écrivent facilement sous la forme:

[/‘[y(OCZ‘ + pzz +YZ3) - z(“yl + ﬁyz + YYa)]dG :j/fp(yz - zY)dw.

[}

b

Mais on a, en vertu des équations de la résultante générale, tenu compte du
fait que les fonctions z, y, #, sont des fonctions A et de la relation (15):

'/'/?/(otzi + BZ, +vZ,)ds :U/{pyz + Z,)do
f/z(ocY, +BY, + vY,)do :/ff(pz)’ 4 Y,)do

et par conséquent:

// (Y, — Z,)dw =
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ce qui entraine, & cause de la continuité de ces deux fonctions, 1’ identité
Y,=Z,

et par permutations, les analogues.
L’ introduction des notations consacrées:

Y, =2,=T; 2, =X,=1T,; X,=Y, =1,
X,=N,; Y,=N,; Z,=N,

conduit aux équations générales sous la forme suivante:
. /]'{GN, -+ ﬁTs —+ YTZ)dG :f/:/dew
(16) [[iaTy 4+ B, + yT)ds = [[[eY do

[fieT + 82, + v2vda = ffoz do.

Nous allons montrer dans la suite comment on peut les utiliser dans
divers cas tirés des applications.

La méthode qui sera employée exige quelques développements préli-
minaires.

7. Etude d@’un systéme d’ équations aux dérivées partielles. — Soient
.y by, by, ¢, des fonctions continues admettant des dérivées partielles du
premier ordre continues dans un domaine V.

Formons les combinaisons linéaires

- ox ) 0% 2
(17) < Y
N R T
’ )] 0z ox a
oy obs _ ode
7 Y T RS

Par I’ introduction du symbolisme des matrices, on peut les envisager comme
un opérateur, ce qui est recommandable au point de vue de la simplicité et
conduit, en plus, & une série de formules fondamentales qui établissent com-
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me 1’a montré M. Gr. C. MoIsiL ('), une analogie trés remarquable avec les
formules de CAvucHY, ou de M. D. PoMPEIU relatives & la dérivée aréolaire.
Il n’est peut-étre pas inutile de rappeler les points essentiels du calcul
symbolique (?), dont il sera question dans la suite.
On désignera 1’ensemble des quatre fonctions ¢, ¢,, $,, ¢, par une
seule lettre et on 1’appellera demivectenr. Une matrice telle que

Tao Y Tz Tu
Ter Yez Yoz Vo
) VYoo Ys2 Tas Vs
Tar Tae Tz Yua

sera désignée par une seule lettre v.
Le demivecteur

!
Pi :k‘leikq)k (t=1,2,34
sera le produit de ¢ par 7.
On écrira
¢ =19
Soient y et A deux matrices. Si 'on a: ¢ =1y) et ensuite 6 =2y, on
pourra écrire 0= pd avec g = Ay; cela veut dire que

Wik :Ekl)\,-jyjk ¢ k=12, 3,4).
La matrice unité sera désignée par e
10 0 0
0100
Y0 0 1 0
‘O 0 0 1

L’ introduction de e s’impose pour 1’ homogénéité des formules. Ces con-
ventions admises, par ’introduction des matrices:

010 0 0 010 00 01,
100 0( 0 00 1] \00--10
=09 01" 1 000 """ 01 00,
[0 0 1 0* /0~100, (10 005

(!) Voir Gr. C. Mo1sin, «C. R. de I'’Académie des Sciences de Paris », t. 191, p, 984

et p. 1192,
(?) Voir Gr. C. MoisiL et N. THEODORESCO, Sur umne extension dans Iespace de la
théorie des fonctions analytigues, (« Mathematica », Tome V, Cluj).
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le systéme (17) peut s’ écrire
0 0 0
(Yxé; +Yz/5y‘ + Y‘a_z)q) =T.

Cela met en évidence une opération symbolique qui, appliquée au demi-
vecteur ¢, conduit au demivecteur .
Posons

0 0 0
D——'Ywa_m“*")'yﬁ"“Yzfz’
donc remplagons (17) par
18, Dy =W,
)

On peut envisager I) comme un produit scalaire des vecteurs symbo-
. 0 0 0
hques 6—00’ @9 8:’ et Yos Tys Yz

Admettons pour un instant que ¢ ait des dérivees partielles du second
ordre continues.

Cela nous permettra de démontrer qu’ on a:

j 0Ty | oWy | 0Yy
Fr -+ P P Ad,
Wy oy | oW A
= - 2
0¥y, 0% oFy Aq)
- 3

oy 02 ox

0¥y oWy | oW A
= wm T y 2

ce qu on peut écrire, & 1’aide des matrices:

01 0 0 0 01 o0 0 0 0 1
_ \10 0 0 — 000—1’,_ ‘O 010)
T*= 00 01 ™= i100 0’”"=)0—100
,0 0-10 010 0\ 11 000
sous la forme X
(Yors + Ty 2+ 1o W = eAW.
Posons :
= — 9 .= 8 ,= B
(20) D=Aazm+Yyz +Ysg
On a done:
DU =AY
ou bien, -
DD =DD—=eA

Annali di Matematica, Serie IV, Tomo XI. 44
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on méme temps, on en tire:

(21) ,?mYm = ;yYy == '_Y_zYz =e

Ya¥y ¥ YoyTae = TYylzt Ysly =YYz + Ya¥z = 0
et
21) YwYx = fz/‘(y = YzYz =e

Ywa =+ Ywa = Ysz -+ Yz']’y - YzYw V Ya¥e— 0.

Si (#y, u,, u;) est un vecteur, le produit scalaire symbolique, sera
désormais désigné par

(uY) = U+ UyYy + Uz
Il est & retenir ’identité

(22) (u)vy) + (o7)(0y) = 2euv)
ol

. (V) == U4V, - Uy, + W0, .
De méme
(22) (y)(v7) + (v7)(y) = 2e(uv).

Cela étant, on peut établir quelques identités fondamentales (‘) concernant
les opérateurs introduits

(A) On a pour toute surface fermée o, limitant un domaine w intérieur.
aV:

@3) [fimawds + [[[pyao = 0

ou n est le vecteur unité de la normale & o.
En particulier si DY =0, il &’ ensuit que:

(24) /f(m)q;da —0.

c

Ces deux relations généralisent les formules de CAUCHY et de RIEMANN qui
se trouvent & la base de la théorie des fonctions
(B) Les composantes de ¢ peuwvent se représenter par la formule

(MP-v)(nyy) 1 [ (MP.y)
25) b= / ——— 2 fudow - ] f f ( Waﬂ Dirdoo.
[4]

ou la surface X est supposée douée en chaque point d’une normale unique,
P étant un point de Q

(t) Gr. C. MoisiL, loc. cit.

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1



dans quelques problémes physiques 343

- (C) On a les relations:

(26) . / /'my)dc =0 et f f(n?)dc =0,

G

(D) 8¢ Von suppose DY =0:

MP.v)n
(27) f (—# Yudoy =0, si P estextérieur & ¢
de méme
1 [ (GTP-y)myy) (O si P est extérieur a o
‘28) — _— dO'M = . . .
4n nps le si P estintérieur & o
g
ef

1' " (nMﬂ(MP-y) 0 si P est extérieur & o
_4—71/[ MP3 = ; e si P est intérieur a o.
3
Dans ces deux derniéres formules les roles des y et y peuvent étre intervertis.
Supposons maintenant qu’ on considére les relations (17) comme un systéme
d équations définissant les fonctions ; et bornons-nous au systémme homogéne

(29) DY =0.

Les intégrales de ce systéme pewvent éfre représentées, en vertu de (25), par la
formaule

by
(30) ‘PP::,E/ i%ﬂm bydoy

lorsqu’ on en connait les valeurs sur X.

Cela montre, en plus, que ces intégrales sont analytiques, auquel cas en
vertu de la relation DD =ed, qui 8’y applique légitimement, elles sont des
fonctions harmoniques.

Pour étre rigoureux, il nous resterait & montrer que réciproquement,
tout ¢ exprimé par une formule telle que (30) est une intégrale du systéme (29).

Or cela est trés facile.

Supposons donné wun demivecteur arbitraire, dont les composantes
Wii=1, 2, 3, 4) soient des fonctions simplement continues sur la surface.

Une expression de la forme:

(AP (15 v)
4’P:ﬁff% deGM
3
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représente dans le domaine Q des fonctions analytiques de P, comme les
fonctions 2
MP3

Calculons D¢ par dérivations, on mieux calculons

A ://:/Dapd(o = —//(npy)c[)pdcp.

MEP. Y)(n
_ _//np dcp/ ( DIP?M{) Wrdoar

ff U/ nﬂﬂ)f(ﬁp L dGP](nMY)deUM.

Or, d’aprés la formule (28), I’intégrale relative & o (intérieure & Z) est
nulle; donec 4 =0, et par conséquent DY =0 aussi:

Il est bon de remarquer que ¢ ainsi obtenu est une intégrale de Dd =0
dans Q ouvert, et qu on ne saurait rien dire de la facon dont il se com-
porte sur 3.

On aura:

8 Extension du théoréme de Morera. — Complétons ces résultats par
un théoréme dont I’importance au point de vue de 1'intégration du systéme
se fera voir dans la suite.

On sait quels services rend le théoréme de MORERA en Théorie des
Fonctions. Nous I’avons d’ailleurs employé dans la premiére partie de ce
travail.

On peut dire qu’il sert & partager la classe des fonctions continues
P - iQ en deux parties, en discernaut les fonctions holomorphes d’une part
et les antres de I’autre part. En d’autres termes
téressant pour nous — il caractérise les intégrales du systéme de CAUCHY.
La proposition, dont il sera question, est appelée & généraliser a ce point
de vue le théoréme de MORERA.

Elle &’ énonce comme suit:

Soit un demivecteur b de composantes continues dans un domaine V.

St pour toute surface fermée o, douée d’ un champ conlinu de normales
intérieure o V, on a la relation:

(31) /]‘(nMy)q)Mch =0
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les fonctions ¥; sont analytiques en tout point de V et satisfont au systéme (')
DY =0.

Soit ¥ une surface intérieure & V, fermée, douée en chaque point d’une
normale unique et soit @ le domaine qu’elle limite. Calculons 1’intégrale

C (WP
ol P01 o
MP3

A cet effet, décrivons la plus grande sphére o, centrée au point P et de
rayon p, telle que pour ¢’ positif arbitrairement donné, on ait

| $pr — $p| < &  pour PP <.

Désignons par o, le domaine sphérique limité par o,. Le rayon ¢ une
fois fixé, on peut partager le domaine en un nombre fini de régions telles
que dans chacune d’elles il existe au moins un point @ tel que |$g — Qg| < ep?,
quel que soit le point @ dans la portion envisagée ou sur la surface qui la
limite.

(’ est une propriété qui résulte de la continuité des fonctions ¢;, compte
tenu du fait que g est déterminé et fixe pour o, donnée.

On peut, en particulier, réaliser cette subdivision & 1’aide d’un nombre
fini de cubes de diamétre inférieur a o, parmi lesquels il en existe qui sont
écornés soit par I soit par o,, car il est clair que si la propriété existe
pour un cube d’un diamétre r,, elle est d’autant plus valable pour un

diameétre inférieur.
(MP-7) ”MY)
I= d
f/ MP3 badon

IP.
T f " Y)(MM Vv beldow + dnbs

Calculons

qui peut & écrire
MP3

en vertu de la formule (28)
On a done

[ — dnp| < :—3 f | (BTP-Y)nary) | doa < 1447e.

(!) Ce n'est quun cas particulier d’un théoréme que nous avons établi pour les sys-
témes d’équations du type elliptique envisagés par M. Gr. C. MoisiL. Voir N. THEODO-
RESCO, Sur les systémes de Dirac du type elliptique. « R. Lincei », vol. XIIIL. 1931.
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-

Soit ®, un des cubes de la subdivision. Soit § le point tel que

lbg — dm| < e® quel que soit M dans w, ou sur o,. Le triangle MPQ
fournit la relation

MP?* =PQ* + MQ* — 2PQ-MQ cos « (x =< MQP)

ou bien L

npP\® MQ Q MQ

il I -2 =141=

(P_Q) 1+(F@>(PQ co“) TR
avee —

l:ﬂ—%}osa.
P

Or, MQ < P@, puisque d’une part Q est extéfieur a4 o,, et d’autre part les
diameétres des cubes w,, sont inférieurs & p (‘).
Donc

MO 4 e |a| <3
70

On peut alors écrire, en vertu du théoréme des acoroissements finis

(ﬂ_’i) (1+ MQ) — 142 (1+x Qe) M. gcher)
PQ PQ PQ PQ

On a d’ailleurs 1’ identité suivante
— — —_ . . e /B \3
%F:—f‘g 4+ 2 ayee 'v_—_MP+PQ(M—_P~>.
MPs3 PQ3 MP? PO

En vertu de la relation ci-dessus

-— 2 7] —Q —
= =11+ 20 == Pq.
v =Me 2(1 P@) 7o 1Y

Cela établi, calculons

(MP-x)(nyr7) [ (MPx) (g v)
I = _Fpsi bardoy =U —M——P—aM (bar — oldon
S 9y
PO-v)(n (FLQ-1)(myy )
—ff“(—ﬂ_M—Y) (@M—Q’Q)dGM"’f —M—Ea—Ml@Mﬁ boldax
Sh
2p M9 Mg (PQ-1)(nprv) -
ff(l +- A0 ) 0 P ((.IJM LI)Q)dOM
= 7/;, + ?/h -+ @n "’

(!) Cette précaution m’est pas essentielle. Il suffit de remarquer que 1%—8 est toujours
borné, quand on se donne g,.
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La premiére de ces intégrales est nulle par hypothése, pouvant étre écrite
sous la forme:

' 4("MY)(4’M — doldon .

D’ autre part

u,llléjﬁ (MQ-y)nuv)| "’MT;;P-‘?J daoy < 144 VSeZhUch < 864 Y 3ew,

T Op

en désignant par w, le volume du cube et par I, son coté; en effet MP >¢
et dans w,, | by — dg| < . En plus, MQ < diamétre de w, =1, \ 3.
De méme ‘

|zn”|/3)\]j MQ| ( )HJ’M_d“Q|ch/144ew3Uch

MP3
Ou

< 6)\-144 V 3ew,,

car
]'1+w$|<1+3_4.
Il ¢’ ensuit que
| I, | < 576 'V 3¢+ 8wy, .
Lie méme raisonnement appliqué aux portions écornées donnera facilement
| Ly | =~ D76 v 3(8wy, + Sply)e
Sy étant |’ aire de la portion de Z -1- o5, qui traverse le cube w,.
En ajoutant ces inégalités, on voit que:
| Wp— dnp| < 576 V38R + IS)e

I étant une limite supérieure des I, et S désignant 1'aire de ¥+ g,.

Or, le premier membre étant une constante indépendante du nombre e
et de la division faite, tandis que le second membre, par le choix convenable
de ¢, peut étre rendu aussi petit que I’on veut, il en résulte qu’'on a ri-
goureusement

lpp:‘l‘ltkllp

et par conséquent

[ (WP
/( Y)(”MY) Sardon
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Or, cela exprime d'une part que les fonctions ¢; sont analytiques au
point P, et d’autre part par 1’application de 1’ équation (31) que D¢ =0,
donc que le demivecteur ¢ est nne intégrale de ce systéme.

9. Sur le systéeme qui §’introduit dans la détermination des vitesses en
fonction des tourbillons. — La détermination des vitesses en fonction des
tourbillons conduit an systéme bien connu

0w a ow ov o
Z_ 7 =9 . — —_ — =
dy o2 28 etc o T 8y + 0
avec la supposition
o5 om o8 __
ooy T oe— O

qui restreint la généralité des données.
Nous nous proposons de remplacer cetle condition par uwre autre plus
générale de la forme:

(32) .U(ai -+ B+ 1)do =

a

pour toute o tracée dans le miliew tourbillonnaire, en supposant toutefois que
les €, m, C soient conlinus et qu’ils satisfassent & des conditions de Holder
telles que:

|§(P) —&P') | < kPP O<a<1).

Il n’est pas ditficile de construire des exemples qui mettent en évidence
le fait qu’une condition intégrale de la forme (92) est plus large que celle
qui exprime que la divergence est nulle.

En effet, soient a@, b, ¢, trois fonctions bornées et intégrables dans un
domaine V.

Posons

A:M%m;B:M?W;C:M%W

a' =a\¥, y, #), le point , 3y, 2/ décrivant un domaine L intérieur & V et r
désignant le rayon vecteur

r=Vig—2)+@H—y)+ -2

On sait que les potentiels A, B, C, sont continus dans Q et qu’ils y
admettent des dérivées partielles du premier ordre mais que les dérivées
secondes n’existent pas sans conditions supplémentaires.
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On a pour toute surface s s’appuyant sur un contour y la formule de
STOKES, donc pour toute surface fermée

[/@P + BQ 4+ yR)ds =0

avec
1
0

¢
“pee f 9=~ =
, r ;T
P_jn/j(cgy— ba?)dw ete.

mais les fonctions P n’admettent pas de dérivées partielles et, par consé-
quent, la divergence ne peut pas étre construite.

Cela étant, abordons le probléme relatif aux tourbillons, en supposant
que la paroi est une surface réguliére telle que le probléme de NEUMANN
soit possible, ¢ est-a-dire:

1. En tout point de X il existe un plan tangent déterminé.

2.° Autour de chaque point de I on peut décrire une sphére de rayon
asez petit mais déterminé, de telle fagon qu’une paralléle & la normale & X
puisse rencontrer la surface & I'intérieur de la sphére en un seul point.

3.0 I’angle aigu 6 que font les normales & 2 en deux points satisfait

a4 la condition
b < ar,

a = indépendant des deux points, r, = distance des deux points. £ peut
étre animée, & la rigueur, d’un mouvement connu.
La condition & lo paroi est de la forme:

au +Po+yw=f

ijdc:O.
P:%‘f!ﬁidw; Q:%Juy/gdm; R:%fﬂ[ﬁdw.

Nous montrerons qu’ on a:

avec

Posons

33) 2P 90 aR__i/'/xE—l—Bv)—k*(:

P ] +o = 3. - dw.
b

En effet, tragons dans Q nne surface fermée ¢ limitant un domaine o.

On sait que P, @, R, admettent des dérivées partielles des deux premiers

Annali di Matematica. Serie IV, Tomo XI. 15
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ordres et qu’'on a
AP = — 2E etc.

si, bien entendu, on suppose I’ existence de la condition de HSLDER imposée.
Entourons ¢ de deux autres surfaces assez voisines s, et o, respective-
ment intérieure et extérieure, désignons par o,, w, et w,, les domaines:
intérieur & o, , compris entre o, et X et compris entre o, et g,.
. Calculons

M:cf/(aP—i—BQ +YR)do ={ff(g§+%2+g§)dm.
s oo o oo

Dans les domaines », et v,, on peut intervertir 1'ordre d’intégration, ce qui
va donner successivement pour les contributions de ces domaines

= e e
[froe=fzte

malgré la présence du pole r =0 (').

Done
o= [ 5 05w S

o 0 9= L[

Maintenant, si 1’on fait appel de nouveau a la dérivée extérieure de
M. CarTAN, la forme

On aura:

Or'

si I’on pose

af + By + 7§

a, d’aprés 1’hypothese faite, la dérivée extérieure nulle. D’autre part la
fonction A admet des dérivées partielles continues.

Il §’ensuit que la régle de dérivabilité d’un produit s’y appllque

Il vient donc:

M, = [[aiat -+ By + 0)do =||[ (& 5 70, + T 5p)do

(') GoursaT, tome I1I, p, 272,
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Un caleul analogue relatif & M,, va donner
M, = ([N - By -+ 10s — [ Mol -+ By +- o
b1 oy

Enfin remarquons que la confribution du domaine w,, peut étre négligée
par le ehoix convenable des deux surfaces o, et .

En meéme temps, puisque A est continue, les intégrales relatives & o,
et o, différent par une quantité qui tend vers zéro lorsque celles-ci tendent
vers o; elles se détruisent donc mutuellement, de facon qu on aura ri-
goureusement :

M = [[Mo& + By +Q)do = o [[io -+ B+ Qs [[[ 5
2 2 °

:%{f[dmﬁ"*——5+ﬁj+Ygga.

Par conséquent
e +5 % — = adjiu=0

quel que soit w, d’olt le résultat annoncé.
Posons

(34) H(x, v, z):QLR[/“E—”‘j*—“do
]

H est un potentiel de simple couche, done une fonction harmonique dans
tout 1’espace (2 exclue).
Posons encore:

__eR 30, aP R, __ 9 __oP
MW= T T T M T

On aura facilement

Eu, dvi o,y

o 81/ + % 3 =0
@ _ 504 . (?Q ) 2P . U'P H __oH
e N ae) e T am  AP= -+ 2%

Or, la fonction H étant harmonique, div (grad H) =0, ce qui permettra,
d’ aprés les propriétés classiques, d’en mettre le gradient sous la forme d’un
oH o, o0,

tourbillon, par les formules o :W - oo en prenant par exemple

-
r oH r) .
sz}J — 5!7, Y do... ete.
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Il &’ ensuit que:
8wy — o) 0V — ¥y)
oy 0z
fluy —ug) | ooy —vg) | 8wy — wy)
% + oy + oz =0.

= 2¢ etec,,

Retranchons ces relations du systéme proposé, en posant
wt-u,—u,=0U0 v4+v,—v,=V, w+w, —w =W

Il viendra

W_V—0 ete. 040V Wy,
oy 0z tx oy o2
Posons encore
b 9
v=2; v=%, w=2,
oxr y c?

La derniére équation du systéme devient

Ab =0,

Or, on a:
al + BV + (VV“' = [ (ot + Bo, + y1wg) — (e, + Bo, +ym)).

Ce qui raméne le probléme & un probléme de NEUMANN relatif a la
fonction 6 (!).

La condition de possibilité est remplie punisqu’elle se réduit &

£ [fas=o0.

On en déduit rapidement les valeurs de u, v, w

, 1 1
w1 oH “? oH a')_']
Y[ WY PR

10. Intégration du systéme DY — 0. — Supposons qu’on connaisse sur X
les valeurs de ¢, et une relation de la forme

ah, + ?‘4)3 +1d,=f
[tds =o0.
fjn

avec

(') La réduction du probléme des tourbillons & un probléeme de NEUMANN a été réalisée
pour la premitre fois par STEKLOFF.

Récemment, M. G. BOULIGAND a envisagé le méme probléme & un point de vue global,
ce qui permet de considérer des surfaces 2 extrémement générales,
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Intégrer le systéme revient a traiter le probléme des tourbillons en
supposant

091 A TR 041
¢ 1 s 0z
car la connaissance des valeurs de ¢,, sur X détermine directement cette
fonction qui — on I’a vu — doit &tre harmonique. L’intégrale sera de la

forme (34), H étant ici
_ L 1 dy
H—- —Eﬂ ; . Elf dG.
b

Cela suppose bien entendu I’ existence et la continuité de @

dn

Or la surface & a été choisie telle qu’'un potentiel de double couche
admette des dérivées normales continues, ou bien que ¢, obtenu par un pro-
bléme de DIRICHLET, en admette aussi (}).

11. Etude d’un demivecteur. — Soient W,, W,, W W, quatre fonctions
bornées et intégrables dans Q; définissons le demivecteur y par la formule:

__ 1 [[[0LP-y)
(36} Xp= Et/-/f 3P Tydoyy.
Q

Les composantes de y, étant des combinaisons linéaires des dérivées du
premier ordre de divers potentiels newtoniens, seront des fonctions continues.

En plus, on peut montrer, en vertu de certaines inégalités de Korw (?)
que les y; satisfont & des conditions de HSLDER. Tracons dans & une surface
‘réguliére o, limitant un domaine w.

Calculons

I :fﬂnPY)XPdOP.

A cet effet, répétons le raisonnement fait dans le cas du plan, en
entourant ¢ de deux autres surfaces o, et g,, limitant les domaines w , »,, o,
dont il a 6té question a différentes reprises.

. . 1 .
Dans les domaines w, et w,, la fonctioun w5 restant toujours bornée, on

(1} Consulter & ce sujet le mémoire de STEKLOFF (« Annales de la Faculté des Sciences
de Toulouse », t. IT).
() Voir par exemple H. VILLAT, Théorie des tourbillons, p. 242,
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354 N. TaropoRrEsCO: Sur I'emploi de relations globales

ourra faire l’interversion d’ordre d’intégration. On aura
=

o e[ [ e
MP3
=— 4ne///‘lermM,

en vertu des identités (28).
De méme

f f npy)dop f [ f G20y, oy = / ] H (np1)(3LP-7) dcp‘l‘ITdeM:O.
MP3

Quant A la contribution de la portion comprise entre o, et o, elle tend vers
zéro, lorsque ces deux surfaces tendent vers o.

Un raisonnement facile conduira a la relation

(37) f ﬂu,,«()xpdop + [ / /e‘L"deM: 0
pour toute a. !

Il est bon de remarquer 1’analogie de ce résultat avec celui obtenu
dans le cas du plan. .

La méthode que nous allons suivre pour traiter les problémes & trois

dimensions, aura aussi beaucoup de caractéres communs avec celle que nous
avons exposée dans la premiére partie.

12. Intégration d4’une équation fonetiomnelle. -~ Supposons qu’on con-
naisse dans Q les composantes bornées et intégrables d’un demivectenr W,
Nous nous proposons de déterminer le demivecteur continu ¢ tel que

7

(38) f f(npy)qapdcp + / / fedewM -0

en supposant en plus que sur X, on connaisse les valeurs de ¢,. et qu on ait

w\pz -+ ﬁq);x -+ Yq)4 = f

A cet effet, retranchons I’identité (36) de I' équation (37). On aura:

: /“/i"PY)[LI)P — xpldop=0.

7

Or, la fonction ¢p=1¢p— yp est continue. En vertu du théoréme de MORERA
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dans quelques problemes physiques 35D

que nous avons établi plus haut, on aura par conséquent
Dp—=0

le probléme proposé est donc ramené & Vintégration de ce systéme.

Remarquons que ypr étant continu dans tout 1’espace on le connait
parfaitement sur X.

On aura donc
¢, =, — ¥, =connu sur X
et

ap, + B, 19, = [ — (ax, + Bx; + YX,) = connu sur I,

Pour que le probléme soit possible, il faudra que

/ﬁdU = ]]iaxg B, oYX =— j]]iv,dw.

Dans ces conditions, on a une solution unique, obtenue en écrivant
: ' == 1 n .(@_ 3
(59) bp == pp+4nj/./ P Trdoyy.

i

I/ analogie entre cette formule et celle que nous avons établie dans la
premiére partie, ainsi que le parallélisme des deux méthodes montre que le
symbolisme employé est utile et naturel.

Nous allons appliquer maintenant toutes ces considérations & deux
problémes relatifs: le premier & un corps élastique, le second aux petits
mouvements permanents d’un fluide visqueux.

13. Un probléme d’équilibre relatif aux corps élastiques. — Comme
application des principes et méthodes précédents, nous allons traiter deux
exemples tirés de la pratique.

Commengons par le probléme suivant qui se rattache & 1’ elasticite:

Dans un miliew élastique Q limité par une surface (réguliére au sens du
probléme de Neumann) on connait la distribution des forces extérieures X, Y, Z
supposées bornées et intégrables.

Posons
g e w
ﬁ'—a—z—‘ q)zy 2z o 4)37 Py 0y— ‘*Pu
m o w o w o T
EE—F@__II_*_@?_G’ (1488 =4¢,.
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356 N. TuEoporEsco: Sur I'emploi de relations globales

Supposons connues sur % deux relation telles que

| ady + B b, =F

(40)
Pauw + Bo +yw =g

ainsi que les valeurs de la fonction 0 (')
Cela posé, nous allons déterminer la distribution des déplacements (et des

tensions) qw’ on suppose continus el & dérivées partielles du premier ordre
continues.

"~ Revenons aux équations générales d’ équilibre d’ un milien continu. Posons,
pour étre dans le cas d’un corps élastique qui suit la loi de HOOKE

s l'\7,=ﬁ19 ——.2pg—:....
\) T, = ﬂp(g;”-f—%);... E:1+E; ——EZV
On aura:
ﬂ.[a(l@+2p,2_';)+pp( P )+YP(82 Ew)]dc —jijde
ou bien ’

et -+ 29— ol = 55)+ o = o

_2ﬂ(a__ )dc—Z//(ac—— aw)dc ——]fvadm

Or, les intégrales telles que

JJle5 —B5e=

par ! application de la formules de STOKES & un contour parcouru deux

fois dans des sens opposés.
Les équations ci-dessus deviendront par la suite:

[fiaw, + By, —v¥)ds = — [[Xdw

(41) f/{— ad, + B, + yd)gjdo = f/fvl do

//(“% — B, + v )do = —/f/dew

() o, B, ¥ étant les cosinus de la normale intérieure.
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dans quelques problémes physiques ' 357

auxquelles il faut adjoindre la condition

(42) JJ(b, -+ B, - vb)ds =0
qui exprime le fait que le systéme
' ow o ,
oy —a—z-_—pz ete.

est compatible et qui remplace la condition classique, comme nous 1'avons
fait voir par I’emploi de la dérivée extérieure, qui nous a permis de nous
affranchir de I’ existence des dérivées secondes des fonctions u, v, w.

Or, le systeme d’équations fonctionnelles (40) et (41) peut s’ écrire sous
une forme condensée a 1’aide des matrices introduites.

On aura:

fﬁnpy)qJPdoP + w'edemM =0

a

en posant ¢ pour le demivecteur ¢,, ¢,, $,, ¢, et W pour le demivecteur
0, vX, vY, vZ.

Or, I'intégration de cette équation est immédiate.

On en connait en effet I’intégrale particuli¢re

_ 1 [ aLPy)
XP_E}{/] WWdeM.

Cela réduit la recherche du demivecteur ¢ a celle du demivecteur ¢ =¢ —y,
satisfaisant & la relation

f]tnpy):ppdcp =0

et par conséquent
Do = 0.

On aura comme conditions aux limites

9, = ¢, — ¥, = connu
29, + By, + 19, = f — (ax, + X, + TX,) = connu.

Cela déterminera d’abord ¢,, puis par un_probléme de NEUMANN. on aura
les autres composantes.
La condition de possibilité se réduit ici a:

j]'fdo =0

)

Annali di Matematica, Serie IV, Tomo XI. 16
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car on a pour toute o

[fiare + Bta +1n)do =0

et par continuité (car ¥ est continu dans tout 1’ espace)

[Jloxs -+ By + Y1 s =0.

)

-

Les fonctions ¢, 4,, ¢,, ¢, satisfont & des conditions de HOLDER.
Obtenir les u, v. w, revient maintenant & intégrer le systéme

ov v __ Lo ow o, 0w

ﬁ_a;— 4’27 oz ar "Ps' ox 671—‘ ('Pd’

ou o | 0w .

dans la supposition == — 1.

(Cest un systdme qui ne différe pas essentiellement du systéme des
tourbillons dont nous nous sommes occupé. C’est le méme probléme, dans
un fluide compressible, dont on connait la dilatation en chaque point.

La condition (41) montre qu’il est intégrable, compte tenu toutefois des
conditions de HOLDER qui assurent 1’ existence des dérivées.

On aura ici:
H— — 4]_//‘14)2*‘5413"’ Y¢4d6.
T r
3

S étant convenablement choisie, H aura des dérivées normales

/ 1 1
u -1 [ (ﬁ i oH a;>du) efe
0= T ig 52 oy oy of )

pec bt am L nen L

LY
= — —-— etlc.
u, w e te
et en posant

U=u+ u, —u, etc.

et ensuite
U= @ etc.
o
la derniére équation donnera
= Y
40 = - e
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Posons
=) — — 1 N q"l' . 4’1
0,= Frey ) g)‘é/ dor A9 ="t

En posant ensuite

O®=0—-0,.
On aura:
AD =0
avec
do ae
d_'n,—g_*_ (““o + B/Uo —}—YW\) - (““1 -+ B’U‘ +Yw‘)—_d70'
La condition de possibilité se reduit ici a:
[fgdc -+ l—l gfff!p‘dw =0.
p) 8
Nous n’insisterons plus sur le cas £=— 1, ainsi que sur les différences

qui existent entre la nature du probléme posé et celui qu'on se propose
d’habitude sur le méme systéme.

14. Les petits mouvements stationnaires d’ un fluide visqueux. — Occupons-
nous enfin d’un fluide visqueux en mouvement permanent et lent an voisinage
d’une position d’équilibre.

Supposons-le limité par une surface X réguliére comme ci-dessus et soumis
a U action d’ un champ de forces X, Y, Z bornées et intégrables.

Posons:
4 r — )=t w@ )=k w(@-5)=n
et
p=1d,.

On aura, le fluide étant incompressible:

% + i—; -+ g%” =0.
Supposons données sur I (qui peut élre en mouvement).
19) la pression p,
une relation exprimant la wvitesse normale,
20 au +Bv+yrw=g

une relation exprimant le tourbillon normal,

30) ad, + pq’@ -+ YQ‘A =T.
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Reportons-nous aux équations générales.
On aura:

/“a(p —29(?:) — B (g;u + ;Z\) — ( —+-~)]dc = _[fprdw

[l oo 5o o 5
-)p.[j( B 2)ds 1 2p //(ag§~ ) _[f e Xdo.

En remarquant les termes ui disparaissent et en passant aux notations
proposées, on aura:

[, 4 8%, — v, dc+fijdw—0
(44) [fi= b B9, vd)do + [[feYdo =0

/f«»a — B, + yd,)do +M,ozozm —0

[

auxquelles nous adjoindrons la condition de compatibilité du systéme (42), savoir
5) Jflob + B8, b )as=0
[}

qui remplace la condition classique de la divergence nulle et qui la géné-
ralise, au sens qu’elle permet de renoncer & considérer les dérivées partielles
des fonctions ¢,, ¢,, ¢,, I, comme nécessaires pour la possibité du probléme;
cela fait en méme temps que 1 existence des dérivées secondes des wu, v, w
ne soit plus exigible et réduit le probléme qui portait sur des équations du
deuxiéme ordre & un probléme concernant seulement les dérivées premiéres.

I’ intégration du systéme d’équations fonctionnelles (43), (44) est immé-
diate si on 1'écrit sous la forme condensée

//(np*()q)pdcp +/ffellfM.de =0

[}

ol ¢ désigne le demivecteur 4., §,, 4., b, et W le demivecteur O, pX, pY, pZ.
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On a une intégrale particuliére par la formule:
1 07 M—_l')-‘_
XP:4E]]/(W3() 1F];{d(&)M
b

ce qui réduit le probléme & 1 obtention d’un demivecteur ¢ =¢ — %, et

vérifiant le systéme

Les conditions aux limites se transforment aisément en les suivantes:
¢, =p — ¥, = connu
ap, + B, + 79, =1 — (ax, + Bx; + 7X,)=connu.

Cela fait connaitre d’abord ¢,, et puis par un probléme de NEUMANN. les
autres composantes.
La condition de possibilité se réduit a

=

b
car on a pour toute surface o

[ﬂax2+—ﬁx34«dedc==0

g

et par continuité, compte tenu du fait que ¥ est continu dans tout le plan
/ﬁ“)& “+ By + YX,)do=0
3

Les fonctions ¢, $,, 4., b,, satisfont & des conditions de HSLDER.
Déterminer u, v, w, revient maintenant & 1’ intégration du systéme

by dw aw_bs . o0 oy

- T - T —_— -

oy iz p’ o g n’ dx oy n
avec p 3= 0.

Ce systeme est celui qu’ on rencontre dans la théorie des tourbillons.
Il est compatible, car on a:

/ﬁa% - B, + vd)do =0

les fonctions ¢,, ¢,, ¢, étant dans les conditions du probléme que nous
avons résolu.

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1



362 N. TrroDoREsco: Sur I'emploi de relations globales eic.

On aura ici:

1 by + Bds + 1
H= 4“1:// " *do

Posons
U=u+u, —u, ete...
et ensuite

]
U="2 ete....
ox

la derniére équation du systéme se réduit a

A0 =0
avec

de
an = 9+ ety + Bo, + yw,) — (aw, +Po, + yw,).

La condition de possibilité du probléme de NEUMANN revient &:
f gdc =0.
2

Le cas ou p=0, conduit & une dégénérescence du probléme qui n’admet
plus une intégrale unique (¢’il en admet une).

15. En conclusion, le but de ce mémoire a été de montrer comment on
peut se poser des problémes plus généraux sur les milieux continus, & 1’aide
de certains algorithmes convenables.

Cela permet de suivre une voie bien naturelle et trés simple ol les
restrictions &’ introduisent d’elles-mémes sans changer la nature du probléme
gqui doit rester global comme le phénoméne qu’il exprime.

Il est bon de remarquer que la notion fondamentale a été celle de
dérivée extérieure, dont on a fait un large usage toutes les fois que I’ emploi
de la formule de GREEN était dicté par les circonstances.
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Ernest Julius Wilczynski (in Memoriam).

Nota del Dr. Prof. ERNEST P. LANE (*),

Nato ad Amburgo nel 1876, il prof. WiLcaYNsKI si & spento, dopo lunga
malattia, nel Settembre 1932 a Denver (Colorado).

Lascia la moglie contessa Ines Macola e tre figlie. Nella sua giovinezza
studid e si laured (1897) a Berlino; ritornd pit tardi in Europa (1903-05),
studiando a Cambridge, Gottinga, Parigi ¢ Roma. Fu assistente e poi Pro-
fessore nelle Universita di California e dell’ Illinois. Ebbe negli Stati Uniti
parecchie onorificenze scientifiche, vinse nel 1909 un premio della R. Acca-
demia delle Scienze del Belgio, e nel 1919 divenne membro della National
Academy of Sciences.

Egli comincid la sua carriera come astronomo matematico, dedicandosi
specialmente allo studio della rotazione solare. Passd quindi allo studio delle
equazioni differenziali, da cui fu tratto all’interpretazione geometrica di
alcune loro proprieta. Questi studii lo hanno naturalmente portato alla geo-
metria proiettivo-differenziale, di cui egli s pud ben a diritto considerare
il fondatore, nonostante che prima di lui anche altri se ne siano occupati
(specialmente I’ HALPHEN per la teoria delle curve). Ma WiLczynNsk1 fu il
primo che diede una trattazione sistematica per la teoria delle curve, delle
superficie rigate, e delle superficie piit generali. Il suo metodo consiste nel-
I’ associare all’ente geometrico studiato un certo sistema completamente inte-
grabile di equazioni differenziali lineari. Di questo si studiano sia le condi-
zioni di integrabilita, sia gli invarianti fondamentali, cioé quelle espressioni
che non variano nel passare da un sistema ad un altro che corrisponda al
medesimo ente geometrico. '

Notevoli sono gli studii cosi compiuti per le curve, le congruenze, e le
trasformazioni flecnodali di una rigata, i corrispondenti reguli osculatori ed
asintotici lungo una generatrice, ecc. Importanti sono le ricerche della sua
Memoria premiata relative alle congruenze di rette. Per le superficie generali

(*) Ringrazio il collega dell’ Universitd di Chicago di avermi permesso di pubblicare
qui un breve sunto della commemorazione da lui scritta; e sono dolente che lo spazio con-
cessomi non me ne abbia permesso la pubblicazione integrale. Guipo Fusini
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sono stati di fondamentale importanza molti concetti da Lui introdofti nella
scienza: la axis congruence e la ray congruence associate ad un sistema co-
niugato, la directriz congruence e la canonical quadric. A lui si devono gli
studii di alcune classi di superficie specialmente notevoli, ed eleganti in-
terpretazioni geometriche di alcuni fatti analitici, specialmente dei sistemi
isotermi coniugati.

Negli ultimi anni della sua attivita scientifica si dedico alle funzioni di
variabile complessa, e ne investigd alcune proprietd proiettivo-differenziali.

Oltre alle commemorazioni di LAzzaro FucHs e di G. M. GREEN, cosi
immaturamente rapito alla scienza, egli scrisse un saggio sulla poesia e sulla
matematica, e un resoconto popolare sulla quarta dimensione.

Maestro indimenticabile, si occupd molto dei giovani, dirigendone con
cura le ricerche relative alle dissertazioni dottorali, si occupd con amore di
tutte le questioni riguardanti 1’insegnamento della matematica e 1’ organiz-
zazione dell’American Mathematical Society.

La sua morte ¢i fa rimpiangere la perdita di un uomo illustre che amava
I'Italia, e la cui opera fu cosi stimata in Italia, dove Egli trovd tanti con-
tinuatori dell’ opera sua.
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