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Meth. d.  chmakt. Kurven, als Beitrag z. graph. Auswertung uew. Von L. Assua. 1 

Die Methode der charakteristischen Kurven, als Beitrag 
znr graphischen Auswertung mehrfacher Integrale. 

Von L. ASSUR in St. Petersburg. 

Mit 17 Figuren im Text und einer Tafel. 

Die graphische Auswertung mehrfacher Integrale hat ihren Ur- 
sprung in der für den Techniker michtigen Xrmittelurig der statischen, 
Tragheits- und Deviationsmomente. Die bis jetzt erschienenen Veroffent- 
lichungen, behandeln die Frage entweder innerhalb dieses engen Rahmens, 
oder erweitern dessen Grenzen nur wenig, indem sie auf Momente 
hoheren Grades, also auf In tepa le  von der Form 

welche auf die F'liche einer ebenen Figur bezogen gedacht werden, 
Rücksicht nehmen. 

Die veroffentlichten Vcrfahren lasscn sich in zwei verschiedene 
Kiassen teilen. Zur ersten gehoren die ganz ailgemein bekannten Aus- 
wertungen der Tragheitsmomente nach C u l m a n n  und 0. Mohr ,  deren 
Verwendung durch die Abhandlung von S. W e l l i s c h l )  ein neues Ge- 
biet eroffnet wird. E s  ist dies ein Naherungsverfahren, indem die 
Tragheitamomente gewisser schmaler Streifen in bezug auf die eigene 
Schwerpunktsachso vernachlissigt werden. Zur zweiten Klasses) ge- 
horen diejenigen, welche von der, das Integrationsgebiet bildenden 
Fliche andere, àurch punktweise zu konstruierende Kurven begrenzte 
Flachen ableiten, deren Inhalte dem Werte der Integrale proportional 
sind. Diese letzteren Verfahren sind theoretisch genau und darauf 
gegründet, daB einerseits die Veranderlichen unter dem htegralzeiehen 
getrennt sind, die e i n e  Integration also ohne weiteres ausführbar ist, 
und da4 andererseits der Ausdruck xp+l.lp/a~+q, wo a 81s konstante, 

1) Zeitschr. des Osterraich. Ing. und Architekten-Ver. 1905, S. 642. 
2) L e w i c k i ,  Civilingenieur 1879, S. 527. - N ehls, Civilingenieur 1874, 

S. 85, 295 und 1875, S. 261. - d' O c a g n e  (und Co l l ignon) .  Bull. de la Soc. 
math. de France 1884, p. 21. 

Zeiteïhrift f .  Mathematik nrid Physik. 60. Band. 1911. Heft 1. 1 
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2 Methode d. charakt. Kurven, ale Beitrag z .  graph. Auswertung mehrf. Integrale. 

a und y als veririderliche lineare Gr6Ben betrachtet werden, leicht 
graphisch zu konstruiereii ist. Die den Iionstruktionen zugrunde ge- 
legten Linienzüge, mit  Hilfe deren der genannte Ausdruck graphisch 
ermittelt mird, Sind allerdings verschieden, doch kann uns dies in dem 
Zeitalter, wo der Rechenschieber ebenso rasch, und bei Darsteilung 
samtlicher GroBen in übersichtlichen Tabellen, vieileicht bequemer zum 
Zicle führt, ncbensachlich ,erscheinen. 

Allgemeinere Falle werden in der sehr reichhaltigen Schrift von 
Chr .  ~ e h l s  aiierdings besprochenl), eine riahere Untereuchung der- 
selben wird jedoch nicht vorgenommen. Hierdurch erscheint ein f ü r  
die graphische Behandlung ebenfalls gut geeigneter FaU aus samtlichen 
Betrachtungen ausgeschlossen. Die Untersuchung desselben führte mich 
auf die eigenartige Methode der charakteristischen Kurven, welche in  
der vorliegenden Abhandlung entwickelt wird. Ihr verhaltnismaBig 
starker Umfmg ist sowohl durch die Mannigfaltigkeit der durch diese 
Methode zur Verfügung gesteiiten Hilfsmittel, als auch dadurch bedingt, 
daB mir daran hg, verschiedene praktische Schwicrigkeiten, die in be- 

- 

sonderen Fallen entstehen uud die Anwendung graphischer Methoden 
scheinbar unmoglich machen, aus dem Wege zu riiumen, - eine Auf- 
gabe, die von meinen Vorgangern ebenfalls übergangen worden ist. 
So wird es moglich, mit E l f e  gewisser reduzierter Kurven und des 
Planimeters das im Reispiel 5 gegebene Integral zii ermitteln, trotz- 
dem innerhalb des Integrationsgebietes zwei Gerade liegen, fur deren 
samtliche Punkte, die unter dem Integralzeichen stehende Funktion 
unendlich groB wird. 

1. Grnndlegende Beziehungen; die einfache Charakteristik. 

Wir denken uns, es solle das Integral 

welches sich über ein gegebenes, r e e l l e s  und e n d l i c h e s  Integrations- 
gebiet erstreckt, ermittelt werden. E s  wird hierbei nur der besondere 
Fall unseren Betrachtungen unterliegen, wo f (x, y) eine e i n d e u t i g  ge-  
g e b e n e  h o m o g e n e ,  a l g e b r a i s c h e  P u n k t i o n  nte" Grades d e r  Ver- 
i inder l i chen  x, y i s t ,  w e l c h e  f ü r  r e e l l e  W e r t e  d e r  l e t z t e r e n  
e b e n f a l l s  r e e l l e  W e r t e  ann i inmt .  Endlichkeit der Piinktion wird 
üborall vorausgesetzt, wo nicht der entgcgengesetzte Fail einer be- 
sonderen Betrachtung unterzogen wird. Im Falle der Unstetigkeit der 
Funktion deriken wir uns das Lntegrationsgebiet in mehrere Gebiete 

-- -- - 

1) Civilingenieur 1873, S. 206. 
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Von L. ASSIX. 3 

zerlegt, deren Anzahl jsdoch endlich sein muB, innerhalb welcher die 
Funktion stetig bleibt. 

Welchen Ursprunges diesos Integral auch sei, wir konnen immer 
x und y als rechtwinkligc Cartesische Koordinaten betrachten. Es  
wird sodann in der geometrischen Deutung das lntegrationsgebiet durch 
die Fliche einer ebenen Figur dargestellt, die Ton einer Kurve - im 
folgenden, immer als A-Kurve bezeichnet - begrenzt ist. Um auch 
diejenigen Palle in unsere Betrachtungen Fig. 1. 

direkt aufnehmen zu konnen, wo das 
Integral rein geometrischen Ursprungs 
ist, und unter Verwendung von schief- 
winkeligen Koordinatenachsen gewonnen 
wurde, haben wir dasselbe nur mit dem 
Sinus des Koordinatenminkels GJ (Pig. 1) 
zu multiplizieren. 

Bezeichnen wir den Fahrstrahl eines 
innerhalb des Integrationsgebietes. liegen- 
den Punktcs mit Q,  den Polarwinkel mit rp, so geschieht bekanntlich 
der Übergang zu Polarkoordinaten durch Verwendung der Beaiehungen 

(11, 
sin (CO - y) sin cp 

X - Q - s i n ~ ;  Y = Q = )  

wobei der Ausdruck d x d y  sinw für das Fliichenelement durch den 
entsprechenden pdgdrp zu ersetzen ist. Durch Einführung der Werte 
(1) erhalten wir, der Eigenschaften der Funktion f eingedenk: 

worin @ eine Funktion der einzigen Veranderlichen y ist. W i r  
schreiben also : 

(1 bis) S =J"'@pn+'dpdq. 

Nun sind die Veranderlichen getremt und die Integration nach p 
kann ausgeführt werden. Wir  denken uns vorliiufig n + 2 > 0, und 
betrachten hierbei den Fall, da6 der Koordinatenursprung innerhalb 
des Integrationsgebietes zu liegen kommt und die A-Kurve von jedem 
Fahrstrahl. in einem einzigen Punkte geschnitten wird. Die iibrigen 
Fülle lassen sich entweder durch bekannto Verfahren auf diesen zurück- 
führen, oder es wird denselben eine besondere Betrachtung gewidmet. 
Werden die Werte der Fahrstrahlen der A-Kurve mit R bezeichnet, 
so sind die Integrationsgrenzen Null und R, und es ergibt sich 
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4 Methode d. charakt. Kurven, al8 Beitrag 8. graph. Answertung mchrf. Integrale. 

Die Werte von R, al5 Funktion der VerSnderlichen y, dind durch 
den Linienzug der A-Kurve bestimmt, welcher entweder von vornherein 
als gegeben erscheint, wenn die Aufgabe geometrischer Art ist, oder 
vorher, den analytischen Bedingungen entsprechend, konstruiert werden 
mufi. Unsere Aufgabe soll nun sein, d ie  V e r a n d e r l i c h e  0 d u r c h  
e i n e  o d e r  m e h r e r e  n e u e  zu ersetzen' ,  d e r e n  A b h i i n g i g k e i t  v o m  
W i i i k e l  rp e b e n f a l l s  d u r c h  L i n i e n x ü g e ,  und  z w a r  d u r c h  m 6 g -  
l i c h s t  e i n f a c h e  g e g e b e n  i s t .  Dieses ist der leitende Grundgedanke 
der Methode. 

Im vorliegenden Kapitel denken wir uns die Kurve 

(4) f(x, Y) = a", 
welche wir e i n f a c h e  C h a r a k t e r i s t i k  oder C-Kurve nennen, aufge- 
zeichnet. In der Gleichung derselben ist a eine beliobige, vorlaufig 
reelie und positive lineare konstante GroBe, die man zweckmafiig so 
wahlt, daB die A-Kurve von der C-Kurve in einer moglichst groBen 
Anzahl von Punkken geschnitten wird. Bezeichnen wir die Fahrstrahlen 
der C-Kiirve mit r ,  so lautet deren Gleichnng in Polarkoordinaten 

(5) rn a = an. 
Hieraus IaBt sich der in (3) auftretende Wert der Funktion 

durch die Lange des unter dern Winkel y gezogenen Pahrstrahles r 

der G-Kurve ausdrücken, und wir erhalten 

Die unter dem Integralzeichen stehenden R und r sind ent- 
sprechende Werte der unter dem Winkel rp gezogenen Fahrstrahlen 
der A- und der C-Kurve und sornit graphisch gegeben. 

Nun wird eine dritte h'urve konstruieit, welche als U-Kurve be- 
zeichnet werden soll und deren Fahrstrahlen u aus der Beziehung 

ermittelt werden. Durch Substitution dieses Wertes in (6,I) erhalten wir 

Wir  erkennen hierin den Ausdruck für die von der U-Kurve he- 
grenzte Fliiche bzw. für den Pliicheninhalt eines durch zwei Fahrstrahlen 
aus derselben ausgeschnittehen Sektors. Diese zu planimetrierende 
FlLche bezeichuen wir mit F' und schreibeii 
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Von L. Assus. 5 

1st n. eine ganze Zahl, so lassen sich die Fahrstrahlen der LT-Kurve 
leicht konstruieren, andernfalls berechnen. Denken wir uns la als g e -  
rade  Zahl, so ergibt sich 

7l - 

(10) 
R = u = K . - - .  
n - 

r e  

W g e  z. B. n = 4 sein, 80 erhalten wir folgende Konstruktion 
( F i .  1 .  E s  seien Oc und Oa unter dem Winkel ~p gezogene Fahr- 
strahlen der C- und A-Kurve. Ziehen wir nun durch c und a zwei 
parallele Gerade (Fig. l), welche die X-Achse (oder auch eine beliebige 
andere durch den Koordiriatenursprung gezogene Gerade) in den Punk- 
ten c, und c; schneiden, sodann cla, (1 c,a, a,c, II ac, und c,a, II c,a, so 
ist Ou, der E'ahrstrahl der U-Kurve, deren punktweise Konstruktion 
hierdiirch gegeben ist. 

Betrachten wir den Fail eines u n g e r a d e n  n, so 1iiBt sich zc als 
geometrisches Mittel 

(11) = V E  
aus zwei GroBen p und q konstruieren, deren Werte etwa den Beziehungen 

entnommen und in der soeben besprochenen Weise konstruiert werden. 
Die bekannte Konstruktion des Ausdrucks (11) erscheint auf die 

Dauer recht mühsam. Deswegen halt Chr. Nehlsl) die Verwendung 
von Polarkoordin~ten bei der Ermittelung statischer Momente für we- - 
niger geeignet als diejenige von Cartesischen Koordinaten. Der Rechen- 
schieber führt hier schon rascher zum Ziele als die graphische Kon- 
struktion, doch voilstindig wird dieser Übelstand erst durch Venven- 
duug einer Konstruktion, die wir als i n d i r e k  t e  E r m i t t e l u n g  des 
Flacheninhaltes der U-Kurve bezeichnen wollen, gehoben. 

Dieses indirekte Verfahren beruht darauf, daB p und p als unter 
dem PoIarwinkel q zur X-Achse geneigte Fahrstrahlen konstruiert 
werden. Dcr gcometrische Ort der Endpunkte der letzteren bildet zwei 
Kurven, welche entsprechend als p-Kurve und q-Kurve bezeichet 
werden sollen. Wir  stechen die Differenz (q -p)  der Bahrstrahlen 
beider Kurven ab und konstruieren eine dritte Kurve, in 'folgendem 
immer als (q  -p)-Kurve bezeichnet, indem wir diese Differena als 
Pahrstrahl der letzteren betrachten. E s  ist leicht einzusehen, daB 

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



6 Methode d. charakt. Kurven, a h  Heitrag z. graph. Auswertung mehrf. Integrale. 

Siimtliche in den Klammern stehende Integrale ergehen sich durch 
Planimetrieren der entsprechend durch die drei Kurven begrenzten 
Fliichenstücke, welche durch F,, F, und F,-, bezeichnet werden soilen. 
Wir  erhalten sodann 

(1 3) F =  g(Fy + 3;- Fy-&. 

I n  gleicher Weise k6nnte auch eine (r, + q)-Kurve zur Geltung 
kommen, doch ist es ersichtlich, daB hierbei unvermeidliche Konstruk- 
tionsfehler das Resultat mehr beeinflussen müssen, als bei der soeben 
empfohlenen. 

Die Werte (q - p) k6nnen entweder mit Beachtung des Vor- 
zeichens, oder absoliit aufgetragen werden. Der Flacheninhalt Z i Y p p  
kinnte  jedoch auch negativc merte erhalten, indem das entsprochende 

Fig. 4. pig. 3. Integral im allgerneinen 
durch das wechselnde Vor- 

'y C zeichen von d g  beeinlluBt 

@; wird. Aus der Zeichnung 
mird sich das richtige Vor- X . 4- -. zeichen irnrner erkennen 
lassen. So sind in Fig. 2 

U !  die q -  und die p-Kurve in 
Form von Kreisen aufge- 
zeichnet. Die (q-p)-Kurve 

wurde mit Beachtung des Vorzeichens der Fahrstrahlen aufgetragen; 
hierdurcb ergab sich ihre schlingenformige Gestalt. Beide Schlirigeri 
werden in derselben Richtung durchlaufen, haben also dasselbe Vor- 
zeichen und zwar das positive, indem beim Durchlaufen der q -  und der 
p-Kurve der Winkel als stetig wachsend angesehen werden kann. E s  
ist leicht xu erkennen, daB die Geraden, welche die Schnittpunkte der 
q- und der p-Kurve mit dem Koordinatenursprung verbinden, in letzterem 
die (p - p)-Kurve berühren. 

Über den allgemeinen Verlauf der U-, derp- und der q-Kurven erlauben 
die Beziehungen (10) und (12) folgende S~hluBfol~erungen zu machen: 

1. Schneiden sich die A- und die C-Kurve in irgendeinem Punkte, 
so gehen die drei obengenannten Kurven diirch denselben Punkt. 

2. Wird der Fahrstrahl der C-Kurve unendlich groB, so werden 
die unter demselben Winkel geneigten Fahrstrahlen der drei Kurven 
gleich Null; letztere werden im Koordinatenumprung durch den erst- 
genannten Fahrstrahl berührt. 

3. Wird der Fahrstrahl der C-Kurve gleich Null, so sind die unter 
demselben Winkel gezogenen Fahrstrahlen der drei Kurven unendlich groB. 

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



Von L. ASBCB. 7 

Diesen allgemeinen Betrachtungen hat sich eine U ~ i t ê r s u c h u n ~  von 
verschiedenartigen Sonderfiillen anzuschlieBen, doch wollen wir vorerst 
das hier Gesagte durch einige einfache Beispiele veranschaulichen. 

Fiir das polare Triigheitsmoment einer ebenen Figiir ergibt sich, 
falls der Pol zum Koordinateniirspriing gewiihlt wird, in rechtwinkeligen 
Achscn der Ausdruck 

Die C-Kurve ist ein Kreis von beliebig zu wiihlendem Halbmesser 
a, dessen Mittelpunkt in den Koordinatenursprung fallt. E s  bedarf 
nicht der üblichen Zerlegung des polaren Triigheitsmomentes in die 
Summe zweier iiquatorieilen. Die sich laut Fig. 1 ergebende einfache 
Konstruktion dieses Triigheitsmomentes lZBt sich auch ganz elementar 
ableiten, bleibt jedoch selbst in den genannten Abhsridlungen von 
Chr. N e h l s  unerwahnt. 

Denken wir uns die A-Kurve ebenfalls als Kreis, dessen Mittel- 
punkt der Koordinatenursprung ist, so dürfen wir a gleich R setzen. 
Hierdurch wird die C-Kurve mit der A- und C-Kurve identisch. Die 
Reziehiing (9) sagt in diesem palle sus,  daB das polare Triigheits- 
moment eines Kreises um desscn Mittelpunkt gleich ist dem halben 
Produkt aus dem E'lacheninhalte dieses Kreises mit dem Quadrete des 
Kreislialbmessers, was sich mit dem beknnnten Ausdriick hierfür deckt. 

Das iiquatorielle Triigheitsmoment, einer ebenen Figur um die 
X-Achse schreiben wir, ein rechtwinkliges Achsenkreuz voraussetzend, 

Die C-Kurve besteht also aus einem Geradenpaar, dessen Gleichung 
y = f a lautet. Bür den Fall des iiquatoriellen Triigheitsmomentes 
eines Kreises um seine Halbachse setzen wir a = R. Die beiden Ge- 
raden berühren also diesen Kreis in den Schnittpunkten mit der Y-Achse 
([Fig. 3). Setzen wir nun in (10) : r = Oc = R/ sin y ,  so wird 
ts = + ~- - R sin <p. E s  ist dies die Gleichung zweier Kreise, welche den 
Halbmesser des gegebenen zum Durchmesser haben und die X-Achse 
irn Koordinatenursprung berühren. Berechnen mir den Fliicheninhalt 
dieser Kreise, so erhaltcn wir durch (9) wieder einen allgemein be- 
kannten Ausdruck. 

Der bekannten Beziehung zwischen den Ordinaten eines Kreisee 
und einer Ellipse entsprechend, ergibt sich für das Tragheitsmoment 
der letzteren ura eine Hauptachse die U-Kurve in der Form von zweien 
ihr iihrilichen Ellipsen, welche die genannte Hauptachse und die erste 
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8 Methode d. charakt. Kurven, 81s Beitrag z. graph. Anawertung mehrf. Integrale. 

Ellipse berühren und deren Hauptachsen den gleichgeriohteten Halb- 
achsen derselben gleich sind. 

Das Deviationsrnoment einer ebenen F'igur berechnet sich zu 

E =,[fiyl;ydxdy. 
1 

Die C-Kurve ist eine gleichseitige Hyperbel xy = aa, welche auf 
eine andere Art schon Chr.  N e h l s i )  zu demselben Zwecke verwendet 
hat, ohne hierdurch auf allgemeinere Betrac'ntungen gefiihrt worden zu 
sein. Da jedoch inncrhalb zweier Koordinatenwinkel die Pahrstrahlen der 
Hyperbcl imaginar sind, bedarf dieser Fail der besonderen Erlkterungen 
des nachaten Knpitels. 

II. Betrachtung verschiedener Sonderfalle. 

Stillschweigend wurde bis jetzt angenommen, daE jedem die A-Knrve 
schneidenden Fahrstrahl ein reeller und gleichgerichteter, also positiver 
Wert  des entsprechenden Fahrstrahles der C-Kurve entspricht. Diese 
Vorauseetzung ist in vielen Fallen unzutreffend. Wenden wir uns dem 
Au~druck (5) zu, so erkennen wir, dsE es bestimmte Grenzen des 
Polarwinkels cp geben kann, innerlialb welüher die Punktion CD des- 
selben negative Werte annehrnen kam.  

Für  einen g e r a d e n  Exponenten n erhalt sodann r imaginare 
Werte. Dieser Übelstand wird leicht gehoben, wenn wir bedenken, daB 
mir durchaus nicht daran gebunden sind, innerhalb des ganzen Integra- 
tionsgebietes eine einzige C-Kurve zu verwenden. In gewissen Grenzen 
des Winkels rp diirfen wir der Konstanten a den einen Wert beilegen, 
in anderen Grenzen wieder einen neuen. E s  wird hierdureh im Aus- 
druck (9) an Steile des einen Gliedes auf der rechten Seite nur die 
Summe mehrerer solcher Qlieder treten. Wir  setzen somit im ge- 
nennten Falle an Steile der willkürlichen konstanten a eine imaginiire 

GroBe, etwa ia, w o ~ i n  i = v z .  Hierdurch erhiilt in denjenigen 
Grenzen des Winkels y, wo @ negativ wird (5 ) ,  r reelle Werte. Da  
jedoch (in)" negativ ist, so erhalten wir an  Stelle von (9) 

(9, bis) 
2 an S=-- (F -F ' ) ,  

n + 2  

wo F' derjenige Flicheninhalt ist, welcher dem neuen Zweige der 
C-Kurve entspricht. Unter den Voraussetzungen des 1. Kapitels über 
den Verlauf der A-Kurve sind für F und I"' hierin die absoluten 
Werte einzusetzen, sonst ist jedoch immer dem Verlauf der Kurven 
Reachtung zn schenken. 

1) Civilingenieur 1876, Taf. XIV Fig. 10. 

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



Von L. Assun. 9 

Die im ersten Kapitel erwahnte Hyperbel xy = a 5 i r d  innerhalb 
zweier Koordinatenwinkel durch die konjngierte xy - - az  ersetzt. 
Letztere entspricht demjenigen Teil der von der A-Kurve umgrenzten 
Pliiche, deren Deviationsmoment negativ ist. 

Für einen u n g e r a d e n  Exponenten n hat ein negativer Wert  der 
Funktion CD einen ebensolchen von rn und daher wegen (7) von uB zur  
Folge. In  den entsprechenden Grenzen des Winkels gp hat man, um 
brauchbare Resultate zu erhalten, an Stelle des positiven Wertes der 
Konstanten a einen negativen einzuführen. Im übrigen kommt die 
Beziehung (9 bis) zur Ge1tung.l) 

Die Behandlungsweise eines gebrochenen Exponenten a bedarf 
nach Vorstehendem keiner besonderen Erliuterung. 

Ein Sonderfall anderer Art ergibt sich, wenn die Funktion f(x, y) 
ein algebraischer Bruch ist, dessen Liihler und Nenner homugene Funk- 
tionen gleichen Grades sind, so daB der Exponent n gleich Null zu 
setzen ist. Einerseits erhalten wir durch Ubergang zu Polarkoordi- 

naten f(x, y) di, worin CD als veranderliche GroBe erscheint, anderer- 
seits ergibt (5) CD = 1; zngleich wird auch die Konstruktion nach Fig 1 
unmoglich, indem die C-Kurve in sich im Koordinatenursprung schnei- 
dende Geraden ausartet. Es bedeutet dieses, daB in diesem S o n d e r f d  
zwischen  d e n  E ' a h r s t r a h l e n  d e r  C - K u r v e  u n d  dem W e r t e  d e r  
F u n k t i o n  CD k e i n e r l e i  A b h a n g i g k e i t  b e s t e h t .  

Diesem Umstande ist nur durch Wahl  eincr charakteristischen 
Kurve anderer Art, die als Co-Kurve bezeichnet werden soll, Rechnung 
zu tragen, einer Kurve, deren Gleichiing in folgender Form zu 
schreiben ist: 

(14) 
i ( P + y W y  c G G p  f(z, y) 3 . 

a P 

Hierin ist a wiederum eine beliebige Konstante, p eine beliebige 
ganze Lahl, auBer Null. 

Durch Übergang xu Polarkoordinaten erhalten wir, indem wir  die 
früheren Bezeichnungen beibehalten: 

(15) 
r P 

@ = a P 

und somit ergibt die Beziehung (3) 

1) Sowohl im Folle der Unstetigkeit der Funktion f (z ,y) ,  wie euch in dem 
soeben betrachteten Felle, wo innerhalb verschiedener Integrrttionsgebiote ver- 
schiedene C-Kurven verwendet werdsn, müBte von vornherein der Ausdmck (6) 

als Summe mehrercr Integrale geschneben werden. Der Kürze halber wird dies 
üherall, ~olange die Betrachtungen allgcmcin gehalten werden konnen, unterlasasen. 
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10 Methode d. charakt. Kurven, als Beitrag z. graph. Auswertung mehrf. Integrale. 

Der Fahrstrahl der 77-Kurve wird aus der Beziehung: 

konstruiert, welche der früher besprochenen (7) nahe verwandt ist und 
in ahdicher Weise ausgeführt wird. 

E s  sei noch bemerkt, daB in diesem Falle der Blacheriinhalt der 
U-Kurve direkt dem gesuchten Integral gleich zu setzen ist, also 

0 8 )  S = F. 

Bei Wahl des Exponenten p konnen zwei Gesichtspunkte zur 
Geltung kommen. Der erste, welcher darauf hinausgeht, eine moglichst 
einfache Co-Kurve zu erhaltan, gestattet kaum eine allgemeirie Eroi-te- 
rung, muB vielmehr von Fall zu Fall betrachtet werden. Dem zweiten, 
der eine müglichst einfache Konstruktion der Fahrstrahlen u crzielt, 
wird durch die Wahl eines geraden p und womüglich p = 2 Bechnung 
getragen. 

W i r  betrachteten im vorigen Kapitel nur den Fa11 n + 2 > 0. 
Liegt der Koordinatenursprung auBerhalb des Integrationsgebieies, so er- 
gibt sich für n + 2 < O kein Sonderfall, wohl aber für lz + 2 = O. 
Denken wir uns, daB jeder Fahrstrahl die A-Kurve nur in zwei Punkten 
schneidet - andere Palle lassen sich bekannterweise aus diesem leicht 
ableiten - und nennen mir die Grenzen der ersten Integration nach 
Q (1 bis) R, und R,, so erhalten wir statt (3): 

Dieses Integral wird in die Differenz zweier anderer gespalten, so- 
dann eine Kurve, deren Fahrstrahlen gleich (oder proportional) Ig R 
sind, konstruiert. Um u linear zu gestalten, schreiben wir die Glei- 
chung der charakteristischen Kurve 

(4 bis) 
woraus 

(5 bis) 

und 

wird. Dieser Ausdruck kann als d o p p  e l t e r  Plicheninhalt einer 
U-Kurve aufgefafh werden, wenn wir 

(7 bis) r 
21% = l g R .  - 

a 
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setzen. Es  ist also 8 = 227, worin F.  indirekt (13j ermittelt wird, 
i d e m  wir 

(1 2 bis) 1. a p = l g R  und q = -  

setzen. 
Liegt der Koordinatenursprung innerhalb des Integrationsgebietes, 

so fassen wir samtliche Fkille n + 2 7 O zusammen. Das der unteren 
Integrationsgrenze entsprechendo Glied wird nun nicht Null, wie dieses 
für (3) der Pali war, sondern unendlich groB. Die entsprechenden 
Formeln wollen mir nur für den Pall n f 2 < 0 entwickelri, die all- 
gelneinen Betrachtungen werden auch für lz + 2 = 0 gültig sein. 

Da, laut der Voraussetzung, der Koordinatenursprung von der A- 
Kurve umschlossen wird, so ziehen wir einen Kreis von endlichem 
Halbmesser E ,  der Hein genug gewahlt wird, damit die A-Kurve Tom 
Kreise nicht geschnitten wird. Wir  spaltcn nunmehr unser In tepa l  (1) 
in die Summe zweier, von denen das e r ~ t e  Sa sich auf die auBerhalb 
des Kreises liegende Plache, das zweite S, auf die innerhalb desselben 
liegende bezogen ist. E s  ist sodann 

(19) s = sa + s,. 
Weil für S, die Integrationsgrenzen konstant sind, so schreiben wir an 
Steile von (1 bis) das Produkt zweier Integrale 

Hierin ist das zweite dieser Integrale unendlich 
ein endlicher Wert nur dann erwartet werden, wenn 

groB; es dürfte für S, 

(20) &ds  = O 
ist. Wir schreiben nun O 

Der zweite Paktor wird hierin im Grenzfalle alierdings unendlich groB, 
der erste ist jedoch keine gegen Null konvergierende GroBe, sondern 
eine konstante Null. Somit ist S, = 0 für jegliches ,A&, also auch irn 
Grenzfalll) A E  = O. Unter der Voraussetzung (20) wird also 

1) Diese Behauptung k B t  sich leicht veranschaulichen. Wir  setzen k =fin+ ' d e  
AE 

und konst'mieren zwei Kurven, deren Ordinaten @, deren Abzissen jedoch für  die 
eine rp, für die zweite krp sind. Die Beziahung (20) bedeutet, daB der F'lachen- 
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12 Methode d. charakt. Kurven, als Beitrag z. graph. Auswertung mehrf. Integrale. 

E s  heiBt dies nichts anderes, als daB d e r  a l s  S o n d e r p u n k t  a u f -  
t r e t e n d e  K o o r d i n a t e n u r s p r u n g  d u r c h  e i n e n  K r e i s  v o n  end-  
l i c h e m  H a l b m e s s e r  E a u s  d e r  g r a p h i s c h e n  B e h a n d l u n g  a u s -  
g e s c h l o s s e n  werden  dar f ,  f a l l s  d a s  I n t e g r a l  ü b e r h a u p t  g e g e n  
e i n e n  e n d l i c h e n  W e r t  k o n v e r g i e r t .  

Der Ralbmesser E dieses Kreises kann auch so groB gewahlt 
werden, da1 derselbe die A-Kurve schneidet; es muB sodann bei Er- 
mittelung von S, das Resultat derjenigen Zntepation, welche auf das 
innerhalb des Kreises und auBerhalb der A-Kurve liegende Gebiet fallt, 
mit dern umgekehrten Vorzeichen genommen werden, indem es in S, 
(19) mit dem ursprünglichen in Rechnung gcbracht wird. Das gleicho 
Verfahren ist auch für lz + 2 = O mit den notwendigen ~ n d e r u n ~ e n  
vorzunehmen. 

E s  werde noch erwiihnt, daB die Bedingung (20) jedesmal erfüllt 
ist, falls die Funktion f (x ,  y) bei Verinderung des Vorzeichens bei nur 
einer, oder bei beiden Veranderlichen zugleich, ebenfalls n u r  das Vor- 
zeichen wechselt, jedoch denselben absoluteu Wert Eieibehalt. 

Für  donjenigen Fall, daB die A-Kurve durch den Koordinatcn- 
ursprung geht und 9% + 2 < O ist, ist es mir nicht gelungen ein brauch- 
bares Verfahren austindig zu machen. 

III. Getrennte charakteristisehe Kurven. 

Die einfache C-Kurve, wie sie in vorstehendem behandelt wurde, 
ist im allgemeinen eine algcbraische Kurve hoheren Grades. Da die- 
selbe aufiuzeichnen ist, würde durch die damit verbundenen Schwierig- 
keiten das bis jetzt betrachtete Verfahren in den meisten Fiilhi praktisch 
unbrauchbar. Es  ist deshalb von groBer Wichtigkeit, zu bemerken, 
daB e i n e  C - K u r v e  h o h e r e n  Grades  d u r c h  m e h r e r e  C - K u r v e n  
n i e d e r e n  Grades  e r s e t z t  w e r d e n  k a n n ,  sobald die Funktion f(x, y) 
als Produkt mehrerer Faktoren erscheint. 1st letzteres aiich nicht immer 
von vornherein der Fall, so wird die Zerlegung der homogenen Funktion 
in Faktoren durch die bekannten Eigenschaften der homogenen Polynomo 
ungemein erleichtert. 

Wir'denken uns beispielsweise die Funktion f(x,  y) in drei Faktoren 
zerlegt, so daB 

- 
f ($7 Y )  = fi (2, Y) - f 2  ( ~ 1  Y) . fa(", Y) 

inhalt der ersten Kurve gleich Kull ist Da die zweite Kurve nur durch den MaB- 
stab der Abszissen von der eruten verschieden ist, so wird deren Flacheninhalt, 
fiir jeglichen Wert von k anch für k = cn zu Noll; dieaer Flacheninhalt ist jedoch 
gleich SE 
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Von L. Assua. 13 

ist, worin f,, f, und f, die Zeichen ebenfalls homogener algebraischer 
Funktionen sind, deren Ordnurigen beziehlich durch s, 2 und w be- 
zeichnet seien. Somit ist 

(21) n = s + t + w .  

Es seien ferner in der Zeichnung die Kurven 

j 
f, (4 Y) = a: 

(22) f 2  (x, Y) = a; 

f 3  (x, Y) = a: 

aufgetragen,welchealsgetrenntecharaktcristischeKurvenbezeichnet 

werden soien "nd deren Konstanten a,, a,, a, beliebig zu wiihlen sind. 
Durch Übergang zu Polarkoordinaten erhalten wir die Gleichungen 
dieser Kurven in der E'orrn 

q = a; 

(23) aP = ai .  
r; Q3 = a; 

IIierin sind CD,, a,, CD, Bunktionen einer einzigen Veranderlichen 
des Polarwinkels gp. Um den neuen Ausdruck für (1) zu erhalten, hat 
man in (3) nur 0 gleich dem Produkt der letztgenannten drei GriiBen 
zu setzen. E s  lassen sich aber dieselben laut (23) durch die Pahr- 
strahlen r,, r,, r, der entsprechenden C-Kurven ausdrücken, wodurch 
das Lntecral (3) in " \ ,  

(6,111) 
ühergeht. 

Die Pahrstrahlen der U-Kurve entsprechen nun der Beziehung 

und wenn F wieder den 

J e  nach Urnstiinderi 
es kommt das indirekte 
gesetzt wird. A n  S t e l l e  

Flacheninhalt derselben bezeichnet, so wird 

wird hier 3' entweder direkt ermittelt, oder 
Verfahren zur Verwendung, indem U" p .  q 
des  g r a p h i s c h e n  P o t e n z i e r e n s  der Fig. 1 

t r i t t  d ie  g r a p h i s c h e  M u l t i p l i k a t i o n ;  es wird jedoch in verwickelten 
Failen übersichtlicher und nicht zeitraubender sein, dieselbe durch 
Verwendung des Hechenschiebers zu ersetzen. 

B e i s p i e l  1. E s  soil das Volumen und der Schwerpunkt eines 
homogenen Korpers, der durch eine beliebige Zylinderflache und zwei 
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14 Methode d. chsrakt. Kurven, ale Beitrag z. graph. Answertung mehrf. Intcgrale. 

dieselbe schneidende n i ç h t  parallele Ebenen begrenzt ist, sowie sein Trag- 
heitsnioment um eine der Mantellinie paralle Achse O Y gefunden werden. 

Der Schnitt der Zylinderflache mit einer der Ebenen (Fig. 4) sei 
durch den Linienzug abca  gegeben. Die letztere werde als Koordinaten- 
ebene betrachtet, O Y als Koordinatenachse. Die X-Achse m6ge die 
orthogonale Projektion der Y-Achse auf dieselbe Ebene gein; der 

Winkel zwischen diesen beiden Achsen sei cri die Z-Achse steht 
rechtwinkclig auf jeder der beiden anderen. 

P i e  Lage der zweiten Ebene sei durch die 
zwischen beiden Ebenen enthaltenen Strecken der 
Mantellinien au,, bb,, cc, bestimmt. Weil wir der 
Gleichung dieser Ebene bedürfen, mogen die Schnitt- 
punkte A, B und C derselben mit den Koordinaten- 
achsen ermittelt werden. Die Zeichnung ist in 

schiefer Paraflelper~pektive 
derart ausgeführt, daB dio 
winkel X O Z  und XOY in 
natürlicher GrCiBe (a = GO0)  
aufgetragen, und derselbeMaB- 
stab fiir alle drei Achsen ge- 
wahlt wurde. Ziehen wir nun 
a c  bis m m  Schnitt mit OX 

k ,  sodann k m  II OY bis zum Schnitt mit a,c,, so 
aden A B. In derselben Weise 

wurde vermittels der Geraden ah  und a,h, der zweite 
Punkt i der Schnittlinte AB, und der Punkt h auf CB erhalten. 
Hierdurch sind die drei Punkte A, B und C bestimmt. Von den 
Schnittpunkten e und d zweier Geradenpaare, welche auf A C  fallen, 
wurde aus Genauigkeitsrücksichten kein Gebrauch gemacht, weil die- 
selben verhaltnismaBig nahe nebeneinanderliegen. 

Es ergeben sich nun aus der Zeichnung die Streeken: Od = 10 cm, 
O B  = 5 cm, OC = 10 cm und hierdurch wird die Gleichung der - 
zweiten Ebcne: 

x + z .  x + 21/ + z = 10, oder y - 6 - -- 
2 

Das dem Punkte S urnschriebene Elementarprisma besitzt das 
Volumen d x d y d z  sin ci, und somit wird das Volumen abca,b,c, zu 
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Endgültig wird, rr - 60° angenommen: 

Das erste der beiden Integrale ist gleich deni Lnhalt der durch 
abca begrenzten Fliiche. Das zweite Integral k6nnte in die Summe 
z&eier statischen Momente derselbe Fliiche zerleçt werden; durch An- 
wendung der C-Kurve wird es direkt konstruiert, wie aus Fig. 5 er- 
sichtlich. Die Gleichung dieser Kiirve wurde x + z = 6 angenommen; 
es ist dies die Gerade km. 
Es wurde sowohl die T7-Kurve, 
wie auch eine (q  - p)-Kurve 
konstruiert. Bei Verweridung 
der ersteren, deren Flachen- k, 
inhalt F aei, erhalten u i r  & 
laut (9) 

s = ~ ( ~ + z ) d x d z = 4 1 1  N 

Bezeichnen wir nun den 
Flicheninhalt der A-Kurve 
durch F,, so wird dasVolumen 

51/3 (23) V = ~ F 0 - f l F .  __-- 0 
,-,, 
L- 

Durch direktes Plmi-  

Fig. 5 

metrien ergab sich: Fo= 8,76 cme; F= 14,76cn2, somit: V = 12,36 cm3. 
Der Konstruktion der 77-Kurve. geht diejenige der p- und der 

p-Kurve voraus. Laut (12) ist 
R p = R  uud ¶ = A .  . 

Yür den betrachteten Pall ist die p-Kurve mit der A-Kurvc identisch. 
Die übrigen Kurven sind durch die Bezeichnungsweise in Fig. 5 zu 
erkennen. Sol1 die (q-p)-Kurve verwendet werden, so ist 

E s  ergab sich: F, = 22,93 cm2; q-, = 2,Ol cm2 und somit: 
V= 12,23 cm". 

Der Unterschied der beiden Werte für 7 iiüerschreitet nicht die 
zulassigen Genauigkeitsgrenzen für  ein graphisches Verfahren, i d  je- 
doch verhiiltnismaBig groB zu nennen. 

Die Konstruktion des Punktos f der y-Kurve ist durch die Ge- 
raden eh II dk und hf II lce angedeutet. 
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16 Methode d. charrtkt. Kurven, al8 Beitrag z. grrtph. Auswertung mehrf. Integrale. 

Das auf die ZOY-Ebene bezogene statische Moment des dem 
Punkte S umschriebenen Elementarprismas (Fig. 4) ist 

LArdxdydz sin a: = X sin%dxdydz. 

Somit wird das entsprechende Moment des Volumens P: 

Für a: = 60' wird endgültig 

Das erste dieser heiden Integrale ist das statische Moment der 
von dcr A-Knrve umgrenzten ~ B c h e  auf OZ bezogen, das zweite 
konnte in die Summe eines Triigheits- und eines Deviationsmomentes 
zerlegt werden, ist jedoch durch die Methode der C-Kurven direkt zu 
ermitteln. E s  k6nnte nun die einfache C-Kurve in der Form x2 + xx = as 
verwendet werden, welche eine Ellipse ist, deren Mittelpunkt O und 
deren Halbachse den Winkel von 22,5O mit der X-Achse einschlieBt. 

F L ~ .  6. Doch ist es zweckentsprechend, 
getrennte C-Kurven zu verwenden. 
Die Gleichnngen derselben seien 

x + z = 6  und x = 5 .  

Bezeichnen wir die Fahr- 
strahlen der ersten dieser Geraden 

a durch r,, die dcr zweiten durch 
r4, so kann 

R R p - R . -  und q = R . -  
rz TI 

gesetzt werden. Hierdurchwirddie 
q-Kurve mit derjenigen der Fig. 5 X i d  en  t i 8 c h ,  wihrend die p-Kurve 
in Fig. 6 l) konstruiert wurde; - .  

der Verlauf der ( q  p ) - K u r v e  ist ebenfalls aus der Zeichnung ersichtlich. 
Uas zweite der Intepale  in (26) wird nunniehr laut (9, III) zu 

S, = 15F= 7 , 5 ( F p +  Fq-Fq-p] .  

AUE der Zeichnung entnehmen wir: Fq = 22,93 cm" i$ = 10,54 cm5; 
Fpep = 2,98 cm2, und somit: s, = 228,68 cm4. 
- ---- 

1) Es ist in Fig. 6 O Z  stett O Y  zu lesen; dehgleichcn m + z = 6 .  statt 
x+y=6. 
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Bei. der Konstruktion der ( q  -p)-Kurve wurden solche Zweige 
derselben, welche derart in sich selbst zurücklaufen, daB im NaBstab 
der Zeichnung von ihnen ein kaurn meBbarer Fliicheliirihalt unigrenzt 
wird, dessen Vorzeichen selbst durch Ungenauigkeit der Zeichnung be- 
einfluBt werden kann, einfach unterdrückt. 

Wir  weisen nun darauf hin, da8 die Konstruktion des ersten s, 
der beiden Integrale (26) in derjenigen des zweiten e n t h a l t e n  i s t .  
Denken wir uns x = 5 als C-Kurve, B O  wird die A-Kurvre für das 
htcgral  s, zur q-Kurve, wahrend die p-Kurve für beide identisch ist. 
In Pig. 6 ist dies durch die Bezeichnungen A = q, und p = pl an- 
gedeutet, worauf dann die (q, - pl)-Kurve kor~struiert wurde. Der 
Flacheninhalt der letzteren ist als n e g a t i v  zu betrachten, indem die 
Punkte derselben in der entgegengesetzten Richtung umlaufen werden, 
als die entsprechenden Punkte der beiden anderen Kurven. Laut (9) 

Der Zeichnung ist zu entnehmen: ligL = & = 8,76 cm" Fp, - F, 
- 10,54 cme; F2L-pL = - 0,72 cm%nd somit: s, = 33,37 cm3. 

Da nun k t  = Y s ,  - +s, ist, so wird die Entfernung des Schwer- 
punktes von der ZOY-Ebenc: 

und die eine Koordinate desselben: X, = 3,36 : sin 60' = 3,88 cm. 
Das statische Moment des Volumene P in hexug auf die XOZ- 

Ebene schreiben wir: 
6 & Z + z  

worin F, und s bereits bekannte Werte zweier Integrale und 

ist. Der Wert des letzteren ist jedoch ebenfalls b e r e i t s  k o n s t r u i e r t  
worden. Nehmen wir zur C-Kurve das Geradenpaar x + B = + 6, so 
wird die q-Kurve der Fig. 5 zur U-Kurve für s, und somit 

S , = + ( 2 5 F o - 5 s + 4 , 5 F q } =  10,20cm4. 

Die Schwerpunktskoordinate wird sodann 

Zeitschrift f. Mathematik n. Phynik. 60 Band 1911. Haf t  1. 3 

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



18 Vethode d. charakt. Kurven, als Reitrag z. graph. Auswertnng mehrf. Tntegrale. 

~hnlicherweise ergibt sich das statische Moment desselben Volumens 
in bezug auf die XOY-Ebene zu 

Diese beiden Integrale bedürfen ebenfalis k e in  e r  K o n s  t r u k t i on, 
- 

da das erste derselben 
Fig. 7. gleich s - s, = 23,67 cm9, 

das zweite gleich s, - s, 
= 184,06 cm4 kt. Hier- 
durch wird Sz= 31,42 cm4 
und die Schwerpunkts- 
koordinate Z, = 2,57 cm. 

Die Bestimmung der 
Tragheitsmomente des 
Volumens V um jede der 
drei Koordinatenachsen 
st6Bt ebenfalls auf keiner- 
lei Schm~ierigkeiten. W i r  
beachranken una hier nur 
auf die O Y-Achse und 
schreiben das Triigheits- 
moment des demPunkte8 
umschriebenen Elernen- 
tarprismas als 

a { z e  + x2 sinZ a : }  d x d y d s .  

7 sind in der Voraussetzung 
bei den früheren Langen der 
E s  wird sodann das Triigheits- 

sin LX dzdydz LEZ = sin 

Die Konstruktionen der Pig. 
i' a: = 30° ausgeführt worden 

Strecken OA, OB und OC der Fig. 4.  
moment des ganzen Volumens zu 

Bczeichnen wir des erste dieser Integrale mit JI, das zweite mit 
J, und verwenden wir die C-Kurve 4s2 f x" 64, welche ein Qua- 
drant ee, einer Ellipse mit den Hauptachsen 4 cm und 8 cm ist, so wird 

4 - 32 FI - 493,12 cm4, 

worin li; = 15,41 cm2 der Flacheninhalt der entsprechenden U-Kurve ist. 
Bei der Auswertung von J, bedienen wir uns zweckmaBig der 

getrennten C-Kurven 

4 2  + xz = 64 und x + z = 6. 
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Bezeichnen wir die Fahrstrahlen der ersteren durch Y,, diejenigen 
der zweiten durch Y,, so wird 

R "  R = (  und q = R . -  
r* ) 

so wird die p-Kurve mit derjenigen der Fig. 5 i d e n t i s c h .  Da RZ : r, 
durch die Werte der Fahrstrahlen der U-Kurve (Fig. 7) für JI b e r e i t s  
gegeben  ist, gestaltet sich die Konstruktion der p-Kurve einfach. Alie 
diese Kurven sind aus der Pig. 7 ersichtlich, sowie auüh die (q - p ) -  
Kurve, deren Verlauf durch Pfeile angedeutet ist, vorausgesetzt, daB 
die übrigen Kurven dem Uhrzeiger entgegen umfahren werden. So- 
dann ergibt sich : 

Indem Fp = 24,27 cm" Fq = 22,93 cm2; 3'-, = 1,18 cm3, wird 
4 = 3583,lO cm5 und Jy = 1346,l cm5. 

IV. Variierte charakteristische Kurven. 
Wir stellten uns die Anfgabe, moglichst einfache charakteristische 

Kurven zu erhalten. I n  diesem Knpitel wollen wir einen hierfür ganz 
besonders günstigen FaIl betrachten, indem wir voraussetzen, da1 d i e  
F u n k t i o n  f (x ,  y) e i n  P r o d u k t  h o m o g e n e r  P o l y n o m e  i n  ver -  
schiedenen (positiven, negativen, ganzen oder gebrochenen) P o  t enzen  
is t ;  d ie  V e r a n d e r l i c h e n  x u n d  y i n  d e n  P o l y n o m e n  s e l b s t  
m6gen  n u r  in  g a n z e n  u n d  p o s i t i v e n  P o t e n z e n  auftreten. ')  

Setzen wir ein solches Polynom gleich Null, und führen wir 
z = x/y ein, so erhalten wir für z eine Gleichung, deren Wurzeln kl, 
k,, k, . . . . seien. Bekannterweise Yi& sich sodann das Polynom in 
lineare Faktoren von der Form (x - k ,  y), (x - k ,  y), (x - k, y) . . . . zer- 
legen. Sind samtliche Wurzeln aller das Produkt bildenden Polynome 
rcell, so konnen wir mit Beachtung der husfühiungen des vorigen 
Kapitels immer bis auf geradlinige C-Kurven hinuntergehen, deren 
Gleicliungen in der Porrn x - k y = a erscheirien. Erhalten jedoch - 

mehrere Wurzeln der genannten Polynome komplese Werte von der 

Form a * hi, wo i = v x  kt, BO sind die linearen Faktoren von der 
Form (x - a y  ,t ib  y), denen imaginare C-Kurven ersten Grades ent- 
- . 

1) Sollten letztere in  ganzen negativen Potenzen auftreten, BO werden der- 
gleichen Ausdrücke in einfacher Weise auf die soeben definierte Form zui-ück- 
gebracht. So wird z. B. x7y-' - z-'y1' = (xn- y") : x4y. 

2 * 
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20 Methode d. charakt. Kurven, als Beitrag z. graph. Auswertung melirf. Integrale 

sprechen. Das Produkt zweier linearer Polynome, welche konjugierten 
komplexen Wurzeln entsprechen, ergibt ein Polynom zweiten Grades. 
Solehen Polynomen entsprechen C-Kurven von der Form 

(27) axa + Pxy  + y y 2  - A; 
worin A eine beliebige Konstante ist. 

Da, der komplexen Wurzeln des Polynomes asa + pz + y wpgen, 
4 a y  < O ist, so wird die C-Knrve eine E l l i p s e ,  deren Mittel- 

punkt in den Koordinatenursprung Fiilt. Diese EUipse kann nur punkt- 
weise konstruiert werden; zudem müBten die Elemente derselben (etwa 

Fig. B Linge und Eichtung der Hauptachseu) ana- 
lytisch ermittelt werderi. Mittels der bis jetzt 

&>x 
besprochenen Verfahren ist es nicht moglich, 
die Ellipse durch Gerade zu ersetzen. Wir 
erhalten jedoch eine befriedigende Losung der 

,',, /*' 1 , ,  _, Aufgabe, wenn wir eine neue Art charakte- 
,;- 

ristischer Kurven, die wir als v a r i i e r t e  oder 
K u r  ven bezeichnen, verwenden. Denken 

wir una die von der A-Kurve umgrenzte Flache durch die Fahrfitrahlen 
01, 02 ,  0 3  usw. (Fig. 8), welche mit der X-Achse beziehlich die 
Winkel y,, yz, qB USW. ei~~schlieBen~ in Sektoren 1, II, III usw. zerlegt. 
Das Integral (3) kann in die Summe mehrerer Integrale zerlegt werden, 
von denen jedes sich über die Plache des entsprechenden Sektors er- 
streckt. An Stelle von (3) erhalten wir sodann den Ausdruck 

Die Veranderliche 4i muB hierin mit Hilfe der Beziehung (5) durch 
den Frthrstrehl einer C-Kurve ersetzt werden, doch konnte für jeden 
Sektor eine neue Konstante a und somit eine neue CHiirve benützt 
werden. W i r  denken uns dieses ausgeführt und gchen zum Grenzfall 
über, indem wir die Winkel g;,, gp, - pl, y3 - rp2 USW. und hiermit den 
Flicheninhalt der entsprechenden Sektoren unendlich klein annehinen, 
die Konstante a aber stetig, als Funktion des Winkels cp, varireren 
lassen. Statt jedes der in (29) stehenden Integrale erhalten wir so- 
dann einen unendlich kleinen Ausdruck, statt der Summe aber wieder- 
um ein Integral, welches sich über die ganze von der A-Kurve um- 
grenzte E'lache erstreckt. Es wird also 

Wie gesagt, ist hierin a keine Konstante mehr, sondern eine be- 
liebig zu wiihlende Funktion des Winkels rp; r ist  als der unter dem 
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Winkel rp gezogene Fahrstrahl der d iesem W i n k e l  rp z i i g e o r d n e t e n  
C Kurve zu ermitteln. E s  kommt also von jeder der durch Veriinderung 
der Konstanten erhaltenen C-Kurven immer n u r  e i n  F a h r s t r a h l  zur 
Verwendung. 

i l e n  g e o m e t r i s c h e n  O r t  d e r  S c h n i t t p u n k t e  
s t r a h l e n  m i t  d e n  i h n e n  z u g e o r d n e t e n  C-Kurven  
wi r  a l s  P - K u r v e .  

Genau so, wie in1 besprochenen Falle der einfachen 
halten wir auch P-Kurven, welche getrennten C-Kurven 

d e r  F a h r -  
b e z e i c h n e n  

C-Kurve, er- 
entsprechen. - 

1)a a eine beliebige Funktion des Winkels y sein darf, ist man 
versucht, a gleich Oder proportional r zu wiihlen. Dies würde jedoch 
eine Entartung der C-Kurveri zur Folge haben, ahnlich der im zweiten 
Kapitel besprochenen, indem sodann @ = 1 wird. Die Werte der 
Funktion CD treten in diesem Palle in keirierlei Beziehurig zu den 
Werten der Fahrstrahlen r .  

Führen wir in den Ausdruck (30), um u als l i n e a r e  GroBe kon- . .. 
struieren zu konnen, eine Konstante m eini), die etwa als Halbmesser 
eines, sich nach der Art der Verwendnng den C-Kurven zugesellenden, 
Kreises betrachtet werdcn kann, dassen Mittelpunkt der Koordinaten- 
ursprung ist, so schreiben wir 

und 
(9, IV) 

Um diese AusfüEirungen an einem einfachen Beispiele zu prüfen, 
denken wir uns, es sei das Triigheitsmoment eineu El~chenstückes, etwa 
des in Fig. 8 dargesteliten, um die X- Achse gesucht. Wir  erhalten 

Die Gleichung der C-Kurve ist y & a; es werde nun a als ver- 
iinderlich, sagen wir u = l g K ,  angenommen. Ms heiBt dieses, daB, 
wenn der dem Winkel rp entsprechende Fahrstrahl R der A-Kurve 
gezogen ist, wir die Gerade y = I g B  bis zum Schnitt mit diesem Fahr- 
strahl ziehen und hierdurch r ermitteln. Analytisch liBt sich r aus der 
Gleichiing der Geraden in Polarkoordinaten bcstimmen. Diesclbe lautet 

--- 

1)  Bei Verwendung des Rechenschiebers bedarf es der Einführung dieser 
Konstanten nicht. 
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Führen wir die WTerte von r und a in den Ausdruck (30) ein, so 
erhalten wir, da n = 2 ist, 

s = +J~s in%dcp ,  

was ein bekannterl) Ausdruck für das Tragheitsmoment ist. 
Wir  gehen nun zu dem Falle über, wo die Verwendurig der 

7-Kurven von wirklichem Nutzen ist und legen beispielsweise das Integral 

worin GI der Koordinatenwinkel ist, unseren Betrachtungen zu grunde, 
mit der Annahme, daB darin die drei homogenen Polynome sich nicht 
in reelle Faktoren zerlegen lassen. Werderi die Wurzeln der Gleichung 
as2 + /3z _t y = O durch a + b i  bezeichnet, so M t  sich das Integral 
auf die Form 

bringen. e, - .  

Bedienen wir uns zweier konjugierter C-Kurvon, deren Gleichungen 

x - a y - i b y = A - B i  
(31) x - ay + ib2j = A+ Bi 

lauten, so schneiden sich diese beiden Geraden in dem einzigen reelien 
Punkt S einer jeden von ihnen 
(Big. 9), der durch den Schnitt der 
Geraden 

(32) x - a y  = A; 
B 

y = b -  

bestimmt wird, und dessen Koor- 
dinaten demgemL6 

B (33) $,=A+ -B  und y,=-- 
b b 

sind. 
Dem Produkte der vier homo- 

genen Polimorne im Zahler der 
unter dem Integralzeichen stehenden Punktion entsprechen ebenfalls zwei 
Paare konjugierter C-Kurven, welche wir derart mahlen, daB sie d u r c h  

1) Civilingenieur 1874, S. 95/96. 

2) Sollte einer der Koeffizienten û: gleich Nul1 sein, also eines der Polynome 
xz nicht enthelten, so ist zwar die sngedeutete Behandlungsweise unbrauchbar; 
es l'&Et sich aber aodann letzteres sofort in reelle Faktoren zerlegen. 
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d e n s e l b e n  r e e l l e n  P u n k t  S gehen.  Mit den entsprechenden Bezeich- 
nungen lauten die Bedingungen hierfür mit Rücksicht auf (33) 

Die drei Geraden, welche der zweiten der Gleichungen (32) ent- 
sprechen, fallen in eine zusammen, welche durch die drei, der ersten 
dieser Gleichungen entsprechenden, im gemeinsamen Punkte S ge- 
schnitten wird. 

Eincm gegebenen Punkte S entsprechen laut (33) ganz bestimmte 
Werte von A und B, folglich auch von A,, B,, A, und B,. E s  heiBt 
dies, daB d i e  w i l l k ü r l i c h e  W a h l  d e r  K o n s t a n t e n  A u n d  B es  
e rmt ig l i ch t ,  j e d e n  b e l i e b i g e n  P u n k t  d e r  E b e n e  z u m  r e e l l e n  
S c h n i t t p u n k t  d e r  sechs i m a g i n a r e n  C - K u r v e n  z u  machen .  

Wird letzterer durch die Zeichnung gegeben, 60 lassen sich die 
Werte der Konstanten A und B graphisch wie folgt bestimmen. Durch 
den Koordinatenursprung werden die Geraden x - ay = 0, z - a,y = 0, 
x - a,y = 0 gezogen, welche in Fig. 9 durch 1, Il, Z, bezeichnet sind. 
Ziehen wir durch den Punkt S drei ihnen parallele Gerade Sc, Sc, ,  Sc,, 
so ist Oc = A, Oc,  = A,, Oc ,  = A,. Die Ordinate das Punktes S bestimmt 

direkt die Werte - - B1 - - , worin b, b,, b, bekannt sind. 
b b, ' b, 

Ohne Variation der C-Kurven ist nun weiter nichts anzufangen. 
Schneiden sich unseie 6 C-Kurven in dem Punkte S ,  so haben wir js 
nur den einen reeilen Fahrstrahl der. sechs C-Kurven, konnten also 
bestenfalls einen einzigen Punkt der U-Kurve konstruieren. Deshalb 
greifen wir zur Methode der J7-Kurven. In  vorstehendem ordneten 
wir jedem unter dem Winkel gp gezogenen Fahrstrahl eine bestimmte 
C-Kurve zu, indem wir die Konstante in ihrer Gleichung alu Furiktion 
von y betrachteten. Sodann ermittelten wir die V-Kurve als geome- 
trischen Ort der Schnittpunkte der betreffenden Fahrstrahlen mit den 
ihnen zugeordneten C-Kurven. Es  kann aber auch der umgekehrte, 
Weg eingeschlagen werden. S t a t t  d i e  K o n s t a n t e  i n  d e r  G l e i c h u n g  
d e r  C - K u r v e  a l s  b e l i e b i g e  F u n k t i o n  d e s  W i n k e l s  cp zu v a r i -  
ieren,  k t innen  wir  e ine  g a n z  b e l i e b i g e  V-Kurve  e inze ichnen .  
Schneiden wir nun diese durch einen beliebigen Fahrstrahl, so erhalten - 

wir die ihm zugeordnete C-Kurve, indem wir deren Konstante so 
wahlen, daB die C-Kurve durch den Schnittpunkt geht. Es handelt 
sich praktisch nur darum, daB die jeweilige KonstanCe nicht durch 
schwierige Rechnung zu ermitteln, sondern in einfacher Weise der Leich- 
nung zu entnehmen sei. 
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Analytisch lassen sich diese Verhaltnisse folgendermaBen beleuch- 
ten. Da wir im Falle einer imaginaren C-Kurve statt e i n e r  beliebig 
zu wiihlenden Konst)ante zwei  erhalten, so denken wir uns dieselben 
diirch die Bedingung 

(36) + ( A ,  B) = 0 

miteinander verbunden, wo die Funktion + beliebig zu wahlen ist. Die 
Abhangigkeit der Koordinaten des Punktes S der T-Kurve von A und 
3 wird durch (35) gegeben. Eliminieren wir niin 11 und B aus (33) 
und (36), so erhalten wir die Gleichung der V-Kurve. Umgekehrt 
Mt sich, wenn letztere willkürlich gegeben ist, die Bedingung (36) 
ableitea 

Die sonst beliebig zu Ghlonde Bedingung (36) darf jedoch n i c h t  
e i n  k o n s t a n t e s  V e r h a l t n i s  von  A z u  B ~ o r a u s s e t z e n ,  weil andern- 
fails die V-Kurve in eine durch den Koordinatenursprung gehende Ge- 
rade ausartet, die für unsere Zwecke unbrauchbar ist. 

F a s ~ e n  wir (36) als Gleichung einer Iiurve in rechtwinkeligen 
Koordinaten X und Y, (F'ig. 9) auf, und ist 31 ein Punkt dieser Kurve, 
die wir als AB-Knrve bezeichnen wollen, so lZBt  sich der entsprechenda 
Punkt S der V-Kurve konstruieren, indem wir M c  II OY, und CS 11 OZ 

M c  
machen; durch den Schnitt der letzteren mit der Geraden y = wird 

der Punkt S gefunden. E s  ist also moglich, wenn die eine dor beiden 
Kurven (P, oder AU) gegeben ist, verhaltnismiiBig einfach, jedoch 
punktweise, die andere zu konstruieren. 

Uni das Integral in eine Beziehung mit dern Flàcheninhalte einer 
U-Kurve au bringen, haben wir nur, wie dieses für (30) im Palle einer 
einfachen C-Eurve geschah, die Konstanten a in (6, III) unter das 
Integralzeichen zu bringen und sie d a m  durch die komplexen Konstanten 
(31) zu ersetzen. Beachten wir hierbei, daB wir für alle secha C-Kurven 
eine gemeinsame V-Kurve haben, also r ,  = r,  = . . . = r,  id, und führen 
~ i r  eine Konstante rn ein, die es erlaiibt u linear zu gestalten, so wird 

Setzen wir hierin, wie es bei (II) der PaU ist, n - 2, so wird 

I n  den Ausdrücken Vda + H2 erkennen wir leicht den Fahr~trahI  
de0 Punktes M der AB-Kurve, welcher dem Pahrstrahl O S  = r der 
V-Kurve entspricht. Somit ist für einen gegebenen Winkel rp immer 
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das Produkt der komplex konjiigierten Konstanten durch die diïekt 
der Zeichnung zu entnehmenden Fahrstrahlen der AB-Kurve ausge- 
drückt. Es ist zu bet'onen, daB der Fahrstrahl der AB-Kurve n i c h t  
u n t e r  dern W i n k e l  g, g e n e i g t  i s t ;  es 133t sich leicht beweisen, daB 
diese Bemerkung nur  d a m  unzutreffend wird, wenn die 7-Kurve eine 
durch den Koordinatenursprung gezogene Gerade und somit nicht 
brauchbar 1st. 

Die punktweise Konstruktion der AB-Kurve hat Tor dern Ein- 
zeichnen dreier Ellipsen für das Integral (II) noch nichts voraus, da 
nur die V-Kurve gemeinsam ist, und wir drei verschiedene AB-Kurven 
zu konstruieren haben. Doch w a h l e n  wir  z u r  V - K u r v e  e i n e  be-  
l i eb ige  Gerade ,  so  w i r d  i n f o l g e  d e r  l i n e a r e n  B e z i e h u n g e n  (33) 
die A B - K u r v e  obenfa l l s  e i n e  G c r a d e  und die punktweise Konstruk- 
tion fallt fort. Man braucht nur die einander entsprechenden Punkte 
der beiden Geraden ( V  und AB) zu ermitteln, inderii man SC II 1 und 
ciII 11 O YI zieht (Big. 9). 

Es ist leichl einzusehen, daB, wenn die geradinige V-Kuïve 
parallel der Geraden 1, deren Gleichung x - a y  = O lautet, gewahlt 
wird, die angegebene graphische Ermittelung der e n t ~ ~ r e c h e n d e n  l'unkte 
der AB-Kurve unmoglich wird, da letztere eine zur YI-Achse (Fig. 9) 
parallele Gerade ist, welche die V-Kurve in der X-Aclise schneidet. 
Hieraus folgt, da4 man bci der Wahl der V-Kurve gewissen praktisçhen 
Rücksichten Reçhnung tragen muB, und es nicht immer zweckent- 
sprechend sein wird, siimtliche V-Kurven in eine zu verschrnelzen. 

Ganz besonders bequem ist es, d ie  V-Kurve i n  d e r  F o r t u  e i n e r  
zur  X - A c h s e  p a r a l l e n  B e r a d e n  xu wah len ,  etwa y = x.  Jlaut 
der zweiten der Beziehungen (33) wird sodann die AB-Kurve ebenfnlls 
derselben Achse parallel und ihre Gleichung wird B = xb .  

Die angeführten Bonstruktionen und die geometrische Deutung 
der Konstanten A und B sind nnter der Voraussetzung gültig, daB die 
Gleichungen der konjugierten C-Kurven (31) derart gesehrieben sind, 
daB der Koeffizient vor z gleich 1 ist. ~ h n l i c h e  Konstruktionen und 
Deutungen würden sich ergeben, wenn der Koeffizient vor y gleich 1 
gewahlt würde, wobei selbstverstiindlich die Konstanten au1 der rechten 
Seite durch neue ersetzt werden müBten; es werden aber hierdurch 
keinerlei neue Vorteile geboten. E s  konnte jedoch auch der Koeffizient 
vor iy gleich 1 gemacht werden. Die Gleichungen der konjugierten 
C-'Kurven lauteten dann et'wa 

- h y  - iy = A - &  
(31 bis) 

- h y  $ iy = A + Bi. 
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Der reelle Schnittpimkt s der beiden imaginaren Geraden ist mit 
dernjenigen der reellen 
(32 bis) g x - h y = A ;  y = B  

identisch. Einer geradlinigen 7-Kurve entspricht auch hier eine gerad- 
linige AB-Kurve, falls die Konstanten A und B in derselben Weise 
wie früher als Koordinaten eines Punktes angesehen werden. Wie 
jedoch ails der zweiten der Rexiehungen (32 bis) xi1 erkennen ist, haben 
d i e  e n t s p r e c h e n d e n  P u n k t e  d e r  V- u n d  d e r  A B - K u r v e  glciche 
O r  d i n a t e n ,  was eine wesentlicho Vereinfachung bei Ermittclung dieser 
Punkte zur Polge hat. Selbstverstindlich darf nun z u r  7 - K u r v e  keine 
zur X - A c h s e  p a r a l l e l e  G e r a d e  g e w a h l t  werden .  Auch wird 
das zweite Verfahren wenig brauchbar, wenn die geradlinigc AB-Hurve 
mit der X-Achse einen kleinen Winkel einschlieBt. 

Wir  woilen hier noch auf eine unter Urnstiinden wichtige Verein- 
fachung aufmerksam machen, welche die Methode der variierten G 
Kurven gestattet. Der Einfachheit wegen denken wir uns die Funktion 
f (x ,  y) im Intcgral (1) als algebraischen rationalen Brnch, dessen Ziihler 
in 2 G Faktoren von der Borm x  - ay & i b y  und dessen Nenner in 
2p Faktoren von der Form x  - cy + idy zerlegt ist. Ks wird eine 
gemeinsarne V-Kume und G > p ~orausgesetzt .~) Bezeichnen wir die 
von den Werten cr abhiingige Konstante mit w und die komplexen 
Konstanten im Zahler durch A 5 Bi, im Nenner durch C + Di, so 
erhalten wir an Stelle von (6,V) den allgemeineren Ausdruck 

worin das Zeichen eines Produktes ist. 
Die Einführung der Konstanten m, welche den Ausdruck für u 

linear gestalten SOU, ist mit dern Übelstande behaftet, daB durch sie die 
Anzahl der graphischcn Multiplikationen vermehrt wird. Bei Ver- 
wendung von C-Kurven zweiten Grades (Ellipsen) miire die Zahl der 
Multiplikationen G, nun ist sie G + i l z ,  oder da n gerade und zaar 
n = 2 ( ~  - p) ist, so wird die Zahl der graphiechen Multiplikationen 
26- p. 

Dieser Übelstand wird in  einfacher Weise gehoben, wenn wir an 
Steile der A-Kurve die dam i n v e r s e  K u r v e  mit dem Modul m und 

1) Andere Fiille werden sich aua dem hier besprochenen ohne Schwierig- 
keiten ableiten lassen; die Betrechtnng deraelbcn würde diese Abhandlung zu 
weitliiufig gestalten. 
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mit dem Roordinatenursprung als Lnversionszentrum verwenden; diese 
Kurve soil in folgendem als J-Kurve bezeichnet werden. Ihre Fahr- 
strahlen Q werden aus der Beziehung 

(37) Re = ntZ 

entweder nach Fig. 1 konstruiert, oder die J K u r v e  wird mit Hilfe des - 

ala Inversor bekannten Jnstrumentes gezeichnet. Ersetzen wir im Zahler 
R 

von (6, VI) R"= Ra-" durch den Fahrstrahl der J K u r v e  (37), so er- 
halten wir 

1st nun G - p eine gerade Zahl, so erhalten wir die U-Kurve durch 
(36 - p ) :  2 graphische Multiplikationen, dcren Zahl also um ;~(G - p) 
rerringert ist. Sollte 6 - p eine ungerade Zab1 sein, so ergibt dau 
indirekte Verfaliren (13) die Zahl von (36 - p + 1) : 2 graphische 
Multiplikationen. Die Zahl der so berechneten Multiplikationen ist 
um eine zu vermehren, da die Eonstruktion der J-Kurve hinzukommt. 
Rei der Verwendung von Ellipsen hiitten wir zwar nur G Multipli- 
kationen auszuführen, doeh trate die Berechnung der Elemente und 

- 

die Konstruktion von s + p Ellipsen hinzu, was im ganzen etwa 
26 f p Multiplikationen gleichgesetzt werden kann. Somit ist der 
durch die Verwendung von geradlinigen 7-Kurven gebrachte Vorteil 
etwa einer Verminderung der Zahl der graphischen Multiplikationen um 

gleieh zu setzen, je nachdem der eine oder der andere dieser Ausdrücke 
eine gmze Zahl ist. Diese Ausdrücke gelten auch für den Fall p> O 

so wie auch (6, VII). Es laBt sich also von Fali zu Fa11 entscheiden, 
welches Vei'fahreil vorteilhafter ist. Die J-Kurve bleibt auch besser 
weg, wenn 6 - y 7 2 ist, wobei G > pl) 

TVir schlieBen dieses Kapitel mit einer allgemeinen Betrachtung. 
Nachdem wir verschiedene Verfahren angegeben haben, welche zur Er- 
mittelung der U-Kurven dienen, scheint es doch notwendig, klar darüber 
zu werden, ob letztere von den zur Verwendung gelangten Verfahren 
abhangig sein konnten und in welcher Beziehung. In den verschiedenen 
- -  - 

1) Bei Verwenduug des Rechenschiebers darf der konstante Faktor m in 
(6, VI) überhaupt; fortgelassen werden, denn es ist  ~ o d a n n  nicht notwendig, u linear 
zu gestalten. Es ist dieses keine unwesentliche Vereinfachung. 
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Ausdrücken (6,I) bis (6,VII) ist das rechts stehende Integral dem 
Fliicheninhalte eines Sektors der U-Kiirve gleich, und zwar für beliebig 
zu wiihlende Integrationsgrenzen, innerhalb welcher uZ stetig ist. 
Denken wir uns nun in siimtlichen Ausdrücken den konstanten Falitor 
gleich gewiihlt, so miiB ein bcliebig kleiner, dem %'inlie1 d y  ent- 
sprechender Wert eines Sektors der U-Kurve immer derselbe sein, 
welches Verfahren arich angewendet wurde. Hieraus f'olgt, daB d ie  
U - K u r v e  i m m e c  d i e s e l b e  b l e i b t ,  w e l c h e n  V e r f a h r e n s  m a n  s i c h  
b e i  i h r e r  K o n s t r u k t i o n  a u c h  b e d i e n e ,  und daB i h r  s t e t i g e r  
V e r l a u f  n i c h t  g e s t o r t  w i r d ,  w e n n  i n n e r h a l b  v e r s c h i e d e n e r  
I n t e g r a t i o n s g r e n z e n  v e r s c h i e d e n e  V e r f a h r e n  a n g e w e n d p t  
w e r d e n ,  v o r a u s g e s e t z t ,  d a 8  d e r  k o n s t a n t e  P a k t o r  Tor dem 
I n t e g r  a l  in den genannten Ausdriicken d e  r s  e l h  e b l e i b  t. 

Beispiel 2. Das in Fig 7 ermittelte Intrgral 

sol1 mit Hilfe einer V-Kurve konstruiert werden. Die Gleicliung der 
beiden konjugierten C-Kurven ist : 

2s f iz = A + Ili. 
Stntt (32) erhalten wir: 22 - A ;  x - 13; es heiBt dies, daB bei 

gleichen Abszissen die AB-Kurve doppelte Ordinaten gegcnüber der 

Fig. 10. P-Kurve hat. Nehmen mir die 
letztere eu x 4 s = 6 an, so ist 
die Gleichung der AB-Kurve 
2U + a - 12. Laut (7, Y) 
wird nun 

E s  werde m = 8 gesetzt, 
indem sodann die U-Kurve mit 
derjenigen der Fig. 7 identisch 
wird, weil dort a = 8 gesetzt 
wurde. Die Knnstrnktion des 
Ausdrucks Ra/r führt auf die 
q-Kurve der Fig. Ci zurück. Dem 
Fahrstrahl Oh, der P-Kurve 
(Fig. entspricht der 

y-Kurve und O i  der AB-Kurve. Schneidet letztere den Kreis vom Halb- 
messer .rn = 8 im Punkte d, so ergibt sich durch i k  II de der Punkt k 
der U-Kurve. Die Abweichungen in der Form der beiden U-Kurven 
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(Fi% 7 und Fig. IO), welche theoretisch identisch sein müBten, überschreiten 
nicht das Mal3 der unvermeidlichen Ungcnauigkeiten der Zeichnung. 
Der durch mehrmaliges Planimetrieren als Mittelwert gefundene Flachen- 
inhalt erwies çich fiir beide Kurven identisch zii 15,41 cm2. 

V. Zusammengesetzte charakteriltische Kurven oder 2-Kurven. 

Wir bemerkten schon, daB die ganze Methode der charakte- 
ristischen Kurven darauf beruht, daB, nachdom das Integral (1) zum 
Ausdruck (3) geworden, hierin @ durch die Bahrstrahlen der charakte- 
ristischen Kurven ausgedrückt werden kann. Es  sind nun die bis jetzt 
betrachteten Kurven nicht die einzigen dieser Bedingung genügenden. 
Jede Kurve, deren Gleichung in der Form 

(38) f(z,y) = 8(x2 4 2xy cos w + y2) 
erscheint, ktinnte z. B. an die Stelle der einfachen C-Kurven treten. 
Es  ist hierin O das Zeiclien einer beliebig zu w5hlenden Funktion, 
doch praktisch konnen nur solche Funktionen in Betracht kommen, 
die eine einfache Konstruktion der Bahrstrahlen der U-Kurve ermog- 
lichen. Es ist deshalt) in allgem~iner Form kaum etwas über die 
Wahl der Funktion 8 zu sagen, meil sie von Fall zu Ball eine besondere 
wird, doch werden uns hierüber einige Anwendungen belehren. 

Gehen wir zu Polarkoordinaten über, so erhalten wir statt (38) 

(39) rn à) = e ( T )  . 

Hieraus muB CD bestimrnt und in (3) eingesetzt werden. 
Es werde bemerkt, daB 8 nie eine homogene Funktion ebenfallu 

n ten Grades von r werden darf, weil dann die Kurvc (39) in Geraden 
zerfiele, die sich im Koordinatenursprung schneiden. 

Die durch Gleiçhung (38) gegebene Kurve nennen wir eine z u- 
s a m m e n g e s e t z t e  c h a r a k t e r i s t i s c h e  K u r v e ,  kürzer %-Kurve.  
Nach dem Vorbild der CKurven lassen sich auch hier g e t r e n n t e  und 
v a r i i e r t e  C-Kur  ven verwenden. 

B e i s p i e l  3. Bei Errnittelung des Deviationsmornentes eincr ebenen 
E'igur sowohl mittels der einfachen, als auch zweier getrennten gerad- 
linigen C-Kurven, werden die Fahrstrahlen der letzteren bei einer 
vollen Umdrehung viermal unendlich groB. Nun woilen wir die Z-Kurve 
xy = P(x2 + y2  - a2) verwenden. Die Gleichung liBt sich leicht in die 
Form (x - y)" aa" = O bringen und zerfdlt in die Gleichungen zweier 
paralleleu Geraden: x - y = = a, welche mit der X-Achsc einen Winkol 
von 45O einschlieBen. Durch Übergang zu Polarkoordinaten erhalten 
wir in schon bekannter Weise 
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und folglich 

worin m eine beliebig zu wahlende Konstante ist. 
Die U-Kurve für das erste peser Integrale wird mit Hilfe eines 

Kreises vom Halbnlesser m, für das zweite mit Hilfe der genannten 
parallelen Geraden konstruiert. Der Fahrstrahl der 2-Kurve wird bei 
einer vollen Umdrehung bloB zweimal unendlich groB. 

Noch giinstiger gestalten sich die Verhaltnisse, wenn wir eine 
variierte zKurve benützen. Die variierte Konstante a wird ermittelt, 
wenn wir durch dcn cntsprechcnden Punkt einer beliebig gewiihlten 
rKurve eine Gerade, welche die diesem Punkte zugeordnete 2-Kurve 
ist, unter dem Winkel von 45" ziehen. Diese Gerade schneidet sodann 
die X-Achse in1 Abstande a vom Koordinatenursprung. Nehmen wir 
zur V-Kurve die ri-Kurve selbst, so ist r = R zu setzen, und wir 

Die Fahrstrahlen der beiden U-Kurven werden entsprechend 

u, = R v m  und u, = R a j m ,  

die Konstruktion wird genügend einfach und bequem. 
In Fig. 11 ist da9 Deviationsmoment des Querechnittes einee 

U-Eisens, auf zwei Koordinatenachsen OX und O Y bezogen, die mit 
dessen Haupttragheitssachsen den Winkel von 43O einschlieBen, ermittelt 
worden. Hierbei wurde m = 8 cm gesetzt und ein Kreis von diesem 
Ehlbrnesser, dessen Mittelpimkt O ist, gezogen. Das erste der Integrale 
(40) ist für die obere Halfte des Querschnitts durch den Fliicheninhalt 
der Kurve 1 zu 33,20 cm2 der Zeichnung entnommen, das zweite für 
die untere Hiilfte derselben der Kurve 11 zu 5,47 cm2. Das Deviations- 
moment für den gmzen Quersctinitt wird somit 

Aus der Tabelle der U-Eisen wurden zum Vergleich die Haupt- 
triigheitsmomente des Quersçhnittes JI = 1911 cm4 und J, = 148 cm4 
entnommen. Laut eirier bekannten Beziehung ergibt sich hieraus 
E = i-(J, - 4) = 881,5 cm4. 

1st e ein Punkt der A-Kurve (Fig. 11) so wird der entsprechende 
Punkt der Kurve II folgendermaBen konstruiert. Ziehen wir d ie  Ge- 
rade e c unter 45' zu OX, so ist Oc = Ob = a. Indem Om = m ist, 
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ziehen wir cd II me bis zum Schnitt mit Oe in d. Letzterer ist sodann 
ein Punkt der gesuchten Kurre II. 

Wir wollen nun die wichtigste Verwendung der Z-Kurven be- 
trachten. Bis jetzt lief unser Betreben darauf hinaus, die einfache 
C-Kurve hoheren Grades durch getrennte Gerade zu ersetzen. Da je- 
doch die Fahrstrahlen einer Geraden bei einer vollen Umdrehiing zwei- 

mal unendlich groi3 werden, wird dieser Urri- Big. 11. 

stand immer Iastig empfunden, wenn auch 
die Konstruktion hierdurch nicht voilstiindig 
unm6glich wird. 

Diese Geraden lassen sich durch Kreise, 
deren siimtliche Fahrstrahlen endliché Werte 
haben und die wir Z-Kreise nennen wollen, 
ersetzen. Die geradlinigen P- und AB-Kurven 
bedürfen eines solchen Ersatzes nicht, denn 
die willkürliche Wahl der V-Kurve bedingt 
es, daB letztere etwa als ein geschlossenes 
Polygon gewahlt werden darf, wodurch die 
AR-Kurve ebenfalls zu einem solchen wird. 

Wir wollen, der Einfachheit wegen, den 
FaIl betrachten, daB die Funktion f(x, y) im 
Integral (1) ein rationaler algebraischer Bruch 

e 
sei, dessen Ziihler in ci Polynome von der Porm ax + by, dessen Nenner 
in p Polynome von der Form a'% + b'y zerlegbar sind, worin a, b, a' 
und b' reelle Wrerte haben. Mit CD und @ werderi die den Polynorrien 
entsprechenden Funktionen des Polarwinkels cp im Zahler und Nenner 
des an Stelle von (3) tretenden Integrales bezeichnet. Wir  erhalten 
mdann : 

Die F'unktionen @ und di' konnten durch die entsprechenden Fahr- 
strahlen geradliniger C-Kurven, deren Gleichungcn a x  + b y  = A lau- 
teten, ausgedrückt werden. Statt einer solchen schreiben wir jedoch 
die Gleichung eines d u r ç h  d e n  K o o r d i n a t e n u r s p r u n g  g e h e n d e n  
Kreises:  

(42) 
xP J- y2 + 2 x y  cos w az + by = - !  - 

2 171 

worin M einen beliebigen konstanten Wert hat. 
Betrachten mir die Gleichung dieses Kreises in der Form 
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so erhalten wir dessen Mitttelpunkt c, indem wir Oa = a M  und Ob = hlEl 
machen (Big. 12) und sodann die Normalen in a und b zu den ent- 
sprechenden Achsen sich schneiden lassen. 

Führen wir in (42) Polarkoordinaten ein, so erhalten wir: 

worin r der Fahrstrahl des 2-Kreises k t .  Hierdurch wird (41), wenn 
wir die entsprechenden Bezeichnungen beibehalten, da n = G - p ist zu: 

yig 1- Es ist hierin m wiederum eine beliebige 
konstante lineare GroBe, welche wir ein- p. füliren, u m  linear zu gestalten. Wir sehen *' sofort, daB die Anzahl der graphischen 

"9 
Multiplikationen 2 G - p wird, wahrend sie 

1 f ü r  geradliriige C-Kurven nur 6 war, unter 
__-- a der Annahme 6 > ,p. ES würde somit die x Verwendung von ZKreisen jeden praktischen 

Wert verlieren, wenn wir nicht zur Inversion 
d e r  A-Kurve laut (37) griffen. Führen wir nun an Stelle von Ra-! 
die Fahrstrahlen dei 1-Kurve ein, so erhalten wir 

Dieser Ausdruck ist sowohl für 6 > y als auch für 6 < p gültig. 
W i r  erkennen, daB der Konstruktion der 1-Kurve abgerechnet der 

Verwendung von 2-Kreisen dieselbe Anzahl graphiseher Multiplikationen 
anhaftet, wie derjenigen von geradlinigen CKurven. 

Es m6ge noch hinzugefügt werden, daB man zur Verwendung von - 

Z-Kreisen auch durch Inversion der geradlinigen C-Kurven gelangen 
kiinnte. 

B e i  s pi  e l  4. Das Deviationsmoment des Querschnittes eines 
2-Eisens (Fig. 13) um die OX- und OY-Achse moge mit Hilfc von 
ZKreiuen ermittelt werden. Da O der Sçhwerpuckt des 2-Eisens id, 
s o  bleibt das Deviationsmoment unveriindert, wenn die Y-Achse durch 
eine mit ihr parallele O, Y, ersetzt wird; die Konstruktion wird jedoch 
hierdurch bequemer. 

Die Inversionskonstante m wurde 12 cm angenommen und dem 
entsprechend die J-Kurve (in der Zeichnung mit 1 bezeichnet) mit 
Hilfe des Halbkreises vom Durchmesser 24 cm konstruiert. 
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Hierbei treten an Stelle der Geraden, welche teilweise die A-Kurve 
begrenzen, durch den Koordinatenursprung gehende Kreise, deren grGater 
Fahrstrahl zu ersteren normal ist. Zwei derselben, b und c, von den 
Ralbmessern 19,25 cm und 16,56 cm, deren Mittelpunkte in die Koor- 
dinatenachsen falien, wurden zu 2-Kreisen gewiihlt. Ihre Gleichungen 
schreiben wir 

Hierbei ist M, = 9,675 cm und M, = 8,28 cm zu setzen. Das 
Deviationsmoment achreiben wir nach (6, VIII): 

R Sodûnn machen wir: p = r, u n d  q = r, R. letzteres ist für den  
P @ ' 

~nt~erha lb  der X-Achse liegenden Teil des Querschnittes als negativ zu 
betrachten, indem an 
Stelle des Kreises c der 
Kreis cl tritt, dessen 
Fahrstrahlen als nega- 
tiv in Rechnung zu 
ziehen sind. Weil für 
diesen Teil des Quer- 
schnittes das Produkt 
p q  negativ, und das 
negative Vorzeichen 
vor dasjenige des Inte- 
graleu zu setzen ist, 
spalten wir letzteres in  
zwei, entsprechend den 
oberhalb und unter- 
halb der X-Achse lie- 
genden Integrations- 
gebieten. Die p- und 
die q-Kurve sind durch 
die Bezeichriungsweise 

C 
Fig. 13. 

sichtbar gemacht und h 
A-Kurve gemeinsam; die (p -p)-Kurve wurde der Deutlich- 
keit wegen vom Pol P aus aufgetragen; das Vorzcichon der Werte p - p 
blieb auRer acht, weil es für den Plàcheninhalt ohne Bedeutung ist; . 
letzterer ist schraffiert angedeutet. Oberhalb der X-Achse erhalten Wir: 
I;p = 28,80 cmZ; F, = 29,50 cm2; <-p  = 13,40 cm2, somit laut (13): 

Zsitschrift f. Matharnstik n. IJhysik. 60. Band. 1911. Heft 1. 3 
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F = 22,43 cm? U~literhalb der X-Achse wird: Fi = 31,07 cm2; 
Fi = 68,60 cm8; F',-, = 12,40 cma, somit F' = 43,63 cm! Der Wert 
des Flicheninhaltes F in (9) muB also zu 22,45 - 43,63 = - 21,18 cme 
gesetzt w-erden. Somit ergibt sich nach Berücksichtigung des Pro- 
portionalitiitsfaktors: & = - 685 c d .  

Der erhaltene Wert làfit sich mit Hilfe der Tabellen für 2-Eisen 
kontrollieren. W i r  entnehmen denselben die IIaupttriigheitsmomente 
desselben Querschnittes: JI = 2509 cm4 und Jg = 147 cm4, wobei die 
dem ersten entsprechende Tragheitsachse mit nnserer Achse OX den 
Winkel cp von 17O 23' einschlieBt. Hierans erhalten wir: 

E = -  (JI - J ,  ] sin 2 cp = - 674 cm4. 

Die Übereinstimmuq muB als gut bezeichnet werden, wenn wir 
hinzufügon, daB die Zeichnung im MaBstab 1 : 2 ausgeführt wurde, jedcr 
Fehler im Plicheninhalt also in vierfacher VergroBerung zur Geltuhg küm. 

Zu gleicher Zeit werde bemerkt, daB von den v i e r  erwahnten 
Konstruktionen der Deviationsmomente, welche wir mit Hilfe unserer 
Methode abgeleitet haben, diese die umstindlichste, diejenige der 
Fig. 11 die einfachste und somit empfehlenswert ist. E s  ist letztere 
jedoch eine Sonderkonstruktion, wie dieses aus der Ableitung der be- 
treffenden 2-Kurve zu erkennen ist, wiihrend die Verwendung von 
2-Kreisen ganz allgemein stattfinden kann. 

VI. Hauptstrahlen und Nebenstrahlen; unendlich groBe Werte der 

Funktion f (z, y) innerhalb des Integrationsgebietes. 

Setzen wir die Funktion f (x, y) oder den umgekehrten Wert der- 
selben 1 : f ($, y) gleich Null, so erhalten wir die Gleichung der geo- 
metrischen Orter, für welche die Punktinn f (x, y) im Tntegral (1) 
gleich Null oder uncndlich groB wird. E s  ist leicht einzusehen, da5 
jede dieser Kurven in eine h z a h l  sich im Koordinatenursprung 
schneidender Geraden zerfailt. Denn es gilt die Beziehurig 

(45) f (x, Y) = !Jn @ , 
worin CD denselben Wert wie in (3) erhilt, p aber (l) ,  den Koordinaten- 
ursprung und die unendlich ferne Gerade ausgenommen, meder Null 
noch unendlich groB ist. Also muB f ü r  e n d l i c h e  W e r t e  von p 
z u g l e i c h  m i t  d e r  F u n k t i o n  f (x, y) a u c h  d i e  P u n k t i o n  CD N u l l  
o d e r  unendl ich  groB werden.  Da jedoch @ eine Punktion einer 
einzigen Veranderlichen, des Polarwinkels cp ist, so kann dieses nur fü r  
beaimmte Werte des letzteren autreffen. Die unter diesen Winkeln 
durch den Koordinatenursprung gezogenen Geraden sind die beiden 
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obengenannten geometrischen 0r ter  und sollen sls H a u p t s t r a h l e n  be- 
zeichnet werden. Durch Vergleich von (5 )  und (7) ist nun leicht fest- 
zustellen, da5 d e r  in  e i n e n  H s u p t s t r a h l  f r t l lende F a h r s t r a h l  d e r  
U-Rurve e n t w e d e r  g l e i c h  Nul1 o d e r  u n e n d l i c h  groB i s t ,  je n a c h -  
dem der  e r s t e  o d e r  d e r  z w e i t e  Fa11 b e i  @ z u t r i f f t .  Eine Aue- 
nahme k6nnte nur in dem Faile stattfinden, wo einer der Hauptstrahlen 
@ = oo die A-Kurve im Koordinatenursprung berührte, also R = O ware. 

E s  ist eu erkennen, daB, die S t e t i g k e i t  d e r  F u n k t i o n  f ( x , y )  
vorausgese tz t ,  d i e  v e r s c h i e d e n e n  I n t e g r a t i o n s g e b i e t e ,  i n  d i e  
w i r  das a n f a n g l i c h  g e g e b e n e  G e b i e t  zu t r e n n e n  h a b e n ,  weil 
wir in jedem derselben das Integral nur nach absolutem Wert aus- 
mitteln, i m m e r  d u r c h  d ie  H a u p t s t r a h l e n  b e g r e n z t  w e r d e n ,  ob- 
wohl nicht jeder Hauptstrahl durchaus zwei Gebiete trennt, innerhalb 
welcher die Funktion f (x, y) verschiedene Vorzeichen hat. 

Sollte die Fuiiktion f (x, y) für endliche Werte der Koordinaten 
X,  y unstetig werden, ohrie daB hierdurch ihre Xindeutigkeit beein- 
trachtigt wird, so werden die Gebiete, innerhalb welcher sie stetig ist, 
ebenfalls durch im Koordinatenursprung sich schneidende Gerade b e  
genzt, denn p in (45) ist immer stetig, und es muB CD unstetig werden. 

Diese Geraden, welche Gebiete begrenzen innerhalb deren @ stetig 
ist, nennen wir N e b e n s t r a h l e n .  Jeder von ihnen trennt zwei Ge- 
biete, die eine getrennte Ansführung der Integration erfordern. 

Sind die Haupt- und die Nebenstrahlen gezogen, so 1aBt sich leicht 
überuehen, in wieviel Einzelgebiete das anfiingliclie Iritegratiorisgebiet 
zu spalten, und welches Vorzeichen dem Integral in jedem derselben 
beizulegen ist; leteteres erkennt man, indem man das Vorzeichen der 
Funktion f (x ,  y) fiir einen beliebigen Wert von x und y innerhalb des 
Einzelgebietes ermittelt. 

1st dm lntegral (1) auf ein Einzelgebiet bezogen, welches durch 
einen oder zwei Hauptstrahlen @ = oo begrenzt ist, so konnte es nur 
dmn einen endlichen Wert annehmen, a e n n  diese Hauptstrahlen die 
Asymptoten der U-Kurre bilden, was nicht unbedingt zutreffen muB. 
Doch da hierbei der Fahrstrahl der U-Kurve unendlich groB wird, so 
1aBt sich in dicsem Palle auch ihr Flacheninhalt nicht mit dem Plani- 
metcr ablesen. Sollte jcdoch das Integral innerhalb des Einzelgebietes 
auch unendlich gr01 werden, so k6nnte es sich mit einem der auf ein 
anderes Einzelgebiet bezogenen bis auf einen endlichen Wert decken. 
Es soll nun unsere Aufgabe sein, diese letzten Werte durch bequem 
zu planimetrierende F'liichen darzustellen. Dieselben Mittel lassen sich 
danil auch auf den Fa11 anwenden, wo die asymptotische Anniiherung 
der U-Kurve an den Hauptstrahl einen endlichen Wert  des Integrales 

3 + 
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innerhalb des Einzelgebietes zur Folge haben konnte. Wir wolien je- 
doch diese Aufgabe durch die Voraussetzungen des IV. Kapitels über 
den Charakter der Funktion f(x, y) begrenzen. E s  ist also die Funktion 
f(x, y) als Produkt linearer reeller Polpnome von der Form a x  + b y  
und ebenfalls linearer, jedoch komplex konjugierter Polynome von der 
Form x - a y  f iby und gewisser Konstanten aufzufassen. Setzen wir 
eines dieser linearen Polynome gleich Null, so erhalten wir die Gleichiing 
eines Hauptstrahles. Den in komplexer Form erscheinenden Poljnomen 
entsprechen jedoch Hauptstrahlen, welche in das imaginiire Gcbict 
fallen und mit den übrigen nur den Koordinatenursprung gemeinsam - 

haben. Da wir dieses Gebiet aus unseren Betrachtungeu ausschlieBen, 
so brauchen w u  auch den entsprechenden Raupstrahlen keine weitere 
Beachtung zu schenken. In  den reellen Rauptstrahlen wird 0 und zu- 
gleich der Fahrstrahl der U-Kurve gleich Null oder unendlich groB, 
je nachdem der entsprechende Faktor a x  + b y  zu einer positiven oder 
negativen Potenx erhoben wird. Tst letetere eine ganze Zahl, so konnen 
wir auch von zusammenfallenden Hauptstrahlen redep und bernerken, 
daB, wenn die Zahl derselbcn gerado ist, die Funktion f(x, y )  von beiden 

. Seiten derselben dasselbe Vorzeichen hat; ist sie jedoch ungerade, so 
wechselt letztore &as Vorzeichen beim Durçhschreiten des Heuptstrahles. 
Nebenstrahlen ergeben sich nicht, da siimtliche Paktoren stetig sind. 

Denken wir uns den Hauptvtrahl Oa  (Fig. 14) unter dem Winkel - 

cr z& X-Achse geneigt und das entspre- 
chende Polynom a x  + b y  zur negativen 
Potenz - WL erhoben. W i r  schreiben d a m  

(46) F(z, 9) = (a$ 1- b y)" - f (.r, y) , bemerkeq da, 

tga: = - ," '1 
+ 1st. Denken wir uns beiderseits von Oa 

zwei unter dem Winkel f i  zu letzterem 
geneigte Pahrstrahlen Ob und Oc, die i n n e r h a l b  der Winkel s r i l  liegen - - - 

kommen, welche die zu Oa nachstgelegencn Hauptstrahlen mit dem- 
solben bilden, so bleibt untcr den erwiihnten Voraussetzungen das Vor- 
zeichen der Funktion F(x, y) innerhalb des Winkels b  Oc unverandert. 

Untersuchen wir nun den Fliicheninhalt des Sektors der U-Kurve 
zwischen den Fahrstrahlen O b  und Ou. Bezeichnen wir mit CD' die- 

1) Die weiteren Betrachtungen werden der Einfachheit wegen untcr Voraus- 
setzung eines rechtwinkeligen Achsenkreuzes auageführt; die Folgerungen für ein 
schiefwinkeliges werden sich ohne Schwierigkeiten heraiisziehen lassen. 
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jenige P u n k t i o n  d e s  P o l a r w i n k e l s  rp, w e l c h e  d e r  e b e n f a l l s  
homogenen  P u n k t i o n  F(x7 y) e n t s p r i c h t ,  so erhalten wir an 
Stelle von (3) 

a 

Hierin laBt sich bekannterweise 

setzen, worin A = + fii+ bS ist und cr der Beziehung (47) genügt. 
Setzen wir nun cr - rp = 7) und W, = Rn+=@', worin wir nun W,  als 
Funktion von +b betrachten dürfen, so wird 

B 

Um den weiteren Untersuchungen den Weg zu ebnen, betrachten 
wir das Verhiiltnis k zweier Integrale 

h h 

worin y und B reelle, innerhalb der Integrationsgrenzen endliche Funk- 
tionen der Verinderlichen x sind, welche für Werte von x, die sich 
endlich, wenn auçh wenig von x = b 
unterscheiden, stetig verlaufen; hier- 
bei setzen wir voraus, daB y für 
x- b ,  unendlich groB und z = z b  

6 

wird, und das Integral Jydx eben- 
a 

falls nnendlich groB ist. E s  sol1 be- 
wiesen werden, da6 k = z, ist. 

Denken wir uns die Funktionen 
y und z durch die Gleichungen 
y = rp(x) und z = $ (x) gegeben, so 
konnen letztere als Gleichi~n~enzweier 
Zylindermantelflachen (Fig. 15) be- 
trachtet werden, deren Projektionen 
ah und cd auf die Koordinatenebenen denselben Gleichungen ent- 
sprechen. Denken wir uns dann das Gewicht d pro Flàcheneinheit 

1) Der Bonderfali n + 2 = 0 ,  mird auBer im II. Kapitel nie einer apezielien 
Untersuchung unterzogen; es würde dieses die Abkandlung zu umstandlich ge- 
stalten; doch sind der Betrachtnng desselben die Wege genügend geebnet. 
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der MaiitelfGche a = @(x) derart von x abhiingig, daB d' = a cos a, 

worin a konstant und a der a b s o l u t e  Wert  des Wirikels ist, den die 
XOY-Ebene mit der diese Maiitelflache in  der Geraden nzn berührenden 
Ebene einschlieBt, so dürfen mir das Verhaltnis der genannten Inte- 
grale ala Schwerpunktfikoordinate B desjenigen Stückes derselben 
Mantelflache anffassen, das durch die Flache y=cp(x) und die Ebenen 
z = a, x = b und y = O ausgeschnitten wird, wobei wir vorlaufig vor- 
aussetzen, daB y innerhalb der Integrationsgrenzen das Vorzeichen 
nicht wechselt. 

Betrachten wir die durch die Gleichung z = z, - d y  gekenu- 
zeichnete Ebene, worin d y  eine kleine GroBe ist. Sie konnte die 
Zylinderflache i n  mehreren Mantellinien schneiden, von denen mn die 
xur iinendlich langen nachste sei. Das statische Moment in bezug auf 
diese Ehene des Plachenstückes a f m n  ist end l ich .  Die Schwerpunkta- 
koordinato a des Pliichenstückes mrzbg' hat von der Ebene z = ab - Ay 
einen endlichen Abstand, solange d y  endlich, wie dieses ja schon für 
eine Plache, deren siimtliche Mantellinien endlich sind, zutreffen muBte; 
das Flachenstück mnbg' ist jedoch unendlich grob, da letzteres schon 
für seine Projektion vorausgesetzt ist. Solange also d y  endlich ist, 
bleibt das statische Moment des rechts von m n liegenden Flachenstückes 
u n e n d l i c h  groB. Somit mu5 für die zu O Z  senkrechte Schwer-  
p u n k t  sebene  dy unendlich klein werden, womit der Beweis dafür 
erbracht ist, daB unter den gemachten Voraussetzungen 

ist. In ahnlicher Weise wird bewiesen, daB der Schmerpunkt des- 
selben zylindrischen Fliichenstückes fahg bis auf eine unendlich kleine 
GroBe in die Ebene x = b und somit i n  die unendlich lange Mantel- 
h i e  failt. 

Nunmehr miiB der Reweis fiir die Richtigkeit der Beziehiing (64) 
auch auf den Paii ausgedehnt werden, daB y innerhalb der Integrations- 
grenzen das Vnrzeichen wechselt. Die vorigcn Betrachtungen sind 
nur insofern abzuandern, a1s wir auch die einem negativen y ent- 
sprechenden E'liçhenstücke als positiv betrachten, deren Gewicht pro 
Flicheinheit aber negativ machen, also 8 = - a cos a: setzen, worin 
a > 0 und für cosa dessen absoluter wert einzusetzen ist.  soda^ 
muB vorausgesetzt werden, daB d y  vorerst ebenfalls endlich, jedoch 
klein genug gewahlt wird, damit y für siimtliche Xantellinien zwischen 
mn und der unendlich langen d a s  s e l b  e Vorzeichen behalt; die weiteren 
Polgerungen lassen sich sodann mit Leichtigkeit ziehon. 
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lm folgenden wird 6fters der FaU eintrekn, daB fi,= O ist; es 
! 

niire falsch, sodann das / zydx  gloich Null zu sctzcn. W i r  wollen 
a 

deswegen diesen Sonderfall eingehender untersuchen. Denken wir uns, 
es solle das stutischc Moment dcsselben Stückcs der Slantelflache in 
bezug auf eine durch die unendlich lange Msntellinie gelegte und zur 
Z-Achse senkrechte Ebeiie gefunden werden. Nehmen wir letztere als 
XOY-Ebene m. In (Big. 16) sind die beiden Schnittlinien ab und cd 
der beiden Zylinderflachen mit den Koordinaten- Fig. 16. 

ebenen wiedergegeben. Es ist leicht einzusehen, 
da0 das zu ermittelnde statische Moment, welches 

1> 

ja gleich6gdx ist, n i c h t  a l l g e m e i n  gleich 
L1 

Null gesetzt werden darf, trotzdem, da5 der c x -Y?? 
Schwerpunkt bis auf eine unendlieh kleine GroBe J 

in die unendlich lange Mantellinie fallt. Sonst 
müBte, und zwar für eine beliebige Form der 
Kurve ab und für eine beliebige Lage des Punktes 
m auf derselben das statische Moment sowohl 
der den Kurvenstücken ab wie auch m b  entsprechenden Flichen gleich 
Null gesetzt werden und somit würde auch das statische Moment einer 
beliebigen Zylindermantelfliiche, welche dem ganz willkürlich gewahlten 
Kurvenstiick am entspricht, ebenfaiis gleich Nuli. 

Es st,eht der endliche Wert des statischcn Momentes in keinem 
Widerspruch mit (51), wenn wir bedenken, daB in diesem Falle an 
Btelle von z, nicht die absolute Null, sondern eine unendlich kleine 

1, 

GrVBe tritt, welche niil dom unendlich grouen & d r  multipliiiert eioen 
n 

endlichen Weri  ergibt. Für  diesen Wer t  Q des Integrales .{zydx iat 
a 

allerdings der gesamte Vcrlauf der Kurve ab  maBgebend, doch gibt 
der Verlauf derselben in der Sahe  des Punktes b das Kriteriuui der 
Endlichkeit desselben. Wir  schreiben 

b 

Q = j d y d z  a =*fiydr a + b y d x l ) ,  z 

-- 

1) Dieser Ausdruck i a t  eigentlich nur für  den Fall der Eindeutigkeit der 
Funktionen z und y ohne weiteres richtig. 1st y mehrdeutig, so bleibt er jedoch 
unverandert, falls wir uns dieses etwa wie ein Durchlochen oder Ausachneiden 
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worin a < x < 6 gedacht wird. Nchmen wir an, daB x  sich dem Grenz- 
werte b niihert, so wird 

n z z 

Wir bezeichnen 

Da nun der Grenzwert von y unendlich groB ist, so laBt sich erkennen, 
daB h nicht durehaus Null zu sein braucht. 1st h nicht gleich N d ,  
so k6nnte man der Reziehung (a) nur dadurch gerecht werden, daB Q 
unendlich groB gesetzt wird, indem sich aus ihr  danu h = m - oo ergibt. 
1st jedoch h gleich Nd, so ist Q unbedingt endlich, denn unter den 
gemachten Voraussetzungen über die Stetigkeit der Funktionen y und B 

für Werte von x, welche sich endlich, wenn auch wenig, von z = b 
i, 

unterscheiden, kann sich dns Integral $ y d s  dern Werte Null nur 
x 

nihern, indem es vorher endliche positive oder negative Werte annimmt. 
Es gibt also in den Grenzcn zwisehen a und b solche Werte von X, 

b 

welche einen endlichen Wert für dns Intcgral j e y d x  liefern. Da nuo 
Z 

! 
das Integral J zy dz unter den gemaehten Voraussetzungen für h < s < b 

Z 

immer endlich ist, und & als Summe der beiden Integrale erscheint, 
so ist Q immer endlich, wenn h - O ist. 

Somit darf die Beziehung 

(52 bis) h - lim [ zy (b  - x)] = O 
z = 6  

a l s  n o t w e n d i g e  u n d  z u g l e i c h  g e n ü g e n d e  R e d i n g u n g  d e r  End-  
b 

l i  c h k e i  t des Integrales S z y  d z  unter den gemaehten Yoraussetriiogen 
a 

. aufgefaBt werden. Diese Bedingung zeigt, daB das Integral auch daim 
einen endlichen W e r t  haben kann, wenn das Produkt zy unendlich 

gewiriser Teile der Zylindermantelflache vor~tellen und sodann y die Geeamtlange 
der wirklich in Rechnung zn ziehenden Mitntellinienstücke nennen. Mehrdeutig- 
keit von z Kitte nnter der Voraussetzung n u r  e i n e r  unendlich langen Mantel- 
linie zur Folge, da6 zum obgenannten Ausdruck noch gewisse eGdliche Integrale 
mit k o n s t a n t e n  Integratiorisgreuzen hinautreten würden, wodurch der Beiveis 
keineswegri gestort wird. 
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groB ist; es mu5 jedoch die Ordnung der Unendlichkeit für letzteres 
kleiner als + 1 sein. Pür  einen unendlich groBen Grenzwert dieses 
Prod u k t es ist eine graphische Ermittelung kaum moglich, für einen 
endlichen jedoch leicht ausführbar, indem wir etwa die Werte des 
Produktes ay als Ordinaten, die Werte von z als Abszissen auftragen 
und hierdurch die Regrenzungslinie e i n e ~  zii planimetrierenden Flichen- 
inhaltes verzeichnen. Wichtiger als (52 bis) ist somit für unscre 
Zwecke die Betrachtung des K r i t e r i u m s  d e r  g r a p h i s c h e n  K o n -  
s t r u k t i o n s f i i h i g k e i  t ,  welches auf den endlichen Wert  des Ausdruckes 

(53) H = h m  ( ~ y ) ~ = ~  
zurückzuführen ist. 

Wenden wir uns nun wieder den1 Integral (50) zu, indem wir in 
folgendem ganz ailgemein die Werte sarntlicher von y abhangigen 
GroBen, die letztere für gp = a: annehmen, mit d m  Index a! und inner- 
halb des Winkels b o a  mit dem Index 1 bezeichnen. Durch die Be- 
ziehung (51) erhalten wir, indem wir x = +, y = sinm$, a = W, setzen: 

Diese Beziehung (51) darf nur angewendet werden, wenn das 
U IGt~p  unendlich gr05 ist, oder m J 1 ist. Der Grenzwert fiir ni I i B t  

O 

sich am einfachsten daraus ableiten, daB sich diases Integral von einem 
P 

anderen j$$ nur  um einen endlichen Wert unterscheidet. EB kaonte 

O 

also, für m f 1,  SI nur dann eudlich werden, wenn W ,  = O würde. 
Da jedoch W = Bn+ CD' und @' nur in  einem der Hauptstrahlen, den 
betrachteten ausgeschlossen, zu Null werden kann, so erhalt SI n u r  
dmn einen endlichen Wert, wenn Rcz = O und n + 2 > 0 ist ,  also 
der betrachtete Hauptstrahl die A Kurve im Koordinatenursprung 
berührt. 

Ehe wir diesen Sonderfall genauer betrachten, untersuchen wi r  
noch den Wert von SI, wenn O < m < 1 und W, endlich i d .  Wir 
bedienen uns hierzu des Kriteriums (52), welches für nnsereri Fall 

lautet. Da nun W, endlich und 1 - m > O id ,  so wird h = O. D a s  
Integral ist also endlich. 
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Das Kriterium der graphischen Konstruktionsfahigkeit schreiben 
wir, f i r  siimtliche positive Werte von m, da @,' nicht Kull ist 

@'pf 2 p + 2  

(55) ~ = = l i ~ [ ~ ~ l ~ ]  sinrrL -iim[-171-] V = O  = @: lim [ ;, ]  o. 

Ein endlicher Wert für H setzt ebenfalls lz + 2 > O und Ra = O 
voraus; ist also das Integral auch endlich, so kann es dennoch nur 
dann graphisch ermittelt werden, wenn Ra = 0 ist. Unter dieser Be- 
dingung niihern sich sowohl .RI als + dem Grenzwerte Niill, und es 

O 
bedarf der Ermittlung des unbestirnrnten Ausdruckes 5. Denken wir 

uns, um vorlaufig einen Anhaltspiinkt zu haben, m als ganze Zahl, NO 

würde der endlichc Wert von H durch das Verhaltnis der rnkn Ah- 
leitung des Ziihlers und des Nenners nach @ für @ = O oder rp = a 

ausgedrückt. Der wirkliche wert von H erscheint hierdurch als Funk- 
tion der Werte der Ablcitungen verschiederier Ordnung Ton R, nach 
+, für + = O oder cp = a ;  letztere müssen soniit ermittelt werden. 1st 
die A-Kurve analytisch bestimmt, so bereitet dieses kaum irgend 
welche Schwierigkeiten; und dennoch hat es hiermit eine eigentümliche 
Bewandtnis, fd l s  die Auswertung des Integrah für irgend welche prak- 
tische Zwecke wichtig ist. Es  sei deshalb gestattet, hier eine Bemer- 
kung einzuschalten, welche für die Verwendung de8 soeben ermittelten 
Ausdruk~s (55), wie auch der folgenden von meittragender Bedeutung ist. 

Wir  dcnken uns, daB die Rechnung sich auf irgend einen K6rper 
bezieht, bei dessen Herstellung in der Werkstatt die A-Kurve maB- 
gebend ist. Nun ist aber auf dem ReiBbrett im aligemeinen niçht die 
wahre Kurve eingezeiçhnet, sondern eine angeniiherte Ersatzkurve, 
welche aus Stüchen von Geraden, Kreiubogen und anderen, arialytisch 
nicht bestimmten, Kurvenstücken besteht. Um letzere ganz auszuschalten, 
kann es sich empfehlen, Kurvenstücke, deren Krümmungshalbmesser so 
gr08 werden, daB ein Ersatz durch Kreisbogen beschwerlich ist, durch 
Parabelbogen zu begrenzen. Diese Parabelbogen lassen sich in be- 
kaiinter Weise durch die umhühnden Tangenten, falls zwei von ihnen 
samt den Berührungspunkten, gem6hnlich in den Endpunkten des Rogen 
stückcs, gegeben sind, leicht konstruiercn. Für  die Werkstattausführung 
ist nun die gezeichnete Ersatzkurve und nicht die analytisch bestimmte 
die maBgebende, somit haben auüh alle Berechnungen auf die erst- 
genannte Bezug zu nehmen. 

Matheniatisch genau ist aber auch die Erzat~kurve weder auf dem 
Zeichenbrett, noch in der Werkstatt auszuführen und die Wahrschein- 
Lichkeit einer Abweichung von der in Rechnung gezogenen Form wiichst 
mit abnehmender GroBe der vorausgesetzten Abweichungen. Denken 
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wir uns letztere so klein, daB sie für uiisere Instrumente unrneBbar 
werden, so ist es g a n z  u n w a h r s c h e i n l i c h ,  vorauszusetzen, daB solche 
Abweichungen in der Ausführung nicht stattfinden. E s  soll nun be- 
wiesen werden, daB dergleichen unmeBbare Abweichunçen von der 
vorausgesetzten Form u n  t e r  Um s t a n d e n  geeignet sind, das Resultat 
der mühseinen Rechnung voilstindig über den Haufen zu werfen. 

Bezeichnen wir den zaischen Fahrstrahl und Tangente irn Schnitt- 
punkte des Pahrstrahles mit der Kurve eingeschlossenen Winkel mit 8, 
den Polarwinkel mit y, den Krümmung~halbmesser mit Q, so bestehen 
die bekannten Beziehungen 

Hieraus ist zu sehen, dafi die erste Ableitung des E'ührstrahles durch 
den Tangentenwinkel 8, die zweite durch diesen und den IZrümrnungs- 
halbmesser, die lioheren Ableitungen jedoch nur durch die Ableitungen 
verschiedener Oïdnung des Krümrnungshalbmessers ausgedrückt merden 
konnen. 

Bekanntlich kann nun ein immerhin endliches Bogenstück eincr 
beliebigen Kurve, wenn es klein genug gewiihlt wird, dermaBen durch 
ein durch drei Punkte desselben gezogenes Kreisbogenstüük ersetzt 
werden, daB die Abweichung praktisch unmefibar wird. E s  kann wohl 
angenommen werden, da6 die Abweichung im Tanpentenainkel O eben- 
falls sehr klein ist; der Halbmesser des Ersatzkreises wird von dem- 
jenigen des Kriimmiingshalbmessers eine nierklichere Abweichung zeigen; 
jedocli schon d ie  e r s t e  A b l e i t u n g  des  e r s t o r e n  i s t  g l e i c h  N u l l ,  

we lchen  W e r t  a u c h  d i e  w a h r e  A h l e i t u n g  z a i s c h e n  + cm 
F 

und  - cc b e s i t z e n  mag .  I n  der Ausführung konnte nun der ent- 
gegeqesetzte Pall eiiitreten, da8 niuilich ein vorgeschriebenes Eireis- 
bogenstück aus kleineren Bogenstücken anderer uus unbekaiint bleibender 
Kurven zusamrnengesetzt erscheint. Denken mir uns auch, daB die 
Krümmungshalbmesser derselben wenig vom Halbmesser des Kreises 
abweichen, so bleihen doch die Ableitungen der Halbmesser der wirk- 
lich ausgeführtcn Kurven g%nzlich unbekannt. Da nun, wie gesagt, 
die Voraussetzung, daB unmeBbare Abweichungen nicht stattfinden, 
unwahrscheinlich ist, BO ist zu erkennen, daB der analytischen Ent- 
wicklung unbestimmter Ausdrücke von der Form (55) nur dann ein 
p k t i s c h e r  Wert beizulegen ist, falls dieselbe auf Ableitungen des 
Fahrstrahles zurückführt, deren Ordnung d ie  z w e i t e n i  c h t ü b e r -  
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s t e i g t .  1st diese Bedingung nicht erfüllt, s o  b l e i b e n  derg le ichen  
A u s d r ü c k e  praktisch eben u n b e s t i m m t ,  da es durchaus nicht be- 
kannt ist, in welchem MaBe die gedachten analytischen Vorbedingungen 
erfüllt sind. 

Wird die A-Kurve, wie empfohlen, nur durch Gerade, Kreis- und 
Parabelbogen gebildet, so lassen sich sowohl Q wie auch 0 der Zeich- 
nung entnehmen. E s  bedarf also keiner analytischen Bestimmung der 
Ableitungen erster und zweiter Ordnung aus den Gleichungen der 
Kurvenstücke, sondern nur der Verwendung der Beyiehungen (56) und 
(57). Genügen letztere nicht, so helfen uns die analytischen Kunst- 
griffe in FiUen rein praktischer Art ebensowenig. 

Wir  wenden uns nun wieder dem Ausdrucke (55) zu, dessen Be- 
trachtung durüh die eingeschalteten Bemerkungen unterbrocheri wurde. 
Indein laut der gemachten Voraussetzurig der Hauptstrahl die Kurve 
im Koordinatenursprung schneidet, bildet er zugleich die Tangente an 
dieselbe. Wir  erhalten R, = O und 8 = O. Die erste Ableitung kann 
in diesem Falle nicht direkt aus der Beziehung (56) gefunden werden, 
mohl aber aus (57), falls hierin R = 0 gesetzt wird. W i r  erhalten, 

dSR 
allerdings unter der Voroussetzung eines endlichen , 

Auf die hoheren Ableitungen werden wir aus den genannten 
Gründen hier nicht eingehen, indem, ausnahmsweise, schon die erste 
durch den Krümmungshalbrnesser ausgedrückt wird. Die Beziehung (58) 

ist nur für den Fa11 gültig, daB 2 nicht unendlich gros wird. Wir 
9' 

schreiben (55), angenommen, daB Q, wcder Null noch unendlich groB ist: 

1st hierin + 1 2 - 0, so wird, fiir O < m < 1, H gleich Null: ist 
jedoch rl + 1 = 0 und m = i, so erhalten wir 

(60) H = $- 2 

Die TTntersuchung des Palles n + 1 < 0 würde uns zu weit führen, 
kann auch zum Teil ohne Kenntnis der Gleichung der A-Kurve nicht 
ausgeführt werden. W i r  halten also den Sonderfall A?, - O für erledigt 
und fügen nur hinzu, daB, wenn im Koordinatenursprung zwei B6gen 
verschiedener Kurveri unter einern winkel zusammenstoBen, selbstver- 
stindlich der Wert  des Krümmungshalbmessers des vom Hauptstrahl 
berührten Kurvenstückes in die Formeln einzusetzen ist. 
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Wir wenden uns nun der Betrachtung des allgemaineren Palles 
R, > O zu, vorlaufig unter der Voraussetzung, da8 die A-Kurve auf 
beiden Seiten des Hauptstralils verliuft. E s  wird hierfür allerdings 
des auf den Sektor OOu (Fig. 14) bezogene Iiitegral SI unendlich groB, 
doçh ebenso auch das auf den Sektor a O c  bezogene. Bezeiçhnea wir 
letzteres mit S,, un'd setzen f = g> - a, so erhalten wir durch die schon 
erwahnten Ausführungen den (54) entsprechenden Ausdruck 

R 

Bernerken wir n u ,  da0 für zwei s y m m e t r i s c h  gegen den Haupt- 
strahl geneigte Fahrstrahlen : - q!~ id ,  so schreiben wir, wenn m eine 
ungerade  ganze Zahl oder ein Bruch ist, dessen Zahler und Nenner 
ungerade Za,hlen sind: ,Y 

1 
Setzen wir hierin x - @, z = W, - W2 und y - - iind er- 

sinm* ' 
leidet der Pahrstrahl der A-Kurve im Hauptstrahl k e i n e  s p r u n g w e i s  e 
Anderung ,  so daB er n i c h t  t e i l w e i s e  z u r  B e g r e n z u n g s l i n i e  d e s  
I n t e g r a t i o n s g e b i e t e s  w i r d ,  ao ist im IIauptstrahl, da @ stetig ist, 
W, - W8 = W, und somit sa = O .  Es ware also moglich, daB (Pig. 16) 
S,+S, endlich ware (51) und zwar p r o p o r t i o n a l  d e m  ~ c h r a ~ f f i e r t  
a n g c d c u t e t e n  F l i i c h e n i n h a l t e  d e r  Fig. 14, d e r  z w i s c h e n  d e m  
Zweige 0, der U-Kurve und der gestrichelten Kurve, welche den 
um den Hauptstrahl s y m m e t r i s c h  u m g e k l a p p t e n  Z w e i g  U, der- 
selben darstellt, eingeschlossen ist. Wir  beschriinken unsere Unter- 
suchungen auf das Kriterium der graphischen Konstruktionsfihigkeit 

Mit dem Index 2 oind skntliche von tp abhangige Werte innerhalb 
uOc bezeichnet. Da für m > 2 schon die dritte Ableitung zur Geltung 
kommt, so sind wir auf den Fall m < 2 beschrankt. Der weiteren 
Untersuchung sou nur der Pall m - 1 zugrunde gelegt werden: Be- 
merken wir, da6 

[[" 1 [ ~ ]  d R d R4 

r - * = O  und [TG] <P = = [dq  l.,,. ,, 7 
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so wird 

dR 
Hierin ist (%A) 

= (-d:)q = a  , falls y = =  

nicht in einem Winkelpunkt schneidet. 
übrigen Hauptstrahlen, den betrachteten 

endlich groB. Eingehenderer Betrachtung 

der Hauptstrahl die A-Kurve 

CD: wird nur in jedem der 
ausgenommen, Null oder un- 

bedarf der Ausdruck 

Laut uriseren Voraussetzurigen dürfen wir uns (46) die Funktion E'(x, y) 
als Produkt verschiedener Potenzen linearer Polynome von der Form 
ax + by ,  und solcher Polynome ax2 + pxy + y y 5 w e i t e n  Grades den- 
ken, welche innerhalb eines reellen Integrationsgebietes das Vorzeichen 
nicht wechseln. Diesen Polynomen entsprechen in der Funkt'ion @' 

Faktoren von der Porm a c o s p  +bsinqp und (rcos2q +/3cosrpsinqp + y  sinarp, 
die, wie auch deren Ableitungen nach rp, eindeutig bestimmt sind und 

nie unendlich gr06 werden. Hieraus folgt, daB n i e  unend- 

l i c h  g r 0 8  w i r d  u n d  z u g l e i c h  e i n d e u t i g  b e s t i m m t  is t .  Wir 
schreiben deshalb unter Berücksichtigung von (56): 

IJnendlich groB wird H, wenn 8, o d e r  gleich Null ifit, wenn 
also iin Hauptstrahl zwei von den Kurvenstücken zusammenstoBen, 
welche die A-Kurve bilden, und eines von ihnen den Hauptstrahl in 
diesem Punkte berührt, oder wenn O, und 0, beide gleich Nuil si~id, 
was etwa eiriem Wendepunkte der A-Kurve entspriçht, de vorausgesetzt 
id ,  da0 sie auf beiderl Seiten des Hauptstrahls liegen. 

Cilter der letztgenannten Voraussetzung, sowie Ra > 0, unter- 
suchen wir nun den Pall, da6 m eine g e r a d e  ganze Zahl, oder ein 
Briich ist, dessen Ziihler eine gerade Zahl ist. SI und S, haben so- 
dann dasselbe Vorzeichen; der betrachtete Hauptstrahl gp = c ~ .  (Fig. 14) 
begrenzt riicht ein Einzelgebiet, wie letztcres am Anfang des Kapitels 
definiert wurde, sondern durchschneidet es. E s  konnte nun vorkommen, 
daB ein anderer Hauptstrahl qp = y, welchem d i e s e l b e  P o t e n z  m 
entspricht, innerhalb eines Gebietes zu liegen kommt, für  welches das 
umgekehrte Vorzeichen der Funktion f ( ~ ,  y) gilt. Bezeichnen wir für 
denselben die A entsprechende Konstante (47) mit C, ziehen ebenfaiis 
zwei Fahrstrahlen unter den Winkeln /3 symmetrisch zu diesem IIaupt- 
strahl und nennen die auf die beiden Sektoren mit den Winkeln /3 
bezogenen Integrale SI und Sri, so konnten sie sich paarweise mit den 
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Integralen SI und S, decken. E s  miiBten jedoch zuerst zahlenmiiBige 
Vorbedingungen erfüllt sein, und zwar für O < m < 1 die Bedingung 

R;+4@; Rn+%@' 
(66) - + -y-. = 0 

A m  Cm 

und für 1 < m 2? wenn etwa S, und Sn summiert werden, auBerdem 

O 
wie dieses die Entwicklung des unbestimmten Ausdrucks mit siçh 

bringt. Diese Bedingungen gestalten sich einfacher, wenn y = a: + n 

ist, indem d a m  C = A und CD; und CD; denselben absoluten Wert er- 
halten, so wie auch CD; und CD;= für samtliche Piinkte einer durch den 
Roordinat,enursprung gehenden Geraden. Eine eingehendere Unter- 
auchung dieser Falle moge unterbleiben. 

Für m > 2 ist das Kriterium H von Ableitungen des Fahrstrahles 
von hoherer Ordnung als der zweiten abhiingig; diese Fiille sind also 
praktisch aussichtelos. 

Wir gehen nun zu dem Falie über, wo die A-Kurre vom Iiaupt- 
strahl entweder berührt oder in einem Winkelpunkt derartig geschnitten 
wird, daB sie auf e i n e r  Seite des Hauptstrahls liegt. Innerhalb des 
Winkels b o a  (Fig. 14) m6ge der Fahrstrahl, dcr einem gegebenen gp 
und hierdurch eindeutig bestimmten CD' entspricht, zwei verschiedene 
Werte R, und & erhalten. Wir  woilen annehmen, da5 in unmittel- 
barer Niihe des Haiiptstrahles R, > R, ist. Das auf den Sektor b o a  
bezogene Integral wird 

1 
Setzen wir hierin s - $, y = 

sinmv 
und s = R;+Q' - l $ + 2 Q j r ,  so 

ist zu erkennen (51), daB dieses Integral nur dann einen endlichen 
Wert erhielte, wenn entweder <fia = O ware, was nieht zutrifft, oder 
wenn für rp = cl die beiden Fahrstrahlen R, und R, gleich werden. 
Es  dar f  a l s o  w i e d e r u m  d e r  H a n p t s t r a h l  n i c h t  t e i l w e i s e  z u r  
B e g r e n z u n g s l i n i e  des  I n t e g r a t i o n s g e b i e t e s  gehoren .  

Das Kriterium der graphischen IConstruktionsfiihigkeit gestaltet 
sich zu 

F ü r  rn = 1 erhalten wir mit Bezug auf (56), (57) und (64) 

(70) H =  (n + 2)11",2@~(ctg82 - ctgOl). 
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E s  d a r f  a l s o  d i e  A - E u r v e  Tom H a u p t s t r a h l  a u c h  nicht 
b e r  ü h r  t w e r  d en, weil dann entweder einzeln oder zusamrnen ctg On 
und ctg 8, unendlich groB und zwar von entgegengesetztem Vorzeichen 
werden. Somit ist ein endliches Resultat nur dann zu erwarten, wenn 
im Hauptstrahl zwei Kurvenstücke zusammenstoBen, von denen keines 
in diesem Punkte den Hauptstrahl berührt. 

Für m > 1 besteht noch die zweite Vorbedingung 

die sich sofort, wenn Ra > O, auf ctg 0, = ctg 0, zurückführen liBt. 
Z k o n n t e  n u r  d a n n  endlich sein, wenn i m  H a u p t s t r a h l  d i e  A-Kurve 
d e r a r t  i n  e i n e  S p i t z e  a u s l a u f t ,  daB d i e  b e i d e n  zusammen- 
s t o B e n d e n  Zweige  e i n a n d e r  h e r ü h r e n .  E s  ist leicht einzusehen, 
daB es kaum wahrscheinlich ist, mit mathematischer Genauigkeit dieser 
Bedingung praktisch zu genügen. Sollte nun diescr Fal l  dennoch Tor- 
ausgesetzt werden, so ware es weder für nz > 1, noch für rn = 1 sus- - 
geschlossen, daB der Hauptstrahl zur Tangente an die A-Kurve werden 
darf. P ü r  nz = 2 ergibt sich, wenn in (57) ebenfalls der Winkel fl 
eingeführt wird, 

(IZ+ 2)RUtS@ 
(7 2) 

1 H =  [ 1 
2 

wo pi und p, die Krümrnungshalbmesser der im Hauptstrahl zusammen- 
stoBendcn und eine gemeinsame Tangente besitzenden Kurvenstücke 
sind. Der FaU m > 2 ist praktisch aussichtslos. 

P ü r  Ra > O und m < 1 war das Integral (54) wohI endlich, konnte 
jedoeh graphiuch niçht errriittelt werden. Durch Verbindung zweier 
Integrale mit verschiedenem Vorzeichen konnen mir in  der uns schon 
bekannten Weise ein konstruierbares erhalten. Beiderseitige Lagerung 
der A-Eurve in bezug auf einen Hauptstrahl, der zwei Einzelgebiete 
trennt*, vorausgesetzt, erhalten mir hierfür den Ausdnick (62) und sehen, 
daB wenn (65) endlich ist, für unseren Fall H =  O wird. Für beider- 
seit,ige Lalgerung der A-Kurve gilt in derselben Weise (69) und (70). 

Eine ausfiihrliçhe Behandlnng dieses und anderer Palle würde uns 
EU weit führen, ist auch kaum notwendig, nachdem die allgemeien 
Methode angedeutct wordon ist und nur übrig bleibt, diesolbe für den 
einzelnen Fali  zurechtzulegen. 

E s  muH nun angegeben werden, wie die zur Ermittelung von h 
a @ 

notmendigeen Werte von und am einfachsten mit Hilfe der 
@=a 

Zeichnung zii berechnen sind.  enk ken wir uns auf dom Hauptstrahl 
&en beliebigen Punkt gewahlt, dessen Entfernung vom Eoordinaten- 
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ursprung 1 sei. Der Zcichnung entnehmen wir dessen Koordinaten 3: 

und y, setzen n. + m - v und wenden uns zu der Beziehung 

(73) F(x, y) = 1' . CD;. 

Der Wert der Punktion F(x, y) laBt sich leicht berechnen, wo- 
durch @a erniittelt erscheint. Da letzteres nur vom Polarwinkel ah- 
hzngt, so denken wir uns den gewahlten Punkt auf cinem Kreisbogen 
Tom Halbmesser 1 bewegt. W i r  erhalten sodenn, indem wir von bei- 
den Seiten (73) die Ableiturig nach q nehmen und rechtwinkelige Ko- 
ordinatenachsen voraussetzen 

Unter Umstiinden müBte noch die zweite Ableitung von CD' be- 
stimmt werden. Wir  erhalten die Beziehung 

ô2E P B '  Se$' 2F %1*' d W' (75) z' ,,- -2xy- +y2---x-  - y  - = z v  (.) . 
d Y a x a y  dx3 a a y  '9 p = a  

VII. Praktische Behandlung schwieriger Falle; E-Kurven. 

Unter schwierigen FaLlen wollen wir alle die verstehen, in  denen 
die bisher angegebenen Verfahren ein Umgehen mit Strecken erfordern, 
dio zu klein oder zu groB sind, um sich praktisch verwenden mi lassen. 
Zuerst denken wir an die im vorigen Kapitel mehr theoretisch hehan- 
delten Falle, wo die Fahrstrahlen der 77-Kurve unendlich groB werden. 
Die Untersuchung zeigte, daB dieoelben sich zurn teil auf uribestimmte 

O 
Ausdrücke von der Form -o von endlichem N'ert zurückführen lieBen. 

Der wahre Wert solcher Ausdrücke im Hauptstrahl selbst kann nur  
berechuet werden, jedoch in der Kahe desselben lassen sich die ent- 
sprechenden Werte ebenfalls weder mit Sicherheit konstruieren, noch 
mit Hilfe von GrGBen, die der Zeichnung entnommen sind, berechnen, 
da die unvermeidlichen Fehleï in der Zeichnung im Verhaltnis zu letz- 
teren groB sind. Man wird hald wahrnehmen, wo die Konstruktion un- 
sieher wird, und meist lassen sich die Kurvcn derart nahc beim Haupt- 
strahl konstruieren, da5 der in den Hauptstrahl fallende berechnete 
Punkt genügt, um die Kurve mit Sicherheit zu ziehen. 

Wir haben uns noch den Bedingungen anzupassen; welche uns die 
Verwendung von Polarkoordinaten bietet und wenden uns vorerst dem 
dureh (55) charakterisierten Falle R, = O, f i  + 2 > O eu. Das auf 
den Sektor b o a  (Fig. 14) bezogeiie Integral schreiben wir (54) 

Zeitschrift f. Mathematik u. Physik. 60. Band. 1911. Heft 1. 
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Hierin ist u, der Pahrstrahl der U-Kurve, k ein Poportionalitats- 
faktor, welcher von der Wahl der Konstanten in den Gleichungen der 
charakteristischen Kurven abhangt. Da diese Beziehung für jeden be- 
fiebig bleinen Winkel /î besteht, so erhalten wir 

wo u, der Fahrstrahl des Schnittpunktes der U-Kurve mit dem Haupt- 
strahl ist. Es wird 

Hierin wird H nach (59) bzw. (60) berachnet. Die Werte von ec, 
werden in der üblichen Weise erhalten. 

Betrachten wir nun den durch (62) odor ( 6 8 )  charakterisierten Fail, 
BO schreiben wir 

wo u, und u, zwei symmetrisch gegen den Hauptstrahl geneigte Pahr- 
strahlen sind. 

Hieraus erhalten wir : 

2H= k(rt + 2)Amlim(u, - u , )~= ,  . Lim (u, + u,) ,=,, 
foldich: " 

:!H 
lim (u, - u , ) ~  =. = k(n f 2)Arnlim (u, + 

Da in diesem 
ug unendlich groB 
Liches H 

E s  wurden ut 
licher Wert  durch 

Falle sowohl der Grenzwert von ui ale auch von 
ist, so ist lim (u, + u,) = oo, und für ein end- 

lim (u, - u , ) ~  =, = O. 

und ug im Grenzfall unendlich groB, weil ein end- 
sinm+ dividiert wurde. Hieraus ist zu erkennen, 

da1 die Grenzwerte von 
?? 

(ul f zc,) (sin $) und m 

endlich sind. Setzen wir nun 
(sin +)è 

m 

( 7 8 )  
u1 - % p = (ui + u,)(sin +) a und q = - rn 7 

(sinv) 

B O  erhalten wir eine p- und eine p-Kurve, deren siimtlictie Pahrstrahlen 
endlich sind. Dieselben werden sodann in der üblichen Weise behandelt, 
liegen jedoch nur in einem der Winkel b o a  oder a O c  (Fig. 14). 
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Wir begniigen uns hier mit dem Beweis der Moglichkeit der 
Konstruktion einer p- und einer 2-Kurve, deren Fahrstrahlen für cp = ar 
endlich sind. Ihre praktische Ausführung und Handhabung soil an 
dcm dicsem Kapitel beigcfügten Bcispiel gezeigt werden. Doch ist 
schon jetzt zu erkennen, da8 pa eben diejenige endliche GrGBe ktr, 
welche durch die unendlich kleine (sin +);Co dividiert, das unendlich 
groBe (u, + zcJq=,  ergibt; i n  der Reihenfolge der Konstruktion wird 
pa eher ermittelt, als (u, + u ~ ) ~ = , ,  und zwar ohne jegliche Schwierig- 
keiten. Sodann erhalten wir pa aus der Beziehung 

worin H nach den Angaben des rorigen Kapitels zu bercchnen ist. 
AuBer den bis jetzt betrachteten Faiien kann auch der ebenfails im 

vorigen Kapitel erwahnte E'all, in welchem der Hauptstrahl @ = O die 
Tangente an die U-Kurve im Koordinatenursprung bildet, groBe prak- 
tische Schwierigkeiten zur Folge haben. Liegen dergleichen Ilaupt- 
strahlen dicht gedrangt nebeneinander, so wird die entsprechende F'liche 
der Gr-Kurre in achmale lange Fliichenstücke, wie P a  (Fig. 13) ge- 
spalten. Hierbei wird selbstverstanrllich die F'liichenme~sung desto un- 
germer, je schmaler die Stücken sind, die Konstruktion jedoch schon 
sehr bald h6chst peinlich. Um vorteilhafter gestaltete Flachen der 
Messung unter~iehen zu konnen, konstruieren wir zwei Kurven, die a i r  
als U,-Kurven bezeichnen, indem wir samtliche Fahrstrahlen der 
E-Kurre um zwei konstante Werte G~ und 6, verlangern. Bezeichnen 
wir den Flacheninhalt eines Sektors der U-Kurve mit F, den Plachen- 
inhalt der durch dieselben Fahrstrahlcn ausgeschnittenen Sektoren der 
Ti',-Kurven entsprechend mit Fi und F:: und den der Kreissektoren 
von den Halbmessern G,  und Ge mit KI und hl,, so ergeben sich in 
einfacher Weise die Beziehungen 

Die Differenzen (Fg - K,) und (Fi - KI)  Sind die z w i s c h e n  
den e n t s p r e c h e n d e n  U,-Kurven u n d  d e n  K r c i s b o g e n  von  d e n  
Halbmessern  6, und G2 e i n g e s c h l o s s e n e n  Fliichen. E s  kann je 
nach Umstiinden beliebig entweder die ganze Ii-Kurve oder ein Teil 

4 *  
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derselben diirch 0,- Kuryen ersetzt merden. Die indirekten Konstruk- 
tionen dicscs und des vorigen Kapitels lassen sich ohne wciteres auf 
die U,-Kurven übertragen. W i r  haben nur die Fahrstrahlen der p- und 
y-Kurven ebenfalls um die Werte G~ und G, zu verlangeni und nennen 
die so gewonnenen Kurven p u -  und q,-Kurven. 

Es muB jedoch ein Verfahren angegeben werden, um die 2-Kurven 
(allgemeine Bezeichnung jeder Kurve, deren Fahrstrahlen um einen 
konstanten Wert G verliingert erscheinen) direkt zu konstruieren, denu 
wie einfach auch die Verlangerunç der Fahrstrahlen eitier fertigen 
U-Kurve un1 einen. konstanten Wert sein mag, ist dieselbe im genannten 
Fall kaum wusführbar. In  der Niihe des Konrdinateniirspriings er- 
scheinen die Pahrstrahlcn der OIKurvc dormaBen gcdriingt, daB die 
Punkte der letzteren kaum auf dom richtigcn Fehrstrahl aufzutragen 
sind; bei Verlangerring der letzteren wird aber der Fehler bedcnklich. 
NachtrLglich lassen sich die Schnittpunkte der die U-Kurve beinahe 
berührenden Falirstrahleri ebensowenig bes timmen. Zudeni wird die 
Konstruktion der letzteren in einem gar nicht zuliissigen Grade 
peinlich. 

Deswegen sind wir auf folgendes Verfahren angemiesen. Statt die 
graphische ,\lultiplikation der Fahrstrahlen mit Hilfe eines Winkels 
ausxuführen, dessen Scheitel im Koordinatenursprung liegt und dessen 
eine Seite durch den betreffenden Bahrstrahl, die andere durch eine 
beliebige Gerade gebildet ist (Fig. l), zichen wir einen Kreis, dcssen 
Mittelpunkt der Koordinatenursprung und dessen Ralbmcsscr 6, ist 
(G, > GJ, und ersetzen den genannten Winkel durch einen ebensolchen, 
dessen Scheitel jedoçh im Schnittpunkt des E'ahrstrahles mit dem 
Kreise liegt. Hierdurch wird die ganze Konstruktion in  jedem RA- 
strahl um den konstanten Wert  G, liings desselben verschoben. Selbst- 
verstiiiidlich ist nun, daB die Punkte der charakteristischen Kurren, 
ebenso \vie auch der A- oder tJ-Kurren um denselben Wert G,  ver- 
schoben werden. E s  treten also an Stelle dieser Kurven andere., die 
ails demelhen durch Verlangerung der Fahrstrahlen um den konstanten 
Wert  G, entstehen und A,,-, 4,-Kurveii usw. genannt werdcn m6gen. 
Siimtliche gcradlinigcn CKiirven werden hierdurch in Nicoinedische 
Konchoiden vcrwandelt, die einer punktwcisen Konstruktion bedürfen 
und in die Unendlichkeit verlaufen. Hier ist es, wo der im V. Kopitel 
behandelte Ersatz der Geraden durch Z-Kreise ganz besonders wichtig 
ist. Letatere verwandelu sich n%nlicli in dasjenige Stück eiuer Pas- 
calschen Kurve, dessen Fahrstrahlen grGBer a h  G, sind, und dieses 
Kurvenstück wollen wir nicht punktweise konstruieren, sondern an- 

nahernd durch Kreisbogenstücke, wie folgt, ersetzen. 
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Zu diesexn Zwecke TI-erden samtliche 25-Kreise Yom Halbmesser <rl 
gewahlt. Die Konstruktion der Fig. 12 ist nur insofcrn abzuiindern, 
uls statt der Strecken Oa und Ob, des unbekannten 31 wegen, zwei 
andere, etwa Oa' und Ob', die den Werten der Koeffizienten a und b 
p-oportional sind, aufgetragen werden. Der Schnittpunkt der in a' 
und b' auf den Koordinatenachsen errichteten Senkiechten bestimmt einen 
Punkt der Geraden Oc. Wird nun Oc = G,  gemacht, so wird durch 
Ziehen einer der Geraden ca  odcr c b  d e r  VTert 1Cf bes t i rnmt ,  der in 
den Ausdruck (6 VII1) einzutragen ist. Eine brauchbare Anniiheriing 
an die Pascalsche Kurve liefert folgende Konstruktion (Fig. 1 7 )  E s  
sei O der Doppelpurikt der Kurve, der fur uns Fig. 17. 

immer in dcn Hoordinatenursprung faut ,  O c  
der in Fig. 12 ebenso bezeichnete Halbmesser k I 
des 2-Kreises HH der auf diesem senkrecht 
stehende Durchmesser, dessen Schnittpunkt mit 

n; 
dern 2-Kreise m. Machen wir nun uza = 9n71 Hcf)$H 
= Ud = G ~ ,  wu O d  1 On, so sind a, b und d - .--> - - 

drei Punkte der Pascalschen Kurve. Ziehen y' 

wir durch a und b eineii Kreisbogen vom -~ ~ ~ . .  

Halbmesser 1,75 6, und durch b und cl einen 
solchen von 1,47 G ~ ,  so kann durch dieselben die genaue Kurve ersetzt 
merden. Die gr5Rte Ahweichung liegt auf dem Rogenstür,k b d ,  niiher 
zum lctztgcnannten Punkt, und übcrsteigt nicht der LBnge des 
entsprechenden E'ahrstrahles der Pascalschen Kurve, wie dieses aus 
einer in g r d e m  RlaBstab ausgeführten Zeichnung zu ersehen war; für  
praktische Zwecke genügt dies in den meisten Fallen. In  den Punkten 
a und b erfalirt die Ersatzkurve eine unwesentliche Knickung; groBer 
ist die Abweichung der Tangente in  d. 

Werden die Multiplikationen nicht' graphisch, sondern mittels des 
Rechenschiebers ausgeführt, so bedarf es auBer der U,-Kurven keiner - 

anderen 2-Kurven. Trotzdexn wird man sich leicht überzeugen, wie 
sehr die nbersichtlichkeit und bequeme IIandhabung der Zeichnung 
gewinnt, wenn letztere aufgetragen sind, so daB hierdurch der kleine 
Fehler, den die angeniiherte Konstruktion der Pascalschen Kurven mit 
sich bringt, untcr Umstanden mit Vorteil in den Kauf genommen 
werden kann. Die zweite Un-Kurve wird selbstverstiindlich aus der 
ersteri durch Verkürzung sanitlicher Fahrstrahlen urn den Wert  (G, - G,)  

gewonnen. 
Das Verfahren der Z-Kurven erlaubt auch in gewohnlichen Ballen 

die Schwierigkeiten zu umgehen, die aus dem verschliingenen Charakter 
der (p-p)-Kurve entstehen. Es werden ehenfalls die n u r  n a c h  a b s o -  
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l u t e  m W e r t  e aufgetragenen Fahrstrahlen dieser Kurven um konstante 
Werte verlingert. 

B e i s p i e l  5. E s  soll das auf e ik  beliebiges endliches und reeiies 
Integrationsgebiet bexogene Integral 

worin die Quadratwurzel mit dem positiven Vorzeichen zu nehmen ist, 
graphisch ermittelt werden. 

Da die Form der das Integrationsgebiet begrenzenden A-Kurve 
von keiner prinzipiellen Bedeutung ist, so miihlen wir als solche (Fig. 18) 
einen Breisl), dessen Mittelpunkt in den Koordinatenursprung fallt, und 
dessen Halbmesser gleich 3,5 cm gesetzt wurde. Wird nun m in (37) 
ebenfalls gleich 3,5 cm gewahlt, so ist die A-Kurve mit der J-Kurve 
identisch; in (6 VIII) ist einfach m = R = p zu setzen und letxteres 
vnr das Integralzeichen zu nehmen. 

Das Integrationsgebiet wird durch die vier Hauptstrahlen Hl, Hz, 
H,, H, deren Gleichungen entsprechend 2 x f  y=O, 2 y-%=O, 2  y +x=O, 
2 2  - y = 0 lauten, in acht Einzelgebiete geteilt; einem jeden von 
ihnen entspricht ein nicht eingezeichneter Z-Kreis. Die Mittelpunkte 
derselben fallen je in einen Hauptstrahl, was nur dadurch bedingt ist, 
dai3 die Hauptstrahlen XI und 4 senkrecht aufeinander stehen, des- 
gleichen H3 und ET,. 

Lndem die Verwendung von Z-Kurven kaum zu vermeiden war, 
wurden an Stelle der Z-Kreise, deren Halbmesser ebenfalls zu G = 3,5 cm 
gesetzt ist, acht Pascalsche Kurven, den Hauptstrahlen entsprechend 
mit 1, 1', II, II' usw. bezeichnet, nach Fig. 17 eingezeichnet. Die Kon- 
stanten u und b in der Gleichung der 2-Kreise (43) lassen siçh den 
Gleichungen der vier Hauptstrahlen entnehmen, und da in letzteren 
die Zeichen gewechselt werden konnen, sind sie für siimtliche acht 
Kreise bekannt. Da für jedes Einzelgebiet das Vorzeichen in (6, WI) 
immer gesondert festzustellen ist, so wurde der Zeiclinung nach abso- 

1) Es mar nicht müglich, die Zeichnung auch nur einigermaBen übersichtlich 
zu gestelten, ohne daB farbige Linienziige verwendet wurden. Den farbigen Be- 
zeichnungen wurde folgendes Schema zugrunde gelegt: A-Kurve, J-Kurve, Haupt- 
strahlen - s c h w a r z  a u s g e z o g e n ;  C-, P-, AB-, Z-Kurven - b l a u  ausge-  
z o g e n ;  .cg-, Vu-, AB,-, Zn-Kurven - b l a u  g e s t r i c h e l t ;  p-Kurven - schwarz 
+ r o t ;  p-Kumcn s c h w a r z  + g e l b ;  (g-p)-Kurven s c h w a r z  + gri in;  durch 
Summieren erhaltene Kumen - r o t ;  durch Subtrahieren erhaltene Kurven griin; 
symmetrisch umgeklappte Kiirvenzweige - s c h w a r z  g e s  t r i c h e l t ;  verschiedene 
Zwischenkurven - b e l i e b i g ,  auBer: schwarz, blau, rot und grün; in Fig. 18 nur 
g e l b  und b r a u n  (sepia). 
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lu tem Werte entnommen, da1 a,. Ml = bg .  BI2 = b 3 .  aiS= aa. Ma= 3,14cm, 
und da, ebenfalls nach absolutem Werte, a, = b, = b, = a, = 2 ist, so 
~ ; d  Ml = M2 = 11.2, = JT4 = 1,57 cm. 

Der Faktor 42" 4 x y  + 2ya lBBt die beiden imaginaren C-Kurven 

(81) 2 2 - y + i y = A +  Bi und 2 2 - y - i y = A - R i  

erscheinen, welche durch eine V- und AB-Kurve zu ersetzen sind. 
Dor reelle Schnittpunkt der beiden hagingren Geraden wird durch 
die Gleichungen 

(82) . 2 2 - y = A ,  y = B  

bestimmt. Zur V-Kurve nehmen wir ein Quadrat, welches der A-Kurve 
derai-t eingeschrieben ist, daB dessen Ecken in die Koordinatenachsen 
fallen. Die Gleichungen der vier Seiten dieses Quadrates lauten: 
1) z +  y -  3,5; 2) = 3,5; 3) x +  y =-3,a;  4) x - y  = 33. 
Indem nun in jeder dieser Gleichungen die Werte von x und y mit 
Hilfe von (82) eliminiert werden, erhalten wir die Gleichungen der 
vier Seiten der A B-Kurve, welche ein Parallelogramm ist : 1) A + 3 16 = 7 ; 
2) U - A = 6 ;  3) A + 3 U + 7 = 0 ;  4) A - B = 6 .  Hierin s inddie  
Werte von A auf der X-Achse, diejenigen von B auf der Y-Achse 
aufzutragen. Da in (81) der Hoeffizient vor i y  gleich 1 ist, so haben 
die entsprechenden Punkte der V- und der AB-Kurve gleiche Ordi- 
naten (32 bis; auch 82). Durch Verlingerung der Fahrstrahlen der- 
aelben iim 3,5 cm entstanden die Fu-Kurve und die A R,T(iirve. Die 
letztere ist jedoch in der Zcichnung verzerrt wiedergcgeben, indem die 
Fahrstrahlen der AB-Kurve zugleich in die entsprechenden E'ahrstrahlen 
der V-Kurve gedreht wurden, was die Verwendung derselben übersicht- 
licher machte. 

Der Ausdruck (6, VIII) kann nicht direkt für unseren Fall ver- 
wendet werden, denn zu den vier Polynonien ersten Grades kommt noch 
ein solches zweiten Grades 4xe - 4 x y  + 2 ya hinzu, dem in der Funktion 

A'+ Be 
@ (3) der Faktor Q5 = entsprache (23 und 81), wenn dasselbe 

in der ersten Potenz gedecht wird. Durch das Radikal wird jedoch 

gj - B', hierin ist r der, Bahrstrahl der 7-Kurve (siehe m c h  6, VI). = -  7 

Nun bilden wir den Ausdruck für @ in (3). Da sich in vier Faktoren 

'1 . T' m v ;  hierin von der Form (44) alle 2 M  heben, so wird @ = ----- 
TS T4  ' T 

sind r,, r,, r, und r, die Pahrstrahlen der den vier Hauptstrahlen 
entsprechenden 2-Kreise, oder die um 3,5 cm verminderten Fahr- 
strahlen der Pascalschen Kurven; in unserem Falle sind also für alle 
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ZKurven  die Pahrstrahlen von der A-Kurve an zu rechrieri. Wir er- 
halten somit an Stelle von (31, wenn 2R = 7 vor das Iiitegralzeicheri 
genommen wird 

Das ciopperte Vorzeichen bedeutet, daB siirntliçhe unter dem Integral- 
zeichen stehenden &%Ben, auBer d y ,  nur dem absoluten Werte nach 
in Rechnung gezogen werden, das richtige Vomeichen aber für jedes 
Einzelgebiet gesondert festgestellt wird; unter F verstehen mir jedoch 
die algebraische Summe samtlicher mit dem richtigen Vorzeichen ver- 
sehenen Werte des Inhaltes der den Einzelgebieteii entsprechendcn 
Flaehenstücke der U-Kurve. 

Die beiden in die Hsupt~itrahlen H;, und H4 fallenden Pahrstrahlen 
der F-Kurve werden unendlich groB. Uiese Hauptstrahlen sind jedoch 
Begrenzungsstrahlen zweier Einzelgebiete mit versçhiedenern Vorzeichen 
der Furiktion f(x,  Y). In (77) ist m = 1 zu setzeii, und für beide 

Hauptstrahlen A =+'S, nach (49), sodann k = 3. Zum Winkel 
wahlen wir, indem wir uns nun dem Hailptstrahl H, xiiwenden, den 
Winkel zwischen den beiden Hauptstrahlen H, O H, , welcher kleiner 
ist als H,O H!; von letzterem bleibt also ein Rest lt,OH, übrig, der 
in gewohnlicher Weise zu behandeln ist. Samtliche Gr6Ben inner- 
halb des Winkels H,OII, woilen wir durçh den Index 1, innerhalb 
des Winkels H, Oh, durch den Index II kennzeichnen. Wir  erhalten 
sodann unter dern rechts stehenden Integrdzeichen (77) mit Beziig 
auf (83) 

Die zu subtrahierenden Werte entsprechen irnmer je zwei sym- 
m e t  r i s  c h  zum IIauptstrahl geneigten Fahrstrahlen, wie dieses aus der 
Ableitung der Formel (62) und Fig. 14 folgt. Nun ist die dem IIaupt- 
strahl U3 zugeordnete Pascalsche Kurve III symmetrisch gegen den- 
selben gelegen; in unserem Fall bildet auBerdem der Hauptstrahl die 
Symmetrieachse der A-Kurve und der Pascalschen Kume TV. Es ist 
deshalb 

(85) 

für zwei symmetrisch gegen den Hauptstrahl geneigte Fahrstrahlen. 
Um den Beziehungen (78) gerecht zu werden, bemerken wir, daB an 
Stelle von sin + auch ein demselben proportionaler Wert verwendet 
werden darf, und daB in unserem Balle der letztere r, gleich gesetzt 
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werden konnte, da die Gleichurig des Z-Kreises in Polarkoordinaten 
r, = d sin $J lantet, mo d dessen Durchmesser. Wir  wiihlen nun 

indem ja pq = zc; - zc: s e h  mua, und weder r, noch R im Hauptstrahl 
El, zu Nul1 werden. Mit Bezug auf (84) mird nun 

wo unter p der Ausdruck 

gemeint ist und die Indizes II und 1 Werte von p bedeuten, die zwei 
symmetrisch gegen den Hauptstrahl geneigten Fahrstrahlen entsprechen. 
Wir konstruieren nacheinander folgende Kurven mit den Fahrstrahlen 

Diese Kurven sind in der Zeichnung, durch 1, 1' und p bezeichnet, 
jedoch als E-Kurven ausgebildet, so daB deren Fahrstrahlen (A. + 3,5) cm, 
(Af+ 3,5) cm und ( p  + 3,5) cm gleich sind. Klappen wir nun den im 
Winkel H3Oh, verleufenden Teil der Kurve p symmetrisch gegen den 
Hauytstratil um, so erhalten wir innerhalb des Winkelv H,OHl zwei 
Kurven: (sI und = ,pl. Da p = yI + pII ist und keine Notwendig- 
keit vorliegt, diese Kurve als 2'-Kurve auszubilden, so summieren wir 
die Fahrstrahlen der Kurve u, mit den um 26  = 7 cm verkürztena) 
Fahrstrahlen des symmetrisch umgeklappten Zweiges und erhalten direkt 
die p Kurve. Entnehmen wir der Zeichnung die Differenz der Fahr- 
strahlen der Kurven pII und k ,  B O  ist dieselbt! gleich p, - y, - p'. 
Die Fahrstrahlen der die Punkte 1 und 2 verbindenden Kurve sind 
gleich (p' + 3,5) cm. Sodann konstruieren wir nur innerhalb des 

R 9  
Winkels V,OHl eine Kurve mit den Fahrstrahlen E = - - die Fahr- 

".4 

strahlen der Kurve 4 sind gleich ( E  + 3,5) cm - und hierauf 

In der Nahe des Hauptstrahles lassen sich die Bülirstrahlen der 
p-Burve mit Genauigkeit meder konstruieren noch berechnen, indem 

1) =Bn ist als lineare GroBe direkt der Zeichnung zu entnehmen. 
2) Einfach durch Ziehen eines Kreises vom Halbmeulier 7 cm zu bewerkstelligen 
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für letzteren O und r, = O wird. E s  muB deswegen qa aus (79) 
berechnet werden; die punktweise Konstruktion in  der Nahe des 
Hauptstrahls muB eingestellt werden, sobald man merkt, daB die Kurve 
entweder einem anderen Grenzwert zuzustreben anfangt als q,, oder 
durch die gewonnenen Punkte üherhaupt eine Kurve nicht zu ziehen 
ist. In der Nihe des Heuptstrahls Hj muBte dies schon im Punkte 5 
geschehen, wiihrend in der Nihe von ET, der Punkt 7 noch zu ermitteln 
war. Jedenfalls stimmt der ganze Verlauf der q-Knrve mit den dem 
analytischen Ausdruck (79) entnommenen Punkten 6 und 8 gut überein. 
In letzterem ist nun zuerst der Wert  von H zu bestimmen. In dem 
von uns betrachteten Fall ist der Ausdruck (65) maBgebend und, da 
ctg O, = ctg O, - O ist, so erhalten wir 

E s  ist 

Laut (74) müssen nun die Werte der partiellen Ableitungenl) der 
Funktion nach x und y,  für irgend einen Wert der letzteren, welcher 
der Gleichung 2y  + x = 0 des Hauptstrahles A, genügt, bestimmt 
werden, und für unseren Fall, da v = 2 ist, wird i" = xB + y! Setzen 
wir x - 10, y = - 5, so erhalten wir 

Die Beziehung (74) wird nun 

woraus 

Hierdurch erhalten a i r  (nur der absolute Wert  ist von Redeutung) 

H =  2 . 3,55. 0,864 = 74,2 

und laut (79), da k = +, A = 1/5 und n = 2 ist 

1) Diese lassen sich rasch in zahlenmifliger Form schreiben, wenn vorlaufig 
die Werte siimtlicher Faktoren der Dunktion F(z ,  y), so wie deren partieller Ab- 
leitungen ausgeschrieben werden und sodann nach der Formel dea Diffential- 
quotienten eines Produktea verfahren wird, welch letzterer direkt in Zahlenwerten 
geachrieben werden kann. 
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Der bereits eingezeichneten p-Kurve entnehmen wir p,= 11,5 cm, und 
erhalten q, = 0,825 cm. In der Zeichnung sind die Kurven (q + 3,5) crn 
und (q + 7) cm aufgetragen. Die zu planimetrierenden Flacheninhalte 
sind durch Kreise mit den Halbmessern 3,5 cm und 7 cm begrenzt. 
Der erste derselben ergab sich zu 3,26 cm2, der zweite zil 6,07 c m 5 n d  
laut (80) der Fliicheninhalt der q-Kurve zu 

3,25. 7 - F,07 3,5 - 
= 

- -- - 0,429 cm2. 
3,6 

Für die einfachen p- und b-9)-Kurven erhalten wirl): F,= 49,30 cm2 
und F,-, =40,47 cm" woraiif nach (13) für den Sektor aOb der 
Fliicheninhalt der U-Kurve FI = 4,63 cm-ist. 

Fiir den Sektor h o c ,  innerhalb dcssen, so wie auf den Begrenzungs- 
strahlen sich keine Punkte befinden, für welche die Funktion f(x, y) 
unendlich goBe Werte annimmt, setzen wir in einfacherer Weise 

B .  rlTp ~v-3 
P=?- und y = ---- 

5 4 

Die p-Kurve wurde durch zwei E-Kurven ersetzt, deren Flachen- 
inhalte 1,15 cme und 2,13 cma betragen; somit 

1,15 . 7 - 2 , l S .  3,5 

3 3  - 0,17 cm2. FP- ------ - - 

Durch direktes Planimetrieren ergaben sich F, = 4,63 cme und 
FgPp= 3,20 cm2; der Fliicheninhalt des entsprechenden Teiles der U- 
Kurve wird somit F2 = +(0,17 + 4,63 - 3,20) = 0,80 cm2. 

Genau in derselben Weise wurde i n  bezug auf den Hauptstrahl 
A, verfahren. Die Rollen von r, und r, müssen selbstverstiindlich 
vertauscht werden. Da die farbigen Bezeichnungen der entsprechenden 
Kurven dieuelben, wie in1 besproclienen b'aile, sind, lassen sich die- 
selben aus der Zeichnung ohne weitere Besprechung erkennen. Zurn 
Winkel fi wurde IAOH, gewiihlt, so da6 f ü r  die gewohnliche Be- 
handlungsweise nur der Winkel h , O g  übrig blieb. Die (p - y)-Kurve 
und die p- mit der q Kurve sind in verschiedenen Winkeln /3 ge- 
zeichnct. Es ergaben sich folgende Zahlenwerte. In  dem durch den 
Winkel 11, Oh, bestimmten Integrntionsgebiet: 

3,ô. 7,O - 6 , i 7 .  3 5 y'= 24,G3 cm" F9= - - -  3,5 - '=0,43 cm? Fp-,= 18,00cm2, 

folglich F3 = $(24,63 + 0,43 - 18,OO) = 3,53 cm2. In dem durch den 

3,s - = 0,09 cmx, Wiokel h,OH; bestimmten Gebiet: F' = F3'7-1'97'3'5 

F, - 5,77 cm2 und F,-, = 4,37 cm2, hieraus 

-- .-- F4 = +(5,77 + 0,09 - 4,37) = 0,25 cma. 

1) Die zu planimetrierende Flache erstreckt sich bis z u m ~ o o r d i n a t e n u r s p ~ n g  O. 
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Da in unserem Falle die Funktion f(x, y) bei gleichzeitiger 
~ n d e r u n g  der Vorzeichen von x und y weder das Vorzeichen noch den 
absoluten Wert iindert, und die A-Kurve durch den Hauptstrahl H,H; 
in  zwei symmetrische Teile getrennt, wird, so brauchen wir das auf 
den Halbkreis aheOa bezogene Tntegral nur zu verdoppeln, iim das 
auf den ganzen Kreis bezogene zii erhalten. Wir  sind nun soweit ge- 
kommen, daB die Vorzeichen der Werte FI, F2, F, und 3, errnittelt 
werden müssen. Innerhalb des Einzelgebietes H,OH, hat die Funktion 
f(x, y) dasselhe Vorzeichen, wie für den Punkt der X-Achse: x = 1, 
y = 0; und zwar wird Eür denselben f(x, y) - - 2. Das auf den Sektor 
a 0 1  bezogene Integral ist positiv, das auf lob bezogene negativ. Die 
Summe derselben hat also das umgekehrte Vorzeichen (84) mie u,, -14, 

oder (86), (87), wie p, - ,u,. Sollte letzteres innerhalb des Winkels 
H,OHl das Vorzeichen mebrmals wechselti, so ist letzteres auch für q 
der Pall, und da p immer positiv gedacht werden kann, so iiiiiBte noch 
innerhalb dieses winkels eine S ~ a l t u n g  vorgenanimen werden. In unserem 
Falle schneiden sich die Kurven y, und pI innerhalb H,OHl nicht. 
und es bleibt pII > pI; somit ist I;; = - 4,63 cm2. Zugleich ist 
F, = - 0,80 cm2, da, es sich nocli auf eineri Teil des Winkels 2130H, 
bezieht. Da die Fu~iktioli f(x, y) in jedeni Ilauptstrahl das Vorzeichen 
wechselt, B O  ist aus dem Verlauf der Kurven zu erkennen, daB auch 
Fg und F4 negativ sind. E s  fol@ hieraus 

Mit diesem Beispiel mag die vorliegende Abhandlung geschlossen 
aerden. Der Verfasser hoKt, dieselbe in kurzem durch Betraçhtung 
charakteristischer Flachen mit Beziq auf dreifache Integrale zu erweitern. 
Die Anwendung derselben kann jedoch niir eine beschrankte sein, da  
nur Drehungsfliichcn eine zeichncrische Behandlung erlaiiben. Doch 
lassen sich immerhin einige Anmendunpn findcn, z. B. die Bestimmung 
der Tragheitsmomente von Drehungskorpern und Teilen derselben, 
welche durch eine zylindrische Flache mit zur Drehungsaçhse senk- 
rechten Mant%lliriien aus letzteren ausgeschnitten sind. 
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Enklidische Kinematik und nichteuklidische Geometrie. 1. II. 
Von WI~,IIEL,\I BLASCHKE in Greifswald. 
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Jm folgenden soll eine systematische Behandlimg der ebenen ICine- 
matik skizziert werden, welche die Gedanken zur Richtschnur nimmt, 
die Herr E. 8 t i idy  im Anhang zu seiner Geometrie der Bynanzen an- 
gegeben hat. Für  den Fa11 der Ebene k a m  man die wesentlicheii 
gruppentheorctischen Gesichtspunkte leichtcr klarlegen ala für den Raum, 
und es gelingt leichter, die differentialgeometrischen Probleme der Be- 
wegungsgeometrie, die bei der sonst üblichen Dars te l l~ngs~e ise  in erster 
Linie behandelt werden, in den Gedankenkreis von S t u d y s  Kinematik 
einzureihen Die vorliegende Arbeit kann daher auch als eine Ein- 
führung in S t u d y  s kinenmtische Methnde gelten. 

Der leitende Gedanke der Unteïsuchung ist der folgende. 3 s  u;ird 
gezeigt, daa sieh die ebene Kiîzematik einordnen laPt i n  die projektive 
Geomelrie des Baun~es. Man kommt kierbei auf eine projefïtive Mufi- 
bestimnzun7, die du~clz eiuen G1-enzübergang aus der nichteuklidmhen, zcnd 
swar elli'tische~z ïl!ia~bestimmzcng hervorgeht. Die dadurch definierte Geo- 
metrie soll quasiel2iptische Geomtrie genannt werden. Ihr absolutes Ge- 
bilde besteht ails einem Paar koiijiigiert-imaginhr Ebenm und einem 
Paar konjiigiert-imaginarer Punkte auf der Schnittlinie dieser Ebenen. 
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Den Übergang von der eOenen Kinematik su dieser puasielliptischen 
Georneto-ic vernzittelt eine AbbiMung der ywrdneten Yunkctepaare der 
Bene  auf die Geraden des Ruurnes, eine Atrbildung, welche den Be- 
wegungm in der Ebene die Punkte und den Ondegungen die B e n m  des 
Baumes euordnet. , 

1. 
Abbildnng der Geraden des Raumes auf die geordneten Punktepaare 

der Ebene. Die quasielliptische Qeometrie. 

1. Konstruktion der  Abbildung. 

Wir  nehmen ein (reelles) rcchtwinkliges Achsenkreuz an und be- 
zeichnen die unhomogenen Punktkoordinaten, die wir zunachst benutzen 
wollen, mit x, y und B. Die Ebene z = O nennen wir Grundebene. 
Hierin erklaren wir als positiven Drehungssinn den Sinn der kürzesten 
Drehung, welche die IIalbachse der positiven x in  die der positiven y 

Fig. 1. 
überführt. Die Ebenen z = - 1 
und s = + 1 seien entsprechend 
mit a, und a, bezeichnet. Durch 
die Marken 1, r deuten wir auf die 
Worte links, rechts hin, die spater 
verwendet werden. 

E s  sei nun G eine (reeliej 
Geradel), welche die uneigentliche 
Gerade C der Grundebene nicht 
schueidet. G ist also dann eine 
eigentliche Gerade, die zur Grund- 
ebene nicht parallel lauft. Wir 
führen folgende Konstruktion aus 
(siehe die Fjgnr 1). 

Man bringe die Gma,de G 
zurn Schnitt mit den Ehelzen ol,, u, 

in den Pzinkten ge, g; ufid suche den Normalri/3 g[, gr' dieser beiden Schnitt- 
pun&e auf die Gru,ndebene. Dann drehe man dus geordnete Acn7ctepnmr 
(yl', 9,') um seinen Mittelpnkt m in der Grundebene dtcrch einetz posi- 
tiven reehten Winkel nach (g,, gr), so dap also durch diese Drelzu,zy 
der Pun7ct gi in den Punlct g, ulzd gr' in gr iibergeführt wird.9 

1) Wir beschrhken unsere Überlegnngen zunachst durchweg auf reelle Ele- 
mente. 

2) Die Abbiidnng der Geraden G auf die geordneten Paare @;, gi) findet iu 
der darstellenden Geometrie Anwendung, wie Herr E. Müller in seinen Vorlesungen 
auezufübren pflcgt. 
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~~f diese Art findet man zu jeder Geraden G ein geordnetes 
Punktepaar (g,, gr). Nehmen wir anderseits in der Grundebene ein ge- 
ordnetes Paar reeller eigentlicher (nicht notwendig voneinander ver- 
schiedener) Punkte @,, 9,) an, so konnen wir dazu in eindeutiger TVeise 
die zugehorige Gerade r* aufsuchen durch Umkehrung der angegebenen 
Konstruktion. Somit hat man zwischen den Geraden des Ranmes, 
welche C nicht treffen und den geordneten Paaren reeller eigentlicher 
Punkte der Grundebene eine umkehrbar eindeutige Beziehung G- (g,,gr) 
hergestellt. Was dieeer Zuordnung erst oin Interesse verleiht, ist die fol- 
gende Tatsache: 

Satz 1. Xwei Geruden G und C, die sich schneiden, gehen durch 
unsere Zuordnung in zwem geordnele Punktepuare iiber (g,, gr) und 
(g:, g:), die so sueinunder Ziegen, da13 die Xtrecken g,g: und gr& ein- 
ander gleich wwden. Urngekehrt sind derartigen Punktepaaren Geraden 
augeordnet, die ivt einer mene  liegen. 

Beweisen wir gleich einen etwas weiter reichenden Satz, der den 
ersten umfai3t. 

satz II a. Die ooB Geracien G durch ehen Pun7ct p, der nicht auf C 
lie@, wcrden durch die Zumdnung G -+ (g,, gr) abgebildet auf mcro' ge- 
mdtzezete Paare (g,, gr), deren Anfungspunkte g, den Etzdpzcnkten gr ila . . 

einer Bewegung y, -+ gr zugeor&rzet sind. 
Nehmen wir vorerst an, der Punkt p - 

liege im Endlichen und habe die Koordi- 
naten x, y, z ;  sein ,,GrundriB" p' hat d a m  
die Koordinaten x, y, O. Ziehen wir durch O 

p eine Gerade G (die, wie wir hier stets 
vorauszusetzen haben, C nicht trifft) und 4 
wenden wir unsere Konstruktian an. (Vgl. 
die E'ig. 2, in der die Konstruktion in Auf- 
und GrundriB dargestellt ist.) Die Punkte 
p: g,' und gr' liegen in gerader Linie, und 
es i d  (auch dem Vorzeichen nach) 

'g,':~'~,' = (1  + s)  : (1 - s) 
und 

pfm:mg, '= 2 :  1. 

Drehen wir nnn das Paar (g:, grp) um seinen ~ i t t e l p n k t '  m durch eiEm 
positiven rechten Winkel nach (y,, y,), so  werden die Strecken p'g, und 
p'g, einander absolut gleich und für den (mod 2n einschliefilich des 
Vorzeichens bestimmten) Winkel 2 y  zwischen diesen beiden gerichteten 
Strecken findet man 

(1) cotgrp = - 8. 

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



64 Euklidische Kinematik und nichteuklidisclie Geornetrie. 1. 11. 

Die Transformation g, 4 gr ist eine Drehzclzg um p' durch den 
Winkel 2cp. 

Liegt p im Unendlichen (aber nicht auf C), so tritt an Stelle der 
Drehung eine Schiebwzg (Tranelation), wie man leicht bestiitigen wird. 

Durch eine analoge Überlegung findet man: 
Satz ïïb. Die ooe Geraden G, die in einw Ebene z iiegen, die laichi 

durch C hindurchgeht, bildm sich durch die Zuordwng G -+ (y,, gr) auf 
co2 geord~ete Punlitpaa~e ab, deren Anfarzgspunkte y, ihren Edpunktelz gr 
in  einer Cm 1 egung e~tsprec7zelz. 

Dabei sol1 wie üblich unter einer Uwziei/u~zg eine Punkttransfor- 
mation in der Grundebene ver~tanden werden, die diirch Zusammen- 
setzung der Spiegelungcn an drei gcraden Linien einer Ebene erzeugt 
werden kann. 

Man kann die Bichtigkeit von I Ib  folgendermaBen einsehen. 
iz schneidet a, und a, in zwei parallelen eigentlichen Geraden, deren 

Pig. S. Grundrisse wir PL und Pr nennen wollen (Fig. 3). 
Diese beiden Ceraden werden durch Spiegelung an 
der zu  ihnen parallelen Spur P von z auf der Grund- 
ebene mitmeinander vertauscht. Zu einer beliebigen 
Geraden G von n gehort zuniichst ein Paar (9,: grf), 
dessen Anfangspunkt g,' auf Pl und dessen Endpunkt 
gr' auf Pr liegt. Drcht man dieses Paar um scinen 
Mittelpunkt wz auf P nach (y,, gr)  durch einen posi- 
tiven rechten Winkel, so irrt das neue Paar so ge 
legen, da5 man den Anfangspunkt g, dadurch in den 

1; p 4 Endpunkt gr überführen kaun, dai3 man g, zuerst an 
P spiegelt und dann noch in der Richtung von P 

verschiebt. Die GroBe der Verschiebung ist gleich dem Abstand 7o:i 

P, und P, oder gleich - 2 cotgw, wenn wir mit w den Winkel be- 
zeichnen, wclchen die Criundebene mit n einschlieBt. Bilden wir somit 
alle Geraden G von z auf die Grundebene ab, so erhalten mir m2 Punkte- 
paare (g,, gr), die eino Umlcgung g, . gr bcstimmen, die dadurch ent- 
s tcht,  daB man die Spiegelung an der Spur P von z zusaminensetzt 
mit einer Schieliung um die Strecke 

in der Richtung von P. 
Hierbei ist noch eine Bernerkun.9 über dus Vorzeichen von Wichtig- 

keit. Orientiert man die Spur P, d. h. xeichnet man einen Durcb- 
laiifungssinn dieser Geraden sls den ,,positivenu a m ,  so ist dadurch 
aowohl für den (mod a bestimmten) Winkel o, wie auch für die 
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Zum Satze rechter Hand ist folgendes zu bemerken. Bei jeder Um 
legung in  der Ebene wird eine einzige eigentliche Gerade derart in sich 
transformiert, daB ihr Durchlaufungssinn erhalten bleibt. Wir nennen 
sie die Nittelgerade der Umlegung. Man kann die Umlegung zusanimen- 
setzen aus der Spiegelung aus ihrer Mittelgeraden und einer damit ver- 
taiischbaren Schiebung u m  die Strecke 2 4 in der Richtung der Mittel- 
geraden. 

Die Analogie zwischeii den Siitzen links und rechts 1aWt sich 
noch ein wenig weiter treiben, wenn man die Schiebungen mit zu den 
Drehungen rechnet, und als Mittelpuilkt einer Schiebung denjenigen 
uneigentlichen Punkt erklart, zu dem die Normalen auf die Schiebungs- 
richtung hinführen. 
-- - - 

1) Eiue aliuliche Zuordnung zwischen den Puukteu des Raumes und den 
Drehungen einer Ebene hat Herr IL B r i c a r d  benuht,  -Joiivelles Annales de 
Mathématiques (4) 10, 1910. 

Zeitschrlft f. Nsthematik u Phynik. 60. Rend. 1911. Heft 1. 5 

SchiebungsgrGBe 2 4  ein bestimmtes Vorzeichen festgelegt, wenn man 
die folgenden nttheliegeiiden Vereinbarungen trifft. Die &%Be 4 soll 
positiv oder negativ gezahlt werden, je naclidem der Sinn der Schie- 
bung mit dein positiven Durchlaufungssinn von P übereinstimmt oder 
nicht. Ferner setzen wir zur Vorzeichenerkliirung von w fest, daB der 
positive Drehungssinn um P zum positiven Durchlaufungssinn dieser 
Geraden ebenso liegen soll, wie der positive Drehungssinn in der Grund- 
ebene zum positiven Durchlaufungssinn der B-Achse. 

Unter diesen Annahmen ist die Formel (2) richtig, wie man aich 
d m  positiven Sinn suf P angenommcn haben mag. ~ n d o r t  man niim- 
lich die Orientierung von Y, so vertauschen 4 und w gleichseitiy ihre 
Vorzeichen. 

Fassen wir die letzten Ergebnisse noch übersichtlich zusammen. 

SatzIIIa. Zlie Pun k t e p  des Rau- 
mfs, u:elche ~zicht auf (J liegen, sind 
eineifideutzg abgebildet au f  die B e  
w e g u n g e n  g,+g, der Grundebene. 
Jedeln e i g e n t l i c l c e n  Punlct p ent- 
spricht eine Drehung. Der Mit t e l -  
pu nkt der Drehung ist  der Grund-  
ri/3 von p Zwischen dem Dreh- 
ztinkel 2rp und  d e m  Ahstand z des 
Punktes p von der Grufidebene be- 
steht die Beziehung 

(1) cotgrp = - 2.1) 

sa tz  IIïb. Die  E b e n e n  n des 
Raumes, welche nicht durch C hin-  
durchgehen, sind eineindeutig abge- 
bildet auf die U m l e y u n g e n  y , ~ g ,  
der Gu?zdebetze. J e d m  dieser Abenen 
a eutspricht eine Uinle.qmg, deren 
M i t t e l g e r a d e  die S p u r  von TC a u f  
der Grundebene ist. Zwischen der 
Schiebungsgr@e 28  u n d  d e m  Wiw 
kel der Grufidebene mit z besteht 
die Bezielmng 

(2) cotg w = - 4. 
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Die sngegebene Zuo~dnung G H (SI, gr) ist auch für die dar- 
stellende Geometrie verwendbar. Ferner stellt aie ein Übert rapnp-  
prinzip dsar, indem sie Zusammenhiinge zwischen Satzen der raumlichen 
und ebenen Geometrie vermittelt. Ein Beispiel dafür wird spiiter gebracht 
(8 9). Hier wollen wir zunachst unsere Zuordnung in Pormeln fassen. 

- 8 2. Analytische Darsteiiung der Abbildung. 

Es ist hier zweckmaBi& homogene Koordinaten einziiführen. Wir 
getzen 

Man findet 

In der Grundebene behalten wir die unhomogenen Koordinaten bei, 
um die Formeln m6glichst übersichtlich zu gestalten. Die Koordi- 
riaten von g, seien x, y  und die von gr seien g, 9. 

Für  die homogenen Koordinaten der Punkte gr und g," (vgl. Fig. 1) 
findet man 

x, =- 2, Y0 = + 2, 

Die hierbei nütige Voraussetzung 

(7 Go, =t= 0 
besagt gerade, daB G die uneigentliche Gerade C der Grundebene nicht 
treffen SOU. Diese hat namlich die Koordinaten 

Y1 = + 2, 
Y S = + $ - Y  + ~ $ 1 ,  (4) 

. x 3 = - x + y + z  + 9 ;  Y s = + ~ f y - € t 1 ) .  
Die zweireihigen Determinanten der Matrix 

II: 2 2 ni! 
sind proportional den P l ü c k e r  schen Linienkoordinaten G,, von G 

XI = + 2,  

" ' Z ~ = + Z + Y + E  - 9 ,  9: 
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und daher ist 

Go, - O ist somit die notwendige und hinreichende Bedingung dafür, 
da6 G und C sich schneiden. 

Nehmen wir zwei Geraden G und G: so finden wir unter der 
Annahme Go, $ 0 ,  GOl 9 O , 

Go1 G,', + GO, Gil $ G ,  G,', + + [(x - x * ) ~  + ((Y - 

+ G,, GO, + G3, GG + G12 GO, 14 - [ ( E  - r*)" ((rl - t1*)7 

x =+ o.  
1 , 

Dies ist die analytische E ' o r m ~ l i e r u n ~  unseres Satzes 1.') 
Es sei nun auf der Geraden G, die wir als Verbindungslinie zweier 

Punkte x und y gegeben denken, der Punkt p golegen. D a m  müssen 

die dreireihigen Dcterminanten der Matrix 

siimtlich verschwinden. Halten wir die Voraussetzung xOyl - zly0+O 
fest, so genügt es, xwei dieser Determinanten gleich Null zu setzen, 
die beiden andern müssen dann auch verschwinden. Wir  haben die 
Determinanten gleich Null zu setzen, welche aus unserer Matrix dadurch 
entstehen, da8 man einmal die vierte und das andremal die dritte Spalte 
wegsfreicht. Entwickelt man nach der letzten Zeile, so findet sich 

(10) 
Po G12 - Pl Gu2 + P, Go1 = O ,  

PO G31 f 311 Co3 - P3 Go1 = 0 

oder, wenn wir die Pormeln (5) herariziehen 

(11) 
PO(Y - 9 )  - P I ( %  + E )  + 2 ~ 2  = 0 ,  

PO(" - E )  f P I ( Y  + !l) - 2 ~ s  = 0. 

Nach unserer Annahme Go, =+ O kann p nicht auf C liegen, po und pl 
k6nnen also nicht gleichzeitig Null sein und p: +& ist somit positiv 

.(wir beschriinken uns doch hier stets ailf reelle Elemente). Daher 
kann man die Formeln (11)  nach x,tj auflosen 

(12) 
( P O  + P:)E = @O -PSI  x + ~ P , R  . Y + 2 b 1 p 2  - POP,),  

01: + P : ) ! J  = - 2 3 1 0 ~ 1 .  x + 01: - P S ) Y  f ~ ( P I P ,  +POP,). 

1) Die Formeln (6) und (9) sind, wie ich durch personliche Mitteilung erfahre, 
auch von H e m  S t u d y  gefnnden wordcn. Vgl. den letzten 5 des demnachst er- 
scheinenden 1. Heftes der Vorleaungen über ausgewahlte GegensGnde der Geo- 
metrie (Leipzig 1911). 

5 * 
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Denkt man hierin die Parameter p, festgehalten, so steilen diese 
Gleichungen die Bewegung g,(x, y) 4 gr@, g)  dar, welche dem Punkt p 
zugeordnet ist (Satz IIa).') 

Für pl + O finden wir aus (11) die Koordinaten des Drehungs- 
mittelpunktes (vgl. Satz I l l a )  

Auch unsere Formel (1) für den Drehwinkel 2 q  bestatigt sich, da wiï 
hier finden 

(14) 
P &O <p = - 1. 
Pl 

Rückt p ins Unendliche (po =+ O, pl = O), so verttinfachen sich die 
Formeln (12) 

p z - 2 -  

(15) 
Po ' 
Pe q = y + 2 - -  
Po 

Die GroBe dieser Verschiebung iet 

Eine analoge Überlegung k6nnen wir anstellen, wenn wir die 
Gerade G ale Schnittlinie zweier Ebenen p, v ansehen. Geht auch n 
durch G, so müssen die dreireihigen Determinanten der Matrix 

verschwinden. Man findet in~besondere 

1) Diese Parameterdarstellung der Bewegilngon in der Ebene findet sich 
 cho on bei E. S t u  d y ,  von den Bewegungen und Umlegungen, Math. Ann. 39 (1891) 
5 11, S .  585 u. ff. 

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



Von W ILHELX BLASCKKE. 69 

Diese Gtleichungen eteilen bei festen Werten der z, die Umlegung 
gz(xl y) 4 g,(x, g )  dar, welche der Ebene z entspricht.') Aus der zweiten 
Formel (18) ergibt sich die Gleichung der Mittelgeraden 

cotg w = - 40 - 

i¶F+X 

1 3 .  Zusammeneetzung von Bewegungen u n d  Umlegungen. 

1) Auch die Formel (19) findet sich bei S t u d y  a. a .  O. 
2) Math. Ann. 39 (1891) S. 558-661. Vgl. auch Monatshefte f. Math. und 

Phys. i (1900) S. 352. 

Es sollen hier in Kürze die Formeln wiedergegeben werden, die 
. Herr S t u d  y für die Zusammensetzung der Bewegungen und Um- 

legungen in der Ebene gefiinden haL2) 
Wir  hatten für eine Bewegung, welche den Punkt (x, y) nach 

(x', y') bringt, dio Parameterdarstellung gefunden [Formel 121 
(pi  $ p ? ) x ' =  ( P ; - E ; ) ~ +  22JoP1 ' Y +  ~(PIPz-PoP,),  

(23) (pi + 1';) Y' = - 2 ~ 0 ~ 1  f (P: - P?)Y + @lp, f ~ 0 ~ 2 )  ' 

Pühren wir nach dieser Bewegung (x, y) + (x', y') mit den Parametern 
P, eine weitere Bewegung (x', y') -, (x", y") mit den Parametern pi  aus, 
eo erhalten wir durch Zusammensetzung eine neue Bewegung 

(x, y) -+ (x", y"). Für  ihre Parameter p," findet man die Ausdrücke 

(24) 

e ~ o "  = - plpl' 
* * 

2 
8 * 

@Pl" = pop,' + P~P; 7 

eppl' = popz' - p1p3' + PSP,' + P,P,', 
, ep3" = POP; + ~ 1 ~ 2 '  - ~ 2 ~ 1 '  + P~P,'. 

Für eine Umlegung (x, y) -+ (x', y') hatten wir die Formeln (19) 

(25) 
- ( n ~ + 7 t ~ ) x f = ( a 2 - a 3 ) x  + 
- ( x i +  .:)y'= 2 n n n 3 ~ x - ( ~ ~ - n ~ ) y + 2 ( z , n 3 + ~ 0 a , ) .  

Setzen wir zwei Umlegilngen (x, y) -+ (x', y'), (z', y') + (x", y") mit 
den Parametern zi und n( zusammen, so entsteht eine Bewegung mit 
den Parametern 

I &,p,," = * I I * -z2z2 -z3'C9, 

(26) ' 
= * * f ~2 ~ 3 '  - ~3 ~ 2 ' ~  

(IpgJ' = z0z9' - al n; + 3t2z01 + z3z1', 
gpyf' = 3CO;tgr  f 3Z17X2' - Z22Z; f z~R,'. 

- - 

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



70 Eukiidische Kinematik und nichtenklidiache Geometrie. 1. LI. 

Für die Zusammensetzung einar Bewegung mit einer Umlegung 
findet man je nach der Reihenfolge, in der diese Transformationen 
ausgeübt werden 

Nach S t u d y  kann man diese Bormeln. in eleganter Weise zu- 
sammenfassen, wenn man sich hoheror komplexer &%Ben bedient. Wir 

Darin mogen die e, Qiiatemioneneinheiten bedeuten, welche bekanntlich 
der Multiplikationsregel genügen 

und E bedeute eine mit den Qz~aternwne~zeinheilen vel-tauschbare Einheit, 
welche der Rechelzregel 

(31) &" 0 

unterworfen ist. 
Mittels dieser komplexer Verbindungen kann man die Formeln 

(24), (26), (27), (28) für p = 1 so schreiben 

(2 4)* $y = k$, (as)* . r ,  ' I  p = $ n ,  

P I *  g" -$gr, (2 8)" 3 = nu'. 

F'ühren wir noch zwei Bezeichnungen ein. Wenn 
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die Beziehung 
- 

(33) z = z,,&e,- xl&e1-- z2e2  - z3e3. 

Ferner definieren wir 

Es  gelten für die beiden eingeführten Zeichen folgende Rechen- 
regeln, die man entweder durch Ausrechwng bestatigen oder avs be- 
kannten Formeln der Quaternionenthcorio unmittelbar entnehmen kann. 
Wir deuten durch kleinc deutsche Buchstaben an, da6 es freisteht, die 
folgenden Formeln auf die komplexen Gr6Ben anzuwenden, welche wir 
den Bewegungen zugeordnet hatten (p, p', $". . .), oder die, welche den 
Umlegungen entsprechen (3, 3') a", . . .). 

Aus 6" = $ $' fol.@ 6'' = $'P. Daher mgiht sich aus ;ii" - $+' auch 
N(6") = N(P)x(P'). 

Die komplexen Verbindungen ermoglichen auch, die Formeln (23) 
und (25) zusammenfassen. Man setzt 

Dann findet man für die Bewegungen 

(23:1* ~ ( j )  . gf = &ji, 
und für die Umlegungen 

- 

(25)" N(5)  - g'= ngk. 

§ 4. Linksparailele und rechtsparaiiele Geraden. 

Es seien zmei Geraden G, G* gegeben, welche die uneigentliche 
Gerade C der Grundebene nicht treffen. (y,, gr),' (g:, g:) seien ihre Bilder. 
Wir stellen folgende Definition auf: 

Zwei Geraden G, G* heifien linkspurailel [reehtsparallel], wenn 
die zugehorigen Punkte g, und g: [gr und gj] ~usamme~fullen. 

Aus den Formeln (6) ergibt sich als Bedingung für Links- 
parallelism~~s 

Aus der Definition ergeben sich folgende Eigenschaften dieses Pa- 
rallelismus. 

Spiegelt man links-[rechts-]parallele Geraden an der Grundebene, 
ao gehen daraus rechts-[links-]parallele Geraden hervor. Der Spiege- 
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lung entspricht namlich die Vertauschung von Anfangs- und Endpunkt 
der PunktePaare. 

Durch einen jeden Punkt, der nicht auf C liegt, geht eu einer be- 
lichig vorgegehenen Geraden G eine und nur eine Links-[Rechts-] 
parallele. 

I n  einer Ebene, die nicht durch C hindurchgeht, liegt zu jeder Ge- 
raden G eine und nur eine Links-[liechtu-]parallele. 

Wir führen jetzt imaginüre Elernente ein, die zu unsereri reeilen 
Figuren in ausgezeichneter Beziehung stehen. Zunachst zwei Punkte 
cl, c,, die dem absoluten Kegelschnitt (Kugelkreis) der Euklidischen 
RlaBbestimmung angehoren und in der Grundebene liegen, 

und zwei Ebenen 
xo - ix ,  = O, 

{ i  -Fi} 
xo + ixl = O. 

Betrachten wir aile Geraden G*, die zur festen Geraden G links- 
parallel laufen [Gleiçhung (36)], SV seheu wir, daB sie samtlich zwei 
konjugiertrimaginare Geraden M, M treffen mit den Koordinaten 

Mol : mo2 : Mo3 : O :- Gol:+iGol: 

3 ]={(Go,+ Ga,)- i(Go3+ G,,):-Gol:+iGol, 
(40) - - - 

M o  : No, : N o  : \ O : - Go1 : - i GOl : 

Z 3  : B I  : ] = (Go, + G,,)  + i(Go, + Gl,) : - GoL : - i Go,. 

Für dio Schnittpunkte gr, 9.: von G mit y, und y, fiilden wir die 

Koordinaten [vgl. die Formeln (IO)] 

gr xo : xL : x, : x3 = + i Go, : Go, : Go, - i G,, : Go, + i G,, , 
(41) gr xo:x l :x , : x3  = - iG,,: Go,: Go, + iG,,: Go, - iG,,. 

Man ersicht hieraus, daB M die Punkte gr und cl und die Punkte 
und c, verhindet. 

Satz TV. Die oo2 Geraden, welche zu einer festen Geraden G links- 
[rechts-]parailei lauf'en, gehoren einem elliptischen Netze an, d. h. der Ge- 
samtheit aller Geraden, die zwei konjugiert-imaginiire Geraden (die LeB 
linien des ATetzes) schneiden. 

Die Leithnien eines Netzes linksparalleler Geraden sind eine znzayz- 

nare Gerade in y, durch c, und die konjzlgiert-imaginare in y, durch c,. 

Die Leitlinien eines Netzes rec~~tsparalleler Geraden sind eine i m q i -  
nare Gerade in y, durch cr uwd die konjugiert-imagina~e in y, durch c,. 
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Wir haben nur die Beziehung für  linksparallele Geraden bewiesen, 
doch folgt daraus auch die für rechtsparalle Geraden, wenn man eine 
Spiegelung an der Grundebene anwendet. Man kann, wie hier nicht aus- 
pführt  werden soll, den Inhalt des Satzes IV auch rein geometriçch, 
ohne Verwendung von Formeln unschwer bestatigen. 

Nennen wir den uneigentlichen Punkt der Normalen aiif die Grund- 
ebene pO (1 : 0 :  0: 0) und formulieren wir den Satz IV noch ein wenig 
anders: 

Satz V. Es seien y:, g: die Schnittpunkte einer Geraden G mit y, 

und y,. Die zwei kon)ugiert-imagigzaren Verbindungsebenelz Jg:c,pO], 

[g:c,pO] schneiden die Grundcbcne i m  reellcn A~nfangspunl~t  g, und die 

beiden kolqugiert-imagi~ziiren B e n e n  [y;c,po_l, [gZc,pOj schneiden die 

Grundebene im reellen Endpunkt  g,. des Bildes (g,, gr) von G. 
Es ist niimlich z.  B. die Schnittlinie der ersten beiden Ebenen nach 

Satz IV linksparallel zu G, und da sie auf der Grundebene normal 
steht, 60 mu6 ihr FuBpunkt auf dcr Grundebene mit g, zusammenfallen. 

§ 5. Die Transfomationsgruppen der  quasielliptischen Geometrie. 

Die Pigur, welche aus den Punkten cl, c, und den Ebenen y,, y,. 

bertteht, sou dus quasiabsolute Gebilde genannt werden. 
E s  sei irgendcine reclle Kollineation oder Korrelation des Raiime~i 

vorgelegt, die das quasiabsolute Gebilde in sich sclbst überführt. m i r  
wollen diese Transformation mit 12 + G' bezeichnen, da wir sie auf die 
Geraden des Raumes angewendet denkeri. Vermoge der Zuordnung 
G + (g,, gr) entspricht der Abbildung G + G* eine Vertauschung der ge- 
ordneten Punktepaare (g,, gr) + (9:, 9:) in der Grundebene. Nach der 
im vorigen Paragraphen gegebenen imaginar-geometrischen Deutung 
des ,,Parallelismusu müssen durch die Transformation G + G* links- 
parallele (rechtsparallele) Geraden wieder entwcder in links- oder in 
rechtsparallele Geraden übergeführt werden, d. h. bei der entsprechenden 
Abbildung (g,, g,) + (gr, g j )  werden Punktepare  mit gemeinsamem An- 
fangs-(End-)Punkt wieder in Punktepaare übergeführt, die Anfangs- 
oder E n d ~ u n k t  gemein haben. 

Die Transformation (g,, gr) + (gf ,  9:) der Punktepaare zerfallt dem- 
nach in zwei Punkttransformatiorien, die wir entweder durch die Sym- 
bole g, + g:, gr -, g: oder durch die Symbole 9, + gr, gr+ g: zu bezeichnen 
haben werden. Naheres darüber kann man erst aussagen, wenn man 
weiB, wie durch die Abbildung G + G* die Pnnkte und Ebenen des 
quasiabsoluten Gebildes unter sich vertauscht werden. 

Von den Punkttransformationen g, -+ g:, g,  + g: (oder g, + g:, gr + g f )  
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bemerken wir zunachst, daB sie ausnahmslos eineindeutig und stetig die 
eigentlichen Punkte der Ebene untereinander vertauschen. Da die,Abhil- 
dung G -+ G* sich schneidende Geraden G und 17 wieder in sich schnei- 
dende Geraden G: H* überführt, so müssen nach unserem Satz 1 in 5 1 
die heiden Punkttransformationen in der Grundebene folgende Eigenschaft 
haben: Wenn zmei Paare reeller, eigentlicher Punkt'e g,, h,; gr, h, derart 
gcgeben werden, daB die Strecken g,h, und g,h, einander absolut gleieh 
sind, so müssen dio Strecken gih:, g:h: zwischen den zugeordneten 
Punkten stets wiedcr einander gleich ausfallen. 

Hieraus folgt aber, daB diese Punkttransformationen ~hnlichhiten 
sein müssen mit demselben Vergr~/3erungsvwhültnis. 

Nehmen wir umgekehrt zwei reelle ~hril ichkeiten 9, + g:, g, + g: 
(oder g, + gr, gr + g:) mit deinselben Vergr6Berungsverha1tnis, doch im 
übrigen vollig beliebig an, so entspricht ihnen durch unsere Abbildung 
(g,, gr)+ G eine Transformation G + G* der Geraden des Raumes, die 
zunachst nur für diejenigen Geraden erklart ist, welche die Verbindungs- 
h i e  C von c, und G, nicht schneiden. Für  diese Geraden ist die Trans- 
formation umkehrbar eindcutig und führt sich schneidende Geraden 
wieder in sich schneidende über. G -+ G' ist daher ein husschnitt aus 
einer Kollineation oder Korrelation des Haumes. Mittels unserer ima- 
ginZr-geonietriuchen Deutung der beiden Arten des Parallelismus be- 
weist man ferner, daB die Abbildung G + GC das quasiabsolute Gebilde 
in  sich transformiert. 

Wir  haben also gefunden: 
Satz VI. Durch die Zuordnung Ci ++ tg,, gr) werden die Koilinca- 

tionen und Xorrelutionen G -t Gt des Raumes, f~elche dus puasiaholute 
Gebilde in  sich tmnsformieren, abgebildet auf Paare  c o ~ ~  reellen ~ h n l i c h -  
7ceitstransformntionen g, + g:, gr + g: und 9, + g:, gr + g: mit dcmselhcn 
Vergr8l(lerungsvmhaItnis. 

.Die sieiiiengliedrige Gruppe der Kollin~ationen und Kwrrelalionen des 
quasiabsoluten Gebildes #el-füllt in ucht kontinuierliche Schuren. Wir 
wollen, uni eine einfache Schreibweise zu ermoglichen, z.  B. mit a:, 
eine eigentliche (d. h. gleichsinnige) ~ h n l i c h k e i t  g, + g: bezeichnen und 
z. B. mit a; eine uneigentliche' (gegensinnige) ~ h n l i c h k e i t  g,-+g:. Die 
acht Scharen a,, a:, @?, @F, X,, X:, Xi1, Xi11 der automorphen Gruppe 
des quasiabsoluten Gebildes bilden sich in folgender Weise auf die Grund- 
ebene ab: 

@7 +. {al:, a;], x, ++ { a h  a,), 

(42) Q: ++ {a,, a,.], x: + {a;, a,+,}, 
Q 1  ++ { a ,  5 1, xp .- { a:, a, 1, 
$P'-{~G, a,], X7++{a ; ,  a,:]. 
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Dabei ist a,, Q:, @" ,fj+= die gemischte Gruppe der Kollineationen 
und X7, X:, X:I, X y  sind die Scharen der Korrelationen des 
quasiabsoluten Gebildes. 

Mit Hilfe des Satzes V ( 5  4) kann man entscheiden, wie die Punkte 
und Ebenen des quasiabsoluten Gebildes vertausçht werden. L)as Er-  
gebnis wird durch folgelide Tabelle verdeutlicht: 

Setzt man in dem Schema (42) anstelle der eigentlichen und uneigent- 
lichen ~hnl ichkei ten a+, a- überall Bewegungen und Umlegungen b+, 6 -  
ein, so erhalt man ansteiie der siebengliedrigen Gruppe eine sechs- 
gliedrige, deren acht kontinuierliche Scharen wir entsprechend, den acht 
Scharen der siebéng~iedri~en Gruppe mit a,, Q;, a?, QF, X,, X i ,  X E  
XF bexeichnen. Diese sechsgliedrige Griippe ist in der siebengliedrigen 
invariant enthalten. 

I m  Sinne von F e l i x  K l e i n  geh6rt zu jeder Gruppe von geome- 
trisçhen Transformationen eine ,,GeometrieCc. Die zur kantiwt&rlichen 
Grume @, geh5rige Geometrie soll die quasielliptische Geomelrie ge- 
nannnt werden. 

Die Gruppe 8, setzt sich aus zwei vertauschbaren Untergruppen 
ai, (3; zusammen, den sogenannten Parameterpruppen der ebenen Be- 
wegungen, deren jedc zur Gruppe der Bewegungen in der Ebene holoedrisch 
isomorph ist. Die Gruppen CV;, @ bilden sich so auf die Ebene ab: 

(44) a;++ {'A, C r ) ,  a;++ { C i ,  '2.1. 
Durch das Zeichen i ist hierin die Identitat angedeutet. 
@, heiht die Gruppe der Qunsibewegulzgen; 8&, @iTq die Gruppen der 
linksseitigen und  rechtsseitiyen Quasischiebulzgelz. 

Jede Trarisformation von 8, ist das Produkt zweier bestimmter 
Transformationen von 8: und @;, die miteinander vertauschbar sind. 
Schreiben wir anstatt zweier Indices Z und r nur je einen, so sind die 
drei Transformationen die folgenden: 

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



76 Euklidische Kinematik und nichteuklidische Geometrie. 1. II. 

1 6. Transfomationsformeln. 

Mittels der in 5 3 eingeführten komplexen Verbindungen kanu man 
die Transformationen des quasielliptischen Raumes in einfacher Weise 
darstellen. 

Denken wir uns eine Quasibewegung auf die Punkte des Ranmes 
'angewendct p + p t .  Ibr Rild in  der Grlindebene sei {b, ,  b , } .  6, ist 
eine Bewegung g, + g: und 6 ,  eine Bewegung gr + g:. Ein Punkt p, 
der nicht auf C Liegt, rertritt eine Bewegcing p = g, + gr. Der ent- 
sprechende Punkt p* gehort daher zu der Bewegung p* = gf + g: = b;'pb,. 

Führen wir die komplexen Verbindungen ein (vgl. 5 3): 

so wird nach (%*) 0 3 

(47) N($)g,  = p g r p ,  N(li')jrj =$i*g;pt; 

(48) q b ) . * - é  1 z - z b ' N(~,)Y: = b r ~ r b ,  

und daher (vgl. die Rechenregeln in 5 3). 

(49) p ' = b  l PL '6 
Dies ist die Transformationsformel fü r  die Quasibewegung p +p*. 

Ebenso findet man in Ebenenkoordinaten n,, wenn man setzt 

(50) 
3t = no&e, f n,&el + n,e, + n,e,, 

k*=  zise,  $- sz;&e, + zae ,+  zie,,  

die Transformationsformel 
. . 

(51) 3* = b,jtbr. 

In  ahdicher Art kann man auch die übrigen sieben Scharen der 
sechsgliedrigen Gruppe a,, @ S ,  ai1, Qin7 X,, X;,  XE1, X F  in Formeln 
fassen. Wir wollen uns damit begnügen eine diskrete Abelsche Gruppe 
von acht involutorischen Transformationen t ,  4, t , ,  t,, z, z,, z , ,  z, an- 
zugeben, die entsprechend in dep acht Scharen der gemischten Gruppe 
enthalten sind und durch dcren Adjunktion die kontinuierliche Gruype 
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@, zur gemischten Gruppe erweitert wird. wir machen die Koordinaten 

hierbei einzeln sichtbar. 
t ist die Identitat. 

x* = x, y* = - y -  , f -  s, O * = - 9 .  
P: = Pl, p i=  Pp, pi= -1)s; 

n;= ,cl, zS= ne, ,cl=- ,c3. 

S, Y* = - 9 -  7 F * =  x, q* = - y. 

t, p i =  Po7 PT= Pl, p ; =  Pz, pl= - p s ;  1:: ,, .;* $, g=-z 3 ' 

x = , y* = - 9' E* = 

1 * 

2, I)*= y .  

r3 z3, 2 7 : ~  p 1 = - ~ ~ ~  pf3= "0; 

zi= p3, a;= p 2 )  zl=-pl, zg= p o .  

Man kann mittels dieser Formeln die im vorigen Paragraphen an- 
geführten Beziehungen (42) und (43) bestatigen. 

§ 7. Grenzübergang von der  elliptischen zur quasielliptischen 
Geometrie. 

Die im vorigeri Paragraphen entwickelten Formeln ermoglichen es, 
diesen Grenzübergang in einfacher Weise zu verwirklichen. 

Gehen wir von den Formeln (46) au8 und schreiben wir für die 
darin vorkommende hag inare  Einheit E nicht mehr die Rechenregel 
es = O vor ,  sondern die neue Regel 8 2  = g { p  > O } .  Dann wird durch 
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die Formel (49) die kontinuierliche Gruppe der automorphen Kolli- 
neationen der regularen Fliiche zweiter Ordnung 

dargestellt oder, was dasselbe ist, die Gruppe der elliptischen Be 
wegungen für den nichteuklidischen Raum, der diese Flache zum ab- 
soluten Gebilde hat. 

Führt man nun den Grenzübergang lim p - O ails, so durchliuft 
die Flache zweiter Ordnung cin Büschcl und artet schlieBlich aus in 
das Ebenenpaar y,, pl_. Aus den beiden Scharen von Erzeugcnden der 
Flache werden die vier Geradenbüschel, die in y, und y, liegen und 
ihre Scheitel in c, und c, haben. ilus dem von C l i f f o r d  eingeführten 
Parallelismus, den S t  udy  mit dem Namen Parataxie belegt hat, mird 
in der Grenze der in 5 4 angegebene Parallelismus. 

Herr S t u d y  hat im Anschlui3 an Arbeiten italienischer Geometer 
eine Zuordnung angegeben zwischen den Paaren gerader Linien im 
elliptischen Raume, welche durch die absolute Polaritat einander em 
sprechen, und den Punktepaaren, deren Punkte auf zwei Ebenen mit 
elliptischer MaBbestimmung verteilt sind. Diese Zuordnung, welche 
im reellen Gebiet umkehrbar eindeutig ist, ordnet den Bewegungen des 
eiliptischen Haurnes die Paare von Bewegungen in  den beiden elliptischen 
Ebenen m.') Man kami nun auch hier eineri Grenzübergang ausführeli, hei 
dem diese Zuordnung in unsere Abbildung G - (y,, y,) übergeführt wird. 

Bedeuten namlich die Gi, Plückersche Linienkoordinaten in dem 
elliptischen Raume, dessen absolute Flache durch die Gleichung (53) 
dargestellt wird, so konnen wir die Zuordnung S t u  d y s folgendermafien 
in Formeln fassen. Wir setzen 

Die s, und ebenso die 8, deuten wir als homogene Punktkoordinaten 
einer Ebene. In dor Ebene der s, haben wir den Kegelschnitt 

(55) SS + Q S ~  + p s i  = O 
und in der Ebene der 5, 

(55) e; + 98;  + Q G ;  = O 

als absolutes Gebilde zu nehmen. 
- FEhrt man nun in den beiden Ebenen unhomogene Koordinaten ein 

1) Man vgl. etwa E. S t u d y :  Beitrige zur nichteuklidiachen Geometrie Il 
Am. Journ. of Math., Bd. XXIX (1906) Seite 116 u. ff. 
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und geht zur Grenze lim q = O über, so wird der eiliptische Raiim 
zum quasielliptischen; die beiden nichteuklidischen ~ b e ~ e n  werden zu 
euklidischen und die Formeln (54) verwandeln sich in die Formeln (6) l j  2.l) 

1 8. Invarianten gegenüber Quasibewegungen. 

Zwei (reelle) Punkte p, p', deren Verbindungslinii! die Crerade C 
des quasiabsoluten Gebildes nicht trifft, haben gegeniiber 8, eine ab- 
solute Invariante, namlich ihr Doppelverhaltnis mit den konjugiert- 
imaginaren Ebenen y,, y7. Wir  nennen die reelle GroBe 

die Qunsientfmnun,q von p und p'. Durch die hornogenen Koordinaten 
pk, pi von p, p' driickt sich rp BO aus 

Die Invariante rp ist (auch ihrem Vorzeichen nach) bis auf Vielfache 
von n erklirt. 

Schneidet die Vorbindungslinie pp' die Gerade C {pop,'- p,p,'= 0, 
pop,' + plpl' + 0 ) , so tri t t  an Stelle der verschwindenden Quasient- 
fernung eine neue Invariante gegenüber a,, die nur abgesehen Tom 
Vorzeichen erklart ist, namlich 

mir erkliiren als Quasiwinkel zweier Ebenen n, n', deren Schriitt- 
h i e  C nicht schneidet, die Gr6Be 

(57)' i 
@ = - 7;g DU (n:zr c , ~ , ) .  

Es ist 

+ ist gegenüber 8, invariant. In  dem ausgeschlossenen Sonderfall 
finden wir wieder eine Invariante gegenüber (3, 

- 

(59)' 1 1/ - Z ~ Z ~ ) ~  + (non; -n,n&)'+. 

n z + z3 z3 (n, n; - n, ni)% f (n, d2 - n, xi)' 

Ein Punkt p uud cine Ebene TC bestimmen den gegenüber @, in- 
varianten Quasiabstand (p liege nicht auf C und n: gehe nicht durch C) 

(60) 
Po% +p,zIdl + P Z %  + P  - y = _ =  - -~ $. 

VPO + ~f l'ni + 4 
8 ist nur abgesehen vom Vorzeichen erklart. 

1) Ein ahnlicher Grenxübergang findet sich in der Dissertation von H. Beck, 
Bonn 1905. 

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



80 Euklidische Kinematik und nichteuklidische Geometrie. 1. II. 

Nehmen wir einen Punkt p,  der nicht auf C liegt, und eine Ge- 
rade G, die C nicht trifft. Beide bestimtnen eine Invariante g gegen- 
über G,, die wir ebenfalls Quasiabstwlzd nennen woilen. Sie stimmt 
überein mit dem (eben erkliirten) Quasiabstand des Punktes p von 
derjenigen Ebene durch G, die auf der Verbindungsebene von G mit p 

senkrecht steht $J = - . Man findet ( 3 

(Man vgl. hierzu die Formeln (10) in 5 2). Führt man die Koordi- 
naten x, y und z, 9 der Bildpunkte .yz, gr von G ein, so wird 

Dual hierzu erklaren wir den Quasiwinkcl einer Geraden G mit 
einer Ebene z 

oder 
- -  - - - -  - - ~ -- - 

(62)' % = - .  . n o ~ ~ < ~ . ~ ) ~ ~ ~ ( ~ ~ ~ ) ) z + ~ 2 z ~ + ~ ~ ( x + ~ ) $ . ~ ~ ( ~ + ~ ) ' ~  
2 i/n;-qS: 

Auch eine Gerade, die C trifft { Go, = O ) ,  bestimmt mit einem 
Punkt und ebensn mit einer Ebene eine Invariante gegenüber (SI,, doch 
woilen wir dicse GroBen nicht anführen, da spiiter davon kein Gebrauch 
gemacht werden sou. 

Durch dit! Transformationen der Schar X i  (vgl. 5 5) werden die 
Invarianten rp, X, $J, o, 8, g, z der Reihe nach vertauscht mit den In- 
varianten &, w, rp, X, 8, Z, p. Ginsere Mn/3bestimrnung steht sich selbst 
dual yeyewüber. 

5 B. Die RegelKàchen zweiter Ordnung. 

Wir  betrachten hier nur reelle FIZchen zweiter Ordnung mit 
reellen geradlinigen Erzeugenden. ZunZchst geben wir eine Einteilung 
dieser Flachcn, die gegenüber der Gruppe @, @$@y @:fi (vgl. 5) in- 
variant ist. 

R e g u l a r e  Fl i ichen.  
1. Die Flache berührt weder C noch y,, y,. Sie geht nicht durch c,, c,. 

2. Die Flaçhe berührt C, aber nichi y,, y,. Sie geht daher auch nicht 

durch c,, c,. 
3. Die Flache berührt y,, y, und geht nicht dureh c,, c,. 
3.*Die F l k h e  geht durch c,, c, und berührt nicht y,, 7,. 

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



Von WILHELM B ~ a s c n ~ s .  8 1 

4. Die Flache berührt y,, yr und geht durch c, ,  c,, aber nicht 
durch C. 

5. Die Flache geht durch C und hat in cl, cr Tangentialebenen, die 
von y,, y, verschieden sind. 

6. Dia Friche geht durch C und beriihrt in c,, cT die Ebenen y,,  y,. 
Von s i n g u l a r e n  F l L c h e n  betrachten wir nur 

7. Irreduzible Kegel, die ihren Doppelpunkt auf C haben und die y,, y, 
nach Erzeugenden berühren. 

In den FLllen 1. bis 4. soll die reziproke Polare von C bezüglich 
der Flàche ihre Quasiachse geriannt werden. 

Alla Punkte einer der Plachen der 4. Bamilie haben von ihrer Quasi- 
achse gleichen Quasiabstand und alle Tangentialebenen der Flacha 
schlieBen mit der Quasiachse gleiche Quasiwinkel ein. Auch die Um- 
kehrung ist richtig, wie aus unseren Formeln (61) und (61)* hervor- 
geht: Alle Punkte, die von einer Geraden G, welche C nicht trifft, 
gleichen Quasiabstand g =+ O haben, erfüllon eine Flache der vierten 
Familie und alle Ebenen, welche mit dieser Geraden den Quasiwinkel 
z = g einschlieBen, berühren dieselbe Flache. 

Eine Flache der 7. Familie besteht aus allen Punktcn, die von 
einer Ebene, der ,,Mittelebene" der Flache, denselben Quasiabstand 
8 a 0 haben. Wir  nennen jede derartige Friche eine Quasikugel. Die 
Mittelebene ist der Geraden C diirch die Polaritat bezüglich der 
Quasikugel zugeordnet. 

Obwohl wir davon spater keinen Gebrauch machen werden, soll 
doch hier kurz angegeben werden, was durch die Abbildung G -+ (y,, gr) 
den beiden Regelscharen einer Fliiche zweiter Ordnung in der Grund- 
ebene zugeordnet wird. 

Beginnen wir mit einer F lache  der Familie 1. Eine Schar von 
Erzeugenden G1 bildet sich folgendermaBen auf die Ebene ab. g,! 
und g: wandern beido auf Kcgelschnitten K:, K:, wenn G1 die Schar 
durchlauft. Kf, KT sind entweder beide Ellipsen (wie in unserer Figur 4) 
oder beide Hyperbeln mit der gleichen Exzentrizitat; Ellipsen sind aie 
dam, wenn die Flache die Gerade C in imaginiiren Punkten trifft, 
Hyperbeln, wenn die Schnittpunkte reell ausfallen. Die Beziehung 
9: -tg: zwischen K:, EF ist (gleich oder gegensinnig) affin, und zwar 
derart, daB die Endpunkte der Hauptachsen und auch die Endpunkte 
der Nebenachsen sich entsprechen. In  der Pigur sind zugeordnete 
Ponkte durch gleiche arabische Ziffern gekennzeichnet. 

Analug bildet sich die zweite Schar von Erzeugenden GU der- 
selben li'lache ab. gfl wandert auf deni Kegelschnitt C I ,  der zu Et 
konfokal und zu I$ konpruent kt, ebenso g: auf dem Kegelschnitt 

Zeitechrift f. Mathemauk u. Phyeik 60. Band 1911. Hef t  1. 6 
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KF, der zu Kf konfokal und zu kongruent ist. Die Beziehung 
g p  -+ gr1 der beiden Kumen Ki1, K f l  ist wieder affin und gleichartig 
wie die zwischen K:, Ki (vgl. die Figur). 

Der gemeinsame Mittelpunkt von K: ,  K y  sei m,, der von Kr, K r  
sei m,. (m,, m,) ist das Bild der Quasiachse unserer Fliiche. 

Da jede Erzeugende der ersten Schar jede Erzeugende der zweiten 
schneidet, so besteht zwischen entsprechenden Punkten gf, g:, gil, gp 

stets die Bezie- 
hung 

s:dl = dsf l l  

mas durch eine 
bekannte Eigen- 

schaft konfo- 
kaler Kepel- 

schnittebestiitigt 
wird. In der 
Figur sind z. B. 
die beiden mit 
2 I I I  bezeich- 
neten Strecken 
gleich lang. 

Machen wir 
noch einige An- 

gaben über die Flüchcn der übrigen Familicn. Im Palle 2. sind die 
Kegelschnitte K:, Kr, Kfl, K F  Parabeln. Im Palle 3. sind Ki, K: und 
ebenso auch KiI,  K;I Kreise, die gleichsinnig iihnlich, und im Fail, 3.' 
IZreise, die gegensinnig Llinlich aufeinander bezogen sind. 

Eine Flache der 4. Familie enthiilt eine Schar linksparalleler Er- 
zengender G1. g: bleibt daher fest, wihrend g: auf einem Kreie El 
wandert. Die Erzeugenden Gn der anderen Schar sind rechtsparallel. 
Der zugehorige Punkt gF bleibt fest im Mittelpunkt von K:. gf durchlkft 
den Kreis Kfl mit dem Mittelpunkt g:, der mit E: gleichen Radius hat. 

In den Failen 5. und 6. schneidet die eine Schar von Erzeugenden 
die Gerade C, entzieht sich also unserer Abbildung G +(g,, y,>. Die 
andere Schar bildet sich im Falle 5. ab auf zwei gerade Linien, die 
durch die Zuordnung g, + g, aufeinander ahdich (aber nicht kongruent) 
bezogen sind. Im letzten Pall endlich, sind die darstellbaren Erzeugen- 
den entweder links- oder rechtsparallel, entweder bleibt g, fest, 
wiihrend g, auf einer Geraden wandert, oder es hleiht umgekehrt gr fest 
und g, wandert auf einer Geraden. 
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Die Flàchen der Familien 3. und 3.* gestatten eingliedrige Gruppen 
au6 8,) bei welchen die Quasiachsen der Flàchen in R,uhe bleiben. 
Rei den Flichen 3. bleibt hicrbei die Quasiachse punktweise in Ruhe, 
wihrend bei der zum Falle 3.' gehorigen Gruppe automorpher Quasi- 
bewegurigen cLe Ebenen durch die Quasiachse einzeh in Ruhe bleiben. 

Jede Fliiche der 4. p m i l i e  kann sowohl als Grenzfall von Fliichen 
aus 3., wie auch von Flachen aus 3.' angesehen werden. Sie gestattet 
eine zweigliedrige Gruppe von Quasibewegungen, namlich die Gruppe 
aller Transformationen aus a,, welche die Quasiacrise der Flache in 
sich selbst überführen. Die reelien Punkte der Flache werden durch 
die Transformationen der Gruppe transitiv untereinander vertauscht. 
Eine solche FlLche verhiilt sich ihnlich wie ein Drehzylinder in der 
Euklidischen Geometrie. 

Eine Quasikugel gestattet die dreigliedrige Gruppe aller Quasi- 
bewegungen, die die Mittelebene der Kugel in sich überführen. 

II. 
Grnppentheoretische Grnndlegnng der Kinematik in  der Euklidischen 

Ebene. 

§ 10. Positive und negative Somen. 

Die in 5 1 und 5 2 behandelte Zuordnung zwischen Punkten und 
Ebenen des Raurnes einerseits und Bewegungen und \umlegungen in 
der Ebene anderseits SOU hier ein wenig anders gedeutet werden. 

Wir hatten in der Grundebene ein rechtwinkliges Achsenkreuz an- 
P genommen für die Zahlung der nnhomogenen Koordinaten x = 2, 
Pl 

y = ? .  
Nennen wir dieses Achsenkreuz 6,.  ben wir darauf eine 

Bewegung in der Grundebene aus, so erhalten wir ein neues Achsen- 
kreuz G ,  das mit 6, gleichsinnig orientiert ist. Durch Angabe des 
Achsenkreuzes G, das sus einem in bestimmter Weise yeordnetm Paar 
aufeinander senkrechter orientierder Gerrtden besteht, ist umgekehrt die 
Bewegung eindeutig bestimmt, die G ,  in 6 überführt.') 

E i n  mit 6, gleichsinnig orientiertes Achsenkreuz der Gmndebene soll, 
insofern es als Stellvertreter eines starren ebelzen Feldes angesehen werden 
hnn,  ein posi t ives  Soma heipen. 

Wie bemerkt, gehort zu jedem positiven Soma 6 eine bestimmte 
Bewegung, namlich diejenige, welche das ,,Ursomail (i, nach 6 bringt. 
Prüher (5 1) hatten wir den Bewegungen in d a  Grundebene die Punkte 

1) Unter einer Bewegung ist hier stete eine einaige Punkttraneformation 
und nicht etwa eine kontinuierliche Scher solcherTransformationen verstanden. 

6 * 
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des Raumes zugeordnet, nunmehr konnen wir die positiven Somen 
umkehrbar eindeutig den Funkten des Baumes znordnen. Nur den 
Punkten der Geraden C des quasiabsoluten Gebildes sirid vorliufig noch 
keine Somen zugeordnet. 

Dem Ursoma entspricht der (im Euklidischen Sinne ,,uiieigent- 
liche") Punkt p" mit den Koordinaten 

po :pl :p2  :p s  " 1 : 0 :  0 : o. 
Nehmen wir zu 6, gegensinnig orientierte Achsenkreuze 1 an, die 

also aus 6, durch eine Umlegung hervorgehen, so finden wir malog 
eine eineindeutige Beziehung zwischen diesen gegensinnig orientierten 
Achsenkreuzen, die wir negative Somen nennen woiien, und den Ebenen 
des Raumes, die nicht durch C hindurchgehen. 

E s  seien zwei gleichartige Somen gegehen, also entweder zwei 
positive 6, ci' oder zwei negative 6, 8'. Der halbe Winkel der Drehung, 
welche das erste Soma mit dem zweiten zur Deckung bringt, soil der 
UTinkel der beiden Somen heiBen. Man findet (vgl. die Formeln des 
5 3 und die Formeln (58), (58)* in 5 8): 

Der Winke l  zweier positivw [negativerj Somera 6, 6' [&, By ist gleich 
der Quasientfernung [dem Quasiwinkel] der sagehorigel? Pun7ite p, p' 
[ B e n e %  azy. 

Tritt an Steile der Drehung eine Schiebung, so setzen wir den 
Drehwinkel gleich Null. Die halbe SchiebiingsgrEBe ist durch die 
Formel (59) oder (59)* bestimmt. 

Es  sei ein positives Soma 6 und ein negatives B gegeben. Die 
halbe SchiebungsgrGBe der Umlegung (vgl. die Bemerkung zu Satz IIIb 
in 5 l), welche G nach .G bringt, soli der Abstand der beiden Somm 
genannt werden. Man findet wieder [vgl. (60) 3 81: 

Der Abstand eilzes positiven Somas fi von einem negativen 3 ist gleiçh 
dem Quasiabstand 4 des zugehorigen P u n k k s  p von der augehoriyen 
B e n e  n. 

Wenn 4 = O ist, so befinden sich p und n: in vereinigter Luge, 
und wir woilen auch von 6 und 5 ,  die durch die Spiegelung an einer 
Geraden miteinander vertauscht werden, sagen, sie seien in vereinigter 
Lage. 

9 11. E l e m e n t ~ r e  ~ q u i v a l e n z b e ~ r i f f e  der  Kinematik?) 

Es sei eine Gesamtheit von po~itiven und negativen Somen 

Bit B2, 63, . . .; 8,) B2, 8, . . . vorgelcgt. Die entsprechende Fipur des 

Raumes besteht aus Punkten und Ebenen p,, p,, p,, . . .; n,, n,, z, . . .. 

1) Vgl. hierzu Study, Geometrie der Dynamen, S. 689 u. if. 
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Die Gesamtheit kann auch kontinuierliche Mannigfaltiglieiten enthalten. 
Es liegt nahe, einen ~ ~ u i v a l e n z b e ~ r i f f  einzuführen, indem man zwei 
verschiedene Arten von Transformationen zulaBt, welche auf unsere 
Gesamtheit angewendet neue Gesamtheiten ergeben, die als aquivalent 
zur ursprünglichen angesehen werden. Die beiden Arten von Trans- 
formationen sind die folgenden: 

1. Man unterwirft die Gesamtheit cl, G,, 6, . . .; G,, 5,, 9, . . . ein 
und derselben Bewegung. 

II. Mnn nehme ein beliebiges positives Soma 60 an. Die Be- 
wegung [Umlegung], welche'das Ursoma G, nach G,[B,] bringt, führt 
fi: in ein Soma 6:[8:] über. \Tir ersetzen die Gesamtheit 6,, G,, 6,. . . 
@,,a,, 5, . . . durch die neue 61, é,', 69 . . .; 8:, G,', 8;. . .. 

Die en t~~rechenden  Transformationen des Raumes sind: 

1. Die Figur p l , p a ,  p s .  . .; zi, z2, 3 . . wird einer rechtsseitigen und 
11. einer lidisseitigen Schieburzg unterworfen (vgl. das Ende des 

5). b i e  beiden Schiebungsgruppen erzeugen die Gruppe 8, der 
quasieiliptischen Bewegungen. Wir finden also das Ergebnis: 

Satz VII. Der nntiirlichen ~ p a ' v a l e n z  der ebenen Kinematik ent- 
spricht im R a u m e  die ~ ~ u i ç . a l e a a  gegenüber der Grqpe 8, der Quasi- 
beuegungen. 

Es liegt nahe, nun auch die Geometrie anderer Gruppen, welche 
die @, umfassen, auf die Kinematik zu übertragfn. 

Man erhzlt einen von dem ,,natürlichen" Aquivalenzbegriff nicht 
sehr verschiedenen, wenn man folgende Transformationen zuliiBt: 
1. Man uriterwirft die Gesamtheit der vorgelegten Somen einer eigent- 
Iichen oder nneigentlichen (d. h. gleich- oder gegensinnigen) ~ I ~ n l i c h -  
keifstransformation. II. Xian nehme ein beliebiges positives oder nega- 
tives Soma GE oder 10 und konstruiere mit seiner Hilfe in annloger 
Weise wie früher die neilen Somen G;, 8;. Die zugchorige Trans- 
formationsgruppe des Raumes ist die gemischtc Gruppo (UT,  @, X7, X:). 

Uni auch noch die kinematische Bedeutung der übrigen vier Scharen 
der Gruppe a,, Q:, Q?, @:': X , ,  X:, q, XF klarzulegen, hat man eine 
Transformation der Somen einzuführen, die man als den Umkehri~gs- 
prosi$ bezeichnet. 

Es sei 6[5] ein positives [negatives] Soma, das aus dem Ursorna G, 

durch eine bestimnite Bewegung [Umlegung] hervorgeht. Durch die 
inverse Transformation geht aus G, ein Soma 08[6'] hervor. Die Ver- 
tauschung der Somen, welche jedes Soma 6 [ 6 ]  durch das auf diese Art  
dazu konstruierte Soma ét[8'] ersetzt, nennt man den Umlcehrungs- 
proze5. Die entsprechende Transformation des Raumes ist, wie aua 
Satz III 5 1 hervargeht, die Spiegelung an der Grundebene. 
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1 12. Projektive Geometrie der Somen. 

Um den Aquivalenzbegriff der projektiven Geometrie des Raurnes 
für die ebene Kinematik nutzbar machen zu konnen, müssen wir zu- 
erst die Ausnahmen beseitigen, die bei der Abbildung der Punkte und 
Ebenen auf die positiven und negativen Somen aufgetreten sind. Dies 
ist  formal dadurch erreichbar, da6 man ,,uneigmtZiche Sornen" einführt, 
ein Kontinuum von w1 positiven und ein zmeites Kontinuum von ml 
negativen uneigentlichen Somen. Diese bildet man in eineindeutiger 
Weise auf die Purikte und Ebenen des Raurnes ab, die mit der Ge- 
raden C des quasiabsoluten Gebildes in vereinigter Lage sind. 

Wir  hatten für jedes eigentliche Soma als geometrischen SteU- 
vertreter ein Achsenkreuz') gewiihlt. Man kann nun auch für die un- 
eigentlichen Somen geometrische Reprasentanten einführen, etwa die 
Punkte der doppelt ilberdeckten uneigentlichen Geraden. Man hat 
dann den (am SchluB voti § 10 eingeführten) Begriff der vcreinigten 
Lage auch auf uneigentliche Somen auszudehnen, und zwar derart, d d  
zwei ungleichartigen Somen in vereinigter Lage im Eaume stets Punkt 
und Ebene in vereiuigter Lage entsprechen.') 

Jetzt ist es (menigsteris theoretisch) moglich, die ganze projektive 
Geometrie des Raumes in unserer Grundebene zu deuten. Betrachten 
wir wenigstens die Gebilde aus Somen, welche den Grulzdqebilden der 
projektiven Geometrie, der Punktreihe, dem Ebenenbüschel, dem ebenen 
Punktfeld und dem Ebenenbündel zugeordnet sind, und klassifizieren 
wir diese Gebilde gegenüber 8,. 

Überlcgen wir also z u n a ~ h ~ t ,  v a s  der geraden Linie zugcordnet 
iet, wenn man sie als Ort von Punkten [Ebenen] ansieht. Es gibt 
gegenüber der Gruppe der Quasibewegungen drei Klassen gerader Linien 
(wenn man sich, wie wir  dies immer tun, aufs reelle Gebiet beschraokt): 
1. Geraden G, die C nicht schneiden, 2. Geraden, die C schneiden und 
3. die Gerade 'C selbst. 

Entsprechend erhalten wir in der Grundebene: 1. Die ,,gerade MlL' 
positiver [negativer] Somen, die kein eigentliches Soma enthiilt. Alle 

1) Xan  konnte dazu ebensognt z. B. ein orientiertes Linienelement einführen. 
2) Man kann auch die in 5 1, 2 behandelte Zuordnung G ++ (g,, g,) aas- 

nahmslos eineindeutig rnaçfien durçh Einführung eineli Kontinuurns von mS un- 
eigentlichen Punktepaaren. Die Durchführung dieses Gedankens ist aber recht 
nmstAndlich. 
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Somm der Ml gehaz aus einem beliebigm unter ihnen dad,urch hervor, 
da! man es ailen Drehungen um den Punkt gr unterwirft, der der Ge- 
mden G in der AAbldung G -+ (g,, gr) entspricht. 2. Die gerade Ml 
positiver [negativer] Somen mit einem uneigentlichen Soma. Alle ezgent- 
lichen Somen dieser Ml gelzen aus einern beliebigen unter ilznen dadurch 
heruor, dub man es allen Schiebungen einer bestimmten Richtung uiztw- 
wirft. 3. Die gerade i i l  der positiven [negativen] uneigentlichen Somen. 

Es gibt gegenüber der Gruppe der Quasibewegungen nur  zwei 
verschiedene Klassen von Punkten [Ebenen], namlich solche die mit C 
nicht in vereinigter Lage sind und solche, die mit C in vereinigter 
Lage sind. 

DenigemiiB hat man zu unterscheiden: 1) die ,,ebene M," positiver 
[negativer] Somen mit einem einzigen uneigentlichen Soma. Sie be- 
steht aus allen Somen, die mit dem eigentlichen negativen [positiven] 
Soma vercinigt liegen, das der Ebene [dem Punkt] des Raumes ent- 
spricht, der alu Triger des ebenen Punktfeldes [des Ebenenbüschels] 
auftritt. Man erhalt also alle eigentiicl~n Somem einer solcherz ebenen 
M,, wenn man ein festes eigentliches Soma an allen eigentlichen Geraden 
der Grundebene spiegelt. 2 )  die ebene M, mit ciol uneigentlichen Somen. 
AEb eigentlichen Soinen dieser N2 gehen aus einer beliebigen unter i1~ne-n 
dudurch hervor, dab malt sie allen Schiebungen unterwirft. 

Es sol1 hier die projcktive Geomctrie der Somen nicht weiter aus- 
gebaut werden, zumal dieses Unternehmen auch schon von anderer 
Seite in Angriff genommen worden istl), machen wir nur noch eine 
naheliegende Bemerkung über die Geometrie in einer ebenen JI2 aus 
der ersten Klasse. Nehmen wir z. B. eine solche ebene M, aus positiven 
Somen a, die den flunkten p einer Ebene z entsprechen. Man kann 
die Somen G der iM, anderseits auf die Achsen S der Spiegelungen ab- 
bilden, durch die sic in das fcste Soma 2 übergeführt werden, welches 
,der Ebene z entspricht. Dem uneigentlichen Soma der M, kann man 
noch die uneigentliche Gerade der Grundelene zuweisen. Dadurch ist 
aber weiter das Feld der Geraden S der Grundebene auf das Feld der 
Funkte p von a hezogen und diese BezieAung ist projekiiv. Den ab- 
aoliiten Punkten der Grundebene entsprechen in dieser Eollineation die 
Schnittlinien von n mit den Ebenen cr,, q des cpasiabsoluten Gebildes. 
Daraus schlieBt man weiter, daB die dreigliedrige Gruppe von Trans- 
formationen, welche die 8, unter den Somen 6 der BIS hervorruft, sich 
auf die Gruppe der Bewegungen unter den Geraden S abbildet. 

1) D e  S a u s s u r e ,  Exposé resum6 de la geometrie des feuillets. Genf 1910 
und B r i c a r d ,  Nouv. ann. (4) X. 1910; vgl. d a m  auch die Kritik von S t n d y ,  
.Jahresberictit der  d. math. Ver., X E  1910. S. 266-263. 
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5 13. Die Inversionsgeometrie de r '  Somen. 

Im vorigen Paragaphen hatten wir die Kollineationsgruppe d m  
Raumes betrachtet, jetzt woilen wir noch eine andere Gruppe Ton 

Punkttransformationen des Raumes heranziehen, die ebenfalls die 6, 
umfaBt und die man die Inuersiotzsgruppe des puasie2liptischen Razcmes 
nennen kann, da sie ein Anologon bildet zur Inversionsgeometrie (oder 
Kugelgeometrie von M6bius)  im Euklidischen Raume. 

Es ist in 5 9 erkliirt worden, was unter einer Quasikugel zu ver- 
stehen ist. Wir  wollen nun alle Punkttransformationen aufstellen, die 
im allgerneinen Quasikugeln wieder Quasikugeln auordnen. Es  stelit 
sich heraus, daB diese Abhildungen in  der Regel (2, 2)-deutig ausfallen, 
dai3 man sie aber durch einen gewissen Orienticrutzgsproze/3 zu (1,l)- 
deutigen Transformationen machen kann. 

Man hat die Gesamtheit der Punkte des projektiven Raumes dopp~lt 
zu überdecken mit der Mannigfaltigkeit der ,,orientierten" Punkte, und 
zwar derart, daB (im reeilen Gebiet) nur die Gerade C Verzweigungs- 
mannigfaltigkeit wird. Analytisch geschieht das so, da5 man einen 
der beiden Werte der Quadratwiirzel 

11, = VPO TP? 
herausgreift und die VerhaltnisgrijBen p, : p l  :pz : p, : p, a h  Koordinaten 
eines der beiden orientierten Punkte nirnmt, die den Punkt p, : p, : p, : p, 
überdecken. Die f inf  homogenen Koordinaten der orientierten Punkte 
befriedigen also eine quadratische Bedingung 

(63) po+p; -p :=o ,  

deren Koeffizientenmatrix den Rang 3 hat. - 
Dual hierzu führt man die orientierten Ebenen ejn, deren furif 

Koordinaten n, in der Beziehung stehen 

(63) * n ~ + n ~ - n t = ~ .  

Den Quasiabstand (vgl. (60) in 5 8) eines orientierten Punktes von 
einer Ebene kann man nun auch seinem Vorzeichen nach durch die 
Formel erklaren 

(64) 9. - Po% + P I %  + p , 3  +P,%. 
2'4 "4 

Die Gesamtheit alier orientierten Punkte, die von einer festen Ebene, 

die nicht durch C geht, gleiçhen Quasiabstand (4 1 0 )  haben, sol1 eine < 
orieîztierte Quasikugel genannt werden. 

Die gesuchte Inversionsgruppe besteht ails eindeutigen Trans- 
formationen der orientierten Punkte, welche die orientierten Quasikugeln 
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untereinander vertauschen. Um diese Gruppe einfach in Formoln fassen 
zu khnen, führt man zweckmiiBig noch andere Koordinaten t ein, die 
sich durch die p so ausdrücken: 

(65) 
P4 + Pl = t;, P4 -Pl = 4 
Po = tif29 Pz = tiir PS = t z z -  

PaBt man die t in dem Sinne als homogen auf, daB man die beiden 
Wertesysteme t,, t,, t,,, t,, und gt,, et,, e2t,,, p2t, ,  für g 4 0 als 
apivalent ansieht, dann entspricht jedem Wertesystem der t, mit Aus- 
nahme des einzigen, das nur Nullen enthkilt, ein und niir ein orientierter 
Punkt und auch umgekehrt jedem orientierten Punkt ein und im wesent- 
lichen auch nur ein Syst'em der t. 

In diesen neuen Koordinaten drückt sich die Inrersionsgruppe so  
aus : 

t* = %ltl +a124, d=a,,a,,-a12a,,=l=07 

t* = 

(66) 
a214 +amG, J = ~ l i a z ~ - a ~ , a , i f  0 ,  

t:, = d {a,,t,, t ~12t221 + bllt: + 2h,,t,t2 + 622% 

t,', = d {%,t,, + ~,,t2,} + cl,t; + 2c,,t,t, + cz,t;. 

Dabei kann man ohne Einschriinkung der Aligerneiriheit d = + 1 
setzen. Die Gruppe enthalt 13 wesentliche Parameter und zerfillt im 
reellen Gebiet in vier getrennte kontinuierliche Scharen, die durch die 
verschiedenen Kombinationen der Bedingungen d = * 1, 8 >< O gekenn- 
zeichnet werden. 

Wio kann man nun dies alles auf die ebene Kinematilr übertragen? 
Zunachst hat man dus orientierte Soma zu definiereu. Nehmen wir an 
erster Stelle ein positàves eigeritliches Soma 6. F ü r  den Winkel rp, 
( 5  10) des Ursomas 6, mit 6 gilt nach Formel (58) in i j  8 die Be- 
ziehung 

Deraus folgt nach willkürlicher Entscheidung über ein Vorzeiclien 

Geben wir also den Winliel rp auch seineln Vorzeichen nach bis ituf 
Vielfache von 27c an, so ist nach diesen Formeln p, eincleutig bestimmt 
und dadurch unser Soma G orientiert. Man kann also ein eigentliches 
positives Soma 6 da,durch orientieren, daB man den Winkel 2 y o  der 
Drehung, die 6, nach G bringt, bis auf Vielfache von 4n angibt (und 
nicht bloB bis auf Vielfache von 2n). ' 
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Nehmen wir an zweiter Stelle ein negatives eigentliches Soma 4. 
Dieses kann man dadurch orientieren, daB man d i e a l b e  Schiebnngs- 

der Umlegung, die G, nach 5 bringt, auch ihrem Vorzeichen nach an- 
gibt. Dadurch ist d a m  auch die Mittelgerade dieser Umlegung in be- 

stimmter Weise orientiert. Für  ihren Winkel +, mit der =d2- chse se, 
5, 

der mod 2z erkliirt ist, gelten niimlich die Formeln 

Die Mittelgerade der beiden entgegengesetzten Umlegungen, die 
zwei eigentliche orientierte Somen G und 6 miteinander vertauschen, 
kann man nunmehr auch orientieren, indem man festsetzt, da8 sie mit 

der 3 - ~ c h s e  die (mod 2n erkliirten) Winkel cp, + I/J, einsehlieBen soll. 
Xl 

Der Abstand zweier derartiger Somen (5  11) ist durch die Orientierung 
der Mittelgeraden auch seinem Vorzeichen nach definiert. Eine ,,mien- 
tierte Somelzkugel" enthdt  alle orientierten positiven Somen, die von 
einern orientierten negativen eigentlichen Soma den gleichen Abstand 
> 8 = habea < 

Diese Vorbereitungen genügen, urn die Übertragung der riiumlichen 
Inversionsgeometrie au£ die Binematik vornehmen zu konnen. 

Merken wir d a m  noch folgendes an. Beschrankt man seine Be- 
trachtungen aiisschlieBlich auf die orientierten Somen 6 einer orientierten 
Quasikugel, so kann man dieee eindeutig abbilden auf die orientierten 
Mittelgeraden der Umlegungen, welche das orientierte ,,Mittelsoma" B 
der Kugel mit dem zugehorigen Soma 6 zur Deckung bringen. Die 
orientierten Somen G der Kugel werden bei der 13-gliedrigen und 
ebenso auch bei der 12-gliedrigen Gruppe (G6) siebengliedrig unter- 
einander vertauscht. Die Gruppe dieser Verkauschungen bildet sich ab 
auf eine Gruppe von Transformationen der orientierten Geraden und 
diese is t  identisch mit der sogeizannten eruxiterten Laguerresclzen Gruppe 
in der Bene . ' )  

Ich will mieh hier mit diesen wenigen Angaben iiber die Inversions- 
geometrie der Somen begnügen, obwohl es keine Schwierigkeiten bieten 
würde, dicse kleine Theorie in iihnlicher Weise auszugestalten wie die 
Geometrie orientierter Geraden in der Ebene. 

- 

1) Man vgl. hierüber die Abhmdlung des Perfassers: Zur Geometrie der 
Speere in der Euklidischen Ebene, Monatshefte f. Math. XXI, 1910. 
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Es ist trivial, daB dieser Inversionsgeometrie eine mdere dual 
gegenübersteht, bei der ale Element im Raum die orientierte Ebene und 
in der Kinematik der Grundebene das orientierte negative Soma auftritt. 

In einer Portsetzung dieser Abhandlung soll die Anwendung unserer 
Abbildung G ++ (g,, gr) auf Fragen der Differentialgeometrie behandelt 
werden. Als Beispiel für die Ergebnisse, zu denen man hierbei kommt, 
sei folgendes angeführt. 

Rildet man die Tangenten G einer krummen Linie Ml des quasi- 
elliptischen Raumes, die nicht in einer Ebene durch C liegt, ab, so 
durchlaufen g, und gr zwei isometrisch aufeinander bezogene Kurven, 
die als ,,Polbahn'( und , , P o l k u ~ ~ e "  der ,,Bewegung" auftreten, die der Ml 
zugeordnet ist. - Der ,,Bewegungl', welche die Koppel eines Gelenk- 
viereckes ausführt, entspricht im Raume eine gewundene Kurve vierter 
Ordnung, der Durchschnitt zweier Flichen zweiter Ordnung aus der 
Parnilie 4 (vgl. $ 9). 

Bei der Behandlung zweidiniensionaler Somenscharen JI2 ist viel- 
leicht folgendes Ergebnk zu erwiihnen. Denjenigen nl,, bei welchen 
eine mit dem in JI2 beweglichen Soma (Achsenkreuz) starr verbundeuo 
Kurve stets eine feste Kurve der Ebene berührt, entspricht im Eaum 
eine Familie von Flichen, die durch den Gïerizübergarig des 9 7 aus 
der Familie der Flacben mit dem KrümmungsmaB Null im elliptischen 
Raume hervorgeht, die IIerr L. B i a n c h i  untersucht hat. - Die all- 
gemeinen 113, stehen in einem bemerkenswerten Zusammenhang mit den 
Transformationen orientierter Geraden in der Ebene. 

Etmas einfacher als für die Kinematik in  der Ebene liegen die 
Verhaltnisse für die Kinernatik auf der Rugel, die man unter Ver- 
wendung eines von Herrn C. S t e p h a n o s  angegebenen Verfahrens auf 
die Geornetrie des elliptischen Raumes abbilden kann. Von hier aus 
kommt man dann weiter mittels eines Ubertragungsprinzips von S t u d  y 
zur Kinematik im euklidischen Raume. 

Graz, Ostern 1911. 
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9 2 Drei Gipsmodelle von Flachen konstanter Breite. 

Drei Gipsmodelle von Flachen konstanter Breite.') 

Unter Mitwirkung von Professor Dr. Fr. S c h i l l i n g  in Danzig 

herausgegeben von Prof. DI-. ERNST MEISSNER in Ziirich. 

Flachen i'ionstankr Breik b sind konvexe, geschlossene Fliichen 
von der Art, daB je zwei parallele Stützebenen den Abstand b besitzcn. 
Sie konnen daher zmischen zwei festen, parallelen Ebenen noch (mit 
fünf Preiheitsgeraden) so liewegt werden, daB sie dieselben stets be- 
rühren. 

Der von einer Fl'lache konstanter Breite umschlossene Raum heiBe 
Korper konstawter Breite. Für  ihn ergibt sich folgende einfache De- 
finition 2): 

a)  Bine Punktmelzge IT habe die Distanzschraizke b,  d. h. für irgend 
zwei Punkte Y und Q von II sei Distanz (P, Q) =< O. 

f i )  Die PunE;trnenge III sei voilstandig, d. h. es sei unmi3glich II durch 
neue Punkte so  zu ergamen, daB die Eigenschaft (a) erhalten 
bleibt. 

Die Punktmenge II erfüllt d a m  einen K6rper konstanter Breite b, und 
umgekehrt reprasentiert joder solche einc Punktmenge 17. 

Die Definition von kann fiir Riiume beliebiger Dimensionszahl 
beibehalten werden. Auch kann an  Stelle der gewohnlichen eine Min- 
kowskische Geometrie .tretene), in der die MaEbestimmung durch eine 
konvexe Eichflache vormittelt ~ i r d . ~ )  (Strahldistanzen.) 

Liegt z. B. IT in der zweidimensionalen, euklidischen Ebene, so 

bilden die Randpunkte von Ii eine Rurve konstatzter Breite. Ihre Eigen- 
schaften sind von A. H u r w i t z 4 )  untersucht und von E. MeiBner5) 
verallgemeinert worden. 

1) Diese Modelle sind inzwischen im Verlage des Herrn M a r t i n  Schil l ing 
i n  L e i p z i g  erschienen. 

2) E. Ne  iBn e r ,  Punktmengen konstanter Breite. Vierteljahrsschrift der natur- 
forsch. Ges. Zürich 1911. 

3) H. M i n k o w s k i ,  Geometne der Zahlen, Leipzig 1896. S. 1. 
4) A. H i i r w  i t  z ,  Sur quelqiie~ applications géom6triqiies des séries de Pourier. 

Ann. d e  l'école norm. 1002 S .  XTX. 
5) E. MeiBner ,  fiber die Anwendung von Fourier-Reihen auf einige Auf- 

gaben de r  Geometrie und Kinematik. Vierteljahrsschrift der  naturforsch. Ges. 
Zürich 1909. 
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Von FE. S C H I L L ~ ~  und EBNBT MEISSNER. 9 3 

Flachen konstanter Breite im gewohnlichen Raum, wie die heraus- 
gegebenen Jlodelle sie darstellen, konnen die Singularititen eigentlich 
konvexer Fl'ichen besitzen, niimlich 

1. Kantenpunkte mit einem Büschel von Stützebenen. 
2. Eckpunkte mit einem Bündel von Stützebenen. 

Pür die GroBe der Kanten und Ecken existieren obere Grenxen, die 
bei der Rotationsflache des Reuleauxschen Kreisbogendreiecks erreicht 
verden. (Mode11 2). 

A d e r  der Kugel gibt es keine von lauter Kugelfliichen begrenzte 
Flache konstanter Breite. ') 

Normale in einem Punkte P einer konvexen Fliiche soll jede Gerade 
heiBeq, die normal zu einer Stützebene der Fliche in P steht. E s  gilt 
dam der Satz: 

Jede Normale einer Fljiche kmstanter Breite ist Binormale, d. h. 
tritt eine Gerade auf der einen Seite der Plache normal in sie ein, so 
tritt sie auf der entgegengesetzten Seite auch normal aus. 

Unter dem Profil einer Plache aus gegebener Richtung soil die 
UmriBkurve der Orthogonalprojektion der Flikhe au6 dieser Richtung 
verstanden werden. 

Minkowskis) hat folgenden schonen Satz entdeckt: Jede Fliche 
konstanter Profillinge ist auch konstanter Breite und umgekehrt. 

Man kann elso aus vollkommen biegsamem Material einen Zylinder 
herstellen, der sich in jeder Richtung so über die Flsche stülpen EBt, 
da8 er sich liings seines ganzen Umfangs an die Fliiche anschlieBt. 

Das Modeli Xo. 1 ist eine algebraische Rotationsflache konstanter 
Rreite und entsteht durch Rotation einer symmetrischen Kurve kon- 
stanter Breite nm ihro Symmetrieachse. 

1s t 
x c o s u +  y s i n u - p ( u ) =  O 

die auf rechtwinklige Koordinaten bezogene Gleichung der Tangente 
des Meridians, so ist für  das Modeil 

b p (u) = %(1 f ;- cos (32~)) 

gesetzt worden. Der Krümmungsradius g (u) im Berührungspunkte ist: 
b 

p (u) = 2 (1 - COS ( 3 ~ ) ) .  

1) E. Mei Bner, Punktmengen konstanter Breite. Vierteljahrsschrift der natnr- 
forsch. Ges Zürich 1911. 

2) B. Minkowski ,  tfber die Korper konstanter Breite. In mssischer Sprache 
erechienen in: MathematiEesky Sbomik Moskan, Bd. 25; dentsch in den ,,Gesam- 
melten Abhandlungen" Ninkowskis, Bd. II, S. 277-279. 
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94 Drei Gipsmodelle von Flichen konst. Rreite. Von FR. SCHILLING n. E. M E I S B N ~ .  

Er wird in den drei Scheiteln A,  B, C der Kurve gleich Null. Rotiert 
man um AD, so wird in  A und langs des Breitenkreises BC die 

G a u 5  ache Krümmung der Rotationsflache 
A+z 

unendlich. Die Gleichungen des Meridians 
in Parameterform lauten: 

x - p(u) COB u -pr(u)  s inu,  

y = p ( u ) .  s i n u  +pl(u)  cosu, 

d P (u) :3 b wo p l ( z c ) = - - = - s i n ( 3 u )  
du 16 

k t .  
Dus Modell 2 ist  die Rotation.sflache des 

Reuleauxschen K~eisbogendreiecks. 
Man beschreibe um jeden Eckpunkt eines 

gleichseitigen Dreiecks ABC als Mittelpunkt 
den die zwei andern Ecken verbindenden 

I Kreisbogen. Das so ent~tehende Kreisbogen 
dreieck hat konstante l3reite.l) L a t  man es um die von A ausgehende 
Dreieckshühe rotieren, BO entsteht die im Modell 2 dargestellte Flache 
konstanter Breite. Sie hat in A eine Ecke, l ings des Parallelkreises BC 
eine Kante maximaler GrGBe, und besteht sus einer Torus- und einer 
Eugelfliche. 

Das Hodel2 3 gibt ein Beispiel einer Plache konstanter Breite, die 
nicht Rotationsflache ist. Sie ist von vier Kugel- und drei Torusflachen 
begrenzt und entstcht folgcnderweise: 

Urn jeden Eckpunkt eines regularen Tetraeders ABCD als Zentrurn 
lege man die Kugel durch die drei übrigen Ecken. Der den vier Kugeln 
gemeinsame Raum kann zu einem Korper konstanter Breite gemacht 
werden, indem man drei seiner sechs Kanten durch Ringflachen abstutzt, 
etwa die drei Kanten A B ,  AC, AD. Dabei entsteht die Ringflache, die 
x. B. die Kante A B  abrundet, wenn man den Kreis durch A und B 
und vom Zentrum C um A B  als Achse dreht. 

Bei allen drei Modellen ist die Breite b gleich 12 cm gewahlt. 
Beigegeben wird ihnen ein MeBapparat für diese Breite, der aus einem 
mit Tuch überzogenen Holzuntersatz mit zwei vertikalen Stützen in 
der Eritfernurig 12 cm besteht; ferner sechs biegsame Zylinder aus Paus- 
leinen, die der konstanten Profillange entsprechend, beliebig um die 
Modelle herumgelegt werden kbnnen. 

1) Reuleanx, Theoretische Einematik. Bd. 1. Braunschweig 1875, Seite 130% 
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Kleinere Nitteilungen. 

Kleinere Mitt eilungen. 

A u f r u f .  

Die wissenschaftliche Forschung ha t  auf dem Gebiete der Astronomie- 
und kosmischen Physik ein immer dringenderes aber auch für das gesamte 
Kulturleben immer bedeutsarneres Bedürfnis nach Helfern aus allcn Lebens- 
kreisen, da es eine Rcihe von sehr wichtigen und intcressanten Erscheinungcn. 
in den fernen Himmelsraumen, wie auch in den oberen atmospharischen Re- 
gionen gibt, für welche von der geringen Zahl der astronomischen Fachrnann~r  
und der Sternwaiten mir Vereinxeltes oder Unvollstandiges geleistet werden. 
kann. Verlaufen doch diese Erscheinungrn vielfach so, daB sie nur  bei gleich- 
zeitiger und über weite Rzume verteilter Ausschau moglichst vieler Beobachter. 
tiefer erforscht werden konnen. 

Die Vereinigung von Freunden der Astronomie und kosmischen Physik 
wendet sich deshalb mit der Bitte um Mitarbeit an alle, welche sich iu den 
verschiedensten Tages- und Nachtzeiten irn Preien aufzuhalten pfiegen und 
sich dabei des Ausblickes auf den Himmel mit  Interesse und einieem Ver- - 
stindnis für die dortigen Vorgange erfreuen, insbesondere a n  die Lehrer aller 
Unterrichtsstufen, die Geistlichen aller Bekenntnisse, an alle mathematisch 
oder naturwisscnschaftlich spcziell Vorgcbildctcn, wie Arzte, Tiei-iirzte und 
dpotheker, Uhrmacher, Bau-, Eisenbahn- und Bergbeamte und Tcchnikcr aller - 
Art, Militiirs, Land- und Forstwirtc, sowio Geschaftslcute verschiedenster 
Art, Natur- und Sportsfreunde aus allen Berufskreisen, wesentlich auch an die 
Luftfahrer, sowie i n  besonderer Weise a n  die gebildeten Deutschen in den 
Kolonien, uberhaupt in den andern Erdteilen und auf Seereisen und bittet sie, , 
ihre Adressen zwecks naherer Information und Verstandigung an F. D ümml  e r ,  
Berlin W. 30, Rosenheirnerstx. 12,  zu senden. 

Eingehende mathematische Kenntnisse werden bei solcher Mitarbeit nicht 
vorausgesetzt; doch sol1 das Verstindnis der Erscheinungen und die daraue. 
hervorgehende tiefere Freude a n  denselben durch das Zusammenwirken in be-- 
sonderer Weise gepflegt werden. 
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Biicherschau. 

Bücherschau. 

E. Somnierfeld. Die  Kr i s ta l lg ruppen  n e b s t  i h r e n  Beziehungen eu 
d e n  R s u m g i t t e r n .  Dresden 1 9  11, Theodor Steinkopff. A 3.-. 

Die rein mathematische Aufgabe, alle moglichen Strukturarten zu er- 
mitteln, ist von S o h n c k e  in Angriff genommen, i n  voller Bllgemeinheit aber 
"erst von F e d o r o w ,  S c h o n f l i e s  und B a r l o w  gel6st worden. Hier soll ge 
.zeigt werden, wie der Begriff der Haumgitter dazu dienen kann, die physi. 
kalischen Eigenschaften der Kristalle ebensogut zu erkliiren, wie die von den 
genannten Forscherri aufgestellten teilweise recht komplizierten (230) Punkt. 
systeme. Man braucht lediglich, entgegen B r  a v a i s  , die Parallelitat der Bau- 
.steine fallen zu lassen ( W i e n e r s  l'rinzip). Die Systeme des Buches sind 
spezielle Falle der allgemeinen, doch konnten die Bezeichnungen nach den aus 
.der allgorneinen Theorie entnommenen Namen erfolgen. 

Im ersten Teil werden die ho1ot;drischen Kristallgruppen mit den 14  Bra- 
sa i sschen  Raumgittern in Beziehung gesetzt, von denen durch stereosko- 
pische Ahbildungen eine gute Anschauung vermittelt wird. Die teilfliichigen 
Grnppen des zweiten Teiles entsprechen den aus den Rrava isschen  Gittern 
abgeleiteten Systemen. Wenn hier die Gitterecken durch Stabchen ersetzt 
sind, so soll durch dieses neue IIilfsmittel die Orientierung der Formelemente 

-veranschaulicht werden. 

Stuttgart. F. HAAB. 

Dr. Gnido Hauck, weil. Geh. Regierungsrat, Professor der darstellenden Geo- 
metrie und der graphischen Statik a n  der Kg]. Technischen Hochschule zu 
Berlin, L e h r b u c h  d e r  male r i schen  P e r s p e k t i v e  mit EinschluB der 
Scha t tenkons t ruk t ionen .  Zum Gebrauche bei Vorlesungen und zum 
Selbststudium. Nach liinterlassenen Aufzeichnungen bearbeitet von Hed- 
w i g  H a u c k ,  Malerin, Lehrerin der Projektion, Perspektive und Schatten- 
lehre. Mit 500 Textfiguren und 6 Tafeln. XII1 u. 337 S. Berlin 1910, 
Julius Springer. Rroschiert A 9.-, in  Tleinwand geb. J#L IO.-. 

Das Buch ist hervorgegangen aus den Vortriigen, die H a u c k  l a n g ~  Jahre 
hindiirch am Seminar fiir das Zeichenlehrerinnenexamen des Vereins der Künst- 
lerinnen und Kunstfreundinnen zu Berlin gehalten hat. Den von Hauck  hin- 
terlassenen Entwurf ha t  die Tochter, seine Nachfolgerin in  diesem Amte, fast 
ungeandert veroffentlicht und damit einen W u n s c h  des Vaters erfïillt, der 
freilich die Absicht hatte, das Buch zu einern abgeschlossenen Ganzen auszu- 
bauen, das die vollstiindige Lehre der Perspektive Iiiitte enthalten sollen. Das 

B u c h  behandelt die m a l e r i s c h e  Pcrspektive, aber die abzubildenden Objekta 
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Bücherschau. 9 '1 

werden nicht streng durch Grund- und AufriB festgelegt, sondern durch Skizzen 
und Abmessungen und durch zum Sei1 willkürliche Annahmen. Es  wird schon 
von voruherein interessant sein, sich durch H a u c k  durch dies Gebiet führen 
zu lassen. Beherrschte er doch einerseits souverain das ganze Gebiet der Geo- 
metrie und stand auch zur Kunst in  einern engeren Verhiiltnis, wihreud e r  
audererseits über eine ungewohnliche Lehr- und Darstellungsgabe verfiigte. 
Auch fàllt sofort die Reichhaltigkeit des elementar gehaltenen Buches auf, und 
man kann - selbst wenn die Vortriige etwas weniger enthielten als das Manu- 
skript - den Darnen des Berliner Scminars jedenfalls die Anerkennung nicht 
versagen, wenn sie die Perspektive i n  diesem Umfange ~ i c h  wirklich aneignen. 
Finden air doch in dem Buche hbschnitto wie ,,Über GehrungsprofileLL (in 
Front and in Schrligansicht), ,,Dber RundformenLL, ,,Über die schiefe Ebene", 
,,&r den in einem Spiegel sichtbaren R,aumL'. 

Vorausgeschickt werden die wichtigsten Grundbegriffe der ebenen Geo- 
metrie, wobei auf solche SBtze Rücksicht genommen wird, welche spiiter Ver- 
wendung finden; daran schlieBen sich zwei Teile, der erste beliandelt die Per- 
spektire, der zweite die Schattenkonstruktionen. I m  ersten werden wieder 
Frontansicht und Schragansicht (Übereckstellung) unterschieden, woran sich 
noch die Einzeichnung von Figuren in beliebige Ebenen reiht. Die Schatten- 
Konstruktiouen werden fiir küristliche (zentrale) Beleuçhtung und Sonnen- 
bdeuchtung (pardleles Licht) durchgeführt. Eine kurze Betrachtung des Re- 
genbogens bildet den SchluB. 

Zablreiche E g u r e n  sind dem Texte beigegeben, sowie auBerdem noch 
6 Tafiln mit der Darstellung groBerer, komplizierterer Objekte. Um dem 
Leaer die Hcrstellung dicscr Tafeln zu ermoglichen, rerfahrt der Verfasscr 
wie folgt: die einzelnen, in  den Tafeln vorkommendon Objekto werden in der 
Forrn eigencr Aufgaben im Teste ausführlich der Rcihe nach erortcrt. W c r  
sich der allerdings nicht kleinen Mühe untcrzieht, alle dieso Einzelheiten durch- 
zuarbeiten, wird dann aueh die betreffende Tafel herstellen konnen. Ausführ- 
lichkeit, und Gründlichkeit zeichnen das Buch überhaupt aus: wir verweisen 
x. 13. auf den 8 31, dos das Verfahren beim Hïnausfallcn eines Fluchtpunktes 
und Apparate znr mechanischen Losung der dadurch entstehenden Aufgaban 
er6rtert. k s w e g e n  f i l l t  es anch auf, dit8 bei der Darstellung des Kreises der 
praktisch durchaus mogliche Fal l  ganz übergangen is t ,  wo das Bild des 
Kreises keine Ellipse, sondern eine Parabel oder eine Hyperbel wird, und daB 
weiter bei der Schattenbildung, etma einer rert,ikalen Geraden auf einer hori- 
zontale~ Ebene ( 5  277, 279, 311, 315), die verschiedenen Wglichkeiten nicht 
besprochen werden. Denn die unendlich groBen oder durch das Unendliche 
hindurchgehenden Schakten stellen für den Anfinger eine so groBe Schwierig- 
keit vor, daU sie prinzipiell zu beharideln sind. 

Au bei Berchtesgaden, 14. August 1911. KARL DOEHLEYANN. 

Zeitschrift f. Mathematik n. Phyeik. 60. Band. 1911. Hcf t  1. 
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Neue Bücher. 

Nene Bücher. 

Astronomie, Geodiisie. 

1. f i ~ s a ~ u m s ,  SVANTE, Da8 Schicksal der Planeten. Leipzig 1911, Akad. Verlags- 
gesellschaft. Y 1.50; geb. 1 2 . - .  

2. HEBXES. O., Elemente der Astronomie und mathemetischen Geographie. Zum, 
Gebrauch beim Unterricht auf hoheren Lehranstdten u. zum Selbststudiurn. 
6. Aufl., iinter Mitwirkung v. P. SpieB neu bearb. von K. Graf, Berlin 1911, 
Winckelmann & Sohne. 

3. Pa~arcri ,  CUL, Stereo~kopisches Sehen und Messen. Jena 1911, Fischer. 
A 1.-. 

4. RIGUI, Auaos~o,  Kometen u. Elektronen. Deutsch v. Max Iklé. Leipzig 1911, 
Akad. Verlagsgea. Y 1.50. 

5. TAFIA, THEODOS, Grnndzüge der niederen Geodasie. IV. Verwertung v. geo- 
datischen Aufnahmen. Leipzig u. Wien 1911, Deuticke. .& 3.-. 

S. auch 7, 63. 

Dnrstellenùe Geometrie. 

6. KORBEE, Strahlendiagramm zur vereinfachten Herstellung p~rspektivischer 
Zeichnungen. 3. Anfl. Berlin, Ernst & Sohn. In Rolle X 2. - .  

7. OTTI, &NY, Hauptfragen u. Hauptmethoden der Kartenentwurfdehre nnter be- 
sond. Rücksichtnahme auf die Abbildung der Schweiz. Aarau 1911, Saner- 
lander & Co. 1 3.20.  

8. SCRLOTKE, J., Lehrbuch der darstellenden Geometrie. 1. Tl. Spezielle dar- 
steilende Geometrie. 7. dnrchgesehene und erganzte Anfl. hrsg. v. Car1 Roden- 
berg. Leipzig (1911), Degener. P 3.60; geb. 1 3.80. 

9. SCRISID, THEODOB, Maschinenliauliche Beispiele für Konstrnktionsübungen zur 
darstellenden Geometrie. Leipzig 1911, Goschen. 20 Blitter n. Doppelblitter 
in  Mappe. X 4.-. 

10. VOLK, CAEL, Das Skizzieren von Maschinenteilen in Perspektive. 3.. erweitertt 
Aufl. Berlin 1911, Spnnger. Geb. in Leinw. X 1,130. 

11. ZWLKE, PAUL, Der Unterricht im Linearzeichnen u. in der darstellenden Geo- 
metrie an den deutschen Kealanstalten (Ahh. über den mathem. Unterrichb 
in Deutschlend, Bd. III, Hcft 3.) Leipzig n. Berlin 1911, Teubner. X 2.60. 

Xechnnik. 

12. BACH, C., Elastizitit und Festigkeit. 6., r e m .  Aufl. Unter Mitwirkung von 
R. Baumann. Berlin 1911, Spriuger. Geb. in Leinv. 1 20.-. 

13. DUHEM, PIEKXE, Trait6 d'Energétique ou thermodynamique générale. Tome 1. 
Conservation de l'énergie. Mécanique rationnelle. Statique générale. Déplace- 
ment de l'équilibre. Pans  1911, Gauthier-Villars. Fr. 18.-. 

14. Dua~su ,  R. J., Kinematics of machines. London 1911, Chapmann & Hall. 17 6, 

16. FOPPL, AUGI., Vorlesungen über technische Mechanik. In 6 Banden. 1. Band- 
Einführung in die Mechanik. 4. Aufl. Leipzig u. Berlin 1911, Teubner. 

Geb. in Leinw. 1 10.5 
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Neue Bücher. 99 

16. FBETTAG, LCDWIG, GesetzmiBigkeiten in der Statik des Vierendeel-Triigers, 
nebst Verfahren znr unmittelbaren Gewinnung der EinfluBlinien durch Reihen- 
bildung. München u. Berlin 1911, Oldenbourg. X 1.60 .  

17. L U C ~ E ~ T E E ,  F. W., Aerodynamik. Ein Gesamtwerk iiber das Fliegen. Aus 
dem Englischen übersetzt v. C. und A. Runge. II. Band. Aerodonetik. Mit 
Anhangen iiber die Anwendnng des Gyroskops, über den Flug der Geschosse 
nsw. Leipzig u. Berlin 1911, Teubner. Geb. in Leinw. X 12.-. 

18. REICE, EXIL, Pierendceltrager m. parallelen Gurtnngen. Graphische E m i t t -  
lung der EinfluBlinien m. Hilfe eines einzigen Seilpolygones. Wien 1911, 
v Waldheim. X 1 .30 .  

S. auch 23, 29, 33, 60, 60, 62. 

19. MANES, ALFHED, Gmndziige des Versichermgswesens. 2., verand. Aufl. (,,Ans 
h'atur u. Geisteswelt", 106. Bandchen). Leipzig 1911, Teubner. 

J(I 1.-; geb. in Leinw. 1 1.26. 
S. anch 58. 

Phyfiik und Geoyhysik. 

20. ADAXI, FEAM, Die Elektrizitit. 1. Teil. (Bücher der Naturwissenschaft, hrag. 
v. Siegmund Günther, 9. Band.) Leipzig 1911, Reclarn jun. X -.40. 

El. CURIE, P., Radioaktivitat. 2. u. 3. Lfg. Leipzig 1911, Akad. Verlagsges. Je A 3.-. 

22. DAVIE, W. M., u. Baaar, G., Grundziige der Physiogeographie. Auf Grund v. 
William Morris Davis' ,,Phpical Geographyii neu bearb. T,eipzig n. Berlin 
1911, Teubner. In Leinwand geb. A 6.60 .  

23. FORTSCBRITTE, Die, der Physik im J. 1910. Dargevtellt v. der deutschen phy- 
eikal. Gesellschafk. 66. Jahrg., 1. Abtlg. Allgemeine Physik. Akustik, physi- 
kalische Chemie. Braunschweig 1911, Vieweg & Sohn. X 26.-. 

24. FBOMUEL, WXLEELM, Radioaktivitat. (Sammlung Goschen NI. 317.) 2. Aufl. 
Leipzig 1911, Goschen. Geb. X 0.80. 

25. G m z ,  L., L'Blectricité e t  ses applications. Traduit sur la 15e  édition alle- 
mande par G. Tardy. Paris 1911, Masson. Fr. 12.-. 

26. LE Hsux, J. W. N., Lissajous'sche Stimmgabelkurven in stereoskopischer Dar- 
stellung. 18 Tafeln mit Text. Leipzig 1911, Barth. 

In Halb1einw.-Mappe X 6.-. 

27. HOEBSLIN, HERY. VON, Die Schallgeschwindigkeit als Fnnktion der molekularen 
Geschwindigkeiten. München 1911, Lukaschik. A 2.80 .  

39. KRAUBE, A n ~ a u a ,  Die Sonne. (,,Ans Natur und Geisteswelt" 367. Bkdchen). 
Leipzig 1911, Teubner. 1 1.-; geb. in Leinw. A 1.26. 

29. Lam, M., Das RelativitLtsprinzip. (,,Die Wissenechaft", Heft 38.) Braunschweig 
1911, Vieweg & Sohn. X 6.50; geb. in Leinw. Jl 7.20. 

30. LERXANN, O., T)ie neue Welt der flüssigen Kristalle und deren Bedentung fiir 
Physik, Chemie, Technik u. Biologie. Leipzig 1911, Akad. Verlagsges. X 12.-. 

31. LENARD, P., ijbcr ~ t h c r  u. Materie. Fortreg. 2., ausfiihrlichere u. m. Zus%tzen 
veroeh. Aufl. Heidelberg 1911, Winter. A 1.-. 

33. NACH, GmndriB der Physik. Für die hoheren Schnlen deu Dautschen Reiches 
bearb. v. Ferd. Harbordt u. Max Fischer. 1. Tl. Vorbereitender Lehrgang. 
4., verb. Au5. Leipzig 1910, Freytag. Geb. A 2.-. 

33. MACH, E., History and the root of the principleli of conservztion of energy. 
Translation by P. E. B. Jourdain. Chicago 1911, Open court Publ. Co. $ 1 . 2 6 .  

34. MIE, Gris~av, Noleküle, Atome, Weltiither. 3. Aufl. (,,AUE Natnr u. Geistes- 
welti', 58. Bandchen.) Leipzig 1911. Teubner. Geb. in Leinw. X 1.25 .  

7 * 
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3.5. Mtixca, PETER, Lehrbuch der Physik. In  2 Teilen neu bearb. v. Heinnch 
Lüdtke. 1. Tl. Vorbereitender Lehrgang. la . ,  verb. Aufl. Freiburg i. B. 1911, 
Herder. X 2 .- ; geb. in Leinw. 2 . 5 0 .  

36. O~TWALD, WILHELM, Über Katalyse. Rede, gehalten a m  12. Dez. 1909 bei Em- 
pfang des Nobelpreises für  Chemie. 2. A110. Leipzig 1911, Akad. Verlagsges. 

X 1.60. 
37. RUTHERFORD, E., RadiumnormalmaBe und deren Verwenduug bei radioaktiven 

Nessungen. Deutsch v. B. Finkelstein. Leipzigl911, Akadem.Verlagsges. X 1.50. 
36. Scaus~sn ,  AETEUK, The ptogress of ~ h y s i c s  during thirty three y e n s  (1875-1909). 

Four lectures delivered to the University of Calcutta. Cambridge 1911, Uni- 
versity Press. 3s. 6d. 

39. TAN DEE WAALS, J. D., Die Zustandsgleichung. Rede, gehalten am 12. Dez. 1910 
in Stockholm bei Empfaug des Nobelpreises f. Physik. Leipzig 1911, Akad. 
Verlagsges. X 1 . 5 0 .  

40. W E B T H E ~ E R ,  ALPB., Über Strom- und Spannungsverlauf (Cherakteristik) an 
Rontgenrohren. Diss. Leipzig 1911. Hirzel. Jl 2.-. 

S. auch 3, 4, 13, 17, 50, 61, 52, 60, 62, 64. 

Tafeln. 
41. Bauscarrrci~n, J., u. PETERS, J., Logairithmisch-trigonometrische Tafeln m. 8 De- 

zimalstellen, enth. die Logarithmen aller Zahlcn von 1-200000 n. die Loga- 
rithmen der trigonometr. Funklionen f. jede Sexagesimalsekunde des Quadran- 
ten. Neii berechnet u. hrsg. II. Bd. Tafel der  8-stell. Logarithmen der trigo- 
nometr. Funktionen f. jede Soxagesimalsckunde des Quadranten. Ster.-Ausg. 
Leipzig 1911, Engelmann. X 35. -; geb. in Leinw. Jl 37. - .  

42. EEI.ANG, A. K., Fircifrede Logaritmetavler og andre regoetavler til brug ved 
underviming og i praksis. Udgave C. Kgbenhavu 1911, Gads Forlag. 

43. GKEVE, WALTHEB, Vierstellige l ~ ~ a r i t h m i s c l i e  u.  trigonometrische Tafeln, nebst 
zahlreichen Hilfstabellen f. das numerische Rechnen. Ausgabe A, ohne Tabellen 
aus den Gebieten der Naturwissenschaft. Bielefeld n. Leipzig 1911, Velhagen 
& Kla~ ing .  Geb. ylt 1.80. 

44. - Dasselbe, Ausg. B, mit  TabeUen aus den Gebieten der Naturwissenschaft. 
Ebenda. Geb. X 2 . 2 5 .  

45. HINÜKLEY, F. C., and RUSAY, W. W., The slide rule. Boston 1911, Hinçkley. 
$ 1.75. 

46. K~UTMANNS Rechentafeln. Ein handl.  Zahlenwerk m. 2 Millionen Losgn., die 
alles Multiplizieren u. Dividieren ersparen u. selbst die groBten Rechnungen 
dieser Art i n  wenigen Additions- und Subtraktionszahlen aiifiosen. Nebst Taf. 
der Quadrat- u. Kubikzahlen v. 1-1000. Dresden 1911, Kühtmann. 

Geb. in Leinw. Jt 18. -. 
47. M~RAWETZ,  JOHANN, Vierstellige logarithmische u.  trigonometrische Tafeln, nebst 

vielen Hilfstafeln. Zum Schulgebrauch hrsg. Wien, Tempsky. K. 1.-. 
48. PETERS, J., Einundzwanzigstellige Werte der Funktionen Sinus u. Cosinus zur 

genauen Berechnung von zwanzigtitelligen Werten s .h t i icher  trigonornetri- 
schen Funktionen e. beliebigen Arguments sowie ihrer Logarithmen. (Aus: 
,,Abhandlgn. d. preull. Akad. d. W i ~ s . ' ~  Berlin 1911, Reimer. A 3 . - .  

49. PETERS, J . ,  Siebenstellige Logarithmentafel der trigonometrischen Funktionen 
f. jede Bogensekunde des Qnadranten. Ster.-Ausg. Leipzig 1911, Engelmann. 

A 28.-; geb. i n  Leinw. A! 30, - 

Verschiedenes. 

60. B ~ D E M A N N ,  F., Luftschrauben-Untersuchungen der Gesch%ft,sstelle f. Flugtechnik 
des Sonderausschusses der J ~ b i l a u m s s t i f t u n ~  der deutschen Industrie. Miinchen 
1911, Oldenbourg. A 3 . 5 0 .  
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61. COFEIN, J. G- ,  Vector analysis. An introduction t o  vector-methods and their  
various applications to physics and mathematics. New York 1911, Wiley. 

Cioth. 8 2.50. 
62. DARWIN, SIR GEORGE HOWARD, Ebbe und Flut  sowie verwaudte Erscheinuugen 

im Sonnensystem. Autorisierte deutsche Ausgabe, nach der  dritten eriglischen 
Auflage von Agnes Pockels. Mit einem Einführungswort v. + Georg von Neu- 
mayer. (Wissensch. u. Hypothese, V.) 2. Aufl. Leipzig u. Berlin 1911, Teubner. 

Geb. i n  Leinw. A B.-. 
63. DARWIN, SIR GEORGE HOWAIID, Scientific papere. Vol. IV. Periodic orbite and  

xniscellaneoua papers. Cambridge 1911, University Press. 15 a. 
54. DIXGLER, Huao, Die Gmndlagen der angewandten Geometrie. Eine Unter- 

suchung über den Zusammenhang zwischen Theorie und Erfahrung in den 
exakten Wissensçhafteu. Leipzig 1911, Akademische Verlagsges. "4 5.-. 

., 66. GORRINRER, ADALBKRT, Der goldene Schnitt (gottliche Proportion) n. seine Be- 
zieliung zum menschlichen Korper u. anderen Dingen, m. Zugrundelegung dea 
goldenen Zirkels. 2. Aufi., besorgt v. Adolf Hoslzel. München 1911, Lindauer. 

66. GRASSKANN, HERMANN, Gesammelte mathematische u. physikalische Werke. III. Bd. 
2. Tl. Grassmanns Leben, geschildert v. Friedrich Engel,  nebst  einem Ver- 
zeichuisse der von Grassmann veroffentlichten Schriften u. einer Ubersicht des 
handschriftlichen Nachlasses. Leipzig 1911, Teubner. 1 18.-. 

67. Jahrbuch der Mathematik. 39. Bd. J. 1907. 3. (Schl..) Heft. Berlin, Reimer. 
Y 14.-. 

68. LESEINE, L., e t  SURET, L.. Introduction mathématique à l'étude de l'économie 
politique. Paris 1911, Alcan. Fr. 3 . -  

69. LIETZ~MANS, W., Bericht über die T8tigkeit des deutschen Ausschusses f. den 
mathematischen Untemcht  im J. 1910. (Schriften des deutschen Ausschuseee 
f. den mathem. u. naturw. Unterricht, Heft 9). Leipzig u. Berlin 1911, Teubner. 

X - .50 .  
60. LIPFMANX, Am., Einführung in die ~ r o n a u t i k .  1. T l  Tneoretischc Grundlagen. 

Elementare Vortrage. Leipzig 1911, Veit & Co. 1 7 ,-; geb. i n  Leinw. A At8.- .  
61. LOHEY, WILAELM, Staatsprüfung u. praktische Ausbildung der Mathematiker a n  

den hoheren Schulen in  PreuBen u. einigen norddeutschen Staaten. (Abh. üb. 
den mathem. Unterricht i n  Deutschland, Bd. 1 Hft. 3). Leipzig u.  Berlin 1911, 
Teubner. Jt 3.20. 

62. SCUAFFER, C., Natur-Paradoxe. Ein  Buch f. die Jugend zur Erkliirung v. Er- 
scheinungen, die m. der tiiglichen Erfahmng irn Widerspruch zu steheu scheinen. 
Nach Dr. W. Hampsons ,,Paradoxes of nature and science" h ~ a r b .  2., stark 
umgearb. AuB. Leipzig n. Berlin 1911, Tenbner. Geb. i n  Leinw. A S.-. 

63. SCHEPFERS, GEORG, Lehrbuch der Mathematik f. Studierende der Naturwisoen- 
schaften n. der Technik. Einführung in die Differential- u. Integralrechnung 
u. in die snalytioche Geometrie. Z., verb. Aufl. Leipzig 1911, Veit &. Co. 

X 18 . - :  geh. A 19.50. 
64. T a  s c h  e n b  u c h f. Yrtthematiker u. Physiker. Unter Mitwirkung zahlreichor 

Fachgenossen hrsg. v. Felix Auerbach u. Rudolf Rothe. Mit einem Bildnis 
Hermann Minkowskis. 3. Jahrgang 1911. Leipzig u. Berlin 1911, Teubner. 

Geb. in Leinw. X 7 .-. 
65. WEILL, A., Samrnlung graphischer Aufgaben f. den üebrauch an hiiheren 

Schulen. Mathematik u. Physik. B . ,  verm. u. verb. Aufl. Gebweiler 1911. 
Boltze. ,M 2.70. 
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Eingelaufene Schriften. 
F n  dieser Abteilung werden alle eingelaufenen Schnften regolmU3ig aufgeführt 
Die Besprechung geeigneter Schriften bleibt vorbehalten. Rückaendung findet 

nicht statt.] 

ADAXI, FR., Die Elektrizitit, a. N. B. (,,Neue Bücher") Nr. 20. 
ARCHIV fiir aktuelle Reformbewegnng auf jegliehem Gebiete des prakt. Lebens. 

Heft II. Was den Akademikern nottut: a) Gründung eines akadem. Bundes. 
b) Zweck u. Ziele des Bundes. Leipzig, Demme. X -.20. 

Aue Natur  u. Geisteswelt. Illustrierter Katelog. Leipzig 1911, Teubner. 
ARRHENIUS, Sv., Uas Schicksal der Planeten, S. N. B. 1. 
BARDEY, E.. Arithmetische Aufgaben nebst Lehrbuch der Arithmetik. Für hohere 

Madehenschulen, Lyzeen u. Studienanstalten bearb. Y. H. Tiemann. 1. Tl.: Für 
hohere MLdchenschulen. Leipzig und Berlin i 911, Teubner. Geb. X 2.20. 

--, Dasselbe, II. Tl.: Für  Lyzeen und Studienanstalten. Ebenda. Geb. X 2.-. 
REHREN~SEN, O., U. GOTTIKG, E., Lehrbuch der Mathematik nach modernen Gnind- 

sitzen. Unterstufe. Ausg. A f. Gymnasien. 2. Aufl. Leipzig und Berlin 1911, 
Teubner. Geb. X 2.80. 

-, Dasselbe, Ausg. B f. sechsklassige Realschulen sowie f. die Nittelklassen der 
Oberrealschulen u. Realgymnesien. 2. Aufl. Ebenda. Geb. At 2.80. 

BENDEHANN, F., Luftschrauben-Cntersuchungen, S. IV. B. 60. 
BERICETE und Mitteilungen, veranlabt durch die internationale mathematische 

Untemchtskommission. IV. Leipzig und Berlin 1910, Teubner. A -.bO. 
BEUTEL, EUGEN, Algebrai~che Kurven. JI. Teil. Theorie und Kuiven dritter und 

vierter Ordnung. (Sammlung Goschen Nr. 436.) Leipzig 1911, Gosehen. 
Geb. i n  Leinw. A -.80. 

B s ü c a ~ a ,  KARI., Anschaumg in der  Anthmetik. Bamberg 1911, Buchner. 
DUMS, P., An der  See. Geologisch-geographische Betrachtungen f. mittlere und 

reife Sehüler. (Dr. Bastian Sçhmids naturwissenschaftl. Schülerbibliothek, 3.) 
Leipzig u.  Herlin, Teuhner. Geb. Jt 3.-. 

Daawiiu, Sm CT. II., Ebbe n. E'lut, a. N. B. 62. 
--, Scientific papers, IV, s. N. B. 63. 
DAVIS, W. M., u. BKAÜN, G.,  Grundzüge der Physiogeographie, s. N. B. 22. 
DINGLEB, H.., Die Grundlagen der angewandten Geometrie, a. N. B. 54. 
Duam, P., Energétique, S. N. B. 13. 
&LANG, A. K., Fircifrede Logaritmetavler, a. N. B. 42. 
EBLER, W., Die Elemente der Kegelschnitte i n  synthetischer Behandlung. Znm 

Gebrauche in der Prima hoherer Lehranstalten bearb. 7. Aiifl., besorgt von 
M. Zacharias. Leipzig u. Berlin 1911, Teubner. Geb. L 1.50. 

FINZEL, ANTON, Die Lehre vom Fliicheninhalt i n  der allgemeinen Geometrie. 
Leipzig 1911, Hoffmann. 

FOPPI., A,, Vorlesnngen iiber techn. Mechanik, 1, 8 .  N. R 15. 
~ E Y T A ~ ,  L., GesetzmiiBigkeiten in der Statik des Vierendccl-Tragers, a .  N. B. 16. 
Faomrer., W., Radioaktivitit, S. N. B. 24. 
GIRYDT, M., Raumlehre. 1. (,,Der Unterricht an ' Range~erksehu len '~  20.) 4., nen 

bearb. Aufl. Leipzig u. Berlin 1911, Teubner. A 1.80. 
GOEBINQEB, A., Der goldene Schnitt, s. N. B. 65. 
GBEVE, W., Vierstellige logarithmische u.  trigonometriache Tafeln, s. N. B. 43, 44. 
GRA~SMANN, EERKANN, Gesammelte Werke III 2, s. N. B. 56. 
Ham-, H u s ,  Bericht über die Theorie der linearen Integralgleichungen. 1. Teil. 

Sonderabdruck ans dem 20. Bande des Jahresberichts der deutschen Nathe- 
matiker-Vereinigung. Leipzig u.  Berlin 1911, Teubner. 
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BECXEB, O., Beobechtungen an Horizontalpendeln über die Deformation des Erd- 
korpers unter dem EinfluB v. Sonne u. Mond. II. Heft, unter Mitwirkung und 
mit Beitragen v. O. MeiBner. (Veroffentlichnng des Kgl. preuB. geodat. In- 
stituts, ncue Folge Nr. 49.) Berlin 1911. 

'HEEXES, O., Elemente der Astronomie u. mathem. Geographie, s. N. B. 2. 
BOJEYAR, FRANZ, Lehr- n. 't2bungsbuch der Geometrie f. Realschulen. Mittelstufe 

(IV. und V. Klasse). 3. Aufi. Wien 1911, Tempsky. Geb. K. 2.60. 
HOESSLIN, HEBM. v., Die Schallgeschwindigkeit, S. N. B. 27. 
~HOLIIA, STEFAN, Fermats letzter Satz als Minimumaufgabe. Mathematische Studie. 

Eigentum des Verfassers. Budapest 1911, Kilians Nachf. X 1.-. 
.KOWALEWSKI, GEBEA~D, Die komplexen Feranderlichen n. ihre Funktionen. Fort- 

setzung der Gnindzüge der Differential- und Integralrechnung, zugleich eide 
Einführung in die Fnnktionentheorie. Leipzig u. Berlin 19U, Teubner. 

X 12 .-; geb. in Leinw. Jl 13 .-. 
:Kama, BERTHOLD, u. MATUSCHEK, JOHANX, Organische Chemie f. die Oberstufe der 

Realuchulen. Wien 1910, Pichlers Witwe & Sotin. Geb. K. 2 .  -. 
KEAUSE, A., Die Sonne, S. N. B. 28. 
LAVE, M., I)ae Relativitatsprinzip, a. N. B. 29. 
LSEMANN, O., Flüssige Kristalle, B. N. B. 30. 
LESSEE, OS-, Die Inhitesimalrechnung im Unterricht der Prima. 2., verb. Aufl. 

Berlin 1911, Salle. X 1.80. 
'LIETZXANX, W., Bericht über die Tatigkeit des deutschen Unterrichts-Ausschusses, 

B. N. B. 59. 
Lmh-~cn, MAX, Lehr- und Übungsbuch f. den Unterricht in der Geometrie, Trigono- 

metrie u. Stereometrie Für die hoheren Lehrerinnenseminare. Leipzig 1912, 
Freytag. Geb. ,U 3.-. 

LORRY, W., Staatsprüfung und praktische Ausbildung der Mathematiker nsw., S. 

N. B. 61. 
LLWAN, &LOI, Essai de démonstration générale du théorème de Fermat. Paris 1911, 

Gauthier-Villars. 
Xsissm.~, OTTO* Seiamometrische Beobachtnngen in Potsdam in der Zeit vom 

1. Januar bis 31. Dezember 1910. (Veroffentlichung des Kgl. preuB. geodat. 
Instituts, nene Folge Nr. 50.) Berlin 1911. 

XIE, G., Moleküle, Atome, Weltither, a. N. B. 34. 
.MOHB, RICHARD, Die Bertrandschen Kurven in der Theorie der Normalensysteme. 

Diss. StraBbnrg 1911. 
Moaawmz, J., Vierstellige logarithmische u. trigonometrische Tafeln, B. N. B. 47. 
MACH, Grundriû der Physik, S. N. B. 32. 

MEAL, ADOLP, Der Freiballon in Theorie n. Praxis, unter Mïtarbeit von v. Abercron, 
Ham Adam, Dr. Bamler, Dr. Berson, Dr. Y. d. Borne, Dr. Brockelmann, Dr. Flem- 
ming, Margarete GroBe, Henke, v. Kleist, Lohmüller, Alex. Neper, Mickel, Dr. 
Niemeyer, Joh. Boschel, R. Itiedinger hrsg. 1. Bd. Stuttgart 1911, Franckh. 

Geb. A 4.80. 
M ~ L E B ,  ALOYS, Das Problem des absoluten Raumes und seine Beziehung zum all- 

gemeinen Raumproblem. (,,Die Wissenschaft", Heft 39.) Brannschweig 1911, 
Vieweg & Sohn. ui1. 4 .-; geb. in Leinw. Y 4.80. 

NONCH, P., Lehrbuch dor Physik, 1, 8. N. B. 3 6 .  
K ~ x ~ s n r ,  NIELS, Théorie des fonctions métasphériques. Cours profeasé à 1'UniversitR 

de Copenhague. Paris 1911, Gauthier-Villars. FI. 12. 
OCEITOWITS~H, ~ E X A X D E B ,  Beweis des groBen Fermatschen Satzes. Autorisierte 

Übe~setzun~ ans dem Russischen. Kasan 1910, Typo-Lithographie der Kaiser- 
lichen Universitat. & 1.-. 

OSTW~LD, W., über Kstalyse, S. N. B. 36. 
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PLANCK, MAX, Vorlesungen über Thermodynamik. 3., erweiterte Aufl. Leipzig 1911, 
Veit 62 Co. Geb. 4 7.50. 

PETERS, J., Einundzwanzigstellige mrerte der Funktionen Sinus und Kosinus, 8. 

N. B. 48. 
-, Siebenstellige Logarithmentafel, s. N. B. 49. 
RIGIII, A., Kometen u. Elektronen, B. N. B. 4. 
ROSSMANNITH-SCEOBER, GrundriB der Geometrie. Lehr- und Ëbungsbuch f. die. 

II. und III. Klause der Mittelschulen. Ausgabe f. Gymnasien n. Realgymnasien. 
Nach den neuen Lehrplanen bearb. v. Franz Bergmann. Wien 1911, Pichlers 
Wwe. u. Sohn. Geb. K. 1.60. 

RUTHERFORD, E., R.adiumnormalmaBe, 8. N. B. 37. 
S c r r a F ~ ~ a ,  C., Natur-Paradoxe, s. N B. 62. 
S C E E ~ P E R ~ ,  G., Lehrbuch der Mathematik, s. K. B. 63. 
SCELOTKE-RODENRER~, Lehrbuch der darstellenden Geometrie, s. K. B. 8. 
SCHMIDT, TH., Maschinenbanliche Beispiele f. Konstruktionsübungen zur darstellen- 

den Geometrie, B. N. B. 9. 
S c a a s a ~ ,  C m . ,  Lehrbuch der ebenen Geometrie f. hohere Lehranstalten. GieBen 

1911, Roth. .A 2.50; geb. X 3.-. 
SÇHNAUDEE, M., Polh6henbestimmuugen in den Jahren 1902, 1903, 1908 u. 1909. 

(Veroffentlichnngen des Kgl. preui3. geodat. Jnstitnts, neue Folge Nr. 48.) 
Berlin 1910. 

Schriften des deutschen Aus~chusses f. den mathematischen n. naturwissenschaftl. 
Unterricht. 
1. GUTZMER, A., Bericht über die Titigkeit  des deutschen Ausschusses f. den 

mathem. u. naturw. Unterricht im  Jahre 1908. (Sonderabdruck aus derri. 

XXXIX. Jahrg. der Zei t~chr .  f. mathem. u. naturw. Unterr.) Leipzig n. 
Berlin 1909, Teubner. X -.30. 

2. Mathematik u. Naturwissenschaft a n  den naugeordneten h6hereu Madchen- 
schulen PreuBens. Wie erhalten wir die erforderlichen Lehrkrafte? Denk- 
schrift, verfaBt Tom deutschen AusschuB f. den mathematischen u. natur- 
wissenschaftl. Uuterricht. (Sonderabdnck aus dem XL. Jahrg. der Zeitschr. 
f. mathem. u .  naturw. Unterr.) Ebenda, 1909. Jd - .20.  

3. Zusatz zu der Denkachrift: Mathematik u. Naturwissenschaft usw. Ebenda, 
1909. X -.IO. 

Scawaa, K., Lehr- u. Übungsbuch der Geometrie. 1. Tl. Ausg. B: Für die Unter- 
stnfe der Gymnasien. Besorgt v. Car1 Heinr. Müller. Leipzig 1910, Freytag. 

Geb. 1 2.60. 
-, Daeselbe, 3. Tl. Ausg. A:  Für die oberen Klassen der Realanstalten. Leipzig 

1911, Freytag. Geb. A 2.-. 
S c a w u ,  KARL, Lehr- und Cbungsbuch der Geomotrie. II. Teil. Aiisg. Ii: Für die 

Oberstufe der Gymnasien. Besorgt v. C. H. Müller. Leipzig 1911, Frejkag. 
Geb. 4 3 . - .  

SERBET, J. A. ,  Lehrbnch der Differential- und Intogralrechnung. Nach Axe1 Har- 
nacks Ubersetzung. 4. u. 5. Aufl. bearb. v. Georg Scheffers. II. Integralrech- 
nnng. Leipzig u. Berlin 1911, Seubner. Geb. in Leinw. "11 13.-. 

SMOLIK-UELLER, Kaumlehre u. darstelleude Geometrie f. die IV. bis VII. Klasee der 
Realschulen, bearb. P. Karl Hahndel. 4. Aufl. Wien 1911, Tempsky. 

Geb. K. 3.60. 
S ~ ~ ~ z n i - o ~ a ,  OTHXAB, Zur Logik n. Naturphilosophie der Wahrscheinlichkeitslehre. 

Ein umfassender Losungaversnch. Leipzig, Xenienverlag. 4 4.-. 
STRORLX, HERM., Théorie de la compensation à mercure dans les pendules d'hor- 

loges astronomiques. Thèse Université Genève. (Bull. Soc. Neuchâteloise Sc. 
naturelles, année 1909-1910, XXXVII.) Neucbatel 1910, Wolfrath & Sperlé. 

TA~CHENBUCH f. Yathematiker u. Physiker, s. N.B. 64. 
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Eingelaufene Schriften. 105. 

T ~ ~ L A ,  Ta., Grundziige der niederen Geoda.sie, a. N. B. 6. 
T I B ~ s c ~ ,  WALTER, Ein elementarer Beweis des Fermatschen Satzes. Buttstadt ;.-Th. 

Selbstverlag. 
vLv ~ E B  WAALS, 1. D., Die %i~standsgle ichun~,  R .  N. LI. 39. 
~ B B L A G ~ K A T A L ~ G  v. Friedr. Vieweg & Sohn in Braunschweig 1786-1911. Hrsg. 

aus AnlaB des hundertfünfundzwanzigjahrigen Bestehens der Firma, ge- 
@mde t  April 1786. Braunschweig 1911. 

WALLENBERGI, GEORG, Theoric der  lincaren Diffcrenzengleichungen. Untar Mitwir- 
kung v. Alf. Guldberg. (Teubners Sammlung Band XXXV.) Leipzig u. Berlin 
1911, Teubner. X IO.-; geb. X I l . - .  

WEILL, A., Graphische Aufgaben, a. N. B. 65. 
WIBSSNER, V., Die rnechanische Energie, das  Prinzip der Mechanik. Dresdcn 1908, 

Lincke. J(I 4.-. 
-. , Wie schreitot das Licht im isotropen Medium vor? Dresden u .  Leipzig 

1909, Lincke. X 2.-. 
Z U E L ~ ,  P., Der L'nterricht im Linearzeichnen n. in der darstellendeu Geometrie 

an den deutschen Realschulen. S. N. B. 11. 
ZORETTI, LUDOVIC, Leyons sur le prolongement analytique. Professées a u  Collège 

de France. Paris 1911, Gauthier-Villars. Fr. 3 .75 .  
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Abhandlungsregister 1909-1910. 

Abhandlungsregister  1909-1910. 

Von ERNST WOLFFINO in Stuttgart. 

Abkürznngen. 

.A.  Avia 1910. 
A. A. A. S. Australasian Assoc. for the Ad- 

vancement of Science,Hobart 9; 11-12. 
.A. A.E. 1. Atti dell' Acc. Associazione elet- 

txica italiana 12. 
A.A.P. Atti dell. Acc. di  Scienze, Lettere 

ed Arti Padova 4. 
A. A. P. L. Archiv für Anatomie und Phy- 

siologie, Leipzig 1907. 
.A.  A.P.M. Atti  dell' Accad. Peloritana, 

Messina 20-21. 
A.  B.T. Atti della R. Accad. di Scienze 

Torino 37; 43-46. 
A.A. V.81- Atti e Memorie della R. Ac- 

cad. Qiigiliana, Nantova (2) 1; 3. 
A. A.V. T. 1. Att i  dell' Accademia Ve- 

A. O.  L. J. The American Gas Light .Jour- 
nal, New York. 

A.(fr. Archiv d. Math. n. Phys., Leipzig 
(3) 12-16. 

A.H. Annalen der  Hydrographie u. ma- 
r i t i m e ~  Meteorologie,Hamburg36-37; 
1909-1910. 

A. H. M. Archiv f. Hygiene München 63. 
A. 1. P. P. Annales de  l'Institution poly- 

technique, Petersburg 4 ;  1906; 1907; 
1910. 

A.I.P.W. Annales d e  l'Institution poly- 
technique, Warschau 1900-1902. 

A.I.V. Att i  dell' Istituto Veneto di 
8 Scienze, Lettere ed  Arti, Venezia 66;  
1 67-69. 

1910. 
A. B.D. Annales de l a  Brasserie e t  de  

la Distillerie, Paris 1909. 
A.  C. J. American Chernical Journal, Bal- 

timore 40 ; 43. 
A.C.L. The  Autocar, London 23.  
A.C.P. Annales de Chemie e t  de  Phy-  

sique, Paris (8) 1 4 ;  16-18. 
A.D.M. Annali di  Matematica pura ed 

applicata, Milano (3) 16. 
A.E.N. Annales de l'École Normale Su- 

périeure, Par is  (3) 24-27. 
A.P.B. ArztlichePalytechnik,Berlin 1908. 
A.P. Association française pour l'Avance- 

ment des Sciences 1901-1909. 
A.F. C.Z. Anales de  l a  Faculdad de 

Ciencias, Zaragoza 2. 
A.F.G.T. Archiv f. d. eesamte P h v ~ i o -  

neto-trentino-istriana, Padova (2) 5 .  
A - A W .  Anzeiger der  5. K. *kaci. der  

Wiss., Wien 1910. , 

A. A. Z. Allgemeine Automobilzeitung 
Berlin 1909-1910. 

A.B.B. Armierter Beton. Berlin 1909 bis 

" 
logie, Uonn 1909. 

A.Q.C. Atti dell' Accad. Gioënia di Sci- 

A.1. Z. Allg. Ingenieurzeitung, Wien 1910. 
A.J.B. The  Astronomical Journal, Bos- 

ton  26. 
A. J. C. ~h~ ~ ~ t ~ ~ ~ h ~ ~ i ~ ~ l  journal, chi- 

cago 22;  29;  31. 
A. j . ~ ,  The h e I i c a n  joiirnal of  th^- 

enze n'aturali (4) 20; (6 )  3. 
A.8.L. Abhandl. d. K. Sikhs. Gesellsch. 

der  Wissansch., Leipi-ig 31. 

matics, Baltimore 30-32. 
A. J. P. Artilleriejournal Petersburg 1806. 
A.J.  S. The American JonrnaJ of Science, 

New Haven (4) 26. 
A. J. S. O .  Astronomiske Jaktagelser och 

Cudersokningar pz Stockholms Ob- 
servatorium Stockholm 8. 

A.L. Aeronautics London 2-3; 1909. 
A. M. Acta mathematica, Stockholm 31 

bis 33. 
A. M. B.P. Arkif for Math., hstr. och Fy- 
sik, Stockholm 4-6. 

A.M.H. Artilleristische Xonatshefte, Ber- 
lin 1908-1910. 

A.M. J. The Automotor Journal, London 
14-15, 

A. KM. L'Aéromécanique, Mons 1909. 
A.H.T. Archives d u  Musée Teyler, 

Harlem (2) 2 ; 11.  
A.N. Archives NBerlündaiseu , Harlem 

(2) 14. 
A. N. G.S.  Abh. d. naturforsch. Gesellsch. 

Nürnberg 17. 
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A . F .  J. Aeronantical Journal, London 14 .  
A.N. K. Astronomische Nachrichten, Kiel 

172; 174; 178; 182;  185. 
A.Y.L. Annalen der Naturphilosophie, 

Leipzig 4-6; 1910. 
A.N. P. L'ABronaute, Paris 43 ; 1910. 
A.F.Y. Aeronautica, New York 3; 6-7; 

1909-1910. 
A nf M. Annals of Mathematics. Cam- -. - -  - 

bridge Mass. (2) 9-11. 
A.O. L. Archiv f. Optik, Leipzig 1.  
A.P.B. Bulletin der K. K. Akademie, 

Pet~rsburg 1908; 1911. 
A.P.L. Annalen der l'hysik, Leipzig (4) 

26-32. 
A.P.T. Archiv f. Post u. Telegraphen, 

Berlin 1909. 
A.S.A. Anales de l a  Sociedad Cientifica 

Argentina 65;  68-70. 
A. S . B .  P. Annaes scientificos d a  Acade- 

mia Polytechnica, Porto 4-5. 
A.S.B. Annales d e  l a  Société scienti- 

fique de Bruxelles, Louvain 32-34. 
A .  S. P. Acta Societatis fennicae, 1Iel- 

singfora 33; 35, 
A. S.G. Archives des Sciences physiques 

et naturelles, Genève (4) 22;  2 4 ;  26 
bis 27; 29. 

A.S.I. Atti della Soc. Italiana, per il 
progressa delle Scienze 3. 

A,S.I .  A.  Annali della Societe dogli In- 
gegneri e degli hrchitett i ,  Roma 24. 

A. S.L. Annales de  la Soc. d'Agriculture, 
Sciences et Industrie, Lyon 1907-1909. 

A.S .M.F.  Annales de  ln  Soc. météoro- 
logique de France, Paris 6-7. 

A.S.U.J. Annales scientifiques d e  l'Uni- 

B. A. CO. Oversigt der Kongl. Dansk. 
Videnskabets Selskab. 1908; 1910. 

B. A.I.V. C. Bulletin de  l'Assemblée des  
Ingénieurs des Voies de Communica- 
tion, Petersburg 1906. 

B. A. T. M. Bull. d e  l'Association pour  l a  
Technique maritime, Paris 18. 

B.B.L.  Bolletino di Bibliografia e di 
Storia delle Scienze matematiche, Ge- 
nova 9-11. 

B. B. S.V. Uerichte der bohm. Naturfor- 
acher und Arzteversamml. P rag  4. 

B .B .S .W.  Bulletin of t h e  Bureau of 
Standards, Washington 5-6. 

B. C. Bolletino d i  Matematiche e d i  
Scienze fisiche e naturali, Bologne 9. 

B. C. M. S. Bulletin of the Calcutta Na th .  
Society, Calcutta 1. 

B.D.  Bulletin des Sciences Math., Pa r i s  
(2) 34. 

B. D . H .  Bolletino d i  Matematica, Bologna 
O ;  8-9. 

B. F.F. Ofversigt af Finska Vctenskaps 
Societetens F ~ r h a n d l i n ~ r ,  Helsing- 
h r s  51-62. 

B. G.L. Berichte der K. Sachs. Gesellsch. 
der Wissensch., Leipzig 59-61. 

B. O.W. Z. Baugewerkezeitung, Berlin 4 0  ; 
1909. 

R . H . J .  Berl.- u. Hüttenmiinniriches Jahr- - 

buch, ~ T e n  54. 
B. L C. Bulletin international de  1'Acad. 

des Sciences, Krakau 1907-1909. 
B. 1. E.K.V. Bulletin des internat. Eiseu- 

bahnkongeBverbandes, Bruxelles 2. 
B. 1. G. B. Bayriaches Industrie- und Ge- 

werbeblatt, Miinchen 4 2 ;  9 2 ;  1908  
bis 1909. 

versité, Jassy 6- 6.  
A.T. Annales de  la Faculté,  Toulouse 

(2) 9-10. 
A.T.P.B. Annales des Travaux pub- 

liquas de Belgique. Bruxelles 14. 66. 
A .  T. Z. Augsburger Techniker Zeitung, 

Augsburg 1909. 
A.U.U. Annales de  l'Université, Gré- 

noble 20-22 
A.U. L. Cniversitets Arslnift, Lund (2) 3. 
A.U.W. Annales de  l'Universitéimpériale, 

B.I .P .  Bull. internat. de l'hcad. des 
Sciences, P rag  11. 

B. 1. P. P. Bulletin de  1'Institnt poli-tech- 
nique, Petersburg 1-4; 7-13. 

B.1.11.A. Bulletin of t he  International 
Railway Association 1910. 

B. 1. T.Kh. Bulletin de  l'institut tochno- 
logiqiie, Kharkow 3. 

B.I.T.P. Bulletin de 1'Jnstitut de  Tech- 
nologie pratique, Petersburg 17. 

B.K.H.  Braunkohlo, Halle 8.  
Warscbau 1900-1901; 1904. B. K. S. Der Bau- und Kunstschlosser 11.  

A.V. A. Archief voor verzekeringsweten- ' B. L. Der Bauzeichner , Lübeck 1909  
schap, Amsterdam 9-10. 

A .V .X .  Allg. Vermesaungsnachrichten, 
Liebenwerda 18. 

A.W. Automobilwelt 1910 
A.Z.B.M. Allg. Zeitschr. f. Bierbrauerei 

und Malzfabrikation 1909. 
A.Z. M. Automobilzeitung, München 9. 
B.A.K. Bulletin de  1'Acad. Roy. des 

Sciences, des Lettres e t  des Beaux- 
arts, Bruxelles 1908-1910. 

big 1910. 
B.M. Bibliotheca mathematica (3) 8-10. 
B.M. A.M. Bulletin mensuel d e  1'Acad. 

des Sciences et Lettres, Montpellier 
1909-1911. 

B.Fi1.R. Der Baumeister, Berlin 7. 
B. M. E. Bulletin des Sciences math. e t  

phys. élémentaires, Peris 14-15. 
B.M.N. Math. u. Nat. Berichte aus  Un- 

garn,  Budapest 2 1 ;  24-23. 
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B.N.P.  Bolletino della ,,Matesisu, Pa- 
dova 2. 

B.M. S .  J. Berichte aus dem mat. Seminar, 
Jena  1906-1907. 

B.N. Building News 97-98. 
B.P.A. Beitrage zur Physik der freien 

At,mosphiire, StraBburg 3. 
B.P.T. Blattcr f. Post- n. Telegraphen- 

wesen 5. 
Br. C. Brick, Chicago 29. 
B.R.K. Ber,minnische Rundschau, Kat- 

towitz 3. 
B.S.A.B. Bulletin de l a  SociBté astro- 

nomique de  France 21. 
B. S. A. 1. Bolletino della Bocietà Aero- 

nautica Italiaria, Roma 5 ;  1909. 
B.S.B. Bulletin de l a  Soc. Scientifique, 

Bucuresci 18. 
B. S. B. A. Bulletin de l a  Soc. belge d'Astro- 

nomie, Bruxelles 14. 
B.S.C.P. Bulletin de  l a  Soc. chimique 

d e  France, Paris 4. 
B. S. P. P. Bulletin de  l a  Société française 

de Physique, Paris 1908-1909. 
B.S.I.C. Bulletin d e  la, Soc. des IngB- 

nieurs Civils de France, Paris (4) 6 ;  63. 
B.S.I.E. BuJIetin de  l a  Soc. internatio- 

nale des Electriciens, Paris 8 ;  1909. 
B.S.N. Bulletin de la Soc. des Scieilces, 

Neuchâtel 34; 36. 
B.S.S.M. Bull. de la Soc. impér. des 

bmateiirs des Sciences nat.. Moskau 13. 
B.S.P. Blil ter  f. d. ~ c h u l ~ r a x i s ,  Span- 

dau 1908. 
B. S.R. A. Bulletin de l e  Soc. Russe d'A- 

stronomie, Petersburg 12. 
B. S.R.M. Bulletin de la Soc. Russe de 

Minéralogie, Petersburg 44. 
E.S.V. Bulletin de la Soc. Vaudoise des 

Sciences naturelles, Lausanne (5) 45. 
B.T. B. Der Bohrtechniker, Berlin 1910. 
B. U. K. Nachrichten d. Universitiit Kiew 

1907-1910. 
B. U.V. Nachrichten d. Cniversitat War- 

schau 1906. 
B.W.B. Bauwclt, Berlin 1. 
1I.Z. B. Brennereizeitung, Bonn 25. 
B. Z.-H. Betonzeitung, Halle 1909. 
C. Casopis, Prag 38-40. 
C.A. Comprcssed Air Magazin, Kew York 

1909. 
C .A.A.  V e r d a ç m  der  K. Akad. van 

Wetennchappen, Amsterdam 16-19. 
C.A. C.E. Concrete and Construction En- 

ginecr, 4. 
C.A.N.Y. Compressed Air, NewYork1909. 
C. C.E.L. Concrete Construction Engineer, 

London 5. 
C. 1. S. Chauffage industriel sanitaire, 

P a ~ i s  3. 

C.M. O. Zentralblatt f.Mineralogie u.Geo- 
logie, S tu t tgar t  l9UY. 

C.M.Y.W. Comptes Rendus et Mémoires 
de  l a  Soc. des Naturalistes à 1'Cni- 
versité Warschau 14; 1904; 1906. 

C.M.N.Y. Cassiers Magazine, New York 
35-38; 1909. 

C.M.T.R. The Cycle and Motor Traders 
Review Y 6. 

C.N. The Chernical News, New York 98. 
CO. Cosmos, Paris 67-59. 
C.E. Comptes Rendus hebdomadaires 

des Séances de YAcad. des Sciences, 
Paris 145-151. 

Cr. Journal fiir reine und angew. Math., 
Berlin 133-136; 138. 

C. R. N. P. L. Collected llesearches of the 
National Physical Laboratory 3;  6. 

C. 11.11. Korrespondeuzblatt des Pi'atur- 
forschervereins, Riga 53. 

C.W.1. The Clay Worker, IndianapolisbO. 
C.Z. Chemikerzeitung, Coethen 32-33. 
D. B. H. Deutsche Uauhütte, Hannover 

1909. 
D. B. T. Der Bautechniker, 1 9 0 9  1910. 
1). F. S. Die E'ordertechnik, Berlin A ;  1909. 
1). 1. U. De Iugenieur, s'Gravenhage 1909. 
D.L. Die Lokomotive, mien 1909. 
D.M.B. Das Motorboot, Berlin 7; 1909. 
D. M. S. II. I)er Miihlen- 11. S~eicherbaii. 

Heidelberg 2. 
D. JI. 2. B. Deutsche Mühlenzeitun_o. Ber- -. 

lin 1910. 
D.P. B. Der Profanbau, I3erlin 1905. 
D. R. M. Der Radmarkt u. Xotorfahraeuge, 

25. 
D. T.B. Die Turbine. Berlin 12. 
D. 1'. Z. Deutsche  opf fer- u. Bieglerzeitg., 

Berlin 1909. 
D.T.  Z. B. Deutsche Technikerzeituno. 

Berlin 25-26; 1909. 
D.Y. M. Jahresbericht der Lleutschen l i a -  

thematik&verein., Leipeig 17-19. 
D.W.B. D m  Weltall, Berlin 10. 
D.W.Z. Deutsche Waffenzeitnng, 61ihl14. 
1LZ.R.  De Zee, Rotterdam 30. 
E.A. Electncal Age 1909. 
E. B.B.  Eisenbeton, Berlin 1909. 
E. II.U.31. Elektrische Kraftbetriebe nrid 

Bahuen, München 1909-1010. 
E. B. 1,. Eisenbau, Leipzig 1. 
E. B.R. Engineering and Building Re- 

cord, New York 57-61: 1909. 
E. C. The Engineer, Chicago 46. 
E. C. 1. Electrochemical Industry 6 ;  1909. 
E. C .  Z. Elektrocheniische Zeitschrift,Her- 

lin 16. 
E. Eg.L. Electrical Engineering, Lon- 

don 6. 
E. E.L. The Electrical Engineer, Lon- 

don 41-42; 44-41>; 1909. 
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Abhandlungsregioter 1909-1910. 1 09 

E.E.N. Energia electrica , Madrid 1909 H. E. D. Hemel en Dampkring, Amsterdam 
bis 1910, 1 1910. 

E.E.P. L3Etincelle électrique, Paris 16. 1 Ii. H. I'iansa, llamhurg 1909-1910. 
l? F. Electric Field 3. H.J. Horologital Journal 50 .  

1 H.L. Hochland 1909-1!)10. 1 U.N.C. Hmdelingen van Xederl. Natuur- 
en Geneeakund. Congres. Ideiden 12; 

- - 
E.J. Electrical Joiirnal 6 ;  1909-1910 
B,K.I. Eis- und K'ilieindustrie, Halle 9. 
g,L. Electricity, London 1909. 
E.M. L'Enseignement m a t h ,  Paris 10 

bis 12 
E.11.B. Elektrische u .  maschinelle Be- 

triebe, Berlin 1909. 
E. W.J. The Engineering and Xining 

Journal, New York 85 ; 88. 
E.I.L. Electrical Magaaine aud Erigi- 

neers Monthly, London. 
E.M.N. The Engineering Magazine, New 

York 38-39. 
E.P.R. Elektrotechnische und Polvtech- 

nische Rundmhau, Potsdam 25;- 1909. 
E.R. Electrical Eeview, London 12; 1909. 
E.R.C. Electrical Review and Western 

Engineer, Chicago 55; 5 7 ;  62;  65; 
67; 1909. 

E.11. J. Electrical Railway Journal, New 
York. 

E, R.L. Engineering Review London 18; 
19; 2 1 ;  27;  1909. 

E.R.Y.Y. Electrical Review. New York 
52-53. 

E.T.A. Elcktrotechuischer Anzeigcr, Ber- 
lin 25; 1909 -~10. 

E.T.K. Elektrisk Tidukrift , Kristiania 
1910. 

E, Z.U. Eisenzeitung, Berlin 30. 
F. Founriry, C l e d a n d  36. 
P.B L. E'raiienbildunw Leipzig 1908. 
E. D.T. E'aühzeitung ?hr Drechsler und 

Tischler 26. 
E. GI. K. Porsçhungserpebnisse aiif dcm 

Oebiet des Eisanbetons, Herlin 11. 
P.L. Flight, Loudun 2 ;  1910. 
P.N. Annales de la Yacult6, Marseille 13. 
p.S. Flugaport, Frankfurt 1309 -1910. 
6.R. Giornale d i  Matematiche , Napoli 
45-48. 

G.E. Gl;ickauf, Esaen 43. 
G.E.C. Grts Engine Cincinnati 11--12; 

1909-1910. 
6.B.ll. General Eiectric Jteview 1909. 
6.H. Glauhütte 40. 
6.JI.B. (Jacota matematica, Bucuresci 13 

bis 16. 
B.M.T. Ga';motorentechnik, Berlin 7 ;  9 

bis 1 0 ;  1909. 
G.O.P. Cas and Oil Pomer 5. 
4. R. 6r. Gcwerbl. ltundschau, Graz 1909. 
G.Z.B. GieBereizeitun~, Herlin 6 
B.A. The Horselcsbi Aga, New York 21 

bis 23 ;  25-26. 
A.B. Helios, Berlin 1909. 
B.B.X. Hochbaukuude 2. 

., . 
1907. 

H.T.R. Haustechni~che Rundscbau,Halle 
12 ;  14. 

K Y .  C. 1 landelirigen vanVlaawschNatiiur- 
eu  Geneeskund. Congres, Bruxelles 
1906-190!i. 

H.V.31. JIeating and Ventilatmion Maga- 
zine, New York 5;  7: 1909. 

H.Z.E. IIelios, Zeitschrift f. Elektrotcch- 
nik 1909-1910. 

1. A .  The hori Age, NewYork 81-85; 89. 
I.A.11. Illnstrierte acronautische Mittei- 

lungnn, Fjtrafiburg 1?--13 ; 1909-1910. 
1.C. L'lndustria cliiinica $5. 
1. C. T.R. Iron Coal Trades Review, Lon- 

don 79-80. 
I.E. II. 1:lumiuation Engineer, London 3; 

1909. 
1. E. N. Y. Illumination Engineer, New 

York 4. 
LE. P. L'Industrie Bleatrique, Paris 17;  

1 9 ;  1909. 
I .I .T.  L'Ingenicre igienista, Torino 1. 
1. K. Tng~niorcn, Kjiibenhavn 18. 
1.1,. Z. Illustrierle landwiltscliafll. Zei- 

tiine 29 
1. M. ET International Marine Engineering, 

New York 15;  1909. 
1. M. E.L. Internat. Marine Engineering. 

c > .  

London 14-15. 
I.T.C. F. L'Industrie des Tramways et  dea 

Chemins de Fer 4. 
1.Y.A. L'Industrie vélocipédiquc et auto- 

mobile, Paris 28-29. 
J.A.C.S. Journal of the American Che- 

mical Soclety, Easton 30. 
J .A . I< .S .  Journal of the Association of 

the  Engineering Societieu, Boetou 40; 
44;  1909. 

J . A . Y .  Journal d c  l'Agriculture pra- 
tique. Paris 1910. 

J .  A. S.31. E. Journal of the Smerican 
Soc. of Mechmical Eng inee r~  31-32. 

J.A. S. N. E. Journal of t h e  American Soc. 
of h'aval Engineers, Wa~h ing ton  20 ; 
22;  31; 1909, 

J.B.A. A. Journal of the British Astro- 
nomical Association, London 18. 

J. C. P. Journal de Chimie et  de  Physique, 
Paris 6. 

J. C.P. 8. Journal de Chimie physiqne, 
Genkve 1. , 

J. C. S. Journal of the Chernical Society, 
London 9 3 ;  95. 
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J. D. A.Y. Jahrbuch f. d. Deutsche Ar- 
mee u. Marine, Uerlin 1906-1907. 

J. D. T. Jahrbuch der drahtlosen Tele- 
graphie u. Telephonie, Gottingen 1-3. 

J.E.P. Journal de  l'$cale polytechnique, 
Paris (2) 11. 

.T. F. 1. Journal of the Franklin Institution, 
Philadelphia 165-169; 1909. 

J.F. P.C. Journal f. prakt. Chemic, Leip- 
zig (2) 79. 
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Schwingungen eines Hohlzylinders in einer zahen E'iiissigkeit. Von K. MENQEB. 113 

Drehende Schwingungen elnes Hohlzylinders in einer zahen 
Flüssigkeit. 

Von KARL MENGES in  Bremen. 

Einleitung. 

Wenn ein miflxiner Flüssigkeit gefüllter oder von ihr umgebener 
Rotationskorper um seine geometrische Achse schwingt, so übertriigt 
sich seine Bewegung infolge der inneren Reibung auch auf die Flüssig- 
keit; seine Schwingungen werdea daher gedümpft. Mit Scheibenl), 
Bohlsclieibenl), Kugelnl), Hohlkugeln') hat man solche Versuche viel- 
fach angestellt, um aus der Diimpfung, der Schwingungsdauer und den 
Dimensionen des Apparats den Reibungskoeffizienten der Plüssigkeit 
zu berechnen. Dagegen sind Zylinder kaum benützt worden. Sie ver- 
dienen aber gernde eine besondere Reachtung, weil sich fiir Sie die 
mathematische Theorie mit gr6Bter Strenge durchführen M t ,  wiihrend 
für alle anderen Formen des RotationskGrpers schon in den Grund- 

û u gleichungen die Glieder u - . . . vernachliissigt werden müssen, ohne a x 
da% man den EinfluB dieser Vernachlassigungen auf das Resultat 
beurteilen kann.8) 

Klemencic3) hat theoretisch die Dümpfung bestimmt, die ein 2112- 

endlich langer Zylinder erführt, wenn er in einer unendlich ausgedehnten, 
in der Unendlichkeit ruhenden Flüssigkeit um seine Achse schwingt. 
Margules4) hat die Theorie kurz skizziert für den Fall, daB ein un- 
endlich langer Hohlzylinder mit der Flüssigkeit gefüllt ist und drehende 
Schwingungen um seine Achse aiisführt. Rei endlicl~en Zylindern aber, 
die doch praktisch allein anpewandt werden konnen, gerat in der Cm- 

. gebung der Grundfliichen die E'lüssiçkeit in eine Bewegung, die mathe- 
matisch vollkorrmen zu beschreiben bis jetzt nicht gelungen ist. Dariri 
mag der Grund liegen, daB schwingende Zylinder so wenig zur Be- 
stimmung der inneren Reibung angewandt worden sind. 

Dem storenden EinfluB der Zylinder~nden kann man experimentell 
auf zwei verschiedene Arten begegnen. Alan kann ihn, wie Margules4)  

1) Literatur siehe W i n k e l m a n n s  Handbnch d. Physik; R. L a d e n b u r g ,  
Ann. d. Physik 27 (1908). 157. 

2) Vgl. K. Menges ,  Archiv der Mathematik nnd Physik 18 (1911). 

3) Klemencic ,  Sitzungsber. d. Ak. d. Wiss., Wien, Bd. 84 (2) (1SS2), S. 153. 
4) N a r g u l e s ,  Sitzungsber. d. Ak. d. Wiss., Wien, Bd. 83 (2) (1881), S. 592. 

Zeitschnft f. Mathemetik u. Physik. 60.  Uand. 1911. Hef t  Y .  8 
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114 Drehende Schwingungen eines Hohlzylinders in einer zahen Flüssigkeit, 

vorgeschlagen hat, ganz eliminieren, i d e m  man zwei Versuçhe kom- 
biniert, bei denen Schwinguugsdauer, Dekrement und Radien der 
Zylinder die gleichen Wei-te haben, wahrend die IIohen der Zylinder 
verschieden sind. Der EinfluB der Enden ist danu in beiden Versuchen 
der gleiche, da die Form der Bewegung die gleiche sein muB, und kann 
durch geeignete Subtraktion fortgeschafft werden. Dieges Verfahren 
ist aber offenbar experimentell nicht sehr einfach und ist auch noch 
nicht angewandt worden. Die andere Art besteht darin, daD man einen 
dünnwandigen Hohleylinder ohne Boden benützt, der mit dem offenen 
Ende bis eu einer gewissen H6he in die Flüssigkeit eintaucht. Nine 
mathematisch nicht streng faBbttre Bewegung tritt dabei nur noch an  

dern schmalen unteren Rand des Zylinders auf, und ihr EinfluB auf 
die Schwingungen des Zylinders konn daher nur gering sein. Die 
Versuche mit dieser Anordnung sind ebenso leicht ausführbar wie die 
einfachen C ou1 o m b  -Mey er  schen mit der schwingenden Scheibe und 
gewahren dabei aber doch drei groBe Vorteile: 1. Für  den wesentlichen 
Teil der Fliissigkeit kann die Theorie vollig streng entwickelt werden; 
2. Der nicht streng faBbare EinfluB des Zylinderrandes auf die Schwin- 
gungen kann beliebig klein gemacht werden, dadurch daB man die 
Flüssigkeitsh6h hinreichend groB macht; 3. c b e r  die Gr6Be dieses 
Einflusses 15Bt sich experirnentell unmittelbar ein Urteil gewinnen. 
Überdies kann man diesen EinfluB auch mathematisch mit guter An- 
niiherung bestimmen. E s  sol1 hier die Theorie der angegebenen Ver- 
suchsanordnung entwickelt werden. 

1. Theorie. 

Für  die Bewegung einer inkompressiblen, der Reibung unter- 
worfenen Flüssigkeit gelten die allgemeinen hydrodynamischen Glei- 
chungen: 

hierin bedeuten X, y, z die rechtwinkligen Koordinaten eines Punktes 
innerhalb der Flüssigkeit; u, v, zu die zur Zeit t in diesem Punkte vor- 
handenen Geschwindigkeitskomponenten nach den Koordinaten; X, 1 
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die Komponenten der KuBeren Kraft; p den Druck; a die Dichte und 
7 den Reibungskoeffizienten der Flüssigkeit. Als auBere Kraft soll nur 
die Schwere wirken, und die z-Achse sei vertikal nach unten gerichtet. 
Dann ist X = O, Y =  O, Z =  cig. 

Für unendlich lange Zylinder lassen sich die vorstehenden Glei- - 

chungen vdlig streng integrieren unter der Annahme, daB aile Flüssig- 
keitsteilchen sich in Kreisbogen bewegen, deren Mittelpunkte auf der 
Zylinderachse liegen und deren Ebenen senkrecht auf der Zylinderachse 
stehen und daB die Winkelgeechwindigkeit g, allein abhingt von der 
Entfernung Q von der Zylinderachse und von der Zeit t. Wahlt man 
die Zylinderachse zur z-Achse, so hat man nach der gemachten An- 
nahme in die hydrbdynamischen Gleichungen einzuführen: u = - yrp, . 
v = xy, w = O. Man erhalt für cp die Differentialgleichung: 

auBerdem hat q noch die Grenzbedingungcn zu erfüllen. 

Bei Anwendung endlicher Zylinder wird die Flüssigkeit unterhalb 
des Zylinders in anderer MTeise liewegt als die in gleicher H6he m i t  
ihm befindliche. Der untere Teil der Flüssigkeit wird den oberen in 
seiner Bewegung beeinflussen und dadurch auch auf die Schwingungen 
des Zylinders einwirken. Wenn man einen dünnwandigen Hohlzylinder 
ohne Boden benützt und die von der Flüssigkeit (innen und auBen) 
benetzte Rohe nicht zu klein nimmt, so wird der EinfluB des Zylinder- 
randes gering sein, und es wird geriügen, ihn in folgender Weise zu 
berück~ichtigen.~) 

Die durch den unteren, in der Flüssigkeit befindlichen Rand des 
Zylinders gehende Horizontalebene sei xy-Ebene, die Achse des Zylinders 
s-Achse und zwar positiv nach unten. Die ganze Flüssigkeit werde 
durch eine Schar von Zylinderflachon, dere; Achsen in  die z-Achse 
fallen, in unendlich dünne Schichten zerlegt; für z < O soll die Winkel- 
geschwindigkeit g, auf jeder dieser Schichten konstant sein, dagegen 
s o l  Sie sich iindern für z > 0. Eiiie jede solche Schicht, soweit sie 
sich in gleicher Hohe mit dem Zylinder befindet, schwingt also wie 
ein starrer Korper urn seine Achee. Man erhalt die Bewegungsgleichung 
dieser Schicht nach dem Satz: Triigheitsrnoment~Winkelbeschleuni- 
gung=Drchmoment. Das Drehmoment wird hervorgerufen durch die 
Reibungskriifte, die sich in den vier Grenzfkhen der Schicht ent- 
wickeln. Auf der inneren zylindrischen Grenzflache der Schicht ü b t  

1) Vgl. Die Theorie der schwingenden Schciben: O. E. Meyer, Ann. d. 
Physik 32 (1887) S. 642. 

8 * 
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116 Drehende Schwingungen eines Hohlzylinders in einer zahen Flüssigkeit. 

a die Reibnng dss Moment - 11 2 n H p 3  3 aus, suf der ZuBeren a Q 
+ 11 2 X H  [g3 2 + 6 (p") d auf beiden IIlPchen zusammen alau 

+ ~ Z ~ H [ Q ~  a: + 3 p s  21 dg; 

dabd bedeutet A die Rohe der Schicht, d. i. auch die Hohe, bis zu 
welcher der schwingende Zylinder von seinem unteren Itand aus von 
der Flüssigkeit benetzt wird. Auf der unteren RandBiiche der be- - 

trachteten Schicht wird das Reibungsrnoment 2nl iQ3dp erzeugt, 

Die Reibung, die die Schicht mit ihrer oberen Randflache an der Luft 
erfiihrt, vernachliissigen wir. Die Bewegungsgleichung der Schicht 
wird danach: 

Diese Gleichung unterscheidet sich von (1) nur durch die additive 

Gr6Be - am und geht in (1) über, wenn R unendlich p o B  wird. 
H (z)~).=,, 

Wiihrend fiir s < O angenommen wurde, daB eiiie Übertraguq 
von Bewegungsenergie dureh innere Reibung nur in horizontaler Rich- 
tung stattfindet, wollen wir für z 2 - O in erster Anniiherung annehmen, 
da6 dies nur in vertikaler Richtung geschieht. Danach liefern die 
allg. hydrodynamischen G1. für z > O folgende Differentialgleichiing 
für die Winkelgeschwindigkeit 9: 

(3) a'q -5 E !  = O, -- - 

2 9  7j a t  

wobei aber trotzdern hier rp auch noch gerniB (2) von p  abhiingen d l .  
Die Gleichungen (2) und (3) k6nnen integriert werden in der Form: 

wo m eine Konstante ist. Diese Integrale genügen ersichtlich der not. 
wendigen Bedingung, daB die Bewegung für a = O stetig bleibt. FÜI 
die Funktionen M& und N(4) liefern (3) und (2) die gewohnlichen 
Differentialgleichungen : 
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wenn zur Abkürzung 

gesetzt mird. 

G1. (5) hat das allgemeine Integral 

(8) LW(,, = A c o s p z  + B sinpz, 

wo A und B willkürliche Konstanten sind. Nennt man die Ent- 
fernung zwischen dem Zylinderrmd und dem Boden des GefiiBes, des 
die Versuchsflüssigkeit enthelt, c und nimmt an, daB die Blüssigkeit 
an diesem Boden haftet, so niuB, für z - c, g> bei jedem Wert von q 
und t verscliwinden, d. h. es rnuB sein 

(9) Acospc + U s i n p c  = O. 

Dadurüh wird aus (8) 
A sin p (c - z )  

) = - -  -. 
sinp e 

Mit Hilfe hiervon erhalt man die zur Bestimmung der Konvtanten p 
notige GroBe 

('9 -- pcotgpc.  O 

M d z  .=, 
Urn G1. (6) zu integrieren, transformieren wir sie zunachst durch 

die Substitution: 

(12) 

auf: 

d. i. eine Besselsche Differentialgleichung. Ihr  ailgemeines Intcgral ist 

wo JI und Y, die Besselschen Funktionen 1. Ordnung 1. und 2. Art 
sind, C und D Konstanten. Nach (12) erhalt man also: 

Für das Innere des schwingenden Zylinders muB D = O gesetzt werden, 
weil sonst die Bewegung für e = O unstetig würde. Irn übrigen k6nnen 
die Konstanten für das Innere und ~ u ~ e r e  des Zylinders zunachst wiU- 
kürlich gewahlt werden. Bezeichnet man den inneren Radius des 
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Zylinders mit R,, den iuBeren mit R,, so erhiilt man für die Grole cp 
aus (4), (IO), ( 1 4 )  folgende Übersicht: 

Zur Bestimmung der hier auftretenden Konstanten sind die Grenzbe- 
dingungen heranzuziehen. Nimmt man durchweg an, daB die Flüssig- 
keit an festen Korpern nicht gleitet, so muB sein: 

(16 )  ( ~ i ) ~ = %  = ( s P ~ ) ~  =R,  und ( ~ 2 ) ~  = R = 

wenn R der Radius des zylindrischen GefaBes ist, in dem der Versuch 
stattfindet. Aus (16 )  folgt mit Rücksicht auf (15) sofort, daB aiich 

(17) ( @ l ) e = ~ l  = (@Je'R. und ( B 2 ) @ = ~  = 0 
ist. Nach der ersten dieser Gleichungen muB man wohl annehmen, 
daB für die Flüssigkeit unter dem Zylinderrand gilt: 

(18 )  Z > O ,  & < @ < R , : q = ( P s = ( @ i ) e = ~ 1 = ( @ 2 ) e = & .  

Dies wird dadurch gerechtfertigt, daB RI und 3, sehr wenig von ein. 
ander verschieden angenommen werden. Bezeichnet Co eine neue Kan. 
stante, so gehen (15)  und (18) infolge von (16 )  über in: 

Jl (q Q )  

E s  handelt sich jetzt noch um die Bestimmung der Konstanten Co und m. 
Zu diesem Zweck muB die Bewegiing der Flüssigkeit verknüpft werden 
mit der des schmingenden Zylinders. Bezeichnet man mit w den Winkel, 
um den der Zylindcr zur Zeit t aus der Ruhelage abgelenkt ist, mit E 
des Triigheitsmoment des schwingenden Systems, mit z das wahrend 
des Versuchei herrrichende Torsionsmoment der Aufh'angung, mit IT', das 

(15) . 

Q < Rl:q = c p ,  - A .  C - e - " "  
l e 

für z<O 
C2. Jl ( ,Q)  +D2Y1(qp) e-ml'  

Q > R B : q  = qiz = A---- -  
e 

\ 

ain p (c - z )  
Q <  R , : q  = @, =ql---y 

sin pc 
für z > 0  sinp (c - z) 

Q > R,:y = @, = lp2. 
sinp c 
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Moment, das die Heibung der Flüssigkeit auf den Zylinder ausübt, 
mit WL dm Moment des Widerstandes der Luft und der Aufhingung, 
so wird die Bewegungsgleichung des Zylinders: 

Da die Blüssigkeit an dem Zylinder haften soll, so ist 

(21) { und folglich 

Da WL gegenübèr der vie1 gr6Beren Flüssigkeitsreibung nur die Be- 
deutung einer Korrektion hat, und es sich auBerdem nur urn langsame 
Schwingungen handelt, so kann man W,, proportional der Winkelge- 
schwindigkeit des Zylinders setzen: 

Die Konstante k muB experimentell bedimmt werden. Die Gr6Be WF wird: 

Bildet man nach (19) die Differentialyuotienten 8 %  3% llndbe- a e ' az  
nützt die Beziehungenl) : 

wobei J ,  und ITg die Besselschen Funktionen 1. und 2. Art von der 
Ordnung O sind, so folgt: 

1) Siehe: Gray  & M a t h e w s ,  A treatise on Bessel functions, S. 13ff. P. S c h a f -  
he i t l in ,  Die Theorie der Besselschen Fkt., Leipzig u. Berlin 1908, S. 16. 
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Mit Hilfe von (21), (22), (23), (24) liBt sich (20) überführen in: 

Diese Gleichung en thd t  die Konstante Co nicht; zur Rsstimmiing von 
(7, müBte ein bestimmter Bewegungszustand für eine bestimmte Zeit 
gegcben sein. Darauf soll indessen verzichtet werden, weil die mathe- 
matisçhe Durchführung erhebliçhe Schwierigkeiten bietet und anderer- 
seits keine praktische Bedeutung hat. Es sei also angenommen, da8 
zur Zeit der Beobachtung der EinfluB des ursprünglichen Bewegungs- 
zustandes auf die Schwingungen des Zylinders unmerklich geworden id. 
Dies muB durch die Konstanz des Dekrements in die Erscheinung treten. 
Es kommt jetzt ailes an auf die weitere Behandlung der Gleichung (23). 

Gleichung (23) nach m ailgemein aufzul6sen jst nnmoglich, da nz 

njcht nur explizite und algebraisch, sondern auch irnplizite in p und p 
und damit in  den Transzendenten J,, 4, Y,, Y,, cotg auftritt. Welcher 
Art die Losungen sind, M t  sich auch nicht einfach feststellen. Nun 
zeigt aber die Erfahrung, daB der Zylirider gediimpfte Schwingungen 
ausführt. Solche werden aber durch unseren Ansatz (21) nur dam 
dargesteilt, wenn m2, also auch rn komplex ist. Wir setzen daher: 

(26) m - a +  b i ,  

wo a und O reelle Konstanten sein sollen. Ilann ergibt (21), da0 a 
und b mit der Schwingungsdauer T und dem logarithrnischen Dekre- 
ment A der Schwingungen (Hin- u n d  Hergaug) des Zylinders durch die 
Gleichungen: 

(27) 
A 

a2 - b L  - 
X , a b = -  T 

verbunden sind. Lost man diese nach a und b auf, so folgt: 

Das Vorzeichcin der Wurzel sei positiv gewahlt. Wenn 1 klein und T 
gr06 ist, wird in guter Annaherung 

(29) '8 = b = i/;p 
Die Konstante p wird nach (7) und (26): 

-- - 

p = m 1 / + = ( o + b i ) ~ ~ ,  9 

wo wieder der positive Wurzelwert gelten sou. 
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Setzt man c so groB voraus, daB e , d. i. nahezu e T .  7, gegeri 

1 vernachliissigt werden darf, so, wird 

und deshalb nach (7) und (11): 
1 

q2 = p P  +&pi. 
IIieraus folgt weiter 

(31) 
i 

s = p + = ;  

1 
dabei wurden die Glieder von der GroBenordnung BpBEF gegen 1 ver- 

nachlasaigt. 

Die Besselschen Funktionen, von denen in (25) die Oter und ltar 
Ordnung vorkommen, sind in  Form von Reihen darstellbar, die nach 
steigenden Potenzen des Arguments fortschreiten. Für  die Werte des 
Arguments, die den beabsichtigten Versuchen entsprechen, konvergieren 
diese Heihen sehr langsam und sind deshalb für die flechnung aehr 
unbequem. Wir benützen deshalb die für diesen FaU recht vorteilhaften 
halbkopvergenten Entwickelungen ') : 

Dabei sind ,Lw, Yn(,) die Besselschen Funktionen erster und zweiter 
Art von der Ordnung n, und es kt: 

1> Siehe: Hankel, Die Zylinderfunktionen erster und zweiter Art. Math. 
Annalen 1 (1869), S. 494. - P. S c h a f h e i t l i n ,  Die Theorie der Besselschen 
Funktionen, Leipzig und Berlin 1908, S. 48. 
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Die unendlichen Reihen P und Q sind tatsachlich divergent, aber ,,jede 
von diesen hat den Charakter, daB, wenn man die Reihe an irgend 
eirier Stelle abbricht, ihr Wert von dein komplexen Werte, den sic 
darstellen 8011, nur um eine Gr6Be abweicht, deren Modul kleiner kt, 
als das nachstfolgende Glied.«l) - (32) setzt voraus, daB n und x reelle 
positive Teile haben. Dies triEt fur unsere Anwendungen zu infolge 

der vorhin gemaçhten Festsetzung, da6 für a und - die positiven 

Werte gelten sollen. 
vn 

Mit Benützung von (32) werden die in (23) auftretenden Gr6Ben: 

E s  sei jetzt R, und (R - R2) so groB voiausgesetzt, da6 man die ab- 

- 2 ( b i ' ; + & ) ) . ,  
soluten Betriige von ea'qS und eaiq 'R-R3,  d. h. die GrGBen e 

- 2 (b vT + &) (R-&) 
und e , gegen 1 vernachliissigen kann. Dann folgt 
aus (34) angeniihert: 

2 9 

3 . 5  3 . 5  
Kann man weiterhin wieder - - und - -  wmen  1 ver- 

~ ( 8 q R t ) t  2(8qR,)* - 
nachlassigen, so wird angeniihert 

Mit Reniitzung dieser Niherungswerte wird aus G1. (25): 

1) H. Hankel,  Math. A m .  1 (1869), S. 495. 
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Führt man in diese Gleichung die Werte für m , p ,  q ein, indem 
man dabei Rücksicht auf (28) nimmt, zerlegt dann das Gleichungs- 
polyuom in seinen reellen und seinen inlaginsren Bestandteil, setzt jeden, 
wie es sein muB, fiir sich Null, so erhalt man zwei Gleichungen, von 
denen die eine, nrelche z nicht enthült, lautet: 

d. i. eine quadratische Gleichung für 1/F, deren Koeffizienten aus Heo- 
bachtungen gewonnen werden konnen. Sie liefert f ü r  l/T einen posi- 
tiven und einen negativen Wert;  gemaB der oben gemachten Festsetzung 
ist nur der positive zuliissig. 

Die Vernachl5ssigungen, die bei Herleitung von (37) gemacht 
wurden, seien nochrnals zusrtnimengestellt: 

1) Der EinfluB des urspriinglichen Bewegungszustandes muB zur 
Zeit der Beobachtung unmerklich sein; dies kann an der Kogstanz 
des Dekrements erkannt werden; 

2) E s  wurden die Gr6Ben: 

1 
- - 

15 16  
sp"a" c(ayn7, i.(S*K,)P 

gegen 1 vernschl%ssigt. 
Es sei ausdrücklich benierkt, duo die reclinprischen Vernach- 

lasuipngen unter 2) der Gleichung (25) noch nicht anhaften. Auch 
kann G1. (23) auf dem eingeschlagenen Weg mit gr6Berer Genauigkeit 
behandelt werden; man braiicht uur mehr Glieder der auftretenden 
Reihenentwicklungen zu berücksichtigen. Für die meisten Pille aber 
wird G1. (37) rollkommen ausreichen. 

Zur  Bestimrnurig der Gr6Be k, die in (37) auftritt und den EinfiuB 
der Luft- und Drahtreibnng darstellt, beobachte man die Schwingungen 
des Apparats in Luft. Man kann auf diesen Fall die voi-stehende Ent- 
wicklung anwenden, obgleich die Luft keine inkonipressible Flüssigkeit 
i d  (vgl. L a d e n b u r g ,  Ann. d. Physik 27 (1908), S. 168). Bezeichnet 
man die auf die Luft bezüglichen Gr6Ben zur Unterscheidung von den 
entsprechenden auf die Versnchsflüssigkeit bezüglichen mit dem Index O, 
so gilt für die Schwingungen in der Luft entsprechend der G1. (37): 

Hieraus kann k bercchnet werden, wenn man G ,  und 7, kennt. 
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Das eingangs erwahnte Verfahmn zur Elimination des Einflusses 
der Zylinderenden 12Bt siçh statt mit gefüllten Hohlzylindern, die Mar-  
g u l e s  im Auge hatte, auch mit dem hier betrachteten Hohlzylinder 
ohne Boden ausführen; man hat sogar dabei den kleinen Vorteil, da0 
sich der zu eliminierende EinfluB nicht so weit in der Flüssigkeit er- 
streckt. Es moge hier noch kurz die Theorie für diesen Pal1 an- 
gegeben werden. Der obere Teil der Flüssigkeit bis zu einem gewissen 
Abstand h vom unteren Zylinderrand bewegt sich nach der für unend- 
lich lange Zylinder geltenden G1. (1). Die Winkelgeschwindigkeit in 
diesem Gebiet wird also durch die beiden ersten 61. (19) gegeben, 
wenn man dort überall p an die Stelle von q setzt. Die Bewegungs- 
gleichung des Zylinders wird (vgl. (20)): 

d Z w  (38) K d t j  = - zw + 2 7 ~ ~ 1 -  ~ ~ ( ~ 3 )  1 a e  R l f ~ ~ ( ~ ) & ] ( ~ - h ) + ~ f W ~ I  

wo E den nicht streng fafibaren EinfluB des Zylinderrandes darstellt. 
~ n d e r t  man jetzt K in KI, z in z,, H in Hl so, da6 Schwingungsdauer 
und D h p f u n g  ungeandert bleiben, so ist der storende EinfluB des Randes 
auch unverandert und die Rewegungsgleichung für den neuen Versuch id: 

wo die mit dem Index O versehenen Grofleu sich wieder auf die Luft 
beziehen. 

Durch Subtraktion folgt aus (38) und (39): 

und hieraus wieder die der Gleichung (25) entspreehende: 

+ (2  -ri) = 0.. 

Behandelt man diese Glcichung in der gleichen Weise 
BO erhalt man die (37) entsprechende: 
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II. Experimentelier Teil. 

1. Der Apparat. 

Zur Prüfung der vorstehenden Theorie und Restimmung von 
Reibungskoeffizienten w u d e n  Versuche mit zwei verschiedenen Zylindern 
angestellt. Dam wurden gezogene Messingrohren ohne Naht von etwa 
25 cm Lange genommen. Ihre Wandstiirke wurde mit einem Taster 
zu 0,15 cm bestimmt. Zur Ermittelung der 5uBeren Durchmesser 
wurden die Zylinder in horizontale Lage gebracht und je ein Kokon- 
faden mit angehangten Gewichten darübergelegt, die man in Wasser 
tauchen lieB, um pendelnde Bewegungen zu verhindern. Der Abstand 
der zu bciden Seiten eines jeden Zylinders herabhangenden Teile des 
Fadens wurde dann mit einem Horizontalkathetometer gemessen (vgl. 
Kohl rausch ,  Lehrb. d. prakt. Physik (9. Aufl.), S. 86). So ergab sich 
als Mittel aus Messungen an verschiedenen Stellen: 

für den kleinen Zylinder: RI - 3,342 cm, R, = 3,492 cm 

, ,, groBen ,, RI = 3,845 cm, A, = 3,995 cm. 

. Jeder Zylinder wurde an seinem oberen Ende mit einer starken ein- 
geschraubten Messingplatte verschlossen. Damit beim Eintauchen des 
Zylinders mit seinem unteren offenen Ende in die Versuchsfiüssigkeit 
der abgeschlossene Raum mit der freien Luft in Verbindung blieb, 
war die Deckplatte mit drei gleichen und um den Mit'telpunkt gleich- 
maBig verteilten Lochern versehen. In der Mitte der Deckplatte und 
senkrecht zu ihr war ein Messingstabchen von 1 cm Dicke und 17 cm 
Lange eingeschraubt. Damit es fest aufsaB, trug es unmittelbar über 
dem Gewinde einen Wulst. Das obere Ende des Stabchens war durch 
geeignete Einsagungen zu einem Doppelhaken ausgestaltet. Damit 
wurde der Zylinder in folgender Weise bifilnr aufgehangt. Ich benutzte 
den Torsionskopf, den sich Herr Prof. W. K 6 n i g  für seine Unter- 
suchungen mit schwingenden Kugeln hatte anfertigen lassen.') E r  
gesttlttet, durch ariderung deu oberen Dadenabstandes die Direktioris- 
kraft der Bifilaraufhingung bequem und innerhalb gewisser Grenzen 
beliebig zu andern. E r  war an dem oberen Ende eines vertikal ge- 
richteten weiten, starkwandigen Glasrohrs angekittet. Dieses Glasrohr 
war an zwei Stellen, von denen die cine unmittelbar unter der Platte 
des Torsionskopfes lag, mittels Filzfassung in - einen Holzrahmen fest- 
geklemmt, der seinerseits in einer Ecke des Zimmers durch zwei Trag- 

1) W. K ü n i g ,  Habilitationsschrift, Leipzig 1887. - Ann. d. PhYs. 32 (1887), 
S. 193. Beschreibung und Abbildung findet nich in diesen Arbeiten. 
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eisen an den Wanden gut befestigt war. Zur Aufhangung wurde 
Stahldraht von 0,26 mm Durchmesser benutzt. E r  wurde zuerst durch 
einen elektrischen Strom schwach geglüht und einige Wochen mit ge- 
eigneter Belastung unifilar aufgchëngt. Dann wurden die Enden des 
Drahtes unter Vermeidung einer erneuten Drillung an dem Torsions- 
kopf befestigt, sodaB eine frei herabhangende Drahtschlinge entstsnd, 
wie es Herr Prof. W. E o n i g  beschreibt. Unten lief der Draht um 
ein Rollchen von etwa 7 mm Durchmesser, das an seinem Umfang eine 
für den Draht gerade passende Rinne hatte. Das Rollchen saB fest 
auf einer 1 cm langen und 2 mm dicken Stahlachse, d b  zapfenartig an 
den beiden Seiten des Rollchens gleichweit herausragte. An diese 
Zapfen wurde der oben erwiihnte Doppelhaken eingehangt. Das Roll- 
chen fiillte den Zwischenraum zwischen den beiden Backen des Doppel- 
hakens gerade aus, und auBerdem war das schwingende System ver- 
hiiltnismaBig schwer, sodaB das Rollchen sich ohne seitliche Ver- 
schieburigen um seine Achse drehen und dabei seinen Zweck er- 
füllen konnte, die beiden Faden der BifilaraufhinPng gleichmZBig zu 
spannen. 

Um die Tragheit des schmingenden Systems zwischen gewissen 
Grenzen beliebig und meBbar regulieren zu k6nnen in ahnlich einfacher 
und bequemer Weise, wie dies der Konigsche Torsionskopf für die Direk- 
tionskraft ermoglicht, wurde folgende Einrichtung getroffen. (Vgl. Fig.) 
Ein zylindrisches Messingstück von etwa 4 cm Durchmesser und 2,4 cm 
Hohe hatte in der Mitte senkrecht zu seiner Achse eine passende 
Bohrung, durch die da8 Aufhiingestiibchen des Zylinders gerade hin- 
durchging. In der Fortsetzung seiner Achse trug das Messingstück 
nach beiden Seiten je eine 17 cm lange starke Prkisionsschraubenspindel 
aus Stahl. Zum besseren Halt dieser Spindeln wurde an das mittlere 
Messingstück nach jeder Seite ein die Spindel konzentrisch umgebendes 
dünnwandiges Messingrohr von 17 cru Lange und 4 cm Weite ange- 
schraubt und an deru freieii Ende mit einer eingeloteten dünnen 
Messingplatte verschlossen, in die die Spindel mitten eingelassen murde. 
Jede dieser R6hren mar jedoch auf ihrer Ober- und Unterseite bis nalie 
an ihre Enden soweit ausgeschnitten, dafi man an die Spindeln heran- 
konnte. Auf jeder Spindel saB ein zylindrisches Messingstück von 
2 cm H6he und 4 cm Durchmesser, das rangs seiner Achse ein passendes 
Muttergewinde zur ~ u f n a h m e  der Spindel hatte. Durch Ein- und Aus- 
schrauben dieser ,,LaufgewichteU konnte das Tragheitsmoment gebdert 
werden. Damit für jede Einstellung der Laufgewichte die Entfernung 
ihrer Mittelpunkte von der Ilrehachse des Systems leiçht angegeben 
werden konnte, wurde ~ ~ n i i c h s t  auf dem vorderen stehengebliebenen 
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Streifen der stützenden Messingrohren ein MillimetermaBstab eingeritzt. 
Auf der zylindrischen Plache der Laufgewichte waren moglichst in der 
Mitte eine rundumlaufende Markierungslinie und senkrecbt zu dieser 
100 Teilstriche leicht eingeritzt. Da  die Ganghohe der Leitspindeln 
1 mm betrug, konnte 
sonach die Einstellung 
der Laufgewichte an 
dem MaBstab bis nuf . 

Hundertelmillimeter 
sofort abgelesen wer- 
den. Danach wurde 
die ganze Vorrichtung 
auf dem Schlitten einer 
Teilmaschine so be- 
festigt, daB die Spindeln 
in der Verschiebungs- 
richtung des Schlittens 
standen und das fü r  
das Aufhiingestiibchen 
bestimmte Loch des 
Mittelstücks senkrecht 
zum Schlitten. Dieses 
Loch wurde mit einem 
zylindrischen Eisen- 
stabchen gerade aus- 
gefüllt , dessen obere 
Grundflache auf der 
Drehhank abgedreht - 

war und dadurch ihre 
Mittegut erkennenlieB. 
Die Laufgewichte wur- 
den auf bestimmte Teil- 
striche der MaBstabe 
in moglichst gleicher 
(nicht zu kleiner) Ent-  . 
fernung vom Mittelpunkt des Ganzen eingestellt. Darauf wurde der 
Schlitten der Teilmaschine verschoben und mittels ~ r o r n m e l a b l e s u n ~  a n  
der Mikrometerschraube nacheinander die Stellungen festgelegt, bei denen 
in einem an der ~ei lmkschine  befestigten, senkrecht znm Schlitten und ~ o n s t  
geeignet eingestellten Mikroskop durch das Fadenkreuz gingen 1) die 
au~ere ,  2) d e  innere Bandkante des einen Laufgewichtu, 3) die auf dern 
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128 Drehende Schwingungen eines Hohleylinders in einer ziihen Fliisaigkeit. 

Eisenstiibchcn erkennbare Mitte des Mittelstückes, 4) die innere, 5) die 
ZuBere iiandkante des anderen Laufgewichts. Aus diesen Beobachtungen 
lassen sich die Entfernungen zwischen der Drehachse und den Mittel- 
punkten der Laufgewichte für jene bestimmte Einstellung ermitteln. Durch 
die gleichen Beobachtungen bei verschiedenen anderen Einstellungen der 
haufgewichte ergab sich, daB die Ganghohe der Leitspindeln von 1 mm 
nirgends merklich abwich. Danach lieB sich fur jede Einstellung der 
Laufgewichte die Entfernung ihrer Mittelpunkte von der Drehachse 
leicht angeben. Es  ist noch bemerkenswert, daB die eingeritzten JIaB- 
s t ibe  nicht exskt zu sein brauchten, weil sie nur zum Zahlen der Um- 
drehungen der Laufgewichte dienten, und daB die Markierungslinien 
auf den Laufgewichteri nicht gerade in der Mitte zu verlaufen brauchten 
- Die Laufgewichte wurden auf ihre zylindrische Porm dadurch ge- 
prüft, daB ihre H6he an verschiedenen Stellen mit dem Spharometer 
und verschiedene Durchmesser beider Grundflachen auf der Teilmaschine 
gemessen wurden. Die Abweichungen der verschiedenen Werte über- 
schritten die Fehlergrenze nicht. Die Laufgewichte wurden als homogen 
angenommen, sodaB ihr Schwerpunkt in den Mittelpunkt fiel. Dann 
kam es, wie weiter unten ersichtlich wird, nur auf ihre Massc an; 
diese wurde auf der Wage zu 231,670 bzw. 231,600 g gefunden. Damit 

t- 5 - + 5 

der Apparat nach auBen stets die gleiche Form hatte und daher der 
Luftwiderstand in  gleicher Weise wirkte, wurde nach jeder Einstellung 
der Laufgewichte über die stützenden Messingrohren je eine passende 
dünne Aluminiumhülse stets in die gleiche Lage geschoben. 

Zur Befestigung der beschriebenen Vorrichtung zur Regulierung 
des Tragheitsmornents dienten zwei gleiche senkrecht m m  Aufhange- 
stabchen und zu den Leitspindeln stehende Klemmschrauben. Diese 
ragten noch etwa 3 cm aus dem mittleren Tragerstück heraus und 
trugen kleine zylindrische Me~singstiicke, mit denen durch Ein- nder 
Ausschrau1)cn etwaige gcringe unsymmetrische Stoffverteilung nach 
dieser Richtung ausgegliehen werden konnte. 

Für  die Versuchsfiüssigkeit war ein groBes Becherglas von 27 cm 
Rohe und 17 cm .Durchmesser bestimmt. E s  stand koaxial mit dem 
Zylinder auf einer aus der Wand vorspringenden Steinplatte. Der 
untere Rand des Zylinders war 4 cm vom Boden des GefaBes entfernt. 

Um die Schwingungen des Zylinders vor Storungen durch Luft- 
stromung zu schützen, schloB man den ganzen Apparat mit dem GefiiB, 
das die Versuchsflüssigkeit enthielt, in einen groBen zylindrischen Kasten 
aus Pappe ein. In  ein passendes Loch mitten im Deckel dieses Kastens 
war die den Torsionskopf tragende Glasrohre mit ihrem unteren Ende 
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eicgesetzt. Eine g r o h  Türe an der Vorderseite des Kastens gestattete 
den Zuç,zng zum Apparat. 

Die Beobachtung der Schwingungen erfolgte mit Fernrohr, Skala 
und Spiegel. Letzterer war mittels zweier etwas federnder Messing- 
bleçligriffe auf das Aufhangestabchen aufgesetzt. Der Pappekasten trug 
auf seiner Vorderseite in der Hohe des Spiegels ein kleines Glimmer- 
fenster. Die Skala war 240 cm vorn Spiegel entfernt. Da sie eben 
mar, mui'ten die Ablesungen auf Rogen reduziert werden. Dabei wurde 
beriicksichtigt, daB der Spiegel S cm von der Drehachse entfcrnt war. 

2. Die Beobachtungen. 

Vor den eigentlichen Beobachtungen wurde der Apparat sorgfaltig 
zentriert. Zu diesem Zweck war an das uxitere Eride des Aufhkige- 
stabchens, das für beide Zylinder benutzt aurde,  rioch unter dem Ge- 
winde eine Spitze angedreht. Auf diese Spitze wurde, nachdem der 
Zylinder mit Deckplatte abgeschraubt war, ein Fernrohr eingestellt. 
Sie muRte ruhen wiihrend der Schwingiingen des Apparats, wenn diese 
rein drehend waren. Der Zylinder mit Deckplatte konnte dann die 
Lage der Urehachse nicht beeinflussen. Die ursprünglichen Ablenkungen 
aus der Ruholage wurden dadurch bewirkt, da13 mit einem zu einer - 

Spitze ausgezogenen Glawohr auf die Vorrichtung zur Itegulieru~ig des 
Triigheitsmoments nahe a n  einem Ende im Sinne der Drehung geblasen 
nurde. Es genügtc ein schwacher Luftstrom, da der Hebelarm groB war. 
S~itliehe Pendelungen lionntrn dabei nicht merklich eintreten, da das 
schwingende System verhiiltnismiiBig schwer war. Bei den Beobachtungeii 
wiirdcn die Umkehrpunlite abgelesen und mit Hilfe einer elektrisch ge- 
triebenen Sekundenubr die Durchgaugszeiten durch die Ruhelage bestirnmt. 

Zur Bestimmung von Schwinpngsdauer und Diimpfung der in 
Luft ausgeführten Schwingungen aurden jrilesmal mehrere Hundert 
Schwingungen benutzt, und zwar wurden bei jedem Versuch in nahe 
gleichen Zeitabstanden 4 Reobachtungssatze mit je 6 Durchgangszciten 
und Umkehrpunkten gemacht. Aus dem ersten uild dritten, aus dem 
zweiten und vierten wurden Sçhwiqungsdauer und Dekrement a b g e  
leitet, dann die Mittel genommen (vgl. K o h l r a u s c h ,  Lehrb. d. prakt. 
Physik). Der Direktionskraft der Aufhiingung murden durch Anderung 
des oberen Fadenabstandes beim kleinen Zylinder drei, bei dem groBen 
zwei verschiedene Werte gegeben. Jedesmal wurden bei unverandertein 
Fadenabstand zwei Versuche angesteilt: der Schwerpunkt der Lauf- 
gewichte war das eine Mal 3 cm und das andere Mal 15 cm von der 
Drehachse entfernt. J e  zwei so zusâmmengehbrige Versuche, die eirizeln 
auch zur Berechnung von h. nach (37a) benutzt wurden, clienten in 

Zeitichrift f. Mathemat~k u. Phgsik. 60. Band. 1911. Heft 2. 3 
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folgender Weise zur Bestimmiing des Triigheit~moments. Ka sei da8 
Tragheitsmornent des schwingcnden Systems fü r  den Fall, daB die 
Schwerpunkte der Laufgewichte von der Dreliachse die Entfernung a 
h:lberi. Darin ist naeh eineni bekannten Satz: 

hlcz = Ko + m . a 3 ,  

wo nz = 463,32 g die Masse beider Laufgewichte zusaiilrnen ist und 
Ko das Sragheitsmornent für den gedachten Fa11 darstellt, daB die 
Schwerpunkte der Laufgewichte auf der Drehachse liegen. Für die 
beiden Falle a = a, und a = a, ergeben sich die Schmingungsdauern: 

wenn z die in beiden Fillen gleiche Direktionskraft i d .  Durch Elimi- 

1st hiernach Ko bestimmt, so kann man nach obiger Gleichung 
aus m und a das Triigheitsrnoruent für jede Einstellung der Lauf- 
gewichte berechnen. 

Die Beobaclitungen der Schwingungen in Luft mi t  den aus ihnen 
berechneteri Werten von Eo seien hier zusaininengestellt: 

T a b e l l e  1. 

Brigg. log. Dekr. 1 Daucr 

der einfachen Schwingung sec 

1. K l e i n e r  Zylinder. 
070010667 1 0,0007451 

3,O 13,1 1 0,0009021 

15,O 1 12,7 1 0,0003319 
3,O 13,4 0,0008 522 

15,O 13,2 0,0004712 

2. BroBer Zylinder. 
3,0 1 12,9 0,0001 104 

0,0007 714 

Die Mittelwerte 
K, - 73 915 cmag für den kleinen Zylinder 

und Xo = 7 8  743 cm2g ,, ,, groBen ,, 
wurden den weiteren Reclinungen zugrunde gelegt. 
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Die angegebene Ternperatur ist die mitt,lere wiihrend des S r s u c h s  
in dem Pappekasten herrschende Ternperatur der T'uft. Das heniitzte 
Thermometer war in Fünftelgrade eingeteilt und mit einem von der 
Reichsanstalt geprüften verglichen. Bei spiiterer Wiederholung einzelner 
Versuclie ergaben sich innerhalb der Fehlergrenzen die gleichen Werte 
für die Schwingungsdauer und das Dekremerit. 

Es wurden Versuche mit destiiliertem Wasser angesteilt. Das 
Wasser'filtrierte ich vor den Versuchen, um es von Staubteilchen zu 
befreien; mit einer MTasserstrahlluftpumpe wurde die absorbierte Loft 
herausgesaugt. Dann wurde es mit  einem Saugheber in das Becher- 
glas eingefüllt und dabei besonders darauf geachtet, daB sich keine 
Luftblischen a n  dem Zylinder bildeten. I n  den oriontierenden Vor- 
versuchen blieb einmal dasselbe VITasser mehrere Tage im Versuchs- 
gefiB stJehen; an jedem Tag wurde das Dekrement gemessen. Am 2. 
und 3. Tag stieg es ruerklich an und zwar mit wacfisender Zeit rascher 
und erreichte am 4. Tag  den 40fachen Betrag von dem am ersten. 
Der Grund f ü r  diese Erscheinung ist jedenfalls die Bildung einer be- 
sonders zahen Oberfla~henschicht.~) Ob eine besondere Oberflachen- 
xiihigkeit sofort beim Entstehen der Oberflsche vorha,nden ist, 1iiBt 
sich so einfach nicht entscheiden. Aber ich habe mich durch wieder- 
holte Versuche überzeugt, daB innerhalb der ersten drei Stunden nach 
Bildung der freien Oberflaclie keine inerkliche ~ n d e r u n ~  des Dekrements 
ststtfindet. Damit nian jedesmal unter denselben Bedingungen arbeitete, 
wurde das Wasser zu jedem Versuch in der angegebenen Weise be- 
ha,ndelt und frisch eingefiilit; aiiBerdem wurde spiit,estens eine halbe 
Stunde nach dem ~ i n f ü l l e n  des Wassers mit den Ablemngen be- 
gonnen. Es  wurde nimlich gewai-tet, bis die Ternperatur sich aus- 
geglicheri hatte und etwaige seitliche Bewegungen des Zylinders, die 
sich sehr vie1 rascher dampfen als die drehenden, unmerklich geworden 
waren. Die Ablesungen murden genau so vorgenommen wie bei den 
Versuchen in Luft. Es konnten etwa 40 Sehwingungen beobachtet 
wrden. Zur Ermittlung des log. Dekremcnts wurden zumeist der 1. 
und 21. Bogen, der 2. und 22. usw., kombiniert; aus den Ergebnissen 
wurde dann das Mittel genommen. Die Temperatur des Wassers wurde 
var und nach jedem Versuch geniessen und stets gleich gefunden. Die 
Hohe H, bis zu der der Zylinder ins Wasser eintauchte, wurde mi t  
einem Kathetometer gemessen. Dabei wurde das GefaB mit  einer Glüh- 
lampe kraftig beleuchtet. Diese Messung wurde stets nmh den Versuchen 
vorgenommen. Die Beobachtungen seien hier wieder zusammengesteilt: 

l j  K. S c h ü t t ,  Ann. d. Physik (4) 13 (1909) S. 719. 
9 
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s 

T a b e l l c  II. 
p~ ~ ~ 

Oberer 1 Brigg. log. Dekr. 1 Dauer 
1: 

der ~.infachenSchwingiing 
-- 

1. K l e i n e r  Zylinder. 

0,018080 1 19,219 
'15:U ' 0,010488 i 28,879 

3,0 ) 12,2 0,016 659 14,714 
15.0 11.7 0,0086677 22,116 
3,0 11,7 0,014773 12,374 

15,O 1 11,8 0,0082473 1 18,606 

- - pp -- - 

reduz. auf 12,0°  

19,87 0,01230 
20,83 -1 263 
19,58 1268  
20,27 , 1238 
20,21 1247 
20,75 1236 

2. GroBer Zylinder. 

7 
8 
9 

Die in der letzten Spalte dieser Tabelle enthaltenen Reibungs- 
koeffizienten wurden aus je zwei gleiclinumerierten Versuchen der 
Tabellen 1 und II nach den Gleichiingen (37) und (37a) berechnet 
Dabei ist zu beachten, da6 die in den Gleichungen auftretenden Gr65en 
T und d bzw. 10 und ilo die Dauer und das natürliche log. Dekrement 
der vollen Schwingung (Hin- und Hergang) darsteilen. Diese Dekre- 
mente folgen aus den angeführten B r i  g g s  schen log. Dekrementen 
durch Multiplikatiou mit 4,605. Auf die Temperaturunlerschiede der 
Luft murde keine Rücksicht genommen; es wurde durchweg G,  = 0,0012, 
q0 = 0,00018 gesetzt. Dies ist vollkommen unbedenklich, da die mit 
6, und 77, behafteten Glieder in (37n) nur einige Prozente des Wertes 
k ausrnachen und überdies wieder die GroBe 7c nur die Bedeutung einer 
Korrektion hat. Zur Reduktion au€ die mittlere Temperatur 12O bzw 
13O wurde der Temperaturgang f ü r  71 einer in K o h l r a u s c h s  prakt. 
Physik gegebencn Tabelle entnoinmcn. 

Die erhaltenen Iieibungskoeffizienten stimmen untereinander recht 
gui. überein. Da alle Bestirnruungsstücke des Apparats geande1-t 
worden sind, so stellen die Versuche eine gute Bestatigung der Theorie, 
insbesondere der Gleichung (37) dar. 

In  der folgenden Tabelle m6gen die mit den beiden Zylindern er- 
haltenen Mittelwerte für  q verglichen werden mit den Ergebnissen anderer 
Methoden zur Bestimmung des Reibungskoeffizienten. Die Werte sind 
notigenfalls auf die Temporatur 12O reduziert worden mit Hilfe der aus den 

reduz. auf 13,0D 

20 89 0,01218 
20148 ' 0,01211 

0,5 
0,5 
1,O 1 20,58 1 20,Ol 

3,O' 13,4 1 0,025847 19,343 
15,0/13,2( 0,0143713 1 28,648 
3,Oi 12,9 , 0,022472 1 14,787 

10 / 1,0 
1220 
1229. l5,O 13,O 0,01225G 1 21,811 
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Poiseuilleschen Versuchen1) entnommenen Formel für den Temperatur- 
gang: = ?la P. 

1 $ 0 ; 0 3 3 6 7 ! 1 3 t  $ O,OUO2209936 t y  

T a b e l l e  III. 

Beobachter Reibungskoeff. des Wassers 1 Mothode 1 bei 12 

0,01239 

0,01228 

0,01265 

Poiseuillei)  (1846) . , . 1 StrGmung durch 

R. Ladenburg4)  (1908) . Schwingung einer 
1 Hohlkugel 1 0,01242 

K. Mütze15) (1891) . . . Schwingung eincr 
1 Hohlscheibe 0,01244 

K. Menges (1910) . . . Schwingungeinev i 

( '  
0,01237 

Hohlzylinders i 0,01253 
nie  ~bereinstimmung ist recht befriedigend, wenn auch hervorgehoben 

werden muB, daB alle durch Schwingungsbeobachtungen gefundenen Werte 
ein wenig h6hcr liegen, als die durch Ausfiufiversuche gewonnenen. 

Da man an dem Apparat Direktionskraft und Triigheitsmomeiit 
einzeln variieren konnte, so lieB sich mit ihrn auch das Margulessclle 
Verfahren zur Elimination der storenden Einflüsse durchführen. Es  
mrde zuerst bei der kleinen Wasserhohe II; und dem kleinen Triigheits- 
moment KI die Schwingungsdauer T und das Dekrement A gemessen. 
Dann wurde Wasser aufgefüllt bis zur Hohe H. Damit min, wie es 
in der 'I'hearie vorausgesctzt wurde, Schwingungsdaucr und Dckrement 
wieder die werte T bzw. Â. erhielten, muBte das Triigheihmoment und 
gleichzeitig entsprechend die Direktionskraft bis zu eineui bestimmteii 
Betrag vergrGBert werden. Der so zu ermittelnde Wert des Tragheits- 
moments ist die in  G1. (41) auftretende, also für die Rechnung notige 
GroBe K. Da es zu langwierig gswesen ware, die genau richtige Einstellung 
der Laufgewichte und des obcren Fadenabstands durch fortgesetztes 
Probieren ausfindig zu machen, wurde nacheinandcr bci 4 verschiedenen 
Eiristellungen beobaçhtet, die von der genauen nur wenig abwichen. 

1) P o i s e u i l l e ,  F m .  de 1'Inst. 9 ( 1 8 4 6 ) ;  Compt. rend. 15 ( 1842 ) .  
2) T h o r p e  u. R o d g e r ,  Phil. Trans. 185 ( 1894 ) .  
3) W .  Konig ,  Habilitationsschrift, Leipzig 1887; A m .  d. P h y ~ k  32  (1887). 
4) R. L a d e n b u r g ,  Ann. d. P h p i k  27 (1908) .  
5) K .  M ü t z e l ,  Ann. d. P h p i k  43  [1891). 

Thorpe u. Rodgera )  (1894) 
Kapillaren 

Stromung durch 
Kapillaren 

W. K6nigs) (1887) . . .Schwingung einer 
Vollkugel 
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Ki, Tt, Ili (i = 1, 2, 3, 4) seien die xusammengeh6rigen Werte des Trlig- 
heitsmoments, der Schwingungsdauer und des Dekremcnts bei cinem 
dieser 4 Versuche; es gruppieren ~ i c h  also die Werte Ki eng nm den 
gesuchten Wert K und die Werte Ti, Ai urn die bekannteri Werte 1' 
bzw. I .  Vernachlassigt mari nun in 61. (37), dereu Gültigkeit dureh 
die obigen Versuche beaiesen ist, das erste Glied und das Glied l;, 
welche beide nur eine untergeordnete Rolle spielen, und setzt ferner 

fiir n und h die Niihernngswerte 1 / ~ ,  so orkennt nian, daB die Gr;&: 

Tragheitsmoinent mal log. Llekremeiit dividiert durch die Wurzel au8 
der Schwil ig~n~sdauer  h i  unreriiriderter Wasserhohe nahezu konstaiit 

. K.I. Ki.Ai 
bleiben muB. In  unserern Falle muB also sein: - = - - Aus 

i/I; i/T 
Ki ia, 

den 4 Versuchen erhiilt man 4 Werte (i = 1, 2, 3, 4), die gleich 
l' T% 

sein rniiBten, aber infolge von Beohachtungsfehlern ein weriig verschieden 
M .  1 / ~ -  

sind. Man bilde den Mit,telwert 34 und hat dann K = Ein 

irgendwie erheblicher Fehler ist dabei niclit moglich, da die beobachteten 
GroBen in den 4 Versuchen nnr wenig voneinander abweichen und es - 

sich nur un1 eine lnterpolation handelt. - 
Es wurde Sorge getragen, daB die Ternperatur des Wassers stets die- 

selbe war. Die Flasche, die das Wasser enthielt, stand in dem Pappekasten. 
Die Wasserhohen H u n d  BI wurden xuch hier erst nach den entsprechenden 
Beobachtungen gemessen. Der Reibungskoeffizient wurde aus denVersuchs- 
ergebnissen nach Gleichung (41) berechnet. Die Zahlen mogen hier zu- 

sammengesteilt werden: 
T a b e l l e  IV. 

- ~ -p -- - ~ 

Wasserhohe a 1 Brigg. log. Dekr. Dauer Tenip. 
cm cm 1 der eirifacheri Schwingung 

-- -- -- 

1. K l e i n e r  Z y l i n d e r .  

0,0088402 
0,0088860 
0,008913 
0,008732 
0,008766 

B e r  Zyl inder .  
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Von den so erhaltenen Werten fiir den Reibungskoeffizienten des 
Wassers stinunt der eine mit den auf andere Art berechneten Werten 
vollltommen überein; der zweite ist ein klein wenig niedriger ausgefallen. 

1. Es wurde die Theorie eines in einer ziihen Flüssigkeit um seine 
Achse schwingenden dünnmandigen Hohlzylinders aus den hydrodyna- 
inischeii Grundgleichungen entwickelt und dabei der EinfluB des Zylinder- 
raudes angenihert berücksichtigt. 

2. Die Theorie murde durch Vorsuchc mit Wasser geprüft und 
bestiitigt (Tabelle II). ( 

3. Es wiirden Versuche mit Wasser nach dem von M a r g u l e s  vor- 
geschlagenen Knrnbinationsverfahren angesteilt (Tabelle IV). 

4. Die aus den beiden Aiten von Versuclien berechneten lteibungs- 
koeffizienten des Wassers stimmen mit den nach anderen Methoden ge- 
fundenen Werten überein (Tabelle III). 

Die Verwendung von Zylindern von der benutzten Form zu 
Scl.iwingungsversuchen in zahen Fliissigkeiten gewiihrt den besonderen 
Vorteil, da8 dic mathematische Theorie für den weitaus wesentlichsten 
Teil der Flüssigkeit streng durchgeführt werden kann. Das M a r g u l e  ssche 
Verfahren der Kombination zweier Versuch mit einem sçhwingenden 
Zylinder ist sogar theoretisch vollkommen streng und in dieser Hinsicht 
der DurchfluBmethode an die Seite zu stellen. Die eingangs erwiihnten 
Versuclie mit sehwingeuden Scheiben, Hohlscheiben, Kugeln, Hohlkugeln, 
die bisher allein vorlagen, leiden dagegen alle an dem Übelstaiid, da0 
kein einziger Teil der Flüssigkeitsbewegung mit den strengen Grund- 
gleicliungen in Beziehung gesetzt werden kann, da von vornherein die 

a u  Glieder u - - usw. vernachlasriigt werden müssen. Diese Veriiach- a z 

lissigung erscheint nur deshalb als gerechtfertigt, weil die Ergebnisse 
der Versuche untereinander und auch mit den Ergehnissen der Durch- 
fluBve~suche übereinstimmen, die ihrerseits theoretisch streng behandelt 
w~rden konnen. Die vorliegendcn Versuche mit schwingenden Zylindern 
whlieBen aber jetzt eine unmittelbarere Rechtfertigung fiir diese Ver- 
nachlissigung in sich, weil sie zu denselben Werten des Iteibungs- 
koeffizienten führen wie die Versuche mit deri anders geformten schwiri- 
genden Rotationsktjrpern. 

Als praktisches Verfahren zur Bestinimung der inneren Reibung 
k6nnen die Versuche mit schwingenden Zylindern sich ebenso wenig 
mit den DurchfluBversuchcn messen wie die anderen Schwingungs- 
~ersuche: sie sind nicht s o  bequem und rasdi auszuführen, bedeutend 
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umstandlicher zu herechnen und erfordern vie1 gr6Bere Fliissiglieits- 
mengen. , 

Die vorliegende Arbeit ist erwachsen aus einer andern,' in d ~ r  ic3 
eine von der philosophischen Fakultat in GieBen gestellte Preisaufgabe 
behandelte und die von der Fakultat am 1. Juli 1909 mit deni aka- 
demischen Preis gekront wurde. Die Versuche wurden im physikalischen 
Institut der Universitiit GieBen ausgeführt unter der Leitung von H ~ r m  
Professor Dr. W. K o n i g ,  dem ich für vielfache Forderung und Uiiter- 
stützung auch hier meincn besten Dank ausspreche. 

Technische Anwendungen eines allgemeinen Satzes 
über erzwungene Schwingungen. 

Vou R. MAL~ISTRON in Helsingfors, Finnlnnd 

Es sei gcgeben ein System, welches um eine Gleichgewichtslage 
ungedampfte Schwingungen beschreiben knnn. Wenn auf eine Koordi- 
nat'e dieses Systems eine harmonische auBere Kraft wirkt, deren Periode 
gleich ist einer der Eigenschwingungsperioden des Systeins bei Koristant- 
haltung derselben Koordinate, so wird die erzwungene Schmiiigung 
dieser Koordinate = 0.') 

Die Richtigkeit des Satzes k'ann man sich ohne Beweis folgender- 
maBen klar machen. Wenn bei Besthaltung einer Koordinate das Systern 
in Schwingungen versetzt wird, so ist zur Festhaltung dieser Koordi- 
nate eine Kraft notig, welche die durch die Schwingungen herroige- 
rufenen inneren h-rafte aufhebt. Wenn umgekehrt auf dieselhe Ko- 
ordinate eine ZuBere harmonische Kraft a i rkt ,  dcren Frcquenz mit einer 
dieeer Eigenschwingungen übereinstimmt, so  wird die Kraft durch die 
inneren Kriifte des Systems aufgehoben, und die erzwungene Schwingung 
der Koordinate wird = 0. 

Zu dieseni Satze sollen jetzt einige Beispiele, betreffend Torsions- 
schwingungen in  Maschinenwellen, gegeben werden. 

Brstes Beispiel. Ein elektrischer Generator werde von einer Dauipf- 
maschine oder einem Gasmotor getrieben. Zur Untersuchung der Sch~in- 
gungen konnen wir ganz von der gleichftirinigen Rotationsbe~egung 
absehen. Die auf die Knrbel wirkende Kraft nehmen wir als rein har- 
monisch an, vernachliissigen also die hoheren Harmonischcn. SchlieBlicli 
- 

1) Dieser Satz ist eiri Spezialfall eines noch allgemeinereu Satzes, der Lei 
R o u t h ,  Dynamik der Systeme ~ t a r r e r  Korper, Bd. II 5 317, be\\*iesen ist. 
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sei noch in diosem Beispiel angenommen, daB der Generator sich so 
nahe der Kurbel befindet, daB beide zusammen als ein starres System 
betrachtet werden konnen. Um noch die ~echnuriben zu vereinfachen 
uud die Resultate deutlicher hervortreten zu lassen, vernachliissigen wir 
die Masse der Wellen. E s  bezeichnen dann 

KI das Tragheitsmoment von Kurbel und Dynainoanker, 

Kx 7, 17 des Schwungrades, 
D,, das Torsionsrnoment der Wellc für den Winkel 1, 
X s i n v  t das Moment der 5uBeren Kraft, wo v ein Vielfaehes der 

Winkelgeschwindigkeit ist, 
y, und rpa die Winkelabweichungen von Kurbel (bzw. Generator) 

und Schwungrad. 

Die Differentialgleichungen der Bewegung lauten 

Zur Ermittelung der erzwungenen Schwingungen schreiben wir 

rp, - a, sin v t, rp, = a, sin v t 
und erhalten 

al (Dl2 - + "2% = m 

- ui Bi2 + a, (Dl, - K, v2) = 0. 

Die Amplituden der erzwungenen Schwingungen von KI und E, werden 

so sind v, und va die Prequenzen der Eigenschwingungen des Systems 
1 

bei Konstanthaltung von rp2 bzw. rpl; 1/D,,(& + a )  ist wieder die 

Prcquenz dm Eigenschwingung, wenn rp, und rp, veriinderlich sind. 
Mit diesen Bezeichnungen erhalten wir 
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Wird nun die Welle und das Schwungrad so konstruiert, da8 

v: = Y? 

ist, so erhalten die Schwingungsamplituden folgende Werte: 

Dm also den Unglcichf6rmigkeitsgrad = O zu machen, hat man bei Be- 
rechnung von Weile und Schwungrad folgendermaaen zu verfahren. 
a, ist der Torsionswinkel der Welle. Macht nian die Berechnung auf 
Deformatiori, so darf diese nicht @Ber sein als ein festgestellter Winkel. 
Die Welle wird d a m  berechnet nach der Formel 

[Auf das Minuazeichen koinmt es nicht an. Es bedeutet nur, daB die 
Phase dcr Schwingung von K, derjenigen der Kraft entgegengesetzt id.] 

Die Welle wird also nach der gewohnlichen statischen Nethode 
bestimmt, als ob an Steile des Schwungrades eine Riemenscheibe sich 

nr 
befande. Selbstverstiindlich darf aber Dl, > - gemacht werden. 

a, 

Jetzt mird das Triigheitsmoment des Schwungrades so berechnet, da5 

ist. Bei dieser Berechnung des Schwungrades wird die von der Perio- 
dizitit der 5uBeren Kraft herrühreride kiuetisclie Energie ganz auf das 
Schwungrad ühergeführt, wahrend Kurbel und Dynamoanlier sich gleich- 
f6rmig drehen. 

Hier sei aber gleich eine Bemerkung geinacht. E s  hat den An- 
schein, als ob die Starke der Welle und die GroBe des Scliwungrades 

keine Roile spielen würde, wenn nur das Verhÿltnis Di' = va i s t  Da6 
K, 

dies nicht der Fall ist, sieht man, wenn man den v ~ i l s t i n d i ~ e n  dus- 
druck fiir a, betrachtet. Dieser kann geschrieben weiden 

Damit a, = O oder jedeiifaiis sehr klein werden kann, mu8 Pt' p B  
Dl, 

ri, 
sein im Verhiltnis zu A-- - va. Man darf also nicht Dl, beliebig 

klein machen. 
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Es sei noch betont, daB hier kein Feii von Resonanz vorlicgt. 
Resonanz entsteht, wenn v = der Frequenz der Eigenschwingung des 
ganzen Systems ist. Also 

In diesem Falle werden in der Tat sowohl al mie a ,  unendlich. Hier- 

aus geht auch herror, da8 D" iiicht klein sein dîrf  im Verhiiltnis zu 

Dg. Denn sanst lie& dio beidcn Frequenzquadrîte und Di1l+ 
E;, K% KI 

su nahe aneinander, da8 bei einer kleinen Abaeichung der Tourenzahl 
von ihrer normalen GroBe Resonanz entstelien kann. Es muB also über- 
haupt, damit der Ungleichformigkeitsgrad .= O gemacht werden kann, 
K2 groB sein im Verhaltnis zil KI. 

SchlieBlich sei noch erakihnt, daB man durch Anbringen eines 
zweiten Schwungrades auf der anderen Seite eine Schwingung von an- 
derer Periode beseitigen kann. 

Zmeiles Ueispiel. Als zweitev Beispiel nehmen wir denselben Fail 
wie vorhin, mit dem Unterschied, daB der zwischen Kurbel und Dyriamo- 
anker befindliche Teil der Welle nicht mehr als starr betrachtet mird. 
Die drei schwingenden Korper seien in folgender Reihenfolge 

Dynamo Kurbel Schmungrad 

=1 Dl2 2 D23 K3 

Die Bewegurigsgleichungen lauten d a m :  

Durch den Ansatz 

erhalten wir für die Bestimmung der erzwungenen Schwingungen fol- 
gende Gleichungen 

a, ( 7 4 2  - K1va) - a,% = O, 

- a , .  BE $- a 2 ( D 1 2  + n23 - Gv2) - a3n23 = m, 

- "n  . D23 + a3(D,,  - E3v2) = O. 

Ails den Gleichungen sieht man, daB a, = O wird, wenn D,, - K3v2 = O 
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oder Dl, - Klv2 = O ist. Im ersten Falle mird auch al = O, sobald 
D,, - ICI va nicht = O wird. Die Werte der Amplituden sind 

Macht man hier zuniichst sowohl 

Dl, - K 2 v 2  = O wie B,, - hl,ve = 0, 
so wird 

a, = 0. 

Der vollstiindige Ausdruck kann aber geschrieben merden 

Jf 
aa = 

Dl", DI, - Dl, + Des - Kevx- -- - -  - 

D,,-E~,v~ n , , - ~ , ~ ~  
Damit a, = O wird, müssen die zwei letzten Glieder im Nenner unend 
lich groB werden. D19 und B,, dürfen also nicht beliebig klein ge- 
macht werden. 

Dl 2 a, und a, werden jetzt unbestimmt. Wenn aber - = 3% id, so 
1 4 

P o  
wird das Verhiiltnis -xi-- für v~ = - 1 %  = - gleich 1 und man ba 

Dm KI K, 
K. 

1st aber El ein Dynamoanker, so muB vor allen Dingen a, = O  ge- 
macht werden. E s  darf also nicht Dl, - K,v2 = O sein. Unter dieoer 
Annahme erhalten wir für die Amplituden . 

?n 
a, = O n2 = O 

a3 =-DL' 
Der voilstintlige Ausdruck für a, lautet aber 

a, = nz - , 
DIP- KI u s  (Dl, - K , v e ) ( D , , + D y g - K y v q -  D;, -Dz 2s - -- ~- 

D,, - K,vt 

E s  müssen also soaohl D,, wie Il,, groB gemacht werden und zw2r 

Dl, groB im Verhdtnis zu Klv2 oder die Frequenz der Schwingu:ig 
von KI bei Festhalten der Kurbel groB. 
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In diesem Zusammenhang sei erwiihnt, daB man auch den Gene- 
rator zwischen Kurhel und Schwungrad anbringen kanri. Die Anord- 
nung wird dann folgende: 

Kurbel Generator Schwungrad 

KI K2 K3. 
Dieser Fall bietet aber kein Beispiel des allgemeinen Satzes dar. Die 
Bemegungsgleichi~ngen sind dieselben wie in den1 oben betrachteten 
Falle, nur kommt das Glied M nicht in die erste Gleichung. Die 
Amplituden werden 

Der Ausdruck a, ist derselbe wie für u, in dein eben betrachteten 
Falle. Für Da, - K,v" O wird also der Cngleiclif6rmigkeitsgrad = O 
unter eben erwahnten Bedingungen. Die Amplituden werden in diesem 
Balle 

Jf - - Dl. - 
17iC 

a -- a, = O 
- ( D I S  - K v ?  D,, D , , - k ; v 8 '  

Drittes Beispiel. Parallelschaltung von Wechselstromgcneratoren. 
Wenn beide Generatoren dieselbe Polzahl haben, so kann man das 
zwiscfien ihnen wirkende Drehmomerit (die synchronisierende Kraft) 
proportional der Winkelabweichung setzen. Wir bezeichnen dieses 
Moment für die Winkelabweichung 1 mit D. ~ui3Lrdem soil wie im 
ersten Beispiel in jedem Aggregat Kurbel und Dpamoanker  als ein 
starrer K6rper betrachtet werdcn. Die Anordnung wird d a m  folgende: 

Schwungrad Iiurbel + Anker Kurbel + Anker Schwungrad 

K2 Dl2 KI U n;, 
Die Bewegungsgleichungen lauten jetzt 
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und die Gleichungen zur Bestimmung der Amplituden 

a,(D,, + D - Elv2)  - a2 Il,,, - a;. D = Jl 

- al . Dl,  + %(D12 - K z v 2 >  = O  
-a ,  . D  + u; (DI, + U - 21; v2) - ai . Di, = JI' 

- a; . DI, + ai (Di2 - Kiv2) = 0. 

Die Schwingungsamplituden werden 

Macht man jetzt 

Dl, - K2ve = O Di, - Ki? = O, 

s o  erhiilt man 

Viertes Beispiei. Hier wird die starre Verbindung zwischen Kurbel 
und Generator dureh eine elastische ersetzt. Die Anordnung wird also: 

Schwungrad Kurbel Generator Generator Kurbel Schwungrad 

E3 x2 KI KI Ki Ki 

4 3  DI 2 D % Bis 

Die Bewegungsgleichungen lauten: 

und die Gleichungen zur Bestimmung der Amplituden: 
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144 Über die zwangliiufige Beivegung materieller Systeme in der Ehene. 1, 

Für  D,, - Ii,v2 = Di3 - S v 2  = O 

erhalten die Amplituden folgende einfache Werte: 

Zum SchluB sei noch mit einigen Worten des Falles gedacht, da8 
die Eigenschwiilgungen des Systems durch Reibung gcdiimpft sind 
In diesem Balle muB die auf eine Koordinate wirkende 5uBere Kraft 
dieselbe Form haben wie eine der gedampften Schwingungen beim 
Festhalten der Koordinate, damit die erzwungene Schwingung derselben 
= O wird. Wenn aber die ZuBere Kraft harmonisch ist, so ist dies 
nicht mehr der E'all. Bei Annahme einer der Winkelgeschwindigkeit 
proportionalen Reibung eihiilt man in dem ersten Beispiele einen Aus- 
druck für al, welcher im Ziihler das Quadrat der Amplitude der Reibungs- 
kraft enthiilt. Wenn also die Reibung klein ist, so bleibt auch die 
arzwnngene Schwingung klein, und dies wird auch in mehr kompli- 
zierten Systemen der Fall sein. 

Über die zwangliinfige Bewegnng materieller Systeme 
in der Ebene. 1. 

Von TIIEODOR POSCHL in Graz. 

Inhalt. Selle 

Einleitung . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .  144 
T. IZinemat,ische Grundlagen . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .  146 

II. Allgemeine Entwicklung der Ueziehungen zwischen Kraften und deu von 
. . . . . . . . . . . . . .  ihuen erzeugten Beschleunigungszust%nden 148 

III. Anwendungen auf das einzelne zwanglLiufige System . . . . . . . . .  168 

Einleitung. 

Ln der Theorie der Bewegung der ebenen Systerne riimnit der 
Zwanglauf eine besondere Stellung ein, wie auch für die Anwendungen 
gerade dieser Fall eine besondeie Bedeutung besitzt. E s  ist eine cha- 
rakteristische Eigenschaft fast aller in den Anwendungen vorkommen- 
-- 

1) Ein  weiteres Beispiel ha t  der Verf. friiher ohne Kenutniri des allgemeineil 
Satzee gegeben. Giehe R. M a l m  s t r o  m , Die Theorie des Schlick'sehen Schiffs. 
kreisels, Acta Societatis scicntiamrn fennicae. Tom. XXXV 1907. ~hn l i che  An- 
wendungen, wie hier auf die Tor~ionsschmin~ungen,  lieBen sich auf die Biegungs- 
achwingungen von Naschinenwellen machen. 
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den zwangliinfigen Bewegungen, daB sie in geornetrischeï Hinsiclit 
periodisch sind - womit aber keineswegs die mechaniache Periodi- 
zitat notwendig verbunden zu sein braucht; man denke z. B. an den 
Vorgang des ,,AngehensC' eines Maschinengetriebes. Das gleichzeitige 
Bestehen von geotnetrischer und mechanischer Periodizitat bezeichnet 
man als Beharrungszustand. 

TVenn nun auch die rein geometrische Seite der hiebei auftretcnden - 
Fragen der Gegcnrtand einer überaus groBen Anzahl von Untersuchungen 
gewesen id, so hat man doch aus ailen den erhaltenen Besultaten für 
die sich anschlieBenden dynamischen Problerrie keinen groBen Nutzen 
gezogen, es wurde vielrnehr an eine Verwerlung der Ergebnisse der 
Kinematik für die Dynamik kaum gedacht. Und doch ist die Frage 
des Zusammenhanges der auf ein System einwirkenden Krafte mit den 
von ihnen erzeugten Beschleunigungszustariden eine so wichtige, daB 
eine eiqehende Untersuchung wohl versucht zu werden verdient. E r s t  
durch die in den letzten Jahren erschierienen Arbeiten von F. W i t t  en  - 
bauer ist dieses Gebiet erfolgreich in Angriff genommen und durch 
eine eigenartige, rein dynamische Methode bereichert worden. Den 
daraus erwachsenen Anregungen verdankt auch die vorliegende Arbeit 
ihre Entstehung, wenn auçh bei ihr Methode und Ziel von denen iu  
den genannten Arbeiten verschieden sind. 

I m  Anschlusse an zwei frühere Publikationen des Verfassers') soll 
in der vorliegenden eine Untersuchung der zwanglaufigen Systeme 
6,geleiteten Systeme" nach H. H e r  t z) versucht werden, als weiterer 
Beitrag zu einer dynamischen Gctriebelehre auf geomctrischcr - und 
konstruktiver - Grundlage. Sie beschiiftigt sich zunachst mit der 
Aufgabe, den Zusammenhang aufzudeckeri, der zwischen den Elementen, 
welche die Bewegung eines Systems kennzeichnen, d. h. den charakte- 
ristischen Polen einerseits, und den diese Elemente ,,erzeugenden4' 
Kraften, bzw. den Mannigfaltigkeiten von solchen andererseits, be- 
steht. Eine schwierige, bisher i. a. unerledigte Frage betrifft die Er- 
mittlung der Gr6Be und Richtung der Gelenkdrücke für alie Lagen 
aines Getriebes. Die vorliegende Arbeit setzt es mit zu ihren Zielen, 
nach dieser Richtung einen Schritt vorwiirts zu tun. 

Nachdem in 1. die kinematischen Grundlagen kurz zusamrnengefaBt 
worden sind, entwickeln wir in II. die allgemeinen Beziehungen, welche - - 

bei dem ebenen System zwischen den Kriiften und den von ihnen er- 
zeugten Beschlcunigungssystemen beatchen. Das goometrische Element, 
zu dessen Einführung hier die Untersuchung führt, ist der geradliniy 
- 

1) Diese Zeitschrift für Math. u. Phgaik, Bd. 58, 1910, und Berichte der 
WienerAkademie der Wissenschaften, Bd. CXVIII, 1909, Abt. na. 

Zeitschrift f. JIathomatik u. Physik. 60.  Band. 1911. Heft 2. 10 
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begrenzte Streckenbüsckel, d. i. der Inbegriff der ml Strecken, die durch 
einen Punkt gehen und deren Endpunkte in einer Geraden liegen, 
wenn die Strecken von dem Punkte aus aufgetragen werden. ES tritt 
hier auf als geradlinig begrenzter Kraftbüschel oder kurz Kra,fltiüscU 
und als redzczierter Kruftbüschel - nach der spiter zu gebenden Er- 
klarung. Analytisch ist er definiert durch zwei lineare, nichthomogene 
Gleichungen zwischen den gew8hnlichen Kraftekoordinaten der Ebene: 
X, Y, AT. Der Kraftbüschel ist geometrisch als die Figur cires 
Punktes: des ,,Mittelpunktes'' und einer Geraden: der ,,Begreneungslinle" 
in der Ebene aufzufassen, (also etwa ein ,,Quirl" in der von E. S t n d .  
eingeführten Bezeichnungsweise, für die Ebene gebildet.')) Die Definitiou 
des Kraftbüschels durch zwei lineare Gleichungen führt dann unmittel- 
bar zur Einführiing seiner Koordinaten, die durch die zweireihigen 
Determinanten der durch die Koeffizienten jener zwei Gleichungen ge- 
bildeten Natrix definicrt sind. Sie sind ganz analog den Linienkoordi~ 
naten des R, gebildet; die 0o4 Kraftbüschel der Ebene konnen in der 
Tat ein-eindeutig auf die 004 Geradcn des R,, abgebildet werden. - In 
III. folgen danii einige Anwendungen der Ergebnisse auf die Bemegung 
des einzelnen geführten Systems. - In IV. werden endlich einige Be- 
merkungen über mehrere verbundene zwa~igliufige Systeme angesclilossen 
und die Reduktion des dgnamischen Problems auf ein statisches durch-  
geführt. Dabei werden als spezielle Beispiele das Knrbelviereck und 
das Schubkurbelgetriebe behandelt. 

Die rein geometrischen Pragen, die sich an die Einführung des 
Kraftbüschels als Element in der Eljene knüpfen, sind hier nur zum 
kleinsten Teil behandelt worden, ihre Untersuchung bleibt einer spiteren 
Arbeit vorbehalten. 

1. Kinematische Grundiagen. 

Bevor wir auf den eigentlichen Gegenstand eingehen, wolleii ~ i r  
die verwendeten kinernatischen Hilfsmittel kurz zusaminenfassen. 

1. Drehpol und Wendepol. Der Geschwindigkeits- und Beschleuni. 
gungszustand einer Systembewegung wird durch Angabe des Drehpoles, 
des Beschleunigungspolrs, RTendepoles und Tangentialpoles gekennzeichnet. 
Die momentane Bewegung eines ebenen Systems besteht (i. a.) aus einer 
Drehiing iim einen Punkt durch eilz Zeitelement hindurch: der Drehpol 
ist demnach ein &pivalent für zwei unendlich benachharte Lagen 1 undII. 

1) F,. S t u d y ,  Geometrie der Dynamen. Die Bezeichnungen der vorii~genden 
Abhsndlung sind simtlich, soweit aie geometrische Dinge betreffen (wovon übrigens 
nur die elementarsten hier vorkommen) diesem grundlegenden Werke eutnommen 
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Die Hinzunahme einer weiteren unendlich benachbarten Lage III legt 
auch den (ersten) Wendepol J fest. Wenn die Bemegung eines ebenen 
Syatems dadurch beschrieben wird, da1 zwei seiner Punkte A und B sich 
auf Kurven a und der f e ~ t e n  Ebene bewegen, so ist der rnomentane 
Drehpol I )  der Schnitt der Normalen in A und B zu a und j3. Der Ort 
der Punkte des bewegten Systems, die momentan Wendepunkte ihrer 

+ 
Bahnen beschreiben, ist ein Kreis, der die Tangente an die Polbahn O t  

+ 
in D berührt und auf jeiier Seite dieser Tangente O t  liegt, die dem 
Sinn der momentanen Winkelgeschwindigkeit entgegengesetzt ist. Der 
O gegenüberliegende Punkt ist der Wendepol 4 der Schnitt der samt- 
lichen Wendetangenten. Durch Angabe zweier Systempunkte und der 
Kiümmungsmittelpunkte ihrer Rahnen, also für ein zwangkufiges 
System insbesondere, ist der Wendepol definiert (bez. der Konstruktian 
siehe z. B. Z. f. Math. u. Physik, Ud. 58, 1910, S. 167). Der Wende- 
kreis ist Triiger des Bescl~leuniyunyspoles G, d. i. jenes Punktes, der 
im betrachteten Zeitelemente die Beschleunigung Null hat. Der Tm- 

-+ + 
gelztialpol H ist der Schnitt von Ot  mit JG- und ist der (i. a. einzige) 
Punkt, dessen Winkelbeschleunigung den Wert Null hat. Durch An- 
gabe von G und der Beschleunigung irgend eines Systempunktes ist 
der BescEileunigungszustanù des ganzeri Systems gegeben. 

4 -+ 
Wenn wir O t  und O n  als X- und y-Achse eines Koordinaten- 

systems wahlen, so sind die Koordinaten von J gegeben durch: 

d s weiln O O' = ds - = 7J die TVecltselgeschwindig32eit des Momentan- ' d t  

zentrums d- - a der momentane Wert der Winkelgeschrindigkeit des ' d t  

Systems ist. Die Kenntnis der Lage des Reschleunigungspols macht 
do die Angabe der winkelbeschleunigung w' = - - - -- 
d t  

dz des Sgsterns eur 

Voraussetzung; seine Koordinaten in bezug auf das gewiihlte Achsen- 
system sind: 

4 

Dabei rechnen wir O t  als positive X-Achse in Bichtung des vorschrei- 
3 

tenden Drehpols, O n  als positive y -  Aehse jenen Teil der Polbahnnor- 
rnalen, der nach einer Drehung von 90° im Sinne der Drehung des 

-+ 
Spstems mit O t  zusammenfailt. 

10" 
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2. Mehrere geZe~zk<q verhundene Systeme. Ein Drehpol zweier Sy 
sterne wird durch zwei Bedingungen als Gelenk chaïakterisiert: Sind 
O,,, O,,, O,, die Drehpole der Systeme 2 und 3 gegen das (feie) 
System 1, und sei i die in O,, auf der Verbindungsliriie der drei 
Punkte O errichtete Normale, so ist O,, daim ein Gelenk, wenn eo- 
wohl der relative Wendepol wie auch der relative Tangentialpol der 
Systeme in  die Gerade i hineinfailen. Durch die Festleguiig der Wende- 
pole für zwanglaufige Systeme ist die erste Bedingung befriedigt. Die 
Erfüllung der zweiten geschieht mit Ililfe des TeilunqspunLtes1): Sind 
H, und H, die Tangentialpole der Beschleunigungssysteme von 2 und 3, 
so erhalt man den Tpilungspunkt T,'indem man die Strecke zwischen 
zwei entsprechenden Tangentialpolen in1 Verhaltnis der zugehorigen 
Winkelbeschleunigungen teilt. Der Tangentialpol der relativen Be- 
wegung der beiden Systeme liegt in der Paralielen zu i durch T. Wenn 
J,, und H,, beide auf i liegen, BO ist O,, notwendig ein Gelenk (i. a. 
ein Drehpol für zwei aufeinanderfolgende Zeitelemente). Wir bezeichnen 
diese Bedingungen als die ersfe und zweite Gelenkbedingung. 

II. Allgemeine Entwicklung der Beziehungen zwischen den Kraften und 
den van ihnen erzeugten Beschlennigungssystemen. 

3. Der 12escl~leunigungspol. (Fig. 1.) Der Geschwindigkeitszustand 
eines ebenen Systems sei durch die Angabe des Drehpoles und der 

Pig. 1. Winkelgeschwindigkeit gegeben. Wenn 
E die Bewegung des Systems in dem be- 

trachteten Augenblicke auf ein ortho- 
gonales Achsensystem O X Y bezogen 
wird, das im bewegten System ge- 
legen und dort fest ist und deseen 
Ursprung im Massenmittelpunkte S 
liegt, so ist die momentane Bewegung 
durch die Komponenten der Geschwin- 
digkeit von S nach den beweglichen 
Achsen u ,  v und durch die Winkel- 

I geschwindigkeit w gegeben. Ein be 

liebiger Punkt (xy) hat d a m  als Kom. - 

ponenten seiner Geschmindigkeit in  bezug auf die (beweglichen) Achseii: 

1) F. W i t t  enb  au e r  , t b e r  den Be~chleunignngspol der zueamrnengesetzien 
Bewegung. Z. f. Math. u. Physik, 40 (1895)- S. 151ff. 
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Den Punkt O(X,, y,), f ü r  welchen a, = O, v, = O i / ,  bezeichnet nian 
als Drehpol; für ihn ist 

(2) 
U 16. 

x o =  - ,) Y,=; 

oder 

Bezeichnet man die GrüBen = a,, ? = o,, welche die Dimension ron 

Strecken haben als die ~eduz&rien Geschwindigkeitsko?,lpone?zten, so ist 

Die Beschleunigung g des Punktes (xy) in bezug auf dieselben Achsen 
ist gegeben durch die Kornponenten: 

Der Punkt G(x,, y,), der sich durch i~,= O, gy = O ergibt, heiBt der 
Beschleunigungspol; für  ihn ergibt sich durch Auflosung der Glei- 
chungen (3): 

L)as gegebene materielle System sei durch die Masse m und den Triig- 
heitsradius k in bezug auf den Schwerpunkt charakterisiert. E s  yirke 
in dem gegebeneii Augenblicke ein S p t e m  ron Kraften ein, dessen 
Komponenten in bezug auf die vorhin benützten Achsen X, Y, N seien, 
dann lauten die Bewegungsgleichnngen in bezug auf diese Achsen 

Setzen wir die au6 diesen Gleichungen sich ergebenden Wert'e von 
du dv 
d l  , z, in (3) eiu) so erhalten wir die Beschleunigung einea Sgstem- 

punktes (xy) ausgedrückt durch die Koordinaten des einwirkenden 
Iiraftsy stems : 

X N 
gz= , - y & F  - W'X, 
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150 Vber die zwangliufige Bemegung materieller L Su vsteme 

was wir so schrciben, indcm mir auch die iihnliche 

in der  Ebene. 1. 

für gy hinzufügell: 
X N y - x  13 = a - n b z n i  

Wir  führen nun neue Bezeichnungen ein uud nennen 

g = 92 
x m ~ 7  g, = 3 die reduziertpn Resehleunigungskomponenten, 

x Y N E = -- 9 = - % = die redzczierten Kriiftekomp 
n7 w Z 7  m a P '  mltao 

nenten. 

(gz7 gy, X, '$) Sind zufolge dieser Normierung reine Strecken, 8 hat 
die Bedeutung einer reinen Zahl.) Dadurch schreiben sich die Glei- 
chungen (6) einfacher 

(8) 
gz= X - y %  - 2, 

( C J , = ~ + X % - ~ .  

Die Koordinaten des Beschleunigungspoles sind dann gegeben durcb 

wie auch unmittelbar aus (4) hervorgeht. Die Gleichungen (9) zeigen, 
daB zivischen den reduzierten Kraften und den Koordinaten des von 
ihnen erzeugten Beschleunigungspoles die Beziehungen bestehen 

die wir noch besonders brauchen werden. - Für besondere Falle id 
aus (10) die Lagc des Beschleunigungspoles loicht zu ersehcn; z. B. für 
(JZ = O ist zy= E, yy= FL), usw. 

Bem e r k u n g .  Man konnte statt der gewtihnlichen rechtwinkligen 
Koordinaten eine homogene Schreibweise verwenden, indem man statt 
E, 9, % die Verhiltnisse von vier Gr6Ben Io: XI: X , :  X3 einführt (von 
denen nicht alle vier gleichzeitig Null sein dürfen), so dai3 man 
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Schreibt man die Gleichungen (9) homogen: 

(14) 
x1zo - Xoz1 - &Ë, = 0 

[ E2 Zo f %FI - X O E ~  = 0, 
so erhiilt man xo : :, : r, durch die zweireihigen Determinanten der Matrix: 

Diese Darstellung hat den Vorteil, da0 sie aiie Werte von XY)B um- 
faBt, ohne, daB man es notig hatte, unendliche GroBen einzuführen; 
dadurch werden auch Impulse und Drehimpulse in die Betrachtung 
einbezogen. 

Fiir die besonderen Falle ergibt sich folgende Tabeile: 

a) Für Impulse: Io = 0, go : E, : z2 = f, : - E, : X, 
ai) ZugstoB durch S: Xo = 0, X, = O, z0 : gi : z2 = 0 : - Es : Il 
8) DrehstoB: %,=O, Xl=O, A, =0, X,+0, g o : g l : ~ e = E 3 : 0 : 0 .  

b) Für kontinuierlich wirkende Krafte: X ,  $- O 
a)  Kraft durch S: 5, = 0, zo : x1 : ze - Xo : Xi : Ez 
p)  Drehmoment: El = 0, f, = O, x0 : x1 : E, = Xi  + Xi : 0 : 0. 

Auch für ruhende Systeme sind die aiigemeinon Formeln (10) für 
Impulse anwendbar, es wird danri der Besçhleunigungspol zum Drehpol. 
Die Gleiçhungen (10) ergeben namlich 

Halten wir jetzt x0 : zl : zz fest, so haben wir 2 homogene lineare 
Gleichungen zwischen XPN, es ergibt daher ml Impulse, welche das- 
selbe O(x , ,  y,) erzeugen. Schreiben wir (15) in der Form 

so werden wir sehen, da0 dies die Formeln für den Wendepol sind 
für den Fall, da0 er in den Schwerpunkt fallt. Für einen Impuls geht 
daher der Besehleunigungapol in den Drehpol über und der Wendepol 
rückt in den Schwerpunkt. 
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1 jS vbe r  die zmnngliiuiïge Bewegung materieller Systeme in der Ebene. 1. 

Trotz der dlgemeinen Auffassung, welche die homogene Schreih- 
weise ermoglicht, werden wir aus Gründen der Einfachheit in der E'ulge 
oft die gewohnliche beibehalten. 

4. Weudepol und Tangentialpol. Mit den verwendeten Bezeichnui~~en 
ergeben sich mit Benützung von Bigur 1 ahnlich einfache Forin~ln fu r  
den Wendepol J und den Tangentialpol H, deren geometrische Bedeu- 
tung unmittelbar ersichtlich ist. Und zwar ist: 

x i = x - y o % = x g + ( i y  -y)8 
(16) 

g 0 '  

Yi= C) + x,% = y g -  (xg - xo)!Jl, 

d. h. der W e n d e ~ o l  J lie@ aiif der diirch A(E,CZ)) senkreclit zu S O  
gezogenen Geraden in einer Entfernung 

(Der Sinn des positiven !YI ist übereinstimmend mit dem Sinne der 
Drehung zu nehmen, welche die positive X A c h s e  in die positive Y- 
Achse überführt.) 

Die Koordinaten des Tangentialpoles H ergeben sich zu 

(17 '1 O A  S H I  OA, S H = - % .  

Aus (16) und (17) ergeben sich durch Auflosung die Gleichungen 

die cine merkwürdige Analogie mit den ursprünglichcn (16) aufweisen. 
Die Pormeln (16) und (17) lauten in homogener Sc,hreibweise, 

(wenn 1 : x, : y, = 5, : El : E2) : 
(19) FO 'i' - . EY : EF = foxo : EoXi - f n X s  : EDXz + Eif3 
und 

- (20) z:' : F r '  : ~ 2 '  = f o  X3 : - E0 x2 + E2 x0 : k0 - f x,, . 
In  der Form der Gleichung (16) ist das Gcsetz der Addition der 

Wendepole für zusanimengesetzte Bewegungen enthalten: Sind JI utzd J, 
die von 2 Erüften (Z, 9, !RI) und (l, 9, YI,) hzw. erzeuyten TVwdepole, so 

lie@ der N'endepol der Resultierenden iin E ~ d p ~ n l i t e  J des über S; und S$ 
wrichteten Ynrallelogramnes. 
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Die Ausdrücke für die Koordinaten des Wendepoles und damit f ü r  
den Durchmesser des Wendekreises konnen wir auch mit Hilfe der 
Wechselgeschwindigkeit U des Drehpols O bilden, und beniitzen dnzu, 

LT . 
daB der Durçhmesser des Wendekreises 1st. Demi es ist 

und daher ist die reduzierte Tt'ecJ~seZgesc3~windig3ceit 

I 1 d y  z . - z  - " = X - y  '32-x 
* 0 - o d t  O O 

1 dx, = ~ ? J + X ~ ~ - Y ~  

Man vergleiche hierzu die Formeln (9): Setzt man in diesen x0, y. für 
z, y, so erhalt man das Resultat, daB die ,,reduzierteU Wechselgeschwindig- 
keit des Drehpoles O nichts anderes als der l)urchmesser des Wende- 
kreises ist. Die Koordinaten des Wendepoles J ergeben sich daraus 

In analoger Weise ergeben sich die Koordinaten des Tangential- 
poles H, wenn man die bekannte Beziehung benützt, daB der Abstand 

+ u w  
011 = do ist; es ist d a m  

in Übere in~ t immun~ mit (18). 

Eine besondere Bemerkung ist für den Fall notwendig, in dem zu 
einem vorliegenden Beschleunigungssystem (O G JH), ein zweitee hinzu- 
tritt, das allen Punkten gleiche und gleichgerichtete Reschleiinigungen 
g erteilt, wie z. B. das Beschleunigungssystem der Schwere. Da 0.T 
(Fig. 2) die reduzierte Beschleunigung von O bedeutet, so erhi l t  man 
den Wendepol J*, der -fur das gleichzeitige Bestehen der beideri Be- 
schleunigungssysteme resultiert, indem man i n  J die reduzierte Be- 

schleunigung -$ ansctzt. Den neuen Beschleunigungspol Cr* findet man 
O 
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154 rber die zwangtiufige ~ewegung materieller Spsteme in der Ebene. 1. 

d a m  dadurch, daB man jenen Kreis um G bestimmt, auf welchem die 

Beschleunigungen die Gr6Be haben und dieçen Kreis mit dem neuen 
rn 

Fig. P. Wendekreis zum Schnitt bringt. 
5.  Krüfte, die einerz Punkl ais J e -  

sckleunigztngspol erzeugen. Wird der Be- 
wegungszustand (z~,v, a) und der Beschleu- 
nigungspol festgehalten, xg = a, y, = b, so 

wird dieser von den mlKraften erzeug;, 
deren Koordiriaten X, 9, 8 die beiden 
Gleichungen (9) erfüllen: 

j S - b g = a  
Pz> I Y J + a ! l l = b .  

Es ist leicht zu sehen, daB die dadurch defi- 
nierten mlKrafte durch einen Punkt (k! q) 
hindurchgehen, dessen Koordinaten sind: 

(er liegt daher invers zu (ah)  mit Bezug auf den Kreis mit den1 Radius 
7c um b'), und daB ihre Endpunkte eine Gerade ei-füllen, deren Gleichung ist 

P 4 )  aa: + b y  + (k"a8- b 4  - 0 .  

Wir  nennen ein solches Gebilde einen gmadlinig begrensten Kraftbüscliel 
oder kurz Kvaffhüscld, den Punkt f ,  71 seinen J1itteZpunh.t und die 
Gerade (24) seine Begrenzu,ngslinie. Die Parallele zu letzterer durch 
den Mittelpunkt nennen wir die G r u t d i n i e  und die Verbindungslinie 
der Endpunkte der in S angesetzten Krafte die nach S reduzierte Be- 
greruungsiinie. Es ist die Gleichung der Grundlinie: 

und die der reduzierten Begrenzungslinie: 

(26) as ~ b y -  (a2+ b 2 ) =  O .  

Die Koordiriitten der genauriten ,,charakteristischeri Elemente" des Kraft- 
büschels, niinilich des Mittelpurikts, der Grundlinie, Begrenzungslinie und 
reduzierten Begrenzungslinie sind also 

Wir  erhalten daher das Resultat, dnB jeder Puiikt der Ebene als 
Beschleunigungspol wie auch als Wendepol und Tançentialpol von den 
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ool Kraften eines Kraftbüschels erzeugt werden karin. Die Gleichungen, 
die jene Punkte definieren, sind ganz analog gebaut: (9) (16) (17) bzw. 
(14) und zwei analogen. E s  liegt daher nahe, im ailgemeinen das 
System von zwei linearen, nicht homogenen Gleichungen zwischen den 
Koordinaten X, CI), 2, bzw. homogenen zwischen den Gr6Ben X,, XI ,  X,, X, 
als geornetrische Definition des Kraftbüschels anzusehen. Dadurch ge- 
langen wir auch zu einer allgenieineren Auffassung der in diesern Ab- 
satz ermittelten cliarakteristischeri Elernente eiries Kraftbüschels. 

6. Ber geradlilzig begremte Kvaftbüschel. W i r  woilen hier aus  
der Feometrie des durch 2 homogene lineare Gleichungen zwischen 
den vier homogenen Variablen Xo, XI, X,, X, definierten Gebildes jene 
Eigenschaften entwickeln, die wir im Polgenden verwenden werden. - 
Gegeben seien die Gleichungen 

aoX, + a,X, + a,X, + a,& = 0 ,  
(1 8) 

box,, + blx, + b,3C9 + h , X ,  = 0 .  

Es liegt nun nahe, diese GroBen Xo . . . als hoinogene Koordinaten im 
R, zu denken, so daB durch diese beiden Gleichungen eine (eigentliche 
oder uneigontliche) Gcrade definiert wird als die Schnittlinie der beiden 
Ebeneil (28). Auf diesc Weise entspricht jedeni der m4 Kraftbüschel 
der Ebene eine Gerade des R, ein-eindeutig. Daraus ergibt sich, daB man 
für den Kraftbüschel in der Ebene ,,Linierikoordinateni' einführen kann: 

F O I  : PO2 ' F 0 3  : V 2 3  : 9 3 1  ' P L 2  7 

welche durch die zweireihigen Unterdeterrninanten der Matrix der 
Koeffizienten definiert sind: 

Die Linienkoordinaten sind nur durch ihre Verhiiltnisse bestimmt und 
an die quadratische Identitat gebunden; 

Die Schnittlinie wird dann uneigentlich, d. h .  sie failt ins Unendliche, wenn 

und nird d a m  unbestimmt, wenn die Ebenen zusamxnenfailen, d. h. wenn 

also die beiden gegebenen Gleichungen nicht vorieinander unabhangig sind. 
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' 156 C b e r  die zwangliiufige Bewegung materieller Systeme in der Ebene. 1. 

Unter Verwendung der Linienkoordiriaten !@ e r h d t  man für die 
hornogenen Koordinaten des Mittelpunktes des durcli die Gleichungen (28) 
definiei-ten Kraftbüschels: 

(Dabei ist hier xYJ - y% = % angenommen worden, also k - 1 gesetzt 
1 

oder das , in die Koeffizienten von % einbezogen gedacht.) Ferner k 

für die Koordinaten der Grundlinie 

für  die Begrenzungslinie 

Denkt man sich alle Krafte parallel zu sich selbst ~erschoben, bis sie 
durch den Ursprung des Koordinatensystems S gehen, so erfiillen ilire 
Endpunkte die Begrc~zzungsli~zie des nach S reduzierten Kraftbüscheb, oder 
kurz die rerluzierte Beyenzungsl i~zie;  ihre homogenen Koordinaten sind 

Das Ineinanderliegen von Nittelpunkt und Grundlinie ist ausgedrückt 
durch 

(33) (6.) = E,., + Ei.1 + Esus +(pp) 0. 

Die L inge  der Senkrechten vom Mittelpunkt auf die Begrenzungslinie 
ist gegeben durch 

( v O  =- p~~ (36) dist (c,  t )  = - (wenn po3 =+ O). 
v u : :  + v;. 6, )'$% + YL' 

(Durch Festlegung der WurzelgroBe kann der Kraf tbüsch~l  ,,orientieifL 
werden.) 1T7ir k6nnen daher sagen: 

1. Diircl~ ein Syslem von zwei I~omogeneu lincaren Gleiclwzgen 
zwisclien den lzomoyenen Kraftlioordi~znten X,, : 3, : 3, : Xt', Ys1 ein Kmfl- 
biischel definiert; nnch Einfiihrung der lionzogenen Koordinaten !J3 szrzd 
die c/~nrakteristisclze~ Elemente dzcrch die Gleichunqen (31) bis (34) yegeben 

E l i m i n i e r e ~  wlr 8 aus den 2 Gleichiingen (18),  so erhalteii nir 

d. h. 

oder 

(37) 
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Dies i d  die Gleichung der reduzierten Begrenzungslinie. Ganz analog 
erhalten wir durch Eliminatioii von X,: 

oder 
' 1  PO1 + '2 PO2 + '3 %O3 = O 

(3 8 )  X , f , - & & + X , L = O .  

Diese Gleichung sagt aus, daB die Kraft durch den Mittelpunkt hiri- 
durchgeht. Die beiden Gleichungen (37) und (38) werden von allcn 
Kraften des Kraftbüschels erfüllt und konnen als Bestimmungsgleichungen 
fur den Kraftbüschel gelten. Sie geben auch das Kriterium dafür 
ob eine gegebene Kraft (X'iJY1) dem Kraftbüschel angehort oder nicht. 

Wenn der Mittelpunkt auf die Begrenzungslinie fiiiit, so moge das 
so entsprecheride Gebilde als ein Kraftstrahl bezeichnet werden. Die 
einzige Bedingung dafiir, da0 ein Kraftbüschel in einen Kraftstrahl 
degeneriert, ist, da0 

(39) Vos 3 a, h, - a, b, = O 

ist, denn derin sind Grundliriie und Begrenzungslinie identisch. Der 
Mittelpunkt f fiillt für diesen Fail auf dieser Geraden unbestimmt aus. 
Die Bedingurig Po, = O besagt, da0 die beiden Gleiçhungen (28) bezüglich 
X,und X ,  nicht voneinander uiiabhingig sind. Die Gleicliungeri (37) und (38) 
lauten daun 

% P a = % b r  K P o 1 = - % % 2 >  

sind also wegen +(Y y) = O identisch. Die reduzierte Begrenzungs- 
h i e  geht durch den Koordinatenanfangspunkt 8, wie (34) zeigt. 

7 .  Beziehung zwischen den Eraftbiisckein der Ebene und den Geraden 
des a,. 

Jedem getreiinten Systeme eines Punktes @,) und einer Geraden 
(v) als Mittelpunkt und Begrenzungslinie ist ein-eindeutig eine Gerade 
des Ed zugeordnet, die in folgender Weise erhalten 1%-erden kann. Nach 
(31) und (33) setzen wir 

(31') 

somit ist 

(40) e '  
vo 60 "' y -3, 'i$ -.-,. 1~~~~ 31 - 12 - 

Die zwischen diesen Gr6Ben bestehende quadratische Identitat (31) 
liefert mithin, wenn govo + klv,  + k,v, = ( E v )  gesetzt wird: 
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Daher werden die Gleichungen (mit 6 = ( f  v), g = 5 3 :  

Von dieseiri gegenseitigen Entsprecheri sirid nur jene Paare s o n  
Punkten und Geraden ausgeschlossei~, die ineinxnderliegen. 1st (kt?) =@, 
so folgt (wenn go  S; O) 

Der zu v gehorige Punkt von u selbst wird deher unbestimmt; 
dies stimmt übrigens mit der Eigenschaft des Kraftstrahles überein, 
keinen bestimmten Mittelpunkt zu haben. 

8. Über die Geometrie der Emftbiischel in der E h e .  Ohne an 

dieser Stelle auf die Geometrie der Kraftbüschel in der Xbene genauer 
einzugehen, wolien wir nur einige Punkte anfügen, die sich unmittelbar 
an die bisherigen Bestinimungen ariachlieBeri. 

Diirch die Einführung der Koordinateil '$ kt die Geometrie der 
Kraftbüschel in der Ebeno idcntisch gemacbt mit der Geometrie der 
Geraden des R,. Die Qruppe von Transformationen, welche die Kraft- 
büschel miteinander vertauschen, ist daher iihnlich mit der Gruppe G,, 
der o d 5  Koliineationen des R,. Die c ioveraden der uiiendlich fernen 
Ebene des R8 werden dabei abgebildet auf die w2 Geraderi der Ebene 
(d. Ii. au£ die Braftstralilen: spezieilc Kraftbüschel mit unbestimmtem 
Mittelpunkt). 

a) Den m3 Geraden, welche eine gegeberie Gerade ('$1 des II, 
schneiden (spezieller Komplex), entsprechen in der Ebene folgende Ver- 
haltnisse: Die Bedingung für das Schneiden zweier GeracIen !$ und LI 
ist gegeben durch 

07') = $Ols323 + Y02'3i f $035*,2 + p 2 3 C 0 1  95, t y12'03 = O 

In der Geometrie der Krafttiüschel lautet die Bedingung, wenn wir die 
Koordinaten der bezüglichen Mlttelpuukte und Regrenzungslinien mit 
g, v und k', v' bezeichnen: 

&(Ev)ko2d + k 1 ( 6 2 ) ) k i a v ;  + Eo(kv)k.>O { 5 ; ~ ;  - ( 6 ' ~ ' )  
v )g:v2 + k;(E'v') E ~ v ,  + & ; ( E ' C ' ) ~ ,  ( ~ o r o  - 15 u )  ] = 0 
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oder, wenn wir (nach S t u d y )  mit (lx) die in Punktkoordinaten lineare 
Form bezeichnen, deren Koeffizienten die Zahlenwerte lo== 1 ,  1, = 0, 
1,: 0 haben, so daB identisch (xl) - x, ist und (xi) = O die Gleichung 
der unendlich fernen Geraden bedeutet, so erhalten wir 

Wenn wir beachten, daB der Abstand eines Punktes x von einer Ge- 
raden u gegeben ist durch 

(44) 
(2 u) dist (zc, z) - - - 

~/u: +u; .(21) ' 
und wenn wir noch die zu v und v '  gehorigen Grundlinien zc und u' 
der beiden Kraftbüscliel einführeu, so lautet die Bedingung 

(43) 
dist (Ev) 
- - 

dist (5' a') - 
dist,(g'u) - dist (Eu') 

oder 
dist (5 V )  . dist (5 ' v ' )  - - 
dist(&'u) ' dist (Eu') l; 

dies ist die Beziehung, die man 31s ,,SchneidenU zweier Kraftbüschel 
bezeichnen muB. (E'ig. 3.) 

Zu jedem Punkte 5 '  der Ebene gibt es w 1  Kraftbüschel ( f  ', v'), 
die einen gegebenen Kraftbüschel (g, V )  ,,schneiden6'; ebenso gibt es zu 
jeder Geraden v' aol Mittelpnnkte f ' ,  60 da5 die entstehenden Kraft- 
büschel (k', v ' )  einen gegebenen ~ i g .  3. 

Kraftbüschel ,,schneidenk. Und 
zmar gzhen die ool Begrenzungs- 
linien v; die zu dem festen Punkte f '  
gelioreri, durch einen Punkt und 
die cm1 Mittelpunkte E' ,  die zu dei 
festen Geraden v '  gehoren, liegen 
in einer Geraden (wie sich leicht 
aus (43) ergibt). 

b) Die Gleichung ((P8) = O 
bedeutet, wenn 3 einen verander- 
lichen Kraftbüschel bedeutet, die 
Gleicbung des Kraftbüschels y. 

U 
c) Die Bedingung des Par- 

allelismus zweier Kraftbüschel drückt uich (auf iihnliche Weise über- 
tragen) dadurch aus, daB sie denselben Mittolpunkt haben. Konzen- 
trische Kraftbüscliel sind ,,parallel". 

d) Auf diesen Grundlagen konrite man eirie voilstindige Geometrie 
der Kraftbüschel der Ebene entwickeln, welche durch die G,, charak- 
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terisiert ist. Unter einem Jinearen Komplex" oder ,,GewindeU von 
Kraftbüscheln würde man das Gebilde zu  verstehen haben, das durch 
eine homogene lineare Gleichung 

(PX) - 0 

definiert ist, worin die p sechs VerhdtnisgroBen sind, welche die Iden- 
tit'at (30) nicht befriedigen; man erhalt ein System von ao3 Kraft- 
büscheln der Ebone, welche so angeordnet sind, das jedem Punkte 
der Ebene 5 als Mittelpiinkt ao l Gerade v als Eegrenzungslinien 
entsprechen, welche durch einen I'unkt hindurchgehen, wahrend 
jeder Geraden v als Begrenzungslinie i. a. ool Punkte als Mittelpuiikte 
entspreçhen, die einen Kegelschitt  erfüllen. - Zwei Gleichungeri 
(YX) = O, (OX) = O definieren eine lineare Kongruenz usw. In dieser 
Weise würde man für jede Aussage der Liniengeomet'rie des R, eine 
analoge der Geometrie der Kraftbüschel in der Ebene erhalten; man wirà 
alle Begriffe der Liniengeometrie, Komplex, Zentralachse, Regelschar, 
Parameter, involutorische Tlage usw. übertragen ktinnen. 

e) Eine Parameterdarstellung der einzelnen Strecken eines Kraft- 
büschels erhiilt man aus (28)) indem man sie nach X, 9 auflost. Man 
erliiilt bei inhomogener Sçhreibweise: 

worin 8 direkt als Paranieter gelten künn. 

Mit Benützung dieser Gleichungen konnen wir noch eine andere 
Auffassung der Verwandtschaft der Kraftbüschel der Ebene mit  den 
Geraden des A!, verbinden, durch die Relationen 

1 Pl& - %lx, = Po1 
.(46) PZ3 X3 - Pl9 XI z PO8 

P3Ix1 - P Z S x 2  = %X ' 

Erkliirt m m  nun 3 Vektoren im R, durch 

8 = (sp237 %l, TL), = O O Y ,  if = (XI, X,, X,) 
so bedeuten die Gleichungen (46) (8 1 G) 

(47) [Tt, XI = G ,  
wenn durch [ ]  das vektorielle Produkt gegeben ist. Diese Gleichung 
ist als syrnbolieche Gleichung jener Geraden X im i$ aufzufasaen, 
melcher in der Ebene der durch die GroBen definierte Kraftbüschel 
entspricht. 

9. Koordinaten der Kvaftbüschel, die G(xg,  yg), J(x,, y,), D(z,, y,) 
evxeugen. Enter Verwendung nichthomogener Koordinaten erhiilt man, 
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wenn jetzt --- " = gesetzt und die erzeugenden Kraftbüachel mit a, mmz 

3, fj bezeichnet werden: 

a) Beschleunig~ngs~ol G(xg,  y,). Der erzeugende Kraftbüschel ist 
riach (9) gegeben durch die 'Gleichungen: 

dahu 

= Y.. Yv a,, = p 

b) Wendepol J(xi,  y,). Der Kraftbüschel ist gegeben durch (16) 

C xo 
as1 = - x, 

"oxi S YO Y i ,  s12 = 1 . k 

daher 

(50) 

c) Tangeritialpol H(x,, y,). Der Kruftbüschel ist definiert durch (17) 

Damit erhalten wir  fiir die charakteristischen Elemente der Kraftbüschel 
nach (31) bis (34) folgende Koordinaten: 

Zeitichrift f. Mathematik u. Physik. 60. Band. 1911. Heft %. 11 
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b) Wendepol : 

Mittelpunkt 1 : f  : q  - - ( x 0 y i + ~ o ~ i ) : k 2 ~ i : k 8 y , ,  

Grundlinie l : u l : v l =  kZ : $0 :  Yot 

Begrenzungslinie 1 : u, : v, = k9 - (x0xi + y ,~ , )  : z0 : y,, 

a) Beschleunigungspol: 

Mittelpunkt 1 : f  : q  = - (xY+y~):kBx, :keyg,  

1 reduzierte ,, 1 : u, : V, = - (x0z, 4 90Yi) : XO : Yo. 

(51) 

c) Tangentialpol: 

Grundlinie l : u l : v l =  k h  X, : yg, 

Begrenzungslinie 1 : u, : z', = k" (xi + y;) : X, : y,, 

1 Mittelpunkt l : E  : q  = - (xOxn + Y O Y J  : k2x0 : kZyg, 

Grundlinie l : u , : v l =  ka : 5,: y,, 

Begrenz~n~sl inje  1 : u, : v, = ka - (xoxh + y , ~ , )  : X, : y*, 

treduzierte ,, l : u  3 .  . v  3 = - ! x P + Y Q ? :  2,: Y,, 

(übereinstimmend mit (27)) 

1 reduzierte ,, 1 : u , : 2 j 3 =  ( x o x h + y O y B ) :  xA: y*. 

In  allen drei Fiillen gilt identisch 1 + f u, + qvl = 0, femer sind Grund- 
h i e ,  Begrenzungslinie, reduzierte Begrenzungslinie einander parallel. In 
der Bildung dieser Koordinaten herrscht eine weitgehende Symmetrie, 
die quadratischen Glieder in a) tauchen in b) und c) ,,polarisiert'' auf. 

10. Kraftbüschel allgemeiner 1,age und seine Emeugnisse. Damit ein 
Kraftbüschel einen gegebenen Punkt als Beschleunigungspol, Wendepol 
oder Tangentialpol eizeuge, ist notwendig und hinreichend, daB seine 
Koordinaten die Form von (48) (49) (50) bzw. haben. 1st ein beliebiger 
Kraftbüschel vorgelegt, so triEt dies i. a. nicht zu, und wir stellen une 
die Aufgabe, die Polorter zu bestimmen, die von einem Kraftbüschel 
allgemeiner Lage erzeugt werden. Xs gilt der Satz: 

II. Ein Eruftbüschel allgemeiner T h g e  erzeugt als Ort der Besehleiuai- 
gunqspole einen Kreis (Beschleunigungspolkreis) und als Ort der Wmde- 
pole und Tangclztin@oZe je eine Gerade (Wendepolgerade und Tangeniial- 
polgerade). 

Um die bezügliühen homogenen Koordinaten der erzeugten Gebilde - 
zu erhalten, verfahren wir so: Geçeben sei ein Kraftbiischel durch zwei 
Gleichungen (28) 

\a ,  + a,X + a 2 9  + - 0, 
PB) \bo + b l x  $ b 2 ' l )  + b 3 n = 0 0 ,  
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a) Besckleun,igungspolkreis. Bezeichnen ai, die durch (48) defi- 
nierten ~ r 6 ~ e n :  so ist 

(54) (P@) - 0 
d. i. 

(j4? 912(': + Y:) + ( 9 0 2  + k 2 % i l ) x g  - (PO1 + kZ%3)~!? - ''Po5 = O 
die Gleichung des durch 9 erzeugten Beschleunigungspolkreises. Man 

gelangt zu diesem Resultat, indein man aus (28) und (9) die Gr6Ben 
X, 9, 3 eliminiert. Man erhalt als Eliminationsresultat: 

woraus mit Benützung des Laplaceschen Deterrninanten~atz~s die 
Gleichung (64) folgt. (54) kann als lineare Gleichung zwischen des  
tetracyklischen Koordinaten xQ + y;, z,, y,, 1 angesehen werden und 
ist daher die Gleichung eines Kreises. Der Radius des Kreises ergibt 
sich allgemein zu 

l/&% -k"~, , iB t 7 P o - P ~  
2 $12 

7 

und die Koordinaten seines Mittelpunktes zu 

b) Wendepolgerade. Die Gleichung der durch den Kraftbüschel (28) 
erzeugten Wendepolgeraden ergibt sich zu 

(56) ( v a  = O,  

Der Beweis der Gleichungen (56) und (57)  ist analog wie der für (54). 
Dadurch sind die Beziehungen vollstnndig auf geometrische zurück- 

geführt. Sind @,,, Di, Koordinaten von zwei Kraftbüscheln in der 
Ebene, so sagt das Bestehen der Relation ( v a )  = 0 aus, daB sie sich 
schneiden. In Art. 9 haben wir u. a. gesehen, daB jeder der & P u n k t e  

I l *  
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der Ebene für sich als Beschleunigungspol durch einen Kraftbüschel 
erzeugt wird (48); von diesem werden durch (54) jeiie m1 heraiis- 
gehoben, welche den gegebenen Kraftbüschel ,,schneidcn" (Art. 8a); die 
ziigehorigen I'nnkte z,, y, erfüilen dann den Beschleiinigiingspolkreis. 
Ehenso sind die Gleichungen (56) und (57) zii denten. 

10. Umkel~ruizq: J~eschlcunigungq1ol7ircis, Wendcpolgcrade, Ta?zgential- 
gwade gcgeben, die crzmgctzdcn '$ gesuclit. 

a) Gegeben der Beschleunipngs~~oIkreis, gesucht die Koordinaten 
9 des erzeugenden Kraftbïischels. 

Da in der Ebene 003 Kreise, aber 004 Kraftbüschel vorhanden 
sind, so gibt es eine Schar von as1 Kraftbüsclieln, die einen gegeh~nen 
Kreis als Reschleunigungspolkreis erzeugen. Sei die Gleichung des 
gegebenen Iireises 

(58) a(x2 + y') + bx + cy + d = O ,  

so erhalten mir durch Vergleich m i t  (54'): 
(59) a : b : ~ : d = ~ , , : ~ , ~ + k ~ ~ , , :  ( ~ o l + k 2 ~ 2 3 ) : - 7 ~ a ~ o s i  

was drei in !?3 lineare Gleichungen darsteilt; es gibt daher in der Tat 
ao' Kraftbüschel, die zu den1 gegebenen Kreis ( 5 8 )  gehoren. (Ihnen 
entspricht eine Begelschar des Ji,.) 

Die Mittelpunkte dieser w1 Kraftbiischd erfüllen einen Kreis, die 
w1 Begrenzungslinien und Grundlinien umhüllen ebenfalls Kreise; und 
zwar ergibt sich als Ort der Mittelpunkte: 

und es ist leicht zu sehen, daE dieser Kreis die Inversion des gegebenen 
am Kreise k uni S k t .  Als Gleichung des UmhüUungsgebildes der 
Grundlinien ergib t sich : 

(61) 
d 

ak2(uS + u t )  + O lr, + cv, + kT = 0 

fcrner bei den Begrenzungslinieri: 

(62) 
ad 

(a k e  - d) (ui + vP) + b u2 + cv, + -- = O  a k a -  d 

und den Begrenzungslinien der nach S reduzierten Kraftbüechel 

(63) - d(u3 + v;j + ?nt, + cv, - a = O. 

Zwischen den I<oordinaten Pik der Kraftbüschel bestehen in die~ern 

Falle die Bedingungsgleichungen (59), d. h.: 
d 

'dy3,,= 4 3 , , - ~ ' F P o l  

((54) 
d 

dp, ,  - b %  - kB P O P  
, dp12 = - (1 ~ 2 P 0 3 ,  
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wonach sich mit Benützung der Identi t i t  = O und der Gleiçhungen 
(31) bis (34) die Gleichungen (60) bis (63) ergeben. 

b) Die Wechselpolgerade ist gegeben, nian suche die Koordinnten 
9 der erzeugsnden Kraftbiiscliel. 

Jede Gerade der Ebene mird durch 00' Kraftbüschel erzeugt, da  
es oo2 Gerade, aber 004 Kraftbiischel gibt. Gegeben ski die Gleichung 
der Gersden 

(65) a x + b y + e = O .  

Durch Vergleich mit (56') folgt 

(66) a :  b : e - ~ , , k 2 + ~ , , x , :  %3k2 4- ~ 1 ~ ~ ~ : - ~ 0 3 X 2 + ~ o ~ ~ ~ - ~ ~ i ~ o .  

Dies sind zwei Bedingurigsgleichuiigen, denen die GriiBen zu genügen 
haben; sie würden im Raurne eine lineare K o q r u e n z  darstelleri, B O  daB 
wir das durch aie definierte Gebilde eine h e u r e  1Conyr.zienz voil Kroft- 
tiischebz nennen konnen. 

Zu jedem angenommenen Punkte 

(67) 1 : 5 : Tj- = po3 : - po2 : pol 
als Rlittelpunkt gehort eine bestimmte Begrerizurigsliriie, die bestinimt 
ist durch 

(68) l : ~ ~ : l i ~ = y ~ ~ - t p ~ ~ : - p ~ ~ : ~ ~ ~ >  
b xo - a y. wobei, wenn f = --e- gesetzt wird, und - T,,7," $o,xo- Toi yu+O: 

76 

Lu d m  Punkt (67) gch6rt daher die Begrenzungslinie: 

l : t ~ , : , u , = c - u k - b q : u - f q : b + f k .  

Dio dadiirch festgelegten Beziehungcn zwischen den Punkten und 
der Ebene k6nnen wir noch in etwas allgemeirierer Weise ausdriicken. 
Die Gleichungen (66) lauten niirnlich: 

(70) ( - ay0'$,, + a x o P , ,  -- a7bT0, - - c7~~'j3 , ,  - C X ~ ! J ~ , ~  = O 

- byo Pol f bxo Po, - bk2  P u 3  + ck2p23 . - ~ ~ o F i a  = 0-  

Die Koeffizienten dieser Gleichungen erfüllen die identische Bedingurig 
$(B$l) - 0 und k6nnen dnher als Koordinateri je eines neuen Xraft- 
büsçhels angesehen werden. Sucht man alle Kraftbüschel, welche 
diese beiden Gleichungen erfüilen, so heiBt dies, aile Kraftbüschel auf- 
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suchen, die zwei gegebene schneiden. Die Koordinaten der beiden in 
(70) gegebenen Kraftbüschel X und '23 lauten: 

Daraus ergeben sich die Koordinaten der Mittelpunkte, Giund- 
linien und Begsenzungslinien von % und 9 (e =+ O) zu: 

1:E : r ,  = - x  O : k 2  :O, =- yo:O :ka, 
ka :z, :yo ,  ( )  

1: u, : c, = ex, + a k 2 :  ax,: ay,, =GY,+ bR2:bx0:bya 

Die Verbindungslinie der beiden Mittelpunkte ist die gemeinsaiiie 
Grundlinie der beiden festen Kraftbüschel YI und B, die von allen zu 
siichenden Krafthiischeln geschnitten werden müssen; % und schneiden 
sich auch ihrerseits: (%a) = O, und konnen leicht konstruiert werden. 

Die oo2 Kraftbüschel, die oine geg~bcnc Gerade i als Wendepol- 

Fig. 4. gesade erzeugcn, erfüllen daher 
eine lineare Kongruenz. 

Z u s a t z: Um zu einemgegebenen 
Purikt N eine Gerade so zu ziehen, 
da6 der entsprechendeKraftbüsche1 
zwei gegebene 2 ( k f v ' )  und 8(k"v") 
schneidet, verfahren wir in folgen- 
der Weise. Wir  haben in Art. 8.a )  

gesehen, daB die Begrenzungs- 
linien v der Kraftbüschel mit ge- 
meinsaniem Mittelpunkt i;,die eincn --., 

% gegebenen Kraftbüschel 9l (6'1;') 
'.. 
'q schueiden, durch einen Punkt 0' 

der Geraden E r ; '  hindurchgehen 
(Fig. 4); auf iihnliche Weise erhiilt man für den Kraftbüschel 8 einen 
Punkt G". Die Verbindungslinie der Punkte cr' und G" ist dam die 
zu 5 gehorige Begrenzungslinie v,  so da8 der Kraftbüschel (5v) sowohl 
3 wie schneidet. 

Ebenso liegen die Mittelpunkte f der Kraftbüschel, die zu einer ge- 
gebenen Begrenzungslinie 1; gehoren, wenn die Kraftbüschel (Eu) einen 
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und dies ist der dusdruck fü r  die bekannte Konstruktion des Krümmungs- 
mittelpunktes f ü r  die Bahn eines Systempunktes mit Benützung des 
Weiidepols (S. z. B. Sche l l ,  Theorie der Bewegii~ig und der KrXte 1, 
S. 462): 

Krsftbüschel % ( E ' v ' )  schneiden, auf e h e r  Geraden z' durch den Schnitt 
von vv' (Fig. 5 ) ,  und wenn sie den Kraftbündel '$3 schneiden, auf einer 
Gereden 7". Der Schnitt von z' 

mg. 5. , 
undzf'ist der zu v gehorige Mittel- I' v ' 
punkt k, so daB der Kraftbüschel 
( t u )  sowohl % wie B schneidet. 

c) Der Fall der gegebenen 

u" I'=" 
I 

Taiigentialpolgeraden ~ollkommcn analog dem erledigt Falle b), sich es [ '1 /< I a' 

'., ergibt sich gleichfalls eine lineare 1 u 

Kongruenz von Kraftbüscheln. 
Wir ktinnen s o n k h  die Glei- 

chungen (54) (56) und (57) in 
doppelter Weise auffassen und 

u- erhalten einmal die von einem / 

~orgelegten Kraftbüschel 33 er- ' \ 

zeugten Polorter 65, s, Q, und ! '\ I 
. \  

das anderemal, wenn die Gr6Bon 
Si,, Qik bekannt angenommen werden, erhalten wir di; Systeme 

aller Mannigfnltigkeiten von Kraftbiischeln für  einen gegebenen Polort. 
Im ersten Falle finden wir insbesondere für den Or t  der Beschleunigungs- 
pole eine lineare Gleichung zwischen den GroBen @, die sich zu 4 
tetra~~klischen Koordinaten zusammenschlieBen, und iin letzteren fiir eine 
gegebene Wendepol- und Tangentialpolgerade je eine lineare Kongruenz 
von Kraftbüscheln; die Beziehung (@ 8) = 0 laBt den engen Zusamnien- 
hang von Liniengeometrie und Kreisgeometrie der Ebene erkennen. 

11. Aszdere Deutzlng des J erseugenden Kraftbüschels. Das Resultat, 
da0 die reduzierte Begrenzungslinie des Kraftbüschels, der einen Punkt J 
der Ebene als Wendepol erzeiigt, durch J 1 O S  hindurchgeht, grstattet 
noch eine andere Deutung, auf die mir noch hinweisen wollen. Wenn 
man den Krümmungsradius R, der Bahn des Schwerpunktes S bestimint, 
so findet uian nach leichter Rechnung 
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wenn J ,  die Projektion des Punktes J auf den Strahl O S  bedeutet 
Die Bedingung für  die Lage der Begrenzungslinie des nach S redu 
zierten Kraftbüschels (.L O S  durch J) deckt sich rilithin vollkommen 
mit der Redingung, daB die Krümmung der Schwerpunktsbahn bza 
der Normalbeschleunigung des Schmerpunktes vorgeschrieben ist. 

12. Analoge Uberlegungen, wie die am Ausgangspunkte der vor- 
stehenden Darstelliing, k6nnen auch auf den Raum angewendet werden 
I n  jedem bewegten rSumlichen System gibt es stets einen und i a 

nur einen Punkt, der keine Beschleunigung erfahrt - den Be.scJ~Im- 
.nigu.ngspol. Den cio3 Punkten des Raumes stehen so die ooW~ynamen 
gegenüber: Jedem Yunkte entsprechen caY Dynamen, die ihn als Be- 
schleuriigurigspol erzeugeri, ihre Achsen bilden i. a: einen yuadratischen 
Komplex. Die Untersuchung der hier auftretenden Verhaltriisse, iris- 
besondere der dynainischen Verhiiltnisse bei den moglichen Freiheite- 
graden als eine weitere Anwendung der Schraubentheorie, sol1 i~ einer 
spateren Arbeit durchgeführt werden. 

III. Anwendungen auf das einzelne zwanglin8ge System. 

13. Brmittluyg der Reaktionen und des Bcscl~1~~?zigun,qsz7tsfnnrI~ 
mit Rilfe des Satzes des vorigcn Abschnittes. 

a) Ein ebenes System bewege sich so, daB zwei seiner Punkte 

i ~ i g .  6. t'este Kurven beschreiben, deren 
Krümmuiigslialbmesser gegeben 
seien, so daB in jedern Augen- 
blicke der Drehpol O, Wende- 
pol J und die Winkelgeschnin- 
digkeit GJ gegeben sind, man er- 
mittle die Reaktionen der Kurien 
(Fig. 6). 

Wenn keine anderen Krifte 
auf das System einwirken, so 
suche man den Kraftbjischel (Sv) ,  
welcher den Punkt J a l s  Fende- 
pol erzeugen kann. Der Mittel- 
punkt liegt invers z u  J il1 
bezug auf den Kreis mit k uin 

S ,  JX.  $y= ka, die reduzierte 
! Begrenzungslinie i geht darch 

J I  OS. Da auf das System nur die Reaktionen der festen Kurven 
einwirken, die offmbar in den Normalenrichtungeii n., und fi2 liegen, 
so mu1 die R'esultierende dieser Kriifte durch deren Schnittpunkt O 
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hindurchgehen. Verbindet man daher Of und zieht durch S dazu eine 
---P 

Parallele, so ist SA* die reduzierte resultiercnde Kraft. Zieht man daher 
OA r O d 4  und zerlegt OA nach den Riehtungen n, und n, iri zwei 
Komponenten, so Sind diese die gesuchten Reaktionen Dl und D,. 

Die Methode versagt nur in dem Palle, wo der Mittelpiinkt 6 nach 
O fallt, in diesem Falle tritt die früher Yom Verfasser angegebene, 
weniger einfachc Methode an ihre Stelle. 

b) W7enn aber noch ZuBere Kriifte auf das System einwirken, so 
fassen nir  diese zu einer Resultierenden P zusammen und ermitteln 
den von ihr allein erzeugten Wendepol J,. Nun bildet man 

d -+ -+ 
SJ*  = S J  - SJ,. 

urid verfihrt niit J* gerade so mie früher mit J. 

14. n r c h ~ ~ n g  um einen faten Pmkt  O - J. Wirken keine 5uBeren 
+ 

Krafte ein, so ist S J  die gesuchte reduzierte Reaktion. 

a) Handelt es sich z. B. um die Bestimmung der Reaktion eines 
festen Punktes für ein schzveres Sy~tem, das &ch mit bekannter Winkel- 
geschmindigkeit w bewegt, so trage man . 

Pig. 7. 
in O entgegen der Riehtung der Sehaere- \ 

Endpnnkt J* (Fig. 7) der Punkt, der als 
Wendepol der durch O gehenden Reaktion 
allein erzeugt wird. Man ziehe daher i dureh 
J * i S  O, errnit,tle den Mittelpunkt t; durch die 

Bedingung 5s. SF= ka,verbindc ferner 6 mi t  
O und mache SA*;i f O. 0 8  # SA* ist dann 
diegesuchtereduzierteReaktion des Punktes O. 

b) Wenn aufierdeni noch eine auBere Kraft P auf das System 
nirkt, so verfahre man ganz ebenso wie in 13b); man ermittle zunachst 

f + + 
den von ihr allein erzeugten Wendepol J,, mache S J* = S J -  S J, 
usw. Auch hier tritt die früher erwiihnte Unbestimmtheit d a m  und 
n u ï  d a m  auf, wenn f mit O zusamnienfàllt. 

(Fortsetzung folgt.) 
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Filteigeometrie. 

Filtergeometrie. 
Von Dr. L. DAXAPSKY in Hamburg. 

Das gebriiuchlichste Verfahren, Wasser zu reinigen, bedient sich 
dazu eines Bettes von Sand oder Kies in  wechselnder Dicke und Fein 

heit. Auch die Ifatiir verfiihrt nicht anders, wenn sie Trümmergesteinr 
von Wasser durchstromen Mt ,  freilich nicht zu dcm Zweck, solches 
zu verbesaern, wohl aber mit der Wirkung,  es in seiner chemischen 
ILusammensetzung teils durch Losung, teils durch Abscheidung sehr 
wesentlich zu beeinflussen. So ist der Geologe nicht weniger als der 
Wasserfachmann an diesem Prozesse interessiert. 

Die Bestandteile der natürlichen Filter sind begreiflicher Veise 
au8erst mannigfacher Natur. Aber auch die Kunst, die durch Siebeii 
und Waschen ein mbglichst gleichmiiBiges Korn si& aussucht, bleibt 

auf das ihr in den Allurionen gebotene Rohmaterial angewiesen und 
kann darum nichts liefern, was eine streng mathematische Behandlung 
rechtfertigte. Die zahlreich vorliegenden Versuche, über Druck und 
Piltriergeschwindigkeit ins R,eine zu kommen, wie sie Fr. H. King1) 
und P h .  F o r  c h h e  i m  e r  ') zusammengetragen haben, begnügen sich denn 
auçh damit, dem yraktischen Ingenieiir die erwünschten Daten in Form 
von Koeffizienten und Exponenten a n  die Hand zu geben, oft olme die 

den Beobachtnngen zugrunde gelegten Gesteinsfragmente auch nur niher 
zu charakterisieren, oder unter dnnahme  eines ,,GleichmaBigkeits- 
koeftizienten" der Filterbestandteile, nach HazenY) ,  den F o r  c hh  eimer') 
als ,,~ngleichformigkeitsgrad" kennzeichnet. 

Das Problem liegt für eine allgemeine L6sung offenbar zu un- 
bestimmt und zu kompliziert. Der erste, der es zunachst auf einfache 
Bedingungen beschrinkte und in  sehr dankenswertcr Weise streng 
formulierte, scheint C h a r l e s  S. S l i c h t e r 5 )  gewesen zu sein. Da er 
aber seine Entwicklung über Str6mungsrichtung und Str6mungsbeme- 
gungeri nuf riumliche Ansçhauungen gründete, die nicht in d e n  Seilen 
- -- 

1) Principles aud conditiuns of the  rnovementb: of ground water ( I V  Annual 
Report of t h e  United States Geological Survey 1897-98, part  II, S. 59). 

2) Wasserbewegung durch Boden (Zeitschrift des Vereines dentscher Ingenieure 
1901, S. 1736; ds. Journ. 1902, S. 118). 

3) 3i th Annual Report of the State Board of Health of Mastlachusetts for 1892. 

4) L. c.  S. 1738. 
5) Theoretical In~~est iga t ion  of the  motion of ground water (19thAnn. tlep. 

of the U. S. Geological Survey 1897-98, part II, S. 296). 
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zutreffen, SOU hier der rein  geometrische Teil des Filterbnus in seiner 
abst~alit voilkommen Form als ein. Haufwerk gleidtqro/3er Kugellz den 
Gegenstand erneuter Untersuchung bilden. Jede physikalische Annahme, 
wie sie zur Erklarung von Bewegungsvorgangen unentbehrlich ist, 

ficheidet dabei aus. Rein elementare Ableitungen werden hinreichen, 
Gestalt und Zusammenhang Fig. 1 

des Filtergerüstes und seiner 
Porenriiume eingehendkennen 
zu lernen und damit eine zuver- 
lassige Unterlage fur weitere 
Entwicklung zu schaffen. 

Ein bekanntes Beispiel 
für eine solche Anordnung 
bilden die früher in Zeug- 
hiusern xu Pyramiden aufge- 
stapelten Vollkanonenkugeln. 
Die Frage nüch der Zahl der 
Kugeln in jeder Schicht, nach ihren Berührungspunkten und Abst'àndcn 
hat die Mathematiker vielfach beschaftigt. Ebenso die Frage, in welcher 
Polyederf'orm sich groBere und kleinere Kugeln überhaupt gruppieren 
lassen. Es ware müBig, diese Moglichkeiten zu eiitwickeln, ohne unmittel- 
baren Gewinn für die Technik rig.  e. 
daraus ziehen zu konnen. Nur 
der Grerizfalleines strengregel- 
ma6ig gelagerten Haufwerkes 
von Kugeln gleicher Dimen- 
sion kann einige Klarheit 
schaffen. So faBte S l i c h t e r  
den FaU und richtete seine 
voue Aufrnerksamkeit dabei 
auf die Porenriiume als die 
einzigen, die für die Filtration 
Bedeutung haben. Zur Unter- 
stützung des Vorstellungs- 
verm6gens nahni er Gipsabgüsse von diesern Inneren. Es entging seiner 
Beobachtung auch nicht, da6 über einer Lage in der Ebene dicht zu- 
sammgelagerter Kugeln sich eine zweite in doppelter Weise schichten 
liBtl), ohne daB die gegenseitige Lage der Kugcln dadurch sich iindert. 

1) ,,Fig. 55 is essentially the same as Fig. 54, as the arrangement in Fig. 56,  
c m  be mado from the arrangement of Fig. 64 by displacing the upper spheres 
one place, loaving the lower spheres unchanged,' 1. c. S. 308. 1 
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E r  übersah dabei, da8 die Poren dabei mitwandern, deren es in der 
gedacht,en Anordnung zwei Arten von verschiedenen Gr6Ben gibt. Er 
rechnet n u r  mi t  einer und gelangt dadurch zu irrigen Sçhlüssen. 

Big. 3. Dieser Ausgangspunkt ist 
zu wichtig, urn ihn nicht an- 
schaulich festzuhalten. Fig. 1 
gibt  cine dreifache Kugel- 
schicht wieder, wovon man 
sich für  den Augenblick die 
unterste wegderiken mag, 
weil sie für  den Vorgang 
der ersten Vertauschung au8 

dem Spiel bleibt. Die Ansicht 
ist a e g e n  der Geschlossen- 
heit  des Objekts, ebenso wie 

die folgenclen, jn Parallel- 
perspcktive genommeii, also 
ohne Fluchtpunkt, mit An- 

satz der hinteren Achse unter 45 Grad und gleichzeitiger Vei.kürzuiig 
der MaBe auf die Hallte. Der geometrische Vergleich ist so für jedeu 
Teil leicht. Die zw6lf Kugeln des mittleren Stockwerks tragen nach 

Fig. 4. oben sieben weitere im Sechs- 
eck gelagert. Entfernt man 
die letzteren und IiBt sie 
einzeln statt in die früher von 
jeder eingcnommeno Aus- 
sparung zwischen je drei 
Kugeln in die Iienachberte 
rollen, so wird aus Fig. 1 
Fig. 2. 

Die ebene Kugelreihe bil- 
det diesmal ein Dreieck; es 
finden aber nur noch sechs 
Kugeln Plat'z, so da1  man 

die siebente, um sie nicht iii 
der Hand zu behalten, mitten darüber gesetzt hat. An diesem Verhiiltnis 
h d e r t  sich nichts, w e m  niari die gleiche Vertauschung zwischeii der , 

unteren und mittleren Lage vornimmt (Fig. 3 und 4) und dam erst 
die oberate aufsetzt, nur duB das Dreieck, daa diese oberste Schicht 
darstellt, jetzt mit seinen Spitzen andere orientiert ist,. Weitere Ver- 
schiebungen sind aber nicht moglich. Dabei hat das auBere Anseben 
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insofern eine kleine Verandermg erfahren, als die in Fig. 1 und 2 dem 
Beschaiier zugewandte geschlossene Front in F'ig. 3 und besonders 4 
nach der Seite gewendet ist, wie man an den sich zwischen den vor- 
deren Kugeln auftuenden gr6Beren Lücken bemerkt. Das deutet auf 
eine indermg der gegcnscitigcn Lage. Untcrsuclit man das Innere 
mit  eineni Glaustab, der zwischen je drei Kugeln sich ungehindert von 
oben einführen M t ,  so findet man, da5 die Sonde siçh in  Fig. 3 ab- 
wechselncl bis zum Grund und bis zur oberen Reihe, in Fig. 4 aber 
nur bis zur oberen und unteren Kugelreihe, nie frei bis zum Grund 
durchsteçken laBt; wie ebenda zeichnerisch mit einem Stab von gleicher 
1-Iohe angedeutet k t .  In Fig. 1 und 2 reicht die Wegsamkeit in gerader 

Fig. 6. Fip. 6. 

Richtiing immer nur bis zur Mittelreihe. Die Verbindung der Poren- 
rliirne hat sich ~ o n a c h  verschoben. 

Wie veriindern sich diese Poren selbst bei c h e r  Verschicbung der 
Kugeln? S l ich  t e  r gibt dafür eine Ableitung, in  die übersichtlich alle 
tlieoretiucfi nioglichen Fiiiie sich einordueri. Ausgehend von der denk- 
bar einfachsten Verteilung der Kugeln, wobei diese die Ecken eines 
Würfels einnehmen, jede einzelne somit seehs andere berührt, laBt er 
durch Neigen der aufrecht stehenden Kanten den Würfel schlieBlich 
in cineii Bhomboeder übergehen. Der erste Fnll (Fig. 5) hedeutet die 
mogliuhst lose Packung der Filterkorner, der cntgegengesetztc Grenz- 
fdl (Fig. 6), wobei jede Kugel sich mit zw6lf anderen berührt, die 
dichteste Packung. 

Der nicht von den Kugeln eingenominene Raum ergibt sich durch 
Verrniiideruiig des vollen Würfels um eine gauze Kugel von halb so 
groBem Radius. Dieser Radius sei allen folgenden Rerechnungen als 
Einheit zugrunde gelegt. Für jeden beliebigen Winkel (in der Flachc 
genommen) fol$ aus Fig. 7 :  

h = 2 sin a. 

Die GrundKache ist somit: 4 sin a. 
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b - 2 cos ci 

Polglich 

b 2 coa a C = - - = . -. 
a a 

CO8 - COB- 
2 2 

Der Inhalt wird alsdann: 
ppppp 

4 s i n a : . d = 8 s i n a  

2 

und durch entsprechende Umformung, unter Elimination des halben 
Win kels, 

= 8 (1 - cos c i ) v m .  

Fig. 7. 

Hieraus 1sBt sich der Porenraum für jeden Winkel zwischen den 
gegebeneri Grerizen von 60' und 9U0 berechnen, da der entsprechende 
Kugelraurn offenbar stets eine ganee Kugel ausmacht. In Prozenten 
des Gesamtraumes erhiilt man für die beiden extremen Fiille 25,9S1) 
iind 47,64. Dazwischen liegen alle Werte für die Stellungen, bei denen 
die Kugeln zwar aus dem rechtwinkligen Verband gelost, .aber noch 

1) Bei Otto Lueger, Die Wasserversorgung der Stadte, steht vereehentlich 
S. 183 und 421 0,27 statt 0,26 (0,2595). 
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nicht xur Berührung mit neuen Kugeln gelangt sind. In dem MaBe, 
als die Neigung zunimmt, verdrückt sich die eingekerbte Raute in der 
Seitenwand der gewahlten Einheit (Fig. 5), die den DurchlaB an dieser 
Steile begrenzt, mehr und mehr, indein sie sich in der Mitte einschnürt. 
Aber erst mit dcm AnstoBen jeder Kugel an die ihr diagonal ursprüng- 
lich gegenüberliegende verdoppelt sich die Zahl der Berührungen von 
sechs auf zwdf, und die ausgezogene Maute zerreiBt in zwei Dreispitze 
(Fig. 6). 

Für den Winkel 6ï0, der einem Porenraum von 35'1, entspricht, 
wie er auch bei ausgewahlten runden Kornern faktisch kaum je unter- 
schritten wird, nahern sich die Kugeln bis auf 2 x 0,1038. Bei 70:' 
wird diese Lücke zu Fur. 8. 

2 x 0,164, d. i .  gleich 
dem Durchmesser des in 
den engsten DurchlaB 
(bei 60°) einbeschreib- 
baren Kreises,wie sp%ter 
zu zeigen ist. Vgl. Fig. 8. 
Von einer Spaltung der 
Raute in zwei Teile kann 
also hier noch keine 
Rede sein. 

Ebenso einschnei- 
dend mie die h d e r u n g  
an der Oberfliche ist be- 
greiflicherweise die des 
Inneren, über welche die rein rechnerische Inhaltsziffer keiuen AufschluB 
gibt. S l i ch te r  hat sich begnügt, vier Kugeln in ihrer gegenseitigen 
Stellung in der Form der dichtesten Packung zu betrachten und ein 
dazu aymmetrisches Bild aller übrigen angenommen. Diese Unterstellung 
trifft niüht zu und fiihrt deshalb zu falschen Sühlüssen. Bei der engsten 
Lagerung, die im folgenden allein behandelt werden soll, weil nur aie 
eine einfache Abbildung liefert, treten im Gegensatz zu der Würfel- 
stellung, die b l o ~  eine Art Porenraum kennt, der in den drei Hanpt- 
richtiingm gleiche Querschnitte liefert, zwei solche nebeneinander auf. 
Auf ihr Zusammenvorkommen deutet schon die Erfahrung hin, daB beim 
Einrollen der Kugeln in die Vertiefungen einer bereits vorhandenen 
Schicht (Fig. 1-4) diese nur abwechselnd besetzt werden konnen, 
d. h. bald grGEere, bald kleinere Zwischenriiume lassen. 

U n  deren Eigenschaften im einzelnen kennen zu lernen, mogen 
zwei Kugellagen, diesmal in geometrischer Aufsicht (Fig. 9), dienen. 
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Verbindet man die Mittelpunkte der acht benachbarten Kugelii, so zeigt 
sich, daB sechs davon in die Ecken eines Oktaeders fallen, an --elcheu 
die beiden übrigen sich in zwei Tetraedern anlegeri, deren E'laclieil mit 
denen des Oktaeders identisch sind und gleichseitige Dreiecke bilden. 
Die Seitenlange liefert den Abstand vom Mittelpunkte; er ist stets gleich 
zwei Radien. 

Waiirend also vier Kugeln sich immer so ordnen lassen, daO ilire 
Zentren Eckpunkte eines Tetraeders bilden, ist dies bei irielir Kiigeln 

Fig. 9. nicht der Ball. E s  wechseln als- 
d a m  Oktaeder mit Tetïaedern in  
der Weise ab, daB sich jene langs 
einer Kante nui- noch berühren,und 
zn7ar enthalten die Oktaeder die- 
jenigen Di~rchlasse, in denen sich, 
im GrundriB gesehen, sechs Kugel- 
kreise schneiden (Pig. 10). Es wird 
gu t  sein, alle ebenen Uurçhlisse als 
Porenluken oder Lukeii scldechthin 
von den Poren als Ilaumerfüllungen 
zu unterscheiden. Nur die Luken 
hebeii sich natürlich im Grundri!? 
davon ab. E s  siild dxs die jeweilig 
engsten Qiierschnittsstelleii, die 
nu r  in einer Art  und Grd3e vor- 
licgen, wie schon daraus erhellt, 
daB sie ja bei den Irietrachteten 
zwei Kugellagen stets aus eiriem 
Tetraederraurn in einen Oktaeder- 
raum führen und urngekehrt. 

Fig. 11 gibt  sie der Klarheit 
zu Liebe getrennt f ü r  ein und cldi; 

andere Gebilde wieder, samt den sie begrenzenden IIauptkreiseii. Reim 
Oktaeder liegen ja  zwei solcher Lukcn cinander gegenüber, alle auderen 
(beim Tetraeder bis auf eine) erscheinen in der gcwahlten Stcllung 
unter einem Winkel von 70°32'. Die GrfiBe einer solchen Porenluke 
liiBt sich aus der Teiraederseite iiach A.bzug der drei ICreisarisschnitte, 
die zusammen einen Halbkreis ausrnachen, bestimmen. Bei der Seiten- 
l inge 2 miBt die Rohe des Dreiecks 1/3, sein Inhalt ebenfalls vz. 
(1) 

n VS -, = 1,7320 - 1,3708 = 0,1612 

(wobei immer der Radius 1 zu erganzen ist). 
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Dertetraedrische, Fig. IO. 

bzw. oktaedrische 
Porenraum ist nicht 
ganz so einfach 
auseurnessen, indem 
dazu die Kennt- 
nis der daran teil- 
nehmenden Kugel- 
segmente Voraus- 
setzung bildet. An 
Hand der Fig. 1 0  
verhilft dami fol- 
gende Überlegiing. 
Für zwei Kugel- 
lagen steht nur die 
nach innen gekehrte 
Halbkugel iii Be- 
tracht.Dahier Okta- 
eder-und Tetraeder- 
segmente regelmahg miteinander 

Fig. 11. 
abwechseln, kommt eine Auftei- 
lung der Halbkugel zustande, wie 
sie Fig. 12 deiitlich macht. Die 
einzelnen Stückc sind in  Fig. 13 
gesondert wiedergegeben. Der 
groBte Kreis, der auf der linken 
Seite von Fig. 1 2  ein Oktaeder- 
sanit zwei Tetraedersegrnenten ab- 
schnürt, bildet mi t  dem Grund- 
kreis denselben Winkel, wie jede 
Tetraederflache mi t  der benach- 
barten. Der Sinus dieses Winkels P 
ist aber bestimrïit durch die Tetra- 
ederhoheb und dieSeitenh6he h zu: 

vi ~ 

sin = = 0,9428 
v 3  

/3 = 70' 32' 

arcsin ,d = 1,2308. 

Man erhiilt somit den doppelten 
Ansatz, daB die Halbkugel vier 

Zeitschrift f. Matli~matik u. Physik. 60. Band. 1911. IIeft 2. 12 
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Tetra- und drei Oktaedersegmente, zugleich aber zwei Tetra- und ein 
1 2308 

Oktaedersegment zusammen - ' - der Halbkugel ausrnachen. Das 

führt  auf 
0,088 . +n - 0,1839 

für  jedes Tetraedersegment. 

Somit erhiilt man den tetraedrischen Porenraurn: 

PI - 4 . 0,1839 = 0,9428 - 0,7356 = 0,2072. 

Fig. 12. R g .  13. 

Der Berechnung des Oktaeder- 
porenraums muB die Bestimmung des 
Oktaederkugelsegrnents vorausgehen. 
M m  hat dafür: 
1,2308 2 2 

-- . - X - 2 . 0 , 0 8 8 . - ~ = 0 , 4 3 2 9 .  
z 3 3 

Das Oktaeder selbst setzt sich aus zwei Pyramiden, nach Fig. 14, zu- 
sammen. Da hier 

k =)'.2, 

so ist der Inhalt der Pyramide: 

+ .  4 . i z =  + v 2  

und derjenige des Oktaeders +m. 
Durch Subtraktion von sechs Kugelsegmenten eritsteht daraus der 

Oktaederporenraum : 

(3) fV2-  6 - 0,4520 = 1,0538, 

d. i. ein wenig mehr ale das fünffache des Tetraederporenraums. 
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Die Zerlegung der Kugel in Segmente, wie aie den anstoBenden 
Poren entsprecheri, gibt zugleich die Moglichkeit, den Anteil zu be- 
stimmen, welcher jeder Kugel am Gesarnt- Fig. 14. 
porenraum zukommt. Das ist offenbar + 
von jeder Oktaederpore und f von jeder 
Tetraederpore, oder mit Rücksicht darauf, 
daB jede Kugel aechs Okta- und acht Tetra- 
edersegmente zahlt, 

.1,0538 + 2 . 0,2072 - 1,4682. 

von den 25,95 Porenraum des Gesamt- 
volumens q z + 1,4658 = 5,6546 entfallen 
somit 1,0538 oder 1 8 , 6 0 ~ / ~ -  auf die gronen, und 0,4144 oder 7,35°/, 
auf die kleinen Poren, wie man sie einfach nennen kann. 

Der Anzahl nach verhalten sich die beiden wie 1 : 2 ,  der Raum- 
erfüllung nach mie 5 : 2. Diese Werte  sind u~veriinclerlich; nicht aber 
ihre relative Lage. Big. 15. 

Beim Übergang von 
zwei Kugelschichten 
auf drei mird sofort 
deutlich, daB die Ver- 
rollstindigung von 
Fig. 12 zur Voll- 
kugel ebensomohl in 
der Weise geschehen 
Iiann, daB an ein0kta- 
edersegment sichwie- 
der ein solches oder 
aber ein Tetraeder- 
segment anschlieBt. 
K t  dieser Alterna- 
tive ist fi-eilich die 
Wahl auch erschopft 
(Fig. 3 und 4 geben 
anscheinend nur die 
um 60°verdrehte An- 
sicht desselbenKugel- 
haufens wie Fig. 1 
und 2 wieder). Aber die Wegsarnkeit fallt, wie an eben diesen E'iguren 
zu zeigen ist, vielfach verschieden ans, je nachdeni fortlaufend in einer 
bestimmten Richtung, sei es in der Senkrechten oder einer der acht 

1 2 *  
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übrigen, mie sie der Sechseckplan mit sich bringt, nur groBe Poren 
aiisammentreten oder nicht. Mit anderen Worten, es ist für die Durch- 
stromung nicht gleichgültig, ob man den Glasstab als Sonde durch die 
ganze, beliebig vicl Kugeln dicke Filtermasse bis eum Grund, schief oder 

gerade einführen kann, oder ob die 
Fig. 16. 

Durchbohrung sich auf gewisse 
kiirzere oder langere Strecken be- 
schrankt. Die so gekennzeich- 
neten Schlote konnen wieder in 
der mannigfachsten Weise auf- 

einander treffen, oder nach Zizk- 
zacklauf blind, d. h. in eiiiem 
Tetraeder endigen. ~ u ~ e r l i c h  

/ wird davon in  der RegelmiBig 
keit des Aufbaues niclits b e m e r k ~  
bar. Geriist und Porenvorbaiid 
sind keineswegs identisch. 

Das Vorhanderisein aufrechter 
Schlote tritt auch ini GrundiiB 
in der Weise hervor, da0 die 
durchgehenden Luken alle auf- 

einander fallen. Jede Kugelschicht muB dam, der Lage nach, genau der 
zweitvorhergehenden gleich sein. E s  gibt deren nur zwei. Sohald eiiie 

dritte hinzutritt, bricht der senkrechte Kanal ab. In Fig. 15 siild die 
jeweils übereinander folgenden Lagen durch abnehmcndc Kreise au- 

Xig. II. 
gedeutet, gleichsam 

Fig. 18. perspektivisch ver- 
I kürxt, obwohl die 

. I 
I Kugeln natürlicli alle 

I gleich sind. Die 
8 Schlote ziehen in 

-rtC den sechsstrahligen 
l #  

/ /+= Sternpiinkten diirch. 
/ 

/ 
/ 
. , 0 

Nur die streng s y t c -  
/ e, 

c -  - * -  l A A X wie matische in Fig. bnordnung, 16, no- 

nach jedes Oktaeder ebenso oben und unten wie seitlich an ein Tetra- 
eder greiizt, verrnag die Ausbildung von Schloten zu hindern. Sie sol1 
die alternante heiBen. 

Bei allen Gebilden mit mehreren Symmetrierichtungen liefert der 
einbeschreibbare Kreis eine gute Charakteristik für die Wegsaiiikeit. 
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Für die Luke fallt der Mittelpunkt dieses Kreises nach Fig. 1 7  mit dem 
Schnittpunkt der Dreieckshohen zusammen. Der Radius p ergibt sich 
demnach zu 

(4) g = $1/3 - 1 = 0,1547. 

Im Innern des Tetraeders laBt sich die Kugel finden, welche die 
vier Eckkugeln berührt. Man richte zu diesem Zweck einen Schnitt 
so durch eine Kante, daB er die Mittk der gegenüberliegenden Kante 
trifft. Dieser Schnitt (Fig. 18) enthalt den Mittelpunkt des Tetraeders 
und hat ewei Seitenhohen h zu Seiten. Die Tetraederholien 7, beg~gnen 
sich im Mittelpunkt der gesuchten, einbeschrcibbaren Kugel. 

Der Radius gp folgt aus der Hilfskonstruktion e und g: 

Die Kugel vom Radins rp selbst wird zu: 

Beim Oktaeder führt sowohl ein Schnitt durch vier einer Ebene 
angehorige Kanten wie durch eine Spitze und die Mitte der gegenüber- 
liegenden Kanten das Zentrum der Kugel, die aile sechs Eckkugeln 
berührt. In ersterer Darstvilung (Fig. 19) erscheint auf einen Blick. 

Die Kugel selbst: 
+a@ = 0,2977. ') 

Der Kreis p miBt nahezu die Ralfte der Luke, die Kugel y fast 
a des kleineii und die Kugel + fast + des groEen Porenraums. 
- 

1) Die Werte für p, q und .Ji sind bereits mitgeteilt in rneiner Abhandlung: 
Die Enteisenung von Grundwastler, aber in unvollkommener Bonn. 
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Aus diesen Vergleichen gewinnt man zwar eine angenaherte Vor- 
steiiung über die für das Wasser ~erfügbare  Bahn. Noch steht aber 
das Wichtigste aus: Die Bestimmung des Querscknitles arz jedem P!iwXt 

Fig. 19. 

Sie kann nach groBen und kleinen Porenraumen getrennt erfolgen. Die 
gegebene Stellurig ist die von Fig. 9, wonach die Schnitte parallel zu 
einer Oktaederflache fallen. Das Oktaeder sol1 d a r u r n  als liegerid, dau 

zugehorige Tetraeder als 
Eig. 81. 

auf der Basis (oder Spitze) 
stehend bezeichnet xerden. 
Die Hohe des Okt,aeders 
ist gleich der des' Tetra- 
eders (vgl. Fig. 18): 

b -{: = 1,6332. 

Die untere Half'te des 
Oktaeders ist aber offenbar 
der oberen v6Uig gleich 
(Fig. 20), bei der Tetraeder- 
spitze vom Kugelsegment 
v6Uig ausgefüilt. Es ge- 
nügt sonach, die wich- 
tigsten Punkte auf der 

Strecke = 0,8166 zu 

betrachten. Für einen be- 

A liebigen Vertikalabstand z 
von der Basis findet man 

den zugehorigen Querschnitt y durch Gegeneinanderhalten des Grund- 
risses Fig. 21 und der perspektivischen Zerlegung, Big. 22 (in der 3 

von unten statt Ton  oben zu nehmen ist) zusammengesetzt aus: 
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Fig. 28. 

1. der Oktaederflache, abzüglich 
2. der Kugelkreissegmente AD R 

für den betreffenden Querschnitt, zu&lich 
3. der Rechtecke E F G H ,  iim die sich das Oktaeder LMNO PQ 

in der Schnittebene von x von der Grundfiache unterscheidet; abzüglich 
4. der in dieses Rechteck zu uiirecht eingeschlossenen Kreisab- 

echnitte DJK,  abzüglicti 
5. der eventueii durch die obere Kugellage in der Schnittebene ge- 

bildeten Kreisabschnitte. 
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Die Berechnungsformel stellt sich soriach dar als: 

=7'3 
II 

- (1 - x" 

- $ (1 - x" (2 arcsin 4 - sin 2 8 )  

- :(1 - ( 2 7 ' 9 - ~ ) ~ ) ( 2  arccosa, - sin 28,), 

worin 

2 i S  
sin 4 = --- 

1/1-72 

-L (2 y-; - z) 
21/2 

cos 8, = --- - - - -- 

VI - (2vF-z)2 
Die Resultate für einige Hanptpunkte zeigt das Dia,gramm Fig. 23. 

Dam ist zu bemerken: Die Knickung in x = 0,691 entspricht der Be- 
rühning mit dem Rand der 
entgegenkommenden Kugeln. 
Die Form des Schnittes an . 

dieser Steile 1aBt Fig. 24 er- 
kennen, wiihrend Fig. 23 den 

Schnitt durch die Mitte des 
Oktaeders darstellt. Das abso- 
lute Maximum mit y = 1,3841 
lie$ anf + des Weges zwischen 
beiden. Der TJnterschied mit 
dcm Auftreffen auf den Kugel- 
rand (y = 1,3374) und der 
Oktaedermitte (y = 1,3606) ist 
indessen gering. Vergleiches 
halber ist auch, die Oherlu ke, 
die sich unverkürzt projiziert, 
immer mit abgebildet. . : ,  

Die Mitte des Oktaeder- 
raums ergibt sonach mit seinen 
sechs Zipfeln zwar den regelmkBigsten, aber nicht den gr68ten Quer- 
scknitt. Nech abwiirts wiederholt sich von da ab das @eiche Verhaltnis, 
nur da5 die Richtung der drei E'lügel um 60' wechselt. 
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Für das auf dio Spitze gesteilte Tetraeder liegt ailes ahnlich. Das 
entsprechende Diagranlm ist mit Fig. 23 vereinigt. Wiederurn nimmt 

yi~. 25. man die Berechung (701. 

E'ig. 26) zu Hilfe: 

1. das Grunddreieck, ab- 

2. der Kreisabschnitte der 

3. der Rechtecke, die iin 

Grunddreieck über das Schnitt- 
dreieck hinausfallen, zuzüglich 

4. der mit diesen Recht- 
ecken doppelt abgetrerinten 

5. des von der obereii Kugel 
ausgeschnittenen Kreises, zu- 

6. der mit diesem Kreis 
zu vie1 abgetrennt'en Kreis- 
abschnitte. 

Die Formel lautet sonach übereinstimmend mit der für das liegende 
Oktaeder, nur da1 die Rechtecke hier ab- statt zugereçhnet und die - 
Kreisabschnitte zu- statt abgerechnet wcrden, und die von der Spitae 
herabhiirigende Kugel von der Mitte her einen Kreis ahschriiil-t: 

y 4 3  

f % (1 - $7 (2 arcsin 3 - sin 2 4) 

+ $(I - (2vz  - x)') (2 arccos 8, - sin 2 a,), 
worin 9. und 6, dieselbe Bedeutung haben wie oben. 

Die Quers&nittsformen veranschaulichen die Fig. 27-29. Dm Maxi- 
mum (y = 0,4728) trifft hier tangent zur entgegenkommenden Kugel 
bereits auf x = 0,633. Von da ab verkleinert sich der Querschnitt srlhr 
rasch (Fig. 28 auf + des Weges zwischen Kugelrand und Kantenmitte, 
x = 0,679, y = 0,2000) und besteht bald nur noch aus drei einzel~ien 
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Bandern (Big. 29 halbwegs der genannten Strecke, x = 0,723, y = 0,0433). 
Die Maxima fallen also für Okta- und Tetraederporenraum nicht zu- 
sammen; auch verschwindet der letztere in halber H6he (x = 0,8166) 
giinzlich, wahrend hier die Erweiterung der konjugierten groBen Pore 
einen kaum merklichcn Bückgang erleidet. 

Die Aufreihung der Kugeln zu Schichten nach ihrer natürlichen 
Ausbreitung brachte es mit sich, nach Fig. 9-11, 15, 16, das Oktaeder 
auf eine seiiler Fliichen zu legen. Es sind aber auch Kugellagen denk- 
bar, wie etwa eirie pareilel den schriig verlaufenden Pyramidenseiteri in 
Fig. 1 und 2, bzw. den nach vorn abfallenden in Fig. 3 und 4, die zwar 
zu keiner Luke senkrecht zu stehen kommt, aber eben darum gewisse 
Vereinfa~hun~en vor der in Diagramm Fig. 23 festgelegten voraushnt, 
so da6 es angebracht erscheint, auch ihre Querprofile niiher ins Auge 
cu fassen. Das Oktaeder kommt d a m  als Doppelpyramide (Fin. 30) 
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Eig. 38. 

Fig. 23. aufrecht zu stehen, (oder um .54°44' 
gegen die liegende Stellung ver- 

dreht) und die anschlieBenden Tetra- 
eder balanziereii alle auf einer Kanie. 
Auch hier genügt die Untersuchung 
der einen Halfte, da die mdere vdlig 
gleich damit verliiuft. E s  empfiehlt 
sich aber, statt von der Spit, -e von 
der Mitte als Basis auszugehen. Da 
obere Viertel kann ganz beiseite 
bleiben, weil es beinî Oktaeder taub 
ausfiiilt, für  das Tetraeder aber nur 
die Ordnung des darunter liegeriden 
Viertels mit  einer Schwenkung nm 
90° wiederholt. 

fiber die Schnittserie des GroBporenraurns orieutieren der Grund- 
riB Fig. 31 und die Aufrisse Fig. 32 und 33 quer und diagonal zu jeneni. 

Die Formel zur Bereçhnung der Schnitte umfni3t sechs Glieder: 

y = 22 

- (1 - x"z 

+ 2 (1 - x2) (2 arcsin 9. - sin 2 4) 

- (1 - (1/2 - 2)3)z 

+ 2 (1 - (v2- 2)')(2 arccos 4, - sin 28,): 
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worin 
vz 

-- sin 4 - - 
?'l - x' 

Ein absolutes Maximum .faut  laut Diagramm Pig. 34 wiederum an 
das Auftreffen auf die obere Kugel (z = 0,414). Dieser Schnitt ist dar- 
gestellt in Fig. 33. Das Zentrum der Luken liegt aber diesmal an einer 
Stelle, wo die Mitte bereits verbaut ist (Fig. 361. Hoher hinauf zer- 
fdlt  der rasch verschmalerte 
Iling schlieBlich, wie beim 
Tetraeder auf der Spitze, Fig. 37 
(2: = 0,597). Der absteigende 
Ast zeigt ein kleineres Maximum 
bei z = 0,640. 

~ h i i e l t  so der Verleuf der 
Qiierschnitte fiir das stehende 
Oktaeder demjenigen für das 
Tetraeder auf der Spitze, so 
bietet das Tetraeder auf der 
Kanteinseineii Schnittenvollige 
Analogie mit dem liegenden 
Oktaeder. Der GrundriB iFig. 38) 
zeigt die Luken je zwei kreuz- 

Big. 30. 

l 

mise meinander. Die perspektivische Ansicht (Fig. 39) liefert die Ele- 
mente zur Berechnung, die vier Glieder umfaBt; ausgehend von dem 
Rechteck RSTU (Fig. 40), von dessen Friche die Streifen RSVW und 
die Xreisabschnitte der vier Kiigeln abgehen: 

- (1 - x2) (2 arcsin 4 - sin 24)  

(1 - ( 2  - x)') (2 arccos a, - sin 2 a,), 

worin 4 und 8, dieselbe Bedeutung haben wie beim stehenden Okta- 
eder. Die Lukenmitte (Fig. 41) fallt auf x =0,471, der Rand der oberen 
Kugeln wird erreicht bei x = 0,597. Der Querschnitt wiichst indessen 
bis x = 0,640 und sinkt zu einem Minimum bei x = 0,680. Fig. 42 gibt 
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Pig. 31. Fig. 58. 

4- -  1 - -+ 

Für die Flüssigkeitsbewegung 

< 4 

das symmetrische Bild für die halbe 
Hohe, x = 0,7071. Weiterhin wieder- 
holt sich alles in umgekehrter Folge. 
ergeben sich die Wege in der zu- 

(liegendes Oktaeder, Tetraeder auf der 
Das wird noch deutlicher durch Ein- 

führung des mittleren Qiier- 

schnitts, auf den ohnehin 
eine Theorie der Durch- 

erst behandelten Anordnung 
Spitze) wesentlich günstiger 

Fig. 33. 

r - - - - - - - -  

stromung angewiesen ware. 
Der sukzessive Verlauf der 
Profilanderung tragt offen- 
bar paraboloides Geprige, 
das nur durch die gerad- 
linige Abgrenzung des zu- 
grunde liegenden I'olyeders 

d 112 > 
verdeckt wird. Stellenweise 

zieht sich die Kurve fast zur Geraden aus. Durch stückweises Integrieren 
der gekrümmten Teile nach dem Parabelgesetz M t  sich ein Mittelvert 
mit groBer Annaherung finden. 

Man erhalt so: 

fiir das liegende Oktaeder (Fig. 20) y, - 0,680 
und das zugehorige Tetraeder auf der Spitze = 0,237, 
für das stchende Oktaeder (Pig. 30) = 0,755 
und das zugehorige Tetraeder auf der Kante = 0,179. 

Der Unterschied m a c h  für die Tetraederraurnr ,,auf drr Spitze" fast 
die Hiilfte mehr aus, als ,,auf der Kantei'. Leider ist mit dipspr Er- 
kenntnis für die Einsicht in den cigentlichen Verlauf der Stromung 
wenig getan. Denn die Einschnürung der Wasserfiiden beim Passieren 
der Porenluken und die UngewiBheit der Richtung, welche ihnen da- 
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bei anzuweisen ware, gibt keinen Raum für eine allgemeingültige, von 
wiilkürlichen Annahmen unabhangige Losung. Gerade das E'ernhalten 
jeder fremdenvoraus- 
setzung ist aber un- 
erliiBlich, urn die 
wirklichen, geome- 
trischen Verhaltnism 
sicher zu stellen. Hat  
doch die 'Iichtbeach- 
tung der Einzelheiten 
S l ich t  e r  verleitet, 
die Unterschiedlich- 
keit der Porenraume 
zu iibersehen, so da0 
er in seiner , , E h  
heit" (Pig. 6) nur 
zwei gleiche, statt 
eines groBen mit zwei 
kleineri vor  sich zu 
haben glaubte. In- 
folgedessen rechnet 
er einen mittleren 
Porenquerschnittran 
0,2118 heraus, ein 
mert, der, verglichen 
mit der Lukcnoffnung 
von 0,1612 (l) ,  für 
die er 0,1475 einsetzt, 
als wabrscheinlichen 
Stromquerschnitt,un- 
ter AusschluB der 
Homerspitzen, ihm 
eineabwechselnde Er- 
weiterung der Bahn 
um 42% ergibt.l) 

R i e  wenig das 
der Wirklichkeit ent- 
spricht,lehrt eine ein- 
fiche ~ b e r l e g i i n ~ .  Von der Fliiche des gleichseitigen Dreiecks, dessen 
Ecken mit drei Kugelmittelpunkten zusammenfallen (F'ig. 17), mit 1,7320 
-- -- - 

1) 1. c. S. 317. 
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beansprucht die Luke 0,1612, d. i. 934 Vom Gesamtraum nehriien die 
Poren dagegen 25,95 O/, ein. Das bedeutet eine Vergr6Berung des Quer- 

Pig. 35. 
schnittes auf das 2,78fache, 
oder um 178 im Jlittel. 
Auch ein GroBporenraum mit 
den augeordneten zweiKlein- 
porenriiumen ergibt einen 
Querschnitt von 0,937; das 

0,037 
macht yO, 6~ = 2,0 oder 

das 2,9fache des Eintritts- 
querschnittes. Also praktivch 
dasselbe \vie 2,78, soweit in 
solchen Dingen ein Mittel 
überhaupt gilt 

Das Strornen selbst steilt 
sich S l i c h t e r  B O  vor, da5 
dafür in Fig. 43 die Kich- 
tung der Pfeile gilt. Es liegt 

aber kein Grund Tor, warurn gerade dieser Durchgang den Vorzug ver- 
dienen sollte, wiihrend der kürzere und in gerader Linie offene Weg 

von C nach A' weist, fiir 

Cf dagegen die drei Luken 
B', B", B"' gleichrniilig 
nahe liegen. Mau braucht 
seine Fig. 62 nur eiii wenig 
sorgfiiltiger anszufiihren, urn 
diescs auf einen Blick zu 
überschauen. 

Wenn der Zulauf also 
sich gleichrniiBig verteilt, so 
muB dss Bild der in Pig. 44 
versuchten Darstellung ent- 
spreehen. Das liegende Oktd- 
eder in Parailelperspektive 
mit in 45' angesetzter Tiefeu- 
achse und Verkürzung a d  

die Hiilfte triigt in leisen 
Konturen auf jeder Seite das begleitende Tetraeder aufgesetzt. Dieses 
dient fiir die Kopffliiche und die an deren Kanten sich anschlieBenden 
drei Seitenfliichen offenbar als Zubringer, wiihrend die unteren drei 
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Seitenfliichen und da8 Bodenstück in gleicher Weise entwzssert werden. 
Das geschieht (die Luken sind nur durch ihre Zentren angedeutet), so 
da8 der Mittelstrom unter 
bzw. über der Eugel in der 
Tetraederspitze sich eus drei 
Strangen vereinigt, bzw. i n  
diese auflost, die ihrerseits 
seitlichim Oktaeder ein- bzw. 
austretend sich (vgl. Fig 36) 
nochmals spalten bzw. zu- 
sammenflieBen. DerselbeVor- 
gmg wiederholt sich regel- 
recht in der Nachbarschaft, 
so lange alternante Anord- 
niing besteht. I n  den Schlo- 
ten geht in der Mitte ein 
zentraler, vertikaler, sechs- 
drahtiger Strahl ununter- 
brochen durch. 

Fig. 37. 

Die Kleinporenriiume dienen sonach wesentlich als Verteiler und 
Ausgleicher, die groBen als Misch- und Staubecken. Zumal die fort- 
gesetzteMischung kann niclit 
vollkommener gedacht wer- 
den. Dafür sorgt der Ab- und 
Zulauf mit seiner starken 
Wirbelung und Hemmung, 
wabrend der mittlere Teil der 
Rahn nahezu gleichen ( e n g  
sten) Querschnitt bewahrt. 

Besteht iibcr die Richtung 
desStromes sonach keinZwei- 
fel, so fillt die Antwort auf 
die Prage nach dem Brbeits- 
aufwandumso verlegeneraus. 
Nag sie einstweilen lieber 
ganz zurückstehen, damit 
nicht Tatsiiclilichesmit Hypo- 
thetischem rermengt werde. 

Fig. 38. 

Das steheride Oktaeder zeigt einen weit einfacheren Verlauf der 
Stromfaden (Fig. 45). Da  hier alle Luken unter dem gleichen Winkel 
einfallen, kann man von jeder ebenen zur nachst unteren in der Kerbe 

Zeitschrift f. Mathsmatik n. Phyaik. 60. Band. 1911. Heft 2 1 3  
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zwischen zwei Kugeln den Bogen spannen. Aus den vier dachfenster- 
artig überhangenden Tetraedern erhalt so die Pyramide wie durch 
ebensoviele Fensteroffnungen Nahrung. E s  ist gleichgültig, ob man 
dieae durch eine oder beide Giebelseiten reichen IaBt. GroB- und Klein- 
porenraume erfüllen hier nahezu dieselbe Aufgabe. 

Aber auch dieses Schema ist eine reine Abstraktion. Die Luken 
liegen ja nicht als feine runde L6cher Tor, sondern a h  breite Spalten 
mit drei scharfen Spitzen und tief eingebogenen Riindern. Slichter 

hat versucht, eine Form dafür zu substitnieren, die wenigstens ange- 
nahert auf einen runden Querschnitt zu beziehen ware, und das Dreieck 
herausgeschnitten, das zustande kommt durch Tangenten an die Kugelkreise 
im Schnittpunkte mit den Hohenlinien der Tetraederseiten. Nun bringen 
die dann übrigbleiberiden Spitzen ohne Frage eine starke Danlpf~ng für 
die Wasserbewegung mit sich. Ihr Wirkungsbereich schwankt aber sowohl 
mit dem Druck, unter dem das Ganze steht, als mit der G r o h  der Kugeln. 

Das Mal3 dafür stellt die Oberfliichenspannung dar, die für Waeser 
dyn 

in rund mit 73 angesetzt werden mag.') Vermoge diesor Kraft, 

1) Wie gut ist die Oberflachenspannung definiert? bei H. F reund l i ch ,  
Kapillarchemie S. 26. 
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die am richtigsten wohl nach der v a n  d e r  Waalsschen Entwicklung 
ah zugleich mit der Dichte von der Flüssigkeitsgrenze her abnehmend 
gedacht wird, gemLB der Gleichung 

worin 6 die gesuchte Kapillarititskonstante, Q das spezifische Gewicht 

und h die Diïhte des umgebenden Mediums, 2 ~ o n a c h  das Dicbte- 

Fig.  40. 

gefiile tln der Grenze bedeuten, gilt für die Erhebung p über den 
M7asserspiegel zwischen einem ttuf kleine Entfernung genaherten Platten- 
paar 

G = E P ~ ,  
wenn den halben Abstand der Platten und g die Reschleunigung der 
Schwere darstellen, das spezifische Gewicht aber zu 1 gesetzt wird. 
Dieselbe Anziehung tritt ofenbar in Wirkung, wo immer zwei Kugeln 
sich berühren. Es  haftet an diesem Punkt ein Tropfen in Form einee 
Ringwulstes, dessen Durchmesser um so griiler ausfSllt, je grof3er der 

1 3 *  
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Kugeldurchmesser selbst ist. Fig. 46 veranschaiilicht das Verliiltnis für 
ein Anwachsen des letzteren auf das Doppelte. 

Im allgemeinen ist für das gleiche E :  
--- 

7, = Y I , ~ :  - ( Y ,  - f)" f2r1ij - E 2  
qs = fG- p. 

Unter Zugrundelegung von 
r, = 1 mm 

r,  = Zr1 
6 = 0,l mm 

wird dann qi =y- = 0,436 mm 

q, - fO,39 = 0,625 ,, . 
Ein kapillarer Ring von 0,l mm halber Randhohe setzt aber nach 

Gleichung (7) voraus p = 7,43 cm. Selbst für p = 1 cm stellt sich f 

Pig. 41. 
noch auf 0,0743 mm. Das 

entsprechende 11 geht von den 
Hornerspitzen der Porenluke 
ab, da der Inhslt dieser R a d  
zone erst in Bewegung kommen 
kann, wenn der iiuBere Filter- 
druck das entsprechende p 
überechreitet. Es ergibt sich 
hieraus, daB mit zunehmendeui 
Druck die Porenluke sich er- 
weitert. Auch nach seinem 
Durchtritt durch die Luken- 
ebene behiilt der Stromfaden 
keineswegs seinen Umfang 
bei; er haftet an der Kugel- 
flache und sucht an ihr ent- 
lang zu gleiten. Und zwar 

gilt diese Abhangigkeit nicht allein für die eingezogenen Winkel, soiidern 
für die ganze benetzte Kiigel. Die gebrauchlichen Str6mungsformeln 
tragen dem d e n  keine Rechnung, ebensowenig der kapillar am Filter- 
grund festgehaltenen Wassersiiule, die mindestens den gleichen Gegen- 
druck absorbiert. 

Ein weiterer wunder Punkt ist die Ausdeutung der Luke als 
Eintrittsoffnung, da wo sie nicht senkrecht auf dem gedachten Haupt- 
filterstrom steht, sondern schrag dazu. E s  sind das zwei llichtungen 
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nach den obigen Ausführungen. Einmal unter 70° 32' zur Horizontalen, 
mie beim liegenden Oktaeder (Fig. 20) und dem Tetraeder auf der 
Spitze, und das andere Mal wg. 42. 

unter 54O 44' beim stehenden 
Oktaeder und Tetraeder auf 
der Kante (Pig. 38). Wie 
die Verastelongsbilder Fig. 44 
und 45 dartun, handelt es sich 
im ersten Fa11 um eine Drei- 
teilung des Vertikalstroms, 
im zweiten um dessen Zwei- 
teilung. Hier tritt also bereits 
mit Rücksicht auf den Druck 
die Kapillarwirkung in ihr 
Recht. Aber eine solche Poren- 
verbindung verhietet auch von 
vornherein die Auffassung, als 
ob hier noch mit einem be- 
stimmten Querschnitt und eincm normal dazu gerichteten Stromlauf ge- - - 
rechnet werden dürfte. Denn diese schiefen Tore beginnen von oben her 

mit einem unmerklich feinen EinlaB (Fig. 41) und verrinnen in getrennten 
Ritxen (Fig. 29, 37). Immer aber beginnt jenseits der AbfluB bereits, 
bevor diesseits noch der ZufluB beendet ist. E s  liegt nahe, sie deshalb wie 
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Schleusentore oder Staumehre zu behandeln. Ein langsames Durch- 
treten oder Durchsickern bildet ohnehin die Regel. 

Dalin ware ansteII0 der Luke deren Projektion ejnzuführen. Für 
des liegende Oktaeder und das zugehorige Tetraeder ergibt sich die 
jetzt von drei Xllipsenstücken statt Kreisbogen ejrigeschlossene Drei- 
apitzfliiche nach Fig. 47, die auf die Darstellung Fi% 20-23 zuruck- 
geht, wie folgt. Parallel zu ABC bleiben alle MaBe ungeandert, par- 
rallel zu BD sind sie auf $ verkiirzt. Die gro5e Ellipsenhalbachse AB 
wird so gleich 1, die kleine A E  gleich +. Da nun E G  = GR; so ist 

Big. 44 

die gesuchte Plache leicht aus dem Ellipsenquadranten 
Durch Einfiihrung der bekannten Hilf&onstruktion 
AFL AB über der groBen Halbachse erhalt man: 

x = a cos x 
y = b sin x 

B GE abzuleiten. 
mit dem Kreis 

und 
? 
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oder in bestimmter Form für jeden Punkt der Ellipse: 

ab  -- a b  - (xl - X4) - (sin 2 X, - sin 2 x,) . 

Die Projektion der Luke stellt sich danach auf 0,0584, d. i. etwas 
mehr als ; der Grundflache. Von der Spitze beginnend hat mau zu 

rechnen bis auf $ der Hohe y = 0,0029 
1 - 

> j  11 4 » 7, 
0,00r,0 

in + (Hohenschnittpunkt) . 0,0222 
bis zum entgegenstehenden Kugelrand 0,0484. 

In gleicher Weise erhalt man die Projektion fur die Luke beim 
stehendeu Oktaeder (F'ig. 48). Hier ist b = a cos 54' 44'. Die Gesamt- 
flache ergibt sich zu 0,092, 

bis auf + der Hohe 0,008 
1 - » ,> 4 1, >l 0,022 

bis zu 5 der H6he (Hohenschnittpunkt) 0,040 
bis zum entgegenstehenden Kugelrand 0,082. 

Für diese Stelliing gibt es nur Luken von gleicher Keigung, und 
zmar vier fiir jede ,,EinheitLL (Oktaeder mit zwei Tetraedern). Wollte 
man annehmen, daB der Strorn normal dam streicht, so beçinge 
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einen Fehler im einen Sinne; wollte man ihn normal zur Projektion 
richten, einen anderen im entgegengesetzten Sinne. Der wahre Verlauf 
liegt dazmischen. 1:s ist aber nicht moglich, ihn zu kennzeichnen, ohne 
eine nahere Bewertung der Einflüsse von Viskositiit, Wirbelung und 
Oberfliclienanziehung. 

Hierauf eintreten, hicBe den Boden der einfachen Feststellung Ter- 

lassen. Geboten erscheint dagegen, sich darüber Rechenschaft zu geben, 
ob der Zustand der dichten Packung, auf dem die ganze gegebene 

Pig. 46. 

S l i c h t e r  seine Konstante aufbaut, liBt 

Darstellung fuBt, überiiaupt 
der Wirklichkeit entspriènt. 
Bei Kanonenkugeln ja, bei 
Filterkornern gewiB niclit, 
wie schon die Beobachtuq 
lehrt, daB dabei das Mini- 
mum von 25,95 Poren- 
raum nie auch nur annahernd 
erreicht wird. Die Zahlrn 
sind stets hoher, für Glas- 
perlen z. B. von + bis 2 ma 
Durchmesser riicht unter 35. 
Nun hat S l i c h t e r  zwar die 
theoretische Abhangigkeit der 
Porenriiume von der Art 
der Packung nachgewiesen. 
Aber die umgekehrte Folge- 
rung, daB einem beliebigen 
Porenraum immer ein lx- 
stimmter Schüttungswinkel 
zugrundeliegen müsse, worauf 
sich nicht aufrecht erhalten, 

nicht einmal für K6mer von idealer Rundheit. Andererseits kami aucli 
die loseste Packung, bei der die Kugelmittelpunkte zu Wiirfeln ange- 
o~dne t  shd ,  noch loser werden, ohne daB dies auBerlich sich kenntlich 
macht. 

Bei Würfelstellung wird die Luke vierspitzig und dem Ha$- 
schnitt des Oktaeders (Fig. 5) gleich oder: 4 - ;z & 0,858. Die Quer- 
schnitte d c h s e n  naüh Diagramm Fig. 49, bis sie da, wo die Ku@ 
in den Vertikalen sich berühren, den ganzen Filterraum = 4 einnehmen. 
'Dey mittlere Querschnitt wird 1,905. Die Stromung bedingt hier keine 
Ausbreitung nach den Seiten, und bedient sich .der vertikalen Luken 
hochstens zum Druckausgleich. 
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Dabei ist jede Kugel gegen sechs andere abgestützt. Nach dem 
Gesetz der Schwere genügen aber zwei Stützpunkte, um labiles, drei, 
um stabiles Gleichgeaicht herbeizuführen. E s  sind infolgedessen un- 
endlich viele Verteilungen denkbar, bei welchen trotz vollkommener 

Fig. 47. 

Rundheit der Ku@n und starkem Rütteln sich groBere, ale die be- 
rechenbaren Porenraurne erhalten. Eine streng regelmaBige Verteilung 
ware nur durchführbar, wenn einzeln ein Element an das andere ge- 
le@ würde. J e  kleiner 

Fig. 48. 
deren Durchmesser, um 
so leichter haften sie 
aneinander zu GewGlben 
und Aussparungen, die 
sich jeder Berechnung 

\ /- entziehen. 
Durch das Hinzu- 

treten von Feuchtigkeit 
aber werden Adh'isions- 
krsfte geaeckt, die bei 
weitem den EinfluB der . 

Schwere überwiegen, für  
so kleine Dimensionen, wie sie allein beim Filtrieren in Betracht 
.kommen. Aus diesem Grunde liiBt sich für einen nassen Sand ü b e r  
haupt theoretisch ein bestimmtes Volun~en nicht mehr angeben. In 
keinem Fa11 reicht die Feststellung des Porenvolumens hin, um die 
Ligeruni der Filterkorner naoh S l i c h t e r s  Tabelie 1 diraus zu er. 
kennen. Vielleicht ist aber eine genaue Kenntnis der B a h  fur die 
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Fig. 49 

immer doch riur naherungs- 
weise bestimmbare Demegung 
des Wassers nicht einmal so 
wichtig als die Verteilung 
desselben über die verschie- 

2 0 0  denen Porenraume unter dem 
Zwang der Oberflachcnan- 
ziehung. Diese letztere aus- 
zuschalten, unter Ertialtung 
der übrigcn Beding~ingen, ge- 
lingt leicht durch die Wahl entsprechend groi3er Dimensionen. Erst 
wenn über diesen Teil der Aufgabe ausreichende Erfahrungsdaten vor- 
liegen, steht zu hoffen, sie auch in weiterem Umfang mit Erfolg rech- 
nerisch in Angriff nehmen zu ktinnen. 

Das Hinzukommen von Rauhigkeiten und anderen Unvollkommen- 
heiten der Kugelgestalt, wie sie bei natürlichen Sanden nicht fehlen, 
im Verein mit dem Vermengen verschiedener Gr6Ben macht jede Aus- 
sicht auf eine brauchbare Beschreibung oder Ableitung des Effektes 
zu nichte. C m  so mehr, wenn man bedenkt, da8 eine einzige kleinere 
Kugel nicht nur die ,,Einheit6' dor t ,  an der sie direkt Teil nimmt, 
sonclern auch den Bau der Nachbarschaft auf weite Strecken hin durch- 
bricht. Nur in eincm Fall lassen sich zwei Kugelgr6Bcn im Filter 
rechnerisch eueinander in Beziehung setzen, menn namlich die eine iu 
die Yorenraume der anderen paBt. 
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Vorausset~ung daeu ist, da6 der Radius der kleineren Kugel nicht 
über 0,4142 desjenigcn der groBeren messe. Dann pa5t sie namlich 
in den Oktaederraum (6). Handelt es sich um ein nachtfigliches Ein- 
füilen, so kommt nur 0,1547 als HGchstma6 in Hetracht, d. i. das- 
jenige des in die Luke einbeschreibbaren Kreises (4). I n  dieser Forrn 
gewinrit das Problern Interesse, wenn man sich die Filtrierflüssigkeit 
mit Luft oder Gasen durchsetzt denkt, deren Gestalt der Kugel sich 
anniihern muB. Dient doch ein Sandfilter, wie weiter oben hervor- 
gehoben, in vorzüglicher Weise zur Verteilung. E s  kann deshalb kein 
aiisgezeichneteres Mittel gedacht werden zur Erzielung intensiver Ober- 
flachenwirkungen. 

Die Kurvenbilder Fig. 50 geben die Zahl der Kugeln wieder, die 
je in einem Oktaeder- (obere Kurve) und Tetraederraum (untere Kurve) 
Platz finden, wobei die Abszissen die Radien in Teilen des Radius der 
Gerüstkugelii bedeuten, die Ordinaten die Anmhl der eingelagerten 
kleinen Kugeln direkt bezeichnen. Für  die gr6Beren darunter laBt sich 
d m  Resultat zur Not zeichnerisch finden. Das ist nur für den Aus- 
gangspunkt von 0,1547 geschehen. Im übrigen sind die Poren ein- 
zdliger Stahlkugeln mit Glasperlen ausgefüllt und diese gezahlt bzw. 
gewogen worden. 

Berichtignng zu der Abhandlung ,,Euklidische Kinematik 
und nichteuklidische Geometrie 1. II."') 

Von m T ~ ~ ~ ~ ~ ~  BI~ASCHKE in Greifswald. 

Die groBe Anzahl von Unrichtigkeiten und Druckfehlern, die in 
meinem Aufsatz enthalten sind, moge man damit entschuldigen, dai? 
nur eine Koi-rektur in meine Rande gekommen ist. 

Ich habe nachtraglich folgende Versehen bemerkt: 

Seite an Stelle von ist zu setzen: 

63, Z. 9 Y. u. (1 + z) : (1 - z) (Z + 1)  : ( Z  - 1) 
69, Formel (21) (22) 9 
70, Formel (28)* 3 

- 

71, Z. 13 P. o. P 
73, Z. 9 v. o. ri 
78, Z. 15,16, wo von S t u d y s  

die Worte ,,im Anschlu6 an 

1) S. 61-91 des 60. Bandes (1911) 

TG 
' I I  
R 
- 

P 

9: 
Untersuchungen die Rede ist, sind 
Arbeiten italienischer Georneter" zu 

dieser Zeitschnft. 
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streichen. D i e  Dissertation von  G. P u  b i n i  (Il parallelismo di Cliffoid 
neg l i  spazii ellittici, P i sa  1900), in der  dieser Gegenstand auch 
behandel t  wird, is t  gleichzeitig mit S t u d y s  Untersuchung (fiber 
nichteuklidische u n d  Liniengeometrie, Greifswald 1900)  erschienen. 

Sei te  a n  Stelle v o n  i s t  zu setzen: 

82, Z. 4 Y. u. im letzten Eail i m  sechsten Fall 
87, Z. 5 v. u. Kollineation Korrelation 

87, Z. 4 V. U. % I  % Yu Y+ 
SchlieBlich sei  darauf hingewiesen, daB gleichzeitig mit  meinem 

Aufsatz, d e n  ich vor Ostern 1 9 1 1  der  Redakt ion  dieser Zeitschrift ein- 
geschickt habe,  eine umfangreiche Abhandlung  über  denselben Gegen- 
s tand  erschienen ist, die  den kürzlich verstorbenen J. G r ü n w a l d  zurn 
Verfasser hat.  (Ein Ahbildungsprinzip, welches die ebene Geometrie 
u n d  Kinematik m i t  der  riiumlichen Geometrie verknüpft.  Vorgelegt 
der  Wiener  Akademie i n  der  Si tzung am 4. Mai 1911). 

G r e i f s w a l d ,  im Nuvember 1911. 

Bücherschau. 

O. H. P. Silber, Architekt (A. T. H.), Lehrer an der Stadtischen Knnstge- 
werbe- und Handwerkerschule Charlottenburg und Dozent an der Gewerbe- 
Akademie Berlin, L e i t f a d e n  d e r  P r o j e k t i o n s l e h r e  und darsteiienden 
G e o m e t r i e  für Techn .  H o c h s c h u l e n ,  Akademien ,  Kunstgewerbe-, 
Baugewerk- ,  H a n d w e r k e r - ,  F o r t b i l d u n g s s c h u l e n  usw. 1 2  Blitter 
mit kurzein Text. O. H. P. S i l b e r ,  Architekt (A. T. H.) Steglitz 1. 1910. 

Die 1 2  Bli t ter  enthalten planimetrische Konstruktionen, die Projektionen 
von Punkten, Geradeu und Korpern, Korperschnitte, Abwicklungen, Durch-. 
dringungen und einige praktische Anwendungen (Dacher, Treppenkrümrnling, 
Gewolbe). Die Figuren sollen moglichst anschaulich sein, sodaB nur ein kurzer 
Tes t  genügt. Der Verfasser denkt sich den Gebrauch sol daB die Studierenden 
die Figuren der Tafeln sehr bald in doppeltem MaEstab nachkonsi;ruieren 
konnen und da0 der Dozent niir noch in komplizierteren FLllen Figureil an 
de r  Tafel zu zeichnen braucht. DaB der Verfasser meint, seine Nethoden seien 
neu, ist allerdings ein Irrtum. E r  rerwendet zur Uuterstützung der Anschau- 
uug auch Parallelperspektiven (sog. schiefe Projektion), die er ,,hometrie" oder 
,,isonietrischeLL Darstellungen nennt. Gegen diese ganz sinnlose Bezeichriung, 
die nur Verwirrung stiften kann, muB Verwahrung eingelegt werden. 

Au bei Berchtesgaden, 14. August 1911. KARL D O E ~ E ~ I A X N .  
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Nene Bücher, 

Arithmetik u n d  Analysis. 

1. ~ o s i r s s u s ,  R. D E ,  e t  ~ ' A U E ~ X A R ,  H., Calcul numérique. Ire partie:  Opérations 
arithmétiques e t  algébriques. 20 partie: Intégration. (Encyclopédie scicnti- 
fique.) Paris 1911, Doin. Fr. 5 .  -. 

Astronomie, Geodisie, m a t h e m a t i ~ c h e  Ceographie. 

?. ELACSER U. LAIIX, Lehrbuch der Vermessungskunde f. den Gebrauch an Ge- 
werbeschulen, zngleich als Hilfsbnch f. Rau- u. Maschinentechniker usw. bearb. 
Y. Alfons Cappilleri. 4. Aufl. Wien 1912, Deuticke. Geb. K. 4. --. 

3. KLEIS, HEHM. J., dllgemeinverntLndliche Bstronomie. Ausführliche Belehmngen 
iiber den gestirnten Himmel, die Rrde und den Kalender. IO., vielfach verb. 
Aufl. Leipzig 1911, Weber. A 3.50. 

4. --,bIathematischeGeographie. S.,verb. Aufl. Leipzigl911, Weber. Geb.,M 2.50. 
5. KR~~HsKE, G. A. A., Taschenbuch zum Abstecken Y. Kurven aaf Eisenbahn- u. 

Wegelinien. 15. Aufl. bearb. v. R. Seifert. Leipzig u. Berlin 1911, Teubner. 
Geb. in Leinw. A 2.-.  

6. OPPENHEIY, S., Probleme der modemen Astronomie. (Au3 Natur und Geides- 
welt, 355. Bandchen.) Leipzig 1911, Teubner. X 1 .-; geb. in Leinw. Y 1.25. 

7rPsh, G., Kuora navigazioue astronomica. Le rette di  posizione, teoria, appli- 
cazioni. Genova 1911. L. 8.25. 

8. P o I ' c ~ ~ ,  H.,  Leçons sur les hypothèses cosmogoniques, professées à l a  Sor- 
lionne, rédigées par Henri Vergue. Paris 1911, Hermann e t  Fils. Fr. 12.-. 

9. SELIGER, PAUL, Die stereoskopische MeBrnethode in der Praxis. 1. Teil. Ein- 
führung in die Topographie, Einfiihrung in die Bi!dmessung, Normal-Stereo- 
gramm. Berlin 19 11, Springer. A 7.-; geb. 1 a.-. 

Cieschichte, Biographien.  

10. LEBOX, ERXEÇT Gabriel Lippmann. Biographie, bibliographie analytique des 
kcrits. (Savants du jour.) Paris 1911,  Gauthier-Villars. Fr. 7 -. 

11. APPELL, P., Traité de mécanique rationnelle. 3e édition, entièrement refondue. 
S. 2 :  Dynamique des ~ystkmes.  Mécanique analytique. Paris 1911, Gauthier- 
Villars. Fr. 20. -. 

12. ULAUERT, MARTIN, Über einige Anwendungen der elliptischen Funktionen auf 
die Theorie des ebeneu Gelenkvierecks. Diss. Rostock 1911. 

13. CUL, ALEXANDER, cbe r  hohere Itückkehr- und Wendepole. Diss. Jena 1911. 
14. FOPPL, AIJG., Vorlesungen über technische Mechanik. In sechs Banden. II. Band. 

Graphische Statik. 3.Au0. Leipzig u.Berlin 1912, Teubner. geb.inLeinw. Y 8 -. 
15. HAÜEE, LEL, Berechnung ebener, rechteckiger Platten mittels trigonometri- 

scher Reihen. Nünchen II. Berlin 1911, Oldenbourg. .L 7 20. 
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16. HUGRES, HECTOR J . ,  and SAFFOR~,  ARTRCR T., A treatise on Hydraulics. Lon- 
don 1911, Macmillan. 16 S. 

1 7 .  K o ~ s c n ,  O., Gleichgang u.  Massenkrafte bei Fahr- u .  Flugzeugmaschinen. BEI- 
lin 1911, Springer. Y 5 -. 

18. LORENZ, BANS, Neue Theone u. Berechnuug der Kreiselriider, Wasser- u. Dampf- 
turbinen, Schleuderpumpen u. -Geblise, 'I'urbokompressoren, ~chrctuben~ehl& 
u.  Schiff~propeller. 2., neubesrb. u. verm. Aufl. München u. Berlin 1911, Oldon- 
bourg. A 1 1  - 

19. Massac, J., Leqons de  mécanique rationnelle. T. 1 :  Géometrie vectorielle. Sta- 
tique. Gand 1911, Van Goethem. Fr. 10 -. 

20. ~ C R O N E O F E E ,  ROB., Statische Cntersuchung v .  Bogen- u.  Walbtragwerkcn nach 
den Grundsatzen der Elastizitatstheone unter Anwendung des Verfahreus m 
konstanten BogengroBen. 2. neubearb. u. erweit. Aufi. Berlin 1911, Ernst 
8z Sohn. Y 2.fi0 

Phyeik, mnthemet ische  Chemie. - 
21. BIEHI, HERHANN, Lehrbuch der Physik für Eekundarschulen, Bezirksschulen u. 

Progymnasien. Bern 1911, Francke. Geb. 1 2.80.  
2% EBERT, H., Lehrbuch der Physik. X-ach Vorlesungen an der teehn. Hochfichide 

EU München. 1. Bd. Mechanik. Warmelehre. (,,Naturwissenschaft u. Technik 
in Lehre u. Forschung", hrsg. v. F. Doflein u .  K. S. Fischer.) Leipzig o. Berlin 
1912, Teubner. Geb. in Leinw. .ll II.-. 

23. EDSEK, EDWIN, üeneral Physics for Students. A teat-book on the funilamen- 
ta1 properties of matter. London, Xacmillan & Co. 7 B. 6 d. 

24. EULEHI, LEOSHAILDI, Opera omnia. SeneslII. Opera physica, miscellanea, epietolae. 
Vol. III. Pars 1. Dioptrica. Ed. Emil Cherbulicz. Vol. 1.  Continens librum 
primum, libri sacundi sectionem primam et secundam. Leipzig 1911, Seubner. 

Geb. X 2s.-. 
25. FORT~CBRITTE, Die, der Physik iui J. 1910. Dargestellt v. der deutachen phy- 

sikal. Geaellschaft. 66. Jahrg. 2. Abtlg., enth. Elektrizitat u. Magnetiemus, 
Optjk des gesamten Spektrums, Wiirme. Braunschweig 1911, Vieweg & Sap. 

1 3 8 . - .  
96. -- . Dasselbe. 3. Abtlg., enth. kosmische Physik. Ebenda. X 36.-. 
27. GEIGEL, ROB., Die Warme. (Bücher der Naturwissenech., 10. Bd.) Leipzig (l911), 

Reelam jun. Geb. Y 1.-. 
28. H ~ N R I C H ~ ,  W., Einführung in die geometrinche Optik. (Sammlung Goechen 

Nr. 532.) Leipzig 1911, Goschen. Geb. i n  Lcinw. X -.80. 
29. J ~ T T N E R ,  FERENCZ, Uber die ctllgemeinen Integrale der gewohnlichen chemi- 

schen Kinetik. (Aus: Festschrift zur Jahrhundertfeier der Universitit Breslau.) 
Breslau 1911, Trewendt & Granier. X -.60. 

30. KLEIBER, JoH., U. SCHI'INERL, M A ~ I N ,  Physik u. Chernie f. hohere Miidchen- 
schulen. Ausg. A f. d. Allgemeine Abteilung. Unter besonderer Ue~ckaich- 
tigung der Kgl. bayer. Lehrplane vom 8. April 1911. München 1911, Olden- 
bourg. 

31. KORN, AETH., u. GLATZEL, BIIUNO, Handbuch der  Phototelcgraphik n. Telauto- 
graphie. Leipzig 1311, Nemnich. Geb. in Halbfrz. Jt 28.-. 

32. M A ~ C H E ,  WALTHER, Physikalische pbungen. Ein Leiifaden f. die Hand des 
Schülers. In 4 Heften. 1. Teil. Leipzig ii. Berlin 1911, Teubner. X - 60. 

33. - . Dasselbe. II. Teil. Ebenda. X -.BO. 
34. O~I,ICII. ERNST, Die Theorie der Wechselstr6me. (Mathem.-physikal. Schriften 

f. Ingen. u. Studierende, Nr. 12.) Leipzig u. Berlin 1912, Teubner. 
X 2.40; geb. in Tieinw. A 2.80. 

35. PLANCK, Max, Vorlesungen über Thermodynamik. S., erw. Aufl. Leipzig 1911. 
Veit & Co. Geti. X 7.50. 
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36. RITZ, WALTHER, Gesammelte Werke. Oeuvres. Publiées par  la Société suisse 
de Physique. Paris 1911,- üauthier-Villars. 

37. SCEEFFER, W., Wirkungsweise u. Gebrauch des Mikroskops u. seiner Hilfs- 
apparate. Leipzig u. Berlin 1911, Teubner. X 2 40; geb. in Leinw. X 3.- .  

38. WEQEXKK, QLFH, Thermodpamik der Atmoaphiire. Leipzig 1911, Barth. 
.It 11. -; geb. in Leinw. X 12 - 

39. WOOD, ROBEHT W., P h p i c a l  Optics. 2d and rerieed edition. London 1911, 
Macmillan & Co. 32 S. 

Statistik, Versiclierongsmathematik. 

40. BERLIBER, S , Versicherung~rcchnung für Nicht-Mathematiker. Leipzig 1911. 
Poschel. X 4.80. 

41. BROGGT, HUGO, Versicher11ngsmathematik. Deutsche Busgabe. Leipzig u. Berlin 
1911, Teubncr. X 7 ---; geb. i n  Leinw. X 8.--. 

48. Yme, G. U., An introduction to  the theory of statistics. London 1911, Griffin. 
10 8. 6 d. 

Tafeln, Reehenapparate.  

43. ANDOYEH, H . ,  Nouvellee tables trigonométriques fondamentales (Logarithmes). 
Ouvrage publié à l'aide d'une subvention accord6e par l'Université de Paris 
(Fondation Commercy). Paris 1911, Hermann et Fils. Fr .  30.-. 

44. GIRNDT, al., u .   M MANN, 8 ,  Logarithmen- u. Kurven-'ïabellen f. den Gebrauch 
an Tiefbauschulen. Leipzig 1911, Teubner. Geb. X 1.20. 

46. HOUEL, J., Tables de logarithmes à cinq décimales pour les nombres e t  les 
ligne8 trigonométriques. Nouv. éd., revue et  augmentte. Paris 1911, Gauthier- 
Villars. Fr.  2.75. 

46. JACOB, L., Le calcul mdcanique. Appareils arithmétiques et algébriques. * in- 
tégrateurs. (Encyclopédie scientifique.) Paris 1911, Doin. Fr. S . - .  

47. VIDAL, P. C., Balance algébrique pour obtenir les racines réelles des équations 
algébriques ou transcendantes avec une inconnue. Barcelone 1911. Guinart. 

Verschiedenes. 

ABEANDLCNGEN üb. den mathem. Unterricht in Deutschland, veranlaBt durch 
die internationale mathem. Uuterrichtskommission, hrsg. v. F. Klein. Leipzig 
n. Berlin 1911, Teubner. 

48. 1 4 :  A . T h a e r , N . G e u t h e r , A . B o t t g e r , D e r m a t h e m a t i s c h e U n t e r -  
ncht i n  den Gymnasien u. Realanstalten der Hansestddte, Mecklenburgs u. 
Oldenburgs. 

49. II 7:  W i r z ,  J., Der mathematische Unterricht an den hoheren Knaben- 
schuleu sowie die Ausbildung der Lehramtskandidaten in  ElsaB-Lothringen. 

1 1 .80 ,  
60. III 5: T i x u e r d i n g ,  H. E., Die kaufmannischen Aufgaben im mathemati- 

schen Unterricht der hoheren Schulen. X 1.60. 
61. III 1: S c h i m m a c k ,  R n d . ,  Die Entwicklung der mathematisehen Unter- 

nchtsreform in Deutuchlarid. Mit einem Einführungswort in Band LI1 von 
F. Klein, Leipzig u. Berlin 1911, Teubuer. A 3.60. 

6 2 .  IV 7: J a h n k e ,  E. ,  Die Mathematik an  Hochschulen f. besondere Facti- 
gebiete. Y 1.80. 

53. ABKANDLUNGEN U. BERICHTE iib. techuische~ Schulwesen, veranlafit u.  hrsg. vom 
deutschen Aus~chuB f. technisches Schulwesen. Bd. LI. Arbeiten auf dem Ge- 
biete des technischen Mittelschulweeens. Leipzig u. Berlin 1911, Teubner. 

X 6 -. 
54. BARTH, CERT, Die Grundlagen der Zahnradbearbeitung unter Berücksicht. d e r  

modernen Verfahren u. Maschinen. Berlin 1911, Springer. A 3 .  60. 
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65. ,,Hüttei', des Ingenieurs Taschenbuch. Hrsg. v. akadem. Verein Hütte. 21. ~ " f l .  
3 Bde. Berlin 1911, Ernst & Sohn. Geb. in Leinw. Ji 18.-; in Ldr. 2 1 . .  

56. -- des Bauingenieurs. Sonderaueg. des 3. Bds. der ,,Eiütteu, des Ingenieurs 
Taechenbuch. 21. Aufl. Berlin 1911, Ernst  & Sohn. 

Geb. in Leinw. A 9.-; in Ldr. X IO.-. 
67 .  LEHMANN, H., Die Kinematographie, ihre Gmndlagen und ihre Anwendungen. 

(Aus Natur und Geisteswelt, 358. Bandchen.) Leipzig 1911, Teubner. 
Geh. 1 1.-, geb. in Leinw. 1 1.25. 

58. MEHL, AD., Der Preiballon in Theorie u. Praxis, unter Mitarbeit von v. Abercron, 
Hans Adam u. a. hrag. 2. Bd. Stuttgart  1911, Franckh. Geb. Y 4.F0. 

69. Nm~üas ,  R ~ r a r c ~ n ,  Die Luftschiffahrt. Für reife Schüler. (Dr. Ba~t ian  Schmids 
naturwissensch. Schülerbibliothek, 10.) Leipzig u. Berlin 1911, Seubner. 

Geb. Jt AI.-. 
60. VOGT, HEINRICH, Geometrie u. Okonomie der Bienenzelle. Breslau 1911, Sre- 

wendt & Granier. Y 3. - .  

Eingelanfene Schriften. 
dieser Abteilung werden alle eingelaufenen Schriften regclma8ig aufgeführt. 

Die Besprechung geeigneter Schriften bleibt vorbehalten. Rücksendung findet 
nicht stat,t.] 

ANDOYER, a., Tables trigonométriques, s. Y. B. (,,h'eue BücherLLj Nr. 43. 
ARNOUX, GABXIEL. Essai de géométrie analytique modulaire à deux dimensions. 

Paris 1911, Gauthier-Villars. Fr. 6.-. 
BEI~LINEK, S., Versiclierungsrechnung, B. K. B. 40. 
BIERI, H., Physik, B. N. B. 21. 
Bnooor, H., Versicherungsmathemntik, s. K. B. 41. 
Bc~oa. ,  G ~ N T H E R ,  Chemie u. Technik. (Bücher der Naturwissenschaft, 11. Bd.j 

Leipzig 1911. Reclam. Geb. X 1.- 
C O A T R I ~ U T I O N ~  from the Jefferson Physical Lrtboratory and from colleagucs and 

former students dediçated to Professor J o b  Trowbridge. Vol. VJU, for the 
year 1910. Cambridge, Mass., U. S. A.  

&~AKTZ, P., Arithmetik u. Algebra zum Sclbstuntcrricht. II. (Aus Natur u. Geistes- 
welt, 205. Bandchen.) 2. Aufl. Leipzig 1911, Teubner. 

X 1 -; geb. in Leinw. Ji 1.26. 
EBERT, H., Lehrbuch der Physik, s. N. B. 42. 
FOPPL, A., Technische Mechanik, B. K. B. 14. 
GEIGEL, R., Die Warme, s. K. B. 27. 
HAGER, K.. Berechnung ebeuer, rechteckiger Platten, s. N. B. 15. 
HAUPT, UTTO, Cnteraochungen üher Oszillationstheoreme. Leipzig u .  Berlin 1911, 

Teubner. X .2.-. 
ITEIMSOETH, HEINZ, Die Methode der Erkenntnis bei Descartes u. Leibniz. 1. l l i l f te :  

Historische Einleitung. Descartes' Methode der klaren u. deutlichen Erkenntnis. 
(Philosophische Arbeiten, hrsg. v. Herm. Cohen u. Paul Fatorp,  VI. Bd., 1. Heft.) 
QieBen 1912, Sopelmann. A 6.50. 

HENDEBKON, Aac~ inn r .~ ,  The twenty-seven lines upon the cubic surface. (Cambridge 
Tracts in Mathematics and mathematical Physics No. 13.) Cambridge 1911, 
University Press. 4 s. G d.  

HIXRICHS, W., Geometrische Optik; s .  N. R .  27. 
HoC~van,  FRARZ, Lehr- u. i;'bungsbuch der Gcometrie f. Gymnasien u. Realgym- 

nasien, Oberstufe (VI., VIL u. VIII. Klasse). 7. Aufl.. Wien 1912. Tempskp. 
Geb. K. 2.80. 
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BOCHHEIY, AD., Aufgaben ans der  analytischen Geometrie der Ebene. Heft 1. Die 
gerade Linie, der Purikt, der Kreis. A. Aufgaben. 4., verm. Bufl., bearb. v. 
Oswald Jahn u. Franz Hochhcim. Leipzig u. Berlin 1911, Teubner. 

Geb. in Leinw. A 2.60. 
-- , Dasselbe. B. Aufl6sungen. Ebenda. Geb. in Leinw. .& 2.40. 

- , Dasselbe. Hoft III. Die Kegelschnitto. Abteilung II A. Aufgaben. 2. ,  verm. 
Aufl. bearb. v. Franz Hochheim. Ebenda. Geb. in Leinw. Jd 1.80. 

-, Dasselbe. U. Aufl6sungen. Ebenda. Geb. in Leinw. A 2.40. 
JAEXKE, E., Die Mathematik an Hochschulen f. besondere Fachgebiete, S. N. B. 50. 
KLA~SEH-LAHN, Vermessungskunde, S. N. B. 2. 
K L E I ~ E R - ~ C I ~ I ~ N E R I . ,  Physik u.  Chemie, 8. N. B. 30. 
KLEIN, II. J., Astronomie, S. N. H. 3. 
- - , Nathem. Geographie, s. N. B. 4. 

KOYMERELL~ V., U. KOHMERELL, K., Analytische Geùmetrie. Fiir den Schulgebrauch 
bearb. 1. Teil. Tübingen, Laupp. Geb. Jt 2.40. 

KKOHIKE, G. H .  A., Taschenbuch zum Abstecken Y. Kurven, s. N. B. 5. 
LEBON, E., Gabriol Lippmann, s. N. B. 10. 
T ~ E A M A N N ,  H., Die Kinematographie, B. N. R. 57. 
LIADT, RICH., MiBstiinde im Unterricht n. im Prüfungswesen der Hochschulen u. 

ihre Beseitigung. Charlottenburg 1911,  Heydenreich. 
LOBENZ, H., h-eue Theorie u. Berechnung der Kreiselrader, B. N. B. 18. 
MCIR, TAOYAR, The theory of determinants in the historical order of development. 

Vol. J I .  The period 1841 to 1860. London 1911, Macmillan & Co. 17 s. 
mas cor,^^, HAM vos, Eiufiihrung in die hohera Mathematik f. Studierende u. zum 

Selbststudium. 1. Bd. A n f a n g s g ~ n d e  der Infinitesimalrechnung u.  der ana- 
lytischen Geometrie. Leipzig 1911, Hirzel. ,/1. 1 2 .  -. 

bfascm, W., Physikalische tbungen,  B. N. B. 32. 
MEAI., An., Der Freihallon, 2. Rd., B. N. B. 68. 
NLIBPER, W. FHANZ, Über die Theorie benachbarter Geraden u. einen verallge- 

meinerteri Krümmungsbegriff. Eirie Erganzung zu den Lehbüchern  über Diiïc- 
rentialgeometrie. Leipzig u. Berlin 1911, Teubner. Jt 8 -. 

NIELBEN, NIELS, Elemente der Fuuktionenthcorie. Vorlosungen, gehalten an der 
Cniveraitat Kopenhagen. Leipzig u. Berlin 1911, Teubner. 

Ceb. in Leinw. ,K 15 .-. 
N~rrikm, K., Die Luftschiffahrt, B. N. Il. 59. 
OPPENHEIM, S., Probleme der moderneu Astronomie, S. N. B. 6. 
ORTJCH, E., ï'heorie der Wechselatriima, S. K. B. 34. 
POLYCARE, H., Leçons sur les hypothbses cosmogoniques, s. N. B. 8. 
PB~YM~CYB, R., Yeue Aufloaungen der Gleichung fünften Grades auf Grund linearer 

Gravitationen. Berlin 1911, Weidmann. X 8.40. 
RITZ, W., Gesammelte Werke, S. N. B. 36. . 
SCEEFFER, W., Mikroskop, S. N. B. 37. 
SCRLAF, JoA., Religion u. Kosmos. Berlin 1'511, Hofmann & Comp. X 2.-. 
SELIGER, P. ,  Die stereoskopische MeBrnethode, S. N. B. 9. 
SIMON. MAX, Analytische Geometrie der Ebene. (Samrnlung Goschen, Nr. 65.) 3.,  

verb. Aufl. Leipzig 1911, Goschen. Geb. X -.RD. 
STAHL, HERY., A b d  einer Theorie der algebraischen Funktionen einer Verander- 

lichen in neuer Fassung. Nachgelassene Schrift, in Verbindung m. E. Loffler . 
hrsg. Y. Jf. Bother. Leipzig u.  Berlin 1911, Teubner. X b -. 

STOLZ, OTTO, u. GYEINER, J. A., Theoretische Arithmetik. 1. Abtlg. Allgemeines. 
Die Lehre v. den rationalen Zahlen. 2. Aufl., nmgearb. v. J .  Anton Gmeiner. 
(3. Anfl. der Abschnitte 1-IV des 1. Teiles der Vorlesnngen üb. allgemeine 
Arithmetik Y. O. Stolz.) (Seubners Sammlung Bd. IV,'.) Leipzig u. Berlin 
1911, Teubner. Geb. in Leinw. Jt 5.20 

Zeitschrift f. Mathematik n. Physik. 60. Band. 1911. Hnft a. 14 
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STUDY, E., Vorlesungen über ausgewahlte Gegenstknde der Geometrie. 1. Heft. 
Ebene analytische Kurven u. zu ihnen geh6rige Abb i ld~ ln~en .  Leipzig n. 
Berlin 1911, Teubner. R 4.80. 

~ U P P A N T S C ~ I T ~ C I I .  R~cn . ,  Lehrbuch der Arithmetik u.  Algebra f .  die VI. bis VUI. K l a s ~ e  
der Gyninauien u. Realgymnasien. Wien 1912, Tempsky. Geb. K. 4.50. 

T I ~ R D I N G ,  H. E., Die Infinitesimalrechnung auf der Schule. Leipzig n. Berlin 
1911, Teubner. 1 1.20. 

- - , Die kaufmannischen Aufgaben im mathem. Unterïicht, B .  N. B. 50. 

VOGT, H., Geometrie u. Okonomie der Bienenzelle, s. N. B. 60. 
WII~LEITNEK, H., Der Begriff der Zahl in seiner logischen u. historischen Entwick- 

lung. (Xathematisçhe Uibliothek, h g .  v. W. Lietzmauu u. A. Wittiug, 2,) 
Leipzig u. Berlin 1911, Teubner. Kart. X -.!O. 

W~irz ,  J., Der mathematische Unterricht in ElsaB-Lothringen, B. N. B 49. 
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Abhandlnngsregister  1909-1910, 

Von ERNST WOLFFING in Stuttgart. 

(Portsetzung von S. 112.1 

R .  C.M.P. Rendiconti del Circolo Mat., R.M.U. Revue de  M e t a l l ~ r ~ i e ,  Paris 7. 
Palenno 26-31. R. N. Revue néuholoeiaue. Bruxelles 32 : 

' , &  > 

R.D.S. Rivista di Scienze, Bologna 2. 1 1909. 
R .  E. TheRailway Engineefiondon 1909. R. N.L. Railway News, London 93. 
R.P.H. Revista de la Faculdad de Letras B.P.E. Revue uratiaue d7Electricité 19. 

y Ciencias, Habaila 3. R. Q. S. Revue de &u&tions Scientifiques, 
R . F . W .  Rivista di  Fisica, Matematica Bruxelles 1909. 

e Scienze Naturali, l'avia 9. 
. G .  C. F. Revue générale des Chemins 
de Fer et des Tramways, Paris 32;  
1909. 

I1,G.K Ilevue du Génie militaire, Paria 
24; 1910. 

1 l .G .  O. Ilevue générale des Sciences,Paris 
19-21. 

ILI. Revue de l'Ingénieur et Index tech- 
nique, Bruxelles 40 .  

R . I .B .  Rendiconti delle Sessioni dell' 
Accademia delle Scienze dell' Istituto 
Hologna (2) 1 0 ;  13. 

R.LL. Hendiconti del R.  Istituto Lom- 
bardo delle Scienze e Lettere Milano 
(2) 41-45. 

R.I.P. Herue industrielle Paris 40-41 ; 
1909. 

R. 1. S. Rivista d i  Tngegneria sanitaria, 
Torino 1. 

R. 1.Z. Higasche lndustriezeitung, Riga 
34, 1909-1910. 

R ,  L. 6. Rivista ligure di  Scienze, Lettere 
ed Arti. Genova 1907. 

K.I.B.  ~ e v i s t a  Maritirna Urazileira, Rio 
de Janeiro 27 ; 29. 

R.1i.C. Revue des Matières colorantes. 
Paris 13. 1 

R.H.M. ltevne de  Métaphysique e t  de  
Morale, Paris 18.  

R , M i I . M .  P. Revue maritime, P a n s  182 
bis 183; 186. 

R.JI.P. Sammelschr. der Math. Gesell- 
schaft Prag 1;. 

R.N. R. Rivista marittirna. Roma 41: 43: , . 
1908. 

R.M.S. Revue d e  Math. spéciales, Paris 
18-19. 

R.Q.S.1. C. Résumé quinzaine de  la Soc. 
des Iugénieurs Civils de  France 1910. 

R. S. Revue Scientifique, Paris (5) 7 ;  '3 
bis 14. 

R.S.A.A. R.eports of the South African 
Association for the  Advaucerrieut of 
Science, Capetown 1. 

R.T.W. Rundschau für Tcchnik u.  Wirt- 
uchaft, Prag 1909-1910. 

R. U. M. Revue universelle des Xines, 
Liège 25-27. 

S. Science, New York j.2) 24;  28:  3 0  
bis 31. 

S.A.B. Sitzungsber. der K. PreuB. Akad. 
der Wiss , Berlin 1907-1910. 

S. A.31. Sitzungsber. der  Math. Phgs. 
Klasse der K. Ravr. Akad. der Wiss.- 
München 39;  1910. 

S. Am. Scientific American. New York 
99-100; Suppl. 65-67. 

S. A.W. Sitzungsber. der Math. Xat K1. 
der K. K. Akad. der Wissensch.. Wien 
116-119. 

S.B. H. Der Steinbildhauer 26: 1909. 
S.C. System, Chicago 1909. 
S. D.B.11. Siiddeutsche Bauhiitte, Mün- 

chen 1910 
S.E.D. Stahl und Eisen, Düsseldorf 27;  

29-30. 
S.E. Z. Schweizerische Elektrotechui~che 

Zeitschrift, Zürich 6 ;  1909-1910. 
S. F.  P. Société franpaise d e  Phj-siqiie, 

Paris 282;  290;  298. 
S. G. B. Sitzungsber. der Bohm. Geeellsch. 

der Wissonsch, Prag  1907-1908. 
S. 6.31. Sitzungsb~,r. der Gesellsrh. mir 

Befirderuug der gesamten Naturw., 
l908- l909 .  
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S.I. Annual Ileport of the Smithsonian 
Institution, Washington 1008. 

S.I. K. L)er Schiffsiugenieur, Uerliu 18. 
S.I.D. Sitzungsber. der naturwiss. Ge- 

sellsch. Isis, Dresden 1908-1909. 
S.M. Hulletin de la Soc. math. de France, 

Paris 35-38. 
S.Y.Am. Bulletin of the American Math. 

Soc., (2) 14-16. . 
S.M.B. Sitzungsber. der Berliner Math. 

Gesellsch. 1909-19010. 
S. II. C.E. The Surveyer and Municipal 

County Engineer, London 35; 1909. 
S.M. Ka. Bulletin der physiko-math. Ge- 

sellsch., Kasan (2) 16. 
S.M. Kh. Mitt,eiliingcii der math. Ge- 

aellsch., Kharkow (2) 11-12. 
S.M. M. Sammelschr. d. math. Gesellsch.. 

~ o i k a u  26-27. 
S.N. M. L. S v m o n ' ~  Meteoroloaical Maga- 

zine, ~on"don 42. 
u 

S.M. (1. School of Mines Quarterly, New 
York 28-29; 31. 

S.M.R. Schreibmaschinenreviie 1909 bis 
1910. 

S. N. D. Sitzungsber. der naturforsch. 
Ge~ellsch., Danzig ('2) 12. 

S. N. J. Sitzungsber. der Katurforscher- 
gesellsch., Jurjev 17-18. 

S.P. Bulletin de  la Soc. ohilomatiaue. * ,  
Paris (9) 10. 

S .  P. JI. Nemoirs and Proceedings of the 
Literarv and Philosonhical Societv. 

d 1 Manchester 52-54. 
S. 1'. NE.  Sitzunosharichte der nhviiikal. 

medizin. ~ e s e i h c h . ,  ~r lar ige ;  4"0- 41. 
fj R.B.  Stahlrad u. Automobil 25. 
S.S.L.  Steamship, London 21. 
S. S. M. SchoolScienceandMathematics 9. 
S.C.W. Schuss U. Waffe 2-3. 
S. V. K. Sitzungsber. des naturw. Vereine 

f. Schleswig, Kiel 14. 
S. V. h-.W. Schriften des Vereins zur Ver- 

breitung naturw. Kenntnisse, Wien 
48 4 0 .  

S.W. Shipping World; London 52. 
S. IV. JI. Sprenptoffe, WaEen u Munition, 

Charlottenburg 5. 
S.Z.A. Schweiz. Zcitschr. f. Artillerie u. 

Genie, Frauenfeld 44. 
T.A. The Aero 1 ;  2.  
T. A. A. Arbeiten der Süddav. Akad. 

Agmm 175; 177. 
T. A.I. E. E. Transact,ions of the  Ameri- 

can Institute of Electrical Engineers, 
New York 19. 

T. A. 1. M. E",. Transaction of the American 
Institution of Mining Engineers, New 
York 29; 38. 

T.A.J.  The Automotor Journal, London 
14. 

T.A.h-.  Y. The Automobile, New ï o r k  
20-21. 

T.A.P. Technique akrienne, Paris 1910. 
T. A. S. P. E. Transactionr~ of the American 

Society of Civil Engineers, New '~rk 
fi6. 

T . B . L .  The Builder, London 8 4 :  96. 
T. C. A. Transactions of the Connecticut 

Academy of Arts and Sciences, N e w  
Haven 14. 

T.C.I. Transactions of the Canadian In- 
stitute, Toronto 8. 

T. C. P. S. Transactions of the Cambridge 
Philosophical Society, Cambridge 20 
bis 21. 

T. ('.W. The Clay Worker, Indianopolia 52. 
T. F,. Id. Telephone Engineer, London 4. 
T. F. Z. Tcxtil- u. Farberaeitiing 5 
T.I. M. E. Transactions of the Institution 

of Marine Engineers 22; 1910. 
T.I .Z.  Tonindustriezeitung , Berlin 26; 

32--33. 
T.K. L. Tijdschrift voor Kadaster en 

Landmeetkunde , Utrecht 24. 
T.M. Nyt Tidskrift for Mathematik 19 

biu 21. 
T. M. P. La  Technique moderne, Pans 2 

bis 3. 
T. K .Z.I. Transactions and Proceedings 

of th<: New Zealand Institute, Relling- 
ton 41-42. 

T. (1. Technological Quarterly, Boston 31. 
T.R. ï h e  R,udder, New ï o r k  24; 1909. 
T.R.B. Techn. Rundschau, Berlin 1909. 
T . R .  S .E .  Trausactioris of the Roy. Sac. 

Edimburgh 47. 
T.R. S. L. Philos. Trans. of the Roy. Sac. 

London 208-210. 
T.R. W. The Tramway and Railway 

nrorld,  London 27-28. 
T.S. The Steamship, London 21. 
T. S. A .  P. S. l'rans. of the South Bfrican 

Philosoph. Soc., Capetown 16. 
T. S.L.  Trans. of the Acad. of Science, 

St. Ijouis 16; 18. 
T. S.M. Am. Trans. of the Amer. Math. 

Soc., New 9-11. 
T. S. 1T.R. Travaux scientifiques de l'Uni- 

versité, Rennes 3; 6. 
T.T.S. Teknjsk Tid~kr i f t ,  Stockholm 36. 
T. W. 'havaux physico-math., Warschau, 

17-20. 
Ü.B. Überall, Berlin 11. 
U.H.K. Untenichtsblatter f. Math. u. 

Naturw., Borlin 13-17. 
U. 6.11. [Tnited Sei-vice Magazine 1909. 
V. Vulkan, Frankfurt a. JI. 8-10. 
V. A. La Vie automobile, Paris 10; 1910. 
V. A. S. Handlingar af K. Svensks hkad. 

Stockholm 46. 
V.C.P. Vie à Camp, Pans  1910. 
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eins Santiago 4-6. 
V.D.Y.V. Veroff. des Deutschen Vereins 

V.U.P.  G. Verh. der deutschen Physik. 
Gesellsch., Berlin 10;  12 .  

V.D.V.S.  Yerh. des deuhchen wiss. Ver- 
wesen. München 1959. 

Z. Q. 11. Zeitschr. f. ~ e w e r b l .  Unterricht. 

Z. G .  I1.W. Zeitschr. f. Uewerbehygiene, 
Wien 15. 

Z. G. T. Zeitschr. f. das gesan te  Turbinen- 

für Versicherungsmissensch., Uerlin 7.  
V.Q.B. Verhandl. des Naturhist. mediz. 

Vercins, Heidelberg (2) 8. 
V . 6 . W .  Verh. der phys. mediz. Gesellsch. 

Würzburg (2) 40. 
V.I.3L.C. Verh. des Intern. Math. Kon- 

a 

Leipzig 22. 
Z. G. W.\T. Zeitschr.f. die eesamte Tliasser- " 

wirtschaft 6. 
Z. II. Zeitschr. f. math. -naturw. Tinterr., 

Leipzig 38-42. 
Z.K.31. Zeitschr. f. Kristallogr. u.àlinera- 

logie, Leipzig 45; 47. 
Z.L.L. Zeitschr. f. l~ehrmittelwesen i l .  

gesses, Roma 4. 
V.N.B. Verh. der naturforsch. Gesellsch.. 

Base1 21; 93. 
V. N.K.  Verh. des naturwiss. Vereins, 

Karlsmhe 22. 
V.h.V.  H. Yerh. des naturwiss. Vereins, 

Hamhiirg-Altona (3) 15-16 
V.Y.Z. Vierteljahrsçhr. der naturforsch. 

Gesellsch., Zürich 52-65. 
V.S.N. G. Verh. der Schweiz. naturforsch. 

Gesellsch., Bern 90;  92 
V.T.R. Verkehrstechn. Woche, Berlin 

7 ;  1909. 
V,W..4. De Vriend der Wiskunde, 

padagog. Literatur, Wien 4. 
Z.N. 1.:. Zeitschr. f. medizin. Elektrolopie - 

1910. 
Z.11. M. Zeitschr. des mitteleurop. Motor- 

wagenvereins, Berlin 1009. 
Z.X.U. Zeitschr. f. naturw. Cnterricht 

1908. 
Z.P. Zeitschr. f phys.-chem. Cnterncht, 

Berlin 21-23. 
Z.P. C. Zeitschr. f. ohvsikal. Chemie. 

Leipzig 59; 63; 6 5 1 6 6 ;  69; 71-73.. 
Z.P.31. Zeitschr. f. prakt. Maschinenbau 1. 
Z.P.11. Zeitschr. f. oiidasroaische Reform. Arnhem 22. 

\i'.B. Das Wetter. Berlin 25. 
<> 

Berlin 1907. 
Z.S.  Zeitschr. f. 3Iath. u. Phys., Leipzig 

55-69. 
W.E. Tes tern  ~lLet r ic ian ,  Chicago 42. 
\ \ .K .  TTeiBe Kohle, München 2. 
\\. L.Z. Wiener LuftschiEerreitun~.Wien Z. S. 1. Zeitschr. f. Sauerstoff industrie 2. 

Z.S. S. Zeitschr. f. das ecbamte BehieB- 
0 7  - 

7 ;  9; 1909. 
\Y. S. D.B. Wochensahrift deutscher Bahn- 

- 
und Sprengstoffwesen, München 3-5. 

Z. S. T .  Zeitschr. f. Schwachstromtechnik rneister. Berlin 26-27; 190 #. 

\\ . T. Wisknndig Tijdschrift 4-6. 
N.T.B. Die Welt der Technik. Berlin Z. T. K. Zeitschr. f. Tiefbau, Berlin 1910. 

Z.T.S.  Zeitschr. f. Transvort u. StraBen- 1 0 0 6 ;  1907; 1909. 
K.W.E.  Water and Water Engineering, ban, Berlin 25-27; 1909. 

Z.V.B. Zeitschr. f. Versicherungswiss., 
Berlin 6. 

Z. V. D. E.V. Zeitschr. des Vereins deut- 
scher Eisenbahnverwaltungen , Berlin 
00: 1909. 

Iiondon 12. 
T.B.  Yacht, Berlin 1909. 
Z. l. K. Zeitschr. f. chem. Apparsten- 

kunde, Berlin 3. 
Z.1I.G.V. Zeitschr. des Uayr. Ueometer- 

vereins. München 6 :  9. ' z.w.~. Zoitsehr. f. wiss. Mikroskopie, 
% . I L I .  Z&el- und  dui industrie 1909. 1909-1910 
Z.B.W. B. Zeitschr. f. Beleuchtuneswesen Z. W. K. B. Zeiitralblatt f. Wasserbeii u. - 

1 4 ;  1909-1910. 
Z.E. Zeitschr. f. Elektrochemie, Halle 15. 
Z.E.31, Zeitschr. f. Elektrotechnik u.  

lIaschinenbau, Potsdam 1910. 
LI". T.B. Zeitschr. f. Flugtechnik 1. 

Wasserwirt~chaft ,  Berlin 1 ;  6 ;  1910. 
Das Abhandlungsregister erstreckt sicli 
nirht  mehr, wie ~e i the r ,  auf die Gebiete 
der Phgsik, Astronomie, Geodasie, Geo- 
physik, Chemie und Naturwissenschaft. 

1 5. P. S. PorezkLj'. Théorie conjointe 
des égalités et des non-égalités. S. M. Ka.  

$ 2  s 

2. L A. Hoskins. A general diagram- 
matic method of representing proposi- 
tions and inference in  the logic of 
daases. S.M. Am. (2) 16. 84. 

1. L. A. Hoskins. General algebraic 
solutions in the logic of classes. S.M. 
Am. (2) 15: 82. 

4. F. d'Arpais. Sopra 2 problen~i d i  
calcolo di  probalilità. A. 1. V. 69. 269. 

5. L. Bachelier. Etude sur l a  p r o t i s  
bilité des causes. J.M. (6) 4. 395. 

(2) lc 41. 
- 

TYalirscheinlichkeitsreebuung. 
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6. L. Bacheliev. Le problème général 
des probabilités dans lcs épreuves ré- 
pétées C.E. 14G. 1083. 

7 .  S. Bogyo'. Reitrag zum Bernoulli- 
schen Gatze ( m g )  M.P.L. 16.  203.  

6. E. Borel. Les probabilités dénom- 
brables e t  le i~rs  applications arithméti- 
ques. R.C.M.P.  27.  247. 
!). 1;. Uroggi. 11 teorema della proba- 

bilità composta e l a  definizione descrit- 
t i r a  d i  probabilità 1C.C.M.l'. 28.  246. 

10. S. H. Burbury.  On the law of pro- 
r)robabilitv for a svstem of correlated 
tariables. " P. M. (6) i 7 .  1. 

11. S.  H. Burbury.  On the law of 
equipartition of erierggbetwoen correlated 
variables. R.B. A. 78. 598. 

12. S. H. Burbury.  Boltzmmns law of 
probability. ëz2 P.M. (6) 19. 712. 

13. C.  V. L. Charlier. Die strenpe 
Form des Uernoullischen Theorems. A. 
M.A.F. 6.  Nr. 15. 

14. Ehrenfi-st 7'7~.  7'. h r r  eine Auf- 
gabe aus dér Wahrscheiulichkeitsrech- 
nuna.  die mit der kinetiachen Deutuna 
der Ë h ~ o ~ i e v e r m e h r u n g  zussmrnenhiing~ 
1f.N. B. 3.  197; 211. 

15. A. K. Erlar~g. Sandsyriliglieds- 
regning og  teleforsamtaler. T. M. 2 0 . B .  33. 

16. F. Gilntan. Evaluation of a, pro- 
bability integral. A .  of M. (2) 9. 167. 

17. C. Gini.  Sulla regolarità dei  feno- 
meni rari. V. 131. C. 4. C. 303. 

18. G. Guerritore. Sopre u n  teorexna 
di p~obabi l i tà .  R.C. 9. 801. 

19. K .  Kroman. Den aposterioriske 
sandeplighed. B.A Co. 1908. Nr. 3. 133. 

20. P. Mansion. Sur la loi dos grande 
n o m h r e ~  de Poisson. 5 A .  R. 1910. 158.  

21. A. A.  3Iurh-ov. Uber einen Fa11 
von in mehrfacher Kette vetbundenen 
Versuchen (russ) A. P. B. (6) 1811. 171. 

22. A. Mwlioff Recherches sur un cari 
remarquable d"' épreuves dependantes 
A.hf. 33. 87. 

23. P. illedolaahi. Intorno al calcolo 
formale delle prchhi l i tà .  G.H. 45. 192. 

24. 0. Meissner. Zur Anwendung der 
Zufallskriterien. Z. S. 66. 268. 

25. M. Xorale. Sopra un problema ncl 
calcolo delle proliahilità. P. M. K. (3) 6 . 8 9 .  

26. D .  ,Wordulihay-Bo7toacsky. Sur l a  
doctrine de l a  fortune morale et  ospé- 
rance morale de D. Beruoulli. C. Nil. N. W. 
1904 8 

27. K. Peursor~. Ou the  iniprobability 
of a random distribution of fitars in saace. 
P.R.S.L. 84. 47.  

28. P P8zzrttz. Sulla dimostrazione di  
u n  teorema fondamentale ne1 calcolo delle 
probabilità. A.  A. T .  43. 698. 

29. 0. Postnin. Over de grondslagen 
der waarschijnlijkheidsrekening 3 . A . W .  
(2) 8. 214. 

30. H. Rohne. Zinige Anwendungen 
der Wahrschei~ilichkcitsreclinung auf die 
SchicBlehro. A C.  H. 1909. 129. 

31. E. Rutherford and H. Geiger. T i e  
probability variations in the distribu- 
t ion of a particles. P.M. (6) 20. 698. 
32. LT. Scurpis. Intorno ad un prin- 

cipio relativo alla probabilità composta. 
P.M.R. (3) 6.  279. 

35. U. S c c a ~ z s  Un' oeservazione in- 
torno ad un problema diprobabilita. B.D. 
M. 9 .  34. 
34. H. Schuitema. Eenine vraamtuk- 

ken uit  de  waaruchijnlijkh~ide rekeniq. 
W.T. 4. 71. 

3.5. E. ï'ïiymzi.d. Imis dn hasard. 
A.F.  1909.  15G. 
36. J. K. Whit ternore .  A aroblem in 

chance A. of J!i. (2) 9 .  82. 
37. x.N. Erreichung der Wahrscheiii- 

lichkeit eines Tiefschusses für das 7,5 cm 
Feldgeschiitz. S.Z A. 44 .  196. 

Siehe auch 96; 110;  118;  963. 

l e thode  der kleinsten Quadrate. 

38. A. B r i h .  Über den Gebrauch dcr 
QuadraLtafeln in der Nethode der klein- 
sten Quadrate (russ.). B. S.R.A. 12. 5 2 .  

39. A. Leontowi;. Das Gesetz von 
W eber-Fechner angewa,ndt au€ die Haut- 
reize des ,Menschen durch Induktions- 
strorne (russ.). o. O.K. 1907. Kr. 123. 

40. A. Sainte-Lag~ë.  La  représentation 
proportionnelle et  la, méthode des moi- 
dres carrés. C.E. 151. 377. 

41. J. Weeder. Het onderzoek der 
gewichtenin vereffingen naar het beginsel 
der kleinste vierkanten. C.A.A.  1 7 .  152. 

42. G. Abate Dago. Sulla compen- 
sazione d i  un  punto trigouometrico me- 
diante l a  figura d'errore. A.A.T.  44. 725.  
43. Bischof,  A u s g l e i c h u ~ ~  von Poly- 

gonzügen. Z. B. (; . V. Ci. 102. 
44. J.  Uoccardi. Sur une nouvelle 

équation dans les observations des pas- 
sages. V.I.M.C. 4 C. 138. 
46. L. V. L. Charlier. Weiteres über 

das Fohlergeseta. A.M.  A.F. 4. Nr. 12. 
46. W. P. IClderton. A comparison of 

Rome curres uaed for graduating chance- 
distributions V. I.M. C. 4 .  C. 233. 

47. L. Gosiecski. Ser la moyenne arith- 
métique ot sur la loi de Gauss de la 
probabilité d'une erreur. B. 1. C. 1903. 
1053. 
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48. R. Greiwr. ffber das Fchlersystem 
der KollektivmaBlehre. Z. S. 57 - 121:  
225;  337. 

19. O. Gmcber. Ex~er imente i ies  zum 
CrauBschen ~ e h l e r ~ e s e i x .  Z. S. 56. 32%. 

50. P. Hart. Compensationd'iine chaîne 
fermée de triangulation. C.B. 147. 887. 

51. E. Hellebrand Die günstigste Ge- 
wichtsverteilung bei Dreieckswinkelmes- 
sungen mit Rücksicht auf den mittleren 
Piinktfehler. S.A. W. 118.  133.  

02. A. Ifnatek. o b e r  den EinfluB von 
Gewichtsfehlern auf die Werte der Un- 
hektnnten bei dusgleichungsrechnungen. 
A.S.K. 182. 273. 

53. Hohenner. Au~gleichung zweier 
Punkte. Z.U.G.V. 9. 9 1 ;  197. 

54. R. Kischke. cher Fehlerabschatzung 
bei unendlichen Produkteu. X.S. 66.354.  

55, A. KEingatsch. Die Fehlerflachen. 
topographischer Aiifnahmen. S. A. W. 116. 
937. 

56. W. A. Lindsay. The possible error 
i n  a quotient. M.N.E. 1.  48 .  

57. P. Mansion. Raisons en faveur 
de la formule définitive de Gauss pour 
mesure de la précision d'un système 
d'observations. A. S.B. 34. A. 174. 

68. B. Meidell. Zurn Fehlergesetz. 
2.8. 56. 77. 

59. W. &rcà,&zer. Ausg1eichsformel für 
Beobachtungen in gleichen Intervallen. 
P.Z. 11. 687. 

60. Aicibauer. Xusgle ichun~ von Poly- 
gonzügen bei einseitigem Richtungsan- 
8chluB. Z.B.G.V. 9. l a .  

61. xabauer. Das Minimum oder 
Maximum einer Funktion durch fortge- 
setzte Vertiesserung der Veranderlichen 
ru finden. Z.B. G.V. 9. 208. 

62. A. Pio. Perfectionnement de l a  
thEorie des erreurs. R.S. (5) 7 .  433. 

63. P. Pizzetti. Le misurazioni fisichc 
e la teoria degli arrori d'osservazione. 
R.D.S. -2. 1. 

64. J. C. Schoute. Die Fehlerwahr- 
scheiniichkeitdtheoric für die Praxis der 
Versuch~stationen. L.Y. S. 70. 1 fil. 

65. _M. 1Veslerguard. Statisk fejlutjaev-. 
ning. T.M. 21. B. 1. 

Siehe auch 181: 461. 

Politische Arithmetik.  

66. ï. W. Balch. The law of Oresme, 
Copernicus and Graham. P .P .S .  47. 18. 

67. G. Bumus. Sur le problème du 
mutin. N. A. (4) 7. 546 

68. F. Galton. One vote, one value 
y. 75. 414; 430. 

69. W. Lorey. Die math. Grundlagen 
des Systems der FerhAltniswahl. Z. H. 
39. 487. 

70. P. A. lMac Mahon. Memoir on the  
thcory of the  partition of nnmbers. T.R. 
S.L. 209. A. 153. 

71. L. G. DuPuscsuuier. Eine deutsche 
Abhandlung ~ . ~ u l e r s ü b e r ~ i t w e n k a s s e n .  
V.N.Z. 56.  14 .  

72. 11. Pique t .  Rur l a  détermination 
mathématique des droits de  succession 
des enfants naturels. N.B. (4) 10. 164. 

73. 0. Jf. Y. Someruzlle. A problem 
in voting. P .E.X.S.  28. 23. 

74. G. [raja. Alcune conuiderazioni 
sui rapporti fra la matematica e la scienza 
attuariale. V. 1. M. C. 4.  C. 211. 

Siehe auch 40. 

Kaufniânnische Arithmetik. 
75. G. Guerritwe. Utili t i  delle consi- 

derazioni geometriche nella discussione 
dei problemi d i  matematica finanzaria. 
Pit. 16. Al.  

78. A.Natucci. Dimostrazione teorica 
del metodo indiretto per l'appuramento 
dei conticorrenti. ?.. C. 9. 226. 

77. B. Rasch. Uber die Mechanik 
wirtsühaftlicher Geuchehnisse. E. P. R. 
i9ng.  143;  165; 174. 

78. B. Viti. Di una  integrazione dei 
contiindividuali nelle casse di  previdenza. 
B.D.M. 6. 155. 

Siehe auch 111. 

79. J. M. Allen. On the  relation bet- 
wepn the  theoriea of compound interest 
and life coutingencies. J. 1 A. 41. 305. 

80. C. Czan~berlini. Sull' interesse com- 
p o s t ~ .  P.M.R. Suppl. 14. 1 .  

81. 11. Gerhardt. Ziir Anwendunn der  " 
Zinsesziusrechnung im math. Unterricht. 
U.N.N. 15.  4 .  

83. C. l'eofilato. Del tasso continu0 
e variabile. G . A .  46. 144. 

Siehe auch 84. 

83. E. Bal-bette. Sur l a  détermina- 
tion d u  t sux dans le problème des an- 
nuités. E.M. 11. 284. 

84. F. P. Cantelli. On the  determina- 
tion of the  rate of iiiterest in annnities- 
certain. J.1.h 41. 100. 

86. G. J. Lidstone. A new domon- 
stration of the  formula for the   valu^ of 
an  apportionable snnuity payable by iii- 
stalments m timev a year. J.I. A. 41 97.  
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86. C. Thiry .  Démonstration simple ' 104. E: J. X. Strallon and R. H. 
de l a  formule des annuités. M. (3) 9. Compton. On accident in heredity. P.C 
266 .  p.S. 15.  507. 

8 7 .  F. Villareal. Tasaccion del domi- 105. G, l7. Yale. On the theory of 
nio util y directo de  u n  fundo. R.C.L. 1 correlation for ariy nuniber of variables 
10.  8 5 ;  116;  121. treat,ed by a new system o f  notation. 

Siehe auch 71; 78; 79; 116. P .R .S .L .  79. 182. 
Siehe auch 831. 

Statistik. 
88. 13. Borel. Siir l'étude des varia- 

tions des quantités statistiques. C. R. 
148. 1585. 

89. 3'. Y. Edgeu:orth. On the repre- 
sentation of statistieal frequency by a 
series. J.R.S. S. 70. 102. 

90. F. de Helguero. Sulla rapprcsen- 
tazione analitica delle statistiche abnor- 
mali. V.T.M.C.4.C. 288. 

91. A.  B. Hincks a d  K. Pearson. On 
correlation and the  methods of modern 

~terblichkeit.  
106. J'. ArbuZti. Vida probable. R.C. 

L. 12. 74. 
1 0 7 .  G. King.  On the error intro- 

duced into mortality tables by summa- 
tion formulas of graduation. J.I. A. 41.54. 

108. A. Loevy. Die GauBsçlie Sterbe- 
formel. Z.V.B. 6 .  517. 

lu!). C. J. D. ;%îounier. Iets over 
sterftekaneen. A.V. A. 9. 359. 

Siehe auch 114. 
~ - -  ~~ - 

statistics. N. 76. 566;  613;  638;  662. 
92. G. H. Kqzibbs. The problems of Versicherungsmatheiiiatik. 

statistics. A.-4.A.S. 12. 505: 
93. L. 1March. Une nouvelle statis- 

t iane  internationale de la nonulation. 

- 
4. c. 279. 

94. II .  T,. Ilietz. On a meari difference 
wroblem that  occurs in statistics. M.M. 

~ahrscl ie in l ichkei t&&hnun~ auf' die 
Impfutatistik (russ.) S.M.M. 26. 545. 

9 6 .  8. l t aynard .  Polygones et courbes 
de  fréquence. A.E.N.  (3) 26. 163. 

Siehe auch 17;  100;  964;  1434. 

Biometrie. 
9 7 .  C. de Rruyker. Bernerkingen ari- 

craande de Galton'sche Curre. H.V.C. 

buciones matemiticas al  eotudio de las 
leyes de l a  herencia biologica. A.S.A. 
68. 185. 

99 .  R. Laemmrl. Mathematik u. Bio- 
logie. V.N.B. 93. 331. 

100. G. Loria. Metodo maternatico 
e metodo statistico. A.A.V.M. ('2) 3. 84. 

101.  F. Ludwig. Neue Literatur aus 
dem Grenznebiet der Biometrie. Z. S. - 
58. 198. 

1 0 2 .  A. W. C. Memzies. The mathe- 
matical theory of random migration and 
epidemic distribution. P. R. S.E. 31. 862. 

103. J. P. ?:an de Stok. De analyse 
van frequentiekrornrnen volger eene al- 
gemeene methode C . A . A .  16. 825. 

110. G .  Bol~ lmmn.  Die Grundbegriffe 
der \f~ahrscheinlichkeitsreclinung in ihrer 
A n w e n d u n ~  auf die ~ebensvershhemns 
v.1.M. C. 4:~. 244. 

111. G. Castelli. L'insegnamento della 
rnatematice finanzaria e attuarialc nelle 
scuole professionali italiane. V.1.11 C. 
4.C. 327. 

112.  Chilei. Matematica attuariale. 
R.L.G.  1907. Ko. 5. 

1 1 3 .  M. JI.  Uawson~. Necessary cau- 
tions for the guidance of mathematicians 
in dealing with actuarial problems. V.I. 
M.C. 4. C. 310. 

114 .  G .  JhageTbrecht. Der EinfiuB der 
Versicheiungsdauer auf die Sterblichkeit 
in der Lebensrersichcrung. Z.T.U. 6.  
108. 

11.5. G. Engelbiwltt. Die Ilehandlung 
nicht vollig normaler Risiken in der 
Lebensversicherung. Z.v. B. 6. 272.  

116 .  If'. %an der Feen. I3enadcring 
van de  koopom eeuer verbiudiugsrente. 
A.V. A. 9. 286. 

1 1 7 .  G. King. Notes on s~rnrnat~ion 
formulos of graduation with certain iiew 

formulas for conliideration. J.1 A. 41 
530. 

118. W. Kiittnev. Zur Theorie des Ri- 
sikos und der Uispersion. %.l'.B. 6. 519 

119. W. Kültner. Das Risiko der Le- 
bensversicherungoanstaltcn und Cnter- 
atützungskassen. V.1l.V.V. 7 .  1 .  

1 2 0 .  H. F. Jmndre'. Xath. duur eener 
verzekering. B.V.A. 9. 373. 

1 2 1 .  D. C. Lefebure. La science de 
l'actuaire, s a  méthode, son histoire. 
R.S. ( 5 )  10.  1 1 ;  271. 
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122. (L Lenzhourg. L'actuaire, sa fonc- 
tion, les 2 aspects de celle-ci. V.I.M. C. 
4. C. 300. 

123. G.  J. Lidstone. Ou the ratio- 
nale of formulae for graduation by som- 
mation. J .I .A. 41. 348; 42. 106. 

124. D. P. ~71011. Analytische behan- 
deling der verzekeringen op een levcn. 
A.V.A. 9. 409. 

125. D. P. JIolE. A ~ i a l ~ t i s c h e  behande- 
ling van veraekeringen of twee of meer 
levens. A.V.A.  10. 22. 

l2ü. Ci. J .  LI. Mounier. Bepaling van 
termijnpremie roor eeu uiikee+g bij 
leven met restitutie van de betaalde 
premien bij eerder overlijden. A.V. A. 
9. 271. 

127. G. J. D. 3Iounier. Een toepas- 
sine van de miskunde oa de eesond- 
heGsleer. A.V.A. 9. 428. 

- 
128. G. J. D. Mounier. Winst  iiit af- 

sterving. A.V.A. 10. 1. 
129. L. G. d u  Pasquier. Leonhard Eu- 

lers Verdienste um das Versieherungs- 
wesen. V.N.Z. 54. 217. 

130. R.  Poussin. Sur l3application du 
era~hicisme aux calculs d 'a~surances.  
~.I:M.c. 4.  C. 225. 

131. A. Quiquet. Sur une noiive1l.e ap- 
ulication des iacobiens aux arobabilités 
kagèreB. V. I."M. C.4. C. 219. 

Siehe auch 74. 

Spiele. 

132. E. AT. Burisien. Curiosités arith- 
métiaues. M. (3) 9 37. 

13k J I .  ~ a s h k o r e .  Chess magic squares. 
R.S.A-4. 1. 83. 

134. J. L. Coolidoe. The eambler's 
ruin. A.ofN. (2) 10. "181. 

" 

1%. Hâton de la Goupzllière. Théorie 
aleébrinue d'un ieu de- société. N.A. 
(47 IO. i 7 7 .  

136. Mansion. Sur le baccara. A. S. 
D. 33. A. 188. 

137. B. H. Moore. A generalization 
of the game callcd nim. A.ofM. (2) 11. 
93. 

138. G. Sciioîc/,en. De beweeging van 
een biliardbal over een horizontal vlak. 
N.A.w': (a) 8. 337.  

138. Willaert. Sur l e  nombre moven 
de sériea de r rouges cons6cutives dans 
une suite de n épreuves à l a  roulette; 
correction de l a  formuke de Griinbaum. 
A S.B. 33. A. 115. 

140. Willaert. Sur l a  probabilité 
d'amener p séries de  k rouges consécu- 
tises dans unc suite de n épreuves à la 
roulette. A.S.H. 34. A 179. 

141. F. Zernike. Théorie mathéma- 
tique du jeu de cloche et  de marteau. 
K.A.W. (2) 9 239. 

Numerisches Rechnen. 

142. A. Bemporad. Saggio d i  appli- 
cazione dei metodi di calcolo del]' as- 
trouornia teorica ai  problemi d i  fisica 
matematica. &l. S. S.J. 36. 79. 

148. J. Bojko.  Beitrag zuni Busziehen 
hoherer Wurzeln. Z S 67. 373. 

144. G.  B. Bryarc A proposa1 for 
t he  unknown digit. M. G. S. 5. 89.. 

145. B. Ruchanan .  The art  of com- - 

puting P A. 15 287 
146. 3:. B. Escott. The calculation o f  

Logarithms. Q. 5. 41. 157. 
147. A. S. Grant .  On the  multiplica- 

tion and division of decimals X. G.S. 
4. 321. - W. C I .  Borçhurdt. 384. 

148. S. Lupton. Furor arithmeticus. 
h1.G.S. 5 .  273. 

149. C. I iunge.  Über eine Methode, 
d u  = const. numerisch zu integrieren. 
z. S. 56. 225. 

160. Saalschütz. Kubikwurzelauszie- 
h u n ~  aus Uinomen nach Albert Girard. 
P . G ~  48. 63. 

161. S. 14. Sau.nder. Contracted mul- 
tiplication and division. M.G.S. 4. 81. 
- ET. Clarke. 99. 

152. F. H. Sea?.es. The a r t  of nu- 
merical calculation. P.A. 16. 349. 

153. F. Stasi .  Sulle semplificazione 
di  alcune reoole di  aritmetica uratica. 
B.D.M 9. 2? 

1.54. G. Vacca.  Mctodo elementare Der 
il calcolo di  n. B.X.P. 2 .  7. 

155. 3.3. Whi te .  A method of com- 
puting logarithmu. X.M.F. 16. 67. 

Siebe auch 56; 285. 

Niimeriselio Gleichnngen. 

156. F. Cajori. Historical note on the  
Newton-Kaphson method of approxi- 
mation. M.II1.F. 18. 29. 

157. E. Esclangon. Sur une méthode 
d'approximation dans la résolution nu- 
mérique des équations. P.S.U. 1907 bis 
1908. 129. 

168. c f .  Faber. cher die Newtonsche 
NZLherungsformel. Cr. 138. 1. 

1.59. E: Giudice. Sulla risoluzione as- 
sintotica delle equazioni numeriche col 
metodo di Lagrangia. P.M.R. (3) 5 42. 

160. B. B. Gleason. A simple method 
for graphically obtaining the complex 
mots of a cubic solution. A. ofM. (2) 11.95. 

161. Grope. Euiers Methode der Lo- 
sung hoherer Gleichungen. Z.R. 41.196. 
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162. E. Hilb. Cber  die Auflosung 180. L. Zor~ t t i .  Sur la résolution des 
linearer Gleichungeri mit  uiiendlich I équations numériques. N.A.  (4) 9. 351 
vieien Unbekannteii. G.P.M.E. 40. 84. ' Siehe ailch 253 ;  258; 262; 268; 270; 

163. A. Kempe. Sur l'approximation / 282;  283 ;  291 ;  295;  394; 397; 405. 
des racines des équations d e  degré su- 
périeur. G.B. 48. 236. Anulgtisehe Kiilierungsriiet,lioden. 

164. H. de Illontessus de Uallore. La  1 
des de certaines éclua- 1 181. H. Wünke.  Die Bestimrnung der 

*ions numériques transscendentes. C. R. Fehlergrenzen der durch fortPetzte5 
148.  468. Radizieren erhaltenen Kiherungswerte 

165. hl. de Jlontesms. Sur l e  calcul 'Ou U.M N. 17. 33. 
des racines des ~ ~ ~ ~ t i ~ ~ ~  numérlquea, , 182. R. Bonola. Intorno alla rettik- 
C,R.  148, 1749, E, M. ~ è ~ ~ ~ ~ ~ ~ ,  4'J, cazione degii archi di circonferenza. B. 
434. U. M. 8. 167. 

166. de Moutessus. Méthode genérale lS3- A. Brown. Examination the 
d e  détermination des racines des équa- vdidi ty  of an  approximate eolrition of 

tions. A.S.B.  34. A. 94. a corkain velocity equation. S. S. A.P. 9. 
167. M. xiibauer. Vorrichtuug zur ''. 469. 

Alifloaung linearen ~ l ~ i ~ h ~ ~ ~ ~ -  184. M. Caslimow. On aome new for- 
systems. Z.S. 58. 241. mulae for calculating n. R. S. B.A. 1. 

84. 168. B. Boss. A uiethod of solving 18a. E. Cotton. Sur I,intigration 
algebruic equations. N. 78. 663. approchée des équationn différentielles. 

169. A. Russell aiid 3. AT. Alty.  An C.R, 116, 271, 
electromagnetic inetliiod of studyitig the 186. P. ~ ) ~ l ~ ~ i i ~ ,  ~ h ~ ~ ~ i ~  der ~ ~ h ~ -  the or^ and er]ua- rungsrechnnngen (russ,). j3,U.K. 1909. 
t i o n ~  of any degree. t'.JI. (6) 18.  802. c .  1. 207. 
P.P.S.L. 21. 911. 187. 11. Dressler. Anschauliche Schit- 

170. A. Russell and A. Wright.  The ,ung der G ~ ~ B ~  von ,,, U,M,N. 16, 62,  
Arthur Wright electrical device for evalu- lb8. G. ail leret .  ~ t ~ d ~  sur le calcul 
at ing formulae and solving equations. de , par des formules dérivées de la 
P.M. (6) 18. 291 ;  P.P.S.L. 21. 802. théorie des périmètres et des reyons. 

171. C.khmidt.  Über die obere Grenze 
fiir die Anxahl der poaitiven und nega- L\'$herungsweise In- 
tiven Wurzeln eincr algebraischen Glei- 
chung. A.Gr. (3) 15. 161.  S.I.D. 1909. A. 12 .  

172. B. Seal. The equetion of digite. 
B.C.M.S. 1. 99. zebsiver AuriLherung (rumZn.j. G.M.U. 

173. A. l 'hue. Kin Fundamentaltheo- 13 .  97. 
rem zur Uestimmung von Anniiherungs- 191. T. A. Lambert. On the ~olution 
werten aller Wurzeln gewisfier gamer  of algebraic eqiiat,ions in infinite series. 
Funktionen. Cr. 138. 96. S. &[.Ani. (2)  14. 467;  P .P  S. 47. 111. 

174. de la Vallée Poussiw. Sur l'nppro- 192. h'. Lampe. Neuere Versuche zur 
ximation minimum d'un système d'équa- Abkürzung des Exhaustionsverfahrena 
tions. A.S.R.  33. A. 173. bei der eleinentaren 13erechnung der 

173. G. N. Wutson.  The soliition of a Zahl n. 8.M.B. 1910. 30. 
certain tranusceridental equation. P.L. 19%. J. E. Littlewood. On the asymp- 
M.S. (2) 8. 162.  totic approximation to functions defined 

176. Il J W Whipple. On Lagrange's by high con~ergent  product -forms T. 
and  other theorems and on the  solution C.P.S. 2 0 .  323. 
of equations by logarithmic serieu. Q.J. 194. A. Lolmstean. Einige Reihenent- 
40. 368. wicklungen für c. A.Gr. i3) 13. 325.  

177. G.JVitt. Zusatz zu der numeri- 1%. P. filansion. Sur le calcul de a 
schen Auflosung 2e r  üleichungen in der M. (3) 8. 236;  9. 14. 
Planetentheorie. A.PI..K. 172.  239. 196. Milarch. Elementare Kntwick- 

176. A. Witting.  Uber angenaherte , lung der  Leibnizschcn Reihe n = 

Losung numerischer Gleichungen. S. I.D. 4 (1  - 3 + k - 4 f . . .). Z. H. 40. 148. 
1908. A.  9. 197. 12. lf'. Muirhead. A method of 

179. A. JiTrZght. Résolution des équa- 1 calculating approximately high powers 
tions par le pont de Wheatstone. R.S. and roots of numbcrs without the aid 
(5) 13. 593. , of tables. h1.G.S. 4 .  302. 
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196. J. W. hTicl~olso~a. The asympto- 
tic expansions of Bessel functions. 1'. M. 
(6) 19. 228. 

19% AT. Quiwt. Varia ovcr z. W.T. 
4 7 ;  63. 

800. L. 3: h?ickardson. The approxi- 
mate arithmetical solution by finite diffe- 
rencce of physical problcms involving 
diffei-ential equations with an  applica- 
tion to the stresses in a masonry dam. 
P.R.S.L. 83. 335;  T.R.S.L.  210. 307.. 

101. EI Sibirani. Su l a  rappresen- 
tazione approssirnat,a delle fuiizioni d i  
piu variabili reali e delle loro derivate 
per polinomi trigonometrici. A.  A. T 44. 
6 5 9 .  

23 5.  P. M~I-tinott i .  Su le scrie d'inter- 
polazione R.T.Ti. (2) 43.  391;  556. 

216. AT. E. ArÜrlund. Sur les fractions 
continues d'interpolation. Il. A. Co. 1910. 
67. 

217. C. II;. va,l Orstrand. Inverse inter- 
polation by ineans of reversGd series. 
P.M. (6) 15. 628 

21 8. C. J. de la Vall& Poussin.. Sur la 
convergence des formules d'interpolation 
entre ordonnues équidistantes. B. A. B 
1908. 319. 

219. G. IVitt. ber Interpolation diirch 
Addition. A.N.K. 178. 225. 

Pielie auch 293. 

de ciaufi para calculo approximado 1 analysis of sun-spot number. J.T. (2) 3. 
dos integraes deh idos .  A S.A.P. 5. 220. lj9. 

'204. A. ï'hue. Uber Annaherunes- 

205. 3'. Sibimni. Sii l'intrgrazione 
approssimata d i  un tipo iptxbolico-para- 
bolico t l i  equaaioni alle derivate parziali. 
R.1.L (2) 42.  375. 

" 
werte algcbi&xher Zahlen. Cr. 136. 284. 

205. A. Thue. Jlemerkungen iiber ge- 
wiuse Niiherungsbriiche algebraischer 
Zahlen. M.S.C. 1908. No. 5. 

Ni. CI. J. d e  l~~ lh lke -Pouss in .  Sur les 
polynomes d'approximation et la reprd- 
sentation approchée d'un anglo. B.A.B. 
1910. 808. 

207. T. Vawziîzi. Sulle approssima- 
zioni numeriche. B.D.M 6. 1. 

208. G.  B. M. ,Ter].. Kote on an appro- 
ximation in  trigontimetry. M. M.F. i 5 .  
200. 

Siehc anch 16;  910. 

Harmonische Analyse. 

% ) .  H. Abraham. Analyse harmo- 
nique e t  résonance. I.E.P. 1909. 429. 

209. P. Angelitti. De principio medii 
arithrnetici. A. X. K. 185. 113. 

210. L David. Theorie des GauB- 
schen verallgemeinerten speziellen ari th- 
metisch-geometrischen Mittels. B. M.N. 

-O:$. E: L;. ~ ~ i ~ ~ ~ ~ . ~ ,  sobre methodo 221. 8. Hiraya~nu .  Ori the liarmonic 

222. P. J[opfner. f h e r  die praktische 
Trerwcndbarkeit einer neuen Methode 
zur Auffindung der Periode einer perio- 
dischen Erscheinung. S. A.W. 119. 351. 

223. B. Kiihnem Methode zur Auf- 
suchung pcciodischer Erscheinuugen in 
Heihen ?quidistanter Beobachtungen. 
A N .  K. 182. 1. 

224. 1, V. B Nonvel analyseur har- 
monique. T.M. P. 3. 17i'. 

225. S. Oliuenheini Uber die Bestim- 
mung der iîeriode einer periodischen 
1Crscheinting nebst Anwendung auf die 
Theorie des Erdmagnetismus. S. B.W. 
118. 823. 

226. C. Scliir~idt. Die Kebenschwin- 
gungen einer deformierteu Sinuskun-e 
zu ermitteln. E.P.R. 25. 239. 

227. A.  Schreiber. Der harmonische 
Analysator von O .  Mader. P.Z. 11.  354. 

228. A. Schreibe~.. Der neue harmo- 
nische Analvsator von Mader. S.I.D. 
1909. A. 27. 

229. P. J Smits. De harmonische for- 25. 103 
211. IV Schnee. nbe r  Mitteluerts- ' mule. 0-2.11. 10. 669. 

formelu in der Theorie der Dirichlet- 830. 8:. Turner. The facility of 
schen Reihen. S.A.W. 118. 1439. harmonic analysis. J.B. B.A. 18. 250. 

912. G. U. Yule. Mean oder median. Siehe aueh 386;  1587. 
N. 75 534. 

Siehe auch 47;  1337. 

In terpola t ion .  

213. G. Faber. Über stets konver- 
geute Interpolation~formeln. D.V. M. 19. 
142. 

214. C. S. .Tackson. A formula in  inter- 
polation. M M. 38.  187. 

Einpirische Formeln.  
231. V. Laska. Über die Bildung em- 

pirischer Formeln (tschecli.). C. 40. 9; 
142. 

l a t h e m a t i s c h e  Tafeln. 

238. 0. Bergntann. Einige Berichti- 
giingen zu Knliks Qiiadratzahlentafeln. 
2 , s .  56 .  313. 
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233. C.  en. Log -trig. Tafel anf 
11 Stellrn. P.A.G L. 21. 

234. K. Bohlin. Sur une éauation 
algébrique remarquable se trouGant en 
 apport à l a  mécanique cdeste. A. J. S. O. 
8. Nr. 7 .  . 

235. J. Bojko. Eine neue Tafel der 
Viertelquadrate. Z .  S. 57. 191. 

256. J. ~ s c h a m p s .  Application de la 
méthode d'Eratosthèue : tables numéri- 
ques e t  graphiques. S. P. (9) 10. 10. 

237. A K. &la?zg. Om indretningen 
og  beregningen af 4-cifrede logaritine- 
tabeller. T M. 21. B. 55. 

238. J. IF7,rischazcf. Zur VerlU3lichkeit 
der 2 1  stelligen ~ a f e l n  von Steinhauser. 
A.N.K. 174. 1 7 3  

239. J.W. L. Glaislrer. List of tables 
Z 

of J e F &  and cunnected integrals and 
O 

functions. M M .  38. 117. 
240. P. Gruner. Tabelle fiir y = e-x 

J.1i.E. 3. 120;  290. 
241. R. Lehoa.  Recherche rapide des 

facteurs premiers des nombres à l'aida 
de 2 tables de restes. S.P. (9) 10. 4. 

242. K. Liirlemann. Die Scherersche 
log.-graph. Rechentafel. A.V. N. 1 8  154. 

245. G. Pesci. Une piccola tavola di  
valori naturali. P.M.R. 25. 241. 

244. H. G .  Save'dp. Tables of the Ber 
rtrid Rei and Ker aud Kei functions. P. 
M. (6) 19. 49. 

246. 0. R. Smith. A Greek multipli- 
cation table. B.M. (3) 9. 193.  

246. H. Tnllqcist. Tafeln der abge- 
leiteten und zusammengesetet~n Kugel- 
funktionen 1. Art. A. S.F. 33. Nr. 9. 

247. H. làllquist. Safeln der Kugel- 
funktionen P,, (cos 9) .  A.S.F. 3 3  Kr. 4. 

248. G. T a w y .  ThCorie des tables à 
triple entrée pour la recherche dm fac- 
teurs premiers des norubres. -4.F. 1907.32. 

249. Ar. Williams Multiplikations- 
tabelle. S.M.R. 1910. 83. 

250. N. ,V. Modernes Eechenmittel. 
D.M.Z.B. 1910. 136. 

Siehe auch 38; 381. 

2b1. R. de Aquino. Nomogrammas 
para  achar alturas e azimuths facilitando 
O emprego do methodo d e  Marcq Saint 
Hilaire no mar. R.X.B. 29. 

262. de Apzno. Komograms for de- 
ducing altitude and azimuth and for star 
identification and finding course and 
distance in great  circle sailing. P.N.J. 
34. 633. 

253. F. Roulad. Sur la disjonction des 
variablea des équations nomographique- 
ment rationnelles d'ordre supérieur. 
C R. 160.  379. 

204. ,TV. Bubnov. L'ouvrage math. de 
Herhert sur l'abaque B. U.K. 1909. Sr. 2. 

255. H. CIuétiex. Kouvel abaque du 
problème de Kepler. A.F. 1907. nY. 

256. 8. A. Gehring. Logarithmic dia- 
grams based on isoplethe points. E R.H. 
61.  77. 

257. K6ppen. GraphischePsycliometer- 
tafel. A.H. 36. 175. 

258. M. d ' 0 c a p e .  Sur la repréieu- 
tat ion nomographique des équations à 4 
variables. C.R. 148. 1244. 

259. M. d'0cagne. Ida technique du 
calcul considérée urinzi~alemerit au uoint 
de vue de  l a  Bcienci de l'ingénieur 
V.I.M.C. 4 .  C.346.  

260. G. Pesci. Las tablas grificas de 
Luyando A.F .C .Z .  2. 153;  233. 

261. G. Pesci. Resoluçio nomogra- 
phica do triangiilo de  posiyio. fl.M U. 
27. 614. 

262. A. Schreibe~. fiber Logarithmen- 
papiere und deren Anwendung; ein Aba- 
kus zur Aufloaung dreigliedriger ku- 
bischer Gleichungen. S.1.Q: 1909. A. 28. 

263. P .  Werkmeister. Uber graphi- 
ache Tafeln fiir Funktionen einer Ver- 
anderlichen, insbesondere iiber graphi- 
ache Logarithmentafeln. Z.S. 59.  151. 

264. Ar. ,V. Tavole di  tir0 grafiche 
in proiezione orizzontale. R A.G. 25.216. 

Siehe auch 236;  242; 350; 360. 

Griiphiscùer Kalkiil. 
266. H. 8. Allen. A graphic method 

of dealing with combinations of coaxial 
refracting surfacee. P.P.S.L. 21. 480. 

266. F. Botdad. Un proc6d6 de cel- 
cul graphique des déterminants. A.F. 
1909. 96. 

267. A. Cr. Burgess. A method of 
graphing freedom equations. M. 3. E. 
1. 18. 

268. N. J. Clugnell. On the graphi- 
cal solution of equations. 1I.G.S. 4 .  233. 

269. J. Do~~ggnll. Graphiral treatment 
of geometrical progression. M.N.E. 1. 1. 

270. J. Uougall. Graphical solution 
of equations of the form a cos 9 f b sina 
= e withoiit the aid of tables. 31,K.k. 
1 .  45. 

271. Gdldel. Graph. Bestimmung der 
Lage der neiitralen Achse in Platten aus 
Eisenbeton. U. G. W.Z. 9 0 .  764. 

272. K. Goldziher. Uber die Anwen- 
dung des graphischen Ferfahrens im 
math.  8chiilunterricht. U.M.N. 15.  4:). 
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SiS. H. P. Goodwiri. Graphic methods 
of reduction to meridian and prime ver- 
tical. N.Y.L. 1908. Dez. 

274. F. W. Harvis. Determination of 
resifitance by graphics. E.J. 1909. 627. 

275. L. Tsely. Le myosotis et les loga- 
rithmes. B. S.N. 36. 104. 

276. A. Jatho. Apuntes de cosmografia 
grifira. A.S.A.  69. 237. 

2 7  7. Kennelly. Graph. Verfahren zur 
Bestiminung der mittleren sphar. Inten- 
sitat eirier Lampo bei gegebener Polar- 
kui-ve. Z. H .  W.U. 14. 176. 

278. KnelTes. Craph. Berechnung von 
Kurbelwellen. E. P. fi. 25. 454. 

279. M. Kroll. Détermination graphi- 
q u e d e  l a  r t ;~ist ,anre rt;ai~ltante des rE- 
siutances él6mentaires eu dtkivation. 
1.E.P. 1909. 267. 

280. Xusnata.  Calcolo grafico degli 
elementi necessari nella navigazione orto- 
dromica ne1 cas0 i n  cui si stabilisce d i  
non oltrepa,~sare lin parellele di latitu- 
dine nota. 1t.U.R. 41. 79. 

281. 31. Milankouiitscli. Eine gra- 
phische Darstellung der geom. Progres- 
sionen. Z.H. 40. 329. 

282. R. E'. niluirhead. A graphical 
method of solving n. simultaneous linear 
eqnation involving lz unknowns. P. E. 
N.S. 26. 30. 

263, E. J. ,Vatuon. Graphical solution 
of a biquadratic. M. G. S .  4. 286. 

284. AToodt. Graphiache Darstellung 
im Rechenunterricht a n  hoheren Miid- 
chenschnlen. F. U. TL 1908. 289. 

265. ;M. dJOcagne. Sur l'application 
de la méthode graphique à l 'art d n  cal- 
cul. R.S. (5) 7. 449. 

'286. F. P. Paternb. Di alcune perfe- 
zionamenti nella resoluzione gratica dell' 
angolo triedro. P.hI.EC. (3) 5. 62. 

287. L. I'ien-e. Calcul graphiqne des 
conduites forcées à diamètre variable. 
L.H.B. 9. 187. 

288. L. 3'. Kichardson. A freehand 
gaphic way of determining stream lines 
and equipotentials. P.M. (6) 16. 237. 

269. Rottok. L6sung von nautischen 
und tektischen Aufgaben durch Zeich- 
nung. A.H. 1910. 49. 

290. K. Rudolf. Graphisches Differen- 
tiieren u. Integrieren, Ermittelungen von 
statischen Momenten und llr&gheits- 
momenten nach dem Prinzin der direkten 

292. Seidl. Über die Darstellung der  
Arbeitsweifie von Gruhenrentilatoren auf 
graphischem Wege. U.R.K. 3. 75. 

293. J. H i-ihaxby. On t h e  graphical  
determination of Fresnels integrals. P.R. 
S.L. 82. 331. 

284. E' Siliirani. Transformation gra- 
phique de certaines aires en secteurs 
circulaires. G.M.B. 13. 65. 

295. A. 1;'Eescu. Graphische Anflosnng 
eines linearen Syjtemes von 3 Gleichungen 
mit  3 Unbekannten (rumsn.). G. M. B. 
15. 132. 

296. Q B. Wasteels. Over graphische 
integratie van gewone differentialver- 
geli,jkingen. H.V. C. 1907. 56. 

297. Y. Wevkmeistei. Beitrag zur gra- 
phischen Daretellung von Gleiehungen 
der Form ah-c=0 .  Z.S. 57. 279. 

298. F. J. W. Whipple. Graphical in- 
terpolation. N. 77. 103. 

299. S. Wigert. Sur le problème des 
tra.ctrices. A.M.A.F.  ô. Kr. 22. 

300. X,  iV. Graphische E r r n i t t l u ~ i ~  
des Stromverlauf~ in Stromkreisen mi t  
Selbstinduktion. B.P.T. 6. 84. 
Siehe auch 130; 160; 485; 522; 573; 
1174; 1465; 15133; 1704; 1871; 1889; 

1891; 1955; 2042; 2065; 2277. 

Geometr ische  Niiherungsmethoden. 

301. A. Auric. Sur l a  rectification 
approchee d'un are de cercle. N. A. (4) 
10. 122. 

302. .7. Relankin. Rektifikation von 
Kreisbogen (russ.). B.U.K. 1910. 16. 32. 

303. A .  Uilinzowitsch. Genaherte Rek- 
tifikation von Kreisbogen (russ.). B.U.K. 
1910. 2c .  101. 

304. J. Bqjd-o. Eine neue Nahemngs- 
konstruktion für a. Z.S. 57. 196. 

305. J. M.  Child. Geometrical con- 
struction for a radian. M.G. S. 5. 142. 

306. C. Herbst. Die asthetische Kreis- 
bogenkurve. Z.S. 58. 72. 

SOT. Le~lfestcy. 2 approximate geo- 
metrical constructions for inscribing a 
nonagune in a circle. M. G. S. 4. 380. 

808. C. Xche l .  Construction approchée 
des polygones repliers. B. M. E. 14. 251. 

309. Y. Mikami. The circle squaririg 
of the Chinese. B. M. (3) 10. 193. 

310. G. Xicolosi. Rettificazione rtp- 
prossimate degli archi e della circon- 
ferenm. Pit 16. 128. l 311. M. dd'Oca&- Sur la rectificbtion 

Proportionalitit. E.P.B. 1909. 154; 197. approchée des arcs de cercle. V.I.M.C. 
2!)1. W. Schlags. Graphische L6sung 4. C. 351. 

der Gleichung xP + a x  f b =O. U. M. N .  312. L. A. Paillard. Sur la longueur 
16. 63. de l a  circonférence. N. A. (4) 9. 451. 

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



222 Xbhandlungeregister 1909-1910. 

313. ltamisch. Angenaherte Darstellung 
einer Ellipse. B.G. W.Z. 1909. 640. 

314. G. Vacea. Sulla quadratura del 
circolo secondo l'egiziano Ahmes. B. B. L. 
11. 65. 

315. 11. .Vr(jnlan. E n  benaderingscon- 
strnctie voor den cirkelomtrek, ale de  
straal  gegeven i?. V. W. A. 22. 86. 

316. Weill .  Uber die graphische Be- 
st immung der Kreisilache. Z.H. 41.. 193. 

317. A. Wendler. Beitrage xur Be- 
rechnung der Zah l . .~ .  U.M.N. 17. 15. 

316. C. Wicke. Uber ein neues Ver- 
fahren, die Lange des Kreisuuifangs ge- 
radlinig darzustellen. V.U.  V. S. 4. 265. 

319. N. ïV. Rectification approchEe de 
la circonférence. x. (3) 0. 153. 

320. N .  N. Una notevole risoluzione 
approssimata della quadratura del cir- 
colo. B. D.Y. 6. 118. 

Winkelteilong. 

321. A. Azrbry. How to  tnsect  an  
angle. S.Am. 67. Suppl. 189. 

322. J. S. Brown. The trisection pro- 
blem. M.M.F. 14. 98. 

323. J. S. Brown. 1)ivision of an  angle 
into equal parts by  means of a trans- 
cendental curvo. M.M.F. 16. 105. 

824. C .  Carboni. Una nuova solusione 
del uroblema della trisezione dell' an- 
golo: Pit. 15. 88; 125. 

326. R .  U .  Carmichael. On dividine 
an  angle intn parts having the ratios oYf 
any given straight lines. M. M.F. 14. 115. 

326. V. G. Cavallnro. Sulla divisione 
della circonferenxa in parti  uguali. Pit. 
4,. E" 
10. I L .  

327. L. Ciocchi. Sull' aateroiile regci- 
la re  e altre tiisecatrici. Pit. 16. 1. 

388. E'. B .  Bscott. Remark on the tri- 
section problem. M.M.F. 15. 33. 

329. J. Naberniann. Apparat zur Drei-, 
Fünf- und Giebenteilune eines Winkels. - 
N.W. 22. 73. 

330. 23. Haentzschel. Luczakscher 
Winkeldreiteilungszirkel. D.V.M. 17.275. 

331. S. A-, Johnsen. Elementaer frem- 
stilling af konstruktionen of R,,.  T.M. 
21. A. 8. 

332. E. Lampe. Über eine Gattung 
von Kurven, die der Teilung eines 
Winkels i n  n gleiche Teile dienen 
konnen. S.U.B. 1909. 149. 

333. E. Linael. Bogenstreckung, 
Streckenbiegung und Winkeldrittelung. 
X.K.M. 4. 524; 637. 

334. C. Munzitli.  The division of the 
circle. M.G.S. 4. 377; 5. 74. 

336. E. Meyer. Zur Dreiteilung des 
Winkels. Z.H. 39. 493. 

1 356. O. Biihler. Zur Winkeldreiteil~n~. 
i Z.H. 40. 158. 
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EinfluB d. elast. Kupplnng auf  d. Ungleichf6rmigkeitsgrad. Von C. ROHRICH. 225 

Über den EinflnB der elastischen Eupplnng anf den 
Ungleichformigkeitsgrad. 

Von C. R ~ H R I C H  in St. Petersburg. 

Das veranderliche Drehmoment der Kolbenkraftmaschinen wird durch 
die schwere rotierende Masse eines Schwungrades ausgeglichen; doch 
bestehen noch immer mehr oder weniger betrschtliche Schwaukungen 
der Wirikelgeschwindigkeit, welche bei dem Antrieb der Wechselutrom- 
generatoren besonders schiidlich wirken. E s  ist schon lingst versucht 
worden, diese Schwankunçen durch eine nachgiebige, elastische Ver- 
bindung des Generators mit der Kraftmaschine zu vermindern. Diese 
Verbindung kann man sich verschiedenartig ausgeführt denken; eine 
gewohnliche, mehr oder weniger lange Welle oder eine fiir diesen Zweck 
bestimmte elastische Kupplung kommt jetzt am haufigsten vor. Auch 
den Eiementrieb rnüssen wir wegen seiner Nachgiebigkeit als eine olasti- 
sche Verbindung betrachten.') 

1. Es bedeute im folgenden: 

?Tl - das Tragheitsmoment des Schwungrades und anderer mit der 
Kraftmaschine steif verbundener rotierender Massen auf die Dreh- 
achse bezogen. 

L( - das veranderliche Moment der Drehkraft unter angeniherter Be- 
rücksichtigung der Massendrücke des Knrbelgetriebes, welches als 
Funktion des Drehwinkels der Kraftmaschine cp, graphisch gegeben 
ist (Drehkraftdiagramm). 

4 - des Triigheitsmoment der Masse des Generators odcr überhaupt 
der Arbeitsmaschine. 

M; - das Moulent der Widerstaiidtikraft iri der Fuuktion des Dreh- 
minkels y,  der Arbeitsmaschine. 

- 

1) Vgl. P r i e s  e , Anforderungen der Elektrotechnik an die Kraftmaschinen. 
Zeitschr. dea Ver. deutsch. h g .  1899.  Nr. 39. S. 1184. Jch habe durch Versuche 
gefunden, da0 ein Hiementrieb, wenn er nach richtigen Gesichtspunkten ausgefcihrt 
kt, ein ~~Bero rden t l i ch  elastisches Glied abgibt und daD hierdurch der Ungleich- 
f~rmigkei ts~rad der Kraftmaschine, b e ~ o g e n  auf den Anker der Dpamor~iaschine ,  
auf die Halfte verringert werden kann." Ausführlichere Arigaben Sind uns unbe- 
kannt. 

Zeituchrift f. Mathematik n. Physik. 60 Band. 1919. Heft S. 1.5 
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226 tfber den EinfluB der elastischen Knpplung aaf den Ungleichfomigkeitsgrad. 

Veranschaulichen wir diese zwei schweren Massen in dem Scliema 
(Fig. 1) als zwei Schwuilgrader A und B, die elastische TTerbindung als 
ein Wellenstück vom Durchmesser d und Lange 1, so wirkt auf das 
Schwungrad A das Drehmoment K und auf das Schwungrad B das 
Widerstandsmoment W. 

Sind die Winkel rp, und rp, BO. gewahlt,. daB iin Rnhezustande <p, 

gleich rp, ist, sa wird der Verdreh~ingswinkel der Welle gleich rp, - <p, 

sein, woraus sich die Grole JIe des Momentes der Elastizitiitskrafte 
bestimmen lLBt zu 

n d 4  G 
Jfe = , -1 ('FI - cpz) = P (<pl - Y % )  7 

worin G das GleitmaB des Wellenmaterials bedeutet. Den 
Proportionali- 
tiitsfaktor p 
wollen wir den 
Steiflieitsgrad - 
der Kuppluiig 
nennen. Eine 
mehr oder 

weniger ange 
niiherte Formel zur Bestimmung des Steifheitsgrades kann fiir 
jede Art elastischer Kupplung aufgestellt und notigenfalis 
durch Versuche korrigiert werden, da der Verdrehungswinkel 

rp, - rp, sich nur in sehr engen Grenzen andern muB. 
TTernachlZssigen wir das geringe Tragheitsrriornent der Welle selbst 

gegenüber den Tragheitsmomenteri der Schwungrader, so erhalten nir 
die Differentialgleichungen der Bewegung : 

In  diesen Differentialgleichungen sind K und W periodische, graphisch 
gegebene Funktionen der Winkel rp, bzw. cp,, ein IJmstand, der eine 
allgemeine Untersuühung der Integrale unni6glich macht. Um nun in 
der Losung fortfaliren zu konrieri, müssen wir notwendigerweise einige 
ru'iherungsannahmen aufstellen. E s  ist vor allem zu beachten, dail die 
Abweichungen der Drehgeschwindigkeiten w, und w, Tom. Mittelmerte 
w, sehr klein sein müssen, wenn das Maschinenaggregat praktisch ver- 
wendbar sein sol1 (0,23 - Io/,). AiiBerdem sind die F'uilktionen R und 
TV selbst nu r  angcnahert gegcben unter verschiedenen Vernachlissi- 
gungen (z. B. der Reibung in den Qelenken u. a.), so daB auch eine ge 
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228 Über den Ein0uB der elastischen Kupplung auf den Ungleichfoi-migkeitsgrad. 

rein mechanisch ausgeführt werden. AiiBerdom gibt es auch mehrere 
grt~phische und rechnerische Methoden.') 

Ebenso setzen wir auch 

wobei ir, die Periodendauer des W-Diagrammes bezeichnet. Die ersten 
Glieder K, und TV, der beiden Reihen miissen einander gleich sein, 
weil wir unsere Betrachtungen auf den stationZren Bewegungszustand 
beschriinken. 

Jctzt fehlt noch eine analytische Darrtellung von :$- Man kiiniite 

die nifferentiation der W-Iiurve entweder graphisch ausführen und die 
auf diesem NTege gewonnene Kurve in harmonische Reihen entwickeln, 
oder man konnte ohne weiteres die W-Reihe zweimal differenzieren. 
Wir wollen die beiden Verfahren miteinander vergleichen. Funktiun TV 
sei periodisch und differenzierlar. Denken wir uns nun zu nllen Punkten 
der W-Kurve Tarigenten gezogen, so ist f ü r  jede Abszisse t f T2 die 

Tangente ebenso geneigt wie für t, folglich ist die d 'Y-~urve auch eine 
d t 

periodische, und zmar hat sie dieselbe Periodendauer Y,. Auf dieselbe 
d 2 W  Art beweisen wir, daB die Pariodendauer der =-Kuroe gleichfalls Tj 

ist; diese Kurve ist folglich auçh periodisch und stetig. Man kann sie 
in eine harmonische Reihe entwickelt denken 

deren Gliederzahl wir als endlich annehmen. Durch zweimalige Inte- 
gration erhalten wir: 

sui T, 2 t w-, cr + crft + $ -2 Z =  . (-) 2 s  cos (2ziz + B:) 

Der Vergleich dieser beiden Ausdrücke fiir W ergibt: 

- -  d wW = -2 (~~---) 2x7' 2 cos (2. i7 t + pi) , 
d t e  T4 1, 

1) Von den letztgenannten ist besonders die von Prof. C. Runge zu empfehlen. 
Vergl. C. Rnnge, Theorie und Praxis der Reihen. Sammlung Schubert Bd. 32, 
Leipzig 1904, wo die ganze Rechnung für 6 Glieder beispielsweise durchgeführt ist. 
Für 18 Glieder B. Zeitachrift fiir Mathcmatik und Physik Bd. 48, S. 449, oder 
Dinglers Polytechnischee Journal, 1905, 51. 
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Von C. IEOEBICE. 229 

was sich auch durch direkte Differentiation der W-Keihe ergeben würde. 
Es hat a h  keinen Sinn, von der graphischen Differentiation Gebrauch 
zu machen. 

3. Daa vollstandige Integral der Differentialgleichung (1) laiitet: 

mi = no + a sin tv: + ;; + 6 cos t v ~  + 

Die freien Schaingungen mit den Amplituden a und O, welche von 
den Zustandsstorungen abhangen, werden immer im Laufe der Zeit von 
den Bewegungswiderstanden rasch gedampft. Dagegen werden die er- 
zwungenen Schwingungen, welche durch die letzten zwei Summen- 
glieder dargestellt sind, von den Widerstiinden nur um ein weniges ver- 
mindert. Sie sind also für den Ungleichformigkeitsgrad der stationgren 
Bewegung eiuzeln maflgebend, daher wollen wir sie herausgreifen und 
eingehend untersuchen. 

Bezeichnen wir die Hauptfrequenzen mit 

2 n 2 n n = - bzn. n2 = T ,  
1 T, . 

so werden die GroBen y,, E ~ ,  Ci und Di für aiie Indizes i durch die 
Gleichi~n~ bestimmt: 

y .  = a.- 
I 1, & - = B .  I 1 7  

Das aufgestellte Integral gilt aber nicht im Falle der Resonanz, 
nenn für irgend ein i eine der Gleichungen 

identisch erfülit wird. Bezeichnen wir diejenigen Steifheitsgrade, bei 
denen die Resonanz auftritt, als kritische 
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230 Über den EinfluB der elastischen Kupplung auf den Ungleiçhffirmigkeitsgrad. 

so muB der Steifheitsgrad p keinem dieser kritischen Werte gleich 
oder nahe sein, weil ja bekanntlich wahreiid der Resonanz von der 
Gleichformigkeit der Bewegung nicht die Rede sein kaiin. 

Jetzt vergleichen wir die erhaltene Bewegung dei. elastisch ver- 
bundenen Maschinen mit derjenigen der vollst'indig steif verbundenen. 
Ohne Berücksichtigur~g der Kupplungselastizitit würden wir fiir die 
Drehuug derselben Schwurigr2ier A und B auf Grund der Differential- 
gleichung 

(5) (J I+  J ) =  9 :Y K -  W 

den Ausdruck erhalten: 

0 - w, +zC,( sin (n, i t $ y! )  +ZD: sin (n, i t  f E:), 

wobei 
= a.. , el = p. .  I l  

Da die Phasenwinkel in den beiden miteinander verglichenen Bewe- 
gungen dieselben sind (y,!= yi; E , ) ,  BO wird die elastische Verbin- 
dung sicher einen Vorteil ergeben, wenn die sanitlichen Amplituden 
Ci und Bi klciner als C,! bzw. Dr sind 

(6) C i l < j C , '  und ~ I l i ~ < ~ ~ ~ ~ .  

Beirn Aufsuchen der notwendigen Bedingungeu für diese Lngleichungenl) 
müssen wir zwei Baile unterscheiden: 

1. 1st die Kupplung sehr steif (p groB), so da8 

so führen die Ungleichungen (6) zu den Bedingungen 

welche unmoglich sind, weil alle rechtsstehenden GroBcn nur positiv sein 
konneii. Eine steife, ungenügend nachgiebige Kupplung wirkt also 
immer nachteilig. 
- 

1) Die Klarnrnern bedeuten, daB nur die absoluteu Werte der Amplituden 
i n  Betracht gezogen werden. . 
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2. 1st dagegen die Kiipplung so nachgiebig ( p  klein), daB 

so konnen die Ungleichungen (6) bestehen, wenn 

JI J? J' + 2 .JI J, 
p<-- P(J, + ~ ~ ) ~ i ~ ~  und p < L- -n3 2. 

Z(J l+J , )  

Unter Beuützung der Werte f ü r  die kritischen Steifheitsgrade liBt 
sich auch schreiben: 

J  ' 
p < -  und p<I>::+-->-~~i'. 2 2(J l+JJ  

Deri allerkleinsten Wert von p erhiilt man für i = 1, und weun 

z. B. p <$: kt, so sind sicher slle Amplituden Ci kleiner als Ci. 

In dem praktisch wichtigsten FaiLe des Generatorantriebs ist TV 
=IV, = konstant und dafür erhalten wir einen Satz: 

Elastische Kupplzmge~z bieten einen T7orteiZ, wenn ihr Steifheikpad 
niindtxtens zzoeimal kleiwr ist als der erste 7critische für i = 1. 

Es ist aber nicht auBer Açht zu lassen, daB wiihrend des An- 
laufens der Maschinen, zu welcher Zeit die Frequenzen n von Kull ab 

, bis zum Normalwerte anm-achsen, die Resonanz für alle i auftreten muB. 
Die kritischen Umlaufzahlen werden aus den Resonanzfrequenzen 

bestimmt. Wahrend der Resonanz wird die Kupplung stark beansprucht, 
so daB sonar ein Bruch der Kupplung zu hefiirchten ist, wenn keine 
Schutzvorrichtungeu vorhanden ~lind. b 

Zu der Gleichung (4) ist noch zu bernerken, daB durch passende 
Wahl von p ein Glied der Reihe D, = D, zum Werte Nul1 gebracht 
werden kann und zwar, wenn 

hn ik"1 ,  oder p=J,n,Bk2 
P 

gewahlt wird. Bei Kolbenarbeitsmaschinen (Pumpe, Kompressor u. dgl.) 
kann dadurch die Wirkung der groBten harmonischen Komp~nent~e der 
W-Reihe gnnzlich vernichtet werden. Für Dynamomaschineri &Et sich 
diese Eigenschaft leider nicht verwerten. 

Um die Theorie an einem Bcispiele zu erliiutern, wolien wir den 
EinfluB der Riemenelastizitat auf den Unqleichf6rmigkeitsgrad einer 
Dgnarnomasçhine untersuclien. 
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232 Über den EinfluB der alasti~chen Kupplung auf den Ungleichforrnigk~its~d. 

4. Eine Einzylinder-Dampfmaschine treibt mitbels Riemen eine 

Uml 
der Dynamomaschine 900 1 and. Dgnamomasohine Vr = 0,2m 

Dynaniornaschine. 
Gegeben sind: 

TriigheitsmomentdermitderDampf- Triigheitsmoment des Dynamoan- 
maschine steif verbundenen Massen kers und der Hiemenscheibe auf 

JI = 50 m kgsec2 deren Drehachse bezogen 1 Ji  = 0,336 m kgsecs 

Riemenquerschnitt f = 1 5  - 0,4 = 6 qcm. 

Kolbenhub 0,5 m 
Umdrehungszahl: 

Uml 
der Dampfmaschine 120 - 

min 

Die Drehkraftkurve mit Berücksichtigung der Massendrücke des 
Kurbelgetriebes ist in Fig. 2 dargestellt und laBt sich mit für umere 
Zmecke ausreichender Genauigkeit durch die Reihe ausdrücken: 

P = 1,140 + 0,020 sinmot f 0,303 sin 2 m , 2  - 0,097 sin 3m0t 
- 0,159 sin4mot - 0,026 sin 5w0t 

+ 0,146~0s mot - 0,778 cos 2aOt - 0,060 cos 3wot - 0,388 cos 4wot 

- 0,086 cos 5 mot + 0,047 cos 6 o, t q l ,  

Kolbenquerschnitt 380 qcm 
Riemenscheibendurchmesser: 

an d. Dampfmaschine 2 B - 1,3m 

wobei mo = n, = 422 sec-l ist. Daraiis berechnet sich das Drehinoment 
der Kraftmaschine mit dem Faktor 380 - 0,25 = 95 zu: 

K = 108,2 + 1,90 sin mot f 28,80 sin 2w0 t - 9,21 sin 3 w,t 
- 15>10 sin 40 , t  - 2,47 sin 5mot 

+ 13,87 C O 8  wot - 73,9 cos2wot - 5,7 cos 3w0t - 36,9 cos4m,l 

- 8,17 cos 5 mot $ 4,46 cos Gwot nikg; 
oder auch 

K = 108,2 + 14,O cos (mot  - 7'50') - 79,3 cos (2 mot + 2 1'20') 
- 10,9 cos (3 w, t - 58, 10') - 39,9 cos (4 w, t - 22'10') 
- 8,54 cos (50, t - 16O50') + 4,46 cos 6mOt mkg. 
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Von C. R ~ E R I C H .  233 

Das Moment der Widerstandskraft der Dynamomaschine ist ange- 

nonimen zu 108,Z $ mkg. 

Um den Steifheitsgrad der Riemenverbindung zn berechnen, denken 
wir uns (Fig. 3) die groBe und die k l ~ i n e  Scheibe nm beliebige kleine 
Winkel g?, bzw. @ gedreht, so wird dadurch das ziehende Riemenstiick 
AB um die Lange Rrp, - r +  mehr gedehnt al8 vorher; dagegcn wird 
die Dehnung des gezogenen Riemenst,ückes A,U, um ebensoviel rer- 
mindert. Daraus ergibt sich die Elastizitatskraft Q, um welche sich 

die ursprüngliche Spannung von A B  vergroBert, jedoüh die von A,B, 
verringert hat, zu: 

f Q = --E(Rrpl - r+) ,  1 

wobei Z = A B  = A, B, und E das ElastizititsmaB des Riemens bezeichnet. 
Die ~)ifferentialgleichunge~ der Bewegung: 

R 
= K - Z T f E ( R r p , - r + ) ,  

k6nnen sofort in die schon untersuchte Form umgewandelt werden 
mittels der Beziehungen: 

Vom Jynamischen Standpunkte aus ist diese Gmwandluiig der 
Reduktion der Masseri und der Kriifte von der Welle O, auf die Weile 
O gleichwertig. Nach der Reduktion lauten die Gleichungen: 
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234 Über den EinfluB der elastischen Kupplnng auf den Ungleichf6rmigkeitsgrad. 

In unserem Reispiele ist v = 7 3  und das reduzierte Triigheitsmo- 
ment .7, = 20 mkgsec2. Für die stationare Bewegung der Dynamo- 
maschine erhalten mir daraus die folgende Formel für die Winkelge- 

1 d q .  schwindigkeit w, = - 
Y d t  ' 

Da der Steifheitsgrad p der L k g e  2 umgekehrt proportional ist, so id 
es klar, da,E der Achscnabstand 00, einen sehr bedeutenden XinfluLl 
auf den Ungleichf6rmigkeitsgrad ausübt. 

Nehmen wir 1 = 7 m und ' l3 = 2250 kg/qcrn an, BO berechnet 
siçh p = 2169 mkg. Nach der Substitution aller Werte lautet die 
Reihe : 

w ,  = wo + wo[- 0,0326 sin mot + 0,00106 sin 2 mot + 0,000021 sin 3o,t 

+ 0,000053 sin 4 wo t + 0,000006 sin 5 mot \ 

+ 0,00446 cos mo t + 0,000413 cos 2 mot - 0,000033 cos 3 mot 

- 0,000022 cos 4w0t - 0,000002 cos 5 mot] 

= wo + w,  [- 0,0329 sin (mot - 7O50') + 0,001136 sin (2 w,  t + 21°20') 

+ 0,000039 sin (3  mot - 58' 10') + 0,000058 sin (4w0t - 2Z010') 

+ 0,000007 sin (5 mot - 16°50')]. 

Würden wir dagegen die Riernenelastizitiit unberücksichtigt lassen, BO 
erhielten wir unter denselhen Umstiinden eine Reihe: 

a,, = wo + wo [0,00125 sin mot - 0,00334 sin 2 mot - 0,000172 sin 3 w,t 

- 0,000834 sin 4 w,t - 0,000148 sin 500t  

- 0,000172 cos mot - 0,00130 cos 2 mot + 0,000278 cos 3w0t 

+ 0,000341 cos 4 mot + 0,000045 cos 5 w,  t] 

= wo + w, [0,OOl265 sin (filot - 7O50') - 0,003380 sin ( 2  m, t j- 21 '20') 

- 0,000328 sin (3 mot - 58O10') - 0,000898 sin (4w0t - 22'10') 

- 0,000154 (sin 5 mot - 16°50')]. 

Um den Unglcichftirmigkoitsgrad 6 aus den beiden Reihen w, und 
w, zu bestimmen, zeichnen wir die in den eckigen Klammem stehen- 
den Ponktionen E(wot)  nach der Berechnung iii die Fig. 4 ein und 
finden daraus die maximale und die minimale Winkelgeschwindigkeit 
marnas = w o ( l  + Em8J; wzmin = O, [l + Emin]. E s  ist leiçht einzusehen, 

daB hierin S der grtiBten Ordinatendifferenz gleich ist. 
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Von C. ROERICE 235 

Unter Berücksichtigung der Iiiemenelastizitat ergibt sich aus der 
Fig. 4 ein Ungleichf6rmigkeitsgrad der Dpamomaschine: 

rnnx - Y W 2  min 0 = -- -~ 

1 
= 0,0323 + 0,0337 = 0,066 = m.  

V W o  

Für den steif 
:+ gedachten Rie- 

\ 
nientrieb (2 = 0) 
ware: 

S = 0,009. 

Der tatsachliche 
Ungleichformig- 
keitsgrad ist folg- 
lich in unserem 
F a l k  7,22 mal 
gofier, als zu er- 

ec 
warten war. Die 
Ursache istklar- 

alle Amplituden in der Reihe w, sind kleiner 
als die von w, mit Ausnahme der ersten ( i=  1). 
Diese ist 26mal gr6Ber geaorden infolge der 
Nihe  zur Resonanz i = 1. 

W i r  woilen den EinfluB des Achsenabstandes 
und  der Lange 1 eingehender untersuchen. Aus 
der Formel f i r  die kritischen Riemenlangen, 
bei denen die Resonanz auftritt, 

berechnet sich für unser Beispiel: 

i =  1 2 - 3 4 5 
Li, = 6,73 1,68 0,748 0,420 0,269 m 

Für diese Riemenlangen wird der Ungleichf Grmigkeitsgrad vie1 groBerl), 
als man nach der elementaren Theorie ohne Berücksichtigung der Riemen- 
elastizitat erwartet. Aus der TJngleichung (7)  ergibt sich weiter die Be- 
dingung, unter welcher der Gngleichformigkeitsgrad durch den Riementrieb 
sicher verbessert wird 

1) Wenn man die Schwingungswideratiinde euBer Acht l'afit, 80 strebt der 
Cngl~ichforrni~keitsgrad dabei unendlich groB eu werden. Durch die Widerstiinde 
wird seine GrfiBe zwar wieder endlich, aber doch gr00 genug, um unsere an- 
geniherten Integrale üherhaupt unbrauchbar zu machen. 
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236 Über d e n  EirifluB der elastischen Kupplung auf den  Cngleichfo~migkeits~rad. 

Pür unser Beispiel ergibt sich Z > 13,46 m, da aber die zweite IIar- 
monische der K-Reihe die groBte ist, darf man erwarten, daB auch bei 

1 < 13,46 m sich ein gutes 13 ergibt. 
Uin die Abhiingigkeit deu Ungleichformiglïeitsgrades d von der 

Riemenlange Z kennen zu lernen, gibt es keinen andern Weg, als die 

vorerwahnten Rechnungen fortzusetzen. Zur Berechnung der Winkel- 
geschwindigkeitsreihen wurden folgende Werte von gewahlt: 

1 = 1,2 2 3 4 5 6 8 10 15 m 
p = 12630 7590 5060 3795 3036 2530 1898 1518 1012mkg.  

und in  Big. 5 eingezeichnet. Die der 

Fig. 5 entnommenenUngleichformig- 
keitsgrade 6 sind in der Fig. 6 als 
Ordinaten aufgetragen, für die ent- 
sprechenden Riemenlangen 1 als hb-  
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szissen. Die Pigur 6 l%Bt erkennen, da8, beginnend mit 1 8,5 in ( p  P '/,pl,.), 
der Ungleichf6rmigkeitsgad schon kleiner als 0,009 id .  Bei 1 = 21,,, 
= 13,43 m ist 13 = ca. 0,0033; ungefiihr dreimal kleiner, als ohne Be- 
rücksichtigung der Riernenelastizitiit. Der ungenügend nachgiebige 
Riementrieb verschlechtert den Ungleichfoimigkeitegrad. 

Aiif Gruild der Ergebnisse dieses Beispiels kann man cine allge- 
ineine Regel für die vorteilhafte Konstruktion des Riementriebes auf- 
stcllen: 

flan bestimnze die erste krilische Iiiemenlünye 

uiid wffihle den Achs~nabstand .sa grop, daa 1 = 21, ist. Wenn die erute 
harmonische Komponente der R-Reihe verhiltnisma5ig klein ist (in 
unserem Beispiele ist E, r é K,), so konnen auch etwas kleinere 1 einen 
guten Ungleichf6rmigkeitsgrad liefern. 

FVenn ein fester Achsenabstand gegeben ist, so darf der Biemen- 
scheibenhalbmesaer zweckmiiBig veriindert werden. Nan beritimme 

und wahle den H@lbmesser R BO,  daB 

ist. In unserem Beispiele k6nnte man mit 1 = 7 m einen ebenso günstigen 
Ungleichformigkeitsgrad wie bei 1 = 10 m (6 = 0,0047) erhalten, wenn 
die Rieinenscheiben von den Halbnlessern 

11' - nm = 0,75i; = 0,628 m 

bzm. r '  = 0,0837 m wiren. 

5 .  Eine genauc Bercchnung des Ungleichformigkeitsgrades braiicht 
irn augemeinen für jeden eiilzelnen Fail nicht duichgeführt zu werden; 
es genügt oft nur z u  wissen, daB der tatsachliche Ungleichf6rmigkeits- 
grad nicht ' g r ~ ~ e ï  ist als der, den man eleinentar ohne Berück~ich t igun~ 
der Riemenelastizitiit berechnet hat. Doch wollen wir noch eine rein 
giaphische Methode vorschlagen, welche zur Bestimmung des Ungleich- 
forniigkeitsgrades dienen kann, oder überhaupt zur Aufzeichnung des 
partikul'iren Integrals ciniger simultaner linearer Differentialgleichungen 
mit graphisch gegebenen Storungsfunktionen. 

Nach der Trennung der Verinderlichen lautete die Differential- 

gleichung (1) wie folgt : 

d 5  oz + p ( $  +%)2-c+2(~-w) - -  1 d P w  
dt9  J ,  dt "  
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238 Über den EinfluB der elastischen Kupplung auf den Ungleichf6migkeitsgrad. 

Multiplizieren wir diese mit d t  und integrieren aie einmal, wobei wir 

zur Abkürzung setzen, so ergibt sich: 

I 

Es ist leicht, die ~ n t e ~ r a l k u r v d ~  - W ) d t  = L(i) niittels Intepphen 
O 

oder durch mehrmaligcs teilweises Planimetrieren der (K  - W)-Kurve auf- 
. zuzeichnen. E'ür unser Beispiel ist die L(z)-Kurve in der Fig. 7 dargestellt. 

Bekanntlich kann das vollstandige Integral der Differentialgleichung: 
dPai, + k2wz = S(t) 

in der Form geschrieben werden: 

a, - o, + a ' s in  k t  -+ b'cos k t  + sin k ( t  - z)dz. 
O 

Substituieren wir den Aiisdrnck fiir die St6rungsfiinktion 

X (z) = j-J 
1 d W  

L ( Z ) - ~ +  C, 
1 a 2 d t  

so erhalten wir durch teilweise Integration: 
t 

- ';/'w(,) cos k ( t  - 4 dz. 
Je 

O 
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Von C. ROHKIUH. 239 

Dieser Ausdruck vereinfacht sich betriichtlich, wenn, wie in unserein 
Beispiele, W = Const = Wo k t .  Dann ergibt sich 

t 

(8) o, - o , + a , s i n k t +  blcaskt f 8 -  Jl Je k. f L ( i ) s i n k ( t  - i ) d i .  
O 

Unsere erste Aufgabe wird es sein, die lntegralkurre 

aufzuzeichnen. Bevor wir aber damit beginnen, wollen wir uns den 
weiteren Gedankengang klar machen und die 3'-Kurve bereits als ge- 
geben denken. E s  ist leicht einzusehen, daB dieae Kurve nicht die 
gesuchte erzwungene Schwingung darstellt; sie ist entweder gar nicht 
periodisch, oder besitzt nur eine zufillige Periode, ivahrend die er- 
zmungene Schwingung von der gleichen Periode wie die Storungsfunlition 
sein muB. Bezeichnen wir wieder die Funktion, welche die erzwungene 
Schwingung darstellt, mit a,E(o,t), so kann man das vollstandige 
Integral in der früheren F o m  (Ej 3, 61.2) schreiben: 

ag = aO[l + a p  sin kt + b, cos kt  + E ( w , t ) ] .  

Aus dem Vergleich der beiden Losungen ergibt sich sofort 

E(wot) = =-[ F(t)  + a sin k t  $ b cos k t ]  . 
1 e 

Die erzwungene Schwingung M t  sich mit Hilfe der Funktion F be- 
stimmen durch Hinzufügung einer harmonischen Schwingung. Zur Be- 
stirnmung dieser Schwingung betrachteri wir drei Zeitpunkte: t - O;  
t = T und t = 21; wobei T die Periode der erzwungenen Schwingung 
bezeichnet. In allen diesen Zeitpunkten hat die Funktion E(wot) eine 
und dieselbe unbekannte GroBe, welche wir mit Eo bezeichnen. Die 
GroBen der Funktion F ( t )  zu denselben Zeitpunkten wollen wir mit F,,, 
bzw. FI und Fp bezeichnen. AuBerdem sei 

Für die vorerwihnten Zeitpunkte erhalteri wir aus der Gleichung (9): 

3 0  = 43'0 + b) 
Eo = c(F, f a s i n k T +  bcoskT) 
E, = c(F, f a s i n 2 k T  + bcos2kT);  

aus diesen Gleichungen lassen sich die GroBen a und b leicht bestimmen 
0,s (F, - F,) - (1 + cos k T )  (FI - F,,) 

sin k  T 
(Io) O5(F - F ) - ç o s k T ( F  - F )  

b = '"-0 - - - ' - - L n  /O= 1 - cos k ï' 7 
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240 Bber den EinfluB der elastiachcn Kupplnng auf den Ungleichf81migkeitagrad, 

oder, da iinmer F,, = O kt ,  

0,5F2 - cos k 2 ' .  FI 
1 - cos k T 

E s  genügt also für die Zeitdauer 2 T J  den Verlauf der F-Kurve 
aufzuzeichnen, um die erzwungene Schwingung mit Hilfe der Gleichung 
(9) bestimmen zu konnen. 

Zur Aufzeichnung der F-Kurve werden folgeride Operationen emp- 

Fig. S. fohlen: 
13' 1. Eintragen der 
I L-Kurve in ein po- 

lares Diagramm und 
Konstruktion der 

/Y1 KurvenLf=Lcoskz 
und L"=L sinkzin 
rechtwinkligen Ko- 
ordinatensystemen. 

2.Integrationder 

-- X L'  und Lu-Kurven 
und dufzeichnen 
der Integralknrven 

t 

LI = J ~ ' d r  und 
O 

< t 

L~ =,[1,'7dz inpo- 
u 

laren Diagrammen. 
3. Konstruktion 

der Kurven LI sinkt 
und L, cos k t  m d  deren Subtraktion F = LI sin k t  - Tl, cos lit. 

4. D u r c h  Hinzufiigiing der harmonischen Schwingung wird endlich 
die erzwungene Schwingung bestimmt. 

Wir woilen jetzt alle diese Operationen an einem Beispiele er- 
lautern und zwar für  k = 14,578. Das polare L-Diagramm muB die 
Winkelkoordinate k t  haben. Einer voilen Umdrehung der Maschine 
von der Zeitdauer T = O,5 sec entspricht ein TITinkel k T = 7,29 - 41T09G'. 
W i r  teilen diesen Winkel (Fig. 8) in 24 Teile sowie auch die Abszissen- 
lange T der L-Kurve (Kg. 7) und tragen die L-Werte an den ent- 
sprechenden Radien-Vektoren in der positiven oder negatiren Richtiiiig 
vom Zentrum aus ein. Projizieren wir jeden Punkt des Polardiagrammes 
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Von C. Ronnrcn. 

auf die horizon- 
tale X-Achse und 
auf die senkrechte 
Y-Achse, so sind die 
Projektionen gleich 
4' = L cos kz bzw. 
Lu = L sin kz. Da 
die L-Kurve perio- 
disch ist, brauchen 
wir nicht für  die 
zmeite Perioden- 
dauer das Polar- 
diagramm zu kon- 
atruieren, sondern 
k6nnen die X Y -  
Achsen zweckent- 

sprechend ver- 
drehen, so daB die 
Projektion z. B. des 
Punktes (25) auf 
die X-Achse gleich 
der Projektion des 
Punktes (1) auf die 
Xf-Achse wiire. 

Die bcideriKurven 
L' und L" werden in 
ein rechtwinkliges 
Diagrarnm (Fig. 9 
und Fig. 10) ein- 
gezeichnet. Jetzt 
fol@ diehtegration 

f 

LI = , P r d c  bzw. 
11 

welche entweder 
rechnerisch oder 
mechanisch mit Hilfe eines Integraphcn ausgeführt werden kanii. I n  
Fig. 11 sind die beiden Integralkurven in ein Polardiagramm eingez~ichnet, 

Zeitschrift f. Mathemstik n. Physik. GO. Band 1912. Hen S. 16 
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242 cher den EinfluA der elastischen Kupplung auf den Cngleichf6rmigkeitsgrad. 

nachdem die Elaeheninhalte mittels der verbesserten Trapezmethode aus- 

gerechnet wurden. Aus dem Polardiagramm lassen sich durch Pro- 
t 

jektion die p e r t e  IVl = Ll sin k t  = sin 16tJh cos krdr  und N, = li, cos k t  
t O 

= cos k t f ~  sin k r d r  leiïht bestimmen. Subtrahierrn wir den rreiien 
O 

von dem ersten, so erhalten mir schlieBlich die Funktion F(t), welche 

Fig. 11. 

in Fig. 12  dargestellt ist. Dieser Kurve entnehmen wir die Werts 
PO = O; E; = - 0,316; F2 = - 0,221 mkgsec" woraus sich a = - 0,433 
und b = + 0,113 mkgsec2 ergibt. Addieren wir die Werte a sin k t  und 
bcoskt  zu der 3'-Kurve,. so erhalten wir die gesuchte E-Kurve im 
3laBstab 

c = -  p - 1 m kgsec" 0,01657 = 10 cm. 
i 2 

Die groBte Ordinatendifferenz ergibt den Ungleichformigkeitsgrad 
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6 = 0,63 c = 0,0104; die Rech- 
nung mittels der harmonischen 
Reihen ergab für 6 den Wert 
0,011. Der Pehler ca. 6 %  ist 
durch çehr angeniiherte Bech- 
nungsarten entstanden; die An- 
wendung der schonvorhandenen 
mathematischen Lnstrumente - 
eines harmonischen Analysators 
fiir die erste Methode und eines 
Integraphen odcr wenigstens 
eines Planimeters für die zweite 
- würde wohl zur besseren 
Bberein~timmun~ führen. 

Der Verlauf der E-Kurve 
in der zweiten Periode ist fast 
demjenigen in der ersten gleich, 
was auch zur Beurteilung des 
Genauigkeitsgrades aller gra- 
phischen Operationen dienen 
kann. 

Ein rechnerisches Verfahren 
für den im letzten Abschnitt 
durchgeführten Integrations- 
weg würde m. E. keinen wesent- 
lichen Vorteil biaten. Dagegen 
verspricht ein graphisch-mecha- 
nischcs Verfahren zur Ausfüh- 
rung aller erwiihnten Opera- 
tiorien einige Vorteile gegen- 
über der harrnonisch- 
analytischen Methode 
der Berechnung von 
erzmungenen Schwin- 
gungen. Hoffentlich wird 
sich uns noch eine Ge- 
legenheit bieten, auf diese Frage 
niiher cinzugehen. O + 

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



244 Geornetrische Problerne bei d. Verwendiing v. Schraubenflachen in d.  Technik. 

Beometrische Probleme 
bei der Verwendnng von Schranbenflachen in der Technik. 

Von E. STÜBLER in Stuttgart. 

In dieser Zeitschrift, Bd. 57 (1909), S. 271, habe ich in der Ab- 
handlung ,,Da8 Fraser1 von Schraubengewinden" die Aufgabe behandelt, 
die Form einer Drehungsflache (des Brasers) zu bestimmen, welche 
eine Schraubenflache (Gewindflanke einer Schraube, eines Schrauben- 
rads, eines Bohrers) von bekannter Form und bekannter Stellung gegen 
die Achse der Drehungsflache rangs einer Kurve berührt. Diese Linie 
konnte dadurch bestimmt werden, daB man diejenigen Normalen der 
Schraubenflache aussuchte, welche die Drehachse treffen. 

Auf einen analytischen Ansatz ist in jener Arbeit vollkommen ver- 
zichtet, doch ist ein solcher schon zur Kontroile der Zeichnung wiin- 

schenswert und bei einern andern hier ebenfalls behandelten Problem 
, dieses Gebiets, bei den Eingriffrerhaltnissen des Schneckengetriebes, er- 
weist sich eine eingchcnde analytischc Behandlung a18 unurngiinglich 
notwendig, da keine noch so f e i ~ e  Zeichnung gewisse wichtige Eigen- 
schaften der Planken des Zahnrads erkennen IaBt. E s  sei hier zunachst 
eine Übersicht der in dieser Arbeit behandelten Probleme, die simtlich 
mit der Herstellung von Zahnradern in Beziehung stehen, sowie der 
wichtigsten Resultate zusammengestellt. 

Zunachst ist allgemein die Aufgabe gelost, den Ort der Punkte' 
auf einer Schraubenfliiche zu finden, deren Xormalen eine gegebene Ge- 
rade treffen, weil diese Aufgabe für ailes andere'eine grundlegende Be- 
deutung hat. Ganz von selbst st6Bt man auf den Begriff der konju- 
gierten Geraden beim Nullsystem; doch sind von letzterem keine niheten 
Kenntnisse vorausgesetzt. 

In 2. içt der FeU durchgefiihrt, wo die Schraubenflache durch ge- 
rade Linien erzeugt wird, wie bei der Arbeitsflanke des Bohrers, ferner 
die umgekehrte Frage beantwortet, welche Schraubenfliiche entsteht, 
wenn die Drehungsfliiche bekannt ist; so liegt der Fall bei der gewohn- 
lichen Herstellung der Schraubenrader durch einen Rotationsfriiser. 

In  3. bis 6. kommt das Schneckengetriebe zur Behandlung. Dabei 
iot, wie bei A. E r n s,t , Schneckengetriebe, vorausgesetzt, daB die Radzahn- 
flanken so beschaffen sind, daB sie die Schneckengewindflanken nicht 
nur in einem Punkt, sondern Engs ganzer Kurvenbogon, der Linie 
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gleichzeitigen Eingriffs, beïùhren, Schnecken- und Radachse sind senk- 
recht gegen einander angenommen. Der Teilzylinder des Rades wird 
von einer zur Schneckenaehse paralielen Ebene, welche als TeilriBebene 
der Sühnecke bezeichnet werden kann, langs einer Wantelgeraden be- 
rührt, und durch diese Gerade müssen - so ergibt sich - die gemein- 
Sarnen Normalen in den Berührungspunkten der Flanken hindurchgehen. 
Die bei der Arbeit des Getriebes aufeinander folgenden Linien gleich- 
zeitigen Eingriffs bilden die Eingriffsflache. Sie ist bei der Evolventen- 
und Zykloidenschnecke algebraisch und von der 6. ln7w. 14. Ordnung. 
Der einem Punkt der Schncckengewindflanke entsprechende Eingriffs- 
punkt ist nach dem angegebenen Satz von der Normalen leicht durch 
Parallelverschiebung der letzteren zu finden. Sind von der Eingriffs- 
fliche so die Schnittkurven mit einigen zur Schnecke koachsialen Zy- 
linderfliichen, die stets einfache Kurven 4. Ordnung sind, in einer 
zur Achse senkrechten Projektion konstrniert und sind die Schnecken- 
gewindflanken durch die auf den gleirhen Zylinderflachen verlaiifenden 
Schraubenlinien in derselben Projektion auf durchsichtiges Papier auf- 
gezeichnet, dann knrn man leicht durch Verschieten des Pauspapiers 
langs der Schneçkenachse in jedem Noment die Linie gleiçhzeitigen 
EingrifFs als Schnittgebilde der beiden Kurvenscharen festlegen. Einen 
Moment soll Fig. 1 für die Evolventenschnecke darstellen. Die Cnter- 
suchung der Radzahnflanken gab AnlaB zur - Behandlung von Fragen 
über den geometrischen Zusammenhang der Ringrifflinie und des Rad- 
profils in der Verzahnungslehre für Stirnrider. Vor allem kann das 
mathematische Profil Rückkehrpunkte aufweisen, wenn namlich die Nor- 
male der Eingrifflinie durch die Radachse (aber nicht zugleich durch 
den Berührungspunkt der Teilkreise) geht. Dieser Satz Gndet Anwen- 
dung bei der Untersuchung der Eingriffsrerhaltnisse der Zykloiden- 
~cbnecke. Diese Verhdtnisse konnten von E r n s t  nicht erklirt werden 
(S. 68-81), da er in erster Linie das Auftreten von Spitzen bei den 
Gegenprofilen nicht erkannte. (S. 79 ist ausdriicklich von einer solchen 
Stelle .die Rede.) Die L6sung der Schwicrigkeiten besteht in allen 
Fallen darin, daB die Gegenprofile sich selbst durchschneiden konnen, 
so daB Teile des matheruatischen Profils, namlich vor allem diejenigen, 
welche Spitzen enthalten, beim wirklichen Profil garlz fehlen. Das Er- 
gebnis ist, daB die Eingriffverhaltnisse bei 'der Zykloidenschnecke gar 
nicht so ungünstig sind, wie E r n s t  fmd. 

In den Ahschnitten 7. bis 10. endlich ist ein VerfaEren unter- 
sucht, nach welchem seit lingercr Zeit Stirn- und Schraubenrader her- 
gesteilt werdtn. Man benützt einen Sehneckenfriiser von der Forrn der 
Evolventenschnecke. Man stellt ihn so gegen deri Radkorper ein, daB 
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die auf den Teilzylindern verlaufenden Schraubenlinien sich berühren. 
(Beim Stirnrad tritt an Steile der Schraubenlinie eine Gerade.) Zwischen 
den Neigungswinkeln, Teilzylinderradien und Zihnezahl (bei der Schnecke 
Zahl der (%ange) muB eine Beziehung bestehen: Vgl. etwa Reuleaux, 
Der Konstriikteur, G1. 201. Aufier der drehenden Bewegung, welche 
wie bei zwei Schraubenriidern erfolgt, gibt mari dern Fraser'noch eine 
langsame Vorschubbewegung in der Richtung der gemeinsanien Tan- 
genten jener Schraubenlinien, also beim Stirnrad in der It'adachsen- 
richtung. Projiziert man Schnecke und Bad in  eben jener Richtung, 
dann haben ihre Bilder eine UmriBlinie gemeinsam, oder die Flanken 
werden von gerneinschaftlichen ZylinderKichen dieser Richtung beriihrt. 
Diese kann man als die Zahnflanken einer Zahnstange auff~ssen und 
zwar mit geraden oder schiefen Ziihnen, je nachdem man die Liings- 
richtung wiihlt. Nan wird sie senkrecht zur Schneckenachse (Radachse) 
wlhleri, wenn man deren Normalschnitt (bzw. den des Kades) finden 
will. Dies geschieht, indem man aus dem als bekannt yorausgesetzten 
Stangenprofil das dem betreffenden Teilkreis entsprechende Gegenprofil 
konstruiert. Die dabei zu verwendende Eingrifflinie ist einfach die Pro- 

jektion derjenigen, welche der Zahnstange mit geraden Zihnen euge- 
hort, in der Richtung der Schnecken-(Rad-)achse, nnd der projizierende 
Zylinder enthdt  die l h i e  gleichxeitigen Ringriffs xwischen Zahnstange 
und Schnecke (Rad). Die gemeinschaftlichen Flankennormalen liings 
dieser Linie müssen wieder durch eine Gerade gehen, welche diesmal 
parallel zur Schnecken-(Rad-)achse gerichtet ist. l n  dem Fall, wo das 
Profil der Stange mit geraden Zahnen durch Abrollen der Eingrinlinie 
auf einer Geraden eritsteht, ist auch noch theoretisch sehr interessant, 
daB man eine Kume der Schnecken-(Rad-)flanke erhiilt, wenn man die 
Eingrifflinie auf einer . bestimmten Schi-aubenlinie des Teilzylinders in 
deren Schmiegungsebene rollen laBt. 

Fiir die Theorie der Schraubenflachen enthalten die Untersuchungen 
dieser geometrischen Verhaltnisse vieles Neue; für die Technik ergibt 
sich, daB die seither verwendeten Fraser, deren Gewindflanken ge 
schlossene Regelschraubenflichcn sind, d. h. solche, deren geradlinige 
Erzeugende die Achse treffen, unmoglich Stirnrader erzeugen konnen, 
deren Zahriprofile genau Kreisevolventen sindl); vielmehr müBten die 
Prasergewindflariken in ihrer Form sich der abwickelbaren Schrauben- 
flache anschlieBen, da das Zahnstangenprofil offenbar aus geradlinigen 
Strecken sich zusamrnensetzt und daher der Normalschnitt der Schnecke 
- -- 

1) Was für Stirnriider mittels solcher Fraser erzengt werden, hat Herr 
A. S c  h n e i d e r  in seinor ilissertation : Erzeugung der Stirnriiderevolventen nach 
dern Wilzverfahreu, Heilbronn 1911, uutersucht. 
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aus Kreisevolventen besteht. Eingehend untersuüht ist die Borm eines 
Friisers, der Zykloidenriider erzeugen sou. 

1. Alle in der Einleitnng angegebenen Probleme führen auf be- - 

aondere Faile der Aufgabe, diejenigen Normalen einer Schraubenfliche 
zu finden, welche eine gegebene Gerade treffen. 

Wir geben daher zunachst eine analytische Losung des aiigernoinen 
Problems. Dnrch die Gleichungen: 

x = g c o s ( , 8 +  y)  = f c o s y - q s i n y  

0) y = Q sin (6 + rp) = sin y + q cos rg 

a = t + h < p  

ist eine SchraubenKiche dargestellt, wenn p und t Punktionen von 8 
~ i n d  und f = q cos 8, q = Q sin 9. kt. Für  rg = O erhalt man die Glei- 
chungen der Erzeugenden in der Anfangslage. Die Ganghohe 2 ~ h  ist 
negativ für rechtsgangige Schrauben. In einem Punkt der Fliiche mit 
den Parametern 8 und rp wird die Normale ausgedrückt durch die 
Gleichungen (die Ableitungen von Q und f nach 8 sind durch Striche 
angedeutet): 

- - 2 - c - h ( P  
4 e e' 

Soll diese Normale die Gerade G mit den Gleichungen: 

schneiden, dann muB die Bedingung gelten: 

b 
Setzt man in dieser Gleichung hm statt b und zugleich statt m, dann 

andert sich dieselbe nicht, d. h. aile Normalen, welche die Gerade G 
treffen, schneiden auch die Gerade G' mit den Gleichungen: 

Von diesem Satz über die ,,konjugierten" Geraden G und G' aus 
der Lehre vom Xullsystem machen wir unten wichtige Anwendungen. 
1 s t  der Achsenschnitt der SchraubenKiche çegeben, also durch die 
Gleichungen: x = p cos y 

(1') y = g sin rp 

a = S + h r p ,  
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d a m  findet man statt (3) (man hat 9. und d 8  gleich Null zu setzen:) 

2. Als erste Anwendung moge das in der Einleitung erwahnte 
Problem analytisch durchgefiihrt werden: Eine Schraube, dwen Geuiinde 
durch eine Schraubenregelflache Tiegrenzt ist, sol1 durch einen Fraser lier- 
gestellt werden, dessen Drehachse der Lage nach bekannt ist; die Schneidcn 
des Frasers liegen dann auf einer Drehungsflache, deren 31eridiankurve 
zu bestimmen i d .  

Sei die Erzeugende der Schraubenfliiche eine zur Schraub~nachse 
windschiefe Gerade, wie dies beim amerikanischen Spiralbohrer (vgl- 
meine eingangs angegebene Arbeit S. 274f.) der Fail ist. Sie sei ge- 
geben durch die Gleichungen: 

Nach (1) i d  aber die Erzeugende bestimmt durch 

also hat man: 
e s i n 4 f  d = O  r 

Drückt man [ und 4 in Fhnktion von Q aus, so wird: 

d fp=P 
sin 8 = - -, cos 4 = -- , t = ~ b l / ~ ~ - d ~ + ~  

e Q 

und nach den Gleichungen (1) erhalt man demnach, wenn norh für 
v-d2 der neue Parameter S eingeführt wird: 

x = S c o s c p $ d s i n ~  

y = 61 sin cp - d cos cp 

s = h g p + n 6 1 + e .  

Die Gleichungen der Normale sind 

Diese Gleichungen bedeuten für einen bestimmten Wert von ein 
hyperbolisches Paraboloid, und für die beiden Schnittpunkte mit der 
Geraden 

(2) 

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



Von E. ST~BLES. 249 

erhalt man die zugehorigen Werte von 6 aus der quadratischen Glei- 
chnng: 

( 7 )  (netl)sin~6a-[(h-.n~(nz-incos~)+mn(d+bcosg;)+b+dcosrp- ~zsincp(c+hrp)]B 

+ (IL-nd)[mbsincp + (c + hy)cosrp] =O.  

Um nun vollends die Drehungsflache, welche die Fraserform bestimmt, 
zn finden, führen wir ein neues Koordinatensystem O'X'P'Z' e h ,  dessen 
Anfangspunkt 0' der Schnittpunkt der Drehachse (2'-Achse) mit der 
Y-Achse ist, welch letztere mit der Y'-Achse xusammenfillt. Die Formeln 
fur die Transformation sind : 

z'= x c o s ~ f ~ s i n ~  

B' = - z sin E + z cos E 

. . y '  = y  - b.  

Dabei ist - c t g ~  = m. Mit den Gleichungen (1") erhalt man: 

1/1 + m%'= ~ ( ~ C O S Y  + d s i n q )  - (hrp -1- lz8 + G) 
-- 

(a) i l  + m 2 z '  = ( S c o s v + d s i n ~ ) + m ( h g ,  + n d + c )  

y ' =  Ssinrp - dcoscp - b .  

Be~timmt man für irgendeinen Wert von g; nach (7) die zwei zuge- 
horigen Werte von 6 und setzt diese in die Gleichungen (8) ein, dann 
erhalt man zwei Punkte der Linie gleichzeitigen Eingriffs. Bei der 
zahlenmaBigen Berechnung sind nur solche Werte von 6 zu berück- 
sichtigen, welche Punkten der Erzeugenden entsprechen, die auf der 
verwendeten Strecke liegen. Sind also in der Anfangslage (y - 0) die 
Endpunkte der Erzeugenden durch die x-Koordinaten X, und X, be- 

stirnrnt, so muU d = l/$ - dZ zwischen z, und xl liegen. 

1st x ' y ' s '  berechnet, dann sind l/x'" f y'' und z' die Koordinaten 
des entsprechenden Punktes der Neridiankurve der Drehungsfliiche. 

Praktisch diirfte die von mir angeg~bene geornetrische Losung des 
Problems vorzuziehen sein, doch konnen die Formeln (7) und (8) zur 
Kontrolle der Leichnimg gute Dieri.de leisten. 

AnschlieBend behandeln wir noch die Aufgabe, die Schraubenflache 
zu finden, wenn die Form des Fraseïs bekannt ist. Diese Aufgabe 
findet z. B. dnwendung bei der gemohnlichen Herstellung von Schrauben- 
ridern. Geometrisch w i ~ d  diese Aufg-abe dadurch gelost, daB man die- 
jenigen Normalen der gegebenen Drehungsfliiche aufsucht, welche die 
Gerade G' treffen, die zur Drehachse G konjugiert ist und zwar, indem 
man den jedem Parallelkreis zugehorigeil Normalenkegel mit G' zurn 
Schnitt bringt. Die gefundenen Normalen gehoren derjenigen Kurve 
der Drehungsflache an, Iiings deren sie die Schraubenfliche berührt, 
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d. h .  der Charakteristik der Schraubenflache, wenn wir dieselbe al8 Ein- 
hiillende der verschraubten Diehiingsflache aiiffassen. 

Analytisch gehen mir denselben Weg. Ein Punkt der Drehungs- 
flzche sci irn x' yfn'-Systep bestimmt durch die Gleichungen: 

x 1  = q 'cosu ,  y ' =  e ' s i n ~ ,  z' = S I ,  

wo 5' eine Funktion von p' ist. Die Gleichungen der Normale sind 
.dann: 

Bus den Transformationsgleichungen: 

x = x'cos s - z'sin ê, y = y' + b ,  z = s 'sin E + z'cos E 

und den Gleichungen von G', wenn m = - ctg E: 
b 

y = h m ,  B = ~ X  

-ergeben sich dann die Bedingungen: 

( am + h)(<- t % ) m s u = ( h m - ~ ) ( ~ ~ +  a Q t ) ,  

d e r  wenn man t eliminiert: 

Diese Gleichung bestimmt auf der gegebenen Drehungifliche die 
Berührungskurve mit der Schraubenflache und zwar direkt die x'yr-Pro- 
jektion in Polarkoordinaten e' und u. 

Beim Brasen von Schraubenradern richtet man es so ein, da6 die 
auf dem Teilzylinder verlaiifenden Schraubenlinion den Neigilngswinkel s 

haben. Der Halbrnesser dieses Zylinders ist also - h ctg E oder hnz. 
Der Schnittpunkt des Zylinders mit der Drehungsflache hat im xly'z'- 
Systeni die Koordinaten O,  h m  - 6, O oder für dieses ist, wenn die 
Drehungsflkhe durch ihii hindurchgeht, u - 90°, q'= h m  - b, c f =  0. 
Da nun die Bedingungsgleichung für die Berührungskurve durch diese 
Werte erfüllt wird, so gehort der betreffende Punkt der Berührungs- 
kurve an. Da bei Schraubenradern nur die Punkte des Teilzylinders 
m m  Kingriff gelangen, so kommt es auf den letzteren Punkt haupt- 
sachlich an, sowie aiif die Lage der Berührungsebene i n  demselben. 

Das Schneckengetriebe. 

3. Als zweite Anwendung sol1 die Linie gleic~~mitigen Eiwpffs 
heim Sçhneckengetriebe bestimmt werden, sowie dus Eingrifkfeld, das 
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heiBt, die Flache, welche sich aus den aufeinander folgenden Kurven 
gleichzeitigen Eingriffs zusammewetzt. 

Die Schnecke ist eine Schraube, deren Mittel- oder Achsenschnitt 
trapezformig (Evolventenschnecke) oder aus Zykloidenbogen zusammen- 
gesetzt ist (Zykloidenschnecke). Das Schneckenrad ist ein Zahnrad, 
dessen Ziih~ie eine der Gestalt des Schneckengewindes entsprechende 
sehr korn~lizierte Form 'haben. Diese Porm ist durch die Bedingung 
bestimmt, da5 sich die Flanken von Schnecke und Rad, wahrend diese 
sich um ihre senkrecht gegen einander eingestellten Achsen drehen, 
stets Iangs einer Kurve, der Linie gleichzeitigen Eingriffs, berühren 
müssen. 

Technisch werden diese Schneckenriider hergesteilt durch Fraser, 
welche in der Form der Schnecke entsprechen. 

Sollen die Eingriffsverhaltnisse des Schnecken- oder Wurmgetriebes 
studiert werden, dann ersetzt man kinematisch die Rotationsbewegung 
der Schnecke um ihre Achse durch eine Translationshewegung; die 
Schnecke bewcgt sich dann am Schneckenrad hin, wie eine Zahnstange 
am Zahnrad, und man kann die Bcgriffe und Siitze der gewohnlichen 
Verzahnungstheorie auf unseren Fall übertragen. Man kann ebene 
Schnitte senkreçht zur Radachse legen, wie dies A. E r n s t  in seinem 
Werke: ,,EingriffsverhZltnisse der Schneckengetriebe" getan hat, und den 
Schnitt mit dern Schneckenrad a19 Zahnradprofil, denjenigen mit der 
Schnecke als Zahnstangenprofil aiiffassen. Beide Schnitte miissen sich 
stets in mindestens einem Punkt berühreq der freilich nicht immcr 
prektisch zum Eingriff kommt, und die gemeinsdme Normale im Be- 
rührungspunkt geht nach einem bekanutbn Satz durch den Berühnings- 
punkt des Radteilkreises mit clem StangenteilriB. Wir  nennen diesen 
Punkt das Momentanzentrum entsprechend der Auffassung, daB die Be- 
wegung des Rades relativ zur Zahnstange, die man sich dann ruhend 
vorstellen muB, durch Abrollen des Teilkreises auf dem Sohneckenteil- 
riB bostimmt ist. 

Die Momentanzentren aller zur Itadachse senkrechten Sçhnitte setzen 
sich zusammen zu einer Momentanachse, der Berührungslinie der Teil- 
riBfLachen des Zahngetriebes, niimlich eines Zylinders und einer Ebene. 

Indem wir nun wieder von den durch A. E r n s t  eingeführten Hilf- 
schnittebenen abgehen, leiten wir aus dem angegebenen Sata, daB die 
Normale im Berührungspunkt der Profile von Zahnrad und Zahnstange 
durch dns Momentanzentrum gehen muB, den folgenden für das Schnecken- 
getriebe ab: 

Die Flanken des Schneckengewindes und des Radzahnes müssen 
sich liings einer Kurve berühren, und die gemeinsamen Normalen langs 
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dieser Kurve müssen durch die Momentanachse gehen, welche zur Rad- 
achse parallel nnd in einer durch die letztere senkrecht zur Schnecken- 
achse gelegten Ebene verliuft. 

In der Tat wird dann und nur dam,  w e m  dieser Satz gilt, ein 
zur Radachse senkrechter Schnitt, der die Kurve gleichzeitigen Eingriffs 
in einem Punkt P mit der zugehorigen Normale PAT (N auf der 110- 
mentanachse) und die Momentanachse in 3' schneiden moge, aus der 
gemeinschaf'tlichen Berührungsebene eine den Schnittprofilen gemein- 
same Tangente t ausschneiden, welche senkrecht zu PX' steht. (Denn 
da  t senkrecht zu P A T  sowie zu NN' gerichtet ist, ateht es auch senk- 
recht zu PN'.) 

Unser analytischer Ansatz laBt sich also auf diesen Fail übertragen. 
Die Arbeitsflanke des Schneckengewindes sei gegeben durch dchsen- 

schnitt und Ganghohe, also durch die Gleichungen (1'). Die Momentan- 
achse G habe die Gleichungen: y = b,  a = O, dann ergibt sich der Zu- 
sammenhang zwischen g und cp für  die Linie gleichzeitigen Eingiiffs 
nach (37, da m = O ist, 

g ist dabei eine Funktion von g, durch welche der Achsenschnitt der 
Schneckengewindflanke bestimmt ist. , 

Verschiebt man nun die Schnecke l h g s  ihrèr Achse, dam andert eich 

und mit f die Tinie gleichzeitigen Eingriffs, und man 
Q 

erhiilt den Ort aller dieser Raumkurven, die Eingriffsflache, durch Eli- 
mination von  f aus (1') und (9), also: 

Q ( b  - p sin 97) 
z = -- . 

d S  . 
p - sin rp + h cos <p 

d e  

Zu einem Punkt P der Schneckengewiridflanke, dessen xy-Pro- 
jektion durch die Polarkoordinaten g und cp gegeben ist, erhalt man 
den zugehorigen Punkt Q der Eingriffsflache, dessen Koordinaten in (10) 
angegeben sind, nach dem Früheren dadurch, da1 man die Normale der 
Schraubenflache in P parailel zur Schraubenflache verschiebt, bis aie 
die Momentanachse G schneidet. P kommt dadurch nach Q. (Fig. 1.) 

Zu irgendeiner Gleichung zwischcn g und rp: f(g,  rp) = 0 ,gehijrt 
eine bestimmte Kurve auf der Schneckenflanke (1') wio auf der Ein- 
griffsflache (10); die zy-Yrojektionen beider Kurven sind identisch. Die 
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Fig. 1. 
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Gleichung dieser Projektion ist eben f (g, y )  = O. Wir  betrachten ver- 
schiedene besondere Fille und zwar zuerst g = const.; d. h. wir unter- 
suchen die Knrven auf der EingriFsflkhe, welche den Schraubenlinien 
der Gewindeflanken ents~rechen, kurz die Eingrifflinien dieser Schrauben- 
linien. Sie liegen auf einem Kreiszylincler Tom Radius g, dessen Glei- 

d 6 chung ist: z" y Z g 2  = 0, und, da - für einen konstanten Wert von Q 
d e  

ebenfalls konstant wird, nach (10) auf einer Flàche zweiter Ordnung, 
einem hyberbolischen Paraboloid, mit der Gleichnng: 

Die Eingriffliriie g = const. ist also eine Raumkurve 4. Ordnung, und 
zu ihrer Bestimmung braucht man von der Erzeugenden der Schnecken- 
flanke nur die Tangente für d h  betreffenden Wert von p zu kennen. 

Eine solche Kurve 4. Ordnung ist insbesondere diejenige, welche 
auf den1 dns Schreubengewinde nach auBen begrenzenden Xylinder 
Q = a gelegen ist. Sie bildet in erster Linie die Begrenzung des Ein- 
griffsfelds. 

Von den Eigenschaften der Kurve 4. Ordnung seien noch die fol- 
genden bemerkt: 

Die Kurve hat die beiden in der Ebene 7 2 2  f cy = O liegenden 
Zylinderer~eu~enden zn Asymptoten; dabei bedeutet 

die Subtangente der Zahnflankenerzeugenden bezüglich der z-Ache. 
d s  Setzt man - = O, so findet man für die Maximal- und Minimal- 
d<p 

werte von B 
d f b g c o s r p  + h(p - bsinrp) = O 
d e  

und dann nach (10): 
bx+ h z  = 0 .  

Die Maximal- und Minimalpunkte der Kurven g = const. liegen daher 
i n  der durch G' senkrecht zur zz-Açhse gelegten Ebene (vgl. Fig. 1). 
Auch findet man leiclit, daB die Gerade 

hx + cy = O ,  (cZ + hZ)5 + cg2 = O 

Sgmmetrielinie der Kurve ist. 

Komplizierter, aber für eine algebraische Eingriffsflitche auch alge- 
braisch sind die Kurven, welche auBer der soeben untersuchten Kurve 
4. Ordnung das Eingriffsfeld der Schnecke abgrenzen und die von der 
Form des Schneckenrades abhangen. Die Schneckenradzahne sind, ab- 
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gesehen von den Flanken, begrenzt durch Drehungsflachen mit der Rad- 
achse als Achse. Die Meridianfigur besteht aus einem Kreisbogen, dassen 
Radius a' etwas groBer ist als der des Schneckenkernzylinders und in 
der Regel noch aus zwei geradlinigen Strecken, die senkrccht zu diesem 
Kreisbogen gerichtet sind. 1st 1 der Abstand von Schnecken- und Rad- 
achse, dann kann man die Gleichungen dieser Drehungsfliichen angeben: 

(x2 + y2 + z4 - 2 l y  + 21' - = 4Z2[(y - 1)' + fi2] 

il2) yP + rs - m2x2 - 21(y 3 mx) = O ,  

wo m die Tangente des Neigungswinkels der beiden geradlinigen 
Strecken gegen die x- Achse bildet. (Bei E r n s t ,  S~hnecken~etriebe,.  
B1. II, Fig. 10-12, sind die Punkte der Schnittkurven dieser Blachen 
mit der Eingriffsflache (10) diirch H und L bezeichnet.) Die erstere der 
Flachen (12) kann man aber, wenn Z gr06 genug ist, angenahert ersetzen 
durch die Zylinderflache x2 + y2 = ala, die zweite durch die Ebene 
y f ma - O (vgl. E r n s t ,  Fig. 12, Hl E, . . . H,; bei LI, wird durch 
diese Annaherung das Eingriffsfeld etwas vergrSert ,  was nicht wesent- 
lich ins G e ~ i c h t  fallt, da Lm ganz am Ende der Schnecke liegt). Die 
gesamte Peldgrenze setzt sich dann zusammen aus zwei Raumkurven 
4. Ordnung und kleinen Bogen ebener Kurven. Von dem so umgrenzten 
Eingriffsfeld konnen allerdings, wie sich bei der Behandlung der Zyk- 
loidenachnecke zeigen wird, noch im Innern Teile ausscheiden. 

Wir betrachten ferner die Einpiffslinien der in den Achsenschnitt- 
ebenen der Schnecke liegenden Erzeugenden, d. h. wir nehmen cp kon- 
stant an. Die letzte Gleichung von (10) gibt unmittelbar ihre Glei- 
chung in rechtwinkligen Koordinaten Q und fi. Zu ihrer Konstruktion 
kann man wie fol@ verfahren. Xan suche zuerst die in der yz-Ebene 

a\ 
Iiegende Eingifflinie E, (v = T )  . Sie  ist bekanntlich bei der Evol- 

ventenschnecke eine Gerade, bei der Zykloidenschnecke ein Kreis. Die 
parallel verschobenen Schraubenfliichennormalen gehen dann durch diese 
Eingrifflinie, sowie durch G und G' und sind demnach immer leicht 
konstrnierbar. Diese Normalen kann man nun um die 8-Achse drehen 
und d a m  von neuem parallel verschieben, bis 'sie G wiederum treffen, 
dam erhalt man die Eingrifflinie für einen beliebigen Wert von cp;  
oder man halt jene durch Ji',, gehenden Normalen fest und dreht dafür 
G nm die 2-Achse im entgegengesetzten Sinne. Nimmt man eben 

diese entgegengesetzte Drehung um den Winkel - y - mit der ( ( 3 
Ebene y = b Tor, dann gilt: Das Stück der Normale zwischen dieser 
Ebene und der Eingrifflinie E, projiziert sich auf die z-Achse als die 
in der letzten der Gleichungen (10) angegebene z-Koordinate. 
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4. Um die Form der Flanke des Radmhnes zu erhalten, hat man 
mit jedem Punkt Q der Eingriffsflache eine Drehung um die Radachse 
vorzunehmen. Der Drehungswinkel I$ ist so zu bemessen, da1 der ent- 
sprechende Bogen des Teilkreises (Z - b ) $  gleich wird mit der Stracke 
PQ. Dabei bedeutet 1 wieder den Abstand der Schnecken- und der 
Radachse, also 1 - b den Radius des Radteilkreises. 

Zu r  Bestimmung von ?k hat man also nach (1') und (10): 

Durch Drehung von & urn den Winkel 7)  kommt & in die Lage P, 
auf der Radzahnflanke. Die Koordinaten dieses Punktes sind: 

XI = x 

(14) y, = - z sin* -+ (y - Z )  cos $J + Z 
zl = z c o s + + ( y - l ) s i n ? i , ,  

wu für xys ihre Werte aus (10) zu entnehmen sind. Wie E r n s t  unter- 
suchen wir die Radzahnflanke in ihrer Beziehung zur Eingriffsflache 
durch Normalschnitte zur Radachse: xl = Q cos qp = 1. Für diese Schnitte 
ist also : 

(13) c o s c p d ~  - gsinqpdcp = o .  
Ersatzt man in dy = sin cp d~ + g cos cp d q  und in der letzten Glei- 

chung von (10) dg durch den aus (15) sich ergebenden Wert g tg rp drp, 
. dam wird: 

wo xys wiedor die Koordinaten von Q sind. Daher ist 

Damit werden aber nach (14) die vollstandigen Differentiale von y, und 2,: 

( 1 - y ) d y - z d z  
dyi = - [ z cos + - (b - y) sin $1 

,(16) 
( 1  - b)  

( E -  y ) d y  - z d z  
d,el = ------- ------ 

( 1  - b) z 
[z sin $J + (b - y) cos +] . . 

Wir  knüpfen hieran einige Bemerkungen, die nicht bloB für un- 
seren Pail, sondern für beliebige Zahnprofile gelten. 

Nach den Gleichungen (16) verschwinden dy ,  und dz,, wenn 

(y - l)dy + adz = O 
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ist, allerdings nur, fails nicht zuglcich B - O ist. Dies i d  der Fall für 
diejenigen Punkte der Einpifflinie x = A ,  deren Abstand von der Rad- 
achse ein Maximum d e r  Minimum ist und die nicht in der xy-Ebene 
liegen. Die Schnittkurve x, = t der Radzahnflanke hat d a m  an der 
entsprechenden Stelle i. a. eine Spitze; oder man hat: 

Dem Ort der Punkte auf der Eingriff~fliiche, deran Pliichennormalen 
durch die Radachse gehen, entspricht auf der Flanke des Radzahnes 
eine Rückkehrkante. 

Und für die allgemeino Lehre von der Stirnriiderverzahnung gilt der 

Satz  1: Den Putzken der Einyifflinie, deren Normalen dwch die 
Radachse, aber nicht zugleich durch den Te'ei2kreisbmiihrungspun?~t gehen, 
entspricht beim Rad~ahnprofil ein Rückke7wpunkt. 

Praktisch verwendbar sind solche RadzahnproQe hochstens bis znr 
Spitze hin. Vgl. Fig. 2. 

Die Schneckenflanke (1') wird von der Ebene x = I ,  nach einer 
Kurve gesçhnitten, deren Normale mit der z-Aehse den Winkel - 
bilden m6ge (Tangente und y-Achse schlieBen dann den Winkel + /3 ein). 
Man hat dam, wenn y und z die Koordinaten des Eingriffpunktes sind: 

Die Tangentenneigung des Radzahnprofils ist um den Winkel + groBer, 
also muB: 

sein. Dies stimmt zusammen mit den Formeln (16). Aus diesen erhalt 
man d a m  aber weiter für das Bogenelement der betrachteten Schnitt- 
kurve der Radiahnflanke: 

( 1 - y ) d y - z d z  d '  - --. - 
(1 - b) cos p 

Perner ist das Bogenelement, welches diesem auf der Schnecke ent- 
spricht : 

d y  ds = --. 
cos p 

Setzt man den Abstand des Eingriffspunktes Q von der Radachse 
gleichp, von der Momentanachse gleich q ,  dann erhiilt man die E'ormeln: 

d s ,  - p d p  
-- = - 
d s  ( Z - b ) d y  

Zcitschriit f. Mathematik u. Physik. 60. Band. 1912. Hoft 3. 

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



258 Geometrische Probleme bei d. Yerwendung v. Schraiibenflachen in d. Technik. 

welche über das Gleiten und Rollen der sich berührenden FlEchen Auf- 
schluB geben konnen. Insbesondere bemerken wir den für die allge- 
meine Verzahnungstheorie wichtigen 

S a t z  II: An den Stellen der Ringrifflinie, deren hTormale durch den 
Berührungspuni'c der I%iZlweise geht, findet eifi reines Rollen der Luhn- 
f la~ken aufeinandw statt. 

a s  
Denn dort ist q ein Maximum oder Xinimum und daher = 1. d s 

In der Tat rücken dort i. a. zwei Berührungspunkte der Zahnprofile 
zusammen. Sie beriihren sich also vierpunktig. (TT$ Fig. 2 bei Il,.) 
Von dieser Stelle ab werden aber die beiden Berührungspunkte der 
Profile imaginiir. Eine Ausnahmc bildet der Fall, wo p - O ist, der 
Eingriffspunkt also mit dein Berührungspunkt der Teilkreise zusaninien- 
fallt. Hier rollen zwar die Zahnprofile auch momentan aufeinarider, 
berühren sich aber nur zweipunktig, und ihre Tangente fallt nicht mit 
der der Eingrifflinie zusammen. 

5. Zur weiteren Disku~sion der Eingriffsflache des Schnecken- 
getriebes is t  es notig, die Erzeugenden der Schneckenflanke einzuführen, 
welche durch eine Rexiehnng zwischen und Q bestimmt sind. In Re- 
tracht kommt hier die Gerzde und die Zykloide entsprechend der Evol- 
venten- und der Zykloidenverzahnung. Im ersten Fall, dem der ,,&?vol- 
vmtenschrzecke" ist : 

( = n e  + const. 

und die Eingriffsflache wird dargestellt durch die Gleichungen 

(10') x = g c o s r p ,  y =  psincp, , = _ Q(? e2" y) ~ , 
ne sin cp + h cos rp 

oder wenn p und <p eliminiert wird, durch 

(18) [(xa + ya)(y - b)  f hxz]" d ( x s  + ya)y2z2. 

Diese Flache 6. Ordnung hat auBer der z-Achse die Geraden G und G' 
a18 Doppelgerade und im Koordinatenanfang einen Knotenpunkt. 

Die Linien cp = const., d. h. die Eingrifflinien der Erzeugenden 
haben nach der 3. Gleichung von (10') i n  einem in der Ebene rp = const. 
liegenden g,z-Koordinatensystem die Gleichung: 

(g + NZ)Q sin y - bg + hz  cos rp = 0 .  

Diese Eingrifflinien sind also Hyperbeln, deren eine Asymptote parailel 
zur z-Achse liegt, wahrend die andere ~enkrecht  auf der Erzeugenden 
der Schraubenflache steht. Die Hyperbeln gehen durch O und die Ge- 
rade G. Um eine solche Hyperbel zu konstruieren, muB man nach 
unserer allgemeinen Konstruktion die Normalen der betreffenden Schrau- 
bener~eu~ei iden,  welche ein hgperbolisches Paraboloid bilden, parallel 
zur z-Achse verschieben, bis sie G schneiden. 
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Wir gehen aus von der in der Ebene cp = liegenden Eingriff- 
2 

h i e  E,. Sie ist eine auf der Erzeugenden senkrecht stehende Gerade 
b 

und schneidet auf der y-Achse das Stück b, auf der z-'Achse ab. 

Eine durch E,, und G gelegte Ebene trifft G' (y = O, bx = hz)  im 

Punkt (k, Ol  :). Daa Strahlbüschel von diescm Punkte nach den ein- 

zelnen Punkten von Eo hat man nach der oben angegebenen Eonstruk- 
tion zum Schnitt zu bringen mit der Ebene - xcos ~p + y sin cp = b, 

'R 
welche aue y = O durch Drehung um den Winkel - cp hervorgeht. 

Das Stück der Strahlen zwischen dieser Ebene und E,, ist auf die z- 
Achse zu projizieren, dann entsteht die z-Koordinate des Piinkts von 
(IO), welche dem betreffenden Wert  von q7 entspricht. Die Schnitt- 
geradc Gy von Strahlbüschel und Ebene ist offenbar eine Tangente des 
Zylinders g = b .  

In Fig. 1 ist dieselbe doppelgiingige rechtsgewundene Schraube 
gewahlt wie in E r n s t ,  Schneckengetriebe: Blatt II, Pig. 10, 11, 12. 
Die Werte der Konstanten sind a = 35 mm, b = 28 mm;  h = - b tg  18 O 

= - 9,l mm, n = t g  ljO = 0,2679. Wiihrend dort die Kurven 6. Ord- 
nung x = const. der Eingriflsfiche zuniichst auf B1. 1 getrennt, dann 
auf B1. II vereinigt -dargestellt sind, zeigt unsere Figur die Kurven 
p = const. und cp = const. Die Koiistruktion der z-Koordinaten ist der 
Übersichtlichkeit halber eeitwarts geiückt (Koordinatensystem O'X'Y'). 
Die Geraden Gy,  welche mit dem genannten Strahlbüschel zu schneiden 

b 
sind, sind Tangenten an eine Ellipse mit den Hdbachsen und b. 

Da es aber nur  auf die z-Koordinaten ankommt, konnte man statt der 
b 

Eliipse auch einen Kreis vom Radius IL verwenden; nur müBte dann 
h h auch als y-Koordinate des Strahlbiischelzentrums statt - gewahlt 
n n 

werden. Für cp = 120' sind die z-Koordinateri sowohl im O r  X' Y'- 
wie im OXY-System angedeutet. Die Fig. 1 soll zeigen, wie man 
rasch Punkte der Eingriffsfliiche bestiminen und insbesondere mittels 
der Kurven g = const. die Linie gleichzeitigen Eingriffs als Schnitt- 
kume der Schneckenflanke mit der Eingriffsflache finden kann. Von 
der Schnecke ist nur der vordcre Teil der nach untcn gckehrten Ge- 
windflanke dargestellt. In der xy-Projektion ist die Linie gleichzeitigen 
Eingiffs eingezeichnet. Da f = np + y ,  so ist ihre Polargleichung 
nach (9): . 

(ng + y  + hcg)(wesinr~ + h c o s r p ) = e ( b -  p s i n v ) .  
17' 
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Für die Konstante y ist hier - nb + z h  gewiihlt, also zwei rerschie- 
dene Werte, weil die. Schraiibe eine doppclgangigc ist. Endlich enthalt 
die xy-Projcktion ein gcstrichelt eingezeichnetes Kurvenstück; dasselbe 
geh6rt zu einer einfachen Kurve 4. Ordnung: mg sin rp + h cos rp = O 
(in L o r  ia ,  Ebene Kurven, heiBt Sie x-Kurve); die a- Koordinate der 
entsprechenden Eingriffsfliichenpunkte wird unendlich groB. 

SchlieBlich seien noch kurz diejenigen auf der Eingriffsfliiche ver- 
laufenden Kurven erwahnt, deren zugehorige SchraubenflLchennormalen 
nach der Verschiebung sich in einem Punkt schneiden. 

Da aile diese Normalen G und G' schneiden, so kann es sich nur 
um I'unkte auf einer dieser beiden Geraden handeln. Sollen die Nor- 
malen z. B. durcli einen Punkt von G gehen, dann lie$ die gesiichte 
Kurve nach der Lehre vom Nullsystem i n  einer Ebene durch G'  und 
ist daher ginc Kurve 4. Ordnung, da ja G' eine Doppelgerado der Ein- 
griffsfliiche ist. Die Gleichung dieser Ebene sei bx - hz  - l y  = 0, 
dann wird nach (10') die Gleichung der xy-Projektion der Sc'unitt- 
kurve mit der Eingrifi~flache in Polarkoordinaten: 

k b sin rp + î. cos <p 
&'=y, + bcosq-Asin<p 

93 

Andrerseits en t s~r ich t  der durch die Nomentanachse G gehenden Ebene 
p(y  - 6) + ha = O die xy-Projektion: 

h pcos  rp 

Q = i h - - - '  
- - p sin rp 
n 

In  beiden Fallen hat man Kurven 4. Ordnung mit Selbstberührungs- 
und Doppclpunkt, die identisch sind mit den bekannton Projektionen 
der Schattenlinien (Eigenschattengrenzen) der gesçhlossenen Regel- 
schraubenfliche. Vgl. etwa R o  h n - P a p p e r  i tz ,  Lehrbuch der darstellen- 
den Geometrie 622-626 (2. Aufl. 472-480). In der Tat treffen die 
Normalen einer solchen Schattenlinie eine unendlich ferne Gerade und 
daher auch die zu ihr konjugierte Gerade, welche zur a-Achse parallel 
ist und in unserem Fall durch G oder G' gehen muB. Die parallel 
verschobencn Normslen treffm sich dahcr im Schnittpunkt dieser Ge- 
raden mit G bzw. G'. 

6. Als zweiten Fail untersuchen wir die Eingriffsverhiltnisse bei 
einem S~hnecken~etr iebe,  dessen Schneckengewindflanken durch Schrau- 
benflachen gebildet merden, welche als Achsenschnitt eine Zykloide haben. 
Die Gleichungen der letzteren seien: 

(19) g = b + r ( l - c o s t ) ,  [ = + r ( t - s i n t ) ,  
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wo das $--Zeichen dem FuB baw. Kopf des Radzahnes entspricht, fü r  
r übrigens verschiedene Werte gewiihlt werden k6nnen (für den F u 0  
des Radzahnes ein kleinerer 81s für den Kopf). Setzt man zur Ab- 
kiirzung b + Zr = c, d a m  werden die Gleichungen der Eingriffsflache 
nach (10) 

~ ( b - Q  sincp) (10") s = g c o s g p ,  y = p s i n r p ,  z=------- 
l/'s: ~io ip + h cos cp 

oder, wenn g und cg eliminiert wird: 

Diese Flache 14. Ordnung bat wieder G und G' sowie die z-Achse zu 
Doppelgeraden und in O einen Knotenpunkt. Der reelle Teil der Plache 
mu8 aber offenbar wie die entsprechende Schraubenfliiche zwischen den 
Zylinderfliichen ,o = b und g - c eingeschlossen sein. Wir  untersuchen 
auch hier die Eingrifflinien der erzeugenden Zykloiden. Die letzte der 
Gleichungen (10") kann man schreiben: 

(Q - b)gBzssinay = (C - ~)(g%inrp - b~ + ha cos y)'. 

Nimmt man also rp konstant und g und z als Koordinaten in der Ebene 
y = const., so .bedeuht die Gleichung eine Kurve 5. Ordriung. k'ür 

5z y = - mu8 nach der Lehre von der Zykloidenrerzahnung ein Kreis 
2 

entstehen. Von ihm ausgehend kann man d a m  die Eingrifflinien f ü i  
andere Werte von rp bestimmen. Diese Kurven habeii auf G einen 
Doppelpunkt und berühren den Zylinder p = c in einem Punkt der 
sy-Ebene, die Zylinderflache p = b in einem Punkt, für welchen 

b' 
i = tg (: - 9) ist: Die Kuive hat eine reello, zur Schneckennehse 

parallele Ssymptote. Von den beiden durch die Momentanachse G 
gehenden Plachenmanteln der EingriffsEiche kommt, wie leicht zu er- 
kennen, fiir jede Zahnflaiike niir einer in Betracht. Die beiden Ein- 
griffsflachen, welche dem Kopf und Fui3 des Radznhns entsprechen, be- 
rühren sich auf der ZylinderflBche g = b.  Die gemeinschaftliche Re- 
rührungslinie ist nach der oben angegelenen 2-Koordinate ein kubi- 
scher Kreis. 

Beschreibt man nun Kreise um die Achse des Zahnrads in zu ihr 
senkrechten Ehenen, so ist es moglich, daB ein solcher die Eingriffs- 
flache, welche dem Fui3 des Radzahnes, sowie die, welche dem Kopf 
entspricht, innerhalb der früher a'ngegebenen Feldgrenzen schneidet, 
letztere sogar zweimal. Fig. 2 gibt ein typisches Beispiel; die drei 
Schnittpunkte des eingezeichneten Kreises sind D,ED,. Hieraus er- 
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-geben sich nun (rgl. E r n s t ,  S. 73) eigenartige Schwierigkeiten, welche 
durch die von E r n s t  gegebenen Erklarungen keineswegs erledigt sind. 
Vor alleru ist dort nicht erkannt, da8 die in einer Schnittebene x = const. 
liegenden Gegenprofile des Radzahnkopfes und des BadzahnfuBes sich 
schneiden, so daB die Flanken von Kopf und FuB des Radzahnes durch 
eine allerdings kaum bemerkbare Kante getrennt sind. 

Zur Klarstellung dieser Verhiiltnisse mage ein ganz einfaches Bei- 
spiel aus der Theorie der Zykloidenverzahnung, welches für unseren 
Fail typisch ist, dienen. Wir  suchen das Gegenprofil einer Zahnstarige 
mit Zykloidenverzahnung, für welche die gerüdlinige Zykloidenbasis (der 
Ort der Spitzen) nicht, wie dies sonst angenommen wird, mit dem Teil- 
riB der Zahnstange zusammenfailt. 

Der Anfangeipunkt eines yz-Koordinatensystems sei für dieses Bei- 
spiel der Berührungspunkt des Zahnstangenteilrisses mit dem Teilkreis, 
dessen Radius R sei. Die Gleichungen des Lahnstangenprofils seien 

y = - b + r ( l - c o s t ) ,  z = - c + r ( t - s i n t ) .  

Dieselben gelten für sen Kopf der Stangenzahne, für den FuB hat man 
nur r mit - r zu vertauschen. b und c sind positivo Konstanten. Für 
den Punkt Q der Eingrifflinie gilt dam,  da hier gleich +t wird: 

Die Eingrifflinie ist somit eine zirkulare Kurve 3. Ordnung mit einem 
Doppelpunkt (wenn r negativ ist, isolierten Punkt) in  O. Bus der Ein- 
griiflinie entsteht das Gegenprofil des Radzahnes, wenn man Q um die 
Radachse dreht. Für  den Drehungswinkel #J gilt: 

Die Gleichungen des Gegenprofils sind dann: 

wo für y und I,!I ihre Werte einzusetzen sind. Für  den Krümmungu- 
radius der Kiirve erhiilt man: 

t b Y + 4 r ( R - r ) s i n 4  - 

- 1 2 - - -- -- - - 

t t df l  f'w ,in - a - ( B  - 2 Sin. - 
2 2 

Die Kurve hat also eine Spitze fiir 
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und einen W e n d e ~ u n k t  für 

wahrend für t = O y,, Z, und der Krümmungsradius unendlich werden. 
1st r negativ, dann ist die Spitze reell. I n  Fig. 2 sind die Spitze und 
der Wendepunkt so nahe zusammengerückt, daB die Spitze das Aus- 
sehen einer Schnabelspitze erhalten hat. 

LiiBt man die GrGBe b der Nuil sich annahern, dann geht das 
Gegenprofil nicht bloB m eine Epizykloide (für negatives r Hypo- 
zykloide) über, sondern auBerdem noch in eine 
Kreisevolvente, deren Spitze mit der der Epi- 
zykloide zusammenfiillt. Mathematisch gehoren 
dam Gegenprofil sogar so vielc Kreiscvolventen 
zu,  als die Epizykloide Spitzcn hat. Die Ein- 
grifflinie dieser Kreisevolventen f %Ut zuvammen 
mit dem TeilriB der Zahnstange, der z -  Achse. 
1st b von Null verschieden, dann nahert sich 
das mathematische Gegenprofil einer gestreckten 
Kreisevolvente asymptotisch an, deren Gleichung 
aus der des Gegenprofils entsteht, wenn man 
r = O setzt. Dies gilt also sowohl für das Kopf- 
wie für das FuBgegenprofil; die beiden evol- 
veuteniihnlichen Zweige werden sich daher um 
so naher kommen, je weiter aie sich vom Rad- 
mittelpunkt entfernen. Retrachtet man jetzt die 
Stellung der Profile gegeneinander in  einer Lage, 
wo sie von der y- Achse uach oben genügend 
entfemt sind, dann müssen aie sich dreimnl be- 
rühren, n a d i c h  in den drei Schnittpunkten mit 
der EingriElinie. Fig. 3 a zeigt, wie das mit einer Spitze versehene Rad- 
~ahnkopf~rofil das Stangenzahnprofil in A und B berührt. Das Radzahn- 
fuBprofi1 mu0 auBerdem im Punkt C berühren. Wird die Zahnstange 
nach ahwiirts geschoben, das Rad also im positiven Sinne gedreht, dann 
entsteht die in Fig. 3b dargesteiite Lage, welche deutlich zeigt, dafi das 
Kopf- und PuBprofil des Radzahnes sich schneiden müssen. Die Piguren 
3 a und b sind stark vergoBert und schematisch gezeichnet, da eine 
genaue Figur die Verhàltnisse bei noch so starker VergroBerung nur  
mdeutlich zeigt. 

Die wirkliche Radzahnflanke besteht nur aus Teilen des mathema- 
tischen Profils. Kopf- und FuBprofil k6nnen nnr je bis zn ihrem 
Schnittpunkt d praktisch verwendet werdcn, wiihrend die in den Fi- 
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guren gestrichelt ausgeführten Teile wegfallen müssen. Dem Punkt d 
entsprechen zwei Punkte dl und d, des Stangenzahnprofils. Der Bogen 
d,ds kommt daher mit dern Zahnrl~d gar nicht in  Berührung. Wird 
die Zahnattlnge nach abwiirts bewegt, so berühren sich die Profile tat- 

mg.  38 .  sachlich zunachst nnr in einem 
Punkt A, wie Fig. Sa zeigt. 
Zwischen C und C' kommt d 
in Dl (Fig. 2) mit d, zum Ein- 

griff, und man hat von da ab wie in Fig. 3b 
zwei Berührungspunkte, so lange bis bei D, 
sogar noch der dritte eilr praktischen Ver- 
wendung kommt. Gleich darauf aber (in dem 
Fig. 2 gezeichneten Fall in nichster Nihe 
von D,) f d e n  zwei der Berührungspunkte 
zusammen und werden von da ab imaginir; 
nur rioch der FuB des Radzahnes komrnt 
zum Eingriff und zwar unter starkem Gleiten. 

Wir gehen jetzt wieder über zu dern 
Schneckengetriebe. Der Achsenschnitt der 
Schnecke hat die Form der Zahnstange 
mit Z~kloidenverzuhnung. Kopf- und PUB- 
zykloide stoBen mit ihren Spitzen zusammen 

auf dern Zylinder g = b und bilden dort einen Punkt, der das Aus- 
sehen eines Wendepunktes mit dern Krümmungaradius Null hat. Das- 
selbe gilt von den Parallelschnitten senkrecht zur Hadachse (Ernst, 
BI. XV), Dur daB die Tangente in dern Wendepunkt, der wieder auf 
p - b lie& nicht mehr senkrecht zur Schneckenachse gericlitet ist. Die 
EingriElinien für Kopf und FuB des Zahnrades berühren sich auf der 
Zylinderflache g = b,  und es entsteht dort, da die Kurven nur bis zu 
diesem Berührungspunkt gelten, das Bild eines Rückkehrpunktes, in 
dern der Krümrnungshalbmesser aber von Null verschieden ist. (Rei 
E r n s t  ist dieeer Punkt H stets mit Rückkehrpunkt bezeichnet.) Im 
übrigen haben diese Eingrifflinien durchaus die Eigenschaften der für 
unser Beispiel gültigen Eingrifflinie. Die matkematischen Profile, die 
dern Radzahnkopf zugehtiren, weiseu Spitzen aufl) und werden in der 
Nihe  dieser Spitzen von den IladzahnfuBprofilen geschnitten. Man braucht 
nur die in unserm Beispiel angestellten Betrachtungen zu wiederholen. 
Auch der Eingriffsverlauf ist derselbe wie in  dern Beispiel und zwar 
zu beiden Seiten der ys-Ebene. Nach E r n s t  müBte, wenigstens beim 

1) Nanchmal auch das Radaahnfuflprofil, die Spitzen müssen dann a b e ~  paar- 
weise auftreten. Ernst ,  Schneckengetriebé, S. 79, dort aber unrichtig dargestellt'. 
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ersten Beispiel S. 70, der Radzahnkopf gar nicht mit der Schnecke in 
Berühruug kommen mit Ausnahxne des Mittclschnitts x = 0, und der 
RadzahnfuB zuerst in H eingreifen. Nach unserer Erklarung greift in 
der Nahe von x = O zuerilt der Radzahnkopf, dann Kopf und FuB zu- 
samrnen und sohlieBlich der FuB ein. H fallt immer auBerhalb des zur 
Anwendung kommenden Teiles der Eingrifflinie. Die Radzahnflanke 
zeigt eine flache Kante, welche Kopf und PUB trennt, und zwischen 
Radznhn- und Schneckengewindflanke befinden sich rechts und links 
des Mittelschnittes (x = 0) Rohlraume, in wolche jene Kante zum Teil 
eindringt und mo sie frei sich bewegen kmn.  

Die Zykloidenschnecke mag den Nachteil haben, daB aie schwerer 
herzusteiien ist als die Evolventenschnecke, die Eingriffsverhiltnisse 
konnen wir aber im Gegensatz zu den Ernstschen Ergebnissen nicht 
als ungünstig bezeichnen. 

Herstellung von Stirnradern mittels Schneckenfrasers. 

7. Eine eigenartige Anwendung der Schraubenflachen bietet sich 
in der Herstellung von Zehnradern (Stirn- und Schraubenradern) durch 
schraubenfirmige Fraser. 

Wir gehen aus von der etwas einfacheren Herstellung der Zahn- 
riader bei Schneckengetrieben. Der Fraser entspricht in der Form der 
Schnecke, und der Radkorper nrird mit dern Fraser zwangliufig ver- 
koppelt, derart daB sich heide mit Winkelgesohwindigkeiten drehen, 
yelche denen von der Schnecke und dem Zahnrad des fertigen Ge- 
triebes proportional aind; diese verhalten sich wie der Halbmesser des 
Radteilkreises zur reduzierten (d. h. durch 2n dividierten) Schnecken- 
ganghohe h. Mit einem solchen Fraser wird man einen ganzen Satz 
von Zahnradern herstellen konnen, und zu einem solchen Satz geh6rt 
eine Zahnstange, die nichts anderes ist als ein Ausschnitt aus einei. 
Schraubenmutter. 

Wird nun dem Fraser auBer der drehenden noch eine Transla- 
tionsbewegung in der Richtung der Badaehse erteilt, die aber sehr 
langsam sein muB, so muB ein Zahnrad entstehen, dessen ZLhne durch 
zylindrische Flanken begrenzt sind. Dabei karin offenbar die frasende 
Schnecke auch etwas schief gestellt sein, wenn nur ihre Achse parnllel 
zur TeilriBebene bleibt. Da auf diese Weise mit einem Fraser wieder 
ein ganzer Riidersatz erzeugt werden kann, so genügt es, die Porm der 
zu dem Satz gehikigen Zahnstange zu untersuchen, wenn auch diese 
praktisch auf diesem Wege nicht mehr herstellbar ist. Diese Zahn- 
stange ist offenbar benenzt durch die Zylinderfiiiche, welche durch die ' 
in der Radachsenrichtung verschobene Schraube umhüilt wird, oder das 
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Zahnstangenprofil ist die UmriBlinie der in  der Translationsri~htun~ 
auf eine zu ihr senkrechte Ebene projizierten Schraube. (Vgl. Fig. 4.) 

Die Sçhraube wird die Zalinstange jederi Moment langs einer Kurve 
(P) berühren, die als Schattenkurve (Eigenschattengrenze) für parallel 
einfallende Strahlen gedeutet werden kann. Weil nun die Zplinder- 
fiache, welche die Zahnstange begrenzt, als Grenzfall einer Drehungs- 
flache angesehen werden kann, deren zur Langsrichtung der Zahnstange 
parallele Achse G ins Unendliche gerückt ist ,  so haben wir mieder 
einen besonderen Fall  des in 1. gelosten Problems. Sei der Winkel, 
unter dem die Fraserachse und die Radechse gegeneinander eingesteilt 

sind 2.- E, wo E immer ziemlich klein gewahlt wird, dann hatte man ' 2 

in den GIeichungen (2) der Geraden G, die senkrecht zur Radachse 
steht, y = b, s = rnx b unendlich groB und m = - ctg E zu nehmen. 
Die Normalcn lsngs (Y) gehen aui3er durch G aauch durch die konju- 
gierte Gerade G: deren Gleichungen naçh (4) sind: 

x = O, y = hm = - h c t g e  

und die daher zur Schneckenachse parallel ist. Die Verwendung von 
G'  erweist sich für die geometrische Konstruktion als sehr vorteilhaft. 

mir  die Linie (P) gleichxeitigen KingriEs der Zahristange mit der 
Schraubenîliiche: 

X = Q C O B ~ ,  y = p s i n c p ,  z = f + h r p  

gilt d a m  nach (3'): 

(21) 
a c p + c tgr ( -  p d  cos<p + ~ ~ s i n c p )  = O .  

e 
Da es auf die Form des Querschnitts (Po) der Zylinderfliiche an- 

kommt, welche die Schraubenfliiche liings (P) berührt, hat man ein 
neues Koordinatensystem O' X' Y' 2' einzuführen. Dasselbe entsteht 
aus dem ersten durch Drehung um die y-Achse und ParaUelverschie- 
bung langs derselben. Der Drehwinkel ist E, die Strecke, um welche 
parallel verschoben wird, wiihlen wir zweckmLBig gleich - h c t g ~ ,  so 
daB 0' auf G' zu liegen kommt und die X'-Achse die Richtung der 
Zylindererzeugenden (oder der Badachse) hat (Li'ig. 4). Mittels der 
Formeln: 

(22) x ' = x c o s r  + s s i n ~ ,  y '=  y +  h c t g ~ ,  2'- -xsii le +scose 

erhalt man denn die Gleichungen der Schraubenfliiche im neuen Ko- 
ordinatensy stem : 

2' = p COR y COB E $ (f f h ~ )  sin & 

(2 3) y ' =  p s i n y  f hctgE 

s ' = - p c o s ~ s i n ~ f  ( t f h ~ ) c o s f , :  
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und dieie Gleichungen bedeuten wieder die Berührungslinie (8) von 
Schrauben- und Zylinderfliiche, wenn t;, Q und <p an die Redingung (21) 
gebunden sind; die zwei letzten Gleichungen zusammen mit (21) geben die 
Projektion (Po) von (P) auf die y'zl-Ebene, also den Zylinderquerschnitt. 

8. Wir steilen uns jetzt die Aufgabe, die Form 'des Schnecken- 
Fisers zu bestimmen, wenn ein Zahnrad von gegebener Form ent- 
dehen soli. Das Profil (Po) der zugehorigen Zahnstange sei in der 
Weise bestimmt, daB z' als Funktion von y' oder auch y' und a' als 
Fnnktion eines Parameters t gegeben ist. Setzt man die aus den 
beiden letzten der Gleichungen (23) sich ergebenden Ausdrücke fiïr 
Q und f: 

y'- h c t g e  z' 
(24) - 5=GG+yr tgrdgy-h(<p+ctgp)  

in die Differentialgleichungng (21) ein, so zeigt siçh, daB der Koeffizient 
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von d v  verschaindet, so daB keine Integration notig wird, vielmehr rp 
sich in endlicher Form in y' und a' ausdrücken IiiBt. Man findet 
niimlich: 

y' - h c t g  e dz' - --. 
t g y  = y'sin a d y r  

In der Tat darf keine Integrationskonstante auftreten, da die Schrauben- 
fliiche als Hüiiflkhe einer verschraubten Zylinderfl%che sich eindeutig 
muB bestimmen lassen. Jetzt kann man in (24) rg durch eine Punk- 
tion in y' bzw. t ersetzen und erhalt für den Achsenschnitt der ge- 
suchten 8chraubenflkhe - die Gleichungen: 

insbesondere wird: 
,dy '  . 

pcosrp= y 

und da e cos (F = a'cos E + z'sin E ist (nach (22)), so hat man für die 
Kurve (P): 

(27) 
d  Y' xr = z1 + t g & .  ( d a  

d Y' Da z 1  + y'=  die Strecke bedeutet, welche die Normale der Kurve (Po} 

auf der 2'-Achse abschneidet, so IaBt sich die Koordinate x' leicht 
konstruieren. Man htlt die Kormale von (Po) in der x'-Elichtung zu 
verschieben, bis aie die Cierade G' schneidet. Die Strecke, um welche 
dabei verschoben wird, ist x' und Po geht durch diese Verschiebung 
in P über. Dies war zu erwarten, da die der Zylinder- und der 
Schraubenflache gemeinsamen Normalen liings (P) ja durch G' gehen 
sollen. Diese Eigenschaft ist auch in Fig. 4 zur Konstruktion der 
Raumkiirve (P) aus der ebenen Kurve (Po) benützt worden. - 

Im xyz-System sind die Gleichungen der Kurve (P) nach (22): 

(Y) ist eine algebraische Kurve, wenn das gegebene ZahnstangenprofiI 
(Po) algebraisch ist. 
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Damit wird nach (1) die Schraubenflache: 
,dy f  

x = y sin E COS rp - (y '  - h ctg E) sin gp 

Deutet man die Schnecke als Schraubenrad mit einem Zahn oder bei der 
doppelgiingigen Schraube zwei ZLhnen, dann kann man zu ihrer Kon- 
struktion auch vorteilhaft die Regeln der Verzahnungstheorie verwenden. 
Man erhiilt dann direkt einen Xormalschnitt zur Schneckenachse. Die 
s'a'-Ebene fassen wir dabei als die TeilriBebene einer Zahnstange auf, 
deren Lingsrichtung zur x-Achse parallel ist, deren Zahne aber schief 
zu dieser stehen, namlich in der Richtung der z'-Achse. Rollt diese 
TeilriBebene auf dein Teilzylinder der sich um ihre feste Achsc drehen- 
den Schnecke, dann bilden ihre Gewindflanken die Gegenflanken eu den 
Stangenziihnen. Bei der beschriebenen Bewegung versçhiebt sich die 
Linie gleichzeitigen Eingriffs (P) parallel zur schnecke~iachse. Suctit 
man also den Schnitt (p,) des Schneckengewindes mit der zy-Ebene 
als Gegenprofil des entsprechenden Schnittes ( p )  der Zahnstange, dann 
wird die Projektion (P') von (P) auf die xy-Ebene die Eingrifflinie 
sein. Die Gleichungen von p sind: 

denn man hat nur das in der yfz'-Ebene liegende Zahnstangenprofil 
(Po) in der Richtung der 2'-Achse auf die xy-Ebene zu projizieren. 
Sucht man die Normale von (y) und verschiebt sie parallel zur x-Achse, 
bis aie durch den Berührungspunkt des Teilrisses geht, dann geht p 
in den Punkt P' der Eingrifflinie über. Man findet: 

also die beiden ersten Gleichungen von (98). Um das Gegenprofll (pl) 
zu finden, hat man den Eingriffspunkt P' urn die z-Achse zu drehen. 
Dabei mu1 der Bogen auf dem Teilkreis, der zu dem Drehungswinkel 
y gehort, namlich - h ctg ET gleich werden mit der Strecke p P'. Dies 
gibt für rp die Gleichung: 

2' d Y' 
- h c t g ~ r p  =. + yl-,sins, 

ElXi 6 d2 

also dieselbe, die man erhiilt, wenn man in der letzten Gleichung von 
(29) z = O setzt; die beiden ersten geben offenbar die Koordinaten 
von pl. (Vgl. Pig. 4.) 
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9. Wir führen die beiden wichtigsten Anwendungen, namlich auf 
Evolventen- und Zykloidenverzahnung im einzelnen durch. 

a) Evol~en~nversahnung.  (Po) ist eine Gerade z '  + y ' tg  8 + y ,  
wo 13 gewohnlich gleich 15" genomruen wird. Die Kurve (P) wird d a m  
ebenfallv eirie Gerade: 

x = c tg8(ys in& f ~ C O R E )  

2 = -- h tg  B +ytgL+y COS E + t - ( y s i n ~  + h o o s a )  +=;. 
n 8 

h cos s Diese Gerade h a t  von der 2-Achse den Abstand cl = ---- 
p'tgP B + custf 

und bildet mit  ihr  einen Neigungswinkel, dessen Tnngente gleich 
COB 8 

ist; bei der Verschraubung der Geraden bleibt sie daher 
~ S + Z E  

Tangente an  eine Schraubenlinie Tom Grundkreivradius d ;  d. h. es ent- 
steht  eine abwickelbare Schraubenfluche. In  der Ta t  haben die abwickel- 
baren Fl'achen und n u r  diese für  jede Projektionsrichtunig als CmriB- 
linien Gerade. 

Wahl t  man also für den Schneckenfriiçer eine Form, die einer 
scharfgiingigen Schraube entspricht, dwen Erzeugende die Schrauben- 
achse schneiden, so wird man Znhnrader erhalten, die keineswegs in 
der Form mit  Evolventenzahnriidern übereinstimmen, ihnen aber um so 
naher kommen, jc kleinor h cos E ist. E s  ist  daher nicht zu verwundern, 
wenn solche Rader, die an Stelle von Evolventenzahnradern verwendet 
werden, einen ruhigen Gang vermissen 1asecen.l) 

b) Zykloidenverzahnung (Fig. 4). Da? Zahnstangenprofil (Po) be- 
steht  aus zwei Zykloiden, die mit ihren Spitzen zusammenstoBen. Diese 
Spitzen mogen zuniichst nicht in der x's'-Ebene angenommen aerden. 
Man bat also: 

(3O) y ' = b  f a ( 1 - c o s t ) ,  z l = a ( t - s i n t )  

als Gleichungen des Profils, welches dem Fui3 der Radzahne entspricht, 
wiihrend für den Kopf a mit - a zu vertauschen ist. 

Die Kurve (P) gleichzeitigen Eingriffs, langs deren rtich die 

1) AuBer Herrn A. Schneider (a. a. 0.) bat auch Herr C. Barth in: Die 
Grumdlagm der Zahnradbearbeitulzg, Berlin 1 9 1 1 ,  erschienen wahrond der Dmck- 
legung dieser Arbeit, die Mange1 der scither nach dern Walzverfahren hergevtellten 
Zahmadcr geometrisch iintcrsucht und ihre Abweichung von genauer Evolventen- 
verzahnung festgestcllt. Die K m e  (P), langs deren sich die fingierte Zahnstange 
und die Schraube in jedem Moment berühren, nennt HAIT Barth E'lankeneingriffs- 
linie. Das (fertige) Zahnrad wird von der Schnecke momentan nnr in einzelnen 
Punkten b e ~ h r t  (im Gegensatz zu der Zahnstange); den Ort der Punkte, in denen 
dieser Eingriff stattfindet, heiBt Hem Bar th  Oetriebeeingriffslinie. 
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Schraube und der Zahnstangcnzylinder (30) berühren, hat nach (28) 
die Gleichungen : 

t x - b ctu - - + a siu t sin E ( " 2  

(28') 

) 
y = b f n ( 1  - c o s t ) - h c t g ~  

t sin'e s=-a t + b c t u  - - a c o s ~ s i n t  
COB E 2 cos e 

In der Technik wird nun für notwendig erachtet (siehe z. B. 
D.R. P. Er .  112082), daB die Achse des Friisers (2-Açhse) zur Achse 
des Stirnradkorpers (xf-Achse) um den ,,Steigungswinkel seiner Ge- 
windegiinge" geneigt gestellt werde. Dies kann nur so verstanden wer- 
den, daB die Schraubenlinien um die a-Achse, deren Zylinderflache den 
Teilzylinder des zu erzeugenden Zahnrades berühren, den Steigungs- 
winkel E haben sollen. nies ist hier nur der Pall, wenn, b = O ist. 
Man hat die genannte Porderung offenbar gestellt, weil ein Über- 
schneiden vermieden werden muB, d. h. der Fraser darf nicht notwen- 
dige Teile des Zahnrades fortnehmen, was für jeden einzelnen Ball zu 
untersuchen ware. Hier ergibt sich die Bedingung b -' O auch aus 
anderen Gründen; es ist namlich für t = O nach den Gleichungen (28') 
sowohl x wie s unendlich poB, wenn b von Null verschieden ist; der 
Punkt der Kurve (P), welcher sich als Rückkehrpunkt der Zykloide 
(Po) projiziert, lkgt dann im Unendlichen. Offenbar ist die praktische 
Ausführung des entsprechenden Schneckcnfrasers unmoglich; denn ge- 
rade die Teile, welche die Zykloidenspitzen erzeugen, dürfen nicht fehlen. 
Man hat also notwendig: 

b = O 
zu setzen und erhiilt statt (28'): 

at (28") z = a s i n ~ s i n t ,  y = - h c t g ~ + a ( l - c o s t ) ,  fi=--acos&sint. 
COR 8 

Die Diskussion der Kurve (28") wird einfach, wenn man zunkhst  
die Gleichungen: 

(31) x = a s i n ~ s i n t ,  y = - h c t g e f  a ( 1  - cost), z - -  a c o s e s i n t  

untersucht, also das erste Glied von 0 in (28") wegliiBt. 
FaBt man t als Zeitkoordinate auf, so bedeuten die Gleichungen 

(31) eine Rotationsbewegung auf einem Kreis vom ~ a d i u g  a, der in der 
$8'-Ebene liegt und die 2'-Achse berührt. Dam kommt nach dem zu- 
nichst vernachliissigten Glicd von (28'3 cine Translationsbewegung in 
der Richtung der 2-Achse. Die Geschwindigkeiten beider Bewcgungen 
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verhalten sich wie cos e zu 1. Offenbqr liegt sonach die Kurve (P) 
auf einer Zylinderflache 2. Ordnung, als deren Qleichung man findet: 

xe zi + (y + h ctg E $ a)' = a' 

Erteilt man jetzt der Kurve (Y) eine Schraubenbewegung der 
Ganghohe 2nh,  dann erhiilt mari als die Gleichungen der Schrauben- 
flkhe, welche die Form des Friisers bestimmt, nach (29): 

x = a  sin E sin t cos rp - r- h ctg E + a ( l  - cos t)] sin gp 

(32) y = n s i n ~ s i n t e i n r p + [ - h c t g ~ + a ( l - c o s t ) ] c o s c p  
a t 

z = - a c o s e s i n t +  - - + h q .  
COB a 

Man wird untersuchen, ob auBer der Kurve (P) noch andere auf 
der Plache verlaufende Kurven irgendwelches Interesse bieten. Wir be- 
merken erstens, daE die Kurve, für welche zwischen t und cp die Be- 

a t ziehung rp = - -- besteht, algebraisch ist, wenn a- 
h cos e h cos E 

und daher 

das Verhaltnis der Spannweite 2na des Zykloidenbogens zur Projek- 
tion 2 n h  cos E der Schraubengttnghohe auf die y'zf-Ebene rational ist. 

at sine a Zweitens laBt sich die Kufie,  für die gilt: q = - - - , wofür 
h cos a 

abgekürzt xt  geschrieben werden soll, eine schr einfache kinernatische 
Deutung zu. Durch die Gleichungen: 

x = a sin E sin t COS ~t - [- h ctg E + a ( l  - COS t)] sin x t 
(33) y = a s i n s s i n t s i n x t f [ - h c t g ~ + a ( l - c o s t ) ] c o s î c t  

x = a cos ~ ( t  - sin t) 

wird namlich die Bahn eines Punktes eines Kreises vom Radius a dar- 
gestellt, welcher auf der Schraubenlinie: 

(34) x - h c t g ~ s i n x t ,  y = - h c t g ~ c o s x t ,  z = a c o s e - t  

derart abrolit, daB der durch den Berührungspunkt gehende Durch- 
messer stets parallel zur xy-Eberie ist, also durch die s-Achse geht. 
Der Kreis liegt somit immer in der Schmiegungsebene der Schrauben- 

s% 
h i e ;  die letztere hat den Stcigungsminkel + E und die Ganghohe 

- 2 z h  c t g % ~ .  LaBt man namlich einen Punkt Pl einen Kreis durch- 
laufen, der iu der y'5'-Ebene liegt und die a'-Achse berührt, so sind 
die Koordinaten von Pl wie in (31): 

(31) x , - a s i n ~ s i n t ,  y , = - h c t g ~ f a ( 1 - c o s t ) ,  z,= - a c o s ~ s i n t .  

.Erteilt man diesem veranderlichen Punkt Pl auBerdem eine Schrauben- 
bewegung der Ganghohe - 2z h ctga E ,  so entstehen Gleichungen der 
Porm (33), und man erhalt genau die Gleichungen (33), wenn man die 
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Geschwindigkeiten beider Bewegungen so wiihlt, da0 die resultierende 
Geschwindigkeit von Pl für t = O verschwindet. I n  der Tat sind die 
Differentialquotienten von x, y, z in (34) entgegengesetzt gleich denen 
Ton x,, y,, z, in (31), wenn t = O oder gleich einem Vielfachen von 
22 gasetzt wird. 

Wir fassen die Ergebnisse zusammen i n  dem Satz: 

n i e  Forln eines Frasers, mittels dessen Sfiirnrader 'mi t  Zykloiden- 
umzahnu~zy heryestellt werden sollen, ist bestimînl durch eine Bchrazcbew 
juche, welche wie [olgt konstrzciert zcerden kann. Einen Iireis vom Ra-  
dius a lasse nzalz auf einw Schraubenlinie zon auben oder innen ent- 
sprechend dem Fu13 bzw. Kopf des Radzahnes so abrollen, dab er stets 
in der Schmiegungsebene der Schraubenlinie bleibt. Die Bahn, welche da- 
6ei ein Punlct der Kreisperipherie beschreiht, ist dan% ,so zu verschrauhen, 
d a j  sich ikre Iiiickkehrpunkte senkrecht su. jener Schraubenlinie bewegen; 
der Winlïel, welclzen diese Bmegunysrichtur~y mit der Schraubenachse 
b i l d ~ t ,  ist a7rch fur die flinslellung dev Ac/~se  des iial~mradkb'rpers gegen 
die Früserachse zugrunde leu leyen. ') 

Es diirfte nahe liegen, die Schneiden des Frasere so anzuordnen, 
das sie ebm mit  den Kiirven ühereinstimmen, welche durch die Punkte 
des rollenden Kreiscs beschrieben werden; ob dies aber praktisch zu 
verwirklichen ist, wird nur  die Technik entscheiden konnen. ~ h n l i c h  
verhilt es siçh bei der Frage riach der E g l i c h k e i t  einer Hinterdrehung 
des Frzsers; bei Zykloidenverzahnung ist eine solche wohl ganz aue- 
geschlossen. 

In Fig. 4 ist' die Teilung des zu erzeugenden Zahnrades, welche 
gleich - 2nh  cos E oder 2 n b sin e sein muB, gleich 30 mm gewahlt. 
r ist gleich 15O und daher b = 18,4.5 mm. 

Die Schnecke ist  dargestellt in der xy - ,  $2- sowie y'd-Projektion. 
Die entsprechenden Projektionen des Punktes P der Kurve (Y) sind 
P', P", Po. Die Schnitte ( p )  und siud gestrichelt eingezeichnet.. 

10. Mit Schneckenfriisern werden nicht bloB Stirnriider, sondern 
auch Schraubenrader hergestellt. Die Achsen des Radkoïpers und des 

Frisers sind dann nicht mehr unter dem Winkel - E einzusteilen, 

vielmehr betragt dieser Winkel E, - E ,  wo E und e,  die Steigungs- 
winkel der auf den Teilzylindern verlaufenden Schraubenlinien bedeuten. 

1) An Stelle des rollenden Kreises kann sogür, wie ohne Beweia angegeben 
werden 8011, eine beliebige Kurve treten. LZBt man die Kurve auf einer Sçhranben- 
linie rollen, so ist durch die Bahn eines in ihrer Ebene liegenden Punktes die 
Schraubenflache, IaBt man aie auf einer Geraden rollen, so ist die zugehorige Um- 
riBlinie (Po) bestimmt. 

Zeitachrift f. Nathemaiik u. Physik. 60. Band. 1912. Heft 3. 18 
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Bei der Herstellung eines Schraubenrades müssen diese Schraubenlinien 
sich berühren. Projiziert man die GanghOhe 2zO t g &  der Schnecke in 
der Richtung der gemeinsamen Tangente dieser Schraubenlinien auf 

eine zur Radachse senkrechte Ebene, so erhiilt man offenbar die Tei- 
2nR lung des Rades -z-, wenn R der Teilkreishalbmesser, Z die Ziihnezahl 

ist. Dies führt zu der Gleichung: 
R .  b sin E = sm E~ . L 

Bei einer doppelgangigen Schnecke ist nur die linke Seite dieser Glei- 
chnng mit 2 zu dividierm. E ,  ist also durch die Schneckenform und 

die Radteilung bestimmt. 
Wahrend sich der Radkorper ein- bzw. zweimal dreht, muB die 

Schnecke Z Umdrehungen machen. AuBerdem wird aber der Schnecke 
eine Vorschubbewegung in der Richtung jener gemeinsamen Tangente 
der Teilzylinderschrauben erteilt. Ihre Geschwindigkeit ist unabhiingig 
von der der drehenden Bewegung, muB aber sehr klein sein. Wegen 
dieser Vorschubbewegung kann man die Schneckenflanken wieder er- 

setzen durch zylindrische Flachen, welche sie umhüllen würden, wenn 
die Translationsbewegung allein vorgenommen würde. Diese Zylinder- 
flachen bilden die Zahnflanken einer Stange, deren Liingsrichtung senk- 
recht sur Zehnradachse gewiihlt werden kann, deren Zahne aber dam 
uriter dem Winkel E ,  gegen diese Liingsrichtung gedreht sind. Diese 
Zahnstmge schiebt sich an dem sich drehenden Bad weiter derart, da8 
die TeilriBebene auf dem Teilzylinder des Rades abrollt. Die Flanken 
des Rades werden dann von Schraubenflachen gebildet, deren Ganghohe 
2 z R t g ~ ,  betragt. Von diesen Schraubenflachen suchen a i r  den znr 
Radachse senkrechten Schnitt, indem wir zum Langsschnitt der Zahn- 
stange das Gegenprofil bestimmen, d. h. wir verfahren genau 80, wie 
wir bei der Schnecke, die als Schraubenrad sich auffassen laBt, den 
Narrnalschnitt (pl) aus ( p )  ableiteten. Die Gleichungen (29) bestimmen 
direkt die Porm der ltadzahriflanken, wenn man die Radachse als s- 
Achse wahlt und 8 durch E ,  ersetzt. 

Eiu Zahnrad genau derselben Form lieBe sich auch mit einem 
Rotationsfriiser hersteilen, dessen Achsenschnitt mit dem Querschnitt 
jener Zylinderflache übereinstimmt und dem man, wie dem Schrauben- 
friiser, eine Vorschulsbewegung Iangs der Zylinderflache gibt. Offenbar 
wird dabei von den Radziihnen mehr fortgcnommen, als wenn die 
Friiserachse (wie in 2.) fcstgehalten wird; aber in nachster Xiihe des 
1 7  ' leilzylinders stimmen die auf beide Arten erzeugten Zahnflankeri übereili. 

S t u t t g a r t ,  Mai 1911. 
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Drei wichtige ebene Sgannungsznstande des keilformigen 
Korpers. 

Von Dr. PAUL FILLUXGER in Wien. 

In neuerer Zeit scheint sich im Talsperrenbau das Bedürfnis geltend 
gemacht zu haben, die im Mauerwerk auftretenden Spannungen ein- 
gehender kennen zu lernen, als es die dtere  Theorie gestattet, wonach 
die Reduktions-Resnltante aus dem Gewichte des Mauerkorpers und dem 
Wasserdruck stets im mittleren Drittel jedes horizontalen Querschnittes 
eich befinden soll. Eine Reihe von Veroffentlichungen befassen sich mit -. 

dieser Frage, von denen iiisbesondere zu nennen sind diejenigen von 
L.W. Atcher ley  und Prof. K a r l  Pearson1),  Geheimrat Dr.Schëffera),  
Prof. Mohr3), Prof. A. Cappi l l e r i4 )  und Prof. Hamisch5).  

L.W. A t c h e r l e y  und Prof. K a r l  P e a r s o n  versuchten es namlich 
als Erste, die Form des Mauerprofiles und die Art der Belastung durch 
den Wasserdruck bei der Berechnung der im Mauerwerke auftretenden 
Spannungen zu berücksichtigen, weil diese für die Spannilngsverteilung 
maBgebenden Umstande wesentlich von jenen Voraussetzungen ab- 
weichen, welche der heute noch gebrauchlichen Rcchnungsmethode in  
letzter Linie zugrunde liegen. Sie gelangen jedoch durch die Annahme 
einer liriearen Spannungs~erteilung der Normalspannungen und einer 
parabolischen der Schubspannungen auf horizontalen Schnitten zu einem 
Verteilungsgesetz, welches statisch unmoglich k t .  

Geheimrat Dr. S c h a f f e r  und Prof. R a m i s c h  sehen von der einen 
dieser millkürlichen Annahmen, niimlich von jener über die Schuh- 
spannungen ab. Die von ihnen aufgestellten Gesetze sind daher als 

statisch umifglich zu bezeichnen. Hingegen ist der Nachweis der Zu- 
lamigkeft der anderen Annahme, und zwar der linearen Verteilung der 
Normalspannungen nicht zu erbringen. 

Prof. Mohr  schlieBt aus der Unvereinbarkeit beider Annahmen, 
daB diejenige den Vorzug verdiene, welche die gleiehmaBigere Ver- 

1) L W .  Atcherley und Prof. K a r l  Pearson: ,,On some disregarded points 
in the stability of masonry dams." Abstract in Min. of proc. Inst. C. E. vol. C L H I  
pag. 45G. 

2) Dr. Th .  Schaffer: Zentralblatt der ljauverwaltung 1906, Seite 432. 
3) Prof. Mohr: Zeituch. d. O~iterr. hg. u. hch.Verein~s 1908, Nr. 40 u. 41. 

4) Prof. Cappilleri: Z. d. O. 1. u. A.V. 1909, Nr. 10. 

5) Prof. Ramisch: Zeitschr. ,,Zement und Beton" 1909, Nr. 28 u. 2 9 ;  Z. d. 
0.1. u. B.F. 1909, Nr. 43; Z. d. O. 1. u. 8 . V .  1911, Nr. 6. 

18* 
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teilung der Spannungen aufweist, und Prof. C a p p i l l e r i  gelangt inver- 
folgung dieses Gedankens zu der Hypothese, del3 diejenige Spannungs- 
verteilung die tatsLchlich auftretende sein müsse, welche unter Ein- 
baltung der Gleichgewichtsbedingungen und Grenzzustinde die poteritide 
Energie des Mauerkorpers zu einem Minimum macht. Die Bestimmung 
der Spannungen nach dieser vie1 Wahrscheinlichkeit besitzenden Theorie 
scheitert jedoch an der Schwierigkeit der mathematischen Aufgabe. 

Es diirfte daher wünscheiiswert erscheinen, das Problem der Spannungs- 
oerteilung in Staumauern auch noch von einem anderen Standpunkte aus 
zu beleuchten. Zu diesem Zwecke soilen hier drei ebene Spannungs- 
austënde einee keilformigen Korpers untersucht werdon, welche im Vcreine 
mit der vom Verfasser gefundenen ebenen Spannungaverteilung in keil- 
fbrmigen Korpern bei Einwirkung von Einzelkriiftenl) eine weitgehende 
Annalierung an die Verhiltnisse gestalten, die bei Talsperren vorliegen. 

Zur Vermeidung von Weitschweifiglreiten verweise ich auf die 
Definition eines ,,keilformigen Korpers", wie sie Verfasser in der er- 

wahnten Abhandlung gegeben hat. Desgleichen sind aile Bezeichnunpen 
und die Wahl der positiven Richtungen iibereinstimmend gewahlt. 

1. Gleichformige Belastung des keilformigen Eorpers auf einer 

Rückenflache. Tragt ein keilformiger K6rper cino auf einer Rücken- 

Big. 1. fiache gleichf6rmig verteilte Belastung, in 
Fig. 1 dargestellt durçh den auf die Flicho 
OA ei~iwirkeriden Nornialdruck q, so kann 
die resultierende Spannung s  auf einein 
lm Innern des Korpers befindlichenFlachen- 
elemente, welches durch seinen mittleren 
Abstand r von O und auBerdem durch 
Richtungswinkel definiert ist, dargestellt 
werden als 

s = f ( w , . . . ) ,  

wobei die Punkte nzcr mehr Winkelgrupen 
bedeuten. Die Breite b des Keiles braucht 
hier, iin Gegensatze eu dem früher be- 

handelten Problem, nicht in Rechnung gezogen zu werden. 
Das Differential dieser Spannung ist 

as  a s  d s = , ; d r + - d y +  . . .  
P 

Ein zusammengeh6riges System von Differentialen findet man, weun 

man die MaBzahl aiier LangengroBen im Vorhiiltnisse 1: *r@ ëndertJ 
- 

1) Diese Zeitschrift f. Math. u. Phys 59 Bd., 1 Heft (1910), S. 44. 
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und zwar findet man aus der Dimensionsformel einer Spannung, da q 
ebenfalls eine Spannung vorsteilt, das System 

d r d r  
dr ,dp=-q. ,  a s = - s  - 

Die Differentiale der nachfolgenden WinkelgroBen sind siimtlich gleich 
Kull, da ihre Dimension Null ist. 

Sctzt man diese Differentiale in die obige Gleichung ein, BO ergibt sich 

Kun ist aber die Spannung s jedenfalls direkt proportional der 
Spannung q (wie am einfaçhsten aus dem Überlagerungs-~esetze gefolgert 
werden kann), also in bezug auf q allein eine homogene Punktion vom 
Grade 1. Daher ist 8s  

- Q = S  

oder 
- ô s s = r - - - s  a r 

und 6s G = o  
oder nuch 

(1) s = C, 
wobei C eine von r unabhingige Fimktion von rp, dem Winkel des 
Leitfitrahles von O nach dern Angriffspunkt der Spannung s gegen die 
Polarachse, vorsteilt. - 

Mit s ~ i n d  auch die Komponenten ri,, 6, und z, in welche s zer- 
legt werden kann, vom Radius-Vektor unabhiingig, und da über die 

- - 

Lage des Fliichenelementes und die Richtung von s nichts voraus- 
gesetzt m r d e ,  gilt dasselbe von allen Spanliungen. 

Unter den sog. ,,Tr%gern von überail gleicher Biegungsfestigkeit" 
wird auch ein derartig belasteter keilformiger Korper angeführt. Er 
ist dm cinsige, der diesen Xamen in aller Strenge verdient. 

Gleichung (1) spricht die Bedingung für die geometrische Hoglich- 
keit einer Spaiinungsverteilung in diesem Faile aus. Die stutisclw und 
ellcslische Jfoglichlceit kann gleichzeitig erfüilt werden durch Verwendung 
der Airyschen Spannungsfunktion, welche fordert, daB 

für aile Werte von r und q. 
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Setzt man F = 9.y 

wobei f eine Funktion von rp allein bedeutet, so entsteht au< Glei- 
chung (2) 

d ' f 
d4f +4- '=0  

I d 9 3 4  dm 

Gleichung (1) ist somit durch diese Annahme erfüllt. Bus der ersten 
Gleichung (3) folgt aber durch Integration 

f = Cl + C,cp + C, cos 2rp + C, sin 2p.  
Daher ist 

Gt=2C,$- 2 c z y  -/- ~ C , C O S ~ S ~  2C4sin2v 
und 

z = -  C, + 2C,sin2q1 - 2C4cos2rp. 

Die Werte von 6, und z an  den Begren~un~sfliichen O A  und OB 
in Pig. 1, niimlich für y = + @ und y = - @ sind bekannt,, und 
zwar ist 

6++J> -- ¶> zlp,+q, = 0 

f%,,=-* - O,  zq=-* -0 .  

Ans diesen Bedingungen lassen sich die kier willkütlichen Integrations- 
konstanten bestimmen wie folgt: 

Da die vior Konstanten sich eindeutig bestimmen lassen und von Kuli 
verschieden sind, ist hiermit die Aufgahe gelost. In einfachster Schreib- 
weise lautet die vollstiindige LGsung 

1 
~ , = q  (a  + 2 b c p c s i n 2 c p )  2 

- c o s 2 @  
G, = p (a + 2 bqp + c sin 2 rp)  wobci 

2 (sin 2 i 5 i i i ~ 6  

1 
z = - p  (b +ccos2cp), C E  ~ T 

2 ( s l u 2 @ - 2 @ c o s 2 @ ~ .  

E s  falit auf, da6 auch hier, ebenso wie in oberwahiiter Abhand- 
lung für Kraftepaare gezeigt wurde, ein keilfkruiger Korper, dessen 
Winkel 
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kt, eine besonders geringe Widerstandskraft, theoretisch sogar eine 
unendlich kleine, aufweist. Donn für solchc Fiiiie wird h = - oo, 

c =  + 00, daher 6, = - cc und 6, und z werden unbestimmt von der 
Form jw - w), ohne daB q endliche Werte überschreiten müBte. 

Gleichung (1) gilt auch dann noch, wie sich leicht zeigen laBt, 
nenn' auch die Flache O B  in Fig. 1 eine gleichformige Belastung q' 
tri& Sie k6nnte endlich unter gewissen Bedingungen auch für kegel- 
fkmige Korper nachgewiesen werden, wodurch man mit entsprechendem 
Grenzübergange den Zusammenhang mit einem bekunnten Hertzschen 
Probleme herstollen konnte, welches die Fig. 2. 

Spannungsverteilung in  Kreiszylindem zum 
Gegenstande hat. 

II. Gleichformig rtneteigende Be- 
lastung des keilformigen Karpers auf 
einer Rückentlache. Tragt ein keilformiger 
Korper eine gleichformig ansteigende Be- 
lastung wie F'ig. 2 andeutet, so ist dasVer- 
hdtnis V des Normaldruckes p zum zu- 0 

geordneten Radius r, also V= 2, überall 

dasselbe. 
Eine beliebige, durch die Angabe von 

Richtungswinkeln und Entfernung r des 
Angriffspunktes von der Keilschneide O 
definierte Spannung s kann daher aixsreichend dargestellt werden durch 
eine Funktion von r, P und mehreren WinkelgroBen, die wieder im An- 
satze nur durch Punkte angedeutet werden solien: 

s = f (r, 7, . . .) 

Die zur Auffindung eines Systemes von Differentialen, welches die 
Differentiale der WinkelgroBen verschwinden M t ,  notige ~ n d e r u n g  der 

r + d r  
MaBeinheit aiier LangengroBen im Verhaltnisse 1 : -;- liefert d r  = dr,  

. 
Setzt man diese Differentiale in die voranstehende Gleichung ein, 

so entsteht 
as as 2 d ~  

. - s - - d r -  
7 61' ÔV r ' 
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und- da s direkt proportional mit P sein mu0 (ebenfalls aus dem Über- 
ltagerungsgesetz leicht einzusehen), ist 

somit 

oder 

Es sind daher alle nur durch Richtungswinkel definierten Span- 
nungcn vom Radius-Vektor in der ersten Potenz dessclben abhangig. 

Mit Rücksicht darauf hat man hier zu wiihlen 

P = r3f, 

wenn F die hier geltende Spannungshnktion und f eine Punktion von 
cp allein vorstellt. Einsetzung in Gleichung (2) liefert 

Bus der ersten Gleichung (6) findet man 

daher 
6, = 6r  (Cl cos cp + C, sin cp + C3 cou 3cp + C, sin 3g7) 
z=-2r( -C,s in<p+C2coscp-3C,s in3cp+3C4cos3q) .  

Bedeutet p, die GrGBe des Norrnttldruekes p bei r = 1, so firidet man 
aus den bekannten Grenzzustanden für 6, und z die Werte der vier 
willkürlichen Konstanten wie folgt: 

Die radiale Normalspannung ist zufolge der zweiten Gleichung (6) 

G, = 2 r (C, cos cp + C, sin <p - 3 C, cos 3 <p - 3 C4 sin 3 rp), 

Setzt man 
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6,  = rq ,  ( 3 a c o s y  + 3bsinrp + ccos3cp 4- dsin3cp) 

z = rq,  ( a s i n y -  bcosq + ~ s i n 3 ~ - c l c o s 3 ~ ) ,  

Wenn die auBere Belastung nicht wie im 1. oder II. E'alle verliefe, 
sondern proportional mit der zweiten oder einer anderen Potenz von r 
snstiege, so ware die Auffindung des Spannungszustandes ebenfalls von 
der Losung einer homogenen Differentialgleichung mit konstanten 
Koeffizienten abhangig, daher leieht durehzuführen. Vereinigt man 
mehrere solcher Spannungsziistiinde, so ist der Weg zu zahlreichen 
Belastungsfallen offen, besonders wenn man bedenkt, daB man nur das 
die betreffende Teilbelastung darstellende p negativ einzusetzen hat, 
wenn dieselbe keinen Normaldruçk, sondern einen Normalzug vor- 
stellen sou. 

III. Belastung durch Eigengewicht. Bedeutet y das spmijlsche 
Gewicht des Materials in kg pro cms (wenn auch alle Langen in cm 
und alle Spannungen in  kg  pro cm2 gemessen werden), so kann die 
wiederholt betrachtete Spannung s aufgefaBt wcrden als Funktion von 
r, y und mehreren WinkelgroBen: 

Da aber die Dimension des spezifischen Gewichtes y dieselbe ist wie 
diejenige des im II. Falle verwendeten Verhaltnisses VI und da ferner 
auch hier die Spannung s direkt proportional dem spezifischen Gewicht 
sein muB (auf gleiche Weise zu erkennen wie im vorigen palle), so 
führt die im übrigen hier genau gleich verlaufende Rechnung auch zum 
selben Ergebnis: 

s=rC.  

Jede durch Richtungswinkel definierte Spannung ist somit direkt pro- 
portional dem Radiusvektor ihres Angriffspunktes. Bedeuten M, N, L 
Funktionen con cp allein, so kann man auch die Bediqungen der geo- 
metrischen Mo.gliehkeit anschreiben 

Die Bedilzgungen der statischelz MijglicMcelt lauten bei Berücksichtigung 
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von Massenkraften und wenn y wieder des spezifische Gewicht, li) aber 
den Winkel bedeutet, welchen die positive Richtung der Schwerkraft 
mit der Polaraçhse einschliefàt unter Beuçhrinkung auf ebene Yrobleme: 

Aus der Verejnigung der geometrischen und der statischen Bedirigungen 
folgen zwei gewohnliche Differentialgleichungen mit der unabhangigen 
Variabeln cp und den abhiingigen M, AT, und L 

Die Gl. (8), (9), (10) gelten streng nur für vollkomiue~i starre Korper, 
und wenn die DeformationspoBen als unendlich klein angesehen werden 
konnen, unter Vernachlassigung von Gliedern hoheren Kleinheitsgrades 
auch für nichtstarre. 

Die Bestimmung des Spannungszustandes erfolgt durch Einführung 
der Bedingungelz fiir die elastische MGglichkeit desselben. 

Sind bei einem ebenen Probleme u und v die als unendlich klein 
angesehenen Zuwüchse der Polarkoordinaten r und rp eines Massen- 
punktes und bedeuten a,, 1, die linearen Dilatationen in radialer, bzw. 

in tangentialer Richtung, E, den Schubminkel in der betrachteten Ebene, 
so ist 

au ["= a. 

Bedeuten K und O die Kirchhoffschen Elastizitatskonstanten und v 
die kubische Dilatation, so ist für ebene Probleme weiter 
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Setzt man u = rau' und v - r u ' ,  wobei u' und c '  nui- mehr Funk- 
tionen von rp alleilz bedeuten, in die G1. (11) ein und die so erhaltenen 
Werte für il,, 1, und E~ in die 61. (12), so ergibt sich 

dv' 
2 + 5 8 )  + - 8 1 ,  

d 9 

Die Gleichungen (8) werden somit durch diese Wahl befriedigt und es 
lassen sich durch Vergleich der Gleichungen (8) und (13) die Werte 
von M, N und L,  ausgedrückt durch u', v' und die Elastizitatskon- 
stanten unmittelbar ablesen. Wir setzen die so gefundenen Ausdrücke 
für X, N und L in die G1. (10) ein, deren Integration nun mtiglich 
wird, weil sie nur mehr zwei abhiingige Variable u' und v' enthalten. 
Man erhiilt zunachst 

-Nach dreimaliger Differentiation jeder dieser beidçn Gleichungen kann 
man zwei Differentialgleichungen bilden, von welchen jede nur eine ab- 
hangige Variable enthalt und welche bemerkenswerterweise voilkommen 
gleich gebaut und homogen sind. Sie lauten 

d'v'  d2v'  
-- + IOd,  + 9v '=  0. 
d'Pa 'P 

Wir schreiben das ailgemeine lntegral die~er  Differentialgleichungen 

u' = Cl COB (P + Cs si11 y + C3 COS 3 y + CA sin 3 rp 

v '  = C, sin gp + C, cos rp + C, sin 39 + C, cos 3 rp. 

Setzt man diese Ausdrücke in G1. (14) ein, so gelangt man zu folgen- 
den zwei Bleichungen: 

[C, (.5 + Il (9) - C, (1 - @)] cos q + [C2 (5 + 11 0 )  + C, (f - @)] sin rp 
- 3(1 - @)(Cs + C7)cos3rp - 3 ( l  - @)(Cf,- C8)sinRrp 

[C,(5 + 11 0) - C5(1 - @)] sin cp - [C2(5 + 11 0) + C,(1 - @)] cos y 
+ 3(5 + 110)(C3 + C7)siii3rp - 3(5 + 11O)(C, - C8)cos3rp 

Y 
- , (1 + 0 )  sin (li, - rp) = 0. 
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Es laBt sich leicht zeigen, daB dime Gleichungen für beliebige Werte . 
von y nur bestehen kihnen, wenn 

Zur Bestimmung der verbleiberideri willkürlichen Eoristanten Cl bis C, 
gelangt man am raschesten, indem man mit HiIfe von G1. (13), (15) 
u n d  (16) die Spannungen 6,, 6 ,  und z bestimmt und folgendermaBeu 
anschreibt, : 

Setzt man in den Gleichungen (17)  

so lauten sie 

G , =  ry[(a+cos+)cosgp+(bf sinqb)sin(p-ccos 3(p-dsin3~p], 

6,= r Y [ ( 3 a + ~ s ~ ) c o s r p f  ( 3 b f  s i n ~ ) ~ i r i ~ + c c o s 3 ~ + d s i n 3 ~ ] ,  

z = ry(asincp - bcoscp + c~lin3cp - dcos3rp). 

Aus der Bedingung, daB die Begrenzungsflaohen (y = t CD) hier spannungs- 
los  sein müsscn, ergeben sich die hierzu notwendigen Werte von a, b, c, d:  

- cos sin 3 @ cos q ( 4  sin' @ - 3) 
", 5 

= -- - 

2  (sin @ + sin 3 @) Scose@ 7 

cos Ilr cos @ A 

A 

cos qJ 
2 ( 3 ~ o Ë @ ~ o s 3 @ )  8 c o s e 5 '  

- sin q ain @ - - - sin yi 
2 ( 3 a i n @ - s i n 3 @ )  8 s i n e @ '  
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Durch die Gleichungen (18) und (19) ist anch dicser Spannungszustand 
vd1stindig beschrieben. 

Fail II und III geben zusamrnen die streng richtige Losune des 
Spannungsproblems in  einer Talsperre mit dreieckigem Profile, sofern 
man den Mnuerkorper als einen elastisch isotropen und homogenen mit  
unendlich kleinen Deformationen ansehen dnrf und sofern die am Mauer- 
fuBe vorhandenen Spannungen diesem Verteilungsgesetze entspreçheil, . 
was allerdings niemals vorausgesetzt werden kann. Aber auch wenn 
man diesen Umstand berücksichtigt, wird Inan annehmen konnen, daB 
die G1. (18) wenigstens für  die vom BlauerfuBe weiter entfernten Partien 
d e  Gültigkeit haberi, und daB eie selbst f ü r  den NauerfuB in An- 
betracht der kleinen Werte  für @, welche bei Staumauern auftreten, 
eiiie befriedigende Genauigkeit besitzen. 

Die kleinsten Werte für a, bei welchen einzelne der Konstanteii 
X 

a, Ei, c, d nach G1. (7) und (19) unendlicli groB werden, liegen bei @ = . 
2 

Hat die Talsperre aber, wie es gewohnlich der Val1 sein wird, nicht 
ein dreieckiges Profil, so kann man sicli doch jede Steile durch einen 
keiif~rmigcn K6rper ersetzt denkcn und kornnit zu einem Resultate, 
welchem man vie1 Vertrauen wird entgegenbringen konnen, wcnn man 
auf diesen keilformigen Teil der Mauer die Formeln aus 1, II und III 
ariwendet und überdies die noch fehleriden Gewichte uud nTasserdrücke 
als Einzelkrafte ansieht und nach den in der mshrfach erwahnten Ab- 
handlung erorterten Grundsatzen in die Rechnung einführt. Eine ge- 
nauere Besprechung dieses Vorganges überschreitet den Ilahmen dieser 
Zeilen, dereii Zweck eB ist, aiif die Fruchtbarkeit der Untersuchnngen 
persyer'ctivisclzer Spnlznungsszrstandf:tnd neuerdings hinzuweisen. 

Die Ermittlung des Einflusses von Temperatnrandernngen 
bei einem elastischen, an den Enden eingespannten Bogen- 

trager. 
Von Dr.-Techn. KARL FEDERHOFER in Graz. 

Der allgemein üblichen Berechnungsweise von elastischen Bogen- 
trigern liegen das Hookesche  Gesetz und die Annahme geringer Form- 
anderung zugrunde. Die damit gewnnnenen Ergebnisse sind um so 
genauere Niiherungswerte, j e .  geringer die entstehende Formiinderungr, 
d. h. je steifer der betrachtete Bogentrager ausgebildet ist. - 
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Bei Entwicklung einer strengen Theorie der elastischen Bogen- 
trager mu8 naturgemii8 auf obige, die Untersuchungen erheblich ver- 
einfachende Annahme verzichtet werden und es ist für die Aufstellung 
der Gleichgewichtsgleichungen eines Bogenelementes und für die Be- 
urteilung des Kraftebildes der Bogentrager irn deforrnierten Zustande 
zn betrachten. 

Von dieser Anschauung ausgehend, hat man bis nun lediglich den 
an seinen frei beweglichen Enden durch Einzelkrafte oder Biegungs- 
momente belasteten Kreisbogen, sowie den gleichmiiBig radial belasteten 
Kreisring beharidelt.') AuBerdem hat der ~ e r k s s e r  in der unteu an- 
geführten Arbeity die strenge Theorie für den beliebig in seiner Ebene 
belasteten Kreisbogen entwickelt und gezeigt, daB deren Anwendung 
für dia am haufigsten zu betrachtende Belastung - Einzellasten und 
gleichmaBig über die Bogensehne verteilte Belastung - recht umstand- 
lich werden würde; gleichzeitig wurden dortselbst schiirfere Naherungs- 
verfahren angegeben. 

I n  der vorliegendcn Arbeit soli nun der an den Enden undrehbar 
eingespannte Kreisbogentriiger, der eine gleichmiiBige Temperaturande- 
rung erfiihrt, nach der genauen Theorie untersucht werden. 

1. GleichmaBige Temperaturerhohung des Bogenmaterials. 

E s  bezeichne (S. die Fig.): 
r den Halbmesser des Kreisbogens, 
2 Z dessen Spannweite, 
f' die Pfeilhohe, 
2 CY den Mittelpunktswinkel, 
F den konstant gedachten Querschnitt des Bogens, lotrecht zur 

Achse genommen, - 
I das Tragheitsmoment des Querschnitts in bezug auf die zur 

Bogcnebene scnkrechte Schwerpunktsachse, 
E den Elestizitatsmodul des Bogenmaterials, endliçh 
B = BI die Riegungssteifigkeit des Querschriittes für die genaniite 

Schwerpunktsachse. 
Die Krümmung E der elastischen Linie eines lediglich an den 

Enden belasteton Kreisbogens ist an der Stelle 4 (a. die Fig.) gegeben durch: 

1) J. Larmor, London Math. Soc. Proc., vol. 1 6  (1884); ferner M. L é v y ,  
Journ. de Math. (Liouville), Sér. 3. t. 10. (1884). 

2) Federhof e r ,  ,,Zur strengen Theorie der Bogentrkger". Wochenschrift f 
den offentl. Bendieust, 1911. 
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worin mit II,, die Krümmung der elastischen Linie für 6 = O, im vor- 
liegenden Falle für die linke Einspannstelle, bezeichnet ist, wahrend 
Q, und Po die dort entstehende Quer- und Langskraft (radial und tan- 
gential wirkend) bedeuten. 

Da die Resnltierende der Kriifte Q, und Y, wegen des Pehlene 
jeder auBeren Kraft die in der Kiimpferverbindungslinio wirkende Kraft 

/ 
1 --~---*"f' , ' 

/ 

H liefern und ferner die Tangenten an die elastische Linie in 
Kimpfern mit der Richtung von H wegen der dort vorausgeset 
Einspailnung den Winkel a bilden muB, so gilt: 

&, - H s i n  cx 

Po = a cos a, 

und demnach fiir die Krümrnung: 
2 If xa = Iq + 7 [COS (a: - a) - cos or], 

oder, wenn a - 4 = rp gesetzt wird: 

(2) . 
2 8  K g  = Ki + (COS rp - cos a).  

den 
;zten 

Der GroBtwert der Krümmung ergibt sich hiernach für rp = O und betriigt: 

(3) 
2 H  4 I C  = K i  + B(l - cosa:) = E: + B -&na-. 2 
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Damit geht nun Gleichung (21 über in: 

411  . K L  K: - - sine? 
B 2 

oder endlich: 

Es  wird beuierkt, da8 gemaB (3) die Krümmung in Boaenmitte stets 
groBer als an den Kampfern ist und daB daher die Konstante: 

xi - Ko' c P  = -- - 

K: sin9 - 
2 

unter der Voraussetzurig: - K,, > Kacos % - stets kleiner al3 die Eiri- 

hsit k t ;  letztere Voraussetzurig ist fiir die im Rrückenbaue in  Betracht 
kornmenden, genügend steif konstruierten und nicht allzu flachen Bogen- 
trager stets erfüllt. 

Wird die Bogenliinge der elastischen Linie von C r  (S. die Big.) aus 
geuiessen, so haben wir: 

und daher in Verbindung mit (4) die Differentialgleichung: 

welche sich bekanntlich durch elliptische Funktionen befriedigen M t .  
Führen wir nun Jacobische elliptische Funktionen Tom Modul c ein, 

bestimmt ist, so haben wir: 

. 'P sin - = sn u, 
2 

Die elastische Linie werde auf ein rechtwinkliges Achsensystem be- 
zogen, dessen Ursprung O in Spannweitemitte liege und dessen X-Achse 
in die Kampfersehne falle; hiefür ist dann: 

dx = d s c o s v ,  dy = - dssincp 

oder nach (5): 
2 

Idx- +-(1 - 2 s n s u ) d u  
Ka 
4 

I d y = -  s n u c n u d u .  
K, 
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ünter Bedachtnahme darauf, daB für s - O die Abszisse x verschwindet 
und daB an den Rimpfern, wo s = G (6 = halbe Bogenlinge der elasti- 
schen Linie) die Ordinate (y) gleich Null sein muB, erhilt  man durch 
Integration von (6) die Gleichung der elastischen Linie in Parameter- 

U 

worin G am u = S d n 3  u du 
O 

das elliptische Normalintegral zweiter Gattiing vom Xodul c darsteiit. 

Nach (7) ist die Forrniinderung dann vollkommen festgelegt, wenn 
die noch unbekannten Werte Ka und c errnittelt sind; die zwei hiefür 
erforderlichen Gleichungen erhalt man in folgender Weise: 

1. Da die Kimpfer Punkte der elastischen Linie sind, so muB für 
" K a  u = u,, wenn u, = , die Abszisse x - Z sein, woraus die Bedin- 

gurigsgleichung : 

(8) 
2 2 

1--[(l Km - , ) M a  

folgt. 
2. Betragt die Temperaturerhohung t 0  und der Ausdehnungekoeffi- 

zient des Bogenmaterials w ,  so ist die entstehende Dehnung E ,  der 
Bogenachse bekanntlich durch: 

P 
&,= n t - -  - EF 

ausgedrückt, worin P die an dem betrachteten Querschnitt hervor- 
gerufene Langskraft (Hcos y) darstellt. Dann muB offenbar, wenn noch 
6, die halbe L k g e  des Kreisbogens bezeichnet, folgende Beziehung 
bestehen: 

6 = fl 

welche bei Berücksichtigung des für E, angegebenen Wertes und nach 
Ausfühng des Iritegration übergeht in: 

Die Verbindung von Glcichung (8) und (9) 
gebnis : Hl 

2 Ua 
ua +, i8amu] .  

liefert dae einfache Er- 

Zeitschrift f. Mathematik ri. Physik. 60 &nt. 1912. Refi 3. 
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wonach die Bogenlange der elastischen Linie leicht zu ermitteln ist. 
Aus den eben aufgestellten Bediligungsgleichungen ergeben sich die 
beiden Unbekaauten ka und c2 zu: 

UCL 

Da zur Ermittlung von u, und a am u ausführliche Tabellen') zur 
n 

Verfügung stehen, so gestaltet sich die  Auswertung der Gleichungen 
(11) nicht sonderlich miihsam; ailerdings liBt eich die Berechnung der 
Werte ka ,  k, und H nach der üblicheri R-Liherungstheorie nicht urn- 
gehen, da diese Werte zur vorliufigen Ermittlung des Moduls ce heran- 
gezogen werden müssen. 

Sind Ka und c3 ermittelt, so bestimmt sich aus den Beziehungen: 

sowohl die Krümmung Ko als auch die Horizontalkraft H. Damit sind 
auch die Biegungsmomente, die nach der bekannten Formel: 

M - - B ( K - ? )  

zu rechnen sirid, bestimmt. E s  ist: 

das Scheitelmoment: 31, = - B Ti - - , 
( a  3 

das Kiimpfermoment: aiO = -- B .K - - . 
( 0  3 

SchlieBlich liefert die Gleichurig (7) für rp = O die Scheitelordinate f 
(S. die Fig.) der elastischen Linie: 

so daB aus der Differenz f - f' die lotrechte Verschiebung des Bogen- 
scheitels berechnet aerden kaiin. 

2. GleichmaRige Temperatuqerniedrigung des Bogenmaterialr. 

Erfahrt  das Bogenmaterial eine gleichmiiBige Ternperaturerniedri- 
gung, d. h. wird der Wert t 0  negativ, so ist der Richtungssinn der 
-- 

1) ,,Funktionentafeln mit Formeln und Kurven" von Dr. E. J a h n k e  und h g .  
F r i t z  E m d e ,  Leipzig u. Berlin 1909. 
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Horizontalkraft H dem früher gewihlten entgegengesetzt. Die Krüm- 
mung ist daher gemiB Gleichung (2) ausgedrückt durch: 

(13) 
2 H  

~3 = - - (COS rp - COS a). 
0 R 

Wird die Krümmung im Bogenscheitel wieder mit k, bezeichnet, 
d, h. wird: 

(14) 
2 11 4 LY K z - K a - - ( 1 - C O S E ) - K : - - s i n s -  

O R  R 2 

gesetat, so M t  sich Gleichung (13) zunachst überführen in: 

01 
Ki  sin' - 

2 

Zwetks weiterer Umformung werde nun der gemiiB (14) stets positive 

gesetzt und sodann die Substitution n: - <F = +, - drp = cl$ ange- 
wendet, so da1 entsteht: 

Zur Integration dieser Differentialgleichung führen wir J a c o b  ische 
elliptische Funktiouen Tom Modul cl und Argument VA ein, welche durch: 

gegeben sind, worin F c - = K das voiistandige eiliptische Kormal- ( l a )  
integral erster Gattung bedeutet. Dann haben wir zunachst: 

. * sin- = s n u ,  
2 

und des weiteren für die Gleichung der elastischen Linie bezüglich eines 
wie früher gewahlten Achsensystems: 

Zur vollstandigen Bestimmung der Formanderung ist also die Kenntnis 
der Krümmung im Scheitel Ka und des Moduls c, erforderlich. Die 

19* 
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bezüglichen Bedingungsgleichungen ergeben sich unter Zugrundelegung 
der im Abschnitt 1 hiezu angesteilten Überleguq, und lauten: 

Hieraus folgt zuniichst für die halbe Bogenlange der elastischen 
Linie der NTert: Hl 

Es wird bemerkt, daB sowohl IJ als auch 7 mit dem absoluten Werte 
einzuführen sind. Die Gleichungen (18) ergeben nun die Unbekannten 
Km und CS, und zwar ist: 7~ 

b a m  u 

Aus den Beziehungen: 
K P -  Ki d e = _ o  4 Jr - - -  - 

a BK: K l  sina - 
2 

konnen weiter die Werte E, und H bestimmt werden. Die Berech- 
nung des Scheitel- und Kampfermoments geschieht wieder wie vorhin. 

SchlieBlich ergibt Gleichung (17) die Scheitelordinate f der elasti- 
schen Linie: 

3. Vergleich mi t  der Naherungstheorie. 

Nach den entwickelten Formeln konnen für jede Temperaturande- 
rung die zur Dimensionierung des Bogens und zur Bestimrnung seiner 
Formanderung erforderlichen Werte bestimmt werden. Die eingangs 
erwahnte Naherungstheorie liefert hierfür bekanntlich: 

r w t  . 
f 1 -  f = -~cw(l - coscx)(cw - aincx), N 

Bot No - "(siad cw cos a - a) ,  

Bot 
Ma = a(2 sin a: - sin a: cos a: - a), 

2 B w t  H = - r t N  a sin a ,  
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worin abkürzungsweise der Nenner: 

2 sins a - a:& sin a cos or - a's = N 

gesetzt ist; E ist genau genug gleich 1, der genaue Wert betrigt: 
1 f (1 : Fre). 

Vm nun den Unterschied in den Resultaten einer nach beiden Me- 
thoden hinsichtlich des Temperatureinflusses berechneten Bogenbrücke 
zu erkennen und hiernach die Zulassigkeit der eingangs hervorgehobenen 
Annahme geringer Formanderung bei Berechnung von Brücken be- 
urteilen zu konnen, wurde nachstehendes Zahlenbeispiel gerechnet, dem 
ein an den Enden eingespannter kreisformiger Blechbogentriiger kon- 
stanten Querschnitts zugrunde gelegt ist, der eine maximale Temperatur- 
inderung von t = f 30° C erfihrt  und folgende AusrnaBe besitzt: 

1 2 1 = 60,O m ;  f '  = 140  m; (il = , , der Bogcn ist dao  flach), 
h ' F - 0,1428 ms; I : F = - worin die Querschnittshohe = 1,7 m; 
9 ' 

E = 2 x IO7  t/ms; w = 0,0000124. 

Die bezüglichen Ergebnisse sind in nachstehendcr Zusammenstel- 
lung vereinigt. 

Horizon- 
talkraft 

Einspanu- 
moment 

Mo in t.m 
-- - 

Jr 286,433 

H i.Tonn 
-- 

- 

Gcuauc Theorie 11- ---' 

- - -- 

(Temp. - Erniedri- ; 
guud . . . . . - . 41,977 - 296,661 
- - - - - - - - -- - ~ -  - - -~ 

Kihe r~n~s theo r i e .  
- - -- - 

Uenaue Theorio 
(l'emp.-Erhohung) 

-- 
moment 1 d.Bogpnr 

im 1 im II , mitte Kampfer, Scheitell 

+ 41,979 
- - 

42,418 

Diese Zusammensteilung lehrt also, daB die Ucterschiede gegenüber 
den Werten der Naherungstheorie sowohl hinsichtlich der Horizontal- 
kraft als auch der Biegungsmomente nur wenige Hundertteile betragen; 
das Gleiche gilt auch für die gr6Bten Inanspruchnahmen, die in den 
Kimpfern entutehen. 

Es ist also für Bogen, die zu Brückentriigernl) rerwendet werden, 
ohne weiteres die Annahme geringer Pormiinderiing und sonach die Be- 

l )  Dcr gewahlte Bogen vermag bei einer mgelassenen Inanspruchnahme von 
900 kg pro cm3 auBer aeiiiem Eipengewichte noch eine gleichm5Big über die 
Bogensehne verteilte Last von rund 0,93 t,'m zu tragen, wohei auf den EinfluB der 
Temperaturiinderung von 30 C. Rücksicht genommen iet. 
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rechnung derselben nach den Formeln der hierauf aufgebauten Nihe- 
rungstheorie zulassig. 

P ü r  sehr weit gespannte Bogeiitriiger (etwa über 100 m) empfehle 
ich jedoch die Berechnung der durch Temperaturanderungen hervor- 
gerufenen Spannungen, die, mie wir eben gesehen haben, sehr hetricht- 
liche Werte erreichen, nach den genauen Formeln; die hierdurch ver- 
ursachte, nicht sehr bedeutende liechenarbeit wird durch die gebotene 
Moglichkeit einer vollstandig sicheren Beurteilung der entmorfenen 
Konstruktion aufgewogen. 

Ein Mittel zur Vermeidung wiederholter Divisionen bei der 
Newtonschen Naherungsmethode. 

Von Dr. LOTHAR VON SCHXUTKA in Wien. 

1. Einleitung. Eine Naherungsmethode Cauchys. Um die bei 
der Anwendung der h 'ewtonschcn Mcthodc auf die Berechnung von 
YN notwendigen wiederholten Divisionen zu vermeiden, hat A. Cauchy 
(Comptes rendus, Paris, 11 (1840) S. 857; Oeuvres 1 5, Paris 1883, 
S .  434) eine Modifikation dieses Verfahrens angegeben. Statt der 
Formel *v - x; 

5, = x, + - 
nxt - '  ' 

die sus einem Niherurigswert x, einen besseren x, finden lehrt, setzt 
er namlich 

1 .; = 2, + =50(N-  x:), 

indem er sich dltrauf stützt, da8 

1 
ist. Bei der Anwendung dieser zweiten Formel kann - ein für  alle- 

n N  
mal berechnet werden und die weiteren Schritte erfordern keine Di- 
visionen mehr. 

Es soli im folgenden gezeigt werden, daB sich durch eine ent- 
~lprechende Modifikation bei b e l i e b i g e n  G l e i c h u n g e n ,  die nur al- 
gebraisch und von Doppelwurzeln befreit sein müssen, dasselbe erreichen 
la&. Alle;diiigs ist das Verfahren im allgemeinen Fall weit verwickelter, 
wodurch sein praktischer Wert einigermden eirigeschriinkt wird. Ferner 
soll hier auch mit einigen Worten auf die Güte der Konvergenz des 
modifizierten Verfahrens im Vergleich zu dem gewohnlichen Newton- 
schen Verfahren eiugegangen werden. 
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Dieses (wie auch andere) Hilfsmittel zur Vermeidung von Divi- 
sionen sind von besonderem Wert beim Rechnen mit der Rechen- 
maschine. In der Tat erscheint ja der Vorteil, den die Maschine dem 
Rechnen mit Papier und Schreibstift gegenüber bietet, aùf ein Mini- 
mum reduziert, sobald e s  sich um Divisionen handelt, bei denen der 
Divisor wegen zu groBer Stellenzahl nicht mehr im Schaltwerk ein- 
gestellt werden kann. 

2. Beschrankung der Divisionen bei der Newtonschen Nahe- 
rungsmethode. Die algebraische Gleichung, um deren Auflosung es 
sich handelt, sei 

Ihr Grad werde mit n bezeichnet. 1st xo ein Naherungswert einer 
Wurzel, so liefert (unter gewissen Voraussetzungen, auf dia hier nicht 
naher eingegangen werden miige) die N e w  t onsche Niiherungsmethode in 

einen besseren. 

f (x,) XI = x,, - - 
f '(%) 

Nun wird in der Algebra der Satz bewiesen (S. z. B. N e t t o ,  Al- 
gebra, 1. Band, S. la l ) ,  da8 die Diskriminante der Funktion f ( z )  

gesetzt werden kann, wo rp(x) eine ganze Funktion (n - 2)-ten, +[x) 
cine ganze Funktion (n - 1)-ten Grades bedeutet. Für  x = xo erhalt 
man 

und da f ( x , )  nach Voraussetzung eine kleine Gr& ist, 

Somit kann statt x,, das ohnedies nur eine Niiherung darstellt, die 
Gr6Be 

1 
x; = xo - 2 . *(xo) . f ( ~ 0 )  

Renommen werden. 
1 Hat man nun die GrfiBe einmal berechnet, so erfordern die 

m . . . . . . . . . . . .  

keine Divisionen mehr. 

3. Anwendung auf einige epcxielie Falle. Das gr6Bte Hindernis 
für die Anwendung der angegebenen Formel ist die Schwierigkeit der 
Berechnung von ~ ( x ) .  Man hat zwar die Wahl zwischen verschiedenen 
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Methoden: Euklidischer Algorithmus (oder Kettenbruchentwicklung!, 
Ansatz mit unbestimmten Koeffizienten, Verwendung der dialgtischen 
Methode der ~iskr iminantendars te l lun~ oder, allerdings am allerumstind- 

1 
lichsten, Rationalmachen des Nenners in , wird aber zumeist auf 

f (4 ' 
diese Rechnung die meiste Mühe verwenden müssen. 

Einige einfache Palle konnen allgemein durchgeführt werden. Der 
Fall der r e i n e n  G l e i c h u n g  

f (x)  - 2% - 3= O 

führt auf Cauchy s Formel zurück. In der Tat ist 

und 

also 

wie vorhin. 

Für die q u a d r a t i s c h e  G l e i c h u n g  

f(x) r a x a +  bx + c = O 
hat man : 

d 4 a c -  b2 = 4 a .  f (x )  - ( 2 a x  + b)f ' (x) ,  
somit 

@ ( x )  = - ( 2 a x  + b ) ,  

Für die k u b i ~ l c h e  G l e i c h u n g  

f (x)  - ax9 + bxZ + cx + d = O 
hat man 

A r 27asd" 18abcd + 4acS  + 4 t 3 d  - b2ca 

= [(- l 8 a %  + 6ab"x + ( 2 7 a a d  - l 5 a b c  + 4 b 8 ) ] f ( x )  

+ [ (6a2c -2ab2)xa+  ( 7 a b c - 9 a V - 2 b 3 ) x +  (4ac -3abd-b2c ) ] f ' (x ) ,  

somit +(x) gleich dem zweiten Ausdriick in []; die Formel für X;  ware 
jetzt leicht zu bilden. 

Im speziellen Fall der r e du  z i  e r t e n kubischen Gleichung, 

f (x )  - x5 + p z  + q = O, 

wird erheblich einfacher 

d E 27qz + 4p3 = [- 1 8 p x  + 2 7 p ] f ( x )  + [Gpx" 9 9 ~  f 4 ~ ~ l f ' ( ~ ) ,  
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7) (x) = Gpx2 - 9 p x  + 4p2, 

Für die r e d u z i e r t e  b i q u a d r a t i s c h e  G l e i c h u n g  

f(x) -x4 + p x 2  + pz  + r =  O 
hat man 

d-16p4,r - 4p3q2 - 128per2 + 144ppzr - 27p4 + 256rS 

= L(8pS - 3 2 p r  + 36g"xz9 + (- 4pag - 36pr)x 

+ (16p4 - 1 2 8 ~ "  + 96pq2 + 256re)lf(x) 

$ [ (  8p3 + 3 2 p r  - 36p2)x3 + (4paq + 36pr)xB 

+ (- 8p4-48p%-42pqs-64r2)x+(-4p3p + 48pqr-  Z7p9)]f'(x); 

die Formel für X; ist wieder sofort zu bilden. 

4. Konvergenzgeschwindigkeit der auseinandergesetzten Niihe- 
rungsmethode. Um sich über die Konve rgenzgeschwind igke i t  
der Naherungsformeln ein Urteil bilden zu konnen, benütze man die 
Taylor sche Entwicklung. Sie laiitet, wenn die (nach Voraussetzung 
kleine) Gr6Be f(x0) mit E bezeichnet wird, 

h' 
f(xo + h) = E + hf'(x0) + 3 ~''(xo) + ' . m .  

Wird nun für h einmal 
P 

d 
eingeführt, so ergi b t  sich 

wo ( ), allgemein Ausdrücke bezeichnet, die E mindestens in der k-ten 
Potenz enthalten, und 

' W ' X O ) ~ . ( ~ ~ )  + "xd f"(zo) + . . . f (x;) - E - 
A ZAZ 

2 i(1- 

hTun ist abor 
= ET (x") 4- ff(x0) @(xo), 

v (4 f'(xo) - f cp (4 1 - - - - - - - 
A d 7  

also 
9 !P(xo) 1 ~ ' ( % ) f " ( ~ o )  f = - + + ( h.  
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Die Koeffizienten bei E' in den beiden Formeln ktinnen noch um- 
geformt werden. Xrird die Identitat (*) differenziert, so entsteht 

Multipliziert man mit f1(x0) und ersetzt f f ( x o ) ~ ( x 0 )  durch seinen Wert 
d + ( ),, so wird daraus 

also ist 1 

f ($1) = id- r- FJ (xo) - *'(z,)] . 2 + ( 
Multiplizicrt man (**) andercrseits mit +fx,) und macht dieselbe 

Ersetzung nun auf der rechten Seite, so ergibt sich 

f " ( ~ 0 )  1Ci2(x0) = - 4 F J  ($0) + *'~x0)1 + ( 11 1 

somit 

Diese beiden Fornieln liefern fulgendes Resultat. Sobald e ge- 
nügend klein geworden ist, die Annaherung also einen gewissen Grad 
erreicht hat, geben die Glieder mi t  &"en Ausschlag. 

Je  nachdem daher tp(x0) und +'(xo) ungleich- oder gleich- 
bezeichnet sind, i d  x, oder xi der bessere Niherurigswert. 

Dai3 dieser zweite Fall wirklich eintreten kann, m6ge durch ein 
Beispiel belegt werden. Die Gleichung 

f(x) = x3-  3 x  + 6 = O  

also 

ferner 

hat eine Wurzel nahe bei xo = - 2.4. E s  ist 

f'(x) = 3 x 2  - 3, A = 864, 

V(X) - 542 + 162; +(x) = - 18x2 - 5 4 s  + 36, 

+ ' (x )=-362-54 ,  . 

Dor genaue Wert der Wurzel ist 2 3353014.. . 
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5. Anwendung d e r  Resultate in Nr. 4 auf  Cauchys Formel. Bei 
der Caiichyschen Nethode für die Gleichung xn - N = O ist 

tp(x)  = - n n X n - 2 ,  Q'(~) = l Z n - l N n - e ;  

beide Funktionen Sind also in diesexn Falle Konstante und zwar un- 
gleichbezeichnet. Die N e w  tonsche Formel ist also bei dieser Glei- - 
chung stets die genauere, allerdings zeigen die Formeln 

daB der Unterschied in der Annaherung um so geringer wird, je htiher 
der Wurzelexponent n ist. 

Wien ,  am 17.  April 1911. 

Zur Darstellnng des Drehungsellipsoids in Parallel- 
perspektive. 

Von G. MAJCEN in Agram. 

Zur Bestimmung des scheinbaren Umrisses eines D r  e hungs  e l l ip  - 
soids kann die Affinitat mit der Kugel auch in der P a r a l l e l p e r -  
sp ek t iv e vorteilhaft benützt werden. Behandelt man die Bestimmung 
des scheinbaren Umrisses für eine gegebene Sehstrahlenrichtung als cine 
Schattenkonstruktion, so bieten die betreffenden Operationen Verein- 
fachungen, welche eine eiafache Anwendung f ü r  die Losung der ver- 
langten UmriBbestimmung im Sinne der Parallelperspektive mit einer 
geringen Anzahl von Linien gestatten. l) 

Dieses abgekürzte Verfahren sol1 im Folgenden für drei Lagen des 
Drehiingsellipsoids durchgeführt werden. Für alle diese Lagen ist der 
Mittelpiinkt O der Plàche in der Bildebene angenommen. Als ~ q u a t o r -  
ebene ist in der ersten Lage die Horizontalebene, in der zweiten Lage 
die Bildebene, in der dritten die auf der ~ A c h s e  senkreçht stehende 
Ebene gewalilt. E s  zeigt sich hierbei, daB mit Rücksicht auf die xu 
benützende Affinitat diejenigen zur Bestimmung des scheinbaren Um- 

1) Im Aufsetze: Ein Beitrag sur Zelztralprojektéon des Ellipsoids, ,,Rad" der 
südsl. Akadcmio der Wissensch., Agram 1909, Bd. 177, habc ich die Affinitat mit 
der Kugel zur UmriAbestimmung eines dreiachsigen Ellipsoids in Lhnlicher Weise 
benützt. Man sehe dortselbst die ,,Inhaltsangabe" auf S. 169. 
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300 Zur Darstellung des Drehungsellipsoids in Parallelperspektive. 

risses dienenden konjugierten Durchmesserpaare besondere VorteiIe 
bieten, bei welchen der eine oder der andere Durchmesser vertikal 
bzw. h O r i z  o n t a l  erscheint. 

1. In  Fig. 1 ist die Konstruktion des scheinbaren Umrisses für 
ein Sp h a r o  i d  bei gegebener Sehstrahlenrichtung im Sinne der Schatten- 
bestimmung durchgeführt. In  der Horizontalebene durch x ist der 
Àquator k' mit dem Halbmesser r angenommen; A sei der am weitesten 
von der Bildebene (z,) entfernte Punkt der vorderen ~~uatorhiilf'te. 

Fig. 1. 
Die Lange der Spha- 
roidachse ist durch 
OG gegeben. Der 
Sehstrahls seidurçh 
seine Orthogonal- 
projektionen s: s" 
bestimmt. 

In der Ebene des 
 quat tors, d. i. in der 
ersten Projektions- 
ebene, erhiilt man 
die Grenzerzeugen- 
den fur die Pro- 
jektion des Seh- 
strahlenzylinders ah 
Tangenten an deri 
A qiiator k' parallel 
zur Projektion s'des 
Sehstrahls. Der Be- 

rührungspunkt der einen von diesen Tangenten sei C. Da die Tangential- 
ebene in diesem Punkte eine vertikale Ebene ist, sowohl mit Bezug 
;tuf das Sphiiroid als auch auf die zu diesem affine Kugel, so wird die 
Tangente im Bilde C, des Berührungspunktes C (auf die Bildebene n,) 
als Spur der vorhin genannten vertikalen Berührungsebene selbst vertikal 
sein. E s  ist demnach die Richtung des zu OC, konjugierten Durch- 
inesfiers für  den scheinbaren UmriB (Schatten) eine vertikale. Man hat 
nur noch die Lange d, des konjugierten Durchmessers zu OC, zu er- 
mitteln. 

Wir  ziehen durch den Mittelpunkt O der Flache den Sehstrahl 
OR', OR'' und wahlen auf diesem denjenigen Punkt K', R", dessen 
erste Projektion R' auf den ~ ~ u a t o r  zu liegen kommt. Die durch 
diesen Strahl vertikal gelegte Ebene trifft das Spharoid in einer Ellipse, 
die affine Kugel in  einem groBten Kreise k,. Von den Durchmessern 

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



Von G. MAJCEN. 301 

der Ellipse wird derjenige zu suchen sein, melcher i n  der gegebenen 
Sehstrahlenrichtung in den zu OC, konjugierten Durchmesser des schein- 
baren Umrisses projiziert wird. Statt  diesen Ellipsendurchmesser zn 
bestimmcn, suchen wir den affinen Kugeldurchinesser und drehen zu 
diesem Zwecke deil gr6Bten Kugelkreis k, uin die Drehungsachse des 
Spharoids ia die Bildebene n,; nach der Drehung komrnt dér Kugel- 
kreis k,  mit dem Aquator (li) zur Deckung; der Strahl OK erscheint 
in der Bildebene, und zwar in OR;'. 

Wir hatien nun zu dem für die UmriBbestiinmung des Sphlroids 
g~gebenen Sehstrahl OR; den affinen Strahl zu suchen, welcher auf 
den gr6Bten Kugelkreis k, bezogen wird. Der genannte affine Strahl 
zu OR;' liegt wieder in der Bildebene; er ist in der Figur durch OR, 
bezeichnet, und man erhalt R, a m  der Proportion R, Ri : RLR; - O M: O G. 
Eine an den groBten Kugelkreis (k,) - (k) parallel zn OR, gezogene 
Tangente t,, (mit dem Berührungspunkt T )  gibt in 0T den zu dem 
gesuchten Ellipsendurchmesser affinen '~u~e lha lbmesser ,  dessen End- 
punkt T in der affinen Sehstrahlenrichtung nach U in die Drehungs- 
achse projiziert wird. Da die Dreiecke O T  U und ORiR, kongruent 
sind, so folgt ou= OR, 

Man h ~ t  schlieBlich noch den auf die Kugel bezogenen Punkt u in 
den zum Spharoide gehorigen affinen Punkt E, zuïückzutransformieren. 
Es sei R der Punkt, in welchem der Strahl OR, von der Parallele R"X; 
zur x-Achse getroffen wird. Der Punkt Es ist so zu bestiinrnen, da8 
der Proportion 

Genüge geleistet wird. Da wir aber schreiben konnen: 

HO: G O -  R,R;: R;'Ri 

= R I O :  R O ,  

so wird wegen U O  - RI O auch 

OE,= on 
sein. Diese Beziehung gestattet, daB die verlangta Lange OEs ohne 
die in der Pig. 1 rechts oben durchgeführten Konstruktion vie1 ein- 
facher bestimmt werden kann. 

Bezeichnen wir die spitzen Winkel, welche die Projektionen s' 
und s" des Sehstrahles mit der x-Achsc einschlieBen, durch y bzw. @, 

so folgt aus der Konstruktion 

O&-rcoscp 
QR" = 0 Q . tang I) = r cos y - tang $. 
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VCTegen Q R  = R J folgt mit Rücksicht auf OR; : OJ = OR, : OR 
mieder O J- O G, also 

Ol?, = OR = ) / O ~ G ~  + r 2  c o s 2 ~ .  tang2 +. 
E s  handelt sich also darum, die Kathete r cos g,. tang rp zu bedimmen. 
Machen wir (A) H = (A) O = r ,  ziehen durch H eine Senkrechtc zur 
x-Achse bis zurn Durchschnitte K mit s", so ist KL = r cosy. Es ist 
weiter O L = K L  tang @, d. h. gleich der verlangten Kathete. Im recht- 
winkligen Dreiecke L O J ist also O L  die oben konstruierte Kathete, 
O J = O G die zweite Kathete, folglich die IIypotenuse L J =  OEs. 

In Pig. 2 ist dieselbe Konstruktion abgekürzt und mit Weglassung 
aller unnotigen Linien mehr im Sinne der P a r a l l e l  p e r  s p e k  t ive  durch- 

geführt. Es  Sind hier noch einige Verein- 
P.%. 2. fachungen in Betracht gezogen, welche aus ,TG der Fig. 1 direlit hervorgehen. 

bogen V Z S  zu beschreiben. 

Die Dreiecke OAd(A) und O C:(C) (Fig. 1) 
sind kongruent. Die H6hen h und (C)CV 
dieser Dreiecke sind also einander gleich. 
Nachdem im Dreieek O A: (A) die Beziehung 
h = r cos <p stattfindet, und da, wie oben ge- 
zeigt worden, KL = r cos rp ist, so haben wir 
zur Vereinfachung die Gleichheit R L  = h. 

Die Konstruktion in Fig. 2 hat also den 
folgenden Verlauf. Das Projektionsdreieck 
(A) OBJ ist für den vorderen Punkt A des 
Aquators gegeben. Zieht man (A)Al und 
fallt aus O eine Senkrechte darauf, so ist 
aus O mit 11, = O Z  als Halbmesser der Krek  
Tm Punkte S errichte man eine Senkrechte 

zur Drehungsachse; man erhilt im Schnittpunkte jener Senkreehten mit 
der Geraden OZ den Punkt (Cr) und für diesen mit Anwendung des 
Projektionsdreiecks deu Punkt c, also in 0 CJ die Parallelperspektive des 
einen Halbmessers fiir den schtinbaren UmriB des Sphiiroids. Erriclitet 
man jm Endpunkte T/' des vorhin genannten Kreisbogens eine Senk- 
rechte zur x-Achse bis m m  Durchschnitt 1 mit s", und tragt V I  auf die 
x-Achse von O bis Il, so ist l l G  gleich der oben bestimmten Lange 
OBs. E s  ist namlich wegen KI; = 7z in Big. 1 wieder F O  = h in 
Fig. 2, und wic OL in Fig. 1 ist in Pig. 2 V I  = OI, gewonnen. Der 
zu OC, konjugierte Halbniesser des scheinbaren Umrisses ist also OE,. 

2. In  Fig. 3 ist der scheinbare UrnriB eines überh t ih ten  Ell ip-  
s o i d s  konstruiert. Der ~ p a t o r  k" ist in der Bildebene (n,) ange- 
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nommen, die Lange der Drehungsachse des Ellipsoids durch O G  ge- 
geben. Die orthogonalen Projektionen des Sehstrahls (LichtstrahLs) s 

sind in s' und s" gewiihlt. 
Falls man es nicht vorzieht, für dieso Lage der Hache die A c h s e n  

des scheinbaren Umrisses zu bestimmen, so kann man diesen wieder 
durch das besondere l'aar konjugierter Durchmesser festlegen, für welches 
der eine Durchmesser v e r t i k u l  sein wird. 

Man findet die erste Projektion si des affin transformierten Seh- 
strahls s (welcher durch A gezogen ist), indem man den Punkt A', 
sucht, welcher mit Bezug auf die über den ~ ~ u a t o r  beschriebene Kugel 

affin dem Punkt A (d. i. dem auf der Kugel am weitesten von z, ab- 
stehenden Purikte) entspricht. Man findet A; mittels 

G O :  BO = (A)O : A;O. 

Die an den Kugelaquator k; k" parallel zu si gelegte Tangente mit 
dem Berühruiigspunkt (C) liefert das Bild OC, desjenigen Halbmessers 
des scheinbaren Umrisses, für welchen die konjugierto Richtung eine 
vertikale sein wird. . 

C m  die Lange des zu OC, konjugierten Durchmessers zu bestimmen, 
ziehen wir durch O den affin transformierten (also zur Kugel gehorigen) 
Sehstrahl, und wahlen auf diesem denjenigen Punkt R, dessen Projek- 
tion R' auf 74 - k" zu liegen kommt. Die durch den Strahl OR ge- 
legte Vertikalebene schneidet die Kugel in einem grGBten Kreise k,, 
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und es ist an diesen Kreis eine zu OB pardlele Tangente zu führen. 
W i r  drehen Ic, sowie OR urn die vertikale Achse des Aquators in die 
Bildebene, so daB nach der Drehung jener grGBte Kreis k, mit k" zu- 
sammenfillt und OR nach OR; kommt. E s  ist also in z2 an k" eine 
zu OR: parallele Tangente t, zu legen. Die Tangente t, trifft die ver- 
tikale Achse' des ~ ~ u a t o r s  in Es. Durch denselben Punkt geht anch 
die zu t,, affine Tangente des Ellipsoids. E s  ist demnach OE, der zu 
OC, konjugierte Halbmesser des scheinbaren Umris~es. Die Dreiecke 
0R;Tt;' und OTE, sind kongruent, es ifit demnach OR; - OE,. 

Die Konstruktion der Lange m, kann vereinfacht werden. Es 
seien rp' und $J die spitzen Winkel, welche die Sehstrahlprojektionen 
si und s" mit der s-Achse bilden. Dann folgt aus der Pigur: 

also 
-- - 

OR;' = 03, = l/r" r2  cos"' - tang" . 

Zieht man in B die Tangente an k" bis zum Durchschnitte N mit s", so ist 

Triigt man auf si von A; 'bis I auf, und zieht IJ paraliel zur 
x-Achse, so ist 

IJ = B N c o s  rp' = r tang $J. cos rp', 

d. i. gleich der Kathete P O  = IJ eines rechtwinkligen Dreiecks P O N ,  
dessen Hypotenuse P M  = OZs,  und dessen zweite Kathete gleich 

O M  = r k t .  

Fig. 4. 

-Es In Fig. 4 ist diese Konstmktion abbge- 
kürzt dargestellt ; der affine Strahl si, s" ist 
gleich beliebig angenomnien worden, da 
die Bestimmung des IIalbmessers 02, nicht 
von der ursprünglichen Richtung des Seh- 
strahls s direkt beeinfluBt wird. Der End- 

0 punkt C8 i d  mittels des Projektionsdreiecks 
OAiA,  bestimmt, und der Endpunkt E, von 
OR, = d, auf Grund letzterer Bemerkungen 
einfach direkt gewonnen. 

3. Die Big. 5 steiit die Konstruktion des 
scbeinbaren Umrisses eines ü berh6h t en 
E l l i p  s o i d s  dar, dessen &uator k in einer 
ziir x-Achse senkrecht stehenden Ebene x 

liegt. Die Lange der Drehungfiachse ist durch OG gegeben, der Seh- 
strahl s durch seine orthogonalen Projektionen s' und s" festgelegt. 
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Wir wollen für diese Lage des Dreh~ngsel l i~soids  den scheinbaren 
UmriB mittels desjenigen Paares konjugierter Uurühmesser bestimmen, 
für welches der eine Durchmesser h o r i z o n t a l  ist. 

Die orthogonale Projektion des Sehstrahls s auf die Eberie x sei su'; 
es ist hierbei der Strahl s durch den vorderen, von der Rildebene am 
weitesten abstehenden ~ q u a t o r ~ u n k t  A gelegt. Die an den Aquator k 
parallel zu s"' gelegte Tangente t (mit Rerührungspuilkt E) bestimmt 
mit dem Sehstrahl s durch E eine Tangentialebene des Ellipsoids im 
~ q u a t o r ~ u n k t e  E, und es wird die Spur dieser Ebene auf n, eine 

horizontale Gerade sein. Man gewimt in der Umlegung um die Ver- 
tikale zur X-Achse aus (k) und ( t )  den Berührungspunkt (E) ,  seine 
zweite Projektion E' und den Schni t tpnkt  U von ( t )  mit der (ver- 
tikalen) Spur der Ehene x .  Zieht man durch E" (parallel zur zweiten 
Projelition des Sehstraliils) E"Es, und diirch O' die horizontale Spur 
der vorher genannten Tangentialehene, so ist im Schnitte dieser beiden 
Geraden das Bild Es des Berührungspunktes E gewonnen. ES ist also 

03, ein Halbniesser des scheinbaren Emrisses, und weil die Tangente 
in E8 au diesen eine horizontale ist, so wird der zu OBs konjugierte 
Halbmesser in die x-Achse fallen. 

Wir setzen an Stelle des Ellipsoids die affine, über k beschriebene 
Zeitschrift f. Xathomatik n. P h y s k  60. Band. 1912. Heft 5. 2 0 
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Kugel, ziehen durch den Mittelpunkt O den Sehstrahl, und wihlen auf 
diesem denjenigeri Punkt R, dessen orthogonale Projektion n" auf die 
Ebene x ein Punkt des ~ ~ u a t o r s  k ist. 

Dilrch den Sehstrahl OR und durch die x-Achse legen wir eine 
Ebene 6, welche die Kugel in einem gronten Kreise k, schneidet. An 
den Kreis k, ist niin eine Tangente zu legen, welche parallel ist mit 
dem zum Sehstrahl s affinen (tl. i. zur Kugel gehorigen) Strahl In 
der Fig. 5 ist dies in der Umlepung der Ebene d um x in n, aus- 

geführt. Der Kreis 7% ist nach der Umlegung mit (k) identisch. Der 
Strahl OB kommt nach der Drehung in die Bildebene n, nach 03;. 
Zu dieser ursprünglichen Strahlenrichtung ist noch die ebenfalls in n, 
liegende affine Richtung zu suchen. Man erhiilt diese, indem man auf 
IyR;l den Punkt R, so bestimmt, da5 der Proportion 

R i R Y : R , T =  GO:  (A)O 

genügt .wird. Der affine Strahl OR, ist also dadurch gewonnen, und 
es ist parallel zu die~em an den Kreis (k) eine Tangente (mit Be- 
rührungspunkt Y') gelegt, welche die x-Achse in V trifft. Die Dreiecke 
O T V  und OR;"R, sind kongruent, woraus OV= OR, folgt. Die 
Strecke O V ist das Bild des zu OEs gehorigen konjugierten Halb- 
messers für den scheinbaren UmriB der affineri Kugel; man hat nur 
noch den ~ u i k t  P nach D, affin zurückzutransformieren. 

Bezeichnen wir den Punkt, in welchem OR, die Senkrechte RRY 
zur x-Achse trifft, mit R, so ist wegen der obigen Proportion auch 

OR,: O R =  (A)O: G O ,  

und wegen OR, = O V schlieBlich 

OV: O R =  (A)O: GO,  
woraus wir wegen 

07 :  OD,=(A)O: GO 
die Gleichheit haben: on = OD,. 

Die Konstruktion von OR  ka^ einfacher durchgeführt werden, wenn 
wir die folgenden Relationen in Betracht ziehen. E s  sei 6 der Winkel, 
welchen s"' (oder die zu s"' parallele Gerade OR"') mit OH einschlieBt, 
ferner T/J der Winkel, welcher von s" und OH gebildet wird. 

Aus der Figur folgt d a m ,  wenn r den Halbmesser des Lquators 
bedeutet : oJf= T C O S 6 ,  

JfR" = r cos G . tang @. 

Wegen BIR" = GR und 0 G, = O G = h, welch letztere Gleichheit aus 

OR, : OR = O(A) : o c  
OR;": OG,= 01,: OR,  (OR;"= O(A)) 
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folgt, haben wir: 
--- 

OR = OD, = i /h2  + r2 cosZ B .  tang2 @ . 
Ziehen wir also die Tangente in A' an (k) bis zum Durchschnitte N 
mit s'; so ist 

A'N= r tang*. 

Trigt man auf O R "  (parallel zu s"') von O aus die Strecke A'AT 
bis f i ,  so haben wir 

Ee ist also OP die eine Kathete eines rechtwinkligen Dreiecks OPG,  
dessen andcre Kdheto OG = h ist, und es ist folglich die Hypote- 
nuse P G  gleich der gesuchten Lange OU,. 

Die Bestimmung des Endpunktes E, kann auch vereinfaeht merden, 
wenn man bemerkt, daB die Dreiecke O(E) U und (A) O J kongruent 
sind. Die Big. 6 stellt Fig. 6. 

die Bestimmung der 
Lingen OE, und OD, 
mit Rerüeksichtigung 
der mitgeteilten Ver- 
einfachungen dar. 

Es ist 

oA'= O(A) = r 

aufgetragen und Al be- N 
stirnrrit; findet man die E u 
Richtung s"', d. i. (A)  J, s 

und zieht aus O auf (A)J  eine Senkrechte bis I, so ist OB" = (A) I  
und (A)  J = OU Die durch E" gezogene Parallele zu s" liefert im 
Schnitte mit der Horizontden durch U den Punkt Es. 

Die Lange Ons wird anf die ohen dargelegte Weise erhalten. Der 
scheinbare UmriB wird demnach durch die beiden konjugierten Halb- 
messer OE, und OD, beetimmt. 

Es sei noch bemerkt, daB eine zu irgendwelcher von den drei hier 
behandelten Lagen des Drehungsellip~oids parallele Verschiebung keine 
wesentlichen Andermgen in den Konstruktiorien hervorruft. Für die 
übliche Annahme in der Parallelperapektive, d. i. für (d"') = 30°, 
A,O = $ 8 0 ,  erhalt man noch einige Vereinfachungen, deren Durch- 
führung wir dem Leser überlassen mollen. 

Agram, den 16. Juni 1911. 
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Bezeichnungs- und Benennungsfragen. 
D.V.M. 17. 383. 

445. F. Juwg. Ziir vekt~rana~lytischen 
Darstellung des Tensore. D.Y.M. 18. 386. 

416. F. Jung. Der Verzerrungstensor 
invektoranalytischerUarstellurig. S.A.W. 
118, 1153. 

417. F. Jung. Ableitungsbildung im 
riiumlichen GroBenfelde. Z.S. 66. 337. 

448. A. E. Kennelly. Vector power in 
alternating-current circuits. P. A. 1. E. E. 
29. 1023. 

449. C. N. Lcwis. On 4 -  dimeusional 
vector analysis arid its application in 
electrical theory. P.A.Ho. 46. 163. 

450. A. Libicky. Einfiihriing in die 
Vektoranalysis (tschech.) C. 39. 131; 
258; 460. 

451. B. Liebmann. t b e r  die Darstel- 
lung eineu quellenfreien Vektork'eld~u. 
B.G.L. 60. 176.  

4.53. A.C.Lunn. Some notes on vec- 
tor analysis. M . M  F. J 6. 21. 

433. 12. Marcolongo. Per  l'iinificazione 
delle notazioni vettoriali. V. 1. M. C. 4. C. 
191. 

454. F. Mertens. Zur komplexen Xulti- 
p~i!ïat?on. S.  A.W. 119. 631. 

455. R. El  illuirhead. A uroof of the  
tboorem that the vector-su4 of t,he axes 
of 2 couples is the axis of their resul- 
tant. M.G.S. 4 129. 

456. L. G. Du Pasquier. Über holoïde 
Systeme von Düotettarionen. V. N. Z.  45. 
116. 

467. 0. Peirce. The conception of the 
derivative of a scalar point functiou 
mith respect to another similar function. 
P.A.Bo. 45. 1139. 

458. B. Rebuffel. IJne application da  
la théorie des vecteurs e t  des moments 
linéaires. B.M.E. 14.  81. 

459. K. Nychlak. Gcomctrische Ver- 
anschanlichung von Kett,en (t,schech.). C. 
40. 225. 

460. R.Schinlmack. AxiomatiscbeUnter- 
suchungen über die Vckturaddition. N. 
A.H. 90. 5. 

481. A. Schreiber. Bedingungsglei- 
chungen fiir Rückwiirtsschnitte. S. 1. D. 
1909. A. 11. 

469. L. Silbersl~in. Grundri0 der vek- 
toriellen Mechanik (polri.) P. S. W. 44. 
77 ;  111; 127;  152;  177; 201; 216; 253; 
281;  299; 322;  ,346. 

463. G. Silvrin. Leccionps eiementales 
de  geometria analitica vectorial. A. F. C. 
Z.  2. 87. 

464. d.SommerfeZd. Yicrdimensionale 
vektoralgebra. A.P.L. (4) 32. 749. 

4G5. G .  Souslov. Die Integrale und 
Ableitungen besonderer Art in einem 
Vektorfeld (russ.) B.U. K. 1907 c. Xr. 11. 

466. X. TVae7sch. Sur les inranants  
dii ïhmtiels vectoriels et  la théorie des 
formes binaires. C.R 145. 1396. 

467. E B. Wilson. The unification of 
vectorial notations. S.M.Am. (2) 16. 415. 

468. E. B. Wilson. On the  theory of 
double products and strain iii hyperspace. 
T.C.A. 14. 1. 

Sichc auch 478; 1001; 1106. 

469. L. Galvani. Sulla risoluzione dei 
problemi geometrici col melodo delle 
equipollrnze. B.D.M. 6. 2 7 ;  41. 

470. E. Jahnke. Hermann GraBmanns 
Ausdehni~ri~slehre. S.N.B. 1909. 89. 

471. E'. Jahwke. La science extensive 
de GraBmann. E.M. 11. 417. 
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41 2. F.  Jung. Die Polarableitungen 
verschiedener Stufe und ihr  Zueammen- 
hang. S.A.W. 119. 377. 

413. 3. MülEel.. Beitrage zur Gra5- 
mariuschen Ausdehn~iug~lehre 1. S. A.W. 
118. 1047. 
474. A. del Re. Sopra una fornola, 

generale ne1 calcolo delle esteneioni. R. 
A.L.R. (5) 18. B. 4.51. 
478. H. Rothe. Uber die lineare Ab- 

hangigkcit der gcmischten Produkte von 
3 Faktoren. S. A.W. 119. 455. 
476. A. R. Schweitzer. A theory of geo- 

metrical relations. A.J.M. 31. 365. 
477. A. B. Schweitzer. On the  logical 

basis of GiaBmann'a extensive algebra. 
S.M.Am. (2) 15. 79.  

Siehe auch 786. 

Quaternionen. 

478. C, Bwrali-Pbrti. 1 auaternioni 
di  Hamilton e il calcolo vettoriale. A. 
B.T. 43. 1146. 
474. E. Cumvbell. On the  aai)lication 

of quaternionsLto the problemof the  in- 
finitesimal deformation of a surface. P. 
L.M.S. (2) 6. 178., 
480. F. Jung. Die Polarableitung in  

rechtwinkligen krumrnlinigen Eoordina- 
ben. S.A.W. 117. 1001. 
481. A. Nacfurla?x. On the square of 

Hamilton's delta. V.I.M.C. 4 .  C. 153. 
482. A. 3I'Aulay. Algebra af'ter Ha- 

milton or Multenions. P.R. S.E. 28.  503. 
483. W. El Meyer. %ar Theorie der 

D r e h u ~ i ~ e n  und Quaternionen. S. A. W. 
116. 135. 
484. J. H. Peek. L a  formule 

= r e i ( [ ~ + i d ~ )  

interprétée géométriquement dans l'espa, 
ce de manière de prendre la forme d'un 
quaternion. W.T. 5. 142. 
485. J. B.Shau1. A new graphical me- 

thod for quaternions. S.M.Am. (2) 14.  
430.  
4%. 11. H. Weber. Über asymmetrische 

undsymmetrischeTensoren. N. G. G. 1909. 
370. 

Siehe auch 776. 

487. H. Tafner. Dau Zeichnen au€ 
einer durchsichtigen Zeichenflache. Z. 
W.M. 1910. 384. 

488. Ir. TTtza. Über die Kanstruier- 
barkeit mit  Zirkel und Lineal. S.A.W. 
118. 735. 
48!L W. E, Wilkinson. Some economics 

in making drawings. M.K.1'. 16. 396. 

Kurvenzeichnen. 

490. A. Enich. Réalisation des C, al- 
gébriques par un uystème articulé A.S. 
G. (4) 24 368. 
491. A. Emch. Kinematische Erzeu- 

gung von ltaumkurven 4. Ordnung durch 
Geleukmechanismen. V.S.N. LT. 90. 81. 
492. P. Ernst. Mechanische Erzeugung 

der Zissoïden 4. Ordnung. M.H. 19. 304. 
493. 1C.J Nanson. Graphic constmc- 

Lion of the c u v e s  y = xn. 12. G. S. 5. 141. 
494. H. v. Sanden. Zur Konstruktion 

der Ellipso aus den Achscn. Z.S. 59. 10. 

495. J. Derôme. Un nouvel ellipso- 
gro,phe. R. S. (5) 7. 409. 

496. V .  Ehrenfeucht. Sur une application 
de l'ellipsographe du prof. Kougoucheff. 
C.M.N.W. 1906. 6. 
497. A. Favaro. P e r l a  storia del com- 

pasao di propozione. A.I.V. 67. 723. 
498. W. Georgi. Über eirien Neigunga- 

messer zum groBen Abbeschen Zeichen- 
apparat. Z.W.X. 1910. 92. 
499. F'J Jrrvis-Smith.. Experimental 

mathematics. P .M.  (6) 14. 676. 
500. A. Kanipe. Hoekverdeelers. W .  

T. 5. 113. 
601.11. Mahmke. Bomerkungen zu dem 

Aufsatze des Herrn F. Schilling ,,ifber 
die Anwendung der E'luchtpunktschiene 
in der Perspektive". Z.S. 56. 326. 
509. E. FT Peabody. Rotagons. S Am. 

100. 300. 
503. J. Plassinann. Ein reiner Ellipsen- 

zirkcl.. M.V. A. P. 17. 54.  
504. J. Rouet de Journal. L'invention 

du pantographe. Co,. 58. 215. 
505.1;: Schilling. Uber die Anwendung 

der Fluchtpunktechino in der Pcrapek- 
tive. 2.8.  56.  189. 
506. S. Snaeuton. Parabolaeraoh. A. - A 

A.A.S. 11 .  650. 
507. A. W'ittina. Vorrichtune zum 

Zeichnenvon ~ l l i ~ g e n .  S.I.D. 1909:~.  12. 
608. N.AT. Verstellbares Kreiubogen- 

lineal. S.B.H. 25.  383;  W.S.D.B. 26. 
905. 
509. N . N .  Ein neiles einfaches 1,inien- 

Schraf'fierinstrument. F. D.T. 26. 22.. 
510. AT. N. Abschiebe-Drciecke zum 

Auftragen kurzer Abszissen u. Ordi- 
naten D. B.T. 1909. 815. 

Siehe auch 330;  775 ;  2802. 

Dars te l lende  aeometrie. 
511. C. Cappello. Su d i  un Bistema di 

geometria descrittiva. G.B. 46. 197. 
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512. 77. Hübner. nemerkung iiber die 
Durchdringung zweier Drehuugszylirider 
(tschech.) C. 39. 330. 

513. G. Loria. Intorno rtd alcuni pro- 
blemi metrici che s'incontrenno in geo- 
metria descrittiva. P. M.K. (3) 5. 273. 

514. F. P .  Patewz6. Alcuni teoremi 
nell' angolo triedro e de  loro applicazioni 
iu gcometria descrittiva. P.M. (8) 6. 30. 

515. K. Piivorszky. Theorie der Dar- 
stellung auf zwei Bildfliachen (ung.). M. 
P.L. 18. 29; 101. 

516. A. del Re. I l  più geuerale rneto- 
do di rappresentazione che serve di base 
alla geometria descrittiva. R. A L .  R. (5) 
17.  B. 639. 

517. 3. A. Rynin.  Koristruktiori der 
Schnittpunkte einer Geraden mit  der 
Flichc eines gcraden Krciskegels mittels 
Orthogonalprojcktion (russ.). B. 1. P. P. 
3. 33. 

518. J. Schnoeckel. Losuneen einer geo- 
metrischen Aufgabe in  Bezui  auf kotiërte 
l'iane. Z.S. 56. 317. 

519. P. H.Schoutc. Une leçon de eéo- 
méirie descriptive sur l'empl& des q&n- 
tit6s imaginaires. E.M. 11. 369. 

620. L. ï'uschel. Uber eine krumm- 
linige Projektiou und derenVerwendung 
in der darstellenden Geometrie. M.H. 
20 350. 

621. L. ï'uschel. Zur Verwertung der 
sphirischen Atibildung in der darsteilen- 
den Geometrie S.A.W. 117. 1261. 

622. J. P. Weinnieister. Graphische 
Bestimmung der Achsen des schiefen 
elliptischen Kegels. S. 1. D. 1909. B. 103. 

Projektioii .  

523, E. Kruppa.  Über Affinitit und 
Parallelprojektion im 4 - dimensionalen 
h u n e .  S.B.\ir. 118. 15. 

524. J. Majcen. Beitrag zur Zentral- 
projektion des Ellipsoids (kroat.). T. A. A. 
177. 155. 

52ii. F. A. Pannekoek. Schuive pro- 
jectie van regelmatige lichamen. W. T. - 
6. 26. 

526. O. Richter. Die senkrechte Pro- 
jektion eines beliebigen Korpers mit  
Hilfe einer einzigen Projektionstafel. 
2.H 39. 671. 

527. A. i5'chultze. t b e r  trimetrische 
Liniennetze. Z.S. 59. 70. 

Siehe ouüh 520; 663. 

S t e rengraph i~che  Projektion.  

52s. E. Estanave. Proiection stéréo- 

529. A. Gvadenwitz. L a  projection 
stéréogrdphique. R. G.0. 19: 683. 

530. P. Hap .  n i e  Rehandlung der 
stereographischen Polarpro.jektion mi t  
elementaren Satsen der Geometrie und 
Stereometrie. U.3f.N. 15. 56. 

631: ï! 1;. Kzoisthout Stereographische 
projectie. T.K.L. 24. 9. 

532. 1,. U. H. C. WerndZy. Stereosco- 
pische projectie. W.S. 6. 227. 

Perspekt ive .  

633. L. Botti. Di alcuni fenomeni d i  
grandesza apparente, d i  distanza e di 
proapettiva. A. A.T. 46. 670. 

534. A. Claeys. Sur le rabattement 
des plans dans l a  perspective. M. (3) 8. 
145. 

b35. A. Deniouli+z. Principes de géo- 
métrie perspective intrinsèque. C R. 
148. 160. 

536. A. Durand. Transformation des 
relations métriques par  la perspective. 
B.hf E. 14. 17. 

637. F. Schilling. Über die Anwen- 
dung der  Fluchtpunktechiene in der 
Perspektive. Z.S. 56. 189. 

538. W. Schmidt. Perspektive. F.M. 
B. 45. 97.  

Siehe auch 501; 505; 2678. 

Axonometrie. 

639. A. Denizot. Ueitrae zur Theorie 
der axonometrischen ~ e r s p e k t i v e  (poln.). 
T.W. 18. 61. 

640. A Benizot. fiber die axonome- 
trischenTerkürzungsverhaltoisse. S. A.W. 
117 231. 

641. E .  Kruppa. Über den Pohlke- 
schen Satz S.A.W. 1 1 6 .  431. 

643. E. Kruppa. Zur achsonometri- 
schen Methode der darstellenden Geo- 
metrie. S.A.W. 119. 487. 

643. N A. Rynin. Anwendung de r  
Methode der axonometrischen Pro,jek- 
tionen auf die Lb'sung einiger mecha- 
niecher Aufgaben (russ.) B.I.P.P. 3. 27. 

,544. AT. A. Ryniqa. Anwrndnng der  
Methode der axonometrischen Projek- 
tion auf die L6sung einiger Aufgaben 
der Meclianik (russ.). A. 1. P.P. 1905. 27. 

645. W. Weber. Der GauB-Weisbach- 
scho Satz der Axonometrie. 2. H. 40. 
156. 

Schattenkonstruktionen. 

646. E. Janiseh. Zur Schettenkon- 
stniktion fiir das Plücker~che Konoid. 
A.Gr. (3) 12. 317. 
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647. H. Rurrwxter. Lntersuchung der 
wahren Hellegleichen auf der Kugel 
nach dem Lummer-Seeligerschen Gesetz. 
Z.S. 58. 129. 

548. B. flaefsch. Über Lichtgrenz- 
knrven und geodatische Linien. S.1 D. 
1909. B. 6s. 

649. E. Doleial. Das Rückwirtsein- 
schneiden auf der Sphare, gelest auf 
photogrammetrischemWege. S. A. W. 11 Y. 
1223.  

550. M. G r t i h a n n .  Ein geometrisches 
Problem der Photogrammetrie V. N. B. 
93. 338. 

561. G. Hauclz. Über das Problem 
der  4 Punkte und das Problem der 6 
Pnnkte der Photogrammetrie. S. N. B. 
1909. 11. 

662. A. Klzngatscl~ Zur photogra- 
phisçhen Ortsbestirnniung. S. A.W. 118. 
485. 

653. A. Kliwgatsch. Ein Zmeihohen- 
oroblem in der k'hotoarainmetrie. S A. 

A A 

phntogrammetry to  the  goniometry of 
crystals. J .T.  (2) 4. 56. 

565. B. Keismann. Ortsbestimmnng 
auf photographiechem Wege ails Auf- 
nahmen mit Zenitmarke. Z.S. 59. 1. 

666. H.  2;. Savden. Photogrammetrie 
von Küstenaufnahme~. Z. S. 68. 110. 

557. H. v. Sanden. Gegenscitige Oiion- 
tierung von nahezu parallelen Auf- 
uahmen in der Photogrammetrie. Z.  S. 
59. 12. 

558. W. Scheufele. Die Aufgabe der 
6 Piinkte in de r  Photoerammetrie. Z. S. " 
6 5 .  337. . 

bb!). J. M. Torro a. Pundamento teo- 
rico d e  l a  fototopografia. R. A. M. 6. 
273; 380; 468;  5fi5 

660. J. M. ~ O T T ~ I , ~ ~ .  Aplicacion d e  
las  coordenadas projcctivas a l  problema 
general de  l a  fototopografia. A. F.C. Z. 
2.  1. 

661. N. N. Fotogramiuetria per uso 
Iirtlistico. B. M.&. 41. 373; R.A.G. -26. 
274. 

Kristallugrapli ie.  

662. H Baumhauer. Daa Gesetz der 
Komplikation und die Entwicklung der 
Kristallformen. V.N.B. 93.  203. 

663. E. Bi1Eoîi.s Costruzione generale 
dei  cristalli geniinati in proïezione pa- 
rallela. A.A.V.T.I. (2) 6. 6. 

664. 3. S. F'edorov. Eiue iiufierste 
Vereinfachung der zonaleu Berechnun- 
gen und der krystüllographischen Be- 
rechnungen überhaupt. B. S .  B. N. 44. 
199. 

566. B. S. Fedorou. Der Sphaerotri- 
gonometer (NEW). B. S .R.  M. 44.  257. 

666. F. Haag. Bemerkungen zum 
Komplikatiousgesetze. Z. K.M. 45. 63 

667. H. Hilton. Note on the 32 
classes ot crystals. M.D.1 L. 14. 261. 

668. A. If'. llogers. Stoher'fi method 
of making crystal drawings. S.M.Q.  .28. 
222. 

569. J. V, Samojlov. Beitrag zum Stu- 
dium der Wach~t,iimspolyeder der G r -  
par g le i che~  Struktur (riiùa.). A.P.B. (6j 
1908. 1311. 

670. A. Schîcantke. Elementare Be- 
meise des Zoriengosetaes. C.R.1. G. 1909. 
27. 

671. G. Sviolar. Base mathématique 
par  l e  calcul cristallographique dea 
marie8 H.I.P. 11. 170. 

572. E. Sommerfeldt. Gber die Be- 
ziehungen der Kristallpolyeder zu den 
regelmiiBigen Korpern. N. J. M. 1908. 1; 
113. 

673. C. Travis. Eirie graphische An- 
wendung des Doppelverhaltnissea auf 
kristallographische Aufgaben. Z. K. JI. 
47. 586. 

674. G. Wulff. ZurTheorie desKristal1- 
habitus. Z.K.M. 45. 433. 

Siehe aiich 554; 590. 

Xoùelle. 

675. W. Bai7y. O n  mode1 of iipace 
filling eolids. M.G.S. 4. 297. 

676. J. Becken,kamp Uemonstration 
einieer neuer Slrukturmodelle. V. G.W. 
(2) i'o. 1. 

577. B. Bonola. Il mode110 di Bel- 
trami di siipeficie a curvatura costante 
negativa. B.B.L. 9. 33. 

578. A. Boole Stott. On modela of 
3-dimensional sections of regular hyper- 
solids in space of 4 dimensions. R.U.A. 
7 7 .  400. 

579. H. Drcssler. fjber bewcglicte 
Modelle fiir den mathematischen und 
natiirgeschichtlichen Unterricht. U.M. S. 
14. 3. 

580. C. Elliott. Modele of functions. 
M.G. S. 4. 323. 

581. A. Gurbasso Nodelli Der la 
superficie d'onda del miraggio. k. C.P. 
(5) 18. 25. 

682. Grndenwitz. hlodels for illu- 
strating the  strain on structures. S. Am. 
99. 469. 

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



Abhandlungsregister 1909-1910. 317 

683. 0. Haffner.  Anschauungsmittel 
znm propadeitischen ~ e o m e t i e u n t e r -  
richt. U.M.N. 16. 59. 

584. J. J .  D., G. I l .  B .  Models of 
spherical waves.' Pi. 78. 570. 

586. F. Kkin. Modelle zur Dar- 
atellung affiner Transformationen von 
Punktsystemen in  der Ebene und im 
Raum. Z 3. 58.  311. 

586. O. Lehmann. Demonstrationen u. 
Modelle zur Lehre von den flüssigan 
Kristallen. P.Z. 10 .  503. 

587. A. Lynch. Une question de re- 
présentation géométrique. A.F. 1909. 68. 

658. P. B. Schoute. Models of 3 de- 
velopable surfaces. B. B.A. 77.,-461. 

589. J. J.  Taudin  Chabot. Gber das 
clastische Moment der mechanischen 
Modelle von Vorgangen im Ather. P.Z. 
9. 805. 

690. TV. G. Woolnough. Note on some 
simple models for use iii t he  teaching 
of elementary crystallography. J. N.S.W. 
39. A. 70. 

Mechanik. 

591. P. Duhem. La  mécanique expé- 
rimentale. R.G. O. 21.  462. 

592. 3: Pfeiffèr ober  elementare 
Mechanik. Z.P. 23. 214. 

5113. H P0inca1.é. La mécanique nou- 
velle. R.S (5) 12. 170. 

694. P . S .  Sepeleu. Elemente der anu- 
lytischen Mechanik 1 (russ.). B.1. T. Kh. 3. 

5!)5. P. ij'tiickel. Vath.  Methoden zur 
Untersuchung mechanischer Prohleme. 
D.V.M. 17. 363. 

696. C. Strouhal. Nechanik (tschech.). 
R.Iv1.P. 1 2 .  
Siehe auch 462;  643;  544; 599;  606; 

1434. 

Prinzipien der Mechanik. 

597. P. Appell. Sur la tendance des 
systèmes matériels à échapper au frotte- 
ment. Cr. 133. 93. 

6%. H. Bateman. The Php ica l  as- 
pect of time. S.P.M. 54. N. 14. 

699. L. Bluch. La mécanique de 
Newton et l a  mécanique moderne. B. S. 
(5) 9. 705. 

600. J. Boussinesq. Sur les principes 
de la mécanique et sur l eu r  applica- 
bilité à des phénomènes qui semblent 
mettre en défaut certains d'entre eux. 
c B. 150. 1639. 

601. J. Boussmesq: Sur la conserva- 
tion des masses vraies, dans divors phé- 
nomènes, principalement lumineux où 
apparaissent des masses fictives varia- 
bles. C.R. 150. 721. 

602. BulZiot. Note sur  l'espace e t  l e  
mouvement A.8 B. 32.  8. 197. 

603. N. Caixpbell. The principles of 
dynamics. P. M. (6) 19.  168.  

602. D. I*: Cumstoek. The principle 
of relativity. S. (2: 31. 767. 

605. D. F. Conastock. The relation of 
mass ho energy. P.M. (6) 15.  1. 

606. B. e t  F. Cosserat. Sur l a  m6ce- 
nique gcnéraie. C. R. 145. 1139 

607. E. Cotton. Sur la  notion de puis- 
sance en mécanique. E .M.  12. 228. 

60s .  F. Enriyues. Sui principii delle 
meccanica. R.I.B. (2) 10.  48.  

609. B. E'ontanzau. Le principe de  
d'Alembert e t  ses applications aux corps 
élastiques e t  fluides. A.F. 1907. 1. 

610. E. Fontuneau. Le principe d e  
d'Alembert e t  ses applications à l'hy- 
drodynamique. A. F. 190'3. 11%. 

611. P. Frank.  Die Stellung des Ite- 
lativitatsprinzips im System der Xechanik 
undderElektrodynarnik. S.A.%'. 118.373. 

612. P. Frank. Beriehtigung zu , , E h  
Satz von Routh". M.A. G6. 416. 

613. P. E'runk. ünstetige Losungeri 
beim Prinzia der kleinsten W i r k u n ~ .  
M.H. 20.  186.  

- 
611. P. Frank 11. H. Roth,e. Über eine 
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S.A. W. 119. 615. 

61o. G. Hamel. Über Raum, Zeit i1. 
Kraft als apriorische Formen der Me- 
chanik. D. V . X .  18:. 357. 
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der Mechanik. M.A. 66. 350. 

617. B. Hargreavai.. Ignoration pro- 
blem. P.M. (6) 19. 486. 

618. P. E. B .  Jourdain. Note on a n  
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619. P. B. B. Jourdaiît. On those 
principles of mechanica which depend 
upou processes of variation. M. 8. 65. 
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620. W. Kent. The definition of force. 
8. (2) 31. 820 - P.E. Nipher 930. 
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623. .J. Lnuauz .  Etilde sur les unités 
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634. R. Leitinger. Uber die Ablei- 
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toniari mechanics. P. A. Bo. 44. 711 ; P. M. 
( 6 )  18.  510. 

627. A. Liapounoff. Problème général 
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9. 203.  
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Seidel. P.M. ( 6 )  15.  677. 

642. li: Rate. The essential meaning 
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J.H.U.C. 1910. 2 .  45,. 

644. L. TallmWlt. Uber ArbcitseroBen 
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646. J. J. Thomson. La matière, 
l'énergie e t  l'éther. R.S. 14. 33. 

646. 8. E. ï'imerding. Die historische 
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A.N.L. 6. 378. 
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649. V. VarGrtii. Anmendung der Lo- 
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tivitatstheorie. P. Z. 11. 93 ; 287. 

650. F. W. Jéry. The conservation of 
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30. 491. 
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654. ikf. WinkeZmann. Untersuchungen 
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Kinematik. 
G5ü. L. Assur. Analvtische Unter- 
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(TUSB.). B.I.'P.P. 11. 317. 
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Beschleunigungen und ihre Anwendung 
zur Rerechnung der ehenen Stabsysteme. 
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658. .J. Cardinaal. De constructieve 
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661. G.  Eontené. Sur les composantes 
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66s. E. Meissner. Uber die Anwen- 1 
dong von Fourier-1Leihex auf einige 1 
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Y.N.Z.  54. 309. 
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704. Buffoline. Noiseless gears. E.M. 
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708. C. V Changement de vitesse 
hydraulique. R. I.P. 40. 306. 
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718. F. M .  Green. Worm gcaring in  748. N. Ar. I)as ,,Lenixl' Spannrollen- 
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723. L. Legros. Transmission. A.M. 
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726. J. S. Myers. Solution of epicyc- 
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getriebe. Z. A. K. 3. 406. 
743. N. 37. Csrdwell friction gear. 
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744. ni. N. The Denuis worm drive. 

A. M. J. 15. 40. 
743. 3. N. A new reducing gear. P. 
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748. ,V. AN. Kouveau changement de 
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758. G. Braun Uber Zatinformen. 
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LC.T.R. 77. 1705. 
179. Ar. X. The stub tooth gear. R. A. 

21. 438. 
778. LX. ITerstellung von Stirn- 

radern mittels Favon- ocier Schnecken- 
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Statik des Stabpolygons insbesondere die 
Gestaltbestimmung betreffend. Z.S. 56. 
138. 

791. A. O. Kerkhooan.- Wijthoff. On 
the  equilibrium of a, system of particles 
of equal niass placecl on the  inner sur- 
face of a sphere and mutually repelling 
cach other according of the lnth power 
of the distance. N.A. W. (2) 9.  305. 

Zeitschrift f. iiIathemstik n. Phyaik. 60. Band. 1912. 1Teft 3. 2 1 
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792. A. Kos. Statische Berechnung 
einer Mittelstütze in Eisenbeton. Z.T. 
B. 1910.  2 7 .  

795. A. Kos. Die statische Berech- 
nuug der Eisenbeton-Treppenstufen. Z. 
T.B. 190.  35. 

794. F. Euchurzezcski. Eine neue Ge- 
schichte der Statik. (poln.). P.T.W. 45. 
6 4 5 ;  577;  601. 

796. Q. Lery. Sur l'équilibre du corps 
nolide. N . A .  (4) 8 .  348. 

796. 171. iîfilankowitsch. Zur Statik 
der massiven Widerlager. Z.S. 58. 120. 

7517. M. l'ilgram. Die statische Be- 
~ e c h n u n g  eines Kades. A.M.H. 1909 .135 .  

798. K. Schreber. Masse und Gewicht. 
U.M.N. 13.  128. - If. Brdmann. 14. 
1 4 ;  F. Pietzker. 14. 16.  

799. G. Stephany. Statische Berech- 
nung des Trabwerkes für die Oberleitung 
elektrischer Bahnen. Z.T. S. 27. 412. 

800. H. Tullqvist. Über die Stabilitat 
des Gleichgewichts eines nicht freien 
matericllen Punktes. A. S.F. 35. Nr. 3. 

801. G. Vailati. Il posto d a  assegnare 
a l  principio dei  lavori virtuali in une  es- 
posizione elementare della statica. N. C. 
P. (5) 15. 505. 

802. G. Vailati. La scoperta della 
condizione d'equilibrio d' un grave scorre- 
vole Iungo u n  piano inclinsto. B.R.L. 
10. 65. 

803. R. Wagner. Berechnung statisch 
unbestimmtcr Rahmendacher auf ele- 
mentarem Wege. A.B.R. 1909. 460. 

804. E. B. Wilson. The equilibrium 
of a heavy homogeneous chair in a uni- 
formly rotating plane. A. of M. (2) 9 .  99. 

Siehe auch 65;  829. 

Graphische Statik. 
805. G. Colonnetti. Contributo alla 

trattazione grafica della trave continua. 
A.A T. 44.  350. 

806. E. Haimovici. Graphische Dar- 
stellung der Formeln zur Dimensionie- 
rung und Spannungsermittliing bei auf 
zentrischen Drnck beansprnchten Eiuen- 
betonsaulen. B.Z.H. 1:109. 209. 

807. A. .Tatho. Untersuchungen zur 
Statik des Stabpolggons , insbesondere 
die G~staltbestimrnung betreffend. Z .  S. 
50. 138.  

808. Ramisch. Graphische Untereucb- 
ung eines Schornsteins i n  Bezug auf 
seine Standsicherheit. E.P.R. 25. 13.  

809. J. T'hieme. Beitrag zur graphi- 
schen Behandlung der s t a t i ~ c h  unbe- 
stiminten Sgsteme. Z.S. 57. 174. 

810. K. T. T'ahletz. ç b e r  graphische 
Zusammensetzung vonKraften im Raurne. 
Z. S. 66. 315. 
Siehe anch 1754;  1773;  1796; 1815; 

1867;  2406. 

Ziisainmensetznng von Kriiften. 
811. A. Axer. Cber Systeme irinerer 

Kriifte mi t  einem Mittelpunkt. (poln). 
T.W. 19. 99. 

812. R. Bonola. Osvervazione sopra 
una  nota di  G. Battaglini rclativa alla 
composizioue di forze concorrenti. P.N. 
R. (Y) 6. 171. 

813. G. Casazza. Nuove deduaioni 
dalla teoria della composizione dei moti. 
V . I . M . C . 4 . C .  201. 

814. K. Oertling. Die Bentirumi~u~ 
der Mittelkrat't. Z.G.C. 22. 16. 

815. B. Poinpeiu. Sur la règle du 
parallélogramme. A. S. U.J. 6.  71. 

816. E. Schulze. Ein Kriifteparallelo- 
gramniverauch. Z.  P. 23:. 94. 

817. K. T. Vahlen. Uber graphische 
Zusammensetzung von Kraften imliaurne. 
Z.S. 56. 315; 429.  

Siehe auch 810. 

Schwerpunkte. 

818. J. Binder. Bemerkungen zur 
Lage des Schwerpunlites im Ureieck. 
Z.H. 38. 331. 

819. M. Demeczky. Ein geornetrischer 
Satz qber den Massenmittelpunkt. (mg.). 
M.P.L. 16. 609. 

820. M. Einhurn. Eine Konstruktion 
fiir den Schwcruunkt eines beliebieen 
Vierecks. Z.S. 5'7. 197. 

- 
821. D. Georgescu. Bogenschwerpunkt 

des Kreiees. (ruman.). G.M.B. 15. 171. 
822. R. Hausswer. Betreff. Schmer- 

pnnkte von Punktsystemen. B. M. S. J. 
1906-07. 8. 

823. V. Rehol.ovsky. Feue Konstmk- 
tion des Schwerpunkts eines Vierecks. 
(tachech.). S G.U. 1907. NI. 6. 

824. G. Sanlzia. Sni bsricentri di una 
curva storta omogenea. G.B. 45. 275. 

825. G. Sforzo. Corpi rntondi e bari- 
centro nella metrica proiettivrt. A.A.T. 
44. 957. 

826. J. F. Weser. Schwerpunkte der 
Spiralen und ihrer Endkurven. L .U  Z .  
17. 6. 

Siehe auch 1542. 

Momonte. 
827. J. A. Brown. Noment of inertia 

of built-up sections. M. N.Y. 16. 566. 
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828. TV. R. Cassie. An accurate me- 1 846. 3'. T. Jones. The tcachina of ele- 
thod of rneasuring moments of inertia 1 ment;try dynamics i n  the. highYachool. 
P.P.S.L. 24. 497.  / S. (2) 31. 220. 

829. M. Cetael. EinfluB der Verander- l 847. W. Kent. The teachincr of ele- 
lichkeit des Trkgheitsmomentes boi der 
Beatimmung von statisch unbestimmten 
Gr6Ben. A.B.B. 1910. 125. 

830. J. A-. Eûton dc la Goupillière. 

mentary dynmica  in  the  hi& school. 
S. (2) 30. 918. 

84s. 1,'. Vdlareul. Diliamica. R.C.L. 

Note sur les axes principaux d û  temps 
de parcours. J.X. (6) 4. 107. 1 DiEerentinlpleicbungen d e r  Dynnniik. 

831. B. H e a d e r ~ o ~ ~ .  Freciuencr Lurves 1 840. S. Bernstein. Snr les équations 
1 de  la mécaniqne et  du calcul des varia- and moments. J.I.A. 41. i29.  - 

832. 1. Ioneseu. Absolute statische 
Mornente. (ruinLn.). G.M.B. 14. 161; 
193. 285. 

833. H. W. 3. Jung. Über die Lage 
der Haupttraghcitsachsen von Punkt- 
aystemen in der Ebene. h .Gr .  (3) 13. 231. 

634. Kimer undCillut. Daa Drehnionient 
desZweischraubenantriebs. IV1.T. U. 1909. 
299. 

835. Il. Mur~olongo. Momenti d'in- 
enio ed impulso nella dinamica dei  si- 
demi rjgidi. R.A.N..,(3) 16. 193. 

836. S. -!irea. Gber Tragheitsmo- 
mente. (tuman.). G.3l.B. 15. 165. 

837. h7No'ack. Masseund Tragheitsmo- 
ment. Z.P. 23. 168. 

838. N. S. Hou:ell. On the  least mo- 
ments of inertia of an  angle-bar section. 
P.P.S.L. 21. 653. 

83!). W. I. Shcppard. Qnadwtic for- 
mnlao in relation to moments. M.G.S. 
4. 328. 

840. G. K. S'uslov. Das Gesetz des 
Tragheitszentrums und da9 Gesetz der 
Yomente. B.U.K. 1!)08 c. Nr. 8. 

841. F J Vues. Over traagheidamo- 
menten. D.I.G. 1909. 628. 
Siebe aiich ?90; 458;  589; 648; 983; 

114B; 1'771; 1789; 2403; 2632. 

Kettenlinien. 
843. AI. l+syberg. i jber die GroBe des 

Durchbanges der Tragseile hei Draht- 
seilbahnen. B.K.H. 8. 680. 

84%. L. Hünevt. Eine Darstellung der 
Gleirhgewichtsform von Fiiden, deren 
Dichte eine Funktion der Fadenlange 
ist und ein mecllanisehes lntegrations- 
verhhrcn gewiswr Differentialgleichun- 
gen. Z.S 58. 233. 

844, B. B. LViison. On the  differcn- 
tial equatious of the  equilibriuru of an 
inextensible string. T. S.M. Am. 9. 425. 

Siehe auch 804; 1826. 

846. W. Anderson. Dynamics as a 
school subject. ?II.N.E 1 .  8. 

tions. C.R. 151. 48. 
850. P. Burgatti. Sulle equazioni ge- 

nerali della dinamica. 1LA.L.R. (5) 18. 
B. 1 %  

851. Y. B'urgalti. Sqlla forma più ge- 
nerale delle equazioni della dinamica. 
R.A.L.R. (5) 18. B. 340. 

852. P. Bccrptta. Siilla trasformaeione 
e sulia riduzione dei siatemi Hamiltoniani. 
E.A.L.R. 19. B. 566. 

868. Y. Huryatti. Determinazione dell' 
equazioni d i  Il;tmiltjon-Jacobi integrabili 
mediante la ~epsraz ione  delle variabili. 
R.A.L.R. 20. A. 108. 

864. 1'. E. B. ,Tourdaitz. Addition t o  
papers on t h e  equations of mechaniçs. 
Q.J. 39. 241. 

855. L. Koenigsberger. Über die Eli- 
mination von Variabeln zwischen den 
Lagrangeschen Gleichungen der Dynamik. 
Cr. 133. 179. 

Grapliische Dynamik. 
856. Y'. P~Yschl. Beitrag zur graphi- 

echen Dynamik des &men ebenen Sy- 
stems. 7, S. 58. 156. 

857. T. I1ü.schl. Beitrag zur graphi- 
schen Dynamik zweier gelenkig verbun- 
denen cbcnen Systeme. S. A. W. 118.527. 

868. C'. Stür~mer. On the graphic soln- 
tion of dynsrnical problems. AI.  S C. 
1908.Nr .  1. 

Dynamik des Pnnktes. 
869. F. Cnldarera. Dei moti di  punti 

materiali aveuti accelerazioni tanpenziali - 
in rügione costante con gii spazi percorsi. 
A.I.V. 68. 883. 

860. A. nr. D u f .  f: s i n i ~ l e  rnethod 
of iilustrating nnikorrn acceîeration. S 
(2j 24. 538. 

861. Duhem. Sur l a  decouverte de la 
loi de la chute des graves. C.E. 146. 
908;  V.I.M.C. 4. C. 432. 

869. P. Fra&. Ein Kriterium fiir die 
Stabilitat derBewcgnng eincs materiellen 
Punktes dcr Ehene u. dessen Zu~ammen-  
hang mit dem Prinzip der kleinslen 
Wirkuug. M.H. 20. 171 .  
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863. Grosse. Der schiefe Wurf. Z.H. 
4 1 .  198. 

864. G. W. Hartwell. Plane fields of 
force whose trajectories are iiivariant un- 
der  a projective group. T. S.M.An. 10. 
220. 

865. E. Kasner. Natural families of 
traiectoriee: conservative fields of force. 
T . ~ M . A ~ .  10. 201. 

866. E. II.ieseht.scherskv. Über die Be- 
wegungsgleichungen einis Punktes von 
veriindcrlichcr Masse im allgemeinen 
Yall. (russ.). K.1.l'. P. 1. 77. 

867. 0. Olson. En tilliimpning af do 
hyperelliptiska funktionerna ioom der 
materiella punkteue dgriamik. A. M. A. F. 
5. Nr. 5. 

668. 0. OEson. Tilliimpening af d e  
hyperelliptiska funktionerna inom den 
materiella ~ u n k t e n s  dvuamik. A.M. A. 
F. 6 Kr. 8.  

869. 1,. Orlando. Sulla velocità mi- 
nima nella trajettoria d 'un grave. A.A. 
P .  M. 20. A. 178. 

8 70. G.  Pennacchietti. Sulle forme ~ i ù  
semplici degl' intcgrali delle equazioni 
differenziali del moto d'un punto mate- 
riale. A.1.V. 69. 725. 

871. M .  Réthy. Stabil i t i t  und Labi- 
l i tat  des materiellcn Punktes im widcr- 
stehenden Medium. (ung.). M.P.L.  1 6 .  
261;  365. 

872. M. Rét7ty. Über Stabilitat und 
Labilitat eincs matcriellen Punktes im 
widerfitrebenden Mittel. Cr. 133. 284:  
134. 299. 

873. A. Sartori. Moti niani conser- 
vativi a traicttorie circolar; A. 1. V. 65. 
399. 

874. C. 3. Wusteels. Eenige bi,jzon- 
dere eigenschappen uit  de dynamika 
van het  stoffelijk punt. H.V.C. 1908. 
127. 

875. C. B. Wasteels. Sur le mouve- 
ment d'un point pesant à l a  surface de 
le terre. RI. (3) 8 .  5. 

876. M. Zeissbevg. Gute Darstellung 
der  Wnrfparabel. Z.P. 23. 232. 

Siehe auch 960. . 
Gexwongene Rewegung. 

8 7 7 .  J. $jelad&. cher die Bewegung 
sines niateriellen Punktes auf einem 

880. H .  Tallqvist. i h e r  die Stabilitat 
der stationaren Uewegung eines Punktes 
in einer Schraubenlinie. A. 9.F.  35. Nr. 5. 

Sichc auch 800. 

Zentralbewegung. 
881. J. Beljankin. Exemple d'une force 

centrale telle qu'un point materiel peut 
décrire une C,. V.I.M.C. 4. C. 199. 

882. J. A. M'Bride. Two illiistrations 
of Newtons 3. law. M.N.E. 1 .  16. 

8Y3. A. Durand. Question de mEca- 
nique. fi. M. S. 18.,,481. 

881. P. J'rank. Uber die Kahnkorven 
der Mechauik. Cr. 134. 156. 

883. 3'. L. Griffin. A simple exsmple 
of a central orbit with more than i 
apsidal distances. M M.17, 14. 199. 

88G. F. L. Griffin. Families of cen- 
tral  orbits related to circular trajectories. 
?&M.F. 16.  57. 

867. 1t'. L. Griffin. Certain trajectories 
common to different laws of central force. 
A. J. B. 26. 5 .  

568. A. Hall. Elliptic motion. P.A. 
13. 287. 

889. J. h' Hatzidakis. Über die Kiifte, 
die Kegelschuitte als Balinen hervor- 
rufen. Cr. 133. 63. 

890. W: 1). Macmillan. The motion 
of a particle altracted towards a fixed 
center by e force varying iuversely as the  
5.  power of the  distance. A J.M. 30. 282. 

891. E. J. Moulton and ET. II. Hodge. 
On certain properties of the orbita of 
a particle subject to  a central force 
varying a s  a n  integral power of t he  
distance. M.M.F. 15. 119. 

892. G. Remourzdos. Sur les trajec- 
toires auxquelles donnent lieu les forces 
centrales. S.M. 35. 255. 

893. N. N .  8altyJiov. Bemerkung über 
die Losung einer Aufgabe über die Re- 
wegung eines materielien Punktcs unter 
der Wirkung einer Zentralkraft (russ.). 
S 4I.M. 27.  203. 

891. T. Schîuartze. Das Tangenten- 
problem und dio Zentralbcwegung. P. 
W.L. 6. 97. 

895. B. Teege. Einfache Herleituog 
des Newtons Gravit,ationsgesetzes aus 
den Keolerschcn Gesetzcn und umie- - - 

kehrt  nur auf Gnind des Energieprinzips. 
Z.P. 23. 207. 

Ke~elschni t t .  fruss.l. S.M.M. 26. 625:  1 
1 3 . 5 . ~ .  1909. C .  1. $20. 

878. Lr. Cisotti. Sul moto d i  un solido 57.-197. 

896. M. Tolle. Zur Keplerschen Be- 
wegunp. Z. S. 56. i l S .  - H. Lizbn~ann. 

in un canalc. R.C.M.P. 28. 307. 897. C i .  Zappe Sul valore di un par- 
879. E. 0.Lwuet l .  Conservative systems 

of prescribed trajectories. R.B.A. 78. 
614. 

ticolare legge d i  forza centrale. 1t.A. 
L.R. 18. A. 280. 

Siahe auch 791. 
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Tautochronen und Isochronen. 

898. E. hasner .  Tautochrones and 
brri.chistochrones. S.M.Am. (2) 15. 476. 

S93. C.  J. D. Mozcnier. Jets over iso- 
chronisme. W. T. 4. 10. 

900. ti. J. Z). Mou.nier. Noe eens iso- - 
chronismc. W.T. 4. 216. 

OUI.  X. W. Heddick. &stems of tsuto- 
chrones iri a oerieral field of force. A.  
J.M. 32. 365. 

902. ùf. V,  Elcocici .  S u r  les courbes 
et surfacee synchrones. B.S.B. 18. 13. 

Siehe auch 90fi. 

Brachistochronen. 

Siehe 898. 

Pendel. 
903. G. Abetti e C. CuppelJo. Metodi 

proposti per la determinazione diretta 
della flessione del supporto dei pendoli 
gravimetrici. R. A.L. R. (5) 19. A. 272. 

904. G. Abetti e C. Cappella. La  fles- 
sione del supporto dei pendoli nalle 
determinazioui d i  KrsritB relativa. R.A. 
L.R. (5) 1 9 .  B. 109. 

906. A. O. Allen. Notee on the  theory 
of the reversible pendulum. M. G. S. 3. 
394. 

906. .J. Agldrarle. Synchronieation par 
le fer doux. V.T. M. C. 4. C. 142. 

907. K. Bielschuwsky. Eiu seine Eigen- 
bemegung registrierendes Pendel. Z.N. 
u. 1908. 547. 

905. H .  A Bunzstead. Applications 
of the Lorentz- Fitz Gerald liypotbesis 
ta dynamical and gravitational problems. 
A..J.S. (4) 26. 493. 

!)O!). P Chnrhonn,ier. Sur la  théorie 
des d u  pendule. N.A. (4) 
8. 145; 220. 

910. A'. Cotton. Sur I'intkgration 
approchee des équations du pendule d e  
Foucault. A.U. ü. 2: .  99. 

911. A. Uenizot. Uber die Anwendung 
der Theorie der  relativen Bewegung auf 
das Foucaultsçhe Pendel. B. B. N.V. 4. 
248. 

912. C. Firy.  Sur quelques modes 
électriques d'entretien du pendule. J.P. 
(1) 7 .  520. 

913. G. Greenhill. Pendulum motion 
and spherical trigonometry. P. M. (6) 
20. 728.  

914. G. Greenhill. Pendulum theory 
without approximation. H..J. 62. 174. 

916. A. G. Greenhill. TJne démonstra- 
tion élkneiitaire d e  l a  formule d u  pen- 
dule. E.M. 11. 245. 

916. A. G. Greenhill. The dygogram 
of axle reaction of a pendulum. P.E. 
X.S. 26. 21. 

917. W. 15. Jackson. The deflecting 
force of the Earths rotation and Fou- 
cault's pendulum. M.M.F. 16. 82. 

918. L. de l u  Kive. De l'influence d'une 
accélération extérieure sur les oscilla- 
tions d'un pendule e t  d'une lame elas- 
tique. V.N.B. 93. 325. 

919. P. f'agnznz. Esperienze su1 pen- 
do10 d i  torsiope con apparechio a t to  a 
determinare la gravità. N. C. P. (5) 16.436. 

920. S. Petzra. Bemerkung Uber einen 
neuen Apparat zum Beweis der Unver- 
iinderlichkeit der Bchwingungsebene 
(tschech.). C. 38.  49. 

921. M. Popowitsch. Beitrag zur 
Theorie des vhvsikalischenDonnelnendels 

A. . 
(serb.). P.Â.H.  7.1 206. 

922. J. Rose-I~zncs,  On the motion 
of a pendulum swinging through an  
arc of finite magnitude. P. M. (6) 19. 851. 

923. P. C. Sandez .  Estudio sobre e l  
peuduIo. M. y R.M. 25. 33 .  

924. G. Siebert. Zur Ableitung der 
Pendelformel. Z.H. 39. 496. 

925. C. E. Wasteels. Sur une nouvelle 
représentation des lois du mouvement 
pendulaire simple. M. (3j 9.  59. 

Dynamik des  Hürpers. 
926. M. Rom. Die Kinematik des 

ritarren Korperu im System des Rela- 
tivitatsprineips. N. G. G. 1910. 27. 

Q'L 7 .  G.  Herglotz. Eewegung st,arrer 
Korper und Helativititstlieorie. P.Z. 10. 
997. 

928. 23. .Kamer. The theorem of 
T h o m ~ o n  and Tait and natural familiea 
of trajectories. T.  S.M Am. 11. 1 2 1 .  

929. O. Olsson. Irilegration af e t t  
inom fasta kroppars dguamik fbrekom- 
mande system differcntialekvationer. 
A.M.A.F. 6.  No. 14. 

930. R. d e  Saus.swe. Les systèmes d e  
corps solides. A.S.G.  (4) 29. 310. 

931. C. Schouten. De bewoeinn van 
een biljardhal over een horiionGal"v1ak. 
N.A.W. (2) 8. 337.  ,. 

932. E: Schur. Uber die Bewegung 
eines starren Eorpers durch Abschroten. 
2.8  55. 408. 1 3 3 .  lJ. Som: über die Gebicts 

(ru&.). A.I.P.W. IWU-IXJI. 
934. C. Spelta. Sulla determinazione 

delle velocità e della accelerazione ne1 
moto più generale d i  un corpo rigido. 
G.B. 48. 37. 
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935. A.  Stephemon. On induced sta- 
bility. l ' .M. (6) 17. 768. 

936. E. Stübler. Das Beschleunigungs- 
system bei der newegung eines starren 
Korpers. D.V.M. 19. 177. 

'337. E. S'tiibler. Das Prafien von 
Schraubengewinden. Z.  S. 57.  271. 

Siehe auch 835; 2195. 

Dynarnik des Systems. 
936. M Abraham. Uie Ilewegungs- 

gleichungen eines Massenkilchens in der 
Relativtheorie. P . L .  11. 527. 

939. P. Appel l .  Quelques remarques 
sur les équations du mouvement d'une 
chaine parfaitement flexible. A. A. P. 4. 
113. 

940. P. Appell. Quelques remarques 
sur les équations d u  mouvement d'une 
chaine parfaitement flexible. A. S. A. P .  
4. 9. 

941. J. Arnwult. Sur l e  mouvement 
d'un fi1 dans l'espace. C.R. 150.  1592. 

942. A. Axer. Cber Systeme innerer 
Kr l f temi t  Biittelpiinkt(poln.). S.W. 19.99. 

943. A V. Backlund. Die in  der Me- 
chauik augewandte Variation der In- 
teprationskonstmten als Lie'sche Be- - 
riihrungstransformetion betrachtet. V. A. 
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945. 12. V. l. %/&lier. Ein l'rani- 
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M.A.F. 4. Nr. 2. 

946. E. Cotton. Recherche d'un tri- 
kdre invariable. A.U. G. 22  103. 

947. E. Cotton. A propos des équa- 
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G.S. 5. 161. 
!149. S .  Dautheville. Sur les swtkmes 

non holonomes. S. 31. 37. 120. 
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federn mit beaonderer Berucksichtigung 
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56.  379. ~- ~ 

951. R. Hargrewes. Interaction of 
dynamical systems. P.M. (6) 16. 110.  

95'2. E. Kasner. The infinitesimal 
contact t m n s f ~ r r n ~ t i o n s  of t he  mecha- 
nics. S. M. Am. (2) 16. 408. 

963. Kneser. Die dynamische Be- 
deutung der Intcgralglcichungen. J. S. G. 
87. 6a. 

954. O. Kragh. Om eu saerlig form 
af enorbevaegelse i en  fast plan. T.M. 
19. B. 76. 

965. H. Lamb.  Kinetic stabilitp. P.R. 
S.L. 80. A. 168. 

9SG. H. Lamb. On secular stabilit,~. 
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R.B A. 77. 439. 
967; T. Levi-Civitri. Sur la recherche 

des soli i t ion~ p a r t i d i è r e s  des spatl.mas 
différentiels et surles rnouve~nents. T.W. 
1 7 .  1. 

958, A. Liapowmff. Probkme général 
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9. 201. 

959. A. Myller. Sur l e  mouvement 
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teriale. A.I.V. 69. 725 

961. L. J. Rogers. Note on a soluble 
dynamical problem. P.L.M.S. (2) 6. 321. 

965. R. de Sausszl.re. Les systbme~ de 
corps solides. A .S .G.  (4) 29. 484. 

963. A. Slepkenson. On a new type 
of dynamical stability. S.P.Y. 52. No. 8. 

964. A. Wassmuth. ube r  die Wahl der 
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in der statiutiàühen Mechanik. S. B.W. 
117.  1253. 

966. E. B. Wilson. Applications of 
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10 .  129. 

966. E. B. Wilson. Therrnodynamic 
analogies for a simple dynamical eystem. 
A. of M. (2) 10 .  149. 

Siehe auch 781 ;  1072 ;  1078;  1079. 

Drehiiiig. 
967. A .  Basch und A. 1,eon. Über 

rotierende Scheiben gleicken Fliehkraft- 
widerstandes. S. A.W. 116. 1353. 

968. F. de Brun. Rotation kring fix 
punkt. A.M.A.F. 4 No. 6.  

969. b'. de Brun.  Rotation kring fix 
punkt. A.M. B.F. 6 No. 6. 

970. F. de BI-un.  Sur le mouvement 
d'un solide autour d'un point fixe. A.M. 
A.F. 6 No. 9. 

971. P. Burgatti. Dimostrazione della 
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i noti'i ne1 nroblema del moto d'un corno , L 

1 pesante intorno a d  u n  punto fisso. R.C. 
N.1'. 29. 363. 

972. C.V. L. Charlier. Eine ncuc Me- 
thode mir Behaudlung des Rotations- 
problerna. A.M.A.F.  4. n'o. 4. 

973. C. V. L. Churlier Partikulare 
Intcgrale des Rotationsproblems. A M .  
A.P .  4 No. 12 .  

974. C. P. L. Churlier und B. % h m .  
Entwicklurig des Potentials im Rotations- 
problem. A.M.A.F. 6 No. 17. 
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975. P. Ehrenfest. Gleichformige Ro- 
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Siehe auch 1046: 1176:  1890.  
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chunaen der Bewepunp eines schweren 

Sophie Kowalewski (rusa.). S. N..T. 18.  27. 
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fachsten Spezialfille der Bewegung eines 
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- -~ - - -.-~ ~ 
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, , 
S.N:J. 18 .  33. 

996. A. Roaoff. Théorème sur l a  

fisso. R.A.L.R. (5) 17 .  B. 698. 
981. O. Olssoi~. Om fasta kroppars 

rotationar6relse. A.M.A.F. 4. No. 1. 
982. O. Olsson. E t t  integrabelt 
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inverkan. A.M.A.F. 4 No. 7. 

983. J. 13. Poynting. The wave mo- 
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beam of circularly polarized light. P. 
R. S.L. 82. 560. 
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lntegrals der Differentielgleichungen der 
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987. R. de Saussure. Sur les corps 
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988. G. Schouten. Le monvement d'un 
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989. G Stead and H. Ilonaldson. The 
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890. J. Tuma. Eine Methode 2111 
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991. C. Wasteels. Quelques propri6tés 
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herplhodie. A.S.B. 32. A. 189. 

997. P'. J B. Cordeiro. The gyroscope. 
P. A. 16. 81; 146.  

908. A. 3'. Dickinson. The Urennan 
gyroscope. C.M.N.Y. 37. 314. 
!)!M. F. Der Kreisel als Ersatz des 

Magnetkompasses. K.S. 1909. 92. 
1000. A. R. Garnier. Notes sur les 

effets gyroscopiques. L.T.A. 4. 1 0 5 ;  123. " 

1001. IZ- Grasmnann. fiber die Ver- 
wertuog der Streckenrechnunp in der  
Kreiseltheorie. S.M.H.  1909. 100.  

1002. A. G. Greenhiil. Goometry of 
the  motion of a spinning top. V.I.M.C. 
4. C. 106.  

1003. Kromer. Der Kreiael im Dienste 
der Stabilitatserhaltung. 1. A.M. 12. 721. 

S. 36. 499. 
1003. F. Lauffer. Das Gyroskop. M. 

A.G.S. 1909. 646. 
1006. B. PIaEmstr~m. Die Theorie 

des Schlickschen 8chiffskreiselu. A. S. B. 
36. No. 2. 

1007. Meitner. Kreiselwirkungen bei 
Xotorfahreeugen. M. W. B. 11. 323. 

1008. H. Noalhut. Du gyroscope et  
de ses applications. A.N.P. 43. 1 7 8 ;  
186 ;  1 9 8 ;  213;  220; 234; 244. 

1009. C. W. Oseen. Uber eine in der 
Theorie des Kteisels auftretende Familie 
von F,. A.M.A.F. 6. No. 28. 

1010. J. Perry. The use of gyrostats. 
N. 77. 447. 

1011. Pflaun. Der Drehkreisel. C.R. 
R. 53. 113. 

1015. O. C. Roedder. .Bericht über 
Mitteiliingen aus Theorie und P r a x i ~  
über des Kreiselprinzip und seine An- 
wendungen. H.E.Z. 1910. 390. 

1013. Rorneiser. Der Kreisel in seiner 
Bedeutnng fiir die Luftschiffahrt. 1. A.M. 
12.  680. 

pers um einen festcn Punkt  im F a l k  von 1 1004. Lauffer. Das Gvrosko~  M. A. G. 
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1014. L. Silla. Studio siil giroscopio 1 1033. .T. nforrow. On the lateral de- 
e l e  sue applicazioui. A.S. I.A. 24.  445. 

1016. P. Stackel. Ansgeeeichnete Be- 
wegungen des schweren un~ymmet'riachen 
Kreisels. K A .  66.  638. 

1016. P. Stückel. Ausgezeichnete 
Kreiselbevegungen. D.V. M. 18. 120.  

1017. P. Stückel. Die reduzierten 
Differentialgleichungen der Uewegung 
des sçhweren unsymmetrisçhen Krcisels. 
M.A. 67. 399. 

flexion and vibration of ,,clnmped-direc- 
ted" bars. P. P. S.L. 21. 500. 

1034. J. Jforroat;. On the lateral vi- 
bration of bars siipported a t  2 points 
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497. 

IOBS. J. Jforrow. On the  lateral de- 
flexion and ~ i b r a t ~ i o n  of ,,c.lamped-direc- 
tedLL bars. P. M. (6) '8. 462. 

1036. A. Jfyller. Dber die Gleichung 
1018. P. Stückel. Gber die reduzierten I der Saitenschwingungen (rumin.). G.N. 

Differentialgleichungen des schweren U. 14. 169. 
unsymmetrisçhen Krei~els.  N.G.G. 1908. 1037. J. N. Plans. Pequelias osci- 
272.  laeiones de sistemas no holhomos. R. 

1019. Wagner. Zur Frage des Kreisels A. M. 7. 798. 
nnd seiner Eedeiitung für die Flug- 1038. C. V Raman. The maintenance 
maschine. I.A.M. 12. 776. of forced ouçillatioris of a uew type. N. 

10%). C. E.Wol/r. How a, gyroscope 82.  156. 
acts. M.E. 25. 312. 1089. Lord Rayleigh. Note on the 

1021. C. 3. Wolff .  IIow a gyroscope finite vibrations of a syntcm about s 
acts. X.E.31. 25. 223. configuration of equililirium. P.M. ;6) 

1022. N.  N .  Recent development in 20. 450. 
gyroscope design. S.Am. 66. Suppl 325. 1040. W. Ritz. Theorie der Trans- 

1023. ,V. hT. Le gyroscope e t  l'avia- ' ver~alschwingungen einer quadratischen 
tion. L.A.P. 1909. 75. Platte mi t  freien Handem. A.P.L. (4) 

1084. N. -7V. Der Schiffskreisel. E.P. , 28. 737. 
R. 25. 226. 1 1041. Schaefer. Bemerkungen zur 
Siehe auch 54; 948 ; 2022; 2328; 2384 ; , Theorie der erzwungenen Schwingungen. 

2418; 2440;  2444; 2809;  2810. J.S.G. 87 .  59. 
1012. A .  Schullcr. Über die Schnitt- 

Schwingungen. punkte der Knotenlinicn schwingender 

1025. H. J.  E. Beth,. De schomme- Scheiben. U.M.K. 24. 24. 
lingen om eeu evenwichtsstand bij he t  1043. A. Ste~he?lson. On t h  fie- 
'bestaan eener eenvoudige lineaire relatie 9UencS ranges of n o n g e n e r a t i n g  force 
tusschen de trillingsgetallen. C.A.A. 18. exerting cumulative influence. P.M. ( 6 )  
634;  722. 17 .  164. 

M. Bûcher. On the sinall forced 1044. T. Teroda. On transverse vi- 
vibiations of bystein wi th  one degree of brations of wooden plates. J.T. (2) 4 .122.  
freedom. A .  of M. (2)  10. 1. 1046. ï'. Terada. Note on vibrations 

1027. H. Houasse e t  i5. CorriEre. Sur 
lyamortissernent des A. C. p. 
(8) 14. 190. 

1028, A ,  v ,  ~ ü k ? ! .  planimetrisChe M e  
thode zur Auerechnung der Bewegung 
gedampfter ~ ~ ~ t ~ ~ ~ ~ ~ t ~  ziir expe- 
rimentellen ~ ~ ~ t i ~ ~ ~ ~ ~  des reduziefien 
~ ~ ~ i ~ h t ~  und der Dampfungskraft der 
bemegenden Teile derselben. P.Z. 11. 
339. 

1029. A. G ~ ~ ~ ~ ~ ~ ~ ,  su la cornPosi- 
zione delle vibrazioni armoniche. B.A.  
T.  44. 223. 

1030. H. Grauers. Transversella 
stotar. A.M.A.F .  4. No. 10. 

1031. G.  Green. Flexural vibrations 
of thin roda. P. R. S.E. 29. 393; P. M. 
(O) 18. 722. 

1033. J. W. N. de HPU. Samenstelling 
van enkelvoudige tnllingen. W. T. 6. 
154;  208. 

' of dmru. J.T. (2) 4. 
1046. A. Titerbi. Sulle vibrazioni for- 

zate di una sfera isotrope motante in- 
torno a l  su0 centro. K. C.P. (5) 16. 189. 

1047- You'VJ. OU uniforrn 0s- 
cillation. T. C.P. S. 21. 241. 

1048. H. Zinmernlann. c b e r  grofle 
Schwingungen im widerstehenden Mittel 
und ihre Anwendung zur Kestirum~~ilg 
des Luftwide~standes. S.A.B. 1907. 874. 

Siehe auch 1375; 1414; 1425; 1551. 

Rollbemegung. 
1049. 3. Coltm~. Remarques géomctri- 

ques sur les mouvements de roulement. 
A.U.G. 20. 1. 

1050. &. ,?Zasselun. Les roulements 
à billes. 1.V.A. 28. 169. 

1051. G.  YennacehietLi. Sul moto di 
rotolamento. 11-111. A. G. C. (4) 20. Xr. 1 ; 
13. 
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ZplinderflLche. Z. S. 57,: 260. 

1054. P. Woronec. Uber die rollcndc 
Bewegung einer Kreisscheibe aiif einer 
beliebigen Flache unter der Wirkung 
 on gegebenen Kraften. M.A. 67. 268. 

Siehe auch 138;  931. 

1055. H. Block. Sur les chocs dans 
le problème des 3 corps. A . M . A . F  5. 
Nr.-9. 

1056. A. C. Bouley.  Change of kine- 
tic energy due to mutual action of 2 
particles and 108s of kinetic energy by 
collision. D1.G. S. 4.  327. - A. Codge. 390. 
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1058. A. M. Dinnik. Die Formel von 
H. Hertz und ihre experimentale Be- 
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by shock. M.N.Y. 16. 95. 

1060. E'. Jouguet. Sur la vitesse des 
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1073. C. 8. Gulliver. Iriuere Reibung 
der  bean~pruchten  Materialien. M.I. V. 
M.T. 7. 1. 
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cation. E .R.L.  IR .  21. 

1078. G. Remozmdos. Sur la tendance 
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Z.P. 22. 405. 1081. W. C. Treeby. Friction 106s in 

1063. P. Kotzcrnizl~y. BemcrkuW über siirface condensers. P. T.Z. 32. 1068. 
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1064. de Mazlp~ozl. L a  théorie du  
choc. A.S.U 32. B. 6. 1 1088. B. Wejinlierg. c b e r  die inriere 

1065. C Hamsaut.r. Exprimente l le  u. Reibung des Eises. (niss.:- J. R.P. C. G- 
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411. 

1066. H. Il. Tien~unn. The theory of 
impact and its application to testing 
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1067. G. Vncea. Sopra lin prohlema 
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Siehe auch 1379;  1445; 2605. 

Perpetnuin mobile. 
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1084. A. Witz. Mouvement perpétuel 
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trope. C. R. 50. 1509. 
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dea liquides. A.S.U. 33 A. 131. 

1110. Cf. van  der Mensbrugghe. fitude 
sur quelques effets remarquables de l'da- 
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Experimente mit dem Prandtlschen Kreiselapparat. 
Xach Angabeu von Prof. P r  a n d  t 1 zusammengcstellt 

von F. PFEIFFER in Danzig. 

Herr Prof. P r a n d t l  in Gottiiigen ha t  in1 Jahre 1906 einen Kreisel- 
apparat konstruiert, der zuerst iiii dortigen Institut f ü r  angewandte Me- 
chanik ansgefiilirt wui-de, und der jetzt in1 Verlage v o n x a r t i n  S c h i l l i n g  
in Leipzig herausgegeben ist. Über diesen Kreiselapparat und eine Reihe 
mit ihm ausführbarer Versuche soll irn folgenden berichtet werden. 

1. Konstruktion und Auf hangung des Kreisels. 

a) Konstruktionsprinzip. 

Die Anordnung des Apparatesl) ist  aus umstehender Abbildnng 
(Fig. 1) ersichtlich. Durch die Parallelograrnrriführurig lmnp2)  ist da3 

Kreiselrad an  dem Wagbalken l p  aufgeliiingt, der selbst um die Aclise 
ef drehbar ist und an dem urn die Vertikale moglichst reibungsfrei 
drehtiaren Haken 11 hiingt. Zu  den Kreiselmassen zu rechnen sind auBer 
dern Kreiselrade selbst, obwohl sie an der Rotation um die Achse A, A, 
nicht teilnehmcn, die Massen der ganzen Parallelogrammführung, denn 
deren Punkte bewegen sich sehr angenahert so wie Punkte der Kreisel- 
achse A, A2 ; geringfügige Abweichurigeri entstelien nur durch die Massen 
der Querstücke g h  usw., soweit diese merklich aus der Ebene i ~ n n p  
heraustreten. 

Die Aufhangung des Kreisels muB derart sein, daB der Xittelpunkt 
des R,ades, in1 Raiime riihen hleibt bei Drehiingen des Rades iim die 
Achse il, A, (die ladachse) ,  bei Drehungen der ganzen V o r r i ~ h t ~ u n g  
um die Vertikale durch den Aufharigepunkt (die Ilakenachse) und bei 
Diehurige~i urri die d a m  serikrechte Aclise e f  (die Geh2rigenchse). Uas 
IiDt sich erreichen, menn auBer der vollstandigen Symmetrie aller Teile 
- - - - 

1) Alle Angaben den Apparat Iietrefend beniellen sich auf das mir zu den 
Versuchen zur Verfiigung gestandem ModeIl, das mit geringen Abiinderungen nach 
dem Qottinger Modell au der Technischen Uoclischiile Danzig angefertigt murde und 
fiir die im Schillingschen Verlag erucheineuden Apparate als Muster dient. 

2) 1, m, n, p seien bezüylich die DurchstoUpunkte der ideelleu Drehachsen 
(s S. 1138) der Haken b,  h ,  i, c durch die Vertikalebeue durch die Hadachoe A, A y .  

Zeitschrift f. Jlatliematik u. Physik. 60 Band. 1912. Hcft 4 2 2  
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hte Vertikal- 
ken (Pig. 2) 

bei a, b, c, d, e und f in eioer Ebeile liegen, 2. die ideellen Drehachsen 
der 4 Haken bei g, h, i und 7c mit dem Radmittelpunkt in einer Ebene 
liegen. (Die Hangestabe ag, bh, c i  und d7; sind genau gleicli lang, die 
0sen der Hingestabe sind nach Kreisbogen geformt, wie die Fignr 3 
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zeigt, sodaB eine Ar t  ,,Antifriktionslager" entsteht.) Dadurch liiWt sich 
eine ParaUelogrammfülirung l m n p  erzielen, bei der auch bei Schwen- 
kung des Wagballiens um die Cfchiingeachse ef der Radmittelpunkt in 
Ruhe bleibt. Wir  studieren bei den unter II. aufgeführten Experimenten 
die Bewegiingen des Kreisels uni diesen Punkt, 

Fig. 2. 

den wir ais den ,,rulienden PunktL' des Kreisels -. 

bezeichaen wollen, menn wir von der Be- 
weguiig dieses Punktes bei Peridelungeii des 
ganzen Apparates absehen, die beim Ex- 
perirnent'icren n16glicl-ist zu vermeiden sind. 

Weiter soll der Kreisel, solange wir nicht absichtlich Sfassen zur 
Erreichung der gegenteiligen Absicht anbringen, der Schwerewirkung 
entzogen sein. Dies ist erreiclit, weiin der Kreisel bei beliebiger Stellung 
der Radachse im Gleichgewicht ist. Dazu muB einerseits .,, , - 

bei vertikaler Stellung der Radebene der Schwerpunkt 
des ganzen Systems in die Vertikale durch den Auf- Kreisbogen 
hiingehaken fallen, was durch die beirlen Larifgewichte aus dan Mittel- 

L, und L, nachreguliert werden kann, und es inuB, wcnn punkt M 

die Porderungen 1. und 2. erfüllt sind, der Schwerpunkt 
des gauzeri Sÿstems die richtige Htiiienlage in dieser Verti- 

H a k e n  kaleu haben. Seien Schwerpunkt und Masse des TVag- 
balkens und der mit ihm fest verbundenen Teile mit SI bzw. ml, S c h ~ e r -  
punkt und Masse der beiden Querstücke g h iind i 1i mit S, bzw. In, be- 
zeichnet (und vernachliissigt man die sehr geringe Masse der Hangestiihe), 
so muB sein? wenn ( F i 0  4) S,e = a, S, il.1 = Ei 

Fig .  4. 
gesetzt wird: 

a : b = ?ta, : ml. 

1st diese Forderung erfüllt, so bleibt lTi 
auch bei Schwenkung des Kreisels um ef der I 

Scliwerpunkt des ganzen Sgstems in Ruhe, I 
I ,-Ai 

und das indifferente Gleichgeaicht wird auch I 1 /-*. 
3 -0' 

durch Anbringen gleich vielcr Scheiben- Ai 
I 

m i /  i n AE 
gewichte bei A, und A, oder des roten und 1 

A;'--~' 
82 

grünen Gewichtes bei Cl und C2 nicht gestort. 
Am Apparat ist die Forderung a :  b = rn,:rn, nicht geoau erfüllt, 

und die Ausbalancierung wird hier durch Nachstellen an den Flügel- 
muttern bei 1 und p erreicht. Dadurch bleiben allerdings die 3 Haken- 
aclisen durch 1, e u n d p  nicht mehr in eiiier Ebene und damit der R,ad- 
mittelpunlit 31 nicht mehr streng in Ruhe bci Schwenkungen um die 
Achse e f ;  aber die Verschiebungen von M sind bei den in  Betracht 
kommenden Schwenkungen ganz unbetrachtlich. Die Bberiegung ist, 

22* 
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wenn man die Verkürzung der goraden Verbindungslinie lp beim Ver- 
steilen der Flügelmuttern bei Z und p und die hlassen der Hangestabe 
vernachliissigeri darf; diese: E s  sei iri Fig. 5 dle Ruhelage und die ge- 

drehte Lage des Apparates schematisch dar- 
1% 5 -*p 

8; sr,, ,;;' ; gestellt. Sei g: der Drehminkel und m die im 
1 - - - - - -  2 --/ - - - -  Radmittelpunkt iM kenzentriert gedachte Masse 

des Kreiselrades samt Achse A, A, und c die 
senlircchte Entfernung der ilchsc cf von der 

I l 
I l  ' 1 / /  & Ebene der Hakenachsen durch 1 und p, so ist 
II,/ die Bedingung für  das Gleichgewiçht des Appa- 

1 /' 
*' rates nach der Schwenkiing: 

, J,i s* nz, a sin cg $ nzc sin y - m, (O - c) sin y = 0. 
A; 

a ist noch Funktion von c, aber unabhangig von v, daher isl die Be- 
dingung uriabhangig von y. Das Experiment zeigt, daB bei den iri 

Detracht kommenden Werten der Konstanten die Gleichung eine L6sung 
c hat: Der Apparat laBt sich in  der angegebenen Weise ausbalancieren. 

Dem Apparat beigegeben sind Scheibengewichte verschiedencr GroBe, 
die bei A, und A,  auf die Radachse aufgesetzt werden kiinncn, ferner 
zwei Gewichte (rot und grün), die an den cbenao niarliiertcn Stellcn 
Cl und des liades an  der Innenseite des Ihdkranzes befestigt werden 
konrieu, wie es die Figur 1 angibt. Ohne Anbririgurig des roten und des 
grünen Gewichtes (und ohne Scheibengewichte oder mit gleich vielen bei 
A, und A,) hat  man nun mit groBer Annaherung &en der Wirkung 
der Schwere entzogenen, um den (nahezu) ruhenden Nadmittelpunkt (in 
gewissen Grenzen) frei drehbaren Kreisel, dessen Tragheitsellipsoid in 
h z u g  auf den Radmittelpunkt ein Rotationsellipsoid mit der Badacbse 
als Rotationsachse ist. Ohne die Scheibengewichte ist das Triigheits- 
ellipsoid ein abgeplattetes Ellipsoid; mittels der Scheibengewicbte karin 
es in ein verlangertes verwandelt werderi. 1)urch Anbringen des roten 
und des grünen Eisengewichtes erhalt man ein (im allgemeinen) drei- 
achsiges Trigheitsellipsoid. 

b) Einige technische Details. 

81s Kreiselrad dient das eirie Ilad eines Fahrrades, iri dessen Felge 
ein starker Bleiiing eingehaminert i s t ;  das Gewicht des Rades betrigt 
etwa 7 kg. Als Lager bei 31 ist ein Fahrradkugellüger verwendet, in 
das eine eigens angefertigte besonders starke Achse eingebracht ist, auf 
die die beiden Achsstücke J f A ,  und MA,  konisch aufgesetzt sind. Rei 
der Rotation des Rades um die Radachse dreht sich Rad mit Kabe uin 
die ruhende Achse. Die Achsstücke MA, und MA,, die Querstücke 
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der I 'araUelogramn~führuiî~ und der Wagbalkeri sarnt Querstück ef sind 
ans leichtem Stahlrohr gefertigt. 

Die LaufflHchen des Hiiiigelagei-s für den Haken bestehen aus 
zwei korizentrisçhen Kugelschalen, uiri dem Haken drei Freiheitsgrade 
zu geben (Fig. 6) .  (Für die Kreisel- F i y  ô Fig. 7. 

versuche unter II. wird von diesen 
drei Freiheitsgradeii nur der eine - 
Drehung um die Hakenachse - aus- 
genutzt; die drei Freiheitsgiade ~ P S  

Hakens kommen zur Auwendung bei 
Versuchen über riiuinliche Pendelbc- 
wegungen - vgl. auch unter III. -, 
für die man irgend einen passenden 
schweren Koiper an dem Haken be- 
festigen kann.) Das Hangelager mird 
von einem quadratischen Holzbalken getragei-i, an  den es mittels vier 
Schrauben angeklemmt wird (Fig; 7). Der Balken kann init dem einen 
Ende in  die Wand  eingemauert sein oder einem ein- oder zweibeinigen 
Galgen mgehoren 
(Big. 81, der an den 
Horsaaltisch, a n  
die Wand usm. an- 
geschraubt wird. 

Die zu dem 
Apparat gehoren- 
den Scheibenge- 
~ i c h t e  sind in drei 
GrijBen ausgefiihrt; 
auBer scchs groBen 
Scheibengewich- 

ten sind je  zwei 
Schei ben, deren 
Gewicht '1, bzw. il, von dem der groBen Scheiben betragt, beigegeben. 
(Das einzelne ganz Heine Scheibengewicht ist für Experiment 8 be- 
stimmt.) 

II. Experimente mi t  dern Kreisel. 

Irn folgenden soll nun eine Übersicht über eine Reihe mit diesem 
Eeise l  ausführbarer Versuche gegeben werden. Die Bekanntschaft mi t  

der Theorie ist dabei vorausgesetzt, es werden daher Begriffe wie Pol- 
hodie, Herpolhodie, Impulsvektor, Prazession usw. ohne eingeheiidere 
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Erkl i rung rerwendet. F ü r  das Studium der Theorie sei hier nur auf 
die betreffenden Kapitel des umfassenden Werkes von K l e i n  und 
S O m m  e r f e l d  ,,Über die Theorie des Kreiseld' hingewiesen. 

A. Kraftefreier symmetrischer Kreisel. 

Wi r  experimentieren zunachst mit dem (der Schwerewirkung ent- 
zogenen) kraftefreien, symmetrischen Kreisel; also ohne das rote und 
das grüne Gewicht und ohne Scheibengemichte oder mit beiderseits gleich 
vielen. 

F ü r  O - 3/4 Scheibengewichte ist das Tragheitsellipsoid ein abge- 
plattetes Eilipsoid, fur 111, und mehr Scheibengewichte ein verliiiigertes, 
bei 1 Scheibengewicht haben wir arigeniihert eineri Kugelkreisel. 

Die allgemeinste Bewegung des kriiftefreien symmetrischen Kreisels 
ist eine reguliire Priizession um den im Raum festen Impulsrektor: 
Die Radachse beschreibt mit  konstanter Winkelgeschwindigkeit einen 
Kreiskegel nin den iin Raum festen Impiilsvekt~or, das Rad dreht sicb 
gleichzeitig mit konstanter Winkelgeechwindigkeit um seine Bchse. 

a) E i n w i r k u n g  v o n  D r e h s t 6 B e n  a u f  d i e  e i n f a c h e  R a d d r e h u n g .  

1. E x p e r i m e n t .  Wi r  leiten die Bewegung in der Weise ein, da5 
wir zunachst dem Rad eine Rotation um seine horizontalgestellte Achse 
erteilen, dabei f d l t  der Impulsvektor in die Radachse. Dann übeii wir 
einen DrehstoB aus, am besten. mit  horizontaler Ebene des StoBpaares. 
(Wir  gebcn dabei den Enden A, und A, der Radachsc gleichzeitig 
horizontale entgegengesetzt gerichtete kriiftige St6Be senkrecht zur Rad- 
achse.) Dadurch wird der Impulsvektor verlegt und der Kreisel be- 
eçhreibt dann eine reguliire Prizession urn den neuen Impulsvektor als 
Achse. Handelt es sich darum, eine groBere Abweichung von der Ro- 
tation um die Radachse zu erzielen, so gelingt dies bequem durch ein 
im Takt der Prazession erfolgendes Schütteln der Radachse. 

Das Bild, das die Bewegung des kraftefreien symmetrischen Kreisels 
darbietet, is t  ein wesentlich verschiedencs, je nachdem der aus der Zu- 
sammensetzung des ursprüriglichen Impulsvektors und des DrehstoBes 
resultierende Vektor nahe mit  der Radachse zusamrnenfiiilt, oder nahe 
senkrecht darauf steht. W i r  woiien die beiden FaLle nsher diskutieren. 

b) N a c h b a r b e w e g u n g e n  z u r  e i n f a c h e n  I i a d d r e h u n g .  

Fiir die allgemeinste Bewegung unseres kraftefreien symmetrischen 
Kreisels gilt die Relation: 

Cp + ( C -  A) v cos 6 = 0. 
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Dabei bedeutet - wie auch weiterhin - C das Tragheitsmonient des 
Rreisels um die Radachse, A das Tragheitsmoment der Kreiselinassen 
in bezng auf einen Durchmesser des Ilades, 8 den Winkel zwisclien 
Radachs~ und Impulsvektor, v die JVinkelgeschwindigkeit der Prazvssion, 
p die winkelgeschwindiglieit des Kreiselrades rclativ zu der durcli die 
Achse der Priizcssion (d. i. hier der Impulsvektor) und die Radachse be- 
stimmten Ebene. In1 Kxperiment beobachten wir die Winkelgeschwindig- 
keit w des Rades relxtiv zu der jeweils durch die Radachse gelegteriVertika1- 
ebene. 1st 9. = 0, so ist w = v + u und aus der obigen Relation folgt dann: 

2. E x p  e r i m c n t .  Wir wahlen die ursprünglichc Eigenrotation des 
Rades miiBig stark und fügen einen kraftinen DrehstoB - hier am 
besten durch eiri StoBpaar in vertikaler Ebene - zu. Wir betrachten 
den Pall kleiner Winkel 9.: für hinreichend kleine Werte von 8, d. h 
für Kachbarbewegiingen zur einfachen Raddrehung, ist die oliige Re- 
lation zwischen m, v, A, C geniigend genau erfiilit. Die Reobachtung 
der Umlaufszeiten der Radachse und eines bestimmten Punktes des 
Radkranzes (eines farbigen Flecks) gibt daher ein Mittel zu einer ziem- 

A 
lich genauen Bestimmung des Verhiltnisses C a  ,4m Apparat fand sich 

A 
bei O Scheibengewichten c - = 0,82 

A ,, 1 Scheibengewicht (j = 1 

c) X a c h b a r b e w e g u n g e i i  z u r  e i n f a c h e n  Hake i id rehung .  

Wir  besprechen hier ein Experiment, das einen Hauptvorteil des 
Apparates gegcnübcr den bisherigcn Konstruktionen zeigt: die Mtiglich- 
keit, die lireiselliewegung zu studieren bei gmz langsamer Eigenrota- 
tion des Rades (weniger als 1 Crndrehuug pro Sekunde). 

3. E x p e r i m e n t .  Wir leiten die Bewegung dadurch eiii, daB wir 
zunachst dem Rad eine ganz langsame Eigenrotation erteilen (etwa 
1/4-1ie Umdrehung pro Sekunde) und dann durch einen kraftigen Dreh- 
&OB in der Horizontalebene - mibtels Anfassen bci A, und 4'- 
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eiiie rasche Bakendrehung hinzufügen. Bei eiriigem Geschick ergibt sich - 

eine deutlich erkennbare regulare PrLizession : die Radachse wandert in i t  
konstanter Geschwindigkeit auf einem Kreiskegel (mit deni Impulsvektor 
als Achse), das Rad selbst rotiert, wenn C 2 A ist, mit  eb~nfa l l s  kon- 
stanter Winkelçe~chwindigkeit  uin seinc Achse, was sich durch Re- 
obachten des Diirchwanderns cines farbigen Fleckes des Kadkranzea 
durch eine stets durüh die l iadaclse geberitie Vertikaleberie konstatieren 
1iiBt. 1st C 2 14, so  findet die Warideruug der Farbmarken um die 

im entgegengesetzten 
Radachse Sinno stott wie die Wanderung der 

in demselben 
Radachse urn den Impulsvektor. (Als Badarhse iin engeren Sinn gilt 
hier diejcnige Halbgeradc der Achse, die mit dern Impulsvektor einm 
spitzen Winkel bildet.) F ü r  C = A (Kugelkreisel) findet keine W a n d c  
rung der Farbniarken statt. 

B. Symmetrischer Kreisel  u n t e r  aufieren Kraften.  

4. E x p e r i r n e n t .  W i r  bringen eine iiuBere Kraft  an dem symme- 
tiisohen K r e i ~ e l  (ohne S ~ h e i b e n ~ e w i c h t e  oder mit  be idem~i ts  gleirh 
vielen Scheibengewichten) dadurch an,  daB wir bei A ,  niittels einer 

boi A, bcfestigten Schnur einen vcrti- 
ltalen Zug nach oben oder unten an der 
z~nac l i s t  feststehenden A c h e  des ro- 
tierenden Icreisels ausüben. Bei riçhtig 
gewahlter Stiirke des Zuges lm sich 
damn der Endpiinkt der R:~da.chse anf 
einem horizontalen Kreise führen. Wir  
haben kinematisch eine reguliire Pr:- 
zession uni die Vertikale; kinetisch ver- 

l d t  es sich so, daD durch das Ironstante Moiuent, das mit  Hilfe dei- Schnur 
auf die Achse ausgeübt wird, der Endpiinkt des Impulsvektors selbst 
i n  einem horizontalen Kreise herumgeführt wird. E'ür den Ilichtungs- 
sinn der eintretenden Priizession gilt hierbei folgende bequeme IMerlr- 
regel: Man drehe den Vektor der durch die Schniir ausgeübten Zug- 
kraft im Sinnc der Radrotation um 90°, der gcdrehte Vektor giht  dann 
die Fortsühreitungsriühtung für  den Endpunkt der Radaühse, an dern 
die Kraft wirkt.  mai^ kann die Schnur auch in jeder anderen Richtung 
senkrecht zur R,adachse wirken lassen und kami damit die Radachse 
beliebig lenken. Insbesondere kann man bei kurz angebundener Schnur 
durch passenden Zug die R.adachse auf einem Kreiskegel herumführen 
mi t  der durch die ruhende Hand und den Radmittelpunkt Jf bestirnmten 
Richtung als Achse (Fig. 9). . 
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5 E x p e r i m e n t .  Wird  an dern Gehiinge eine Schnur m r  (Fig. 10) 
so befestigt, da0 das Ausweichen der Ereiselachse in der Ebene Zwnp 

Dur in einem Sinne moglich ist, so laBt sich regulare Priizession des 
umlaufenden Rades um die Vertikale nach der  FI^ IO. 

einen Seite hin mit beliebiger Geschwindigkeit 
erzielen ; die Spannung der Schniir vrrnn1:iBt 
das zur Aufrechterhaltung dieser Priizession 
notige Moment. Bei einem horizontalen AnstoB 1 

des Endpunktes A, der Radachse irn entgcgen- 
gesetzten Sinn zu dieser Prazession jeàoch, be- 
wegt sich der Kreisel wie ein kraftefreler Kreisel 
urn den aus der Zusammensetzung des urspriing- 
lichen Eigenimpulses und des Zusatzimpulses 
i esultierenden Impulsvelitor. 

Ersetzen wir den vertikal gerichteten %ug 
der Schnur (Rxperiment 4) durch dnbringung 
eines Schpibengewichtes (oder mehrerer) bei A, (oder A,), so erhalten 
wir in den drei folpenden Experinlenten die regulare Priizession des 
schweren symmetrischen Krcisels a19 speziellc Bewcgungsform desselben. 

6. E x p e r  i m  en t .  Bei Erteilung einer raschen Eigenrotation um 
die liadachse nach Anbringung eines Scheibengewichtes (oder mehrerer) 
bei A, erhült man durch Ertden der passcnden Pr5zessionsgeschmindig- 
keit (durch Führen des Endpunktcs der Radachse mit der I-Iand) die 
langsame regulare Priizession des schweren Kreisels ( p  groB gegen v). 

7. E x p e r i m e n t .  Bei horizontaler Stcllung der Badachae ist das 
Dcviationsinon~ent C u v  und zwar gleich dem Moment M des bei A, 
aufgesetzten Scheibengewichtes in bezug auf den lhdmittelpunkt,  sodaB 
bei festgewiihlterri Scheibengewicht: 

Cp v = M : const. 

kt. Verkleinert man p durch Rremsen der Radrotation, so wachst die 
Priizessionsgeschwindigkeit v. Berechnet man M aus dern Gewicht der 
aufgesetzten Scheibe und ihrem Abstand von 171 und beobachtet p und 
v, so kann man C mit Hilfe der letzten Gleichung bestimmen. (p 
stimmt hier überein mit der Winkelgeschwindigkeit des Rades relativ 
zu der jeweiligen Vertikalebene durch die Radachse; diese Winkel- 
geschwindigkeit wird durch Beobachten der Durchwanderung eines far- 
hisen Fleckes des Radkranzes durch diese Vertikalebene ermittelt.) 

8. E x p  e r i m  e n t .  U m  die schnelle regulire Priizession des schweren 
symmetrischen Kreisels zu erhalten, bringt man bei A, das kleinste 
Scheibengewicht an, erteilt dem Kreisel eine ganz langsame Eigenrotation 
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und eine rnoglichst rasche Pr%zession um die Vertikale. An der Wanderung 
der Farben laBt sich dünn deutlich die neben der Prazession bestehende 
Eigenrotation erkennen (p nicht gr00 gegen v). Das Experiment er- 
fordert einige Übung. 

Neben diesen speziellen Bewegungsformen des schweren Kreisels 
lassen sich auch die allgemeinen realisieren. 

9. E x p e r i m e n  t. Wir erteilen daxu dem bei A, mit einem Scheiben- 
gewicht (oder melireren) belasteten l tad  eine ui5Bige Rotation uni seine 
Achse, lialten die A c h e  erst ruhig und lassen sie dann plotzlich los. 
I h r  Endpunkt beschreibt d a m  eine zykloideiiartige Iiurve mit Spitzen; 
man erkerint deutlich, da8 das das Sclieibengewicht tragende Ende der 
Iladachse beim Fehlen eines seitlichen StoBes im ersten Moment nach 
unten, also in Richtung der Schwerewirkung, ausweicht. Erteilen wir 
heim Loslassen dern Endpiinkt der Badachse einen seitlichen StoB, so 
erhalten wir etwas abgeiinderte Bewegungsformen (Kurven ohne Spitzen); 
für eineil horizontalen Anst'oB von bestinimter Gr6Be und bestiniriitem 
Sinn ergibt siçh die regulire Priizession des sehweren Kreisels. 

10. E x p e r i m e n t .  Bei sehr groBer Eigenrotation cles Kreisels er- 
gibt sich die Zackenkurve der pscudoreguliren Prazession als Bahnkurve 
des Endpunktes der Achse, eine Bewegungsform, die angeniihert als 
Überlagerung einer reguliiren Prazesuion mit  einer Nutatioii aufgefaBt 
werden kann. 

c. Kraftefreier unsymmetrischer Kreisel. 

Die allgemeinste Bewegung des kraftefreien unsyilirnetrischen Kreisels 
kann bekanntlich veranschaulicht werden durch das AbwLlzen des Ellip- 
soids der lebendigen Kraft auf der invariablen Ebene. Das ist die senk- 
recht zu dem itn Baiim feststehenden Impulsvektor an das Ellipsoid 
der lebendigen Kraft gelegte Tangent;alebcne. W i r  bezeichnen dabei 
als Triigheitsellipsoid des Kreisels (in bezug auf den ruhenden Punkt 
M) das Ellipsoid, dessen Gleichung in laufenderi Koordiiiateri x, y, z 
in bezug auf die durch 31 gehenden Haupttragheitsachsen des Kreisels 

82' + By + Cz2 = 1 

ist, wo A, B, C die bezüglichen Tragheitsmomente für diese Achsen 
sind. Das Ellipsoid der lebendigen Kraft ist dann das mit dem Tr5g- 
heitsellipsoid iihnliche und iihnlich gelegene Ellipsoid mit im Verhiiltnis 

1: )'2p vergr6Berten Achsea, wenn ï' die lebendige Kraft des Kreisels 
ist. Die Polhodiekurve wird durch einen elliptischen Kegel mit der 
Spitze in JI aus diesem Ellipsoid der lebendigen Kraft ausgeschnitten; 
sie kann auch aufgefaBt werden als der Schnitt zweier Ellipsoidc, deron 
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Gleichungen die.Konstanz der lebendigen Kraft und der Lnnge 1 des 
lmpulsvektors bei der Bewegung des kraftefreien Kreisels ausdrücken. 
Verschiedene Typen der Polhodiekurve, die sich bei festem A, B, C 
und T je nach der Gr6Be von I ergeben, Pig. II. 

zeigt beistehende Figur 11, die W e b s t e r ' s  
Dynarnics . . . entnommen ist. Sehr ge- 
eignet m m  genauern Studiiim der ange- 
deuteten geometrischen Beziehungen sind 
ein Aufsntz von H. GraBmann ,,Die 
Drehung eines kraftfreien starren Kkpers  
um eirien festen Puukt'l (Zeitschr. f. Math. 
u. Phys. 48 [1903]) und die im Verlag von 
Martin S c h i l l i n g  in Halle, Serie YXIX, 
Xr. 1-3 erschirnenen Appa- 
rate ziir Kreiseltheorie, die das . 
Kinematische dieser Vorgkinge 
deutlich zu erfassen ermog- 
lichen. Mit den in der ge- A 
nariliten Schrift sehr übersicht- 
lich zusammengefaBten Vor- Tf  
stellungen kann man sich gut 
in die bei den nachfolgenden Experinienten 
auftretenden Erscheinungen hineindenken; 
hier würde es zu weit führen, bei den I 
einzelncn Experimenten jedesmal die ganze Überlegung durchzumachcn. 

Wir beschriinken uns hier dnrauf, die Ausführung und den Vcr- 
lauf der Experimente anzugeben, die siçh auf die Stabilitat und Laloilit% 
der Haupttriigheitsachsen des unsyrnmetrischen kraftefreien Kreisels be- 
ziehea. Diese sind permanente Drehachsen, aber nur die Achse des 
gr6Bteu und kleinsten Tr~gheitsmomentes sind stabile Drehachsen, die 
Achse des mittleren Tragheitsmunientes ist labil. Diese Tatsachen 
und die im Zusammenhang darnit auftretenden Bewegungen des krafte- 
freien unsymmetrischen Kreisels lassen sich an unseïm Kreisel deutlich 
realisieren. 

Durch Anbringen des roten und des grünen Eisengewichtes an den 
rot bzw. grün bezeichneten Stellen Cl und C, des Rudkranzes erhalt 
man einen unsynlmetrischen Kreisel, der bei gleich vielen Scheiben- 
gewichten bei A, und A, kraftefrei ist. (Natürlich ist bei jedem Ver- 
such durch Einstellen der Laufgewichte LI und L, auf der Kreisolachse, 
eventuell durch Nachregulieren an den Blügelmuttern der Kreisel so 
zu justieren, daB er bei jeder Lage der Radachse im Gleichgewicht ist.) 
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Das Trigheitsniornent um die Radselise A,A, k t  fest, das um die gelb- 
blaue und die rot-grüne Achse, BJ, und Cl C,, kann durch Anbi-ingen 
gleichvieler Scheibengewichte bei A, und A, abgeandert werden. Um die 
Rotation um die gelb-blaue Achse B,B2 zu erhalten, stellt man BI B2 in 
die Vertikale, um die Rotation um die rot-grüne Achse Cl C, zu bekomnien, 
stellt man C,C2 in die Vertikale und erteilt beideniale eine Rotation 
um die Hakenachse. Dadurch und unter Hinzunahme der Radrotation 
hat  man die Moglichkeit, die Rotütion um jede der drei Haupttragheits- 
achsen eirizuleiten, und durch richtige Auswahl der Sçheibengemichte 
kann man dabei jede dieser Aclisen zur Achse des mittleren Tr'Ligheits- 
momentes machen. Das Triigheitsmoment um die rot  grüne Achse ist 
immer kleiner als das um die gelb-blaue wegen der Lage des roten 
und des grünen Gewichtes gegen diese Achsen. W i r  stellen zunachst in 
einer Tabelle zusammeo, wie bei verschiedenen Scheibengewichten die 

- 

Achscn des groBtcn, mittlcren und kleinsten Tragheitsmomentes im 
Kreisel liegen. 

Achse des 
Scheiben- 
Rewi&te groBten mittleren ' klein~ten 

Radachse I gelb-blaue A. rot-grüne A. O-i / ,, l 

4 77 77 

üruppe 1. 
N 

- - -- - - -- - -- 

1-1: gelb-blaue A. Iladachse ro t~grüne A. ) Gruppe II. 

1: I gelb-blaue A. rot-grüne A. CL Radachse 
13-33 l l ) Gruppe III. 

4 4 1  71 >> 71 

Das Zeiciien - bedeutet, da0 die Tragheitsmomente für die durch - verbundenen Achsen bei bzw. 12 Scheibengewichten sehr nahe 
gleich sind (vgl. Experiment 14). 

11. E x p e r i m e n t .  F ü r  die Gruppe 1 ist die Radachse die des 
groBteii, die rot-grünc Achse die des kleinsten Triiglieitsmomentes. Eine 
lileine Storung der Bewegung um diese Achsen gibt nur eine geringe 
Abweichung der gestorteu Bewegung von der ursprüilgliçhen. Die gelb- 
blaue Achse ist die des mittleren Tr~gheitsmomentes;  eine (an sich 
schon stets vorhandene) Storung der Rotation um diese Achse fiihrt 
dam, daB der Kreisel sich sehr bald umlegt (und dabei an den Hinge- 
s t iben anschlagt). 

12. E x p e r i m e n t .  Bei der Gruppe II wird die Radachse zur Achse 
des mittlcren Tragheitsmomentes. Wiihrend sich die Bemegung um die 
beiden anderen Hauptachsen bei Storung stabil verhiilt, beginnt bei 
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tlotation um die jetzt labile Radachse der Endpunkt dieser Achse bald 
eine Bewegung auf einer sich spiralig erweiternden Bahn, und bevor 
wieder ein Engerwerden der Windungm eintritt, schlagt der Kreisel 
bereits an die Aufhingestiibe an. (Es empfiehlt sich, den Kreisel auf- 
zuhalten, bevor das Anscblagen eintritt, da sonst leicht Beschidigungen 
des Apparates eintreten konnen.) 

13. E x p e r i m e n t .  Bei der Gruppe III erweisen sich die Radachse 
und die gelb-blaue Achse als stabile Drehachsen, die rot-grüne Achse 
ist lahil. Hier ist die der Rewegung um die labile Achse benachbarte 
Rewegung 'sehr sch6n zu verfolgen; dabei ist der Fall besonders inter- 
ejsant, wo das Durchwandern der Farbflecke auf dem Radkranz im 
hochsten Punkte so vor sich gcht, daB immer nur die Punkte der 
einen Halfte des Itadkranzes den hochsten Punkt passieren, soda0 ihn 
also die Yarben etwa in der Reihenfolge rot-gelb-griiii-gelb-rot- 
gelli-grün usw. durchlaufen. In dieseni Fall findet das Abrollen des 
Polhodiekegels auf dern Herpolhodiekegel so statt, daB der von M 
nach dem gelben Fleck führende IIalhstrahl der gelb-blauen Achse mit - 

der nach oben gerichteten Vertikalen Fig. 12. 

durch 31 Winkel einschlieBt, die niemals 
grd3er sind als 90°. Es empfiehlt sich 
bei Gruppe III bei Bewegungen urn 
die rot-griine Achse drei oder mehr 
Scheibengewichte aufzusetzen, da hei 
neniger als drei Schcibenge- 
wichten Anschlagen des Rades 
an die Ringestabe eintritt. 

14. E x p e r i m e n t .  Inter- 
essant sind noch die Fille mit 
je 4 bzw. 1: Scheibengewichten 
bei A, und 44,. Erortern wir 
von den beiden ganz analogen Fillen hilu 

etwa dcn für 14 Scheibengewichte etwas 
naher. Hier ist noch die gelb-blaue A c h e  die Achse des grGBten, die rot- 
grüne Achse die des mittleren Triigheitsmomentes, aber man ist schon 
nahe dern Fall eines symmetrischen Kreisels, bei dem die Tragheits- 
momente um die Radachse und die rot-grüne Achse gleich sind. Bei 
anfiinglicher, in geeigneter Weise gestorter Rotation des Kreisels um 
die Radachse beschreibt ein Endpunkt der R,adachse eine sich zunachst 
stark erweiternde, spiraleniihnliche Kurve; die Windungen werden aber 
wicder enge, bevor der Kreisel an die Aufhangedrihte anschlagt, und 
man kann daher verfolgen, wie die Radachse in ilire ursprüngliche 
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Lage zurückgeht, wieder heraustritt, zurückkehrt usw. Dieser E'all ent- 
spricht einem sehr fiachen Folliodiekegel (vgl. Figur 12); die Mantel- 
linien dieses Kegels sind an  Lange menig verschieden, da sich die Pol- 
hodiekurve schon stark dem Halbaquator eines Rotationsellipsoids um 
die gelb-blaue Achse nahert. Daher wird der Herpolhodickegel um den 
Impulsvektor sehï eng, und der Winltel, den die Radachse mit dem 
Impulsvektor beim Abrollen bildet, wird sich innerhalh weiter Grenzen 
andern. 

III. Weitere Verwendungsarten des Apparates. 

Wir geben noch eine kurze Gbersicht über Verweridungsm6glich- 
keiten des entsprechend abgeiinderten Apparates zu Demonstrationen 
am Doppelpendel, gyroskopischen und einfachen ebenen Peodel. 

A. Schwingungen des Systems mit zwei Freiheitsgraden. 

Das nur an eiiier der rot  bzw. grün markierten Stellen, etwa bei 
C,, belastete Rad ISBt sich xur Demoustration von Schwinpngen eines 

Pig. 13 a. Fig. 13b. 
Systems mit zwei Frei- 

II 
heitsgraden in  zwei 
verschiedenenWeisen 
benutzen (Fig. 13): 

I e a) f ü r  Schwirigungeu, 
C7 die in der durch die  

Radebene bestimn- 
ten Vertikalebene 
stattfinden, b) fiir 

AI  
\ 

P 

-2 Schwingungen in der 
durchlm vqbestimni- 
ten Vertikalebeue. 

& 

---s 

cz Die Versuche ge- 
F--_-r 

lingenrechtgut,wenn 
man üls Belastung bei C, etwa das Dreifache des roten oder des griirien 
Gewichtes benutzt. 

Man erhalt in beiden Failen aui3er den ohne weiteres sich ergeben- 
den zusammengesetzten Schwingungen des Systems bei eiriigeni Gesçhiçk 
die beiden Hauptschwingungen, die in jedem FaIl durch die neben- 
stehenden Figuren 14 schematisch dargestellt werden, wo verschiedene 
Lagen des Systenis, die sich periodisch wiederholen, gezeichnet sind. 
(Für die genaucrc Erorterung vgl. z. B. R o i i t h ,  Die Dynamik starrer 
Korper, 1, S. 406-420.) Man kann auch in beiden Faiien hübsche 
Schwebungserscheinungen bekommen. 
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15 E x p e r i m e n t .  Man erhiilt bei a)  die erste H a ~ p t s c h w i n g u n ~  
am bequemsten dadurch, daB man den Apparat in eine Lage bringt, 
wie sie der ersten Hauptschwingung entspricht und das System aus 
diesrr Lage geeignet in  Bewegung versetzt. F ü r  die zweite Xlaupt- 
sc,hwingung empfiehlt es sich, die Radachse erst in geeignetem Tempo 
auf einem - in der nebenstehenden schematischen Pigur 15 puiiktiert 
angedeuteten - Kreise zu führen und schlieBlich im Xoment des Un]- 
kehrcns dem Rad eine leichte Rotation im Sinne des Pfeiles zu ert,eilen 
und loszulassen. Es erfordert einige Geduld, die beiden Hauptsçhwin- 
gungen einzuleiten, doch bekommt man 

A Fig. 14. A 

sie mitunter aiich sehr rein. 

Eine deutliche Schwebung hekoinint man, wenn man den ganzen 
Apparat in der mit der Radebene zusammenfallenden Vertikalebene aus  
der Vcrtikalstellung herauszieht, die Liiiie H C ,  vertikal hLlt und d a m  
losliBt. E s  empfiehlt sich, um storende Schwankungen zu vermeiden, 
bei d e n  diesen Versuchen nash dern Loslassen noch einige Zeit seit- 
lich a n  den Querstückeii g h  und i k  zu führen, natürlich ohne die 
Pendelung zu beeinflussen. 

16. R x p e r i n i e n t .  Rei h j  leitet man die Hanptschwingungen am 
h t c n  dadurch ein, daB man den Apparat i n  ein? Lage bringt, wie sie 
der iiuBersten Stellung der Hauptschwinguiig entspricht und von hier 
aus die Schwingung passend beginnen laBt. Eine sehrhübsche Schwebungs- 
erscheinung bekommt man, wenn man das Rad erst unter Belassung 
der vertikalen Stellung der Radebene seitlich aus der Ruhelage heraus- 
zieht und dann losliiBt Bei diesen Versuchen ist  hesonders ein Schwanken 
des ganzen Apparates zu vermeiden. (Durch Anbringen gleich vieler 
Scheibengewichte bei A, und A, lassen sich noch die Triigheitsmomente 
abindern.) 

In  die Kategorie der Schwingungen mit z a e i  Freiheitsgraden ge- 
h6rt schlieBlich noch das folgende Experiment. 
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17. Expe r imen t .  Erteilt man dem mit dem roten oder dem grünen 
Übergemichte belasteten Rad eine selir rasche Rotation um die Rad- 
sclise, so beschreibt der Radmittelpunkt eine hin- und hergehende Be- 
wegung, deren horizontaler Anteil entgegengesetzt ist dem horizontalen 
Anteil der Bewegung des Übergewichtes. Die Amplitude der ersten 
Bewegung verhiilt sich zu der der zweiten anniihernd umgekehrt wie 
die Kreiselrnasse zur Masse des Übergewichts. (Bei unendlich langer 
Aufhingung ergibt sich dies streng aus der Anwendung des Schwer- 
punktsatzes auf das schwingende System.) Bei langsamer Rotation 
kommen Resonanzerscheinungen zwischen den Umlaufsbewegungen und 
Pendelbewepngen zustande. 

B. Gyroskopisohea Pendel. 

In der durch die Figur 16 dargestellten Abiinderung ist der Apparat 
als gyroskopisches Pende1 verwendbar. (Die beiden Achsstücke MA., und 
MA, sind abgeschraubt und ein mit einern Henkel versehenes Achs- 
stück ist dafür eingesetzt.) Es  erübrigt sich, hier auf die mit diesem 

Apparat anstellbnren Versuche einzugehen, da dieselben bei Webster ,  
The Dynamics of particles and of Rigid, Elastic and Fluid Bodies, 
S. 288-296 und (mit geringfügigen Modifikationen) bei K l e i n  und 
S O ni m erf  eld, Die Theorie des Kreisels, S. 197 -2 16, ausfiihrlich er- 
6rtert sind. 
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C. Einfwhes ebenes PendeL 

Des eben zum Aufhangen des Kreisels benutzte Achsstück ist so 
konstruiert, daB es auch in eine horizontale Bohrung des Galgens e h -  

Fig. 17. 

gesetzt werden kann, wie dies die F i p r  17 zeigt. Das mit dem roten 
oder dem grünen Dbergewichte belastete Rad kann daun als ebenes 
Pende1 verwendet werden. 

18. E xp er imen t. Insbesondere kann aus der Schwingungsdauer z 
dieses Pendels das Tr5gheitsmoinent C des Rades um, die Radachse be- 
rechnet werden mit Hilfe der Gleichung: 

Dabei bedeutet K d a  Tragheitsmoment des Übergewichts in bezug auf 
die Rttdachse, m die Masse des Übergewichts, h die Entfernung seines 
Schwerpunktes von der Radachse, g die Schwerebeschleunigung. K? m 
und h lassen sich nach Ausmessen der Dimensionen und der Lage des 
Übergewichts und Abwiigen des Überpwichts berechnen. Man vergleiche 
das Resultat für C mit dem bei Experiment 7 gewonnenen Werte. Bei 
h e m  am Apparat ausgeführten Versuch ergab sich eine Abweichung 
von ca. - 2% bei einem Wert C= 0,719 kr/mZ nach Experiment 7. 

19. Exper iment .  Befestigt man hinter dem Pende1 einen fest- 
atehenden Teilkreis und am Rande einen Zeiger, der in der stabilen Gleich- 

Zeit~chiiit f. Xathematik u. Physik. 60. Band. 1919. Heft 4. 23 
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gewichtslage des Rades vertikal nach unten zeigt, so kann man die 
Anordnung auch dazu benutzcn, die Gesetze der endlichcn Pendelschmin- 
gungen nachzuprüfen. Man liest mit Hilfe des Zeigers auf der Kreistei- 
lung die dmplituden der Schwingung ab und bestininit die Schwingurigs- 
zeit mit der Stoppuhr. Sehr hübsch ist auch der langsame Übergang von 
der umlaufenden zur schwingenden Bewegung zu verfolgen. 

SchlieBlich sei noch erwiihnt, wie das Rad in der durch Figur 17 
gegebenen Anordriung, aber ohne Eisengewicht, zur Demonstration des 
Fallgesetzes verwendet werderi kann. 

20. E x p e r i m e n t .  Man schlinge um das Rad eine Schnur, die man 
dabei in eine in  den I<adkranz eingedi-ehte R,ille einlegt, und befestige 
am frcien Ende der Schnur ein kleines Gewicht. Das Kad erfiihrt eine 

d 2  
Winkelbeschleunigun % t < P ,  die gegeben i d  durch 

wenn C das Triigheitsmoment des Hades um,  seine Achse, m die Rlnsse 
des angehiingten Gewichtes, R der Abstand des Schwerpunktes dieses 
Gewichtes von der Radachse und g die Schwerebeschleunigung ist. Bei 
geeigneten Anfangsbedingiingen folgt hieraus 

niRa g t S  
R ' P = - ~ T ,  

s - analog der FaUgleichurig: Fallstrecke s = 

Das Destehen dieser Gleichung EBt sich dann k ich t  demonstrieren, 
wenn man am Radkranz einen Zeiger und hinter dem Rade eine fest- 
stehende Scheibe anbringt, die mit  einer den Qiiadratzahlen 0,1,4,9,16,. . . 
entsprechcnden Teilung für y versehen ist. Bei der glcichformig be- 
schleunigten Bewegung folgcn dio Teilpunkte einander in Bquidistontcn 
Zeiten; durch eine geeignete Wahl  des Gewichtes 13Bt es sich erreichen, 
claB diese Zeitriiurrie 

Stromfunktionen 

halbe oder ganze Sekuriden sind. 

für die Stromung dnrch Tnrbinenschaufeln. 
Von H. BLASIUS in Hamburg. 

1. Die Berechnung der Turbinenrarler für stoBfreien Eintritt ge- 
schieht unter der Annahme, daB die Richtung des su- und abfliel3enden 
Wasserstromes durch die Neigung der Turbinenschaufel, durch die Ein- 
tritts- und Austrittstangente, bestimrnt ist. Dadurch riind dann die Ge- 
schwindigkeitsverhiiltnisse und die Druckunterschiede gegeben, und es 
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ist ferner die Reaktionskraft tiuf die Schaufel aus deui Iuipuls- bez. 
Nomentensatz nach E u l e r  zu berechnen. Die Übere in~t i rnmun~ der 
Richtung der WTasserstromung mit der Tangente der Schaufelkante ist 
aber nur bei unendlich enger Schaufelstellung vorhanden. Für  diesen FaU 
gibt es eine Reihe spezieiler Untersuchungen über die Stromiingen. ') - Bei 
endlichem Veihiiltnis von Abstand zu Schaufellange ist die Richtung der 
Stromfiden in der Eintrittsebene nicht parallel (Fig. 1): sie ist in den 
Zwischenriiumen flacher als an 

Fig. 1. 
der Schaufclkante. Erst  in un- 
endlicher Entfernung vor der 
Kante ist Parallelstrtjmung von 
geringerer Neigung vorhauden, 
als die Eintrittstangente an- 
gibt. Um zu untersuchen, wie 
groh diese Unterschiede der 
Neigungen als Funktionen des 
Schaufelabstandes merden, müs- 
sen wir Ausdrücke fürdiestrom- 
funktionen herzustellen suchen. 
Die Hilfsmittel der E'unktionen- 
tlieorie,diehierzu zurverfügung 
stehen, beschriinken die Unter- 
suchung vorlaufig auf zwei- 
dirnensionalePotentialstromung 
durch eine Reihe von parallelen 
oder sternformig angeordneten 
Schaufeln, wobei von dem Ein- 
fluB der Reibung und Wirbel- 
bildung abgesehen wird. Auch wollen wir nur den stoBfreien Eintritt 
daistellen, obwohl die Methode nicht darauf beschrankt ist. Die Kombi- 
nation von Leitrad und Laufrad ist nicht in Betracht gezogen; es würde 
sich hierbei um die Untersuchung einer zeitlich periodisch veranderlichen 
Stromung handeln. 

2. Eine wesentliche Eigenschaft der Stromverteilung von Fig. 1 
ist die Existenz einer Zirkulation im Uhrzeigersinne um jede Schaufcl 
herum, eine Bemerkung, die auch in der Theorie der Flugfiiichen2) 
- -  

1) Prai i l .  Schweizensche Bauzeitung 41, 207, 1903. 45, 277, 1906;  Lorenz, 
n'eue Theorie und Berechniing der Kreiselrader. München 1908 ; v. Mises, diose 
Zeitschrift 67, 1, 1909. 

2) Kutta,  Ill. aerona,ut. Mitteilungen, 1912, Miinchener Berichte 1910 und 
1911. J ouk ow s k y ,  Zeitschrift für Flugtechnik und Xotorluftschiffahrt, 1910. 
Blasius, diese Zeit~chrift Bd. 59, Seite 43  und 223.  

23 * 
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eine Rolle spielt. Durch die im nachsten Absatz 3 anzugebende Ab- 
bildung kann man aus *der Stromung um eine einzelne gekrümmte 
Plache die Stromung durch Turbinenschaufeln herstellen, und ich muB 
daher hier kurz das Ergebnis meiner Abhandlungl) über die Strom- 
funktionen für E'lügel hinsçhreiben: E s  wurden untersuçht die Singulari- 
titen, die das kornplexe Poteutial x = rp + i@ und die Geschwindigkeits- 

d % verteilung w = u - i u  = - nebst ihren analytischen Fortsetzungen als 
d s  

Punktionen der Koordinaten x + i y  = z haben müssen. Diese Unter- 
suchung führte zur Aufsteiiung der Funktion: 

ist, als des einfachsten Ausdruckes, der eine solche Zirkulationsstromung 
darstellt. z ist eine auf der zweiblattrigen a-Ebene eindeutige Funktion, 

Pig. 2. 

die  im Unendlichen des ,,physikalischenL' Blattes Null wird, so daB dort 
w = a ist. Die Verzweigungspunkte liegen bei z = - 1 und z = + 1, 
zwischen ihnen erstreckt sich das Flügelprofil. Fig. 2 (= Fig. 4 der 
f rüheren  Abhandlung S. 230) gibt ein Bild der Werteverteilung von z 

ü b e r  der  2-Ehene; Fig. 2a stellt das physikalische Blatt, Fig. 2 b  die 
analyt ische Fortsetzung dar. Fig. 3 (= Fig. 5 d. f. A. S. 230) zeigt den 
Zusammenhang  der unteren Halbebene von 2 a  mit der oberen von 2b. 

D a s  komplexe Potential ist : 

1) B l a s i u s ,  diese Zeitschrift Bd. 59, Seite 43 und 225. 
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und die Tragkraft pro Einheit der Breite 

2nc ist der Wert  der Zirkulation, so daB c die Dimension Geschwin- 
digkeit x Lange hatte. Durch die spezielle Lage der Verzweigungs- 
punkte k t  jedoch die Langeneinheit in der z-Ebene festgelegt gleich 
der halben Tiefe des Flügels; und da im  folgenden z nicht mehr die 
Rolle der Koordinatenebene spielen wiid, sondern nur noch Hilfsehene 
ist, so nehmen wir die Dimension von z zu 1, und die Dimension von 
c als Geschwindigkeit an. - Im weiteren Verlauf der Arbeit wurden 
dann noch ailgemeiiiere Ausdrücke für Zirkulationsstromungen um dicke 

Fig. Y. 

und ~ n s ~ m m e t r i s c h e  Flügel ale gebrochen-lineare Punktionen von z auf- 
gestellt: 

w = a - i b + 2 c t ,  Z - a  

Zn - Z 

3. Die Funktion w(z) übertragen wir nun auf eine neue Koordi- 
natenebene f = 5 + irj durch die Transformation: 
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t über der z-Ebene ist in Pig. 4 dargestellt. Man sieht, daB der ganze 
Inhalt der z-Ebene, die Wertevcrteilung von w, auf einen Streifen der 
c-Ebene abgebildet mird. z = p fi i l t  nach 5 = - cx, , z = p  nach 6 = f oo. 

Die Abbildung ist periodisch, wenn [ sich um 2 in8 aridert, so daB also 
unendlich viele Paare von Verz~e igungs~unkten  im senkrechten Ab- 
stand 2z8 in der c-Ebene auftreten. Die Verzweigungspunkte z-- 1 
und z = + 1 fallen im allgemeinen in verschiedene Hohen 7 ,  wir erhalten 
also mit der Übertragung von w ( z )  auf die P-Ebene den allgemeinsten 
Fa11 der Abwickliing einer Axialturbine oder Pumpe. 

8 ist hierbei reell und positiv angenommen, und wir verlieren dabei 
nichts an Allgemeinheit. Komplexes 8 würde nur eine Drehung des 

Fie. 4, Bildes in der g-Ebene be- 
wirken ; bei reellem 8 ist 
die Flucht der Schaufelii, 
der Radumfang, a h  Verti- 
kaleangenommen. Ebenso 
konntcn wir uns den An- 
satz einer Konstanten ror 
i 

ea ersparen, da dies nur 
eine Parallelverschiehung 
der [-Achsenbedeutet. Der 
absolute Wert von 4, das 
diellimerision einerliinge 
tiat,ist für  den &laEstab der 
Figur, Schaufelabstand 
2a8, wesentlich. Mit der 
Lage v o n p  und q, die be- 

liebig komplexe Werte annehmen, also 4 Parameter liefern, heherrschen 
wir die Tlange der Turbinenschaufel, ihre Neigung gegen den Radum- 
fang, die Schaufeldicke und die Lage ihrer gr6Bten wolbung. Die Kei- 
gung wird durch den Wcrt von c variiert, doch sind die Neigungen 
im beiderseits Unendlichen bei einmal bestimmten Verten von p und 
q nicht unabhzngig voneinander, da stoBfreier Eintritt gefordert war. 

4. Die Geschwindigkeitsverteilung entsteht, indem man sich die 
Hilfsverinderlichen z und z eliminiert denkt: 

zc i v = w = a - i h + 2 c z  

t = i(z + vz" 1) 
L 

p eF+ q a = -  L- 
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Der Ansatz von b ist notwendig bei Unsyinmetrie der Anordnung; 
durch ~ n d e r u n ~  von b mu0 die Striirnung so gestaltet werden, daB 
diirch bcide ~erzweigungspunkte dieselbc Stromlinie hindurchgeht. Durch 
Gleichsetzen der Stromfunktionen für jedes Paar von Verzweigungspunkten 
entsteht so eine Gleichung, die Strtirriuiigsrichtungen irri Unend- 
lichen, die stoBfreiem Eintri t t  entsprechen, verknüpft. 

Die Stromung hat  im Unendlichen der c-Ebene die Richtungen, 
die tu für a  = q bzw. z = p  hat. Die Werte von z an diesen Stellen 
im physilralischen Blatt, deren Vorzeichen aus Fin. 2 a  abzulesen sind, 
bezeichnen wir mit:  

so daB die Geschwindigkeiten im IJnendlichen: 

W - ,  = a - i b  + 2c t ,  an der Eintrittsseite, 

w+, = u - i h  + 2czp  an der Austrittsseite 

sind. Sind die reellen Toile von 5 und z, verschieden, so rilu6 c solclie 
komplexen Werte annehmen, düB die u-Kompaneilte von u: rechts und 
links gleiche Werte  erhiilt. An den Verzweigungspunkten ist  z = f i, 
also : 

u), = a - ib - 2ic  an der Eintrittskante, 

w, = a - ib + 2ic  an der Austrittskante, 

woraus man den Unterschied 7,wischen den Neigungen der Schaufel- 
tangentcn und der Strijmung im Unendlichen ablesen kann. 

5 .  Die Integration des komplexen Pote~it ials  X ( [ ) :  

a - i - i ~ = ~ = J w . ~ g = ( ~ - i b ) ~ +  2 c . J r . d [  

liefert nach Einführung von z als Integrationsveriinderlicher: 

Man bemerke, da0 X neu integriert werden muB, dafi wir also ~zicht 
das Stromlinie~zbild aus der z-Ebene in die f-Ebene abbilden, sondern 
die Gescl~windi.qkeitsverteiiung w(z). Die Abbildung von X ( z )  ergabe in 
der [-Ebene Singularitaten an den Punkten, die z - m entsprechen; im 
Unendlichen der c-Ebene würden die Geschwindigkeiten Null werden. 

Aus X lassen sich die Wertc der Stromfiinktion T an den Ver- 
zweigungspunkten ablesen und dadurch liiBt sich die Gleichung für Z, auf- 
stelien. Ebenso folgt aus X die Gleichung des Schaufelprofils. Die 
Berechnung der Krafte bietet nichts Neues gegenüber der bekannten 
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Theorie. Man erhalt als Kraftkomponenten anf die Rreiteneinheit einer 

wobei 2 x 8  der Schaufdabstand ist; und niin mit u+, = u-,: 

Interessant ist nur der Zusammenhang' mit der Zirkulation um eine 
Schaufel heriim, deren wert wir nun ableiten wollen: Der Weg um 
eine Schaufel der ;-Ebene im Uhrzeigersinn hernni entspricht dem Weg 
um den Verzweigungsschnitt der z Ebene irn selben Sinne, und um den 
Einheitskreis der z-Ebene im entgegengesetzten Sinne des ührzeigers, 
wie man aus Fig. 2 abliest. Auf dieseni MTege nehmeri die ln(%-z,) 
und ln (z - tq) im Ausdruck für X un1 2 i n  zu, da 5 und z, als Werte 
im physikalischen Blatt ins Innere des Einheitskreises fallen. Als Zir- 

kulatioo ,/Vas, im Uhrzeigerainne uni die Sehaufel herum gemessen, 

erhalten wir also: 
C = 2 c 0 .  (z, - zp) .  2 2 ~ .  

Nun soll 2c(zg - z,) = w-, - w+, nach Absatz 4 rein imaginar ge- 
macht werden und steilt dann die Diflereriz der Vertikalkoiriponeriten 
der Geschwindigkeit = i ( v + ,  - 8-,) dar. E s  ist also 

c = 2 x 3  . (v-, - v+,) 

ein einfacher Wer t  für die Zirkiilation; und hiernach ist: 

in ~ b e r e i n s t i m r n u n ~  mit der bekannten Formel der Zirkulatioristheorie. 

6. W i r  gewinnen übrigens keine neuen Stromungsbilder, wenn wir 
die allgemeineren in Absatz 2 genaiinten Geschwindigkeitsverteilungen 
übertragen. Diese Verallgemeinerungen unterscheiden sich von dcm hier 
benutzten w nur  durch die Lage des Poles im zweiten Blatt. W i r  haben 
es aber bereits durch p und q in der Hand, an welche Stelie der [-Ebene 
wir den Pol  abbilden woiien. Rechnerisch sieht mail dies daraus, da0 
man die verschiedenen Funktionen u; durch lineare Transformation ihrer 
z-Ebenen ineinander überführen kann; und diese Transformation kann 

mit  eP zusarnuierigesetzt werden, wobei nur  p und p andere Werte 
P - z 

annehmen. Es steht aber; natürlich frei, den komplexen Parameter zo 
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der allgemeineren w einzuführen, und dafür etwa q = ao zu setzen. 
Wir erreichen dadurch auch den Spezialfall, daB der Pol in einen Ver- 
zweigungspunkt hineinrückt, ein Fail, der der oben angenommenen 
Trarisformation entgeht. Dieser Spezialfall ist übrigens auch durch das 
von K u t t a  angewandte Schwarz- Christoffelsche Verfahren erreiçhbar.') 

Durchführung der Rechnung für den symmetrischen Fall: q = - p  
und reell > 1. 

7. Pür p = - J I  und reelle Werte dieser Zahl groBer als 1 wird 
b = O, c reell. Die Mitte der Schaufel liegt auf der 7-Achse. Es  wird: 

Im Unendlichen des physikalischen Blattes ist nach Absatz 4: 
-- - 

z P =i6, G P =p-lm-lI=- 6q 

w-, = a - 2 ic($ Neigung ini Unendlichen: 1 :: C 
w,, = a + 2 ic$  * - = ATm = 2 6  - 

P a  

wahrend an den Verzmeigungspnnkten (Eintritt X, Austritt A): 

an der Schaufelkante: 

ist. Die Verzweigungspunkte liegen bei: 

Das Verhaltnis 23 von Abstand zu Schaufellinge ist hiernach: 

Man sieht hieraus, daB man mit der Wahl von p da8 Abstandsverhalt- 
nis in der Band hat. L5uft p von 1 bis oo, so kuf t  23 von O bis m. 
Bei unendlich dichter Lagerung, p = 1 und a = O wird ap = 1 und 
dadurch N, = NE, also kein Unterschied dieser Neigungen. Die direkte 
Beziehung zwischen diesen Neigungen (trig. Tangens des Neigungs- 

1) K n t t e ,  Münchener Berichte 1911. Vgl. auch den Fa11 ci,'= -- 1 in Ab- 
satz 15 meiner oben erwahnten Abhandlung Seite 240. 
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winkels) und dem Abstands- 
verhiiltnis erhalten wir durch 

Elimination der  Parameter 5 
und p : 

7c 

p = &ta - 2 T3 

also: 

Diese in Fig. 6 aufgetragene 
Kurve ist ein typischer Fall . - 

fur die in Absatz 1 verlangte Beziehung. Spezielle Werte sind: 

B = L  1- 1 2 

5 = 0,9963 0,9171 0,6058 0,3737. 
N K  

X. Das Potential O + i = X = j  h d t  wird hier nach Abssh 5 
mit zp = - z, = isz, berechnet: 

und hieraus ist die Gleichung für  die Wolbungshohe F zu berechnen, 
indem man den Wert der Strornfunktion T für f = i F gleich dern 
Wert von 7 !  an den Verzweigungspunkten setzt. Dem Wert 6 = iF 
entspricht z = if mit: 

F f = p . t u -  
2.8 

und z p  hat für die obere bzw. untere Begrenzung den Wert (S. Pig. 2a): 

Die Durchrechnung ergibt die Gleichung: 

worin z~ selbst noch von F abhangt. 
c F 

Pür  kleines a, also kleines und f wird z~ = 1 für die obere 

und untere Wolbung, und es bleibt: 
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Die Angaben über die W6lbungsliohe sind nach Obigem nicht zuver- 
lissig. 

fiir beide Begrenzungen, so daB Fig. 6 .  

Durchrechnung weiterer Spezialf alle: q = m, p = 1. 

also die Dicke in erster Niihe- 
rung, für kleine Neigungen, Null 
aird. Bei weiterer Niiherung wird 
Foben kleiner d s  F-, so dafi 

I 
diesc spezielle Serie für gr6Bere 
Neigungen unbrauchbar ist. 

In Fig. 6 sind für das Ab- 
standsverhiiltnis 23 = 1 und % = S 
die HauptmaUe augegeben. Es  
ist iri beiden Failen die Schaufel- 
Iinge = 20 mm gezeichnet und die 
Stromrichtung im Cnendlichen 
= 1 : 4 angenommen. Die Para- 
nieterwerte sind dann: fiir 8 = 1 : 

p = 1,0903 = p, 6, = 0,6558. 

8 = 3,183 mm, 5 = 0,191; 

fir a = L :  

9. Wenn zuniichst einmal einer der Parameterwerte unendlich wird, 
z. B. 

Q - 0 0  p reeli > 1, 

p i P n g  

fl 
* q 2 )  1 

1 

' &Imm , 

/ 
1:367,3 2, 13mm 
. R ~ : . J ?  -1 

 pi^@ 20mm 6 l lOmm 
uZQ25 i n  , - 
n 

so muB die Normierung der Konstanten in der Transformation von d b -  
satz 3 geiindert werden, da sonst das Bild der Schaufel ins Unendliche 
rückt. Wir schreiben hier: 

-- 
p - z = ( p  + 1 ) - e  $ ,  

wodurch der linke Verzweiçungspunkt s = - 1 nach f = O sowie den 
weiteren in Abstanden von 2 x 4  auf der q-Achse gelegenen Punkten 
abgebildet wird. Der andere Verzmeigungspunkt z = f 1, die Austritts- 
kante, rilckt nach: 

k A  = a.lnP* 
p -  1' 

so daB das Verhiiltnis: 
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wird. Die Sehne ist bei reellern p horizontal, senkrecht znr F'lucht der 
Schaufe1n.l) Trotzdem ist die Stromverteilung infolge der Lage von q 
und p unsymmetrisch, in tu muB daher die Konstante b angesetzt wer- 
den (S. Absatz 4). Bei der Berechnung der Neipngen  der Stromlinien 
ist der Wert  von z für { =  + w, s = p :  

zu setzen. Das komplexe Potential ergibt sich durch einen Grenzüber- 

gang aus Absatz 5, "der durïh direkte Integration von JL . d j mit dem 

für diesen Absatz gültigen einfacheren Wert von [, mi: 

Durch Gleichsetzen der Werte der Stromfunktion ?P an den Verzwei- 
gungspunlrten ergibt sich die in Absatz 4 genannte Gleichurig fiir b :  

Wir wollen diese Serie, die für groWe Neigungen ebenfails negative 
Dicken erreicht, aligemein nicht meiter verfolgen, sondern nur den 
interessanten Spezialfall p = 1 darans absondern, in dem wir beliebige 
Dicke werden darstellen konnen. 

10. I n  diésem Faile: 

fallt die Eintrittskante nach f = 0, die Austrittskante nach f = + ,m. 

E s  liegt hier, wie Fig. 7 zeigt, der s a l i  vor, daB die von links heran- 
stromende Flüssigkeit durch unendlich lange Führungen in eine andere 
Richtung gezwungen wird. Eine Restimmung von b, wie im vorigen 
Absatz 9 für p =/= 1 geschchen ist, findet hier nicht statt, wenn man die 
Richtungen iin beiderseits Unendlichen verfügbar halten wiil. Den Fall 
endlicher Dicke der Leitbleche berücksichtigt man mit komplexem c, 
wofür wir c + il; schreiben: 

%- i l ;  = u) = a - i b  + 2 ( c +  ik). z 

1) Komplexes p würde schriige Schaufelstellung darstellen. 
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Als Neigungen % (trig. Tangens des Winkels) in1 ZuAuB von - oo, 

an der Eintrittskante und am Austritt in + cw lesen wir hieraus ab: 
b b - o c  N - , = -  N E =  a + 21c A 

Wir miissen nun zunachst aus dem koniplexen Potential Gleicliungen 
für die Schaufelform, besonders fiir die Dicke, herstellen, ehe wir die 

Fig. 7. 

Elimination der Parameter vorriehnieu (Absatz 13). Fiir k = O erhalten wir 
jetzt schon: 

.ATE = 2 N-,  - N , ,  für Dicke = Null. 

Bei horizontaler Ausstromung AT+, = O ist aiso z. B. die Xeigung der 
Ei~tr i t ts tan~ente  doppelt so groB als die Richtung des zustromenden 
Wassers. 

11. Bus dem kon-iplexen Potential, welches wir aris Absatz 9 mit 
ci, = 1 e~halten: 

@ + iyf= x= [a  - ib)C - 2(c f ik )8[2 i ln (z  - i) + zJ 
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-- 

z - i r i p l / z r l = + ~ . e  fl für Weg 1 
c -- 

- - - 2 . e 23 fur Weg II. 

Hiernach ist nun der imaginiire Teil von X an der Eintrittskante 5 = 0: 

Y f E 0 = - 2 c 4 . [ 2 l n 2 - 1 1 - 2 k 8 z  

und das Verhalten von 2P für = + oo : 
Weg 1: l ' IF, I=(a-2k)r i - (b-2c)k - 2ci?.[21n2 + 11 
W e g I I :  ~ ~ I ~ = ( n - 2 1 ~ ) r - ( b - 2 c ) f - 2 c 8 . [ 2 1 n 2 + 1 ] - 4 k 9 . n ,  

wollen wir nun die Lage der Asymptoten ableiten. Bei der Bestimmung 
der Werte von l n ( t  - i) ist dabei zu beachten, ob wir vom Verzwei- 

Fig. 8. 
gungspunkt f = O aus auf dem Wege 1 im 

6- 1 unteren Blett, oder auf Weg II im sichtbaren ' E d  Blatt rings der f-Achse ins Çnendliche gehen, 

und es ergeben sich nun die A~~rnptotengleichungen: 

1 oberes Schaufelprofil YJaI = Yzo 

(a - 2 1 ~ ) ~  - (b - 2c)Ë = 4 c 4  - 2k4z 

TI unteres Schaufelprofil Vm11 = YEO 
( a  - 2k)7j - ( b  - 2c)5  = 4 c 8  + 2 k 8 z .  

Die H6hen über dem Verz~e igungs~i ink t ,  in denen diese Asymptoten 

L~r-i;; 
A2 -5 - L X  

die q-Achse schneiden, sind hiernach: 
4 ~ 8 - 2 k 8 z  

obere Asymptote: Eo = - a - 2 k p  

] i fcr- i l ;+ I hz -bzg+i-t wir erhalten (S. Fig. 7) auf Weg II die Gleichung 

- -- untere Asymptote: E. = E+ 'la* a - 2 k  

'Y der Asymptote für die von f - O ausgehende 
obere 
- - Begrenzung. In  der z-Ebene entspricht 

untere 

diesen Wegen die Strecke von z = - 1 bis 
oberen z = + l  am 

iinteren 
Rande des Verzweigungs- 

,&(r-i)-&z - b schnittes von Fig. 2a. Die aus dieser Figur zu 
entnehmenden Werte ~ o r i  z - i und ln (z - i) 

sind in Fig. 8 dargestellt. Bür f = cc ist dabei z - i angenihert durch: 

mittlere II6he 

die Dicke der Schaufel, in der q-Richtung gemessen, ist: 
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ihr Verhiiltnis zum senkrechten Abstand: 

Für positive Dicke hat der Parameter k negative Werte. Die hier aus- 
gerechnete Dicke A ist natürlich in i;'bereinstirnrnung mit der wegen 
der (Xeschwindigkeitserhohiing eintretenden Verenpng  des Strahles. 

12. Die Gleichung der Asymptote der Stromlinie, die von links 
her an die Eintrittskante herantritt, ist nnter Benutzung der Werte: 

- 

X 
f = -- oo, a = oo, z = O, In(z- i) = - i- (nach Fig. 8 ) :  

2 

und die Hohe Q ,  in der sie die 7-Achse schneidet: 

13. Wir sind nun in der Lage, durch Elimination der Parameter 
aus den SchluBformeln von Absatz 10, 11, 12 handliche Gleichungen 
zur Beiechnung solcher Schaufeln zu gewinnen. Entsprechend den 

b c k  3 Parametern -, -, - werden wir 3 GroBen N-,, A?+,, S als ge- 
a a a  

geben betrachten, und die n'eigung der Eintrittstangente Nt;, sowie die 
~sjmptotenschnittpunkte E und E berechnen: 

1- 2 6  
-- 

1 
.h-E = 2N- ,  - ----A7+- 1 - 8  1-8 

Fig. 7 entspricht den Werten: 
a = - '  

10 l I V T _ , = +  2 n 8  = 5 0 m m ,  
woraus: 

= 11 
E 
- = 1 - - - - 
4 ' 0,2146 

4 

9- = 7,96 mm E'= 7,96 mm CS- = - 1,71 mm 
folgt. 

ist nach dieser Formel stets erheblich gr6Ber als Np,,  nur 
für AT+, = AT-, nimmt ATE denselben Wert an, und zwar für beliebiges 
6. - Die Unterschiede der Neigungen sind in diesem Palle nicht vom 
Schaufelabstand abhiingin geworden, weil bei kleinerem Abstand auch die 
Asymptotenhohe kleiner und damit die Krüinniung an der Eintrittskante 
sehr scharf wird. - Der geringe Abstand Q, in 6em die Asymptote 
von links her an der Eintrittskante vorbeigeht, liBt erkennen, daB die 
Stromlinie erst kurz vorher zur Richtung XE umbiegt. 
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Radialturbinen. 

14. Der cbergang von den Axial- zu den Radialturbinen oder 
Pumpen geschieht durch die Pbbildung des komplexen Potentials X 
aus der GEbene auf eine neue Koordinatenebene Z = .S + i H  durch: 

t +- Z =  0 . e  "3. 

Die Achsenparallelen der f-Ebene: r ]  = const gehen über in die Strahlen 
durch Z = 0, die Schar = const in die Kreise um diesen Punkt. In den 
Punkt Z = O wird 5 - f cc, in Z = cc wird f = f cc abgebildet. Xin 
horizontaler Streifeli der Breite 2 x 4  aus der c-Ebene wird zu einem 

2 a 
Sektor der Winkeloffnung y; einen vollen Kreis vollendet man, wenn 

man in der E-Ebeno um 2nn4 steigt. E s  erscheinen also n Schaufeln 
in der ZEbene. O bestiinmt den MaBstab der Pigur, es ist der Ra- 
d i u ~  von 5 = O, für den Fall von Absatz 9-13 ist es der Kreis, auf dom 
die Eintrittskanten liegen. 9. kann = 1 gesetzt werden, da überail nur ' auftritt, und 5 eliminiert wird. Ubertragen wird diesmal nicht (vergl. 
4 

Absatz 3) die Gesc7~zuindiykeitsvwteiluny w(Q, sondern das Potedial X(f). 
Würden wir n%tnlich die Transformation [ ( Z )  in w([) einsetzen, so er- 
hielten wir in der L-Ebene eine Str6mung, die keine Symmetrie gegen 

2 x 
Drehung urn y besitzt. 

Da wir diesmal direkt die Stromlinienbilder, und zwar jedes be- 
liebige der in Absatz 4 bis 13 behandelten, in  die neue Koordinaten- 
ebene übert'ragen, so k6nnen wir davon absehen, die Formeln hinzu- 
schreiben, die durch Elimination von P aus X(Q und 6 ( Z )  entstehen; 
wir zeichnen vielmehr die Kurven = const und r ]  = const als kon- 
forme Polarkoordinaten in der Z Ebene e h :  

H 71 
arc Z = arctg, = + - 

A - n 4  

und kiinnen dann z. B. die Figuren 6 und 7, oder jede andere Axial- 
turbine odcr Pumpe, direkt abzeichnen. Oig. 9 zeigt für n = 6 die uber- 
tragung von E'ig. 7. E s  gilt das untere Vorzeiühen im Exponenten der 
Transformationsforniel, wenn die Leitschaufeln innen liegen solien. 

15. In  der 'Uingebung der I'unkte Z = O bzw. Z = oo ist die 
Stromung vom Typus der Quellstromung mit Zirkulation, als Asym- 
ptoten treten hier nicht gerade Linien, sondern logarithmische Spiralen 
auf. Die Stromung bildet mit dem Radius densclben Winkel, wie die 
Stromung in der c-Ebene mit der f-Achse, weil ja dit! Stromlinien kon- 
form abgebildet worden sind. Rechnerisch ersieht man dies aus der 
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Berechnung der neuen Geschwindigkeitsverteilung: W = U- i P in der 

Fig. 9. 

War nun die Neigung in der f-Ebene N - = t g  a,  also 
U 

so wird: 

W bildet also mit der fi-Achse den Winkel a + f i ,  mit dem Radius 
demnach den Winkel a .  Die im Absatz 4 bis 13 berechneten Nei- 
gungen N k6nnen also in dern Sinne, daB sie Neigungen gegen den 
Radius bedeuten, direkt übemommen werden. Der absolute Wert der 
Geschwindigkeit sowie die Liingen andern sich je nach der Entfemung 
Tom Nullpunkt der 2-Ebene. Die neuen Schaufellingen und die Ver- 
setzung der Stromlinien: E bez. @ werden am besten zunikhst irn Bogen- 

Zeitschrift f. Mathemetik n. Physik. 60. Band. 1912. Heft 4. 24 
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odcr WinkelmaB 7 bercchnet, im Polardiagramm eingetragen und d a m  
direkt aus der Zeichnung abgegriffen. 

16. In Fig. 9 besitzt die ankorurnende StrGmung bereits eine Zir- 
kolation. Werin, a i e  z. B. beim Leitrad einer Francisturbine, das Wasser 
rein radial herankommt, so ist in den Pormeln von Absatz 13: 

il,= O - . 
zu setzen, und es wird d a m :  

Die 4 groBeren Schaufeln von Pig. 10 stellen die Hiilfte eines solchen 
Leitrades dar für: 

N-,-O I V + , = - 2  a = &  12-8 @ = 5 0 m m .  

Dabei ist, um das vollstandige System der Parameter, die zu dieser 
Figur führtea, einmal liinzuschreiben: 

in der Transformation von z auf f :  q = oo, y = 1, 9. = 1 

in der Transformation von f auf Z: n = 8, @ = 50 mm, 9. = 1 
b 2 k  1 2 c  20 

im Ausdruck für w und X: a = 0, -- - - ---. 
9' a 

Aus den angegebenen MaBen berechneii wir: 

Arx = - 2,5 E - 4 Q = - 0,55842. 

Die GroBen E und Q sind als Werte der Koordinate 7 
gramm einzutragen (Absatz 14): 

oder im WinkelmaB: 
4 180" - 0,85842 180 

- 28,65O bzw. .-- - - 
8 7c 8 7c 

Um diesen Winkel ist die asymptotische logarithmische Spirale (bei 
E Gerade) gegen die kihnliche, durch die Eintrittskante gehende Spirale 
versetat. 

17.  Nan sieht aus der Pigur, daB die Eintrittstangente erheblich 
gegen den Strom geneigt ist, um die ankommende, scharf gekrümmte 
Stiomlinie stoBfrei zu empfangen. Der berechnete Wert der Neigung wird 
wegen der diirch Reibung verursachten Storungen für die Praxis kaum 
unmittelbar zu verwenden sein. Hier rnuB erst der Versuch entscheiden, 
wie weit man dieser Forderung der Potentialtheorie nachzngeben hat. 
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Fig. 10. 
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Bei der Durchrechnurig endlicher Schaufellangen, p + 1, z. B. bei 
der Über t raguq  der Fig. 6, wird sich auch ein EinfluB des Abstandes 
der Schaufeln auf die Pu'eigungsunterschiede ergeben, der in der Tor- 
liegenden Serie, wie in Absatz 13 bemerkt, nicht auftritt, weil mit ge- 
ringerem Abstand auch die Krümmung scharfer wird. Wird namlich 
n verdoppelt, so wird der Winkel, um den die Asymptote der Schaufel 

E' 
verschoben ist, -, nur halb so groB wie in der F i p r .  Zwei Schaufeln 

n 

für diesen Fall (n = 16) Sind in Fin. 10 gestrichelt eingezeichnet. 

Überhaupt ist die Krümmung der Schaufel sehr scharf, wie die 
kleinen Werte von E und 6 erkennen lassen. Die Schaufeln gehen 
sehr bald nahe an  ihre asymptotischen Spiralen heran, und da sie hier 
kraftfrei weiterflieBen, wird man die Leitbleche schon früher, als hier 
gezeichnet ist, abbrechen koi-inen. Will man sanftere Krümmung dar- 
stellen, so muB man den Fall p + ao durchrechneil I n  diesem Faile 
dürfte sich auch die Ncigung der Eintrittstangente ermZBigen, und es 
wird sich ein EinfluB des Abstandes zeigen, wenn man mit wachsendem 
f i  die Krürnmung durch entsprechende ~ n d e r u n ~  von p konstant halt. 

18. Verallgemeinerungen zur Darstellung der Umstrtimung an der 
Vorderkante, abgerundeter Eintrittskanten u. dgl. wird man in ahnlicher 
Weise anbringen konnen, wie dies in Absatz 17 meiner früheren Ab- 
handlung für Flügel angegeben ist. - Die vorstelienden Rechnungen 
betrafen die Relativbewegung zur Schaufel. Bei den Axialturbinen bietet 
es keine Schwierigkeit, von hier zu treibenden oder getriebenen Schaufeln 
überzugehen. Anders ist es bei den Radialturbinen oder Centrifugal- 
pumpen: Die oben durchgeführten Rechnungen beherrschen nur den Fall 
des feststehenden Schaufelsystems. Zur Darstellung der Relativbewegung 
in bezug auf ein rotierendes Schaufelsystem muB man die Stromfiinktion 

W 
der gleichformigen Rotation: ?Pu = ( E s  + H z )  zu den oben auuge- 

rechneten Ausdrücken für addieren. Die Schaufelform wird dadurch 
natürlich beeinflu5t. - Komplexes c stellt, wie schon in Absatz 4 und 
10ff. bemerkt, Verengung des Strahles dar, der den Raum dann uicht 
mehr voil auafüllt. Dies k6mte  vielleicht zur Darstellung der Fiille von 
Strahlbildung dienen, wobei jedoch im allgemeinen keine Helmhol tz -  
schen Grenzflachen entstehen. 
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Zeichnnngen zur Kuttastromnng. 
Von W. DEIMLER in Miinchen. 

Im Jahre 1902 hat Prof. K u t  t a  dus speziolle Problem gelost 3: 
Die Stromung um eine lange schmach gcwolbte zylindrische Schale zu 
finden, wenn die Sehne ihres Querschnitts parallel zur Stromung im 
Unendlichen liegt. In einer Abhandlung, die im Jahre 1910 der Kgl. 
Bayerischen Akademie der Wissenschaften vorgelegt wurde", hat er  
auch die Losung des allgemeinen Problems der Stromung schief zur 
Schale gefunden. 

Wir  wollen uns im folgenden mit der zweiten dieser Arbeiten be- 
schaftigen; unsere hauptsiichliche Absicht i a t  es, den K u  t t a schen An- 
satzen folgend, moglichst oxakte Zeichnungen für die Stromung um eino 
Schale von kreisformigem Querschnitt zu g e b e ~ ~ )  Die bis jetzt existie- 
renden Zeichnungen sind nur qualitativ riach dem Gefühl gezeichnet. 

Physikalische Grnndlagen. 

In  seinen beiden Abhandlungen hat K u t t e  die Aiisdehnung der 
Schale quer zur  Stromrichtung so groB gewahlt, daB die Wirbel, die 
an der Schmalseite entstehen, keinen EinfluB mehr auf den Gesamt- 
charakter der St,rGmung auBern konnen, d. h. in mathematischer Formu- 
lierung: die Schale wurde unendlich lang angenommen. Der rein mathe- 
matische Vorteil, der durch diese Abstraktion erreicht wird, ist bekanntlich 
sehr bedeutend: Das dreidimensionale Problem wird zu einem zwei- 
dimensionaIen vereinfacht und so der Behandlung mit funktionentheo- 
retischen Methoden zuganglich gemacht. Der AnschluB an die Praxis 
bleibt aber trotzdem sehr wohl erhalten, da ja gerade Pliichen, die quer 
zur Flugrichtung eine vielfaeh gr6Bere Ausdehnung besitzen als in der 
Flugrichtung, wesentlich gr6Beren Auftrieb ergeben und deshalb prak- 
tisch vie1 wichtiger sind als anders geformte. 

Als Form des Querschnitts der SchaIe wurde in K u t t a s  Arbeit 
hauptsiichlich der Kreisbogen behandelt, der in der Grenze auch in eine 
--- 

1) Habilitationaschrift (anezugswei~e in Ill. aëron. Mitt. 1902, S. 133). 
2) , , n e 1  eine mit den Grnndlagen des Flugproblems in Beaiehung stehenda 

iweidimensionale StrCim~ng'~. Sitzber. der Kgl. B. Bk. d. Wies. Math. phys. 
aasee. 1910. 

3) Die Zeichnungen entatanden suf Yeranlassnng und waren bogleitet von 
dem gfitigen Interesse der  Herren Prof. Fins t e r w  a l  d e r  und K u t  t a. 
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Gerade übergehen kann; die Methode ist jedoch auch auf andere prak- 
tisch wichtige Formen anwendbar.'). 

Die allgemeinste Stromung setzt K u  t t a zusammen aus drei Einzel- 
stromungen: 1. einer Stromung parailel zur Sehne des Kreisbogens 
(,,Sehnenstromungl'); 2. einer Stromung senkrecht dazu (,,Normalstro- 
mimg"); 3. einer Ziikulation um das Hindernis herum. Aus Schnen- 
und Normalstromung allein setzt sich die allgemeine Translationsstr6- 
mung (die dem Hindernis auf einfachstem Wege ausweicht) zusammen, 
eine Stromung also, deren Richtung irn Unendlichen unter beliebigem 
Winkel gegen die Sehne des Querschnitts geneigt sein kann. Diese 
Stromung ergibt aber, so lange sie stetig und wirbelfrei (und natürlich 
ohne Beschleunigung im Unendlichen) erfolgt, bekanntlich für jedea 
Hindernis den Widerstand Null, d. h. für eine Tragflache den Aaftrieb 
Null; als Geschwindigkeit der Stromung ergibt sich an ailen scharfen 
Kanten (also in unserm Fall an  der Vorder- und Hinterkante der Schale) 
die Geschwindigkeit oo. Beide Resultate widersprecheu den tatsich- 
lichen Verlialtnissen. 

Besonders der erstere Punkt ist entscheidend: Eine Theorie, die 
den Auftrieb Null für  eine unter beliebigem Winkel getroffene Trag- 
flache gsbe, ware für den praktischen Flugtechnikrr nichts weiter al3 
eine zwecklose Spielerei mit Formeln. Die Theorie muB also minde- 
etens so weit erweitcrt werden, daB aie einen Auftrieb (resp. Wider- 
stand) ergibt. Die Verhaltnisse in der Natur müssen natürlich bei 
dieser Erweiterung moglichst beachtet und richtig verwendet werdeii. 
Umgekehrt gibt der Vergleich der rechnerisch und experimentell be- 
stimmten Werte einen MaBstab dafür, inwieweit die Vorgange in der 
Natur richtig erkannt und dargestellt wurden. 

H e l m h o l t z  hat diese Erweiterung der Theorie durch die Ein- 
führung der Unstetigkeitsfliichen (also unter Aufgabe der überall um 
das Hindernis stetigen Potentialbewegung) gegeben. K u  t t a behiilt die 
stetige Potentialstromung im Encilichen bei und muB dafür notwendiger- 
weise die dritte Einzelstromung, die Zirkulation, hinzunehmen. Denn 
es gilt umkehrbar der Satz: $ne zyklische Bewegung (Zirkulation), 
die einer Translation überlagert ist, gibt eine Q ~ e r k r a f t " ~ )  (d. h. eine 
Kraft mi t  einer Komponente senkrecht zur Stromungsrichtnng). 

1) Vgl. d a m  die weitere Arbeit K u  t t a s : ,,fi ber ebene Zirkulationsstr6mmgen 
nebst flugtechnischen Anwendungen". Eitzber. der Kgl. B. Ak. d. Wiss. Math. 
phys Klasse. 1911. 

Ferrier B l  a s i u s  , ,,Stromfunktionen symmetrischeï und nnsymmetrischer Yliigel 
i n  zweidimensionaler Str6mungLL. Zeitschr. f. Math. u. Phys. 1911, S. 226ff 

2) Vgl. z . B . L a n c h e s t e r ,  AerialFlight 1,s 90 oderschonfriiher: J o u k o w s k y ,  
Bulletin de l 'institut sërodynamique d e  Koutschino, Fascicule 1, Petersburg 1906. 
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Es fragt sich nur tioch, in welcher Starke die Zirkulation der Trans- 
lation überlagert worden sou. Diesc Frage bcantwortet K u  t t a  aus der 
physikalischen Forderung, da1 die auftretenden Geschwindigkeitcn nicht 
so grog werden sollen, da6 sie auf unzulassige negative Drucke führen, 
also auf ein ZerreiBen der Flüssigkeit. F'ür die Potentialbewegung 
einer Plüssigkeit ohne Wirkung auBerer Krafle gilt ja die Formel 

P ~ + + ~ + = P + ~ P V ~ ,  

(wo g die Dichte der Flüssigkeit, p der Druck, v die Geechwindigkeit 
an beliebiger Stelle, p,, v, Druck und Geschwindigkeit an vorgegebener 
Steile, x. B. im  UnendLichen) oder 

p = p ,  + +@(v ;  - us) .  

Man sieht also: der Druck wird negativ, sobald v einen bestimmten 
Wert übersteigt. Wir haben aber an zwei Stellen (Vorder- und Hinter- 
kante) sogar unendlich grofie Geschwindigkeiten. Sie müssen moglichst 
vermieden werden. Da mit der Wahl der Starke der Zirkulation nur 
eine Konstante beliebig zur Verfügung steht, so karin K u t t a  im all- 
gemeinen (d. h. abgesehen z. B. von Symmetriefillen) nur eine dieser 
unendlich gofien Geschwindigkeiten durch geeignete Wahl der Kon- 
stnnten aiif einen endlichen Wert herabdrücken. E s  fragt sich nur, ob 
die Vorder- oder Hinterkante zu bevorzugen iet. Dem physikalischen 
Verhalten von Flüssigkeiten entspricht eu nun offenbar vie1 mehr, an 
der Vorderkante irgendeine Unstetigkeit auszubilden und an der Hinter- 
kante stetig abzustromen als umgekehrt. Daher verwendet K u t t a  die 
freie Eonstante, eben die Starke der Zirkulation, dazu, an der IIinter- 
kante ein stetiges Abstromen mit endlicher Geschwindigkeit herbeizu- 
führen; es erfolgt dann von selbst in der Richtung der Tangente. Die 
Losung ist dadurch eindeutig geworden. Die noch bestehende unend- 
lich groBe Geschwindigkeit (d. h. physikalisch richtiger: die Ausbildung 
einer Unstetigkeit) an der Vorderkante mu8 dann eben dureh eine Ver- 
dickung, wie sie ein jeder Vogelflügel aufweist, vermieden werden.') 

Es k t  nützlich, sich von Anfang an klar zu macheu, in welchen 
Pmkten die Theorie bereits eine gute Anniiherung an die Praxis bietet 
und in welchen aie noch einer Erganzung bedarf. Dazu woilen wir 
folgendes überlegen e): 

Die Einführung einer Zirkulationsstromung bringt, wie erwiihnt, 
in die Umgebung der Fluçfliiche keine Enstetigkeit herein, die stetige 

1) Dber Betrag und Form dieserVerdickung B.  K u t t a ,  a. a. O. S. 31ff. K u t t a  
aeigt dort, da6 bercits eine ganz geringfügige Verdicknng zur Vermeidung der 
negativen Drucke snsreicht. 

' 2) Dieae Überlegungen stamrnen teilweise ans Gespriichen mit Prof K u t  t a. 
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Potentialbewegung bleibt irn Endlicben erhalten. Im Unendlichen da- 
gegen tritt durch die Zirkulation eine logarithmische Unstetigkeit, ein 
Wirbel, auf [vgl. dazu die Formeln 5.), 6.) und 8.) im folgenden]. Man 
kann also eagen: 

Die Kut tasche  Theorie berücksichtigt den EinfiuB all der Wirbel, 
die sich irn Lauf der Zeit von der Flugfliche abge lk t  und von ihr 
schon weit eiitfernt haben; denn sie konnen in ihrer Gesamtheit einem 
einzigen Wirbel irn Unendlichen gleichgesetzt werden. ~ b e r a l l  da je- 
doch, wo der EinfluB der sich an der Fliiche neu bildenden Wirbel in 
Betracht kommt - also besonders z. B. bei Rerechnung des Stirnwider- 
stands - ist die Kut taschc  Theorie eincr Erganzung bedürftig. 

So ist von vornherein zu erwarten, daB nur für kleine Luftstofi 
winkel und schwach gewdbte Flachen die Resultate der Theorie mit 
denen der Praxis übereinstimrnen werden. Denn für gr6Bere LuftstoB- 
winkel und stark gewolbte Flichen wird besonders an der Vorder-, aber 
auch an der Enterkente ein starker Wirbel auftreten (die Geschwindig- 
keit an der Vorderkante ist unendlich groB, ebenso das Geschwindig- 
keitsgefaile an der Hinterkante), deren EinfluB nicht mehr vernach- 
lissigt werden darf. 

K u  t t a  erhielt bis zu LuftstoBwinkeln von rund ljO eine Überein- 
stimmung des berechneten Auftriebs bis auf rund 20% mit dem Experi- 
ment, und zwar waren die Ergebnisse der Theorie um diesen Betrag 
groBer als die des Experiment~. Das ist sehr wesentlich für die Ein- 
schatzung der Richtigkeit der Theorie: Jede an  sich richtige Theorie, 
die aber unwichtigere Nebenumstande noch vernachlassigt, muB grd3ere 
Werte für den Auftrieb ergeben als das Experiment, d ~ n n  alle diese 
Wirbel usw. schwachen ja den Auftrieb. 

Bei Vernachlassigung der Wirbel in der Niihe der Flache wird 
aber die Kut tasche Methode wohl die bestniijglichen Besultate geben, 
da sie 1. die allgemeinste Stromung gibt, d i e  bei Nichtbeachtung dieser 
Wirbel moglich k t ,  und da aie 2. die wirklichen Verhaltnisse in der 
Natur moglichst gut dargesteilt hat. 

Mathematische Behandlung. 

Lur mathematischen Behandlung der angedeuteten physikalischen 
Ideen geht Kutta aus von der bereits bekannten Stromurig um einen 
nnendlich langen Ereiszylinder oder, was dasselbe ist, von der zwei- 
dimensionalen Stromung um einen Kreis herum. Diese zweidimensionale 
Stromung ist in der 5-Ebene ( 5  = 5 $ iT) dargestellt durch 

1 
O + i F = ci (t + +) - ic, (: - f )  + ic3 1s :. 
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Mittels einer Hilfsvariabeln t ,  die auf die positive Halbebene be- 
schrankt ist, bildct er  unter Einschaltung einer Zwischenebene z' diese 
f-Ebene konform ab auf eine B-Ebene (z = x + iy)  und zwar so, daB 
der Kreis der 6-Ebene übergeht in den doppelt überstrichenen Kreis- 
bogen (dafür kann auch - ent- 
sprechend einem anderen Quer- 
schnitt der Tragflache - eine 
andere Kurve gewahlt werden) 
vom ~ f f n u n ~ s w i n k e l  2a in der 
8-Ebene, um den die Stromung 
gesucht ist. Sobald die Abbil- 
dungsfunktion gefunden, ist auch 
des vorgelegte Problem ,,Die zwei- 
dimensionale Stromung um einen 
Kreisbogen zu finden'(gelGst, denn 
bei der konformen Abbildung 
gehen Strom- und Niveaulinien 
wieder in Strom- und Niveau- 
linien über. Falls w i r  also Strom- 
und Niveaulinien der zweidimen- 
sionalen Stromiing um eineii 
Kreis kennen (und das tun wir), kennen wir infolge der Abbildungs- 
funktion sie und damit alle charakteristischen Stücke der zweidimensio- 
nalen Stromung auch um einen Kreisbogen. 

Folgende Bezeichnungen und Abkürzungen werden gebraucht: 

2a = Offnungswinkel des Kreisbogens 

r = Kadius )' . >J 

B = LuftstoBwinkei 
v, = Betrag der Geschyindigkeit im Unendlichen 

8 = 45" - ̂ 
P 

TVl = li, + i  VI Str6miingsfunktion1) der Sehnenstromung 
W, = L< +;Y, 7, ,, Normalstromung 

W, = U, +iV ,  71 ,, Zirkulation 
W = U + i V  ,> ,, zusammenges. Stromung 

Die Kurven U = const. bzw. 7 = const. sind die Niveau- bzw. Strom- 
linien. 

1) Wir gebrauchen also mit Butta den Ausdruck ,,Etromungsfunktion" für 
die Summe aus reellem und imaginarem Bestandteil, wahrend oft nur der imrtgi- 
nare Restandteil so bezeichnet wird. 
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Jeder Punkt der Zeichenebene iz = x + i y  wird mittels der kotn- 
plexen Hilfsvariabeln t gegeben durch ') : 

(2) 
1 

8 = ;. 
z 

Der zu jedem einzelnen Punkte a gehorige Wert von W,, W,, W,, 
W wird gefundeu durchl): 

(3) 
t 

Wl = const. . -- - 
1 + t2  

(4) 
1 'Cc = const. . --, . 

l + t  

(5 )  TV3 = const. . arc tg t .  

(6) 
a t  1 TV -- 4rv,sinr -- c o s p +  -- r [I + t x  i + t Z  sin f i  + arc tg t a  sin (% + f i ) ] .  

Durch Differentia,tion der W nach s erhalt man die Geschwindig- 
keiten irn betreffenden Punkte a zerlegt in ihre Kompanenten in Rich- 
tung der x und y-Achse z. B. 

Konstruktion der Strtimnngsbilder der drei Einzelstr~mnngen. 

V O r b e m e r  k u n g : Ln allen Zeichnungen wurde der Pfeil des Kreis- 
bogens, der umstromt werden SOU, gleich :5 gemahlt, daraus berechnet sich 

a = 18O 55' 28,7". 

Die Wolbung ist, was Anwendbarkeit der theoretischen Resultate auf 
die Praxis betrifft (vgl. die Bemerkungen über die physikalischen Grund- 
lagen), fast schon etwas zu groi3, jedoch ist mit Absiclit hierbei bis 
an die Grenze gegangen, um die zu erwartenden Erscheinungen m6g- 
lichst charakteristisch zu gestalten. 

Bei der Kornpliziertheit der Borrneln ist ein Aufstellen der Glei- 
chung jeder einzelnen Strom- oder Niveaulinie in brauchbarer Form 
(z. B. f(x,  y) = O) nicht moglich, auch nicht eine analoge punktweise 
Konstruktion der Linien wie sie z. B. bei zweidimensianalen Quelien 
und Senken rnoglich ist 7 ,  wenn sich der Strornung kein aindernis ent- 
gegenstellt. 

Der weg, der bei der Konstruktion der Einzelstromungen einge- 
schlagen wurde, ist kurz folgender: 1. Berechnuug einer Anzahl geeig- 

1) Ableitung der Formeln B. Kutta a. a. O. S. l l f f .  
2) Vgl. z. R. M a x w e l l ,  Elektrixitat und Xagnetismus deutsch von Weinstcin, 

Berlin 1883. 
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neter Punkte B. 2. Berechnung der zugehorigen Stromfunktionen W. 
Dadurch ist jedem der berechneten Punkte z = x + i y  eine reelle und 
eine imaginare Zahl zugeteilt entsprechend dem Wert von u' und lT 
3. Interpolation auf in gleichen Abstanden aufeinanderfolgende (z. B. 
ganzzahlige) Werte von U und V. Die Verbindung von Punkten, denen 
gleiche Zahlen zugeteilt sind, gibt die Niveau- und Stromlinien. 

Auf diese kurzen Andeutungcn wollen wir noch weiter eingehen: . 
1. Werte a rnüssen aus praktischen Gründen zuerst (vor den Wusw.) 

gerechnet werden. Da man namlich die ,e vor ailem in der Nihe des 
d W  

Kreisbogens braucht, konnte sonst mancher Wert TV und d Z  unnütz 

gerechnet werden, so lange man sich in der Beziehung zwischen t und 
8 noch nicht auskennt. Eincn Anhalt für die richtige Auswahl der t 
gewihren 2 Tatsachen: Erstens entsprecheri rein imaginaren Werten von 
t auch rein imaginare Werte von z (vgL Formel 1 und 2) und zweitens 
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entspricht reeLlen Werten von t der Umfang des Kreisbogens. (Kutta 
hat eben den Kreis der [-Ebene einerseitfi auf die reelle t-Achse, an- 
drerseits auf den doppelt bestrichenen Kreisbogen abgebildet, a. a. 0. 
S. 1 und 8.) 

E h e  wesentliche Vereinfachung der Rechnung ist es, daB die 3 
Einzelstrijmungon (also Sehnen-, Normal- und Z i r k u l a t i o n s s t r ~ m u ~ ~ )  

Pig. 2. 

symmetrisch zur y-Achse verlaufen, sie werden deshalb auch nur für 
positive x gezeichnet (dafür ist reeller und imaginiirer Teil von t posi- 
tiv). So wurden innerhalb eines Rechtecks begrenzt von den Punkten 

x = 0  y = 0 , 3 r ;  x = 0 , 7 r  y = 0 , 3 r ;  x = 0 , 7 r  y = - 0 , 4 r ;  
x = 0  y = - 0 , 4 r  

rund 60 Punkte z gerechnet, die das Rechteck im allgemeinen gleichmiiBig 
überdeckten, nur in der Kahe der Kanfe sich hiuften, da etwa auftretende 
UnregelmaBigkeiten hier zu erwarten sind. 
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2. Für  jeden dieser Punkte z wurden dann nach den Formeln (3) 
(4) (5) die zugehorigen Ui und berechnet. Bei der Sehnen- und 
der Normalstromung bietet das gar keine Schwierigkeit. Die in den 
Formeln auftretende Konstante wurde = 1 gesetzt. Bei der Berechnung 
der Str6mungsfunktion W, (Zirkulation) ist zu beachten, daB ihre Pe- 
riode x betriigt. Wenn wir also nachher auf ganzzahlige oder sonst in 

rationalen Intervallen fortschreitende Werte von Us und P, interpolieren 
wollen, so müssen wir zuerst durch diese Periode wegdividieren, sonst 
würde sich die Quadrateinteilung der B-Ehene nicht schlieBen. Die Kon- 

1 
stante in Formel (5) wurde deshalb =; gesetzt. Die Trennung des 

arc tg t reellen und imaginaren Teils von geschieht mittels folgender 

kleinen Umrechnung : 
1 l + i t  arc tg t = -: In 

2 %  1 - a t  
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Aus den letzten 4 Gleichungen ist <pl Q, p, pi bekannt, dabei sind cp und - 
@ in solchen Quadranten zu wihlen, da5 g und Q, positiv werden. Nan 
hat also 

arc tg t w3 = , 
1 Q cos rp + i sin <p 

= - ln [- - 7-1 
21% Q, c o s 1 / , + r s i n ~  

Wie ersichtlich, ist us und P3 nnendlich vieldeutig. Wenn wir cp und 

zwischen O und 2 z  sowie den log- reeil wahlen, so haben wir den 
Pl  

Hauptwert des Logerithmus (bzw. des Arcus Tangens) herausgegriffen. 
Jeder andere Zweig t i t e  dieselben Dienste. 

Pür rein imaginiire (E = O) oder für reelle (q - O) Werte von t 
sind diese Formeln durch folgende einfacheren zu ersetzen: 

a) fa l l s  -O b) f a l l s  7 = O 
1 1-11 1 W3 = 2irr ln -~-  W --ln-- '+" ES ist lji-23~-y 

l+rl S-~a 'n  1 - i5  
p - (3, dso 

(7a) U,=O wenn 1-7 positiv (7 b) U, - - - 1 
% 

=-0,5 ,, negativ 
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d wi 
Eine Berechnung des z- für die einzelnen Punkte P ist nützlich, 

da man durch die Richtung der Ge~chwindi~ke i t  auch die Richtung 
der Strom- und der darauf senkrechten Niveaulinie an dem betreffen- 
den Punkte hat. Wegen der gegeniiber dem Nutzen unverhaltnism%Big 

d W. 
groBen Rechensrbeit wurde jedoch nur für einzelne besonders 

wichtige Punkte hestimmt. 

3. Wenn man die Konstanten der Niveaulinien O= const. und 
der Stromlinien V -  const. in gleichen Intervallen fortschreiten liiBt, 
erhalt man eine Quadrateinteilung der Ebene. Dazu ist noch in un- 
serem Pall eine Anzahl von Puilkten P vorgegeben, die mit je einem 
Zahlwert für U und V versehen sind. Das Quadratnetz ist so lange 
in der Ebene zu verschieben, bis alle vorgegebenen Punkte hinein- 
passen. 

Zmischen den Konstanten zweier aufeinünderfolgender Strom- resp. 
Niveaulinien wurde bei der Sehnen- und Norrnalstromung die Differenz 
0,1, bei der Zirkulation 0,02 gewiihlt. 

A m  praktischsten ist es wohl, zuerst nur nach dem AugenmaB 
unter moplichster Berücksichtigung der Zahlwerte P sich ein ganz 
rohes Quadratnetz zu zeichnen und dieses Netz 
nachtraglich auszukorrigieren. Diese Korrektion 
wurde hauptsiichlich auf zweierlei Weise vorge- 
nommen: Hatte ein Punkt ein T/:, oder Vi, das 
nahé einem Vielfachen von 0,l (resp. 0,02) x a r  O, 78 X 

z. B. O; = 0,78, so wurde die Streifenbreite b des 
roh eingezeichneten Netzes als erste Niiherung 
genommen und daraus eine Korrektion für die 
niiher liegende Kurve O; = 0,s gereehnet: aie muB 

b . 0 0 2  

0.1 E in unserem Beispiel um -i von P entfernt sein. Die zweite Art der 

Korrektion benutzte immer zwei moglichst benachbarte Punkte P: In 
erster Niherung wurde die Anderring der Kon- 
stanten von Uj und Vi proportional der Ent- 
< u n  zwei Punkte e r  & t e  Y, und P P, angenommen. um 6 cm voneinander Sind z. B. / 
entfernt und gehort zu P, ein CTl = 0,39 zu P, 
ein Lrl = 0,42, BO schneidet die Kurve U, = 0,4 
die Strecke Pl P, in einem Punkt P, der 2 cm 
von Pl absteht. E s  ist leicht ersichtlich, daB a3 

die Lage des Punktes P unter Mitbenutzung des naherungsweise g o  
zeichneten Quadratnetzes noch etwas genauer bestimmt werden kann. 
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E s  ist merkwürdig, wie wenige Punkte schon zu einer recht ge- 
nauen Festlegung des Quadratnetzes genügen. Die mehrmalige Kor- 
rektion des Netzes niacht jedoch so vie1 Mühe, daB es bequemer ist, 
gleich einige Punkte rnehr zu berechnen. Die bei unseren Figuren er- 
reichte Genauigkeit ist, wie Stichproben durch Berechnen einiger Koritroll- 
punkte zeigten, fast eben so groB wie bei direkt konstruierten Kurven. 

Aufsatzpunkte der Niveau- und Stromlinien anf der Schale. 

Die Aufsatzpunkte der Niveau- und Stromlinien auf der Schale 
k6nnen auch exakt bestimmt merden. Dazu dient die bereits angeführte 
Bemerkung, daB für die Schale selbst das t reeii ist. F ü r  reelles t ist 
aber W,, W2 und WB ebenfalls rccll d. h. VI, V, und V, = O. Die 
Schale ist also in d e n  drei Fallen Stromlinie und zwar entsprechend 
dem Wert  Pi = O. Für  die Schale wird Wi = Ut f O .  i. Deshalb sind 
die Aufsatzpunkte der Niveaulinien auf der Schale bestimmt durch die 
Gleichungen 

t 
a) Sehnenstromung: ()ln= -- -- 

1 + t 2 '  
1 

b) Normalstromung : 0 , l n  =- 
1 - i - t s 2  
arc tg t 

c) Zirkulationsstr6rnung: 0,02n = - 
n 

d. h. t = tg  (0,025~~). 

Dabei ist a eino positive oder negative ganze Zahl, also 0,l . n  bzw. 0,02n 
ganzzahlige Vielfache von 0,l bzw. 0,02. (Diesen Werten entsprechend 
wurden eben die Niveau- und Stromlinien gezeichnet, vgl. S. 383.) Bür 
eine gegebene Niveaulinie (also gegebenes n) berechnet sich aus diesen 
Gleichungen das t und nach Formel (1) und (2) das zugehorige z. 

Für  den Fall, da8 t komplex wird, gibt z die Schnittpunkte der 
gegebenen Niveaulinie mit der Stromlinie Vi = O. (Also eine Moglich- 
keit, diese Stromlinie punktweise zu konstruieren!). Für die rechte 
Seite der Stromung, wie wir sie gezeichnet haben, kommen nur t mit 
positivem reellen und imaginaren Bestandteil in Betracht. 

Bei der Sehnen- und Normalstr5mung setzt auch eine Stromlinie 
auf der Schale auf. Ihren Aufsatzpunkt kann man auf zweierlei Weise 
exakt finden, 1. durch die physikalische Überlegung, daB dieser Punkt 
ein Staupunkt mit der Geschwindigkeit Nuil sein muB, 2. durch die geo- 
metrische Überlegung, daB ents~rechend den zwei Zweigen der Strom- 
h i e  auch zmei Potentiallinien in ihn einmünden müssen. 

Ilr 1. Setzt man mit K u t t a  t = t g  , so wird 

Wl = const. sin I,LJ, 

a 9 W, = const. cos - - .  2 
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~ W I  - O sein. Pührt man statt Bür den Staupunkt mu1 resp  ---- - d z 

der Differentiation nach s die nach @ ein, so enthiilt 

b2 den Faktor cos yi, 

Man erhiilt also den Aufsatzpunkt der Stromlinie: = 0 für die 

76 3 n 
Sehnenstr t i~nun~ bei ?I> = - oder - 

2 2 7 
t = +  1, 

(-1 
Normalstr6mung ,, @ = O ,, n, t = O oder m. 

2. Zwei sich schneidende Potentiallinien müssen die gleiche Kon- 
stante haben, d. h. die Gleichung a) bzw. b) für die Niveaulinien mu% 
eine Doppelwurzel haben. Man erhalt also für die 

und 
2) 

1 O 2t - - = 0 ,  
II. 

daraus 
t =  + 1, n = + j .  

(-1 (-1 
1 

Normalstromung: 1) 
-- l + tr - 07lfl 

und 2 t 
2) -=- 0 

(1 + t2 ) "  
daraus 

t  = O oder cc n = 10 oder O. 

SchlieBlich sei noch bemerkt, daB sich Strom- und Niveaulinien 
in diesen Staupunkten unter je 45' schneiden.') 

Konstrnktion der Bilder der schiefen Stromung ohne und mit  
Zirkulation. 

Die Figur 4 -stellt die schiefe zweidimensionale Stromung um 
einen Kreisbogen dar, Figur 5 dieselbe Stromung, aber mit Zirkulation. 
Die Richtung der Geschmindigkeit iin w ist unter 10" gegen die 
X-Achse geneigt; es ist also P - IO0 angenominen. 

1) Die Niveau- und Stromlinien verhdten sich eben in diesen Punkten wie 
reellcr und imaginiirer Teil von k .  z e  (weil sich zwei Zweig0 schneiden, bei 
n Zweigen wie k .  an) .  Znm Beweis vergleiche z. B. N a x w e l l ,  Elektrizitat und 
Magnetismiis, deutsch von W e i n  s t e i n ,  Berlin 1883, S. 170f.  Dort findet sich 
allerdings nur der apeziellere Satz:  ,,fi Schalen einer Niveaiiflache @ = @, schnei- 

a 
den sich unter gleichen Winkeln - ." 

n 
Zejtsohrift f. Mathomatik n. Physik GO.  Band. 1911. Rcft 4. 2 5 

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



t Dia absoluten Geschwindigkeiten der Stromungen IV, = 

und W, = Le sind im cu, gleich groB; die Richtung der ersten ist 
l + t  

dagegen im cu, parallel der x-Achse, die dor zweiten paraliel der 
y-Achse. Wir erhalten also eine Geschwindigkeit, die im CO unter 10D 
gegen die x-Achse geneigt ist, durch die Stromfuriktion 

W'= U' + i V' = TV, COS I O 0  + Wg sin IO0 
= (Ul cos IO0 + U, sin IO0) + i(17, cos 10° + sin IO0). 

Zur Konstruktion der Pigur 4 wurden zwei Pausen der Sehnen- 
stromung W, und der Norrnalstromung W2 aufeinandergelegt und auf 
einer dritten darübergelegten, Pause die Schnittponkte aller Niveau- 
bzw. Stromlinien der Stromung W, mit denen von W, markiert. Für 
diese Punkte làBt sich das U' bzw. V' nach obiger Gleichung sehr 
rasch berechnen. Zur Kontrolle (besonders für die ungünstigen Schnitte 
in der Umgebung der Schale) wurde noch für mehrere der Punkte Y, 
f ü r  die schon das W, und W, exakt gerechnet war, auch das W' be- 
rechnet. So standen zur Interpolation, die wie früher gemacht murde, 
rund 400 Punkte zur Verfügung. 

Die Differenz der Konstanten zweier aufeinanderfolgender Xiveau- 
bzw. Stromlinien ist wieder 0,l. 

Da die Striimung nicht mehr symmetrisch zilr y-Achse verlauft, 
muBte diesmal die Figur für positives und negatives x gezeichnet 
werden. Wie einc kleine Rechnung zeigt, konnen die Aufsatzpunkte 
der Stromlinie V'= O auf der Schale in ahnlicher Weise wie früher 
gefunden werden, z. B. aus der Gleichung 

cos (* + IO0) = O .  

Der Aufsatzpunkt links fPllt fast genau mit dem Endpunkt der 

Schale zusammen. anz genau würde dieses Zusammenfallen eintreten P 
IY 

fiir /3 = -). Das ist ein ~ r a k t i s c h  recht intereîsapter Zufall: Wir 
2 

konnen namlich unser Stromungsbild auffasscn als Bild einer Stromung 
mit Zirkulation, die von rechts oben die konvexe Seite der Schale 
trifft. Die Zirkulationskonstante ist, da ja schon die zirkulationslose 
Abstromung langs der Schalentangente erfolgt, zu Nuil geworden. 
Dadurch ist auch der Auftrieb zu Null geworden und das Druckzentrum 
ins Unendliche gerückt; es bleibt nur noch ein Drehmoment übrig. 
Wir  haben also den praktisch aichtigen und für den Flieger gefiihr- 
lichsten Fail einer Windstr6mung, die den Apparat nicht tragt, sondern 
nur dreht. 
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Die Aufsatzpunkte der Xiveaulinien werden ahnlich wie fküher 
gefunden. 

Ganz analog wurde bei der endgültigen Stromung der Figur 5 
verfahren: Uber die Pausen der Stromung W' und TT3 (Zirkulation) 
wurde eine dritte Pause gelegt  us^. Zi1 beachten ist nur wieder, da5 
man - iihnlich wie früher bci der Zirkiilrltion - die Formel für W 

(Formel 6) zuerst durch .sin (q- + i , )  diaidieren muB, um rational 

interpolieren eu k6nnen und doch eine SchlieBung des Quadratnetzes 
zu erreichen. 

Der AuiGatzpurikt der Stromlinie V = O auf der Schale ist be- 

E u t t a ,  a. a. O. S. 17 .  
Man hat sich die Stromung von links unten her unter eineni 

Winkel von 10" gegen die Schale kommend zu denken. Charakte- 
rist i~ch am Stromungsbild ist einmal das Abstromen an der Hinter- 
kante in Bichtung der Tangente, ferner die Tatsache, daB auf der Ober- 
seite der Schale mehr Niveaulinien aufsitzen als auf der Unterseite. 

Fig. 6. 

Stromnng mit Zirknlstion. 

Die Quadrate werden dadurch auf der Oberseite kleiner als auf der 
Unterseite, und da der Druck bis auf eine Konstante umgekehrt pro- 
portional mit dem Placheninhalt der Quadrate wird, ergibt sich ein 
resultierender Druck nach oben, ein Auftrieb (nicht nur eine Drehung 
der Schale wie bei den zirkulation~losen Stromungen). 

Die Pigiir 6 giht die Stromung bis zu snlcher Entfernung vom 
Elindernis, daB die Neigung der Stronilinien schon wieder nahezu gleich 10 O 

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



390 Zeichnungen zur Kuttastromung. 

geworden ist. Die Ecken 'des Rechtecks der Zeichnung haben die Ko- 
ordinaten: 

Auffiiilig ist es, wie stark noch selbst an den Grenzen dieser 
Zeichnung die GriiBe der Quadrate oberhalb der Schale abweicht von 
der GrfiBe der Quadrate unterhalb. E s  scheint also, daB die Storung 
durch das Hindernis in praktisch zu berücksichtigendem MaBe doch 
weiter hinausreicht, als gewohnlich angenommen wird. 

Verhalten der Stromnng im Unendlichen. 

Theoretisch lauft die St6rung natürlich bis in das Unendliche. 
Trotzdem kfinnten aber die einzelnen Stromlinien Asymptoten besitzen, 
ja man m6chte ihr Vorhandeiiseiu aus der Überlegung schlieBeii, da6 
die einzelnen Luftteilchen durch den EinfluB der Schale wohl nnr um 
endliche Strecken sus ihrer Bahn herausgebracht werden. Und doch 
ware diese Überlegung falsch: Die Stromfunktion V besitzt ja, wie ans 
Formel (6) und (8) hervorgeht, als Summanden ein logarithmisches Glied. 
Da der EinfluB dieses logarithmischen Gliedes gegenüber den anderen 
erst im Unendlichen verschwindet und die Kurve des Logarithmus keine 
Asymptote besitzt, so haben auch die Stromlinien T'= constans keine 
Asympt0ten.l) 

Das Verhalten der Stromlinien irn Unendichen 1aBt sich niiher 
diskutieren durch Reihenentwicklung im Unendlichen oder durch Trans- 
formation des nnendlich Bernen in den Nullpunkt. 

Wenn wir den letzteren Weg einschlagen, eo gibt uns Formel (2) 
gerade die beabsichtigte Transformation durch reziproke Radien z' = t. 

Es entsprechen sich: z = m, z' = O, ferner t - i. a )  Für die nachste 
Umgebung des Punktes a '=  0 konnen wir deshalb setzen 

dabei ist z eine kleine (komplexe) GrEBe, von der h6here Potenzen zu 
vernaclilassigen sind. Durch Einsetzen in Formel (1) erhalt man nach 
einigcr Rechnung 

z = ~ . c o s ~ ~ - z ' .  

Jetzt setzt man i a  der Formel für W(vg1. Formel 6) statt t i + 2 cos 2 6 . z f  
ein, setzt B ' =  r(cos y + i sin y), trennt reeilen und imaginaren Bestand- 
teil U und iP und ,erhalt so die Gleichung der transformierten Niveau- 
linien 77 = const. und Stromlinien V- const. in der Nahe des Punktes 

1) S. auch Blasius, Zeitschrift für Math. u. Phys. 1911, S. 226f .  
2) Beweis entweder aus Formel (1) oder Kntt ,a,  a. a. O. S. 7. 
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e' = O. Die Einzelheiten der (elementaren) Rechnung iibergehen wir, 
man erhalt aus ' 

die Gleichung der transformierten Stromlinien 

wobei cl ,  c,, c, Konstante $ O .  Für P' = O (a180 den Punkt 8' = O resp. 
z = w )  entsteht rechts allerdings die unbestimmte Form oo - w, aber 

bekanntlich wird fiir r 2 O s&rkw unendlich ais ln r ,  sci daB die 
1 rechte Seite immer unendlich wird, so lange der Ziihler von ver- 

schieden von O ist. 

Die Gleichung (9) kann also für endliche (d. h .  für alle Strom- 
linien, die l k g s  ihres Verlaufs endlich nahe an die Schale hinkommen) 
nur dan11 erfülit merden, wenn 

sin (p + p) = O 

p = -,9 resp. = 180-j3,  

das heiBt aber: aiie transformierten Stromlinien haben im Punkte B'=  O 
dieselbe Tangente, namlich die unter dem Winkel rp = - IO0 gegen die 
x-Achse geneigte Gerade. 

Oder für unsere Zeichenebene z ausgesprocheu (man beachte, dd3 
1 sich diirch die Transformation s = -ï der Sinn des ~ i n k e l s  rp iindert!): 

Alle Stromlinien haben irn Unendlichen dieselbe Richtung, niimlich 
diejenige, die mit der x- Achse den Winkel rp = P = 10° einschlieBt. 

Wir konnen also das Verhalten der Stromlinien im Unendlichen 
so charakterisieren: Die Neigung der Tangente an die Strornlinien wird 
im Unendlichen gleich ,9, der Abschnitt der Tangente auf der y-Achse 
jedoch nicht e n d h h ,  sondern logaritlimisch unendlich. 

Ganz Analoges gilt für die Niveaulinien. 

Kurven gleichen Drncks. 

Falls Druck p, und Geschwindigkeit uo an einer beliebigen Stelle 
vorgegeben sind, so ISBt sich ans der Geschwindigkeit v an einer be- 
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liebigen andern Stelle der dort herrschende Druck p berechnen nach 
der bercits angegebenen Formel 

p = %  + ' z e  (v2 O - vP). 

mTir nehmen an, im Unendlichen sei 

p, = 760 mm Quecksilber 

Ferner sei p = 0,001 293 = Dichte der Luft bei 09 

Wir bekommen also damit (nach dem Prinzip der relativen Re- 
wegung) das praktisch wichtige Bcispiel der Druckverteilung um einen 
Aëroplanflügel von kreisformigem Querschnitt, der mit einer Geschwin- 

digkeit von 20 dureh eine ruliende Lufiinasse V O ~ W & ~ S  bewegt rird.  

Die Luftmasse ist als unendlich ausgedehnt angenommen, die Queraus- 
dehnung des Flügels sehr groB gegenüber seiner Ausdehnung in der 
Bewegungsrichtung (vgl. physikalische Grundlagen). 

Infolge der klcinen auftrctenden Überdrucke ist es besser, in mm 
Wasser zu rcchnen. Der Druck von 1 mm Wasser entspricht dem 

kg Druck von 1 G?; also eïlialt man den Überdruck p - p ,  in mm W ~ s s e r  

gemessen: 

Man ersieht aus dieser Boimel sofort, daB der gr6Bte Überdruck dort 
auftritt, wo v = O wird, also an dem Spaltungspunkt der Stromlinie 
P= O auf der unteren Schalenseite. Der Überdruck betriigt dort 
26,36 mm Wasser. 

Der gr5Bte ljberdruck tritt auf fiir v = m, also an der Vorrler- 
kante (der Unterdruck ist aber nur liings eincr unendlich schmalen 
Schneide unendlich groB! S. Ki l t  ta,  a. a. O. S. 21). 

AuBer an diesen beiden Stellen wurden die Geschwindigkeiten noch 
exakt berechriet (s. ~or 'mel  auf S. 9) an  24 Pu~ikten der Schale (dar- 
unter an der Hinterkante), so daB die Geschwindigkeiten l b g s  der 
Schale mit guter Genauigkeit interpoliert werden konnten. Damit sind 
also auch die Aufsatzpunkte der IZurven gleichen Drucbs auf der Schale 
recht genau bekannt. 

An anderen Punkten der Ebene wurde allerdings die Geschwindig- 
keit wegen der groBen Rechenarbcit nicht exakt gerechnet: sic wurde 
an  der Lange der Quadratseiten abgemessen. Sie ist ja umgekehrt pro- 
portional mit der Lange der Quadratseite am betreffenden Ort, tllso v" 
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(bzw. vi) urngekehrt proportional mit dem Inhalt J (bzw. JO) des Qua- 
drats. Also gilt die Formel 

p - p ,  = 26,36 1 - " [ JI 
An denjenigen Stellen (z. B. der Unterseite der Sühale), an  denen 

die durch Niveau- und Stromlinien gebildeten Figureu wesentlich von 

II1 
v -  2 0 - -  

oec 

Quadraten abweichen, wurdo ihr Inhalt durch Ausmessen mit dem Plani- 
meter bestimmt. Die als Gr6Be des lnhaltv erhaltene Zahl wurde immer 
dem Mittelpunkt des ,,Quadratsl' (bestimrnt üls Schriittpunkt der Dia- 
gonallinien) eugeteilt. 

Zu unserer Figur ist zu bemerken: Die Kurven gleichen Drucks 
wurden von 5 zu 5 m m  Wasseï Über- bzw. Unterdruck gezeichnet, an 
der Hinterkante ergab sich noch ein Uberdruck von 3,56 mm. AUe 
Kurven haben ihren einen Aufsatzpunkt innerhalb der kurzen Strecke 
zwischen Vorderkante und Spaltungspunkt (der Spaltungspunkt ist ganz 
in der Nihe  - zeichnerisch nicht zu unterscheiden - des einen Auf- 
satzpunktes der Kurve für 25 mm Pberdruck). 

AuBer den Knrven gleichen Drucks wurden iu die Figur noch ein- 
gezeichnet: der Gesamtauftrieb R, (strichpunktiert), der sich nach der 
Ku t taschen Theorie ergibt, sowie der resultierende Druck RF, RE und 
R, (gestrichelt), wie er aus experimentellen Untersuchungen von P ti p p 1 l), 
Eiffel" und Bol tzmann3)  gefunden wurde. 

1) Mitteilungen &us der Gottinger Versuchsanstalt (in Zeitschr. für Flug- 
technik und Xotorhftschiffahrt. 1. Jshrg.  S. 129ff.). 

2) E i f f e l ,  Résistance de l'air. Paris 1910. 
3j B 01 t z m a n n ,  ,,Über den Luftwiderstaud gekrümmter Fl%chenLL. Sitz.-Ber. 

der kais. Bk. d. Wisa. in Wien, Math.-uaturw. Klasse 1910. 
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R, wurde berechnet nach den Formeln, die K u t t  a a. a. O. S. 18 if., 
gibt; e8 ist dabei die Saugkraft, die an der mit unendlicher Geschwin- 
digkeit umflossenen Vorderkante aut'tritt, mit einbegriffen. Die Rich- 
tung von R, ist senkrecht zur Stromungsrichtung. 

R, konnte der zitierten Arbeit F o p p l s  ohne meiteres entnommen 
1 

werden, da F o p p l  gerade eine kreisformige Schale mit dem Pfeil ii 
1 

(genauer --; in F'oppls Bezeichnungsmeise f = 1,G) untersucht hat. 
1 2 , l  

Ihre Seiten hatten die LGige von 20 x 80 cm. 

R, ist der Zeichnung E i f f e l s  a. a. O. S. 229, entnommen. Die Seiten 
der von E i f f e l  verwandten Friche hatten die Lange 15 x 90 cm, ihr 

1 1 
Pfeil betrug S. Uin auf unseren Pfeil - zu kommen, rnüBte das 

12 

Kiffelache Resultat vergroBert werden.') 

RB ist interpoliert aus den Resultaten, die B o l  tzrn a n n  a. a. 0. mit 
1 1 

zwei kreisformig gewolbt~n Schalen vom Wfilbiingspfeil bzw. -- 
10,5 

und den Seiten 3 x 12 cm erhielt. Speziell die Interpolation des An- 
griffspunktes der Resultierenden kann gr6Bere E'ehler ergeben haben. 

Es ergaben sich für v = 20 -% folgende GrGBen der R: 
sek. 

Eine besonders gute D b e r e i n ~ t i m m u n ~  der Resultate Foppla,  
E i f f e l s  und B o l t z m a n n s  mit denen K u t t a s  ist aus zaei  Gründen 
gar nicht zu erwarten: 1. ist das Seitenverhaltnis der Pliichen in den 
Untcrsuchungen F o p p l s "  und B o l t z m a n n s  bloB 4 : 1, in den Eiffe l -  
scben 6 : 1 (bei manchen Kegcln ist es 10 : l!), mihrend'es bei Kut ta  

1 
als unendlich angenommen ist;  2. ist die Krümmung iz schon so groB 

1) hlitteilungon aus der Gottinger Versuchsanstalt, Zeitschr. für Flugtechnik 
und Motorluftschiffabrt. Jahrg. 1. S. 129ff.  

2) In seiner Dissertntiou ,,Windkriifte an ebenen und gemolbten Platten", 
Aachen 1 9 1 1 ,  hat Fo p p l  eine Flache mit dem Seitenverhaltnis 9 : 1 untersucht 

1 
(S. G G f f . ) .  Wegen des verschiedenen Pfeils (Pfeil bei F o p p l  riind - )  konnen wir 

2 2 
nnsere Resultate nicht wohl damit vergleichen; man sieht jedoch au0 F o p p l s  Re- 
sultaten, daB die Anuahernrig an die Sheorie bei wachsendem Seitenverhiiltniu 
tatsachlich immer besser wird. 
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und die absolute Gr6Be der experimentell untersuchten Flichen (speziell 
bei B o l t z m a n n  !) so gering, daB die Wirbel, von deiien K u t t a  absieht, 
bereits wesentlichen EinfiuB auf den Gesamtcharakter der Stromung g e  
winnen müssen. 

Wichtig - und für die Kut tasche Theorie günstig - ist der Sinn 
der Abweichungen zwischen Theorie und Experiment: Das Experiment 
liefert einen kleineren Wert und einen etwas weiter zurückliegenden 
Angriffspunkt des Gesamtwiderstands als die Theorie. Man beachte jetzt: 
An der Vorderkante muB (wie schon in den physikalischen Grundlagen 
erwahnt) ein Wirbel entstehen. Durch ihn geht 1. ein Teil des berech- 
neten Auftriebs verloren; 2. rückt dessen Angriffspunkt etwas nach 
hinten. Wenn es also gelange, diesen Wirbel an der Vorderkante noeh 
mit in die Rechnung zu ziehen, so würde das besondcrs für kleine oder 
negative bstromungswinkel eine weitere Anniiherung der Theorie an 
die Praxis ergeben. 

Verteilung des Drucks langs der Ober- und Unterflache der Schale. 

Zuletzt sei noch unsere Verteilung des Drucks auf der Ober- und 
Unterflache der Schale verglichen mit dan experimentellen Resultaten 
Eiffe1s.l) (Die Resultate B o l t z m a n n s  - a. a.0. S. 29E.- 
konnen wegen der Kleinheit der von ihm verwaudten 
Plachen nicht m m  Vergleich herangezogen werden.) 

E i f f e l  bestimmte experimentell die Druckverteilung 
rings des Mittelschnitts (Schnitt parallel zur Stromungs- -15 

richtung) einer kreisformig gewolbten Schale vom Wijlhungs- 
1 

pfeil - und den Seiten 15 x 90 cm. Die tatsachlich 
13,G -1 O 

verwandten Stromungsgeschwindigkeiten betrugen 13 bis 

15 2, die Druclre nurden jedoch umgerechnet auf sine 
m -5 

Geschwiudigkeit von 10 sec.. - 4 
-3 

Die P'igur 7 iut im wesentlichen eine -2 
-1 

Kopie der E iffelschen E'igur (a. a. O. zwischen *ii S. 238 und 239; E i f f e l s  Resultate haben wir ,.,chtung 
gestrichelt), zu der wir unsere Resultate hinzu- + 4 
gefügt haben (ausgezogen; die Druckverteiliing +5 
entspricht unserer Pignr 6, ist jedoch auf 

m v = 10 - -  

10 umgerechnet). aec 
Bec. 

l 
Der Luftstrom kommt von links unter einem Winkel von IO0 gegen 

die Horizontale; die beigesetzten Zahlen geben die Über- bzw. Unter- 

1) E i f f e l ,  ,,Résistance de l'air". Paris 1910 
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drucke in mm Wasser p r e c h e t .  Sie sind aufgetragen über dem Kreis- 
bogen als Grundlinie. 

Die an sich schon recht gute Üb~reinst ini rnun~ boidcr Resultate 
wurde noch verbessert durch Ausgleichung des Wolbungspfeils (wir 

1 1 
haben ja den Pfeil ,s; E i f f e l  i- verwandt). .Diese Ausgleichung konnte 

etwa mittels der experimentellen Daten von F6pp11) vorgenommen 
werden, der den ~ i n f l u B  verschiedenen Wtilbungspfeils auf den Antrieb 
nntersucht hat - dadurch würden die Ordinaten der Eiffelschen Hurve 
nach oben und unten vergrfiBert, faiis unsere Kurve u n ~ e r a n d e ~ t  bliebe. 

Interessant ist es, da8 sowohl nach unseren, aus der Kuttaschen 
Theorie folgenden, wie nach den E i f f e l  schen Resultaten der Haupt- 
anteil des Auftriebs der Oberseite der Schale zufailt: Die Schale wird 
gleichsam in die Hohe gesaiigt, weniger in die Hohe gedrückt. 

1) Mitteilungen aus der Gottinger Modellversuchanstalt, Zeitschr. für Flug- 
technik und Motorluftachiffahrt. Jahrg. 1. S. 129ff. 
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Bemerkung zn dem Aufsatz von H. Blasins ,,Grenzschichten in Flüssig- 
keiten mit kleiner Reibung". l) 

H. B l a s i u s  berechnet2) eine hydrodynamische Konstante cu aus dem Inte- 
gral der Differentialgleichung 

d P f  d 3  5 5 . - - - - 
d t 2  d E S  

für die Grenzbedingungen 

& = O ,  f = O  9 d*  L = 0 ,  

indem er die um 6 = O konvergente Potenzreihe 

(wo G, = 1 ,  cl, c, . . . gewisse ganze Zshlen sind, die durch Rekursionsformeln 
gefunden werden) mit einer asymptotischen Naherung kombiniert, die [ f ü r  
sehr groBe Werte von 6 darstellt. 

Zum gleichen Werte u kommt man, wenn man die Differentialgleichung 
für die hfangsbedingungen 

d t integriert und den Wer t  berechnet, dem - für & = + w zustrebt. Es ist dann 
d5 

Die zweite Losung geht namlich aus der von B l a s i u s  hervor, wenn man 
a = 1 setzt. Bezeichnet man sie mit f ( & ) ,  so ist die von B l a s i u s  gesuchte 

1 1  - 

Losung 5 = u f (a . &), wie man aus der Reihenentwicklung erkennt. Folg- 
d r  2 

lich is t  " = u3f' (a3 . 6) und iur & = + oa daher 2 = as lim ff(&). 
d E 

1) dus einer von Herrn Prof. Runge gedellten Staatsexamensarbeit. 
2) Diese Zeitschr. f. Nath. u. Phys. 56 (190Y), S. 1. 
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So habe ich die partikulare L6sung uach dem Kut taschen  Verfahrenl) 
bis 6 = 4,6 berechnet, wobei ich die Intervalle LI& sbmtlich gleich 0,l wahlte 
und mit  doppelt so groBen Schritten eine Kontrolle rechnete. Ich erhiclt für 
& = 4,6 

5' = 6,048 429 ,  d ' = 1 , 6 5 5 1 8 0 ,  -- - 

d 6 
= 0,000 011. 

d E 9  

Die fünfte Stelle kann um eine Einheit durch Fehlerhsufung getrübt sein. Die - - 
DiEerenr (;ji = - (d$i=4,6 betragt aeniger  ala 2 Einheiten der sechsfeo 

Dezimale. Das erhcllt sofort aus 

Es ergibt sich 
a = 1,328 24 

mit einem Fehler von nicht mehr als 2 Dezimalen der fünften Stelle, wiihrend 
B l a s i u s  a zwischen 1,326 und 1,327 erhalt. 

Aachen. &KI. TOEPFER. 

1) W. Ku t t  a ,  Beitrag znr niihemngsweisen Integration totaler Differential- 
gleichungen, Zeitschr. f. Math. n. Phys. 46 (19011, S .  435. 
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Bücherschan. 

B. Andoyer. Nouvel les  Tables trigonométriques fondamenta les .  (Loga- 
rithmes). Ouvrage publié à l'aide d'une subvention accordée par  1'Univer- 
sité de Paris. Paris 1911.  A. Hermann et  Fils. Fr. 30.-. 

Für  die mehr als 1 0  stelligen UTerte der Logarithmen der trigonometrischen 
Funktionen standen bis jetzt zwei Werke zur Verfügung; es sind dies Briggs- 
Gellibrand, Trigonoirietria britannica, Goudae 1 6 3 3  und die handschiftlichen, 
gegen das Ende des 18. Jahrhunderts bereçhneten Tables du Cadastre. Das 
erstere gibt für  alte Teilung des Quadranten die 1 4  stelligen Werte von 36 zu 
36 Sekunden, das letztere für neue Teilung die ebenfalls 1 4  stelligen Werte 
von 1 0  zu 1 0  Sekunden; bei beiden Werken hs t  die 14. Dèzimale keincn An- 
spruch auf Genauigkeit. 

Eine vollstiindige Neuberechnung von mehr als 10 stelligen Werten der 
Logarithmen der trigonometrischen Funktionen, die seit der Bearheitung der 
beiden angeführten Werke nicht mehr ausgeführt worden war, liegt dem neuen 
Tafelwerk zugrunde. Dieses enthalt insbesondere: für  neue Teilung des Qua- 
dranten eine 1 7  stellige Tafel der Logarithmen der trigonometrischen Funktionen 
von Grad zu Grad für die Winkel von O bis 50 Grad; sodann für  alte Teilung 
eine 1 5  stellige Tafel der Lrxgaritlimen der trigonometrischen Funktionen von 
9 au 9 Minuten für die Winkel von 0 bis 45 ürad; iérner - als Haupttafel - 
für alte Teilung eine 14stellige Tafel der Logarittirnen der trigonometrischen 
Funktionen von 1 0  zu 1 0  Sekunden für die Winkel von O bis 90 Grad; und 
endlich für die drei ersten Grade von 10  zu 1 0  Sekunden die bekannten 
Werte S und T mit 1 4  Dezimalen. Bei den beiden zuletzt genannten Tafeln, 
die sich auf 5 4 0  bzw. 18 Seiten erstrecken, sind durchweg die Diferenzen 
zwischen je zwei aufeinanderfolgenden Tafclwertcn angcgcbcn. Bei dcn beiden 
zuerst angeführten auf 5 bzw. 20 Seiten untergebrachten Tafeln sind für log cos 
zur Berechnung von Zwischenwert,en mit Hilfe der Taylorschen Reihe die er- 
forderlichen HilfsgroBen aufgenommen. 

Die ganzen Rereehnungen sarnt dan Kontrollrechnungen wurden von dem 
Verfasser a.llein neben seiner gewohnlichen Tatigkeit in nicht ganz zwei Jahren 
durchgeführt. Das Manuskript, auf dem die Originalrechnungen ausgeführt 
wurden, ist naeh Aussage des Verfassers durchaus frei von Fehlern; es wird 
aufbewahrt iii der Bibliothek de l'Université de Paris, à la Sorbonne. Das 
Lesen der Korrekturen wurde in der Hauptsache vom Verfasser allein besorgt. 

StraBburg i/E. P. WEKKMEISTER. 
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Neue Bücher. 

Nene Biicher. 

Analysis. 

1. MARKOPF, A.'A., Wahracheinlichkeitsrechnung. Nach der 2.  Aufl. des ruas. Werkes 
übers. v. I I e i n r .  L i e b m a n n .  Leipzig 1912, Teubner. 

X 1 2 . - ;  geb. i n  Leinw. X 13.-. 
2. MEISSNER, OTTO, Wahrscheinlichkeits-Rechnung nebst Anwendungen. (Mathemat. 

Bibliothek, 4.) Leipzig und Berlin 1912, Teubner. X -.80. 
S. auch 36. 

Astronomie, Geodiisie. 
3. H ~ P F ~ A N N ,  B b n ~ n a n ~ ,  Mathematische Himmelsknnde u. niedere Geodisie an 

den hoheren Schulen. (Abh. üb. den mathem. Unterr. in lleutschland, Bd.III, 
Heft 4.) Leipzig und Berlin 1912, Teubner. 

4. KLINKERFUES, W., Theoretische Astronomie. Neubearbeitung v. H. Buchholz.  
3. verb. u. verm. Ausg. Rrarinschweig 1912, Vieweg & Sohn. Geb. Y bu.-.  

6. SCEIEINER, J., Populare Astrophysik. Z . ,  durch einige Xachtrage erganzte Aufl. 
Leipzig 1912, Teubner. Geb. in Leinw. 1 14.-.  

Darstellenùe Geouietrie. 
6. HAUCK, GUIDO, Vorlesungen iiber darstellende Geometrie, unter besonderer Be- 

rücksichtigung der Bedürfnisse der Technik, hrsg. v. A l f r e d  Hanck .  In 
2 Banden. 1. Bd. Leipzig und Berlin 1912. Teubner. 

X IO.-; geb. i n  Leinwand 1 12.-. 
S. auch 25, 27. 

Besehiehte. 
7. HEIBE~G,  J. L., Nrtturwissenscheften und Mathematik im klassischen Altertum. 

(Aus Natu u. Geisteswelt, 370. Bandchen.) Leipzig 1912, Teubner. 
Y 1. -; geb. i n  Leinw. .Ad 1.36.  

8. J o ~ r s s e ~ ,  W. P., und Rsrcma, L. TH., J. H. van't Hoffs Amsterdarner Periode 
1877-1895. Helder 1912, d e  Boer jr. Jl 4 . 7 0 ;  geb. Y 5.50. 

9. STURM, A., Geschichte der Mathematik bis zum Ausgange de0 18. Jahrhunderts. 
(Sammlnng Goschen Nr. 226.1 2., verb. Aufl. Leipzig 1911, Goschen. 

Meclianik. 

10. HAMEL, Gxonn, Elernentare Vechanik. Ein Lehrbuch, enthaltend: eine Regriin- 
dung der allgemeinen Mechanik; die Mechanik der Systeme starrer Korpor; 
die synthetiaçhen und die Elernente der analytischen Methoden, sowie eine 
Einfiihrung in die Prinzipien der Mechanik deformierba~er Systeme. Leipzig 
und Berlin 1912, Teubner. Jt 1 6 .  -; geb. i n  Leinw. X 18.-. 

11. MARCOLONGO, ROBERT, Theoretische Mechanik. Autorinierte deutsche Bearbeitung 
v. Il. E. ' l ' imerd ing .  LI. Ud. Uynamik und Mechanik der defornierbaren 
Korper. L0ipzig.n. Borlin 1912, Teubner. Jt 1 0 . -  ; geb. i n  Leinw. # I l . - .  

12. MÜLLEII, ALOYS, Uber eine Verallgemeinerung des Begriffes der Zentrifuplkraft. 
Progr. Koln 1912. 

S. auch 20, 30, 31. 
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Phyeik. 

13. A~iiaiiaar, hl., Theorie der ElektrizitGt. 1. Einfiihmng in die hlaxwellschc Theorie 
der Elektrizitat, mit einem einleitenden Abschnitte über das Rechnen mit  Vektor- 
gr6Ben in der Physik, v. A. F o p p l .  4.,  umgearb. Aufl., hrag. v. Al.  Abraham. 
Leipzig u. Berlin 1912, Teubner. Geb. in Lcinw. 1 I l . - .  

14. B~EIIBACH, FELIX, Physik in graphisçhen Darstellungen. Leipzig und Berlin 
19 1 2, Teubner. Geb. in Leinw. X IO.-. 

15. BAKKEB, GEI~EIT, Thdorie de 1s couche capillaire plane des corps purs. (,,ScieutiaU 
Kr. 31, 32.) Paris 1911, Gauthier-Villars. Fr. 2 .  -. 

16. DIHEM, PILHRE, Traité d'énergétiqiie ou de  thermodynamique générale. T. II. 
Dynamique générale. Conductibilité de la chaleur. Stabilit6 de l'écluilibre. 
Paris 1911, Gauthier-Villars. Fr. 18 .-. 

17. (;I~AETZ, L., 1)ie Elektrizitat und ihre hwendungen .  16. Aufl. Stuttgart  1912, 
Enge!horn Kachf. Gob. in Leinw. A. 9 .  -. 

18. KELVIN, LUND, Mathematical and ptiysical papero. Vol. 6. Cambridge 1912, 
Cniver6ity Press. 1 0  S. 

10. PLANCK, MAX, Über neuere thermodynamische Theorien (Nernstsches Warme- 
theorem u. Quanthenhypothese). Yortrag. Leipzig 1912, Allgemeiue Verlagages. 

JL 1.60. 
20. RIECKE, En., Lehrbuch der Physik zu eigenem Studium und m m  Gebtauch bei 

Vorlesungen. 1. Ud. Mechauik, bloleknlarerscheinungen und Akustik. Optik. 
5., verb. u. verm. AuB. Leipzig 1912, Voit & Co. .A l n . - ;  geb. i n  Leinw. J l i 3  .-. 

21. WAETZMANN, Die Resonanztheorie cies Horens. Als Beitrag znr Lehre v. den 
Tonempfindungen. Eraunschweig 11112, Vieweg ai Sohn. A S.- .  

22. WA~BLJBG,  EMIL, Lelubuch der Experimentalphysik f. Studierende. Tübingen 
1912, Nohr. ,It 7 . - ;  gel>. X 8.20. 

23. WEGNEB V. DALLWITZ, Warmelehre in Theorie und Anvendung. (In 3 Bdn.) 
1. Bd. Warrnetheorie u. ihre Beziehungen zur Technik u. Physik. Berlin 1912, 
Volckmann Kachfolg. A IO.-; geb. IU 11.25.  

24. WIEI,W., fZber die Gesetze der Warmestrahlung. Xobel-Vortrag. Leipzig 1918, 
Barth. X 1.-. 

S. auch 7, 8, 10,  11,  12 ,  26, 33, 34.  

Tafeln, Modelle. 
26. A b h a n d l u n g e n  zur Sammlung mathematischer Modelle, hrsg. v. H e r m a n n  

W i e n e r .  2 .  IIeft. Reihe 31-48 der Modellsamrnlung v. P. T r  e u t  l e in .  Leipzig 
u. Berlin 1911, Teubner. X -.80. 

26. KÜYTEB, F. W., Logarithrnische Rechentafeln f. Cheniiker, Pharmazeuten, Medi- 
ziner n. Physilrer. 18., neu berechnete Aufl. Leipzig 1912, Veit & Co. 

Geb. i n  Leinw. X 2.4U. 
27. V e r z e i c h n i s  mathematischer Nodelle. Sanimlungen H. W i e n e r  u. P. T r e u t -  

l o in .  Leipzig u. Berlin 1912, Tcubner. 

Yerschieùencs. 
28. B e r i c h t e  über den mathem. Unterricht in Osterreich, veranla8t durch die 

internationale mathemat. Unterricht~lkornuiission. 10. Hefl. S i m  o n  y ,  Os k., 
K o b a l d ,  E n g e l b . ,  M i k u t e ,  Alf r . ,  R e i c h ,  K a r l .  Der mathem. Unterricht 
an der Hochschule f. Bodenkultur, den montanist. Hochschulen. den Militiir- 
Erziehungs- und Uildungs-Austalten und a m  technolog. Gewerbemuseum, Wien 
1911, Holdcr. X 1 . 2 0 .  

20. B e r i c h  t e und Blitteilungeu, veraulafit durch die internationale Unterrichts- 
kommibsiou. VII. W. L i e t z m a n n ,  Der KongreB in Mailand vom 18. bis 
20. September 1911. R. S c h i m m a c  k,  Über die Verschmelzung verschiedener 
Zweige des mathem. Unterrichtu. Leipzig .u. Berlin 1912, Teubner. UII 1 .60 .  

Zeitschrift f. Yatliernstik u. Fhyaik. 60. Bmd. 1912. Heft 4. 'L 6 
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30. CURTI, PAUL, Über Seeretention, Hochfluten u. das Problem konstanter Wasser- 
führung. Disa. Zürich 1312, Haustein. X 4.- .  

31. EBERHARDT, C., Tbeorie und Rerechnung Y. Motor-Lnftschiffen. Berlin 1912, 
Hrayn. A IO.-; geb. X 11.50. 

35. F e s t s c h r i f t ,  Heinrich Weber zu seinem siebzigsten Gcburtstag am 5. Mkrz 
1912 gewidmet von Freunden und Schülern. Mit einem Bildnis von H. W e b e r  
in Heliograviire. Leipzig u. Berlin 1912, Teubner. Jl 24.-. 

33. FRISCHEIÇEN-KOELER, MAX, Wiasenschaft und Wirklichbeit. (,,Wiss~nfichaft und 
Hypothese" X Q )  Leipzig und Bcrlin 1912, Tcubner. Geb. in Leinw. X B.- .  

31. KEXXELLY, A. E., The application of hyperbolic functions to eloctrical engineering 
problems. London 1912, Hodder & S. 6 8. 

35. L ~ T Z M A N N ,  WALTHER, Stoff u. Nethode des Rechenunterrichte in Deutschland. 
Eiu Litereturbericht. (Abh. üb. de11 mathem. Unterricht in Deutschland, Bd. Q 
Heft 1.) M i t  einem Einf i ih~ngswort  Y. F. Klein. Leipzig u. Berlin 1912, Teubner. 

"ft 3.- .  
36. VOIGT, ANDRKAS, Nathematische Theorie des Tarifwesens. Grundlagen der Kritik 

der Abgaben- u. Preis-Tarife, m. besonderer Berücksichtigung des preuBischen 
Einkommensteuertarifs. Jena 1912, Fischer. ,U 2 -. 

Eingelanfene Schriften. 
[in dieser Abteilung werden alle eingelaufenen Schriften regelmaBig anfgeführt,. 
Die Besprechung geeigneter Schriften bleibt vorbehalten. Itücksendung findet 

nicht statt.] 

A b h a n d l u n g e n  znr Sammlung mathematischer Modelle, s. K. B. (,&eue Biicher"), 
NI. 26. 

ABUHAH-F~PPL, Theorie der Elektrizitat, 1, a. N. B. 13. 
A ~ E B B A ~ K ,  F., Physik in graphischen Darstellungen, S. N. B. 14. 
Bacaanui~, P., Über GauB' zahlentheoretische Arbeiten. (Materialien f. eine wissen- 

schaftliche Biographie von G a u B ,  gesammelt v. F. K l e i n  u. M. B r e n d e l ,  
Heft 1. Aus den Got'tinger Nachrichten, mathen-physikd.  Hl., 1!111.) Leipzig 
1911, Teubner. A 1 . -  . 

BAKKER, G., Théorie de la couche capillaire, B .  N. B. 15. 
UENDT, FRANZ , Grundzüge der Trigonomotrie. 4 . ,  erweiterte Aufl. Leipzig 191 1, 

Weber. Geb. i n  Leinw. A 2.-. 
BPROHOLZ, OTTO ANDHEAS, Die L6sung des Fermatachen Problems zn + yR = zn urid 

ih r  Unicum, die hierbei i n  algebraischen Gleichungen in  infinitum zulbsige 
Vertauschung von Faktoren und in der Summandenreihe stehender Potenz- 
Grundzahlen. Dessau 1912, Art'l. A 1.-. 

B e r i  c h t e u. Rlitteilungen, ve~anlaBt durch die internationale mathem. Entcrrichts- 
kommission, 8. N. 13. 29. 

U~BKLEN, O. Ta., Aufgabensammlung zur analytischen Geometrie der Ebene. (Samm- 
lung Goschen, 236. Bindchen.) 2., verb. Aufl. Leipzig 1012, Goschen. 

Geb. in Leinw. X -.80. 
C z c n s ~ ,  EHANCEL, Vorle~~ungen über Differential- und Integralrechnung. 1. Bd. 3., 

sorgfaltig durcligesehene Aufl. Leipzig u. Berlin 1912, Teubner. 
Geb. in Leinw. .l 12.-- 

Duasar, P., Traité d'énergétique, a. N. R. 16. 
V : s t s c h r i f t  Heinrich Weber, S. PI'. B. 32. 
~ R I S C H U ~ ~ ~ - I ( ~ ~ Z ~ . E R ,  M., Wissenschaft u. Wirklichkeit, 8 .  N. B. 33. 
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GSC~EIDLEN, Ex., An dm Werkbank. Anleitung zur H%ndfcrtigkeit mit  besonderer 
Berücksichtignng der Herstellung physikalischer Apparate. Für mittlere und 
reife Schüler. (Bas  t i a n  S c h m  i d s  natmwissenschaftl. Schülerbibliothek 13.) 
Leipzig u. Berlin 1912, Teiibner. Geb. in Leinw. 4 .  -. 

HAMEL, G., Elementare Mechanik, a. N. B. 10. 
HAUCK, G., Vorlesnngen üb. darstellende Geometrie, 1, 8. N. B. 6. 
H A ~ ~ S L E R ,  A., Wegweiser für die Gravitationsforschung. Berlin 1912, Friedlander &Sohn. 

A 2.-. 
H ~ ~ n e n c ,  J. L., Nnturwissenschaften u. Mathematik im klassischen Altertum, S. N. B. 7. 
HOFFMANN, B., Mathematische Himmelskunde u. niedere Geodasie a n  den hoheren 

Schulen, S .  N. B. 3. 
LIETZYANN, WALTHER, Stoff u. Nethode des Rechenunterrichts in Deutschland. s. 

N. B. 35. 
L~xarcii, MAX, Lehr- u. Übungsbuch f. den Cnterricht i n  der Geometrie. Für die 

Oborrealschul- u. Gymnasial-Kurde der Studienanstalten. II. Tl. Lehrbuch der 
Iilasse III. Leipzig 1912, Freytag. Geb. Y 2.60. 

LORÇHEH, OTTO, Methodisches Lehr- und cbnngsbuch der Algehra. Stuttgart  und 
Berlin 1912, Grub. Geb. h? 2 .-. 

-- KurzgefaBter methodischer Lehrgang der ebenen Geometrie nebst Grundziigen 
der Raumgeometrie. Stuttgart  u. Berlin 1912, Grub. Geb. 1 1.30. 

LUDWIG, RICE., Erganzungen zu meiner Broschüre Wie  entsteht Ebbe und Flut? 
Leipzig 1912, Wittrin. 

UAXGOLDT, H A N ~  VON. Einführung in die hohere Xathematik für Studieronde u. zum 
Selbststudium, II. Bd.: Differentialrechnung. Leipzig 1912, Hirzel. 

X 14 .40 ;  geb. .ü 15.40. 
~IA~COLONGO-TIXERDING, Theoretische Mechanik, II, a. K. B. 11. 
&~ARKOFB-LIBEMANN, Wahrscheinlichkeitsrechnnng, B. x. B. 1. 
M A Y I ~ ,  J. E., Feuerungsanlagen u. Dampfkeesel. (Aus Natur u .  Geisteswelt, 348. Bind-  

chen.) Leipzig u. Berlin 1912, Tcubner. X 1.-; geb. in Leinw. X 1.25. 
MEISSIIER, O., Wahrschein1ichkeits1-echnung, B. N. B. 2. 
MEYER, GUSTAV W., Maschinen u. Apparate der Starkstromtechnik, ihre Wirkungs- 

weise u. Konstruktion. Ein Lehrbuch f. den Gebrauch a n  techni~chen Lehr- 
anstalten, zum Selbststudium u. fiir den in der Praxis steberiden Ingeuieur. 
Leipzig u. Berlin 1912, Teubner. Y 16.-. 

MÜLLEK, A., Über eine Verallgemeinemng des Begriffes der Zentrifngalkraft, a.  N.B. 12. 
ROSE, MAX, Einleitung in die Funktionentheorie (Theorie der komplexen Zahlen- 

reihen). (Sammlung Goschen, 581. Bandchen.) Lcipzig 1912, Goschcn. 
Geb. in Leinw. ull - .W.  

S~nnar, A., Geschichte der Mathematik bis zum Ausgang des 18. Jahrhunderta, a .  
N. B. 9. 

C ~ . A U E E R ,  Jos., Beweis der Richtigkeit des ,,GroBen Fermatschen SatzesLL. Müncben, 
Eher. X -.bO. 

V e r z e i c h n i s  mathematischer Modelle, S. N. B. 27. 
VOIG.~, A., M~themat ische  Theorie des Tririfwesens. s. Y. B. 36. 
WAETXMANN, Die Kesonanztheorie des Horens. B .  N. B. 21. 
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Abhand lungs reg i s t e r  1909-1910, 

Von EHHST WOLFFING in Stuttgart. 

(Fortsetzung von S. 336.) 

1333. O. B. Kellogg Double distri- 1 
butions and t h e  Dirichlet uroblem. T. S. 1 
M.Arn. 9. 51. 1 

1334. P. Koebe. Fonction potentielle ( 

et fonction analytique ayant 'n domaine 
d'existence donn6 à un nombre quel- 
conque de feuillets. C.R. 148. 1446. 

1336. L. Koewigsbe~ger. Der Green- 
sche Satz für erweiterte Potentiale. S. 
A.B. 1907. 804. 

1356. A. Rom. Üher die Losune der 
ersten R a ~ d w e r t a u f ~ a b e  der Potextial- 
tbeorie. 6.M.B. 1910. 38. 

1337. A. Korn. Ein nouer allgerneincr 
Beweis ïiir die Giiltigkeit der Neumann- 
Rabirischen Uethoden des aritlimetischen 
Mittels. N. A.H. 88. 149. 

1338. Ur. Kozlowski. Existiert die 
potmtiplle Energje? (poln.) %. 1'. T. W. 
45. 340; 359; 377; 435. - S. Czopou;ski. 
399; 433. 

1339. G. Lauricella. Sulla funzione 
potenziale d i  spazio correspondente ad  
una, assegnata azione esterna. B. A.L. 1 

R. 20. A. 99. 
1340. T. Levi-Civitk. Sulla espressi- ' 

one asintotica dei potenziali ritardati. 
V.1.M.c. 4. C. 89. 

1341. P. Lévy. Sur  les valeurs de l a  
fonction de Green dans le voisinage du 1 
contour. B.D. (2)  34. 186. I 

1345. L. Lichtensttin. c b e r  einige 1 
Eigenschaften der Pot,e~ltialfunktionen. 
S.M.B. 1909. 125. 

1343. H Liebmann cher die von 
C. Keumann betrachtete Ovalfliiche, ins- 1 
besondere über das log. Potential der- , 
uelben auf LuBere IJurikle. B.G.L. 69. : 
378. - C. hTeunzann. 60. 53. 

1344. J. iWcJTaizon. On the use of 
the n-fold R.iemann spaces i n  applied i 
ruathematics. S.M. Am. (2) 15. 488. 

1345. D. AT. .Wuiiik A potential pro- ' 
blem. P.X. (6) 15. 63. 

1346. C. hTeunaunn. Zur l 'heorie des 
logarithmischenPotentials. B.G. L. 61.156. 

1347. C. niéumann. ij'ber das loga- 
rithmische Potential einer gewissen Oval- 
flache. A.G.L. 31. 83; B.G.L. 59. 248; 
60. 240. 

1348. G. Nordstr6m. Über die Ab- 
leitung des Satzes vum retardierten Po- 
tential. B.F.F. 61. No. 6.  

1349. G. TZzaanini. Sul potenziale 
newtoniano d i  una circonferenza omo- 
genea. R.A.L.R. (6) 19. B. 394. 

1350. H. Petrini. Les dérivées pre- 
mières et  secondes du potentiel. A.U.  
31 .  1 2 7 ;  2 9 7 .  

1351. ET. Petrini. Les dErivBes pre- 
mières et secondoa du potentiel loga- 
rithmique. J.X. (6) 6. 127. 

1352. G. Prasud. On a nonanalytical 
potential function B. C.M. S.  1. 39. 

1363. L.F. Richardson. On a f~eehand 
potential method. R.B.A. 77.  457. 

1Hb4. Y. H. Suffwd. The poteutial 
equation and p-function curves. A. Gr. 
(3) 13. 223. 

1355. h'. Schmidt. Remerkung zilr 
Potentialtbeorie. M.A. 68. 107. 

1366. F. Schottky. Cber diejenigen 
Potentialfunktionen, deren erste Ab- 
leitiingen diirch Gleichungen verhnnden 
sirid. S.A.B. 1909. 1152.,, 

1337. K. F Slotte. Uber die mole- 
kulare Anziehunrr und das innero Po- 
tential. U E7.E.. &. No. 5 

1 .> - 008. W. D. A.T17estfulE. Existence of 
the generalized ~ r e e n ' i  function. A. of 
M. (2) l u .  1 7 7 .  
Siehe auch 288; 974; 1145; 1163;  1366; 

1386. 

Attraktiou. 
1359. J. G. Leafhem. O n  GauB' the- 

orem concerning the surface integral of 
normal fbrce in  t he  theory of attractions. 
P.L.M. S. (2)  8. 200. 

1360. T. LcwCiv t tà .  Sull' attrazione 
newtoriiaua di un  tubo sottile. R.A.L. 
R. (5) 17.  B. 413;  535. 
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1361. T. Lev i -C i~ i tù .  Sull' attraaione 
csercitata da  una  linea materiale in 
punti prossimi alla linea stessa. R.A. 
L. K. (5) 17.  B. 3. 

1362. G. Meslin. Sur  l'orientation 
d'un ellipsoide anisotrope dans un champ 
uniforme C.R. 146.  1305. 

1363. V. Xabile. Sulla iutegrazione 
delle equazioni del  movimento relativo 
d i  2 corpi che si attraggono secondo una 
legge esprema d a  una certa particolare 
funzione della distanza. G.B. 46. 313. 

1364. 8. Petrini La  force exercée 
par une couche Newtonienne en iin 

point de l a  couche. A.M.  B.F. 5. h'o. 24. 
136.7. P. Pizzetti. Corpi equivalenti 

rispetto alla attrazione newtoniana 
esterna. R.A.L.R. 18 .  A. 211. 

1366. A.  Viterbi. Sui valori della 
fi~nzione potenziale dell' attrazione di  
una linea materiale i n  punti prossimi 
ails linea stessa. R.I.L. (2) 42. 913. 

1867. N. B. Wilson. A certain type 
of isoperimetric problem, in particular, 
the solid of maximum attraction. P.T. 
a.s.c. (3) 1.  39. 

Siehe auch 1367;  1392. 

Gravitation.  

13611. C. .V Burton. A modified 
theory of gravitation. P.31. (6) 17. 71. 
P.P. S.L. 2 1. 395. 

1869. C. V. Burtow. Note on a gra- 
vitational problem. P.M. (6) 19. 91; P. 
P.8 L. 22. 67. 

1370. F. J. B. Cordeiro. Gravitation. 
P. A. 1 3 .  8 .  

1371. Zlieterici. Gravitationsversuch. 
8.V.K. 14. 404. 

1372. 0. Elv. Newton's law and the 
cmçe of graviiation J.F.1. 168. 121. 

1373. T.  Erisrnunr~. Zur E'rage nach 
der Abhangigkeit der Gravitationakraft 
vom Zwischenmedium. V.N. 2. 53. 157. 

1374. P. L. Griffiiz. On the law of 
gravitation in the binary systeins. A.J. 
M. 31. 62. 

1376. A. Korn. fjber die Theorie der 
universellen Schwingungen mi t  An- 
wendungen auf die Theorie der Gravi- 
tation und der  intramolekularen fialte. 
V.1.hI.C. 4. C. 81. 

1376. Maurisot, Fouché, C. E. G d -  
laume. Sur l a  gravitation nnirerseile. 
B. S.A.F. 21. 31< 

15 7 7. C. Morris. Gravitation. J .  F . I .  
167. 219. 

1378. F. Purser. On the ether stress 
of gravitation. R.B.A. 78. 613. 

1379.  J. A'ahulka. b e r  d ie  bisherigen 
Versuche, die Gravitation aus  dem 
StoBe der Atherteilchen zu erkl8ren. 
S.V.N.W. 49. 331. 

1380. B. SeZiger. Über die Anwen- 
dung der Natnrgesetze aiif das Univer- 
sum. S . A . I .  39. No. 4. 

1381. J. J ï'hoiiison. On the electric 
theory of gravitation. P.C. P.S. 16 .  65. 

1382. V. Weifi. Natiirliche Moleku- 
larphysik und die Vrsache der Gravi- 
tation. J .N. G.H. 68-59. 67. 

13113. H. Wilde. On the  moving force 
of terrestrial and celestial bodies i n  
relation to the attraction of gravitation. 
S.P.M. 63. No. 13. 

Siehe auch 896;  908. 

Hydrostatik.  

1384. H. Baternnn. Some geoiiietrical 
theorems occurrine in hvdrostatics. hl. u 

Y. 37. 119. 
1385. R. Haroreaves. A nressiire- 

integral as kinetic potential. -P. RI. (6) 
16. 436. 
1386. G. iWore~a. Sulla teoria dell' 

ellissoide fluido in equilibrio d i  Jacobi. 
N.C.P. (5) 16. 122. 

1387. H. Teege. Hydrostatischer Ver- 
anch. Z.P. 22. 176. 

Bleichgewicht von Knrpern iu 
Fltissigkeiten. 

1388. C. W. Adams. Stability of cube 
floating in  liquid. hl. G. S. 4. 388. 

1389. W. Heymann. 2 Aufgaben über 
schwimmende Kugelausschnitte. Z. H. 
42. 16. 

Siehe auch 2190; 2194; 2203; 2213; 
2214. 

Hgdrodynamik. 

1390. F. Ahlbora. Hy drodynamische 
Experimentalnntersuchungen. P. Z. Il. 
201. 

- 

1391. P. Alibrandi. Sulle equazioni 
idrodinamiche d i  Newton. N. L. M. 26. 
229. 

1392. P. Alibrandi. Sull' influenza 
delle attrazioni molecolari nei fatti idro- 
dinamici. A. S.I.A. 24. 1. 

1395. h'. Almansi Azione esercitata 
da  nna massa liquida in moto sopra 
nn corpo fisso. R.A.L. R. (5) 18. 3. 687; 
19. A. 5 6 ;  116. 

1394. B. Blasius. Grenzsçhichten in  
Flüssigkeiton mit kleiner Reibung. Z. S. 
66. 1. 
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1398. H. Blasius. Funktionentheore- 
tiache Methoden in der Hvdrodrnamik. " " 
Z.S.  68. 90. 

1396. T. Boooio. Dimostrazione asso- 
lu ta  delle e q d g i o n i  clasaiche dell' idro- 
dinamica. A . A . T .  48. 241. 

13!)7. M. Brilbuin. Sur la résistance 
dea fluides. L.A. P. 1909. 77. 

1398. U. Cisotti. Sull irnpiego ilclle 
funzioni ellittiche in  une  quistione idro- 
dinamica. A.I.V. 67. 293. 

- 1399. U. Cisotti. Sopra l e  correnti 
liquide spoiitanee R.A.L.R. (5) 19. A. 
10;  81. 

1400. Zi. Cisotti. Noti di unliquido che 
lasciano inalterata la diatribuzione locale 
delle pressioni. R. A.L. R. (5) 19. A. 379. 

1401. U .  Crudeli. Kuovo limite su- 
periore delle veloçità angolari dei fluidi 
omogenei rotanti  uniformctmente limitati 
d e  figura di equilibrio. R.A.L.R. (6) 
19. A. 666. 

1402. V.W. Ekman. On the change 
from steady t o  turbulent motion in 
liquids. A.M.A.F .  6. ?;o. 12. 

1403. W. M.' Fudde?~ Orr. The sta- 
bility or instability of the  steady mo- 
tions of a peri'cct liquid and of a vis- 
cous liqnid. P.R.I.A. 2 7 .  fi9 

1404. v. Fragstein. Über Wasser- 
bewegungen. Z.G.W.W. 6 89. 

1405. J. Gt hrlie. Noole bemarkuineer " 
om bevaegelser i uhomogene vaedsker. 
T.M. 19. U. 49. 

1406. G. Gianfianceschi. Sui camui 
idrodinamici de l  ' ~ j e rknes .  N.C.P .  (5) 
15.  429. 

1407. 3'. Gilnlan. Theory of floating 
tubes. A. of AI. (2) il. 1. 

1408. A. B. vau Hantel. De rechte 
horizontale waterlijn nls lijn van mini- 
mum weerstand. D.I.G. 1909. 439. 

1409. R. Hargrecives. Integral form 
and their connrxion with php ica l  equa- 
tions. T. C.P.S. 21. 107. 

1410. T. H. Huvelock. On the instan- 
taneous propagation ot' disturl~ance in 
a dispersive medium. 1'. M. (6) 19. 160. 

1411. IIofmann. Zur Berechnung der 
Geschwindigkeit des flieBenden Wassers. 
W.K. 2. 246. 

1412. A. Jnroliuiei. t'ber den Wider- 
stand der Flüssigkeiten (tschech.). S.G. 
B. 1905. No. 11. 

1413. A. Korn.  Sur les mouvements 
stationaires d 'un linuide doué a u  frott,e- 
ment. C.E. 151.  50: 

1414. R. Ladenburq. Über den Ein- 
fluB der Reibung auf die Schwingungcn 
einer mi t  Flüssigkeit gefülltsn Kugel. 
A.P.L. (4) 27.  157 .  

1415. H. Lamb and G. Cook A hydro- 
dynamical illustratioii of the theory of 
the  transmission of aerial and electri- 
cal waves by a pa t iug .  P. 31. (6) 20. 
303.  

1410. R. Lüwy. Fliissigkeitsutroniun- 
gen mi t  iinstetigen Dnickverhaltuissen. 
S.A.W. 119.  799. 

1417. P. Milrandi. Sull' influenza 
delle attrezioni molecolari nei fatti idro- 
dinamici. A.S.I. A. 24. 1. 

1418. 3' E. Nipher. On pressure 
uieasurements in a fluid stream. T.9. 
L. 16. 17. 

1410. C. W. Oseen. Une nagra olik- 
heter i ligdrodynainiken. A. M. A. F. 4. 
No. 8 .  

1420. C. W. Oseen. Note über die 
Berechnung der durch eine Kugel hervor- 
gerufenen stationiren Bewegiing einer 
reibenden Flüssigkeit. A. M. A. F. 6 .  
No. 3. 

1421. C. W. Oseen. Zur IJyrlrodyna- 
mik der Kugel. A. M.A. F. 6. No. 4. 

1422. E: P. I'idduck. On the propaga- 
tion of a distiirbance in  a fliiid iinder 
grasity. P.K.S.L. 83.  347. 

1433. C. Popovici. Sur les moure- 
ments permanents d'un liquide. B. S. S. B. 
19. 3 7 .  

1424. C. Yopuvici. Sur les points 
d'équilibre d'un fluide en mouvement. C. R. 
147. 176. 

1425. 11. J. Priestley. On the oscilla- 
t ion of superposed fluids. P.C.P.S. 15. 
297. 

1426. R. Reig~r .  Über die Ausbrei- 
tung acherender Ueformationen iri E'lüssig- 
keiten. S.T. M.E. 40. 160 ;  A.P.L. (4) 31. 
61. 

1427. R. Heiaer und P. Lamwe. Fort- 

61 nnd ülgzerin. S.P.M.E. .?O. 167. 
1428. J. W. Sandstrom. Uber die Be- 

wcgung der Fliissigkeiten. A.H. 37. 242. 
1429. H. S. I. Smail. The measure- 

ment of the flow of streams and artesian 
pores. J.N.S. W. 37. B. 179. 

1430. A. Sommerfeld. Ein Beitrag zur 
hydrodynamischon Erklarung der turbu- 
lenten k'lüssigkeitsbewegi~ngen. V.I.M. 
C .  4 c. 116.  

1131. W. Steklov. Problème du mouve- 
ment d'une masse fluide incompressible 
de  la forme ellipsoidale dont les parties 
n'attirent suivant l a  loi de h'ewton. A.E. 
N. (3) 25 .  469;  26. 275. 

1432. H. Pillat. Sur le théorème de 
Lagrauge en  hydrodynamique. K. A. (4) 
1 U .  282. 
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1433. E. 31. Weddevburn. Dr. O.  Petcrs- 
sons obfiervations on deep water oscilla- 
tions. P.R.S.E. 29. 607. 

1434. E.  B. Wdson. Note on statisti- 
cal mechanics. S.Y.Ain. (2) 15. 107. 

1135. H. C. Wolff. The continuous 
plane motion of a liquid bounded by 
two right lines. A. of If. (2) 9. 69. 

14W. S. Zaremlia. Sur le calcul numé- 
rique des fonctions demandées dans le 
problème de Dirichlet et  l e  problème 
hjdrodynamique. B.I.C. 1909 A. 125. 

Siehe nuch 288; 609; 610; 1152; 1164. 

Wellen. 
l4;:i. J. T. Barkelew. The statu8 of 

the wave motor. P.T.E. 30. 676. 
1438. 8. Batman .  The determination 

of solutions of the equation of wave 
motion involving an  arbitrary function 
of 3 variables which satisfie a partial 
differential equation. T.C. P.S. 21. 767. 

1439. J. Boussine.y. Sur une impor- 
tante simplification de l a  théorie des on- 
des que produi~ent  a l a  surface d'un 
liquide 1' émersion d'un solide ou l'im- 
pulsion d'un coup de  vent. A.E.N. (3) 
27. 9. 

1440. .T. Bou.ssinesp. Sur l a  manière 
dont le potentiel des vitesses dans le 
problème des ondes par émereion dépend 
de l 'état initial. C. R. 160. 491. 

1441. .J. ~ouss inesp .  Intégration des 
ondes d'émersion. C . E .  150. 577. 

1442. J. Boussinesq. Propagation ver- 
ticale aux grandes profondeurs d u  mouve- 
ment des ondcs par  émereion dans les 
cas d'un canal ou d'un baufiiu horizon- 
talement ind6finis C. R.  160. 666. 

1443. G. H. Brryan. Wave motion 
and Bessel's functions. N. 80. 309. 

1461. T. 8. Hacelock. The propaga- 
;ion of gioups of maves in di~pouive 
media with application t o  waves on 
water produced by a travelling distur- 
bance. P.U.S.L. 80. 398. 

1402. IZ. Honda, T. Terada, Y. Yo- 
îhida c t  D. Isitani. Lej  ondulations se- 
condaires des marées océaniques. A. S. G. 
(4) 27. 151. 

1403. R. A. Boustoun. On the dnmp- 
ing of long waves in a reetangular 
trough. P.M. (6) 17. 164; 19. 205 

1404. P. aileutzner. Demonstrationen 
ziir Wellenlehre. Z. 1'. 23. 174. 

1455. Lwd Haykigh. On the instanta- 
neous propagation of disturbance in a 
dispersive medium, exemplified by wa- 
ves on water , deep and fihallom. P. bl. 
(6) 18. 1. 

1456. Lord Rayleigh. On the re- 
sistanco due to  obliquely nioving waves 
and its dependence upon the particular 
form of the  forepart of n ship. P.M. (6) 
1.S. 414. 

1457. R. Reiyer. Über S ~ h e r u n ~ s w e l l e n  
in koagu1iertt.n Gelatiueloaungen. S.P. 
M.E.  41. 117. 

1455. E. Vessiot. Essai sur l a  propa- 
gation par  ondee. A.E.N. (3) 26. 405. 
Siehe auch 084; 631; 983; 1060; 1061; 
1415; 15%; 1577; 1587; 2204; 2206; 2506. 

Eewegung von Fliissigkeiten in 
Kaniilen. , 

1459. A. Bendicsen. Undersogelse a f  
paamirkningerne of bunden i cirkulaere 
lieholderc. I.K. 18. 333. 

1460. H. Blnsius. Laminare Stromung 
in Kanalen wechselnder Ureite. Z. S. 68. 
"oz 
L L J .  

1461. U. Cisotti. Sowrs la derivazione 
1414. H. S. Carlslaw. The scattering dei canali. z S. 59. liTj7. 

of waves by a cone. P.M. (6) 20. 690. l 1462. K. A. f i ipov .  Bewegung einer 
1445. P. Buhem. Sur  l a  propagation erwkrrnten ElüLisigkeit in Rohren. (rnss.). 

des ondes de choc a u  sein des fluides. , B. S .N.  N. 13. Nr. 2. 
Z.P.C. 69. 169. 

1446. G.  Green. On gronp-velocity 
and on the  propagation of waves in  a 
dispersive medium. P.A.S.E. 29. 445. 

1463. A. H. Gibson. On t h e  steady 
flow of a n  incompressible viscous fluid 
through a circular tube with uniformly 
converging boundaries. P .M.  (ci) 18. 35. 

1417. J. Hadamard. Sur  les ondes 1464. L. J.  Hemes and J. li'.Roe. Solo- 
liquides. C R. 150. 609; 772. 1 tion of Ki i t te r '~  formula. M. S. P. 99. 429. 

1448. W. J. Harrison. The decay of / 1465. L. J. Xemes and J . W .  Roe. A.  
waves in a canal. P.M. (6) 18. 483. graphic solution of Kutters fornul&. T. 

1449. W. J. Harrison. The  deeag of 1 A.I.M.E. 29. 453. 
surface waves produced by a superposed 1 1466. L. Hopf. Turbulenz bei oinern 
layer of viscous fluid. P.R.S.L. 82. 477. ' Flusae. A.LJ.L. (4) 32. 777. 

1460. W. J. Harrison. The influence 1467. R. A. Eoustoun. The transverse 
of viscosity and capillarity on waves of oscillations of a canal of circulnr section. 
finite amplitude. P.L.M.S. (2) 7. 107. 1 P.M. (6) 17. 325. 
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1468. H. ,flercxyng. Sur le mouve- 
meut  des liquides à grande vitesse par 
de8 conduites trks-larges B.1 C. 1907.431. 

1169. B. E. Neale. Flow of water in 
flumes or laundera. P.b:.L. 39. 555. 

1470. Schoder. Ciirva refiistance in 
water pipes. P A. C. E. Y?. 416;  1036. 

1471. W. Schulz. Berechnung der 
AusfluBgeschwindigkeit und der AnsfIuB- 
mengt, gprader und gekrümmter zplin- 
drischer Rohrleitiirijieu. Z. W. W. B. 1910. 
97:  129. 

1479. B. Weinberg. Die wirbellose 
St romi~ng von Fliiesen und Kanalen. P. Z. 
11. 316. 

Siehe auch 1448. 

AnsflnB Ton Flüssigkeitcn. 

1473. P. Alibrandi. Sull' effliisso a 
battente d i  un liquido viscoso. A. 8.1. A. 
24 25 .  

1474. J. B o ~ ~ F s z I ~ ~ . F ~ .  Théorie de  l'écou- 
lement sur un déversoir vertical en mince 
paroi et  sans construction latérale. Cas 
de  la nappe ondulée et  son raccordement 
a u  cas de  la nappe plongeante. C.H. 
146.  607;  667. 

14715. U. Cissotti. Esempio di  eftlusuo 
d a  un recipiente a sezione non rettiliriea. 
R.C.hI.1'. 26. 378. 

1476. li (hsotti. Sull' impiego d i  
funzioni ollittiche in una quistione idrodi- 
namica. A.I.V. 67. 293. 

1477. C. Cloarec. Variations d e  l a  
durée d'écoulement d'un liquide à travers 
d'un tube capillaire dans le voisinage 
de  la surface d'un bain du même liquide. 
T.S .  U. IL. 6 .  32. 

1478. i'farr. Die sogenannte Reaktion 
der ausstromenden Fliissigkeiten. Z .  S. 
56. 272. 

1479. E. B.  Wilson. A curioua mc- 
clianicsl paradox. M. X.F. 17. 132. 

Siehe auch 1471. 

Gleichgewicht ro t ierender  Flüssig- 
kelten. 

14SO. P. Appell. Équation fonction 
n e l k  pour l'équilibre d'une masse Iiquide 
en  rotation fioiis l'attraction newtonienne. 
R. C.31.P. 30. 82. 

1431. U. Crudeli. Cltime ricerche 
nella teoria delle figure d i  equilibrio di 
un  corpo fluido omogeneo ed incom- 
pressibile dotato da  un moto rotatorio. 
G.B. 47. 109. 

1482. U. Crudeli. Felocità angolare 
d i  un  fliiido omogeneo ed incornprassi- 
bile rotante limitato d a  Ggura di  equi- 
librio. G.B. 47. 374. 

ldS3. 6: CmdeEi. Sulle figure d'equi- 
librio derivate dalle elisuoidicbe di un 
corpo fluido omogeneo ed inconipressible 
dt;tato di moto rotatorio uniforme. X. C. 
P. 15) 16. 271. 

1484. T!. Crudeli. Contributo alla h o -  
r ia delle figure d'equilibrio di  un corpo 
fluido incompr~ssibile dotato di moto 
rotatorio. N.C.P. (5) 17. 168. 

1 -LUS. G. II. Darwin. Fiirther confiide- 
ration of the utability of the pear-slia- 
ped figure of a rotating maus of liqnid. 
kl.R.S.L. 80. A. 166;  T.R.S.L. 2 0 8 . A . l .  

14Sü. G. H. Barwin .  Fiirther note 
on Maclauriri's spheroid. S .S .  N. Am. Y. 
34. 

14S7. R. Kaibnra. On the Jacobian 
sllipsoid. S.T. (2) 4. 1)s. 

148% E. Lampe. Cber die Gleichge- 
wichtsgestalt der Oberfllche einer Fliissig- 
keit in einer Hohlkugcl, die gleichmiifiig 
iim ihre vertikalsn 1)iirchmeuser rotiert. 
V. D. E.G. 12. 405. 

148!). A. Liapounoff. Sur une cfasse 
de figures d16quilibre d'un liquide en 
rotatiou. A.E.N. (3) 26. 4 i 3 .  

Siehe auch 1401. 

Wirbel.  

1480. E. Belot. E ~ a a i  de  cosmogonie 
tourbillonairo. A.F. 1908. 55. 

1491. X. Belot. Les tourbillone et le 
dualisme en cosmogonie. R. G. O. 21. 
642. 

1403. A. Gmy. Notes on hydrodyna- 
mics, chiefly on vortex motion. T. R S. 
E. 47. 1. 

1493. F. Rlein. vber  die Bildung von 
Wirbeln in reibungslosen Flüssigkeitcn. 
Z.S. 68. 259. 

1494. E. Laura.  Sul moto parellelo 
ad uno piano d i  un Buido in cui vi sono 
n vortici elementari. A . A . T .  37. 469. 

1495. L o ~ d  Bayfeigh. Voi-tices in os- 
eillating liquid. P. K. S 1,. 60. ?59. 

1496. L. S. da Rios. Sul moto dei fili 
~o r t i cos i  d i  forma qualunque. R. C.M. P. 
29. 334. 

1497. V. L. Rosenberg. Einfache Ver- 
suche üher Luftwirbel. Z.P. 22. 169. 

1498. W. Stckloff. Sur la théorie dea 
tourbillons. A. T. (2) 10. 271. 

1499. IV. E. Zukovsky. Ü b u  die ad- 
jungierten Wirbel. (rues.). B.S.N.M. 13. 
212. 

Reibnng d e r  Fliissigkeiten. 

1500. E. Bose u. D. Rauert. Experi- 
mentalbeitrag zur Kenntnis der turbu- 
lenten Fliissigkeitsreibung. P. L. 10. 406. 
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1501. M. Brillouin. Sur la résistance 
des fluides. C.K.. 147. 918. 

1502. 0. Faust und G. Tammann. Lfber 
Verschiebungselastizitat und ihren Zu- 
sammenhanz mit der inneren Reibung. 
Z .P .C .  il. 61. 

1.503. 1 ; .  Hagenianw. Reibungekoef'fi- 
zienten für Wasser. E.P.IL. 1909. 113. 

1504. B. Ladenhurg. Über die ltci- 
bung tropf'ùarer Flüssigkeiten. J. S. G. 
86. 36. 

1503. R. Lorenz u. 8. I: K a h u s .  Die 
Uestimmi~ng der inneren Keibung einiger 
geschmolzener Sa1ï.e. Z. P. C. 69. 244. 

1506. R. ,W. Neilson. Friction in water 
pipes. N.W.M. 47. 116. 

1507. C. W. Oseen. Zur Theorie der 
Bewegung einer reibenden Flüssigkeit. 
A.M.A.F. 4. Nr. 9. 

1508. C. W. Oseen. Ein Satz über die 
Singularitaten, welche in der Rewegung 
einer reibenden und unzusammendiiick- 
baren Pl i i ss i~kei t  auftreten. A. RI. A. P. 

c 2  

6. Nr. 16. 
1509. C. W. Oseen. Über die Bedeu- 

tung der In t eg~a lg l e i chun~en  in der 
Theorie der Bewegung einer reibenden 
unzusammendriickbaren Fliissigkeit. A. 
M . k F .  6. Nr. 23. 

1510. L. Pissaijevs~y u. E. Die 
Beziehung zwischen der Diffusions-Kon- 
stante, der inneren Keibung und dem 
elektrischen Leitvermogen. 2.1'. C. 63. 
257. 

1511. B. TV. Wozrrlstra. Über die 
innere Heibung kolloidaler Silberlosun- 
gen. Z. lJ .C .  63. 613. 

Viskositat. 
1518. E'. N da C. Andrade. Über das 

G h e  FlieBen in Metallen und verwandte 
Erscheinungen. P. Z. 11. 709. 

1513. E'. C. Binghron. Viscosity and 
fluidity. A.C.J. 40. 277; 43. 287. 

1514. hl C' Bingham. Viskositat und 
Fluiditiit; algebraische Analyse der Vis- 
kositatsdaten. Z. P.C. 66. 238. 

1515. B. C b'ingham and J. 1' Uarri -  
son. Viskositit und Fluidit i t .  Z.P. C. 
66. 1. 

1516. T. Bogp'o. Sn1 moto staziona- 
rio lento d i  un liquido viscoso. K.. A. L. IL. 
(5) 19. A. 75. 

1517. E. Bose. tfber die Viskositits- 
anomalien anisotroper Fliissigkeiten im 
hydraulischen Stromungszustande. P.Z. - 
10. 32. 

1518, M. Brilkiuin.  La  viscosit4 des 
liquides en fonction de l a  température. 
A.C.P. (8) 18. 107. 

1519. E. Clerici. Sulla viscositk dei  
liqi~irii per la separazione meccanica, dei 
minrrali. R.A. L. R. 20. A. 45. 

1.520. A. E. Dunstan and E: B. Tlrole. 
The relation between vi~cosity and che- 
miral constitiit,ion. J .  C. S. 95. 1556. 
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tr iger.  Z S. 56 .  268 

1792. A. Franciie. Der hyperbolische 
Krciahogentriiqer. Z .  S. 59 .  113.  

17!)3. A. Hetndl.  Stiirlien über einen 
E i ~ e n b e t o n t r i ~ e r .  H.U.RI. 2. 303. 
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1820. K. Federliofer. Zur Festigkeit 
radial belasteter Kreisbogen. S. A. W. 
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S.A.R. 1909. 493. 

1840. H. 1.f. Martin. O .  Lodae. K .  Pear- 
son. The stresses in h a s o n r i  dams. N. 
17.  269; 303;  320;  366;  392. 

1841. Miiller usw. Formula for caleu- 
lat ing flashboards for dams. E.B.lt. 58. 
208. 

1842. A. Roder. Zur Frage des Erd- 
drucks auf Widerlager. Z.T.B. 1910 .47 .  

1843. M. Tricaud. ktude sur l a  pou+ 
sée des terres. E . G . M .  24.  9 3 ;  201  

1814. N.  N. Der Erddrnck auf ge- 
neigte Flschen. S.D. B.H. 1910. 26. 

Erdbau. 
1846, Brodie. Nasonry dam formulas. 

S.M.Q.  29. 241. 
1646. Unvis. Comparative costs of 

earthwork. E.B.R. 57 628. 
1947. Hill. Stresses in masonry dams. 

M.P.I.C.E. 172. 134;  143. 
1848. P. Iloadley. The constriic- 

tiou of concrete dam$. C.M. N.Y. 36. 533. 
Zeitscùrift f Mathematik u. Physik. 60. Band. 1918. Heft 4. 2 7 
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1849. E'. H. Humviel. The principal 
stresses and  planes i n  a masonry dam. 
M P.1.C.E 1 7 7 .  294. 

18liO. Wilson and Gore. Stresses in 
dams. N.P.I.C.E. 172. 1 0 7 ;  143. 

1861. N. A'. hIasonry dams. T.B.L. 
91. 85. 

Tunuelban. 
1852. W. H. Booth. Tunnel construc- 

tion. R.5: 1909. 120. 
1853. 3: Sahaus. Submarine tunnels. 

R.N.L. 93. 1118. 

2854. Wernecke. StraBen der Zukunft. 
Z.T.8. 25. 741;  760. 

Briickenban. 
1855. E. P. Baiiey. Heinforced con- 

ccete bridpes. M. J. E. 29. 62 .  
1856. 6. Gayler. Bridge designing. 

J . A . E . 6 .  1909. 107. 
1857. C. Gribble. Live loads and 

15 orking strcsscs in railway bridges. C. 
11 N.Y. 1909. 515. 

1858. Kîcpfer. Eisenbetonbalken- 
brücke. Z.T.B. 6. 56. 

185!). D. B .  Lutcn. Permanent wav 
on bridges. E.R.J.  1909. 549. 

1860. E. Ryon. A reiuforced concrete 
sewer bridge. E.B.R. 61. 355. 

1861. Schiller. Ubcr einige neucre 
Xrten von Urückenbauten. Z.S. S. 1909. 
13;  34. 

1862. W. Schulz. Konstruktion und 
Hercchnung einer eisernen Schiffulade- 
briicke fur F'uBganger. E.P. 11. 1909. 
343. 

1863. W. 5'c71ulz. Beitrag zur Berech- 
riung der Fahrbahn und FuBwege eiserner 
i.andstraBenlirücken. Z. E. M. 1910 13.  

1864. M. Sieger. Ponts en poutrelles 
rnrobées. R.G.C.F. 1909. 3. 

186h. Ttr. Skinr~er. The erection of 
girder bridges. E.B.R. 59. 494; 517 ;  585. 

1866. E Thérel. Vérification d'un 
tnblicr C U  béton de  ciment a m é .  A.$'. 
1907 .  87. 

1867. H. Ziesenrel-. G r a p h i d e  Er- 
n~i t t lung der Durchbiegung einer Blech- 
trlgerbrücke im Eisenbahnverkehr. Z.T. 
1s. 6. ti5. 

1868. N. Calculation of streslies 
in  suspension bridges. E.B.R. 61. 50. 

Siehe auch 1312;  1799;  1805. 

Hnustatik. 
18G9. H. Adonis. The stabilitp of 

walls S.il1.C.E. 1909. 5 6 ;  T.B.L. 96. 88. 

1870. S. Bylander. Constmctional 
steelwork. J. S.A. 3.  248. 

1871. S. Canevaezi. . La matematica 
e l 'arte del coatruttore i n  Italin. V.I.M. 
C. 4. C 339. 

1872. 3'. Claxton-Fidler. On the aa- 
plication of mathematics to the theoFy 
of construction. V.I.M. 4. C. 356. 

1873. Day. Economiç section for re- 
taining waiis. E. B. B. 58. 56. 

1874. A Dietw. Die Bestiinmung der 
Abmessungen eine3 Frt.brikschornsteius. 
D.B.H. 1909.  127. 

1575. Dubini. Calcolo statico del 
camino d i  una  caldaia a vapore. Pol. Y. 
06. 395. 

1876. Fr'runcesio. Studio sui miui sog- 
getti alla pressione del vento. R.A.G. 
25. 368. 

1877. Grilley. Über Gaskamine. Z Y. 
G.W. 27. 16. 

18i8. A. Leon. Baugesetze in Natur 
und 'l'echnik. S.V. N. W. 49. 423. 

1879. R. Hallén. -Uuova teuria esta- 
tica de  las construcciones. M. y R.M. 
26. 195. 

1880. A. illorley. Laterally losded 
struts and tie-rods. P.Y. (6) 15. 711. 

1861. Ar, Peters. Stelik der  Ecborn- 
steine. T.1.Z. 33. 209. 

1883. Ramiscl~.  Ueitrag zur Uerech- 
nung son Futtermauarn. B.G. W.Z. 40. 
643. 
Siehe auch 200;  808;  1147;  1166;  1167; 

1159;  1275 ;  1297. 

Bnnninterinlien. 
1683. H, Burchartz. The testiug o f  

building materials on abraison by the 
sand blast apparatus. J .X.  S.W. 40. A. 45. 

1884. W. B. Warrcri. Reiriforced con- 
crete. III. J .N.S.W. 39. A. 33. 

Geonietrische breliitektur. 
1885. G. S. Aitiien. Geometry as app- 

lied t o  greek architecture. J.R.1. B.A. 
17. 593. 

Eahrzeiige. 
1886. L. Hargruze. The ouewheeled 

car.  J.N.S. W .  41. 8. 88. 
1887. C. Lallemand. Les rampes cri- 

tiques en  automobile. A.V. 190i. 63. 
Siehe auch 1656;  1667. 

Antumobile. 
18SS. A. Petot. Relations dynamiques 

entre l a  voiture et la route L.T. hl. 2. 
327. 
Siehe auch 711; 750 ;  761; 1007; 1652; 

1887;  2036; 2046; 2494. 
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Eisenbnlinwesen. 
1889. M. de Boulongne. Tableaux e t  

graphiques pour le calcul de resistance 
des tabliers métallique8 sons rails à une 
seule travée. R. G. C.F. 32. B., 333. 

1890. E. Burok. Die Zentrifugal- 
und Fliehkraft. W. S.D.B. 1909. 442. 

189 1. S. C. Carpenter. Graphic presen- 
tation of train resistrtnce formulas. R. 
A.G.K.Y. 1909. 944. 

1892. Die% Die Lange-der nach der 
knbischen l'arabe1 gestaltstenUbergangs- 
bügen. Z.v.D.E..V. 1909. 1159. 

1893. Dietz. Dberh8hung und ffber- 
gangsbogcn. Z.V.D.E. V. 50.  746. 

1H!)4. ii. T. B d d y .  The mechanical 
priricipleu of Brennan '~  mono-rail car. 
J.P.1. 169. 467. 

1895. Frank. Neuea MeBverfahren für 
Gleiskrümmungen. Z.V..g.E. V. 1309.707.  

1896. 3'. Ei-intorp. Uber Abstecknng 
von Gleiskurven. W.S. D. B. 1909. 491. 

1897. A. P. Ge&. The adiustal ton- 
nage formula for determining train loads. 
K . . A . G .  47 756. 

1898. H o h .  Bese i t i eun~  des un- 
ruhigen Laufes der ~ a h r z e u g e  in Gleis- 
krümmnngen. W.S.D.B. 1909. 179. 

1898. Ii. B. HoZt. The design of tram- 
way rails and r d  Wear. T.R.W. 27. 9. 

1900. J. &%ensen. Om beregning af 
sporakifter. I.K. 18. 301. 

1901. Parodi.  Les méthodes de  cal- 
cul des projets de traction. B.S I.E. 
1909. 151. 

1902. Peterselz Berechnung und Ab- 
steckung von Gegenkrümmungen. W.S. 
D.H. 1909. 441. 

1903. N. P. P e t r w .  Spannungen in 
den Schienen, welche von Biegung in 
der Vertikalcbenc herrühren und Wahr- 
scbeinlichkeit der  experimentellen He- 
stimmung dieser Spannung. (ruas). h1.S. 
T.R. 1906. Nr. 7-8. 525. 

1904. H. Raschku. Theoretiache Unter- 
auchung und Vergleich einiger Gleis- 
formen. R.T. W. 1909. 455. 

1905. B. C. Schniidt. Preight train re- 
sistance, its relations to  average car 
weight. .J.A.S.M.E. 32. 679. 

1906. B .  Schrader. Rechnerische Be- 
handlung einzulegender Graden an  Gra- 
dicnten-Knickpunkten. W. S. D. B. 27. 23. 

1007. G. ~Stpphomy u. H. Hg ofleis- 
berechnung für  StraOentiahiien mi t  zahl- 
reichen sus der Praxis entnommenen 
neispicien. Z-T.S. 26. 4 0 4 ;  528. 

1808. G. Stephany. Gleichungen zur 
Berechnung der Vernr6Berung des Gleis- 
abstandes in der Zwischengeraden einer 
S-knrve. Z.T.S. 1909. 56. 

1909. A. Stuclii. Train resistance. R. 
A.G.N.Y. 1900. 982. 

1910. .T. de Traz. Sur certaines con- 
ditions dn problème de  l a  traction. B. 
S.I.E. 1909. 299. 

Siehe aueh 842. 

Lokomotiven. 
1911. G .  (;reenough. Development of 

the Mallet locomotive. J.F.I. 169. 202.  
1912. M. Panetti. Ciclo teorico 8 ciclo 

pratico deiie locomotive compound. A. A. 
T. 37 677. 

1913. A. Petot. Sur le mode d'action 
des roues motrices. L.T.M. 2 .  368. 

1914. Il. Sawin .  Abgekürates Ver- 
fahren zur Berechnung von Lokomotiv- 
leistungen. D.L. 1909. 121. 

1916. B. Sanzin.. Der Rirkungsgrad 
der Dampflokomotive. V. T. W. 1909.743,  

Bremsen. 
1916. E. Rqrlgla. Grundzüge der Theo- 

rie und Rerechnung pneurnatischer Ge- 
schützbrenisen. M.A. G. 1909. 89.  

1917. LN. A? A fan brake. B.A. 23. 
351. 

Siehe auch 1182; 2486. 

1918. N. Collot. Note sur le raccor- 
dement des courbes et  des alignements 
dans les voies de chemins de  fer. R.G. 
C.F. 1909. 307. 

Siehe auch 1892; 1893. 

Mnsehinenlvhre. 
1919. A B a c h  n. A. L e m .  cher ro- 

tierende Seheiben glcichcn Fliehkrüft- 
widerstands. S.A.W. 116. 1353. 

19". J. H. Beattie. The Hopper 
Jacket engine. G.E.C. 1910. 104. 

1921. F. Carlès. La  puissance des xno- 
teurs e t  leur l o n g k v i ~  V.A. 10.  189. 

1922. B.  Mi. Gawn. A new two-cvcle 
engine Mo. 17. 861. 

1923. H. Kitdo. Theory of spring- 
rock drill. M.C.K. 2. 2X6. - ~ 

1924. J. de Lareinty l'holozan. Moteur 
à deux temps. L.F.A. 15 407. 

1925. L. Lecornu. Sur l e  volaut des 
moteurs d'aviation. C.R. 149. 1359. 

1926. T. Lehnzbeck. Die Bceinflussung 
der  Motorenkonstruktionen durch die 
Steuerformel. D.R.M. 26. 594;  996. 

1927. F. Pietsck. Über Explosions- 
motoren. (tschech.). C. 38. 93;  216. 338. 

1928. H. Pudor. Die Echonheit de r  
Naschine. B.K.S. 1 1 .  229. 

27*  
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1929. Ravigneaus. Généralisation de  
l a  formule de Willis sur les trains épicy- 
cloidaux. C.R. 149. 1060. 

1930. C. Reignier. Sur le cülcul des 
volants des laminoirs. C.H. 149. 1357. 

1981. P. de la Roche. L'utilisation de  
l a  force motrice des marées. E.E. P. 16. 
253 

l!)32. J. iM. SpitsglaB. Curvej for en- 
gineering calculations. P.T.E. 31. 220. 

1933. Valentin. Die Reversiercing von 
Verbrennung~kraftrnascl~inen. Q. M. 'T. 10. 
61; H l .  

1D34. S. H. I l  euoer. Critical speed 
celculation. J. A. S.M.E. 32. 1059. 
Siehe auch 719; 1473:  1699;  2247-49; 
2254; 2250; 2267;  2274;  2291;  2299;  
2305; 2330; 2331;  2347;  2354; 2359;  

2371; 2391;  2111; 2422. 

Maschinenelemente. 
1935. D. O. Rarrett. The  calculation 

of crankshafts for interna1 combustion 
engines. M.X. Y. 16. 610. 

1936. C. Bertraizd. Kouveau spstènie 
d e  graissage automatique desmouvements 
extérieurs. R. K M .  P. 183. 245. 

1937. 8: S. Brown. The Proper fitting 
of engine cranks. P. T.E. 32.  107:'. 

1938. R. Iirall Kraftübertragung 
durch Riemen. Z . P .  hl. 1.  1224. 

1939. H. Legros. Calculs des volants 
à voile e t  des disqnee a n i m k  d'une 
p a n d e  vitesse d e  rotation. B. U. M. 26. - 
13.  

1940. W. Rautenstrnzcch. Thc design 
of cnrved machine members and eccon- 
trie Ioad. J.S.A.M.E. 31.  1071. 

1941. Il'. Schwerdtfeger. Die theore- 
tische Bestimmung der Deeaxialitat. M. 
W.B. 13. 7 .  

1942. K. ET ~teinmctz.  Die Anordnung 
und Berechnung von Riementrieben in 
Xühlen. 3f.L 1909. 336; 577 .  

1943. H. Vetter. Praktische A r b ~ i t s -  
tabellen sur Bestirnmung der Dimen- 
sionen bei Riamenscheiben und Seil- 
scheiben. G.Z.B. 6.  526. 

1944. iV. N. The design of ciirved 
machine memberd under eccentric load. 
M.W.N. 47.  39. 
Siehe auoh 278; 983;  1187;  1261); 1285; 

1286;  1308;  2026. 

1!)16. Bochet. Le moteur I h s e l  2 
combustion interne. B.S.F.P. 1909. 16 .  

1946. B. Cozza. Ein merkwürdiger 
Motor. P. 20 456.  

1947. H. B. Dizon. Some theoriee of 
combustion in gaseu. J. G.L. 110. 99. 

Siehe anch 2293. 

Dninpf kesscl. 
1948. A. H. B a ~ k c r .  The rating and 

testinr of boiiers for heatincl installation. 
T.A. 5 2 .  222. 

" 

1949. A. Benzent. Testiorr and uer- - 
formanre of steam generating apparatus. 
H.V.N .  1909. 25 . -  

1950. 3'. M'. Dea9t. The best form of 
longitudinal joint boilers. P. A. S.N.E. 
31. 373. 

1951. M. Besjuzew. Chaudières à 
foyers iritérieurs et chaudières semitubu- 
laires: essaia cornuaratifs de vanorisa- 
tion A. S .  L. 1909.. 259. 

1952. R. C. H. H d .  Some nroperties . * 
of steam. Y.T.E. 3 0 .  876, 

1953. Xempel. Uber Storungen bei 
Dam~fkesselbetrieben. T.I.Z. 24. 2:  G. 
H. 46. 258;  278. 

1954. O. Hi'debrand. nber Warine- 
~ e r l u s t  durch Kesseletein. N.E.E. 36. 
198.  

1955. S. F. Jeter. Graphicil deter- 
mination of boiler b r a c i n ~ .  P.T.E. 31. 
448.  

1956. Kingsley. Lbw of heat txansfcr 
throngh ukeam hoiler heating surface. 
E. B. IL. 68, 246.  

1957. A. Kneilaq. Entwurf einer Dampf- 
kesselanlage. E.P.R. 1909. 2.33; 263. 

1958. C. E. Lucke. Steam hoiler,? and 
combustion. P.T.E 32. 417. 

1959. B. Myles. Notes on marine 
boiler design, construction and economy. 
'P.S. 21. 209. 

1960. Xehbel. Berechnung der Heiz- 
flache, des Wrtsser- und Dampfraumcs 
bei einem Flammrohrkessel. H Z.B. 25. 
4627.  

1961. J. T. Nicolson The laws of 
heat  transmission in steam boilcrs as de- 
duced from experirnent. P.E.L. 1909. 
114.  

19G2. J. T. Nicolsolz. The lawa of 
heat-transinisaion in  stoam tioilere. P. 
W. IJ. 14. 167;  026;  273;  331. 

I!)ü3. J. C. Parker. The derelopment. 
of' the  downflow boiler. E.R.L. 21. 161. 

1Wl;. E'. Waltkr.  1st bei Berechnung 
der Ileiefiiiche eines Uampfkessels die 
exükte oder d ie  ~nmmarische Methode 
anzuwenden? 2. E. A L  1910. 87. 

1965. K, N,  Are we on the rjght 
lines i n  boiler design. P.E. L. 1909. 113. 

1966. N. N. The basis of engine and 
boiler calculations. M.E. 24. 472. 

Siehe mch 1260; 1875; 2229. 
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Dampfmaschinen. 

1967. 3'. H. Ban.  Connterbalancjng 
problems in stationery steam - engme 
design. M. W.M.  45. 302. 

1968. F. H. Bull. A solution of the  
counterbalancing prohlem i n  stationary 
steam engine design. E.R.C. 1909. 766. 

1969. E. M. Bragg. The design of 
reversing engines 1.M.E L. 16. 169. 

1970 .  S. Bock. Der Kondensator. S. 
I .B.  18. 181. 

1971. M. de Cbrdova. La conderisacion 
en  l a s  maquinali de vapor. E E. M. 1909. 
417; 461. 

19 52. J. Duvidsohn. Nodern british 
high-speed steam engines. P. T. E. 30. 
275; 325; 369. 

1913. G .  Eénno. Desipn of enoine to  
producc uniform torque. 'M. w.M.-47. 28. 

1974. R. J. Grimshaw. The balancing 
of reciprocating engines. C. M. N.Y. 38. 
348. 

1975. 1". 11'. Xollmann. Analysis of 
steam and inertia forces. P.S.E. 1909. 
623. 

1976. O. E. Joryensen. Jaevnstroms 
dampmaskinen. I.K. 18.  249. 

1977. F. L. Johnson. Piston control- 
led exhauat ports. P.T.E. 32. 111. 

1978. J. E. Lea. Continuons testing of 
steam plants. M.W.M. 45. 152; 158. 

1979. 132. Leblanc. De l a  compen- 
sation dans les machines à vapeur. B. 
S.F.P. 1908. 23 *. 

1980. C. E. Imcke. Economy in ge- 
nerating steam power. P.T.E. 32. 462. 

1981. T. C. Mc BI ide. Tho theory of 
steam condensers. P.W.L. 16. 491. 

1982. A. L Mellanby. Some disputed 
points i n  t he  theory of the steam engine. 
E.R.L. 20. 266 

1983. H. flehbel Dia iiberschligige Be- 
rechnunp der Leistunp einer Llam~f-  
maschine ohne lndikat&diagramme. %. 
Z.B. 7 2220. 

1!)84. R. M. A-eilson. Desien of sur- - 
face condensers. E. 1:. 1,. 45. 129. 

1985. R. J. S. Piyott. The revival of 
the reciprocating engine. E. M. N. 39. 554. 

1!)86. ï'. B. Robinson. Miniature 
steam enginea. T. C 1. 8. 273. 

1987. W. M. Sandtrson. The recovery 
of power from exhaust steam. T.A. 1. U. 
E. 35. 282. 

1988. W. H. Wakenmm. Expensire 
versus inexpensive back pressure. P. 
T.E. 30. 590. 

1989. N, N. On heat losses M.E.L. 
31. 106. 

Siehe auch 1966; 2093. 

Regnlatoren. 
1990. F. Carlés. Réglage des moteurs. 

V.A. 1910. 88. 
1891. B.  W .  Lengerke. Ventil- oder 

Schiebersteuerung. A. A.Z. 1910. 31. - 
A. Kienie. 41. 

Siehe auch: 1926 

1993. N. W. akinzoff. J e t  propulsion. 
1.iIf.E. 1909. 81. 

1994. A. T. Barber. Devolopment of 
the marine steam engine. E.E.L. 44. 
6 0 6  

1995. D. Bellet. Un moteur tonnant 
réversible pour la navigation maritime. 
V. A. 10. 414. 

1996. Bragg. Marine engine design. 
M . E . L .  31. 7 ;  I.M.E. 1909. 89.  

1997. ~ock;ill. Die Schraube als Treib- 
apparat  der Schiffe. M.A.G. S. 36. 180. 

1998. C. B. Décksee. Steam turbines 
as applied to marine propulsion. J d .  E. 
L. 44. 712. 

1999. W. G. Diman. The turbine and 
rcciprocating engine for naval purposes. 
T.S. 21. 337; J.A.S.N.E. 1909. 19. 

2000. MT. P. Dul-tnoll. The electric 
motor for marine propulsion. E.E.L. 46. 
363. 

2001. W. P. Durtnall. The snbstitu- 
tion of t he  electric motor for marine 
propulsion. S. S. L. 21. 366. 

2002. W. P. DurtnaTZ. The electric 
propulsion of sliips. N.B. 12. 236. 

200'd. Fottinger. Das Problem der 
Schiffsturbine. V. 10. 1. 

2004. D. Gibson. The reciprokating 
engine in marine practice and its pro- 
bable future. P.W. L. 14. 14. 

2005. Y. Jaeoby. Snlzer Diesel marine 
engine. I.M.E.L. 15. 41. 

2006. A. H. Larsen. Skibsmotoren 
og dens anvendelse. LK. 18. 253; 257. 

2007. C. S. Linch. Propeller com- 
pensations. 1. M. E. 1909. 260. 

2008. C. 8. Limch. Simple method 
of propeller desi*. I.M.E. 1909. 254. 

2009. E. A. Macor. Marine propulsion 
electric motors. 1. M.E. 15. 63. 

2010. B. N. Xeilxm. Turbine pro- 
pulsion. I .M. E. 15. 56. 

2011. R. .M. Xeilson. Turboelectric 
propnlsion for vessels. C. M. N.Y. 36.. 
420. 

2012. B. J. Orarn. Propeliing machi- 
nery of warships. J .  A.S. N. E. 24. 67, 
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2013. Parsons and WaZker. The com- 
bination system of reciprocating engines 
and steam turbines. N. E.L. 30.  392;  
J .A.S.N.E.  20 .  455. 

2014. H. J. Perkins. Sgeed propeller 
wheels. T. R. 24. 29. 

2015. G .  Habbeno. Teoria aintetica 
dell' elica propulsatrice. R. b1.R. 43. 43. 

2016. Ileed. The development of 
modern marine engine. C. M.N. Y. 55. . nn 
LEU. 

2017. L. Robida. Avantages et  in- 
convénients de la multiplicité des cy- 
lindres dans les moteurs marins. J. M. Y. 
32.  795. 

2018. C S. Root The manne  steam 
eugine. I.M.E. 1909.  305. 

2019. C. S. Root Cylinder ratios of 
marine engines. M.W.M. 46. 142. 

2020. G. Rota. The propulsion of 
ships by  means of contrary turning 
screws on a common axis. P.W.L. 14. 
1021; I.M.E. 1909. 277. 

2021. E: J. Rowan. Superheated 
steam in marine work. 1.M. E. 1909. 249. 

2022. O. Schlick. Der gyroskopische 
EinfluB rotierender Schwungrader an  
Bord von Schiffcn. B.I.G.B. 92.  478. 

2023. E. Valentin. Rootsmotoreii- 
Konstruktionen. D.M.B. 7. 17. 

6024. A. H. Ziegler. Marine engine 
cams. T.&. 1909. 470. 

Siehe auch 1959;  2034;  2050;  2098; 
2123; 2148;  2151;  2168; 2173; 2174. 

Gasmaschinen. 
2025. P. R. Allen. Recent develop- 

ments i n  large gas-engine design. C.M. 
N.Y. 36. 195;  3U8; 445. 

2026. H. Allen. Crank shafta for gas 
engines. C.M.N.Y. 1900. 444. 

2027. H. André. Les moteurs d'avia- 
tion. L.F.A. 1909. 733. 

2028. H. CC. dnstey. Some con- 
siderations on the  application of inter- 
na1 combustion e n g i u e ~  for marine pro- 
pulsion. G. E. C. 11. 3z3.1. 

20'39. B. Becktel. Large gas engiiieii 
in steel works. 1. A.  85. 1453. 

2030. F. W. Rurstall. Indicating of 
gas engines. G.E.C.  1909. 479. 

2031. T. E. Butterfield. A metliod 
of improving the efficiency of gag en- 
gines. G.E.C.  1909. 285. 

203 ?. G. Castagneris. Motori leggeri 
e motori per aeronautica. B. 9.8.1. 1909. 
278. 

2033. (J. F. Clarkson. Concerning the 
offsetting gas engine cylinderà. T. A. N. 
Y. 20. 990. 

2034. Diederich. Gasmotoren für den 
Schiffsbetrieb. M . A .  G.S. 36. 193. 

2086. 11. I h a w e  Konstruktive Finael- 
heiten a n  doppeltwirkenden Viertakt- 
gasmaschincn. S.E. D. 30 .  216; 290. 

6036. F. Emstes.  Zur l'rage der 
Luftkühlung bei Automobil- und E'lug- 
motoren. Z.M.hf. 1309. 389:  411. 

2037. J. T. Faig .  Utilizing waste 
heat from gas engine plants. G.E.C. 
1910.  342.  

2038. Faucher. Propulsione mediante 
motori a gas. R.M.R 41. 674. 

2039. T. E'ay. Functions und 
frailties of motor cyliriders. T. A. N. Y. 
21. 11 ;  63;  97;  137;  181. 

2040. A. J. H i t h .  The approach of 
the theory and practice in modern 
gas engines. G.E.C. 12. 18.  

2041. A. J. Frith. A regenerator 
cycle for gas enginea using subadia- 
batic expansion. J. A.S. M.E. 32. 1247. 

2012. Hollingworth. h graphical 
method of calciilating gas - engine effi- 
ciencies. M.P. 1.C. E. 173. 259. 

2043. B. Bopkinsoi~. On heat-flow 
anil temperature distribution in the gas 
engine. E.11.L. 1909. 397. 

2044. M. B. Lamb. Gas engines M. 
S. P. 99. 459. 

2043. 2'. Lelibeck. Eine einfache Me- 
thode zur Messung der Leistungen 
schnellaufencler Exnlosionsmotoren. D. 
R.M. 25. 15. 

2046. de Leyma. L'allumage des 
moteurs d'automobiles. I.V. A. 28. 483; 
503 ;  525;  546; 565;  686. 

2047. J. D. Lyon. Large gaa engines. 
G.E.C. 1910. 352. 

2048. K. Nets. Die GroBeasmaschine. 
M.A.G. 1909. 679. 

2049. Seer. The probable future of 
explosion engines. C.M. T. R. 36. 945. 

20.50. E. Shackleton. The gas eugir:e 
and producer p lant  and i ts  adaptabilitp 
for marine work. P.W.L. 14. di. 

2051. P. B.  Shield. Formulas of com- 
puting the  results of gaa analysis. P. 
S.E. 30. 1121. 

2052. H. F. Smith. Gas endnes for 
use with producer gas. M.W. d 4 6 .  122. 

2053. H. E'. Smith. Grts engine con- 
struction for producer gas use. G.E.C. 
11. 354;  374. 

2054. Vakntin. Dic Kwersierung 
von Verbrennungskraftrnaschinen. G. hl. 
T. 10. 45.  

2055. Varlet Calcul de l a  puissance 
des moteurs. L.F.A. 1909. 530. 

2056. J. G. G. Walther. Gas engine 
desinp. G.O.P. 5. 245. 
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2057. W. Watson. Thermal and com- 
bustive efficiency of a motor. T.4.N.Y. 
20. 939. 

Hydrnnlik. 
2058. W. Bums. Notes on hydraulic 

work. P.T.E. 31. 788. 
2059. J. L)imianeaud. Note sur les 

axes  hydraulique^ A.T.P. B. 14. 1143. 
2060. A. Xtchells. Hydraulic machi- 

nery and appliances. l'.W. L. 16.  733. 
2061. W. Beym. Die Benutzung von 

Ebbe und Flut fiir den Betrieb einer 
Luftkompressoranlage. W. K. 2. 212. 

2068. G.  H. Knibhs. The hydraulic 
aspect of t h e  arteuian problem. J. N. S. 
W. 37. B. 24. 

30G3. S. R. Lowcock. Evaporation 
from water surfaces J.Q:L. 109. 3.5. 

2064. R .  v .  Mises. Uber die Pro- 
bleme der technischen Hgdromechanik. 
D.V.M. 17 .  319. 

3065. F. PraXiZ. Graphische Me- 
thoden zur Behandlung hydrotechniacher 
Probleme. V.N.B. 93. 340. 

2066. W. ï'. Ryan .  To determine the 
value of a water power. P.T.E. 31.  604. 

2067. Li: van WinkZe. Methods of 
measnriug the Bow of water. P.T.E. 31. 
414. 

2068. R.  Wolffenden. The design of 
hydraulic cylinders. E.R.1, 21. 290. 

2069. N. N. The flow of water over 
oblique weir plates. E. B.K. 60. 10. 

Siehe auch 708;  717;  1517. 

Hydraulischer Widder. 

2070. H. Lorenz. Theorie des hy- 
draulischen Widders. P. Z. 11. 234. 

2071. B. Xüllauer. Der hydraulische 
Widder oder StoSheber als rationelles 
Wasserbeforderungsmittel für die Land- 
wirtschaft,. hl. Z. B. 8. 137. 

2072. de Sparrc. Note au siijet des 
coups de  bélier. M.A.Ly. (3) 9 .  413.  

Wasserleituug. 

2073. E'lick. Tafeln zur Rerechnung 
von unter Druck liegendeu vollaufen- 
den DurchlLssen und Leitungen. K.T. 
13. 67.  

2074. A.  Vogt. Tafel zur Berechnung 
von Wasserleitungen. G.E 45. 1878. 

Siehe auch 257;  1296. 

Wasserbau. 
2075. TT. J.  F. Crowley. Reinforced 

concrete in waterworks engineering. 
W.W.E. 12 .  37. 

2076. J, E. Jackson. Stability of 
dams. M.S.P. 100. 324. 

2077. E. Maillet. Sur les équations 
diff. et  les systèmes de réservoirs. C.B. 
147. 966. 

2078. Ramisch. Reit,r%ag zur sta- 
tischen Berechnung von Talsperren. 2. 
W.W B. 5. 229. 

2079. Ramisch. Über neue Gesichts- 
punkte für die Beurteilung der Stand- 
sicherheit von 'ïalsnerremauem. Z. G. 
W.W. 6. 105. 

2080. D. Waterman. Ditches. X.S.P. 

Wehre. 
2081. S. Hauser. Wehr mit selbut- 

tiitiger Umlegung. T.R. B. 1909. 666. 
2082. F. Rabitz. Entwurf einer be- 

weglichen Wehranlage. Z. T.B. 190'3. 
102;  111. 

2083. C. M. Allen. The testing of 
water wheels after installation. J. A. S. 
M E .  32. 481;  1172. 

'1084. J. Bergmann. Berechnun,? 
eineù oberschliichtigen Wasserrades. E. 
P.R. 1909. 501. 

2055. W. Rn. Eckart. The application 
of the Pitot tube to the testing of im- 
pulse mater wheels. P.A.LM.E. 1910. 1 .  

2086. O. Fischer. Die Lorenzsche 
Theorie der Kreiselrider. P.Z 10. 103. 

2087. Jackson. Reduçing the effect 
of back water on water wheels. E.B. 
R.  57. 196. 

2088. K .  W .  Mises. Theorie derwasser- 
rader. Z. S. 57. 1. 

2089. B. v. Mises. Z u r  Theorie der 
Kreiselriider. P.Z. 10. 140. 

Turbinen. 
2090. B. Bachmetjew. Über die Arbeit 

der hydraulischen Tnrbinen bei ver- 
anderlicher Anordnung (mm.). B. 1. P. P. 
9 145. 

2081. J. BartE. Das Perhalten der 
Turbine bei verschiedener Belrtstung. 
D.T.B.  6. 197;  221. 

2095. J. R. Bibbins. Typical low- 
pressure steam turbine plant. P. T. E. 
30 485. 

0093. J. R. Bibbins. Low pressure 
turbines and steam engines. P. T. E. 30. 72. 

2091. E. Brauer. Eulers Turbinen- 
theorie. D.V.M. 17. 39. 

2095. Bubendy.  Ausnutzung der Flut- 
bewegung. V.F. 8. 23.  

2096. W. Burns. Building pelton 
wheels. P.T.E. 31. 21.  
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2097. E. F. Côte. Essai des turbines 
hydrauliques. A. S.L. 1908. 3. 

OO!tY. Uenny Der heutige Stand der 
Schiffstnrbinenfrage. D.T. B. 1909. I 60. 

2099. K.  Eickhoff. Cbr r  den A u d -  

trittsverlust bei Wasserturbinen. 1) M. 
S.B 2. 33. 

21 00. J. h'sman. Regulierung der 
hyri~aulischen Turbinen (russ ). B. 1. P. 1'. 
4. 221 :  5 .  45. 

21 01. S. ,VI. Gorodisehtsch. Wasaer- 
dynamoturbinen und dercn Anwendung 
in der Elekt ro thera~ie  der IIarnneurose. 
Z.3.I.E 1910. 2. 

2102. B. Y. Haden. Nixed aressure 
turbine and engine plants. P.T. E: 32.207.  

21113. A. E. Zzlnt. Balanring of 
hirrh - sueed turbine shafts. P. E.L. 41. 
1$7; 165. 

2101. J. Izart. Essai des turbines 
hydrauliques. L.E.P. 1909.  370. 

210.5. C. Kahle. Die Turbine, ihre 
Entstehung und Entwicklung bis zur 
Gegenwart. Z.W.W. B. 1. 419;  2. 6 ;  21 ;  
33 ;  6 3 ;  69. 

9106. Knelles. Die Francia-turbine. 
E .P  K. 26. 281. 

21 07. 1,. Lecornu. S u r  les turbines 
à axe flexible. J .E .P .  (2) 11. 95. 

2108. F. M. Lege. Low pressure tur-  
bines. E.R. J. 1909. 1036. 

2109. Mn2urasi. Teoria e l a  calcola- 
zione delle turbine idrauliche. Pol. M. 
56. 65. 

2 110. W. H. Millw. A recent com- 
pariaon of turbines and engines. E. B. K. 
61. 216. 

21 11. Pierce. Turbine fans in mine 
vent,ilation. E.M. J. 85 .  768. 

2 l l t .  E' liay. Characteristics of the  
turbirle punip. P.1'. E. 30. 535  

2 113. H. B. ïuylor .  Hyriraulic tur- 
bines for 670-f- ot hvad. P.'1'. E. 32. 1192. 

2 114. if. B. ï'aylor. The develop- 
meut of the  hydrauliü reaclion turbine 
in America. E.X.N. 38. 841. 

2115. B. B .  Taylor. Most powerful 
turbines ever built. P . T . E .  32. 386. 

2116. II. B.  Taylor. Die st irkste je  
gebaute Turbinenanlage. Z.P.M. 1. 647. 

2117. A. W. Willits. Some notes on 
Parson's turbine construction. P N.1. 36. 
730. 

2118. F. van Winlile. The sea wave 
motor and its possibilities. P.T. E. 30. 
396.  

2119. A. Witz. Théorie générique et  
expérimentale des turbines à, vapeur et 
à gaz. R.G.O. 19. 47. 

Siehe auch 1999;  2003; 2010; 2218;  
2219. 

Uampfturbinen. 

2120. J. N .  Boiley. The exhaust 
steam turbine. &f E M. 24. 668;  702. 

2121. A. S. BlacXman. Steam turbines. 
E.E.L. 1909. 604;  1 C . T . R .  7'J. 7 .  P W .  
L. 15. 69; E.1L.L. 1909. 43. 

212'7. A .  S. Blacknian. Sterim turbines 
from the user's point of wiew. E. E. L 
44 .  6 

2123. F. Bock. The steam turbine 
in the ~e&& navy. C.X. N.Y. 38. 333. 

2124. 3. X. Bragg. T1.e design o f  
turning engines. 1. M. E.L. i d .  426. 

212.5. C. B. Burleigh. Tho low-pres- 
sure steam turbine and its economical 
utilisation. S.A. 67. Suppl. 45. 

2126. C . B .  Burleigh and J. R. Bibbins. 
Domestic stcam turbine devclopment. 
P.T.E. 30. 765. 

2127. W. Butler. Hydraulically ape- 
rated valves for Curtis steam turbines. 
P.E.L. 39. 394. 

21-8. J.  G. Callnn. Small stram tur- 
b i n ~ ~ .  J.A.E. S. 44. 329. 

2129. A. Ceytre. Les turbines à va- 
peur. I.E.P. 1909. 389. 

2130. Ceytre. Turbines à vapeur et  
machines à piston. I.E.P. 17. 269. 

2131. A.  P. Chalkley. Modern ten- 
dencios in ateam turbine design. E.IL 
L. 65. 683. 

2132. A. Dahme. Die Dampfturbine 
im Betriebe mit  gemischtem Energie- 
bedarf. Z.G.T. 19U9. 49. 

2133. Dall' Amii. Sul cülcolo delle 
turbine a vapore. R.M. IL. 41. 43. 

2131. Ii: E. Drake. The first Ameri- 
can steam turbine. S. Am. 67. Suppl. 324. 

2135. 3,' D Dreyfus. The low prcs- 
sure turbine. E.J.  1909. 597. 

2136. C. W. Dyson. Test of Terrp 
steam turhine. J.A.S.N.E. 31. 884. 

2137. C.A. Elmondr Dimensions of  
steam turbines. P.T.E. 3?. 1412. 

2158. Emtm%. Steam turbines. E.C. 
45. 262. 

215!).. E. Fichel. General Electric- 
Curtiss-Dampfturbine. E. B. B. BI.  1'30!i. 
336. 

2140. t1. C. F h n d e r s .  The Melville 
and Macalpine reduction gear for ma- 
rine &am turbines. N.N.Y. 16. 431. 

214 1. W. B. Ueaton. The mass ba- 
lancing of steam turbine rotors. C.M. 
X.Y. 36. 442. 

2142. G. P. Herrick. The Herrick 
balanced rotary engine. M. hl C. 25. 69. 

2143. W. Heym. Venvendung der 
Abdampfturbine für Kompressorautriebe. 
Z.S.I. 2. 164. 

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



Ahhandlungsregister 1909-1910. 425 

2144. G. F. lio7n~boe. Dampfturbiner. 
E . T . K .  1910 169. 

2146. B. liuetz. Die Uarnpftiirbine. 
D.T.Z.B. 1909. 346;  366;  386;  406; 426. 

2146. a. .Tosse. Surface condensation 
for steain turbines. P.T.E. 30. 234. 

2141. 3'. K ~ n ~ t t e r .  KaltdanrPftuirbinen. 
E.K.T. 9. 209 

2148. A. Mnwziei. La turbine à va- 
peur dans l a  marine. R.I.P. 40. 267. 

2149. 111. B. Meilson. The low-pres- 
sure eteam turbine. P.T.C. 31. 1. 

'2150. W .  E. XiiEler. Curtis steam 
tiirbines for large power stations. E.A. 
1909. 

2151. E. N y s z .  Die Dampfturbine 
ala Betriebsmaschine für Kriegsschiife. 
M.A.G.S. 38. 305. 

2152. Neilson. The steam turbine. 
P.W.L. 12 .  563. 

2153. E: A. Newington. Exliaust 
steam turbines and eondensing plant at 
Edinburgh. P.W.L. 1 7 .  98. 

2154. F. A. Newingtc;n. Exhaust 
steam turbines end condensing p lant  a t  
Mc I)on;tld road station Edinburgh. E. 
1t.c. 67. 7'3. 

2165. G. A. Orro7Z. Small steam tiir- 
bines. 1 C.T.R. 78. 815;  1'. T. E. 30. 850;  
J . A . S . A . E .  31. 8 i 0 .  

?l5ü. G .  R. Purker. The steam tur- 
bine i n  modern practice. P. T. E. 32. 441. 

2157. G. B. Purh-cr. The relation of 
the d e a m  turbine to moderu central 
station practice. M.E. 25. 3:ib. 

2158. C. A. I'arsons. Tbe applications 
of the marine steam turbine and mecha- 
nicnl gearing to merchant ships. S. S. L. 
21. 373;  P .W.L.  16. 574;  T.I.U.E. 1910. 
76. 

2159. Penrce. Pteam turbine engineer- 
ing. E.R.L. 18. 236;  P.W.L. 12. 564. 

3160. W. O. Roqers. Xodern rotary 
steam engines. P.T. T$> 32. 1219. 

2161. B. Schu~tturin. Genauigkeits- 
unterliuchung über M.essungen an  einer 
Dampfturbine. Z.  S. 56. 413. 

2162. F. B. Saililey and T. G .  Iifn~ble. 
Effiçiency tests of steam turbine nozzles. 
M.E. 25. :I; 73. 

2163. C 11. Smoot. Lon pressure 
steam turbines. E. A. 1909. 104 ; P. S.E.  
30. 1100. 

?164. W. 23. Smw. Elementary theory 
of the steam turbine. P.T.E. 32. 338. 

'2165. W .  I<. Snow. Elementary prin- 
ciples of steam turbine. P.T.E. 32. 430. 

2166. W. 2;. Snow. Elementartheorie 
der Dampfturbinen. %.P.M.  1 .  591. 

2167. G.  Stovey. Stearn turbines. E. 
H.L. 65. 610; M.E.M. 21. 482. 

!? 165. Turner.  Exhaust s team power 
grneration. E.1f.L. 9. 229. 

21 (i!). W. S. Tzcining and W. C. Kerr. 
An e x h a u ~ t  steam turbine installation. 
P.T F. 30. 785. 

2 l iO. Vallnuri. 'I'eoria e calcolo delle 
1 turbine a vapore. Po1.M. 5G. 193. 

41 7 1 .  J. Vinsonneau Les petites tiir- 
i bines à vapeur. R.T.P. 40. 141. 

Il 72. U U'agtier. Darnpfturbine mit  
hoheni Gegendruck. Z .  G.'T. 1909. 1 
21'23. Walker. Hecent developments 

in  the marine steam turbine. C.M.N.Y. 
36 .  197. 

21 74. Ar. N. A marine steam turbine 
reduc ing gear. 1. M.E. L. 14. 399. 

21 75. N. 12. Die ieampfturbine in  
ihrcr verschiedenen Verweuduug. V. 9. 
2 7 ;  33. 

Siehe auch 1908;  2013;  2092;  2119. 

Gasturbinen. 
21 i 6 .  A. Bnrbrzat. Praktische Ver- 

suche a n  Gasturbinen. G.M.T. 0 .  125. 
21 i 7 .  W. v. Dol2u:ztz. DieGasturbirien. 

T.R.B. 1909. 367;  381. 
2178. A. W. H. G riepe. The gas  tur- 

biue. P. E. L. 41. 358. 
'LI79. C. L. Lucas and J. J. Bop. New 

rotary gas engine for aerial navigation. 
M.N. Y. 16. 615. 

2180. Scott,, E. Kilbu~n. Gas turbine 
research. E.R.L. 65. 679. 

2181. IT H. Suplee. The explosion 
gas turbine. C.M.N.Y. 37.  79. 

2182. W2rgner. Some possibilities of 
the gas turbine. E.R.L. 19.  412. 

Siehe auch 2119; 2242. 

Kanalbau . 
2183. Cun~pofregoso. Condotturc idrau- 

iicfie d i  nnvigazione. Pol. 66. 459. 
2184. EoEzel. Berechnung eines Ka- 

nals zur hufnahme von Rohrleitungen. 
Z.T.B. 1910. 31. 

2185. T. Paoletti. Studio su1 crtlcolo 
dei canali regolati. A.1 Y. 65. 249. 

JchiEsbau. 
2186. F. dhlbonz. fiber die SchiE- 

schraube und eine m u e  Versucbsein- 
richtung ziir E m i t t l u n g  der Wirkungs- 
weise und des Wirkungogrades von 
Schraubenmodellen. V. N. V.H. ( 3 )  16. 
A. a i .  

2187. J. Bruhn. The influence of form 
and balkheads on the strength of shipa. 
P.W.L. 14. 1037;  1068. 

2188. Cremieu. Apparatus forextingnish- 
ing the rolling of ships. P. W. L. 12. 21. 
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2189. L. D e m y .  Modem ship design. 
P.W.Ii .  1 4 .  627. 

2190. J. DUring. Schiffbautechnische 
Stabilititsberechnung. H B. 1910. 109; 
135. 

2191. C.  Engr2. Die Hydroplane oder 
Gleitboote. U. R1.B 1909. 20. 

2192. Cr. Hart. L'évolution dans lee 
s v s t ~ m e s  de  cnnstmctiona navales. B. 
C.I.C.F. 63. 417. 

6193. Schiitte. AbriB über die  in- 
führung in den Schiffbau. S.N.D. (2) 
12. A .  1 5 .  

2194. 3. Tate. The stabilitv of shios. 
T.J.M.E. 22. 9.3. 

91i3.1. H. E. ï h e r d i ~ o .  Eulers Theo- 
rie .des Schiffes und die Uewegungs- 
gleichungen des starren Kürpe r~ .  D. V. 
M. 17.  84.  

2196. B. W. Tylw.  A new method 
for determining the  fiual diameter of 
ship. P.N.I.  36. 501. 

8197. H White. 1s there a l imit  
of size for ships. S.W. 42. 298. 

2198. N. E. %ukovsky. Theorie der 
Rudenchraube mit einer groBen Anzahl 
von Schaufeln. (ruas). B S.N. RI. 13. 2. i;0. 

Schiffsbewegung. 

219!). Bauch. Theorie des Segelns. 
E.T.R. 25. 344. 

2200. 1'. K.  Rrunelli. 'Sull' influenza 
del fondo sulla velocità delle nave. A. 
S.I.A. 24.  615. 

2201. Camnpofregoso. Rconautica flu- 
v ide.  Pol. I\I. 56. 627. 

2205. L. D e m y .  Modern ship design. 
S.Am. 67. Suppl. 242. 

2203. J. Friedel. Die Stabilitat der 
Schiffe. W.T.B.  1906. 462. 

2204. J. Friedel. Die Wellenbewegung 
der Fichiffe. W.T. R.  1907. 295. 

2206. T. H. Huceloçk. The wave-ma- 
king resistance of ships. P.R.S.L. 82. 
270. 

2'106. J.U. Seeuntiichtigkeit und Sta- 
bilitat. B.K. 1909. 583. 

2205. C. Lavaud. hIatCrie1 d e  l a  ba- 
tellerie e t  essaia de résistance à l a  trac- 
tion I1.U 3.I.C 1910. 369. 

2208. R. M. Xeilson. The propulsion 
of cargo boats. C.M.K.Y 38.  215. 

22011. If'. I iehfe ld .  Die Mefiformel der 
Wettfart  Vereiriigung Berliner Gigsegler. 
Y.B 1909. 120. 

2210. B. C. Sadler. The effect of boss- 
ing upon resistance. 1.M.F:. 1909. 137. 

2211. H. C. Sudler. Infiueuce of the 
position of the Midship-section upon 
resifitance. S.W. 42. 105. 

2212. E. Stcegmuan. Beitrag xur NeB- 
formelfrage. D. M.B. 1909. 12. 

2613. A. crrn der Vliet. Die Stabilitiit 
eines rechteckigen Transportschiffa fiir 
die schiefen Neigungen von O0 bis 90'. 
(russ.). B.I .P.P.  10. 281. 

2214. A. van  der Vliet. Anfiiiigliclie 
Stabilitat eines rechteckigen Tranaport- 
schiffs. (russ.). B I . P .  P. 10. 397. 

9-16. A. van der Vliet. Die sckundiire 
Wirkung der Wasserreibung auf ein 
fahrendes Schiff. (russ.). B.I.P.P. 10. 
379. 

2316. H. Wittmaack. Vom Boots- 
wideratand. D.M. B. 1909. 10. 
Siehe auch 995;  1003; 1006; 1024; 1456; 

1536;  1646; 2188. 

Pnmpen.  

291 7. A .  Barhezat. Calcnl des pompes 
centrifuges. H. P.E. 19. 145. 

2218. A Barbezut. Berechnungstabelle 
fiir Zentrifugalpumpe und Reaktionstur- 
bineu. 1). P.T. 3. 64. 

2219. J. Benetti. Considerazioni sin- 
tetiche su1 funzionamento e sull' effetto 
utile delit! pompe centrifiighe a eorres- 
pondenti raffronti colle turbiui-motrici. 
M.I.B. (6) 6. 1 5 7 .  

2280. J. Bente. Über die Saugfahig- 
keit der Kreiselpumpen. U.P.T. 1909. 
281. 

2221. A. Berthier. Fouvellca pompes 
rotatives. K.T.P. 41. 53. 

282.2. A. 1. Bluckstead. Loss of ef6- 
ciency of centrifuga1 pumps through vi- 
bration. M. W.M. 46. 185. 

2223. E. III. Bragg. Calculations for 
the  size of a pump Leam. 1.3f.E. 16. 
144.  

2224. E. Busse. Zur Theorie der Zen- 
trifugalpumpen. Z. O.  T. 1909. 5 .  

2225. H. F. Collins. Cornish pumps 
and pumping engines. M.S.P. 98. 289; 
317 - -  . 

2226. O. Eée,q. \Virkungsgrad von 
Kreiselpumpen. D .F .  S. 11309. 97. 

2-27, W. P. Gazii:uin. Compound Cor- 
nish pumping eng in~s , ,  M. S. 1'. 99. 62. 

222b'. O. Gull?;chling. Uber Entlastiings- 
voriichtungen bei Zentrifugalpumpen. 
D.F.T. 1809. 113. 

9221. 11. G.  Haden,. Large centrifuga1 
boiler feed purrip. P.T.E. 32. 453. 

2230. C. H[znocq. Les pornpea centii- 
fuges R.U.M. 25. 214; 26. 276. 

2231. B. C. Johnson. Steel plate and 
disc fans. M.W.M. 47. 278. 

2232. 3'. TV, Eerns.  Efficiency of centn- 
fugal pumps. M.S.P. 100. 662. 
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2233. V. V, Messer. Centrifuga1 pump 
efficiency. bZ.S.P. 98. 696. 

%234. J. A. Pollock. A simple forme 
of Sprengel vacuum pump. J . N  S. W. 
41. A. 140. 

2233. 3'. zur Nedden. The design, 
construction and operation of high lift 
centrifuga1 pumps. K.M.N. 33. 546; 692 ; 
883. 

2236. J. B. Sperry. Methods of p i n -  
ing centrifuga1 pumps. N.W.M. 46. 
116:  134. 

2237. M. R. Tison. Bemerkunpen über 
den Arbeitsvorgang in  ~ r e i s e i ~ u m ~ e n .  
D.F.T. 3. 39. 

2238. A. Tou>Eer. Steam-driver p u m n  1 
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M.W.M. 47. 8;  55. 

2239. N .  N.  Eine nene Pumpmascliinc. , 
A.T.Z. 1909. 315.  
Siehe auch 1978; 2102; 2112; 2163; 
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2240. Grelle~t. Schraubenventilatoren. 

H.T.R.  12. 157. 
2241. h'now. The performance of fan 

blower. P.T.E. 28. 776. 
Siehe auch 292; 2111; 2471; 2483. 

Windmaschinen. 

2212. A. Marnier. Les turbines à vent. 
R.I. P. 41. 67. 

Siehe auch 1585. 

Luftschiffe. 

2543. Amans. Sur l'emploi de la ba- 
lance en aéronautique. B. M. A. M. 1909. 
6-6. 30. 

2244. Amans. Sur 2 théorèmes de  
Renard. B.M.A.M. 1909. 12. 

324.5. Amans. Sur la recherche du 
centre véliaue en aéronrtutiaue B.X.A.  
M. 1910. 95. 

2246. Amans. ktudes  anémométriques 
e t  dynamométriques des hélices aérieuies. 
M.A. S.M. (2) 4. 39. 

2247. B. André. Moteur d'aviation. 
L.F.A.  1910. 58. 

2248. B. Andri. Les moteurs d'avia- 
tion. L.F.A. 1309. 614; 632; 633; 670; 
679:  696; 711. 

2849. A. André. Les nouveaux mo- 
teurs d'aviation Rossel-l'eugeot. L. F . A .  
15. 463. 
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carènes aériennes. L.F. A. 1903.262 ; 288. 

2251. W. (i. Aston. An elementary 
consideration on screw propeller~.  T. A. 
2. 291. 

22.52. H. S. Baker. Propeller efficiencp. 
A.N.Y.  1910. 117. 

2-53. K. Bamler. Entwicklungsge- 
schichte und -Aussichten der Plugschiff- 
fabrt. J.N. K. 1909-10. 32. 

2234. C, Barutell. Los motores de la 
aviation. E. E.M 1810. 163. 

X2S5. K.v.Bassus. Seitennavigationfiir 
Luftschiffe. B.I .  G.M. 42 .21;  1.A.M. 1809. 
368. 

2256. E. P. BatzeE'. Points in the  
design of aeronautic motors. II. A. 25 
253; 293. 

2257. G. Beckenliaupt. nbe r  die theo- 
rotischen Grundlagen und cinigo Haupt- 
probleine der Luftschifhhrt und ihrer 
Bezieliungen zur Meteorologie. M. G. U. 
E. (2) 27. 32. 

2268. A.  Be~get.  Une formule d e  vi- 
tesse applicable à l a  propulsion dans 

& A 

l 'air. L-.Â.P. 1900. 89. 
2259. de Refhune. Sur l'aviation. A. 

S. H. 33. A. 247. 
2160. de Bethune. 8nr le point en 

Iiallon pendant l a  nuit. 8.8 B. 34. A. 
90. 

226 1. R. v .  Riebcrstein. Zum heutigen 
Stand der Luftschifiart. H. L. 1909-10. 
323. 

2262. P. Brockett. Bibliography of 
aeronautics. M. C. S. 1. 53. 

2163. G .  II .  Bryun. Aviation, mathe- 
matical and otherwise. N. 80. 221. 

4264. Carbonnier et Grimaux. Hélice 
aérimne. L. F. A. 15. 5U7. 

2266. E' Car1i.s. Les hélices aériennes. 
V.A. 1910. 40. 

2366. G.  Castagneris. Le coefficient 
d'utilisation des dirigeables. L. F.A. 1909. 
493. 

2267. J. Charmeuse. Un nouveau mo- 
teur d'aviation. R.A.P.  5. 62. 

226s. H. ChatZey, G .  H. Bryan. The 
progrrss of aviation. N. 79. 67. 

2260. L Chauviére. Quelques chiffres 
sur les hélices aériennea. L.A.P. 19u9. 
318. 

227.'. L. Chauvit?re. Die stationare 
Schubkraft der Luftschrauben für Flug- 
apparate. L.V. 2. 212. 

2371. M. Clénzev~tel. Aérostation e t  
aviation. R.  A. 75. 109. 

2273. G. A .  Crocco. Di un imnortante 
coefficientc di  s tabi l i t i  negli a&oplani. 
1 i . A . c . K .  (5) 18. A. 571. 

2373. L. L. Custer. A new ~ r i n c i u l e  
i n  the  construction of strttoscopés. A:N. 
Y. 6. 40. 

2274. H. R. Dey. Suggestions i n  t h e  
design of aeronautic motors. G. E:. C. 
1910. 232; M.N.Y. 16. 648. 

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



428 Abhandlungsregister 1909-1910. 

21175. Do. Sur un deuxième paradoxe 
aerastatique. T.A P. 1910. 57. 

2276. C. Eberhardt. Teoria delle 
eliche aeree su1 principio della resistenza 
dell'arirt determinato d a  Loessl-Paragone 
colla realtà e sua applicazione pratica. 
B.E.A.I. 1901. 355. 

2577. C. Bberhnrdt. Methode fiir die 
graphisclie Berechuung einer Luft- 
scbraube und ihre spezielle Verwen- 
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Schraube. M.W.B. 13. 490. 

2278. C. Eberhardt. Die Navieation 
0 

im Luftschiff. R1.W.B. 11.  726. 
!!27!). Eckener. Stabilitat und Steuer- 

barkeit in der Vertikalebene bei Motor- 
luftschiffen. 1. A.M. 12.  409. 

2280. G. Fuhrmann. Verhalten von 
Rallonkorpern bei Schragstellung. Z F. 
T.B. 1 .  161. 

2281. A. Galy. L'Eesor de l a  locomo- 
tion aérienne. A.S.L. 1909. 29. 

2285. R. Goliesco. Dynamisme dana 
les  milieux différents. L.F.A. 10.  76 .  

2283. A. Guéret. Hélices aériennes. 
T.A.P .  1910. 9. 

2284. C. Guido. Sur une formule de 
M. A. Berget pour le coefficient d'utili- 
sation des dirigeables. B S. A . I .  1909. 
63. 

2286. H. A. La vitesse des hélices. 
S.F.A. 1909. 636. 

2286. H. S. Hele-Shaw. Aerial anto- 
mobilism. J.R.A.C. 19. 1.57 

2287. G. Hermite. Stabilisateur auto- 
matique pour aérmtatcs. L.A. P. 1909. 
61. 

2988. Hoffory. Der Ballon im Gleich- 
gewichte. W.L.Z. 7. 46. 

2289. H. Horst. Über die statische 
Hohensteuerung der Freiballons. Vor- 
teile der dynarnischen Hohensteuerung 
eines Lenkhallons. I.A.M. 1910. 12. 

2290. F. Huth. Konstmktionsgrnnd- 
lagen von Flugfahrzeugen M. W. B. 1909. 
1 ; 48; 72. 

2291. F. Euth. Über die an  einen 
Flugmotor zu stellenden Anforderungen. 
1. A. b l .  1909. 529. 

2292. B. Jacobi. Das Motorluftschiff 
System Zorn. P.B. 3. 20. 11. 1910. 

Y!?!f3. M. Joliot. Thermic motors for 
aviation. T. A. Z. 123. 

2294. P. R. Jourdazn. L'aviation en 
1908. IL S. (5) 11. 193. 

2295. LI fiüger. Die Entwicklung 
des Motorluftschiffes. L. S. H. 1910. 173. 

2296. L. Labocetta. Considerazioni in- 
torno a l  modo da  tenere per giudicare 
della bontà relativa di aeronavi d i  t ipi  
diversi. B. B.A.I .  1109. 367 ; 425. 

2297. G.  Lavergne. Aviation. R1 .P .  
40. 158. 

2898. ~ e g r a h d .  Sur l a  résistance op- 
posée par l'hélice aux évolutions sur la 
droite ou sur la gauche suivant son sens 
de rotation e t  sa povition à l'avaut ou 
à 1' arrière. L. A.N. 1910. 67 .  

2299. L. Lecornu. Sur le volant des 
moteurs d'aviation. A. 1910. 7. 

2300. R. Lorin. La propulsion à 
grande vitesse des véhicules aériens. L. 
A.P. 1' 09 .  463. 

2301. L. Malevé. DEterminatiou de 
l'altitude en aviation. L.A.S. 1910. 9. 

2305. A .  Marcuse. Navigation in der 
Luft. M.R.B. 1910. 37. 

2303. A.  Xeydenbauer. Die Hub- 
schraube in der Luftschiffart. M.W.B. 
13 .  679. 

2304. M. de Nansouty. L' hélice aéri- 
enne. I.V.A. 29. 96. 

2300. U. Narille. Moteur rotatif d'evia- 
tion, système Burlat. R . A . P .  3. 365. 

2306. Neuffer. Wie  IZBt sich der Auf- 
trieb und die senkrechte üeschwindigkeit 
eines Luftschiffees messen. J.U. 14. 205. 

2307. L. Orlando. Modo d'intensificare 
gli  effetti deli' attacco elastico in u n  
aeroplano. 8. A.L. E. (5) 18. A. 668. 

2308. A. v. Parseval. Der Paraeval- 
Ballon. Z.P.M. 1. 1287. 

2309. Pasquier. A propos de la na- 
vigation aérienne. A.S.B. 34. A. 88. 

2310. E. Pfuhl. Die Entwicklung der 
Motorluftschiffahrt. R.I.Z. 1910. 24. 

231 1 .  M. Piard. Efticiency of screw 
propellers T.A. 2. 36. 

23 19. H. Pouleur. Fonctionnement a u  
point fixe dea hélices aériennes. L.A.P. 
10.  32. 

2.31 3. Rabhene. Théorie synthétique 
d e  l'hélice propulsive. T.A.P. 1910. 29. 

2314. I. d. Kav~os.  La aviocion. R.. 
C.L. 11. 36; 72; 82;  155. 

2315. 8. Reissnev. Wissenschaftliche 
Fragen aus der Flugtechnik. Il. V.M. 
18.  26. 

2316. P. Renord. Les aérostats diri- 
geables contemporains. L. S. M. 2. 331. 

2317. P. Kenard. Les cloisonnements 
des dirigeables. R .A.P .  3. 387; 440. 

2318. J. Richard. Prohleme der  Luft- 
schiffart. Z.P. M. 1. 16. 

2319. Rudel. Beitrage ziir Navigation 
des Kraftluftschiffs. B.I. G.B. 42. 111. 

2320. T. Saconney. Mesures dynamo- 
métriques des hélices de grand diamètre. 
A. 1010. 9 .  

2821. Sazeroc de Forge. 1.a loeomo- 
tion aerienne; ballon dirigeable Co. 
57. A. 491;  595; 705. B. 105. 
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kei t  und ~ i g e n ~ e s c h w i n d i ~ k e i t  der LU&- 
schiffe. Z.F.T.B. 1. 163. 

9383.  K. Schrcber. Die Gcschwindie- 
keit  der groBen Zeppelin-Luftschiffe. M. 
W.B. 13. 558. 

"24. P. Sçhreilier. Reitrzge zur Theo- 
rie der I'ilotaufatiege. 1. A.M. 1909 630. 

2335. A. Ste. Sur la formule du colo- 
nel  iluçhemin. A. 1910. 13. 

2326. J.  E: Springel-. The conquest 
of the  air. I .A .  83. A. 46. 

2387. O. Squcer. The present state 
of military aeronautics. 8.1. 1908. 117. 

2328. R. Thayer. The dirigible bal- 
ioon with gyroscope control. J. F.I. 168. 
19. 

2329. ,T. fiMan. The pierced propeller 
A.N.L. 1910. 55 

2330. A. Vwreiter. Kons mktionsprin- 
zipien der  Motoren für  lugapparate. 
Z.F.S.B. 1. 11. 34. 

4 
2331. A. Vorreiler. Neue Flugmotoren. 

Z.F.T.B. 1. 41. 
2332. C. M. Woodzcard. Air ship pro- 

peller problems. T.S.L. 18. 1 
Siehe auch 419; 1013; 1265; 1546; 

1565; 2608; 0798; 2799. 

2333. Amans. Surfaces portantes. L. 
A.V.  43. 72 ;  122. 

2334. Amnns. Sur les flexions et  
courbures des ailes. M. A. S.M. (2) 4. 15 .  

2336. Anaans. Sur une nouvelle 
manoeuvre de  gauchissement envol plané. 
B.M.A M. 1910. 121. 

2336. Amans. R6sistance aérienne 
sur des zooptères à différentes vitesses 
et  iticidences. H.M.A.M. 1911. 65. 

2337. R. Arnoux. Force et puissance 
de propulsion des hélices aériennes. L. 
A.P. 1909. 201; B.A.P. 4. 41. 

2538. E. H. Arrault. Sur la stabilité 
générale. R.A.P. 4. 45. 

2339. R. Bablon. A propos des sur- 
faces portantes. R.Ao.P. 1910. 117. 

2340. A. Babomeau.  Contrihution à 
I'étnde des aéroplanes. L.A P. 1909. 78; 
127. 

2341. Babonneau. Contribnto sullo 
studio degli aeroplani. B. S. A. 1.1909. 348. 

2342. G. Banti .  La  conquista del10 
spazio col ,.più pesante dell' aria". L.E. 
R. 1909. 257. 

2313. O. Baumoiirtel. Schrauben- 
flieger? M W.R. 19io .  399. 

2344. G. G. Bayoli. A propos d'alti- 
tude. L.A.P. 1909. 223. 

9345. A, Bazin. La  question du vol 
à voile. L.A.P. 1909. 342. 

2346. Bazin.  k lu i l ibre  e t  virage des 
aéroplanes. L.A.P.  16. 187. 

2347. A .  Berthier. Les moteur3 
d'aviation Co. 58. 243. 

2348. E. L. Revtin. Sur la giration 
des aéroplanes. L.R.A. 4. 5. 

1349. Bertin. Stabilité des aéroplanes 
pendant leur giration. B. S. F.P. 1909.35. 

23G0. Bertin. Stabilité transversale 
d'une aéroplane au  cours d e  ses gira- 
tions. B 8 .F .P .  1909. 18. 

1331. H. B l a d .  Vorrichtunz zur 
Erhaltnng der teitlichen Stabilitat. F. S. 
1910 125. 

0352. B2ér;ot. Résistance des helices 
aériennes aux grandes vitesses. L. A. P. 
16. 118. 

23.13. E. Bolle. Present and pro- 
posed methods of meaauring the effi- 
ciency of aeroplane propellers. S. A. 67. 
suppl.  147. 

2364. J. Boicsir~. Le moteur d'aéro- 
plane. L.C.A. 1909. No. 6 n. 6. 

2355. A. Boyel--Gdlon. Les vol de 
hauteur L. A.P. 1909. 492. 

23.56. C. Brandt.  Stabilisierung der 
Flugmaschine durch Tourenveranderung 
dor gegenliiufigen Schrauben. P. S. 1909. 
390. 

2357. Bryan. Aeronautic principles. 
&Am. 66. Suppl. 405. 

2368. 1.. Crirlès. La stabilitd des 
aéroplanes. V. A. 1910. 66. 

2359. F. Carlès. L'aéroplane e t  son 
moteur. R.A.P. 1909. 1ü7. 

2360. G. Castagneris. Nuovi orni- 
topteri. B. S. A.I. 1909. 398. 

2361. O. Chanzrte. Recent progreas 
in aviation. J.W. S. E. 15. 111. 

2362. H. Chatley. On the  speed of 
flying machines. T.A. 2. 15. 

2363. H. Chatley. Aeroplane problems. 
S. Am. 67. Suppl. 326; 346. 

2364. H. Chatley. The centre of 
pressure on aeroplanes. A.L. 1900. 120. 

2365. H. Chatley, G. H. Bryan.  Sta- 
bility of aëroplans. N. 81. 366. 

2366. R. Chevreau. Influence du 
frottement e t  de l'épaisseur sur le ren- 
dement des ailes d'hélice;;. A. 1910. 17. 

2367. J. P. Chittenden and L. U Ro-  
binson. Design and constmction of aero- 
planes. B.L. 2. 58 ;  73. 

2368. B. G. Cooper. Some principles 
of propulsioii and their application to 
flying machi~ies. A.N.J.  14. 86. 

2369. P. C ~ m z ~  The future of the 
helicopter. A.N.Y. 3. 18. 

1370. Cornu. Note sur les hélices 
sustentrices. L A.P. 16. 262. 
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~ e l e ~ : ~ h i e .  P.Z. 11. 123. 

2.574. Bardeloni. Radioteleerafia hi- 
sterne Poulsen. R.A.G. 25. 36.- 

'575. P. Uarreca. Alcune osscrvazioni 
a proposito del sistema Bellini-Tosi e di 
altri annloghi per l a  telegrafia sema 
fili dirigibile. A.A.E.I. 12. 571. 

2576. 8,'. Bellini. Gititema di telegra- 
fia s e m a  fili dirigibile Bellini-Tosi. A. 
A.E.I. 312. 687. 

2577. E. Bellini. Das Fundamental- 
prinzip des Systems für gerichtete draht- 
lose Telegraphie und Telephonie Ueliini- 
Tosi. J.D.T. 2. 608. 

25 7s. Bellini- Tosi. Télégraphie et 
téléphonie sans fil dirigeables. B. S.I. E. 
8. 707. 

2579. E. ~ e l l i h i  and  A. Tm. A di- 
rective system of wireless telegraphy. P. 
P .S .L.  21. 305. 
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2SSO. J .  Bethenod. u b e r  den Empfang 
elektromagnetischer Wellen in der Ra- 
diotelegraphie. J.D.T. 2. 603; 3. 302. 

2581. 3;. Brand. Gerichtete drahtlose 
Te leo ra ,~h ie  nach Bellini u. Tosi. T.R. 
B. 1509: 709. 

2582. E'. Braun. Gerichtete draht -  
IoseTelegraphie. J. T. S. 1.1. -L.NandeE- 
stunz 291. 

2583. Clzarmoille. Quelques mots sur 
l a  télégraphie sans fil. J.R.1.Y. 33.189; 204 

2564. M. Childs. Wireless telegraphy 
on board ship. E.M.L. 1!109. 197. 

2586. T. E. Chark. Wireless telegraph 
and telewhone. J.A.13.S. 40. 329. 

2586.-A. ER. Colette. Radiotelegrafie. 
D.I.G. 1909. 609. 

2687. A. de Courcv. The Bcllini and 
Tosi directional wireless ~yatem.  E.IL O. 
55. 838. 

2568. A. Dereis. L a  t é i é e r a ~ h i e  sans 
.2 A 

fil. L.L.A. 1909. 161. 
55138. W. Dubilier. A transmitter for 

wireless telephony. T.E.L. 4. 63.  
2690. E. Ducretet. Transmetteurs e t  

récepteurs pour l a  telégraphie Eans fil. 
B.S.F.P. 1908. 16*. 

2591. I3~slcine-Muî-ray. Wireless com- 
munications over sea. E.R.N.Y. 52. 4. 

2692. B. A. Fessenden. A brief history 
of wireless telegraphy. S. Am. 67. Suppl. 
18; 44; 60. 

2693. B. A. Fessenden. Télégraphie 
e t  tdléphonie sans fil. I.E.P. 17.  321. 

2694. J. A. Fleming. Eome qualita- 
tive measurements i n  connection mith 
radiotelegraphy. J.I.E.E. 44: 344. 

2595. J. A. Remina. Uber einioe 
auantitative Messuneen fn der ~ a d i o t e i é -  ~ 
graphie. J.D. S. 3. "356. 

2696. J. A. Fleming. Neue Beitrapc 
znr Entwicklung der ~ e l e g r a ~ h i e  m i t t a s  
el. Wellen. J .TT .  1. 68. 1 

2597. A .  Gradenzuitz. Ein neuer  PL^- 
diator für drahtlose Telegraphie. S.E. Z. 
1909. 444. 

2598. F. Huck. Die Ausbre i tun~  u 

ebener eiektromagneti~cher Wellen rangs 
eines gescliichteten Leiters, besonders in 
den Fallen der drahtlosen Telepraohie. 

m A - -  
J .D.T.  2. 166. 

2699. W. Hahnenzann. Die BieBme- 
thode, GroBe und Bedeutung der Damp- 
fung in der drahtlosen Telegraphie. 
J .D.T. 2. 293; 477. 

2600. Henry. Méthodes actuelles de  
radiotélégraphie e t  de radiotéléphonie. 
I.E.P. 19. 317. 

2601. O. Jentsch. Drahtlose Telegra- 
phie  u. Telephonie mittels ungedampfter 
Wellen. A.P.T. 1909. 281; 309. 

2liO2. F. Kiebitz. Gerichtete draht- 
lose Telegraphie. V.D.P.G. 10. 934. 

2603. F. Kiehitz. Versiiche iiber draht- 
lose Telegraphie mi t  verschiedenen An- 
tennenformen. A . p . 1 ~ .  (4) 32. 941. 

2GOd. Kfïhler. Drahtlose Telegraphie 
und Telephonie mit  ultraviolettem Licht. 
E.T.A. 25. 481. 

2602. B. Lindemann. c b e r  die Er- 
zeugnng schwach gedampfter elektrischer 
Schwingungen durch Stoi3erregung und 
ihre  Verwendung in der drahtlosen Tele- 
graphie. H.Z.E. 1910. 10. 

2606. 0. Lodge. Selectire wireless 
telegraphy. N. 80. 381. 

2607. 0. Lodge. Ubel die allgemeinen 
Piinaipien der ahgestimmten drahtloson 
Telegraphie. J .  D.T. 3. 1. 

2608. T. Meyenburg. Die drahtlose 
Telegraphie im Dienste der Luftschiff- 
fahrt. L.S.H. 1910. 111; 123. 

2609. C. C. F. Nonclton. Compressed 
air spark-gubs of wireless tele&aphy. 
E. Eg. L. 6. 216. 

2610. E. Nesper. Drahtlose Telegra- 
uhie und  Tele~honie .  E.T.A. 1909. 617 :  
699; 111; 738; 760; 710. 

2611. E. Nesuer. Die E:ntwicklune 
der Apparatur in der  drahtlosen ~ e l è l  
graphie. J.D.T. 2. 319; 3. 376. 

2612. 3;. Nespel-. lfher notektoren der 
drahtlosen Telegraphie. Y. T. W. 1909. 
605; 592; 611. 

2613. P. O. Pedersen. c h e r  den Emp- 
fang kontinuierlicher elektromagneti- 
scher \iJellen in der Radiotelegraphie 
J . D . T  3. 283. 

2614. G.  W. Pic7iu1.d. Determination 
of wireless mave fronts. E .R.N.Y.  53. 
494. 

2615. G. Quincke. Drahtlose Telegra- 
phie. Y.G.H. (2) 8. 506. 
- 2616. M. Reithoffer. Beuerungen in 

der drahtlosen Telegraphie. S. Y.N.W. 
60. 151. 

2617. A. G.  Rossi. Der Konvektor. 
P.Z. 10. 549. 

2618. J. E. Taylor. The early history 
of wireless telegraphy. P. O..E.R. J .  3.124.  

2619. J. Wiirschmidt. n b e r  die Au- 
regbarkeit von Entladungsrohrcn mit 
Glühkathode und ilire Ycrwcndbarkeit 
fiir die drahtlose Telegraphie. V. D. P. 
G. 12. 361. 

2620. J. Zenneck. Über die Wirknngs- 
weise der Sender für eerichtete drahtlose 
~e l eg -aph ie .  P. 8. 9.O653. 

2621. B. Zieme. Elektriscùe Wellen 
und drahtlose Telegraphie. W.S.D. B. 
26. 931. 

Siehe auch 2365; 2568. 
28* 
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2622. A. Zeleny and A. P. Andrezcs. 
The  capacity of paper condensors and 
telephone cables. P.R. 27. 65. 

2623. AT. AT. Some notes on cablee. 
E .F .  3. 109. 

Siehe auch 2835. 

Mechanische Technologie. 
2624. E. Stiibler. Das Frasen von 

Schraubengewinden. Z. S. 57.  271. 
S i ~ h e  anch 629; 754. 

2625. Amans. Hélice propulsive zoop- 
t h e .  M.A.S.M. (2) 3. 469. 

2626. G. v. Bezold. Wissenschaftliche 
lnstrumente im Germaniachen Musenm. 
A.N.G.N.  17. 21. 

2627. E. 1 a dau. Dioptrograph und 
Diagraph in der anthropologischen Tech- 
nik. (rusa.). S.N J. 17. 1. 

2688. E. Oddone. Sugli accele~ome- 
tri a liquido. R.A.L.R. (5) 19. 277. 

2629. P. Schreiber. Allgemeine Theo- 
rie de r  Wagemanometer. S.I.D. 1908. 
B. 7. 

2630. E. 17.1. Wedderburn and ET Wat- 
son. Observations with a current meter 
in Loch Ness. P.R.S.E. 29. 619 

Mechanische Lnstrurnente. 
2631. L. E. Akeley. An acceloration 

apparatus. S.S.M. 9. Nr. 5. 
2632. E. G Coker. A laboratory ma- 

chine for applying bending and twisting 
momenta simultaneously. P. P. S. L. 21. 
615. 

2633. J. Doyen. Ergomètre d'inertie 
R.I.P. 1909. 95. 

2634. E. Maey. Schulapparate für 
Mechanik. Z.P. 21. 163. 

2635. Wangewann. SchieBapparate. 
J .W.P .V .  38. 128. 

2636. A. Nendler. Ein Umkehr-Volu- 
meter zur Raumbestimmung kleiner Kor- 
per. Z.P. 22. 237. 

2637. J. Zeleny and L. W. Mc K han. 
An improved form of volumenometer. 
P.R. 30. 189.  
Siehe auch 1062 ;  1126 ;  1668 ;  1683;  2628. 

Physikal i sche  Ins t rnmen te .  
2638. J. Aitken. On a simple radio- 

scope and a radiometer for showing and 
measuringradioactivity. P. R. S.E. 29.471. 

2639. H. W. Fischer. Differentialtensi- 
meter mi t  Differenzmauometer. J. S. G. 
87. 105. 

2640. B. Kriseh. Über einen Spiegel- 
apparat  zur Messung elastischer Liingen- 
andernngen. M. L. T.H. W. 1908. 

Wagen. 
2641. J. Boyrr.  Une nouvelle balance 

de  précision à pesées rapides. Co. 59.41.  
2643. J.  C. Cuff. The cam-lever balance. 

T.N Z.I. 42. 192. 
2643. Mansion. Sur le ~ r o c é d é  de l a  

auadrunle oesée. A.S.B. $3 A. 178 - 
Goedseéls 3 i .  A. 103. 

2644. J. B. Pountino and C .  W. Todd. 
On a method of deterLining the senai- 
bility of a balance. P. P. S.L. 21. 926. 

Siehe auch 2243;  2938. 

Wellenmaschine. 
9645. 12. Berno~clli. Eine Wellen- 

maschine für  stehende Wellen. V.N.B. 
93. 321. 

2646. L. Kann .  Znr Prioritat eines 
Wellenapparates zur Znsammensetzung 
belicbig vieler Wellen wahrend ihres 
Verlaufes. P.Z 9. 468. 

Luftpnmpe. 

2647. IT Batcer. f ~ b e r  eine einfache 
Hg.-luftpumpe ohne Hibne,  Schliffe und 
Barometerrohren nach dem Steieerohr- " 
prinzip. Z. P. 23. 91. 

2648. A. Beutell. Automatische Queck- 
silberpurripe für hohes Vakuum. V. D. V. 
8.  6. 227. 

2649. A. Co tini. Una nnova macchina, 
d i  rarefazione a mercurio. A. A. P. M. 21. 
8. 157. 

2G5O. Dowinik. EineneueJfotorpumpe. 
M W.B. 1909. 726. 

2 6 1  3'. F o r o  Nuove macchine 
pnenmatiche rotative a mercurio. N. C. 
P. (5) 1G. 82. 

2652. A. Gawalovski. Die Absorptions- 
Iuftpumpe. B.P.B. 1910. 178.  

2653. G. Gehlhoff. Die neueren Luft- 
pumpen. H.B. 1909. 345; 357. 

2664. Xlein.  Nouvelle uomue à mer- 
cure automatique. B. S.F:P. i909.  73; 
S.F.P. 238. 2. 

2665. P. Klein. Pomoe à mercure au- 
tomatique. B. S. F. P. 1609. 285 ; J.  P. (4) 
9. 104. 

2666. U. v. Reden. Über eine neuo 
Hg-luftpumpe und ein neues Vakuum- 
meter. P.Z. 10. 316. 

2657. U. v. Reden Hg.-luftpumpe u. 
Faknummeter. E. C. Z. 16. 98. 

2658. Schmidt-Leybold. Sur la nou- 
velle machine pneumatique à mercure du 
Dr. Geede. A.S.B. 33. A. 190. 
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2659. J. Barnes. A simple Fabry and 
Perot intcrfcrometer. N. 80 .  137; S. (2) 
30. 29 

2660. W. F. Banett .  The nem fonn 
of polanmeter for t he  measurement of 
t he  refractive index of opaque bodies. 
P. S.D. (2j 12. 198. 

3661. C. D .  P. Daûies. On the testing 
of parabolic mirrors. M.N.A S. 69. 355. 

2662. C Fénv. La mesure arécise d u  
grossissement &ai des i n ~ t r u ~ e n t s  d'op- 
tique. B.S.P.P. 1909. 79. 

2663. E. Gehrcke. Über ein d a n u s ,  
ralleles Interferenzprisma. V. D. $. G. il. 
141. 

2664. J. Kfiniasheroer. Geradaichtieea 
Prisma zur ~ r i j e k t y o n  von Spekt&. 
P.Z. 9. 727;  z P. 22. 111. 

2666. P. Krüss. DasKriiss-eaidiasko~. 
J.P.R. 23.  115. 

2666. J. B. Milne. A special form of 
photographie camera for >ecording t h e  
readings of the  scales of scientific in- 
strnments. P.R.S.E. 29. 176. 

9667. A. B. Pfund. A simple inter- 
ferorneter for showing the Zeeman effect. 
P.B. 28. 446. 

2668. Rayleigh. The theory of Crooke 
radiometer. N. 81. 69. 

2669. G. Sacco. Abermzioni e rifles- 
eioni nocive prodotte dai filtri d i  luce 
negli apparecchi fotografici. A. A. T. 
43.  767;  856. 

2670. P. Weinmeistcr. Die Aehse des 
spharischen Hohlspiegels. Z.P. 22. 370. 

2671. L. Zehnder. b e r  ein neues 
Halbschattcr,polarimcter. A.P.L. (4) 26. 
986. 

Siehe auch 2767. 

Linsen. 
2672. J. W. Gordon. On the  focus of 

a lens. O.L. 38. 103. 
2673. 1. G. P~iest.  A new method 

of dotermining the focal length of a 
converging lens. B.B.S.W. 5. 483. 

Stereoskop. 
2614. F. G. Daily. A stcreoscopic 

illusion. P.R.S.E. 30. 551. 
2675. D. P. Routmun and R. J . h c k i n g .  

On aome measurements of stereoscopic 
power. 0 .L.  39. 217. 

2676. Czémier. Appareils stéréoscopi- 
qneu. Stéréogrammes. Stéréoscopes. P. IL. 
p. 1910. 37. 

2677. T. Dokulil. Fortschritte und 
Nenemngen auf dem Gebiet der Stereo- 
skopie. J.P.R. 22. 233;  23. 499. 

2678. E. 31. l a n g l c y .  Perspective 
through the stereoscolie. M.G. S. 4.  115; 
169. 

2679. *M. W .  Rohr. Stereoskonie. P . I .  ~ r ~ - -  ~~ 

1909. 946. 
2680. W. Scheffer. Eine allpemein 

giltige stereoskopische ~o r rek t ikRfo r -  
mel. J.P.R. 21. 'i l .  

2681. W. Schmidt. B e r  binokularee 
Sehen und Stereoskopie. P.R.V. 1909. 
237. 

Siehe auch 2659. 

Mikroskop. 

2683. C. Beck. Theory of the  micro- 
scope. J.S.A.L. 56. 105. 

2683. E. Cleriei. Disposizione sempli- 
ficata per determinare l'indice d i  rifra- 
zione al  microscopio. R A .  L. H. 18. A. 351. 

2684. N. Jadanza. Il cannocchiale di 
Galilei adoperato come microscopio. A. 
A.T. 43. 685. 

2685. S. Landau. Znr experimentellen 
Prüfung der Abbesehen Lehre von de r  
mikroskopisehen Bilderzeugung. P. Z .  10. 
.?Fi1 

2686. H. Lebrun. La  méthode rota- 
tive en microscopie. Z.W.M. 1909. 223. 

2687. C. Lcins. Mikroakop mit  ge- 
meinsamer Nikoldrehungin vereinfachter 
Form. Z.K.M. 47. 377. 

2688. W. ilTikitin. Drehbarer Kompen- 
sator für Mikroskope. Z.K.M. 47. 378. 

2689. J. Rheinbq .  Stereoscopieeffect 
and a suggested improvement i n  bino- 
cular microscopes. J.Q.C. 9. 371. 

2690. Teal. Improved microscope. J. 
F.I. 166. 197. 

2691. C. Viola. Sulla determinazione 
dell' indice di rifrazione a l  microscopio. 
R.A.L.R. (5)19.  8 . 1 9 2 .  

Spektroskop. 

2692. C. M. Clark. A substitnte for 
cross wires in the spectroscope. S. (2) 31. 
344. I 

2698. H. El. J G.  d u  Bois, G .  Z. KZins 
et F. L h e .  Un appareil spectral auto- 
collimateur de  grande clart6, en même 
temps monochromateiir. A.N. (2) 14. 81. 

2694. P. Joye. La, technique d u  rég- 
lage d 'un spectrographe. J .P .  (4) 9. 491. 

2695. F. Lüuie. Gitterspektroskop mit  
nach Wcllenl%nge bezifferter Mikrometer- 
schraube. V.D.P.G. 10. 671; P.Z. 9. 752. 

2696. F. Lowe. Spectroscope à raseau 
muni d' une vis micrométrique dont le 
tambour est  divisé en longueurs d'onde. 
R.M.C. 19. 98. 
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2697. O. Lamrner. Demonstration des 
Zeemmnschen Phiinomens am Perol- 
Fabryschen Interferenzspektroskop. J. S. 
G. 86. 4. 

2695. Schumm. Spectroskop. A. P.B. 
1908. 13. 

9699. H. Stavtsfield. TheEchelon spect- 
roscope, its seccondary action and the 
stmcture of the green Hg line. P. P. S. 
L. 21. 822. 

Siehe auch 2664; 2715; 2872. 

Photometer. 

2700. B. Bloch. The simple explana- 
tion srid calculation of fiindamental pho- 
tometrical terrns. 1. K. L. 1909. 682. 

2701. Blondel. Photornoter. E.T.A. 
26. 802. 

2703. v. CzudnockowsX-i. Photomètre 
par l'étude des sources lumineuses de 
coloration variée. 1. E. P. 17. 297. 

i i 0 3 .  E. Ii'éry. I'hotomktre à lecture 
directe. J.P. (4) 7. 632;  B.S.F.P. 1908. 40. 

2704. H. Kriiss. An inteeratina nho- .. - .  
tometer. 1 E L. 1909. 710. 

2705. J. D. Maddrill. Calibration of 
a wedge photorneter. A.J.C. 22. 138. 

2106. C. P.  Xatthews. An integrating 
photometer for glow lamps and uources 
of like intensity. T.A.J.E.E. 19. 1465. 

2707. S. Nowaeki. Dia Uetriebspho- 
tometer. E.T.A. 1909. 737. 

2708. J.  A. Parkhurst. Precautions 
necessary in photographic photometry. 
A.J .C 31. 15. 

2709. S. Plivelie. Ein Vorschlag zur 
Konstruktion eines absoluten Photo- 
meters. E.M B. 1909. 129. 

2710. V. Quittner. Lichtmessung. P. 
1 8 .  353; 3 7 3 . 0 .  ," 

2711. S. Ruzzeka. Die relative Photo- 
rnetrie. A.H.M. 63. 37. 

2712. C. G. Shaad. A portable photo- 
meter for measuring the intensity of 
street lighting sources. I.E.N.Y. 4. 432. 

2'713. H. Strache. Modem photometry. 
I.E.L. 1909. 695. 

2714. J. Switkowski. Ans dem Ge- 
biete der Photometrie. P.M.B. 44. 467. 

9718. J.  Baver t .  Spectrophotomètres 
et  photométrie des sources coloriées. J. 
P. (4) 8 .  835. 

2716. P. J. Waldram. The measure- 
ment of illumination. B.N. 98. 59. 

2717. W. Wald. Das Photometrieren 
verschiedenfarbigen Lichtes. Z.B.W.B. 
1910. 1. 

2718. Ar, AT. Portable photometer for 
fiiament lamps. E.E.L. 45. 122. 

Siehe auch 277: 422. 

Thermisohe Instrumente. 
27 19. W. Louguinine. Description d'un 

louve1 appareil pour la détermination 
les chaleurs spécifiques à diverses tem- 
pératures. A.S.G. (4) 29.  ?9. 

Therrnometer. 
2720. A. L. Changing one thermometer 

reading to another. P.T.E. 30. 926. 
2721. F. Allihn. Über des Ansteigen 

des Eispunktee bei Thermometern aus 
Jenaer Normalglas. C.Z. 33. 301. 

2722. H. Alt. Grnndlagen und Hilfs- 
mittel der technischen Temperaturmes- 
sung. B.I.G.B. 1906. 409;  417. 

2723. L. C. W. Banacina. Use of 
freely - exposed thermometers. Q J. N. S. 
36. 236. 

2724. Bwnt in i .  Dispositivo per la 
misuraziono delle tempeÎature supsriori 
a 2000 O. R.I. S. 1 .  343. 

2725. H. L. Callendar. Electrical re- 
cording thermometers for clinical workr 
P.P.S. L. 22. 220. 

2726. A. L. D a y  and J. K. Clement. 
Some new measurements with the gas 
thermometer. A.J.S. (4) 26. 405. 

2727. J. Duclaux et A. Hameliw Une 
modification du thermomètre à mercure. 
J.P. (4) 9. 600. 

2728. A. Espinosa de les Manteros. 
Über Verbesserungen an Hitzdrahtiuftr 
thermometem. J.D.T. 1. 323. 

2789. 1'. Eydam.  Temperatuxmeaaung. 
G.Z.B. 6. 201. 

2730. Tt7. Gorczyrlski. Über den Ein- 
flnB der Glasumhüllung auf die Angaben 
der Strahlunesthermometer und über die 
~ o d i f i k a t i o n  der Grundformel für das 
Aktinometer System Anaatrom-Chwolson. 
(poln.). T.w.-20. 199. - 

2751. J II. Hart. Technical thermo- 
metry. M . W . M .  45. 15;  E.C.I. 6. 453. 

2732. J.H. Bart. Modern methods of 
ternperature measurements. C. M. N.Y. 
36. 99. 

2733. Hartiuann und Braun. Elektri- 
sches Widerstandzthermometer. S. E. Z. 
6 .  133. 

3734. L. Holborn und F. Eenning- 
r b e r  das Pt-thennometer und den Sat- 
tigungsdruck des Wasserdampfes ewi- 
schen 5 0 "  und 'LOO0.  A P.L. (4) 26. 833. 

8735. E. Koenig. Prüfungsresnltate 
betreffend ein elektrisches Widerstands- 
thermometer. M G.B. 1907. 217. 

2736. F. Lecont.. Thermomètres spé- 
ciaux. A.S.G. (4) 26. 1 6 i .  

2737. K. i.Meye~-Bjeri um. De quelques 
manuserita d'Ole Roemer. B.D. (2) 34.73.  
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2738. L. Pyle. A continuons calori- 
meter. S. (2) 28. 121. - LZ. 1'. Barnes. 176. 

2739. J. Rust. Ein einfaches Doppel- 
thermoakop. Z.L.L. 4. 74. 

2740. Schlnmnp. Ein Luftthermometcr 
fiir Schulzwecke. Z.P. 22. l 'il. 

2741. J. G. L. Stern. Eine neiie Form 
des Platinwiderstandsthermometem und 
hlolekuiargcwichrsbesrimmungcii in vcr- 
d i inn ten  Kaliiimriitriits~chn~c:lzc:n. %. P. ('. 
65. 667. 

2742. S. Valentimr. Vergleichung der 
Temperaturmessung nach dem Stefan 
Roltzmannschen Geaetz mit der Skala 
des N-thermometere bis 1600 O. A.P.L. 
(4) 31. 275. 

2 743. C. W. Waidner and G. K. Bur- 
gess. P t  resistance thermometry a t  high 
temueratures H.B S. W. 6. 149. 

~ $ 4 4 .  AJ. iV. Der Therrnograph. S.E. 
Z. 1909. 277. 

Siehe auch 2869; 2944. 

Pyrometer. 

2745. L. W. Bahney. Adjustable py- 
rometer stand. M.8.P. 98. 629. 

2746. Draur~. Verbesserungen an elek- 
trischen Pyrometern. T.I. Z .  32. 102. 

2747. E. Brmn.  A new electrie pyro- 
meter. C.W.I. 50.  272; Br. C. 29. 443;  
I.A. 82. 846. 

2748. G. K B u r g ~ s ~ .  The estimation 
of the tempernture of Cu by mesns of 
opticsl pyrometers. B.B. S.W. 6 111. 

2749. C. Conam. Auswahl und Anwen- 
dung des Pyrometerfi. Z.P.M. 1. ,560. 

2780. C. R. Darling. Workshop ppro- 
metry. M. W.M. 45.  293; 46. G ;  31; 53. 

2761. F. B. Davies. The electrical 
pyrometer. E.E.L. 44. 369. 

2768. C. E. Foster. The radiation py- 
rometer. P.E.L. 40. 489. 

2753. B. Giimsham. Neues Pyrometer. 
E.Z.B. 30. 737. 

2764. Harris. Electric pyrometers for 
rnanufacturing processes. E.M. L. 9. 276. 

2755. P. Longmuir and T. Swinden. 
The Bristol recording pyrometer. E. R. 
L. 1909. 292. 

275(i. K .  F. ATorthr21p. Pyrometers. 
E.C.I. 1909. 62. 

2757. S. H. Stupakoff. Pyrometry in 
the annealing room. F. 35. 58. 

2758. C. B. Thwing. A new radia- 
tion pyrometer. J.F.I. 165. 363. 

8750. N. N. The Brow electric re- 
cording pyrometer. I .A. 84. 176.  

2760. m. N. Pirometri termoelettrici. 
L.E.R. 1909. 221. 

2761. LV. N. The new Brown pyro- 
meter. S. C.W. 52. 169. 

2762. N. N. A new form of FErv ra- 
diation pyrometer. P.W.L. 14. IO&. 

2763. N. N. The Bristol quick-reading 
elechic pyrometer. 1. A. 89. 638. 

Siehe auch 2724. 

Rolometer. 

2764. R. BerwoulZi. Ein neues Bolo- 
meter. V.N.R. 93. 321. 

2768. M. k'eddag. Ein neues Bolo- 
meter. Z.E. 15. 753: S.E.D. 29. 1084. 

Elektrisehe Instrumente. 

2766. C. V. Drysdale. The use of 
~ h u n t s  and transformera with alterna- 
ting cnrrent measuring inetruments. P. 
P. S L. 21. 235. 

2767. H. du Bois. Demonstration 
einiger neuer Appsrate. V.D.P.  G. 11.707. 

2768. B. Gati. Zur Kenntnis des Ba- 
retters. P.Z. 10. 322. 

2769. B. Gati. Die Empfindlichkeit 
des Barretters. P. Z. 10. 897.  - B. .GE- 
Zich. 899. 

2770. W. K e m p .  Stuclien znm Bar- 
retter. M.P.V.H. 19.  

27 71 .  J.Kr3hle~. Eine Leydener Flasche 
mit veranderlicher Kapazitat. Z.B. 21. 
393. 

2772. T. H. Laby. A string electro- 
meter. P.C.P.8. 15. 106. 

2773. T. Neuhaus. Uber Empfindlich- 
keit der Barretter und die Zuverlassig- 
keit der mit ihnen ausgeführten Mes- 
sungen M.P. V. H. 14. 

27 74.  F. Piola. L'intenuttore di Weh- 
nelt con corrente alternata. R. A.L.R. 
(6) 17. B. 316. 

27 75. 2'. W. Richards. Note concern- 
ing the silver coulometer. P.A.Bo. 44. 
91. 

2776. L. Tieri e U. Cialdea. Su un 
rivelatore di onde elettriche. R. A. L. R. 
(5) 17. B. 274. 

Siehe auch 2638. 

2 777. Kiihler. Influenzmachine. Z. S .  - .  - 

T. 1908. 490. 
2778. N. R~uel tveldt .  Eine neue In- 

fluenzmaschine. P.Z. 9. 443. 

Kondensatoren. 

2779. W. Bickhoff. Über das S p ~ h e n  
von Koridensat<iren. P. Z. 9. 404. 

Siehe auch 1081; 2836. 
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Gelvanische Elemente. 

2780. K. Kriise. Der innere Wider- 
stand eines galvaniechen Elements. Z.P. 
28. 112. 

2781. J. M. Schwiv-rr. Kin neues Ver- 
fahren zur Ermittlung der Spannung und 
des innern Widerstandes bei galvanischen 
Elementen. E.C.Z. 16. 67. 

Thermoelemente. 
2782. E .  Altenkirch. r b e r  den Nutz- 

effekt der ThermosLule. P.Z. 10. 560. 
2783. 0. Knopp. Untersuchungcn über 

Thermoelemente. M. P. V. II. 1.5. 
Siehe auch 2862. 

Konverter.  

2784. ET. Brick. Der Quecksilber- 
dampfgleichrichter. Z. S. S. 1910. 340. 

Transformatoren. 

2785. A. Shaw. Determination of 
transformer regulation under load con- 
ditions and gome resulting investigations. 
P.A.I.E.E. 29.  1089. 

2786. E. C. Stone. Operation of Delta 
and  V-connected transformers in parallel. 
E J. 1910. 304. 

2787. N. N. Talende transformatorer 
og dynamoer. E.T.K.  1910. 137. 

Akkuniulutoren. 
7888. A. Berthier. Nouveaux accurnu- 

lateurs électriques. Co. 59. 706. 

Mugnetiwhe Ins t rumente .  
2789. .T. 0. Grav and A. B. Ras.$. 

2796. L. Dunoyer. Étude sur les 
compas de marine et  leurs mét'hodes de 
compensation. A.C.P. (8) 16. 433. 

2797. L. Dunoyer. Sur  la compcn- 
eation des compas de grand moment 
magnétique. I.E. P. 1909. 68. 

2708. 8. Eckener. Die Kavigation 
von Luftschiffen. 1. A. M. 1909. 454. 

2798. de Fayolle. Boussole spéciale 
pour aéronautes. L.A. P. 1909. 229. 

2800. G. Hechelmann Etwas über 
Kompasse. H.H. 1909. 1298. 

2801. G.  Uechelmann. Dae Unmhig- 
werden der KompaBrose durch den 
Krangungsfehler. H H. 1909. 1148.1272. 

2802. Ileit. Sur un compas enregi- 
streur. I .E .P.  1909. 309. 

2803. Lauffer. Der DoppelkompaS 
nach Bidlingmaier. N . A . G .  S. 36. 173. 

2804. B. Maurer. Kompensntion der 
Kringungsdevistion mit der Vertikal- 
kraftwage bei KompaHrosen von hohem 
Moment. A.H. 1910. 36. 

2906. M. Neldazc. Zur Frage der 
Untersuchnng der  Nadelsysterne von 
KompaBrosen. A.H 36. 263. 

2806. C. Morel. Compensation des 
compas liquides. R.N.M.P. 185. 499. 

2807. Radler de Aquino. Compensation 
of the compass and deteilnination of the 
dcviation mithont the usc of observed 
aeimnths. P.N.I. 35. 1223. 

2808. Tonta. Sulla teoria generale 
delle compensaeione quadrantale del 
Corbara. R.M.R. 41. C. 36. 

2809. N.N. Der KreiselkompaB. A.H. 
1909. 366. 

2810. N. N. Der KreiselkompaB in 
der Marine. Z.S.T. 1909. 214. 

On an  improved foi-m of magnetometer. ' 
P.R.S.E. 29. 182 I Siehe auch 993; 999. 

2790. E. Haupt.  Stomngsfreies Mag- 
netometer für Eisenuutersuchune. M. T. Elektr isehe  MeBinstrnmente. 

0 

V.R.P. 4. 94. 2811. G. Brion. Die technischen 
2791- 3'. W. Jordan. An instrument Strom- und Spannungsmesser. H. 2. E. 

for measuring the strength of an in- ' 1909, N ~ ,  1 ;  6,  
tense horizontal confined magnetic field. 2812. Carpentier, Instrumentdemesure 
I'.ll. S. L. 21. 922. 1 electrique dénommé logomètre. C.R. 150. 

KompnB. 
2792. de Bellegarde. Compensazione 

empirica delle bussole. R.M.R. 61. A. 32. 
2793. Ii: Bidlingmaier. Der Doppel- 

kompa8. M.Z.  25. 238. 
2794. Chandler. Change in  deviation 

of the compass due to change in drim. 
P.N.J. 34. 1269. 

2795. L. B. Chandler. Compensation 
of the compass and determination of 
the use of observed azimuths. P.X.J.  
35. 1223. 

826 
2813. C. V. Drysdale. Notes on the 

Piug permesrneter. P.P. S.L. 21. 229. 
2814. C.V. Drysdale. The nse of the 

potentiometer on alternate carrent cir- 
cuits P. P. 8. L. 21. 661. 

2815. C. v. Drysdale. The use of 
shunts and transformer8 with alternate 
currcnt measuring instruments P. M. (6) 
16. 136. 

2816. A. Espilzosa de los Monteros. 
Über McBinstrumente für Hochfrequene- 
strome. J. D. T. 1. 327. 
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Elektroskop.  1 

2817. O. dlartienssen Die elektrischen 
Frequenzmesser. E.B.B.M. 1910. 372. 

2818. E. F.Nwthrup.  Standardization 
apparatus for measuring volts, ampei es 
a n d  watts. J.F.I. 166. 101. 

2819. G. Pagano. I l  contatore d'energia 
clcttrica ,,SangamohL. L. E. R. 1910. 178. 

2850. R. liitmi. Un voltametro d a  
lezione. N.C.P. (5) 16 426. 

2821. J. del Pulgar  u. T. Wulf.  All- 
gemeine Theorie elektrostatischer Me& 
instrumente mit  besonderer Berück- 

derung an  der Rernsteinisolation des 
Elektroskops nach Elster u. Geitel. P. Z. 
10.  61.  

2825. K. Stuchtey. EineVerbesserung 
am Aluminiumblattelektroskop nach 
Elster und üeitel von Krnst Ilochheim. 
S.G.M. 908. 124. 

Siehe auch 2827;  2831. 

1 

Elektrometer.  

sicht,igung des Quadrantelektrometers. 
A.P.L.  (4) JO. 697.  I 

2822. 171. E. Rice and B. D.1C Collum. 
Tho ballistic clcctrodynamometer as  a n  
instniment for testing iron. P.R. 29. 132. 

2823. A. Wendler. Ein  Wagevolta- 
meter. P.Z. 9 .  806. 

2826. K. Bergwitz. Das Elektrometer 
für statiache Ladungen nach Wulf. Z. P. 
21. 164. 

2827. A. H. Boqesius. Ein empfind- 
liches Goldblatte1ektrosko.p. Z.P. 23 .100 .  

2828. E: Dolezulek. Lber  Binanten- 
elektrometer für Zeiger- und Spiegel- 
eblesung. A.P.L. (4) 26. 312. 

2829. A. Dybowski. Electromètre ab- 
solu à torsion de M. E. Salmon. S.F. P. 
282. 4.  

2830. J. Elster und H. Geite7. Ein 
Elektrometer mitfreischwebendeniFaden. 
P.Z. 10.  664. 

2831. Llu~niuzescu. *lektromètres et  
électroscopes 5. compensation. A.  S. U. J. 
5. 155. 

2882. B Isittani. A method of slowly 
charging leaf - eleçtrometer with Zam- 
boni's pile J.T. (2) 5. 247. 

2833. C. W. Lutz. Verbesserung am 
Saitenelektrometer. P. Z. 9. 642. 

2884. B. Salmon. I?lectromètre absolu 
à torsion. B.S.F.P. 1908. 254; 63*. 

2836. A. ï'obkr. Über dieYerwendung 
des aperiodischen Elektrometers von 
Carpentier zur Messung von Kabeln u. 
Kondensatoren. Z. S. T. 1909. 229. 

2836. T. W d f .  Ein  neues Elektro- 
meter f ü r  statische Ladungen. P. Z. 10. 
251.  

2837. T. W7uEf. Über die Bestimmung 
kleiner Kapazitaten mittels des Faden- 
elektrometers. P.Z. 10. 263. 

2838. T. Wu7f. L'éloctrométre bifilaire 
e t  ses applications. A. S. B. 34. B. 1. 

Siehe auch 2772;  2821. 

Calvanometer.  
2839. H. Abra7~am. Emploi du  gal- 

vanomètre à. cadre mobile comme in- 
strument universel dans les mesures 
sur les courants alternatifs. B.S. F. P. 1908. 
13  *. 

2840. H .  Armagnat. Galvanomètres 
polir courants alternatif3 1. Fi. P. 16. 103. 

2841. R. ArnO. Galvanometro tele- 
fonico a campo Ferraris. R.I.L. (2) 43.  
161. 

2842. S. J. Barnett .  A simule end  
efficient lecture ealvanorneter arranae- 
ment. S. (2) 31.  g32. 

" 

2813. A. B. Bcroesius. Schalttafel 
für ~emonstrationsga~vanometer. Z.P. 23. 
10 1. 

2844. W. Duddell. On a bifilsr vi- 
bration galvanometer. P. P. S. L. 21. 774. 

2845. W. Einthoven. Konstruktion 
des Saitengalvanometers. A.  F. G.P. 1909. 

2846. W. Xinthoaen. Einige Anwen- 
dungen des Saitengalvanon~eters. O. P. 
L.L. 6.  118;  140;  155. 

2847. W. Feussner. Über astatische 
Spiegelgalvanometer und Bestinimung 
verschiedener Koustanten derselben. S. 
G.M. 1908. 97. 

2848. Gans und Goldschmidt. Pra- 
zisionsdemonstrationsgalvanomekr. Z.P. 
21. 278. 

2840. Gans und Goldschmidt. Faden- 
galvanorneter für Messungen mit hoher 
Empfindlichkcit. Z.P. 22. 206. 

2860. Guinchant. GalvanomRtre pour 
courants alternatifs. 1 E.P. 1909. 3b7. 

'2851. Guinchant. Galvanometro per 
correnti aiternate. E B. 1909. 254. 

2852. B. v. Culik. Ein billiger Panzer- 
galvanometer in erschiitterungsfreier 
Aufhangung. Z.P. 23. 38. 

2853. F. B. Hartmann and A. Ball. 
Calibration of ct ballistic galvanometer 
for closed circuit work. E. R. C. 1909. 
828 

2804. H .  Hausrath. Die Gelvanometer. 
H.Z. E. 1909. No. 1 5 ;  19;  29.  

2865. P. Hertz. Zur Theorie dessaiten- 
gnlvanometers. Z.S. 58. 1. 

2836. K. hhontmerell. Ein neuer GaG 
vanometer-NebenachluB. Z.P. 22. 13. 

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



442 Abhandlungsregister 1909-19 10. 

2867. H. Liidlke. Ein Farbengalvano- 
skop. Z.P .  21.  353. 

2868. M. 31oh.s. Ein neiles Drehspnl- 
Zeigergalvanometer. P. Z .  11. 55. 

2869. F. C. G .  Müller. Lichtzeiger- 
nadel nebst Zubehor für Galvanomctrie 
und Magnetometrie. Z.P. 22. 1. 

2860. B. P. Nichols and S. R. Wdli- 
ams.  A convenient form of galvano- 
mcter with magnetic shielding. P.R. 27. 
260.  

2861. B. O. P e i ~ c e .  The theory of 
ballistic galvanometers OF long period. 
P.A.Bo. 44. 283. 

2862. iT. Rebenstorff. Handhabung 
des Spiegelgalvanoskops nebst Shermo- 
element für niedere Temueraturen. Z.P. 
23. 42. 

2863. H. J. Reiff. Ein mues  Radio- 
mikrometer. E. S. A. 1909. 1160. 

2864. JI. Reilzganzcm. Magnetische 
Asta~ierung von Drehspulengalveno- 
metern. P.Z. 10.  91.  

286.5. 3. Rengade. Sur un nouveau 
modèle de galvanomètre à enregistre- 
ment photographique. B. S.C. (4) 6. 945. 

2866. Rymer-,Joncs. Direct reading 
galvanomet>er scales. E.R. L. 62. 44. 

2867. C. Sehürer. Ein Drehspulreflex- 
galvanomcter für Vorlesungszwecke. Z. 
P. 22. 138. 

2868. li'. Wenner .  A theoretical and 
experirnental study of the vibration gal- 
vanometer. B. B. S.W. 6. 347. 

2869. A. Zeleny. A galvanometer 
sca,le for the  direct reading of tempe- 
ratures with thermoelectric couples, P. 
R. 27. 141. 

2870. A. Zeleny and O. Hovda.  The  
temperature coefficients of the  moring 
coi1 gaivanorneter. P. R. 28. 277. 

Magnetische MeQinstrumente.  
2871. H. Jordan.  h e r  d ie  Verwen- 

dung des astatischen Magnetometera 
nach Haupt zu Materialuntersuchungen. 
V.D.P.G. 11. 216. 

Siehe auch 2859. 

Astrononiische Ins t rumente .  
2872. A. RiceO. Lo spcttroliografo 

del  R. Osservatorio d i  Catania. R. A.L. 
R. (5) 17. B. 529. 

2873. Wetherill. Aids for navigatiori. 
J.F.I. 166. 217. 

Fernrohre .  

9874. A. Colzi. Il canocchiale del 
dilettante d'astronomia. L A .  1L. 1. 61; 
106;  141; 194. 

2870. B. A. Eeske. The invention and 
development of the naval telescope sight. 
P.K 1. 35. 40.5. 

2876. F. Gatti.  Ricerca intorno ad  
un particolare sistema telescopico. A, 
B.T.  44.  648. 

287 7 .  J. de Graaff Hunter .  An appa- 
ratus for measurements of the defining 
power of objectives C.R.N.P.L. 6.  57. 

2878. H. Grubb. A new form of di- 
vided object - glass telescope. R. B. A. 
1908. 60 3 

2879. B. Grubb. The reflecting tele- 
scope and its suitability for physical 
research. R. B. A. 1908. 605. 

2880. Heydenreich. Eine neue Pris- 
menform für  Visierfernrohre. A. M. B. 
1 9 0 9 .  139 

2881. N. Jadanza.  Determinazione 
delle constanti i n  un cannocchiale di- 
stanziometro. A. A.T. 45. 503. 

2882. G. 1;nis. Focalità dell' equa- 
horiale fotografico Vaticano. W. L. A. 61. 
107. 

2683. 1% Martilz. EinigoBemerkungen 
iiber Dou~elfernrohre fiir den Hand- 
pbrauch: &Ü. B. 11. 868. 

2884. P. G. Nuttina. The resolvina 
power of objectives. g. B. S.W. 6.  121: 

2885. E. v. Oppolzer. Übcr die photo- 
graphische Lichtstlirke von Fernrohren. 
S.A.W. 116. 1151. 

2886. H. C. R y l a n d .  The evolution 
of the  teleseope. O.L. 38. 290. 

8887. E. Strehl. Prüfung dea Fern- 
rohrs. D.W.B. 10. 15;  36. 

2888. R. W. Wood.  The mercurv 
paraboloid a.8 a reflecting telescope. A. 
J. c. 29. 164. 

2889. R. W. W o o d .  The Hg telescope. 
S.Am. 100. 240. 

Siehe anch 2684; 2890. 

Uhrmacherkunst.  

2890. A. Alessio. Determinazione dell' 
andamento dell' orologio col teleacopio 
zenitale. R.A.L. R. (6) 18. A. 275. 

CfeoKPtische Ii istrumente.  

9891. C. Ainlonetti. Une nuova ma- 
niera di  coatruire i livelli a cannocchiali. 
A.A.T. 45. 718. 

2892. P. Baaoi. Sul modo d i  elimi- 
nare l'errore dovuta alla disugnaglianee 
doi diametri dei collari nei livelli a, 

cannocchiale mobile. A. A.  S. 3 7 .  546. 
2893. J. Hdfiker. Ein mues  Prazisions- 

nivellierinstrument auf dem GroBen St. 
Bernhard. V.N.Z. 52. 364. 
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2894. E. K6nig. Mitteilung iiber 1 2913. F. Polster. Seismometrie. P. 20. 
Liingenanderung bei einer Prazisions- 
mire. M.G.B. 1907. 226. 2914. H. S. Riggs. A home - made 

2895. N. Jadanza e V. Raggi. Un se.smograph. S.Am 99. 263. 
livello che d?i sicuramente l a  visuale 
orizzontale. A.A.T .  43. 3. I Xe teorologische  Instrumente. 

Tachymeter .  I 2915. L. Uesson. Sur u n  actinomètre 

289G. L .  Gouffite. Un nouveau tachéo- 1 enregistreur et  totalisateur. A.S. 11. F. 

mètre. J.A.P. 1910. 246. 57. 317. 
1 2916. P. Cotte. C n  nouvel actinomatre. 

Theodolit .  

2897. E. Goedseels. Sur l e  réglage 
des lunettes des niveaux des théodolites 
et  des instruments astronomiques. A. S. 
B. 34. A. 152. 

Distanzmeseer.  

riflcssione per teiemetri. R,. A. G. 1906. 
116. 

2902. M .  hétto. Télémètre de dé- 
preseion. R.A. 68. 267. 

2903. rv.iesiolowski-Gavin. Zur Frage 
der Kriegsdistanzmesser. M A. G. 1908. 
297. 

2904. Rohne. Kriegsbrauclibare Ent- 
fernungsmesser. A hl. H. 1908. S38. 

2905, II. Rohne. Messung der Ent- 
fernung durch Richtmittel A.  M. H. 
1910. 1 

2906. F. E.Wright. A telemeter with 
micrometer screw adjustment. A. J. S. (4) 
26. 631. 

L.N. 37. 257.  
291 7. E. O. Flanme. Meteorolorrische - 

Instruiuente. N.E. E. 36. 600. 
31118. W. M. Xarriott. The bronto- 

meter. Q.J.M.S. 34. 207. 
2919. A .  Jleckel. Ein Beitrag zur 

Frage der Balloninstrumente. 1. A. ?II. 
1909. Hcft 26. 

2!)23. W. Schmidt. E i n  Apparat  zur 
Aufsuchung regelmaEiger Wellen im 
Luftdnick A.P.L. (4) 27. 366. 

2924. W. Scha~idt. Der Variograph, 
ein Instrument zur Registrierung dor 
~nde rungsgeschwind i~ke i t  des Luf't- 
drucks. S B.W. 118.  685.  

2025. D. Smirnuzo. Uber das Aktino- 
meter Violle-Savelief. M.Z. 26. 599. 

2926. O. Stefins. Neue meteorolo- 
gischa Apparate und Yorrichtungen. M. 
Z.  26. 30. 

2898. A. Agostini. Sull' approseima- 
zione del telemetro Erle. R.P.G. 1905. 
149. 

2899. Bisman. Le télémètre Stroo- 
banta. R.A.B. 1909.  62.  

Creophgsikalische Ii istrumente.  
2907. G. B. Ralligan. Notes on tide- 

gauges. J.N.S.W. 37. A. 76. 
2908. T. Shida. A baro-variometer. 

P.T.M. (2) 5 .  76. 
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