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INTRODUCTION 

1. Ces leçons sont la reproduction du cours que j'ai professé à Stockholm, durant 
le semestre d'automne 1895, sur l'invitation de S. M. le Roi Oscar II de Suede et de 
Norwège. 

L'objet de ce cours était d'exposer les progrès récents de la théorie analytique des 
équations différentielles. 

C'est Cauchy qui, dans son calcul des limites, a jet6 les fondements de cette théo- 
rie. Considérons un système d'équations différentielles : 

où les f i  sont des fonctions algébriques de y,, ..., y,, analytiques en x ;  si lés f i  sont 
holomorphes pour x = x,, y, = yl, ..., y, =y:, Cauchy a montré que le système (1) 
admet une solution y, (x), ..., y ,  (x) holomorphe pour x = xo et satisfaisant aux con- 
ditions initiales y, (xo) = @, ..., y, (x,) = y:. Quand les f i  ne sont pas holomorphes 
pour x = x,,, y, = y!, ..., ym = y:, les circonstances très compliquées qui se presentent 
ont fait l'objet de nombreux travaux, dont les plus connus sont ceux de Briot et Bouquet, 
de MM. Picard, Poincaré, etc. 

Mais lorsque x s'eloigne de x, pour varier d'une façon quelconque dans son plan, 
comment se comporte la solution y, (x), ..., y, ( ~ j  ? C'est là un problème fondamental 
qui, jusque dans ces derniéres années, n'a été abordé que pour une classe d'équations 
tres particulières : à savoir les équations lineaires et les équations qui s'y rattachent 
immédiatement. Depuis les mémorables travaux de M. Fuchs, la théorie des équations 
linéaires a pris un développement considérable et constitue une des branches les plus 
importantes des mathématiques modernes. 

C'est aux systbmes différentiels (1) les plus généraux, à l'étude des fonctions analy- 
tiques y, (x), . . ., y, (a) définies par un tel sys téme, de leurs singularités, etc., que sont 
consacrées ces leçons. 

2. On conçoit que, dans ce genre de recherches, il soit indispensable d'approfondir 
le rôle des constantes arbitraires dont dépend l'intégrale de (2) .  Représentons par a 
une valeur numérique de x, par b,, ..., b, des valeurs telles que les f soient holo- 
morphes pour x = a, y, = ZQ, .. . , y, = b,. Il est aisé de voir, en complétant la 
démonstration de Cauchy, que la solution y, (x), ..., y, (x), définie par les conditions 
initiales yi (a) = y:, ..., y, (a) = y:, constitue un système de fonctions analytiques 
de z, y!, ..., y:, soit y, = 91 (x, y:, ..., y;, a), ..., y, = q, (s, y!, ..., y:, a), holo- 
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morphes dans le domaine de x = a ,  y: = bO,, ..., y: =. b,,,. Si maintenant x, y!, ..., y$ 
varient d'une façon quelconque, qu'advient-il des fonctions y, = (P,, ..., y, = y,? Tel 
est, sous sa forme la plus étendue, le problbme que nous nous posons ici. 

Mais, en étudiant ce problème, j'ai eu surtout en vue une catégorie remarquable 
de systèmes diff&entiels, à savoir les systèmes (2) dont l'intégrale génhale est uniforme. 
L'importance de ces systèmes tient à deux raisons : d'une part, un tel système peut btre 
regardé comme intégré, en ce. sens que les modes de développement des fonctions 
uniforme? permettront de représenter une intégrale quelconque et de la suivre dans tout 
son domaine d'existence ; d'autre part, la plupart des transcendantes usuelles introduites 
jusqu'ici vérifient des équations diffdrentielles très simples, en sorte que les équations 
différentielles algébriques à intégrale uniforme apparaissent comme la source des trans- 
cendantes les plus naturelles. A ces équations (et pour les mêmes motifs) il convient 
d'adjoindre celles dont l'intégrale n'admet qu'un nombre fini de branches. Enfin, l'étude 
même de ces équations met en évidence le  r6le tout diffbrent que jouent, pour u n  sys- 
tème (1) quelconque, les points critiques (') fixes d'une solution y, (x), ... , y, (x) 
(j'entends les points critiques indépendants de la solution considér6e), et les points 
critiques mobiles (variables avec les constantes d'intégration) ; on est amené ainsi à 
considérer les systèmes (4) plus généraux, dont l'intégrale 9, (x), ..., y, (x) n'acquiert 
que n déterminations quand x tourne autour des points critiques mobiles, sans tourner 
autour des points critiques fixes. Parmi ces systèmes, les systèmes (1) à points critiques 
fixes offrent un intbret particulier et constituent une extension naturelle des 6quations 
difFérentielles linéaires. 

En définitive, nous établirons, dans ces leçons, certaines propriétés des fonct i~ns  
yi = q ) ,  (x, y!, ..., Y:, G), ( i  = 1, 2, ..., n2), qui definissent l'intégrale d'un système (1) 
pzcelconqzce, mais la principale application de ces généralités portera sur les systèmes (2) 
dont l'intégrale y, (x), ..., y, (x) ne prend pzr'zcn nombre fini de valeurs aictozcr des points 
critiques nzodiles. 

3. Il est nécessaire, avant tout, de se rendre compte avec précision des singula- 
rités qui peuvent affecter les fonctions y, = cpi (x, y!, ... , y:, x,,). 

Soit y, (x), ..., y, (x) un système de rn fonctions analytiques de x, qui admettent - 
le point x = a comme point singulier non algébrique(", et soit 1 un chemin qui tend 

vers 2 sans rencontrer aucune singularité des fonctions y, (x) ; s'il existe des chemins 1 
tels qu'une au moins des fonctions y (x) ne tende vers aucune limite (finie ou infinie) 

quand x tend vers Ü sur Z, nous convenons de dire que x = Ü est un poinl essentiel 

des fonctions yi (x) ; sinon, x = à est dit un point transcendant ordinaire, ou simple- 
ment un point transcendant des y, (x). 

Celie définition admise, soient xo, y:, .. . , y: des valeurs pour lesquelles les coeffi- 
cients différentiels f i  (x, y,, ..., y,) du système (1) sont holomorphes; l'intégrale 
y, (.x), ..., y, (x) de (1), définie par les conditions ini-tiales xo, y:, ..., y:, reste holo- 
morphe, quand x varie à partir de x, sur un chemin L, tant que x ne dépasse pas un 

certain point Ü ; ce point a est un point singulier, soit algéb~ipzce, soit transcendant, 

(1) Nous réservons exclusivement le nom de points critiques aux points autour desquels plusieurs détermina- 
tions de l'intégrale se permutent (ou aux points qui font partie d'une ligne singulière autour de laquelle plusieurs 
déterminations se permutent). 

(9 Le point a n'est pas necessairement isolé, mais, par exemple, peut faire partie d'une coupure. 
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soit essentiel des fonctions y, (x). Le premier cas se traite élémentairement ; le second 
cas conduit à l'étude des intégrales de (1) dans le voisinage de conditions initiales 
singztlières x = a, y, = bi, . . . , y, = 6, ; le troisième cas semble, a priori, échapper 
(1 toute méthode. Aussi l'existence de singularités essentielles mobiles, que rien ne fait 
prévoir sur les équations, constitue-t-elle une des plus graves difficultés qu'on ren- 
contre dans la théorie analytique des systhmes différentiels. 

Ces points essentiels mobiles peuvent affecter les distributions les plus diverses. 
Io Ils peuvent 6tre  isolé,^ ou limites de points isolés. 
C'est ce qui a lieu, par exemple, pour l'équation algébrique du second ordre dont 

l'intégrale générale est y = s n ~  [a + log (x + b)], a et b désignant deux cons- 
tantes arbitraires, P une constante numérique. 

2" Ils peuvent former (dans une certaine aire du plan des x) un ensemble dont 
aucun point n'est isolé, sans que cet ensemble constitue nulle part une ligne. 

Un tel exemple est fourni par les équations du troisième ordre que vérifient les 
fonctions fuchsiennes de la troisième famille. 

3" Ils peuvent former des lignes singulières mobiles. 
C'est ce qui a lieu pour les équations du troisième ordre dont l'intégrale est soit 

une fonction fuchsienne existant seulement dans un cercle, soit une fonction kleinéenne, 
admettant comme coupure une ligne non analytique sans courbure. 

4. Si maintenant on étudie l'intégrale (') 

O - Yi = Q)i ( ~ 7  - . . j  ymr ~ 0 ) ~  - - m l  Y m =  Q)m (xi Z) 
comme fonction des constantes y!, ..., y:, il est clair que, dans les hypothèses 
in, 2" et 3O, les fonctions cp présentent (par rapport à une quelconque des variables y:) 
des singularités transcendantes variables avec x et affectant des distributions analogues 
à celles que nous venons d'énumérer. Mais une nouvelle source de difficultés pro- 
vient de ce fait que les fonctions cp peuvent admettre, dans le champ des variables y:, 
des singularités essentielles indépendantes de x, comme le montre l'équation 

Y'" (z - a) y" = -3 dont l'intégrale est y = yoe vo 
Y 

Il est donc indispensable de prévoir, dans les raisonnements employés, l'existence 
de toutes ces espèces de singularités. On conçoit que les quelques théorèmes généraux 
connus sur les fonctions analytiques de plusieurs variables et leurs singularités ne soient 
pas ici d'un grand secours ; car ces théorèmes (en dehors de quelques propositions 
tout élémentaires) supposent que les singularités satisfont à certaines conditions 
restrictives, conditions que rien ne nous autorise à croire remplies pour les fonc- 
tions cpi (x, y!, ..., y:, Fo). Par exemple, nous ne savons pas si les singularités des yi sont 
définies par des relations analytiques entre les affixes des variables, et l'exemple des 
fonctions kleinéennes montre qu'il n'en est pas nécessairement ainsi. Tout ce que 
nous savons, c'est que, dans le plan d'une des variables, les singularités des Q), sont 
fixes ou varient avec les autres variables d'une façon continue. 

5. Ces remarques étaient nécessaires pour éclairer les résultats que je vais briève- 
ment résumer. Ces rksultats sont de nature bien différente suivant que le système ( I )  

(1)  tant donnée une fonction cp de Plusieurs variables Xi, ..., Zn, nous reprisentons, dans ce qui suit, par - - - 
Q (xi ,..., xi-i, xi, zi+i ,..., x,,) la fonction de xi obtenue en laissant A toutesles variables, sauf à Xi, des valeurs - - 
numériques xi ,.... x, quelconques. 
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considéré est du premier ordre ou d'ordre supérieur. J'ai traité longuement, et d'une 
manière très élémentaire, le cas du premier ordre, qui comporte évidemment les 
théorèmes les plus précis. L'avantage, au point de vue de l'exposition, c'est que certains 
raisonnements, une fois développés sous leur forme la plus simple pour le premier 
ordre, s'étendent d'eux-m6mes aux ordres supérieurs, ce qui permet, par 'la suite, de 
réserver toute l'attention aux difficultés vraiment nouvelles qu'entraîne l'élévation de 
l'ordre. 

6. É p a t i o n s  du  premier ordre. - La théorie analytique des équations du premier 
ordre 

algébriques en y', y, analytiques en x, repose sur les deux propositions suivantes, dont 
aucune ne subsiste pour le second ordre : 

Théorème 1. - Une intégrale y (x) de (A) nepeut  admettre, comme points singu- 
liers non  algébriqzles que certains points fixes x = 5 qui  se mettent en évidence sur 
Pkpat ion  même. Qpand l'dquation ( A )  est algébrique en x, ces points 6 sont en nombre 
fini et s'obtiennent algébriquement. 

Théorème II. -Soit y, la valeur de y (x) pour x = x,, et soit y = (x, y,, xo) I'in- - - 
tégrale générale de (A) .  S i  x,  xo désignent deux ,valeurs numériques quelconqxes 

distinctes des  lale leurs El  la fonction y = (2,  yo, Zo) ne présente da& tout le plan des 
y. (à distance finie ou infinie) que des points singuliers algébriques W. 

Ces propositions entraînent d'importantes conséquences pour une équation quel- 
conque 

(4) Fi (y', y, 2) = 0 

algébrique e n  y', y ,  .T. Elles montrent, par exemple, qu'une transformation homogra- 
phique à deux variables, effectuée sur x ,  y, ramène (A,) à une équation dont aucune 
intégrale n'a de points essentiels. Elles permettent d'étendre aux intégrales d'une 
equation (A,) qz&onpîie le cklèbre théorème de M. Picard sur les zéros des fonctions 
entières : supposons, pour simplifier l'énoncé, que (A,) ne possède aucune solution de 
la forme y = Cte ";i y (x) est une transcendante quelconque (uniforme ou non) vérifiant 
(A,), l'égalit6 

Y (x) - 6 = 0  

admet une infinité de racines, exception faite pour un nombre &ni de valeurs de 6 qui 
sont fixes et mises en évidence par l'équation différentielle. 

7. Passons aux équations (A) dont l'intégrale ne prend que n valeurs autour des points 

critiques mobiles. II résulte aussitôt des théorèmes 1 et II que l'intégrale y = <p (x, y,,;,) 
d'une telle équation est fonction algébrique de y,. Inversement, si l'intégrale y= y (x, C) 
d'une équation (Aj est une fonction algébrique de la 'constante arbitraire C, y (x) n'ac- 

(1) La valeur x = E peut être une singularité essentielle de rg ( x ,  y,,, x,), quels que snient yo, 20; quand il 
n'en est pas ainsi, la fonction p (E, yo, zo) peut admettre, dans ,le plan des y,, des singularités transcendantes 
ou essentielles. Les mêmes remarques s'appliquent aux valeurs xo = E. 
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quiert autour des points critiques mobiles qu'un nombre fini de déterminations. La 
classe des équations (A) dont l'intégrale générale y (x) est une fonction algébrique de 
la constante (convenablement choisie), et la classe des équations (A) dont l'intégrale y ( J )  

n'admet qu'un nombre fini de branches permutables autour des points critiques mobiles, 
se confondent donc. Il en est tout autrement pour les équations du second ordre : la 
première classe n'est qu'une catégorie de la seconde. 

Les Bquations (A) à points critiques @ses sont les plus simples de la classe en 
question. Ces équations ont déjà fait l'objet des recherches de M. Fuchs et de M. Poincaré. 
M. Fuchs a formé les conditions nécessaires pour qu'une équation (A) ait ses points cri- 
tiques fixes. M. Poincaré, par une belle méthode d'intégration, est parvenu à ce résultat 
bien remarquable que l'intégrale y (x) d'une équation (A)  à points critiques fixes.s'ob- 
tient algébriquement, ou par quadratures, ou dépend d'une équation de Riccati. 

Mais les travaux des deux illustres géomètres prêtaient à deux objections bien 
différentes que les theorèmes 1 et  Il permettent seuls de lever : M. Fuchs s'est b o r d  à 
exprimer que toute solution y (x) de (A), qui, pour x = x,, prend une valeur déter- 
minée y,, est uniforme dans le domaine de xo;  on pouvait se demander si toutes les 
équations (A) répondant aux conditions de M. Fuchs avaient vraiment leurs points 
critiques iises; appliguEes au second ordre, ces conditions conduisaient à regarder 
comme à points critiques fixes des équations dont l'intégrale possède, en réalité, des 
points mobiles à la fois essentiels et critiques; pour le premier ordre, il se trouve 
que les conditions de M. Fuchs sont suffisantes, mais c'est en vertu du théorème 1. 
Quant à la méthode de M. Poincaré, elle s'appuie sur la correspondance birationnelle qui 
existe entre les valeurs y (x), y' (3) d'une solution et les valeurs initiales y,, yr0; mais 
la démonstration de M. Poincaré établit seulement que ladite correspondance ?est 
biuniforme (1); les équations intégrées par M. Poincare avaient donc bien leurs points 
critiques fixes, mais il n'&ait pas certain qu'elles fussent les seules. AppliquEe au 
second ordre, la méthode de M. Poincaré n'épuisait pas toutes les équations à points 
critiques fixes. Pour le premier ordre, l'objection s'évanouit si on tient compte du théo- 
rème II : la relation entre y, y' et y,, y', ne peut être biuniforrne sans être birationnelle. 

8. Considérons maintenant une équation (A) dont l'intégrale n'acquiert que n d6tor- 
minations autour des points critiques mobiles. Les théorbmes 1 et  II permettent d'éta- 
bl i r  qu'une telle équation se ranzéne algébriquement à une éqzration (A) dont les points 
csitiques sont fixes. 

J'insiste sur cette dernière proposition, qui peut sembler évidente au premier abord. 
Prenons, pouil plus de simplicité, une équation (A) algEbrique en y', y, x, soit: 

Si l'intégrale générale y (x) de (A,) prend exactement n valeurs autour des points cri- 
tiques mobiles, il est clair qu'elle vérifie une relation (et une seule) de la forme 

(1) On montre, il estvrai, bienaisément que toute correspondance biuniforme entredeux surfaces de Riemann qui 
n'admet, sur une de ces surfaces, que des points singuliers isolés, est nécessairement birationnelle. Mais la correspon- 
dance entre y', y et y',, y. pouvait, a priori, admettre des singularités plus compliquées, des lignes singulières 
par exemple, ainsi que cela a lieu pour le 3' ordre. 

2 
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où les R son; des fonctions de x et d'une constante cl dont les points critiques dans le 

plan des x sont fixes. Si on élimihe c entre les Ri, b- 9 ces fonctions s'expriment k l'aide 
dx 

d'une d'entre elles (soit Fi,) et de x. Mais, d'une part, il n'est pas évident que les 
fonctions 

dRi 
Ri=+i(Ro,x), -- dx - +'i (hi 5) 

soient algébriques en Ri ; si la chose est vraie, c'est à cause du théorème II, qui montre 
que les Ri sont algébriques en y,. D'autre part, cette première condition remplie, il 
n'est pas évident que les coefficients a (x) de ces fonctions algébriques Si de Ro, 
soient algebriques en x ; si la chose est vraie, c'est à cause du théorème 1, qui permet 
d'exprimer algébriquement qu'une équation (A,) a ses points critiques fixes. Étendue 
au second ordre, la proposition analogue n'est plus exacte en général, parce que les 
Ri (x, 9,, y',) peuvent renfermer sous forme transcendante les constantes y,, y',. Dans le 
cas mhme du premier ordre, la proposition dtendue à tous les points critiques tant f i x ~ s  
que mobiles est en défaut. Je m'explique : supposons que l'intégrale générale y (x) de (A,) 
soit une fonction qui n'admette, dans tout le plan des x, que N branches ; elle vérifie 
une relation (et une seule) de la forme 

où les Ri sont des fonctions uniformes de x qui dépendent algébriquement d'une cons- 
dRi 

tante C. Si on élimine (: entre les R,, -- les fonctions 
dx 

algébriques en R,, ne sont pas en général alg6hriques en x ;  leurs coefficients sont 
des intégrales particulières, parfaitement déterminées, de certaines équations diff6ren- 
tielles non intégrables ; et cela tient à ce qu'on ne sait pas exprimer algébriquement que 
l'intégrale générale y (z) d'une équation (A,) est uniforme. 

D'après ce qui précède, représentons par (En) une équation (A,) quelconque dont 
l'intégrale y (x) n'acquiert que n valeurs autour des points critiques mobiles, par T ,  une 
solution quelconque y (x) d'une équation (E,,): toute équation (E,J se ramène algébri- 
quement à une équation (E,) ; toute transcendante T, s'exprime algébriqziement en 
fonction de x et d'une transcendante T,. Au contraire, soit (E',) une équation (A,) quel- 
conque dont l'intégrale générale y (x) est une fonction à n branches, soit T', une solution 
quelconque d'une telle équation : une transcendante T', n'est pas, en général, une combi- 
 niso son algébrique de x cl de transcendantes T',. 

9. La nature de l'intégrale y (x) se trouvant ainsi définie dans l'hypothèse où y (x )  
n'acquiert qu'un nombre fini de valeurs autour des points critiques mobiles, une ques- 
tion se pose d'elle-même : (( Étant donnée une équation (A), comment reconnaître si elle 
(( rentre dans la catégorie étudiée ? 1) 

J'établis d'abord à ce sujet la proposition suivante: (( On sait reconnaftre, à Yaide 
(( d'un nombre fini d'opérations, si l'intégrale y (x) d'une équation (A) donnée ne prend 
(< (ae~tour des points critiques nzobiles) qu'un nombre donné n de valeurs : quand il en 
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a est ainsi, l'équation s'intègre algébriquement, ou se ramène algébriquement soit à 
a une équation de la forme 

du 
= h ( x )  dx ,  

\1(i - 2 2 )  (1 - k W )  

a soit à une équation de Riccati. D 

Mais est-il possible de traiter la mdme question sans se donner n ou une limite supé- 
~ ieure  de n ? Il n'y avait guère lieu de lYesp6rer d'après les essais infructueux tentés sur 
le cas particulier le plus simple, celui ozi x ne /igure pas explicitement dans (A) .  Comme 
l'intdgrale d'une équation 

(4 F (yf,y) = 0 

ne saurait admettre de points singuliers fixes, la question est, dans ce cas, de recon- 
naître si l'intégrale y (x) de (a )  est une fonction à un nombre fini de branches : quand 
il en est ainsi, y ( x )  est une fonction algébrique de x, ou de ehx, ou de sn,2 l x ,  A et P é t a n t  
numériques ; dans la première hypothèse, le problème se traite Clémentairement ; dans 
la seconde, tout revient à déterminer si une certaine intégrale abélienne, dont tous les 
infinis sont logarithmiques, n'a qu'une période: c'est là une question qu'on ne sait 
traiter que dans des cas très particuliers, par les methodes arithmétiques de Tchebycheff 
e t  Zolotareff. Enfin, dans la troisième hypothèse, la difficult6 est de savoir si une cer- 
taine intégrale abélienne de première espèce n'a que deux périodes : ce problème est 
encore à résoudre. 

Il était donc naturel de penser que la question analogue, relative aux équations ( A )  
où x figure explicitement, était plus inabordable encore. En approfondissant la forme de 
l'intégrale générale y = cp ( x ,  y,, par rapport à la constante, je suis parvenu néan- 
moins au théorème suivant : 

Étant donnée une équation 

(Ai) Fi (yt,y,x) = 0 

algébrique en y', y, x ,  on sait (à l'aide d u n  nombre fini d'opérations) reconnattre si l'inté- 
grale y ( x )  est une fonction TRANSCENDANTE qui ne prend qu'un nombre @ni (NON DONNÉ) de 
valeurs azctozv des points critiques mobiles, ou ramener l'équation aux quadratures. 

De plus, dans les cas singuliers où on sait seulement ramener l'équation aux 

quadratures, il reste à determiner si une certaine Cquation G (2,~) = O a,  comme 

intégrale, une fonction à un nombre fini debranches : de sorte que la question posée semit 
complètement résolue pour une équation (Ail quelconque, si elle l'était pour toutes les 
équations od x ne bgzcre pas. Ces dernières équations, les plus simples en apparence, 
constituent (au point de vue qui nous occupe) un type exceptionnel qui met en défaut 
la théorie des fonctions et exige des recherches arithmétiques. 

10. Une autre circonstance bien remarquable, c'est que les mêmes méthodes, quand 
on les emploie à reconnaître si I'intégrale de (A,) est algébrique, sont loin de conduire à 
des résultats aussi précis : le cas algébrique apparaît donc ici comme plus compliqué 
que le cas transcendant. J'ai consacré deux leçons au probleme de l'intégration alg6- 
brique des équations du premier ordre. Ce problème, sur lequel hl. Darboux a publié, 
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en 2877, un mémoire magistral, a été repris dans ces dernières années par M. Autoniie, 
M. Poincaré et moi. Les méthodes proposées jusqu'ici, quand on les combine, permettent, 
dans des cas très étendus, de reconnaître si une équation donnée (A,) s'intègre algébri- 
quement ou de ramener l'équation aux quadratures. J'ai indique explicitement les cas 
pour lesquels ces méthodes sont sûrement insuffisantes, et j'ai montré que la question 
ne saurait faire aucun progrès essentiel si on n'introduit pas, d'une manière ou d'une 
autre, une condition, distincte dc celles que nous possédons déjà, pour exprimer que 
l'intégrale algébrique est mise sous forme irréductible. 

Ce qu i  m'a décidé à insister longuement sur ce point, ce n'est pas seulement 
l'importance intrinsèque d'un problème si naturel et, en apparence. si simple, c'est 
aussi la multitude de questions (intéressant les équations différentielles) dans lesquelles 
la même difficulté, relative à l'irréductibilité d'une relation algébrique, est l'obstacle 
principal et veut être surmontée par des procédés analogues. Nous serons amené, par 
exemple, dans l a  suite de ces leçons, à considérer les 6quations du second ordre qui 
admettent une intégrale première 

où p est un polynôme en y' y, C. Quand on n'exprime d'aucune manièrt que la courbe - - 
? (y', y,  x, C) = O est irréductible, 'il est clair qu'on ne peut espérer reconnaître, en 
général: si une équation quelconque donnke possède une telle intégrale première. 

11.  Systèmes diférentiels du  second ordre. - Dès que l'ordre du systéme 
différentiel dépasse l'unité, des complications toutes nouvelles s'introduisent, dont la 
plus grave est l'existence possible de points essentiels mobiles (critiques ou non). Les 
types connus d'équations de second ordre dont l'intégrale prdsente cette singularité 
sont si simples qu'il ne semblait pas douteux qu'une équation de second ordre prise mi 

hasard n'en fût affectée. C'est le contraire qui est vrai : les systèmes (1 )  dont l'intégrale 
générale possède des points essentiels mobiles, forment une classe exceptionnelle. 

Considérons, pour fixer les idées, un système du second ordre : 

z 
où fi, f, sont rationnels en y, z .  Si on remplace y par - 1  z par - 1  le système s'écrit : 

t t 

(2) 
dx t dy  - ydt tdz  .- zdt -- - - 
X - t A  - yC t B  - zC 

où X, A, B, C sont des polynômes homogènes en y, z, t ,  le premier de degré pl les 
autres de degré p + l (analytiques en x). 

Dans l'étude analytique d'un tel système, les théorèmes suivants jouent un rôle 
fondamental. 

Théorème 1. - Si les polynômes X, A, B, C sont les plus généraux de leur degré, 
l'intégrale générale 

du système donné ne  peut admettre de singzdarités mobiles non  algébrique^. IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



Théorènze II. - Pour que l'intégrale générale y = Q, z =  $ admette des singularités 
transcendantes mobiles, il faut (mais il ne suffit pas) que les égalités 

soient compatibles (quelque soit x) pour des valeurs de y, z, t, qui ne soient pas 
toutes nulles. 

Thêorènze III. - Pour que l'intégrale générale y = p, z = $ admette des singula- 
rités essentielles mobiles, i l  faut (mais i l  ne suffitpas) que le polynhne X ( y ,  z, t, x) [ou 
un de ses diviseurs X, (y ,  Z, t, x)] déj5nisse une intégrale première particularisée du 
sgstème (2). 

12. Quand il existe des singularités transcendantes ou essentielles mobiles, 
l'intégrale générale y = (p, z = +, considérée comme fonction des deux constantes %, z,, 
est affectée de singularités transcendantes variables avec x. Mais peut-elle présenter des 
singularités non algébriques indépendan,tes de x ? A cette question répond ce nouveau 
théorème : - - - - - - 

Théorème IV.  - Pour que les fonctions y = (x, y,, z,, x,), z == (I, (a, y,, z,, &) - - - - - 
[OU y = pi (x, y,,, zo, x,), z = + (x, y,, zO, .xo)] présentent dans le plan des y0 (ou dans 
le plan des z,) des singularités non algébriques indépendantes de x, il faut (mais il ne 
suffitpas) que la condition du théorème III soit remplie. L)e plus, les affixes d t n e  telle 

y0 zo singularité rendus homogènes, soit y - - 9 z0 = -7 vérifient la relation 
O -- T, To 

En particulier, quand l'intégrale générale y (x), z (x) n'admet, comme singularités 
mobiles, que des points singuliers algébriques, les fonctions y = p, z = 4, regardées 
comme fonctions d'une des deux constantes yo, z,, n'admettent que des singularités 
algébriques, à moins que la condition du théoréme III ne soit remplie. Dans ce dernier 
cas, les affixes des singularités transcendantes (rendus homogènes) vérifient! la 
relation (4.). 

13. Les propositions s'étendent à un système (1) quelconque où les fi (y,, ... y,, x) 
sont algébriques en y,, . . . , y,. Elles entraînent d'importantes conséquences : considérons, 
par exemple, un système 

où X, Y, Z sont algebriques en x, y, a, et oùx ,  y, z jouent unrôle syntétripue; j'entends 
par là qu'on se propose d'étudier les relations entre x, y, z définies par (1)". On voit 
aussitot qu'une transformation homographique à trois variables effectuée sur x, y,  z 
ramène le système (1)" à une forme telle que la nouvelle integrale y (x), 5 (x) ne pré- 
sente plus de singularités essentielles. On n'a plus dès lors à se préoccuper que des singu- 
larit& transcendantes. 

Quand la variable indépendante est, au contraire, donnée, notamment quand on veut 
étudier les systèmes dont l'intdgrale générale y (x), z (x) n'acquiert qu'un nombre fini 
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de valeurs autour des points critiques mobiles, il est loisible seulement d'effectuer sur 
y, z une transformation algébrique (où x figure analytiquenicnt) et de chanqer x en 
y (x). Mais ces transformations ne font pas disparaître les singularités essentielles mobiles 
de l'intégrale, s'il en existe. Pour appliquer à la discussion de ces singularités les thdo- 
remes 1, II et III, j'tii dû préciser les propriétés d'une fonction uniforme (ou à. n branches) 
dans le voisinage d'un point singulier. 

14. Quand une fonction analytique y (x), uniforme dans une certaine aire A, admet 

dans cette aire le  point x = Z comme point singulier (non polaire) isole', on sait 

qu'elle est complètement indéterminée dans le domaine de s = Ü; d'une façon plus 
précise, un théorème de M. Picard exprime qu'elle prend une infinité de fois toutes les 

valeurs y = A, sauf deux au plus. La meme proposition subsiste évidemment s i à e s t  un 

point limite de points transcendants isolés. Mais qu'arrive-t-il quand cappartient à un 
ensemble parfait E depoints singuliers? La seulc chose qui soit certaine, a priori, c'est 
q u e  les fonctions y (x), y' (x) ne peuvent être toutes deux continues dans un cercle de 

centre a, si petit que soit le rayon de cercle. Deux cas sont à distinguer, suivant que Ü 
fait ou non partie d'une coupure, autrement dit suivant que l'ensemble parfait E est bien 
enchainé 026 mal enchatné. Dans le premier cas, il est possible que y (x), y' (x) tendent 

vers une limite, quand x tend versasans rencontrer de points E. Dans le second cas, au 

contraire, je montre que Û ou bien est tin point essentiel de y (x) (j'entends que y est 

indéterminé quand x tend vers à sans rencontrer de points E) (ou bien est un point limite 
de points essentiels ('). 

De plus, soit A une aire attenant à une ligne (c'est-à-dire à un ensemble parfait 
bien enchaîné de points 13) ; si  la fonction y (x) est holomorphe dans A et s'annule en 
chaque point E, elle est identiquement nulle. 

15. Ces propositions, jointes aux théorèmes 1, II, III, IV, conduisent à partager les 
systèmes du second ordre en deux catégories. Considérons une équation 

algébrique en y", y', y ,  analytique en x ,  et convenons d'appeler transformée algébrique de 
(B) toute équation du second ordre qui se déduit de (B) en remplaçant y par z = x (y, y', x), 
où x est algébrique en y, y', et analytique en x. Nous dirons que téplation (B) est de 

(1) On peut préciser beaucoup ce théorème et montrer que 3/ ( x )  est complètement indéterminé pour x = a; 
j'entends que (dans le domaine de x =a) y (x) s'approche autant que I'on veut de toute valeur donnée a l'avance. 
Mais j'ai seulement esquisse dans ceslecons la dhonst ra t ion  assez délicatede cette dernikre proposition à laquelle 
nous n'aurons pas recours par la suite. J'ai insisté, d'autre part (pages 4 4 0 - M l ) ,  sur la nécessité de séparer les 
transcendantes uniformes en trois grandes classes T, T', TV: T représentant les transcendantes qui possèdent au 
moins un point essentiel isolé, T' celles qui possèdent un ensemble parîait mal enchaîné de points singuliers, T' 
celles qui n'ont d'autres singularités transcendantes que des coupures. Aux transcendantes T s'appliquent les 
deux théorenies de M. Picard. 

1" L'égalité T (x) - A = O a une infinité de racines, sauf au  plus pour deux valeurs de A. 
20 Si deux fonctions T vérifient une relation algébrique, cette relation est de genre zéro ou 1. 
Ces deux théorèmes sont en défaut pour les fonctions T',comme pour les fonctions T", ainsi qu'il résulte des 

travaux de M. Poincaré. Deux fonctions T' (ou deux fonctions Y) peuvent vkrifier une relation algébrique de genre 
quelconque. Il existe des fonctions T' (ou T") qui ne prennent pas q valeurs données à l'avance (si grand que 
soit q ) .  Mais, tandis qu'une transcendante T' s'approche autant qu'on le veut de toute valeur A, le module 
d'une transcendante T" peut, par exemple, rester inférieur a un nombre positif fini N. IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



LA CLASSE SINGULIÈKE, s i  elle satisfait (ainsi que toutes ses transformations algébriques) 
aux  deux conditions suivantes : 

, - -  
1" Une branche au moins de la fonction y" ( y ,  y, x )  définie par (B) est telle que 

?/' - reste fini pour y' = oo; 
Y ' ~  

2" La fonction y" (y', y, x )  admet au moins u n  pale y = G ( x )  (d'ordre égal à 1 ou 
plus grand que 1) indépendant de y'. Ce pôle peut être d'ailleurs y = w : j'entends par 

1% que, dans la transformbe de (B) en y = 1, la fonction z" (z', z ,  x )  admet z = O comme z 
p81e (d'ordre au moins égal à 1), quels que soient z' et x .  

4 
Toute équation (B), qui n'est pas de la  classe singulière est dite de la CLASSE G O N I ~ A L E .  

Pour qu'une équation (B) soit de la classe générale, il faut donc et il suffit qu'une de 
ses transformées algébriques échappe à une des deux conditions prkcédentes. 

Cette définition admise, on établit le théorème suivant : 
Soit En une équation (B) quelconque dont l'intégrale générale y (x) n'acquiert 

qu'un nombre n de valeurs autour des points critiques mobiles, S i  E,, est de la 
classe G ~ N É R A L E ,  y (x) est une fonction ALGBBRIQUE des deux constantes y,, y',. 

S i  E,, est de la classe SIKGULIÈRE, QU bien y ( x )  a des singularités ESSENTIELLES 

MOBILES, ou bien y (x) n 'q  d'autres singularités mobiles que des pBles. Dans ce dernier 

cas, y = q (z ,  y,', y,, go) est une fonction TRANSCENDANTE (à u n  nombre fini de branches) 
de ytO, yoi et admet y', = ao conznze point essentiel ainsi yu'une au ~no ins  des valeurs - - 
y, = G (2,) ; en dehors des valezcrs y', = w, y, = G (x,), elle rce présente que des singu- 
larités algébriyues. 

Sous une forme plus brève, on peut dire que l'intégrale d'une équation E,, ren- 
ferme les constantes y,, y', ~021s forme ALGÉBRIQUE ou TRANSCENDANTE, suivant pue E;, 
appartient à la classe GONBRALE OU à la classe SINGULIÈRE. 

Une classification et des théorèmes analogues s'appliquent à un système ( 1 )  
quelconque. 

16. D'après ce qui précède, ce sont les équations E,, de la classe générale don1 
l'étude est évidemment la plus simple. Tout d'abord, je montre que, pour ces équations, 
le cas de n quelconque se ramène au cas de n = 1 ; autrement dit, toute équation dont 
Pintégrale est une fonction algébripzte des deux constantes est réductible algébriquement 
à une équation dont Vintégrale y (x) a ses points critiques jâxes et renferme rationnel- 

- 
lement les constantes y,, y',, y", [liées par la relation F (y",, y',, y,, x,) = O]. Cette propo- 
sition comporte les mêmes remarques que la  proposition analogue relative au premier 
ordre (fi 8). 

Tout revient donc à étudier les équations dont l'intégrale dépend rûtionncllement 
de y,, y',, y",. C'est M. Picard, dans ses belles et profondes recherches sur les fonctions 
algébriques de deuxvariables, qui a considéré, le premier, cette catégorie d'équations, et 
les résultats auxquels il est parvenu conslituent une des plus importantes applications 
de ses théorèmes bien connus sur les transformations birationnelles des surfaces algé- 
briques. Ces résultats,. et ceux que j'ai obtenus en prenant comme point dc départ les 
recherches de M. Picard, permettent d'élucider la nature de l'intégrale dans tous les cas 
où elle depend algébriqzrenzent des constantes. On trouve,que toute équation En de la 
classe générale ou bien équivaut à une combinaison de deux épa t ions  du  premier 
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ordre à points critiques fixes, ou bien se ramène algébripuement soit à une équation 
linéazre, soit ct 21n système hype~elliptique (5)  : 

dz  
( 5 )  

d y  +-- h (4 d x ,  
zdz Ai--- .m dm- 4~ ( Y )  m - k (2) d x ,  

R = a, + a,y + a,ye t a$+ aa,y4 + a5y8. 

Pour établir ces résultats, j'ai dQ faire une longue digression sur les iransfor- 
mations des surfaces algébriques. Les leçons 15 et 16 renferment une théorie corn- 
plètenzent achevée des surfaces qui admettent un groupe continu fini de transformations 
birationnelles. Cette théorie comporte beaucoup d'autres applications : elle permet, par 
exemple, de former explicitement tous les groupes continus finis à deux variables qua' 
sont algébriques. 

J'ai eu besoin aussi de m'appuyer sur le célebre théorème qu'a énoncé (sans en 
indiquer de démonstration) M.Weierstrass sur les fonctions de  plusieurs variables qui 
possèdent u n  théorème d'addition. La I6"eçon contient une démonstration rigou- 
reuse de cc théorème, demonstration qui présente de très profondes difficultés. 

J'ajoute que les méthodes et les resultats indiqués dans ce paragraphe s'étendent 
sans modification à un système diflé'î.enti~1 quelconque dont Pintégrale ne  dépend pue 
d 'un  n,onzbre FINI de constantes qui y bgzcrent ALGÉBRIQUEMENT. 

17. Les propositions précédentes montrent que les transcendantes à n branches 
définies par une équation E,, de la classe générale ne se distinguent pas de celles 
qu'introduisent les Bquations linéaires at les quadratures. La même conclusion 
s'applique-t-elle aux équations En de la classe singulière ? 

L'intégrale y (x) d'une telle équation est nécessairement une fonction transcendante 
de y,, y',. Mais deux cas sont à distinguer, suivant qu'il est ou non possible de choisir 
les constantes d'intégration de façon que y (z) soit une fonction algébrique d'une des 
constantes. Je conviens de dire que l'intégrale est, dans le premier cas, une fonction 
semi-transcendante, dans le second cas une fonction transcendante des deux constantes. 

Dans le premier cas, j'ai réussi à élucider la nature de l'intégrale, et j'ai montré 
que l'équa-lion E,, Bquivaut à une combinaison de deux équations du premier ordre 
à points critiques fixes. Les seules équations En de la classe singulière qui ne soient 
pas nécessairement réductibles aux équations du premier ordre, sont donc celles dont 
l'intégrale renferme les deux constantes sous forme transcendante de quelque façon 
qu'on les choisisse. 

J'ai dîi préciser,% ce sujet, le sens qu'il convient d'attacher ici au mot irréductibilité. 
Dans la plupart des travaux qui traitent de la réduction des équations différentielles, 
les variables qui figurent dans les équations jouent un rôle symétrique; on regarde, par 
exemple, 1'6quation 

d~ = d x  
d(1 - y2) ( 1  - k2y2)  

comme définissant une relation entre x et y (relation qui dépend d'une constante). Au 
contraire, dans les problèmes qui font l'objet principal de ces leçons, la variable indé- 
pendante est donnée; on se propose d'étudier les transcendantes y (x) engendrées par 
176quation : 

y'" (1 - y') ( 1  - LayP), 
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ou les transcendantes y (x) engendrees par l'équation : 

et les deux problèmes sont distincts : le point de vue de Legendre et celui d'Abel et de 
Jacobi, au lieu d'&tre confondus comme tout b l'heure, sont maintenant séparés. 

En assujettissant la variable indépendante à rester la  mlme,  j'ai été conduit à une 
définition précise de l'irréductibilité, définition plus restreinte que celle qu'il faudrait 
adopter dans d'autres recherches, mais qui s'imposait ici:'). Une fois adoptée cette 
definition (qui se trouve développée dans la  2i"eçon), on peut établir ce théo- 
reme : Pour qu'une équation En de la classe singulière (a lgébr ipe  e n  y", y' y,  x) soit 
irréductible, i l  faut et il suf i t  que son intégrale soit une fonction transcendante (et non 
semi-transcendante) des deux constantes. 

18. La question est maintenant de savoir s'il existe de telles équations E,,. La 
réponse est affirmative, ainsi quYon.le montre en formant un type d'équations à points 
critiques fixes dont l'intégrale est une fonction uniforme de y,, y',,, qui reste transcen- 
dante par rapport aux deux constantes quelles que soient les constantes qu'on substi- 
tue à ?/,y',. 

Quant à la formation de toutes les 6quations E ,  irréductibles et de la classe singu- 
liere, c'est là un problème du plus haut intérêt, mais qui exige encore de longues 
recherches. Je me suis borné à donner un aperçu des principaux résultals que  ai 
obtenus jusqu'ici, tels que la détermination de toutes les équations à poznts critiqzres 
fixes de la forme : 

Y" = R (Y', Y), 

od R est rationnel en y', y et indépendant de x; la ddtermination ( en  syposan t  le 
genre p de la surface F (y", y', y, 2) = O supérieur à l'unité) de toutes les équa- 
tions F (y", y', y, x )  = O, dont tintégrale générale y ( x )  n'a comhze singularités 
mobiles que des pdles, etc. Dans ce dernier problème, la théorie des transformations 
biuniformes des surfaces alghbriques joue un r6le essentiel. Ces résultàts et d'autres, 
encore incomplets, seront exposés en détail dans des mémoires ultérieurs. 

19. J'observe, enfin, qu'à un système de la forme (1) il est loisible de substituer 
un systéme différentiel quelconque (S) portant sur m fonctions y,, ..., y,,, de q variables 
x,, ..., xq, algébrique par rapport aux y et à leurs dériv6es: et dont l'intégrale générak 
ne dépend que d'un nombre fini de constantes. Tdutes les propositions énoncées plus 
haut pour ùn système (1) s'étendent à un tel système (S). 

Appliquées, en particulier, aux systémes (S) de la forme : 

où les premiers membres sont des différentielles totales exactes, ces généralités per- 

(1) C'est ainsi que l'kquation algébrique F(y"', y', y', y) = O  qui engendre la fonction modulaire y = p (x ) ,  est 
irréductible au sens que nous adoptons, bien que cette équation se raméne par des quadratures à une équation 
de Riccati, quand on y regarde x comme une fonction de y. 
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mettent d'édifier toute une théorie des fonctions méromorphes 2tn fois périodiques de 
m variables, sans rien emprunter à la doctrine des courbes algbbriques. Elles per- 
mettent encore de déterminer toutes les fonctions zutiformes x (u, v), y (u, v)  définies 
par l'inversion de deux différentielles totbles algébriques 

ces couples x (u, v), y (u, v) renferment notamment un type quadruplement périodique 
et non méromorphe. Mais le développement de ces indications m'eût cntrainC trop 
loin. 

20. C'est au point de vue de la théorie des fonctions analytiques que je me suis 
place jusqu'ici. Mais il est clair que les methodes précédentes s'appliquent aussi bien, 
et même se simplifient, quand, au lieu d'embrasser le domaine complexe de la variable, 
on se restreint aux valeurs réelles. Dans une dernihre leçon, j'ai exposb quelques-unes 
des principales conséquences qu'entraînent ces méthodes pour les systemes différentiels 
od la variable et les fonctions sont réelles, et notamment pour les équations de la 
Dynamique. 

Soit S un systkme matériel à n degres de libert6, dont les liaisons sont indépen- 
dantes du temps, et qui est soumis à des forces fonctions seulement de la position de S. 
Le probleme général de la Dynamique consiste à calculer la position de S à un instant t 
quelconque, connaissant ses conditions initiales pour t = o. Théoriquement la chose 
est-elle toujours possible? C'est la premiere question qui se pose. Quand S passe par 
certaines positions singulières, on sait que les équations de la mécanique ne suffisent 
plus nécessairement à déterminer le mouvement ultérieur du système. Mais une 
singularité beaucoup plus inattendue peut arreter l'étude du mouvement: il arrive 
(ainsi qu'on le voit sur des exemples extrêmement simples) que S ne tende vers aucune 
position limite ni vers l'infini quand t tend vers un certain instant t,. 

On serait, il est vrai, porté à croire que de telles singularités ne se présentent 
jamais dans les problèmes naturels, puisqu'un système matériel occupe toujours à un 
instant donné une position d6terminée. L'argument ne serait fondé que si les formules 
de la Dynamique correspondaient rigoureus~ment à la réalit6. A ce compte, deux points 
niatériels s'attirant suivant les lois de Newton ne devraient jamais se rencontrer, 
parce que la vitesse d'un é16ment de matière ne saurait devenir infinie. Dans ce dernier 
cas, le paradoxe se lève aussitôt quand on observe que les deux éléments matériels, 
ayant toujours des dimensions finies, se choqueront avant que leurs vitesses soient 
iafinies ; mais leurs vitesses, au moment du choc, seront d'autant plus grandes que leurs 
dimensions seront plus petites. C'ed une explication du même genre qui rend compte 
de la singularité que je signale : si, pour t = t,, les fonctions xi ( t )  qui dbfinissent la 
position de S deviennent indéterminées, c'esl que S, avant l'instant t , ,  passe par un 
état où les hypothèses et lois de forces, qui ont permis de mettre le probkme en 
équations, cessent d'être suffisamment exactes; mais S n'atteint cet état qu'après une 
periode d'afolement d'autant plus accentuée que ces hypotheses et lois sont plus 
voisines de la réalité. 

Il y a donc le plus grand intérêt à savoir sur un système d'équations de 
Lagrange donné, si les singularités de cette nature existent ou non. Quand on montre 
qu'elles existent, on met en évidence la particularité la plus remarquable du mouvement; 
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quand on montre qu'elles n'existent pas, on est certain de pouvoir suivre indéfiniment 
le mouvement de S, au moins tant que S ne passera pas par une position singulière. 

L'application au domaine réel des thQoremes Qnoncés plus haut sur les singularités 
essentielles mobiles conduit à d'importantes propositions, parmi lesquelles je cite la 
suivante : 

(( Théorème. - Admettons qu'il n'existe pas de positions singulieres de S à distance 
finie et que les forces dérivent d'un potentiel U (xi, .. . , x,) qui soit, ainsi que les coef- 

(( ficients de la force vive 2T, une fonction de xi, . . . , x,, à un nombre fini de branches. 
(( Admettons de plus que, K désignant le moment d'inertie de S relativement à 

U 
(( l'origine, - reste moindre qu'une quantité finie A pour toute position de S. Quand K3 
(( t tend vers ti (quels que soient t, et les conditions initiales), les xi, xfi tendent vers des 
(( valeurs finies déterminées (') ; les xi (t) se laissent développer en séries de polynômes : 

x; (t) = 2 PT (i) (t) 

(( convergentes pour t quelconque, séries dont les coefficients successifs se calculent en 
« fonctions des conditions initiales pa r  de simples diférentiations, comme ceux d'une 
(c s k i e  de Taylor, et qui jouissent, par rapport à la convergence, la différentiation, etc., 
(( des principales propriétés d'une série de Taylor. N 

On peut dire que les séries (7) intègrent les Qquations du mouvement, au sens mo- 
derne de ce mot. C'est dans le type que je viens de définir que rentrent les problkmes 
intéressant le corps solide Fxé pa r  zrn de ses points. 

Le problème des n corps ne rentre pas dans la catégorie en question ; mais à ce pro- 
bkme s'applique la proposition suivante : 

Si, t tendant vers t,, certains des n corps ne tendent vers aucune position limite à 
distance finie, il existe au moins quatre CO-s Mi, ..., M, (y A 4), qui ne tendent vers 
az~cune position limite, et tels que le minimum p (t) des distances mzctzrelles r, de ces 
points M,, ..., M, tende vers zéro avec t - t,, sans qztazrczrne des quantités rij tende cons- 
tamment vers zdro . 

La singularité en question ne saurait donc se produire que par suite de croise- 
ments de v astres entre eux (v & 4), croisements de plus en plus fréquents quand t 
tend vers t, et de plus en plus semblables à des chocs. Cespsezrdo-chocs ont déjà été 
signalés par M. Poincaré comme pouvant donher naissance (pour n > 3) à des solutions 
périodiques d'une nature particulière. 

Pour n = 3, la proposition Bnoncée montre que les trois corps tendent nécessaire- 
ment vers des positions limites à distance finie quand t tend vers t,. Il suit de là que, 
dans le cas de trois corps, les coordonndes xi, yi, zi, des trois astres se laissent déve- 
lopper en séries de la forme (7), convergentes quel que soit t ,  exception étant faite pour 
les conditions initiales telles qu'au bout d'un temps fini t, deux des astres se choquent 
en un point déterminé de l'espace. 

Ces considérations suffisent, je crois, à montrer l'intérêt que présente, a21 p i n t  de 
vue du réel, la théorie analytique des équations différentielles. 

(1) On suppose (ce qui est toujours possible) les xi choisis de facon qu'ils restent finis tant que tous les 
points de S sont à distance finie. 
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ERRATA 

Pages 234, ligne 8 (en marge) : au  lieu de (i)', lire (2). 
- 359, les lignes 17 et 18 doivent Qtre ponctuées ainsi : (a ce sont - ou des fonctions hyperelliptiques, 

X ( u , ~ ) ,  Y (u,u) (qui peuvenl être dkgénérées) dans lesquelles on a remplace u par l x  + a, 
v par yx + b,  - ou des fonctions elliptiques de  x ... » 

b 
- 360, ligne 10: au lieu de: « fonctions algébriques de x, ou de eg5, ou de ,$, (x,g2,g,), lire: w fonctions 

algebriques d'une constante b et de u, où u designe soit x + a, soit egx + a, soit 
aJ !x + a,  g2, 93)- ' 

- &il, la dernibre ligne de  la note 2 (au bas de la  page) doit être ponctuée ainsi : « xo fait partie des 
points €' [qui annulent Q' (z', O, x) quel que soit z'], ou des points Ç. » 

- 438, 20 ligne de la note i : au  lieu de : (( enlamons un point XI n, lire : « entourons un point xi. BB ... - 442, 7e ligne à partir du bas : au lieu de: « ne prend que n valeurs m autour... lire: (< ne prend 
que n valeurs autour ... » 

4 4 - 547, 3' ligne à partir du  bas : au lieu de : cc y = za + i x ~ ~ ,  lire : u y = d + e5' B .  
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