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INTRODUCTION. 

Le but que je me suis proposé dans ce travail est de pré

senter un ensemble des recherches les plus importantes sur 

l'intégration des équalions de la Mécanique. Ces travaux qui 

sont dus à Lagrange, Poisson, Hamilton, Jacobi, Donkiu, 

Bertrand, Liouville, etc., sont disséminés dans diverses revues 

périodiques. J'en ai déjà fait connaître quelques-uns dans un 

Mémoire publié en 1871 : j'aurai l'occasion de reproduire ici 

une partie de ce Mémoire en lui donnant plus de développe

ments. 

Aucun ouvrage n'a encore été publié jusqu'ici sur cette 

matière. Cependant ces théories ont pris une telle extension 

qu'il est nécessaire pour ceux qui désirent les étudier et les 

approfondir d'avoir un guide qui les dispense de faire un 

nombre considérable de recherches. Aussi, j'espère que le tra

vail actuel pourra rendre quelques services. 
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INTEGRATION 

DES 

É Q U A T I O N S D E L A M É C A N I Q U E . 

Formules de Lagrange. — Équations canoniques. 

t. On sait qu'en appliquant le théorème de d'Alembert au 
mouvement d'un système matériel, on obtient l'équation : 

fePx dSi cfz- \ 
2 m, ( - ^ 3x( + -± ty, + Jz,] = ^ (XA* + Y.-=y,. + Z,<k,), 

en désignant par ?wi la masse d'un point du système, xit yif z, les 
coordonnées de ce point à la fin du temps t, X,, Y,, Zt les com
posantes de la force P. qui agit sur ce point, âxt, dy„ 3zt les 
projections sur les axes du déplacement virtuel ¿(7,-de ce point. 
Les déplacements 5xit êy„ Szt doivent être compatibles avec les 
liaisons du système à l'instant considéré. 

C'est l'équation générale de la dynamique : on l'appelle 
l'équation de Lagrange. 

9. Dans le cas où il existe une fonction de force U, c'est-à-dire 
une fonction telle que l'on ait : 

su r au ;>U 
X( == — ' \,- = — » Z,- = — » 3X,- ty, iZj 

il vient : 
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( 2 ) 

et l'équation de Lagrange devient alors : 

3. Il est évident que, même dans le cas où il n'y a pas de 
fonction de force, on peut toujours écrire l'équation de Lagrange 
sous la forme symbolique : 

mais il faut bien observer que dans cette équation, U n'a de 
signification que si la fonction de force existe, c'est-à-dire si 

est une différentielle exacte d'une fonction U. Dans le cas 
général où il n'existe pas de fonction de force, <$U sera une 
notation abrégée employée pour représenter l'expression 

en d'autres termes, dans ce cas, U seul ne représentera rien. 

4. L'équation (1) a été obtenue en supposant le système 
rapporté à des coordonnées rectangulaires. Supposons main-
lenant qu'aux coordonnées x„ y,, zt, on substitue d'autres 
variables qu ç 2,... qk, lices à a";, yn z; d'une manière quelconque, 
mais de telle sorte cependant que l'on puisse toujours exprimer 
3"m 3/.-1 z.- e n fonction de qu q2, ... ç, : les variables qu q%,... qk, 
ne sont pas nécessairement au nombre de Zn, comme les coor
données y,, z f. Il est même préférable, dans la plupart des 
cas, de prendre le nombre &<3n, de telle manière que, par 
le choix même de ces variables nouvelles, les équations de 
condition soient satisfaites d'elles-mêmes. 

Ainsi, par exemple, supposons un point assujetti à demeurer 
sur une sphère : 

(1) 

2 (XtdXi -4- Y.ctyj -+- ZtdZi) 

x s + y 2 •+-
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( 3 ) 

ON POURRA CHOISIR DEUX VARIABLES NOUVELLES <?II DÉFINIES PAR 
LES ÉQUATIONS 

x = r SIN qi COS qt, 
y = R SIN qt COS qlt 

z=r SIN qt, 
ET IL EST ÉVIDENT QUE, PAR CE CHOIX DE DEUX NOUVELLES VARIABLES, 
LA LIAISON SERA SATISFAITE D'ELLE-MÊME. 

AINSI ENCORE, DANS LE CAS D'UN POINT ASSUJETTI À DEMEURER SUR 
L'ELLIPSOÏDE : 

x" y* Z' 
SI L'ON POSE : 

x = a SIN qt COS ç s , 

Y = 6 SIN qi COS G8, 
Z = C SIN ÇÎ, 

LA LIAISON SERA SATISFAITE D'ELLE-MÊME. 
EN GÉNÉRAL, SI L'ON A M ÉQUATIONS DE LIAISONS, LES 3W COOR

DONNÉES PEUVENT ÊTRE EXPRIMÉES AU MOYEN DE 3N — m D'ENTRE 
ELLES, OU AU MOYEN DE 3N — M VARIABLES NOUVELLES. 

SI NOUS DÉSIGNONS PAR q., qa,...qt, CES Zn — m = k NOUVELLES 
QUANTITÉS, ELLES DOIVENT ÊTRE TELLES QUE SI L'ON EXPRIME A:,., yt, z, 
AU MOYEN DE CES QUANTITÉS, ET SI L'ON SUBSTITUE LES VALEURS 
DES x„ y„ Z, AINSI OBTENUES DANS LES ÉQUATIONS DE CONDITION : 

L, = 0 , L, = 0, ... LM = 0, 

LES PREMIERS MEMBRES DE CES ÉQUATIONS S'ANNULENT IDENTIQUEMENT, 
C'EST-À-DIRE QUE L'ON AURA IDENTIQUEMENT : 

U{qi,qu-qt) = o, ... MÎN lu - ?*) = °> 
SANS QU'IL EXISTE AUCUNE RELATION ENTRE LES VARIABLES q. 

i. CELA POSÉ, SUBSTITUONS AUX VARIABLES Y,, Z, LES k VARIABLES 
NOUVELLES q{, q2, ...Ç* (LE NOMBRE k ÉTANT POUR LE MOMENT 
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( * ) 

TOUT À FAIT QUELCONQUE), LIÉES AUX PREMIÈRES PAR DES ÉQUATIONS 
TELLES QUE 

*•, = ?('. qt,qi, -qt); 

NOUS AURONS, EN DÉSIGNANT PAR x\, q[, q's, ...q[, LES DÉRIVÉES 
DE xt, q{, q2,... qt PAR RAPPORT À t : 

x'i = t{t, q„ q*,... qt, q\,q\, ... q'„). 

E. AVANT DE FAIRE LA SUBSTITUTION, NOUS ALLONS D'ABORD TRANS
FORMER L'ÉQUATION (1). 

A CET EFFET, POSONS : 

D'OÙ: 
3T . 3T . 3T 

ET, PAR SUITE, 
3x; 

D'X,- dx\ ix't m, • = M, — =• —;— , ETC. 
dt1 dt dt 

L'ÉQUATION (\) DEVIENT ALORS : 

', IT , JT 
a . — il. —-

Sx, H r̂ 1 fy,-

3T 
• t e , = D'IL. (2) 

ON PEUT METTRE LE PREMIER MEMBRE DE CELLE ÉQUATION SOUS 
LA FORME SUIVANTE : 

d „ /3T 3T 3T 
dt A W; ly\ J iz[ 

„ /3T d. Sxt 3T d . Sy{ 3T d . Szt 

D „ hT 3T B 3T , 
= - > — Sx,-t 8vi -+- —• Sz, 

2 /3T . 3T , 3T , 
VAX 3Î/ J 3̂  
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( s.) 
Or, de la formule 

il résulte que T est une fonction des x', y[, z\ \ on a donc ; 
3T 

et, par suite, l'équation (2) devient : 
d „ /3T 3T 3T , 
- ^ —- Sx, H Sy, H tfz, — <ÎT = oU. (3) 

î. Cette équation (3) n'est qu'une transformée de l'équa
tion (1) toujours en coordonnées rectangulaires. Nous allons 
maintenant introduire les variables q, et chercher séparément 
ce que deviennent les trois termes de l'équation (3) lorsque l'on 
remplace les or,, y,, z, par les q. 

Or, T est une fonction de x'i3 y\, z\\ mais, x,, yit z, étant des 
fonctions de t, qu...qt, il en résulte que x\, y'{, z\ sont des 
fonctions de t, qlt ... qk, q\, ... q'k, données par les formules 

x, = 3x< 

y 
3?. 

3z, „3z, 
31 3q, 

par conséquent, T sera une fonction de q',,. 
nous aurons : 

„ 3T „ 3T , 
D'autre part, on a : 

q'k, ?i. ••• ?*, et 

„ 3x, or/, or/. 3z, 

(*) O n ne doit pas , dans ces formules, tenir compte du tenue en St. 
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( 6 ) 

„ /3T 3T 5T \ 

D'ailleurs, des équations (4) on tire: 

d'où : 

Si'- ix{ iy't àlji iz't 3Zi _ 
_ ty, ' 3ç/ 3q',~~ iq,' 
^ /aT 3T 3T \ 

\ 3 x ; 3 ] / v az,- / 
v v /yr sx; st a?/; 3T 3Z; \ v 

= 2 2 fe^ - 5£ S£ + *?* 2. 
Mais on a aussi, en général, en remplaçant as,-, y,, z, par leurs 

valeurs en fonction de qu...qt, et les Sxi} dyit dzt par les 
valeurs (5) : 

№ = 2 + Yfa -t- Z,**) 

, \ iq. iq, iq, I 

en posant : 
•* tq. ty, 37,. 

L'équation (3) devient alors : 

Mais, on a : 

d „ sT ^ d /aT \ ' 3//', aT , 
¿ ¿ 2 ^ = 2 ^ = 2 - 2 ^ ^ 

puisque < doit rester constant dans les differentiations relatives à ta carac

téristique 9, les déplacements étant compatibles avec les l iaisons. 

et, par suite, 
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( 7 ) 

2 -%-*i.-?èl.-ÏQ*i.> 
ou bien 

1 0) 

8. Jusqu'ici nous n'avons fait aucune hypothèse sur les 

variables q, que nous avons supposées en nombre quelconque. 

Supposons maintenant que les variations dq soient arbitraires, 

ce qui arrivera lorsqu'il n'existe pas de relations entre les 

variables q, c'est-à-dire lorsque le nombre k sera le plus 

petit possible (k=Zn— m ) ; les coefficients de ces variations 

seront nuls séparément, et l'équation (7) se décomposera en 

k équations de la forme 

dT d. — 
D O ; n 

s pouvant avoir les valeurs 1, 2, . . . k. 

Si, au contraire, il existe des relations entre les variables q, 
c'est-à-dire si k > 5n — m, ces liaisons seront exprimées par des 

équations de condition. On fera alors usage de l'équation (7), 

et l'on traitera la question de la même manière que dans le cas 

des variables xit y„ z f ; par exemple, on emploiera la méthode 
des multiplicateurs. 

Les formules (7) et (8) sont dues à Lagrange. 

(*) M . Ber t rand a donne une autre démonstration de ces formules (Méca
nique analytique de Lagrange, t. I, p. 4-09). Vo i r aussi la démonstration 

de Jacob i , Vorhsumjen über Dynamik, pp. 64 et 65 . 

el l'équation (6) peut être mise sous la forme suivante : 
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( 8 ) 

U. 3T 

et les équations (8) nous donnent : 

3T 
C 'ïq', 3T 3U _ 

(9) 

1 0 . Les équations .(9) qui ont lieu seulement dans le cas où 

il existe une fonction de force, sont du second ordre. Elles ne 

sont pas faciles à intégrer dans la plupart des cas; mais on peut 

les simplifier, en introduisant de nouvelles variables. A cet effet, 

on fait usage d'une transformation imaginée par Poisson et par 

Hamilton, ce qui réduira les équations à d'autres ne contenant 

que des dérivées du premier ordre, mais dont le nombre sera 

double. 

Pour effectuer la transformation, nous supposerons que les 
liaisons sont indépendantes du temps, de sorte que les variables 

^i, y„ z, s'expriment en fonction des q, au moyen d'équations 

ne renfermant pas explicitement le temps t. 

Nous aurons ainsi : 

par conséquent, x[, y'it z\ sont des fonctions homogènes et du 

premier degré de q\, q\,... q\. Mais alors il est évident que 

la fonction 
1 

» . Lorsqu'il existe une fonction de force U, en y introduisant 

les variables qt, • . . qt, on a : 

l'équation (7) devient alors : 
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(9) 

3T (10) 

et nous aurons, au lieu de l'équation (9), les deux équations 

suivantes : 

RFP,___A(T + U) 
D T \ (11) 

Mais ce n'est pas la forme définitive des équations du mou

vement : les équations (\l) subiront encore une autre transfor

mation que nous ferons connaître plus loin. 

11. Remarque. — Nous pouvons cependant déjà déduire des 

équations (H) un résultat remarquable (*) : 

PROPRIÉTÉ. — Si l'on peut choisir les variables q de telle 

manière que l'une des variables q, n'entre pas dans la fonction 

de force U, et si, en outre, la fonction T ne renferme pas la 

variable q, elle-même, mais sa dérivée c\'„ il en résultera une 

intégrale du système d'équations différentielles [i i ). 

Cette intégrale sera : 
il 

p, = const., ou : — = const. 

En effet, puisque, par hypothèse, T et U ne renferment pas 

la variable q„ on a : AIT -4- U) 
- L - -' = 0; 

par suite, 
dp, . 
— = 0, ou bien : p, = const. 
dt 

(') JACOBI, Vorlesungen ùbcr Dynamik, p. 66. 

sera une fonction homogène et du second degré de q[, <l\> ••• ?*> 

dont les coefficients seront des fonctions connues de q\, Ï2> ••• 1*-

Cela établi, posons avec Poisson : 

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



( io ) 
_ 19. Ce cas se présente dans le problème du mouvement d'un 

point matériel attiré vers un centre fixe. 
En effet, si le centre est pris pour origine, on a les formules 

x = r cos f sin 6, 
y = r sin j> sin S, 

Z-=r COS 8, 
en désignant par r le rayon vecteur, G l'angle qu'il fait avec 

l'axe des z, et <p l'angle que sa projection sur le plan des xy fait 

avec l'axe des x. 
Si l'on pose, pour abréger : 

dr f dO df 
dt ' ~~ dl' 7 dt ' 

on aura, puisqu'il ne s'agit que d'un seul point matériel : 

T = - jm(x" -+- y'1 -*- z'1) = - m(r" rV 8 - t - r ' sin5
 è. ?"). 

Comme on le voit, la fonction T ne renferme pas la variable cp, 

mais elle renferme sa dérivée 

D'autre part, la fonction de force étant : 

U = - . r 
elle ne renferme pas la variable <p. 

On a donc : 

— - = »nr* Sin* 6 . J>' = C07ÎSt., 

ou bien, en faisait entrer le facteur m dans la constante, 

l'équation 

r1
 s i n ' o . / = const., 

sera une intégrale du problème. 

Or, il est facile de s'assurer que cette équation n'est autre que 
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l'intégrale des aires dans le plan des xy. En effet, des formules : 

on tire : 

d'où : 

ou bien 

x = R C O S f S I N S, 

y = R S I N f S I N 6 , 

y 

tg f = -
X 

x u ~ y x xy —y* 

C O S ' Y X * R* S I N ' Â C O S ' P 

R S I N ' E 

par conséquent, l'équation 

r'sin'fl.y' = const., 

est équivalente à l'équation 

xy' — yx'= const., 

ce qui est l'intégrale des aires dans le plan des xy. 

1 8 . Reprenons maintenant les équations (11) : 

dp, _ DT A U \ 

Dans la première de ces équations les variables indépendantes 

sont les q et les q'; proposons-nous de la transformer en prenant 

pour variables nouvelles les q et les p. 

La fonction T étant une fonction homogène du second degré 

des q', dont les coefficients dépendent des q, il résulte de la 

seconde des équations (11) que les p sont des fonctions homo

gènes et linéaires des q'. 

En vertu de la définition d e s p , on aura donc k équations de 

la forme 

m, étant une fonction linéaire de q'„ ... q\. 
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( 12 ) 
Si l'on résout ces équations par rapport à q\, q'i,---q'k, on 

obtient k équations de Ja forme 

q\ = Kj, 
K, étant une fonction linéaire de p{, p2,... pk, dont les coefficients 

dépendent des q. 

Observons que, par le changement de variables, ^ ne change 

pas, puisque U, qui renferme seulement qu q2, ••• qk, est indé

pendant de q[, q'<t,... q'k, et, par suite de p\, p 2 , . . . pk- Au con

traire | ï changera. En effet, T est une fonction de qx, ... qt, 

g[> 9i,•••?*< e t P a r rapport à ces dernières, T est homogène 

et du second degré; si, au lieu des q', nous introduisons les p, 

au moyen des équations linéaires = K,, T deviendra une 

fonction de qu ... qt, p.,... pk; elle sera homogène et du second 

degré par rapport aux p, et elle aura changé relativement aux 7, 

puisque les coefficients des K,, que nous introduisons à la place 

des q', renferment des q. 

Par conséquent, si l'on prend la dérivée partielle de T par 

rapport à q, dans la nouvelle hypothèse, cette dérivée ne sera 

pas la même que dans la première hypothèse. 

Pour distinguer, nous désignerons par (^JT_) lesquotients 

différentiels de T, considérée comme fonction de qu...qt,pu...pt, 

et par J^-, comme ci-dessus, les quotients différentiels de T, 

considérée comme fonction de q{, 7=,, ••• 9*i q't> q'i, ••• q\\ il résulte 

de ce que nous venons de dire que | ^ et [^-^ auront des 

valeurs différentes. 

Proposons-nous maintenant de trouver par quoi l'on doit 

remplacer ~q- dans les formules ( H ) , lorsque T deviendra fonc

tion de p^ ...pk, qu ... q„. 

Nous avons, en vertu du théorème des fonctions homogènes : 

sT , 3T 3T . «T =— q\ + — q', -H - + — q\ {'), 37, 37, iqk 

(') Dans cette formule et dans les suivantes, T est considéré comme 
fonction des 5 et des q'. 
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( 13 ) 

ou bien : 

2T = pKq\ -4- ptq't + ptq¡, 

formule que l'on peut écrire sous la forme suivante : 

T =p(<?i •+• Viq\ -+- ••• •+• P i î i - T . 

Prenant la différentielle totale des deux membres, on a : 

(il = p,tlq[ + pîdq'ï •+- ••• -+- Pkdq't 

-f- q'tdp¡ -i- q'tdPi + q'kdqt 

!T , 3T , ! I , 
rfr/, aqt — • • dqk 

iq, iqt 3gt 

3T , 3T 3T 
— — . « 7 i — — , " — , » 

3(/i 3f/, 3g t 

ou bien, en réduisant en vertu de la deuxième équation (11) : 

dT = q\dpi -t- q',dpt + ... -t- gr¡¿pA 

3T 3T 3T 
— — rfq1! a ( / ï • dqk 

iq, iq3 ïqk 

= 2 f-dP- — 2 Ï 
T étant toujours considéré comme une fonction des q et des g'. 

Mais, si nous introduisons dans T, au lieu des q', les quan

tités 'p, au moyen des équations 

q'i = K,, 

T devient une fonction des p et des g, et l'on a : 

par conséquent, 

2 (£) «fc - 2 (£J ̂ -=2 ̂  - 2 ̂  
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Cette équation devant être identique, on a : 

Si, maintenant, nous remplaçons ^ - dans la première des 

équations (11), il vient : 

et alors les équations (11) peuvent être remplacées par les 

suivantes : 

14. Si l'on compare la seconde de ces équations (12) avec 

la seconde des équations (11) 

on en conclut qu'il existe entre les quantités q' et p une sorte 

de réciprocité. 

15. Afin de donner aux équations (12) une forme plus simple, 

posons : 
H = T — 

nous aurons : 
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d'autre part, 

\*q.l *q. ' 
puisque U ne renferme que les q, et par suite, ne change pas 

quand on remplace les q' en fonction des p. 
On a donc : 

3H\ /DT \ su 
iqj \iqj 37, ' 

et les équations (12) deviennent : 

dt \dq,l ' 

dt "™ \ip.l 

Comme, dans ces dernières équations, il est évident que p et q 
sont les variables, on peut supprimer les parenthèses et écrire 

ces équations sous la forme suivante : 

dp, DH 

dt dqi 
dqt a H 

dt De

dans lesquelles H = T — U. 

On a autant d'équations semblables à celles-ci qu'il y a de 

variables p et q. t 

C'est Hamilton qui a donné la forme (13) aux équations du 

Mais, comme nous l'avons déjà remarqué, U ne renferme 

pas p{, Pi,...pt; par conséquent, 
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( 1 6 ) 

mouvement ("). Elles s'appellent, les équations canoniques du 
mouvement, ou système hamiltonien. 

La fonction H = T — U a reçu de Jacobi le nom de fonction 
caractéristique ("*). 

1 « . Remarque. — Il est facile de retrouver au moyen des 

équations (13) le principe des forces vives. En effet, il résulte 

de ces équations (13) que la fonction H reste constante pendant 
toute la durée du mouvement. 

Pour démontrer cette propriété, il suffit de prouver que l'on a : 

du 
dï-°-

Or, la fonction H étant, par hypothèse, une fonction de 

</D ••• (FRI PII •;• P*> 1IN
 n e renferme pas explicitemetit le temps (""), 

on a : 

dll _^ltlïdqt 111 dp, 
dt ^ \iqt dt ip, dt 

Mais, si l'on multiplie les équations (13) respectivement 

W e l dt • par ~ et ~ , et si l'on retranche, il vient 

OH dpt a H dq; 

— - r + — -T- = °-
ipt at iqt at 

Donc, en faisant la somme pour toutes les valeurs de i 
depuis i = l , jusque i = k, on a : 

et, par suite, 
U t / ; rit + rif / ' 

RFH 
rit 

(*) On o general method in dynamics (PHILOSOPHICAL T R A N S A C T I O N S , 

1834 et 4855) ; JACOBI, Vorlesungen über Dynamik. 
(**) Vorlesungen über Dynamik, p. 70. 
(***) E n effet, la fonction de force U ne renfermant pas, par hypothèse, 

explicitement le temps, i l en est de même de la fonction H = T — U, 
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Par conséquent, on a : 
H = const. 

pendant toute la durée du mouvement. 

D'ailleurs, on a posé : 

H = T — U; 

par conséquent, l'équation H const, nous donne : 

T U T. U, 
ou bien : 

T U —U, 

l'indice 0 indiquant que l'on a fait f = t0 dans T et U. 

Or, T est la demi-somme des forces vives du système, et U 

la fonction de force : il en résulte que la dernière formule n'est 

autre que l'expression du théorème des forces vives. 

17. Remarque. — Puisque l'on a II = const. pendant toute 

la durée du mouvement, on en conclut que l'équation 

est une intégrale des équations canoniques (*) (13). 
18. Dans le cas où il n'y a pas de fonction de force, on doit 

remplacer ~ dans les équations (11) par l'expression 

et alors les équations (13) seront remplacées par les suivantes : 

(') On appelle intégrale des équations canoniques une équation tel le 

que Ç = a , jouissant de cette propriété que l'on a identiquement = 0, 

en vertu des équations canoniques. 

H = const. 

•2 
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i » . Les équations canoniques (13) sont au nombre de 2¿; ce 

sont des équations différentielles ordinaires. La fonction H ne 
renferme pas explicitement le temps. C'est la forme à laquelle 

on peut ramener les équations d'un problème de mécanique 

auquel le principe des forces vives est applicable. En les inté

grant, on obtient 2& intégrales distinctes, contenant 2¿ constantes 

arbitraires. Ces 1k équations serviront à déterminerPn,p2, •••Pk, 
qu ç 2 , . . . qk, en fonction de í et des 2ft constantes arbitraires. 

8 0 . Application. — Proposons-nous d'appliquer les équa

tions (13) au cas où les variables q„ q 2 , ... qt, sont précisément 

les coordonnées x¡, y¡, z¡, ce qui arrivera lorsqu'il n'y aura pas 

d'équations de liaisons. Le système est alors un système de 

n points matériels entièrement libres. 

Dans ce cas, on a : 

On en tire : 

d'autre part, 

sT 

Mi 
3U 

3T 

3pf 

SU 

api 
Par suite, on a : 

i a 

3T 
= —• = m,x, ; 

ix[ 

3T 

= - = 0, 

3a;,-

_ y r _ ' 

= 0. 
3U 

3*. ' 
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et les équations (13) nous donnent : 

( i [ m ; x ; ) SU 

dt 3x; 
r ix , 

ou bien 

dx'i DU 
n i , —• = — i 

dt 3X; 
dx, 
dt 

Or, de ces deux dernières on tire 

J ' x . - 3U 
m , — — — ' dC 3x.-

de même, on a : 

d'v.- SU d\ DU 
« I , — — = > « I ; = • • 

df Dy, dt1
 s*,. 

On retrouve donc ainsi les équations ordinaires du mouvement 

du point m, libre. 

I I . 

Méthode de M. Emile Mathieu. 

81. On peut obtenir les équations d'Hamillon sans faire 

usage des équations de Lagrange. La méthode directe que nous 

allons faire connaître est due à M. Emile Mathieu ("). 

Reprenons l'équation 

„ Id's, r i V d^Zj \ >rT -

(") Journal de Liouville, 2' série, t. X I X . 
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^ '{ dt b dl dt 

En soustrayant ces deux dernières équations, il vient : 

2 1 dx, di/j dz, 

\ dt J dt dt 

/ , dx{ , dy, dz,\ 

^ \ dt J dt dtl 
par suite, on a : 

en supposant qu'il existe une fonction de force U, et soient 

li = 0, rJ8 = 0, Lm = 0, (2) 

les équations qui expriment les liaisons du système. 

Supposons que ces équations, ainsi que la fonction de force U, 

ne renferment pas explicitement le temps t, et posons, comme 

précédemment : 

dx, , dt/i r dz; , 

7 f = T i ' ~d7 = y" d7 = * , J 

nous aurons pour l'expression de la demi-force vive : 

t=^2«I^;,+ s î , + ^ ) ) (5) 

et l'équation (1) devient : 

Or, de l'équation (3) on tire : 

, dx, r dy, r dz,' 

dti 

Cette même équation (3) nous donne aussi : 

d"T — 2 m^x'âx'i •+- y'i<ïy'i -+- z\Sz'i) 
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ou bien, en posant T — U = H, 

„V f dx> .dyi ,dz\ 
* \ dt 3' dt * dt) 

Si maintenant nous représentons les coordonnées xt, y,, z, par 

la lettre Q affectée des indices \, 2, 3, ... 3«, et les quantités 

mp'i, m,y';, m.-zj, correspondantes par la lettre P affectée des 

mêmes indices, la dernière équation devient : 

Or, au moyen des m équations (2), on peut réduire le nombre 

des variables Q à 3n — m; en d'autres termes, on peut expri

mer les 3n variables Q en fonction de 3« — ni nouvelles 

variables, de telle manière que les équations (2) soient identique

ment satisfaites. 

Désignons par q{, qit... qk ces 3w — m—k nouvelles variables, 

et choisissons des variables p,, en même temps que les q„ et 

qui satisfassent à l'équation : 

+ piàq^ •+• ••• pktqk = P,<?Qi -t- P^Qi -4- ••• -t- P 3„JQ 3 n. (5) 

Si l'on prend les variations virtuelles égales à celles que 

subissent effectivement les variables ç, et Q ; pendant le temps dt, 

ce que l'on peut faire, puisque nous avons supposé que les liai

sons et la fonction U ne renferment pas explicitement le temps, 

l'équation (S) nous donne : 

dqi dq* dqk dQt dQ,„ 
ViTt^^Tt+- + v^-^-dt +

 - + p * - s r ( ( , ) 

et l'équation (4) devient : 
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ou bien, en effectuant les opérations indiquées, et supprimant 

les termes qui se détruisent : 

En remplaçant èll par sa valeur, il vient : 

dJhSpi + ...^jpSpt_
dlïSq

 d»i9t 

dt r dt r dt * dt ' 
311 311 3(1 311 = — Sql -+- ••• h Sqt ~\ Spi h - ••• h <?», -

3r/, 3q>, 3/j, 3/?t 

Comme il n'existe aucune équation de condition entre les n o u 

velles variables, nous aurons, en égalant les coefficients des 

mêmes variations dans les deux membres, les équations suivantes 

au nombre de 2k : 

dqt 3H 

dt ~~ 3p, 

dPi_ 3H ' 
dt 3</; 

Ce sont les équations d'Hamilton. 

s a . Passons maintenant à la détermination des variables p. 
Dans l'équation (S) les variations 5q sont indépendantes ; celte 
équation nous donne donc pour la définition de p, la formule 

p . = P<- h P s — + •••-+- P3„——> (9)-
iq, iq, 37, 

pour les valeurs de s égales à 1, % ... k. 

Cette formule (9) nous permet de passer des variables de 

l'équation (4) à celles de l'équation (7) ou des équations (8). 

Mais, si nous avons égard aux significations particulières des P 

et des Q, celte équation (9) nous donne : 
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Or, en désignant par q\, q[,... q't, les dérivées de q\, — qk par 

rapport à t, on a, en observant que les équations de condition 

ne renferment pas explicitement le temps : 

d'où : 

de même, 

tia;, 3x, ix, , ïx, . 
a-j = —— = — Oi h o 2 + ••• h qk; (10) 

dt Zq, iq, D<7, 

3x,' Sa;, 

2<? ; = 39. 

ty< _ ty< ^ . 
sfy; sg, sg; 3g,' 

par conséquent, il vient : 

s q, 
v 1 f ' • " a i 1 • 

P. — 7 »«•• 3",- 1- V, 1- z.- — . (I l ) 

Il résulte de cette dernière formule que l'on aura la quan

tité pt, en exprimant T en fonction des variables q, et de leurs 

dérivées q', et en prenant la dérivée de T par rapport à q\. 

Mais, dans les équations (8), la fonction II = T — U doit 

être exprimée en fonction des variables p„ qt. On doit donc 

exprimer T en fonction de ces mêmes variables. 

Or, la formule ( 1 1 ) nous donne k équations linéaires par 

rapport à q\, q'î,... q't. Si l'on tire de ces équations les valeurs 

de q',,...q'k en fonction des pit g,, et si l'on remplace dans 

l'équation 
2T = p,q\ -»- ptq't -+- — pkq'k, 

qui résulte de l'équation (6), nous aurons T en fonction des 

variables pt, qt, et nous pourrons former les équations (8). 

On voit donc que la formule 

a ï 
P. = —; ' 

s?, 

résulte de la forme particulière des quantités P et Q, puisque 

pour passer de l'équation (9) à l'équation (9'""J, nous avons 

remplacé P et Q, par mx et x. 
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2 3 . Remarque. — La démonstration de M. Emile Mathieu 

est plus simple que la démonstration ordinaire. Elle a aussi 

l'avanlage de remplacer l'équation (1) par l'équation (4) qui est 

beaucoup plus générale. 

* 4 . Nous venons de voir que l'équation : 

3 T 

résulte de la forme particulière des quantités P et Q, puisque, 

pour la démonstration de cette formule, nous avons remplacé Q 

par x, y, z, et P par mx', my', mz'. 

Or, M. Mathieu a démontré que cette formule a lieu toutes 

les fois que la fonction II se compose d'une fonction — U ne 

renfermant que les variables Q, et d'une fonction T homogène 

et du second degré par rapport aux variables P, cette fonction T 

pouvant contenir les variables Q d'une manière quelconque. 

En effet, la fonction T étant homogène et du second degré 

par rapport aux quantités P, on a : 

sT D T aT 
2 T = P, \- Pj h +- P,„ 

Mais l'équation (4) peut être mise sous la forme : 

(/Q, dQ2 </Q3„ 
-ii<yp, - t - _ J P , -+-... + — № , n dt dl dt 

dPt dP, </P5„ 

dt dt dt 
Or, nous supposons qu'il existe des relations entre les 

variables Q; mais il n'en existe pas entre les variables P. Par 
conséquent, les variations <JP sont indépendantes. D'ailleurs, 
T étant une fonction des P,, Q,, et U ne renfermant pas les P,, 
nous aurons, en égalant les coefficients des SPt dans les deux 
membres, les équations : 
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par conséquent, il vient : 

2 T = p,q; + p 3 q; + ... + p 5 ,q;„. 

Mais, en vertu de l'équation (6), qui a lieu dans le cas actuel 
comme précédemment (*), on a : 

PiQ'i + P3Qi -+• ••• -+- P3„QJ,. = ptq[ + p,q', + - + pkq[; 

par conséquent, 

2 T = p,gl -+- pfl't h h ptq'k, 

d'où : 

2<JT = p , ^ ; -*- p^q', -+- - -»- pkSq'k q.Spi + q\Sp^ — + q[Spk. 

D'ailleurs, la première des équations (8) nous donne : 

, _ dH dT _ 

par suite, 
aT DT 

2<5T = pM -+- • • + pkSq\ h Sp, h + — r?p,. 
3pi 3p* 

Or, en supposant T exprimée en fonction des qit pit on a : 

DT / s T \ /aT\ _ 
d'T = — d>, -+- • • h dp, -t- — dY/i -t- — 1^7* ( , 

Dp, Dp* \Dg,/ \3g t.' 

et, en retranchant celte équation de la précédente, il vient : 

Mais, T étant considérée comme une fonction des qit q[, on a : 

dT dT dT dT , 
d"T -—- — <Jg, + — Sqt •+- — Sq\ 4- ••• h ; Sqt\ 

agi ag t Dg, ag t 

(*) Toutes les équations jusque (8) ont l ieu sans qu ' i l soit nécessaire 

de particulariser P et Q. (DT \ . 
—J la dérivée par rapport à qt de la fonction T , 

supposée exprimée en fonction des p,, ç,. 
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en égalant les deux valeurs de <5T, il vient : 

3T 
/>. = —' 

iq, 
et l'on voit que celte équation a lieu indépendamment de la 

forme particulière des Q j ( P,, c'est-à-dire que pour obtenir celle 

équation nous n'avons pas, comme précédemment, remplacé 

les Q, par x„ y,, zt, et les P ( par m.x], my], mtz\. 

2 5 . Remarque I. — L'équalion résultant de l'égalité des 

deux expressions de ST, nous montre que l'on a : 

/ 3 T \ _ JT 

\iqj iqè 

( 5 ^ ) clant la dérivée partielle de T considérée comme fonction 

des Çi, p{, tandis que est la dérivée partielle de T considérée 

comme fonction des qt, q] (n° 13) . 

« 6 . Remarque II. — Nous pouvons encore observer que 

l'équation (7) présente certains avantages sur les équations (8). 

D'abord, l'équation (7) est applicable dans le cas où il n'y a 

pas de fonction de force, tandis que les équations (8) exigent 

l'existence d'une fonction de force. En effet, pour obtenir les 

équations (8), on doit remplacer dans (7) <3H par la valeur 

511 m MI iR 
— <?o, -+-••• h 6qk n Spi-r- ••• h • Spk, 
3<7i ?>qk ty, 

ce qui n'est possible que si l'on a H = T — U, c'est-à-dire s'il 

existe une fonction de force U. 

Lorsqu'il n'existe pas de fonction de force, l'équalion (7) 

subsistera encore, pourvu que l'on convienne que dans cette 

équation on ail : 

Sll=âT - su, 
expression dans laquelle № n'est plus une différentielle exacte 
d'une fonction des x„ yit z{, mais une notation pour représenter 
l'expression (n° a ) 
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X,, Y,, Z; étant les composantes des forces. Mais, dans ce cas, #U 

n'étant plus une différentielle exacte, on ne pourra plus écrire : 

311 3H 311 3H SU = — âq, •*- ••• h Sqt -t tffl, -+-••• h Spk, 3f/i Zqt 3p, 3pt 

et, par conséquent, on ne pourra plus déduire de (7) les équa

tions (8). 

Proposons-nous de trouver par quoi l'on devra, dans le cas 

actuel, remplacer les équations (8). A cet effet, observous que, 

si l'on remplace les variables Q ( , c'est-à-dire te,, y,, z{ par les 

variables q^ qit ... qk, il vient : 

<?U = GJq, Gs<ty2 -v- — GkSqk, 

et, en substituant dans le second membre de l'équation (7), on a, 

pour ce second membre : 

3T 3T 3T 3T JH = — J~q, + ••• H Sqk h cfn, -+- • •• h Spk 3g, 374 3p, 3fs 

— G,<5ï/, — G2̂ fjr, — ... — GkSqk ; 

l'équation (7) devient alors la suivante : 

dt 1 dt 1 dl ' dl H 

3T 3T 3T 3T ) (12) 
=• — Sq, + ••• H Sqk h < Î P I - + - • • • -t Spkl 3r/, 3f/, 3p, 7,pk \ 

— GtSq, — GJq, Gkiïqk, } 

et, en égalant les coefficients des mêmes variables dans les deux 

membres, on obtient les équations : 

JBl= - , 1 

dt 3pi' | 
« 0 < ( , 5 ) 

— — = 1 - u , . 

dt 3^ 
Ce sont les équations qui remplaceront les équations (5) dans 

le cas où il n'y a pas de fonction de force (n° î s ) . 
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ZI. L'équation (7) présente un autre avantage sur les équa* 

tions (8) : c'est qu'elle a encore lieu, même dans le cas où les 

variables q, satisferaient à des équations de condition. 

En effet, considérons m' des équations (2), m' étant plus petit 

que m, ce nombre m' pouvant être nul. On pourra exprimer les 

variables Q au moyen de on — m' variables que nous dési

gnerons par q{, ç 2 , . . . qt, en posant k = 3n — m', de manière 

que ces expressions des variables Q satisfassent identiquement 

aux m' équations : 

L , = 0 , L Î = 0 , L M , = 0. 

En substituant ces expressions dans les w» — m' équations (2) 

qui n'ont pas été employées, nous aurons m — m' équations 

de condition entre les qt. 

En posant alors : 

p . t y i + Ptftys -+-••• + p t f y t = Pi<5Q, PSJQ3„, ( 1 4 ) 

on parviendra comme précédemment à l'équation : 

dJl ty, + ... + Spk -
d-^Sqi

 dIl iqk = SM; (7) 
at al al al 

mais, cette fois, les variations Sqit dpt ne sont plus indépen

dantes, e t , par conséquent, ou ne pourra plus déduire de celle 

équation (7) les équations (8). 

Les variables p, sont encore déterminées par l'équation : 

P« = ^ ' 

En effet, les variations 3q n'étant plus indépendantes dans 

l'équation (14), on ne pourra pas déduire de celte équation 

la suivante : 

p. = P i — •*• ••• -+- P s. 
*q, tq, 

Cependant, on pourra poser comme définition de p, : 
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En éliminant qu q^.--qk entre ces 3w équations, on obtien

drait un système de m équations équivalent aux m équations 

de liaisons données. 

Or, les variations iîQ de l'équalion (5) s'obtiennent en faisant 

varier qt, qit ... qt, mais t restant constant ("). 

On a donc : 

39,- 3<S,- 39, *Qi = — — tyi + • - + — <fy; s?, 3</s 3?4 

(*) C'est ce qui résulte du pr incipe des vitesses virtuelles. 

On aura ainsi k équations, pour s = l , 2 , . . . k, et ces 

k équations entraîneront comme conséquence l'équation (14). 

D'ailleurs, l'équation (15) nous donnera, comme précédemment, 

3T 

Mais il est bon d'observer que, dans le cas actuel, l'équation (14) 

est la conséquence de l'équation (13), tandis que, dans le cas 

précédent, l'équation (9) était la conséquence de l'équation (o). 

28. Nous avons supposé, dans ce qui précède, que les 

liaisons sont indépendantes du temps, ainsi que la fonction U, 

ce qui nous a permis de remplacer les déplacements virtuels 

par les déplacements effectifs. Lorsque les liaisons renfermeront 

explicitement le temps, celle opération ne sera plus possible, 

et nous ne pourrons plus déduire l'équation (6) de l'équation (5). 

Nous allons voir comment on doit, dans ce cas, modifier 

l'analyse qui précède. 

Observons d'abord que les équations de liaisons équivalent 

aux équations qui expriment les 3» variables Q en fonction 

des 3 r c — m = k variables q, et qui actuellement renferment 

le temps : 

Qt = 8i(«, qt, qt, .... çï), 
Qi = h{i, qi, q*, », qi), 
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mais, d'autre part, si l'on désigne 6| la dérivée partielle de 6, par 

rapport à t, il vient : 

dQ{ , 39, , 36,- , s«, , —— = 6, •+• •— o, H (j, -+- ••• h qk; 
al 3f/, 3g3 3̂4 

mais, les variations Sq étant arbitraires, nous pourrons poser : 

<ty.= q'.dt, 

pour toutes les valeurs de s égales à \, 2 , . . . k. 

Nous aurons alors : 

Par suite, l'équation 

pttqt -+- ••• + fvty = P.ÍQ, + - - t - T ^ J Q , . , (5) 

nous donnera : 

" "¿ + - - Â - P | rfT + - + P f c "À— P , e ' P | A l • 
L'équation (4) devient alors la suivante : 

/ dq, dqk\ d Í p, _ h- ... + pi _ j _ _ (plJf7l + ... + ^ 
I 

= JH — <J(P/, -4- P& -+- ... + P3.9¿,), 
ou bien : 

rftf, du4\ d 

= j ( i f _ VA — p,*î p 3 „ s ; . ) . 

On déduira de là, en effectuant les opérations du premier 

membre, comme nous l'avons fait pour obtenir l'équation (7), 

une équation qui conservera la même forme que (7), pourvu que 

l'on change H en : 

H —P,e¡ — P,«i P*«*. 
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Il en résulte donc que les équations d'Hamilton (8) subsisteront 

dans le cas actuel, pourvu que l'on y fasse le même changement. 

Quant aux variables p, elles seront données par les équations 

JT • 
tq, 

comme précédemment. 

III. 
Principe d'Hamilton. 

* » . Le principe d'Hamilton peut être énoncé de la manière 

suivante (") : 

Soient T la demi-somme des forces vives des différents points 
du système, Si] l'expression du travail virtuel des forces exté
rieures, on aura .-

j (/T + <ru)rf* = 0, (1) 

(t0 et t désignant deux époques données), pour tous les dépla
cements compatibles avec les liaisons du système, pourvu que 
l'on donne les positions initiales et finales du système, ou que 
l'on suppose nuls les déplacements relatifs aux époques t 0 et t. 

On exprime quelquefois ce principe par la formule : 

5 (T -+- V)dt = 0. 

Mais, la première formule est plus générale; car, lorsqu'il 

n'y a pas de fonction de force, U n'a aucun sens. 

Le principe d'Hamilton se dislingue de celui de la moindre 

action, en ce que, dans ce principe, U peut renfermer expli

citement le temps, ce qui n'a pas lieu pour celui de la moindre 

action. En effet, le principe de la moindre action exige que le 

(*) JACUBI, Vorlesungen ùbcr Dynamik, p. 88. 
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théorème des forces vives existe, et ce théorème des forces vives 

permet d'éliminer le temps. Or, le théorème des forces vives n'a 

lieu que si U ne renferme pas explicitement le temps. 

Considérons le premier membre de l'équation (1) : 

I (tfT -t- №)dl. 

Nous aurons : 

= ( 2 m^M + y\Sy\ -+- z\iz\)dt 

/ ' v [ ,dSx< ,dSlJ< , d S z \ u 

— ^ * 2 •+• yifyi z';jz,)dt. 

Intégrons entre les h'miles et t, en observant que les 
positions de tous les points étant données à l'instant initial 
et à l'instant final, Sx,, oy^ Sz, sont nuls aux deux limites; par 
conséquent, le terme en dehors du signe y " est nul aux limites, 
et il vient : 

j + âV)dt = j \ SU — ̂  m.ix-JXi + ylSy, + z>,-) \ dl, 

ou bien, en remplaçant <JU par sa valeur : 

,m ----- 2 + Y (ty,. + z,^,.], 
on a : 

=/ j 2 ( x ' J x ' + • Y ' ^ ' •*-
 z ' f e J — 2 ++•«;'&o J* J (2) 
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Or, si SXf, dyit §zt sont des déplacements compatibles avec les 

liaisons du système, le second membre est nul en vertu des 

équations du mouvement, et l'on a : 

j (<5T -+- SU)dt = 0. (3) 

«0 
30. Remarque I. — Il est facile de déduire de l'équation 

d'Hamilton les équations de Lagrange sous la forme qui nous 

a conduit aux équations canoniques (n° 7). 

En effet, supposons qu'aux coordonnées a^, yt, z i ; on substitue 

d'autres variables g , , q2,...qk, et introduisons ce changement 

de variables dans la formule (3). 

D'abord, T qui était primitivement une fonction des x|, y\, z\ 
deviendra, par la substitution, une fonction des ç, et des q\, 
et nous aurons : 

d'autre part, on a : 

âU = 2 ( X , * r , -+- + Zfa) = 2QJ<li-

Par conséquent, la formule (3) nous donne : 

2 (— Sqt + —, Sq\ + Q.ty] dt = 0. • (4) 

Mais, en intégrant par parties, on a : 

/'IT S 1T d.Sqi , il ! ' ' 3gr| 
/ —Sq\dt= I dt = —, §qt — I - ~ Sq^t; J iq[ J dt iq[ ' 'S dt 

d'où, en intégrant entre les limites t„ et t, et observant que les 

variations Sq, sont toutes nulles aux deux limites : 
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On a donc, en substituant dans l'équation [A) : 

(" d 3T \ 
r' 3 T ' *q\ / 

et, par suite, 

37,' aT 
Q. / 

dt ïqi 1 
= 0 . 

C'est la formule de Lagrange que nous avons trouvée précé

demment (n° 1). 

31. Remarque II. — Le principe d'Hamilton, comme celui 

de la moindre action, ne fournit qu'une propriété du mouve

ment; il ne donne pas d'intégrale du problème. 

3». Remarque III..— Le théorème d'Hamilton est distinct 
de celui de la moindre action. L'intégrale dont la variation est 
nulle, dans ce nouveau principe, diffère seulement, comme nous 
le verrons plus loin, de celle de la moindre action, dans le cas 
où le principe de la moindre action a lieu, par l'addition d'un 
terme proportionnel au temps. Mais, les conditions sous lesquelles 
la variation est nulle sont ici complètement changées, et le 
temps du trajet qui, dans le principe de la moindre action, ne 
jouait aucun rôle, est actuellement une des données de la ques
tion, tandis que la constante des forces vives qui était donnée 
alors, ne l'est plus dans le nouveau principe. 

Si l'on applique, par exemple, les deux théorèmes au mouve
ment elliptique d'une planète, dans le premier (celui de la 
moindre action) le chemin réellement parcouru est comparé à 
tous les chemins possibles, ayant les mêmes extrémités, et pour 
lesquels la vitesse en chaque point est exprimée par l'intégrale 
des forces vives; dans le second, ce chemin est comparé à tous 
les chemins parcourus d'une manière arbitraire sous la seule 
condition que la durée du trajet ait une valeur donnée. 
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IV. 
Équation différentielle partielle d'Hamilton. 

33. Le principe d'Hamilton nous apprend que, s'il existe 

une fonction de forces U, et si l'on donne les valeurs initiales 

et finales des coordonnées^ c'est-à-dire si les positions extrêmes 

du système restent Qxes, la variation de l'intégrale 

/"(T^-V)dt, 

doit s'annuler en vertu des équations du mouvement (n° 89). 

Supposons maintenant que les positions initiales et finales 

ne soient pas fixes (*); alors les variations Sqt ne sont pas nulles 

pour les limites tQ et t. Nous allons voir que si Ton développe 

la variation 

S I (T -+- \))dt, 
•a 

il n'y a que la partie de celte variation, située sous le signe J~qui 
soit nulle, en vertu des équations canoniques. Cette variation 

ne renfermera donc aucun signe J, ou, ce qui est la même 

chose, la variation de T H - U sera une différentielle exacte. 

Nous pourrons même supposer, dans la démonstration, que 

la fonction de force U renferme explicitement le temps. 

Supposons les 3« coordonnées xt, yit z{ exprimées en fonction 

des 3n — m = k variables nouvelles q^, ç 2 , . . . qt, de manière 

que les m équations de liaisons soient identiquement satisfaites. 

Posons : 

T -+- D = y, et V = j tdt; 

(*) JACOBI. Vorlcsunqcn ûbar Dunamik, p. iÂo. 
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si l'on intègre entre les limites t0 et t, et si l'on désigne par un 

indice supérieur O les valeurs correspondant à la limite infé

rieure t0, il vient : 

f ' ~ Sq'.dt = ^ Sqt - Sq° - J iqjt, 
J 3f̂  37, \ï>qj % dt 

par suite, 

J ZW dl 
Sq,dt-

Mais, la fonction U ne renferme pas les q[, puisque l'on a : 

U = lonct. (t, q„ .., qk). 
Par conséquent, 

37, 37! 37; 

3 ? s(T -t- U) 3T 3TJ 

37, 3ç,. 3(jrv 39,.' 

nous aurons, puisque <p est une fonction de q\, q^, ... qk, 

q\, q[, ... q[, en prenant la variation de y, sans faire varier t, 

Par suite, si t est la variable indépendante, 

Or, en intégrant par parties, on a : 

Ci. ^ 

y H\ 1 J ty. rft 37; ' dt " 
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donc, la quantité sous le signe /"se réduit à : 

^ \3<7, 3f/,. dt ) 

Or, en vertu des équations dilï'érentielles du mouvement de 
Lagrange (n° 9), tous les termes de cette somme sont nuls sépa
rément, puisque fc=3n — m : par conséquent, l'intégrale dispa
raît, et il vient : 

'o 
= 5 P.M, - 2 P'M-

34. Dans l'hypothèse précédente (n° »9), on donnait les posi
tions initiales et finales, c'est-à-dire les valeurs initiales et finales 
des q¡, et, par suite, Sq° = 0, §q; = 0, et l'on obtenait : 

¿V = S fdi = O ; 

c'esL le principe d'Hainilton. 

Dans le cas actuel, les positions extrêmes étant arbitraires, 
lés §qt ne sont pas nuls aux limites, et, par suite, on a : 

í V = 2 ^ , - 2 « , (2) 
et le second membre n'est pas nul. 

D'ailleurs, lorsque les positions extrêmes sont données, les 
variations Sq, sont nulles aux limites f0 et /, et les constantes 
arbitraires introduites par l'intégration sont complètement déter
minées par les positions extrêmes des points du système, 
lesquelles sont données. Au contraire, si les positions extrêmes 
sont arbitraires, les </,, q\, et, par suite, les p¡ qui sont liés 
aux q\ par l'équation (1), sont des fonctions de i, et des 2& 
constantes arbitraires. La fonction 
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est donc aussi une fonction de t, et de ces 2ft constantes arbi

traires. 

Les 3q¡ sont uniquement les variations des q¡ provenant des 

variations des 2A constantes arbitraires. 

La formule (2) donne la variation de V, provenant des varia-

lions des constantes arbitraires. 

Cette formule (2) démontre la proposition énoncée plus haut, 

que la variation de T -+- U est une différentielle exacte. Obser

vons que si l'on ne considérait pas ; comme variable indépendante, 

on devrait ajouter au second membre de (2), le terme ^ 3t. 

35. L'expression que nous venons de trouver pour la varia

tion de V, va nous conduire à des résultats importants. En effet, 

les intégrales des équations du mouvement, au nombre de 2fc, 

renferment les 2k quantités q„ p¡, le temps f, et les 2k constantes 

arbitraires. On peut donc exprimer les variables p¡ , au 

nombre de 2k, et, par conséquent, aussi 9 en fonction de t 
et des 2/; constantes d'intégration, e t , par une quadrature, 

on aura V en fonction de t et de ces 2k constantes d'inté

gration. 

Mais, le choix des quantités qui forment les 2k constantes 

est arbitraire. Si l'on prend, par exemple, les 2/: valeurs 

initiales qï, p°, on aura V exprimée en fonction de t, q°„ p°. Mais 

les 2k •+• î variables t, q¡, p¡, et les 2k constantes ç?, p° forment 

un système de M -+- 1 quantités reliées les unes aux autres 

par 2k relations qui sont les équations intégrales. On peut donc, 

au moyen de ces 2k relations, exprimer 2k quantités en fonction 

des 1k -t- 1 autres. Supposons, par exemple, que l'on exprime 

les 2k quantités p¡, p°¡, en fonction des 2k -t- 1 quantités t, qit 7°, 

et substituons les valeurs des p°„ ainsi obtenues, dans la fonc

tion V, qui, d'après ce que nous avons dit plus haut, est déjà 

exprimée en fonction de t, q", p0¡. Nous en déduirons la valeur de 

en fonction de /, q„ q",. 
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Cela posé, si nous prenons la variation de V ainsi exprimée, 

sans faire varier t, il vient : 

9V=y — Sa, + y —- tfg ^ 3f/,- ' ^ 3r/° ' 

En comparant les deux expressions de S\, on obtient les 

équations : 

3V JV 
— = /».-. ,-, = - p î . ( 3) 

pour ¿ = 1 ,2 , . . . / : . 

Ces équations (3) qui donnent p, et pi en fonction de qi7 g?, 
peuvent donc remplacer les 2k équations qui relient les ik -+- \ 
quantités t, q{, g?, p,, p°. Elles sont, par conséquent, équivalentes 

aux 2/c équations intégrales : il sera évidemment facile de les 

former lorsque la fonction V sera connue en fonction de t, 7,, 9°. 

36. Il est facile de s'assurer que la fonction V satisfait à une 

équation différentielle partielle du premier ordre que^nous allons 

obleu ir. 

A cet effet, reprenons la formule : 

vdt, 

qui définit la fonction V. On en tire : 

p t = r f T 

Or, / est contenu dans V d'abord explicitement, et, en outre, 

implicitement, puisque V est fonction de g l 5 g 2, . . . qt, qui sont 

des fonctions de t. On a donc l'équation : 

dV 3V „ 3V dqt 
f ~ ' dt ~ M ïqt dt ' 

à laquelle doit satisfaire identiquement la fonction V. 
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Mais, en vertu de (3), cette équation nous donne : 

3V 

ou bien 3V 
2 prt ' 

n 

Si maintenant l'on pose 

2 m ; —F = 0- (4) 

l'équation (4) devient : 
3V 
— 0. (6) 

Telle est l'équation à laquelle doit satisfaire la fonction V. 

Or, cette équation est une équation aux dérivées partielles du 
premier ordre en V. 

En effet, les quantités q'( et les p, que nous avons introduites 

en posant : 

in

forment deux systèmes de quantités qui peuvent être exprimées 

les unes en fonction des autres, et, en outre, en même temps 

en fonction de t, qf. 

Il résulte de cette liaison entre les q] et les p, qu'une expression 

quelconque donnée des 3k •+• 1 quantités t, qs, q\, p,, peut être 

exprimée, ou bien en fonction des 24 -t- 1 quantités t, qt, çj, ou 

bien en fonction des 2A -+- 1 quantités t, q„ p{. C'est ce qui 

arrivera précisément pour la fonction (p. 

En effet, en vertu de (5), ^ est une fonction des 3/r -+ 1 

quantités t, qt, q\ et p,. Par conséquent, d'après ce que nous 

venons de dire, on pourra exprimer en fonction des quan

tités Z, qt, p, , et, si l'on remplace, en vertu de la première des 

équations (3), les p, par les quotients différentiels partiels ~ , il 

en résultera que g> sera exprimée en fonction de t, q„ ^ . L'équa

tion (6) devient alors : 

3 V I 3 V 3 V 3V\ 
— •*-f[t, q,. qn qk, —. —> ••• — = 0 . (7) 

it \ 3qr, iqt iqj 
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C'est l'équation différentielle partielle d'Hamilton à laquelte 
satisfait la fonction 

considérée comme fonction de i, q„ q°¡. Cette fonction V renferme 

donc k constantes arbitraires; si l'on augmente V d'une nouvelle 

constante additive, elle satisfera encore à l'équation (7), et nous 

aurons ainsi une solution renfermant k -+- 1 constantes arbi

traires, c'est-à-dire une solution complète. 
L'intégration des équations canoniques donne donc une 

solution complète de l'équation aux dérivées partielles du, 

premier ordre (7). 

37. Inversement, si l'on pouvait obtenir cette expression 

de V, on aurait, en vertu des équations canoniques, 

et les secondes de ces équations, au nombre de k, seraient les 

intégrales finies du problème. 

Nous trouvons ainsi une liaison entre les deux problèmes de 

l'intégration des équations de la mécanique, et de l'intégration 

des équations différentielles partielles du pregiier ordre. 

Tout ce que nous venons de dire serait encore vrai, si la 

fonction <p, au lieu d'être égale à T + U, désigne une fonction 

quelconque des quantités t, q¡, q'¿ : c'est ce que nous verrons 

dans le chapitre suivant. 

38. Remarque. — Dans les problèmes de mécanique, la 

fonction \p prend une forme très simple. Pour trouver cette 

forme, reprenons l'équation 

et remplaçons <p par sa valeur T + U, U désignant une fonction 

des g, seulement, ne renfermant pas explicitement le temps, 
et T une fonction homogène et du second degré des o-. 

+ = 2 mî - ? i 
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On a d'ailleurs : 

3 s 3Ï 
P¡ — r~, ~ T - ; ' 3í/¡ 37, 

d'où : 

par suite, 

* = 2T — (T + U) = T — U = H. 

L'équation aux dérivées partielles est alors : 3V 
h H = 0 , 

it 

et l'on a le théorème suivant : 

3». T H É O R È M E . — Soient : 

3T 
H = T-U, et p, = — . 

iq, 
et supposons que H soit exprimée en fonction des p ¿ , q,.; les 
équations différentielles du mouvement sont alors : 

</</,_ 3H 
dt ipi 

dPi _ 3H 
dt 3iy; 

Considérons le mouvement pendant l'intervalle de t 0 à t, et 
introduisons comme constantes arbitraires dans les intégrales 
les valeurs initiales p°, q°. 

1 3 Y t 
Si l'on remplace ensuite dans H les p¿ par en posant : 

3V 
/>.- = — ' 

3?l-
on obtient l'équation différentielle partielle du premier ordre : 3V 1- II = 0 , 3Í 
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dans laquelle <p n'est pas égale à T + U( ' ) . 

On trouve, dans ce cas, pour la variation de l'intégrale : 

(*) JA C O D I , Vorlesunyen iibtr Dynamik, p. 148. 

qui définit la fonction V en fonction des variables t, q,. Formons 

maintenant l'intégrale . 

f (T -t- U)dt, 

dans laquelle T -t- U est, en vertu des intégrales des équations du 

mouvement, une simple fonction de t et des 2k constantes q°, p°, 

et exprimons le résultat de la quadrature en fonction de l, q,- et des 

k constantes arbitraires q°, en remplaçant les p-por leurs valeurs 

tirées des intégrales des équations du mouvement. La valeur ainsi 

obtenue de l'intégrale 

Y =J (T - i - L ' ) t í í , 

'o 

est une solution complète de l'équation différentielle partielle : 

3V 

h H = 0. 

a¡ 

V . 

Généralisation de la théorie précédente. 

4 0 . On peut étendre tous les raisonnements que nous venons 

de faire dans le cas d'un problème de mécanique, au cas où la 

fonction y serait une fonction quelconque de t, q¿, q'¡; en d'autres 

termes, nous allons actuellement considérer l'intégrale 
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Si, dans ce développement de la variation de l 'intégrale, on 

égale à zéro la quantité qui se trouve sous le signe f, les équa

tions que l'on obtiendra sont celles qui, dans l'hypothèse actuelle, 

remplacent les équations du mouvement de Lagrange. 

Ces équations ont pour type : 

ty< = ^? t 

dt 3(7,- ' 
et il vient : 

'o 

Nous nous proposons actuellement, pour rendre l'analogie des 

deux problèmes plus complète, de mettre les équations diffé

rentielles (A) sous la même forme qu'Hamilton a donnée aux 

équations du mouvement, c'est-à-dire la forme canonique. Dans 

ce but, de même que précédemment (n° 13), on a remplacé 

les q\ par les p , , en posant pt nous remplacerons dans le 

cas actuel, les q\ par les piy en posant : 

Pi = —, • 

On a ainsi k équations qui permettent de calculer les q[ en fonc

tion des p{ et des 7,. 

Introduisons maintenant la fonction 

+ = 2 Pil'i — ? • 
et opérons comme ci-dessus. 

Nous aurons pour la variation de : 

<ty = 2 P№ -*~ 2 —d"v ' 
et , en remplaçant âtp par sa valeur, 9 étant considérée comme 
une fonction des qt et des q\ : 
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ce dernier terme devant figurer dans 3<p, lorsqu'on laisse la 
variable indépendante arbitraire, il vient : 

= 2 P№ +
 2 I'<*PI — 2 5 r i i — 2 PM—^ °« 

= 2 ^ - 2 ^ - > 

Or, la fonction a\ par sa délinition, est une fonction des M -+- \ 

quantités t, q[, pit ç,; mais, à cause de la formule 

on peut exprimer les q[ en fonction des />,-, et ^ devient une 

fonction de t, ç,, p ; , et en prenant la variation de û> ainsi expri

mée, on a : 

en renfermant dans ce cas les quotients différentiels entre 

parenthèses pour les distinguer. Nous aurons donc en égalant 

les deux valeurs de ^ : 

= *J-= -(**). (1) 

Or, en égalant à zéro la quantité sous le signe J, nous avons 
obtenu les équations différentielles ayant pour type : 

_ ^ = * ; (A) 
dt MI 

cette équation se transforme en la suivante : 

dpi_ _3?_ 
dt iq, 

et, par suite, en ayant égard à la deuxième équation (1), on a : 

^ = — f— 
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U'autre pari, la première des équations (1) nous donne : 

, Nous aurons donc pour les équations différentielles du pro
blème : 

équations analogues à celles d'Hamilton (n° l a ) . 

Or, l'intégration de ces équations nous fournira, en posant, 

comme précédemment : 

une solution de l'équation différentielle partielle du premier ordre : 

En effet, la variation de l'intégrale V devient, en vertu des 

équations canoniques (A) (*) : 

ce dernier terme devant entrer dans i U , lorsqu'on laisse la 

variable indépendante indéterminée. 

Mais, en vertu des équations différentielles du problème, on 

obtient 2k équations intégrales renfermant t, qit q\ et 2k 
constantes arbitraires; par conséquent, les q¡ et les q',, et, par 

suite, les q¡ et les p, sont des fonctions de t et des 2k constantes. 

(*) E n effet, en vertu des équations canoniques (A), le terme sous le 

signe J dans le second membre de oV est n u l , et, par conséquent, J V se 

réduit à la partie en dehors du signe / . 

•o 

1 - ^ = 0. 
3t 
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'0 
on a : 

dV _ aV „ 3V , 
V _ M" ^ a ç , - 9 " 

puisque V est une fonction de l et des 7; qui sont des fonctions 
de t. 

Par conséquent, la fonction V doit satisfaire identiquement 
à l'équation : 

av 
3f 

ou bien : 
aV 

en posant : 

II en sera donc de même de y, et, par suite, de V qui sera une 

fonction de t et des 2£ constantes. Prenons pour ces 2/c constantes 

les 2A valeurs initiales 7°, p°; alors tp, et par conséquent, V sont 

des fonctions de f et des 1k constantes 7°, p°. Les 1k équations 

intégrales renferment donc les Ak + \ quantités t, g¡, p ( , ç", p"; 

on peut, par conséquent, déterminer les 1k quantités p ¡ , p°, 
en fonction des lk-4-i quantités 7̂  q° et î, et, par suite, V pourra 

être exprimée en fonction de t, qtl 7°, et l'on aura : 

,̂ 3V ^ 3 V „ aV 

En égalant les deux valeurs de tfV, on a les 2A équations : 

3V 

^ = P " k • 

qui sont évidemment équivalentes aux 1k équations intégrales. 

Mais, à cause de : 
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et l'on verra, comme dans le chapitre précédent, que si l'on rem

place dans ù, exprimée en fonction de t, q{, pn les p{ par les 

quotients différentiels partiels ^ , on obtiendra l'équation diffé-3V S?, 
rentielle partielle du premier ordre 

3 V / 3 V 3V\ 

— + *\t, q,, q„ ... qk. - — = 0 

à laquelle satisfait la fonction 

V = Ç ?dt, 

<0 
considérée comme fonction de t, q{, q", et nous aurons le théo

rème suivant qui est dû à Jacobi : 

41. Théorème. — Soit cp une fonction quelconque donnée 
de l , q,, q., et remplaçons les quotients différentiels q[ par les 
nouvelles variables p, , définies par les équations: 

3? 
p . = ; 

posons ensuite : 

et exprimons la fonction é au moyen des variables p,, q; et t. 

Les équations différentielles ordinaires : 

dtp _ 3̂  
dl 3p,- ' 

DLI — _ ^1 3o{ 

rendent nulle la partie de la variation 

» 0 (R) 

prit, 
«y 

située sous le signe J. 
(*) Nous supprimons ic i les crochets qui sont devenus inut i les, puisque 

nous n'avons plus de dist inction à faire. 
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Désignons en outre par pj, qj les valeurs des 2k variables p , , 

q,. pour t = t0, et introduisons ces quantités au lieu des con

stantes arbitraires dans les intégrales du système (B). Posons 

ensuite : 
DV 

Pi = — ' 

et nous aurons l'équation différentielle partielle du premier ordre : 

3V 
— -t- ^ = 0, 

3t 

qui définit Y en fonction de t et des q,.. 

Si maintenant l'on forme l'intégrale : 

V = f fdt = f J2p«^"— * \ d t > 

9 étant, en vertu des intégrales, une fonction de l , et des 2k 

constantes qj, p°, et si l'on exprime le résultat de la quadrature 

en fonction de t , q ( , q°, la valeur ainsi obtenue pour V est une 

solution de l'équation différentielle partielle : 

3V 
h ^ = 0. IL 

4 S . Remarque I. — La formule qui relie les fonctions ç et <p 
établit entre elles une sorte de réciprocité. 

En effet, nous avons posé : 

9 étant une fonction de i , q¡, q',. 

Or, au moyen de la relation : 

p ¡ = — , > 

iq[ 
on peut exprimer les q\ en fonction des p¡, e t , par conséquent, 

obtenir <p en fonction de t, q¡, p¡. 
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Donc, pour une fonction tp de t, 7,, q], on peut obtenir une 

fonction | de t, p,-. 

Mais, on a aussi : 

? = 2 M'< - + = 2 p-^. - + ' 

^ étant une fonction de /, p , , 9,. 

Or, au moyen de la relation : 

on peut exprimer les p< en fonction des 9,', e t , par conséquent, 

obtenir tp eu fonction de £, 7,-, 7!. 
Il résulte de là que l'on peut, en vertu de la formule 

í = 2 v4< — ?> 
* 
pour chaque fonction tp de t, 7,, g|, trouver une fonction ij> de 
' l î i i P i j e t i réciproquement, pour chaque fonction ip de i, 7, ,p,, 
trouver une fonction 9 de / , 7,, q'¡. 

La solution trouvée de l'équation diffé-

aV 
h ^ = 0, 

renferme, comme nous l'avons vu, les k constantes arbitraires 
q°, ql, ... 9". Comme la fonction ne renferme pas la fonction V 
elle-même, on peut ajouter à cette solution une constarne 
additive, et le résultat satisfera encore à l'équation différen
tielle partielle.. Nous aurons ainsi une solution renfermant 
k-hi constantes arbitraires, c'est-à-dire une solution complète 
de l'équation aux dérivées partielles du premier ordre : celle 
solution renfermera autant de constantes arbitraires qu'il y a 
de variables indépendantes dans l'équation différentielle partielle. 

4 4 . Remarque III. — De même que l'intégration des équa
tions canoniques du mouvement, ou des équations différen-

4 3 . Remarque II. — 
rentielle partielle : 
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tielles (B), fournit une solution complète de l'équation différen
tielle partielle : 

aV 

de même, réciproquement, on peut, au moyen de celte solution 

complète supposée connue, former les intégrales des équations 

différentielles (B). 

En effet, ces intégrales sont, comme nous l'avons vu (n° 40), 

équivalentes aux équations : 

DV DV 

et nous avons ainsi les intégrales exprimées par les quotients 
différentiels d'une même fonction V. 

Observons ici que les équations différentielles du problème 

étaient exprimées par les quotients différentiels d'une même 

fonction II, dans le cas de la mécanique (n° 15), ou d'une même 

fonction <¡¿ dans le cas pi ils général (n° 40). 

Cette fonction V a reçu d'Hamilton le nom de fonction prin
cipale. 

La deuxième des équations (2) : 

donne les intégrales finies du problème. 

La première de ces équations (2) : 

aV 
— = P¡. 

donne les quantités p¡ ou q\ en fonction de t, et des 7,, avec 
k constantes arbitraires 7°. C'est le système des intégrales pre
mières. 

45. Nous verrons plus loin qu'il n'est pas absolument néces

saire que les k constantes contenues dans V soient les valeurs 
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initiales q°¡ : mais, si l'on connaît une solution complète V quel

conque de l'équation différentielle partielle : 

aV 
— -+- * = 0, 
ai 

les constantes étant quelconques, les intégrales des équations 

canoniques pourront toujours être exprimées par les quotients 

différentiels partiels de cette fonction V par rapport aux con

stantes qui y sont contenues. C'est le théorème de Jacobi que 

nous verrons dans la suite. 

1 « . Hamilton définissait la fonction V au moyen de deux 

équations différentielles partielles, l'équation : 

et une autre ("). 

Mais, Jacobi a démontré que cette deuxième équation ne sert 

à rien pour la solution, et d'ailleurs elle peut se déduire de la 

première. L'introduction de cette deuxième équation n'apporte

rait aucune simplification à la solution du problème. En effet, 

la fonction V devrait alors satisfaire à deux équations différen

tielles partielles simultanées. Or, le problème de la recherche 

d'une solution commune à deux équations différentielles par

tielles simultanées n'est pas plus simple que celui de la recherche 

d'une solution complète d'une seule équation différentielle par

tielle. 

4 7 . Pour démontrer que la deuxième équation différentielle 

partielle d'Hamilton peut se déduire de la première, Jacobi fait 

usage du théorème suivant : 

T H É O R È M E . •— Soif un système de n équations différentielles 

ordinaires entre les n -+-1 variables t, x M ... x„; soient xî, x!j, ... x« 

les valeurs des variables à l'origine t 0 du temps, et supposons 

{") Philosophicul Transactions, 1854 et 185B. 

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



( 5 5 ) 

a"» = F „ ( ( u , * n «SI - , «„)• 

Le système (A) résulte évidemment de l'élimination destj, « 2 , ...«„, 

entre (C) et (D). Or, ces deux derniers systèmes se transfor

ment l'un dans l 'autre, si l'on change t en / 0 , et en même 

que l'on ait satisfait au système des équations différentielles 

ordinaires proposées par le système d'équations intégrales : 

Xi = fifti 0̂, *̂Ï? •••! X°), 

X<¡ = ft(t, t0, xit XS, X°), 
Xn = /„(FJ 'O> 2,, Ï̂, •••) N̂)-

Si /'on remplace dans ce système les variables t , x t , ... x„, 

par leurs valeurs initiales t 0 , xj, xj, ... x" et réciproquement, 
je dis que l'on obtient un système équivalent d'équations intégrales. 

Ce théorème dispense de faire le travail ennuyeux de l'élimi

nation, et il permet d'exprimer facilement les équations inté

grales résolues par rapport aux constantes arbitraires de la 

manière suivante : 

*Î = AC», Î> *L> *!> -, x»), 
^l— fli^O! t, Xi, X2, XN), 

AC"=/N('O> t, Xi, Xt, X„). 
Démonstration. — Soit le système d'équations intégrales : 

X, = F,(T, A,, AA, ... , «„), XS = FS({, «I, A2, . ., A„), 
ï „ = F „ ( f , an «II •••> <*„)' 

satisfaisant aux équations diiférentielles données; il en résulte 

entre les valeurs initiales le même système d'équations, savoir : 

A = FI('O> *I, A2J <*„)> 
X°i = FJ((„, «I, a2, A„), 
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temps x{ en acî, x% en a j , ... o:„ en ac° ; par conséquent, On doit 

pouvoir faire ce changement dans ( A ) , et l'on obtient alors (B) 

qui est donc équivalent à (A). 

4 8 . Voyons maintenant ce que devient la fonction V, quand 

on change les variables en leurs valeurs initiales. 

Supposons que les équations de la mécanique (n° 15) , ou les 

équations différentielles plus générales (n° 40) , soient intégrées 

par le système : 

g ,i = £i('j a u a i i •••> *tk), Pi = °\{tt «1, «2, « u ) , 

</i = £l(', «I, «2, —j ««). P*. = Vï{t, I |) «J, «2»), 

<7*^?i(«, «j, «m1, J>« = n.[f, a,, «j, .... «2*)-

Si l'on remplace « par sa valeur initiale t0, on a : 

9° = S|('<H »1: "i, •••> "ïi); Pl = =>l(<0) <*li «2, •••> «2*J, 

72 = 5s('oi «IJ «2! •••) p 2 = ^ ( ' o ) «2, •". «Il)] 

f"=5A'o, « 1 ! «2 3 —> ;'" = Ol(fo, ai, « 2 , «5»)-

Cela posé, considérons l'intégrale : 

V = f'fdt, 

cp étant une fonction de l, q{, qz, ... qt, pt, p 2 > — P«i l u i , après 
l'introduction des valeurs de q{, ç 2 , ... qt, PI,PÎ,.déduites 
des équations intégrales précédentes, devient une fonction de 
/ , "a t , « 2 , ... «y. On a donc, d'après cela : 

/
fdt = *(f, «,, « a , «#), 

et, par suite : 

V = j ?f/« = *(/, a,, œj, .. , aa) — *^ 0 , ai, tt, . . , a,,.). 

La quantité V ainsi déterminée sera, d'après ce que nous 

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



( 5 5 ) 

avons vu (n° 40) une solution complète de l'équation différen

tielle partielle : 

pourvu que l'on élimine les constantes « ( , « 2 , ... au moyen 

des clk équations ci-dessus pour q{, q$, ... ç 4 , q\, ql, ... ql. 

Mais, de ces 2fc équations, une moitié se transforme dans 

l 'autre, si l'on change t en t0, et les quantités q, en 7". Donc, 

chacune des quantités a , , a%, ... a 3 i , sera exprimée en fonction 
de t, t 0 , q t , q 2 , . . . q 4 l qj, q!j,. . . qï, de manière qu'elle reste inva

riable, si l'on change l en t 0 , q, en ql. 
Par ce changement, la fonction : 

V = #(f, «i, .. , a s 4 ) — <!'(/„, a,, at, a,4), 

se change en la suivante : 

*('o. «1! «« "«) — *('• a " a " •"' a:*)) 

c'est-à-dire en — V . 

4 9 . Dans tout ce qui précède, nous n'avons fait aucune 

hypothèse sur les équations différentielles. Supposons mainte

nant, pour obtenir le cas considéré par Hamilton, que 9 ne ren

ferme pas explicitement la variable t. C'est le cas de la méca

nique, lorsque t n'entre pas dans la fonction de force U, ni, par 

suite, dans la fonction <{/ = H = T — TJ; alors t n'entre dans les 

équations différentielles du mouvement que par sa différentielle. 

Ces équations peuvent être mises sous la forme suivante : 

dl : dqt : dq, : ••• : dqk : dpt : dp^ : •• • : dpk 

^ 3.J, 3 ^ 3 f 3Ji 3+ 

ipi 3/;2 ' ipk' 3ry, 3r/j 3r / t 

En faisant abstraction de dt et i, on élimine complètement 

le temps, et l'on a le système : 

dqt : dqi : ••• : dqt : dpt : djh : ••• : dpt 

3J; 3- | 31 ii 3i 3'i 

3/Ji ' 3/Jj ipt 3 7 , 3 7 2 iqk' * 

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



( 56 ) 

3/j, 
e t , en intégrant, 

En résolvant cette dernière équation par rapport à o , , on a 

cette variable en fonction de t— t0. Mais, toutes les variables 

étant déjà exprimées en fonction de g , , elles dépendent toutes 

de la différence / — ( 0 . Donc, la fonction V renfermera aussi 

ces deux quantités t et t0 par leur différence t— t0 = Q. 

On a donc : 
3V 3V 3V 

it at„ ~ as 

Mais, si l'on change / , ç , , qï, ... qt en leurs valeurs initiales 

'o. 0°i 9ï» — 9°. V s e transforme en — V , G en — 8, et |J ne 

change pas. 

Si l'on désigne par <L0, la valeur dans laquelle <L se transforme 

lorsque les quantités g, et p¡ = ^ se changent en o° et p° = ^ , 

I équation : 
n av av 
0 = t-<p = h ^ , 

ai as 

se transforme en la suivante : 

av av 
0 = = - 3 7 - t - * ° = - ^ + *" 

par l'intégration de ce système on exprimera toutes les variables 

en fonction de l'une d'entre elles, qt par exemple. 

On peut déterminer cette dernière en fonction du temps par 

l'équation : 
d t _ _L. 

dq, 3^ ' 

d'où : 
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Or, l'équation : 

est la deuxième équation d'Hamilton, et l'on voit qu'elle se 

déduit de la première par le changement des variables en leurs 

valeurs initiales. 

VI. 

Théorème sur les déterminants fonctionnels. 

5 0 . Avant d'aller plus loin, nous devons démontrer un théo

rème dû à Jacobi sur les déterminants fonctionnels, et dont 

nous ferons souvent usage. 

Soient /",, /"2, ... fn, n fonctions des n variables x{, a:,, ... a:., 

/ ; = x „ x„), 

fi = Ti{x„ x„ x„), 

/n = ?„(Z|, XT, . ., I„), 
et soit le déterminant fonctionnel : 

A s/; . "A 
Sx, Sx, Sx, 

A A . . A 
Sxs Sx, SXj 

A 3/; . AL 
3x„ Sx„ Sxn 

Il est facile de démontrer que, si le déterminant R est iden
tiquement nul, les fonctions qui entrent dans sa formation ne 
sont pas indépendantes les unes des autres; une ou plusieurs 
d'entre elles peuvent s'exprimer au moyen des autres (*). 

(*) JACOBI, Vorlesungen ûber Dynamik, p. 102. 

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



( 58 ) 

DE L'UNE DES ÉQUATIONS CONTENANT A;,, PAR EXEMPLE LA PRE
MIÈRE, TIRONS LA VALEUR DE xl EN FONCTION DE ARA, ... A;., ET 
SUBSTJTUONS DANS UNE DES AUTRES ÉQUATIONS RENFERMANT A;,, A-3, PAR EXEMPLE LA SECONDE : NOUS AURONS ft EN FONCTION DE 
fK, r i t x2, ... x„. CETTE ÉQUATION NOUS DONNERA IS EN FONCTION 
DE f{, fi, ARS, ... A-„, ET ALORS NOUS AURONS f5 EN FONCTION DE 
A* /S* ̂ ÎI ••• «̂I ET A'NS' DE SUITE. NOUS POUVONS DONC CONSIDÉRER : 

f COMME UNE FONCTION DE R,, R,, xn, 
A • * AJ A-!, A-„, 
A * * A> A' X3L X „ , 

FN ' • A> A» •••> A—«> N̂» 
ET NOUS AURONS : 

A = ,h(-RI» 
A = *!> -I *J> 
A = +3(̂1. A. ''S, RN), 
A = ,F,I'A> A> •••) A-I> XI» Ô-

IL EST ÉVIDENT QUE L'ON RETROUVERA LES VALEURS PRIMITIVES DE 
A> A> ••• A? EN XI< Ï̂I ••• X»> S' 'ON REMPLACE SUCCESSIVEMENT 
DANS LES SECONDS MEMBRES f{, fa, ... PAR LEURS VALEURS DÉDUITES 
DES ÉQUATIONS QUI PRÉCÈDENT CELLE QUE L'ON CONSIDÈRE. 

NOUS AURONS DONC, EN DIFFÉRENTIANT : 
3/I 54,,. 3/", 3/-,- 3/, 34, 3/I_, 3I, 
3.RT 3/, ÏXT 3/2 3Y4 3/,_, 3J'T 3X4 

OBSERVONS QUE |̂  EST LA DÉRIVÉE PARTIELLE PAR RAPPORT À xt DE 
= CONSIDÉRÉE COMME FONCTION DE /",, /"2,... X,., AR,.+L,... AR„, C'EST-À-DIRE DANS LA DEUXIÈME HYPOTHÈSE, TANDIS QUE ~̂ EST LA 

DÉRIVÉE PARTIELLE PAR RAPPORT À xk DE f, = <P,, CONSIDÉRÉE COMME 
FONCTION DE XJ, CC2,... X„, C'EST-À-DIRE DANS LA PREMIÈRE HYPOTHÈSE. 
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On lire de là : 

Sfi 3jK 3 ^ _ 31 , 3/^ _ 3J^ 3/^_, 3/j_ 

3 x t 3/ ( 3-fi 3/2 3rj 3/1 3x t 3.rt 

Celle équation nous donne successivement : 

31, 3/", 3 1 , 3/, 31 , 3/", 

3x, 3 x , 3x2 3x 4 ' 3x„ 3xn ' 

^ = _ ^ 3 A - h = 0 

3x( 3/j 3x, 3x, ' 

puisque 0 a ne renferme pas explicitement la variable x 4 . 

De même, 

3x, 3/, 3x, 3/ 2 3x, 3x, 

et ainsi de suite. 

Elle nous donne aussi : 

3+î ^ 3'̂ j 3/, 3/ 2 

3x2 3/i 3xa 3 X j 

3fi 3 f j s/1! 3/ t 

3x3 3/', 3x3 3x3 

et ainsi de suite ; 

3 j h = _ 3 h 3 J ^ _ 3 _ ^ _ 3 / i ^ 3 / 1 = o 

3Xj 3/'| 3x2 3/j 3 X j 3x2 ' 

puisque ip3 ne contient pas explicitement la variable x 2 . 

On a aussi : 

iit 3-i3 if, 3+3 3/j 3/"3 
— = . 1 , 

3x3 3/; . 3x3 3/, 3x3 Sx, 

et ainsi de suite. 
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Il résulte de là que, si nous écrivons le déterminant 

30, 
— 0 0 0 ix, 
" ± ± 0 0 ixt Dx, 
30, 30, 
3x3 Dx3 3x5 

30, 30, 30S 

3x„ 3x„ 3x„ 

0 

0 

0 

0 

3K 
3x„ 

nous pourrons le considérer comme le produit du déterminant ; 

0 0 ... 0 

1 0 ... 0 

1 

30, 

3̂3 303 
3/T- 3/̂  

0 

3̂ , _ 30, _ 3̂ , 
3/, 3/, 3/3 

par le déterminant fonctionnel : 

3/i_ 3/, 3̂  
3x, 3Xj 3Xj 
3/̂  s/; 

R = | 3x, Sx, 3x, 

3X, 
3Xj 

± ± ± 
3x„ 3x. 3x„ 3x„ 
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Or, le premier de ces trois déterminants se réduit à son 

premier terme 

3 + 1 30, 30„ 

3x, 3x, Dx„ 

et le second est égal à l'unité. 

On a donc : 
R = lîl± ... ± . (A) 

3x, ox2 3x„ 
Cela posé, si le déterminant fonctionnel R des fonctions 

fi, /"2, ... fn est identiquement nul , la formule (A) nous permet 

de démontrer que les fonctions f ne sont pas indépendantes les 

unes des autres. 

En effet, si R — 0 , il faut que l'un des facteurs : 

30, 30, 30n 

3x, 3x̂  3x^ 

s'annule identiquement. 

Mais, les n — 1 premiers facteurs sont, en général, différents 

de zéro , puisque, par hypothèse, ip( contient explicitement a - , , 

Jvj contient a-j, etc. 11 faut donc que ce soit le dernier facteur ^ 

qui s'annule, identiquement, c'est-à-dire que, par suite des sub

stitutions successives que l'on a faites, la dernière fonction ipB 

ou fn ne doit plus renfermer x„ explicitement, et peut, par 

conséquent, s'exprimer au moyen de ... f,_i seulement. 

Il s'ensuit donc que, si R = 0, il doit exister entre flf fc,... fn_t,fn 

une relation indépendante de 

Cependant, il peut aussi se faire que, par suite des substitu

tions en question, aucune des fonctions 4*». —̂11 — .̂-«i n e 

renferme explicitement a-,, x„_,, ... x,_k. \\ est évident que, 

dans'ce cas , l'on aura identiquement : 
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et alors chacune des fonctions ip», <|<„_ii ••• <f,,_t, ou /"„, ... f_k 

s'exprime au moyen de / , , / j , ... / ' . . t . , seulement. 

Réciproquement, si les fonctions /",, fiy ... /"„ ne sont pas 

indépendantes les unes des autres, si, par exemple, l'une d'entre 

elles /"„, ou plusieurs d'entre elles f„ /"_,, ... /"_,, peuvent être 

exprimées au moyen des fonctions restantes, c'est-à-dire /"„ en 

fonction de / i , A , ... ou bien /"„, /"„_,,... en fonction 

de /"i, ... /"„_*_,, alors la première des égalités (B), ou toutes 

ces égalités (B) auront lieu, et, par suite, le déterminant R sera 

identiquement nul. 

VIF. 

Théorème de Jacobi. 

5 1 . Nous avons vu (n° si) que la connaissance des intégrales 

du système d'équations différentielles ordinaires : 

dqt 3 | 

dt ip/ 

dPi ity 

dt ' 

nous a permis de trouver par une quadrature une solution com

plète de l'équation aux dérivées partielles du premier ordre : 

av 
h $ = 0. 

il 

Nous allons maintenant démontrer le théorème inverse, et 

faire voir comment, au moyen de l'équation aux dérivées par

tielles du premier ordre, on peut, par de simples différentiations, 

trouver les intégrales des équations différentielles ordinaires. 

Théorème. — Soit : 
•# 

3V 
- + t = 0 , (1) 
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une équation différentielle partielle du premier ordre, qui ne 
renferme pas la fonction V, la fonction $ étant une fonction 
de q , , q 8 , ... q„, p , , p 2 , ... p„, t, dans laquelle: 

Supposons que l'on connaisse une solution complète quel-
conque V de cette équation différentielle partielle, c'est-à-dire 
une solution qui, outre la constante ajoutée, renferme n con
stantes arbitraires a ( , a â , ... aa. Si l'on pose : 

Pi, Ps» ••• P» étant de nouvelles constantes arbitraires, ces équa
tions, jointes aux suivantes : 

seront les intégrales du système d'équations différentielles ordi
naires dont le type est : 

pour toutes les valeurs de i égales à 1 ,2 , .,. n. 

Pour démontrer ce théorème, observons d'abord que , si l'on 

remplace dans l'équation (1) V par la solution complète suppo

sée connue, le premier membre de cette équation deviendra 

une fonction identiquement nulle des quantités ç , , g a , ... g„, 

« ( 1 a 2 , ... a , , t. Par suite, les dérivées de ce premier membre, 

prises par rapport aux g, ou aux «,-, sont ideniiquemenl nulles. 

Cela posé, nous allons démontrer que les équations (4) sont 

des conséquences des équations (2) et (3). Nous démontrerons 

d'abord que des équations (2) on peut déduire la première moitié 
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des équations (4). A cet effet, nous différenlierons complètement 

les équations (2) par rapport à t, et nous aurons : 

D 'V 3 ' V dq{ 3 * V dq, _ 3 ! V dq„ _ I 

7 — O , 

3 a , 3 £ Sa^O/, d t 3 a , 3 O , dt 3 a t í y „ d i 

3 ' V 3 ' V d o , 3 ' V d o , D 'V d o „ 
H . H — H - . . . - 1 -

D a S 3 I DajDo/, d í 3 a S 3 O S d í ¡>o=s''«„ d f 
= 0 , 

(S) 

3 * V _ 3 ' V dq, D 'V rfo3 3 ' V d f / . 

3 A „ 3 T 3 A „ 3 Q R , d í 3 * N 3 O / i d i J I ^ , , d í 

Il suffirait de résoudre ces équations linéaires par rapport 

^ ^ 7 ' ^ R » e l ^ e montrer que les valeurs obtenues 

sont identiques à . . . G ; . 

Mais, on peut démontrer cette identité très facilement, 

sans résoudre les équations (5), si l'on parvient à reconnaître 

que les quantités , ^ , ... , d'une part, et les quantités 

, ̂ ~f, ... • <¿ t-, d'autre part, satisfont à un même système 

d'équations linéaires. 

A cet effet, différentions partiellement l'équation (1) par rap

port aux constantes a,, aî, ... ¡z„, en observant que , parmi les 

quantités t, ç, et p¡=~-, qui entrent dans <¡i, il n'y a que les />, 

qui renferment les constantes a 4 , aît ... «„. En différentiant 

partiellement par rapport à a,, il vient : 

3 ' V ¡ 1 ¿ Dp, Zji 3 P , ij, lpn 

3Í?jE¿ dp¡ 3 A , - 3/Jj 3 Œ , ipn ia¡ ' 

mais, en vertu de la relation : 
3V 

P» = — ' 
DO* 

on a : 
Dp* 3 ' V 

3a , Zq^a, 

Par suite, l'équation précédente devient : 
* 

3 ' V 3-f 3 ' V 3+ 3 ' V Df 3 ' V 

3 P , S ^ S A , - 3 ^ , 3 0 , 3 * , . Spa oqaia¡ 
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En donnant successivement à i les valeurs 1, 2, ... n, on en 

déduit un système de n équations linéaires. Or, ce système 

ne diffère de (5) qu'en ce que les quantités ^ sont remplacées 

par 5*-. On en conclut donc : 

dt 3p, 

Pour obtenir la seconde moitié des équations (4), nous 

nous servirons de la seconde moitié des équations intégrales, 

c'est-à-dire des équations : 

3V 
En différenliant par rapport à t, il vient : 

dPi 3!V 3'V RFQ, 3'V dq„ 
— = •+• • • - f - -H ••• H - j - -

dt 37,31 37,37, ^ t 39.-37B dt 
Or, on a : ' 3V 

A'V _ 3 ? t AP. _ 
37,37, 37, 37, ' 

par conséquent, 

dp, 35V 3p, 1/7, 3p„ dqn 

— = -t- — \ - ... H . 
dt 37,31 dq, dt 37, dt 

Mais, en vertu de la première moitié des équations (4), on a : donc, 

dq, _ ^ dq^ _ jty _ 

dl _ 3p, ' "' dt ~~ 3/;„' 

= ^ !!! Ĥ! IÎI ... + ± ^L. iG) 
dt 37,3^ 37,3p, 37, 3ps 37, 3p„ 

D'autre part, en différentianl l'équation (1) partiellement par 

rapport à ç,, il vient, puisque ^ renferme 7,, d'abord explicite

ment, et implicitement par les p, : 
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Retranchant l'équation (7) de l'équation (6), il vient : 

ce qui démontre la seconde moitié des équations (4), et le 

théorème de Jacohi est démontré. 

On voit, par la démonstration précédente, que les n constantes 

qui entrent dans V peuvent être arbitraires : il n'est donc pas 

nécessaire de prendre pour ces constantes les valeurs initiales 

9Ï, g î , - 9°.-

52. Remarque. — Nous avons conclu de l'identité des deux 

syslèmes qui définissent et ~ , que ces quantités sont égales. 

Nous ne pouvons tirée celte conclusion que si ces quantités ont 

des valeurs finies et déterminées; or, cela a toujours lieu pour 

un système d'équations linéaires, dès que ces équations ne sont 

pas incompatibles, ou dès que l'une ou plusieurs d'entre elles 

ne sont pas la conséquence des autres. Dans le premier cas, les 

valeurs des quantités sont infinies; dans le second cas , elles 

sont indéterminées. Ces cas d'exception, dans lesquels notre 

démonstration cesse d'avoir lieu, se présentent lorsque le déter

minant R des équations linéaires est nul (pourvu que les coeffi

cients de ces équations restent finis, ce que nous supposons 

toujours). 

Or, ce déterminant est : 

3 2 V 3 ! V 3 ' V 

3 2 V 

3a[3(7, 

3 ! V 

^i39« 
3 2 V 

Da^q, 3z 2 3<7, 

3 S V 3 ' V 

3 a „ 3 g , a«n39» 
que l'on peut écrire, en adoptant la nolation de Jacobi : 

3V 3V 3V 
3 — 3 — 3 
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ou bien : 
3V 3V 3V 

3 3 — • 3 • 

3ct| 3 a 2 3 a n 

Or, c'est un déterminant fonctionnel, et nous allons démontrer 

qu'il ne peut être nul. 

En effet, si le déterminant R est nul, il résulte de la première 

expression de R que les quantités ~-, P-, ... ?—, considérées 

comme des fonctions de o ( , q%, ... ç„, ne seraient pas indépen

dantes les unes des autres, c'est-à-dire qu'il devrait exister une 

relation entre ~ , , ... ì^—, a,, a 2 , ... « , t, laquelle ne ren-

fermerait pas g, , ç a , „. qn (n° 50). De la deuxième expres

sion de R , il résulte qu'il devrait exister une relatiou entre 

W*' - Wn' 9 " Î 2 ' - q" f ' l a c l , i e l l e n e renfermerait pas 
"il «Si ••• a „ • 

On aurait donc ainsi une équation de la forme : 

/ 3V ' 3 V \ 

\ lq, IqJ 

c'est-à-dire une équation différentielle partielle du premier ordre, 

à laquelle devrait satisfaire la solution V supposée, et cette 

équation ne renferme pas ^ . Mais, cela est impossible, si V est 

une solution complète de l'équation différentielle partielle : 

3V 

h d, = 0 . 
3 t 

En effet, pour qu'une expression : 

v = Afi 7i>9*> - 9'n>
ai>aî> - a J y> 

satisfasse à la condition d'être une solution complète, on doit se 

servir, pour éliminer les n - f - 1 constantes a , , « S l ... a„, y de 

toutes les n -+- l équations 

3V 3 / 3 V if 3V _ 

Dt 3(/i 3f/, 3f/„ 3(/„ 
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Or, s'il existe entre 5̂ , ... 5̂ .' ? i , qit ... t, une rela
tion qui ne renferme pas les ... «„, et qui ne contienne 
pas ^ , c'est-à-dire une équation de la forme : 

F(l,G„ 7., - - J = 0 , 

il en résulte que pour éliminer les constantes « l t « 2 l ... ant y, 

on n'a pas fait usage de l'une des équations, à savoir de 

l'équation : 

5V if 
St ~ il 

Si l'une des équations est superflue, et si , par conséquent, 

les n autres : 

3 V _ if 
iq¡ iqj 

sont seules nécessaires pour éliminer les constantes « ^ « j , . . . 

il en résultera que l'une de ces constantes reste indéterminée, 

c'est-à-dire que nous pourrons lui donner une valeur parti

culière. En effet, entre n équations on ne peut éliminer, 

en général, que n — 1 quantités. Cette constante est donc 

superflue, e t , par conséquent, la fonction f ne renferme que 

n — 1 constantes. 

Par suite, la fonction : 

V = / + r , 

ne renferme, y compris y, que n constantes arbitraires. Elle ne 

peut donc être une solution complète de l'équation : 

iV 

mais, elle est une solution de l'équation : 

F = 0. 

Or, cette dernière conclusion est contraire à notre hypothèse 

qui était que : 
V = / - + r , 
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et de l'équation : 
F = 0. 

Donc, le déterminant R ne peut être nu l , e t , par sui te , de 

l'identité des deux systèmes linéaires, on a pu conclure que 

l'on a : 

dq,- ¡50 
dl 3P, 

53. Application. —• Nous terminerons ce chapitre, en appli

quant la théorie précédente au mouvement d'un système libre 

de n points matériels. 

On doit d'abord calculer l'expression : 

0 = T - U, 

qui entre dans les équations différentielles d'Hamilton, en fonc

tion de t, qi, Pt-

Or, ici les g, sont les 3ra coordonnées rectangulaires x„ yi,z,. 

On a donc : 

T = i 2 m ( ( x . ' + y > + * ; • ) ; 

par suite, 
JT sT 

p — — = —r = m,x,. 
îq' ix. 

Les p étant ici égaux à m,*;, m,y', mrf, on devra dans l'équation 

0 = T - U , 

remplacer les i | , y\, z\ (c'est-à-dire les q) par ^ , et l'on aura <|/ 

en fonction de q,, p,- et t. 

Mais, pour avoir l'équation différentielle partielle, on devra 

poser : 

est une solution de l'équation : 
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e t , par suite, 

On a donc l'équation différentielle partielle : 

* I v i i r a ' № . CTI 

U étant une fonction des coordonnées a;,, y¡, z¡. 

Telle est l'équation différentielle partielle du premier ordre, 

de la solution de laquelle dépend l'intégration des équations 

différentielles du mouvement d'un système libre, lorsqu'il existe 

une fonction de force U, qui, outre les coordonnées, peut encore 

contenir explicitement le temps. 

Si l'on peut déterminer une solution complète de celte équa

t ion, c'est-à-dire une solution qui, outre la constante additive, 

renferme on constantes at, « 3 , ... «,„, alors les équations : 

pour ¿ = 1, 2, ... 3n, seront les intégrales du mouvement. 

Les équations du mouvement pourront être mises sous la 

forme : 

pour i = 1 , 2, . . . n. 

Quant aux intégrales premières, elles sont données par les 
équations : 

d'X; 3D 
dhh _ 3Ü 

di'1 ~ 3 y ¡ 
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Vili. 
Fonction caractéristique d'Hamilton. 

54. Nous avons vu, dans le cas d'un problème de mécanique 

auquel le principe des forces vives est applicable, que , T étant 

la demi-somme des forces vives, et U la fonction de force ne 

renfermanlpas explicitement le temps, l'équation des forces vives : 

T — U = II = const. - h, 
est une intégrale du problème (n° 

Nous savons aussi que, dans ce cas, l'équation différentielle 

partielle du premier ordre, à laquelle satisfait la fonction V, est : 

— =—T[çf,g„ ... <7,„ — — J— U(7„qr„... 7„)=0, (1) 3V 3V I 3V 

3t 3{ V ' ' 3qr, lq„ 

ou bien : 
3V t 3V 3V 

3« V 3 ^ 3</„ 

Outre la fonction principale V, Hamilton considère une autre 

fonction S définie par l'équation : 

s = v + h(i- g. (2) 

Cette fonction S jouit de propriétés analogues à celles de la fonc

tion V, et elle peut être substituée à cette dernière avec avantage. 

55. Nous allons d'abord démontrer que la fonction S ne ren
ferme pas explicitement le temps. 

En effet, de la formule (2) on lire : 

3S 3V 
— = — + II. 
3t 3f 

Or, lorsqu'il existe une fonction de force indépendante du temps, 

on a : 

— +11 = 0, 
3t 
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par suite, 5S 

- = 0 , 3£ 
e t , par conséquent, S ne renferme pas explicitement le temps. 

56. Ceci posé, prenons la variation de S, nous aurons : 

,?s = «jv (t - t0)su. -+- KSI, 
d'où, en remplaçant S\ par sa valeur : 

<JV = p .Jf f , -+- p,Sq2 •+- ... + njq„ 

- p\3q\ ~ P°№ - - - plSql + ^ 
01 

et observant que : aV 
— = — H , 3t 

il vient : 
SS = PiSqt -t- pjqt + •••-»- pjqa 

— p\Sq\ - j№q\ - ... — piiqi + (t - ta) SU. 

Si donc on considère S comme une fonction de qit ... qn, 

q], ... o° et de H ("), après avoir éliminé le temps t au moyen 

de l'équation H = T — U , on aura les 2u-t- l équations suivantes : 

as as aS 
ag, ag2 3g„ 

as as ' as as 
lesquelles donneront la solution du problème, lorsque la fonc

tion S sera connue. 

Or, il est facile de voir que la fonction S satisfait à une 

équation différentielle partielle plus simple que celle à laquelle 

satisfait la fonction V. 

(") L a fonction S = V -4- H(f — t0), mise sous cette forme, parait ren

fermer explicitement le temps. Nous avons démontré qu'el le ne le contient 

pas. Si donc on veut la considérer comme une fonction des q(, q° et de H , 

on devra él iminer t au moyen de l 'équation H = T — U. 
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S=y 2Td{, 

<0 
que l'on considère dans le principe de la moindre action. 

En effet, on a : 

or, 

V 

S = V -t- II (£ — «„); 

J* ( T + U ) r f < ; 

par conséquent, 

S=J" (T •+- U ) d t -+- H ( t — Q. 

'g 
Puisque H reste constante pendant toute la durée du mouve

ment, on aura : 

S = J (T + U ) d i + y'ndt^ j"(T •+-U + li)dt, 
la 'a lt 

et, en remplaçant H par sa valeur T — U, 

S = = f 2Td{. 

'8 

En effet, on a l'équation : 

T — U = H , 

dans laquelle T est une fonction de qt, ... q„, p , , .., p„, et, en 

remplaçant p, par on a l'équation : 

T U, ... qn, - , — - U . . . qn) = H . ( 5 ) 

\ dq{ dqj 

Or, cette équation différentielle partielle du premier ordre , qui 

ne renferme pas la fonction inconnue S, est plus simple que la 

précédente (1). 

57. Propriété. — La fonction S n'est autre que l'intégrale 

définie : 
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On voit donc que la fonction principale d'Hamilton : 

Y = J (T + U)dt, 

ne diffère de la fonction S que l'on considère dans le principe 

de la moindre action que par l'addition d'un terme proportionnel 

au temps (n° AS). 

La fonction : 

a reçu d'Hamilton le nom de fonction caractéristique. Elle satis

fait à l'équation différentielle partielle (3). 

S S . Il est facile de s'assurer que le théorème de Jacobi (n° S I ) 

peut être modifié de la manière suivante quand il existe une 

fonction de force ne renfermant pas explicitement le temps : 

THÉORÈME. —• Si la fonction de force U ne renferme pas 
explicitement le temps, de telle manière que le principe des 
forces vives ait lieu, et si l'on remplace dans l'intégrale des forces 
vives : 

T — U = h, (h étant une constante) 

laquelle est une des intégrales du problème, les quantités p, 

par j - , on formera l'équation différentielle partielle : 

/ AS AS AS \ 
T 7 m g, . . .?„, — • — • - • — — U(r/,, 7j, ... q„) = h. 

\ òq, J72 àqn/ 

Si l'on connaît une solution complète quelconque S de cette 
équation, c'est-à-dire une solution qui, outre la constante additive, 
renferme les n — 1 constantes arbitraires a,, ai, ... a„_,, les 
intégrales du problème seront : 

AS AS AS AS 
— = Pi, — = Ps, — 7 = P—1 > 7T = { — 
UA, DSTJ aa,_J ili 

(3j, P J , ... P „ _ , , t 0 étant de nouvelles constantes. 
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Les intégrales premières étant : 

as as as 
— = Pn — = Pi. - — = p » . 

3f/i 30/, 3r/„ 
nous aurons /es 2n intégrales du problème, et les constantes 
seront : 

a,, aj, ... a,_,, A, 
Pli P»J ••• 'o-

En effet, on sait que la fonction V est une solution complète 

de l'équation différentielle partielle : 

3V / aV av\ 
- + T L Ï „ . . . Ï . , - . - — • -U(7„ï„...7.j=0. (4) 

ac \ J</I J7„/ 
Posons V = S — ht, S ne renfermant pas explicitement le 

temps. Il est évident que S étant connue, on en déduira V en 

retranchant ht de S. 

Cherchons donc l'équation à laquelle satisfait la fonction S. 

À cet effet, nous allons transformer l'équation (4). On a : 

aV f aV as at . ' a0¡ a0¡' 
par conséquent, l'équation (4) se transforme en la suivante : 

( as as \ 7M '/«>••• Ir,,—' •- — — U(7,, 7,, ... 7„) = 0 , (5) agt ary„/ 
équation qui devra être vérifiée par la fonction S. 

Si donc, on connaît une solution S de cette équation (5), on 

en déduira une solution V de (4) en retranchant ht de S. 

Or, d'après le théorème de Jacobi, on sait que, si l'on connaît 

une solution V de (4), les intégrales des équations du mouve

ment sont données par les équations (n° si) : 

aV 
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Les intégrales des équations du mouvement sont donc données 

par les équations : 

a(S — *0 3(S — ht) i(S—lu) 
•— —=?i, ; = —• = P„-i. 

3a , 3 a 2 "«n-i 

3(S — ht) _ 
ou bien : 

as as as as ^ ^ 
aa, ^ a«a ^ ' a*„_i ^ ih 

Par conséquent, ces dernières équations sont bien les intégrales 

des équations du mouvement. 

5». Remarque I. — Dans le cas d'un système l ibre, on a, 

en coordonnées rectangulaires, l'équation différentielle partielle : 

2 ̂  [LxJ + Ly.) + ( a z j _ 1 l l ' 

60. Remarque H. — La fonction caractéristique d'Hamilton : 

S = 2Tdl, 
'o 

peut encore être mise sous une forme différente. 

En effet, puisque T est une fonction homogène et du second 

degré des q[, on a : 

aT aT aT , 

"Çi a<72 tq. 
d'où : 

2T = p,q[ -4- /»¡0; •+- ••• - t- p„9f„ 

d«, d<7, rfff,, 
= p'7j7 + ^ ^ + - Tt' 

Par suite, 

S = lldt = [Pldq, + pîdq, - H — -+- p„dqn). 

Observons ici que l'expression pidqi •+• ••• pndq, doit être 
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une différentielle exacte, puisque l'intégrale du second membre 

doit se réduire à une fonction de t seulement. 

E I . Remarque III. — Hamilton considère encore une autre 

fonction qui jouit de propriétés analogues à Celles des fonc

tions V et S. Celte fonction est définie par l'équation : 

Q = / > - 2 * £ J * . 

dans laquelle H = T — U. 

Or, H élant une fonction des q,, p , , on a : 

mais, les équations canoniques : 

dq¡ ill 

Hi=
 JPV 

c/p, _ Sri 

dl iqt 

nous donnent : 

°=2(qM-q°¥)-

Si donc on considère la fonction Q comme une fonction des 

2n quantités p, , p°, nous aurons les 2» équations : 

SQ 

5 Q 

q i irf' 
qui seront les intégrales des équations canoniques, et qui résou

dront la question lorsque la fonction Q sera connue. 
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IX. 
Applications. 

62. Mouvement d'un point matériel attiré vers un centre 
fixe, par une force dont l'intensité varie en raison inverse du 
carré de la distance, le mouvement étant rapporté à deux axes 
rectangulaires. 

Les équations du mouvement son t , en prenant le centre fixe 

pour origine, et en supposant la masse du point égale à l'unité, 

p. étant la masse du centre d'action. Nous supposons que l'action 

de l'unité de masse sur l'unité de masse à l'unité de distance 

est égale à l'unité. 

La fonction de force est : 

Comme il n'y a pas d'équations de liaisons, les ç, sont les varia

bles x et y. La demi-force vive est donnée par la formule : 

d'y 
r 3 

or, on a : 

par conséquent (n° 1 0 ) , 

p, = x', = 
et, par suite, 

(pï + P')-

C'est la fonction T exprimée en fonction de P i , Ps, Ç(, ç j . 
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DS as ar as a? 

X as y as 
3x ar ax 5j> ax r ar r1 

as as ar as a? 2/ as X as 
ar ay a? ay r ar r1 ¡5 y 

L'équation aux dérivées partielles est alors : 

et nous aurons à déterminer une solution complète renfermant, 

outre la constante additive, une constante arbitraire (n° 5 8 ) . 

Pour intégrer cette équation, nous observerons que S peut 

être considérée comme la somme de deux fonctions d'une seule 

variable chacune, savoir une fonction de r et une fonction de <p. 

La fonction de force U étant indépendante du temps, l'équa

tion différentielle partielle de laquelle dépend la solution du 

problème est (n° 5 8 ) : 
T — V = h, 

clans laquelle on remplacera j j n pt, par ^ - , c'est-à-dire 

P a r si » if • ^ ' o u s a u r o n s donc l'équation : 

2 [(ax) + (D^) _ ~ r = / i ' 

dont il faudra trouver une solution complète. 

On simplifie la question en changeant de variables, et posant • 

r et ç étant les nouvelles variables indépendantes. 

Or, des équations précédentes on tire : 

y 
y = arctg-, r* = x1 -+- y1, x 

et, par conséquent, 
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2 l r ! J r 
On peut satisfaire à cette équation en posant 

i 

5 . " = P. 

d'où l'on tire 

et, en intégrant, 

-R'*+ 1-6 = "-.- h, 
2 r" r 

" r r 

par conséquent, l'expression : 

S = y rfr y/2A -+- ^ — ^ -t- ? 1/2-3 r , 

sera une solution complète de i'équation aux dérivées partielles. 

Les intégrales du problème seront alors (n° 5») : 

a? as 
k et g étant deux nouvelles constantes. 

Nous poserons donc : 
S = R -t- *, 

R étant une fonction de r, et 0 une fonction de <p, et nous 

aurons, en désignant par R' et les dérivées de R et <D respec

tivement par rapport à r et ç : 
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k = — 

dr 

dont la première peut être remplacée par l'équation : 

dr 1 y 

4 — arc ig '— 
a . 2 ^ sp t V 2 [ 3 
a i + 

63. Mouvement d'un point matériel attiré vers un centre fixe 
par une force agissant en raison inverse du carré de la distance, 
le mouvement étant rapporté à trois axes rectangulaires.* 

Désignons par x, y, z les coordonnées du point attiré, dont 

nous supposons la masse égale à l'unité, l'origine étant au centre 

fixe, par /"l'attraction exercée par l'unité de masse sur l'unité 

de masse à l'unité de distance, et par p la masse du centre 

d'action. Les équations différentielles du mouvement sont : 

d1x fux 

d*y fw n 

d'z ffiz 
d ? + V = 0 -

Observons que les équations du mouvement auront la même 

forme, si nous supposons le centre mobile, comme cela arrive 

dans le cas du mouvement relatif d'une planète unique autour 
du soleil, en tenant compte de l'action de la planète sur le soleil. 

6 

Nous aurons donc pour ces intégrales : 
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équation dont il faudra trouver une solution complète, renfer

mant deux constantes arbitraires, outre la constante additive 

(n° 58). 
D'ailleurs, si nous posons : 

H, = T - U = i ( x " + + 
¿ r 

(*) Vo i r Cours de mécanique analytique, théorie des forces centrales. 

Dans ce cas, comme on sait, ¡1 est la somme des masses M et m 

du soleil et de la planète ("). 

La fonction de force est : 

r 

Comme il n'y a pas d'équations de liaisons, les g, sont les varia

bles x, y, z. La demi-force vive est donnée par la formule : 

T = £ ( x " + *" + *'•); 

or, on a : 

3T st 2T 
ix oy Zz 

par conséquent (n° 1 0 ) , 

p, x', Pi = y', Pi = z', 
et, par suite, 

T = i ( p î + p ï + p3. 
• 2 

C'est la fonction T exprimée en fonction de Pi,pit p 3 , g q , g » , g 3 . 

La fonction de force U étant indépendante du temps, l'équation 

différentielle partielle de laquelle dépend la solution du problème 

est (n° 58) : 
T — U = h, •vc j\e \c 

dans laquelle on remplacera p,, p», p 3 par ^—, t— , r— , c'est-3S 1S 1S °'4 "* 
à-dire par — , ^ , Nous aurons donc l'équation : 
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dx d x ' - H, 

dt^ Dx' ' dl ~ Dx 

dy DII, dy' DH, 

dt dt 

dz DH, dz' 

dï~~ D z 7 ' dt Dz 

Pour simplifier la solution de la question, nous emploierons les 

coordonnées polaires, et nous poserons : 

x = r s in 0 COS y , 

»/ = r s in e s in j ) , 

z =» r c o s 6. 

Posons encore : 

dr t dô , d? , 

d 7 œ r ' J T ^ 6 ' di^f' 

et nous aurons pour l'expression de la force vive : 

2T = r " -t- r V l + sin s
 E . F ' * ; 

c'est la fonction T exprimée en fonction des Q et des Q'. 

Nous aurons donc : 

Dr' 

DT 

D 7 

DT 

= rV, 

Dv 
: r* sin* 8 .y'; 

CF? 

(') E n observant que l 'on a : 

, DT a ( T - U ) _ 3 H . 

Dx' Dx7 Dx' ' 
et 

DH\ _ DU 

Dx Ox 

les équations du mouvement peuvent être mises sous la forme 

suivante (') : 
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par conséquent (n° 1 0 ) , 

pz = rtô', p 3 = r s sin' 8.»' ; 

et il vient alors : 

T = -
2 

1 

PI 
C'est la fonction T exprimée en fonction de p{, jo 2, p3, q{, ç 2 , o/3. 

- L'équation différentielle partielle du problème est donc : 

et nous aurons à trouver une solution complète de cette équa

tion (2), renfermant, outre la constante addilive, deux constantes 

arbitraires (n° 58) . 

Pour intégrer cette équation (2), nous observerons que S peut 

être considérée comme la somme de trois fonctions d'une seule 

variable chacune, savoir une fonction de r , une fonction de 0, 

et une fonction de 9. 

Nous poserons donc : 

et nous aurons, en désignant par R', 0 ' , $ ' les dérivées de R, 0 , $ 

respectivement par rapport à r, 0, tp : 

•as \«1 ffc (2) 

S = R + 0 -t- * , 

On peut satisfaire à cette équation en posant : 
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Ces équations ne contenant chacune qu'une seule variable, 

en tire : 

© = 

R = 
2/i" , fia , JJ1+. 2/i -, dr; 

r r" 
par conséquent, l'expression 

S = 9f -̂r- de 
sm â -yv 2/Àt 
h 2/i dr + y, 

r r 

sera une solution complète de l'équation (2). 

Les intégrales premières du problème sont alors (n° 5s) : 

dr aS 
dt Dr' 
dû i as 
dt ~ r* as ' 
(¿y 1 aS g 
(ii r'sin'eap r'sin'e 

Les intégrales finies sont : 

aS 
^ = 6 ' 

as 
as 
— = i + T. 
a/t 

6 ' , et T étant trois nouvelles constantes arbitraires. 
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Observons, en passant, que la fonction S donnée par l'équa

tion (3) étant connue, pn pourrait revenir aux variables, x, y, z, 
et alors les intégrales (4) pourront être remplacées par les sui

vantes : 

dx aS dy aS dz aS 
dt ix dt iy dt iz 

Les équations (5) nous donnent 

do 

9 = sin 9 

» sin 

¿>' = 

t -+- r = 
dr 

2A-
6* 

' 7 

sin* 8 

Il est facile de trouver la signification des constantes. 

La constante h n'est autre que la constante des forces vives, 

6 est la constante des aires dans le plan de l'orbite, et g la con

stante des aires dans le plan des xy. 

On a, en effet, 

dx as as ir 

dt 3x 3r ix 

Or, des formules 

aS ÍB as if 

as 3x if ix 

tg ]>-=-, cos< 
X 

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



( 87 ) 
on tire 

ir 

3x ~ 
X 

~ = sin S cos f, 
ir 

*~y~ 
y - = sin r e sin p, 

ir 
iz 

z - -~ cos >• 
y sin ! 

' ! x ' -+- ! / 5 r Sin 

X COS f 
+ r sin 8 

39 zx COS 6 COS f 

3x r 3 sin s~ — ——— ̂  
r 

i6 cos 8 sin f 
r 

36 sin a 
iz r 

Par conséquent, 

dx 

— = Sin 9 COS : 
dt 

cos e cos f, 

^ 2 , 1 6* 
r r* 

^ sin y 
sin* 9 »• sin 9 

rfy . . . / 2 f o , 6 ! -f- = sin 9 sin ? X/ — + ih ; 
dt ~ r r 

cos 6 sin f Ŷ/j,« S1' 5 cos f s in fi r s i n 

dz 
dt v r r 

• = cos 8 X/ — + 2 f t - -i V 

Élevant au carré et ajoutant, on a : 
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c'est l'équation des forces vives; en faisant 1 = 0, cette équation 

détermine la constante h en fonction de la vitesse initiale et de 

la distance initiale du point matériel au centre fixe. 

D'autre part, il est facile de voir que l'on a : 

dij dx 
x ~, y~r = 9-' 

dt . dt J 

On en conclut que g est la constante des aires dans le plan 
des xy ou bien \e double de la vitesse aréotaire en projection sur 
le plan des xy. 

On trouve de même : ds du • / . , g* y z — = — siii f\/ 6* — gf cos f cotg 9, •' dt dt
 f V S1I1» 6

 J r ° 
dx dz . / g2 

z x— = cos f \/ a1 —• — q sm y cota 8. 
dt dt f V sinaa J Y ë 

Élevant au carré et ajoutant, il vient : 

/ dy dxV ! dz dyV f dx 

[Xdt-y^i ^(ydt-ZdJI -*-[Zdl 

— a* + 6* ê1— -t- q 2 cote* 8 = 08. 

Or, le premier membre est le carré du double de l'aire dans 

le plan de l'orbite, ou le carré du double de la vitesse aréolaire 

dans le plan de l'orbite. Par conséquent, la constante b est la 
constante des aires dans le plan de l'orbite, ou le double de la 
vitesse aréolaire dans le plan de l'orbite. 

On peut encore dire que la constante b est l'axe du plan 

invariable, et g la projection de cet axe sur la normale au plan 

des xy, c'est-à-dire sur la normale à un plan fixe sur lequel on 

compte les longitudes. 

Il résulte de là que, si i est l'inclinaison de l'orbite sur le 

plan fixe des xy, on a : 

g = b cos i. 
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Avant de passer à la recherche de la signification des con

stantes T , b\ g', nous allons déterminer les limites inférieures r 0 

et 60 des intégrales qui entrent dans la fonction S. 

Nous prendrons pour ces limites inférieures les valeurs de r 

et 6 qui'annulent les radicaux : il résulte évidemment des deux 

dernières formules (A) que ces valeurs de r et 0 sont celles pour 

lesquelles on a : d r = 0 , d0 = O, c'est-à-dire les valeurs pour 

lesquelles r et 0 sont minimums. 

Nous aurons donc pour déterminer la limite inférieure de r , 

l'équation : 

— — + 2A = 0, 
r r 

ou bien : 

— 65 -+- Ifiir •+• 2/ir' = 0. 

Or, en désignant par 2a et e le grand axe et l'excentricité de 

l'orbite elliptique, on a : 

ou bien : 

— if = 2a, =a!il-e5), 

h. /[* 

p étant le demi-paramètre. 

Ces deux dernières équations déterminent les constantes h 
et 6 en fonction de a et de e. 

La limite inférieure r 0 de r est donc donnée par la formule : 

r 0 = a(i — e). 

Quant à la limite inférieure 60 de 0, elle est déterminée par 
l'équation : 

sur e0 
de laquelle on tire : 

sin iJ0 = - . 

b 

0 est l'angle que le rayon vecteur r fait avec l'axe des z. 
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D'ailleurs, en vertu de la formule : 

g — b eos i, 
on a : 

sin e„.= cos Î , ou bien : fl0 = t. 

Passons maintenant à la recherche de la signification des 

constantes g', b' et r. 

Pour trouver la signification de g', prenons l'intégrale : 

l'intégrale du second membre est nulle (*), et l'on a : 

g' *= ?oi 
en désignant par <p0 la valeur de 9 correspondant à 9 = fl0. 

Or, q>0 est l'angle de l'axe des x avec la projection du rayon 

vecteur qui fait le plus petit angle 0O avec l'axe des z. Mais, 

l'inclinaison de ce rayon vecteur sur le plan des xy est la même 

que celle de l'orbite : il est donc perpendiculaire à la trace de 

l'orbite sur le plan des xy (c'est la ligne de plus grande pente 

de l'orbite); PAR conséquent, sa projection sur le plan des xy 
est perpendiculaire à celte trace. Donc, l'angle de cette pro

jection avec Ox est égal à | , augmenté de l'angle de la trace 

avec Ox, c'est-à-dire ^ plus la longitude du nœud de l'orbite. 

On a donc, en désignant par a la longitude du nœud ascen

dant de l'orbite : 

et faisons dans cette équation : 

7T 

+ se. 

(*) Pu isque les limites de l'intégrale sont égales. 
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9 =? ~ 
.9 di 

sin* 8 nous donne 

ou bien : 

9 = ? • 
6 g d cotg 6 
l/fi* — g"* — g* cotg* 8 

o cotg 8 
S' = f + I arc sin Or, de la formule : 

on tire : 

et, par suite, 

Par conséquent, 

sin 8Q -• 

COS 80 = 

cote; e„ 

3 = y arc sin 

1/6«—»* 
> 

6 

g cotg 8 

ou bien encore : 

g ~ f — arc cos 

1/tV — 3* 2 

Vb 
1 -s* 

Pour trouver la signification de la constante 6', nous pren
drons l'équation : 

dr 

bde 
• Sin* 9 ,„ V r 2A 

Observons encore que l'équation : 
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b' = J h* 9 

s in " e 

Dans cette dernière formule, la limite inférieure 80 est la valeur 

minimum de 9, c'est-à-dire | — i , e t la limite supérieure 6 est 

la valeur de 6 correspondant au rayon vecteur r0 = «(1 — e), 

c'est-à-dire au rayon vecteur du périhélie. 

D'ailleurs, si l'on remplace g par sa valeur : 

g = b cos i , 

il vient : 

/

8 sin ode f** s in 6de f c o s e \ B 

— — - = / — — = arc cos • 

l / s i n ' f l - c o s ' i J • / s i n ' » — c o s ' f l ^ s i n i / 8 » 

On a donc 
cos 6 cos e„ 

b = a rc cos . — arc cos 

Or, à cause de la relation B„ = | — î, on a : 

cos 0U = s in i; 
par conséquent, 

cos e 
o = a rc cos : i 

sin t 

d'où l'on tire : 
cos S = s i n i cos 6'. 

Cherchons à interpréter ce résultat , en ayant soin de remar

quer que, dans cette formule, G est l'angle que fait avec Oz 

le rayon vecteur mené du point O au périhélie. Imaginons une 

sphère ayant son centre à l'origine, et soient NP et NK les 

Si, dans cette équation, on fait : 

r = r 0 = a(i — e), 

la seconde intégrale sera évidemment nulle,.et il vient : 
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intersections de celte sphère avec le plan de l'orbite et le plan 

des xy, N le nœud et P le périhélie (Gg. 1). 

Du point P menons l'arc PK perpen

diculaire à NK, c'est-à-dire au plan 

des xy. Il est évident que l'arc PK 

est le complément de l'angle que fait 

avec l'axe Oz le rayon vecteur mené 

du point 0 au périhélie, c'est-à-dire 

le complément de l'angle 9 de la for-

Fig. i. mule ci-dessus. 

On a donc : 

PK = - — s. 
2 

Or, le triangle sphérique PNK nous donne : 

sin PK = sin NP. sin i, 
ou bien : 

cos 6 = sin NP. sin i. 

Comparant cette formule avec la précédente, on a : 

Donc, la constante b' est le complément de la distance angulaire 

du périhélie au nœud. 

Enfin, pour trouver la signification de la constante T , faisons 

r «= r 0 = a(l — e) dans la dernière équation : 

nous aurons : 

Donc, la constante — r représente le temps du passage de la 

planète au périhélie. 
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Fig- 2-

Remplaçons ces coordonnées par des variables qlf g3, telles 

que l'équation de condition soit vérifiée. 

Soient : 

qr, = AOR, <7s = MOR, 
et supposons le rayoD de la sphère égal à l 'unité. Nous aurons : 

x = cos qt cos Ç i , 

y = cos qt s in qt, 

z = s in qi. 
Si nous supposons la masse du point égale à l'unité, nous aurons 

pour la fonction de force : 

U = gi2 = j s i n ç I ; 

d'ailleurs, la demi-force vive T est donnée par la formule : 

64. Mouvement d'un point matériel pesant sur une sphère. 

Prenons pour axes la verticale dirigée dans le sens de la 

pesanteur et deux horizontales menées par le centre de la sphère. 

Les coordonnées du point M sont (fig. 2) : 

x = OQ, iy = PQ, z = MP. 
0 ft A 
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Or, on a : 

x' = — cos ga sin gt. q[ — sin qz cos q^. q\, 

y'= cos g, cos gt. gl— sin q^ sin g, . q\, 

z' = cos g2. q',; 

d'où il vient pour la fonction T exprimée en fonction des q et 

des g' : 

On en tire : 

T = i(cos' qi.q? + q?). 

DT DT 
— = 0 , —•= — cos qt s in q,. qt , Dg, Dgs 

DT DT 
—•= cos2 gs. q[, —r=g;. 
Dr/; Dg, 

On a d'ailleurs 
DU DU 
— = 0, — = q cos g, Dg, Dga

 3 1 

Par conséquent, les équations de Lagrange (n° o) 

d — 
" D 9 ; DT _ DU 
dt Dg,- Dg,-

nous donnent pour les équations du mouvement : 

rifcos' g,, g',) 
dt 

: 0 , 

— •+- cos g» s in g2, g, = g cos g». 
De la première on tire 

g;. cos' gs = c, 
d'où, en substituant dans la seconde, il vient : 

dq't c* 
— -+- sin gs. —-—. = g cos gs, dt cos g, 
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d'où : 

dt = 
cos qi 

dq, 
2g sin g s 

cos' g 2 

C'est l'équation que l'on obtient par la méthode ordinaire. 

Appliquons maintenant le théorème de Jacobi, et, à cet effet, 

reprenons l'expression : 

T = l(cos' qt.q? + q?), 
et posons 

3 T 

pt = — = cos* g, .g , 
jg. 

d'où 

Par conséquent, 

cos* g 3 

gî = p , . 

2 \cos g, 

C'est la fonction T exprimée en fonction de p , , p a , g,, g 2 . 

La fonction de force ne renfermant pas explicitement le temps, 

l'équation différentielle partielle de laquelle dépend la solution 

du problème est (n° s s ) : 

ou bien : 

d'os c2 sin g 8 

—— = g cos g, 
de 3 * cos3 g. 

En intégrant, on a : 

'fdqX . c' 
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dans laquelle on remplacera p , , p a , par ce qui nous 

donne l'équation : 

1 /aS y 1 /aS V 

dont il faudra trouver une solution complète, renfermant, outre 

la constante additive, une constante arbitraire. 

D'ailleurs, si nous posons : 

nous aurons : 

ait aH p\ s in (7 2 

— = 0, — • = = f / c o s o j , 
Sgi iqt c o s ' g s 

aH p, aH 
— — > — = P2 j 

ap, cos* 7j ap, 

et les équations du mouvement pourront être mises sous 

la forme : 

dt cos 2 Çj dt 2' 

dp, n dpi p ï s i n ç , 

— = 0 , — = : 1- 0 COS 7S . 
dt dl eus" 

Pour intégrer l'équation aux dérivées partielles, nous obser

verons que S peut être considérée comme la somme de deux 

fonctions d'une seule variable chacune, savoir une fonction 

de q{ et une fonction de ç 2 . 

Posons donc : 
S = Qi + Q2, 

et nous aurons, en désignant par Ql, Q; les dérivées de Qj , Q 2 

respectivement par rapport à qt, q% : 

2 cos ç j i 
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- Q Î ! — gs\nq, = h; 
cos* ' 2 

d'où l'on tire, puisque ces équations ne renferment chacune 
qu'une seule variable : 

. = f dq, y/s 23 
Q j = / dqt \/ %h •+- 2 3 s in </s -

C O S ' Ç A 

Par conséquent, l'expression : 

2Ï~ 
S = qt Vïp + I dqt \/%h 2gf s in qï — 

cos 2 q s 

r, 

sera une solution complète de l'équation aux dérivées partielles. 

Les intégrales du problème seront alors : 

ou bien : 

7. P dq 
* / 2 p / . / 28 

/ cos g s y/ 2/t - i - 2</ s in qt-
cos 2 </s 

^72 

V 2A + 2 g s in S l Ç 

On peul satisfaire à cette équation, en posant : 
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65. Mouvement d'un point matériel attiré par deux centres 

fixes en raison inverse des carrés des dislances, le point se mou

vant dans un plan passant par les deux centres. 

Prenons le centre 0 pour origine de deux axes rectangulaires, 

et soient a, 6 les coordonnées du secoue! centre C. Le point 

mobile m est attiré vers le centre 0 par une force ^ , et par le 

centre C par une force ^ , en posant Om = q{, et Cm = o 2 . 

La fonction de force est donc : 

U = ^ - ^ . 

La demi-somme des forces vives T a pour valeur : 

T = i(x'« + y"). 

Cherchons à exprimer T en fonction des variables qif g a , 

et de leurs dérivées q\, q'z. On a : 

a * - t - ï * = 9Î» (x — aT •+• (y — bY = 9*; 

d'où : 

xx' -t- yy' -- - qiq',, (x — a) x' -+- (y — h)y' = qy/j. 

On en tire : 

q^i (y —b) — i^y , W'-P — <MÎ (X —A) 
x •= y • 

ay — bx ' ay —• bx 
Par conséquent, 

_ £ q\q\q? -*- 9 Wi' — iq^qW* 1 y (y — b ) g (s — Q) j . 

^2 (ay-6*)« 

or, si nous désignons par £ la distance OC, on a : 

2 [y[y - 6) + x(x — o)] = 2X" -t- 2T/! - 2AX - % = q\ + q\ — P, 

et, par suite, 

T = i 9Î7*?" -+- oîolîi 2 — q^q\qz{q\ 9I — **) 2 4A: 
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p . = 2 
2i?!7L7Ï — 9'7î9Ï (9' + 9ï — 

4 9 Ï ï ï - ( 9 Ï + 9 Ï - ' < ) ' 

En représentant le dénominateur par D, il vient : 

Dpi9Ï?ï MMi 9ï — '*) 

Dp*9Ï9Ï •+• 9.92(9! •+- 9* — 0 

4«/{ 9i—gfoïfaï + gï —**)' 
9s ; 

ou bien, en observant que D = —(91+9! — (")* est 
commun aux deux termes, et divisant par g'gl : 

-¿9191 

puisque l'on a : 
2 A = ay — bx, 

A étant l'aire du triangle OCm. 

Mais, on a aussi : 

1 

A ! = — (g, -+- q-j -4- /)(g, Çî —0C>7i ' — 72) (ç, + ' — 

- ^ W . - f a ï + ï ï - * " ) ! . 

d'où : 

T = = 2 qîgKgl* + 9'«') — ?ity«?W»(?* — 0 

C'est la valeur de T en fonction de g , , 7a, g!, CI-

Si nous posons : 

nous aurons : 

. 2 9 W 1 — 7>7*7*(9* •+- 9* — 0 
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1 
T = -

2 

La fonction de force U ne renfermant pas explicitement le 

temps, l'équation de laquelle dépend la solution du problème est : 

T — V = h, 

en remplaçant dans T les quantités respectivement par 

^R-, IR- . On obtient ainsi l'équation aux dérivées partielles : 
oit J?s 1 1 

(*)' + (* )' ^±>±.* + *-p = J»+ + (A) 
XiqJ \iqj ïq, iq^ W ' 9*' 

Remarque. — On peut obtenir celte équation de la manière 

suivante : 

L'équation T — U = h nous donne, en coordonnées rectan

gulaires : 

qu 5a étant des fonctions de x et de y. 

Transformons celte équation de manière à prendre qt, ç a 

pour variables indépendantes. Nous aurons : 

aS AS agrt AS a^ x AS x — a AS 
ax ax A*^ ax qt ay, <7S ay2 

AS AS a^i AS a^ y ss t/ — 6 AS 
3 y 3Çj 3Î/ 3 ^ 3 y ÇI 3^1 qt iq, ' 

et en substituant dans l'équation précédente (B), on trouve 

facilement l'équation (A). 

Il s'agit maintenant de trouver une solution complète de 

l'équation (A), renfermant une constante arbitraire, outre la 

constante additive. 

Substituant ces valeurs dans T, nous aurons T en fonction 

de Pi,Pi, ï i , ç 2 : 
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Or, on peut la mettre sous la forme suivante 

3S sS 
posons 

d'où : 

= 2pi?3 -+- -+- 2/Î7i7Î ; 

qi + qi = f, q> — q* = g 

71 = 
f-9 

3S 

3S 
2 " 2 

aS if aS ig 3S 3S 
if iqt ig iqt if ig 

3S if 3S ig 3S 3S_ 
3q4 3/' iqt ig Dr/, 3/' 3gf 

L'équation (C) nous donne alors la suivante : 

if 

liS\* h 

Pi9 + to9—-g • 

Pour trouver une solution de celte équation, nous poserons 

S = F - f -G , F et G étant deux fonctions respectivement de 

f et g, qui seront déterminées par les équations : 

if-l*) + f u i + 

hf* 
P. 

G"=G*1-(B|) ï--5"-(3> et nous aurons : 

(/"1 -+- i"0 /" - •rf/ 

1̂  — ̂)1/ • 
hg 

. • d 5 

Les intégrales du problème sont alors : 

3S 

et l'on voit que la solution dépend des fonctions elliptiques. 
= r5 

3S 
ih 

*0, 
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X. 

Théorème de M. Darboux. 

EE. Le premier théorème de Jacobi (n° 4T) peut s'énoncer 

de la manière suivante : 

Étant donnée l'équation : 

— - t - H [i„ gr gr4, — . = 0 , 1) 

<5i \ iqt lqtl 
remplaçons dans la fonction H íes ^ par P (, et intégrons le 
système des 2k équations différentielles ordinaires : 

« ^ =

5 J I , ( 2 ) dt 7>pi dt lq¡ 
L'intégration de ces équations (2) nous donnera les varia

bles P,, q ( en fonction de t et des valeurs initiales p°, qj des p , , q, 
pour l = t 0 . 

Formons ensuite l'intégrale : 

v-/*-/(2»S--)*-/>£--K 
'o 'a 'o 

Nous pourrons exprimer V en fonction de l e£ cíes 2k quan
tités q% PÎ; mais des k formules qui donnent q,, q 2 , ... q¿, on 
peut tirer PJ, p5, ... PU, en fonction de t , q,, q s , ... q,, q°, ... qj , 
ei p a r suite exprimer V eu fonction des 2 k + l quantités : 

t, </<, ••• 7*J 9Ï> - 9*-

La fonction V aùîsi obtenue sera une intégrale, contenant 
k constantes arbitraires q", q°, ... q°, de l'équation aux dérivées 
partielles (\), e¿ alors, les intégrales du système (2) pourront 
être mises sous la forme : 
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Dp", ïpï ip\ 
pour i = 1, 2 , ... k. 

La démonstration de Jacobi repose sur la considération sui

vante : 

Supposons que l'on fasse varier infiniment peu les valeurs des 

constantes qui figurent dans les expressions des p,- et des q,; 
la variation de V, considérée comme fonction de ces arbitraires, 

est donnée par la formule : 

Or, si l'on exprime V en fonction des 7, et q°, on a aussi : 

De ces deux formules on déduit la suivante : 

de laquelle Jacobi conclut les équations : 

Mais, comme l'a remarqué M. Mayer, cette conclusion n'est 

exacte que si les variations oq; et àq] sont indépendantes les 

unes des autres, comme le sont les §q1 et les $p"t. Cherchons 

donc quelle est la condition qui doit être vérifiée pour que 

cela ait lieu, c'est-à-dire pour que le théorème de Jacobi soit 

applicable. 

On a : 

?' = /*(«. 9?»K); 

par suite, si les sont indépendants des 3q°, il vient : 
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Mais, les 5p° sont indépendants les uns des autres, ce qui ne 

peut avoir lieu que si le déterminant des coefficients : 

s*Jh 27i Mt 

¿jpí sPS "'• api" 
est différent de zéro. 

Mais, si R est différent de zéro, les q¡ s'exprimeront en fonc

tion des pi sans qu'il existe aucune équation de condition entre 

les q¡ (n° 5 0 ) . Donc, si R est différent de zéro, il n'existe aucune 

équation de condition entre les q¡, et par conséquent les Sq¡ sont 

indépendants les uns des autres. 

Donc, la condition pour que les Sqt soient indépendants les 

uns des autres et indépendants des est que le déterminant R 

soit différent de zéro. 

D'ailleurs, les p° peuvent être exprimés en fonction de i , 

des ç, et des q°. Or, si l'on reprend les équations (2), les 2fc con

stantes arbitraires des intégrales de ces équations pourront être 

exprimées en fonction des et des p°; mais, les p° étant exprimés 

en fonction de t, q¡ et q], il en résulte que les 2A constantes 

d'intégration peuvent être exprimées en l'onction de f, q¡ et o°. 

C'est ce qui arrivera lorsque la fonction H est telle que le 

déterminant : 
n> — s 3MI 2,11 3'LI 

tpfipi ap sap 2 ap4ap4 

est différent de zéro. Car, en posant : 

ail ail an 
:— — / 1 , : — = A I ••• R — = /*> 
ap t ap, ap 4 

on a : 

R' _ v ? A ' A .. ? A . 
^ ap t ap, ap4 

Or, si R' est différent de zéro, les f¡ s'exprimeront en fonction 

des p , , sans qu'il existe aucune relation entre les f¡ : ces fonc

tions /1 sont donc indépendantes les unes des autres (n° 50). 
Par conséquent, les équations : 

í í = /l» 7î = / i ) ••• 9* = /»» 
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ou, ce qui est la même chose, les équations : 

dq{ 3H dqk 3FI 

dt 3p, ' dt lpt 

sont compatibles, et serviront à déterminer les p, en fonction 

de t , q{, ... qt, q[, ... q'k. On en déduira donc pour les p¡ des 

expressions de la forme : 

Pi = fond, (t, g,, ... qk, q\, ... q\); 

par conséquent, d-£f est une fonction du second ordre, et les 

équations canoniques (2) nous donneront k équations du second 

ordre entre t, qt,... q 4 . 

Mais, ces k équations du second ordre nous donneront k inté

grales renfermant 2k constantes arbitraires, c'est-à-dire des 

relations entre t, g,, ... qt et les 2k constantes arbitraires. 

On pourra donc, en faisant l = ta dans ces k intégrales, en 

déduire k relations entre les 2k constantes arbitraires et ç j , . . . ql. 
Nous aurons ainsi 2k équations entre les 2k constantes, les g, 

et les ql, et, par suite, nous pourrons déterminer ces 2k con

stantes arbitraires en fonction de t, q„ g°. Donc, si R' est diffé

rent de zéro, on peut déterminer les 2k constantes d'intégration 

en fonction de t, q¡, q°¡. 

Au contraire, si R ' = 0 , les fonctions f, ne sont pas indépen

dantes les unes des aut res , c'est-à-dire qu'il existera entre les 

fonctions f¡ une ou plusieurs relations indépendantes des p, . 

On pourra donc éliminer un certain nombre des p , entre les 

équations : 

q\ = fi, 7* = A, - ?i = / i i 

et l'on obtiendra ainsi entre f, q¡,q'¡ un certain nombre de rela

tions sans constantes arbitraires. Il en résultera, par conséquent, 

que les expressions des g, ne renfermeront plus 2k constantes 

arbitraires. 

Ainsi donc, la condition pour que les g, et les q° soient indé

pendants les uns des autres, et, par conséquent, les 5g, et les Sq°, 
est que le déterminant R' soit différent de zéro. Si R ' = 0 , 
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les q, et les q", ne sont pas indépendants les uns des autres, 

et alors on ne peut plus écrire les 2£ équations : 

^ = P" 
et, par conséquent, la méthode de Jacobi est en défaut. 

M. Mayer a remplacé cette méthode par une autre qui ne pré 

sente pas les mêmes objections, et que nous exposerons plus loin. 

67. Mais, M. Darboux (*) a montré qu'en faisant subir une 

modification à la méthode de Jacobi, on peut la rendre appli

cable dans tous les cas. 

Supposons que l'on ait intégré les équations : 

*5l = ,
 dli = _ E , (2) 

dt ip, dt 

c'est-à-dire que l'on ait trouvé 2 i relations entre les quan

tités t, q„ P l > q", et p% 

Supposons" que n de ces relations puissent s'exprimer indé

pendamment des p^ p0,, et soient : 

F, ( t , qu . . . qk, ql, . . . ç ï ) = 0, 1 
F , ( t , g , , . . . g . , ç ï , ... ç!) = 0 , | ( g ) 

F.({, q„ ... qt, ql, ... ç ï ) = 0 , ) 

ces n équations. 

On peut, de ces n équations, tirer les valeurs de n des quan

tités q0,, par exemple q°, ... ql, et l'on aura : 

F i = f\{t, q q„, 9 ° „ + 1 . - ?°) — ? ? = 0 , 

F , = ft(t, qt, ... qk, 7° + 1 , ... ql) - ql = 0, 

F . = Ut, qt,qk, ql+l, - ql) — ql = 0 . 

(*) Comptes rendus, 18 janvier 1878, p. 160. 
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Alors les 2A quantités g,, q° ne peuvent plus être considérées 

comme indépendantes les unes des autres , n d'entre elles pou

vant être exprimées en fonction des autres. 

Considérons maintenant , comme dans la méthode de Jacobi, 

l'intégrale : 

v= f'(2 m ; - h ) dt, 

'o 
et exprimons la fonction V en fonction des q,, q". Nous aurons, 

comme dans la méthode de Jacobi : 

et 

^ 3g;

 3 3g° 
d'où l'on tire, comme précédemment : 

5 ( ~ p . ) ^ - 2 g - t - p ï ) ^ - ° - ^ 
Or, les dqi et dq", n'étant pas indépendants, on ne peut pas 

égaler les coefficients à zéro. Mais on a , entre ces variations, 

les n relations : 

5F, 
— iqt + 
sg, 

3F, 3F, „ 

Dg4 " 3g° V l 
3F, 

^g* 

3F, 
3g, 

3 F, 3F, 
H cTgt n -âqï -+- •• 

3g t 3g5 * 
3F. „ 

. - - ^ = 0 , 
cqk 

3F„ 

3g, 
3 F „ 3F„ 

dqk 3g, 
3F 

. - . . - ^ • = 0; 3g* 
par conséquent, en désignant par \, lt,... ï.n des multiplicateurs, 

et raisonnant comme d'ordinaire, il viendra : 
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Ces équations, au nombre de 2A, jointes aux équations (4), 

permettront de déterminer les 2A -t- » quantités : 

Elles donneront donc les intégrales des équations (2). 

Or, ces 2A quantités en fonction desquelles toutes les autres 

sont déterminées sont indépendantes les unes des autres ; 

par conséquent, il ne peut exister aucune relation entre ces 

2A; quantités, e t , par suite, toute relation où elles entreront 
seules devra être identiquement satisfaite. 

Cela posé, suivons pas à pas la marche de Jacobi. Nous aurons: 

</i i ••• q* i [h i 

en fonction des 2A quantités : 

>î, ... pa

t, p i ( . . . 

••• qtt qli+i, ••- ç * ' * u ••• ^n-

or, 
dV 3V iV dqt iV dqk 

• — = • 1 • •- •+• • 

dt il iqt dt iqt dl 
Par suite, 

3V 2V dq, 3V dqk dq{ dqk 

h — h ••• -i = », — 1- H . 

it 3<jr, dt dqk dt r dt dt 

1 v 
Remplaçant les ^ par leurs valeurs déduites de l'équation (6) : 

aV sF, 3F„ 

iqt P' lZqt "iq, 
on a, en supprimant les termes semblables : 
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il viendra 

3V 3F, 

Pi = —*-i , H 

^ 5g, 3g, 
3V 5F, 3FS 

-t- — -+• »̂ 1 3f 3f 3i 
H 

/ 3V DF4 

H 
t, g „ • 1- A, h 

\ 3?, 3g. 

Sg,' 

1 
3 F „ 

+ —]=o, 
ou bien, si l'on observe que les dérivées de F a qui entrent dans 

cette équation sont précisément les mêmes que celles de fa : 

3V S/-, 3/, lfu 1- i , h),—+••• + !,, — 3J dl dt M 
i 3V 3A 3M ' ( 8 ) 

\ 3g, 3g, 3g(/ 
Actuellement, si l'on imagine qu'au moyen des équations (4) 

on ait éliminé de la fonction V les quantités q\, ... q°„, l'équa

tion (8) a lieu entre les 1k arbitraires 

ou bien : 

3 V /3Fa dg, 3F, dgA 

Or, de l'équation : 

F«((, ...<?*, ... gî) = ° . 
on tire : 

?F« 3F* d g , + ... _^ a£« ^ l ' = o 
3f 3g, dt 3gt di 

3FK 

Par suite, le coefficient de lx est égal à — -^f, et l'on a : 

jY a—n 
^ 7 + 2 + H(t,g„p i) = 0. 

Si maintenant nous remplaçons dans H, par sa valeur (6) 

3F„ 
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II en résulte, d'après ce que nous avons dit plus haut , que 

cette équation (8) sera identiquement satisfaite. 

Or, si l'on considère \ , ... \ comme des constantes, l 'équa

tion (8) exprime que la fonction : 

satisfait à l'équation aux dérivées partielles : 

elle sera, par conséquent, une intégrale de celte équation, 

et nous aurons le théorème suivant qui est dû à M. Darboux : 

THÉORÈME. — Étant données les équations différentielles 
ordinaires : 

dq¡ m dp{ ail 
dt ip¡ dt iq{ 

supposons qu'on les ait intégrées, et que des intégrales on puisse 
déduire n relations distinctes, el n seulement, entre les varia
bles q,, q 3 , ... q i 5 et leurs valeurs initiales. On mettra ces rela
tions sous la forme : 

Vi = f>{t, q¡> 7«> - 7*, ql+t, ••• q'i) — qï = o, 

Fs = / i ( i , 7<< 7«» • • 7*! 7»-M> - 7A) — ql ~ 0, 
Fn = /»(*, 7<> 1^ -7*> 7°+i»-7°) —7Ï = 0, 

et l'on calculera l'intégrale : 

V-/ '(^^-*-^ , + --"*t-H)rfl-
¡0 

Cette intégrale pourra toujours s'exprimer en fonction des 
variables q,, q 3 , ... q*, q ° + 1 , ... q°- Cette expression de V étant 
obtenue, les intégrales générales du système des équations diffé
rentielles pourront être mises sous la forme : 

aV 3F ( aF 2 3F„ 

«—_=>., -+- }s — -4- •.. -+- X„ — , 
r M< M< Mi M' 

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



( « 2 ) 

et, en outre, la fonction : 

V y.tft -+- + . . . -t- >„/•„, 

dans laquelle \ , 7^, ... \ sont des constantes arbitraires, sera 

une intégrale de l'équation différentielle partielle : 

sV i- H -t- 0 , 
Si 

où l'on a remplacé dans H , p, par JJY . 

X I . 

Théorème de M. Mayer. 

es. Soit U[t, q{, ... qk, p., ... pt) une fonction donnée des 

2k-h 1 variables t, q,, pt, et soient données entre ces variables 

les 2ft équations différentielles ordinaires : 

dqt sH dp, s H 

dt ipt dt sg,-

Supposons que l'on ait intégré complètement ces 2£ équa

tions; on aura ainsi 2k intégrales renfermant 2ft constantes 

arbitraires. Exprimons ces 2£ constantes eu fonction des valeurs 

initiales ql, p', que prennent les variables qt, p,, pour la valeur 

choisie arbitrairement /„ de t. 

Nous aurons ainsi les équations : 

q, = fonct. (t, t0, q% q\, ... ql, pi, ... pïl, 

p, = fonct. (t, t 0, q",, ql,... ql, p°t,... pj). 

Nous les représenterons par : 

7 . = N . j 
P.-=[>.]> ) (2) 
q 

p 

où les [q,] et les [p,] sont des fonctions déterminées de t, ta, 
ql, p°, telles que, pour t = / 0 , elles se réduisent respectivement 

à qî et pj . 
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Nous emploierons dorénavant les crochets pour indiquer les 
résultats que l'on obtient en remplaçant p,-, qt par les valeurs (2). 

Il est d'abord évident que le déterminant : 

ïql Iql iqi 

qui, pour t = t0, se réduit à l'unité, ne peut jamais être nul. 

Il en résulte donc que les équations : 

[?'] = 9'> ( 3) 

sont compatibles, et, par suite, en les résolvant par rapport aux 
k quantités g°, on en déduira les valeurs de ces k quantités. 

Cela établi, posons : 

ta 

et calculons la fonction V en fonction de : 

t, f», ql, ql,pï,- pi, 

ce qui se fera évidemment au moyen des équations (2). 

Nous aurons donc, en vertu des notations adoptées : 

(4) 

dt. 

Désignons par c une quelconque des constantes g?, p- , et nous 
aurons, en différentiant par rapport à c : 

3 V 3 

3c 

Or, on a : 

511' 311 

H" 

• M 

• [H ] [dt. 

3c 

'311 

.3P(. 3c 

Mais [H] n'est autre que la fonction primitive H dans laquelle 
8 
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on a remplacé les p,-, ç/,, en fonction des p j , q"; nous aurons 

donc : 
3H ^ 1 + 

"DH" 

_ 37._ De DC 

par conséquent, 

¿ 2 « 
DH 

• [ H ] 2 

5 

De 

DH 

DH 

Dp,. 

_ D TDH 

^ L ^ J De |_3p,-

= 2 W 
DC 

"DU "DH" 

Dp, De 

D'autre part, en vertu des équations (1), on a 

"DU] D[P,-] 
Dfl.J D< 

3 DH"| _ a 4 7 , - ] _ d 3 [ G J . " 
3c |_3p ,J De DF DZ De ' 

par suite, 

DH 

S 2 W 

df De 

3 [ ? . ] 

d i De 

De 

En intégrant entre les limites t0 et t, il vient, pour le second 

terme du second membre de 
DV 

3 c 

(*) On d o i t , dans le second m e m b r e de ce t te f o r m u l e , r e n f e r m e r toutes 

les quant i tés e n t r e c r o c h e t s , puisque ce second m e m b r e doit c o m m e [H] 

ê t r e e x p r i m é en fonction des q?,p°. 
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en observant que, pour l = t0, [p,.] et [g,.] se réduisent, par hypo
thèse, à pl et ql. 

On a donc enfin : 

Or, si, dans cette dernière formule, on fait c = ql, il vient : 

ou bien : 

Si, dans la même formule, on fait c = pl, on obtient : 

D'autre part , si dans la fonction V, exprimée en fonction de 

t, ta, ql,... ql, pl, ... pl, on remplace les ql par leurs valeurs 

tirées des équations (3), elle devient une fonction de t, t01 qt,... qk, 

pl,... p^, que nous pouvons représenter par (V). Il est d'ailleurs 

évident que la fonction (V) se réduit inversement à la fonction V 

primitive, si l'on remplace dans (V) les quantités qt, ... qk par 

leurs valeurs (3), c'est-à-dire par : 

<1i = [gJ • 
Par sui te , on a , en appliquant le théorème des fonctions de 

fonctions : 

l ZlMi]Mr 
•ajyy 

.M'. 
DV 

¥ 

(") Les crochets des seconds membres indiquent que ces seconds mem

bres doivent être exprimés comme les seconds membres des valeurs t rou-

vées plus haut pour ^p, en fonction des p°, q°. 
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En comparant ces valeurs de ^ avec les valeurs trouvées 
plus haut, on en conclut que l'on doit avoir identiquement : 

= 0, 

'a(V) •Pi 3pï 
(6) 

• p . 

~ L'7< 

pour r = I, 2, ... i. 

Les équations (o), au nombre de A, sont linéaires et homogènes 
par rapport aux k quantités : 

p(V) 
or, le déterminant des coefficients de ces équations est différent 
de zéro, d'après ce que nous avons vu' précédemment; par 
conséquent, le système des équations (5) ne peut exister que si 
l'on a séparément: 

p(V) 
pour t = l , 2 , . . .k. 

Le système des équations (6) nous donne alors 

-3 (V) 

(7) 

ipl 
(8) 

pour r = 1, 2,... k. 

Il résulte de laque les solutions complètes: 

7. = [?,]. ) 

P' = [p.-]» 1 
(2) 

des équations (1) doivent satisfaire identiquement aux 2k équa
tions : 

iq, 

3,V) 

= />; 

(9) 
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En effet, les expressions (7) et (8) doivent être des identités, 

c'est-à-dire que, par la substitution dans les équations (9) des 

solutions complètes (2), ces équations (9) doivent devenir les 

identités (7) et (8). 

Les équations (9) ne sont pas elles-mêmes des identités : 

en effet, puisque (V) est une fonction de t, t0, qL,... qk, pl, ... pl, 
il en résulte que les premiers membres des équations (9) ne 

renferment ni les p¡, ni les ql, et comme les seconds membres 

ne renferment que lesp , et les ql, il s'ensuit que les équations (9) 

ne sont pas des identités; elles ne le deviennent que par la sub

stitution des fi et des q¡ tirées des équations (2). 

Ces équations (9) sont donc équivalentes aux équations (2), 

et, par conséquent, ce sont des intégrales des équations (1). 

D'ailleurs, le nombre de ces équations est 1k, et elles renfer

ment 1k constantes arbitraires ql, ... ql, pl, ... pl; enfin, aucune 

de ces équations (9) ne peut être une conséquence des autres; 

car, dans chacune d'elles, il entre une quantité p¡ ou ql qui ne 

se trouve pas dans les autres. 

Il s'ensuit donc que les équations (9) forment un système 

d'intégrales complètes des équations (1). 

Cherchons maintenant l'équation différentielle partielle à 

laquelle satisfait la fonction (Y). 

A cet effet, de même que tantôt nous avons trouvé ^ et ^ 

de deux manières différentes, nous allons former ^ de deux 

manières différentes. 

De l'équation (4') on tire : 

d'autre part, si l'on substitue dans (V) à la place de q,, ... qk, 
leurs valeurs (5), cette fonction devient V. Par conséquent, nous 

aurons, en vertu du théorème des fonctions de fonctions : 
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équation (1) : 
- f 3 ( V ) 3H-1 

dt 

En comparant les deux valeurs de ~ , on obtient l'identité : 

ir + H ] = 0 ' (10) 

c'est-à-dire que, par la substitution dans l'équation : 

3(V) 

- L i + H = o , (H) 

des solutions complètes : 
? . - [ 7 . 1 , | • ( 2 ) 

p. = LPi], ( u 

cette équation (11) doit devenir l'identité (10). 

On conclut de là que les solutions complètes (2) des équa

tions (1) doivent satisfaire identiquement à l'équation (11). Or, 

les solutions complètes (2) des équations (1) sont équivalentes 

aux équations (9). 

Donc, si (V) est connue, les équations (9) satisferont à 

l'équation : 
3 (V) 

— -+-11 = 0 (11) 

Il s'ensuit que, si, dans cette dernière équation, on remplace 

les Pi par ~ , en vertu de la première des équations (9), on 

aura l'équation différentielle partielle suivante : 

*?.«(.., m 
3t \ 3f/| iqtJ 

à laquelle doit satisfaire la fonction (V). 

Or, s i , à cette fonction (V) qui satisfait à (12), on ajoute une 

constante addilive, on aura une solution complète de cette 
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équation (12). En effet, celte solution renferme k constantes 

arbitraires jo", ... pl, et ces constantes ne peuvent pas être éli

minées entre les quotients différentiels partiels ... — , car 

alors une des k premières équations (9) serait une conséquence 

des autres, ce qui est impossible. INous aurons dónele théorème 

suivant qui est dû à M. Mayer (*) : 

THÉORÈME. — Étant donnée l'équation différentielle partielle : 
sV / . aV aV\ 
— -t- H t, q,, ... qk —, - .— = 0 , (A) 
ai \ 3f/, IqJ 

on remplace dans la fonction H, les jj^ par p¡ , et l'on forme les 
2k équations différentielles ordinaires : 

dq¡ 3H dp, 3H 
dt 3p¡ dt lq¡ 

(B) 

On intègre ce système, et l'on exprime les 2k constantes d'inté
gration en fonction des valeurs initiales p°, q° des p ( , q, pour 
t = t 0 . On substitue ces solutions dans l'expression : 

311 2 U 11 
p. — - h , 

ap¡ 
et l'on détermine l'intégrale : 

en fonction de t , t„, q°, p j . 

Cela posé, si de la fonction V on élimine les q? au moyen des 

valeurs des q¡ tirées des intégrales des équations (B), la fonction 

résultante (V) sera une fonction de t , q 4 , ... qk, p ï , . . . p j . 

La fonction : 
V = (V) -t- const., 

(*) JUathematische Annalen, t. III. 
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2(V) 3(V) „ 

seront les intégrales complètes du système (B) ("). 

XII. 

Théorème de M. Liouville. 

6 9 . JVous allons d'abord démontrer un théorème de 

M. Donkin ("*) dont on fait un fréquent usage dans les théories 

de l'intégration des équations canoniques, et de l'intégration 

des équations différentielles partielles du premier ordre. 

Ce théorème exige l'emploi de notations nouvelles intro

duites par Poisson, et par M. Donkin, et que nous devons faire 

connaître. 

Si l'on suppose que a et (3 sont des fonctions des quantités 

Pit P-i-, ••• Pn, <?o Ss. ••• Cm on doit à Poisson la notation sui

vante (***) : 

& \iq¡ ip¡ 3 P ¡ iqj 

M. Donkin ( , y), de son côté, a introduit une notation symbo

lique pour représenter la quantité entre parenthèses. 

Il pose : 

3 ( a , ¡3) 3A 3(3 3A 3 3 

3(9¡i P<) 37f 3P¡ 3P¡ 3(7i 

(*) On peut encore consulter sur cette question une Note tic M. Bertrand, 
insérée dans les Comptes rendus du 20 mars 1876, p. 641. 

(**) Philosophical Transactions, 185i, p. 85. 
("*) Mémoire sur la variation des consluntcs arbitraires ( JOURNAL D E L'ECOLE 

P O L Y T E C H N I Q U E , 15e Cahier, p. 281). 
(") Philosopliical Transactions, 18S-Í, p. 72. 

sera une solution complète de l'équation différentielle par

tielle (A), et les 2k équations : 
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A I = ? . ( 7 " 7 * > • • • » 7 « > P I , P » , •••> p J ' 

dans lesquelles a , , K s , ... a „ sont des constantes arbitraires, les 

fonctions des seconds membres pouvant renfermer des quantités 

quelconques autres que les «,. 

Ces équations pourront servir à déterminer p , , p s , ... p„, en 

fonction de ç f , qt, ... ç„, et des constantes, et nous nous pro

posons de démontrer que la condition d'inlégrabilité de l'expres

sion .-

ptdq, + ptdqt -i 1 - p,//g„, 
c'est-à-dire : 

ijh = 3 P ^ 

3 7 * 3 7 . -

N ' E S F A N R R E Ç W E : 

(a,., o4) = 0, ou ( ? l ) ? ^ = 0. 

En effet, si dans l'expression : 

A / » - 7 N • • ' 7 « Î P U P » I — ' F / I ) ' 

on remplace p , , p , , ... p„ par leurs valeurs en fonction de 

7 m 7 . , - 7 „ , «!, a 2 , ••• «„, o n a u r a u n e identité; par suite, en 

différentiant par rapport à 7 , , ¡1 vient : 

3 A „ . Za^ spi 3 P „ 

iqt 3 P , 3 7 ,
 3P„ " 3 7 < 

de même, 
3 A V 3 A V 3 P . 3 « *

 J p n 

_ _, . S- -t h • 

3 ( 7 ; 3 P ( 3 7 (
 3p„ 3 7 . 

= 0 ; 

= 0. 

et l'on a ainsi : 

7 0 . Cela posé, supposons que l'on ait n équations : 

« I = P L ( 7 L > 7 = > - , 7 » > P L . P Ï , - , P * ) » 
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5 

DGF DP,- 3 p ; ^ I D G ; \DP ( SP 4 DP4 DPF 

ou bien, d'après la notation de M. Donkin, 

AÇFL/N "V) _ =P* 3 (A^ , «Y) 
PV) A 3<?I 3 (P<, PW 

Faisons la somme des expressions analogues que l'on obtien

drait en donnant à i les valeurs 1, 2 , ... n ; le coefficient de t~ 
étant le même que celui de pris en signe contraire, nous 

aurons : 

. V v " / 3 P * A P A ^ , AV) 
<=I *=I X^OI SO*/ S(P, , P T ) 

De cette formule on conclut déjà que la condition nécessaire 

pour avoir : 

3 p j _ DP, 
iq, iqk ' 

pour toutes les valeurs de i et k égales à 1, 2 , ... n , c'est que 

les équations : 

(cf/I, A») = 0, 
soient vérifiées pour les mêmes valeurs de y- et v. 

Pour démontrer que cette condition est suffisante, multiplions 

les deux membres de l'équation (1) par ^ , et faisons la 

somme pour toutes les valeurs de JJL et y égales à 1, 2 , ... n . 
• Il viendra : 

2 2 K > A " ) 
(2) 

V=I 3 ( 0 ^ , AV) 
+

 M v y"
 s(Pr, P.) Ç y" /API _ A_PJ\ aÇa^, A,) = Q 

/Si S I A(A/I, «Y) S S W * S9V 3 ( P 0 P T ) 
Le coefficient de — est évidemment : 

2" V V pPi SP. _ ̂  ^ _ sjV ; M . | 3 ) 

>I=I Y=I w<V DA^ DAJ LIP,- DP4 Jp4 DP,/ 

Multipliant la première par la seconde par ~ , et reIran-

chant, on trouve : 

DA^ DAV DAA DAV DPS hau DAN DA^ 5AV 
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II est facile de simplifier ce coefficient. En effet, puisque/) , 

et p , sont des fonctions de a,, a,, ... a„, on a : 

3 p r _ 

3 p r d«, 
Dp r Do, Dp Da„ • -+- ~— i 

Da, DjDj Da, Dp, Da„ Dp, 

3 p , = 
Dp r Do, Dp, Da, 

3PR 3 a „ 

3p* Da, Dp* Da, Dp* Da„ Dp* 

3 P . = 
Dp, Do, Dp, Da, 

Dp, Da, Dp ( Da 5 Dp,- Da„ Dp, ' 

Dp, Dp, Da4 Dp, Da, Dp, Da„ 

Da, Dp t Da, Dp, Da„ Dp t 

La somme double (3) est une somme de produits de deux 

déterminants. En appliquant les règles de la multiplication et 

de l'addition des déterminants, on trouve que cette somme 

double se réduit au déterminant suivant : 

Dp_r Dp, 

Dp, Dp t 

Dp, Dp, 

Dp,- Dp 4 

3p_R 3 p , 

Dp; Dp 4 

Dp r Dp, 

2p* Dp, 

3 ( p „ P.) 
3(PF - P*) 

L'équation (2) se réduit donc à la suivante : 

//=1 t.=l "(."/ii ui>J i=i *=, W?' = 0. 
3 ( P I . P 0 

Mais, on voit facilement que , si l'on développe le second terme, 

il n'y a que le coefficient de ~ — ^ qui ne soit pas nul, et il 

se réduit à l'unité. En effet, le coefficient de — — ^ s'obtient 

D<?« Oqr 

en faisant i = r , k = s, ce qui nous donne pour ce coefficient : 
3(PR, P.) 

puisque 

3PR DP. 
Dp,. Dp, 

SPr pp. 
Dp, Dpr 

3 p r 3 p , Dp, 

= 1 , 
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Il est évident que si i et k sont différents de r et s, 
exemple i = r ' , k = s', le coefficient de : 

sera nul. 

Nous aurons donc : 

¿¿1 v_i 3(0̂ , a„) \àq, iqj 

ou bien, en remplaçant les lettres r et s par i et k : 

2 2 ("/" °») v 7 ^—r - = = 0 -
,<S Si 3(0̂ , a„) 3 ç 4 3 g , 

Il résulte de celte dernière formule que si l'on a : 

(«V, «.) = 0, 
pour toutes les valeurs de p et v égales à 1,2, ,.. n, on aura 

3 / ^ _ 3pi 

3 ^ 3</, 

pour toutes les valeurs de i et A- égales à 1, 2, ... n. 

7t. On en conclut le théorème suivant : 

THÉORÈME. — Si les n(n~1) équations : 

K . o«) = 0, 

sont vérifiées identiquement, les valeurs de p , , p 2 , ... p„, 

fonction de q 4 , q 2, ... q n , déduites des n équations : 

satisfont à la condition : 

3 ^ _ 3 p i 

3 g t 3C/,- ' 
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( d2b ) en d'autres termes, ce sont les quotients différentiels d'une 

fonction de q ( , q s , ... q„, et l'expression : 

p,dqt -+- ptdqi -+- h- pjq„, 

est une différentielle exacte. 

78. Ce théorème étant démontré, revenons au problème de 

l'intégration des équations canoniques : 

dq,_ 3H j 

H étant une fonction de q,, ç 2 , ... qn, p{, p a , ... p„, ne renfer

mant pas explicitement t. 

Nous avons vu (n° 17) que Vintégrale des forces cives : 

est une intégrale de ces équations. 

73. Ceci rappelé, démontrons le théorème suivant : 

THÉORÈME DE M. LIOUVILLE. — Si, par un moyen quelconque, 

on parvient à trouver n — 1 autres intégrales des équations (4), 

savoir : 

et si les premiers membres de ces équations sont des fondions 

de q J 5 q s , ... q„, p, , p 2 , ... p„, ne contenant pas explicitement le 

temps, et satisfaisant à la condition : 

pour toutes les valeurs de i et k égales à 1, 2 , ... n , le problème 

sera résolu. 

Il suffira de résoudre les n équations : 

H 

?*) — ° , 

(S) 
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par rapport à p , , p 2 , ... p„, et de substituer ces valeurs dans 

l'expression : 

d\' = ptdqt -+- p 2 dç 2 -t- ••• •+- p„rfg„ — (H)d i , (6) 

laquelle est alors une différentielle exacte. On intégrera cette 

expression, et l'on obtiendra les n autres intégrales du problème 

en égalant à des constantes les dérivées de la fonction V , prises 

par rapport aux n premières constantes. 

Il est d'abord facile de voir que l'expression : 

ptdgt -+- pidgt n pndg„ — (H)dt, 

est une différentielle exacte, lorsque l'on substitue à p 4 , p , , . . . p „ , 

leurs valeurs tirées des équations (2); en d'autres termes, que 

les conditions : 

' 3 p ( _ 3 p t 3 p , 3(H) 

3ç/* 3 7 / 3Í 3 g ¡ ' 

sont vérifiées, (H) désignant le résultat de la substitution de 

Pu Pu ••• P . dans H. 

Nous avons vu (n° 71) que la condition : 

(?•> f.) — 0 , 

équivaut à la condition d'intégrabilité : 

3 p j 3 p i 

3C/, 3C/,. 

Il nous reste donc à démontrer que l'on a aussi : 

3 p , _ 3 (H) 

3Í 3qr¡ 

Or, les quantités pt,pt, ... pn ayant été déterminées en fonc

tion de Ç/m ç/,,... q„ et des constantes, au moyen des équations (S), 

le premier membre de l'équation H = h, qui est l'une de ces 

équations (5), devient, par la substitution de ces valeurs, iden-
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tiquement égal à la constante h; par conséquent, on a iden

tiquement : 
(ll) = h, 

et, par suite, 

D'autre part , pt ne renfermant pas explicitement le temps, 

on a identiquement : 

3Í 
• = 0 , 

et la seconde condition d'intégrabilité ; 

Dp¡ 

3Í 

( 7 ) 

est satisfaite. 

En intégrant l'expression (6), on a ; 

V = V — ht, 

V désignant l'intégrale de l'expression : 

ptdq, -t- p,dq, - p„dq„. 

Cela posé, les n autres intégrales du problème sont données 
par les équations : 

aV 
aV 
3 a , 

3V 
— =«i, ùa, 

3V 

— = «2, 
3a . 

3V 
3a._ 
3V 

3a« 

3/i ~ 3/i 

a , , a i 5 ... a„ étant des constantes arbitraires. 

11 suffit pour s'en assurer de démontrer que les dérivées 

totales par rapport à t de ces équations se réduisent identique

ment à zéro en vertu des équations 1 (4). 
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Or, en désignant par iun quelconque des nombres \ ,%...n—1, 

nous aurons : 
3V 

J 
i \ 3V 

s 
^ 

ia{ dqi 

3«,- dqn 

dt iqt dt iqa rit 

i\ 3V 

3r/, dql 
( ïqndq. 

3 a , dt 3a,- ri t 

3H ipt ... + 
Zpt 3 a , 3p„ 3a,-

Mais, comme (H) est identiquement égal à A, il en résulte que 

l'on a : 
3V 

3 « , 

dt 
:0. 

Si maintenant nous prenons la dérivée totale par rapport à ; 

de la dernière des équations (8) : 

3 V S V _ 

Ih = 3 T _ ' - A " ' 

nous verrons que cette dérivée est aussi identiquement nulle, 

en vertu des équations (4). En effet, on a : 

d . ^ d 
a/* 

"3V 

¥-1 

dt dt 

3V 
3 — , 

ih. dai 

iqL dt 

3 V 
3 

— 1 -+-
iqt dqt 

= — 1 + 

3/j dt 

311 ip{ 

ipt ih 

3(H) 

ih 

3 V 
3 — 

| ni dqn 

iq„ dt 

3V 

iq„ «fn 
ih dt 

3 H 3p_„ 

ip„ ih 

La seconde partie du théorème est donc démontrée. 
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vient 

ou bien 

iqt 3 ^ 

ìdn 3 a 

3 P l - 3 p t 

i) • u 
(10) 

Par sui te , on pourra remplacer les n équations (8) par les 

suivantes dont les premiers membres sont, en vertu de (10), des 

différentielles exactes : 

— D Q { + ••• + —- D Q N = a „ 3Hi 3 a , / 

— da„ i = a„ •+• l. 
ih ' I 

ta. Remarque II. — Il est facile d'obtenir l'équation aux 

dérivées partielles à laquelle doit satisfaire la fonction V , définie 

par l'équation : 

dV = VTDQ, + PSDQT H 1- P „ D Q N — LIDI, 

74. Remarque 1. — Il n'est même pas nécessaire de déter

miner la fonction V, donnée par l'équation : 

v =S,p>dqi+ptdqì+"'+p"dq^' ^ 
En effet, si l'on prend la dérivée par rapport à a^ de l'équa

tion : 

ih = ^, 
iqk ad

9 
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ou la fonction V définie par l'équation : 

dX = pLdqt -+- p ^ g , -\ H p „ d g „ . 

En effet, les valeurs de p , , p , , . . . p„, déduites des équations (o), 

sont celles qui vérifient identiquement les équations : 

par conséquent, la fonction V doit réduire à une identité l'équa

tion aux dérivées partielles du premier ordre : 

î V I 3 V 3 V D V ' \ 
— - f - H g , , g „ ... g „ , — > — . - — 1=0; 3« V 3g, 3gs 3g„/ 

ou bien, la fonction V doit vérifier l'équation aux dérivées par

tielles du premier ordre : 

/ 3V 3V 3 V \ 
H g , , g , , . . . g „ , — . — . ••• — = h. \ 3g, 3g, 3gJ 

16. Application. — Comme application du théorème de 

M. Liouville, reprenons le problème du mouvement d'un point 
matériel attiré vers un centre fixe en raison inverse du carré 
de la distance. 

Les équations du mouvement sont : 

3V 3V 

d*x 

de 

d'y 
dé 

7 ? 

r3 

L'intégrale des forces vives est : 

H = - ( x ' W ) - £ = A. 2 r 
On a donc : 

3 H _ ( 311 

3x' 3x r 3 
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Par suite, les équations du 

sous la forme canonique : 

dx i\\ 

dt 3x' ' 

dy ill 

dt iy' 

mouvement peuvent être mises 

dx' 3H 

dt ix 

dy' 311 

dt iy 

Ces équations renferment quatre fonctions inconnues a;, y, 
x', y' de la variable t. Nous devons donc chercher, outre l'inté

grale des forces vives, une autre intégrale ne renfermant pas 

explicitement le temps. 

Or, celte intégrale est fournie par le principe des aires, qui 

nous donne l'équation : 

? = Xy' — yx' = a. 

On vérifie facilement que la condition : 

(H, ,) = o 

est satisfaite; en effet, on a : 

ail if ail ^ ait a? 3H a? 

^ ' ^ ix' ai' ax iy iy' iy' 3iy 

= — — .y — xy - + - - j . x - t - ? / x = 0 . 

De ces deux intégrales H et tp, nous pouvons tirer les valeurs 

de x' et y' qui rendent l'expression x'dx + y'dy une différen

tielle exacte. Nous aurons : 
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xdy — ydx xdx -+- ydu . / / u. 

Î/V == a . —t—r— ± y 2 Í h + ~ I r-

d'où, en intégrant, 

V = «arc tg^±j^tll\J i (/Î -+- r 2 — «*. 

Les deux autres intégrales du problème sont : 

V 
DV y /"» adr 
— = a r c ( g - q = / — = 

î-\ / o 1/, ^ n ,.>_„* 2 (A -.-!-] r 

s - ± / = - > * 9 . 

V 
2 I A + - r 2 

A et 9 étant deux nouvelles constantes. 

Ce sont les intégrales que nous avons trouvées précédemment 

(n° e s ) : la première est l'équation de la trajectoire, la seconde 

donne la relation entre le rayon vecteur et le temps. 

XIII. 
Mouvement de rotation d'un corps solide autour 

d'un point fixe. 

11. Soient l'origine des coordonnées au point fixe, £, »7,ç 

trois axes fixes rectangulaires, x, y, z les axes principaux du 

corps pour le point fixe, A , B , C les moments d'inertie princi

paux, p, q, r les vitesses angulaires autour des axes principaux. 

Soient <p l'angle que fait l'axe 0£ avec l'intersection OA des 

plans xy et £>7, Jv l'angle de celte intersection OA avec l'axe Ox, 

G l'angle des deux plans (fig. 3). / 

par suite, on a : 
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dû 

dt 
autour de OA, 

Fig. 3. 

et l'on a les formules suivantes : 

— autour de Qt, 
dt 

dii 
— autour de Oz, 
dt 

p = cos ip. e' -+- sin <p sin a. f', 

q = — s in i . B'-«- cos sin S.y', 

cos e. » , 
en posant 

? = 
d^ 

dt' dt' 

dt) 

Jl' 

En rempjaçant jo, 7, r par ces valeurs (1) dans l'expression 

de T, nous aurons T en fonction des variables <p, 4*, 6 et de leurs 

dérivées tp', G'. 

Si nous posons maintenant d'après Poisson (*) (n° 10) : 

aï 
S A ' 

aï 2T 

as'' 

(') Mémoire sur la variation des constantes arbitraires (JOURNAL DE L'ECOLE 

POLYTECHNIQUE, 1 3 E Cahier). 

Nous aurons pour la somme des forces vives : 

2T = Ap* -+- Bo2 tV. 

Or, la vitesse angulaire de la rotation peut être considérée 

comme la résultante de trois 

rotations p , q, r autour des 

axes x, y, z, ou comme la 

résultante de trois rotations 

dont les vitesses angulaires 

sont : 
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sin 8 
Ap cos f — Bq sin = v. 

On en tire : 

sin f 
Ap = (u — s cos 0) y- v cos f, sin 8 

cos ̂  B« = [u — s cos 8) — v sin Ji, ' sin â r ' 
C r = s. 

Par suite, 

1 T, v sin ^ "]« 
2 T = - (u — s cos 8) 1- v cos f\ 

A |_ s i n e J 

1 f" cos + "11 

- (m — s cos 8 ——• — 1; s i n f 
B L s in a J 

1 .. 

nous aurons, puisque 1(1' n'entre pas dans p et q : 

il il ir s = —; = , = Cr ; 
if ir if 

de même, 9' entrant dans p, q, r, il vient : 

il il ip il iq iT ir 
Sy' Sjo if' iq if' ir if' 

= Ap sin 9 sin ^ -t- Bq sin 3 cos ^ -+- Cr cos 9, 

et, comme 0' n 'entre pas dans r, on a : 

il il ip il iq 
v = — = 1 — = Ap cos f — Bq sin 

38' ip 38' iq id ^ 

On a donc les équations : 

C r = s, 

m — s cos fl 
Ap sin f •+• B17 cos ^ = 
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Si nous remplaçons dans le second membre de celte équation 

î)Y Ï)V ï)V 
*, M i » par , , , et si nous désignons par U la fonction 

de force, et par h la constante des forces vives, le problème 

sera ramené à l'intégration de l'équation aux dérivées partielles 

du premier ordre (n° 5s) : 
1 [7.1 V 3V" \ sin ^ - I COS 6 A M I sin 9 

COS ¡1 / 3 V 3 V 

, COS 5 

b L\3f. 3 ^ ; sin 9 

sV 1* 
— COS i 

r 
3 V 

• Sin é 

i / 3 V \ » 

c UjT, 
2 ( U + /(). 

(4] 

Les équations différentielles du problème sont alors, en posant 

H = T — U : 

311 :[[ dS II 
¥ = 3s ' dt 3 « dt ~~ 3u 
ds 3H du 311 dv 311 
dt = dt - ï 7 ' dt 39 

7 8 . La solution du problème se simplifie lorsque la fonction 

de force U est nulle, c'est-à-dire lorsque le corps, soumis à une 
impulsion momentanée, est abondonnè à lui-même. 

En effet, si l'on désigne (fig. 3) par a, b, c les cosinus des 

angles que l'axe des x fait avec les axes E, n, Ç, a', b', c' les 

cosinus relatifs à l'axe des y, et a", b", c" les cosinus relatifs 

à l'axe des z, nous aurons, pour les équations de la conservation 

des aires : 

Ap.a - t - Bq.a' -+- Cr.a" = a , ) 

A p . o -t- Bq.b' + Cr.b" = ¡5 , [ iS) 
Ap.c -+- B g c' -t- Cr.c" = y, ) 

Ap, Bg, Cr étant les sommes des moments des quantités de 

mouvement relatives aux axes principaux x , y, z, c'est-à-dire 

les aires décrites dans chacun des trois plans coordonnés Ox,y,z. 
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a = COS f cos ^ 

sin » sin j cos 9, b = sin f COS <// -+-
cos f sin ^ COS 8, 

c = sin <p sin â, 

o' = COS f Sl'n ^ — sin f COS ip COS 6 , 

b' = 

— S i n y sin 'ji -+- COS f COS <]> COS 6, 
c' = 

cos ij/ sin 8, 
o"= 

sin tp sin 8, 
b" = 

— cos f sin 8 ï 
c" = cos e. 

Les équations (5) prendront la forme suivante : 

sin J> 

V COS f ;— [u cos 6 — s)=i, 
sin e 
COS? \ (6) 

v sin o -+- - — (u cos e — s) = S, ' 
Sin 8 

M = y . 

En faisant la somme des carrés, et posant : 

S -+- s' -+- r 5 = fc% 
on a : 

(« cos e — si* 

« -t- u -t- • 

sina 8 
Celte équation, étant une combinaison des équations (6), peut 

remplacer l'une de ces équations : elle sera une des intégrales 

du problème. D'ailleurs, l'intégrale des forces vives H = h est 

aussi une intégrale du problème. 
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u = y, 

(H COS 9 , 

s i n ' 9 
sin \¡l Il sin it 2/4 = - 17 cos f> •*- [u — s COS 6) > 

A 1 s in 9 I 
COS <ji 1 '• 

• V Sin ip -+- (u — S COS 8) - —- \ 
sin e 

(71 

c*,n" 
Il est facile de voir que ces trois intégrales satisfont aux 

conditions : 

(r.Aj — O , (M) = 0 , (*,y) = 0 . 

Nous pourrons donc appliquer le théorème de M. Liouville 

(n° 13). Les équations (7) serviront à déterminer t i , o, s en 

fonction de 0, tp, ip ; nous pourrons alors déterminer la fonction V 

par une simple intégration, et nous aurons : 

V = J \ s d f -+- udf -+- vde). 

(') II est d'ail leurs évident (n° 41 ) que l'équation : 
: const., 

est une intégrale du problème. 

E n effet, si l'on exprimait T en fonction de j>, 8 , y', <j>', 9', au moyen 

des formules ( 1 ) , T ne renfermerait pas la variable y , mais elle renferme

rait sa dérivée y ' . D 'a i l leurs, la fonction de force U étant nu l le , elle ne 

contient pas la variable y. Pa r conséquent, l'équation : 

ou bien 

— = const., 

u = const.. 

est une intégrale du problème. 

Nous pourrons donc prendre pour intégrales du problème 

les trois équations : 
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Les trois autres intégrales du problème seront données par 

les équations : 

ь т - 1 - ' ' 
3V 
— = at, Ъу 
3V 

зТ = "2' 
ta, ait a 2 étant des constantes arbitraires. 

Nous aurons donc les trois intégrales : 

— d¿ -i u=> ч cíe = t — /„. 

эй ' ЗА эЛ / 
/

•/3.s 3u 3u \ 
- ( I H a? H «s = » i , 

\ 3 y 3 x Sv / 

/ " / 3 s lu , Ji) , \ / - di H a s H o s = a , . J \ik 3/c
 i 1 

Les équations (7) ne peuvent, en général, être résolues par 

rapport à u, v, s. Car, l'élimination de s et de u conduit à une 

équation du quatrième degré en v. 

Mais, si l'on suppose B = A , la difficulté disparaît, et les 

équations (7) nous donnent : 

lit1
 — 2АЛ), 

C —A v 1 ) (8) 
1 i 

v = (fc* — u* — s' -t- 2MS cos S — к1 cos* e)3 

sin в 
se. La théorie précédente est applicable au mouvement de 

rotation de la terre autour de son centre de gravité. En effet, 
on sait qu'un corps solide libre dans l'espace tourne autour de 
son centre de gravité comme si ce point était fixe. Alors A, В, С 
seront les moments d'inertie principaux de la terre. 
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Soil OZ l'axe polaire dirigé vers le pôle nord, la rotation 

s'effectuant des x vers les y. Le plan £>? est l'éeliptique fixe, 

l'axe des £ l'origine des longitudes, 0 l'obliquité, tp la longitude 

de l'équinoxe du printemps (point vernal), l'ascension droite 

de l'axe des a;. 

Soient t l'inclinaison du plan invariable (plan du maximum 

Fig. 4. 
des aires) sur l'éeliptique fixe, j l'inclinaison de l'équateur sur 

le plan invariable, que l'on appelle aussi plan principal (lig. 4). 

Dans le cas de la ter re , À ne diffère presque pas de B , 0 ne 

diffère guère de i, et / esl toujours très petit. Nous supposerons 

que C est le plus grand moment d'inertie. 

Il est évident, à cause de : 

k1
 = a ' + |5 S + - r\ 

que k est la somme des aires sur le plan invariable. 

En outre, dans l'équation : 

u = y, 

y est la somme des aires sur le plan des f>7, c'est-à-dire sur le 
plan de l'éeliptique. 

Enfin, la formule : 
s = Cr, 

nous donne la somme des aires sur le plan des xy, c'est-à-dire 
sur l'équateur. 
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On a donc, en vertu des théorèmes sur les projections : 

•y — k c o s t , 

s = k c o s / , 

et l'on pourra remplacer y et s par ces valeurs dans les équa

tions (8), i et / étant supposés constants. 

On a ainsi les équations suivantes : 

= y = k c o s i, 

= k c o s y , 

i 

c o s 2 / -+- 2 eos í c o s / c o s 6 — c o s ' í ) 1 , 

dans lesquelles les constantes seront k, eos i et c o s / . 

Nous aurons alors : 

V = k c o s / -+- f c o s t) -+-yvdB 

• f№ 
— kU c o s j •+- ? eos i ) -i- k I , 

J s i n e 

en posant : 

i 
Q — (d — e o s 2 i — c o s 2 / - t - 2 eos i c o s / c o s 8 — c o s 2 flj*. 

80. Lorsque nous aurons déterminé l'intégrale J " ^ ^ , nous 

pourrons trouver les trois dernières intégrales du problème. 

On peut prendre pour éléments normaux, c'est-à-dire pour 

les trois constantes arbitraires : 
h, eos i e t c o s / . 

On appelle éléments normaux les quantités y, A, k qui satis

font aux conditions : 

(y , A ) = 0 , {M) = 0 , ( r , *) = 0 ; 

toute combinaison de ces trois éléments forme aussi des élé

ments normaux. 

u 

Sin 8 
( 1 — COS2 l — 
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Ü —A 

nous donne : 
2AC/t 

*' = •• (9) 
C — (C — A) cos j v ' 

Lorsque la fonction V sera connue, les intégrales du problème 

seront données par les équations : 

3 V 3 V 3 V 

-r = i — ' o , . = « , 

3/1 3.COS l 3 .COSJ 

a, [3, f0 étant de nouvelles constantes que l'on appelle les éléments 

conjugués respectivement à cos i, cos j et h. 

81. Cherchons maintenant l'intégrale qui entre dans V. 

On a : 

Qd6 /'sin 6dS 1—cos' Î — eos 2 ,/-t-2cósicos/cos 9 — cos'9 

/sine y Q sin* 9 

ou bien : 

/
Qdd /~*sm edi j 4 (cos/ — cos t)2 1 (cos/ -+- cos t 

sin Q J Q ( 2 ï — cos 9 2 1 -

cos 9 j 
Nous aurons donc à calculer les trois intégrales suivantes : 

sin «(/9 
1° 

\ / \ — eos* i — cos 2/ -+- 2 cos i cos/ cos S — cos2 9 

En posant cos G = w, cette intégrale se ramène à la suivante 

— du u — eos í cos j 
—— = arc cos 

l / s i n 2 i s i n 2 / — (u — cos i cos jf s i n t s i n ; 

cos 6 — cos i cos j 
= arc cos :———; • 

sin i sin j 

11 est facile de s'assurer que k est une fonction des éléments h, 

cos i et c o s / : en effet, l'équation : 

C [te — 2A/*) = A 5cos ?j, 
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(4 — cos 6) l / l — cos"2 i — c o s ' j •+- 2 cos i cosj cos 8 — cos2
 6 

En posant I — cos 9 = z , cette intégrale se ramène à la sui

vante : 
dz 

(cos J COS l) j \ (t — COS i COS]) j 
ou bien, en posant \ = v : 

— dv 

Ì — cos i cosj'\* ( . \ —cos icosj '. 

— 1 -+• ( : -I —ju(COSJ — COS?) ; —! COSJ—COS l I 
ou bien encore, en posant 

COSJ — COS l 

i COS t COSJ «(cosi — COSÌ) : r^ 'V I - ) — 1 , 

—- " v \ COSJ COSI 
COS J COS l 

V / 1 COS i COSJ 
il vient 

f z 
dt 

• arc cos 
(cosj — cos i) \S \ f 

v (cosj' COS l)* — i -t- cosi cosj cos j cos i \/{\ — cos i cosj)*— (cos; — cos »'} 
(cos j — cos if 

• \ -+- cos i COS] Ì — cos S 
arccos-cos j COS l sin i sin J 

J ( 1 . cos ejV̂i — cos* t —• cos'j -+- 2 cos i cosj cose — cos* fl 
En opérant de la même manière que pour la précédente, on 

trouve que cette intégrale se réduit à : 

1 (cosj -+- cos î')* 
i -t- COS 8 

i COS 1 COSJ 
COSJ -+- COS l sin t sin J 

s in Udo 
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1 1 —cos S , 
(cos/—cos i ) arc cos M101 

2 v J ' sin i sin/ ' v ' 

(cosj -+- COS L)1 

• — 1 - COS I COSJ 
1 1 -t-cosd 

H— (cosi' -)- cos I) arc cos —• •+• K , 
2 sinisinj I 

R étant une fonction arbitraire de h, i, j. 

88. On peut simplifier cette expression de l'intégrale par la 

considération du triangle sphérique abc. En effet, en désignant 

par S , I , J les trois côtés opposés aux angles 71 — 6, j , y , nous 

aurons : 

cos 1 — cosy COS t COS I 

COS i 

sin y sin a 

cos y COS i COS 6 ) ( 1 1 ) 

SIN 1 SIN 8 

cos 8 = cos 1 cos;' — sin T sin y COS F>. On tire de cette dernière : 

cos fl — cos 1 cosy 

cos 0. SIN I SIN ) 
D'autre part , on a dans un triangle sphérique, en désignant 

par a , (3, y les angles, et par a,b, c les côtés opposés : 

(cos a -+- co? Bf 
1 COS a COS ¡3 

1 COS y 
cos (a H- 0) = 

sin a sin ¡3 

cos a — cos (3)! 

1 + cosy 
cos (a — b) = 4-1 — cos a cos p 

sin a sin ¡3 

On a donc : 

/
Qdo cos 9 — cos i cos/ 

= arc cos ;—: : 

sin8 sin i sin j 

— I -4- cos i cosy 
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Pour appliquer ces formules au triangle abc, on doit poser 

a = J , 6 = 1, c = Q ; 

par suite, 

On a alors : 

(cos / — cos if 

COS V = COS 8. 

1 • cos S 
1 -I- cos t COS j 

sin i sinj 

(cos/ -+- cos j)" 

— cos (I — J), 

1 COS 8 
— 1 COS l COSJ 

sin l Sin _/ 
•• COS (I -+- J). 

Par conséquent, 

"Qdi f sin 8 
arc cos (— cos @) 

4 (cos j — cos t ) a r c cos ( — cos ( I — J ) ) 

- (cos/ -+- cos i) arc cos (cos ( I + J ) ) K. ) (12) 

= 7T — 0 — - (cos/ — cos t) j r (1 J) 

— (cos/ -+- cos ï) (I H- Jj 

83. Dans la suite des calculs que nous venons de faire, nous 

avons conservé au radical le signe -+-. En réalité, nous aurions 

dû prendre le signe ± . Il nous reste à examiner maintenant 

quel est celui des deux signes que nous devons adopter. 

Mais, avant de faire cette discussion, nous devons observer 

que l'on peut encore donner aux expressions de u, V, S que nous 

avons trouvées précédemment (n° 77), savoir : 

u = Ap sin G sin ^ -h Bq sin 0 ros ^ + Cr cos 8 , 

v = Ap cos «f* — Bq sin \ , 

s = C r , 
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A -4-B 

2 
A — B 

2 
A -4-B 

2 
A B 

2 

Cela posé, revenons à la discussion du signe de Q. A cet 

effet, observons d'abord que, d'après l'hypothèse que nous avons 

admise, k est une quantité positive, puisque c'est une aire. 

D'autre part, la formule (13) nous donne, en y faisant A = B 

t? = Ae'. 

Par conséquent, r a le même signe que 9'. 

une forme remarquable qui nous sera utile dans quelques instants 

pour la discussion du signe de Q. 

On a, en effet, 

v = Ap cos ii — Bq sin <ji 

= A cos ¡¡1 (cos ^. a'-t- sin + sin 8. /) 
-+- B sin iji (sin £ . 8'— cos sin 8. s') 
= A cos* ̂  . s'-t- B sin2 ifi. e'-t- (A — B) sin + cos ^ sin 8. j>' 

4-+-cos 2^ 1—cos 2ii A — B . 

= A 8 ' - -t- B / 1- • sin 2* sin 6 . œ 
2 2 2 

A + B A — B . , . . . = 6' e cos 2J- -t- s'sin lu sin 6 ; 
2 2 | 

s = C r = C(/-4- p'cose); (14) 

u = Ap sin 0 sin ^ -4- B7 sin 8 cos ^ -4- Cr cos 8 
= A sin 6 sin f(cos y . 8'-4- sin <ji sin 8 . ?') 
-4- B sin 0 cos ifi(— sin if b'-h cos li sin 8 . o') 
-4- C COS 8(y'-4- e' COS 6) 
= As' sin ¡¡1 cos if. sin e — Be' sin y cos <p sin 6 -1- Af' sin3e sin' ̂  
-4- B/ sin2 6 cos2 ij< -4- C cos o(+'-4- f' cos e) 

A — B J ('SI siii16 . 1'—•—-— sin5
 8 cos 2^ . <?' 

sin 2^ sin s. e'-4- C cos e(j/-4- y' cos e) 

y' Sill2 8 -4- C COS 6(4/-4- y' COS 8) 

10 
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Or, de la formule : 

c o s 9 = c o s i c o s j — s i n i s in y c o s © , 

où l'on suppose, comme dans la figure 4 , que les angles i et y 

sont tous les deux aigus, il résulte évidemment que 9 est com

pris entre i — y et i - t - j , puisque cos 0 est compris entre -+- 1 

et — l. En effet, pour cos 0 = + 1, on a : 

c o s 8 = c o s t c o s j — sin t s in j = COS (l •+- j), 

et pour cos e = — 1, on a : 

c o s e = c o s t" c o s ; - t- s in t s in y = c o s (t — j ) . 

Or, 0 étant compris entre i—j et i-^-j, il en résulte, puisque 

i et y sont aigus, que sin 0 est toujours positif. 

Par suite, dans l'expression de ?; : 

v = — i 

s in 8 

le radical Q aura le même signe que v. Donc, Q aura le signe -+-

ou le signe —,-suivant que 9' sera positif ou négatif, c'est-à-dire 

suivant que 9 croît ou décroit. 

Or, si nous reprenons la formule : 

c o s 8 = c o s i c o s j — s i n { s i n j ' c o s 0 , 

nous en concluons que 9 décroît ou croît, suivant que e est 

compris entre 0 et TT, OU non. 

En effet, lorsque 9 augmente de 0 à n : 

i" De 0 = 0, à 0 = f , cos 0 diminue ; donc cos0 augmente, 

et, par conséquent, G d iminue; 

2" De 0 = \ , à e = n, cos 0 est négatif, et il augmente en 

valeur numérique; donc cos 0 augmente encore, e t , par suite, 

9 diminue. 

Il résulte de là que, dans le cas de la figure, puisque e est <7t, 

0 décroît; par suite, 0' est négatif, e t , par conséquent, Q sera 

négatif. Donc, dans ce cas , le radical doit avoir le signe —. 

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



( H 7 ) 

Nous aurons donc alors : 

/
0 de cos j — cos t , — Tr + e + —i „_(i_j) 
s i n e 2 ' v '> 

cos J -+- cos i 
— 2 (I + J ) + K . 

On peut choisir la quantité arbitraire K, de manière à détruire 

la partie constante, et l'on aura : 

/
0 ds cos j — cos t cos j -+- cos i ^_ = e + _ i (J — I) i (I + J) , sine -2 v ' a v ? ( I 6 ) 

= 0 — J cos t — I cos J. 
Par conséquent, 

V = k[f cos j + f cos i) -t- ft(0 — J cos i — I cos j ) 

= k j (f — J) cos i -r- (f — I) cos / -t- © \. 
Les intégrales du problème sont alors : 

3 V _ ¿ t

 s V _ i V 

(17) 

3/i 3 cos i 3 cos/ 
84. Pour former les premiers membres de ces équations 

nous devons remarquer que I, J, e ne renferment pas h; k con

tient h et c o s / , et ne renferme pas cos i : 

On a donc, en vertu de l'équation : 

2 A C ¿ 

C — (C — A) cos 2 / 

, aft AC 
ft — — • 

3/Í C — (C — A) c o s * / 

d'où : 

3ft_ K 

3Â _ 2Â ' 
D'autre pari, 

aft 
: = 0, 

a cos i 
aft 2ACft(C —A)cos/ a c o s / J C — (C — A) c o s * / j 5 
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3 cosj 

On a donc : 

-2\Ch 

3V 

3/ï i-[<»-J) cos i -+- (^ —[I) COSJ -+- 0 
ai aT 

et la première intégrale dû problème est : 

t — 'o = \ (? — J) cos ï -f- (i — 1) COSJ -+- 6 j . 
On a aussi, pour les deux autres intégrales 

av . aj 
= fc(y — J) — K COS l a c o s i a cos i 

• k c o s j" al as a eo s i a cos i 
et sv . aj .al aa 

r = s (¿ — 1) — A cos i « cos ; h- h r a cosj a cosj a cosj acosj 
+ j (f — J) COS » -+- (i — I) COSJ -+- 0 j 3 c o s j 

Afin de transformer ces deux dernières intégrales, nous avons 

besoin de certaines formules que nous allons faire connaître. 

De la formule : 

cos a = eos b cos c -+ sin b sin c cos a, 

on tire, en considérant les côtés comme des fonctions des 

angles «, (3, y : 

36 3o 
s in o 

3 c o s p 
s in b c o s c 

sin 6 cos c cos a 

3 cos 3 

3c 

c o s 6 sin e • 3C 3 cos 6 

d'où 
3 cos 8 

cos 6 sin c cos « 
3 cos ( 

sin a • = ( s in o c o s c — s in c eo s o c o s a 

a c o s 6 
(sin c cos 6 — sin 6 cos C COS aj 

a cos 8 

3c 

3 cos 8 

2AC/¡(C — A) cosj (C — A) ¿ ! cosj' 
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Or, on a : 

s in 6 c o s c —• sin c c o s b c o s a = s i n a cos y i 

s in c c o s 6 — s in 6 c o s c c o s a = s in a c o s ¡3. 

En effet, de la formule : 

c o l g c s in 6 = c o s b c o s a s in a c o t g y , 

on tire : 

s i n a c o s y 
c o s e s in 6 = c o s 6 cos a « i n c H ; s in e; 

s i n y 

mais, on a : 
s in a s in c 

= s in a, 
s in y 

donc : 

c o s c sin 6 = c o s b c o s a s in c •+• s i n a c o s y ; 

donc, enfin, 
3 a ib 3c 

= c o s y h c o s S 
3 c o s 8 3 c o s S s c o s p 

De même, 

3 a 36 3c 
c o s y • 1- c o s p (18) 

3 c o s y 3 c o s y 3 c o s y 

En vertu de ces formules, on a : 

3 0 3 J 31 

COS l ; -t- COSJ (19) 3 c o s t 3 COS t 3 COS i 

3 0 aj al 

: = COS î 1- c o s j 

3 c o s j a c o s j a c o s j 

Les trois intégrales du problème sont donc : 
k . \ 

t - i„ = — j ( ? — J ) c o s i -+- — I) c o s j -f- 0 j , 

B = f t ( ? - J ) , (20) 

(C \~\ ¡¡¿ cris i 

<3=*(*_I)+i )(,_ j)c03i+(#- I)cosj + e|, 
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dont la dernière peut être mise sous la forme suivante : 

«3 = k (y — I) + Q - 1) cosj. [t— h). 
On en lire 

y(f - 'o) = (? — J) c°s t + [\> — ' ) c o s j + 6 

a . 
= - cos J — I) cosj -+- 9 

k 

= - cos t - H - c o s ; — ^ - — - 1 k cos* j . (4 — Q + G. 

La dernière nous donne successivement : 

a C O S i + 8 COS J , F 2/l / 1 1 \ , . : 

a ens i -t- 8 c o s j 

it 
a cos i + S cos / fc'C 

• (»-'i)TT7 

, 1 2ACA + ( C — A M W / l 

ft v "ALk 

a C O S I -»- 3 C O S / k 

* A 

Les trois équations : 

« C O S I -+- S C O S J fc , 

forment une solution normale du problème. 
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cos 8 = eos i cosj — sin i sin 7 cos - (í — /„) — k 
équation qui nous fait connaître S en fonction explicite de t, 

et comme I et J sont donnés en fonction explicite de S, par les 

formules : 

cos i — cosj cos 8 
cos I — 

cos J = 

sin j sin S 
cos j — cos i cos 8 

sin i sin 6 

il s'ensuit que les trois variables 0, cp, i[> peuvent être déterminées 

en fonction explicite du temps t. 

L'équation : 
a 

exprime que le plan invariable coupe le plan de l'écliptique 
suivant une droite fixe, dont la longitude est j . En effet, on a 

(fig. A) : 
oa = oy — ay = f — J . 

8 S . Remarque. — Il est facile de trouver les trois intégrales 

précédentes par un moyen plus simple. 

En effet, de la formule: 

V = Ma eos i -t- tí cos j) + k I . 
x • J sin 8 

on lire les trois intégrales du problème : 
s V _ k f . . fQdi 

SÂ = 2Â 
3 cos ¿ 

s cos t -+- f cos -t- / —— = ! — t0, (A) \ J sin 8/ 
/

'COS j cos 8 — eos i \ 
Q sin 8 / 

Z1Qde 
/ sin 8 

3 V /• /"COS J COS 8 — cos i = ¿ ? -4-
SV (C — A)/<3cosj / /"Qrfo I P cos i -t- 4- cosj -i- ' 3 cosj 2AC/í V t/ sin 8 

cos 8 — cos í \ 
- í/0 

Qsine / 

/ /'costeóse—cosí \ *(+-y Í777T7 -«">) = ?• (C) 

La dernière nous donne, en la combinant avec la formule 

cas 6 = cos i cos j — sin ?! sin j cos 9 , 

k , œ cos i + 8 cos /' 
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On peul facilement éliminer f H^i entre (A) et (C), et il vient ; 

/
"cos i cos s - cos t , S C — A , 

en éliminant cp entre (A) et (B), on a : 

( /^cosi'cosB— cos j ) / sin Qdù 1h acosi 
cos; •>-+-/ -do -+-/ - . = - — ( « — / ) _ . 

et, en combinant celte dernière équation avec (D), on a : 

sin ôdl k a. cos i •+- $ cos j 

/
' s in írí í K 

" Q Â ^ ' - ' - (E) 
Nous pouvons prendre les équations (B), (D) et (E) pour les 

trois intégrales du problème. 

Si maintenant nous reprenons la formule : 

cos i — cos j cos 9 

TUS I =:= • 
sin j sin ô 

nous en tirons : 

di sin/ sin* S c o s / — ( c o s i — c o s / c o s 6) sin j COS i 
— sin I — = . . , , — ' • 

dú s i n j s in 9 

c o s / — c o s i c o s a 

d'où : sin j sin' ñ 
COS I COS S COS i dl = — ; - (10. 

sin I sin j sin4 8 
Or, on a : 

sin I = Vi — cos*l 
sin*/ sin* 8 — (cos i — cos/ COS if 

sin*/ sin* 0 

l / l — cos* » — cos*/ -t- 2 cos i cos j cos 8 — cos* 

sin j sin 9 

donc, 

sin I sin j sin 8 = — Q, 

puisque Q est négatif. 

Donc enfin, 
cos i cos 8 — cos ; 

— (/I = -do; 
Q sin 6 
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do. 
Pour déterminer les limites, nous supposerons que l'on prenne 

pour limite inférieure de 0 une valeur qui vérifie l'équation Q = 0 , 

c'est-à-dire : 

(cos 6 — cos i cos j) 5 — sin' i sin'J = 0; 

or, on satisfait à cette équation en posant : 

(3 = i 
ce qui nous donne : 

1 = 0, J = 0, 0 = 0, 

et alors les équations précédentes deviennent : 

ï-U-cJ*c08'-l'-,«> = *-1' 
k =t cos Î -+- S cos i 

-r (e - W - • r-̂ —- = s-

A K 
Ce sont les formules que nous avons trouvées précédemment 

par un calcul beaucoup plus long. 

Nous ferons cependant observer que la première méthode 

nous permet de déterminer la fonction V, ce qui ne fait pas la 

méthode actuelle. 

de même, 
cos j cos S — cos i — di = ^ dS, 

Q sui i 

sin edd 
rf« = 

Q 
Les formules (B), (D), (E) deviennent alors : 

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



( 131 ) 

XIV. 

Travaux de M. Donkin. 

86. Désignons par X une fonction de g,, g , , . . . q, (*), et sup
posons p , , PJ, ... p„ définies par les équations : 

ax aX ax 
Pi = — > p2 = —- ••• P„ = r — ' (1) agi 3 g , 3 g „ 

de telle sorte que l'on ait les conditions : 

ap, _ api 
agt ag,. 

(2) 

Nous allons démontrer que, si l'on tire des équations (I) les 
valeurs de g,, g a , . . . g„, en fonction de p , , p s , ... p„, on aura la 
relation : 

a_7> ag, 
a/>* ap, 

En effet, si l'on remplace dans les seconds membres des 
équations (1), g,, g 2, ... ç„, par leurs valeurs en fonction de 
Pt, Pi, — P», ces équations deviennent des identités, et si l'on 
prend les dérivées par rapport à p , , il vient : 

_ ty, ag, ^ ap, ag, ^ + ^ ^ t 

3g , 3 p , 3 g , 3p,. 3g„ 3p, 

3 p ; 3g , 3 p j 3 g 2 ^ 3 / ^ 3 g „ ^ 

3 g , 3p, 3 g 2 3 p ; 3 g „ 3p , 

(*) Philosophical Transactions, 18S4, p. 7H; Report of the British Aiso-
ciation for the Advancement of Science, 1857, p. 52. 
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I = 3jo, 5̂ , Jpi 3g,, ^ ^ 3p„ 37, 
37; 3/», 37,. 3/),. 37,. 3/); 

multipliant ces équations respectivement par : 

37,37, 37, 37, 
3pt 3/ïj 3/>4 3p, 

et ajoutant, on trouve : 

37,- 374 (3) 

Puisque entre g,-, qk, il existe cette relation (3) analogue à la 

relation (2), on en conclut le théorème suivant : 

Théorème. — Si l'on déduit des équations (1) les quantités 
q,, q , , . . . q a , en fonction de p , , p*,, ... p n , les expressions ainsi 
obtenues seront les coefficients différentiels d'une fonction Y de 
p, , pj, ... p„, et l'on aura : 

3Y 3 Y 3Y 
7i = —' 7«=—' - ' ?" = r~' '*) ipi Jpi tPn 

8 7 . II est facile de trouver la relation qui existe entre les 

fonctions X et Y. 

En effet, les équations (1) et (4) nous donnent : 

dX = p,dq{ -+- ptdq, + ••• -+- p„dqn, 

dY = g^p , -4- g,rt>2 h h q„dpn ; 
d'où : 

rf(X -4- Y) = d(p,g, -4- Piq, -4- -4- paqn), 

ou bien, en intégrant et en négligeant la constante ajoutée : 

ou bien, en vertu des équations (2) : 

0 = tyi ^ + «̂ 3_9« _ ^ 3p» ty» 

37, 3/J, Sq-, 5/),. 3g, iPi 
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La valeur de Y est donc : 

Y = — (X) ( g , ï p t -+- ( g 2 ) p a H 1- ( g j p „ , (6) 

les crochets indiquant que X, q„ ... g » , sont exprimées en fonc

tion de pt, ... p „ ; par conséquent, Y sera exprimée en fonc

tion de ces quantités seulement. 

88. Si la fonction X, outre les variables ç J f ç a , . . . g „ , renferme 

encore explicitement une autre quantité quelconque p, il en sera 

évidemment de même des expressions (qt), ( g , ) , ... (q,). 

En effet, si X renferme p, il en est de même de | | j , ... 

par conséquent, si des équations (i) : 

on tire ( g , ) , ( g , ) , . . . ( g „ ) , c'est-à-dire les valeurs de g , , . . . g „ , en 

fonction de plt Pt, p „ , ces quantités ( g , ) renfermeront aussi p. 

Nous aurons donc, en observant que (X) est la valeur de X, 

dans laquelle on remplace g „ g 2 , . . . g„ en fonction d e p „ p s , . . . p „ , p , 

3 ( X ) _ _ 3X 3X 3X % „ ) 

3P 3 p J g , 3 p 3 g „ 3 p 

3X S(g, l 3 [ g „ ) 

= H Pi 1- •" -t- Pn 

ip ip 3 p 

Si nous différenlions l'équation (6) par rapport à p , qui y est 

contenue explicitement, il vient : 

tY 3 ( X ) 3 ( g . ) 3 ( g „ ) — = h p , ••• -+- p „ . 
ip ip ip ' 3 p 

et, à cause de l'équation précédente, on a : 

3 Y 3X 
+ = 0 . (7) 

3p 3p 

89, Supposons maintenant que X renferme explicitement, 
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oulre les n variables g , , g , , . . . g „ , une autre variable í, el n con

stantes a , , a a , ... a „ , c 'est-à-dire que l'on ail : 

X = f u n c t . (f, g , , qit ... g „ , al} at, ... a,). 

Supposons de plus que les n équations : 

aX , aX aX 
— = 6 i , — = 6 . , - — = 6 , „ (8) 
3 a , 3 a 4 3u„ 

soient suffisantes pour déterminer a,, ff¡, ... «„, en fonction de 

6 , , 6 „ . . . 6 , , g , , g , , . . . g „ . 

Si nous posons : 

3X aX aX 

3 g , 3 g a ' 3g„ v 

et si nous résolvons ces équations par rapport 5 g , , g s , ... ç „ , 
les a, restant constantes, nous verrons, comme précédemment 

(n° s e ) , que les g, sont les dérivées par rapport aux p, d'une 

fonction : 

Y = f o n c t . ( t , p,, pi, ... p„, a , , a s , . . . a„), 

et l'on a : 
a Y a Y a Y 

g, = — . g 4 = — . • • • g „ = (10) 
3/9, Si»* ap„ 

D'ailleurs, dans cette transformation, les a , sont analogues à la 

quantité p (n° s s ) , et nous aurons, en vertu de la formule (7) : 

a Y aX 
— + — = 0 , 
3 a ; 3 a , 

d'où : 
3 Y DX 
— = = — b(. ( I l ) 
3 a , 3 a , 

90. Si des équations (8) : 

3X 

3 a ; 
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on tire les valeurs de an a,, ... a „ , en fonction de 6 , , 6 „ ... b,, 

nous aurons, de la même manière que ci-dessus (n° 83) : 

X4 = — (X) + ( a , ) 6 , -+- ( a , ) 6 , H H ( a „ ) 6 „ , 

les crochets indiquant que X, a , , a s , ... o . , sont exprimées en 

fonction de 6 , , b„ ... bn, g,, g,, ... g„. On a donc : 

X 4 = fond. (r, g„ g 5 , ... g„, 6 , , 6 , , ... 6 „ ) , 

et l'on voit que l'on passe de X à X 4 l en exprimant les a, en 

fonction des bit et en conservant les g,-, de même que l'on passe 

(n° 8») de X à Y en exprimant les g, en fonction des p , , et en 

conservant les a,. Dans cette transformation les a,, 6 , jouent 

le rôle des g,., p, de tantôt (n° 89) et les g, le rôle des a,. 
11 s'ensuit que l'on aura : 

DX6 

de même que l'on a (n° 89) : 

DY 

— = 7.- 0 ° ) Dp,. 
D'ailleurs, puisque les q, jouent ici le rôle des a,. (n° 89), 

c'est-à-dire de p (n° 88), on a, d'après la formule (7) : 

5 \ \ SX 
— -t- — = 0, 
3 g ( 3 g , 

d'où : 

— ? — (•»> 

2 g, Dg, 
On a aussi, en vertu de la formule (7) : 

^ = - ^ . (14, 

9i. Considérons la fonction X, : 

Xt = fonct. (f, g,, g,,... g„, 6 , , 6 a , . . . t.), 
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et les équations : 

3X4 

— = — Pi 

Si, de ces dernières, on tire les g,- en fonction des p , , les b, 

restant constantes, nous aurons la fonction : 

Yj = fonct. ( t , p „ pj, . . .p„, 6,, 6„, ... 6J. 

Or, les fondions X¡, et Y t sont analogues aux fonctions X et Y 

(n° 8») à la condition de remplacer p. par — p , , et a, par 6,. 

Nous aurons donc, en vertu des formules (10) et ( H ) : 

— = — <7„ 
5 p , 

et 

S Y , _ _ S X i _ 

36, 36, ~ 

oa. Cela posé, les 2n équations (8) et (9), savoir : 

3 X 3 X 

— = &••> — = P.-. 
Sa, 3g, 

nous permettent de déterminer les 2n variables qt, g s , . . g„, 

p„ p„ ... p„, en fonction des 2n constantes o„ K J , ... a„, b¡, 6 a , ... 6„, 

et de f, ou réciproquement, les 2n constantes en fonction de 

g,, g,, ... g„, p„ p „ ... p B et t. 
Dans le premier cas, les variables p.-, g, sont données expli

citement en fonction de la variable £, que nous pouvons consi

dérer comme indépendante; dans le second cas, elles sont don

nées implicitement en fonction de t. 

»3. Il résulte de ce qui précède que nous pourrons, dans la 

suite, faire l'une des quatre hypothèses suivantes : 

I o Les 2n variables p , , g,, sont exprimées en fonction de 

a„ 6,, / ; 

2" Les 2/i constantes a,, sont exprimées en fonction de 

Pi, î ( , t\ 

(15) 

(16) 
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3° Les n variables p¡ sont exprimées en fonction des n varia' 

bles q¡, des n constantes a,, et de i , comme dans : 

4° Les n constantes 6, sont exprimées en fonction des n varia

bles q,, des n constantes a,-, cl de t, comme dans : 

Nouvelle démonsIration du théorème de Jacobi. 

94. Voyons maintenant comment l'on peut obtenir le théo

rème de Jacobi, en se basant sur les théorèmes qui précèdent. 

Soit (Z) une fonction de q,, ç 2 , ... qn, at, «8,... «„, t définie 

par l'équation : 

et désignons par Z le résultat que l'on obtient en remplaçant 

dans (Z), a , , » , , . . . a„ par leurs valeurs en fonction des variables, 

tirées des équations : 

Il est facile de démontrer que le système des équations : 

P. 

XV. 
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3a,3i 3a,3qr! dt ¡>a¡;>g„ dl 

Mais, on a : 
3 2X 3 / 3 X \ 3/j 

Sa^^j- 3 a , \3flj/ 3a,- ' 

par suite, l'équation précédente devient : 

3'X 3 p , dq, 3p„ dqn . . 

1 -4- . . . H — = 0; {•>) 
3a ,3< 3 a , dt 3 a , 

les quantités 5̂, ... sont prises en considérant p , , 7̂2, ••• Pn, 

comme des fonctions de a,, a s , ... a„, g n g,, ... 7,, (n° ©3, 3°). 
Or, (Z) étant une fonction de g,, g,, ... g„, a,, o 2 , ••• «„< 

définie par l'équation : 
3X , . x (Z) = - - , W 

on a : 

a(Z) 3'x 
3 « , 3a ,3 i 1 1 

exprime le résultat de l'élimination des constantes au b .entre 

les équations : 
3X 1 — =Pi, 
S' <2> 
r = &¡. 
3a, 

et leurs dérivées par rapport à t. 

En d'autres termes, les équations (1) forment un système 

d'équations différentielles simultanées du premier ordre dont 

les équations (2) sont les intégrales. 

En effet, si l'on différenlie l'équation : 

— = b¡, 
3a, 

totalement par rapport à t, il vient : 

3'X 3?X dq, 3'X dqu 
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3 a , 3pj- 3a¿ Spy 3a„ 3 ^ / d i 

3 p 2 3 a , 3 p j 3 a j 3/)i 3 a \ dg^ 

3 « , 3py 3 a s 3/)j 3a„ 3/ )y/ d i 

3j>y 3 a , Ipj 3 a s 3/j,- 3 a „ \ dq¿ 

3 a , 3/jj- 3 « 2 3/»j 3a„ 3/7,- / d i 

5 P „ 3 a , 3/?„ 3 a 2 3/3„ 3 a „ \ d g „ 1 1 H • — • 3 a , 3py 3a. 2 3 a „ ipjj al 
Or, tous les coefficients du second membre sont nuls, excepté 

celui de ^ qui est égal à l'unité. Quant au premier membre, 

il est égal à ~ , si l'on observe que Z est le résultat que l'on 

obtient en remplaçant dans (Z) les constantes a,, a„ ... a„, par 

leurs valeurs en fonction des variables (n° 93, 2°), de sorte 

que Z est une fonction des variables seulement. 

On a donc : 

3Z dq¡ 
Tip,- dt 

ou bien, en remplaçant la lettre / par la lettre i : 

(S) 

3p , dt 
équation qui ne renferme pas les constantes. 

et l'équation (3) nous donne : 

3 a , 3 a ( dt 5 a ( dt 

Multipliant par ~ , et faisant la somme depuis i — i, jusque 
i = n, il vient : 

XZ) 3 o , 3(Z) 3 a j 3(Z) 3 a „ 

3 a , 3p DOj Dp,- 3 a „ 3/jj-

3jb, 3 a , 3;) , 3 a s 3 p , 3 a „ ^ de/, 

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



t 163 ) 

Or, on a 

3í it 3g , \ it I iq¡ 

par conséquent, 

3 p , \iqj 3 / 3 X \ 3(Z) 

dt iq, 3g , dt iq„ dt 

ou bien, à cause de l'équation (5) : 

dp, i[Z) 3p, il 3p,- 3 Z 

= 1 h + • 1 
d f 3g,- 3 g , 3pi iqn ipn 

ou bien encore, en vertu des équations (2) : 

dp, 3(Z) 3 p , 3 Z 3p„ sZ 
dt iq, iq, 3 p , Dg,- 3p„ 

Mais, puisque (Z) n'est autre que Z où l'on a remplacé 

p , , p s , ... p„ par leurs valeurs (n° 93, 3°), on a : 

3(ZJ DZ 3Z 3p , 3Z 3p„ 

3g,- 3g, 3 p , 3g, 3p„ 3g , 

Par suite, il vient : 

! ^ „ ^ , (G) 
dt iq, K ' 

équation qui ne renferme pas les constantes. 

On a aussi, en considérant p, comme une fonction de 

t, 9,, «• 9. (n n »3, 3°) : 

dt il 3 g , dt 3g„ dl 
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Le système des 2n équations (5) et (6) exprime donc le résultat 

de l'élimination des 2/i constantes entre les équalions : 

SX \ 
— = Pt> I 
SX ( W 

Sa, " 1 
et leurs quotients différentiels par rapport à t. Ces équations (2) 

sont donc les intégrales des équations (S) et (6). 

D'ailleurs, la fonction Z sera définie par l'équation : 

p é t a n t le quotient différentiel partiel de 'X par rapport à i, 

et les crochets indiquant que dans ce quotient différentiel, on a 

remplacé les constantes at, a, , ... a„, par leurs valeurs en fonc

tion des variables, déduites des équations : 

SX 

XVI. 

Formules de Jacobi. 

O S . Nous venons de yoir (n° 0 4 ) que les équalions : 

SX sX — = Pi, — = h, iq{ Sa, 

donnent la solution des équations canoniques. Elles sont équi

valentes aux équations : 

<»i = ? • ( ? ! . ••• g n ) Pu - pn, «)» 

bt — • •• «7„, pi, . . . p „ , i)-

Ces équations peuvent être considérées comme exprimant les 
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2n variables g , , Çj, ... g», p , , p s , ... p„, en l'onction des 2n con

stantes a¡, b¡ et de f, ou bien les 2n constantes a,, b¡ en fonction 

des 2n variables p { , g, et de i. 

Il est facile de démontrer les relations suivantes qui ont été 

énoncées pour la première fois par Jacobi (*) : 

p 4 , qk étant deux variables correspondantes, et ajf 6 , deux con

stantes correspondantes. 

Pour démontrer la première de ces relations, reprenons 

l'équation : 

dont le premier membre est une fonction de qt, qt, ... q„, 
a,, a,, ... a„, t. Les quantités qlt ç a , ••• q„ peuvent être considé

rées comme des fonctions de /, a,, a 2 , . . . o„, 6 , , ... 6 „ , déduites 

des n équations : 

Si l'on suppose q,, ç 2 , ... q„, remplacées par leurs valeurs, 

l'équation : 

devient une identité, et sa dérivée prise par rapport à ai sera 

nulle. Nous aurons donc : 

3<7* 
Dpi 

3 a , 

3 a, 
3p¿ 
Sa* 

a'X a2X a», 

30̂0' Da^qr, 3a, 3a¡37„ 3a,. 
(') JACOBI, VoKeiî /n^e» £t6er Dynamik, pp . 59B et suivantes. 
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(n°93, 2°) 
Ibj 3U, 3OY 3A„ Ibj 

3«I 3PT 3A„ 3PI 3P, 
Dans le second terme, le coefficient de ^ e s t : 

a p i ^ o , ^ 3P̂  3A„ _ 3P, = Q 

3A, lpt 3A„ 3PT 3P, 
Tous les autres coefficients sont également nuls, excepté le 

37* 
3A,-

coefficient de ^ , qui sera : 

On a donc 

ou bien : 

3P4 3«, 3PT 3O„ 3P„ 
h . . . -H J = = 1 . 

3R/, 3PI 3A„ 3P4 3PT 
— u , 

3PT 3AY 

36J 3A4 3P* 3A, 

Remplaçant ^ par ô y , et ^ par p , , ¡1 vient : 

^^^^^AJ^jç ,^ t 3P„ A?. 

3A, 3A,- 3A; 3A, 3AY Da, 30J. ' 
équation qui a lieu pour toutes les valeurs de I = 1, 2 , ... n. 

Dans celle équation ^ se rapporte à l'hypothèse 4° (n° AA), 

puisque, en verlu de la formule 6y = 2|-, bj est une fonction de 

/, g,-, a,; ^ , ... se rapportent à ' l 'hypothèse 3° (n° SA), 

puisque, en vertu de la formule p, = ^ , p , est une fonction de 

g,, a,; enfin, ^ , ... se rapporten't à l'hypothèse 1" (nD 93), 

puisque, en vert i /de l'équalion bt = ~f, g, est une fonction de 

t, a,, b,. 

Multipliant l'équation précédente par ^ , se rapportant à 

l'hypothèse 2° (nD 93), et faisant la somme pour toutes les 

valeurs de i , les indices j et k restant les mêmes, le premier 

terme du premier membre sera : 
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ce qui est la première formule de Jacobi. Le premier membre 

se rapporte à l'hypothèse 2° (n° 9»), le second membre à l'hypo

thèse 1° (n° 93). 
Si nous opérons de la même manière sur les équations (10) 

et ( H ) (n° 89) : 
3 Y aY 
— = ?.•» — = — 6.--
3 p , 3fl,-

nous obtiendrons évidemment un résultat qui se déduit du pré

cédent en changeant p en q, et réciproquement, et en changeant 

le signe de b. Nous aurons donc : 

36,- apt 

iqt idj 
c'est la deuxième formule de Jacobi. 

De même, les équations (12) et (13) (n° 90) : 

axs axs 

— = — Pi> ;r̂ =a'' 
3</,- 36,-

nous donnent , en changeant dans la première formule le signe 

de p , et en changeant a en 6 , et réciproquement : 

3 « , ty* 

3p* 36,-

c'est la troisième formule de Jacobi. 

Enfin, les équations (15) et (16) (n° 91) : 

3Y4 3Y4 

—- = — (p, — = — «-> 

3p,- 36, 
nous donnent, en changeant dans la troisième formule le signe 

de a, et en changeant p en q, et réciproquement : 

30; _ 3p» 
c'est la quatrième formule de Jacobi. 
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La démonstration que nous venons de donner est due à 

M. Donkin (*). La démonstration de Jacobi est différente (""). 

Remarque. — Dans les équations : 

dq{ iZ \ 

dt 3p,- , 

dt iqt 

les premiers membres se rapportent à l'hypothèse 1" (n" 93); 
les seconds membres à l'hypothèse 2° (n° 93). 

Mais les équations : 
3X 

renferment a,, 6 , exactement de la même manière que p ( , g,. 

Il est donc évident que les raisonnements qui nous ont conduits 

aux équations (A), nous conduiront aux suivantes ("**J : 

da, 5Z 

dt ïb- , 

db, = _Mml (B) 

dt 3o , 

Dans les premiers membres, a,, b, se rapportent à l'hypothèse 2° 

(n° 93), et sont exprimées en fonction de g,, />,, et t; les seconds 

membres se rapportent à l'hypothèse 1° (n° 93). 
Observons que, dans les équations (B), Z est la fonction Z 

des équations (A) dans laquelle on remplace p , , g,- par leurs 

valeurs en fonction des a,, 6 , . 

(*) Philosophical Transactions, 18S4, p. 7 9 ; Report of the British Asso
ciation for the Advancement of Science, 1857, p. 33. 

(") Vorlesungen über Dynamik, pp. 395 et suivantes. 

*") Philosophical Transactions, i 8 5 S , p. 303. 

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



C 1 6 9 ) 

XVII. 
Théorèmes de M. Donkin. 

96. Théorème I. — Si p et q désignent deux des variables 
p¡, q,, et si l'on suppose ces variables p et q exprimées en fonc
tion des 2n constantes a,, b¡, et de t , nous aurons : 

suivant que p et q sont conjuguées ou non ("). 

En effet, si qt est une fonction des 2n constantes et de /, 

et si l'on remplace les constantes par leurs valeurs (n° 93, 2°), 

en fonction de q{, q^, ... ç„, p , , p 2 , ... p . , t, on obtient une 

équation identique. Par suite, si l'on différentie par rapport 

à q,, qt et p„, il vient : 

on trouvera des équations analogues, si l'on opère de la même 

manière sur pt. 

Or, si nous appliquons aux six équations ainsi obtenues les 

formules de Jacobi (n° 95), en éliminant les dérivées de a, et 

nous aurons pour la première : 

* W, 3q¡ 3o, 3 9 i , 

, /3qr,- 3 a , 3 ^ 36, 

! Mt 2p,' + M 5p,-\ 

[ Do, 3fc, 3fi, 3 o , / 

1 a(p. , 7,) 

(*) O n dit que p et ç sont conjuguées, lorsqu'elles sont de la forme p,, qt; 
elles ne sont pas conjuguées, si elles sont de la forme pt, 
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On a donc 

\ = \ (_ A: + ± A) = Y 
i \ 3p< 37. 3p.- *qJ y y

3(P<. 7.) 

et 

\-J—'. = -i-i, pour p=pi,q = (]i, 
, 3(P> 7 ) 

\*iï~q) * P°ur ""^'^ 
On trouve, de même, au moyen de la deuxième formule 

2 ^ = ° > P ° u r P = P . ' 7 = 7., 

et ainsi de suite. 

Par conséquent, on a : 

2^RR ' POUR V = P " Î = , ? " 
et 

TT = — *» P ° u r P = 7.> <1 = P<-

J 0\"i ! "il 
On trouvera de la même manière que la deuxième équation 

nous donne : 

V *(P> 7) v, 

2 v7 / 7 7 = ' P o u r P = P * > 7 = 7i> 

et la troisième nous donne : 

v 5(P> 7) n 

2 v7T~M = ' p o u 1 , P = 7 " 7 = 7*. 

ŷQj-, «y; 
et ainsi de suite. 

Pour démontrer la deuxième partie du théorème, il suffira 

d'éliminer, au moyen des formules de Jacobi (n° 95), les déri

vées de ç,-. 

La première formule nous donne : 
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97. THÉORÈME II. — SÎ h et k sont deux quelconques des 

constantes normales (*) a,, b n et si nous supposons ces quantités 

exprimées en fonction des \)lt q ; et de t , nous aurons : 

^ , 3(/ i , k) _ „ i(pj, g,) _ I ± 1 

suivant que h et k sont conjuguées on non ("*). 

En effet, si nous supposons et,., bt exprimées en fonction des 

variables qit p, et de Z (n° 93, 2"), et si nous remplaçons les 

variables par leurs valeurs en fonction des a,, 6,. et de t 
(n° 93, 1°), on obtient des identités. Par suite, si l'on différentie 

par rapport à a,, la valeur de at, par exemple, il vient : 

\iq} a a , ïp; anf 

ou bien, en remplaçant les dérivées des q et des p , au moyen 

des formules de Jacobi (n° 9») : 

= y l a a , aft, an,. afe.A „ a(a, . , 6,) 

Par conséquent, on a : 

v î (M) 

et 
-+- d, pour h = a¡, k = bi i) 

> - ; = — 1, pour n — b i , k = a i . 

De même, on trouverait : 

a(M) 

JKPÍ^J) 

et ainsi de suite. 

(*) Nous donnons le nom de constantes normales aux constantes n , , 

at, ... a „ , 6 t , 6 , , . . . 6„, obtenues en appliquant les méthodes precedentes 

à l ' intégration des équations canoniques. 

(") O n dit que h el k sont conjuguées, lorsqu'elles sont de la forme a,, b,; 

elles ne sont pas conjuguées, si elles sont de la forme a¡, bk. 
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Pour démontrer la deuxième partie du théorème, il suffit de 

remplacer les dérivées de a, au moyen des formules de Jacobi 

(n° 95), et l'on trouve facilement : 

a(/., k) 

suivant que A et A sont conjuguées ou non. 

9S. Il résulte du second théorème que l'on a, en employant 

la notation de Poisson (n° «» ) : 

( « i , 6.-) = — [bu 0,) = — 1 , 

( o , , bj) = 0, {a„ aj) = 0 , ( 6 , , 6,-) = 0 ; 

d'ailleurs, on a identiquement : 

(a,, a,) = 0 , ( 6 , , 6 , ) = 0 . 

En d'autres termes, on a : 

suivant que A et A sont conjuguées ou non. 

99. Désignons maintenant par f, g deux fonctions des 

2n constantes normales a,, b¡, et soient : 

f= «a, ••• 61, - b„), 

g = ¿ ( a , , Oj,... o „ , 6,, 61, ... 6„). 

Si l'on suppose a,, a,, ... a. , 6,, 6, , . . . ó„, remplacées par leurs 

valeurs en fonction des 2n variables et de t (n° 93, 2°), alors f 

et g deviendront des fonctions des variables (*), et si l'on désigne 

par h, A deux quelconques des constantes a,, b¡, il vient : 

HÍ, g) = y Hf,g) 

i[p„qt) * i[h,k) 3(p„ q) 

(*) f et g seront des intégrales des équations canoniques. 
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la sommation se rapportant à h, k et s'étendant à toutes les 

combinaisons binaires des constantes. 
Il est facile de vérifier cette formule : en effet, on a : 

=>[/". g ) __Jf M 3A ty. 

g,) ¥i Mi Mi 3P. 

Or, on a évidemment : 

if if 3 a , if 36 , if 3 a , if 3 6 , 

3/j, 3 a , 3/?,- 3 6 , 3p, 3 a , 3jo, 3 6 , 3p , 

3/" 3/" 3 a , 3 f 3 6 , if 3 a , 3/" 3 6 , 

= 1 1 1 . h-", 
3 g , Da, 3g, 3 6 , 3g , 3 a , 3 g , 3 6 , 3g , 

e t c , 
et il est facile d'en conclure la formule ci-dessus. 

Si maintenant nous faisons la somme par rapport à i, il vient : 

~ ^ ' - 2 J - ( M , | | | . 

la somme se rapportant k h, k comme ci-dessus. 

Mais, à cause des formules de Donkin (n° 97), on a : 

(h, k) = 0, 

à moins que h, k ne soient conjuguées, et alors on a : 

{h, t) = T l . 
Par suite, 

.2(0;, 6 , ) 

formule que l'on peut écrire sous la forme suivante : 

3/9, 3 p , iqj AWA, 36, 36,- iaj 
L'expression du second membre étant une fonction des con-

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



t 174 ) 

stautes a{, b, seulement, l'équation précédente nous donne le 

théorème suivant : 

THÉORÈME. — Si 

f= Alu qi, - q„, p¡, Pi, - p., 0» 

9 = +(7n q^ ••• 7»' P<- Pu ••• P»' ')» 

son/ deux intégrales des équations simultanées : 

dq¡ 3Z dp,. JZ 

df 3p,- d f Dg, 

l'expression .-

esi constante, c'est-à-dire que si l'on remplace p M q¡ par /eurs 

valeurs en fonction des constantes et de t , l'expression (f, g) se 

réduit à une fonction des constantes arbitraires, ne renfermant 

pas le temps t. 

XVIII. 

Extension des méthodes d'Hamilton au cas où les liaisons 
sont des fonctions du temps. 

loo. Les recherches d'Hamilton exigeaient que la fonction 

II = T — U fût indépendante du temps, la fonction T étant 

une fonction homogène et du second degré de q\, çâ, ... q'„. 
Nous allons voir maintenant que la fonction T peut renfermer 

explicitement le temps t (*), sans que l'on ait rien à modifier 

aux théories précédentes. Il en résultera donc que ces théories 

s'appliqueront à un problème auquel l'intégrale des forces vives 

n'est pas applicable. 

(*) DONKIN, Philosophical Transactions, Í 8 S 4 . 
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Reprenons l'équation du mouvement (nD ») : 

d — 
" 3g; 3T _ 3 U 

dt !>Qi~îqi' ^ 

U étant une fonction de g t , g,, ... g „ , qui peul renfermer expli

citement le temps, mais non les q\. 
Nous avons vu qu'en posant (n° 10) : 

3 T 
P< = 7 - 7 ' 3g; 

on peut ramener les n équations (A) à un système de 2n équa

tions du premier ordre (n° is). Mais la démonstration que nous 

avons donnée précédemment exige que T soit une fonction 

homogène et du second ordre des q\. 

On peut traiter la question de la manière suivante, sans faire 

aucune hypothèse sur la forme de la fonction T. 

Posons, à cet effet, 

T + U = W; 

nous aurons, puisque U ne renferme pas les q\ : 

3T 3 W 

3 T BU 3YV 

3 g , 3g , cîg,- ' 

'équation (A) devient 

Posons 

, 3 W 
d • —, 

a?; _aw 
~~dt ~îqs 

aw ag; 
Pi {'h 

(') Cette formule est analogue aux formules 

ax 
q, est remplacé par q\. r- = P>> 

a g,-
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dq{ _ 3Z 

fft 3 p , 

•i, • _ 3 Z 

dt ~~ _ 3Çi 

Il en résulte qu'il n'y aura pas de restriction à faire en ce qui 

concerne la forme de la fonction T. 

i O t . Remarque. — Dans le cas particulier où T est une 

fonction homogène et du second degré de q\, q\, ... q'n, on a : 

2T = p,q[ + p,gl -t- ••• -+- png'„, 
d'où : 

Z = — (T -+- U) + 2T = T - C. 

(*) Les qs jouent ici le rôle que jouait la quantité p dans la formule (7) 
(n° 8 8 ) . 

(") Cela résulte de la comparaison de la formule (C) avec la formule (G) 
(n° 8 7 ) . 

el considérons la fonction : 

Z = - (W) + p.fol) + Pi[q\) + ». + P„{q'„), (C) 

dans laquelle nous supposons (W), (g',), ... (g'„), exprimées en 

fonction de g,, ç „ ... g„, p , , p , , ... p„ (*). 

Nous aurons, en appliquant les formules (4), (6) et (7) (n 0 > 8 6 , 
8 7 et s s ) , dans lesquelles nous devrons remplacer g, par q\, 
et p par g,. (**) : 

aZ 

3 g , 3 g , 

Par suite, l'équation (B) devient : 

f/p, 3Z 

~dl^~îq~: ( E ) 

Les équations (D) et (E) ont donc la même forme que les équa

tions canoniques, c'est-à-dire qu'elles sont de la forme : 
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10». Considérons maintenant le système de 2n équations 

différentielles simultanées du premier ordre : 

dt 

dpi 

~dt' 

3Z 

sZ (0 

Z étant une fonction de qt, ... qn, P,, ... P„, /. 

Une intégrale de ce système est une équation : 

U = «, 

dans laquelle a est une constante, et U une fonction de t, qt, P,, 

telle que la dérivée totale ^ soit nulle en vertu des équations (1). 

Cherchons la condition à laquelle doit satisfaire la fonction U 

pour être une intégrale. On a : 

dU SU „ / 3 U dg\ SU dp, 
_
 7)t \3r/I dt Sp; dt dt 

On a donc, en posant ^ = 0 , et ayant égard aux équations (1 ) : 

SU 
' 3t 

ou bien 

sU aZ sU sZ 

dq, SP, SP,. SG( 

SU 
- + ( D , Z ) = (2) 

Toute fonction U satisfaisant à cette équation (2), donnera, 

en l'égalant à une constante, une intégrale du système (1). 

10S. Remarque. — 11 est facile de voir que l'équation 
Z = const., ne sera une intégrale des équations (1) que si la 
fonction Z ne renferme pas explicitement le temps. 

En effet, si Z = const. est une intégrale, la fonction Z doit 
vérifier l'équation (2), et nous aurons : 
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Or, (Z, Z) est identiquement nulle; par conséquent, on devrait 

avoir : 
3Z 

— = 0, 
3t 

c'est-à-dire que Z ne devrait pas renfermer explicitement le 

temps t. 
On conclut de là que, dans le cas où Z est une fonction du 

temps, l'équation Z=>const. n'est pas une intégrale des équa

tions (i). 

104. THÉORÈME DE M. LIOUVILLE. — Si, par un moyen 

quelconque, on peut déterminer n intégrales du système (i) : 

?i = a i , ?s = ctî! . . , ?„ = a „ , (3) 

renfermant n constantes arbitraires, et satisfaisant aux n("~^ 

conditions : 

(?i,çt) = 0, ou (a,-, a t ) = 0, (4) 

pour les valeurs \, 2 , ... n de i et de k , on pourra facilement 

obtenir les n autres intégrales. 

A cet effet, on déduira des n équations (3), les valeurs de 
p, , p„ ... p„, en fonction de q,, q s , ... q n , a,, ... a„, t , et on les 
substituera dans l'expression : 

d\ = p4qi -+- ••• -+• pjqn — iz)dt, (5) 

laquelle sera une différentielle exacte, (Z) désignant comme pré
cédemment le résultat que Von obtient en substituant dans Z les 
valeurs de p 4 , ... p„, tirées des équations (3), de sorte que (Z) est 
une fonction de q ( , ... q„, a,, ... a n , t. 

En intégrant l'expression (S), on obtient la fonction V, et alors 
les n autres intégrales du système (1) s'obtiennent en égalant à 
des constantes les dérivées de la fonction V, prises par rapport 
aux constantes a,, ... a n . 

Démonstration. — I o L'expression : 

Pidqt -+- ••• pndq„ — (Z)dt, 
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(G) 
3p , 3/»* 

3 g , 3 g , 

de l'expression : 

Pidq, '•' •+• pndqn. 

Il nous reste à prouver que l'on a : 

3 p , _ 3(Z) 

3« 3 g , 

Or, en vertu de la définition de (Z), on a : 

3(Z) 3Z 3Z 3 p , 3Z 3 p , 3 Z 3 p „ 

3 g , 3 g , 3p , 3g , 3 p 4 3g , 3p„ 3 g , ' 

ou bien, en ayant égard aux équations (1) et aux comblions 

d'inlégrabilité (6) : 

^ = _ ÎOi
 d3l *h +. dJl lîi + . + Ĵ l m 

3 g , df dt 3 g , dt 3 g 2 d f 3 g n 

Mais, d'autre par t , comme, en vertu des équations ( 3 ) , p , e s t 

une fonction de t, g,, ... g„, on a : 

dp, 3p , 3p , dg, 3p , dg„ 

— = 1 h ... .—, 
dt It 3 g , dt 3g„ dt 

et, par conséquent, l'équation (7) nous donne : 

3(Z) 3p, 

3 g, M 

On a donc : 

V = / ' ( p . d g , -f- pzdql p„dg„ — (Z)d() -t- y, (8) 

y étant une constante arbitraire. 

est une différentielle exacte. En effet, d'après ce que nous avons 

vu (n° 70), la condition : 

(a,-, at) = 0, 

n'est autre que la condition d'inlégrabilité : 

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



( 1 8 0 ) 

Cette fonction V nous donne les équations : 

- = P l , ... - = p„, - = - ( Z ) , ( 9 ) 

3g, 3g„ 31 

dont les w premières sont évidemment équivalentes aux équa

tions (3), c'est-à-dire que les valeurs de p , , ... p„ , déduites de 

ces équations, sont les mêmes que celles que l'on tire des équa

tions (3). La dernière est une identité. 

2° Les ii autres intégrales du problème sont données par les 

équations : 
3V 3V 3 V 
— = 6 i , — = 6 , , . . . — = 6 „ . ( 1 0 ) 
3 a , Sflj 3a„ 

Il suffit de démontrer que leurs dérivées totales par rapport 
à i sont nulles, en vertu des équations (1). 

Or, on a : 

d 3 V 
3 V 3 V 3V 

c l . — 
3a,- 3 — 

3 a , 

3 — 
3a, dqi 

^ 
3a, dqn 

dt 3f 3g, dt 3g„ dt 

3 V 3 V 3V 
3 — 

3Í 3g, dqt Mndq,^ 

3 a , 3a,- dt 3af dt 

Si l'on lient compte des équations (1) et (9), il vient : 

3V 

d- — 
30, 3(Z) 3Z ip, 3 Z 3p„ 

3a, 3p, 3a, 3p„ 3a,-
Mais (Z) n'est autre que Z dans laquelle on a remplacé p , , . . .p„, 

en fonction de g, , . . . g„, a,, ... a„, et d'ailleurs, Z ne renferme 

pas explicitement les a{. 
Nous aurons donc : 

3(Z) 3Z 3/), 3Z 3p„_ 
— = -+- ••• h — ; 3ff, 3p, 3a, ipn dtrt 

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



( 181 ) 

par conséquent, 

Il en résulte donc que 
dt 

3 V 
— - - const. = 6 , , a a, 

est une intégrale des équations (1) pour toutes les valeurs 

de i égales à 1, 2, ... n. Par sui te , les équations (9) et (10) : 

3 V 3 V , 

— = />.•. r- = 6" 
3f/( 3(7; 

forment la solution complète du problème (*). 
105. Remarque. — On pourrait résoudre le problème beau

coup plus simplement, même sans connaître les 7i premières 

intégrales, si l'on parvenait, par un moyen quelconque, à déter

miner la fonction V. Les 2« intégrales seraient données par les 

2H équations : 
aV 3V , 
—=pi, —=°i, açr, a a, 

dont les n premières sont équivalentes aux équations (3). 

Or, cette fonction V peut être trouvée comme une intégrale 
complète d'une certaine équation aux dérivées partielles du pre

mier ordre. 

En effet, d'après ce que nous avons vu, l'équation : 

3 V 

_ + (Z) = 0 , 

doit être identiquement vérifiée par la fonction V. 

(") Ce théorème a été communiqué, en 1853, par M . L iouv i l le au Bureau 

des longitudes [Journal de Liouville, t. X X , p. 157) ; Connaissance des temps, 
18B3; D O K K W , Philosophical Transactions, 1854, p. 85j I M S C H E N E T S K Y , 

Mémoire sur V intégration des équations aux dérivées partielles, pp. 161 ss. 
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Dans cette équation, (Z) n'est autre que la fonction Z dans 

laquelle on aurait remplacé j o M . p a r leurs valeurs tirées des 

équations : 

f, = at, . . ?„ = a„. 

Mais ees valeurs sont équivalentes à ~ , ... ^ - . 
Oïl ùîn 

Par conséquent, (Z) n'est autre que Z dans laquelle on aurait 

remplacé pt, pt, ... p„, par les valeurs de ... ~ . Il en 

résulte donc que la fonction V, renfermant n constantes arbi

traires, doit rendre identique le premier membre de l'équation : 
aV / aV aV\ 
- + F t, g ( , ... qn, —, ... — =0. (H) 
a i \ ag, 3 g „ / 

Par conséquent, V doit être une solution complète de cet te 

équation aux dérivées partielles du premier ordre non linéaire. 

Celte équation est facile à former, puisqu'il suffit de remplacer 

dans la fonction Z ou F , les quantités p 4 , p s , ... p„, par les quo

tients différentiels ^ , ... ^ - . 

lOfi. Nous venons de voir que la fonction V qui donne les 

intégrales du système canonique au moyen des équations : 

av av 

ag¡ 3 a , 

est une solution complète de l'équation aux dérivées partielles : 

av / av av\ 
- + F Í, g,, ... q„, —. — =0. (11) 
ai V ag, ag„y 

Il est facile de démontrer que toute solution complète , quelle 

qu'elle soit, de cette équation aux dérivées partielles, satisfait 

à la question, c'est-à-dire que, si l'on connaît une solution com

plète quelconque V de cette équation, les intégrales du système 

canonique sont exprimées par les équations (') : 

av av , 
— = P" — = o¡-ag¡ an,-

(*) DoNKiN, Philosophical Transactions, 18S4. 
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3 V 

l'équation (11) devient 

3 V 

a |

 F((> 9*. - 7«. Pi, P„)= 0. (12) 

Différentiant par rapport à g,, il vient : 

sv 
3 — 

3 { 3 F 3 F 3 p , 3 F 3 p h 1 1 1 — = 0. (13) 
3g , 3g , 3jo, 3g, 3p„ 3g , 

Or, on a : 
3 V 3V 

3 — 3 — 
3« 3 g, 3 p , 

3 g , 3( 3J 

d'ailleurs : 

3g* 3g , 

Par suite, l'équation (13) nous donne : ' 

3 p , 3 F 3 F 3n, 3 F 3n, 
- -4- i •-̂ - = 0; (14) 
3t 3g, 3 p , 3g , 3p„ 3g„ 

d'autre part, on a : 

d p , 3p, 3p , dq, 3p, dqn 

dt ~ 3 t 3g, dt 3g„ dt 

Ajoutant (14) et (15), on trouve : 

dp, 3 F 3p, f d g , 3 F \ 3p, (dq„ 3 F 

dt 3g , 3 g , \ r f C 3 p , / 3g„ \ 3p„ 

Par conséquent, les n équations : 

dq, 3 F 

-, = — , pour ¿ = 1 , 2 , . . . M , 
d t 3p , 1 

(13) 

Supposons, en effet, cette solution complète V connue , et 

posons : 
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ZafiqiKdt ipj 3o,3g2 \ dt 3p2 

laquelle nous donne n équations analogues 

dans lesquelles : 

3V 
iqt 

renferment comme conséquences les n équations : 

dpi sF 
— = — — , pour i = \, 2 , ... n dt 37, 

Il reste à démontrer que les équations : 

dq{ _ 3 F 

dl ip, 
sont des conséquences des équations : 

^ = 6 , 3 a,-

Or, si nous prenons la dérivée totale de l'équation : 

— = 6 , , 
Du, 

par rapport à t, nous trouvons : 

3 ? V 3'V dq, 3 ?V dqn 1 -h 1 — = 0 ; 3u,3J iafiqt dt ^a^q^ dt 

d'autre part , en différentiant l'équation (12) par rapport à a,.. 

il vient, en ayant égard aux équations P i = | ^ : 

3!V 3 F 32V 3 F 3SV 
h h ... h = 0. 30,34 3p, 30,31/, 3p„ 3a,3fif„ 

De ces deux dernières équations on déduit la suivante : 

35V (dqt 3 F ^ 3*V fdqt 

u, 
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Or, de ces H équations on conclut que l'on a les n relations 

dqt 3 F 
-77 = r" ' P o u r 1 = 4> 2> - n> at 3/j, 

ou bien que le déterminant des n 2 quantités : 

3V 

32v 3
 37* 

3 0 , 3 ^ 3a¡ 

est nul. Mais cette dernière condition exprimerait (n° so) qu'il 

existe entre les ~ une relation indépendante de a ( , ... o„, 

c'est-à-dire que l'on peut éliminer les n constantes a M ... a„, des 

n équations : 

— = ?„, «i, - • « „ , i)> 

ce qui est contraire à l'hypothèse que V est une solution com

plète de l'équation (11) ("). 

Donc, si V e s t une solution complète quelconque de l'équa

tion (11), les équations : 

— = 6 . - , 
3a,-

jointes aux équations : 
3V 

— = P.-. 
3 g , 

renferment comme conséquences les équations : 

dq, _ 3 F 

dt 3 p , 

( ' ) E n effet, on sait que si V est une solution complète , elle renfermera, 

outre la constante addi t ive, n constantes arbitraires a l t . . . o „ , telles que 

l'on ne puisse les él iminer toutes entre les n + i équations obtenues en 

différentiant V par rapport à <J,, . . . q„, t, sans faire usage de toutes ces 

équations (n° H9). 
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et celles-ci renferment encore les équations : 

dp, sF 

dt iq, 
dans lesquelles : 

iW 

Donc, si l'on peut trouver une intégrale complète quelconque 

de l'équation ( H ) , la question sera résolue, et l'on aura les 

2n intégrales du problème par. de simples différentiations. 

Î O Ï . Cas particulier. — Lorsque Z ne renferme pas expli
citement le temps t , l'équation Z = h e s t , comme on sait 

(n° i o s ) , une des intégrales du système (-1). 
On peut alors supposer que l'équation Z = h est une des 

n intégrales données, au moyen desquelles on définit la fonction 

principale V, de manière que : 

h, ai, as, ... a„_i, 
soient les n constantes arbitraires. Cela étant, si les conditions : 

( a , , a . ) = 0, (A,o,) = 0 , 

sont satisfaites, nous aurons identiquement : 

(Z) = A , 

puisque Z doit se réduire à h, quand on y r emp lacep l , p 1 , ••-??„, 

par leurs valeurs tirées des n intégrales (*). 

L'équation : 

dV =pidql -+- pidqi -+- — +• pndqn — (Z)dt, 

(*) (Z) est le résultat que l 'on obtient en remplaçant dans Z les quan

tités p,,J5j, —Pn, par leurs valeurs tirées des n équations y, = aj , ... Z = A. 

Or, si dans l'une quelconque de ces équations, par exemple Z = h, on rem

place p , , p , , ... pn, par leurs va leurs , cette équation devient une identité; 

donc, (Z) est identiquement égal à h. 
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dV =pidqi -4- /vtys -+-•••-+- pndqn—hdt; 
d'où : 

V = — ht-*-i, 

\¡i étant une fonction ne renfermant pas explicitement le temps; 

en effet, Z ne renfermant pas explicitement le temps, il en sera 

de même de pt, p 2 , ... p„. 

La solution du problème se simplifie alors de la manière 

suivante : 

Les 2n équations : 

DV 3 V 

3 g , 3 a , 

sont remplacées par d'autres que nous allons chercher. 

De l'équation : 
V = — ht + f, 

on tire : 
3 V 3 ^ 

3g, 3g, ' 

par suite, les n premières intégrales peuvent être remplacées 
par les n équations : 

Les n intégrales restantes, qui sont données, en général, par 

les équations : 

^ = T , ^ = 6 „ (t = l , 2 , . . . « - l ) , 

3/i 3 a , 

T étant la constante conjuguée à h, deviennent, en remplaçant V 

par sa valeur : 

nous donne alors : 
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ou bien 

3ii 30 30 \ 
— A + F g„ g„ ... g„ ,—, — , ... — = 0 , 

1 3g, 3g, Dg„/ 

3f !t 3̂  \ 
F g,, g 2,... g„, —, - - . ... — = h. 

1 3g, 3g2 3g„; 

Le cas particulier que nous venons d'examiner se présente 

lorsque l'intégrale des forces vives existe. L'équation Z = A est 

alors l'intégrale des forces vives, et h est la constante des 

forces vives. 

t o s . Remarque I. — Comme nous l'avons vu précédemment 

(n u 98) , lorsque les intégrales des équations canoniques sont : 

Quant à la fonction ip, il est facile de voir qu'elle satisfait 

à l'équation différentielle partielle : 

\ 3g, 3g, 3g„/ 

dans laquelle : 

F (g , ,g , , . . . q„,p¡,p%, -p„), 

est la valeur de Z en fonction des 2n variables p , , g f . 

Cette équation différentielle partielle se déduit facilement de 

l'équation (11).'En effet, de l'équation : 

V = — ht f, 
on tire : 

3V 
— - - — h, 
3Í 

3V 3 ^ 

3 g,- 3 g, 

Par conséquent, l'équation (11) se transforme, dans le cas actuel, 

en la suivante : 
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si l'on met ces équations sous la forme : 

«•• = ?¡{q¡, ••• 9 „ , pt, - p„, 0. 

6 i = íi(0|, ... ? „ , p , , ... p„, i)i 

on a : 

(u„ &,•) = — 1 , [a,, 6j) = 0, 

(o,., a,) = -4- 1 , etc. 

Nous appellerons un système de 2n intégrales pour lesquelles 

ces conditions sont remplies, une solution normale, ou un sys

tème d'intégrales normales. Les 2ra constantes arbitraires con

tenues dans un tel système seront appelées éléments normaux. 
Une paire o,, b¡ s'appelle des éléments conjugués (n° 97). 

Dans le cas considéré en dernier lieu, où Z ne renferme pas 

explicitement le temps t, h et z sont des éléments conjugués, 

ces lettres étant employées au lieu de a et 6 uniquement pour 

des raisons particulières. 

ios. Remarque II. — 11 faut encore observer ici que les 

In intégrales des équations canoniques (1) peuvent être obte

nues sous une autre forme que : 

— =Pi, r- = b¡, 

et alors, si les équations : 

a = ?(<7i . <Jt, - Q»> P i . P s , - p„, 0, 

P = *(f/(. Os, - 7 „ , P i , Ps, - P „ , t), 
sont deux intégrales obtenues par un moyen quelconque, c'est-

à-dire sans employer les théorèmes de M. Liouville et de 

M. Donkin, on n'aura plus : 

(a, ¡3) = ± 1 OU = 0 . 

Mais il est facile de s'assurer, comme nous le verrons plus loin, 

que l'on aura, en vertu des équations canoniques : 

(a, S) = COÏlSt., 
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de sorte que , si ( a , P ) est une fonction de g,, g2, ... q., 

p , , p s , ... p„, r , on obtiendra, en posant : 

(a, |3) = const., 

une nouvelle intégrale des équations (1). 

Si l'on a identiquement (a, P ) = const., alors les intégrales a 
et P sont des intégrales qui ne diffèrent des intégrales normales 

que par un multiplicateur. Nous reviendrons d'ailleurs sur ce 

point dans les chapitres suivants. 

XIX. 

Théorèmes de Lagrange et de Poisson. 

110. Reprenons les équations canoniques : 

dq, 

dt 

dp, 

~dt 

dans lesquelles : 

1 1 = / ( * , ? i » <¡t, ••• <7„. Pi, P*< •• P „ ) -

Les intégrales de ces équations au nombre de In, contiennent 

2« constantes, at, a s , ... «„, |3 , , ¡3,, ... ¡3„. On peut résoudre ces 

équations intégrales par rapport aux variables p , , q¡, en fonction 

des a ; , p,. et de t, ou bien par rapport aux constantes P , , en 

fonction des p ¡ , g, et de 2. 

Théorème de Lagrange. — Leí intégrales étant résolues par 

rapport aux variables p , , q¡ , on a la relation : 

m 
api' su 
5g, 

(1) 
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ou bien, en employant la notation de M. Donkin (n° 6») : 

? = const. 

Celte relation peut s'écrire sous la forme symbolique : 

[a, F] = CONST. 

DÉMONSTRATION. — Considérons la fonction H, et supposons 

que l'on y remplace les variables QT, P¡, en fonction de / et des 

2n constantes, parmi lesquelles se trouvent a et [3 : cela posé, 

la démonstration du théorème de Lagrange repose sur l'identité : 

D'il 3 5 H 

3a3p 3(33« 
On a : 

3H 

^ Isa, 3a S»,. 3a / 3a \3g, 3a 3p¡ 
ou bien, en vertu des équations canoniques (1) : 

3H 
3a 

\ [— DL± 111 D5I ÌEÌ) • 
^\ DT 3a DT 3a / ' 

d /3p¡\ 3</; dp¡ 3sg,-
par suite, 

DT \IP I 3a DT 3a3(3 
On trouve de la même manière : 

32H „ \ DT \3|3 / 3a df 3*3(3 
3a3¡3 ^ J D 'iqÁipi DQ¡ 3*p,- I 

D (IPA 3»,- dp,- D% \ 
32H „ di \3a I 3(3 di 3K38 
3(33« ~ ̂  J d /3<7,\ 3p¿ dg,- 3*p,. 

df \3a / 3(3 di 3a3(3 
En égalant ces deux expressions, il vient : 

D /3p,.\ I¡Q¡ D LLQ,\ Dp,-1 
^ J di V3(3 Z 3a DT \3S y 3a 

\ DT \3« y 3(3 di \3a / 3(3 J 
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Or, cette dernière équation n'est autre que : 

par conséquent, on a : 

[ a , ¡3] = const., 

et le théorème de Lagrange est démontré. 

Remarque. — Dans le cas particulier où a. et (3 sont des con

stantes normales a,, 6,-, nous avons vu (n° » 7 ) que l'on a : 

suivant que a et (3 sont conjuguées ou non. 

I L I . THÉORÈME DE POISSON. — La démonstration du théo

rème de Poisson repose sur deux lemmes que nous allons faire 

connaître : 

LEMME I. — Si l'on désigne par ip, deux fonctions quel
conques des variables t , q f , ... q„, p n ... p n , et si l'on prend la 
dérivée partielle de l'expression (ep, ̂ ) par rapport à l'une quel
conque de ces variables que nous désignerons par |, on a : 

[ « , S] = ( ± 1 

0 , 

En effet, de la formule : 

on tire : 

¿5 ,3QR;3É 3P, 3C¡ 3/> (3| 3PF3Ç 3G,- 3P¡ 30,3?/ ' 

(•) DONKIN, Philosophical Transactions, 18B4, p. 9 2 ; IMSCBENETSKY, pp. 55 

ET SUIVANTES. 
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AÊ a? a? A /a?\ [ \aç'*j v'af, 
1 37,-ap.Aa?/ ap.ao.Aaç 

C'est la formule énoncée. 

LEMME II. — Si cp, ty, 0 sonî iroz's fonctions quelconques des 

variables t , q,, ... q„, p , , ... p„, on a la relation : 

En effet, le premier membre nous donne, en le développant: 

â  a(y, e) ^ a?_ 3(j., 8) ^ â  a(a, ?) _ aĵ  a(s, P) 
*pi ap,. AGI AGI 3/),. 3p,- 37, 

38 3(=, *) 36 3(?, J.) 
37,- ap, ap,. 37, 

37,(\3p,. •/ \ ap,-/) AP,(\37, 7 \ 37, 

37, ( \3p,. / \ 3P,7 ) ap,-( \3o,- Y \ 37 
Or, il est facile de voir que tous les termes se détruisent deux 

à deux. Ainsi, par exemple, dans le premier terme on trouve 

des expressions de la forme : 

a? 1 a'̂  39 dV 35 u 3*8 3Y 3*8 

tyi ( ap,37t ip, 3P,>p* 37, 3F/j ap,3pi Sp.sg, 

Les deux premiers termes de la parenthèse sont détruits le 

premier par un terme de ^- ( ? , ¥ - ) , le second par un terme 

cPt \ 3FF,-/ 

Or, 

a'y A /s 
37,3e = 37,. \a|. 

Par conséquent, 

/ A /a ? \ a? A /a ? \ i$ 

13 
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de 5^(P> ̂ -_); 'es deux derniers termes sont détruits respective

ment par un terme de ^(jjjr.'i') e t P a r u n terme de | ^ ( ^ > P ) -

On peut résumer ce qui précède en remarquant que l'expres

sion proposée étant développée, chaque terme se compose d'un 

coefficient différentiel du second ordre de l'une des trois fonc

tions tp, <\i, 9, multiplié par un coefficient différentiel du premier 

ordre de chacune des deux autres. Par exemple, les termes où 

tp est différence deux fois sont de la forme : 

32

? 3̂  39 3*? 3+ 36 3*y 3̂  36 
f 7 ' ) 

M M Mi Mi M'Mt tyi 3P--<>P* Mi M* 

k pouvant être égal à t ; chacun de ces termes provient du second 

et du troisième terme de l'expression proposée. 

Or, on voit facilement que , pour chaque terme provenant du 

second terme, il y a un terme semblable en signe contraire pro

venant du troisième terme. 

Le même raisonnement s'appliquant aux termes dans lesquels 

iji et 6 sont différenliés deux fois, l'expression proposée sera 

identiquement nulle, et la formule est démontrée. 

Rappelons encore que si l'on pose : 

* = f[t, q„ . . . g „ , p , , . . . p „ ) , 

? = 9<> - ?»' P o - P . ) . 

on a, en vertu de la notation de Poisson (n° es) : 

(a, «) = 0, (p, p) = 0, (a, /fl = - ( p , *), 

( -« . p)=-(». p)-
Rappelons aussi que , si M est une fonction de t, g , , ... g „ , 

p { , ... p„, nous aurons : 

du 3« „ /3« dq{ iu dp,\ 
de at ^ \Mi dt 3p, (iti 

ou bien, en ayant égard aux équations canoniques (1) : 
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Cela posé, on a le théorème suivant : 

THÉORÈME. — Soient a, F3 deux intégrales quelconques (*) du 

système canonique, contenant chacune une constante, et résolues 

par rapport à ces constantes : 

«=?(FJ ÇL. -In, Pi, -Pn), 
P = +(»I <7I» - qn, Pi, - Pn), 

l'expression : 

\3o/, Dp,- 3 p ; Dr/,/ 

SERA constante pendant toute la durée du mouvement (*"}. 

Pour démontrer ce théorème, il suffit de prouver que l'on a : 

d(»> 01 n 

dt ~~ ' 

en vertu des équations canoniques. 

Or, on a, en remplaçant w par («, (3) dans la formule (2) : 

(.,!).(„,«,„). 

Mais nous avons vu que, si «, ¡3 sont des intégrales des équa

tions canoniques, on a (n° ÎOA) : 

+ («, H) = 0, 

ILL 
^ ( & H ) = 0 . 

(*) Pour abréger, nous appelons intégrale a , l ' intégrale : 

* = ?{t, p „ ...p»). 

(**) Mécanique analytique de Lagrange, t. I, note 7 ; JACUBI, Vorlesungen 
ûler Dynamik, pp. 421 et 426; DONKIN, Philosophical Transactions, 18SI , 

p. 95 . 
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Par conséquent, 

dÇ". P) 
d i = ((H,«),p) + ((?,H),a) C(«.P).H) 

((«,P)> h). 
- » -

Or, le dernier membre de celte formule est identiquement 
nul ; par conséquent, 

ce qui démontre le théorème de Poisson. 

11«. Ainsi donc, en résumé, si a, ¡3 sont deux intégrales 

des équations canoniques, on a toujours : 

Mais, cette équation peut avoir lieu : 1° ou bien identique

ment; 2° ou bien non identiquement. 

I o L'expression (a, (3) peut être identiquement nulle, ou elle 

peut se réduire identiquement à une constante déterminée, et 

l'on peut toujours faire en sorte que cette constante soit l'unité : 

il suffit pour cela de multiplier ou diviser l'une des intégrales a, (3 

par un facteur convenable. 

Si a, [3 sont deux intégrales normales, nous avons vu que 

(a, (3) est égale à l'unité ou à zéro, suivant que a et ¡3 sont con

juguées ou non (n° 97). 
2" Si l'équation (a, [3) = const. n'est pas identiquement 

satisfaite, c'est-à-dire si elle n'a lieu qu'en vertu des équations 

canoniques, alors la constante du second membre sera une 

constante arbitraire, et l'équation : 

d ( a , p ) 

lit 

et, par suite, 
(et, S) = const., 

( a , p) = const. 

(a, S) = const., 
sera, comme nous le verrons dans la suite, une intégrale des 

équations canoniques. Mais il peut ici se présenter deux cas : 

Premier cas : Ou bien la fonction (a, [3) peut être seulement 
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et alors l'équation : 
(x, 8) = const., 

n'est pas une intégrale nouvelle, mais seulement une combi

naison des deux intégrales a et ¡3. 

Second cas : Ou bien la fonction (a, ¡3) est une fonction de 

7,, ... 7„, p , , . . . p„, indépendante de a et (3, et alors l'équation : 

est une nouvelle intégrale qui ne résulte pas d'une combinaison 

des deux autres. 

Dans ce dernier cas seulement, le théorème de Poisson 

permet de trouver une nouvelle intégrale, lorsque l'on en 

connaît deux. 

113. Soient « i , , . . . am, m intégrales quelconques, et soient 

f, g deux fonctions de a,, ... a B , de manière que f, g soient 

aussi deux intégrales. Il est facile de démontrer que l'on a : 

la somme s'étendant à toutes les combinaisons binaires des 
m constantes « M ... am. 

En effet, on a : 

[a, (b) = const., 

Hf, a) 
a ( « ¡ » <*•,-, 

Or, 

2ï_ 37. 
3p.-

37.- 3/- 3a, 3/' 3a, 3a2 3qf, 3ara 3gi 3/" 3a, if 3ara h -•- +- , 
:* 3p. 3*,„ 3p,. 

H ••• H ! 

3.7 3JC„ 3¿m 3p, 
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(") Nous reviendrons plus loin sur cette propriété. 

En substituant et réduisant, il vient : 

D'après cela, si k{, klt ... km sont m fondions , telles que f, g, 

des m constantes a n at, . . « m , nous aurons pour une paire de 

ces fonctions : 

la somme se rapportant aux combinaisons binaires de a , ,o , , . . . «„, 

c'est-à-dire aux indices i et ;'. 

114. Nous pouvons déduire de là les équations inverses que 

l'on obtient en considérant « , , « , , . . . « . comme des fonctions 

de Ai, /Vj, ... k„. Nous trouverons ces équations inverses en rai

sonnant de la même manière que ci-dessus, ou bien en multi

pliant l'équation (4) par et faisant la somme par rapport 

à p, q. Nous aurons : 

C i > - 2 P) 

la somme se rapportant aux combinaisons binaires de K,^,... km. 

Celte réciproque serait en défaut dans le cas où les équations 

qui expriment kt, Aa, ... km, en fonction de a 4 1 a , , . . . a„, ne sont 

pas indépendantes les unes des autres , hypothèse que nous 

excluons, en supposant que A,, As, ... A„ sont m intégrales 

distinctes. 

LIA. Les formules que nous venons de trouver conduisent 

aux conséquences suivantes : 

1° Si f est une fonction donnée de a , , « , , ... a „ , la détermi

nation d'une autre fonction g, telle que l'on ait (f, g)=0, dépend 

de l'intégration d'une équation aux dérivées partielles linéaire 

du premier ordre ("). 
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2° II est impossible que l'on ait (fc,, kj) = 0, pour toutes les 

combinaisons binaires de A,, k„ ... km, à moins que l'on n'ait 

(«,., «^ = 0, pour toutes les combinaisons binaires de ... <xm. 

l i e . Comme exemple de la première de ces conséquences, 

considérons un cas qui se présente dans beaucoup de questions 

de dynamique. 

Soient a,, a,, a s trois intégrales telles que l'on ait : 

(«D«z) = a|, (a5, K|) = aj, (a,,a,) = B 3 , 
et soit proposé de trouver une fonction g de a,, a,, a s , telle que 
l'on ait : 

En faisant f=a-K, dans la formule (3), il vient, en ayant égard 

aux formules précédentes : 

3 ( * , , f f ) 3(s„ 3) 3(a(,<ï) 30 
( « i i S1) = 7 ;

 +

 v \ + 7, r aî = «»: —• 

3(«i)a2j 3(a2) a3] 3(a5, a,) 5a, 3a3 

Par conséquent, la condition (a,, g) = 0 nous donne l'équation 

aux dérivées partielles linéaire du premier ordre : 
3 ? 3g 

*z- = 0, 

de laquelle on tire : 
g = + «'), 

<{/ étant une fonction arbitraire qui peut aussi contenir a, d'une 
manière arbitraire. 

117. Remarque. — Il est facile de voir que si l'on pose : 

on aura identiquement : 

(A 9) = o, 
quelle que soit la fonction g de <*2, « 5. 
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On a, en effet, 

(Aff) = — : — — «i 

: • — la, 

_ (3Z ?1. _ *JL) XT 

\3»3 Sa, 3a, 3a3j 
Or, — = 2a, . y , — = 2a, . « , —- = 2œ8 . r ; 3a, 3a, 3«5 

par conséquent, tous les termes du second membre se détruisent 

deux à deux, et l'on a : 

(Yiff)=o, 

quelle que soit la fonction arbitraire g de « 4 , a , , a. 

l i s . Cas particulier. — Si les constantes a,, «,, ... sont des 

éléments normaux, nous aurons, en les désignant par a,, g,, ... g„, 

6 , , fcj, ... b„ : 

/", ¡7 désignant deux fonctions quelconques des éléments nor

maux, ou deux intégrales quelconques (n° 9» ) . 

Si, dans cette dernière formule, on fait f = a¡, on trouve : 

3o 

si l'on suppose f = 6 , , il vient : 

3(7 
(*», 9) = Y' 

3o , 

1 1 9 . Remarque I. — Dans le cas où l'intégrale des forces 

vives existe, nous pouvons supposer que la constante des forces 

vives h est un des éléments. On sait que l'élément conjugué 

à h est T (n° i o s ) , et que l n'entre explicitement dans aucune 
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des intégrales, excepté une seule, c'est l'intégrale conjuguée à h, 

qui est : 
_ 3 V 

Si donc g est une intégrale quelconque ne renfermant pas t 

explicitement, elle ne peut pas contenir T , puisque toute com

binaison des intégrales normales qui renfermerait la conslanle T , 
devrait la renfermer sous la forme t-h T . 

Or, pour chaque intégrale de celte espèce, nous aurons , en 

vertu de la formule (a,, g) = — "S. 

Dr 
Mais, g ne contenant pas T explicitement, on a 

par conséquent, 

= 0 , 

(h,g) = 0. 

Si, au contraire, g renferme explicitement le temps, elle le 

contient sous la forme f + r, et l'on a : 

et, par suite, 
[h,g) = - \ . 

iao. Remarque H. — Il est facile de conclure du théorème 

de Poisson que, si Vintégrale des aires a lieu par rapport à deux 
des plans coordonnés, elle a aussi lieu par rapport au troisième 
plan. 

En effet, en posant : 

dx dy , dz 

dt dt J dt ' 
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on a pour deux de ces intégrales : 

F{xy' — yx')dm = a, 

F (yz'— zy')dm = p. 
Or, l'équation : 

( a , ¡5) = con.1t., 
nous donne : 

J"{zx — xz') dm = const., 

ce qui est la troisième intégrale des aires. 

XX. 

Théorèmes de M. Bertrand. 

I*J. Poisson n'avait tiré aucune conséquence de son théo

rème. C'est Jacobi qui, trente ans après la découverte de Poisson, 

a le premier signalé l'utilité de ce théorème qu'il considère 

comme le plus important du calcul intégral f ) . T Cependant, 

» dit-il, on le croirait complètement inconnu; car, on ne le 

» trouve dans aucun Traité de mécanique, ni dans aucun 

» ouvrage sur l'intégration des équations différentielles. » 

Jacobi n'hésite pas à en conclure que probablement personne, 

ni Lagrange, ni Poisson lui-même, n'en a soupçonné l'impor

tance. 

Le théorème de Poisson conduisit Jacobi au théorème suivant: 

THÉORÈME DE JACOBI. — Dans tout problème de mécanique 

auquel s'applique le principe des forces vives, si l'on connaît 

deux intégrales autres que celle des forces vives, on pourra 

trouver toutes les intégrales restantes, sans aucune nouvelle 

intégration. 

Nous avons démontré le théorème de Poisson étendu au cas 

(') JACOBI, Nova methodus ( JOURNAL D E C R E L L E , t. L X , pp. 4S et 46) ; 

Comptes rendus, Pa r i s , 1840 ; Journal de Liouvillt, t. V, p. 550 . 
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général des équations canoniques, en supposant que H est une 

fonction de i, 9i, P i , — P . . 
Il est facile d'en déduire le théorème de Jacobi. 

En effet, puisque, en vertu du théorème de Poisson, (a, (3) est 

constante pendant toute la durée du mouvement, il en résulte 

que cette quantité égalée à une constante arbitraire est une 

troisième intégrale du système proposé. 

Il paraîtrait donc, et c'est en cela que consiste le théorème 

de Jacobi ("), qu'il suffit de connaître deux intégrales d'un pro

blème de mécanique, ou, en général, d'un système canonique, 

pour avoir la solution complète par une série de difierentiations 

seulement. 

En effet, («, ¡3) étant une fonction de q¡, ... qn,p,, ... p . , t , 

si on l'égale à une constante arbitraire, l'équation : 

(«, p) = r, 
sera une intégrale du système. 

En appliquant de nouveau le théorème, nous aurons une 

nouvelle intégrale : 

( a , r ) = S, 
et ainsi de suite. 

1 8 8 . Mais l'examen approfondi de cette question a montré 

à M. Bertrand (**) que la méthode d'intégration fondée sur le 

théorème de Poisson est loin d'avoir l'importance que Jacobi 

lui avait attribuée d'abord. Les cas où ce théorème conduit à une 
nouvelle intégrale sont plus rares que ceux où il n'atteint pas 
ce but. 

Quelquefois aucune des combinaisons deux à deux par le 

théorème de Poisson, des intégrales qui forment la solution 

complète, ue donne une intégrale nouvelle; dans d'autres cas, 

une partie de ces intégrales combinées deux à deux ne donne 

(*) Nova mtthodus, p. 43 . 
(") Journal de Liouville, t. X V I I j I M S C H E N E T S K Y , p. 182. 
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pas d'intégrale nouvelle. M. Bertrand, profitant des cas d'excep

tion, a imaginé une méthode spéciale d'intégration des équations 

canoniques. Il a reconnu que, dans ces cas d'exception, il est 

souvent possible de trouver un nombre plus ou moins grand 

d'intégrales nouvelles au moyen des intégrales déjà connues. 

Si l'on parvient ainsi à connaître la moitié des intégrales, on 

peut, comme nous l'avons vu (n° 104), en appliquant le théo

rème de M. Liouville, compléter la solution du problème au 

moyen d'une fonction V qui donnera toutes les autres intégrales. 

183. Comme nous l'avons vu (n° 11«), les deux intégrales 

données : 
a • = consl., ¡3 = consl., 

ne conduisent pas à une nouvelle intégrale par l'application du 

théorème de Poisson : 

1° Lorsque l'expression (a, ¡3) se réduit identiquement à une 

constante numérique quelconque, laquelle peut être nulle; 

2" Lorsque l'expression (a, (5) se réduit à une fonction de a 

et de en sorte que l'expression : 

(a, S) = consl., 

est une combinaison algébrique des intégrales a et (3. 

124. Ainsi, par exemple, si dans les équations canoniques 

la fonction H ne renferme pas explicitement le temps t, on sait 

(n° 17) que l'équation : 

H = const., 

est une intégrale de ces équations. 

11 est facile de voir que , si l'on prend cette intégrale pour 

l'intégrale «, toute autre intégrale, combinée avec elle par la 

formule de Poisson, donnera un résultat illusoire. 

En effet, soit d'abord : 

S = ? ( » , , ... qn, pi, ... pn), 
une autre intégrale quelconque ne renfermant pas explicitement 

le temps. 
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en vertu des équations canoniques, il vient, en observant que 

l'équation : 

^ = 1 , 
3t 

/ 3 8 311 33 3 H \ 

1 -f- ^ — ! = 0 , 

ou bien : 
i rs, H ) = 0, 

d'où : 

(P, U ) = — i . 

En écrivant que (3 est une intégrale des équations canoniques, 

c'est-à-dire que l'on a : 

DP 
«7 = °' 

en verlu des équations canoniques, il vient : 

^YQI DT IPI DT ) 
ou bien : 

v (1 1 ^R) —o-
\ 3 a , 3/>, 3/3,- IQJ 

or, celte équation n'est autre que : 

((3,H) = 0. 

Si l'intégrale (3 renferme explicitement le temps, et si l'on a : 

p = i + - QN,PI, - p J . 
la fonction ijj ne renfermant pas explicitement le temps, nous 

aurons : 

DP 3S „ pj3 ( /o , 3S 3/3, \ 
</( _ 3( \ÏQ, DT + 3/>,- 3i / 

Or, si nous écrivons que (3 est une intégrale des équations 

canoniques, c'est-à-dire que l'on a : 
DP 
— = 0 , 
dt 
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Ainsi donc, dans le cas où H ne renferme pas explicitement 

le temps t, il est impossible de former une nouvelle intégrale 

par la formule de Poisson appliquée à deux intégrales dont l'une 

serait H = comt. 

C'est ce qui arrivera, en particulier, lorsque l'une des deux 

intégrales a, p sera Vintégrale des forces vives. Nous aurons le 

théorème suivant : 

THÉORÈME. — Toute intégrale combinée avec celle des forces 

vives donne à l'équation de Poisson une forme illusoire. 

185. Le théorème de Poisson peut , comme nous venons de 

le dire, conduire de deux manières différentes à un résultat 

illusoire. Il peut arriver : ou bien que l'équation de Poisson se 

réduise à une identité, telle que 0 = 0 , ou 1 = 1, ou bien 

qu'elle donne une intégrale qui soit une combinaison de celles 

dont on l'a déduite. 

M. Bertrand a démontré (") que ces deux cas se rattachent 

l'un à l 'autre; il en conclut, par conséquent, que, pour les étu

dier, il suffit de considérer les intégrales q u i , combinées avec 

une intégrale donnée, donnent à l'expression de Poisson une 

valeur identiquement constante. Il indique ensuite Je moyen 

de trouver l'une de ces intégrales lorsque l'autre est connue, 

et il prouve qu'il en existe toujours. 

12«. Voici le théorème qui permet de rattacher l'un à l'autre 

les deux cas d'exception : 

THÉORÈME. — Si « = ç , P = J' sont deux intégrales d'un 
même problème, telles que (a, P) est une fonction de a et de (3, 

il existe toujours une fonction de a et de ¡ 3 , qui, égalée à une 
constante y, donnera une intégrale telle que (a, y) soit identique
ment égale à l'unité. 

En effet, on a, par définition : 

(*) Journal de Liouville, t. X V I I , p. 393. 
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or, y étant une fonction de « et de fi, on a : 

Zy 3 y 3 a iy 3 8 

3 ^ 3 « 3 p ; 3 3 iPi 

ùy ùy 3 a iy 3S 

3g, 3a 3o , 3 3 3a,-

par suite, en réduisant, 

( a , r) = («, P)̂ -
Si donc ( a , (3) est une fonction de a et de ¡3, ou pourra déter

miner y par l'équation différentielle partielle : 

Zy 

laquelle nous donne l'équation différentielle ordinaire : 

dy _ dS 

T = (̂77)' 
Par conséquent, on peut toujours faire en sorte que : 

( a , y) = 1 . 

Ce théorème peut être généralisé de la manière suivante : 

18?. THÉORÈME. — Si « = <p, |3 = ^ sont deux intégrales 
d'un même problème, et si, en les combinant par la formule de 
Poisson, on trouve une troisième intégrale : 

{*, P) - y, 
puis une quatrième : 

{», r) = <?, 
puis une cinquième : 

et ainsi de suite; si l'on arrive enfin à une intégrale : 
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(*) I l est évident que l'on doit arriver à une intégrale Ç jouissant de cette 

propriété d'être une fonction des précédentes; car, la suite des intégrales 

distinctes ne peut pas se continuer indéf iniment, puisque le nombre total 

des intégrales des équations canoniques est l imité. 

telle que l'on ait : 

? = S, y, ...,) C), 
il existe toujours une ou plusieurs intégrales de la forme . 

^ = P> r> - »)> 
qui, combinées avec a, donnent identiquement : 

(OR, G) = 0, ou (., ?) = 1 . 

Pour démontrer ce théorème, considérons l'expression : 

„ /3A 3 f 3JÎ 3£ 

^ T ^ " 7 ^ 7,7. 

et remplaçons les dérivées de Ç par leurs valeurs obtenues en 

considérant £ comme une fonction composée; nous aurons, 

après quelques réductions : 

3 | 3£ 3Ç 

3p 3 y 3IF 

3Ç 3Ç 3 ? 
= y — + S H — + F(a, 6 , y, ... if) — • 

38 3 y 3y 

Si maintenant on veut déterminer \ de manière que l'on ait : 

(«, Ç) = 0, ou ( a , = 

on devra intégrer l'une des deux équations linéaires aux dérivées 

partielles suivantes : 

3 ê 3Ç 3 $ 

3p 3 y 3IF 
ou bien : 1 

3Ç 3§ 3$ 

^77. + I 7 - + Í3' - 1 Î ) T - = 1 ' 3p 3 y 3rç 
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dont les intégrales satisferont à l'une ou à l'autre des conditions 
précédentes. 

Donc, les intégrales des systèmes d'équations simultanées 
ordinaires : 

d p dy dS dy dÇ 

~r~ <f ~ 7 F ( a , p , y , - > ? ) ~ ~ 0 ~ ' 

d p d y d i dv¡ d f 

y í f F ( a , p , y , . . . i>) 1 

nous donneront les intégrales générales des équations linéaires 

ci-dessus. Or, si l'équation en \ renferme k variables indépen

dantes , son intégrale générale sera une fonction arbitraire de 

k—i fonctions distinctes, et elle contiendra, par conséquent, 

k — 1 intégrales distinctes satisfaisant à la condition énoncée. 

On conclut de là le théorème suivant : 

188. T H É O R È M E . — Une intégrale étant donnée, il y en a 
une ou plusieurs autres qui, combinées avec celle-ci, conduisent 
à des équations identiques. 

Soit : 

une intégrale donnée d'un problème de mécanique. 

Si l'on prend une seconde intégrale du même problème : 

P = * ( 9 i , - ? „ , Pi, -P.), 
et si on la combine avec a, on formera l'expression (a, (3). 

Si cette expression est identiquement constante, le théorème 

est démontré ; sinon l'expression : 

( a , p ) = y , 

sera une nouvelle intégrale. 

On formera alors l'expression (a, y), laquelle sera identique
ment constante ou non : si (a, y) est constante, la proposition 
est démontrée , sinon l'on posera (a, y) = 3, équation qui sera 
une nouvelle intégrale, et ainsi de suite. 

1 4 
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En continuant ainsi, on arrivera à une fonction Ç qui est : 

I o Ou bien une constante, et la proposition est démontrée, 

puisque la fonction précédente satisfait à la condition énoncée; 

2° Ou bien une fonction des précédentes (*) : dans ce cas, 

comme on sait (n° en formant une fonction ij convenable 

des intégrales successivement obtenues, on aura une intégrale 

qui, combinée avec a, donnera un résultat identique. On a même 

vu (n° îaï) que l'on peut obtenir plusieurs intégrales distinctes 

les unes des autres, telles que l'on ait : 

( a , É) = 0, 0(1 ( a , É ) = l . 

Nous avons vu (n° 184) que l'intégrale des forces vives 

donne toujours un résultat identique, quelle que soit l'intégrale 

avec laquelle on la combine. Combinée avec une intégrale a ne 

contenant pas explicitement le temps, elle donne (a, H) = 0 ; 

et combinée avec une intégrale renfermant explicitement le temps, 

elle donne (a, H) = — 1. 

On pourrait se demander si l'intégrale ij dont nous venons 

de démontrer l'existence, et telle que l'on ait : 

( « , Ç) = 0, OU ( a , f ) = l , 

n'est pas ou l'intégrale des forces vives, ou une fonction de cette 

dernière. 

Le théorème suivant prouve que l'intégrale des forces vives 

n'est pas la seule qui remplisse cette condition, ce qui d'ailleurs 

est déjà évident, puisqu'il existe un grand nombre de fonctions ij. 

1X9. Théorème. — Quelle que soit une intégrale donnée : 

« = - ?„. Pi -P„), 
il existe toujours au moins une autre intégrale 1, qui n'est, ni 
l'équation des forces vives, ni une fonction de celle-ci, et qui, 
combinée avec a, donne un résultat illusoire : 

(a , X) = 0, OU ( a , X) = 1. 

(") Car les intégrales distinctes sont en nombre l imité. 
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Soit ¡3 une intégrale quelconque différente de celle des forces 

vives : 
S = , ( » , , . . . q„, p,, ... pn); 

d'après ce que nous avons vu (n° 187), si, en combinant a avec (3, 

puis avec les intégrales résultantes, on arrive, après k opérations, 

à une intégrale rentrant dans les précédentes, la fonction qui, 

combinée avec a, donne un résultat illusoire, est déterminée par 

une équation aux dérivées partielles à k variables indépendantes. 

Celte fonction aura , par conséquent, k — 1 formes différentes. 

Pour k = i, c'est-à-dire si le cas se présente après une seule 

opération, l'intégrale sera une combinaison de a et de | 3 ; par 

suite, elle est différente de celle des forces vives. 

Pour k = 2, nous aurons : 

(«.P) = r, 

(«,?-) = /'(«• M ; 

or, si l'on cherche par la méthode indiquée ci-dessus (n° 1*7), 
une intégrale ^(<x, Ç>, y) q u ' , combinée avec a, donne un résultat 

identique : 

(«,*)=!, OU (a, *) = 0, 
cette intégrale sera ou non celle des forces vives. 

Si cette intégrale ip est précisément l'équation des forces vives, 

nous aurons : 

d'où l'on tire : 
r = ? ( « , 3 , H ) . 

Considérons maintenant une fonction Ç(a, (3, H) qui, évidem

ment, sera une intégrale; nous aurons : 

3? 3Ç 3? 
(«. = K P) - - («> H) ^ = P) ^ = ? P. H ) - (*). 

(*) Puisque (a, H) = 0. 
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de sorte que ^ est une intégrale distincte de celle des forces 

vives, et qui, combinée avec a , donne un résultat identique. 

Cela posé, si l'on détermine ¡j par la condition que l'on ait la 
relation : 

3P 
la fonction £ ainsi déterminée satisfera à la condition proposée : 

de plus, elle sera distincte de celle des forces vives qui donnerait : 

(«, H ) = 0 , 

puisque a. ne contient pas explicitement le temps. 

Ayant examiné le cas où l'on suppose k = % supposons qu'en 

combinant a avec [3, puis avec les intégrales y, S, ... que l'on 

obtient successivement, on trouve une intégrale E pour laquelle 

on ait : 

cette intégrale e sera évidemment différente de celle des forces 

vives, et la proposition sera encore démontrée. 

Si, au contraire, on trouve : 

(« , ' ) = 0 , 

et que E soit précisément l'intégrale des forces vives, ou une 

fonction n(II) de cette intégrale, on aura , en désignant par S 

l'intégrale qui, dans la série des opérations, précède immédiate

ment e, 

(«,J)=£ = n ( I I ) . 

Or, il est évident que s i , au lieu de l'intégrale ¡3 , que nous 

avons prise pour point de départ , on avait pris toutes les 

intégrales successivement obtenues auraient été divisées par LT(HJ, 

et l'on aura eu : 
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Des théorèmes précédents, M. Bertrand déduit celui-ci : 

130. T H É O R È M E . — Quelle que soit une intégrale donnée et, 
on peut toujours compléter la solution du problème en y adjoi
gnant d'autres intégrales ¡3,, (3 2, ... P,n_,, lesquelles, combinées 
avec a , donnent à l'équation de Poisson une forme identique : 

( a , [ 3 , ) = l , ( a , S J } = 0 , . . ( a , e î „ _ , ) = o. 

Comme nous l'avons vu par le théorème précédent, quelle que 

soit l'intégrale « , il existe toujours une fonction (3,, telle que : 

(-,?.) = *• 

Nous devons maintenant démontrer qu'il existe 2 n — 2 inté

grales distinctes de a et de ¡3 , , qu i , combinées avec a, donnent 

K P) = o. 
Désignons par y. le nombre des intégrales satisfaisant à cette 

condition, ( 3 , , . . . p u + t , et supposons que l'on ait p - t - l < 2 « — 1. 

Il existera évidemment alors d'autres intégrales indépendantes 

de celles-là, ainsi que de a et de [3,. ' 

Si ( 3 M + S est une de ces intégrales, nous aurons : 

étant, par hypothèse, différent de zéro. Je dis que P̂  sera 

aussi différent de l 'unité; car, sans cela, des équations : 

on déduirait évidemment : 

(«, — Pi) = 0 ; 

d'où il résulterait que P̂ +j—Pi serait une fonction de | 3 „ 

{3 3, ... P J U + M e t , par suite, que p „ + î ne serait pas une nouvelle 

intégrale. Par conséquent, ( 3 ^ est différent de l'unité. 

Puisque P̂+s est différent de zéro et de l'unité, posons : 

(*, |V+5) = rVi.t, 
(«, fW = PAH-5, etc. 
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ИСТ LtJ cl CI 
= rV* 77 + rW 77 + - + /W< 77 

ou bien : 
3ït Зет 5a 

(», Г ) = PV+з — + (V* 7Г— -+- ••• •+- F (л, ( 3 ^ , , ... p + ( _ . ) 
•>Р.«+* 2р/«-н-1 

Si l'on pose : 

(a, y ) = 0, 

on a l'équation différentielle partielle : 

77T̂  + rWi 77°- + F (a, ¡3̂ +2, ... p ^ , . , ) - J^— = 0, 

qui pourra servir à déterminer la fonction -m ou y en fonction de : 

Or, y sera une intégrale nouvelle; car, sans cela, y serait une 
fonction des intégrales primitives a, ¡3,, ... ( 3 U + 1 , et l'on aurait 
une relation telle que : 

y = /•(«, ¡3,,.. . (3 M + 1 ) ; 

mais, y satisfaisant à l'équation : 

(«, r) = 0, 

Nous finirons évidemment par trouver une intégrale ¡3 qui 

sera identiquement constante, ou bien une fonction des précé

dentes. 

Soit : 

•rW' = F(a'IVi-î' fV-wi ••• rVt-i-d» 
cette intégrale. 

Cela posé, désignons par y une fonction des intégrales a, ( 3 ^ , , 

rVw - fWi-n e t posons : 

y = ts (a, p ^ + î , ... | 3 / U + i _ l ) ; 

nous aurons : 

(a, r ) = («,p>+-2) — f- («, pV+s) • + — -*- («, 
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on aurait : 

et, par conséquent, il existerait une relation entre les intégrales 
ai Pi, Pi, ••• P/i+n c e qui est contraire à l'hypothèse que toutes 

les intégrales : 

«, Si. Sj. ... fi^+i, 
sont différentes entre elles. 

Nous avons donc fait une hypothèse impossible en supposant 

f*-t-l < 2 n — \ . Par conséquent, (JL-J-1 = 2>I— 1, et le théorème 

est démontré. 

131. Les théories précédentes peuvent donc être résumées 

de la manière suivante : 

T H É O R È M E . — Étant donnée une intégrale a, autre que celle 
des forces vives, et indépendante du temps, la solution du pro
blème se composera : 

\° De 2n — 2 intégrales comprenant a, qui sont indépendantes 
du temps, et telles que, combinées avec a, elles donnent : 

(«, x) = 0 , 

1 étant l'une quelconque d'entre elles; 

2" D'une autre intégrale p, également indépendante du temps, 

et telle que : 
(«,/*) = 1 ; 

3° D'une intégrale v de la forme : 

" = ?(?!, - q„,p>, ••• Pn) — f, 
telle que : 

(«, y) = 0. 

138. Remarque I. — Si l'on se rappelle la définition que 

nous avons donnée des intégrales conjuguées (nD 97), on verra 

que les deux intégrales « et p qui nous donnent : 

sont conjuguées. 
1, 
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On verra aussi que l'intégrale v qui contient le temps, est le 

conjuguée de l'intégrale des forces vives. En effet, on aura, 

comme il est facile de s'en assurer : 

( , , II) — 1 . 

133. Remarque II. — Pour appliquer la théorie de M. Ber

trand, il faut connaître une intégrale « , et alors on a à déter

miner In — 1 intégrales satisfaisant à l'équation différentielle 

partielle linéaire du premier ordre : 

(«,j) = 0 , OU (a, A)=l, (A) 

1 étant la fonction inconnue. 

Mais la fonction 3, doit aussi satisfaire à l'équation : 

( * , H ) = 0 . ( B ) 

Si donc on peut intégrer l'équation (B), il suffira de chercher, 

parmi les solutions de (B), celles qui satisfont à l'équation (A); 

sinon, on aura à chercher les solutions communes aux équa

tions (A) et (B). 

134. Nous avons vu (n° 130) qu'une intégrale a étant donnée, 

on peut compléter la solution du problème au moyen des inté

grales |3j, [3,, ... (3,„_,, qui , combinées avec a , donnent toutes 

à la formule de Poisson une forme identique. 

Il ne faut cependant pas en conclure que toutes les intégrales 

du problème soient dans le môme cas. 

Soit, par exemple, l'intégrale la plus générale : 

i = f(a,?i< fr> ••• fis»_i); 
nous aurons : 3rç 3if 3lf 

(«, >,) = (a, 3,) — (a, 3,)— -+- " -+- (a, S 2 n _ , ) -

3S, 3/32 " 13ln_t 3i» 3ij 
= «, S,) — = — • 

Par suite, l'expression (a, ri) ne sera identiquement constante 

que si ^ est constant lui-même. 

1 "PI 
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dx = x', dx' ¡J.X 
di 

= x', 
dt ~ 

dy = y\ dy' _ v-y 
dt 

= y\ 
dt r 3 

( 217 ) 

( 1 ) 

le principe des aires nous donne l'intégrale : 

xy' — yx' = const. = a. (2) 
Cherchons une seconde intégrale : 

p = t(x,y,x\y',t), {5) 
satisfaisant à l'une des conditions : 

(M — 0 ,
 0 1 1 ( M = l -

Nous aurons les deux équations différentielles partielles 
linéaires : 

33 33 3(3 33 — y'—,— y — ̂ x'^• +1-^ = 0, ( 4 ) 
J 3 x '

 J Zx Zy' M 

, 38 33 36 • as — y — — y — X' — -4- X~ = 1 . (S) ai' ai zy' zy 
Pour intégrer la première, nous devons intégrer le système 

d'équations simultanées ordinaires : 

dx' dx dy' dy (/¡3 

— y' — y x' x
 0 ' 

Il en résulte que toutes les intégrales >J, en nombre infini, 

provenant de la combinaison de a, (3S L ¡3,, ... (3 2 „_ 4 , donneront 

un résultat identiquement nul , si on les combine avec «. 

Au contraire, les intégrales qui contiennent ¡3, peuvent conduire 

à des résultats non identiques. 

1 3 5 . Comme application de la méthode de M. Bertrand, 

nous reprendrons le problème du mouvement d'un point maté

riel attiré vers un centre fixe par une force en raison inverse 

du carré de la dislance. 
Les équations du mouvement é tan t : 
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on trouve facilement que les quatre intégrales de ce système sont : 

8 = a 1 ( x1 + yî=>aîl x" -+- y'% = a 3 , xx'-\-yy'= ait 

et , par conséquent, l'intégrale la plus générale de l'équation (4) 

est : 
¡3 = F( x

2 -+- y\ x'1 -t- y", xx' yy'), 

ou bien, si le temps t doit y figurer : 

p = t -+- F(x* - H . x ' 2 -+- y'\ xx' -+- yy'). 

On verra de même que l'intégration de l'équation (5) se 

ramène à l'intégration du système d'équations différentielles 

ordinaires : 

dx' dx d\j dy dp 

— y' —V x' x
 1 ' 

on en tire : 

dx dy dx' f dy' 

lp^=~]i' rí3=X' ~dp=~y' d p = X ' 

d'où l'on déduit les intégrales : 

x = A cos (¡3 -+- k), y = A sin (¡3 -t- k), 

x' = A' cos (p -+- k'), y' — A' sin (¡3 -+- A'), 

A, A', k, k' étant des constantes arbitraires. Ces dernières nous 

donnent : 

x1 -+- y* = 6 , , x'1 -+- t / ' ! = 6 2, xx'-t-yy'=• b¡, 

arc te — — (3 = 6 t . 
' x 

L'intégrale la plus générale de l'équation (5) est, par conséquent : 

y 
p = arc tg '- -+- F^x* ?/a, x" -+- y' s, xx' + yy'), 

ou bien, si í doit figurer dans l'intégrale, 

y 
p = t -+• arc tg - -t- F K x 5 -t- y\ x'2 -+- ?/", xx' -+- ?/!/'J. 
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33 
3F 

= 2 y — J 3« 
3 F 

J 3w 

3,3 
3x' 

3 F 
= 2 x ' — 3d 

3 F 
-+- x — 3u) 

33 
ty7 

3F 
3u 

DF 
J iw 

= w, 

(6) 

) 
> (7) 

Si maintenant nous posons : 

x ' - + - ; / * = u, x " + y ' * = u , xx'-^-yy' 

ces deux systèmes d'intégrales pourront s'écrire 

p = F( M , v, w), ) 

3 = t H - F ( « , t), WJ), ) 

ou bien : 

3 = a rc tg - - i - F^u, v, w), 
x 

B = t •+• arc tg - -t- F , (w , v, w). 
x 

i36. Il nous reste maintenant à déterminer quelles sont les 

intégrales du problème comprises dans les formes (6) et (7). 

Pour cela, nous devons exprimer que les dérivées totales par 

rapport à í sont nulles, en vertu des équations du mouvement. 

Considérons d'abord la première équation (6) : 

@ = F(u , v, M ) . 

fi 3 
La condition ^ = 0 , nous donne : 

33 dx 33 du 33 dx 33 dy' 

— T - •+• — 4- •*• — + -±-—=0. (8) 
3 x dt iy dt 3 x dl iy' dt 

Or, on a : 
33 3F Du 3 F 3 « 3 F a tu 3 F 3 F — = 1 —h = 2x — - t - x ' — , 
3 x 3w 3 x 3 u 3 x 3i« 3 x 3u 3 w 

de même : 
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on en déduit les équations suivantes : 

_ s 

d F = 0 , ftu *du-t-dv = 0, iu-dw = vdu •+• udv, 

dont les intégrales sont : 

_ i 

F = c , v — 2 = c ' , uv — M J S = C " . 

Par suite, la valeur générale de (3 est : 

ou bien : 

x > * + . y " _ Jt, ( x y ' _ y a : ' ) ' j . 

Celte intégrale n'est autre qu'une combinaison de l'intégrale 

des forces vives et de l'intégrale des aires; par conséquent, elle 

ne peut former une nouvelle intégrale du problème. 

Si nous prenons maintenant la seconde équation (6) : 

dv dw dF 

2/ÌM; P 0 ' 

S = t -+- F(w, v, w), 

Substituant dans l'équation (8), et ayant égard aux équations (1), 

il vient : 
„ 3 F ftw 3 F / iiu\ 3F 2w 2 — — + [v — — = 0 , 

lu r Iv \ r 3 / Iw 

ou bien, en remplaçant r par sa valeur en fonction de M : 

Or, l'intégration de celte équation différentielle partielle se 

ramène à l'intégration du système ordinaire : 

du 

1w 

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



( 221 ) 

— 1 2 w 2,u;w p ' 

nous concluons de là : 

du _i 
dF = - , « — 2 K M = C|, MU — M>A = c2, 

2 w 

d'où l'on tire : 
— du 

dF = 

2 \ / — c 2 + «(c 4 + 2pw 2 ) 

et, en intégrant, 

du 

-A 2 V — c 2 + « (c, + 2 f M 3 ) 

Par suite, la valeur générale de (3 est : 

du 

Ci. 

$ = t— j- +y(l) 1fJ.U *, Ml) te2]. 
« / 2 \ / — c, + M ( C 1 + 2 ^ M _ Î ) 

En égalant la fonction arbitraire 9 à zéro, et remplaçant u 
par r 2 , on trouve : 

/

dr 
, . = ; (9) 

2^ 
— + c , 

r* r 

c'est l ' e g u a / i o M g u i détermine le temps en fonction du rayon 
vecteur. 

et si nous exprimons qu'elle est une intégrale, nous trouvons 

l'équation suivante : 

1 + 2 « ; 2 — _ + 1 U = 0 . 
3M 5 3« ! 3№ 

« ! \ u * / 

Pour intégrer cette équation, il faut poser : 

dF du dv dw 
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Vuv — 3F, 2̂ wj3F, / ( t \ 3F , 
• 2w —• h t ) — = 0 . u lu \ iv \ - \iw 

M* \ v* j 

La fonction F t est donc déterminée par l'intégration du sys
tème ordinaire suivant : 

dF, du dv dw 

Vuv — tu' 2 w _ ^ _̂ 

Cherchons maintenant si le problème admet des intégrales 

de la forme : 
y 

S = arc tg - -+- F,(u, v, tu). 

La condition ~ = 0 , nous donne : 

33 dx 33 dy 33 dx' 3S dy' ^ 

3a: dt ly dt Sx' dt ly' dt 

Or, on a : 
33 y a 3F, ,3F, 
— = — - - t - 2 x \- x'—. 
3x u lu Iw 
33 a: a 3F, ,3F, 

ly u 3u 3lU 

33 ,3F, 3F, 
— = 2 x 1- x — > 
3x' 3u iw 

33 ,3F, 3F, 
-i—= 2u y- V — • 
ly' IV llV 

Par suite, en substituant, et ayant égard aux équations (1) : 

xy'-yx' 3F, 2« , 3F, f M 3F, 

M 3u r 5 3u \ rl Iw 
ou bien, en introduisant les quantités u, t>, w : 
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L2w [/ uv — vr 
On a donc 

ou bien : 

Par suite, 

.y 

d F , = — — du, 
2ww 

1/c,du 

-f 
2M \/ CiU + 2FI«2 — c 8 

2W Y CjW + 2(iM2 — c 2 

a r c t g / >- ? l y — 2KK 2, UU-W2 

X / / 
V c i w En égalant à zéro la fonction arbitraire <p,, et remplaçant u 

par r 2 , il vient : 

, . V'c^dr , , 
1 = a r c t g - _ / * ; ( 1 0 ) 

X I / 2 F c a 

M Ï 
r r* 

c'est précisément l'équation de la trajectoire. 

Il est facile de voir que la quatrième intégrale (7) : 

y 
S = t •+• a rc tg — h F , (u, v, w), 

x 

n'est autre qu'une combinaison des intégrales (9) et (10), et, 

par conséquent, elle ne fournit pas une nouvelle solution du 

problème. 

Les intégrales (9) et (10), jointes à celle des aires et à celle 

des forces vives donnent la solution complète du problème. 

137. La marche que nous avons suivie est la suivante : 

Après avoir trouvé une intégrale autre que celle des forces 

v — 2 p u * = e , , uv—u>'! = Ci, 

du udF, 
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vives, nous en obtenons une troisième, qui contient le temps, 
par la condition q u e , combinée avec la première, elle donne à 

l'équation de Poisson la forme 0 = 0 ; puis, nous trouvons une 

quatrième intégrale, ne renfermant pas explicitement le temps, 

et qui complète la solution, en exprimant que l'équation de 

Poisson se réduit à l = 1. 

Il est facile de démontrer que cette marche sera toujours 

la même, lorsqu'il s'agira du mouvement d'un point dans un 

plan, ou, plus généralement, toutes les fois que les coordonnées 

des points du système peuvent être exprimées en fonction de deux 

variables indépendantes. Nous allons donc démontrer que , dans 

le cas d'un tel problème, connaissant l'intégrale des forces vives 

et une intégrale a, il sera impossible d'en trouver une autre [3, 

distincte des deux premières, ne renfermant pas explicitement 

le temps, et telle que l'on ait («, P) = 0 ; mais, il y en a une 

autre telle que l'on ait (et, (3) = 1. Au contraire, on peut tou

jours trouver une intégrale renfermant explicitement le temps, 

et telle que l'on ait (a, ¡3) = 0. 

Soient, en effet, 

dq, DU dpt_ : I l 

~dt~ dt iq, 
dqt_ 511 dpî_ M I 

dt ~ 2p« ~dt 

les équations différentielles du mouvement. 

Soient H = /*, l'intégrale des forces vives, et : 

¥(!fi> ?«» Pi- P») = «J 

une deuxième intégrale. Cherchons s'il existe une troisième 

intégrale : 

t{qi, q*> Pi} = P> 
qui, combinée avec la seconde ? = « , donne à l'équation de 
Poisson la forme 0 = 0. 
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En écrivant que la condition (a, (3) = 0 est satisfaite, on a : 

3a 33 Sa 38 3a 38 3a 38 L- L — JL - = 0 ; (12) 

3g, 3p, 3p, 3g, 3g, 3p, 3p, 3g, 
en outre , si (3 est une intégrale des équations (il), il vient, 

en supposant qu'elle ne contienne pas le temps : 311 33 311 33 3H 33 3H 33 
!- ! - + !- — = 0 ; ( 1 3 ) Sg, 3/), 3p, 3g, 3g, 3p, 3p, 3g, 

enfin, l'identité ([3, (3) = 0 , nous donne : 

3£3p__3£3£̂3£3|__3£3̂ =o 3g, 3p, 373, 3g, 3g, 3p, 3p2 3g* 
Si l'on considère les quantités ~ , | | ^ , comme des 

inconnues, les équations (12), (13) et (14) seront des équations 

du premier degré par rapport à ces inconnues, pourvu que, 

dans l'équation (14), on regarde les coefficients comme égaux 

aux ineonnues elles-mêmes. Ces équations feront connaître les 

rapports : 

33 38 38 33 38 as 
3p, " 3g, 3p, ' 3g, 3g2 " 3g, 

Or, ces équations seront aussi vérifiées, si l'on remplace les 
dérivées 3? 3g__ j£_ . - . 3«_ 3«_ a«_ s^ ,., 

Il est , en effet, facile de voir que , par cette transformation, la 

première équation devient identique, la deuxième exprimera 

que « est une intégrale des équations (11), cette intégrale ne 

renfermant pas le temps, et la troisième devient la première (12). 

Il résulte de là que les nouvelles quantités ont les mêmes 

rapports que les premières; par suite, on a : 

38 38 33 33 
3pi 3p, ̂  3g, ̂  3g, 
Sa Sa Sa Sa 
3p, 3p, 3g, Sg2 

(*) Bien entendu, la substitution ne doit pas être faite dans les coefficients 

de l 'équation 

15 
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De cette suite de rapports égaux on conclut que P doit être une 

fonction de a, et, par conséquent, l'équation : 

3 = const., 

supposée indépendante du temps, ne sera pas une intégrale 

nouvelle. 

138. Le raisonnement que nous venons de faire serait en 

défaut, si l'une des équations (12), (13) et (14) rentrait dans les 

autres , c 'est-à-dire si ces trois équations se réduisaient à deux. 

Or, on aurait a lors , d'après la théorie des équations du premier 

degré, des relations de la forme suivante (*) : 

?! 

3g, 
3a = M — 
¡"/1 SH 

Sa, 3S 
Sp, Sa 

= M — 3p. 
311 

- t - N — 3p, 
36_ Sa = M — 3g, 

3H 
Sg, 

3j3_ 
3pa 

Sa = M — Dp, 
3H •+- N — 
3p3 

M et N étant des fonctions quelconques de p , , pa, g,, g2. 

Or, de ces équations on t ire, en les multipliant par dg,, dp4, 

^Çj 7 dPî et ajoutant : 

dp — Mda -+- NdH. 
Par conséquent, p doit être une fonction de a et de H, c'est-

à-dire que cette intégrale P doit encore rentrer dans celles que 

l'on avait déjà. 

13B. Cela posé, observons que le problème ne comporte que 

(*) O n obtient ces équations, en mult ipl iant les équations (12), (13)et (14) 

respectivement par M , N , — i, et ajoutant. Si les trois équations se rédu i 

sent à deux, l 'équation résultante devra être une identité, et les coefficients 

devront être nuls séparément. 
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quatre intégrales distinctes : une qui renferme explicitement le 
temps, et trois qui ne le renferment pas explicitement. 11 y a 
donc trois intégrales distinctes, et pas davantage, qui sont indé
pendantes du temps. Or, de ce que nous venons de voir, il résulte 
que , parmi ces trois intégrales distinctes, il y en a nécessaire
ment qui ne donnent pas (') à l'équation de Poisson la forme 
identique 0 = 0. Mais nous allons voir qu't'Z y en a nécessaire
ment une qui donne à l'équation de Poisson la forme 1 = 1. 

Soit donc y une des intégrales qui ne donne pas : 

(«> r ) = 0 , 
et soit : 

(et, y) = J, 
í étant une constante numérique ou non. 

Si S est une constante numérique, nous pourrons multiplier 
ou diviser y par une constante, de façon que l'on ait <? = 1, 
et il est ainsi prouvé qu'il existe une intégrale qu i , combinée 
avec a, donne à l'équation de Poisson la forme 1 = 1. 

Si í n'est pas une constante numérique, l'équation : 

J= const., 

est une intégrale indépendante du temps. Cette intégrale est 
évidemment une fonction des trois intégrales précédentes : 
en effet, puisqu'il y a seulement trois intégrales distinctes, qui 
ne renferment pas explicitement le temps, toute intégrale nou
velle ne contenant pas i, sera une fonction des trois autres. 
Nous aurons donc : 

( a , y) = a(a, y, h). 

Ceci établi, posons : 
c- = f(x, '/, h), 

Ç sera une intégrale des équations proposées. 
(*) Pu isque , connaissant l'intégrale des forces vives et une autre «, i l u'y 

en a plus d'autre indépendante du temps qui donne (a, P) = 0. 
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s/' a/' 

et, comme (a, A) = 0 , il vient 

3/" 3 / ' (a, Ç) = ( a , y) — = o(a, y, /i) — • 
3 y 3y 

Si donc nous posons : 

»f 
ra(a, y , h) — = 1, 

3 y 

cette équation nous permettra de déterminer la forme de la 

fonction Ç qui , combinée avec l'intégrale a, donne à l'équation 

de Poisson la forme identique 1 = 1, et la proposition est 

démontrée. 

140. Il nous reste à prouver maintenant qu'il existe une 

intégrale de la forme : 

i = t •+• F ( g i , g 2 , P i , p^, 

qui , combinée avec a, donne à l'équation de Poisson la forme 

0 = 0, c'est-à-dire telle que l'on ait : 

(*, *) = 0 . 

A cet effet, considérons l'une quelconque des intégrales dans 

lesquelles figure le temps, par exemple : 

'E = t -f- F(qt, q?, p„ p,), 

et combinons cette intégrale E avec a. Nous aurons l 'expres

sion (a, s), qui ne renfermera pas le temps. 

Or, celte expression (a, e) sera zéro, et le théorème sera 

démontré, ou une constante numérique, ou une intégrale 

nouvelle. 

Dans ces deux derniers cas, nous pouvons poser : 

(a, E ) = "(<*, P, à); 

car, toute intégrale indépendante du temps [c'est le cas pour («, e)], 

Or, on a : 
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on aura : 

De l'équation : 

on tire : 

• ( a , f , | = 0 . 

( ^ ) - | = o , 

d'où : 

rf/"= — (a, f) (/S «= — II (a, S, /i) dS ; 

on aura donc l'expression de f en fonction de a , (3, ft, par une 
quadrature. 

peut être considérée comme une combinaison des trois inté

grales a, (3 , h. 

Dans le cas où (a, s) est une constante numérique, la fonc

tion II se réduira à une constante. 

Cela posé, nous pouvons ajouter au second membre de l 'inté

grale E une fonction quelconque de (a, ¡3, A), et nous formons 

ainsi une intégrale nouvelle : 

e, = t-h F(qit qït pt, p a ) -+- f(x, fi, h) = e -»- f{a, (3, h). 
Nous aurons évidemment : 

(a, */) = («, E) -+- (a, /"(*, S, /i)). 
Or, on a : 

a/" 3/" s/' 3/ 
(». /') = («- + P)r;+i«. /()rr = ^' PÎ75S 

Sa Sp Sft Sp 
par conséquent, 

[a, f,)=h f) -t- («, S) - . 
et, comme (a, [3) = 1, il vient : 

if 
(*, E.) = ( « , 0 — • 

sp 
Or, si l'on détermine la fonction /"par la condition que l'on ait : 

(*,*) + ¿ = 0 , 

ss 
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En adoptant cette expression de f, l'intégrale t{, combinée 

avec a, donne à l'expression de Poisson la forme identique 0 = ^ 0 . 

141. Il est facile de voir qu'il n'existe pas d'intégrale nou

velle, contenant explicitement le temps, qui donne à l'expression 

de Poisson la forme l = • 1. 

En effet, l'équation : 

(se, E,) = ( a , « ) - » - — > 

33 

nous donne, en faisant ( a , s , ) •=• I , l'équation : 

n(«, M) + ^ = l i 

33 

d'où l'on tire l'équation différentielle ordinaire : 

rfp _ df 

\ ~ i —n(a,p,h)' 

et, en intégrant, 

f=p—f n(«, p,A)dp. 

On voit donc que l'intégrale qui , combinée avec a, donnerait 

à l'équation de Poisson la forme I a ! , est une combinaison 

des intégrales précédentes : elle est une combinaison de la pré

cédente avec (3. 

XXI. 

Travaux de Bour. 

14». Avant d'exposer les travaux de Bour, rappelons le 

théorème de M. Bertrand (n° lai) duquel il résulte que la solu

tion complète d'un problème de mécanique peut être formée de 

In intégrales du genre suivant : 

i" L'intégrale des forces vives « = H ; 

2" Une intégrale qui contient le temps ¡3 = G — l; 

3° 2ra— 2 autres intégrales, indépendantes du temps, a,, 
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(*) Mémoires des Savants étrangers, l. XIV. 

«II ••• *>»-») a i étant une intégrale quelconque indépendante du 
temps, et autre que celle des forces vives. 

Ces diverses intégrales doivent donner, d'après le théorème 
de M. Bertrand : 

( « i , «2) = 1 , ( a , , G) = 0 , ( a , , « , ) = 0 , 

la dernière équation pour toutes les valeurs de i égales à 3 , 

4, ... 2n — 2 , c'est-à-dire pour 1 différent de 2. 

D'après ce que nous savons, les intégrales ... «*,_,, 

doivent satisfaire à l'équation aux dérivées partielles : 

" /LIH aç aH a? \ 

y — - =0, i ) 

- j \a ? 1. iPi ap, a ? i / 
ou bien : 

(H, ?) = 0 , 

laquelle est aussi vérifiée par Ç = I I , et dont la solution la plus 

générale est donc : 

Au contraire, pour Ç = G, le premier membre de l'équation (I) 

se réduit à l'unité, c'est-à-dire que l'on a : 

( H , G ) = L 

Il est évident, d'après ce que nous venons de voir, que l'équa

tion aux dérivées partielles (1), qui est linéaire, peut remplacer 

les équations canoniques. 

Les travaux de Bour (*) consistent à montrer comment on 

peut abaisser l'ordre de cette équation : 

( H , ¡0 = 0 , ( 1 ) 

quand on en connaît une ou plusieurs intégrales. 

143. Examinons d'abord le cas ou l'on ne connaît que l 'inté

grale des forces vives : 
H = h. 
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a'ç _ a? 

a p , _ ap ; " <>P„ ap, 

ai; 
_| 

aç pf» 3 g , ~ 3 g , ag, 

D'autre part, si nous remplaçons dans l'équation : 

H = /1, 
p„ par sa valeur, cette équation devient une identité; par con

séquent, on a : 
a H a H ap„ 

3p . ap„ 3p,-

aH aH ap„ 

• 1 — 
3 g , ap„ 37,-

Donc, 

— IL ̂  — 
3p, 3p , 3p„ 3 g,- 3 p , 3p„ 3 [ ^ 

ap„ 

3H 

aï 3'ç aç ap„ a'? aç 3g< 

3 g , 3 g , 3 p , 3 g , 3g , 3p„ aH 

*Pn 
Remplaçant dans l'équation (1), il est facile de voir que les 

termes qui renferment ^ se détruisent deux à deux, et il reste : 

^ iPn ' 
3H a'ç 3H a'ç aH yç 3H a'ç 

3 g , p, ap, ag, ag„ 3p„ 3p„ ag„ 

= 0, 

• = 0. 
(2) 

ail 

a'ç aç âp~ 

Ou se servira de cette intégrale pour éliminer l'une des 

inconnues, par exemple p., qui sera exprimée en fonction 

de H , ç,, ••• In, Pn Pi, ••• Pn-t; il s'ensuit qu'une fonction 

quelconque de g,, g,, ... ç„, p , , p , , . . . p„, deviendra une fonction 

de H , qt, g 2 1 ... g„, p ( , p , , ... p„_,. C'est ce qui arrivera pour la 

fonction Ç. 

Or, si nous distinguons par un accent les dérivées prises dans 

la nouvelle hypothèse, nous aurons : 
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il vient 

\ 3 g , . 3p,- ap( 3(7,7 37 , , aH 
et, en observant que l'on a : ap„ 

on obtient l'équation : 

ap„ 1 

3 l f = alT 

âpl 

Y / a ^ 3̂ _ap̂  a_G\ 3 G L = _ 3 p , , _ 

\ 3 7 ¡ 3p,- 3 p ¡ iqj lqn 3H 

L'équation (3) a les mêmes intégrales que l'équation (1), à 

l'exception de celle des forces vives H = /t. C'est cette équa

tion (3) qu'il faudra intégrer lorsque l'intégrale des forces vives 

sera seule connue. 

144. Supposons ensuite qu'outre l'intégrale des forces vives : 

H = /(, 

3H 

Si nous divisons les deux membres par — ^ , et si nous 

observons que 1~ est nulle, puisque les dérivées affectées d'un 

accent se rapportent à l'expression de X. ne renfermant plus p„, 

il vient, en vertu des équations (2) : 

3p„ j'ç sp. n 3p„ 3'Ç 3'C 

H ... • 1— = o, 
3ff, 3 p , 3 p , 3c, 3 p „ _ 4 3(7„_, 3 ? „ 

c'est-à-dire, 

A \ 3 ç , 3p , 3p , 3(7,/ lqn 

ou bien, en supprimant les accents qui sont devenus inutiles : 
V ( ^ _ « U ^ = 0. (3) 

i " 7 , - 3p . 3p , 3(7,7 3qr„ 

En appliquant les mêmes calculs à l'équation : 

(H, G) = l, 
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'•••«=2"(rr 
1 W i S p , 

= 0. (3) 

ïq> Sp.- 3 p , Sg , / 

Cette équation est vérifiée par : 

Ç = «|, a3, a,, ... a,„ H, G , 

mais elle n'est pas vérifiée par : 

puisque l'on a : 

(aj, a s) = 1 . 

Cela résulte du théorème que nous avons énoncé ci-dessus 

(n° 14*), en vertu duquel on a : 

(a, , a2) = 1, 

(a,, *,-) = 0, (pour i = \, 3, 4, ... 2n — 2.) 

(«h «) = o, 
( « „ H ) = 0 . 

Or, l'équation (S) étant vérifiée par Ç = H, on pourra lui faire 
subir la même transformation qu'à l'équation (1). II arrivera ainsi 
que cette opération qui a pour but d'enlever la solution connue 
Ç = H, conduira à deux équations différentes, suivant que Ç sera 
égal à G, où à l'une quelconque des autres intégrales de l'équa
tion (5). 

Il résultera donc de là que , si l'on prend la deuxième forme, 

on connaisse une autre intégrale : 

K . = f i ( ? i , 9»> - qa, P i , P s , - p J -

Si l'on exprime qu'une fonction : 

£ = A<?n - f f « > P u P P » ) i 

donne identiquement (théorème de M. Bertrand) : 

Ç)=0, 

nous aurons une équation de la même forme que l'équation (1 
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c'est-à-dire celle qui correspond aux intégrales autres que G, 

on aura éliminé l'intégrale inconnue ç = G, la seule qui ne 

vérifie pas l'équation (1). 

Pour transformer l'équation (5), on devra opérer comme nous 

l'avons fait pour transformer l'équation (1), c'est-à-dire que l'on 

devra remplacer dans (5) ~, etc., par les valeurs suivantes : 

3a, 

3 ? , 

a? a'ç 

3g,- 37, 

3?, - ' 3 ï ( ' 

3«i ^p» 

3P„ 37< 3"?7 

3'Ç 

etc. 

3H 

3 « 4 3g , 

3H 

3 p ^ 3 j r ! 

Nous aurons ainsi 

"y / 3 ' « i 3'ç 3 V ( 3'? 

\3g , . 3 p ; 3p,. 3g,. 

3H 

3"pT 
3a] 

3H 
âpT 
3« , 3Ç 

ap„ ap„ ^ /aH 3H 3H 3H 

T s ï ï y ^ \ 3 ^ . 3p.- ~ 3 ^ 3 ^ 
V3p, 

3 ' a ( 2'iJ 3'«( 3'Ç 

3 ? „ 3p„ 3p„ 3g„ 

/ 3 H 3 ' « , 3H 3 'a , 

^ \3p,- 3g,- 3g,. 3p , 

•ri /311 a'ç 3H a' 

i «g,- 3;?,. 3 p ( 3 g ; 

aH 3 'a , 

ap„ 3 g „ 

3H 3 'a , 

3H 3'? 

37„ 3P» 

: 0 . 

a j _ _ al£ a_ai 
3 p „ p̂„ *qj\ 

Or, les termes de la dernière somme se détruisent deux à deux ; 

en outre, puisque, comme nous l'avons dit précédemment, les 

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



( 236 ) 
dérivées ^ sont nulles, les termes qui contiennent ces 

dérivées sont nuls, et il nous reste l'équation : 

i « g , Sp f 3p, iqj 

ou bien 

3H 

3H 

V , ' /JH 3'«j 3H 3'a, 

L T WI »?L 3 ? i 3p, 

'y (HI oX 

M' 3p, 

3H s ' i ; 

3pi 3g, 

3p„ 3g„ 

3H 3'i; 

3p" 

3£ 

3a, 

V fpP» 3 \ 3p„ 3'«! 
. i \3g, 3pf 3p; 3g,-

3 ,̂1 

i " g . . 3p, 3p, 3g,/ 3 g J 

Mais, le coefficient de ^ - , c'est-à-dire, 

3p_„ 3 ^ 3p„ i'at\ _ 3'a, 

3 ^ ' 
y l^"J^l__ ->p„ 3 <*i 

I " g v 3p,. j p j j 0 . 

o, 

est identiquement nul , puisque a, est une intégrale de l'équa
tion (3). 

Quant au coefficient de P̂ i lequel est : 

I "Tn
 u t 3p„ 3 Ç 

i"g, 3p; 3 ^ 3 g r . 

3_̂ _ 

il est nul , en vertu de l'équation (3), lorsque Ç représente une 
quelconque des quantités : 
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tandis que , si Ç est égal à G, la transformation nous conduit 

à la forme : 

- 1 v r- v~ VG\ S'a, 
'SH 

/S'a, S'G S'a, S'G 

1 Vs?, Sp, Sjo, Sg, 
En supprimant les accents, ces deux équations deviennent : 

"H \iq, 3 p , Sp, S?,/ 
pour S = a(, a,, ... 

"j;1 /3«, 3G 3a, SG\ Sa, 
\ — - — ) = -• (7 

-i VS(7,3Í/, sp^g , / sH 
On trouverait de même que l'intégrale a, satisfait à l'équation : 

"J,1 /Sa, Sa, Sa, 3a2\ 
5 — — l-—) = i . (8) 

,̂ \3(7, 3p, 3p, iqj 
L'équation (6) est tout à fait semblable à l'équation (1), et elle 

aura pour intégrales : a,, a 
qui sont des intégrales du problème, et qui donnent 

au contraire, lorsque Ç = G, il résulte de l'équation (4), que ce 

coefficient sera égal à — . 

Par conséquent, dans le cas où Ç = G, le dernier terme de 

(«,, S) sera : 

3a, 3p„ S'a, 

Il résulte donc de là que la transformation de l'équation (5) 

nous conduit à la forme suivante : 

V ( — — — ^ i — ï = 0 
i \3c¡ 3p¡ 3p, S17J 

lorsque Ç représente l'une des intégrales : 
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tion (1J; elle a, comme on voit, les mêmes intégrales que l'équa

tion (1), sauf a, et H. Cette équation (6) est déduite de l'équa

tion (5), et l'on voit qu'en éliminant l'intégrale X, = H, on a aussi 

éliminé l'intégrale Ç = G , c'est-à-dire la conjuguée de H. 

En résumé donc, l'équation : 

№ ü ) = 0 , (t) 
est vérifiée par : 

H , ctj, ... a l n _ x . 

Connaissant, outre l'intégrale des forces vives H * = A , une 

autre intégrale OLÍ, on cherche à déterminer une équation plus 

simple que l'équation (1). On détermine une équation, qui est 

l'équation (6), laquelle a la même forme que l'équation (d), mais 

qui a deux termes de moins, et qui a pour intégrales : 

En d'autres termes, la connaissance de l'intégrale a, nous 

permet de déterminer une nouvelle équation à laquelle satisfont 

les intégrales ... La connaissance de a, permet d'éli

miner sa conjuguée a,, qui n'est pas une intégrale de l'équation 

réduite, et la question est ramenée à intégrer une équation plus 

simple que (1). 

145. Soit «a une intégrale de l'équation (6). On peut concevoir 
que l'on complète (théorème de M. Bertrand) la solution du pro
blème au moyen de l'intégrale a,, et d'intégrales a 4 , a„, ... a,„_,, 
qui, avec a s , forment 2 n — 3 intégrales de (6], et telles que 
l'on ail : 

( « 3 , «,) = 0 , 

pour t = 5, 6, ... 2n ~- 2, mais que l'on ait : 

De plus, on aura : 
( « , , * , ) = 0 , 

pour i = 3, 4, 5, . . . 2n — 2, puisque toutes ces intégrales satis
font à l'équation (S). 
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Cela admis, au moyen de l'intégrale : 

a, =f[lï, qit q „ . . . qn,p{,pt, ... 

on tire : 

P—i = An> «i j Çi • Çs. - </»> Pi. P«i - P.-ï)-
Si l'on substitue cette valeur dans a t , et si l'on calcule les 

coefficients de l'équation : 

K ?) - O, 

c'est-à-dire les dérivées : 

ia, 3or„ OÇ 3Ç 
3g, 3/>,. 3g, 3/3, ' 

qui entrent dans l'équation : 

/3«, DÇ 3oj 3Ç \ _ 
i W« 3/3, 3/),. 3g,7 

on arrivera à l'équation : 

- / « _ « | 
^ \3g, 3p, 3/>, 3g(/ 

qui a deux termes de moins que l'équation (6) et qui aura pour 

intégrales : 

aS> K5L ••• aJii—ï> 
c'est-à-dire que l'on a éliminé en même temps les intégrales a , 
et « t . 

L'intégrale at satisfait à l'équation : 

"•r? 3̂a, 3«, 3*5 3a,\ l3g, 3p; 3p4 iq.l 

analogue à l'équation (8), mais qui a deux termes de moins. 

L'équation (9) a donc les mêmes intégrales que l'équation (6), 

sauf «, et 
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1 4 6 . On peut, comme on voit, au moyen de chaque intégrale 

connue, diminuer de deux unités le nombre des termes, et le 

nombre des variables. Cette diminution provient de ce que 

chaque intégrale connue permet d'éliminer sa conjuguée, qui est 
étrangère à l'équation réduite. 

On peut ainsi de proche en proche (du moins en théorie) 

obtenir une série d'équations analogues à (1) , (6), (9), etc. , et 

l'on parvient ainsi à mettre la solution du problème sous la forme 

de 2n intégrales conjuguées deux à deux : 

a,, a 2 , . . . a„, 

b,, 6 j , ... 6„, 
telles que l'on ait : 

( 0 i , 6 ^ = l , (a„B1,) = 0, [al,b,) = 0. 
1 4 7 . Voici maintenant comment on doit transformer les 

intégrales du problème, telles qu'elles sont immédiatement obte
nues f), pour obtenir des solutions des équations ( i ) , (6), (9), etc. 

Si l'on connaît une intégrale quelconque (3,, indépendante du 

temps, on peut poser « f = (3 4 1 et rien n'empêche de supposer 

que les autres intégrales, qui sont inconnues, forment un système 

du genre de celles dont le théorème de M. Bertrand démontre 

la possibilité. 

On calculera au moyen de l'équation a, = • ¡3, les coefficients 

de l'équation (6) qui a pour intégrales : 

Supposons maintenant que l'on connaisse encore une seconde 

intégrale du problème (3,, aussi indépendante du temps; cette 

intégrale |3 3 , quoiqu'étant une intégrale du problème, peut fort 

bien n'être pas une intégrale a, e t , par conséquent, on ne peut 

(') lin général, les intégrales obtenues par un procédé quelconque ne 

seront pas des intégrales a , c'est-à-dire ne seront pas des intégrales telles 

que Ton ait (a,-, «,,) = 0. 
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16 

pas poser, en général, ¡3, = «, . On ne pourra le faire, comme 

nous allons le voir, que si l'on a identiquement : 

(Pu P0 = («i. P0 = o-
Pour continuer l'abaissement, lorsque l'on connaîtra cette 

seconde intégrale [3,, on formera la quantité (¡3,, ¡3,), et il peut 

se présenter trois cas : 

1° Si l'on a identiquement ([3,, ¡3,) = 0, on peut poser : 

et l'on formera l'équation (9) qui a deux termes de moins que 

l'équation (6); 

2° Si (f34, (3,) est une constante numérique que l'on peut tou

jours supposer égale à l 'unité, alors [3, est la conjuguée de [3,, 

et ne peut pas servir à continuer l'abaissement : en effet, la 

méthode qui a conduit à l'équation (6) consistait à éliminer de 

la solution l'intégrale conjuguée de a,, qui est alors étrangère 

à l'équation réduite; 

3° Si ({3„ [32) = j35est une fonction de p , , p s , ... p„, q,, qt,... q„ 
cette fonction, égalée à une constante, est une nouvelle intégrale 

du problème. 

On formera les expressions : 

(P..P.) = P.. (P..PJ = P.i ••> 
jusqu'à ce que l'on obtienne une fonction : 

(Pi. P*-i) = P* = AH. P11P..-P.-O. 
c'est-à-dire qui soit fonction des précédentes et de H. 

On cherchera alors une fonction : 

o(H, p,,p2,... p*_,), 
telle que l'on ait : 

(p„«0=o, 
et l'on trouvera l'équation différentielle partielle linéaire : 

P« h P4 !-.•>+• % = 0. 
p,ap, p'op, p*ap._, 
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3Ç ¿Pn-l - ) 3Ç 
3g, 3p, 3p, 3g,/ 3g»-! 

3«2 3as\ 3as 

1 . 3g, 3p, 3p, 3gJ 3g„_i 
3G 3p„-i 3G\ 3G 

1 . 3g, 3p, 3 g J 3g«-i 

X rj±î - U- — = 0 , (il) 

. \ Vr. Tin Tln.l )n . ¿2, ' 

3p„-i 3a, 
3a, 3H 

(13 ) 

Or, ¡I est facile de voir que l'on a : 

3p„_, 3«, 3rv 
3 « , 3H 3H 

En effet, de l'équation : 

a i = ? ( H . P i > p * : - Pn-i, gi, q*, - qn), 

on tire : 

p»-i = / > i , H, pltps,... p„_j, g,, g 2 , - . . g„). 

Mais, si l'on remplace dans le second membre de cette der-

Celte équation nous permettra de trouver k — 3 intégrales 

du problème, fonctions de [3,, (3,, ... (3A_, et de H, et dont l'une 

quelconque peut être prise pour l'intégrale « 3 . Les autres satis

font à l'équation (6), et pourront êlre employées pour l'abaisse

ment de cette équation, de la même manière que les premières 

ont servi à l'abaissement de (1). 

148. Nous avons vu comment au moyen des intégrales qui 

sont connues, on peut abaisser l'ordre de l'équation aux dérivées 

partielles du problème. Celte ressource épuisée, nous allons voir 

l'usage que l'on peut faire des équations réduites pour continuer 

l'intégration. 

Si, par exemple, on ne connaît pas d'autre intégrale que a,, 

on appliquera à l'équation (6) la méthode qui nous a servi à 

former l'équation (3), c'est-à-dire que l'on éliminera p„^, expri

mée en fonction de K 4, H , g,, g 2 , ... g„, p ( , p a , ... p„_ s . 

On opérera de la même manière sur les équations (7) et (8), 

et l'on aura ainsi : 
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nière équation a, par sa valeur en fonction de pt,pit ... p„_,, 

Çn ?2. — Q„, H , on obtiendra une identité. 

En différentiact cette identité par rapport à H, il vient : 

311 3af 311 ~ 

L'équation (13) se réduit donc à la suivante : 

l 3g,. 3/3,- 3/3, SqrJ 3»,,̂ , 3H 

Nous pouvons encore transformer les équations (3) et (4), en 

remplaçant la variable p„_t en fonction de *,, et l'équation (3) 

nous donnera deux équations différentes, suivant que Ç sera égal 

à a 2, ou à une autre quelconque des quantités a 3 , « 4 , ... a2„_s ("). 

On obtiendra ainsi trois équations analogues à (11), (12) 

et (14) avec cette différence que p„_, et ç„_, seront remplacés 

par p, et ç„, et l'on aura : 

+ ^ = 0, (15) 

n W lp, 3p, 3qrJ 3?„ 3«, ' 

y f ^ 3 G _ 3 ñ , 3 G \ 3G = _ 3 p . 
^ \ 3 7 i 3p,. 3p, 3 o ^ 3qr„ 3H 

Or, il résulte des raisonnements précédents que l'équation (3) 

a les mêmes intégrales que (1), sauf I I ; l'équation (11) a les 

mêmes intégrales que (6), sauf a t ; l'équation (la) a les mêmes 

intégrales que (3), sauf a, et a 2 . 
L'équation (1) ayant pour intégrales : 

I I , «i, at, ... «2„_2, 
(*) Dans cette transformation, p „ _ i , f , et a , joueront le même rôle que p „ , 

H et G dans la transformation de l'équation (b). 
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(*) A ins i , qn —const, est une intégrale de (il), et q„_¡ = const, une inté

grale de ( \S), et ces deux intégrales ne sont pas des solutions d u problème. 

il en résulte que (3) aura pour intégrales : 

L'équation (6) ayant pour intégrales : 

al! «3> «l! ••• 

l'équation ( H ) aura pour intégrales : 

Enfin, l'équation (15) aura pour intégrales : 

a3j aU ••• a2n-2 • 
Les équations (11) et (15) admettent donc toutes les deux 

pour intégrales « s , ait ... «,„_,. Ces fonctions, étant au nombre 

de 2rc — 4 , forment la solution complète de chacune de ces 

équations, et toutes sont des intégrales du problème. Cependant, 

comme q„ est considérée comme constante dans l'intégration 

de (11), et ç„_, dans l'intégration de (15), il s'ensuit qu'une inté

grale de la première, par exemple, ne satisfait pas nécessaire

ment au problème (*). 

En d'autres termes, toutes les intégrales du problème : 

a 3 , at, ... «s„_2, 
satisfont aux équations (11) et (15). Mais il n'en résulte pas 

réciproquement que toute solution de (11) ou de (15) est une 

intégrale du problème. 

En effet, supposons que l'on connaisse : 

a3> œl) ••• a2n-2> 
qui sont des intégrales du problème, et, par conséquent, de (11). 

Si l'on pose : 

K = íta, «Î, - 0=2,-!) q„), 
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( 1 1 ) 

( 1 5 ) 

ip étant une fonction arbitraire, cette équation ne sera plus une 

intégrale du problème, et cependant elle sera encore une inté

grale de (11). 

Il résulte de là que l'on ne peut pas remplacer purement et 

simplement l'équation (3) par les équations (11) et (15), puisque 

ces dernières admettent des solutions étrangères au problème, 

quoique l'on puisse former leur intégrale générale uniquement 

avec les intégrales de (1) et (3). 

Nous pouvons remarquer que les intégrales du problème sont 

les seules intégrales communes aux équations (11) et (13). 

14». Nous allons maintenant montrer quelle est la marche 

à suivre pour résoudre la question. 

Supposons que l'on connaisse les deux intégrales : 

1 1 = A7n 9«> • • ' / « > P " P*> - P « ) » 

«i = fi{q¡> q<i, - g», pi, p*, • -p,)-

Résolvons ces deux équations par rapport à p„ et p„_.,, et cal

culons les coefficients des équations : 

*Í \ T>q, ip¡ Sp, iqj D<7„_, 
"\ (dJ± * _ ^ *!) + 5. = o 

i Wi 2p,- 3p,. iqj !q„ 

Cela posé, cherchons à intégrer l'une de ces équations. 

Soit Ç, une intégrale de la première, par exemple; rempla

çons Ç par dans la seconde (15). Si le premier membre est 

identiquement nul, Çt sera une intégrale du problème. 

Si le premier membre de (15) n'est pas identiquement nul, 

soit Z t le résultat de la substitution. Je dis que Z, = const. sera 

une nouvelle intégrale de ( I I ) . En effet, d'après la théorie des 

équations différentielles partielles linéaires, Çj doit être de la 

forme : 

Si = î(œ3, «t, ». «2n-2> qn)-
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Si nous remplaçons Ç par cette valeur dans l'équation (15), 

nous aurons à remplacer etc., par les valeurs suivantes : 

3 £ 4 3 a 3 

3 p , 3 a 3 3 p , + 

3ij, 3 a 3 

iqt 3 « 3 3(/ , 

3SI 2?I 3 a 3 3Ç, 3 z , „ _ , 3Ç ( 

Ki 
Dp,-

•>A«N-« 3 0 , 

Substituant dans le premier membre de (15), il vient 

3 s 3 [ I W g , 3 p ; 3p,. 3g,7 

3 « 4 \ 3 ç , 3 p f 3 p ; 3r/,, 

3*3 

7".. 

3p,- / 3 g „ _ 

Or, tous les coefficients du second membre sont nuls, puisque 

«3, «s. ••• sont des intégrales de (15), et il vient : 

Mais, =A sera une fonction de a a , ... a,„_,, <?„, puisque ç, 

est une fonction de ces quantités. Par suite, ~± ou Zt est une 

intégrale de l'équation (11). Cette intégrale en fournira d'autres, 

soit par une nouvelle application du théorème, c'est-à-dire en 

remplaçant dans (15) Ç par Z, , soit par la combinaison de Z, 

avec pour former la fonction de Poisson : 

Z,). 

3 ' 

37- ' 

.̂ 1 te IPR 

Nous aurons ainsi une série d'intégrales distinctes de l'équa-
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tion (11), dont lo nombre sera limité au plus tard lorsqu'elles 

formeront la solution complète de (11). 

Nous pouvons donc considérer ces intégrales de l'équation (11 ) 

comme formant un système canonique partiel : 

UI, a 2 , ...MK, 

, 6„ 6 2 , . . 6 * , 

c'est-à-dire tel que l'on ait : 

(a,-,'&,-) = d, (a„ 6,.,) = 0, (a„ a„) = 0, 

pour des valeurs des indices comprises entre 1 et k, le nombre k 
pouvant d'ailleurs être égal ou inférieur à n — 2. 

Cela posé, si nous remplaçons successivement dans (1S), Ç par 

a,, b¡, a 2 , ô j , . . . at, bk, nous obtiendrons des résultats qui seront 

des fonctions de ces mêmes quantités seulement et de o/„; sans 

cela, d'après ce que nous venons de voir, ces résultats fourni

raient de nouvelles intégrales de (11), ce qui n'est pas possible, 

puisque nous avons épuisé ce procédé qui nous a fourni les 

intégrales a,, 6,, ... ak, bk. 

Désignons ces résultats respectivement par A,, B, , A 2 , B 2 , . . . 

Cela posé, je dis qu'il existe 2k intégrales du problème qui sont 

des fonctions des variables a et 6, et de q„; en effet, si nous 

substituons daus (15) : 

Ç = ? (a , , 6,, a 2 , bt, ...at, bk> qj, 

et si nous exprimons que le résultat est nul, il est facile de voir 

que l'on a : 

jç 3<; jç s? 
A , — + B , — - t - . - . H - A . — + B . - — + — = 0 . ( 1 8 ) 

3a, 3f>, 3ti t lbk lqn 

Or, cette équation différentielle partielle admet 2/: intégrales. 

Ces 2fc intégrales sont des intégrales du problème : en effet, 

elles satisfont à l'équation (15); en outre, elles sont des fonctions 

des variables a et 6 et de q„, donc, elles satisfont aussi à l'équa-
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tion (11). Ce sont donc des intégrales communes à ( i l ) et (15), 

et, par conséquent, des intégrales du problème. 

150. II est facile de s'assurer que l'équation (18) a précisé

ment la même forme que les équations (3), ( H ) et (15), c'est-

à-dire que l'on a (n° 151) : 

L étant une fonction de s, , a s , . . . ak, b{, 6,, ... bt que l'on déter

mine par une quadrature. 

L'équation (18) prend alors la forme suivante : 

Cette dernière équation n'admet plus d'intégrale étrangère 

au problème : elle est , au plus, de l'ordre n — 2 , c'est-à-dire 

du même ordre que les équations ( H ) et (15). Elle peut être 

d'un ordre inférieur, suivant la valeur de k, c'est-à-dire que 

l'intégrale étrangère au problème, permettra d'abaisser son 

degré. 

1 a i . Proposons-nous maintenant de démontrer que l'on a : 

à cet effet, nous allons prouver que l'on a : 

En différentiant par rapport à ç„ l'équation : 

il vient : 

0, 
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Or, A, étant le résultat que l'on obtient en remplaçant Ç par a, 

dans l'équation (15), il s'ensuit que A, est définie par l'équation : 

A _ _ 3 P » 3 ^ i _ p £ » 3 ^ i +

 3 P » 3 a < _ ty„ 3 a , _^ 3 o ^ 

3 g , 3 / ) , 3/3, 3g , 3 g „ _ , 3 / j „ _ , 3 p „ _ , 3 g „ _ , 3g„ 

Différentiant par rapport à pt et à g,, il vient : 

3'a, 3A, 3/3„ 3 ! a , 3/3„ 3 ' a , 

3g„3/> , 3/3, 3 g , 3/3,3/?, 3 / j , 3/j,3g, 

_ 3Jh. a'p" + ^ + ... 

3 p , 3 g , 3 / j , 3 g , 3/1,3/?! 

3 ' a , DA, 3/>„ 3'a, 3p„ 3 s a , 

3 g n

3 g i 3g , 3 g , 3/?,3g, 3/3, 3g ,3g , 

3 a , 3*p„ 3 a , 32/3„ 
3/3, 3g,3g,. 3 g , 3g,3/3, 

On obtiendrait de la même manière les dérivées : 

3 ! a 2 3 8 a s 

tqJPt 3g„3g,. ' 

en opérant sur l'équation qui définit A, , c'est-à-dire sur le 

résultat de la substitution de a, à la place de Ç dans l'équa

tion (1S). 

Substituant dans l'équation (20), on a : 

( a , , A 3 ) = ( o j , A , ) . 

En effet, il est facile de voir que, par cette substitution, il ne 

reste que les premiers termes des dérivées , ^^f., etc., 

tous les autres termes se détruisant. Ainsi, si nous cherchons 

d'abord ce qui multiplie une des dérivées secondes de p„ , par 

exemple , nous trouvons dans le premier membre : 

3 a , 3 a , 3 a , 3 a , 
— — — — — — , 

3 g , 3/3, 3 g , 3/3, 
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et dans le second membre les mêmes termes avec les mêmes 

signes. 

Si nous cherchons ensuite le coefficient d'une dérivée première 

de p„, par exemple le coefficient de nous trouverons que 

ce coefficient est, en faisant passer tous les termes dans le pre

mier membre : 

^ , / 3 a , 3 !a2 3as 3*a, 3a, 3 2 a , 3a2 3'a, 

\iq, iPiiPi ip, iqfip, ip, iq,iPl iq{ 3p ;3p, 

Or, cette expression est précisément la dérivée par rapport à pt 

de (a,, a2) : cette somme est donc nul le , puisque (à,, n2) est 

identiquement nulle. Par suite, l'équation (20) se réduit à : 

(a,, A2) = (aj, A,). (21) 

Mais, A, étant une fonction de a,, 6 , ... ak, bt, qa, on a : 

(a„A s ) = ( « , « , ) - + (a.,6.) - - H 

puisque tous les coefficients sont nuls , excepté (a,, 6 , ) qui est 

égal à l'unité (n° 14a). 
De même, On a : 

aA, 
(a„ A,) = — ; 

3 6 j 

par conséquent, l'équation (21) nous donne : 

3 A 2 aA, 

a64 a62 

On aurait de même : 

aA, aB, 

36 , 3 a , 

le signe — provenant de ce que , si l'on a (a,, 6 , ) = 1, on a 

(6,, a,) = — 1. 

4 5 3 . Remarque. — Nous avons supposé que les variables a 
et b formaient un système canonique; mais, ce système peut 

être incomplet. Si la variable akl par exemple, n'a pas de con-
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juguée, c'est-à-dire si l'on s'était trouvé arrêté avant d'obtenir b k , 

on aurait pour tout indice i, compris entre 1 et k — 1 : 

(at, H,)=0, (at,6;) = 0. 

On en déduirait, par la méthode qui précède : 

3A4 3At 

3a( 3o( 

c'est-à-dire que A t serait une fonction de « 4 et de qn seulement. 

L'équation (19) devient alors : 

'r,1
 / 3 L 3ç 3 L \ 3 ï se \ — 1 + a4 — — = 0, 

\3b,- 3 u , 3 0 , 36,/ 3o- 4 3f/^ 

et l'on en obtiendrait une intégrale en intégrant l'équation du 

premier ordre : 
3ç X A. — +— = 0. 

3«* 

153. Quand on connaîtra la moitié des intégrales du pro

blème, les équations telles que (11) et (15) deviendront illusoires. 

Il ne nous restera plus alors à trouver que des intégrales conju

guées, lesquelles seront données par les équations (4), (12), (14), 

(16), (17), etc., qui se réduisent à : 

— ^ , 
3 a 2 

3a! 3«! 

3G 3G 3/?„- i 

3H ' 37„-4 
3H 

Les sommes ont disparu, puisque la connaissance de n — 1 

intégrales autres que celle des forces vives a fait disparaître 

successivement un nombre de termes égal à 2(n— l ) = 2 n — 2. 

Des équations qui précèdent, on tire : 

, / 3 p , 3 p 2 3p„ \ 
rfaa = — — dq, — dq<¡ +...+-_ dqn , 

\ 3 a , 3a , 3 « ! I 

expression qui est une différentielle exacte. 
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On peut donc calculer les intégrales conjuguées par les équa

tions suivantes : 

. ¥n 

3 a , 

- dql 

d1n ] > (22) 

6—/(s**"* 
Mais, ces équations peuvent être mises sous une forme plus 

simple; en effet, nous avons supposé identiquement nulles les 

quantités telles que : 

(a,, a5) = 0, 

qui résultent de la combinaison deux à deux des intégrales 

«m a3, «s . — S—s- Or, M. Liouville a démontré (n° 71) que, 

dans ces conditions, l'expression : 
p,dq, -+• p2dg, pjq», 

esttoujoursiadifférentielleexacted'unefonctiondegi, a2, ... q.('). 
Donc, en désignant par V celte intégrale, on pourra écrire les 

intégrales (22) sous la forme suivante : 

3V 

3 « , 

3V 

3«s 
G = . 

3V 

3ÏÏ" 
(23) 

154. Remarque I. — Ce résultat est d'ailleurs conforme au 

théorème de M. Liouville (n° 73). En effet, d'après ce théorème, 

on sait que, connaissant la moitié des intégrales du problème, 

satisfaisant à la condition (a M , a.,) = 0 , on peut lirer des inté

grales connues les valeurs de p t , pt, ... p„; la quantité : 

p¡dq¡ -4- pïdqi -t- . . + pjq„, 

est la différentielle exacte d'une fonction V. 

(*) E n effet, a,, as, as, ... a?„_3, H forment la moitié des intégrales du 
problème. 
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Les intégrales qui complètent la solution du problème sont 

alors données par les équations : 

15.1. Remarque II. — Nous avons supposé jusqu'ici que le 

principe des forces vives était applicable, c'est-à-dire que la 

quantité H ne renfermait pas explicitement le temps : c'est ce 

que Bour avait supposé dans son mémoire. Mais M. Liouville (*) 

a fait remarquer que la théorie de Bour s'étend au cas où l'on 

considère les équations canoniques, abstraction faite de la dyna

mique, c'est-à-dire lorsque H est une fonction de t, qt, ç 2 , . . . g„, 

P„ Pu - P„-

En effet, l'équation qui exprime que a est une intégrale des 

équations canoniques, c'est-à-dire que la dérivée totale ^ est 

nulle, en vertu des équations canoniques, est : 

Or, cette équation a précisément la même forme que les équa-

Toutes les équations sont ramenées à un type uniforme, 

H et t jouent ici le même rôle que deux variables conju

guées p „ g,. 

Si H est indépendant du temps t, le problème admet pour 

intégrale H = const., de même qu'il admettrait pour intégrale 

pl = coml., si H était indépendant de g,. 

(*) Journal de Lioumlle, t. X X , p. 156 ; Rapport de M. Liouville. 

3V DV 
= — — = «*! 

Jai Da3 

lions (3), (U), (15), (19), ... 
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XXII. 

Variation des constantes arbitraires dans les problèmes 

de mécanique. 

156. Supposons que la fonction H puisse être décomposée 

en deux fonctions H, et i î , de sorte que les équations à intégrer : 

dq, _ 3H 1 
dl apï 
dp¡_ 311 
di ~ 3<7, 

dq¡ 311, 3Í1 
~di~ 

3/3,-
dp, 3H, 3Í1 
dt lq~~ 

(2) 

Supposons que les équations canoniques : 

dq¡ 3 H , 

dt 3p. 
dp, 3ÍT, 
í / ¡ 3 c/,. 

puissent être intégrées, et soient a,, a,, ... «,„, les constantes 

d'intégration, telles que l'on ait : 

«i = ?(t, q>, - q„, Pi, -Prò- (*) 
La fonction Q est, en général, très petite par rapport à H, : 

on l'appelle fonction perturbatrice. Les équations (2) s'appellent 

les équations du mouvement troublé; les équations (3) sont les 

équations du mouvement non troublé. Dans la plupart des cas, 

la fonction Q ne dépend que des positions des points mobiles, 

c'est-à-dire des variables q,; elle est indépendante des p,. 
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Nous considérerons le cas général où la fonction Q dépend 

des p¡, q¡ et de t. 
Nous supposerons que les intégrales des équations (2) aient 

la même forme (4) que les intégrales des équations (3); mais 

nous supposerons que les a, qui étaient constantes dans les inté

grales des équations (3), c'est-à-dire dans le mouvement non 

troublé, deviennent des fonctions de t dans les intégrales du 

mouvement troublé (2). Ainsi, d'après cela, les dérivées de p ; , q. 
par rapport à i , en considérant les a, comme des constantes, 

satisfont aux équations (3), tandis que les dérivées, prises en 

considérant les a, comme des fonctions de /, satisfont aux équa

tions (2). 

157. Nous nous proposons de déterminer à quelles fonctions 
de t il faut égaler les a, pour satisfaire aux équations (2). 

Nous allons d'abord démontrer une formule due à Lagrange 

et dont nous aurons à faire usage. 

Des 2n équations (4) : 

«< = ? ('i qt, pu, 
on tire : 

Pi = + j 
qt = h («>«,)• 1 

Mais, les équations (2) nous donnent : 

3í l dq¡ M I , 

ip¡ dt 3p , 

D'ailleurs, des équations (5) on tire, en considérant les «,• 

comme des variables, fonctions de t : 

dt ~ 3f ^ iat dt ' 

par suite, 

3a iq{ v iq¡ doit 311, 
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Or, -~ est la dérivée de g, par rapport à t , que l'on obtien

drait en considérant les «, comme des constantes : c'est donc la 

dérivée de g, qui satisfait aux équations (3), et l'on a , par con

séquent, en ayant égard à ces équations (3) : 

3fl y *>q< d** 
ip, ^ iak dt ' 

de même, 

3Q ^ , 3 p ¡ d a t 

3 g ¡ ^ 3 a t dt 

D'ailleurs, puisque Q est une fonction des p„ g,, lesquelles 

sont des fonctions des «,., on a : 

an ,̂ lia iPi in 3 g , \ 

ia ^ \ip, ia 3g,- ia 1' 
d'où, en remplaçant ^ , ^ par leurs valeurs, il vient : 

ÙPt tJ<]i 
J Q _ X1 \ (Mi^Pi _¥i MU\ d^t 
ia k i \iak ia. i¡xk ia. I dt 

et, en posant (n° 110) : 

[ a , a] = X №• -P- — — 
\ 3 a t 3a iak 3a / 

on a la formule : 

an ,̂ „ „ dak 

C'est la formule de Lagrange : le signe S se rapporte à l'in
dice k, tandis que a est un élément déterminé. 

158. PROPRIÉTÉ. — II est facile de démontrer que Vexpres-
sion [at, a ] est une fonction des éléments seulement, c'est-à-dire 
qu'elle ne renferme pas explicitement le temps. 
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l[ak. a~| 

— - = 0. 
3t 

A cet effet, reprenons l'expression : 

3g, 3p, 3gs 3pa 3g„ 3p„ [a;, aj = — 1 1- ••• -+- • 
lak 3a 3«t 3a 3a4 3a 

_ № .+. ÎE? ^ - H ... +. ^ E?^ 
\3a4 3a 3a,, 3a 3«j 3a / 

On a évidemment : 

3g, 3g, 3g \ 
\ 3a4 Jo-i 3a4/ 

K, » J = • 

3a ifl> 3g, 3g„\ 

3«* 
par conséquent, 

v, I 3g, 37i 3g„\ 
r , 3- l P l — + ^ — -+- . . . -.- p „ — 

3[=*t, aj \ 3a4 lak 3at / 
3( 3a3C 

3g, 3g, 3g„' 3 Pi — + P i — - + P „ — 3a 3a 3a , 
3 a t 3 i 

On a d'ailleurs : 

3g, 3H, 

3« ~ 3p, 
3p, 3 H , 

3t — 
_ j?7 

On a donc à démontrer que l'on a : 
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par suite. 

3g, 3g2 
3 [Pi— •*- P * ~ 

ùak Saj 

r»„ — 
i a j 

3t 
/3H, So, 3 H , 3g, 3H, 3g„ 

= — L -i — -+-...-+--

\3g, 3at 3g2 o«k 3g„ 3n4 

3g[ 3g; 3g'„ 
Pi — -+- f i — - p„ — 

3H, 3H, 3H, 
t) 
3p, 

= P . — -

3«j. 

t) 3p2 +- p, — -+- •• u 
3 P „ 

• + P« , 

3«t , '3H, 3g, 3H, 3g2 i — . 3 H , 3g \ 
\3g, 3a< 3g2 3at 3g„ 3or4/ 

3H, 3H, 3H, 
J 
3p, 

— p. . 

3p3 -t-p. + 3a4 

... + .Ih 

/311, 3/J, 
V3p, 3*, 

3 H , 3p2 -, H 3p2 3aA 3p„ 3ak, 

/DH, 3p, 3H, 3p2 3H, 3p \ 
\3p, Szt 3 p 2 i x k 3p„ 3a,, ^ 

S I ^ 3 g , 3 H , 3 g , 3 H , 3g„ 

3 g , 3at 3gs i a k 3 g „ 3 a 4 

, 3 H , 3 H , 3H, 3 p, 1- p 2 H ••• -t- p„ , 
^ _ p _ P J _ _ a p j _JEA _ ^ 

3aA 3a4 

, 3 H , 3H, 3H, \ 

3 P i — - . - P « ; — H • • • - * - P « ; 1 1 1 

3p, 3ps 3p„ y 3at 
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Si l'on diflërentie de nouveau par rapport à a, on obtient une 

expression dans laquelle on peut changer ak et a l'une dans 

l'autre. On a donc : 

an, a<72 3 a 
Y 1̂ 7- -*-Pt— "< *-Pni-

oak ùak 3a, 

•il 
3a3f 

./ 3«, 3o2 

_ A + *8T
 + - + *• LIJ 

par suite, le second membre de l'équation (7) est identiquement 

nul, et l'on a : 
• L J = 0, 

ce qui démontre la propriété énoncée. 

15». Remarque I. — On peut encore démontrer la propriété 

précédente d'une autre manière. A cet effet, nous ferons usage 

d'une formule qu'il est facile de vérifier. 

Soient pi, o, des fonctions des trois variables et, (3 , il est 

facile de voir que l'on a identiquement :. 

fi _ «] ft 

' "T • • U. 
at a» as 

Pour appliquer cette formule au cas actuel, supposons que les 

quantités q„ pt soient des fonctions telles que l'on ait : 

a g , _ aH, 

u ~ ~ iPi ' 
Dp, = _ aH, 

it ao, ' 

lorsque l'on remplace dans les expressions ~ les quantités 

p et q par leurs valeurs en fonction de a, (3, t et des autres 

éléments. 

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



( 260 ) 

= 0. 
3a 33 

Par suite, en vertu de l'identité précédente, on a : 

It 

ce qui est la propriété énoncée. 

160. Remarque II. — Si a, (3, y sont trois éléments arbi

traires, et si l'on remplace t par y dans l'identité ci-dessus, on a 

la relation : 

3 [ " . P] 3 [3 , y] 3[y, a] 
3y 3a 36 

0. 

î e i . Proposons-nous maintenant de trouver l'expression 

s -̂ f-, c esl-a-dire 

al les équations (6 

Des équations (4) 

des c'est-à-dire les valeurs que l'on obtiendrait en résol

vant les équations (6) par rapport aux — . 

<* = ?[t, g , , pu, 

on tire : 

da 3 a „ / 3 a d g , 3at d p , 

dt" 3« ^ \3g,- d< 3p , d« 

ou bien, en remplaçant par leurs valeurs (2) : 

Cela posé, on a : 

(1 ¥< _ijhiPt 3 g , 3p, 3 g , 3p, 
' 38 3« 3J 36 33 3t 3t 36 

3g, 3H, ïp, 3il( 3g, 3Hj Zpz 3H, 
~~ 38 3 g , 38 3p, 33 3g, 33 3 p , 

sH, 

— V 
de même, 

-, 3H, 
3a 

par conséquent, 
3[8, ( ] 3[i, a ] 
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(*) C'est la formule que nous avons trouvée précédemment (n° 102). 

(**) i l étant considérée comme une fonction des a , lesquelles sont des 

fonctions des jo (, 

ou bien encore, d'après la notation de Poisson (n° e » ) : 

da. la 

_ « _ - . - ( . , H , + O). 

Or, si l'on suppose Q = 0, a est une intégrale des équa
tions (3), et l'on a : 

da 
ou bien : 

Par suite, en soustrayant, il vient : 

da 

en développant Je second membre, on a : 

dx „ lia in la. in 
dt ^ \lq, Ipi lp, Jç, 

et, si l'on remplace ~ , ^ par leurs valeurs : 

la y ia ixt 

ipt lat lp, 
ici „ m ixt 

iq< ̂  3*t lqs 

il vient : 

da . . ID. 

Cette formule est due à Poisson. Elle permet de déterminer 

«T 1 «I. ••• a^., en fonction de / ; le signe S se rapporte à l'indice k. 
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PROPRIÉTÉ. — Il est facile de s'assurer que les coeffi
cients (CE, AK) sont de simples fonctions des éléments seulement, 
c'est-à-dire qu'ils ne renferment pas explicitement le temps. 

On a donc à démontrer que l'on a : 

3(a , a.) 
• = 0 . it 

A cet effet, reprenons l'expression : 

„ /3nt 3at 3a 3at\ 
(Œ> **) = 2 \T~ ; ^~^Tl ' 

\30; ipi ipi iqj 
qui nous donne : 

0) 

Or, 
>ipt it 3o , it 

3a i — iqt ila "=" / 3*a iqu 32a ipk, = h- > 1 • it iq,it \irpiqkt il iq<ipk, it 

d'ailleurs, les équations (3) du mouvement non troublé nous 
donnent : 

iq^ _ ail, 
it ipk, 

par consequent, 

a<* 

3 /> t , ail, 

il iqk, 

a • 
iq, a'a 'js» / aa* ail, 

— = + 2 I a3« aH, 

3« 3g,ai lag.agj, ap t r aq,ap4, ag t, 

de même, 

a« 
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3a 
- (a, H,) = 0, 
ul ou bien 

M ktt, W/4, jp„ 3 p 4 , 3 g 4 , / 

Différentions cette équation successivement par rapport 

à g,, p,, il viendra : 

3'a / 3'a 3 H , S'a 311, 

3g,3« \3g;3g4, 3pt, 3g,3p4r 3g4, 

"r ," / 3a 3 'H, 3a 3*H, \ 

\3gj., 3g,3p4, 3p<, 3gjDg„/ 

et 

3'a / 3'a 3Hj 3'a 3 H , ' 

3p,M t é i Wp,-3gj, 3pt, 3p,-îp„ 3gt, 

/ 3a 3 'H, 3« 3 ! H, \ 

* = i wgt, 3p,3pi, 3pir ip,iqkrl 

Retranchant ces deux équations respectivement des deux 

précédentes, on a les deux équations : 

3a 
3 — 

3g, / 3a 3 'H, 3a 3 'H, 

3« kf±, \ 3gi, 3g,3p4, 3p„ 3g,-3g4, 

3a 

*Pi I iaL 3 < H l i a 3'Hl 

3« két \ 3gt, 3p,3pi( 3p4, iPiiqk, 

Multiplions la première par | ^ , la seconde par ~ , et 

retranchons, puis faisons la somme par rapport à l'indice t. 

Nous aurons ainsi la valeur de l'expression : 

3a 3a 

D'autre part, on a : 
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Or, il est évident, puisque les indices t et k' doivent recevoir 

toutes les valeurs 1, 2, ... «, que l'on obtiendra la même valeur 

pour l'expression : 

Par conséquent, le second membre de l'équation (9) est iden

tiquement nul, et l'on a : 

ce qui démontre la propriété énoncée. 

163. Remarque I. — Cette propriété résulte d'ailleurs de ce 

que les équations (8) peuvent être obtenues par la résolution 

des équations (6). Il est évident que si les coefficients [a, « t] ne 

renferment pas explicitement le temps, il en sera de même des 

coefficients (a, at). 

164. Remarque II. — Remarquons aussi que les formules 

perturbatrices de Lagrange et de Poisson (6) et (8) ne changent 

pas, si la fonction H,, outre les qt, pt, renferme explicitement 

le temps. Dans ce cas encore, les expressions [a, aj et («, a,) 
sont des fonctions des éléments seulement. 

165. Si le système est tout à fait libre, et si l'on prend pour 

les variables qt les coordonnées rectangulaires elles-mêmes, alors 

les qt sont les x,-, yt, z,. et les pt sont égaux à w,x[, m^y\, m^. 

Il est évident que, dans ce cas, les expressions : 

0 , 
11 

sont nulles; les expressions : 

ipfip'i 
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sont aussi nulles, excepté pour k'= i : dans ce dernier cas, ces 

dernières se réduisent à ^ . Mais alors la formule : 

a'H, \ 

nous donne : 
Sa 

S 
Sx', Sa 

il ~ Sx/ 
de même, 

ia 
S — 

il Si;,-

Sa 
S —; iz'¡ ÍX 

il ~~ iz, 
Ces trois dernières formules ont été trouvées par Lagrange. 

On en déduit que, si une intégrale (c'est-à-dire une fonction de t 
et des 6n quantités x,-, y¡, z¡, x't, y\, z[, égalée à une constante 

arbitraire, sans que cette expression contienne d'autres con

stantes arbitraires) renferme une coordonnée, elle devra aussi 

renfermer le quotient différentiel de cette coordonnée par rap

port au temps (*). 

Réciproquement, si la dérivée d'une coordonnée par rapport 

au temps n'entre [tas dans l'intégrale, ou y entre seulement au 

premier degré, multipliée par une constante, la coordonnée cor

respondante n'entrera pas dans l'intégrale. 

En effet, si a ne contient pas x', on a : 

Sa 
—, = o . 

ix 
(') JACOBI, Vorlesiirigrn übcr Dyitamik, p. 42!). 

Sa 

ip¡ ky' I Sa SSH, Sa 

« i ^ i \ a?*, ip¡ipk. ipk, 
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et si a contient x' au premier degré, multipliée par une con

stante, on a : 
3a — = COmt. : ix' 

donc, dans les deux cas, 

3a 
3 — 
ai' 
st 

par suite, 

3a 

Zx 
et, par conséquent, a ne contient pas la coordonnée x. 

l e e . Observons encore que , si le théorème des forces vives 

est applicable, sera toujours une simple fonction des éléments 

seulement. En effet, dans ce cas, la solution du problème, se 

compose de 2 « — 1 équations avec 2n — 1 constantes arbi

traires entre les2n quantités q,, p¡, ne renfermant pas le temps t, 
et une 2n c équation qui donne t -+- r exprimé en fonction des 

q„ Pi, la quantité T étant la 2n e constante arbitraire. 

Si donc a est une des In— \ premières constantes arbitraires, 

on aura : 
3a 
•- •= 0. 
3i 

Si a. = T, on a : 
3a 

en effet, de l'équation : 

' T = A<7.>P.)i 
on déduit : 

3T 
1 +- - = 0: 

Si ' 
par conséquent, 

3a 3r 

Si Si ~ 
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XXFII. 

Formules de perturbations. 

167. Nous avons vu (n°5 158 et LES) que les expressions 

[a, (3] el (a, (3) ne renferment pas explicitement le temps. 

Jl s'ensuit qu'elles ne changent pas , lorsque l'on y fait t = 0, 

et que l'on remplace les variables p,, q, par leurs valeurs 

pour / = 0. 

Si donc on désigne par c,, bu les valeurs de </,-, p,, pour / = 0. 

on aura : 

Il résulte de ces deux dernières formules que , si l'on prend 

pour éléments a, [3, les quantités c,-, 6, elles-mêmes, on aura, 

pour i et k différents : 

[c„6J = 0, (c,-, 6.) = 0; 
tandis que, pour i = i , on a : 

[fi„AJ = -RA,rj = I, 
(C, 6,) = —(/>,, 0 = 1 

Dans ce cas, chacune des formules (6) et (8) (n o s 151 et i6i), 

3C| dèj 3c, 36, 3c„ 36n | 

— 1 h- ••• I-
,36, le, 36, 3c, 36„ IcJ j 
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nous donne les équations suivantes : 

de, 2Q db{ 

z:i 

di zb,' dt ~ 3K, 
d f s AN dbt AN 
~dï ~~ zbi di ~ 3f 2 

dcn Zil db„ za 
dt = 3 V dt 3c„ 

Ces équations (2) forment un système analogue au système 

canonique. 

16S. Remarque I. — Si dans les formules (1), on fait ¡3 = 6,, 
il vient : 

si l'on y fait [3 = c,, on a : 

3FT,. 
[ a , C,J = — — , ( a , C,) 3A 

16». Remarque II. — Si l'on prend pour les q, les coordon

nées rectangulaires, et si l'on désigne par a,, 6,., c,., a|, cj 

les valeurs initiales de OL\, yi% z,, x[, y't, zj, les équations précé

dentes nous donnent : 

ditj AN AN m 
3 A,' ' M "777 = ~za~i

, 

dbi AN db\ AN m, dt M, ~dï = _ 3 ^ ' 

de, _ 3Û de', AN m, dt ~ 3c; ' Tl 3 ^ ' 

Ces formules ont lieu même dans le cas où la fonction Q 

renferme les pn c'est-à-dire les x'it y't, z\. 

170. La théorie que nous venons d'exposer nous permet 

3A 
3̂ ; 

3A 
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d'obtenjr les éléments en fonction du temps de la manière 

suivante : 

Exprimons ii, au moyen des formules du mouvement non 
troublé, en fonction des éléments b , , ... b„, c,, ... ('„; remplaçons 
ensuite les quantités b,, b2, ... bD par les expressions : 

aW aw aw 

et formons l'équatiun aux dérivées partielles : 

aw h- n = 0. ai 
Si W est une solution complète de cette équation, renfermant, 

outre la constante additive, n constantes arbitraires a ¡ , œa, ... a n , 
les équations : 

aW , aW 
-—= bt, ... - — = 6„, 
ac, 3c„ 

aw 3 W 

— = p , , ... — = p„,. 
3 a f 3 « n 

t / a n a lesquelles p4, p,, ... Pn sont de nouvelles constantes arbi

traires, sont les intégrales qui détermineront les éléments 

variables. 

lll. Nous avons vu (n° 167) que, si l'on choisit comme 

éléments les valeurs initiales des quantités q¡, p¡, les équations 

différentielles qui déterminent ces éléments prennent, dans tous 

les problèmes de mécanique auxquels le principe des forces 

vives est applicable, une forme simple analogue aux équations 

canoniques. 

Or, les valeurs initiales des P i , ç, ne forment pas le seul sys

tème d'éléments dont les équations différentielles ont la forme 

canonique. Nous nous proposons de voir comment l'on pourra 

trouver les différents systèmes d'éléments pour tout problème 

de mécanique auquel le principe des forces vives est applicable. 
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Cette question se résout par le théorème suivant, qui est de la 

plus grande importance dans la théorie de la variation des con

stantes arbitraires. 

ISS. T H É O R È M E . — Soit H, une fonction de t et des quan

tités q ¡ , p¡ , et soient : 

les équations différentielles du problème non troublé, desquelles 
on déduit les équations différentielles du problème troublé, en 
remplaçant H, par H, -+- fí, Q étant une fonction quelconque des 
2n quantités q,, p¡ , et de t. 

Soit W une solution complète de l'équation : 

dans laquelle les p¡ qui entrent dans H , , ont été remplacés 

Par
 wr 

Soient a,, a s , ... a n , les u constantes arbitraires qui, outre la 
constante additive, sont contenues dans W, et soient : 

les intégrales du problème non troublé, (3T, (3,, ... (3„ étant de 
nouvelles constantes arbitraires. 

Si, au moyen de ces équations et des équations : 

dq¡ 
dt 

3 H , 

dp, 
dt 

DH, 

30/¡ ' 

3 \V 3 W 3 W 

n ï 
on exprime la fonction perturbatrice Q en fonction de t, et des 
éléments a,, ¡3,, et si l'on considère dans le problème troublé ces 
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éléments comme variables, on a, pour déterminer ces éléments 
les équations différentielles : 

dor.1 3Ü d?t_ aa 
~di= dt 
da.¡ aa 3Í1 

1t = — as,' dt ~ aaa 

rfoc„ an dBn an 
~rf7 = ~dl = a«„ 

Dans les formules précédentes (n° les constantes a des 

intégrales du problème non troublé étaient les valeurs initiales 

des </,-, et les constantes (3 étaient les valeurs initiales des 

changées de signe. Dans ce cas, le théorème que nous venons 

d'énoncer donne les formules (2) que nous avons obtenues 

{n° toi), et dans lesquelles les valeurs initiales c,, 6, des q¡ et p¡, 
sont considérées comme les éléments troublés. 

Pour démontrer le théorème actuel, nous conviendrons de 

renfermer entre parenthèses les dérivées partielles de W consi

dérée comme fonction de t et des 2n constantes a, (3, et d'écrire 

ces dérivées sans parenthèses, lorsque W est considérée comme 

une fonction de t, des n quantités q¡ et des n quantités et,.. 

On a donc, d'après cela : 

aw\ aw aw 3o , aw a« . = 1 H •• H i 3a4 / 3 ^ ïq, 3at. lqn lat 

aw\ _ aw 37, aw a?,, 
ap7/ — â̂ 7 ap\. + â̂ 7 ap¡ ' 

ou bien, en vertu des intégrales du problème non troublé, qui 

ont aussi lieu sans altération pour le problème troublé, avec cette 

différence que les éléments y sont considérés comme variables. 
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3 g, 3p, 3g, 

j 
3p, 

• * i Mn 3P» 
3a 3a 33 3a 38 

3g, 3p s 3g, 
.. | 

3_g„ 

33 3a s? " " 3a 33 

3 (p 
3g, 

' 3 7 
' + Ps 

3 g» 
3a 

• • • + -

3S 

/ 3g, 3g, 3g \ 
al/"5p-P'5p" t-

3a 

Faisons maintenant les trois hypothèses : 

« = a,-, 8 = a 4, 

a = a,, p = Si, 
P = P*. 

les éléments a,, p, ayant la signification indiquée dans l'énoncé 

du théorème. 

Nous aurons, en observant que les termes provenant de la 

différentiation double de W, se détruisent : 

[a,, «J = 0, [3,, 3.1 = 0, [a,., 8.1 = 0; 

mais, pour A = i, on a : 

M = -[P.-»-] = -•«• 
Par conséquent, pour p = «,, l'expression [a, P] est nulle, 

excepté dans le cas où a. = p,, et alors elle est égale à l'unité : 

[P„ «,] = *. 
D'autre part, pour p = p,, l'expression [a, PJ est nulle, excepté 
pour a = a,, et alors elle est égale à — i : 

[«,, 6,] = - 1. 

Or, si «, (3 désignent deux quelconques des 2« constantes 
arbitraires, on a : 
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La formule de Lagrange (n° i s ï ) : 

3fi ^ da 
38 ¿ L ' P J dl 

nous donnera, en remplaçant successivement « par les 2ra élé

ments, les 2n équations différentielles : 

3£i 
3a¿ 
3Í1 
Wt 

et le théorème est démontré. 

1 7 3 . Remarque. — D'après la formule de Poisson (n° tel), 

on a : 

par conséquent, si l'on remplace sous le signe S successivement 

P par les 2JI é léments, il résulte des équations précédentes (3) 

que, si l'on prend pour les éléments les constantes arbitraires 

p, du théorème ci-dessus (n° 15»), on aura les équations 

identiques : 

(«,., «4) = o, (6,, p 4 ) = o, («,-, p.) = o, 

tandis que, pour i = !, on a : 

(«;, e.) = — (p„ « , )= — l 

Les formules que nous venons de trouver sont d'une grande 

importance dans la théorie de la variation des constantes arbi
traires, et dans l'intégration des équations différentielles du 

problème troublé. 

Tout système analogue d'éléments s'appelle système cano
nique. 

dt 

da, 
dt 

(3) 

18 

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



( 274 ) 

1 7 4 . PROPRIÉTÉS. — Les fonctions de Poisson (a,, ak) dans 

lesquelles a„ at sont deux éléments ou deux constantes arbi

t raires , jouissent encore de plusieurs propriétés remarquables. 

I o Elles sont indépendantes du choix des variables q, c'est-

à-dire qu'elles restent invariables, quelles que soient les posi

tions des points matériels que l'on prend pour les variables q, 

pourvu que la signification des éléments n'en soit pas changée; 

2° Elles dépendent simplement des deux éléments a,, ak, 
de sorte que la valeur de l'expression [a„ ak) reste la même, 

quelles que soient les constantes arbitraires choisies pour les 

autres éléments. 

Pour démontrer la première propriété, remarquons que, 

d'après la formule de Poisson (n° I G I ) , les quotients diffé

rentiels des éléments variables sont égaux à des fonctions 

linéaires des dérivées partielles de la fonction perturbatrice Q, 

prises par rapport à ces éléments, et la fonction (a,, ET,) est 

le coefficient de ^ dans l'expression de . Pour former ces 

dérivées, on doit exprimer Q en fonction des éléments et de t, 
et l'expression ainsi obtenue est complètement indépendante 

des fonctions des coordonnées des points du système que l'on a 

choisies pour les variables q. 

La fonction Q peut être une fonction arbitraire de t et des 

2n quantités q¡, JO,, laquelle peut, d'après cela, être une fonction 

arbitraire de t et des 2n éléments. 

Les fonctions (a¡, ak) sont enfin tout à fait indépendantes de 

la fonction perturbatrice Q , et sont simplement déterminées 

par les formules du mouvement non troublé. 

Supposons que , par un choix des variables g, on ait trouvé : 

CFA, AN 

dt 1 ¿at 

et que, par un autre choix, on ait : 
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on en déduira : 

3 n an [an 
( A , — B . ) — + ( A , — B„) — + • • • + A 2 „ - B , . ) — = 0 , 2a, aas a«2n 

A,, B , , ... A s „, B,„ étant des fonctions de t et des éléments 

« M a,, ... a 2„. 

Comme, dans cette dernière équation, ii peut être une fonc

tion quelconque de ces mêmes quantités, on doit avoir : 

-A, = B,, A 2 = B S , . . . A 2 „ = B2„. (4) 

Comme les A,, B, sont déterminés uniquement par les for

mules du mouvement non troublé, et que ces formules du 

mouvement non troublé n'établissent aucune relation entre 

a,, a 2 , ... a2„ et f, c'est-à-dire entre les constantes arbitraires 

et le temps t, il s'ensuit que les équations précédentes (4) doivent 

être des identités; et, par suite, les coefficients A, sont indépen

dants du choix des variables qt. 

Il est bon d'observer que , dans la démonstration précédente, 

nous n'avons pas eu à faire usage de la propriété que les coeffi

cients A, sont indépendants du temps. 

La seconde propriété des fonctions (a,-, ak) résulte immédiate

ment de la formule : 

2a, 2 o t 2a,- 3a , 3a, 3a, 
[ait ak) = 1 1 H • — ag, 3/j, sg2 3 p 2 3<7„ 3p„ 

3o, 3 a t 3a, 3a A 3a, 3a 4 

1 1 H 

2f>i 3g , 3/32 3 g 2 3p„ iqn 

Celte formule nous apprend que pour obtenir (a,, ak), il suffit 

de connaître les expressions de ak en fonction de t, ç,, 

par conséquent, de connaître seulement deux intégrales du 

mouvement non troublé. On n'a donc pas besoin de connaître 

quelles sont les constantes arbitraires, ou les combinaisons de 

ces constantes que l'on choisit pour les autres éléments, c'est-
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à-dire quelles sont les fonctions de t, q¡, p¡, qu i , égalées à des 

constantes arbitraires, en vertu des intégrales du problème non 

troublé, sont prises pour les 2« — 2 autres des quantités 

a,, a,, ... aj„. Il n'est pas nécessaire non plus d'avoir trouvé les 

autres intégrales du problème non troublé pour obtenir la valeur 

de (a,, ak). Mais, si l'on veut exprimer (a,-, a„) en fonction des 

constantes arbitraires seulement, il faudra connaître les autres 

intégrales. 

1 7 5 . Les fonctions de Lagrange [a,,at] jouissent aussi de 

la première propriété que nous avons démontrée pour les fonc

tions de Poisson, c'est-à-dire qu'elles ne changent pas de valeur 
quelles que soient les fonctions des coordonnées que l'on prend 
pour les variables indépendantes q¡, q 2 , ... q a . 

Cela résulte évidemment de ce que les formules de pertur

bations de Lagrange et de Poisson peuvent être déduites les unes 

des autres par la résolution de 2« équations linéaires. Les fonc

tions [a, , ak] et (a,., ak) peuvent donc être exprimées les unes 

en fonction des autres; par conséquent, si les valeurs des unes 

sont indépendantes du choix des variables q¡, il en sera de même 

des autres. 

Remarque. — On pourrait d'ailleurs démontrer directement 
cette propriété en raisonnant comme nous l'avons fait pour les 
fonctions (a,, ak) de Poisson (n° i ï 4 ) , 

1 7 6 . P r o p r i é t é . — Les quotients différentiels partiels de la 
fonction perturbatrice satisfaisant aux formules de Lagrange, 
ne peuvent être exprimés que d'une seule manière en fonction 
linéaire des quotients différentiels des constantes, par des équa
tions dont les coefficients sont indépendants du temps. 

Supposons que les quotients différentiels du premier ordre 

des q¡ restent invariables, soit que l'on considère dans leurs 

expressions en fonction des éléments et du temps, les éléments 

comme constants ou comme variables. 
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3 g , a?, 
— da, H — - da2 

3 a , 

3 g 

3 a , 
- da, 

3 a , 

^ da, 
3 a 2 

3 g , 
H da, „ = 0 , 

3a»„ 

3 ? 8 

3 a „ 
•da, , 0 , 

(S) 

3 9 „ , 3g„ 3 g „ 
— da, H d a 2 -+- ••• -i da , „ = 0 . 
3 a , 3 a , 3 a î n 

Or, en ayant égard à ces équations, on peut démontrer que 

l'on ne peut avoir deux équations : 

et 

3 Û 

3 a, 
= c, da, 

dt 
c5 

da, 

dt 

„ da„ 

• + c - - d T 

3fi 

3 a , 
= D , 

da, 

~dl 
D 8 

da, 

dt 

_ da2„ 

dans lesquelles les D, soient différents des C,, si l'on ajoute la 

condition que les C, et les D, doivent être simplement des fonc

tions des éléments a,, a,, ... ain, ne renfermant pas le temps, 

propriété qui a été démontrée (n° i s § ) pour les [a,-, a j . 

Si nous posons : 

C, — D , = E , , C 2 — D a = E 2 , . . . C 2 l l — D2» = E , „ , 

nous aurons à démontrer que des n équations différentielles (5), 

on ne peut pas tirer une équation différentielle : 

E , d a , -+- E , d a 2 -+-••• E , „da 2 „ = 0 , " (G) 

dans laquelle les coefficients E, ne renferment pas le temps t, 
mais sont des fonctions de a,, a,, ... a 2 n seulement. 

Or, en général, on obtient une équation de la forme (6), 

au moyen des n équations différentielles (5), en multipliant 

ces équations respectivement par n facteurs N, , N 3 , . , . N„, q 1 1 ' 

Nous aurons donc entre les éléments et le temps les n équa

tions suivantes : 
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peuvent être des fonctions quelconques de a,, a s , 

et ajoutant. 

On a alors : 

3 g , 

3 a , 
-4- N i — -t- -• 

3 a , 

+ N „ 
3 g „ 

3 a , 

3_g, 

3 a 2 

-t- N 2 — -t- •• 
3 a 2 

3 a j 

E 2 „ = N , ^ - + - N ! ^ - + - . . . + N „ ^ . 
3 a , „ 3 a , „ 3 a ! u 

Pour que les seconds membres de ces équations ne contien

nent pas le temps t, on doit avoir les 2n équations suivantes : 

3 a , 3 a , 3 a , 3 a , 

-t- N , — 
3 a , 

- i - \ . . -

+ 1>2 -t- •• 

3 a , 

3?'„ 
• + N „ — 

3 a , 

3 a 2 

3*7* 

3 a s 
3 a 2 

-t- N, — 
3 a 2 

-4- N2 — -t-.. 

3 a s 

3 a 2 
m 

3 a. n; 

N, — -+- N. 
3 a , „ 

3g l 

3 g 3 

3 a s „ 

3 g î 

' 3 a , „ 

3 a , „ 

3 g : 

3a*„ 

dans lesquelles nous avons posé 

n; = 

Mais, des 2n équations (7) on peut éliminer les 2n facteurs 

N, , KJ, N,, N j , . . . N„, Nr„, et l'on obtient une équation différen-

3 g , 

3« ' 

3 g 5 

... g'» = 
3 J : , 
3t 

S 
j 

a 3 N , 
N i = — , 

at 
. . . n : = 

3 ^ 

at 
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tielle entre les quotients différentiels partiels de 7,, 7,, ... q„, 
q\, Çsi ••• <?!• par rapport à a ( , a 2 , ... aîn. Celle équation dont le 

premier membre est un déterminant fonctionnel nous apprend 

(n° 50) que, entre les quantités ç t , ç a , . . . 7,, 7;, q't,... q'n, il existe 

une relation indépendante des a,, a 2 , . . . a,„, mais qui peut cepen

dant renfermer la quantité t. 

Si l'on remplace q'lt q[, ... 7'» par leurs valeurs (3) (n° 15«) : 

on obtient une équation entre les quantités ç,, pt et f, sans 

constante arbitraire, laquelle équation résulterait des intégrales 

complètes du problème non troublé. Mais cela est impossible : 

car, on ne pourrait obtenir une telle équation au moyen des 

équations différentielles du problème non troublé, que par une 

intégration, et celte intégration devrait introduire une constante 

arbitraire. 

Remarque. — Si , considérant les a, comme variables, l'on 

pose les fonctions g, , g 2 , . . . qa égales à des constantes arbitraires, 

et si l'on suppose en outre que t est aussi une constante arbi

traire, on conclut de ce qui précède le théorème suivant : 

T H É O R È M E . — Soient 2n variables a,, a a , . . . a 2„, et soit l'équa

tion différentielle : 

supposons cette équation intégrée par un système de n équations : 

dans lesquelles c,, c 2 , ... c„ sont des constantes arbitraires qui 
n'entrent pas da?is les fonctions q,, q 2 , ... q„. 

Si ces fonctions renferment une constante arbitraire t, tout 
à fait indépendante de c,, c,, ... c„, il doit exister une relation 
entre les 2n quantités : 

~Evdai -+- E2dtt2 - H . . . + E2„rf«2„ = 0; 

... g„ = c, '11 ) 

3 ? ! 

3Í 3Í 
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177. Propriété. — Les quotients différentiels des constantes 
dans les formules de perturbations de Poisson, ne peuvent être 
exprimés que d'une seule manière par une fonction linéaire des 
dérivées partielles de la fonction perturbatrice Q, dont les coeffi
cients sont indépendants du temps. 

Nous allons démontrer que , même dans le cas ordinaire, 

où la fonction Q ne renferme pas les P i , on ne peut pas obtenir 

les deux équations : 

dat an an 
• — = A , h A 2 H 

dt 3 a , 3 a 2 

d a , Dû Dil —A= B, hB,- + al Da, Da 2 

3 n 

'2ff,„ 

sa 
Do, 

In 
dans lesquelles les A,, B, sont différents, si l'on ajoute la con

dition que les coefficients soient simplement des fonctions des a,, 
ne renfermant pas t. 

Puisque y peut être une fonction quelconque de a,,a2, ...aln, t, 
telle que , par la substitution des expressions de a,, a 2 , ... a2„, 
en fonction de qt, qlt ... g„, p , , p 2 , ... p„ , t, les p, disparaissent 

d'elles-mêmes, on peut considérer Q comme une fonction de 

a,, er2, ... a2„, t satisfaisant aux équations : 

Dfl 3 a , 

an 
3 a 2 

an 3a«„ 

Da, Dp, 3 a 2 Dp, 3 a 5 „ ap, 
an Da, an 3 a 2 arc 3 a 2 „ 

Da, ap2 

3 a 2 Dp2 

3 a 2 „ 3 p 2 

an Da, an Da 2 an 3 a 2 „ 
H — • H • • H 

Da, 3P« a a , 

3 p n aa2„ 
3P„ 

= 0. 

(8) 

Si l'on pose 
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nous aurons à démontrer que des n équations différentielles (8), 

on ne peut pas tirer une équation différentielle : 

dans laquelle les F,- soient simplement des fonctions des a,, 
ne renfermant pas t. 

Or, on obtient une équation de la forme (9), au moyen des 

équations (8), en multipliant ces dernières par des multiplica

teurs A,, A,, ... A„, qui peuvent être des fonctions des a, et de t, 
et ajoutant. Nous aurons ainsi les 2n équations : 

Imaginons qit 7,, ... qn exprimées en fonction de a,, ... a,„, t, 

et différentions ces expressions par rapport à p n ... p„, nous 

aurons, pour chaque q{ les n équations : 

(10) 

37,- 3 a , 

3 a, lp, 

3q{ 3 a , 3 j ^ 3 a , 

3 a , lpn 3 a , 3 p n 

3jr, 3 a , 

3 a , lp. 
( H ) 

Multipliant les équations (II) respectivement par 

et ajoutant, en ayant égard aux équations (10), il vient : 

3?; 23i. 37,-3a, ' 3«2 ' "• 3a,„ 

(12) 

Or, si, comme on le suppose, F , , F 2 , . . . Fin sont des fonctions 

de ait «7,, ... ff2„ seulement, ne renfermant pas t, on obtient, 
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en différentiant la dernière équation par rapport à t, et faisant 

i = l , 2 , ... n, les 2n équations suivantes : 

:

 3<7» 

Da, 
+ F 3 ? * 

* 2 — -
Sa» -H-F 

Sa 2„ . Mj 
Sa, 

-t-
3a2 

-f- • . y ^ -
• r 2 „ -

Sa*. 

o 

F -+- • ..*F*-
3«1» 

0 

J ?!* -t- •+- • ... + F ?̂î— -t- r ,„ -
3a«. 

0 

! -+- F . a i ï 
i)a2 

-4- • •• + ru — = 
3 «Î„ 

, ^ -4-F 2 ^ 

5a2 

+ • - . - F 3 ? " •• •+• i in ; — = 
3 «!„ 

0 

Mais, de ces 2« équations il résulte : ou bien que les F, 

doivent être nuls séparément, ou bien que le déterminant des 

coefficients est nul. 

Or, si ce déterminant est nu l , il existe (n° so) entre les 

quantités g\, q\ et t une relation ne renfermant pas les a,; mais 

une telle équation serait une intégrale du problème non troublé, 

sans constante arbitraire, ce qui est impossible. 

On doit donc avoir : 

F i = F î = . . . = F 3 n = 0 , 

ou bien : 

A . ^ B , , A , = B „ . . . A j ^ B , , , 

ce qui démontre la propriété énoncée. 
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XXIV. 

Formules de perturbations pour le mouvement 

d'une planète. 

178. Considérons un système matériel soumis à des forces 

données, et supposons que l'on ait formé les équations différen

tielles et les intégrales du mouvement. 

S i , à un instant quelconque du mouvement, des forces d'im

pulsion viennent à agir sur le système, après cet instant , les 

équations différentielles du mouvement seront encore les mêmes : 

les valeurs des constantes d'intégration seules auront changé 

dans les intégrales. 

Pour obtenir les valeurs nouvelles des constantes, il faudra 

calculer la vitesse de chaque point provenant des impulsions, 

e t , d'après les positions de ces points à l'instant où ces impul

sions agissent, et leurs vitesses modifiées par les impulsions, 

on pourra déterminer les valeurs nouvelles des constantes 

arbitraires. 

Si un système matériel est sollicité par des forces perturba

trices, on peut imaginer que l'on remplace ces forces perturba

trices par des impulsions infiniment petites agissant pendant 

chaque instant. 

Au commencement de chaque instant, les positions des points 

seront les mêmes que s'il n'y avait pas d'impulsions pendant cet 

instant, les vitesses seront aussi les mêmes, les accélérations 

seules seront changées. Les constantes arbitraires varient de 

quantités infiniment petites à la fin de chaque instant, e t , par 

conséquent, deviennent des quantités variables. 

On conclut de là que les formules qui donnent les positions 

des points matériels, et les composantes de leurs vitesses reste

ront les mêmes que s'il n'y avait pas de forces perturbatrices; 

mais, les constantes arbitraires contenues dans ces formules 

seront changées en quantités variables. 

Dans le cas d'un point matériel attiré par un centre fixe, et 
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dx aH, dx' 'Il 

dt 3 x ' ' ~dt = iX 
dy aH, dy_ aH, 

dt ~~ V dt 

dz aH, dz' 3H, 

dt~ al 5"' dt 

dans lesquelles nous avons posé : 

H( = T - U , 

U étant la fonction de force ^ , et T la demi-force vive du 

point matériel. 

Les équations du mouvement troublé pourront être mises 

soumis à d'autres forces perturbatrices, les éléments de l'orbite 

qui formaient les constantes arbitraires du problème deviendront 

variables. 

A chaque instant l'ellipse variable aura pour foyer le centre 

d'attraction, elle passera par le point attiré et sera tangente 

à la trajectoire du point matériel. 

179. Supposons donc que le point matériel soit non seule

ment sollicité par le centre fixe, mais encore par d'autres actions, 

et que la fonction de force soit augmentée de —£2; nous aurons 

pour les équations différentielles du mouvement troublé : 

iPx fuX 3Í1 

DE r 3 ix ' 
D*L+(W+ 3Û

 = 0 

DE r 5 3_y ' 

d'z" fuz 3iî 
DE rz dz 

Les équations du mouvement non troublé ont été mises sous 

la forme (n° «3} : 

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



C 285 ) 

sous la même forme que celles du mouvement non troublé, 

pourvu que la fonction de force TJ soit augmentée de — Q. 

Si nous posons alors : 

H = T — U + n = H, -t- ii, 

les équations du mouvement troublé seront : 

dx dx' a i l 

dt ~ lx' dt " 3 x 

dij 3H dy' 3H 

dï = dt ~ 

dz 3H dz' 3H 

dt ~~ 3 ? ' D7 = _ iz 

Si nous considérons les équations du mouvement non troublé, 

nous avons vu qu'en désignant par S la solution complète de 

l'équation différentielle partielle de laquelle dépend la solution 

du problème, et par h, b, g les trois constantes arbitraires ren

fermées dans S , les intégrales du mouvement seront données 

par les trois équations : 

3S 3S 7T 3S -R 
—- = t + t, — = h a , • - = S, 
lh 3g 2 36 2 r 

T , a, (3 étant trois autres constantes arbitraires. 

Comme nous l'avons vu (n° G3), h est la constante des forces 

vives, 6 l'axe du plan invariable, g la projection de cet axe sur 

la normale au plan fixe sur lequel on compte les longitudes, 

a la longitude du nœud de la planète, 3 la distance angulaire 

du périhélie au nœud, — r le temps du passage de la planète 

au périhélie. 

Dans le cas du mouvement troublé, les intégrales auront la 

même forme que pour le mouvement non troublé, mais on devra 

considérer comme variables les six éléments h, g, b, a, (3, T . 
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D'après la théorie générale, les valeurs de ces quantités seront 
données par les formules suivantes : 

dh 3 Q dr 3 a 

dt = 3T ' dt ~ 3/l 

dq na da. 
dt 3 a ' dt ~ ¿7 
db 3 a dp 3 a 

dt ~ ~~7" dt ~ 36 

iso. On peut remplacer les six équations précédentes par 

l'équation : 

dh dq db dz da dfl 
3a = ST Sa âp H Sh-\ êq -+- — Sb. dt dt dt dt dt dt 

Or, en désignant par f l'attraction de l'unité de masse sur 

l'unité de masse à l'unité de distance, par 2a le grand axe de 

l 'orbite, par e l'excentricité et i l'inclinaison de l'orbite sur 1B 

plan fixe, on a : 

h = — — , b = Vffj.a(\ — e 2 ) , g = b c o s i . 

Nous allons substituer aux quantités h, b, g, les quantités a, e, i. 
En différentiant les formules précédentes, on a : 

dh = — da , 
2aa 

àb = ~ \{i — e^da— ïaede], 

dy •= \ [\ — e') c o s i da — 2ae c o s i de \ — b s in Î di. 

On en déduit trois équations analogues en remplaçant la 

caractéristique d par $. Cela posé, remplaçons dans l'expression 

de les quantités : 

dh, db, dq, Sh, Sb ci 5g, 
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dr fu da. 
i£LSa-t 

dt 2 a 3 dt 

'fv- "I 
— cos % i ( 1 — E 2 ) tfa — 2aeo"e J — b S I N Ï & ' 

- | - | i O - 0 ^ - 2 „ E . E | . 

Mais, on a aussi, Q étant exprimé en fonction des quantités 
a , e, i , T , a, S : 

A N S N la in. m la 
Sn = — J a H i l e n A H <3V H Sa -\ SB. la le li lz la 36 r 

En égalant les coefficients des variations 3a, Se, ... dans les 
seconds membres, on a les équations suivantes : 

la fu dr fu. . da fu. d8 

3J 2 a a d t 2 6 V ; d t 26 ; d t ^ ' 

la fuae da fuae dS 
— = — ' — c o s i i i - i - , (21 
A E 6 dt b dt w 

A N d a 
. — = — 6 sin i — J ( 5 1 li dt w 

3F2 /JI d a 

3 T _ 2 a * d t ' 

aa d t fu . da fuae de 
— = 6 s in i -li — e ) c o s t - — i — c o s t — > 
Da. dt 2 6 X ' dt b dt 

(4) 

(S) 

AN fu . da fuae de 
1 — E 1 ) — + V 7 ' (6) 

A S 26 dt 6 dt w 

par ces valeurs, nous aurons : 

fu. da /I* ( , . da de ] 
fa = — 'J- — Sx — - Ç (1 — e ! ) c o s t - 2 a e c o s i — [Sa. 

2 a ' dt 26 jv
 ; dt d t j 

. di fu [ da de ) 
-t- O S I N i — <?« — ^ (1 — e ! ) 2ae — U S 

dt 26 ( v ' dt dt ^ r 
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On en lire 

d a _ 2o_a
 DU 

dl ~ fin ' 

d't 1 3U 

{ l t \Zftia[i — el) sin i 3i' 

de a{i — e2) DP. Vi — e1
 D£l 

d f ~ ~ / p e 3T j/ŷ  _ e DS ' 

d t 4 Dfi c o s t Dn 

D Î 1//><(! — e5) s in i 3 a l / / > a ( l — 7j s in i

 JP 
dp V\ — e1

 DQ c o s i Dn rft
 l//«â". e i e l/^T^V) s in i 3l" 

d r 2 ^ 3 n a ( l - e 2 ) Dfl 

d t /^c Ou / ^ e De 

(7) 

(8) 

(9) 

(10) 

( H ) 

(12) 

Les éléments a , e, i , a , ¡3 et T étant supposés varier très peu, 

si on les regarde comme constants dans les seconds membres 

de ces dernières équations, el si l'on considère t, qui entre dans Q, 
comme seule variable, on pourra calculer ces quantités avec une 

grande approximation pendant un temps assez considérable 

à l'aide des quadratures indiquées dans ces équations. 

181. On peut remplacer la dernière formule (12), qui donne T , 

par une autre d'une grande utilité. A cet effet, on remplacera 

la quantité T par l'anomalie moyenne : 

A = ll(t -+- T), 

dans laquelle : 

n = . a" l 
Observons que x n'entre dans il que par î. qui le renferme. 
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5Q 
Sa + sa sa sn sn sn — Sa + — Se 

H 3 
ï H ST H tfa -t 

Sa Se 

si 
Sr Sa 

3J3 
\Sa sn an sn sn sn \Sa — Je 

H d 
i H <?A -i Sa1 

i Se Si SA la. 

sp Nous désignons par (g) la dérivée de Q par rapport à a, en 

supposant constant 1, qui renferme a. 
Or, de la formule : 

! = t), 
on tire : 

SX = n$T •+• (t •*- r)Jn 

Sn 

•=-• ntSY •+- [t •+- t)— Sa. 

'sa 
D'où, en remplaçant dl dans l'équation précédente, et égalant 

les coefficients de 3a et dans les deux membres, il vient : 

JÛ sn 
3r = SA sa /sn\ sa sn — = I— +(« + t) ; 
Sa \ 3 a / Sk Sa 

mais, d'autre part, on a : 
C/A dr Sn da 
— = . n - t - n — -+-({-+- t)— — • 
dt dt ' s a df 

Des formules précédentes, il résulte que l'on a : 
d a 

2 a ' sa î a ' n sn d7 = 

aV 

dt ~ 

2 a * J n 

/>« 2a 

a ( l -- b') sn 
e Se 

— 
2 a ! /sn\ 
7> W/ " 

2 a ' 

"AT sn 
V ' SA 

S» 
r-

Sa 

(13) 

a ( l — e') sa 
fpe Se ' 

19 

Or, si l'on remplace z par 1, a entrera dans Q par n qui le ren

ferme, et nous aurons : 

5Q Sn 
àXi = — Sa H £e H Si H <?T H Ja H JS 

-Nn "Va "\V > _ >fl ' 
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rfA 2a'« p û \ 2«*« 3Q in 
— = H H — H — - — !t •+- T) • 

dl -Xial - /(* 3 A 3 a 

an(t —e*) 3Q 3/1 2a*n 3fL 
H ! : [t + T ) — • • 

fee 3e 3« i\ 
dx 2a'w /30. \ — e1) 3Q 

n H • — — -+-

ou bien : 

dt fa \ia I /fie 3e 

ou bien encore, en ayant égard à la formule : 

il vient : 

d\ 2a s
 / 3 f i \ t — e' Diî 

= „+__-_ (14) 
lit l/^W/ l / f t c a . e 3 8 

Les formules (13) et (14) peuvent remplacer les formules (7) 
et (12). 

ERRATA. 

3V 3V 
Page IfiO, ligne 5, au lieu de : p , = — , lisez : p,, = — . 

3a.- jg, 

— — r — b —3V — b —3V 

3g,-' '""W 
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