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INTRODUCTION.

Le but que je me suis proposé dans ce travail est de pré-
senter un ensemble des recherches les plus importantes sur
I'intégration des équations de la Mécanique. Ces travaux qui
sont dus & Lagrange, Poisson, Hamilton, Jaecebi, Donkin,
Bertrand, Liouville, etc., sont disséminés dans diverses revues
périodiques. J’en ai déjd fait connailre quelques-uns dans un
Mémoire publié en 1871 : j'aurai I'occasion de reproduire ici
une partie de ce Mémoire en lui donnant plus de développe-
ments,

Aucun ouvrage n’a encore été publié jusquici sur cetle
matiére. Cependant ces théories ont pris une telle extension
qu’il est nécessaire pour ceux qui désirent les étudier et les
approfondir d’avoir un guide qui les dispense de faire un
nombre considérable de recherches. Aussi, jespére que le tra-
vail actuel pourra rendre quelques services.
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INTEGRATION

DES

EQUATIONS DE LA MECANIQUE

——C C—-—

L.
Formules de Lagrange. — Equations canoniques.

1. On sait qu'en appliquant le théoréme de d’Alembert au
mouvement d’un systéme matériel, on obtient I'équation :

lp.Tl- d i a d!zi )
Em‘ (W or; -+ djz dy; + I a‘z,) = E(X,-a‘r_- + Yy, + Zz),

en désignant par =, la masse d'un point du systéme, x,, y., 2; les
coordonnées de ce point A la fin du temps ¢, X,, Y., Z, les com~
posantes de la force P, qui agit sur ce point, dx,, Jy,, dz, les
projections sur les axes du déplacement virtuel o, de ce point.
Les déplacements dx;, dy,, oz; doivenl élre compatibles avec les
liaisons du systéme a Uinstant consideré.

C’est Iéquation générale de la dynamique : on ['appelle
Péquation de Lagrange.

2. Dans le cas ou il existe une fonction de force U, c ‘est-3-dire
une fonction telle que P'on ait :
U DU U

X( == — " z'» = -
AT, _/, 0%;

il vient:

O YU U
E (X,l)".r,- o &Y.‘U“yi + Z.’a‘zi) £ E (——- é‘-’r.‘ - — 0“.9. -+ — a\Z|)= a‘U:

dxg oY, 0z;
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(2)
et I'équation de Lagrange devient alors:

d*x, . d’y.— d’z, i
2’”),- (TF— aw; —+ —d_ﬁ z?y, -+ —dF 6‘2,) =3U.

3. Il est évident que, méme dans le cas o il n'y a pas de
fonction de force, on peut toujours écrire 'équation de Lagrange
sous la forme symbolique :

d?x; d’y, d’z;
Em.(w 0%y + — i+ a‘z,>= sU, (1)
mais il faul bien observer que dans cette équation, U n’a de

signification que si la fonction de force existe, c'est-a-dire si
E (Xidz, 4+ Ydy, + Zdz,)

est une différentielle exacte d’une fonction U. Dans le cas
général ou il n’existe pas de fonction de force, U sera une
nolation abrégée employée pour représenter |'expression

S (Xdx: + Y.3y: + Zz)s
en d'autres lermes, dans ce cas, U seul ne_reprééenlera rien.

4. L’équation (1) a é1é oblenue en supposant le systéme
rapporté & des coordonnées rectangulaires., Supposons main-
tenant qu'anx coordonnées x,, ¥, %, on subslitue d'autres
variables ¢4, qa, - @, liées & x;, y,, z, d’une maniére quelconque,
mais de telle sorte cependant que I'on puisse toujours exprimer
- @, Y:y % en fonction de gy, qa, ... g, ¢ les variables gy, gy, ... qi»
ne sonl pas nécessairement au nombre de 3n, comme les coor-
données x;, ¥, z;. 1l est méme préférable, dans la plupart des
* cas, de prendre le nombre k < 3n, de telle maniére que, par
le choix méme de ces variables nouvelles, les équations de
condilion soient salisfaites d’elles-mémes. .

Ainsi, par exemple, supposons un point assujetli & demeurer

sur une sphére :
x4yt 2=y
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(8)

on pourra choisir deux variables nouvelles ¢1, g2, définies par
les équations

T == 7 5in ¢, ¢0s q,,

y == rsin g, cos ¢q,,

Z ==17 8N Gq,

et il est évident que, par ce choix de deux nouvelles variables,
la liaison sera satisfaite d’elle-méme.

Ainsi encore, dans le cas d’un point assujetti & demeurer sur
Iellipsoide :

x? z*
3 r

¥ N
a +b’+c_1’

si ’on pose :
x == asin g, cos g,

y == bsin q, €os g.,

z = csin qs,
la liaison sera salisfaite d’elle-méme.

En général, si 'on a m équations de liaisons, les 3n coor-
données peuvent étre exprimées au moyen de 3n — m d’entre
elles, ou au moyen de 3n — m variables nouvelles.

Si nous désignons par gy, ga, ... gi, Ces 31— m = k nouvelles
quantités, elles doivent étre telles que si I'on exprime x,, ¥,, 2,
au moyen de ces quantités, et si I'on subslilue les valeurs
des x,, y,, 2, ainsi obtenues dans les équations de condition :

Li=0, Ly=0, .. L,=0,

les premiers membres de ces équations s'annulent identiquement,
c’esl-4-dire que I'on aura identiquement :

Ly (qh G2y« qk) =0, .. Lm(qu Gay e qk) =0,
sans qu’il exisle aucune relation entre les variables g,

%. Cela posé, substituons aux variahles x;, ., z;les k variables
nouvelles q,, ¢, ... ¢ (le nombre k& étant pour le moment

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1



(4)

tout A fait quelconque), liées aux premiéres par des équations
telles que
.’t‘(=?(t, G1s Q25 - qk):

nous aurons, en désignant par af, gi, ¢a,...q, les dérivéeé
de =, gy, G2y - -~ . Par rapport a ¢:

I: - 4‘(!1 qu fh, LA l]/.-, QQ, q’il e q;:)-

~ @. Avant de faire la substitution, nous allens d’abord trans-
former I'équation (1).
A cet eflet, posons:

_ dx\? dy,)’ (dz,-)*
T“E"‘fi(zﬁ) - () (% E
i
— & Il + gt 22
d'on :

T T

Q
’ ’ ’
- = max;, SF = mYy;, a—z—'= mgz;,

v i i

et, par suite,

3T
dix, de, = oa) ,
My —— = M — == €lc.
Car “dt de ’
L’équation (1) devient alors :
T DT T
d.— d. d.—=
31— J' 3 2 35 | = U (2)
dt (TR

On peut mettre le premier membre de cetle équation sous
la forme suivante :

bT T
— o 6y, é‘z
DJ‘,
(DT d. dx; bT d. c?_/, T d. a‘z,-)
— + —_———
dxp dt Dy, dt % dt

d T T 3T )
= — — 8y + — Oy + — 627
th (Dxﬁ * D_y’ vi dzi ¢
T o , T _,
— E — dx] 4+ — dyi + —; 0% | -
day Ay} dz;
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(8)
Or, de la formule
1
T= 3 Em,—(x? + ¥t + 2,

il résulte que T est une fonction des z/, y/, zi; on a donc ;

T, T, T |
r}‘T=E D—I—;a‘xi-i-—zd‘y,--ir———oz,- s

dy dz;
et, par suite, ’équation (2) devient :
d T 3T 3T
—_ ——,é‘.r,+-—;6y.~+—'o“z,- — T = dU. (5)
dt day Ay 2z}

7. Cette équation (3) n’est qu’une transformée de l'équa-
tion (1) toujours en coordonnées reclangulaires. Nous allons
maintenant introduire les variables g, et chercher séparément
ce que deviennent les trois termes de ’équation (3) lorsque I'on
remplace les x;, y., z; par les q.

Or, T est une fonction de z;, ¥, z%; mais, ., ¥,, 2, élant des
fonctions de ¢, q,-..q:, il en résulte que =z, y;, z; sont des
fonctions de ¢, qy, .. G, Gi5 --. ¢&, données par les formules

dx, o

D—‘ + Eﬁlql,

y W . ,
AL AN N4 4
Y=o+ y 9 (4)

dz; 2Z;

zi=b—t+23—q—.q’.;;

par conséguent, T sera une fonclion de ¢i,...q:, q4,... g, et
nous aurons :

T 3T
aT:E D—q'aq, +2 o 3q..

D’autre part, on a :

X, 2Y; 9z, . .
d‘zi:—.ED—q—lé‘q,, 6‘y,—=2?'5q,, dz; = qu— dq, (), (3)

(*) On ne doit pas, dans ces formules, lenir compte du terme en di,
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(6)

et, par suite,
3T T T
2 —'-31' ay( +——6‘z.
dx; dyi

_ E z (DT dr; D_'I;Dy,- . E Dz.-) 3q..

ax; g, ay:- dq, % g,

D’ailleurs, des équations (4) on tire:

axp  dxy,  dy; ;g az._

mnt— » = — —_——

Foi 3, g, o, dq. 2 g
ol :

AT T T
E — 0, + — Jy; +~ — dz;
x; J z;

T da} 0T dyi T ¥z
= E + — - — — | dq, =
b.'r Dq, Dy, Dq 0z; 3q,/ ¢

T
2 5%

°q.

Mais on a aussi, en général, en remplacant Z:, ¥:, 2, par leurs
valeurs en fonction de gy, ...q, et les Sz, Oyi, Oz, par les
valeurs (5) :

S == E (Xigx, + Yy, + Z3z)

- dx; Y, t R
£ - ; = aq,,
‘}‘i 2' (Xl' bq, -+ Yl Dq, + 4 a(] ) 2' Ql q:

Q, = 2_()(‘.5 +Y, 2, za—z—)

d T T T
3, 2 _6\ 2 y_d‘ := Qué\ &
25— 2t — X 0= 20

Mais, on a:

d T d(aT
dt q’ e = yﬁ d

puisque ¢ doit rester constant dans les différentiations relatives a la carac-
téristique d, les déplacements étant compatibles avec les liaisons
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(7)

et équation (6) peut étre mise sous la forme suivante :

3T
d |
2 TW:'— E'DEO!]. = 2 Q.dq,,
ou bien :
)T
3, T

_—— ¢, =20. 7
2\"a . Q. /3 (7)

8. Jusqu'ici nous n’avons fait aucune hypothése sur les
variables ¢, que nous avons supposées en nombre quelcongne.
Supposons maintenant que les varialions dg soient arbitraires,
ce qui arrivera lorsqu’il n’existe pas de relations entre les
variables ¢, c'est-d-dire lorsque le nombre k sera le plus
petit possible (k== 3n — m); les coefficiénts de ces variations
seront nuls séparément, et ’équation (7) se décomposera en
k équations de la forme

)T
d&ﬁ_ Dq, l"—' ( )7 ( )

s pouvant avoir les valeurs 1, 2, ... k.

Si, au contraire, il existe des relations entre les variables g,
c’est-a-dire si k > 5n— m, ces liaisons seront exprimées par des
équations de condition. On fera alors usage de 1’équation (7),
et 'on traitera la question de la méme maniére que dans le cas
des variables x;, y;, 2;; par exemple, on emploiera la méthode
des multiplicateurs.

Les formules (7) et (8) sont dues a Lagrange.

(*) M. Bertrand a donné une antre démonstration de ces formules (Méca-
nique analylique de Lagrange, t. 1, p. 409). Voir aussi la démonstration
de Jacobi, Vorlesungen tiber Dynamik, pp. 64 et 63.
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(8)

9. Lorsqu’il existe une foaction de force U, en y introduisant
les variables ¢q,...q:, 0n a:

U
€U=E%Jq,;

I'équation (7) devient alors:

T
“Sp T o
E 9. o U 3q. =0,
dt %, g,

et les ¢quations (8) nous donnent :

T *
¢ W, T U
. 2 T . 9)
dt q, g,

10. Les équations (9) qui ont lieu seulement dans le cas ou
il existe une fonction de force, sont du second ordre. Elles ne
sont pas faciles & intégrer dans la plupart des cas; mais on peut
les simplifier, en introduisant de nouvelles variables. A cet cffet,
on fait usage d’une transformation imaginée par Poisson et par
Hamilton, ce qui réduira les équations & d'autres ne contenant
que des dérivées du premier ordre, mais dont le nombre sera
double.

Pour eflectuer la transformation, nous supposcrons que les
liaisons sont indépendantes du lemps, de sorte que les variables
x, Y., % sexpriment en fonction des ¢, au moyen d’équations
ne renfermant pas explicilement le temps ¢.

Nous aurons ainsi :

T

, d
X, —
i §l D(]

par conséquent, x;, ¥, z; sont des fonctions homogénes et du
premier degré de qi, 7, ... q;. Mais alors il est évident que
la fonction

’ ’ Dyi ’ r 9z, ‘.
" 4 y.-=ED—(]'q,, A= 25 0

1
=3 2 mfax? + 4t + 27), .

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1



(9)

sera une fonction homogéne et du second degré de gi, %2 -+ G
dont les coefficients seront des fonclions connues de qys 9z -+ 9
Cela élabli, posoas avec Poisson :

3T

R 10
N Pe> (10)

et nous aurons, au lieu de Péquation (9), les deux équations

suivantes :
dp, T + )
dt 2, ’
T

— =
aq,

(11)
p,.

Mais ce n'est pas la forme définitive des équations du mou-
vement : les équations (11) subiront encore une autre transfor-
mation que nous ferons connaitre plus loin.

11. Remarque. — Nous pouvons cependant déja déduire des
équations (11) un résultat remarquable (") :

ProPRIETE. — 8i Pon peut choisir les variables q de telle
mantere que Pune des variables q, n’entre pas dans la fonction
de force U, et si, en oulre, la fonction T ne renferme pas la
variable q, elle-méme, mais sa dérivée q,, il en résultera une
intégrale du systeme d’équations différentielles (11).

Cette intégrale sera :
3T

P. = const., ou : = const.

3
H

En effet, puisque, par hypothése, T et U ne renfermenl pas
la variable q,, on a:

)T 4+ U
v,
bq,
par suite,
d
P 0, ou bien : p. = const.
dt

(*y Jacosy, Vorlesungen siber Dynamik, p. 66.
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(10)

. 12. Ce cas se présente dans le probléme du mouvement d’un

point malériel alliré vers un centre fixe.
En effet, si le centre est pris pour origine, on a les formules

x =rcos ¢ sin 8§,

Yy == rsin psin 4,

Z =7 €05 0,

en désignant par r le rayon vecteur, 8 I'angle qu’il fait avec
'axe des z, el ¢ I'angle que sa projection sur le plan des xy fait

avec 'axe des .
Si 'on pose, pour abréger :

on aura, puisqu’il ne s’agit que d’un seul point matériel :
1 ’ ' ’ 1 12 2ar2 2 o '
T=§m(x’+y '+z’)=§m(r + '8+ rtsin’4. "),

Comme on le voit, la fonction T ne renferme pas la variable g,
mais elle renferme sa dérivée ¢'.
D’autre part, la fonction de force étant :

elle ne renferme pas la variable g.

On a done :

DT 2 o1n? r
D—'=mr sin” 6., ¢' = const.,
@

ou bien, en faisaht entrer le facteur m dans la constante,
I'équation
r*sin’0. ¢’ = consl.,

sera une intégrale du probléme.

Or, il est facile de s’assurer que cette équation n’est autre que
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(1)

I'intégrale des aires dans le plan des xy. En effet, des formules :

Z =27 Ccosysiné,

y=rsingsineg,

on tire :
y
t = —s
Br=_
d’ou :
’ r r ' !
P Ty —yx Xy —yx
= —— g -—.—-— Y
cos’y x? r? sin®4 cos®p
ou bien : :
2y —yx
risin®e

par conséquent, I'équation
r®sin®d.y” = const.,
est équivalente & I'équation
xy' — yx'= const.,
ce qui est I'intégrale des aires dans le plan des xy,

18. Reprenons maintenant les équations (11):

dp, I U
= — 4+ —>
dt g, g,
- T
L= D_q,

(1

Dans la premiére de ces équations les variables indépendantes
sont les ¢ et les ¢'; proposons-nous de la transformer en prenaut

pour variables nouvelles les q et les p.

La fonction T étant une fonction homogéne du second degré
des ¢', dont les coeflicients dépendent des g, il résulte de la
seconde des équations (11) que les p sont des fonclions homo-

genes et linéaires des g'.

En vertu de la définition des p, on aura donc k équations de

Ia forme

Pi=o;,

=, élant une fonction linéaire de qi, ... ;.
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(12)

Si l'on résout ces équalions par rapport & qi, Gs A
obtient k équations de la forme

g =K,

K, étant une fonction linéaire de py, pa, ... Ps, dont les cocflicients
dépendent des q.

Observons que, par le changement de variables, aq ne change
pas, puisque U, qui renferme seulemeat gy, g, --. g;, est indé-
pendant de qi, Gz, ... gi, €L, par suite de py, pa, .. Pi- Au coON-
Lraire Sq‘ changera. En effet, T est une fonction de TQts Gay <+ Qi
Qi» Q3r... gk €L par rapport & ces derniéres, T est homogéne
et du second degré; si, au lien des ¢/, nous introduisons les p,
au moyen des équations linéaires gf =K;, T dcviendra une
fonction de gy .-- @iy Py, --- P elle sera homogéne et du second
degré par rapport aux p, et elle aura changé relativement aux ¢,
puisque les coeflicients des K., que nous introduisons  la place
des q', renferment des gq. ‘

Par conséquent, si I'on prend la dérivée parlielle de T par .
rapport & ¢, dans la nouvelle hypothése, celte dérivée ne sera
pas la méme que dans la premicre hypolhese.

Pour distinguer, nous désignerons par ( ) (a T) les quotients
différentiels de T, considérée comme foncllon de qyees Quy Pry e P
et par qT, comme ci-dessus, les quotients différentiels de T,
eonsidérée comme fonclion de qy, qa, --- Gis 1) G2y - -« G; 1] résulte
de ce que nous venons de dire queﬂ et (aa—qT—) auront des
valeurs différentes. ‘

Proposons-nous maintenant de trouver par quoi 'on doit
remplacer g—qT dans les formules (11), lorsque T deviendra fonc-

tion de Pry.e. Pey Gay oo Qo
Nous avons, en vertu du théoréme des fonclions homogénes :

0, T aT o
T =— qi + g + = s 4 ()
R/ g, Dqk

(*) Dans cette formule et dans les suivantes, T est considéré comme
fonction des g et des ¢'.
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(13)

on bien :
T = piy; + Poga + oo + Pugi,

formule que I'on peut écrire sous la forme suivante :

T =pugs + pagi + - + pugi—T.

Prenant la différentielle totale des deux membres, on a:

dT = pdq, + pdg; + - + pdy:
+ q"dp, -+ q;dpi + v qidy,
3T
—_— d —_— o——d
g, d'h 3.

T AT
——d dgy — - — — dq;
o gy — f]; g o Qs

ou bien, en réduisant en vertu de Ja deuxiéme équation (11):
dT = q;a’pl -+ q;dp, + - - gidp,

2T

T
== 2 q;dpx _E D_(]sdq”

T étant toujours considéré comme une fonction des g et des ¢'.
Mais, si nous introduisons dans T, au lieu des ¢', les quan-
lités'p, au moyen des équations

(]: = K,,
T devient une fonction des p et des ¢, et 'on a:

)T )T
dT = E (@,)d”' + 2 (D_—q,) dq.;

par conséquent,

E (E) dp, + 2 ( ) dg, = 2 g.dp, —E ;—:‘d(],.
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(14)

Cette équation devant étre identique, on a:

(DT)_ ,
D—PZ ={q,,
(DT)_ )T
. T N

Si, maintenant, nous remplagons g—:— dans la premiére des
équations (11), il vient :

et alors les équations (11) peuvent étre remplacées par les
suivantes:

dp, WU (b’l‘)

dt 3q, &]: (12)
, dg, (DT)
"=\

144. Si 'on compare la seconde de ces équations (12) avee
la seconde des équations (11)

)T
=5

P

on en conclul qu'il existe entre les quantités g’ et p une sorte
de réciprocité.

15. Afin de donner aux équations (12) une forme plus simple,
posons :

H=T—U,
nous aurons :

5= 5)-5)

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1



(13)

Mais, comme nous I'avons déja remarqué, U ne renferme

pas pys Pay ...

d’autre part,

p.; par conséquent,

)

o,

(aU)_ U
.

puisque U ne renferme que les ¢, et par suite, ne change pas
quand on remplace les ¢' en fonction des p.

On a done :

(
(

DH)_(DT) oU
DE |~

aH) (DT) _
) \apl)

q. g,

et les équations (12) deviennent :

Comme, dans ces derniéres équations, il est évidenl que p el q
sont les variables, on peut supprimer les parenthéses el écrire
ces équations sous la forme snivante :

dp, oH
T o

13
dq,-_ H (43)
w=

dans lesquelles H=T — U.

On a aulant d'équations semblables & celles-cn quil y a de

variables p et q.

Cest Hamilton qui a donné la forme (13) aux équahons du
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mouvement (*). Elles s’appellent, les équations canoniques du
mouvement, ou systéme hamiltonien.

La fonction H=T— U a recu de Jacobi le nom de fonction
caractéristique (™).

16. Remarque. — 11 est facile de retrouver au moyen des
équations (13) le principe des forces vives. En effet, il résulte
de ces équations (13) que la fonction H reste constante pendant
toule la durée du mouvement.

Pour démontrer cette propriélé, il suffit de prouver que I'on a :

dll
dt

Or, la fonction H étant, par hypothése, une fonction de
43+ Gar P1y 3 Pus QUi D€ Tenferme pas explicitement le temps (),

on a:

dit M dg, M dp,

E—E(r%m+rm717)'

Mais, si I'on mulitiplie les équations (13) respectivement

da: dp; . o .
par ¥ et 27, et si 'on retranche, il vient :

M dp, 3Hdyg;

—“+ — =

apdt g dt

Donc, en faisant la somme pour toutes les valeurs de ¢
depuis i =1, jusque i =k, on a:

Mdg, dp;
3 )=
) 0q; dt  dp; dt
et, par suite,
dH 0
dt

(*) On a general method in dynamics (PuiLosorsicaL TRANSACTIONS,
1884 et 1835); Jacon, Vorlesungen iiber Dynamik,

(*") Vortesungen aber Dynamik, p. 70.

(***) En effet, la fonction de force U ne renfermant pas, par hypothése,
‘explicitement le temps, il en est de méme de la fonction H=T — U,
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Par conséquent, on a ;
H = const.

pendant toute la durée du mouvement.
Drailleurs, on a posé :
par conséquent, I’équation H = const. nous donne :
T U=T,— U,
ou bien :
T —Ty=U—U,
I'indice 0 indiquant que l'on a fait t=t; dans T et U.

Or, T est la demi-somme des forces vives du systéme, et U
la fonction de force : il en résulte que la derniére formule n’est
autre que I'expression du théoréme des forces vives.

17. Remarque. — Puisque 1'on a Il = const. pendant toute
la durée du mouvement, on en conclut que I’équation

H = const.

est une intégrale des équations canoniques (*) (13).

18. Dans le cas ol il n'y a pas de fonction de force, on doit
. U - , .
remplacer . dans les équations (11) par I'expression

QT ; Y, 93; )
= X Y _— Z ’
Q. E,_( sy Y

et alors les équations (13) seronl remplacées par les suivantes :

dg; )T $

de - p, !

dp, T 0 (14)
—(7!—_ 3 !

(') On appelle intégrale des équalions canoniques une equatlon telle
que § = a, jouissant de cette propriété que l'on a 1demlquemem =0
en vertu des équations canoniques.

2
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19. Les équnations canoniques (13) sont au nombre de 2k; ce
sont des équations différentielles ordinaires. La fonction H ne
renferme pas explicitement le temps. Cest la forme & laquelle
on peut ramener les équations d'un probléme de mécanique
auquel le principe des forces vives est applicable. En les inté-
grant, on obtient 2k intégrales distinctes, contenant 2k constantes
arbitraires. Ces 2k ¢quations serviront & délerminer py, p,, ... pi,
1y G2, -« Qi €0 fonction de ¢ et des 2k constantes arbitraires.

20. Application. — Proposons-nous d’appliquer les équa-
tions (13) au cas ol les variables ¢, gq, ... ¢., sont précisément
les caordonnées «;, y,, z;, ce qui arrivera lorsqu’il n’y aura pas
d’équations de liaisons. Le systéme est alors un sysléme de
n points malériels entiérement (ibres.

Dans ce cas, on a :

1
T =3 E myx + yit+ =),

On en tire :
T 3T ,
P T T T = G
= T ’
d’autre part,
)T 3T
Dq;_—bxi_— ’
YU U
2:
2T 3T ,
= == Ly,
ope d(myxi)
U
D—Pax
Par suite, on a :
YH U
« Jq'——-—-a—;’ )
m
%‘ Ly s
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et les équations (13) nous donnent :

dimx;) U
dt
dzx, ,
P Ly
ou bien :
dx; U
™m; = a‘x.- )
dx; ,
—d—‘ = X,

Or, de ces deux derniéres on tire :

Jdxz; WU
m.-—d7 == —D;.- ’
de méme, on a :
dy, 0 dz;

m,

= M=
die N2 dit Dz,

On retrouve donc ainsi les équations ordinaires du mouvement

du point m, libre.

II.
Méthode de M. Emile Mathieu.

21. On peut obtenir les équations d’Hamilton sans faire
usage des équations de Lagrange. La méthode directe que nous
allons faire connaitre est due 2 M. Emile Mathieu ().

Reprenons I'équation

{dbr, d*y, d’z, . '
E "y KW dx; + Wd‘y. + Py dz;) = dU, ’ (1)

(") Journal de Liouville, 2¢ séric, t. XIX.
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en supposant qu’il existe une fonction de force U, et soient
L,=0, [,=0, ., L,=0, 2)
les équations qui expriment les liaisons du systéme.

Supposons que ces équations, ainsi que la fonetion de force U,
ne renferment pas explicitement le lemps L, et posons, comme
précédemment ;

dx; dy, dz;

’ ’

gt—-——‘xn 7‘-=yn E———‘Ze;

nous aurens pour ’expression de la demi-force vive :

L2

1 \ re
=§Z1n &+ i +z), _ (3)
et I'équation (1) devient :

dx; dy! dz; .
Em,- —- QxS Sy - — a0z = dl.
di di dt

Or, de I'équation (3) on tire ;

20T =3 ¥ m(x}* + yi* + 2 —6‘2711 (xi—+ ,d_y,-+z,d_z.)_
T a Y a T

Celte méme équation (3) nous donne aussi : '

I
i = E m(xi ] 4 yidy; + z'Jz,f)

Sm 'ad a‘ zd dz")
= m. | x; - — -
l( i y. dl
En soustrayant ces deux derniéres équalions, il vient :

Az ,dy, ,dz,
AT = a‘Em,. (x,m —+- _1/,-I -+ zim)

Gdre o dy o dz)
S e o)

par suite, on a :

x; . dy, ,dz,-) ( , dx; dy; dz)
J A . . g — o %)
Em ( PRk dt A Em‘ Tty +ad dt
Zm ( d dZ; dz)—-a‘T JU
o g ) =T ’
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ou bien, en posant T — U =H,

dx‘ dy dz.
d i : it
Em< T +z'dt)

d : : :
by Em.- (xidxr, + yidy; + zi9z) = SH.

Si maintenant nous représentons les coordonnées x, y,, 2, par
la lettre (Q affectéc des indices 1, 2, 3, ... 3n, et les quantités
mx,, my:, mz,, correspondantes par la lettre P affectée des

mémes indices, la derniére équation devient :

Mo 4Q dQ, dan)
a (P’W— +P2W+ e PS,"d—t

d
— E (P10Q -+ PydQq + -+ + Psné‘Qs") = dH. - (4)

Or, au moyen des m équations (2), on peut réduire le nombre
des variables Q 3 3n — m; en d’aulres termes, on peut expri-
mer les 3n variables Q en foncltion de 3n — m nouvelles
variables, de telle maniére que les équations (2) soient identique-
ment satisfaites.

Désignons par gy, ga, ... ¢, ces 3n —m =k nouvelles variables,
el choisissons des variables p;, en méme temps que les g,, et
qui satisfassent & I'équation :

PG+ pidgs + o+ pige = Pi0Q, + PodQs + oo 4 P, dQsu. (B)

Si Fon prend les variations virtuelles égales 4 celles que
subissent effectivement les variables ¢, et Q, pendant le temps d¢,
ce que I'on peut faire, puisque nous avons supposé que les liai-
sons ct la fonction U ne renferment pas explicitement le temps,
I'équation (5) nous donne :

dq, (]g qu dQl dQsn .
Prge TP P =P e e Py (6)

el ’équation (4) devient :

(P: dq, up

d i
e e, Lk e pda) — dH
dt P di ) dt (pidq pidg,) = dHi:
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ou bien, en effecluant les opérations indiquées, et supprimant
les termes qui se détruisent :
dg,

d
E6p1+ ree 4 -;ig:f;p"—‘

dp, dp;

2 dq, — - — ——dg, =dH.
o Pag=dt. ()

En remplagant dH par sa valeur, il vient :

d d d dp
FTR I T T
oM, a0 Ly
_— RO — e — o e —— P, -
R " P

Comme il n’existe aucune équation de condition entre les nou-
velles variables, nous aurons, en égalant les coefficients des
mémes variations dans les deux membres, les équations suivanles
au nombre de 2k :

dg; 3
—d—t- = -a—i!
d Q
dp; OH
d g,

Ce sont les équations d’Hamillon.

22. Passons maintenant a la déterminalion des variables p.
Dans I'équation (5) les variations &¢ sont indépendantes; cette
équation nous donne done pour la définition de p, la formule

dQ, 0Q, pLU

p.:P{E—i-Pg-D;l—ﬂ---'-i—Panb—q:, (9)

pour les valeurs de s égales 4 1, 2, ... .

Cette formule (9) nous permet de passer des variables de
I'équation (4) A celles de I'équation (7) ou des équations (8).
Mais, si nous avous égard aux significations particuli¢res des P
et des (), celte équation (9) nous donne :

,0x; oY, , 0%, )
P, = Em‘- (:r,a—q‘ + S_q_,+ z, a?) (9™
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Or, en désignant par qi, g3, ... gi, les dérivées de g, 73, -. g, par
rapport i ¢, on a, en observant que les équations de condmon
ne renferment pas explicitement le temps :

dr, da, , Oz, | L 10)
—_—— —_— = enn o — H
1 d‘ in ql -+ aq! qi th q"’ (
d'ot :
dx, dx,
. o,
de méme,

par conséquent, il vient :

—3m, ( vy
o9, o

Il résulte de cette derniére formule que I'on aura la quan-
tité p,, en exprimant T en fonction des variables g, et de leurs
dérivées ¢', et en prenant la dérivée de T par rapporl 4 g;.

Mais, daus les équations (8), la fonction H=T — U doit
étre exprimée en fonction des variables p,, ¢,- On doit donc
exprimer T en fonction de ces mémes variables.

Or, la formule (11) nous donne k équations linéaires par
rapport & qi, gi,... ;. Si I'on tire de ces équations les valeurs
de qi,...q. en fonction des p;, g., el si I'on remplace dans
I’équation

Az aT
’\z.)=#’. (1)
2.

2T = p.q| + psgs + - + P,

qui résulte de I’équation (6), nous aurons T en fonction des
variables p;, ¢;, et nous pourrons former les équations (8).
On voit done que la formule
T

P, = Sc_[_,’
résulte de la forme particulicre des quantités P el Q, puisque
pour passer de I‘équation (9) & Péquation (9*"), nous avons
remplacé P el Q, par mx' et x. \

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1



(2%)

23. Remarque. — La démonstration de M. Emile Mathieu
est plus simple que la démonstration ordinaire. Elle a aussi
I'avaniage de remplacer I'équation (1) par I’équation (4) qui est
beaucoup plus générale.

24. Nous venons de voir que I'équation :

p:= ;;'
résulte de la forme particuliére des quantités P et Q, puisque,
pour la démonstration de cette formule, nous avons remplacé
par x, y, 2z, et P par mx’, my', mz'.

Or, M. Mathieu a démontré que cette formule a lieu toules
les fois que Ja fonction H se compose d'une fonction — U ne
renfermant que les variables Q, et d’une fonction T homogéne
et du second degré par rapport aux variables P, cetle fonction T
pouvant contenir les variables () d’'une maniére quelconque.

En effet, la fonction T éiant homogéne et du second degré
par rapport aux quantilés P, on a:

aT 3T T

9T =P, — + P, -+ o+ Py, .
P, aw, Py,

Mais I'équation (4) peut élre mise sous la forme :

{ d0.
ﬂ(j‘P| Q2 d‘P! Qan 6‘1)5”
dt dt
dp dP, Py,
—Tt’ao. d—;aQ,+ — — 40, = 6T — U

Or, nous supposons qu'il existe des relations entre les
variables (; mais il n’en exisle pas entre les variables P. Par
conséquent, les variations ¢P sont indépendantes. D’ailleurs,
T élant une fonction des P;, Q., el U ne renfermant pas les P,,
nous aurons, en égalant les coeflicients des dP, dans les deux
membres . les équations : '

hi aT T

— = = Qs oo o= Qi

P, P, P,
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par conséquent, il vient :
2T = P!Q; -+ p!Q; il o Pan;n'

Mais, en vertu de I"équation (), qui a lieu dans le cas actuel
comme précédemment (%), on a:

PQL + PQ: + o + P Q% = pugl + paga + -+ + P
par conséquent,

T = piqi + Pags + <+ + Pugi,
d’ot :

20T = pdqy + pags + =+ + pIgi + qidp; + gidp; + = +qidpe.

D'ailleurs, la premiére des équations (8) nous donne :
' L S
qi = o = D_P.-’

par suite,

T )T
20T == pdg} + -+ +pdgi + —dp, + -+ + — Ips.
3 OPe

Or, en supposant T exprimée en fonction des ¢;, p;, on a:

T )T s T 5 (aT) 3 (aT)al Y
—_—— .« ~— —_ e e | — 3 3
d . m o+ -+ e Py -+ 7. g + 0 ]«

et, en retranchant cette équation de la précédente, il vient :

dT dq, 3% (DT)& (DT)O"
_plql_}_..._*_p,‘qk_ ﬁ; q'_.._\aqk qk-

Mais, T étant considérée comme une fonction des ¢;, ¢/, on a :

T DTJ aTa\ aTJ, aTg,
gl =— — ‘v J— . J— e eee - —— -
” q + + 7 o + 7. T 7. q:s

(*) Toutes les équations jusque (8) ont licu sans qu'il soit nécessaire
‘de particulariser P et Q.

(**) Nous désignons par (g—’;‘) la dérivée par rapport a ¢; de la fonction T,
supposée exprimée en fonction des p;, gi. .
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en égalant les deux valeurs de 9T, il vient :

__DT
P-—D?;'

el 'on voit que cette équation a lieu indépendamment de la
forme particuliére des (;, P,, c’est-a-dire que pour obtenir cette
équation nous n’avons pas, comme précédemment, remplacé
les Q; par ay, ¥, 2, et les P, par' My, My, Mz,

25, Bemarque I. — L’équation résultant de I'égalité des
deux expressions de T, nous montre que I'on a :

(DT) 3T
IAY7ARETA
( ) étant la dérivée partielle de T considérée camme fonction

des i Py, tandis que dl est la dérivée partielle de T considérée
comme fonction des ¢, g; (n° 13).

26. Remarque 1I. — Nous pouvons encore observer que
I'équation (7) présente certains avantages sur les équalions (8).
D’abord, I’équation (7) est applicable dans le cas ool il n’y a
pas de fonction de force, tandis que les équations (8) exigent
I'existence d’'une fonction de force. En effel, pour obtenir les
équations (8), on doit remplacer dans (7) H par la valeur

Al s M 5 o P JH 3

— e — + — A — d,

n g+ 0 G ) P+ e P+
ce qui n’est possible que si I'on a H=T — U, c’est-a-dire s’il
existe une fonction de force U.

Lorsqu’il n’existe pas de fonciion de force, I'équation (7)
subsistera encore, pourva que l'on convienne que dans cetle
équation on ail :

§H = JT — 4U,
expression dans laquelle U n’est plus une différentielle exacte
d'une function des z,, ¥;, z;, mais une notation pour représenter
I'expression (n° 3)
.Y (Xdw + Yy, + Laz),
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X,, Y., Z, étant les composantes des forces. Mais, dans ce cas, U
n'élant plus une différentielle exacte, on ne pourra plus écrire :

. I s YH 3 It s 3H P
= — far g —— -+ — 4 i e —
aql g+ 21 '8 i Ja e Prs

et, par conséquent, on ne pourra plus déduire de (7) les équa-
tions (8).

Proposons-nous de trouver par quoi l'on devra, dans le cas
actuel, remplacer les équations (8). A cet effet, observons que,
si I'on remplace les variables (),, c’est-a-dire %,, y,, #, par les
variables ¢y, ga, «.. g, il vient:

dU = Gdg, + Gydq; + +- + Guqs,

et, en substituant daus le second membre de I'équation (7), on a,
pour ce second membre : '

s 3T 2 3T P T 7T

= — —_— P g —
. qy + o 7 0 + s P+ + o 9P
—_ Gl{)‘ql —_ Gﬂ;% — Gna\(h;

I'équation (7) devient alors la suivanle :

%Jp. 4 ddq; apr — d;" By~ e — l%a‘q.
I .+£gq,+ﬁap,+."+ﬂdpk o)
RY? o o 2P
- Gld‘ql — Gydgy — ++» — G,

i

et, en égalant les coefficients des mémes vanables dans les deux
membres, on obtient les équations :

dqi_ DT }
dt ~
2 (15)
d—,)‘—— + G,. ,
de g ‘

Ce sont les équations qui remplaceront les équations (5) dans
le cas ol il n’y a pas de fonction de force (n° 48).
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27. L’équation (7) présente un autre avantage sur les équa-
tions (8): cest qu'elle a encore lieu, méme dans le cas on les
variables g, satisferaient a des équations de condition.

En effet, considérons m' des équations (2), m' étant plus petit
que m, ce nombre m’ pouvant étre nul. On pourra exprimer les
variables Q au moyen de 3n — m' variables que nous dési-
gnerons par ¢, qa, ... g, €0 posant k = 3n — m’, de maniére
que ces expressions des variables () satisfassent identiquement
aux m’ équations :

Li=0, Ly=0, .., L,=—0.

En substituant ces expressions dans les m — m’ équalions (2)
qui n'ont pas été employées, nous aurons m— m' équalions
de condition entre les g,.

En posant alors : .

Py PG + o+ P = PidQq 4 - + Py 3Q;,, (“")
on parviendra comme précédemment & I'équation :

dg, dg, dp, dm
o v P e R, =l (7
a P g T g == ()
mais, cetle fois, les varialions dg,, dp, ne sont plus indépen-
dantes, et, par conséquent, on ne pourra plus déduire de celle
équation (7) les équations (8).
Les variables p, sont encore déterminées par I’équation :
T
P = o,
En effet, les variations oq n’étant plus indépendantes dans
I’équation (14), on ne pourra pas déduire de celte équation
la suivante :

d d
po = r, Q + e Py, Qs., .
Dql bq‘!
Cependant, on pourra poser comme définition de p, :
d d 2
p' — P4 Ql + P, Q'Z e ps,‘ Q3n . ) (15)
dq, 29, .

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1



(29)

On aura ainsi k équations, pour s =1, 2, ... k, el ces
k équations entraineront comme conséquence I’équation (14).
Draillears, I'équation (15) nous donnera, comme précédemment,

T

Ps=ﬁ'

Mais il est bon d’observer que, dans le cas actuel, 'équation (14)
est la conséquence de I'équation (15), tandis que, dans le cas
précédent, I'équation (9) était la conséquence de I'équation (3).

28. Nous avons supposé, dans ce qui précéde, que les
liaisons sont indépendantes du temps, ainsi que la fonction U,
ce qui nous a permis de remplacer les déplacements virtuels
par les déplacements effectifs. Lorsque les liaisons renfermeront
explicitement le temps, celle opération ne sera plus possible,
et nous ne pourrons plus déduire ’équation (6) de I'équation (5).
Nous allons voir comment on dait, dans ce cas, modifier
I'analyse qui précéde.

Observons ‘d’abord que les équations de liaisons équivalent
aux équations qui expriment les 3n variables () en fonction
des 3n — m = k variables g, et qui actuellement renferment
le temps : .

Qi=0(t iy G5 ooy Q)
Qz:f’i(’, Gis Q21 -0y Qk);

En éliminant ¢, ¢q, ... ¢, enlre ces 3n équations, on obtien-
drait un systéme de m équations équivalent aux m équations
de liaisons données, : :

Or, les variations 9Q de I'équation (3) s'obtiennent en faisant
varier gy, qq, ... ;, Mais ¢ resiant constant ().

On a donc:

) i Y %
i, = - 3q, +— Ao — 40y
{ 3 q4 s 2 -+ 7 {3

(") Cest ce qui résulte du principe des vitesses virtuelles.

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1



(30)
mais, d’aulre parl, si 'on désigne 6; la dérivée partielle de 8, par
rapport & ¢, il vient :

dQ, " W, o8 o
— =0 b — G+ — Gyt e — G
de g, 7 3, 9 * g, 4

mais, les variations d¢ étant arbitraires, nous pourrons poser :
dq, = q.di,
pour toutes les valeurs de s égales 4 1, 2, ... k.

Nous aurons alors :

Par suite, [’équation
Pl + -+ pdge=P3Q + - +P;,0Q,,, (8)

nous donnera:

d d dQ dQs, , .
p,%+r... + P d—(];= P'd_tl + e Pu—#—Plsl_‘ v = Pty

L’équation (4) devienl alors la suivanle :

dg, d d .
d (p, d—z A+ e A —dq—;) T (PO + o+ pidgqs)

— OH — (P8, -+ Pyth + = 4 Poti,),
ou bien :

d
) — W(p.r?qx + =+ pdy,)

a
[}

— 4 e
dt P
= O — Py — Py} — -0 — Py ,).

( dy, dy,
. 1t

On déduira de 13, en effectuant les opérations du premier
membre, comme nous I'avons fait pour obtenir I'équation (7),
une équation qui conservera la méme forme que (7), pourvu que
I’on change H en:

H— P] — Pyt — ovc — Py,
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Il en résulte donc que les équations d’Hamilton (8) subsisteront

dans le cas acluel, pourvu que P'on y fasse le méme changement.

Quant aux variables p, elles seront données par les équations
aT

p' =] ‘—. |
b(]s
comme précédemment.

Il

Principe d’Hlamilton.

29. Le principe d’Hamilton peut étre énoncé de la maniére
suivanle () :

Soient T la demi-somme des forces vives des différents points
du systéme, OU l'expression du travail virtuel des forces exté-
rieures, on aura :

/ﬂﬂqme=m (1)

(to et t désignant deux époques donndes), pour tous les depla-

cements compatibles avec les liaisons du systeme, pourvu que

Pon donne les positions initiales et finales du systéme, ou que

Pon suppose nuls les déplacements relalifs aux épogues t; et L.
On exprime quelquefois ce principe par la formule :

¢
a/HT+mmza

L3

Mais, la premiére formule est plus générale; car, lorsqu’il
1’y a pas de fonction de force, U n’a aucun sens.

Le principe d'Hamilton se distingue de celui de la moindre
action, en ce que, dans ce principe, U peut renfermer expli-
citement le temps, ce qui n’a pas lieu pour celui de la moindre
action. En effet, le principe de la moindre action exige que le

(") Jacosi, Vorlesungen diber Dynamik, p, 8.
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théoréme des forces vives existe, et ce théoréme des forces vives

permet d’éliminer le temps. Or, le théoréme des forces vives n'a

lieu que si U ne renferme pas explicitement le temps,
Considérons le premier membre de 'équation (1) :

at
/ (9T = J0)dt
'io
Nous aurons :

1] ,i »
/ aTde =§/6‘2 m(x + yt 4 2 dt

= / E myaiox; + ydy; + zdz})dt
: do. ddy; doz,
— /Emi(x;d—f'+y,—i+z’i——) dt

— }: m(xidx; -+ yidy, + 2.9z,
— f}: m{x; o, + y Sy, + z;dz)dt.

Tutégrons entre les limites 7, et ¢, en observant que les
positions de tous les poinls étant données i Pinstant initial-
et & instant final, dx,, oy,, 9z, sont nuls aux deux limites; par
eonséquent, le terme en dehors du signefest nul aux limites,
et il vient :

ot a3
/ (3T + dU)dt =/ ié‘U ~E m(2; 92, + Y0y, + z}'rfz.—)fd!,

‘o

ou bien, en remplacant U par sa valeur :

MU = E (Xdx; + Yy + Z9z,),

/ (6T 4 Ut ‘
de)

a8 ) ‘
:/ g E (Xidz, + Y Iy, + Z3z;) — 2 m(x;dx; + yidy, + 2,9z,

ona:

2)

d*y; d’z;

dt.
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Or, si dx;, 9y,, 9z, sont des déplacements compatibles avec les
liaisons du systéme, le second membre est nul en vertu des
équations du mouvement, et I'on a:

o
/ (0T + oU)dr = 0. (3)
W .

30. Remarque 1. — Il est facile de déduire de I'équation
d’Hamilton les équations de Lagrange sous la forme qui nous
a conduil aux équations canoniques (n° ¥).

En effet, supposons qu’aux coordonnées x;, y,, z;, 0n substitue
d’autres variables g4, g5, ... @x, €l introduisons ce changement
de variables dans la formule (3).

D’abord, T qui était primitivement une fonction des x;, ¥, z;
deviendra, par la substitution, une fonction des g, et des g,

et nons aurons :
T | )T
d‘T: ( i é\ 'E>;
> v, 20+ 00
d’autre part, on a:

dU = E(X.‘a\-ﬁ + Yy, + Z9z) = E Qidy;.

Par conséquent, la formule (3) nous donne :

/ E (DT a‘q|+ Qr)q) dt = 0. - {4)

Mais, en intégrant par parlies, on a :
aT

d.
T T d.dq; i
/ — dqidt = / D___q, dt = E -9 — q r?q‘dl
. A . 3 dt N

d’oll, en intégrant entre les limites #, et ¢, et observant que les
variations dq; sont toutes nulles aux deux limites :

o, T
d.

‘E oqidl == — q' Sqdt.
3 39’1 ' -ln d

to
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On a donc, en substitnant dans I'équation (4) :

3T
‘ )T g
—_ - i 1 0g.dl =0,
/ 3 o, a (%
I .
et, par suite,
/AT
d'F 7T
V(_’I-'_‘__ s —o. .
i dt 3q, Q ) %.

C'est la formule de Lagrange que nous avons trouvée précé-
demment (n° %).

31. Remarque II. — Le principe d'Hamilton, comme celui
de la moindre action, ne fournit qu'une propriété du mouve-
ment; il ne donne pas d’intégrale du probléme.

82. Remarque III. ~— Le théoréme d’Hamilton est distinct
de celui de la moindre action. L'intégrale dont la variation est
nulle, dans ce nouvean principe, différe seulement, comme nous
le verrons plus loin, de celle de la moindre action, dans le cas
ou le principe de la moindre action a lieu, par I'addition d’un
lerme proportionnel au temps. Mais, les conditions sous lesquelles
la variation cst nuolle sont ici complélement changées, et le
temps du trajet qui, dans le principe de la moindre action, ne
jouait aucun réle, est actuellement une des données de la ques-
tion, tandis que la constante des forces vives qui était donnée
alors, ne I'est plus dans le nouveau principe.

Si ’on applique, par exemple, les deux théorémes au mouve-
ment elliptique d’une planéte, dans le premier (celui de la
moindre action) le chemin réellement parcouru est comparé 3
tous les chemins possibles, ayant les mémes extrémités, et pour
lesquels la vitesse en chaque point est exprimée par 'intégrale
des forces vives; dans le second, ce chemin est comparé a tous
les chemins parcourus d’une maniére arbilraire sous la seunle
condition que la durée du trajet ait une valeur donnée.
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Iv.

Equation différentielle partielle &’ Hamilton.

33. Le principe d'Hamilton nous apprend que, s’il exisle
une fonction de forces U, et si I'on donne les valeurs initiales
et finales des coordonnées, c’esl-a-dire si les positions extrémes
du systéme restent fixes, la variation de I'intégrale

l/”(T+U)dt,

‘o

doit s’annuler en vertu des équations du mouvement (n° 29).

Supposons maintenant que les positions initiales et finales
ne soient pas fixes (); alors les variations dg, ne sont pas nulles
pour les limites t; et t. Nous allons voir que si l'on développe

la variation
3 / (T + Wydt,

to

il 0’y a que la partie de celte variation, siluée sous le signefqui
soit nulle, en vertu des équations canoniques. Cette variation
ne renfermera done aueun signe f, ou, ce qui est la méme
chose, 1a variation de T + U sera une différentielle exacte.
Nous pourrons méme supposer, dans la démonstration, que
la fonction de force U renferme explicitement le temps.
Supposons les 3n coordonnées =z, y,, z; exprimées en fonction
des 3n — m = k variables nouvelles ¢, qq, .- g:, de maniére
que les m équalions de liaisons soient identiquement satisfaites.

Posons :
:
T+ U=y, et V=/ +di;
/

{(*) Jacomr, Vorlesungen iber Dynamik, p. 143.
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nous aurons, puisque ¢ est une fonction de ¢y, gy, ... g,
q\s G2, - - Qx, €0 prenant la variation de ¢, sans faire varier i,

] d
w:}im+2éw.

Par suite, si ¢ est la variable indépendante,

' " d
!f‘/‘?{”:/d‘?d‘=/Erqu‘dl_'_\/‘E}_;’_é‘q;d"

Or, en intégrant par parties, on a:
3

d.
Y d.d d
/—d‘q,dl—/ it L i,r?q‘— _ 4 dq di;
Dl7¥ Tdt 2; T

si I'on intégre entre les limites ¢, et ¢, et si 'on désigne par un
indice supérieur O les valeurs correspondant a la limite infé-
rieure ty, il vient:

t d

d. hd

 dp d9 (W)“ g
— dqidt = — dgq,— | —=;) 97 — dqdt,
./ N °q 3 g q 7 dt 9

par suite,

. N % AN

0?

3+ l/I 2 l’.‘ d‘q‘dt

Mais, la fonction U ne renferme pas les g7, puisque I'on a :

= fonct. (l, Gy - o q/‘)
Par conséquent,
¥ (T + U) T

— — = — == [, 1
Dq’,— bq, /i (1)
b AT+U) T o
5(].'_ 9g; B 7(1 in,
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done, la quantité sous le signe /"se réduit a :
d aT
T U "o,
3=+

— dg;.
g A, dt ?

Or, en vertu des équations diflérentielles du mouvement de
Lagrange (n° 9), tous les termes de cette somme sont nuls sépa-
rément, puisque k==3n — m : par conséquent, 'intégrale dispa-
rait, et il vient :

, b? 0 0
a‘V_u/ edt —= ——d[, E(&T,) 8"
=3 pig — 3 pigd.

34. Dans 'hypothése précédente (n° 29), on donnait les posi-
tions initiales et finales, c’est-a-dire les valeurs initiales et finales
des q,, et, par suite, dq) = 0, ¢g, = 0, et 'on obtenait :

avzaf #dt = 0

o

¢’esl le principe d’Hamilton.

Dans le cas actuel, les positions extrémes étant arbitraires,
les d¢, ne sont pas nuls aux limites, et, par suite, on a :

= E P.a‘(].' E P."]u (Q)
et le second membre n’est pas nul.

D’ailleurs, lorsque les positions extrémes sont données, les
variations dg, sont nulles aux limites t, et ¢, et les constantes
arbilraires introduites par I'intégration sonl complétement déter-
minées par les positions extrémes des points du systéme,
lesquelles sont données. Au contraire, si les positions extrémes
sont arhitraires, les ¢;, ¢i, et, par suite, les p, qui sont liés
aux g; par I'équation (1), sont des fouclions de ¢, et des 2%k
constantes arbitraires. La fonction

t
V:/ odl,
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est done aussi une fonction de ¢, el de ces 2k constantes arbi-
traires. _ '

Les dg, sont uniquement les variations des ¢, provenant des
variations des 2k conslanles arbitraires.

LLa formule (2) donne la variation de V, provenant des varia-
Lions des constantes arbitraires.

Cette formule (2) démontre la proposition énoneée plus haul,
que le variation de T + U est une différentielle exacte. Obser-
vons que si 'on ne considérait pas ¢ comme variable indépendante,
on devrait ajouter au second membre de (2), le terme %}' dt.

35. L’expression que nous venons de trouver pour la varia-
tion de V, va nous conduire & des résultats importants. En effet,
les intégrales des équations du mouvement, au nombre de 2k,
renferment les 2k quantités ¢,, p,, le temps ¢, et les 2k constantes
arbitraires. On peut done exprimer les variables ¢, p,, au
nombre de 2k, et, par conséquent, aussi ¢ en fonction de ¢
et des 2k constantes d'intégration, et, par une quadrature,
on aura V en fonction de t et de ces 2k constantes d’inté-
gration.

Mais, le choix des quantités qui forment les 2k conslantes
est arbitraire. Si Pon prend, par exemple, les 2k valeurs
initiales ¢, p?, on aura V exprimée en fonction de ¢, ¢}, p}. Mais
les 2k +~ 1 variables ¢, g,, p;, et les 2k constantes ¢, p! forment
un systtme de 4k + 1 quantités reliées les unes aux autres
par 2k relations qui sont les équations intégrales. On peut don,
au moyen de ces 2% relations, exprimer 2k quantités en fonclion
des 2k + 1 autres. Supposons, par exemple, que I'on exprime
les 2k quantités p;, p;, en fonction des 2k + 1 quantités ¢, ¢, q7,
et substituons les valeurs des pf, ainsi obtenues, dans la fonc-
tion V, qui, d’aprés ce que nous avons dit plus haut, est déja
exprimée en fonction de ¢, ¢f, p!. Nous en déduirons la valeur de

V=/ odt,

to

en fonction de ¢, ¢, ¢
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Cela posé, si nous prenons la variation de V ainsi exprimée,
sans faire varier t, il vient :
IV IV
— dg; + Y — i
bq. 1 E Dq? 1

6‘V=E

En comparant les deux expressions de dV, on obtient les
équalions :

hAY vV
D_q-=p” D—q" = — pi, (3)

ponri=1,2, ...k

Ces équations (3) qui donnent p; et p; en fonction de ¢, ¢., ¢,
peuvenl done remplacer les 2k équations qui relient les 4k + 1
quantités ¢, q,, ¢°, p, pi- Elles sont, par conséquent, équivalentes
aux 2k équations intégrales : il sera évidemment facile de les
former lorsque la fonction V sera connue en fonction de ¢, q., g,

36. 1l est facile de s’assurer que la fonction V satisfait d une
équation différentielle partielle du premier ordre que nous allons
obleuir.

A cet effet, reprenons la formule :

a2t
V= / edt,
I

qui définit la fonction V. On en tire :

dVv

?—Tt.

Or, ¢ est contenu dans V d’abord explicitement, et, en outre,
implicitement, puisque V est fonction de g4, ga, ... 9, qui SODL
des fonctions de ¢. On a done 'équation :

av. v AV dg;
=T w2y d

a laquelle doit satisfaire identiquement la fonction V.
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Mais, en vertu de (3), cette équation nous donne :

AN N
ou bien :

DV

+ ¥ pigi— (4)
Si maintenant 'on pose :

v = pai— ¢ (3)

. léquation (4) devient :
v 0 6

T =0,

w Y (6)

Telle est I'équation & laquelle doit satisfaire la fonction V.
Or, cette équation est une éguation aux deérivées pariielles du
premier ordre en V.

En effet, les quanlités g; et les p, que nous avons introduites
en posant :

%%
pi = Dq, (1)
forment deux systémes de quantités qui peuvent étre exprimées
les unes en fonction des autres, et, en ouire, en méme temps
en fonction de ¢, gq,.

Il résulte de cette liaison entre les g} et les p, qu’une expression
quelconque donnée des 3k + 1 quantités ¢, g., gi, p:.. peut étre
exprimée, ou bien en fonction des 2k + 1 quantités ¢, g, g;, ou
bien en fonction des 2% + 1 quantités ¢, ¢,, p;. Cest ce qui
arrivera précisément pour la fonction ¢.

En effet, en vertu de (5), ¢ est une fonction des 3k + 1
quantités ¢, g, g/ et p,. Par conséquent, d’aprés ce que nous
venons de dire, on pourra exprimer § en fonction des quan-
tités £, q;, p;. et, si 'on remplace, en vertu de la premiére des
équations {3), les p, par les quotients différentiels partiels 37:_, il
en résultera que | sera exprimée en fonction de ¢, g, —_ L’équa-
tion (6} devient alors : "

vV V.V bV)

~f ¢ g9 ey Yoy T = e —
Dt_‘wb(’q"q 1 3¢, g, 3

—0. (7)
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C’est Véquation différentielle partielle d’Hamilton d laguelle
satisfait la fonction

4 t
V=—.f ?dt_:‘/ (T + U)dt,

considérée comme fonction de ¢, g,, g;- Cette fonction V renferme
done k constantes arbitraires; si I'on augmente V d’une nouvelle
constante additive, elle satisfera encore a I'équation (7), et nous
aurons ainsi une solution renfermant k + 1 constantes arbi-
traires, c¢’est-a-dire une solution compléte.

L’intégration des équations canoniques doame done une
solution compléte de l'équation aux dérivées partielles du.
premier ordre (7). '

37. Inversement, si I'on pouvait obtenir cette expression
de V, on aurait, en verto des équations canoniques,

AV : W

;I‘:P" D-q((]:

—pis
et les secondes de ces équations, au nombre de k, seraient les
intégrales finies du probléme.

Nous trouvons ainsi une liaison entre les deux problémes de
I'intégration des équations de la mécanique, et de I'intégration
des équations différentielles partielles du pregiier ordre.

Tout ce que nous venons de dire serait encore vrai, si la
fonction ¢, au lieu d’étre égale & T <+ U, désigne une fonction
quelconque des quantités ¢, ¢,, ¢; : €'est ce que nous verronos
dans le chapitre suivant.

38. Remarque. — Dans les problémes de mécanique, la
fonction ¢ prend une forme trés simple. Pour trouver cette
forme, reprenons ’équation

‘P=EP-']:'?,

et remplacons ¢ par sa valeur T+ U, U désignant une fonction
des ¢, seulement, ne renfermant pas explicitemen! le temps,
et T une fonction homogéne et du second degré des g.
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On a d’ailleurs : .
hE 3T

. O
ou :
T
EPE(I: = 2 q: D_q“,: 2T;
par suite,

¢=2T —(T+ U)=T—U=H.
L’équation aux dérivées partielles est alors :

v
—+H=U,
ot

et 'on a le théoréme suivant :

39. TurorEME. — Soient :
H=T —U T
= -— 5 et Pl' =T
og;
el supposons que H soit exprimée en fonction des p,, q,; les
équations différentielles du mouvement sonl alors :

dy; 0
. 71_ o Py
('lpl- H
[T

Considérons le mouvement pendant Uintervalle de Ly at, et
introduisons comme constantes arbitraires dans les intégrales
X o 0 0
les valeurs initiales p?, q;.- -y
Si Pon remplace ensuite dans H les p; par Tq-" en posant :

hAY
- g,

7

p;
on obtient Péquation différentielle partielle du prewmier ordre :

~

oV
—+ =0
ot
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qui définit la fonction V en fonction des variables t, q;. Formons

maintenant Pintégrale .
¢
/ (T + U)dt,

L1}

dans laquelle T + U est, en vertu des intégrales des équations du
mouvement, une simple fonction de t et des 2k constantes q;, p;,
et exprimons le résullat de la quadrature en fonction de |, q; et des
k constantes arbitraires q;, en remplagant les p] par leurs valeurs
tirées des intégrales des équations du mouvement. La valeur ainsi
oblenue de lintégrale

af
\Y =/ (T + U,
fo

est une solution compléte de Uéquation différentielle partielle :

WV
—+ H=0.
1

Y.
Geénéralisation de la théorie précédente.

40. On peut étendre lous les raisonnements que nous venons

de faire dans le cas d’un probléme de mécanique, an cas ou la

_fonction ¢ scrait une fonetion quelconque de ¢, q,, ¢;; en d’autres
termes, nous allons actuellement considérer I'intégrale

al
/ pdlt,

dans laquelle ¢ n’est pas égale 3 T+ U ().

On trouve, dans ce cas, pour la variation de ['intégrale :
) p

D?\
' dp do a ° do Dq: R
8/ sdl = 2 D_q'- 3q; ———E (D—qf) aq" +'/ 2 yaq._ ol gqdt

(*) Jacosr, Vorlesungen iber Dynamik, p. 148. |
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Si, dans ce développement de la variation de I'intégrale, on
égale a zéro la quantité qui se trouve sous le signe /, les équa-
tions que I'on obtiendra sont celles qui, dans I'hypothése actuelle,
remplacent les équations du mouvement de Lagrange.

Ces équations ont pour type :

9
i dp
—_ =, A
dt o (4)

et il vient :

0

¢ dp dp 0
3 f =32 gy (;) .
./? o 00 3 il

‘%

Nous nous proposons actuellement, pour rendre I’analogie des
deux problémes plus compléte, de mettre les équations diffé-
rentielles (A) sous la méme forme qu'Hamilton a donnée aux
équations du mouvement, c’est-2-dire la forme canonigue. Dans
ce but, de méme que précédemment (n° 43), on a remplacé
les q; par les p,, en posant p, =%, nons remplacerons dans le
cas actuel, les g; par les p,, en posant :
g
P = ;q—: "

On a ainst k£ équations qui permettent de calculer les ¢ en fonc-
tion des p, et des g;.

Introduisons maintenant Ia fonction

\
v = pgi— 7.
el opérons comme ci-dessus.
Nous aurons pour la variation de { :

8= pdyi + ¥ qidp; — dy,

et, en remplacant dp par sa valeur, ¢ étant considérée comme
une fonction des g, et des g; :
o bl¢ op
do=Y "o+ S . oqi + —dt
? 2 2 q'+zaq; i+

pY LD
=2;;id‘qi+ Epid‘q,- +£d‘t,

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1



(45)

ce dernier terme devant figurer dans J¢, lorsqu’on laisse la
variable indépendante arbitraire, il vient :

. , %% . ;0

8y = psgi+ 3 qidp— Y, i 2 pdg— d
g o9
—Vap,— S sq,—Zan,

Or, la fonction ¢, par sa définition, est une fonction des 3k + 1
quantités ¢, ¢;, p;, q;; mais, i cause de la formule
o9
Py

on peut exprimer les ¢; en fonction des p,, et J devient une
fonction de ¢, g;, p;, et en prenant la variation de ¢ ainsi expri-
mée, on a :

o RIANN Ay
oy = 2 (B_p,) dp; + E (b_(].) dg; -+ (ﬁ) Jt,

en renfermant dans ce cas les quotients différentiels entre
parenthéses pour les distinguer. Nous aurons donc en égalant
les deux valeurs de J¢ :

i—() (M) oM.

wl g Nl Y
Or, en égalant & zéro la quantité sous le signe /, nous avons
obtenu les équations différentielles ayant pour type :
2

d.—
% (@)

e 3’

cetle équalion se trangforme en la suivante :

et, par suite, en ayant égard & la deuxiéme équation (1), on a :

dp, (3'#)
dt 3,
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D-autre part, la premiére des équations (1) nous donne :

dq, (N)
dt Py

. Nous aurons donc pour les équations différentielles du pro-

bleme :
Cdp, (M) !
dt — \q
(B)

a9 _ (i)
dt opd |

équations analogues A celles d'Hamilton (n° 45).

Or, l'intégration de ces équations nous fournira, en posant,
comme précédemment :
ot
V— / gdt,
:

4]

une solution de I'équation différentielle partielle du premier ordre :

vV 0
— 4+ ¢ =0.
TR
En effet, la variation de l'intégrale V devient, en verlu des

équations canoniques (A) (") : ,
' ' AV
aV = dq; — 9% + — Jt
3 pége— 3 piagl + — 3t

ce dernier terme devant entrer dans JU, lorsqu’on laisse la
variable indépendante indétermince.

Mais, en vertu des équations différenticlles du probléme, on
obtient 2k équations intégrales renferenant ¢, q,, ¢ et 2k
constantes arbitraires; par conséquent, les g, et les g}, et, par
suite, les ¢, et les p, sont des fonctions de ¢ et des 2k constantes.

(*) En effet, en vertu des équations canonigues (A), le terme sous le
signe/ dans le second membre de ¢V est nul, et, par conséquent, JV se
réduit a la partie en dehors du signe / :
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I! en sera donc de méme de ¢, et, par suite, de V qui sera une
fonction de ¢ et des 2k constantes. Prenons pour ces 2k constantes
les 2k valcurs initiales g%, p?; alors ¢, et par conséquent, V sont
des fonctions de ¢ et des 2k constantes ¢, pl. Les 2k équations
intégrales renferment donc les 4k + 1 quantités ¢, q,, p;, 9/, p};
on pent, par conséquent, déterminer les 2k quantités p,, p;,
en fonction des 2k+1 quantités g,, g} et ¢, et, par suite, V pourra
&tre exprimée en fonction de ¢, g,, ¢7, et 'on aura :
w v
W=E£M+2@%+Eﬂ

En égalant les deux valeurs de dV, on a les 2k équations :

v (2)
3!
qui sont évidemment équivalentes aux 2k équations intégrales.

Mais, 4 cause de :

ona:

puisque V est une fonction de ¢ et des g; qui sont des fonctions
de t.

Par conséquent, la fonction V doit satisfaire identiquement
A I'équation :

Y
— + g — o =0,
=+ 2Py
ou bien ; ‘
hAY 0
3 g = U,
en posant :
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et 'on verra, comme daus le chapitre précédent, que si I'on rem-
place dans ¢, exprimée en fonction de ¢, g;, p;, les p; par les
quotients différentiels partiels g-;:, on obtiendra I’équation diffé-
rentielle partielle du premier ordre :

h/R hI/

W / A
D—t+\\b(ﬂe Qs §oy - Gae )

A laquelle satisfait la fonction

V=/ ?dt,

g

considérée comme fonction de ¢, g;, g7, et nous aurons le thée-
réme suivant qui est da & Jacobi :

a1. Tarorime. — Soit ¢ une fonction quelconque donnde
de L, q,, q;, el remplagons les quotients différentiels q; par les
nouvelles variables p,, définies par les équations :

L D?
pi= D—q[ ’
posons ensuile :
v = pfi— s

el exprimons la fonction ¢ au moyen des variables p,, q; et L.

Les équations différentielles ordinaires :

%_ A i
dt BE’

* 3
PR Y (®)
dt _—Sq—‘-‘

rendent nulle la partie de la variation
X
) vdl,
to

siluée sous le signe‘/.'

(*) Nous supprimons ici les crochets qui sont devenus inutiles, puisque
nous n’avons plus de distinetion & faire.
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Désignons en outre par p, q les valeurs des 2k variables p,,
q; pour t =1t,, el inlroduisons ces quantités eu lieu des con-
stantes arbitraires dans les intégrales du sysiéme (B). Posons

ensuile :
YV

pi:b—q,’

et nous aurons 'équation différentielle partielle du premier ordre:

Vv 0
— Y=
o ¥ ’

qui définit Y en fonction de t el des q,.

Si maintenant Uon forme Uintégrale :

o al D‘P
V—'/ :,zdt—/ gﬁi)im-—-v{agdt,

¢ élant, en vertu des intégrales, une fonction de 1, et des 2k
constantes q;, pi, et si Uon exprime le résultat de la quadralure
en fonction de t, q,, q7, la valeur ainsi oblenue pour V est une
solution de Uéquation différentielle partielle :

— 4+ =0
Y
a2. Remarque I. — La formule qui relie les fonctions ¢ et §
étahlit entre elles une sorte de réciprocité.
En effet, nous avons posé :
, 07
Y= E q; aq: P

o étant une fonclion de ¢, g, ¢:.

Or, au moyen de Ia relation :

O

Dq;
on peut exprimer les g; en fonelion des p,, et, par conséquent,
obtenir ¢ en fonction de ¢, g¢;, p;.

i

4
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Done, pour une fonclion @ de ¢, q,, ¢;, on peut obtenir une
fonction ¢ de t, q,, p;.
Mais, on a aussi :
2
o= pfi— b= Ep'a_,),-—‘u"
 élant une fonction de ¢, p;, g,.

Or, au moyen de la relation :

(I‘. = E‘
on peut exprimer les p, en fonction des g,, et, par conséquent,
obtenir ¢ en fonetion de ¢, ¢, ¢;.
Il résulte de 12 que I'on peut, en vertu de la formule

b= pgi— e
[ ]

pour chaque fonction ¢ de ¢, g,, ¢i, trouver une fonction ¢ de
t, ., p:; et, réciproquement, pour chaque fonclion ¢ det, q,, p.,
trouver une fonclion g de ¢, g;, g:.

43. Remarque II. — La solution trouvée de I'équation diffé-

rentielle partielle :
vV

—D_t_ +y=0,
renferme, comme nous 'avons vu, les & constantes arbitraires
41+ G2, - gz. Comme la fonction J ne renferme pas la fonction V
elle-méme, on peut ajouter 4 cetle solution une constante
additive, et le résultat salisfera encore & I'équation différen-
lielle partielle.. Nous aurons ainsi une solution renfermant
k+1 constantes arbitraires, c¢’est-a-dire une solution compléte
de Uéquation aux dérivées partielles du premier ordre : celle
solution renfermera autant de constantes arbilraires qu'il y a
de variables indépendantes dans 'équation différentielle partielle.

44. Remarque I1l. — De méme que I'intégration des équa-
tions canoniques du mouvement, ou des équations différen-
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- tielles (B), fournit une solution compléte de "équation différen-
tielle partielle :

_D; + gy =10,
de méme, réciproquement, on peut, au moyen de celte solution
compléte supposée connue, former les intégrales des équations
différentielles (B).
En eflet, ces intégrales sont, comme nous l'avons vu (n° 40),
équivalentes aux équations :

¥ v

— =P

=" 2
Dq( D(]? pl) ()

el nous avons ainsi les intégrales exprimées par les quotients
différentiels d’une méme fonction V.

Observons ici que les équations différentielles du probléme
étaient exprimaées par les quolients différentiels d'une méme
fonction II, dans le cas de [a mécanique (n° 45), ou d’'une méuie
fonction ¢ dans le cas plds général (n° 40). .

Celte fonclion Y a regu d’Hamilton le nom de fonction prin-
cipale.

La deuxiéme des équations (2) :

h'S

. 0
A pe

donne les intégrales finies du probléme.

La premiére de ces équations (2) :

WY

Wi=Pi,

donne les quantités p; ou ¢ en fonction de ¢, el des g,, avec
k constantes arbitraires ¢f. C'est le systéme des intégrales pre-
miéres.

45. Noaus verrons plus loin qu’il n’est pas absolument néces-
saire que les k conslanles contenues dans V soient lcs valears

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1



(52)

initiales ¢} : mais, si I'on connait une solution compléte V quel-

conque de I'équation différentielle partielle :

b .

D_t + = 0,
les constantes étant quelconques, les intégrales des équations
canoniques pourront toujours étre exprimées par les quotients
différentiels partiels de cette fonctlion V par rapport aux con-
stantes qui y sont contenues. C’est le théoréme de Jacobi que
nous verrons dans la suile.

46. Hamillon définissait la fonction V au moyen de deux
équations différentielles partielles, 'équation :
W .

— —0
M+4‘ s

et une auire ().

Mais, Jacobi a démontré que cette deuxiéme équation ne sert
4 rien pour la solution, et d’ailleurs elle peut se déduire de la
premiére. L’introduction de cctte deuxiéme équation n’apporte-
rait aucune simplification 4 la solution du probléme. En effet,
la fonction V devrait alors satisfaire 3 deux équations différen-
tielles partielles simullanées. Or, le probléme de la recherche
d’une solution commune 3 deux équations diflérentielles par-
lielles simultanées n’est pas plus simple que celui de la recherche
d’une solution compléte d’une seule équation différentielle par-
tielle.

47. Pour démontrer que la deuxiéme équation différentielle
partielle d’Hamilton peut se déduire de la premiére, Jacobi fait
usage du théoréme suivant :

Tugoriiwe, — Soit un systéme de n équations différentielles
ordinaires enire les n +1 variables t, x, ... X,,; sotent X, X3, ... X5
les valeurs des variables a Uorigine ty du temps, el supposons

(") Philosophical Transactions, 1854 et 18353,
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que Uon ait satisfail au systéme des équations différenticlles
ordinaires proposées par le systéme d’équations intégrales :

x, = [i{f, t, Ty X3y vy Xp),
Xg == fz(tv b, .’L'?, Tg, ey .’l'[,)‘), (A)

xn'=/n(t’ lo, I?, 1'27 sery .’L‘g).

Si Pon remplace dans ce systéme les variables t, X, ... X.,
par leurs valeurs initioles ty, x|, X;, ... X} el réciproquement,
Jjedisque Uon obtient un sysiéme équivalent d’équalions inlégrales.

Ce théoréme dispense de faire le travail ennuyeux de I'élimi-
nation, et il permet d’exprimer facilement les équations inté-
grales résolues par rapporl aux constantes arbitraires de la
maniére suivante :

‘T(l]=fl(th t’ xly xg, srey -Tn):

0 __
.T,.—-/.;(to., b Xy, Xgy ey T,), ()
xp=[ (L by Xpy Tay w0ry X,).
Démonstration. — Soit le systéme d'équations intégrales :
xy=F(t, oy, otgy ve, ),
xe=Fyt, ay, g, +., ), (©)

xu=Fn(t7 Xy Xgy ---)"ln)’

satisfaisant aux équations différentielles données; il en résulte
entre les valeurs initiales le méme sysiéme d’équations, savoir :
:L“::F,(l(,, Qyy Ty ey Xp)y

0
X3 = Fz(fm Ky Xgy ey an)’

D)
Ty =F(lo, a;; aa, «y “n)-

Le systéme (A) résulte évidemment de I'élimination de &y, «y, ... o,.
entre (C) et (D). Or, ces deux derniers syslémes se transfor-
ment 'un dans laotre, si I'on change t en #,, el en méme
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temps x; en x}, x, €n a3, ... &, en x5; par conséquent, on doit
pouvoir faire ce changement dans (A), et I'on obtient alors (B)

qui est donc équivalent & (A).

48. Voyons maintenanl ce que devient la fonction V, quand

on change les variables en leurs valeurs initiales.

Supposons que les équations de la mécanique (n° 45), ou les
équations différentielles plus générales (n° 40), soient intégrées

par le systéme :

f]1=§1(l, Ty Ogy ey dng)y Pr=mw{l, @, &, oy ay),

=&, 2, 25, ..., 2a1), P: =3l @y, 23, ..

__ & I 4
qk—,k(l, Ty, Ggy ey Oy, Pr=rorl, 2, o, «..

Si I'on remplace ¢ par sa valeur initiale ;, on a:

qi = &ty @1y a1y vy mu)y  Pl=w(loy @y @, ..

’ “m)s

ay).

y Oax),

0
'[3=Eg(fu, Oy Xy wrey LTAN ]12=m’1('0, @iy Ugy wey Xty

(]2: Ello, @iy 035 oy rz,k), ]Ig:m‘k(!o, Byy %y, ae
Cela posé, considérons I'intégrale :

V= / »dt,

‘0

] a:u) .

o ¢tant une fonction de ¢, q,, g3, -« Gis P1s P2y - Piy qUi, aprés
I'introduction des valeurs de ¢y, gg, - @iy Pyy Pasy ... Py déduites
des ¢équations intégrales précédentes, devient une fonction de

t, oy, 2, ... ay. On a done, d’aprés cela :

/ edl =0, oy &gy vy a0,

et, par suite :

o
V= ,/ ?(“:q’(l, Fyy Ezy ooy a!k)__q’('[H &yy gy -

0

La quantité V ainsi déterminée sera, d’aprés ce
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avons vu (n° 40) une solution compléte de I’équalion différen-
tielle partielle :

3 + y =0,
pourvu que l'on élimine les conslanles a;, o, ... 2y, au moyen
des 2k équations ci-dessus pour gy, ga, . iy Gis G2, - Gi-
" Mais, de ces 2k éqnations, une moitié se transforme dans
I'autre, si I'on change ¢ en #y, et les quantités g, en ¢f. Donc,
chacune des quantilés oy, oy, ... ag, Sera exprimée en fonclion
de t, ty, i, qa, - iy G}, G, - Qi, de maniére qu’elle reste inva-
riable, si l'on change U en ty, q; en qj.

Par ce changement, Ia fonction :

V=@, @y, 22y agr) — P(loy @iy Bay ey Bz)y
se change en la suivanle :
'i'(fo, gy g, ey a,‘.)——fh(t, Ay gy ey Zep)y
c’esl-a-dire en — V.,

49. Dans lout ce qui précéde, nous n’avons fait aucune
hypothése sur les équations différentielles. Supposons mainte-
nant, pour obtenir le cas considéré par Hamiltun, que ¢ ne ren-
ferme pas explicilement la variable 1. C’est le cas de la méca-
nique, lorsque ¢ n’entre pas dans la fouclion de foree U, ni, par
suite, dans la fonction y=H=T — U; alors ¢ n’entre dans les
équations différentielles du mouvement que par sa différentielle.

Ces équations peuvent étre mises sous la forme suivante :

dbidgiidgetodgdpidpe: - dp

P
'bp,'apzl 'op," aql' I\q,' hI/M

dp oW oy

En faisant abstraction de d¢ et 1, on élimine complélement
le temps, el 'on a le systéme @

dayidgy: - dgeidp:dpszetdp,
W hEA h}Y) oy . b

==l el — I — : e 3
APy Py hJ oy b/ R/

»
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par I'intégration de ce systéme on exprimera toutes les variables
en fonction de I'une d’entre elles, g, par exemple.
On peut déterminer cette derniére en fonction du temps par
I'équation :
dt 1

df]l a‘l‘

et, en intégrant,

Hnd

(

t'_t[]:‘/ D_\il—.
' —_—

Py

En résolvant cette derniére équation par rapport 4 g,, on a
cette variable en fonction de t — t,. Mais, toutes les variables
élant déja exprimées en fonction de g, , elles dépendent toutes
de la différence t — f,. Donc, la fonction V renfermera aussi
ces deux quantités ¢ et ¢, par leur différence t — t,— 0.

On a donc:
DV WV DV

ot My 28

Mais, si Pon change ¢, q,, ¢5, ... ¢; en leurs valeurs inilialcs
foy @0y ¢, we g2, V se transforme en — V, 6 en — 8, et 2> 9 ne

change pas.

Si 'on désigne par y, la valeur dans laquelle ¢ se transforme
lorsque les quantités g, etp, = se changent en g} et p; —g—:h
Péquation :

0= i + ¢ = ?X + ¢
o Y, ’

se transforme en la suivante :

O=— + §g— —— +
3 Yo 3, do-
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Or, I'équation :
vV

— — =10
o, ] )

est la deuxiéme équation d’Hamilton, et I'on voil qu’elle se
déduit de la premiére par le changement des variables en leurs
valeurs initiales.

VL
Théoréme sur les déterminants fonctionnels.

50. Avant d’aller plus loin, nous devons démontrer un théo-
réeme dii & Jacobi sur les déterminants fonctionnels, et dont
nous ferons souvent usage. -

Soient f;, fay - [, n fonctions des n variables x,, a4, ... x,,

fl= ?i(xl: Ly wrey xn)!

fzz?i(xh Lay oy a:n)!

/;1=?n(x11 Tgy v oy In))

et soit le déterminant fonctionne] :

dxy I, dx,
D[’ D/i afn
R= dTy ATy dxy

0T, T, iz,

n

Il est facile de démontrer que, si le délerminant R est iden-
tiquement nul, les fonctions qui enirent dans sa formation ne
sont pas indépendantes les unes des autres; une ou plusieurs
d’entre elles peuven! s’exprimer au moyen des aulres ().

(*) Jacos1, Vorlesungen iber Dynamik, p. 102.

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1



(38)

De l'une des équations contenant z;, par excmple la pre-
miére, tirons la valeur de x, en fonction de f, x4, ... z,, el
substituons dans une des autres équations renfermant z,, x,,
par exemple la seconde : nous aurons f; en [fonction de
fi, Ty, Xz, ... 7, Cette équation nous donnera x; en fonction
de fi, fa, x3, ... x,, €l alors nous aurons f; en fonction de
fis fas x5, .. %, €t ainsi de suite.

Nous pouveons done considérer :

[i comme une fonction de z,, x5, ..., x,

/:1 » » /.Is Tq, L} 'Tnv

/5 ’ » fl, f!- Tgy ooy Xy

/n ﬁa[ﬁa-;f—u Tny

el nous aurons :

1
-

/-I = v1’“1(-7‘11 Loy oy xn)’
f!= ‘;2(/‘!, Xgy ooy 1'“),
fi=wllts fi, T3y o T,),

=\ry‘ir/-ly [E! ey /;—l, Ty aeny mn)'

I est évident que I'on retrouvera les valeurs primitives de
Jis far o [os €0 Ty, Xe, .. x,, 81 I'on remplace successivement
dans les seconds membres f;, fa, ... par leurs valeurs déduites
des équations qui précédent celle que I'on considére.

Nous aurons donc, en différentiant :

Y/ ;o i s 3y dfiny oy
A A R AT il

dry i dry A3 dry Ailg e dIy

Observons que 0 est la dérivée-partielle par rapporl ar de
fi==1y;, considérée comme fonction de £y, fy, .. ficts iy Tiry oo Ty
c’est-3-dire dans la deuxiéme hypothése, tandis que ‘f' est la
dérivée partielle par rapport i x, de f,=¢,, consnderee comme
fonction de xy, x4, ... x,, c'est-d-dire dans la premiére hypothése.
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M Wofi o waf; e M M
= + .
dry idee 3o, iy dxy dug

Celle équation nous donne successivement :

V4 N Oy N

Dby 3

DIy dary ALy 0Ly ’ dar, o 317,.,

Mg M4 2/ YA
—_— -+ — ==

dey i dr, Iy

>

puisque ¢, ne renferme pas explicitement la variable x,.
De méme,

s s Wsdfa s
dxy oy dxy Af e X, hE o) ’

et ainsi de suite.

Elle nous donne aussi :

s ¥ 0/ s

— = 4 ’

A )f1 dxg hY

hn . Mg Of o

hE o dr;  dxg

et ainsi de suite;

At A3 d A5 o, T
Ms_ s Wsh s
hE 3fi dxg s 0Ty Xy

puisque Y5 ne contient pas explicitement la variable x,.

On a aussi :

et ainsi de suite.
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Il résulte de 14 que, s1 nous écrivons le déterminant :

oy
i 0 0
dx,
d dy
MW o5 0 L0
dXy Xy
d d J
R
AT; ATz 0T

0
Py Mg s A,
ar, ox, dx, | ox,

nous pourrons le considérer comme le produit du déterminant ;

1 0 0o .. 0
hY

— —ﬁ 1 0 0
it

My
i dfs ’

[ S A . £ 1
o ofs s
par le déterminant fonctionnel :
dx; dx; dx oxy
i s s Sf.,
R= | dxy; dx3 3z, Xy

r, 3x, ox, o,
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Or, le premier de ces trois délerminants se réduit 3 son

premier terme
TR ",

dxy Oy ok,
et le second est égal & I'unité.

On a donc :
s W,

0 g X, (A)
Cela posé, si le déterminant fonctionnel R des fonctions
fis fas - f, est identiquemen! nul, la formule (A) nous permet
de démontrer que les fonctions f ne sont pas indépendantes les
unes des aulres.
En eflet, si R =0, il faut que l'un des facteurs :

iy O 3,

’ —_ e —_

dx, PE 9 x,

s'annule identiquement.

Mais, les n — 1 premiers facteurs sont, en général, différents
de zéro, puisque, par hypothése, ¢, contient explicilement x,,
$3 conlient x4, etc. 11 faut donc que ce soit le dernier facteur gﬁ—"
- qui s’annule. identiquement, c’est-a-dire que, par suite des sub-
stitutions successives que l'on a faites, la derniére fonction {,
ou /, ne doit plus renfermer x, explicitement, et peut, par
conséquent, s'exprimer au moyen de f;, f;, ... /., Seulement.

Il s’ensuit denc que, st R=0, il doit exisler entre [}, f3, - fuss /.
une relation indépendante de =z,, x4, ... x,.
Cependant, il peut aussi se faire que, par suile des substitu~
tions en question, aucune des fonctions {,, ¢,y .. $ooy, DE
renferme explicitement x,, x,_,, .. Z,;. Il est évident que,
_dans ce cas, I'on aura identiquement :
n 0 Wy Wi

— =0, =0, ...
Xy dx,

=0, (B)

n—i

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1



(62)

et alors chacune des fonctions ¢, , Yo gy coo QPuss OU foy fuo iy oo fuis
s’expritme au moyen de [y, fa, - fi_iy Seulement.

Réciproquement, si les fonctions fy, f3, .. f, De sont pas
indépendantes les unes des autres, si, par exemple, 'une d’entre
elles /., ou plusieurs d’entre elles £, f._,, ... /., peuvent &lre
exprimées au moyen des fonctions restantes, c’est-d-dire f, en
fonction de fy, f3, . f,_i, ou bien f, fi_y, ... fos en fopction
de fi, fa, - fu_is, alors la premiére des égalités (B), ou toutes
ces égalités (B) auront lieu, et, par suite, le déterminant R sera
identiquement nul.

YII.
Théoréme de Jacobi.

51. Nous avons vu (n° 41) que la connaissance des intégrales
du sysiéme d’équations différentielles ordinaires :

dq; N
dt bp,-,
dp; g
dt —

nous a permis de trouver par une quadrature une solation com-
pléte de 'équation aux dérivées partielles du premier ordre :

vV
— 4+ ¢y =0.
w7

Nous allons maintenant démontrer le théoréme inverse, et
faire voir comment, au moyen de |'’équation aux dérivées par-
tielles du premier ordre, on peut, par de simples différentiations,
trouver les intégrales des équations différenticlles ordinaires.

THEOREME. — Soit :

— =0, (1)
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une équation différentielle partielle du premier ordre, qui ne
renferme pas la fonction V, la fonction L élant une fonclion
de qyy Qg4 e Qoo P1y Pay - Pas L, dans laquelle :

hAY

pi= W-

Supposons que on connaisse une solution compléte quel-
conque N de cette équation différentielle partielle, c’est-a-dire
une solulion qui, oulre la constante ojoulée, renferme n con-
slantes arbitraires ay, ay, ... o,. Si U'on pose :

AV by LY
'_::reu _ =)627 = Pus

dety Dag Qo

a

By, Ba, ... Ba étant de nouvelles constanles arbilraires, ces équa-
lions, joinles aux suivanles :

Y )V ¥V

= =y, - —==p, b]
0 Pis 0 IS . Pus (3)

serant les intégrales du sysiéme d’équations différentielles ordi-
naires dont le type est :

e 2

di ip; )
4

dp; dy ()

— S

pour toules les valeurs de i égales ¢ 1,2, ... n.

T

Pour démontrer ce théoréme, observons d’abord que, si I'on
remplace dans I’équation (1) V par la solution compléte suppo-
sée connue, le premier membre de celte équation deviendra
une fonclion identiquement nulle des quantités ¢, ¢y, ... ¢,,
&y, %y, ... 2, {. Par suite, les dérivées de ce premier membre,
prises par rapport aux ¢, ou aux «,, sont ideniiquement nulles,

Cela posé, nous allons démontrer que les équations (4) sont
des conséquences des ¢quations (2) et (3). Nous démontrerons
d’abord que des équations (2) on peut déduire la premiére moitié
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des équations (4). A cet effet, nous différentierons complétement
les équations (2) par rapport & ¢, et nous aurons :

ANy 7V dg, WV dg, »V dg, !

+ — + — e+ =0, i
dayd¢ dedq, dt dadqy di dadg, dt
'V YV dg, »V  dg, *V dg,
_ = + —_— — —_— + “aw + — = y
dagdl  dagdeyy dt dogdqyy di dadq, dt (3
3V PV dy, MV dg, NV dg,

—_— - —_— = e = _ ==,

da, Mt dadgy dt dx,dq, di dar,0q, dt i

Il suffirait de résoudre ces équations linéaires par rapport
d
a o qut’, ...%‘, et de montrer que les valeurs obtenues
identi y hid
sont }denthues 3 T e o -
Mais, on peul démontrer cetle identité trés facilement,

sans résoudre les équations (5), si I'on parvient a reconnaitre
q p

que les quantités g—:‘, g%;, g—fm, d’une part, et les quantités
%‘—, %, %;’l’i, d’autre part, salisfont & un méme systéme

d’équations linéaires.

A cet effet, différentions partiellement I'équation (1) par rap-
porl aux conslantes a,, a4, .. #,, €n observant que, parmi les
quantités ¢, g; et p,.=g—;, qui entrent dans ¢, il 0’y a que les p,
qui renferment les constantes o, a4, .. a,. En différentiant
partiellement par rapport i «,, il vient :

'Y gD e Ip 3 D
IR IR N I A

Dz, ap; da Py Ve, p,, dz;
mais, en vertu de la relation :
Y
Pa= =
Dqk
ona:
Dpk DlV
deg gD

Par suite, ’équation précédente devient :

RV dy 2V 3 PV WV
. +D;;ana“f_

+ — + — -+
ey op, g day; P Al
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Fn donnant successivement & ¢ les valeurs 1, 2, ... n, on en
déduit un sysl(‘,me de n équations linéaires Or, ce systéme
ne différe de (5) qu'en ce que les quanlltes * sont remplacées
par D— On en conclut donc:

dg: _ %

di Dp,

Pour obtenir la seconde moitié des équations (4), nous
nous servirons de la seconde moilié des ¢quations intégrales,
c'est-i-dire des équations :

v

T

En différentiant par rapport a ¢, il viepl :

dp, ¥V YV dq, Ry th

dt - gat  gag dt T T Sgag,

Or,ona: : DDV
>V 0
===} == —-’

hL/ I/ og; 2g;

par conséquent,

dp; . hi'f N 4 dq, Dpn dq"
at oot dgde T g d
Mais, en vertu de la premiére moitié des équations (4), on a:

dg, dg, %

di _ﬁlﬂ o Tdl i,
done,
dp; *V dpy d Ipg D 2
api +P1f _ﬁl_*____*_f’n&!‘

dt T aqat T aqip g ope 3 3p.

(6)

D’autre part, en différentiant I'équation (1) partiellement par
rapport 4 g,, il vient, puisque  renferme g;, d’abord explicite-
ment, et implicitement par les p, :

ha% hED D LIVBEN
0=—+iﬂ+lﬁ+...+ Y p"+ . (7)
gt p, Ag; 0Pz A9 n 0 3¢,

by}
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Retranchant I'équation (7) de I'équation (8), il vient :

ce qni démontre Ja seconde moitié des équations (4), et le
théoréme de Jacohi est démontré.

On voit, par la démonstration précédente, que les n constantes
qui entrent dans V peuvent étre arbitraires : il n’est donc pas
nécessaire de prendre pour ces conslantes les valeurs initiales

9%, G2y - Gn-

52. Remarque. — Nous avons conclu de I'idenlité des deux
syslémes qui définissent dT‘i" et %, que ces quantilés sont égales,
Nous ne pouvons tirer celte conclusion que si ces quantilés ont
des valeurs finies el déterminées; or, cela a loujours lieu paur
un systéme d’équations linéaires, dés que ces équations ne sont
pas incompatibles, ou dés que I'une ou plusieurs d’entre elles
ne sont pas la conséquence des autres. Dans le premier cas, les
valeurs des quanlités sont infinies; dans le second cas, elles
sont indéterminées. Ces cas d’exception, dans lesquels notre
démonstration cesse d’avoir lieu, se présentent lorsque le déter-
minant R des équations linéaires est nul (pourvu que les coeffi-
cients de ces équations restent finis, ce que nous supposons

toujours).
Or, ce déterminant est :

Rl 2V P?V

der 3y dxde ." dz0q,
PR\ *Y ¥V

R = | dz0q, d230qs ddq, |,

WYV *V

du,dq, 02,0q; dz,0q,

que I'on peut écrire, en adoptant la notation de Jacobi :

2V hhY W'

e ) —

R — 2 + day day dm,,
n g, 0,

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1



(67)

ou bien :
aV )V 0V
— ; ) 3
3?1 °qs In
R= ) & .
E ety dat,

Or, c’est un déterminan! fonctionnel, et nous allons démontrer
qu’il ne peut étre nul.
En effet, si le déterminant R est nul, il résulte de la premiére

PR P
expression de R que les quantités 370 S0 3a o COnsidérées

comme des fonctions de g, 21 won Gay DE seraient pas indépen-
dantes les unes des aultres, c’est-a-dire qu'il devrait exister une
av W

relation entre &-, Yot S WOy, Ogy e oy L, laq.uelle ne ren-
fermerait pas q,, 2, - . (0° 50). De la deuxiéme expres-
sion de R, il résulte qu’il devrait exister une relation entre
v

39 3 v g T G2y e Qun B laquelle ne renfermerait pas
&y Ogy o Oy

On aurait donc ainsi une équation de la forme :

W DV)
» = 0
g, g,

F(t, Gis G2y v Gy

c’est-d-dire une équation différentielle partielle du premier ordre,
4 laquelle devrait satisfaire la solution V supposée, et cette
équation ne renferme pas d . Mais, cela est impossible, si V est
une solution compléte de I'équation différentielle partielle :

En effet, pour qu’une expression :
V=/[(t 4 q2s e Guy @1, 22y o 1) + %,

satisfasse 2 la condition d'élre une solution compléte, on doit se
servir, pour éliminer les n—+ 1 constantes «;, 23, ... %,, y de
toutes les n + 1 équations

hY a/’ W f b\ of

J— — == —) bes —— == ——

o a 0 M M.
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S V-
Or, §'il existe entre 557 357 = 5570 @10 T2y o Gas s UDE Tela-
tion qui ne renferme pas les «;, @y, ... #,, et qui De contienne
pas 3 , c'est-4-dire une équation de la forme :

] v W
F(l, (111 q!, e q"’-D_q:’ " aq)=0,

il en résulte que pour éliminer les constantes «, ¢, .. 2,, 7,

on n’a pas fait usage de l'une des équations, 2 savoir de
I'équation :

WV of

o o

Si I'une des équations est superflue, et si, par conséquent,

les n autres :
o

. 0

sont seules nécessaires pour éliminer les constantes z;, ¢y, v 2,
il en résultera que 'une de ces constantes reste indéterminée,
c'esl--dire que nous pourrons lui donner une valeur parti-
culiére. En effet, entre n équations on ne peut éliminer,
en général, que n—1 quantités. Celte constante est done
superflue, et, par conséquent, la fonction f ne renferme que
n— 1 constantes.

Par suile, la fonction :
V={[ 49,

ne renferme, y compris y, que n conslanles arbitraires. Elle ne
peut donc étre une solulion compléte de I'équation :

WV 0
=
ot ¥ D

mais, elle est une solution de I'équation :
F=0.
Or, cetle derniére conclusion est contraire 4 notre hypothése

qui élait que:
V=[f+y,
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est une solution de I’équation :

hA" 0
—_— Y=
i ¥ !

et de I'équation :
F=0.

Donc, le déterminant R ne peut étre nul, et, par suite, de
I'identité des deux systémes linéaires, on a pu conclure que
I'on a :

dg, N

dt X

53. Application. — Nous terminerons ce chapitre, en appli-
quant la théorie précédente au mouvement d’un systéme libre

de n poinls matériels.
On doit d’abord calculer I'expression :

4‘=T_U)

qui entre dans les équations différentielles ’Hamilton, en fonc-

tion de ¢, g., p;-
Or, ici les ¢, sont les 3n coordonnées rectangulaires x;, y;, 2.

On a donc :

par suite,

, 5

Les p étant ici égaux & mx;, m,y;, mz, on devra dans I'équation
= T— U)

remplacer les x/, ¥/, 2} (C'est-a-dire les ¢') par =, et I'on aura ¢
en fonction de g¢,, p; et &
Mais, pour avoir I'équation différentielle partielle, on devra

poser :
V.

P.":E;,

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1



(70)

par conséquent,
;v
mx; = —>
x;
, v
my;, = a?iy
, Y
mz;=—>
el, par suile,

1 1 [/aV\2 dV\? aVye
i 1 Rl
2~ m; | D, Ay, 2z,

On a donc I’équation différentielle partielle :

PAA | 1 [V\? VAL AVAL
C 3[R B ]
At 2 <= m; | Dx, dy, 3z,

U élanl une fonction des coordonnées x;, ¥,, 2:.

Telle est I'équation différentielle partielle du premier ordre,
de la solution de laquelle dépend lintégration des équalions
différentielles du mouvement d'un systéme libre, lorsqu'il existe
une fonction de force U, qui, outre les coordonnées, peut encore
conlenir explicitement le temps.

Si I'on peut déterminer une solulion compléte de celte équa-
tion, c’est-a-dire une solulion qui, outre la constante addilive,
renferme 3n constantes «;, ¢, ... a,,, alors les équations :

D_al-= ﬁn
pour i =1, 2, ... 3n, seront les intégrales du mouvement.

Les équations du mouvemenl pourront éire mises sous la

forme :
dx; 0 d*y, U dz, U
m; = — m.

et g dE Ty T
‘T g g

= —

pour i=1, 2,... n.

Quant aux intégrales premiéres, elles sont dunnées par les
équations :
dx, 2V dy, Y dz; AV
m;—— = — = -
t dt dy; dt 2z,
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VIIIL
Fonction caractéristique d’Hamilton.

54. Nous avons vu, dans le cas d’un probléme de mécanique
anquel le principe des forces vives est applicable, que, T étant
la demi-somme des forces vives, et U la fonclion de force ne
renfermant pas explicitement le temps, ’équation des forces vives:

T — U= H = const. = k,
est une intégrale du probléme (n° 4%).

Nous savons aussi que, dans ce cas, I"équation différentielle
partielle du premier ordre, & laquelle satisfait la fonction V, est :

hL' WV Y hAY
— ) m—=— y P g2 e —— —U ) y o gy =‘-0, 1
TR M+T(q4 9 - Qo aqn) (@5 93 ¢a) =0, (1)
ou bien :
v H( v DV) o
gﬁ' Gy Gay oo D_qi,.“% =40.

Outre la fonction principale V, Hamilton considére une autre
fonction S définie par I'équation :

S=V + H(t —fy). 2)

Cette fonction S jouit de propriétés analogues i celles de la fonc-
tion V, et elle peul étre substituée 4 cetle derniére avec avantage.

55. Nous allons d’abord démontrer que la fonction S ne ren-
ferme pas explicitement le temps.
En effet, de la formule (2) on lire ;
. s W
—=— 1L
ot
Or, lorsqu’il existe une fonction de force indépendante du temps,

ona:
Y
—+ H=0,
N1
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par suite,

)
—_— 0,
o

et, par conséquent, S ne renferme pas explicitement le temps.
58. Ceci posé, prenons la variation de S, nous aurons :
38 = 4§V 4 (¢ — 1,)dH + H3t,
d'oui, en remplacant dV par sa valeur :
oV = pdq, + pigs + ... + pig,
— pidgl — patgs — .. — plogh + % dt,

et observant que :
h

—=—H,
i
il vient:
88 = p,dq, + pigs + - + pag,
— pi0ql — pitgl — ... — pligd + (t — &) M.

Si donc on considére S comme une fonction de g, ... q,,
9, ... o et de H (), aprés avoir éliminé le temps ¢ au moyen
de ’équation H=T —U, on aura les 2n+1 équations suivantes :

8 S )

Eﬂ‘ph Sq—,_p” . DZ~I’H,

PR) S S S

— = !, — =l =), — =,
pUA Pis o8 Pz b7 P M ’

lesquelles donneront la solution du probléme, lorsque la fonc-
tion S sera connue.

Or, il est facile de voir que la fonction S satisfait 4 une
équation différentielle partielle plus simple que celle 4 laquelle
salisfail la fonction V.

(*) La fonction S =V + H(t — ¢,), mise sous cette forme, parait ren-
fermer explicitcment le temps. Nous avons démoniré qu'elle ne le contient
pas. Si donc on veut la considérer comme une fonction des g;, ¢/ et de H,
on devra éliminer ¢ au moyen de 1'équation H =T — U,
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En effet, on a I'équation :
T—U=H,

dans laquelle T esL une fonction de gy, ... q,, py, ... P, L, €0
remplacant p, par %27' on a ['équation : '

28 hR}
T ((11, e 3_114, EI—) —U(qyy ..o q) ==L (3)

Or, cette équalion différentielle partielle du premier ordre, qui
ne renferme pas la fonction inconnue S, est plus simple que la
précédente (1).

57. ProprifTé. — La fonction S n’est autre que l'intégrale

définie :
S=f 9T d¢,
L)

que I'on considére dans le principe de la moindre action.

En effet, on a :
S=V+ H{—1);

vz/' (T + U)dt;
par conséquent, ¥

S =/'(T + U)dt 4+ H(t — ).

ar,

Puisque H reste constante pendant toute la durée du mouve-
ment, on aura :

S=/ (T+U)dl+./‘H([tm/‘(T—FU-*-H)dt,

to

et, en remplacant H par sa valeur T — U,

t
S = /' oOTdt.
uro
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On voit donc que Ia fonetion principale d’Hamilton :

V=/' (T + U)de,
[

ne différe de la fonction S que !'on considére dans le principe
e la moindre action que par 'addition d’un terme proportionnel
au temps (n° 32). :

La fonction :

\ '
S=/ oTdt,
. /

a re¢u d’'Hamilton le nom de fonction caractéristique. Elle satis-
fait 4 'équation différentielle partielle (3).

58. Il est facile de s’assurer que le théaréme de Jacobi (n° 51)
peut étre modifié de la maniére suivante quand il existe une
fonction de force ne renfermant pas explicitement le temps :

THEoREME. — Si (u fonction de force U ne renferme pas
explicitement le temps, de telle maniére que le principe des
forces vives ait lieu, el si Uon remplace dans Uintégrale des forces
vives :

T—U=h, (k étant une constante)

lagquelle est une des inlégrales du probleme, les quantités p,

par g%, on formera Uéquation différentielle partielle :

T ( XS S 38
(]l,qg "'qn’ Dq’ qu'l 3 an

) — U(q4, g2y - q,) = h.

8¢ Pon connait une solution compléte quelconque S de celle
équation, c’est-d-dire une solution qui, outre la constante additice,
renferme les n — 1 conslantes arbilraires «y, a9, ... 2,_,, les
inlégrales du probléme seront :

S A S 28

ot — — ey ——— =5 —_—
dety ﬁ“ dzg ﬁ” hL- p L h o

Byy Bay o Buyy by étant de nouvelles constantes.
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Les intégrales premieres élant :

nous aurons les 2n intégrales du probléme, et les constanles
seroni :
Oy Olay oo On_ys B,

ﬁh 1621 e (ﬁu—l’ '0'

En effet, on sait que la fonclion V est une solution complele
de I'équation différentielle partielle :

V 1 VY VY
—+T (’In VEPRD ‘Img’ —-) —U(q0; qay - 7,) =0. (%)
vy

ot M,

Posons V=S — At, S ne renfermant pas explicitement le
temps. Il est évident que S étant connue, on en déduira V en
retranchant At de S.

Cherchons donc I'équation & laquelle satisfait la fonction S.
A cet effet, nous allons transformer I'équation (4). On a :

hh W 28

Ly, — =

a L g g
par conséquent, Péquation (4) se transforme en la suivante :

3S 28
—h+T (qn 2y oo 7"’a7,{ ﬁ) —U(qss 2, » 4.0 =0, (5)

équation qui devra étre vérifiée par la fonclion S.

Si donc, op connail une solution S de cette équation (5), on
en déduira une solution V de (4) en retranchant ht de S.

Or, d’aprés le théoréme de Jacobi, on sait que, si I'on connait
une solution V de (4), les intégrales des équations du mouve-
menl sont données par les équations (n° 51) :

2V
— =f-

da;
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Les intégrales des équations du mouvement sont donc données
par les équations : -

S — ht S — hi) AS — hi)
( ):Fﬁl’ ( =p25 " -———-2@"_1,
oy dag W -y
XS — ht)
— =1
N/}
ou bhien :
28 38 38 P L
D_’1|— hb—di—p,’“ D’l,,_|— n—13 bh-—‘ ar

Par conséquent, ces derniéres équations sont bien les intégrales
des équations du mouvement.

59. Remarque I. — Dans le cas d’un systéme libre, on a,
en coordonnées rectangulaires, I'équation différentielle partielle :

1 1 8\ 8 \? 28 \?
-y —||— — — —U=h
2 E m; [(Dx) * (Dy,-) M (az,-) ] '

60. Remarque 1. — La fonction caractéristique d’Hamilton :

R t
S=/ 9Tdt,

peut encore étre mise sous une forme différente.

En effet, puisque T est une fonetion homogéne et du second
degré des g;, on a :

oT X, T 'y T,
—a—q;q.-%a——,q, D:q”
d’ou :
2T = Pgy + Pi(]; -+ + P..qf.
dg. dg, dq,,
_p’ﬂf+p'ﬂ+ +an—.
Par suite,

¢ 4
S =/ 2Tdt _—.—.f (pdg: + pudgs -+ - + p.dg,).

Observons ici que I'expression p,dgq, + - + p,dg, doit étre
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une différentielle exacle, puisque I'intégrale du second membre
doit se réduire 3 une fonction de t seulement.

61. Remarque I1I. — Hamilton considére encore une autre
fonction qui jouit de propriétés analogues a celles des fonc-
tions V et S. Cette fonction est définie par I'équation :

_f (n_ .Ml)dt

dans laduelle H=T-—-T
Or, H élant une fonction des g¢,, p;, on a :

H dH 3H SH
— O, A4 e A —dq, + — Ipy e+

ad d‘Pu
9Q = / 7 i i P dt

d
w1 =Y (Sq—,. dq; + q,.a‘£>

-3 g2

T

mais, les équations canoniques :

dq; H
il
dp; oH
o g

nous donnent :

—/)( 6p,+q,o‘—)d6—/‘2 q"}p

= (7.5p: — q'344).

Si done on considére la fonclion () comme une fonction des
2n quantités p,, p!, nous aurons les 2n équations :

aQ

7= e
0 DQ
i = — ﬁ?’

qui seront les intégrales des équations canoniques, et qui résou-
dront la question lorsque la fonclion () sera connue.
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IX.
Applications.

62. Mouvement d’'un point matériel altiré vers un centre
fixe, par une force dont Pintensité varie en raison inverse du
carré de la dislance, le mouvement élant rapporté @ deux axes
rectangulaires.

Les équations du mouvement sont, en prenant le centre fixe
pour origine, et en supposant la masse du point égale & I'unité,

dz __ po
de r
oy . Yy
det r

w étant la masse du centre d’action. Nous supposons que I'action
de I'unité de masse sur l'unité de masse & I'onité de distance
est égale a I'unité.

La fonction de force est :

="~
r

Comme il n'y a pas d’équations de liaisons, les ¢, sont les varia-
bles x et y. La demi-force vive est donnée par la formule :
1 r
T—; (" v

or,ona:
T T

—_— =2 J—
2’ Ay
par conséquent (n° 10),

=z, p=y,
el, par suite,
1
T=g (pi + pi).

C’est 1a fonction T exprimée en fonction de py, Pas 91» ¢a-
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La fonction de force U étant indépendante du temps, I'équa-
tion différentielle partielle de laquelle dépend la solution du

probléme est (n° 58) :
T—U=1h,

8 8

TR c'est-a-dire

dans laquelle on remplacera p,, py, par

par g—i . % . Nous aurons donc I'équation :

1 (DS)’ (DS)' %
— —_ -+ |[|— —_——_—— Il,
2 | W dy ro
dont il faudra trouver une solution compléte.
On simplifie la question en changeant de variables, et posant -
T=rTcosy, Yy=rsing,
r et g étant les nouvelles variables indépendantes.

Or, des équations précédentes on tire :

¢ == arc tg%, r*=ga* + y,
et, par conséquent,

0§ S 8¥p xS y I8

= —+ =S
dJxr  Ir x Jpdx T Ir 1Yy

38 S Sy yIS xS

= — - —_—— = = — e — —

YWooardy  dpdy  ror 1oy

[’équation aux dérivées partielles est alors :

1 (aS)’ 1 (DS)’ K
=] + Sl=] | ==,
2| \or r* g r

et nous aurons 4 déterminer une solution compléte renfermant,
outre la constante additive, une constante arbilraire (n° 58).
Pour intégrer cette équation, nous observerons que S peut
étre considérée comme la somme de deux fonctions d’une seule
variable chacune, savoir une fonction de r et une fonction de .
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Nous poserons donc : _
S=R + ¢,

R élant une fonction de r, et ¢ une fonclion de ¢, et nous
aurons, en désignant par R’ et @’ les dérivées de R et @ respec-
tivement par rapport 2 r el ¢ ;

1 L] @
—|R? 4 —¢?| =+ h.
2[ +r’ ] r+

On peut satisfaire & cette équation en posant :

1
E‘P'!:p)
1.
§B!+-1—'iﬁ=—+h,
d’oll I’on tire :
¢ =V'og,

et, en intégrant,

= [ VTV

2 2
R=/dr\/2h+—’f——?—;
‘ T r

par conséquent, l'expression :

’ b 23 J—
s:/m- \/9/¢+—“——‘¢+?\/2@+y,
e r T

sera une solution compléte de I'équation aux dérivées partielles.

Les intégrales du probléme seront alors (n° 58):

28

__,=k’

o

hH .
E"" + g,

k et g étant deux nouvelles conslantes,
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- Nous aurons donc pour ces intégrales :

dr ®
k= — +\7_‘_'
2 23 2
r’\/“)h+—ﬁ——i ¢
r
dr

dont la premiére peut éire remplacée par I'équation :

1 y_
2 9 V23 x
\/Qh + ——“ —_ —?

63. Mouvement d’un point matériel attiré vers un centre fixe
par une force agissant en raison inverse du carré de la distance,
le mouvement élant rapporté ¢ (rois axes reclangulaires.®

k=—

Désignons par x, y, z les coordonnées du point attiré, dont
nous supposons la masse égale 4 I'unité, 'origine étant au centre
fixe, par fl'altraction exercée par I'unité de masse sur l'unité
de masse & I'unilé de distance, et par p la masse du centre
d’action. Les équations différentielles du mouvement sont :

d'z  fux
P
dy fuy
ﬁ*?—“
o, [z
=,
dt’ =

Observons que les équations du mouvement auront la méme
forme, si nous supposons le centre mobile, comme cela arrive
dans le cas du mouvement relalif d’une planéte unique autour

du soleil, en tenant compte de I'action de la planéte sur le soleil.
6
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Dans ce cas, comme on sait, p est la somme des masses M et m
du soleil et de la plandte (7).
La fonctlion de force est :
fu

r

Comme il n’y a pas d’équations de liaisons, les g, sont les varia-
bles z, y, z. La demi-force vive est donnée par la formule :

1
T=}(m + y'7 + 27);
or,on a:
)T , F , T ,
p—— —_— ——=z,
dx’ T dy’ y 2z

par conséquent (n° 10),

] p=2z, p=y, ps=12,
et, par suilte,

T=—(pi + p1 + pi)-

1\.!'-‘

.
C’est la fonction T exprimée en fonction de py, pa, Ps 915 92 G-
La fonction de force U étunt indépendante du temps, 'équalion

différentielle partielle de laquelle dépend Ia solution du probléme
est (n° &8) :

T—U=h,
dans laquelle on remplacera p,, ps, p; par 3; , g: , gg , cesl-
B W 8 )
a-dire par %3y e Nous aurons done ’équation :

A )
21 r dy hF 4 r
équation dont il faudra trouver une solution compléte, renfer-
mant deux conslantes arbitraires, outre la conslante additive
(n® &8).

D’ailleurs, si nous posons :

1
m=T_U_4x+y4ﬂ) _le,
r

(*) Voir Cours de mécanique analytique, théorie des forces centrales.
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les équations du mouvement peuvent éire mises sous la forme
suivante () :

dr H, dr’ H,
it
dy M, dy M,
E = W’ m‘ _ — '@‘7
dz  QH, dZ . oH,
di” % dt ez

Pour simplifier la solution de la question, nous emploierons les
coordonnées polaires, et nous poserons :

x==rsinbcosyp,

1y = rsin ésin ¢,

Z == 1 C0S 8,
Posons encore :

dr dé (l?

’ !

’

a=" wTh on T
el nous aurons pour I'expression de la force vive :

T = r'* 4+ 7% + " sin® 6.¢"%;
c’est la fonction T exprimée en fonclion des g et des g'.

Nous aurons donc :

)T ,

—_— 7

h ’

DT — 101

ﬁ ?

T .

— =rtsin?0.4;
D?'

(*) En observant que I'on a:

T AT —1U)_ I,

Y 2’ da’
et
w, W
|
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par conséquent (n® 10),
pi=1, p=r, py=risin’0.¢';
et il vient alors :
T=% [PZ + %p? + ,—-s:—n—a;ﬁ]
(est la fonetion T exprimée en fonction de py, Pa, P3: 41y G2y T

- L’équation différentielle partielle du probléme esl donc :

4 L]
ERETC ) PR
2L or ™ \d8 r*sin® 6 \dp r

et nous aurons 4 trouver une solution compléle de cette équa-
tion (2), renfermant, outre la constante addilive, deux conslantes
arbitraires (n° &8).

Pour intégrer cette équation (2), nous observerons que S peut
éire considérée comme la somme de trois fonclions d’une seule
variable chacune, savoir une fouclion de r; une fonction de 6,
et une fonction de ¢. ‘

Nous poserons donc :

S=R + 6 + ¢,

et nous aurons, en désignant par R’, ©', ' les dérivées de R, ®,
respectivement par rapport & r, 6, ¢ :

4 i 1
—[R"+—,9"+ tb"]f——(‘l—‘--i-h.
T r

2 r?sin? 0

On peut satisfaire A cetle équation en posant :

o =g,
b
o 7.9‘= 3
sin*e (A)
B 2
R'! —! — *[ﬁ Qh
r . r
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Ces équations ne contenant chacune qu’une seule variable, on
en tire : _
& = g¢,

@——/‘ \/bz 4,
SlﬂB
R_/ \/z//‘ 2h—-—-—d1,

par conséquent, 'expression :

S=9?+/. \/b 51116 do
‘/F VR ©

sera une solution complete de I'’équation (2). .

Les intégrales premiéres du probléme sont alors (n° 58) :

dr 38

dt

dé 128

2.2, | @
dt r* 28

dy 1 28 g

dit r*sin’6 dp rsin®e

Les intégrales finies sont :

— =,
pl]
28
, : 5
5= (5)
28
— =1+,
Yh

b’y g' el 1 élant trois nouvelles constantes arbitraires.
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Observons, en passant, que la fonction S donnée par I'équa-
tion (3) étant connue, on pourrail revenir aux variables x, y, z,

et alors les intégrales (4) pourront étre remplacées par les sui-
vantes :
. de 38 dy 8 dz 28

dt oz di oy dt oz

Les équations (5) nous donnent :

B ds
, gsin’e
g =9 — —_—
.\/b’—— I
B, sin*g
b'=—l/[1
2
\/ /M Eh——-— \/
sin* @
3z
t + =

/2 b2
VE-RL
r’
1l est facile de trouver Ia signification des constantes.

La constante & n’est autre que la constante des forces vives,
b est la constante des aires dans le plan de l'orbite, el g la con-
stante des aires dans le plan des xy.

On a, en effet, ‘

' de S S S Sy

= — o — —
dt dx  dr 28 dx dp dx

Or, des formules ,:

—— z
r=Vux 4y + 2, tg?cz, 0S4 = —»
x r
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on tire :
ooz
;;=;=sxn6cos?,
oy o
;t/ ; sinésing,
ar z
;=;=cos€,
¥ Y sin ¢
o -’l‘?-i—_y’=~—rsino,
A oS g
d @ +y rsing
28 zx €os 6 cos p
. rsins 1

Dy r
8 sin 4
oz r

Par conséquent,

dx 2 2
— =sin fcos » \/L'u + 2h —P—
dt r rt

€08 6 coS ¢ b 9’ g sin ?

sinte r sme

b!
=sin@sin g —+Qh'—ﬁ
cos 6 sin : cos
N i \/b,_ g, geose,
r sin*6  rsing
dz b*  siné
— =cos 8 /#—}-Qh——_—— b — .
dt sin4

Elevant au carré et ajoutant, on a :

dz\* dy)‘ (dz)’ 2fu
(rlt) B (dz T\ r
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c’est I'équation des forces vives; en faisant t=0, cette équation
détermine la constante k en fonction de la vitesse initiale et de
la distance initiale du point matériel au centre fixe.

D’autre part, il est facile de voir que I'on a :

dy dr
i Ya Ty

On en conclut que g est la constante des aires dans le plan
des xy ou bien le double de la vitesse aréolaire en projection sur
le plan des xy.

"On trouve de méme :

ds  dy : \/ g
Yy —— Z— = — siIt b — — — g ¢os g cotg o
¥ ¢ ? sin® 4 9 PETIE T
2

dt d

dx dz cos \/b’ 9 in o cotg 9
2 —_ — (¢ SII .
dt dt ? sinig ISP Co8

Elevant au carré et ajoutant, il vient :

( dy dx)’ ( dz dy)* ( dx dz)’
v e ) TR e
b

9

sin? 4

=g+ b — + g% cotg® 9 = b

Or, le premier membre est le carré du double de Paire dans
le plan de l'orbite, ou le carré du double de la vitesse aréolaire
dans le plan de Porbite. Par conséquent, la constante b est la
constante des aires dans le plan de Uorbite, ou le double de la
vilesse aréolaire dans le plan de Uorbite.

On peut encore dire que la constante b est I'axe du plan
invariable, et g la projection de cet axe sur la normale au plan
des xy, c’est-a-dire sur la normale 4 un plan fixe sur lequel on
compte les longitudes.

Il résulte de 13 que, si ¢ est I'inclinaison de I'orbite sur le
plan fixe des xy, on a:

g =b cos .
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Avant de passer 2 la recherche de la signification des con-
stantes 7, b', ¢', nous allons déterminer les limites inférieures rq
et 8, des intégrales qui entrent dans la fonction S.

Nous prendrons pour ces limites inférieures les valeurs de r
et 8 qui annulent les radicaux : il résulte évidemment des deux .
derniéres formules (A) que ces valeurs de r et 6 sont celles pour
lesquelles on a : dr =0, df =0, c’est-a-dire les valeurs pour
lesquelles r et 6 sont minimums.

Nous aurons donc pour déterminer la limite inférieure de r,
I’équation :

ou bien :
— b 4 2fur + 2hr* =0,

Or, en désignant par 2a et e le grand axe et I'excentricité de
I'orbite elliptique, on a :
e b?
—%:211, —ﬁ=a’(1 — &%),
ou bien :
I bt
—‘/7—2“7 ﬁ=“(1—9z):1’,

p étant le demi-paramétre.

Ces deux derniéres équations déterminent les constantes A
et b en fonction de a et de e.
La limite inférieure ry de r est donc donnée par la formule :

o= a(l —¢).

Quant & la limite inférieure &, de 9, elle est déterminée par
P’équation :

r

2

pr— 9

sin® g,

de laquelle on tire :

. g
sin 00=E,

B est 'angle que le rayon vecteur r fait avec I'axe des z.
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D’ailleurs, en vertu de la formule :

g="brcos1,
ona:

: . . ™ R
sin g.==cos ¢, oubien: § =5 i.

Passons maintenant & la recherche de la signification des
constantes g°, b et 7.
Pour trouver la signification de g', prenons I'intégrale :

6 de
, g sin4

g =9¢— —_—
\/b’—- 9
Bo sin® @

et faisons dans cette équation :

f==fy———1;

lintégrale du second membre est nulle (*), et I'on a :
g’ &= Py,
en désignant par g, la valeur de ¢ correspondant & § = 6.

Or, g, est 'angle de I'axe des x avec la projection du rayon
vecteur qui fait le plus petit angle 9, avec I'axe des z. Mais,
Finclinaison de ce rayon vecteur sur le plan des xy est la méme
que celle de Torbite : il est donc perpendiculaire & la trace de
orbile sur le plan des xy (c’est la ligne de plus grande pente
de I'orbite); par conséquent, sa projection sur le plan des zy
est perpendiculaire 4 celte trace. Donc, I'angle de cette pro-
Jection avec Ox est égal a %, augmenté de 'angle de la trace
avec Ox, c'est-d-dire % plus la longitude du neeud de lorbite.

On a douc, en désignant par « la longitude du neeud ascen-
dant de 'orbite :

, k3
= — + «.
§ 2

() Puisque les Jimites de l'intégrale sont égales.
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Observons encore que ’équation :

9 d4
4 sin® g

\/b’— g

[ sin® 0

, 6 gdcotgs

g_?+.[‘/b,_ e 26!
B g g~ cotg

, - .. gecotgd ¢
g =9 -+ | aresin ]

g'=?~_
.

nous donne :

on bien ;

b —gt
Or, de la formule :

q
sin 4, =3
b
on tire :
€05 6 == Vbt —y ,
b
et, par suite,
b® ]
cotg 8y = 9.
g
Par conséquent,
cotg 8
g =9 + arcsin—g—g-—7—r~
b PE 2
ou bien encore :
coltg 8
'=?—-arccosg—g—-
l/.b’ . gz

Pour trouver la signification de la constante &', nous pren-
drons Péquation :

f bds b=
b!
r T

" sin's ,n
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Si, dans cette équation, on fait :
r=ry=a(l —e),

la seconde intégrale sera évidemment nulle,.et il vient :

e bds
b — / .
g!
[ \/b:__
o sin* g

Dans cette derniére formule, la limite inférieure 6, est la valeur
minimum de 8, c’est-a-dire Z——— i, et la limite supérieure 6 est
la valeur de @ correspondant au rayon vecteur ry = &(1 — e),
c’est-a-dire au rayon vecteur du périhélie.

Drailleurs, si I'on remplace g par sa valeur :

g=Vtlcosi,

il vient :

, 8 sin ods 5 sineds cos 6\¢
b = e —— ————=|arccos— |-
. V sin*9—costi V sinti—coss 5l e

8, B
On a donc :
, 5 8
b’ = arc cos —— are cos ——-
sin 1 sin 4

Or, 4 cause de la relation ,=2 — ¢ ona:
L] "] 9 )

cos 6, =sin 7;
par conséquent,

cos 6
b’ = arc cos — »
sin ¢
d’ot 'on tire :
c0s 6 =sin 7 cos b'.

Cherchons & interpréter ce résultat, en ayant soin de remar-
quer que, dans cette formule, 8 est 'angle que fail avec Oz
le rayon vecteur mené da point O au périhélie. Imaginons une
sphére ayant son centre & l'origine, et soient NP et NK les
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intersections de cette sphére avec le plan de I'orbite et le plan
des xy, N le neeod et P le périhélie (Gg. 1).

Du point P menons I'are PK perpen-

diculaire & NK, c’est-3-dire au plan

P des xy. Il est évident que l'arc PK

est le complément de I'angle que fait

avec 'axe Oz le rayon vecteur mené

_— du point O au périhélie, c’est-a-dire

N X Je complément de Iangle 8 de la for-
Fig. 1. mule ci-dessus.
On a donc :
k'3
PK = ——4.

2
Or, le triangle sphérique PNK nous donne :
sin PK = sin NP. sin 1,
ou bien :

cos 8 = sin NP. sin ¢,

Comparant cette formule avec la précédente, on a :
b = — NP.
2

Donc, la constante b’ est le complément de la distance angulaire
du périhélie au neud.

Enfin, pour trouver la signification de Ia constante r, faisons
r=r,=a(l — e) daos la derniére équation :

/"‘ dr
{4+ 17— ’
b!
S \/Q—fﬁ+2h——1
r r

nous aurons :

= — 1.

Donc, la constante — t représente le lemps du passage de la
planéte au périhélie.
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64. Mouvement d’un point malériel pesant sur une sphére,

Prenons pour axes la verticale dirigée dans le sens de la
pesanteur et deux horizontales menées par le centre de Ia sphére.
Les coordonnées du point M sont (fig. 2) :

z=0Q, y=DPQ, z=MD

0 Q A x
Pk

b
1
i
]
|

9

YA
Fig. 2.

Remplagons ces coordonnées par des variables gy, qa, telles
que P’équation de condition soit vérifiée.
Soient :
g:=AOR, ¢,— MOR,
et supposons le rayon de la sphére égal 4 I'unité. Nous aurons :

X = €08 g3 COS g,
Y == €0S ¢4 5i0 ¢,

z == sin ¢;.

Si nous supposons la masse du point égale & I'unité, nous aurons
pour la fonction de force : .

U =gz =gsin qs;

d’ailleurs, la demi-force vive T est donnée par la formule :

1
T =§(ac" + 3™+ 2",
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Or,ona:
x' = — €08 g, sin . g, — sin g2 €05 q, . {3,
y' = €0Sqyc08¢,.q,—Sinqssing,. gz,
2'=  €05@a.Qs;

d'ou il vient pour la fonction T exprimée en fonction des g et
des ¢’ :

T= % (cos® gq. 17 + q3).
On en tire :
Dl= 0, bj\«: — €05 gy Sin qu. g,
2, /A
YT . , T ,
D—qTZ cos® 4. qy , SFIZ: qs-
On a d’ailleurs :
D—E—-—— 0, £=_q COS 3.
o4, gy

Par conséquent, les équations de Lagrange (n° ®) :

3T
d.—
dg; T U
dt b2 o g, ’

nous donnent pour les équations du mouvement :

d(cos® g, . q}) _

0
ut ’

d 4

Q2 . rn__
¢ T eos gasin s g1 = g 0S¢ .

De la premiére on lire :
q:.cos’ g, =rc,
d’ol, en substituant dans Ia seconde, il vient :

dg, + sin ¢
— 4 si .
di b

cos® /] =9
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ou bien :

d'q, ¢* sin g,
det gcos g — €0s° ¢y )

"En intégrant, on a :

I(dqi)!___ 2 . cl ,
T — 2¢ sin q, — + ¢,

€0s® G
d’olt
d
dt = S
Vg i
g Sin (g cos? 7 -+ C

C’est I'équation que I'on obtient par la méthode ordinaire.

Appliquons maintenant le théoréme de Jacohi, et,  cet effet,
reprenons 'expression :

i
T :E (cos® g5 . g1 + q37),

et posons :
aT
pr= =005’ qs.ql,
J i
T
Pe= D—q; =1;
d’ou :
’ P1
= cos? q,’
41 == Pa-
Par conséquent,
1( pi .
T=- —— + P3|
2 \cos® g,

Cest la fonction T exprimée en fonction de Dis Pay G1y Ga-

La fonction de force ne renfermant pas explicitement le temps,
I'équation différentielle partielle de laquelle dépend la solution
du probléme est (n° 58):

T-———U-'——Il,
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dans laquelle on remplacera p,, p,, par %%, %,
. i 2
donne I'équation :

1 (DS)’ 1(38)' _ ;
S eost g o, +2 r!‘ —gsing,=h,

dont il faudra trouver une solution compléte, renfermant, outre
la conslante additive, une constante arbitraire.
Drailleurs, si nous posons :

ce qui nous

|
[l=T—-U—_—§( +p§)—gsinq,,

cos’ gy
nous aurons :

JH 0 JH pising,
¥y - 2. “ cos® Qs
oH p M

D—p, __cos’qz’ D]_Jz:p“

— § COS g3,

el les équations du mouvement pourront étre mises sous
la forme :

d d isin

Pr 0, Jﬁ=—P—45—qg+gcosqi.
d! dl €08’ gy

"Pour intégrer I'équation aux dérivées partielles, nous obser-
verons que S peut étre considérée comme la somme de deux
fonctions d’une seule variable chacune, savoir une fonction
de g, et une fonction de g,.

Posons done :
S= QL + QE:

et nous aurons, en désignant par Qi, Q les dérivées de Qy, Q,
respectivement par rapport & ¢y, gz

1

1 .
— QP — Qi — gsin gy = h.
2 cos® gy 2
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On peut satisfaire & cette équation, en posant :

1
§Q;2= ]

6+ - Qi —gsings—h;
worg? T W —gsing=h;

d’oir 'on tire, puisque ces équations ne renferment chacune
qu’une scule variable :

Q= . V-Q_@i
. 283
Qs =./'dq, \/2h -+ 2g sin g — p~ qa.
Par conséquent, I'expression :
S=gq, Vﬂ_p—i— /dq,\/ﬂh—i—?gsin fo— —— + v,
. Cos® g5

sera une solution compléte de 'équation aux dérivées partielles.

Les intégrales du probléme seront alors :

38
= —k,
op
s t—1
Jl = L= iy
ou bien :
k= q.l_ — dqi 1
Va5 _ 25
c0s” gy \/ 2h + 2¢sin gy — ——
cos® gy
b fy— ds .
2
\/Qh + 2¢sin gy — :3
cos® g,
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65. Mouvement d’'un point matériel atliré par deux cenlres
fixes en raison inverse des carrés des dislances, le point se mou-
van! dans un plan passant par les deux centres.

Prenons le centre O pour origine de deux axes rectangulaires,
et soient a, & les coordonnées du secound cenlre C Le point
mobile m est alliré vers le centre O par une force &%, el par le
cenlre C par une force , en posant Om =g, el (fm = 4.

La fonction de force est donc :

B
U="20 4+ 2

qt UF]
La demi-somme des forces vives T a pour valeur :
T= ! (= + y").
2
Cherchons & exprimer T en fonction des variables ¢, ¢,
et de leurs dérivées ¢, ¢;. On a :

o yt=gqi, (x—a)+ (y—b)= g5
d’ou :
xx' +yy =qq1, (x—a)x’ + (y—b)y = q:4.

On en tire :

o YO — gy G — iz —a)
ay — bx v = ay —bzx

Par conséquent,

2 2. .72 212

19395 + 1939 — 29,9395 {yly — b) + x(x —a)}

1
T=- ;
2 (ay — bx)*

or, si nous désignons par { la distance OC, on a :
Q[y(y— b) + x(x——a)]:?;ﬂ + 9yt — 2ax — 2by = ¢} + gt — [,

et, par suite,

7 1 69 + 9193 — qu9s0ia (g2 + ¢ — 0
T2 LA?
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puisque 'on a :
2A = ay — bux,

A étant ’aire du triangle OCm.

Mais, on a aussi :

1
A=+ g Dg+ =g+ l—gl @ +1—q)

1 2.2 2 2 t)
= 16 {4‘14%“‘(‘14 + ‘I=—l”;
d’ou :
T — o D@ + ) — qigaqiqa (gt + g3 — 1)
bl — (gt + i — 7

C’est la valeur de T en fonction de ¢4, g3, 41, G3-

Si nous posons :
T oT
P 39} P = 2q;
nous aurons :
— o 20103 — qupagi(gl + g3 — 1)
4glqi — (gl + gi— 17
_ o 2019% — Qi (qi+ g3 — 1)
g — (g + i — )

P

P2
En représentant le dénominateur par D, il vient :

D
Dpiglet -+~ 9. (ad + g — 1)

U T — g > — )

D
Dp:gigs + —2’1’ [ UACHE !

B Tt — gl - 0y
ou bien, en observant que D = 4qigi— (¢i+¢: —")" est facteur

commun aux deux termes, et divisant par gig; :

'= -ﬁ— 2 !_12
_qi P«+2q‘q’(91+91 ),

' 4

=y + (g7 + gt — ).
q2= s 2‘]«7: vh q )
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Substituant ces valeurs dans T, nous aurons T en fonction
de Py, Pay Giy G2t

1 PP :I
T—=- 2 4 opr T 2 1.
Qkh pi %%@ —F)
La fonction de force U ne renfermant pas explicitement le
temps, I'équation de laquelle dépend la solution du probléme est:

T—U=h,
en remplacant dans T les quanlités p,, p,, respectivement par
%2]’ ‘%% On obtient aiosi I'équation aux dérivées partielles :
8\ S\ S S qf =
_) . (i) +__.w=2(fz+ fz)+ 2. (A)
g, s 0y 4 9192 G g

Remarque. — On peut obtenir cette équation de la manicre
suivante :
L'équation T — U = A nous donne, en coordonnées rectan-

gulaires :
(] = 2w, -
2 bx dy 4 4

qi, 99 €étant des fonctions de x et de y.

Transformons celte équation de manilre & prendre gy, g
pour variables indépendanles. Nous aurons :

5 S @ 38 2 S T — a dS
. 71 Ga T +

I QT g, gy gz 0q:

3 S S g, hR) — b3S
D P4 YT

oy dpdy gy g 9.

el en substituant dans I'équation précédente (B), on Lrouve
facilement I'équation (A).

Il s'agit maintenant de trouver une solution compléte de
Péquation (A), renfermant une constante arbitraire, outre la
constante additive.

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1



(102)

Or, on peut la mettre sous la forme suivante :

U R

= 2u4q; + 2ue,q, + 2hq.qs;
posons :
ot hr@a=f ¢— =g
u:
et S b
qs 5 ) 2
38 S of S 9 8 38
-+

3= —
g A g o g
B S f Sy 8 S,
—+

3, of Dg dpa ¥ g

L’équation (C) nous donne alors la suivante :
(r=* ( )2 (" —g" (§>’=“lf+ paf + o 10 + g —
of 9 2 2

Pour trouver une solution de cetle équalion, nous poserons
S=F + G, I et G élant deux fonclions respectivement de
fet g, qui seront déterminées par les équalions :

(= B ) g,

h
(*— ¢°) 6= (g — )9 — 3 g—8

el nous aurons :
hf?
\/#1+ﬂzf+““+p
— df

=

Vie—rig =" —¢

-+ dg + C,

Les intégrales du probleme sont alors :

S s,
5—p—~’}’: ﬁ_ = to,

et I'on voit que la solution dépend des fonctions elliptiques.
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X.

Théoréme de M. Darboux.

66. Le premier théoréme de Jacobi (n° 44) peut s’énoncer
de la maniére suivante :
Etant donnée I’équation :

v H (z v aV) o )
;—!— “q“mqhﬁl,“.é_q—k =0, (
remplacons dans la fonction H les %par Pis e tntégrons le

systéme des 2k équalions différentielles ordinaires :

dg, M dp; JH
d_q e s Bl (2)
t o dt 3g;

L’intégration de ces équations (2) nous donnera les varia-
bles p;, ; en fonction de t et des valeurs iniliales p;, q; des p,, q;
pour L=1,.

Formons ensuite Uintégrale :

28 ax 0. i DH
V:/ 7dt=/ (Ep,—%’-—l[)dt:l/ (Ep,.b?_ﬂ) dt.
Io 'n 'a )

Nous pourrons exprimer V en fonction de 1 el des 2k quan-
tités q3, pi; mais des k formules qui donnenl q,, qs, ... 4y OR
peut lirer pS, 3, ... ph, en fonction de U, Gy, Qey o Quy G2y oo Qiy
et par suite exprimer V en fonction des 2k+1 quantites :

Ly Qs 9o - Qoo Q?, .- qr,:

La fonction V ainsi obtenue sera une intégrale, conlenant
k constantes arbitraires q}, q3, ... Qi, de Uéquation aux dérivées
partielles (1), et alors, les intégrales du systéme (2) pourront
élre mises sous la forme :
¥ h)'A

=1, _ == ?.
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La démonstration de Jacobi repose sur la considération sui-
vante :

Supposons que ’on fasse varier infiniment peu les valeurs des
constantes qui figurent dans les expressions des p; et des g¢,;
la variation de V, considérée comme fonclion de ces arbitraires,
est donnée par la formule :

V= EP‘-JQ.- —_ E piagl.
Or, si 'on exprime V en fonction des g, et q7, on a aussi :

\%

, d DA
3V = ED—-qiz;q,- + ED?/‘_-’MI?'

De ces deux formules on déduit Ia suivante :

0V b
p (— —7).-) o+ 3 (G + r?)59?=0,

3q;
de laquelle Jacobi conclut les équations :

v hh' 0
g, P TR
Mais, comme I'a remarqué M. Mayer, cette conclusion n’est
exacle que si les variations dg; el dq? sont indépendantes les
unes des autres, comme le sont les d¢f et les opl. Cherchons
donc quelle est la condilion qui doit étre vérifiée pour que
cela ait lieu, c’est-i-dire pour que le théoréme de Jacobi soit
applicable.
Ona:
gi=[(t, g, pi);

par suite, si les dg, sont indépendants des d¢°, il vient :

3 3, 3,
o‘q,-:—q—od‘p? + —q—a ap} -+ er 4 —q—;d‘pﬂ,
IPx P2 aP‘

pouri=1,2 .. L
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Mais, les p? sont indépendants les uns des autres, ce qui ne
peut avoir lieu que si le déterminant des coeflicients :

2 29
“38 s opl

est différent de zéro.

Mais, si R est différent de zéro, les ¢, s’exprimeront en fonc-
tion des p§ sans qu’il existe aucune équation de condition entre
les g, (n° 50). Donc, si R est dillérent de zéro, il n’exisle aucune
équation de condition entre les g,, et par conséquent les dg, sont
ind¢épendants les uns des autres.

Donc, Ia condition pour que les Og, soient indépendants les
uns des autres et indépendants des dg?, est que le déterminant R
soit différent de zéro.

D’ailleurs, les p; peuvent étre exprimés en fonction de ¢,
des ¢, et des g}. Or, si 'on reprend les équations (2), les 2k con-
stantes arbitraires des intégrales de ces équations pourront étre
exprimées en fonction des ¢! et des py; mais, les p} élant exprimés
en fonclion de ¢, g, el ¢}, il en résulte que les 2k constantes
d’intégration peuvent étre exprimées en fonction de ¢, ¢, et gf.

C'est ce qui arrivera lorsque la fonction H est telle que le

YO YH ?H

délerminant :
R’ =2 ,
OPRPs dpadp, PP

est différent de zéro. Car, en posant :

YH o B
a_ 19 'DE=[!! ae 5;"=fh
on a:
R’=E °£ ﬁ aﬁ
0Py s P

Or, si R’ est différent de zéro, les f; s'exprimeront en fonction
des p,, sans qu'il exisle aucune relalion entre les f; : ces fonc-
tions f; sont donc indépendantes les unes des autres (n° 50).
Par conséquent, les ¢quations :

qi:f” q;=f|,.-. q;—._—f"
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ou, ce qui est la méme chose, les équations :

dg, H dg.

—_— —_—— ——

dt  ap) T dt s

sont compatibles, et serviront 3 déterminer les p, en fonction
de t, ¢y < G4, iy .- gi- On en déduira donc pour les p; des
expressions de la forme :

pi==fonct. (t, q., .. x5 G1s - G8);

par consequent, -+ est une fonclion du second ordre, et les
équations canoniques (2) nous donneront k équations du second
ordre entre ¢, q,, ... q;.

Mais, ces k équations du second ordre nous donneront & inté-
grales renfermant 2k constantes arbitraires, c’est-d-dire des
relations entre ¢, q,, ... ¢, el les 2k constantes arbitraires.
On pourra donc, en faisant ¢=1t, dans ces k intégrales, cn
déduire k relations entre les 2k constantes arbitraires el g7, ... g;.
Nous aurons ainsi 2k équations enlre les 2k conslantes, les ¢,
et les g7, et, par suite, nous pourrons déterminer ces 2k con-
stantes arbilraires en fonction de ¢, g,, q7. Done, si R’ est dillé-
rent de zéro, on peut déterminer les Qk constantes d’intégration
en fonction de ¢, q¢,, g.

Au contraire, si R'=0, les fonctions f; ne sont pas indépen-
dantes les unes des autres, c’est-2-dire qu’il existera entre les
fonctions f; une ou plusieurs relations indépendantes des p,.
On pourra donc éliminer nn certain nombre des p, entre les
équations :

Gi="fis a="Ff - gi=F0,

el I'on obliendra ainsi entre ¢, ¢;, ¢} un certain nombre de rela-
tions sans conslantes arbilraires. Il en résultera, par conséquent,
que les expressions des g, ne renfermeront plus 2k constantes
arbitraires. .

Ainsi done, la condilion pour que les ¢, et les g§ soient indé-
pendants les uns des aulres, et, par conséquent, les dg, el les d¢f,
est que le déterminant I’ soit différent de zéro. Si R'=0,
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les g, et les ¢} ne sont pas indépendants les uns des autres,
et alors on ne peut plus écrire les 2k équations :

W o W
Dq,-' = Po 27

=D

et, par conséquent, la méthode de Jacobi est en défaut.

M. Mayer a remplacé cette méthode par une autre qui ne pré-
sente pas les mémes objections, et que nous exposerons plus loin.

@7. Mais, M. Darboux (") a montré qu’en faisant subir une
modification 3 Ja méthode de Jacobi, on peul la rendre appli-
cable dans tous les cas.

Supposons que I'on ait intégré les équations :

dq, M dp, )

D, P, @

dt — p,  dt 2q,

c’est-d-dire que I'on ait trouvé 2k relations entre les quan-
lités t, gq;, pi, qi et pi.

Supposons que n de ces relalions puissent s’exprimer indé-
pendamment des p,, p!, et soient :

Fl(t: Qiy o Qiy lﬁ: lﬁ) =Ov \’
Fi(t, ITRR qka qg,... qE):O, ’ (3)
Fo(t, g1y oo Qs Y .. 1) =0, ,’

ces n équations.

On peut, de ces n équations, tirer les valeurs de n des quan-
lités ¢7, par exemple ¢i, ... g7, et I'on aura :

F, =f4(t9 qyseer Gy q'rJ:+U v qg) - q[:: 0,
F,= f:(t, G5 o iy (I?.+u f]Z) — qg =0, (4)

F, =[n(t! Gra o Gy q2+n s qﬂ) —"I?. =0,

(*) Comptes rendus, 18 janvier 1875, p. 160.
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Alors les 2k quantités ¢,, ¢¢ ne peuvent plus étre considérées
comme indépendantes les unes des autres, n d’entre elles pou-
vant étre exprimées en fonction des autres,

Considérons maintenant, comme dans la méthode de Jacobi,

Iintégrale :
13
V=f (3 pgi — 1) dy,
‘o

et exprimons la fonction V en fonction des g,, g;. Nous aurons,
comme dans la méthode de Jacobr :

&V = pdg,— 3 pidg’,s

el .
W W
6V=Eajq—ia“q,+ E ﬂaq?,
d’ott I'on tire, comme précédemment :
hA'A ) (DV )
— d ;- — ? [ ?= 0. b
2 (Dq‘ pof 00+ 3\ g+ ) 4 (3)

Or, les dq, et dq} n’étant pas indépendants, on ne peut pas
égaler les coeflicients & zéro. Mais on a, entre ces varialions,
les n relations :

aF,J DF’&‘ F, s00 h) 00— O
— gy 4+ rer - — 4+ — . ==
g, g g T =
), 3F, F, O,

—_ g — 2500 4 eee o —— J0 =
. Q1+ e+ o qe ~+ Dq‘,’ gy e+ " 7. =0,
bF"a‘ aF"d‘ F"a‘ . DF"o‘ ' o
R e A —— -+ — res e =10;
0 q1 s Qr Dq‘,’ 9 + + 3 qx H

par conséquent, en désignant par A, 3,, ... A, des multiplicateurs,
et raisonnant comme d’ordinaire, il viendra :

P A OF, F, 6)

—_——— - —_— » A ——=

bq. pi ‘Dq,- -+ + naq' ’ (

d f ¥

— Pl A A A, — =0 7)
P T Mg % |
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Ces équations, au nombre de 2k, jointes aux équations (4),
permettront de déterminer les 2k + n quantités :

Qs we Gay Ply e PIy Dis o Py

en fonction des 2k quantités :

Gis o Qis q‘.’.+4 y oo qf, Ary Mgy ene 2,

Elles donneront donc les intégrales des équations (2).

Or, ces 2k quantilés en fonction desquelles toutes les autres
sont déterminées sonl indépendantes les unes des aulres;
par conséquent, il ne peut exister aucune relation entre ces
2k quantités, et, par suite, foute relation oun elles entreront
seules devra étre identiquement salisfaile.

Cela posé, suivons pas & pas la marche de Jacobi. Nous aurons:

av dq, dg, dqy
a =P Py ey~
or,
A\ ' aV dq, 3V dg,
—_— — -+ e A — — .
di o€ Dq, dt dq, dl
Par suite,
V.3V dyg, IV dg, dq, dy,

had g I H.
ot Tt T g e T Par TRy

Remplagant les g—;’; par leurs valeurs déduites de I'équation (8) :

v 3 ) oF,
EI'—-Pi_ lia_"' Dq,’
on a, en supprimant les termes semblables :
V (al‘l dq, a[‘l qu)
— 1 4 e
] g, dt aq,, di
— 2g (&d—qlq—..._{_?_&%)
Dq, dt Dq,, dt
d .
[ oo )
pIA o Dq, dt
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Vv or:n)‘ (DF dq, "+D_F_z@)$__
3¢, at O, dt

— H(t,q:, pi).

=1

Or, de I’équation :
; sz(ta qn . qk, qull q‘:-+ly s (ﬂ) =0 ’

on tire :
WF, I, dq F, dgx

. =0,
g ac T ags dt

. . s Fa ,
Par suite, le coefficient de A, est égal & — %; »etl'ona:

WV o dF, :
— e — + H(t,q,,p) =0
3% + “2:1 a5 (tq Pi)

Si maintenant nous remplagons dans H, p, par sa valeur (6) :

W , F, N oF,

= - — e e o —_

_ = g " g
il viendra :

dV F, ), 3F,

— A — - Ag— o A,

i h14 ot A

¥ oF, oF,

+ Hlt, qyy— 42 — 4+ s+ 2, — | =0,
og; 3g; g,

ou hien, si ’on observe que les dérivées de F qui entrent dans
cette équation sont précisément les mémes que celles de f, :

W ?é

i dt dt
' (8)
W hJA afn)
+ H (t,q.—,—+ YR E I WD) [
i s og;

Actuellement, si I'on imagine qu'au moyen des équations (4)
on ail éliminé de la fonction V les quantités g}, ... gn, 'équa-
tion (B) a lieu entre les 2k arbitraires

Qis v Qiy Gopty vee G Ay ane Dy
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Il en résulte, d'aprés ce que nous avons dit plus haut, que
cette équation (8) sera identiquement satisfaile.

Or, si I'on considére %,, ... 2, comme des constantes, I'équa-
tion (8) exprime que la fonction :

Vo ufi+ Mo+ o 43,0,

satisfail & Péquation anx dérivées partielles :

h)' hA%
—+ H It q,— ) =0;
ot 0g;

elle sera, par conséquent, une intégrale de celte équation,
el npous aurons Je théoréme snivanl qui est dii 3 M. Darboux :

TutoriME. — Etant données les équations différentielles
ordinaires :

supposons qu’on les ail intégrées, et que des intégrales on puisse
déduire n relations dislincles, el n seulement, enire les varia-
bles q,, Qu, -.. Gu» €l leurs valeurs initiales. On meltra ces rela-
tions sous la forme :

F, :[l_(t: Gis Gas oo Gp» q:+l’ e l]i’)——l]i’r— 0,
F, =/2(t; Gis Q25 - - Gis (]?H-n (]2) —_ qg =0,

Fn = f,,(t, Qiy Gay oo Qi q‘.’.+., q2) — q(:. =0,
et on calculera Uintegrale :

i d d d
Ve= (p,i+ pﬁ—qz—i—---—*—pké’f—ﬂ) dt.

Cetle tntégrale pourra toujours sexprimer en fonclion des
variables qy, Qus - x> Quyas - Qi Cetle expression de V étant
obtenue, les intégrales générnles du systéme des équations diffé-
rentielles pourront élre mises sous la forme :

¥V F, F, o,
P == A T A g e A, —
;s pI/A 0q; 3g;
, v oF, oF, | R,
A — e —— e — —_——— e -~
B ™ M g "og8
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el, en oulre, la fonction :
Vo A fi + Sgfs e - A f,

dans laguelle A, &, ... ), sont des constantes arbilraires, sera
une intégrale de Uéquation différentielle partielle :

D_+H+O’

P i v
ou Pon a remplacé dans H, p; par -

XL
Théoréme de M. Mayer.

es. Soit H(¢, q,, ... ¢:, Pu, --- p,) une fonction donnée des
2k~ 1 variables ¢, q;, p,;, et soient données entre ces variables
les 2k équations différentielles ordinaires :
dg, __H dp; oH

= R ()

Supposons que l'on ait intégré complétement ces 2k équa-
tions; on aura ainsi 2k intégrales renfermant 2k constantes
arbitraires. Exprimons ces 2 constantes en fonction des valeurs
initiales ¢;, p{, que prennent les variables g;, p;, pour la valeur
choisie arbitrairement £, de .

Nous aurons ainsi les équations :

g, = fonet. (¢, 1, 4%, 4% .. ¢}, pY, .- PL),
pi = fonct. (8, &, ¢!, g3, «- g2, Pi, ... PO
Nous les représenterons par :
i .'],
= [7 } @
pi=[ps

o les [g,] et les [p,] sont des fonctions déterminées de ¢, &,
gi» pi, telles que, pour ¢ = 1,, elles se réduisent respectivement
a g et pf.

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1



(113)

Nous emploierons dorénavant les crochets pour indiquer les
résultals que I'on obtient en remplagant p,, g; par les valeurs (2).
Il est d’abord évident que le déterminant :

R— 23[(’9 L(]?]lw—q‘fj
TR R,
qui, pour { = to,‘se réduit  P'unité, ne peut jamais étre nul.
Il en résulte donc que les équations :
(9] = g (3)

sont compatibles, et, par suite, en les résolvant par rapport aux
k quantilés g7, on en déduira les valeurs de ces & quantités.
Cela établi, posons :

V—-\q 0+ 5 -——Hdt (4)
S S

et calculons la fonction V en fonction de :
t, tyy gs e G2 Py o PR,
cc qui se fera évidemment au moyen des équations (2).

Nous aurons done, en verlu des notations adopltées :

V=3 gt (/1’%2[77-'1[2—2}—["]‘&. W)

Désignons par ¢ une quelcongque des conslantes ¢}, py, et nous
aurons, en différentiant par rapport i ¢ :

g——EQ"i"'+/ g [p][ :l——[H]Edl

Or,ona:

%{E[PJ [%J—[H]E 2{ g B‘] [p]> E;)‘]E_i .

Mais [H] n’est autre que la fonction primitive H dans laquelle
8
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on a remplacé les p;, ¢:, en fonction des p;, gi; nous aurons

done :

par conséquenl,

ismafg]-oi= 3] 3 [
—3 [y [n] 0

— 3 i [2] - [2] ).
3, | 2

D’autre part, en vertu des ¢quations (1), on a :

ol ==

2|2 2 ddal,

S;, e dt T dt 2’

b

par suite,

23 m [}z]w[n]}-—Eﬁ[ p 5, Al e]
2[ ]D[q]

En intégrant entre les ]lmltes to el ¢, 1l vient, pour le second
terme du second membre de =

[ e

%2[ ] [qJE yg[p,,]wﬂ_p?ab_z?g,

¢

(*) On doit, dans lc second membre de cette formule, renfermer toutes
les quantités enire erochets, puisque ce second membre doit comme [H]
étre cxprimé en fonction des ¢f, p?.
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en observant que, pour t=1,, [p,] et [¢,] se réduisent, par hypo-
thése, a p{ et 4.
On a donc enfin :

oc JC

E‘i Y g[”‘] qg:l “q?

Or, si, dans cette derniére formule, on fait ¢ = q?, il vient :

0V
== P o [q] 2,
Qr
ou bien :
oV Ag:]
3" = E [»] Lo :
qr o,

Si, dans la méme formule, on fait ¢ = p{, on obtient :
v ag:]
=Y _ =
apg q" + 2 [pl] apg

D’autre part, si dans Ia fonction'V, exprimée en fonction de
Ly toy Gy oo Q% PUy - P2, OD remplace les g7 par leurs valcurs
tirées des équations (3), elle devient une fonction de ¢, #, gy, ..+ g,
pi, ... Pi, que nous pouvons représenter par (V). Il est d’ailleurs
évident que la fonction (V) se réduit inversement & la fonction V
primitive, si I'on remplace dans (V) les quaniités ¢, ... g, par
leurs valeurs (3), c'est-2-dire par :

q:=[q].

Par suite, on a, en appliquant le théoréme des fonctions de

fonctions :
hA'f 2V g .
— =Y ['10 )
9gr i | G-

S e
w Lot 2.1 opr

(*) Les crochets des seconds membres indiquent que ces seconds mem-
bres doivent étre expmmes comme les seconds membres des valeurs trou-

vées plus haut pour gv” gp“’ en fonction des p/, q;.
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En comparant ces valeurs de 2:0 g’% avec les valeurs trouvées
plus haut, on en conclut que 'on doit avoir identiquement :
NV q N
bt el g
g, I/
V) Agd . [V .
S [0 emn
i O o

pour r=1, 2, .. k.

Les équations (5), au nombre de k, sont linéaires et homogénes
par rapport aux k quantités :

Eatld

or, le déterminant des coefficients de ces équations est différent
de zéro, d’aprés ce que nous avons vu précédemment ; par
conséquent, le systéme des équations (3) ne peut exister que si

Fon a séparément:
AV
[_(_) — prjl= 0, (7)

pouri=1,2, ..k

Le systéme des équations (6) nous donne alors :

[Sd]—a=o. ®

W

pour r =1, 2,.. k.

Il résulte de laque les solutions complétes :

7.=[g], 2 2
pi==[pi,
des équations (1) doivent satisfaire identiquement aux 2k équa-
tions :
V) }
=P
g,
; 9
D\.V'> . . ( )
i
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En effet, les expressions (7) et (8) doivenl étre des identités,
c’est-a-dire que, par la substitution dans les équations (9) des
solutions complétes (2), ees équations (9) doivent devenir les
identités (7) et (8).

Les équations (9) ne sont pas elless-mémes des identités :
en effet, puisque (V) est une fonction de £, t,, 9, ... @iy Py ooe PLs
il en résulte que les premiers membres des équations (9) ne
renferment ni les p;, ni les ¢{, et comme les seconds membres
ne renferment que les p; et les ¢7, il s’ensuit que les équations (9)
ne sont pas des identités; elles ne le deviennent que par la sub-
stitution des p; et des ¢, tirées des équations (2).

Ces équations (9) sont donc équivalentes aux équations (2),
et, par conséquent, ce sont des intégrales des équations (1).
D’aillears, le nombre de ces équations est 2k, et elles renfer-
ment 2k conslantes arbitraires ¢, ... g%, pi, ... p;; enfin, aucune
de ces équalions (9) ne peut élre une conséquence des autres;
car, dans chacane d’clles, il enlre une quantité p; ou ¢} qui ne
se trouve pas dans les antres.

Il s’ensuit donc que les équations (9) forment un systéme
d'intégrales complétes des équations (1).

~ Cherchons maintenant Péquation différentielle partielle 2
laquelle satisfait Ia fonction (V).

A cel effet, de méme que tantdt nous avons trou\e % et 7
de deux manicres différentes, nous allons former ! de deux
manicres différentes.

De I’équation (4') on tire :

dV o
[E P ]

d’autre part, si Fon substitue dans (V) & la place de g, ... ¢,,
leurs valeurs (3), cette fonction devient V. Par conségquent, nous
aurons, en vertu du théoréme des fonctions de fonctions :

-] 5[
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ou bien, & cause de la premiére équation (9) el de la premiére

équation (1) :
av_ Tyv) 3,0
ar [ AP

En comparant les deux valeurs de ‘g, on obtient I'identité :

(V) '
-+ H] =0, (10)
ot
c’est-a-dire que, par la substitution dans I’équation :
\%
a—(—) +~H=0, (11)
d
des solutions complétes :
gi= [{]i-], .
i 2
pi=1pi, @

cette équation (11) doit devenir I'identité (10).

On conclut de 13 que les solutions complétes (2) des équa-
tions (1) doivent satislaire identiquement & I’équation (11). Or,
les solutions complétes (2) des équations (1) sont équivalentes
aux équations (9).

Donc, si (V) est connue, les équations (9) satisferont &
I'équation :

A(V)

— 4+ = 1
- + 0 (11)

Il s’ensuit que, si, dans cette derniére équation, on remplace
les p; par g—%, en vertu de la premiére des équations (9), on

aura 'équation différentielle partielle suivante :

\Y \ v )
L)+ll (l,ql,... q,‘,D—(—),‘--%—))=O, (12)
at 2, o,

a laquelle doit satisfaire la fonclion (V).

Or, si, 4 cette fonction (V) qui satisfait & (12), on ajoute une
conslante addilive, on aura une solution compléte de cette
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équation (12). En effet, cette solution renferme k constantes
arbilraires p}, ... pi, et ces constanfes ne peuvem pab étre éli-
minées entre les quotients différentiels partiels 2% Dq, g%, car
alors une des k premiéres équations (9) serait une conséquence
des autres, ce qui est impossible. Nous aurons donc le théoréme

snivant qui est di & M. Mayer (°) :

TraEtorEME. — Etant donnée Iéquation différentielle partielle :

bhY " (l - DV)-—O A)
a—¢+ s G1s o Yis 'D'q_l’ "'Dqk — Y (

on remplace dans la fonction H, les % par p;, et Uon forme les
2k équations différentielles ordinaires :

d H 4, oH

ql pl —_ (B)

dr o oop, dt aq‘
On intégre ce systéme, et Uon cxprime les 2k constantes d’inté-
gration en fonclion des valeurs initiales p}, qi des p,, q; pour
t =1,. On substilue ces solutions dans Uexpression :

pl ¢ H,
Spll -
et Uon détermine Uinlégrale :

V=Eq‘,?p,+/ izp,ﬂ—ﬂsd

en fonction de t, ,, q7, 1.

Cela posé, si de la fonction V on élimine les qf au moyen des
valeurs des (, tirées des intégrales des équations (B), la fonction
résullante (V) sera une fonction de t, Quy «e Quy Piy oo Pie

La fonction :
= (V) + const.,

(") Mathematische Annalen, t. 1L
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sera une solution compléte de Péquation differentielle par-
tielle (A), et les 2k équations :

W_ . W
bq; i3 DP? qis

seront les intégrales complétes du systéme (B) (7).

XII.

Théoréeme de M. Liouville.

69. Nous allons d’abord démontrer un théoréme de
M. Donkin () dont on fait un fréquent usage dans les théories
de Tintégration des équations canoniques, et de Pintégration
des équalions diflérentielles particlles du premier ordre.

Ce théoréme exige I'emploi de notations nouvelles intro-
duites par Poisson, et par M. Donkin, et que nous devons faire
connaitre.

Si I'on suppose que « et 3 sonl des fonctions des quantités
Pis Pus e Puy Qis Goy o §u, OD doit & Poisson la notation sui-
vante (") : .
o= B da 28

(@ﬁ—ﬁﬁy

M. Donkin ("), de son coté, a introduit une notation symbo-
lique pour représenter la quantité entre parenthéses.

Il pose :
Ny ) 2 B D 2B

Nges i) G dpe dpi dg;

(*) On peut encore consulter sur cette question une Note de M. Berirand,
insérée dans les Comptes rendus du 20 mars 4876, p. 641.

(**) Plilosophical Transactions, 1851, p. 83.

(***) Mémoire sur la varialion des constuntes arbitraires (JOCRNAL DE v’EcoLk
POLYTECHNIQUE, 415¢ Cahicr, p. 281).

(') Philosophical Transactions, 1854, p. 72.
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et ’on a ainsi :

Aa, £)
(@, p) =% 7.

=g, pa)
70. Cela posé, supposons que I’on ait n équations :
al=?l(qls T2 o5 Qus Prs Pas ooy pn)7

ai:?i({]l! qn ey qn! PH sz weey P,,),

dans lesquelles a,, a,, ... a, sont des conslantes arhitraires, les
fonctions des seconds membres pouvant renfermer des quantités
quelconques autres que les a;.

Ces équalions pourront servir i déterminer py,, py, ... p., €n
fonction de q., ¢,, -.. g., €t des constanles, el nous nous pro-
posons de démontrer que la condition d’intégrabilité de Uexpres-
sion :

pudgy - padyy 4 - 4- p g,
c'est-a-dire :

ap; by
AR

?

nwest autre que :
(@, a) =0, ou (5,99 = 0.
En effet, si dans I'expression :

Qu — ?,u(q” Gas 7 Tns Dis Pas weo Pn)s

on remplace p,, py, ... p. par leurs valeurs en fonction de
Gis Guy oor Qs Gy, Gy, ... @,, O0 aura une identité; par suite, en

I

différentiant par rapport a g,, il vient :

ST S .
3 s M p, 9G;

de méme,
day o M P
3. 3. M P OG;
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Multipliant la premiére par , la seconde par Sp" et retran-
chant, on trouve :

Dq. DP: apl Dq. k—laql DP. Dpk apk DP

ou bien, d’aprés la notation de M. Donkin,

day day  da, day, "Qps (Dau da,  dap Da,,)

Nag, ay) _"i"b_& Nay, a,)-
D(q.-, Pi) 210, D(Pn i)
Faisons la somme des expressions analogues que l’'on obtien-
drait en donnant 2 { les valeurs 1, 2, ; le coefficient de Dp‘

étant le méme que celui de Dp‘, pris en s1gne contraire, nous
aurons :

(a# y Oy) =

i ko (Bpk DP‘) Aap, @) )

3. 3 pis pi)

De cette formule on conclut déja que la condition nécessaire
pour avoir :

=i k=i

pour toutes les valeurs de ¢ et k égales 4 1, 2, ... n, c'est que

les =5~ equallons :
(a/H a,) =0,

soient vérifiées pour les mémes valeurs de p et v.

Pour démontrer que ceite condition est suffisante, multiplions
les deux membres de I'équation (1) par a(:’—"’a'}, et faisons la
somme pour loutes les valeurs de w ety égales 4 1, 2,

- Il viendra :

H=n ¥Y=—n
pr, l
2 2 (@ a) s — =
m=l v=l1 a,u., a )

3 g Api, i)

Le coefficient de g%— i ast dvidemment ;

" P=nvy=n D(pn .) = ken (Dp,- Dpk) (a,u.) a\')
= V=4 3((‘/&, a,,) i=1 k=i

Z)ap. da, D(l# day

p=n v=n (D& D& ?EL 2&> (Dall day ba,‘ Dav> .
Ops 9pe Pk Op;

A=t vt
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Il est facile de simplifier ce coefficient. En effet, puisque p,
et p, sont des fonctions de a,, a;, ... @,, 0n 2 :

Dpr Dpr D_al -4 D_&' D_a’ B R Dp' Da"

op; day Op; day 9p; . da, dp,
e e 20 e W 2
P 3ay P g Py da, P
p, op, aa, Dp, Da, ap, 2a,
—_—— — e e — 3
Ip: day Dpl g, dp; da, op;

op, D_p, Da4 Dp, D_a, . ap, oa,

W -y \pk 00y O oa, Dpk

La somme double (3) est une somme de produits de deux
déterminants. En appliquant les régles de la multiplication et
de P'addition des déterminants, on trouve que cette somme
double se réduit au déterminant suivant :

P, 2P,
Pidpe | e APl
P, 2p, o pedpe Apopa)
2Pi P

L’équation (2) se réduit donc A la suivante :

M=n os=n D( e s i=n k= [y ; 3 3 "
3 S (qa) i) NS (0 ) X p)
p=1 =1 D(a‘u, ty) o1 k= N g, D(P.-, P

Mais, on voit facilement que, si I'on développe le second terme,
il 0’y a que le coeflicient de :Z— qui ne soit pas nul, et il

P . e ' dpr N
se réduit A I'unité. En effet, le coeﬁxcmnt de —%——% s’obtient

en faisant { = r, k= s, ce qui nous donne pour ce cocfficient :

D(pf’ ps) 3”7‘ Dp: )p’ vpa

) prsps) e3P 3p, P,
puisque :

op, o, 2P, 2P,
T, T, Frep, X
o, o, 2p, 2p.
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1 est évident que si i et k sont différents de r et s, par
exemple i =r', k= ¢', le coefficient de:

Dpr’ apl'
Dq,, o qu'7
sera nul.
Nous aurons donc :
‘u‘m v=“" D ry L} a r a L)
¥ Z@W%%@Jﬂ+<ﬂ_“£}:m
=l vd a(a,u.w av) aql bqf

ou bien, en remplacant les lettres r et s par et k :

fhen ven APl e pw
2 Y @oa)g s s =0,
P vZ:l (2 day, a,) e O

Il résulte de cette derniére formule que si l'on a :
(@, a,)=0,
pour toutes les valeurs de w et v égales 3 1,2, ... n, on aura :

0P DL)‘

0y 3y,

pour toutes les valeurs de 7 et k égales a2 1, 2, ... n.
71. On en conclut le théoréme suivant :
TrtorkME. — Si les 2= équations :

(aﬂ-) av)=01

sont vérifiées identiquement, les valeurs de p;, P, ... P,, €0
Jonction de q,, (g, ... 4., déduites des n équations :

9=y P27 Q2 eee 9,=0,,

satisfont a la condition :
w
99, g
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en d’aulres lermes, ce sont les quolients différenticls d’une
fonciion de q,, Qgy --- a, € Uexpression :

P:d(ﬁ -+ Pedfh e - P“dqn,
est une différentielle exacie.

v2. Ce théoréme étant démontré, revenons an probléme de
I'intégration des équations canoniques :

dg,  H ‘)
- w
y
dp.  H ) ()
dt 3¢, ’

H étant une fonction de gy, q;, «o« Gay P1s P2y +« Pu, DE renfer-
mant pas explicitement ¢, -
Nous avons vu (n° 4%) que I'intégrale des forces vives :

H=h#,
est une intégrale de ces équations.
73. Ceci rappelé, démontrons le théoréme suivant :

TarorkME pE M. LiouviLLE. — 87, par un moyen quelconque,
on parvient @ trouver n—1 auires intégrales des équalions (4),
savoir : '

G=CQ1; 9= 0o, .. Fpyg=1ly 4,
et si les premiers membres de ces équations sont des fonctions
de qys Qay «or Qay Pry Pay o« Pa» € conlenant pas explicitement le
temps, et satisfaisant a la condition :

(?n ?k) =0,

pour foules les valeurs de i et k égales a 1, 2, ... n, le probléme
sera résolu.
Il sufflira de résoudre les n équations :

H=H", P1== 0y 9a==0gy ee. 91 == 0,4, (5)
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par rapport @ Py Pa, - Pas el de substituer ces valeurs dans
Uexpression :

dV' =pidq, + padgs + - + p,dq, — (H)dt, (6)

laquelle est alors une différentielle exacte. On intégrera cette
expression, et U'on obtiendra les n autres intégrales du probléme
en égulant a des constanles les dérivées de la fonction V', prises
par rapport aux n premiéres conslantes.

Il est d’abord facile de voir que I'expression :
Pudqy —+ pydgs + - -+ pdg, — (H)dt,

est une différentielle exacte, lorsque 'on substitue & p,, pa, .. p,,
leurs valeurs tirées des équations (2); en d’autres termes, que
les conditions :
T e d(H)
ok O, a D_q,— ,

sont vérifides, (H) désignant le résultat de la substitution de
Piy Pay o P, dans H.
Nous avons vu (n° 71) que la condition :

(> ) =0,
équivaut a la condition d’intégrabilité :
v _ P
3. g
Il nous reste donc 4 démontrer que I'on a avssi :

o, XH)
ot g

Or, les quantités p,, ps, ... p, ayant été déterminées en fonc-
tion de ¢y, ¢», ... g, et des conslantes, au moyen des équations (3),
le premier membre de I'équation H = h, qui est I'une de ces
équations (), devient, par la substitution de ces valeurs, iden-
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tiquement égal & la constante h; par conséquent, on a iden-

tiquement :
(M) =h,
et, par suite,
(H)
R
D’autre part, p, ne renfermant pas explicitement le temps,
on a identiquement :

et la seconde condition d’intégrabilité :
8

o 3(H)
YT
est satisfaite.

En intégrant I'expression (6), on a :
V=V —ht, )
V désignant I'intégrale de I'expression :
pdq + pdgs + -+ pdq,.

Cela posé, les n autres intégrales du probléme sont données
par les équations':

v’ ¥

T T =0y,
oy oy

V' hA'A

—_— — =

day A0, >
Ce e @)
b\ VY

= == lp_qy
0Cp_y  lp_y
oW
e e f=—a
dh dh "

a,, 2, ..., tant des constantes arbitraires.

Il suffit pour s'en assurer de démontrer que les dérivées
totales par rapport a ¢ de ces équations se réduisent identique-
ment & zéro en vertu des équations (4).
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Or, en désignant par ¢ un quelconque des nombres 1,2,..n—1,
nous aurons :

v hA hA%
d.— — y
Yoy da, dg, da,; dq,
[ S SN O,
dt dgy dt g, dt
hh' ¥
25 d > %0.d
1
I (e (S, Lol [
da;, dt da; dt
H p, M dp,  XH)
P, o ' op, da; o oay,

Mais, comme (H) est identiquement égal & 4, il en résulte que
Ion a : '
) PAY
d.—

oy

dt

=0.

Si maintenant nous prenons la dérivée totale par rapport 4 ¢
de la derniére des ¢quations (8) :

nous verrons que cette dérivée est aussi identiquement nulle,
en vertu des équations (4). En effet, on a :

vV’ hA'/ )V YW
. — d|——1t ) — . ) —
dh dh dh dny X dg,
= — — 1 e e —
dt dt dg, dl dq, dt
XV va
— 1 Dq‘@.}.....*..bq"%
dh dt ko dt
h)§ ) oAU D
_ — +___p{+...+__£'_l
dp, Oh dp, h
A(H)
=——-4 _— =0.
dh

La seconde partie du théoréme est donc démontrée.
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v4. Remarque 1. — 1l n’est méme pas nécessaire de déter-
miner la fonction V, donnée par I’équation :

V= /'(pldql + padga + -+ podg,). (9)

En effet, si 'on prend la dérivée par rapport 4 a, de I'équa-
lion :

p; P
hl/ 3,
il vient :
w; d
N
Dqk D(]i
, Da# Daﬂ
ou bien ;
RN
Ay oy, . (10)
°Gx ;s

Par suite, on pourra remplacer les n équations (8) par les

suivantes dont les premiers membres sont, en verlu de (10), des
différentielles exacles :

opl ) a])n )
/(Da, i 1= o

N/
/T(Dp, (lq; 4o Pa dg ) =,
da, da, " ’

da

n~1
» K)p‘ Dl’)—n ) o
/ (Dh dg, + - + o dg, | =u, + L.

75. Remarque II. — 1l est facile d’obtenir I'équation aux

dérivées partielles A laquelle doit satisfaire la fonction V', définie
par ’équation :

) .
./.(aap’ dy, -+ P dq,l)zan_,,

dV' = pdyq, + pdq, -+ -+ p,dg, — 1dt,

9

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1



( 130 )
ou la fonction V définie par I'équation :
dV = p,dg, + pdgq, + -+ pdy,.

En effet, les valeurs de p,, p,, ... p., déduites des équations (3),
sont cclles qui vérifient identiquement les équations :
2V’ v’ v b I
aql —Pn E——st e an_‘pn) 'F'—‘_ ’
par conséquent, la fonction V' doit réduire 2 une identité I'équa-
tion aux dérivées partielles du premier ordre :
hA'Ad hA'ANA bV')
— 0;

oW g, L
Y -+ (qlr qﬂi qu Dq; Dqg aqn

ou bien, Ia fonction V doit vérifier I'équation aux dérivées par-
tielles du premier ordre :
W v DV)
=h.

H ry e Gy ey ey e
(']n q q 3. g 3.

v6. Application. — Comme applicalion du théoréme de
M. Liouville, reprenons le probléme du mouvement d’un point
matériel alliré vers un centre fixe en raison inverse du carré
de la distance.

Les équations du mouvement sont :

d*z px
=
d'y By
e~ F

L’intégrale des forces vives est :

i
H=—(x"+y")—ﬁ=h,
2 r

On a donc :
YH , I px
-b——’=x, ——:__3,
x dx T
YH , ol 1
Wy, M
oY %y r
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Par suite, les équations du mouvemenl peuvent élre mises
sous la forme canonique : )

dxr H dx’ oH
di - x| dt—l o
dy H dy’ oH
e ' dt ay

Ces équations renferment quatre fonctions inconnues x, v,
z', 4" de la variable . Nous devons donc chercher, outre I'inté-
grale des forces vives, une aulre intégrale ne renfermant pas
explicitement le temps.

Or, cette intégrale est fournie par le principe des aires, qui
nous donne I'équalion :

g=uxy —Yyx'=a.
On vérifie facilement que Ja condition :
(H, ¢)=0
est satisfaite; en eflet, on a :

AL dp h) | GENE) H do H dp
= T T

a dx’ dx'dx dy ' 'y
px N ‘o
————F.y—x’y +F.w+yx=0.

De ces deux intégrales I et ¢, nous pouvons Llirer les valeurs
de x' et 3’ qui rendent 'expression z'dx + y'dy une différen-
tielle exacte. Nous aurons :

——ay:i:x\/‘z (h+g> r*— o
’ 1.

xXr = )

.2 M

h)
ax:{:y\/Q (h + ﬁ) rt— o
r
= ,’.’i ;

Y
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par suile, on a :

du —
llV:—‘a-xy ydx:i:wdx—:ydy\/Q(h—i—ﬁ) rt— ¥

r ? r

d’ou, en intégrant, .
1 dr
V:aﬁl‘(’.tg”—/j:/.—\/2<h_,_*i),.z_ae_
x . r 7

Les deux autres inlégrales du probléme sont :

hA% ¥ adr
—=arclg>= —_— — — =k,
dx x w

r 2 (h -+ —) —

Y e rdr

k el g étant deux nouvelles constantes.

Ce sont les intégrales que nous avons trouvées précédemment
(n° @2) : la premiére est ’équation de la Irajectoire, la seconde
donne la relation entre le rayon vecteur et le temps.

XML

Mouvement de rotation d’un corps solide aulour
d’un point fixe.

77%7. Soient l'origine des coordonnées au point fixe, £, 7,2
trois axes fixes reclangulaires, z, y, z les axes principaux du
corps pour le point fixe, A, B, C les moments d’inertie princi-
paux, p, ¢, r les vitesses angulaires autour des axes principaus.

Soient ¢ I'angle que fait 'axe Of avee lintersection OA des
plans xy et &n, ¥ I'angle de celle intersection OA avec I'axe Oz,
6 I'angle des deux plans (fig. 3). ‘
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Nous aurons pour la somme des forces vives :
2T = Ap® + Bg® 4 Cr%,

Or, la vitesse angulaire de la rotation peut étre considérée
comme |a résultante de trois

f . rotations p, q, r autour des
axes x, ¥, 2, ou comme la
résultante de trois rotations
dont les vilesses angulaires

8/ sont :

< v @ {Lg autour de OA

N dt ’

\<¢
ﬁ
3/
j
/
LN

d
B4 e autour de 0%,
dt

— autour de Oz,
Fig. 3. dt

et 'on a les formules suivantes :

p==1c0s¢.6" 4+ sin¢sind.g’,
¢ = —siny.6 - cos ysind.y’, (1)
r=y 4+ cosb.¢,

en posanl :

de oW

dt dt

[
)

p=— Y=

En remplacant p, q, r par ces valeurs (1) dans I'expression
de T, nous aurons T en fonction des variables ¢, J, 8 et de leurs
dérivées o', {', 6'.

Si nous posons maintenant d’aprés Poisson () (n° 10) :

T T T
8§ = —> (=] P =

= —
pI APy g’

(") Mémoire sur la variation des conslanies arbilraires (Journar ne L'EcoLE
POLYTECHNIQUE, 41B¢ Cahicer).
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nous aurons, puisque ¢’ n’entre pas dans p et g :

X T o T T2
i M

quy or D?

= Ap sin 6 sin ¢ + Bg sin 4 cos ¢ + Cr cos 8,

et, comme 6’ n’entre pas dans r, on a :

T T ap T 2g

= — Sy — L =4 —B
v oe' 7 5 + ¥ % p Ccos ¢ qsm¢

On a douc les équations :

Cr =3,

U —S§cosé

Apsiny -+ Bqcos ¢ = -
sin ¢
Apcosy — By sin ¢ = .

On en tire ;

sin
Ap == (u — s cos 6) 4 + vcos y,
sin ¢

cos ¢ . 2
Bq:(u—scoso)siue—vsm\p, @
Cr =s.
Par suite,
=—1- l:u—scose)s—i—li—*- vcos\b]!
A sin 0
+1[u—seose)cos¢—vsin¢], (3)
B sin ¢
1
+ g
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Si nous remplacons dans le second membre de cette équation
s, %, v par g—:, g—: s % , et si nous désignons par U la fonction
de force, et par A la constante des forces vives, le probléme
sera ramené A U'intégration de I'équation aux dérivées partielles

du premier ordre (n° 58) :

1 [(AV )V ) sin y 0V 1’
— Y {—— —cos 8| — + — COoS ¢
AL\ p sin 8 hL:
AV Y cos ¢ oV z
4+ —{l———cosi|— — —sln ¢ 4]
BiVWe sin 8 N
(PLAY:
— <~) =2(U + £)
C Ly

Les équations différentielles du probléme sont alors, en posant
H=T-—-TU:

dy oM dy MU de o
dr s dt wooodt w
ds H du M dv R} |
dt o dt . 0 dt 8

%8. La solution du probléme se simplifie lorsque 1a fonction
de force U est nulle, c’est-a-dire lorsque le corps, soumis a une
impulsion momentanée, est abondonné a lui-méme.

En effet, si I'on désigne (fig. 3) par a, b, ¢ les cosinus des
angles que I'axe des x fait avec les axes £, 1,2, a’, 8, ¢ les
cosinus relatifs & Taxe des gy, et a”, 6, ¢” les cosinus relatifs
a I'axe des z, nous aurons, pour les équations de la conservation
des aires :

Ap.a + Bg.a’ + Cr.a" —a,
Ap.b + Bg.b" + Cr.b" =,
Ap.c +Bq ¢’ + Cr.c”" =,

(%)

Ap, Bg, Cr étant les sommes des moments des quantités de
mouvement relatives aux axes principaux zx, y, z, c'est-a-dire
les aires décrites dans chacun des trois plans coordonnés Ox, ¥, 2.
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Or, les formules d’Euler nous donnent :

@ == COS ¢ €OS ¢ — sin ¢ §in ¢ cos 6,

b = sin p cos y + cos ¢ sin ¢ cos 8,

¢ = sin ¢ sin 4,

a' = — c0s o 5in § — §in ¢ cos ¢ cos 4,
b’ = — sin g sin y <+ cosp cos ¢ cos 6,
¢ =cosysing,

a''=sin psin 4,
b= —cos¢sino,

¢'==rcos9.

Les équations (5) prendront 1a forme suivante :

sin ?
PO e

(cosbd—s)=a,

) cos?( ) )
vsing + — (ucosf —s)=
P sino By

u=9.

En faisant la somme des carrés, et posant ;

ona:
v ucoso—§)°
v+ u"+(—,?4—_—k*.
sin‘ 4

Cette équation, étant une combinaison des équations (6), peut
remplacer I'une de ces équations : elle sera une des intégrales
du probléme. D'ailleurs, Vintégrale des forces vives H = h est
aussi une intégrale du probléme,

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1



(137)

Nous pourrons done prendre pour intégrales du probléme
les trois équations :

U=,
PR (n cos. 9 — ) —k,
sin® 4

1 sin 2

Qh_~—$ veos ¢ + [u— s cos f) g‘;
A sia g !
1 ecos\b 2
— -—) + _— —_——
B vsing + (u — §cos )sme }
1

+ =52 (")

C

Il est facile de voir que ees trois intégrales satisfont aux
condilions :

('y, h)=0, (h: ,‘) =0, (k, 7’) =0.

Nous pourrons donc appliquer le théoréme de M. Liouville
(n° 73). Les équations (7) serviront & déterminer u, v, s en
fonclion de 8, ¢, §; nous pourrons alors détermiver la fonetion V
par une simple inlégration, el nous aurons :

A =f(sdv;; + udp + vds).

() 11 est d’aillenrs évident (n° 44) que I'équation :

u — consli.,

est unc inlégrale du probléme.

En effet, si I'on exprimait T en fonction de p, ¢, 8, o', ¢, 8', au moycen
des formules (1), T ne renfermerait pas la variahle ¢, mais elle renferme-
rait sa dérivée ¢, D'ailleurs, la fonction de force U étant nulle, cllc ne
contjent pas la variable ¢. Par conséquent, I'équation :

T
D_P_' = consl.,
ou bien :
u == consl.,

est unc intégrale du probléme,
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.Les trois autres intégrales du probléme seront données par
les équations :

PAY .
Dh— 0
¥V

— =,

dy

AV

 —a

DIC 29

fos ¢y, 2y 6lant des constantes arbitraires.

Nous aurons donc les trois intégrales :
08 ou v
—dy + —dy + d9)=t—/.
f(ah LY R A o
‘fOs u Y
/(—c@ + —dy + ——da) = ay,
dy dy oy
28 du o
— iy + —d +—d9)=oz.
/(ck TN % :

Les équations (7) ne pcuvent, en général, étre résolues par
rapport 3 u, v, s. Car, I'élimination de s et de u conduil & une
équation du quatriéme degré en v.

Mais, si 'on suppose B = A, la difficulté disparait, et les
équations (7) nous donnent :

U=,
C
§t = (k* — 2AR), -
C—A (8)
| !
v =-— (B — u® — s' + 2us cos § — k* cos®a)>.
sin 6 _

79. La théorie précédente est applicable au mouvement de
rotation de la terre autour de son centre de gravité. En effet,
on sait qu'un corps solide libre dans Iespace tourne autour de
son centre de gravité comme si ce point était fixe. Alors A, B, G
seronl les moments d’inertie principaux de la terre.
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Soit OZ Paxe polaire dirigé vers le pble nord, la rotalion
seffectuant des x vers les y. Le plan &y est Vécliptique fize,
I'axe des & 'origine des longitudes, 8 P'abliquité, ¢ la longitude
de I’équinoxe du printemps (point vernal), & I'ascension droite
de I'axe des x.

Solent ¢ l'inclinaison du plan invariable (plan du maximum

Fig. 4.

des aires) sur I'écliptique fixe, 7 linclinaison de Péquateur sur
le plan invariable, que P'on appelle aussi plen principal (lig. 4).
Dans le cas de la terre, A ne différe presque pas de B, 6 ne
différe guére de 1, et § est toujours trés pelit. Nous supposerons
que C est le plus grand moment d’inertie.
Il est évident, 4 cause de :

F=oa'+ § + ¢,
que k est la somme des aires sur le plan invariable.
En outre, dans I'éguation :
U =19,

y est la somme des aires sur le plan des {n, c'est-2-dire sur le
plan de Pécliptique.
Enfin, la formule :
s =0Cr,

nous donne la somme des aires sur le plan des xy, C’est-d-dire
sur l'équateur.
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On a done, en vertu des théorémes sur les projections :
v=1Fkcost,
s=kecosj,

et 'on pourra remplacer y et s par ces valeurs dans les €qua-
tions (8), 7 et j étant supposés constants.
On a ainsi les équations suivantes :
u=—9=keost,
s = kcosj,

V=

4
— (1 — cos?®7 — cos®j + 2 cos 7 cos j cos 6 — cos?6)?,
sin 0

dans lesquelles les constantes seront k, cos i el cos j.
Nous aurous alors :

V=k(gbcosj+ycosi)+fvd8
' "Qds

= k(¢ cosj+ gcosd) + k -
sing
en posant :
i
Q = (1 — cos®i — cos?j -+ 2 cos ¢ cos J cos 8 — cos?0)%.

s0. Lorsque nous aurons déterminé ]’inlégralefg%%, nous
pourrons trouver les trois derniéres intégrales du probleme.
On peut prendre pour éléments normaux, c'esl-d-dire pour

les trois constantes arbilraires :
hycost et cosj.

On appelle eléments normaux les quantités y, £, k qui salis-
font aux conditions :

(71 h):(): (h’ k):()x (75 k)=07

toute combinaison de ces trois élément$ forme aussi des élé-
ments normaux,
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1l est facile de s"assurer que k est une fonction des éléments 4,
cos 7 et cos 7 : en effet, Péquation :

l

C .
§' = A (k* — 2AR) = k* cos’j,

nous donne :
2AC/
oy s proer (9
C— (C—A)cos”y
Lorsque la fonction V sera connue, les intégrales du probléme
seront données par les équations :
¥V oV P

_=l_10a ==y, .=(‘
dh d.cos ¢ d.cos ]

a, B3, Iy étant de nouvelles constantes que 'on appelle les éléments
conjugués respectivement a cos i, cos j et A. '

81. Cherchons maintenant l’imégralef% qui entre dans V.
Ona:

/' Qds sin 649 1 — cos®i — cos?j + 2costcosf cos§ — cos*d
sine sin® g ’
ou bien :
Qde :/‘sin od) | 1 (cos j — cos i) __A(cos j + cos i
sin 8 Q 2 1—coss 2 4 4 cost

Nous aurons donc i calculer les trois intégrales suivantes :

sin 4ds

10

V't — cos*i — cos'j 4 2 c0s i cos j cos 6 — cos* 8

En posant cos 6 — u, cette intégrale se raméne 4 la suivante :

— du u — cosicos
= are ¢0§ ————
. I/sin*isin’j—(u—uosicos_j)2 siie sing

€0s 6 — €08 1 ¢0S j
=arcco§ ————————-
sin ¢ sin j
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: sin 8d¢
2 / :
(1 — cos8) V1 — cos?i — cos?j -+ 2 cos d cosj cos §— cos*4
En posant 1 — cos 6 = z, cette intégrale se raméne i la sui-

vante :

~

\/_w_ % 1 _?(1 —cosiCOSj)%

. 1
ou bien, en posant ; —
—dy

/ 1 — cosi cosj\? . . 1—costcosj)?
—1+ —{v(cosj—c087)— ———=
€08j — cos i

COS]— €os 2

ou bien encore, en posant :

} ) 1 —cosicosj 1 — cost cosj\?
v{cosj — 08 ¥) — ————=11 _— 4,
cos ) — cos ¢ cosj — cos?

il vient :
/- —dt
(cosj — cosq) Vi—r

1 v(cosj — cos?)? — 1 + cosi cosj
—=.—— arccos —
cosj —cost V(1 — cos i cosj)’— (cosj — cos i)?

(cos j — cos 7)? . .
— — —— 1 4+ cosicos]
1 1 —cosd
= — . arccos —
€0s ) — COS 1 sin i sin j

30/“ sin 8do
(1 + cos 6)\/1 —cos*t — c0s’j -+ 2 cos ¢ cosj cos6—cos®6

En opérant de la méme maniére que pour la précédente, on
trouve que cette intégrale se réduit a :

(cosj + cosi)’ . .
———— = — 1 —cosicosj
1 i 4-cos
— ——————arecos —
cosj + cos ¢ sin £ sin j
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On a done :
Qds cos § — €0S £ €os §
— = are 0§ ———————
siné Sl 7 sin J

/

(cosj—cost)? ..
————————1{-+cosicosj
1 —cos4

1
—3 (cosj—-cos 7)arecos

(10)

sin ¢ sinj

(cosj +-cost)’ ..

———" —1~cosicos]

) . 1 +cosé

(cosj -+ cosi)arc cos —— + K,
sint sinj

4

Nl =~

K étant une fonclion arbitraire de &, 7, j.

82. On peut simplifier cette expression de I'intégrale par la
considération du triangle sphérique abc. En effet, en désignant
par ©,1, ) les trois cOtés opposés aux angles = — €, i, j, nous

aurons .
€0S ¢ — €08 § C0s 4 |

cos I = e —
sin 7 sin 4
€05 J — €0S 7 €08 6 (11)
cos J _ —
sin ¢ sin 8

€os 6 = cos ¢ cos J — sin { sin j cos ©.
On tire de cette derniére :

€OS 0 —— €0S % €O0S J
—————— = —005 8.
sin ¢ sin §

D’autre part, on a dans un triangle sphérique, en désignant
par «, B, 7 les angles, et par a, b, c les cOtés opposés :

2
COS 2 ~+ COS
g——-ﬁ)——i — €05 « cos 3
1 —cosy
cos (a + b) = _ - ,
sin « 10

€0s & — ¢os B)*
— (——@) + 1 —cosacosf3
1 + cosy

cos (@ — b= sin & sin B

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1



( 144 )
Pour appliquer ces formules au triangle abc, on doit poser :

“=j, ﬁ=i7 y=x—49,
a=J, b=1I, ¢=0;
par suite,
€08y = — c0s 0.
On a alors :

{cos j — cos 7)? . .
—— — 1 + cos 1 cos)
1 —cosd

= —cos (I — ),

sin ¢sinj
. g
(cosj + cos i)

— 1 —costicosy
1 -+ coso

S = cos (I + J).
sin ¢ sin §
Par conséquent,

ds
9_-—- == arc ¢0s (— cos @)
sin 8

1 . .
—  (¢0s j — cos i) arc cos ( — cos (I — 1)

O = 2o

+ —(cosj -+ cos ©) arc cos (cos I+ J)) +K (12)

=7r—®-—%(cosj—cosi){x—(l—-.l)}

1

2

+ —(cosj +cost) (I +J) + K.

$3. Dans la suite des calculs que nous venons de faire, nous
avons conservé au radical le signe +. En réalité, nous aurions
dt prendre le signe 2=, Il nous reste & examiner maintenant
quel est celui des deux signes que nous devons adopter.

Mais, avant de faire cetle discussion, nous devons observer
que l'on peut encore donner aux expressions de u, v, s que nous
avons trouvées précédemment (n° 77), savoir :

u==Apsinfsin ¢ + Bgsin6cosy + Creoso,
v ==Apcosy — Bgsiny,

S =C1‘,
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une forme remarquable qui nous sera utile dans quelques inslants
pour la discussion du signe de Q.

On a, en eflet,
v=Apcosy— Bgsiny

= A cos ¢ (cos y.t'+ sinysin6.¢")

-+ Bsin ¢ (sin ¢.8'— cos ¢ sin 8.3")

= Acos’y.0'+ Bsin®¢.6' 4 (A — B)sin ¢ cos ¢ sin6.¢' (13)
1 1— 24 A—B .
— g'ﬂ%q_la,’—cos—' sin 2y sing. ¢
2 2
A+B, A-—B L . .
=—2—6+ 5 {6" cos 2y + o' sin 2y sine};
8 = Cr=C(y'+ ¢ cos6); (14)

u = Apsin 0sin ¢ + By sin 8 cos y + Cr cos 9
= A sin 6sin ¢(cos ¢ . 6'+ sin y sin 8. 5')
+ Bsinocos ¢(—siny 6’4+ cos¢sing. o)
+ Ccos 0(y'+ o' cos 6)
== A8’sin ¢ cos ¢ sin 8 — Bo’ sin ¢ cos ¢ sin 6 - A’ sin?6 sin®y
4+ By’ sin®0 cos? y + C cos 0(y" + ¢’ cos )
A+B A—B | (13]
= sin? 6. ¢’ — sin®0 cos 2¢ . ¢

2

2

g sin 2y sin 6. 6"+ Ccos 6(p"+ ¢ cos 6)

A+D , ,
= ' sin? 0 4- Ccos 6(¢"+ 5" cos §)

2

A—3B
-4

sin 6(¢" sin 2 — ¢' cos 2¢ sin 6).

Cela posé, revenons a la discussion du signe de Q. A cel
effet, observons d’abord que, d’aprés ’hypothése que nous avons
admise, & est une quantité positive, puisque c’est une aire.

D’autre parl, la formule (13) nous donne, en y faisant A=D

v=A¢".

Par conséquent, v a le méme signe que 6.
10
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Or, de la formule :
€os 0 ==c0s t ¢0s § — sin ¢ sinj cos @,

oir 'on suppose, comme dans Ia figure 4, que les angles i et j
sont tous les deux aigus, il résulte évidemment que @ est com-
pris entre i — j et ¢ + 7, puisque cos © est compris entre —+ 1
et — 1. En cffet, pour cos ® =+ 1,0na:

€08 8 = €0s 1 €05 j — sin % sin j == cos (1 + j),
et pour cos® =——1,ona:
0s 6 == €0s ¢ c0sj -+ sin ¢sinj = cos ({ —j).

Or, 0 étant compris entre i —j et ¢+ j, il en résulte, puisque
i et j sont aigus, que sin 6 est toujours paosilif.
Par suite, dans I'expression de »:

. kQ

sin §

v

1

le radical () aura le méme signe que v. Donc, () aura le signe +
ou le signe —-suivant que §' sera positif ou négalif, c’est-a-dire
suivant que 8 croil ou décroit.

Or, si nous reprenons la formule :

€0s 8 = cos { cos j — sin ¢ sinj cos ©,

nous en councluons que 8 décroit ou croit, suivant que © est
compris entre 0 et @, ou non,

“n effel, lorsque ® augmentc de 0 a4 7 :

1° De ©=0, a (—)=g, cos © diminue; done cosf augmente,
et, par conséquent, 6 diminue;

2> De @ = 75,1 ® =, cos © est négalif, el il augmente en
valeur numérique; donc cos 6 augmenle encore, et, par suile,
6 diminue. ‘

Il résulte de 1a que, dans le cas de la figure, puisque © est <=,
6 décroit; par suite, 6' est négatif, et, par conséquent, () sera
négatif. Donc, dans ce cas, le radical doit avoir le signe —.
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Nous aurons donc alors :

d N
g—=—m+®+92—22h—ﬂ—m
sin @ 2

€os j + cos ¢

-—-—-2—(l+1)+K.

On pent choisir la quantité arhitraire K, de maniére & détruire
la partie constante, el I'on aura :

o ds s N

Qb osi—eosty gy sosiveosiy g

sin 9 Py 2 (16)
= O — Jcosi— I cosj. '

Par conséquent,

V = k{y cos j + gcos i) + k(®@ — J cos i — I cos j) i7
= k{(z—J)cosi + (y —1I)cosj+ ©}. (17)
Les intégrales du probléme sont alors :

Vv P hAY

h " 3cosi % dcosj ?

s84. Pour former les premiers membres de ces équations
nous devons remarquer que I, J, 8 ne renferment pas k; k con-
tient & et cos f, et ne renferme pas cosi :

On a donc, en vertu de I’équation :

o 2ACh .
—C——(C—A)cos’]" )
P 2k AC
b~ €C—(C—A)cos*s’
d’ou :
2k k
T 2k
D’autre part,
v — 0
deos i ’
0k 2ACh(C— A)cosj

deosj  JC—(C—A)eos’j{¥
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d’oir :
2k 2ACR(C —A)cosj (C—A)Fcosj
dcosj WACR 2ACh
k. ———
k6
On a done :
b'S

ok
Wi [(9 — Ncosi + (¢ —T)cosj + G):l W
et la premiére intégrale du probléme est :

k
t—t=o7 {(p—1J)cos i + (g —1)cosj + B].

On a aussi, pour les deux autres intégrales :

V ) ) | hIc)
a == ~=k(p —I)—kcost ~-—kcosj . >
deost dCos 1 dcose JCoS 1
et
vV o A 20
£ = —=k(¢g — 1) —keosi— — —kcosj -+ k i
JCos ) J €05 ) Jcosjg 0 €08 J
ok
—Necosi+ (3 —Dcosj+ O .
+ {p—1) (¢ — Dcosj + Ebcosj

Afin de transformer ces deux derniéres intégrales, nous avons
besoin de certaines formules que nous allons faire connaitre,
De la formule :

cos @ = cos b cos ¢ + sin b sin ¢ cos ,

on tire, en considérant les c6tés comme des fonctions des
angles «, f3, 7 :

. da . h]/) . d¢
—sina = —sinbcose — cos bsin ¢
dcos B dcos B dcos B
. ¢ . b
~+ sinbcosccosa + c¢os b sin ¢ cos « ;
J cos B dcos B
d’oli
da . .
a = (sin b cos ¢ — sin ¢cos b cos a)
dcos B deos B
. . v
-+ (sin ¢ cos b — sin b cos ¢ cos ) .
dcos B
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Or,ona:
sin b cos ¢ — sin ¢ cos b cos @ = sin a cos

sin ¢ cos b — sin b cos ¢ cos = = sin a cos B.

En effet, de la formule :

colg ¢ sin b == cos b cos a + sin « cotg o,

on tire :
. . sine cosy .
cos ¢ sin b = cos b cos & sin ¢ +- ————— sin ¢;
sin v

mais, on a :

sin « €in ¢ .

————— =sina,

sin o

donc :

cos ¢ sin b = cos b cos « sin ¢ -+ sin a cos ¥}

donc, enfin,

da b e
= COS ¥ -+ cos 3 -
3 cos f dcos B d cos 3
De méme,
da b de
== C0S . 18
JCcos ¥ Oybcosy+cosﬁbcosy ( )
En vertu de ces formules, on a :
20 A ol
- - == 7 : 4+ €08 j -
decos e JCos ¢ dcost
(19)
20 oA ) |
.= C0S -+ €08 -
dcos ) JCos § ) cos j
Les trois intégrales du probleme sont donc :
t—1 k J I (G]
— — e
0= zhi(? )eos i -+ (4 — 1) cos f by
a= k(s —J), (20)
6k I (C— A cosj Iy G- 1) ol
=k(y— _— Yeos i+ (y— I)cos
A T ’ J
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dont la derniére peut étre mise sous Ia forme suivante :

p=klp—1+ (F— o)k eosj.lt—1)

On en lire :

—1=2,
F k
1
¢_1=£_. (%—E)kcosj.(t~l,),
2h . .
_k_(g_ro)=(?—l)cost+(vp—l)cos]+6 (21)

cos i + (p—1)cosj + @

z L .
=0+ %cos;—(x—é) kcos’j . (t — &,)+8.

La derniére nous donne successivement :

2 cos i 4+ fcosj 2h (I I) .
—_——— t—"n _— —_— ?
0 T +( ) =+ 12— ¢ kcos]g
:_ucnsi + Bcosj . (t_l)a‘zACh+(C—A)k’cos’jE
o C’" @
_acou+ﬁcos;+(‘_1)k’C
k Y ACk
zcost + Beosj k
_—— 4 _(t—1).
k Rl

Les trois équations :

o

.—J:-—7
¥ k
| {
e S e LR
cost + fcosj k
e:_::LHEH+Kﬂ_m,

forment une solution normale du probléme.
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La derniére nous donne, en la combinant avec la formule :

€os 8 = cos ¢ cos j — sin 7 sin j cos 8,

acost + fB cosj]
- ,

€0s § == c0s ¢ cos j — sin ¢ sin j cos [X (t —t5) —

équalion qui nous fait connaitre 6 en fonction explicite de ¢,
et comme I et J sont donnés en fonction explicite de 6, par les

formules :
€0S 1 — €0Sj cos 8
cos | =————

sin j sin § ’
€osj — cos ¢ cos §
cos J —*7;:
sinisin g
il s’ensuit que les trois variables 0, g,y peuvent étre déterminées
en fonction explicite du temps ¢
L’équation :

s —1=1,
k

exprime que le plan invariable coupe le plan de Uécliptique
suivant une droite fixe, dont la longitude est ¥. En cffet, on a
(Gg. 4) :
oa=0y —ay =p—J.

85. Remarque. — 1l est {acile de trouver les trois intégrales
précédentes par un moyen plus simple.

En effet, de la formule :

*Qds

sin 4

V = k(pcosi+ ycosj)+ k

on tire les trois intégrales du probléme :

WV k( / >—t , A
5 on COS T -+ ¢ €08 J -+ e = 0 (A)

WV (? +/ €0sj cos § — cos ¢ do) o B)
deosi Qsiné

hA (C— A cos j
dcosj o 2ACh

€0S ¢ cos 6 — co8 j \
¢+/ dy) = 6.
( Qsine / j

sin §

(?cosi+qacosj -+ Qdo)\)
-
/
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On peut facilement ehmmcrfQ entre (A) et (C), et il vient ;

€os 1 €08 § — Cos j g C—A
y+/ 0cins 110=E— kcosj.(t—t); (D)

en éliminant ¢ entre (A) et (B), on a:

mncnsﬁ-—wsj sin 9119 ®COS 1
cos j ,/+ ——*dy (t—fu)—-—-,
alﬂ [} k

et, en combinant cette derniére équation avec (D), ona:

*sin gy k @ c0s & + fBcosj
== — N O s I . A V
S =g y (k)

Nous pouvons prendre les équations (B), (D) et (E) pour les
trois intégrales du probléme.
Si maintenant nous reprenons la formule :

€os ¢ — cos j cos 4
ras l B e —
sinj siné
nous en tirons :

A1 sinj sin® §cosj — (cos i — cos j cos 8) sin j cos 4

—sinl — = —
ds sin’j sin*9
€0s j — €0s t eos 4
=
sin jsin®4
d’otl :
€0S 1 c0S § — €05 §
d :——_%(m.
sin I'sinj sin*
Or,on a;

Gl = VT ol = \/sin’j sin® 9 — (cos ¢ — cus j cos §)°

sin®j sin® ¢

Vl—-cos’i—cos’j+ 2 cos i¢os j cos 6 — cos” 6

sinjsin g ’
done,
sin I sinjsing = — Q,

puisque () est négatif.

Donc enfin,
cos ¢ ¢ns 0 — cos
_____Jd

Qsin¢g

—dl =
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de méme,
cos j cos § — cos ¢
—dy = T Ty,
Qsind
sin 8d9
deo —

Les formules (B), (D), (E) deviennent alors :

=7 dl,

k

I 1"
E_(K—E) /ccosj.([—lu)=‘4"_/dl7
l%(t—fo) a(nqz+600~5_l_/do

Pour déterminer les limites, nous supposerons que I'on prenne
pour limite inférieure de 6 une valeur qui vérifie 'équation Q=0,
c'est-a-dire :

(cos 8 — cas T cos j)! — sin® ¢ sin®j = 0;

or, on satisfait & cette équation en posant :

=1 -l—j,
ce qui nous donne :

1=0, J=0, ©=0,
et alors les équations précédentes deviennent :

o

(SN §
kY

5 1 i

%_(3_6) keosj. (t—t)=y—1,
k. zcos i + Beosy

—{t— —_—_,— = .

A( h) k ?

Ce sont les formules que nous avons trouvées précédemment
par un calcul heauconp plus long.

Nous ferons cependant observer que la premiére méthode
nous permet de déterminer la fonction V, ce qui ne fait pas la
méthode actuelle,
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XIV.
Travaux de M. Donkin.

8@. Désignons par X une fonction de q,, q,, .. g, (), et sup-
posons p,, py, -.. p, détinies par les équations :

X X _ax )
o0, P Bq,’ P 29,

=

de telle sorte que I'on ait les conditions :

Py h}/)8
= 2)
qu Oq,

Nous allons démontrer que, si l'on tire des équalions (1) les
valeurs de q,, q,, ... ¢,, en fonction de p,, py, ... p,, On aura la
relation ;

/B . bl

Dp" o api

En effet, si I'on remplace dans les seconds membhres des
équations (1), ¢, g ... q., par leurs valeurs en fonclion de
Pir Pay -« Puy CeS €quations deviennent des identités, et si I'on
prend les dérivées par rapport a p,, il vient :

RV TRV S L
o dp;  Dqe Oy 0, 3P

dp; D P, M Vg,
Piq P
g, Iy g Op; 99, ;i

’

(*) Philosophical Transactions, 1854, p. 78; Report of the British Asso-
ciation for the Advancement of Science, 1857, p. 32.
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1)
ou bien, en vertu des équations (2) :

- 3qy dp; 0q, Ip; g, Op;

W P2y L W 2

1 =§£)E+Dﬁa_q_‘.g...+ap" D(’"
0G: Opi 3 dp; 3qi o

’

multipliant ces équations respectivement par :

e Y,

Pe N I )

et ajoutant, on trouve :

0q; R/
e )
P Pi
Puisque entre ¢, g, il existe cette relation (3) analogue i la
relation (2), on en conclul le théoréme suivant :

TutorkME., — Si Pon deduit des équations (1) les quantités
Qs sy -« G, en fonction de p,, Py, -.. Pa, les expressions ainsi
oblenues seront les coefficients différentiels d’une fonction Y de
Pis Pzs - Pay €t Uon aura :

)Y Y oY

- — ceny qn:——" (’b)

q':ﬁ’ (h_al’e OPn

87. 11 est facile de tronver la relation qui existe entre les
fonctions X et Y.
En effet, les équations (1) et (4) nous donnent :

dX =pdq, + pg, + - + p,dq,,

dY = qidp, + qudps + -~ + q.dp.;
d’ou :
d(X + Y) =d(pg: + pags + = + p1.)>
ou bien, en intégrant et en négligeant la constante ajoutée :

X +Y=pqg, + s+ + p,gq,- (3)
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La valeur de Y est donc :
Y = —(X) + (g\ps + (qa)pa + -+ + (§.3Ps (6)

les crochets indiquant que X, ¢, ... ¢,, sont exprimées en fonc-
tion de p,, p., .. p.; par conséquent, Y sera exprimée en fonc-
tion de ces quantités seulement.

ss. Sila fonction X, outre les variables g,, g, ... ¢., renferme
encore explicitement une autre quantité quelconque p, il en sera
évidemment de méme des expressions (q,), (¢.), - (g.).
En effet, si X renferme p, il en est de méme de g—; g oo g;%;
par conséquent, si des équations (1) : :
' X
pi= b—q,.’
on tire (q,), (qs)s -.- (¢a), C'est-a-dire les valeurs de g, ... ¢, en
fonction de p,, p,, ... p,, €es quantités (¢;) renfermeront aussi p.
Nous aurons done, en observant que (X) est la valeur de X,
dans laquelle on remplace gq,, g, ... g, en fonction de p,, p,, «.. ., P,
AX) X X g X 3(g.)
_ — 4 — vs o —

p 0)p g, Ip oq, p

X d {
()
p p p

Si nous différenlions Péquation (6) par rapport & p, qui y est
contenue explicitement, il vient :

Y 3X) g, 3g.)

—Em e——— o Py —— = —

p op p

89, Supposons maintenant que X renferme explicitement,
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oulre les n variables ¢,, g, ... q,, une autre variable ¢, et n con-
stantes a,, a, ... a,, c’est-a-dire que 'on ait :

X =fonet. {t, qu, Ga; v Guy U15 Gy . 0,).
Supposons de plus que les n équations :

X X X
e S S L (8)

is
day da, da,

soient suffisantes pour délerminer ay, a,, ... ¢,, en fonction de

by bsy oo bay Gy, @y e G
Si nous posons :

X X X 9
E— ) )g —— —— e - — - b
& o P . P o, )

et si nous résolvons ces équations par rapport & q,, qu, -+ G.,
les a, restant constantes, nous verrens, comme précédemment
(n° 8@), que les g, sont les dérivées par rapport aux p; d’une
fonction :

= fonet. (¢, p;, Pas oe Pus Qi B35 o @),
etl'ona:
oY Y oY
q = v = n=

' T T Ty,

(10)

D'ailleurs, dans cette transformation, les a, sont analogues  la
quantité p (n° 88), et nous aurons, en vertu de la formule (7) :

Y X
— =0,
Da‘- 04
d’oil :
Y X
_=_*=—bl" (11)
da, hle

90. Si des équations (8):
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on tire les valeurs de a,, g, ... a,, en fonction de 4,, b,, ... b
nous aurons, de la méme maniére que ci-dessus (n° 87):

Xp=—(X) + (@) b + (a2) by + o + (a,)]

ny

les crochets indiquant que X, g,, a,, ... a,, sont exprimées en
fonction de b,, by, ... b,, ¢, ¢, --- g,- On a donc :

X, = fonct. (t, qi, Qay -or Qs b1y by, oa B,

et 'on voit que I'on passe de X 4 X,, en exprimant les a;, en
fonction des b,, et en conservant les ¢,, de méme que I'on passe
(n° 89) de X 3 Y en exprimant les ¢, en fonction des p,, el en
conservant les a,. Dans cette transformation les a,, b, jouent
le réle des g¢,, p,; de tantol (n® 89) el les g, le role des a,.

1l s’ensuit que 'on aura :

X

% = (12)
de méme que I'on a (n° 89) :

Y

= (10)

o

Drailleurs, puisque les ¢, jouent ici le role des a; (n° 89),
c'est-d-dire de p (n° 88), on a, d’aprés la formule (7) :

X, X
b
7R oy
d'oli :
X )X
. S (13)
vl of;

On a aussi, en vertu de la formule (7) :
o (14)

o1. Considérons la fonction X, :

s=Tonct. (£, qus Qay oo G5 Diy bay o 0),
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et les équations :
X,
—=—p
o _
Si, de ces derniéres, on tire les g; cn fonction des p,, les &,
reslant constanles, nous aurons la fonction :

Y, = fonct. (£, Piy Pas w- Py byy by o0 B).

Or, les fonctions X, ct Y, sont analogues aux fonctions X et Y
(n° 89) & la condition de remplacer p; par — p,, et a, par b,.
Nous aurons donc, en vertu des formules (10) et (11) :

et

92. Cela posé, les 2n équations (8) et (9), savoir :

X X

D—w: =0, D‘(Z = Pis
nous permettent de déterminer les 2n variables ¢, gas . . G.s
P1s Pas -+ P, €0 fonclion des 2n constantes ay, a,, ... a,, by, by, ... b,,
et de ¢, ou réciproquement, les 2n constantes en fonction de
Qs Qay v Gur Piy Pay = Pu €L L

Dans le premier cas, les variables p,, ¢, sont données expli-

citement en fonction de la variable ¢, que nous pouvons consi-
dérer comme indépendante ; dans le second eas, elles sont don-
nées implicitement en fonction de .

93. 1l résulte de ce qui précéde que nous pourrons, dans la
suite, faire I'une des quatre hypothéses suivantes :

1° Les 2n variables p;, ¢, sont exprimées en fonction de
a;, b, t; :

2° Les 2n conslanles a,, b;, sont exprimées en fonction de
Por 9y 15
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3° Les = variables p, sont exprimées en fonction des n varia-
bles g, des n constantes «;, et de ¢, comme daos :

X
pi= da,;

4° Les n constantes b, sont exprimées en fonction des n varia-
bles g¢,, des n constantes a;, et de ¢, comme dans :

X

b=

g,

XYV.
Nouvelle démonsiration du theoréeme de Jacobi,

94. Voyons maintenant comment I'on peut obtenir le théo-
reme de Jacobi, en se basant sur les théorémes qui précédent.

Soit (Z) une fonction de ¢, s, «. qus @iy Oy, . 4, ¢t dilinie
par P'équation :

et désignons par Z le résultat que I'on obtient en remplacant
dans (Z), a,,a,, ... a, par lcurs valeurs en fonction des variables,
tirées des équations :

20X

P =E

Il est facile de démontrer que le systéme des équations :

dg; hY/

a - w

) ()
yob hYA

dt Dq,-’
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exprime le résultat de I'élimination des constantes a,, b entre
les équations :

X
— =P
3g;

2
X 2
— =},
da

et lears dérivées par rapport a ¢.

En d’autres termes, les équations (1) forment un systéme
d'équations différentielles simultanées du premier ordre dont
les équalions (2) sont les intégrales.

En effet, si 'on différentie 'équation :

X

oa,

= bi’

totalement par rapport & ¢, il vient :

3?X ¥X  dg, »X dg,
-+ —_— e —— —
dadt  dapq, dt dapq, dt

Mais, on a:

»X d (a‘() ;|
og;

da2q; - b_m 20, ’
par suite, 'équation précédente devient :

¥X dp. d I, d
T (DL Y
dadl  da; di da; dt

(3)

er ) dp . Ty
les quantités alal-éf' ... sout prises en considérant p,, Ps, «+ Pas
comme des fonclions de a,, a;, ... ., ¢4, Gay o g, (0° BB, 3°).

Or, (Z) étant une fonction de ¢,y gay .o Gy Gy Gay <o Gay 1y
définie par I'équation : -
)X
(Z)=— e (%)
ona:
AZ) X
Dup et
11
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et I’équation (3) nous donne :

A7)
2y

20

Multipliant par & T,

i =n, il vient :

d
_pdg
da; di

p, d
P e,

da, dt

el faisant la somme depuis ¢ =<

, jusque

RVART RV ARTR (€Y da,
— — 4 e
dag Ip da; dp; d, p;
Ip; da Ip,; da dpy da,\ d
=4ﬂ;+ﬁj+”+ﬂ4%@
day 2p; 3y dp; o, dp;
(e T . 3, e
dag dp; g dp; da, dp;f di
(i B )
dy dp;  duy O de, dp;f di
NSRS ZEU AL
da; dp;  day Iy da, Mp;/ dt

Or, tous les coeflicients du second membre sont nuls, excepté
celui de 22 qui est égal & I'unité. Quant au premier membre,
il est Lgal a E;L si 'on observe que Z est le résultat que I'on
oblient en remplaqanl dans (Z) les constantes a,, a5, ... a, , par
leurs valeurs en fonction des variables (n° 93, 2°), de sorte
que Z est une fonction des variables seulement.

On a donc :
3 dg;

3p; dt

2

ou bien, en remplacant la lettre ;7 par la letire 7 :

YA dq‘
Bp. dt’

équation qui ne renferme pas les constantes.
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On a aussi, en considérant p; comme une fonction de
by iy Gay o G (0° 93, 3°) ¢

dp. Y, W, d dp; d
ap; I’1+ P q4+___+_& 9n

dt ot dq, dt dq, dt
Or,ona:
XX
s D(ﬁ) ) (X WA
FYREY :a—q,-(ﬁ):—o_q,-’

par conséquent,

dp; NZ p; d p; dyg,
i N8 wedge e dg

-+ e ?
dt d: Y, dt 2q, di

ou bien, & cause de I'équation (5) :

dp; AZ) L p, M
e — e
dt 2g; 3, I, 0, p,

— 1

ou bien encore, en vertu des équations (2) :

dp, NZy  opy O p, ¥
—_— - — — 4 e 4 .
dt 2 20q; Ipy 39, 3p,

Mais, puisque (Z) n’esl autre que Z on I'on a remplacé
Py Puy - P, par leurs valeurs (n° 93, 3°),ona: -

UL dp,
ES 4 e 4 -
o; 3G; opy g, P, Ay

N2Z) L L 3p,
— + —_——

Par suite, il vient :

LAy (©)

équation qui ne renferme pas les constantes.
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Le systéme des 2n équations (3) et (6) exprime donc le résultat
de I'élimination des 2n constantes entre les équations :

X

— =P

2g;

. @
= bh

2a;

et leurs quotients différenticls par rapporlt & ¢. Ces équations (2)
sont donc les intégrales des équaltions (3) et (6).
Drailleurs, la fonction Z sera définie par I'équation :

X
z=—(2),
hiA

ng étant le quotient différentiel partiel de"X par rapport & ¢,
et les crochets indiquant que dans ce quotient différentiel, on a
remplacé les constantes a,, a,, ... a,, par leurs valeurs en fonc-
tion des variables, déduites des équations :

X N
Tt
XVL

Formules de Jacobi.

95. Nous venons de voir (n° 94) que les équations :

X X

bq‘- Pn Da‘ i)

donnent la solution des équations canoniques. Elles sont équi-
valentes aux équations :

a; = ?’i(qh oo @y Pay ver Pry '),
b= ¢ Q5 o Qs P> o Pra 1)

Ces équalions peuvent étre considérées comme exprimant les
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2n variables q,, 25 <. G,y Puy P21 - pa, €0 fonction des 2n con-
stantes a;, ; et de t, ou bien les 2n constantes a,, b, en fonction
des 2n variables p;, g, et de t.

Il est facile de démontrer les relations suivantes qui ont été
énoncées pour la premiére fois par Jacobi (7) :

hI/2 o, g da,
_— = = —3
oa; e bl /]
e ob; Iy da;
da; - bqk’ 2b; o 3k

Pi» q: étant deux variables correspondantes, et a;, b; deux con-
stantes correspondantes.
Pour démontrer la premiére de ces relations, reprenons
I’équation :
X

b
da,

dont le premier membre est une fonction de gq,, g,, ... q.,
@y, @gy o G, I Les quantités g,, g3, .. ¢, peuvent étre considé-

rées comme des fonctions de ¢, a,, a,, ... a,, b, b,, ... 6,, déduites
des n équations :

X 20X X
= bi ) = b!s e
ooy 0y hl]

=h

ne
n

Si I'on suppose gy, @s, ... ¢., Templacées par leurs valeurs,
I'équation :

== bi)
oa;

devient une identité, et sa dérivée prise par rapport a g; sera
nulle. Nous aurons done :

»X X g, X g,
. -+ —_— = ae A — T 0 .
daa; dadq; da; dapg, da,

(*) Jacos1, Vorlesungen tiber Dynamik, pp. 395 et suivantes.
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Remplaqant N par b,, et 2 Dq par p,, il vient :

Wb O P2 a2,
da;  da; du; Y day da; da ’

équation qui a lieu pour toutes les valeurs de f =1, 2,

Dans celte équauon -~ se rapporle A hypothése 4° (n° 9a),
pmsque, en verlu de la iormulc b, — “_ . b; est une fonction de
L, ¢ O gZ‘, gi’f, ... se rapporlent a I'hypothése 3° (n° 93),
puisque, en vertu de la formule p, = ’;‘ ., p: est une fonction de
t, q.,a;; enfin, g%* \ ;Zﬂ_ , .. Se rapportent a I'hypothése 1° (n° a3),
puisque, en vertu’ de I'équation b,.=g—‘}‘ » . est une fonclion de
L a;, b;.

Multipliant I'équation précédente par %i‘—k, se rapportant &
I’bypothése 2° (n° 93), et faisant la somme pour loutes les
valeurs de ¢, les indices j ct k restant les mémes, le premier

terme du premier membre sera :

Dbj duy bb da,, bbj
—_ — 4 = — (n° 93, 2°)
da, ap,, Da P Dp,

Dans le second terme, le coefficient de g% est :
J

Ing A J :a, d
A S (LI Ap

cag dpy oa, Opi Py

Tous les autres coefficients sont également nuls, excepté le
coefficient de 2 ~_ , qui sera :

Iy ddy p, da, Py

S = —==1.

day Ip, d, dpi s
On a donc ;
b Mg
O o0
ou bien ;
Dbj th
e ey
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ce qui est la premiére formule de Jacobi. Le premier membre
se rapporte & 'hypothése 2° (n° 93), le second membre & I'hypo-~
thése 1° (n° 93), ‘
Si nous opérons de la méme maniére sur les équations (10)

et (11) (n° 89):

Y X ;

D_P.- =4 D—a‘— i
nous obtiendrons évidemment un résultat qui se déduit du pré-
cédent en changeant p en g, et réciproquement, et en changeanl
le signe de b. Nous aurons donc :

ab; _

Dq,‘ o,
c’est la deuxiéme formule de Jacobi.
De méme, les équalions (12) et (13) (n° 90) :

X, X,

Dq, = ab

ir =0,

nous donnent, en changeant dans la premiére formule le signe
de p, et en changeant a en b, et réciproquement ;

Daj ’q,‘
Dpk 3b;

c’est Ia troisiéme formule de Jacobi.
Enfin, les équations (15) et (16) (n° 91) :

Y, dY,
— =4y, T=—4,

ap; ob;

nous donnent, en changeant dans la troisiéme formule le signe
de a, et en changeant p en ¢, et réciproquement :

c’est la quatriéme formule de Jacobi.
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La démonstration que nous venons de donner est due i
M. Donkin (7). La démonstration de Jacobi est différente (™).
Remarque. — Dans les équations :

dg; L )
Fr

A
dp; YA (A)
dt b_q,

les premiers membres se rapportent & I'hypothése 1° (n°> 93);
les seconds membres a ’hypothése 2° (n° 93).
Mais les équations :

X
D_(I.‘ = Pi»
X
—_ bu
da;

renferment a,, b, exactement de la méme maniére que p, g,.
Il est donc évident que les raisonnements qui nous ont conduits
aux équations (A), nous conduiront aux suivantes () :

da, 27

dt

db; M (B)
dt e,

Dans les premiers membres, a;, b, se rapportent & Phypothése 2°
(n° 93), et sont exprimées en fonction de g¢,, p,, et ¢; les seconds
membres se rapportent & 'hypothése 1° (n° 93).

Observons que, dans les équations (B), Z est la fonction Z
des équations (A) dans laquelle on remplace p,, q; par leurs
valeurs en fonction des a,, b;.

(*) Philosophical Transactions, 1884, p.79; Report of the British Asso-
ciation for the Advancement of Science, 1857, p. 33.

(**) Vorlesungen tiber Dynamik, pp. 395 et suivantes.

***) Philosophical Transactions, 1858, p, 303.
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XVII.
Théorémes de M. Donkin.

96. TniorEME . — Si p ef q désignent deux des variables
P:» iy et si on suppose ces variables p et q exprimées en fonc-
tion des 2n constantes a,, b,, et de t, nous aurons :

Ap, ) Aaj, b)) (1 .
E;D(flj, o)~ 2, g o,

suivant que p et q son! conjuguées ou non ().

En effet, si ¢, est une fonction des 2n constanles et de ¢,
et si I'on remplace les constantes par leurs valeurs (n° 93, 2°),
en fonction de ¢,, ¢,, --- Guy Pi» Pss - Puy 1, OD obtient une
équation identique. Par suite, si 'on différentie par rapport
a g, q. el p, il vient ;

4=E(Lbfﬁ+b_"‘gﬁ),
“ \ag; o, 3b; dg;
OZE(D_’I‘E_,_D_"‘D&),

da; 3z db; Vg,

i

0:2 (D_(]'D&_,_D_(I‘bﬁ)
L \oa; ap, b, opyl’

on trouvera des équations analogues, si 'on opére de la méme
maniére sur p,.

Or, si nous appliquons aux six équations ainsi obtenues les
formules de Jacobi (n° ®5), ¢n éliminant les dérivées de a; et b,
nous aurons pour la premiére :

3, 3P G W Mpi» ;)
| _A(__‘ +__>=2

AL R IRl FRIALY

(") On dit que p et g sont conjugudes, lorsqu’elles sont de la forme p;, ¢;;
elles ne sont pas conjuguées, si elles sont de la forme p;, g;.
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Par conséquent, on a :

ps 1)
= + 1 = pi ==y
i Yy, by s pour p=p; g=4q
et
Pa _ _ _
E.la\a]’bl)— 1, pour p—q” q—p‘.

On trouvera de la méme maniére que la deuxiéme équalion
nous donne :

b =0, pour p=p, q=gq,
q;y

2(ps 9)
Y —3=0, pour p=ygq; g=uq,
7

et ainsi de suite.

Pour démontrer la deuxiéme partie du théoréme, il suffira
d’éliminer, au moyen des formules de Jacobi (n° 85), les déri-
vées de q;.

La premiére formule nous donne :

1=2( b, da; +%a_bj)=23(a,, b)
J

o g, opi q; £ Pis 45)
On a donc :
(aj’ b})
=+ 1 our =pn;, =10,
2, o o) , pour p=p;, g=gq
et
(aJ’ b])
=—1 our =iy 4 = Pis
E o 1) , pour p=gq;, q=p

On trouve, de méme, au moyen de la denxiéme formule :

“=0, pour p=pi, q=q,

et ainsi de suite,
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97. Tutorime 1. — Si h et k sont deux quelconques des
constantes normales (") a,, by, et si nous supposons ces quantilés

exprimées en fonction des p;, q; el de L, nous gurons :
E A, k) _ E Ap;, q]-)= +1
$any ) 4 AR E) 0,

sutvant que h et k sont conjuguées ou non (7).

En effet, si nous supposons a,, b; exprimées en fonclion des
variables ¢;, p, el de ¢ (n° 93, 2°), et si nous remplacons les
variables par leurs valeurs en fonction des a,, b, el de ¢
(n° 83, 1°), on obtient des identités. Par suite, si 'on différentie
par rapport a a,, la valeur de a,, par exemple, il vient :

o, dq; da; dp,
5 \g; da; p; da;
ou bien, en remplacant les dérivées des ¢ et des p, au moyen
des formules de Jacobi (n° 93) :

i 0; dp;  dp; Y < Ap 9
Par conséquent, on a :
(b, k
2 ( )=+1, pour h=ga;, k=0,
3 3P 9)
et
h, k)
3 = our h=b;, k=a,.
< pi, 45) P
De méme, on (rouverait :
a(h, k
E (—)—= 0, pour h=a, k=10,
51 ¢)

et ainsi de suite.

(") Nous donnons le nom de constanfes normales aux constantes a,,
@y, o Oy, by, byy ... by, obtenues en appliquant les méthodes précédentes
a I'intégration des équations canoniques.

(**) On dit que & et k sont conjuguces, lorsqu’elles sont de la forme a;, b;;
elles ne sont pas conjuguées, si elles sont de la forme a;, b;.
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Pour démontrer la deuxiéme partie du théoréme, il suffit de
remplacer les dérivées de a, au moyen des formules de Jacobi
(n° 95), et I'on trouve facilement :

_ ou

Ea(piaqj) ] 0
7 (k) ’

suivant que % et k sont conjuguées ou non.

98. Il résulte du second théoréme que I'on a, en employant
la notation de Poisson (n° €9):
(@, b) = — (b;; 0) = —1,
(@, b) =0, (&, 2)=0, (b;,0b)=0;
~ dailleurs, on a identiquement :
(@, 8) =0, (b,b)=0.

En d’autres termes, on a :
=1

(hy &) = 0,

suivant que % et k sont conjuguées ou non.

99. Désignons maintenant par f, g deux fonctions des
2n constantes normales a,, b,, el soient :

[=¢(04, aq,y ... a,, by, by, .. b)),

g =¢(0; Aoy .o tyy byy by, 0 B).

n

Si 'on suppose a,, a,, ... a,, b;, b, ... b,, remplacées par leurs
valeurs en fonction des 2n variables ct de ¢ (n° 93, 2°), alors f
et g deviendront des fonctions des variables (), et si 'on désigne
par &, k deux quelconques des constantes a,, &;, il vient :

ARG g ALg) ks k)

—_ —

Apiy i) B by k) Apiy q.)

() et g seront des intégrales des équations canoniques.
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)

combinaisons binaires des constantes. ;
11 est facile de vérifier cette formule : ¢n effet, on a :

Or, on a évidemment :

ele.,

Afhg) g of g

Apiq) dpiage 2q.0ps

day af ab, )f Dai f abi
= 3 .

Dp, Dbl Dpl. + dagy Dp, Dbi Dp,-

Da, af \bl A day af b, |

+ —_— —
Dq, bb, ‘q,— das g; \b, 2g;

et il est facile d’en conclure la formule ci-dessus.

toutes les

Si maintenant nous faisons la somme par rapport & 7, il vient :

~ 9= 3|~ 03l

h F)

la somme se rapportant i &, k comme ci-dessus.

Mais, 4 cause des formules de Donkin (n° 97), on a :

(hy k) =0,

4 moins que k, k ne soient conjuguées, et alors on a :

Par suite,

(hy ky==x1.

(fig)=—

Ay 9)

—_—

da:, b))

formule que I'on peut écrire sous la forme suivante :

3

df g
dq; 9P

___EUJJ_)

i g,

) g

_E@E___
da; b b, da

)

L’expression du second membre étant une fonction des con-
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slantes a,, b, seulement, 'équation précédenle nous donne le
théoréme suivant :

THEOREME, — 87
f: ?((In Qa5 o Quy P1s P2y oo Pa> t)!
g= '\L(qla G2y o Gny P1s Pas - Pns ”)

sont deux intégrales des équations simultanées :

dg; 3 dp, Y

At op, dt 2

N[y Dg)
(ﬁ!ﬂ——E(D—q‘D—F‘ ETIA

Uexpression :

est conslante, c’est-a-dire que si U'on remplace p,, q; par leurs
valeurs en fonction des constantes et de t, Uexpression (f, g) se
réduit ¢ une fonction des consiantes arbitraires, ne renfermant
pas le temps t.

XVIIIL

Extension des méthodes d’Hamilton au cas o les liaisons
sont des fonctions du temps.

100. Les recherches d’Hamilton exigeaient que la fonction
H=T —TU fiut indépendante du temps, la fonction T étant
une fonetion homogéne et du second degré de ¢, g, ... 9.
Nous allons voir maintenant que la fonction T peul renfermer
explicitement le temps ¢ (*), sans que 'on ait rien 4 modifier
aux théories précédentes. 11 en résultera donc que ces théories
s'appliqueront a un probléme auquel I'intégrale des forces vives
n'est pas applicable.

(*) Donkin, Philosophical Transactions, 1854.
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Reprenons I'équation du mouvement (n° @) :

d
a. L
dqi E _ U
dt Dq,- _DT[‘.' (A)

U éiant une fonction de g, ¢s, -« ., qui peul renfermer expli-
citement le temps, mais non les g;.
Nous avons vo qu’en posant (n° 20) :
)T
P = rq:’
on peut ramener les n équations (A) & un systéme de 2n équa-
tions du premier ordre (n° 45). Mais la démonstration que nous
avons donnée précédemment exige que T soit une fonction
homogéne et du second ordre des ¢;.
On peut traiter la question de la maniére suivante, sans faire
aucune hypothése sur la forme de la fonction T.

Posons, a cet effet,
T+ U=W;

nous aurons, puisque U ne renferme pas les ¢; :

T o YW

0 o
T U0 W
—_—— — == H
Dq( Dq,- Jq,-

I'équation (A) devient :
W
g W
__d_"_ —. (B)
t 3g¢
Posons :
W .
ﬁ =p; (')

(*) Cette formule est analoguc aux formules (1) (ne 86) :

5?_ = P?,
g, est remplacé par q..
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el considérons la fonction :

= — (W) + pi(g0) + pslqa) + =+ + p(qu) (V)

dans laquelle nous supposons (W), (%), ... (7.), exprimées en
fonction de q,, gay -+ Guy Pyy P2y o P, ()

Nous aurons, en appliquant les formules (4), (6) et (7) (n>* 86,
87 et 88), dans lesquelles nous devrons remplacer g, par g,
et p par 0.(7):

g == DP.- ' )
W o
e g

T (©)

Les équations (D) et (E) ont donc la méme forme que les équa-
tions canoniques, c¢’est-3-dire qu’elles sont de la forme :

dg; hY/
q: = dq = _—
t Op;
, o dp YZ
P T T
qi

1l en résulte qu'il n'y aura pas de restriction 3 faire en ce qui
concerne la forme de la fonction T.

201. Remarque. — Dans le cas particulier ol T est une
fonction homogéne et du second degré de ¢}, g3, ... g, 00 @ :
2T = pigi + P + -+ + Pogi
d’ou :
——(T+U)+2T=T—C.

(") Les g; jouent ici le réle que jouait la quantité p dans la formule (7)
(n° 88),

(**) Cela résulte de la comparaison de la formule (C) avece la formule (6)
(n° 87).
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102. Considérons maintenant le systéme de 2n équations
différentielles simultanées du premier ordre :

dg, 1

dt op; )
dp; WY/

di hls ’

Z étant une fonction de q,, ... q,, P\ < P, L.
Une intégrale de ce systeme est une équation :
U=a,

dans laquelle « est une constante, et U une fonction de ¢, ¢, p;,
telle que la dérivée totale Z—lU soit nulle en vertu des équations (1).

Cherchons la condition i laquelle doit satisfaire la fonction U
pour étre une intégrale. On a :

dU 0 (aU dg; U dp,—)
_ = — 4} 2 _ -4 — —] .
.t dq: dt - dp; di

On a donc, en posant g% =0, et ayant égard aux équations (1) :

0 U YZ YU 2
0=—+ 2 ( ————— ) >
. ob 3q; Oy p; g,
ou bien :
U
E—F(U,Z):O. (2)

Toute fonction U satisfaisant 4 cette équation (2), donnera,
en I'égalant & une constante, une intégrale du systéeme (1).

103. Remarque. — 1l est facile de voir que ’éguation
1. =const., ne sera une intégrale des équations (1) que si lu
fonction Z ne renferme pas explicitement le temps.

En effet, si Z = const. est une intégrale, la {onction Z doit
vérifier 'équation (2), el nous aurons :

oz
= 4 (2,2)=0.
2
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Or, (Z, Z) est identiquement nulle; par conséquent, on devrait
avoir :

¢'est-3-dire que 7 ne devrait pas renfermer explicitement le
temps 1.

On conclat de 13 que, dans le cas oil Z est une fonction du
temps, I'équation Z = const. n’cst pas une intégrale des équa-
tions (1).

104. TotorkME pE M. LiouviLLE. — 8i, par un moyen
quelconque, on peut déterminer n intégrales du systéme (1) :

P1=0Qy; $3==Ugy s ¢, == 0, (3)

n{n—1)

renfermant N constantes arbilraires, el satisfaisanl aux ——;

condilions :

(?i: ?,,):0, ou (Ll'-, ﬂ,‘):-o, (4‘)
pour les waleurs 1,2, ...n de i et de k, on pourra facilement
obtenir les n aulres inlégrales.

A cet effet, on déduira des n équations (3), les valeurs de
Pis Pay ..o Pa. ent fonction de qq, Qay o gy, 3, ... 8,, L, €L on les
substituera dans Pexpression :

dV =pdq, + -+ + p,dq, — (Z)dt, (5)

laquelle sera une différentielle exacte, (1) désignant comme preé-
cédemment le résullat que U'on obtient en substituant dans 7. les
valeurs de py, ... Po, tirées des équations (3), de sorte que (L) est
une fonclion de Q;, ... (q, 245 ..o 85, L

En intégrant Pexpression (5), on obtient la fonction V, et alors
les n quires intigrales du systéme (1) s’obtiennent en égalant @
des conslanles les dérivées de la fonction V, prises par rapport
aux constantes a,, ... 2,.

Demonstration. — 1° L'expression :

pudq + e+ pdg, — (Z)dt,
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est une différentielle exacte. En effet, d’aprés ce que nous avons
vu (n° 70), la condition :

(¢, ;) =0,
n’est autre que la condition d’intégrabilité :

P _
g, 3q;

de I'expression :
pdg+ -+ pdg,.

[l nous reste A prouver que l'on a :

T MZ)
g,

Or, en vertu de la définition de (Z), on a:

e 4
3 3. Wy dg P A ap, g,

hIY/ )Z dZ LY/ 3 D
(2) L2 e P ¥ 2p,

ou bien, en ayanl égard aux équations (1) et aux conditions
d’intégrabilité (6) :

D(Z) . % dﬂ D_Pl + dqz hyH . ‘_{q_n p;

A dt di g dtdge  de g,

Mais, d’autre part, comme, en vertu des équations (3), p, est
vne fonction de t, ¢,, ... q,, 0on a:

dt o oq dt d, dt

et, par conséquent, I'équation (7) nous donne :

)Z) P

YR
On a donc:

V = [ (pidq, + pudgs + - + pdg, — (D)) + 5,  (8)

y étant une constante arbitraire.
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Cette fonction V nous donne les équations :

WV W W
Pis ot =P, D—,=—(Z), 9)

in o an
dont les n premiéres sont évidemment équivalentes aux équa-
lions (3), c’est-a-dire que les valeurs de p,, ... p,, déduites de
ces équations, sont les mémes que celles que I'on tire des équa-
tions (3). La derniére est une identité.
2° Les n autres intégrales du probleme sont données par les
équations :

— =b, — =b,, - —=0b_. (10)
a Pl

Il suffit de démontrer que leurs dérivées totales par rapport
a ¢ sont nulles, en verta des équations (1).

Or,ona:
hAY P\ w W
d.— 33— 3 — —
da; da; da,; dq, da; dq,
= -+ —_— = e —_
de b dq, dt dq, dt
WV vV WV
¥ Cod i d
SR (o LN ot (3
day da, dt da, dt

Si 'on Lient compte des équations (1) et (9), il vient ;

v
Y AZ) Z Z 2
B zopy %
dt da;  dpy day p,, da;

Mais (Z) n’est autre que Z dans laquelle on a remplacé p,, ... p,,
en fonction de ¢, , ... ¢, a;, ... a,, !; et d'ailleurs, Z ne renferme
pas explicilement les a, .

Nous aurons dong :
MY Y/ hY /)

L) O I

00 - Ipy A, ' I, MG ’
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par conséquent,

I en résulte donc que :

v
— == const, = b,,
oa;
est une intégrale des équalions (1) pour toules les valeurs
de i égales 4 1, 2, ... n. Par suite, les équations (9) et (10) :
v 0V

Dqu-=p” E=bn

forment la solution compléte du probléme (7).

105. Remarque. — On pourrait résoudre le probléme beau-
coup plus simplement, méme sans connaitre les n premiéres
intégrales, si I'on parvenait, par un moyen quelconque, a déter-
miner la fonction V. Les 2n intégrales seraient données par les
2n équalions :

hA'f hh'f

qu px’ Da,- 1

dont les n premidres sont ¢quivalentes aux équations (3).

Or, cette fonction V peut éire lrouvée comme une intégrale
compléte d’'une certaine équation aux dérivées partielles du pre-
mier ordre.

En effet, d’aprés ce que nous avons vu, I'équation :

3V
—+ (Z)=0,

ot

doit étre identiquement vérifiée par la fonction V.
(*) Ce théoréme a été communiqué, en 1853, par M. Liouville au Burean
des longitudes (Journal de Liouville, t. XX, p. 157); Connaissance des temps,

1853; Donxin, Philosophical Transactions, 1854, p. 85; IMSCHENETSKY,
Mémoire sur Uintégration des dquations auz dérivées pariielles, pp. 161 ss.
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Dans cette équation, (Z) n’est aulre que la fonction Z dans
laquelle on aurait remplacé p,, ... p,., par leurs valeurs tirées des
équations :

Pre= Q1 . 9=,

. . 5 OV v
Mais ees valeurs sont équivalentes & -, . 7=+

Par conséquent, (Z) n’est autre que Z dans laquelle on aurait
remplacé p,, p,, .. p,, par les valears de %%, % Il en
résulte done que la fonction V, renfermant n constantes arbi-

traires, doit rendre identique le premier membre de I’équation :

Vv . (t 2V oV) 0 1)
. — e —}=0.
ot 1] (Iu an 31]1 an (

Par conséquent, V doit étre une solulion compléte de cette
équation aux dérivées partielles du premier ordre non linéaire.
Cette équalion est facile & former, puisqu'il suffit de remplacer
dans la fonction Z ou F, les quantiiés p,, p,, ... p,, par les quo-
. N A
tients différentiels S

106. Nous venons de voir que la fonclion Y qui donne les
intégrales du systéme canonique au moyen des équations :

AV b2

'b;izpn _D;,-=b“

est une solution compléte de I"équation aux dérivées partielles :

v P (t hh bV) 0
— + — e — | =0,
i ’ ‘]u qn’ in an

II est facile de démontrer que foute solution compléte , guelle
qu’elle soit, de cette équation aux dérivées parlielles, satisfail
4 la question, c’est-a-dire que, si 'on connait une solution com-
pléte quelcongue V de cette équalion, les intégrales du systéme
canonique sont exprimées par les équations () :
v WV

AN
2g: P da; !

(1)

(") Donxkin, Philosophical Transactions, 1854.
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Supposons, en effet, cette solution compléte V connue, et
posons :

W
Yy Do
I’équation (11) devient :
hhY
J_*_ F(t, qis o Gy pis .0 p,)=10. (12)

Différentiant par rapport 4 ¢, il vient :

pAY
a F FH oF
LI L R (13)
M M py g, P g
Or,ona:
AV IV
Y — 22—
ot o g, i,
e ot ot
d’ailleurs :
P, . %
N/ - o9,

Par suite, I’équation (13) nous donne :-

dp;  dF  dF F dp;
ﬁ'+—+—£’+---+— r

i 0 dpy My, P, g,
d’auntre part, on a :
dpe 0 dpidgs o dg (13)

dt ot g dt dq, dt
Ajoutant (14) et (15}, on trouve :

(dq, DF) P (dq,, F )
! . .

_—— 4+ — J—
D(]n

dt I, dt p,

dp, F
— 4 — ==
dt 0, g,

Par conséquent, les n équations :

dg,
tTZ'=D_’ pour i=1, 2,..n,
Pi
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dans lesquelles ; |

pi:ﬁ,

renferment comme conséquences les n équations :

dp, F .
Ft—=——3—q.-’ pour 1 =1, 2, ..n

Il reste & démontrer que les équations :

sont des conséquences des équations :

v
— —b.
do;

Or, si nous prenons la dérivée totale de I'équation :

)V
= bl7
du,
par rapport & ¢, nous trouvons :
PV 3V dq. YV dyg,
-+ - =0;
dudl  da3q, i darg, di

daulre part, en différentiant I'équation (12) par rapport a a,,

il vient, en ayant égard aux équations p, ——27

RV F W Y
~+ — 4o o —
dal op; dagq, p, dapg,

De ces deux derniéres équations on déduil la saivante :

3V (dq, aF) >V (dqg DF)
+ 4 o= 0,
Dp,.

dagq, dat T p, 3a,;3qa

dt p,

laguelle nous donne n équations analogues.
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Or, de ces n équations on conclut que I’on a les = relations :

dg;, F .
— = —, pour i=1, 2,
dt op;

ou bien que le déterminant des n? quantités :

DYV

) —

DZV Dqk
dadq,  da

est nul. Mais cette derniére condition exprimerait (n° 50) qu'il
existe enltre les D_v_ une relation indépendante de a,, ... a,,
C’est-a-dire que 'on peut éliminer les » constanles a,, ... ,, des
n équations ;

hAY

Bqu= $e( Q1 vee Gy Qus o Ay 1),
ce qui est contraire 4 I'hypothése que V est une solution com-
pléte de I'équation (11) (7).

Done, si V est une solution compléte quelconque de I'équa-

tion (11), les équations :

i = bn

da;
jointes aux équalions :

¥V

Fq,- = P

renferment comme conséquences les équations :

dqi F
dt Dp,

(*) En cffet, on sait que si V est une solution compléte, elle renfermera,
outre la constante additive, n constantes arbitraires a,, ... a,, telles que
I'on ne puisse les éliminer toutes entre les # + 4 équations obtenues en
différentiant V par rapport & q,, ... ¢., £, sans faire usage de toutes ces
équations (n° 52).
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et celles-ci renferment encore les équations :

dp;, - F
A gy
dans lesquelles : '
o PA'
P 7

Donc, si 'on peut trouver une intégrale compléte quelconque
de I'équation (11), la question sera résolue, et I'on aura les
2n intégrales du probléme par. de simples différentiations.

107, Cas particulier. — Lorsque Z ne renferme pas expli-
citement le temps t, l'équation Z = h est, comme on sait
(n° 203), une des intégrales du systéme (1).

On peut alors supposer que I'équation Z =h est une des
n intégrales données, au moyen desquelles on définit la fonction
principale V, de maniére que :

h, ay, ag, .. 4, 4
soient les n constantes arbitraires. Cela étant, si les conditions :
(a,a)=0, (h,a)=0,
sont satisfaites, nous aurons identiquemeunt :
(2)=h,

puisque Z doi{ se réduire & h, quand on y remplace p,, p,, --- P,
par leurs valeurs tirées des n intégrales (7).
L’équation :

dV =pdg, + pdqy 4 = + p.dq, — (Z)dt,

(*) (Z) est le résultat que 'on obtient en remplacant dans Z les quan-
tités Py, Pgs = Pu, AT leurs valeurs tirées des n équations ¢,=a,, ... Z=Hh.
Or, si dans 'une quelconque de ces équations, par exemple Z = &, on rem-
place py, Py - Pu, Dar leurs valcurs, cctte équation devient une identité;
done, (Z) est identiquement égal & h.
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nous donne alors :

dV = pdq, + pydq, + - + pdq,— hdt;
dou :
Ve=—Hht+y,

¢ étant une fonction ne renfermant pas explicitement le temps;
en effet, Z ne renfermant pas explicitement le temps, il en sera
de méme de p,, p;, .- p,-

La solulion du probléme se simplifie alors de la maniére
suivante :

Les 2n équations :

AV hAY

- = Pis ~=bi:
g, p 2a,

sont remplacées par d’autres que nous allons chercher.

De I'équation :

Ve=—h+y,
on tire :
XV )
Dq‘-_aq,-’

par suite, les n premiéres intégrales peuvent étre remplacées
par les n équatioas :
e
P
Les n intégrales restantes, qui sont données, en général, par
les équations :

WV b\
= — =1, =1,2,..0n—1),
dh i dag v ’ )

7 étant la constanle conjuguée d &, deviennent, en remplacant V

par sa valeur :

d Jd
a_‘;=¢+r, Fi.:b“ (i=1,2,..n—4).
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Quant 2 la fonction ¢, il est facile de voir qu’elle satisfait
a I'équation différentielle partielle :

D by

F( 3 Yog eee Gpy T2 Ty uee )=h7

s q2 q 0 g ),

dans laquelle :
. F(lIu ql7 .. qni Pl’p” "'p'l)’

est la valeur de Z en fonction des 2n variables p,, q..

Cette équation différentielle partielle se déduit facilement de
Péquation (11). En effet, de I'équation :

V= —ht 4y,
on lire :
IV
Ft— — Tty
V.
0 g,

Par conséquent, I'équation (11) se transforme, dans le cas actuel,
en la suivante :

hj d d
_h+F(quqz:...q",l, l,... _4‘.):0,
3y g, 3G,
ou bien :

W W bsb)
F ( I sen ny T3 T3 see =}],

o g d 0 s 9,
Le cas particulier que nous venons d’examiner se présente
lorsque 'intégrale des forces vives existe. L’équation Z = h est
alors l'intégrale des forces vives, et A est la conslante des

forces vives.

108. Remarque I. — Comme nous I’avons vu précédemment
(n° 98}, lorsque les inlégrales des équations canoniques sont :

3V vV
—=p, —=b,
dg, da
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si Pon met ces équations sous la forme :

a; = ?i(qh e §h3 Pry e Prs t)y

bi=4:(qs, v QusPry e Py Uy
ona.:
({1” bl) = l’ (ui! b)) = 0:

(b;y a;) = + 1, ete.

Nous appellerons un systéme de 2n intégrales pour lesquelles
ces conditions sont remplies, une solution normale, ou un sys-
téme d’intégrales normales. Les 2n constantes arbitraires con-
tenues dans un tel systéme seront appelées éléments normaux.
Une paire q;, b, sappelle des éléments conjugués (n° 97).

Dans le cas considéré en dernier lieu, ot Z ne renferme pas
explicitement le temps t, & et  sont des éléments conjugués,
ces lettres étant employées au lieu de a et b uniquement pour
des raisons particuliéres.

109. Remargque I1. — 1l faut encore observer ici que les
2n intégrales des équations canoniques (1) peuveut étre obte-
nues sous une autre forme que :

PAY ' vV
— =P — = bia
0g; da,
et alors, si les équations :
2 =29(qi, G2s - §ns P11 P1s - Pns L)y
B=9(q0s Go> o+ Qs Pas Pay oo Prs 1)y

sont deux intégrales obtenues par un moyen quelconque, €’est-
i-dire sans employer les théorémes de M. Liouville et de
M. Donkin, on r’aura plus :

(@, f)==1 ou =0

Mais il est facile de s’assurer, comme nous le verrons plus loin,
que I'on aura, en vertu des équations canoniques :

(=, B) = const.,
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de sorte que, si («, B) est une fonction de ¢, . -.. ¢,,
Pi) P2y » P.. L, oD obliendra, en posant :

(2, B) = const.,
une nouvelle intégrale des équations (1).

-8i l'on a identiquement («, {3) == const., alors les intégrales «
et B sont des intégrales qui ne différent des intégrales normales
que par un multiplicateur. Nous reviendrons d’ailleurs sur ce
point dans les chapitres snivants.

XIX.
Théorémes de Lagrange et de Poisson,

110. Reprenons les équations canoniques :

dg; M

dt p

dp, M (0
[

dans lesquelles :

II:[(t’ q“ {]’7 o (]n' Pis P2y - pn)'

Les intégrales de ces équations au nombre de 25, contiennent
2n constantes, o, @y, ... ., 3y, By, ... B.. On peut résoudre ces
équations intégrales par rapport aux variables p,, ¢,, en fonction
des «,, {5, et de t, ou bien par rapport aux constantes e, 3,, en
fonclion des p;, q, et de ¢.

TuEOREME DE LAGRANGE. — Les inlégrales étant résolues par
rapport aux variables p,, q;, on a la relation :

Py Py phl v Ip_ 2
_}E__q_‘__&_ql__'_-_;_ Pn qn—£7 &=cansl.,
da 3B B dx da P B da
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ou bien, en employant la notation de M. Donkin (n° €9) :

& APy i)
(=t a(a, ﬁ)

Celte relation peut s’écrire sous la forme symbolique :

= const.

[, f] = const.

Démonstration. — Considérons la fonelion H, et supposons
que I'on y remplace les variables ¢,, p,, en fonction de ¢ et des
2n constantes, parmi lesquelles se trouvent « et {3 : cela posé,
la démonstration du théoréme de Lagrange repose sur I'identité

hi ¢ YH

W 0P

Ona:
M dg; M bp)

oy (_ o, M op
3q; dz Op; da
ou bien, en vertu des équations canoniques (1) :

dH dp; g, dg; ap
By

do dt dt 2
par suite,
d (apx) 3;  dp V¢
*H _3 Cdt\op ) dt amp
d 13g.\ p,
aa@ . _oi ki&> a_p1 dq, Dp,
dt \dp dt dp

On trouve de la méme maniére :

[ d ( )Dq, dp: %; )

H —E B dt a3

v

Bl +d(q>ap,+dq,np,
B dt dadf

En égalant ces deux expressions, il vienl :
d (Dpf) q; d (Dq) op; |
dt \Op / " b}

ad d {3 - . :
(+_(ﬁ)%#i(1‘)3&
di\dz /3 dt\a/ B

=0.
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Or, cette derniére équation n’est autre que :

d
d_t Xy ﬁ] =0;
par conséquent, on a :

{2, B] = const.,
et le théoréme de Lagrange est démontré.

Remarque. — Dans le cas particulier ol « et 3 sont des con-
stantes normales e, b,, nous avons vu (n° ®%) que 'on a :

[, ﬁ]: +1
0,

suivant que « el {3 sont conjuguées ou non.

114. TutoriMe DE Poisson. — La démonstration du théo-
réme de Poisson repose sur deux lemmes que nous allons faire
connaitre :

Lemue L. — 8¢ Pon désigne par 9,  deux fonctions quel-
congues des variables t, q,, ... Quy Pyy - Puy €L s2 Pon prend la
dérivée partielle de Uexpression (@, {) par rapport ¢ 'une quel-
conque de ces variables que nous désignerons par &, on a :

En effet, de la formule :

(7, ¢)=E(aiai—biai),

e, ¢) 2( Yo dp Yy e W g D!\P)
0G5 Ips g dpRE dpE dq;  dp; dgE

(") Donkin, Philosophical Transactions, 1884, p. 92; luscueneTsky, pp. 53
et suivantes.
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Or,
My d (a?)
"’]@E:D{h %)

Par conséquent,

L (a?) B2 ( )M
( 3 \3E e opa &l oy, _(Dj ) ( f‘)
s (Dw) dp D (),\y) =\g ¢ F’Df
SRS ) U A
3g: dpe \O& 2p: 3q; \E/ |

3§
C’est la formule énoncée.

LemMe [l. — Si @, §, 0 son! trois fonctions quelconques des
variables 1, q,, ... q,, Dy .+ Pay 07 a [a relation :

(2, (5:9) + (4, (89) + (4, (2 0)) = 0.

En eflet, le premier membre nous doune, en le développant :

ai D("‘v B)__ ‘)_?_ D(’-‘” 6) + ?i 3(6, ?)_ ?f_ 0(9, ?) |
3g; ;2 RI/ PR 0 op;
2 36 D(;,d&) 35 7(?» .)
4 —

3G P ‘P. g,
pli d Wiy 39 1
A - 62
p; s op: [ Ny, Ay
( ) ( D?) oY PL] Oy
=2 » 7] g(""?’)*'(éa—
Jq Wi op; i ( \0gs N7A
o)+ )| S o) ()
Tl ATy, AR

Or, il est facile de voir que tous les termes se détruisent deax
3 deux. Ainsi, par exemple, dans le premier lerme on trouve
des expressions de la forme :

7

dp % Yy M di¢y 4 g % dp Y g
—_— —— e e— e e —— — ——— .
3g; (PG I NS By TRRIY 3 PP dpy PRy,
Les deux premiers lermes de la parenthése sont détruits le
premier par un terme de. (P, aq) le sccond par un terme
15
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de §_- 2 (r, ap) les deux dermers termes son! détruits respectwe-
ment par un terme de > 5 (Dp ) et par un terme de 2 (gg P)

On peut résumer ce qui précéde en remarquant que l expres-
sion proposée élant développée, chaque terme se compose d'un
coefficient différentiel du second ordre de I'une des trois fonc-
tions @, ¢, 6, multiplié par un coeflicient différentiel du premier
ordre de chacune des deux autlres. Par exemple, les termes on
¢ est différentié deux fois sont de la forme :

REPRNY DB Ao dy 20 M 8

0GPk 3G »: RPN p: pe PP 3G;: 3G,

_—

k pouvant étre égal & 1; chacun de ces termes provient du second
et du troisiéme terme de 'expression proposée.

Or, on voit facilement que, pour chaque terme provenant du
second terme, il ya un terme semblable en signe contraire pro-
venant du troisiéme terme.

Le méme raisonnement s’appliquant aux termes dans lesquels
& et 6 sont différenti¢s deux fois, I'expression proposée sera
identiquement nulle, et [a formule est démontrée.

Rappelons encore que si I'on pose :

2=¢(l; Jus - Gns Pis - Pn)s
B==4(t; s Gns Pus = Pa)s
on a, en verlu de la notation de Poisson (n° €9) :
(0 =0, (8, =0, (x, B)=—(B, =)
(—o p)=—(= f)
Rappelons aussi que, si » est une fonction de ¢, q,, ... g,,

Pis v Pa, DOUS AUTODS :

du du du dq, du dp,)
E—J““E(aq, % i d

ou bien, en ayant égard aux équations canoniques (1) :
du  du du dI du DH) du

i, ._._——‘——————{—lH 2
dt i +2 (aq,- ap; dp; Aq; h]1 ( - ()
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Cela posé, on a le théoréme suivant :

TatorkME. — Soient a, 3 deux iniégrales quelconques (*) du
systéme canonique, conlenant chacune une conslanle, et résolues
par rapport a ces conslanles :

u=?(t! ‘Iu o Gny Piy ...p"),

ﬁ= ‘P(t, qis - Gns P1s "'Pn)a
Uexpression :

sera constanle pendan! loute la durée du mouvement (7).
Pour démontrer ce théoréme, il suffit de prouver que I'on a :

d(a, ‘3) o
de

0,

en vertn des équations canoniques.

Or, on a, en remplacant u par («, ) dans la formule (2) :

d(, ) _ Aes B) + (=, B), H) = (;_': p) + (a, ﬁ) + ((=, 8, H).

dt I/ ot

Mais nous avens vu que, si «, 3 sont des intégrales des équa-
tions canoniques, on a (n° 102) :

2 o f H)—0
E‘F(ai )= )
B

—D_t+(‘e’H):0.

() Pour abréger, nous appelons intégrale «, l'intégrale :

«=P(ly Qi3 ++Gns Py o Pak

(**) Mécanigue analytique de Lagrange, t. I, note 7; Jacusi, Vorlesungen
tber Dynamik, pp. 421 et 426, Donkin, Philosophical Transactions, 1854,
p. 93. :
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Par conséquent,

d(a,
%)_z —((%H),8) — (2, (8 M) + ((«, £), H)

=((H,2),8) + ((3, H),a) + ((«, ), H).

Or, le dernier membre de cette formule est identiquement

nul; par conséquent,
d(a )
dt

=0,

el, par suite,
(=, 5) = const.,

ce qui démontre le théoréme de Poisson.

112, Ainsi done, en résumé, si «, B sont deox intégrales
des éyuations canoniques, on a toujours :

(e, B) = const.

Mais, cette équation pent avoir lieu : 1° ou bhien identique-
ment; 2° ou bien non identiquement.

1° L’expression («, 3) peul étre identiquement nulle, ou elle
peat se réduire identiquement & une constante déterminée, et
I'on peut toujours faire en sorte que celte constante soit I'unité :
il suffit pour cela de multiplier ou diviser I'une des intégrales «,
par un factcur convenable,

Si «, B sont deux intégrales normales, nous avons vu que
(2, B) est égale a 'unilé ou & zéro, suivant que « el 3 sont con-
juguées ou non (n° 97).

2 Si Péquation («, 3) == const. n'est pas idenliquement
salisfaite, c’est-2-dire si elle n’a lieu qu’en vertu des équations
canoniques, alors la constante du second membre sera une
constante urbilraire, et I'équation :

(x, B) = const.,

sera, comme nous le verrons dans la suite, une intégrale des
équations canoniques. Mais il peut ici se présenter deux cas :
Premier cas : Ou bien la fonction («, 3) peut élre seulement
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une combinaison des seconds membres des intégrales = et B,
et alors I’équation :
(z, B) = const.,

n’est pas une intégrale nouvelle, mais seulement une combhi-
naison des deux intégrales « et f.

Second cas : Ou bien la fonction («, 8) est une fonction de
Ly Qs v Guy Py - P, indépendante de « et 3, ct alors 'équation :

{a, p) = coust.,

est une nouvelle intégrale qui ne résulie pas d’'une combinaison
des deux autres.

Dans ce dernier cas seulement, le théoréme de Poisson
permet de trouver une nouvelle intégrale, lorsque I'on en
connait deux.

113. Soient &, ¢, ...a,, m intégrales quelconques, et soient
f g deux fonctions de «,, oy, ... 2,,, de maniére que /, g soient
aussi deux intégrales. Il est facile de démontrer que I'on a :

(f9)= E Di(gia)_)(“n %),

7

la somme s’étendant i toutes les combinaisons binaires des
m constantes «,, ,, ... «

En effet, on a:

o=3 (LY T2

9g: dp: P ¥;
Or,

) f day Of day ¥ Vo,
— T — e ol e e e —— )
0g;  day dg;  duy 2, de,, g,
of A g Nf o =,
i T o
Dpl' aal Dp, oty Dpl D’lm Dpl
g 3 Yy ¥ ¥ D
A R R DR S
3¢g; day dg;  day df; da,, dq;
oq . 3¢ e, Ay day dg dx

+ e
op; day Op, daty Ip; dx,, i
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En substituant et réduisant, il vient : .

Al g)

iy a;)

o =3 5 0 e o 5)

D’aprés cela, si k,, k,, ... k, sont m fonctions, telles que £, g,
des m constantes ¢,, «,, . . 4,, NOUS aurons pour une paire de
ces fonctions :

3kys k)
(kpa kq) = 2 e Gj)

la somme se rapportant aux combinaisons binaires de &, , 2, ... @
c’est-a-dire aux indices { et j.

(i ), (4)

114. Nous pouvons déduire de 1A les équations inverses que
I'on obtient en considérant «,, 2,, ... 2, comme des fonctions
de k,, k,, ... k,. Nous trouverons ces équations inverses en rai-
sonnant de la méme maniére que ci-dessus, ou bien en multi-
pliant I'équation (4) par 3 M , et faisant la somme par rapport
A p, q. Nous aurons :

N\ “-’“:) . o
%y J) ‘> k k) I‘q)’ (3)

la somme se rapportant auz combinaisons binaires de k,, %, ... k,.

Cette réciproque serait en défaut dans le cas ol les équations
qui expriment k,, &, ... k., en fonction de o, a,, ... «,,, De sont
pas indépendantes les unes des autres, hypothése que nous
excluons, en supposant que &k, k,, .. k, sont m intégrales
distincles.

115. Les formules que nous venons de trouver conduisent
aux conséquences suivantes :

1> Si f est une fonction donnée de «, &, ... a,,, la détermi-
nation d’une autre fonction g, telle que I'on ait (f, g)=0, dépend
de I'intégration d’'une équation aux dérivées particlles lindaire
du premier ordre ().

(") Nous reviendrons plus loin sur celte propriété.
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2° 11 est impossible que 1'on ait (k;, k) =0, pour toutes les
combinaisons binaires de %, k,, ... k., 2 moins que 'on n'ait
(%, o,)==0, pour toutes les combinaisons binaires de &, a,, ...

iy %5 .

116. Comme exemple de la premiére de ces conséquences,
considérons un cas qui se présente dans beaucoup de questions
de dynamique.

Soienl a,, «,, «, trois intégrales telles que I'on ait :

(ﬁz, “z) =ay, (151 a|) =g, (ﬂn g} = ug,
et soit proposé de trouver une fonction g de «,, a,, «;, telle que
'on ait ;
(“h 9) =0,

En faisant f==a,, dans la formule (3), il vient, en ayant égard
aux formules précédentes :

d d d d d
(a” g):—M)—aa -+ (a'!lglal -+ ﬁl—g)—azzzas—i ——-zi—g..
ety g) ey, o) Nes, 24) dota daz
Par conséquent, la condition («,, g)==0 nous donne I’équation
aux dérivées partielles linéaire du premier ordre :

d d

X3 l — %y i =0,

dag Doy
de laquelle on tire :

g= ‘P(“; -+ “:!5)7

¢ étant une fonclion arbitraire qui peut aussi contenir «, d'une
maniére arbilraire.

217. Remarque. — Il est facile de voir que si I'on pose :
[= ¢ + 2 + o),

on aura identiquement :
(f’ g) = 01

quelle que soit la fonction g de «,, o,,

3
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On a, en effet,

N (0/' 3 g ) .

dny Vg Doty Dy

+(a/' g 3f "9) .

dag daty day 2y
Or,
of 2 . of
= 2. [ = 2z,. 'y, — =%a.4;
dey dag Oaty

par conséquent, tous les termes du second membre se détruisent
deux 4 deux, et 'on a :

(s g)=

quelle que soit la fonction arbitraire g de «,, o5, 0.

118. Cas particulier. — Si les constantes a,, o, ... sont des
éléments normaux, nous aurons, en les désignant par q,, a,, ... a,,
bl * b21 b

() =— 3 LD,

~ D(an bi)

f, g désignant denx fonctions quelconques des éléments nor-
maux, ou deux intégrales quelconques (n° 99).
Si, dans cette derniére formule, on fait f==a,, on treuve :

9
((l(, g) - DT),-’
si 'on suppose f=b,, il vient :
29
§. — L
('u 9) 30,
119. Remarque I, — Dans le cas ou intégrale des forces

vives cxiste, nous pouvons supposer que la constante des forces
vives b est un des éléments. On sait que I'élément conjugué
a hest r (n° 108), et que ¢ n'entre explicitement dans aucune
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des inlégrales, excepté une seule, c’est 'intégrale conjuguée & &,

qui est :
' Vv

T=—10 4+ —-
oh

Si donc ¢ est une intégrale quelconque ne renfermant pas ¢
explicitemenl, elle ne peul pas contenir 7, puisque loute com-
binaison des intégrales normales qui renfermerait la consiante ,
devrait la renfermer sous la forme ¢+ 7.

Or, pour chaque inlégrale de celte espéce, nous aurons, en

vertu de la formule (q,, g) = —i;i

d
(h,g):—b_.r-.

Mais, ¢ ne contenant pas t explicitement, on a :

d
9_,
or
par conséquent,
(h’ g) =0.

Si, au contraire, g renferme explicitement le temps, elle le
contient sous la forme £+ 7, et I'on a :

3

0 _

ot

et, par suile,
(hs g =—1

120. Remarque II. — 1l est facile de conclure du théoréme
de Poisson que, si I'intégrale des aires a lieu par rapport ¢ deux
des plans coordonnés, elle a aussi lieu par rapport au troisiéeme
plan,

En eflet, en posant :

dr dy , dz

’

a7 oa Y w T
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on a pour deux de ces intégrales :
S ey — ya')dm =,
S yz' — zy")dm = 3.

(=, B) = const.,

Or, P’équation :

nous donne :
f(z:n' — xz') dm = const.,

ce qui est la troisiéme intégrale des aires.

XX.
Théorémes de M. Berirand.

121. Poisson n’avait tiré aucune conséquence de son théo-
réme, C’est Jacobi qui, trente ans aprés la découverte de Poisson,
a le premier signalé l'utilité de ce théoréme qu’il considére
comme le plus important du calcul intégral (7). « Cependant,
» dit-il, on le croirait complétement inconnu; car, on ne le
» trouve dans aucun Traité de mécanique, ni dans aucun
» ouvrage sur lintégration des équations différentielles. »
Jacobi n’hésite pas 4 en conclure que probablement personne,
ni Lagrange, ni Poisson lui-méme, n’en a soupgonné I'impor-
tance.

Le théoréme de Poisson conduisit Jacobi au théoréme suivant:

THEOREME DE JacoBl. — Dans tout probléme de mécanique
auquel s’applique le principe des forces vives, si l'on connail
deux intégrales autres que celle des forces vives, on pourra
trouver foutes les infégrales restantes, sans aucune nouvelle
intégration.

Nous avons démontré le théoréme de Poisson étendu au cas

(*) Jacom1, Nova methodus (JournaL pe CreiLk, t. LX, pp. 45 et 46);
Comptes rendus, Paris, 1840; Journal de Liouville, t. V, p. 580.
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général des équations canoniques, en supposant que H est une
fonction de £, g, «.c Quy Piy ooe Pu-

Il est facile d’en déduire le théoréme de Jacobi.

En effet, puisque, en vertu du théoréme de Poisson, (2, f3) est
constante pendant toute la durée du mouvement, il en résulte
que cette quantité égalée d une conslante arbitraire est une
troisiéme intégrale du systéme proposé.

Il paraitrait donc, et c'est en cela que consiste le théoréme
de Jacobi ("), qu’il suffit de connaitre deux intégrales d'un pro-
bléme de mécanique, ou, en général, d’un systéme canonique,
pour avoir |a solution compléte par une série de différentiations
seulemenl. '

En effet, («, B) étant une fonction de gyy «o Guy Puy s Puy by
si on I'égale 4 une constante arbitraire, I'équation :

(“1 ﬁ) =%,
sera une intégrale du systéme.

En appliquant de nouveau le théoréme, nous aurons une
nouvelle intégrale :

. . R (“’ ’7’) == 0‘,
et ainsi de suite.

422. Mais I'examen approfondi de cette question a montré
a M. Bertrand (") que la méthode d’intégration fondée sur le
théoréme de Poisson est loin d’avoir I'importance que Jacobi
lui avait attribuée d’abord. Les cas ow ce théoréme conduit ¢ une
nouvelle intégrale sont plus rares que ceux ou il n’atleint pas
ce but.

Quelquetois aucune des combinaisons deux a deux par le
théoréme de Poisson, des intégrales qui forment la solutlion
compléte, ne donne nne intégrale nouvelle; dans d'autres cas,
une partie de ces inlégrales combinées deux 3 deux ne donne

(") Nova methodus, p. 43.
(**) Journal de Liouville, t. XVII; INscrENETSKY, p. 182.

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1



( 204 )

pas d’intégrale nouvelle, M. Bertrand, profitant des cas d'excep-
tion, a imaginé une méthode spéciale d’intégration des équations
canoniques. Il a reconnu que, dans ces cas d’exceplion, il est
souvent possible de trouver un nombre plus ou moins grand
d’intégrales nouvelles au moyen des intégrales déja connues.
Si I'on parvient ainsi & connaitre la moitié des intégrales, on
peul, comme nous I'avons vu (n° 104), en appliquant le théo-
réeme de M. Liouville, compléter la solution du probléme au
moyen d’une fonction V qui donnera toutes les autres intégrales.

123. Comme nous 'avons vu (n° 1142), les deux intégrales

donndes :
a = consl., == consl.,

ne conduisent pas & une nouvelle intégrale par I'application du
théoréme de Poisson :

1° Lorsque I'expression («, {2) se réduit identiquement a une
constante numérique quelconque, laquelle peut étre nulle;

2° Lorsque I’expression (z, (3) se réduit & une fonction de «
et de {3, en sorte que 'expression :

(, 8) = const.,

h

est une combinaison algébrique des intégrales « et 3.

124. Ainsi, par exemple, si Jans les équations canoniques
la fonction H ne renferme pas explicitement le temps ¢, on sait
(n° 17) que I'équation :

H = const.,

est une intégrale de ces équations.

1l est facile de voir que, si I'on prend cette intégrale pour
intégrale «, toute autre intégrale, combinée avec elle par Ia
formule de Poisson, donnera un résultat illusoire.

En effet, soit d’abord :

B=g(quy v Gus Pis o Pu)»

une autre intégrale quelconque ne renfermant pas explicitement
le temps. ‘
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En écrivant que {3 est une intégrale des équations canoniques,
c’est-a-dire que 'on a :
dp
- =0,
dt

en veriu des équations canoniques, il vient :

s[2d- 24

- 3

\og, di ~ ap, dt
ou bien : )
3 (a{i M 28 m)—o-
0. gl

or, celte équation n’est autre que :
(8, H) =0,
Si I'intégrale {3 renferme explicitement le temps, et si 'on a :

(3= -+ ‘P(qls e q,,, Pn pn)s

la fonction ¢ ne renfermant pas explicitement le temps, nous
aurons :
d5 28 B d B I,
dt h1A dg; ft i At
Or, si nous écrivons que 3 est une intégrale des équations
canoniques, c’est-d-dire que I'on a :

dg

Y=o,

dt

en vertu des équalions canoniques, il vient, en observant que :

d
B,
)
I'équation :
3B a0 28
ey (BN
bq: Dpl Dpl hq‘
ou bien :
1 + (8, H) =0,
d'otr :

(8, U)=— 1.
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Ainsi donc, dans le cas ou H ne renferme pas explicitement
le temps ¢, il est impossible de former une nouvelle intégrale
par la formule de Poisson appliquée 2 deux intégrales dont 'une
serait I = const.

C'est ce qui arrivera, en particulier, lorsque I'une des deux
intégrales «, {3 sera I'intégrale des forces vives. Nous aurons le
théoréme suivant :

TrEoREME. — Toule intégrale combinée avec celle des forces
vives donne @ I’équation de Poisson une forme illusoire.

125. Le théoréme de Poisson peut, comme nous venons de
le dire, conduire de deux maniéres différenles 4 un résultat
illusoire. 1l peut arriver : ou bien que I'équdlion de Poisson se
réduise 4 une identité, telle que 0 =0, ou 1 =1, ou bien
qu'elle donne une intégrale qui soit une combinaison de celles
dont on I'a déduite.

M. Bertrand a démontré (") que ces deux cas se rattachent
'un A l'autre; il en conclut, parlconséquem, que, pour les étu-
dier, il suffit de considérer les intégrales qui, combinées avec
une intégrale donnée, donnent 3 Pexpression de Poisson une
valeur identiquement constante, Il indique ensuite le moyen
de trouver 'une de ces intégrales lorsque I'autre est connue,
et il prouve qu’il en existe toujours.

126. Voici le théoréme qui permet de rattacher 'un & I'autre
les deux cas d’exception :

TrtoREME. — 8¢ a=¢, B=1{ sont deux intégrales d'un
méme probléme, telles que (¢, ) est une fonction de « et de 3,
il existe loujours une fonction de « et de [3, qui, égalée ¢ une
constante y, donnera une intégrale telle que («,y) soit identique-
ment éqale a Uunité,

En eflet, on a, par définition :

( (Du dy da Dy)
“ =2\ o

(*) Journal de Liouville, t. XVII, p. 393.
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or, y étant une fonction de « et de £, on a :

dy dy da dy f
—_—_——— — 4 — —
 da dp; P s

dy dy dee v B
—_—

par suite, en réduisant,

(s ¥) = (2, B)

dy
E

Si donc («, B) est une fonction de « et de 3, on pourra déter-
miner y par I'équation différentielle partielle :°

d
(a, ﬁ)%:l,

laquelle nous donne I'équation différentielle ordinaire :

dy dg

1 (@, 6)
Par conséquent, on peut toujours faire en sorte que :
(zy ¥)=1.

Ce théoréme peut étre généralisé de la maniére suivante :

127, THEOREME. — 8i a=g¢, 3= { sont deux intégrales
d’un méme probléme, et si, en les combinant par la formule de
Poisson, on trouve une lroisiéme intégrale :

(@, ) =,
puis une qualriéme : '

(“a 'Y) =d,
puis une cinguiéme :

(e, 8) =r¢,

el ainsi de suile; si Uon arrive enfin ¢ une intégrale ;

(“, ‘1) =7,
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telle que Uon ait :
t= F(“! ﬁ, Yy e ’1) ('),

il existe toujours une ou plusieurs intégrales de la forme .
E=fla, By ¥, w-),
qui, combinées avec o, donnent identiquement :
(z, £)=0, ou (x, E=1.
Pour démontrer ce théoréme, considérons 'expression :
=3 )

et remplagons les dérivées de & par leurs valeurs obtenues en
considérant £ comme une fonclion composée; nous aurons,
aprés quelques réductions :

% o b3

(), &) = (=, p);p"_(“’ V)DTV++ (a, V)g
b3 i3 &
:'}’354-6‘3—';-*—'"—0-F(a,@,’}/,..-)j)a—'

Si maintenant on veut déterminer £ de maniére que I’'on ait :
(«, &y=0, ou (a, & =1,

on devra intégrer I'une des deux équations linéaires aux dérivées
parlielles suivantes:

i3 a\aé Fle. 3 p 0
7@"‘ D7+-"+ (zz, 8y ¥y oo 11);—‘ ]
ou bien : !
h3 2 dE
7"’*‘6~+"'+ F(“3 r@1 PEIRE H‘)_é;=",
2B dy APl

(*) Il est évident que I'on doit arriver & une intégrale & jouissant de cctte
propriété d’étre une fonction des précédentes; car, la suite dey intégrales
distinctes ne peut pas se continuer indéfiniment, puisque le nombre total
des intégrales des équalions canoniques est limité.
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dont les intégrales satisferont & I'une ou & I'autre des conditions
précédentes.

Donc, les intégrales des systémes d’équations simultandes
ordinaires ;

dg dy d¢ dy dg
v & & T Fa By vy mn) O
ds  dy dd dy dg
y & & Fla, By vy o) 4

nous donneront les intégrales générales des équations linéaires

ci-dessus. Or, si ’équation en £ renferme k& variables indépen-

dantes, son intégrale générale scra une fonction arbitraire de

k — 1 fonctions distinctes, et elle contiendra, par conséquent,

k — 1 intégrales distinctes satisfaisant a la condition énoncée.
On conclut de 14 le théoréme suivant :

128, TutorkME. — Une intégrale étant donnée, il y en a
une ou plusieurs aulres qui, combinées avec celle-ci, conduisent
a des équations identiques.

Soit :

uz?(qi’ b qn’ p” = pn)’
une intégrale donnée d’un probléme de mécanique.
Si I'on prend une seconde intégrale du méme probléme :

B= g1y =+ Gu> D1y + Pu)y

et si on la combine avec a, on formera 'expression (=, {3).

Si cette expression est identiquement constante, le théoréme
est démontré ; sinon I'expression :

(as ﬁ) =%,
sera une nouvelle intégrale.

On formera alors I'expression («, y), laquelle sera identique-
ment constante ou non : si («, ¥) est constante, la proposilion
est démontrée, sinon I'on posera («, y) =9, équation qui sera
une nouvelle intégrale, et ainsi de suite.

14

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1



( 210 )

En conlinuant ainsi, on arrivera & une fonction £ qui est :

1° Ou bien une constante, et la proposition est démontrée,
puisque la fonction précédente satisfait & la condition énoncée;

2° Ou bien une fonction des précédentes (7) : dans ce cas,
comme on sait (n° 12%), en formant une fonction § convenable
des inlégrales successivement obtenues, on aura une intégrale
qui, combinée avec «, donnera un résultat identique. On a méme
vu (n° 427) que Pon peul obtenir plusieurs inlégrales distinctes
les unes des autres, telles que I'on ait :

(rz, E}:O, ou (az, §)=1

Nous avons vu (n° 124) que ['intégrale des forces vives
donne loujours un résultat identique, quelle que soit I'intégrale
avec laquelle on la combine. Combinée avec une intégrale « ne
conlenant pas explicitement le temps, elle donne (x, H)=0;
etcombinée avec une intégrale renfermant explicitement le temps,
elle donne (&, H) = — 1.

On pourrait se demander si l'intégrale £ donl nous venons
de Jdémontrer I'existence, el telle que I'on ait :

(2, )=0, ou (z, £)=1,

n’est pas ou I'inlégrale des forces vives, ou une fonction de cetle
derniére. ,

Le théoréme suivant prouve que 'intégrale des forces vives
n’est pas la seule qui remplisse cette condition, ce qui d’ailleurs
est déja évident, puisqu’il existe un grand nombre de fonctions E.

129. TuiEorEME. — Quelle que soit une intégrale donnée :

&= ?(q| e Gas Piooe prx))

il existe toujours au moins une aulre intégrale X, qui n’est ni
Uéquation des forces vives, ni une fonclion de celle-ci, et qui,
combinée avec o, donne un résullat tllusoire :

(2, 2)=0, ou (x, 2)=1.

(") Car les intégrales distinctes sont en nombre limité.
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Soit (3 une intégrale quelconque différente de celle des forces
vives :
B=29(qus - Qus P1s - Po);

d’aprés ce que nous avons vu (n°® 42%), si, en combinant « avece 3,
puis avec les intégrales résultanles, on arrive, aprés k opérations, .
4 une intégrale rentrant dans les précédenles, la fonction qui,
combinée avec «, donne un résultat illusoire, est déterminée par
une équation aux dérivées partielles & k variables indépendantes.
Celte fonclion aura, par conséquent, k£ — 1 formes différentes.

Pour k=1, c'est-a-dire si le cas se présente apres une seule
opération, l'intégrale sera une combinaison de « et de 3; par
suite, elle est différente de celle des forees vives.

Pour k = 2, nous aurons :

(a,B) =,
(@ 9) = f(«. B, 7);

or, si I'on cherche par la méthode indiquée ci-dessus (n° 127),
une intégrale J(«, B, y) qui, combinée avec «, donne un résultat

identique :
(@, ¢)=1, ou (¢)=0,

cette intégrale sera ou non celle des forces vives.

Si cette intégrale ¢ est précisément équation des forces vives,

nOus aurons :
(a0, B)=H,

d’ou I'on tire :
5 = % (a, 8, H).

Considérons maintenaut une fonction &=, 3, H) qui, évidem-
ment, sera une intégrale; nous aurons :

X o mE = % (a, H)z—z ()-

(2 &) = (2, B) 2% H 28

(*) Puisque (a, H) =0.
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Cela posé, si I'on détermine £ par la condition que I'on ait la
relation :

%
t_(a,{%,ﬂ)b—p= 1,
KJ

la fonction £ ainsi déterminée satisfera 4 la condition proposée :
(2 E)=1;

de plus, elle sera distincte de celle des forces vives qui donnerait :
(o, H) = 0,

puisque « ne contient pas explicitement le temps.

Ayant examiné le cas ol I'on suppose k== 2, supposons qu’en
combinant « avec (3, puis avec les intégrales y, d, ... que I'on
oblient successivement, on trouve une intégrale e pout laquelle

on ail :
(o 6) =1,

cetle intégrale ¢ sera évidemment différente de celle des forces
vives, el la proposilion sera encore démontrée,
Si, au contraire, on trouve :

(¢,6) =0,

el que € soit précisément I'intégrale des forces vives, ou une
fonction II{IT) de cette intégrale, on aura, en désignant par d
Iintégrale qui, dans la série des opérations, précéde immédiate-
menl g,
(x, 6) =& = M (II),
Or, il est évident que si, au lieu de I'intégrale 3, que nous
avons prise pour point de départ, on avait pris B toutes les

i . Tl
intégrales successivement obtenues auraient été divisées par II(H),

et I'on aura eu :
= )
a, =1’
()
3

de sorte que ;o est une intégrale distincte de celle des forces

vives, et qui, combinée avec «, donne un résullat idenlique.
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Des théorémes précédents, M. Bertrand déduit celui-ci :

130. TurorEME. — Quelle que soit une intégrale donnée a,
on peut toujours compléter la solution du probléme en y adjoi-
gnant d’autres intégrales B, B, ... By_,, lesquelles, combinées
avec a, donnent @ équation de Poisson une forme identique :

(2 ﬁl) =1, (x, ;62)= 0, ... (= ﬁin—l) =0.
Comme nous I"avons vu par le théoréme précédent, quelle que
soit I'intégrale «, il existe toujours une fonction B,, telle que :
(2, p)=1.

Nous devons maintenant démontrer qu’il existe 2n — 2 inté-
grales distinctes de « et de 3, , qui, combinées avec «, donnent

(2, B)=0.

Désignons par u le nombre des intégrales satisfaisant 4 cetle
condition, B, ... B.4, et supposons que l'on ait p+1<2n—1.
Il existera évidemment alors d’autres intégrales indépendantes
de celles-la, ainsi que de z et de f,. *

Si ..., est une de ces intégrales, nous aurons :

(%) Brss) = Putss

(u4s €lant, par hypothése, différent de zéro. Je dis que 3,5 sera
aussi différent de I'unité; car, sans cela, des équalions :

(d, ?‘U.-}—E) == 'l, et (O(Y ,Bi) = 1,
on déduirait évidemment :
(# Burs — B) =0;

d’ou il résulterait que {3,.,— 3, serait une fonction de B,
Bsy .o Busrs €L, par suite, que B,,, ne serait pas une nouvelle
intégrale. Par conséquent, 3, est différent de 1'unité.
Puisque (3,5 est différent de zéro et de I'unité, posons :
(= @/Aﬂ) = Butis

(@, Buta) = Buys, lE.
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Nous finirons évidemment par trouver une intégrale 3 qui
sera identiquement constante, ou bien une fonction des précé-
dentes.

Soit :

kef"‘l" = F ﬁiH-i’ ﬁ/“r-'n b ﬁ!’-ﬂ'—i)’

celle intégrale.

Cela posé, désignons par y une fonclion des intégrales a, B, ,,
Briss - Busis, €L posons :

Y = ‘5(“, ﬁ,u-+!! 3#+i—|) 3
nous aurons :

hl-g hl-;

(% 7)== (& Bure) —— + (%, Prrs) P + (2 By l)
p#ﬂ 0 Ik fl--h —1
p i @ D~ 8 dox
=pPppy —+ s s Pup '
a OBprs s Dp,u+7s “ Dpﬂw—‘ 1
ou bien :
(49) = Bruss o B F (o g oo By )
2y V)= Puss b e = B & Py ew Pugig) —
' Oure * Buqis “ Buti—i
Si I'on pose :
(2 v)y=0,
on a P’équation différentielle partielle :
de hi~g pl~3
Brts e H Buri, — o Fla, Buiay v Buriy) =0,
Buia Wuss Bputi—a

qui pourra servir & déterminer la fonction = ou y en fonction de :

% Buias Buiny e Buica s

Or, 7 sera une intégrale nouvelle; car, sans cela, y serait une
fonction des intégrales primitives a, B,, ... B.,,, et 'on aurait
une relation telle que :

Y = f(“, ﬁn e ﬁp.-H) 5

mais, y salisfaisant a I'équation :

(“7 7) = 01
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on aurait :

(“!f)—'_—'o’

et, par conséquent, il existcrait une relation entre les intégrales
2, Bys Pay o Buse. Ce qui est contraire A Vhypothése que toutes
les intégrales :

%, ﬁir ﬁa: .- @/&-}-U

sont différentes entre elles,

Nous avons donc fait une hypothése impossible en supposant
n+1<2r—1. Par conséquent, p+1=2n—1, et le théoréme
est démontré.

131. Les théories précédentes peuvent donc étre résumées
de la maniére suivante :

TutoriME. — Etant donnée une intégrale «, autre que celle
des forces vives, el indépendante du lemps, la solution du pro-
bléme se composera :

1° De 20 —2 iniégrales comprenant a, qui sont indépendantes
du lemps, et telles que, combinées avec «, elles donnent :

(2, 2)=0,
A étant Pune quelconque d’entre elles;

2° D’une autre intégrale u, également indépendante du temps,
et telle que :
(“7 :“) =1 H

3° D’une intégrale v de la forme :

v= ?(q“ vor Gy Pryovee Pn) — 1,
telle que :

(%, v)=0.

132. Remargque I. — Si l'on se rappelle la définition que
nous avons donnée des intégrales conjuguées (n° 97), on verra
que les deux intégrales « et ¢ qui nous donnent :

. (a, /‘) =1,
sont conjuguées.
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On verra aussi que l'intégrale v qui contient le temps, est le
conjuguée de l'intégrale des forces vives. En effet, on aura,
comme il est facile de s’en assurer :

(# ) =1.

133. Remargue II. — Pour appliquer la théorie de M. Ber-
trand, il faut connaitre une intégrale «, et alors on a 4 déter-
miner 2r — 1 intégrales satisfaisant & I'équation différentielle
partielle lindaire du premier ordre :

{#,2) =0, ou (x, 2)=1, (A)
A étant la fonelion incounue.

Mais la fonction 2 doit aussi satisfaire i I'équation :
(2 H)=0. (B)

Si donc on peut intégrer I'équation (B), il suffira de chercher,
parmi les solutions de (B), celles qui satisfont & I"équation (A);
sinon, on aura a chercher les solutions communes aux équa-
tions (A) et (B).

134. Nous avons vu (n° 130) qu’une intégrale « étant donnée,
on peut compléter la solution du probléme au moyen des inté-
grales By, B35, ... By, qui, combinées avec «, donnent toutes
a la formule de Poisson une forme identique.

1l ne faut cependant pas en conclure que toutes les intégrales
du probléme soient dans le méme cas.

Soit, par exemple, I'intégrale la plus générale :

V:f(“agelv pis . ﬁ:na);

nous aurons :
oy b oy
oy ) = (a, B)) — —+ (a, B)) — 4+ +» + (& _
? ) ()Al) 8{3, ( ,‘Q)Dﬁg ( Jpﬂn l)aﬁ;”_l
A dy
= (“a W= o
B Py
Par suite, I'expression («, ») ne sera identiquement constante
que si :%’ est constant lui-méme.
{
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Il en résulte que toutes les intégrales #, en nombre infini,
provenant de la combinaison de «, (3;, 3;, ... Bs_,, donneront
un résultat idenliquement nul, si on les combine avec a.
Au contraire, les intégrales qui contiennent B, peuvent conduire
4 des résultats non identiques.

135. Comme application de la méthode de M. Bertrand,
nous reprendrons le probléeme du mouvement d’un point maté-
riel attiré vers un centre fixe par une force en raison inverse
du carré de la distance.

Les équations du mouvement étant:

dx . dx’ px |
o " Tw T T A
dy _, dy Y W
ar Y }F:_’ﬁ”

le principe des aires nous donne l'intégrale :
xy — yx' = consl. = a. (2
Cherchons une seconde intégrale :
B=y(x,y, "y ) 3)
satisfaisant & I’'une des conditions :
Bya)=0, on (fa)=1.

Nous aurons les deux équations différentielles partielles
linéaires :

_ R i =0
Y 3 Y B *)
> 2 B
L N S PR
hE 4 X oYy oy

Pour intégrer la premiére, nous devons intégrer le systéme
d’équations simultanées ordinaires :

dx’ dx dy’ dy n'@_

—y  —y z
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on trouve facilement que les quatre intégrales de ce systéme sont :
B=a, & +y'=wm, '+ y =a;, xx'+yy' =a,

et, par conséquent, I'intégrale la plus générale de 1’équation (4)
est:
B=="F*+ 9y, 27+ y?, zx’ + yy'),
ou bien, si le temps ¢ doit y figurer :
B=1t-+ Fx* + vy =7 + y"7, xz’ + yy').

On verra de méme que l'intégration de I'équation (5) se
raméne & lintégration du systéme d’équations différentielles

ordinaires :
dx’ dr dy' dy d3 ]

TS Ty T

on en tire :
dx dy dx’ . dy )
Eg-——y, d—ﬁ_x’ W-—y, @‘—x,

d’oi1 'on déduit les intégrales :

x =A cos(f+ k) y = A sin (B + k),
r'=A"cos(p + k'), y' =A'sin(B -+ k),

A, A, k, k' étant des constantes arbilraires. Ces derniéres nous
donnent :

- yt=0b, x4+ y*=b,, xx' +yy =by,
1
arc lg%—@= b,.
[’intégrale la plus générale de I’équation (5) est, par conséquent :
B=arctg L Fiz*+ % ™+ ¢, xx’ + yy'),
x

ou bien, si ¢ doit figurer dans 'intégrale,

B=1{+arctg % + o+ % 2+ y", xx’ + yy').
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Si maintenant nous posons :

eyt=u, "+y"=v, xx'+yy =w,

ces deux systémes d’intégrales pourront s’écrire :

g=Fu, v, w),
B=1t-+F(u, v, w),
ou bien ;
B=arc lgg+ F(u, v, w),
x

(7)

p=t+arclgz+F,(u, v, w).
X

136. Il nous reste maintenant 4 délerminer quelles sont les
intégrales du probléme comprises dans les formes (6) et (7).
Pour cela, nous devons exprimer que les dérivées totales par
rapport 4 ¢ sont nulles, en vertu des équations du mouvement.

Considérons d’ahord la premiére équation (6) :

B=Fu, v, w).
La condition l%@= 0, nous donne :

8 d 3B d 3 de’ 3 dy
par dy B dct B dy

(8)

— e — e —— —
ddt  dydt ax dt o Yy di
Or, on a
J¢] OF du F dv F dw F F
—_—_—— = — —— e = — =2 — -3 —
ox du dx oV I dw Ix du ow
de méme :
hK] F ,OF
— =2y —4+y —
Y du dw
B ,OF F
— =20 — 4 x—
X' dv dw
pc 9 ,OF 2F
oy’ 4 ALY y w
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Substituant dans I’équalion (8), et ayant égard aux équations (1),
il vient :
QwDE—2ﬂu D—F—‘+ (v Fu) oF

du r

ou bien, en remplacant r par sa valeur en fonction de u :

F  Quw F oF
2w —— H;D—+ u—il —=0.
du g o z /W
u u

Or, P'intégration de cette équation différentielle partielle se
raméne a l'intégration du systéme ordinaire :

du . dv . dw dF .
9w Qyw— @ o'
T v—

ut u?

on en déduit les équations suivantes :

3
dF =0, pu *du + dv=0, 2uwdw=— vdu + udv,

dont les intégrales sonl :

F=c,

|-

n—2pu *=¢, uv—wi=c".

Par suite, la valeur générale de 3 est :

.2
, w0,

)

ol -

= gv(v — uu

ou bien :
12 2 21“

B=e¢l2"+y" — 7 ,

Celle intégrale n’est autre qu'une combinaison de I'intégrale

des forces vives et de I'intégrale des aires; par conséquent, elle
ne peut former une nouvelle intégrale du probléme.

Si nous prenons maintenant la seconde équation (6) :

=1+ Flu, v, w)
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et si nous exprimons qu'elle est une intégrale, nous trouvons
I’équation suivante :

3)F oF F
1+2w——2/‘—4w——+ v—E V=0
du ;W
u

Pour intégrer cette équation, il faut poser :

df  du dv dw
-1 2w 9w P
- v/
ui ui

nous concluons de la :

Kl

u -
dF=——, v—2pu *=¢,, uv —w'=gqg,
2w :

d’o I'on tire :
—d
dF — nt ,

2 \/——-c, + u(c;—i— 2y £‘)

et, en intégrant,

d
F=— “ +C5.

2\/— 3+ U (cl 4+ Qyu_é)

Par suite, la valeur générale de {3 est :

1

5-:!——/1 du . +7(v—2,uu_i, uv—w‘).
2\/-—-cg+u(ci+2/¢u—i)

En égalant la fonction arbitraire ¢ & zéro, et remplacant u
par r2, on trouve :

dr
f=t— ; (9)
Cy Q{L
—_—— - — g
rt r

c’est I'équation qui détermine le lemps en fonction du rayon
vecleur.
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Cherchons maintenant si le probléme admet des intégrales
de la forme ; '

B =arc lgi—’c <+ Fu, v, w).
La condition ‘;—? == 0, nous donne :

s pdy WA B Ay,
dodt  dydt ' dt oy dt

Or,ona:
33 dF F
—‘———-—!i+2x—'+x’—i‘
dx u u W
B8 x dF, ,OF,
—_——= - —_— y —_—
Yy U U w

B} F F
il — Oy — !
i Qv dw
2 gy,
Ay v

Par suite, en substituant, et ayanl égard aux équations (1) :

oy g,

l»‘) A,
u e r?

F
(xx' 4+ yy')—+ (w"+y"— -]—=0,
w ridw

ou bien, en introduisant les quantités u, v, w:

Vuv — w? 9 F, 2w F, r \3F,
—_— + (v ——

% du 3; W
u

La fonction F; est donc déterminée par I'intégration du sys-
téme ordinaire suivant :

dF, du dv dw
Viu —u® 2w 2uw w’
- —_ 3 v — e
u ,ui ui
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on en tire :
i
v—uu *=1¢, uv—uw'=nqc,,
du udF,
2w Vu — v
On a donc :
Vies — wt
dF | = — ——— du,
2uiv
ou bien :
V' e,du
dF, = — S i —
1
. Qu\/ cu + 2put — ¢,
Par suite,

\/c,du _t
_arctg——/ +?,(v—2yu 2 uv—wi).
2u \/c,u + Qyu —cy

En égalant a zéro la fonction arbitraire @, et remplacant u
par 72, il vient:

Vid
= arc tg%— _C ; ) (10)

c’est précisément I'équation de la trajectoire.

1l est facile de voir que la quatriéme intégrale (7) :
Y
=t + arclg > + F,(u, v, w),
x

n’est autre qu'une combinaison des intégrales (9) et (10), et,
par conséquent, elle ne fournit pas une nouvelle solution du
probléme.

Les intégrales (9) et (10), jointes & celle des aires et 4 celle
des forces vives donnent la solution compléle du probléme.

43%. La marche que nous avons suivie cst la suivante :
Aprés avoir trouvé une intégrale autre que celle des forces
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vives, nous en obtenons une troisidme, qui contient le temps,
par la condition que, combinée avec la premitre, elle donne &
I'équation de Poisson la forme O = 0; puis, nous trouvons une
quatriéme intégrale, ne renfermant pas explicitement le temps,
et qui complcte la solution, en exprimant que I’équation de
Poisson se rédoit 3 1 =1.

Il est facile de démontrer que cette marche sera toujours
la méme, lorsqu’il s’agira du mouvement d’un point dans un
plan, ou, plus généralement, toutes les fois que les coordonnées
des points dn systéme peuvent étre exprimées en fonction de deux
variables indépendantes. Nous allons done démontrer que, dans
le cas d’un tel probléme, connaissant 'intégrale des forces vives
et une intégrale «, il sera impossible d’en trouver une autre 3,
distincte des deux premiéres, ne renfermant pas explicitement
le temps, et telle que 'on ait («, ) =0; mais, il yen a une
autre telle que 'on ait (¢, 3)==1. Au contraire, on peut tou-
jours trouver une intégrale renfermant explicitement le temps,
et telle que I'on ait («, #)=0.

Soient, en effet,

dg, M dp, A

de oy, d >

P1 4 q (1)
dq,___ Rl 8 dp,_ _E
dt  dp, At 2

les équalibns différenticlles du mouvement.
Soient H == A, I'intégrale des forces vives, et :
#(q1s Gay Pus Pa) = a,
une deuxiéme intégrale. Cherchons s’il existe une troisiéme
intégrale :
9915 Q2; Py P2) =)

qui, combinée avec la seconde ¢ = «, donne & I'équation de
Poisson la forme 0 = 0.
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En écrivant que la condition («, 3) =0 est satisfaite, on a :

R AL SO SR R (12)

3g, Op, Ipy ¢, 3¢y OPs P2 0g,
en outre, si 3 est une intégrale des équations (11), il vient,
en supposant qu’elle ne contienne pas le lemps :

Mop allag My M 3)
_____ +— — — — —=10;

3g, Opy Ipy g, 3gq Aps Ips 0q;
enfin, I'identité (3, #) = 0, nous donne :

B B BB W

2% i dq 2qaps ps 2ge

Si I'on considére les quantités 25, 38 28 38

390 37,7 3pg? 2gp» COMME des
inconnues, les équations (12), (13) et (14) seront des équations
du premier degré par rapport i ces inconnues, pourvu que,
dans P’équation (14), on regarde les coefficients comme égaux
aux ineonnues elles-mémes. Ces équations feront connaitre les
rapports :

BB B @ P 2f
P ’ Dq,’ dpe ) Dq,’ b/ ) aq,.

Or, ces équations seront aussi vérifiées, si 'on remplace les
dérivées 3,38, 3%, S8, par les dérivées 5, 5, 35, 5 ()
1l est, en effet, facile de voir que, par cette transformation, la
premiére équation devient identique, la deuxiéme exprimera
que « est une intégrale des équations (11), cette intégrale ne
renfermant pas le temps, et la troisiéme devient la premiere (12),

I résulte de 12 que les nouvelles quantités ont les mémes

rapports que les premiéres; par suile, on a :

o B B p
A . P 3y Rl

Py P, o, °q:
(") Bien entendu, la substitution ne doit pas étre faite dans les cocfficients

de I’équation (14).
15
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De cette suite de rapports égaux on conclut que 3 doit étre une
fonction de =z, et, par conséquent, I"équation :

8 = const.,

supposée indépendante du temps, ne sera pas une intégrale
nouvelle.

138. Le raisonnement que nous venons de faire serail en
défaut, si I'une des équations (12), (13) et (14) rentrait dans les
autres, c'est-a-dire si ces trois équations se réduisaient i deux.
Or, on aurait alors, d’aprés la théorie des équations du premier
degré, des relations de la forme suivante (7) :

h) h) h)s |
_P_. == M x -+ N —
9 Dq, Dq,
B da H
— =M -+ N —
P P P
D@ Dat YH
_— = M _ + N -
3qs g, 3G
pJe da H
-_— —_— 4 _
OPs g By 2

M et N étant des fonctions quelconques de p,, py, ¢1+ Ge-

Or, de ces équations on tire, en les multipliant par dg,, dp,,
dqq, dp,y et ajoutant :
dp = Mda + NdH.

Par conséquent, {3 doit étre une fonction de « et de H, c’esl-
a-dire que cetle intégrale 3 doit encore rentrer daus celles que
I'on avait déja.

139. Cela posé, observons que le probléme ne comporte que
(*) On obtient ces équations, en multipliant les éguations (12), (13)et (14)
respectivement par M, N, — 4, et ajoutant. 5i les trois équations se rédui-

sent & deux, 'équation résultante devra étre une identité, et les coeflicients
devront étre nuls séparément.
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quatre intégrales distinctes : une qui renferme explicitement le
temps, et trois qui ne le renferment pas explicitement. 1l y a
donc trois intégrales distinctes, el pas davantage, qui sont indé-
pendantes du temps. Or, de ce que nous venons de voir, il résulte
que, parms ces (rois intégrales distinctes, il y en a nécessaire-
ment qui ne donnent pas (7) a Uéquation de Poisson la forme
identique 0 = 0. Mais nous zllons voir qu'il y en a nécessaire-
ment une gui donne & Uéquation de Poisson la forme 1 =1.
Soit donc y une des intégrales qui ne donne pas :

(¢, ¥)=0,

(“y 7) :3;

el soit :

d étant une constante numérique ou non.

Si d est une constante numérique, nous pourrons multiplier
ou diviser y par une constante, de facon que l'on ait d =1,
et il est ainsi prouvé qu’il existe une intégrale qui, combinée
avec «, donne a I’équation de Poisson la forme 1=1.

Si & n’est pas une constante numérique, I'équation :

d= const.,

est une intégrale indépendante du temps. Cette intégrale est
évidlemment une fonction des trois intégrales précédentes :
en effet, puisqu’il y a seulement trois intégrales distinctes, qui
ne renferment pas explicilement le temps, toute intégrale nou-
velle ne contenant pas ¢, sera une fonclion des trois autres.
Nous aurons donc :

(a, ¥) =o(z, 7, h).

Ceci établi, posons :
¢ = f(“) 7 h)a

¢ sera une intégrale des équations proposées.

(*) Puisque, connaissant I'intégrale des forees vives et une autre «, il n'y
en a plus d’autre indépendante du temps qui donne («, §) = 0.
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Or,ona: - .
p
(@) )=, y)§’;+(a, n,

et, comme («, k) =0, il vient :
of of
: = L= Bl
(1: C) (“1 '}’) ™ U(“, Y l) Yy
Si donc nous posons :

of

m’(a, Y h)'DT}', - 1,

celle équation nous permettra de déterminer la forme de Ia
fonction ¢ qui, combinée avec l'intégrale «, donne 2 I'équation
de DPoisson la forme identique 1 = 1, et la proposition est
démontrée.

140. Il nous reste a prouver maintenant qu’il existe une
intégrale de la forme : )
1 =1+ F(q, qs p1, pa)s

qui, combinée avec «, donne 2 I’équation de Poisson la forme
0 =20, c’cst-a-dire telle que 'on ait :

(2, w)=0.

A cet effet, considérons I'une quelconque des intégrales dans
lesquelles figure le temps, par exemple :

‘e =1t + Flgi, g2, pis Pa),

et combinons cette intégrale ¢ avec «. Nous aurons I'expres-
sion («, ¢€), qui ne renfermera pas le temps.

Or, celte expression («, ¢) sera zéro, et le théoréme sera
démontré, ou une constante numérique, ou une intégrale
nouvelle.

Dans ces deux derniers cas, nous pouvons poser :

(2, § =1i(a, §, h);

car, toute intégrale indépendante du temps[c’est le cas pour (2, ¢)],
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peut étre considérée comme une combinaison des trois inté-
grales «, 3, h.

Dans le cas ol («, ¢) est une constante numérique, la fonc-
tion II se réduira i une constante.

Cela posé, nous pouvons ajouter au second membre de 'inté-
grale ¢ une fonction quelconque de («, 3, A), et nous formons
ainsi une intégrale nouvelle :

E|=I+F(q“ q!lpl!pﬂ)+f( ﬁ’ h)——é"" ( p’ h
Nous aurons évidemment :
{2, &)= («, &) + (a, f(z, 3, h))

o = )L e, ﬁ)i—g+ oo 1) = e, 1L

Or,on a:

&%

par conséquent,
(2y &) = (2, £) + («, f) 3

et, comme (z, ) ==1, il vient :

{2, &)= (=, &) + %
Or, si V’on détermine la fonction f par la condition que I'on ait :
(=, &) + 2—g= 0,
on aura :
(a, &) =0.
De Péquation :
(11 E) + %‘= 01
on tire :
df  dp
— (=€) N
d’ol :

df = — (s, )5 = —11(z, 6, h) df ;

on aura donc I'expression de fen fonction de «, 3, k, par une
quadrature.
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En adoptant cette expression de f, l'intégrale ¢, combinée
avec «, donne A I'expression de Poisson la forme identique 0=0.

141. Il est facile de voir qu’il n’existe pas d’intégrale non-
velle, contenant explicitement le temps, qui donne 2 'expression
de Poisson la forme 1=1.

En effet, équation :

) d
(o, €,) = (&, ) 4= D—g,
nous donne, en faisant («, ¢;) == 1, I'équation :
d
nm@m+£=u
d’ot I'on tire I'équation différentielle ordinaire :
L. —
1 4 — e, B, k)

et, en intégrant,

f: p -—L/‘H (a, ﬁ: h)dp

On voit done que l'intégrale qui, combinée avec «, donnerait
a Iéquation de Poisson la forme 1=1, est une combinaison
des intégrales précédentes : elle est une combinaison de la pré-
cédente avec f.

XXL

Travaux de Bour.

142. Avant d’exposer les travaux de Bour, rappelons le
théoréme de M. Bertrand (n° 431) duquel il résulte que Ia solu-
tion compléte d’un probléme de mécanique peut étre formée de
2n intégrales du genre suivant :

1° L’intégrale des forces vives o = H ;

2° Une intégrale qui conticnt le temps f =G — ¢;

3° 2n — 2 aautres intégrales, indépendantes du temps, o,
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2y, .- %,_3, &, étant une intégrale quelconque indépendante du
temps, et autre que celle des forces vives.

Ces diverses intégrales doivent donner, d’aprés le théoréme
de M. Bertrand: '

(“ly“ﬁ)=’7 (“n G)=01 (“Hal)=01
la derniére équation pour toutes les valeurs de i égales & 3,
4, ... 2n — 2, c’est-2-dire pour ¢ difiérent de 2.
D’aprés ce que nous savons, les intégrales a,, &, ... &, 4,
doivent satisfaire 4 I"équation aux dérivées partielles :

s OH % oH 2z
3 o

07; dpi APy g,
(H: t) = 0:

-

—_
—

—

ou bien :

laquelle est aussi vérifiée par {==1I, et dont la solution la plus
générale est donc :

z=f(H, Oy, Ogy e ocln—-!)-

Au contraire, pour { =G, le premier membre de 1’équation (1)
se réduit 4 I'unité, c’est-a-dire que I'on a :

(H, G) = 1.

11 est évident, d’aprés ce que nous venons de voir, que I'équa-
lion aux dérivées partielles (1), qui est linéaire, peut remplacer
les équations canoniques.

Les travaux de Bour (*) consistent & montrer comment on
peut abaisser Uordre de celte équation :

(H,8) =0, (1)
quand on en connait une ou plusieurs intégrales.

143. Examinons d’abord le cas ou 'on ne connait que I'inté-

grale des forces vives :
H=h.

(*) Mémaires des Savants étrangers, t. XIV.
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On se servira de cette intégrale pour éliminer I'une des
inconnues, par exemple p,, qui sera exprimée en fonction
de H, q,, ¢s, ... @us Pis Pay oo Puys il Sensuit qu’une fonction
quelconque de q., gy, ... ¢, Py Pa, - Pu, deviendra une fonction
de H, g/, s\ ... ¢us Pi\ Pay ... po_y. Clest ce qui arrivera pour la
fonction Z. : :

Or, si nous distinguons par un accent les dérivées prises dans
la nouvelle hypothése, nous aurons :

LR 4 % p,
P op P,
W N ap,

29, g 3P, 3q;

D’autre part, si nous remplagons dans I'équation :
H=h,

p. par sa valeur, cette équation devient une identité; par con-
séquent, on a : '

M dp,
_t — == 0,
apl' apn Dpx ’
) (2)
M M dp, w
— 4 = 0.
Dq‘ Dpn in
Done, ﬂ
IR 1 ¥ wp, ¢ % dp,
W p op. g ope T, ol
.
0H

09 A P G 39, o, 3H '

P,
Remplagant dans I'équation (1), il est facile de voir que les
termes qui renferment 2 - se détruisent deux a deux, et il reste :

¥k L w dp, AL X A,
L2

p
YH ¥z YH e dH g H )z
_____ 4 e —— — — —
0, ™ 2py Vg, 3q, P, ., 2,
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Si nous divisons les deux membres par —;‘f} , et 81 nous
observons que 3- Y Z est nulle, puisque les dérivées affectées d’'un
accenl se rapporlent A Pexpression de £ ne renfermant plus p,,
il vient, en vertu des équations (2) :

w, V¢ dp, V¢ P, T at;
<4 ane ——

————— — =0,
Dq‘ Dpl apl Dq, Dpn—l an-l aqn
c¢'est-3-dire,
2‘ (bp,, 0% p, a'z) ' —o,
1 \0g; Opy p; 3, g,
ou bien, en supprimant les accents qui sont devenus inutiles :
P, D P, 2 d
E(P'ti_&i)Jr ‘0. (3)
2q; Ip; Py g 2q,

En appliquant les mémes calculs 4 I’équation :

H, G)=1,
il vient :
© (Dp" G ap, DG) 3G 1
oope aps g g, ol
D])
et, en observant que I'on a :
p, 1
M W
.

on obtient I’équation :

= (Dp" G 2p, aG) 3G ap,,
+ —

\3q; ap. op; o, . ol

[’équation (3) a les mémes intégrales que I'équation (1), &
I’exception de celle des forces vives H = A. C'est cette équa-
tion (3) qu’il faudra intégrer lorsque 'intégrale des forces vives
sera seule connue.

144. Supposons ensuite qu’outre I'intégrale des forces vives :

H=/l,
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on connaisse une aotre intégrale :
% = ¢(G1s Q2s - Gay Pis Pry ou Pu)-
Si l'on exprime qu’une fonction ; .
E=F{gs Gor - Gu> Pr> Pas = Pa)
donne identiquement (théoréme de M. Bertrand) :
(21, 8)=0,

nous aurons une équation de la méme forme que 'équation (1) :

T day dory G

(o, 8=, (—‘———-’-):0. (5)
1 \3g; Op; oy g,
Cette équation est vérifie par:
C=uy %, %4y o 2gaey H, G,
mais elle n’est pas vérifiée par :
=y,

puisque I'on a :

(s 29) = 1.

Cela résulte du théoréme que nous avons énoncé ci-dessus
(n° 442), en vertu duquel on a :

(5 ag) =1,
(2, ) =0, (pouri=1,3, &, ... 2n — 2.)
(a1, 6) =0,
(2;, H)=0.

Or, I'équation (5) étant vérifiée par ¢ = H, on pourra lui faire
subir la méme transformation qu’a 'équation (1). Il arrivera ainsi
que cette opération qui a pour but d’enlever Ja solution connue
¢ = H, conduira & deux équations différentes, suivant que £ sera
égal A G, olt A 'une quelconque des aulres intégrales de U'équa-
tion (B).

Il résultera done de 13 que, si’on prend la deuxiéme forme,
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c’est-d-dire celle qui correspond aux intégrales autres que G,
on aura éliminé l'intégrale inconnue 7 =G, la scule qui ne
vérifie pas I’équation (1).
Pour transformer 1’équation (5), on devra opérer comme nous
I’avons fait pour transformer g’;équation (1), c’est-2-dire que I'on
dory

devra remplacer dans (5) S0 a0 etc., par les valeurs suivantes :
i i

H
da; Va2 I, _ &_*_ aﬂg_
0, dq; 3, Vg, og; p,

P,

H
¥ Y %op, %o
0 o, AP ; ), p,

v

elc.

Nous aurons ainsi :

g ([ V) e v
DA g p o agd - \og, op. ap. .
pl4
L[ (W) (e W )]
oH [} Dpl D(]-' ‘)qi DP- apn an an apn _
P,
dor)
Iy e o))
30 | <4 \ogi d3pe dp g, 3G, dp.  dp. 9./ |
P,
daey 28
S YU )
3g; p: OPi G,

-
)
p,
Or, les termes de la derniére somme se détruisent deux i deux;
en oulre, puisque, comme nous I'avons dit précédemment, les
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, o D'Dl( av; , . - 3
dérivées 37+, 3. sont nulles, les termes qui contiennent ces
dérivées sont nuls, et il nous reste 'équation :

ey g ey '
(a.,c)=2‘ (3?.-55.-_5,?»71])

hiq

NN R L I
M | S Vopidge dgoop ) ap, g,
dory

p, [“' (all ye o b'C) M a7
+— [y |- =— — = — —|=0,
3 dp; p; dg; P, ¥4,

S B
p, 1 \0g; 3p; IPp; A .,
N Dd n i ) Dr D Dv al
——'[E (& _‘:_&_‘)+ ‘] —0.
Dpn t in DPI pi in o,
Mais, le coefficient de % , c'est-a-dire,

< (317., Yay 2, D'a,) ay
DRSS Y
1\ Ope ap, dg;

est identiquement nul, puisque «, est une intégrale de ’équa-
tion (3).
Quant au coefficient de 32 |equel est :
= (Dpn 3t I, a’z,) hi4
ﬁﬁﬁﬁﬁ “+ —
1\ ¥, ap: g,

il est nul, en vertu de I'équation (3), lorsque Z représente une
quelconque des quantités :
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au contraire, lorsque = G, il résulte de I'équation (4), que ce

M Dpn
coefficient sera égal 4 — 5.

Par conséquent, dans le cas ol 3 =G, le dernier terme de

(a5 T) sera :
doey P, ey

= ——

p, i oH

Il résulte donc de 1d que Ia transformation de I'équation (5)
nous conduit & la forme suivante :

n—1 (D’dl D’{ D'oc, Dr:)
i

2g; Op; dpe 0g;
lorsque ¢ représente I'une des intégrales :
Ryy A3y oor Zzp_2)

tandis que, si & est égal & G, la transformation nous conduit
a la forme :

3G Ips op; g

n-i (D'a, Y'G oy D'G) 'y
i
En supprimant les accents, ces deux équations deviennent :
N[ % day g
z(—‘——ﬂ—)=0, (6)
1\ Op; Opi g
pour § == oy, a5, ... %y s;
On trouverait de méme que l'intégrale o, satisfait & I'équation :
o ey day ey D
E(_‘;_;i’)=1, (8)
1\0g: dp: i ¥g;

L’équation (6) est tout i fait semblable & I’équation (1), et elle
aura pour intégrales :

——= Y

ot e 3G do; G dz
31 ( L 1 ) 1
H

a—
1

Ryy Xy 1or Koy 9y
qui sont des intégrales dn probléme, et qui donnent :

(myy o)) =10.
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L’équation (6) contient deux termes de moins que I’équa-
tion (1); elle a, comme on voit, les mémes intégrales que I'équa-
tion (1), sauf , et H. Cette équation (6) est déduite de I'équa-
tion (5), el Pon voit qu'en éliminant I'intégrale { =H, on a aussi
éliminé l'intégrale { = G, c’est-4-dire la conjuguée de H.

En résumé donc, I'équation :

(H’ t)=0, (1)
est vérifiée par :
H, oy, @y ... 24p_x.

Connaissant, outre l'intégrale des forces vives H = A, une
autre intégrale «,, on cherche & déterminer une équation plus
simple que I'équation (1). On détermine une équation, qui est
I’équation (B), laquelle a la méme forme que I’équation (1), mais
qui a deux termes de moins, et qui a pour intégrales :

Ryy Kgy oo Ban_3g-

En d’autres termes, la connaissance de l'intégrale «, nous
permet de déterminer une nouvelle équation & laquelle satisfont
les intégrales o, ... o, 5. La connaissance de «, permet d’éli-
miner sa conjuguée «,, qui n’est pas une intégrale de I'équation
réduite, et la question est ramenée 3 intégrer une équation plus
simple que (1).

445. Soit o, une intégrale de I'équation (6). On peut concevoir
que I'on compldte (théoréme de M. Bertrand) la solution du pro-
bléme au moyen de l'intégrale «,, et d'intégrales o, ay, ... o, g4
qui, avec «, forment 2n — 3 intégrales de (B), et telles que
'on ail :
(5, &) == 0,

pour i =25, 6, ... 2n — 2, mais que I'on ait ;

. (o5, &) == 1.

De plus, on aura ;
(1, &) =0,

pour i=3,4,5, ... 2n — 2, puisque toutes ces intégrales satis-
font & P'équation (3).
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Cela admis, au moyen de I'intégrale :

R oy = ?(H; qu qh (e qnaPuPn (T pn—l)s
on tire :

Pa_y = f(nv X5 G Gy con Gpy Piy Pay e Pn—l)'

Si I'on substitue cette valeur dans a4, et si on calcule les
coefficients de I'équation :

(aa, ?;) =0,
¢’est-a~dire les dérivées :

day day hld hl4
0, Ip; o, dps

qui entrent dans I'équation :

Doy R A

1 \0G; Op; p; 9

n-2
2(m2£_%£):0, 9)
3q; dp:i  Op; g,

qui a deux termes de moins que I'équation (6) et qui aura pour
intégrales :

gy gy eve Ogn_ay

c’est-d-dire que 'on a éliminé en méme temps les intégrales «,
et «,. . .
L’intégrale «; satisfait a I'’équation :

"? da, Y z
E(ED_L’K‘)_—_L (10)
T \og, ap,- Dp‘ 2q; .

analogue a I’équation (8), mais qui a deux termes de moins.
L’équation (9) a donc les mémes intégrales que 1’équation (6),
sauf «, et «,. :
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146. On peut, comme on voit, au moyen de chaque intégrale
connue, diminuer de deux unités le nombre des termes, et le
nombre des variables. Cette diminulion provient de ce que
chaque intégrale connue permet d’éliminer sa conjugude, qui est
étrangere a Uéquation réduile.

On peut ainsi de proche en proche (du moins en théorie)
obtenir une série d'équations analogues a (1), (6), (9), etc., et
’on parvient ainsi & mettre la solution du probléme sous la forme
de 2n intégrales conjuguées deux 4 deux :

Gy, Qgy o O,

b, by u b,

telles que I'on ait :
(aiv bi) =1, (a.') a.'r) =0, (ai; bl") =0.

247%. Voici maintenant comment on doit transformer les
intégrales du probléme, telles qu’elles sont immédiatement obte-
nues (), pour oblenir des solutions des équations (1), (6), (9), ete.

Si ’on connait une intégrale quelconque B,, indépendante du
temps, on peut poser «,==f3,, et rien n’empéche de supposer
que les autres intégrales, qui sont inconnues, forment un systéme
du genre de celles dont le théoréme de M. Bertrand démonire
la possibilité.

On calculera au moyen de I'équation «, = f3, les coefficients
de I'équation (6) qui a pour intégrales :

Uiy X35 oer Ogy_g.

Supposons maintenant que 'on connaisse encore une seconde
intégrale du probléme (3,, aussi indépendante du temps; cette
intégrale 3,, quoiqu’étant une intégrale du probléme, peut fort
bien n’étre pas une intégrale «, et, par conséquent, on ne peut

(") En géneéral, les intégrales obtenues par un procédé quecleonque ne
seront pas des intégrales x, c'est-a-dire ne scront pas des intégrales telles
que Pon ait (x;, ay) = 0.
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pas poser, en général, (3,==a,. On ne pourra le faire, comme
nous allons le voir, que si I'on a identiquement :

(p" p’) = (“l, ﬁs) =0.

Pour continuer I'abaissement, lorsque 'on connaitra cette
seconde intégrale 3,, on formera la quantité (3,, 3,), et il peut
se présenter trois cas :

4° Sil'on a identiquement (B3,, 3;) = 0, on peut poser :

&y = ﬁﬂu
et 'on formera I'équation (9) qui a deux termes de moins que
I'équation (6);

2° Si (B, () est une constante numérique que I'on peut tou-
jours supposer égale A l'unité, alors {3, est la conjuguée de {,,
et ne peut pas servir & continuer I'abaissement : en effet, la
méthode qui a conduit & I'équation (6) consistait 4 éliminer de
la solution P'inlégrale conjuguée de «,, qui est alors élrangére
a I'équation réduite;

3° Si (4, Ba)==P; est une fonction de p,, Puy v Pus G+ Ges or Gur
cette fonction, égalée A une constante, est une nouvelle intégrale
du probléme.

On formera les expressions :

(Bis Ba) =Bir (Bis B = o2 s
jusqu’a ce que I'on obtienne une fonction :
(Biy Bet) = Be=[(H, B, Bz, .. i)
c’est-2-dire qui soit fonclion des précédentes et de H.
On cherchera alors une fonction :
w(H, B, Bay oo Brm)s

B, 5)=0,
et 'on trouvera I’équation différentielle partielle linéaire :

telle que I'on ait :

dw dw hI-]

e - B — e =0,
Ps d; E 2Bs b But

16
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Celte équation nous permettra de trouver k — 3 intégrales
du probléme, fonctions de £,, B, ... Bi_, et de H, et dont I'une
quelconque peut étre prise pour I'intégrale «;. Les aulres satis-
font & I'équation (6), et pourront étre employées pour I'abaisse-
ment de cetle équalion, de la méme maniére que les premicres
ont servi & l'abaissement de (1).

148. Nous avons vu comment au moyen des intégrales qui
sont connues, on peut abaisser lordre de I'équalion aux dérivées
partielles du probléme. Celte ressource épuisée, nous allons voir
I"'usage que l'on peut faire des équations réduites pour continuer
intégration.

Si, par exemple, on ne connait pas d'autre intégrale que «,,
on appliquera & I'équation (6) la méthode qui nous a servi &
former I’équation (3), c’est-a-dire que ’'on éliminera p, ,, expri-
mée en fonction de a,, Hy ¢4y Gy oo Guy Pis Pay oo Pas-

On opérera de la méme maniére sur les équations (7) et (8),
et I'on aura ainsi :

"_e'(ap,l_l ﬁ_’ap,_, E) L%
an—l

"2’ (pr oy WPas aﬁ) LI o (12)
‘ 3Gn_s pLA

(13)

"S’ (;pr, ﬁ _ s E) . )G _ WPt 21
My day H

Or, il est facile de voir que I'on a :

Dpﬂ—l a“l L Dpn»l

dz, JH

En effet, de ’équation :

. % = ?(H: Pis Pas e Pty Q15 G2y - qn),
on tire : ]
Paaa= /(“l) H: P Pasooe Pau_ay Gy qh are (In)

Mais, si 'on remplace dans le second membre de cette der-
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niére équation «, par sa valeur en fonction de pi, pgy o Pu_iy
41, 2, - §., H, on obtiendra une identité.
En différentiact cette identilé par rapport 4 H, il vient :

Dpn—l apn—l E .
o 2, I

L’équation (13) se réduit donc 2 la suivante :

(14)

et (bp,,,l 3G s aG) . 3G Wy

<\ g, Ei— op; 5;( un—4= oH

Nous pouvons encore transformer les équations (3) el (4), en
remplagant la variable p,_, en fonction de e,, et I'équation (3)
nous donnera deux équations différentes, suivant que % sera égal
d a,, ou & une autre queleonque des quantités e, o,y ... 0tgy g ().

On obtiendra ainsi trois équations analogues 3 (11), (12)
et (14) avec cette différence que p,_, et g,_, seront remplacés
par p, et q,, et on aura : '

= ap oy p, d d
(.&___&_c)+_z;_=o, (15)

L \ags ap dpi v 9,

S a_a_e)+°2="'-_-5£~. (16)
1 \2g: Opr 9ps 3g, o P

n—2 fy 3G d WG )G 2
L\qs ope ap 3l 2, H

Or, il résulte des raisonnements précédents que I’équation (3)
a les mémes intégrales que (1), sauf H; Péquation (11) a les
mémes intégrales que (6), sauf a,; I'équation (15) a les mémes
intégrales que (3), sauf «, el «,. )

L’équation (1) ayant pour intégrales :

| § D P S N

(") Dans cette transformation, p,_1, o, et a, joueront le méme role que p,,,
H et G dans la transformation de I'équation (b).
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il en résulte que (3) aura pour intégrales :

Oyy Do, gy oo Rgp_ge

L’¢quation (8) ayant pour intégrales :

Ay gy Bpy wee Gy 2
I'équation (11) aura pour intégrales :

gy G4y ewe g
Enfin, I’équation (15) aura pour intégrales :

A5y Opy e Olan_g.

Les équations (11) et (15) admetlent donc toutes les deux
pour intégrales oy, «,, ... #,,_.. Ges fonctions, étant au nombre
de 2n — 4, forment la solution compléte de chacune de ces
équations, et toutes sont des intégrales du probléme. Cependant,
comme ¢, est considérée comme constante dans I'intégration
de (11), et ¢,_, dans I'intégration de (15), il S’ensuit qu’une inté-
grale de la premiére, par exemple, ne salisfait pas nécessaire-
ment au probléme (7).

En d’autres termes, toutes les intégrales du probléme :

A5y gy  one Dgp gy

satisfont aux équations (11) et (18). Mais il n’en résulte pas
réciproquement que toule solution de (11) ou de (15) est une
inlégrale du probléme.

En effct, supposons que 'on connaisse :

o3, gy s Xgy_34
qui sont des intégrales du probléme, et, par conséquent, de (11).

Si I'on pose :
L = x!/(ma, Zpy ave Loy 39 qn)’

(*) Ainsi, q,==const. est une intégrale de (11), et g,_, = const. une inté-
grale de (1D), et ces deux intégrales ne sont pas des solutions du probléme,
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¢ étant une fonction arbilraire, cette équation ne sera plus une
intégrale du probléme, et cependant elle sera encore une inté-
grale de (11).

Il résulte de 12 que I'on ne peut pas remplacer purement et
simplement I’équation (3) par les équations (11) et (15), puisque
ces derniéres admetlent des solulions étrangéres au probléme,
quoique 'on puisse former leur intégrale générale uniquement
avec les intégrales de (1) et (3).

Nous pouvons remarquer que les intégrales du probléme sont
les seules intégrales communes aux équations (11) et (15).

149. Nous allons maintenant montrer quelle est la marche
a suivre pour résoudre la question.
Supposons que I'on connaisse les deux intégrales :
H={(g:> q2» = Gur P12 P2y - Pa)s
a=fi(Qss Qer = Qus P1> Pas « - P.)-

Résolvons ces deux équations par rapport & p, et p, ,, et cal-
culons les cocfficients des équations :

;3 opi g,

" fap, D p, A% b
z(li_ﬂ—)+l=. (15)
1\ °p. Op; 3¢,

o D D M D d
E(plz p.?;)+aqq =0, (11)
n—1i

Cela posé, cherchons 2 intégrer 'une de ces équations.

Soit %, une intégrale de la premiére, par excmple; rempla-
cons ¢ par ¢, dans la seconde (15). Si le premier membre est
identiquement nul, %, sera une intégrale du probléme.

Si le premier membre de (15) n’est pas idenliquement nul,
soit 7, le résultat de la substitution. Je dis que Z, = const. sera
une nouvelle intégrale de (11). En effet, d’aprés la théorie des
équations différentielles partielles linéaires, £, doit éire de la
forme : _

C1=‘P(¢3a gy wor Kon-zy qn)-
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Si nous remplagons ¢ par cette valeur dans I'équation (13),

nous aurons A remplacer %;-‘_, g%, elc., par les valeurs suivantes :

hi4} 3y da 0y dag, 4

—_—= e —— = i ]

op; dory Ay Myy_a Py

N ANy x5 Dl R L 2
L= 4.4 ,

dg; . daz ¥q; y,_s  0q;

hl gy dag 0y 0%y, a 38,
iR TR O g
g, daz 0F, dag,_g 0, 39,

Substituant dans le premier membre de (15), il vient :
f= B[ (e a3 in
dzy 1\ Op; dp; o4 29,
R
Dq‘ apl' DP-‘ D{I" aqrx
“ 3%, "2’ <3Pn D“en—z_ Dﬁ. D“zn_a) - Mh-i}
h- 2 1\ Apy P q; M,
A,

<4 — -
M,

Or, tous les coefficients du second membre sonl nuls, puisque
O, 04y o 0y, SODT des intégrales de (15), et il vient :
%,

9,

1

Mais, g—gi sera une fonction de o5, a,, ... 0,4, §,, puisque &,
est une fonction de ces quantités, Par suite, % ou Z, est une
intégrale de I'équation (11). Cette intégrale en fournira d'autres,
soit par une nouvelle application du théoréme, c’est-d-dire en
remplagant dans (15) ¢ par Z,, soit par la combinaison de Z,

avec &, pour former la fonction de Poisson ;
(t.u Zl)-

Nous aurons ainsi une sériec d'intégrales distinctes de I'équa-
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tion (11), dont le nombre sera limité au plus tard lorsqu’elles
formeront la solution compléte de (11).

Nous pouvons done considérer ces intégrales de I'équation (11)
comme formant un systéme canonique partiel :

Uyy CQgy .uaillyy

v bh bir -'bln

T

c’est-a-dire tel que 'on ait :
(an ‘b.') = 1:. (an bu) =0, (an a,) =0,

pour des valeurs des indices comprises entre ! et k, le nombre &
pouvant d’ailleurs étre égal ou inférieur & n — 2,

Cela posé, si nous remplacons successivement dans (15), £ par
a,, b, a,, by, ... a, b,, nous obtiendrons des résultats qui seront
des fonctions de ces mémes quantités seulement et de ¢,; sans
cela, d’aprés ce que nous venons de voir, ces résultats fourni-
raient de nouvelles intégrales de (11), ce qui n’est pas possible,
puisque nous avons épuisé ce procédé qui nous a fourni les
intégrales a,, b,, ... a;, b;.

Désignons ces résullats respectivement par A,, B,, A,, B,, ...
Cela posé, je dis qu’il existe 2k intégrales du probléme qui sont
des fonctions des variables a et &, el de g,; en effet, si nous
substituons dans (15) :

% = ¢(ay, by, @3, bey iy ey g,

et si nous exprimons que le résultat est nul, il est facile de voir
que 'on a :

hl4 hld hl d d
+ - I UL (18)
da, b, dery b g,

Or, cette éduation différentielle partielle admet 2k intégrales.
Ces 2k intégrales sount des intégrales du probléme : en effet,
elles satisfont 4 équation (15); en oulre, elles sont des fonctions
dcs variables @ et b et de g,, donc, clles satisfont aussi 4 I'équa-
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tion (11). Ce sont done des intégrales communes 4 (11) et (15),
et, par conséquent, des intégrales du probléme,

150. Il est facile de s’assurer que ’équation (18) a préecisé-
ment la méme forme que les équations (3), (11) et (15), c’est~
a-dire que I'on a (n° 451):

2L 3L

A= —, B‘-=——|

! da;

i

L étant une fonction de a,, a,, ... a;, b, b,, ... b; que I'on déter-
mine par une quadrature.
L’équation (18) prend alors la forme suivante :

4 (DL hi4 WL a;) hi4
b, da;  day db;

+ SE- =0. (19)

Cette derniére équation n’admet plus d’'intégrale étrangére
au probléme : elle est, au plus, de I'ordre n — 2, c’est-a-dire
du méme ordre que les équations (11) et (15). Elle peut étre
d’un ordre inférieur, suivant la valeur de k, c’est-i-dire que
I'intégrale &,, étrangére au probléme, permettra d’abaisser son
degré.

kS

151. Proposons-nous maintenant de démontrer que I'on a :

L L .

= — B=‘-——
b, '

A;

day ’
a cet effet, nous allons prouver que I'on a :

A, A

%y b,
En différentiant par rapport a g, I’équation :

da, D duy 3
(@, o)=Y (—“-‘ i 5?)=0,

. 3g: dp; 3p; 3g,
il vient :
E (a_a, da, da, da, )__ (Da, da, da, da, ) (20)
20 0030 3 2q0q) = \ag dq.p 3ps ag.0qd)
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Or, A, élant le résultat que I'on obtient en remplacant £ par q,
dans I’équation (15), il s’ensuit que A, est définie par I'équation :

Dp,, a_a, W, 26y p, o p, ey N day

& e
09 Iy opy ¢y us Pug  Waz M2 7,

Différentiant par rapport i p, et 4 g;, il vient :

d%a, A, dp, Ya dp, Ya
-+ — —_—

dg.0pc W ¥q PP 0Py PG,

_ e p, e Vp,

0Py 0GP X4 PPy

da, YA, I, Vg dp,
o ——
39,94, g, g, P12, Opy 040G,

da; 'p, L ?p,

— +
Py 3g0G; 2, 3gOP,

On obtiendrait de la méme maniére les dérivées :

d%a, dla,

aqnbp,- 39,°q; ’

en opérant sur I'équation qui définit A,, c'est-a-dire sur le
résultat de la substitution de e, 4 la place de & dans I'équa-
tion (15).

Substituant dans I’équation (20), on a :

(al: Aﬂ) = (ai ’ Al)'

En effet, il est facile de voir que, par cetle snbshtulmn, il ne
day

resle que les premiers termes des dérivées 3. - aq ap y 3qdq0 €l
tous les autres termes se détruisant. Ainsi, s! nous cherchons
d’abord ce qux multiplie une des dérivées secondes de p,, par

, lous Lrouvons dans le premier membre :

Dq

3Gy Opy g, ap,
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et dans le second membre les mémes termes avec les mémes
signes.

Si nous cherchons ensuite le coefficient d’une dérivée premiére
de p,, par exemple le coefficient de g%, nous trouverons que
ce coefficient est, en faisanl passer tous les termes dans le pre-
mier membre :

P AP i AP i PPy

2 (Da, da, day Aa, da, Va, da, Fa, )
3q. pdp
Or, cetle expression est précisément la dérivée par rapport & p,

de (a,, a,) : cette somme est donc nulle, puisque (a,, a,) est
identiquement nulle. Par suite, 'équation (20) sc réduit A :

(i, Ag) == (as, A)). ) (21)
Mais, A, étant une fonction de a,, b, ... &, b:, q,, 0D A :

YA dA dA
(an Az) = (an a,) ;5 -+ (au b:)s—j e == F):’

puisque tous les coefficients sont nuls, excepté (a,, b,) qui est
égal a T'unité (n° 149),
De méme, on a :

(ag, Ay — —3

par conséquent, l"équation {21) nous donne :

A, A
b, b,
On aurait de méme :
24, 3B,
b, day
le signe — provenant de ce que, si 'on a {a,, b,)=1, on a

(s a) — — 1.

152. Remarque. — Nous avons supposé que les variables a
et b formaient un systéme canonique; mais, ce systéme peut
étre incomplet. Si la variable a,, par exemple, n’a pas de con-
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juguée, c’est-3-dire si I'on s'était trouvé arrété avant d’obtenir b,
on aurait pour tout indice ¢, compris entre 1 et k — 1 :

(ah a,-) =0, (“h b.-) = (.
On en déduirait, par la méthode qui précéde :

A, A,
T, Zt_yp,
da; 7 b,

c’est-a-dire que A, serait une fonction de @, et de g, seulement.

L’équation (19) devient alors :

1AL ¥ O e hld
2 ————— + Ay — 4+ —=0
1 \ob; du,  da; db; dop g,

et I'on en obtiendrait une intégrale en intégrant I'équation du
premier ordre :

e g,

153. Quand on connaitra la moitié des intégrales du pro-
bléme, les équations telles que (11) et (15) deviendront illusoires.
Il ne nous restera plus alors 2 trouver que des intégrales conju-
guées, lesquelles seront données par les équations (4), (12), (14),
(16), (17), ete., qui se réduisent & :

duy op, da, NPy
3, m e
3G p, G MPut
3,  oH dq., M

Les sommes ont disparu, puisque la connaissance de n — 1
intégrales autres que celle des forces vives a fait disparaitre
successivement un nombre de termes égal 4 2(n—1)=2n—2.

Des équations qui précédent, on tire :

doy = — DL)(dq4 + Dﬁqug LTI dq,,),
dayg da 0

1 1

expression qui est une différentielle exacte.
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On peut donc calculer les intégrales conjuguées par les équa-
tions suivantes :

pl
¢,=_/(p' dgs + e pndqn), \
doty
o L P )
—_— d ver
u f(ma O dq. | (22)

G———/(p’dq, | dq,,j.

Mais, ces équations peuvent étre mises sous une forme plus
simple; en effet, nous avons supposé identiquement nulles les
quantités telles que :

(21 a5) =0,
qui résultent de la combinaison deux & deux des intégrales
&, &5, oy, ... 25, 5. Or, M. Liouville a démontré (n° %1) que,
dans ces conditions, 'expression :

pudq, + pdgy + o + p.dg,,

est toujours la différentielle exacte d’une fonction de ¢,, ¢, ... 4, ().
Done, en désignant par V cetle intégrale, on pourra écrire les
intégrales (22) sous la forme sunivante :

WV A% aV
G

G — — gy —y e G=—— (23)

daty daty DH

154. Remarque I. — Ce résultat est d’ailleurs conforme au
théoréme de M. Liouville (n° 78). En effet, d’aprés ce théoréme,
on sait que, connaissant la moitié des intégrales du probléme,
satisfaisant & la condition (a,, «,)==0, on peut tirer des inté-
grales connues les valeurs de p,, p,, ... p,; la quantité :

pudq, + pydgs + ..+ pdq,,

est la différentielle exacte d'une fonction V.

(') En effet, o, #;, 2, ... @203, H forment la moitié des intégrales du
probléme.
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Les intégrales qui complétent la solution du probléme sont
alors données par les équations :

YV WV b

T == e— gy T == 0y = —

doyy dat XH

155. Remarque 11. — Nous avons supposé jusqu'ici que le
principe des forces vives était applicable, c’est-3-dire que la
quantité H ne repfermait pas explicitement le lemps : c’est ce
que Bour avait supposé dans son mémoire. Mais M. Liouville (")
a fait remarquer que la théorie de Bour s’étend au cas ou I'on
considére les équations canoniques, abstraction faite de la dyna-
mique, c'est-3-dire lorsque H est une fonction de ¢, q,, gs, ... 4.,
Pis P2y ot Pr-

En effet, I'équation qui exprime que « est une intégrale des
équations canoniques, c'est-3-dire que la dérivée totale % est
nulle, en verlu des équalions canoniques, est :

da n (aH da YH Doc\)
3 dp;  Opy g;

T

Or, cette équation a précisément la méme forme que les équa-
tions (3), (11), (18), (19), ...

Toutes les équations sont ramenées 4 un type uniforme,
H et ¢ jouent ici le méme rdle que deux variables conju-
guées py, g..

Si H est indépendant du temps ¢, le probléme admet pour
intégrale H = const., de méme qu’il admettrait pour intégrale
p, = consl., si H étail indépendant de g;.

=0.

(*) Journal de Liouville, t. XX, p. 156 ; Rapport de M. Liouville.
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XXIL

Variation des conslanles arbitraires dans les problémes
de mécanique.

156. Supposons que la fonction H puisse étre décomposée
en deux fonctions H, et Q, de sorte que les équations A intégrer :

dg, H |
da p,
P (1)
dp; )i
Y
deviennent :
' dg; H,
e A S
dt 0p. 9
dp, H, e )
dt og; - Vaiq/,
Supposons que les équations canoniques :
dg, . dH;
di a’
: 3
dp, M, 3)
P

puissent étre intégrées, et soient o, oy, ... o, les constantes
d’intégration, telles que l'on ait :

=0 (ty G5 s Qs P1s o Po)e (4)

La fonction Q est, en général, trés petite par rapport a H, :
on Pappelle fonction perturbatrice. Les équations (2) s’appellent
les équations du mouvement troublé; les équations (3) sont les
équations du mouvement non troublé. Dans la plupart des cas,
la fonction Q ne dépend que des positions des points mobiles,
c’esl-a-dire des variables g¢;; elle est indépendante des p;.
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Nous considérerons le cas général ot la fonction Q dépend
des p;, ¢, et de &

Nous supposerons que les intégrales des équations (2) aient
Ja méme forme (4) que les intégrales des équations (3); mais
nous supposerons que les «; qui étaient constantes dans les inté-
grales des équations (3), c'est-2-dire dans le mouvement non
troublé, deviennent des fonctions dc ¢ dans les intégrales du
mouvement troublé (2). Ainsi, d’aprés cela, les dérivées de p;, g,
par rapport a t, en considérant les «; comme des constantes,
satisfont aux équations (3), tandis que les dérivées, prises en
considérant les «, comme des fonctions de ¢, salisfont aux équa-

tions (2).

157. Nous nous proposons de déterminer & quelles fonctions
de t il faut éqaler les ; pour satisfaire aux équations (2).

Nous allons d’abord démontrer une formule due & Lagrange
et dont nous aurons a faire usage.

Des 2n équations (4) : :

a =g (ts G4y i)
on tire :
P'=4‘(t %),
%)

s =(l, ®

Mais, les équations (2) nous donnent :

0 dg. M,

. dt

Drailleurs, des équations (5) on tire, en considérant les ¢,
comme des variables, fonctions de £ :

dqi o; Dq, dnc,,
AT 2 Da,, dt
par suite,
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Or, aa"t' est la dérivée de g, par rapport a ¢, que I'on obtien-
drait en considérant les «, comme des constantes : c’est donc la
dérivée de g, qui satis[ait aux équations (3), et I'on a, par con-

séquent, en ayant égard A ces ¢quations (3) :

E Dq, d(x,

Dp; dotg dt
de méme,
E__E%@.
20q; da, dt

D'ailleurs, puisque Q est une fonction des p;, ¢;, lesquelles
sont des fonctions des «;, on a :

20 (m Ip; W bq,.)
da P da 3g; da

d'oi, en rempla(;ant 50 2 par leurs valeurs, il vient :

D

(aq, wy aq,) da,;
=220 Tl

ba‘ dee

et, en posant (n° 140):

3 dp; I d
Mﬂ-ygﬁ_ﬂi)
Jot dex dop da
on a la formule :
pYe) daoy
= yle g Q

C'est la formule de Lagrange : le signe X se rapporte 4 'in-
dice k, tandis que « est un élément déterminé.

158. PropriiTE, — Il est facile de démontrer que l'expres-

ston [o,, o] est une fonction des éléments seulement, c’est-g-dire
gw’elle ne renferme pas explicitement le temps,
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On a donc 4 démontrer que 'on a:

3[ax. 2]
x

0.

A cet effet, reprenons 'expression :

g, 2
[y o] — 2 Py

da, da oz, dx

,(L”*H'*,”_PJL%J,

duy dox doy da

On a évidemment :

h) A4
D(p,i‘+plz+

["kv “] =

gy d
LI

g,
L

da; dz

d d
.+&_qz).

thk pr]

par conséquent,

b”<p~+;—+---+
b[a,,, a] o ! Jag b oy

N dadt

d dat
dadt
On a d'ailleurs :
.y, o,
TS ]
ap; H,

VY
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par suite,
J bl J
D(piil+ E}.{...’.p"_q_")
dat Doty ey
ot
:_(L‘L“_‘I*+E‘°i*+ °,“_°i)
3, ey gy Doy g, dey
2 2% oq',)
—+ 4 Py —— —
(pl Dary pe a2 - P pL
H, OH, )H,
> — - d—
P, d p,
= 4+ e
Py day Doty P dot
f3H, 2q, M, 2g. dH, an>
— k— P U S L
3qy day Dq, det; o, Oy
oH, oH, O,
J D_ J D—- pl 3
=p, bpl /B p!+- + p., Pn
g day datg
(DH, apy oH, ap, R I a])n)
4+ | — — —_— - —_——
hy JEREN Py oy dp, day
(aH, . M, dp, oH, Dp,,)
— A L =
P, Az e % 0P, day
h) S P dH, g, h) S P
_(_%l*+_'_‘1-+...+._*&)
Dq, doty ()qg day Dq" A
3 < H, OH, DH,)
] -+ — 4 P,
B P ) P2 7 P o LHI
Jotg e
) < 3H, OH, H, i )
U— . + —
D ap‘ P2 Dpi Pn Dp" 1
day
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Si I'on différentie de nouveau par rapport a «, on gbtient une
expression dans laquelle on pent changer «, et o I'une dans
I’autre. On a donc :

d b b)
Di (p‘_ql +p _12_;_ are -}—pn _q_n)

dety, : day Jday
dodt
g p! 9
Dl (pl _il -+ pziz L = p" i‘)
da da da
o dadt !

par suite, le second membre de I'équation (7) est identiquement
nul, et I'on a :
[ axs a] —o,
M

ce qui démontre la propriété énoncée.

159. Remargue I. — On pent encare démontrer la propriété
précédente d’une autre maniére. A cel effet, nous ferons usage
d’une formule qu’il est facile de vérifier.

Soient p,, g; des fonctions des Llrois variables o, B, ¢, il est
facile de voir que I’on a idenliquement ;.

e, ﬁ] + a[ﬁ’ l] - ¢, “]= 0

hIA de B

Pour appliguer cette formnle an cas actuel, supposons que les
quantités g, p, soient des fonctions telles que 'on ait :

hI7A oH,
YR
¢ )
op; oH,
YR
, . dH, o, ‘s
lorsque I'on remplace dans les expressions S0 r les quantités

p et g par leurs valeurs en fonction de a, {3, t el des autres
éléments.
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Cela posé, on a:

(5, 1P TP a0 3p

W o NP P A AP
3¢, M, 3py M, dg. 3H, dps H,

OB dq: 3B dpr B dg, I dp,

o,
—— 5
de méme,
oH
[ts “] = Eci;

par conséquent,

D ’ l k]

(B Ate]

da 8

Par suite, en vertu de I'identité précédente, on a :

E[“’ ﬁ] —0

’
ot

ce qui est la propriété énoncée.

160. Remarque II. — Si «, 3, y sont trois éléments arbi-
traires, et si I'on remplace ¢ par y dans l'identité ci-dessus, on a
la relation :

Azo p] B ] Awsa]

dy de B

0.

161. Proposons-nous maintenant de trouver l'expression
des %", c’esl-2-dire les valeurs que 'on obtiendrait en résol-
vanl les équations (6) par rapport aux ddit".

Des équations (4) :

x==g(t, qi, P,
e ey (a2 )
dt 0, dt  3p; dt

on tire:

dq; dp,

ou bien, en remplagant @i+ ar» par leurs valeurs (2) :

dt M

2q; op: ops 2,

do 2z de YH, +0) da ¥H,+ 0
+g[ ( >],
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ou bien encore, d’aprés la notation de Poisson (n° €9) :

dz Dz
— = — H, + 0).
Gy Tt
Or, si 'on suppose Q =0, « est une intégrale des équa-
tions (3), et I'on a :

(lu
=0
di !
ou bien :
dat .
ﬁ"_(“’ﬂ‘)"o()'

Par suite, en soustrayant, il vient :

do

Ez(“, Q);

en développant le second membre, on a :

dz E (Da Y dx m)
dr 3, p;  dp, dg; ’
et, si 'on remplace %;}, g-;l_ par leurs valeurs :
20 2Q )
pi o p
20 2Q Az,
3 Az og;
il vient :
dx 2Q
—_—— —_— (1 /4 . 8
dt Eaak‘ ) (8)

Cetle formule est due 4 Poisson. Elle permet de déterminer
oy, a, ... %, €0 fonction de ¢; le signe X se rapporte A I'indice &.

(*) Cest la formule que nous avons trouvée précédemment (n° 102).

(*") @ étant considérée comme une fonction des «, lesquelles sont des

fonctions des p;, ¢;.
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162. Propriktk. — Il est facile de s’assurer que les coeffi-
cients (z, ) sont de simples fonctions des éléments seulement,
c’est-a-dire qu’ils ne renferment pas explicitement le temps.

On a donc 3 démontrer que 'on a :

D(at , ak)
ot

== 0.

A cet effet, reprenons 'expression :

(“a ) == S -
0: dp: P I

dd

(Drx day, bak)
bl

qui nous donne :
dory dx

J _
Na, ay) *E da dp; . day g,
o dg. Iy A

pES dax
) — ) —
PN/ P datg  OPy

—2 p. AU g o
dx

0, a P Ve ) Ya dpe\
2 ( L ﬂ);

-
) gt 2 \dgage, 2 dgape Ot

d’ailleurs, les équations (3) du mouvement non troublé nous
donnent :

bl OH,
N P
D]’u 3”,
O g
par conséquent,
p3
d— , ,
3. Va "'?‘( a2 M, ' aH.)
— = -+ S —— 2
ot gt w=1 \0G 3 P 3idPr G
de méme,
hL:3
d —

—+
a Dp,-bt k=1

P, Mz kr=n( N 2, ¥x DH‘)
RGw Wi IPPar OqGu
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D’autre part, on a :
- da
—D_t -+ (tl, H]) = 0,
ou bien :
da S [ JH, dee A, .
— —_ L =0
ot M=t Oy OPu MPp 3Qu
Différentions ecette équation successivement par rapport
i g, p., il viendra :

*’:"( M« H, Ve all)
e

bq.bl W=t \0GdGx i qup/., M
*H, de OH,
°']u &qbpk, o a‘I.un

et

+
L
Il St
— A
ﬁ

S‘ Na M, Ya )
pri p=1 \OPRG, bp,(, PRPu

K=n (Dm *H, da 3H, )
&+ _

Iy PP e PR

Retranchant ces deux équations respectivement des deux
précédentes, on a les deux équations :
det
d —
0, & dx 'H, Yo Y'H,
—_— s _—— -+ 2
A 42 Wi g2Px  wr 9Gw

dax
d —
e g ( da MH, de ', )
N _ - — .
pr OP P WP PG e

ot W1

da 9%
Multiplions la premiére par S la seconde par § ', et

retranchons, puis faisons la somme par rapport & I'indice &.
Nous aurons ainsi la valeur de ’expression :

de dee
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Or, il est évident, puisque les indices 7 et ¥’ doivent recevoir
toutes les valeurs 1, 2, ... n, que 'on obtiendra la méme valear
pour I’expression :

doy day

=\ At dq;

Par conséquent, le second membre de I'équation (9) est iden-
tiqguement nul, et 'on a :

a(“) “Ix) —0
ot

b

ce qui démontre la propriété énoncée.

163. Remarque I. — Celte propriété résulte d'ailleurs de ce
que les équations (8) peuvent étre obtenues par la résolution
des équations (B). 1l est évident que si les coefficients [«, «,] ne
renferment pas explicitement le temps, il en sera de méme des
coefficients («, o,).

164. Remarque II. — Remarquons aussi que les formules
perturbatrices de Lagrange et de Poisson (6) et (8) ne changent
pas, si la fonction H,, outre les ¢,, p,, renferme explicitement
le temps. Dans ce cas encore, les expressions [«, «,] el («, &,)
sont des fonctions des éléments seulement.

165. Si le systéme est tout a fait libre, et si I'on prend pour
les variables ¢, les coordonnées rectangulaires elles-mémes, alors
les ¢, sont les x;, y;, z, et les p, sont égaux a mx}, my, mz;.

[l est évident que, dans ce cas, les expressions :

%,
ap[bf),,’

sont nulles; les expressions :
3*H,
s
dpap;
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sont aussi nulles, excepté pour K= i : dans ce dernier cas, ces

derniéres se réduisent & . Mais alors la formule :
da
’—
Py o da O*H, de M, )
L SR ,
at ot 0w PIPe WP PGk
nous donne :
dx
d—
dx, da
a o a
de méme,
du
=
b.’/a’ da
w Ay,
dae
2z dx
Al %,

Ces trois derniéres formules ont été trouvées par Lagrange.
On en déduit que, si une intégrale (c’est-a-dire une fonction de ¢
et des 6n quanlités x;, v, &;, o, ¥, 2i, €galée & une constante
arbitraire, sans que cette expression contienne d’autres con-
stantes arbitraires) renferme une coordonnée, elle devra aussi
renfermer le quotient différentiel de cette coordonnée par rap-
port au temps ().

Réciproquement, si la dérivée d’une coordonnée par rapport
au temps n’entre pas dans I'intégrale, ou y entre seulement au
premier degré, multipliée par une constante, la coordonnée cor-
respondante n'entrera pas dans 'intégrale.

"En effet, si z ne contient pas x', on a :

(*) dacosi, Vorlesungen iiher Dynamik, p. 425.

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1



( 266 )

et sl « conlient x' au premier degré, multipliée par une con-
stante, on a :

da
Y = const. ;
donc, dans les deux cas,
d
dx’
SN P
it
par suite,
Ja
=0,
x

et, par conséquenl, « ne contient pas la coordonnée x.

166. Observons encore que, si le théoréme des forces vives
est applicable, ;? sera toujours une simple fonction des éléments
seulement. En effet, dans ce cas, la solution du probléme se
compose de 2n — 1 équations avec 2n —1 constantes arbi-
traires entre les 2n quantités q,, p,, ne renfermant pas le temps ¢,
el une 2n° équation qui donne t—+ r exprimé en fonction des
g:» s, la quantité = étant la 2n° constante arbitraire.

Si donc « est une des 2rn — 1 premiéres constantes arhitraires,

on aura :

da
- = 0.
o
Sia=1z,0na:
dee \
a - >
en effet, de I'équation :
t+ 7= flgi, P,
on déduit :
dr
1+ —=0;
b}
par conséquent,
Jda oT
a o
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XXIIIL
Formules de perturbations.

167. Nous avons vu (n** 458 et 162) que les expressions
[z, ] et (x, ) ne renferment pas explicitement le temps.
Il s’ensuit qu’elles ne changent pas, lorsque I'on y fait £ =0,
et que l'on remplace les variables p,, ¢, par leurs valeurs
pour ¢=0.

Si done on désigne par c,, b,, les valeurs de ¢,, p;, pour t=0,

on aura :
dc, 3b;  dcy b, dc, b,

l
= —_—— . |
L= €] dz 2 " E da P
(Dc, 3, ey b, hI abn)
_—— — 3 — —— 4 e - — — ]
Dlﬁ da Bﬁ da Dﬁ do )
do I da 3B da P
. _— — —  — - —_
(= ey dby  dey b, e dc, db,
da dx ) Wz D
_<i B LB L ﬁ).
b, de; b, dey 3, d¢,/ |

Il résulte de ces deux derniéres formules que, si I'on prend
pour éléments «, B, les quantités c;, 6, elles-mémes, on aura,
pour i et k différents :

o b= 0, (e by — 03
tandis que, pour k=i, on a :

(e b] = —[b, e]=1,

(o b) = — (b, £ =1

Dans ce cas, chacune des formules (6) et (8) (n* 157 et 181),

hI9 tx
%‘: E [“s G] (E’
dz 20
J:E( , )ap"
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nous donne les équations suivantes :

de, 20 db, N

dv ok Al

dey hl¢e] tlby hle}

A ok AT @
de, a2 db, 20

de :ab,,’ dzz—a_cn |

Ces équations (2) forment un systéme analogue au systéme
canonique. ‘

168. Remarqgue I. — Si dans les formules (1), on fait f =#,,
il vient :

A6 da
[m, b,—] ==, H

da T b,
si P'on y fait B=¢;, on a :

. Dbl- dat
[“,c.‘J=_*, (a,C,):——"

169. Remarque I1. — Si U'on prend pour les g, les coordon-
nées rectangulaires, et si 'on désigne par o,, b,, ¢, a;, b}, ¢
les valeurs initiales de x;, y., 2, i, ¥, 2 les équations précé-

dentes nous donnent :

du, 30 da; 0
m——==— m,—=——
dt — da)’ di da;’
db, 0 dh; hi¢)
m;, — — — m, — = — —
b dt b ’ dt db; ?
de, @ dc, 2Q
My — = —, My — =——.
tdt dt de;

Ces formules ont lieu méme dans le cas ou Ia fonction Q

’

renferme les p,, c'esl-a-dire les x7, yi, 2.

170. La théorie que nous venons d’exposer nous permet
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d’obtenyr les éléments en fouction du temps de la maniére
suivante :

Exprimons Q, au moyen des formules du mouvement non
troublé, en fonction des éléments by, ... b, c,, ... ¢,; remplagons

n?y

ensuite les quantités b,, b,, ... b, par les expressions :

W OW YW

Ty Ty e T
ey O Je,

el formons Péquativn aux dérivées partielles :

r

— 4 Q= 0,
bl

Si W est une solution compléte de cette équation, renfermnant,

oulre la constante additive, n constantes arbilraires o, ,, ... a,,
les équations :

W W

—=b, .. —=b,,

d¢, o,

IW W

vy P da,, = For

dans lesquelles P, B, ... B, sont de nouvelles constantes arbi-
traires, sont les intégrales qui détermineront les éléments
variables.

131. Nous avons vu (n° 467) que, si I'on choisit comme
éléments les valeurs initiales des quantités ¢,, p,, les équations
différentielles qui déterminent ces éléments prennent, dans tous
les problémes de mécanique auxquels le principe des forces
vives est applicable, une forme simple analogue aux équations
canoniques.

Or, les valeurs initiales des p;, ¢, ne forment pas le seul sys-
téme d’¢léments doot les équations différentielles ont la forme
canonique. Nous nous proposons de voir comment I'on pourra
tronver les différents sysiémes d’éléments pour tout probléme
de mécanique auquel le principe des forces vives esl applicable.
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Cetle question se résout par le théoréme suivant, qui est de'la
plus grande importance dans la théorie de la variation des con-
stantes arbitraires.

472. THeorEME. — Soit H, une fonction de L et des quan-
tités q;, p;, et soient :
dq. ),
@
dp; oH,
T o

les équations différentielles du probléme non troublé, desquelles
on déduit les eéquations différentielles du probléme troublé, en
remplacant H, par H, 4+ Q, Q étant une fonction quelconque des
2n quantités q,, p,, el de t. '

Soit W une solution compleéte de I"équation :

W
— 4 Hl = 0,
ot

dans laquelle les p;, qui entrent dans H,, ont été remplacés

W
ar —.
P 39

Sowent oy, oy, ... a,, les 0 constantes arbitraires qui, oulre la
constanle additive, sont contenues dans W, el soient :

W oW W
=5, —="0F, «. —=0p,

du, dag de, -
les intégrales du probléme non troublé, B,, B,, ... B, étant de
nouvelles constantes arbitraires.
Si, au moyen de ces équations et des éguations :

W W W
P Ty

= Py

on exprime lu fonction periurbairice Q en fonction de L, et des
éléments o, , 3, et si Pon considére dans le probléme troublé ces
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éléments comme variables, on a, pour délerminer ces éléments
les équations différentielles :

da, 2Q ds, 20

7R R TR

da, M dfy

g Al vy (3)
dzx,, e dg, 0

W) dt T e )

Dans les formules précédentes (n° 16%) les constantes « des
intégrales du probléme non troublé étaient les valeurs initiales
des ¢,, et les constantes [ étaient les valeurs initiales des p,
changées de signe. Dans ce cas, le théoréme que nous venons
d’énoncer donne les formules (2) que nous avons obtenues
(n°® 1@7), et dans lesquelles les valears initiales ¢,, b, des ¢, et p,,
sont considérées comme les éléments troublés.

Pour démontrer le théoréme actuel, nous conviendrons de
renfermer entre parenthéses les dérivées partielles de W consi-
dérée comme fonclion de ¢ et des 2n conslantes «, 3, et d’écrire
ces dérivées sans parenthéses, lorsque W est considérée comme
une fonction de ¢, des n quantités g; et des n quantités o, .

On a donc, d’aprés cela :

(D\N) W IW dg, W 2,
—_— — = e +

= -+ _—
dag dex, 2qy doy 2q, o,
(aW) W 2g, W g,

—_— = —— e o —— ——

I g, 39, O

ou bien, en vertu des intégrales du probléme non troublé, qui
ont aussi lien sans altération pour le probléme troublé, avee cetle
différence que les éléments y sont considérés comme variables,

2W g, 39, ¥,
=Gohpi P P,
dory Doy

dorg Juy

oW 24, N7 g,
) =P P P
3‘6,‘ D‘ﬁk bﬁx D‘Pk
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Or, si 2,  désignent deux quelconques des 2n constantes
arbitraires, on a :
dq, 2 32 d 29, ?
LR R L U U i
a B da 2B do. 2B
(apl 3, APz 0. P, un)
\dz D@ dat a@ d& ‘).B

( 34 2 bqn)
Ilpy— + Py — -+ p, —
da dn

o de
= %
d N oq,
0 (p, %‘ + Py % + -+ p, —D%)
— - .

Faisons maintenant les trois hypothéses :

o=, B =y,
== &y, ﬁ:Ska
a==5, B =B,

les éléments «,, (3, ayant la signification indiquée dans I’énoncé
du théoréme.

Nous aurons, en observant que les termes provenant de la
différentiation double de W, se détruisent :

["1‘7 “k] =0, [xel" lBk-] = 07 [“ia ﬁk] =0;
mais, pour k=i, on a :
[, fi]=—[Bi» ] = — 1.

Par cooséquent, pour {3 =«,, |'expression [«, (3] est nulle,
excepté dans le cas ol « = f3,, el alors elle est égale & Punité :

[B:» o] =1.

Dautre part, pour =8, I'expression [, 8] est nulle, excepté
pour & — «,, et alors elle est égale & — 1 :

[ot,-, ﬁ»‘] =-—-1
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La formule de Lagrange (n° 15%):

ple

do
£=2[“’p]m’

nous donnera, en remplacant successivement « par les 2n élé-
ments, les 2n équations différentielles :

20 ds;
AT -
W de; )
o dt

et le théoréme est démontré.

133. Remarque. — Daprés la formule de Poisson (n® 161),

on a:
da ‘ hl¢]

&P

par conséquent, si ’on remplace sous le signe X successivement
B par les 2n éléments, il résulte des équations précédentes (3)
que, si ’'on prend pour les éléments les conslantes arbitraires
%;, B, du théoréme ci-dessus (n° 472), on aura les équalions
identiques :

(2, @) =0, (£ B) =0, (o, p)=0,
fandis que, pour k=7, on a:
(“;a B) = — (Bi “i) =—1.

Les formules que nous venons de trouver sont d’'une grande
importance dans la théorie de la variation des constantes arbi-
traires, el dans l'intégration des équations différentielles du
probléme troublé.

Tout systéme analogue d’éléments s’appelle systéme cano-
nique.

18
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174. PropriETEs. — Les fonctions de Poisson (a,, a,) dans
lesquelles a,, a, sont deux éléments ou deux constantes arbi-
traires, jouissent encore de plusieurs propriélés remarquables.

4° Elles sont indépendantes du choix des variables ¢, cest-
a-dire qu’eiles restent invariables, quelles que soient les posi-
tions des points matériels que I'on prend pour les variables g,
pourvu que la signification des éléments n’en soit pas changée;

2 Elles dépendent simplement des deux élémenls a,, a,,
de sorte que la valeur de I'expression (a,, @) reste la méme,
quelles que soient les constantes arbitraires choisies pour les
autres éléments.

Pour démontrer la premiére propriété, remarquons que,
d’aprés la formule de Poisson (n° 464), les quotients diffé-
rentiels des éléments variables sont égaux 2 des fonctions
linéaires des dérivées partielles de la fonction perturbatrice Q,
prises par rapport i ces éléments, et la fonction (a;, a,) est
le coefficient de g% dans I'expression de ‘—ffT Pour former ces
_ dérivées, on doit exprimer Q en fonction des élémenls et de ¢,
et 'expression ainsi obtenue est complétement indépendante
des fonctions des coordonnées des points du systéme que I'on a
choisies pour les variables ¢.

La fonction Q peut étre une fonction arbitraire de ¢ ct des
2n quantilés g,, p;, laquelle peut, d’aprés cela, étre une fonction
arbitraire de ¢ et des 2»n éléments. :

Les fonclions (a,, a,) sont enfin tout & fait indépendantes de
la fonction perturbatrice Q, et sont simplement déterminées
par les formules du mouvement non troublé.

Supposons que, par un choix des variables ¢, on ait trouvé :

da, 20 0 2Q
— = A — 4+ Ay — 4 = Ay,
dt day da, dag,

et que, par un autre choix, on ait :

da 20 ple} Q
=B, — 4 B,— - 4 B,
dt day day 3,

1
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on en déduira :

hl¢) hfe} o
(AI_BA)——""(AQ_BE)_—F"' -4 (A’"—Bﬂﬂ) =0,

duy a5 gy,

A, B, .. A,,, B,, étant des fonctions de ¢ et des élémenls
Ay Oy, ree Qg )

Comme, dans cette derniére équation, Q peut étre une fonc-
tion quelcongue de ces mémes quantités, on doit avoir :

A, =B, A;=B,, ..A, =DB,,. (4)

Comme les A,, B; sont déterminés uniquement par les for-
mules du mouvement non (troublé, et que ces formules du
mouvement non troublé n’établissent aucume relation entre
a,, a,, ... a,, el t, c’est--dire entre les constanles arbitraires
et le temps ¢, il s’ensuit que les équations précédentes (4) doivent
éire des identités; et, par suite, les coefficients A, sont indépen-
dants du choix des variables g,.

Il est hon d’observer que, dans la démonstration précédente,
nous n’avons pas eu 2 faire usage de la propriété que les coeffi-
cients A, sont indépendants du temps.

La seconde propriété des fonetions (a;, a;) résulte immédiate-
ment de la formule :

day day da; da; da; day
-+ .

(g a) — 2 2 2 2
qu Dpl D% Dpl an Dpn

da; day da; da, da; duag
—_——— e — — e —— ] .
/il (R S RU 8 0P 3,

Cette formule nous apprend que pour obtenir (a,, a,), il suffit
de connaitre les expressions de a,, @, en fonction de ¢, ¢,, p,,
par conséquent, de connaitre seulement deux intégrales du
nmouvement non troublé. On n’a donc pas besoin de connaitre
quelles sont les constantes arbitraires, ou les combinaisons de
ces constantes que I'on choisit pour les autres éléments, c'est-
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a-dire quelles sont les fonctions de ¢, g,, p;, qui, égalées a des
constanles arbitraires, en vertu des intégrales du probléme non
troublé, sont prises pour les 2n — 2 autres des quantités
Gy Gy, - B5,. 1l D'est pas nécessaire non plus d’avoir trouvé les
autres intégrales du probléme non troublé pour obtenir la valeur
de (a,, a;). Mais, si I'on veut exprimer (a,, a,) en fonction des
consltantes arbitraires seulement, il faudra connpaitre les autres
intégrales.

175. Les fonctions de Lagrange [e,, a,] jouissent aussi de
la premiére propriété que nous avons démontrée pour les fone-
tions de Poisson, c’est-a-dire qu’elles ne changent pas de valeur
quelles que soient les fonctions des coordonnées que Uon prend
pour les variables indépendantes q,, (5, «. (..

Cela résulte évidlemment de ce que les formules de pertur-
bations de Lagrange et de Poisson peuvent étre déduites les unes
des autres par la résolution de 2n équations linéaires. Les fonc-
tions [a,, a,] et (e, a,) peuvent donc étre exprimées les unes
en fonction des autres; par conséquent, si les valeurs des unes
sont indépendantes du choix des variables g;, il en sera de méme
des aulres.

Remarque. — On pourrait d’ailleurs démontrer directement
cette propriété en raisonnant comme nous I'avons fait pour les
fonctions (e;, a;) de Poisson (n° 174),

176. PropRIETE. — Les quotients différentiels partiels de la
fonction perturbatrice satisfaisant aux formules de Lagrange,
ne peuven! élre exprimés que d’une seule maniére en fonclion
linéaire des quotients différentiels des constanles, par des équa-
lions dont les coefficients sont indépendants du temps.

Supposons que les quotients différentiels du premier ordre
des g¢; reslent invariables, soit que I'on considére dans leurs
expressions en fonction des éléments ct du temps, les éléments
comme constants ou comme variables,
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Nous aurons donc entre les élémenls et le temps les n équa-
tions suivantes :

d p) Ny

o9 da, + 4 das + -+ + h da,, = 0,

Da, Da, 2y,

d d J

29 da, + 2 day, + - + Ll diug, =0, .
day da, g, (5)
D n D n D n

i da, + . dag + -+ + 9 da,, = 0.

day dutg 20y,

Or, en ayant égard i ces équations, on peut démontrer que
Pon ne peut avoir deux équations :

20 du, da, das,

S e G 2 e - Gy o,

w @ T T e
et

hle} " da, D da, D da,,

a, tde ¢ rar TR

dans lesquelles les D, soient différents des C,, si 'on ajoute la
condition que les C, et les D, doivent étre simplement des fonc-
tions des éléments a,, a,, ... a,,, ne renfermant pas le temps,
propriété qui a été démontrée (n° 258) pour les [a;, a;].

Si nous posons :

C,—D,=E, CG—Dy=E, ..C,—D,=E,,

nous aurons a démontrer que des n équations différentielles (5),
on ne peut pas tirer une équation différentielle :

Eda, + E.da; + - Eyda,, = 0, ~(6)

dans laquelle les coefficients E; ne renferment pas le temps /,
mais sont des fonctions de a,, a,, ... a,, seulement,

Or, en général, on obtient une équalion de la forme (6),
au moyen des n équalions différentielles (5), en multipliant
ces équations respectivement par » facteurs Ny, N, ... N,, qui
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peuvent étre des fonctions quelconques de a,, 6.y .. a,, {,
et ajoutant.

On a alors :
d d g,
E,:N.i —{—N,l2 e +Nn —q—,
da, da, 0,y
3 2
B=N NN, e,
aa, da, dag

d J d
Es, = N, L + N, (LIPS . L3

dtta, s, " da,,

Pour que les seconds membres de ces équations ne contien-
nenl pas le temps ¢, on doit avoir les 2r équations suivantes :

d
0=N T 5 e w2
Da, oy day
3q; 39, 2,
N,ﬂ+Nz—q—z+---+N” q,
day oy pI:A
0 =N, q‘+N,—(ﬁ+ 4+ N, 24
dag day da,
3 2 3, {7
+N.E+Ni—q—z+--+"1 q,
daty a, g
b n
0 = 1\1 ql N; qZ l\l q
dttg, Da?u 20y,
d 303 3qn
N, 4 + N, 72 4o+ N, 1 s
baln Dalu Dain
dans lesquelles nous avons posé :
Dq( ’ Dq’ an
gi=—> i=-—1 = —":
ot b ot
N’ DE 5 r; — DN’ , V! — "Nﬂ
by 3t " by

Mais, des Qn ¢quations (7) on peut éliminer les 2n facteurs
N,, N, N;, N, .. N,, N;, et 'on obtient une équation différen-
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tielle entre les quotients différentiels partiels de q,, g4, «. .,
iy Gas -« Qn par rapport a a,, @, ... a,, . Celle équation dont le
premier membre est un déterminant fonctionnel nous apprend
(n° 50) que, entre les quantités ¢, qs, ... q,, ¢i, s, --- ¢4, il existe
une relation indépendante des a,, a,, ... a,,, mais qui peul cepen-
dant renfermer la quantité ¢.

Si I'on remplace ¢}, g5, ... ¢, par leurs valeurs (3) (n° 158) :

o, A

on obtient une équation entre les quantités ¢, p, et t, sans
constante arbitraire, laquelle équation résulterait des intégrales
complétes du probltme non troublé. Mais cela est impossible :
car, on ne pourrait obtenir une telle équation au moyen des
équations différentielles du probléme non troublé, que par une
intégration, et cette intégration devrait introduire une constante
arbitraire.

Remarque. — Si, considérant les a; comme variables, I'on
pose les fonctions g, , g, ... g, égales & des constantes arbitraires,
et si 'on suppose en outre que ¢ est aussi une constante arbi-
traire, on conclut de ce qui précéde le théoréme suivant :

TarorkmME. — Soient 2n variables a,, 2y, «. 85,, €l soit Uéqua~
tion différentielle :

Eda, + Faudag + - + By, do,, = 0;
supposons cetie équation intégrée par un systéme de n équaltions :
ql=cll ‘]2:025 = qn=Cn’

dans lesquelles c,, Cy, ... C, sont des constantes arbilraires qui
n'entrent pas dans les fonctions q,, s, - q,.

Si ces fonctions renferment une constanfe arbitraire t, tout
d fait indépendante de c,, Cy, ... C,, tl doil exisler une relalion
entre les 2n quantités :
PRI s g,

EE I L P Y at
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177. PropRiETE, — Les quotients différenliels des conslantes
dans les formules de perturbations de Poisson, ne peuvent étre
exprimes que d’une seule maniére par une fonction linéaire des
dérivées partielles de la fonction perturbatrice Q, dont les coeffi-
cients sont indépendants du temps,

Nous allons démontrer que, méme dans le cas ordinaire,
ol la fonction Q ne renferme pas les p,, on ne peut pas obtenir
les deux équations :

da, A hle) \ NeJ A 20
— = A — Ay — 4+ )
dt e, da, 3,
da; 20 2Q hl¢)
—t=B,— + By + o + By —>
dl da, da A0,

dans lesquelles les A,, B, sont différents, si 'on ajoute la con-
dition que les coefficients soient simplement des fonctions des a;,
ne renfermant pas ¢.

Puisque Q peat étre une fonction quelconquede a,, s, ... a,,, ¢,
telle que, par la substitution des expressions de a,, a,, ... a,,,
en fonction de q,, Gay <. Guy Py Pas - Pusy L, les p; disparaissent
d'elles-mémes, on peut considérer Q comme une fonction de
a;, 0y, ... a4, { salisfaisant aux équations :

hie a1t hIOan X Ay,

= —— 4 see o —— =0,

day dOpy dag Py g, P,

20 dm,  Q da, N 4y,

— — = — e =0,

da, dp; g NP My, Py (8)
0 day N da, X0 day,
e —— e — =0,

g, I, g P, 3y, P,

Si ’on pose :

Al""BleH A!'_"B!:Fh "'Azn_BEnth,
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nous aurons & démontrer que des n équations différentielles (8),
on ne peul pas tirer une équation différentielle :
RIS ¢ BT} :
l(’b—cl,+l‘!il_,+ et l‘eung;:‘oy (9
dans laquelle les F; soient simplement des fonclions des a,,
ne renfermant pas ¢.

Or, on obtient une équation de la forme (9), an moyen des
équalions (8), en maultipliant ces derniéres par des multiplica-
teurs k,, k,, ... k,, qui peuvent étre des fonctions des a, et de ¢,
et ajoutant. Nous aurons ainsi les 2n équations :

] M d

Fom bt byt ek,
P1 ng Dpn
d d d

Fz=klig +k5—a’+--'+k"2’ 10
P ps p., (10)
d d d

Faw = by 2 e ey 2 ey |y
Py P2 0P, {

Imaginons ¢q,, ¢,, ... ¢, exprimées en fonclion de a,, ... a;,, 1,
ct différentions ces expressions par rapport a p, ... p,, DOUS
aurouns, pour chaque g¢; les n équations :

@@+%@+wnm%=m)

0y Py g APy gy P,
. . . . (11)
%E+%%“.ﬁﬁe.$
day dp,  dag Ip, Vg, 3P, |
Mulfipliant les équations (11) respectiyement par %’%‘ DZZ’
et ajoutant, en ayant égard aux équations (10), il vient :
72 3, 2,
F,—q’+F,—q'+---+F,nl=0. (12)
o dlg Ay,

Or, si, comme on le suppose, F,, F,, ... F,, sont des fonctions
de a;, a,, ... a,, seulement, ne renfermant pas ¢, on obtient,
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en différentiant la derniére équation par rapport ¢, et faisant
=1, 2, ... n, les 2n équations suivantes :

¥, q 0

+F,— 4+ -+ F, ==,
da, Qg oy,
h d d
F,—q’ +F,—2+'--+F,_ i =0,
day da, d0a,
d d
F’—(’—’:’FFz qn +F|,| qn =0,
day oty "
0, g, 201
Pl m e,y
da, dat Ay,
D ’ a r a r .
R R R,
day Ay s,
/¥ g, A4
AR LA b LR
Da, Daz Da!u

Mais, de ces 2n équations il résulte : ou bien que les F,
doivent étre nuls séparément, ou bien que le déterminant des
coefficients est nul. _

Or, si ce déterminant est nul, il existe (n° 50) entre les
quantités ¢;, ¢: et ¢ une relation ne renfermant pas les a,; mais
une telle équation serait une intégrale du probléme non troublé,
sans constanle arbilraire, ce qui est impossible.

On doit donc avoir :

F1='F2="‘ =Fin=07
ou bien :
Ay=B;, Ay=B,, .. An=08,,

ce qui démontre Ja propriété énoncée.
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XXIV.

Formules de perturbations pour le mouvement
d’une planéle.

178. Considérons un systéme matériel soumis A des forces
données, el supposons que I'on ait formé les équalions différen-
tielles et les intégrales du mouvement.

Si, & un instant quelconque du mouvement, des forces d’im-
pulsion viennent A agir sur le systéme, aprés cet instant, les
équations différentielles du mouvermnent seront encore les mémes:
les valeurs des constantes d’intégration seules auront changé
dans les intégrales. '

Pour obtenir les valeurs nouvelles des constantes, il faudra
calculer la vitesse de chaque poinl provenant des impulsions,
et, d’aprés les positions de ces points 4 I'instant ou ces impul-
sions agissent, et leurs vitesses modifiées par les impulsions,
on pourra déterminer les valeurs nouvelles des constantes
arbitraires,

Si un systéme matériel est sollicité par des forces perturba-
trices, on peut imaginer que I'on remplace ces forces perturba-
trices par des impulsions infiniment petiles agissant pendant
chaque instant.

Au commencement de chaque instant, les positions des points
seront les mémes que s’il n'y avait pas d'impulsions pendant cet
iostant, les vitesses seront aussi les mémes, les accélérations
seules seront changées. Les constantes arbitraires varient de
quantités infiniment petites 3 la fin de chaque instant, et, par
conséquent, deviennent des quantités variables.

On conclut de 12 que les formules qui donnent les positions
des points matériels, et les composantes de leurs vitesses reste-
ront les mémes que s’il n'y avait pas de forces perturbatrices;
mais, les constantes arbitraires contenues dans ces formules
seront changées en quantités variables.

Dans le cas d’un point matériel attiré par un centre fixe, et
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soumis & d’autres forces perturbatrices, les éléments de 'orbite
qui formaient les constanles arbitraires du probléme deviendront
variables. .

A chaque instant Pellipse variable aura pour foyer le centre
d’attraction, elle passera par le point attiré et sera tangente
i la trajectoire du point matériel.

179. Supposons donc que le point matériel soit non seule-
ment sollicité par le centre fixe, mais encore par d’autres aclions,
et que la fonction de force soit augmentée de — Q; nous aurons
pour les équations différentielles du mouvement troublé :

d’x  [ux 3Q

+ — 4 — =0
dt* re 2z ’

d 20
dy Iy 2y,
dt® r oy
diz- 20
at "z
Les équations du mouvement non troublé ont été mises sous
la forme (n° €3) :

dx - I, dx’ 2H,
dt ~ ax dt x|
dy_ oH, dy’ M,
dt—ay', dt ———D;’
dz  H, dz’ oH,
de ' dt oz

dans lesquelles nous avons posé :
_H! =T-1U,

U étant la fonction de force fT“, et T la demi-force vive du

point matériel.
Les équations du mouvement troublé pourront étre mises
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sous la méme forme que celles du mouvement non troublé,
pourvu que la fonction de force U soit augmentée de — Q.
Si nous posons alors :

H=T—U+a=H + Q,

les équations du mouvement troublé seront :

dx H dx’ )i
dt a At wz
dy A | dy' )H
Wy W=y
dz )H dz’ YH
dt o dt .

Si nous considérons les équations du mouvement non troublé,
nous avons vu gu'en désignant par S la solution compléte de
I'équation dillérentielle partielle de laquelle dépend la solution
du probléme, el par &, b, g les lrois constantes arbitraires ren-
fermées dans S, les inlégrales du mouvemenl seront données
par les trois équations :

28 28 Foo 28 w

o — =____g,

— =14+ + o —
dh Ty 2 T w2
7, &, [3 élant trois autres constantes arbitraires.

Comme nous I'avons vu (n° €3), 4 est la constante des forces
vives, b I'axe du plan invariable, ¢ la projection de cet axe sur
la normale au plan fixe sur lequel on compte les longitudes,
« la longitude du neeud de la planéte, 3 la distance angulaire
du périhélie au nceud, — 7 le temps du passage de la planéte
au périhélie.

Dans le cas du mouvement troublé, les intégrales auront la
méme forme que pour le mouvement non troublé, mais on devra
considérer comme variables les six éléments A, g, 0, «, 3, .
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Draprés la théorie générale, les valeurs de ces quantités seront
données par les formules suivantes :

dh W dr e
dt ™ % di o’
dg M da D
T "% At o)
db . dg
dt a0 di b

180. On peut remplacer les six équalions précédentes par
Péquation :
dh dg ab dr dx dg
P = — — dt— 2 3z — — 3% 4+ — Oh + — 0 + — db.
& dt At dtﬁ_'_dt RFTRCIT
Or, en désignant par f Iattraction de I'nnité de masse sur
Punité de masse 3 I'unité de distance, par 2a le grand axe de
I'orbite, par e I'excentricité et ¢ I'inclinaison de l'orbite sur le
plan fixe, on a :

I, b=V fua(l —¢€!), g=hcosi.
. 2a

Nous allons substituer aux quantités h, b, g, les quantités a, e, 7.
En différentiant les formules précédentes, on a :

o
dh = %{ da,
fe :
= — — 2aed
db 2 (1 — %) da — 2aede},

1~

dy %0 {(1 —¢)cosida - 2ae cos tde} — bsini di.

On en déduil trois équations analogues en remplacant la
caractéristique d par J. Cela posé, remplagons dans 'expression
de 0Q les quantités :

dh, db, dg, h, db et Jg,
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par ces valeurs, nous aurons :

a‘g:——% 3—‘;&—% (1-—e’)cosi%a-—2aecosi:%g8m
+bsini%d‘u—i—%%(‘l——e’)g?—,‘zae%gaﬁ
+%:-2/Z, da +Z—:[—g—:cosi}(i—e’)o“a———‘laeu“e}——bsinié‘[]
+3—fg ¢ — ¢°) da — 2aede].

Mais, on a aussi, Q étant exprimé en fonction des quantités

aﬂeizirl“,p:

hio 20 I, A dQ Q
=—da+ —de+—<di + —dr + —dx+ —Jf
da de h1 dr daz 6

En égalant les coefficients des variations da, de, ... dans les

seconds membres, on a les équations suivantes :

20 fe dr fe da 8
I yeos i 4 P P
2 aa g T Aeesi =)y

e b e T o
2Q d
§=——bsmza-
hi¢] [ da
w 2adl
di ' d 1
%i_llzbsinid—Z——g%(l~e’)cosiz:f+fi:—ecosi:l—:,
Em—[ﬁ.l_eg.d_a.*.fyaeﬁ.
bic 2b dt b dt
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On en tire :

da 2a? ¥ 7

EE— _ /y. T ’ ( )

dx 1 20

i o———a 3 (8)

@t V/fra(l — €} sin ¢ °

de al—e*dn V1 —e 2a

= = = (9)

dt f‘u(i dT ] //'P_a e 2B

di 1 hle} cos ¢ 0

eyt e AR LD
t_ V fea(l — ¢) sin i %% V' fua(l — ¢*) sind 9

ds 1—e* da cos i el

=+ — —, (1)

dt Vijca.e ¢  Viwa(d —e')sing o

dr 2a*2 ol — €2

= e — (12)

Les éléments a, e, i,«, $ et v étant supposés varier Lrés peu,
si on les regarde comme constants dans les seconds membres
de ces derniéres équations, el si I'on considére ¢, qui entre dans Q,
comme seule variable, on pourra calculer ces quantités avec une
grande approximalion pendant un temps assez considérable
A l'aide des quadratuores indiquées dans ces équations,

181. On peut remplacer la derniére formule (12), qui donne -,
par une autre d’'une grande utilité. A cet effet, on remplacera
la quantité t par l'anomalie moyenne :

A =n(t + 1),
dans laquelle :

Sl

" Vo 0

Observons que z n’entre dans £ que par 2 qui le renferme.
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Or, si I'on remplace t par 2, a entrera dans Q par = qui le ren-
ferme, el nous aurons :
20 20 20 0 0
M= — Ja+—3de +—3 4+ —7Jr +—Jun +——6‘ﬁ

da de AN dr det 23

20 hlo} N 20 hlo] 30
-=( )Ja+—a‘e+—a“a.+—az+_aa+—ap

da de hi} A da P

Nous désignons par (gg) la dérivée de Q par rapport & a, en
supposant constant A, qui renferme a.

Or, de la formule :
A= n(t 34 'r),

on tire :
dA=mndt + (t + t)dn

n
=ndr + (t + 7)— da.
oa

D’oit, en remplagant dA dans Péquation précédente, et égalant
les coefficients de da et ¢t dans les deux membres, il vient :

0 hle}

—_——n——,
or hES
hIv) n 02 n
—={—}+(+17)— —;
a da 21 da
mais, d’autre part, on a ;
da dr n da
— = AN+ (L 1)— —
dt dt a dr

Des formules précédentes, il résulte que I'on a :

da 2a* )0 2’ )2

dt fee ot - fu A (13)

dr 2ad'30  a{l —e) 20
‘ ———
dt  fux da fre e

"a (m) 2a’ Wm  all —e
+— ) = — —;
f,u da f,u A da Jie de
19
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d'ou Pon tire :

da 2a’n (20 2a’n, 20 dn
— =1 — ¢+ Tr)——
dt fe - \a [u A da
an({ — ¢€%) dQ n 2a'n X
+ —_—— T)—r———
fue de de fxe A
ou bien :
da 2a'n (DQ) an(l — " )0
—_— =l 4 — — + —————
dt fr \a fue de

ou bien encore, en ayant égard & la formule :

13
n=Vfu.a i
il vient :
1
da %2 i 1—e
dt V fu Ve Vifua. e e

Les formules (13) et (14) peuvent remplacer les formules (7)
et (12).

ERRATA.

. . V| vV

Page 160, ligne 3, au lieu de : p;= , lisezr @ pi—= —.
da; 2gi

hAd Q¥

—_ —_ —_— 6, — b( =, —_— b; _ .
h‘g p]

————— Ci——
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