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AVERTISSEMENT.

On sait que les grands écoulements fluides, tels qu’ils se pro-
duisent dans les tuyaux de conduite et les canaux découverts, n’ont
longtemps offert aux géometres, méme quand un lit régulier y
assure I'uniformité du régime, qu'une énigme désespérante, snivant
le mot de I'un de ceux qui s’¢taient le plus longtemps et le plus
obstinément appliqués a les comprendre, Villustre Barré de Saint-
Venant, célebre par sa belle solution des problemes de la zorsion
et de la flexion des prismes. Méme en 1865, alors que les études
expérimentales si nettes et si étendues de Darcy et de M. Bazin,
d’ailleurs précédées de bien d’autres non moins judicieuses et pro-
fondes, celles de du Buat notamment, faisaient connaitre les lois
générales de ces écoulements, si importantes dans la pratique de
'art de 'ingénieur, M. Bazin pouvait dire, vers la fin de I'Intro-
duction a ses Recherches hydrauliques : « La question se complique
et s’obscurcit davantage, 4 mesure que de nouvelles expériences,
plus nombreuses et plus précises, paraitraient devoir y jeter une
plus grande lumicre... Nous ne possédons pas encore de notions
saines sur les mouvements intéricurs des fluides et sur les actions
mutuelles de leurs molécules... ».

La lumiere se fit en 1870 seulement, par une mise en compte
trés simple de I'influence que 'agitation tourbillonnaire inséparable
des écoulements considérés exerce sur le mouvement moyen local,
c’est-a-dire sur la translation des particules fluides, seule intéres-
sante pour ’bydraulicien. C’est dans la premiére Partie d'un Vo-
lume intitulé Essai sur la théorie des eaux courantes, que fut expo-
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sée la théorie dontil s’agit. Mais ce Volume est épuisé; et, d’ailleurs,
I’Auteur, appelé de temps a autre a porter son attention sur ces
(uestions, par son enseignement de la Sorbonne, a pu y introduire
un certain nombre d’apercus nouveaux, sans compter, dans les
démonstrations, quelques simplifications importantes : ce qul lui
farsait un devoir de rajeunir toute la théorie, en la réduisant au
maximum de simplicité.

Tel est le but de la présente publication, née a l'occasion de
récentes expériences de M. Bazin sur la distribution des witesses
dans les tuyaux de conduite, qui achevent d’éelaireir un point dou-
teux (au sujet des deux modes comparés de I'écoulement soit dans
une conduite forcée, soit a ciel ouvert) et qui permettent de pré-
ciser encore d’autres particularités délicates.

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1



THEORIE

L’ECOULEMENT TOURBILLONNANT ET TUMULTUEUX DES LIQUIDES

DANS LES LITS RECTILIGNES A GRANDE SECTION.

§ I. — Objet de ce Mémoire.

« 1. Depuis les années 1870 et 1872, ol ont ¢té ramenées a des for-
mules simples et vraisemblables du frottement tant intéricur qu’exté-
rieur (') les lois du régime uniforme des grands courants liquides, telles
que Darcy, en 1854, mais surtout M. Bazin, en 1863, les avaientdégagées de
leurs nombreuses et précises obscrvations (?), aucune donnée expéri-
mentale ou théorique de quelque intérét, concernant les vitesses relatives
ou les actions mutuelles des filets fluides, n’était venue s’ajouter aux notions
déja acquises dans ce probleme capital de PHydraulique. 11 restait cepen-
dant a y ¢claircir un important détail, au sujet de 'écoulement dans un
tuyau de conduite, soit plein de liquide, soit rempli seulement jusqu’a mi-
hauteur des sections, ou plutét remplacé alors par un canal demi-circulaire
découvert, coulant 4 pleins bords. Darcy ayant mesuré, dans le premier
cas, la vitesse u au centre des sections (ou elle acquiert son maximum u,, ),

() Voir les Comptes rendus du 29 aott 1870 et du 3 juillet 1871, t. LXXI, p. 389,
et t. LXXTII, p. 34, ainsi que I'E'ssai sur la théorie des eaux courantes, p. 24 a 87,
au Recueil des Savants étrangers, t. XXI11.

(®) Recherches expérimentales relatives au mouvement de ’eau dans les tuyaux,
par M. M. Darcy (Savants étrangers, t. XV; 1858) et Recherches expérimentales
sur l'écoulement de ['eau dans les canaux découverts, par M. BaziN (Savants étran-
gers, t. XIX; 1865).

B. 1
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au ticers des rayons R et a leurs deux tiers, avait cru pouvoir conclure que
sa diminution u,, — © aux distances croissantes 7 de I’axe était comme la
“puissance 3 de ces distances. Or, dans le second cas, M. Bazin, aprés avoir
multipli¢, sur des canaux demi-circulaires, le mesurage des vitesses surtout
aux grandes distances de 'axe, 4 ol s’accuse le plus le décroissement con-
sidéré et oir d’ailleurs ne se font plus guere sentir (4 des profondeurs suffi-
santes) les inévitables troubles de la surface libre, avait constaté au
contraire des diminutions u,, — u de vitesse, a partir du filet superficiel
moyen ou central, proportionnelles au cube r* de la distance a ce filet.

» Il est vrai que le désaccord des deux formules ne devenait bien sen-
sible, vu leurs cocflicients numériques obtenus, que dans la région des
tuyaux non observée, c’est-a-dire aux distances r supérieures a4 2 R. Mais il
n’en élait pas moins désirable de controler directement et de compléter les
résultats de Darcy par des observations assez nombreuses sur une conduite
de grand diamétre. C’est ce que vient de faire ("), avec toute la précision
possible, M. Bazin, sur un tuyau circulaire en ciment de 0™, 4o de rayon
ct 8o™ de longueur, ou le régime uniforme se trouvait parfaitement établi
des le milieu de la longueur; et ses observations, tout en confirmant comme
loi approchée la proportionnalité de la différence «,, — 1 au cube r®, ont
rendu possible un degré de plus d’approximation dans le calcul de cette
différence.

» Le présent travail a pour principal objet de formuler celte deuxieme
approximation et d'en déduire quelques conséquences au sujet tant du
débit que des frottements intérieurs. Toutefois, je reprendrai, a cette occa-
“sion, la théorie méme du régime uniforme dans les écoulements tumul-
tueux, afin d’y introduire quelques simplifications et apercus faisant partie
depuis plusieurs années de mon enseignement 4 la Sorbonne, mais non
publiés encore.-

§ II. — Des vitesses, accélérations et déformations moyennes locales.

» 2. Je rappelle d’abord que, dans une masse fluide sufﬁsammentlarge
ct profonde qui commence a couler entre des parois quelconques, les

(') Comptes rendus, 1. CXXII, p- 1250; 1" juin 1896. Voir au méme tome des
Comptes rendus (p. 15235 séance du 29 juin 1896) le Rapport approbatif de ce
Mémoire, qui paraitra in extenso dans le Recueil des Savants étrangers.
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moindres déviations causées par leurs rugosilés, méme imperceptibles, ou
par les plus légeres irrégularités du mouvement & 'entrée, etc., entrainent
des chocs, des tourbillonnements, qui se communiquent d’une particule &
I'autre, se mulliplient dés que la vilesse est sensible, et sillonnent bientot
en tous sens la massc. Ils y produisent ainsi unc aguation irrégulitrement
périodique (pouls du courant), dont I'amplitude et la fréquence définissent
en quelque sorle son intensil¢, comme la tempéralure d'un corps mesure
le degré de son imperceptible agitation calorifique.

» Il en résulte la nécessité de distinguer deux parties, a propriétés tres
différentes, dans les vitesses et les accélérations, soit suivant chaque axe,
soit totales, tant d'une méme particule fluide, considéree aux divers en-
droits ol elle passe durant un court instanl, que des parlicules observées
dans un méme petit espace (x,y, z) a la fois ou successivement pendant
un temps asscz bref. La premiere de ces parties, seule imporlante pour
Uhydraulicien (car c’est elle qu’enregistrent principalement les appareils
hydrométriques et elle seule qui correspond a I'écoulernent), est la moyenne
des valeurs de la vitesse ou de laccélération en question, moyenne locale
constituant une vitesse ou une accelération graducllement variables d'une
particule (z, y, 2) & ses voisines et d’un inslanta I'autre, c’est-a-dire suscep-
tibles d’étre exprimées par des fonctions réguliéres et relutivement simples
dex,y, z, t. La seconde, au contraire, bien ‘que généralement plus pelite
que la premiére (du moins quand c¢’est une vitesse), change trés vite avec
x,y, s, t, mais dans des sens contraires pour des valeurs peu différentes
des variables, de manieére a étre nulle en moyenne, suivant chaque axe,
dans tout intervalle de grandeur médiocre et a avoir cependant de trés
fortes dérivées, mais nulles aussi en moyenune; c’est une vitesse ou acceélé-
ration non d’écoulement, mais de pure agitation sur place.

» 3. Donc, en désignant par u, v, w les composantes, suivant les axes,
de la vitesse moyenne locale en (&, ¥, 2), ct par u,, ¢,,w, les petites com-
posantes de la vitesse irréguliére ou d’agitation, les six vitesses élémentaires
(par rapport aux x, y, z) de dilatation et de glissement d'une particule &
I'époque ¢, savoir

du+u dotrv, dwt+w doo+ o d.w —+ w,
dx ’ dy g ds ’ ds + dy
d.w —+ w, d.outu dou-+u d.v+ v,
( dr =+ ds ’ dy -+ dx ’

y

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1



pourront s’écrire

diey dy, dw, do, dw, .
( ) Tz D,, zlr)‘; + D,, 7S -+ D, 2z dy -+ Gy,
I .
dw, A, du, dy, |
de * @ *TOr gy T ap O

st Uon appelle D,, D,, D,, G,, G,, G, leurs parties graducllement va-

riables
du dv dw dy dw
( ) D_,;——-C—{L—c’ Dy——zl‘_y" Dz—%) Gx:zz* @)
2
dow du du do
Gy—%+7z’ Gz—d—)’—*—cfxa

parties beaucoup plus peliles que celles d’agitation, mais seules différentes
de zéro en moycnne.

» Or c’est justement de ces vitesses actuelles (1) de dilatation et de
gliéscment, en mémetemps que de la température et de la densité actuelles
7, p de la particule (supposée sans viscosité appréciable), que dépendent
les écarts existant entre la contexture interne effective de la particule et sa
contexture élastique ou isotrope a la méme température et & la méme den-
sité, écarts en rapport avec la rapidité actuelle des déformations, qui ne laisse
pas le temps a la particule de refaire son isotropie sans cesse troublée par
la continuation du mouvement relatif de sa matiere ().

§ III. — Prossions moyennes locales.

» 4. Par suite, les six pressions élémentaires (relatives aux axes) N,
N,, N, T,, T,, T, exercées a I'intéricur de la particule comprennent, outre
leur parlie élastique fonction de g, 7 seulement, égale dans N, N,, N, et
nulle dans T,, T,, T,, une partic non ¢lastique, dépendant encore de g, =,
mais aussi des six variables (1), et s’annulant avec elles. Dans les mouve-
menls bien conlinus, ¢’est-a-dire sans agitation, et dans ceux a faible agi-
tation (écoulement le long des tubes fins, petites oscillations, ete.) ol les
variables (1) sont sculement de l'ordre de leurs parties bien continues D,

(*) VYoir, & ce sujet, la fin d'un article Sur l'explication physique de la fluidité,
dans le Compte rendu du 19 mai 18q1 (Comples rendus, t. CXII, p. 1099), ou mieux
encore la Note complémentaire insérée & la fin du présent Travail.
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G, ces six fonctions N, T peuvent se développer suivant les puissances des
variables (1) par la formule de Mac-Laurin bornée aux termes du premier
degré; et lorsqu’on prend ensuite les moyennes de leurs valeurs sur de
petites ¢tendues, ou durant de petils temps en un méme endroit (xz, y, ),
pour avoir les pressions moyenneslocales, les déformations d’agilation, nulles
en moyenne, s'en éliminent, n’y laissant subsister aucune autre vitesse de
déformation que celles d’écoulement D, G, avec des coelficients fonctions
sculement de g, = ou méme plutot des valeurs moyennes locales de ¢, =,
parties de p, = indépendantes de I'agitation. Car s’il y avait (ce qui n’est
pas impossible), dans la température et la densité, de peliles parties d’agita-
tion, gy, 7,, en sus de leurs moyennes locales p, =, la pression élastique et
les coefficients en question, développés suivant g,, =,, donneraient en p,, 7,
des termes lin¢aires, nuls en moyenne, ou dont les produits par les vitesses
de déformation pourraient alors étre négligés comme non linéaires.

» Mais ict ol les six vitesses de déformation (1) ont leurs premiéres par-
ties en u,, v,, w, considérables, c’est sculement suivant leursautres parties
D, G, trés petites en comparaison, qu’on peut développer linéairement les
six fonctions N, T, et lorsqu’on prend ensuite leurs moyennes, sur de faibles
¢tendues et durant de courts instants ol les D, G ne varient pas, les coeffi-
cients de ces vilesses graduelles de déformation D, G, toujours dépen-
dants, dans les pressions moyennes locales obtenues N, °I', des densité et
température moycnnes locales p, =, ne sont fonctions, pour un méme élé-
ment plan, des vitesses d’agitation autour de (x,y,z) et des variations
concomitantes p,, 7, de la densilé et de la température, que par certains
de leurs caractéres généraux ol n’entrent pas plus leurs valeurs indivi-
duellesduninstantet en un point qu’aux autres voisins dans tout un inter-
valle ot leurs moyennes sont nulles. Quoi qu’il en soit, ces cocflicients ne
sont fonctions que des deux variables ¢, = définissant1'état élastique moyen
local et, en ontre, de Vaguaton, telle qu’elle est durant un court instant
dans une petite étendue entourant le point (x, y, 2).

» 5. D’ailleurs, sl 'on considére les relations usuelles, déduites des
formules de transformation des coordonnées, qui existent entre les vitesses
de déformation (dilatations el glissements) relatives aux divers systemes
possibles d’axes, et les formules analogues qui relient les pressions N, T
subies par les éléments plans correspondants suivant leurs intersections
muluelles, ou encore les relations plus simples (dont celles-la se déduisent)
existant entre N, N, N, T,, T,, T et les trois composantes p,, p,, p, de
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la pression exercée sur un ¢él¢ment plan de direclion quelconque, toutes ces
formules sont linéaires et homogenes par rapport aux vitesses de d¢forma-
tion ou aux composantes de pression, avec des coefficients fonctions seule-
ment des directions des divers axes et ¢léments plans considérés; de sorte
qu'on en prend immeédiatement les moyennes, pour des espaces ou des
instants voisins, sans avoir & modifier ces coefficients, mais par la simple
substitution, a4 chaque vitesse de déformation ou composante de pression,
de sa valecur moyenne locale. Toutes ces formules s’appliquent donc aux
déformations et pressions moyennes locales, puis méme, par soustraction
de celles-ci d’avec les déformations ou pressions individuelles, aux défor-
mations el pressions d'agitation, qu’on n’aura pas, il est vrai, & consi-
dérer. . .

» Et leurs eonséquences s’étendent 4 chacune de ces sortes de pres-
sions ou vitesses de déformations, notamment celles qui concernent 'exis-
tence, en chaque point et 4 chaque instant, de trois éléments plans maté-
riels principaux, rectangulaires entre eux, de part et d'autre desquels les
déformations se font symétriquement durant 'instant d¢, et de trois élé-
ments plans analogues (orthastatiques) sur lesquels les pressions sont nor-
males.

» 6. Cela posé, comme on peut concevoir quelconques, 4 chaque in-
stant, les six déformations élémentaires imprimées soit 4 une particule de
matiére, soit aux particules venant passer en un méme cadroit (z, y, z), et
qu’il en est par suite de méme tant de leurs moyennes que de leurs exce-
dents a chaque instant sur leurs moyennes (sous la seule condition que
ceux-ci aient dés lors leurs propres moyennes nulles), les déformations
d’agitation sont complétement indeépendantes des déformations moyennes
locales D, G, dans les formules des pressions.

» Celte indépendance subsiste méme quand, supposant le fluide incom-
pressible (ce qui n’est nullement obligé, méme pour un liquide), on s’im-
pose de ne choisir que des déformations compatibles avec la conservation
parfaite des volumes aux divers instants. En effet, celle-ci revient, comme
on sait, a établir, entre les vitesses effectives de dilatation dansles sens des
axes, la relation linéaire

d.u-- 1y d.v—+ vy d.w—+w
(3) Tde Y Tay T TTam

» Prenons, pour I'en retrancher ensuite, la valeur moyenne locale des
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termes, qui donne évidemment

du dv dw
) de Vidy Tds =0

il vient

» i, do, dw,
(5) dz " dy | ds

= 0.

» Or ces formules expriment que les vitesses moyennes locales (u, ¢, w),
prises séparément, el les vilesses d’agitation (u,, v,, w, ), prises aussi sépa-
rément, vérifient, tant les unes que les autres, cette condition de conserva-
tion des volumes, si on les suppose se produisant aux divers points (z, ¥, 5)
de I'espace, comme elles s’y produisent ensernble dans le mouvement effec-
tif. Donc la relation (3) se dédouble en deux autres (4), (5), oit les defor-
mations d’agitation ne sont pas mélées & celles du mouvement moyen local;
en sorte que 'indépendance mutuelle de ces deux catégories de déforma-
tions subsiste.

» Nous pourrons ainsi, dans un petit espace entourant le point (=, y, 3),
faire correspondré successivement Loutes sortes de déformations moyennes
locales D, G 4 un méme systéme de déformations d’agitation, entrainant
par suile les mémes petites parties accidentelles py, 7, nulles en moyenne,
de la densité et de la température.

§ IV. — Formules des pressions moyennes locales et équations indéfinies

du mouvement.

» 7. Imaginons, de la sorle, qu'un élément plan quelconque, par
exemple celui qui est normal aux @ et sur lequel les composantes de la
pression moyenne locale sont N, T,, T,, devienne principal au point de vue
des déformations moyennes locales, c'est-a-dire tel, que l'on y ait
G, = 0, G, = o. Cela significra que les couches fluides de la particule nor-
males aux z n’éprouvent aucun glissement moyen local les uncs devant les
autres, les files de molécules paralleles aux & ne s'inclinant pas plus
souvent ni en plus d'endroits sur ces couches dans cerlains sens que dans
les sens contraires. Autrement dit, les déformations actuelles se feront, en
moyenne, symétriquement de part et d’autre de ces couches; et les écarts
moléculaires auxquels elles donneront lieu, entre la contexture idéale ou
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¢lastique de la particule pour les densité et température g, = ct sa con-
texture effective, ne pourront qu’étre aussi, en moyenne, symétriques par
rapport aux mémes couches, st le fluide est pareillement constitué en tous
sens dans I'état élastique. D’ol il suit que les pressions moyennes locales,
¢gales et conlraires, cxercées sur les deux faces d’'une couche, ne pourront
aussi qu'étre symétriques I'une de 'autre et normales 4 la couche.

» Mais placons-nous dans le cas exceptionnel ou il s’agirait d’un fluide
doué¢ du pouvoir rotatoire, dont I'étal élastique serait seulement isotrope et
non symétrique, c’est-ia-dire scrait pareil relativement & tous les systtmes
d’axes des x, ¥, s qui se déduisent de I'un d’eux par une rotation quel-
conque du triedre des coordonnées positives (sans échange de nom entre
deux d’entre elles), ou parcil relativement 4 toutes les orientalions pos-
sibles d'un observateur, auquel il offrirait cependant un aspect non
symctrique a sa droite et a sa gauche. Alors on peut toujours remarquer
que les déformations moyennes locales seront vues se faire de méme, sur
un coté quelconque d’une couche normale aux x, par deux observateurs
ayant les pieds sur cette couche et tournés dos a dos, c’est-i-dire ayant
deux orientations, autour de la normale, différentes de 180 degrés; en
sorte que les écarts moléculaires entre 1'état élastique et l'é¢tat clfectif
doivent leur paraitre aussi moyennement pareils et, par suite, la pression
moyenne locale exercée, a leurs pieds, sur 'élément plan normal aux z,
pareillement siluce relativement a eux, ¢’est-a-dire normale a I’élément.

» En résume, que le fluide soit ou non symétrique, comme il est toujours
isotrope dans I'élat ¢lastique, 'on est conduit & admetltre que tout ¢lément
plan principal, au point de vue des déformations moyennes locales, est aussi
principal au point de vue des pressions moyennes locales, ¢’ est-a-dire perpendi-
culaire a la pression exercee sur lut.

» 8. Mais revenons a notre élément normal aux x. Nous voyons que
les composantes tangentielles T,, T, de sa pression moyenne locale s’an-
nulent dés que les vitesses de glissement G, G, s'annulent elles-mémes.
Donc, si 'on considére, par exemple, T,, son développement linéairc
suivant les six quantités indépendantes D, G comprend tout au plus les
deux termes en G,, G,. Mais, en considérant également T, comme com-
posante tangenlielle de la pression moyenne locale sur I'¢lément plan
normal aux y, on verrait de méme que ce développement de T, comprend
tout au plus les deux termes en G,, G,. Il se réduit, par conséquent, au
terme affecté de G, ; el 'on a, en désignant par K un coefficient fonction,
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d’une part, des densité el lempérature moyennes locales p, =, d’autre part,
de I'agitation telle qu’elle se produit autour de (@, ¥, ),

(6) T, = KG,.

» 9. L’agitalion étant toujours supposée, autour de (z, y, z), la
méme que précédemment, faisons varier les six vitesses moyennes locales
de déformation D,, D,, D;, G,, G,, G,, de maniére que les trois vitesses
principales correspo‘ndantes de dilatation ou d’extensior, auxquelles je
donnerai les noms D,, D,, D;, aient dans 'espace trois directions rectan-
gulaires quelconques et prennent d’ailleurs, suivant ces directions, toutes
les grandeurs relatives. Les pressions moyennes locales correspondantes
P,, Py, Py, ¢galement principales comme on a vu, pourront étre exprimées
dans un systéeme de coordonnées ayant leur direction et puis étre dévelop-
pées linéairement suivant les vitesses moyennes locales correspondantes
de déformation, qui se réduisent aux trois dilatations D,, D,, D;. Formons
ensuite, pour tenir lieu de P,, P,, P,, d’une part, leur moyenne arithmé-
tique changée de signe (pression moyenne), que nous appellerons p,
d’autre part, leurs demi-différences respectives (P, — Py), ;(P, — P}),
(P, —P,). Ce seront, avec des coefficients dépendant de g, 7 et de I'agi-’
tation, quatre fonctions linéaires des trois variables D;, D,, Dy, ou,
encore, de leur somme D, 4+ D, + D, (vitesse de dilatation cubique) et de
deux quelconques de leurs différences D, — D,, D, — D,, D, —D,, a
somme algébrique nulle.

Or, quand une de ces différences, celle de D, et D, par exemple,
s’annule, on sait que toutes les directions comprises dans le plan des
dilatations correspondantes D,, D, sont principales au point de vue des
déformations; ce qui entraine qu’elles le soient aussi pour les pressions
et que Tellipsoide d’é¢lasticité, devenu de révolution autour de D, ou
de P,, donne ;(P,— P;)= 0. Donc la demi-différence (P, — P;), que
Pon peut concevoir exprimée en fonction linéaire de D, + D, + D, et de
D,— D,, D, — Dy, se réduit au terme alfecté de D, — D,; et, en considérant
aussi les deux autres demi-différences analogues, 'on a des formules comme

%(P2—P3):E<D2_D3)’ %(Pa“Pq):EI<D3‘—Dq>;
(7) (P, —P) =D, — D,) =— (D, — D,) — (D, — D),

oll ¢, ¢, ¢’ sont trois coelficients indépendants de D,, D,, D,.
B. 2
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» La somme des formules (7) donne
o0=(~—¢)Dy—D,) — (¢ —)(Dy—D,).
» Comme cette relation a lieu quels que soient les rapports mutuels des
deux différences arbitraires D; — D,, D, — D,, il en résulte
¢ —¢ =o, & —¢e¢=0;
et les trois formules (7) reviennent a poser l'égalité continue

g PoePy PP PP,
( ) Q(Dz’"Da—)—#Q(Da—Dl)~2(Dx—Iﬂ)— )

» 10. Sil'on appelle a, a’, a” les cosinus directeurs de D, b, &', b”
ceux de D, ¢, ¢/, ¢” ceux de D,, les formules connues, pour exprimer soit
les six déformations D, G, soit les six pressions N, T, relatives aux axes
des x, y, 2, en fonction des déformations ou pressions analogues, relatives
aux directions principales correspondantes et réduites a Dy, D,, D; ou a
P,, P,, P;, donnent, d'une part, comme on sait,

g D,+D,+D,=D,+D,+ D,
| 3o Ny No) = (P, + P, P) = — p,

(9)

d’autre part, avec presque autant de facilité,

D, -D,=(c*— (D, —D,) — (42— *)(D,—D,), D,—-D,=...
N, — N,=(c*— ) (P, — P,) — (b2 —b)(P, — Py), N,— N =...

SG,= ¢ (D,—D)— b (D,—Dy), ‘g, =...

T,= ¢¢ (Py—P)— &b (P, —D,), T,=....

» Il en résulte immédiatement, vu 'égalilé des rapports (8),

N,— N, N,— N, N,— N, T, T T,

= == £

<II) E(Dy"‘DZ): 2(Dz_Dx)_WDz—‘Dy) :E;:C—Ty)—’g(}

» 11. Lavalear commune des six premiers rapports (11), étant en par-
ticulier celle du sixieme d’entre eux, se confond avec le coeflicient K de
la formule (6), et elle se trouve dés lors complétement indépendante de
la maniére dont sont orientées les trois vitesses principales de dilatation
D,, D,, D; dansle mouvement moyen local. Mais on voit, par les formules
(8) et (10), appliquées (avec d’autres valeurs des cosinus a, a,..., c
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au passage du systéme des directions principales 4 un systéme quelconque
d’axes rectangulaires, que ce coefficient serait encore le méme si I'on rap-
portait le mouvement & des coordonnées rectangles arbitraires, de sorte
qu’il constitue un coefficient de frottement interieur dépendant des déforma-
tions d’agilation au poinl considéré (z,y, z) sans dépendre ni de leurs
valeurs a un instant d¢ plus qu’aux instants voisins, ni des angles de leurs
directions ou de leurs plans avec aucuns autres. Et il resterait encore le
méme, par suite de Pisotropie du fluide & 'état élastique, si le systeme de
déformations constituant I'agitation était autrement orienté dans Pespace.

» Il exprime d’ailleurs le rapport de quantités graduellement variables en
xz,y, 5, t, comme T, ct G, cte., et il est, par suite, graduellement variable
lui-méme, trés différent en cela des déformations d’agitation qui cependant
Ie coustituent. I1 n’est donc fouction de celles~ci qua la maniére d’une
moyenne locale, ol se confondent leurs détails tant de direction que de
grandeur; et 'on peut dire qu’il dépend uniquement (a part les variables
¢, v de I’état élastique moyen local) du degré actuel moyen d’inlensité de
Pagitation au point considéré, comme les coefficients évaluant les pro-
prietés physiques d’un corps dépendent en général du degré de son imper-
ceplible agitation calorifique appelé temperature. T.e degré de I'agitation
sera comme une sorte de température de I'écoulement, plus grossiére que
la température proprement dite, et englobanl peut-étre les deux princi—
paux attributs du pouls d’un cours d’eau, amplitude et fréquence, comme
la température implique 4 la fois, par son élévation, I'amplitude du
mouvement calorifique et la période de ses vibrations, du moins les plus
multipliées.,

» L’agitalion parait donc devoir & son extréme irrégularité la propriété
d’influer sur les qualités mécaniques d’une particule fluide sans altérer en
moyenne son isotropie, et elle se comporte commesi, en un court moment,
elle présentait les mémes circonstances générales par rapport a tous les
systeémes d’axes qu’une rotation quelconque déduit d’un premier systeme
rectangulaire des @, ¥, z.

» 12. Cela étant admis, le développement linéaire de la pression
moyenne p, suivant D, +-D, + D,, D, — D, et D;—1D,, ne peut contenir
les termes en D, — D, et D; — D,, qui changent de signe, tandis que p
reste invariable, quand on permute D, et Dy, ou D, etD,, c’est-a-dire quand
on fait tourner de go°, autour de la dilatation principale D, ou de la dila-
tation principale D,, le systéme d’axes rectangulaires constitué par les
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directions de Dy, D,, D,. Donc la pression moyenne p, c'est-a-dire
— %(Nx+ N, + N.), ne dépendra des vitesses moyennes locales de défor-

mation que par un terme proportionnel au trindme D, + D, + D,, c’est-
a-dire & la vitesse actuelle D, + D, + D, avec laquelle se dilate, dans le
mouvement moyen local, le volume des particules fluides considércées. Tt
le coefficient de ce terme sera d’ailleurs, tout comme la partie de p indé-
pendante du mouvement moyen local, fonction des deux variables g, < et
du degré d’agitation.

» Mais, vuI'ordinaire pelilesse (du moins dans les fluides sans viscosité
appréciable) des partics non élastiques des pressions, comparativement
a la pression élastique ou normale de repos, la pression moyenne p ne dif-
férera que peu de la pression élastique pour mémes densité et température
'moyennes locales p, 75 et l’gn n’aura a peu prés jamais besoin de l'en dis-
linguer,

» 13. Si Pagitation s'affaiblissait au point que les déformations effec-
tives ou totales devinssent senlement de l'ordre des D, G, le coefficient ¢
du frottement intérieur, et celui qui affecte D, + D, + D, dans p, ne dé-
pendraient plus que de g, =. En effet, nos raisonnements s’appliquent évi-
demment a ce cas limite, ou l’agiiation s'¢limine, comme nous avons vu,
des formules des pressions moyennes locales. Le coefficient ¢, en particu-
lier, se réduirait done alors i sa valeur déduite des expériences de Poi-
seuille sur I'écoulement dans les tubes fins et qui est, pour I'ean 4 10° C.,
¢ == 0,0000001336 pg = 08%,1336, les unités de temps et de longueur
¢tant la seconde et le métre.

» 14. La comparaison des six premiers membres de (11) au septiéme ¢
fait connaitre les formules définitives de N, — N,, N, — N,, ..., T,; et si
I'on observe d’ailleurs que les trois composantes normales de pression N,
N,. N, s’expriment immeédialement en fonction linéaire de leur moyenne
arithmétique — p et du tiers de leurs différences respectives N, —N, ...,
il vient, pour représenter les pressions moyennes locales N, T, au moyen
de p, du cocfficient € de frottement intéricur ct des vitesses moyennes lo-
cales D, G de déformation, les triples formules

(Ngy Ny N,) = — p— 2e(Dot- Dy + D) + 2¢(Ds, D, D2),

2 Al
02 8 T T.) = (G Gy, G
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» Le second terme de N, N,, N, en ¢(D, + D, + D,), s’y trouvera évi-
demment négligeable, & coté des autres termes en ¢, dans les mouvements
oit les changements de forme des particules seront incomparablement plus
grands que ceux de leur volume, notamment dans tous les écoulements de
liquides, et méme dans les écoulements de gaz sous des différences de
pression assez petites par rapport a la pression elle-méme.

» Aprés avoir substitué, dans (12), les valeurs (2) des vitesses de défor-
mation, on portera ces expressious des forces N, T dans les équations in-
définies dn mouvement moyen local,

AN, dT, aT dT, dN, dTy

/
Y —_— Y - Pl 4 - ’
3 ‘dx_%—dy—i—dz +eX =eu, dx+dy+d5 Y =p¢,
X
" AT AT N
, Az Ay T ds TEET W

ou X, Y, Z sont les composantes de la pesanteur g et u’,¢’, @’ celles de
I'accélération moyenne locale, exprimables en u, v, w et leurs dérivées a
la maniére ordinaire. I’on aura ainsi, sous forme explicite en u, ¢, w, p,
les trois équations indéfinies du mouvement, si 'on parvient a connaitre le
mode de varialion de = en fonction des données du probléeme.

§ V. — Expression du frottement extériour et conditions relatives

aux surfaces limites.

» 15. A la surface limite du fluide, les trois composantes, suivant les
axes, de la pression moyenne locale de celui-ci sur sa couche superficielle,
exprimées par les formules habituelles en fonction linéaire des N, T, éga-
leront les composantes contraires de I'action du milieu extérieur sur la
méme couche.

» Quand le milieu extéricur est une paroi fixe, 'ignorance ou l'on est
de la composante normale de sa pression se trouve suppléée par la connais-
sance de la composante analogue de vilesse, alors nulle. Mais on ne peut
se dispenser d’avoir une formule de ses composantes tangentielles, c’est-
a-dire du frottement extérieur F,, opposé en direction au glissement, sur
la paroi, des couches fluides presque conligués, plus intérieures toutefois
que la couche extrémement mince immobilisée par adhésion a la paroi. Si
Pon prend celles d’entre elles qui sont 4 une distance de la paroi 4 peine
perceptible, et néanmoins suffisante pour que leur vitesse moyenne locale
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V n’éprouve plus de I'une a 'autre le trés rapide accroissement local du a
leur voisinage méme de la couche immobilisée, la vitesse V, & trés peu preés
la méme sur une épaisseur sensible, y sera ce que les hydrauliciens appellent
la vitesse a la paro:.

» C'est surtout d’elle ct du degré de rugosité de la paroi, que dépendra
dans les mouvements tumultueux le frottement extérieur F, par unité d’aire.
En elffet, a travers la mince couche fluide tapissant la paroi et immobilisée
sur une épaisseur imperceptible, les rugosités subissent, par leur coté exposé
au courant, I'impulsion vive ou le choc des particules intérieures qu’elles
dévient, dont chacune les presse d’autant plus, suivant le sens de la vitesse
moyenne locale V, qu’elles sont plus grosses et qu'elle est elle-méme, &
volume égal, plus massive ou d’un poids proportionnel p g plus fort, et, en
outre, animée d’'une vitesse V plus grande, U'impulsion ou pression totale
produite ainsi sur I'unité d’aire de la paroi étant, d’ailleurs, d’autant plus
forte encore que les rugosités sont plus mullipliées et qu'il y passe devant
chacune plus de particules fluides par unité de temps, ou que la vitesse V
est plus grande.

» Le frottement ¥, dra cesimpulsions ou, encore, a 'aspiration correla-
tive (dite non-pression) qu’elles provoquent sur la face aval et protégée des
aspérités, sera done, d’une part, proportionnel aux deux facteurs consti-
tuant en quelque sorte, par leur produit, le degré de rugosité, savoir fré-
quence et ampleur des inégalités de la paroi; d’autre part, proportionnel
deux fois 4 la vitesse a la paroi V et une fois au poids gg de I'unile de
volume du fluide, en admettanl, ce qui est I’hypothése la plus naturelle et
la plus simple, que chaque circonstance quantitative distincte dont annu-
lation enlrainerait celle de 'impulsion soit en raison directe de celle-ci (*).

(') Il ne faudrait cependant pas, en ce qul concerne la proportionnalité du frotte-
ment 4 la grosseur et & la fréquence des aspérités, que le nombre de celles-ci, surtout
si elles sont & peu prés de méme hauteur et trés aplaties ou arasées a leur sommet,
se multiplidt an point de réduire leurs intervalles creux & d’étroits sillons, d'une
étendue relative insignifiante dans le sens du courant, et oli ne pourraient pas pénétrer
les particules affluentes animées de vitesses notables, ou & trajectoires dés lors tendues.
Car de telles rugosités s’annihileraient presque, mutuellement, étant comme effacées
par la couche de fluide mort qui occuperait ou, miecux, comblerait leurs interstices.
On peut voir, & ce sujet, dans les Rechercles hydrauliques de M. Bazin (p. 87), les
séries d'expériences 12 & 17, on des aspérilés transversales a sections rectangulaires,
de om,01 de hauteur et 0®,027 de largeur {dans le sens des & ou du courant), conti-
nues tout le long des contours mouillés qu’elles occupalent, laissaient entre elles des
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» 46. Sidonc B désigne un coefficient trés notablement croissant avee le
degré de rugosité, 'on aura une formule comme BpgV?* pour exprimer la
partie du frotlement extérieur due a 'impulsion des particules contre la
paroi ct liée aux petites sinuosités de leurs trajectoires, ¢’est-a-dire, en dchi-
nitive, a agitation du fluide. Or, dans les écoulements tumultueux o la
vitesse a la parol sera un peu grande, cette partie principale pgBV? du
frottement extérieur masquera complétement l'autre partie qui seule le
constituerait dans des mouvements bien continus, c’est-a-dire celle que
donuerait la composante, suivant le sens général de I'écoulement tout
autour, du frottement de la couche immobilisée, sur le fluide intérieur, si
celui-ci prenait des mouvements réguliers tout en conservant Ja méme
vitesse movenne locale V a la distance de la paroi on celte vitesse se pro-
duit effectivement. En effet, dans un tube capillaire o pareille vitesse
s’observerait a pareille distance de la paroi, mais avec mouvements bien
continus, le frottement extérieur ne serait certainement presque rien &
coté de ce qu’il est dans le lit & grande section considéré ici.

» Nous aurons dounc, pour I'expression approchée du frottement d’une
paroi,

(14) F,=pgBV-3.

» 17. A une surface libre, ou le milieu extérieur sera une atmosphere
trés mobile et irés peu dense, presque sans inertie, 'extréme facilité qu’aura
le liquide sous-jacent a I'entrainer empéchera le frottement ¥, d’acquérir
des valeurs sensibles; et 'on aura F,= o, ou B = o dans la formule (14),
encore applicable ainsi.

» L’action du liquide sur sa couche superficielle se réduira donc a sa
composante normale, que 'on égalera a la pression donnée de l'atmo-
sphére; et, inversement 4 ce qui arrivait auprés d’une paroi fixe, la
connaissance de cette pression suppléera a celle de la vitesse de deplace-

rainures paralléles, de o™,01 de largeur (suivant les z) dans les séries 12, 13, 14, et de
o™, 05 dans les séries 13, 16, 17. La résistance a l'écoulement atteignait, dans le second
cas, le double environ de sa valeur dans le premier.

Une Note du n° 36 montrera, d'ailleurs, que la pénétration des filets fluides entre les
intervalles des aspérités parait croitre aussi, 4 égalité de vitesse V, quand la largeur
et la profondeur du courant se réduisent au point de n’étre plus comme infinies par
rapport 4 la hauteur des rugosités de son lit; et, par suite, le frottement devient alors
plus grand.
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ment de la surface, c’est-a-dire 4 la connaissance de Ja composante de la
vitesse moyenne locale, saivant le sens normal.

» 18. D’ailleurs, 'expérience montre que la liberté méme de la surface,
ou le peu de résistance du gaz extérieur aux déplacements bruasques,
eniraine, surtout dans les couches liquides supérieures, des perturbations
incessantes, cause d’extrémes complications dans le mode de variation des
vitesses.

» Toutefois, ces perturbhations et complications paraissent n’altérer
les vilesses moyennes locales que de quantités peu appréciables, et en
quelque sorte de second ordre de petitesse. C'est ce qu’ont prouvé des
observations comparatives trés précises du débit, faites par M. Bazin, dans
des canaux et des tuyaux a sections rectangulaires de mémes contours
mouillés par unilé d’aire et de méme largeur, o il a été impossible de
constater aucune influence, sur la vitesse moyenne, des perturbations
signalées ('). Mais, comme des variations locales du second ordre de
petitesse, chez une fonction de point, suffisent pour y changer de quantités
du premier ordre la situation d’un maximum ou minimum, ces pertur-
bations déplacent d’'une manitre trés sensible le filet le plus rapide. Elles
I'abaissent au-dessous de la surface, et d’autant plus que la section est
moins large comparalivement a sa profondeur, comme si le voisinage de
cette surface libre déterminait un léger accroissement de 'agitation et du
coefficient B sur le haut des parois latérales.

» Mais la suite prouvera que nous pourrons, sans grand inconvénient,
négliger ces perturbations compliquées.

§ VI. — Formules du coefficient ¢ des frottements intérieurs dans un régime

graduellement varié.

» 19. 1l ne nous reste plus, pour avoir mis compléetement le probleme
en ¢quation, qu’a savoir comment variera le coefficient « des frottements
intéricurs. Et d'abord les écoulements étudiés se feront a température <
constante, ce qui dispensera d’y considérer la variable =. Quant a la
densité p, qui n’y changera que trés peu, ces légers changements le feront-

(') Recherches hydrauliques, etc. (au t. XIX du Recueil des Savants étrangers),
pp. 176 et 177.
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ils varier autant qu'ils modifient la pression élastique ou moyenne p? Des
expériences de da Buat, Darcy, etc., ont prouvé, comme on sait, qu’il
n’cn est rien et que les froltements provoqués par les mémes mouvements
relatifs de couches fluides voisines ne sont pas plus grands sous forte
pression que sous une pression presque nulle. Et on le congoit. Car, si le
fluide donné se dilate, chacun de ses groupes moléculaires s’étale dans un
plus grand espace, ol les écarts absolus entre la contexture interne
¢lastique et la contexture interne effective ont plus de champ pour se
produire, donc aussi plus d’amplitude, a égales rapidités de déformation’;
d’ol1 suivent, enire molécules prises en méme nombre, des frottements
intérieurs plus forts. Mais, par conlre, 1l y a, aux distances ou les frotte-
ments se produisent, moins de molécules de part ct d’antre d’un élément
plan d’étenduc donnée, et, par conséquent, un nombre moindre d’actions
¢lémentaires a travers son unité de surface. L'on s’explique que ces deux
causes contraires se compensent sensiblement, surtout dans les si étroites
limites ou varie la densité des liquides.

» Le degre d’agitation, voila la vraie variable dont e dépend. 1.’observa-
tion, méme la plus superficielle, des grands écoulements, comparés a ceux
quoffrent les tubes capillaires et dont les lois ont été données par Poi-
scuille, montre que la valeur de ce cocfficient pour des mouvements bien
continus n’est presque rien par rapport a celles qu'il prend dés que I'agi-
tation devient notable. Nous pourrons donc le supposer nul avec elle et
proportionnel 4 chacune des circonstances quantitatives indispensables
pour la produire, conformément au principe de bon sens déja émis a pro-
pos du frottement extérieur, qui consiste a adopter dans chaque cas I'hypo-
thése la plus naturelle et la plus simple, sous la réserve du controle ulté-
rieur de I'observation.

» 20. Cela admis, supposons le lit de notre courant fluide assez voisin
de la forme cylindrique ou prismatique pour que les vitesses moyennes
locales aient pu devenir, sur une grande longueur, presque paralléles a
une méme direction, suivant laquelle on prendra les  positifs. Les vitesses
latérales ou transversales ¢, w seront donc, comparativement 4 la vitesse
longitudinale u, des quantités du premier ordre de petilesse, ayant leurs
carrés ct produits négligeables; et, comme toutes ces vitesses ne change-
ront dans un rapport sensible qu’au bout de temps assez longs ou sur de

grands parcours, I'on pourra négliger aussi les accélérations ¢, ' et les
B. 3
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dérivées de v, w en x, tandis que I'accélération longitudinale u” et la déri-
vée de u cn « seront du premier ordre de petitesse.

» Un tel régime est dit graduellement wvarié. Nous y appellerons s la
section du fluide, sensiblement normale, faite parallelement aux yz par le
plan d’abscisse o, et y le contour moudllé de cette section, c’est-d-dire la por-
tion de son contour total occupée par les parois. \

» 21. L’agitation se formant surtout prés de celles-ci, voyons quels élé-
ments essentiels concourent a faire naitre celle qui se produit, en un point
quelconque (y, 5) de y, sur un rectangle ¢lémentaire dy dx de paroi. Et
d’abord, une certaine vitessc moyennc locale 4 la paroi, que nous pourrons
confondre avec sa composante «, y sera nécessaire; car sans cette vitesse,
sans quelque énergie translatoire, aux dépens de laquelle puisse s’engendrer
la demi-force vive d’agitation, celle-ci ne naitrait pas. En effet, des expé-
riences de Darcy, Osborne Reynolds, M. Couette, ont montré que les
mouvements sont bien continus, méme dans des tubes de plus d’un centi-
meolre carré de section (mais polis), jusqu'a une limile supérieure de
vitesse qui est inverse du diamétre.

» De plus, comme le prouve cette derniére loi, une certaine ampleur de
la section, une certaine aire occupée par le fluide au devant ou en face de
I'¢lément dy du contour, et par unité de sa longueur dy, n’est pas moins
indispensable; car elle seule donne du jeu au ballottement du fluide, aux
mouvements oscillatoires normaux a la parot, qui provoquent et puis en-
Lreticnnent I'agilation en écarlant ou rapprochant de la paroi les particules
affluentes dans le voisinage et en les faisant, dés lors, par leur engréne-
ment avec les inégalités de celle-ci tour & tour diminué et accru, tournoyer
cn sens divers.

» 22. Ily a quatre cas simples ou, par raison de symétrie, la vitesse a
la paroi, que nous appellerons alors u,, est la méme sur tout le contour
mouillé y et ou, de plus, l'aire ¢ de la seclion se répartit pareillement entre
tous les éléments égaux de ce contour ou en face de chacun d’eux dy, dans
I'espace qu’interceptent les normales issues de ses extrémités; de maniére

. . . v, . . 743 .

qu’il en corresponde a tous d’égales portions ds et que I'ampleur @ soit
v " o2

constante, égale par conséquent au rayon moyen " Ce sont, d'une part,

les deux cas, ol I'influence des bords est négligeable, d’un canal rectangu-
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laire trés large, d’une profondeur donnée 4, et d’un tuyau a section rec-
tangulaire aussi tres large, de hauteur double 2hA; d’autre part, les cas
d’un tuyau circulaire, de rayon R, et d'un canal demi-circulaire de lar-
geur 2R coulant 4 pleins bords.

» Tlagitalion créée & la paroi, ou plulot son influence sur la valeur dec,
y sera donc proportionnelle & u, el au rayon moyen 4 ou 3 R.

» 23. Les inégalités dela paroi, qui provoquent les ballottement et en-
gréenement dont il vient d’étre parlé, y interviendront aussi. Mais leur effet
sur la masse fluide intérieure considérée ici ne sera pas localisé a une couche
mince, comme il arrivait pour I'influence des mémes inégalites sur le frot-
tement extérieur, et il se trouvera d’autant plus amorti relativement, qu’il
sera plus grand et se fera sentir plus loin a I'intérieur. Donc le degré de
rugosité entrera comme facteur, dans ¢, avec un exposant notablement
moindre que dans le coefficient B de la formule (14). Autrement dit,
e devra étre proportionnel & une puissance fractionnaire de B, et 'hypo-
these la plus simple que nous puissions faire a cet égard, est de le supposer
en raison directe de y/B.

» A partir des parois, I'agitation se propage 4 I'intérieur des sections, sur
des plans paralléles au fond ou aux deux bases dans les canaux et tuyaux
larges de hauteur & ou 24, et sur des cylindres ou demi-cylindres con-
axiques de rayons décroissants r dans le tuyau circulaire ou le canal demi-
circulaire. Il est naturel de supposer que son degré se conserve sensi-
blement de couche en couche dans les deux premiers cas, o elle ne se
concentre ni ne se disperse, et qu'il croit dans les deux derniers cas, ot,
abstraction faite de la dilférence de vitesse des couches, elle se concenlre

suivant le rapport rE inverse de celul de leurs aires. Enfin, 'on peut ad-

mettre & une premiére approximation que, dans un canal découvert, I'agi-
tation partie du fond ou des bords se réfléchit, en arrivant 4 la surface
libre, de maniére a produire, au-dessous de celle-ct, sensiblement les
mémes etlfets qu’y produirait I'agitation partie de la moitié supérieure des
parois, dans un tuyau plein, de méme rayon moyen, dont la section com-
prendrait, outre la proposée 6, sa symétrique par rapport au plan de la
surface libre donnée.

» Si donc nous appelons %‘Z un coefficient indépendant du degré de ru-

gosité des parois, mais pouvant varier avec la nature du fluide, et ou, pour
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simplifier plus loin certaines formules, nous avons mis en facteur le poids

pg de I'unité de volume, sensiblement constant, les expressions appro-
chées de ¢, dans les qualre cas simples dont il s’agit, seront

; ; aroe __ g /n
(section rectangulaire large) « = e VB Au,,

(15) R R
(section circulaire ou demi-circulaire) ¢ = Pk_é’ VB 7 %o

» 24. Dans les cas de la section circulaire et demi-circualaire, la loi
) , ) , . ) R
simple d’accroissement de e vers I'axe, exprimée par le dernier facteur =

ne peul plus s’appliquer aux petites distances r de 'axe, ou elle conduirait
a supposer une agitation presque infinie, physiquement inadmissible. Mais
elle n’y donne aucun frottement trés grand par unité d’aire, vu que la vi-
tesse relative du glissement moyen loeal des couches y décroit jusqu’a zéro,
par raison de continuité et de symétrie. Aussi n’en résulte-t-il, dans le mode
de distribution des vitesses, qu’une altération locale 4 peine perceptible.
Il est toulefois désirable, en vue de 'approximation plus grande que
rendent possibles les récentes obsecrvations, de corriger cette loi trop

. . . r
simple de la proportionnalité inverse de ¢ au rapport ; nous le ferons par

R

ol la petite partie inconnue q;(ﬁ) restera finie et distincte de zéro sur

la substitution, & ce rapport, d’une fonction un peu différente LA #(%) s

I’axe. Mais nous serons réduits a la déterminer par les données seules de

Vexpérience, dans la mesure trés imparfaite que permettra leur précision

(difficile cependant a surpasser). Nous remplacerons donc, @ ure deuxiéme
approximation, la seconde formule (15) par celle-ci,

o VB Zu

(16) (section circulaire) e=——

7+ (R)

» 23. Passons au cas plus général de tuyaux ayant leur contour y d'une

méme forme quelconque, définie par une relation donnée entre les rap-

ports X—:’, Lz

o

0

des coordonnées y, z de leurs divers points au rayon moyen

c y . ” . .
7 et comprenons-y d’ailleurs celui d’'un canal découvert, en imaginant
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alors, comme il a été indiqué ci-dessus, un tuyau de section double ou le
contour mouillé, double également, se composerait du proposé et de son
symétrique par rapport a la surface libre. Pour donner & ces cas toute la
généralilé possible, supposons méme le degré de rugosité ou, par suite,
le coefficient B du frottement extérieur, variables avec la génératrice

considérée de la paroi, c’est-a-dire en fonction arbitraire de ZGZ et 7{

» Icila vitesse 4 la paroi, encore réductible & sa composante u, ne sera
plus constante le long du contour mouillé y ; mais nous pourrons admettre
avec quelque approximation qu’elle y varie d’une certaine maniére ou,
autrement dit, en appelant #, sa valear c¢n un endroit déterminé, par
exemple au point le plus bas de s, qu’elle est partout ailleurs le produit

. . . 2 ds
de u, par une fonclion toujours la méme de LY, 1=, L’ampleur — au de-
G [+

dy,

vanl de chaque élément dy du contour, entre les deux normales menées
a ses extrémités et prolongées Jusqu’a la rencontre de la surface libre ou

du plus grand diametre (dans une section elliplique), n'égalera plus ;;

mais bien le produit de ; par une autre fonction de )%TZ, X_:_ Le rayon

o . - .
moyen . sera cependant comme sa valeur moyenne, puisqu’il exprimera /e

volume fluide existant, dans le courant, par unité de surface des parois, ou
Vaire de section normale par unité de longueur du contour mouillé.

. .o d .. , . .
» Les trois facteurs distincts u, 47;:’ %, B, caracteérisant lagltatlon cn-

gendrée prés de dy, auront donc pour produit I'expression P—E\/E;:—(uo,
multipliée encore par une fonction analogue. Et comme enfin l'agitation,
a parlir des parois, se transmellra dans la masse en se concentrant ou se
disséminant suivant les mémes proportions aux points homologues de I'in-
lérieur, ou en se réfléchissant de méme aux poinls homologues des sur-
faces-limites, il est naturel qu'on puisse exprimer le rapport de sa valeur
en chaque point (y, z) de ¢ a ce qu'elle est au point du fond ot B et u

sont B, et u,, par une certaine fonction positive de la forme F (7—3—', 70—2), la

méme pour toutes les sections dont il s’agit. Il viendra donc, comme géné-
ralisation des formules (15) et (16),

o) B ().
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» Nous aurons plus loin 4 considérer le produit des deux fonctions,

. B u\? . . . T e

censées connues, - ( — | » prises aux divers points du contour mouillé y.
0 0

En appelant £ ce produit positif, qui se réduit a 'unité dans les cas des

formules (15) et (16), nous poscrons ainsi

(18) (sur le contour mouillé y ) B (u>2:_/'<ﬂ, X_:.>

B, \ )

§ VII. — Equations d’un tel régime indispensables pour traiter le cas particulier
du régime uniforme.

» 26. Portons I'expression (17) du coefficient de frottement intérieur
dans les formules (12) des forces N, T, o les D, G ont d’ailleurs les va-
leurs (2). La petitesse du coefficient ¢ rendra négligeables les termes ou il
multipliera des dérivées de u, ¢, w, autres que celles de u en y, 3, les scules
de grandeur notable. Il viendra donc

- . du du
Nx:N_y:Nz:—p’ lw-':O, 'ly:EEz—, Tz:E.*“’

dy
— . (5
avec s:%\/ﬁoiuol‘ (_)(;3_’,7__)_

g

(19)

\

» On cn déduit d’abord aisément, a raison de la petitesse des angles
faits par les normales a la surface-limite avec les plans des yz ou des sec-
tions 6, que la pression exercée sur la masse fluide par un élément quel-
conque de sa conche superficielle ne comprend de sensible, 4 part une
partie principale valant — p et perpendiculaire 4 la surface, qu'un frotte-

L | [ 3 . ] . ' 11 e u
ment, dmge a tres peu pres suivant les = negatlfs, et exprime par — e
. du L . . .
ol —- est la dérivée de u suivant une pelite normale dn tirée, dans le plan

de la section g, sur son contour, a partir du point intérieur voisin que l'on
considére. St § désigne I'angle de cette normale, menée ainsi vers le
dehors, avec les y positifs, on a
du du du .
(20) %—@COSB—FEMH?).
» Prés d'une surface libre, le frottement étant nul, la fonction u vé-

. s d , . ,
rifiera donc la condition a,i; =o et p égalera la pression constante donnée
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de I’'atmosphére contigus. Prés d'une paroi, ol le froltement est régi par
la formule (14), il viendra pour u, vu finalement (18), la condition

d \ z
(21) e g =—pgBu’=— ogB, uu‘(” X)

» 27. Voyons maintenant ce que deviennent les équations indéfinies (13)
et, d’abord, les deux dernieres. Les dérivées en « de T,, T,, quiy figurent,
auront, d’aprés (19), 4 l'un de leurs deux termes, le facteur ¢ en méme
temps que la dérivée trés petite de u en a (différentiée en y ou z), et, a
Pautre, la dérivée méme de ¢ en &, d'un ordre de petitesse plus élevé que
celui de ¢ a raison de la graduelle variation supposée du régime. Ces deé-
rivées de T,, T, seront donc négligeables, et, comme les accélérations
transversales ¢, o' le sont aussi, les deux derniéres équations (13), dé-
barrassées de tout terme rappelant le mouvement, signifieront que la
pression moyenne p varie hydrostatiquement sur toute I'étendue de la
section normale s. 8’7/ y a une surface libre, ou p devra égaler la pression
constante de I'atmospheére, son profil en travers, limite supérieure de a, sera
donc Aorizonial,

» 28. Dans tous les cas, la dérivée en x de p, ou de — N, indépendante
de y et 3, se réduit 4 celle de la pression moyenne p,, mesurée le long de
I'axe des x, entre les deux sections normales d’abscisses , x + dx. Nous
supposerons qu'on prenne cet axe, tangent, dans le cas d'un tuyau, &
I’'¢lément méme ds, compris entre ces deux sections, de ’'axe du tuyau, et,
dans le cas d’un canal découvert, a I’élément analogue ds d'une coupe
longitudinale de la surface libre, telle qu’elle est a l'époque ¢. Alors, si,
par analogie avec p,, I'on appelle ¢, I'altitude des divers points de I'axe du
tuyaa ou de la coupe longitudinale de la surface libre, la dérivée — %l:—"
sera la pente del’élément ds, sinus de son angleavecle plan horizontal ('), et
I'on aura, dans la premiére équation (13), X = — é, - Par suite, dans
cetle premiére équation (13), la somme des deux termes en N, et en X,

d d,
divisés par pg, pourra s’écrire simplement — T (Go +f P“); et, dans le

(1) En Hydraulique c’est ce sinus, non la tangente correspondante, qu'il y a lieu de
considérer, et auquel il convient de réserver le nom de pente : il reste le mot incli-
naison pour désigner la tangente.
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cas d'un canal découvert (ol p, = const.), elle ne sera autre chose que la
pente de superficie, cause unique de I'écoulement lorsqu’il devient uniforme.
Donnons, en général, a cette expression, indeépendante de y et de z, le nom
de pente motrice, et désignons-la, suivant I'usage, par I, en posant ainsi

. d /[, dp,
(22) 1= (e [%)

» La premiére équation (13), divisée elle-méme par pg, sera I'équation
indéfinie en u,

(23) i(iﬂ)+i<iﬂ>+1_“_’.
dy\eg dy dz\pg dz g

» 29. Pour la rendre, ainsi que les conditions aux limites, indépendante
des dimensions absolues de la section, prenons comme variables, au lieu
de y, z, les coordonnées v, { du point homologue de (y, z) dans une sec-
tion de rayon moyen 1, et appelons dv la petite normale homologue de dn
dans celte section. Autrement dit, posons

z y d
(24) n =%y, C:%; d’ou »;:i—(

d
s dy -dn’ da

» En méme temps, substituons a e sa valeur (1g9) et divisons chaque
équation par le facteur, indépendant de y et z, qui lui donne la forme la
plus simple. Nous aurons

7 7
d u, d u, k o1 k o o
|4 “ _ % il ot I [T L ,
(25) dn[F(ﬂ,Z) dT‘J-{—dC[F(w,C) dC] } B B 1 g
d%

(26) (sur le contour) F(n,%) d:l" - _ k\/B_0f<'n, Z)

» Ces relations sont complétement indépendantes du choix des axes. En
effet, leurs deux seuls termes qui paraissent en dépendre, savoir, les deux
premiers de (25), si 'on y effectue les différentiations en =, Z, puis qu’on
y introduise les paramétres différenticls A,, A, des deux premiers ordres
des fonctions de point qui y figurent, reviennent ensemble &

[

FAQ—t + A, FA, 2 cosn,
7 u,

N s . 174
- ou X désigne 'angle des deux normales aux courbes I = const., — = ¢onst.
g iy
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» 1l suffit de supposer f(m, {) = o & la surface libre, pour que la condi-
tion (26) au contour comprenne celle qui régit u sur une telle surface.
L’on voit d’ailleurs que cette derniére condition sera satisfaite d’elle-méme,
st 'on peut former la solution pour le cas d’un tuyau plein ayant sa section
composée de la proposée et de sa symétrique par rapport a son bord supé-
rieur (ou profil en travers horizontal de la surface libre), avec symétrie de
structure des parois de part et d’autre; car la fonction de point u y
prendra naturellement mémes valeurs de part et d'autre de cette droite,
sur laquelle s’annulera dés lors sa dérivée suivant le sens normal, conlinue
dans tout V'intérieur du contour total 2y.

» 30. La vitesse absolue u,, au point du contour ot B = B,, s’obtient
en appliquant le principe des quantités de mouvement, suivant les @, a la
tranche fluide comprise entre les deux sections d’abscisses x, x + dx, ou,

2
ce quirevienl au méme, en multipliant (25) par ds = % dr, d7 et puis inté-

grant daos toute I'étendue de la section s, sans négliger de convertir les
deux premiers termes, a Ia manic¢re ordinaire, en intégrales sur le contour
de s, que larelation (26) conduit a ne prendre que pour la partie mouillée y

y . . dy do . ,
de ce contour. L’introduction sous les mgnesfdes rapports %, ?G: indé-

pendants des dimensions absolues de s, doune cunfin, aprés quelques trans-
formations évidentes,

(27) b [ 1o = (1= 55

» Le coefficient de uj, dans ]e premier terme, est tout connu, puisque
la fonction f(m, {) s’y trouve donnée en 7 ou { le long du contour mouillé y.
Cette formule fera donc connaitre u, dés que la pente motrice I et les accé-
lérations «' seront données. Puis le systéme (25), (26) déterminera com-

ji u "'l r h . . r A
pléetement le rapport o déja égal a 1 au point du contour mouillé ou

B = B,; el, par suite, il déterminera la vitesse « pour tous les points de la
section. En effet, s’il pouvail admettre deux solutions distinctes, leur dif-
ference, que jappellerai p(m,%), vérifierait évidemment les deux équa-
tions

d dy d (ndu\ __ dp
d_n(FZiX)—Fd‘C(F z) =o, (sur le contour) Fo-=o.

B.
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Or la premiére, multiplice par p.dnd{, et intégrée par parties dans toute
I'¢tendue d’une scclion, en y détachant & la maniére ordinaire des inté-
grales prises sur le contour, donne, vu la seconde, un premier membre
tout compos¢ d’¢éléments non positifs, et dont Pannulation identique exige
que I’on pose u = const. dans tout 'intérieur de la section. Or cette dif-
férence p. s’annule au point o B = B, et ou elle se réduit & 1 — 1. Donc
elle s’annule partout.

§ VIII. — Lois générales du régime uniforme dans des lits semblables
a grande section.

» 31. Mais bornons-nous au cas du régime untforme, ol sont nulles
les accélérations moyennes locales «’. Alors ’équation (27) se réduit a

(28) Bouﬁfxf(w,Z)%:;—Zl.

Servons-nous-en pour éliminer la pente motrice I de (25), et puis divi-
sons (25) et (26) par 4#yB,. Le systéeme (25), (26) ne conticndra plus

comme fonction inconnue, au lieu de —, que l'expression %—(i — 1),

Uy k /By \ 4o
tenue de s’'annuler au point du contour mouillé ol B = B, ; et, d'ailleurs,
dans ces équations (25), (26) qui la déterminent, il ne figurera plus ni
k /By, ni le rayon moyen. La nouvelle fonction inconnue dépendra donc
uniquement des deux coordonnées relatives », {. Désignons-la par F,(n, {);
ce qui revient & poser, comme formule exprimant le mode de distribution
des vitesses,

(29) £ :l—&—k\/B_oF,(w,C);

7™

ct la fonction F, sera définie par le systeme

d <,dF1 d ‘dFi dy

e (sur le contour) F% — — f, (aupointdeyouB=B,) I, =o.

(30)

» 32. Prenons les moyennes des deux membres de (29) dans toute
I'étendue de la section 6; et, en appelant U la vitesse moyenne ou vitesse:
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de débit, o F, la valeur moyenne de F.(n,{) daas toute cette étendue, il

viendra

(31) YU o kyByonr,,

Uy

équation qui permet d'éliminer u, de (28) et de relier ainsi la vitesse
moyenne U au produit de la pente motrice I par le rayon moyen. Si nous
appelons 1L/, dans (28), la valeur moyenne de f(n, {) le long du contour
mouillé ¢ et que nous posions, pour abréger,

B,/ ou 1 + kOUF,
(1 kyBORF, ) Vb \OLf VB, \ORf

nous aurons ainsi la formule usuelle des hydrauliciens,

33 S -_-_’:\/5.
(33) U ” ou U V3

3

(32) b=

» D’aprés la seconde relation (32), 'inverse de Vb, c’est-a-dire le coef-
ficient indiquant combien de fois la vitesse U contient la racine carrée du
produit de la pente par le rayon moyen, se compose d'une premiére
partie réciproquement proportionnelle a J_I}—o, ou variable en sens contraire
du degré de rugosité des parois, et d’une aulre partie indépendante de ce
degré. L’étude des cas simples d’une section rectangulaire large et d'une
section circulaire ou demi-circulaire, entre lesquels se trouvent & peu preés
compris tous ceux de la pratique, nous montrera que ce coefficient, ou
méme l’inverse & de son carré, est peu variable avec la forme de la
section.

» 33. Si u, désigne la vitesse maxima, et ng, {, les coordonnées rela-
tives du point de s ol elle se produit, la formule (29), retranchée de ce

qu'elle devient en ce point, puis divisée par yB,o f, donnera, vu I'égalité
de u, /BodL/ & Uyb dapres (28) el (33),

U, —u k
5 i = oy [F (e fo) = Fu(m 0]

| — o [Pt —E (5]

(34)

» Celle relation, ou les deux derniers membres sont indépendants du
degré absolu de rugosité des parois, a précisément la forme de celle que
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I'’ensemble des observations a suggérée & Darcy et & M. Bazin pour repré-
senter le mode de variation des vitesses aux divers points des sections (*).

(1) Ceslois ne s'étendent qu'exceptionnellement au cas de lits dissemblables.

Toutefois, M. Bazin a cru pouvoir I'étendre aux cas ou l'on fait varier la forme
méme de la seclion par I'agrandisscment de y et z dans deux rapports différents; ce
qul, étant supposée 'homogénéité des parots, donnerait une seule formule pour toutes
les sections elliptiques, une seule pour toutes les sections rectangulaires, ete. (Re-
cherches hydrauligues, p. 245). Or, quand il s’agit d’écoulements bien continus a
I'intérieur de tubes soit elliptiques, soit rectangulaires, une intégration exacte est pos-
sible, comme ou peul voir par les paragraphes V et VI d’'un Mémoire Sur Uinfluence
des frottements dans les mouvements réguliers des fluides, au t. X1II (année 1868)
da Journal de Mathématiques pures el appliquées, de Liouville, Et 'on reconnait

, . Up—U . ; u
qu’alors le quotient —y o owpar suite, le quotient U
dans le tube elliptique, que des rapports de ¥, z aux demi-dimensions correspon-
dantes b, ¢ de la section, mais qu’ils dépendent, en outre, dans le tube rectangulaire,

» ne dépendent bien, en effet,

A C - . .
du rapport méme 7 de ces demi-dimensions entre elles. Or s'ils sont, de la sorte, pour

la section rectangulaire, fonctions de trois variables daus le cas le plus simple, a plus
forte raison doivent-ils 'étre dans les autres, c'est-a-dire quand le mouvement devient
tumultueux ou agité.

Voici, du reste, une démonstration presque intuitive de ce fait, que, dans le cas de

. . Up— U .
mouvements bien continus, le rapport —'"L— ne comporte pas une expression de la

S

v . . .
forme ¢ (n, L), avec . — =, { = p et les paramétres b, ¢ arbitraires, sauf quand la sec-

7
tion du tube considéré est clliptique. Comme I'¢quation indéfinie (23 ) revient alors,
vu la constance de ¢ et dans I’hypothése ©'= o, & poser A, u — const., ou, par suite,
A,9 = const., la substitulion, a y et a 5, des variables supposées v, { de la fonction 3
donne

! lelp — const
bt de | cE dl :

Or, différentions cette derniére relation, soit en 7, soit en §; puis faisons alternati-

vement tendre vers zéro, dans les résultats, l'inverse de ¢? et celul de &2, 1l viendra

d’e _
(dﬂa; dﬂdey dTAdCEJ d:a) -

O.

Donc la fonction ¢ a ses dérivées partielles troisiémes nulles, et elle est un polynome
du second degré. Or elle ne peut vérifier la condition a Ia paroi, savoir u — o dans le
cas considéré de mouvements bien continus, que si I'on a $ = const. sur tout le con-
tour de la section du tube. Par conséquent, ce contour, d’ailleurs fermé, a son équa-
tion, ¢ = const., du second degré en 7, g, et il se réduit a une ellipse.
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Enfin, sil'on appelle K la valeur moyenne du second membre dans toute

I'étendue de o, il vient, pour relier la vitesse moyenne U a la vitesse
maxima 4,,, la formule de M. Bazin,

< M:K — U=F 2 K E*
(35) 0o , ou u,— U KyoU K\/XL

» Nous verrons que K a des valeurs notablement différentes dans les
deux cas simples d’une section rectangulaire large et d'une section circu-

laire ou demi-circunlaire; il est donc beaucoup plus variable que b avec la
forme de la section, comme I'a, du reste, indiqué 'expérience.

» 34. Laformule (29) montre que les inégalilés relatives de vitesse aux
divers points varient, avec le degré absolu de rugosité, proportionnelle-

ment a yB,. Done, en toute rigueur, nous n’aurions pas di admettre la

forme simple f(, C) pour I'expression E<i>2 le long du contour mouillé y,

B\ «,
a4 moins de faire varier, sur chaque génératrice de la paroi, 5 €n raison
[
. N u\?
inverse des valeurs qu'y prend o quand B, change. Or alors une nou-
0

velle difficulté proviendrait de ce que, les degrés relatifs de rugosité aux
divers poiuts ne restant plus les mémes, I'agitation dans intérieur se distri-
buerait autrement etlafonction F(»,0) changerait. Mais, pour des formes trés

. « [14 . . . [y .
diversesdelasection, le rapport -~ varie bien moins avec v, (et par suite,
0

d’aprés (29), avec \/B_o, le long du contour mouillé y, que dans lintérieur,
putsque méme 1l s’y réduit & t dans les cas élémentaires de tuyaux ou ca-
naux rectangulaires larges et circulaires ou demi-circulaires, a parois ho-
mogenes. On peut done, pour loutes les formes dont il s’agit, supposer ce
rapport @ trés pew presindependant de B, sur le contour mowille y, entre de

bien plus larges limites de variation de B, quon ne le pourrait dans {'inte-
reeur; et cela suffit pour justifier en pratique les formules précédentes ().

(') D’aprés les distributions de vitesses, et la forme des courbes d'égale vitesse preés
de la paroi, observées par M. Bazin dans des tuyaux et canaux a sections rectangu-
laires (peu larges), trapézoidales, triangulaires, ete. (Atlas des Recherches hydrauli-

ques, Planches XVI1I, XXI et XXIII), le rapport ui le long du contour mouillé y ne
Q

s’éloigne pas beaucoup de I'unité, méme pour des formes trés dilférentes de celles
d’un cercle, d'un demi-cercle ou d'un rectangle de largeur indéfinie; car la courbe
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» Si 'on voulait plus de précision, il faudrait regarder le rapport en
question comme inconnu, el donner au second membre de (26) la forme

— ir\/B—of(n,Z) (%)2, ou f(n,{) désignerait BEO Mais alors cctte condi-

tion au contour ne serait plus linéaire, et le probléme, méme en attri-
buant a F(x, £) les expressions les plus simples, comme 1, par exemple,
deviendrait inabordable, sauf par des procédés d’approximation ou d’in-
terpolation, dans lesquels on ne s’astreindrait qu’a peu prés a vérifier la
condition au contour (*). Et il y aurait méme encore, comme ci-dessus, a
faire varier la fonction F (=, ), sur laquelle se répercutent les changements
survenus dans le rapport des vitesses aux divers points de la paroi, non
moins que ceux du rapport des rugosités.

§ IX. — Du régime uniforme, quand la largeur et la profondeur sont insuffisantes
pour que agitation masque entiérement ’effet des frottements réguliers.

» 33. Nous avonsadmis jusqu’ici, dans le fluide, une ampleur et une agi-
tation lourbillonnaire suffisantes pour que la partie tant du frottement
extérieur que du coefficient ¢ des frottements 1ntéricurs, due a cette agi-
tation, excéde dans une forte proportion celle qui subsisterait seule avec
des mouvements bien conlinus, ol les vitesses moyennes locales seraient
du méme ordre. C’est un cas extréme ou limite, relativement simple, op-
posé au cas plus simple encore de mouvements bien continus, accessible
théoriquement depuis Navier et expérimentalement résolu par Poiseuille.
Ily a lieu de supposer que, dans le cas intermédiaire, moins abordable,
mais trés usuel, de rayons moyens ou de vitesses moyennes assez faibles
pour que l'agitation masque en majeure partie les effets da frottement ré-
gulier sans les annihiler, les lois de 'écoulement s’écartent un peu des
précédenles, dans le sens indiqué par celles de Poiseuille.

» C’est surtout la vitesse moyenne U, dont se déduit le débit, qui offre

d’égale vitesse dont V’équation est, suivant les cas, # —= 0,8 Uon «==o0,7U suit de
prés le contour mouillé, d’un bout 4 I'autre, du moins quand [e degré de rugosité n’est
pas énorme.

(') Voir, au sujet de ces procédés qui peuvent étre parfois utiles, le n° 450* de mon
Cours d’Analyse infinitésimale pour la Mécanique et la Physique (Calcul inté-
gral, Compléments, p. 419*).
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de I'intérét. Or, d’aprés la formule (33) qui la donne, le produit & :l% tlﬁ

de la pente motrice par le rayon moyen et par U'inverse du carré de la
vitesse est constant, landis que les lois de Poiseuille font ce méme produit,
lorsqu’on en élimine la pente I, réciproquement proportionnel (pour
chaque forme de section) au rayon moyen et i la vitesse U. Donc, dans le
cas intermédiaire considéré ici, b croitra avec les inverses de ces deux
quantités; et, s’ils sont assez pelits, son développement par la formule de
Mac-Laurin, réduit & la partie linéaire, sera, en appelant « ce qui reste
de b quand ils s’annulent, et 8, &’ deux coefficients positifs,

(36) boul%#:a<x+g%+p’%>.

» 36. Les hydrauliciens, jugeantsans doute le trinome trop complexe dans
cette formule, ont supprimé 'un des deux derniers termes. C'est le dernier,
en B, qu’ils avaient conservé d’abord mais Darcy et M. Bazin ont reconnu
que I'approximation était bien meilleure en gardant, au contraire, le pre-
cedent, et ils ont posé 8’ = o, mais «, 3 croissants avec le degré de rugosité
des parois. Par exemple, la seconde et le métre étant les unités de temps
et de longueur, Darcy trouve « = 0,0002535, § = 0,00638, dans le cas de
tuyaux circulaires en fer étiré ou en fonte lisse, et M. Bazin, « = 0,00015,
f=0,03 pour les canaux a parois trés unies, mais « = 0,00028, § =1, 25
pour les canaux en terre et les grands cours d’cau (*).

() Raison probable pour laquelle le coefficient b de la formule du régime uni-
Jorme dépend alors beaucoup plus du rayon moyen que de la vitesse moyenne, a
moins que le rayon moyen ne devienne extrémement pelit,

Il est naturel que chaque degré de rugosité de la paroi exige une certaine ampleur

de section, une certaine grandeur minima du rayon moyen 7, en rapport avec ce degré,
pour que le coefficient B du frottement extéricur se réduise a la valeur constante figu-
rant dans notre formule (14). Au~dessous du rayon moyen minimum dont il s’agit, si
I'écoulement reste néanmoins assez rapide par 'eflfet d'une pente motrice convenable,
le courant, manquant en quelque sorte de place pour son passage, doit laisser moins
de fluide mort entre les aspérités de son lit, les contourner ainsi plus profondément
ou plus compléterment, et y produire des chocs plus forts, & égalité de la vitesse de
translation. De 14, sans doute, dans 'expression du coefficient de frottement extérieur B
et, par suite, d’aprés la premiére formule (32), dans le numérateur du coefficient
usuel &, Paugmentation qu’exprime proportionnellement le second terme du facteur
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§ X. — Retour au cas des grandes sections : lois spéciales aux sections
reclangulaires larges et circulaires ou demi-circulaires.

» 37. Passons maintenant aux cas particulierement intéressants ou la
vitesse a la paroi peut étre supposée constante.

bindme 1+ Bls augmentation inverse du rayon moyen et fortement croissante avec le
[+2

degré de rugosité.

L’introduction de ce facteur bindme s’explique donc autrement et wieux que par
une tendance lointaine, dés lors vague, de I'écoulement vers les lois de Poiseuille. On
observe vraiment une tendance vers ces lois, bien accusée, c¢’est-a-dire une diminution
assez notable de I'agitation pour amener un régime intermédijaire entre celui des
grandes sections et celui des petits tubes, quand, dans ’hypothése de parois polies ou
modérément rugueuses, on a des rayons moyens de quelques centimétres seulement et

. . . . | , \
des vitesses allant environ de o™,1 a 1™. Mais alorsle produit T— 0 garde a peu prés,
X
X

1 m
comme dans les deux régimes extrémes considérés, la forme ¢ [ & ) 2 avecun coeffi-
g

cient constant y et un exposant m égala 1, c’est-a-dire justement moyen entre les deux

r X
U’
séparer comme dans la formule (36), continuent donc a n’y figurer que par leur pro-
duit, ou 4 peu prés. Et I'on a ' .

valeurs o et 1 qui correspondent a ces deux régimes. Les variabJes au lieu de s’y

3

T /el T 1\ _ e
IXU’¥Y\/GU’ ou I<XU> =, U=v Xl.

La vitesse moyenne est proportionnelle au rayon moyen el & la puissance 2 de la
pente motrice. Ce cas intermédiaire s'est présenté, dans les Recherches hydrauliques
de M. Bazin, pour les quatre séries d’expériences 28, 29, 30 et 31 (p. 103 4 106), faites
sur un petit canal rectangulaire de o™,1 de largeur, poli dans les deux premiéres séries,
rendu rugueux par un revétement en forte toile dans les deux derniéres. Le coefficient v

y était trés sensiblement o,00004 dans le premier cas { ol les expériences ont donné

a1 g I .
en moyenne I 2 T = 0,000193 pour [—o0,0047, 1 7 U =—0,0002Q90 pour 1:0,0102>,

et environ, mais d'une maniére moins précise, 0,000115 dans le second cas <01‘1 elles

a1
—o0,000421 pour I=0,0081, et I -~ — = 0,000656 pour 1:0,0152>.

y U

G 1
ont donné ¥ — —
v U
. 2 . T 1 . . : .

Le quotient v* de l'expression I- —, que considére M. Bazin, par 13, était donc

1 U

0,00117 dans le canal poli et environ 0,00236, ou le double, dans le canal rugueux.
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. » Le plus simple est celui d’une section rectangulaire large, suivant la

_ profondeur 24 ou A de laquelle nous dirigerons vers le bas I'axe des z, 4
partir du centre s'il s’agit d'un tuyau de hauteur inlérieure 24, et 4 partir
de la surface libre s’il s’agit d'un canal découvert de profondeur 4. Le pre-
mier cas, vu la symétrie des vitesses de part et d’autre du diamétre ou de
la médiane paralléle aux y, se raméne au second, plus pratique, oli 5 ne
varie que de zéro a A, et ou la dérivée de u en z s’annule aussi pour z = o,
eu vertu de la condilion spéciale a la surface libre. Bornons-nous donc &
ce cas.

» La largeur esl supposée asscz grande pour que F, ne dépende pas,
dans (30), de la premiere variable n; et Pautre variable, Gy représente le
rapport de z au rayon moyen 4, c’est-a-dire la distance des divers points a
la surface libre en prenant pour unité la profondeur totale. D’ailleurs, la
premiére formule (15) de ¢ donne F=1 dans le systeme (30), ot 'on a
déja f =1, B,= B etenfin, pour { =1, d&v =d{, F, = o. Il vient donc im-
mediatement Fy = 1(r — (%), onF, = 3(1 — §) =; ct les formules (32),
(34), (35) sont

I 1 k W, — U k., k 52 w,, k
GD F=gtr T it U=tk

» I’avant-derniére est précisément celle que M. Bazin a obtenue parl’ob-
servation des vitesses a diverses profondeurs, sur une verticale équidistante
des deux bords, dans un grand nombre de canaux dont la largeur, il est
vrai, contenant seulement de 5 a 8 fois la profondeur, était insuffisante
pour qu’on puat négliger I'action retardatrice du frottement des bords sur
la vitesse maxima u,, au milieu de la surface. Le coefficient, 20 environ,
qui y affectait {%, est donc moindre que 1k; de sorte que le nombre £ de
nos formules doit excéder assez sensiblement 4o.

» 38. Supposons actucllement qu'il s’agisse d’un tuyau circulaire ou,
ce qu’on sait revenir au méme, d'un canal demi-circulaire coulant a pleins
bords, avee B = B, ¢’est-a-dire avec homogéndité des parois dansles deux
cas. Appelons « le rapport, au rayon R, de la distance r a I’axe, ou de
Vy*-+ z* : autrement dit, posons

g . ¥a LR i d
(38) c=1yn*+7% don % :ﬁ, 352%-

» Les fonctions F, F, dépendront uniquement de ¢; et la premiere
B. 5
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d’entre elles, I, sera, d’aprés (16), I'inverse de v + (). D'ailleurs, f se
réduisant a 'unilé, tandis que dv, ou dynt:+ (2 (a la limite ¢ =1), ne sera
autre chose que 2dx, le systéme (30) deviendra aisément

I i 2 dF, o
(3 E dx [:\y\(:) dv ] +1=0,
9) . ‘
Y & 2 (pourv=1), F,=o0 (poure=r).

» La premiétre, multipliée par 4cde, s'intégre immédiatement, 4 une
conslante arbitraire prés que détermine la seconde. Aprés quoi, une nou-
velle intégration donne, vu la troisiéme relation (3g),

(h0) F,=2(1—+") + 2f Y()ede ou T =3(1—")+¥(1)—W(),
en posant, pour abréger,
(41) ur(t)zgf L() v d.

» Telle est la valeur qu’il faudra substituer a F,(n,{) dans les rela-
tions (32) & (35), et dont la moyenne oI, s’obtiendra, comme celle de
toute autre fonction de ¢ aux divers points d’un cercle fzd.¢* de rayon
v =1, en multipliant par d.¢*= 2¢ de et intégrant de z¢éro a 1. Si I'on ob-
serve que la vitesse maxima u,, se produit, par raison de symeétrie, sur l'axe

t = 0, les formules (32), (34), (35) deviendront

I /c[g v (r)— 2[111‘"@)“11,},

/5 B Ja
(42) ' Y t _
{ ”{f;z” =k W), =144 [~ + 2 [ (1) (JL] V.
0

§ XI. — Confrontations expérimentales et réflexions diverses.

» 39. Mais bornons-nous d’abord a I'approximation, presque salis-
faisante déja, ol 'cxpression de ¢ est la seconde (15); ce qui revient a
prendre ¢ (r) = o, W (r) = o. Alors ces formules (42), olt nous diviserons

toutefois la deuxiéme par VE, se réduaisent a

1 I 2k um—u_\/; rd Uy bk
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» Laseconde de celles-ci sera précisément celle que M. Bazin a obtenue
par L'observation des canaux découverts demi-circulaires, si I'on pose(les
unités de temps et de longueur étant la seconde et le métre)

@) \/;/C: 21 ou k:G?’—\/—):ﬁ/l,

. k
) ) et ;:22,27.

[ 4

» On obtient donc, pour le cocfficient ;£ de {* dans la seconde for-
mule (37), la valeur 22,27, supérieure 4 20, comme on l'avait prévu.
Toutefois, M. Bazin avait été conduit, par un ensemble d’inductions
paraissant assez motivées, a le prendre encore un peu plus fort, jusqu’a
24 environ (*); c’esLbien la valeur que nous lui trouverons a la deuxieme
approximation. -

» 40. De plus, I'inverse de Vb, qui indique combien de fois la vitesse
moyenne contient la racine carrée du produit de la pente par le rayon
moyen, est, d’aprés les premieres formules (43) et (37) comparées, plus
grand dans la scction circulaire que dans la section rectangulaire large,
mais seulement de L% — 2,97 ou environ 3 unités; ce qui est peu de
chose comparativement au plus petit de ces inverses, dont une assez bonne
moyenne, fournie par la valeur usuelle de & pour les grands cours d’eau,
0,0004, attribuée a Tadini, est 50. Donc, pour deux formes de section
aussi différentes que la forme rectangulaire large et la forme circulaire ou
demi-circulaire, entre lesquelles se placent la plupart de celles de la pra-
tique, les valeurs de b différent a peine; et il est dés lors naturel que I'ob-
servation les donne presque les mémes que celles-12, que celle de la
premiére formule (37) en particulier, dans tous les cas de sections rec-
tangulaires, trapézoidales, triangulaires, etc., affectées d'angles ou se
fait sentir plus que dans le cercle 'influence retardatrice des parois.

» 41, Toutefois, d’aprés les anciennes observations de M. Bazin (),
Iécart entre les deux valeurs de I'inverse de /b, pour des sections rectan-
gulaires larges et circulaires ou demi-circulaires, devrait étre un peu supé-
rieur & 2,97, et probablement voisin de 5.

» En effet, malgré la difficulté qu'on éprouve & réaliser des tuyaux ou

3

(1) Revherches expérimentales, elc., ou Recherches hydrauliques, p. 233.
(*) Mémes Recherches expérimentales, etc., p. 98 a 102 et 424 a 435.
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canaux de ces deux formes, avec des parois assez homogénes pour que les
inégalités accidentelles de leur degré de rugosité ne produisent pas, dans
Vinverse de yb, des variations comparables 4 celle qu’entraine la dissem-
blance méme des sections, cependant deux des séries d’expériences de
M. Bazin, faites sur des canaux a parois polies (respectivement en cimenl
et en planches), ses séries n° 21 et 26, permettent jusqu’a un certain point
la comparaison dont il s’agit ici, principalement la série 26 ou le rayon R
atteignait o™,70, la plus compléte, el signalée par M. Bazin comme de
beaucoup la plus réguliere. Servons-nous done, pour déterminer V'écart
considére, des six dernicres observations de la série 26, savoir, de celles ou
la profondeur de l'eau excédait sous I'axe les ? du rayon R et ou, par suite,
la forme demi-circulaire était le mieax admissible. Les valeurs de &y varient
(p- 102) de 0,000200 4 0,000185, tandis qu’elles auraient varié de 0,000235
4 0,000221 dans certuines seclions rectangulaires passablement larges
expérimentées par M. Bazin. Leurs deux moyennes respectives sont
0,0001g3 et 0,0002272, donnant, comme racines carrées de leurs inverses,
71,08 et 66,34. Or la différence de ces deux nombres est 5,64, presque
identique a la moyenne, 5,64 ..., des six différences analogues (comprises
entre 4,91 et 6,25) fournies séparément par les six observations.

» Et si, pour avoir plus de résultats a combiner en vue d’¢liminer les
anomalies accidentelles, on prend, tant dans cette série 26 que dans la sé-
rie 24, toules les observations of1 la profondcur de I'eau sous 'axe atteignait
aumoins les 2du rayon R, observations au nombre de huit dans la sé¢rie 26
et de sept dans la série 24, alors les valeurs de b varient respectivement de
0,000211 40,000185 etde 0,000245a0,000221 dans la série 26,de 0,000153
4 0,000137 et de 0,000169 & 0,000165 daus la série 24, en ayant les deux
moyennes générales 0,0001723, 0,0002009, auxquelles correspondent,
comme racines carrées de leurs inverses, 76,18 et 70,53, Or la différence
de ceux-ci, 5,63, s’écarte bien peu des valeurs précédentes, 5,64; et elle se
confond presque aussi avec la moyenne, 5,66..., des quinze différences
analogues, calculées séparément d'apres les résultats de chacune des
observations. '

» La vraie grandeur de I'écart considéré serait donc eunviron 5,64, si
les valeurs de b, obtenues par M. Bazin pour ses canaux rectangulaires
de plus grande largeur (2m), élaient rigoureusement applicables a notre
cas théorique d'une largeur infinie. Mais on voit, par un tableau relatif
aux valeurs expérimentules comparées de b dans des lits rectangulaires
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plus on moins larges en planches ('), que, du moins pour des rayons
moyens n’excédant pas o™, 25, & décroit légérement quand la largeur
grandit; et qu'il se rapproche ainsi de sa valeur dans le cercle, de maniére
a diminuer alors I'écart entre les inverses de leurs racines carrées. Donc
cet ¢cart doit, a la limite, étre un pen au-dessous de 5,64, d'ane fraction
assez sensible, pourtant, de sa valeur (*), ct approcher environ de 5. Les
nouvelles expériences de M. Bazin nous permettront de reconnaitre qu’il
en cst bien ainsi (?).

(') Mémes Recherches expérimeniales, etc., p. g7 (séries 18, 19, 20).
(?) Car une augmentation relative d’un centiéme et demi seulement, sur I'inverse

de \/b dans le rectangle, réduit 'écart d'une unité.

() Grande variabilité relative du coefficient b avec la forme de la section, dans
les écoulements bien continus, et exemples divers de sections ot ce coefficient y est
plus petit gue dans le cercle. .

Il semble qu’on aurait di, contrairement 4 ce qu'a montré 'expérience, trouver
pour b dans les sections rectangulaires peu larges des valeurs moindres que dans une
section rectangulaire infiniment large, afin que ces valeurs moindres fussent com-
prises entre celles qui concernent le rectangle infiniment large et le cercle ou le demi-
cercle; car toutes les sections usuelles de dimensions (longueur et largeur) compara-
bles, paraissent étre en quelque maniére, pour la forme, intermédiaires entre ces
derniéres. Cependant un fait contraire 4 la méme prévision se produit, mais en sens
inverse, dans le cas d’écoulements bien continus (régis par les lois de Poiseuille), la
valeur de & pouvant, quand une section rectangulaire se rétrécit, y décroitre au-
dessous méme de ce qu’elle est dans le cercle,

Alors, en effet, 'intégration est effectuable, comme 'on a dit plus haut (ala note
de la page 28), quand la section est soit elliptique, soit rectangulaire, done, en parti-
culier, quand elle est ou circulaire, ou carrée, ou rectangulaire infiniment large; et
aussi dans une infinité d’autres cas, notamment pour un tube & section triangulaire
équilatérale, On peut voir, & ce sujet, la fin (p. 48) du Mémoire cité Sur Uinfluence
des frottements dans les mouvements réguliers des fluides, Mémoire ou sont d’ail-
leurs évalués, aux §§ Vet VI (p. 12 4 18), les débits pour les sections elliptiques et
rectangulaires; et 'on peut consulter aussi Ja XLV® de mes Lecons d’Anralyse infini-
tésimale pour la Mécanique et la Physique, aux Compléments de Calcul inté-
gral (p. fo2* a §26%).

Or si, dans les formules tronvées grice a ces intégrations pour la vitesse moyenne U,
et ou figure le plus naturellement ’aire ¢ commeé variable exprimant I'influence de la
grandeur des sections, 'on introduit au lieu de cette aire le rayon moyen 2, en fonc~

tion duquel s’évaluent plus ou moins aisément a et le contour mouillé x, Vexpression
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» 42, Les dernitres formules (37) et (43) montrent que le rapport de
la vitesse maxima u,, a la vitesse moyenne U excéde trés inégalement
I'unité suivant la forme de la section, puisque cet excédent varie dans
le rapport de ¢ a4 %, ou de 5 4 8, quand la section devient, de rectangulaire
large, circulaire ou demi-circulaire. Aussi, les deux valeurs respectives
7,42 et 11,88 que prend alors, d'aprés les relations (37) et (43), le
nombre K de la formule générale (35), sont-elles, surtout la premiere,
assez ¢loignees de la valeur, 14, attribuée 4 ce coefficient par M. Bazin
comme moyenne d’un grand nombre de valeurs, fort divergentes
en effet, observées dans des seclions relativement peu larges de formes
variées,

. . g I L4 . N .
de &, c’est-&-dire du produit 1 - e 60 U et —, devient, avec un coefficient purement
L

s

numérique ¥,
€ 1

__ L.
(‘—ng U 2

ce qui donne, comme formule de la vitesse moyenne,

PR AN
V=g E(X) g

Et la valeur de vy est 3 pour [a section rectangulaire infiniment large, 2 pour la sec-

tion circulaire, 1,778... pour la sectioun carrée, § ou 1,667 pour la section triangu-

2
laire équilatérale. Enfin, ce coefficient varie de 2 a T 2,467 dansles sections ellip-

tiques de plus en plus aplaties, et il croit de 1,778 a 3 dans les diverses sections
rectangulaires de plus en plus larges, la valeur 2 (relative au cercle) correspondant,
dans ce dernier cas, a un rectangle dont la base serait environ 2,28 fois la hauteur.

Ainsi, b est plus grand pour le rectangle infinjment large que pour le cercle, comme
dans un écoulement agité. Il est d’ailleurs plus peuit pour le carré que pour le rec-
tanglo, et, dans chaque catégorie étudiée de sections, il croit avee la largeur relative,
contrairement a ce qui a lieu, d’aprés Fobservation des canaux rectangulaires, dans le
cas des grandes scotions et d’un écoulement agité, mais conformément a ce qui aurait
assez semblé devoir étre, comme on a remarqué plus haut. Seulement on est sur-
pris de voir que, pour les sections triangulaires équilatérales, carrées et rectangu-
laires d'une largeur inférieure 4 2,28 fois la hauteur, ce coefficient & diminue méme
jusqu'a sortir de l'intervalle compris entre ses deux valeurs 3 et 2 relalives au rec-
tangle infiniment large ct au cercle. Il est surtout difficile de ne pas regarder comme
paradoxal que ces deux ou trois sortes de sections donnent de plus grandes vitesses
moyennes que le cercle, a égalité de pente motrice et de rayon moyen, tant on est
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» 43. Remarquons encore que Ja vitesse moyenne U doit, d’apres les
deux derniéres formules (43), se trouver réalisée (ou égaler u), pour
v = 0,4 = 0,7378, c'est-h-dirc aux % environ des rayons R. Or, les
récentes observations de M. Bazin montrent que c’est trés sensiblement
aux > des rayons, c’est-a-dire pour v = 0,75. Nous verrons, en effet, que
la mise en compte de la petite fonction W(¢) accroit d’'un peu plus que

0,01 la valeur théorique approchée i/o, 4.

habitué a voir la figure circulaire surpasser toutes les autres en effets produits, a
raison méme de sa génération uniforme. On arrive, il est vrai, 4 une conclusion diffé-
rente quand on compare les sections a égalité d’aire et non plus a égalité de rayon
moyen; car alors le cercle, avec son rayon moyen maximum, reprend sa supériorite
sur les autres formes et donne le plus fort débit ou la plus forte vitesse moyenne U,
tandis que la section triangulaire ¢quilatérale est, au contraire, du moins parmi les
formes polygonales réguliéres, celle qui, & raison de son moindre rayon moyen,
donne la plus faible vitesse moyenne ou le plus petit débit.

Les paradoxes apparents signalés ici, dans les lois des écoulements tant continus
qu'agités, sont dus a I'impossibilité, pour une variable unique, méme aussi bien
choisie que T'est le rayon moyen, d’exprimer @ elle seule les influences multiples
qu’ont sur la vitesse moyenne la grandeur de la section et sa figure. Pour certaines
formes de celle-ci, le rayon moyen évalue par excés la somme de ces influences,
ct alors la quantité & regoit ses moindres valeurs, tandis que, pour d'autres formes,
il I'évalue trop peu, ce qui oblige a prendre & plus élevé. Malheureusement, un
moyen général de discerner a priori ces formes diverses nous fait défaut.

-Comme on pouvait le prévoir pour le cas considéré des écoulements bien continus,
ol les vitesses des filets fluides, nulles au contour mouills ¥, sont extrémement iné-
gales, le coefficient & varie entre d’assez larges limites avec la forme de la section,
savoir, toul au moins dans le rapport de § (valeur de y pour le triangle équilatéral)
a 3 (valeur de y pour le rectangle infiniment large), ou, par conséquent, dans le rapport
de 5 3 9. Et cecpendant toutes ces variations ne vont pas du simple au double, alors
que le rapport des deux dimensions dans les formes ainsi comparées varie de 1 a I'in-
fini, et que les vitesses moyennes U, a égalité soit des aires o, soit des contours y, y
décroissent depuis certains maximums jusgu'a zéro. Cela prouve que le rayon moyen
constitue une excellente variable pour représenter tout a la fois, dans la mesure du
poussible, Uinfluence complexe, sur la vitesse moyenne que prend un courant fluide,
tant de la forme que de la grandeur de son lit.
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§ XII. — Lois de deuxiéme approximation du régime uniforme
dans un tuyau circulaire, telles qu’elles résultent des récentes observations
de M. Bazin.

» 44. Mais passons justement, grace aux récentes expéeriences de M. Ba-
zin, a cette approximation plus élevée pour le cas de la section circulaire
ou demi-circulaire. Les expériences dont il s’agit ont consisté dans la me-
sure des vitesses, par le tube de Pitot-Darcy, au centre et aux §, 5, 5, 5, 5,
vy 7y 13 des ravons R, dans une conduite en ciment trés lissé (donnant
b= 0,000166), de 0™,80 de diametre et 80™ de longueur, sur les 4o
derniers metres ou régnait uniformité du régime; car le rapport de u,, a
U y élait invariable, 1,1675 a trés pen pres ().

» Comme nous déterminons notre coefficient & par la comparaison de
la deuxieme formule (42) aux résultats d’observation, et que le terme
principal 2 k+?, seul connu de forme théoriquement, du second membre de
cette formule, doit exprimer le mieux possible la fonction empirique de ©
(voisine de 21y2:*) indiquée par les expéricnces pour représenter le
second membre tout entier, il sera naturel de réduire au minimum d’im-
portance le terme correctif k W(+), en annulant sa valeur moyenne par un
choix convenable de k. Lt les formules (42) acquerront d’ailleurs ainsi leur
plus haut degré de simplicité; car intégrale définie qui y figare s'éva-
nouira.

» Mais, d’abord, divisons la seconde équation (42) par 2, comme
nous avons fait pour avoir la deuxieme (43), et appelons 21¢® + ©(v) Uex-
pression empirique du second membre, ou @ (%) la petite correction indi-
quée par les nouvelles expéricnces & 'expression approchée 21¢* obtenue
antérieurement. Nous aurons

, e ", —u :\ék 3 _1._ - _ 5
(45) Tz 3 M —+—\/;11(1) 210 + ¢(4).

» Les trés nombreuses différences u,, —u de vitesse, obtenues par

(*) Clest au milieu et aux trois quarts de la longueur qu'ont eu lieu les observa-
tions ulilisées 1cl; au premier quart, aprés un parcours de vingi-cinq fois le diamétre,
le rapport de u,, & U n’était encore que 1,12,
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M. Bazin aux diverses distances relatives v de 'axe ('), donnent (en
moyenne), comme valeurs observées de @ (),

(46) Pour r—=o0 0,125 0,250 0,375 0,500 0,625 0,750 0,875 0,9375,

®(+)=o0 a,34 o,77 1,18 1,50 1,47 0,30 —o0,58 0,34,

» On remarquera leur pelitesse, cn fractions de la vitesse moyenne U,

¢’est-3-dire quand on les multiplie par y26 = 0,0182. T.a plus forte d’entre
elles, 1,50, ne correspond en effet, dans ladifférence u, — u, qu'a 0,027 U,
b5 de la vitesse moyenne. Une grande précision dans les
mesures était donc nécessaire, méme simplement pour déceler I'existence

de la petite fonction @ (v).

ou a4 moins de

» 45. Attribuons 4 ®(¢) une expression entiére, la plus simple possible
qui prenne sensiblement les valeurs (46). On voil gu’elle devra s’annuler
non sculement pour ¢ = o, mais aussi, environ, pour ¢ = 0,78 et pour
t = 0,92, c’esl-a-dire pour r = 0,85 == 0,07, et admettre, par conséquent,
le facteur du second degreé

(0,78 — ) (0,92 — v) = (0,85 —¢)? — 0,0049.

» En outre, d’aprés la valeur de §(¢) que donne la relation (41) diffé-
renliée, savoir

Y (¢
(47) yy="1
la fonction W(¢) contiendra le facteur «2, pour que (%) reste fini et diffé-
rent de zéro au centre ¢ = o, comme il le faut dans I'expression (16) du
coefficient ¢ de frottement intérieur, qui ne doit y devenir ni nul, ni
infini. Donc aussi, d’aprés (45), ®(¢) aura le facteur 2,

» Essayous, par conséquent, si une fonction de la forme

(48) O (t)=mv"[(0,85 —¢)*— 0,0049],

ou 7 vaudrait 2, pourra convenir. Toutefois, laissons-y I'exposant n encore
indélerminé : car, d’aprés les valeurs empiriques (46) de @ (), cetle

(1) Les vitesses au centre e]les-mémes étaient données par la moyenne de plusieurs
mesures, prises, l'une, au ceuntre, et, qualre autres, au seiziéme de la longueur de
quatre rayons en croix.

B. 6
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fonction doit devenir maxima vers le milieu du cinquiéme intervalle, pour
v voisin de 0,56; et sl fallait un exposant » plus ¢levé que 2 pour satis-
faire 4 cette condition, on devrait 'adopter de préférence dans (48), afin
dereproduire le mienx possible 'ensemble des valears (46), et sauf & com-
pléter (48) par une expression analogue ou n égalerait 2, afin de tenir
compte des circonstances spéciales 4 la région centrale, c’est-a-dire aux
petites valeurs de «.

» Or, c’est précisément ce qui a lieu. En formant la dérivée de (48), on
trouve qu’elle s’annule, abstraction faite des racines « = o, pour les deux
valeurs de ¢ qui donnent

(0,85 _-(,)<o,85 —re T) — 0,004g,
(49)

2¢ (0,85 —¢)

onu ﬂ:m-

» Substituons a ¢ la valeur approchée 0,56 que nous devons obtenir
pour une des racines, ct il viendra n = 4, 1010. On aurait, cn excluant les
valeurs de n fractionnaires, n =14 pour «—=0,5556, n=3 pour t =0,5016,
n=12 pour v=0,4193, elc. La situalion du maximum se rapproche de
Porigine « = 0 4 mesure que 'exposant » décroit; et il faudra le prendre
égal a 4, pour que 'adjonction, a (48), d’une expression de méme forme,
mais a faible coefficient positif et ou z = 2, place le maximum encore assez
prés de ¢ = 0,56, un peu en deca, toutefois, de la valeur ¢ = 0,5556.
Nous poserons donc, avec deux cocfficients indétermings, /, r,

(50) ®(t) = (f* +me*)[(0,85 —1)* — 0,0049].

» 46. Sinous connaissions bien la situation du maximum, c’est-a-dire
la valeur de ¢ qui annule la dérivée @'(¢), 'expression de cette dérivce,
formée en y séparant les termes en / des termes en m, nous donnerait,
par son annulation,

(51) l 12(0,85—:)(0,85——2z)~o,oo[;g_
m " (0,85 —¢)(2r — 0,85) + 0,004g’

el le calcul numérique du second membre nous permettrait d’éliminer /
de (50), ou il ne resterait des lors d’arbitraire que le principal coeffi-
cient 7.

» Mais il est bien rare que la siluation d’'un maximum puisse éire déter-
minée empiriquement d’une manic¢re précise; en sorte que nous devrons
renoncer & déterminer ainsi aucun de nos deux coeflicients [, m.
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» 47. Calculons, par (50), les valeurs ®(o,125), @(o0,250), ...,
®(0,875), ©(0,9375), dont I'avant-derniére seule, comme la valeur cor-
respondante observée (46), sera négalive; et prenons-les en grandeur
ahsolue, pour en former les excédents sur les valeurs absolues observées
0,34, 0,77, ..., 0,58, 0,34. Dans les expressions de ces excédents, les
coeflicients respectifs de / seront

0,00814 o0,02219 0,03104 o0,02940 0,01786 0,00287 0,00327 o0,00242,
el, ceux de m,
0,000127 0,001387 0,004365 0,007350 o0,006977 0,001614 0,002506 0,002129.

» Or,iln’yaaucuneraison pour que nous rendions les écarts ainsi formes
plutdt positifs que négatifs. Nous déterminerons donc notre principale
inconnue, m, en annulant leur somme algébrique

0,11719/ + 0,0206455m — 6, 4q.
1l vient ainsi

(52) m = a45>,28 — 4,43(;
et les écarts considérés sont alors
53 — 0,31 + 0,00757!, —o0,43 +0,01605/, —o0,11+o0,01170!, 0,30 —0,00316/,
(D ) 0,24 — 0,013051, 0,09 — 0,00428/, 0,04 —0,00783{, 0,18 —0,007011.

» 48. Une valeur approchée de /s'obtiendra en annulant de méme la
somme algébrique des trois premiers, relatifs aux petites distances ¢, c’est-
a-dire a cclles otr doit dominer, dans @ (¢), I'influence du terme en ¢? et, par
suite, des termes en /. D'ailleurs, en se bornant ainsi aux trois premiers
¢carts .(53), on prend justement tous ceux ou le coefficient de { est affecté
du signe +; et 'on forme la méme équation en ! que si 'on annulait la
somme de tous les aulres (ou les coefficients de £ sont négatifs), puisque
les expressions (53) ont leur somme générale égale a zéro quel que soit /.
On trouve /= 24, 1; et les écarts (53) deviennent

—o0,12 —o0,04 0,17 0,22 —o0,08 —o0,01 —o0,15 0,02.

» Le plus fort est le quatrieme, o, 22, qui varie, d’aprés (53), en sens
inverse de /. Pour le rendre moins sensible, 1l faut faire croitre /, jusqu’a
ce que cet écart décroissant soit atteint en valeur absolue par un autre
qu’on reconnait facilement étre le troisieme, o, 17, croissant avec / d’aprés
(53). La valeur la plus avantageuse de / résultera donc de I'égalité des
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troisiéme et quatriéme expressions (53) : ce sera [ = 27, 6. Alors les écarts
(53), ainsi réduits le plus possible, seront

(54) —o0,10 0,01 0,21 0,21 —o0,12 —o0,02 —0,18 —o,or,

» Les plus grands d’entre eux, 0,21, correspondent a un écart, sur les
différences correspondantes u,, — u de vitesse, égal seulement a

(0,21) (0,0182) U ==0,0038 U,

ou moindre que 4 milliémes de la vitesse moyenne et trés inférieur aux
erreurs d’abservation, vu surtout que celles-ci peuvent, sur la différence
u, —u obtenuc au moyen des deux mesures distinctes de u,, et de u,
atteindre le double de leur grandeur possible dans «,, ou dans .

» Les valeurs ainsi calculées de Zet, par suite, d’apres (52), de m, savoir

(55) [=27,6, m=123,01,

font donc reproduire par I'expression (50) de ®(r) tous les résultats ob-
servés. On peut méme y comprendre la valeur (1) = 2,65, comparée au
nombre 2,41, qué M. Bazin a obtenu par extrapolation, en prolongeant au
sentiment, jusqu’a l'abscisse ¢t =1, la courbe graphique qui reliait le
mieux ces résultats (46). o

» 49. Alors I'expression (50), développée en polynome el portée dans
le troisitme membre de (45), donne

V2 oot % W (¢)

=10,81¢2 — 25,92¢* + 115,881 — 209,13¢® + 123, 01¢°.

(56)

» Prenons la valeur moyenne des deux membres, en intégrant de zéro
a 1 leur produit par 2t dv; et souvenons-nous que nous choisissons £ de
maniére a rendre la petite fonction W' (¢) nulle en moyenne. Il viendra

(57)  Mk=g,165; doi  £=48,60, & =24,30.
» Et la formule (45) sera

(58) %\%:22,%/%34,37‘?(%)-
2
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avec

(59) W(v)=0,576¢ —1,421¢* + 3,372¢" — 6,085¢° + 3,579¢® ().

(") On peut se demander ce qu'auraient été, au lieu de (46), les valeurs expérimen-~
tales de ® (), y compris méme le résultat d’extrapolation @ (1) = 2,4t indiqué tout
a 'heure, si les anciennes expériences de M. Buzin avaient conduit & prendre du pre-
micr coup la nouvelle valeur 48,6 de k; ce qui aurait donné, dans le troisiéme
mecmbre de (453), 22,91+® au lieu de 21:3, comme terme de premiére approximation,
1l suffit, pour le voir, de retrancher 1,91:* des précédentes valeurs de ®(v), et I'on a
sensiblement, au licu du Tableau (46),

(46 bis) Pour t=o0 0,125 0,250 0,375 0,50 0,625 0,750 0,875 90,9375 1,
| » @()=o0 0,34 o,y 1,08 1,26 1,00 —0,51 —1,86 —1,23 0,50.
L’écart @ (¢) maximum de Pexpérience d’avec le résultat théorique de premiére ap-
proximation, ue se produit plus a la paroi, pour « =1, mais aux 7 environ des rayons,
ct il correspond, dans le tuyau expérimenté, a la fraction o0,0182 < 1,86 = 0,03385
de la vitesse moyenne, c'est-a-dire sensiblement au trentiéme. Avec D'ancienne
valeur 21 du coefficient, la fraction analogue était, a la paroi, 0,0182 < 2,41 = 0,04386,
ou 3 environ de la vitesse moyenne.
On pourrait déterminer k de maniére, non pas & annuler, comme dans (38) et (46 bis),
la moyenne des valeurs de W(x) ou de ®(¢), mais & réduire autant que possible leurs
fortes valeurs, en.égalant le plus grand écart W(r) positif, celui qui a lien pour
©==0,5, au plus grand écart négatif (se présentant pour e=—=0,875). Il vient ainsi k=47.
En admettant que cette valeur edt été justement celle de premiére approximation, I'on
aurait, comme troisiéme membre de (43), 22,163+ @ (), et les écarts & () consti~
tuant la seconde approximation seraient ceux du Tableau (46) diminués de 1,16:3,
savoir les suivants :
(46 ter) ( Pour +==0 0,125 0,230 0,375 0,500 0,625 0,750 0,875 0,9375 1,
» P()=o 0,34 0,75 1,12 1,36 1,19 —o,19 —1,36 —o0,61 1

Ici, les plus fortes valeurs de & (x) ne correspondent qu'a un écart, sur les vitesses
observées, égal & la fraction 0,0182 < 1,36 = 0,02475, ou inférieur au ¢; de lavitesse
moyenne U, Dailleurs le coefficient } & tigurant dans la scconde formule (37) prend
la valeur 23,5, trés voisine de celle, 23,7, a laquelle M. Bazin avait été conduit (Re-
cherches hydrauliques, p. 233) et qu'il avait supposée pouvoir élre portée jusqu'a 24.
Enfin, vu (56), les premiéres formules (37) et (42) donnent alors 4,81 pour Pécart
entre les deux valeurs de inverse de \/& dans les sections rectangulaire large et circu-
laire.

Ces résultats paraissent & peu prés aussi satisfaisants que ceux du texte. Mais I'hy-
pothése d’une valeur moyenne nulle pour W(r) semble étre rationncllement préfé-
rable, comme propre & donner un coefficient & moins influencé par les erreurs
accidentelles d’observation.
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( 46)
» Enfin, cette derniére, ou mieux (56), donnant ¥ (1) = 0,0215, les
premiére et lroisieme formules (42) deviendront

L 2 e Lk . .
(60) ﬁ4ﬁ+k<g+o,02|5>, T =1t 5 bﬁ1+12,90~/5.
§ XIII. — Conséquences générales qui s’en déduisent, pour le régime uniforme

tant dans ces sections que dans les sections rectangulaires larges.

» 50. La derniére de celles-ci (60) garde sa forme de premiére approxi-
mation; mais, comme £ yagrandi de 48,60 — 44,55 = 4,05, le coeflicient
de /b, dans le rapport de «,, — U a U, devient 12.96, au lieu de 11,88. En
mettant d’ailleurs pour & sa valeur o,0129 relative au tuyau d’expé-
riences, il vient, pour ce rapport, 0,1672, résultat pratiquement identique
a celui de 'observation 0,1675. De plus, la substitution de U a u et de
12,96\/ng a u,— U, dans (45), donne I'équation 9,164 = 21¢* + $(v),
dont on trouve, aprés quelques titonnements, que laracine est ¢ = 0,7510.
En d’autres termes, cette formule indique bien, comme nous 'avions an-
noncé plus haut et conformément a I'expérience, que la vitesse moyenne
se réalise aux trois quarts des rayons R.

» Quant 4 la premiére formule (60), comparée a la premiere (37), elle
donne pour I'écart des deux inverses respectifs de y/b, dans les scctions
circulaire ou demi-circulaire et rectangulaire large, non plus £, mais
({5 + 0,0215)k = 0,0882%, ol £ est maintenant plus grand de 4,05. Aussi
cet écart devient-il 4,29 environ, au lieu de 2,97; et il est assez voisin_de
5, ou d’accerd avec ce que suggére observalion, comme on 'a vu (*).

» Enfin, le cocfficient, 3£, de la seconde formule (37) représentant la
distribution des vitesses dans la seclion rectangulaire large, a maintenant
la valeur 24,30, sensiblement égale & celle, 24, que diverses inductions
basées sur I'expérience avaient indiquée comme probable 4 M. Bazin.

(1) 1 serait encore plus grand si, posant, dans (45), kW (:) —/2®(x), on gardait
le coefficient & de premiére approximation, c’est-a-dire &= 44,55; il aurait juste-
ment alors sa valeur expérimentale, 5,64, obtenue plus haut, mais non pas précisé-
ment pour le cas limite ou la section rectangulaire devient infiniment large.
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» B1. Quand on prend, avec Tadini, b = 0,000/ dans la scction rectan-
gulaire large, la premiére ¢quation (37), ol 34 = 16,2, donne, pour l'in-

verse de \/E, 50—16, 2 = 33,8; et il vient B = 0,0008753. Alors le coeffi-
cient—\{g, dans les expressions (15) a (17) de ¢, est 0,0006088, Quant a &

dans la section circulaire, il a pour valeur 0,0003393, ou 0,00034 en
nombre rond. Enfin, d'aprés la relation Bul— bU? et les derniéres for-
mules (37), (60), les quolients de la vitesse moyenne U et de la vilesse a
la paroi #, par la vitessc maxima u,, sont alors, respectivement, 0,86 ct
0,58 pour la section rectangulaire large, 0,81 et 0,50 pour la section cir-
culaire ou demi-circulaire.

§ XIV. — Expression la plus approchée possible du coefficient ¢ de frottement

dans les tuyaux circulaires.

» 82. L’expression empirique (59) de W(x), destinée a relier le mieux
possible de faibles résullals d’observalion atteignanl presque en pelitesse
la limite des erreurs admissibles, ne peut guére étre différentiée, vule peu
de précision avec lequel s’y trouve déterminée en chaque point la direction
de la courbe qui la représente; et il est, surtout, presque illusoire d’extra-
poler sa dérivée jusqu'a la limite t =1, ot ¥ (&) varie le plusvite. Faisons-
le cependant, pour obtenir tout au moins quelques indicalions sur la fonc-
tion (v ) que définit (47) et, par suite, sur le coefficient ¢ de frottement
intérieur, dont la valeur égale, d’apres (16), le quotient, pare + §(¢), de
celle qui est relative & un canal reclangulaire large pour méme vitesse a
la paroi et méme rayon moyen. Il viendra

(61)  $(v)=0,576 —2,131¢ + 6,7441* — 15,213¢° 4+ 10,738*.

» Ala limite ¢t =1, le calcul donne ¢(v)=o0,71, valeur bien grande
pour étre facilement acceptable, puisqu’elle excede les 2 de celle, 1, que
fournit, dans le dénominateur de ¢, le terme principal t. Quoti qu’il en soit,
I'expression de ¢ sera, en appelant ¢, sa valeur dans un canal rectangulaire
large pour méme rayon moyen et méme vitesse a la paroi,

o

(62) e= o = a — Tl
e+ Y () 0,576 — 1,131 + 6,744 ¢*—15,213* + 10,738«
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» 83. Pour les valeurs de r inscrites au Tableau (46), mais disposées
dans I'ordre inverse et avec adjonction de ¢t =1, ¢t = 0,8, ¢t = 0,1, v =0,
savoir,

pour r —1 0,9375 0,875 0,8 0,730 0,625 0,500 0,375 0,250 0,125 0,1 o,

le dénominateur de (62) devient respectivement

t+¢(r)=1,71 1,20 0,85 0,60 0,50 0,43 0,47 0,5t 0,52 o0,5r 0,52 0,58,

» On voit que ses variations sont asscz complexes : supérieur a «, des
J5 environ, pour v = 1, ¢’est-a-dire sur la paroi, il décroit, d’abord méme
trés rapidement, dés qu’on se dirige vers 'axe, égale 'unité dans le voi-
sinage de « = 0,9 et devient inférieur a ¢ vers v = 0,88, puis minimum vers
¢ == 0,06, pour surpasser de nouveaut vers ¢« = 0,48, ou un peu apreés le
milien « = 0,5 des rayons, et ne plus beaucoup varier ensuite, tout en aug-
mentant cependant, surtout a I'approche de I'axe v = o, et abstraction
faite d’'un maximum et d’un minimum & peine saisissables vers ¢ = 0,250
ettv=o0,125 (') On pourrait presque le regarder comme constant et ¢gal
a 3 depuis v = 0,75, ou méme un peu avanl, jusqu’a v = o, c’est-a-dire
dans toute une région centrale d’'une aire équivalente aux £ environ de la
section totale, tandis qu’il éprouverait un accroissement rapide, dans le
rapport de 0,5 4 1,7, onde 5 4 17, sur tout le pourtour de cette région
centrale, savoir dans l'espace occupé par le dernier quart des rayons a
partir de I'axe ou par leur premier quart a partir de la paroi.

» Donc le coeflicient ¢ de frottement intérieur, inverse de v + § (x), ne
12 de sa valeur ¢, relative a4 une section
rectangulaire large; mais il grandirait trés vite a partir de la paroi, au

serail guere, 4 la parol, que les
g s p » 4

point d’atteindre ¢, vers le premier dixieme de la longueur des rayons, et
d’excéder 2 ¢, sur un certain parcours, depuis leur premier quart jusque
apres leur milieu (vers ¢ =0,4), en se maintenant supérieur a sa valeur
approximative, exprimée par la seconde formule (15), depuis v« = 0,88
environ jusqu'a v = 0,48 environ. Au dela, c’est-a-dire sur presque tout
le quart central de l'aire totale des sections, non seulement il serait au-

() Il n’a pas d'ailleurs d’autres maxima et minima que les trois signalés ici: car
sa dérivée, du troisiéme degré en « et par suite incapable de s’annuler plus de trois
fois, prend les valeurs respectives, a signes alternés, —o,196, 0,010, —0,428, 1,433,
pour «==0,10, e == 0,13, t —= 0,50, « = 0,75 ; donc ces valeurs de v séparent bien les
trois racines pour lesquelles se produisent les maxima el minima de la fonction
t + § (¢) trouvée,
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dessous de ce que donne la seconde formule (15), mais méme il décroitrait
légérement jusque vers le centre, antour duquel il se maintiendrait, sur
le dernier tiers des rayons, assez voisin de 1,9 ¢,.

§ XV. — Derniéres réflexions touchant I'agitation tourbillonnaire

ot les lois du frottement intérieur.

» 34. Le rapide accroissement du coelficient ¢ de frottement intérieur
a partir de la paroi, sur le premier quart ou méme environ le premier
tiers des rayons, ¢’est-a-dire a la traversée des couches fluides qui glissent
le plus vite les unes contre les autres, se concoit en admettant que les
grands glissements relatifs, sur chacune d’elles, de la couche suivante
animée d’une vitesse supericure, donnent naissance, dans celle-ci, 4 une
nouvelle agitation, distincte ou en sus de celle qui, produile soit 4 la paroi,
soit dans les couches précédentes plus excenlriques, lui est transmise en
se concentrant vers I’axe. Et la majeure partie de l'agitation naitrait
justement contre la paroi, parce que les glissements analogues y sont
énormes. Au contraire, la quasi-constance, malgré la concentration (vers
I'axe) qui persiste, du coefficient ¢ sur les deux autres tiers des rayons,
¢’est-a-dire presque dans la moitié centrale de I'aire des sections, s’expli-
querait par le fait que lagitation, y étant transmise a la masse fluide ani-
mée des plus fortes vitesses par rapport 4 la paroi, s’y dissémine sur
une grande longueur. Peul-étre aussi son extinction y est-elle plus rapide,
faule de glissements mutuels d’ensemble des couches traversées, pour
I'entretenir.

» En reportant ficivement i la paroi, comme le fail la seconde formule
approchce (15), I'excédent d’agitation produit en réalité dans la masse
fluide périphérique, mais, par contre, en imaginant continuée jusque sur
Iaxe la concentration d’agitation avec renforcement, qui parait terminée
a l'approche de la région centrale, on tient approximativement compte
du considérable accroissement de I'agitation et de ¢ dans la premiére région,
sans avolr besoin de I'y faire ni aussi fort qu'il 'est, ni aussi exclusif (de
la région centrale) quant a son siége. Bref, on sépare dans I'espace et, par
suite, duns les calculs ainse simplifies, les deux phénomeénes, en réalité mé-
Iés, de la naissance et de la concentration de I'agitation, localisant le pre-
mier a la paroi pour le rendre aussi discontinu que possible, afin gu’il
laisse subsister plus complete la continuité partout ailleurs, et étendant au

B, 7
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contraire le second 2 la section entiére, pour lui donner partout une expres-
sion uniforme : double hypothése simplificatrice qui conduit i des lois da
phénoméne intelligibles et, quoique idéales, trés voisines des lois obser-
vées. On a vu, en effet, que le plus grand écart sur les vitesses des filets
fluides, entre les résultals théoriques de premiére approximalion et les
résultats constates, n’atteint pas 3 centiémes de la vitesse moyenne.

» 53. Les deux principales causes perturbatrices aux régles simples de
variation de « qu'expriment les formules (15), savoir, la naissance de
I'agitation ailleurs qu’aux parois, et la cessation de sa concentration dans
Ies couches les plus rapides, paraissent, comme on ['a vu, lenir 'une et
I'autre, en définitive, & I'inégalité de vitesse des filets, mesurée approxi-
mativement par I'exces, sur I'unité, du rapport de la vitesse maxima u,, a
la vitesse a la paroi u,. Or, cct excés est bien moindre dans une section
rectangulaire large que dans une section circulaire ou demi-circulaire; car
si, pour fixer les idées, nous supposons la paroi d’'un degré moyen de
rugosité donnant b = 0,0004 dans la section rectangulaire, nous aurons
les deux valeurs respectives 0,58, 0,50, obtenues plus haut, pour le rapport
de u, a u,, dans les deux formes de section : ce qui donne, pour le rapport
inverse considéré ici, 1,72 et 2, c’est-a-dire deux valeurs dont la seconde
excede l'unité presque une fois et demie autant que la premiére. Les per-
turbations doivent donc étre bien moins sensibles dans la section rectan-
gulaire large; et I'on s’explique que la deuxiéme approximation n’y ait pas
été nécessaire, comme elle I'était dans le cas de la section circulaire ou
demi-circulaire, pour faire a peu prés disparaitre les petits désaccords sur

P T .
la différence des deux valeurs correspondantes de — et sur le coefficient

Vo

;/c dans Je rectangle, que la premiére laissait subsister entre la théorie et

Iexpérience ().

(!) La plus grande partie de ce Mémoire a paru en juin et juillet 1896 dans les
Comptes rendus des séances de I’ Académie des Sciences (t. CXXII, p. 1289, 1369,
1445, 1517, et t. CXXIII, p. 7, 77, 141).
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NOTE COMPLEMENTAIRE.

Explication physique de la fluidité et raison d’étre des frottements intérieurs
dans les fluides (1).

« A. De l'isotropie simple et de l'isotropre symétrigue. — Quoique les fluides
soient les plus simples des corps, surtout au point de vue des propriétés
mécaniques ou des formules qui relient, dans toute particule matérielle,
les pressions a I'état moyen local actuel (%), néanmoins, la définition de la
Sluidité suppose la connaissance d’une notion, d’ailleurs capitale dans
toutes les branches de la Physique, qu'il convient d’exposer d’abord,
celle de U'isotropie.

» On congoit qu'une particule de matiére puisse dans son état présent,
supposé rendu fixe pour plus de commodité, étre conformée intérieure-
ment de maniere a offrir le méme aspect moléculaire général, le méme
agencement moyen de ses points malériels, 2 un observateur infiniment
petit, placé vers son milieu pour examiner les détails de sa structure, et
qui s’y orienterait successivement de tous les cotés. Quand cela a lieu, ou,
en d’autres termes, quand I'observateur idéal dont il s’agit a sans cesse
devant lui, vers quelque direction qu’il se tourne, la méme figure générale
formée par les groupements des atomes qui I'environnent, figure pouvant
étre prolongée ou complétée, tant a droite et & gauche qu’en dessus, au-

(*) On me saura peut-éire gré de publier ici, 4 la fin d'une étude concernant, en défi-
nitive, le frottement intérieur des fluides, la premiére des legons que je donne tous
les trois ans sur ces corps dans mon Cours de la Sorbonne, legon ou je m’efforce de
faire comprendre a mes auditeurs tout a la fois la possibilité ou méme la réalisation
fréquente de la fluidité parfaite & I'état d’équilibre, et son impossibilité, ou la néces-
sité des frottements intérieurs, a I'état de mouvement.

(2) Voir, au sujet de cet dtaz moyen local, la sixiéme de mes Legons synthétiques
de Mécanique générale servant d’Introduction au Coursde Mécanique physique de
la Faculté des Sciences de Paris (p. 72 277).
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dessous et jusqu’en arriere de lui, sans cesser de lui apparaitre toujours
sensiblement identique, presque comme si elle le suivait dans sa rotation,
on dit que la particule est isotrope. Les propriétés physiques lides a sa
configuralion interne s’exprimerout évidemment de méme, dans tous les
systémes de coordonnées x, y, z fournis par trois axes rectangulaires par-
licipant au mouvement de I'observateur, ¢’est-a-dire qui se déduisent d’un
premier systéme d’axes au moyen d’une rolation quelconque, ou qui pre-
sentent la méme disposition mutuelle, ceux des x et des y positifs étant,
par exemple, devant I’observateur, respectivement a sa gauche et i sa
droite, quand P'axe des z va de ses pieds vers sa téte.

» Cette isotropie, offerte naturellement par les solides armorphes ou a
cristallisation confuse soustraits a toute action extérieure, par les dissolu-
tions aqueuses, ete., implique, d’une certaine maniere, la parié de consti-
tution en tous sens, vu que chaque coté ou direction de I’espace peut venir,
a son tour, occuper le centre du Tableau, toujours le méme, pergu par
I'observateur idéal. Mais elle n'implique pas, nécessairement, la symeétrie a
droite et a gauche de celui-ci : car rien n'empéche les groupes atomiques
d’affecter, par exemple, la forme de fragments d'hélices ou de vis tous
égaux, bien qu’ayant leurs axes orientés indifféremment dans tous les sens,
ou encore celle de télraédres non soceles égaux, épars ¢a ct la, etc.; et
I'on sait que de pareils groupes se trouvent, par le fait mé¢me de leur ¢ga-
lité superposable, incapables de former des figures symetriques a droite et a
gauche de l'observateur. Autrement dit, les propriétés physiques d'une
particule isotrope sont bien exprimées d’une méme maniére, dans tous les
systemes d’axes rectangles des @, y, @ présentant une certaine disposition
mutuelle, et aussi d’'une méme maniére dans tous ceux quioftrent la dispo-
tion inverse; mais ces deux manicres peuvent, parfois, rester distinctes,
quand il 0’y a pas, dans la contexture de la molécule, quelque plan de
symétrie qui permette, @ priori, d'attribuer 4 un axe coordonné¢ en éma-
nant normalement d’un cété, le méme réle qu'a son prolongement vers le
cOté opposé, et de passer ainsi des premiers systémes aux seconds. I.on
dit alors que 'isotropie est dissymetrique.

» Il faudra donc, pour qu'il y ait isotropie symetrique, ou absolue parue
(au moins apparente) de la constitution dans tous les sens, c'est-a-dire par
rapport a tous les systemes d’axes rectangles se croisant dans la particule,
qu'on puisse renverser la direction d’un seul des axes, le remplacer par
son symétrique relativement au plan des deux autres axes, sans modifier
'expression des propriétés physiques dont on veut s'occuper. Du reste,
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I'isotropie entrainera la symeétrie, si les réductions en résultant dans les
formules rendent celles-ci inaltérables par le simple retournement d’un
des axes. Or c’est ce qui arrive le plus souvent. Il n’y a guére, en Méca-
nique et en Physique, que le phénomene de la polarisation rotatoire des
dissolutions, ot apparaisse la diflérence de 'isotropie dissymétrique d’avec
I’isotropie symétrique.

» Dans la suite de ces Lecons, relatives soit aux fluides, soit, plus loin,
aux solides élastiques, nos raisonnements, quand il sera question d’iso-
tropie, ne sapposeront que Pisotropie dissymétrique ou simple ; mais les
formules auxquelles nous arriverons se trouveront, d’elles-mémes, vérifier
les conditions de I'isotropie symétrique.

» Un corps formé de particules toutes isotropes sera dit isotrope lui-
méme. 1l pourra néanmoins étre Aetérogene, a cause de variations conti-
nues soit de nature, soit de densilé, soit méme seulement de structure
interne, qu’on y observera au passage d’une particule a ses voisines.

» 2. Des fluides ; leur proprieté caractéristique, consistant dans la reconsti-
tution incessante de leur isotropie. — Cela posé, les fluides sont, par defi-
nition (pour le géomélre), des corps isotropes ayant, comme propriété
caractéristique, de recouvrer spontanément lcur isotropie aprés toutes les
deformations possibles, et méme de la garder a fort peu prés durant ces
déformations, pourva qu’elles s’effectuent avec une lentear soffisante. Il
se produit, dans leurs moindres particules, pendant les mouvements
moyens locaux ou observables que nous y constalons, d’imperceptibles
mais incessantes modifications des groupements moléculaires, tendant a 'y
égaliser les intervalles dans les diverses directions et, par suite, a y main-
lenir une constitution pareille en tous sens. Quand, par exemple, un de
leurs ¢éléments de volume s’allonge dans certains sens et se contracte dans
d'aulres, une légére évolution de la plupart de ses molécules, autour de
leurs voisines, les aligne en plus grand nombre suivant les premicres direc-
tions et les écarte des secondes ; en sorte que 'observateur idéal dont il a
été parlé ci-dessus, placé vers le milieu de I'¢lément de volume et capable
d’apprécier leur disposition, pit la juger pareille tout autour de lui (au
moins dans ’ensemble ou en moyenne), de quelque maniére qu’il s’o-
rientat.

» Cet effet de régularisation a lieu trés vite dans les tluides sans viscosité
appréciable, ou proprement dits, comme les gaz, I'eau, 'alcool, etc.; et
I'on peut alors presque toujours, a une assez grande approximalion, y sup-
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poser atteint & tout instant, méme pendant des mouvements rapides, I'état
de la matiére que nous avons appelé elastigue ('), ou la configuration
interne propre de chaque groupe moléculaire ne varie, 4 une température
donnée et pour une matiére de constitution donnée, qu’avec les situations
relatives occupées par les centres de ce groupe et des groupes environ-
nants, c’est-a-dire avec 1'état statique moyen local. Seulement, ici, les
changements de configuration interne des groupes sont liés aux déforma-
tions d’ensemble ou visibles, de la maniére qu’il fant pour maintenir I'iso-
tropie de la particule aux dépens de la forme et méme de la distinction des
groupes, au licu de I'élre, comme dans un solide déformé entre ses limiles
d"¢lasticité, de maniére a conserver le mode primitif d’assemblage des mo-
lécules en groupes distincts (*).

» Au contraire, dans les flaides un pzu ou fortement visqueux (lhuile,
les liquides pateux, le goudron, ete.), I'évolution interne des groupes se
fait avec lenteur, et il faul un temps plus ou mains appréciable pour que
I’état élastique se reconstitue.

» Mais, quel que soit le degré de viscosité, cet état élaslique, une fois
produit, est, dans tous les fluides, éminemment simple, puisque, sc trou-
vant isotrope, il ne varie, 4 température constante, qu’avec la place ou
I'étendue totale laissée a chaque petit volume matériel pour y répartir uni-
formément ses molécules, ¢'est-a-dire, en d’autres termes, qu’avec la den-
sité actuelle p, et puisqu’il n'est astreint par suite a la conservation d’aucun
mode spécial de la contexture, en ce qui concerne la place de chaque mo-
lécule considérée individuellement ou suivie dans son identité aux divers
endroits qu’il lui arrive d’occuper.

» La persistance ou plutét le retablissement incessant de Tisotropie
sera donc la propriété caractéristique et comme la définition méme du

{luide.

() Voir la VlIc de mes Lecons synthétiques de Mécanique générale, etc., p. 83
et 8. ’

(?) Aussi les solides que I'on appelle isotropes le sont-ils seulement dans leur état
choisi comme primilif, ou lorsque, a partir de cet état, ils changent de volume sans
changer de forme, grace a une égale contraction ou dilatation en tous sens. Les plus
petites déformations suffisent pour les rendre, comme on dit, actuellement hétéro-
tropes ou anisotropes, quoique fort peu ; et il importe d’observer que la qualification
de corps isotrope, quand on la leur applique, se rapporte uniquement a leur état na-
turel ou primitif : c'est une restriction convenue, bien qu’implicite, que 'on apporte,
en traitant de ces corps, au sens du mot isotropie.
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w 3. Celte propriété est due a une intensité suffisante de I'agutation calori-
fique. — Mais il resterait & expliquer |'existence, chez tant de corps, d’une
aussi merveillcuse propriéte. Tout ce que 'état actuel de nos connaissances
nous permet d'en savoir, ¢’est que la régularisation interne, le rétablisse-
ment incessant de l'isotropie, sont rendus possibles par amplitude des
vibrations calorifiques, assez étendues dans tous les fluides pour dégager
les molécules les unes des autres, et qui permettent & la matiere d’y
prendre, dans chaque cas, la disposition la plus stable, laquelle est natu-
rellement la plus simple, c’est-a-dire la plus égale en tous sens, la plus
homogéne. Le moavement brownien, agitation lente mais perpdtuelle de
I'ean et de l'air les plus calmes, rendue perceptible au microscope par
I'entrainement des poussiéres éparses a leur intérieur, n’est peut-étre que
la partie visible de cette agitation, celle des particules qui, exceptionnelle-
ment, progressent dans une méme direction sur une étendue et durant un
temps appréciables.

» Le tassement d’une masse de sable, contenue dans un vase, au moyen
de secousses multipliées imprimées au vase, phénomene o nous voyons
les grains de sable affecter de méme successivement un grand nombre de
mades de groupement qui leur sont offerts et acquérir finalement le plas
homogéne possible pour le conserver désormais, peut nous faire com-
prendre comment l'agitation calorifique produit sans cesse dans les fluides
un effet analogue, mais encore plus complet et plus rapide.

» 4. Proprictés deérwces : premicrement, normalié et constance de la
pression élastique; sa formule générale. — Sil’on congoit tracé, dans une
particule fluide & I'état élastique, un élément plan quelconque, et que
I'observateur idéal juge de l'isotropic ait les pieds sur cet ¢lément plan, en
son centre de gravité, la tote suivant sa normale, la configuration molécu-
laire qu'il voit au-dessus el au-dessous de I'¢lément plan lui offre sans
cesse le méme aspect, de quelque angle qu’il tourne vers sa droite ou vers
sa gauche. Donc la pression exercée sur cet élément plan, fonction de la
confliguration observée, occupe aussi, par rapport a lui, une position inva-
riable, et ne peut qu’étre dirigée suivant la normale. D’ailleurs, la configu-
ration observée reslant encore la méme quand I’élément plan change ensuite
de direction, la pression a, par unité d’aire, la méme valeur sur lous les
éléments plans menés au méme endroit. Ainsi, I'isotropie entraine la nor-
malité des pressions et leur égalité en tous sens, circonstances que nous
savons d’autre part étre solidaires.
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» Les forces élastiques se réduiront donc, en chaque point d’un fluide,
N+ N, +N;
3 3
qui est une pression normale, de méme valeur sur tous les ¢léments plans

a ce que nous avons appelé la pression moyenne p <égale a—

se croisant en sens divers. De plus, a4 une lempérature v~ donnée, cette
force p dépendra uniquement de la densité g, comme Vétat élasrique lui-
méme; en sorte qu’elle scra une certaine fonclion, bien déterminée, de
deux variables seulement, la densité p et la température 7. Cette fonclion
croitra avec p, a cause des énormes répulsions exercées entre les molécules
les plus voisines, et qui grandissent trés vite pour peu qu’augmente le
rapprochement mutuel de celles-ci (*). Elle croitra aussi généralement
avec la température t; car il se produira sans cesse des rapprochements
el, par suite, des augmentations de répulsion, entre un grand nombre de
molécules voisines, si les vibrations calorifiques s’amplifient, sans méme
que les sitaations moyennes changent, c’est-a-dire sans que la densité
varie; et I'on congoit que ces accroissements de répulsion excédent, en
général, les accroissements d’attraction provoqués par les écartements
non moins nombreux survenus entre molécules.

» D. Deuxiemement, quasi-incompressibiliteé des liquides., — Considérons,
en particulier, & température constante, le cas des liquides, soit fixes, soit
peu volalils, pour lesquels il existe un état on, la densité p étant notable,
la pression p comprend une somme d’attractions (exercées aux distances
intermoléculaires les moins petites) égale & celle des répulsions et, par con-
séquent, s'annule. Alors quand, & partir de cet état, la densité 3 croit, la
pression due aux actions intermoléculaires exercées aux distances rou il y
avait déja de telles actions avant cet accroissement de g, varie, dans tous
ses termes correspondant aux diverses valeurs de r, proportionnellement a
une méme fonction de la densité ¢ (a raison surtout du nombre des actions
¢lémentaires exercées i travers chaque élément plan, nombre qui grandit
comme le carré dela densite) et elle reste nulle. Mais il s’y ajoute les fortes
répulsions s’exercanl entre les molécules venues a des distances moindres
que les précédentes distances minima de I’état ou p s’annulait, et de la
résulte sans doute I'énergique pression que 'on observe alors, & laquelle
est dae la quasi-incompressibilité des liquides.

(1) Legons synthétiques de Mécanique générale, p. 43 a 50 et p. 106.
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w 6. Troisiémement, phénomeéne de ’écoulement ; condition de non-rupture
des fluides sans viscosit¢ appréciable. — Les changements arbitraires de
forme d*un fluide, produits avec une lenteur suffisante, qui n’altéreront pas
la densité, ne feront donc naitre dans le fluide aucune résistance appré-
ciable, susceptible de s’opposer 4 leur continuation ou de les maintenir
entre certaines limites. Aussi ces déformations pourront-elles, sans que leur
cause devienne sensible, atteindre des valeurs quelconques, et, en parti-
culier, le fluide se moulera parfaitement sur tout solide qui le touchera si
légérement que ce soit. Ce phénoméne de déformation illimitée s’appelle
€coulement, et la propriété qu’ont les corps dont il s’agit de le présenter,
c'est-a-dire de couler, sous des efforts tellement faibles qu’ils échappent a
nos mesures, est précisément celle qu'on appelle fluidité et qui leur a fait
donner le nom de fluides. Elle est, en effet, plus apparcente que leur iso-
tropie persistante ou continue dont, au fond, elle dérive.

» La viscosilé consiste essentiellement en ce que la pression p puisse
recevoir des valeurs négatives ou le corps exercer des tractions. Donc,
dans les fluides non visqueux, comme I'eau, I'air, etc., la pression ne des-
cendra jamais au-dessous de zéro d'une maniére appréciable, et une
condition nécessaire de non-rupture, ou de couservation de la continuité
apparente de la matiere, y sera p < o. Cette inégalité tiendra lieu, pour
les fluides dont il s’agit, de celle qui, dans la théorie de la résistance
des solides, astreint les dilatations linéaires a4 ne dépasser nulle part une
certaine limite positive d’élasticité.

» 7. Quatriemement, e€ncrgie interne d’un fluide a ’état elastique. — Tou-
jours a I'état élastique, I'énergie interne d’une particule fluide par unité
de masse ne pourra égalemenl dépendre, 4 une température donnée 7, que
de l'espace total occupé par sa matiere et d’aprés I'étendue duquel se ran-
gent ses molécules : ce sera donc, comme la pression p, une certaine fone-
tion des deux seules variables p, =, .

(Je supprime le reste de ce numéro et le numéro suivant, a peu prés
étrangers au sujet de la présente publication.)

» 9. Des fluides a [létat non elastique ou eprouvant des deformations
rapides; idee et nécessite physique de leurs frottements inierieurs. — 11 est
clair que les lois simples d’état élastique, dont je viens de parler, ne

s’observeront généralement plus dans les fluides en mouvement doués de
B. 8
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viscosité. Méme dans ceux qui le seront le moins ou qui ne le seront pas
d’'une maniére appréciable, comme I'eau et les gaz, les groupes molécu-
laires n’auront pas le temps, si les déformations d’ensemble de la particule
considérée sont rapides, d’alteindre tout a fait, 4 chaque instant, lear dis-
posilion interne appropriée a la disposition actuelle des centres de ces
groupes, et qui constituerait leur forme permanente si cette disposition
persistait. Seulement, les écarts qu'il y aura entre la configuration molé-
culaire effective de la particule et sa configuration isotrope ou élastique,
seront assez faibles pour ne modifier d’ordinaire les pressions que de
petites fractions de leurs valeurs. Vu d’ailleurs I'extréme rapidité avec
laquelle ils s’évanouiraient si les déformations d’ensemble de la particule
venaient 4 s’arréter, ils ne dépendront, 4 fort peu pres, que du mouvement
actuel, caractérisé par les vitesses, non des mouvements antérieurs, définis
jusqu’a un certain point par les dérivées de divers ordres des vitesses par
rapport an temps, et dont les effets sur I’état stalique interne des groupes
moléculaires se seront déja effacés.

» Donc, étant donnée en outre l'isotropie du fluide dans son état élas-
tique, considéré comme état primitif ou état type relativement a son état
vrai, les parties non élastiques des pressions, celles qu’ajoutent a la pres-
sion élastique ou primitive, uniforme et normale, les écarts de configuration
interne dus au mouvement, se trouveront a fort peu prés pareilles dans
deux particules {luides de méme nature, prises tant a une méme densité
qu'a une méme température, et subissant actuellement, durant un temps
trés court, le méme ensemble de déformations rapportées a 'unilé de
temps, quelle qu’en soit 'orientation.

» Les composantes tangentielles de ces parlies non élastiques des pres-
sions sont, 4 proprement parler, les forces auxquelles on a donné le nom
de frottements intérieurs du fluide.

» Il nous sera facile, plus loin, du moins dans le cas de d¢formations
bien continues, de les évaluer, ainsi que les parties analogues des compo-
santes normales des pressions. Mais il importe, dés a présent, d'observer
que lexistence de frottements intérieurs, de pressions obliques et inégales cn
divers sens, dans les fluides qui se deforment avec une vitesse suffisante, ne
constitue pas une proprié¢té de ces corps purement accidentelle, ou suscep-
tible de disparaitre en laissant subsister dans 1'état de mouvement la flui-
dité parfaite (c’est-a-dire lanormalité et1'égalité en tous sens des pressions)
dont ils jouissenl dans I’état de repos. Car on voit que cette uimperfection
de la flurdité d’un fluide qui se déforme est essentielle, comme inséparable
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de la cause méme qui produit la fluidité, savoir, du rétablissement inces-
sant, mais qui ne saurait étre tout a fait instantané, de Uisotropie sans cesse
détrnite par les déformations.

» Il est clair que, de méme, 'énergie inlerne, également fonction
(comme les pressions) de la température et de I'élat stangue vrai des
groupes moléculaires, deviendra, elle aussi, fonction des vitesses de défor-
mation de la particule, auxquelles se trouvent liés les écarts de Pétat
interne réel d’avec I'état élastique. »
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ADDITION A LA NOTE DE LA PAGE 28.

» J'al démontré, & la page 28, I'impossibilité, pour une fonction ayant la forme

. z . . .
simple ¢ <%, Z), d’exprimer dans le cas de mouvements bien continus le mode de

C . < q- . A .
distribution des vitesses, c’est-d-dire le quotient "’T, 4 Dintérieur de sections

2
non elliptiques dont la figure changerait avec le rapport Cb—z Mais j’ai supposé que

ce rapport dat pouvoir varier de zéro a U'infini. Or la démonstration subsiste, et éta-
blit la méme impossibilité, dés qu’on demande seulement que la formule ¢ (7, £) con-

2
. . . c
vienne pour deux formes distinctes de la section, ou pour deux valeurs du rapport

5
» En eflet, les relations aux dérivées partielles troisiémes de ¢, que donne la diffé-
rentiation de I'équation indéfinie A, — const., peuvent s'écrire

c dbo di¢ % ¢t d’y die o
g dnde - Bdedt aw
2
Admettons que chacune d’elles doive étre vérifie pour deux valeurs distinctes de %i >
et soient, par exemple, ), p celles-ci pour la premiére équation. Nous aurons
&2 die d*o dio . dre
)\dT,s—t—m?—o, Hm+m—0, d’ou (X—M)B—F—O.
1l vient, dés lors,
o 'y . 5 die die _
ot - o, m:—ﬂ,,o, et, dememe,mVo, ¥l — o.

Les dérivées partielles troisiémes de o sont donc tenues de s’annuler identiquement,
tout comme si les paramétres b, ¢ étaient, tous les deux, arbitraires. »
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ADDITION A LA NOTE DES PAGES 37 A 39.

Si I'on n’avait & considérer que des écoulements bien continus, il y aurait une
variable meilleure encore que le rayon moyen, pour exprimer tout i la fois I'influence,
sur la vitesse moyenne U, de la grandeur et de la forme de la section; ce serait le
quotient de la section s du tube par le rayon de gyration de cclle-ct autour d’un axe
normal a son plan el issu de son centre de gravité, c’est-a-dire par la longueur J que

définit la formule cJﬂffrﬂa’c .:f(_y“’—}— z?)do.
a [+2

Des quadratures assez faciles donnent pour ce rayon de gyration J, dans les quatre
cas du triangle équilatéral, du carré, du cercle et du rectangle infiniment large, des
valeurs égales au contour y divisé respectivement par les quatre nombres

6\/3—: 10,392, 4y6 = 9,798, a2 — 8,886, 4y/3 = 6,928.

En introduisant, d'aprés ces valeurs, J au lieu de y dans la formule de U, qui

2
estipé,—:l,
— Leg/o)
U=y 5<J) b

r X
avec les quatre valeurs respeclives suivantes du nouveau paramétrey’ :

il vient :

v'—36.5 — 180, v =(1,778 ...) (96) = 170, bg,
v —=16%* =157,91, Y =36.4 =144.

On voit que l'inverse de v/, ou le coefficient auquel la nouvelle formule fait la vi-
tessc U proportionnelle, grandit seulement dans le rapport de 4 & 5, quand la
section devient rectangulaire large, de triangulaire équilatérale, en passant par les
formes carrée et circulaire. Iit Pon trouve que ce coefficient serait méme absolument
constant dans les sections elliptiques, qui, toules, donnent v/ —167? comme le cercle.
Il est donc bien moins variable que l'inverse de ¥, et 'on pourrait, avec quelque
approximation, le prendre, pour toutes les formes usuelles de la section, égal a la

. . . N 1 1

moyenne arithmétique de ses deux vileurs extrémes obtenues 365’367’ moyenne
. 4

qui est 35, ou qui revient a poser y'=160. M. de Saint-Venant avait déja indiqué, dans

les Comptes rendus de I' Académie des Sciences (1. LXXXVIII, p. 142; 27 jan-

vier 1879), une formule approximative analogue pour le moment de torsion d'un

prisme élastique isotrope. Or, la détermination d’un tel moment de torsion constitue

un probléme analytique revenant justement a celul de I'écoulement uniforme bien
B. 9
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continu dans un tube de méme section que le prisme dont il s’agit, comme je I'ai
établi aux pages 70 a 76 de mon premier Mémoire Sur Uéquilibre et le mouvement
des tiges élastiques, inséré en 1871 dans le Journal de Mathématiques pures et
appliquées, de LIouvILLE (2¢ série, t. XVI).

. a . .
Malheureusement, la nouvelle variable T perd en majcure partie ses avantages quand

. . a1 .
I’écoulement devient tourbillonnant. Alors, en effet, le rapport & = 5 OV sensible-

ment constant pour chaque forme de section, vaut, par exemple (n° 31, p. 47),
0,00034 dans le cercle, quand il égale environ o,0004 dans le rectangle large et un
peu plus que o0,0004 dans le carré (*). Or si, éliminant y de ce rapport, on consi-
a I . .- \
7 O e valeur, b%, devient supérieure &
(0,0004) (4y/6)=0,00392 dans le carré, égale a (0,00034) (2%\/2)= 0,00302 dans le

dére, a la place, le nouveau rapport

cercle et seulement & (0,0004) (44/3) = 0,00277 dans le rectangle large. Elle change
sans doute trés peu, quand on passe du rectangle large au cercle; mais, en revanche,
elle croit beaucoup, environ de moitié, quand on passe du rectangle large au carré,
et elle ne varierait peut-étre pas moins si 'on passait du méme rectangle large aux
formes trapézoidale étroite et triangulaire, assez usuelles, qui laissent au contraire
le coefficient & sensiblement invariable.

G, . . . P
Done, le rayon moyen - évalue mieux, en Hydraulique, I'influence combinée de la
X
grandeur et de la forme de la section sur la vitesse moyenne U, que ne le fait le rapport,

d’ailleurs plus compliqué, 2.

J

(*) D’aprés la série 18, paraissant assez réguliére, des anciennes expériences de M. Bazin ( Re-
cherches hydrauliques, p. 93, g7, 40g), o, dans un canal rectangulaire en planches, de 1,2 de
largeur, la profondeur de Yeau a varié de zéro aux { environ de la demi-largeur, et le rayon moyen
de zéro a 0=,2557, b croitrait, du moins pour cette nature de parois el pour un rayon moyen comme
: de métre, d’environ 5 ou 6 pour 100 de sa valeur primitive, dans un tuyau prismatique dont la sec-
tion, d’abord rectangulaire trés aplatie, finirait par acquérir une hauteur égale aux % de sa basc et
approcherait ainsi de ]Ja forme carrée. Pour un rayon moyen moitié moindre, I'augmentation irait &
7 pour 100 environ, d’aprés la série 20, paraissant assez réguliére aussi, ou la profondeur a égalé et
méme dépassé la demi-largeur, o™,24.
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A la page 57, ligne 20, au lieu de « p <o », lire « p >0 ».
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THEORIE

-

DE

L’ECOULEMENT TOURBILLONNANT ET TUMULTUEUX DES LIQUIDES

DANS LES LITS RECTILIGNES A GRANDE SECTION.

ETUDE DES REGIMES GRADUELLEMENT VARIES ().

§ I. — Objet de ce deuxiéme Mémoire.

« 1. La publication, par M. Bazin, de ses Expériences sur la distribution
des vitesses dans les tuyaux (*), fournit en ce moment aux hydrauliciens les
premiéres données précises, acquises a la Science, touchant I’établissement
du régime uniforme a I’entrée et dans la premiére parlie amont des lits
cylindriques allongés ol ce régime existe. En effet, dans ces expériences,
faites sur un tuyau en ciment lissé de 80" de diamétre et 8o™ de longueur,
le mesurage des vitesses des filets fluides, a travers les trois sections situées
au quart, au milieu et aux trois quarts de la longueur, a permis de recon-
naitre que ces vitesses u étaient pareilles aux points homologues sur les

b

(') Ce Mémoire fait suite a celui que j’ai publié¢ I'année derniére sous le titre :
Théorie de Uécoulement tourbillonnant et tumultueux des liguides dans les lits
rectilignes a grande section, et qui élait presque entiéremenl consacré au résime

8 8 ;€L q presq 5
uniforme.

2) Mémoires présentés par divers savants a I’ Académie des Sciences de ['Institut

£
de France, t. XXXII, 0% 6; voir la page 14 du Mémoire.
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deux dernitres sections, entre lesquelles régnait par conséquent 'unifor-
mité du régime, mais qu'clles étaient notablement moins inégales, du
centre au contour, sur la premiere. Dans celle-ci, leur rapport a la vitesse
moyenne U, aux distances r de I'axe exprimées par les fractions suivantes
durayon R,

~

R 2 : 1

ﬁ =0, %’ %’ %a %7 87 %’ g jz, I,
avait respectivement les valeurs

d 5 63 823, 1,03 3, 0,86 -3

[ = "11200, 1,1190, 1,1063, 1,0970, 1,0823, 1,0370, 1,0120, 0,9293, 0,8600, 0, 7500,
tandis que, plus en aval, dans la seconde moitié du Luyau, ce rapport était
(en moyenne, avee des écarts de sens divers, pouvant al'er, entre les deux
seclions considérées de celle moitié, jusqu’a 0,0125):

{1 » » ~

U =1,1675, 1,1005, 1,1475, 1,1238, 1,0923, 1,0473, 1,0008, 0,9220, 0,8463, 0,7413.

» L’uniformité emploie donc & s’établir une assez grande longueur,
supérieure, comme on voil, a cinquante fois le rayon, dans le cas d'un
tuyau circulaire & parois polies, puisque les vitesses n’y étaient pas réglées
apres un parcours de vingl-cinq diametres; et il y a lieu d’étudier le régime
graduellement varié qui régne, sur cette longueur, cntre la premiére section
amont ou les filets fluides, ayant terminé leur rapide épanouissement consé-
cutif a la contraction de I'entrée, sont désormais presque paralleles, sans
courbure sensible, mais encore beaucoup trop rapides prés de la paroi,
beaucoup trop lents sur 'axe pour se conserver tels, et la section, relalive-
ment tres distante, ol méme le filet le plus central a pris enfin toute sa vi-
tesse, apres s'otre accéléré jusque-la 4 mesure que se ralentissait le fluide
extérieur plns retenu par la paroi.

» Telest le genre de régime graduellement varié, non considéré jusqu'ici
dans les grandes sections ou dans les mouvements tourbillonnants, qui
fera le principal objet de la présente étude. Toutefois, je rattacherai cette
étude i la théorie générale, que je reprendrai d’abord, des autres modes
d’¢coulement graduellement variés, permanents ou non permanents, bien
plus fréquents dans les cours d’eau découverts : savoir, de ceux ou il se pro-
duit soit d’'un point a P'autre de la longueur, soit sur place, des change-
ments de section fluide et de vitesse moyenne, assez bien amenés pour
laisser subsister partout, avec quelque approximation, la distribation des
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vitesses caractéristique du régime uniforme, altérée seulement dans unc
mesure comparable a ces changements eux-mémes. Leur théorie, tres
facilitée par lemploi immédiat, qu’elle comporte, de la méthode des
approximations successives a partir des formules du régime uniforme, a été
indiquée, il est vrai, dés 1871 (') et publi¢e in extenso dans un Mémoire de
I'année suivante 1872 (*); mais je lui ai trouvé depnis des simplifications
et des compléments qui permeltent d’en abréger beaucoup et d’en mieux
synthétiser I'exposition.

§ II. — Equations fondamentales de I’écoulement graduellement varié.

» 2. J'ai déja donné la définition et les équations fondamentales des
régimes graduellement variés, dans mon ¢tude de I'année derniére sur
I'écoulement tourbillonnant et tumultuenx (*). Les composantes transver-
sales v, w de la vilesse moyenne locale V y sont assez petites, ainsi que les
dérivées, par rapport & I'abscisse z ou au temps ¢, soit de la composante
longitudinale u, soit de la seclion normale fluide 5, soit de la vitesse
moyenne de débit U a travers cette seclion, pour que les produits de toutes
ces quantités, entre elles ou par le petit coeflicient ¢ du froltement inté-

- rieur, soient négligeables dans les équations du mouvement. De plus, les
dérivées successives en x ou ¢ des mémes petites quantités sont d’ordres
de grandear de moins en moins sensibles, en sorte que 'on doit n’en tenir
compte qu’a des degrés d’approximation de plus en plus ¢levés; et méme
la dérivée de ¢ en &, comparable au produit de e par certaines des petites
dérivées précédentes, peut étre supposée nulle.

(g

» 3. Cela posé, les deux équations indéfinies du mouvement, o
figurent les deux trés pelites accélérations latérales o', w', se trouveront

(1) Comptes rendus, t. LXX1I1, p. 34 et 101; 3 et 10 juillet 1871.

(%) Essai sur la théorie des eaux courantes, aux t. XXIII et XX1V du Recuerl des
savants étrangers ou des Mémoires présentés elc , §§ VI, IX, X, X[, XII, X\,
XXXVI. Voir surtout le § XL, rédigé en 1873, et, au Tome XXI1V, une Addition, p. 59.

(*) Comptes rendus, 22 et 29 juin 1896; t. CXXII, p. 1449 et 1517, ou n° 20, p. 17,
du précédent Mémoire consacré surtout au régime uniforme et intitulé : Théorie de
Uécoulement tourbillonnant et tumultueux des liquides dans les lits rectilignes
grande section.
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débarrassées, comme on a vu par mon ¢tude de I'année derniere ('), des
termes en ¢; et elles exprimeront que la pression moyenne p varie, a I'in-
térieur de chaque section ¢ normale a I'axe des #, comme dans un fluide
sans frottements, sa différentielle suivant un petit chemin ydy? -~ dz? y
égalant sa valeur statique moins le produit (¢ dy + o/ dz).

» Celui-ci, par unité de longueur du chemin suivi, est, comme ¢ et o/, du
second ordre de petitesse; on pourra done, a peu pres toujours, le né-
gliger. Mais sa présence dans 'expression de dp cntraine évidemment la
condition d’intégrabilité

de’ dw’
(I) EZT —_ 7{—/— = 0.

» Ce sera une des équations indéfinies du probleme; et il faudra, par
conséquent, malgré 'exlréme petitesse de ses termes, y avoir recours, sauf
dans les deux cas simples de sections rectangulaires d’une grande largeur
constante et de sections circulaires, ol d’évidentes considérations de symé-
trie en tiendront lieu. Elle servira a déterminer les petites composantes
transversales v, @ de la vitesse, concurremment avec la condition de con-
tinuité ou de conservation des volumes fluides

(2) t_ivr dv du'
dy TET T 4

» & L’expression de p, ainsi formée pour l'époque actuelle ¢ et a
partir de Vaze hydraulique actuel ol elle est appelée p,, c'est-a-dire a
partir du point ou cet axe perce la seclion s comprenant le point considéré
(z, ¥, =), aura donc la partie non hydrostatigue — [ o(¢' dy + w' dz), due
aux forces centrifuges du fluide (—g¢’, — s’ par unité de volume) au
moins dans la mesure ol la vitesse V est normale au plan des yz ou de c.
Mais cetlc partie sera du second ordre de pelitesse, ct, dans la dérivée
de p en x figurant au premier membre de I'équation indéfinie en /, elle ne
fournira, par suite, que des termes du troisieme ordre, négligeables, méme
quand on poussera jusqu’a la seconde approximation le calcul du régime
graduellement varié. L’équation indéfinie principale de ce régime sera
donc la relation (23) de ma Note du 29 juin 1896 (?), ou, par suite, en
prenant comme variables =, { les coordonnées homologues de y, z dans

(Y Comptes rendus, t. CXXII, p. 1520, ou n° 27, p. 23, du précédent Mémoire.
(¥) Comptes rendus, v. CXXII, p. 1521, ou bien p. 24 du Mémoire précédent.
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une section semblable & 6, mais de rayon moyen 1, la formule (25) de la
méme Note, savoir

d | ., u, d "y k o1 ko o
(3) an b(ﬂ,C)W]"f—d—c F(Y]; C) Pia +VE£7§_¢E)Zgu§

» Dans cette formule, 1 désigne la pente motrice actuelle, ¥(n, {) une
fonction censée donnée pour chaque forme de la section et u, la vitesse u
sur une génératrice convenue du fond, par exemple, sur la génératrice
équidistante des deux bords. 1l s’y joint la condition (26) spéciale au con-

tour de ¢ et qui est
: u

(4) (sur le contour) T (m, C)—dlvi“ — — kB, f(, 0),

dv désignant toujours une petite normale menée au contour dans la sec-
tion de rayon moyen 1, a partir de chaque point intérieur (v, {) infiniment
voisin, et f(n, {) une fonction donnée sur tout le contour, généralement
peu dilférente de 1 le long du contour mouwillé y, mais nulle aux surfaces
libres.

» On avu d’ailleurs qu'il résulte de ces deux équations, pour détermi-
ner la vilesse ©, au milieu du fond, la formule notée (27), qui, en appe-
lant o f'la moyenne des valeurs de f(=, [) le long du contour mouillé y et,
finalement, o u’ la valeur movenne de u’ sur toute l'aire s, est

(%) Bou(fD]Lf::—((l—f‘L d_cff):g(I_amzc)_

& X g

» 5. Enfin, il a été démontré au méme endroit : d’'une part, que ces
équations sont indépendantes du choix des axes reclangles des y et des z
dans un plan parallele 4 la section o; d’autre parl, qu’elles déterminent
complétement les vitesses u a travers celle-ci, dés qu’on y donne la pente
motrice actuelle T et, en chaque point (y, z) ou (=, ¢), l'accélération lon-
gitudinale actuelle #'. Or cette derniere peut s’évaluer, sauf erreur de
Pordre des carrés ou produits qu’on néglige, en remplacant la vitesse lon-

gitudinale u par la vitesse totale V = Vi + ¢* + w?, ou en prenant ainsi

Vaccélération tangentielle, dérivée compléte par rapport au temps (c’est-

a-dire pour une méme particule suivie dans son mouvement moyen local)

de la vitesse V; et I'on voit alors qu’elle est tout aussi indépendante des
B. 2
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axes coordonnés que la pente motrice elle-méme,

(6) I:—%<a0+ :7:)
ou &, est P'altzude el p, la pression moyenne sur Vaxe hydrauligue actuel,
dont on considere I’é¢lément ds compris entre la section ¢ proposée, qui
lui a été menée normale, et une section voisine parallele.

» En faisant idéalement la méme substitution permise de Vet V, 4 u
et u, dans les premiers membres des formules (3), (4) et (5), ces équa-
tions auront, dans toutes leurs parlies, une signification géométrique ou
physique, indépendante des axes généraua de coordonnées quel’on pourrait
choisir ensuite pour étudier dans chaque cas le mouvement a toutes les
époques; car les y, z, oun, §, qui y figureront, seront des coordonnées
locales propres a Ia section fluide ¢ menée, a I'époque ¢, normalement en
un point donné quelconque de I'aze hydraulique tel qu'il est 4 ce moment,
c'est-a-dire de l'axe du tuyau quand il s'agit d’un tuyau plein, et d’une
coupe longuudinale de la surface libre actuelle quand il s’agit d’un cours d’ean
découvert.

» Enfin, les vitesses et les accélérations, variant lentement d’un point a
Pautre dans les sens paralleles ou presque paralléles 4 la direction moyenne
de ’écoulement, ont sensiblement les mémes valeurs et les mémes dérivées
en sens divers aux points correspondants de sections voisines 6, presque
pareilles d’ailleurs, menées en un méme endroit dans le fluide suivant des
orientations un peu différentes, mais toutes a peu pres normales aux vi-
tesses V. Et 'on peut méme y confondre des dérivées de u suivant des
sens transversaux (des y ou des z) un peu différents, faisant entre eux des
angles du premier ordre de pelitesse, pourvu que ce soit dans des termes,
provenanl des frottements, ou figurait d'abord le petit factenr ¢, comme
sont ceux en F(x, {) de (2) et de (3).

» Done, si 'on prend, pour toutes les époques, un axe fixe des @ sui-
vant la direction moyenne de I'écoulement, et des axes des y et des z per-
pendiculaires, les quantités u, ¢, w, u', ¢, & pourrount, également, se
rapporter a ces axes fixes et communs dauns les formules (1), (2), (3), (4)
et (5), ol la pente motrice I sera la dérivée en x, changéc de signe, de

I'expression 8, + %, mesurée le long d'un axe hydraulique généralement

variable d'un inslant 4 Vautre, mais dont les ¢léments ds ne feront avec
Paxe des # que des angles ayant leurs carrés négligeables.
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§ III. — Equations qui déterminent le mode de distribution des vitesses

dans 1’écoulement varié.

» 6. Si, aprés avoir divisé (3) et (4) par £yB,, I'on ¢élimine Ide (3)
par la relation (5), il vient, pour déterminer le mode de distribation des
vitesses a lravers la section 6, le systéme suivant d’équations, ol nous

. - A - I {4
avons pris comme inconnue la méme fonction TV (7 — 1> que dans le
0 0
cas du régime uniforme (') :

d d uw—u d d u—u g u' — IMu!
—(F —— 2\ 4+~ — (F 5, — 2 Mmf = - —f———
d-q( dn uﬂk~/50> dC( & ouivb.) S ¥ gBoul

(au Contour)F—u;ui—~ﬁ (au milieu du fond ) 2% — o.

dv o k\/B, uo kB,

(7)

» Posons

(8) ukvﬁ_'—'F (%) +

F, étant la fonction, déja considérée, qui définit pour chaque forme de
section la distribution des vitesses dans le régime uniforme et que déter-

gB 2y ZFy (),

mine le systéme

d (. dF, -
03 20%) e

(au contour) F 2 i = = —f, (au milieu du fond) F, = o.

(9)

» Les formules (7 ) deviendront évidemment, en F,,

d dF, d dF, . ’
dn (F_d'r,) —+ a <F~ ~> =u — Mmu,
(10)

(au contour) F C% = o, (au milieu du fond) Fy =o0;

et il est clair que celles-ci, une fois 'accélération «’ connue aux divers
points (¥, 2) ou (v, {) de 5, détermineront complétement la fonction F,, qui

(1) Comptes rendus, 6 juillet 1896, t. CXXIII, p. 7, ou § VIII du Mémoire précé-
dent, p. 26.

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1



(r2)

dépendra non sculement de m, {, mais aussi des autres quantitss entrant
dans «'.

» Quand la fonction F, sera ainsi trouvée, la relation (8) donnera, pour
exprimer dans toutes les sections semblables le rapport de la vitesse'u en
un point quelconque a la vitesse #, au milieu du fond, la formule

k

u e (<
11 — =1+ EkVB,F, (0, )+ —cc— <~ Fy (0,0
(1) iy \/0 '<‘Z> gVBoul X 2 (70
§ IV. — Relation entre la vitesse moyenne et la vitesse au fond.

» 7. Le rapport de la vitesse moyenne U a4 la vitesse u, au milieu
du fond s’obtiendra, par suoite, en prenant la moyenne des valeurs du
second membre de (11) sur toute I'aire ¢ de la section fluide; ce qui donne,
comme généralisation de notre formule (31) de régime uniforme ('), si
OILF, désigne la valeur moyenne de la fonction F, (=, ¥),

(12) S =1 (RORE,) VB, +

0

k g
m Y IME,.

» On voit qu’il suffirait de connailre 9iLF, pour pouvoir tirer de (12) la
vitesse u,, au milieu du fond, en fonction de la vitesse moyenne ou de
débit U; apres quoi, la substitution de cette valeur de v, dans I'équa-
tion (5) donnerait, entre la vitesse moyenne, le rayon moyen, la pente
motrice et 'accélération moyenne snu’, une relation, propre a jouer dans
les régimes graduellement variés le role capital de l'équation usuelle

21 =hU2 dans le régime uniforme. Or l'expression désirée de owF, se
X f

déduit aisément des équations (9) et (10) définissant F, et F,, sans qu’on
ait, & beaucoup pres, besoin de les intégrer.

» 8. Ajoutons, en effet, les premiéres équations (g) et (10), respecti-
vement multipliées par I', ds et par — F, dq; et observouns que ds, ou dydz,
est le produit du ecarré du rayon moyen par I'¢élément d’aire dnd{ dans la
section semblable de rayon moyen 1. Pois intégrons les résultats dans

(*)y Comptes rendus, 6 juiilet 1896, t. CXXIII, p. 8, ou p. 27 du Mémoire précé-
dent. '
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toute I'étendue de celle-ci, aprés avoir remplacé les différences

d dF, d dF, : dlF,
FZE‘(Fdr)*P‘dn(F* > F2E<F d5>_r'dc<r dc>

par %(F;.F%—F,.ldl > Z( F C —TF,.F d§>' Les termes ol

paraissent ces différences se transformeront, a la maniére ordinaire, en
intégrales de contour, que les secondes relations (g), (10) simplifieront et
réduiront a la partic mouillée du conlour. Revenons enfin a la section
effective ¢ et 4 son contour mouillé y, en multipliant les différentielles
sous les signes f par les facteurs convenables. Alors, si oiw (F,u") désigne
la valeur moyenne du produit ¥, (n, {)«’ dans toute 1'étendue s, nous
aurons, aprés avoir divisé par s,

(13) ffl‘ = 4 O fOF, = o Fone’ — o (Fu').

» Dans cette relation, le premier terme égale évidemment le produit
de oiif par une valeur de F, intermédiaire entre la plus petite et la plus
grande que prenne cette fonction le long du contour mouillé . Or, siles
vitesses, aux divers points de la paroi, étaient réparties dans le mouve-
ment varié comme dans le mouvement uniforme, on y aurait, d’apres (8),
F,= o, le premier membre de (8) s’y réduisant & F,(n, {). Sans avoir
besoin d’admettre qu’il en soit rigoureusement ainst, il est clair, par ana-
logie avec ce qui a lieu dans le régume uniforme, que les écarts relatifs de
vitesse, propres au mouvement varié, seront bien moindres le long du
contour mouillé que dans tout l'intérieur de la section. Autrement dit, la
fonction F, se maintiendra, le long de y, beaucoup plus voisine que dans
l'aire ¢ de sa valeur zéro réalisée au milicu du fond. Donc le premier
terme de (13) est négligeable devant le deuxiéme, et cette relation donne

OIUF, O o' — I (F, u')

(14) Mk, = oS

» 9. Telle est 'expression de oiLF, a substituer dans (12). Remplagons

. . B,:
ensuite le binome 1+ £y/B, 9L F, parsavaleur, \/ °‘;r°f, contenant le coef-

ficient usuel b qui entre dans la formule du régime uniforme ('), et mettons

(') Comptes rendus, 6 juillet 1896, t. CXXIII, p. 8, formules (32) et (33); ou
p- 27 du Mémoire précédent.
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d’ailleurs cette valeur en facteur commun au seccond membre. Nous aurons

. U /B b o ORF, I’ — O (F, ')
(15) o [T A 5075 B, 29K ’
X é [

expression ou le terme qui suit Punité dans la parcenthése scra trés petit

et aura son carré négligeable, puisque nous admettons ic un mode de
distribution des vitesses voisin de celui du régime uniforme. Comme on
veut avoir ©} en fonction de U?, il reste 4 renverser cette valeur du quo-
tient de U par u, et & I'¢lever au carré, en employant d’ailleurs la formule
du binome et en substituant 4 B,u} oL/, dans le terme en «, sa valeur de
premiére approximation U, Il vient, pour représenler (au facteur prés pg)
le frottement extérieur moyen Byul o f par unit¢ d’aire, la formule

(16)  Bowlonf— bU?— 24 \/aufx

NUF, N’ — NC(F, u')
&

» On donne au second membre une signification plus intuitive en obser-

vant que F, et A& reviennent, d’apres (8) et (15), dans les petils

“ d,uo u“\/ b » et ont pour produxt -
g kB, U

Alors u, s’élimine du dernier terme de (Ib); et, en indiquant finalement par

Jlf

\ 1 — U
termes ol u’ est en facteur, 4 —.

(u*) la dérivée complete de o’ relative au temps, c’est-a-dire sa dérivee
2uu’ prise en suivant une méme particule, par ot (u?) la valeur moyenne
de (u?), il vient

DT ()’
(17) Bﬂuﬁalbf:bU2+é;’—([—(U”—) —2:mu’].

Telle est la valeur de B,u; o f qu’il faudra porter dans I’équation (5), ol
figure la pente motrice 1. Résolue par rapport a I, cette équation sera

1 [ I (u?y .
(18) I:bU2%+;[f %u) ~311‘u’J.
o
§ V. — Formule générale pour la valeur moyenne, sur une section,

de toute dérivée compléte par rapport au temps.

» 10. Tl manque encore a son dernier terme et a celui de (17) d’étre
relles le plus simplement possible a la vitesse moyenne U ou a ses deerees
pdrtlelles en x et ¢,
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» Pour y parvenir, démontrons d’abord la formule générale suivante,
ou il s’agit de tout courant fluide, permanent ou non permanent, dont les
particules, d’une densité p constante ou variable, possédent des vilesses V
ayant, a I'époque ¢, les composantes u, ¢, @ suivant des x, y, = fixes et
ou, U élant la vitesse moyenne (de debit) suivanl I'axe des x, a travers
les sections ¢ normales 4 cet axe et fonctions, comme elle-méme, de a et
de t, v désigne d’ailleurs toute fonction conlinue des quatre variables ¢, x,
¥, =, enfin, 7/, su dérivée compléte par rapport au temps, ou dérivée prise
en sujvant durant I'instant ¢ la particule venue en (a,y,z)a P'époquet :

(19) fp'r’dc = g—[fp':rlc—i— %fpu'rdc.

» Considérons, en eflet, & I'époque ¢, la somme Zm<’, pour toutes les

N +Ax
particules m = gdadx comprises dans le volume ﬂuide/‘I ({xfdc, que

x

limitent les sections 5, ¢’ ayant deux abscisses voisines et constantes x,
x + Ax; et soient =, la valeur, & 'époque ¢ + dt¢, de la fonction < pour la
-particule m, s, la section fluide correspondant, pour la méme époque ¢ + dt,
a chaque abscisse intermédiaire entre x et  + Ax. Il est clair que

(20) Zmr’ = dit(ZmT, — Zmx),

et, d’autre part, que Em+', Im= ont les deux expressions respectives

f““dxfm'dc ot f+Ard.’I)fp'cdo—.

» Pour évaluer Zmr,, observons que la masse Xm comprend, a
I'époque ¢+ dt, la tranche fluide limitée par les deux sections o,
d’abceisses @, + Az, ou les particules m se grouperont en éléments de
volume dxds, donnant les éléments d’intégrale dxords,, moins le fluide,
p(udt)ds a fort pea pres, entré par chaque ¢lément de la premiére sec-
tion durant l'instant d¢, et donnant I’élément d'intégrale — dtpu~ds, plus
enfin le fluide analogue p(udt)ds" sorti dans le méme instant par chaque
élément de la derniére section ¢ et fournissant a 'intégrale I'élément
dtpurds’. La somme Emr, sera done

fI+Axd.x [p’rdm-+—a’l(fplrrdc'—fpurdc):/'x+A:dx<pr do"—%-c]t%fpu'r(/a).

oo,

» Divisons par dt son excédent sur I'expression de Zm=, et nous aurons
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évidemment, d’apres (20),

fx”hdxfc o' do = f:u‘t"”%ff”’“ i)

ce qui, en supposant Az infiniment petit, revient bien a la formule (19).

§ VI. - Applications de cette formule, notamment 4 ’équation de continuité

du fluide pour toute I’étendue des sections, etc.

» 11. Une premiere application, indispensable, de (19) s’obtient en po-
sant r =1, de mani¢re & exprimer la conservation de la masse fluide Zm.
Dans lc cas auquel nous nous bornons d’un liquide, il vient ainsi, aprés
suppression du facteur alors constant g, et en observant que U est la
valeur moyenne de « sur toute Vaire s, U'equation de continuité en C et s,
savoir

dr d.qal]
<2I> ZIE+ dzx =9

» Llle signifie que la tranche fluide, sAz, comprise entre deux sections
voisines 6, ¢’, & abscisses constantes, et a travers lesquelles les vitesses

moyennes sont U et U’, décroit, par unité de temps, d’une quantité

— %:Ax, égale a la différence de leurs débits, qui est ¢’U' — U, ou

d.qU
dx

» Posons maintenant, daus (19), T = soit «, soit u?; et faisons d’ailleurs

(22) [E—ien [(E) %=

ou n désigne ainsi (') I'excédent sur ['unité, toujours positif, du rapport du
carré moyen des vitesses z & travers une section au carré de leur moyenne U,
et ol «, peu différent, comme on sait, de 1+ 37 (*), est, suivant 'usage des

Ax.

(*) 1l est vral que v désigne dé¢ja le rapport, dans chaque section o, de la coordon-
née ¥ a une certaine ligne de la section. Mais il ne résultera de ce double emploi de 7,
aucune confusion, les deux roles n’ayant rien de commun.

A . e .
(?) En eflet, si Pon pose — —1~ 4, la valeur moyeune de A sur toute l'aire o de la

U
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(17)
hydrauliciens, le rapport analogue du cube moyen des vitesses u an cube
de la vitesse moyenne. La formule (19), divisée par g5, donnera

, __1[dUg d(1+7)U?s 2N 1d(1+7)U?%s dzUq
(23) T = 6[ T T de ] M (uf) = EL dt Y ]
Dédoublons les lermes ol figure une dérivée en , en y considérant
(1 +mn)U%, «aU%s comme produits de Ug par (1 + »)U ou par «U?; puis
éliminons, grace a (21), la dérivée de Ue en z. 1l vient, aprés quelques
réductions évidentes,

,__dU d.(1+7)U U ds
(24) gDKu—Ti[+U—dx—~_ﬂ?E’
24 ) .
ay,  d. 0L d.aU? U d
( o (u?) :‘% AU ==

» Enfin ces valeurs, portées dans (18) et (17), donneront aisément les
expressions désirées de la pente motrice et du froltement extérieur moyen
par unité d’aire (au facleur preés pg) @

d U2
. IT=bU2L (22 —1—m)
5) o &z 2g
(2 1-1 2, dU 2 41—27,9@ 9 w‘@ﬂ+{l'ﬁ
g dt & a dt g\~ dzr dt)’
b Uty 1 gy A U A dU
6 Byulonf=0U*+2(2 — 1 'ﬂ)_/.d.n e gy d
(26) 1+3n--2 Uds e U pda—an , dn
-+ & z(Tl v & dx +dt '

. \ u .
seclion sera nulle. Donc les carré et cube moyens 1 + 7, a de &=, savoir

U
Mo (1 -+ 24 4 A%) et M (14 JA4 3a%4 a%),
seront respectivement
1+ O (A2) et 14 3IIL(A2) 4 JIL(A%).

Ainsi, d’'une part, 5 = I (A?), et les valeurs absolues de A sont, en moyenne, de
Vordre de {/n; d’autre part, 1L (A%) étant dés lors comparable a 7y/7, c'est-a-dire, en
général, beaucoup plus petit que 30 (A?) ou 37, « se réduit bien, sensiblement,
ar+4 3.

B. : 3
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§ VII. — Equation générale du mouvement et formule du frottement extérieur,

4 une premiére approximation.

» 12. Les coefficients 22 —1— 7, 14+ 27m, « —1— 27, 2(x—1— ), 27,
1+ 3 1] — «, calculés par les relations (22) qui définissent 7 et «, pourront
étre réduits i leurs valeurs sensiblement conslantes de régime uniforme,
dans tous les écoulements assez graduellement variés pour que le mode
de distribution des vitesses differe peu de ce qu’il est dans ce régime; car
ces coefficients multiplient des dérivées de U ou de s petites du premier
ordre, et les parties de 7, « ajoutées par de pareilles variations de régime
n’apporteraient aux termes considérés que des corrections noan linéaires,
supposées négligeables.

» De plus, dans les écoulements graduellement variés auxquels nous
voulons nous borner d’abord, et ou se feront assez lenlement les change-
ments de forme de s influant sur les valeurs de régime uniforme de v et «,
les petiles parties variables de ces coefficients seront, comme celles mémes
que contiendra le rapport de « a Uet d’ou elles proviendront, de'ordre des
dérivées partielles premiéres de U ou de 5; et leurs dérivées en x ou en ¢
atteindront, par suite, comme les dérivées secondes de U ou de g, le
deuxiéme ordre de petitesse. C’est dire qu’a une premiére approximation, fe
dernier terme, double, de chacune des équations (25) et (26) sera negligeable.

» Les deux émquations (25) et (26) auront ainsi leurs seconds membres
réduils aux quatre premicrs termes; et les quatriemes, affectés des coeffi-
cients @ ;.—1— 27, 1+ 3n — «, trés petits par rapport aux coefficients pré-
cédents, seront méme peu sensibles. On pourra dire, en particulier, que laz
pente motrice 1 se divise en trois parties principales, employees respectivement,

Pune, bU*L, ¢ vaincre le Jrottement extérieur de régime uniforme; la
L¢3
.. d /12 R g , ’
deuxieme, (22 — 1 — 71)% e accelerer d’amont en aval le mouvemnent,
b o

en y accroissant la hauteur due a la vitesse moyenne Uj; enfin, la troisiéme,
1427 dU s
e’ a accelerer le mouvement sur place.

» D’aprés la formnle (26), le frottement extériear moyen par unilé
d'aire comprend pareillement trois parties principales, dont les deux der-
ni¢res, dépendant des mémes variations du mouvement, montrent que, d

egalité de vitesse moyenne U, la vitesse aw fond u, croit quand le mouvernent
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s’accélere ainsi soit d’amont en aval, soit sur place. Ces accélérations ten-
dent donc & égaliser les vitesses a travers chaque section, comme Dupuit
en avait fait quelque part la remarque pour le cas du régime permanent, il
y aun demi-siécle, dans ses Etudes théoriques et pratiques sur le mouvement
des eaux courantes ().

» 13. L'hypothése, faite ici, d’un mode de distribution des vitesses
pea différent de celui du régime uniforme, astreint évidemment, dans la
formule (26), les termes qui suivent 56U? 4 étre notablement moindres que
bU?; sans quoti le rapport de u, & U en serait trop altéré. Mais, heureusement,
les coelficients 2 (¢ — 1 — n), 2n, 1 + 31 — « de ces termes sont de petites
fractions des coefficients correspondunts 2¢ —1— 7, 14+ 20, a—1— 27,
dans la formule (25); car # ne dépasse guere 0,02 ou 0,03 (sauf dans le
cas de parois trés rugueuses) et a égale 1 +3m, & un écart prés de l'ordre
de 71\/;1- Aussi le terme b2 pourra-t-il, dans (26), étre, comme on I'admet,
trés supéricur a ceux qui le suivent, sans que, dans (25), les termes corres-
pondant & ceux-ci, ou dus a la variation du mouvement, soient tenus d'étre
moindres que Je terme en b. Autrement dil, grdce aux inégalites moderées
des vitesses a travers chaque section dans les écoulements tourbillonnanis, le
régime peut y éire graduellement varié, avec vitesses distribuées approximati-
verment comme dans le régime uniforme, tout en differant beaucoup d’un
régime uniforme. De la, le champ ¢étendu d’application et U'utilité de 1'équa-
tion (25) du mouvement.

(') 1l observe que le principe de Daniel Bernoulli, appliqué, entre deux mémes
sections normales d’un courant permanent sensiblement rectiligne, aux divers filets
fluides de ce courant, impose 4 tous, de la section amont a Ja section aval, la méme

L v w? . . . e .
variation de la hauteur 5o O due a la vitesse. Si donc, dit-il & peu prés, les fi-
) O 2 o
S o

lets s’accélérent, Jes carrés u® conserveront entre eux, toutl en grandissant, leurs diffé-
rences primitives (du moins le long de parcours assez modérés pour qu’on puisse y
négliger I'action des frottements), et les différences entre leurs racines u s'atténueront.

C’est bicn ce qu'ont vérifié, toujours pour I'état permanent, les remous d'abaisse-
ment observés par M. Bazin. Les valeurs de 7 qu’il y a constatées sont un peu moindres
que celles de régime uniforme (Recherches hydrauliques; 17 Partie, p. 262). Or 7,
ou U (A?) mesure, en quelque sorte, par sa racine carrée, 'inégalité relative moyenne
de vitesse des filets fluides composant le courant; et la diminution de 5 indique hien
une tendance de ceux-ci vers I'égalisation de leurs rapidités, aux endroits dont il
s'agit ou le fluide s'accélére.
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» Au contraire, dans les mouvements bien continus, ow s’ annule la vitesse
u, ¢ la parot, n, « — 1 sont comparables a I'unité; et tout régime graduelle-
ment varie, avec vitesses distribuees approximativement comme drns un régime
uniforme, est quast uniforme, quant a la relalion existant entre la pente
motrice, la vitesse moyenne et le rayon moyen. L'é¢tude d’un tel régime
n’offre donc qu’un intérét restreint (*).

(1) Jen ai, toutefois, donné la théorie au § I d’'un Mémoire publié en 1878 au Jour-
nal de Liouville,

Un cas particulier, celui qui concerne I'établissement du régime uniforme dans la
premiére partie amont d'un long tube, et que j’étudie pour I'écoulement tourbillon-
nant, c’est-i-dire pour les tuyaux, aux §§ XXI & XXX du présent Mémoire, offre un
certain intérét aux physiciens; car il permet, par le calcul de la fraction de la charge
(ou hauteur motrice) qui est employée a établir le régime uniforme, d’expliquer les
débits obtenus par Poiseuille dans celles de ses expériences sur ’écoulement le JIong
des tubes fins qui constituent sa seconde série, ou la longueur était insuffisante pour
que la fraction de charge dont il s’agit ici pit étre négligée. Une ¢étude surtout expé-
rimentale de M. Maurice Couette (Thése de doctorat és Sciences physiques, Ser le
frottement des liguides, Paris, 18go), ayant appelé mon attention sur ce cas spécial,
je I'ai abordé dans les Comptes rendus de I’ Académie des Sciences, d’abord les g et
16 juin 18go (t. CX, p. 1160 et 1238), puis, plus complétement pour les tubes circu-
laires, les 6 et 13 juillet 18gr-(t. CXIII, p. g et 4g). Un premier apercu y démontre

que la hauteur de charge employée & établir le régime uniforme, dans un tel tube &
. U2 . . ; .
entrée ¢évasée, est environ —, U désignant la vitesse moyenne. Aprés quoi, la mise en
s
8

comple, par des intégrations en série compliquées, des variations de vitesse des filets
2
aprés D’entrée, m’a donné 1,12 —, avec une longueur minima O,ZGP—R"’U environ
& €

(ol £ = 0,00000013p g pour 'eau & 10°), sans laquelle le régime uniforme n’existerait
pas, méme a I'extrémité aval, & des écarts relatifs prés de 0,01 sur les vitesses.

M. Jules Delemer a repris & fond les mémes calculs dans sa Thése de doctorat
&s Sciences mathématiques, Sur le mouvement varié de {’caw, cte. (Paris, 1893), et
en a fait lapplication détaillée & la seconde série d’expériences de Poiseuille. 1l a

UZ

trouvé notamment, pour la charge employée a établir le régime uniforme, 1,123 —»
: >

quand on se borne, comme J’avais fait, a la premiére solution simple, ou au terme
- L . Uz
Sfondamental de l'intégrale générale, mais 1,1346 =, quand on prend les deux pre-
g
miéres solutions simples.
On verra plus loin, dans deux Notes annexées aux §§ XXV et XX VIII du présent
Mémoire, comment la théorie de ces phénoménes pourrait se déduire, comme cas
limite, de celle des écoulements tourbillonnants, convenablement modifiée.
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§ VIII. — Usages de I'équation générale du mouvement graduellement varié.

» 14. La pente motrice L est liée, dans un tuyau plein, a la dérivée en x
de la pression p, le long de I'axe : dans un canal découvert, elle I'est &
la dérivée analogue de la section fluide 6, car elle se confond alors avec la
pente de superficie, dont I'excédent sur la pente donnée du lit est le quo-
tient, par dx, de la hauteur de la bande supérieure, — ds, qui manque
actuellement & la section fluaide d’abscisse x + dz pour égaler la section ¢
d’abscisse x. En joignant la condition (21) de conservation des volumes
fluides a la relation (25), on aura donc deux équations aux dérivées par-
tielles, en U et p, dans le cas du tuyau ou la section’c est connue, en U ¢t s
dans le cas du canal découvert ol p,, pression a la surface libre, est ou
constante, ou, du moins, donnée. §'il s’agissait d’un tuyau élastique, a sec-
tion ¢ variable avec p,, cas dans lequel ces deux équations (2r), (25) con-
tiendraient les trois fonctions inconnues distinctes U, ¢, p, de x et de ¢, la
théorie de I’élasticité fournirait, entre 6 et p,, la troisicme équation néces-
saire.

» On aura donc les formules indispensables pour rattacher, dans le cas
général d’un régime non permanent, les états successifs du courant fluide
a son état initial, ct pour déterminer, dans le cas plus particulier d'un ré-

- gime permanent, ol les équations deviendront simplement différentielles
en x, les variations, d'amont en aval ou d’aval en amont, soit de la pres-
sion p, sur l'axe, soit de la section fluide o.

» 15. Ces équations expliquent facilement, comme on peut le voir dans
mon Mémoire cité de 1872 ('), les principales circonstances qu’offrent les
cours d’eau découverts, soit parvenus 4 un état sensiblement permanent et
étudiés dans leurs longues parties 4 variations graduelles de chaque sec-
tton aux suivantes, soit considérés dans des états de crue ou de décrue
survenant, les uns, assez vile, les autres, avec une certaine lenteur. Mais
'observation de tels phénoménes ne comporte guére le degré de précision
qu'il faudrait pour controler, dans I'équation (25), les coefficients
2¢—1—17, I+ 27, « — I — 27 des termes dus & la non-uniformité du

(1) Essai sur la théorie des eaux courantes, §§ X111 4 XVI, XXVII, et XXXVI a
XXXIX.
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régime, en tant qu'ils different, le premier, de I'unité, qu'il excede sensi-
blement de 57, le deuxiéme, aussi de 'unité, et le troisieéme, de zéro, qu’il
surpasse de  environ. Or il n’en est pas tout & fait de méme de la propa-
gation de l'onde ou intumescence que produit une variation assez rapide,
mais momentanée, de la hauteur d’eau et de la vitesse moyenne, & une des
deux extrémités du cours d'eau, onde descendante, ou dirigée suivant le
courant, quand elle survient a I'entree ou extrémité amont, onde ascen-
dante, allant contre le courant, quand elle survient & Uembouchure ou
extrémité aval, et que la vitesse U du courant esl insuffisante pour arréter
sa progression vers 'amont. Dans ces deux cas, la vilesse de propagation,
calculable par les équations (21) et (25), se trouve dépendre assez des
petites parties des coefficients en question, pour que sa mesure eflfective les
mette en évidence, du moins dans les cours d’eau torrentueux et & fond
non poli oG la rapidité u,, des filets superficiels excede fortement la vitesse
moyenne U. 1l y a donc lieu d’¢évaluer ici cette vitesse de propagation, en
vue de vérifier expérimentalement ’équation générale (25) des écoulements
graduellement variés.

§ IX. — Son emploi dans le calcul de la propagation des ondes ou des remous

le long d’un courant.

» 16. Supposons qu'il s’agisse d’un canal rectangulaire de pente con-
stante et d'une trés grande largeur également constaute, ou se trouve
¢tabli, avant la perturbation constituant 'onde étudice, un régime uni-
forme, a vitesse moyenne U pour la profondeur d’eau, également donnée, 1.
Soient U + U’ et H + 4 les nouvelles valeurs de ces quantités lors du pas-
sage de l'onde, ou U’ et & les petites variations, fonctions de x ct de 1,
(u’ont subies celles-ci a partir des valeurs primitives constantes U, .

» La pente initiale de superficie, donnée par la formule du régime uni-
forme ou par l'équation (25) réduite a ses deux premiers termes, est le
quotient de LU? par H, vu la valeur primitive I du rayon moyen. A I'érat
non permanent, chaque section se relevant de 2, cette pente I devient évi-
pU _dh

H dz
réduit, comme 1l a été dit, par la suppression de son dernier terme
(double), prend 'expression

demment ; et, en méme temps, le second membre de (25),

(U—f—t'v)ﬂ U4 U JU 1+ 27, dU’ & —1— 27 U=+ dr
b H + /i +(21~‘ T'> i a’x’+ & de T & H—i—/f‘nﬁ
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» A une premiére approximation, ’'on pourra négliger les termes non

linéaires en U’ ou A& el méme, 4 cause de la petitesse du coefficient b, les
produits de & par U’ ou par 4. L’équation (25) deviendra donc

( 127 JdU’ 2% — [ — UdU’ dh xa—i1—an U dh
27) PR T T g H dt

» D'autre part, I'équation (21)donnera, au méme degré d’approximation,

N dh dl’ dah
_(28) E+Hd U—:o.

» 47. On peut tirer de (28) la valeur de la dérivée de U’ en x, pour
la substituer dans la relation (27), différentiée préalablement par rapport
a . 1l vient ainsi 'équation en 4,

d*h 'l+3(a—1)—5n d*h gH— (22 —1— ) U2 d*h
(29> —cﬁ—*_Z 2(1+27) dedt 1+ 27 dz?

» Décomposons son premier membre en deux facteurs symboliques du
premier degré, ou, autrement dit, adoptant comme inconnue provisoire la
fonction auxiliaire

dh dh
(30) )=

Z -+ w CT.%',
mettons I’équation (29) sous la forme

ki s
<31> ar + w dr 0
» Les deux conslanles v, " aurontrespectivement pour somme et pour
produit les coefficients des second et troisieme termes de (2g9); d’ou

w7[1+3(a—r)—5n U=K gH
- 2(1 4+ 27,) — L4271

@ = I+3—( l)*&)") K g“ ,
- ) a(r+27) 7 1+ 27

(32)

K désignant le nombre positif dont le carré est

(33)  K'=i+

O
2 1+2n§ ra:e

ac-—|—~2'r\—+—[?’(m—')_sn]2 ! J

» Nous prendrons le radical, dans (32), avec les signes supérieurs s’il
s'agit d’ondes descendantes, avec les signes inférieurs s’il s’agit d’ondes
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ascendantes. Dans le premier cas, en placant I'origine des = a I'entrée du
canal, on n'aura le long de celui-ci que des abscisses @ positives; et 'on
pourra convenir de compter le temps a partir d’un moment ol I'expres-
sion (30) de § sera encore nulle pour & >>o0. Dans le second cas, en pla-
¢ant P'origine des « 4 I'embouchure, 'on n’aura, au contraire, que des
abscisses & négatives; et 'on comptera de méme le temps ¢ a partir d’une
époque ou Y = o tout le long du canal, savoir pour x < o.

» 18. Cela posé, formons les intégrales du probleme pour la région du
cours d’eau située er avant du plan @ = o'¢, c’est-a-dire ayant des abscisses
plus grandes que w’¢, dans le cas d’ondes descendantes ou 'on a o',
mais plus petites que w’f dans le cas d’ondes ascendantes, ou v’ est > w.
Cetle région comprendra évidemment tout le canal s1 w et o’ ont signes
contraires; ce quiarrivera dans les cours d’eau franchement tranquilles (non

torrentiels), ou ygIl excéde notablement U. Méme dans un cours d’eaun
torrentiel, elle sera assez étendue pour que la différence x — w¢, inféricure
ou supérieure ax — «'¢ suivant que les ondes descendent ou remontent
le courant, y varie de parl el d’aulre de zéro, et finalement dans d’aussi
larges limites que l'on voudra, une fois ¢ devenu assez grand.

» La région considérée donnant, suivant les cas, x — o'2>0 ou
x — w't< o, I'intégrale de (31), savoir { = une fonclion de x — o't, y
devient simplement { = o & raison de la donnée d’état initial, qui annule 2
et §, quand ¢ s'annule, pour toutes les valeurs respectivement posilives ou
négatives de x. Dé&s lors, I'équation (30) a elle méme pour intégrale
h =F(x — wt), ol la fonction F, nulle (au moins sensiblement) pour les
valeurs soit positives, soit négatives de sa variable, en vertu de la méme
condition d’état initial, reste arbitraire pour les valeurs respectivement
négalives ou positives de cetle variable x — wt.

» [’équation (28), ainsi devenue (%; [HU'— (@ — U) 4| = o, montre

que 'expression HU' — (o — U )/ est nulle partout, comme aux points du
canal que 'onde n’a pas encore alteints; et il vient, en définitive, pour la
solution cherchée, vérifiant d’ailleurs (27) non moins que (28),

w—U}l.

(34) h=F(z—wt), U=-—p
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§ X. — Calcul théorique de l'influence qu’a la déformation de la masse fluide

sur leur vitesse de propagation.

» 19. D’aprés ces formules, la constante w, définie par (32) et (33), est
la celérite (ou vitesse de propagation) des ondes. Or, en négligeant des
termes trés petits de Pordre de »?, les relations (33) et (32) donnent

. 3(e—1)— 5 @« —1—2m U2\ —
(D_[I+_Z—]Ui(I_ﬂ+—T_érll>VgII
T — . U 5 U Vell
R R G

(35)

» D’autre part, les formules (37) de mon Etude de 'année derniére (*)
donnent de leur coté, pour exprimer la distribution des vitesses u aux
diverses profondeurs relatives £, dans notre cours d’eau trés large,

I R

En élevant le troisieme membre soitau carré, soit au cube, puis multipliant
par d, intégrant de { = o 4 { = 1, et retranchant enfin I'unité, nous aurons

(37) 'fa:g(%f—l>2, a—[:3w—§-n\/5_;,.

Substituons dans le dernier membre de (35) cette valeur de « — 1, puis
celle den, et il viendra, comme expression générale de la célérité o des
petites ondes de translation, le long d’'un courant large 4 régime uniforme,

T U VegH Vo 3 U
r R— 70‘—_ —_— = pp— —
o=U=%= vgl{—*—ﬂU[z + <2\/le1 U >] " U<3+ r: >

_ [T é U _ \/EH (um— U)z _ __8_ U (um_ U)a
#Ui\,gH+5[2i<2m 2 >] = 35(3—_+—\/ﬁ =

(38)

» 20. Cette expression dépend des trois quantités U, = \/g*H, u,— U,
qui définissent, I'une, U, la vitesse moyenne du cours d’eau, la seconde,

=+ gH, la célérilé des ondes telle qu’elle serait par rapport i la masse

(*) Comptes rendus, t. CXXIII, p. 13 (17 juillet 1896), ou p. 33 du Mémoire pré-

cédent.

B. 4
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fluide, si celle-ci élait tout entiere animée de la vitesse moyenne Uj enfin,
la troisitme, u,, — U, 'excédent de la vitesse maxima u,, 4 la surface sur la
vitesse moyenne U, excédent caractérisant 'inégalilé absolue de vitesse
des Gilets fluides. La dilférence o — U == Y gH, exprimée en majeure parlie
par le troisiéme terme des second ct dernier membres de (38), mesure
donc l'influence, sur la vitesse de propagation w, de la rapidité avec la-
quelle se déforme sans cesse le milieu transmettant les ondes. Ce lerme,
vu la petitesse ordinaire de », est peu sensible, comparativement a la somme
U = g1l des deux précédents, sauf dans les deux cas: 1” d’ondes descen-
dantes, le long d’un cours d’eau, a fond rugueux et trés rapide, rendant a
la fois, dans ce terme, les fonctions , U relativement considérables, et

U Vel
aygll U
croit avec le rapport de U i ygl; 2° d’ondes ascendantes le long d’un

notable aussi la différence (précédée alors du signe ~+ ) qui

couraut soit presque lorrenliel, soit faiblement torrentiel, ou la somme
algébrique U — /g1l s’approche de zére, par suite de la quasi-égalité de

T etde \/;g_‘ﬁ ; ce qui accroit 'importance du terme en v considéré.

§ XI. — Constatation effective de cette influence et vérification précise

de I’équation du mouvement.

» 21. M. Bazin a effectivement constaté, plusicurs années avant |'exis-
tence de la précédente théorie, que la célérité w élait bien, dans les cas

ordinaires, U == ygH, sauf toutefois pour les ondes ascendantes, le long
d’un cours d’ean presque torrentiel, o elle se Lrouvait sensiblement ré-
duite en valeur absolue, ¢’est-a-dire plus grande que U — /g1l dans le sens
d’amont en aval, conformémeunl & la remarque précédente ('). Lt il a,
postéricurement a U'impression de ses Recherches hydrauliques, aprés avoir
pris connaissance de ma formule générale (32), publié trois observations
faites en méme temps que les précédentes, mais qu’il avait réservées faute
de pouvoir les expliquer par la formule U == gl (). C'est qu'elles ren-
traient justement dans le premier cas exceplionnel, signalé ci-dessus, ou

(') Deuxiéme Partie (relative aux remous et a la propagation des ondes) dc ses
Recherches hydrauliques, p. 36 et 41.
(*) Comptes rendus, 13 juin 1883, t. C, p. 1492.
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les deux rapports de u,,— U a U et de U a ygH sont relativement considé-
rables. On y avait, en effet, comme valeurs observées respectives de I, U,
U, » (avec des erreurs possibles de 3 pour 100 environ sur ) :

= ():nI o, 0,150, 0,235,
U = 3,785, 2,744, 3,48,
u,— 5,51, 3,49, 4,55,
w = 06,25, 4,32, 5,75.

» Or, avec ces données (et g=g™,809), il vient seulement, pour
U +/gH, les valeurs trés insuffisantes :

U-+ygH=4,824, 3,957, 4,999,

tandis qu’on trouve, par les formules combinées (37), (33) et (32), les
valeurs théoriques, sensiblement exactes, comme on voit,

w = 6,190, 4,311, 5,555.

» La formule approchée (38) donnerait les résultats plus forts :

0o=06,511, 4,327, 5,589.

» L’erreur, insignifiante sur les deux derniers, atteint un vingtieme sur
le premier; ¢’est que, dans I'expérience correspondante, le nombre d’or-
dinaire tres petit » avait pris la valeur énorme o,166. Ce nombre, encore
fort grand dans les deux autres expériences, s’y réduisait cependant, respec-
tivement, 4 0,059 et 4 0,075.

§ XII. — Calcul de Yaccélération longitudinale ' dans un écoulement
graduellement varié.

» 22. Notre premiere approximation donne la méme célérité o a toutes les
parties d’une intumescence quelconque. Donc le probléme important de
leur lente déformation requiert une approximation plus élevée; et celle-ci
exige généralement I'évaluation, dans (25) (p.17), des termes de = et
a—mn qui dépendent de la variation du mouvement. Alors I'intégration
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du systeme (10) et, par le fait méme, le calcul des accélérations «’ devien-
nent inévitables. .

» Nous poserons, pour définir Ie mode de distribution des vitesses aux
divers points (y, z), ou (,%), de la section ¢ d’abscisse =z,

(39) Il; =0+ o, ou u="U(p+w),
¢ étant la fonction de , { et de la forme de g, qui exprimerait le rapport
de u & U si lerégime uniforme existait 4 la traversée de cette section,
et w, fonction & déterminer de =, {, = et ¢, représentant le petit écart du a
la variation du mouvement. Si nous désignons par le symbole d, la diffeé-
rentielle compléte de la quantité écrite 4 la suite, c’est-a-dire sa difléren-
tielle prise en suivant, durant l'instant d¢, une méme particule fluide
(dans son mouvement moyen local), nous aurons successivement, vu que
u = U(¢ + w), que y, z ne figurent pas dans U, enfin que les termes non
linéaires par rapport a ¢, w, w et aux dérivées de u, U, p en x et £ sont

négligeables,

f R ch dc(‘?"*_'m)
S”:“W“) w Ve
1u d d dg d
(40) —<P<ZZ{I;+H( )—i—U( +ud‘;+vd—°+wd>+u< uﬁ)
_ AU do dw - dw

» A une premiére approximation du calcul de «/, on pourra méme, icr,
supprimer le dernier terme double, ou figurent les deux dérivées de w en ¢
et x. En effel, dans le régime graduellement varié qué nous considérons
actucllement, la perturbation, w, apportée par la variation de I’écoulement
au modé de distribution des vitesses, est censée liée aux changements de s
etde U avec x et ¢, au point de n’étre pas d'un ordre de grandeur plus
élevé que les dérivées premiéres de ¢ ou U en z et ¢; ce qui réduit les dé-
rivées analogues de = 4 l'ordre de petitesse supérieur des dérivées secondes
de s oude U. Ainst 'on aura

. du d: d d
(o) v+ UL e+ U (g +U9d;+vd—;+wdf>
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§ XIII. — Formules régissant les petites composantes transversales de la vitesse.

» 23. Le calcul de &’ exigera done emploi non seulement de la fonction
connue ¢, mais aussi des deux pelites composantes transversales ¢, w de la
vitesse; et il faut préalablement déterminer celles-ci.

» Nous avons donné, a cet effet (p. 8), la condilion d’intégrabilité (1)
et I'équation de continuité (2). 1l faudra y joindre la relation exprimant
que les particules situées & la surface-limite du fluide et supposées s’y
mouvoir avec les vitesses moyennes locales, yserontencoreal’époque t + dt;
et ce sera méme cette relation qui, étudiée la premicre, nous suggérera la
marche & suivre pour traiter la question.

» Celte partie du probléme, savoir, la recherche de ¢ et w, étant trés
distincte de la précédente, nous ne nous y astreindrons pas 4 considérer des
sections ¢ dépendant d’un seul paramétre fonction de x et ¢, dans le genre
du rayon moyen. Nous y admettrons deux tels paramétres distincts a, L
ou, aulrement dit, nous prendrons, comme équation de la surface limite
du fluide, une relation de la forme

(42) ¢ (n,¢) = o, avec n:y_}"’,v (=55,

a, h étant deux fonctions lentement variables, mais quelconques, dez et¢,
et ¥y, 5, les coordonnées, par rapport aux axes fixes desy et z, du point ol
laxe hydraulique perce la section ¢ d’abscisse &, coordonnées que nous
ne pourrons pas toujours supposer nulles et qui seront, en général, comme
a ct £, des fonctions lentement variables de x et z. Ainsi, les coordonnées
transversales refatives », { seront les quotients de y — y,, 2 — 5, par deux
longueurs dislinctes, a, &, réductibles, il est vrai, au rayon moyen dansle
cas de scctions toutes semblables. Néanmoins, quand il s’agira, méme dans
ce cas, de sections rectangulaires trés larges, nous appellerons a la demi-
largeur qui, alors, deviendra non pas égale, mais seulement proportion-
nelle au rayon moyen A.

» Enfin, nous admettrons que la fonction ¢ donnée, exprimant le mode
de distribulion des vitesses dans le régime uniforme, soit de la forme
simple ¢ (=, {); ce que nous savons étre vrai tout au moins dans le cas de
sections semblables, avec coefficient de frottement extérieur B pareil aux
points homologues, el aussi dans le cas de sections rectangulaires trés
larges, ot ¢ dépend seulement de .
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» 24. Exprimons, conformément a la condition énoncée, que ¢ ne cesse
pas de s’annuler quand, & partir de valeurs actuelles de ¢, #, ¥, 5 donnant
Y = o0, on fait croitre ¢ de dt et z, y, = deudt, vdt, wdt, ou, trés sensible-
ment, de Ugdt, vdt, wdt. 1l viendra

iy dy o dy
A L - ZT L =
(43) 7 +Uq>d$—+—vdy—+—wd5 0.

» Or, les formules (42) donnent immédiatement

dy dié[n da 1 dy, db [T dh 1 ds,
(4%) d(t,z)  dn [71 d(t, x) + 2 d(t,x)] T dT [71 d(t, ) + 7 d(t,x)]’

et la relation (43) peut s’écrire

1 dd {4y, - dy, da .
(45> ;Ld—v,[v (W—*_U(? a’x) (z’l+b'ax>:|

1 dy dzy . dz, » [ dh dhA\1
TR at [W - (m *-U‘Pa;) *C(az +Ug dx)] =0

» Cette condition au contour de ¢ prendra sa forme la plus simple, si

l'on adopte ‘comme fonctions &4 délerminer, au lieu de ¢ et w, les deux
expressions entre crochets. Ou mieax encore, nous cxtrairons de ces deux
parenthéses une partie y-ayant respectivement la forme (a,h).xd%:’:),
avec deux fonctions, 'une, z, de x et ¢ seuls, I'autre, v, de 5 et {seuls, a
déterminer en vue des plus grandes réductions ultérieures possibles. En
un mot, introduisant deux nouvelles inconnues auxiliaires UaX, Uhyp i la

place de ¢, w, nous poserons

a’vo + Ug dv0+77 da+U<pd—a —}—xaﬂ —+ Uad,
(/6) dr dt dx dr
4
_dz, ds, N dh dh dY

» La relation définie (45) deviendra

L
(47) <Z:j£+%2—7>+b<j—:x+’f“ ):o.

» 23. Choisissons, comme condition au contour destinée 4 déterminer
la fonction jusqu’ici disponible v, celle qui s’obtient en annulant le coef-
ficient de » dans (47). A cet effet, considérant y dans la section type
(a =1, A=1), ou n, S seraient les vraies coordonnées absolues y — y,,
5 — z,, supposons qu’on méne sur chaque élément du contour y', a partir
d’un point intérieur infiniment voisin, une normale dv. Celle gqui aboutira
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ainsi au point (v, &) du contour aura ses deux projeclious dx, d¢ sur les

axes proportionnelles aux deux dérivées de ¢ en =, 4 figurant dans (47);
en sorte que I'ananulation du coefficient de » revient a poser

(48) % =o  (lelongdu contour).

Donc, la condition (47) sera, en A et y,

(49) %7\ + %y =o. (lelong du contour).

» 26. Transportons actuellement les valeurs (46)de v, w dans I'équation
de continuité (2), ou le second membre aura, vu I'expression Ugp + Uw

d.Us .
— — 7 que nous transposerons au premier
membre. Si nous observons que la dérivée de ¢ en x a sa formule pareille

de u, une premicre partie,

a (44), et, de plus, que l'aire ¢ des sections est proportionnelle au pro-
duit ak, d'une part, les dérivées de ¢ s’élimineront du premier membre,
ainsi que a, A, et, d’autre part, les termes en o s’y réduiront immédiatement,

\ o da
~en vertu de (21) [p. 16], & — ek En appelant enfin A,y la somme des

deux dérivées secondes directes de y enm et en Z, il viendra

du\ d.Uw de
- dx dx

~ 1 do d
(9a) KAeY—;@(9“1)+U<d.d+gf_ =—-U_--

» Achevons de déterminer les fonctions % et v en annulant la somme des
deux premiers termes. Il nous faut, pour cela, rappeler I'expression de
¢ — 1, résultant des formules (29) et (30) de mon Etude de ’'annce der-
nigre ('),

kB,
51 0 — | = S [F,(m, L) — o F,],
(51) 7 1+k\/BoalLF,[ (0 y

expression qui convient tout au moins pour les sections scmblables et pour
celles qui sont rectangulaires tres larges. Nous devrons donc poser

kB, 1 ds
= A — ___—_0_ -, An — F , — 9K F )
(>2) * 14 kyByony, ¢ dt 27 (0 VB

» On sait que cetle derniére €quation indéfinie, joinle a la condition au

(') Comptes rendus, t. CXXIII, p. 8, ou p. 26 du Mémoire précédent.
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conlour (48), délerminera complétement en » et § la fonction anxiliaire 1
4 une constante prés qui disparait des dérivées de y en m, { et, par suite,
des expressions (46) de ¢, w.
» Enfin, 'équation (50) de continuité sera, en ) et wu,

A dA dup. de
(33) I T T T 4

» 27. A une premiere approximation, la dérivée de @ en @ est ici négli-
geable, comme se trouvant de ordre des dérivées secondes de U et g,
tandis que ¢, w ct, par suite, les parties de, p 4 évaluer actuellement,
sont comparables aux dérivées premiéres des mémes quantités. L’équa-
tion (53) reviendra donc i poser, en introduisant une nouvelle fonction
auxiliaire ® de ¢, #, n et ¢,

b db

» __a® . N
(:),}. A= dc’ Y= d‘q

» Alors la condition spéciale (49), ou les deux dérivées partielles de y
en 7, { sont entre elles comme les deux projections respectives d%, — dn
d’un ¢élément du contour dans la section type (@ =1, A =1), deviendra
dd =o (le long de cet ¢lément) et, par suite, & = une constante C sur tout
le contour d’une méme section, st du moins /'on admet, comme nous le
ferons, que ce contour soit toul d’une picce, ou que la section s n’aul pas a
son intérieur de lacune non occupée par le fluide. Or 'on peut ajouter — C & @
sans modifier les dévivées en =, 4 d@ cette fonction, ni, par suite, 2, p.
Nous pourrons donc astreindre ®, dans chaque section en particulief‘, a
verifier la relation

(55) ® — o (sur le contour de la section o).

» D'ailleurs, cette petite fonction @ (de 'ordre de grandeur de %, 1), défi-
nie dans chaque section et existant par suite dans toutes, aura sa valeur
variable avec x et ¢, mais assujettic 4 s’annuler, comme on voit, sur toute
la surface limite du cours d’eau.

» 28. Avant de développer la condition d’intégrabilité (1), qui nous
reste comme ¢quation indéfinie pour achever de déterminer @, observons
que cette fonction ® sera identiquement nulle dans les deux cas simples :
1° d’'un courant 4 section rectangulaire d’une trés grande largeur con-
stante 2a et de rayon moyen h, cas ol y, est une constante et ou ¢, F,
dépendent uniquement de 5 2° d'un courant rectiligne a section circulaire
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variable (de rayon R), casoli yy = z,= 0, a = A = {R et oi1 m, { n’cntrent
dans T,,{ que par le rapport, v = V4 22, de la distance r & Vaxe au
rayon R.

» Alors, en effet, le mouvement se faisant dans les plans ou normaux
aux y, ou menés suivant V'axe des z, et de la méme maniére dans tous,
¢, w sont les produils respectifs d'une méme fonction soit de g, soit de «,
par zéro et 1, ou par n et {; et ce sont par conséquent, dans les deux cas,
les dérivées en = et en { d’'une méme fonction, dépendant soit de ¢, soit
de v. En outre, les équations (52) et (48) ne font aussi, par raison de
symétrie, dépendre y que de Cou de v. Dés lors, 2, 1, Lirés de (46), appa-
raissent également comme élant deux telles dérivées, en n et ¢, d’une
méme fonction soit de Z, soit de . Dans le cas de la seclion reclangulaire
large, % élant ainsi nul, la premiére équaticn (54), combinée avec la con-

RO |-

dition (55) au conlour, doune ® =o. Dans le second cas, I'égalité des
deux dérivées respectives de ) en L et de u en v entraine, vu (54), 'équa-
tion A,® = o0, revenant bien & ® = o par suite de la condition au con-
tour (55).

» Dans les deux cas si importants dont 1l s’agit, les petites composantes
transversales ¢, w de la vitesse seront donc complétement représentées,
& une premiére approximation, par les formules (46), prises avec &, . nuls,
el ol », y auront les valeurs définies par (48) et (52).

§ XIV. — Leur emploi dans la formation de 'équation du mouvement.

29. Méme dans les autres cas, les parties de ¢, w dépendant de @
ne donneront, dans la formule de 'accélération longitudinale «', que des
termes nuls en moyenne sur |'étenduc de la section o, et y restant tels apres
avoir été multlphes par une puissance quelconque ¢™- + de la fonction o:
particularité qui les élimine des équations définitives (17), (18) du mou-
vement et réduit bien leur importance.

» Formons, en effet, 'expression approchée (41) de ', en substituant
a v, w, %, u leurs valeurs respectives (46), (54) et aux dérivées de ¢(n, ()
les leurs, résultant, par des formules comme (44), des définitions (42)
de =, L. Il viendra immédiatement

au dy do dy o [do dP dy do
dn d7  didn/)

,__dU deo
(56) u ¢+ U 9"+ Ux (dnd + T @

» Or, si 'on multiplie le dernier terme, dépendant de la fonction @,
B. 5
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par ¢™='ds, et qu'on intégre dans toute I'aire s ou pluldt duns I'étendue de
la section Lype ayant v, { comme coordonnées y — Yo, 5 — 5, Vintégrale
obtenue est(aun facteur constant prés), méme pour unesecctlion autre que
la section lype,

d. (.«’” dd d (?m b (l’q’ d
[ﬂ T n)ddc ff[d( 17>7<°P dn>Jd"d:'

» Transformons, & lu maniére ordinaire, cette inlégrale de surface, i
parties intégrables une fois, en une intégrale prise le long da conlour y'.

Y . , dd de . ,
I’¢lément de celle-ciaura évidemment le facleur (-~ cos 8 — S—sin &) dy’,
dX i dr -

idenlique & la differentielle d® prise le long du contour 4’ et nulle en vertu
de (55).

» Ainsi, la partie de u’ qui dépend de la fonction @ a Licn son produit
par ™' nul en moyenne.

» 30. Quant a la partie précédente, on figure v, la valeur moyenne de
son produit par ¢™ ' s’obtient aisément, en observant que cette valeur
Uwnpm

(1)

moyenne est celle de — A,y. En effet, le produit considére, ajouté a
[}7_.‘?”1

0

. . U=
A,y, donne, au facteur prés —,
R n

d.o™ dy + d.gn d( mA d n 0 d om dy
dn dn U Tag a T g () T\ )

» Or, on voit que celle derniere quantité, multipliée par drnd et inlégrée
dans toule I'¢tendue de la section type, se convertit en une intégrale de
contour, a élément nul en vertu de (48). Tlle a done bien zéro pour valeur
moyenne; et, comme il résulte, d'autre part, de (51) et (52), ou de I'an-
nulation de I'ensewble des deux premiers termes de (50), que

1 ds
wAyy =5 (9 —1),

la valeur moyenne considérée devient celle de

U ds
ms dt(

m4-1

~~
[#N

~]

N’

— ™).

» Par suite, lexpression (56) de «/ donne immédiatement, en désignant
encore par le symbole o la valeur moyenne, sur toute I'élenduc 6, de la
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quantité écrite a la suite,

. AU -dU
(38) am(e™'w)=— a.o"-+U Zl_];;m,c?mw —

U dr

s o O™ — OR.o™).

» Dans les deux cas ott 7z =1 ¢t ot m = 2, les valeurs moyennes de o™
et o' sont respectivement celles de o, o ol ¢°, c’est-a~dire, pour Ia pre-
miere, I'unité, et, pour les deux dernicres, les quantités que nous avons
appelées 1-+ =, 2, mais reduites tout de suite & leurs valeurs de régime
uniforme. Et alors les équations (17), (18) régissant le mouvement gra-
duellement varié, dans lesquelles (u*)" n’est autre que 2w’ ou, sauf
erreur négligeable, 2Ugpu’, prennent les formes (25), (26) simplifices,
auxquelles nous étions parvenus autrement.

§ XV. — Mouvement transversal tournant, dans un écoulement permanent

graduellement varié.

» 31. L'importance de ® se trouvant ainsi trés diminuée par le double
fait que cette fonction s’annule dans les deux formes les plus intéressantes
de scction et s’¢limine (a4 une premiére approximation) des équations défi-
nitives da mouvement en 1, ¢, U, u,, nous nous contenterons de former
I'équation indélinie en ® dans I'hypothése d'un régime permanenl, avec
axe hvdraulique rectiligne, c’est-a-dive avee y,=o0 et z, = 0. Alors lcs
accélérations latérales o', o' se réduisent aux produits des petites dérivées
de ¢, w en & par u ou, Lrés sensiblement, par Uo. Or les expressions (46)
de ¢, w sont elles-mémes, vu (54 ) et la premiére (52),

~ da dd dh db
(59) V—U<;&-9'r,+a—d—:>7 W_U<[H%~/2;{;l>.
’, .odh t 3 Y
» Sans les termes en @, le rapport 1 égalerait == 2 ous dh 2, Cest-a~dire
v da 1 hoda y

simplement e rapport méme = des coordonnées correspondantes dans le
P

cas, que 'on a parliculicrement en vue, de sections toutes semblables
olta et A& varient avec o proportionnellement a leurs valeurs. La vitesse
transversale résultant de ¢, w produirait donc un mouvement cenirifuge
ou centripéte par rapporl a I'axe hydraulique (y = o0, z = 0), muis nulle-
ment rotatoire autour de celui-ci. Donc la fonction @ exprime ce qu'on
peut appeler Ie monvement transversal cournant du fluide. Et, en effet, les
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. - 3. , P ao ,,
parties de ¢, w qni dépendent de @, élant entre elles comme °

4z oy (A
la traversée de sections semblables), représentent des vitesses dirigées
suivant les courbes ® = const., qui entourent bien I'axe hydraulique,
puisque la plus extéricure d’entre elles, celle qui a I'équation @ = o, se
confond avec le contour mouillé de la section.

» Ta différentiation de v, w par rapport a x s’eflectuera en ne regardant
comme variable, dans chaque terme des expressions (59), que son petit
facteur; car tout autre facteur que l'on y ferait varier introduirait & sa
place une dérivée trés petite, dont le produit par le facleur déja pelit du
terme serait de P'ordre des quantités que 'on néglige. Si, pour abréger,
nous désignons au moyen d'accents les dérivées en x de g, 2 et @, il vien-
dra, aprés multiplication par Ug,

(60) - UQ(a”@“’w—}—ag(:;—?), W':Uz(ﬁ”qg‘C—/z@%)

» 1’¢équation 4 former, exprimant I'égalité des deux dérivées de v en s

et de @’ cn y, sera aprés suppression du facteur UZ,

6 Lod dd’ ad/ d¥\ _ (2h",do aa”  do
(61) aai\8a )T\ )=\ ta T )

Ce sera I’équation cherchée en @', si I'on y substitue 4 o son expression

resultant de (51). Il faudra d’aillears y joindre la condition définie, dé-
duite de (55),

(G2) $'= o0 (lelong du contour).

En effet, ® s’annulant sur toute la surface enveloppe du fluide, T'on a
d® = o, le long du chemin que suit toute particule de la couche superfi-
cielle, ¢’est-a-dire quand, 4 partir d’un point de la surface, x, y, z croissent
dewdt, vdt,wdt. Mais les produits par ¢, w des dérivéesen y, z de la petite
quantité ® sont de I'ordre des termes non linéaires que 'on supprime; et
I'équation d® = o rend ainsi négligeable la dérivée & de ® en 2z a la sur-

face limite.

» 22. Les équations (61), (62) déterminent complétement ¢’ quand a,
L et, par suite, le second membre de (G1) sont censés donnés pour toutes
les valeurs de . Car, si 'on remplace @' par @'+ @}, il vient, pour déter-
miner @', la condition @, =0 au contour, avec une équation indéfinie
ayant son premier membre pareil 4 celui de (61), mais zéro comme second
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membre. Or celle-ci, multipliée par @, dnd?, puis intégrée dans toute la
section aprés qu’on a remplacé

, d ddﬂ,) s d [ de, ‘ d [, dP dd)
(I).(TT((? dn ) (D*?iz;<‘?75> par o Q)""gdn — 0 ceey

donne deux termes, intégrables une fois, que rédait a zéro I'annulation

de @' sur le contour, avec deux autres termes, a somme dés lors nulle,

N NG RTIC

Comme on a évidemment ¢ > o partoul, celle-ci, (63), oblige d’annuler
les deux dérivées en » ct { de la fonction @), dés lors nnlle elle-méme &

Pintéricur non moins que sur le conlour.

Quand l'intégration du systéeme (61), (62) aura fait connaitre @', il
viecndra ® = f @' dx, valeur déterminée, 4 une fonction arbitraire pres
de, L. Or, celle-ct se déterminera elle-méme par la condition que ® san-
nule aux endroits ol @, £, et, par suite, 5, U deviennent constants : car le
régime qu'on étudie est supposé devenir uniforme dés que s, U ne varient
plus; et ¢, w, ® méme, d’apres (59) et (55), se réduisent alors a zéro.

» 33. Les sections ou @’ s’annulera dans I'état permanent, les seules
ou, par suite, ® puisse s'annuler, seront, d’aprés (61), celles ot Fon aura

1
(64) et Al v

» L’intégration, immédiate, de celte équation aux dérivées parlielles en
7, L, monlre que g est alors, dans chaque section en particulier, fonction
de w, Z par 'intermédiaire de la variable unique aa’n?* + AR"Z?. Supposons
d’abord que cette fonction ne se réduise pas a4 une conslante, c’est-a-dire,
d’aprés (51), que le coefficient de frottement extérieur B, ne soit pas infi-
niment pelit. Alors les courbes ¢ -= const., d’égale vitesse dans le régime
uniforme, devront donc étre des coniques semblables el semblablement
placées, 4 centre commun situé sur Paxe hydraulique (n =0, =0) da
courant, ellipses ou hyperboles suivant que les deux dgrivées secondes de
a et A en x auront ou n’auront pas méme signe.

» On ne connait, pour les écoulements tourbillonnants étudiés ici, que
les deux cas de sections circulaires (ou demi-circulaires) et de sections rec-
tangulaires larges, ol les courbes d’égale vitesse dans le régime uniforme
solent ainsi des coniques; et méme, dans le second cas oli g ne dépend
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effectivement que de { ou de {2, la variable de ¢ exigée par (64), qu'on
n aa” o , o ; : : "o

peut supposer étre £ +- 77"y e se réduit & £* que si le produit aa” égale

une fraction négligeable de 24", c’est-a-dire seulement dans I'hypothese
d’une largeur 2a conslante (en écartant celle d'une largeur uniformément
croissante ou décroissanle, qui excluerait partout la possibilité d’un régime
uniforme). Ainsi, dans un canal & largeur trés grande, mais variable, les
expressions (5g) de v, w ne se réduisent pas, en général, a leurs premiers
termes, simples, comme on aurait pu Uespérer ().

» Mais il resle le cas extréme de parois asscz polies pour gu’on puisse
écrire approximativement ¢ = 1, ¢’est-d-dire supposer tous les filets fluides
a peu pres également rapides; cas ol 'équation (G1), ayanl son second
membre négligeable, admet pour solution » =o et, par suile, ® = o.
Donc, alors, pour toute forme de section, ¢, w dépendent linéairement,
’aprés (59), des coordonnées transversales w, {. C’est ce que nous verrons
bientot plus completement ().

» 4. Bornons-nous maintenant a la supposition de seclions ¢ toutes
semblables, pour laquelle seule, sauf le cas particulier ci-dessus de ree-
tangles larges, a été établie la formule (51) de ¢ — 1. Alors, alin d’em-
brasser aussi ce cas parliculier dans lequel @ représente la demi-largeur,
¢vitons de poser a = A, et admeltons sealement que a soit le proaduit du
rayon moyen A par une constante. Le second membre de (61) deviendra
plus symétrique en y faisant, comme on le peut évidemment,

2a”  2a"a  [a’ My a 2h" a"+/1,"’ h
L a a+f)ﬁ’ “a  \a ) oa

(1) Toutefois, si les courbures des filets fluides, ou les accélérations latérales o, o',
devenaient assez petites pour que leur influence s’abaissat a I'ordre de petitesse des
termes non linéaires négligés dans notre analyse, tous les résultats basés sur nos
équations (1) et surtout (61) seraient évidemment illusoires, la vraie équation en @
devenant beaucoup plus compliquée.

(?) Dans le cas opposé de parois assez rugueuses (ou d'une valeur de Bj assez
grande) pour annuler « et ¢ a la parol comme dans les mouvements bien continus,
Péquation (61), développée en effectuant les dilférentiations indiquées a son premier
membre, ne laisse subsister aux parois que les deux termes oii figurent les dérivées
premiéres de ¢ en x, £, multipliées par celles de ®'. L'annulation d’une de ces der-
niéres entraine donc celle de I'autre; et Ia condition ¢’ — 0, dd'=o0, le long du contour,
y donne en tous sens d®’=-o0, puis @ ==o0, au sein de la couche mouillant la paroi.
Autrement dit, et vu les formules (59), les deux conditions distinctes v — 0, w — 0 se
trouvent d'elles-mémes vérifides dans cette couche, comme il le fallait bien physiquement,
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» Porlons en méme temps dans (61) Pexpression de ¢ fournie par (31)
et posons eniin

(65) o= FVE (f"f+ﬂ> .

kB \a T

» L'équation indéfinie (61) deviendra, en T,

oy hod y -\ dr ad I S\ dr] 1 B (/z-dF, a dF,

relation o @, A n’entrent que par leurs rapporls, indépendants de z; de
sorle que & n'y figure pas plus que dans la condition spéciale au contour,
devenuc T' = o. La nouvelle fonction T dépend done uniquement de =, Z,
du parameétre £4/B, et de la forme de la section. C'est ce que nous spéci-
fierons, en écrivant T (72, Z, /c\/E;) au lieude T.

» Enfinl'équation (63), multipliée par dx et intégrée, donnera pour @
la méme formule que pour ¢, avec simple remplacement de a’, A" par
a', k' : car, dans la dilférentiation de celle-c1 par rapport a4 2, la mise en
compte de la variation des dénominaleurs a, A n’introduirait que des
termes non linéaires et néglhgeubles, Il 0’y aura pas, d’ailleurs, & ajouter

une fonction arbitraire dew, Z, puisque @ doit tendre vers zéro anx endroits
. . e P . a’ L' 1 ds
ol y tendraient les dérivées a’, A'. Et si nous observons que —+ — = -,
a I sdx
nous aurons la valeur définitive cherchée
kV/B_o 1 da

- kB, xds o, o
(67) (D_1+k¢u’:)|1b‘lcdw1<r‘”’kVB")'

§ XVI. — Mouvement transversal, dans ’écoulement 4 travers des sections

ou rectangulaires d’'une grande largeur constante, oun circulaires.

» D0, Laissunt de coté la seclion rectanguluive a largeur 2a variable,
calculons ¢, w, dans hypothése générale d’un mouvement non perma-
nent, pour les trois seuls cas ol nous connaissions g, savoir, ceux de la
section soit rectangulaire large (mais avec 2a conslant), soit circulaire ou
demi-circulaire, et celul d’unc section de forme quelconque, mais alors
avec parois assez polies pour que la dilférence ¢ — 1 soit de l'ordre des
quantilés dont nous négligeons les carrés et produits.

» Duns les deux premiers cas, @, %, p. étant nuls, il suffit d’obtenir y par
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I'équation indéfinie (52), A,y = Fi— nFy, ot F, dépend seulement soit
de ¢, soit du quolient ¢ = } Jn® -+ C* de la distance r & 'axe par le rayon R,
et oil, par suite, y ne dépendra aussi que de L ou de ¢, On aura donc

. d*y - 1 d N\, ar T
soit ZE:F,-—:)TLF., soit EE(‘L(W =F,—oF,.

» Une intégration presque immédiate en déduit, vu la condition (48)
annulant la dérivée premiére dey alalimile{=10ur =1,

g dy : ] d’ dy 4 [ 1
(68) aT = (F, —onF,)dS ou d—t:;f (F, — oLl ) ede;
o 0
et les produits de cette expression soit par zéro et 1, soit par 41 et ,ib, seront
v 4

les dérivées de y en = et g, & porter dans les formules (46) de ¢, o, ou dans
celle, (56), de u/, ol ¢ est donné par (51). 1l vient, par exemple, vu la
valeur (52) de «,

, dU

du
w=-get+Ue

(69) i t b
(e ) G ([ omr o L[ — ).

(+ kB E,

» Il ne reste plus qu'a y effectuer les intégrations, aprés avoir mis pour
F,, o F,, I, leurs valeurs effectives, + (1 — ), &, — ¢, dans le cas du
rectangle large, et 2(x—+?), 2, — 2¢* dans le cas du cercle (avec une
approximation suffisante).

§ XVII. - Mouvement transversal, dans I’écoulement entre parois polies
et A travers des sections d’une méme forme gquelconque.

» 36. Lorsque ¢ — 1, ou le coefficient £ yB,, sont de I'ordre des quan-
tités dont on néglige les carrés et produits, le rapport des vitesses indivi-
duelles u 4 leur moyenne U reste évidemment voisin de 1 dans le régime
graduellement varié, méme aux endroits et aux instants ot un tel régime
se détruit ou s’établit rapidement, c'est-a-dire quand les dérivées succes-
sives de U ou de s en @ et 2, encore peliles, ou commengant 4 I'étre, n’ont
pas des grandeurs décroissantes 4 mesure que leur ordre s’éleve. En effet,
les frottements, méme alors, sont la principale cause de inégaliteé de
vitesse entre les filets fluides et n’agissent pas plus (ou, du moins, pas
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incomparablement plus) pour I'accroitre, quand le régime varie que lors-
qu’il est uniforme.

» La différentiation compléte de u, v, w en ¢, pour obtenir «', ¢', w', s’y
cffectuera en faisant varier ¢ de df et x de udt, ou méme de Udt, mais en
laissant constantes y, z; car les dérivées en y, z non seulement de ¢, w,
mais aussi de u, y seront de petits facteurs, comme v, w. On aura, trés

scnsiblement,
_ . du de dU dU ;o d(e,w) (o, w)
(70) W=+ U=+ U (W)= —gr— + U=~

et la condition d’intégrabilité (1) deviendra

- <1 Ud_ dy dw\ ou Lic dy dw —0o
00 \a+Y@)\& @)= a\z —ay )=

équation ol le symbole d, désigne une différentiation compleéte par rapport
au temps, effectuce en suivant une méme particule fluide dans son mou-

vement moyen local.
» Donc, d’une part, I'accélération longitudinale ' se calcule sans avoir

. . ) i d d
besoin de connaitre ¢, w.D’autre part, la différence E‘j — % reste nulle tou-

jours, dans chaque particule flaide, comme aux moments ot1 le régime est,
autour d’elle, uniforme ou trés graduellement varié; et ¢, w sont, a l'in-
térieur de chaque section normale s, les dérivées respectives en y, z d’une
méme fonction.

D’ailleurs, & élant, comme ¢ — 1, constamment voisin de zéro, méme
quand U et ¢ changent entre de larges limites, le second membre de (53)
continue a étre négligeable, alors que ¢, w ne le sont plus, et les relations
(54), (55) subsistent. Enfin, 'on peut, dans les expressions générales (46)
de v, w, oli tous les termes avaient déja un petit facteur, réduire g a 'unité
et supprimer les deux termes ou figure x, devenu un second petit facteur
(de l'ordre de £ yB,) d'apres (52).

» Alors I’égalité des deux dérivées de v en 5z et de w en y donne immé-
diatement, comme équation indéfinie en ®, que complétera la condi-
tion (55) au coutour,
) h d*o a did

adp T RdE T

et cclles-ci, exactement pareilles (vu ¢ =71) aux équations (62) et (61)
B. 6
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en ¢, délerminent, comme elles, leur solution, qui est ® = o. Les formules
(46) donnent donc simplement

d
p— (d’;" +Ud”°> + (513 —f—UC{—a)m

dt dz
(72> _ [ds, Udzo dh Uﬁ 4
W\w T Vax) T \a T Vag)>

valeurs linéaires en =, { ou en y, z.
» Ces expressions (72) de ¢, w, ¢tablies sans supposer les dérivées de U
t s de plus en plus petites & mesure que leur ordre s’éléve, nous permet-
tront d’aborder 'étude sinon des écoulements rapidement variés, du moins
de ceux qui commencent a le devenir ou qui cessent de Iétre.

§ XVIII. — Distribution des vitesses a travers des sections semblables,

dans les régimes graduellement variés,

» 37. Connaissant par la formule (56) Paccélération longitudinale u’
aux divers points (¥, z), ou mieux (u, Z), d’une section s, il devient pos-
sible d’intégrer le systéme (10) d’équations déterminant la fonction F,,
dans l'expression générale (8) du mode de distribution des vitesses. Nous
savons que cette fonction T, s’annule avec le second membre »' — e’ de
la premiére (10). Celle-ci étant d’ailleurs linéaire, il est clair que F, sc
composera d’autant de termes qu’en comprend u, et respectivement pro-
portionnels aux facteurs indépendants de =, { dans les termes de u’. Vu les
équations (51), (52), (48), (67), el enfin (66) combinée avec la condi-
tion I'= o (sur le contour), qui régissent 9, %,'y, ¢, nous aurons donc,
dans toutes les scctions semblables, y compris méme les sections rectangu-
laires d'une trés grande largeur constante, un résultat de la forme

., kB, . dU F(n,2, /q/B)
E == - T - U - == [
(53) * I+/f\/B(,3rLF‘l_ dz § 4 kB, oL F, 5 (7 %)

kVB, U do e
* (T:,—k_y/B‘T)r—Ll-) |:c a7 Fa(m 1)+ U 3(71, g, I»vBO)]

» Les quatre fonclions de =, L appelées 7, §,, §,, §,, dont la premicre et la
derniére seules dépendent en outre de £ yB,, sont délerminées par les
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(76)

(74)

(43)

quatre équations indéfinies respectives

d dx as 2
%(F 7!7;) + dC<F —c)_Q(F — 9UF,) + AVB,(F? — onF?),

d d3 d¥,
%(Fd‘)+d:<r > =T, —omF,,

d [ d dF, ;
_ﬁ@ég+ﬂﬁiﬂ _ dFvdy | dldy m@F@+ﬁh%,

dn P74 dan dr T o dr dy, ar dt
(Fdi>+i(F(§ﬁ dFZJE__—dlﬂ_‘)T dF,dT'  dF dT
Y wm) T EN ) T mwm M T @)

et, en outre, par les condilions définies communes

‘ 1(1 d(ja E,T—hng‘ j:;)
E

? (%,%,,9:,%;) = o (au milicu du fond).

= o (au contour),

(75)

» Toutefols, la partic en &, de la formule (73), celle qu’introduit la fonc-
tion ® (ou la fonction T) et qui serait nulle dans les cas des deux sections
circulaire (ou demi-circulaire) et rectangulaire d’une grande largeur con-
stante, n’est donnée que pour le mouvement permanent, auquel nous nous
sommes bornés dans le calcul de ®; et ¢’est pourquoi nous avons pn, le

i1t , j2 dU
débit Us étant alors constant, y remplacer le facteur — U de par U—; de
v g dx dx

maniere & faire rentrer ce terme dans le type de celui d’entre les termes
précédents que n’annule pas hypothése de la permanence, et qui est le
terme en §.

» 38. La formule (11), caractéristique du mode de distribution des vi-
tesses, deviendra donc, sil’on y substitue 4 iy, dans les petits termes, le quo-
tient de U par 1+ £y/B,onF,, et sauftoujours la méme restriction quant au
terme en ,,

;‘O_I_L/c\/B alk, + C::—( [U—a’(w, ,EB,) + (1 + & VB, onF, ) 2 S? (n, C)]
Ve LY O - U (T VD)

» Dans les cas particuliers de sections rectangulaires d'une grande lar-
geur constante et de sections circulaires ou demi-circulaires, I'ana §; = o,
les valeurs de &, #,, &, se calculent aisément par les équations (74) et
(75), ou F, et y ont les valeurs indiquées plus haut (p. 40), avec F égal
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soit & 1, soit a I'iuverse de ¢; et 'on obtient ainsi, pour le rapport de u

a u,, les expressions données aux §§ IX, X, XX VI et XL de mon Essai sur
la théorie des eaux courantes (p. 9o, 94, 246, 266, ct 516 4 520) (*).

§ XIX. — Equation du mouvement graduellemont varié,

aux degrés d’approximation supérieurs.

» 3Y9. Le second membre de (76), divisé par sa valeur moyenne aux
divers points d’une section g, donnera le rapport ¢ + = de u &4 U. On for-
mera son excédent sur Uexpression de ¢ résullant de (51); et cel excédent,
réduit a sa partie linéaire par rapport aux trais petites dérivées premicres
de Uenx et de Uetsent, serala fonction w dans sa partie de premiére
approximation, ou abstraction faite d’¢carts comparables aux dérivées
d’ordre supérieur de U et 5. On pourra donc évaluer les petits excés res-
peclifs 29w, 3¢9*w du carré et du cube de ¢ + w sur ceux de g; el leurs va-
leurs moyennes dans toute 'étendue s, savoir M(29w), M (30%w), seront
les petites parlies variables des coefficients 1 + » et «, réduites a leurs termes
principanx ou affectés des dérivées premiéres de U ets. Ce qui s’y trouve
ainsi négligé, étantd’un ordre supérieur au premier, aura ses dérivées en x
ou en ¢ d’'un ordre supérieur au second et, par suile, négligeable, méme
a une deuxiéme approximation des lois du mouvement graduellement varié.

» Il suit dela qu’il suffira, 4 une deuxiéme approximation, de substituer
dans (25) et (26), aux dérivées de = et « qui y figurent, les dérivées ana-
logues des expressions trouvées pour 9L(29w) et pour M (39°w). Clest
ainsique, dans le cas d’un cours d’eau a section rectangulaire d’une grande

(') On trouve, dans le cas de la section rectangulaire large,

F—__ 1 _22_k_\/_B I S F o e I pe
F=— (1 —0) o (T3l t—37), fi=—50 o)t —— g F1,
S 1 lr2 4 ]

Frm— g T — AR5 —a00),

el, dans le cas de la section circulaire, ou &, &,, %, ne sont évidemment fonction
de 7, L que par I'intermédiaire de +,

\ 8 kyVB :
j:*ﬁ("—tay-_?g-—z/{)(l[i_ 333+ 245 — 5Y), ﬁiz—%(T—t.s)’tv—-%F; s
Fy—— 9'2?(2—96‘4—[216—— 5¢%).
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largeur constante, I'on arrivera le plus simplement possible a I’équation de
deuxieme approximation du mouvement, qui porte le n® 367 dans mon Essac
sur la théorie des eaux courantes (§ XXX VI, p. 437) et dont dépend la dé-
formation plus ou moins rapide des ondes descendantes ou ascendantes (de
courbure sensible) le long d’un tel courant (*).

» 40, La différentiation en 2 de la valeur trouvée de = fera de méme
connaitre, avec erreur comparable aux dérivées troisicmes seulement de
U et s, le second membre de I'équation (53), dans sa partie principale, ou
du deuxiéme ordre de petitesse ; et 'on pourra, dés lors, aborder le calcul
de, u, v, w, &/, Fy, w, 1+ m, o pour les termes de cet ordre. Dans les
deux cas de la section rectangulaire d’une grande largeur constante et cir-
culaire ou demi-circulaire, ¢, w continuent évidemment 4 étre les dérivées
en y, z d’'une méme fonction ou de Zou de ¢ et les calculs n’offrent guere
d’autre difficulté que leur excessive longueur, comme on peut en juger par
la partie citée ci-dessus de mon FEssai sur la thcorie des eaux courantes
(§ XXXVI). Je les y ai effectués, dans le premier de ces cas, pour arriver
a I'équation (n°® 367) citée ci-dessus, avant d’avoir découvert le procédé
qui la déduit de (25).

» Quand on emploie ces calculs pour former 1+, « et I'équation du
mouvement a une troisieme approximation, la ot ils sont généralement
indispensables, il ne faut pas oublier que les équations (25) et (26)
doivent étre complétées, comme on I'a vu au début de celle Etude, par
un tcrme provenant de ce que la pression moyenne p ne varie plus alors
hydrostatiquement dans I'étendue d’'une méme scction 6. A partir de I'axe
hydraulique ou U'on se donne p = p,, p s’accroit, en effet, du terme

V> E 7.5
(77) —pf (V’dy+cv’ds):«pf (av' dn + k' d7).
0,0

Y Za

u' 5 . . s oy .
» Au terme — de la premiére équation indéfinie du mouvement <0u
o

I
u’ et p entrent par l'expression % “+ %IZ’ %), il vient donc s’adjoindre,

quand on élimine de cette équation la dérivée de p en x divisée par pg,

(1) Voir aussi les Additions a U'Essai sur la théorie des eaux courantes, p. 55, au
Tome suivant XXIV du Lecueil des Savants étrangers.
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I'expression

d rE ’ 1 e dy dw'
(78) ——éa;f (Va’y—f—wa’z):———é—rfo,o <ad—17dﬂ+7l-g;dz>_-

(IR

» Ona pu la différentier sous le signe f et méme n’y différentier quele
facteur déja petit ¢ ou o', car les dérivées en x des limites soit inférieures
Yo Zo, sOit supérieures , 2, ou celles de a, 4, ne donneraient, multiplié¢es
par les petites fonctions ¢’ ou &', que des produits négligeables.

» Par suite, dans nos équations (3), (5), (7), (10), (13), (14), (16),
(17), (18), o', partout ou il figure, se trouve accru du produit de (78)
par g, et («*), c’est-d-dire 2Uou’, se trouve lui-méme accru du produit
de 2Ug par (78) et par g. Donc, le second membre de I'équation défini-
tive (18) ou (20) du mouvement devra étre complété, en y ajoutant le
terme

ng -
' dw'
(79) — éz)lb [(2(9 — I)[D (aviiz dn + h d‘; dZ)],

ou il suffira d’évaluer a une premiére approximation, par les formules (46 )
de v, w, les tres petites accélérations transversales o', &',

§ XX. — Passage d’un régime graduellement varié 4 un régime rapidement varié,

ou vice versa.

» 41. La longueur des calculs et surlout la complicalion des résultats
seraient des plus rebutantes, si on ne se bornait au cas de parois assez
polies, ou d’un coefficient B, de frottement extérieur assez faible, pour
réduire au premier ordre de petitesse la différence ¢ — 1 et aussi, d’apres
(76), les inégalités relatives de vitesse des filets fluides a I’état de régime
varié, ou elles sont exprimées par ¢ + w—1. Alors, d'une part, (¢ -+ w)*
et (¢ + w)® sonttrés sensiblement 1 +2(¢ + v —1) et 1 1+ 3(o +w —1).
Leurs valeurs moyennes ne se distinguent donc plus de 13 ce qui réduit le
second membre de (25) a ses trois premiers termes, ou, méme, les coeffi-
cients 2o — 1 — 7 et 1+ 2n deviennent unité. D’autre part, les compo-
santes transversales ¢, w de la vitesse admettent les expressions simples
(72), qui donnent, sous une forme symbolique et abrégée, mais évidente,
dans laquelle UJ se comporte comme un facteur constant et », { comme des
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facteurs indépendants de x et ¢,

d(e', o) d _cL)“Kdyo da ds dh
(Bo) =7~ <dt +UZ) (@ + ;z;)’ <d1«° +t%)|-

» Le terme complémentaire (79), # joindre au second membre de (23),
devient donc

1/d - d\? Yo da r? d5, dh ¢?
(81) — g(m +U 3;5) o [a(dx + a;) ( O+ @ )]

» Par exemple, dans les deux cas: 1° d’'un canal rectangulaire de lar-
geur 2a oun variede — 1 i 1 el, L, de zéro 4 1; 2° d’un tuyau circulaire
ol yy=3,=0, a=h=1R, etol lerapport ¢« = %\/vﬁ ~+Z? de la distance r
a V'axe au rayon R varie de zéro & 1, ce terme (81) devient respectivement

(82 e U aclvﬂ+éﬁ+ada ith) !{Efl{
) ga’t dex adn " 6de T 6dz) hdx|

'» §’il s"agit, en particulier, d’un canal rectangulaire de largeur constante,
Yo et a sont constants, la dérivée de z, en x est 'excédent de la petite

pente actuelle T de surface sur la pente constante de I'axe des z; et le
terme (82) devient aisément

- h [d 2 1 dh
(83) (% U > (1 I+ 352 )

» 42. Par I'adjonction du terme (81), (82) ou (83) au second membre
de Uéquation (25) et la réduction de 1+, « & l'unité dans ce second
membre, on rendra 'équation (25) applicable a nun régime qui devient ou
qui cesse d’étre rapidement varié, ou, encore, qui se maintient, sur des lon-
gueurs notables, voisin d'un régime graduellement varié; c’est-a-dire, e¢n
un mot, a tout régime ol les dérivées de ¢ et U en a ou ¢ sont petites,

mais sans décroitre de plus en plus & mesure que leur ordre s’éleve. La -
premiere formule (70) et les formules (72) employées dans la démonstra-
tion ne sont basées, en effet, de méme que les transformations opérées
ci-dessus, que sur 'hypothése de la quasi-égalité relative de vitesse des
filets fluides et sur la pelitesse commune des dérivées de U et a.

» Dans le cas particulier d’un canal rectangulaire de largeur constanle
pour lequél a été obtenue D'expression (83), il suffit d’observer que la
pente I de surface ¢gale la pente (constante ou variable) ¢ de fond, moins
la dérivée de A en x, pour rendre cette expression (83) identique au der-
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nier terme d’une équatfon (482) donnée pour lé méme cas dans mon Essat
sur la théorie des eaux courantes (p. 524). On peut voir aux §§ XX 4 XXV
de cet Essai comment l'adjonction du terme dont 1l s’agit & I'équation du
mouvement permet d’étudier I’état permanent d’'un cours d’eau, soit aux
points ou un régime graduellement varié se détruit ou s’établit, comme,
par exemple, au pied et au sommet des ressauts brusques ou ondulés, soit
aux endroits ou le fond présente des ondulations longitudinales régnant
sur toute la largeur, quise répercutent plus ou moins a la superficie, etc.
» Dans tous ces cas, I’équation du mouvement permanent est

A2 U a2l }U2 d /U2 R d 7 Ut
s ghde ' T az\eg) T 6 dm 5§>

On le voit en prenant le terme complémentaire sous sa forme (83), mais

en y substituant & la petite dérivée %Q—Z (vu la constance du débit UA de

Punité de largeur du lit) Vexpression — [13 zg =— [/;5 jx— <?> Et elle
devient

. At U g% U2 dh d /U2 rodd /U2

Y hde Tl g %Xa)‘ £l r(g)

quand on en élimine, comme il vient d’étre dit, Ia pente I de surface. La
premiére forme convient surtout pour les courants sans courbure sensible
de superficie, ou l'on peut supposer nulle la dérivée seconde del en x:
c’est le cas habituel des grands cours d’eau. La seconde forme donne
I’équation différentielle en @ des variations de la profondeur %, dés qu'on
met pour U le quotient, par 4, du débit ¢ de Vunité de largeur.

» Ces formules s’appliquent méme sans que le fond ait besoin d’étre
trés poli; car on n’a négligé dans leur élablissement que les carrés et pro-
durts des inégalités de vitesse ou d’autres petits facteurs (').

() Equation plus approchée d’un régime pseudo-uniforme. — La possibilité
d’employer ainsi I’équation de mouvement obtenue, méme sans avoir a supposer extré-
mement petit le coefflicient B de frottement extérieur, se démontre simplement dans
un cas particulier digne de remarque. C’est celui du régime que j'ai appelé pseudo-
uniforme, parce que la vitesse moyenne U et la profondeur /4 y sont constantes, les
filets fluides, quoique courbes, s’y trouvant paralléles entre eux & la traversée de
toutes les sections, Il se produit quand, sur une grande longueur, le fond, coupé de
sillons transversaux régnant d'un bord a 'autre, affecte une forme sinusoidale, d'une
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§ XXI. — Du régime permanent graduellement varié qui se produit & ’entrée

ou pluiot dans la premiére partie amont des tuyaux.

43. Considérons enfin le régime permanent varié, trés spécial, qui a
¢été occasion de I'étude actuelle, savoir, celui qui se produit dans la partie
amont d’un long tuyau rectiligne, apres I'épanouissement des filets fluides
consécutif a la rapide contraction de I'entrée, et qui sert de transition au
régime uniforme existant ensuile sur toute la longueur. Dans cette ques-

o
coTT
longueur compléte d’ondulation égale 4 avh——
2gh

(Essai sur la théorie des eaux

courantes, p. 233).

Dans ce régime pseudo-uniforme, par le fait méme qu’il est supposé voisin d’un
régime graduellement varié, la distribution des vitesses & travers les sections ne différe
pas beaucoup de celle qu'exprime la formule (76), d‘ailleurs rédaite & celle d’un
d(U,q)
dit, ) D
meat ¢, el 1+ 7, @, nc différant nulle part beaucoup des valeurs moyennes constantes

de ©?, 93, ont leurs dérivées négligeables dans ’équation (25), dont le second membre
2% 97 ghg q ’

.. . R UL .o
est ainsi réduit a bU2Z“, c’est-a-dire a b 5 Il ne reste donc qu’a évaluer son terme
a 2

régime uniforme par les hypothéses —o0. Le rapport —y est donc sensible-

complémentaire (79)-
A cet effet, rappelons que les filets fluides sont supposés, dans tout plan vertical

. . w )
Iongitudinal, paralléles, de la surface au fond : Ie rapport — recoit donc partout sa
° u

valeur relative au fond, savoir i — ¢, ou Z, ¢ sont les deux angles que le protil longi-
tudinal du lit et 'axe des @ positifs font respectivement avec le plan de I'horizon, au-
dessous de celui-ci. On a ainsi

. . d di
w=(l—c)u=(i—c)Us, ﬁ:Ud—;q,

. . . dw .
et, par suite, vu la suppression permise du lerme w—— mon linéatre en w,

-~
&

. ’ 2
W__udfwi—“U dtw’, aw’ dre

dr dxr'’

2

E—L dxﬁ?'

Le terme complémentaire (79) devient done (' étant nul)

IS 9—r)<f )dc.

L'hypothése simplificatrice de I'égalité de vitesse de tous les filets fluides, faite dans
B. 7
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( 50)
tion, le changement des vitesses u avec I'abscisse x des sections ¢ n’est
plus amené par des variations de ¢ ou de la vitesse moyenne U, puisque ¢
et U sont constants; ct toas les lermes qui prédominaient jusqu’ict dans
nos équations, parmi ceux qu'introduit la non-uniformité du régime,
s’effacent, pour laisser le premier role 4 d’aulres beaucoup plus complexes.
Nos démonstrations et nos formules subsistent, il est vrai, sans maodifica-
tion, jusqu'a (25) et (26) inclusivement; mais les seconds membres de
celles-ci perdent leurs termes affectés des dérivées de U et de 6, cest-a-dire
justement ceux que la simple connaissance des lois du régime uniforme
permettait d’évaluer; et, par exemple, I'équation (25), formule générale

le caleul du terme complémentaire (83), a donc eu simplement pour effet de donner
a ce terme le coefficient numérique }, au lieu du coefficient plus compliqué

/‘1(2?—') <f:a°“d:> dg,

qu'il aurait eu sans cela et qui se réduit bien & 4 quand on prend ¢ —1.
Or on a, d'aprés (36),

_ ke kb .
s=1 AVB (L -1, fw’d’;: Py B ot g,
0
el, par suite, tous calculs faits,

! SN Kb b
fee o ([ ) a=3 50— )

Mais on voit, par les formules (36) et (37), que

kv’Z:G(%’,”—I>:3v/5—m

ce qui, en doublant dailleurs, pour plus de simplicité, le résultat obtenu, donne enfin

1 < 574 1/57 3 —
2[(2<P—')<f<97dl>d2:1+3,3/all¥)-ﬂ:l+%('—isﬂ/‘M>-
0 0 -

Le coefficient } attribué au terme complémentaire devrait donc étre accru de la
.37 s T . .
fraction 7(1——ﬁ\/0n) de sa valeur. Or, cette fraction se trouve comprise entre
4

37, et Ly ; car, vu la valeur de \/b donnée par la premicre formule (37) (p. 33) de
mon Etude de Pannée derniére sur le régime uniforme, on aura toujours £y/b << 3 et,
par suite, /37 <1, 1— 752\/571 > 7,- La fraction dont il s'agit, toujours positive, sera
donc moindre que 27 en valeur relative, c’est-a-dire seulement de l'ordre de 0,01 et
insignifiante, sauf peut-&ire dans quelques cours d’eau a lit extrémement rugueux.
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du mouvement, devient (vu d’ailleurs la permanence admise )
- (84) L=y 4 ZAlm o),

» 44. Toutefois, celle-ci n’est pas entiérement suffisante aux faibles
distances de entrée du tuyau; car, a partir de la formule (15), nous avons
supposé pelites non seulement, comme la définition méme de la graduelle
variation du régime nous avait déja autorisé & le faire, I'accélération longi-
tudinale i, les vitesses transversales ¢, w et surtout les accélérations cor-
respondantes ¢', w’, mais aussi la différence entre le mode effectif de distri-
bution des vitesses que définit, par exemple, le rapport ¢ +o deu a U,
dans la section considérée, el le mode de distribution propre au régime
uniforme, exprimé de méme par ¢. Or la petitesse de u' entraine bien,
d’aprés le systéme (10), celle de Fy, mais non, dans la formule (11), celle

du terme en F,, 4 cause du petit dénominateur VB, et du numérateur assez
grand £ figurant dans le coefficient de ce terme. Il est donc possible, en
général, que, malgre la graduelle variation de I'écoulement, le rapport de
u a u, donné par (11) et, par suite, celui, ¢ +w,deu i U, s'¢cartent trés
notablement de ce qu’ils sont dans le régime uniforme, savoir, de ¢ pour le

dernier rapport ct de c; pour le premier, o, désignant la valeur de ¢ au mi-
0

lieu du fond, la oll # = u,. Ainsi, ne regardons plus comme petite la fonc-
lion ©, pi, par suite, sa valeur o, au milieu du fond, valeur qui est-

— Y — )b
(85) CoTm g T T U \/BDJJILf
(vu I'égalité Byujon /= b6U? dans le régime uniforme); el nous aurons,
en multipliant (85) par UyB,on f,

(86) VByup o f — oU?2 = yByon f Uws,.

» La différence des deux premicrs termes de (16) scra donc compa-
rable 4 chacun d’eux, et I'on ne pourra plus, dans (15), négliger devant
P'unite le carré du second terme eatre crochets; mais on pourra substituer
partout 4 F,, dans ce terme, d’apres la signification méme, que définit (8),
de F,, lerapport de ¢ — o, 40,4 y/B,, ou mieux de \,;)T](@ — oo ) aky/b.

» La formule (15), multipliée par u, Vb, sera identiquement

e e — M (@t — !
(87) \/bbz—’;\/]ioujé)ﬂ,fv 7i;12f = ?‘(ilf"i)'
VBl fu 5
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» Celle-ci, comparée 4 (86), montre que le dernier terme de (87) égale,
au signe prés, VB f Us.
» Alors, larelation (87), élevée au carré, donnera, pour tenir lieude (16),

s M (0w —u')

~ o
. (]

(88) Byusonf =602 + 2 — (Byon /) U%w,.

» Au second membre, ¢ peut d'ailleurs, identiquement, étre remplacé
par le rapport de u — Uw a U et non plus simplement, comme on avait
fait dans (16), par celut de w a U; ce qui ajoute 4 o (2uu’), qui était la
valeur approchée de 2UM(gu’), la correction 2UM(— wu'). A la fin de
la formule (17), il faudra donc ajouter 'expression

8 20 ar ’ R T2, .2
(89) g}iau(— su’) — (Byon /)U?a}.

» Par suite, cette expression se retrouvera en plus, divisée par le rayon

moyen, dans les formules (18), (25) de la pente motrice I.

_§ XXII. — Hauteur motrice qu’y dépense ’établissement du régime uniforme.

» 45. L'équation (84) du mouvement, ainsi complétée, devient

U? d(a —1—7) 2 , Lyra 2
s T"‘g‘m(— wu') — (Byow /) 2 Uss.

(90) I=00"2 Zf +

» La kauteur motrice totale fI dz dépensée entre deux seclions, ahais—

sement, entre elles, tant de I'axe hydraulique que de la pression sur cet
axe (mesurcée en hauteur du fluide), comprend donc qualre parties : 1° celle
qui provient duterme en b ou qu'absorbe le frottement ordinaire de régime
uniforme; 2°uneautre, positive comme la précédente et également notable,

Ta T2
v fa’(oc — « — 7) ou sensiblement 2%/(& (vua=1+ 37 a pen Prés),

é)’
employée 4 accroitre les inégalités de vitesse des filets fluides et simple-
ment proportionnelle a I'augmentation du coefficient « — 1 — 7 entre les

deux sections considérées; 3° et 4°, enfin, deux pelites parties,

(91) 2 [on(—ouw)de,  —(Bon/)LU? [ oide,

du second ordre de pelitesse comme les produits —wu’, &}, sauf sur une
faible longueur prés de 'entrée, ol la fonction = est comparable 4 ¢ — 1,
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I'inégalité des vitesses n’y étant encore qu’ébauchée. La derniére (gr) est
évidemment négative, comme — w,. Quant a la précédente, elle est posi-
tive. En effet, d'une part, les filets périphériques, d’abord trop rapides,
ou pour lesquels w est positif, se ralentissent el ont leur accélération o
négative, tandis que, d’autre part, les filets voisins de I'axe et pour lesquels
o est négatif, s’accélerent : le produit —wu’ est donc positif dans presque
toute la section et a sa valeur moyenne positive,

» Si, pour prendre le cas le plus simple, on suppose I'entrée du tuyau
assez bien évasée pour que les filets fluides soient sensiblement paralleles
dés 'origine de sa partie prismatique ou cylindrique, la formule de D. Ber-
noulli lear atltribuera 4 cet endroit, comme on sait, la vitesse commure,
U, due a la hauteuar motrice dés lors dépensée a partir des points du réser-
voir d’admission ou le fluide est en repos. On y aura donc &« —1—7n=o.
Et, par suite, la kauteur motrice totale deépensee, depuis le réservoir jusqu’aux
points ol régnera le régime uniforme, pour établir ce régime, ou en sus de
ce qu’y absorbera le frottement ordinaire de régime uniforme, sera

(92) %[é + (=« —I—'ﬂ>+6‘~2f0m3]‘t(—wu')dm—gB[,(DTuf)%'[mwzdx].

» Les coefficients 1 -+, « y désignent les valeurs moyennes de 9? et o?;
autrement dit, ils se rapportent a la limite supérieure des intégrations, ou
aux sections ¢ dans lesquelles le régime uniforme cxiste. [’abscisse « de
celles-ci, comptée a partir de'origine du tuyau prismatique ou cylindrique,
peut d’ailleurs étre supposée infinie, les fonclions sous les signes [ de(g2)
v tendant asymptotiquement et asscz rapidement vers zéro.

§ XXIII. — Equations qui y régissent le mode de distribution des vitesses.

» 46. Abstraction faite des éléments les plus voisins de la limite z = o,
d’une somme probablement insignifiante, les deux intégrales que contient
I'expression (92) s'évalueront, avec une assez faible erreur relative, en
supposant la function & de I'ordre des pelites quantités dont nous négli-
geons habituellement les produits. C'est donc dans celte hypothése simpli-
ficatrice qu’il nous reste i déterminer =, ou, ce qui revient au méme, F,.

» Nous aurons pour cela le systeme (10) d’équations, dans lequel ' sera
donné par la formule (40), évidemment réduite &

: d d dw de | wods | do
3 ¢ QP) 2 — 2 ‘A 7 _‘_ - e/
(93) u —U(V—dy +wa )+ U ?dr U alU dy WU ar " Tdr)
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» D’ailleurs, d’apres (46), olt y,, 5o, a, & seront constants et la valeur
(52)de z nulle, les vitesses transversales v, wauront simplement X et . pour
quotients par aU et AU, avec %, p. régis par I'équation indéfinie (53) et la
condition au contour (49), sans compler la condition d’intégrabilité (1).

» 47. Bornons-nous aux deux cas de la section rectangulaire trés large,
de hauteur 24, et de la section circulaire de rayon R, ot nous savons que,
par raison de symétrie, ¢, w ou A, v, fonctions impaires de y, z, sont les
deux dérivées en y, s ou en 0, &, d’'une méme fonction paire,soit de , soit
de m et { par Vintermédiaire du rapport, ¢, au rayon R = 2a = 2/, dc la
distance r = yy*+3z* a l'axe : ce qui rend identique la vérification de la
condition (1) d’intégrabilité.

» Nous introduirons comme inconnue auxiliaire une fonction o de
out, et de x, dont la dérivée en x soit justement cette fonction qui a A
el . pour dérivées respectives en 7 et {. Autrement dit, nous poserons

d?w d?w
(94) Y= grdn VT Zwar

o comprendra ainsi une fonction arbitraire de + et {. Nous en disposerons
de maniere que, sur une premiére section q, celle qui aura, par exemple,
I'abscisse =0, et ot la valeur de w, évidemment paire en 7, {, sera
directement donnée, I'on ait

d>w d>w

-+ v do = lec tour
- —_— J— - L= S n .
/n? e == T, 4avec oy o ( urle co )

(95) Ayw+m =0 ou

» Alors, vales expressions (94) de % et p., I'équation indéfinie (53) el

.. . - d d [dw
la condition (49) deviendront respectivement = (Ayo+w)=o0, = <d_v> =o0.

Done, les équations (5 ) seront vérifiées pour toutes les valeurs dez, c’est-
a-dire sur toutes les sections c. On voit que, si I'on connaissait sur l'une
d’elles quelconque la fonction paire w de n et de §, ces équations (95) y
détermineraient, & une constante arbitraire prés f(x), la fonction o, égale-
ment paire en 7, {. La partie /() de v, évidemment étrangére aux rela-
tions (94), (95) de w avec nos vraies inconnues A, u, @, resle indéter-
minée.

» Enfin, I'expression (g3) de &/, en en éliminant, par (95) et (94), w et
les rapports A, . de ¢, @ 4 aU, AU, puis observant que ¢ ne dépend pas
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de &, et substiluant enfin & ¢ sa valeur tirée de (31), deviendra

/ d (dedo dod
=1 L (F G E — o)

T\ dn T EH T
1) a0 dlde _ dhdy),

(96) k\/B_uU’ d l:( 1
= v, 4= L
» 48. Telle est la valeur de u’ qu’il faudra porter dans I'équation
indéfinie en F,, qui est la premiére (10) ou mieux la différentielle totale
en 7, ;. de la premiére (10). En eflet, avec I'adjonction de la condition au
contour correspondante, la premiére équation (10) équivaut exactement a
sa différentielle totale en n, {, que nous pourrons écrire, avec un terme de
moins,

R P BT R

I'indice ¢ indiquant que la différentiation dont il s’agit se fait sans sortir
d’une méme section . Car I'équation (g7) revient évidemment a la pre-
micre (10), avec addition, au second membre, d’une constante arbitraire C.
Or, sil'on prend la moyenne des valeurs, dans l'aire s, de tous les termes
de la premiére (10) ainsi complélLée, on trouve zéro pour valeur moyenne
du premier membre; car celui-ci, multiplié par dy dg, et intégré, se change
évidemment en une intégrale de contour ol figure sous le signe f le pro-
duit de F par la dérivée env de F,, nul d’aprés la seconde relation (10).
Et il vient bien ainsi, forcément, C = o.

» 49. Cela posé, tirons de (1 1), pour la substituer dans (g7), la valeur
de F, en fonclion de F, et de w ou w. A cet effet, observons, d’une part,
que dans I'expression de F, fournie immédiatement par (t1), le facteur u?
peut étre remplacé a trés pea prés par Uy} ; d’autre part, que le quotient
de u par u, estidentiquement celui de ¢ + & par g, + 5, et excéde sa valeur

de régime uniforme 1+ £yB,F,, ou g - de
0

%g(‘?o‘—"_mo?):% - %(I'*'/f\/EFJ'

i

Il viendra

Fo= VB Lyt [ oy (1 £ VB, F)]

k a
(98) /.
) gVB,yU* o
- — ) * +k /’B b .
k(1+k\/Bos)ILF,)c[Azm+m°(I 2l
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Les termes en F, de celle-ci s’élimineront de la relation (97), 4 raison de
ce que la premiere équation (9) y réduira leur somme & la différentielle d,
d’une constante, et, en méme temps, la substitution 4 #/, dans (g7), de la
derniere expression (g6), donnera I’équation indéfinie en w,

F dA,w d.F dAyw
g% 7 dy ) as . 1 dAw i 6_1&(19‘) dF, dw -
(99) dﬂ[ : s<T+“‘d: (e )& a(@era s =

» La quantité entre accolades ne dépendant, comme on verra, que de
x et de [ ou ¢, la différentielle d; équivaudra 4 une simple dérivation en [
ou v, et I'équation (99) sera une ¢quation aux dérivées partielles, du cin-
quieme ordre en { ou en «.

» 1l faudra y joindre la condition (10) au contour, exprimant que s’y
annule le produit de F par la dérivée en v de ¥,, c’est-a-dire de la dernicre
expression (98). Si l'on tient compte de la seconde relation (g) et de ce
que @, sera justement la valeur de 5 ou de — A, au contour, il viendra,

en rappelant d’ailleurs une autre condition au contour déja établie plus
haut pour o (formules g5),

dA, © dw
TR v + 40 =o0, s = 0
kyB,f @

(100) (au contour des sections)

» D’ailleurs, la derni¢re relation (10) est satisfaite identiquement par
la valeur (98) de F,. Fit la condition fwds = o, provenant de ce que s’an-
nule dans chaque section la valeur moyenne de w, différence de celles de
o + o et de ¢, égales loutes les deux a 'unité, n’est pas moins vérifiée; car
I’égalité — & = A, w, multipliée par dnd{, puis intégrée dans toute Vaire s,
conduit a une intégrale de contour ot la fonction sous le signe f est la dé-
rivée de w en v, nulle en vertu de la seconde relation définie (100).

» Sil’on veut ne considérer, dans chaque section, que la variable indé-
pendante {% ou v, croissante de o a 1, il y aura lieu d’observer qu’au centre
({ =0 ou v =o0), les deux fonctions paires (cnn et {) wet — o =A,0,
maxima ou minima en ce point, ont leur différentielle d; nulle par raison
de symétrie et de conlinuilé. On aura donc encore

(1o1) (au centre des sections) d,w =o0, dsA, 0 = 0.
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§ XXIV. — Décomposition de ce mode, dans sa partie amortissable ou de non-uni-
formité, en modes simples, plus ou moins lents 4 s’évanouir aux distances crois-
santes de ’entrée.

» 50. On vérifiera les équations (99), (100), (101), en prenant pour
une somme de solutions simples, dont chacune sera le produit d’'une con-
stante arbitraire ¢ par une exponentielle décroissante en x, ou figurera
un coefficient positif d’extinction m constant, et par une fonction @ de Z ou
de ¢ seuls. Bref, on posera

i £
(102) . -Zce B 0.

» Chaque terme de la somme = devant séparémenl salisfaire a (g9).
(100) et (101), il vient en @ I'équation différentielle linéaire, du cinquiéme
ordre et sans second membre,

d [ dse d [ dse 4,0 i dl, de  dF, de\|
(103) d”[Fn(F I > + E(F —ti_ﬁ—)+m<k‘/B;+P‘A29—d_n T ~—>:l =0

Lt Pon devra, d'une part, adopter sa solution particuliére, déterminée
(dans sa partie variable) 4 un facteur constant pres, qui vérifiera, d’aprés
(1o1) et (100), les trois condilions spéciales

' . dQ
(104) (aucentre) deQ =0 et d;A,Q =0, (aucontour) % =03

d’autre part, choisir pour m les racines, tenues d’étre toutes positives, de
I'équation transcendante fournie par la premiere condition (100),

. F- da,Q
(103) (surle contour) —— - - -++A,Q = o.
kyBof v
» Comme c’est la partie o = — A,w, variable avec z, du mode de dis-
tribution des vitesses que l'on désire connaitre, la formule (102) donnera
—mEAX
(106) w = —Zce 9 A,Q.

» B1. Tlrestera a calculer les coefficients ¢ de maniére que, sur une pre-
miére section g, celle qui a, par exemple, 'abscisse x = o, & recoive cer-
taines valeurs initiales o;, fonction de {2 ou de«, données dans toute aire .

La formule (106) devra donc y devenir o; = — 2cA,Q. Mais, ne pouvant
B. 3
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effectivement prendre, dans la somme = ordonnée sutvant les racines m
croissanles, qu'un nombre fini n de termes, on devra tolérer des erreurs
w; 4+ 2cA,2; et 'on rendra seulement minima la moyenne de lears carrés
dans toute l'aire s ou, ce qui revient au méme, l'intégrale

(106 bis) S (o + ZcA, Q) ds.

» J’ai mounlré sur un exemple, dans une Nole relalive au méme probléeme
de I'¢tablissement du régime uniforme, mais 4 Uentrée des tubes fins, com-
ment cette condition détermine les coefficients (*).

» 2. Onvoit que, 'abscisse @ grandissant, la formule (106) fait évanouir
successivement tous les termes de la somme X, 4 commencer par les plus
¢loignés. Aux distances de l'entrée excédant un nombre médiocre de fois
le rayon moyen, il ne subsistera donc que le premier terme, alfecté de la
plus petite racine positive 7 de I'équalion (105); et &, d’ailleurs indépen-
dant, d’apres (106), de la vitesse moyenne U et des dimensions absolues
de la masse fluide, variera désormais, sur chaque section, proportionnel-
lement a Pexpression correspondante de A, Q.

(") Comptes rendus des 6 et 13 juillet 1891, t. CXIIIL, p. g et 49. L.a condition dont
il s’agit, qui revient 4 rendre minima la somme des carrés des erreurs commises sur la
valeur de w; dans les divers éléments (équivalents) de l'aire o, entraine évidemment
PFannulation de la dérivée partielle premiére de 'intégrale (106 &és) par rapport a cha-
cun des coefficients ¢ a déterminer. Si donc A,Q; désigne successivement chacune
des n expressions obtenues pour A,Q, c¢'est-a-dire celles qui correspondent aux n pre-
miéres racines m de I'équation transcendante (105), il vient, pour calculer les n coef-
ficients ¢, le systéme complet du premier degré

(106 ter) 3o f8,00,Q;ds = f(— w;)4,Q,ds.

Contrairement a ce qui arrive dans les problémes les plus usuels de la Physique
mathématique, les inconnues ¢ ne seront pas séparées dans ce systéme, car le produit
de deux expressions différentes de A,Q n’aura pas sa valeur moyenne nulle. Autrement
dit, les équations (106 ter) ne se réduiront pas a

¢; [(4,9)ds = f(— w,)4,Q,da,

et les valeurs des constantes ¢ varieront, dans une certaine mesure, avec le nombre de
celles que I'on voudra utiliser pour le calcul effectif de w.

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1



§ XXV. — Cas d’un tuyau a section rectangulaire large : intégration en série.

» 83. Abordons d’abord le plus simple des deux cas en vue desquels a
été établie spécialement la théorie précédente et ou l'on a f=1, B, =B,
savoir, celoi d’nn tuyau 4 seclion rectangulaire trés large, de hauteur 24.
Alors F =1, F,={ (1 —{?) et Q, fonction paire comme F,, ne dépend
également que de  : il suffira de la considérer depuis 'axe jusqu’au fond,
cest-i-dire del =o0al =1.

» L’équation indéfinie (103) ne contient @ que par sa dérivée pre-
miére ', car A, Q est maintenant la dérivée, Q7, de celle-ci. 11 y a donc
lieu d’adopter pour inconnue la fonction émpaire Q', que nous appellerons
des lors ¥, et dont A, Q sera la dérivée W'. D'ailleurs, le signe d; équivalant
4 une différentiation en {, 'équation différentielle (103 ) sera du quatriéme
ordre en W. Dans son terme en W, évaluons cl mettons a part la valeur
moyenne du coefficient, valeur qui égalera 'inverse de kb, d’aprés la
premiere formule (37) de mon Etude de 'année derniére (). Cette équa-
lion en ¥, divisée par m, sera des lors

2 oy AL e ¢ - e
(107) m‘l +[k\/5+2<3 5>]‘I +~ ¥ =03
et les conditions définies (104), (105), oul'on aura dv =d% & la limite £ =1,
deviendront

(108) Ww(o)=o0, W(1)=o0, U (0)=o0, W(a)+i&/BY()=o0.

» Les trois premiéres (108), jointes a (r07), suffisent évidemment pour
définir la fonction ¥, 4 un facteur constant prés, que I'on peut choisiv &
volonté puisque le résultat cherché (106) conlient déja les coefficients
arbitraires ¢. Nous disposerons, en général, de ce facteur constant, de
maniére a avoir ¥'(o) = 1; ce qui achevera de déterminer W.

» D4. Sinous adoptons pour cette fonction impaire une série procédant
suivant les puissances entiéres et positives de Z, nous aurons donc une for-

(') Comptes rendus, t. CXXI1I, p. 12 (6 juillet 18¢g6), ou p. 33 du Mémoire précé-
dent,
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mule comme
(ro9) V() =0+ AP~ Cl+DU —E+...,

et les premieére et troisieme des conditions (108) seront satisfaites. Quant
a l'éequation (107), que le développement (rog) devra identiquement véri-
fier, on reconnail qu’elle laisse disponible le coefficient A, mais qu’elle
détermine chacun des suivants C, D, K, ..., en fonction linéaire trés
simple des deux qui le précedent, 1, A, ..., mullipliés par m. Puis A se
détermine par la seconde relation (108); et la derniere (108) donne enfin
I'équation en m (*).

(1) Sur Uétablissement du régime uniforme le long d’un tube fin a section rec-
tangulaire relativement large. — La lo1 de récurrence qui, a partir de C, relie chaque
coefficient de la série (rog) aux deux précédents, se simplifie un peu quand on sup-
pose B trés grand et, par suite, k\/Z égal 4 3. La quatriéme condition (108), résolue
par rapport & ¥/ (1), se réduit en méme temps a ¥' (1) = o. Alors, d’aprés les ¢qua-
tions (8) ou (12), la vitesse u«; 4 la paroi devient négligeable & coté de la vitesse
moyenne U, et le tnyau, supposé ainsi infiniment rugueux, immobilise par son frotte-
ment ]a couche fluide qui le touche, tout comme le ferait par adhérence la paroi polie
d’un tube fin, dans un écoulement bien continu. D’ailleurs, celte vitesse u, étant sen-
siblement indépendante de z aux endroits considérés ou = est trés petit, le coefficient

de {rottement intérieur e — EkiVBhuU s’y trouve a fort peu prés constant, comme il

Iest dans les mouvements bien continus. Donc, tout se passe, quant aux équations
déterminant & et ¥, comme s'il s’agissait de 1'¢écoulement effectué, le long d’un tube
fin, par uu {luide ou le coefficient de frottement intérieur aurait justement la valeur

numérique de I’expression %,\/E/Luo dans notre liquide.

Ainsi, la formule (106) de w®, spécifite pour un tuyau infiniment rugueux, sera
celle qui représentera I'établissement du régime uniforme & la partie amont d’un tube

. y I . .
fin, si, remplacant é par et 4,0 par ¥, I'on exprime d'ailleurs, dans les exponen-

tielles, A® en fonction de ¢, 2 et U. L'on aura, pour cela, I'équation (31) de mon pre-
mier Mémoire (p. 27), ¢quation qui, vu la valeur § de JILF, et la grandeur supposée
de \/E, donnera kB u,=3U, dans I'expression P7§ k\Bu,k dec, De celle-ci, devenue
3oghU . 1 e

—m on tirera == m
variable avee # du mode de distribution des vitesses, dans le probléme de I'établisse-

ment du régime uniforme le long d’un tube fin & section rectangulaire large et de hau-
teur 2 A, sera

dés lors e = - Dong, la formule représeutant la partie

megx

w=—Yce *pAUY
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§ XXVI. — Solutions simples en termes finis, quand les parois sont lisses.

L,l" r . - LY . -
n 85, Les résultats deviennent tres simples quand on suppose la paroi
assez lisse, on plutdl b assez petit, pour que, dans (107), le coefficient de W,

alors trés grand, puisse étre remplacé par I'inverse de k\/B, sa valeur
moyenne, dont il ne s’écarte qu’entre les limites fixes 1 et — 3 comptées
respectivement au deld et en dech. Le troisieme terme, ¥, de (107) se
trouve dés lors encore plus négligeable que la petite partie supprimée du
terme en W”; car W, sannulant aux deux limites L =o0, { =1, est, en
moyenne, dans l'intervalle, au plus de 'ordre de grandeur de sa dérivée
premiere ¥, qui, tenue elle-méme de s’y annuler une fuis, y est a peine
comparable & sa dérivée W”. Donc, a plus forte raison, ¥ disparait,
dans (107), devant la partie principale du terme en W”. EtI’équation (107),
des lors binome, donne, 4 un facteur constant pres, vu avant-derniére
condition (108), ¥ = — asinaf, si a? (avec « pris posilif) désigne le quo-
tient de rn par kyb. Or, de cette valeur de W7, multiplice deux fois par d{
et intégrée chaque fois, il résulte, en tenant compte des deux premiéres
conditions (108),

" Sinat_——tsina . .
(110) V= """ ou o = /\’s/b.

Enfin, la derniére condition (108) devient 1'équation en m ou en «,

kyB
tﬂng oL = v a——,f‘
%l kB
pelit pour qu’on puisse négliger son carré; en sorte que ce quotient soit

Supposons le quetient positif de kVB par o assez

lui-méme voisin de zéro et « voisin d’un multiple positif j= de =. Le petit

kyB /fsf

excédent zx—--J‘r aura donc pout tangenle, a trés peu pres, —, - ou

ou m et W' se calculeront comme s'il s’agissait d'un tuyau de méme forme a paroi infi-
niment rugueuse. Quant a la partie, ¢, de régime uniforme ou indépendante de z, elle

sera, en faisant \/B, infini dans (51),

F,
¥TUORE, —(‘_C)

Malgré les simplifications indiquées des formules {107) et (ro8), la série qui
exprime ¥’ et I'équation en m restent emcore d'un calcul fort laborieux.
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et il viendra successivement

. kVB
1:/7:—}— o
(1171) /

I = cosal —

; m=akyb =%+ 2k\B) kb,

. kyB fcosjm .
=cosjnl{ — *\1—(7;{— +Csmj7:C>-

sing

» Les valeurs de m sont bien, comme il le fallait, toutes réelles et posi-
tives; celles de W', qu'on substituera 4 A,Q, s’écartent peu de cos j,—.C,
dont elles different d’une méme quantité aux deux limites {?* =0, {*=1.

» 56. Bornons-nous auterme de w fondamental ou affecté de 'exponen-
tielle la plus lente & s’évanouir, celle qui correspond 4 j = 1. Admettons
de plus une entrée du tuyau parfaitement bien évasée, quiy donnerait

1 T 1 ’ N .
u="Uouwo,=1—¢=-Fk Vb <C2 — §>’ d’apres les formules (37), précé-
demment citées, de mon Etude de 'année derniere. Le coelficient ¢, devant

L
rendre minimum le carré moyen, f (ccosml + mi)”d'c environ, de I'écart
)

eunlre ¢ " el — w;, se déterminera par la condition approchée

1

f (ccosml + o;) cosmld] = o.
v

. . 1
Il sera sensiblement le quotient, par la valeur moyenne = de cos?={, de
1

I'intégrale fo (— w;)coswldl, que donnera presque immédiatement I'inté-

gration par parlies effectuée avec sinwf ou cosnl{ comme facleur intégré.
Et il viendra finalement, vu (106),

(112) — 5=

1 24VB gVb o

2k\p TR EOT kB .

e k h [coswc+ \/Z, (1 — nlsinzl) .
nd s

» Les vitesses u sont inférieures a celles de régime uniforme dans la

partie centrale des sections qui s’étend jusqu’a P'ordonnée relative, Z,

dont la valeur absolue, é — f\/—B (i — %), annule W’; elles leur sont, au

contraire, supérieures dans tout le reste, qui comprend un pea plus que la
moiti¢ des sections. Aussi, I'écart — @ est-il plus fort au centre { = o qu’a
la paroi 7 = 1, comme il était naturel de le penser, I'action régulatrice du
frottement devant le plus vite se faire sentir au voisinage des parois.
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§ XXVII. — Longueur nécessaire pour ’établissement approché

du régime uniforme dans un tel tuyau.

» 37. Pour la paroi en ciment fin sur laquelle M. Bazin a fait ses
récentes observations (dans un tuyau circulaire, il est vrai, et non rectan-
gulaire large), on avait b = 0,000166, Vb == 0,0129, et, par suite (avec la
valeur 48,6 de k), VB=o0,0173, £yB=0,851("); d’ourésulte, dans la sec-
tion rectangulaire large, encore d’aprés les mémes formules (32) de 'Etude
citée, b= 0,000186, b -=0,0136 et kyb=0,663. L’inverse de /c\/z v
est done, non pas trés grand, mais seulement égal 4 1,508. Toutefois, cha-
cune des deux catégories de valeurs que prend le coetficient de ¥ dans
(107), les unes (pour {? < 3) enexcédent, les autres (pour * > ) en déficit
sur cette moyenne 1,508, s’en écarle relativement assez peu, surtout en
moyenne, pour qu'on puisse, dans une premiére étude, lui substituer la
valeur constante 1,508; el 'expression (110) de W, ou « est de 'ordre
de j=, réduit encore le terme W, dans (107), a une fraction presque négli-
geable du précédent 1,508 ¥, au % environ. Enfin, dans I'expression (111)
de m, le terme 24 V’Ts, de deuxiéme approximation, n’est guére, méme
pourj =1, que le ; du terme principal j*=z? : preave que les formules obte-
nues continuent a étre applicables avec quelque approximation.

(') Ces valeurs se déduisent de la premiére formule (60) de mon travail de I'année
derni¢re (voir le Mémoire précédent, p. 46), ou k==48,60 d’aprés 'une des for-
mules (37) du méme travail, et ou il suffit d'introduire en outre le résultat
b = 0,000166, fourni directement par l'observation des dc¢bits du tuyau circulaire
expérimenté.

Si, dans I'étude du régime uniforme a I'intérieur des tuyaux circulaires, l'on se
bornait, comme je le faisici dans I’étude des régimes variés, 4 cette premiére approxi-
mation ou le coefficient de frottement intérieurc est supposé valoir celui du cas de la
section rectangulaire large pour méme rayon moyen et méme vitesse a la paroi, mul-
tiplié par I'inverse de la distance relative ¢ a I'axe, la valeur de &k la plus propre a
réduire autant que possible les écarts entre la théorie et les récentes observations
de M. Bazin serait encore, d'aprés les pages 44 et 45 du Mémoire précédent,
k= 48,60. Et les premiéres formules (43), (37) du méme Mémoire donneraient,
I'une (en y faisant & = 0,000166) /B =0,0172, 'autre, ensuite, /6 =0,0135 pour

la section rectangulaire large. Ce seraient donc, & fort peu prés, les valeurs de /B, /O
adoptées dans le texte; et 'on aurait aussi, par suite, sensiblement les mémes valeurs

que ci-dessus pour ky'D et kyb.
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» L’expression (112) de — = donnera donc une idée encore assez juste
du phénomene étudié. Le coefllicient ¢ figurant devant 'exponentielle y
est environ 0,134, vu la valeur 0,663 de £yb. Mais, pour un tuyau non
muni de la bouche parfaitement évasée que nous avons admise, et ou se
produira toujours, aprés la brusque contraction des filets fluides, un épa-
nouissement rapide, avec frottements notables qui ébaucheront déja I'iné-
galité des vitesses dans le tuyau, l'écart initial m;, sur la seclion ou le
régime commencera & varier graduellement, aura des valeurs absolues
moindres que leur expression supposée 1— o, et, par suile, le coeflicient ¢
ne devra guére, ou pas, excéder o,1. Il suffira donc que 'exponentielle se
réduise elle-méme a 0,1, ou que son exposant ¢gale au moins, en valeur
absolue, 2,3026, ou enfin que ratteigne la valeur 72,34 environ, pour que
I’écarl w soit partout inférieur & ;3; et inseusible. Ainsi, e régime uniforme
sera €tabli apres un parcours x d’environ 72 rayons moyens, ou 36 fois la hau-
teur 2h de la section, a partir de Uendroit od les filets fluides commencent a
étre sensiblement rectilignes et paralleles.

§ XXVIII. — Cas d’un tuyau circulaire : intégration en série.

» O8. Abordons cnfin le cas, plus pratique, mais beaucoup moins
simple, d’un tuyau & section circulaire. Alors la fonction F peut étre réduite
4 inverse de v avec une approximation suffisante : I, est, par suite,

2(1— %), et, @ncdépendant, commeTF et Iy, que de lavartabler = é\/w"—kfz,

’ . I d.tQ’
A, al'expression ™

deux derniers termes du quadrinome entre parenthéses ont évidemment

- D’ailleurs, dans I'équation indéfinie (103), les

pour somme — ;F,Q, ou R de sorte que cette équation indéfinie ne
conticnt Q que par le produit v&'. Celui-c1, ou plutét son quart 3¢, sera
donc notre inconnue auxiliaire. Nous appellerons encore W, en posant
ainsi
I dw Lol
1 AR —=—-"" = —_.
( 13) 2 t dx 2
» Enfin, le signe d; équivalant 4 une dérivation enr, cette équation (r103),
divisée parm, deviendra presque immédiatement, en y mettant en évidence,
comme dans (107), la valeur movenne, sur toute I'étendue de la section,
d’un coefficient variable, valeur qui s’exprime simplement au moyen du
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coefficient & propre a la section circulaire ('),
!
v a X
(11/) _1_1 Ir_ - —+ _l_+?_ E___.LS t_+_211,-:0.
+ Gm dc \x di? ke - 3\5 dv

» Les conditions définies (104) et (105) deviennent en méme temps, vu

ol
EIL

que dv (ou d\n*+ {* suivanl la normale au conlour) est 24t 4 la limite
1—=1,

IIJ"
¥(o)=o, ¥(1)=o, 4 6%<T>:0(pourm:o),

(115)

1 d /v v -
Zk—\/B;E; - ‘f—T—O(pOUI“L——-I).

» B9. La fonction W (¢) se développera en une série procédant suivant
les puissances entieres de ¢. Celte série, d’aprés la premiére condition (115),
n’aura pas de terme indépendant de «. D'ailleurs, la valeur (113) de A,
devant rester finie au centre, W’ contiendra le facteur ¢ ; et le terme du pre-
mier degré manquera dans W. Ceux des lroisitme et quatriéme degrés
manqueront également; car un terme en «® ne vérifierait pas la troisicme
condition (r15), ¢t un terme en v*, porté dans (114), y en donnerait un
en ¢, incapable de se réduire avec aucun autre. Les deux premiers termes
seront donc, 'un, en«?, Pautre, en<®. Aprés quot, viendronte®, ¢'', ¢'*, ...
car toute expression de la forme Mc*, substituée dans (114), y donne trois
termes, respectivement affectés de £*~%, «*=?, ¢*, essentiellement différents
de zéro tous les trois pour o > 5 et dont les deux premiers ne pourront se
réduire qu'avec d’autres issus de méme des deux termes de W ol « était
moindre soit de 3, soit de 6 unités. Ainsi la différence des divers expo-
sants o« est toujours un multiple de 3; et si, ¥ n’étant déterminé qu’a un
facteur constant prés, 'on prend — 1 pour second coefficient, il viendra

<116> ’ u""<b>:zl‘(/E——‘(,s—f—-C‘Ls—D‘(/”—}—E‘L”——....

(') Voir la premiére des formules (43) de mon Etude de année derniére (p. 34, ou
Comptes rendus, 1. CXXIII, p. 77). Cette formule donne

I

k \/1—5

1

i3

+2_
=

Dans le cas limite oit VB — oo, qui sera considéré ci-aprés en note, k\/z atteindra sa
plus forte valeur §.
B. 9
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» Une loi de récurrence assez simple, fournie par la vérification iden-
tique de I'équation indéfinie (114 ), permellra d’évaluer chaque coeflicient,
a partir de C, en fonction lindaire des deux coefficients précédents multi-
pliés par m. Puis la deuxiéme condition (115) déterminera A, et la qua-
tritme (115) deviendra enfin I’équation en m (').

(YY) Sur Uétablissement du régime uniforme dans un tube fin a section circu-
laire, et sur la convergence des séries rencontrées dans la partie actuelle de ce
travail. — Pareillement 4 ce qui arrivait pour un tuyau a section rectangulaire large
et 4 paroi trés rugueuse, la loi de récurrence et la derniére relation (115), équation
en m, se simplifient quand B croit indéfiniment, cas ou k /b tend vers £. Mais, alors,
malgré 'immobilisation relative, par le frottement extérieur, de la couche fluide con-
tigué & la paroi, la fonction W obtenue ne s’applique pas au probléme de 1'établisse-
ment du régime uniforme le long d’un tube fin & section circulaire, parce que le coef-

. C e ~R -
ficient ¢ de frottement intérieur, de la forme %Q\/B — 1y, F(<), ne pourrait étre rendu
: 2

constant qu'en prenant F — const.; ce qu'on n’a pas fait.

Pour trouver Pexpression de w qui convient au cas d’un tel tube fin, il faut donc
poser, par exemple, F —1. Dans cette hypothése, le systéme (9) donne Fy=1—<2,
ILF, —=1; et il résulte de la formule (51), prise avec \/B‘o infini, ¢ — 2 (1 — «*). L.’on
a aussi, d’aprés la formule (31) du premier Mémoire (p. 27), £yBu,—=2TU : d'on
e == F}{—fUR; et la valeur de % a porter dans les exponentielles de (106) est Fg——EUT{
De plus, dans I’équation (103), ou les deux derniers termes du quadrinome entre pa-

renthéscs donnent toujours pour somme — 1F{ ', soit, actuellement, 1<Q’, la dérivée

xQf . . . . \

pt c’est-d-dire, identiquement, 2¢4,Q. Dés lors, @ ne
14

figurant dans (107) que par son paramétre A,, ¢’est celui-ci qu'il y a liew de prendre

pour fonction de ¢ & déterminer. Appelons-le II, ou, autrement dit, réduisons la for-

mule (100) a

en « de celte somme est >

2meT
w—— Yce pRriu 1I,

et Péquation indéfinie (103) devient

di 1 d/ dn
| — = le— —+—m(1—-¢1)H]+2mnH:o,

de | 4o de \ de
ou
1d[1 d dn gy A1l
> ae ;EGE)]—*—m(I-«t)E:O,

.. ., dil . .
Prenons-y pour fonction inconnue la quantité - = &, et pour variable indépen-

de
dante le carré «*—zs, aire relative, comparativement & la section entiére o — =R?, de
la courbe 2w« d’égale vitesse constituant le lieu des points considérés. Alors cette
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§ XXIX. — Simplification des intégrales quand la paroi est polie.

» 60. Mais bornons-nous, comme nous I’avons fait pour la section rec-
tangulaire large, au cas d’une paroi assez polie, ou plutét d’une valeur
de b assez petite, pour que, dans (114), le coefficient du second terme soit
réductible 4 sa valeur moyenne inverse de b, alors grande comparati-

. , . 2\ 1
vement a son écart <varlable entre 1% et — 5) d’avec cette moyenne. Le

équation différentielle, s’abaissant au second ordre, acquiert, multiplié par«, sa forme
la plus réduite,
drd
-3 S—— +m(1—8)P —o.
(%) M)

1l s’y adjoint, en vertu de la seconde relation (104), la condition ® = o pour s —o,
c'est-a-dire ®(0) == o, et celle-ci détermine, & uu facteur constant prés dont on peut
disposer de maniére que ®'(0) =, l'intégrale particuliére @ a choisir, 1l vient d’ail-

leurs, en tenant compte de (105) o /B, a crit indéfiniment,

! de I ! ds
H:—ffb——:——ffb—:
v 2 2 . s
l,,d
[ltdt

T S
m@:l;f H‘Ldt:Zf Il ds.
d A A

Alors enfin la derniére relation définie (104) devient 'équation en m:

. daN .. . . . .
et, puis, vu la formule T —= <z — définissant I, vu aussi la premiére condi-
14

tion (104),

1
f ds — o.
0

Mais toutes ces formules ont eu beau se simplifier ainsi & un degré inespéré, le
développement de ®, savoir

(8) D=5 — At Ayt — Ast 4+ Ags® —. L.

n'en appartient pas moins au type complexe des séries qui s’étaient déja présentées
dans nos trois autres problémes sur I'établissement du régime uniforme a 'entrée de
tuyvaux ou de tubes, soit rectangulaires larges, soit circulaires (p. 6o et 66) : la loi de
récurrence résultant de Péquation (2) y rattache chacun des coefficients (pris en
valeur absolue) A,, Aj, A,, ... aux deux coefficients précédents o, 1, Ay, Ay, ..., €L
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troisieme terme, 2 W, pourra encore étre supprimé, comme étant, pour les
mémes raisons que dans la section rectangulaire large, tout au plus compa-
rable a la parlie ainsi négligée du second terme; et si I'on introduit, pour
abréger, une fonction p. et une constante K définies par les relations

ad (v hm
1179 L= — | — | I(.: =
(117) ¢ dt(‘) kb

I'équation indéfinie (114), s’abaissant au second ordre, deviendra

(118) %(f%)-i—l(y.:o.

non & un seul comme dans les séries les plus usuelles. En effet, 'on trouve ici

m m
A= — (1-+0), A3:§(A,+1),

(1) - .
A, = ﬂ(A3+ Ay, ASZR(AL_f_As):

La convergence de ces sortes de séries peut se démontrer comme il suit :
Prenons paur exemple (8). Soit £M le plus grand de deux coefficients consécutifs

: Tt o . m .
A,_y, A,, supposés assez éloignés dans la série pour que le rapportm et, & plus
m m

p+np—+2) (p+2)(p+3)

pas une fraction donnée }}, inférieure & §. On aura, d’aprés la loi de récurrence,

d’abord

++s n'excédent

forte raison, les rapports suivants

M

2 .
Apr < S(Ap+ Apm) <A - <d’oix, a fortiori, A . < % M>,

A M
Apra < S (Apri+AL) <A

et, ensuile, .
Py M M
Ap+3< ;(Ap+2+ Ap+1)<)‘2; (d’ou Ap+3<)\7>’
A M
Ap << ;(Ap+3+ Apia) < )‘2;’
Ainsi, les coefficients, groupés deux par deux & partir de A,_,, admettront, dans les
. . . M M M M
groupes successifs, les limites supérieures —, h—, A —; 33—, ...+ Dong, dans la
2 2 2
série (B), ol s varie de 04 1, la somme absolue des termes croitra, a partir du p —1itme,
plus lentement que ne fait celle d'un nombre de termes moiti¢ moindre, dans la pro-
gression gléomélrique précédente doublée, savoir M + Ml 4 Mi24- MM H-...,
comptée & partir du premier M; et, & plus forte raison, la série (B). composée de
termes moindres & signes alternant, sera-t-elle convergente.
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» Portons-y 'expression de p. résultant de (117) et (116), savoir
(119) w=—3.5¢2+6.8Cc*—...:

I’équation (118) déterminera immédiatement chacun des coefficients
C,D, E, ... en fonction du coefficient précédent 1, C, D, ...; et la for-
mule (116) sera

K8 K211 K314 Kél7

6.8 6.8.9.11 - 6.8.9.11.12.14 - 6.8.9.11.12.14.15.17 -

(120) W(t)=Ac*— "+

» Portons-yla valeur de A résultantalors de la seconde condition (115),
savolr

(r21) A=1 L—’r— K LS Kt ;
- 6.8 6.8.9.11 ~6.8.9.11.12.14+6.8.9.11.12.14.|5.17

et la derniére condition (115), multipliée par — 24y/B, puis divisée par 3.5,
* deviendra I’équation en K (ou en m):

-K K2 K3 K’;
( ) T—= 3.5 +3.5.6.8 o 3.5.6.8.9.11 +3.5.6.8.9.11.12.14 -
122 _
+o,/q/B L K 3K 4K? " o
5 675+6.8.9.11 6.8.g9.11.12.14 )

» Conformément a ce qu’on avait prévu, elle n’a pas de racine néga-
tive; car tous les termes de son premier membre sont essentiellement
positifs pour les valeurs négatives de K.

§ XXX. — Longueur alors nécessaire pour I'établissement du régime uniforme
et autres particularités intéressantes.

» 61. Si le coefficient 2 £\/B était asscz petit pour qu'on put négliger
dans (122) la série ou il figure, quelques tatonnements donneraient, comme
valeur de la plus petite racine, K = 25,64. Mais, cette valeur rendant la
sériec dont il s’agit positive (égale a 0,272), il fandra prendre K un peu
plus grand. Pour la valeur £yB — 0,851, qui convient & une paroi en
ciment liss¢, quelques essais donnent assez exactement K = 30; et il vient
ensnite, d'aprés (121), A = 0,5342. On aura donc pour le paramétre 7, va

(117), 7,5k /b, et, dans I'exponentielle correspondante de la formule (106)

> B . .
5y Z ou, trés sensiblement,

de =, I'exposant sera, en valeur absolue, 1
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0,039§ (vu que Vb = 0,0129). Comme les valeurs initiales o, de I'¢cart ,

dansle mode de distribution des vitesses, ne dépasseront guére encore un
dixiéme, ou tout au plus aun dixieme et demi, ces écarts = se réduiront a des
quantités de l'ordre de 0,01, et scront insensibles, quand 'exponentielle
n’excédera pas 0,1, ou quand 'exposant atteindra 2,3026 en valeur abso-
lue; ce quiaura lieu pour x = 5gR, a trés peu prés. Un parcours d’environ
3o diamétres, aprés I'épanouissement des filets fluides consécutif a la contrac-
tion de l'enirée, suffira donc pour établir le regime uniforme.

» 62. En comptanl 4 ou 5 diameétres en plus depuis I'entrée jusqu’a la
section ot 'épanouissement est ainsi effectué et ou le régime commence
a varier graduellement, on voit que I’établissement du régime uniforme
dans un tuyau de conduite a parois polies demandera, au maximum, une
longueur de 35 & 4o fois le diamétre du tuyau. Conformément aux obser-
vations récentes de M. Bazin, ce régime devait donc, dans ses expériences,
exister aprés un parcours de 50 diamétres, mais non apres un parcours de
25 diametres, ou, seulement, I'expression (106) de I'écart & était évidem-
ment réduite & son terme principal. Or, celui-ci est, vules formules (113),
(120) de A, Q et de W (), et les valeurs, 30, 0,5342,de K et de A,

—0.039%
&= — ce
(123) > (1,0685 — 507+ 5¢% — 2,0833¢® + 0,4735¢'2
— 0,0676¢"* + 0,00661'* — 0,0005¢2' +...).

» La fonction de v entre parenthéses, a laquelle I'écart & est propor-
tionnel dans chaque section, décroitde 1,0685a — 0,6028, quand ¢ grandit
de zéro a 1, c¢’est-a-dire quand on va du cenlre au contour; elle est donc,
en valeur absolue, plus grande sur I'axe qu’auprés de la paroi, dans le
rapport de 1,773 A 1. Et elle s’annule pour v =0,659; ce qul est ausst
d’accord qu’on pouvait lespérer avec l'expression particuliere de w,
observée par M. Bazin pourl'abscisse x — 50R et constituée par les diffé-
rences respectives des deux séries de nombres rapportées au commence-
ment de cette Elude. On y voit, en effet, que la valeur de ¢, pour laquelle
se produit I’égalité des nombres des deux séries, est voisine de § = 0,625,
légérement moindre, toulefois, et, par conséquent, un peu inférieure a
0,659. Par suite, w, nul en moyenne, ayant ainsi le champ de ses valeurs
négatives, qui constilue la région cenlrale des sections, sensiblement ré-
duit, celui de ses valeurs positives, constilué par la région périphérique,
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se trouve accru d'autant; et les valeurs absolues de w constatées vers le

contour sont encore plus faibles que les valeurs calculées.
» La raison de ces écarts est évidemment dans l'insuffisante petitesse

du paramétre £y®, qui ne justifiait pas tout a fait les simplifications anx-
quelles nous avons soumis I'équation différentielle (114).

» 63. Observons 4 ce propos que la valeur de ¢ pour laquelle o s’annule
et, par conséquent, I'étendue de larégion centrale oli 5 est négatif, grandis-

sent lorsque yB, /b tendent vers zéro. Car, si I'on suppose yB, yb infini-
ment petits, il vient, comme on a vu, K = 25, 64 (d'ot m = 6,41k \b,
A = 0,5850); et la formule (123) est remplacée, d’aprés (106), (113),
(121) et (120), par celle-ci :

o — — Cefﬂ,si’.g—k—ﬁ :i.
(124) X (1,1701 — 5¢* + 4,2733¢° — 1,5218¢® + 0,2956¢'?

\ — 0,0361¢'® + 0,0030¢'® — 0,0002¢*' + ...).

» Pour v croissant de o a 1, la fonction de © entre parenthéses décroit de
1,1701 4 — 0,81671; de sorte qu’en valeur absolue elle est seulement, sur
I'axe, 175,434 (et non plus 1™,773) sa valeur & la paroi. Aussi, par com-
pensation, la racine ¢ qui I'annule est-elle 0,6736, c’est-a-dire un peu
supérieure 4 0,659 : ce qui rend la région centrale, ol & est négatif, égalc
a la fraction 0,65362, ou aux 454 milliemes, de la section totale s, au lieu
de lua fraction 0,659%, ou des 434 milliemes ('). »

(*) La plus grande partie de ce Mémoire a paru en mai, juin et juillet 1897 dans les
Comples rendus de I’ Académie des Sciences de Paris (t. CXX1V, p. 1196, 1261,
1327, 1411, 1492, et t. CXXV, p. 6, 69, 142 et 203).
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ADDITION A LA NOTE DES PAGES 66 A 68.

Sur la maniére d’embrasser dans une méme analyse les deux cas de I’écoulement
le long des tubes fins el de Uécoulement tourbillonnant.

En dehors du cas d'un régime uniforme ou, tout au plus, d’un régime guasi uniforme
cansidéré seulement, comme aux notes des pages 6o ct 66, dans ses circonstances a peu

. . ’ by » - a - -
rés indépendantes des légéres variations de u, et de — qui peuvent s’y produire, les
P 5 0 q yp )
X

deux hypothéses F —=1, By—= oo deviennent insuffisantes pour rattacher, comme cas
limite, les écoulements bien continus entre parols mouillées, aux écoulements tour-
billonnants; car la proportionnalité admise du coecfficient e de frottement intérieur a

LT . . A
iy el & = fait varier e avec 2 et £, Pour embrasser dans une méme analyse les deux
modes d’écoulement, il convient alors d’introduire, dans les expressious de € et du

0. ~ IS TN™ )
frottement extérieur F,, un méme nouveau facteur, de la forme <—> uj, ol m, n

sont deux exposants constants. Aulrement dit, Pon posera

o g \1+m " y LZ g\ " n y Mz
5:5’7{2\/30(9 ul™ F(%,%), Fg*,ngS()(i) ug*f<2€c_,L>-,

a

. . F
ce qui, d’une part, ne change pas I'expression du rapport — et, d’autre part, entraine
<

les deux conditions ¢ = const., u,— o (caractéristiques des mouvements bien continus
entre parois mouillées) quand on prend non plus m = o, n = o, mais bien m — —1,
n— —ri1, en méme temps que F —1, \/B::_ o0, k — oo.

Jravais, du reste, observé déja, dans le Mémoire de 1878 cité¢ plus haut, p. 20, et
publié au Journal de Mathématiques pures et appliquées (3¢ série, 1. IV, p. 344),
aprés y avoir donné directement la théorie des ¢coulements bien continus et graduel-
Jement variés les plus simples, que cette généralisation, trés naturelle pour certains
modes d’écoulement intermédiaires observés dans de petites sections (p. 32 du Mé-
moire précédent, de 1896), ne compliquait pas notablement les formules.

Et, en effet, dans les relations (1) a (15) ci-dessus, elle n'introduit pas d’autre chan-
g
nzi

et 2", Rien n'est donc changé, en particulier, aux systémes (9), (10) déterminant F,

gement que de substituer aux deux facteurs

R g \1—m
u}, partout ou ils figurent, (;)

.

et F,, ni, par suite, 4 la formule de ¢, donnée par (51), ni & I'expression (14) de I F,,
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Byon .
non plus qu’a celle, \/ 0 bbf, deuE dans le régime uniforme. Mais I'équation (5)
0

du mouvement devient

. g \t-m N o/
s (- 57)

(D bis) { ou

o 9 Z 1--m cain go 2+n “)]L”’.
( 1=8, TLf(c U T + <

Or la formule (15) modifi¢e, élevée a la puissance — (2 + r) et traitée comme dans

2+n
. . , u . .
Ie texte, fournit une expression approchée de (ﬁ’) » et donne pour cette équation

du mouvement, au lieu de (18),

n

. - b 2 AP B I o T 7 o,
(18 bis) I_b(m> (c> L +§[ ” —U——(I-J,—u){)ltu ,

relation ot les valeurs de Il u’, OTL(«?) résultent ensuite de (24). Puis, © n'ayant
pas changé, rien n’est modifié (p. 27 & 42) & la théorie du petit mouvement trans-
versal, non plus qu'aux expressions de l'accélération longitudinale u',

Dans I'hypothése n — — 1, qu'on devra faire s’il s’agit de mouvements bien continus,
le dernier terme de (18 bis), en O &/, disparait.

En méme lemps, cette équation (18 bis) devient applicable sans que DP'écart & du
mode de distribution des vitesses soit petit devant o, & la seule condition d'ajouter au

Y g !
second membre le terme Ml=wu), Car Péquation (15) modifiée, multipliée par «,,

devient linéaire en u,, comme Vest alors déja (5 bis), et il suffit de substituer ¢ — g,

a k\/.—)l_lb,7 F, (comme au bas de la page 1), pour qu’elle donne

U b I o 1—”“)K( , ,
“ U\ By TaBonsly) Otlew—w)

/0 L @\ O (et - ,
=U B,o1f —+ S B0 ()—() [T—Dnu + M (—wu )i|,

valeur de u, & porter simplement dans (5 bis).
Par snite, la hauteur motrice totale 4 dépenser pour établir le régime uniforme,
dans un tuyau ou tube évasé, sera, au lieu de (g2),

U]« a—1 I = ,
;;[5+—2-+ﬁfo. JK(—mu)dx]

(92 bis) { - -
R 1 f M (— wee') d
= 'Tr— ;+ﬁ mu) L |

& [
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Le nombre « égale 2 quand le tube est circulaire; en sorte que, si 'on néglige dans

un premier calcul le petit produit (— =) u/, cette hauteur de charge dépensée prend
2
alors la valeur approximative simple

. Les principes exposés dans la note des
pages 66 a 68 permettent d’ailleurs d’évaluer — w et «’ en série : aprés quoi, une qua-
drature numérique, effectuée, par exemple, au moyen de la formule de Thomas Simpson,
donne le dernier terme entre crochets de (g2 bis). C'est ainsi qu’ont été obtenus les
vésultats résumés a la note de la page 20.

Enfin, quel que soit Pexposant n, les théories des §§ XXIII et suivants, rclatives a
la distribution des vitesses duns la premiére partie amont des tuyaux ou des tubes,
subsisteront, sauf le remplacement, dans les équations (99), (102) et (106), du facteur

Z gOKU” (x)l—m . P . g[}n (X>l—m
= = npar=———|[ = uarrevienta ————m—r—— = | & .
ksl K \e & k(1 kB, oL, )" \ o

ERRATA.

Mettre en note au bas de la page 8, avec signe de renvoi & la deuxi¢me ligne du
n° b, aprés les mots axe hydrauliyue, la phrase suivante :

Jappelle axe du courant, ou axe hydrauligue, comme on verra, du reste, & la
page 10, I'axe méme du tuyau contenant le fluide, quand celui-ci coule le long d’an
tuyau qu'il remplit, et, dans le cas contraire, d’'un courant liquide limité supérieure-
ment par une atmosphére, une ligne tracée sur la surface libre et suivant sa Jongueur,
comme, par exemple, & égale distance des bords, ou encore suivant I'axe du tuyau
dont la section comprendrait, avec celle du canal découvert considéré, sa symétrique
par rapport a la coupe transversale de la surface libre.

A la page 58, aprés la formule (106 bis), ajouter :

» Hest clair que, a la limite ot le nombre n des termes deviendrait infini et ou la
somme Z¢A,Q serait susceptible d’exprimer la fonction arbitraire — w;, l'intégrale
(106 bis) admettirait la valeur minima zéro, que donne 1'égalité alors possible
S¢A, 0 —— w; annulant chacun de ses éléments; en sorte que la recherche de cette
valeur minima fournirait les vrais coefficients ¢. Ainsi, ces coefficients ¢, si on les
détermine, méme quand n est fini, par la condition de rendre minimum I'intégrale
(106 &is), doivent bien tendre vers lenrs vraies valeurs limiles & mesure que leur
nombre 2 s'accroit.
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