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Lehrsitze iiber lineare Mannigfaltigkei-

ten projectiver Kugelbiischel, Kugel-
biindel und Kugelgebiische.

(Von Tu. Reye in Strassburg i. I.)

])ie'fx,” Elemente einer linearen Mannigfaltigkeit | 3, | sind bekannt-
lich in analoger Weise innig mit einander verbunden, wie die oc® Punkte
oder Geraden einer Ebene, die oo* Strahlen oder JSbenen eines Biindels und
die oo® Punkte oder Ebenen des Raumes. Beliebige n + 1 von ihnen bestim-
men, wenn sie linear von einander unabhingig sind, die ganze Mannigfal-
tigkeit | M, |, und diese enthilt jede lineare Mannigfaltigkeit | M;l, die durch
beliebige 7 -+ 1 ihrer Elemente bestimmt ist. Die Zusammenfassung projec-
tiver Gebilde zu linearen Mannigfaltigkeiten fordert deshalb die systematische
Entwickelung der Abhiingigheit geometrischer Gestalten von einander, welche
Jacos Steiner der geometrischen Forschung zur Aufgabe machte. Zudem sind
mit solchen Mannigfaltigkeiten verschiedenartige geometrische Gestalten und
mancherlei Erzeugnisse ihrer projectiven Gebilde verbunden, die an sich von
erheblichem Interesse sind. :

Die nachfolgenden Sitze iiber derartige Mannigfaltigkeiten lassen sich
aus meiner: Synthet. Geometrie der Kugeln und linearen Kugelsysteme (Leip-
zig 1879) (*) und meiner Abhandlung: Ueber lineare Mannigfaltigkeiten pro-
Jectiver Ebenenbiischel und collinearer Biindel oder Rdume, I (in Crelle’s
Journal, Bd. 104) ableiten mit Hiilfe des Satzes:

« Die Potenzebenen, welche eine beliebige Kugel » mit homologen Ku-
« geln projectiver Kugelbiischel, Kugelbiindel oder Kugelgebiische bestimmt,

(*) ReYR, Geometria sinletica delle Sfere e dei loro Sistemi lneari. Traduzione per
Massnro Misani, Milano 1881.

Annali di, Matematica, Serie III, tomo V., ' 1
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Reye: Lehrsitze diber lineare Mannigfaltigheiten

« entsprechen einander in projectiven Ebenenbiischeln, collinearen Ebenen-
« biindeln resp. collinearen Ridumen, »

Mit linearen Mannigfaltigkeiten projectiver Kugelbiischel hat sich meines
Wissens Herr Timerpine (*) zuerst beschiftigt, und durch ihn wurde ich zu
Untersuchungen dariiber angeregt.

Mit | k.|, | B | resp. [ T, | bezeichne ich lineare, n-fach unendliche Man-
nigfaltigkeiten projectiver Kugelbiischel %, Kugelbiindel B resp. Kugelgebii-
sche T', und bemerke ein fiir allemal gleich hier, dass diese Mannigfaltig-
keiten durch Inversion in lineare Mannigfaltigkeiten gleicher Art iihergehen.
Thre Specialfille lassen wir i. A. unberiicksichtigt. Von den mit ihnen ver-
bundenen und hier erdrterten Gebilden seien hervorgehoben eine Congruenz
von oo* Kreisen (13.), von denen zu einer beliebigen Kugel oder Ebene nur
einer normal ist und durch einen beliebigen Punkt nur einer geht, ein Com-
plex von oo® Kreisen (27.), von denen auf einer beliebigen Kugel oder Fbene
nur einer liegt, und eine Gruppe von acht Punkten (18.), von welchen be-
liebige sieben den achten eindeutig bestimmen, die aber nicht die Schnitt-
punkte von drei linear unabhéngigen Flichen zweiter Ordnung sind.

§ 1. Scuasren prosecriver Kueensiiscuern (*¥).

1. Eine Schaar [k, | projectiver Kugelbiischel ist durch beliebige zwei
ithrer oo! Biischel bestimmt. Sie erzeugt durch die homologen Kugeln ihrer
Biischel eine zweite Schaar projectiver Kugelbiischel, die Leitschaar der er-
steren. Die Biischel von jeder der beiden Schaaren bestehen aus homologen
Kugeln der Biischel der anderen Schaar und sind durch diese Leitschaar
projectiv auf einander bezogen. Beide Biischelschaaren sind durch zwei be-
liebige projective Biischel der einen oder der anderen Schaar eindeutig be-
stimmt und in dem Kugelgebiisch enthalten, das die beiden Biischel verbindet.
Die oo Kugeln ihrer oo' Biischel bilden in dem Gebiisch eine quadratische
Congruenz C,; durch jede Kugel von C, geht ein Biischel der einen und einer
der anderen Schaar.

2. Die Potenzebenen, welche die Kugeln den Congruenz C, mit einer
beliebigen Kugel » bestimmen, umhiillen i. A. eine Regelfliche RI* zweiten

(*) In Crelle’s Journal, Bd, 121, S, 193,
(¥*¥) Vgl. Crelle’'s Journal, 104, S, 213 und TrerpiNG a, a. O.
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projectiver Kugelbiischel, Kugelbiindel und Kugelgebiiscle. 3

Grades; die Potenzaxen, welche die Biischel der beiden Schaaren |%,| mit =
bestimmen, bilden die beiden Regelschaaren von R:. Wenn die Kugel « sich
dndert, so geht die Fliche E* in collineare Fliachen zweiten Grades iiber, die
zu je zweien perspective Lage haben (¥). Auch die Polarebenen eines belie-
bigen Punktes beziiglich der Kugeln der Congruenz C, umhiilen eine zu E?
collineare Regelfiiche zweiten Grades. Die Mittelpunkte der Kugeln von C,
liegen i. A. auf einer zu R* reciproken Fliche R} zweiten Grades (*). Die
quadratische Congruenz C, besteht demnach aus den oo®* Kugeln, deren Mit-
telpunkte auf R liegen, und die eine gewisse Kugel, die Orthogonalkugel
des durch C, gehenden Gebiisches, rechtwinklig schneiden; ihre oo® Kugeln
umhiillen nach Darsoux eine Cyklide **), d. h. eine Fliche vierter Ordnung,
die den unendlich fernen Kugelkreis doppelt enthélt. Die biquadratische Schnitt-
linte der Orthogonalkugel mit R} ist der Ovt der Punktkugeln von C,.

3. Die Grundkreise der oo' Kugelbiischel beider Schaaren liegen i. A.
auf einer Fliche F'4 vierter Ordnung und bilden auf ihr zweil Kreisschaaren.
Teder Kreis der einen Schaar kann mit jedem Kreise der anderen durch eine
Kugel der Congruenz C, verbunden werden (1.). Diese Xugel schneidet die
Fliache F'* in den beiden Kreisen und beriihrt 4 doppelt in deren Schnitt-
punkten. Die Fliche F'* wird demnach von den Kugelcongruenz C, umbhiilit
und ist die Cyklide von Darsoux (2.); sie geht durch Inversion beziiglich
der Orthogonalkugel von C, in sich selbst {iber. Auch die Ebenen der Con-
-gruenz enthalten je zwei Kreise der beiden Schaaren und beriihren die Cy-
klide doppelt; sie gehen durch das Centrum der Orthogonalkugel und tan-
giren die Regelfliche E? (vgl. 2.), umhiillen also einen Kegel zweiter Ordnung.
Die Kugeln durch einen beliebigen Kreis der einen Schaar schneiden die Cy-
klide in den Kreisen der anderen Schaar und bilden einen der oo' Kugel-
biischel von C,. Je zwei projective Biischel der einen oder der anderen
Schaar 1,1 erzeugen die Cyklide und eine ihrer Kreisschaaren.

4. Ein beliebiges Kugelgebiisch hat mit der Congruenz C, eine qua-
dratische Schaar von Kugeln gemein. Diese Kugelschaar ist in einem
Biindel enthalten und umhillt eine specielle Cyklide, welche eine Schaar

(*y Vgl Ruve, Syath, Geom. der Kugeln und lnewren RKugelsysleme (Lpz. 1879),
S, LZ-16, '

(**) DarBoux, Sur wne Classe remarquable de Courles et de Surfaces algébriques,
Paris 1873, p. 116, Ueber Cycliden und ilre verschiedenen Arten vgl. Loris, Ricerche
intorno alla Geometria della Sfera (Mem. della R. Acc. delle Scienze di Torino, 1884).
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4 Reye: Lehrsitze iiber lineare Mannigfultigheiten

kreisformiger Kriimmungslinien hat und der Cyklide F'¢ lings einer biquadra-
tischen Raumcurve eingeschrieben ist; die Mittelpunkte ihrer Kugeln licgen
1. A. auf einem Kegelschnitt. Die Potenzebenen resp. Potenzaxen, welche die
Kugeln der quadratischen Schaar mit einer Kugel oder einem Kreise bestim-
men, umhiillen i. A. einen Kegel zweiter Ordnung resp. einen Kegelschnitt.
Auch die Polarebenen eines beliebigen Punktes beziiglich dieser Kugeln um-
hiilllen einen Kegel zweiter Ordnung.

5. Die quadratische Congruenz C, wird aus einer beliebigen Kugel »
durch einen quadratischen Kugelcomplex C, projicirt. Dieser enthiilt dic
K.-Biischel und-Biindel, welehe » mit den Kugeln und Kugelbiischeln der
Congruenz verbinden. Der Complex enthiilt zwei Schaaren von Kugelbiindeln
und hat z zur Doppelkugel; seine Ebenen umbhiillen eine Regelfliche Rt zweiten
Grades (2), und er besteht aus den oo® Biischeln, welche « mut den Be-
rithrungsebenen dieser Fliche verbinden. Der Ort der Punktkugeln des Com-
plexes ist eine Cyklide, die zu sich selbst invers ist in Bezug auf ». Mit
cinem Kugelgebiische hat der Complex C, eine quadratische Kugelcongruenz
gemein, die als eine Projection von C, aus der Kugel z aufgefasst werden
kann und dieselben Eigenschaften hat wie C,.

6. Die oo' Kugelbiindel, deren Orthogonalkugeln je einen Biischel der
quadratischen Congruenz C, bilden, sind in einem quadratischen Complexe €,
enthalten. Dieser enthilt zwei Schaaren von Kugelbiindeln und hat die Or-
thogonalkugel von C, zur Doppelkugel. Der Ort seiner Punktkugeln ist dic
von C, umhiiite Cyklide (3.); der Ort seiner Ebenen und der Potenzaxcn
seiner oo' Biindel ist die Regelfliche R; zweiten Grades, welche dic Mittel-
punkte der Kugeln von C, enthilt (2.). Dieser quadratische Complex C'; hat
dieselben Eigenschaften wie der vorhin (5.) erwiihnte .

§ 2. Das Nerz prosecriver Kuokeusiiscuen usp pie Remg
PrOJECTIVER KueELBUNDEL (*).
7. Ein Netz k! projectiver Kugelbiischel ist dureh belichige drei

seiner oo Biischel bestimmt; es enthiilt jede Biischelschaar, welche zwei dieser
Biischel verbindet. Seine oo? Biischel erzeugen eine Reihe | B,| von oot Ku-

{(*) Vgl Crelle’s Journal 101 8. 214, Herr Timeroive definirt a. a. O. das Netz, nicht
aber die Reihe.
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projectiver Kugelbiischel, Kugelbiindel und Kugelgebiische. b

gelbiindeln, die aus je oo* homologen Kugeln der Biischel bestehen und durch
die Biischel des Netzes projectiv auf einander bezogen werden. Die oot Biindel
der Reihe erzeugen durch ihre homologen Kugeln die oo® Biischel des Netzes;
die Biindelreihe B, ist deshalb durch zwei beliebige ihrer projectiven Ku-
gelbiindel zugleich mit dem Biischelnetze £, bestimmt.

Die Potenzpunkte, die eine beliebige Kugel » mit je einem Biindel d(,l
Reihe | B, | bestimmt, licgen i. A. auf einer cubischen Raumcurve ¢*; die oo?
Schnen dieser Raumcurve aber sind die Potenzaxen, welehe » mit je einem
Biischel des Netzes |k, | bestimmt. Da in der Potenzebene eines durch z ge-
henden Kugelbiischels i A. drei Punkte und drei Sehnen der cubischen Raum-
curve liegen, so hat der Biischel i. A. mit drvei Biindeln der Reihe und mit
drei Biischeln des Netzes je eine Kugel gemein.

8. Die oo® Biischel des Netzes | k.| und die oo' Biindel der Reihe | B3, |
liegen demnach in einem cubischen Kugelcomplexe C;, von dessen oo® Ku-
geln jede in einem Biischel von | 4, | und in einem Biindel von | B, | enthalten
ist. Die Ebenen des Complexes C; umbiillen eine Regelfliche E* dritten Gra-
des, den Ort der Potenzaxen seiner oot Kugelbiindel, der Potenzebenen der oo®
Biischel von /. und der Potenzpunkte der oo® Kugelgebiische, die je eine
Bischelschaar von £, enthalten., Die Centralebenen der o' Biindel der
Reihe B, bilden 1. A. einen cubischen Ebenenbiischel, dessen Axen die
Centrallinien der oo® Biischel des Netzes L, | sind. Von diesen Axen licgt
1. A. eine unendlich fern, und das Netz enthilt daher einen und i. A. nur
cinen Ebenenbiischel. Die Ebenen dieses Bidchels schneiden sich in der Dop-
pelpunktsgeraden der cubischen Regelfliche R®. Die Punktkugeln des Com-
plexes C, und die Orthogonalkreise seiner co' Kugelbiindel liegen auf einer
Fliiche sechster Oldnung, diese enthélt den unendlich fernen Kugelkreis
dreifach und (vgl. 9.) einen andern Kreis doppelt, der mit den Orthogonal-
kreisen durch Kugeln verbunden werden kunn.

9. Zwei beliebige Biindel der Reihe B, | haben eine Doppelkugel des
cubischen Complexes C; gemein. Durch die Doppelkugel gehen von dem
Netze I, zwei Kugelbiischel, die in je einem der beiden Biindel enthalten
sind und aus Doppelkugeln von C; bestehen. Der cubische Complex enthiilt
eincn Biindel von Doppelkugeln und in ithm oo' Biischel des Netzes /[
Diese Biischel bilden eine specielle Schaar, und ihre Grundkreise liegen auf
einer besonderen Cyklide. Sie bestimmen mit einer beliebigen Kugel Po-
tenzaxen, die nicht auf einer Regelfliche sondern auf einem Kegel zweiter
Ordnung liegen; ihre Centrallinien umhiillen einen Kegelschnitt, und ihre oot
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) Reye: Lelrsitze iiber lineare Mannigfaltigheiten

Ebenen beriithren die cubische Regelfliche R* doppelt (8.) und schneiden sich
in der einfachen Leitlinie von R? welche mit der Potenzaxe des Doppelku-
gelbiindels zusammenfillt.

10. Ein beliebiger Kugelbiischel kann mit den drei Biindeln der
Reihe B, , mit denen er Kugeln gemein hat (7.), durch Kugelgebiische
verbunden werden, und drei seiner Orthogonalkugeln sind zu je einem dieser
Biindel orthogonal. Demnach bilden die oc® zu je einem Biindel von | B,
orthogonalen Kugeln eine cubische Congruenz, die aus oo* Biischeln besteht.
Ihre Mittelpunkte liegen i. A. auf einer cubischen Regelfliche, und die Po-
tenzebenen, die sie mit einer beliebigen Kugel » bestimmen, umhillen i. A.°
eine cubische Regelfliche. Einen ausgezeichneten Biischel der Congruenz
bilden die Kugeln, die zu dem Doppelkugelbiindel des Complexes C, or-
thogonal sind. lhre Mittelpunkte liegen auf der einfachen Leitlinie der
ersteren, und ihre Potenzebenen mit » gehen durch die Doppelpunktsge-
rade der letzteren cubischen Regelfliiche. Von den oot Kugelbiischeln, die je
zwei Kugeln der cubischen Congruenz verbinden, bestehen oo* aus concen-
trischen Kugeln, und deren Mittelpunkte liegen auf der Doppelpunktsgeraden
der ersteren cubischen Regelfliche. Andere oo' von den oot Biischeln gehen
durch die beliebige Kugel =, und diese liegen in einem Biindel, welcher
die einfache Leitlinie der zweiten cubischen Regelfliiche zur Potenzaxe hat.
Die Ebenen der cubischen Kugelcongruenz sind die Centralebenen der oc!
Biindel der Reihe | B,| und bilden einen cubischen Ebenenbiischel (8.);
die Punktkugeln der Congruenz fallen mit den Knotenpunkten der Biindel
von |B,| zusammen und liegen auf einer Raumcurve sechster Ordnung
(vgl. 13.).

11. Der cubische Complex C; hat mit einem beliebigen Kugelge-
biisch T' eine cubische Kugelecongruenz gemein. Diese kann durch eincn
K.-Biischel beschrieben werden und enthilt die Kugeln eines ausgezeichneten
Biischels doppelt (9.). Die Potenzebenen, welche die oo* Kugeln der Con-
gruenz mit einer beliebigen Kugel » bestimmen, umhiillen eine cubische Re-
celfliche; durch deren einfache Leitlinie gehen die sie doppelt beriithrenden
Potenzebenen, welche die oot Doppelkugeln mit » bestimmen. Die Ebenen
der Congruenz umhiillen einen Kegel dritter Klasse; sie berithren die cubi-
sche Regelfliche und gehen durch den Potenzpunkt von T'. Das Kugelge-
biisch T enthiilt einen und i. A. nur einen Biischel des Netzes | £, |5 dicser
bestimmt mit » eine Potenzaxe, auf welcher die oot Doppelpunkte der cu-
bischen Regelfliiche liegen.
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projectiver Kugelbiischel, Kugelbiindel und. Kugelqebiische. 7

12. Die Centrenfliche der cubischen Kugelcongruenz (11.) ist eben-
falls eine cubische Regelfliche, die zu der vorigen reciprok ist; ihre Dop-
pelpunkte sind die Mittelpunkte der oo' Doppelkugeln, und ihre doppelt be-
rithrenden Ebenen gehen durch die Centrallinie des in der Congruenz ent-
haltenen Kugelbiischels von | %, . Diese Fliche hat mit der Orthogonalkugel
von T eine Raumecurve sechster Ordnung gemein, den Ort aller Punktkugeln
der Congruenz. ‘

Wenn das Kugelgebiisch I' durch einen Biindel der Reihe | B,| geht,
50 hat es mit dem cubischen Complexe C, diesen Biindel und eine Biischel-
schaar des Netzes |L,| gemein. Die zugehorigen cubischen Regelflichen zer-
fallen dann in je eine Regelfliche zweiten Grades und einen Punkt oder
cine Ebene. Iedes durch den Doppelkugelbiindel von C, gehende Gebiisch
hat mit C; einen Biindel der Reihe | B,| gemein.

13. Von den Biischeln des Netzes |L,| sind die oo Grundkreise so

im Raume vertheilt, dass eine beliebige Kugel oder Ebene zu nur einem von
ihnen normal ist (11.), und dass folglich ein beliebiger Punkt auf nur einem
von ihnen liegt. Eine Ausnahme machen die oo® Kugeln, die zu je einem
Biindel der Reihe | B, | orthogonal sind und (10.) eine cubische Congruenz
bilden. Denn zu jeder von ihnen sind oot der Grundkreise normal (12.),
und zwar ist deren Ort eine Cyklide (3). Yon den oc®* Orthogonalkugeln der
Reihe | B,| reduciren sich oo' auf Punkte, und durch jeden von diesen ge-
hen o' auf einer Cyklide liegende Grundkreise des Netzes |k, und oo® ho-
mologe Kugeln seiner Biischel. Diese ausgezeichneten Punkte sind die Kno-
tenpunkte der oot Biindel von | B, I; in ihnen schneiden sich je oo! homologe
Kreise der Biindel und die oo* Cykliden, welche je eine Biischelschaar von
I, einhiillen (vgl. 3.), und sie liegen mit sechs Punkten des unendlich
fernen Kugelkreises auf einer Raumcurve sechster Ordnung. Mit den oc®
Grundkreisen des Netzes 4, | hat die Raumcurve je vier Punkte gemein,
und die Axe des in |, enthaltenen Ebenenbiischels schneidet sie viermal,
Das Biischelnetz I, und die Biindelrethe B,' sind durch die Raumecurve
eindeutig bestimmt.

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1



8 Reye: Lehrsitze iiber lineare Mannigfaltighkeiten

§ 3. Der riNeaRE CoMPLEX PROJECTIVER KUGELBUSCHEL UND DIE ScHAAR
proJEcTIVER KvueeLeesliscre (*).

14. Ein linearer Complex |k; projectiver Kugelbiischel ist durch be-
liebige vier seiner Biischel bestimmt; er enthélt oo® Biischelnetze | I, ' und oot
Biischelschaaren 7, '. Seine oc® Biischel erzeugen eine Schaar |[T,| von oot
Kugelgebiischen, die aus je oo® homologen Kugeln der Biischel bestehen und
durch die Biischel projectiv auf einander bezogen werden. Die projectiven
Gebiische der Schaar T, | erzeugen durch ihre homologen Kugeln die oo
Biischel des Complexes %, , und zwei beliebige von ihnen bestimmen den
Complex und zugleich die Schaar. Die Gebiische der Schaar enthalten folg-
lich je oo® Biischel des Complexes k, ; zu zweien oder dreien haben sie eine
Biischelschaar %, resp. einen Biischel des Complexes mit einander gemein.

15. Die oo® Biischel des linearen Complexes | k; bestimmen mit einer
beliebigen Kugel = Potenzaxen, die einen tetraedralen quadratischen Strah-
lencomplex bilden. Iede Hauptebene dieses Strahlencomplexes ist die Po-
tenzebene eines durch » gehenden Biischels von %, ; durch die Kugel =«
gehen demnach i. A. vier Biischel des Complexes |k, und vier Gebiische
der Schaar TI', . Auf der beliebigen Kugel = liegen also die Grundkreise von
vier Biischeln des Complexes. Die oo! projectiven Gebiische der Schaar he-
stimmen mit » collineare, den Strahlencomplex erzeugende Ebenenriume;
von diesen oc! Rdumen aber arten i. A. vier aus in Ebenenbiindel, und deren
Mittelpunkte sind die vier Hauptpunkte des tetraedralen Strahlencomplexes
und die Potenzpunkte der vier durch » gehenden Gebiische von T, . Von
den oc* Biischelschaaren des linearen Complexes &, sind oc® speciell (vgl. 9.)
und in Kugelbiindeln enthalten, von denen i. A. sechs durch xz gehen; die
Potenzaxen dieser sechs Biindel verbinden die vier Hauptpunkte. Der Com-
plex |k, | enthélt (8.) eine Schaar projectiver Ebenenbiischel (Tmerping), und
deren windschiefe Axen liegen mit den vier Hauptpunkten auf einer Fliche
zweiten Grades. -

16. Von den oot Kugelgebiischen der Schaar TI', bilden die Ortho-
gonalkugeln eine rationale biquadratische Kugelschaar (**). Vier von ihnen

(*) Vel Crelle’s Jowrnal 104 S. 217 und Toimrpivg a. a. O,
(*#) Herr TrMerpiNG discutirt a. a. O. inshesondere diese Kugelsehaar und leitet u, a,
die Sitze dieser N,” 16 ab.
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projectiver Kugelbiischel, Kugelbiindel und Kugelgebdische. 9

sind zu einer beliebigen Kugel oder Ebene » normal (15.) oder gehen durch
einen beliebigen Punkt, vier der Orthogonalkugeln sind Ebenen und acht
reduciren sich auf Punkte. Zu beliebigen drei der Orthogonalkugeln ist al-
lemal ein Biischel des Complexes |4, | orthogonal (14.). Die Mittelpunkte
der co* Orthogonalkugeln liegen i. A. auf einer rationalen Raumcurve vierter
Ordnung. Diese Raumcurve schneidet die Axen der oc! in [, enthaltenen
Ebenenbiischel je dreimal und liegt mit ihnen auf einer Fliche zweiten Gra-
des (15.). Die Potenzebenen, welche die Orthogonalkugeln von |T, | mit einer
Kugel » bestimmen, bilden einen cubischen oder biquadratischen rationalen
Ebenenbiischel, jenachdem » eine oder keine der Orthogonalkugeln ist.

Von den «? Kugelbiischeln des linearen Complexes |%,| bilden die Cen-
trallinien einen tetraedralen quadratischen Strahlencomplex, welcher die Or-
thogonalebenen der vier symmetrischen Gebiische von |T,| zu Hauptebenen
hat. Die vier Hauptpunkte dieses Strahlencomplexes sind die Mittelpunkte
von vier Biischeln concentrischer Kugeln, ihre sechs Verbindungslinien sind
die Centrallinien von je oc* Biischeln des Complexes | F,|.

17. Zu ciner beliebigen Kugel = sind oot Biischel von | ;| orthogonal,
niimlich von den oc® in |%;| enthaltenen Biindelnetzen i. A. je ein Bii-
schel (11.). Diese oot Biischel bilden eine Schaar |%,|, und ihre zu = nor-
malen Grundkreise liegen auf einer Cyklide (3.). Ist aber » die Orthogonal-
kugel eines Gebiisches der Schaar |I',|, so sind zu ihr o Biischel des li-
nearen Complexes |%,| orthogonal (14). Diese bhilden in dem Gebiisch ein
specielles Netz | /v, |; ithre oc® zu x nérmalen Grundkreise sind wieder so im
Raume vertheilt, dass von ihnen nur einer zu einer beliebigen Kugel normal
ist und nur einer durch einen beliebigen Punkt geht (13.).

18. Die Schaar |T',| enthilt acht specielle Gebiische, deren Orthogo-
gonalkugeln sich auf Punkte reduciren (16.), und deren Kugeln durch je
einen dieser acht « Grundpunkte » gehen. In jedem Grundpunkte schneiden
sich homologe Kugeln der oc® Biischel von |/;| und die oc® Grundkreise
eines speciellen Netzes des Complexes. Durch zwei beliebige Grundpunkte
gehen die oc' Grundkreise einer speciellen Biischelschaar von |/ [; zu je
dreien liegen die acht Grundpunkte auf 56 Grundkreisen des linearen Com-
plexes | k;|. Die Cykliden, welche die o* Biischelschaaren von |/,| um-
hiillen, schneiden sich in den acht Grundpunkten.

Beliebige sieben von den acht Punkten bestimmen eindeutig den achten
und zugleich den linearen Biischelcomplex | #2| nebst der Schaar | T, | pro-
jectiver Kugelgebtiische. Iede Inversion, die einen der acht Grundpunkte zum
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10 Reye: Lehrsitze iber lineare Mannigfaltigheiten

Centrum hat, verwandelt die sieben iibrigen in sieben Punkte einer cubischen
Raumcurve, den Complex | /| aber in einen speciellen Biischelcomplex, der
ein Netz projectiver Ebenenbiischel enthilt. Die cubische Raumecurve schneidet
in den neuen sieben Punkten eine specielle Cyklide dritter Ordnung, welche
beliebige zwei der Punkte zu Doppelpunkten hat; durch sechs dieser Punkte
ist so der siebente eindeutig bestimmt.

§ 4. Nerze prosecTiver Kueersiinoen (¥).

19. Ein Netz | B,| projectiver Kugelbiindel ist durch beliebige drei
seiner oo® Biindel bestimmt und enthalt jede Biindelreihe, welche zwei dieser
Biinde]l verbindet. Seine Biindel erzeugen durch ihre homologen Kugeln ein
zweites Netz | B',| projectiver Kugelbiindel, das « Leitnetz » von | B,|. Die
Biindel eines jeden der beiden Netze bestehen aus homologen Kugeln der
Biindel des anderen Netzes und sind durch dessen Biindel projectiv auf einan-
der bezogen. Jedes der Netze hat das andere zum Leitnetz, und drei belie-
hige seiner projectiven Biindel bestimmen beide Netze eindeutig.

20. Die o* Potenzpunkte, welche die Kugelbiindel der beiden Netze
B.|, | B'.| mit einer beliebigen Kugel = bestimmen, liegen auf einer allge-
meinen Fliche /¢ dritter Ordnung, der zu » gehbrigen « Ordnungsfliche »
der Netze. Mit der Potenzaxe eines beliebig durch » gebenden Kugelbiin-
dels hat F'3 drei Potenzpunkte gemein, und diesen entsprechen in den Netzen
drei paar Biindel, die mit x und jenem helicbigen Biindel durch drei Ku-
gelgebiische verbunden werden kénnen. ledes dieser Gebiische hat einen der
drei Punkte zum Potenzpunkt und enthilt ». Unter der Orthogonalkugeln
cines beliebigen Kugelbiindels giebt es also 1. A, drei, die zu je einem Biindel
des einen Netzes und damit auch zu je einem Biindel des anderen ortho-
gonal sind.

21. Die Orthogonalkugeln der oo® Biindel beider Netze bilden einen
cubischen Complex C,, worin zwei Systeme von je o* Kugelbiischeln leicht
nachzuweisen sind; in einem beliebigen Kugelbiischel liegen i. A. drei der
Orthogonalkugeln (20.). Von den Potenzaxen der ‘oc® Biindel des Netzes | B, |

(%) Vgl. Crelle's Journal 101, S. 223,
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projectiver Kugelbiischel, Kugelbiindel und Kugelgebiische. 11

gehen demnach drei durch der Mittelpunkt concentrischer Kugeln, d. h. durch
einer beliebigen Punkt. Die Ebenen des Complexes C, umhiillen eine Fli-
che ¢ dritter Klasse; sie sind die Centralebenen der oc* Biindel und enthalten
deren Orthogonalkreise. Unter den Biindeln eines jeden der beiden Netze
giebt es i. A. sechs, deren Orthogonalkreise Gerade sind (vgl. 22.), und diese
zweimal sechs Geraden bilden auf @* eine Scuvaru’sche Doppelsechs. Der
Ort der Punktkugeln des cubischen Complexes C; ist eine Fliche sechster
Ordnung; diese geht dreimal durch den unendlich fernen imaginiren Kugel-
kreis, enthélt die Knotenpunkte der Biindel beider Netze und wird dureh
beliebige drei projective Biindel des einen oder des anderen Netzes erzeugt.

22. Durch die beliebige Kugel » gehen von den beiden Netzen | B, ,
B';| je sechs Biinde], und deren zweimal sechs Potenzaxen bilden auf der
vorhin (20.) erwithnten cubischen Fliche F'® eine Scmrarur’ sche Doppelsechs.
Die Orthogonalkreise der oc® Biindel von | B, | oder | B’,| sind demnach so
im Raume vertheilt, dass eine KKugel oder Ebene i. A. zu sechs von ihnen
normal ist, und dass durch einen beliebigen Punkt sechs von ihnen gehen;
auch giebt es unter ihnen i. A. sechs Gerade, wie hieraus durch Inversion
folgt. Von den Potenzaxen der o® Biindel des Netzes | B,| liegen sechs in
einer beliebigen Ebene und gehen (21.) drei durch einen beliebigen Punkt.
Die Orthogonalkreise der oc® Biindel bestimmen mit éiner beliebigen Kugeln oc?
Potenzaxen, von denen drei in einer beliebigen Ebene liegen (21.) und sechs
durch einen beliebigen Punkt gehen. Der Orthogonalkreis eines Biindels von
| B:| kann mit den Orthogonalkreisen von oc' Biindeln des Netzes |B','
durch Kugeln verbunden werden; diese bilden einen Biischel des cubischen
Kugelcomplexes C,.

23. Mit einem Kugelgebiisch I' hat der Complex (; eine cubische
Kugelcongruenz C, gemein, und diese enthélt zwolf Kugelbiischel, die aus
der Orthogonalkugeln je eines Biindels von |B,| oder | B',| bestehen (22.).
Die Potenzebenen, welche die oc® Kugeln der Congruenz C, mit einer be-
liebigen Kugeln » bestimmen, umbhiillen eine Flidche dritter Klasse; jene
zwolf Biischel bestimmen mit » zwolf Potenzaxen, die eine Doppelsechs dieser
Fliche bilden. Die Mittelpunkte der Kugeln von C, liegen auf einer Fli-
che F? dritter Ordnung, und auf dieser bilden die Centrallinien der zwdlf
Biischel eine Doppelsechs. Die cubische Congruenz besteht aus den oo® Ku-
geln des Gebiisches I', deren Mittelpunkte auf I7? liegen; sie enthilt ausser
den zwolf noch i. A. funfzehn andere Kugelbiischel.
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§ 5. Der viveare Comprex prosecTiver Kucersiinoen unp pas Nerz
proyEcTIVER KuaELeesiiscHE (*).

24. Ein linearer Complex | B,| projectiver Kugelbiindel ist durch be-
liebige vier seiner &® Biindel bestimmt und enthilt oc® Biindelnetze und oc*
Biindelreihen. Seine Biindel erzeugen durch ihre homologen Kugeln ein
Netz |T,| von o® projectiven Kugelgebiischen, deren homologe Kugeln je
einen Biindel des Complexes bilden. Das Netz'[T,| enthiilt o? Schaaren
projectiver Kugelgebiische und ist durch beliebige drei seiner Gebiische zu-
gleich mit dem linearen Complexe | B,| bestimmt.

25. Durch eine beliebige Kugel xz gehen o' Gebiische des Netzes
'Ty], und deren Potenzpunkte liegen auf einer Raumcurve sechster Ordnung,
der zu = gehorigen « Kerncurve » ¢%. Durch <« gehen auch ot Biindel des
linearen Complexes | B[, und deren Potenzaxea schneiden die I{erncurve ¢
je dreimal und liegen auf einer Fldche F'® achten Grades. leder durch =
gehende Biindel von | By| ist somit in drei Gebiischen von [T, | enthalten;
seine Potenzaxe schneidet ¢® in den drei Potenzpunkten, und sein Orthogo-
nalkreis liegt auf den Orthogonalkugeln dieser drei Gebiische. Die Fliche I'®
hat ¢® zur dreifachen Curve, und durch die Punkte von ¢® gehen je drei
jener oot Potenzaxen. Die ~o! durch » gehenden Gebiische von |T';| enthalten
also je drei durch z gehende Biindel von | B,|.

26. Iedes Gebiisch der Netzes |T';| enthilt oot Biindel des linearen
Complexes | B;|, und durch eine beliebige seiner Kugeln » gehen drei dieser
Biindel (25.); die Orthogonalkreise der drei Biindel sind zu der Kugel =
normal. Auf der Orthogonalkugel eines Gebiisches von |I'| liegen demnach
dic Orthogonalkreise von ot Biindeln des Complexes | B; |, und zwar bilden
die Ebenen dieser Kreise einen cubischen Ebenenbiischel; die Potenzaxen
der oot Biindel aber liegen auf einem Kegel dritter Ordnung mit einem Dop-
pelstrahl, Die oot Biindel bilden eine specielle Biindelreihe des Complexes | B, |.
Ein beliebiger Biindel B von | B,| hat mit den iibrigen Biindeln i. A. je eine
Kugel, mit co* von ihnen aber je einen Kugelbiischel gemein. Diese o' Biindel
liegen in den drei durch B gehenden Gebiischen des Netzes |T,|. Durch den

(*) VgL Crelles Journal 104 S 227,
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projectiver Kugelbiischel, Kugelbindel und Kugelgebiische. 13

Orthogonalkreis jedes Biindels von | B;| gehen (25.) die Orthogonalkugeln
dreier Gebiische von |I%|.

27. Die Potenzpunkte, welche die IXugel » mit den oo® Biindeln des
Complexes | B;| bestimmt, erfiillen den ganzen Raum, und in einen belie-
bigen Punkt féllt nur einer von ihnen. Eine Ausnahme machen die Punkte
der Kerncurve ¢% indem mit ihnen je oo! der Potenzpunkte zusammenfallen.
Die zu » gehorigen cubischen Ordnungsflichen der oc® Biindelnetze von | B, |
gehen alle durch ¢® (vgl. 20.). Ein durch » gelegtes Kugelgebiisch enthélt
unendlich viele oder nur einen Biindel von | B;|, jenachdem sein Potenz-
punkt auf ¢® liegt oder nicht. Iedes Kugelgebiisch, welches zwei Biindel und
damit eine Biindelreihe von | B,| enthilt, gehort dem Netze [T, | an.

Ein beliebiges Kugelgebiisch enthélt also nur einen Biindel des linearen
Complexes | B;|, und die Orthogonalkreise der oc® Biindel von | B;| sind
demnach so im Raume vertheilt, dass auf einer beliebigen Kugel oder Ebeune
nur einer von ihnen liegt. Auf den Orthogonalkugeln der oc® Gebiische von
| Ty | aber liegen, wie schon bemerkt (26.), je oot dieser Orthogonalkreise. Ein
beliebiger Punkt ist Knotenpunkt eines einzigen Biindels von | B,|, und
hieraus folgt durch Inversion, dass ein Biindel des linearen Complexes aus
Ebenen besteht. Die drei Gebiische von |T,), in denen dieser Ebenenbiindel
enthalten ist, haben dessen Mittelpunkt D zum Potenzpunkt, und ihre drei
Orthogonalkugeln haben D zum Centrum.

28. Die Potenzebene eines beliebigen Kugelbiischels hat mit der Kern-
curve ¢, die zu einer seiner Kugeln gehort, sechs Punkte gemein. Diese
sind die Potenzpunkte von sechs den Biischel enthaltenden Gebiischen des
Netzes | T ], und die sechs Orthogonalkugeln dieser Gebiische sind auch zu
dem Biischel orthogonal. Die Orthogonalkugeln der oc® Gebiische von ||
bilden demnach eine rationale Congruenz sechsten Grades; denn sechs von
thnen liegen in einen beliebigen Kngelbiindel oder sind zu einem Kreise oder
zu einer beliebigen Geraden normal oder gehen durch zwei gegebene Punkte.
Die Potenzebenen, welche die Orthogonalkugeln von |I;| mit einer KKugel »
bestimmen, umhiillen i. A. eine rationale Fliche sechster Klasse, die eine
dreifache Beriithrungsebene hat (26. 27.). Sie umbhiillen eine rationale Fldche
fiinfter Klasse, wenn = selbst eine der Orthogonalkugeln ist, und diese Fliche
wird von den Ebenen eines cubischen Ebenenbiischels doppelt beriihrt (26.).

29. Die Mittelpunkte der oo* Orthogonalkugeln von [I;| liegen auf
einer rationalen Fliche sechster Ordnung (28.). Diese enthalt oc® rationale
biquadratische Raumcurven, denn je zwei ihrer Punkte konnen durch eine
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14 Reye: Lelrsitze iiber lineare Mannigfaltigkeiten

dieser Raumcurven verbunden werden (16.). Sie hat einen dreifachen
Punkt D (27.). Auf der Centrenfliche liegen auch die ~* Kerncurven ¢?, die
zu je einer Kugel gehoren (25.); durch vier beliebige Punkte der Fliche
geht allemal eine der Kerncurven. Unter den Orthogonalkugeln des Netzés
I',| giebt es o' Ebenen, von denen sechs durch einen beliebigen Punkt
gehen. Auch reduciren sich ot Orthogonalkugeln auf Punkte, und diese liegen
mit zwolf Punkten des unendlich fernen Kugelkreises auf einer Raumcurve
zwolfter Ordnung. In ihinen schneiden sich je co® homologe Kugeln der Biindel
von | B;|. Ieder dieser Punkte ist Knotenpunkt von o' Biindeln des Com-
plexes | B;|, die eine specielle Biindelreihe bilden, und deren itbrige Knoten-
punkte auf einer rationalen Raumcurve sechster Ordnung liegen (13.).

3). Von den ot Kugelbiindeln des Complexes | B;|, welche die IKu-
gel » enthalten, konnen acht mit einem durch z gelegten Biindel B durch
Gebiische verbunden werden, ndmlich die acht, deren Potenzaxen die Axe
von B schneiden (25.). Diese acht Biindel haben mit B je einen Biischel und
folglich mit einem beliebigen Isugelbiischel von B je eine IKugel gemein.
Die oo durch » gehenden Biindel von | B;| liegen demnach in einem Ku-
gelcomplex achten Grades, und ihre oo* Orthogonalkugeln bilden eine Con-
gruenz achten Grades, die oo zu =z orthogonale Kugelbiischel enthilt. Die
Potenzaxen der o* Biindel und die Mittelpunkte ihrer Orthogonalkugeln liegen
auf einer Flache achten Grades (25.), die von den o* Ebenen des Complexes
8. Grades umbiillt wird. Die Orthogonalkreise der o Biindel nnd die Punkt-
kugeln dieses Complexes liegen auf einer Fliche 16'*r. Ordnung, und die Ebenen
der Orthogonalkreise umhiillen einer Kegel achter Klasse. Auch wenn =
verschwindend klein ist, gelten diese Sétze. Ist x eine Ebene, so umbhiillen
die Ebenen der Orthogonalkreise einen Cylinder und die Potenzaxen der oot
Biindel eine Curve achter Klasse. Die Potenzaxen aller Biindel des Com-
plexes | B;| bilden demnach einen Strahlencomplex achten Grades, der oo®
Doppelstrahlen hat (26.). In |B;| giebt es oot Kugelbiindel mit Orthogonal-
geraden; diese Geraden liegen auf einer Fliche achter Ordnung.
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§ 6. Lineare CoMPLEXE proJecTIVER ISveEngesiiscuE (¥).

31. Ein linearer Complex |T's| projectiver Kugelgebiische enthdlt oo
Gebiische, welche ~* Netze und o* Schaaren bilden. Seine projectiven Ge-
biische erzeugen durch ihre homologen Kugeln die ~® projectiven Gebiische
eines zweiten linearen Complexes |T';|, und die Gebiische von |I';| erzeugen
ebenso die von |Ts|. Durch vier beliebige projective Gebiische des einen oder
des anderen Complexes sind beide Complexe bestimmt.

32. Durch eine beliebige Kugel » gehen o® Gebiische der linearen
Complexe |T| und [T, |, und deren Potenzpunkte liegen auf einer Fliche
vierter Ordnung, der zu x gehorigen « I[Kernfliche » K* Diese Gebiische sind
in beiden Complexen enthalten, aber ihre projective Verwandtschaft ist eine
andere, wenn sie zu |I';|, als wenn sie zu |I'y| gerechnet werden. Mit der
Potenzaxe eines durch » gelegten IXugelbiindels hat die Kernfliche K* vier
Punkte gemein, die Potenzpunkte von vier durch den Biindel gehenden Ge-
biischen von |T;|. Durch einen beliebigen Kugelbiindel gehen demnach vier
Gebiische des linearen Complexes |I';|, und deren vier Orthogonalkugeln
gehen durch den Orthogonalkreis des Biindels.

33. Die Orthogonalkugeln der o* Gebiische von |I';| und | I";| bilden
also einen Kugelcomplex vierten Grades; es gicbt unter ihnen i. A, vier, die
in einem beliebigen Kugelbiischel liegen oder durch irgend einen Kreis gehen
oder einen gegebenen Mittelpunkt haben. Zu einer beliebigen Kugel # sind «?
Orthogonalkugeln von |I';] normal, und deren Mittelpunkte liegen auf der
zu » gehorigen Kernfliche /A* vierter Ordnung (32.). Diese «* Orthogonal-
kugeln bilden eine biquadratische Congruenz in dem zu » orthogonalen Ku-
gelgebiische; die Potenzebenen, die sie mit = oder einer anderen beliebigen
Kugel bestimmen, umhiillen eine zu K* reciproke Fliche vierter Klasse.
Unter den oo® Orthogonalkugeln des linearen Complexes |T,| giebt es oo
Ebenen, die eine Fliche vierter Klasse umhiillen, und o* Punktkugeln, die
auf einer Fliche F'® achter Ordnung liegen. Diese Fliche F'® geht darch
den unendlich fernen Kugelkreis viermal, denn sie hat mit einer Kugel =
nur noch die Raumcurve achter Ordnung gemein, in welcher » von der zu-
gehorigen Kernfliche K* geschnitten wird.

Strasshurg i. E., 2. Mai 1900,

(*) Vgl Crelle’s Journal 104 S. 235.
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Sur une classe de polynémes qui se pre-
sentent dans la théorie des fonctions
cylindriques.

(Par Nievs Niewsen, & Copenhague.)

Dans I'article que voici je désigne comme fonction cylindrique de Iar-

. K . T « oo
gqument x et du paramétre p une fonction C(x) qui est assujettie & satisfaire
aux deux équations fonctionnelles suivantes :

u—1 p+1 12
Clz) — Clr)=2 D. Ol M
Cla)+ ) = 22 (), (1)

mais étant du reste aussi arbitraires que ces conditions le permettent. Cela
posé, on démontrera facilement que la fonction cylindrique la plus générale
peut étre donnée sous cette forme:

w u p
) = a () Ja) + b () Yo,
13 7
ol J(x) désigne la fonction cylindrique de la premiére espéce, fo) celle de la
deuxiéme espece, & savoir:

Yﬁ(cx) = (cos pm J(x) J(x )

Slnyr

tandis que a (), b (¢) ont la péricde additive 4 1, mais étant du rest com-
pletement arbitraires. (Voir & ce sujet le § 5 de cet article.) Adoptant la dé-

" , . e ¢ .
finition donnée plus haut, on verra immédiatement que cos p = C(x) est aussi

. . H
une fonction cylindrique de argument et du paramdtre u, pourvu que C(z)
le soit.
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§ 1. SUR LA DEUXIEME EQUATION FONCTIONNELLE DES FONCTIONS CYLINDRIQUES.

En effectuant, d’aprés la régle de Caveny, la multiplication de:

el R0
u n;'?o (_ l)n( )
J(‘T)=né‘0 n!l"(y- —\—n + 1)’

par la série analogue J(z), on démontrera facilement la formule fondamentale
de M. Lowmmer (*), comme je l'ai fait voir dans un article récent (**):

tn n +n T un 1
@) a) — Cloy gl = TR2EE . 2 R, (1)
ou l'on a posé:
C(Lx) = cos u nJ_(;),
nt1 2)
o < 5 (11 S)' +n—s 92\n 2s (
R(x ‘Eo ( ) sl ( n—228 )(7) ’

et olt n désigne un positif entier.

Notre polynéme R%) est identique & celui que M. Grar désigne par

P:(x). Or, cette désignation derniére est moins heureuse, ce me semble; elle
est beaucoup trop analogue & celle que I'on applique généralement dans la
théorie des fonctions sphériques. C’est pourquoi jadopte avec une légére mo-
dification la désignation de M. LommEL.

0 LT toz
Remarquant que R(x) se réduit & l'unité, on aura ces deux formules plus
spéciales :

T@) I +I@ I@ =T 2, (1)
¥(@) (o) — Yia) J(o) = 2> (1)

(*¥) Mathematische Annalen, t, IV, p. 109, 1871,
(**) Mathemalische Annalen, t. LII, p. 229, 1899,
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dans la théorie des fonctions cylindriques. 19

qui sont également dues & M. Lowmurr (*); la derniére a été trouvée - indé-
pendamment par Hawker (**) et par M. Heixricn Weser (¥**).

Faisons maintenant croitre & 'infini le positif entier n, tandis que g ne
doit pas étre égal & un entier, nous aurons asymptotiquement :

x| #-n
—/t—ﬂ ?

J (@) :I‘(l——y.—n)’
ce qui donnera, en vertu d’une formule eulérienne bien connue:
x \#Hitn 4 —i-n
I ((— 1)” ('2') e )
m
n=oo r (y + n)
d’ou 'on tire, & 'aide de (1):

((_;;_)ﬁm-a 1{;’4(;;)1) )

I (p. 4 n) =J@, (3)

formule qui a été indiquée par M. Grar (¥***)

lim

n=00

" . . 12
Supposons maintenant que F'(x) soit une fonction qui satisfasse & 1'équa-
tion (II), savoir:
n—1

atl gy, @
F(z)==£ Fla)— Flx), (In)
nous aurons une formule plus générale de la forme:
utn “n ‘;c i u—1
F(z)= A(x) F(z) — B(2) F'(2), («)
ol n est un positiv entier, tandis que A(&;S, BP(L;@L) sont deux fonclions entieres
de n et de —02; et indépendantes de la fonetion F!(Lx) Ces deux fonctions 4, B

peuvent étre déterminées par la conclusion habituelle de # & n -1, comme
Pa fait M. Lomuen (¥****): or, la méthode suivante nous conduira immédiate-

(¥) Mathematische Annalen, t. IV, p. 105, 108.
(**) Loe, cit., t, VIII, p. 458, 1876 (signé 1869).
(¥¥*) Journal de Crelle, t. LXXVI p. 10, 1873 (signé 1872).
(¥#%¥) Annali di Matematica, 2° série, t. XXIII, p. 51, 1895.
(¥4%¥) Studien uber die Bessel'schen Functionen, p. 3, Leipzig 1868.
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“tn
ment au but. Portant, en effet, dans (1) les expressions obtenues pour J(x),

n4n
C(x), & l'aide de («), on aura:

un p,u—'l
Posons ensuite dans (o) # 4 1 au lieu de n et w — 1 au lieu de g, nous
aurons de la méme maniére:

wn m-1n
A (x) = R("’”))
ce qui donnera la formule cherchée :

ntn pm=—1n " an—1  p—1
F@)y=R(x). F(x)— R(x). F(x). 4)
On trouvera la formule correspondante pour F,Zd—cil en posant dans (4)
COS;LTEF(_.’IS, au lieu de F/(x); supprimant ensuite le facteur commun cos pn
et changeant le signe de u, on aura finalement:

(— 10 F@) = B@) - Flo)-+B@ . Fla). (4)

0
Les formules (4) montrent que les fonctions rationnelles R x) jouent un
role assez fondamental dans la théorie des fonctions cylindriques. M. LomMEL

a indiqué, le premier d’aprés ce que je sais, que les fonctions fos possédent
une série de propriétés remarquables. En prenant comme point de départ la
formule (4), ce savant a démontré un nombre de relations entre nos fonc-
tions R, completement analogues a (I), (II), (4). Plus tard MM. Grar et
Crerier ont développé les formules de M. LomuMeL et quelques autres sans
connaitre évidemment le développement de M. Lowmmer. Les deux géométres
suisses ont pris comme point de départ le développement bien connu en frac-
tion continue. M. Grar vient de réimprimer son développement dans son
beau livre sur les fonctions cylindriques (*).

Le § 2 de cet article est déstiné & approfondir la méthode de M. Lowu-
MEL, c'est-a-dire évaluer les formules trouvées par les trois savants susdits par

(*) Grar und GuUBLER: Kinleilung in die Theorie der Bessel'schen Funklionen,
Bern 1898-1900.
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une application systématique des formules (4), (44), procédé qui nous con-
duira immédiatement au but.

Les autres résultats que j’ai obtenus dans les §§ 3, 4 semblent étre
nouveaux.

§ 2. PrEmiERE METHODE
Hn

POUR OBTENIR DES RELATIONS ENTRE LES FONctioNs R (2).

Supposons que Fffx) soit une fonction qui satisfasse aussi & (II), savoir:
w1 2Qu @ u—1
Fi@)=2 F\(¢) — F\(x),
nous verrons immédiatement que la différence :
“ “ p#—1 u-1_pn
(@)= F(x) F, () — F (z) F'\ (x),
doit étre une fonction périodique de p ayant la période additive - 1.

tn +n
Cela posé, exprimons les quatre fonctions F(/;:), F, flx) a l'aide de (4),

(4a), nous aurons respectivement :

ptn _ u 2 ptn 2 =1 ’
F (x) F\(w) — F (x) F, (x) = f (z) B (), (5)
p—n _u JZ n—n 1 —un 1 )
F(2) Fy (x) — F (2) F, (@) = (— 1)* f (=) B (). (54)
Remarquant que (5,) peut étre déduite de (5) en y posant u — n au lieu
de p, on aura:
u—n,n~1 —pn -1
R (z) =(—1y*E (z), (6)
formule qui peut é&tre démontrée immédiatement .a 1'aide de la définition (2)
du § 1 en y appliquant sur chaque terme du second membre la formule ex-*
lérienne pour le produit I' (w)I' (1 — w).
Remarquant en outre que (5s) peut étre déduite de (5) en y changeant
le signe de n, on aura de méme:

p—n 1 —u,n—1 pm—n,n—1
B (@) =(—1pR @ =—R (), (6a)

formule qui peut servir comme une définition de la fonction R!('x), dont 'in-
dice n est négatif; elle est due & M. Grar (*).

(*) Annali di Matematica, 2° série, t. XXIII, p. 59, 1895,
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22 Niels Nielsen: Sur une clusse de polyndmes qui se présentent

Posons maintenant dans la formule (5) p -}-p au lien de p et »—p au
lieu de n, p étant un positif entier, nous aurons:

utn ut+p n—p-1

F@F @ —F@ I @ =f@R () («)

exprimant ensuite les quatre fonctions qui figurent au premier membre de («)
a 'aide de (4), on aura:

w,n—1 u—1 p— un—1n utp,n—p—1
E(r) R@ —R (’0) R(z) =R (v), (1)
formule qui est due & M. LouMeL (*), elle a été retrouvée par M. CreLier (**).
Faisons croitre au deld de toute limite I'entier n et appliquons (3), nous au-

i4p
rons la formule (4) pour J(x). Posons en outre n=p -+ 1, nous aurons:

uw=1,p _u,p /L —1,p+1
E(5) R(p)— K (36) () =1, (Ta)
formule qui a été indiquée par M. Grar (***). Enfin, appliquons (7), nous
- démontrerons facilement cette autre formule:

Hn utpF1pr—p- wr utpt, n —p—1 2, /¢+n+lﬂ‘—n-1
découverte par M. Crenier (*¥**%),

Regardons certains cas spéciaux de la formule (7). Posons p==1, nous
aurons :

/c ~1,n wu-t1,02—2 2U u.n—l
E@ +R (@) == R(@). 9)
Faisons croitre & linfini le positif entier n, on tirera par la la for-
mule (II) pour la fonction J(x) Posons en outre n=1 et p—p au lien
de p, nous aurons:
n—p—1p ,u,-;; 2)._1) H—p,p—1

E (x) —R(x)= B (z),

changeant ensuite le signe de y, appliquant (6), on aura, aprés avoir posé

(*) Loc. cit., p. 115.
(**) Annali di Matematica, 2° série, t. XXIV, p. 135, 1896.
(***) Loe. cit., p. b7.
)
(¥¥¥%) Loec. cit., p. 14L.
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‘p-+1 au lieu de p:
=2 1P 2 (. {,p~1
By + Bl = 2T R 92)

Les formules (9), (94) appartiennent aussi & M. Lowxmen (*), elles sont
retrouvées par M. Grar (¥*).

:

Prenant (6;) comme une définition des fonetions R;('a’c') dont Vindice n
est négatif, on verra immédiatement que les formules (7) — (9,) sont valables
aussi dans ce cas. Cela posé, faisons une remarque essentielle sur la for-
mule (95). En effet, posons:

—1,n41

Fl)=R (r), (8)

(94) peut s’écrire sous cette forme:
n—1 n41 2n ”n
Fla)+ F @)= """ F (o), (%)

ce qui est précisément la dernidre équation fondamentale des fonctions eylin-
driques. Or, la formule (6,) montrera que (9,;) n’est plus applicable si I'on

suppose n négatif, de sorte que la fonction F(x) dans (B) ne 'pmt pus étre
regardée comme une solution de (II), c’est ee qui s’accorde bien avec les
résultats obtenus dans le § 5 de cet article.

§ 3. DeuxiEME METHODE
nwn

POUR OBTENIR DES RELATIONS ENTRE LES FONCTIONS R (Z).

Supposons que nous eussions démontré une formule de la forme:
+n ptn m=q" put+m uwtm

24 £(@) J (x) = & 9@ J @), (@)

o f, g sont des fonctions rationnelles par rapport & x, tandis qu’elles peu-
vent étre des fonctions quelconques par rapport & u, et ok p, p', q, q' sont
quatre entiers finis.

(*) Loe. cit., p. 113, 114,
(**) Loc. cit., p. 59, 60.
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Cela adopté, appliquons les formules (4), (45), nous aurons une relation

de cette forme:
u—1
B)

A@)JT (@) =B@J @)

A (z), B () étant des fonctions rationnelles de . Or, un théoréme fondamental
dd & M. Hapamarp montre, fait bien connu, que chacune des deux équations

transcendantes :
NS =0, (2 T@=o,

(Z/ =0, (3 =

a une infinité de racines, et la formule (I1;) du § 1 montrera en outre qu’elles

ne peuvent avoir aucune racine commune. Cela posé, I'équation (B) entraine

les deux identités suivantes:
A(x)=0, B(r)=0,

de sorte que la formule («) n'est autre chose qu’une relation entre les fonc-

tions R/‘(;), savoir :
n;g»’ wtn p—=l,n zf’ wdm u—1m
L f@E@E =% g @) R, (10)

"
ce qui montre que dans la formule («) J(x) pourra étre remplacée par une

fonction quelconque satisfaisant & Uéquation (1I).
Ce principe pour la généralisation de la formule (x) semble &tre in-

connu (¥).
Appliquons maintenant notre principe aux deux formules suivantes
utn I (U + S) 428
T = (5] S e +29(t) il o,

e g ool
TEtnt1l) ST ts+1)

s

nous aurons respectivement :
s=h r (f’ + 8) n—12s 2\n__p#—1n
Set+29( )i et e = (2@

(*) Voir par exemple Pexcellent Mémoire de M. SoniNg inséré dans lés Mathemati-

sche Annalen, t. XVI, p. 22, 1880.
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e

ST +s+1)

9 \n-s_p-lants 1
(—) E @ =rpror (L)

-l ., . .
dont la premitre nous donne R (x) exprimée sous une forme finie & l'aide
d’autres fonctions IF; on trouvera dans le § 4 d’autres formules plus élégantes
de cette espéce.

Donnerons ici la formule :
s=‘n (__ l)s y—f-n—s,n_ 9 \n
S%O s!(n—s}!R @ = —x—) ’ (12.)
que 'on peut démontrer immédiatement & Paide de (2) en appliquant les
principes du calcul des différences finies.
Différentions encore la formule :
Ln4-n n 1I,n nu puon—1 =1
J@)=FE x) J(z)— R (x) J (),
par rapport & x, et appliquons les formules:

Do J (@) = 2 J (@) + J(2) =~ T (a) — T (x),

nous aurens les formules remarquables:
u—1mn n—1n u-1n—1 Hyn—1

D, R(x) =——-—R(x) +R (2) +Rx, (13)

w—1,n u—1.nt -1

D, R =2 Ry — R + B ), (134)

qui sont dues & M. Lommer (*), et qui donnent immédiatement la formule (9,)
du § 2.

§ 4. TRroSIEME METHODE

an

POUR OBTENIR DES RELATIONS ENTRE LES FONCTIONS R (x).

“w
Supposons en dernier lieu que G (x) soit une fonction qui satisfasse a

I'équation fonctionnelle :
p—1 u41 25" I3 9 u
G(o) + G (0) =L @) + = g (=)
(*) Loe. cit., p. 114
Annali di Matematica, Serie III, tomo V 4
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“ * I3
g (x) désignant une fonction donnée de p et de x, tandis que I (x) est une

fonction satisfaisant & I'équation (II). Cela posé, on démontrera aisément la
formule suivante :

() Fo)— (@ Foy— €@ Fw— ¢ Flo) + L4 Flo),

d’ott P'on tire, n désignant un positif entier :

utn  utn—1 pntn—1
CDFE — W Fo—6wFe—de e+ “
2 p—" -1 ptp _ut *

+‘£ g(a‘)F(x)

# “ 1z
Mettons maintenant dans (x) J () et ensuite ¥ (x) au lieu de F' (r), mul-

pntn .
tiplions la premiére des formules ainsi obtenues par Y (z), la deuxitme par
wtn

J (#), nous aurons, en vertu de (1) du § 1:
ut-n —1n L, N— — —n— n+ wtpym-p—1
6= FR @ ¢@— R 6+ % e R (14)

De cette formule générale on peut en déduire plusieurs autres. En effet,
posons en premier lieu :

" nt+v
¢2)=J (x2),
a et v désignant deux quantités finies quelconques, nous aurons:

un . + w4
glay=" 7" =),

ce qui donnera:

+vdn n-1 #+’—1
J(ax) )J(ocx) R(:c) (a ) +
2 :n‘—l _ utv+p tt+pu—p 1
+27% Fiﬁgtﬁ—wp+p0wa)ﬁ ()
»=0

Posant ensuite y au lieu de a2 et v—p au lieu de », on aura, en
vertu du principe expliqué au § 3, cette formule remarquable :

R —Kef =2 3 (2t BGf R0 an)
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Regardons ici les cas suivants plus spéciaux :
1.° v =y différentions par rapport & y et posons ensuite y = x, nous

aurons :
u—1n 9 p _11—1 v u¥pm-p-1

—DuR@) =5 3 (w+p) B R (2 (16)

2.° y = x; différentions par rapport & » et posons v = z, nous aurons:

-1n p=n—1 —1, +pn—p-1
D, R?x) =% z R(:c "R fx)p (17)
3.% y == o0 ou bien z = oo; appliquant les formules:

u2nt1

“"2n
B (%) =(—=1)", R(c0)=0,
ou ce qui vaut autant:
R (00) = cos n—; )
on aura les formules élégantes :

1,n p=n —1 - —p—1 #—1,p )
B(o) —cos 2T =2 . "3 (utppeos "L = x . R(s}, (18)

vl 2
»=0
u—1,n " 2 p=n; pT utp-p—1
R (x) — cos ? = ‘ (p. + ) cos L= B (). (184)
: =

. 4.0 y:-—m, y=y"

+p /4+p 2n—p

—12n4
E ) = -”z (— 1P (u+p) B (@ B @), (19)
=2n-1 122 u4-p2n—p—1
0= "3 (—l\PtH-l-P)R(’Ul)p @.” (19,)
0

1=

Posons en second lieu dans (14) =0, et mettons la fonction de

SCHLAFLI (¥*):

n <1;_ —p— 1)1 {2 \n-%p 0
S = 3 C=LEL ], s =0,

B n
au lieu de G (), nous aurons:

g(w)=2cos*7}2—w’

(*) Mathematische Annalen, t. 11, p. 139, 1871.
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d’our;
n p=n —1 1 ' 0,n—1
S == "3 o2 R @) —2 B (20)
»p=0

Regardons encore la fonetion :

n p=n-1 — — n 0

qui est entierement analogue & S(x) mais qui semble étre inconnue. Nous
aurons dans ce cas:

"
g(r)=2i"e¢ 2,
ce qui donnera:
n 4 p=n-1 pyn—p-1 On-1

¢S (x)=—+ Y PR (x) ——R() (21)

xr 2=0

Regardant la fonction G”(tc o), on peut généraliser la formule (14), ce
qui donnera un nombre d’autres formules entre les fonctions S, © et les po-
lynémes E; mais cela nous conduira trop loin dans cette bréve recherche
sur les propriétés fondamentales de nos polyndémes R.

§ 5. SorurioN compLiTE DE L'BQuarion (I
DEVELOPPEMENT EN FRACTION CONTINUE.

Dans le § 2 nous avons remarqué que la différence :

Fla) F, (z) — F) F(2) = £ (@), ()

regardée comme fonction de p, doit &tre périodique et avoir la période ad-

ditive 4 1, pourvu que Fﬂ(x), Ff‘(x) satisfassent, toutes les deux, & I'équation
fonetionnelle (II).
Posons . 4+ n au lieu de p et appliquons les valeurs asymptotiques pour

pn+n

J (x), » étant infini, nous aurons par 12 une nouvelle démonstration pour les
formules fondamentales (15), (1) de M. LomuEL.
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Regardons en outre les deux formules:

# #

Flo) Y(o) = Fla) Y (o) =),

nous aurons, en vertu de (1) du § 1:

@) Jia)— F ) Jl) =),
)

F(x)—-b(x)J )—a(:v)Y('v\ (22)

n "
formule qui représente la solution compléte de (1I) pourvu que a(x), b(x)
soient des fonctions périodiques par rapport & . ayant la periode additive 4-1.

Ce résultat s’accorde bien avec le fait que notre équation fonction-

nelle (II) est une équation aux différences finies, linéaires, homogénes et du
deuxieme ordre. En effet, posons:

w gt P gt
AL F () =F (x)—2 F (%)} F (),

’'équation (II) peut s’écrire sous cette forme:

L) — (2 — 2) Fla) = 0.

Remarquons ici qu’il semble étre beaucoup plus difficile de donner sous
une forme commune toutes les solutions de 'équation (I}, difficulté qui s’ac-
corde bien avec le fait connu, qu'une foule de fonctions qui se présentent
sous des formes les plus différentes satisfont & cette équation fonctionnelle.

La formule (22) nous donnera immédiatement I'expression de la fonction

cylindrique la plus générale. En effet, supposons que (22) satisfasse aussi
a (D), il faut que la fonction:

p » p [
J(@)Dyb(z) — Y () Dy a(x,
est égale & zéro. Or, cette condition entraine nécessairement les deux autres:
® ®
Dya(x)=0, Dzb(x)=0,

" »
car le quotient des deux fonctions J(x), Y (x) ne peut pas représenter une
fonction périodique de p.

Posant dans (22) p &+ n au lieu de p, faisant ensuite croitre a I’ infini
.o . , . . 1 13 . s
le positif entier n, on pourra déterminer les fonetions @ (x), b (x) & l'aide des

nEn

valeurs asymptotiques de J(Jc), Y (x), d'ou:
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-

Une solution de (II) est complétement déterminée quand on sait ce que

“t+n
deviendront les valeurs de I' (x) pour le positif entier n infiniment grand.

Voici encore ce corollaire de (22):

La fonction bbz:r) . J’(‘x) est la seule solution de (11) qui s’évanouit quand

la partie réelle de p, supposée positive, croil & Uinfini.
Eerivons maintenant notre équation fonctionnelle (II) sous cette forme :

pn—1
F(r) 2p 1
“ T op — I !
F(x) (F (.v))
T
F(x
nous aurons ce développement en [raction continue :
n=-1
Fx) 2p 1
P S Y 1 /
I 2 S
@ @ 2(++2) (23)

& 1
2(» + n)—Rn
x k]

ol I'on a posé:
7
_Rn = /t+n N (23a)
F()

n
Voila une autre propriété commune & toutes nos fonetions F (x); gé-
néralement on ne semble avoir remarqué 'existence de la formule (23) que

pour la solution lex). Pour que la fraction continue puisse étre prolongée
a linfini il faut que:

lim R, =0, .

n=—o0
condition qui ne peut étre satisfaite que si I'on prend Fﬂ(x)=JN(x), comme
nous venons de le démontrer, toutes les autres solutions de (II) faisant croitre
a l'infini cette limite.

Du reste, on démontrera aisément que les numérateurs Y%!, et les dé-

nominateurs Z*-! des réduites de la fraction continue (23) seront précisément

¢

. i
des fonctions R (x). En effet, on aura:
Zet=Yr  0<r<m, Zit=1,
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tandis que la définition de ces réduites donnera:
YAt au yeH!
Y, w0 YR,

2

ou bien:
2
Vil Vi =Ly, r>2,

et en outre:
1.0

= u—1,1
Yi'=R(@), Yi{'=R(a),

de sorte que nous aurons généralement :
t—1

Vit == R(a)

Eecrivons encore la formule (=) de ce paragraphe sous la forme suivante:

R _F@, 7F@
Fe) Fle) Fle)Flo)

nous aurons, 7 désignant un positif entier:

£ ptie 123
Ve _ B @)

u T atn ~t wt ot a4t
F@) F(x =0 F (x) F(x)

@ B=n i
Fi(x) _ Fy(x) o 7 (x)
Py rlay = F ) P

(24)

(244)

Posant dans (24) p =0, P'M(a*) = J!Ex), F,"(x) = Yizx), on retombe dans

une formule due & M. Somme (¥). Prenant pour FM(:r} une solution conve-
nable de (II), on pourra dans (24), (24,) faire croitre & l'infini le positif

entier #, comme le montrera la formule (22).

Copenhague, le 26 février 1900.

(*) Mathematische Annalen, t. X VI, page 33, 1880,

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1



IRIS - LILLIAD - Université Lille 1



Contributo alla teoria
del gruppo di 168 collineazioni piane.

(Di Epearvo Ciany, a Milano.)

Il primo intendimento col quale fu scritto questo lavoro era di risolvere
la seguente questione inerente alle curve piane del 4.° ordine. I stato re-
centemente dimostrato che una quartica generica pud riguardarsi come co- -
variante S di altre 36 quartiche (¥). Ora, la cosidetta quartica di Kcem, in-
variante rispetto al noto gruppo di 163 collineazioni piane, gode la proprieta
di essere covariante S di sé medesima. Si pud dunque domandare quali sono
le altre 35 di cui la precedente & covariante S secondo il teorema sopra ci-
tato. La questione & completamente risoluta ai n.i 16-22 (**). Ma con essa se
ne sono presentate e sono state trattate altre che a quella pili, o meno mani-
festamente si collegano e che sono poi tutte dipendenti dal gruppo suddetto
di 168 collineazioni piane. L’isomorfismo oloedrico che passa fra questo
gruppo e il gruppo modulare di ugual ordine di agio di passare con sem-
plicita dalle note proprietd di quest’ultimo a quelle del primo ricavandone
cosi delle interpretazioni geometriche che mi sembrano interessanti. I primi
nove numeri sono destinati a riassumere quelle proprietd gia note, o facili a
dedursi del G, modulare, che sono necessarie per il seguito.

(*) Scomrza, Un nuoco teorema sopra le quarliche piane gencrali (Math. Ann.: Bd, 52,
1899).

(**) T resultati contenuti in quei numeri furono gia riassunti e pubblicati in una mia
Nota presentata pochi mesi or sono all’lstituto Lombardo: cfr. Ciant, Un feorema sopra
la quartica di Kuein. (Rendie. Ist. Lomb., Serie II, Vol, XXIII] 1900.)

1 ¢

Annali di Matematica, Serie IlI, tomo V.
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1. Cominciamo dal ricordare ¢id che s’intenda per gruppo modulare (*):
sia p un numero primo e si prendano p--1 elementi r 7, %, 2, ... 7p , ca-
ratterizzati dai p 4 1 indici: o0, 0, 1, 2,... p— 1, allora la relazione

x'z%ﬁ%(mod P)
con la condizione (¢ — By)=1 (mod p), per ogni valore di «, 8, y, & serve
a produrre una sostituzione sopra gl’indici suddetti e quindi sopra i p--1
elementi dati. Tali sostituzioni per tutti i possibili valori di a8y d compon-
gono un gruppo che si chiama modulare in relazione alla teoria delle fun-
zioni modulari ellittiche. Due sistemi di valori o', 8, ¥, "5 &, 57, ¥/, &"
producono la stessa sostituzione quando o' -} =0, '+ £'=0, y' |- y" =0,
o' 49" =0. L’ordine del gruppo & }i-(p;—_l-) Per p =3, p=5 il gruppo
¢ in isomorfismo oloedrico rispettivamente con i gruppi alterni sopra 4 e
sopra b elementi. 11 1.° caso interessante si ha per p=T. [l gruppo rela-
tivo, che noi indicheremo con G, s, & composto di 163 sostituzioni operanti
sopra 8 elementi che chiameremo gli elementi fondamentali del gruppo me-
desimo. B di questo di cui ora vogliamo ricordare le proprietd principali (**).

2. Le sostituzioni del gruppo si possono classificare in riguardo al
valore del periodo, il quale & caratterizzato dalle condizioni di congruenza
nelle quali si trova la somma o -+ & rispetto al modulo 7. Si trovano cosi:

21 sostituzioni di periodo 2, (a4 d=0).

56 sostituzioni di periodo 3, (« + d= =% ). Esse si distribuiscono
in 28 paia in guisa che quelle di ogni paio sono 1'una la
2." potenza dell’altra.

(*) Per la teoria dei gruppi modulari veggansi ad eseinpio le lesioni del prof. Braxciu
recentemente pubblicate sulla teoria dei gruppi di sostiluzioni e delle equazioni algebriche
(Pisa, Spoerri, 1899).

(**) KuuN, Uclber die Transformation Siebender Ordnung der elliptischen Functionen
(Math. Ann.: Bd. 14). — KueN-Fricke, Torlesungen tber di> Theorie der Elliptischen
Modulfinctionen, Vol. L°, pag. 369. Lipsia. Teubner, 1890,
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42 sostituzioni di periodo 4, (« + ¢ =3). Esse pure si dividono in
21 paia: quelle di un paio sono ciascuna la 3.* potenza del-
I'altra. Il quadrato di una qualunque di queste ha il periodo 2.

48 sostituzioni di periodo 7, (a 4 d= % 2). Esse si riuniscono a 6,
a 6 con l'identitd per formare 8 gruppi di potenze di una me-
desima sostituzione.

Aggiungendo a queste 167 sostituzioni I'identitd si ha il G completo.
Esso, come ogni altro gruppo modulare per p > 3, & semplice. Quanto alla
sua struttura pud riassumersi brevemente cosi:

Esistono in G con i loro rispettivi sottogruppi :

a) 14 gruppi di 24.° ordine ciascuno dei quali & in isomorfismo
oloedrico col noto gruppo ottaedrico,

b) 8 gruppi di 21.° ordine.

3. Per mettere in rilievo le relazioni che passano fra gli uni e gli
altri & indispensabile anche ricordare, con opportune notazioni che eci servi-
ranno pure in seguito, la composizione e la struttura di un gruppo ottaedrico.
Se abcd sono i 4 elementi del gruppo, le 24 sostituzioni possono caratte-
rizzarsi cosl :

Si=1; S, =(ab)(cd); Si=(ac)(bd); Si=(ud)(bc);
Ss=(bcd); Ss=(acd); Si=(@bd); Ss=/(abc);
Se=(bdc)y; Sw=(adc); Sn=(adb); S.=(acb)

Se=(ab); Su=(cd); S;=(0d); Ses=(ac); S,=/(ad); Ss=(bc);
Se=1(abcd); S.=(abdec); Su=(acbd);
Sew=1(adcb); Sp=(cdb); S,u=(adbeoc).

Ecco la descrizione dei sottogruppi:
[.° Nove sottogruppi di 2.° ordine (perché 9 sono le sostituzioni di
periodo 2):
Gr=(S,S); GI=(SS); G"= (S S);

G =(SiSu); GI=(SiS); G1=(S:Ss);
G = (S, Sw); GM=(S:Sn); G*=(S Sw)
I1.° Quattro sottogruppi di 3.° ordine:
Gi=1(S1 S Ss); = (S,SsSu);
G = (S, S:S4); G =(S.Ss Sy).
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II1.° Sette sottogruppi di 4.° ordine divisi in due specie e ciod quattro
costituiti da sostituzioni di periodo due, e tre composti ciascuno con due so-
stituzioni di periodo due e due di periodo quattro.

I primi quattro sono:
G =(S:S5.8 S); G =(S5SS;S5,);
G =(S,S:S5S6); GV =(S:S,SSss),
il G! & invariaqnte; gli altri non lo sono.
I secondi tre suno invece :
QY =(S, S S Sw); GV =(S:SuSiSw); GIMT=(S:SuS: Su).
IV.° Quattro sottogruppi di 6.° ordine:
Gl = (S5 S5S:S8:8:S); G =(SuSisSiz Si Ss Sio) 5
G =(Sis S1s 818 8185 Sie) 5 Ge¥ = (Sis Suu Sis Si S5 So)-
V.° Tre sottogruppi di 8.° ordine:
@ = (5,8, 8i 85 S Sas i) ;
Gl = (5,S; S5 885 Si6 Sis Sa) ;
QI = (S, S: S Si Si7 Sis Sar Sae)-
VL° Un sottogruppo di 12.° ordine (gruppo alterno):
Gty = (S1'S; S5 Si Ss Se Sr Ss 8o Sio St Sis)

4. Esistono in @, quattordici G, ciascuno isomorfo oloedricamente
al precedente. La determinazione di tali Gy si riduce a quella dei loro G,
invarianti perché vi & corrispondenza biunivoca fra i 14 G,, e i 14 G,. Co-
minciamo dunque da questi ultimi. Per questo, si osservi che le sostituzioni
di periodo 2 del (G, sono le seguenti :

L=laa) =G m=(o)
el O A ) [ e i |
= A =G D) =)
T"’:(Z: —12)3 '“=(i —~22)3 T"’:(i: —32’
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e provengono da tutte le possibili e diverse soluzioni di:
ad—pBy=1, a4+3d=0 (modT).
Ebbene esse si raggruppano in 14 gruppi Iy che sono quelli domandati.

Per trovarne uno basta scegliere tre T; a due, a due permutabili e aggiun-
gervi la identitd. Si ottengono cosl i seguenti I', descritti in questa tabella:

- =7 T, ( Y =T, TyT
™ — 1T, T, T Y =T, T.T.)

rY =T, T Ty) N =QT, T, T
Q,={TVl =T, T, T QL ={TY—=1T, T, T
s =17, T, T,,) I —1Ts T, T

XU — (11 Ts T =077, T\
TXUC— (1 T Ty, T) XY — (1 Ty, T,y Tho).

Vedremo in seguito le ragioni dei due precedenti raggruppamenti.
Due T, possono trovarsi nelle seguenti mutue condizioni:
1.° Hanno una sostituzione 7' a comune (I'} e I'l").
2.° Oppure una sostituzione 7' dell’'uno & permutabile con una T' del-
Paltro (T e T,
3.° Non hanno ne sostituzioni comuni, né permutabili (I}, T'Y).

Nel 1.° caso i due gruppi si chiameranno coniugati di¢ 1.% specie, nel 2.°
contugati di 2.% specie, nel 3.° coniugati di 3.% specie. — Un I, (ad es. I'})
¢ coniugato di 1.* specie con altri tre (I'}, X, T'¥Y), di 2.* specie con altri
sei (T}, 0}, TJY, I'\¥, IY¥, M), di 8.* specie con altri quattro (I}Y, Y7,
7, TED. Due T, coniugati di 2.* specie (I'l, T1Y) sono coniugati di 1." specie
ad un medesimo T, (che nel nostro caso & I'XV). Due I'y coniugati di 3.* specie
sono invece tali che un coniugato di 1.* specie dell'uno & coniugato di 2." spe-
cie dell’altro, ovvero un coniugato di 1." gpecie dell’uno & coniugato di
1." specie ad 'un coniugato di 1." specie dell’altro. Ma su questo proposito
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N

Posservazione piu interessante & la seguente: i coniugati di 2.* specie di un
medesimo T, sono coniugati di 2.* specie fra loro. (%ioé ¢ quattordici T'y si
possono dividere in due gruppi Q',, Q"'; di sette ognuno cosy che i T, di uno
stesso gruppo siano fra loro conjugati di 2.% specie e viceversa. Altra e pill
importante ragione degli aggruppamenti Q' Q", sara esposta al N. 8.

5. Cid premesso, la costruzione dei G, & ben semplice. Abbiamo gia
detto che ogni G, ha per sottogruppo invariante di 4.° ordine un I',. Eb-
bene, dato un T, per trovare il G, che lo conticne come invariante, basta
aggiungere al T’y dato i suoi tre T', coniugati di 1.* specie: si ottengono cosl
le 9 sostituzioni di periodo 2 del G,, cercato, dalle combinazioni delle quali
si pud molto facilmente completare il G,, medesimo.

Si estendono ai (75, le denominazioni stabilite per i I',. Due G,, si chia-
mano coniugati di 1.%, 2.% 3. specie quando i loro I, invarianti siano coniu-
gati di 1.%) 2.% 3.* specie.

6. Due gruppi otlaedrici coniugati di 1.2 specie hanno a comune un
sottogruppo Gy di ottavo ordine.

Infatti si considerino i due G,, che hanno per T, invarianti:

N=1TT,Ty), TH=1T T;Ts),

coniugati di 1.% specie. Secondo la legge di formazione dei G, dianzi ricor-
data, tali T', appartengono entrambi ad entrambi i due G, in questione. Ma
due sottogruppi di 4.° ordine costituiti con sostituzioni di periodo 2, appar-
tenenti ad uno stesso G, e uno essendone invariante esistono in un medesimo
Gs(N. 8\. E il G, cercato. B evidente che i due gruppi considerati non hanno
altre sostituzioni comuni.

1. Due gruppi ottaedrici coniugati di 2.% specie hanno a comune un
sottogruppo T, di 4.2 ordine (che naturalmente non é invariante per alcuno
di essi).

Siano 1 due G, aventi per I'y invarianti:

=177, T,o), rM=QqfrT7T,Ts,

a

coniugati di 2.% specie. Le sostituzioni permutabili sono T\, T, ed esistono

(N. 4) nel:
Fi{w = (1 Tm T17 TlQ))

il quale & coniugato di 1.* specie ai due I'; dati. Dunque appartiene ai due
G che posseggono tali I', come invarianti. I8 facile verificare che non ci
sono altre sostituzioni comuni.
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8. Due gruppi ottaedrici conrugati di 3.4 specie hanno a comune un
sotlogruppo G, del sesto ordine.

Abbiansi 1 due gruppi ottaedrici di cui i ', invarianti sono:
ri = (1 Tl Tno Tuﬂ) FLV'——‘ (1 Te Tu Tzl)-

Ora, secondo il N. 5, il 1.° gruppo ottaedrico contiene le ulteriori sosti-
tuzioni di periodo 2: T\ T\ Ts T T\s Tyy e il 2.°: T, T\ T T; Tis Ty per
cui sono sostituzioni comuni le seguenti:

TeT T,

ed esse generano il sottogruppo G¢ cercato. Non vi sono altre sostituzioni
comuni.

9. Si ritrova cosi facilmente il numero dei sottogruppi G,, G,, Gs,
G, contenuti in (. Secondo 1 N. 3, 4, 5, 6, T esisteranno in G, (come

Kuriy afferma) tanti G, e tanti Gy quanti ne esprime il numero ]4'4-:28,

. . . . 14.3
tanti G5 quanti ne esprime il numero !

= 21 e finalmente 14 G,,. Segue

anche che i sette (., aventi per I', invarianti quelli di Q, o di Q"; esauri-
scono tutte le sostituzioni di periodo 2, 3, 4 e quindi anche tuttii G,, G,
Gs, G di G . — Cid posto vogliamo adesso dimostrare che niuna sostitu-
zione del G, pud portare un T, (0o un () di Q7 in un I’y (0 Gy,) di Q7.
— Infatti applichiamo a Q'; una sostituzione di periodo 2, 0 3, o 4. Poichg,
come gia abbiamo osservato, una tale sostituzione appartiene almeno a uno
dei sette Gy di Q'7, tale Go e il suo invariante T', saranno trasformati in
st stessi e quindi saranno permutati fra loro i coniugati di 2.% specie del I',
suddetto, cioe precisamente saranno permutati fra loro gli altri sei T', che
con quello in parola compongono Q'; (N. 4). — B dunque impossibile che
per effetto di una tale sostituzione un I'; di Q', sia portato in un I', di Q"
e quindi cid & impossibile per qualsiasi altra sostituzione del G, ché esso
pud certamente generarsi mediante prodotti di sostituzioni col periodo 2, 3, 4.
— Viceversa prendiamo due qualunque T, di Q, ad es.:

P} = (1 Tl Tio TIQ)’ Pl” - (] Ts Tn Tm\,

essi sono coniugati di 2.* specie fra loro, ed entrambi coniugati di 1.* spe-
cie con:

XY =0T,T,T,).

Ogni sostituzione che porti T'y in T porterd T'! in un T, contenente 7', ma
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non certo in TX!Y perchd T% e TXIV appartengono rispettivamente a Q';, Q"5
dunque necessariamente tale sostituzione porterd I'} in T'}L Le sostituzioni che
portano T, in T, non & dubbio che possano mancare: per trovarle baste-
rebbe sceglierle nel G, che ha per invariante I'TV, Quindi si pud dire che
due qualunque T, (o G.,) di Q; (o di Q";) possono esser sempre trasformati
Puno nell’altro mediante sostituzioni del G,e. Cioe:

Il G.e opera transitivamente sopra i Uy, (o G,) appartenenti a un me-
desimo sistema <, e intransitivamente sopra Ty (o G,) appartenenti a si-
stemi Q, diversi. — In altre parole: © due aggruppamenti Q, formati ciascuno
da Ty (o Gu), a due, a due coniugati di 2.% specie, realizzano ¢ due noti si-
stemi, di 7 elementi ciuscuno, sopra i quali pud operare il Ges (¥).

10. Chiuderemo queste poche osservazioni sul G4, indispensabili per
il seguito, notando e ricordando come per gli 8 clementi fondamentali sui
quali esso opera (N. 1) si possano prendere gli 8 sottogruppi d’ordine 7 ov-
vero gli 8 sottogruppi d’ordine 21, onde ne vicne che il G, opera transiti-
vamente tanto sui primi quanto sui secondi.

IT.

I1. Tutto cid che & noto rispetto al gruppo di 168 collineazioni piane
¢ esposto e riassunto con efficace semplicita nella bella opera del Weper gia
citata e precisamente nel capitolo: Gruppen linearer terndrer Substitutionen
Vol, 11, pag. 433 e di cui si suppone la conoscenza.

Poicheé fra i1 G modalare e il presente gruppo di collineazioni piane
esiste isomorfismo oloedrico, a ogni snstituzione, a ogni sottogruppo del 1.° cor-
risponde una sostituzione e un sottogruppo del 2.°

Seguiteremo a indicare con la lettera G; (dove ¢ & I’ordine) il gruppo
modulare e i suoi sottogruppi; mentre adopreremo la lettera €s; per il grappo
di 168 collineazioni e relativi sottogruppi. Cosi, ad esempio, ricordando la

(*) Kuein-Fricke, CL loc. cit. Vol. 1.° pag. 383 e l'ultimo capitolo Das Galois'sche
Problem 1G8ten Grades und seing Resolventen 8ter yund 7ten Grades (pag. 732). — Weber,
Lehrbuch der Alyebra: cf. il Vol, IL.° particolarmente il capitole Das Formenproblem der
Gruppe Gy wid dic Theorie der Gleichungen Siebnten Grades, pag. 400.
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struttura del G, (N. 2) diremo che il G contiene 14 €s,, (gruppi ottae-
drici) e 8 @&, con i relativi sottogruppi.

Consideriamo uno dei 14 sottogruppi ottaedrici €., e il suo sottogruppo
invariante di 4.° ordine G,. Quest’ultimo & composto dell’identitd e di tre
omologie armoniche tali che ciascuna @ il prodotto delle altre due. Dunque
esse saranno individuate da un triangolo in guisa che ogni vertice col lato
opposto costituisce centro e asse di una delle omologie suddette. Poiche il €,
& invariante di €s,, anche tale triangolo sard invariabile per tutte.le collinea-
zioni del €u, ¢ percid sara chiamato il friangolo invariante del gruppo ot-
taedrico considerato. Assumendolo come fondamentale e servendosi delle stesse
notazioni del N. 2, il €=, sarad costituito dalle 4 sostituzioni:

xrL X2 X3

S, =1, Siz(ub)(cd)=(_x’ o ””)

S, —(ac)(b d)=(’”‘ e ””) Sy —(ad) (b c)=(z: s ‘”3).

ry X2 X3 X2 X3

Per trovare ad es. Si;, Si si osservi che dall’esistenza del sottogruppo
(S, S. Sis S.,) ne segue che ciascuna delle tre S,, S5, Sy deve essere il pro-
dotto delle altre due. Dunque disponendo opportunamente del punto unitd
avremo:

Ss=(ab)= (—xx 3 mz)’ S = (¢ d)=(x, *3 .’tz)‘

Xy X2 X3 ry X2 X3

Analogamente si trova:

S —(bd) = (ma s a‘i) ) S = (@ ¢) = (xs —22 001)

rL X2 X3 21 X2 X3
X2 X1 ~Ls L2 X1 X

= (q d —3 [ S === b C) =— ’
S ( ) (-’L‘i X2 Cb's) 18 ( ) Ty T2 X3

e adesso da queste si hanno le altre sostituzioni del @i.,:

Ss=(bcd)=(§f s f’”‘), Sg=(bdc)=(ﬁj o x*)

X2 X3 X2 X3

so=@ed =7 T70) Sa=Gao=(1 7 7

s=@a=( 2T s—ean=(T 07

S == (70 D) se—wen=(T 77
Annali di Matematica, Serie 1II, tomo V. 6
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X1 X2 Te Xy X2 X3

Sa—abed) =7 % ’”) s_,o=(adcb)=("? o)

'Sz.=(ubdc>=(j:j o 0”) sn=(acdb)=(‘j” o “”)

1 X X3

S~23=(a6bd)=(x’ s —r?), ‘24=(allbc)::(xt -L3 .’l“e).

J1 T2 I3 Xy X2 e

Dunque:
Tutte le sostituzioni del gruppo ottaedrico di collineazioni piane possono
rappresentarsi sotto Uunica forma:

*xi *ap Foy
ary g2 A3

) Lk l—=1,2 3

12. Varie sono le conseguenze, Enumereremo qui le pilt importanti
per il nostro scopo:
1.° Le quattro rette:

a=z,}+x,+x;,=0
b=—uo,+7+2,=0
c=x—2,+2,=0
d=uo,+f 2, — 2, =0,

compongono un quadrilatero invariante rispetto all’intero gruppo ottaedrico.
Lo chiameremo ¢l quadrilatero invariante del gruppo. 1 suoi lati servono a
dare una interpretazione geometrica ai 4 elementi a, b, ¢, d. Il triangolo
diagonale & invariante del gruppo.

IL° Tutte le curve invarianti del gruppo ottaedrico possono essere
rappresentate da una equazione della forma :

9('%?7 x:ﬁy x§)=07

dove la o & simmetrica in &, X, T;.

ITL® Ogni covariante, o contravariante di un quadrilatero (considerato
come curva del 4.° ordine) deve rimanere invariato per tutte le collineazioni
che trasformano il quadrilatero in sé stesso. Quindi:

L’equazione di dianzi:
¢ T, a3, 3) =0,
e Valtra :
¢ (ufy uz, u) =0,
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dove la & pure simmefrica in u, u, 4, possono rappresentare rispettiva-
mente tulti ¢ covarianti e contravarianti del quadrilatero.
IV.e L’unica conica covariante del quadrilatero é:

Sxi=0,

ossia la cosidetta conica dei 14 punti (¥).
V.o Tutte le quartiche covarianti del quadrilatero sono quelle del
fascio :
St 4 62Zaix;=0.

Ora, la quartica di KLein & certo invariante rispetto al gruppo ottae-
drico, dunque:
La quartica di Kuein appartiene al fascio precedente.

Per } = — % si trova il quadrilatero invariante, per 1= —;—si ha la sua

conica covariante contata due volte. Indicandcla con C P'equazione del fascio
pud seriversi :
abed+21C*=0.

Quindi ;

I quattro lati del quadrilatero invariante sono quatiro bitangenti fisse
di tutte le quartiche del fascio. I punte di contatio sono i punti base ed esi-
stono sulla conica covariante del quadrilatero medesimo.

Nel G esistono 14 gruppi ottaedrici, dunque :

La quartica di Kueix appartiene a 14 fasci individuati ciascuno dal
quadrilatero di 4 sue particolari bitangenti e dalla conica covariante del
quadrilatero contata due volte (**).

13. Ci proponiamo la determinazione dei 14 triangoli invarianti dei
14 gruppi ottaedrici. Essi intanto sono certamente tutti distinti percheé tali
sono i gruppi ottaedrici relativi. Il €s,, fondamentale precedente contiene i 4
sottogruppi di 4.° ordine (N. 3):

G} =(8/8,8 5); G = (5:8: 81a Su4) )
Gl'—=(8, 5,85 8i5); GV = (8,854 81);

(*) Ricorderemo che questi 14 punti sono i seguenti: 8 sono a due a due sui lati del
quadrilatero e compongono le 4 coppie hessiane delle 4 terne di vertici relativi; 6 sono
a due a due sui lati del triangolo diagonale e costituiscono su ciascuna la coppia armo-
nica ai vertici del triangolo e del quadrilatero.

(**¥) Kuen-FrickE, loc. cit., pag. 692.
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dei quali soltanto il 1.° & invariante. Gli altri tre sono invarianti per i 3
rispettivi €&, coniugati di 1.* specie del 1.° (N. 4 e 5): i triangoli inva-
rianti rispettivi sono:

X, Xy 25 = 0, z, (z, -+ 2,) (%, — 2:) =0,
x, (25 4 25) (X, — x5) =0, 2, (s + 2) (s — 2,) =0.

Prendiamo a considerare i primi due, ciog i triangoli invarianti di due
qualunque @i,,, &', coniugati di 1.* specie. Essi hanno a comune il lato
x; = 0; indichiamo con 4, B i vertici, su questo lato, del 1.° triangolo e con
A’y B' quelli del 2.° Ebbene si riconosce subito che i lati del quadrilatero
invariante di @&, si tagliano a due, a due in 4’, B" e quindi anche i lati del
quadrilatero invariante di €s';, si segheranno a due, a due in 4, B. Per
conseguenza I’equazioni dei lati di quest'ultimo quadrilatero avranno la forma:

xs'—l—{).'xgzo, 583—{1.%2:0, l‘g—l—p..’m:O, x3—px1=0.

Allora, come dal quadrilatero invariante di s,, si sono dedotti 1 trian-
goli invarianti dei tre €, coniugati di 1.* specie, cosl adesso dal quadrila-
tero invariante di &, potremo determinare i triangoli invarianti dei tre coniu-
gati di 1.* specie di G',.

Uno & naturalmente z, x, z; = 0; gh altri due sono:

o, —x, =0 z,+2,=0
(1)§H(wl+xe)+2ws=0; ) {p(—z F)F22,=0
@ Fx)—22,=0 p( 2,—x)+22,=0

permutando circolarmente si trovano quest’altri :

X —x3=0 [ X2 =0
BG){p@+2)+22,=0; (4)>y(——x2+x3)+2x,=0
p@e+a)—22,=0 p( To—ar)422,=0
o xy—xy =0 ( z+2,=0
6) | pl@wto)+2m=0; ©)p(—atz)+2m 0
ples+2)—22,=0 p( —x)+22,=0
se a questi si aggiunge il triangolo fondamentale
(), T, X, 23 = 0,

otterremo i 7 triangoli invarianti dei T gruppi ottaedrici di un Q, (N. 4).
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[}

14. Rimane da determinare il valore della indeterminata x. Per questo,
siccome sappiamo gid che la quartica di Kiev appartiene al fascio :

S, +622xix, =0,

cosl basterd prendere una delle omologie armoniche individuate da uno dei
triangoli precedenti (all’infuori del fondamentale) ed osservare che essa non
appartiene al @G,, fondamentale. La quartica del fascio invariante rispetto a
questa nuova omologia sard invariante rispetto all'intero G ,; e sard quindi
quella cercata. Si prenda ad es. la omologia armonica :

((p(ee—2)+220 p@—x)+22 p(z+2) )
( X, &, X3 5

e 31 esiga che essa trasformi in s& una quartica del fascio suddetto: si tro-
verd necessariamente (escludendo la conica doppia):
+ 7 —1—4J7
= ——

H
p= 2V A=

2 2

1 —J7T . —144VJ7
®= 2—-’ )\-—--——2 ’

¢id che determina p e le due quartiche di Kumiv esistenti nel faseio (*). As-
sumendo 1'uno, o I'altro dei due valori di w si hanno i due G relativi alle
due quartiche suddette.

15. Determinato » si trovano con processi analoghi a quelli del N. 13
gli altri 7 triangoli invarianti dei 7 gruppi ottaedrici che mancano. Essi
sono i seguenti: '

", =0 2, =0 2, =10
(8)\xe—[—x3=0; 9z +2,=0; (10) {2, 42, =0
T, — 2, =0 Xy — Xy = (a*,—xQ:O
Cp(r ) — 22, = p(—2+a2)—22,=0
(“)sf"(xe‘}"xs)—th:O; (12) ¢ p( x2+x3)"|"2x::"0
p(rst+o)—22,=0 p( Ty—x) — 22, =

(¥) O1ant, 1 vari tipi possibili di quartiche piane pie. volle omologico-armoniche. (Rendic.
Cire. Mat. di Palermo, 1899,)
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‘y.( L, — %) — 20 =0 (p( 1 F2)F20;,=0
(13) | p(—2o+a3) — 22, =0; 14) {p( 2.—x)—22,=0
(l“( &+ ®)+22=0 p(—2+2)—22=0

(nelle quali & d’uopo ricordare il valore di px, ovvero che p soddisfa la
p—p+2=0).

16. Passiamo alla ricerca dei flessi. Basterd trovare, per questo, una
collineazione del &i,; col periodo 7: il triangolo unito sard costituito da tre
flessi con le loro tangenti relative e lo chiameremo un triangolo inflessionale
della curva. Per trovare una tale collineazione basta osservare che in G
sl ottiene una sostituzione di periodo 7 moltiplicandone una di periodo 3 per
una di periodo 2 che sia esterna ai due G, ai quali Ja prima appartiene.
Le operazioni analoghe compiute sul €, condurranno allo seopo. Sia dun-
que la collineazione di periodo 3 rappresentata dal ciclo:

(2, @, 5).

Essa appartiene ai due €#,, i cui triangoli invarianti sono (7) e (11) dei
N. 13 e 15. Quindi moltiplicandola per una omologia armonica del
esterna a tali €&, (ad es. quella del N. 14) troveremo la collineazione ri-
chiesta, Fssa &:

(@ —m)+ 2 pr (@ + ) H(xz‘—x:)+2xs?.
T, T, T )
I’equazioni per gli elementi uniti sono dunque:
pty —p (X —a,) — 22, =0
prs—pt(z, +a)=0
pts —p (€,—x) —22,=0,
e cosi la ricerca dei flessi viene a dipendere dalla equazione di 3.° grado:
p—p  p —2 |
— P‘2
g o—w p—2

p— pt 0 = 0.

Risoluta questa, sard conosciuto un triangolo inflessionale e quindi anche
gli altri T perchd il G opera transitivamente sopra gli 8 sottogruppi di col-
lineazioni di periodo 7 (N. 10).
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Ricordando le osservazioni dei N. 9 e 10 e le considerazioni fatte nei
numeri ultimi (14, 15 e "16) possiamo dire:

I due sistemi di 7 elementi ciuscuno, sopra i quali opera il G, pos-
sono essere rappresentati geometricamente, corn molta semplicitd, dai due si-
stemi di triangoli invarianti trovati net N. 13 e 15. Cosi pure gli 8 trian-
goli inflessionali precedenti possono rappresentare geometricamente gli 8 ele-
ments fondamentals del gruppo medesimo.

17. Intraprendiamo le considerazioni relative al covariante S di Cresscrr.
Cominceremo dall’osservare che i covarianti di 4.° ordine delle quartiche del
faseio :

St 6aZxix; =0,

debbono rimanere invariati per tutte le collineazioni che lasciano invariate
le curve del fascio, cioé per tutte quelle del gruppo ottaedrico fondamentale
onde (N. 12):
Tutti © covarianti di 4.° ordine delle quartiche del fascio appartengono
di nuovo al fascio. In particolare cio accade per ¢ covarianti S. Relativa-
mente a quest’ultimi la conferma del teorema si pud avere dal calcolo di-
retto che in questo caso & ben semplice. Indicando con 2" il valore del pa-
rametro individuante il covariante S della quartica corrispondente al valore 7,
si ha (ct. ad es. Saumow, Curve piane):
;1 —2x—)2
e G
Per 2’ =1 si ottengono le curve del fascio che coincidono con i loro
covarianti S. 8i ha cosl I'equazione di condizione :

6142422 —1=0,

1 +437
che ha per radici —;—, ——1—1—3—7 e si trovano: la conica doppia e le due
quartiche di Kuewv del fascio (¥).
18. Che la quartica di Krueix coincidesse col proprio covariante S fu
dimostrato per la prima volta dal Brroscur (*¥). Cid risulta anche dal cal-

colo precedente. Pit generalmente si pud osservare che la quartica in que-

(*) Ciany, loc, cit.
(**) BrioscHi, Sopra una classe di curve del 4.° ordine (Atti R. Ace. dei Lincei, Ser. III,
Vol, VIIL
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stione deve coincidere non soltanto col proprio covariante S ma con ogni
altro suo covariante di 4.° ordine. Perché un tale covariante deve essere in-
variante rispetto al G, € il G, ammette un solo invariante di 4.° ordine
che & giusto la quartica di Krew. Dunque:

La quartica di Kueix coincide con tutti i suoi covarianti di 4.2 or-
dine (in particolare col covariante S) (¥).

Nasce allora la seguente questione. Dal momento che una quartica ge-
nerale pud riguardarsi come covariante .S di altre 36 quartiche (secondo il
gia citato teorema di Scorza) e che la quartica di Kuriv & gid covariante S di
se stessa, quali saranno le altre 35 di cui la quartica in parola pud riguardarsi
come covariante S? A questa ricerca sono destinati 1 tre numeri seguenti.

19. Quattordiei soluzioni del nostro problema si trovano subito. Infatti
riprendiamo 'equazione del N. 16:

61N A 4+21  1=0,
che lega il valore A del parametro X di una curva generica del fascio:
St4-6rZaixl=0,

al valore 2’ del covariante S della curva medesima. La relazione suddetta
per ogni valore di 2’ ¢i da due valori per 2 e quindi ci dice che ogni quar-
tica del fascio precedente & covariante S di altre due quartiche del fascio
medesimo. Dunque in particolare la quartica di Kie sard covariante S di
s¢ stessa e di un’altra quartica del fascio. Per trovare quest’ultima basta
porre nella relazione precedente :

, — 1447
N=

4

(*) Ad esempio la quartica di KLrIN coincidera col contravariante quadratico del con-
travariante quadratico cioé col luogo equianarmonico dell’inviluppo equianarmonico, da cui
si deduce la seguente proprieta: Se per ogni punto della quartica suddetta si conducono
le 4 trasversali che la lagliano equianarmonicamente esse compongono di nuovo un gruppo
equianarmonico, — Quanto alla coincidenza della quartica di KLemNn col proprio cova-
riante S & noto che essa & proprieta caratteristica della quartica in questione (cf. la mia
Nota in proposito Rendic. circ. mat. di Palermo, 1899) e forse, con poche eccezioni, & ca-
ratteristica anche la coincidenza con qualsiasi covariante di 4.° ordine e di 4.° grado
quando si rifletta, che un tale covariante é rappresentabile con S+ %24 f=0 dove 4 ¢
Pinvariante cubico, f la quartica, §il covariante S e & un coefliciente numerico. (Ma1sano,
Sistemi compleli dei primi cinque gradi della forma ternaria biquadratica. Giorn, di Bat-
taglini. Vol. XIX\)
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\

e risolvere rispetto a A. Si trovano cosl per 1 1 valori:

C—144a7 5=\ 7
L e N
- : o 5—4 7
quindi la quartica del fascio individuata dal valore - G del parametro 2

ha per covariante S la quartica di Kuev. Possiamo dunque dire intanto:

Clascuno des 14 sottogruppi ottaedrici del € o individua una quartica,
invariante rispetto a quel sottogruppo, la quale ha per covariante S la quur-
tica di Kueix del G .

Si hanno cosl 14 soluzioni manifestamente distinte perche se due coin-
cidessero, o coinciderebbero due sottogruppi ottaedrici (il che & assurdo), op-
pure esisterebbe una quartica invariante rispetto ai due gruppi e non all’in-
tero &, il che & assurdo del pari.

20. Per cercare altre soluzioni osserviamo che la quartica di Kiei
appartiene al sistema lineare :

matt+nxs+pas+6faiay+6gaia, +6hria;=0,

costituito da tutte le quartiche invarianti rispetto alle omologie armoniche in-
dividuate dal triangolo fondamentale. Ebbene proponiamoci di ricercare quali
curve del] precedente sistema linearc hanno per covariante S la quartica di
Kuen in parola. Ora il covariante S della curva generica del sistema & (cf.
ad es. Saumon, Curve piane).

S=m'zt4+n i+ patt6fatai+6g riai4 6L xjx;=0,
dove :
m =6 g* R, n =6 h?[f?, p=6fg
[f=npgh—fg+ply—fgh
g=pmhf—gphttmf?) —ghf
W=mnfg—h(mfetng)—nfyg.
Se S deve coincidere con la quartica di Krew si hanno le condizioni :

’ ’ ’ f’ —1—’—2.\7
m—n=p, f=g=t, L2l

E dunque un semplice problema algebrico che si tratta di risolvere. Ve-
dremo che, insieme ad alcune soluzioni gia trovate, esso ce ne dara certamente
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delle nuove. Prima di tutto dalle relazioni m' = n' = p' segue:
[P=g =M,

chiamando con k* questo comune valore di /%, ¢, /* avremo quindi per f, g, %
le sole seguenti soluzioni (distinte):

f=g=hL==1L

f=9g=F, h=—1&
g=h=Ek, f=—k
h=f=kFk, g=-—Fr.

Ma per f=g =~ si vede facilmente che si & condotti ad m=n=p
e in tal caso la soluzione che si troverebbe non & certo nuova perche essa
ci darebbe una curva del fascio Sa--6 222}z =0. Rimane dunque da
considerarsi il solo caso f=g¢=—h chd gli altri sono simili a questo.
Allora dalla f' =g  segue:

(1 —n) (p + k) =0.
Ma con p = — k non si pud soddisfare alla:

f_ =147

m’ 4
Boo—144.7

dunque avremo m = n. Quindi la e el da:

mt+ 2mbk—k  —14iJ7
3k -2

dalla quale si toglie:

Eo—2+ (314D
L AR
m 1—384\J7
cioe¢ si hanno le due soluzioni:
k_—-54+40y7  k_1—iJT
m 16 ’ m 4
Si ha poi dalla ¢'="':
. \2
Q(i)—s—k——l
£= m m
m 1+£
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Quindi le due soluzioni sono le seguenti:

ppy B f_F_9_g_—h b ZBERT
om m nom n m n 16
E_ﬁ__(l+32\7
m o 8
92, F_Jf_f_9_9__h__ b _1—0\T
m m n m ) m % 4
P_P__ 9
m n

21. Discutiamole separatamente. La 1.* non & una nuova seluzione.
Perché si pud dimostrare che la curva che essa individua & invariante ri-
spetto a quel gruppo ottaedrico il quale ha per triangolo invariante (N. 15):

Ly (2, + 1) (1, — @) = 0.

Basta percid osservare che il quadrilatero invariante del gruppo in pa-
rola & dato da (N. 13):

(05 — p* ) (23— p* 27) = 0,
e la conica covariante &:
2 a3 4 pt (a5 + 23) =0,
dunque il fascio delle quartiche invarianti rispetto al gruppo ottaedrico in
questione sara (N. 12):

(x5 — pt ) (5 — p* i) + o | 205 + p (w0l - 25) 2= 0.

—1-F34y7
8

Ebbene per o= si trova la curva individuata dalla 1.2 so-

luzione.
Passiamo alla 2.* soluzione cioé alla quartica :
1—4\7

attat— 2l + 6 = (@ ot g — 2l a5 = 0.

Questa costituisce veramente un caso nuovo. Perche tale curva & inva-
riante rispetto al sottogruppo &Gis (N. 3 e 11):

’ Gs = (Sx S. Ss S4 Sn S:s Szi Sn),
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Ut
0o

ma non rispetto ad alcuno dei due gruppi ottaedrici contenenti detto G e
quindi nemmeno rispetto a qualsiasi altro gruppo ottaedrico del G .

Dunque ognuno dei 21 sottogruppi di 8.2 ordine del G g5 individua pure
una quartica che ha per covariante S quells di Kue.

Tali 21 curve sono manifestamente tutte distinte perche se due coinci-
dessero in una sola, o coinciderebbero due &5 il che & impossibile, oppure
tale curva essendo invariante rispetto a due € sarebbe invariante rispetto
almeno a un &, il che abbiamo visto or ora essere pure impossibile. Ab-
biamo dunque trovato le 36 soluzioni del nostro problema cio& tante quante
ne comporta, per il teorema gid citato di Scorzs, una quartica qualunque.

22. T N. 17, 18, 19, 20 conducono dunque alla seguente conclusione:

La quartica di Kiewy é covariante S di sé stessa e di altre 35 quar-
tiche. Quattordici di queste sono ciascuna invarianti rispetto a uno dei 14
sottogruppi ottaedrici del Gigs; le 21 rimanenti sono invece, ciascuna, inva-
rianti rispetto a uno dei 21 sotfogruppi di 8.° ordine.

Il modo di caratterizzare tali curve e scriverne le equazioni relative &
espresso ai N. 19 e 20.

Il teorema del N. 8 ci dice che le prime 14 si dividono in due gruppi
di 7 ognuno cosl che quclle di un medesimo gruppo sono proiettive, mentre
& impossibile trasformare una di un gruppo in una dell’altro mediante colli-
neazioni del @i, . Ma & impossibile ottenere cid anche mediante una col-
lineazione esterna al &4 perche essa dovrebbe trasformare in sé stessa la
quartica di Kuei, il che & assurdo. Sia infatti C una tale collineazione; essa
trasporta un gruppo ottaedrico di Q'; in un gruppo ottaedrico di Q"; cioé
ad es. il gruppo ottaedrico fondamentale in un suo coniugato di 1.* o di 3.*
specie. Deve dunque il triangolo fondamentale essere trasportato in:

2y (2 + @) (2, — @,) =0,
ovvero in:

te (2 a) — 2] (o) =220 fp(rs+ ) — 22,1 =0,

Nel 1.° caso & ben semplice verificare che le collineazioni capaci di at-
tuare il trasporto non trasformano in s¢ la quartica di Krem. Il 2.° caso si
riduce al 1.° perché i due triangoli soprascritti sono invarianti di due gruppi
ottaedrici coniugati di 2.* specie i quali sono sempre transitivi (N. 8). Mol-
tiplicando quindi C per una delle collineazioni che effettuano il transito si
ricadrebbe nel 1.° caso.
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Invece le altre 21 curve trovate sono proiettivamente identiche perche
due sottogruppi @iz o appartengono allo stesso gruppo ottaedrico e sono per
conseguenza trasformabili 'uno nell’altro (con sostituzioni del gruppo ottae-
drico stesso) o altrimenti si possono riguardare come appartenenti a due
gruppl ottaedrici coniugati di 2." specie e sono trasformabili del pari.

Dunque rispetto alla proiettivitd delle curve trovate si pud dire che:

Le prime 14 si dividono in due gruppi di 7 ciascuno, cosi che sono pro-
iettivamente identiche quelle di uno stesso gruppo e proiettivamente diverse
quelle appartenenti a gruppi diversi.

Invece le 21 rimanenti sono tutte proiettivamente identiche.

23. Termineremo le nostre considerazioni volgendole allo studio di
qualche proprietd relativa ai 24 flessi della quartica di Kiem. Percid comin-
ceremo dall’osservare che riferendosi al solito triangolo fondamentale si vede
facilmente che delle tre coordinate di un flesso né due possono essere uguali,
ne alcuna pud essere zero (perché un flesso non pud esistere sopra nessuno
dei 21 assi delle 21 omologie armoniche dgl Gg).

Potremo dunque serivere le sei quaderne seguenti con la sicurezza che
esse sono composte da 24 punti tutti distinti. Se y,y,y, sono le coordinate
di un flesso, 1 24 flessi si potranno distribuire cost:

(Y Y Ya) (Ye Y5 ye) (¥ Y. ¥)
(-9 Y. ¥Ys) (<Y1 Y5 Ys) (<Y y: ¥
(g 7 (qe) 7 (gs)
(Y =Y. Yo CYe-¥s Yo (¥ -y ¥)
C (Y YY) AR T ’D (¥ Yo -y)
(¥ Yo ¥Ys) (Yo ys Y (Y2 Yy Y
(@) (-y. ¥ ?/s; () (~y: s f.)’ " (<¥s Y1 Ys)
(Yo =Y Ys) (% -y Y1) (Y =y Ye)
(Y Y1 -Ys) (Y Ys =Yo) (¥ ¥ =¥

Ogni quaderna & invariante rispetto al €, invariante del gruppo ot-
taedrico fondamentale. Si riconosce facilmente che gli 8 punti di due qua-
Jderne esistono su di una counica (*). Si hanno cosi le 15 coniche se-

[

(*) Ciant, [ vari tipi possibili di quartiche piane pi volle omologico-armoniche, loe. cit.
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(. q) =23 (y2 + y3) — (ri+ad) y; =
)—Ts(y +y3) — (v} 73) yl =

guenti :
(9 42) =L (Y2 4 93) — (w3 +03) ¢l = 0)
(q:9:) = 3 (y: 4+ yi) — (22 + 2%) yi =0 ; Invartanti rispetto a G!.
(92 ¢e) = =% (y; + 92) — (93 + 23) y3 = 0’
(01 q) = a3 (g} + y3) — (i 4 75 y2=0)
(9:9s) = 2% (ys + y2) — (2} 4+ ) y5 =0 ; Invarianti rispetto a €s}".
g = o)
0
0
0

(o
(af
)—1 (y3+y2) — (& + x3) yi=
(
(
(

(¢5 2 Invarianti rispetto a Gil!".
(92 o) = 25 (Y3 + y) — (ol + 20) 3 = )

(g.s)=malt+nol 4 pry =0

(Q:qy=ma2+pxi +nr; =0

(92 Qs) =p x| +nx} 4+ may=0 [ Invarianti rispetto al solo G,

(:9)=naz} +mal4pa; =0 invariante.

(95qs) =n o, +px} +may=0

(g1 gs)=pal +may+t+nar; =0
dove :

m=yi—yiy, n=yi—yys, p=yi—0y-

E essenziale osservare che queste 15 coniche sono tutte distinte e che
non sono degeneri. Che siano tutle distinte resulta dal considerare che se due
coincidessero in una sola, questa avrebbe pilt che 8 punti comuni con la
quartica; che poi non siano degeneri risulta dal considerare che esse, se mai,
dovrebbero spezzarsi in rette per i vertici del triangolo fondamentale cid che
e escluso dalle osservazioni gia fatte sulle coordinate y,y,y, di un flesso e
dal relativo quadro delle coordinate di tutti i flessi.

24. Abbiamo cosi per ogni sottogruppo ottaedrico due specie di co-
niche contenenti ciascuna 8 flessi della quartica di Krueiv. Nove di esse sono
a tre a tre invarianti rispetto a uno stesso €¥; e sei solo rispetto al G, in-
variante. Quante sono in tutto le une e le altre? Circa alle prime si osservi

che ogni sottogruppo € del G, ne individua tre, e come abbiamo osser-
vato nel numero precedente, esse sono distinte: per le medesime ragioni sono
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distinte due di tali coniche individuate da &' diversi ma contenuti nel me-
desimo €s,,: se finalmente potessero coincidere in una sola due coniche in-
dividuate da due G4 non appartenenti allo stesso @Gi,,, tale conica sarebbe
invariante -rispetto ai due @ in parola e quindi rispetto all’intiero Gig il
che & impossibile.

Dunque i 21 &5 individuano 63 delle coniche cercate.

Circa poi alle seconde il fatto che debbono essere distinte quelle inva-
rianti rispetto a uno stesso @, (N. 22) porta che i coefficienti m, n, p sono
tutti diversi fra loro. Dunque non possono coincidere in una sola nemmeno
due che siano invarianti rispetto a due @, coniugati di 1.7 specie perché
dovrebbe una tal conica essere invariante rispetto al € che contiene i due
G, e si ricadrebbe in una delle 63 precedenti. E in ultimo se potessero
coincidere in una sola due che fossero invarianti rispetto a due €, coniugati
di 2." o di 3. specie (e quindi non contenuti in uno stesso @) dovrebbe
una tal conica essere invariante o rispetto a un @i, o all’intero €,,. Nel
1.° caso sarebbe la conica covariante del &x,,, nel 2.° caso non esisterebbe.

Quindi i 14 G, individuano 84 delle coniche in parola. Abbiamo dunque
il teorema :

I 24 flessi della quartica di Kupix giacciono a otto, a otto sopra 147
coniche divise in due specie e cioé: 63 di esse sono a tre a tre invarianti
rispetto at 21 sottogruppi di 8.° ordine e 84 sono a sei, a sei {nvariantt ri-
spetto ai 14 sottogruppi G, invarianti a loro volta dei 14 sottogruppi ot-
taedrici.

Con considerazioni analoghe alle precedenti e ricordando quelle fatte al
N. 15 del lavoro pil volte citato sulle quartiche pilt volte omologico armo-
niche si trova anche:

I medesimi 24 flessi esistono a 6, a 6 sopra 112 coniche le quali ap-
partengono a 4, a 4 a 28 fasci. Ogni fascio é collegato a una bitangente
della quartica, e consequentemente al relativo sottogruppo €ks di sest’ ordine,
nel sequente modo : le coniche del fascio sono bitangenti fra loro, secanti la
bitangente suddetta nei suoi punti di contatto con la quartica, e invariant:
ciascuna rispetto al sottogruppo G .
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Extrait de quelques lettres
de M. Ch. Hermite a M. S. Pincherle.

Paris, le 10 Mui 1900.

. . mon travail touche de prés au v()tre, puisqu’il concerne la relation:
fla+2)=f@)++ Af(H— UNCER

dans les cas ol elle a lieu, et ol je suppose A @ = 1. Elle donne le type de
ces fonctions qui sont complétement définies par les seules valeurs entidres
de la variable et vous remarquerez son caractere essentiel de conserver la
méme forme, lorsqu’on prend soit les dérivées, soit les différences finies, par
rapport & a, de sorte qu'une seule égalité donne naissance & une infinité
d’autres. Voiei celle que jai obtenue; elle se rapporte & la fonction Gamma
et fournit une expression de son logarithme, d’une toute autre nature que
la formule classique :

log (1 +2) = — Oz - 27 — 52

qui suppose le module de la variable inférieur & I'unité, et ol les coefficients
S,=1-+ % -+ 3% 4 .-+ sont des trascendantes numériques. La méthode,

comme vous allez voir, est on ne peut plus facile; elle a son point de départ

dans la formule:
1]
exy — ey

log I" (v) =J[ —— — [z — l)ey]dy”.

—_

J’en tire d’abord la relation

-

0 .
10g1‘(a+x)—]0g]‘(a)=[[(f_y_£;ii_:—1} __xey]dT/.'/

—_—0
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et je remarquerai que pour x =1 on a:

0
Alog T (a) =f(e“!/— eY) dy_y s

puis par un caleul facile:
0
A" Jog T (a) = [gay (¢ — 1ynt 0277/ ,
en prepant:
Aa=1.

Cela étant, j’éeris:

e — [l 4@ —Dr=14 L@ —1)+ 2= @1y 4

série convergente, la quantité 1 — ¥ étant moindre que Punité, puisque la
variable est toujours négative dans l'intégrale. Nous avons ainsi:

ey —1 T(x 1)
ey — 1 =7 (y_l)—l—

*

x(x—]) T—n““l l)lfy 1)11_44_.”

-+ 1.2...n
et par conséquent :
0
logT (a+2) — logI‘(a)—:rJ (e — )(117?/+
_I_a_’ﬂ_(_x;_l)Jeay(e‘/ 1)@_1_
1.2 Y '
z(x—1 (x——n+1 a n;d
ot 1) 5 )J' Y (e — ’J_l_
et enfin, d’aprés la remarque précédente :
\ r(x—1) ,
logI'(a + ) —logT (@) =x Alog T (a) + — 5 A log T (a) 4. - -

+m(x—11) 2. ( n+1)A”10g1‘<a)+~--
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ou bien:
logT (¢ + ) —log T (a)=2x] oga-{-ﬁu )Aloga—}—~-
~—|—x(x——li"2'(xn—nJrl)A""]Og‘a—l—--'

Il est clair que a doit &tre supposé positif pour que les intégrales aient
un sens; cette condition admise, la convergence est démontrée comme consé-
queace de la formule du bindme pour toutes les valeurs positives de x. Vous
voyez qu’en faisant @ = 1 afin d’obtenir log I'(1 + z), le calcul des coeffi-
clents se fait bien aisément et par de simples soustractions avec une table de
logarithmes. Sous forme explicite, on peut écrire:

log U (1 +a)=" L(x 1)l og 2 +x(x_11)2('£3— 2)(10g3—2]og2)—|—
x(x-—l)(m——?}(r—

3 . .
1.2 3.4 >Uog4—3log3+3log2)-{---.

4+

et jobserve surtout qu’ils sont tous de méme nature, tandis que les quan-
tités S,, s’expriment par les puissances de m si n est pair et représentent
pour # impair des transcendantes plus complexes. Je n’éeris pas les dgalités
semblables qu'on obtient en prenant les dérivées par rapport & a; je re-
marque seulement que la différence finie donne:

fﬁ—)A loga 4.

log(a+x)_loga+ ° Aloga+
et, qu'en prenant les dérivées, on obtient les éléments simples des fonctions
uniformes d’une variable. Mais leur expression par la formule d’interpolation,
a la quelle on serait ainsi amené, n’a lieu qu’en supposant la variable posi-
tive et sous la restriction que les pdles soient représentés par des quantités
réelles négatives, ou par des imaginaires ayant leur partic réelle négative;
c’est-a-dire que les poles se trouvent tous dans le demi plan, & gauche de
I'axe des ordonnées.
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Paris, 19 Mai 1900.

. . Voici une généralisation qui va faire disparaitre, §’il existe, tout le
prestige du cas particulier de log I' (z). Je considére, avec LapLace et AsEr,
les fonctions définies par I'égalité suivante :

0

? () =J‘qa(y) evdy, (1)

—0C

et je remarque qu’on en tire:
0

@(ata)— 0@ —|gl) ¥ — Hewdy,

-0

ce qui donne, pour z =1,
0
A0 (@) =[¢ ) @ —Dyeway, @
puis :

Ar O ((l) =I? (y) (61’/ —_ 1)" e Y. (3)

J’admettrai que la premieére relation ait licu pour toutes les valeurs po-
sitives de z; il en sera de méme de celles qui suivent sous la condition de
a > 0. Cela étant, on aura cette expression par la formule d’interpolation
de Newrox:

@+a)=0(@)+ T A () +

x(x

l) A*D(a) + -
Elle s’établit, en effet, en partant encore de I'identité :
e — (1 + v — 1)z,
et de la série convergente qui en résulte:

z (.r 1)

v =142 (@ — 1)+ (@ — 1+ @)

si 'on suppose x positif et y négatif, en sorte que e¥ — 1 soit en valeur ab-
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solue inférieur a l'unité. Nouz pouvons ainsi l'employer dans Uintégrale :
0
few e —nevay,

et au moyen des égalités (2) et (3) en conclure sur le champ le résultat
annoncé.
Une conclusion semblable a lien s1 Yon considére la fonction :

0

2 (x) zf[? e + o (9] dy,

car on a comme tout & Pheure:

¥ (@ +2)— @ (a) = g () (e — 1) ey,

Soit encore :
0
<I>(x)=f[9>(z/)e”-”+xsv« W) +e@ldy;
nous trouverons dans ce cas:
0
® @+ 2) — 0 (a) = [ () [l — 1) o + 2 4, ()] d .
11 vient par suite: h
0
20@ =[r @) -1 e +9.w) dy,
puis & partie de n=2: B
A" @ () =fsv (y) (¥ — 1)t e d y.

Cela étant, 'emploi de la série (4) donne de nouveau:

x(x

2@+ 2)=0@+ Lav(@)+ 1)A21P(a)+

Cette formule s’applique au terme complémentaire J (x) de la série de
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StirLiNg, dans la relation :
logT () = (x— —;—)logx—'x—f-log\/é_n—l—J(x),

puisqu’on a:

0
(¥ ly—2)+y+2
J(x)__fe!/ S -1 °
—o9

Mais alors s’introduisent les différences successives de la quantité,

J@+1)—J(a)= (a -+ %)Iog(a +1)——(a— %) log a.

On peut aussi 'employer pour log I' (), d’aprés la formule:

0
log I (x) =j [e:;/:fy—(x—l)ey] %’!—/3

et retrouver 'expression plus simple & la quelle jétais parvenu, ol entrent
seulement les différences de log a.

8.t Jean-de-Luz, 8 Juin 1900.

. . . J'ajouteral une remarque concernant la fonction @ (x), définie en
posant :

0 (@) =[ [ 4 (1) + 29 () + o )] d g,

et pour laquelle on a la relation:

b (b a) = 0@+ L a0+ Va4

Je pose:
1

3=J‘<I>(a+x)dx,

0
ce qui sera l'intégrale de Raane généralisée, et j’établis que pour @ trés grand,

la valeur asymptotique de @ (a) est donnée par I'expression J —%A D (a).
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N 1 T .
Soit a cet effet, ¢ (a) =3I — 7 4 b)) 4 3(0); les égalités suivantes:

Of‘l) @+ x)dxif’[eayf(y)”y_l +(a + %) o) +awldy,
9

(@) =[lev s ) +ar )+ ) dy,

A d(a) =f[e“y e (@ —1D+e(y)]dy,

conduisent, pour ce terme complémentaire 3 (a), & la formule:

0
3a)=[ow g () P Z)Qf Y ay
—0

La variable y étant négative dans le champ de Y'intégration, vous voyez
que J (@) s’annule en supposant @ infini; ce qui démontre la proposition énon-
cée, si connuc dans le cas de ¢ (a)=1logT (a).

Je dois & M. Lgkrcn, la remarque importante que si I'on intégre entre
les limites =0 et 2 = 1 les deux membres de I'égalité dont je lui avais
donné communication :

logF(a-{—aﬂ):]ogF(a)ﬁ——]ova+LA10 ¢+
et qu’on pose:

z{x—1).. (x —n - 1)
[ 1.2. da,

Ay =
o

on en tire, en remarquant que «, =

L\'J||—1
v

logF(a)=J—%loga—azAloga——asA‘*loga-—--~

Ce résultat est fort remarquable; il met en évidence la valeur asympto-
tique de log I' (@) représentée par la quantité :

J—;loga =‘a—%)loga—a—|—]og Ver,
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et le terme complementaire J (a) = — a; Aloga — a; A*log @ — - - - » s’exprime
par les différences de log @, au lieu des différences de

(a + %) log (@ + 1)—(a— %) log a,

aux quelles j’avais été amené.
Il ouvre de plus, m’a écrit 'éminent géométre, la voie pour obtenir la

composition des nombres de BrrvouviLLi avec les quantités o,,.
Mais j'ai cherché autre chose, je suis revenu & la fonction plus gé-

nérale :
(1]

o) = [l ¢ 1) + 7 9 0) + 0 )] 49,

-0

et a la relation,
) 1 ~
(D(a)—_—\\) ——2—A(D(d)+ Q((l).

En écrivant le terme complémentaire de cette maniere :

0
Y —1 y — 1 )
3w —[ew o )| T3 = (2 - 1) ay,

-
j’ai recours & la série suivante:
2
—— =142ttt
]0g(1—}~ z) ‘I‘ 1 & T 0 +
qui est convergente lorsqu’'on suppose le module de 2z inférieur & I'unité. Soit
14 2z=1¢¥ on en tire 1’égalité:

6‘7’;1 1= (@ — 1) oy (¥ — 1) - -

valable par conséquent pour y négatif; en remarquant que le coefficient &,

est égal A —;—, il vient ensuite:

eygl _(eyf N 1)=—°’2(e”—1)*—wa(ey—l)s—---

et on en conclut:
0 .

j(a)=—2wnfe“-’/(€-’/ — e (y)dy.

—00
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Il faut prendre dans la somme du second membre n=2, 3,... en
excluant la valeur » =1, nous avons done:

J(@)=—w, A?® (@) —w; A* D (a) ..

_a0(a) A3d>(a) 19A4cb(a) _3xe(@,
=0 + o T

Cette formule généralise la relation de M." LErca, elle a lieu pour toutes les
valeurs positives de a et jobserverai que les coefficients w, se ramenent
a a,, au moyen de 1'égalité:
!
ﬂ1+szx=

0

2

log (1 -{—z),

en développant les deux membres suivant les puissances de 2

Je sors ainsi de la question d’interpolation que j'avais en vue, mais en re-
stant dans le domaine des séries ou entrent les différences finies d’'une méme
fonction. Bient6t j'y reviendrai . . .

S.t Jean-de-Luz, 10 Aodit 1900.

Je viens vous mentionner une application de la formule d’interpolation
4 la fonction ¢ (s) de Riemany, ou méme & l'expression plus générale qui a été
objet des beaux travaux de M." Lerca et de M." MeLuwy, & savoir:

1 1 1
s = tary Tare T

On a, comme vous savez:

1 OZ_aw rs-idx
R((l,S)———‘F(S)f ’

l1-—e
0

mais il existe une autre formnle dont je fais usage, et que je tire de la re-
lation donnée par ABEL:

f(a)+f(a-—l—l ——ff(g‘ d£+ f ‘f(a—zv;)m‘f(la)-{*zx)d

Annali di Matematica, Serie III, tomo V. 9
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Soit f(x) = xl—s: on en conclut 'expression suivante, qui est d’une grande

importance :

o

R(a,s)—:—l__}_glzé_l_f(a—ix)”s—(“+59«‘)‘sdx' (1)
0

(s —1)as—t i(er"e — 1)

Elle conduit, en effet, & 'extension & tout le plan de la série qui n’a d’exi-
stence qu’autant que Ja variable s est supérieure & I'unité. Elle montre que
cette série donne naissance & une fonction uniforme, si 'on convient de prendre
dans l'intégrale, pour toute valeur de s, ce que I'on nomme la determination
principale des puissances (a — i x)~5 et (a ¢ x)-5. Elle fait voir encore que
cette fonction uniforme a un seul pbdle s =1 provenant du terme Tl

1) a-
le développement en série:

1 . i
(s—1)as—t  s—

s—1
] —loga—{——2—]0g?a...

suffit ensuite pour établir que la difference B (a,s) — l 7 est une fonction

§
holomorphe. J'observerai en dernier lieu qu’ayant:

1 1 _enz
——WDmlog(l—e me),

et — 1" 2

on peut écrire au moyen d’une intégration par parties:

m(a —iz)s—(a+ix)-s
7 (eznx —_ 1)

doxr =

0

=— é%:f [(a —iz)**+ (a4 izx)**]log (1 —e*"*)dg,
0

et conclure de cette nouvelle expression,

1 1

R(a,s)—_-_-r__l)m_l_]_é_a;_

— 2—S: ( [(a —1 x)‘s—x — (a _I_ix)—s—:] ]Og (1 . e_mm) d z,

%

0
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les deux premiers termes, trouvés par M. Lercr, du développement de E (e, s)
suivant les puissances croissantes de s. Nous avons en effet:

1 1 1 1
m_l"‘?as—*—d+3[(a——2—)10ga—a]+...

en négligeant le carré et les puissances supérieures.
Remarquant ensuite que l'intégrale :

o [ o —iort + @ +inlog (1 - o) dar,

revient & la suivante,

1 (alog (1 e=t7o)
3 J at + x? da,
0

qui est précisément le terme complémentaire changé de signe de la série de
StirLivg, nous avons I'égalité :

R(a,s):%—a-{—s[(a——)loga-—a]

+s[]ogI‘(a)——( %\)loga——a—log\/zn]a

et en réduisant :
R (a,s)= % — a4} s[logT (a) — log \/27:]

A ce résultat il convient de joindre celui qu’on tire de la formule:

1
R (a,s + 1)=—? D, R (a,s),
en différentiant la relation précédente par rapport & a. Nous obtenons ainsi:
1 TI'(a
R(a,s+1)=?—FT(a;,

ou bien en changeant s en s-— 1, et par conséquent pour des valeurs de la
variable voisines de l'unité:

1 r'(
R<a’s)=s—1 - F(cz ’

comme l’a encore trouvé M." LEercH.
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Aprés ces remarques, j’arrive & la conséquence & tirer de I'équation (1)
relativement & la formule d’interpolation. Elle découle de la transformée de
I'integrale :

071 —ia)—s— (1 4ix)—

\
f i (e — 1) @ 2,
0

qui s’obtient en faisant x = a tang ¢, et au moyen des égalités:

. 2
1 —l— 1 tang' q) = m ’
. 2
1 -_1 tang ¢ = l—m .
Cette transformée est en effet:
H(l € ezlf)s — 1+ 6—21?)8
23 as—4 ’ i (erratey — 1) 4%

de sorte qu'en faisant pour abréger:

7
2

_ sin2n¢.do
n = f cos? (P (ezrratg? — 1)
0

on est amené a la relation suivante:

1 : L U
m+ ﬁ_l—Qs_a as_l[ l_l_ o J; —I— ] (2)

R (a,s) =

C'est 'expression par la formule d’interpolation que j'avais en vue d’ob-
tenir, mais elle suppose essentiellement la convergence du développement de
(1 -}-¢%?), et n’est démontrée que pour des valeurs positives de la variable.

Permettez moi encore une remarque sur cette question difficile autant
quimportante de la représentation analytique de la fonction R (a, s).

Revenant & la formule:

e"W »-tdwx

I“()' 1--¢

E(a,s)
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j'en tire, en y joignant les égalités :

1
Do T f cermtdn,
0

[o¢]
1
%':f—(?). e““’x"‘dx,
0
la relation sulvante
[ao]
1 1 1 ) 1 1
S — —AX pS—1 — —— — ——
B (a) s) (s — 1) as—t 2 as r (s) J ¢ r (1 — x ) d

Cela étant, J’emploie en y changeant  en — x, la série dont j'ai déja
fait usage elle devient ainsi,

1
1 —e¢=

=%——]—%+m£(e;w—1)+---+wn(e—”—1)"—|—

et au moyen de I'égalité:

1 1 aw(om »
V| et ey

jen conclus immédiatement le nouveau développement :

1 1
R(a,8)=ms—_;+2as+ A—‘l‘mzAz—s'_!—“'
1,1 1,1 19
(s—l)a,s—*—{_2ans Aa—s~—_A_ 2IA as 720
1
+T6—0 —_—

24 Aodt 1900.

Je viens de remarquer qu'une généralisation bien facile de I'intégrale :

cm(a —ix)s —(a -t ix)s
0 i(eme —1) a i

conduit encore & une application de la formule d’interpolation de NewTox.
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Ne m’étant pas servi, en effet, de la forme particulidre de la quantité
p ’ ) p q
. . , - . , .

Wk il est clair qu’on peut traiter de méme l'expression :

o0

[6@) [(@—io)*—@+iny]de

0
Mais afin de ne pas complétement me répéter, je poserai:

(~)(s)=f6(x) (at-ix)*due,
0

et la substitution 2 = atg ¢ donnera:

2
o0 =gl [ S
0
cela étant si Von éerit:
Jyma [Uetminent

nous avons l'égalité :

@ayo(s)=Jo+ S+ =D 4

qui se trouve établie avec la restriction de s positif. Une remarque mainte-
nant sur les coefficients J, qui figurent dans cette formule. Le premier J,
est seul indépendant de a, si I'on suppose, ce que j’admettrai que la fonc-
tion ¢ (x) ne contienne pas cette quantité. Nous avons en effet,

c0s® ¢

fe (atang o) d ¢
- o
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Les autres comme je vais le faire voir, s'espriment tous explicitement,
sous une formule simple, au moyen de,

0

G)(l)=f6(x)(a-|—ix)-‘dx

0

1

3 Gt d).

Qu'on fasse en effet pour un moment,
p(s)=(2a,0(s),

il est clair que J, sera la différence finie d'ordre » de cette fonction, pour
s =0, en prenant As=1. Désignant par n,, n.,... les coefficients bino-
miaux, nous aurons donc,

Jo=co@m)y—n9(n—1)+n9(n—2)—- 4 (—1)"¢(0),
ou bien si nous renversons 'ordre des termes,
(—=D)"da=9(0) —ng(1) +ne 9 (2) — -+ (= 1)* ¢ (n).

Cela étant, soit:

o

® (a) = ‘. r)(a+ix)tdx

0

=0 (1),
on en conclura pour un entier % quelconque,

(=1)"'Di o (a)

I (k) =6k

de sorte que nous pourrons écrire:

nig(l)—n:9(2) .- - (—1)21g(n)

Pl @ o g (2ap 20,

(2a) ©(a) + n; (2 a) T2 W

J’observerai que le second membre de cette égalité est le coefficient du terme
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en % dans le produit des deux facteurs,

@(a+w)=®(a)+xm+...+xn—l

D3 @ (a)
T (2) T

I (n)
( : n
b £
Nous avons done la formule, - |
(—1)*J, =2 (0)— F(a)
ou F' (a) représente le résidu correspondant & la valeur 2 =0, de I'expression
(1+ %) 0@+,
c'est le résultat ‘au quel je voulais parvenir. En revenant ensuite & R (q,s)

et aux coefficients J,, qui figurent dans 'équation (2), on trouve que (—1)"J,
est le résidu de

(1 + %;)”Dw J(a+ )

ou J (¢) est le terme complémentaire de la série de SmirLiNg.
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Risoluzione
di due questioni geometriche.

(Di Geminiano Piroxoini, ¢ Parma.)

Se L & una linea qualunque dello spazio, L, il luogo degli estremi dei
segmenti I presi sulle tangenti, L, il luogo degli estremi dei segmenti T'
perpendicolari ai segmenti H e situati nei piani osculatori di L, s e p I'arco
e il raggio di curvatura di L, ¢ facile vedere che la condizione che I sia
lo spigolo di regresso della sviluppabile polare di L, & espressa dalle due
equazioni differenziali :

dH T _, dT_H
- )
e

- T3 Ts =0, (1)

la cui integrazione & riducibile a quadrature col noto metodo di SErrET (*).

Si sposti ora un triedro trirettangolo nello spazio in modo, che il suo
vertice A percorra una curva arbitraria L e i suoi spigoli siano costante-
mente le direzioni principali di L.

Preso sul piano osculatore di L in 4 (z, y, 2) un punto arbitrario
O, n, ¢), si domanda come (durante il movimento del triedro nello spazio)
deve spostarsi il punto O nel piano, onde la trajettoria da esso descritta sia
ortogonale ai piani osculatori di L.~

Chiamando ¢ la distanza 4 O e w l'inclinazione di 4 O sulla tangente

di L, si ha:

§=1u 4 t(cos wcos « - sen w cos 1), ecc.

(*) V. Biancui, Geometria, Differenziale. Cap. I, § 18.
Annali di Malematica, Serie III, tomo V. 10
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d’onde (chiamando o l'arco della trajettoria descritta da 0):

dé do ,  tseno
&—G-d—s-——[l-{-(tcom)-— ]cos

« +

tsen o
sl,

v

tCosS »
p

[essendo (cos a, cos f, cosy), (cos 2, cosp, cosv), (cosl, cosm, cosn) i coseni
direttivi della tangente, della normale principale e della binormale di L, ed
il raggio di torsione].

Si hanno dunque le due equazioni differenziali :

- [(t sen )’ + ]cos A — ecc.

{sen o tCOSw_

(fcos ) — . +1=0, (fsenw) + " =0,
le quali si riducono alle (1) col porre:
tcosw=—H, tsenw=T. . @)

Potendosi qui riguardare le H, T come funzioni note di s, 1'elimina-
zione di questa variabile conduce ad una relazione nota:

F(t, w)=0, 3)
fra t e w.
Siccome poi le (2) danno:
do H? TY
%z_HurTz(E)’ @

si deduce immediatamente che, durante 1l movimento del triedro nello spazio,
il punto O deve spostarsi, nel piano osculatore di L, sulla curva rappresen-

tata in coordinate polari dall’equazione (3) in modo che il rapporto Z—;—) della

velocitd di rotazione attorno ai punti di L alla velocita di traslazione del
vertice del triedro sulla I, abbia, in ogni istante, il valore (4).

E poi evidente che se al punto O viene collegata rigidamente una curva
arbitraria C' posta mel piano osculatore di L e si fa in modo che, durante
il movimento del triedro, i suoi punti descrivano delle trajettorie eguali a
quella descritta dal punto O, essa genera una superficie modanata avente
questa curva per profilo.

Osservazione. Siccome le formole precedenti non contengono il raggio di
torsione di L, si conclude che, durante il movimento del triedro, si pud far
subire alla curva L qualunque deformazione che non alteri né I'arco, né il
suo raggio di curvatura.
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La linea L, i cui raggi di curvatura e di torsione p,, #, sono legati
dalla relazione:
cotOJi—i”
pe=ae y
(con a e 9 costanti), e che si presenta in varie questioni geometriche, ha
molte proprietd caratteristiche notevoli.

., Cosi ad esempio: il raggio della sfera osculatrice & proporzionale al
raggio del cerchio osculatore; i piani osculatori segano la sfera osculatrice
sotto angolo costante; la distanza fra due tangenti consecutive di L, & pro-
porzionale alla distanza fra i due cerchi osculatori consecutivi corrispondenti
della linea piana /, che si ottiene distendendo sopra un piano la sviluppabile
osculatrice di L,, ecc, ecc.

Della linea L, si pud dare una facile costruzione geometrica.
Infatti, notando che:

dpz
Te E=cot6‘og,

per gli elementi p, 7, s relativi al luogo L dei centri delle sfere osculatrici
di L,, si hanno le formole:

pe P ds pe
P = ) = ) _"—':—?’
sentf resentf ds: resen’i

le quali riducono la precedente all’altra:

% = cot 7,
d’onde :
p=cots.s, (9)

(potendosi mettere a zero la costante arbitraria, senza nuocere alla generalita).
Si ha in questo caso:

= (6)

T=p, =g.8enfcosd
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Notando quindi che la linea_L di cui il raggio di curvatura & (5) pud
rappresentarsi colle equazioni:

Sy -
[T

.')9=f-senq>(s>‘).cosL sen ¢ (5) -dsdds,
- t_—_’6 '_' - —
VTS

y=jsen7o(s).sen_ TTYIO) -dsjds,

z=Jc0s§o(s)ds,
[essendo ¢ (s) una funzione arbitraria di s], si comprende come, partendo da
queste, si pud, col sussidio delle (6), giungere alla costruzione dell’intera fa-

miglia di curve L.

Parma, settemhre 1900.
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Sulle varieta algebriche a tre dimensioni
costituite da una semplice infinita di
pilani.

(Di Carro Pacriavo, a Torino.)

Una nota a pié di pagina nel § 22 dell’ Introduzione alla geometria
sopra un ente algebrico semplicemente infinito, del prof. Seere (*), dd la ra-
gione di questo Javoro. In quel paragrafo vi & una proposizione generale
riguardante le varietd costituite da semplici infinita di spazi aventi un or-
dine ed un genere qualsivogliano; e la nota detta, mentre accenna ai risul-
tati ottenuti nei casi particolari in cui si tratti di rigate (**) oppure di va-
rietd razionali semplicemente infinite di piani (¥**), rileva come con quegli
stessi metodi si possa procedere alla risoluzione delle quistioni analoghe, re-
lative a varietd semplicemente infinite di piani, di genere qualunque, anche
se stiano mnello spazio ordinario. Ed & appunto cid che mi sono proposto di
fare: di determinare sulle varietd di piani semplicemente infinite le rigate e
le curve direttrici (****) e di trovarne 'ordine minimo. Ho dovuto anch’io
(come vien fatto nei lavori citati) distinguere le varietd in speciali e mnon
speciali e le ricerche accennate riguardano le ultime; delle prime si ottengono
solo poche proprieta.

(*) Annali di Matematica, (2), 22, 1894.
(¥*) SearE, Recherches générales sur les courbes el les surfaces réglées alyébriyues,
(Le Partie: Math. Ann., 30, 1887, — 2.° Partie: Math. Ann., 34, 1889).
(¥*¥*) SEerE, Sulle varietd normali a tre dimensioni composte di serie semplicemente
infinite razionali di piani, (Atti della R. Acc. di Torino, 21, 1885).
(*¥*¥*¥) Cioé tali che in ogni piano della varietd abbiano risp. una sola generatrice,
od un solo punto.

Annali di Matemalica, Serie III, tomo V. 11
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78 Pagliano: Sulle varieta algebriche a tre dimensioni

§ 1. Spazi NorMALI
DELLE VARIETA ALGEBRICHE SEMPLICEMENTE INFINITE DI PIANI (¥).

1. Quando su di una varietd algebrica S, — F,., (costituita ciod da
una semplice infinitd di spazi S,) di ordine » e del genere p si considera
una curva y% (cio¢ di ordine » e del genere =) la quale incontri ogni S,
generatore in un gruppo di » 4+ 1 punti linearmente indipendenti, allora fra
1 numeri 7, n, p, v, = sussiste la relazione :

v—n=n—@+1)p4r;
questa, per r =2 diventa:
v—r=n—3p+ 2

e riguarda una S, — I, ossia una varietd costituita da una semplice infinita
di piani. Dovendo nel seguito occuparci solo di tali varieta le indicheremo
brevemente col simbolo V) (dove n denota l'ordine e p il genere della
varieta).

E noto che una curva 37, la quale appartenga ad uno spazio di dimen-
sione <v—m si pud sempre considerare come proiezione di un’altra dello
stesso genere appartenente ad un S,.z o ad uno spazio di maggior dimen-
sione; di qui e dall'ultima eguaglianza vista si ricava che una V di ge-
nere p e di ordine » >3 p pud sempre essere ottenuta come proiezione di
un’altra dello stesso ordine e dello stesso genere appartenente ad un
[# — 3 p-42] (**) o ad uno spazio di maggior dimensione. Conservando la
convenzione di dire normale per un dato spazio una varieta che non si
possa ottenere come proiezione di un’altra dello stesso ordine appartenente
ad uno spazio di dimensione maggiore del suo, avremo che le V7 sono nor-
mali per ispazi di dimensione =n — 3 p 4+ 2. Diremo speciale una ¥, quando
sia normale per uno spazio di dimensione >n—3p 4 2; non speciale in-
vece quando il suo spazio normale & precisamente un [ — 3 p + 2]. Sapendo

(*) Cfr. ad es.: SeerE, Introduzione..., citata, n.° 91.

(¥*) Useremo di preferénza in tutto il seguito questo simbolo invece dell’altro:
Su—3p42, ogni volta che la dimensione dello spazio sia data da un’espressione un
po’ lunga.
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poi che una curva di ordine v e del genere = & detta speciale o non spe-
ciale secondo che il suo spazio normale & un S,.r oppure uno spazio di
maggior dimensione, segue ancora che le curve situate su una V7 ed aventi
in ogni suo piano generatore una terna di punti non allineati sono tutte spe-
ciall ge la varietd & speciale, tutte non speciali se la varietd & non speciale.
Per le varietad non speciali dev'essere evidentemente »— 3 p -} 2=3 ossia
n=3p-+1; se invece ¢ n<<3p-+1 non si potranno avere che varietd
speciali.

§ II. VARIETA OTTENIBILI MEDIANTE CURVE
OPPURE MEDIANTE CURVE E RIGATE IN CORRISPONDENZA BIUNIVOCA.

2. (tiova considerare un modo particolare di ottenere delle ¥V me-
diante tre curve algebriche riferite fra loro in corrispondenza biunivoca.

Siano percido g7, o™, ¢m" tre curve degli ordini m, m', m" e dello stesso
genere p, riferite fra loro in corrispondenza univoca. Se le curve sono date
in posizione generica i piani passanti per le terne di punti omologhi gene-
rano una V', dove n=1m - m’ 4 m'" (*). Supponiamo poi che quelle curve
si possano ottenere come proiezione di tre altre rispettivamente del medesimo
ordine immerse negli spazi Sy, Sp, Sp+ indipendenti fra di loro; infine sia
Sz lo spazio a cui appartengono complessivamente le curve date (e quindi
lo spazio a cui appartenga la V=)

Vogliamo provare che se d<<h-+% + 1" 42 la V7 si pud ottenere
come proiezione di una varietd V', dello stesso ordine e appartenente ad
un [+ B 41"+ 2]. '

Infatti proiettando una delle &, ad es. ¢”, da un S, I'Se-cono risul-
tante, in virtd dell’ipotesi fatta, sard proiezione di un altro S,-cono del me-
desimo ordine e appartenente ad un [¢ + & 1] (**) e godrd della proprieta
(evidente per quest'ultimo cono' che per A+ 1 suoi punti arbitrari linear-

(*) Risultato gia noto. D’altra parte si pud averlo facilmente proiettando le curve da
un Sg—3 su un piano; Pordine cercato sara dato allora dal numero delle terne di punti
omologhi allineati delle curve proiezioni; si ricorre percid ad una corrispondenza alge-
brica .che si pone facilmente su una di queste ultime curve e si ottiene appunto
n=m -+ m' -+ m".

(**) Secre, Recherches générales, ece...., 1.° Partie, n.° 10.
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mente indipendenti passa una sua curva direttrice di ordine m. Cid posto si
proiettino le tre curve ¢ da un [k 4 7'+ 1" —d - 1] indipendente dall’'Sg
e sui tre coni proiettanti si prendano rispettivamente & 41, ' -1, A" + 1,
punti arbitrari che tutti insieme siano linearmente indipendenti; per quei tre
gruppi di punti passano ordinatamente tre curve degli ordini m, m', m" ri-
ferite prospettivamente alle curve primitive e quindi proiettivamente fra loro;
esse determinano una V' di ordine n immersa in un [+ A + 1" 4+ 2] la
quale ha come proiezione la V™ di S;.

Se gli spazi Sy, Sp, Spr sono quelli normali per le 4, lo spazio
[+ k" k" + 2] sard pure normale per la V= Se poi le curve sono non
speciali i loro spazi normali avendo la dimensione m—p, m' — p, m" —p
la varietd con esse ottenuta apparterrd ad un

[m+ m" +m" —3p+2],

ossia, avendo posto n = m -+ m' 4 m”’, ad un [n — 3 p 4 2], ma non a spazio
di maggior dimensione; vale a dire che la ¥” non pud essere speciale. Se
invece una delle curve & speciale sard tale anche la varietd; percid una va-
riett semplicemente infinita di piani, che possa generarsi coi piani congiun-
genti le terne di punti omologht di tre curve riferite fra loro biunivocamente,
senza punti uniti, é speciale se una almeno di esse & speciale, non speciule
se sono tutte e tre non speciali,

Se invece consideriamo una rigata di ordine m le cui generatrici siano
riferite biunivocamente ai punti di una curva di ordine ', i piani passanti
per le coppie di elementi omologhi generano una V™+7 (se la rigata ¢ la
curva non abbiano elementi omologhi appartenentisi), e con un ragionamento
analogo al precedente si ricava che una varietd semplicemente infinita di
piani, la quale possa generarsi cot piani congiungenti gli elementi omologhi
di una rigata e di una curva riferite fra loro biunivocamente (senza ele-
menti omologhi appartenentisi) é speciale se una almeno delle due forme é
speciale; non speciale se nessuna di esse & speciale.

3. Vediamo invece se, partendo dall’ipotesi che su una V™ esista
una rigata F'm direttrice, si possa trovare (con qualche condizione) una
curva di ordine » — m, pure direttrice, che insieme con la rigata serva a
costruire la varieta.

Per maggior generalitd la V' appartenga ad un [n —p—4+2] e la
sua rigata direttrice F'™ ad un Sp; una sezione iperpiana generica della
varietd ci di una sua rigata direttrice d’ordine #, F'» contenente una curva
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direttrice di ordine s di un [k — 1], intersezioni della F'» e del suo Sy
con liperpiano. Quando sia soddisfatta la condizione :

n=mh+i—m-41)4+2p—1, (1)

sappiamo (*) di poter trovare su quella I'* una curva direttrice di ordine
n—m e allora la varietd potremo costruirla con la detta curva e con la
rigata F'™,

Se poi rammentiamo che una curva di ordine n —m e del genere p
pud sempre essere ottenuta come proiezione di un’altra dello stesso ordine e
dello stesso genere appartenente almeno ad un [n—m —p] (a spazio di
maggior dimensione se & speciale) da cid che precede e dal n.° 2 si ha
questa nuova conseguenza che:

Se una variets V, immersa in un [n—p—i 4 2] possiede una rigata
direttrice dv ordine m appartenente ad un Sy, e la disegnuglianza (1) é sod-
disfatta insieme con la m<h+¢—1 (**), la varietd pud sempre aversi
come proiezione di un’altra dello slesso ordine appartenente ad un

[n—m —p+h—1]

- (od a spazio maggiore) e avente ancora una rigate direttrice di ordine m
di un Sp; e sarda proiezione di una varieta appartenente a spazio di mag-
gior dimensione che non quello detto, se la rigata sia essa medesima proie-
zione di un'altra di equale ordine appartenente ad uno spazio di¢ dimen-
stone > .

Similmente partendo dall’esistenza di una curva direttrice d’ordine m,
di Sp, posta su una V" di [n—p 74 2] si pud facilmente trovare la
condizione percheé esista anche una rigata di ordine n— m che insieme con
la curva permetta di costruire la varietd; il che non istaremo a fare poiche
nel seguito ci ha da servire solo quel primo risultato ora ottenuto.

4. Avendosi sopra una V* di un [n—p—i-+ 2] una rigata diret-
trice di ordine m di Sp(h=n —p—7< 1), per un valore di » abbastanza
grande rispetto agli altri dati si pud porre una restrizione al valore di %: e
precisamente se :

n=2p+2i4+2h—m—1 (1)

si dovrd avere h>=m — ¢4 1.

(*) Vedi SrerE, Recherches générales..., citato, 2.° Partie, n.° 9.
(¥¥) Questa restrizione proviene da cio che per quello che segue nell’enunciato dovra
aversin—p—i+2<n—m—p + h — 1, ossia appunto m<<h—+4i—1.
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Infatti gli iperpiani passanti per I'S, segano la varieta in una serie li-
neare di gruppi di n—m piani e sulla varieta si possono prendere
n~—p—1i—h -1 piani arbitrari come elementi di un gruppo, poiché per
essi e per I'S, passa un iperpiano determinato; la serie & certamente spe-
ciale se:

n—p—i—h+1>n—m—p ossia se h<m—i-1;

in tale ipotesi per un noto teorema (corollario del teorema di Riemanx-Rocn)
sard: w —m =2 (n—p—i— h- 1), contrariamente alla (I).

Il teorema vale pure se invece della (I) si pone n=m + 2 p — 1; infatti
se insieme con questa potesse sussistere anche la relazione m>h 47— 1
da esse si dedurrebbe n=2p 424427 —m—1, la quale non pud esi-
stere con la A <<m—1i + I.

§ III. VarieTa V COME PROIEZIONE DI ALTRE DI ORDINE MAGGIORE.

5. Presa una ¥V, non speciale appartenente ad S; si fissino [ rette
(dove ! & un numero comunque grande) su ! suoi piani generatori diversi;
si vuol provare che la varieta data pud sempre considerarsi come proiezione
di un’altra, che indicheremo con V', di ordine n +4 [, appartenente ad un
Sai1, da I suoi punti, in modo che le immagini dei piani generatori uscenti
da questi punti siano quelle rette fissate sopra la V.

Anzitutto proveremo che una V’, non speciale si pud sempre ritetiere
come la proiezione di una ¥+l da [ suoi punti; cid fatto vedremo di sod-
disfare anche all’altra condizione.

Prendiamo percid sulla P di Sz una qualunque 3}, (*), la quale, non
essendo speciale (V. n.° 1), potrd considerarsi in infinite maniere come pro-
iezione di una y”%*" di Sz, da I suoi punti in modo che questi si proiettino
in altrettanti punti fissati prima ad arbitrio su 3% (**).

(*) Per brevita in tutte le considerazioni di questo numero riserveremo la lettera y
ad indicare quelle curve della varietd cle incontrano ogni suo piano generatore in una
terna di punti non allineati,

(**) Seere, Introduzione alla geometria..., citato, n.° 86,
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Snlla nuova 7' si otterrd una involuzione di terne di punti avente per

immagine quella esistente su y; e la serie di piani passanti per quelle terne
costituisce una V' di ordine n - I (per la relazione v 4! —n=n-1—3p-}2
che pel n.° 1 deve intercedere) la quale proiettata da quei medesimi I punti
dd come immagine la V™ Se P’, & uno dei centri di proiezione che sulla '
faccia terna coi punti P’,, P, le loro immagini P,, P,, P; sulla y (ossia
sulla V') staranno in un certo piano generatore « della 7 stessa; e il piano
della V' uscente da P’, e I'S, tangente ad essa in questo punto hanno come
immagini sulla V rispettivamente la retta P, P, e il piano 4 contenente la
medesima. Analogamente si dica di ciascuno dei rimanenti /— 1 centri di
proiezione. E allora vediamo che la proposizione posta in principio risulte-
rebbe dimostrata ove la coppia di punti P,, P; e le analoghe si fussero fis-
sate fin da principio ad arbitrio sulla V, ossia se quella 7%, da cui siamo
partiti si fosse obbligata a passare per tutti i punti detti. Ci riduciamo cosi
a provare che fissate ! coppie di punti (I grande a piacere) in altrettanti
piani generatori di una V', per essi si pud sempre far passare una y (*).

Percid si pensi la data V' di Sg come proiezione di una V'»i# di S,
dove d'=d -4« (i1 che abbiamo visto di poter sempre fare); ei riserve-
remo di prendere 2 grande ad arbitrio. Su V' potremo ottenere delle curve y
scgandola con varieta M3 _, (ciod di terzo ordine e della dimensione d' — 2)
alle quali si potrda imporre un numero di condizioni crescente con d’, ossia
con z, che & arbitrario.

Un modo di veder cid possiamo averlo prendendo come M3 _, l'ulteriore
intersezione di due Mj_, aventi in comnne un S;_, fisso (*¥); se le rappre-
sentiamo analiticamente con

x1A4+x2A2:0 e x;B"!‘ngQ:O

dove le A e le B sono forme lineari nelle coordinate z,, ,,...

lo spazio da togliere, comune alle due forme, ¢ z, =z, =0.
Ognuna delle equazioni contiene 2d' costanti non omogenee; potremo

adunque fissare 2d' — 1 punti di V' ed obbligare entrambe le M3, a conte-

, Xary, allora

(*) Anzi ci basterebbe anche di meno: cioé obbligare una y ad avere la retta I I’
e le analoghe come corde.
(**) La curva cosi ottenuta non avra in generale terne di punti allineati, poiché tra
i piani di 7’ solo un numero finito sono tangenti a una delle M23_; e questi in gene-
] 1
rale non sono tangenti all’altra; percio in generale non vi sura nessun piano di ¥’/ con-
g=] ? o
tenente una retta comune alle due M25_g.
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nerli. Tra questi prenderemo pure i d — d centri di proiezione affinche per la
proiezione della y sulla V" accada lo stesso fatto che per la y oggettiva di V';
vi manchino ciod le terne di punti allineati.

Potremo dunque prendere 2d' — 1 — (d' — d)=d' + d—1 punti ad ar-
bitrio; noi li sceglieremo sulla ¥ anzichd sulla V' ed assumeremo di poi in
quest’ultima i loro corrispondenti; per questi e pei centri di proiezione fa-
cendo passare la Mj_; otterremo una y la cui proiezione su ¥V & ancora una y,
e passa inoltre pei d' 4+ d—1 punti fissati ad arbitrio. Ora prendendo d’ ab-
bastanza grande possiamo rendere d'-4d— 1 grande a piacere; onde su
una V' potremo fissare come corde di una y quante si vogliono rette; se !
& il loro numero basterd poi considerare gli ! punti della curva fuori delle
dette corde ma giacenti con esse negli stessi piani generatori e riguardare
infine la y come proiezione di una y' (e cid si pud in infiniti modi) in guisa
che gli I centri di proiezione abbiano per immagini quegli I punti di V;
sulla 7' avremo allora ‘una involuzione di terne di punti ed i piani che le
contengono costituiranno una ¥’ che soddisfa alle condizioni espresse in prin-
cipio del numero. Adunque:

Una V* non speciale, appartenente ad Sg, si pud sempre considerare
in infinite maniere come proiezione di una V™l fatta da | suor punti in
modo che ¢ piani generatori uscenti da questi punti abbiano come proiezion:
sulla V alirettante rette fissate su di essa ad arbitrio in altrettanti suoi
piani generatori.

6. Riguardiamo una data V non speciale, di ordine n, come proie-
zione di una V' di ordine n - nel modo visto al numero precedente, e
siano P', P',,..., P i centri di proiezione, «'y, «’s,..., @'y 1 piani genera-
tori della V' uscenti da essi e a,, &,,..., a; le loro rette immagini sulla V.
Consideriamo poi uno dei centri di proiezione, ad es. P, e diciamo 1T, lo
spazio S, tangente alla V' in P’;; per modo che IT’, conterrd «,.

Sulla ¥ I'immagine di II', viene ad essere un certo piano =, contenente
la retta @,, immagine di «',. Ora una rigata F", direttrice della V', la quale
passi per P’,, avrd in questo punto un piano tangente giacente in ', e di-
verso in generale da «',, epperd la sua proiezione I’ su V avrd in 7, una
generatrice diversa in generale da a,. Ma se la rigata I'' non passa per P’,
la sua generatrice situata in «', ha per proiezione la retta @, che sara la
generatrice di F' su =,.

Se adunque sulla V' la rigata I non contiene nessuno dei centri di
proiezione, la sua proiezione su V sard una rigata F, pure direttrice, avente
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lo stesso ordine della F’ e passante a.,..., a;; e viceversa una rigata di-
rettrice di ¥ passante per le rette a,,. ., a; sard proiezione di una rigata
(direttrice di V') del medesimo ordine, non contenente alcuno dei centri di
proiezione. E pil in generale: se la rigata F" contiene i centri P, P's,...
(che possono essere anche tutti i centri di proiezione), le immagini delle ge-
neratrici che ne escono sono punti situati risp. sulle rette a,, a,,... nel mentre
Pordine della rigata F' viene abbassato di tante unitd quanti sono quei centri
per cui passa la F''. K viceversa: una rigata F'™ direttrice di V, che passi
per ¢t fra le [ rette e precisamente per le a,as... e non per le rimanenti
I —1, le quali siano le ay, @i,... sard proiezione di una rigata direttrice di V7,
di ordine m 4 ! —¢, che contiene i centri P', P';... e non P’, P's...

Analogamente se una curva direttrice’ di ¥V’ passa per un centro di proie-
zione, ad es. per P',, la sua immagine incontrerd «, in un punto situato in
generale fuori di a,; percid se la curva direttrice passa per ¢ fra gli I centri,
la sua proiezione ha l'ordine abbassato di ¢ unitd e non incontra le imma-
gini dei piani passanti per quei ¢ centri mentre incontra tutte le altre. E
viceversa, una curva di ordine p, direttrice di ¥, che incontri ¢’ delle rette
@, 4yy..., a; € non incontri le rimanenti in numero di /— ¢, sard proiezione
di -un’altra d’ordine p 4 7 — ¢, contenente tutti quei centri di proiezione dai
quali escono i piani aventi quelle { — ¢ rette come immagini.

Queste osservazioni ci torneranno utili nella determinazione delle curve
e delle rigate direttrici di una ¥ non speciale.

7. Vediamo intanto di applicare alcuni risultati dei numeri pre-
cedenti.

Abbiasi una 7? non speciale (che possiamo supporre nel suo spazio
normale [#—3p -+ 2]) e su di essa una rigata direttrice '™ di S,; dico
che non pud essere h>m — 2 p - 1. Infatti pei ni 5 e 6 potremo consi-
derare la data varieth come proiezione di un’altra, V' (n' > n) appartenente
ad un [n' — 3 p--2] ed avente ancora una rigata direttrice di ordine m di
un Sp; prendendo #n' abbastanza grande sard possibile soddisfare alla condi-
zione del n.° 3 (posto ¢=2p) e quindi si potranno trovare certamente sulla
V' anche delle curve di ordine n — m, direttrici. Se ora supponiamo che la
rigata ' appartenga a spazio di dimensione A>m —2p -+ 1 oppure sia
proiezione di un’altra appartenente a tale spazio (ed in questo caso porte-
remo le nostre considerazioni su una nuova varietd di ordine »', di cui la
V7 sia proiezione, e sulla quale la rigata direttrice di ordine m appartenga
precisamente ad uno spazio di dimensione %), essendo cosi verificata in ogni
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easo anche la relazione m <<h--7—1 (i=2p) dello stesso n.° 3, ne viene
che la V" risulta proiezione di un’altra del medesimo ordine appartenente
ad uno spazio di dimensione #'—m —p-+k 41 e eiod >n' —3p+2, ¢
che quindi & speciale, mentre la sua proiezione ¥ non & speoiale; questo
& assurdo e percid abbiamo che

a) Una V™ non speciale non pud contenere una rigata direttrice spe-
ciale.

D’altra parte una rigata non speeciale non pud contenere una curva di-
rettrice speciale (*) e quindi:

by Una V mon speciale mon pud contenere una curva direttrice spe-
ciale.

Se ritorniamo al n.° 4 e consideriamo una V* di [ — 3 p + 2], (essen-
dosi posto ¢=2p nella formola alla fine del citato numero) si vede che se
m=n—2p+1 dev'essere h=m — 2p -+ 1, tanto se la varietd sia o non
sia speciale; se ora teniamo conto anche della proposizione a) sopra enunciata
dovremo ritenere per kb precisamente il valore m — 2 p 4 t; adunque:

Ogni rigata direttrice di ordine =n—2p -+ 1 di una V, normale non

by

speciale & una rigata normale non speciale.

§ 1IV. DETERMINAZIONE DELLE RIGATE DIRETTRICH Dk UNA V.
RIGATE DIRETTRICI DEL MINIMO ORDINE.

8. Facciamo dapprima 'ipotesi che date su una V™, del genere p e
non speciale, z rette arbitrarie su piani generatori diversi risultino determi-
nate delle rigate direttrici di un certo ordine ¢. Consideriamo (n.° 5) la V'»
come la proiezione di una V7% fatta da x suoi punti in modo che i piani
uscenti da essi abbiano per immagini sulla 7» le 2 rette prese ad arbitrio.
Se la V™ la supponiamo nel suo spazio normale, ossia in un [n —3p + 2],
anche Ja V7+2 sard normale e quindi in un [n 42— 3p--2]. Allora le F'
direttrici della V™ ¢ passanti per le « rette fissate saranno le proiezioni (n.” 6)
di tutte le rigate direttrici del medesimo ordine o, giacenti sulla V7t; su
questa le F'° sono adunque in numero finito e apparterranno a deglt

(*) Suare, Recherches. générales ..., citato, 2.° Partie, n.° 10.
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[+— 2p+1] se:
o—2p+tl=nH2x—3p+1, ossiase o=n-t+xr—)p,
e inoltre (n.° 7, ultima proposizione), se
o=n+xr—2p+1.

Per quegli spazi [¢ —2 p--1] e per n 42 — o — p punti arbitrari dello
spazio [n + 2 — 3 p 4- 2] passano degli iperpiani ben determinati i quali do-
vranno contenere ancora # - — o piani generatori della V2+2; vale a dire,
fissati ad arbitrio # 2 — ¢ —p punti nello spazio [n -2 — 3 p 2], vi-
sulta determinato un numero finito di iperpiani se si impone loro le condi-
zioni di contenere 1 detti punti e ancora m 4-z — o piani generatori della
varietd; ¢id deve equivalere in tutto a n 2 — 3 p 4 2 condizioni, quante
appunto occorrono a determinare un iperpiano; dovrd sussistere percid in ge-
nerale la relazione:

ndr—c—p—2ntr—e)=nt+r—3p-+2
da cui
2z=3¢—2n—2p+42

che ei da per ¢ la condizione:

s=2tp=D ()
3
e per le due restrizioni di sopra:
c=4p—2 e ox=b6p—+4 (£)

delle quali, per p >0, la seconda include la prima. La formola trovata esige
poi che ¢ sia pari.

9. Ed ora supponiamo che le rigate direttrici di ordine dato p, qua-
lunque, di una ¥ non speciale e del genere p siano oo¥; presi y punti ar-
bitrari P, P,... P, in piani generatori distinti, che diremo a, a;...&,, pei
detti punti passeranno delle F¢ direttrici in numero finito. Si riguardi la ¥V'»
come proiezione di una V”**¥ in guisa che le immagini dei piani generatori
che escono dai eentri di proiezione siano y rette di 7 prese nei fasei (P)),
(Pa)yevey (Py) dei piani a,, as,..sy ay3 € converrd, per la validita del ragio-
namento, sceglierle in modo da non coincidere con nessuna delle generatrici
delle F'? uscenti da quei medesimi punti. Allora dalle considerazioni del

o

n." 6 segue che le rigate direttrici di V7, d’ordine p e passanti per P,
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P,,..., P, sono le proiezioni di futte le rigate direttrici di ordine p + y
delle V»1¥ passanti per y rette assegnate di quest’ultima (cio¢ quelle uscenti
dai centri di proiezione e che hanno come immagini i punti Py, P,,..., P).
Possiamo adunque applicare il risultato del numero precedente a queste 77+
di Vn+y, determinate dal passaggio per y rette, ed avremo:

2y=3(p+y)—2(n+y)—2p+2
ossia
Yy=3p—2n—2p+4 2,

la quale fornisce ancora per p la restrizione («) del numero precedente. Dun-
que: Le rigate direttrici di ordine p = 3 (n+p—1) di una V" non spe-

ciale del genere p costituiscono un sistema di dimensione 3p — 2n—2p -2
quando questa si riduce a zero, od a wuno, oppure a due, si ha per p il mi-
nimo valore, onde, in generale, una V™ non speciule del genere p possiede
2n 4 2p—2

un numero finito di rigate di ordine z

s oppure una semplice infi-

2n4-2p—1

3 s oppure una doppiq infinite di rigate

nite di rigate di ordine

s secondo quello dei tre numeri che é intero.

di ordine @

La varietd pud tuttavia possedere eccezionalmente una rigata di ordine
minore del numero trovato.

§ V. SuLL'INDICE DEL SISTEMA DI RIGATE DIRETTRICI DI UN DATO ORDINE
DI UNA V'™ NON SPECIALE.

10. Consideriamo su una ¥V le rigate direttrici di ordine p - 1 de-
terminate (n.° 9) dal passaggio per 3 (p 4 1) —2n— 2 p - 2 punti arbitrari;
il numero di esse (ossia 'indice del sistema) non cambia se tre dei punti
sono presi in uno stesso piano generatore; di conseguenza le rigate si scom-
pongono in quel piano e nelle rigate di ordine p che passano pei rimanenti
3p—2n—2p+ 2 punti. Perd quando vi sia una rigata minima eccezio-
nale bisognerd prendere questi punti fuori di essa e inoltre i piani della va-
rieta in numero di 3p—2n —2p 4 2 passanti per i detti punti non deb-
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bano con la rigata eccezionale formare un complesso di ordine p, bensi mag-
giore; sicche dicendo m: l'ordine della rigata eccezionale si deve avere:

m--3p—2n—2p-+2>p,
ossia:

2p=2n+4+2p—m —1 e percid basta che: pan—l—p——’g—- ()

Se nel caso che esista una rigata minima eccezionale di ordine m con-
. . . . o . . . ue . .
sideriamo solo le rigate direttrici di ordine =n4p— Pindice delle

rigate di ordine p & uguale a quello delle rigate di ordine p 1. Quell’'in-
2n+2p —2 ,
3
questo numero & intero ed inoltre non vi sia rigata minima eccezionale.
Infine proiettando la ¥ di [n —3p+ 2] suun S, da » — 3 p— 3 suni
punti ottengo una V'*P+* mentre I'indice in discorso non cambia; esso non
dipende adunque che da p; purché esistendo una rigata minima eccezionale
di ordine m ci limitiamo a considerare solo quelle rigate il cui ordine &
=ntp— -

11. Si potrebbe tentare la ricerca di questo indice. Supponendo di
aver determinato su V™ delle F'* di [7 —2p 1] dando = rette arbitrarie
(laonde, come risulta dal n.° 8, sara o pari), ponendo ¢=27r, poichd
2r=30—2n—2p+2si avwd: =37 —n—p+ 1. Consideriamo poi
(n.° 8) la ¥ come proiezione di una V% di [n 4« — 3 p 4 2]; proiettando
da n + 2 — o — p (¥) punti arbitrari su un [¢ — 2 p 4 2] ottengo una V3 p+t
~ di questo spazio, contenente ancora delle F'* in numero finito appartenenti
a degli iperpiani 1 quali devono contenere ulteriormente » —p -1 piani
della varieta. Se poniamo per comoditd » —p -} 1 =, il problema dell’in-
dice si riduce a quello di trovare il numero degli S,,-, di un S,., i quali
contengono s piani di una ¥V (m=3s4-2p —2). (V. n.° 21.)

dice & poi eguale anche al numero delle rigate di ordine se

(¥) Dev’essere perd n + o — o —p=0; ora nel n.°8 si é posta la restrizione:
c=n+ao—2p 41,

da cui si ha n+ 2 =06 +2p—1; epperd (qualunque sia p, purché >0) sara anche:

nt @ - —p=0,
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Osservazione. Si sono poste al n.° 8 le restrizioni (8), ma tuttavia val-
gono gli ultimi risultati anche se non siano soddisfatte; invero noi potremo
sempre considerare le F¢ direttrici di una V» come proiezioni delle F'7+! di-
rettrici di una ¥+l e se la (y) del n.° 10 e la () del n.° 8 sono soddi-
sfatte, lo saranno pure le analoghe per la ¥+l qualunque sia /; se poi
prendiamo [ abbastanza grande si potranno rendere soddisfatte anche le ()

del n.° 9 e applicando alle F°t! le proposizioni viste, esse avranno pure luogo
per la Fe° di V'~

§ VI. DETERMINAZIONE DELLE CURVE DIREITRICI DI UNA V7.
CURVE DIRETTRICI MINIME.

12. Consideriamo una V' non speciale e di pit normale (il che si
pud sempre supporre) la quale contenga una curva direttrice C™ apparte-
nente ad Sp; dico che quando siano verificate le diseguaglianze:

n=2p 4 2t ®

n=6p+m—2 Iy

dev’essere h=m — p, e quindi la C™ & essa pure normale.

Intanto & certo A = m — p perché la C non pud essere speciale (n.° 7,
proposizione b); dimostreremo che ha luogo il segno di uguaglianza. A tal
fine per I'S, e per 2 p—1 coppie di punti presi in 2p—1 piani genera-
tori diversi della varietd facciamo passare un iperpiano; cid & possibile per
Vipotesi fatta (II). Quell'iperpiano seghera la ¥ in una rigata composta di
un certo numero =2p—1 di piani e di una F™ residua, irriducibile, per
la quale &

m=n—2p-41.

Grazie a questa relazione la rigata F'™ & certo normale (n.° 7) e quindi
appartiene ad un [m — 2 p -+ 1]; essa contiene poi la C» di S, Ora si @
dimostrato (n.i 8 e 9) che per una V) generale non speciale, con una F'=
direttrice, &:

3m'=2n+4+2p—2.
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Se questa si somma con la (I), ciod con:

2n=4p+3m+45
e con

6m—6p=6h
si ha:

2m' =12p+6h—3m+3, osia m=4p+2h—m+ 1.

Di qui deriva, applicando alla ¥ di [m' ~ 2 p 4 1] il risultato del la-
vore sotto citato (*), che m =h + p; adunque ha luogo il segno =.

Cid posto veniamo ora a determinare le curve direttrici di una V=, e
precisamente, supponiamo che su una V* del genere p, non speciale e nor-
male, le curve direttrici di un date ordine, p, siano oo?; se fissiamo z rette
@iy Gzy Usy..., 0, su altrettanti piani generatori esse verranno incontrate da
un numero finito di quelle curve. Si riguardi poi la ¥ come proiezione di
una ¥7+# (che sard pure normale e quindi di [#n -+ 2— 3 p - 2]) per modo
che le immagini dei piani uscenti dai centri di proiezione siano le rette a,,
Ayyeeny @5 €10 si pud sempre (n.° 5). Le curve direttrici di ordine p della V7,
incontranti quelle 2 rette saranno proiezioni (n.° 6) di tutte le eurve diret-
trici di ordine p esistenti sulla ¥'”+2. Queste curve saranno poi normali, ossia
apparterranno a spazi [p—p] se p—p=n--2—3p ossia se p=n-+2—2p
e inoltre (v. prineipio di questo numero), se:

n-h—z_>_2p+?"u';_5 e n-fez=6p-tpu—2.

Per questi [ — p} contenenti le eurve e per » — u— 2 p -}z punti generici
passano degli [#-}-2— 3 p] determinati i quali devono contenere ulterior-
mente n 4 2 - u rette della varietd; ed un [ 42 —3 p] deve risultare de-
terminato in un numero finito di modi se debba passare per n +2 —p —2p
punti fissati e contenere n -2 — p rette non date della V=+#; tutto cid deve
equivalere a 2 (n 4+ 2 — 3 p + 1) condizioni, quante appunto occorrono a de-
terminare un [n--2 — 3 p]. Avremo cosi:

2(4e—p—2p)Fntr—p=20@+z—3p+1),
ossia:
z2=3p—n—2p+2

(*) SeerE, Recherches générales..., citato, 2.° Partie, n.° 7.
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la quale ci da HE’LQ?’P;Q e per le restrizioni poste sopra fornisce:
p=2p—1, péspjl e p=4p—2

Dunque: Su una ¥ non speciale, di genere p, le curve direttrici di un dato ordine
n+42p—2 '

) ,

Quando la dimensione si riduce a zero o ad uno o a due si ha per p il valore

minimo. Percid una ¥ non speciale contiene un numero finito di curve diret-

n-t+2p—2 n-t+2p—1

T =

@ (dove = formano un sistema di dimensione 3p—n—2p-4-2.

trici di ordine

oppure oo' curve direttrici di ordine

n-42p
-3

oppure oo® curve direttrici di ordine » secondo quello dei tre numeri

che & intero. :

Tuttavia la varietd pud possedere curve minime eccezionali, cioé di or-
dine minore di quello ora trovato.

I’ osservazione fatta alla fine del n.° 11 si pud ripetere relativamente a
questo n. 13 e si conclude che delle restrizioni poste per u & da tener conto
n+2p—2 '

—

13. Sulla V= non speciale le curve direttrici di ordine e+ 1 risul--
tano determinate dando 3 (x -+ 1) —#n — 2 p 4 2 rette che debbano incontrarle
(n.° precedente); se tre di queste le assumo in uno stesso piano generatore
allora il numero delle curve non cambia ed esse dovendo avere in quel piano
almeno due punti si scompongono in una retta e nelle curve direttrici di or-
dine p che incontrano le rimanenti 3p —n—2p + 2 rette. Perd se esiste
una curva minima eccezionale di ordine v, essa con le 3 u — n — 2 p -2 rette
non deve formare un complesso di ordine g, ma di ordine maggiore; ossia
deve essere: v+ 3p—n—2p++2>pu, da cui: Zp>n+2p—v—2 od

’ +p— 1. Ed anche qui, proiettando Ja ¥ da n—3p— 3

solo della prima, ciod: p=

"—

2

suoi punti su di un S; si ha una V% mentre 'indice non muta; esso di-

pende adunque solo da p, e, non essendovi curva minima eccezionale, & uguale

n-+2p—2
3

anche: p >

al numero delle curve di ordine se questo numero & intero.

Infine se la V* di [#— 3p-+2] si riguarda come proiezione di una
V2 di [n+2—3p - 2] contenente un numero finito di curve direttrici di
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ordine p, proiettando su un [p —p 4 2] da # 4 2— p — 2 punti generici (¥)
otterremo una V"+# ossia, poiche (n.° 13) z=3p—n—2p 42, una Vr-tp+
di [w—p 4+ 2| sulla quale le curve direttrici di ordine p sono in numero
finito e apparteranno a degli spazi [x—p] contenenti ulteriormente 2p —2p4-2
rette della varieth. Il numero di codeste curve, ossia l'indice del sistema, ci
& dato adunque del numero degli S,_, di un S;, i quali contengano 2 (¢t — 1)
rette di una V™ (dove m =3¢t p — 4).

14. Prendendo in esame i risultati dei n.i 9 e 13 osserviamo che se
si fa il triplo dell’ordine delle curve minime o la somma di questo medesimo
ordine con quello delle rigate minime si ottengono numeri maggiori di n,
salvo che sia p=0 oppure p ==1. Adunque una V™ non speciale generica
non pud essere costruita riferendo fra loro biunivocamente tre curve di or-
dine p, v, p, essendo p -v + p=mn, oppure una curva di ordine p e una
rigata di ordine m, essendo g~} m =n. Una siffatta generazione conduce a
delle V= particolari, tranne quando p = 0 oppure p =1, nei quali casi una

. « . . N .
tal generazione & invero generale sempre che sia 7 un numero intero. Al-

3

I'infuori di questi casi, volendo costruire una ¥” non speciale mediante tre
curve o mediante una curva e una rigata, bisognera riferire biunivocamente
fra loro queste forme, sotto certe condizioni. E precisamente, se abbiamo una
curva C* e una rigata F'™, per ottenere una ¥* dovremo riferirle in modo
che p - m-—n punti della curva stiano sulle generatrici omologhe della ri-
gata (**). E se abbiamo tre curve C*, C*, C#, per ottenere una ¥» dovremo
riferirle in modo che essi abbiano w-v 4 p— n terne di punti omologhi al-
lineati; giacche la rigata che passa per due delle curve, ad es. per la C* e
la C*, ha l'ordine m =p 4 » e risulta riferita biunivocamente alla C¢; di
pit le incidenze tra elementi omologhi di questa curva C¢ e della rigata F'™
sono date tutte e sole dalle terne di punti omologhi allineati delle C*, C*, Cr.

Inversamente tre curve direttrici C#, C», C? di una V* risultano rife-
rite biunivocamente tra loro in modo da avere p v 4 p—n terne di punti

(*) Questo numero dev’essere =0; cid é verificato dacché si & posto nel n.°13 1a
restrizione p=n 4+ 2 —2p.

(**) Pero, assunte a priori I'ordine w della curva e 'ordine m della rigata, quello
della 77# da costruire dev’essere soggetto alle restrizioni forniteci dai n.! 13 e 9 ossia:

=

n+2p—2 m>_2n+2p—2
3 ’ - 3 :

Annali di Matematica, Serie III, tomo V. 13

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1



94 Pagliano: Sulle variety algebriche a tre dimensioni

omologhi allineati. Infatti esse risultano riferite prospettivamente alla varieta
e quindi biunivocamente tra loro. Se poi si considera la rigata che passa per
due delle curve, per es. per la C* e (" il suo ordine & w4+ v e con la C?
pud servire alla costruzione della ¥™; bisogna percid che la curva incontri
la rigata in p 4 v 4 p — n punti, che & il numero delle terne di elementi omo-
loghi allineati delle tre curve.

Se poniamo p=y==p abbiamo che tre curve direttrici di ordine g di
una V™ hanno 3u — n terne di punti omologhi allineati. Se la ¥* & non
speciale e generale e si assume per p V'ordine delle curve minime, ossia quello
dei tre numeri

nt+2p n+2p—1 n42p—2
3 3 ’ 3

che & intero, avremo 2 p, oppure 2 p — 1 oppure 2 p — 2 terne di punti omo-
loghi allineati, secondo che le curve minime sono co® oppure co' oppure oo,
Adunque tre curve qualunque di una V'™ non speciale e del genere p non
potranno in generale avere meno di 2 p — 2 terne di punti omologhi allineati.

§ VII. Varmrd V spEciALL

15. Applicando al caso che si tratti di una V le proposizioni conte-
nute nel lavoro qui sotto citato (*) risulta che quando n>2p—2 la va-
rietd non pud appartenere ad uno spazio di dimensione d >n—p 4 2 e che
supponendo in particolare che sia d>-n—p e p>0, per n abbastanza
grande si hanno tutti coni. Pilt precisamente una ¥V~ di genere p apparte-
nente ad un [# —p 1] oppure ad un [n—p -+ 2], se & rispettivamente
n=2p- 1 oppure n=2p, ¢ sempre un cono.

16. Si & veduto che una V non speciale non pud contenere una ri-
gata od una curva speciale; possiamo proporei di trovare se una V speciale
contenga sempre una rigata speciale, oppure quando cid accada.

Abbiasi percid una V' di genere p > 0, appartenente ad S,; per 71
suoi piani presi ad arbitrio, ove 0 = ¢ = p — 1, si faccia passare un iperpiano,

(*) SeerE, Sulle varietd algebriche composte di una semplice infinita di spazi, n.° 4,
(R. Ace. dei Lincei, luglio e ottobre 1887).
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per il che basta che sia-
r=3i+3. (1)

La residua intersezione con V* sara una rigata di ordine n —¢— 1, la quale
non potrd stare in un S,_,, altrimenti tutti gli iperpiani passanti per questo
determinerebbero come residua intersezione con la varietd una g}y, di piani
tali che gli ¢+ 1 piani assunti ad arbitrio ne sarebbero un gruppo, mentre,
avendosi ¢+ 1 =p, cid & assurdo pel teorema di Riemasnx-Roca. Per mag-
gior generality si supponga che quella rigata di ordine n — ¢ — 1 si spezzi
in una rigata direttrice irriducibile di ordine m, appartenente ad un Sp, ed
in n—i—m—1 piani; dovrd essere

h=r—n+m-71, (2)

altrimenti questo S, starebbe con gli # —m —¢—1 piani in un S,., o in
uno spazio minore, il quale verrebbe a contenere la rigata complessiva, mentre
si & visto che ¢id non pud accadere. La rigata F'™ & poi certamente speciale
se h=m—2p-+2, la qual condizione in virth della (2) & soddisfatta se
sl pone:

i=n—2p—r 42, (3)
e siccome 7= p— 1 questa condizione conduce all’altra:
r=n—3p -3, (4)

la quale dice che la V dev’essere speciale. Supposto adunque di avere una V'»
speciale, normale di S,, allora la (4) sara verificata e quindi se la (3) si potra
soddisfare con un valore di ¢ compreso tra zero e p — 1 (inclusi i limiti) e
inoltre si possa far cid in modo da verificare anche la (1), la rigata F'™ ri-
sulterd speciale, Ma la (1) & soddisfatta se » =3 p (poiché p =7 -} 1) o anche
se n=6p—3, perche questa con la (4) d4 » =3 p; onde si ha che

Una V* di genere p >0, speciale, di S, (r =n— 3 p - 3) contiene sem-
pre una rigata diretirice speciale se é r =3 p oppure se n=06p— 3.

Lo stesso vale pill in generale se esiste un valore di ¢ compreso fra
zero e p—1 (inclusi i limiti) che verifichi le relazioni: »=3¢4 3 ed
i=n—2p—r-2.

Dall’esistenza di una rigata direttrice speciale si potrd poi dedurre quella
di una curva direttrice speciale, per esempio quando l'ordine di quella rigata
sia =4p—2 (*)

(*) SEGRE, Recherches générales..., 2.° Partie, n,° 16.
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17. Possiamo ottenere per m nel numero precedente una restrizione.
Si consideri la serie g, ”,' che sulla V» & segata dagli iperpiani condotti per
'S, e si supponga che la serie mon sia speciale; basta percid che sia
n—m=2p—1, ossia n=2p-4m—1. Allora per la supposizione fatta
sard n—m— (r — h—1)==p; questa con la (3) del numero precedente da:
m=h+4p-+i—1L

18. Vediamo alcune proprieta nel caso che le ¥* siano coni.

Sia un S;-cono composto di una semplice infinith di S;.,, e quindi di
dimensione 7 4 3, che giaccia in un [¢ 4 r 4 1] e che da un S, indipen-
dente dal sostegno venga tagliato in una rigata F'», il cui spazio normale
abbia la dimensione p. Allora con un ragionamento in tutto simile a quello
che si pud vedere nel lavoro sottocitato (*) si dimostra che il cono dato pud
aversi come proiezione di un altro appartenente ad un [p 4 ¢ 1]; e poiche
in esso le sezioni fatte con gli S, sono rigate di questi spazi ed occorrono
p + 1 punti a determinarne una, si ha che:

Un Si-cono luogo di una semplice infinitd di Siie, del genere p e di
ordine n, il cui spazio normale sia [p+ i 1] contiene coli+Ne+t) rigate di-
rettrici di ordine n in modo che per ogni gruppo di p-1 punti presi ad
arbitrio su altrettants S;.s generatori ne passa in generale una sola.

Come casi particolari si hanno le seguenti proposizioni:

Un S,-cono composto di una semplice infinitd di piani, del genere p e
di ordine n, non speciale, (cioé con sezioni iperpiane non speciali) contiene
con-+2 rigate direttrici di ordine n per modo che per ogni gruppo di n—2p-+2
punti presi ad arbitrio su altrettanti piani generatori ne passa in generale
una sola.

Un Ss-cono formato da una semplice infinita di piani, del genere p e di
ordine n, speciale, il cus spazio normale abbia la dimensione p=n —2p + 3
contiene oo+t rigate speciali in modo che per p 41 punti arbitrariamente
presi in altrettanti piani generatori ne passa in generale una sola.

(*) Smere, Recherches générales..., 1.° Partie, n.° 10.
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§ VIIL. EsTEnsiont ALLE VARIETA SUPERIORIL,

19. Quegli stessi metodi che hanno servito a determinare sopra upa V'
non speciale le rigate e le curve direttrici possono applicarsi pill in generale
a determinare su una S,— F,., (¥) le varieta S,_,— F, direttrici. Non ¢’ &
da far altro che estendere i vari numeri dei vari paragrafi a queste varieta.

E prima di tutto il lavoro sottocitato (**) fornisce per lo spazio normale di
una varieta S,— F';, del genere p, non speciale, la dimensione n—(r-{-1)p--r.
I numeri 2 e 3 del presente lavoro estesi a queste varietd ci forniscono per
esse proposizioni analoghe a quelle enunciate per le V. L’analogo del n.° 4
dice che se una S,— F7,, del genere p appartiene ad un [n—p —¢-+27]
e possiede una S,., — F," direttrice, di S, per:

n=2p+2i+2h—m—2(r—-1)41 (1)

si deve pure avere m=h —7r-4¢-41, o, se si vuole: h=mJr —7— L.
Si trova poi che la (I) & sostituibile con la seguente: n=m 4 2p — 1.

I numeri 5 e 6 si estendono pure con facilita; cosi per I’analogo del
n.’ 5 si ottiene la seguente proposizione finale: « Una S, — F'7,; non spe-
ciale si pud sempre considerare come proiezione di una S, — Fi5 (qualun-
que sia ) da x suoi punti in modo che gli S, generatori che escono da
questi punti abbiano per immagini degli S,_, obbligati a contenere ciascuno
un S (k=r —1), avendo dapprima fissati gli x spazi Sy ad arbitrio in al-
trettanti S, generatori della S, — F'yyy ».

L’analogo del n.° T ci da che ogni S, — F,.., non speciale non pud con-
tenere una S,_, — F, direttrice speciale; d’onde segue pit in generale che
su una S, — F\yy, non speciale nessuna varietd S;— Fy, (¢ =r — 1) diret-
trice pud essere speciale.

Possiamo anche citare la proposizione analoga a quella con cui termina
il n.° 7: « Ogni S,-, — F?* direttrice di una S,— F'?,, normale, non spe-

ciale, del genere p, & essa pure normale se m=n-—-2p -+ 1. »

(¥) Con questa notazione si intende una varieta algebrica compesta di una semplice
infinita di 8.

(**) Seere, Sulle varietd algebriche composte di una semplice infinitd di spazi, (R. Ace.
dei Lincei, luglio e ottobre 1887). — V. anche: Introduzione..., citata, n.° 91.
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Con la scorta delle varie proposizioni citate possiamo procedere alla de-
terminazione delle varietd S,_, — F'J direttrici di una S, — F';;; non spe- .
ciale, del genere p, che supporremo normale. Le varietd direttrici in discorso
formino un sistema oo®; allora per z punti fissati su degli S, generatori di-
stinti della varieth ne passerd un numero finito. Cid fatto si riguardi la va-
rietd stessa come proiezione di una S, — F'73; in modo che gli spazi S, ge-
neratori uscenti dai centri di proiezione abbiano le loro immagini (che sono
degli S,_,) passanti per gli z punti fissati. Le varieta S,.,— F'7 direttrici
della varietd data, che passano per gli z punti presi su questa saranno cosi
le proiezioni di tutte quelle di ordine ¢ + 2 giacenti sulla S, — F'}'}7 e pas-
santi per 2z rette. Dalla S,— F';43 si risalga in modo analogo ad una
S, — F1% e cosl via fino ad arrivare ad una S, — F;47, che sard normale,
ossia di [n-#72— (r -+ 1)p--r] e che conterrd un numero finito di varieta
Sy—y — F &= direttrici. Queste saranno normali, ossia di

[+ —-—De—rp+r—1I1]
ntre—(@r+)ptr—l=ct@r—l)z—rp4+r—1,

ossia se ¢ =n -2 — p e inoltre (per I'analogo del n.° 7) se

o+ (r—1e=nt+rz—2p+1,

8e

ossia se

c=n+4+2z—2p+41.

Allora fissati nell’[n 4-72 — (r + 1) p + 7] un numero n 4 2 — ¢ — p di
punti arbitrari, per essi e per gli spazi [¢ +(r —1)2 —rp 4+ r — 1] passano
degli iperpiani ben determinati contenenti ulteriormente n-}-2 — o spazi S,
generatori. 11 passaggio per quei punti fissati e per n 4 2 — o spazi S, non
dati della varietd deve determinare un iperpiano in un numero finito di modi;
epperd dev’essere :

mt+z—c—ptrintz—o)=ntrz—(C4+1)p-+tr,
da cui

z=(r+lo—rn—rp+tr

rin+p—1)
r+1

strizioni poste sopra altre limitazioni per o; di esse riparleremo tosto. Intanto

che da per o la restrizione o= » mentre si hanno dalle due re-
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si osservi che per # = 1 siritrova la formola gia nota (*): 2=206 —n—p 41
e per =2 si ritrova quella del n.° 9 del presente lavoro.
20. Anche qui si presenta il problema dell’indice; lo stesso metodo
gid usato per le ¥V ci dimostra che esso dipende soltanto da p.
Cid posto si supponga che presi su z spazi S, generatori di una
S, — F'7,; normale non speciale, del genere p, x spazi S,.., risulti determinato
un numero finito di S,-, — ['¢ direttrici, passanti per quegli spazi. Riguar-
diamo di poi la varietd data come proiezione di un’altra di ordine n + x
da x suoi punti in modo che gli S, generatori passanti per essi abbiano come
immagine gli # spazi S,_, fissati. Sulla nuova varietd le S,_, — F, diret-
trici di ordine’ p sono in numero finito; e di pit sono normali, ciot di

[e—rptr—1]sep=ntxr—2p+1lesep=nta—np. ()

Figsati allora » + 2 — p — p punti arbitrari, risulta determinato un iperpiano
in un numero finito di modi se lo si obbliga a contenerli e inoltre a contenere
n -2 —p spazi S,, non dati, della varieth. Si stabilisce cosi I'equazione:

n+@—p—p+r(n+x—p)=n+m—(r+l)p—l—r
da cui: -

re=@F4+NDp—rn—rptr (1)

la quale esige che p sia multiplo di r. Poniamo adunque: p=17q; la (I)
diventa x =(r 4-1)g —n—p 41 e le due restrizioni (=) a lor volta danno:
p=r@Bp—2)e p=r@p—1)

Se ora proietto da n -2 —p—p punti arbitrari generici su di un
[p—rp+ 7], ottengo una S, — F;i7 di questo spazio contenente un nu-
mero finito di S,_, — F'¢ direttrici, appartenenti a degli spazi [p —rp 4 » — 1],
i quali contengono ulteriormente n 4+ x — p spazi S, generatori della varieta;
sostituendo ora ad z il suo valore e ponendo per comodita g —p-+1=s
avremo una S, — Fyf{***~"" di un S,, contenente delle S,_, — F***=* di-
rettrici appartenenti ad iperpiani i quali segano quella varietd ulteriormente
in s spazi S, generatori. A cid si riduce il problema dell’indice: di trovare
quanti siano gli iperpiani di un S, contenente s spazi S, generatori di una
S, — F,,, di ordine s(r +1)4» (p41). Ora il prof. Srere mi ha corte-

(*) SEcrE, Recherches générales..., citato, 2.° Partie, n.° 11.
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semente comunicato in proposito una sua formola che trascrivo (*):

1+wp+w@)+w@yk~w@)

L’indice quindi per s=p non dipende pid da s e vale (r | 1)».

Pel caso di p=1 ed r =2 si vedrd pid avanti determinato 1'indice in
un modo particolare; il risultato si accorda precisamente con questo pil
generale.

21. Si possono pure ricercare su una S, — F'yy; non speciale e nor-
male le curve direttrici di un dato ordine. Siano preclsamente ooy le S,— F#
divettrici; allora dati y spazi S,_, in altrettanti S, della varietd vi sard solo
un numero finito di curve che li incontrano.

Si riguardi poi la data varietd come proiezione di un’altra d’ordine n -+ y
in modo che gli S, uscenti dai centri di proiezione abbiano come immagine
quegli y spazi S,_, fissati. Le curve di ordine yx sulla varietd S, — F’%Y sono
in numero finito e con certe restrizioni apparterranno a degli S, ,. La va-
rietd ultima nominata appartiene a [n 4y —(r-+1)p+7]; fissati n +y—p—rp
punti generici, per essi e per quegli S,-, passano degli spazi [n+y - (r4 1) p]
determinati, i quali conterranno n 4 y — i rette della varietd. Il passaggio
per un tal numero di rette non date della varieth e per n 4y —p—rp
punti dati deve costituire un numero di condizioni sufficienti a determinare

un [n -y —(r+ 1)p] in numero finito di modi, onde si deve avere:

-y~ 4 ety —p—rpl=r [ty —+1p+1)
da cui:

y=@+Dp—n—rp+r.

(¥) 1l prof. SeerE, avendo visto (indipendentemente da me) che il problema dell’in-
dice si riduceva a quello anzi detto, {fu indotto a scrivere la formola su riportata dal-
PPesame di alcuni casi particolari trattati nella sua Memoria del t. 34 dei Math. Annalen,
e di altri dovuti al sig. A. TANTURRL Questi ha poi dimostrato una formola molto ge-
nevale, nella quale rientra la suddetta, in una Nota che useci fra gli At/ della R. Accade-
mia delle Scienze di Torino, tomo 35, febbraio 1900.
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§ IX. Arpricazion.

22. Ritornando alle varieta semplicemente infinite di piani potremo
ottenere alcuni risultati particolari notevoli dando a p valori numerici bassi
e supponendole inoltre nello spazio ordinario. Allora le dette varietd di piani
vengono ad essere l'insieme dei piani tangenti di una swviluppabile (o dei
piani osculatori di una curva sghemba). Cid che era detto ordine della varieta
diventa la classe della sviluppabile e le curve e le rigate direttrici sono curve
e rigate riferite prospettivamente alla sviluppabile, cioé curve e rigate 1 cui
elementi (punti o generatrici) sono in corrispondenza biunivoca coi piani della
sviluppabile per modo che due elementi omologhi sono sempre incidenti. La
conoscenza di queste curve e rigate conduce alla generazione della varietd
mediante piani congiungenti terne di punti omologhi di tre curve in corri-
spondenza biunivoca fra loro, oppure punti e rette omologhe di una curva e
di una rigata fra loro riferite biunivocamente. Questo modo di generazione
sard tanto pilt giovevole quanto pili basso 1'ordine di quelle curve e rigate;
onde, trattandosi delle varietd non speciali, tornerd utile la determinazione
delle curve e delle rigate direttriei minime. Se poi trasformiamo il problema
per dualitd (sempre in S;) otterremo delle proposizioni e delle generazioni re-
lative a curve : avremo la classe delle semplici infinitd di piani e l'ordine
delle rigate minime riferite prospettivamente alla curva e quindi la gencra-
zione di essa come luogo dei punti di incontro delle generatrici di una ri-
gata coi piani omologhi di una varietd semplicemente infinita di piani rife-
rita biunivocamente alla rigata stessa, oppure come luogo delle intersezioni
dei piani omologhi di tre varietd semplicemente infinite di piani in corrispon-
denza biunivoca fra loro.

Se per le = non speciali, del genere p, (per le quali ha da essere
n =3 p 4 1) consideriamo le rigate e le curve direttrici minime, potremo co-

struire le varietd stesse con tre curve di ordine I 1%7—) (riferite fra loro

biunivocamente in modo da avere un certo numero di terne di punti omo-
loghi allineati); oppure con una curva dell’ordine detto e con una rigata di

. 2n + 2 op . .. .
ordine I—%ﬁ (riferite biunivocamente e con un certo numero di ele-

menti omologhi incidenti).
Annali di Matematica, Serie III, tomo V. 14
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Dualmente (nell'S;) una Cj si potrd costruire come luogo delle intersezioni
degli elementi omologhi di tre varieta semplicemente infinite di piani di classe
I“—-ﬁ)—w, riferite fra loro in modo da avere un certo numero di terne di piani
omologhi formanti fascio; oppure come luogo delle intersezioni di una variet di
2nt2p

3
biunivocamente in modo che un certo numero di elementi omologhi si ap-
partengano.

Ed ora diamo a p dei valori particolari. Facendo p =0 abbiamo delle
V' razionali e per esse l'ordine delle curve minime & dato (n.° 13) da
n—1 7

50 da 3
29n —2 2n —1

’

3 3

piani della detta classe e di una rigata di ordine I tra loro riferite

n— 2

» 0 da e quello delle rigate minime & dato (n.° 9) da

n . . ’ . .
» 5 dovendosi prendere in ciascuna terna di valori quello

\ e . n n—1 n
che & mtero. Ora dall’essere intero 3 » Oppure ———, oppure —— segue

. . s 2n 2p — 2 27 — 1
che sard intero l‘lspettlvamente anche 3’ oppure —5 oppure —

Per le ¥V razionali avremo quindi nello stesso tempo oo® (una) curva di or-

. —9 . . . 2n —1 . . . s
dine ” e o' rigate di ordine » direttrici minime; oppure oo

n —
3

2n— 2

; o infine oot

curve di ordine e oo’ (una) rigata di ordine

curve di ordine % e oo® rigate di ordine f%"
D’altra parte questi risultati sono gia noti insieme con molti altri pei
quali rimando il lettore ai lavori qui sotto citati (*).

23. Veniamo ad esaminare il caso di p=1. Il n.° 16 ci da subito che
le 7 ellittiche speciali, avendo per ispazi normali o S,s, oppure S, sono
sempre coni. Noi ci limiteremo a considerare le V" ellittiche che non sono
coni.

(*) SEGRE, Sulle varietd normali a tre dimensioni composte di serie semplici razio=
nali di piani, (Atti della R. Ace. di Torino, t. 12, 1883). — A. Brirr, Ueber rationale Cur-
ven und Regelflichen, (Sitzber. bay. Akad., 1885, ristampato nei Math. Ann., t. 36, 1890).
— W. StaHL, Zur Erzeugung der ebenen rationalen Curven, (Math. Aann., t. 38, 1891). —
Zur Erzeuguny der rationalen Raumcurven, (Math. Ann., t. 40, 1892).
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Le formole che danno I'ordine delle rigate e delle curve minime di-
ventano :

Per le rigate : —an(oo“); 2—”—#(00*); 2"‘?:{_2@0?),
Per le curve: g—(oo"); "';_1(00‘); %(cxﬂ),
Dall’ essere intero % oppure ng—l oppure ”_;:2 segue che sard in-
tero rispettivamente 2?" oppure 2";—2 oppure 2"—3+}; e viceversa. Per

le ¥ ellittiche andranno adunque sempre accoppiati i valori = e Zn,ontl

3 37 3
e 2n3+ 2; "—;—2 e Qn;_ L gei quali il primo & l'ordine delle curve, il se-
conde quello delle rigate minime. Ma se consideriamo delle rigate di ordine
2—“: 2n 1 2 > 2n + 1o gel genere uno, troviamo su di esse delle curve mi-

3 3 3
nime rispettivamente di ordine ;i, 1—’% ) "%2

rigate minime stanno delle curve minime della varieta.

Esaminiamo il legame che passa tra le curve e le rigate minime di una
varieta semplicemente infinita di piani, ellittica, considerando il caso in cui
quelle curve e rigate siano in numero finito, cioé il caso di #» multiplo di tre.
Si osservi allora che il doppio dell’ordine delle curve minime & uguale all’or-
dine delle rigate minime, d’onde segue che le rigate le quali passano per le
curve minime prese a due a due sono tutte minime. Intersecando poi fra
loro due qualunque delle rigate minime otteniamo una curva minima. Adun-
que accoppiando le curve minime in tutti 1 modi possibili otteniamo tutte le
rigate minime ed accoppiando queste in tutti i modi possibili otteniamo tutte
le curve minime. Se 2 & il numero delle une ed 2’ il numero delle altre

avremo:
9 = 3 9 = _’C’

dalle quali si ricava z=2" = 3.
Cid vale nell’ipotesi che non ci siano rigate o curve minime eccezionali;
ma in tale ipotesi sappiamo (n.i 10 e 14) che I'indice dei sistemi di rigate

(*); quindi per p=1 sulle

(*) SeerE, Recherches générales,.., citato, 2.° Partie, n.° 11.
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e di curve direttrici (il quale indice dipende solo da p) ¢ uguale al numero
delle rigate e delle curve direttrici minime quando queste si trovine in nu-
mero finito. Possiamo quindi conchiudere che per le varieta di piani sempli-
cemente infinite, ellittiche, non speciali, 'indice dei sistemi di rigate e di curve
direttrici & tre; il qual risultato concorda con quello del n.° 21 ove si ponga
r=2ep=1.

Se ora consideriamo il caso che n -1 sia multiplo di tre abbiamo oo! curve
- _; 1 , 0o® rigate minime di ordine 2”—;2
lunque delle curve passa una rigata mentre una rigata contiene solo due curve
minime (*). Se infine & n + 2 multiplo di tre abbiamo oo! rigate minime di
2n + 1 n-+ 2

3

minime di ordine

; per due qua-

ordine e oo® curve minime di ordine

; ognuna delle rigate con-

tiene oo! curve mrinime (*) e due qualunque delle rigate si tagliano in una
tal curva.

Dando ora ad n successivi valori (essendo p=1) a partire da n=1
otterremo dei risultati numerici circa le varieta semplicemente infinite di piani,
ellittiche e non speciali, che supporremo tutte nello spazio ordinario.

Cosi le varietd della quarta classe hanno rigate direttrici minime del
3.° ordine, le quali non sono altro che le sezioni coi propri piani; mentre le
oo! curve minime del 2.° ordine sono rette doppie (assi della sviluppabile).

Sulle varietd della quinta classe troviamo oo® rigate minime del 4.° or-
dine e oo' coniche, che sono rette doppie delle rigate; mentre sulle varieta
della sesta classe abbiamo ancora delle rigate del 4.° ordine, ma solo in nu-
mero di tre, le quali si tagliano a due a due in tre rette doppie.

Le varietd della settima, ottava e nona classe hanno rispettivamente oo?,
ooty oo’ (tre) curve direttrici minime del 3.° ordine; la prima varieta pos-
siede oo! rigate minime del 5.° ordine, e le altre due rispettivamente conten-
gono oo® e oo (tre) rigate minime del 6.° ordine, ecc., ece.

Enunciamo questi risultati trasformandoli con la dualita dello spazio or-
dinario. Avremo che le C4 C5, C¢ ellittiche sono prospettive a delle semplici
infinitd di piani di seconda classe: non possono essere altro che fasci di piani
in cui ogni piano & da contarsi due volte e quindi incontra la curva in due
punti variabili. Sono adunque i fasci che hanno per assi le co® corde della C*,

(*) SuerE, Ricerche sulle rigate ellittiche, (Atti della R. Ace. di Torino, t. 21, 1886,
n' 15 e 16).
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le oot trisecanti della C® e le quadrisecanti della C° che sono in numero
finito e precisamente in numero di tre (indice trovato pei sistemi di curve e
rigate direttrici delle varietd ellittiche semplicemente infinite di piani).

Le rigate del minimo ordine prospettive alla C* sono i coni cubici pro-
" iettanti da’suoi punti; quelle prospettive alla C°> e alla C¢ sono rigate del
4.° ordine.

Le C7 (¢, C° ellittiche sono prospettive a dei coni di piani di 3.* classe
e precisamente a oo, oof, oo (tre) di tali coni rispettivamente. Queste tre
curve si possono generare come luogo delle intersezioni dei piani tangenti
omologhi di tre coni di 3.* classe i quali siano riferiti a due a due in cor-
rispondenza biunivoca; perd per la C7 due terne di piani omologhi debbono
formare fascio e per la C® una terna sola.

In generale una C*™ ellittica si pud generare come luogo delle intersezioni
dei piani omologhi di tre varieta semplicemente infinite di piani (sviluppabili)
di classe m, riferite a due a due biunivocamente; poiche una C*™ ellittica
si pud riferire biunivocamente e prospettivamente a #re ben determinate va-
rietd semplicemente infinite di piani di classe m (*¥). Anche le C¥n-t e le (o 2
ellittiche si possono generare con varietd semplicemente infinite di piani, di
classe m riferite fra loro biunivocamente (perd in modo da avere rispettiva-
mente una o due terne di piani omologhi costituenti un fascio); per le C3m
abbiamo oo! varietd di piani che possono servire allo scopo e per la C¥n-2
ne abbiamo oo®. Proseguendo per p =2, 3,..., si potranno avere alcuni ri-
sultati sulle curve di genere superiore ad uno.

Torino, 30 marzo 1900.

(*) Una verificazione di questa nuova e notevole proprieta delle curve ellittiche si
ha contando le costanti. Si sa che le C3m ellittiche dipendono da 12 costanti; tre va-
rieta semplicemente infinite di piani, della clagse m, con lo stesso birapporto dipendono
similmente da 12m — 2 costanti; riferendole poi tra loro (essendo oo! le corrispondenze
biunivoche possibili tra due di esse) si dispone ancora di due costanti e si ritrovano cosi
le i2m di prima.
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Sulla riducibilita delle equazioni diffe-
renziali lineari a coefficienti doppia-
mente periodici.

(Di Carro Bianavi, a Flirenze.)

1. Nella Memoria (*): Sopra una classe di equazioni differenziali li-
neari riducibili, ho esposto, assieme ad altre considerazioni generali, la di-
mostrazione di un teorema sulla riducibilita delle equazioni differenziali li-
neari a coefficienti doppiamente periodici. In cotesta dimostrazione sono caduto
in una leggera inesattezza, che & bene rilevare, tanto pilt che per correggerla
bisogna anche modificare 'enunciato del teorema, che, sebbene di secondaria
importanza, & pur sempre di un certo interesse.

Trattandosi di cosa breve, trascriverd dapprima l'enunciato e la dimo-
strazione del teorema come figurano nella Memoria sopraccennata, indicando
poi in che consista l'errore, ed esponendo da ultimo, dopo qualche considera-
zione ausiliaria; il nuovo enunciato e la nuova dimostrazione, che fard se-
guire da alcune osservazioni ed esempi.

2. Mi servird delle medesime notazioni di allora:

F(v, y, n)=0, G(z,y, m)=0, ¢(v, 2 p)=0,

o F=0, G=0, ®=0 per rappresentare le equazioni differenziali lineari
omogenee che hanno il coefficiente della pili alta derivata eguale all'unitd e
gli altri eguali a funzioni meromorfe tali che quello della derivata iesima abbia
soltanto poli d’ordine inferiore o tutt’al piu eguali ad ¢ Quest’equazioni go-
dono della proprietd di avere tutti i loro integrali regolari nelle vicinanze di
ogni punto singolare a distanza finita. Nelle prime notazioni le tre lettere
fra parentesi stanno ad indicare rispettivamente la variabile indipendente, la
funzione incognita e l'ordine dell’equazione.

(*) Annall di Matematica pura ed applicata. Serie II, tomo XIX.
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Cid premesso ecco 'enunciato e la dimostrazione del teorema :

Un’equazione F (z, y, n) =0, a coefficienti ellittici e riducibile, ammette
tutti gl'integrali di un’altra equazione G (r, y, m)=0, pure a coeflicienti
ellittict e di ordine m < n.

La F (x, y, n) =0, essendo riducibile, ammetterd tutti gl’integrali di
un’altra equazione G (%, y, m) =0, d’'ordine m <n. Di queste equazioni ve
ne potranno essere pit d’una: noi peraltro sceglieremo una di quelle per le
quali m abbia il massimo valore. Si tratta di dimostrare che I’equazione
G (z, y, m) =0, scelta in questo modo, & pure a coeflicienti ellittici.

Supponiamo infatti che non lo sia; allora, indicando con 2w e 2w’ i pe-
riodi dei coefficienti di "= 0, osserviamo che quest’equazione sard ancora
soddisfatta dagl'integrali delle altre due:

Glr+20, 9y, m)=0, Gz-}+2, y, m)=0.

Confrontiamo la G («, y, m)= 0 con una di queste equazioni, ad es.:
colla prima; pud darsi che le due equazioni:

G(r, y, m)=0, Gr+20 y, m)=0 (1)

non abbiano alcun integrale a comune, come pure pud accadere che siano
ambedue riducibili ed abbiano p integrali a comune, essendo naturalmente
p<<m. In tal caso questi p integrali appartengono ad un’equazione
H(‘I"7 Y, p)=0.

Counsideriamo un punto qualunque x, che non sia un polo dei coefficienti
di =0, e indichiamo con #,, #,,... u, » integrali distinti di quest’equa-
zione, definiti dai loro sviluppi in serie di Cavcny nelle vicinanze di z,. B
chiaro che potremo supporli scelti in modo che :

u., ug,... uyn—p’ 1lm—p+|’- . Mm, (2)
Um—p+1y Um-preye.s Um-p, (3)

appartengono gli uni alla prima delle (1) e gli altri alla seconda. Allora
Um-pi1y Um-ptey-+- U saranno glintegrali di H=0. Se le (1) non avessero
integrali a comune, e quindi la I == 0 non esistesse, basterebbe fare p = 0.

Si descriva con la # un cammino qualunque tale che, partendo da =,
non passi per alcun polo dei coefficienti di F'=0, e ritorni in a,. Durante
questo giro chiuso, che potremo indicare con I', le funzioni # variano con
continuitd; ma, quando « ritorna in oy, le # prendono valori differenti dagli
iniziali, e che si possono ottenere effettuando su questi valori iniziali una
sostituzione lineare a coefficienti costanti.
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Ma col giro T' si vengono ad eseguire altre due sostituzioni lineari, ciod
una sugl'integrali (2) e altra sugl'integrali (3), e cid perche i coefficienti
delle equazioni (1) sono monodromi. Da cid risulta subito che, se conside-
riamo le funzioni:

Uyy Usyenr Upmop,y 4)

su di esse pure si viene ad eseguire una sostituzione lineare a coefficienti
costanti, quando colla o si fa il giro I. Se quindi si costruisce un’equazione
che nelle vicinanze di «, abbia le funzioni (4) per integrali, si vede subito
che essa & a coefficienti monodromi e di quelle che si possono indicare con
una notazione della forma K (», y, 2m —p)=0.

Ma quest’equazione non pud sussistere, perché tutti i suoi integrali, che
sono in numero di 2m — p > m appartengono anche alla F' = 0. Per con-
seguenza i coefficienti di G (r, y, m) =0 devono avere il periodo 2 w. Si-
milmente si prova che ammettono il periodo 2 '; quindi la G (x, y, m) =0
& un’equazione a coefficienti ellittici ¢. d. d.

Questa dimostrazione per altro non regge pili, quando le funzioni (4)
costituiscono un sistema d’integrali particolari della F =0, cioé quando &
2m — p = n, nel qual caso la K =0 viene a coincidere coll’equazione data
F =0, e quindi sussiste effettivamente.

3. Avanti di esporre il nuovo teorema modificato, sard utile, per ab-
breviarne e semplificarne la dimostrazione, di premettere tre lemmi relativi
alle equazioni differenziali lineari. Faremo precedere da alcune osservazioni
il primo di essi, che si riferisce alle equazioni a coefficienti semplicemente
periodici.

Essendo data un’equazione G (x, y, m)=0 ed un punto r, del piano
della variabile, scelto ad arbitrio, colla condizione peraltro che non sia un
polo dei coefficienti di G =0, si pud sempre determinare uno ed un solo si-
stema y,, ¥,,... ym d'integrali particolari distinti di questa equazione, quando
siano dati i valori che essi devono prendere nel punto x,. Chiameremo x,
origine del sistema d’integrali Y., Ys,... Ym, € chiameremo valori iniziali di
questt integrali © valor: che prendono in «, .

Uno dei modi per costruire gl'integrali y., #.,... ¥m & quello di deter-
minarne gli sviluppi in serie di Cavcmy nelle vicinanze di z,. Si ottengono
cosi 7 funzioni definite entro un circolo di centro «,, che possono prose-
guirsi in tutto il piano, quando ne siano esclusi i poli dei coefficienti di
G = 0. Esse variano con continuitd, quando « si muove, evitando tali punti,

Annali di Matematica, Serie III, tomo V. 15
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€, al ritorno della variabile in x,, dopo un cammino qualunque chiuso T,
prendono in questo punto e nelle sue vicinanze dei valori che possono otte-
nersi eseguendo sui valori iniziali delle y, nei punti corrispondenti, una so-
stituzione lineare S a coefficienti costanti e a determinante diverso da zero.
Le nuove funzioni cosl ottenute, che sono e si- mantengono legate alle anti-
che dalla sostituzione S, possono nel medesimo modo di esse proseguirsi in
tutto il piano, e costituiscono un altro sistema di m integrali particolari di-
stintt di G =0, coll’origine in ., e di cui 1 valori iniziali si esprimono coi
valori iniziali antichi mediante la sostituzione S.

Si pud dimostrare facilmente che tutte le sostituzioni S che subiscono
glintegrali y,, ¥,,... ¥m con tutti i possibili giri ' costituiscono un gruppo.

Considerando un altro sistema 2z,, 2,... 2, d’integrali particolari di-
stinti di G==0, coll’origine in x, e con valori iniziali differenti da quelli
degl’integrali , e denotando con T' la sostituzione lineare per mezzo della
quale gl'integrali 2 si esprimono con quelli 7%, & facile vedere che col giro T’
le funzioni z subiscono la sostituzione I'S T, da cui risulta che il gruppo
di sostituzioni relativo agl’integrali 2 & il trasformato mediante 7' di quello
relativo agl'integrali y.

Considerando poi un altro punto «, diverso da x,, che non sia un polo
dei coefficienti di ¢ =0, ed una linea A che vada da x, a ., passando per
punti tutti della stessa natura di «, ed x,, si pud prendere x, e i valori che
in esso assumono glintegrali y, quando la variabile partendo da .r, vi giunge
per A, come origine e come valori iniziali degl'integrali y. In tal caso si
vede facilmente che il gruppo di sostituzioni che ne risulta coincide con .
quello relativo al’ punto o, e ¢id anche modificando la scelta della linea A
Sicché ogni giro chiuso della variabile che non passi per aleun polo dei coef-
ficienti di G =0, e che prineipii da un punto qualunque del piano, fa subire
agli integrali y una sostituzione che appartiene al gruppo del punto », o a
quello del punto w,. Percid chiameremo gruppo di sostituzione dell’equazione
G = 0 relativo al sistema d’integrali y quel gruppo di sostiluzioni che su-
biscono questi integrali con tutti ¢ possibili giri chiusi della variabile che
non passano per alcun polo dei coefficienti di G = 0.

Diremo che pitv equazions, in numero finito e dello stesso ordine, pos-
seggono lo stesso gruppo di sostituzioni, quando si pud delerminare per ognuna
di esse un sistema d’inteqrali particolari distinti in modo che gl'integrali di
quest diversi sistemi subiscano la medesima sostituzione lineare per ogni
giro chiuso della variabile che non passi per alcun polo dei loro coefficienti.
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Per mezzo della proprietd, che il cambiamento del sistema d'integrali
trasforma il gruppo mediante una sostituzione, si dimostra facilmente cie fre
equazioni posseggono lo stesso gruppo di sostituzioni, quando cido accade per
due coppie qualunque di esse.

Diremo finalmente che tutte le equazioni di una successione infinita pos-
seggono lo stesso gruppo di sostituzioni, quando cid accade per un numero
finito qualunque di esse, scelte ad arbitrio.

4. Cid premesso ecco I'enunciato del 1.° lemma:

Un’equazione riducibile F (%, y, n) =0, a coefficienti semplicemente pe-
riodici, a cui appartengono tutti gl'integrali di un’equazione irriduttibile
®, (i, y, p) =0, a coefficients non periodici, ammette tutte gl'integrali d’in-
finite altre equazioni che posseggono il medesimo gruppo di sostituzioni di
b, = 0.

Essendo 2 w il periodo dei coefficienti di F' = 0, si faccia nell’equazione
®, = 0 un cambiamento di variabile, ponendo :

o
r=u+2sa,

essendo s un numero intero qualunque, e si seguiti a rappresentare con .z,
invece che con #', la variabile indipendente della nuova equazione che cosi
si ottiene, che indicheremo con ®;(x, y, p)=0, e che & distinto dalla
®, = 0, poiche i coefficienti di quest’ultima equazione non sono periodici.
Dando successivamente ad s tutti 1 valori interi positivi e negativi diversi da
zero, si ottiene, considerando anche la @, = 0, la serie di equazioni di or-
dine p:

WOy =0,... 2, =0, &% =0, o, =0,... ?,=0,... d)

che sono tutte distinte, irriduttibili e godono della proprieta che i loro inte-
grali sono anche integrali di F' = 0.
Essendo ¢, un numero intero e positivo, eguale o immediatamente infe-

riore al rapporto %, consideriamo le ¢, 4 1 equazioni :
By =0, &, =0,... D, =0, (6)
ed un punto «, sul piano della variabile tale che i punti:
Bo— 2 e Wyere Zo—2w, Ty, o+ 2w0yeee. T+ 260,

non siano poli dei loro coefficienti, e determiniamo per ciascuna delle (6) un
sistema di p integrali particolari distinti mediante sviluppi in serie di Cavcny
nelle vicinanze di .
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Pud darsi che tutti gl'integrali cosl definiti delle prime ¢ + 1 equa-
zioni (6), essendo ¢ un numero intero compreso fra zero ed ¢, non siano le-
gate fra loro da alcuna relazione lineare omogenea a coefficient: costanti, il
che accade sempre per ¢, =1; come pure pud darsi, e cid si verifica sempre
per ¢ =¢,, che essi siano legati fra loro da alcune di tali relazioni. Esistera
quindi un valore intero ¢ tale che per e =¢ si verifichi questo secondo caso
e per ¢ < e si verifichi invece il primo.

In ognuna delle relazioni lineari omogenee che sussistono fra gl'integrali
delle prime ¢ 4 1 equazioni (6), e nelle quali si devono sempre trovare in-
tegrali di ®, =0, devonv pure figurare integrali di ®, = 0. Supponendo in-
fatti che gl'integrali di @, = 0, essendo h >0, siano i primi che figurano
in una di tali relazioni, consideriamo una linea A che vada da @, a x,—2h w
senza passare per aleun polo dei coefficienti delle (6), e prendiamo il punto
&, — 2 h w come nuova origine degl'integrali delle equazioni @, =0,.., ». =0
e come valori iniziali di questi integrali i valori che prendono in o, —2 A o,
quando la variabile vi giunge passando per A, gl'integrali gid stabiliti per
queste equazioni. Per ricondurre I'origine nel punto @, si faceia un cambia-
mento di variabile, penendo # =o' —2 hw, e s seguiti a rappresentare
con a, invece che con «, la nuova variabile indipendente. In questo modo
le equazioni precedenti si trasformano nelle altre ®, =0,... ¢, =0, e i
loro integrali divengono integrali di quest’ultime equazioni, e possono quindi
rappresentarsi con gl'integrali giad stabiliti per esse mediante espressioni li-
neari omogenee a coefficienti costanti. Percid la relazione che si considera
viene a trasformarsi in un’altra fra integrali di equazioni (6), comprese fra
la ®,=0 e la ®,_, — 0, e nella quale figurano sempre alcuni integrali di
ognuna di queste due equazioni, il che & impossibile, essendo ¢ il pilt piccolo
indice che possa dare origine ad una simile relazione.

Dalle prime ¢ 1 delle (6) escludiamo alcune equazioni, diverse dalla
prima e dall’ultima, in modo da formare un sistema di ¢ 4 1 equazioni tali
che fra gl'integrali di g qualunque di esse non esiste alcuna relazione lineare
omogenea a coefficienti costanti e che esistano invece di tali relazioni fra
glintegrali di tutte le ¢+ 1 equazioni.

Esaminando in modo speciale una di queste relazioni, osserviamo che in
essa deve sempre figurare almeno un integrale di ciascuna delle ¢ 4-1 equa-
zioni, che considereremo sempre secondo I’ordine crescente dei loro indici.
Se 7y, 7s... 7p 8000 1 p integrali particolari distinti di @, = 0, e se que-
st’ integrali si trovano nella relazione, formando in essa I espressione

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1



a coefficienti doppiamente periodict. 113

dy7y + 92 7s - -+ - Jdp1p, nella quale le & sono costanti, potremo sostituire
nella relazione a questa espressione delle = un unico integrale u, di ®,==0,
legato alle = dalla relazione:

Au1=')171+6\272+"‘+6pfp7

nella quale A4 & una costante che si pud scegliere ad arbitrio, purché si escluda
il valore 4 = 0. Operando sullo stesso modo sugl’integrali delle altre ¢ equa-
zioni potremo sempre mettere la relazione che si considera sotto la forma:

Au,+Bvo,+Cw, +---=0, (N

nella quale le 4, B, C,... sono costanti sempre diverse da zero, ma che
del resto possono scegliersi ad arbitrio, ed ogni funzione u,, v,, w,... € un
integrale di quella delle ¢ 41 equazioni che occupa il medesimo posto.
Esclusa 'equazione @, = 0, tutti gl’integrali delle altre ¢, che sono li-
nearmente indipendenti, costituiscono, come si pud dimostrare facilmente, un
sistema di ¢ p integrali particolari distinti di un’equazione F,=0 di or-
dine ¢ p. Ma anche w, a causa della (7) verifica la F',=0. Percid tutti gli
altri integrali di ®,=0 devono pure verificarla, essendo la ®, = 0 irridutti-
bile. Epperd, se u, & un altro integrale di quest’ equazione, distinte da u,,
esso, dovendo verificare la F', =0, sard un’espressione lineare omogenea a
coefficienti costanti degl’integrali di F, =0, ossia degl’integrali delle altre ¢
equazioni ® =0, ed in questa espressione dovra figurare almeno un integrale
di ogni equazione. Potremo qui pure raggruppare in un solo tutti gl'integrali
di una stessa equazione e scegliere questi nuovi integrali in modo che la
relazione che ci di u, possa anch’essa convertirsi in una relazione della
forma:
) Au,+B?;z—l—0w,—|—.--=O,
nella quale ogni funzione u,, v,, w,,... & un integrale di un’equazione, di
quella medesima a cui appartiene come integrale la funzione corrispondente
della (7). Scegliendo quindi per Iequazione ®,=0 p integrali particolari di-
stinti, fra 1 quali si trovino anche %, e u,, e che indicheremo con u,, u,,...
up, si potranno formare per queste funzioni u le relazioni:

‘4'th+B'lJ,+Cwi+~°~=0

Aty +Bv,+Cw, +--- =0 ®)

AuP"“va‘I"CwP‘i“"':O,
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nelle quali le funzioni di una medesima colonna, che posseggono il medesimo
fattore costante e sono rappresentate dalla medesima lettera con indici diffe-
renti, sono p integrali particolari di una stessa equazione e sono distinti. Di-
fatti, se esistessero p costanti I, l,,... I, per le quali fosse:

eV + v+ +epvy,=0,
si avrebbe pure:

AZieiui+ Ciegwi+ -+ =0,
e quindi esisterebbe una relazione lineare omogenea a coefficienti costanti fra
glintegrali di ¢ delle ¢ -+ 1 equazioni, il che & impossibile.

Abbiamo cost per ciascuna delle g 4 1 equazioni scelto un sistema spe-
ciale di p integrali particolari distinti, ed al tempo stesso siamo giunti alla
conclusione che tutti questi integrali sono legati fra loro dalle p relazioni in-
dipentlenti (8). B facile anche vedere che all’infuori delle (8) non pud sussi-
stere aleun’altra relazione lineare omogenea a coefficienti costanti fra gi’in-
tegrali delle ¢ 4- 1 equazioni che non sia una conseguenza di esse. Difatti,
se una tal relazione esistesse, si potrebbe fra essa e le (8) eliminare i p in-
tograll w,, #,,... up, e si otterrebbe cosl una relazione fra gl’integrali di ¢
soltanto delle ¢ + 1 equazioni, 1l che & impossibile.

Si faccia percorrere alla variabile a partire dal punto z, un cammino
chiuso qualunque I' che non passi per alcun polo dei coefficienti delle ¢ 4- 1
equazioni. Gl'integrali di ciascuna di esse, dopo questo giro chiuso, si tra-
sformano in altri integrali, che possono ottenersi eseguendo sui primitivi una
sostituzione lineare. Siano:

], [upl; [wdse.e Dop)s [oa),-. [0p)s. .
le nuove funzioni In cui si mutano le antiche:
Uiy Upy Uiy Vpy 104,000 Wphe s
col giro I" e:
a“’ a”,... app; ﬁ“, ﬁw’... Bpp; 7“7 y’z’-.. 7pp7"'

le costanti delle sostituzioni che ci danno i valori delle prime espressi con
quelli delle seconde. Avremo allora:

[,) = apuy Fapwtts + o Fopu

[%2] =gy Uy F- Ity + - F dap Uy

. . . . . . . . - . . .
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[vi] ZBH Uy +Blzvg —I—' - —}-ﬁ,PUP
[v)] = Ber 0y + Boavs + - -+ - Bap vp

[0,) =y 10,y w0, - F yip w0y
[wz] ==y 10, + Voo 103 + R 72p Wp
B

da cui si ottiene:

Aa““*'l"BBHUi+O}’uwl_}"""T"Ad127lz+Bﬁxzvz+0719102-[—"':
Aayu, + BBuv, - Oy, 4+ Aawetts + BBovy -+ Coypprvy + -

}

Sostituendo a u,,... u, 1 loro valori ricavati dalle (8), si ha:

B Bi—an) v+ Clpu—an)w,+ -+

+ B (Bia— 2 0o+ C (g — asg) Wy 4+ =0
B (1821‘—“?1) v+ Clysy — o) Wy - -k

+ B (Boe — 02) 2 C(y2e — ) Wy - - =0

- . . .

Quest’ultime relazioni non possono sussistere altro che nel caso che tutti
i coefficienti degl’integrali v,, w,,... siano identicamente nulli, perche esse
sono relazioni lineari omogenee a coefficienti costanti fra gl integrali di ¢
delle ¢ + 1 equazioni. Percid le costanti Bis, Buizy--. Y11y 712y-.. devono egua-
gliare rispettivamente le o cogli stessi indici. Quindi la sostituzione, che col
giro qualunque chiuso I' subiscono gl'integrali di ognuna delle g 4-1 equa-
zioni, & la stessa per tutte. Epperd tutte queste equazioni posseggono il me-
desimo gruppo di sostituzioni.

Siano ¢;=0, ®;;; = 0 due delle ¢ -1 equazioni, consecutive e scelte
in modo che la differenza positiva /, dei loro indiei abbia il minimo valore.
Essendo » un numero intero qualunque, si faccia un cambiamento di varia-
bile, ponendo =2 -+ 27 », e si chiami nuovamente con z la variabile in-
dipendente. Si ottengono cosi le due equazioni Qiyy =0, Qi1piz /=0, le quali
posseggono evidentemente lo stesso gruppo di sostituzioni come le precedenti.
Se diamo ad r tutti i valori interi positivi e negativi, si vede che due equa-
zioni della serie (5), che hanno I, per differenza dei loro indici, posseggono
lo stesso gruppo di sostituzioni.
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Considerando poi la serie di equazioni:
Past,=0,... O, =0, 0a=0, Pgi;,=0,... Doy, =0... (9)

nelle quali @ & un numero intero qualunque, e confrontando ciascuna di esse
con quelle che la segue, si pud concludere che posseggono lo stesso gruppo
di sostituzioni due equazioni (5) che hanno un multiplo qualunque di , per
differenza dei loro indici.

Nel caso speciale di @ =0 le (9) divengono equazioni della serie (5) che
hanno per indici tutti i multipli di /,, e che posseggono lo stesso gruppo di
sostituzioni di ®,=0. Questo risultato & sufficiente per la dimostrazione del
lemma; noi per altro lo completeremo con alcune osservazioni.

5. Se le g + 1 equazioni, fra le quali & anche la ® =0, non hanno
tutte la forma ®; =0, ove 2 & un numero intero e positivo, essendo nullo
solo per ® =0, se ne trovera sempre una di esse ®,,—=0 di cui l'indice
sard compreso fra due multipli consecutivi di 7,, ad es.: b1, b+ 1)I,. Al
lora le tre equazioni:

Dy, = 07 D = 07 (D(bH) = Oa

posseggono lo stesso gruppo di sostituzioni, e le differenze d’indici m —b1,,
(b4 1)l,—m sono tutte due minori di /,. Indicando con /, la pit piccola
di esse, si trova che posseggono lo stesso gruppo di sostituzioni due equa-
zioni (5) che hanno un multiplo qualunque di 7, per differenza dei loro indiei.

Ragionando sul numero /, come sul numero /,, e seguitando in questo
modo si giungera ad un numero intero e positivo /x, che potra anche essere
I'unita, tale che gl'indici delle g -+ 1 equazioni risultino multipli positivi di I,
eccetto quello della prima che & lo zero. Inoltre anche per Ix come per [,
e I, sussiste la proprietd che due equazioni (5), che hanno.per differenza
dei loro indici un multiplo di 7x, posseggono lo stesso gruppo di sostituzioni.

Nel caso che sia Il >>1 pud anche darsi che posseggano lo stesso gruppo
di sostituzioni due equazioni (5), che hanno per differenza dei loro indici un
numero minore di 7, e per conseguenza anche due qualunque della (5), che
hanno per differenza dei loro indici un multiplo di questo numero minore
di k. Se I & il piu piccolo numero intero e positivo che gode di questa pro-
prieta, si pud vedere facilmente che Ix & un multiplo di /, e che quindi gl
indici delle ¢ 41 equazioni, esclusa la ®, = 0, sono multipli di /.

6. Passiamo a dimostrare il 2.° lemma che si pud enunciare cosi:

Se un’equazione irriduttibile G (xz, y, m)=0 ammette due sistemi di m

integrali sparticolari distinti, che subiscono la medesima sostituzione lineare
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per ogni giro chiuso della variabile che non passi per alcun polo dei coeffi-
ciente dell’equazione, gl'integrali del 1.0 sistema differiscono per un medesimo
fattore costante da quelli corrispondenti del secondo.

Siano Y., Yieyero Yimj Yory Yozye - Yom due sistemi d’integrali particolari
distinti di G =0, che subiscono la medesima sostituzione lineare S per ogni
giro chiuso T' della variabile che non passi per alcun polo dei coefficienti di
G=0, e sia:

/M Oy Xim

Azy Og2 Aom
Tl . ,

Amy A Amm

la sostituzione lineare che ¢i da i valori degl'integrali del 1.° sistema espressi
per mezzo di quelli del 2. Quando questi ultimi subiscono col giro T la so-
stituzione S quelli del 1.° sistema subiscono la sostituzione T'S T-!, che, do-
vendo essere eguale ad S, c¢i conduce all'eguaglianza S=T ST !, o anche
all’altra T'= S T' S-, dalla quale risulta, come del resto & gia noto che il
giro T trasforma i due sistemi d’integrali in altri due sistemi tali che gl'in-
tegrali del 1. sistema si esprimono sempre con quelli del 2.” mediante la
sostituzione T.

Considerando altri due sistemi d’integrali particolari distinti di G =10
Ziy Zisyees Zim} Zat, Pasye.. Zem, 1 quali siano espressi rispettivamente con
quelli 4 dei due sistemi precedenti mediante la sostituzione R. Evidentemente
glintegrali di questi due nuovi sistemi col giro I' della variabile subiscono
anch’essi una medesima sostituzione, la quale & data da S,= RS RE-! e gli
integrali z del 1.° sistema possono esprimersi con quelli del 2.° mediante la
sostituzione 7', = R T R-'. Cosicche, essendo:

SST,=RSTR-, T.S,=RTSR,

avremo pure: T, =S, T, S, .

Potremo disporre delle costanti di B in modo che la sostituzione T,
abbia la forma canonica, ciod tale che glintegrali z,,, 2,,... 2., del 1.° si-
stema e quindi anche quelli corrispondenti 2;,, 2s,... 2, del 2.° possano
distribuirsi in gruppi, in modo che per uno qualunque di questi gruppi, ad
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es.: per il primo si abbia:
24 =L 8y
21y = dlgy Bay - P %o

23 = 3y Bay + O3y (2% 4- P 223

2k == atky Za1 F ke oo - ks Bas T+ - F Ahk~t Zok—1 - @ 2ok,

essendo p una radice multipla secondo % dell’equazione caratteristica :

A3y — ¢ Ay PR Tim
A2y Qag ~— € « Aem
= 0.
i Qg Ame Amm — €

Pud darsi che alcune delle costanti « siano nulle in modo che oltre al-
I'integrale 2,, ve ne siano altri del 1.° sistema d’integrali = che eguaglino i
corrispondenti del 2.° sistema moltiplicati per il medesimo fattore w. Suppo-
nendo che in tutti siano in numero di %, indichiamoli con ¢, ¢.,... tn e
indichiamo con #¢,,, #5,... fon quelli corrispondenti del 2.° sistema.

Dalla relazione T, == 8, T', S7! risulta che i valori che prendono gl in-
tegrali #,,, ¢.,... t,;» dopo un giro I' devono sempre eguagliare il fattore p
moltiplicato pei valori che prendono gl’integrali ¢,,, £,.,... ¢ dopo lo stesso
giro T. Ma, quando suglintegrali z del 2.° sistema si effettua la sostitu-
zione T', per avere 1 valori di z,,, Zp,... 2,m espressi per mezzo di quelli
di 231, Zsey... Zam, tutte le espressioni lineari omogenee a coefficienti costanti
di quest’ultime funzioni: che mediante 7', si riproduconn moltiplicate per il
fattore costante p, devono contenere soltanto gl'integrali 4,,, 45,... f;n. Quindi
con un giro qualunque I' quest’integrali devono trasformarsi in espressioni
lineari omogenee a coefficienti costanti di essi stessi, ossia devono subire una
sostituzione lineare a coefficienti costanti e a determinante diverso da zero.
Quest’ultima condizione & necessaria, perché altrimenti fra gl’integrali ¢,,,
ts,... tp sussisterebbero delle relazioni omogenee a coefficienti costanti, il
che & impossibile. Ma, se gl'integrali #,,, ¢0,... f, godono di questa pro-
prieta, esiste un’equazione G,(x, y, h)=0, d’ordine h a m, di cui essi co-
stituiscono un sistema d’integrali particolari distinti, il che & pure impossibile,
perche l'equazione G (x, y, m) =0 & irriduttibile. Da tutto ¢id si conclude
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che tutti gl'integrali 2,,, 2s,... 2m devono, mediante la sostituzione T',, ri-
prodursi moltiplicati per il fattore costante u, e lo stesso deve accadere per

glintegrali .., Yu,.... Yom, quando su di essi si effettua la sostituzione T,
che quindi coincide con T, ed & della forma:
g 0. 0
7 0 p. 0 .
0 0. i

Di qui risulta che gl'integrali del primo sistema differiscono per un me-

desimo fattore costante u da quelli corrispondenti del 2.° sistema. c. d. d.
7. Valendoci di questi due lemmi, possiamo dimostrare il terzo, che

¢ relativo alla riducibilith delle equazioni differenziali lineari a coefficienti
semplicemente periodici, e che si pud enunciare nel modo seguente :

Un’equazione differenziale lineare riducibile F'(x, y, n)=0, a coeffi-
ciente semplicemente periodici, ammette tutti gl'integrali di un’equazione -
riduttibile @ (x, y, p) =0, pure a coefficient; semplicemente periodici ed aventi
lo stesso periodo 2o di I'=0 o un multiplo conveniente di questo periodo.

Indichiamo con ®,(z, y, p) =0 un’equazione d’ordine p <<= e tale che
tutti 1 suoi integrali appartengano anche ad I =0, e supponiamola scelta
in modo che p abbia il minimo valore. Ne viene di conseguenza che una
simile equazione & necessariamente irriduttibile. Escludendo [I'ipotesi che la
®, =0 sia & coefficienti periodici con un multiplo di 2w per periodo, nel
qual caso non occorrerebbe pilt proseguire la dimostrazione, si deduca dalla
®,=0 la serie di equazioni analoghe alle (5):

il =0, &, =0, 9,=0, &, =0, . &,=0,...,  (l0)

sulle quali potremo ragionare ed operare come nel 1.° dei due lemmi pre-
cedenti.

Troveremo cosi il numero ¢, che ci permettera di scegliere il punto
e di determinare i numeri ¢, ¢, %, ! e le ¢ 4 i equazioni, che potremo rap-
presentare con:

D=0, Ps=0, Ppy=0,... ®=0, (11)
ove @, b, ¢,... h sono numeri interi soggetti alle disuguaglianze :
0<a<<b< - - -<h.

Dovendo la @, ==0 essere la ®p =0, avremo pure: hl=c¢.
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Considerando le prime due delle & 41 equazioni:
(Da=0’ q)l=0’ q)2l=0,-.- @hl=0, (12)

che posseggono tutto il medesimo gruppo di sostituzioni, denotiamo con u,,,
Upzy-.. Upp € CON %y, Uys,... U, due sistemi d’integrali particolari distinti,
P'uno di ®, =0 e l'altro di ¢;=0, definiti da sviluppi in serie di Cavcny
nelle vicinanze di ,, e tali che subiscano la medesima sostituzione lineare
per ogni giro chiuso della variabile, che, partendo da x,, vi ritorni senza
passare per alecun polo dei coefficienti di &, =0 e di ®;=0.

Considerando una linea A che vada da z, a #, -} 2l » senza passare per
alecun polo dei coefficienti delle (12), prendiamo il punto z, 4+ 27w come
nuova origine degl’integrali dell’equazione ®,=0 e come valori iniziali di
questi integrali i valori che prendono in 2,-+ 27w, quando la variabile vi
giunge passando per A, gl'integrali w,,,... #,,. Per ricondurre 1'origine nel
punto x, si faccia un cambiamento di variabile, ponendo z==1a"4 21w, e
si seguiti a rappresentare con z, invece che con 2, la nuova variabile in-
dipendente. In questo modo I'equazione ® =0 si trasforma nell'altra ®; = 0,
e 1 suoi integrali, che dopo il cambiamento indicheremo con (wy),... (uy),
divengono p integrali particolari distinti di ®;=0, che nel punto x, pren-
dono rispettivamente i valori che prendono in x, 4 21w glintegrali w,,,...
%o, quando la variabile giunge in questo punto passando per A. Percid le
funzioni (#,,),... (4,p) potranno esprimersi con gl'integrali uy,... wu,p, gid
stabiliti per ®; = 0, mediante una sostituzione lineare 7'

Considerazioni analoghe a queste possono farsi sull’equazione ®;=0 e
sui suoi integrali #,,... u,. Dopo il cambiamento di variabile la ®;=0 si
trasforma nella ®,=0, e i suoi integrali, che indicheremo con (u,),...
(usp), divengono p integrali particolari distinti di ®,; =0, che nel punto z,
prendono rispettivamente i valori che prendono in z, + 27w glintegrali
Usiy... Uip, quando la variabile giunge in questo punto passando per A. Po-
tremo quindi determinare un sistema #,,,... %, di p integrali particolari di-
stinti di ®;; =0, definiti da sviluppi in serie di Cauvcry nelle vicinanze di z,,
in modo che le funzioni (u,,),... (u,;) possano esprimersi con essi mediante
la sostituzione T.

Evidentemente le funzioni u,,... t, subiscono la medesima sostituzione
lineare delle altre w,,,... u,p per ogni giro chiuso della variabile che, par-
tendo da x, 4 21w, vi ritorni senza passare per alcun polo dei coefficienti
di ®,=0 e di ®;=0. Col cambiamento di variabile che abbiamo indicato
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le due equazioni ®,=0 e ®;=0 si trasformano nelle altre due &, =0,
Py =0, e glintegrali dei due sistemi u,,... %} y,... 4, si trasformano
in quelli degli altri due (uos),... (#ep); (#1),... (#ip). Epperd questi ultimi
integrali subiscono una medesima sostituzione lineare per ogni giro chiuso
della variabile che, partendo da x,, vi ritorna senza passare per aleun polo
dei coefficienti delle due equazioni ®; =0, ¢®;;=0. Lo stesso deve quindi
accadere per gli altri integrali w,,,... #,p; %:,... tp di queste equazioni,
che sono legati ai precedenti dalla sostituzione T. Percid gl'integrali dei tre
SIStOMI Uo1yees Uopj Uiryen. Uip} Usry... Uy, che appartengono rispettivamente
alle equazioni ®, =0, ®; =0, ¥,; =0, subiscono la medesima sostituzione
lineare per ogni giro chiuso della variabile che, partendo da x,, vi ritorna
senza passare per aleun polo dei coefficienti di queste tre equazioni.

Anche per l'equazione ®,; =0 e pei suoi integrali #,,... %p possiamo
fare le stesse considerazioni fatte per le precedenti. Dopo il noto cambia-
mento di variabile si ottengono glintegrali (u,,),... (1) di ®,;=0, che nel
punto 2, prendono gli stessi valori di w,,,... us;y nel punto x, 4 2w, quando
la variabile giunge in questo punto per A. Qui pure potremo determinare un
sistema di p integrali particolari distinti s, ,... s di @y =0, definiti da
sviluppi in serie di Cavcmy nelle vicinanze di x,, in modo che le funzioni
(#31) ... (usp) possano esprimersi con essi mediante la sostituzione 7.

Potremo seguitare in questo modo fino all’equazione ;= 0, ed otter-
remo cosi gli & -} 1 sistemi d’integrali:

uo],-u- uop; u“,-.- u|p; ...uh|,-.. “hp, (13)

che appartengono rispettivamente alle (12) e che godono delle due seguenti
proprieta :

1.° Considerando , -} 27w come punto d’origine degl'integrali delle
(12) e i valori che le funzioni (13) prendono in esso, quando la variabile
vi giunge per A, come valori iniziali, e facendo il noto cambiamento di va-
riabile, # in # 4 2 lw, che riconduce 'origine in z,, gl'integrali di ogni si-
stema (13) divengono integrali dell’equazione relativa a quelli del sistema
successivo avanti il cambiamento, e si esprimono con essi mediante la sosti-
tuzione lineare T.

2.° Gl'integrali di ognuno di questi sistemi (13) subiscono la mede-
sima sostituzione lineare per ogni giro chiuso della variabile che, partendo
da m,, vi ritorna senza passare per aleun polo dei coefficienti delle (12).
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Per costruire le p relazioni fra gl’integrali delle ¢ 41 equazioni (11)
possiamo scegliere ad arbitrio gli integrali di una di esse, della @, ==0 ad
es.: per la quale sceglieremo il sistema w,... t,. In tal caso, in virtu del
2.° lemma, glintegrali della seconda equazione ®4; =0 devono differire ri-
spettivamente da quelli del sistema waq,... %4y per un fattore costante, che
potremo ridurre eguale all'unitd, fissando in modo conveniente la costante
diversa da zero, ma che si pud scegliere ad arbitrio, che deve moltiplicare
nelle relazioni quesi’integrali. Denotando con A,, A4, A4p,... An-le ¢ +1
costanti cosi fissate, le p relazioni assumono la forma:

Ao“ox "I‘Aaum +"'+Ahuh| =0

.40 uop -'l—.Aa,uap + e + Ah uhp=0.

Se per tutti i valori interi di 7, compresi fra zero ed %, che sono di-
versi da 0, a, b, ¢,... h, poniamo A4;=0, possiamo mettere le relazioni
precedenti sotto 'altra forma:

h h
Z,-A,-u,-i=0,... ZiA,-u,-z,-——O, (14)
0 0

nella quale apparentemente figurano gl'integrali di tutti i sistemi (12).
Denotando con A, A,... Ap—y b —1 costanti arbitrarie, costruiamo le p
funzioni : '
Yo=1Up X Uy Ao Uy -+ A Rpy Un—ys

Yp= Uop + A Usp + % Usp 4t Ay Uh--1p .

Nessuna di esse pud mai risultare identicamente nulla, perché solo dopo
introdotti gl'integrali di ®. = 0, essendo e=~hl, si possono avere relazioni
lineari omogenee fra gl'integrali di ®,=0, ®,=0,... Per questa medesima
ragione non possono sussistere fra le y relazioni lineari omogenee a coeffi-
cienti costanti. Inoltre le y variano con continuitd, quando la variabile si
muove sul piano, evitando certi punti, (i poli dei coefficienti delle (12), esclusa
'ultima), sempre in numero finito in ogni porzione finita del piano, e, con
ogni giro chiuso dalla variabile che non passi per questi punti, subiscono
una sostituzione lineare, la medesima degl’integrali di ognuno dei sistemi (13).
Da tutte queste proprietd delle y risulta che esse sono p integrali particolari
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distinti di un’equazione ®(z, y, p)=0, di cui tutti gl'integrali apparten-
gono anche alla F'= 0.

Riguardo a quest’equazione ® =0 pud accadere che per certi valori
della A i suoi coefficienti divengano infiniti in 2, 0 in z, + 2w 0 in qualche
punto di A. In ogni caso perd i suoi integrali si mantengono sempre finiti
e continui in questi poli, che si chiamano per questa ragione punti ad ap-
parenza singolare. Percid, tanto per la ® = 0 quanto per le altre equazioni,
potremo considerare gl'integrali anche in questi punti speciali che sono poli
dei coefficienti.

Considerando per gl'integrali y di ® =0 x, + 210, invece di z,, come
origine e i valori che essi prendono in questi punti, quando la variabile vi
giunge passando per A, come valori iniziali, e facendo il solito cambiamento
di variabile, x in  + 21w, che riconduce V'origine in z,, la ® =0 si tra-
sforma in un’altra equazione ®® (z, y, p)=0, e i suoi integrali, che indi-
cheremo con (y,), (¢.),... (4p), divengono integrali di quest’ultima equazione.

Per la () =0 possiamo considerare 1'altro sistema di p integrali par--
ticolari distinti :

Yoo =ty + X Uy X thg - oy Uy

Yip = Usp + A Uop + 2, Usp + - A Uhp y

i quali, per il modo col quale sono costruiti, ci danno gl'integrali (y.),... (yp),
quando su di essi si eseguisce la sostituzione T'. Ma, tenendo conto delle (14),
quest’integrali y,,...%,p possono anche rappresentarsi colle espressioni :

A A A
Yp=— I:L- Ap—yUgy — (——}:‘ Ap—y — 1) Uy — (272‘ Ap—i — )\i) Uy —
Ap— An-
—_— e — ( Ah, Aoy — lh—a\) Uh—gey — (—A—hi M-y — Xh—e) Uh—1.4
y2‘= .

Vediamo ora se si possono determinare le costanti 2,, %e,... 24—, in modo
che gl'integrali v.,... y, eguaglino rispettivamente gli altri y,... ¥, mol-
tiplicato per un medesimo fattore finito e costante 6. Basta per questo che
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sl ponga :
Ao
1 + ) Th lh—i = 0
Xl+9-§%)\h_l—9=0
A
12+9A—th_,~m,=0 )
An—
Moz 0 ;—;xh_. — 0 =0
A1

An—1 + o —E— 7\h—1—97\h~23, .
Moltiplicando rispettivamente i due membri di queste % relazioni per le po-
tenze o*-1, 6h-2 ... 6% 6, 1 e sommando, si ottiene:

M-t XZ: [Ao g+ A, P - Ap 6 An-y 0] = 0.

Il valore zero per la costante 15—, deve escludersi, perché la prima delle (15)
ci darebbe in tal caso un valore infinito per 6. Possiamo percid dividere 1'ul-
tima relazione trovata per 2., e moltiplicarla per la costante Ay , che &
pure diversa da zero. Si ottiene cosi I'equazione algebrica in 6:

A+ A Gh- - Ap 604 A =0, (16)

la quale, essendo sempre A4,==0, & di grado %, e non ha radici nulle.

Percid si pud sempre determinare per ¢ un valore finito e differente da
zero che verifica la (16) e che, sostituito nelle (15), ci da per A, Xgy... dn—y
un sistema di valori completamente determinato. Questi valori delle A ci
danno quindi le relazioni: y,=6yu, Y="0Yw,... Yp="0y, dalle quali
risulta che anche le funzioni y,,,... ¥, sono p integrali particolari distinti
di ® =0, ossia che I'equazione ®")=10 coincide con la & =0. Ora, trat-
tandosi di equazioni a coefficienti uniformi in tutto il piano, si vede subito
dalle operazioni eseguite per passare dalla ® =0 alla o) =0, che la # =0
& a coefficienti periodici con 27w per periodo, ed & quindi una di quelle
equazioni di cui si voleva dimostrare Iesistenza.
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8. Essendo data un'equazione L (r, ¢, m)=0, a coefficienti periodici
con 21w per periodo, si pud determinare per essa un sistema ¥y,, ¥s,... ¥m
di m integrali particolari distinti, definiti da sviluppi in serie di Cavcny nelle
vicinanze di un punto x, che non sia un polo dei suoi coefficienti. Anche
glinfiniti puntt «, 4 2slo che si ottengono dando ad s tutti i valori interi
positivi e negativi, godono della medesima proprieta di z,. Epperd, se, evi-
tando i poli di L =0, facciamo percorrere alla variabile una linea qualun-
que A che vada da z, ad uno determinato di questi punti, #,+2s,lw ad
es.: le funzioni y prendono all’arrivo dei valori differenti da quelli che hanno
in x,. Prendendo z, 4+ 2s, l» come origine e questi valori come valori ini-
ziali, e facendo uno dei soliti cambiamentt di variabile, z in x4+ 25,10,
che riconduce lorigine in z,, la L =0 non muta, essendo a coefficienti
periodici eon 27w per periodo, e le funzioni y si trasformano in altri m
integrali particolari distinti di quest’equazione, che indicheremo .con |y,1,
{42!,... 1ym!, e che si possono ottenere eseguendo sul primitivi y,, y,,...
Ym una determinata sostituzione lineare S, che dipende dalla scelta della
linea A.

Con alcune considerazioni analoghe a quelle che precedono il 1.° lemma
si pud vedere facilmente che, quando la wariabile si muove sul piano, evi-
tando 1 poli dei coefficienti di L =0, tutte le infinite sostituzioni che subi-
scono glintegrali y,, Ya,... Ym con tutti i possibile cammini che vanno da
un punto qualunque x ad uno dei punii x -+ 28l w, costituiscono un gruppo,
che chiameremo gruppo di sostituzioni di L =0 relativo al sistema d’inte-
grali y,, Yy Ym € al periodo 21 w.

Abbiamo aggiunto ¢ al periodo 2 1w per non confondere questo gruppo
con quello di cui si & parlato in principio per le equazioni in generale, e
che nel caso di equazioni a coefficienti periodici & un sottogruppo di quello
ora definito, essendo nei cammini della variabile inclusi come caso speciale
quelli chiusi corrispondenti al valore particolare zero del numero intero s.

Essendo date pitv equazioni in numero finito, dello stesso ordine e «
coefficiente periodici con lo stesso periodo 21w, e facendo muovere la varia-
bile senza che passi per alcun polo dei loro coefficienti, diremo che esse pos-
seggono lo stesso gruppo di sostituzioni relativamente al periodo 2 1w, quando
st pud determinare per ognuna di esse un sistema d'integrali particolari di-
stintt, in modo che glintegrale di questi diversi sistemi subiscano la mede-
sima sostituzione lineare per ogni cammino della variabile che va da un
punto qualunque z ad uno dei punti -2l o.

Annali di Malematica, Serie I, tomo V. 17

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1



126 PBigiavi: Sulla riducibilita delle equazioni differenziali lineari

Sempre con considerazioni analoghe a quelle che precedono il 1.° lemma
si pud vedere facilmente che tre equazioni, dello stesso ordine e a coefficienti
periodici collo stesso periodo 2w, posseggono lo stesso gruppo di sostitu-
zioni relativamente a questo periodo, quando cido accade per due coppie qua-
lunque di esse.

Diremo che tutte le equazioni di una successione infinita, che sono dello
stesso ordine e a coefficienti periodici collo stesso periodo 21w, posseggono
lo stesso gruppo di sostituzioni relativamente a questo periodo, quando ci0
accade per un numero finito qualunque di esse, scelte ad arbitrio.

Mediante queste definizioni si pud dimostrare un 4.° lemma con un pro-
cedimento del tutto simile a quello di cui ci siamo serviti per la dimostra-
zione del primo.

Questo lemma si pud enunciare cosi:

Un’equazione riducibile I (x, y, n) =0, a coefficient: doppiamente perio-
dici coi periodi 2w, 2w, @ cui appartengono tutti glintegrali di un’equa-
zione irriduttibile W, (x, 2, p) = 0, a coefficienti semplicemente periodici con
21w per periodo, essendo | un numero intero, ammette tutti gl'integrali d'in-
finite altre equazioni pure a coefficienti periodici con 21w per periodo, e che
relativammente a questo periodo posseggono ¢l medesimo gruppo di sostituzioni
di ¥,=0.

9. Possiamo finalmente dimostrare il teorema relativo alla riducibilita
delle equazioni differenziali lineari a coefficienti doppiamente periodici, di
cui si & parlato in principio e di cui si pud modificare I'enunciato nel modo
seguente :

Un’equazione differenziale lineare riducibile F (x, y, n) =0, @ coefficientt
ellittici, ammette tutti glintegrals di un’equazione irriduttibile ¥ (z, z, p) = 0,
a coefficienti doppiamente periodici ed aventi gli stessi periodi 2w, 2w di
F =0 e dei multiple convenienti di questi periodi.

Col metodo indicato nel 3.° lemma possiamo costruire un’ equazione
Y, (z, ¥, p) =0, di cui tutti gl'integrali appartengano ad F'=0 e a coeffi-
cienti semplicemente periodici con 2/w per periodo, essendo ! un numero
intero. Come & gid noto, 'ordine p di ¥, =0, che & irriduttibile, & il mi-
nimo possibile, vale a dire ogni altra equazione di cui tutti gl'integrali ap-
partengono ad F'=0 & di ordine superiore o tutt’al pilt eguale a p.

Escludendo l'ipotesi che la W,=0 sia a coefficienti periodici con un
multiplo di 2w’ per periodo, nel qual caso sarebbe a coeflicienti doppiamente
periodici secondo l'enunciato del teorema e non occorrerebbe pilt proseguire
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la dimostrazione, si applichino alla ¥, = 0, relativamente al periodo 2 ', pro-
cedimenti simili a quelli del 3.° lemma, utilizzando 1 risultati del 4.° ¢
2.° lemma, come per il 3.° si sono utilizzati quello del 1.° e del 2.°
Otterremo cosi dapprima la serie di equazioni :
o.-q’r—3=07... qf_.=0, ‘P'o:O, l}f‘=0,“. ‘If,g=0,.

e quindi il numero ¢, analogo ad ¢,, che.ci permettera di scegliere il punto z,,
come nel 3.° lemma, e di determinare i numeri ¢, ¢', I analoghi a ¢, ¢, I e
le ¢" 4- 1 equazioni, che potremo rappresentare con:
Yy=0, Vyr=0, ¥;=0,... ¥pr=0,
ove a’y 0'y... &' sono numeri interi soggetti alle diseguaglianze :
0<a <b < - <.
Per il numero 7' si deve avere inoltre A'l'=¢'.
Considerando poi le 2’ 4 1 equazioni :
¥, =0, ¥, =0, W,y =0,... ‘Fh'l=0, (17)
analoghe alle (12), potremo determinare per esse i sistemi d'integrali :
00.7... v‘p., U“,o.. ij;.-o ’Uh,,... vhp,
analoghi ai sistemi (13), e mettere le p relazioni fra gl'integrali delle ¢’ 4 1
equazioni sotto la forma :
C:l,o ’001 + A,a' Ua', + Alb’ /Ub" "I" AR + A/h’ ’Uh" = O
.o Coe ey
essendo A'y, A'¢y A'y,... A'w ¢’ + 1 costanti sempre diverse da zero, o anche
sotto I'altra:
n '
240 =0,... 3 A’;v;p =0,
0

]

14

quando sia A';=0 per tutti i valori di ¢ diversi da O, o, &,... X"
Denotando con 2',, ¥,,... Xp—y A" — 1 costanti arbitrarie, si potranno

costruire le funzioni:

2, =0y Nivy F N0y F - + 2Ry Oh—y
, (8

2= Vep X Dy - o vip -+ - Vamy O
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che sono analoghe alle #,,... y, del 3.° lemma, e che costituiscono come
queste ultime un sistema di p integrali particolari distinti di un’equazione
V¥ (x, 2, p)=0.

Ora, considerando una linea A che non passi per alcun polo dei coeffi-
cienti delle (18) e della 1"=10 e che vada da 2, a x, -2 1w, si prenda per
origine degl’integrali v e z il punto 2, + 2/ w e per valori iniziali di questi
integrali 1 valori che essi prendono in 2, + 27w, quando la variabile vi
giunge passando per A, e si faccia il solito cambiamento di variabile, « in
x4+ 21w In tal caso le equazioni (17) non cambiano, perché sono a coef-
ficienti periodici con 27w per periodo, e i loro integrali, in virtu del 4.° lemma,
prendono dei valori che si possono ottenere effettuando una medesima sosti-
tuzione lineare su quelli primitivi di ciascuna equazione. Quindi, a causa
delle (18), anche i nuovi integrali di W ==0 si esprimono con gli antichi
mediante questa stessa sostituzione. Di qui risulta che neppure la W =
muta coi cambiamenti ora indicati, ed & per conseguenza essa pure a coef-
ficienti periodici con 27w per periodo.

Arrivati a questo punto non abbiamo da far altro che ripetere sulle fun-
zioni 2,,... Zp, relativamente al periodo 2 o', lo stesso ragionamento gia fatto
nel 3.° lemma per le funzioni y, relativamente all’'unico periodo 2 w, e giun-
geremo cosl ad un sistema di valori di 2y, X,,... X', che renderanno la
W =0 a coeflicienti doppiamente periodici; coi periodi 27w, 21" &'

10. Ritorniamo all’equazione F(x, y, n, =0 a coefficienti periodici
col periodo 2w del 3.° lemma e alla serie di equazioni (10) che possono di-
vidersi in I categorie, comprendendo in una medesima categoria tutte quelle
della forma @, =0, nella quale ¢ & uno dei numert 0, I, 2,... I —1
ed s un numero variabile che prende tutti i valori interi da — oo a 4 oo.
Le equazioni (10) cosi distribuife in I categorie godono delle seguenti pro-
prieta, delle quali alcune sono note e le altre possono dimostrarsi facilmente :

1.9 Tutte le equazioni di una stessa categoria posseggono lo stesso
gruppo di sostituzions.

2.° I'ra gllintegrali di b equazioni consecutive di una stessa cateqoria
non esiste alcuna relazione lineare omogenea a coefficienti costanti, Lsistono
invece p di tali relazioni e p soltanto fra glintegrali di h + 1 equazioni
consecutive di une medesima calegoria. In queste p relazioni figurano gl'in-
tegrali di g + 1 equazioni, essendo q = h, delle quali perd fanno sempre
parte le due estreme. Scegliendo gl'integrali delle A1 equazioni in modo
che godono di proprieta simili a quelle dei sistemi (13), possiamo mettere
le p relazioni sotto una forma analoga alla (14).
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3.° Esiste uw’equazione Gi(x, y, hp)=20, d’ordine I p e a coefficienti
periodici con 2 1w per periodo, che possiede tutti gl'integrali delle equazioni
della im® calegoria, e della quale costituiscono un sistema di hp integrali
particolari distinti I sistemi di p integrali di h equazioni consecutive della
[ma categoria. )

4.° Le l equazioni G, =0, G,=0,... G;=0, che corrispondono »i-
spettivamente alle 1 categorie, confrontate a due a due, non hanno alcun in-
tegrale a comune, e tulti i loro integrali appartengono ad wun’equazione
G(x, y, hlp)=0, a coefficienti periodict con 2w per periodo.

Se & hip=mn, la G=0 coincide colla I'=0, ed in questo caso ogni
integrale di =0 pud sempre eguagliarsi ad un’espressione lineare omo-
genea a coeflicienti costanti d’integrali di equazioni (10). Viceversa, se ogni
integrale di J'=0 si pud eguagliare ad un’espressione lineare omogenea a
coefficienti costanti d’integrali di equazioni (10), sussiste la relazione hip=n
e la G=0 coincide colla "= ().

Considerando sempre il caso di 2 7p=mn, denotiamo con E, (x, y, p) =0
un’equazione irriduttibile di cui tutti gl'integrali appartengono anche alla
I'=0, e consideriamola assieme alle equazioni:

B=0, B,=0,... b.—0,

essendo ¢ ==1%1[. Fra tutte queste A {4 1 equazioni scegliamone un certo nu-
mero 7 41, del quale faccia sempre parte la E,=0, in modo che fra gli
integrali di » qualunque di esse non esista alcuna relazione lineare omogenea
a coefficienti costanti e che esistano invece di tali relazioni fra gl’integrali
di tuite le » 4 1 equazioni. Ragionando allora come nel 1.° lemma, si di-
mostra che le relazioni sono in numero di p, che tutte le » + 1 equazioni
posseggono lo stesso gruppo di sostituzioni e che quindi le » equazioni di-
verse dalla F,= 0 appartengono alla medesima categoria. Diremo che anche
I'equazione E, = 0 appartiene a questa categoria.

Supponendo cha si tratti della prima categoria e scegliendo per inte-
grali delle ® =0 quelli dei sistemi (13}, potremo determinare per la E, ==
un sistema d’integrali che indicheremo con #y,... £,, in modo che le p re-
lazioni assumano la forma :

tox = boo Uy, + bm Uy, _l" R boh—l Up—1.4
(19)
top = boo Uop + by, Upp - F Don—y Un—1p
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ove le b sono costanti, alcune delle quali possono anche essere eguali allo
zero. Abbiamo gid veduto nel 3.° lemma che viceversa p espressioni f,,,...
t., come le precedenti costituiscono un sistema di p integrali particolari di-
stinti di un’equazione E, =0, di ordine p che possiede lo stesso gruppo di
sostituzioni delle (12) e che appartiene quindi alla prima categoria.
Consideriamo assieme alla F,==0 altre 2 — 1 equazioni irriduttibili di
ordine p appartenenti alla prima categoria, che indicheremo con K, =0,...

E).,==0, e denotiamo con #,,... fip}.e. Threyeee fp—rp 1 loro integrali
espressi mediante quelli dei sistemi (13) dalle relazioni:
t“ = by Uoy + b u,, ‘+‘ -+ bih—s tUp—yey - \

bp == b1 Uy + by, Up +-- -+ bin 1 Uh-1p
(20)
fhvo = bhoyo oy = bp—ges by - A bp ooy Ui
lh-:-p = bp-1.0 Uop + br—1-4 Uip 4+ + bh—i.h—1 Uh—sp /
e supponiamo che il determinante :

boo b(‘l R b0h-1 I

D= bxo bu . .. bah—i }

bh—i-o bh—l-l .o bh—l-h-! l

sia diverso da zero. In tal caso non esiste alcuna relazione lineare omogenea
a coeflicienti costanti fra gl'integrali:

to(,..o top; t“,... t;p; -.-th—‘q,.-- th—pp * (21)

delle 2 equazioni :
E,=0, E =0,... Ep.,=0, (22)

perche altrimenti dovrebbe esistere una relazione simile fra gl'integrali:
Ugiyers Ugp Uiryere Bip)  ovelbhoyiyers Up—pp (23)

delle % equazioni:
D=0, ®;=0,... Bp_=0, (24)

i cui valori si possono ricavare risolvendo rispetto ad essi le (19) e (20).
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Essendo data un’altra equazione irriduttibile e di ordine p Ej =0 della
prima categoria e p suoi integrali ¢,,... fny espressi con quelli dei si-
stemi (23) mediante le relazioni:

thy == bno ttor = bry ttae 4=+ - A Drny Up—rey

thp = bno Uap -+ bp, U - - —+ Dih -1 Uy Py
si possono sostituire alle funzioni « i loro valori ricavati dalle (19) e (20), e
si ottengono cosi p relazioni, alle quali si pud dare la forma:

h h
3;Bity=0,... ZBitp=0,
0 0

ove le B sono . 4 1 costanti determinate.

Si vede dunque che fra gl'integrali di % 4+ 1 equazioni di una stessa
categoria esistono sempre relazioni lineari omogenee a coefficienti costanti,
nel mentre che per una stessa categoria si possono sempre trovare % equa-
zioni tali che fra i loro integrali non esistano di queste relazioni. Diremo
che kb equazioni che godono di una simile proprietd costituiscono un sistema
di % equazioni indipendenti della categoria a cui appartengono. Cosl costi-
tuiscono A equazioni indipendenti della prima categoria le (22), le (24) e X
equazioni consecutive qualunque ® =0 della prima categoria.

Riguardo alle relazioni (19) e (20), che ci danno le funzioni (21) espresse
con le (23, diremo che si ottengono gli / sistemi d’integrali (21), eseguendo
sugli h sistemi d’integrali (23) la sostituzione :

/ boo 601 LIRS boh-i
bm [)u s e e b:h—l /

. \’
\ bp-veo brogn o .. bi-von-s
ossia che si passa dalle . equazioni (24) alle % equazioni (22) mediante la
sostituzione X.

Consideriamo la linea A del 3.° lemma che va da z, a 2,4+ 210, ¢
trasportiamo Vorigine deglintegrali delle equazioni (22) e (24) in z, 4 2 o,
prendendo per valori iniziali di essi i valori che assumono gl'integrali (21)
e (23) in x, 4 2lw, quando la variabile vi giunge passando per A, e fac-
ciamo il solito cambiamento di variabile, # in 2 + 2 1 w. Cosl gl'integrali (23)
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si trasformano in altre funzioni (uy),... (4,);.... che si possono ottenere ese-
guendo prima la sostituziane T' sugl’integrali di ogni sistema, eppoi la so-
stituzione : '

/ 0
0 1
S U
/ 0 0 0 ... 1
— A — 4 —4 = A
.Ah An Ah An

sugli % sistemi. Lo stesso pud dirsi per gl'integrali (21) che si trasformano in altre
funzioni (#y,),... (f);... che si possono ottenere eseguendo prima la stessa
sostituzione T' sugl’integrali di ogni sistema eppoi la sostituzione @, = 2 @ =
sugli % sistemi.

Per un’altra linea qualunque A" che goda delle medesime proprieta di A
e che vada da x, a ,-}2 /7w si hanno risultati analoghi a quelli ora otte-
nuti per A. Siano per questa nuova linea 7", ©', ©, le sostituzioni corri-
spondenti a T, @, 6,. Quando la variabile percorre Ja linea A a partire da
x, eppol la linea A’ in senso inverso a partire da », 427w, si viene a for-
mare un cammino chiuso che non altera le equazioni (22) e (24", ossia che,
lasciando fissi 1 sistemi (21) e (23), fa subire agl'integrali di ognuno di essi
la sostituzione T T"-*. Percid dovremo avere: 8 0-*=1, 0,0 ,'=1, da
cui risulta © =0, 9,=0",. Si vede dunque che le sostituzioni © e ©, che
subiscono gl'integrali (23) e (24) sono indipendenti dalla linea A che va da
To & 1o+ 21w,

Possiamo disporre delle costanti della sostituzione % in modo che la so-
stituzione O, assuma una delle forme canoniche, ad es.: la pilt semplice:

b 0 0 ... 0 0
§ oy {l( O o .. O 0
(I)i = 0 O yg « . O

0 0 ... Ch-1  Mh—t

nella quale le costanti p sono le % radici dell’equazione algebrica di grado
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hin p:
—p 1 0 N
0 —p 0
......... . ‘——-—0, (26)
........... —p 1
| ——Ao — A — A — Ap— ———Az—t_
An An An An Ap

disposte lungo la diagonale in modo che quelle eguali fra loro sono conse-
cutive, e le « sono costanti diverse da zero, essendo soltanto nulla ognuna
di quelle che si trova nella stessa linea con una p che sia lungo la diago-
nale la prima di un gruppo di radici eguali.

Che, quando la sostituzione ©, & ridotta ad avere la forma precedente,
il che & sempre possibile, tutte le «, all'infuori di quelle ora indicate, deb-
bano essere diverse da zero, risulta dal fatto che nessuna delle radici p pud
annullare simultaneamente tutti i determinanti minori di ordine 7 — 1 del
determinante di ordine % che forma il 1.° membro dell’equazione (26).

Quando la sostituzione @, ha la forma canonica (25) o un’altra forma
canonica qualunque, chiameremo le (21) equazioni corrispondenti alla forma
canonica. Fra esse si trovano anche quelle a coefficienti periodici con 2/
per periodo che si possono determinare coi procedimenti del 3.° lemma. Anzi
per ricollegare 1 due risultati notiamo che le radici 6 della (14) sono le re-
ciproche delle radici p della (26). Notiamo inoltre che dalle osservazioni fatte
sulle costanti « risulta che ad ogni gruppo di radici ¢ o p eguali corrisponde
una sola equazione I =0 a coefficienti periodici con 27« per periodo.

Con un cambiamento di variabile si pud passare da queste equazioni
corrispondenti alla forma canonica a quelle delle altre categorie.

11. Passiamo ora al caso che la F'(x, y, n)=0 abbia anche il pe-

riodo 2 &', sia cio& a coefficienti ellittici con 2w e 2" per periodi, e co-
struiamo coll’equazione @° =0 la serie :

®_,=0,.. ¥_,=0, 0,=0 @,=0,. &,=0,., (27

che, relativamente al periode 2 ', & analoga alla (10) del 3.° lemma rela-
tiva al periodo 2. Denotiamo con A e / i numeri analoghi ad & e [, ¢
supponiamo che, oltre ad essere n=hlp, sia pure n =17~ (' p.

Annali di Malematica, Serie 11, tomo V. 18

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1



134 Bigiavi: Sulle riducibilite delle equazioni differenziali lineari

Le (27) possono dividersi in I categorie, che godono delle medesime
proprietd delle / categorie in cui sono state distribuite le (10), tanto per
quelle generali quanto per quelle speciali relative al caso n==~h[p. Percid
ogni equazione irriduttibile di ordine p, di cui tutti gl'integrali appartengono
anche alla =20, oltre a considerarsi come appartenente ad una delle / ca-
tegorie relative al periodo 2w, dovra anche considerarsi come appartenente
ad una delle I' categorie relative al periodo 2. Inoltre tutte le equazioni
irriduttibili di ordine p, di cui tutti gl’integrali appartengono anche ad I = 0,
che fanno parte di una stessa categoria rispetto ad uno dei periodi di 2w,
2w, devono far parte di una stessa categoria anche rispetto all’altro, perche
posseggono lo stesso gruppo di sostituzioni. Ne viene di conseguenza che
deve essere /=10. Da quest'eguaglianza e dall’altra: hAlp=~"1p risulta
pure h = h'. Quest’ultima relazione potrebbe anche ottenersi osservando che
k equazioni indipendenti di una stessa categoria rispetto al periodo 2 w de-
vono pure essere indipendenti per la categoria a cui appartengono rispetto
al periodo 2 ', e che quindi deve essere A =h'. Viceversa, dovendo cssere
pure h' =k, se ne conclude che sard 7' =bh.

Supponiamo scelto il punto x, in modo che 1 lati del parallelogrammo I
aventi per vertici i punti x,, 2,4+2lw, ,+20l0 $21o, 2,4+ 27w non
passino per alcun polo dei coefficienti di F'=0, e consideriamo le equa-
zioni (22) coi loro integrali (21), appartenente rispetto al periodo 2 » alla prima
categoria e ad una stessa categoria rispetto al periodo 2. Glintegrali (21),
essendo anche integrali di I'=0, sono sempre finiti e continui sui lati di I

Per quello che abbiamo detto i sistemi d'integrali (21), quando la va-
riabile va lungo il lato (%, 2,}+20w) da xz, a &, 27w, non mutano di
categoria rispetto a 2w ¢ quindi neppure rispetto a 2, ma subiscono la
sostituzione lineare ©,. Lo stesso pud dirsi per 1l lato (x,, »,+217w'), per
il quale indicheremo con ©, la sostituzione lineare che subiscono i sistemi
d’integrali (21).

Quando la variabile percorre tuito il contorno di T' partendo da z, e in
modo da incontrare 1 vertici o, 271w, 2,4+ 210+ 2100, 7,4+ 210" nel-
I'ordine nel quale sono scritti, gl'integrali di ogni sistema (21) subiscono una
medesima sostituzione lineare; ma 1 sistemi non mutano, perché¢ dopo un cam-
mino chiuso della variabile le equazioni (22) si riproducono.. Percid avremo
per le sostituzioni ©, e O, la relazione:

0,0,0710;1=1,

dalla quale risulta che ©, e ®, sono permutabili.
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Quindi, se ©, ha la forma canonica (25) o un’altra forma canonica qua-
lunque, anche ©,, come si pud vedere facilmente, avrd una forma canonica,
e questa forma di @, godra della proprieth che la sua diagonale, che & co-
stituita dalle % radiei p'y, p'y,... p'n-, di un’equazione algebrica simile
alla (26), confrontata colla diagonale di @,, & tale che ad ogni gruppo di
radiei g eguali corrisponde un gruppo di radiei ' pure eguali. Di qui ri-
sulta che se le (22) sono h equazioni corrispondenti alla forma canonica per
il periodo 2w, lo sono anche per il periodo 2w'. In tal easo quelle di esse
che sono a coefficienti periodici con 27w per periodo, sono anche a coeffi-
cienti periodici con 27w per periodo, sono ciod a coefficienti ellittici coi
periodi 27w, 21w

Con cambiamenti di variabile si pud passare dalle (22) alle equazioni
corrispondenti alla forma canonica delle altre categorie relative al periodo 2 o
ed al tempo stesso anche a quelle delle altre categorie relative a 2 w’, poiché
queste categorie relative ai due periodi 2w, 2" si corrispondono.

12. Consideraindo sempre un’equazione F' (z, y, n) =0 di quelle stu-
diate nel paragrafo precedente, supponiamo che sia:

n=4, p=2, l=1, h=2.

Abbiamo in questo caso una sola categoria per i periodi 2, 2w e due
equazioni indipendenti irriduttibili di 2.° ordine appartenenti a questa cate-
goria, che indicheremo, per usare le stesse notazioni di prima, con:

Ey(r, y, 2)=0, E(z, y, 2)=0,
quando siano quelle corrispondenti alla forma canonica. Siano:
toi; toz; tu, tie

“due sistemi d’integrali di queste equazioni, scelte in modo che godano delle
proprieta dei sistemi (21), e:
(0 _ (w0
o) ol
le due sostituzioni canoniche permutabili, relative ai periodi 2w, 2w'.
Essendo =1, la E,=0 & a coeflicienti ellittici coi periodi 2w, 2 «'.

Quando la variabile fa un giro chiuso senza passare per alcun polo dei
coefficienti di F' = 0, gl'integrali ¢ dei due sistemi subiscono una stessa so-
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stituzione lineare, e quindi le tre espressioni:
tli tOI t’Oi t!l
by toe t,oe Ly i

t’ol t0|

tIOQ t()'!

, (28)

b

nelle quali le ¢ stanno a rappresentare le derivate prime delle #, si ripro-
ducono moltiplicate per il determinante di questa sostituzione. Epperd i rap-
porti delle prime due alla terza sono due funzioni meromorfe, che indiche-
remo con f,(x) e f;(x).

Considerando un parallelogramma I' avente per vertici i punti z,,
T+ 20, +20 420, x,+ 2w, scelto in modo che i suoi lati non pas-
sino per poli di F'=0, e facendo percorrere alla variabile il lato (x,,
z,+2w) da x, a ,+ 2w, gl'integrali dei due sistemi si trasformano nelle
funzioni :

(tm); (foz); (t,,), (ti?\7

che si possono ottenere eseguendo, prima una sostituzione 7', suglintegrali
di ogni sistema, eppoi la sostituzione O, sui due sistemi.
Per le espressioni (28) abbiamo :

(t“) (,01> \ tn ton
= y? T,
R A |
(t’o’) (t“) ] t,0| tll l t’Dl tOl
— (T, o u (T,
(t/o‘z) (tl2) ! y ( )' t,O'Z t!% + y'( ) I t/oe [02
o) (ta) Y b ]
=t T: , ’
ww<wt S

essendo (7)) il determinante della sostituzione T',. Si hanno quindi per le
funzioni £, (2, f.(x) le relazioni :

filto+20) =1 (@)
fulo + 20) =1 () + -

Similmente si ottiene per il pericdo 2 w':
! ¢ ! al
fi (% 4 20) =1 (2,), ﬂ(ﬂ‘o+2w)=f2(xo)+p.—,-
Da queste relazioni e dalle due precedenti risulta che la f (x) e la de-
rivata prima della f, (z) sono due funzioni doppiamente periodiche coi pe-
riodi 2w, 2 o',
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Abbiamo inoltre :
by = ft (x) o ‘l" f‘z (x) tos
b, = f1 (’L‘) £ -+ fz (T) Ly

Mediante queste due relazioni, quando sia nota I'equazione a coefficienti
ellittici B, =0, e siano note pure le funzioni f,(x), f. (x), si pud costruire
laltra equazione E, =0, che non & a coefficienti ellittici e 'equazione data
del 4.° ordine F'==0, che ¢ a coefficienti doppiamente periodici cogli stessi
periodi di E, = 0.

Se le sostituzioni ©, e ©, hanno Paltra forma:

on(f ) omfiel)

le due equazioni I, =0, E, =0 sono tutte due a coefficienti ellittici, e le
funzioni f, (x), f,(x) sono due funzioni di 2.% specie coi periodi 20, 240" e
coi moltiplicatori £, £2.
Yo Voo
13. Essendo data un’equazione irriduttibile H (r, y, 2) =20, a coeffi-

cienti doppiamente periodici coi periodi 4w, 2w, si faccia in essa un cam-
biamento di variabile, ponendo z=2"4 2 » e chiamando nuovamente con z
la variabile indipendente. Si ottiene cosi un’altra equazione irriduttibile
o, (z, y, 2) =0, a coefficienti doppiamente periodici cogli stessi periodi
4o, 20.

Supponiamo che queste due equazioni non posseggano lo stesso gruppo
di sostituzioni, e costruiamo I'equazione F'(z, y, 4) =10 che possiede tutti i
loro integrali, la quale risulta a coefficienti doppiamente periodici coi pe-
riodi 2m, 2w, Si tratta di dimostrare che, all’infuori di H=0 e di H, =0,
non esiste alcun’equazione di ordine inferiore a 4, di cul tutti gl’integrali
appartengono ad I'=0.

Supponiamo che sia K = 0 una simile equazione, che potrd essere del 3.°
o del 2.° ordine. Considerando dapprima il caso del 3.° ordine, determiniamo
per ciascuna delle tre equazioni H =0, H, =0, K=0 un sistema d’inte-
grali particolari distinti definiti da sviluppi in serie di Cavcry nelle vicinanze
di un punto x, che non sia un polo dei loro coeflicienti, e denotiamo con
Uy, Uy Uy, ¥y; b, t, f; rispettivamente quest’integrali. I primi quattro co-
stituiscono un sistema d’integrali particolari distinti di F = 0. Perecid ogni
altro integrale di "= 0 dovra potersi esprimere con essi. Avremo quindi le
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relazioni :

th=au, +Bu, +yv, +Jv, 2

th=ao u, +8u, -+y v 47w, ’ (29)

ty=o"u, -+ B u,+y" v, 49" v, §
nelle quali le «, §,... sono costanti. Ponendo :
g o' g _ a f
ﬁ// a B l
si ottiene 'unica relazione:

At‘+A,t2+44” 3=(A7+A,7'+A”“/”)1)1+
+ A0+ A4+ A"d) v,

la quale esprime che un integrale di K ==0 & eguale a un integrale di
H,=0. Ma, essendo quest’ultima equazione irriduttibile, ne risulta che ogni
suo integrale deve appartenere alla K'=0. Similmente si dimostra che ogni
integrale di H =0 appartiene alla K =0, che viene cosl ad essere soddi-
sfatta da tutti gl'integrali di #'=0, il che & impossibife.

Vediamo allora se & possibile il caso che K'=10 sia del 2.° ordine, al
quale si pud passare ponendo £, =0 e sopprimendo l'ultima delle (29). Sup-

!

[y 5

_|
|

\

ponendo che uno dei due determinanti Z, g E }i" g sia nullo, si pud
sempre dalle prime due delle (29) ottenere un’unica relazione che esprima
'eguaglianza fra un’integrale di /{ =0 e un’integrale di una delle equazioni
H=0, H =0, il che non pud mai accadere, essendo queste tre equazioni
distinte e irriduttibili. Pereid i due determinanti precedenti sono sempre di-
versi da zero, e si pud quindi sostituire ai due sistemi d’integrali distinti
Uy, Uy Oy, v; gli altrl due y, y,; 21, 2. dati dalle relazioni:

Y=ot 4+ Lu,, yy=0c u, -+ f u,
Zy==y 0, F+ 00, &=y v 490,
In tal caso le (29) divengono:
b=y 2, tt=y,+2. (30)

Quando la variabile fa un giro chiuso I' senza passare per alecun polo
dei coefficienti delle tre equazioni: H=0, H =0, K =0, gl’'integrali di
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ciascuna di esse subiscono una sostituzione lineare. Denotando rispettivamente

! ! 4 "
con (Z 2)3 (Z S)a (Z,, g,) queste tre sostituzioni e tenendo conto delle (30,

sl ottengono le due relazioni:

@—a)y+0 =Yy, + (@ —a")z, + (V' —b')2,=0
(c— Yy @—dY g+ (¢ — )24 (d —d') 2. =0,

le quali devono essere due identitd, perché y,, y.; 2., 2, costituiscono un
sistema di 4 integrali particolari distinti di F'=0. Quindi le tre sostituzioni
precedenti sono eguali. Ma ¢id non pud accadere per tutti i possibili giri
chiusi ' della variabile, perche allora le tre equazioni H=0, H,=0,
K =0 possederebbero lo stesso gruppo di sostituzioni, il che & stato escluso
per le prime due. Per conseguenza neppure il caso di KX=0 del 2.° ordine
& possibile; epperd le due equazioni Il =0, H, =0 sono le sole di ordine
inferiore a 4 di cui tutti gl'integrali appartengono anche ad F' = 0.

Percid per quest’equazione riducibile F'= 0 non esiste un’equazione d’or-
dine inferiore a 4, a coefficienti doppiamente periodici cogli stessi periodi
20, 20, di cul tutti gl'mtegrali appartengano ad I"=20.

Abbiamo considerato quest’esempio di un’equazione del 4.° ordine per
giustificare il nuovo enunciato del teorema e per togliere il dubbio che una
equazione riducibile F(z, y, n) =20, a coefficienti ellittici, debba sempre pos-
sedere tutti gl'integrali di un’altra equazione di ordine inferiore ad », a cocf-
ficienti doppiamente periodici e cogli stessi periodi di F'= 0.
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Inaugurazione del Monumento a Fran-
cesco Brioschi nel R. Istituto Tecnico
Superiore di Milano.

Il giorno 13 dicembre 1900, terzo anniversario della morte di Francesco
Brroscai, ebbe luogo 'inaugurazione del monumento a lui eretto nel R. Istituto
Tecnico Superiore, con parte dei fondi raccolti per sottoscrizione fra i suoi
amici, ammiratori ed allievi.

Intervennero alla cerimonia in gran numero le Autoritd governative e
cittadine, i rappresentanti della famiglia, delle accademie nazionali e stra-
niere, delle universitd, scuole d’applicazione ed altri istituti d’istruzione su-
periore, molti professori, professionisti, sottoscrittori ed allievi.

Si fecero rappresentare, dandone speciale preventiva comunicazione :

S. E. il Ministro della pubblica istruzione, dal Prefetto della Provincia; S. E. 4l
Ministro dell’ agricoltura, industria e commercio, dal Prof. GuarigLMo Kogr-
NER, Direttore della R. Scuola Superiore d’Agricoltura; S. E. ¢! Ministro
dei lavori pubblici, dall'Ing. Capo del Genio Civile.

Il Sindaco di Eoma, Principe Prospero Colonna, dal Prof. G. Corouso.

L’ Accademia Reale di Bruxelles, dal Prof. ScaiaparerLr

Il B. Istituto Veneto di scienze, lettere ed arti, dal Prof. G. Coromso.

La R. Accademia delle Scienze di Torino, dal Vice Presidente, Prof. A. Cossa;
quella d¢ Padova, dal Prof. G. Coromso; quelle di Bologna e di Napoli,
dal Prof. G. Scuiaparerui; quella di Modena, dal Conte Ipporito Mara-
auzzi- VALERI; quella di Palermo, dal Prof. Castone; quella dei Lince,
dal Vice-Presidente, Sen. BrLaserna.

La Societa Italiana delle Scienze, detta dei XL, dal Prof. G. ScriapireLLI
e dal Prof. G. Ceroria.

Il B. Istituto d’incoraggiamento di Napoli, dal Prof. G. Coromso.

11 Consiglio superiore di pubblica istruzione, dal Prof. G. Coromso.

La R. Undversita di Bologna, dal Prof. J. Berrouint; quella di Catania, dal
Prof. R. Sasapint; quella di Messina, dal Prof. G. Juna; quelle di Mo-
dena, di Napoli, di Parma e di Roma, dal Prof. G. CoromBo; quella d/
Padova, dal Prof. G. Koerner; quella di Palermo, dal Prof. G. Ceroria;
quella dz Pavia, dal Prof. Pascav; quella di Pisa, dai Prof. G. CoLomBo
e U. Dmv; quella di Siena, dal Prof. C. Crvorr; quella dé Torino, dal
Prof. A. Cossa.

La Libera Universitt, di Perugia, dal Prof. G. Coromso; quella di Urbino,
dal Prof. Gaspare Coromsr.
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142 Inaugurazione del Monumento a Francesco Brioschi

La R. Scuola d’applic. per gli ing. di Roma e quella d¢ Padova, dal Prof. G. Co-
romBo ; quella di Torino, dal Direttore Prof. A. Cossa; la R. Scuola Na-
vale superiore di Genova, dal Prof. G. Coromso; la E. Scuola sup. d’A-
gricoltura di Milano, dal Direttore Prof. KOERNER quella di Medicina
Veterinaria di leano dal Prof. SertoL1 e dal Segretano Rag. PupiLLi;
quella d¢ Torino, dal Prof. G. Coromso; quella d¢ Napoli, dal Prof. StrroLL,

La R. Accademia scientifico-letteraria di Milano, dal Preside Prof. V. Inama.

La Societa d’incoraggiamento d’arti e mestieri, dal Presidente Sen. PriNertr.

La R. Accademia di belle arti di Milano, dal Presidente Prof. C. Borro.

Il Museo civico di storia naturale, dal Direttore T. Viexorr

La Societd degli ingegneri ed architetti italiani, dal Prof. G. Coromso.

La Commissione internazionale dei Congressi delle strade ferrate di Bru-
welles, dal Comm. LampueNaxi.

Il Collegio degli Ing. ed Arch. di Milano, dal Pres. Sen. Grurio Vieox.

L’ Ispettorato del Catasto di Milano, dall'Ing. Epe. DE-Caprrant.

Mandarono la loro adesione:

11 Sindaco di Firenze, Marchese Pierro TorriGrani

La R. Acc. delle Scienze di Stoccolma; quella di Parigi; quella d¢ Monaco.

L’ Accademia Reale Prussiana delle Scienze; la Societq delle Scienze di Got-
tinga ; la Societa fisico-medica di Erlangen.

Le R. Universita di Genova; di Macerata; di Sassari.

La R. Scuola d’applicazione per gli ingegneri di Bologna; la R. Scuola di
applicazione d’ Artiglieria e Genio e la R. Accademia militare di Torino.

Donna Laura MivemerTr e sua figlia 8. E. la Contessa Biiow, moglie del
Gran Cancelliere del’Impero Germanico.

I Sen. Neart e Massarant. II Comm. Ferpivanpo Boccoxt ed il Comm. Borawini.

I Professori Messepacria, Cerrumi, Bertio, Misant, Fuocrs, D’Ovipio, Scamerr,
Wepekiyp, G. Lioria, Mariverr, Marcoroveo, Vivant, Faxo, Mosso, Secrs,
Japavza, Cappa, Gumi, Revceso, Baaer, Sicco, J. Ferrarapra, Pesamr

Alcuni antichi allievi di Trieste. — Molti altri antichi allievi ed amici che si
dichiararono dolenti di non poter intervenire personalmente alla cerimonia.

Prima che il monumento fosse scoperto parlarono in una delle sale del
R. Istituto Tecnico Superiore, nella quale gli invitati si erano radunati, il
Prof. Giuseppre CoromBo a nome del Comitato per le onoranze, il Prof. Pietro
Brasersa per I Accademia dei Lincei, i1 Prof. Giovaxst Cevoria per I'Istituto
Lombardo di¢ Scienze e Lettere e il Prof. Giuserpe Baroernr pel Politecnico.

Dopo lo scoprimento della statua parldo a piedi della medesima I'allievo
dell’ultimo anno di applicazione Francesco Squassi

Il monumento in bronzo & opera pregevolissima dello scultore Lurar Secent
di Milano.

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1



nel R. Istituto Tecnico Superiore di Milano. 143

DISCORSO DEL PROF. GIUSEPPE COLOMBO

Direttore del R. Istituto Tecnico Superiore
e
Presidente del Comitato per le Onoranze a Francesco Brioschi.

Signore e Signori,

In nome dei sottoscrittori alle onoranze a Francesco Brioschi e del Co-
mitato da loro eletto, io porgo un grato e riverente saluto a tutti coloro che
in questo giorno, terzo anniversario della sua morte, hanno voluto onorare
colla loro presenza la solenne inaugurazione del monumento che abbiamo
eretto alla sua memoria.

I Ministri della pubblica istruzione, dell’agricoltura, industria e com-
mercio e dei lavori pubblici, le Autorita cittadine, i Sindaci di Roma e di
Firenze, le Accademie e i Corpi scientifici nazionali e stranieri, ai quali egli
apparteneva, gli Istituti di insegnamento superiore e numerosi amici e am-
miratori dell’ illustre estinto si son fatti rappresentare o hanno espresso al
Comitato la loro adesione. A tutti io mando, a nome del Comitato, 1 piu
vivi ringraziamenti.

Non appena Francesco Brioschi si spense, da Milano, immersa nel lutto
per la perdita di un tanto concittadino, partl I'iniziativa di una sottoscri-
zione per onprarne la memoria. In brevissimo tempo da 1128 sottoscrittori
si raccolse, in tutte le parti d’Italia ed all’estero, una somma cospicua, la
cui erogazione fu commessa al Comitato che io ho 'onore di presiedere, e
in nome del quale ho l'onore di parlarvi. Sventuratamente il Comitato non
& pill quale veniva designato dai promotori della sottoscrizione; poiché¢ un
nostro carissimo collega, un allievo prediletto di Francesco Brioschi, il Se-
natore Beltrami, ci ha lasciati per sempre, seguendo nella tomba, a due soli
anni di distanza, 1] suo amato maestro. Diamo alla sua cara niemoria il tri-
buto d’ un affettuoso rimpianto.

Il Comitato, seguende la via che gli era stata additata, e interpretando
nella pienezza delle facolth accordategli, i propositi dei sottoscrittori, ha di-
sposto perché con una parte della somma raccolta fosse acquisita all’Istituto
Tecnico Superiore la preziosa biblioteca lasciata da Brioschi, e a se stesso la
libera disposizione dei suoi scritti; con un’altra parte provvide all’ erezione

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1



144 Inaugurazione del Monumento a Francesco Brioschi

in questo stesso Istituto di un monumento alla sua memoria, aflidandone la
esecuzione ad un artista valoroso, lo scultore Luigi Secchi, e provvedera
anche a collocare un ricordo suo presso 'Istituto Lombardo di Scienze e Let-
tere e presso il Collegio degli ingegneri; e infine col resto inizid la pubbli-
cazione di tutti i suoi scritti matematici, che formeranno materia di parecchi
volumi, il primo dei quali & gid pronto a veder la luce. Essi costituiranno
per la sua memoria un monumento ancora pit perenne del bronzo nel quale
¢ scolpita la sua immagine che stiamo per scoprire.

Era giusto che 1'Italia e la cittd dove egli nacque consacrassero alla
sua memoria queste solenni manifestazioni di omaggio: perché non solo per-
dettero in lui uno dei piu illustri scienziati che abbiano onorato un'paese e il
fondatore del Politecnico; ma in lui si spense pure un forte carattere, un mira-
bile esempio di attivita, un soldato rimasto sempre fedele al sentimento del dovere.

Gli atti della sua vita parlano per lui. Nato nel 1824, laureatosi in
scienze matematiche nel 1845, emerge ben tosto in queste scienze in tal
grado, che a 26 anni & chiamato a insegnarle nella Universita di Pavia.
Nel 1861 lo troviamo deputato di Todi e poi segretario generale nel Mini-
stero della pubblica istruzione; nel 1863 funda 1'Istituto Tecnico Superiore;
nel 1865 entra in Senato dove acquista ben presto un’autoritd incontestata;
nel 1870, appena entrate le truppe italiane in Roma, & delegato a organiz-
zarvi con altri il nuovo regime sotto la luogotenenza di Lamarmora; nel 1876
benche fosse venuta al potere la parte contraria a quella mnella quale egli
militd tutta la vita, egli fu designato a metter ordine alla situazione econo-
mica di Firenze, tanta era la fiducia nel suo senno amministrativo e nella
sua energia; e compl il suo mandato in modo che Firenze riconoscente lo
volle suo concittadino. Nel 1878 a lui si affida il difficilissimo cémpito di
dirigere quella celebre inchiesta ferroviaria che condusse alle convenzioni
del 1885; e fu allora che egli contribul a quell’ ordinamento delle reti fer-
roviarie italiane, il quale, benché combattuto accanitamente a quel tempo,
pure apparve piu tardi, agli occhi dei pil, il migliore, tanto dal lato poli-
tico che dal lato economico. E mentre attendeva a questi poderosi lavori,
trovava tempo di presiedere a due altre grandi inchieste, di collaborare alla
preparazione della legge pel Catasto, di succedere a Quintino Sella nella
presidenza dell’Accademia dei Lincei, di sedere per pit di 30 anni nel Con-
siglio superiore della pubblica istruzione, esercitandovi un’influenza alla quale
nessuno tentava sottrarsi, di attendere a grandiose intraprese dalle quali do-
veva trarre pur troppo amari frutti, di adempiere infine a difficili incarichi
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d’indole tecnica, pubblici e privati, pei quali pareva naturale di rivolgersi a
lui, come all’uomo che pit di tutti affidava per la competenza, per I'inte-
gritd, per la singolare capacita di lavoro.

A questo immane lavoro egli ha potuto bastare in un periodo di 50 anni,
senza mai trascurare un solo istante la prima, la vera, la grande passione
della sua vita, la matematica, alla quale consacrava tutti 1 ritagli di tempo,
cui attendeva nella tarda notte, trovando nei suoi studi prediletti, i pilt ardui
che la mente umana possa concepire, un vero riposo, un compenso alle noie,
alle difficoltd, alle traversie della vita, ritemprandovisi, anzi, ¢ attingendo,
alla pura fonte della scienza, la forza per superarle. Cinquant’anni di vita
attiva, da lui spesa tutta non per s&, ma per Ja scienza e pel Paese; cin-
quant’anni di ricerche scientifiche, dalla sua prima memoria sul calore ter-
restre letta a 23 anni all'Istituto Lombardo nel 1847 all'ultima sulle equazioni
di 5.° grado e sulle funzioni elittiche presentata al Congresso matematico di
Zurigo quattro mesi prima di morire nel 1897; cinquant’ anni di insegna-
mento, appena interrotto dagli uffici pubblici; cinquant’ anni di patriottismo
e di vita pubblica, dalle cospirazioni del 1848 e dalla rivoluzione delle cinque
giornate, che gli valse, sin dalla sera del primo giorno, di esser tratto pri-
gioniero al Castello, sino all’ultimo discorso pronunziato in Senato nel 19 luglio
del 1897 quale relatore sul disegno di legge per i lavori del porto di Genova,

Salvo che negli ultimissimi giorni della sua vita, egli non apparve mai
stanco. Forte e grigio al pari dell'acciaio, come disse di lui il suo piu illu-
stre discepolo ed amico, Senatore Cremona, il suo aspetto stesso rivelava la
forte tempra, I'energia indomabile del carattere. E questa dote cosi rara non
gli mancd neppure quando, rimasto vittima piu che della sua fiducia, di er-
rori e di colpe altrui, ebbe sciagure immeritate che portd con fierezza e con
un stoicismo antico. Fu allora che pilt che mai rifulse in lui I'nomo tenace
di Orazio, colui che:

Si fractus illabatur orbis
Impavidum ferient ruinae.

Ne allora, n¢ mai, egli declind alcuna responsabilith delle sue azioni pub-
bliche o private, anche a costo della sua popolarita, anche a costo dei suoi
pitt gravi interessi. Tutti I'hanno riconosciuto, anche i suoi piu fieri nemici.

In mezzo a cosi varie manifestazioni della sua attivita, perd, e malgrado
la potente attrattiva della politica, e le lusinghe, non meno potenti, del crande
movimento economico che si manifestd in Italia dopo il 1870, due soli ideali
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tennero veramente soggiogato I’animo suo: la scienza e I'insegnamento. Erano
quegli stessi ideali che lo avevano ispirato nella sua giovinezza; a questi
ideali egli rimase fedele sempre, anche nei momenti pilt tumultuosi della sua
vita; e ad essi tornd con maggiore ardore nei suoi ultimi anni, trovandovi,
come egli stesso ebbe a dire in una circostanza solenne, le sue gioie pilt
grandi, le soddisfazioni piu pure.

Non compete a me, benché suo allievo, di parlare di Francesco Brioschi
come matematico; altri pil competenti di me ve ne parleranno fra breve.
Questo solo io dird: che nella scienza egli fu un uomo essenzialmente mo-
derno. Fu un teorico dotato di un grande senso pratico. Cosl, anche nelle
pill elevate astrazioni matematiche, egli non perdette mai di vista il vero,
ne le applicazioni al mondo reale, per quanto remote e non chiaramente di-
scernibili sin d’ora. Cosl nell'idraulica, che professd molti anni nel Politec-
nico, formando allievi che si son dimostrati non indegni del loro maestro,
egli unl in felice connubio le risorse della matematica ai procedimenti della -
scuola sperimentale. Tale era la natura del suo ingegno, che in ogni questione
egli riusciva sempre a determinare con grande facilita il lato pratico e positivo.

Fu appunto I'indole del suo ingegno che lo condusse a fondare il Po-
litecnico. Eravamo ai primordi del nostro risorgimento; ed egli pensava che
le sorti dell’Italia politica non potevano dirsi assicurate senza provvedere al
suo pronto risorgimento economico, e comprese, contro 1’ opinione comune,
che 1l progresso economico, pill che dalla diffusione dell'istruzione nelle masse
popolari, dipende dall’insegnamento superiore sapientemente e fortemente or-
ganizzato. E allora fondd nel 1863 I'Istituto Tecnico Superiore, che fu l'og-
getto pilt caro delle sue cure durante il resto della sua vita e costituisce il
suo maggior titolo alla riconoscenza degli italiani.

Quale potente organismo egli avesse creato lo dimostrarono in breve i
risultati. Ristretto dapprima in brevi confini, ma sostenuto con forte mano
dal suo direttore, e affidato a una esigua schiera di insegnanti, scarsi bens,
ma inflammati dall’entusiasmo e dalla coscienza del loro grande cdmpito, il
Politecnico si impose ben presto coll’efficacia dei suoi insegnamenti & coll’e-
sempio di quell’austera disciplina che fu sempre ed & tuttora il vanto e la
caratteristica del nostro Istituto. Dalla sua fondazione ad oggi, esse ha dato
al Paese 1974 laureati, dei quali 1140 ingegneri civili, 640 ingegneri mec-
canici e industriali, 144 ingegneri elottricisti, 40 architetti, 10 insegnanti di
scienze fisiche, chimiche e naturali. La fama del Politecnico, l'autoritd del
suo direttore svegliarono generose iniziative a suo favore. Carlo Erba vi fonda
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Iistituzione elettrotecnica che porta il suo nome, con un fondo di 400 mila
lire, accresciuto recentemente di altre 25 mila lire dal fratello Luigi per I'in-
cremento dei laboratori. Gli industriali milanesi concorrono a istituire e cor-
redare il laboratorio di meccanica con 30 mila lire e con altrettanta o mag-
gior somma in apparecchi e macchine. In quest’anno si & finito di montare
un laboratorio per la prova dei materiali con un primo fondo di 40 mila lire
offerte dall'ingegnere Giovanni Marsaglia del quale deplorammo non ha guari
la perdita, e con altri sussidi di contribuenti milanesi. Eugenio Cantoni, la
Cassa di risparmio, I'ingegnere Cavallini ed altri donatori contribuiscono a
render sempre pit completa un’istituzione, ormai cosi ricca d’insegnamenti,
da giustificare il titolo di Politecnico che per universale consenso serve a
designarla dovunque,

Quest’istituzione & opera esclusiva dell’'uomo che oggi onoriamo in questa
seduta solenne; essa si & impersonata in lui; e ben a ragione disse di lui
uno dei suoi allievi, il giorno in cui lo deponemmo nella tomba, che quando
egli si spense, parve che il cuore del Politecnico avesse cessato di battere.

Per questo il Comitato dei sottoserittori ha voluto collocar qui, in questa
scuola che & creazione sua, la sua effigie; qui, dove egli ha, pilt che istruita,
educata la gioventl al culto del dovere, al sentimento dell’ordine e della
disciplina, al lavoro indefesso; qui, dove 1 professori formati alla sua scuola,
raccolti intorno a lui per secondarlo nel suo alto e patriottico compito, com-
ponevano con lui una famiglia legata dai vincoli del piu caldo affetto; qui
donde elette schiere di giovani vanno da un terzo di secolo spargendosi in
tutto il Paese, dalle Alpi alla Sicilia, portando dovunque la luce della scienza,
risvegliando e dirigendo I’attivitd nazionale, contribuendo potentemente al me-
raviglioso risorgimento economico della patria.

In questo Istituto, ove sard sempre sacro e venerato il nome di Fran-
cesco Brioschi, ove il suo spirito presiede ancora invisibile ai nostri lavori,
noi tutti, professori e studenti, riceviamo in consegna e prendiamo impegno
di custodire con gelosa cura il monumento che la riconoscenza dei suoi con-
cittadini ha eretto alla sua memoria, e che i sottoscrittori ci hanno affidato;
e con cura altrettanto gelosa ci impegniamo a custodire, ora e in avvenire,
le tradizioni che egli ci ha lasciato, e di tener sempre alto I'onore ed il pre-
stigio della sua scuola prediletta.
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DISCORSO DEL PROF. PIETRO BLASERNA

Vice-Presidente della R. Accademia del Lincei.

Signore e Signori,

Siamo invitati ad assistere all'inaugurazione di un monumento, in onore
di Francesco Brioschi, nell’ Istituto Teenico Superiore. Ed & giusto che cosi
sia. Questa scuola & opera sua; egli le dedico tanta parte del suo tempo e
del suo pensiero, ed ha creato una istituzione, i cui effetti benefici sono vi-
sibili a tutti.

Ma T'ingegno del Brioschi era largo e comprensivo e la sua attivitd fu
tale e tanta, che mentre voi lo consideravate vostro, noi a Roma lo crede-
vamo nostro. Quando per la prematura morte di Quintino Sella, la R. Ac-
cademia dei Lincei rimase senza il suo Presidente, il cdmpito suo era grave.
Si trattava non solo di trasportarla alla sua nuova sede al Palazzo Corsini,
ma, ben anco di risolvere molte e non facili questioni che la morte quasi
improvvisa del Sella aveva lasciate insolute.

Tl Brioschi fu eletto Presidente e I'opera sua fu tale, che I'Accademia,
in segno di gratitudine, volle riconfermarlo di quadriennio in quadriennio
fino alla sua morte. A nome dell’Accademia, vi domando quindi di associarmi
nel modo piu cordiale a questa festa di riconoscenza verso I'illustre scienziato.

Né tutto cid sembrava sufficiente alla febbrile sua attivita. To non ho qui
alcuna veste per parlare a nome del Senato del Regno, di cui il Brioschi
era membro autorevole e benemerito. Chiedo perd, come suo amico e collega
di rammentare ’opera sua nella Commissione permanente di Finanza. Quando
veniva un progetto urgente, che richiedeva una sollecita discussione, il Brio-
schi era sempre pronto ad assumere la relazione. Noi lo lasciavamo alle 19
o alle 20: I'indomani mattina la relazione era fatta, stampata e distribuita,
e conteneva sempre qualche veduta nuova, qualche apprezzamento originale,
che richiamava 1 attenzione del Senato e richiedeva la nostra meditazione.

Scienziato profondo, instancabile, multilaterale: ecco I’ uomo che oggi
onoriamo.
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DISCORSO DEL PROF. GIOVANNI CELORIA

Presidente del R. Istituto Lombardo di Scienze e Lellere.

Signore e Signori,

Io devo alla carica che copro nell'Ufficio di Presidenza del R. Istituto
Lombardo di Scienze e Lettere I'onore di prendere la parola in questa occa-
sione solenne, ed io appunto dalle aule sacre al vero di quest'Istituto, qui,
dove ancora aleggia lo spirito di Francesco Brioschi, porto I'espressione della
pilt schietta e convinta ammirazione, dell’entusiasmo pilt vivo per 'opera im-
peritura dello scienziato insigne.

Eravamo alla meta circa del secolo che sta per tramontare. I matema-
tici nostri, affascinati dal genio del sommo Lagrange, mantenevano vive fra
noi le nobili tradizioni dello studio dell’analisi generale e delle grandiosi ap-
plicazioni sue fisiche e meccaniche. Sotto la scuola di Antonio Bordoni a
Pavia, assistito dal consiglio di Gabrio Piola a Milano, un giovane poco pitt
che quadrilustre gia mostravasi padrone del pur vasto dominio qui riserbato
alle matematiche, e di 23 anni, due anni dopo che egli aveva conseguita
la laurea dottorale, mandava per le stampe un lavoro pregevolissimo sulla
dottrina della propagazione del calore.

In quel giovane promettente, Francesco Brioschi, sorgeva un matema-
tico e uno scienziato che avrebbe per 50 anni tenuto, con grande onore in
Ttalia, alta la bandiera del sapere.

Al di 1a delle Alpi nella prima parte del secolo nostro le matematiche
avevano per opera specialmente di Gauss, di Abel, di Tacobi, fatto progressi
meravigliosi, creati nuovi sussidi, nuove forme di trascendenti, nuovi metodi
di indagine. Il Brioschi, primo fra noi, avverte tutta 1'importanza dei pro-
gressi fatti all’estero, rapido come il pensiero, se ne impadronisce, li perfe-
ziona, li diffonde, ne trova applicazioni mirabili. Pubblica negli Annali di
scienze matematiche e fisiche, fondati nel 1850 in Roma da Barnaba Tor-
tolini, lavori che di botto lo rivelano geometra di primo ordine; mostra le
applicazioni infinite dei determinanti, e da a questo nuovo strumento di in-
dagine diritto di cittadinanza nelle scuole italiane prima assai che nelle ri-
manenti d’ Europa; con Hermite, con Cayley, con Sylvester, con Clebsch si
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afferma e si asside fra 1 creatori dell’algebra moderna, cosi feconda di appli-
cazioni alla geometria e all’analisi.

Sarebbe impossibile entrare qui in un esame analitico di questi lavori
del Brioschi anteriori al 1859, che tutti portano Yimpronta indelébile di una
gagliarda genialitd. Le matematiche pure hanno questo di speciale che ri-
spondono a quel bisogno generale ed elevatissimo dell’ animo umano per il
quale noi aspiriamo senza posa a un fine pil nobile di quello che si possa
per noi raggiungere, per le quali noi aneliamo nel dominio del bello, del
vero, del buono a una perfezione ideale che non ci & dato di possedere. Va-
gheggiano esse figure senza difetti, punti senza estensione, linee senza lar-
ghezza, superfici senza spessore, e, circondate dal discontinuo e dall’etero-
geneo, si struggono in cerca dell’omogeneo e del continuo. Forma di poesia
poco intesa, esse muovonsi in altissime plaghe, accessibili a pochi eletti, nelle
quali i privilegiati soltanto riescono a fare scoperte, e le quali noi quasi tutti
dobbiamo star contenti ad ammirare da lontano e con occhio riverente,
perché questo sappiamo, che difficilissime esse sono, e che da esse uscirono
ed escono mezzi di indagine, armi potenti che, applicate alle scienze fisiche
e naturali, alle discipline meccaniche, furono e sono eccitatrici di invenzioni
genialissime, di utili trasformazioni delle industrie nostre, di progressi mira-
bili dell’Umanita.

In queste alte regioni del sapere umano, alle quali non arrivano per for-
tuna né gli infingardi invidi, né gli sterili presuntuosi, I'ingegno di Francesco
Brioschi, prima e dopo il 1859, si mosse disinvolto e senza sforzo per un pe-
riodo di 50 anni interi, producendo in esso 250 lavori circa di varia mole,
lavori che riguardano ogni ramo pud dirsi della matematica pura, la mec-
canica analitica, il calcolo delle variazioni, la geometria analitica e differen-
ziale, I'algebra superiore, la teoria delle equazioni differenziali, delle funzioni
elittiche, delle abeliane; lavori nei quali egli non volle né seguire le orme
di Riemann, né abbandonare I’ indirizzo classico che s’ impersona nei nomi
di Eulero e di Iacobi; lavori per mezzo dei quali egli « gareggid con Syl-
vester e con Cayley mnell’ erigere la colossale teoria delle forme, nell’ aprire
con Hermite e con Kronecker alla dottrina secolare delle equazioni algebriche
quei nuovi e mirabili varchi, che ebbero la lero prima radice nella scoperta
della risoluzione delle equazioni di quinto grado ».

Nessuna meraviglia quindi, o signori, se, appoggiato a si grande, vasta
e robusta base scientifica, il nome di Francesco Brioschi sali in Italia e fuori
ad altissima fama fra i contemporanei; se egli fu universalmente considerato
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come l'ispiratore di quella insigne schiera di matematici italiani che ancor
oggi mantiene una viva corrente di solidarietd fra le produzioni matematiche
italiane e quelle di tutto il mondo civile; se quanti italiani nella seconda
parte di questo nostro secolo si occuparono di studi matematici ebbero per
lui affetto e ossequio riverente di discepoli.

Eppure il vasto dominio delle matematiche pure riuscl angusto al grande
ingegno del Brioschi, né esso bastd a tutta esaurirne la mirabile potenzialita.

Fin dal 1852, in una sua prefazione ad alcune considerazioni postume
di Gabrio Piola sul moto delle acque, egli scriveva press’a poco cosi: « Forse
lo studio delle teorie idrauliche non devesi disgiungere da quello dell'idrau-
lica sperimentale, come si fece fino ad ora; forse I’ esperienza e I'osserva-
zione devono fornire i mezzi principali e servire di guida alle ricerche
astratte. » Con queste parole 1’ancor giovane cultore delle matematiche
pure, quasi in iscorcio mostrava un nuovo e non sospetto Jato del suo baldo
e confidente ingegno, e presagiva a futuri successi che da lui in quel momento
non si sarebbero aspettati.

Riprendendo pit tardi gli studi idraulici egli infatti d’un tratto si riveld
degnissimo della scuola idraulica italiana, che per tradizione secolare, egli
stesso diceva, andare da Torricelli a Lombardini, e che noi oggi possiam
dire avere avuto in lui e in Turazza e in altri, continuatori nobilissimi. Nei
suoi scritti sui recenti progressi pratici dell’idraulica, sulle formole empiriche
per le portate dei fiumi, sulle traverse oblique, sulle traverse in muratura,
nel programma di esperienze idrauliche da lui escogitato, nella direzione dei
rilievi idrometrici del Po destinati a meglio studiare il bacino idraulico pa-
dano, egli seppe mostrare una profonda e chiara percezione della funzione
che le matematiche pure sono chiamate ad adempiere nelle ricerche idrau-
liche e nelle fisiche in generale; egli giustamente opind che non si devono,
che non si possono a forza piegare al calcolo teorico e a formole dottrinali
i fenomeni della natura; egli seppe accoppiare alla consueta sua virtuosita
di analista e di calcolatore « tutti gli avvedimenti di un osservatore acutis-
simo, di un tecnico consumato, di un vero e proprio sperimentatore ». KEgli
maestro riconosciuto di matematiche pure, con maraviglia di molti si affermd
maestro ancora di matematiche applicate.

Ne¢ dell'insolito fatto & difficile rendersi ragione. Esistono due specie di
tendenze intellettive; I’una propria degli ingegni forti e profondi, che con-
duce a sviscerare le conseguenze ultime di uno o di pochi prineipi; I’ altra
propria degli ingegni vasti e comprensivi, che conduce ad abbracciare ad un
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tempo un gran numero di principi diversi senza confonderli. Due vie diverse
si possono battere nella ricerca del vero; I’una antichissima, la deduttiva;
I'altra, relativamente recente, I'induttiva. Nella mente di Francesco Brioschi,
per felice disposizione di natura, le due opposte tendenze dello spirito umano,
I’ intensiva e 1’ estensiva, mirabilmente si accoppiavano. Francesco Brioschi,
grazie all’ esercizio assiduo di una volontd tenace, era riuscito a rendersi
ugualmente padrone dei due opposti metodi di indagine, a percorrere con
andatura sempre magistrale le vie della deduzione non meno che quelle
dell'induzione.

In questo sta la vera caratteristica della mente di Francesco Brioschi,
in questo risiede la sua straordinarietd; da questo punto di vista noi la dob-
biamo guardare se vogliamo con sguardo sintetico tutta abbracciare la po-
tente opera sua di scienziato.

Nel 1862 egli, segretario generale, reggeva con Carlo Matteucei, mini-
stro, il dicastero della pubblica istruzione. Il metodo sperimentale che, sorto
in Italia, aveva gettato le sue propaggini per tutto il mondo civile, qui, dove
nacque, aveva finito per essere in parte trascurato. Francesco Brioschi non
esita un istante: munisce I'osservatorio di Brera di un nuovo strumento salito
ben presto a meritata fama: di mano efficace a fondare istituti speciali di
fisica sperimentale, e via via gabinetti e laboratori per tutte quelle scienze
che dall’'osservazione e dalle esperienze traggono alimento e progresso. Alla
mia fibra di scienziato italiano riesce ognora di sommo conforto immaginare
quest’italo Titano che con una mano, per mezzo degli Annali alla sua dire-
zione affidati, governa in Italia gli studi di matematica pura, coll’altra con-
tribuisce a risospingere a vita nuova e vigorosa la scuola tutta italica di Galileo.

Piu tardi nel 1875, Quintino Sella, presidente della R. Accademia dei
Lincei, provocava un decreto che in essa istituiva la classe di scienze morali
e politiche. Francesco Brioschi, dopo Sella, fu uno dei pit caldi promotori
di quel decreto. Non era smania di imitare gli ordinamenti delle grandi ac-
cademie straniere quella che spingeva i due eminenti intelletti. Essi si ispi-
ravano ben piu alto, al concetto voglio dire che le scienze morali e politiche
le quali tanta parte sono della scienza di Stato, avessero ad attingere nuova
gioventl al metodo di Galileo, allo studio e all’osservazione diretta degli uo-
mini e delle cose. B moda commiserare, sprezzare pur anche le accademie
scientifiche; eppure se alla fresca fonte di modernitd, aperta, ora & un quarto
di secolo, dagli accademici italiani, meglio e pil dissetati si fossero i legi-
slatori nostri, meno dottrinaria certo, pil originale, meglio corrispondente ai
veri e sentiti bisogni della penisola sarebbe riescita 1'opera loro.
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Piu tardi ancora nel 1887, presiedendo Brioschi alla R. Accademia dei
Lincei, in una di quelle sedute solenni nelle quali usava con parola sobria e
colorita svelare la sua mente di scienziato e di pensatore, usciva egli in
questi detti memorabili: « & credenza che il complesso di alecune qualita della
scienza predispenga I'animo de’ suoi cultori a tiepidezza e fin anco a indif-
ferenza rispetto a quei problemi sociali che, per quanto non estranei ad essa,
traggono perd in buona parte dal sentimento la loro ragione di esistenza.
Questa credenza, o per dir meglio questo giudizio, non esatto in alcun tempo,
¢ fallace per lo scienziato moderno. »

Nessuno in Italia avrebbe potuto pronunciare con altrettanta autorita
parole pill veridiche. Alla sua mente comprensiva che abbracciava la piu
gran parte dell’intenso lavoro intellettuale positivo del secolo nostro, all’occhio
suo di moderno linceo sfuggito non era, ne sfuggir poteva, che sotto l'alta
temperatura e sotto la forte pressione create dai progressi delle scienze, dalle
facili comunicazioni, dai cresciuti rapporti umani e dalle rapide trasmissioni
di pensiero che ne sono la conseguenza, il problema sociale, da statico che
prima era, trasformato erasi in dinamico e del moto aveva preso insieme
pregi e pericoli. Né egli poteva sgomentarsene. A lui matematico e idraulico
troppo erano famigliari i caratteri tutti del movimento. Egli sapeva che nei
sistemi cosmici tutto si muove, e che in essi il moto, anziche causa di di-
struzione, & ragione necessaria di esistenza. Egli non ignorava che il moto
diventa fatale solo quando trasmodi o quando si voglia bruscamente arre-
starlo; egli a ragione pensava che il moderno moto sociale dovesse essere
governato e rialzando la coltura delle diverse classi e adottando ordinamenti
opportuni:

Ed egli pensd che fra questi ordinamenti uno dovesse esserci che mi-
rasse a produrre uomini capaci di sospingere e moderare insieme questo moto
moderno; ed egli pensd che allo scopo giovar dovesse l'istituire a fianco delle
antiche universitd delle scienze la moderna universitd tecnica, nella quale
lo studio delle matematiche fatto con diverso e proprio indirizzo, lo studio
delle scienze applicate governato sempre dalla viva luce che emana dalle
scienze pure, lo studio della scienza delle probabilita ausilio indispensabile
alle ricerche induttive, riguardino esse i fatti o cosmici, o fisici, o sociali,
valessero a risvegliare nei giovani l'abito di sprezzare I'empirismo sotto tutte
le sue forme, I abito di portare nei problemi pratici i dettami sicuri della
seienza, il bisogno di sottoporre i propri pensieri alla critica inesorabile dei
fatti, la giusta coscienza del proprio sapere, il senso prezioso della misura,
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la persuasione che tutte le teorie e dottrine umane qualche cosa in s3 hanno
di ipotetico e di arbitrario, e pit ne hanno quanto pill sono assolute nelle
loro affermazioni, o temerarie nelle loro negazioni.

A questo altissimo ordine di idee, non ai miserrimi e puerili moventi
dei quali talora udii parlare, noi dobbiamo o signori, voi dovete o giovani
allievi questo nostro Istituto Tecnico Superiore, che io, pur considerandolo da
un astratto ed esclusivo punto di vista scientifico, non esito a dichiarare
I'opera pill sapiente e comprensiva del nostro maestro immortale, ben degno
di monumento. Qui con cura paziente, lunga, tenace, sagacissima egli in-
tegrd, nel senso matematico della parola, tutti i tesori del suo vario sapere,
tutte le risorse del suo maraviglioso ingegno, che non conobbe n& I’ imma-
turith giovanile, né la senile decadenza, che per mezzo secolo intero godé di
una robusta e feconda virilitd, che non domo né stanco un giorno fatalmente
si spezzd, come lama adamantina si spezza nel bollore della mischia, e che
ancor poco prima di giacere estinto lancid lampi di luce vivissima.

DISCORSO DEL PROF. GIUSEPPE BARDELLI

del R. Istituto Tecnico Superiore.

Signore e Signori, _

L’ illustre Direttore dell'Istituto Tecnico Superiore ha desiderato che in
questa solenne circostanza anche lJa mia voce si facesse sentire, ed io ho
accolto l'invito non senza esitanza, perché nessun altro titolo poteva indicare
la scelta della mia persona tranne che l'essere io stato di Francesco Brioschi
modesto scolaro in quel periodo, prima del 1859, che fu forse il piui brillante
della sua carriera scientifica e sopratutto per sentirmi a lui legato da im-
peritura e sempre viva gratitudine, che alla sua benevolenza io debbo l'av-
viamento negli studi, la carriera nell’ insegnamento, le mie attuali posizioni
ufficiali: e come avrei potuto rinunziare ad occasione cosi opportuna per
questa mia riconoscente attestazione?

La figura di Francesco Brioschi, a cui oggi & rivolto il pensiero di
quanti qui sono convenuti, pud essere sotto vari e tutti importanti ‘aspetti
considerata, ma principalmente sotto quelli dello scienziato e dell’insegnante.
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Di questi io0 mi permetto brevemente, come meglio mi sard dato, intratte-
nervi ed in particolare sul secondo, ché a quanto avete ora udito esporre
intorno al primo aspetto con tanta eleganza ed autoritd dai senatori Colombo
¢ Blaserna e dal prof. Celoria, mi sento molto peritoso aggiungere le mie parole.

Alte notabilitd scientifiche nazionali ed estere hanno commemorato ed il-
lustrato il matematico ed il mio dire non potrebbe essere che una pallida
eco di quanto in accademie, in riviste scientifiche, in solenni occasioni fu
detto e scritto con competenza ed autoritd indiscutibili. Io mi sentirei troppo
inferiore all’argomento quando dovessi affrontarlo coll’intento di esporre cose
nuove o di svolgerlo adeguatamente, ché lo stesso Senatore Eugenio Beltrami,
di cui & ancor vivo il compianto per la immatura perdita, e che fu dei piu
insigni discepoli di Brioschi, ebbe a dichiarare di non sentirsi abbastanza
forte per accingersi ad una storia rispondente al soggetto della operosita e
della produzione scientifica del Maestro. Mi limiterd pertanto a qualche par-
ticolare che a giudizio mio mi parve meritevole di essere ricordato, coordi-
nandolo ad aleuni concetti che, vorrei sperare, varranno a bene delineare la
figura dell’eminente scienziato.

La comparsa di Brioschi nel campo scientifico segnd, principalmente per
iniziativa e per merito suoi, un vivo risveglio, una feconda attivitA negli
studi matematici italiani, di cui i buoni frutti non tardarono a manifestarsi.
Oltre i confini nostri pilt che di nome non erano conosciuti i pitt valenti cul-
tori delle scienze esatte; di Antonio Bordoni e di Gabrio Piola, maestri a
Brioschi, le pubblicazioni pressochd tutte escirono alla luce in Italia e furono
quindi quasi ignorate dagli studiosi stranieri. II Brioschi ebbe subito la vera
intuizione dei nuovi tempi e pur continuando a pubblicare lavori negli At
dell’ Istituto Lombardo di Scienze e Lettere, e negli Annali del Tortolini, dove
aveva fatte le prime armi e che pilt tardi tramutd nella pit importante ri-
vista matematica italiana che vigorosa a lui sorvive, contemporaneamente
con assidua lena arricchiva dei frutti del suo ingegno le pilt reputate raccolte
scientifiche straniere in ispecie le Nouvelles Annales de Mathématique, il
Journal de Mathématique di Liouville, il Journal fir die Mathematik di
Crelle, i Comptes rendus dell’Istituto di Francia.

Oltre a cid egli curd le personali ed amichevoli relazioni coi piu rino-
mati matematici d’oltrealpi, relazioni che si fecero sempre piu frequenti ed
estese e proseguirono intime sino agli ultimi suoi giorni. Accennerd in par-
ticolare ai vincoli che lo legarono al Cayley, al Sylvester, al Kronecker, al
Bertrand, all’Hermite e che tanto contribuirono a diffondere ed a far apprez-
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zare la scienza italiana all'estero. Non voglio a questo proposito omettere di
menzionare come, nel suo primo viaggio in Germania, nel 1854, Humbold,
a cui era stato presentato, non poté trattenere la sua grata sorpresa di tro-
vare tanto giovane Pautore della Teorica dei determinanti.

Si racconta che Cauchy, il sommo annalista, chiamd poeta il Poncelet
resosi celebre per le alte investigazioni di geometria pura, non intravedendo
che il poeta si preparava col T'raité des propriétés projectives des figures a
diventare il fondatore della meccanica industriale. Il confronto fra Poncelet
e Brioschi pare a me che possa istituirsi e con vantaggio di quest’ ultimo,
perocch® lo studio delle matematiche pure si associd in Jui sino dall’ inizio
della sua carriera, sebbene in minore misura, con quello delle scienze d’ap-
plicazione. Poco dopo avere elaborato la classica opera sui determinanti e
quando attendeva, tra gli altri lavori, alla pubblicazione di quell’aureo opu-
scolo che ¢ la Statica dei sistemi di forma invariabile, lo vediamo occuparsi
di studi idraulici e stendere la magistrale prefazione ad una memoria po-
stuma di Idrodinamica del Piola nella quale seppe condensare una diligen-
tissima storia critica delle ricerche fatte in Italia nella prima metd di questo
secolo intorno al moto delle acque, lavoro che, al dire di Beltrami, brilla
per maturitd e sicurezza di vedute in una parte cosl difficile ed incompleta
e cosi controversa nelle scienze esatte.

Il ricordato giudizio di Cauchy su Poncelet io lo appresi ripetutamente
dalla bocca dello stesso Brioschi e duplice parve a me il significato o la por-
tata ch’egli vi attribuiva. Innanzi tutto, che un solido fondamento di eol-
tura matematica esso riteneva indispensabile a chiunque voglia provarsi con
vantaggio nel campo delle applicazioni e lasciarvi durevole traccia; di poi
che nello studio delle matematiche pure non & mai da dimenticarsi il loro
principale ufficio, che ne costituisce un pregio effettivo, indiscutibile, da cui
si & bene spesso attratti a coltivarle, quello ciog di prestarsi come mezzo,
come strumento di ricerca e nella esplicazione dei fenomeni naturali, potente
e necessario sussidio alle scienze sperimentali e di osservazione, dalle quali,
storicamente, nell’antichita non meno che nei tempi moderni, la matematica
ripete le sue origini od ha preso le mosse. Se mi si permette la espressione,
Brioschi non intendeva la matematica per la matematica ed anco nelle teo-
riche in cui lascid profonda I'orma del suo ingegno, come nella integrazione
delle equazioni della dinamica, nella risoluzione delle equazioni di quinto e
sesto grado, nella stessa teoria delle forme, non sarebbe difficile il riconoscere
la possibile applicazione che quelle teoriche potrebbero ricevere, sia pure in
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lontano avvenire, a problemi di interesse e di utilitd pratica. Che codesti
fossero i1 suoi concetti n’ & prova lo speciale ordinamento da lui dato agli
studi di coltura generale scientifica nel biennio preparatorio alla Scuola di
applicazione per gli ingegneri, allorché nel 1876 fu completato I'Istituto Teec-
nico Superiore.

La matematica spazia ormai in regioni cosl astruse, cosi elevate, quasi
metafisiche, che & assai difficile intuire come possa trovar la via per riat-
taccarsi al mondo della realtd. A codesto nuovo e specialissimo indirizzo degli
studi & significante che Brioschi non ha portato un diretto contributo, mentre
a Jui sarebbe stato di certo agevole anche in quelle regioni mietere abbon-
dantemente; e la opportunitd gli era offerta, cheé nel notevolissime numero
de’ suoi lavori, sono oltre a 250, non v'& parte importante della analisi,
delia geometria, della meccanica razionale di cui non siasi occupato. Ma pur
essendo scienziato moderno nel senso pitt vero della parola, punto esclusivo,
estimatore sempre d’ogni ordine di studi, come matematico egli preferi atte-
nersi alla scuola classica, che ha per antesignani Lagrange e Gauss.

A Leonardo da Vinci vuolsi attribuire la risoluzione generale dell'equa-
zione di secondo grado, a Nicold Tartaglia, a Gerolamo Cardano, a Luigi
Ferrari & dovuta quella delle equazioni di terzo e di quarto grado; spetta
primamente a Paolo Ruffini la dimostrazione della impossibilitd della risolu-
zione dell’ equazione di quinto grado per mezzo di radicali. Ora se nella
teorica delle equazioni algebriche vuolsi da taluni sostenere, e con buoni ar-
gomenti, che sostanzialmente consista I’ algebra e I’ analisi algebrica, se &
vero, come non & da dubitarsi, che in Italia sono da ricercarsi l'origine ed
il pit importante svolgimento di quelle discipline, il nome di Brioschi, tanto
intimamente legato alla dottrina delle equazioni di quinto e sesto grado ed
al risultati in essa conseguiti, per onore della scienza nazionale, deve degna-
mente unirsi a quelli dei testé nominati e completarne la illustre schiera.

Lasciate ch’io chiuda quello che troppo succintamente ed in modo di-
sadorno vi ho esposto sullo scienziato col ripetere qui le parole con cui il
principe dei matematici francesi viventi, 1'Hermite, lo ha commemorato al-
I'Istituto di Francia:

« La carriera percorsa dal nostro eminente confratello & stata una delle
pitt onorevolmente operose di cui rammenti la storia scientifica del tempo
nostro. Per quasi mezzo secolo i suoi lavori si succedettero senza interruzione
in ogni ramo della scienza matematica, lasciando dovunque la impronta in-
delebile della sua gagliarda originalitd. Al primo aprirsi di questa splendida

Annali di Malematica, Serie III, tomo V. 21

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1



158 Inaugurazione del Monumento o Francesco Brioschi

carriera, quando siffatti studi poco coltivati in Italia non avevano altro or-
gano che il giornale romano di Tortolini, Brioschi vi inserl lavori che lo
rivelarono di botto geometra di primo ordine. Queste pubblicazioni gli val-
sero il raro ed invidiabile vanto di dare un impulso potente alla scienza ma-
tematica del suo paese. Per I'influsso di lui essa prese il posto che le spet-
‘tava e fece bella mostra di st negli Annali di mutematica da lui diretti e
recati ben presto all’ altezza delle pill cospicue pubblicazioni periodiche di
Francia, di Germania e d’Inghilterra. La vita scientifica di lui divenne cosi
esempio pei suoi discepoli e Ja stima universale che circonda il suo nome
valse di incoraggiamento a quelli che ne seguirono le orme; egli ha meri-
tato che I'Ttalia si professi riconoscente a lui della illustrazione che essa ri-
ceve dalle sue scuole matematiche. »

L’insegnante fu per valore e per efficacia all’altezza dello scienziato. La
perspicuita, la versatilita del suo ingegno, gia notata negli studi, noi la ri-
scontriamo in esso anche sulla cattedra.

Dae fatti a questo riguardo vanno principalmente menzionati. Allorche
nel 1850, al riaprirsi della universith pavese dopo le vicende del 1848, il
Briosehi, proposto dal Piola al Bordoni, fu ivi chiamato pel corso di mecca-
nica razionale, egli dettd per qualche tempo anche il corso di architettura
civile ed idraulica a cui non erasi ancora provveduto con uno speciale pro-
fessore, ed & probabile che questa circostanza abbia influito a che esso ri-
tornasse piu tardi all’ idraulica e ne facesse il suo insegnamento normale.
Fondandosi sul finire del 1863 questo Istituto Tecnico Superiore, Brioschi oltre
alla meccanica razionale insegnd, per imprescendibili necessita nella assun-
zione del nuovo personale, contemporaneamente I'idraulica e la scienza delle
costruzioni, mostrando anche in questa una padronanza che nessuno avrebbe
in lui supposta, comeché non sapevasi che ne avesse mai fatto oggetto di
studio speciale. Trascorso un anno occupd definitivamente la cattedra di idrau-
lica, trattando pure per vari anni in un corso di esercitazioni matematiche sva-
riati argomenti di analisi superiore e di meccanica superiore, dopo avere as-
segnate ad altri le cattedre di meccanica razionale e della scienza delle co-
struzioni. '

La facile ed incisiva parola, 1’ ordine e la chiarezza della esposizione,
la straordinaria perizia del calcolo, una memoria veramente eccezionale che
lo dispensava dal ricorrere ad appunti secritti, a note nello svolgimento delle
sue lezioni, per quanto ardui e complessi ne fossero gli argomenti, tutto cid
in fine che fa didatticamente perfetto il maestro, in lui riunivasi in pieno
accordo ed in grado veramente eccezionale,
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Ma le sue lezioni acquistavano la massima efficacia e riescivano oltre-
modo profittevoli quando a lui ricorrevasi per consigli, per schiarimenti, per
avere indicazioni di fonti di studio. Ricordo come, anche pressato da molte
e gravi cure, egli sempre volontieri, direi quasi piacevolmente, corrispondeva
alle richieste che gli venivano fatte, sentivasi soddisfatto, contento, quando
riconosceva di avere nello scolaro seriamente destato I'interesse, I'amore per
lo studio, e gli era largo di aiuti o di incoraggiamento. Era sua massima
che studiare vuol dire meditare e con lavoro indefesso vincere difficoltd e
che & certo indizio di poco o punto studio quando le difficoltd non si affac-
ciano, quando si trova facile tutto quanto esce dalla bocca, sia pure, del pil
valente maestro. '

Che con codeste singolari attitudini, con cosi favorevoli disposizioni, verso
gli studiosi seri, volonterosi, abbia saputo creare una vera scuola che da lui
si designa, di leggieri si comprende, una scuola che conta tra i piu illustri
suoi rappresentanti, Felice Casorati, Eugenio Beltrami, entrambi tolti alla
scienza, e Luigi Cremona a cui mando, come scolare, un riverente saluto
ed un vivo augurio di lunga e prosperosa esistenza.

All’ opera dell’ insegnante fu in Brioschi intimamente coordinata quella
di direttore di questo Politecnico, di cui & qui superfluo I'intrattenervi, pe-
rocche della sua robusta compagine, dell’ordinamento de’suoi studi, del modo
col quale corrispose e corrisponde ai nobili e utili intenti propostisi dall’il-
P illustre suo fondatore, voi tutti potete giudicare. Dird invece della autorit
grandissima dal direttore esercitata sui docenti e sugli allievi, la quale, piu
che dalla superiorita dell’ingegno, dalla riputazione scientifica, io penso che
gli derivasse dall’equilibrio delle sue facoltd, dalla imparzialita dei giudizi,
dalla larghezza di idee che portava in ogni quistione, dalla straordinaria
operositd, da quelle doti personali infine che si possono concepire anche al-
I" infuori dell’ingegno eccezionale e che fortunatamente fanno ancora sugli
animi impressione pill viva di quella che faccia lo stesso sapere, forse perche
piu rado a riscontrarsi.

Ai docenti concesse liberta di movimenti certamente maggiore che in
altre scuole superiori; specie nelle proposte de’ programmi di insegnamento,
nel loro svolgimento, nelle modalita per gli esami e simili, il che & bene ri-
levare per confutare 1’opinione infondata di coloro che ritenevano affatto
personale, autoritario, il sistema didattico e direttivo di Brioschi. Egli & certo
che, come quella libertad conferiva maggiore autoritd all’insegnante, questi
sentiva altrettanto impegnata la propria responsabilita e di conseguenza era
meglio guarentito 'adempimento del suv ufficio.
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Gli allievi voleva educati a quella disciplina che direbbesi di sentimento,
di cui ciascuno deve riconoscere la necessitd, perché se viene a mancare,
mancano pure nella scuola ordine, lavoro, profitto; i primi ad esserne pre-
giudicati sono gli studenti medesimi; disciplina che ben compresa non avrebbe
bisogno di alecuna sanzione regolamentare. Il Politecnico di Milano, conviene
saperlo, non fu dal suo fondatore dotato di un regolamento interno e quando
c1d gli veniva da qualcuno osservato rispondeva sorridendo, che i regolamenti
sono superflui cold dove tutti adempiono al loro dovere, verita che sarebbe
utile veder raccolta e sviluppata in ogni trattato di pedagogia. E di doveri
pitt che di diritti. egli preferiva che si parlasse; in tutti riconosceva i primi,
era punto facile ad ammettere i secondi.

Le agitazioni degli studenti universitari che a certi e non lunghi periodi
8l sono susseguite in Italia a disturbare la vita degli studi e che formano
purtroppo una parte non piccola nella storia delle nostre scuole superiori,
tentarono una volta di far breccia anche nel Politecnico di Milano. I1 me-
vimento era nel suo inizio ed il direttore Brioschi, fatti adunare gli allievi
in un’aula, vi si recd per conoscere gli intendimenti ed i desideri. Inutile
il dire che trattavasi di diritti degli studenti dimenticati o conculcati da
parte delle autoritd scolastiche, le sole che avessero mancato ai loro doveri.
Agli oratori dell’ assemblea troned egli senz’altro la parola, opponendo che
non ammetteva negli studenti dei diritti, ma dei doveri; ma poi subito sog-
giunse: cioé mi correggo, un solo diritto riconosco in voi, pieno ed indiscu-
tibile, ed & quello che siate bene istruiti, quello cioé che noi, io ed i miei
professori, facciamo il nostro dovere. La parola coraggiosa, in forma quasi
tagliente, ch’egli sapeva in opportuna occasione usare, produsse maggiore e
pitt pronto effetto sugli allievi di un lungo discorso o di un provvedimento
disciplinare. Non rammento se dopo d’allora siansi manifestati altri tentativi
di agitazioni nel nostro Politecnico, per eccitamento o suggestione di altre
scuole, si intende, che gli allievi che lo frequentano conoscono molto bene
come la tutela dei loro diritti, se mai, a nessuno possa essere meglio racco-
mandata che al loro direttore ed ai loro professori.

Giudicherebbe male chi credesse che la tradizionale osservanza della
disciplina nell’ Istituto Tecnico Superiore sia V'effetto di una speciale severitd
delle disposizioni che lo governano. Ho gid accennato alla mancanza di un
regolamento interno, ora aggiungo che pene o castighi di qualche gravita
per trasgressioni disciplinari non so che siansi mai applicati agli allievi. A
formare I'ambiente serio, sereno, adatto agli studi dell’Istituto ebbero parte,
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piu di- tutto, 'ascendente morale del Direttore e la bontd dell’animo suo che
traspariva tosto dal suo fare riciso, apparentemente rude; solamente coi ne-
gligenti e coi neghittosi egli si conservava austero, non proclive ad indul-
genza. Il desiderio e I'intento di giovare prima cogli studi, poi coi colloca-
menti nell’esercizio professionali ai giovani ingegneri avanzd in lui ogni
altro pensiero. Delle stesse traversie della sua vita, e purtroppo ne ha pro-
vate, I’ origine & da cercarsi non gid nell’interesse e nella ambizione sua
personale, si bene, & d’uopo affermarlo, anche in questa occasione, nel pro-
posito in Lui vivissimo di aprire un pilt vasto campo d’azione agli allievi
suoi, destando e favorendo iniziative per un maggiore movimento industriale
nel nostro paese in cui il Politecnico milanese avesse una parte principale.

Membro del Consiglio superiore della pubblica istruzione per oltre tren-
t'anni e suo Vice-Presidente per quattro anni, Brioschi tenne in quell’alto
consesso una parte preponderante. o ebbi 'onore di trovarmi nel Consiglio
con lui nell’ anno che fu I'ultimo della sua vita e confesso che mi si & ri-
velato in una fase per me nuova, quasi di sorpresa, della sua operosita e
delle sue svariate attitudini. In ogni maniera di questioni presentate al Con-
siglio, concernenti la legislazione scolastica, gli ordinamenti didattici, i con-
corsi a cattedre, le nomine e promozioni degli insegnanti, egli portava una
cosi alta competenza, una tale prontezza di memoria nel rammentare fatti e
particolari anche di vecchia data, che nella discussione senza 1’intervento
suo sarebbersi ignorati, un giudizio cost sicuro, imparziale e sempre elevato,
da indurre i colleghi quasi sempre ad accettarne le proposte; e rarissime,
eccezionali erano le occasioni in cui egli non intervenisse coll’ autorevole
sua parola.

Le cariche tenute da Brioschi nel Consiglio superiore della pubblica
istruzione hanno avuto tale affinita e corrispondenza con quelle di insegnante
e di Direttore del Politecnico, che sarebbe stata inescusabile lacuna il non
toccarne; al poco che ne ho detto & da aggiungersi che nel Senato, in altri
Consigli, in Commissioni permanenti o straordinarie presso il Governo ‘cen-
trale, oltre che nelle accademie ed in sodalizi scientifici, egli esercitd ad
un tempo e continuamente la sua sorprendente attivitd, dovunque lasciando
indelebile segno del suo passaggio; onde & pienamente vera, perché dettata
da un giusto sentimento di s&, non per vanto o da immodestia, 'affermazione
sua che si riteneva in Italia uno dei piu strenui ed indefessi lavoratori; ed
immane davvero per mole, per importanza, per varietd fu il lavoro da lui
compiuto.
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Ed ora, al termine del mio dire, mi rivolgo a voi giovani, allievi inge-
gneri; la statua che si va ad inaugurare & quella di un uomo che toced le
pit alte vette del sapere; I’avvicinarlo, non che eguagliarlo, sard per voi un
ideale a raggiungere il quale non basta volere; Natura non stampa in tutti
orme egualmente profonde. Ma Francesco Brioschi volle, e fortemente volle,
congiungere la eccelsa mente a doti morali non meno eccelse. Negli adesca-
menti, nelle suggestioni della vita pubblica e politica, da cui le fibre anche
robuste sono scosse ed infiacchite, nelle stesse traversie in cui s’& trovato,
seppe ognora ritemprarsi e rinvigorirsi collo studio e col lavoro. Egli tenne
sempre fermo, non ha mai piegato, né pencolato; fu un caratterc nel senso
pilt nobile e pit elevato della parola. L’effigie di lui parlante vi sia esempio
e stimolo ad imitarlo in cid che dalla volontd vostra principalmente dipende;
voi lo potete e lo dovete, ché I'Italia ha bisogno di uomini di sapere, ma
al pari di questi, e, starei per dire, pill che di questi, occorrono ad Essa
cittadini di forte ed integro carattere. B questo I’augurio che in nome di
Francesco Brioschi io faccio a voi ed alla patria nostra.

DISCORSO DI FRANCESCO SQUASSI

allievo del 3.2 anno della Scuola d’applicazione per gli ingegneri industriali
nel R. Istitulo Tecnico Superiore.

Ho accettato volontieri di dire due parole, a nome de’'miei compagni, in
memovia di Francesco Brioschi perché mi sembra doveroso si unisca alle voci
di quelli che oggi fanno elogio alla venerata memoria di Iui, anche quella
di coloro che molto devono alla sua sapiente opera di educazione.

"Se al rispetto ed alla riconoscenza che ciascuno deve al maestro aggiun-
gete una grande ammirazione, avrete un’idea dei sentimenti che muovono
'animo mio in quest’ora solenne; e per giustificare questa ammirazione non
& necessario che io vada molto lungi.

Altri che hanno conosciuto pitt davvicino Francesco Brioschi, nella sua
vita pubblica e privata, ritrassero, meglio di quello che non potrei fare io,
la sua spiccata personalitd.

Io non ho bisogno di uscire da queste mura.
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L'ordine esemplare di tutto cid che & qui dentro, la tranquillita serena
di queste aule, molte e molte cose vi possono dire dell’amore che egli ha
portato a questo luogo, della sua meravigliosa potenza educatrice.

Quando ancora gli studi tecnici in Italia versavano in deplorevoli con-
dizioni, volle fondare questo Istituto, assumendone egli stesso la direzione.

Dedicando ad esso la sua poderosa intelligenza ed il suo acuto spirito
d'osservazione, riuscl a portarlo in brevissimo tempo all’altezza alla quale voi
oggi lo trovate.

Egli ne studid con cura amorosa 'ordine degli insegnamenti, e nella
scelta stessa delle materie tutte, dalla meno alla pit importante, fu felicis-
simo; cosicche oggi chi esce dal R. Istituto Tecnico Superiore pud ben dire
di non avere, dal lato tecnico, pilt alcun bisogno, anche per affrontare i piu
ardui problemi.

Fu una meritata soddisfazione per lui il vedere gli allievi del suo Isti-
tuto ricercati anche fuori d’'Italia; e appunto per questo egli volle istituire
nei due corsi preparatori le cattedre di lingua tedesca ed inglese, perché oltre
a coloro che egli stesso si occupava di mandare negli stabilimenti esteri, anche
quelli che rimanevano tra noi potessero usufruire di tutta quella esperienza
tecnica che facevasi nelle altre nazioni.

Oltre che direttore, egli fu professore in questo Istituto, ed io, che ebbi
la fortuna di assistere alle sue lezioni, non posso tacere la mia ammirazione
per la chiarezza del suo dire.

Devo confessare che mi sembrava qualche cosa di strano il vedere quel-
P'uomo, che fuori di qui aveva tanti e gravi pensieri, mettersi d’un tratto
sopra una via diversa, scendere, direl quasi fino al livello delle nostre menti,
e cercare tutti 1 modi di renderci chiaro quello che egli insegnava.

Teneva un ordine meraviglioso, e riusciva facile di seguirlo, anche
quando era costretto a riempire la tavola di formole e di numeri.

Ed era in ispecial modo attraente il sentirlo spiegare quelle difficili teorie
delle quali egli stesso era padre, cosa che egli modestamente taceva.

Egli volle anche stabilire per questo Istituto un regolamento speciale
che sembrd a molti piuttosto severo, quantunque in realtd non lo fosse.

Piuttosto fu severo nel farlo scrupolosamente osservare; ma in cid fece
bene, in quanto anche questo serve a meglio educare 1'animo dei giovani.

Ora voi vedete che soltanto fra queste mura Francesco Brioschi ha sa-
puto acquistarsi tre soddisfazioni che io chiamerei anche glorie.

Egli ha, si pud ben dire, creato un Istituto, 'ordinamento del quale non
ha affatto bisogno di essere cambiato nel pil piccolo particolare.
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Egli seppe educare dei giovani i quali fecero onore in altre nazioni a
se stessi, a lui, e all’ Italia.

Egli infine contribul, in modo molto efficace allo sviluppo dell’industria
italiana, poich® certamente buona parte dei nostri industriali furono suoi al-
lievi ed ebbero da lui consigli anche dopo che furono usciti di qui; di piu
trovarono sempre valido aiuto in quella schiera di giovani che hanno saputo
trar profitto da’suoi insegnamenti.

La morte lo tolse a noi quando ancora egli avrebbe potuto esserci molto
utile. Ma oltre a tutto cid che di lui il tempo non potrd far sparire, oggi,
quasi a concretare tutte le lodi che salgono a lui da tutto quello che egli
ha fatto qui dentro, & ritornato fra noi il suo caro sembiante, che ci porta
la gioia, di crederci ancora a lui pill vicind.

Ci sembrerd di sentire ancora la sua voce, che sotto un’apparenza bur-
bera, mal riusciva a nascondere la gentilezza. del suo animo e I’ affabilitd
colla quale egli era solito trattare i suoi allievi; e quella sua posa abituale
di uwomo che pensa profondamente, ci ricorderd come, appunto per questa
abitudine di pensare assai, tutto a lui riusciva facile.

Ed ora tocca a mnoi di fargli onore traendo profitto da questo ordina-
mento esemplare, che egli ¢i ha creato, e che, con lodevole intenzione, si &
voluto mantenere da chi condivise con lui idee efficaci e nobili ideali.

La via, ch’egli ci ha cosl luminosamente tracciata, sfolgora davanti a
noi circondata da un’ aureola di gloria; a noi il percorrerla con quell’ ope-
rositd febbrile della quale egli ci diede un non comune esempio.

Questo sard il piu bell’ omaggio che potremo fare alla memoria di lui,
che con l'atto, con la parola, con V'esempio seppe destare nell’animo dei gio-
vani la coscienza del dovere e Uamore al lavoro.

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1



Sulla deformazione delle quadriche di
rotazione negli spazi di curvatura co-
stante.

(Di Luier Buancm, a Pisa.)

Scopo principale del presente lavoro, che fa seguito alle mie due Me-
morie pubblicate nei Tomi III e IV (Serie 3) di questi Annali (*), & di dare
Vestensione completa agli spazi di curvatura costante dei teoremi di GuicEarD,
relativi alle superficie applicabili sulle quadriche di rotazione.

Anche qui la cosa per noi pilt importante & la dnversione di questi teo-
remi, che permette di costruire un metodo di trasformazione per le superficie
a curvatura media costante dello spazio ellittico ed iperbolico e, pilt in ge-
nerale, per tutte quelle superficie 1 cui raggi principali (ridotti) di curva-
tura r,, , sono legati fra loro da una relazione bilineare simmetrica :

ar,ry+b(r,+r)+e=0, a)

a coefficienti a, b, ¢ costanti. Per abbreviare, diremo che queste superficie appar-
tengono alla classe «). Fra le superficie parallele ad una tale superficie ve ne ha
sempre almeno una (§ 1), per la quale risulta costante la curvatura assoluta,
ovvero la curvatura media, o in fine la somma dei raggi principali di cur-
vatura. In sostanza adunque le nostre trasformazioni possono intendersi limi-
tate a queste speciali superficie.

Fermandoci particolarmente alla estensione dei teoremi di Guicaarp, &
da notarsi che la quadrica di cui si tratta & sempre di rotazione attorno al-
I'asse focale della conica meridiana. Questa curva pud definirsi metricamente
dalla proprietd di avere costante la somma o la differenza delle distanze di
ogni suo punto da due circoli base fissi, normali all’asse di rotazione. Ora

(*) Citerd questi due lavori antecedénti rispettivamente con: Mem.* 1.%; Mem.® 2.2,
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166 Bianchi: Sulla deformazione delle quadriche

nello spazio ellittico vi ha una sola specie di circoli e i due fuochi della co-
nica meridiana sono sempre reali; si ha cosl una sola specie di quadriche
di rotazione, le cui flessioni vengono a collegarsi, come si vedrd, alle super-
ficie di curvatura media costante in questo spazio. Nello spazio iperbolico
invece sono da distinguersi i circoli in tre specie, secondo che il centro &
reale a distanza finita, reale all’infinito, ovvero ideale (*). Corrispondentemente
le quadriche di rotazione si distinguono in varie specie a seconda della specie
dei due circoli base. Alle flessioni delle quadriche di queste diverse specie
corrispondono varii tipi fra loro irriducibili di superficie della classe «); ed
& appunto della classificazione di queste quadriche e delle corrispondenti su-
perfici della classe ) che tratta la prima parte della presente Memoria (§§ 1-14).

Passo quindi ad occuparmi del problema d’inversione. Suppongo ciod
data una superficie S della classe «) e ricerco se essa pud sempre farsi de-
rivare, colla costruzione geometrica studiata nella prima parte, da una su-
perficie applicabile sopra una delle superficie fondamentali di rotazione avanti
determinate. La risposta & sempre affermativa, ed anzi, mentre data una su-
perficie S applicabile sopra una delle fondamentali di rotazione ne derivano
solo due (o quattro) superficie S della classe «), coi raggi prineipali di cur-
vatura legati dalla medesima relazione bilineare, ogni superficie data S de-
riva invece in una #ripla infinita di modi da superficie S applicabili sulle
superficie di rotazione fondamentali. Scelta una qualunque di queste ultime S,
costruendo la superficie S’ simmetrica della S rispetto alla S, considerata
come superficie riflettente delle normali di 'S, si ha in questa superficie S’
una nuova superficie della medesima classe «) della primitiva S. In questa
costruzione consiste il metodo di trasformazione per le superficie della classe ).

La ricerca effettiva delle trasformazioni dipende dalla integrazione di
un notevole sistema completo di equazioni simultanee alle derivate parziali,
il sistema (A), (B) del § 15. Ha luogo poi I’importante proprietd che, una
volta eseguita la integrazione completa di un tal sistema per una superficie
iniziale S, la integrazione dei nuovi sistemi analoghi per tutte le superficie
derivate S’ si compie con soli calcoli algebrici e di derivazione.

Fard da ultimo osservare come questi metodi di trasformazione abbiano
un corrispondente significato nell’ordinario spazio euclideo. Per vederlo basta

(*) T cireoli della secon la specie diconsi anche oricicli e quelli della terza non sono
altro che le linee geodeticamente pzrallele nel piano alla retta.
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di rotazione negli spazt di curvatura costante. 167

ricorrere (Cf. Mem.* 2.%, prefazione) alla consueta rappresentazione conforme
dello spazio a curvatura costante sullo spazio euclideo. Le superficie imma-

gini delle nostre S risultano definite da un’equazione a derivate parziali del
secondo ordine della forma d’Awmpiire e precisamente di quella forma che,
secondo le ultime ricerche di WemearTEN, si collega col problema dell’appli-
cabilitd. Possiamo dunque riguardare i detti metodi di trasformazione come
ralativi a queste speciali equazioni d’Awmpire, ovvero alla classe corrispon-
dente di superficie applicabili dello spazio ordinario. Cosl p. e. si dimo-
strerd che per il caso ellittico le superficie derivate dallo spazio ordinario co-
stituiscono la classe di superficie applicabili sul pilt generale paraboloide :
%2—4— %2 = 242, a parametri puramente immaginari. Le presenti ricerche ci
pongono dunque in grado di trovare con soli calcoli algebrici e di derivazione
quante si vogliano superficie reali dello spazio euclideo applicabili sul detto
paraboloide.

§ 1.

Le supERFICIE S DELLA CLASSE «).

Consideriamo nello spazio di curvatura costante K, una superficie S, i
cui raggi principali (ridotti) di curvatura r,, 7, soddisfino 1'equazione bili-
neare simmetrica :

arro+b(r,4+r) +e=0. («)

Escludiamo subito, perché privo d’interesse, il caso in cui sia nullo il
determinante b*— a ¢ della «). In questo caso si pud scrivere

(@r, +b)(ar,+5b)=0

¢ la superficie S, avendo costante uno dei raggi di curvatura, sarebbe l'in-
viluppo di una semplice infinita di posizioni della medesima sfera; apparter-
rebbe ciot alla ben nota classe delle superficie canali (*). I metodi di tra-

(*¥) Per lo spazio iperbolico sono da distinguersi tre specie di superficie canali, se-
condo che il centro della sfera mobile ¢ reale a distanza finita, ovvero all’infinito o in
fine un punto ideale.
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168 Bianchi: Sulla deformazione delle quadriche

sformazione, che stabiliremo in seguito per la superficie della classe o), sono
invero applicabili anche alle superficie canali; ma per lo scarso interesse che
offrono allora le trasformazioni in discorso tralascieremo di occuparcene.

Tutte le superficie S parallele ad una superficie S della classe «) ap-
partengono nuovamente a questa classe e soltanto variano, nel passaggio da
S a S, i valori dei coefficienti a, 4, ¢. Ora diciamo che si pud sempre sce-
gliere questa superficie parallela in guisa che uuo dei tre nuovi coefficienti,
che diremo @', &', ¢/, risulti nullo.

Lasciando da parte il caso dello spazio euclideo (K,=10), ove I'asser-
zione trova un'immediata verifica (¥), faremo per semplicith K,= - | per
lo spazio ellittico e K, = — 1 per lo spazio iperbolico. Separando la tratta-
zione dei due casi, cominciamo dallo

Spazio ellittico.

Indichi o il segmento costante di normale che intercede fra le due su-
perficie parallele S, S e pongasi

tg w = m.
Per i raggi principali di curvatura #',, ', della S’ avremo le formole
’ 71 + m ; 72 + m
ry=-——— ry=——
1—mur 1 —mre

onde la relazione a) fra »',, 7', sara:
ar' oy +b @i +r)+c =0,
a =a-+2bm+ cm?
b =—am-+b(1—m*)+cm

¢ =am*—2bm + c.

ove si ponga:

L'equazione &' =0 ha sempre le radici in m reali e quindi:

Nello spazio ellittico ad ogni superficie S della classe «) sono parallele
due superficie a curvatura totale costante (polari I'una dell’altra) (**).

(*) In questo caso fra le superficie parallele ad S ve ne ha sempre una ad area
minima se ¢ =0, ed invece una a curvatura totale costante se a=|=0.

(¥#) Si osservi che la proprietd sussiste anche nel caso di una superficie canale. Sol-
tanto allora delle due superficie parallele Puna si riduce alla curva asse della superficie
canale, J’altra alla sviluppabile polare di questa curva.
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Domandiamo ora se una superficie a curvatura totale costante ammette
fra le sue parallele una superficie a curvatura media costante, nel qual caso
ne ammetterd anche una, la polare di questa, che avrd costante la somma

dei raggi principali di curvatura. Supposto 7,7, = -]}c—, potremo fare nella «)

a=k b=0, c==—1,

e 'equazione ¢’ =0 ci dard m®= + 3 ne risulta la seguente proprieta, che

corrisponde ad una nota proposizione di Boxyer nello spazio euclideo:
Fra le superficie parallele ad una di curvatura relativa k costante se
ne trovano due a curvatura media costante solo quando k é positiva. Il va-

. . , k—1
lore di questa curvatura media sard .

Passiamo ora allo

Spazio iperbolico.

Ponendo in questo caso

tgho)=m,
si ha
, __ rtm P retm
r‘—l—i-mh, rz_l—}—mrs’

e dobbiamo subito csservare che, volendo rimanere nel campo reale, il va-
lore assoluto della costante m dovrd sempre prendersi minore dell’ unita.
Per ]a relazione «) che lega '\, #'s avremo ora

¢ =a—2bm-4cm?
b =—am+bm+1)—cm

¢ =am*—2bm-c.

(1)

Poiche supponiamo b* —ac==0, sard 6*>ac, ovvero b*<<ac. Nel
primo caso le due equazioni @' =0, ¢’ = 0, a radici reciproche in m, hanno
radici reali e distinte e danno quindi almeno un corrispondente valore di m
tale che |m|<C1. Nel secondo caso le equazioni ¢'=0, ¢’ =0 hanno ra-
dici immaginarie; ma l'altra b’ =0, ciod

bm*—(c+a)ym+b=0

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1



170 Bianchi: Sulla deformazione delle quadriche

le ha reali e distinte, poiche
(@+c)=4ac>40b"

Inoltre, siccome il prodotto delle due radici di b'=0 & l'unitd, per una
di essa risultera appunto |m |<C1.

Abbiamo dunque il risultato :

Nello spazio iperbolico ogni superficie S della classe «) possiede fra le
sue parallele almeno una superficie, per la quale & costante la curvatura
totale, o la curvatura media, o la somma dei ragge principale di curvatura.

Sostituendo ad una superficie S della classe ) una conveniente sua pa-
rallela, riduciamo queste superficie a vari tipi distinti, colle considerazioni
seguenti.

Domandiamo se una superficie S a curvatura totale costante possiede fra

le sue parallele qualche superficie per la quale sia costante ;1— + ri 50 7'+ 7y
i 2

Se con k indichiamo il valore costante della curvatura relativa di S,

ri7e
potreme fare nella «)
a=k b=0, c=—1

e perche le equazioni ' =0 o ¢ =0, date dalle (1) abbiano radici reali
converrd che sia #>0. Pill precisamente se £ > 1, si potra rendere soltanto
¢'=0 col porre

1
m=* -—;
\ k
e se k<1 si renderd invece a' = 0 ponendo
m= =+ \/E.
Dopo di cid per la superficie parallela S' avremo nel primo caso
1 1 1 -+ me
=
'y + 'z m
e nel secondo
ryfr,=* Lrm,

m

Ne segue: Ad una superficie S dello spazio iperbolico di curvatura re-
lativa k costante positiva sono parallele due superficie a curvatura media

costante H= 1tk

Vi

s equidistanti da S, quando k> 1, ed invece due super-
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ficie (equidistanti da S) che hanno costante =1\/_+k_£‘ la somma dei raggi
principale di curvatura quando k <<1 (*).
Si osservi che il valore assoluto di ;1- +;1,— nel primo caso o di ', 4 7',
1 2

nel secondo riesce sempre > 2. Inversamente ad ogni superficie per la quale

1 1 . . .
— + =, ovvero 7, -}7,, sia costante ed in valore assoluto >2 & parallela
ry re

una superficie a curvatura relativa costante e positiva.
Supponiamo ora che sia S una superficie a curvatura media

1 1
H=r+y
costante e sia | H|<C2; facilmente vediamo che essa ne ammette una pa-

rallela S con 7', +1'» = — H. E infatti, se poniamo nella «)

a=H b=—1 ¢=0
. . H . . < e
e prendiamo poi m == — 5 2 he risulterd a’'=0, indi appunto

7"1 _l_r,z == - H

Possiamo riassumere questi risultati relativi al caso iperbolico, distri-
buendo le superficie S della classe «) nelle tre classi seguenti:
«) Superficie a curvatura media costante.
b) Superficie per le quali & costante la somma #,-}-#, dei raggi prin-
cipali di curvatura.
¢) Superficie a curvatura relativa costante e negativa.
In ciascuna delle due classi a) b) sono poi da distinguersi tre tipi essen-

. C e . . .1 1 .
zialmente distinti, secondo che il valore assoluto di peai M B di 7,41,
1 e

& >2, =2 ovvero < 2. L'ultima specie in &) forma coll’ultima in 5) un
unico tipo. Abbiamo dunque in definitiva nello spazio iperbolico sei tipi di-
stinti di superficie della classe «). Fra questi i tipi caratterizzati dalle equa-

(*) Si osservi che nel caso k=1 tutte le superficie parallele hanno la medesima
curvatura. E questo il caso ben noto delle superficie a curvatura assoluta X nulla.
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zionli

si possono determinare completamente in termini finiti, come altrove ho di-
mostrato (¥).

§ 2.

CAS0 DI UNA SUPERFICIE S A CURVATURA MEDIA COSTANTE
DELLO SPAZIO ELLITTICO.

Cominciamo- le nostre ricerche sulla estensione dei teoremi di GuicHARD
allo spazio ellittico, riprendendo la discussione iniziata al § 9 Mem.* 2.%, della
quale riterremo altresi tutte le notazioni. Siano dunque o, = due funzioni della
sola u, che soddisfino alle equazioni differenziali

= —coso ‘ (2)
(3ot —c"tgo)(1—co827)— 26 sencsen 2z -} 2sen’s =0, (3)

gli accenti indicando derivazione rapporto ad w (**). Abbiamo ivi dimostrato
che, presa una qualunque superficie S dello spazio ellittico applicabile sulla
superficie di rotazione d’elemento lineare

ds®=du®+ cot*c dv®,

se per ogni punto M di S si conduce un raggio normale alla linea « = cost.
ed inclinato sulla linea » = cost., nell’'uno o nell’altro verso, dell’angolo o,
indi sopra ogni raggio della congruenza, a partire da M, si porta un seg-

mento M M =r, il luogo degli estremi M sarid una superficie S ortogonale
ai raggi e, nella corrispondenza fra i punti di S, S, ai sistemi coniugati di S

corrisponderanno i sistemi ortogonali sopra S. Ora diciamo che la superficie S
sard a curvatura media costante.

(*) Vedi Alcune ricerche di geometria non euclidea. Tom. II (Ser. 3.%) di questi Annali.
(¥**) La (3) non & altro che la equazione segnata (27) al § 9 Mem.® 2.2
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Per dimostrarlo cominciamo dall’osservare che la (3), avendo riguardo
alla (2), pud scriversi sotto la forma

d senocsen27t-—o¢ (1 —cos21)

du ~ o sengt-—senccos2 < 0,
ed integrata da quindi I'equazione equivalente :
(¢'—csenao)sen2t — (co’ +senc)cos 274 ca =0, (3%)

dove ¢ indica una costante arbitraria.

D’altra parte esprimiamo che la S ha la curvatura media H costante
= 2 ¢, scrivendo le proporzioni (¥):

Ed4e¢42c¢D:F+7f+2¢D:G+g+2c¢cD'=E:F:0C,
ovvero poiché nel caso attuale
E:F:G=D:D:D",

le altre:

—

E4e+2¢D:F4f+2¢D:G+g+2¢D' =D:D:D".
Sostituendo i valori effettivi di
E+s T+7, G+g D, D, D,
dati al § 1 Mem.* 2.7 si trova che q-ueste proporzioni equivalgono all’'unica
equazione

(8d*—d" " tgo +sents) (1 +csen27) +sen*o(l —csen27) —
—2cd’'senccos27=0.

Ma questa & una semplice combinazione delle (3), (3*) e trovasi per cid
identicamente verificata.

Resta ora che, integrando il sistema di equazioni (2), (3%), determiniamo
la forma dell’elemento lineare della nostra superficie S di rotazione, indi la
forma della corrispondente curva meridiana. La prima cosa si fa subito, pren-
dendo per variabile indipendente = in luogo di #, poiché allora la (3*) si

(¥) Propriamente il verificarsi di queste proporzioni lascierebbe per sé luogo all’altra

possibilita che la S sia una sfera; ma le considerazioni stesse svolte nei §§ 4, 5 Mem.* 2.2
dimostrano che cio é impossibile. La medesima osservazione, senza che la ripetiamo, vale
nei casi analoghi dei paragrafi seguenti.

Annali di Matematica, Serie III, tomo V. 23

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1



174 Bianchi: Sulla deformazione delle quadriche

serive

de csen2+ 4 cos 2+
cotg ——=—
dt sen27t 4 ¢(l—cos2r)

ossia

dlogsenc 1 d .
= d—rlog[sen2r+c(l—cos2r)],

e integrando si ha

1
sent ¢

=k|sen27r-tc(l —cos27)|, (4)

indicando £ una costante arbitraria.
L’elemento lineare della S sard dunque

dr?

ds =
cos?ac

-+ cott o d 2, (5)

dove o si esprime in funzione di = per mezzo della (4).

§ 3.

L’EL11ssoIpE DI (JUICHARD IN GEOMETRIA ELLITTICA.

Si tratta ora di definire geometricamente la curva meridiana della no-
stra superficie di rotazione : dimostreremo che si pud assumere per meridiano
un’ellisse o, se si vuole, un'iperbola (¢id che nello spazio ellittico torna lo
stesso), 'asse di rotazione essendo l'asse focale. Per c¢id calcoleremo I'ele-
mento lineare di un ellissoide di rotazione e dimostreremo che coincide con
quello sopra ottenuto.

Indichiamo con F, F' i due fuochi, con 2% la distanza focale ed, es-
sendo M con punto variabile sulla curva, denotiamo con 24 la somma co-
stante delle distanze focali

p=MF, p=MF'

Ricordiamo ora che l'elemento lineare del piano ellittico (o della sfera
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ordinaria di raggio ==1) & dato in coordinate ellittiche dalla formola (¥):

ds*=(cos2p — cos 2v) ( ap + av )
& C0S2p —cos2h ' coS2h—cos2v
essendo

f*=%(p+p’), v=%(p—p’)

la semisomma e la semidifferenza delle distanze focali. Facendo adunque
2u=2aq, per I'elemento d’arco d » della nostra ellisse avremo:

d g__C082a—cos2v 2
cos2b—cos2v

ossia

,  C0sS2a—cos2(p—a) o
dur = cos26—cos2(o—a)d (6)

Ora sia s I'inclinazione comune dei raggi focali sulla tangente; siccome
nel triangolo F M F' Yangolo in M & == — 27, la formola fondamentale
di trigonometria sferica ci da:

cos2b =-cos2pcos(2a—p) —senpsen(2a —p)cos 2o,

da cui
0052 o cospcos(2a-—p)—cos2b
senpsen (2a — p)
e quindi
1  cos2a—cos2(p—a)
sen®sc  €0S2q — oS 2b .
1 cos2a——~cosz(o—-a) (0
costo  c0S2b — oS3 (p—a)

onde per la (6) risulta

deY__ e
(ﬂ)—cos g.

Ora indichi » 'angolo M F' F''; avremo

sen v __sen(2a—p)‘
sen2s = sen2b

Se quindi » significa la distanza di M dall’asse focale, sara

senpsen(2a—p)

e
sen2b sen2g

sen 7 = sen p sen v =

(*) Vedi DarBoux, Théorie des surfaces. Tom. II, pag. 422.
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ovvero
cos2(p—a)—cosZa

sen r =
sen2d

sen®c ., cota,

ciod, per la prima delle (7):

cos2b—cos2a
senr = cof a.
sen2b

L’elemento lineare dell’ellissoide di rotazione dello spazio ellittico :

dst=du®-}sen®rdf*
diverrd quindi:

dst = ap* + cot”ad‘ﬁf .
cost o
Facciamo coincidere questo elemento lineare con quello (5) della nostra
superficie di rotazione ponendo 7= — p e determinando @, b in guisa che
vengano a coincidere le due formole (4) e (7) che, nei rispettivi casi, defi-
niscono o. Percid dobbiamo porre :

cos2a—cos2(tr+a) .
“esta—cosas  —rElsn2rte(l—on2al,
cid che da

k(cos2a—cos2b)=sen2a

kc(cos2a—cos2b)=cos2a
e quindi

cot2a=rc, cos2b=cos2a——%sen2a. (8)

Manifestamente risulta di qui che un qualunque ellisoide di rotazione
soddisfa a tutte le condizioni imposte alla superficie di rotazione del § 2. Ma
viceversa & facile vedere che questa superficie di rotazione, qualunque siano
i valori delle costanti ¢ e k& pud identificarsi con un ellissoide. Per cid basta
dimostrare che, essendo @ determinata dalla prima delle (8), risultera :

sen 2
cos 2 g — @

=1, (8%

dopo di che la seconda delle (8) dard un valore reale per b.

Ora, a causa del valore (4) di

1
Sents Per la nostra superficie si ha

k‘sen2r+c(1—cos2r)f}_l,
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ovvero ponendo per ¢ il valore cot2 a, dato dalla prima delle (8)

k[cos2a—cos2(r—|-a)}>1
sen2 @ -

Se supponiamo
sen2a

-0

la precedente disuguaglianza si scrive

cos2(r+a)=cos2a — SenkQa
e, supposto
cos 2 @ — senk2 a < 0,

sard anche cos 2 (r 4 a) <0, indi

sen2 a

cos2aq — A

=lcos2(zr+a)|=1.

sen2a
k

Se poi cos2a — >0, allora &

sen2a

7 <cos2a<<1

cos2q —

e sussiste quindi ancora la (8¥). Del tutto similmente si procederad quando sia
sen2a <0.

k
Si osservi poi che la curvatura media costante H della superficie S or-
togonale ai raggi di una delle due congruenze associate al nostro ellissoide
avra il valore

H=2c=2cot2a,

indipendente dalla distanza focale.

Pel significato geometrico di ¢ e ¢ vediamo inoltre che, quando la su-
perficie S & conformata ad ellissoide di rotazione, le due congruenze asso-
ciate sono costituite dai raggi focali e le due superficie a curvatura media
costante ortogonali ai raggi si riducono rispettivamente ai due fuochi, mentre
le loro simmetriche rispetto all'ellissoide sono le due sfere di raggio 2 a coi
rispettivi centri nei fuochi (¥).

*) Come conferma si ossérvi che per una tale sfera & » =7, =1tg2a e quindi
P 1 2 g

1 1
H——=E—|—E_2cot2a.
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§ 4.
It TEOREMA DI (GUICHARD IN GEOMETRIA ELLITTICA.

Possiamo compendiare i risultati ottenuti nel paragrafo precedente nel
seguente teorema, che rappresenta il teorema di GuicHArRD in geometria el-
littica :

Si considers nello spazip ellittico (di curvatura K, = --1) un ellissoide
di rotazione attorno all’asse focale, la cui lunghezza sia =2 a. Flettendo
comunque Uellissoide che seco trasporti, invariabilinente legati alla superficie,
¢ segmenti che dai punti di questa vanno all’'uno o all’altro dei due fuochi,
il luogo dei termini di questi seqmenti, primitivamente riuniti in wun fuoco,
sard sempre una superficie di curvatura media costonte H=2 cot 2 a (¥).

E da notarsi poi che nella corrispondenza fra i punti di due qualunque
di queste quattro superficie a curvatura media costante si ha sempre una
rappresentazione conforme poiche ai sistemi ortogonali di una qualunque di
esse corrispondono sulla deformata dell'ellissoide i sistemi coniugati (§ 2).

Quando Tasse focale abbia la lunghezza di un quadrante, ciod sia

20 = % » 'ellissoide assume quella forma speciale che al § 7 Mem.* 2.* ab-

biamo detta paraboloide e le superficie S diventano superficie ad area minima.
Per alcune considerazioni & utile dare al teorema la forma primitiva di
GuicHARD :
Se si fa rotolare un ellissoide di rotazione, colla lunghezza 2 a dell’asse

(¥) Se si supponésse KO:R%, verrebbe soltanto modificato il valore di # in

2 2a
H::ECOL(E).

Facendo crescere R all’infinito, lo spazio ellittico diventa al limite lo spazio euclideo

1
ed I converge verso —;
a

; si ha cosi al limite il teorema di GuicHARD per lo spazio eu-

clideo (Cf. Mem.* 1.2, prefazione).
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focale di rotazione, sopra una qualunque sua superficie applicabile (*), cia-
scuno dei due fuochi descrive una superficie di curvatura media costante

H=2cot2a.

Il rotolamento pud avvenire indifferentemente dall’'una o dall’altra parte
della superficie applicabile e si hanno cosl le quattro superficie, a curvatura
media costante 2 cot2a, di cui sopra & discorso.

Osserviamo due casi particolari interessanti del teorema generale.

1.° Riduciamo I'ellissoide ad una sfera di raggio =a, facendo coin-
cidere i due fuochi ed abbiamo: Le due superficie parallele alla distanza a
da una superficie applicabile sulla sfera di raggio a hanno la curvatura
media costante H= 2 cot 2 a. Questo & il teorema di Bosxer, generalizzato
alla geometria ellittica, come gid venne osservato al § 1.

2.° Dell’ellissoide generale di rotazione consideriamo una qualunque S
delle sue oo deformate di rotazione. Le due superficie descritte dai due fuochi
dell’ellissoide nel rotolamento di questo sulla superficie applicabile S saranno
manifestamente ancora superficie di rotazione e di pil a curvatura media
costante. Dunque: Se nel piano della geometria ellittica si fa rotolare la
ellisse sopra la curva meridiana di una superficie di rotazione applicabile
sull'ellissoide, il fuoco descriverd una curva che, rotando attorno al mede-
simo asse, genererd una superficie a curvatura media costante.

La deformata di rotazione S dell’ellissoide pud restringersi indefinita-
mente attorno all’asse, sino a ridursi, al limite, all’asse stesso. Ne deduciamo
il teorema :

Se nel piano ellittico si fa rofolare un’ellisse sopra una retta, il fuoco
descrive una curva che, rotando attorno alla retta fissa, genera una super-
ficte di curvatura media costante.

Questo non & altro che 'estensione allo spazio ellittico di un noto teo-
rema di Derauvmay, relativo allo spazio euclideo.

Considerazioni analoghe a quelle del presente paragrafo, valgono, senza
che stiamo a ripeterle, pel caso iperbolico.

(*) Essendo 2, X' due superficie applicabili M, M’ una coppia di punti corrispon-
denti si collochi X' in guisa che M' coincida con M e 2, 2’ ivi si tocchino, coincidendo
gli elementi lineari di 2 uscenti da M coi corrispondenti di 2. Se, tenendo fissa 2, im- .
maginiamo di ripetere la costruzione per ogni punto M di 2, diciamo allora che X’ ro-
tola sopra X,
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§ 5.

CAS0 DI UNA SUPERFICIE S A CURVATURA TOTALE COSTANTE
NELLO SPAZIO ELLITTICO.

Le congruenze associate ad un ellissoide di Guicaarp nello spazio ellit-
tico rimangono ciascuna, in tutte le flessioni dell’ellissoide, normali a due su-
perficie parallele S, S’ colla medesima curvatura media costante e quindi
anche (§ 1) ad una superficie = a curvatura totale costante, la superficie
media fra S, §'. Tali superficie = non sono perd le pit generali a curva-
tura costante, poiché per esse la curvatura relativa & positiva (v. § 1).

Vogliamo ora occuparci del caso pitt generale in cui la superficie S nor-
male ai raggi della congruenza associata alla superficie & di partenza rimanga,
in tutte le flessioni di S, a curvatura totale costante, il valore di questa cur-
vatura essendo affatto arbitrario. Partiremo per cid dal risultato stabilito al
§ 3 Mem." 2.%, secondo il quale volendo che, in ogni flessione di S, alle as-
sintotiche di S corrispondano sempre le assintotiche sulla superficie S normale
ai raggi della congruenza associata, bisogna prendere per S una superficie
d’elemento lineare

dst=du®+ cot?o dv?

e, serbando le funzioni o, v di w il significato del § 2, debbono essere sod-
disfatte le equazioni caratteristiche :
t' = —cosc )

1 17 ¢ ¢ 7 % (9)
(3c"*—a'"tgo)sen2t=20"cosocos 27 (¥). f

Cominciamo dal dimostrare che la S avra appunto in tal caso costante
la curvatura totale. Percid osserviamo che la seconda delle (§) pud scriversi,
in forza della prima, sotto la forma:

d | sencsen2
Taoos2e+ TRt }_0,
sencsen 2T

ciog cos 27 sard una costante.

’
G

(*) Questa seconda equazione non ¢é altro che la seeonda delle (11) § 3 Mem.* 2.2
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Indicandone il valore, per opportunitd di confronto, con l—-% potremo

sostituire alla seconda delle (9) la seguente:
204+ Ksenaosen 27— Ko (1 —cos21)=0. (9%

D’altra parte esprimiamo che Ja S ha la curvatura assoluta costante
= K, scrivendo le proporzioni :

¢e—E4+KE:f—F4+KF:g—G+EKG=D:D :D/,
ovvero, cid che nel caso attuale torna lo stesso
¢e—E+KE:f—F+KF:g—G+KG=D:D:D"

Col calcolo effettivo, si trova che queste proporzioni equivalgono all’unica
equazione :

7

(30’2—0”tgc)écos2r—{—‘g(1—cos2r) +
+2o'seno(1—‘I;)senQr-l—Ksen?a:O,

la quale & una semplice combinazione delle (9, (9%) ed & quindi verificata.
Cosi abbiamo dimostrato che prese ¢, = in guisa da soddisfare la (9%) e laltra

v’ =—cosg, la S avra la curvatura costante K.

Per determinare completamente l'elemento lireare della S basta ora pro-
cedere in modo analogo al § 2, scrivendo la (9*) sotto la forma immediata-
mente integrabile

coscdc__i_d— _ _ '
senc dt 2 d710g|2 K(1—cos27)/.

Se ne conclude: La superficie S avra in questo caso I’elemento lineare :

dst = 27 L cotr o d o, (10)

08?6

essendo o definito, in funzione di z, dalla formola

1
sen’e

— k{2 —K(l—cos27)!, (10%)

dove % indica una costante arhitraria.
Abbiamo gid data al § 3 la definizione geometrica della curva meridiana
per la forma tipica S di rotazione nel caso K > 1, il che ci ha condotto al-
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Vellissoide di Guicaarp. Negli altri casi dovremmo suddistinguere varie forme
tipiche per questa curva; ma tralasciamo tale discussione che, salvo la com-
plicazione maggiore, sarebbe analoga a quella gid eseguita per lo spazio eu-
clideo al § 7 della Mem.* 1.2.

§ 6.

SUPERFICIE S A CURVATURA MEDIA COSTANTE NELLO SPAZIO IPERBOLICO.

Passando ora alla estensione dei teoremi di Guicnarp allo spazio iper-
bolico, cominciamo dalle ricerche relative alla superficie S di curvatura media
costante, nella qual cosa procederemo in modo del tutto analogo al § 2, ri-
levando solo le differenze fra i due casi. Le due funzioni o, = di # debbono
qui soddisfare le due equazioni differenziali:

T = —cosgq )
(3¢"*—a" tgo)(cosh27 —1)—2¢ senosenh 27 + 2sents =0, )
Pultima delle quali non & altro che la (27%) § 9 Mem.* 2.7

Come al § 2, dimostriamo anche qui che la superficie S sara a curva-
tura media costante. Per c¢id osserviamo che la seconda delle (11) pud seri-
versi : ‘

(11)

d c’(cosh.‘zv—l)-—sencsenhQr__0
du ¢’senh 2t —senccosh2+

ed una prima integrazione dard quindi, come equivalente alla seconda
delle (11), la equazione seguente:

(ca’ +senc)cosh2t—(csens 4 o')senh 27 —cs' =0, (11%)
dove ¢ indica una costante arbitraria.

Se esprimiamo ora che la S ha la curvatura media costante H=2c¢,
serivendo le proporzioni :

e—E4+QcD:f—F+42¢D:g—
ovvero

;—E+2cﬁzf—F+2c5’:§—é—+2cﬁ”=pzD’:D”,

QY
]

+2¢D'=E:F:QG,
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il calcolo effettivo (*) le traduce nell’'unica equazione
(3¢t —o¢"tgo —sen’o) (1 —csenh 2 7) —sen®o (1 4 csenh 2 7) 4
4 2¢cqd’senocosh 27 =0,
che & una conseguenza delle (11), (11¥) e quindi trovasi verificata.

Per determinare I’elemento lineare della S si procederd ora come nei
casi precedenti, integrando la (11%*) scritta sotto la forma:

cosc do _I__d_ ‘ N '
senc%——2drlog,c(cosh2r 1) —senh 2 ¢},

e se ne concluderd: L’elemento lineare della S ha la forma

d 2

dst =
costs

-+ cot*a d v (12)

essendo
1
sent o

=k|senh27z+c¢(l—cosh22], (12%)

con k costante arbitraria.

Resta ora che determiniamo la forma della curva meridiana per la S
deformata a superficie di rotazione. Ora, come era da prevedersi per la sud-
distinzione delle superficie a curvatura media costante dello spazio iperbolico
in tre tipi diversi secondo il § 1, questa curva meridiana presenta forme
diverse secondo che |¢|>1, |¢|=1 o |¢]|<C1, civé secondo che

\H|>2, |H|=2, |H|<2.

Il caso intermedio | H|==2 & gia stato trattato nella Mem.* 2.* (§ 19
e s. 8.); lo ritroveremo qui nuovamente come caso limite fra i due estremi,
che andiamo a considerare separatamente.

(*) Avvertasi che nelle formole (B¥) § 2 M.2 2.2 nell’ultimo termine di D deve leg-
ger'sia—cr in luogo di a—c

ou ov
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§ 7.
L7ELLISSOIDE ED IPERBOLOIDE DI GUICHARD IN GEOMETRIA IPERBOLICA.

Dimostreremo che nel caso | H|>2 per curva meridiana della super-
ficie di rotazione coll’elemento lineare corrispondente alle formole superiori
(12), (12¥), si pud prendere un’ellisse od un’iperbola a fuochi reali e a di-
stanza finita, 1'asse focale essendo al solito I'asse di rotazione. Diremo ellis-
soide od iperboloide di rotazione la quadrica generata e vedremo che la
gnadrica avrd la prima o la seconda forma secondo che nella (12%) le co-
stanti ¢, & hanno il medesimo segno, ovvero segno contrario. Per calcolare
'elemento lineare del nostro ellissoide od iperboloide ci potremmo servire delle
formole analoghe di quelle al § 6 sostituendo alle funzioni circolari le fun-
zioni iperboliche. Preferiamo qui, per uniformitad di trattazione coi paragrafi
successivi, il metodo seguente.

Scegliamo nel piano iperbolico un sistema di coordinate di WEIERsTRASS
Xy, Ty, Xy, pOstO

2, = cosh p, x,=senhpcosv, x,=senhpsenv,
siccht I'elemento lineare del piano
ds*=dx} +dz>—dax}
assume la forma geodetica (ellittica)
ds*=d p* - senh®p d v

Prendiamo il primo fuoco F' nel punto (1, 0, 0), ossia p = O, centro del
sistema geodetico, sicche il parametro p rappresenterd appunto la distanza
dal primo fuoco F. Sia poi

F'=(cosh 2b, senh2b, 0)

il secondo fuoco, ove dunque 2 b rappresenta la distanza focale. La distanza p'
di un punto M=(x,, %, #.) dal secondo fuoco F' sard data dalla nota
formola

cosh p" = cosh 2b .2, —senh 247, ,
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ossia
cosh p' = cosh 2 b cosh p — senh 2 b senh p cos .

Si -consideri ora 1’ellisse
r+ P, =24,

significando 2 @ la somma costante delle distanze focali; I'equazione della
curva in coordinate p, v sard quindi:

cosh (2 @ — p) = cosh 2 b cosh p — senh 2 b senh p cos v, (13)
da cui
(cosh 26 -- cosh 2 @) cosh p 4 senh 2 @ senh p
senh 2 6 senh p

__(cosh 25 — cosh 2 «) (cosh 2 (p — @) — cosh 2)
- senh? 2 & senh?p ’

COS v ==

sen® v

e differenziando la prima

cosh2d —cosh2a dp
senh 2 5 senh? o

senvdv=

Ora, indicando con ¢ 'angolo d’inclinazione del raggio focale sulla tan-
gente alla curva, si ha

to o = senh dv__cosh2b —cosh2a
£7= Pdo ~ senh 25 senhp sen v

e perd
cott o — senh® 2 b senh®p sen®s _ cosh 2 (p —a) —cosh 2H
~ (cosh2b—cosh2a)® = cosh2d—cosh2a
1 _ cosh2{p—a)—cosh2a
senc  cosh2b—cosh2a

(14)
Per 'arco elementare d » della nostra conica avremo:

du*=dp*+senh®pdv*= (1 +1tg°c dp® == il

)
costa

e poiche, indicando con » la distanza del punto M mobile sull’ellisse dall’asse

focale v =0, ®
senh # = senh p senv = cosh2p —cosh2a cot o
P senh 2% )

I’elemento lineare dell’ellissoide sara dato da
ds*=du®-senh®rd B
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ossia
d ot
cost G

ds®= -+ cot®s d 53, (15)
avendo o il valore assegnato dalla (14).

Se, invece dell’ellisse, vogliamo considerare I'iperbola o' — p=2a, non
avremo da fare altro che cangiare nella formola fondamentale (13) a in — a.
Valgono quindi, con questo cangiamento, anche tutte le formole seguenti, in
particolare la (14) che diventera

1 _cosh2(p+a) —cosh2a

R *
Sent e cosh2b —cosh2a (14%)

§ 8.
IL CORRISPONDENTE TEOREMA DI GUICHARD IN GEOMETRIA IPERBOLICA.,

L’ elemento lineare (15) dell’ellissoide od iperboloide coincidera con
quello (12) § 6 della nostra superficie S allorquando, fatto = =p, si possono
determinare @, b in guisa da identificare la (12%) colla (14), o colla (14%)
rispettivamente.

a) Ora supponiamo dapprima nella (12) le costanti ¢, £ del medesimo
segno, che si potrd supporre positivo bastando nel caso opposto cangiare c,
k, v in — ¢, — k, — r. Identificando la (12) con (14), abbiamo

cosh2 (p — a) — cosh2a

cosh 25— cosh2a =k |senh2p+f¢(1—cosh2p),

il che porta le equazioni
k (cosh 2 @ — cosh 2 b)) =senh 2 @
¢ k (cosh 2 a — cosh 2 b) = cosh 2 ¢,
cioé
senh2a
k

coth2a =¢, cosh2b= cosh 2'a — (16)

Ora, poiche qui supponiamo | H|> 2, cioé ¢> 1, possiamo sempre de-
terminare un valore reale {e positivo) o dalla prima delle (16). Ne risultera
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poi anche un valore reale per b della seconda se avremo

senh 2a _

cosh2g — . =1,

Cid ha luogo effettivamente poiché per la (12%) § 6 deve essere
kisenh2z 4 c(l—cosh27)|>1,

ossia, sostituendo per ¢ il valore coth 2 a

kcosh2a——cosh2(:—a)>1

senh 2 ¢ -
Ma siccome qui & senllz 2a >0, la disuguaglianza superiore pud zcri-
versi
cosh2a — cosh2(z —a) = sen1]102a
0
senh 2 ¢
cosh 2 a — =cosh2(r —a)>1, e. d. d.

b) Abbiano ora ¢, k segno contrario e potremo supporre ¢ negativa,
k positiva.
Identificando questa volta la (12) colla (14*) troveremo

k(cosh2b—cosh2a)=senh2a

¢ k (cosh 2 b — cosh 2 @) = — cosh 2 q,
da cui
senh 2 a

coth2a=—¢, cosh2b=cosh2a + 7

, (16%)

che danno valori reali (positivi) per a, b.

Riassumiamo i risultati ottenuti col teorema:

Si consideri nello spazio iperbolico (di curvatura K, = — 1) Uellissoide
od iperboloide di rotazione, caratterizzato dalla proprietd che la sowuma o
la differenza delle distanze di ogni loro punto da due punti fissi (fuochi)
sia costante =2 a. Si fletta comunque la quadrica, che seco trasporti, in-
variabilmente legati alla superficie, i segmenti che dai punti di questa vanno
all’uno od all’altro fuoco; il luogo degli estremi, primitivamente riuniti nel
fuoco, sard sempre una superficie media di curvatura costante

H=2coth2a.
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Anche qui & da notarsi che ciascuna di queste due superficie, a curva-
tura media costante 2 coth 2 @, ne ammette una parallela alla distanza 2a
colla medesima curvatura media ed ogni volta la superficie media fra le due
parallele ha la curvatura totale costante

1

~ senhta’
come risulta dal § 1. Si osservi ancora che valgono anche qui nel caso iper-
bolico le considerazioni svolte al § 4 pel caso ellittico.

§ 9.

IL ©ASO LIMITE DEL PARABOLOIDE PER ¢ = 1.

Nei due paragrafi precedenti abbiamo supposto |¢|>1, ossia | H|> 2.
Ma gid nella Mem.* 2 abbiamo risoluto il problema pel caso [¢|=1
o | H| =2, trovando come superficie tipica S il paraboloide di rotazione (di
2.* specie) cioé il luogo dei punti equidistanti da un punto fisso e da un’o-
risfera (vedi Mem.* 2.* § 20).

Vediamo ora come al medesimo risultato si arrivi, con passaggio al li-
mite, dal caso precedente.

L’ellisse o l'iperbola del § 7 possono anche definirsi come il luogo dei
punti equidistanti da un punto fisso F' e da un circolo C’ col eentro F'' reale
e a distanza finita; soltanto nel caso ellittico il fuoco F' & interno a C' nel
caso iperbolico esterno. Ora, insieme al fuoco F), si tenga fisso dei due punti
d’incontro di C' coll’asse focale quello A pel quale i due segmenti F'F, F' 4
hanno il medesimo senso, indi si faccia allontanare all'infinito F'', cioé cre-
scere @ all'infinito. Il circolo C’ diventerd al limite un oriciclo, che nel primo
caso volgera verso il fuoco F' la sua concavitd, nel secondo la convessita e
la conica diventera il luogo dei punti equidistanti da un punto fisso F' e da
un oriciclo, cioe, secondo le denominazioni della Mem." 2.%, una parabola
di 2.* specie. Nello stesso tempo, crescendo @ all'infinito, la curvatura media

H=2coth2¢a

delle superficie S, normali ai raggi delle congruenze associate alle flessioni
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della quadrica, convergera verso il limite 2. Troviamo cosi nuovamente i ri-
sultati dimostrati con calcolo diretto al § 20 della Mem.* 2.%. Cid che qui vi
aggiungiamo & la suddistinzione di due forme possibili pel paraboloide secondo
che il fuoco F' & interno od esterno all’orisfera fissa.

§ 10.

LA QUADRICA DI ROTAZIONE CORRISPONDENTE AD UNA SUPERFICIE §
DI CURVATURA MEDIA coSTANTE H, con | H| << 2.

Della questione proposta alla fine del § 6 ci resta ora a trattare il caso
¢] <1, ossia | H|<C2. Dimostreremo che in questo caso si pud prendere
come curva meridiana la conica luogo dei punti equidistanti da un punto
fisso F' e da un circolo fisso a centro ideale, 'asse di rotazione essendo la
normale calata dal fuoco F' sul circolo. Si distinguono due tipi diversi di
questa conica secondo che il fuoco F & interno od esterno al circolo, ciog
secondo che la retta a cul il circolo & geodeticamente parallelo giace, ri-
spetto al fuoco, al di 1a o al di qua del circolo.

Per calcolare 'elemento lineare della quadrica allo scopo di identificarlo
con quello dato dalle (12), (12*) § 6, osserviamo che la nostra conica pud
anche definirsi come il luogo dei punti che hanno costante la differenza delle
distanze da un punto fisso ' e da una retta fissa d. Riprendendo le nota-
zioni del § 7, sia F'= (1, 0, 0) il fuoco e d=(senh b, cosh b, 0) la retta
fissa, rappresentando dunque & la distanza del fuoco F' dalla retta d. La di-
stanza p' di un punto (x,, #,, .) dalla retta ¢ data dalla formola

senh p’ = senh b cosh p — cosh & senh p cos v.

Lungo la curva abbiamo p— p' = a, essendo « una costante, e perd I'e-
quazione della curva &:

senh (p — a) = senh b cosh p .— cosh & senh p cos v,
da cui, procedendo, come al § 7, deduciamo

__(senh b 4- senh a) cosh p — cosh a senh p
o cosh & senl p

cos v
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190 Bianchi: Sulla deformazione delle quadriche

o — (senh b 4 senh a) (senh (2 p — a) — senh &)
o cosht 4 senh?

senhb - senha dp
cosh & senht o

sen®

senvdov =

E, serbando o il significato del § T:
__ senhd < senha
9™ Cosh & senh p sen v

1 _ senh(2p—a) 4 senha
sent¢  senhd -} senha ’

quindi per l'elemento lineare della quadrica di rotazione

dpt
e _4V__
dst = st T cot® g d 5.
Per identificare le formole precedenti colle (12, (12¥) § 6, basta porre
== p e determinare @, b in guisa che si abbia

senh (2 p — a) +senh @ =k (senh b 4- senh a) {senh 2p + ¢ (1 —cosh 2 p) |,

il che da
k (senh b - senh a) = cosh a

¢ k (senh b -}~ senh a) = senh a
e quindi
cosha
k

tgha=c, senhb= — senh a.

Siccome qui & supposto |c|<C1, ne segue per a sempre un valore reale
e medesimamente per b, prendendo il seno iperbolico tutti i valori da — oo
a -} oo.

Abbiamo dunque il teorema: Si consideri nello spazio iperbolico (di
curvatura Ky=—1) la quadrica di rolazione luogo dei punti che hanno
costante — a la differenza delle distanze da un punto fisso F (fuoco) e du
un piano fisso, St fletta comunque la quadrica, che seco trasporti, invaria-
bilmente legati alla superficie, ¢ segmenti che dai punti di questa vanno al
fuoco; il luogo degli estremi, primitivamente riuniti nel fuoco, sard sempre
una superficie S di curvatura media costante = 2 tgh a. :

Una seconda superficie S, colla medesima curvatura media = 2 tgh a,
si otterrd nella simmetrica di S rispetto alla quadrica deformata.
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di rotazione negli spazi di curvatura costante. 191

Si osservi poi che, secondo il § 1, fra le superficie parallele a ciascuna

delle due S, S’ ve ne ha una, parallela ed alla distanza « da questa, per la
quale si ha

ri4-r,=2tgha.

Le flessioni dell’attuale quadrica di rotazione possono dunque collegarsi,
anziche colle superficie di curvatura media costante H, con |H|<2, alle
superficie per le quali & - r, costante ed, in valore assoluto, <C2.

Dimostreremo nei prossimi paragrafi che anche le altre superficie S con
r, 4+ r; =cost. si collegano colle flessioni di nuove specie di quadriche di ro-
tazione.

§ 11.

SupERFICIE S CON 7, -+ 73 == cost.

Per giungere al risultato testdt accennato conviene che, al modo dei
§§ 3, 9 Mem.* 2.7, risolviamo la seguente questione preliminare. Quando ac-
cadra che, in tutte le flessioni della superficie S di partenza della con-

gruenza C, normale alla superficie S, abbiano sempre luogo le proporzioni :
e:fig=D:D:D"

fra i coefficienti della terza forma fondamentale di S e della seconda di S?
Procedendo precisamente come nelle analoghe ricerche dei citati para-
grafi Mem.* 2.*) troviamo che le condizioni a cid necessarie e sufficienti sono
le seguenti:
1.° La superficie S deve essere applicabile sopra una superficie di ro-
tazione d’elemento lineare

d st = d u® 4 cot* o d v?,
¢ indicando una conveniente funzione di w.
2.° T raggi della congruenza debbono uscire da ogni punto di S nor-

malmente alle deformate w» dei paralleli ed inclinati sulle deformate v dei
meridiani (nell’'uno o nell’altro verso) dell’angolo o,
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192 Bianchi: Sulle deformazione delle quadriche

3.° Il segmento ¢ di ogni raggio che intercede fra S ed S deve es-
sere una funzione della sola u, legata a ¢ dalle equazioni differenziali carat-
teristiche :
T = —coso )

17
(3d*—q"tga)(cosh2z+ 1) —2¢ seno senh 2t — 2seno =0, ) ()

gli accenti indicando al solito derivazione rapporto ad wu.

Ora comincieremo dal dimostrare che la superficie. S normale alla con-
gruenza C, avra costante la somma r, 4 », dei raggi di curvatura.
Per cid scriviamo la seconda delle (17) sotto la forma

d ¢’ senh 2 T —senccosh2 =

du o (cosh27+ 1) —senssenh2: 0

ed una prima integrazione ci dara:
o'fe(cosh2r-41) —senh 27!+ sens(cosh2z—csenh27) =0, (17%)

dove ¢ indica una costante arbitraria.

D’altra parte, se vogliamo esprimere che la S ha costante = 2 ¢ la somma
dei raggi di curvatura, basterd che scriviamo le proporzioni :

1

E—e¢+4+2cD:F—f+2¢D:G—g-+2cD" =e:f:y,
ovvero, ¢id che nel caso nostro torna lo stesso, le altre:
E—e+2cD:V—f+2¢cD:G—g+2¢cD'=D:D:D".
Col calcolo effettivo, mediante le formole § 2 Mem.* 2.2, troviamo che
queste proporzioni equivalgono all’'unica equazione :
(¢"tgs —33c”%)(csenh 27 + 1) 42 ca'sens cosh 2 v 2 sen®o =0,

che, derivando per combinazione dalle (17), (17*), trovasi identicamente ve-
rificata.
Resta che integriamo la (17%), cid che si fa subito scrivendola sotto la
forma
cosSG do 1

sens dv 2 (—;—l;log{c(coshfz-;_[_l)_senh2”’

da cui integrando:

1
senzec

=Fk|c(cosh2r+ 1) —senh 27}, (18)

designando k£ una costante arbitraria.
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L’elemento lineare della S avrad dunque la solita forma tipica

d:®
ds = + cot? o d 23, (18%)

c0s% G

essendo qui ¢ determinato in funzione di ¢ dalla (18

Abbiamo gia visto che nel caso |¢|<C1 si pud assumere per superficie
tipica S la quadrica di rotazione del paragrafo precedente. Dimostreremo ora
che per [c¢|>1 si pud, per convenienti valori delle costanti ¢, & nella (18),
assumere ancora per superficie S una quadrica di rotazione e precisamente
nel caso |¢|>>1 la conica meridiana & il luogo dei punti di un piano che
hanno costante la differenza (o la somma) delle distanze da due rette fisse
normali ad una medesima retta, che & l'asse di rotazione; nel caso |¢c]=1
la conica & il luogo dei punti equidistanti da una retta e da un oriciclo, la
cui normale comune & l'asse di rotazione. In tutti tre i casi l'asse di rota-
zione & sempre l'asse focale ed uno dei due fuochi & un punto ideale; si
suddistinguono i tre casi per ¢id che il secondc fuoco & reale a distanza finita
per |¢| <1, reale all'infinito per |¢|=1 e infine ideale per |¢|> 1.

§ 12.

LA QUADRICA DI ROTAZIONE CORRISPONDENTE ALLE SUPERFICIE S
cox r,+r,=2¢, PER |c| > 1.

Cominciamo dall’osservare che nel caso |¢|>>1 necessariamente le co-
stanti %, ¢ nella (18) avranno il medesimo segno. E infatti se determiniamo 2
in guisa che sia cothd =c¢ (anche % avrd un valore reale) la (18) si scrive

1

k .
Sen*t;‘:senh)\’COSh(QT_)‘)_I'COShl' .

Il fattore cosh(2z—2)-}coshi essendo positivo, £ avra dunque il
segno di A ciod di c¢. Senza alterare la generalitd potremo supporre ¢, k, 2
positivi, bastando nel caso opposto cangiare = in — =.

Cid premesso, volendo dimostrare le ultime asserzioni del paragrafo pre-
cedente, procediamo, come gia ai §§ 7 e 10, riferendo il piano iperbolico ad
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un sistema di coordinate di WeiersTrass #,, ,, 2, legate dalla identitd qua-
dratica

rl—2x—ai=1;
ma questa volta porremo

o == cosh p cosh v, x, =senhp, &, = cosh psenh .

Con cid I'elemento lineare del piano
dst=dax} 4 dat—dx;

acquistera la forma iperbolica

. d s* =d p* -} cosh® p d v?,
significando p la distanza di un punto P variabile del piano dalla retia fissa
p=00d=(0, 1, 0) e v il segmento di retta v=20 o (0, 0, 1) intercetto
fra Torigine O=(l, 0, 0) ed il piede della perpendicolare abbassata da P.

Ora si consideri una seconda retta
d' = (scnh b, cosh b, 0),
che & normale, come d=(0, 1, 0) alla retta (0, 0, 1), significando b la mi-
nima distanza di d, d'. Le distanze J, ¢" di un punto (p, v) = (%,, 2., ,) da
d, d' rispettivamente sono date dalle formole
d=p

senh ¢ = cosh b x, — senh b z,,
ossia
senh ¢’ = cosh 6 senh p — senh b cosh p cosh ».

La curva luogo dei punti pei quali & costante = a la differenza ¢’ — ¢
ha dunque I’equazione

senh (p + @) = cosh b senh p — senh & cosh p cosh v,

ossia
coshd —cosha senrh a
coshv = — o t8he — i
che scriviamo
cosh v =a 4 Bighop, (19)
avendo qui le costanti «, 8 i valori
senh a cosh b -— cosh a )
¢ =" Senhd’ b= senh & ' (20)
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Ora dimostreremo in generale che, prendendo per meridiano della su-
perficie S la conica (19), qualunque siano le costanti «, 8, I'asse di rotazione
essendo la retta (0, 0, 1), se si pone t==p e si prende per o I'angolo d'in-
clinazione sulla tangente della perpendicolare calata dal punto di contatto
sulla retta d (o sulla d'), avremo precisamente una superficie S corrispon-
dente alle formole (18), (18¥) § 11 per convenienti valori di &, c.

Dalle (19) differenziando si ha

senhvdv= cg s‘flfp

e poiché
tg o =coshp g_%’ )

ne deduciamo
cosh p senh o

cotg =—" (21)
Ma per la distanza r del punto (p, v) dall’asse di rotazione si ha
senh 7 = cosh p senh v,
ciog
senh » = 8 cot o,
onde per I'elemento lineare della quadrica di rotazione
dst=du*+cot*ad i,
significando d u I'elemento d’arco di meridiano. Ora si ha
d
dute=d g +eoshipdot = (1 +tgta)dpt = S0,
quindi
dst = 22 4 cottado (22)
cost ¢ v
Dalle (19), (21) st ha poi
senh? p — (@ senh p 4 « cosh p)? -— cosh? p
cosh®p
1 cosh? p senh® » - p2
sen’e g2
e quindi
1 ;1~(a2-{—ﬁ"'-—l)(cosh2p—!—1)+apsenh2p
= 2 . 22*)
sen®es {2 (
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Facciamo coincidere queste formole (22), (22%) colle (18*), (18) § 11
ponendo

T=p
« 4 —1 «f
k0=—2—p2—, k=—"@')
ciod
1= —f —_ & :
¢ = 2o b » k= 7 (23).

Cid dimostra intanto la nostra asserzione superiore. Pei valori partico-
lari (20) delle costanti «, 8 risulta poi:

1 _coshb—cosha' (24)

¢ = —cotha, ko senh a

Se, invece di supporre ¢’ — ¢ = @, avessimo supposto ¢’ 4 ¢ = a, I’equa-
zione della curva sarebbe stata
senh (@ — p) = cosh b senh p — senh & cosh p cosh v,
che rientra ancora mella (19), posto questa volta

. senh a 8— cosh b + cosha
senh &’ = senh 6

onde risulta per questo caso dalle (23)

¢=cotha, coshd = — cosha Sel;ch z. (24%)

Come gia abbiamo osservato al principio del paragrafo si pud supporre

senz’altro k, ¢ positivi e fatto ¢ = coth ), sard 1 positivo, avremo mnel caso
delle (24)
senh 2

@==—1, coshb=coshi— 7 (25)
e nel caso delle (24%)
a=12 coshb= — coshi Sel;ch iy (25%)

Abbiamo dunque stabilito il teorema seguente: Si consideri nello spazio
iperbolico la quadrica di rotazione luogo dei punti, che hanno costante =
la somma o la differenza delle distanze da due piani fissi, normali all’asse
di rotazione. Se st flette comunque la quadrica che seco trasporti, invaria-
bilmente legati alla superficie, ¢ segmenti delle perpendicolari calate dai punti
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di questa sull’ uno o sull’altro dei due piani, terminati al piano stesso, il
luogo degli estremi di questi segmenti sard sempre una superficie che avra
costante = 2 coth & la somma dei raggi di curvatura.

Dobbiamo per altro osservare che, a differenza di tutti gli altri casi
precedentemente considerati, le due quadriche di rotazione non danno qui la
pilt ‘generale superficie S del § 11. E infatti, perché la (25) dia un valore
reale per b, ¢ necessario che risulti

senh 2

7= b

cosh A —
ciod

I
k > Coth '2—;
invece perche risulti dalla (25*) un valore reale per b bisogna che sia

A
]»<tgh§--

.o . A Ao, .
Quando dunque k& giaccia nellintervallo fra tgh — e coth & & impossi-

&

bile identificare ['una o P’altra quadrica di rotazione colla mnostra superficie S.

§ 13.

LA QUADRICA DI ROTAZIONE CORRISPONDENTE AD UNA SUPERFICIE S
CON ¥, 4, = + 2,

Dal caso |¢|>1 del paragrafo precedente possiamo giungere all’altro
|[c]=1 con passaggio al limite. Consideriamo infatti la conica luogo dei
punti equidistanti da una retta d e da un circolo a centro ideale C, che siano
normali ad una medesima retta e sia A la distanza fra C e la retta d, a
cui C & geodeticamente parallelo. Questa non & altro che la conica del pa-
ragrafo precedente, rappresentando i la differenza, o la somma, costante della
curva da d, d'. Ora, mantenendo fissa d ed il punto ove il circolo C sega
la perpendicolare, si mandi all’infinito d’, con che 1 crescera all'infinito. La
conica diventerd al limite i1l luogo dei punti equidistanti dalla retta fissa d
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198 Bianchi: Sulla deformazione delle quadriche

e da un oriciclo, limite del circolo C, e la somma », 4 », = coth 2 conver-
gerd verso *+ 2. Si osservi che in questo caso & inutile aggiungere la con-
dizione che I'oriciclo e la retta abbiano una perpendicolare comune poiche
questa esiste sempre, supposto naturalmente che la retta non sia perpendi-
colare all’oriciclo.

Possiamo dunque enunciare il teorema:

Si consideri la quadrica luogo dei punti equidistanti da un piano fisso
e da un'orisfera, quadrica che é di rotazione attorno alla perpendicolare co-
mune al piano ed allorisfera. Se si flette comunque la quadrica che seco
trasporti, invariabilmente legati alla superficie, ¢ segmenti delle perpendico-
lari calate dai punti di questa sul piano o sull’orisfera, il luogo degli estrems
di questi segmenti sard sempre una superficie S, che avrd costante = *+ 2
la somma r,+ r, dei raggi di curvatura.

Non sard inutile stabilire il teorema precedente con considerazioni di-
rette, anziché con passaggio al limite; avremo cosl anche occasione di con-
statare come la quadrica attuale dia la forma piu generale della superficie S
di rotazione del § 11 per ¢= * 1, escluso soltanto il caso che si abbia al-
tresl k= =+ 1.

Riprendendo a tale oggetto le notazioni del § 12, osserviamo che le rette
parallele alla v =0 sono quelle per le quali la terza coordinata £, =-1 e
quindi & = =+ &,, il doppio segno distinguendo il senso del parallelismo. La
loro equazione in coordinate p, v & quindi

fehp coth v = cost.
senh v

Secondo una nota formola della teoria delle geodetiche (*), con una
quadratura si calcolerd I'arco & di queste geodetiche contato da una loro
traiettoria ortogonale fissa (oriciclo); si trova cosl:

§ == log (cosh p cosh » = senh p) + cost.

Per un punto M= (p, v) & dunque ¢ la distanza da un oriciclo normale
alla retta v =0, mentre p & la distanza della retta u ==0; quindi per la
conica da noi considerata sard 6 = p, ciod

cosh pcoshv + senhp=a e,
oVVero
coshv = (a £ 1)tghp + a,

(*) Vedi Lezioni di geometria differenziale, pag. 163.
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indicando a una costante. Questa forma di equazione rientra nella (19) § 12,
avendo qui le costanti «, 8 i valori

a=a, B=azFl.
Dalle (28) risulta quindi

=—1, k=-—

le quali dimostrano nuovamente il teorema superiore e fanno vedere di pilt
che dato % ad arbitrio, purcheé sia % =}= — 1, ne risulta un valore finito per a.

§ 14.
CASO DI UNA SUPERFICIE S A CURVATURA COSTANTE DELLO SPAZIO IPERBOLICO,

Per completare le nostre ricerche sulle superficie S dello spazio iperbo-
lico, i cui raggi principali di curvatura sono legati da una relazione bilineare
simmetrica, non c¢i resta ormai (secondo la classificazione in tipi del § 1) che
da trattare il caso di una superficie S a curvatura relativa costante e negativa.

Pid in generale, come gia al § 5 per la geometria ellittica, faremo la

ricerca per una superficie S a curvatura totale costante K, avendo K un

valore arbitrario. Partendo per cid ancora dai risultati al § 3 Mem.* 2.%

prendiamo due funzioni s, v di u, che soddisfino le equazioni differenziali
v = —o00sc )

26
20'senocosh27r=(80¢"*—0o'' tgo)senh 2 7. ) (26)

Se consideriamo una superficie S d’elemento lineare

ds*=du*-4 cot*a do?

e vi associamo, al modo del § 2, una congruenza C e la superficie S orto-
gonale ai raggi di questa, serbando ¢, t il solito significato geometrico, avremo

che sopra le superficie S, S si corrisponderanno i sistemi coniugati. Dimo-
striamo ora che la S avrd costante la curvatura assoluta. La (26) si pud
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scrivere soito la forma

4

sencsenh 2 - 1

—1tcosh27r — ——— (=0
du | 5 )
senasenh 2+ ’ .
onde segue che cosh 2 v — — ha un valore costante. Indicando

T . 2 .
questa costante, per opportunita di confronti, con 1 4 T integrando avremo

o' | K(1 —cosh2t) 42} 4 Ksencsenh2r=0. (26*)

D’altra parte esprimiamo che la S ha la curvatura totale costante — K
mediante le proporzioni:

e+ K+ NDE:f+K+1)F:g4(K+1)G=D:D:D"
ossia, avendosi D: D': D" =D:D :D":
e+ (K+VWE:f+(K+1)F:g4+(K+1)G=D:D:D".

11 calcolo effettivo dimostra che queste proporzioni si traducono nell’'unica
equazione :
(32 —d'tg9) | (K + 2)cosh2t-——K= —_
—2(K+2)d'senosenh 27 2 Ksen*o =0,

la quale risulta dal combinare le (26), (26*) ed & percid identicamente sod-
disfatta. Resta ora soltanto che, integrando la (26*), determiniamo I'elemento
lineare della nostra superficie S. Per c¢id basta scriverla sotto la forma

s 6 ds 1

senc dv 2

%jK(l—costh)—l—ﬂ

e integrando otteniamo

1
sent e

=c¢|K( —cosh2r7)+4 2], (27)

indicando ¢ una costante arbitraria.
L’elemento lineare della S ha dunque la solita forma

dnr?
cos*a

ds®== + cot*a d v?, : (27%)

essendo o la funzione di v assegnata dalla (27).
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Meritano particolare menzione i casi particolari K =0 e K = — 1. Per
K =0 la (27) dimostra che ¢ & costante e tanto la superficie S quanto la S
sono a curvatura totale nulla e di pit sulla S le linee r = cost., v = cost.
formano un doppio sistema di geodetiche ortoganali. Si ha allora il caso di-
scusso al § 4 Mem.* 2.* e per meridiano della S, conformata a quadrica di
rotazione, si pud prendere un circolo a centro ideale, l'asse di rotazione es-
sendo la retta geodeticamente parallela al circolo.

Per K== —1 la (27) diventa

= a’® cosh® r,
sen*e .

denotando @ una costante e per I'elemento lineare (27%*) della S abbiamo

ds a? cosh’ = 1 dz® 4 (a*cosh*z—1)d v

~ atcosht . —
Se distinguiamo 1 tre casi a®* > 1, a®*=1, a*<C1 e facciamo il rispet-
tivo cangiamento di variabile

a senh t =, a*— I senh u, per a* > 1
senh r = ¢¥ , per a*=1

asenhr=\1— a* cosh u, per a® <1,

otteniamo per S ordinatamente
d s =d u® 4 cosh*u dv*
ds*=dute*dv*
ds?=du?+senh‘-’ud@:*.

Tanto la S quanto la S hanno qui la curvatura dello spazio ambiente,
ciod sono sviluppabili (applicabili sul piano iperbolico). Nell'ultimo caso
(a® < 1) per meridiano della superficie tipica S di rotazione si pud prendere
una retta normale all’asse.

Se percorriamo ora le varie specie di quadriche di rotazione dello spazio
iperbolico incontrate successivamente nei §§ 7, 9, 10, 12, 13 vediamo figu-
rarvi, salvo uno, tutti i possibili tipt di coniche meridiane, le curve basi di
queste ellissi od iperbole geodetiche essendo circoli (Cf. prefazione). Il solo
tipo mancante & quello in cui i circoli base sono ambedue oricicli. Ma allora
se si considera la retta » normale comune ai due oricicli, si vede subito che
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le ellissi ed iperbole geodetiche si riducono in tal caso alle rette normali
alla » ed al circoli geodeticamente paralleli a questa retta. Queste linee ruo-
tando attorno alla » generano le superficie di rotazione di curvatura K = — 1
e K =0 rispettivamente che sopra abbiamo considerato.

§ 15.

IL PROBLEMA D'INVERSIONE E LE CONSEGUENTI TRASFORMAZIONI

DELLE SUPERFICIE S.

Ad ogni superficie S dello spazio a curvatura costante, applicabile sulle
varie superficie di rotazione, la cui forma abbiamo determinato nei paragrafi
precedenti trovansi ogni volta associate due congruenze normali, invariabil-
mente legate alle flessioni della S, e riflessa 'una dell’altra sulla superficie S,
e due superficie S, S ortogonali rispettivamente ai raggi incidenti ed ai ri-
flessi e simmetriche rispetto alla superficie riflettente .S (*). Queste due -su-
perficie S, S’ appartengono alla medesima classe ), ciod hanno i raggi prin-
cipali di curvatura legati da una stessa relazione bilineare e simmetrica a
coefficienti costanti.

Come gia nello spazio euclideo (Mem.* 1. § 11) nasce ora il problema

di invertire questi risultati e ciod, supposta data una superficie S della
classe ), di ricercare se & possibile di riportare sulle sue normali un tale
segmento, variabile da punto a punto, in guisa che il luogo degli estremi
sia una delle superficie S applicabili sulle nostre superficie di rotazione e la

congruenza delle normali di S coincida precisamente con una delle due as-
sociate alla S. La risposta, come si vedra, & sempre affermativa, ed anzi di-

mostreremo di pil che, data la S, esiste una tripla infinitd di superficie S
applicabili sopra una delle dette superficie di rotazione, che stanno precisa-

mente colla S nella relazione richiesta.

(¥) Possono anche considerarsi S, S come le due falde di un inviluppo di sfere, i cui
ceniri sono distribuiti sulla S
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Fissata allora una di queste oo® superficie S, se di ogni punto Mdi S
prendiamo il simmetrico M’ rispetto al piano tangente alla S nel punto cor-
rispondente M, il luogo di M’ sara, pei teoremi dimostrati nella prima parte
della presente Memoria, una seconda superficie S', i cui raggi principali di
curvatura risulteranno legati dalla medesima relazione bilineare che vincola
quelli di S. Cosi per tutte le superficie S della classe o), immerse negli spazi
di curvatura costante, veniamo a costruire una specie di trasformazioni geo-
mefriche, che permettono di ottenere quante si vogliono nuove superficie di
questa classe.

Considerazioni analoghe a quelle svolte nella Mem.® 1.%) per le superficie
a curvatura costante dello spazio euclideo, dimostrerebbero ulteriormente che
allorquando di una superficie S della classe «), nello spazio ellittico od iper-
bolico, si possono determinare tutte le oo® superficie S trasformate, la ripe-
tuta applicazione del processo medesimo alle superficie derivate S’ non ri-
chiede pitt alcun calcolo d’integrazione.

Per abbreviare le ricerche seguenti, in luogo di esporre i calcoli che
conducono direttamente alle equazioni di trasformazione, daremo subito queste
equazioni sotto la forma generale che abbraccia tutti i casi possibili, in coor-
dinate curvilinee generali e sopra di esse procederemo alle opportune verifiche.

§ 16.
LE EQUAZIONI GENERALI DI TRASFORMAZIONE.

Nello spazio di curvatura costante I, si consideri una superficie S della
classe ), riferita ad un sistema qualunque di coordinate curvilinee u, v e
siano, nelle solite notazioni :

Edw+2Fdudv +Gdv?
Ddw4-2Ddudv-+ D"dv
le due forme quadratiche fondamentali di S. Indicando con ®, W due fun-

zioni incognite di u, v, e con «, B, y tre costanti, si consideri il seguente
sistema di equazioni simultanee alle derivate parziali per ¥, W, dove i sim-

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1



204 Bianchi: Sulla deformazione delle quadriche

boli di Currstoresr | " |si mtendono costruiti rispetto ai coefficienti K, F', G

(%)

della prima forma quadratlca.
K 110 | {11)0® ‘
= 1}§;+1 |22+ GE+8D)0 +(BE+, D)W
2o (120 512}%
dude (1 $8u+( 2
0% ® 22)0d 22)09 . , y
= S e e DYoL e+, D)W

OW _GD—FD g0 ED —FD 3o

6u  EG—TF? Ju EG—TF? v

dW _GD —FD"'gv  ED' —FD' 0o

ov  EG—F? tu EG—F* 0o

+@F+8D)o + (BF+y D)W g (A)

/

(B)

Si osservi intanto il carattere invariantivo di questo sistema: cangiando
comunque le linee coordinate, esso s1 muta nel sistema analogo costruito per

le nuove linee coordinate.
Se si serivono le condizioni di integrabilithd del sistema (A), (B), tenendo

conto delle equazioni di Gauss e di Copazzr (¥) e insieme delle quattro espres-

sioni della curvatura assoluta K della S, espresse pei simboli di Cari-
sTOFFEL (**), si trova che queste condizioni sono identicamente soddisfatte

quando fra la curvatura assoluta
K= % + K,
172

e la media
H_l,l

1 12
sussiste la relazione lineare a coefficienti costanti
(y+DH)K—pH+‘a—yK,=0. (I)

Dunque se la S appartiene alla classe o), soddisfacendo i suoi raggi
principali di curvatura alla relazione bilineare (I), il sistema di equazioni si-
multanee (A), (B) risultera illimitatamente integrabile: dati cioé ad arbitrio

(*#) Lezioni di geometria differenziale, pag. 51, formole (II).
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i valori iniziali di

ob 00
o VW, —, —
P Bu’ Oy

per una coppia iniziale (u,, v,) di valori delle variabili , v, ne risultera in-
dividuata una coppia {®, W) di soluzioni del sistema.

Si noti che fissata la S e quindi la relazione bilineare che lega »,, 7,
dei tre coefficienti «, 8, y due risulteranno individuati in funzione (lineare
intera) del terzo che restera arbitrario.

Importa ora osservare che I'espressione

Q=40 —ad—2p0W—yW?

costruita per una coppia qualsiasi (®, W) di soluzioni del sistema (A), (B)
(4, ® significando al solito il parametro differenziale primo di ®) ha sempre

. . . . . o0 00
“un valore costante. Se si costruiscono infatti le due derivate 50’ 75 avendo

riguardo alle equazioni differenziali (A), (B), si trova identicamente

0Q 00
a—u = 0, % = 0 )
si ha dunque in ogni caso:
AD—a®—2B80W —yW? = cost. (*)
Per lo scopo nostro converrad limitarci a considerare quelle coppie di
soluzioni per le quali la costante del secondo membro & nulla, che soddisfano
ciod alla equazione :

MP=a®*+20W 4y W (C)
Bastera evidentemente per ¢10 che 1 valori indziali di
0® 0
o, W, 5’ 70

siano scelti in guisa da soddisfare la (C).

(¥) Piu in generale se (®, W), (®,, W,) sono due coppie di soluzioni, distinte o coin-
cidenti, del sistema (A), (B), e v (®, ®,) significa il parametro differenziale misto di @, @,
si ha:

V (P, By) —a® By — B (DT, 4 @, 17) — ¢ WV, = cost.
Annali di Malematica, Serie III, tomo V. 27
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Osserviamo infine che, fissate le costanti «, B, y, avremo una tripla in-
finitd di coppie di soluzioni (P, W) del sistema (4), (B), (C); e poiché questo

. \ o . . I
sistema & omogeneo, nel rapporto 7 Timarranno due costanti arbitrarie.

§ 17.

CoSTRUZIONE DELLA SUPERFICIE RIFLETTENTE S.

Fissata una coppia (®, W) di soluzioni delle equazioni fondamentali (A),
(B), (C), procediamo alla costruzione della superficie riflettente S, indicata nel
paragrafo precedente.

Se si tratta dapprima dello spazio euclideo (K, = 0) (*), porteremo sulla

normale in ogni punto M alla S un segmento M M = =, essendo

¢
T = W ((l)

il quoziente delle due soluzioni scelte.

Il luogo degli estremi M dei seqgmenti sard la superficie riflettente S
cercata.

Quando lo spazio sia ellittico od iperbolico faremo al solito, per. sem-
plicita, rispettivamente

I(o = + 1 (o] Ko = - 1

ed il risultato sara perfettamente analogo, salvo che per definire il segmento r,
in Juogo della formola (a), avremo le altre:

tgr——;;—/, per K,=-1 ®)
®
tghz=ﬁ—,, per K,=—1. (c)

Per procedere alle verifiche, cominciamo dal riferire la superficie S, im-
mersa in uno qualunque dei tre spazi a curvatura costante, alle sue linee di

\

(*) Questo caso & gia stato ampiamente discusso nella Mem.* 1.* per le superficie a
curvatura costante e nella mia Nota inserita nei Rendicont! dei Lincei (Settembre 1899)
per le superficie d’area minima,
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curvatura u, v, talché avremo:

F=0, D=0
ed, indicando con r,, 7, i raggi principali (ridotti) di curvatura:
p==2%, pr—_%.
e ”

Le equazioni di trasformazione (A) possono seriversi, con queste speciali
coordinate, sotto la forma:

0 1 0¢ 190 E oo 3 5 =3
i B el e ) B

4

ou VE du
ol éaa‘f”?fﬁ(-—ﬁ) G‘“( 2w
mentre le (B), (C) diventano semplicemente
(SU“L (g‘z) a0 2BOW 5V (C)

Ed ora, per eseguire i calcoli necessarii al nostro scopo, converra se-
parare la trattazione dei tre casi K,=0, K, =1, K, = — 1. Lascieremo
da parte il primo, gid trattato completamente nei lavori precedenti (*), e ci
volgeremo al caso ellittico K, = - 1; basterd poi la semplice indicazione dei
risultati pel caso iperbolico K,= —1, ove i calcoli sono del tutto analoghi.

(*) I1 lettore verifichera che nel caso euclideo il metodo stesso dei paragrafi seguenti
conduce ancor pilt semplicemente al risultato finale,
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§ 18.
VERIFICHE RELATIVE ALLA SUPERFICIE RIFLETTENTE.

Supposto dunque di trovarci nel caso ellittico, riteniamo per la nostra

superficie S le notazioni stesse gia usate al § 1 Mem.* 2." ed avremo le se-
guenti formole fondamentali :

2 —- 0z _ =

§£=\/E’7) a_a':);_\)Gc

0F_NE- 8n_ - VE; 1 yE; a7_ 1 0VE- | 4
A it Lk htrrel vy LTI - Pab G
B_E—_\'T— 3;__ 1 3\/(_}_— 85-_ - = a.— 1 8\/5—

dv > 3_0—\/14,—‘ ou & —v_‘\/(xx_?—g_\,’l_ﬂ— ou

delle quali ci serviremo ora per calcolare 1’elemento lineare della superficie S
luogo del punto M, estremo del segmento M M —r staccato sulla normale

di S. Constateremo cosi in primo luogo che la S risultera applicabile sopra
una superficie di rotazione, perfettamente fissata -dai valori delle costanti

ay By 7. )
Indichino #,, ,, ., x5 le coordinate di M; avremo

& =2xcost 4 Zsenr,

da cui, derivando, si ottiene per le (28):

g—f—\/E(cob .z-se,i)n_]—(gcos:——xsenr)ﬂ \ ‘
0x sen ot (29)
—=\/G(0051‘—|— —)c-l—(&cow —xsenr)%-
Se per brevitd facciamo le posizioni:
4 =\E (cos t + seTn T)
_ (30)
B=@G (cosr + sen T)
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ed indichiamo con e, f, g i coefficienti del quadrato dell’elemento lineare

di S:
ds*=dux;+dritdajt+das=edw4-2fdudv + gdv?,
troveremo subito dalle (29):

e 1 (0°¢ . 0tor7 e g7\?
e=A —l—(ﬂ)’ f———a g-——-B +(a—;),

indi -
y R B R AL 1 /0~
o= 35 )
0~ 31 ot e ey L (07 1 (07)?
(v) 2 5u s ( ) S M)*‘F(%)
Ma dalla formola (6) § 17

tgl':—%,

derivando, coll’osservare le (B'), deduciamo

195 _cost 1 0¢

Adou W I ou |
1oz st 10w |
Bov W .\ Gov |

da cui quadrando e sommando risulta per la (C):

A \Du dv
Per cid le (32), (33), ove s p(;ng'a per abbreviare

L (,a—T)e—}- 1% (?j)2= asen®t 4+ 2 3sentcosz 4 ycos’r.

Q=uasen®r + 23senrcost - ycostr,
diventano :
—fr=A*B . (Q} 1)

0t 0~ 37, 07y 1, e
e(ap) 2f3u30 9(97)_‘43'9'

@81

(32)

(33)

(34)

(35)

(36)
(32%)
(33%)

Di qui, calcolando sulla superficie S il parametro differenziale primo della

funzione 7 :

07\ o~07 7T\
() -rmnolan)

A, T —
1 T eg—f2
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deduciamo la formola

Q ‘
A‘T=m. (37)

Questa, essendo Q una funzione della sola r (data dalla (36)) ci dimo-
stra intanto che: le linee r = cost. sulla superficie S sono geodeticamente
parallele.

. . " 1 .. .
Andiamo ora a calcolare la curvatura geodetica P di queste medesime
T

linee, applicando la formola del Bowner:

_ 1
Veg —f?

L
fr

o 0= 0T o~ )
fan ™ 50

R ATRAT L2 70
ou \/372 070+ RN dv \/ 2y _ 907 0 ~\? 5,
e(eﬁ)—”m—ﬁg(a‘u) e(ﬂ)“?fmﬂ'g(ﬂ)

che assegna alla curvatura geodetica il dovuto segno (*). Per le formole prc-
cedenti (31), (32%), (33%), otterremo:

1 1 3(387) 5(11 3‘r)z )
_— T == [E—— - —_— A~ a —_— A N 38
or 4aBYa F10ulg 0 0u +E)v ByQ 0v (35)
§ 19,
CONTINUAZIONE.

: . 1 .
Perveniamo ad una formola semplice per —, osservando che sussiste la
P

seguente identita :

(B 0 o (A4 o~
ﬁ(mﬂ)+a‘;(m%)=°- (39)

(*) Vedi Lezioni, ecc., pag. 144-145.
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E infatti questa, per la (34), equivale all’altra:

— ) 1 00 — ¢ 1 0¢
? VG(W+E)' Eou 9 ‘/E(WjLE)'\—F;a_v

ou o FOBOW YW ' Jv ad?f200W fy W2

0, (39%)
la cui verifica si fa senza difficoltd quando si tenga conto delle equazioni di
trasformazione (A", (B'), (C') e delle formole di Copazz:

7 VG 10.G _5_\/E; la\E
du . r 0w dv e e 0P

Cid posto, scritta la (38) sotto la forma:

0({B ot - A o~

salzazs V5)+(Fas o) |

basta aver riguardo alla identitd (39) e alla formola (35) per dedurne la
formola richiesta

1 1

pr  ABJof1

_1_ 1 daie (40)

Poiché Q & funzione solo di = segue di qui che le linee r = cost. sulla
superficie S sono a curvatura geodetica costante ed, essendo inoltre pel pa-
ragrafo precedente geodeticamente parallele, la S & applicabile sopra una
superficie di rotazione. Determiniamo in fine completamente la forma dell’e-
lemento lineare di S riferita alle trasformate == cost. dei paralleli ed alle
geodetiche ortogonali (trasformate dei meridiani) che indicheremo con v, =-cost.,
osservando che 1'elemento d’arco da di queste geodetiche &:

da 35 _\0FT1,.
\/A;"-’ \,5

e per l'elemento lineare d s della S avremo quindi

o
ds =

Licttg@de, (41)

indicando ¢ (z) una funzione della sola ¢ che resta da determinare. Per cid

osserviamo che la curvatura geodetica —Pl-_, calcolata dalla (41), & data da

Q

Ll ve
p

1
Ve 19

=
-G

a1
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ed il confronto colla (40) da quindi

dlogo dlog\a
dtr =~ d~r !

possiamo dunque porre senz’altro

¢(r)=
Ne concludiamo:
L’elemento lineare di S ha la forma

Q+]

ds— d +de,, ' (12)

dove
Q=osen’r + 2 Bsentcost + ycos’t; (43)

€sso appartiene ad una superficie di 70tazwne che dipende unicamente dai
valori delle costanti «, B, .

Nel caso iperbolico, con calcoli perfettamente analoghi, si trova per 1'e-
lemento lineare della S ancora la forma (42), dove perd Q ha attualmente il
significato

Q = a senh®z 4- 2 B senh = cosh = - y cosh® r. (43%)

Per completare le nostre verifiche c¢i sono ancora necessarie alcune os-
servazioni. In primo luogo questa che i segmenti M M = , essendo normali
in M alla S, saranno normali alle linee r = cost. sulla superficie S.

Ed ora calcoliamo I'angolo o d’inclinazione dei segmenti stessi sulla su-
perficie S, cioé sulle linee v, = cost. Percid osserviamo che, indicando con

507 gl) 52) 5'3

i coseni di direzione della normale in M alla S, dalle (29), (35) si ha
subito :

\/Q+1S—xsenr—écosr+Aa“n+1?;5, (44)

e poiché i coseni di direzione del raggio M M nel punto M (ciod le coordi-
nate del piano normale in M al raggio) sono

risenz —E;cost (=0, 1, 2, 3),
avremo
1

Vo £ 1

seno=2'§(§senr—§cosr)=

i
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da cui la formola finale:
1

sen®e

=Q+1=uasen’r + 2Bsenzcost-}ycos’r 4 1, (45)

che, nel caso iperbolico, si muta nell’altra

1 .o +1 =asenh21+2ﬁsenhrcoshr+ycosh?r+ 1.  (45%)

sen®aq
In fine la formola (42) per I'elemento lineare di S si scrive ora

dst = 27 1 cottodos (*). (46)

cos? e

§ 20.
SUDDISTINZIONE DI S NEI VARII TIPI E RELATIVE VERIFICHE.

Se riflettiamo al significato geometrico di o, 7, vediamo che, per com-

piere le nostre verifiche, altro non resta che suddistinguere le superficie .S nei
varii tipi, secondo la discussione del § 1, e constatare che I’elemento li-
neare (46) di S combina ogni volta con quello che abbiamo determinato nei
successivi paragrafi da 2 a 14,

Caso ellittico.

Cominciando dallo spazio ellittico, consideriamo dapprima il caso
a) Superficie a curvatura media costante H.
La (I) § 16, essendo qui K =1, diventa

G+DK—-—B8H+a—y=0 (I*
e perche si riduca ad H = cost. dovra essere
y=—1, a+1=4H.
(¥) Nel caso euclideo (KX, =0) vale ancora questa medesima formola; ma la (15) di-

venta
=at2+28t+y+1,

sen?c

Annali di Malematica, Serie III, tomo V. 28
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Per cid la (45) diventa

1
sene

=B H—1)sen*z 4+ Bsen 27 —cos®r + 1,

clod
1
sen?gs

= f sen2f+—££(1——cos2r) )

rimanendo B arbitraria. Questa, se si pone
=k H=2c

si identifica colla (4) § 2, onde si conclude che I'elemento lineare dell’attuale
superficie S coincide appunto con quello della superficie di rotazione al § 2,
cioé dell’ellissoide od iperboloide di Guicaarp.
b) Spperficie a curvatura assoluta costante K.
Nella precedente formola (I*) dovremo fare

=0, a=y—G+1)K

e rimarrd y arbitraria. La (45) diventa

L Tl K —cos2q)]

sente 2

e, posto

si identifica colla (10*) § 5, onde si traggono le medesime conclusioni come
nel caso superiore.

Caso iperbolico.

Venendo ora al caso K,=-—1, dobbiamo osservare che la (1) § 16 di-
venta qui

4+ DNEK—BH+o+4y=0. ey

Eseguendo le verifiche nell’ordine stesso tenuto nella prima parte per
calcolare l'elemento lineare della superficie S, distingueremo i casi seguenti:

¢) Superficie S a curvatura media costante H.
Nella (II) dobbiamo fare

y=—1, a=BH+1
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e rimarrd B arbitraria. La (45%) diventa

1 =‘Bisenh2t—|—}—;(cos}l2?—1)t’

sen’a
che si identifica colla (12*) § 6, ove si faccia
B=r, =—2c.

d) Superficie S con 7, + r, = a (a cost.).
Sostituendo nella (II) alla curvatura assoluta K il suo valore espresso
per la relativa
1
- ri1e

)
questa diventa

(e—1rir,—B@ri+1r)+y+41=0.
Nel caso attuale sara adunque

a=1, y=af—1
e la (45%) ci da
1
sen’o

=ﬁisenh2r—l——‘23(0051127—[—1)\{,

che coincide colla (18) § 11 appena si faccia
B=—k a=—2c¢.

e) Superficie S a curvatura assoluta K costante.
Dobbiamo fare nella (II)

=0 a=—y—@+DHK
e dalla (45*) deduciamo
1 _r+

=

sen®a 2

L2 - K1 —cosh2s)],

che coincide colla (27) § 14, posto
T+ 1
g = k.
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§ 21.

LE SUPERFICIE S’ TRASFORMATE.

Compiute cosl tutte le nostre verifiche, vogliamo da ultimo stabilire le
formole effettive, mediante le quali si calcolano le coordinate =’ di un punto M’

della superficie S’ trasformata, nota la coppia speciale (&, W) di soluzioni
delle equazioni di trasformazione (A), (B), (C). Bastera per c¢id procedere
come nelle particolari ricerche della Mem.* 2. (§ 17).

Essendo M, M, M' tre punti corrispondenti sopra S, S, S’ , il seg-
mento M M’ & normale nel suo punto medio p al piano (£) tangente in M

alla S. Per cid, indicando con w la metd del segmento MM’ e con X, X,
X,, X; le coordinate del detto punto medio p, avremo:

2 =—Xcosw * Esenw
=X

cosw x & sen w,
da cui

=2 £ 2&sen w. (47)

]

Ora si ha, dando a w un conveniente segno
senw=31xt, (48)
e poiché il piano (£) passa per p, sard
2EX =0,
cioe
7+

XE 5 =3¢(x 5 Esenw)=0.

Determinando w dalla (48), dovremo dunque scegliere nelle nostre for
mole 1 segni superiori ed avremo per cid:

T =x—2E3xt.
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Sostituendo gli effettivi valori delle &, dati dalle (44), avremo:

5?::5—?28?:; Esenr—é_cosr—l—Aig—%n_—}-%g—:E
e se esprimiamo
. Loz 10-
' 4 0u B ov
per ¢, W secondo la formola
tgr = —%

e le (30} § 18, otterremo le formole finali richieste :

(et 1) 0+ 2B0W 4 (y+1)We .o =

== DO+ 260W +(;+ DI o +2 W — (49)
_2oes 2000y
Eou \gov”

Del tutto analogamente procedendo nel caso iperbolico, si avranno le
altre formole :
(6= 1)@+ 280 + (- ). = 2
=@+ D)4 280W+(+ )Wtz +20WE — (50)
_2002— 2000

— a1 = 7 C
VE Ou \G 00
Su queste formole finali sarebbe facile, con successive derivazioni, veri-
ficare che sulle superficie trasformate S’ le linee u, v sono ancora le linee

di curvatura e, calcolando i raggi principali di curvatura della S’, si con-
fermerebbe che essi sono legati dalla medesima relazione bilineare a) che

vincolava quelli della primitiva S.
Facciamo ancora Iosservazione seguente relativa al caso iperbolico. La
funzione ausiliaria r, definita dalla formola

b
tgh‘l‘:'wa (C)
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4

& sparita dalle formole finali (50)t Ora quando sia ¥*> W?, il valore corri-
spondefite di ¢ tratto dalla (¢) & (puramente) immaginario ed immaginaria &

quindi la superficie riflettente S. Perd la superficie S’ trasformata della S,
data dalle formole (50), resta sempre reale. Esiste anche in questo caso una

sfera che tocca S, S’ in due punti corrispondenti M, M’, ma il centro di
essa sfera & ideale.

§ 22.

LE SUPERFICIE DELLO SPAZIO EUCLIDEO APPLICABILI SUL PARABOLOIDE :

x? A
—;—}——6-—223.

Come ho accennato nella Prefazione, alle superficie della classe «) dello
spazio ellittico od iperbolico si pud applicare la trasformazione di WemearTEN
per ottenerne (con quadrature) una classe di superficie applicabili dell’ordi-
nario spazio euclideo. Limitandomi per brevitd al caso ellittico, ed applicando
il metodo di WrivearTEN nel modo sviluppato in altra mia Memoria (¥), di-
mostrerd che per superficie tipica di questa classe pud prendersi il pir ge-
nerale paraboloide

kil + ¥ _ 2iz

a ¢ !
a parametri ¢@, ¢c puramente immaginari. E qui conviene ricordare come
gia il DarBoux nelle sue ricerche sui teoremi di Guicuarp (**) sia stato con-
dotto a collegare una classe di superficie isoterme alle superficie applicabili
sulle quadriche generali e conseguentemente a stabilire una teoria delle tra-
sformazioni di queste ultime superficie. Ma, mentre nel caso generale nulla
si sa ancora sulla effettiva integrazione del sistema lineare necessaria per ap-
plicare la trasformazione, la teoria delle superficie applicabili sul pilt generale
paraboloide immaginario resta invece portata, colle considerazioni della pre-
sente Memoria, al medesimo punto di sviluppo di quella della superficie a

(*) Alcune ricerche di geometria non-euclidea. Questi Annali, Serie III, tom. II (1898).
(*¥*) Comptes Rendus de U Académie, 23 et 29 mai 1899 o Annales de UEcole Normale,
tom. 16™ 1899 (Novembre-Décembre).
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curvatura costante, sicché siamo in grado, con sole quadrature, di trovare in-
- finite di queste superficie applicabili dipendenti da un numero, grande quanto
si vuole, di costanti arbitrarie.

Per dimostrare le asserite proprietd, ricorriamo alle formole del § 3 della
citata Memoria (Annali, Tom. II, 1898) e poniamo

1
?=§(a“2+2b“ﬁ+661)7
con che la equazione ivi segnata (13) si cangia appunto nella fondamentale

arrs+b(r,fr)+c=0. (a)

Le quadrature indicate nelle formole (14) ibid. ci faranno conoscere una
superficie dell’ordinario spazio euclideo coll’elemento lineare

ds*=dy;+dyit+dyi=(ada+bd3)+0da-tcdpy—
—[aadat+b(edB+Bda)tcpdp].

Se, indicando con x, ¥, 2 coordinate cartesiane ortogonali, poniamo :
r=aat+bB y=bacph, z=%(da2—}—25aﬁ—{-cﬁz),

avremo dunque una quadrica (immaginaria) coll'indicato elemento lineare.
Senza nuocere alla generalitd, possiamo sostituire alla superficie della classe o)
una parallela a curvatura costante. Avremo allora b = 0, e I'equazione della
quadrica diventa

£LE A ,
L9 2,
a 4
che & appunto il pitu generale paraboloide a parametri puramente immaginari.

Pedona (Camajore), Luglio 1900,
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Sopra alcuni criteri di instabilita ¢.

(Di T. Levi-Civita, ¢ Padova.)

INTRODUZIONE.

Le prime ricerche sistematiche sulla stabilita si devono a Laierineg, il
quale nella Mécanique analytique espose il metodo delle piccole oscillazioni.

Spetta a DiricaLer il merito di aver introdotto in questo genere di con-
siderazioni il rigore matematico, mostrando come le condizioni, richieste per
la stabilith dall'accennato procedimento, sono effettivamente sufficienti, allorché
si tratta di equilibrio sotto 'azione di forze conservative. Se tali condizioni
sieno anche necessarie, e pilt generalmente fin dove arrivi nelle questioni di
stabilith la portata del metodo, rimase a lungo inesplorato. Ma, quando le
applicazioni andarono moltiplicandosi, la critica del prineipio si impose.

L’occasione fu offerta al sig. Poincarg dai suoi classici studi sulle curve
definite da equazioni differenziali. Nel discutere i caratteri qualitativi delle
curve integrali, egli ebbe in particolare ad occuparsi della loro stabilita. Con
cid si trovarono confermati, per i sistemi di secondo e terzo ordine, i criteri
di instabilita offerti dal metodo delle piccole oscillazioni.

Poco dopo se ne ebbe conferma, anche per il caso generale, grazie ai
lavori del sig. Lisrounorr (*¥).

(*) T risultati del presente lavoro si trovano riassunti in tre Note, presentate all’Ac-
cademia di Francia (cfr. Comptes Rendus 9, 16 e 23 Luglio 1900).

(**) Cfr. in particolare Journal de Mathématiques, 1897.

1l sig. Liarounorr dedicod al problema generale della stabilita del movimento varie
memorie, nonché un intero volume, scritto disgraziatamente in lingua russa. Per quanto
mi fu dato rilevare dalle brevi relazioni dell’Jalrbuch wber die Fortschritle der Mathe-
malik, VA, distingue la stabilita passata dalla futura e ottiene in quest’ordine di idee ri-
sultati di grande interesse. Rimangono fuor della cerchia dei casi discussi quelli, che io
ho qui incominciato a studiare, e che, rispetto alle piccole oscillazioni, sarebbero a dirsi
stabili, si nel passato che nel futuro.

Annali di Matematica, Serie III, tomo V. 20
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Le stesse ricerche di Poixcar® mostrarono invece la insufficienza dell’or-
dinario criterio di stabilita. Ne risultd chiaramente, gia nel caso pit sem-
plice dei sistemi

dx

dt = X, - =17, (S)
che fon contengono ¢ esplicitamente, come, mentre la dnstabiliti é carattere
puramente qualitativo (che condizioni di diseguaglianza bastano ad assicurare),
la stabilite & insieme carattere quantitativo, che richiede cio¢ condizioni vin-
colanti la natura delle funzioni X, Y. L’instabilith — dice Porncars — ¢ la
regola, la stabilith soltanto eccezione.

Tuttavia, se si suppone X=?)_Z’ = — g—g, la condizione quantitativa
& di per s¢ soddisfatta e i due caratteri di stabilita e di instabilitd sono en-
trambi contraddistinti da condizioni qualitative. Lo stesso avviene (teoremi di
Diricarer e di Lispounorr) per I’equilibrio dei sistemi materiali, soggetti a forze
conservative.

Sard ancora cosi quando dall’equilibrio si passa al movimento ?

Quella certa fiducia nella regolarita dei fenomeni naturali, che & nello
spirito della meccanica analitica, ci rende inclini a pensarlo.

E vi siamo confortati dagli esempi tutti, integrati finora (in particolare
i moti permanenti), nei quali le cose stanno come nel caso dell’equilibrio.

Suggestiva & del pari una proprietd dei sistemi canonici, secondo cui
essi godono necessariamente di una certa forma di stabilita, la stabilitd alla
Posson (*).

All'incontro ragioni di analogia matematica (in base specialmente alle
circostanze, segnalate dallo stesso sig. PoiNcarg per i sistemi (S), allorch® i
secondi membri dipendono da #) fanno piuttosto ritenere il contrario.

Comunque, la questione riman dubbia a priori; potrebbe anzi apparire
probabile che, nei problemi di meccanica celeste, la stabilitd assumesse un ca-
rattere meno eccezionale di quel che le compete in astratto.

L’esempio concreto, che sard qui esposto, toglie, a mio credere, ogni
speranza in proposito.

Ma, prima di venire a questo esempio, discorriamo brevemente delle
considerazioni, che vi conducono e del metodo generale, che io propongo per
trattare le questioni di stabilita.

(¥) PoINcARE, Mécanique céleste. Tom. 1II, Cap, XXVI
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Sia un sistema differenziale

d xz; .

d—a;=Xi (=1, 2,..., m),

dove le X; sono funzioni periodiche di #; = una sua soluzione periodica.
Si dimostra (Cap. III, § 1) che la = & sempre stabile od instabile as-

sieme ad una certa trasformazione puntuale T':
( .
TP =1 (Ts, Toyuury Tm) (=1, 2,..., m),

biunivoca e regolare nell'intorno dell’origine O, e per cui O & un punto unito.
(Stabile & a dirsi una trasformazione puntuale T', quando, partendo da un
punto qualunque P (%, .,..., &), abbastanza vicino ad O, le iterazioni —
positive o negative — di T non fanno mai uscire da un intorno prefissato
di O, comunque piceolo.)

Tutto si trova in tal modo ricondotto allo studio delle trasformazioni
puntuali T. Ho considerato dapprima il caso generale, in cui non tutti i mol-
tiplicatori (*) della T sono in valore assoluto eguali ad uno. Si riconosce fa-
cilmente che c’¢ instabilit. Questo risultato corrisponde al teorema di Lia-
rounorr per i sistemi differenziali e fornisce una nuova dimostrazione del
detto teorema.

Il caso, in cui tutti i moltiplicatori hanno modulo eguale ad uno, cor-
risponde alla stabilith nella prima approssimazione, ed & quello appunto, in
cui doveva cimentarsi 'efficacia del metodo.

Trattandosi di un primo tentativo, mi son limitato al caso di m = 2.

Le trasformazioni da discutere si riducouno all'uno o all’altro dei due tipi
seguenti :

CI},=$—I—"' b )
; (B)
o=y Ftot
Ty=2c08 S —ysenS ...,
” | ©

yy=uxsen3-4ycos -

i termini omessi essendo di dimensione superiore alla prima, rapporto ad x, y.

Ho assegnato un criterio generale di instabilita per il tipo (B); per
il (C), che & il pit importante, solo introducendo la restrizione che 'angolo &
sia commensurabile con 2 r.

(¥) Chiamo brevemente moltiplicatori le radici della equazione caratteristicn spettu te
alla sostituzione lineare, che si ottiene da I, limitando le f; alle loro parti di prim’ordine.

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1



224 Levi-Civita: Sopra alcuni criter:

Comunque, tali criteri di instabilitd non sono privi di conseguenze, nei
riguardi dei sistemi differenziali.

Essi permettono di constatare la instabilita di certe categorie di solu-
zioni periodiche, che alla prima approssimazione appariscono stabili.

Questo trova a sua volta applicazione nel problema ristretto dei tre
corpi. Ho potuto cosl dimostrare che le soluzioni periodiche, prossime a mo-
vimenti circolari uniformi, sono instabili. A vero dire la dimostrazione non -
abbraccia tutte assolutamente le soluzioni periodiche in discorso: Quel che
risulta da essa in modo indubbio si & che nel piano dei tre corpi esistono
infinite zone di instabilita.

E pur significante che venga fatto di accertare la instability proprio in
un caso, per il quale tutto sembrerebbe giustificare, dal punto di vista astro-
nomico, la presunzione opposta.

Bisogna concluderne che la stabilitd naturale va intesa in un senso meno
restrittivo (*). Tale & precisamente il concetto, che informa le piu recenti
indagini del sig. Porxcart (*¥).

Dal punto di vista matematico, la questione della stabilith non & con cid
chiusa e nemmeno sprovvista ormai di interesse.

Sembrami infatti sotto ogni rapporto desiderabile che sia messo in evi-
denza il carattere generalmente instabile delle I', anche quando tutti i mol-
tiplicatori sono in modulo eguali all’unitd. Cominciando dal caso pill sem-
plice, si tratterd di discutere le trasformazioni (C), per S qualunque. Si in-
contreranno probabilmente delle difficoltd; ma lo studio non pare addirittura
inaccessibile, ond’¢ mio proposito di provarmici quanto prima.

(*) E cid senza uscire dall’ambito della meccanica pura. Se poi si considera il mo-
vimeénto dei corpi celesti nei suoi rapporti cogli altri fenomeni fisici, non basta modificare
il concetto di stabiliti, ma si rende addirittura inattendibile I'ipotesi di una qualsiasi forma
di stabilita.

A questa conclusione arrivano, per vie diverse, Lord KgrviNn e Poincare. Cfr.
W. TromsoN, On the Maxwell-Boltzmann Doctrine regarding Distribution of Energy.
(Proceedings of the Royal Society of London, vol. L, 1891, pag. 85.)

PorNcaRrs, Sur la stabilité du systéme solaire. (Annuaire du Bureau des Longi-
tudes, 1898.)

(¥*) Mécanique céleste, loc. cit.

A questo proposito é fondamentale una osservazione del sig. BonuN, Cfr. Ueber die
Bedeutung des Princips der lebendigen Kraft fir die Frage von der Slabilitdt dynamischer
Systeme. (Acta Mathematica, tom. X, 1887.)
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Ben altrimenti difficile & la questione, che si presenta come fine ultimo
di questo campo di ricerche, la questione cio¢ di assegnare le condizioni re-
q , g
strittive, che caratterizzano la assoluta stabilith. Non & perd il caso di preoccu-
parsene troppo, dacché, come abbiam visto, ¢id non ha essenziale importanza
per la meccanica celeste.

CAPITOLO 1.
Nozione di stabilita per le trasformazioni puntuali.
§ 1. — DEFINIZIONI ED ESEMPL

Prendiamo a considerare una generica trasformazione reale
W — f, P —
2 =fi(®, T2y.eey Tm) (t=1, 2,..., m) (1)

in m variabili, dove le f; sono a ritenersi funzioni analitiche (*), regolari nel-
Pintorno del punto z;=0, o, come diremo brevemente dall’origine O. Sup-
porremo che le f; si annullino in O e di pil che il loro determinante fun-
zionale si mantenga in un certo intorno di O diverso da zero.

La trasformazione (1) ¢ allora biunivoca e continua, almeno in un certo
campo C, comprendente l'origine, al quale intenderemo costantemente di ri-
ferirei.

Interpretando le z; e le & come coordinate di due punti P e P, di
uno stesso spazio rappresentativo, le (1) definiscono una corrispondenza T
(biunivoca e regolare in C), per cui si passa da P a P,.

Secriveremo brevemente

P, =TP @)

La trasformazione inversa I'-! rimane definita dalle formule

7 = —i(’xn Tyyeeey Tm) (i=17, 2""’ m), (1)

(*) Nel presente lavoro ho supposto dappertutto di aver a fare con funzioni analitiche;
basterebbero per altro — lo si riconoscera ovviamente — condizioni assai meno restrittive.
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che si traggono risolvendo le (1) rapporto alle z; (e sostituendo 2{™ ad z;,
z; ad z¥). Le (1') si compendiano in

P.,=T-P, @)

P_, designando il punto di coordinate z{™.

Come da P si passa a P,, cosi, se P, & contenuto in C, applicando
nuovamente la trasformazione T, potremo passare a un nuovo punto P,; se
questo & in C, a P;, e cost di seguito. Convenendo di usare indifferente-
mente P o Py, x; od 2, e ponendo in generale

P,=TP,, (n==1,2,.),

avremo, per definire le coordinate «{” di P,, il sistema ricorrente

= fi, o, W) (T g (3)
=1, 2,.......

In modo analogo le potenze negative della corrispondenza I' conducono
successivamente ai punti P_,, P_,,..., le cui coordinate si hanno prendendo
le iterazioni della (1)

s =Fola, A, ey (2P ) @)

La T e le sue potenze, positive e negative, ammettono I*origine O come
punto unito. Se dunque P cade in O, anche ogni P, coincide con O. La
continuitd di queste trasformazioni ci assicura che, per ogni assegnato n, si
pud prendere P abbastanza vicino ad O, affinch¢ P,, P-,, P, P_,,...,
P,, P_, risultino pure vicini ad O, quanto ¢i piace.

Che cosa avviene quando » non & fisso, ma pud crescere indefinitamente ?

Non & piu lecito ragionare nello stesso modo e conviene contemplare le
due ipotesi possibili, ciod :

Scelto un numero ¢ positivo, arbitrariamente piccolo,

L.° ne esiste un altro » >0, cosl fatto che, per tutti 1 punti P, le cui
coordinate x; sono in valore assoluto minori di 5, risulta

|2 | <e (=1, 2,..., m), (4)

qualunque sia il numero intero n positivo o negativo.

2.° non esiste un numero », dotato della detta proprietd, e quindi,
non per tutti i punti P, abbastanza vicini all’origine, risultano soddisfatte
le (4).
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Nel primo caso la trasformazione (1) si dird stabile, nel secondo insta-
bile. Possiamo anche dire sotto forma pilt comoda :

Vi ha stabilitd, ogniqualvolta, assegnato un intorno, comunque piccolo E
dell’'origine, ne esiste un secondo H tale che, per tutti 1 punti P di H, ogni
P, rimane in E. Vi ha invece instabilitd, ogniqualvolta, per quanto piccolo
si prenda H, ¢’@ sempre qualche punto P di H, per cui un P, almeno non
¢ contenuto in E.

E appena necessario osservare che i concetti di stabilith e di instabilita
sono indipendenti dalle coordinate di riferimento. Se si fa un generico cam-
biamento di coordinate (di tipo (1)), sostituendo alle x; nuove variabili y;,
la trasformazione, relativa alle y, &, insieme colla (1), stabile od instabile.
Cid & del resto’messo direttamente in evidenza dalle ultime definizioni, che
sono, anche nella forma, indipendenti dal sistema di riferimento.

Indichiamo qualche esempio.

a) Una sostituzione ortogonale

m

1) Y e e . ) ——
.’XJ; =f‘7 azjxj (i-—-l, 2’...’ 7”)
¢ stabile, poiché ogni P, dista (*) dall’origine come P.
b) Una trasformazione omografica (reale, si intende
)
x‘i“=w,-x,- (i=1, 2,..., m)

¢ necessariamente instabile, a meno che non sia involutoria (»; = =+ 1), o in
particolare identica. Basta infatti che vi sia una delle » diversa da * 1, o,

he 27" = o] e L o indefinitament
er es., perché x{” =wjx,, oppure x{" = — x, crescano indefinitamente con
» P 1 1%, 0p 1 o

n (per quanto si prenda il punto P vicino all'origine, colla sola avvertenza
che la sua coordinata z, non sia nulla).
¢) La trasformazione in due variabili
r=z—y@+y),
yr=y+z@+y)

¢ instabile, pur essendo stabile la parte di prim’ordine, che si riduce all’i-

(¥*) Chiamiamo, secondo la consuetudine, distanza di due punti o, ¥; di una varietd

\/ 21]i (i — yi)?

_astratta la funzione
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dentitd. Per riconoscerlo, designiamo con » Ja distanza di P dall’origine, e
in generale con 7, quella di P,. Avremo manifestamente

ri=1r*(1+1%),
=i (L+r) (n==2, 3,...),
donde apparisce che, per >0, le r, costituiscono una successione positiva

sempre crescente. Esiste quindi un limite, finito od infinito. Un limite finito
& da escludere, poiche questo I (> 0) dovrebbe verificare I'equazione

b= (1419,
il che & impossibile. Ne viene che r, cresce indefinitamente con », comunque
si prenda piccolo », purche diverso da zero. La trasformazione ¢ per con-
seguenza instabile.

d) Dalla formula di addizione delle funzioni elllttlche si pud trarre un
elegante esempio di trasformazione stabile.

Riferiamoci alle notazioni di WEeiErsTrass e ricordiamo che, quando gli
invarianti ¢,, ¢s sono reali e il discriminante A = g3 — 27 ¢g§ & positivo, la
curva

N=48—gt—g=4(¢—e)(E—e)(l—e) (5)

(Fig. 1) consta di un ramo infinito e di un ovale, entrambi simmetricamente

Fiz. 1.

disposti rispetto all’asse delle ascisse. L’ovale taglia quest’'ultimo nei due
punti £ =e¢,, £E=e¢,.
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Attribuiamo a ¢, un valore positivo fisso, riservandoci di far variare g,.
L’ovale, definito dalla equazione (5), che possiamo scrivere (¥)

o=l VB =2V E Vo

— —
si riduce, per ¢, = 29—;, al punto O di coordinate &= — ‘/1(7—22 » n=0.
Facendo decrescere g;, a partire dal detto valore, avremo una serie di ovalj,
che si inviluppano mutuamente e tali che ne passa uno per ogni punto ap-
partenente a un certo intorno di 0. Collochiamo l'origine in questo punto,

sostituendo alle coordinate £, »,

”=5+\/i%’ % (6)
y=n

La famiglia degli ovali & allora rappresentata dalla equazione

v TG e —de =B —g.. )

Sia P (x, ¥) un punto generico nell'intorno dell’origine e immaginiamo g,
definito dalla (8'). In virth delle (6) e (5'), avremo le identita

x=pu—{—\/1£§-,

()
y=1p u.
Cid premesso, ricorriamo alle formule di addizione
_lfpo—pluy_
putv)= i pov—pu 2 pu—puo,
p’(u+v)=PuP’”—Pvp'u—p(u—l—v){p'@—p'u},

po—pu
e portiamovi per pu, p'u i valori (7), per pv, p'v una coppia arbitraria, i
cui elementi sieno legati dalla relazione

—_—2 —3
. Po=4pv —gpv—gs,
dove, bene inteso, g; ha il valore (5'). Cosl operando, si passa dal punto P

(*) I radicali si intenderanno tutti presi positivamente.
Annali di Matematica, Serie I, tomo V. 30
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ad un nuovo punto P, di coordinate

$i=p(u+’0)+\/%a (8)
Yo =p (u-+t0),
che soddisfanno, come le z, y, alla equazione (5'). Il punto P, apparterra an-
cora all’ovale, passante per P, se, come noi vogliamo supporre, I'argomento v
si sceglie reale. (Infatti w 4 v risulta allora, come u, del tipo w, 4 una quan-
titd reale.)
In queste condizioni la trasformazione, per cui si passa da z, y ad
z., i, & stabile, poiche le sue iterazioni (positive o negative) non fanno mai
uscire dall’ovale della famiglia (5"), passante per P. Assegnato quindi un
intorno arbitrariamente piccolo E dell’origine, si ha il corrispondente H delia
definizione generale di stabilitd, nell'area racchiusa da un qualsiasi ovale (5),
tutto contenuto in E.
Possiamo costruire esplicitamente le formule di trasformazione, eseguendo
le indicate sostituzioni.
92

Diamo a pv un valore costante ¢ — iq—; >e¢,. Siccome, per g; = o7

’n /
e e, =2 \/19—22, ed e, decresce con g;, cosl bastera supporre a >3 \/19—;: 0s-
sia 4a>>/12¢,, per essere certi che p v supera ¢,. La equazione

. P =4pv —gpv—g,
diventa

ﬁ’ =(4a—\/1292) a2+y2+\1292w2—4x31

donde, per essere 4a —\12g, >0,
i
2

— * - \/12¢g,2® — 4 2°

i'v=a¢4a— oy, | 14 £ s A

p \14 9, -+ (e —\i2g)
che & una funzione regolare di z, y nell'intorno dell’origine.

Adottiamo per es. il segno 4 (il che vuol dire » compreso fra 0 ed w,)

e facciamo per brevitd
1

—_—

f———a\/zia—vl_?*yzi 14+L 4_\,1292962___4,6322 =
a® (4:(1—\ 12g2) (9)

= oo 1y .\ 12g, 9 )
—a\/4a— 12 ,{1+— Y 22 )
1z 2 a‘(4a—vll2gg)+
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Avuto riguardo alle (7), (8) e alle

pv=a—\/I92‘-’a
pPo=f,
le formule di addizione si seriveranno
Y\ =y, \/E_?
T=T o= x—a <+ 3 T 2
: — 10)
if=y )y ,_ \/z.] _ _ (
_[4{a_x} s—at 4\l y—f+ef—ay s
y‘— aq— 2 )

I secondi membri risultano effettivamente funzioni olomorfe di «, y (per
valori abbastanza piccoli di queste variabili) e si annullano in O.

B forse superfluo aggiungere che si potrebbe verificare con caleolo di-
retto che la trasformazione (10) lascia invariante ogni curva della famiglia (5),
constatando che dalle (10) segue identicamente

yi+J12g, o — 4 a3 =yt + /129, 2° — 4 1%,

donde la stabilita della trasformazione.

§ 2. — INSTABILITA DELLE TRASFORMAZIONI,
CHE AMMETTONO ALMENO UN MOLTIPLICATORE DI MODULO DIVERSO DA UNO.

La trasformazione (1), mettendone in evidenza i termini di prim’ordine,
pud essere scritta

e =cCiy %y F Cio o+ - F Cim T + i (Tsy Toyeory Tm) (=1, 2,..., m),

dove le f’; cominciano con termini di secondo grado nelle z;.
Moltiplicatori della trasformazione si chiameranno le radici della equazione

Ciy—® Cy Cim

Cay Cop— 0 . Com
D=|........... e e e e = 0.

Cmi Cme Comm — @
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Potremmo addirittura supporre le variabili scelte in modo che la parte
di prim’ordine possegga la sua forma canonica.

Ma, per lo scopo nostro, ci basterd richiamare (*) dalla teoria delle so-
stituzioni lineari che le variabili si possono sempre (e in infiniti modi) sce-
gliere in guisa che ogni ¢; (i >>) si annulli. La equazione D () =0 si ri-
duce allora a

(e — ) (Co— )+« . (€m — ) = 0,

donde apparisce che le ¢;; coincidono coi moltiplicatori » della sostituzione.
Nessuno di essi pud essere eguale a zero, poichd altrimenti si annullerebbe
in O il determinante funzionale delle «i* rapporto alle x;, il che & stato
escluso. '

Immaginando eseguito il cambiamento di variabili, per cui la parte di
prim’ordine assume la forma anzidetta (c;j =0, per ¢<j), la trasformazione
si presenta sotto 1'aspetto '

xi”=wlxl+f,l)
x(21)=cux1+wzx2+f,2, 2
. ' (11)

x(r:;)=cm1x4+cm2xz+"' "I"‘*’mxm“l'f/m-

Le o si intenderanno ordinate in guisa che |o,|=]w,|=" "+ =|wnl.
Potrd poi supporre (intendendo di riferirmi al caso generale, in cui non
tatti i moltiplicatori hanno modulo eguale ad 1) |w,|> 1, poiche, qualora
tutte le | w| fossero = 1, sarebbe necessariamente <C1 il loro minimo mo-
dulo |wx| ¢ allora prenderei invece a considerare la trasformazione inversa

-1, che ha per moltiplicatori le ;1—
1

1.° Moltiplicator: real.

Facciamo dapprima lipotesi che le w; sieno tutte reali. La trasforma-
zione assegnata (1) si riduce allora alla forma (11) mediante un cambiamento
di variabile reale. Reale & dunque la trasformazione (11) e si tratta di pro-
varne la instabilita.

(*) Ofr. p. es. Picarp, Traité d’analyse, tom. III, pag. 259-260.
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Cominciamo percid dall’osservare che, le f’; essendo almeno di secondo
grado nelle »;, se si pone

R =g i+t 2,
si pud assegnare un numero positivo M tale che, per tutti i valori delle ;,
che appartengono al campo C (di regolarita delle (1)), si abbia
Ifil=MR  (i=1, 2,..., m).
Scegliendo poi M abbastanza grande, risulterd altresl
lejl<M  (i=1, 2,..., m; j<i).
Eseguiamo il cambiamento di variabili definito dalle formule
Yyi = Nt )
?/;” —_ 7\‘._' xrin ,
dove 2 rappresenta un numero positivo <1, del eui valore ei riserviamo
di disporre pill innanzi. -
Ponendo per brevita
L1=0,
Ly =cy Y ,\
L3=031>‘?/4+032,7/2,

Ly = cmi M2 4+ Cna V3 45 + - -+ - Conm—s Yim—
e designando con f”; ¢id che diviene la funzione f';, quando si sostituiscono
le y alle «, le (11) assumono l'aspetto
P =wiyi A Lt =1, 2,..., m). (12)
Se si rappresenta con r® la somma dei quadrati delle y, si ha chiara-

mente, in virtd delle formule di trasformazione,

R=

T Am—2

2.
T,

osservando le | f';|= M R*, si traggono le disuguaglianze

! M y ¢
lf,il.fé)\zm_zrz (=1, 2,..., m), (13)

per tutti i valori delle ¥ appartenenti al campo C.
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Dalle | ¢;j| <M, |yi| =r segue inoltre

M
|L1|=0§.1_r)\9
M
ILg‘é‘02|Ily|l§. Myél—rl’
M
|L3|£HcsilI?/il‘l‘lcszll?/-zléMr()\+l)él_r)\,

lelé)‘m'zlcmnHytl‘l")‘m'sl(’mz”?/zl‘l"‘"l'lcmm—:ll?/m—nlf
My
1—2’

=MrQm24ims ... 4 1)=
le quali si riassumono in

M :
|Lil={—5 (=1, 2,..., m). (14)

Cid posto, distribuiamo le variabili y; in due gruppi, attribuendo al primo
gruppo y, e tutte quelle y (se ve n’ha) d’indice ¢>1, per cui la w; corri-
spondente fosse, in valore assoluto, eguale ad w, . Avendosi per es.

|“’4|=|“’2[="’=\“’#[>|’*’M+t[7

apparterranno al primo gruppo

y” .7/27'-'7 yl";
al secondo

Yutiy Yuteyeeey Ym.
Poniamo

PP=yityt Y.

Dico che, per r abbastanza piccolo, se le y sono tali che
et 1
g
risulta ancora, in seguito alla trasformazione (12),
i L
ri > 2’

il significato di r,, p, (¢ in generale di 7., p,) essendo manifesto.
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e (12) porgono
pi=wip® A ?}i(2 i Yi Li -+ L) 4-
+ B 08 F U oy K 20 L ),
ri=aip ot Sroryi ) 3 QoL L) +
+ S0 Ry 2 L),

Avendo riguardo alle (13) e (14), otteniamo agevolmente

3 T 2 2|0)||M M2 .
'}l,z(Qw,y,L,+7.L,) =m 1 +(1 )Fr,

] 21‘ (/ [ 2wy = fy 4 26 Ly f",-) =

M2 M 2 M2
Nem—4 Y + 2 |wi [ Aem—2 + Am—2 (]_ —_ )\) r

=

Siccome, supponendo >‘<% ed r <1, si ha (m essendo almeno uguale
ad 1)

1#1<2 1_1x<1’ ”3<%’ 212m+‘<%’ 2113;«<i,
21"1’{”+(1 k)2<4|<,)1|M+2MZ
#12—4""‘2[""lxem—z'l"mmjgg—x):

— g | M0 2 e M 2 00

1

g |glel M+ 2 M <o ,{4@,|M+2le

cosl, designando con «} N la costante (indipendente da 2) m |4 |w,|M 42 M|,
potremo ritenere

}ﬁi(2w.-y.-L,-+xL;)

=w} N7,

iZ(XZ'-gf’,2+2w’y'M 1f/l +21L f”) _o;;'lnv_ﬂ.
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Lo stesso procedimento mostra che si ha a fortiori

“
|_)i:i(2 wiyi Li + ) L?)

=uw; Nr,

w] N3
= .

-1

*ii(lgi_zf”% o 2os gkt 4 200 L f”i)
1

Ne deduciamo

0)£ - 0)2 N (1 + )\4)17,)

o
oo

Mo
¥y Pe+ a]’ w’y,+w2NA(1+ )
#t1
2 1 .
Ma, dall’essere wjiy; = wjqs==..»=u,, ricordando la ipotesi %> 5 8

trae evidentemente

Nl

#-_4'_’ (‘)1 yl - ;t+1 (y!t+l + :‘/,u+2 S R o ./m) = w#+l (72 - P2> = w#-rl P ’

e percib, dividendo per wr® sopra e sotto,

N
£> re A)\(l+)\4m)
ri T

-

(2—6)‘;12+Nx(1 + 50)

2
. o u . . ® Py .
dove, per brevitd, si & scritto ¢ al posto di 1——(’% » che &, teniamolo pre-
- {
sente, una frazione propria essenzialmente maggiore di zero (*).
G

12 N

Attribuiamo a 2 un valore determinato inferiore ad %, a , e tale

che
W} (1 —2N))=1

risulti maggiore dell'unitd (la qual cosa, per essere wi>>1, & certo possibile,
purché si prenda A abbastanza piccolo).

(*) Questa osservazione, e quindi il successivo ragionamento, cadrebbero in difetto,
qualora, per esseré ogni |w;| eguale ad |, |, venissero a mancare le variabili del se-
2
condo gruppo. Ma in tal caso p coincide con r e quindi senz’altro 2 >§.

7
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Supposto r << Mm, sard soddisfatta la disuguaglianza

Nx(14-§—m)<i-2<°§;,

talche

C.D. D,

“Appoggiandosi sopra questo lemma, si dimostra subito la instabilith della
nostra trasformazione.

Dalla espressione di p® e dalle precedenti disuguaglianze segue

P P P guag g
piz=olp— ol N (14 55

Dacehe r*<<2p* e la differenza o (l —2 N2) s'¢ chiamata = (> 1),
avremo ancora
VB N} ,

Mm—1

pi=rtp’—

Delimitiamo un intorno E dell’origine, contenuto, si intende in , per
cui sia ad un tempo

r <1,
r < Mm

" designando un numero positivo minore di 7, ma maggiore dell'unita.
2
Se, si parte da un punto P di E, tale che %>%, ma del resto vi-

cino ad O quanto si vuole, la iterazione della (11) fa necessariamente uscire
da E. Si ha infatti

Y ) '] 2,
(B (SN

Q-1
V8 Notr o 4 i di lianza rimanendo escl
ma r ——o——>7, dunque (1l segno di eguaglianza rimanendo escluso,
Annali di Matematica, Serie III, tomo V. 31
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perchd si suppone 7, e quindi p, > 0)
P> pn
Qualora ogni P, appartenesse ad E, sarebbe altresi, per il lemma teste
dimostrato, ’
P> 7 it (n=2,3,..),
donde
pn >
e quindi p, crescerebbe indefinitamente con #, il che implica contraddizione.

Moltiplicatori qualungue.

Partiamoci ancora dalle formule (11), operando perd in guisa da far
sparire gli elementi immaginari.

Per ipotesi, le (11) stesse provengono da una trasformazione (1) essen-
zialmente reale; 1 moltiplicatori » complessi sono dunque due a due coniu-
gati. Li supporremo ordinati in guisa che, pur essendo rispettate le disu-
guaglianze

Iwilflo)glf-“f_lwm\,

due moltiplicatori coniugati occupino posti contigui. Essendo wg, w4+, una tal
coppia di moltiplicatori coniugati, |w,| il modulo, $, I'argomento di wy,
avremo
g = | wq | (c08 3¢ ¢ sen 3y),
wgrt = | 0g | (COS I — ¢ sen ).

Al campo reale della trasformazione (1) originariamente proposta corri-
spondono, nella (11), valori complessi coniugati per ogni coppia di variabili
T, Zgr (e cosl 22, x))); valori reali per le altre variabili z, (') (¥).

Se dunque si pone

Tg =18y + &g+,

Lg+1= Eq - ":Eq-H y
per ogni coppia di indici g, g + 1, riferentisi a moltiplicatori complessi,
Tp=¢p,

per ogni valore dell'indice p spettante ad un moltiplicatore reale; ed analo-

(*) E facile rendersene conto, pensando alle relazioni tra le radici della equazione
caratteristica D (») =0 e i sistemi di variabili, atti ad attribuire alla (1) la forma (11).
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gamente
) ___ rd) y £(1)
ry =& 41850,
(1) > £
Torn =87 — 180,

) __ ()
xp - "p

la trasformazione (11) fra le z; e le «¥ dard luogo ad una trasformazione
essenzialmente reale fra le &; e le & definita da formule dei tipi seguenti

5}§)=?p|§4+c_p?£e+'"+“’P§P+ﬁv (11%)
P =cq b+ e et FCgg-i g + )
+ | og | (§¢ €08 Sg — Egvisen ) + fy, (1)

. 2 _ ' (117%)
2-)1-1= Cq+i11 £+ Cq+ie P R Cqtig-1 Eq—x -+

+ | g | (& sen 3¢+ Egri 008 99) + fyur (*),
designando le ¢ costanti reali e le f funzioni pure reali delle £, di second’or-
dine almeno nelle & stesse.

Questa trasformaziene (11') equivale evidentemente (a meno di un cam-

biamento lineare reale di variabili) alla primitiva (1). Per dimostrarne la in-
stabilitd, basterd porre

np——‘)»p-‘ Ep; ﬂq=)\q€q, 7]q+4=>~q£q+:

4 . ‘ E( 17( p—— s
1 )p 1 El) 1) )q 1) 1 }q (1) )

procedendo poi in modo perfettamente analogo a quello tenuto nel caso dei
moltiplicatori tutti reali.

Rimane cosl dimostrata la proposizione generale: Le trasformazions pun-

tuali sono certamente instabili, allorché non tutti ¢ moltiplicatori hanno mo-
duli eguali all’uniti.

Vedremo tra poco che anche quest'ultima circostanza & ben lungi dal-
Vassicurare la stabilita.

(*) Le (11') seguono da:

oV =cq; @1 + cgp @y +... + g 2q +['g,

separando la parte reale dalla immaginaria,
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CAPITOLO II.
Trasformazioni binarie a moltiplicatori eguali all'unita.

§ 1. — TrPI NON CONTEMPLATI NEL PRECEDENTE CAPITOLO
DI TRASFORMAZIONI A DUE VARIABILL

Suppongasi m =2. I due moltiplicatori »,, », hanno entrambi modulo
eguale all’unitd nei seguenti casi:

m1=i17 "’2='_F1;
w==x1, w==%1;
w, = e, wy = e~'¥

designando- & un argomento reale.
Nel primo caso le formule corrispondenti alle (11) del precedente capitolo

ap) = w, %, + f/l (wn x2)7
B =y @, + 0 T+ 2 (2, 24),
iterate una volta, danno
2P = w, o) L, @, o)==, +[(@,, )
af = ¢, 2" + w2 + ' (@) 22) =y (0, + )2, + @ + g (2,, T,) =
=T +g(xla x?))
f e g essendo, si intende, d’ordine superiore al primo. Questa trasformazione
a moltiplicatori unitd, ponendo per maggior comodo 2, y in luogo di w,, x;
z,, ¥, in luogo di P, 2, si scrivera
x1=x+f(x’ y)) ?
; (4)
=9+ 9@ y)

Alle stesse formule si perviene nel secondo caso, quando ¢, = 0. Ma se
¢, = 0, allora ponendo

x
xr, = —— Lo = M
! €y (01 + 2) 2 =Y
4] ;
(2) (2)
x _ e,—,—— Ty =
! Cay (01 02) ? Yoo

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1



di instabilitd. 241

si & invece condotti al tipo
r,=2+f(z, y), 2 \
(B)
y=y+zs+g(@y). )

Nel caso dei moltiplicatori complessi le (11';) del precedente capitolo, con
semplice scambio di notaziofti, danno

r, =2c083 —ysens + f(x, ),

(©)
y,=axsen S +ycosS + g (x y).

La (A) vi rientra come caso particolare, per 9 = 0. Giova tuttavia con-
siderarla a parte, perchd essa si pud trattare con procedimenti, che non mi
¢ finora riescito di estendere alla (C).

Vien qui a proposito di osservare che, oltre al caso $ =0, anche per
* ogni valore di $ commensurabile con 2=, lo studio della stabilitd della (C)
si riconduce all’identica questione per una trasformazione di tipo (A). Sup-
posto infatti =%T (h e k& numeri interi primi tra loro) e detta T' la cor-
rispondente trasformazione (C), si riconosce immediatamente che la potenza

T'* di T rientra nel tipo (A). Ora T' e I'* sono insieme stabili od instabili.

§ 2. — Forma riDOTTA DEL TIPO (A). — CARATTERI INVARIANTIVI. —
INTERPRETAZIONE PROIETTIVA.

Le trasformazioni
r,=2+1( ), ?
y=y+9@y) )
conservano evidentemente il medesimo aspetto comunque si cambino le va-
riabili.

Consideriamo in particolare le sostituzioni lineari
§=az +8y, )
n=yx +dy, )

E;=°‘x1+ﬁyn ?
n‘=;’x,+d‘y,, )

(A)

(1)

(2)
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e serviamocene per far assumere una forma opportuna alle parti di secondo
grado ¢ e ¢ di fe g.

Posto
=ad—fy,
la risoluzione delle (1) e (2) porge |
Dx = J0&—f9y, ) "
Dy =—yt 4an, ) t
Dx,= d&—8Bn,, ) ,
Dy,=—yt+an ®)

e la (A) nelle nuove variabili si scrivera
L=t prg@E—Bun —yitan)+
+E b @E—Bn —pEtan oo
m=n—!—%;q>(d‘€—5n, —y&tan)+

+%4/(5E- Bny —ybdan)+--s

i termini omessi- essendo di dimensione superiore alla seconda.

Disponiamo dei coefficienti y, ¢ in modo che la parte di secondo grado
nella espressione di »,

>
Lo@E—pnm —ytdan+=d@E—Bn —yE+an)
D D

contenga » a fattore. Basterd rendere nullo il coefficiente di &2, ossia
79@ —N+d¢4 (9, —y)=0. (3)

Questa relazione ci fornisce per il rapporto %— almeno un wvalore reale
G

’

Designiamolo con —g— e poniamo

=1y,
=7&6

lasciando per un momento indeterminato il moltiplicatore 2 (non nullo). Pren-
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diamo ancora

a=21d,
B=1 ﬁl7
dove @' e B sono arbitrari colla sola condizione che il determinante
D=dd—gy

sia diverso da zero.
La nostra trasformazione diverra, se riseriviamo x, y; z,, y, al posto
di 5, 7, E() Ny

2=+ + (0000 4 20y y) oo
1 (&)
po=y+ 4 Qbuzt byt

dove le @ e le b hanno valori numerici perfettamente determinati. La (A')
¢ a risguardarsi come una forma ridotta della nostra trasformazione.
In generale a,, sard diverso da zero. Si pud allora prendere A =a, e,
col porre
2ai Gee QLH
!

(127

bee
S5 C, _— = d
a1 (278}

) A !

la (A") assume I'aspetto

so=c+a'+y@stoy)+-- )
y=y+yCrt+dy)+--- )

A questo tipo é riducibile ogni trasformazione (A), per cui le due forme
quadratiche ¢ e ¢ (parti di secondo grado in f e g) non hanno fattori co-
munt (*¥). Per convincersene basta osservare che non pud in tale ipotesi an-
nullarsi I'a,, della corrispondente ridotta (A’), poiché allora le due combina-

(A)

zioni % (a9 + B ¢), 7;; (yo+9d4¢), che compaiono (salvo la notazione) in (A'),

ammetterebbero un fattore comune, e lo stesso dovrebbe aver luogo per ¢ e ¢.

Rispetto alle possibili riduzioni di una generica trasformazione (A), &
bene rilevare che le proprieta proiettive del sistema delle due forme binarie
¢ e ¢ (o, se si vuole, della involuzione quadratica ¢ — u ¢ = 0) hanno carat-

(*) Per la discussione del paragrafo seguente non si avrebbe alcun sostanziale van-
taggio particolarizzando ulteriormente la scelta delle variabili.
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tere invariantivo di fronte a qualsidsi cambiamento di variabili biunivoco
nell’intorno dell’origine.
Infatti, per le sostituzioni lineari, cid risulta dalla osservazione fatta che

¢ € ¢ vengono rimpiazzate dalle due forme % (a9 +8Y), % (y9 + 3¢), che
appartengono pure alla involuzione ¢ —u3=0; per cambiamenti
E=2+P( y)
1=y +O(z, y)

(con B e © di second’ordine almeno), la cosa & pure evidente, poiche le parti
di secondo grado ¢ e ¢ rimangono addirittura inalterate. Ora ogni altro cam-
biamento di variabili si ottiene componendone due di questi. L’asserto &
dunque provato.

Possiamo fare un passo piu innanzi in quest’ordine di idee, notando che
gli invarianti (in senso geometrico) del sislema delle due involuzioni pro-
lettive )

Yy—pr= 07 I')
$—pp = L.)

sono tutti invarianti assoluti della trasformazione (A).
Cid risulta dal fatto che, quando si cambian le variabili, le parti di

. . . . 1
primo e quelle di secondo ordine subiscono, a meno del fattore o la stessa
sostituzione lineare.
Tra gli infiniti elementi della involuzione I,) ve ne ha tre, che coinci-
dono con uno dei due della coppia corrispondente I;); essi corrispondono alle

radici della forma cubica

vy —yy=0,
e 1 rispettivi parametri p = % rimangono definiti dalla equazione
¢y ) —prd, p=0, (3
che & la (3), in cui si sia posto — % = .

Cambiare variabili in (A) significa, rispetto alle nostre involuzioni pro-
iettive I,), I,), cambiare i punti fondamentali. Quando si mutan questi, mu-
tano in generale i parametri degli elementi uniti, dunque la equazione (3'),
0, cid che & lo stesso, la (3), non & di per se stessa invariante. (Cosl per es.
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la particolarita della forma ridotta (A'J consiste, possiam dire, in ¢id che la
corrispondente equazione (3') ammette la radice p = 0.) Rimangono perd in-
varianti, qualunque sieno le variabili (reali), nelle quali si presenta una tra-
sformazione (A), ¢ caratteri di molteplicitt e di realita delle radict delle
corrispondents (3'); in quanto esprimono proprietd proiettive degli elementi

uniti. Lo stesso & a dirsi evidentemente per la equazione (3) nel rapporto
Y

_‘—‘=V,_

§ 3. — INSTABILITA DEL CAS0O GENERALE.

Ogni trasformazione (A), per cui le parti di secondo ordine sono prive
di fattori comuni, & riducibile, come abbiamo visto, alla forma

=ttty @a i+ UE, g ) "
y;=y+y(cx+d?/)+V(% Y) > ’

raccogliendosi in U e V i termini di ordine superiore al secondo. Si noti
che deve ritenersi
dt—c(ad—bc)Z0, 4

altrimenti le due forme a*+y(ax+4-0dy), y(cx 4 dy) ammetterebbero il
fattore comune cx 4 d y. »

Vogliamo dimostrare che queste trasformazioni sono necessariamente in-
stabils.

E opportuno distinguere tre casi: ¢ <1, ¢>1, e=1.

1.° (e<<1).

Se V (z, y) non & divigibile per y, sia y a? (p > 2) il termine di dimen-~
sione minima, che non contiene y a fattore.

I lecito supporre y >0, poiché si & sempre ricondotti a questo caso,
scambiando all'occorrenza y e y, in —y, —y, (cid, che non altera il coef-
ficiente c).

La curva (Fig. 2)

pi=y(l4+cet+dy;+V(x, y)=0,

che & tangente nell’origine all’asse delle ascisse, rimane per & positivo e ab-
bastanza piccolo, al disotto di quest’asse.
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Infatti le derivate della funzione y di 2 (definita dalla precedente equa-
zione), d’ordine inferiore a p, si annullano in O e la derivata pesime vale —p!ly;
lo sviluppo dell’ordinata dei punti della curva in funzione dell’ascissa comincia
quindi col termine — y P,

(p dispari) (p pari)

Fig. 2.

La y ¢ dunque negativa per x positivo e non superiore a un certo limite e,.
In modo analogo, dacché lo sviluppo di V'(x, 0) comincia col termine y 2,
sard V' (2, 0)=0 per x=0 e = ad un certo ¢, che posso sempre sup-
porre =e,.

Per tutti i punti, appartenenti al primo quadrante di un cerchio di cen-
tro O e raggio «,, risulta necessariamente

y.=0. (5)

(Qualora infatti in un punto P del quadrante fosse y, <0, la perpendicoe
lare P M, abbassata da P sull’asse delle ascisse, dovrebbe incontrare la
curva ¥, = 0. Questo & impossibile, poiché nel quadrante non vi sono punti
della curva.)

Se poi V(z, y)=yV' (x, y) (con V' (z, y) funzione regolare di secondo
ordine almeno in 2, ¥), il coefficiente di y in y,, ciod 1+4-cx -dy +V' (2, 9),
& essenzialmente positivo per , y abbastanza piccoli, e la (5) risulta, come
sopra, soddisfatta per tutti i punti del primo quadrante di un cerchio di
raggio conveniente, che designeremo ancora con e,.

Poniamo

=z2.
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Le due funzioni U (x, 2), V (z, 2), espresse per z e 2, conterranno a* a
fattore e si potrd scrivere

Uz, y)=2*U.(x, 2),
V(z, y)=2"V.(x, 2),
U, e V, mantenendosi finite per x, z abbastanza piccoli, inferiori per es. in

valore assoluto ad ¢ =, e tg «, rispettivamente.
Intenderemo questi limiti fissati in modo che risulti ulteriormente

laz+b2t+2zU, (2, z)\<-;—,
il che implica
1y @a+by)+ Uz, 9)| =2,
e per conseguenza
2=+ %x’, (6)

per tutti i punti del settore (terminato inferiormente all’asse delle ascisse) di
raggio & e ampiezza a,.
Dividendo membro a membro le (A’,), si ha

yo_ . yQter+dy)+V(wy) _ z20+tcztdaz)ta*Vi(r,2) _

v, z+a22+ylazt+dby)+U(,y) 1+atzxz(a+b2)+22U(r2)
{z(l1Fcxtdaxz)+ 22V, (x,2)||l1+ax(l4aztb2") 42U, (z, 2) |,

donde evidentemente (per  inferiore in valore assoluto ad un nuovo limite

€4 = 53)

%=z—(l—c)xz+|(d—a)z—bz’}xz-l-x’W(x, 2) M
i
con W (z, 2) funzione finita nel settore (es, a,). (Il significato di questa no-
tazione & ovvib.)

Dacche ¢ <1, la differenza 1 — ¢ ha valore essenzialmente positivo, e
basterd prendere z abbastanza piccolo percheé risulti

@—a)z—bar <2 ©)

Designo con «, che ho cura di soegliere non superiore ad «,, un arco
tale che, per 0 =2z =tg«, la (8) rimanga soddisfatta.
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Detto M un numero positivo, maggiore di uno qualunque dei valori as-
sunti da W (z, 2) in (e, «), prendo infine un numero positivo ¢, inferiore ad

un tempo ad e, a 12;M€tga e a » e considero il settore (¢, ), che

2
1—e¢

designerd con S (Fig. 8).

Y

Fig. 3.

Per ogni punto P di § varranno evidentemente le (5), (6), (7), (8),

oW <1 Ctga, )

1

1— ;%>a (10)

Dalla (7), considerando che x e 2z sono in S positivi (o nulli) e avendo
riguardo alle (8), (9), si trae

Y 1 l—c¢ l1—e¢
7 =7 (1—cjxz+ 3 rz42x 5 tge

che pud anche essere scritta

Y. 1—e
;étga—(l— 3 x)(tgoc-—z).

1

In causa della (10), ne viene

N =tga (11)

Ty
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Siccome, per le (5) e (6), sappiamo gia che il punto P, (x,, y,) appar-
tiene al primo quadrante, la (11) c¢i mostra che esso & interno all’angolo al

centro A/O\B del settore S. Il settore gode dunque della proprietd che, ap-
plicando ai suoi punti la trasformazione (A',), non si esce mai attraverso ai
lati; o si rimane entro .S, o si va addirittura fuori del cerchio C, cui il set-
tore stesso appartiene.

Cid posto, & assai facile dimostrare la instabilita della trasformazione (A',)
(per il caso ¢ <1, qui contemplato).

Infatti, se vi fosse stabilitd, prendendo P in S abbastanza vicino all’ori-
gine, dovrebbero tutti i P, rimanere indefinitamente entro C, e quindi in S.
Assieme alla (6), sarebbero allora soddisfatte le disuguaglianze

.1 o’
xnax”—"‘l'—g—x:l_l (n=2, 5,-..);

la successione (mai decrescente) xz, ammetterebbe un limite finito ! (>0,
per P diverso da 0), e si arriverebbe alla contraddizione

lal-l—%l*.

2.° (c>1).
Dalla risoluzione delle (A’,), raccogliendo in U e ¥ i termini d’ordine
superiore al secondo e cambiando anche la designazione delle variabili, ot-
teniamo

m_,=x—x*—y(ax+by)+ﬁ(w; ),
yor=y —ycxtdy)+ Vi, y)

le quali ci definiscono la trasformazione inversa (¥).

(12)

(*) A giustificazione di queste formole, si noti in generale che, se si hanno i due
gruppi equivalenti:
x =x+ P (x y), @ =m + B (@, 9)s
v =y +2 (), y =y + 2@ g

(con B, Q e quindi %, § di grado superiore al primo in @, y), le parti di secondo ordine
Ba, Qo; By, D, sono legate dalle relazioni:

B (@ y) = — By (@, ),
(@, y) = — D (= w)-

Infatti le formule del secondo gruppo devono cambiarsi in identita, quando si sostituiscono
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Possiamo, come nel caso precedente, scambiando al bisogno y e y_, in
— 4, — y—: (cid, che non altera ¢) ritenere

y-=0 ®)

per tutti i punti appartenenti al primo quadrante di un cerchio di centro O
e raggio abbastanza piccolo.

Ragionando nello stesso modo, potremo definire un nuovo settore S
(Fig. 4) di raggio ¢ e apertura o abbastanza piccoli, perche si abbia ad un
tempo per tutti i suoi punti

2
x<-§-,

|—y@o+by) + T, 9=

Yt —p—(c— Dozt |@@—d) et be|we+ 22 W(x, 2) (7

Ty

(W (2, 2) designando una funzione finita),

(a—d)z+bz2<°;1, @)
2 W< tg e 9)
c—1 ,
1—2222>0. (10)

Avendo riguardo alle prime due di queste disuguaglianze, la prima
delle (12) mostra che

1
T =r— S =0, (6")

x_,ax——‘;'—sr’_éo. (13)

nel secondo membro @ + B (, y), y + 2 (2, y) al posto di »,, y,. Ne viene:

z=w+ B(@ y)+Ble+B@ v, y+2(@, y)},
y=y+ (@ y)+2{c+ B y),y+2(@ y)

e il confronto dei termini quadratici fornisce in particolare le relazioni indicate.
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La (7') ci da subito, tenendo conto delle (8") e (9",

]

_ —1
%ftga——(l = 3 x)(tga——z),
donde, per la (10),
.l/—l '
= tg a. (117
b/

Fig. 4.

Ogni punto P di S si cambia, per effetto della trasformazione, in un
punto P-_,, che appartiene ancora ad S. Infatti, per le (5") e (13), il punto
P_, & situato nel primo quadrante; sotto tale condizione, la (11') implica che

N

il punto sia interno all’angolo A O B. Ma, per la (6'), esso cade a sinistra
della parallela all’asse delle ordinate, condotta per P; dunque P_, & an-
cora in S.

Lo stesso sard a dirsi dei punti P_,, P_;,..., che si ottengono succes-
sivamente per iterazione della (12).
Avremo in generale, per n =2, 3,...,

Z_n=0,

Lopn =Lty — E xl;z+1 =X n+1,y

donde apparisce che le z_,, costituiscono una successione positiva mai cre-
scente. Esiste pertanto un limite ! finito; ma esso deve soddisfare alla disu-

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1



252 Levi-Civita: Sopra alcuns criteri

guaglianza
l=1— % 3
dunque 7 =0.
Siccome poi
Z—::—: =1{g a,

anche le ordinate convergono a zero, e i punti P_,, P_,, P_,,... si avvi-
cinano indefinitamente all’origine.

Sia C' un qualunque cerchio fisso di centro O e raggio <<e¢, P un
punto di S compreso fra C e C'.

Per quanto s’¢ detto, i punti P, convergono ad O. La trasformazione
proposta (A'(), ripetuta n volte, fa passare da P-, a P. In altri termini,
per iterazione di (A',), si finisce necessariamente coll’'uscire da C’ qualunque
sia il punto della successione P_,, P_,, P_,..., da cui si parte. Ma di
questi punti ve n’ha vicini all’origine quanto si vuole: L’instabilita & dunque
manifesta.

3.2 (c=1).
L’equazione (3') diviene in questo caso

(d—a)p:—bp*=0
ed ammette per conseguenza p ==0 come radice doppia.

. d—a .
La terza radice & dunque reale e diversa da zero, a meno che

b
non sia d=a, nel qual caso la equazione (3') ammette tre radici coin-
cidenti.

Prescindiamo per un momento da questa eventualitd ed eseguiamo una

sostituzione lineare di variabili (1), (2), prendendo per — % il valore p non

nullo.

Procedendo come a § 1, veniamo a determinare una seconda ridotta
reale della (A’)), per la quale n==yx-4-Jdy =0 & I'elemento unito semplice
delle due involuzioni proiettive I,), I.).

Il nuovo coefficiente ¢ risulta allora > 1 (perche il valore ¢ =1 implica
una radice multipla della (3'), ciod un elemento unito muléiplo della accen-
nata corrispondenza). Possiamo quindi riportarei, per la dimostrazione della
instabilita, ad uno dei due casi precedentemente discussi.
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Rimane da vedere cid che avviene per d =a. La (A’,) & in questo caso
ow=z+z(@tay)+by + U, y),
p=y+tylEtay)+Vy.

In causa della (4), =0 (senza di che le parti di secondo grado am-

metterebbero il fattore comune z + a y).

Se b > 0, la dimostrazione della instabilitd si fa in modo analogo a quello

tenuto per ¢ <|l.

Osservato che lo scambio di y, ¥, in —y, —y, non altera il valore

di b, si vede subito potersi assegnare un settore S (limitato, si intende, in-

feriormente dall’asse x) di raggio ¢ e ampiezza « abbastanza piccoli, perche
si abbia in ogni suo punto

y, =0, (5)
z,=2z+ % xz, (6”)
Z—‘=z—bxz3—|—x2W(x, 2), (1)
x W<btg® a, 9"
1—3bxtg*a>0. (107)

La (7"), confrontata colla (9"), di luogo alla disuguaglianza

fep—brzttbatgs,
Ty

la quale pud anche scriversi
Z—‘ﬁtga—(tga—z) {1 —bx(tgta + 2tg a4 2°)}.
i
Siccome evidentemente
2 =1{g a,
1—bx(tgtat2tgat2)=1—3brigq,
e quest'ultima, per la (10”), & una quantitd positiva, cosi ne concludiamo

N =tga; (11"

Ty

dopodiché la dimostrazione si completa come sub 1.°.
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Se b« 0, i procede in sostanza come sub 2.° delimitando un settore S,
in ecul

y—‘ ~ 0’ (5///)
rimo-tozg (6"
x-‘ax——z—x’ao, (13)
:;/?—_1_= 2 + b 2 za _I_ x! W(x’ z)’ (7”/)
—1
o W< —btgta, (9)
1+3batg?a>0; (10™)
€ per conseguenza
Yo _
E = tg A

A questo punto si ripetono identicamente le considerazioni del caso in-
dicato.

§ 4. — PropriETA DELLE TRAsFORMAZIONI (B).
Cas0 GENERALE — INSTABILITA,

Sia la trasformazione
=2z f(z, y) g
yo=y+z+9@ y);

¢ =@, &+ 2 a, ¥y - @ y® V'insieme dei termini in secondo grado in f (x, ¥).
Mi propongo di far vedere che il coefficiente a,, & un invariante della (B),
di fronte a un generico cambiamento di variabili

(B)

=z + B (2, y) g (14)
=y 4+ Q(, ¥); ‘
fm it B 90 ) (15

ne= 9 + L (@, Y1) )

regolare nell'intorno dell’origine e per il quale la parte di prim’ordine si
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riduce all'identitd. (Sono questi d'altronde gli unici cambiamenti che importi
considerare, possedendo gia la parte lineare di (B) forma canonica).
Le (14) e (15), risolute rapporto alle antiche variabili, danno

x=£+3i(’é, n), g (14
y= n+R{E n);
x1=£l+f(£1’ ﬂi), ; (15,)
Yyr=n+ (&, n)

le parti di second’ordine P,, . essendo legate a P,, O, (cfr. la nota a
pag. 249) dalle relazioni

B == | a5

D, (#, y)=—"2 (&, ).

Per avere la forma delle (B), relativamente alle nuove variabili, par-
tiamoci dalle (15), sostituendo successivamente nei secondi membri i va-
lori (B) e (14').

Otteniamo dopo la prima operazione

L=s4+f@ N+Blet+fy), y+e+9@ 9, )

n=y+e+g@ P+fs+f 9, y+et+g@ ) )

Dalle (14") e (16) segue evidentemente

x=£—-%(5, 7))+ e
@ =e@n+-
Blet+f@ ) y+e+9@ 9] =3 n+H+- -

i termini omessi essendo di terz’ordine almeno in &, ».
Con ¢id la prima delle (17) porge

E=E—B & n)+eCn)+BEntd+- -

Siccome la differenza ¥, (£, » 4+ £) — P, (¢, ») non contiene termine in #*,
cosl il coefficiente di »* & ancora a,,. C. D. D.

Disponendo opportunamente delle due funzioni indeterminate ¥ e © (di
ordine non inferiore al secondo), che compaiono nelle (14), (15), possiamo
attribuire alla trasformazione (B) una forma piu semplice. Prendiamo

(17
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per cid
Bz, y) =g (x, y)
(2, y)=0.
Le (17), avato riguardo alle (14), danno
54=5+f'(5, ’7)7
nm=n + E,
dove f' (%, ») non & che
—g9@ y)+f@ P+gle+1y), y+2+9@ )],

espressa per &, n.
Ogni trasformazione (B) & dunque suscettibile di una forma ridotta

o=z +f(, ),
yi=19+2,

per la quale la funzione g della seconda formula & identicamente nulla.

Usufruendo di questo tipo, potremo facilmente accertare U instability
della (B), almeno per il caso generale, in cui il coefficiente a, (del quale si
& testd riconosciuto il carattere invariantivo) sia diverso da zero.

In primo luogo & lecito supporre a@,. >0, poiche I'ipotesi opposta si ri-
conduce a questa cambiando il segno delle variabili x, ¥ (e conseguentemente
Toy Yo

Cid posto (veggasi il precedente paragrafo), si potrd tracciare un cer-
chio C, col centro nell’origine, di raggio ¢ abbastanza piccolo perche, in ogni
punto del primo quadrante @ di C, risulti

v=z-+[(2 y)=0,

(B)

essendo inoltre
(0, )>0,

per y >0 e =e.

Evidentemente la (B') fa corrispondere ai punti di @ punti del primo
quadrante.

Proviamoci a supporre che vi sia stabilith. Partendo dai punti P di Q,
abbastanza vicini all’origine, tutti i P, rimangono indefinitamente entro €.
Avendosi in generale

Xn=%n- -+ f(xn—(, yn~a)7
(n=2, 3,...),
Yn = Yn-1 + Tn-,
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e le z, essendo positive (purche soltanto si intenda la posizione iniziale P
diversa da 0), ogni y, risulta > y,_,. Siccome nessuna y supera ¢, la suc-
cessione ¥, ammette un limite 7=¢ ¢ > 0.

Dalla
Yn = Yn—t —l" Tn-1
segue, passando al limite,
lim z,, = 0.

Con cid la
Ln = Ln—y + f(‘rn—!, yn—i)y

passando pure al limite, porge
(0, =0,

dove [/ non & zero, né supéra e. .
Ma questo contraddice alla definizione del cerchio C. E dunque inam-
missibile I'ipotesi della stabilitd; e c¢id dimostra I’asserto.

§ 5. — CoONSIDERAZIONI RELATIVE AL CASO D’ECCEZIONE.
SOTTOCASI POSSIBILL.

Venendo al caso escluso a,, =0, sia per la forma ridotta (B'), y yP i
termine (indipendente da x) di dimensione minima contenuto in f(z, y). Se
p & pars, o se, p essendo dispari, y >0, lo stesso ragionamento, che ci ha
servito testé, prova la instability della trasformazione.

Per p dispari e y negativo, la cosa non & cosi semplice. Le difficolta,
che si mcontrano nella discussione, sono analoghe a quelle, che presenta il
tipo (C), ond’io ho qui lasciato d’occuparmene, riservandomi di farne insieme
lo studio in altra occasione. Tali difficoltd provengono, a mio credere, essen-
zialmente dal fatto che non si pud — come or ora e come s’¢ visto esser pos-
sibile pel tipo (A) — delimitare un conveniente angolo col vertice in O, tale
che, per ogni suo punto P abbastanza vicino ad O, il corrispondente P, ri-
manga ancora compreso in quell’angolo.

Ma torniamo alla classificazione delle trasformazioni (B).
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Tra le eventualitd possibili ¢’¢ anche la ipotesi, non contemplata finora
(p == o, si potrebbe dire), che la funzione f(x, y) contenga x a fattore:

f@ y)==zf(z, .

Qui & di nuovo assai facile constatare la instabilitd.

Se £,(0, y) non si annulla identicamente, sia y P il termine di dimen-
sione minima. Giova mostrare in primo luogo che & sempre lecito supporre
y >0, cambiando eventualmente segno alle variabili o ricorrendo alla tra-
sformazione inversa.

Sia infatti proposta una trasformazione, per cui y <<0. Per p dispari,
basta cambiare ordinatamente z, y; x,, ¥, in — &, —y; —&,, —», € ¢i si
trova ricondotti al caso del coefficiente positivo. .

Se invece p & pari, allora si prende a considerare la trasformazione
inversa.

Essendo
s=xzl1 Wz
{1+ filx )l z (18)
hr=y+=
la (B') proposta, la inversa si potrd rappresentare mediante le formule
=¥ 1 —1 1 1 ]
e=w {l+[fi(@, 9)] - g (19)
y=y—o=y—a|l+f(x, y)],

dove f, &, al pari di f,, una funzione regolare (nulla nell’origine).

Importa determinare il termine di grado minimo in £, {0, y.).

A questo scopo, immaginiamo di portare i valori (19) nella prima
delle (18), togliendo il fattore comune z, e ponendo poi x, =0. Se si bada
che y, coincide allora con y, avremo la identitd

1=|1—]~f,(0, y)I L +740, )i,

donde risulta che il termine di grado minimo in £,{0, ,) (eguale ed opposto
all’analogo di f,) &8 —yy?.

Ma la (19) non ha ancora la forma {B'). Per ricondurvela, eseguiamo
il cambiamento di variabili

= |1+ (v, y)) =2, | (20)
n==-—1, )
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e corrispondentemente

_— ra )
£ M1+N%w;§ @)
m=—yY
La trasformazione fra £, »; £,, » vien definita dalle formule
771=’_?/=_?/1+x=7) +E,

dovendosi beninteso f, (x, y) ritenere espresso per &, n.

La prima delle (20) (riferendosi ad un intorno abbastanza piccolo del-
Porigine) mostra che, per £=20, anche z, = 0. Per la prima delle (19) e
prima delle (21) anche «, &, si annullano. Ma allora y =y, = —g». I termini
indipendenti da & in f, (%, y) si otterranno semplicemente col porre z=— 0,
y = —»; p essendo pari, il termine di grado minimo sard in particolare
— v nP.

La (19'), che & stabile od instabile assieme alla (18), ha dunque il coef-
ficiente positivo — .

Ritenuto ormai nella (18) y > 0, oppure £, (0, ) =0, scriviamo la fun-
zione f, (x, y) sotto la forma

fi(x7 y)=xf%(x) 3/)+fl(0a ?/)'

Potremo in ogni caso asserire che f, (0, ¥) non & negativo per y posi-
tivo e abbastanza piccolo. Scegliamo, come & possibile in infiniti modi, un
cerchio C col centro nell’origine, nel cui primo quadrante @ sia ad un tempo

Lo (v 9| <M,
£i0 ) =0,
x <% ’
M designando un conveniente numero positivo.
Per i punti di @ si ha evidentemente
) =+ fi(z, )+ 20, y)=al—Mz)=0.

Poniamo
2y =2z(1— Mzx)
e in generale
Tn=2pn- (1 =Mz'n) (n=2, 3,.).
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A partire da un x positivo e <T}Z’ x', & pure positivo e pill piccolo

di #. La successione z', & dunque indefinitamente decrescente e converge
verso un limite = 0.
Questo limite soddisfa all’equazione

l=1(1—MI),
ond’¢ identicamente nullo. .
Giova oscervare che, pur convergendo le z', a zero, la serie a termini

(o
positivi ¥, o', & divergente.
- .
Infatti, moltiplicando membro a membro le equazioni
&' =10"n- (1 - Mx/ﬂ—I)

da n=2 fino ad n=m, si trae

m—1

m,m = x’, nn (1 - M x’n),
1 .
o
e, qualora la serie }fnxn convergesse, lo stesso seguirebbe, come si sa, per

il prodotto infinito ﬂon (1 — M«',) (che avrebbe quindi valore diverso da zero).
1
Ma allora sarebbe altresi

lim @' = s T (L — M)
m=x 1
e quindi il primo membro diverso da zero, il che non é.
Confrontiamo ora gli elementi della successione z’, con quelli, che si
generano per iterazione della (18).
La posizione iniziale essendo in @, e 2 non nullo, si ha, per quanto
abbiam visto (rimanendo inoltre esclusa 'eguaglianza),

z, >,

L’ordinata y, ==y -}« & pure positiva, talche¢ anche P, appartiene al
primo quadrante. Lo stesso & a dirsi di P, se P, non & gia fuori di C; ece.
Si rimane dunque in @, o si esce da C.
Finche si & in 0,
Tn=Tn—y (1 — M 2,-,);

supponendo ,_, > «',-,, siccome il secondo membro della precedente disu-
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guaglianza cresce o decresce con z,-,, segue a fortiori
Zn > x’n-—l (1 - M x'n—i) > x’n .

Stando cosi le cose, la ripetuta applicazione della (18) fa necessariamente
uscire da C, per quanto si prenda vicina all’origine la posizione iniziale
(purche in @ e x> 0).

Infatti, dacche

yn=yn—1+xn—-| 11=2 3 ..')
si ha anche ( o

m—1
Ym =Y\ + }l,:n n (m=2, 3,...).

Qualora non si uscisse da C, ogni «, risulterebbe superiore ad ', e per
conseguenza

m—1

Ym > Y1 + %:nx'n

crescerebbe indefinitamente con m, il che implica contraddizione.
Si ha dunque instabilith.

CAPITOLO III.
La questione della stabilitd delle soluzioni periodiche.

§ 1. — PosizioNE DEL PROBLEMA
DAL PUNTO DI VISTA DELLA PRECEDENTE TEORIA.

Sia un sistema differenziale
d x; .
%:X,-(x,, Layeery Tmy B (=1, 2,..., m), e8]

dove le X; si intendono funzioni reali, regolari rapporto alle x; nel campo,
che si avra a considerare, e periodiche rispetto a ¢ di periodo T.
Sia
zi=¢;(t) (i=1, 2,..., m)
una soluzione particolare del sistema (1) periodica (collo stesso periodo T').
Annali di Matematica, Serie III, tomo V. 34
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E sempre lecito, senza pregiudizio della generalita, supporre che le ¢;
sieno identicamente nulle, cioé che la soluzione particolare, di cui si tratta,

si riduca a
2i=0 (@=1,2,..,m) (2)
Basta a tal uopo immaginare effettuato un cambiamento di variabili
yi=%i—¢:i(8),
con che non si altera la natura del sistema differenziale (1).

Riferiamoci pertanto alla forma (2), osservando prima di tutto che i se-
condi membri X; delle (1), si annullano per qualunque valore di ¢, quando
tutte le ; si pongono eguali a zero. T una conseguenza immediata della
ipotesi che x; =0 soddisfa il sistema. '

La soluzione x; =0 sard a dirsi stabile (con ovvio linguaggio cinema-
tico; interpretando cioé le (1) come le equazioni di definizione del movimento
di un punto nello spazio x,, ,,..., ) allora e solo allora che, per ogni
intorno comunque piccolo E dell’origine, ne esiste un secondo H tale che,
prendendo in I la posizione iniziale del mobile, questo rimane in E, per
qualunque valore positivo o negativo di ¢.

Vi & instabilitd nel caso opposto, ossia se non esiste un H dotato della
anzidetta proprietd; o in altri termini se, vicino quanto si vuole all’origine,
esiste sempre qualche posizione iniziale P,, a partire dalla quale il mobile
si trova, in un istante almeno, fuori di FE.

Premesse queste definizioni, & facile mostrare che una soluzione perio-
dica & sempre stabile od instabile assieme ad una certa trasformazione I

Prendiamo a considerare !'integrale generale del sistema (1)

zi==Fi(aly affy., @l; f) (=1, 2,..., m), (3)

1 valori iniziali 2{” riferendosi per es. all'istante ¢{==0. Le F; si riducono
identicamente ad «’, per £=0, e si annullano nell’origine qualunque sia ¢.

Una nota proposizione ci assicura poi che esse sono funzioni regolari
delle =, in un intorno abbastanza piccolo dell’origine, per qualsiasi valore
reale finito di ¢ (*). (Il difficile & stabilire cid che accade, quando ¢ cresce
indefinitamente.)

(*) PoINcARE, Mécanique céleste, tom. I, n. 27; oppure

NiccorerTI, Sugli infegrali delle equazioni differenziali ordinarie, considerati come
[unzioni dei loro valori iniziali, (Rendiconti dei Lincei, 15 dicembre 1803);

Prcaro, Traité d'analyse, tom. III Cap. VIII, pag. 157-162,
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In causa della periodicitd dei secondi membri delle (1), le F'; posseggono
ancora una importante proprietd funzionale.
Dicansi Y (n =+ 1, £2,...) i valori degli integrali z; per t =n T\
Accanto alle formule (3) (che definiscono gli integrali mediante i loro
valori per ¢=0), possiamo costruirne altre, che definiscano gli stessi inte-
grali, ma in base ai loro valori per ¢ =n T. Per stabilire queste nuove for-
mule, basta osservare che, ponendo 7 ={¢—n 7' il sistema (1), per la perio-
dicita delle X;, diviene
dxi

e = Xi (@1, Tay...p Tmy 1) (=1, 2,..., m),

il quale coincide collo stesso (1), salvo lo scambio materiale di ¢ in r.
Ora, in virtd delle (3), gli integrali di questo sistema, che, per =0,
assumono i valori 2, sono definiti da

x; = Fi (@, a0, 2y oy =Fi(x?, a9, o t—nT).

m 7

I1 confronto colle (3) stesse porge le annunziate equazioni funzionali

Fi@? a0 ..., a%; §)=F; (", «0,..., «s t —n T) j
i=1, 2,..., m \ (4)
n=11, +2,..)

essendo bene inteso
! 0 N .
) = F;(x0 20 .. 205 uT).

w

Designiamo in particolare con f; (22, 20,..., z¥) le espressioni delle
funzioni F; per ¢ =T, e facciamo nelle ultime formule # = 1.
Avremo
D) = fi @ oy 89) (=1, 2,0y w0, (5)
D’altronde la (4) ci da, per qualsiasi valore di 1,
F(xmy apy oy ey t—n T)=F; (a0, x-0,... 2@ ¢t —(n—1)T),

m ) "

e, ponendo t=n T,
B ( _ _ ] — soe y
xS"’=ﬁ- (x(l,, 1)’ o 1)7”_’ xj,’} 1)) (n —+1. 49 . (b)
= I y — yer e

Le (5) e (6) mostrano che le posizioni P,, occupate dal mobile per
t=n T, si ottengono dalla posizione iniziale P, per iterazione della trasfor-
mazione (5).
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B chiaro che, ogniqualvolta la (5) & instabile, lo stesso avviene per la
soluzione periodica (2). Se la trasformazione & stabile, lo & del pari la (2),
ma una qualche spiegazione si rende necessaria.

E per verita dalla stabilita della (5) segue bensl che, per t=un T, il
mobile (anche al crescere indefinito di ») rimane in K, ma nulla si sa a
priori della traiettoria, compresa fra due P, consecutivi. Ad eliminare il dubbio,
si osservi in primo luogo che, dato un intorno comunque piccolo E dell’ori-
gine, e un qualsiasi intervallo finifo di valori di ¢ (in particolare l'inter-
vallo 0, 7'), si pud sempre assegnare un intorno J’, tale che, per P, in F’,
P non esce da E, finché £ rimane nell’intervallo. B questa una conseguenza
immediata di quanto s'¢ osservato circa i secondi membri delle (3).

Cid posto, si prenda a considerare, facendo appello alla supposta stabi-
lita della (), quell’intorno H, che corrisponde ad E’ (secondo la definizione
di stabilitd). Dico che lo stesso H, rispetto all' arbitrariamente prescelto, si
trova nella condizione voluta per la stabilita della nostra soluzione periodica.

Infatti qualsiasi posizione iniziale, situata in H, da intanto luogo a punti
P, di E' (e quindi di E). Sia poi P una generica posizione del mobile cor-
rispondente ad un istante ¢ compreso fra n T e (n + 1) T.

Per le (3) e (4), le coordinate x; di P si possono rappresentare mediante
le funzioni

i@, &y, 205 t—n T);

gli argomenti =, 2{”,..., «/» sono compresi in E', t—n T fra 0 e T'; il
punto P & dunque in E. C. D. D.

Dacché una soluzione periodica (2) & sempre stabile od instabile assieme
alla (5), si pud dire, fino ad un certo punto, che la questione della stabilitd
delle soluzioni periodiche si riduce a quella delle trasformazioni puntuali.
Quand’anche perd quest’ultima fosse completamente risoluta, rimarrebbe, ri-
spetto al primo problema, un ulteriore passo da compiere: Mettere in rela-
zione, quanto possibile diretta, i criteri di stabilita o di instabilita, relativi
alla (5), coi dati del problema, cioé coi secondi membri X; delle equazioni
differenziali proposte.

B questo Poggetto dei paragrafi seguenti, dove si faranno appunto va-
lere 1 caratteri di instabilitd delle trasformazioni puntuali, finora acquisiti.
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§ 2. — I teorEMA DI Liapounorr.

I secondi membri X; delle equazioni (1) si annullano nell'origine, qua-
lunque sia f; potremo dunque porre

m
X,v=_/\1_;ja.-ja*j+---,

dove le a sono funzioni periodiche di £ e i termini omessi d’ordine superiore
al primo rapporto alle z. Le equazioni lineari, a coefficienti periodici,

dz; < .
d_t-=‘}jaijxi (2=1, 2,..., 7”) (7)

(che si ottengono dalle (1) arrestandone i secondi membri alle parti di primo
ordine), si dicono, col sig. PoiNcarg, equazioni alle variazioni del sistema (1),
rispetto alla soluzione periodica considerata.

Sia &;,(¢) un generico sistema fondamentale di integrali delle (7). Per
essere queste a coefficienti periodici, anche le &; ;(¢ 4 T') costituiscono un
nuovo sistema fondamentale, ed esiste per conseguenza una sostituzione li-
neare a coefficienti costanti, atta a far passare dalle £, ;(¢) alle & ; (¢4 T).
Questa sostituzione lineare ammette sempre s moltiplicatori (reali o com-
plessi, distinti o coincidenti, ma finiti e non nulli), che potremo rappresen-
tare con en7T, e=T ..., e=T,

Se si suppone in particolare che il sistema fondamentale &, ; (£) sia co-
stituito dagli integrali principali, relativi al punto ¢ =0 (¢, ;(0)=0, per ¢ j;
£;:(0)=1), i coefficienti ¢;; della sostituzione

m
A

L5t T) = Zaejiko; (8)

valgono £;; (T') (come si vede facendo ¢t =0) e le ¢*7 rimangono definite quali
radici della equazione

51,1(T)—w Ec,z (T) DI El,m(T)

zz,t(T) Ez\e(T)‘—w-- . ’Ze,m(T)
E(@) = « « e e e e — 0.

Em,( (1,) Em,e (T) L Em,m (T) — @
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Dalle cose dette segue, come si sa, la esistenza di un sistema fonda-
mentale di soluzioni della forma

r;=e%o;(t) (,5j=1, 2,..., m),

dove le ¢ sono funzioni di ¢ in gencrale periodiche (o alla peggio, nel caso
che le « non sieno tutte distinte, del tipo z,f* 4 1+t 4 ... 4 1,, colle ¢
periodiche e p <m).

Le costanti « si chiamano gli esponenti caratteristici della data solu-
zione periodica. Nel caso particolare, in cui i coefficienti a; delle (7) si ri-
ducono a costanti, gli esponenti caratteristici a,, a;,..., o sono, come & ben
noto, le radici della equazione

Ay — 0 Oy, e e Qyp
a2| a22 —_— W ., . . azm

e e e e e e =0;
Mony Ane v s A — W

in generale la dipendenza loro dai coefficienti a;; del sistema (7) & piu compli-
cata. Comunque essi rimangono individuati dai termini di prim’ordine delle (1).

Si prova facilmente che e?, e=T,..., e*T sono ¢ moltiplicatori della
trasformazione ().

Partiamoci infatti dalla espressione (3) dell’integral generale, ricordando
che i secondi membri sono sviluppabili in serie di potenze delle 2 e si an-
nullano per «f® = 0.

Designiamo con

m
L=t ()
1

le parti di prim’ordine, e sostituiamo nelle equazioni differenziali (1), eguagliando
le parti di prim’ordine. Si vede cosi che le &; soddisfanno alle equazioni alle
variazioni; devono anzi essere separatamente integrali i singoli coefficienti
£.;(t) dogni «{; talche il loro insieme (per essere #{” i valori iniziali degli
integrali z,) costituisce precisamente il sistema degli integrali principali
delle (7), relativo a ¢ =0. Ora, per definizione,

x(‘)=f(x§°), xzo)r", x(q))—F (’U(O)a x(o 1y wm) T)"‘

m
=S5,
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dunque i moltiplicatori della (5) non sono altro che le radici della equazione

& (w) = O. C. D. D.

Nel Capitolo I abbiamo dimostrato il teorema :

Una trasformazione puntuale & instabile, se uno almeno dei moltiplica-
tori ha modulo diverso dall'unita.  *

Dacche la soluzione periodica (2) & stabile od instabile assieme alla (5)
e che d’altra parte 1 moltiplicatori e%T di quest’ultima sono in modulo eguali
all'unita allora e solo allora che gli esponenti caratteristici o; sono puramente
immaginari, otteniamo la importante proposizione dovuta al sig. Liarou-
NoFF (¥):

Una soluzione periodica & instabile, se uno almeno dei suoi esponenti
caratteristici possiede parte reale non nulla.

§ 3. — SISTEMI DI SECONDO ORDINE.
CARATTERI DI INSTABILITA IN DUE CASI PARTICOLARI.

Supponiamo nelle (1) m =2 e di piu le X; prive di termini di primo
ordine. Il sistema si potra scrivere

[y

X

(ﬂ.=X2+..., g
. (@)
ﬁ=ye+"" §

dove X; (¢, y), Y, (v, y) sono forme quadratiche in x, y, a coefficienti pe-
riodici rispetto alla variabile ¢ e i termini omessi di dimensione superiore

(*) Clr. Sur Uinstabilité de Uéquilibre dans certains cas ou la fonction de forces west pas
maximum, (Journal de Mathématiques, 1897); che ¢ la Memoria, gia citata nell’Introdu-
zione. Il teorema é quivi dimostrato per il caso particolare, in cui le X; sieno indipen-
denti da ¢ L’A. perd ha stabilito la proposizione in generale in un lavoro anteriormente
pubblicato (in lingua russa):

Il problema generale della stabilitd del movimento, Kharkow, 1892,
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alla seconda. I valori medi

@: T

Jngt fY,dt

0 _0
B

costituiscono due nuove forme a coefficienti costanti.
Se [X.], [Y.] sono prive di fattori comuni, la soluzione periodica x = 0,

y =0 ¢ instabile.
Designino z,, 7, 1 valori iniziali di z, y. Come abbiamo ricordato a
§ 1, le espressioni di z, y sono della forma

r = }.i,' ])j )

1 /

' ®)
y= }1];' Qi

con P;; @; polinomi in #,, 7, (a coefficienti funzioni di ¢) di grado desi-

gnato dall'indice.
Portiamo queste espressioni nelle (a) ed eguagliamo i termini dei primi

due gradi.
Avremo chiaramente
apr, ‘i@ A,
ETER 7 =0
a P, d ~
Lo X(Py @), LE=7,(P, Q)

Dacche x, y devono ridursi, per {=0, ad ,, y,, cosi saranno appunto
€, Y, i valori iniziali di Py, @,, mentre ogni altro P;, @; si annulla.
Ne viene

Py =z, ) Qi =Y,
: !
P2=J-X2dt, Q= | Yoat
0 0
Per ¢t = T, dicendo x,, y, i corrispondenti valori di 2, , le (3) danno
x,==3¥'0—|— T. [Xg(xo, yo)] +~ ]
yo=Yo+ T.[Ye (@0, ga)] +-- >

la quale trasformazione fa riscontro alla (5) del caso generale.
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Per ipotesi, le due forme T'. [X, (2., %)), T'. [Y: (%, %,)] non’ammet-
tono fattori comuni.

La trasformazione & instabile (cfr. § 3 del cap. precedente); lo & dunque
la nostra soluzione periodica.

Consideriamo ora il sistema

dx___

a_t_Xr}_...,
dy )
rri R Chs

Procedendo come sopra, si ha senz’altro

d P, dQ,

=0 T =
d P,
W=X2(Pi; @1);
da cul
P=u,, Q= tx, + Yo;
t
P2=[-X2(x07 txo—l"yo)dt;
OJ
e, per t =T,

x4=xo+(P2)t=T+""
R FAFI

i termini omessi essendo rispettivamente di terzo e di secondo ordine almeno.

Sappiamo dal capitolo precedente (§ 4) che una trasformazione di questo
tipo & certamente instabile, se il coefficiente di y; nell’espressione di 2, non
si annulla. Il termine in y; proviene ora da (P:).=r e il suo coefliciente non
¢ altro (a prescindere dal fattore T') che il valore medio del cocfficiente
di 4* in X, (z, y).

Possiamo dunque concludere :

La soluzione £ =0, y =0 di un sistema (b) & instabile, se non si an-
nulla il valor medio del coefficiente di y* in X, (x, y).

Annali di Malematica, Serie III, tomo V. 39
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§ 4. — Cas1 RIDUCIBILI ALL'UNO O ALL'ALTRO DEI DUE ANZIDETTI.

Sia in generale un sistema

t—X X, 4 X, 4.

1)

[STRERW
*

—-Y Y +7Y,4-

ﬂ

colla soluzione £ =10, y =0.

Per il teorema di Lispounorr, la soluzione & instabile, se degli esponenti
caratteristici «,, @, uno almeno ha parte reale diversa da zero. Rimane I’i-
potesi opposta di esponenti entrambi puramente immaginari (e coniugati, trat-
tandosi sempre in queste ricerche di equazioni reali), ciod ay==— a, =7«
(« quantitd reale). Che anche a questo caso abbiamo di regola a corrispon-
dere soluzioni instabili, non mi par dubbio. Perd non mi & ora possibile di-

. . 2%
mostrarlo se non ammettendo che « sia commensurabile con T

Sotto tale restrizione il sistema (1') equivale ad un sistema (@), ovvero
ad un sistema (b), ed & quindi in generale instabile.
Innanzi tutto, per la supposta commensurabilita, potremo mettere « sotlo

la forma 27 7 T » dove h e k designano interi primi tra loro.
Se « non & nullo, le equazioni alle variazioni
dt X, (x7 y);

d
d—‘ty—_‘Yi(x; Y)

ammettono due soluzioni indipendenti u,, v,; u,, v, della forma
u, = ei*t (Ul + i%), v, = ei*t (Tl + 2.1'2) )
Uy = e "t (o, — 1 a,), v, = e (s, —71,),

periodiche entrambe col periodo % 7. (Infatti, quando ¢ aumenta di % T, non
solo le o e 7, che ammettono gi& il periodo 7', ma anche gli esponenziali
riprendono il medesimo valore.)
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Poniamo

u U,

= ‘-;_ 2=o,0080¢t—cgsend-t,
v v,

cz,=—‘_;——‘=r,cosczt-—rzsenat;

“

Uy — U

Cyy = ‘2z_ ‘=g,senat+ g, c08 ¢,
vy — v,

Cyp = — f=r1,8enat -+ t,c08af,

21
con che ¢,,, ¢35 €, €y costituiscono un nuovo sistema fondamentale di so-
luzioni delle (7').

Si operi sul sistema proposto il cambiamento di variabili
x=cug+cnﬂ; ) 8)
Y =1C &+ coam )

La materiale sostituzione di questi valori in (1’) da, tenendo conto della
linearita di X,, Y,,

dag dn dey, deyw)
C“d¢+°”7?+i’ at ”W}—

ol LR ACTEEED ACHESEE D ST

d d
C2l dt_l— 22 dt+I£ cii czzx__:_

={€X4(Cu, Cel)+7) Yg(C,,, 022)}+Y2_l_’

X., Y., e cost i termini successivi, conservano nelle nuove variabili & 5 lo
stesso grado e rimangono funzioni periodiche di ¢ (col periodo k£ T). Le
quantitd in parentesi nei due membri si elidono, poichg, per definizione, c,,,
€21 Cipy Coe Verificano le (7).

3

Risolvendo rispetto a % ) (—;{i, si & evidentemente ricondotti alla forma («).

Si noti che il determinante
| e €y

D=
1 Coy  Cq2
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non pud annullarsi per alecun valore finito di*t. Esso soddisfa infatti, come
¢ ben noto e come del resto si verifica immediatamente, alla equazione
dD DX | 9 Y,
=27+ %)

% - aa—;’ e funzione reéolare di ¢ sopra I'asse reale e percid D

)

il coefficiente

non pud annullarsi in un punto senza annullarsi identicamente. Questo poi &
escluso dall’essere le ¢ soluzioni indipendenti delle (7°).

A legittimare la trasformazione (8), conviene ancora osservare che essa
non altera la stabilita o la instabilita di una soluzione z(f), y (¢). Infatti i
coefficienti ¢ della (8), e cosi D, sono funzioni periodiche; finite quindi e I'ul-
tima diversa da zero, anche al crescere indefinito di 2.

Se mai « & nullo, le (7) non posseggono pilt in generale due soluzioni
indipendenti della forma considerata, ma si ha invece un sistema fondamen-
tale del tipo

Uy =0y, Uy = 05,

ug"_—-f‘t, 02=72t,

le o e r essendo, bene inteso, funzioni periodiche reali.

Fatte le posizioni
Ciyy =0y, C24 == 09,

Cig = Ty, Coo == Ty,

si noti che, mentre ¢,,, ¢, costituiscono, come nel caso precedente, una so-
luzione delle (7'), ¢,s, c,s verificano invece le equazioni

de,
Tc;=X1 (Ciz,y 022)—(3“,
de
7;%= Y, (Caz, Caz) — Caq

La sostituzione (8) cangia allora, come i vede subite, il sistema (1') in
uno di tipo (b).

Equazioni, che non contengono ¢ esplicitamente. Se i secondi membri
X, Y delle (1') non contengono ¢ esplicitamente, le considerazioni precedenti
sono applicabili senza alcuna restrizione circa il valore di a. Infatti, nel caso
attuale, qualunque numero pud essere risguardato come periodo 7' di X, Y

. . . . 27 . -
in particolare si pud supporre T' tale che « e — sieno commensurabili.
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Le (8) si riducono a
Zz==§(cosatl—ynsenalt, ) "
y=E&senat 4 ncosat. ) (&)

Supposto a« non nullo, nel sistema trasformato a mezzo delle (8'), la va-
riabile ¢ entra soltanto pel tramite degli argomenti cos « £, sen «t, talche il
periodo vale 277 Se poi « & nullo, la (8') si riduce all'identita e il sistema
proposto cade gia esso nel tipo (a), ovvero nel (b).

Nel primo caso la (8') conduce bensi al tipo (@), ma si inceppa neces-
sariamente — come & facile riconoscere — nella circostanza eccezionale che
il valor medio delle parti di secondo grado & nullo (né si pud quindi appli-
care il nostro criterio di instabilitd).

Si noti del resto che, per questo caso, la questione della stabilita & gia
stata brillantemente trattata dal sig. Pomxcarg nelle gia ricordate classiche
ricerche : Sur les courbes définies par des équations différentielles (*).

Per quanto concerne il secondo caso, i nostri due criteri possono effet-
tivamente riescire; ma nulla sostanzialmente offrono di nuovo, potendo senza
difficolta venir desunti da un’importante Memoria del sig. Bespixsown (*¥),
dove & fatto in modo esauriente lo studio del comportamento delle curve in-
tegrali nei casi non contemplati dal sig. Poixcarg.

Riassumendo, per le equazioni, che non contengono £ esplicitamente, nulla
ci vien fatto di aggiungere ai risultati dei sigg. Pomncaré e Bewpixsow, che
si addentrano nello studio delle proprietd delle soluzioni ben oltre la sem-
plice discussione della loro stabilita.

(¥) Journal de Mathématiques, 1881, 1882, 1885, 1886. Cfr. in particolare le pa-
gine 172-196 della terza Memoria.

(**) Sur les courbes définies par des équations différenticlles. Acta Mathematica,
tom. 24, 1900.

Seguiamo per es. la discussione, che I'A. ci presenta a pag. 71, dei sistemi della
forma (22) (il nostro tipo (2)). Risulta da essa che, se un certo ¢ (0, 0) non si annulla, vi
hanno caratteristiche passanti per Iorigine con tangenti determinate, e quindi necessaria-
mente instabilitd. Ora § (0, 0) non & altro (colle nostre notazioni) che il coefliciente di 2
nell’ X del sistema (5). Ecco ritrovato il nostro criterio di instabilita.
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§ 5. — EQUAZIONI CANONICHE,

Il sig. Porvcarg ha notato (*) che ogni soluzione periodica di un sistema
canonico

dn__2v, do_0T (=1, 2) (9)

(in cui I" non dipende da ?) si pud, scegliendo opportunamente le variabili,
supporre definita dalle equazioni

Pi=p.=q=0, q.=yx(f), (10)

dove ¢, varia sempre nel medesimo senso ¢ aumenta di 2 «, mentre ¢ cresce
di T. :
La funzione I & a ritenersi, rispetto a ¢,, periodica di periodo 2, ¢
regolare, rispetto alle altre variabili, nell’intorno del valore zero.
Dacche le equazioni (9) sono soddisfatte dai valori (10", le tre derivate
Z—F, a_li, or debbono annullarsi per p, = p, = ¢, =20, q, = 1 ({), qualunque
9 09" 9p,
0F O0F oF

sia il valore di £. Questo equivale a dire che —

y si annullano
dq, 0¢q, ’ 0 p, !

indipentemente dal valore di ¢,, per p,==p,= ¢, = 0. Invece OF fon s

0 py
annulla per alecun valore di ¢,(p,, p., ¢. essendo abbastanza piceoli): In-
. : : . oF dgq,
fatti, quando p,, p. e g, si pongono tutti eguali a zero, = dt q: va-

ria per ipotesi sempre nello stesso senso.
Stando cosi le cose, lo sviluppo di F in serie di potenze di ., p:, 9.
mancherd dei termini lineari in p,, ¢, e sara quindi della forma

1
C+a.p.+§(aup3+‘Zaunge—l—ang;’)+---;

i termini omessi essendo di terz’ordine almeno (rispetto agli argomenti p,,
P2y (), ovvero anche di secondo, ma con p, a fattore. I coefficienti a,, a,,, ecc.

(*) Mécanique céleste, tom. II, n.° 208.
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sono funzioni periodiche di ¢q,; C & una pura costante, poiche g—q—c non &
i

ZF > in cui si facela p,=p,=¢,=0, e deve quindi annullarsi.
i

altro che

Per valori abbastanza piccoli di p,, p,, ¢., g%r non s annulla, come
i

abbiamo test® osservato. Questo ci permette di eliminare ¢ dal sistema pro-
posto, assumendo ¢, come variabile indipendente.

Avremo le equazioni
0F

59
=

®
=

; (11)

K
t'_Q
QY DDf™®
SRS

|

U
=

Q>
")

I
I
J

&
=

Y

=

=
-

(12)

D
=

[SH E~W
Pl
Q;lwq,,
&

P

le quali definiscono, come si suol dire, le traiettorie del sistema (9).

Cid che interessa dal punto di vista della stabilith & per lo pit il com-
portamento delle traiettorie.

Ad ogni soluzione periodica del sistema (9) fa riscontro un’orbita
chiusa (*). L'importante & di sapere se il moto perturbato avviene indefini-
tamente in prossimitd di quest’orbita, ovvero se ne scosta di una quantita
finita, per quanto poco si varino le condizioni iniziali. :

Interesserd in generale assai meno di sapere se anche le posizioni, cor-
rispondenti ad un medesimo istante, sull’orbita primitiva e sulla perturbata,
seguitano a rimanere vicinissime, o se si avranno alla lunga delle differenze

finite tra le fasi dei due movimenti. D’altronde non c¢’¢ ragione di porre la

-

(*) Dal punto di vista astratto basta per cid interpretare p;, pg, ¢; come coordinate
generiche, ¢; come coordinata ciclica di uno spazio a quattro dimensioni. Quando pero il
sistema canonico (9) proviene da un probléma di meccanica celeste, si ha effettivamente
un’orbita, nel senso astronomico della parola, i cui elementi determinativi sono forniti
dalle espressioni di Py, Py, ¢; in termini di ¢,.
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seconda questione se non dopo risoluta la prima e constatata la stabilith del-
orbita.

Queste osservazioni mostrano come alla indagine della stabilita di una
soluzione periodica (10) si sia naturalmente condotti a sostituire la ricerca
analoga, relativa alla soluzione

Pi=pe=¢,=0 (109

del sistema pili semplice (11), (12).

La instabilitd (se non la stabilitd) della (10") trae seco necessariamente
quella della soluzione proposta.

Cid posto, rivolgiamoci al sistema (11), (12). Esso ammette l'integrale

F = cost.

Potremo sostituire questa equazione in termini finiti alla (11). I valore
della costante, che corrisponde alla soluzione (10°) & evidentemente C. Ci li-
miteremo a considerare quelle soluzioni del sistema, per cui

F=C.

Sotto 'aspetto dinamico questa limitazione corrisponde alle perturbazioni
conservative.

Si noterd che, accertata la instabilita quando il valore della costante
si suppone fisso, essa rimane provata in generale; ma, quanto alla stabilita,
la cosa andrebbe diversamente, potendo benissimo avvenire che una stabilitd
conservativa non sia pili tale rispetto all'intero sistema (11), (12).

Eliminiamo p, dalle nostre equazioni, ricavandone il valore in funzione
di q., p., ¢., dalla equazione F = C, ossia da

aipx“——l‘(anpj'l"zanpa g+ aq,)+---=0. (13)
2

Questa equazione & soddisfatta per p,=p,=¢q.=0 e si pud risolvere

. [OF .. X
rapporto a p,, perché (8— , ciod a,, non si annulla, comunque
0 Py

)Pl:PFQ-Fo

. . a F a F M hY M
vari ¢,. Siccome , sono nulli, cosi lo sviluppo
02 Jozpzg=o’ \ 0o Jpmp=g.=0

di p, comincierd da termini di secondo grado in p,, ¢,. Designiamone l'in-
sieme con K e determiniamo K, portando nella (13), per p,, una espressione
del tipo

(con H almeno di terz'ordine in p;, g,).
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Ricordiamo che i termini non scritti nella (13), o erano di terzo grado
per lo meno in p., g., oppure, essendo complessivamente di secondo almeno
in py, p., q., contenevano p, a fattore. Dopo la sostituzione di K H a p,,
quei termini acquistano tutti una dimensione superiore alla seconda in p,, ¢..
La parte di secondo grado nel primo membro della (13) & dunque

-, 1 0
a, K4 ) (@i P+ 2ag, Pe Qs + s q7),
e, dovendo essa annullarsi identicamente, risulta

Ke—Loupit2eepgtang
2 @

Ritenendo p, definito dalla equazione F'= C (ossia p,= K + IT), ab-
biamo

oF oF
Ope__ Op  Opi__ 04
op.  OF " Gq.  OF’

0 py 0 py

e le (12), libere ormai da p,, diverranno

dp, _0(K+H)  dg,__0(E+H) (14)
dq 0¢, dg, 0 pe
I secondi membri sono funzioni periodiche di ¢,, che si annullano per
p:=¢q.=0; 1 termini, provenienti da H, sono di secondo ordine almeno,
rapporto a p., ¢..
Ecco un sistema analogo all’ (1') del precedente paragrafo.
Vediamo di adattare ad esso il criterio di instabilitd, che abbiamo ivi
indicato. In primo luogo gli esponenti caratteristici 8,, (. della soluzione

P.=¢. =0 (supposti privi di parte reale, e quindi della forma * g\—1)

dovranno corrispondere ad un valore di 8 razionale (commensurabile con

2%, il T del caso generale essendo qui 2n)-

Se si richiama la proprietd delle soluzioni periodiche dei sistemi cano-
nici (9) di ammettere due esponenti caratteristici nulli e due altri « ¢ — «

eguali e di segno opposto (¥), e si osserva che ﬁ,%:, ,B,QTW sono in ogni

(¥*) PoiNcarE, Mécanique céleste, tom. I, n.' 69, 70.

Annali di Matematica, Serie III, tomo V. 36
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caso esponenti caratteristici della (10) (*), riconosciamo intanto che il eriterio

di instabilita si trasporterd a quelle soluzioni periodiche (10), per cui /“_1

. . . 2w < 9. .
& commensurabile col moto medio 7 (Si dice in generale mofo medio, per

una soluzione periodica (10), 'aumento, che subirebbe nell’unitd di tempo la
coordinata ciclica g,, qualora essa variasse in modo uniforme.)

Proseguendo poi come a § 3, si dovrd immaginare eseguita sulle va-
riabili p,, ¢, una sostituzione lineare

Po=1C X+ Cys Y,

8"
Qs = Coy T + €32 U, ( )

i cui coefficienti (supposto « non nullo e quindi i due esponenti caratteristici
distint) sono gli integrali delle equazioni alle variazioni.

Per la circostanza particolare che le equazioni (14), e cosi le loro equa-
zioni alle variazioni

7t el it oot (1)

(*) Infatti le equazioni alle variazioni delle (10), osservando la espressione di F, si
possono scrivere:

dp, . da dg .
="t =
dry _ , 0K agy __ , 0K
t T 19’ dt . 9ps’

La prima serve a definire p,; eliminando ¢ dal secondo gruppo, a mezzo della seconda,
troviamo le equazioni alle variazioni del sistema (14):

dps 9K  dgy_ 9K
dgy 092" dq 0Ps
Reciprocamente si passa da queste alle due anzidette, sostituendo a g, una variabile ¢, de-

finita da %q—; =a,. Con questo cambiamento di variabili gli esponenti §,, B, (cfr. Poi~-

2%
CARE, loco citato, n.° 70) vengono moltiplicati per g—; Dunque ﬁ‘%, Bs -2—,; $ono espo-

nenti caratteristici delle equazioni alle variazioni del dato sistema canonico.

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1



di instabilita. 279

sono canoniche, il cambiamento di variabili (8) da luogo al sistema (*)

de 0H dy 0H

A A T P 4%
che & ancora canonico e rientra nel tipo («). Si intende che la funzione H
& qui a ritenersi espressa per le x, y a mezzo delle (8").

Sia H; la forma costituita dai termini di terzo grado e [H,] il suo valor

medio (rapporto a ¢,). A norma del § 3, condizione sufficiente per I'instabi-

lita della (14") si & che le due forme 3_[_{_13_J, 0[Hh) non ammettano fattori

oz oy
comuni, o, ¢id che & lo stesso, che la [H] sia priva di fattori multipli. Con-
cludiamo pertanto :

(*) Immaginiamo infatti, come é sempre lecito, scelte le costanti di integrazione in
modo che il valore iniziale di
D =cyy Cgg— €15 ¢y

sia eguale all’'unitd. Avendosi, per la forma canonica delle (7') <D 0, sard D=1 per

Tdt T
qualsiasi valore di £, Ne consegue, in virtu delle (8"),
o, =00 _ 0¥ e 0D _ 0"
W 9w g’ BTy 7’
oo 00 _ 0y 00 _ 0.
A a &€ apz ? 22 a Yy ap2 ’

valgono dunque le relazioni di JacoBr e quindi @, ¥ sono costanti canoniche. Donde sen-
zaltro le (14'). (Cfr. per es. TISSERAND, Mécanique céleste, tom, I, n.° 59.) Del resto nel
caso presente la verifica diretta ¢ immediata, Basta notare che la gostituzione (8") in
(14) da

dx dy 911
g TR Ty T o
dx dy 01l
Cay dql + Cog dql - 31)2
e queste, risolute, divengono
doe  §H o H oI
= Cyg -+ Cis = 7
dqy 00 * 0ps 1 y’
dy __9H , _pu __9I
dgy 045+ 0py M »
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Le soluzioni periodiche (10), per cus V_a__:l( 20) é commensurabile col

moto medio, sono instabili, purché soltanto sia priva di fattor: multipli una
forma cubica [H,] (il cui calcolo dipende, nel modo detto, dai coefficienti della
funzione caratteristica F' fino al terzo ordine al pil).
Si vedrebbe in modo analogo (cfr. pag. 272) che, se =0, la condi-
0° !H"l >
oy <7
C’® da avvertire che le ¢ sono in quest’ ultimo caso definite in modo
alquanto diverso, le altre lettere conservando perd lo stesso significato. Il si-

stema, cui si perviene da ultimo, non & pilt il (14'), sibbene
de 0H dy 0 H
S— =y =i

dg, Oy %

che non ha forma canonica.

zione, che assicura I'instabilitd, & ancora la medesima, oppure

§ 6.— OSSERVAZIONE GENERALE CONCERNENTE LA STABILITA DELLE SOLUZIONI PERIODICRE,
CHE DIPENDONO DA UN PARAMETRO.

Torniamo per un momento sulla definizione di stabilitd di una soluzione
periodica. In quella data a § 1, ci siamo riferiti, per maggior comodo, ad un
sistema particolare di variabili. Volendo ora attribuirle una forma valida per
qualunque sistema di variabili, basterd evidentemente (col solito linguaggio
cinematico) enunciarla come segue :

Sia II, la posizione iniziale del mobile, corrispondente ad una soluzione
periodica X, [, la posizione nell'istante ¢; P, e P; abbiano analogo signifi-
cato per una soluzione generica S.

La soluzione 2 sara a dirsi stabile se, scelto un numero positivo & arbi-
trariamente piccolo, ne esiste un secondo 7, tale che la distanza P;1I, si man-
tiene, per qualsiasi valore di #, inferiore ad ¢, ogniqualvolta la posizione ini-
ziale P, dista da II, meno di ».

La = & instabile nel caso opposto, vale a dire se, fissato ¢ abbastanza
piccolo, tra le posizioni iniziali P, corrispondenti alle S, ve n’ha di vicine
quanto si vuole a P,, per cui la distanza P, 10, finisce col diventare, per
qualche valore di ¢, =-.

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1



di tnstabilita. 281

Intesi su c¢id, prendiamo a considerare un generico sistema differen-
ziale (1) e supponiamo che il sistema ammetta una serie oot di soluzioni pe-
riodiche 3,, dipendenti da un parametro p; i valori iniziali z{”, corrispon-
denti a queste soluzioni, essendo funzioni continue del parametro u (per es.
in un intorno C di p=0).

Si fissi in un modo qualunque un insieme di valori ' del parametro y
tale che l'insieme derivato comprenda tutti i punti dell'intervallo C (per es.
'insieme costituito dai punti razionali di C). 8i ha il teorema:

Le soluzioni 2, sono stabili od instabili assieme alle 3, (supposto che,
per tutti i valori u' dell’insieme, quest’ultime si comportino nello stesso modo).

Sieno per es. le soluzioni 3, tutte stabili. Si tratta di far vedere che
una generica 3, (dove u, appartiene a C) & pure stabile.

In primo luogo si pud trovare una 3, vicina a 3, quanto ci piace. Pre-
cisiamo questa asserzione. Dicasi II, la posizione iniziale corrispondente a i,
e TI'; le posizioni iniziali, corrispondenti alle 3,. L’ipotesi fatta circa I'in-
sieme p' ci assicura che, in ogni intorno comunque piccolo di II,, cadono
punti IT',; ora & sempre possibile, scegliendo la distanza iniziale ', 11, abba-

stanza piceola, fare in modo che 1,11, si mantenga inferiore ad un limite
prefissato #, per un intervallo finito di tempo; il periodo 7' per es. Imma-
giniamo IT', (ossia p') fissato in tal guisa. Le due soluzioni 2, , 2. essendo
entrambe periodiche (collo stesso periodo T'), potremo concludere

. , I Iy <<n, (15)
per qualsiasi valore di .

\ . \ . . . 2
Dacche la soluzione 3, & stabile, scelto arbitrariamente 3 & avremo
—— 2
Pt H t < ? 5, (16)

per ogni S, la cui posizione iniziale P, dista da I, meno di un certo limite,
3 . 2
che rappresenterd con 2y (e che evidentemente non supera ?e)- Dalla (15)

(dove si intende scelto per » questo valore) e dalla (16) segue agevolmente
la dimostrazione della proprieth enunciata. Infatti, dato e, prendiamo » nel
modo testé detto e consideriamo un generico P,, per cui

P, IT, < ».
La (15), per t=20, da
1_-['0 ]IO < 71'7
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quindi
Po Hlo < 2 77,

con che la (16) rimane soddisfatta per ogni valore di ¢

Confrontando colla (15) e tenendo presente che né%—s, sl ricava
Pt l.]t < €,

che & la condizione di stabilita della 2, .

Nel caso invece, in cui le 3, sono instabili, si trova, vicino quanto si
vuole a II'y, un qualehe P,, per cui P,II; finisce coll’assumere, in un istante
almeno, un valore fisso; 2¢ per es.

D’altra parte I II’; si pud ritenere (scelto opportunamente u') piccolo a
piacere, per qualsiasi valore di ¢. Esistono dunque posizioni P,, per le quali
P, 11, raggiunge valori, vicini a 2e¢, pure quanto si vuole; in particolare
quindi superiori ad e.

Il teorema & cosl completamente dimostrato.

E chiaro che una proprietd analoga sussiste per due o pil parametri.

Cosl per es., se un sistema ammette una duplice infinitdh di soluzioni
periodiche 3,,, corrispondenti ai valori g, v di un certo campo C, e si ha
in C un ipsieme di punti (g, ¥'), il cui derivato sia denso in C (comprenda
ciod tutti 1 punti di C), le 3, sono stabili od instabili assieme alle
Zuyy ece.

CAPITOLO IV.
Applicazione al problema dei tre corpi.
§ 1. — Equazion1 DEL PROBLEMA RISTRETTO (¥),

Si suol chiamare ristretfo quel caso particolare del problema dei tre
corpi (punti materiali, che si attraggono secondo la legge di Nrwrox), in
cui il movimento & piano, uno dei corpi ha massa trascurabile e gli altri
due descrivono orbite circolari attorno al comune centro di gravita.

(¥) Ofr. PoiNcarg, Mécanique céleste, tom. I, n,° 9.
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Sieno S, J, P (Sole, Giove, Pianeta) i tre corpi; 1 —p, p, 0 le rispet-
tive masse.

Si suppone, come s'¢ detto, che il moto kepleriano (non perturbato, per
essere nulla la massa di P) dei due corpi S, J sta il pid semplice possibile,
ciod che essi si muovano di moto circolare uniforme attorno al loro centro
di gravita O: La distanza SJ rimane allora costante.

Per semplificare, conviene assumere SJ come unitd di lunghezza e di-
sporre dell’unitd di tempo in modo che la costante f di Gauss si riduca al-
I'unita.

Riesce cosl eguale ad 1 la velocitdh angolare costante, con cui la retta
S J ruota attorno ad O (*).

Riferiamoci ad un sistema di assi mobili &, », coll’origine in O e 'asse &
coincidente con SJ, la direzione positiva essendo per es. O J (Fig. b).

/’\P
’I \\
4
'/4’/ \\‘
t/ \
) \\A
4 \
s \
Ve N
//” \\\
/‘k\ \\\
7
// \"\) \\
S -u 0 1—p J 3%
Fig. b

Le coordinate &, » di S sono —p, 0; quelle di J, 1 —y, 0. Designe-

AN
remo con 7, A le distanze P S, PJ, con » 'angolo P SJ (contato nel verso
£ > ).

(*) Infatti questa velocitd angolare (o moto medio) compete altresi al moto relativo
di J rispetto ad S. Ora, fra il moto medio %, la somma delle masse m, + m, di due corpi
Passe maggiore a dell’orbita e la costante f, si ha la relazione fondamentale

\/ f ( nz] /nz

Essendosi qui assunti m, + m,, SJ cioé a, ed f eguali allunita, risulta n =1, giusta
2
Jasserto.
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La forza, che sollecita P, deriva dal potenziale
1—yp v
= Ta
e le equazioni del movimento sono
*  dn

0
Tn ity
dn,df 9 (l—p .&y
ar %‘”—m(r +3

Passando dagli assi £, » ad un sistema parallelo z, y coll’origine in S,
si ha
E=T—p 1=},
e per conseguenza

1
9 —
'z _dy 0 (1—p ﬁ)-— L 0U
e Tar T ”+ax(T+A ~Ta TE
. (1)
0 o U
dty , da _ 01— ﬁ)— r
essendosi posto
1 1 1 1

Consideriamo per un momento il moto non pertirbato del corpo P, quello
ciog, che corrisponderebbe a p=0. Esso ¢ evidentemente kepleriano e pud
essere definito (rispetto a un sistema eliocentrico di direzione invariabile) dai
suoi elementi ellittici o (semiasse maggiore), e (eccentricitd), ¢ (anomalia
media}, @' (longitudine del perielio). Il moto relativo rispetto ai nostri assi #, y
possiede ancora gli elementi a, ¢, ¢; solo la longitudine del perielio non &
pit @, ma o =1v" —¢, dacche I'asse  ha esso stesso la longitudine ¢.

Le espressioni di z, y, in funzione di questi elementi ellittici relativi
a, e, ¢, o, sono senz’altro quelle ben note, relative alle coordinate eliocen-
triche ; la loro sostituzione in U da luogo ai classici sviluppi della funzione
perturbatrice.

Teniamo presente questo e notiamo d’altra parte che il moto eliocentrico,

definito dalle (1), & dovuto al potenziale %——l—p U.
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Ponendo
z,=\a, z,= Va (1—e), Y=g Y.=9,
le equazioni (1) equivalgono, come si sa, al sistema canonico
dey _0F  dy, OF

dt 9y, dt 0w

iz, _OF = dy, OF

dt 0y, dt oz,
il quale ha per funzione caratteristica (quella corrispondente al moto non

. . 1 . .
perturbato — che & la costante delle forze vive —3h piu la energia po-
tenziale delle forze perturbatrici — p U; dunque)
! 1
F=F —;l'g==——2_xf—p-U.

Introduciamo, al posto di y',, la variabile y, =o =1y, — ¢ Le equa-
zioni rimangono canoniche, purche si sostituisca ad F'’

F=— 2% — 2 —puU.
Per quanto s'¢ osservato, quest’ultima funzione dipende soltanto dagli
argomenti 2,, ¥;, y., ¥. (non esplicitamente da ¢).
Dovendo in seguito considerare valori dell’eccentricita vicini a zero, la
scelta delle variabili precedenti non & opportuna, perche la funzione F' cessa
di essere olomorfa, quando z,=u,.

Si gira la difficoltad, adottando le variabili
Py =24, Q=Y+ Y3
. pz=\/2(x.—xz)cosy2, q,=—\/2(x.—x,)seny2,

colla quale sostituzione non si altera la forma canonieca, mentre F divienc
funzione regolare dei nuovi argomenti.
Avremo in definitiva le equazioni

dp; oF %_8F

dt ¢, dt  ap =1 2) (19
dove :
Fe— o pit 3 (n+ ) —s U
2pi 2 ’
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la funzione U, definita dalla (2), dovendosi, bene inteso, ritenere espressa per

le pi, qi.
L'effettivo calcolo di questa espressione (della quale ci occorreranno piu

innanzi i primi termini) si fard ricorrendo ai noti sviluppi di — 2 1 eos v,

< in funzione degli argomenti @, e, ¢, =, e passando poi alle nostre varia-

bili mediante le relazioni

po=\a, g =o--¢ "
P2 =1nCOS @, ¢: = — n 8en @,
1
n=1{2(0a—Ja(l—e)|*, (5)

che si raccolgono immediatamente da quanto precede. (I radicali, non oc-
corre dirlo, si intendono presi in valore assoluto.)

Si noti che » & funzione regolare di ¢ nell'intorno di e=0 e si annulla
con e. Infatti

n== t 2(\/a_—\/a (1 —e) =?=

=azi2[1—(1—-3’)§”%=a‘%€(1—|—§+--~)'

Si pud anche dire che n- & la radice positiva dell’equazione

4 n? _I_ 62 . 0 (5/)
4a /o !

che si annulla con e.

§ 2. — SOLUZIONI PERIODICHE PROSSIME AD UN MOVIMENTO CIRCOLARE UNIFORME.

Per == 0, I'integral generale delle (1') &

3
p‘=p“’, q‘=(n—1)t+q‘} (n=p‘l’ 2):
p.=pScost—qgisent, q,=p;sent-}q;cost.
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Le oo soluzioni, in esso contenute, corrispondono ai movimenti keple-
riani di P (nel piano dell'orbita di Giove). B appena necessario osservare
che, essendo ¢, =@ 4 ¢ la longitudine media rispetto ad SJ, n — 1 rappre-

3
senta il moto medio relativo, talchd n==pj 2
moto medio assoluto.

Consideriamo in particolare le oo! soluzioni

P1=VE7 q=m—1)¢ p.=q =0, (6)

che si ottengono prendendo p? =0, ¢2=0, ¢=0 (la qual ultima condizione
affatto inessenziale equivale a scegliere I'epoca di una congiunzione per ori-

designa, come d’abitudine, il

gine del tempo), e scrivendo Y E per p!.
2 bt
-1’
definiscono movimenti circolari uniformi: Basta notare che, dall’annullarSJ di
Pey ey Segue e=20, e quindi 'ellisse kepleriana di semiasse maggiore (p{) si
riduce al cerchio di raggio R.

Dalla superiore espressione dell’integrale generale segue immediatamente

Le (6), che sono evidentemente soluzioni periodiche di peuodo

che i due esponenti caratteristici non nulli di una generica (5) sono = \— 1.
Per p positivo e abbastanza piccolo, il sistema (1') possiede soluzioni

non & un nu-

ST . . . . 1
periodiche 2., vicine ad una qualsiasi (6), almeno se i
n—

mero intero.
Rappresentiamo, infatti con

pi=gi(t; P} Phy 44 055 g
(7’=17 2)7
Q=i (t; P2, 1% 405 935 @)

Vintegral generale del sistema (1') e notiamo che le soluzioni periodiche di

periodo ”2_7"-1 -} = sono caratterizzate dalle equazioni

P (n—1+77 Py P2y 95 13 #)—'7’1—0

27 :
b (2 o ah H)—92—2”=0,

q)(n—-—l_l—r’ P 1oy 9% 9% I‘) pr=0,

e (”_1"|""1 Py P2y 9%y 955 P‘)"‘Qz*"o
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I primi membri delle due ultime equazioni si riducono, per p=1r=0, a

2%
n—1

2%

pg(cosn_l — 1)—-qgsen

H

2w 2%
pesen — -{—qg(cos u —1);

n—1

quindi il loro determinante funzionale, rispetto alle variabili p3, 92, vale
27 1

2(1—cos : )=4sen*

mero intero.

Codesto determinante funzionale, che & funzione continua del parametro,
rimane diverso da zero per u abbastanza piccolo, talché le dette equazioni
si possono risolvere rapporto a p3, .

Portiamo le espressioni, che cosl si ottengono per p?, ¢2 (in funzione di
Pl 43, 7, 1), nella seconda equazione

!{J‘—q‘;—27r=0.

™

>0, dacché si esclude che

sia un nu-
n—1 1

Potremo risolvere rispetto a z, poiché non si annulla la derivata del

primo membro dell’ equazione rapporto a questa variabile (per p=0,

Delle equazioni di condizione rimane oramai soltanto la prima,
P —pi =0,
e questa, coi valori trovati per p?, ¢3, t, risulterd identicamente soddisfatta.
Infatti il sistema (1') ammette I'integrale

Fe=—¢

(la C si suol chiamare costante di Jacopr) e la equazione F = — C si pud
risolvere rapporto a p,, per p abbastanza piccolo (cfr. § 5 del capitolo an-
tecedente).

Siam cosl fatti certi che p, riprende il valore iniziale, ogniqualvolta cid
accade per le altre tre variabili p,, gs, ¢, (quest’ultima a meno di un mul-
tiplo di 2x). La condizione ¢, —p!=0 & dunque una conseguenza delle
altre, giusta 'asserto.

Questa discussione ci apprende non soltanto che esistono per il sistema (1')

.. . 9. .. . . i .
soluzioni periodiche 2, vicine ad ogni (6) (r1tenut0 7 non lntero); ma
. n —
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pil precisamente che ve n’ha oo® (*), essendo lecito scegliere arbitrariamente
1 valori iniziali di ¢}, p? (quest’'ultimo in prossimitd a | R), ciod, potremmo

anche dire, il momento di una congiunzione e la costante di Jacos. (Il va-

lore di tale costante per una soluzione (6) & evidentemente 5173+ \‘E)

Se si suppone R <1, alle 3, vicine competono orbite chiuse, interne
al cerchio di raggio 1 (orbita di Giove); si tratterd quindi, con linguaggio
astronomico, di un pianeta inferiore; per R>>1, si avranno evidentemente
pianeti superiori.

Abbiamo osservato pilt sopra che gli esponenti caratteristici (non nulli)
d’una generica (6) sono + V—1; quelli d’'una =,, per i piccoli valori di p,
saranno vicini a *\J—1 ed essi pure, si intende, puramente immaginari,
perché devono essere ad un tempo coniugati e di segno opposto. Ricono-
sciamo di qua che, tenendo conto soltanto della prima approssimazione, le
soluzioni 3, appariscono stabili. Perd, appoggiandoci ai precedenti capitoli,
ci verra fatto di dimostrare con tutto rigore che una parte almeno di esse
& certamente instabile.

§ 3. — INSTABILITA DI QUESTE SOLUZIONL
_2
3

Attribuiamo nelle (6) al raggio B un valore della forma (1 -+ %) ’
I designando un intero, positivo o negativo, primo con 3 (e diverso da

— 1, — 2, per modo che 1+%> 0)-

Sara

(*) Cfr. PomncarE, Mécanique céleste, tom. I, n.° 43. L’A. si riferisce alle variabili
@i, Y: del paragrafo precedente. Siccome le (6) corrispondono a valori x;, ¥:, per i quali
la F delle equazioni differenziali (1') non é regolare, cosi non sarebbe stato a priori giu-
stificato richiamarsi senz’altro al risultato del sig. PoOINCARE.
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e quindi
1 h -
n—1_ 3 (%)

Intesi che R abbia un siffatto valore, prendiamo in esame le soluzioni
periodiche, vicine alla corrispondente (6). Dal paragrafo precedente siamo

non & intero. Ponendo

fatti certi della loro esistenza, poiche . il

p=vee=(143) "4,

possiamo anzi ritenere che ad ogni coppia arbitrariamente prefissata di va-
lori di ¢ e v (purché abbastanza piccoli) e ad ogni % corrisponde una solu-
zione periodica 2%, del sistema (1'). (Dico una, e non oo, convenendo di
prescindere dall’arbitrarieta di ¢f, coll’assumere per es. ¢} =0.)
Le traiettorie del sistema (1') sono definite (§ 5 del capitolo precedente)
dalle equazioni
dp._0H dg__8H

dg, 0¢q, dq,  0p, (8)

dove H designa la espressione di p, in funzione di p,, q,, ¢, che si ottiene
risolvendo la equazione

=—C.
Ad ogni soluzione periodica Z%, del sistema (1) fa riscontro una solu-
zione, pure periodica, Qf, delle (8).
Per provare la instabilitd delle 2%,, ci basterd accertare quella delle Q,,
rispetto alle traiettorie, cui compete lo stesso valore

sy P

di C. E necessario percid studiare la funzione H. Essa viene, come s'¢ detto,
definita da

F+C——2% '—(P +4)—uU +2(R—,—v)2+\/1—3+"=0,

ed & precisamente quella radice p,, che si riduce a B per p=v—=p,=¢q,=0.
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Si riconosce senza difficoltd che, quando = 0, I'espressione di p, si pud
presentare sotto la forma

fR+»%'.(v>——-—'1+wb @) 7+t Qe ),

dove, a norma delle (4), »* sta per p:+ ¢, n ha il valore costante (7),
e B,, B,, Q designano serie di potenze degli argomenti indicati.
Immaginiamo di sviluppare H per potenze ascendenti di p e poniamo

H=H® }u HO 4 ...
Avremo chiaramente

II(o)_(p()F o_\R+y1; ( 11[1-{—»232(»)}7;2—}-7;‘9'(779, V),

(oF
0w { U l
(’) == - i =
i oF (P =1 {p-no
0pi p=o

Per p =y =0, I'espressione di II

E-L

(pi+q3)+--

n—1
+\y=1
n—1

(Questo del resto potevasi prevedere, ricordando in generale che, se T'e + «
sono periodo ed esponenti caratteristici di una soluzione periodica del si-

stema (1’ ),

mostra che gli esponenti caratteristici dell’orbita circolare Qf, sono

a T
sono gli esponenti caratteristici per la corrispondente so-

luzione del 51stema (8).)

Cid posto, la trasformazione (corrispondente alla (8) del paragrafo ante-
cedente), atta a far passare dal sistema (8) ad uno di tipo (@), & (per
p=v=0)

h39 _ysenlg,_

po=cos 311— _u

y sen T = & cos

by, (9)

Q.= sen ~ +ycos q, T =sen q‘-}—ycos
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In generale essa si potrd rappresentare con

x{cos——l—c., z—y sen %—c,;} +M"7 )
| (10)

lsen———-l-cug‘l‘?/{cosh—?,q_"{_c”}—*_w’b’ ’

le ¢ essendo funzioni di ¢,, che si apnnullano per u=v=0; pg, p¢ le
espressioni di p,, ¢. nella soluzione periodica Q.
Immaginiamo di attribuire ai parametri y, » dei valori ', ¥/, pei quali gli

E\J—

esponenti caratteristici della Q. sieno della forma A L, con ¥ ek nu-

meri interi.

L’insieme, costituito da questi valori p', V/, & tale — notlamolo bene —
che il suo derivato contiene tutti i valori reali abbastanza piccoli di p e »-

Conveniamo, per maggior chiarezza, di designare con § il risultato
della sostituzione (10) in I con H©@; H1) ecc. i coeflicienti dello sviluppo
di 9 in serie di potenze di p; infine con 9,, HP¥, H,... 1'insieme dei ter-
mini di , $©, &, ... di terzo grado rapporto ad x, y.

A tenore del precedente capitolo, una X%, sara instabile se il valor medio
di $. non ha fattori multipli. Questo valor medio si riferisce evidentemente
alla variabile ¢,, di cui § & al pari di H, funzione periodica: Il periodo
non & perd in generale 2w, come nella H, sibbene soltanto 2 kz. Lo sard
6 k= (*) a pit forte ragione e a noi basterd verificare che non ha fattori

multipli la forma
6k

1
mf@sdql-
0

=90 +u oD+

ma 99 & identicamente nullo.

Infatti i termini indipendenti da g in & provengono da H( merce la
sostituzione (10), in cui, bene inteso, si ponga g = 0, sostituzione, che risulta
con cid lineare ed omogenea. Ora H© & funzione soltanto di »* = pi--q3.

Si bha

(¥) Si @ triplicato il periodo, per poter senz’altro risguardare funzioni periodiche anche
sen —ql% cos% ; la quale circostanza, comé vedremo nel seguente paragrafo, semplifica

alquanto i caleoli.
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Quindi $© non contiene termini di grado dispari in z, y, e in partico-
lare 99 = 0.
La funzione ' & a sua volta sviluppabile in serie di potenze di »:
Sia 9'( il termine indipendente da v. Per u e v abbastanza piceoli, la con-
dizione che sia privo di fattori multipli il valor medio di 9, si {roverd evi-
dentemente verificata, qualora c¢id accada per il valor medio di ¢
Dimostreremo nel paragrafo seguente che

(97 =6.(—3zy),

dove © & una funzione della sola R, che non st annulla per i valori di R,
che qui si considerano.
La forma cubica

2 —3wyt=x@+v3y)(@—\3y)

non possiede evidentemente fattori multipli; di qua risulta la instabilita delle
soluzioni 2% . (purch® soltanto u', v' sieno abbastanza piccoli).

L’insieme (i, v') & tale, come s'® osservato, che il suo derivato comprende
tutti i valori reali (appartenenti ad un certo intorno di p =0, v=0); dunque:

Per p e v abbastanza piccoli, ogni soluzione periodica 3!, é necessaria-
mente instabile.

Si pone ora la questione: Queste X, di accertata instabilith esauriscono
tutte le soluzioni periodiche prossime a movimenti circolari uniformi, o ne ri-
mangono escluse, e quali?

Dal paragrafo antecedente risulta che (a prescindere dalla inessenziale
arbitrarietd di ¢}, e supponendo che il parametro p abbia un valore fisso ab-
bastanza piccolo) vi hanno oot di tali soluzioni, le quali rimangono univoca-
mente determinate dal valore p} della variabile p,.

Per rispondere alla domanda, testé formulata, basta evidentemente esa-
minare quale sia l'insieme dei valori di p}, che corrispondono alle nostre

zk,. Per una generica di esse, si ha
1

p=(1+2) "4

Se non vi fosse la limitazione del v abbastanza piccolo, fissato ad arbi-
trio un valore di 2 (primo con 3, e non — 1, n&¢ — 2), se ne trarrebbe, facendo
variare v, I'intera categoria delle soluzioni periodiche prossime a movimenti
circolari uniformi. In fatto perd la nostra dimostrazione implica che v non
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superi (in valore assoluto) un certo limite, variabile in generale con %, che
rappresenterd con d,. A rigore dunque rimane provata la instabilita di quelle
soluzioni periodiche soltanto, il cui p{ cade entro un qualche intervallo

[y
—

(1+%) —on, (1+%)—§+ah.

[y

)

Il massimo di (1 + %—) si ha per h = —4, il minimo per k=1; al

-

)
crescere indefinito di A, per valori positivi o negativi, i punti (1 -+ %)

convergono, dalla sinistra o dalla destra, al valore 1.
Riferendoci al caso limite =0, le orbite circolari, per cui p? si trova
compreso nei detti intervalli, ricoprono tante piccole corone Z, di raggio
2 .

3
medio (1 + %) e di ampiezza

-

O e (S RN

Per quanto precede, noi siamo in grado di affermare che sono instabili
le soluzioni periodiche vicine ad ognuna di queste (¥) circonferenze.

(*) Possiamo caratterizzarle, dicendo che il loro moto medio & wiciro ad un numero
3 . . . .
della forma 1 - 7 A questo proposito cade in acconcio la seguente osservazione,

Nella Nota Sur le probléme restreint des trois corps (Comptes Rendus, 23 luglio 1900)
le soluzioni periodiche, di cui si pud rigorosamente provare la instabilita, sono designate

come vicine alle orbite circolari aventi per moto medio un numero della forma 1 4 7% Se
]

si bada alla circostanza che queste soluzioni vicine dipendono, oltre che da g, dall’altro
parametro p?, apparisce chiaramente che le soluzioni periodiche wicine ad un dato cerchio
(riducentesi cioé ad esso per variazione continua dei parametri) possono dirsi con egual
ragione vicine ad ogni altro cerchio di una zona abbastanza piccola attorno al primo,

I due modi di dire sono dunque equivalenti: Quello qui adottato mi pare preferibile,

- . 3 . . .
perché i valori 1 +Z non vengono (sia pure nell’enunciato soltanto) ad assumere posi-

zione particolare rispetto ai valori contigui. Che un carattere aritmetico non abbia re-
lazioni essenziali con proprieta d’indole qualitativa é cosa del resto ben naturale. E se
il successo della presente ricerca sembra dovuto a certa ipotesi di commensurabilita, cio
dipende puramente dell’artifizio dimostrativo, cui sono ricorso, in mancanza di metodi pill
diretti ed efficaci.
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In definitiva vien messa in luce la esistenza di zone di instability, le
quali si addensano inforno all’orbita di Giove.

E ben probabile che le soluzioni periodiche del nostro problema sieno
tutte instabili, o, in altri termini, che la regione di instabilitd occupi l'intero
piano. Ma le considerazioni, istituite finora, non ci autorizzano ad affermarlo:
Nemmeno possiam trarne alcun ragguaglio sull’ampiezza degl’intervalli Jj.
Questo solo si sa, che sono diversi da zero.

Esempi. Dalle tabelle del sig. J. Mascart (¥) si rileva che i tre aste-
roidi #67 Urda, 223 Ida, 396 posseggono un moto medio vicino a due
volte e mezzo quello di Giove, mentre tanto le eccentricitd, quanto le incli-
nazioni sono assai piccole.

Per ognuno di questi pianeti, si potranno scegliere e v in modo che
la corrispondente soluzione periodica 32, abbia carattere di orbita interme-
diaria.

La accertata instabilitd delle X2, fa presumere quella de] movimento reale
dei pianeti.

Anche il pianeta 188 Menippo ha un moto medio assai vicino a %,

ma la sua eccentricitd e la sua inclinazione sono forse un po’ troppo forti,
perche le precedenti considerazioni si possano ritenere senz'altro applicabili.

§ 4. — SVILUPPO DEL CALCOLO, SU CUI RIPOSA LA PRECEDENTE DIMOSTRAZIONE.

Avviamoei a calcolare effettivamente il valor medio [{].
In primo luogo & da osservare che i termini di () sono di duplice
I g 3

provenienza: da IT(® e da H®,
Chiamiamo M la somma dei primi, N quella dei secondi e poniamo in

conformiti

H'W = M-+ N.
Calcolo di [M].
Pongasi nelle (10) v = 0.

(¥) Les orbites des petites planctes rapportées a Uorbite de Jupiler. (Bulletin Astrono-
mique. Tom. XVI, 1899.)
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Le ¢y, ¢u,.., quando si fa v =20, contengono p a fattore. Diciamo
5—,,, €13y... 1 coeficienti della prima potenza di p; del pari designiamo con
¢ e ¢ i termini mdxpendentl da » e v, in g ¢

Avremo, mettendo in evidenza soltanto i termini indipendenti da g e
quelli di primo grado in g,
hq 91 ey
P =% C0S —= — y sen —= +u|ct.x+f.=y.+y<ﬁ+ o
g=zsen® L yeos" P 4 uicatony | tag oo
e di qua, quadrando e sommando,

=o'ty 2+ )

hgo, — , = hg,, — - (11)
F2pfoos L@y 4y P feen L @iy |+ |
dove y & una forma di secondo grado in z, y.
Dacche
— 1 1
(Pemrzo = HO =R — 5 =57+ 27", 0) (12)

& I'espressione di H® per v =0, quando si eseguisce la sostituzione (10) e
si immagina di sviluppare per potenze di g, il coefficiente della prima po-
tenza di p vale, in virth della (11),

(d H' o

X T hg, ~ -
dn )qﬂ_—_mys'2{"“'0‘)5—%(‘”?4-?/%+senT‘-’(x¢_y?)

Il primo fattore contiene soltanto potenze pari di z, y. I termini di
terzo grado del prodotto provengono tutti dal moltiplicare la parte quadratica
del primo fattore per la parte lineare del secondo. Risulta cosi

M=42(0, 0)(z*+ y* cos——(rgo—l—yt,b)-l—sen 9‘(fc4z—y9)

Se si tien presente che ¢ e ¢ sono funzioni periodiche di g, di pe-
riodo 2w, si vede subito che lo sviluppo di M in serie trigonometrica del-
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P’argomento %‘ non contiene termine indipendente da %—‘ (*) e quindi
6k
[M] =L J Mdg.,—0
6k ¢ g :

0

Calcolo di [N]. Per definizione, N & l'insieme dei termini di terzo grado,
che provengono da H®), quando vi si faccia v =0, e si eseguisca la sosti-
tuzione (9).

H® dipende dalla funzione perturbatrice U, di cui noi non possediamo
ancora la espressione in coordinate p,, p., ¢i, ¢., ma soltanto (e questo di-
ciamo pensando alla (2) e agli sviluppi classici, che richiameremo ben presto)
per mezzo degli elementi ellittici, a, e, =, &.

Quali sono, in base alle (4), (5), (9), (12), i1 valori di a, ¢, =, ¢ da in-
trodursi in U, per averne la espressione in termini di x, y, ¢,°?

In primo luogo le (9) danno

pitgi=rn'=2a" 1y,
quindi, per essere Ja = p,, basterd porre, in p,, p.=v =0, con che risulta,
in virta della (12),

— N 1 1
— —_
\/a—\/R B

n—1

4t Q0 0). . (12)
La (5"), che pud essere scritta

'Y ] "2
62=-r‘—,_ll— ,‘_}3
Ja 4ya

ove si sostituisca per \a questo valore, porge

e=R “n|l+4n (), (13)

P designando al solito una serie di potenze.

INED

(*) Infatti, essendo un termine generico dello sviluppo di ¢, _q: della forma, :‘;qul
(con e intero), i prodotti iirsl _§q_1 :s:m% dan luogo a somme di seni e coseni degli ar-

. h h .
gomenti (m-_-j: ?) %3 e r non & mai eguale ad un numero intero.
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Per il nostro scopo non occorrono separatamente le espressioni di & e
¢, ma bastano quelle .della somma = --¢, che non & altro che q,, e delle

combinazioni
em cosm C, e™ sen i ¢,

dove m designa un intero positivo.
Partiamoci dalla identita

¢™ (cos m ¢ - ¢ sen m §) = (e L&)

(per evitare ambiguita, si designa con F la base dei logaritmi naturali), e
scriviamo nel secondo membro ¢, — & al posto di ¢, sostituendo per e il va-
lore (13). Verra
e™ (cos m ¢ 4 i sen m §) = B* 11472 B () | Eimae (n E-i%)m,
Tn virth delle (4) e (9),
ihg,

1B =p.tigg=@+i) B ;

per conseguenza
emcosnzc—l-z'emsenmc:R_Z{1—|—n213(n2)§m>< ) (14)
x{éosm(l—l—%)q.—{—isenm(l ﬁ-g)q,;(x-{—iy)m S

/

da cui si traggono le relazioni cercate, scindendo il reale dall’immaginario.
Cid posto, prendiamo a considerare la funzione perturbatrice, incomin-

ciando dal termine prineipale

1
1 . “7
T=I1+7 —2rcosv|

Supponendo » diverso da 1, si ha lo sviluppo (¥)

1 8 .
<= E%,;Aﬁ-‘” (r) cosj v,

In cul

AP (1) = A9 (7).

(*) Circa le proprieta di queste funzioni A, efr. TissERAND, Mécanique céleste. Tom. T,
Cap. XVIL
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Ponendo
r=a(l+x),
’l)=q‘ + Y’
) () — & AP (@) [f =0, +1,..
A; (a) P! d a? p____0, 1"" ’ (15)
troviamo subito
L L %‘o ) ? ’
T =5 e 5 AP (@) X eos (g, + ¥) =
=‘;— ¥p i AP (a) | eosj g, x?cosj ¥ —senjq, x”senj v !,
0 —x
r__1_1
r a l+ X
—recosv=— a (14 x)(cos ¢, cos ¥ —sen ¢, sen ¥).

Si sa bene che, nelle espressioni di x*cosj v, x? senj v, » per e e ¢,

1+x
un termine generico & del tipo
. COS
cem m
sen &
dove ¢ & un coefficiente numerico, m’ = | m | 4- un numero pari positivo (*).

Dacche

L
Ho =2 " ,
a_?— 1
e, in virth della (12') e della (7),
1 1 - h .
—3 =3 +n’>3“(n’)=-3f—+7129i(n”)
2 2

(con 9, serie di potenze), le sostituzioni (12'), (13), (14) in H® potranno
dar luogo a termini di terzo grado in z, y, solo quando si eseguiscano sopra
termini di primo o terzo grado, rispetto ad e, i quali vanno cercati nelle

(*) Ibidem, Tom, I, n.° 93,
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combinazioni
e cosg, e seng;
et cosg, e*sen g,
e cos 3¢, e3sen 3 ¢,

Dai primi due gruppi, come appare dalle (13) e (14), possono bensi pro-
venire termini di terzo grado in x, y; ma questi necessariamente contengono
n' =% 4 y* a fattore, e il loro valor medio risulta identicamente nullo. (Per
la stessa ragione, per cui 8’ & trovato [M]=0.)

Rimangono i termini in ¢* cos 3 ¢, ¢*sen 3 . Vediamo come entrano in U,

1
esaminando dapprima 1’addendo -~ Lo sviluppo di questa funzione, e cosi

di » contiene soltanto termini della forma : funzione di a ><e¢™ >< cosm¢.

a 53—
Per m =3, il cambiamento di variabili (12'), (13), (14) da evidentemente
luogo ad espressioni di valor medio nullo.
Lo stesso non avviene per gli altri due addendi di U; c¢i & d’uopo ana-
lizzarne la struttura alquanto pitt addentro.
Dagli Annales de UObservatoire de Paris, Tom. I, 1855, pag. 346-347,
desumiamo che

@0) g |

COS J ¥ == -g-j’e?'cosSé:—l—---,
sean=%j——We3sen3c+---,
24
Xcosjy==—3+84jzescos3'g+...,
X senj y =—=— %j e?sen3d & - o>
x'cosj Y= % ecos 384 (j=0, £1, £2...),
x'senj y= %J esen3 g4
x cosjy= —-:—: e2cos 3t
XTCOSJr = . . . . - « - - - (p>3)
xX'senjr= . . . . « & - - - (p>2)
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essendosl messi in evidenzd soltanto i termini della forma e*cos3¢,
e sen 3 &.
. . . 1
sufruendo di queste formule, quelle, che esprimono —»s — # cos v, danno
Usufruendo d te f le, quelle, che esp X , d

% = 5 € c0s3¢ é‘:i c0s J g, -i—je AP (a) —
_?’_JFBLJ’AO) (a) + %A}?)(a)—%fl&f" (a)z
—%essen3c ,sen]q.{—ﬂfim’(a)
— i@+ L@ ]
_rcosv——g-ae“cos%c:cosq +—ae3sen3tsen9i+""

1 termini omessi non potendo recare contributo alcuno al uostro [N].
Dalle (12') e (14) segue che dobbiam porre

a= R, (127)

3

4

efcos3t=R |(@*—3zxy)cos(3+h)q, —

—@Byx*—y)sen(3+ ) g},

_s (14)
esen3¢=R *{(#*—3zy*sen (34 h)q, +
+@Byat—y)eos G+ h)g. .
% — 7 cosv
[N] si presenta pertanto come il valore medio di ————, dove
@ *—1

. 1 . .. ,
beninteso + 2 —reosvsi riducono alla parte testé scritta, mentre a, ¢ cos 3 ¢,

¢*sen 3 ¢ hanno i valori (12"), (14').
Dopo cid troviamo immediatamente
3
R * [(5., 26s+88)
TP L (T Y

+ 3+8‘“+ slar(®) +|5—5s|ap @ -

— L 4B+ Bs] (2 —3B 2y,

Annali di Matematica, Serie III, tomo V. 39
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dove s sta per 3 + & e B; & nullo, se s non & eguale a * 1, mentre

3 7 1
BF{—§+ﬁﬁ=—ﬁﬂ,

3 7 2
B-.; =(—§— EZ)R—:—E R.

Espressione di [H'{"]. Ponendo per brevita

5 5, 265+8s? _ 3+44s 9
“=gS T T 0 AT T Ty TS
1 1 1,
“TR TR AT T
3
R‘I

0 (B)= gy 1 49 (B) + 0, 49 (B) + 02 4P (B) +- s 49(R) + B. |,

sl ha in definitiva
[9P]=06 (R).a* —3xy).

Studio della funzione ©. Si tratta di dimostrare che la funzione 6 di B
2 2

3

3
non si annulla, quando B ha un valore del tipo (1 -+ -?]:—) =(s i 3) )

dove s &, come h, un numero intero primo con 3, positivo o negativo. (Sono

soltanto da escludersi i valori s=1, s=2, corrispondenti a h=—1, h=—2,
8

s_3<u)
Cominciamo coll'osservare che, per definizione, 4 (R) (s > 0) & il coef-

“per cui risulterebbe 1=

ficienie di cos s v nello sviluppo in serie trigonometrica di —1$ .
Jy1-+ R — 2 Rcosv
La identita
1 1 1

V1+ R —2Rcosv R 1\ 1 ’
1—|—(—R-) —2§cosv

eguagliando 1 coefficienti di cos sv nei due membri, porge

A9 (B) = 5 40 (3):
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o, ponendo per brevita
1
= P
AP (B)=p A (p),

con che i valori delle A (R), per B> 1, sono espressi mediante quelli delle
stesse funzioni, per valori dell’argomento minori dell’ unita.
Si ha dalle (15) la formula ricorrente

Re dr A9 R d Rr—t  gr-t AD p—1 R dP—t A®
(») = 2l = =
AR (E) } p =1t dr™

p! dRF ~ pdRl(p—=1)! dB*
—<lp U @)+ - DA @]

che permette di esprimere ogni A% (R) per funzioni dell’argomento p, quando
cid si sappia fare per A~V (R).
Ponendo in questa formula p=1, abbiamo

d
AP(By=—p 7 1p AP () =—p [ A7 () + 4D () |5

in generale si trova

A9 (B)= (=17 p | 47 )+ p 4P~ () +

(16)
+P (P2— 1) AP-D(p) 4 - -+ 4 A0 (p) 1 ’

come si pud ovviamente verificare.
Per B <1, la funzione A (R) ammette lo sviluppo convergente (*)
| R (2s D pofy , 1 251
g 4s (R)_ 24 Rl1+223+232+

1.3(2s+1)(2s+3) N - ‘
+2.4(2s+2)(2s+4)R‘+"'$ (8—1, 2,...).

(17

I coefficienti essendo tutti positiviy 4,9 (R) ha pure valore positivo, fin-

ché B non supera I'unith; in causa delle (15), lo stesso ha luogo per ogni
AP (R).

(*) Cfr. TisseranD, loe. cit.,, Tom. I pag. 272.
Si tratta della funzione ivi designata con 5 (x). Ponendovi « = R, i=s, si ha la (17).
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Cid premesso, consideriamo i valori di s, per cui risulta

-2
3

S
E=(Z5) <t

Dovra essere s positivo, e quindi (rimanendo esclusi i multipli di 3 e i va-
lori 1 e 2) almeno eguale a 4.

I coefficienti ¢,, ¢, ¢,, ¢; della precedente espressione di © sono tutti
negativi, per s =4, quindi, essendo le 4{» (R) positive, n>>1 e B;=0,
anche 0 (R)<<0.

Supponiamo adesso B> 1 e quindi s negativo.
Sostituendo in @ (B), per le A® (R)(p=0, 1, 2, 3), 1 valori (16), ot-
teniamo

I ‘

4
8 (B) = 57| €0 AP (6) + ¢4 AV () + ¢4 AP (p) ¢4 49 () + 7 Bu |
dove si & posto

9 65 7 1

c'o=co—cl+ ¢, — 03=_8__§13_I__Ise__83’
. 17 17 1
S R
: 5 1
c’2= 60‘—303_—-_-—4"—’2—8,
(‘I = —_—Ce = 1 .
Vg = 3_4

Questi coefficienti sono tutti positivi, per s<C0; positive sono pure, a tenore

delle (15) e (17), le A (p) = A% (p); Bs & nullo, se s <<— 1. Anche ora
dunque risulta © (R) negativo, essendo n << 1.

Rimane il valore s=—1. Si ha
3 2
3 4
_1 . 3,\
P—(_—L;) =4
donde "
1 .
'9—3—16,
! 71— f 19 ’ 7 ] i 1 .
Co='1_2‘! C, Z’ CQ—Z’ 03‘_‘_27
1 2 1 32
T T T T TS
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Con cid la espressione di © (E) diviene
7

4

8 (k)= 2(%P )l A9() +7 Am()+%Aﬁ2’(p)+%l4$3’(p)—3?2f’}'

Si rileva dalla (17) che il coefficiente di p in A% (p) ¢ 1; in causa
d A ()

della relazione AD (o) = p o

di p in 4N (p).
Ne deduciamo

71 19,0 71, 19\ _ 32
A0+ 2 40> G+ 2)e =,

, & pure eguale all'unitd il coefficiente

talché la quantitd in parentesi nell’espressione di © (R) & maggiore di
TAP(R) + 5 APE)
e quindi positiva; © (B) risulta, come sopra, <<O.
Riassumendo, possiamo coneludere: La funzione © (R) & costantemente ne-

gativa per valori dell’argomento della forma considerata.

Padova, Ottobre 1900.
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