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Lehrsatze über lineare Mannigfaltigkei- 
ten proj  ec tiver Kugelbüschel, Kugel- 
bündel und  Kugelgebüsche. 

1 ) i c  n c . 2  Elcrneiit,e eiiior linenren Mannigfaltigkeit 1 Mfl l sind bi~kniint- 
lich i n  arialnger W i s e  innig mit eiiiantler veibuntlen, wic die m2 P~iriliie 
oder Qeraden einer E b e i i ~ ,  die m2 Strdilen oder ISbeiicn eiiies Eiindcls iifid 
die ooVunl;te oder Ehenen des Baumes. Beliebige n +- 1 von ilinen bestim- 
men, wenii sie liiiear von einander unabliangig sjrid, die gnnw Mannigf:il- 
tiglreit 1 M,, 1, und diese enthiilt, jede linrnre Mannigfaltigkeit 1 Mi 1, die durch 
lieliebige i 4- 1 ihrer Elemente bestimmt ist. Die Ziisammenfassung projec- 
tiver Gebilde zu Iiiiearen Maniiigfaltigkeiten f6rdei.t deshnlb die sys temut i sc l~e  
Entwiclcelttmj der Abhii~agigheeit geonfetj.ischer Gestal te~z  von ei~zatide~p, welche 
JACOB STEINER der geometrischeii Porschung zur Aufgabe rnachte. Zudem sind 
mit solclien Mannigfaltiglieiten rerscliiedenartige geometrische Gestalten und 
manclierlei Erzeugnisse ilirer projectiren Gebilde veiabunden, die an sicli ~ o r i  
crliebliclien~ Interesse sinrl. 

Die iiachfolgenden Satze über derartige Marinigfaltigkeiten lassen sic11 
nus meincr : SyntlwE. Geo~lzetrie d e y  Ifiigellz zcizd l i ~ z e a r e ? ~  ICugelsysteme (Leip- 
zig 1879) (*) urid meirim Abhandlung: Ueber i i ~ ~ e a w  2lIafa~zigfi~liigkeite1z p.0- 

jectivev Ehenetzbiischel z i d  collit~eat-et. Biitzdel d e r  IZirume, 1 (in Crclle's 
Journal, Hd. 104) nbleiten mit Hülfe des Satzes: 

tr Die Potenzehenen, welche eine beliebige Kugel x mit homologen Kii- 

a geln projectiver Kugelhüschel, ICiigelbündel oder Kugelgebüsche liestimnit, 
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u entsprechen einander in projectiven Ebeiienbüscheln , collinearen Ehenen- 
u bündeln resp. collinearen Raumen. n 

Mit linearen Mannigfaltigkeiten projectiver I\ugelbüschel hnt sich meiiics 
Wissens Herr TIMERDING (*) zuerst beschaftigt, und durch ilin w-urde icli zii 
Untersuchungen darüber angeregt. 

Mit 1 k, 1, 1 B, 1 resp. 1 Y, 1 bezeichne ich lineare, n-fach unendliche Mari- 
nigfaltigkeiten projectiver Kugelbüschel lc, Kugelbündel R resp. Kugc1gel)ü- 
sclie T', und hemerke ein für allemal gleich hier, dass diese Mannigfaltig- 
lteiten durch Inversion in lineare Mannigfaltigkeiten gleicher Art  üliergelieri. 
Ihre Specialfalle lassen wir i. A. unberiicksichtigt. Von den mit ihneii ver- 
bundenen und hier erorterten Gebilden seien hervorgehoben eine Congruenz 
von mg Kreisen (13.), von denen zu einer beliebigen Kiigel oder Ebene niir 
einer normal ist und durch einen beliebigen Punkt niir einer geht, ein Com- 
plex von m3 Kreisen (27.), von denen auf einer beliebigen Kugel oder Ebene 
niir einer liegt, und eine Gruype von acht Punkten (18.), von welchen he- 
liebige sieben den achten eindeutig bestirnmen, die aber nicht die Sclinitt- 
punlite l7on drei linear unabhangigen Fliichen zweiter Ordnung sirid. 

$ 1. SCHAAREN PROJECTIVER KUCIEI~B~~SCIIEL (**). 

1. Eine Schaar I X., I projectiver Kugelbüschel ist durch lielie1)ige zwei 
ilirer aol Büschel bestimmt. Sie erzeugt durcli die homologen Kugeln i l i r ~ r  
Büschel eine zweite Schaar projectiver Kiigelbüschel, die Le i t schna~  der er- 
steren. Die Büscliel von jeder der beiden Schaaren bestehen R U S  homologen 
Kugelri der Büschel der anderen Schaar und sind durch diese Leitschanr 
projectiv auf einander bezogen. Reide Büschelschaaren sind durch zwei be- 
liebige projective Büschel der einen oder der anderen Schaar eindeutig bc- 
stimmt und in dem Kugelgebüsch enthalten, das die beiden Rüschel verbindet. 
Die u o ~ u g e l n  ihrer no' Büschel bilden in dem Gebüsch eine quadrntisclie 
Congruenz C2; durch jede Kugel von C, geht ein Büschel der einen und einer 
der anderen Schaar. 

2, Die Potenzebenen, welche die Iiugeln den Congruenx C, mit einer 
bcliebigen Kugel z bestimmen, umhiillen i. A. eine Regelfliiche P z w c i t r n  
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Gi.ntles; die Potenzaxeii, welche die Büscliel der beiden Scliaaren 1 k ,  1 mit x 
bcstirnnien, bilden die beiden Regelschaaren von Re. Wenn die Kugel x sicli 
ihidert, so geht die Flaclie Rg in collineare Flaclien zmeiten Grades über, die 
zu je zweien perspective Lage haben (*). Auch die Yolarebenen eines belie- 
bigen Puriktes bezüglicli der Ihge l i i  der Congruenz C, umliüllen eine zu R' 
collineare Regelflache zweiten Grades. Die Mittelpunkte der Kugeln von C, 
liegen i. A. auf einer zii R' recjprokeri Fliiclie K i  zweiten Grades (*). Die 
quadratische Congi-uenz C, bestelit dernnacli aus den so2 Kugeln, deïen Mit- 
telpunkte auf 121 liegen, und die eine gewisse Kugel, die Orthogonalkiigel 
des durcli C, gelienden Gebüsches, rechtwiiiklig schneiden; ilirt! cd Kugeln 
urnhüllen nach DARBOUX eine Cyklide ,**), d. 11. eine Flikhe vierter Ordnung, 
die den unendlich ferneii Kugelkreis doppelt crithalt. Die hiquadratisclie Schnitt- 
linie der Orthogonalliugel mit Ri ist der Ort der Punktkugeln von C,. 

3. Die Grundlweise der mi I~ugelbüscliel beider Schaaren liegen i. A. 
auf einer F l k l i e  Il" vieiter Ordnung und bilderi auf ilir zwei Kreisschaaren. 
Ieder Kreis der eineii Schaar kann mit jedem Kreise der anderen durch eiiie 
Kugel der Congruenz C, verbuiiden werdeii (1.:. Diese liugel schneidet die 
Flache 3" in den beiden Kreiseii und berülirt 17' doppelt in deren Schiiitt- 
punkteil. Die Plache F4. wird deinnacli von den Kugelcongruenz C, umliüllt 
iiiid ist die C ~ l d i d e  von DARBOUX ('2.); aie gelit durcli Tnversioii bezüglicli 
der Orthog~iialliugel von Co in sicli selbst über. Auch die Ebeiien der Con- 
.gruenz ei-itlialteii je zwei Kreise der beiden Fjchaaren aiid herüliren die Cy- 
lilide doppelt; sie gelieii durch das Centrilm der Ortliogonalliiigel und taii- 
giren die Reg$fldche RYvgl .  2.), umhüllen also einen Kegel zweiter Ordnung. 
Die I<ugeln duïch einen beliebigen Kreis der eineii Scliaar schneiden die Cy- 
Idide in den Kreiseii der anderen Schaar und hilden einen der soi K u p l -  
biiscliel von C,. J e  zwei projective Büscliel der einen oder der anderen 
Scliaar 1 k, I erzeugen die Cyklide utid eiiie ihrer Kreisachaaren. 

4. Ein beliebiges Eugelgel~üsch liat mit der Congruenz C, eine qux- 
dratisclie Schaar von I h g e l n  gerriein. Diese Kugelschaar ist in eineiii 
Büiidel enthalten und umliüllt eine speciclle Cyklide, welche eine Schaar 
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Iireisforiniger I<rümmungslinieii liat und der Cyklide F4 liiiigs eiiicr biqiiatli~ti- 
tisclleii Rauincurve eiiigeschrieben ist ; die Mittelpunlitc ilirer Kugclii licgcii 
i. A. auf einem Kegelschnitt. Die Potenzebenen resp. Yotenziixen, welclic clic 
ICugelri der quadratischen Schaar mit eiiier Kugel oder einem Kreise ùestiiii- 
men, umhüllen i. A. eiiieii Kegel zweiter Ordnung resp. eiiieii Kegelsclinitt. 
Auch die Pelai-ebenen eiries beliebigeii Yuiiktes bezüglicli dieses Kugelii imi- 
liï~lleri einen Kegel xweiter Ordnung. 

5. Die quadratische Congruenz C, wird aus einer beliebigen Kugel ï 

tlurch einen quadratisclieii Kugelcoinylex C, projicirt. Dieser entliiilt tlic 
K.-Büschel und-Büiidel, welclie x mit den Kugelri und Kugelbiiscliclii der 
Coiigrue~iz verbinden. Der Coniplex enthnlt zwei Scliaaren von Kugelliiiidclii 
und hat Y. zur Doppelkugel; seine Ebetien umhüllen eiiie Regelflaclie Jiz zweitcii 
Grades (2 ), iind er besteht aus den c d  Büsclieln, velche x niit, den Bc- 
iülirungsebenen dieser Flache verbiiiden. Der Ort der Puriktkugeln des Coin- 
plexes ist eine Cyklide, die zu sich selbst invers ist in Bezug auf %. Mit 
cinem ICugelgebusclie hat  der Complex C3 eiiie quadrntischo Kugelcoiigrueiiz 
gemeiii, die als eiiie Projeotioii voii C, aus der Kiigel z aufgefasst weideii 
kanii uiid dieselheri Eigenschafteri Iiat wie C, . 

6, Dic crol Kugelbündel, deren Orthogoiialkugelii je eineii Büscliel dcr 
cluadrtitisclien Coiigruenz C, bilden, sind iii einem quadsatisclien Coinplesc Cr:, 
ciitlialtcn. Dieser eiithalt zwei Schaaren von Iiu~elhiiritlclii iiiicl liat (lie Or- 
tliogonallrugel von C, zur Doppellrugel. Der Ort seiner P~ii1;tli~;elii ist dic 
von C, urnhüllte Cvklide (3.); der Ort seiiier Ebeneii uiid der Poteiixascii 
sciiier wi Bündel ist die Itegelfiiiche Bi zweitcii Grades, welche dic Miltel- 
1)unllite der ICugclii  on C, enthiilt (2.). Dieser quadratisclie Co:npleu Cf, Iiat 
dicselben Eigenschtlften wie der volthin (5.) erwiilinte C3. 

$ 2. DAS NETZ PROJECTIVER I<UGELBÜSCHEL UBD DI12 RIML 
PROJECTlVER ~ ( U C I E L B ~ N D E L  (*). 

7. Ein Netz Ic, l projectiver Ihgell-iüschel ist durcli belicbigc tirci 
soiircr cd Büscliel ùestirnrnt; es enthkt  jede Büschelsclinnr, welclie zwei cliescr 
Büscliel verbiiidet. Seine oo2 Büschel erzeugen eiiie Reihe I R, I von mi Ku- 

y) Vgl. Crelle's Jotimctl 101 S. 214. Herr ' i ' i . \ i ~ o r ; . i ~  defiiiirt a. a. O. das Nctz, iiiciit 
abcï die Reihe. 
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gdlbiindeln, dic aus je m2 lioinologeii Kugeln der Büschel bestelien uiid durcli 
(lie Büscliel des Netzes projectiv auf eiiiaiider bezogen werden. Die ooi Eiiridel 
dcr Reilie erzeugen durch ihre l~omologeri Kugeln die m2 Büschel des Netzcs; 
die Biiiidelreilie B,  ist deshalti durch zwei beliebige ilirer projec tiven Ku- 
pllbüritlcl zugleicll mit dein Biisclielnetze X:? hestimmt. 

Die Potenzpuiil;te, die eine beliebige Kugel x mit je einem Bündel dcr 
Reilie I B,  I bestirriiiit, licgeii i .  A. auf  einer cubischen Rauincuïve c" die ckso 

S c h e i i  dieser Raurncui-ve aber sind die Potenzaxen, welche x mit je eiiiern 
Ciisciiel tles Xetzes 1 Ic ,  I bestimnit. Da iii der  I'otenzebene eiiics durch ;c ge- 
Ilciiden Kugelbiiscliels i. A. drei Puiilite und drei Sehiieii der cubisclieii It:iuiii- 
curve liegen, so bat der Büscliel i. A. mit drei Eiirideln der Reihe und i i i i t  

drei Ciischeln des Netzes je eiiie Kugel gemein. 
8. Die d B u s c h e l  tles Netzes I k z  I und die cul Büiidel der Reille ] Il, ] 

liegen demiiacli iii eineiii cubischen Kugelcomplese f,',, von dessen W K U -  
gdii  jedc in einern Biiscliel von I IL- I uiid in eiiiem Eüiidel von 1 B, 1 entliiilteri 
jst. l)je Ebenen des Complexes C, urnhüllcn eirie Regelflache R:' drit,teri G ~ R -  
des, clen Ort der Yotenzanen seiner oo' Kugelbündel, der  Poteiizebeneii der cm2 

Biiscliel voii I;, und der Patenzpuiilcte der cioz Kugelgebüsche! die je eiiic: 
Hüsclielscliaar von 1 eiithalteri. Die Centralebenen der oo' Büriclel dcr 
h i l i e  B,  bilden i. A. einen cubisclien Ebeneribüscliel, dessen Ascn  die 
Ceiitrallinien der CIO? Büschel des Netzes IL, 1 siiid. Von dieseri Ascii licgt 
i. il. eine uneiidlich fern, urid das Netz eiîtlialt daher  einen und i. A. iiur 
ciiieii Ebenenbüschel. Die Ebenen dieses Bhche l s  schneide~i sich i n  der Dop- 
yc l ld i t sge raden  der cubischen Regelflache R3. Die Punktkugeln des Coni- 
pleses C, und die Orthogonalkreise seiiier cd Kugelbündel liegeri aiif einer' 
E'liiclie sechsteï Ordtiung; diese eiithalt den unendlich ferneil I<ugellircis 
di*eifiicli uiid (vgl. 9.) eirien andern I<reis doppelt, der mit den Orthogonsl- 
krcisen durch Kiigelii verbunden werden kunn. 

9. Zwei beliebige Bündel der Reihe R, 1 haben eine Doppelltugcl dcu 
ciibischen Coniplexes C, gemeiii. Durcli die Doppelkugel gehen von dem 
Netze X.? zwei Kugelbüscliel, die in je einem der beiden Bündel enthaltcn 
siiid iind aus Doppelkugeln von (=, bestehen. Der cubische Cornplex entliiilt 
cincn Biindel von Doppelkugeln und in ihm col Büschel des Netzes k2  1. 
Diese BLisciiel bilden eine specielle Schaar, und ihre Grundkreise liegen auf 
eiiier besonderen Cyklide. Sie bestimmen mit einer beliebigen Kugel Yo- 
tenzasen, die niclit auf einer Regelfliiclie soiidern auf einem Kegel zweiter 
Ordiiung liegen; ihre Centrallinien umhüllen eirien Kegelschnitt, und ihre mi 
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Ebenen berühreii die cubische Regelfliiclie R3 doppelt (8.) iind sclineidcn sioli 
in der einfachen Leitlinie von R?, welclie mit der Yotenzase des Doppelku- 
gelhündels zusarnmeiifallt. 

10. Ein beliebiger Kugelbuçcliel Iiann mit den drei Bündelii der 
Reille B, , mit denen er  Kiigeln gemein liat (7.), durcli Kugelgebüsche 
verbunden werden, und drei seiner 0rthogonall;ugelii sind zu je einem dieser 
Bündel orthogonal. Demiiach bilden die cc2 zu je einem Biiridel von 1 Bi 
orthogonalen liugeln eiiie cubisclie Congruenz, die aus oo' Büsclicln bestelit. 
Ilire Nittelpunkte liegen i. A. auf einer cubisclieii Regelf-liiche, und die Po- 
temebenen, die sie mit eiiier beliebigen Kugel x bestimmen, umliülleii i. A.' 
eine cubisclie Regelflache. Einen ausgezeichneteii Büscliel der Congrueiiz 
bilden die Kugeln, die zu deni Doppelliiigelbündel des Complexes C, or- 
thogonal sind. Ihre Mittelpurilite liegeii auf der eiiifaclien Leitliiiie dei. 
ersteren, und ilire Yotenzeberieii mit x gehen durch die Doppelpuiiktsge- 
rade der letzteren cubischen Regelfliiclie. Von den oo4 ICugelbüscheln, die je 
m e i  Kugelii der cubischen Coiigrueii~ verbindei-i, bestehen ool aus coiiceii- 
trischeii liugelii, und deren Mittelpiiiikte liegeii auf der Doppelpuiiktsgeradeii 
der ersteren cubisclieii Regelflaclie. Andere mi von den oo4 Büsclielii geheii 
durch die Leliebige Kugel z ,  und diese liegeii iii einem Bündel, welcher 
die einfaclie Leitliiiie der zweiteti cubischen RegelfiSidie zur Potenzaxe Iiat. 
Die Ebeiieii der cubiçcheii Kugelcongruenz sind die Centralebenen der cc' 
Büiidel der Reihe I B, 1 und \rildeii einen cubisclieii Ebenen1)üscliel (B.); 
die Punl~t l~ugeln  der Congruenz fallen mit den Iinotenpuiikten der Büiidel 
von I B, 1 ziisammen und liegeii auf eiiiw Raurncurve sechster Ordnung 
(vgl. 13.). 

11. Der cubisclie Coinples C, liat niit einem beliebigen Kugelge- 
bï~scli I' eine cubisclie Kugelci>ngruenz geinein. Diese liaiin durcli eiricn 
IL-Biiscliel beschrieben weïden und eiithiilt die Kugeln eiiies ausgezeicliiietcii 
Cüschels doppelt (9.). Die Potenzebenen, welche die w2 Kugeln der Coii- 
g n ~ e n z  mit eiiier beliebigen Kugel z bestlrnmen, umhiillen eine cubische Re- 
gdflache; durch dereii eirifache Leitlinie gelien die sie doppelt berührenden 
Potenzehenen, welche die ool Doppelkugeln mit z bestinimen. Die Ebenen 
der Congruenz umhülleii eiiien Kegel dritter Klasse; sie berühren die cubi- 
sche Regelfliiclie und gelieii durch den Potenzpunlit von ï'. Das Kugelge- 
büscli I' entlialt eineii und i. A. nur eineii Büschel des Netzcs I k ,  1 ;  dieser 
bestimn~t niit z eine Poteiizaxe, aiif welclier die oo' Doppelpunkte der CU- 

bisclien Regelfliiclie liegen. 
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po jec t iaer  Kugelbiischel, TCwjeEbiinde2 ulzd ICugelgebiische. 7 

12. Die Centrenflache der cubischen Kugelcongruenz (12.) ist eben- 
fnlls eine cubische Regelflache, die zu der vorigen reciprolr ist; ihre Dop- 
pdpunlite sind die Mittelpunkte der oo' Doppelkugeln, und  ihre doppelt hc- 
i.iihrendcn Ebenen gelien durch die Centrallinie des in der Congruenz ent- 
linltenen Kugelbiischels von 1 k,  . Diese Plache hat mit der Orthogona~lliugcl 
von r eine Raumcurve sechster Ordnung geinein, den Ort aller Punkt1;ugeln 
der Congruenz. 

Wenn das Kugelgebüsch r durch einen Biindel der Reille 1 B, 1 gelit, 
so Iiat es mit; dem cubischen Complexe C, diesen Bündel und eine Biischcl- 
schnnr des Netzes 1 IL2 1 gemein. Die zugehorigeii cubischen Regelfliichen ïer- 
fnllen d a m  in je eine Regelfliiche zweiten Grades und einen Punkt o(1~;- 
nine Ebene. Iedes durch den D~~pe lkuge lbünde l  von C, gehende Gebiiscli 
Iint mit C, einen Bündel der Reihe I BI I gemein. 

13. Von den Biischeln des Netzës 1 1c2 1 sind die cio2 Orundkreise so 
im Raiime vertheilt, dass eine beliebige Kugel oder Ebene zu nur einem von 
ihnen normal ist (Il.), und dass folglich ein beliebiger Punli-t a.uf nur eiiiem 
von ihnen lie$ Eine Ausnahine maclien die cd Kugeln, die zu je einem 
Bïhdel der Reilie 1 B, 1 orthogonal sind und (10.) eine cubische Congruenz 
ldden. Denn zu jeder j on ihnen sind mc der Grundlireise normal (12.), 
iind zwar ist deren Oint eine Cyldide (3). Von den clco OrthogonalBuçeln der 
Ileihe 1 B, I reduciren sic11 ml aiif Punkte, und durcli jeden von dieseii ge- 
lien mi aiif einer Cylrlide liegende Grimdlrreise des Netzes 1 l:, und m? lio- 
rnologe Kiigelri seiner Biiscl-iel. Diese ausgezeichneteri Punlite sind die Kno- 
tcnpunkte der mi Biindel von 1 B, 1, in ilinen schnciden sicli je ool homologe 
Ilreise der Bündel und die cio2 C~kl idcn ,  welche je eine Büschelschaar Ton 

k einhüllen (vgl. 3.), und sie liegen mit sechs Putikten des unendlich 
fërnen Hugelli-reises aiif einer Raumcarve sechster Ordniing. Mit den oc2 
G-riindkreisen des Netzer; , 1;: 1 Iiat die Raumcurve je vier Punkte gemein, 
niid (lie Axe des in 1 k ,  ; enthnltenen Ebenenbüschels s~:hrieidet sic: viermnl. 
D:w Biischelnetz I,.? 1 und die Biiiidelreihe U ,  ' sind durch die R:~iimciirvr! 
cirideutig bestimint. 
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$ 3. DER LIXEARE COMPLEX PROJECTIVER KUQELB~SCHEL UND DIE SCIIAAR 
PROJECTIVER KUQELGEB~SCHE (*). 

14. Ein linearer Coniplex l k, projectiver Kugelbiischel ist durch he- 
liebige vier seiner Büscliel bestimmt; er enthalt w3 Büschelnetze 1 I,., 1 und 00' 

Eiischelscliaaren ho, '. Seine m3 Büschel erzeugen eine Schaar I r, von mi 
Kugelgebüschen, die ails je w"iomo1ogeii Kugeln der Büschel bestehrii und 
diii-ch die Büschel projectiv auf einander bezogen verden. Die projectiren 
Cfcbüsohe der Schaar ri 1 erzeugeri durch ihre homologeii Kugeln die cio3 

TSiischel des Complexes k, , und zwei beliebige von ihnen bestimmen dcn 
Comples und zugleich die Schaar. Die Gehüsche der Schaar enthalten folg- 
licli je c d  Büschel des Complexes k,  ; zu zweien oder dreien haben sie einc 
Eiischelschanr . k, resp. einen Büschel des Complexes mit einander gemein. 

15. Die clos Büschel des linearen Complexes I Ir, bestimmen mit einer 
beliebigen Kugel x Potanzaxen, die einen tetraedralen quadratischen Strali- 
Icncomplex bilden. Iede Hauptebene dieses Strahlencoinplexes ist die Po- 
tenwbene eines durcli z gehenden Biischels von I k ,  ; durch die Kugel z 

gchen demnach i. A .  vier Büschel des Complexes 1 k3 und vier Gebüsclic. 
der Scliaar I', . Auf der beliebigen Kugel z liegen also die Grundkreise von 
vicr Büscheln des Complexes. Die 00' projectiven Gebüsche der Schaar he- 
stimmen mit x collineare, den Strahlencomplex erzeugende Ebenenriiiimr ; 
von diesen (-us Raumen aber arten i. A. vier RUS in Ebenenhündel, und deren 
Mittelpunkte sind die vier Haiiptpurikte des tetraedralen dtrahlencomplexes 
iind die ~ o t e n z p i i n ~ t b  der vier durch z gehenden Gebiische von r, . Von 
den w4 Büschelscliaaren des linearen Complexes k, sind c d  speciell (vgl. 9.) 
iincl in Kugelbündeln enthalten, von denen i. A. sechs durch x gehen; dir 
I'otcnzaxen dieser sechs Bündel verbinden die vier Hauptpunkte. Der Coni- 
plcx 1 ka 1 enthah (8.) eine Schaar projectiver Ebenenbiischel (TIMERDING), und 
deren windschiefe Axen liegen mit tlcn vier Hauptpunliten auf einer Flliclio 
zwciten Grades. 

16. Von den cci Eugelgebüschen der Schaar r, Mden die Ortlio- 
gonalkugeln eine rationale biquadratische Kiigelschnar ("1. Vier von iliiicn 

('fi) V01. Cwllc's .Joolw~zul 10 1 S. 217 iind T r ~ r e w ~ ' i c  a. a. O. 
('$:'*) ITcrr T I ~ R I H X G  discutirt a. a. 0. iiisl~esniidcre tlicsc Iiiigclsclianr iiiitl lcitct I I .  a. 

ilic Slitzc dirsrr N." 16 ab. 
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sind zu einer beliebigen Kugel oder Ebene x normal (15.) oder gehen durch 
einen heliebigen Punkt, vier der Orthogonalkugeln sind Ebenen und aclit 
reduciren s k h  auf Piinkte. Zu heliebigen drei der Orthogonalkugeln ist al- 
lemal ein Büschel des Complexes 1 k3 l orthogonal (14.). Die Mittelpunkte 
der Orthogoiialkugeln liegen i. A. auf einer rationalen Raumcurve vierter 
Ordnung. Diese Raumcurve sclineidet die Axen der mi in 1 IC, enthaltenen 
Ebenenbüschel je dreinîal und liegt mit ihnen aiif einer Flache zweiten Gra- 
des (15.). Die Potenzebenen, welche die Orthogonalkugeln von ] r, 1 mit einer 
Kugel x bestimmen, bilden einen cubischen oder biquadratischen rational~n 
~l>eneiib&chel, jenachdern x eine oder keine der Orthogonalliugeln ist. 

Von den K~ Kugelbüscheln des linparen Complexes 1 k, 1 bilden die Cen- 
trallinien einen tetraedralen quadratischen Strahlencomplex, welcher die Or- 
thogoiialeberien der vier symmetrischen Gebüsche von Ir, \ zu Hailpiebenen 
Iiat. Die vier Hnuptpunkte dieses Strahleiicomplexes Sind die Mittelpunlite 
von vier Büscheln concentrischer Kugeln, ihre sechs Verbindungslinieri sind 
die Crntrallinien von je oci Riischeln des Complexes 1 k,l. 

17. Zu ciner beliebigen Kugel r, sind coi BLischel von 1 k ,  1 orthogonnl, 
niimlich von den ccS in (k, 1 enthaltenen Bündelnetzen i. A. je ein Bii- 
schel ( I l . ) .  Diese CG' Büschel bilden eine Schaar 1 k ,  1, und ihre zu x nor- 
malen Grundkreise liegen auf einer Cjklide (3.). 1st aber x die Ortliogonal- 
liugel eines Gebüsches der Scliaar 1 I', 1 ,  so sind zu ihï  we Rüschel des li- 
riearen Complexes 1 k,  1 orthogonal (14). Diese bilden in dem Gebüsch ein 
specielles Netz 1 A,, 1; ihre me zu x ii6rmalen Grundkreise Sind \vieder so im 
Raiimo vertheilt, dass von ihneii nu i  einer zu einer beliebigen Kugel normal 
iet und nur einer durch einen beliehigen Yunkt geht (13.). 

18. Die Schaar 1 I', \ enthalt ac.ht specielle Gebüsche, deren Orthogo- 
gonalkugeln sich auf Punkte reduciren (16.),  und deren Kugeln durch je 
einen dieser acht cr Grundpunkte n gehen. In jedeni Grundpunkte schneideii 
sich homolnge Kugeln der w3 Büschel von 1 k3 1 und die ocP Grundkreise 
eines speciellen Xetzes des Complexes. Durch zwei beliebige Grundpunkte 
gehen die ~"rundkreise  einer speciellen Büschelschaar von 1 k ,  1; zu je 
dreien liegen die acht Grundpunkte auf 56 Grundkreisen des linearen Com- 
plexes ) k3\. Die Cykliden, welche die n4 Büschelschaaren von 11;,1 um- 
hüllen, schneiden sich in den acht Grundpunkten. 

Beliehige sieben von den acht Punkten bestimmen eindeutig den achteri 
und zugleich den linearen Büschelcomplex 1 k ,  1 nebst der Schaar 1 r, ] pro- 
jectiver Kugelgebüsche. Iede Inversion, die einen der acht Grundpunkte z u m  
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1 O Il e y e :  Lehrsütxe u b e r  lineave Mawnigfa7figkeiten 

Centrum hat, verwandelt die sieben übrigen in sieben Punkte einer cubischen 
Raumcurve, den Complex ) li; 1 aber in einen speciellen Büschelcomplex, der 
ein Netn projectiver Ebenenbüschel enthalt. Die cuhische Rautncurve schneidet 
in den neuen sieben Yunkten eine specielle Cyklide dritter Ordnung, welche 
beliebige zwei der Punkte zu Doppelpunkten hat;  diirch seclis dieser Punkte 
ist so der siebente eindeutig bestimmt. 

19. Ein  Netz 1 Bz 1 projectiver Kugelbündel ist durch beliebige drei 
seiner CO' Bündel bestimmt und enthalt jede Biindelreihe, welche zwei diesei 
Bündel verbindet. Seine Bündel erzeugen durch ihre homologen Kugeln ein 
zweites Netz 1 Bf,I projectiver Kugelbündel, das u Leitnetz n von 1 R, 1. Die 
Biindel eines jeden der beiden Netze bestehen aus homologen Kugeln der 
Bündel des anderen Netzes und sind durch clessen Bündel projectiv auf einan- 
der bezogen. Iedes der Netze hat  das andere zum Leitnetz, und drei belie- 
bige seiner prnjectiven Bündel bestimmen beide Netze eindeutig. 

20. Die n"otenzpunlrte, welche die Kugelbündel der beiden Netze 
B, 1, 1 Br, 1 mit einei. beliebigen Kugel z bestimrnen, liegen auf einer allge- 

nieinen Flache FQIritter Ordnung, der zu x gehorigen u Ordnungsflache 7, 

der Netze. Mit der Potenzaxe eines beliebig durch x gehenden Kugelbün- 
dels hat F 3  drei Potenzpunkte gemein, und diesen entsprechen in den Netzen 
drei paar Bündel, die mit x und jeneni heliebigen Bündel durch drei Ku- 
gelgebüsche verbunden werden konnen. Iedes dieser Gebüsche hat einen der 
tlrei Punkte zum Potenzpunkt und enthalt x .  Unter der Orthogonalkugeln 
rine* beliebigen Kugelbündels giebt es also i. A. drei, die zu je einem Bündel 
des einen Netzes und dainit auch zu je einem Bündel des anderen ortho- 
gonal sind. 

21. Die Orthogonalkugeln der ao"Ünde1 heider Netze bilden einen 
rubischen Complex C, ,  worin zwei Systeme von je h2 Kugelbüscheln leicht 
nachzuweisen sind; in einem beliebigen Kugelbüschel liegen i. A. drei der 
Orthogonalkugeln (20.). Von den Potenzaxen der .cd Bündel des Netzes 1 Be 1 

(*) Val. Crelle's Journal 104, S. 223. 
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projective,. Kuyelbiisciiel, Kugelbiitzdel und Kuyelgebiisclle. 11 

gehen demnach drei duroli der Mittelpunkt c.oncentrischer Kugeln, d. h. durch 
einer beliebigen Punkt. Die Ebenen des Complexes C', urnhiillen eine 3'1%- 
che Q3 dritter Klasse; sie sind die Centralebenen der se Bündel und enthalten 
deren Orthogonallireise. Unter den Rundeln eines jeden der beiden Netzc 
gieht es i. A. sechs, deren Orthogonnlkreise Gerade sind (vgl. 22.), und diese 
zweirnal sechs Geraden bilden auf Q3 einc S c ~ ~ ~ ~ ~ i ' s c h e  Doppelsechs. Der 
Ort d ~ r  Punktkugeln des cubischen Complexes C, ist eine Fl%clie sechstei. 
Ordnung; diese geht dreimal durcli den unendlich fernen imaginaren Kugel- 
kreis, enthalt die Iinotenpunlrte der Bündel beider Netze und wird durcli 
beliebige drei projective Blinde1 des einen oder des anderen Netzes erzeugt. 

22. Durch die beliebige Kugel x gehen von den beiden Netzen 1 B, ,, 
B', 1 je sechs Bündel, und deren zweimal sechs Potenzaxen bilden auf dei. 

vorhin (20.) erwiihnten cubischen Fliiche F3 eine S C H L ~ F L I ' S ~ ~ ~  Doppelsechs. 
Die Orthogonalkreise der oce Ründel von ( B, ] oder 1 Br2\  sind demnach so 
im Raume vertheilt, da3s eine IIugel oder Ebene i. A. zu sechs von ilineii 
normal ist, und dass durch einen beliebigen Punkt seclis von ihnen gehen; 
aiich giebt es unter ihnen i. A. seclis Gerade, wie hieraus durch Inversion 
folgt. Von den Po tenzax~n  der c ~ B ü n d e l  dcs Netzes 1 B, 1 liegen sechs iii 
einer beliebigen Ebeiie und gehen (21.) drei dui-ch eirien beliebigen Punkt.  
Die Orthogonalkreise der oc2 Bündel bestimmen mit biner beliebigen Kugeln N? 
Potenzaxen, von denen drei in einer beliebigen Ebene liegen (21.) und sechs 
durch einen beliebigeii Punkt gehen. Der Orthogonalkreis eines Bündels von 
1 Bz 1 kann mit den Orthogonalk~eisen von oc' Bündeln des Netzes 1 B', ' 
durch Kugeln verbunden werderi; diese bilden einen Büschel des cubischen 
Kugelcomp1exes C , .  

23. Mit einem Kugelgebüsch r hat der Cornplex C, eine cubische 
Kugelcongruenz C,  gemein, und diese enthiilt zwolf Kugelbüschel , die aus 
der Orthogon~lkugeln je eines Bündels von 1 B, 1 oder 1 B', 1 bestehen (22.). 
Die Yotenzebenen, welche die oc2 Kugeln der Congruenz C, mit einer be- 
liebigen Kugeln v, bestimmen, umhüllen eine Flache dritter Elasse; jene 
zwolf Büschel bestimmen mit r. zwolf Potenzaxen, die eine Doppelsechs dieser 
Flache bilden. Die Mittelpunkte der Kugeln von C, liegen auf einer Fla- 
che F 3  dritter Ordnung, und auf dieser bilden die Centrallinien der zwolf 
Biischel eine Doppelsechs. Die cubische Congruenz besteht aus den oo2 Ku- 
geln des Gebüsches r, deren Mittelpunkte auf F 3  liegen; sie enthalt ausier 
den zwolf noch i. A. hinfzehn andere Kugelbüschel. 
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5 5. DER LINEARE COMPLEX PROJECTIVER KUQELB~NDEI, UND DAS NETZ 
PROJECTIVER KUC~ELGEBÜSCHE (*). 

24. Ein linearer Coinplex 1 B, 1 projectiver Kugelbiindel ist durch be- 
liebige vier seiner h3 Bündel bestimmt und enthalt w3 Bündelnetze und c~~ 

Bündelreihen. Seine Bündel erzeugen durch ihi-e homologen ICugeln eiri 
Netz 1 r, ( von ma projectiven Kugelgebüschen, deren homologe Iiugelii jc 
einen Bündel des Complexes bilden. Das Metzg[ r, ( enthalt c c g c h a a r e r i  
projectiver Kugelgebusche und ist durch beliebige dïei seiner Gebüsche zu- 
gleich mit dem linearen Complexe ( B,1 bestimmt. 

25. Durch eine beliebige Kugel x gehen Gebiische des Netzcs 
1 r, 1, und deren Potenzpunkte liegen auf eiiier Raumcurve seclister Ordnurig, 
der zu z gehorigen u Kerncurve n c6. Durcli L gehen aucli Bündel des 
linearen Complexes , B, 1, und deren Potenzaxen schneiden die Iierncurve c6 

je dreimal und liegen auf einer Flache F8 achten Grades. Ieder durch z 

gehende Bündel von 1 R, 1 ist somit in drei Gebuschen voii 1 r2 1 enthalteii; 
seine Potenzaxe schneidet ce in den drei Potenzpunkteii, und seiri Orthogo- 
nalkreis liegt auf den Orthogonalkugeln dieser drei Gebüsche. Die Flaclie F 8  
Iiat c h ~ ~ r  dreifachen Curve, und durcli die Punkte von c6 gehen je drei 
jener mi Potenzaxen. Die ?oi durch x gehenden Gebüsche voii 1 I'? 1 enthalten 
also je drei durcli x g e h ~ n d e  Bündel von 1 B, 1. 

26. Iedes Gebiisch der Netzes ] rP 1 enthalt c d  Bündel des Iineareii 
Complexes 1 B, 1, und durch eine beliehige seiner Kugeln x geheii drei tlieser 
Bündel (23.); die Orthogonalkrcise der drei Biindel sind zu der Kugel z 

normal. Auf der Orthogonalkugel eines Gebüsches voii 1 r2 1 liegen demnacli 
dic Orthogonalkreise von clci Bündeln des Complexes 1 B3 1, und zwar bilden 
die Ebenen dieser Kreise einen ciibischen Ebenenbüschel; die Potenzaxen 
der mi Bündel aber liegen auf einern Kegel dritter Ordnung mit einem Dop- 
pelstrahl. Die mi Bündel Ililden eine specielle Bündelreihe des Complexes 1 Bg 1. 
Ein beliebiger Bündel B von 1 B, 1 hat mit den übrigen Bü~ideln i. A. je eine 
Kugel, mit cm1 von ihnen aber je einen I(ugelbüsche1 gemein. Diese xi Hündel 
liegen in den drei durch B gehenden Gebiischen des Netzes 1 r, 1. Durch den 

(y Vgl. CreLle s Journal 104 S W7, 
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Orthogonalkreis jedes Bündels voii 1 B, 1 gehen (25.) die Orthogonalkugeln 
dreier Gebüsche von j r, 1. 

27. Die Potenzpunkte, welcbo die Ilugel x mit den m3 Bündeln des 
Complexes [ B, 1 bestimmt, erfüllen den ganzen Raum, und in einen helie- 
bigen Punkt fd l t  iiur einer von ibnen. Eine Ausnahme machen die Purikte 
der Kerncurve c6, indem mit ihnen je no' der Potenzpunkte zusan-imenfallen. 
Die zu x gehorigen cubischen Ordnungsflachen der ocS Bündelnetze von 1 B, 1 
gehen alle durch c v v g l .  20.). Ein durch x gelegtes Tiugelgebüscli enthalt 
uiiendlich viele oder nur einen Bündel von 1 E , ) ,  jeiiachdem sein Potenz- 
punkt auf c6 liegt oder iiicht. Iedes Kugelgebüsch, welches zwei Biindel und 
damit eine Bündelreihe von ( B, 1 enthalt, geh6rt dem Netze ( r, 1 an. 

Ein beliebiges Kugelgebüsch enthalt also nur cirien Bündel des liiiearen 
Complexes ( B ,  1, und die Orthogonalkreise der wlcg Bündel von ( B, ) sind 
clernnach so im Raun-ie vertheilt, dass auf eiiier beliebigen Iiugel oder Ebeiie 
nur eiiier von ihrien liegt. Auf den Orthogonalkugeln der w2 Gebüsche von 
1 I', 1 aber liegen, wie schon bemerkt (26.), je mi dieser Orthogonalkrcise. Ein 
heliebiger Punkt ist Iinotenpunkt eines einzigen Bündels von ] B, 1, und 
liieraus folgt durch Inversion, dass ein Eündel des liiiearen Complexes aus 
Eberien bestelit. Die drei Gebüsclie voii 1 r, 1, in denen dieser Ebeneiibündel 
enthalten ist, habeii dessen Xttelpunkt D zuin Potenzpunkt, und ihre drei 
Orthogonall~ugeln haben D zum Centrum. 

28. Die Potenzebene eines beliebigen Iiugelbüschels hat mit dei. 1l;ei.n- 
curve c6, die zu einer seirier Iiugeln geliort, sechs Punkte gemein. Diese 
sind die Potenzpunkte von seclis den Büschel erithaltenden Gebüschen des 
Netzes 1 I'? J ?  und die sechs Orthogonalkugeln dieser Gebüsche sind auch zu 
dem Büscliel orthogon:tl. Die Orthogonalkugeln der oc8 Gebüsche von i r, 1 
bilden demnach eine rationale Congruenz sechsten Grades; denn sechs voii 
ihnen liegen in einen beliebigen Ihgelbiindel oder sind zii einem Kreise oder 
zu einer beliebigen Geraden normal oder gehen durch zwei gegebene Punkte. 
Die Potenzebenen, welche die Orthogonalkugeln von 1 r, 1 mit einer Kugel x 
bestimmen, umhüllen i. A. eine rationale Flache sechster Klasse, die eine 
dreifache Berührungsebene hat (26. 27.). Sie umhüllen eine rationale Flache 
fünfter Klasse, wenn x selbst eiiie der Orthogonalkugeln kt ,  und diese Flache 
wird von den Ebenen eines cubischen Ebenenbiischels doppelt beriihrt (26.). 

29. Die Mittely~ilnkte der d O r t h o g o n a l k u g e l n  von [i', ( liegen auf 
einer rationalen Fl$c.he secl-ister Ordnung (28.). Diese cnthalt oc2 rationale 
biquadratische Rauincurven, denri je zwei ihïer Punkte konnen durch eine 
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dieser Raumcurven verbunden werden (16.). Sie hat einen dreifacheii 
Purikt D (27.). Auf der Centrenflache liegeii nucli die m4 Kerncurven ce, die 
zu je einer Iiugel gehiheri (25.); durch vier beliebige Punkte der Flache 
geht allemal eine der Kerncurven. Unter den Orthogonalkugelri des Netzès 
r, 1 giebt es mi Ebenen, von denen seclis durcli eiiien heliebigen Punkt 

gehen. Auch reduciren sich ml OrthogonalkugeIn auf Punkte, und diese liegen 
mit zw6lf Punkten des unendlich fernen Iiugelkreises auf einer Raumcurve 
zwolfter Ordnung. I n  ilinen scliiieiden sich je ao3 homologe liugeln der Bündel 
von [ B, 1. Ieder dieser Punkte ist Iinotenpunkt von mi Bündeln des Coin- 
ylexes ) B3 1, die eine specielle Bündelreihe bilden, und deren iibrige Knoten- 
punkte auf einer rationalen Raumcurve sechster Ordnung liegen (13.). 

3 '. Von den mi 1.iugelbündeln des Complexes 1 B3 1 ,  welche die I iu-  
gel x enthalten, konneii acht mit einem durch x gelegten Bündel B durch 
Gebüsche verbunden werden, niimlich die acht, deren Potenzaxen die Axe  
von B sclineiden (25.). Diese acht Biindel haben mit B je einen Büschel und 
folglich mit einem beliebigen I.iug~lbüsche1 von R je eine Kugel gemein. 
Die noi durch gehenden Bündel von 1 B,) liegen demnach in eiiiem Ku-  
gelcornplex achtcn Grades, und ihre a o ~ r t h o g o n a l k u g e l n  bilden eine Con- 
gruenz achten Grades, die =' zii r orthogonale I<ugelbüschel enthalt. Die 
Potenzaxen der mi Bündel und die Mittelpunkte ihrer Orthogonalkugeln liegwi 
auf einer Flache achten Grades (25.), die von den o o q b e n e n  des Complexes 
8. Grades umhüllt wird. Die Orthogonalkreise der ool Büridel iind die Punkt- 
kugeln dieses Complexes liegen auf einer Flache 16ter. Ordnung, und die Ebenen 
der Orthogonalkreise umhüllen einer ~ e g e l  achter Iilasse. Auch wenn r 

verschwindend klein ist, gelten diese Satze. 1st x eine Ebene, so umhüllen 
die Ebenen der Orthogonalkreise einen Cylinder und die Potenzaxen der mi 
Bündel eiiie Curve achter Illasse. Die Potenzaxen aller Bündel des Com- 
plexes 1 B, 1 bilden demnach einen Strahlencomplex achten Grades, der ao2 
Doppelstrahlen hat (26.). In  1 B, 1 giebt es mi Kugelbündel mit Orlhogonal- 
geraden; diese Geraden liegen auf einer Flüclie achter Ordnung. 
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31. E in  linearer Complex Ir3] projectiver Iiugelgebüsche erithalt m3 

Gebüsche, welche m3 N e t z ~  und m4 Schaaren bilden. Seine projectiven Ge- 
biische erzeugen durch ilire homologen Iiugeln die m3 projectiven Gebüsclie 
eines zweiten linearen Complexes 1 r', 1, und die Gebüsche von 1 r', 1 erzeugen 
ebenso die von 1 ra). Durcb vier beliebige projective Gebüsche des einen oder 
des nnderen Complexes sind beide Complexe bestimrnt. 

32. Durch eine beliebige Kugel z gehen ooe Gebiische der linearen 
Complexe (r31 und 1 r', 1, und deren Potenzpunkte liegen aiif einer Flgche 
vierter Ordnung, der zu x gehorigen u Kernflache n K4. Diese Gebüsche sind 
in beiden Cornplexen enthalten, aber ihre projective Verwandtschaft ist eine 
andere, werin sie zu ] rr311 als wenn sie zu 1 r, 1 gerechnet werden. Mit der 
Potenzaxe eines durch x gelegten 1iugell)ündels hat die Kernfliiche K4  vier 
Punkte gemein, die Potenzpunkte von vier durch den Bündel gehenden Ge- 
hiischen von l r, l. Durch einen beliebigen Kugelbündel gehen demnach vier 
Gehüsche des linearen Complexes 1 r, 1 ,  und deren vier Orthogonalkugeln 
gehen durch den Orthogonalkreis des Biindels. 

33. Die Orthogonalkugeln der m3 Gebiische von 1 T3 ( und 1 I", 1 bilden 
nlso einen I<ugelcomplex vierten Grades; es giebt unter ihnen i .  A. vier, die 
in einem heliehigen Ihgelbüschel liegen oder durcli irgend einen Iiseis g e h m  
oder einen gegebenen Mittelpunkt haben. Zu eiiier beliebigen Iiugel z sind oc2 

Orttiogonallcugeln von 1 r, 1 normal, und deien Mittelpunkte liegen auf der 
zu z g e h o r i g ~ n  Kernflache K4 vierter Ordnung (32.). Dicse m? Orthogonal- 
kugeln bilden eine biquadratisc.he Congruenz in dem zu x orthogonalen I iu-  
gelgebüsclie; die Potenzebenen, die sie mit x oder einer andeïen beliebigen 
Kugel bestimmen, umhüllen eirie zu K 4  reciprolce Fliiche vierter Klasse. 
Unter den m3 Orthogonalkugeln des linearen Complexes 1 r, 1 giebt es m? 

Ebenen, die eine Flache vierter Klasse umhüllen, und me Punktkugeln, die 
auf einer Flache F 8  achter Ordnnng liegen. Diese Flache Pa geht durcli 
den unendlich fernen Kugelkreis viermal, denn sie ha t  mit einer Kugel x 

nus noch die Raumcurve achter Ordnurig gemein, in welcher x von der zu- 
gehorigen Kernflache K geschnitten wird. 

Strassburg i. E., 2. Mai 1900. 

(*) Vgl. Crellc's Jouî.tzaE 10.1 S. 235. 
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Sur une classe de polynbmes qui se pré- 
sentent dans la théorie des fonctions 
cylindriques. 

(Pm NI EL^ NIELSEN, à Co~enhague.)  

D a n s  ~ ' a r t i c ~ e  que voici je  désigne comme fonction cglinkique de d'or- 
te 

yument x et d u  p u n m è t ~ e  [; une fonction C(z) qui est assujettie à satisfaire 
a u x  deux équations fonctionnelles suivantes : 

mais étant du reste aussi arbitraires que ces conditions le permettent. Cela 
posé, on démontrera facilement que la  fonction cylindrique lit plus générale 
peut être donnée sous cette forme: 

P. 
cfx) = a (p)  J% + (p) Y&) , 

I L  

où J ( z )  designe In fonction cylindrique de la première espèce, Y ( x )  celle de la, 

deuxième espèce, à savoir : 

P 57 U -P 
Y (x) = - (COS p x J(x)  - J(x)) , 

SlIl p 7i 

tandis que a (p), b (p)  ont la péricide additive + 1, mais étant du rest com- 
plètement arbitraires. (Voir à ce sujet le $ 5 de cet article.) Adoptant la d6- 

-P 
finition donnée plus haut,  on verra immédiatement que cos ,u n C ( x )  est aussi 

P 
une fonction cylindrique de l'argument x e t  du parnmétre p, pourvu que C(x) 
le soit. 

Annali di ~Malemnticn, Serie III, tom0 V. 3 
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18 N i e l s  N i e l s e n :  Sur une classe de polynfittaes qui se présetatent 

3 1. SUR LA D E U X I ~ I E  &QUATION FONCTIONNELLE DES FONCTIONS CYLINDRIQUES. 

En  effectuant, d'après la règle de CAUCHY, la. multiplication d e :  

1' 

par la. &rie analogue J\x), on démontrera facilement 1% formule fondamentale 
de M. LOMMEL (*), comme je l'ai fait voir dans un article récent (**) : 

où l'on a posé : 
P - P 

Ctx) = cos p n J(x) ,  

et où tz désigne un positif entier. 
t w  

Notre polynôme R(x)  est identique h celui que M. GRAF désigne par 
P 

Pn(x). Or, cette désignation dernière est moins heureuse, ce me semble; elle 
est beaucoup trop analogue b celle que l'on applique généidement dans In 
théorie des fonctions sphériques. C'est pourquoi j'adopte arec  une lSgère mo- 
dification la désignation de M. LON~IEL. 

PL' 
Remarquant que R(r) se réduit à l'unité, on aura ces deux formules plus 

spéciales : 
-p+l u -P "-1 sin p. ii 2 

J(z)  J(2)  + J(x) J ( z )  = - 7i - z (1 a)  

(*) Mathenzatische Annaletz, t. IV, p. 109, 1871. 
("') Mathetnatische Annalen, t. LI[, p. T29, 1899. 

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



Jans In tliéorie des fonrtions cylindriques. 19 

qui sont également dues h M. LOM~IEL (*) ; la  dernière a éti! trouvée . indé-' 
pendamment par HANKEL (**) et par M. HEINRICH WEBER (***). 

Faisons maintenant croître à l'infini le positif entier n, tandis que ,LI ne 
doit pas être égal à un entier, nous aurons asymptotiquemcnt: 

ce qui donnera, en vertu d'une formule eulérie?ztze bien connue : 

d'où l'on tire, à l'aide de (1) : 

formule qui a été indiqu4e par M. GRAF (****). 
U 

Supposons maintenant que Fjx) soit une fonction qui satisfasse à l'équa- 
tion (II), savoir : 

u+' 2 p. " P - 1  
F (x) = - F (x) - F (x) , 

2 

nous aurons uiie formule plus générale de l a  forme: 

u+n r.11 P L 1 , I i  p-1 

F (x) = A (x) F (x) - B (x) F (x) , 
r 

où f i  est un positiv entier, tandis que A@), Bkx) sont deux foiiclions entières 
2 !' 

de p et de - et indépendantes de  la fonction F(x).  Ces deux fonctions -4, B 
X 

peuvent être ddtermiriées par la conclusion habituelle de  CJZ à ?z + 1, comme 
l'a fait M. LOMMEL (*****); or, la méthode suivante nous conduira immédiate- 

(*) Mathematische Aimalen, t. IV, p. 103, 108. 
(**) Loc. cit., t. VIII, p. 458, 1876 (signé 1860). 

( * a d )  Jour-)au1 de Crelb, t. LXXVI, p. 10, 1873 (signé 1872). 
(****) Annali di Matemntica, Y série, t. XXIII, p. 51, 1895. 

(a****) Studien über die Bessel'schen Functionen, p. 3, Leipzig 1868. 

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



20 Niels  Nie lsen: Sur. une classe de polyrtômes qui se présetttent 

@+* 

ment au  but. Portant, en effet, dans (1) les expressions obtenues pour J(x),  
u+n 

C(x), à l'aide de (a),  on aura : 
P v ~  r,n-1 

B (x) = R (2). 

Posons ensuite dans (a) 12 + 1 au lieu de n et p - 1 au  lieu de p, nous 
aurons de la même manière : 

p- 1,n 
A?;) = R (x) , 

ce qui donnera la formule cherchée : 

y->& 

On trouvera la formule correspondante pour F ( z )  en posant dans (4) 
-P P 

cos p 71 F(x) ,  au lieu de F(x);  supprimant ensuite le facteur commun cos p li 
et  changeant le signe de  p, on aura finalement: 

rôle 

- - 1  p  - -  p+1 
(- 1 R )  . F(x )+R(x )  . F(T).  (4,) 

r , r l  
Les formules (4) montrent que les fonctions rationnelles R,x)  jouent un 
assez fondamental dans la théorie des fonctions cylindriques. M. LOMMEL 

P,>l 

a indiqué, le premier d'après ce que je sais, que les fonctions R ( x )  possèdent 
une série de propriétb,~ remarquables. E n  prenant comme point de départ la  
formule (4), ce savant a démontré un nombre de relations entre nos fonc- 
tions R,  complètement analogues B (I), (II), (4). Plus tard MM. GRAF et 
CRELIER ont développé les formules de M. LOMMEL et quelques autres sans 
connaître évidemment le développement de M. LOMMEL. Les deux géomètres 
suisses ont pris comme point de départ le développement bien connu en frac- 
tion continue. M. GRAF vient de réimprimer son développement dans son 
beau livre sur les fonctione cylindriques (*). 

L e  § 2 de cet article est déstiné à approfondir la métliode de M. LOM- 
MEL, c'est-à-dire évaluer les formules trouvées par les trois savants susdits par 

(*) GRAF und GUBLER: Einleilung in die Theorie der Bessel'schen Funklionen, 
Bern 1898-1900. 
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dans la théorie des fonctions cylindriques. 2 1 

une application ~ystémntique des formules (4), (4,), procédé qui iious con- 
duira imm4diatement au but. 

Les autres résultats que j'ai obtenus dans les $5 3 ,  4 semblent être 
nouveaux. 

3 2. PREMI~RE PÉTHODE 
t', " 

POUR OBTEN~R DES RELATIONS ENTRE LES FONCTIONS R (x). 

tC 
Supposons que F, 'x) soit une fonction qui satisfasse aussi à (II), savoir: 

p+l 2 y. E L  P-1 

Fi (x) = 7 Fi (x) - Fi (x), 
nous verrons immédiatement que la différence : 

P 

f (x) = ~ 7 % )  FF<( - F7 (s), 
doit être u w  fo~zctiotz périodique de p ayant la période additive + 1. 

p i n  p f  la 

Cela posé, exprimoiis les quatre fonctions F (x), F, (x) à l'aide de (4), 
(4,), nous aurons respectivement : 

pi-" P P p f n  p,n-1 

F (s) Y, (x) - F (x) F4 (x) = {{x) R (x) , ( 5 )  
p-11 p P P-n p -p,W 1 

E' (x) Fi (2) - F (x) F, (x) = (- 1)" f (x) R (x). (56)  
Remarquant que (5,) peut être déduite de (5) en y posant p - t a  au lieu 

de p ,  on aura :  
p-n,n-1 -p,7& - 1 

R (x) = (- i ) ~  - i  R (x), 
formule qui peut être dérnont1,ée immédiatement .à l'aide de la définition (2) 
du $ 1 en y appliquant sur chaque terme du second membre la formule eu-' 
lérielane pour le produit I' (w) r (1 - w), 

Remarquant en outre que (5,) peut être déduite de (5) en y changeant 
le signe de n, on aura de même: 

11, tl 

formule qui peut servir comme une définition de la fonction R(x), dont l'in- 
dice n est négatif; elle est due à M. GRAF (*). 

(*) Annali di Matemntica, 2Vérie, t. XXIII, p. 59, 1805. 
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Posons maintenant d a m  la formule (5) p + p  au lieu de p e t  12 - p  au 
lieu de  n,  p étant uii positif entier, nous aurons:  

exprimant erisuite les quatre fonctions qui figurent au  premier membre de (a )  

à l'aide de (4), on aura  : 

1 - 1  IL-1 .p  p,p- 1 p-1 ,#l u f p , l ~ - p - l  

B (x) R (x) - R (z) R (x) = R (x) , (7) 
formule qui est due à M. LONMEL j*), elle a été retrouvée par M. CRELIER (**). 

Faisons croître a u  delà de toute limite l'entier n e t  appliquons (3), nous au- 
P+P 

rons l a  formule (4) pour J(x).  Posons en outre n = p  + 1, nous aurons: 

i ' c - 1 , ~  Lt,P P,P-1 P - I , p + l  

R (x) R (x )  - R (x) R (x) = 1 , 
formule qui a été indiquée par  M. GRAF (***). Enfin, appliquons (7) ,  nous 
démontrerons facilement cette autre  formule : 

#;> R ~ + ~  ""-" - 1  I l  p f"+l ,> i -p - l  p , p  p + l L ~ I , ~ - 1 1 - 1  

(4 - R (4 R (4 = R ( 4  R (x), (8) 

découverte par  11. CREIJ~ER (****). 
Regardons certains cas spéciaux de la formule (7). Posons p = 1, nous 

aurons : 
/ l  - 1,n r ~ + l , l l - a  2 y, ll,?L-1 

R (x) + R (x) = -$ R (x). 

Faisons croître à l'infini le positif entier 11, on tirera par  là la. for- 
@ 

mule (TI) pour la fonction J(x). Posons en outre P Z =  1 et  p - p au lieu 
de p , nous aurons : 

changeant ensuite le signe de  p, appliquant (6), on aura,  après avoir posé 

(*) Loc. cit., p. 115. 
('*) AnnaZi di Matenmticrr, Y s é r i e ,  t. XXIV, p. 135, 1886. 

(**+:) Loc. cit., p. 57. 
(****) Loc. cit., p. 141. 
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.p + 1 au lieu de p : 
w - 2  2 (P + PI  

R (x) + dg) = -- 
.2: 

Les formules (9), (9,) appartiennent aussi à M. LOMMEL (*), elles sont 
retrouvées par M. GRAF (**). 

/','a 
Prenant  (ô,) comme une définition des fonctions R (x) dont l'indice lz 

est négritif, on verra iniin4diatemcnt que les formules (7)- (9,) sont valnbles 
aussi dans ce cas. Cela posé, faisons une remarque essentielle siIr la  for- 
mule (9,). E n  effet, posons : 

fl - l , t r + l  

F (x) = R (x), (4 
(9,) peut s'écrire sous cette formc : 

ce qui est précisément la dernière équation fondamentale des fonctions cylin- 
driques. Or, l a  formule (6,) montrera que (9,) n'est plus applicable si l'on 

$2 

suppose IZ  négatif, de sorte que la forzrtion F ( r )  dans ( f i )  rte pcut pus 6h.e 
regardée co~~lnze une  solutiotz de ( I I ) ,  c'est ce qui s'accorde bien avec les 
résultats obtenus clans le S 5 de cet article. 

$ 3. DEUXIBME M ~ T H O D E  
rc,n 

POGR OBTENIR DES RELATIONS ENTRE LES FONCTIONS R(x). 

Supposons que nous eiissions démontri5 une formule de la forme : 

où  f, y sont des fo)zctions ratiotz?zelles pur rapport  ù .r, tandis qu'elles peu- 
v e ~ t t  être des fomtions quekorzqzces par m p p o r t  à p, e l  o.ù p, pl, q ,  q' sont 
quatre  entiers finis. 

(*) Loc. cit., p. 113, 114. 
(**) Loc. cit., p. 59, 60. 
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24 N i e l s  N i e l s e n :  Sur m e  classe de polynômes qui se présentent 

Cela adopté, appliquons les formules (4), (4,), nous aurons une relation 
de cette forme : 

A (x), B (2) étant des fonctions rationnelles de x. Or, un théorème fondamental 
dû k M. HADAMARD montre, fait bien connu, qiie clincunc des deux i,quatioiis 
transcendantes : 

a une infiiiité de racines, et la formule (1,) du 5 1 montrera en outre qu'elles 
ne peuvent avoir aucune racine comnnrne. Cela posé, l'équation (0) entraîne 
les deux identités suivantes : 

A ( x ) = O ,  R(.r)=O, 

de sorte que lu formule (a )  n'est autre chose qct'wze 
B ' 1  

tions R (x), savoir : 

faelation entre les font- 

i'l 

ce qui montre que d a m  la formzile ( a )  J (a )  poziwa être remplacée p a ~  une 
fotzction quelcoîzqzre satisfaismzt h l'équation (TI).  

Ce principe pour la gbnbralisation de la formule (a )  seinble être in -  
connu (*). 

Appliquoi-is maintenant notre principe aux deux formules suivantes : 

nous aurons respectivement : 

(*) Voir par exemple l'excellent M h o i r e  de M. SONINB inséré dans les 
sclie Annalen, t. XVI, p. 32, 1580. 
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dans  la  théorie des fonctions ry l i n d ~ i q u e s .  2 5 

r- 1 , ~  
dont la première nous donne R (x) exprimée sous une forme finie à l'aide 
d'autres fonctions R ;  on trouvera dans le $ 4 d'autres forinules plus élégantes 
de  cette espèce. 

Donnerons ici la, formule : 

que l'on peut demontrer inimédiatement à l'aide de  (2) eii appliquant les 
principes du calcul des diffdrences finies. 

Différentions encore la formule : 

pa r  rapport Zi s, e t  appliquons les formules: 

nous aurons les formules reniarquables : 

p-1,ll ~ 1 - 1 , U  p-13+1 ,l4,9t  - 1 
''. + R (2) -- R (si + R (z), D, K (x) = --- (1 3aI 
2 

qui sont dues Li, M. LOMMEL ( * j ,  e t  qui donnent immédiatement la. formule (9,) 
d u  €3 2. 

5 4. TROI~IPME MI~THODE 
p,'n 

POUR OBTENIR DES RELATIONS ENTRE LES FONCTIONS R (x). 

,lL 
Supposons en dernier lieu que G ( z )  soit une fonction q u i  satisfasse b 

l'équation fonctionnelle : 

(%) Loc. cit., p. 11 1. 

Annrtli di Afntemntim, Serie III, toino V 
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26 N i e l s  N i e l s e n :  Sur tule  classe de polyniînzes qui se pvdsenferzt 

P . t' 
g(x)  désigiiant une fonction donnbe de p et  de r, tandis que F1(x) est une 
fonction satisfaisant à l'équation (TI). Cela posé, on démontrera aisément In 
formule suivante : 

B P l  - 1  tL P t 1  CL P  P+l 2 P  P  
G (x) F ( x )  - G (x) F (x) = G (z) F ( x )  - G (x) F (x) + ; y (Y) F (x), 

d'où l'on tire, tz désignant un positif eiitier : 

P P P 
Mettons niainteliant dans (a) J ( x )  et ensuite Y (x) ail lieu de Ii'(.r), mul- 

r + n  
tiplions la première des formules ainsi obtenues par Y (r), I f t  deuxième pnr 

r t n  
J ( x \ ,  nous aurons, en vertu de (1) du $ 1 : 

u+n C L -  P p,n-1 y-1 2 p=<s,l P+P 1c+p,ii -p-1 

G ( x ) = R  (x) G(a)- R ( x )  G(x)  +: g(r) R (x). 
8 x 0  

(1 4) 

De cette formule générale on peut en déduire plusieurs nuties. En effet, 
posons en premier lieu : 

CC l-+v 
G (x) = J ( a  x), 

a et Y désignant deux quantités finies quelconques, nous aurons : 

ce qui donnera: 

Posant ermite y au lieu de a x et u - p au lieu de v ,  on aura ,  en 
vei.tu du principe expliqué au 3 3, cette formule remarquable: 
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Regardons ici les cas suivants plus spéciaux : 
1." u = p ; difféi-entions par rapport h y et posons eiisuite y = x, nous 

aurons : 
,Cl-1 91 2 p=9t-l p-1 ,~  P + P ~ &  - p  - 1 

- Da R (2) = - 2 ( p  + p )  R (x) R (x). 
x2 P I 0  (16) 

2." y = x ; différentions par rapport A u et posons II = p, nous aurons: 
- 1  2 p=u-1 p-l,p p+p,n-p-1 

D, R (x) - - 2; R (x) R ($1. 
2 p=o 

3.' y - ao ou bien x = ao; appliquant les formules : 

ou ce qui vaut autant:  
v tg$ n n 

R ( o o ) = c o s - ,  
2 

on aura les formules élégantes : 

Posons en second lieu dans (14) p = O, et  mettons la fonction de 
SCHLAFLI (*) : 

11 

au  lieu de G (x), nous aurons : 
?a n x  

y (x) = 2 cos2 5 

(") iV~thcrnntz'sclie Annalen, .t. III, p. 139, 1871. 
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d'où : 

Regardons encore la fonction : 

I I  y=rr - 1 
~ ( x ) = e - " .  3 iP ( n - p - l ) !  , S (x) = O, 

p=o 

11 

qui est entiérenient analogue à S ( x )  mais qui semble être iricoiiiiue. Nous 
aurons dans ce cas :  

ce qui donnera 
I l  4 p=11-1 1 - - 1  2 0.11 - 1 

& I ( X ) = ~  2 .iPR (x) - - R(x) .  
p=o X 

r + v  
Regardant la fonction G ( a  r\ ,  on peut gdnérdiser la formule (14)) ce 

qui donnera un nonibre d'autres formules entre les fonctions S, 6 et les po- 
lynômes R ;  mai8 cela nous conduira trop loin dans cette brève reclierclie 
sur les propriétés fondamentales de nos polynômes R. 

Dans le $ 2 nous avons remarqué que IR différence : 

regardée comme fonction de p., doit être périodique et avoir la période ad- 
P r 

ditive + 1, pourvu que F (x j ,  E', (x) satisfasseiit, toutes les deux, à l'équation 
fonctionnelle (II). . . 

Posons p + n au lieu de p. et appliquons les valeurs asymptotiques pour 
p+ 11. 

J ( x ) ,  n étant infini, nous aurons par là une nouvelle démonstration pour les 
formules fondamentales (la), (16) de M. LOMMEL. 

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 
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Regardons en outre les deux formules: 
fi-1 P-1 p P 

3'7%) J (x) - F (a) J (D) = a (a) ,  
Y 1 fL P 

F(X) Y(;; - F (x) Y (x) = b (x) , 
nous aurons, en vertu de  ( l b )  du $ 1 : 

IL  P 
f o m u l e  y u i  représe~zte l a  solution complète de (II)  pourvu y ue a (x), b (2) 

soient des fonctions périodiques par rupport ic p ayant la periode additive 4- 1 .  
Ce résultat s'accorde bien avec le fait que notre équation fonction- 

nelle (II) est une équation aux différences finies, linéaires, homogènes et du 
deuxième ordre. E n  effet, posons: 

Ir. P f i  P P-' 
A:, F (x) = F (x) - 2 F (x) + F (x), 

l'équation ( I I )  peut s'écrire sous cette forme : 

Remarquons ici qu'il semble être beaucoup plus difficile de donner sous 
une forme commune toutes les solutions de l'équation (1), difficulté qui s'ac- 
corde bien avec le fait connu, qu'une foule de fonctions qui se présentent 
sous des formes les plus différentes satisfont à cette équation fonctionnelle. 

La formule (22) nous donnera iinmédiatemcnt l'expression de la fonction 
cylindrique la plus génerale. E n  effet, supposons que (22) satisfasse aussi 
à (1)) il faut que la fonction : 

P P P P 
J (x) D, b ( x )  -- Y (x) D, a ( x  l ,  

est égale à zéro. Or, cette condition entraîne nécessairement les deux autres: 
P Ir 

D, a (x) = 0, D, b (2) = 0, 
P P 

car le quotient des deux fonctions J ( x ) ,  Y (x) ne peut pas représenter une 
fonction périodique de p. 

Posant dans (22) p + ta au lieu de p ,  faisant ensuite croître à l'infini 
tL f1 

le positif entier 9 1 ,  on pourra déterminer les fonctions a (x), 2, ( r )  à l'aide des 
p + n  pfgt 

valeurs asymptotiques de J ( x ) ,  Y (x), d'où : 
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Une solution de (II) est cowrplèterned ddter~ninée qiu.ind on sui t  ce que 
p + 98 

d e v i e ~ ~ d r o ? ~ t  les valeurs de E' (x) poztr le  positif entier n inJiniment yrand.  
Voici encore ce corollaire de (22) : 

U P 
La fonction b (Y). J ( x )  est la seule solution de (II, q u i  s 'éva~toz~i t  q z w d  

Zn partie réelle de p, supposcfe positive, cro22 à I1in$tzi. 
Écrivons maintenant notre équation fonctionnelle (II) sous cette furme : 

nous aurons ce développement en îraction continue : 

où l'on a posé : 

11 

Voilà une autre  propriété cornniune à toutes nos fonctions F ( x ) ;  gé- 
néralement on ne semble avoir remarqué l'existence de la formule (23) que 

iU 
pour la solution J ( x ) .  Pour que la fraction continue puisse être prolongée 
à l'infini il faut que : 

lim R,=O, .  
12=00 

r I'L 

condition qui ne peut être satisfaite que si l'on prend E' (x) = J ( x ) ,  comme 
nous venons de le démontrer, toutes les autres solutions de ( I I )  faisaiit croître 
à l'infini cette limite. 

D u  reste, on démontrera aisément que les numérateurs Y?-', et les dé- 
noiriinateurs Zf-' des réduites de la  fraction continue (23) seront prbcisément 

I 
PJ' 

des fonctions R (x). E n  effet, on aura  : 
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tandis que la définition de ces réduites donnera : 

ou bien : 

Y y L  -- 2p. Y:?; ---- 
YKi :c YCC, y 

et en outre : 
p-1,o 61-1.1 

Yg-' = R (x), Yi-' = R (x ) ,  

de sorte que nous aurons généralement : 
p-l,*- 

Y?-' - R (z). 

Écrivons encore la formule (7) de ce paragraphe sous l n  forme suivante: 

nous aurons, fz. d6sigiiant un positif entier:  

P P Er E1 
Posant  dnns (24) p = O, 3' ( r )  = J ( x ) ,  F ,  (x) = Y (x), on retomhe dans 

G r  

une formule due h M. S~NINE (*). Prenant  pour F (z) une solution conve- 
nable de (II), on pourra dans (24) ,  (24,) faire croitre à l'infini le positif 
entier 1 1 ,  comme le montrera la formule (22). 

Copenhague, le 26 février 1900. 

(*) Mathe~wctische -4n?anlen, t. XVI, page 33, 1880. 
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Contributo alla teoria 
del gruppo di 168 collineazioni piane. 

(Di EDGARDO CIANI, a Milnno.) 

1 1  primo intendimento col qunle fu scritto questo lavoro era,di risolvei-e 
l a  seguente questione iiierente alle curve piane del 4.' ortline. E stato re- 
centemente dimostrato che una  quartica generica pub riguardarsi corne co- 
variante s di  altre 36 quartiche (O). Ora, I R  cosidetta quartica di  KLEIN, in- 
variante rispetto ai noto gruppo di 168 collineazioni piane, gode la  proprietà 
di essere covariante S di sè medesima. Si pub diinque domandare quali sono 
le  altre 35 di cui la  preceaeiite è covariante S secondo il teorema sopra ci- 
tato. L a  questione è completamente risoluta ai n.i 1G-22 (**j. Ma con essa se 
ne  sono presentate e sono state trattate altre che a quella più, O nieno mani- 
fectamente si collegano e clie sono poi tutte dipendenti da1 gruppo suddetto 
d i  168 colline~ziorii pjniie. L'isomoi~fismo oloedrico che passa fra questo 
g18uppo e il gruppo modulare di ugual ordine dà agio di passare con sem- 
plicità dalle note proprietà di quest' ultimo a quelle del primo ricavandone 
cos1 delle iriterpretazioni geornetriche clle m i  semlorano interessanti. 1 primi 
nove numeri sono destinati a rjassumere quelle proprietà già note, O fncili r\. 

dedursi del G,,, modulare, clie sono necessarie per  il s ~ g u i t o .  

( Y ; )  SCOHZA, Un ? L L I O U O  teorema sopra le qunrlicl/e pinne gen.cruli (Matli. Ann. : Bd. 52, 
1800). 

1 resultati  conteniiti in qiiei nuincri fiirono già riassunti e pul~i~l icat i  i n  iina min 
Nota preserittrtn poclii mesi o r  sono all'lstituto Lombardo : cfr. CIANI ,  Un teorema sopm 
la quwticn di KLEIZI. (Rendic. 1st. Lomb., Serie  II, Vol. XXIII, 1900.) ' 

Annali di AIaternatira, Serie  111, tom0 V. 
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Ci a th i : Con tl.ibuto alla teo~ ia  
L 

1. Cominciamo da1 ricordare cib clie s'intenda per gruppo modiilnre (*) : 
sia p un numero primo e si prendario p + 1 elt.rnenti x, x, x, x, . . . rp , ca- 
rattcrizzati dai p + l indici : cu>, O ,  l ,  2 , . .  . p - l ,  nllora In relazioiie 

con la  condizione (a $ - ,û = 1 (mod j,), per ogni valore di CC, p, y, 8 serve 
a produrre una sostituzione sopra gl'indici siiddetti e quiridi sopra i p + 1 
elementi dati. Tali  sostituzioni per tutti i possibili valori di crp y $ compon- 
gono un gruppo clie si chiama ~ n o t l z d a ~ e  in relazioiie a l l i~  teoiaia delle fiiii- 
zioni motlulari ellitticlie. I h e  sistemi di vnlori a', P r ,  d ' ;  a", p", y", d" 

producono l a  stessa sostituzione quaiido a' +a" E 0, fi' t fi ' = O, y' + = 0, 

3' + 6" r O. L70rdine del gruppo è Y 'pz -- P e r  p = 3,  p = 5 il grllppo 
2 

i! in ison:orfismo oloedrico rispettivamente con i' griippi alterni s o p  4 e 
sopra 5 elementi. 11 1." cas0 iriteressante si lia PPI' r )  = 7. Il gruppo r e h -  
tivo, che noi indiclierclmo con G,  ,, è composto di 168 sostitiizioiii opeixnti 
sopra 8 elementi che chiameremo gli eleinenti fondanientali del gruppo me- 
desimo. È d i  qiiesto di cui orn vogliamo ricordai-e Ic prol,rictà principali (**). 

2. L e  sostituziorii del griippo si pnssorio classificare in r i g u a d o  81 

valore del periodo, il quale è carntterizzato dalle condizioni di congruenza 
nelle qiiali si trova la somma u -+ 8 rispetto a1 niodulo 7. S i  trovano cos1 : 

21 sostituzioni di perioclo 2, (a + d E 0). 
56 sostituzioni di periodo 3, (a + d = f 1). Esse si distribuiscono 

in 28 pain in guisa che quelle di ogni paio sono l ' una  la 
t 2. a potenza dell'altra. 
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del g~ -uppo  di 168 eollineaxio~ti piane. 35 

42 sostituziorii di  periodo 4, (a + d = 3). Esse pure si dividono in  
21 pa ia :  quelle di un paio sono ciascuna la 3." potenza del- 
l'altra. Il quadrato di una qualunque di queste ha il periodo 2. 

48 sostituzioni d i  periodo 7, ( a  + $= f 2). Esse si riuniscono a 6 ,  
a 6 con l'identità per formare 8 gruppi di potenze di una me- 
desima sostituzione. 

Aggiuiigendo a queste 167 sostituziorii l'identità si lia il G,,, complet'o. 
Esso, corne ogni altro gruppo modulare per p> 3, è semplice. Quanto alla 
S U R  struttura pub riassumersi brevemente cosi: 

Esistono in G,,, con i loro rispettivi sottogruppi : 
a) 14 gruppi di 24.' ordine ciascuno dei quali è in isomorfismo 

oloedrico col noto gruppo ottaedrico, 
b) 8 gruppi di 21." ordine. 

3. Ycr mcttere in rilievo le relazioni clle passano fra gli uni e gli 
altri è indispensabile anche ricordare, con opportune notazioni che ci servi- 
ranno pure iii seguito, la composizione e la struttura di un gruppo ottaedrico. 
S e  a b  cd  sono i 4 elementi del gruppo, le 24 sostituzioni possono caratte- 
rizzarsi cos1 : 

Ecco la descrizione dei sottogruppi : 
1." Nove sottogruppi di 2." ordine (perchè 9 sono le sostituzioni di 

periodo 2) : 
G; - (S ,  S,) ; G = (Si S )  ; CTp = (Si S4) ; 

GiV = (Si S13). ; G: = (Si Si,) ; Gy' = (SI 8 5 )  ; 

GP" = (S, Sis) ; GTII1 = (Si Si7) ; Gix = (SI  SM). 

1I.O Quattro sottogïuppi di 3." ordine : 

63 = (SI S5 Sj )  ; G:' = (Si S, Si,) ; 
G p  = (Si S, Si,) ; G;V = (Si S* S, 2). 
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36 Cia  n i: Cotztributo alla ieoria 

III." Sette sottogruppi di 4.0 ordirie divisi in due specie e cioè qunttro 
costituiti da. sostituzioni di  periodo due, e tre composti ciascuno con due so- 
stituzioni di periodo due e due di periodo quattro. 

1 primi quattro sono : 

il Gi è invariqlte;  gli altri non Io sono. 
1 secondi tre sono invece : 

Ga = (Si Si, S3 S,,) ; G( = (Si S2, S, S,,) ; G:" = ( Si s23 S2 S24). 

IV." Quattro sottogruppi di 6.' ordine : 

V." Tre sottogruppi di 8.' ordine : 

VI." Un sottogruppo di 12." ordine (gruppo alterno): 

4. Esistono in G,,, quattordici G,, ciascuno isomorfo oloedricamente 
al precedente. La determinazione di  tali G,, si riduce a quella dei loro G, 
invarianti perchc' ri è corrispondenza 1)iunivoca fra i 14 G,, e i 14 Gd. Co- 
iniricjamo durique da quedi idtirni. P e r  questo, si osservi che le sostituzioni 
di periodo 2 del G,,, sono le seguenti : 
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e provengono da tutte le possibili e diverse soluzioni d i :  

Vedremo iii  seguito le ragieni dei due precedenti raggruppamenti. 
Due r, possoiio trovarsi nelle seguenti mutue condizioni: 

1." Hanno una  sostituzione T a comurie (r: e I':[). 
2.0 Oppure una sostituzione T dell'uno è permutabile con uria T del- 

17altro (ri e r i I I ) .  

3." Non hanno ne sostituxioni comuni, iiè pern~utabili (ri, ??av), 
Ne1 1." caso i due gruppi si chiameranrio corziugati di La specie, ilel 2." 

coniuglcti di 2." specie, ne1 3." conielgati di 3 . a  spec4ie. - Un r, (ad es. Fi) 
è coniugato di 1." specie con altri tre (I':', I??, di specie con altri 

Ebbene esse si raggruppano in 14 gruppi r, che sono quelli domandati. 
Pe r  trovanie uiio basta scegliere tre Ti a due, a due permutabili e aggiuii- 
gcrvi 1:~ ideiitità. S i  ottengono cos1 i seguenti r, descritti in quest:~ tabella: 

sei (ri", r,V, r,VII,  riX, rfl, rfrlI), di 3." specie con altri quattro (rjV, rrr, 
r,V1I1, rplI). Due r, coniugati di  2." specie (rf, ri") sono coniugati d i  1." specie 
ad un medesimo r, (che ne1 nostro cnso è rf[v). Due I', coniugati di 3." specie 
sono invece tali che un coniugato di 1." specie dell'uno è coniugato di 2.'l spe- 
oie dell'altro, ovvero un coiiiugato di 1." specie dell'uno è coriiugato di 
1." specie ad 'un coriiugato di 1.'' specie dellJaltro. Ma su questo proposito 

1 1': = (1 T, T~~ I T ~ ~ )  / ci = (1 T ,  T,; T,.) 

rin = (1 T2 Tl, Tl,) 

1 
riV = (1 T2 TI, Tt,) 

= (1 T, T:, Tl,) ryl = (1 T3 Y,* T?,J 

ry" = (1 T, T6 Ti,) Q", = I?:l1I = (1 T4 !il8 TI3) 

r:" = (1 Tg T9 Tl?) i rf = ( l  7'5 Tio Te.) 
i'F1 = (1 7; T8 r:" = ( 1  T, T~ TJ 
rxrrr = 

.1 (1 Tl8 Tm T2J r:lV = (1 T,; T,, T,,). 
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3 8 C i u  n i: Contributo alla teoria 

l'osservazione più iriteressante è la  seguente: i coniugati di 2." specie di un 
medesirno r, sono coniugati di 2." specie fra loro. ('ioè i qztattordici r ,  si 
possolzo dividere ilz due  g?wppi  11'~) fY1 ,  d i  sette ognzrno cosi che i r, d i  uno 
stesso gruppo siano fra  loro coivzrgati d i  2.a specie e viceversa. Altra e più  
importante ragione degli aggruppamenti fi',, il", sarà espostn al N. 8. 

5 .  Cib premesso, la  costruzione dei G,, è ben sernplice. Abbiaino gih 
detto che ogni G,, h a  per sottogruppo invariante di 4.' ordine un I',. Eb- 
bene, dato un r, per trovare il G,, che Io contiene come irivariante, basta 
aggiungere al r,, dato i siloi tre l', coniugati di l.a specie: si ottengono cosi 
le 9 sostituzioni di periodo 2 del G,, cercato, dalle combiiiazioni delle qunli 
si pub molto facilmente completaw il G,, medesimo. 

Si estendono ai Gia le denominazioni stabilite per i I',. Due G,, si chia- 
niano coniugati di l.a, 2.a, 3.a speaie quando i loro r, invarianti siano coiiiii- 
gati di l.", 2.a, 3.' specie. 

6 .  Due  grtcppi otlaedrici  co?z iup t i  d i  1.a specie 1ia)lno a co?nztrze uu  
sottogruypo G,  d i  ottavo ordine. 

Iiifatti si considerino i due G?, che hanno per r, invarianti: 

coniugati di 1." specie. Secondo la  legge di formazione dei G, , ,  dianzi ricor- 
data, tali r, appartengono entrambi ad entrambi i due G,, in questione. Ma 
due sottogruppi di 4." ordine costituiti con sostitiizioni di periodo 2, appar- 
t e n d  ad  uno stesso G,, e uno essendone invariante esistoiio in un medesirrio 
G, (N. 3'. È il (7, cercnto. h elridente che i d u e  griippi coiisiderati non hnnno  
altre sostituzioni cornuni. 

7. Dzie g r ~ r p p i  oftueclrici coniugati  d i  2.a specie hanno u comu?le zirz 

s o t t o y ~ u p p o  lT, d i  4 . O  ordilre (the ~zcrtrr~.almenfe no,t è i nvwia t l t e  p e ~  alcii~zo 
d i  essi). 

Siano i due G,, aventi per l', invarianti: 

coniugati di 2.a specie. Le sostituzioni perinut:ihili sono Tl,, T,, ed esistono 
(N. 4) ne]: 

r41V = (1 Tl, Ti, Tl,), 

il quale è coniuçato di 1." specie ai  due r, dati. Durique appartiene ai  due 
G,, che posseggono tali r, come invarinnti. l?3 facile verificaro che non ci 
sono altre sostituzioni comuiii. 
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del gruppo d i  168 collineazioni piane. 3 9 

8. D u e  grwppi o t t u e t l ~ i c i  roniugat i  d i  3." specie hanlzo a coilltrfze atn 
s o t t o y u p p o  G ,  del sesto o~.dine. 

Abbiansi i due griippi ottnedrici tli cui i r, invarianti sono: 

r i=(l  Tt Tjo TI9), riT=(l T2 Tj4 T9,). 

O r a ,  secondo il N. 5 ,  il 1.' gruppo ottaedrico contierie le ulteriori sosti- 
tuzioni di pcriodo 2: Tl, Tl, T, T,  Tl, TI ,  e il 2.': Tl, Tl, T, T, Tl, T,, per 
cui sono sostituzioni comuni le seguenti: 

7'6 Tl, Tl,, 

ed esse grnerano il sottogruppo G6 cercato. Non vi sono altre sostituzioni 
comuni. 

9. Si ritrova cosi facilmente il nurnero dei sottogriippi G',, C:, , G,, 
Cl ,  contenuti in  G1C8' Secondo i Y. 3, 4, 5 ,  6, 7 esisteïaiino in G,,, (conie 

14.4 I<I,EIN afferma) tanti G, e tanti G, quanti ne esprirne il numero - - 
2 

-- 28, 

1 1 . 3  
tanti  G, quanti ne esprime il numero -;- = 21 e finalinente 1 4  G,,. Segue 

L 
ariclie clie i sette G,, aventi per r, invarianti quelli di Q',, O di Q", esauri- 
scono tutte le sostituzioni di periodo 2, 3, 4 e quindi anche tutti i G,, G,, 
G,, G,, di G',,,. - Cib posto vogliarno adesso dirnostrare che niuna sostitu- 
zione del G l i s  pub portare un r4 (O un Cig4) di (2': in u n  r r  (O Glr) di Q P p 7 .  

- Infatti applichiarno a fi', iina sostituzione di periodo 2, O 3, o 4. Poichè, 
come gi& abbiamo osservnto, una tale sostituzione appnrticne alrneno a uno 
dei sette G,, di fi',, tale G,, e il suo invariante r, saranrio trasforniati in 
si: stessi e qiiiiidi saranno permutati f ra  loro i coniugati di 2.' specie del l', 
surldetto, cioè precisnmente saranno permutati fra loro gli altri sei r4 clie 
con quel10 i n  parola compongono (N. 4). - E dunque impossibile che 
per rffetto di iina tale sostituzione un r, di Q', sia p o r t d o  in un r,  di i2':, 
e quiiitli cib B impossibile per qualsiasi altra sostituzione del G,,s cliè esso 
pub ceitarneiite generarsi mediante prodotti di sostituzioni col periodo 2, 3, 4. 
- Viceversa prendiamo due qualunque r, di Q',, ad  es.: 

= (1 Ti T I  ) riLr = (1 T2 TtI TI6) 

essi sono coniugati di  2." specie fra loro, ed entrambi coniugati di l.a spe-  
cie con: 

Ogni sostituzione che p o ~ t i  Tl, in Tl, porterà I't in un l7, contenente Tl, m a  
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40 C i a n i :  Cotztributo alla teon'a 

non certo in r:lV perchè r: e l?Pw appnrtt\ngono rispettivnniente n il',, il",; 
duiique necessariamente tale sostituzione porte14 r: in rt I .  L e  sostituzioni clie 
portaiio T,, in Ti6 non è dubbio che possano mancare: per trovnrle bnste- 
rebbe sceglierle ne1 G,, che h a  per invariante l'ftV. Qiiiridi si pub dire che 
due qualiinque l7, (O G,,) di Q', (o di Cl":) possono esses scnipre trnsformnti 
I'iiiio iicll'nltro metliaiite sostitiizio~ii del Glds.  Cioi?: 

Il G,,, opera t r c c n s i t i v a ~ m i f e  s o p a  i l', (O G,,) uppcwtenenti a  tm we- 
desimo sistemu (1, e itztt.aizsitiv«~)le,zte s o p m  r, (O G,,) nppavtene,lti a si- 
sfetrqi fi, diversi .  - 118 al tre  1cu.ole: i due  u y g ~ . i i p p a m e ) ~ t i  n, f o rwat i  cicrsrzt~~o 
( ln  r, (O G2,), a due ,  a due conizrgati di 2 . a  specie, ~ . ea l i z zuno  i due w t i  si- 
stenzi, d i  7 elenlenti citrsclrno, s o p m  i qziuli lm3 opemve  i l  G,,, (*). 

10. Chiudereino qiieste poche osservnzioni su1 G,, ,  , indispeiisabili p r  
il scguito, notando e i.icoidaiido corne per gli 8 elemeiiti fondamentnli sui 
quali esso opera (N. 1) si p w n i i o  prendci-e gli S sottogruppi d'ostliiie 7 ov- 
tiero gli 8 sottogsuppi d'ordine 21, onde ne v ic r~e  clic il G,  , opera traiisiti- 
~arncr i te  tanto sui primi quanto sui secondi. 

I l .  Tutto cib che è iioto rispetto al  gruplm di 168 collineazioni pianr 
è esposto e i~inssrinto con efficace senipliciti riella bella opera dcl WEBER gih 
ci tata  e precisameilte ne1 capitolo : GÎ uppen Ei~~enrer  terîîfire). Szibstitirfioneil 
Vol, I I ,  pag. 433 e di cui si suppoiie la coriosceiizn. 

Poicliè frn il G,68 modulare e il presente gruppo di coliineazioiii piaiie 
esiste isainosfismo oloedrico, n ogni snstituziono, R ogni so t tog i~ppo  del 1.' cor- 
risponde una sostituzione e un sottogruppo del 2." 

Seguiteremo a indicare con la l ~ t t e r a  Gi (dove i è l'osdine) il  gruppo 
niodulnre e i suoi sottogsuppi; meiitre adoprercmo la lettera Gi  per i l  gruppo 
di i 68 collineazioni e relativi sottogruppi. Cosi, ad esenipio, ricordando la 

(*) KLEIX-FI~ICICE, Cf. loc. cit. vol.  1.0 pag. 383 e i'uitimo capitolo Dcis Gn?ois'sc~re 
Problern lGSte> i  Grorles und se im rtesolve~zteiz Sten wztl P n  Grades (pag. 7-34. - \VRBER, 
LehrLlcch c i o .  i l l p L m :  cf. il Vol. IL0 particolnrinente il capitolc Dns Iibr?nenl~roLle~z clci. 

Griippe G,,, z i , d  clie Thcorie der Gleichzu~geiz S;eb wten Grades, pag. 466. 
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struttura del G,,, (N. 2) diremo che il Ci, , ,  contiene 14 G2, (gruppi ottae- 
drici) e 8 G,, con i relativi sottogruppi. 

Consideriarno uno dei 14 sottogruppi ottaedrici 1;94 e il suo sottogruppo 
invariante di 4.' ordine G,. Quest'ultirno B composto dell'identità e di t re  
oriiologie nrinoniclie ta]; che ciascunn E il prodotto delle altre due. Dunque 
esse sarniino individuate d a  un trinngolo in guisa clie ogni vertice col lato 
opposto costituisce centro e asse di una delle omologie suddette. Poichè il 43, 
è i i ivaihite di  G,, anclic tale triarigolo sarà invariabile per tutte.le collinea- 
zioni clrl Ci? ,  c percib sarà cliiamato il triarzgolo iiinur-iarcte del gruppo ot-  
tnedrico considerato. Assumendolo corne fondamentale e servendosi delle stesse 
iiotazioni del  N. 2, il 0, snrà costituito dalle 4 sostituziorii: 

S3 = (U C )  (b  d) = (A -:: ::), fi'd = (U d) ( b  C )  = (n: :: -::) 
P e r  trovare ad es. Si,, S,,  si osservi ciie dall'esistenza del sottogruppo 

(SI 5, SI, S,,) ne segue che cislscuna delle tre S,, SI,, SI, deve essere il pro- 
clotto delle altre due. Danque disponendo opportunamente del punto unità 
avremo : 

Analogamente si trova: 

e adesso d a  queste si hanno le altre sostituzioni del C,,: 
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1 .Y3 - X ' ?  
= (a c b O?) = j, % , = ( a d b c ) =  

.ri Xe ~3 xz .rz 

Dunqiie : 
Tut te  le sostittixioni del gruppo ottaedrico d i  colliizeazioni piclne possono 

mppresentwsi  sotto l'z~nica fornza : 

12. Varie sono le conseguenze. Enumereremo qui le più importnnti 
per il nostio scopo: 

1.' L e  quattro rette : 

d r x ,  +r ,  - x,= 0, 

coinpongono un quadrilatero invariante rispetto all 'intero gruppo ottaedrico. 
Lo cliiarneremo i l  quadrilate~*o invatsiante del gruppo. 1 suoi Iati servono a 
dnre unn interpretazione geometrica ai 4 elementi a ,  b ,  c ,  d. II triangolo 
diagonale è invariante del gruppo. 

II.' Tut te  le curve iwvnt.iadi clel gi.zcppo ottaedvico possono essere 
mppresentate da una equazione della folsrna : 

d o ~ e  la è simmetrica in x, 2, x,. 
III.' Ogni covariante, O contravariante di un quadrilatero (considcrato 

corne curva del 4.O ordiiie) deve rirnane1.e invarinto per tutte le collineazioni 
che trasformano il quadrilatero in sè stesso. Quindi : 

L'equazione d i  diaraxi : 
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dove l a  J/ è pure s immetvica in uI u, u3 possono rappresewtare r ispet t iva-  
mente t u t t i  i covariant i  e c o n t r a v a r i a d i  del quadrilatero.  

IV.0 L 'un ica  coraica couariatate del quadrilatero è : 

ossia l u  cosidettu cortica dei 14 p u n t i  (*). 
V.O T u t t e  le gziarticlze covaria~zt i  del puad~iZutero sono quelle del  

fascio : 
Xxt + 6 h C x : x i = O .  

Ora, la quartica di KLEIN è certo invariante rispetto al gruppo ottae- 
drico, dunque : 

L a  qunrt ica  d i  KLEIN a p p a ~ t i e n e  a l  fascio pvecedente. 
1 1 Per  A - - - si trova il quadrilatero invariante, per A = - si ha la sua 
3 3 

conica covariante contata due volte. Indicandda con C l'equazione del fascio 
pub scriversi : 

u b c d + A C 2 = 0 .  
Quindi : 
I qua t  f ro  7ati  del quud~*i la tero  i n v a ~ i a ~ z t e  sotzo yuat t f so  bitatzgenti fisse 

d i  tu t t e  le quarticlze del fascio. I p u n t i  d i  contatto sono i p u n t i  base ed esi- 
stono su l la  cotaica covariante del quadri la tero n?edesitno. 

Ne1 CI , , ,  esistono 14 gruppi ottaedrici, dunyue: 
La q ~ i a ~ t i c a  d i  KLEIN a p p a ~ t i e n e  a 14 fasci individtluti  ciascuno da1 

q u a d d a t e ~ o  d i  4 sue part icolar i  b i tangent i  e dal la  cotzica covariante del 
quadri la tero conta t a  due  volte (**). 

13. Ci proponiamo la determinazione dei 14 triangoli invarianti dei 
14 gruppi ottaedrici. Essi intanto sono certamente tutti distinti perchè tali 
sono i gruppi ottaedrici relativi. Il a:,, fondamentale precedente contiene i 4 
sottogruppi di 4.O wdine (N. 3): 

(*) Ricordcremo che questi 14 punti sono i seguenti: 8 sono a due a due sui  la t i  del 
quadrilatero e compongono le  4 coppie hessiane delle 4 terne di vertici relativi; 6 sono 
a due a due sui la t i  del triangolo diagonale e costituiscono su ciascuna l a  coppia armo- 
nica ai vertici dcl triangolo e del quadrilatero. 

("*) KLEIN-FRICKE, loc. ch., pa;. GD?. 
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dei quali soltanto il 1 . 0  è invariante. Gli altri tre sono invarianti per i 3 
rispettivi G2, coniugati di 1." specie del 1 . O  (N. 4 e 5) : i triangoli inva- 
rianti rispettivi sono : 

$ 1  (x2 + X S )  (x2 - $3) = O, X O  (x3 + x,) (x, - x,) = o. 
Prendiamo a considerare i primi due, cioh i triangoli invarianti di due 

qualunque G?, , Grzc coniugati di 1." specie. Essi hanno a comune il lato 
2, = 0; indichiaino con A, B i vertici, su questo lato, del 1.0  triangolo e con 
A' ,  B' quelli del 2.0 Ebbene si riconosce subito che i lati del quadrilatero 
invariante di 02, si tagliano a due, a due in A', B' e quindi anche i lati del 
quadrilatero invariante di dl',, si segheranno a due, a due in A ,  B. P w  
conseguenza l'equazioni dei lati di quest'ultinio quadrilatero avranno la forma: 

Allora, corne da1 quadrilatero invariante di G,, si sono dedotti i trian- 
goli invarianti dei tre GZ4 coniugati di l.a speoie, cosi adesso da1 quadrila- 
tero invariante di 4;iP4 potremo determinare i triangoli invarianti dei tre coniu- 
gati di 1." specie di O',, . 

Uno è naturalmente xi x2 x, = O ;  gli altri due sono : 

perinutando circolarmente si trovano quest'altri : 

ae a questi si aggiunge il triangolo fondamentale 

(V, X' Xz XJ = O, 

otterretno i 7 triangoli invarianti dei 7 gruppi ottaedrici di un I l ,  (N. 4). 
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14. Rimane da determinare i l  valore della indeterminata p. Per qucs'to, 
siccome sappiamo già clle la quartica di KLEIN appartiene al fascio : 

cos1 basterà prendere une delle omologie armoniche individuate da uno dei 
triangoli precedenti (all'infuori del fondamentale) ed ossérvare che essa non 
appartiene ri1 G,, fondamentale. La quartica del fascio invariante rispetto a 
questa nuova orriologia sarà invariante rispetto all'intero G, , ,  e sarà quindi 
quelln cercata. Si prenda ad es. la omologia asmonica: 

e 31 esiga che essa trasformi in sè una quartica del fascio suddetto: si tro- , 
verà necessariamente (escludendo la conica doppia) : 

cib che determina p e le due quartiohe di KLEIN esjstenti ne1 fascio (*). As- 
sumendo I'uno, O l'altro dei due valori di p si hanno i due G,,, relativi alle 
due quartiche suddette. 

15. Deterniinato p si trovano con processi analoghi a quelli del N. 13 
gli altri 7 triangoli invarianti dei 7 gruppi ottaedrici che mancano. Essi 
sono i seguenti : 

(") CIANI, 1 vari tipi possibili di qzm-tiche pinne pi& volle omologico-ar)nonichc. (Rendic. 
Circ. Nat. di Palermo, 1890.) 
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(rielle quali è d'uopo ricordare il valore di p ,  ovvero che p  soddisfit la 
p"p++=O). 

16. Passiamo alla ricerca dei flessi. Bastei-à trovare, per questo, una 
colliiieazione del G,,, col periodo 7 : il triangolo unito sarà costituito da tre 
flessi con le loro tangent; relative e 10 chiameremo un triangolo inflessionale 
della ciirva. Pe r  trovare una tale collineazione basta osservare che in G,,, 
si ottiene uiia sostituzione di periodo 7 moltiplicandone iina di periodo 3 per 
una di periodo 2 che sia esterna ai due G,, ai quali la  prima appartiene. 
L e  operazioni analoghe compiute su1 G,,, condurianno al10 sc,opo. Sia dun-  
que la collineazione di periodo 3 rapprese~itata da1 ciclo: 

Essa appartiene ai due G,, i cui triangoli invarianti sono (7) e (11) dei 
N. 13 e 15. Quindi moltiplicandola per una omologia armonica del Cr,,, 
esterna a tali G2, (ad es. quella del N. 14) troveremo la collineazione ri- 
cliiesta. Essa è : 

L'equazioni per gli elemeriti uniti sono dunque : 

e cos) la ricerca dei flessi viene a dipendere dalla equazione di 3 . 0  grado : 

P - P  E* - 2  1 

- P z  P - p z  

P  - p  p - 2  

Risoluta questa, sarà conosciuto un triangolo inflessionale e quindi anche 
gli altri 7 perche il opera trallsitivamente sopra gii 8 sottogruppi di col- 
lineazioni di periodo 7 (N. 10). 
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Ricordando le osservazioni dei N. 9 e 10 e le considerazioni fatte nei 
numeri ultimi (14, 15 e .16) possiamo dire:  

I 'due  sistenzi d i  7 elemeut i  ciusczmo, sopra i p a l i  operu i l  Ci , , , ,  pos- 
sono essere rappresen ta t i  geometricamente, con ~izolta sernplicità, d n i  due si- 
sterni d i  tv iangol i  invar ian t i  t lmovati  ne i  AT. 13 e 15. Cosi pure  g l i  8 tlsia!t- 
go l i  i@?essio~zali precedenti yossono r a p p r e s e d a r e  geonzet~ican~ente  y l i  8 ele- 
rnenti fondamentali  del gruppo t~zedesirno. 

17. Intraprendiamo le considerazioni relative al covariante S di CLEBSCII. 
Cominceremo dall'osservare che i covarianti di 4.Qrdine delle quarticlie del 
fascio : 

Z x : + 6 A B x ~ x f  = O ,  

debbono rimanere invariati per tiitte le collineazioni che lasciano invariate 
le curve del fascio, cioè per tutte quelle del gruppo ottaedrico fondamentale 
oride (N. 12) : 

T u t t i  i c o v a ~ i a n t i  d i  4.0 ordine delle quai.ticl1e del! f c w i o  a p ~ a r t e r z p r t o  
di nuovo a l  fascio. In particoiare ci8 accade per i covai-innti 8. Relntivn- 
mente a quest'ultinii la  conferma del teorenia si pub avere da1 calcolo di- 
retto che in questo caso è ben semplice. Indicando con A' il valore del pn- 
i.arnetro indiriduante il covariante S della quartica corrispondente al valore i ,  
si h a  (cf. ad  es. SALMON, Curve p iane) :  . 

P e r  A' = A si ottengono le curve del fascio clie coincidono con i loro 
covarianti S. Si  lia CO& l'equazione di condizione : 

1 - 1  . i \ ~ 7  
che ha  per radici -, 

3 4 
e si trovnno : la coriica doppia e le due 

quarticlie di KLEIN del fascio (*). 
18. Che la quartica di KLEIN coincidesse col proprio covariante S fu 

diniostrato per l a  prima volta dnl BRIOSCHI (**). Cib risulta ariclie diil cal- 
colo precedente. Più generalmeiite si pub osservare che la  quartica in que- 

(*) CIANI, loc. cit. 
(**) BRIOSCRI, S o p a  classe di cume del 4 . O  ordine (Atti R. Acc. dei Lincei, Ser. III, 

Vol. VIII. 
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stione deve coincidere noii soltanto col proprio covariante S m a  con ogni 
altro suo covariante di 4.O ordine. Perché un tale covariante deve essere in- 
variante rispetto al  G,,,,  e il G,,, ainmette un solo invariante di 4.' ordine 
che è giusto la quartica di KLEIN. Dunqiie: 

La quarticu di KLEIN coiwa'de con tutti i suoi covurianti di  4.0 OY- 

ditle (in particolare col covariante S) (*). 
Nasce allora la segiiente questione. Da1 momeiito che una quartica ge- 

nerale pub riguai.darsi coine covarinrite S di altre 36 quartiche (secondo il 
già citato teorema di SCORZA) e che la quartica di KLEIN è già covariante S di 
sè stessa, quali saranno le altre 35 di cui la quartica in parola pub riguardarsi 
corne covariante S ?  A questa ricerca sono destinati i tre numeri seguenti. 

19. Quattordici soluzioni del nostro prohlema si trovano subito. lnfatti 
riprendiamo l'equazione del N. 16 : 

clie lega il valore h del parametro A di una curva generica del fascio : 

a1 valore ?! del covariante S della curva medesirna. La relazione suddettn 
Fer ogni valore di 1,' ci dà due valori per A e quindi ci dice che ogni quar- 
tica del fascio precedente è covariante S di altre due quartiche del fascio 
medesirno. Dunque in particolare la quartica di KLEIN sar% covariante S di 
sé stessa e di un'altra quartica del fascio. Per  trovare quest'ultimrt hasta 
porre nella relazione precedente : 

(") Ad eseinpio la  quartica di KLEIN coincideri col contravariante quaclratico del con- 
travariante rlnadratico cioh col l~iogo equianarmonico dell'inviluppo equianarmonico, da  cui 
si  deduce l a  seguente proprietà: Se per ogni punto della quartica sucidclta si conducono 
le 4 trnsvsrsnli che la taglinno eqz~iann~-).rzo?zica1ne,z2e esse compongono di nuovo un yruppo 
eyacinnarmonico. - Quanto alla coincidenzn della quartica di KLEIN col proprio cova- 
riante S è noto che essa è proprieth caratteristics della quartica in questione (cf. l a  mia 
Nota in proposito Rendic. ci1.c. mat. di I->nlcrtno, 1899) e forse, con poche eccezioni, é ca- 
ratteristica anche la  coincidensa con qualsiasi covariante di 4 . O  ordine e di 4 . O  grado 
rlumdo si riflcttu clle un tale covariante è rappresentabile con S + k A f = O dove A è 
l'invnriante cubico, f la quartica, S il covapiante S e k un coeficiente numerico. (MAISANO, 
Sistemi cornpleli dei pimi ci~zpue gradi clella forma temarin biquadraticn. Giorn. di B a t -  
taglini. Vol. XIX.) 
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e risolOere rispetto a h. Si trovano cos) per A i valori : 

- 
5 - i .  7 

quindi la qiiartica del fascio individuata da1 valore , 
16 

del parametro A 

ha per covarinrite S la quartica di KLEIN. Possiamo diinque dire intanto: 
Ciusczino dei 14 s o t t o y u p p i  o t t a e d ~ i c i  del G,,, indiljiditil 2112a qztarticn, 

i n v a r i a t ~ t e  rispetto a quel so t tog~uppo ,  la ytinle ha per c o v a ~ i a u t e  S la q u w -  
tica di KLEIN de t G ,,, . 

Si haiino cosi 14 soluzioiii niariifestaniente distiiite perché se due coin- 
cidesseso, o coinciderebbero due sottogruppi ottaedrici (il che ;? assurdo), op- 
pure esisterebbe una quastica invariante rispetto ai due gruppi e non all'iii- 
ter0 G,,, il che è assurdo del pari. 

20. Per  cercare altre soluzioni osservinmo che la qiiartica di KLEIN 
appartiene al sistems liiieare : 

costituito da. tutte le quartiche invarianti rispetto alle omologie armoniclie iii- 
dividuate da1 triangolo fondamentale. Ebbene proponiamoci di ricercare quali 
curve del precedente sistema linearc lianno per covariante S la quartica di 
KLEIN in parola. Ora il covariante S della ciirva generica del sistema é (cf. 
ad  es. SALMON, Curve pitrne). 

f l = n p g h - f ( n g g $ - p 1 1 " -  f 2 g h  

9' = p 1'2 h f - g ( p  11' + 912 f ') - ge h f 

h ' = ~ t z n f ~ - l ~ ( r n f ~ + n g ? ) -  h 2 f g .  

Se S ' d e v e  coincideve con la quartica di KLEIN si Iiaiino le condizioni : 

k dunque un semplice problerna algcbrico che si tratta di rirolvere. Ve- 
dremo Che, insieme ad alcune soluzioni già trovate, esso ce ne darà certamente 

dnnalz' di iMatematica, Serie III, tom0 V. 7 
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delle nuove. Pr ima di tutto dallc relazioni na' = tz' = p' segue : 

f' = 9' = h2, 

chiamando con Ice questo cornune valore di pl y?, IL? avremo quindi per f, y,  IL 
le sole seguenti soliizioni (distinte) : 

f 

f = g &  , IL = - 1; 
g=Ih=k: ,  f = - I ;  

h = f = k  , y=--le. 

Ma per f = y = h si vede facilinente che si è condotti ad ln =n = y 
e in ta! caso l a  soluzione che si troverebbe non è certo iiuova pcrchk cssn 
ci darebbe une curva del fascio 2 xi $- 6 ?, 2 xf z l  = O .  Rimane dunque dn 
coiisiderarsi il solo caso f = g  = - h chè gli altri sono simili a questo. 

Allora dalla f' = y' segue : 

(nz - n) ( y  Jr k )  = 0. 

Ma con p = - Ic non si pub soddisfare alla : 

f '  -i+i\/? -- 
ln' - 4 

9 

h' - 1 + i i 7  
dunque avremo m = n. Quindi la  = 

4 
ci dà : 

m 

me + 2 m k - k 2  - - 1 +i\/7 - - - - 9  

3 k2 2 
dalla quale si toglie : 

cioè si hanno le due soluzjoni : 

Si h a  poi dalla y'= h' : 
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Quindi le due soluzioni sono le seguenti : 

Ii. Ii. 1 - i \ 7  2." : a=-=-=-- Ic f f _-- g - - - = _  - - 
m m n m n  m 1â 4 

21. Discutiamole separatainente. L a  1." non è iina nuova soluzioi-ie. 
Perchè si pub dimostrare cht: la curva che essa individua è invariante ri- 
spetto a quel gruppo ottaedrico il quale ha  per triangolo iiivariaiite (N. 15) : 

Basta percib osservare che il qiiadrilatero invariante del gruppo in pa- 
rola è dato da (N. 13): 

e la conica covariante è : 

dunque il fascio delle quartiche invarianti rispetto al gruppo ottaedrico i n  
questione sarà (N. 12) : 

( ~ 3  - p2 ç:) (x: - p' x:) +- a 1 2 X: + p " ~ :  + .cl) 1" O. 

- 1  + 3 i 4 7  Ebbene per a = si trova la curva iiidividuata dalla 1." so- 
8 

luzione. 
Passiamo alla 2.a soluzione cioè alla quartica : 

Questa costituisce veramente un cnso nuovo. Perchk. tale curva è iiiva- 
riante rjspetto al sottogruppo G, (N. 3 e Il) : 
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ma non rispetto ad alcuno dei due gruppi ottaedrici contenenti detto C ,  e 
quindi nemmeno rispetto a qualsiasi altro gruppo ottaedrico del G,,, . 

Dunqtie o g m n o  dei  21 sottogruppi d i  8.0 ordine del G,,, individuu pzrre 
zina quartica che ha per covnriunte S quelln d i  KLEIN.  

Tali 21 curve sono manifestarnente tutte distinte perchè se due coinci- 
clcssero in una sola, O coinciderebbero due 42, il che è impossibile, oppure 
tale curva essendo invariante rispetto a due 6, sarebbe invariante rispetto 
almeno a un G,, i l  che abbiamo visto or ora essere pure impossibile. Ab- 
biamo dunque trovato le 36 soluzioni del nostro problema cioè tante quante 
ne comporta, per il teorema gid citato di SCORZA, una quartica qualutique. 

22. 1 N. 17, 18, 19, 20 conducono dunque alla segiiente conclusione: 
L a  qzta?.tica di KLEIN è rova~.intite 8 di sè stessa e d i  al tre  35 g i i w -  

ticke. Quattordici d i  quesle sono c i a s c m a  invaf. ianti  7.ispetto a uno dei 14 
sottogruppi ottaedmki d r l  G ,,, ; le 21 vinznnen t i soue invece, ciascuncl, inva- 
taiatzti ~ i s p e t t o  a uno de i  21 sottogrztppi d i  8 . O  ovdi~za. 

II modo di carntterizzare tali curve e scriverne le equazioni relative è 
espresso ai N. 19 e 20. 

II teorema del N. 8 ci dice che le prirne 14 si dividono in due gruppi 
di 7 ognuno cosi clie quelle di un rnedesimo gruppo sono proiettive, meiitre 
è impossilde trasformare una d i  un gruppo in uua dell'altro mediante colli- 
neazioni del G,,, .  Ma è impossibile ottenere cib anche mediante una col- 
lineazione esterna al G,,, perchè essa dovrebbe trasformare in s& stessa la 
quartica di KLEIN, i l  che è assurdo. Si:i infatti C una tale collineazione j essa 
trasporta un gruppo ottaedrico di fi', in un gruppo ottaedrico di Qu,  cioè 
ad es. il gruppo ottaedrico fondamentale in un su0 coniugato di 1." O di 3." 
specie. Deve dunque il triangolo fondamentale essere trasportato in : 

ovvero in :  

Ne1 1." caso è ben seniplice verificare clie le collineazioni capnci di at- 
tuare il trasporto non trasformaiio in sè la quarfics di KLEIN. Il 2.' CRSO si 
riduce al 1.O perchè i due triangoli soprascritti sono invarianti di  due gruppi 
ottaedrici coniugati di 2." çpecie i quali sono sempre transitivi (N. 8). Mol- 
tiplicando quindi C per una delle collineazioni che effettuano i l  trnnsito si 
ricadrebbe ne1 1 . O  caso. 
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Invece le altre 21 curve trovate sono proiettivamente identiche percliè 
due sotiogruppi 6, O appartengono al10 stesso gruppo ottaedrico e sono per 
consegoenzn trasformabili 17uno nell'altro (con sostituzioni del gruppo ottae- 
drico stesso) O altrimenti si possono riguardare corne apparteiieiiti a due 
gruppi ottaedrici coniugati di 2.Qpecie e sono trasformabili del pari. 

Dunque rispetto alla proiettirità delle curve trovate si pub dire clie : 
L e  pr ime  14 si dividonu in due gruppi d i  7 ciascuno, cosi clie soîzo pro- 

iet t ivamente identiche quelle d i  u n o  stesso gruppu e y roietf ivantente clive~.se 
quelle appwter ient i  a g r u p p i  diversi .  

Inuece le 21 rimanenti sono tu t te  proiettiuanzente identiche. 
23. Terminereino le nostre considerazioni volgendole al10 studio (li 

qunlclie proprietà relativa a i  24 flessi della quartica di RLEIB. Percib comin- 
cerenio dall'osserrnre che riferendosi al solito triarigolo fondamentale si vede 
fixcilmente che delle t re  cùoi-dinate di un flesso nè  due possono essere uguali, 
i ~ è  alcuna pub essere zero (yerchè uii flesso noil pub esistere sopix nessuno 
dei 21 assi delle 21  omologie arrnoniche dg1 G,,,). 

Potremo dunque scrivere le sei quaderne seguenti con la sicurczza clie 
esse sono composte da 24  punti tutti distiiiti. Se  y, y, y, sono le coordinate 
di un flesso, i 24 flessi si potranno distribuire cosi; 

Ogni quaderna è irivariante rispetto al 43, invariante del gruppo ot- 
tat:cli.ico fondanientslr. Si riconosce facilmente chc: gli 8 piiiiti d i  due qiia- 
cleriie esistono su di uiia coiiica (*). Si haniio cosi le 13 coiiiclie se- 

(*) CIANI] 1 vnri  t4ii possibili di p a t f i c h e  pimze pi& vollc o)~zolngico-nt.)noilicl~~, loc. cit. 
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guenti : 

dove : 

912 = y8 - y y , n = y':-y? y:, 11 =y: -- y; y: . 
È essenziale osservare che queste 15 coniche sono tutte distinte e clic 

non sono degeneri. Che siano tutCe distinte resiilta da1 considerare che se due 
coincidessero in una eola, questa avrebbe più che 8 punti comuni c.on la 
quartica; che poi non siano degeneri risulta d ~ 1  considerare che esse, se mai, 
dovrebbero spezzarsi in  rette per i vertici del triangolo fondamentale cib che 
è escluso dalle osservazioni già fatte sulle coordinate y, y, y, di un flesso e 
da1 relativo quadro delle coordinate di tutti i flessi. 

24. Abliiamo cosi per ogni sottogruppo ottaedrico due specie di CO- 

niche contenenti ciascuna 8 flessi della quartica di KLEIN. Nove di esse sono 
a tre a tre invarianti rispetto a uno stesso G, e sei solo rispetto al G, in- 
variante. Quante sono in tutto le une e le altre? Circa alle prime si osservi 
che og~ii  sottogruppo G, del G,,, ne individua tre, e corne abbiamo osser- 
vato ne1 numero precedente, esse sono distinte : per le medesime ragioni sono 
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distinte due di tali coniche individuate da G, diversi ma coritenuti ne1 me- 
desimo G2, : se finalmente potessero coincidere in una sola due coniche in- 
dividuate da due 6, non appartenenti al10 stesso G 2 ( ,  tale conica sarebbe 
invariante .rispetto ai  due 6, in parola e quindi rispetto all'intiero G,,, il 
che è impossibile. 

Dunque i 21 G ,  individuano 63 delle coniche cercate. 
Circa poi alle seconde il fatto che debbono essere distinte quelle inva- 

rianti rispetto a uno stesso 6, (N. 22) porta che i coeficienti stz, n, p sono 
tutti d i ~ e r s i  fra loro. Dunque non possono coinridere in un8 sola nemmeno 
due che siaco invarianti rispetto a due 6, coniugati di 1." specie percliè 
dovrebbe iina ta1 conica essere invariante rispetto al  6, che contiene i due 
Ci, e si ricadrebbe in iina delle 63 precedenti. E in ultimo se potessero 
coincidere i n  una sola due che fossero iiivarianti risprtto a due G ,  coniugati 
d i  2.a O di 3.' specie (e quindi non contenuti in uno stesso G,) dovrebl~e 
una ta1 conica essere invariante O rispetto a un G,,  o all'intero G,,, . Ne1 
l."caso sarebbe la conic,a covariante del G,,,  ne1 2.Qaso non esistereble. 

Quindi i 14 G,  individuano 84 delle coniche in parola. Abbiamo dunque 
il teorema : 

1 24 flessi della q~~ur t i ccc  d i  KLEIN giacciono a o t to ,  a otto sopra 147 
coniche divise in due  specie e cioè: 63 d i  esse sono a t r e  a tre  iszvariawti 
rispetta a i  21 s o t t o g 9 y p i  d i  8.0 ordine e 84 sono a sei, a se i  iwva?.ianti 1.i- 

spetto a i  14 so t togmppi  6, iwar iarz t i  a Z O T O  o d t a  dei  14 sottogrzqipi ot- 
taedrici. 

Con considerazioni analoghe alle precedenti e ricordando quelle fatte al 
N. 15 del lavoro più volte citato sulle quartiche più volte omologico armo- 
niche si trova anche : 

I rriedesirni 24 fiessi esistono u 6 ,  u 6 sopra 112 caniche le q u a l i  ap- 
p a ~ t e n g o n o  a 4, a 4 a 28 fasci. O g n i  fascio è collegafo a u n a  bitangeîzte 
della quart ica ,  e co~zseguenterrzente a l  !relative sot tog~zippo 0, d i  scs t ' o îd i~ te ,  
ne1 segueîzte wodo : le coniche del fascio s o i ~ o  bi tnnges~t i  P a  loro, secunti  lu 
hitanyente suddetta nei  suoi  pudi d i  contatto con l a  quart ica ,  e i t zvwinîz t i  
ciascuna rispetto a2 sot togmppo (Yi,. 
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Extrait de quelques lettres 
de W. Ch. Hermite  â M. S. Pincherle. 

Paris, le 10 Mui  1900. 

. . . mon travail touche de près au vôtre, puisqu'ii concerne la relation: 

dans les cas où elle a lieu, et où je suppose A a = 1. Elle donne Ir: type de 
ces fonctions qui sont compléternent définies par les seules raleurs entikres 
de la variable et roiis remarquerez son caractère essentiel de conserver la 
même forme, lorsqu'on prend soit les dérivhes, soit les différences finies, par 
rapport à a, de sorte qu'une seule égalité donne naissance à une infiriitk 
d'autres. Voici celle que j'ai obtenue; elle se rapporte A la fonction Gamma 
et fournit une expression de son logarithme, d'une toute autre nature que 
la formule classique : 

qui suppose le niodule de la variahle irifërieur à l'unit&, et où les coefficients 
1 1  

Sn = 1 + - 21' + - 31' + . "nt des trnscendantes numériques. La niéthode, 

coinrne vous allez voir, est on ne peut plus facile; elle a son point de dhpnrt 
dans la formulc : 

n 

J'en tire d'abord la relation 

-u 

Annali di Matemnticn, Serie III, tom0 V. 
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et je remarquerai que pour x = 1 on a : 

A log l? ( cc )  = (eay - ey) - i d y ,  
-m 

Y 

puis par u n  calcul facile: 

An log = eay (vy - 1 jn--4 9 , j 
-m 

Y 

en prenant: 
A a = l .  

Cela étant, j'écris : 

s(rie cwnvcrgente, la quantité 1 - ey étant moindre que l'uni tb, puisque In. 
variable est toujours négative dans l'intégrale. Nous avons ainsi : 

et par conséquent : 
O 

d l l  log r (a + x) - log r (a) = Y (eay - e ~ )  + 

. .  + x (x - 1). , . ( x  - ?Z -{ 1) 
(eau - l j n - - i  Q 

1 . 2  . . .  12 I I  + . .  

et enfin, d'après la remarque précddente : 

x (a - 1)  log I'(u + x) - log r ( a )=  r A log l? ( a )  + 
1 . 2  Ae1og J7 (u )  + 

. . .+ x ( x - 1 )  . . . (  x - n +  1) An log I ' ( n )  + . . . 
1 . 2  . . .  12 
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ou bien : 
32 (x - 1) log r (u + x) - logI ' ( a )=x log  a + ---- A log u + . 

1 . 2  

. . .+ $(x- 1). . . ( x - 1 2  t 1) 
1 . 2  . . .  n 

An-i log a + . 
II est clair que a doit être siipposé positif pour que les intégrales aient 

un sens; cette condition admise, la convergence est démontrée comme consé- 
quence de la formule du binôme pour toutes les valeurs positives de x. Vous 
voyez qu'en faisant a = 1 afiii d1o1)teiiir log L'(1 -t x ) ,  le calcul des coeffi- 
cients se fiiit bien aisément et par de simples soustractions avec une table de 
logarithmes. Sous forme explicite, on peut écrire : 

;c (x - 1) x(x- 1 )  (,c - 2) 
log r (1 + r )  = -----~ log 2 + (log 3 - 2 log 2) + 1 . 2  1 . 2 . 3  

+ x ( . r -  1) [x - 
2 i  ( x  - 3, (log 4 - 3 log 3 + 3 log 2) + 

1 . 2 . 3 . 4  

et j'observe surtout qu'ils sont tous de même riature, tandis que les quaii- 
tités S, s'expiiinent par les puissitiices de x si n est pair et représeiiteiit 
pour rz impair des traiisceridantes plus complexes. J e  n'écris pas les 6galités 
semblables qu'on obtient en prenaiit les déiiv6es par rapport à a ;  je re- 
marque seulement que la difféi*erice finie donne : 

$ (.c - 1) 
log ( a  -(- x) = log a + A log u + 

1 
A? log a + . . . 

1 . 2  

et, qu'en prenant les dérivées, on obtient les éléments simples des fonctions 
uniformes d'une variable. Mais leur expressioii par la formule d'iiiterpolatioii, 
B la quclle on serait ainsi amené, n'a lieu qu'en supposant la v~r iab le  posi- 
tive et sous la restriction que les pôles soient représentés par des quantités 
réelles négatives, ou par des imaginaires ayaiit leur partie réelle négative; 
c'est-à-dire que les pôles se trouvent tous dans le denii plan, à gauche de 
l'axe des ordonnées. 
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60 Extrait de  quelyues lettres. 

Pwis, 19 Mai 1900. 

. . . Voici une généralisation qui va faire 'di~~araî t re ,  s'il existe, tout le 
prestige du cas particulier de log r (x). J e  considère, avec LAPLACE et ABEL, 
les fonctions définies par l'égalité suivante : 

O 

0 (4 =J'y (Y) exy d Y , (1) 
-OÎ 

et je remarque qu'on en tire: 
O 

-00 

ce qui donne, pour x = 1 ,  
O 

A (1, (u )  = y (y) (eY - 1) eay d y ,  S 
-00 

puis : 

J'admettrai que la première relation ait lieu pour toutes les valeurs pcl- 

sitives de x ;  il eii sera de même de celles qui suivent sous la condition de 
a > O. Cela étant, on aura, cette expression par la formule d' interpolation 
de NEWTON : 

b (a + x) = @ (a) + A (P (a )  + x i x - l ) ,  ( ' @  a )  + . . .  
1 . 2  

Elle s'établit, en effet, en partant encore de l'identité : 

e t  de  la série convergente qui en r6sulte: 

si l'on suppose x positif et 9 ndgatif, en sorte que e y  - 1 soit eii valeur ab- 
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solue inférieur à l'unité. Noua pouvons ainsi l'employer dans l'inté,grale : 

et  a.u moyen des égalités (2) et (3) en conclure sur le champ le résultat 
annoncé. 

Une conclusion semblable a. lieu si l'on co&dè!se la fonction : 

car on a comme tout à l'heure : 

-cm 

Soit encore : 
O 

nous trouverons dans ce cas : 
O 

puis h partie de n = 2 : 
O 

Cela étant, l'emploi de la série (4) donne de nouveau: 

Cette formule s'applique au terme complémentaire J ( x )  de lit série de 
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ij 2 ExIrait d e  qztelq ues leth-es 

STIRLING, d a m  la relation : 

Mais alors s'introduisent les différences successives de la quantité, 

On peut aussi l'employer pour log r (x), d'après la formiile: 

et retrouver I'expressiori plus simple à la quelle j'étais parvenu, où entrent 
sedernent les différences de log a. 

. . . J'ajouterai une rcmarque coiicei.iia~it la fonction (9 (x), définie en 
posant : 

O 

et pour laquelle on a la relation : 

x x (.J -- 1 ) 
m ( a + ~ ) = * ( ~ ) $ i d 8 ( u ) +  1 .  - 2 

Je pose : 
1 

ce qu i  sera l'intégrale de RAABE 'énéralisée, et j'établis que pour a très grand, 
1 la valeur asymptotique de @ (a) est d o n d e  par l'expression S - - A Q (a). 
2 
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de M. Ch. Hermite ir. 1M. S. Pincherle. Ci 3 

1 
Soit à cet effet, cf, (a) == 3 - - A 1) \a) +- 3 (u ) ;  les égalités suivantes: 

2 

conduisent, pour ce terme complémentaire 3 (a), B la formule : 

L a  variable y 6taiit négative dans le champ de l'iiitdgration, vous voycz 
que 3 (a) s'annule en siipposnnt a infini; ce qui démontre la proposition énori- 
cée, si conniic dans le cas de 4 (a) = log r (a). 

J e  dois à M. L~ncrr, la remarque importante que si l'on intègre entre 
les limites z = 0 et x = 1 les deux membres de l'égalité dont je lui  avais 
domlé communicatiori : 

x i x  - 1) 
log I? (a + Y )  = log T (a) + f log n + A log CC + 

1 . 2  

et  qu'on pose : 

1 .  on en tire, en remarquant que a ,  = -.  
2 

1 l o g r ( a ) = J - - 1 o g u  - a, A l o g a - a , ~ " l o g  a - .  
2 

Ce résultat est fort remarquable; il met en évidence la valeur asympto- 
tique de log r (a) représentée par la quantité : 
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64 Exhait de quelques lettres 

et le terme complementaire J(a) = - a, A log a - a, dg log a - . . . , s'exprime 
par les diff6rences de log a, au lieu des différences de 

aux quelles j'avais été amené. 
Il ouvre de plus, m'a écrit l'éminent géomètre, la voie pour obtenir la  

composition des nombres de BERNOUILLI avec les quantités un. 
Mais j'ai cherché autre chose, je suis revenu à la fonction plus gé- 

nérale : 
O 

(WX) = [ [ e " ~  u ( y )  + 9 (Y) + Y2 (y11 d y  , 
-M 

et  à la relation, 
1 

(b (a) .= 2 - - A (a) + 3 ( O ) .  2 

En écrivant le terme complémentaire de cette manière : 

j'ai recours à la &rie suivante : 

qui est convergente lorsqu'on suppose le module de z inférieur à l'unit& Soit 
1 + x = ey, on en tire l'égalité : 

valable par conséquent pour y  négatif; en remarquant que le coefficient 8, 
1 

est égal ii - il vient ensuite : 
2 

et  l'on en conclut : 
O 

,; (a) = - 2 Wtab ( e ~  - 1)" p ( y )  d y. 
-00 
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de M. Ch. I f e ~ m i t e  à M. 3. Phtchet.2e. 65 

Il faut prendre dans la somme du second membre n = 2,  3 ,  ... en 
excluant la  valeur n = 1,  nous avoiis donc : 

n 
A (LI) = - OP A" (a) - w, A3 (a)  . . . 

AL Q> (a) A3 @ (a )  19 A4 @ (a) 3 A5 <f> (a) =--- + n o  +. . . 
12 2 4 160 

Cette formule généralise la relation de M.' LERCH, elle a lieu pour toutes les 
raleurs positives de a et j'observerai que les coefficients w, se ramènent 
à a,, au moyen de l'égalité : 

en développant les deux membres suivant les puissances de z. 
J e  sors ainsi de la question d'interpolation que j'avais en vue, mais en re- 

stant dans le domaine des séries où entrent les différences finies d'une même 
fonction. Bientôt j'y reviendrai . . . 

J e  viens vous mentionner une application de la formule d'interpolation 
à la fonction < (s) de RIEMANN, ou même à l'expression plus générale q u i  a été 
l'objet des beaux travaux de M.r LERCH et de M.' MELLIN, Zt savoir : 

On a, comme vous savez: 

mais il existe une autre formule dont je fais usage, et que je tire de la re- 
lation donnée par ABEL: 

Ant>nli di illatematica, Serie III, tom0 V. 9 
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66 Extrait de qtlelques lettres 

1  Soit f (,LE) = - : on en conclut l'expression suivante, qui est d'une grande 
xS 

importance : 

Elle conduit, en effet, à l'extension à tout le plan de la série qui n'a d'exi- 
stence qu'autant que la variable s est supérieure à l'unité. Elle montre que 
cette série donne naissance à une fonction uniforme, si l'on convient de prendre 
dans l'intégrale, pour toute valeur de s, ce que l'on nomme la determination 
principale des puissances (a - i x ) - ~  et (a + i x)-S. Elle fait voir encore que 

cette fonction uniforme a un seul pôle s = 1 provenant du terme 1  
(S  - 1 ) as-1 ' 

le développement en série : 

1 1 --- s - 1  
log a + a- loge a . .  . (s - 1) as-1 s - 1 

1 
suffit ensuite pour ktablir que la difference R (a, s)  - - est une fonction 

6 - 1  

holomorphe. J'observerai en dernier lieu qu'ayant: 

on peut écrire au moyen d'une intégration par parties: 

- - - 2 1 [ (u - i g)-" -+ (a  $ i m ) - 9 - 1 1  log (1  - e-"2) d g ,  
2 

O 

et conclure de cette nouvelle expression, 

R (a ,  s )  = 
1 1  -- 

(s - i l  as-a + 2 as 
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de M. Ch. Hevtnite à ,W. S. Phzclrwle. 6 7 
- - -  

les deux premiers termes, trouvés par M. LERCH, du développement de R (a, s) 
suivant les puissances croissantes de S. Nous avons en effet: 

en négligeant le carré et les puissances supérieures. 
Remarquant ensuite que l'intégrale : 

- ix)-i + (a + i $)-il log (1 - e-'"1 da , 
2 7i 

revient B la suivante, 
m 

1 
d x ,  

O 

qui est précisément le terme complémentaire changé de signe de la série de 
STIRLING, nous avons l'égalité : 

+s[ log r (a )  -(a - +)ioga-a , - 
et en réduisant: 

1 R (a, S) = - - a + s p o g r  (a) - log \ 1 ~ ] .  
2 

A ce résultat il convient de joindre celui qu'on tire de 

1 
R ( a , s  f 1 ) = - -  D,R(a ,s ) ,  

S 

eii différentiant la relation précédente par rapport à a. Nous 

log (IG] 9 

la formule : 

obtenons ainsi : 

1 r l ( a )  
R(a,s+ 1)=--- 

s r (a) ' 
ou bien en changeant s en s - 1, et par conséquent pour des valeurs de la 
variahle voisines de l'unité: 

1 r' (a) R ( a , s ) =  -- - 3  
s - 1 r (a) 

comme l'a encore trouvé M.' LERCH. 
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6 8 Extruit de quelques lettres 

Après ces remarques, j7arrive à la conséquence à tirer de l'équation (1) 
relativement à la formule d'interpolation. Elle découle de la transfwmSe de 
1' integrale : 

w 
- i 2 ) - 3  - ( 1  4- i 2)-s [ (L 

i - 1 1 d x, 
O 

qui s'obtient en faisant x = a tang y, et au moyen des égalités : 

Cette transformée est en effet: 
n 

de sorte qu'en faisant pour abréger: 

on est amené à In relation suivante: 

1 1 s ( s -  1) R (a, s) = -J i+  JL + - .  - - (2)  (s - 1) as-i + 2, + 20-4 al-i 1 l [, 1 . 2  1 
C'est l'expression par la formule d'interpolation que j 'avai~ en vue d'ob- 

tenir, mais elle suppose essentiellement la convergence du  développement de 
(1 + e2+"ps, et n'est démontrée que pour des valeurs positives de la variable. 

Permettez moi encore une remarque sur cette question difficile autant 
qu'importante de la représentation analytique de la fonction R (a, s). 

Revenant à la formule: 

e-a? x ~ - i  d x 
R (a, s) = - 
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de 1M. Ch. Hermite à Al. S. Pincherle. 6 9 

j'en tire, en y joignant Tes égalités : 

1 - l Je-ax xs-t 
( s  - 1) aS-l l? (s )  , 

O 

la relation suivante : 
w 

1 1 -I J'e -axx . -4  ----- --- 
a ,  - (8  - 1 a -  , , r ( s )  

l ' ) d X .  
(1-le-% 2 

O 

Cela étant, j'emploie en y changeant x en - x ,  la série dont j'ai déja 
fait usage elle devient ainsi, 

et au moyen de l'égalité : 
m 

j'en conclus immédiatement le nouveau développement : 

1 
R (a, s) = 

1 1 1 
(S - 1) as-' + s f % A a ; + w , ~ 2 - + . -  as 

J e  viens de remarquer qu'une généralisation bien facile de l'intégrale : 

conduit encore à une application de la formule d'interpolation de NEWTON. 
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7 O Extrait de q~elques  lettres 

Ne m'6tant pas servi, en effet, de la forme particulière de la. quantité 
1 -- , il est clair qu'on peut traiter d e  même l'expression : p r c  - 1 

Mais afin de ne pas complètement me répéter, je poserai: 

et la substitution x = a tg  rp donnera : 

cela étant si l'on écrit : 

2 
9 (a  tang p) e-Zni? 

~ > a  1 
00s. 'P a 

O 

nous avons l'égalité : 

( 2a iSH (s) =JO ++Ji  f s ( s - l ) ~ ~ + . .  1 . 2  . 

qui se trouve établie avec la restriction de s positif. Une remarque mninte- 
nant sur les coefficients J, qui figurent dans cette formule. L e  premier JO 
est seul indépendant de a ,  si l'on suppose, ce que j'admettrai que l a  fonc- 
tion e (x) ne contienne pas cette quantité. Nous avons en effet, 
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Les autres comme je vais le faire voir, s'esprinient tous explicitement, 
sous une formule simple, au moyen de, 

(x) (a + i z)-' d x 
O 

Qu'on fasse en effet pour un moment, 

y ( s )  = (2 a;S @ (s), 

il est clair que J, sera la différence finie d'ordre n de cette fonction, pour 
s - O ,  en prenant A s = 1. Désignant par n i ,  pz,,  . . . les coefficients bino- 
miaux, nous aurons donc, 

J, = y (n j -n ,  (p ( n  - 1) +n, y ( n  - 2 )  - . a  -l- (- l)n 7, (O), 

ou bien si nous renversons l'ordre des termes, 

on en conclura pour un entier k quelconque, 

de sorte que nous pourrons écrire: 

J'observerai que le second membre de cette égalité est le coefficient du terme 
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72 Extrait de quelques lettres de M. Clr. Hermite à M. S. P,inchei.le. 

1 en dans le produit des deux facteurs, 

Nous avons donc la formule, 

(- 1)" Jn = Q (0) - F (a) 

ou 3' (a) repr6serite le résidu correspondant h la valeur x = O, de l'expression 

c'est le résultat 'au quel je voulais parvenir., 'En revenant ensuite à R (a, s )  
e t  aux coefficierits J, qui figurent dans l'équation (2), on trouve que (- 1)" J, 
est le résidu de 

ou J ( u )  est le terme complémentaire de la série de STIRLING. 
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Risoluzione 
di due questioni geometriche. 

(Di GEMINIANO PIRONDINI, a Parmu.) 

8 e  L é una linea qualunque del10 s~iazio, L, il luogo degli estrerni dei 
segmenti H presi sulle tangenti, 11, il luogo degli estremi dei segmenti T 
perpendicolari ai segmenti H e situati nei piani osculatori di L, s e p l'arco 
e il raggio di curvatura di L, k facile vedere che la colidizione che L sia 
10 spigolo di regresso della sviluppitbile polare di L, è espressa dalle due 
equazioni differenziali : 

la cui integrazione è riducibile a quadrature col noto metodo di SERRET (*). 
Si sposti ara un triedro trirettangolo nello spazio in modo, clle il suo 

vertice A percorra iina curra arbitraria L e i suoi spjgoli siano costante- 
mente le direzioni principali di L. 

Preso SUI piano osculatore di L in -4 (x, y ,  z)  un punto arbitrario 
O (5 ,  q, c), si domanda corne (durante il movimento del triedro nello spazio) 
deve spostarsi il punto O ne1 piano, onde la trajettoria da esso descritta sia 
ortogonale ai piani osculatori di L.' 

Chiamando t la distanza A O e w l'inclinazione di A O sulla tangente 
di L, si ha : 

E = x + t (COS rù COS u + sen o COS A) , ecc. 

(") V. BIANCHI, Geoîrzetria, Di,$ir.euainlc. Cap. 1, $ 18. 

Annali di Malematica, Serie III, tom0 V. 
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7 4 P i r o  n d i n  i: Risoluxione 

d'onde (chiamando o l'arco della trajettoria descritta da O) : 

- .  -= t sen w 
d a  d s  

1 + (t COB w)' - -1 P CO8 a f 

t COS w 1 t sen w + [(t sen w)' + - cos À - - COS 1 ,  ecc. 
P ?' 

[essendo (cos a, cos ,4, cos y), (cos A, cos p, cos v ) ,  (cos 6, cos nz, cos 11) i coserii 
direttivi della tangente, della normale principale e della binormale di L, ed r 
il raggio di torsione]. 

Si hanno dunque le due equazioni differenziali : 

t sen w t cos w ( t  cos w)' - - $- 1 = O ,  (tsenw)'+-=O, 
P P 

le quali si riducono alle (1) col porre : 

t COS w = - H, t sen w = T. (2) 

Potendosi qui riguardare le H, T coine funzioni note di s, l'elimina- 
zione di questa variabile c,onduce ad una relazione nota : 

F (t, W) = O, (3) 
fra t e w. 

Siccome poi le (2) dànno : 

si deduce immediatamente che, durante il movimento del triedro nello spazio, 
il punto O deve spostarsi, ne1 piano o~culatore di L, sulla curva rappresen- 

d a  tata in coordinate polari dall'eqixazione (3) in modo che il rapport0 - della 
d s 

velocità di rotazione attorno a i  punti di L alla velocità di traslazione del 
vertice del triedro sulla I; abbia, in ogni istante, il valore (4). 

h poi evidente d i e  se al punto O viene collegata rjgidamente una curva 
arbitraria C posta ne1 piano osculatore di L e si fa in modo che, durante 
il movimento del triedro, i suoi punti descrivano delle trajettorie eguali a 
quella descritta da1 punto O, essa genera una superficie modanata avente 
questa curva per profilo. 

Ossewaxione. Siccome le formole precedenti non contengono il raggio di 
torsione di L, si conclude che, durante il movimento del triedro, si pub far 
subire alla curva L qualutique deformazione che non alteri nè l'arco, nè i l  
suo raggio di curvatura. 
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d i  due questiorti geometriche. 7 5 

La  linea L, i cui raggi di curvatura e di torsione p,, r2 sono legati 
dalla relazione : 

(con a e 8 costanti), e che si presenta i n  varie questioni geometriche, ha 
molte proprietà caratteristiche notevoli. 
, Cosi ad esempio : il raggio della sfera osculatrice è proporzionale al 

raggio del cerchio osculatore; i piani osculatori segano la sfera osculatrjce 
sotto angolo costante; la distanza fra due tangenti consecutive di L, è pro- 
porzionale alla distanza fra i due cerchi osculatori consecutivi corrispondenti 
della linea piana 2, che si ott,iene distendendo sopra uri piano la sviluppabile 
osculatrice di L,, ecc., ecc. 

Della linea L, si pub dare una facile costruzime geometrica: 
Infatti, notando che : 

per gli elementi p, r,  s relativi al luogo L dei centri delle sfere osculatrici 
di L,, si hanno 1e.formole : 

le quali riducono la precedente all'altra : 

d'onde : 
p = cot 5 .  s, 

(potendosi mettere a zero la costaiite arbitraria, senza nuocere alla generalità). 
Si ha in questo caao: 
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.76 P i  r O n d i  18 i : Risoluzio~ze di due questioni geometricl~ e .  

Notando quindi che la linea-L di cui il raggio di curvatura è (5) pub 
rappresentarsi colle equazioni : 

3 = [ sen y (s) . cos 
C 

- d d s , 
- 

y = S sen p (s) . sen 
sen cp ( s )  

2 = J. cos p. (s) a s , 

[essendo (s) una funzione arbitraria di s], si comprende corne, partendo da 
queste, si pub, col sussidio delle (6), giungere alla costruzione dell'intera fa- 
iniglia di curre L. 

Parme, settemhre 1900. 
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Sulle varieta algebriche a tre dimensioni 
costituite da una semplice infinità d i  

piani. 

(Di CARLO PAGLIANO, a Torino.) 

U n a  nota a pié di pagina ne1 $ 22 dell ' lnbodr~rione alla geo~netrin 
s o p a  un ente algebrico semplice~nente i~tfinito, del prof. SEGRE (*), dà la rn- 
gione di questo lavoro. In quel paragrafo vi è una proposizione generale 
riguardante le varietà costituite da semplici infinità di spazi aventi un or- 
dine ed un genere qualsivogliano; e la nota detta, mentre accenna ai risul- 
tati ottenuti nei casi particolari in cui si tratti di rigate (**) oppure di va- 
rietà razionali semplicemente infinite di piani (*"), rileva come con quegli 
stessi metodi si possa procedere alla risoluzione delle quistioni analoglie, re- 
lative a varietà semplicemente infinite di piani, di  genere qualunque, anclie 
se stiano nello spazio ordinario. Ed è appunto cib che mi sono proposto d i  
fare: di determinare sulle varietà di piani semplicemente infiriite le r i g a t ~  e 
le curve di?-ettrici (****) e di trorarne l'ordine minimo. Ho doviito ancli'io 
(come vien fatto nei lavori citati) distinguere le varietà in speciali e non 
speciali e le ricerche accennate riguardano le ultime; delle prime si ottengono 
solo poche proprietà. 

(*) Annnli di Matemntica, (J ) ,  22, 1894. 
(**) SCC~RE, Recherches çénérnles sur les courbes et les surfaces réglées algébric/ues, 

(1.0 Pa r t i e :  Math. Ann., 30, 1857. - 2." Par t i e :  Math. Ann., 34, 1589). 
(Y;**) SEGIRE, Sulle varietà normali a tre climensioni composte di serie se,ilplicemc~lte 

infinite razionali di piani, (Atti  della R. Acc. d i  Torino, 21, 1885). 
y***) Cioé tali che in ogni piano della varietà abbiano risp. u~za sola generatrice, 

od un solo punto. 

Annali di &Iatema~ca, Serie I I I ,  tomo V. 
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5 1. SPAZI BORMALI 

DELLE YARIETÀ A~AEBRIGBE SEMPLICEMENTE INFINITE DI PIANI (*). 

1. Quando su di una varietà dgebrica Sr - Fr+, (costituita cioè da 
una sernplice infinità di spazi S,.) di ordine n e del genere p si considera 
una curva y;r (ci06 di ordine u e del genere n) la  quale incontri ogni S, 
generatore in un gruppo di r + 1 punti I~nearnlente indipendenti, allora fra 
i numeri r ,  n, p, Y, 71 sussiste l a  relazione : 

questa, per r = 2 diventa : 

e riguarda una 5, -fi, ossia una varieth costituita da una semplice infinità 
di piani. Dovendo ne1 seguito ocCuparci solo di tali varietà le indicheremo 
hrevemente col simholo Vp (dove YZ denota l'ordiile e p il genere della 
varietà). 

È noto che una curva la quale appartenga ad uno spazio di dimen- 
sione < u-n si pub sempre considerare come proiezione di un'altra dello 
stesso genere appartenente ad un 8,-, O ad uno spazio di niaggior dimen- 
sione; di qui e ddl'iiltima egunglianza vista si ricava che una P di ge- 
riere y e di ordine n >  3 p pub sempre essere otteriuta come proiezione di 
un'altra dello stesso ordine e del10 stesso genere appartenente ad un 
[n - 317 + 21 (**) o ad  uno spazio di maggior diinensione. Conservando In 
convenzione di dire normale per un dato spazio una varietà che non si 
possa ottenere come proiezione di un'altra dello stesso ordine appartenente 
ad uno spazio di dimensione maggiore del suo, avremo che le Vp sono no!= 
mali per ispuxi d i  dimensione 2 n - 3 p  + 2. Direino speciale una V; quando 
sia normale per uno spazio di dimensione > n - 3 p + 2 ; non speciale in- 
vece quando il suo spazio normale è precisamente un [n - 3 p $ 21. Sapendo 

(*) Cfr. ad es.: SEGRE, Introduzione.. ., citata, n.' 91. 
(**) Useremo di preferenza in tutto il seguito questo simbolo invece dell'altro: 

Sn-3p+2, ogni volta che la dimensione dello spazio sia data  da un'espressione un 
po' lunga. 
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poi che una curva di ordine Y e del genere x è detta speciale O non spe- 
c ide  secondo che il suo spazio normale è un Sv-, oppure uno spazio di 
maggior dimensione, segue ancora d i e  le curve situate su una Vp ed averiti 
in ogni suo piano generatore una terna di punti non allineati sono tutte spe- 
ciali se In varietà é speciale, tutte non speciali se la varietà 6 non speciale. 
Pe r  le varietà non speciali dev'essere evidentementc n - 3 p  + 2 t 3 ossia 
12 1- 3p + 1; se invece è n < 3 p +  1 non si potranno avere che varietà 
speciali. 

§ II. VARIETA OTTENIBILI MEDIANTE CURVE 

OPPURE MEDIANTE CURVE E RIGATE I N  CORRISPONDENZA BIUNIV OCA. 

2. Giova considerare un modo particolare di ottenere delle V me- 
diante tre curve algebriche riferite fra loro in corrispondenza biunivoca. 

Siano percib am, dm', 8m" tre curve degli ordini m, m', ?nfr e dello stesso 
genere p, riferite fra loro in corrispondenza univoca. Se  le curve sono date 
in posizione generica i piani passanti per le terne di punti omologhi gene- 
rano una P:, dove f i  = tn + m' + na" (*). Supponiamo poi che quelle curve 
si possano ottenere come proiezione di tre altre rispettivamente del medesimo 
ordine immerse negli spazi Sh, Sh., S h U  indipendenti fra di loro; infine sia 
Sd 10 spazio a cui appartengono complessivamente le curve date (e quindi 
Io spazio a cui appartenga la Va). 

Vogliamo provare clic se d < h + IL' + h" + 2 la V n  si pub ottenere 
come proiezione di una varietà Pr, dello stesso ordine e appartenente ad 
un [h  + k' + h" + 21. 

Infatti proiettando una delle d ,  ad es. am, da un St ,  1'8,-con0 risul- 
tante, in virtù dell'ipotesi fatta, sarà proiezione di un altro St-cono del me- 
desirno ordine e appartenente ad un [t + h + 11 (**) e godrà della proprietà 
(evidente per quest7ultirno cono! che per h + 1 moi punti arbitrari linear- 

(") Risultato già  noto. D'altra par te  si pub averlo facilmente proiettando l e  curve da, 
un Sa-3 s u  un piano; l'ordine cercato s a r a  dato allora da1 numero delle terne di punti 
omologhi allineati delle curve proiezioni; si ricorre percib a d  una corrispondenza alge- 
b r i c a .  che si pone facilmente s u  una di queste ultime curve e si ottiene appunto 
n=m+m'+m". 

("*) SEGRE, Recliemhes yénérales, ecc ...., Le Part ie ,  n." 10. 
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mente indipendenti passa una sua curva direttrice di ordine m. Ci6 posto si 
proiettino le tre c u n e  8 da un [ h  + 11' + h" - d + 11 indipendente daIl'& 
e sui tre coni proiettanti si prendano rispettivarnente h + 1 ,  h' + 1, h" + 1, 
punti arbitrari che tutti insieme siano linearmente indipendenti; per quei tre 
gruppi di punti passano ordinatamente tre curve degli ordini nz, nt', m" ri- 
ferite prospettivamente alle curve primitive e quindi proiettivamente fra loro; 
esse determinano una V' di ordine 12 iinmersa in un [h  -$ h' + 11" + 21 la 
quale ha come proiezione la Vn di Sd.  

Se gli spazi Sh, Shi, Sh.1 sono quelli norniali per le d', 10 spazio 
[ h  + h' + h" + 21 sa& pure normale per la Vn. Se poi le curve sono non 
speciali i loro spazi norrriali avendo la dimensione ? I L  - p ,  m' - p, nt" - 21 
la varietà con esse ottenuta apparterrà ad un 

ossia, avendo posto n = m + m' + m", ad un [n - 3 p + 21, ma non a spazio 
d i  inaggior dimensione; vale a dire che la Vn non pub essere speciale. Se 
invece una delle curve è speciale sarà tale anche la varietà; percib zcna vn- 
rietà semnpiicemente infinita d i  piani, che possa gelterat-si coi piani congiun- 
genti le teme d i  p n f i  omologhi d i  t r e  curve rifei*ite f i a  l o ~ o  biunivocamente, 
senxa punti uniti, è speciale se zcna almeno di  esse è speciale, notz speciule 
se sono tutte e t ~ e  non speciuli. 

Se invece consideriamo una rigata di ordine m le cui generatrici sinno 
riferite biunivocamente ai  punti di una cilrva di ordine m',  i piani passanti 
per le coppie di elementi omologhi generano una Vm+m' (se la rigata 13 la. 
curva non abbiano elementi ornologhi appartenentisi), e con lin ragionamento 
analogo al precedente si ricava che z~aa va~ie tà  semnpliceozente inJinitu d i  
piani, la gude possu general-si coi piani congiungenti g l i  elementi ornologl~i 
d i  una rigata e d i  una c w v a  riferite fra loro biunivocantente (senxa e2e- 
nzenti o~nologki apyartenentisi) è speciale se unn almeno delle duc forme è 
speciale; non syeciale se nessuntr d i  esse è speciale. 

3. Vediamo invece se,  partendo dall'ipotesi che su una TT7" esista 
una rigata F m  direttrice, si possa trovare (con qualche condizione) un3 
curva di ordine n - nz, pure direttrice, che insieme con la rigata serva a 
costiuire la varieth. 

Per  m:iggior generalith l a  PR appartenga ad illl [% - - ; + 21 e la 
sila rigata direttrice Fm ad un S h i  una seziom ipespiana generica della 
varieth ci dA una sua rigata direttrice d'ordine n, Pa, eontenente uns ourvR 
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direttrice di ordine 912 di un [IL - 11, intersezioni della Fm e del suo Sh 
con l'iperpiano. Quando sia soddisfatta l a  condizione : 

sappiamo ( * )  di poter t rmare  su qiiella Ii'?l una curva direttrice di ordine 
n - n t  e allora la varietà. potremo costiwirla con la detta curva e con la 
rigata Fvl. 

Sr, poi rammentiamo che una curva di ordine n -112 e del genere p 
pub sempre essere ottenuta conie proiezione di un'altra del10 stesso ordine e 
dello stesso genere appartenente almeiio ad un [12 - tu - p l  (a spazio di 
maggior dimensione se è speciale) da ci6 d ie  precede e da1 n.' 2 si lia 
questa nuova coriseguenza che : 

Se unu vur i e t i~  V;; i n m e r s a   IL zin 111 - 13 - i + 21 possiede w a  ~igntc6 
d i~e t t r i ce  d i  ordine m appavtenerzte ad utz Sh e l a  disegiac~glianxa ( 1 )  è sod- 
disfatta insienle con lu. ~ I Z  < h + i - 1 (**), la varietà pu6 s e m y e  uversi 
conze proiexione d i  ~irz'altva dello slesso ordine apywtene~t te  ad zrn 

(od u spaxio nînggiuve) e civente ancora zma ?.igcctn direttrice d i  o d i n e  m 
d i  un Sh; e s a 1 4  proiexione cli unn ran'eth appat.tenente a spazio di nzug- 
gior clin~ensione che lion quel10 detto, se la r i p t a  siu essa medesima proie- 
zione d i  unlaltt.a d i  egziule ordijie u p ~ a ~ . f e n e n t e  ad wzo spnxio d i  dinzcn- 
sione > 11. 

Similmente partendo dall'esistenza di una curva direttrice d'ordine ni, 

di Sh7 posta su uria Vn di [ f z - -p  i + 21 si pub facilrnente trovare la 
condizione perchè esista anche una rigata di ordine 71 - 1a che iiisieme con 
la curva permetta di costruire la varieth; il che non istarerno a fare poicliè 
ne1 seguito ci ha da servire solo quel primo risultato osa otteiiuto. 

4. dveiido;i svpra una Vil di uii [tz - 21 - i + 21 una rigatà diret- 
trice di ordine rn di Sh (11 5 12 - 1 3  - i $ l), per un valore di ta a1)bastanza 
grande risyetto agli altri dati si pub porre uiia restrizioiie al valore di h :  e 
precisamente se : 

~ z ~ 2 2 ~ + 2 i $ - 2 h - ~ ~ e - l  (1) 

si dovrà avere h r: rn - i + 1. 

(*) Vedi S ~ G R E ,  Rechei-ches gé~zérales..  . , citato, 2.e P u t i ~ ,  n.' 0. 
(**) Questa restrizione proviene da ci0 che per quel10 clie segue nell'ciiuticiato dovrri 

aversi  n - p - i + 2 < n - r n - p + h - 1 ,  ossia appunto n z < h + i - 1 .  
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Infatti gli iperpiani passanti per l'Sh segano la varietà in una serie li- 
neare di gruppi di n -nz piani e sulla varietà si possono prendere 
iz - p - i  - h + 1 piani arbitrari come elementi di un gruppo, poichè per 
essi e per l'SI& passa un iperpiano determinato; la serie è certamente spe- 
c ide  se : 

in tale ipotesi per un noto teorema (corollario del teorema di RIEMANN-ROCH) 
sarà : 12 - tn 2 2 (n - p - i- h + l), contrariamente alla (1). 

Il teorema vale pure se invece della ( 1 )  si pone n 2 m + 2 p - 1 ; iiifatti 
se insieme con questa potesse sussistere anche l a  relazione na > 4- i - 1 
da esse si dedurrebbe l z  2 2 p + 2 i + 2 lz - m - 1,  la quale non pub esi- 
stere con la A < m - i + 1. 

$ III. VARIETA V CONE PROIEZIONE DI ALTRE DI ORDINE MIGOIORE. 

5. P r e s ~  una Vp non specialt: appartenente ad Sd si fissino 1 rette 
(dove Z è un numero comunque grande) su 1 suoi piani generatori diversi; 
si vu01 provare clie la  varietà data pub sempre considerarsi coine proiezione 
di un'altra, che indicheremo con V', di ordine n + 1 ,  apputenente ad un 
S a I l ,  da 1 siioi punti, in modo che le immagini dei piani generatori uscenti 
da questi puiiti siano quelle rette fissate sopra la V.  

Anzitutto proveremo che una non speciale si pub sempre riteiiere 
come la proiezione di una Pfi.2 da 1 suoi punti; cib fatto vedrerno di sod- 
disfare anche all'altra condiziorie. 

Prendianio percib sulla Vn di Sd una qualunque yyc (*), la quale, non 
essendo speciale (V. n." 1), potrà considerarsi in infinite maniere come pro- 
iezione di una di Sdtl da 1 suoi punti in modo che questi si proiettino 
in altrettanti punti fissati prima ad arbitrio su y",**). 

(7 P e r  brevità in tu t te  le considerazioni di questo numero riserveremo la  le t tera  y 
ad indicare quelle curve della varietà  clle incontrano ogni suo piano generatore in una 
terna di punti  non allinenti. 

(**) SEGRE, Int~'o~Zt(zione alla geometria.. . , citato, ne0 86. 
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Siilla nuova si otterrà una involuzione di terne di punti avente per 
immagine quella esistente su y ;  e la  serie di piani passanti per quelle terne 
costituisce una V' di ordine n + 1 (per la relazione Y + l - x = n +  1- 3p+2 
che pel n." 1 deve intercedere) la quale proiettata da quei medesimi 1 punti 
d h  come immagine la Vn. Se Pr,  è uno dei centri di proiezione che siilla 
faccia terna coi puiiti P',, P',, le loro immagini P,, I-',, P, sulla y (ossia 
d a  V )  staranno iri un cesto piano generatore a della TT stessa; e il piano 
della V' uscente da P', e I7S2 tangente ad essa in questo punto hanno come 
immagini sulla V rispettivamente la retta P, P, e il piano a contenente ln 
medesirna, Analogamente si dica di ciascuno dei riinmenti 1 - 1 centri di 
proiezioae. E allora vediamo che la proposizione posta in prinoipio risulte- 
rebbe dimostrata ove la coppia di punti P,, P, e le analoghe si fosscro fis- 
sate fin da principio ad arbitrio sulla V, ossia se quella -/", da ciii siiiino 
partiti si fosse obbligata a passare per tutti i punti detti. Ci riduciaino coçi 
a provare che fissate Z coppie di punti (1 grande a piacere) i n  alti.ettaiiti 
piani generatori di una Vn, per essi si pub sempre far passare unn -/ ("1. 

Percib si pensi ln data V ;  di Sd come proiezione di unn V'ni" di Sd 
dove d' = d + x (il che abbiamo visto di poter sernpre fare); ci riserse- 
rem0 di prendere x grande ad arbitrio. Su V 1  potremo otténere delle curve -/ 
scgandola con varietà (cioè di terzo ordine e della dimensione d' - 2)  
alle quali si potrà imporre un numero di condizioni crescente con d', ossia 
con z, ohe è arbitrario. 

Un modo di veder cib possiamo averlo prendendo 'corne JI$-, l'ultoriore 
intersezione di duc! Md,-l aventi in comnne un Sd- ,  fisso (**); se le rappre- 
sentiarno analiticamente con 

dove le A e le B sono forme lineari nelle coordinate x,, x,, . . . , r d l ,  , allorn 
10 spazio da togliere, comurie alle due forme, è x, =x, = 0. 

Ognuna delle equazioni contiene 2 d' costanti non omogenee; potremo 
adunque fissare 2 d' - 1 punti di V'  ed obbligare entrambe le M d , + ,  a conte- 

(*) Anzi c i  basterebbe anclie di rneno: cioè obl~l igare una y ad avere  l a  ret ta  P, 13 
e le  analoghe come corde. 

(**) La curva cosi ottenuta non a v r i  in generale terne di punti allineati, poiché t r a  
i piani di V r  solo un numero finito sono tangenti a unx delle M2d,-i e qiiesti in gene- 
rale  non sono tangenti all'altra; percib i n  generale non vi s:wi nessiin piano di V r  con- 
tenente una re t t a  comune alle due M 2 d * - 1 .  
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nerli. T r a  questi prenderemo pure i d' - d centri di proiezione affinchè per la 
proiezione della 7 sulla V acmda lo stesso fatto che per la y oggettiva di V'; 
r i  manchino cioè le terne di punti allineati. 

Potremo dunque prendere 2 d' - 1 - (d' - d) = d' + d - 1 punti ad ar- 
bitrio; noi li sceglieremo sulla V anzichè sulla V' ed assumeremo di poi in 
quest'ultiina i loro corrispondenti; per questi e pei centri di proiezione fa- 
cendo passare la Md,-, otterremo una y la  cui proiezione su V è ancora una y, 
e passa irioltre pei d' + d - 1 punti fiss'ati ad arbitrio. Ora prendendo d' ab- 
bastnnza grande possiamo rendere cl1+d- 1 grande a piacere; onde su 
una Vn potremo fissare come corde di una y quante si vogliono rette; se 1 
è il loro numero basterh poi considerare gli 2 punti della curva fuori delle 
dette corde ma giacenti con esse negli stessi piani generatori e riguardare 
infine la y come proiezione di una y'  (e cib si pub in infiniti modi) in guisa 
che gli 1 centri di proiezione abbiano per immagini quegli 1 punti di V ;  
sulla y' avremo allora ' m a  involuzione di terne di punti ed i piani che le 
contengcino costituiranno una V' che socidisfa alle condizioni espresse in prin- 
cipio del numero. Adunque: 

Una Vn no?$ speciale, apynrfenente ad S d ,  si p h  s e m p e  co~zsz'derare 
if& iujiwite ~r~niziere colne jwoiexiorze d i  ulza Vntz fatta da 1 suoi p u d i  in 
modo che i p i a t ~ i  generatori uscenfi da questi punti  abbiaizo coine proiexioni 
sullu Vn altwttante rette Jissute su d i  essa ad arbitlio in altrettanti suoi 
pitmi genet.a tori. 

6. Riguardiarno una data V non specinle, di ordine $1 ,  come proie- 
zione di una V' di ordine n + 1 ne1 modo visto al numero precedente, e 

, , siano P', Pr ,,.. ., P'2 i centri di proiezione, a ,, a ,,..., all i piani genera- 
tori della V' uscenti da essi e a , ,  u,, ..., al le loro rette immagini sulla V. 
Consideriamo poi uno dei centri di proiezione, ad es. P', e diciamo II', 10 
spazio S, tangente alla V' in P',; per modo che II', conterrà a',. 

Sulla V I'immagine di II', viene ad essere un certo piano .rr, contenente 
la retta a , ,  inimagine di a', . Osa u n a  rigatn. F', direttrice della V', la quale 
passi per P', ,  avrà in questo purito un  piano tangente giacente in n', e di- 
verso in generale da a', , epperh la sua proiezione li' su V avrà in .rr, una 
genaratrice diversa in generale da n,. Ma se la rigata F' non passa per Pr,  
la sua generatrice situata in a', ha per proiezione la retta a ,  che sarà la 
generatrice di 3' su n,. 

Se adunque sulla V' la rigata 3" non contiene nessuno dei centri di 
proiezione, la  sua proiezione su V sarà una rigata P, pure direttrice, avente 

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



costitziitc! da una seuzplke hzfidà di piuni. 8 5 

. . 
10 stesso ordine della F' e passante a , ,  ..., al ;  e viceversa una rigata di- 
rettrice di V passante per le rette a , ,  . ., al sarà proiezione di una rigata 
(direttrice di V')  del medesirno ordine, non contenente alcuno dei centri di 
proiezione. E più in generale :' se la rigata F7 contiene i centri P', , P r s , .  . . 
(Che possono essere anche tutti i centri di proiezione), le immagini delle ge- 
neratrici che ne escono sono punti situati risp. sulle rette a,, a, ,  ... ne1 mentre 
l'ordine della rigata J' viene abbassato di tante unità quanti sono quei centri 
per cui passa la Fr. E viceversa: una rigata Fm direttrice di V, cche passi 
per t fra le 1 rette e precisamente per le a, a, ... e non per le rimanenti 
E -  t, le quali siano le cc,, ai,  .. . sarà proiezione d i  unn rigata direttricc di V', 
di ordine 112 + Z - t ,  clie contiene i centri Pt ,  Pri.. . e non P', P' ,... 

Analogamente se una curva direttrice-di V' passa per un centro di proie- 
zione, ad es. per P',, la sua immagine incontrerà a, in un punto situato in 
generale fuori di a , ;  peroib se la curva direttrice passa per t fra gli 1 centri, 
la sua proiezione ha 170rdine abtmsato di t unitlt e non incontra le imma- 
gini dei piani passanti per quei t centri mentre incontra tutte le altre. E 
viceversa, una curva di ordine p, direttrice di V, che incontri t '  delle rette 
a , ,  a, ,  . .. , uz e non incontri le rimanenti in nuinero di Z - t', sarà proiezione 
di un'altra d'ordine p + Z - t', contenente tutti quei centri di proiezione dai 
quali escono i piani aventi quelle 1 - t' rette come immagini. 

Queste osservazioni ci torrieranno utili nella determinazione delle curve 
e delle rigate direttrici di una P non speciale. 

7.  Vediamo intanto di applicare alcuni risultati dei numeri rire- 
cedenti. 

Abhiasi una V.'?a non speciale (clic! possiamo supporre nrl suo spazio 
normale [n - 3 p  + 21) e su di essa una rigata direttrice Fm di Sh; d i c ~  
che non pub essere 22 > In - 2 p + 1. Infatti pei nei 5 e 6 potrcmo consi- 
desnre la data varietà come proiezione di un'altra, Vn' (12' > n) appartenente 
ad un [ta' - 3 p  + 21 ed avente ancora uua rigata direttrice di ordine I N  di 
un Sh; prendendo ~ z '  abbastanzn grande sarh possibile soddisfare alla condi- 
zione del n." 3 (posto i= 2 p) e quindi si potranno trovare certnniente sulh  
V' anche delle curve di ordine lz - m, direttrici. Se ora supponiamo clie la 
rigata Fm appartenga a spazio di dimensione h > - 2 y + 1 oppure sia 
proiezione di un7altra appartenente a tale spazio (ed in questo caso porte- 
renio le nostre considerazioni su una nuova varietà di ordine u', di cui la 
Vn' sia proiezione, e sulla quale la rigata direttrice di ordine uz apparteiign 
precisamente ad uno spazio di dimensione h ) ,  essendo cosi verificatn i n  ogni 

Amali di Matematka, Serie III, tomo V. 12 
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easo aqche la relaaione na < h + i - 1 (i = 2 p) dello stesso n.' 3, ne viene 
che la Vn' risulta proiezione di ua'altra del medesirna ordine appartenente 
ad uno spazio di dimensione ri' - m - p f- h + 1 8 oioè > n' - 3 p + 2 ,  o 
che quindi è speciale, mentre la sua proiezione Va' non è speoiale; questo 
è assurdo e percib abbiamo ehe 

a )  U n a  FTn non s jec ia  te norz pub contenere una r i g a t a  divettrice spe- 
cfale.  

D'altrg parte una r i g ~ t a  n8n spe~iale non pub contenere una curva di- 
rettrice speciale (*) e quindi : 

b)  Urta V s o n  speciale %ors pub contenere una c u m a  dire t t j ice  spe- 
cia le. 

Se ritorniamo al n.' 4 e consideriam~ una V a  di [n - 3 p + 21, (essen- 
dosi posto i = 2 p  nella forrnola alla fine del citato numero) si vede che se 
m r rt - 22p + 1 dev'essere A. 5 m - 2 p  . t 1, tanto se la varieth sia o non 
sia speciale; se ora teniamo conto anche della proposizione a) sopra enunciata 
dovremo ritenere per h precisamente il valore m - 2 p + 1 ; adunque: 

O g n i  r i g a t a  direttrice d i  opdine L r~ - ? p + 1 d i  uîaa P; nov?na7~ nolz 
speciale è u n a  ~ i g a t a  n o l w a l e  non  speciale. 

$ IV. DETERMINAZIONE DELLE RIBSTE DIRETTRIC~ ~t UNA V. 
RJGBTE DIRETTR~CI DEL MINIMO ORDINE. 

8. Pacciamo dapprima l'ipotesi che date su una Vn, del genere p e 
non speciale, x rette arbitrarie su piani generatori diveïsi risultino determi- 
nate delle rigate direttrici di un certo ordirie o. Consideriamo (n.O 5) la Va 
come la proiezione di una Vn-lX fatta da x suoi punti in modo che i piani 
uscenti da essi abbiano per immagini sulla Vn le x rette prese ad arbitrio. 
Se la Vn la supponiamo ne1 suo spazio normale, ossia in un [n - 3p  + 21, 
anche la V n + x  sarà norm Je e quindi in un [n + x - 3 p  + 21. Allora le 17'" 
direttrici dellg V n  e passanti per le x rette fissate saranno le pïoiezioni (ri." 6)  
di tu t te  le rigate direttrici del medesimo ordine a ,  giacenti sulla Vn+"; su 
questa le P ~ o n o  adunq,ue in numero finito e apparterranno a degli 

(.k) Smns, Reclrerclres yérlémles . . . , citato, 2." Partie$ n." 10. 
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o - 2 p + l ~ n + x - 3 p +  1, ossia se a r t z + z - p ,  

e inoltre (n." 7, ultima proposizione), se 

Per quegli spazi [a - 2 p + 11 e per n + x - cr - p piinti arbitrari del10 
spazio [ n  + z - 3 p  + 21 passano degli iperpiani ben determiiiati i quali do- 
vranno contenere ancora n  + $ - piani generatori della V n - l x ;  vale a dire, 
fissati ad arbitrio n + x - o - p punti nello spazio [n + z - 3 p  + 21, ri- 
sulta determinato un numero finito di iperpiani se si impone loro le condi- 
zioni di contenere ; detti punti e ancora rz 4- x - o piani generatori delln 
varietà; cib deve equivalere in tutto a n + x - 3  p  + 2 condizioni, quante 
appunto occorrono a determinare un iperpiano; dovrà sussistere percib in ge- 
nerale la relazione : 

n $ x - a - p - 2 ( n + x - o ) = n + x - 3 p + 2 ,  
da cui 

2 ~ = 3 0 - 2 n - 2 p + 2  

che ci dà per O la condizione: 

e per le due restrizioni di sopra: 

delle quali, per p > O, la seconda include la prima. La formola trovata esjge 
poi che o sia pari. 

9. Ed osa supponiamo che le rigate direttrici di oidine dato p, qua- 
lunque, di una V n  non speciale e del genere p siano soy;  presi y punti ar- 
bitrari P, f', . , . P, in  piani generatori distinti, che diremo a i  a* .  . . txy,  pei 
detti punti passeranno delle FP direttrici in numero finito. Si rigustrdi la Vn 
come proiezione di una V ~ + Y  in guisa che le immagini dei piani generatori 
che escono dai eentri di proiezione s imo y rette di Vn yrese nei fasci (Pi), 
(P.$ ,.,., (Py) dei piani a , ,  a,,. .,, a,? e converrà, per la- validità del ragio- 
namento, sceglierle in modo da non coincidere con nessuna delle generatrici 
delle F I P  uscenti da quei medesimi punti. Allora dalle considerazioni del 
n." 6 segue che le rigate direttrici di Vn, d'ordine p e passanti per P,, 
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P ,,..., Y, sono le proieziorii di tzitte le rigate direttrici di orditie p + y 
delle Vnjy pnssanti per y rette assegnate di quest'ultima (cioè quelle usceiiti 
dai centri di proiezione e clie hanno corrie immagini i punti P,, P,, ..., P,). 
Possiamo adunque applicare il risultato del numero precedente a questc F p t y  

di V ~ + Y ,  determinate da1 passaggio per y rette, ed avremo : 

2 y = 3 ( p +  y ) - 2 ( n + y ) _ 2 ~ + 2  
ossia 

7 / = 3 ( 3 - 2 n - 2 p + 2 ,  

la quale fornisce ancora per p l a  restrizione (a) del niiinero precedente. Dun- 
a que : L e  v igate  d ire t tr ic i  d i  0rdirz.e p 2 - ( f i  + p -  1) d i  2 1 1 2 ~ ~  V n  I Z O ~ Z  spe- 
3 

cia/e del getzere p cos t i fu i scom u n  s is tema d i  diiîae~isione 3 p - 2  n - 2 p + 2 
puatzdo p e s t a  si riduce ~ç zero, od a uno, oppure a due,  s i  ha yer  p i l  ?]hi- 
nitno valore, onde, in yenelsale, utza V n  a o n  speciitle clel getzere p possiede 

2 n d  2 p - 2  zin numero finito d i  ?*igate d i  orditze o p w e  una semylice ifzfi- 
Y 

2 n 4- 2 13 -- 1 ~zit i l  d i  ~ igcr te  d i  o d i n e  
3 

oppure zrlta dopz~ iq  inJinità d i  ~ i g a f e  

d i  ordine  '' & 9 secondo quel 20 de i  tve nurneri  clre è iirtero. 

L a  varietà pub tuttavia possedeie eccezionalniente una rigata di oidine 
minore del numero trovnto. 

$ V. SULL'INDICE DEL SISTEMA DI RIGATE DIRETTRlCI DI UN DATO ORDINE 

DI UNA vn NON SPECIALE. 

10. Consideriamo su una Vn le rigate direttrici di ordine p + 1 de- 
terminate (n." 9) da1 passaggio per 3 ( p  + l )  - 2 n - 2 p + 2  punti arbitrari ; 
il numero di esse (ossia l'indice del sistema) non cambia se tre dei punti 
sono presi in uno stesso piano generatore; di conseguenza le rigate si scom- 
pongono in quel piano e rielle rigate di ordine p che pnsçano pei rimanenti 
3 p - 2 n - 2 p + 2 punti. Perb quando vi sia un% rigata minima eccezio- 
nnle bisognerà pre~idere questi punti fuori di essa e inoltre i piani della va- 
rietà in numero di 3 p - 2 n - 2 p + 2  passanti per i detti punti non deb- 
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bano con la rigata eccezionale formare un complesso di ordine p, bensi mag- 
giore; sicchè dicendo ttz l'ordine della rigata eccezionale si deve avere : 

n z + 3 p - 2 ~ ~ - 2 p j - 2 > ~ ,  
ossia : 

Se ne1 caso che esista una rigata minima eccezionale di ordine 111 coii- 
111 sideriamo solo le rigate direttrici di ordine 5 9z + p  - - a , l'indice delle 

rigate di ordine p è uguale a quello delle rigate di ordine p f- 1. Quell'in- 
2 1 1 + 2 p - 2  dice è poi eguale anche al numero delle rigate di ordine - 

3 
9 se 

questo numero è intero ed inoltre non vi sia rigata minima, eccezionale. 
Infine proiettando la V1& di  [n - 3 p + 21 su un S, da  ?z - 3  p - 3 suoi 

punti ottengo una V5ptS mentre l'indice in discorso non cainbia; esso riori 
dipende adunque che da y ;  purchè esistendo una rigata minima eccezionnle 
di ordine m ci limitiamo a considerare solo quelle rigate il cui ordine è 

m s n + p - - -  
2 

11. Si potrebbe tentaie la ricerca di questo indice. Supponendo di 
aver determinato su V n  delle . F a  di - 2 11 + 11 dando x rette arbitrarie 
(laonde, corne risiilta da1 n.O 8, sarà o pari), ponendo a = 2 Y ,  poichè 
2 x = 3 a - 2 n - 2 p + 2  si avrà,: x = 3 ~ - n - p + 1 .  Consideriaino poi 
(n." 8) la V1"ome proiezione di una Vn+" di [n  + x  - 3 p + 21 ; proiottando 
da 12 + x  - a - p (*) punti arbitrari su un [a - 2 p + 21 otteiigo U I ~ R  V3r  pt1  

di questo spazio, contenerite ancora delle F o  in numero finito apparteiienti 
a degli iperpiani i quali devono conteriere ulteriormente Y - y  + 1 piani 
della varietà. Se poniamo per coinodità r - p  + 1 = s, i l  prvblema dell'in- 
dice si iiduce a quello di trovare il numero degli &,-, cli un S,,, i quali 
coritengono s piani di una V m  ( w 1 =  3 s 4- 2 p - 2). (V. 1i.O 21.) 

(*) Dev'essere perb n + x - u - 21 5 0; ora ne1 n.O S si 6 posta ln r e ~ t ~ i ~ i o i i e :  

C L ~ + X - ~ P + ~ ,  

da cui si ha n + x % a + 2 p  - 1; epperb (qualunque sia, p, purcliè > 0) sara anche : 

' ~ J + X  - a - p ~ o .  
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Ossemaxione. Si sono poste al n." 8 le restrizioni (O), ma, tuttavia val- 
gono gli ultimi risultati anche se non siano soddisfatte; invero noi potremo 
sempre considerare le F a  direttrici di una Vn coine proiezioni delle Fa+E di. 
rettrici di una Vn+Z; e se l a  (y) del n." 10 e la (a) del n.' 8 sono soddi- 
fifatte, IO saranno pure le analoghe per la Vn+l, qualuiique sia Z; se poi 
prendiamo 1 abbaatanza grande si potranno rendere soddisfatte anche le (O) 
del n.' 9 e applicando alle Fa+l le proposizioni viste, esse avranno pure luogo 
per la F a  di Vn. 

f$ VI. DETERMINAZIONE DELLE CURVE DIRETTRICI DI UNA IrtZ. 
CURVE DIRETTRICI MINIME. 

12. Consideriamo una VP non speciale e di più normale (il clle ,si 
pub seinpre supporre) la quale contenga una. curva direttrice C m  apparte- 
nente ad Sh; dico che quando siano verificate le diseguaglianze : 

dev'essere W = m  - p,  e quindi la  C m  è essa pure normale. 
Intanto è certo h r ut - p  perchè la C m  non pub essere speciale (n." 7, 

proposizione O); dimostreremo che h a  luogo il segno di uguaglianza. A ta1 
fine per l'Sh e pcr 2 p -  1 coppie di punti presi in 2y - 1 piani genera- 
tori diversi della uarietà, facciamo passare un iperpiano; cib è possitile per 
l'ipotesi fatta (II). Quell'iperpiano segherh la Vn in  una rigata composta di 
un certo nnmero 2 2 1, - 1 di piani e di una Fm' residua, irriducibile, per 
la quale & 

m ' s n - 2 p - t - 1 ,  

Grazie a questa relazione la rigata Fm' è certo normale (n.' 7) e quindi 
nppartiene ad  un [ml- 2 p  + 11; essa contiene poi l a  Cn di Sh, Osa si & 
dimostrato (n.' 8 e 9) che per una V; generale non speciale, con una Fm' 
direttrice, è : 

3 m f t 2 n $ 2 p - 2 .  
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Se  questa si sommR con la (11, cioè con : 

e con 

si ha : 

2 m r 1 : 1 2 p + 6 h - 3 m $ 3 ,  ossia r n 1 k 4 p + 2 h - n i $  1 .  

Di qui deriva, applicando alla Fm' di [nt' - 2 p  f 11 il risultato del la- 
vora sotto citata (*), che m r h + p i  adunque h a  luogo il segno =. 

Cib posto veniamo ora a determinare le curve direttrici di una Vn; e 
precisamente, sapponianro che su una Vn del genere p, non speciale e nor- 
male, le curve direttrici di lin dato ordine, p, siano ooZ; se fissiamo x rette 
a,, a,,  a,, ..., a, su alfrettanti piani generatori esse verranno incontrate da 
un numero finito di quelle curve. Si riguardi poi la V a  corne proiezione di 
una k7n+l (che sarà pure normale e quindi di [n + z - 3 p + 21) per modo 
che le immagini dei piani uscenti dai centri di proiezione siano le rette a , ,  
a,, -.., 0,; cib si pub sempre (n." 5). L e  eume direttrici di ordine ,U della Vn, 
incontranti quelle a rette saranno proiezioni (n." 6) di tutte le curve diret- 
trici di ordine p esistenti sulla Tn+Z. Queste curve saranno poi normali, ossin 
apparterranno a spazi [ p - p l  se p - p r n + x - 3 p  ossia se p s n + x - 2 p  
e inolltre (v. principio di questo numero), se: 

Peii queski rtr - p )  contenenti le eurve e 
passano degli [fi + x - 3 pl deterniinati 
mente n f. s - p rette della varietà; ed 
terminata in uu numeco finito di modi se 

per OR - p - 2 p Jy z punti generici 
i quali derono contenere ulterior- 

un [tz + x - 3 p ]  deve risultare de- 
debba passare per n + x - p - 2  y 

punti fissati e contenere n + z - p rette non date della Y"+"; tutto cib deve 
equivalere a 2 (n + x  - 3 p + 1) condizioni, quante appunto occorrono' a de- 
terminare un [n + z - 3 pl. Avremo cosl: 

2 ( n + x - p - 2 p ) + n + x - p = 2 ( n $ x - 3 p + I ) ,  
ossia: 

~ = 3 ~ - n - 2 p + 2 ,  

(+) SEGRE, Recherches gSdmies. .  . , citato, X e  Partie, n . O  7. 
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l a  quale ci d à  p r " 
- 

e pér le restrizioni poste sopra f o r n i k :  
3 

Dunque: Su ilna Vn non speciale, di genere p, le crirve direttrici di un dato ordine 
n $- 2 - p  - 2 

p (dove p 2 
3 

) formano un sistema di dimensione 3p-n-2p+ 2. 

Q w n d o  la dimensione si riduce a zero O ad uno O a due si ha  per p il valore 
minimo. Percib una PP non speciale contiene un numero finito di curve diret- 

triei di ordine nLTp? oppure oo' curve direttrici di ordine n - l - 2 p - 1  
3 3 

c - 

oppuro oo2 curve direttrici di ordine , secondo quello dei tre iiurneri 
3 , 

the è intero. 
Tuttavia l a  ~ a r i e t à  pub possedere curve minime eccezionali, cioè di or- 

dine minore di quello ora trovato. 
1~'osservazionè f:itta alla fine del n." I l  si pub ripetere rel a t' ivamente ,z 

questo 1i.O 13 e si conclude che delle restrizioni poste per p è da  tener conto 
n + 2 p - 2  solo della prima, cioè: p 2 

3 
13. Sulla Va non' speciqle le curve direttrici di ordine p + 1 risul- - 

tano determinate dando 3 (p $- 1) - n - 2 p + 2 rette che debbano incontrarle 
(n." prccederite); se t re  di queste le assumo in uno stesso piano generatore 
d o r a  il nuniero delle cur re  non cambia ed esse dovendo avere in quel piano 
nlmeno due punti si scompongono in una retta e nelle curve direttrici di or- 
dine p che jncontrano le  rimanenti 3 p - n - 2 p + 2 rette. Perb  se  e ~ i s t e  
una curva minima eccezionale di ordine Y, essa con le 3 p - n - 2 p + 2  rettc 
non deve formare un complesso di ordine p, Tna d i  ordine maggiore; ossia 
deve essere: Y $  3 p - n - 2 p + 2 > p ,  da  cui: 2 p > n  + 2 p - y - 2  od 

n - v anche: p > -- -+p - 1. E d  anche qui, proiettando lit V a  da  n - 3 p  - 3 
2 

suoi punti su di un S, si h a  una V 3 P t 3  mentre l'indice non muta;  esso di- 
pende adunque solo da  p ,  e, non essendovi curva minima eccezionale, è uguale 

n + 2 p  - 2 al numero delle curve di ordine se questo numero Q intero. 

Infine, se la  Vn di [12 - 313 +2] si riguarda corne proiezione di  unn 
TT".+" di [n + z - 3 p  + 21 conteriente un numero finito cli curve direttrici di 
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ordine p, proiettando su un [? - p  + 21 da rz + z - p - 2 punti generici (*) 
otterremo una Vnt-", ossia, poichè (n.' 13) x=3v-ra-2p +2 ,  una ?73.'3p-2p+2 

di [ p  - p  + 21 sulla quale le curve direttrici di ordine p sono in numero 
finito e apparterzlnno a degli spazi [v-pl contenenti ulteriormente 2 p-2p+2 
rette della varietà. Il numero di codeste curve, ossia l'indice del sistema, ci 
è dato adunpue del numero degli St-, di un St,  i quali coiitengrino 2 ( t  - 1 )  
rette di una V m  (dove rn = 3 t + p  - 4). 

14. Prendendo in esame i risultati dei n.i 9 e 13 osserviamo che se 
si fa il trip10 dell'ordine delle curve minime O la somma di questo medesimo 
ordine con quel10 delle rigate minime si ottengono nurneri maggiori di n ,  
salvo che sia p =  O oppure p - 1. Adunque una Vn non speciale genericn 
non pub essere costruita riferendo fra Iwo biunivocamente tre curve di or- 
dine p, !, p ,  essendo p + Y + p = ?a, oppure una curva di ordine p e m a  
rigata di ordine m, essendo p. + m = rz. Una siffatta generazione conduce a 
delle V n  particolari, tranne quando p - O oppure p - 1, nei quali casi una 

ta1 generazione è invero generale sempre che si% un numero intero. Al- 
3 

l'infuori di  questi casi, voIendo costruire una TTn non speciale mediante tre 
curve O mediante una curva e una rigata, bisognerà riferire biunivocamente 
fra loro queste forme, sotto certe condizioni. E precisamente, se abbiamo una 
curva Cr e una rigata F m ,  per ottenere una V n  dovreino riferirle in modo 
che p + rn-n punti della curva stiano sulle generatrici omologhe della ri- 
gata (**). E se abbiaino tre c i m e  Cr, CV, Cr, per ottenere una T n  dovremo 
riferirle in modo che essi abhiano p. -+ v + p - ?z terne di punti oinologhi al- 
lineati; giacchè la rigata che passa per due delle curve, ad es. per la CI* e 
la Cv, h a  l'ordine vz = p + Y e risulta riferita biunivocamente alla C P ;  di  
più le incidenze tra elementi omologhi di questa curvn C P  e della rigata Fm 
sono date tutte e sole dalle terne di punti omologlii allineati delle C P ,  Cv, Cf. 

Inversamente tre curve direttrici Cr, Cv, CP di una V n  risultano rife- 
rite biunivocamente tra loro in modo da avere p + v $ p - 11 terne di punti 

(*) Questo numero dev'essere 20; cib e verificato dacchè si i: posto ne1 n." 13 1.1 
restrizione y L n . f  z - 2 p .  

(**) P e r b ,  assunte a priori .l'ordiue della curvn e l 'ordine 712 della rigatil, quel10 
della TT% dà  costriiire dev'essere soggetto alle restrizioni forniteci dai n! 13 e 9 ossia: 

Annali di Mutematica, Serie I I I ,  tom0 V. 
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omologhi allineati. Infatti esse risultano riferite prospettivamente alla varietà 
e quindi biunivocamente tra loro. Se poi si considera la rigata che passa per 
due delle curve, per es. per la Cr e Cg, il suo ordine è p + Y  e con la CP 
pub  servire alla costruzione della 7"; bisogna percib che la curva incontri 
la rigata in p + u + p .- rz puriti, che è il numero delle terne di eletnenti orno- 
loglii allineati delle Ire curve. 

Se poriiamo p = u - p abbiamo che tre curve direttrici di ordine di 
unx TTn Iianno 3 p - 12 terne di punti omologhi allineati. Se la Vn è non 
speciale e generale e si aisume per p I'ordirie delle curve minime, ossia quellv 
dei tre numeri 

n + 2 p  n + 2 p - 1 ,  n + 2 p - 2  
3 

9 
3 3 

che è intero, avremo 2 p, oppure 2 p - 1 oppure 2  p - 2 terne di punti omo- 
loghi allineati, secondo c,he le curve minime sono mz oppure oof oppure od, 
Adunque tre curve qualunque di una Vn non speciale e del genere p  non 
potranno in generale avere meno di 2 p  - 2 terne di punti ornologhi nllineati. 

15. Applicando al caso che si tratti di una. V le proposizioni conte- 
nute ne1 lavoro qui sotto citato (*) risulta che quando n )  2 p -  2  la  va- 
rietà non pub appartenere ad uno spazio di dimensione d > 12 - p  + 2  e che 
supponendo in particolare che sia d > n - p  e p > O ,  per n abbastanza 
grande si hanno tutti coni. Più precisamente una Vn di genere p apparte- 
iiente ad un [tz - p -/- 11 oppure ad un [la - p $21, se è rispettivamente 
n r 2 p + 1 oppure fz 2 2 p, è sempre un cono. 

16. Si è veduto che una P rion speciale non pub contenere una ri- 
gata od una curva speciale; possiamo proporci di trovare se una P speciale 
contenga sempre una rigata speciale, oppure quando cib accada. 

Abbiasi percib una V n  di genere p > O, appartenente ad Sr;  per i + 1 
moi piai~i  presi ad arbitrio, ove O s i L p - 1, si faccia passare un iperpiano, 

(%) SEGRE,  Sulle vavietri alyebriche composte di una sern@ice infinitù di spnzi, n.' 4, 
(R. Acc. dei Lincei, luglio e ottobre 1887). 
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per il che basta che s ia .  

La  residua intersezione con V1t sarà una rigata di ordine n - i - 1, la quale 
non potrà stare in un Sr-,, altrimenti tutti gli iperpiani passanti per questo 
determinerebbero corne residua intersezione con la varielà una y:+, di piani 
tafi che gli i + 1 piani assunti ad arbitrio ne sarebbero un gruppo, mentre, 
avendosi i + 1 r p ,  cib è assurdo pel teorema di RIEMANN-ROCK Per mas;- 
gior generaliià si supponga che quella rigata di ordine ~z - i - 1 si spezzi 
in una rigata direttrice irriducibile di ordine 111, appartenente ad un ICI,, ed 
in n - i-  m - 1 piani; dovrà sssere 

altrimenti questo Sh starebbe con gli ?z - m - i - 1 piani in un S,.- O in 
uno spazio minore, il quale verrebbe a contenere la rigata cornplessiva, mentre 
si è visto che cib non pub accadere. La  rigata Fm è poi certamente speciale 
se h 2 m - 2 p + 2 ,  la qua1 condizione in virtù della (2) è soddisfatta. se 
si pone : 

i k n - 2 p - r + 2 ;  (3) 

e siccome i r p - 1 questa condizione conduce all'altra ; 

la quale dice che la V dev'essere speciale. Supposto adunque di avere una Vn 
speciale, normale di Sv, allora la (4) sarà verifkata e quindi se la (3) si potrà 
soddisfare con un valore di i compreso tra zero e p - 1 (inclusi i limiti) e 
inoltre si possa far cib in modo da verifkare anche la (l), la rigata F m  ri- 
sulterà speciale, Ma la (1) è soddisfatta se r z 3 p (poichè 11 z i + 1) o anche 
se f i  2 6 p - 3, perché questa con la (4) dà r % 3 p ;  onde si ha che 

Una V n  d i  genere p > 0, speciale, d i  Sr ( r  2 n - 3 p + 3) contiene sent- 
pre una rigata direttrice speciale se è r % 3 p oppure se ?z ? 6 p - '3. 

Lo stesso vale più in generale se esiste un valore di i compreso fra 
zero e p - 1 (inclusi i limiti) che verifichi le relazioni : r 2 3 i + 3 ed 
i k n - 2 p - r f - 2 .  

Dall'esistenza di una rigata direttrice speciale si potrà poi dedurre quella 
di una curva direttrice speciale, per esempio quando l'ordine di quella rigata 
sia h 4 p  - 2 (*). 

(*) SEGRE, Recherches générales.. , . , 2." Partie, n.O 16. 
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17. Possiamo ottenere per m ne1 numero precedente una restrizione. 
Si consideri la serie g',hml che sulla Vn B segata dagli iperpiani condotti per 
lysh e si supponga che la serie non sia speciale; basta percib che sin 
rb - m 2 2 p  - 1, ossia n 2 2 p $- m - 1. Allora per la supposizione fatta 
sarà n - ruz - ( r  - h - 1) k p ;  questa con la (3) del numero precedente dà: 
m r h $ - p + i - 1 .  

18. Vediamo alcune proprietà ne1 caso che le Vn siano coni. 
Sia un Si-cono cornposto di una semplice infinità di Si+, , e quindi di 

dimensione i + 3, che giaccia in un [i + r + 11 e che da un Sr indipen- 
dente da1 sostegno veriga tagliato in una rigata Fn, il cui spazio normale 
abbia la dimenaione p. Allora con un ragionamento in tutto simile a quel10 
che si pub vedere ne1 lavoro sottocitato (*) si diniostra che il cono dato pub 
aversi corne proiezione di un altro appartenente ad un [ p  + i + 11; e poichè 
in esso le sezioni fatte con gli S, sono rigate di questi spazi ed occorrono 
p + 1 punti a determinarne una, si ha che:  

Un Si-cono lzcogo di zcna semplice infinità di Si+,, del genere p e d i  
ordine n, i l  cui spaxio nornzale sia [p  + i + 1] cantiene r io r i+ ' ) (p+ ' )  rigate di- 
rettrici di ordine n in  modo che per ogni grzcppo di p + 1 punti presi ad 
arbitrio su altrettanti Si+, generatori ne passu in generule ulla soia. 

Corne casi particolari si hanno le segueriti proposizioni: 
Un 8,-cono composto d i  una semplice a'njnità di piani, del genere p e 

di  ordine n, non speciale, (cioè con sexioni iperpiane non speciuli) contiene 
non-P~+2 tigate direttrici di ordine 7z per modo che per ogni gruppo di n- 2p+2 
punti presi ad arbitrio SU altrettanti piani generatori ne passa in  generale 
wza sola. 

Un 8,-cono fo~rnato da una semplice infinità di piani, del genere p e di 
ordine i i ,  speciule, il CUI  qax io  normale abbia la dimensione I> 2 n - 2 p  + 3 
contiene OOP+' rigate sjeciali in  modo che per p + 1 punti arbitraviamente 
presi in altrettanti piani generatori ne passu in generale una solu. 

(*) SEGRE, IZecherches générales.. . , l.e Partie, n.' 10. 
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19. Quegli stessi metodi che hanno servit0 a determinare sopra una V 
nbn speciale le rigate e le curve direttrici possono applicarsi più in generalô 
a determinare su una Sr - Pr+, (*) le varietà Sr-, - Fr direttrici. Non c' è 
da far altro che estendere i vari numeri dei vari paragrafi a queste varietà. 

E prima di tutto il lavoro sottocitato (**) fornisce per 10 spazio normale di 
una varietà Sr- F:+l del genere p, non speciale, la  dimensione n -(r+l)p+v. 
1 numeri 2 e 3 del presente lavoro estesi a queste varietà ci forniscono per 
esse proposizioni snaloghe a quelle enunciate per le V. L'analogo del n.O 4 
dice che se una Sr - F;+, del genere p appartiene ad un [n - p - i + 2 r] 
e possiede una Sr-, - FT direttrice, di Sh , per : 

si deve pure avere m r IL - r + i + 1, O, se si vuole: h r: m + r - i - 1. 
Si trova poi che la (1) è sostitiiibile con la seguente: n m + 2 p - 1 .  

1 numeri 5 0 6 si estendono pure con facilità; cosi per l'analogo del 
n.O 5 si ottiene la seguente proposizione finale: u Una Sr - F;+, non spe- 
ciale si pub sempre considerare come proieziorie di una 8,. - F;"fi (qualun- 
que sia x) da x suoi punti in modo che gli Sr generatori che escono da 
questi piinti abbiano per immagini degli Sr-, obbligati a contenere ciascilno 
un Sk ( h s  r - l), avendo dapprima fissati gli x spazi Sk ad arbitrio in al- 
trettanti Sr generatori della Sr - Fr+, n. 

L'analogo del n." 7 ci dà che ogni Sr - non speciale non pub con- 
tenere una Sv-, - F, direttrice speciale; d'onde segue più in generale che 
su una S, - Fr+, non speciale nessuna varietà Si - Fi  +, (i 5 r - 1) diret- 
trice pub essere speciale. 

Possiamo anche citare la proposizione analoga a quella con cui termina 
il n." 7:  u Ogni Sr-, - F ;  direttrice di una Sr -FL ,  normale, non spe- 
ciale, del genere p, é essa pure normale se m r n -- 2 p  + 1. n 

(*) Con questa notazione s i  intende una varietà, algebrica c o m p ~ s t a  di una seniplice 
infinits di Sr .  

(*") SEGRE, Sulle varietà algebriche composte di una semplice infinit& di spazi, (R. Acc. 
dei Lincei, luglio e ottobre 1887). - V. anche: Inbroduzione . . ., citata, n." 01. 
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Con la scorta delle varie proposizioni citate possiamo procedere alla de- 
terminazione delle varietà Sv-, - F: direttrici di una Sv - F;+l non spe- 
ciale, del genere p, che siipporremo normale. Le varietà direttrici in discoiso 
formino un sistema ooJ; allora per s punti fissati SU degli Sr generatori di- 
stinti della varietà ne passerà un numero finito. Cib fatto si riguardi la va- 
rietà stesea come proiezione di una S, - F;: in modo che gli spazi 8,. ge- 
neratori uscenti dai centri di proiezione abbiano le loro immagini (che sono 
degli Sv-,) passanti per gli z punti fissati. Le varietà Sr-, - E',4 direttrici 
della varietà data, che passano per gli x punti presi su questa saranno cosi 
le proiezioni di tutte quelle di ordine D + x giacenti sulla Sv - Fi.; e pas- 
santi per x rette. Dalla & - 3'" si risalga in modo analogo ad una 
Sv - 8'" e cos1 via fino ad arrivare ad una 8,- FzTi3, che sarà normale, 
ossia di [n + r x - (r + 1) p + r] e che couterrà un numero finito di  varietà 
Sr-, - FC('-"" direttrici. Queste saranno normali, ossia di 

ossia se o r n + x - p e inoltre (per l'analogo del n." 7) se 

= + ( r  - 1 ) ~ e n + r x - 2 p f  1, 
ossia se 

o s n + ~ - 2 p + l .  

Allora fissati nell' [tz + r x - (Y + 1) p + r] un nuriiero r, + x - G -- p di 
punti arbitrari, per essi e per gli spazi + (r - 1) x r p + r - 11 passano 
degli iperpiani ben determinati contenenti ulteriormente tz + 8 - u spazi Sv 
generatori. Il passaggio per quei punti fissati e per 11 + z - o spazi Sv non 
dati della varietà deve determinaro un iperpiano in un numero finito di modi; 
epperb dev'essere : 

da cui 
z = ( ~ ' +  1 ) o - r n - r p + r  

che dà per a la restïizione cr > ' - in + - ' ' 9  mentre si hanno dalle due re- 
r + l  

strizioni poste sopra altre limitazioni per O; di esse riparleremo tosto. Intanto 
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si osservi che per 1. = 1 si ritrova la formola già nota (*) : x = 2 - tz - p + 1 
e per r  = 2 si ritrova quella del n.' 9 del presente lavoro. 

20. Anche qui si presenta il problema dell'indice ; Io stesso metodo 
già usato per le T ci dimostra che esso dipende soltanto da p. 

Cib posto si supponga che presi si1 x spazi Sr generatori di una 
Sr - F;+l normale non speciale, del genere p, x spazi Sr-., risulti determinato 
un numero finito di Sv-, -. direttrici, passanti per quegli spazi. Riguar- 
diamo di poi la varietà data come proiezione di un'altra di ordine n  + x 
da x suoi punti in modo che gli Sv generatori passanti per essi ahbiano come 
immagine gli x spazi Sr-, fissati. Sulla nuova varietà le Sv-, - II ,  diret- 
trici di ordine' p sono in numero finito; e di più sono norrnali, cioè di 

[ p - - r p + r - l ]  se p s n + z - 2 p + l  e se p ~ n + x - p .  (a)  

Fissati allora n + x - p - p punti arbitrari, risulta determinato un iperpiano 
in un numero finito di inodi se Io si obbliga, a contenerli e inoltre a contenere 
f i  + x - p spazi S,., non dati, della varietà. Si stabilisce cos1 l'equazione: 

da cui : 

la quale esige che p sia multiplo di r .  Poniamo adunque: p - 4; q;  la (1) 
diventa x = (r + 1) q - n - p  +'1 e le due restrizioni ( a )  a lor volta dànno : 
p%r(3p-2)  e p%r(2p-1). 

Se ora proietto da n + x - p  - p  punti arbitrari generici su di un 
[,O - r p  + r] , ottengo una Sr - FFZ di questo spazio contenente un nu- 
mero finito di &.-, - F$ direttrici, appartenenti a degli spazi [p - r p  + 1. - l], 
i quali oontengono ulteriormente lz + x - p spazi Sr generatori della varietà ; 
sostituendo ora ad x  il suo valore e ponendo per comodità p - p  + 1 = s 
avremo una Sv - F':.$:)S+(*-"' di un Sv, contenente delle Sv-, - F~?s+p-î' di- 
rettrici appartenenti ad iperpiani i quali segano quella varietà ulteriormente 
in s spazi Sv generatori. A cib si riduce il problema dell'indice: di trovare 
quanti siano gli iperpiani di un Sv, contenente s spazi S,. generatori di unn 
Sr - F,,., di ordine s (r + 1) + r (p + 1). Ora il prof. SEGRE mi ha corte- 

(") SEGRE, Recherches générales.. . , citato, 2.e Partie, n." 11. 
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sernente comunicato in proposito una sua formola che trascrivo (*): 

L'indice quindi per s s p  non dipende più da s e vale (r + 1 ) ~ .  
Pel caso di p=  1 ed r = 2 si vedrà più avanti determinato l'indice in 

un modo particolare; il risultato si accorda precisamente con questo più 
generale. 

21. Si possono pure ricercare su una Sr - F:+l non speciale e nor- 
male le curve direttrici di un dato ordine. Siano precisamente aoy le So- F: 
direttrici; allora dati y spazi S r . ,  in altrettanti 8,. della varkth  vi sarB solo 
un numero finito di curve che li incontrano. 

Si riguardi poi la data varietà corrie proiezione di un'altra d'ordirie n + y 
in modo che gli Sr uscenti dai centri di proiezione abbiano corne immagine 
quegli y syazi Sr-, fissati. Le  curve di ordine p sulla, varietà S, - F;+f, sono 
in nurnero finito e con certe restrizioni apparterranno a degli 8,-,. L a  va- 
rietà ultima nominata appartiene a [n + y --(?*+ l ) p  +r] ;  fissati n + y-p-vp 
punti generici, per essi e per quegli Sp-p passano degli spazi [n+ y - ( r  + l ) p ]  
determinati, i quali conterranno n + y - p rette della varietà. Il passaggio 
per un ta1 numero di rette non date della varietà e per n + y - p - r p  
punti dati deve costituire un numero di condizioni sufficienti a determinare 
un [n + y - ( r  $- 1) p] in numero finito di modi, onde si deve avere : 

da cui: 

(*) Il prof. SEGRE, nvendo visto (indipendentemente da  me) che il prohlema dell'in- 
dice si riduceva a quel10 anzi detto, fu indotto a scr ivere la forrnola s u  r iportata  dal- 
l'esaiue di alcuni casi particolari t ra t ta t i  nella sua Memoria del t. 34 dei Math. Annalen, 
e di d t r i  dovuti a l  sig. A. TANTURRI. Questi ha  poi dimostrato, una formola molto ge- 
n e i d e ,  nella quale r ientra  la suddetta, in una Nota clle usci f ra  gli Atti della 8. Accncle- 
mia d d e  Scienae di Torino, tom0 35, fehbraio 1900. 
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5 IX. APPLICAZIONI. 

22. Ritornando alle varietg semplicemente infinite di piani potremo 
ottenere alcuni risultati particolari notevoli dando a p valori numerici bassi 
e supponendole inoltre nello spazio ordinario. Allora le dette varietà di piani 
vengono ad essere l'insieme dei piani tangenti di una sviluppnbile (O dei 
piani osculatori di una curva sghemba). Cib che era detto ordine dellit vmietà 
diventa la classe della sviluppabile e le curve e le rigate direttrici sono curve 
e rigate riferite prospettivarnente alla sviluppabile, cioè curve e rigate i cui 
elementi (punti O generatrici) sono in corrispondenza biunivoca coi piani della 
sviluppabile per modo che due elementi omologhi sono sempre incidenti. Ln 
conoscenza di queste curve e rigate conduce alla generazione della varieth 
inediante piani congiungenti terne di punti omologhi di tre curve in corri- 
spondenza biunivoca fra loro, oppure punti e rette omologhe di una curva e 
di una rigata fra loro riferite biunivocamente. Questo modo di generazione 
sarà tanto più giovevole quanto più basso l'ordine di quelle curve e rigate; 
onde, trattandosi delle varietà non speciali, tornerà utile la determinazione 
delle curve e delle rigate direttrici minime. Se poi trasfornii~mo il problerna 
per dualità (sempre in 8,) otterremo delle proposizioni e delle generazioni re- 
lative a curve : avremo la classe delle semplici infinità di piani e I'ordine 
delle rigate minime riferite prospettivamente alla curva e quindi la gencra- 
zione di essa come luogo dei punti di incontro delle generatrici di una ri- 
gata coi piani omologhi di una varietà semplicemente infinita di piani rife- 
rita biunivocamente alla rigata stessa, oppure come luogo delle intersezioni 
dei piani omologhi di tre varieth semplicemente infinite di piani in corrispon- 
denza biunivoca fra loro. 

Se  per le Vn non speciali, del genere p ,  (per le qud i  ha da essere 
tz -: 3 p  4 1) consideriamo le rigate e le curve direttrici minime, potremo co- 

struire le varieta stesse con tre curve di ordine I " ----- + l' (riferite frn loro 
3 

biunivocamente in modo da avere un certo numero di terne di punti omo- 
loghi allineati); oppure con una curva dell'ordine detto e coi1 una rigata di 

ordine I a n ;  (rifwite biunivocamente e con un certo numero di ele- 

menti omologhi incidenti). 
Anncili di Malematicn, Serie III, t o m 0  V 
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Dualmente (neIl'&) una Ci  si potrà costruire come 1uog.o delle intersezioni 
degli elementi omologhi di tre varietà semplicemente infinite di piani di classe 

I * + ririfite Ra  loro in modo da  avere un certo numero di terne di piani 
3 

omologhi foïinanti fascio; oppure come Iiiogo delle intersezioni di una varieth di  

piani della detta classe e di una rigata di ordine I Q L ~  t ra loro riferite 
3 

hiunivocnmente in modo che un certo numero di elementi omologlii si np- 
pnrtengano. 

E d  ora diamo a p dei valori particolari. Facendo p = 0 ahbiamo delle 
Vn razionali e per esse l'ordine delle curve minime è dato (n.' 13) da 
12 - 2 n-1 , O da- , O da - e quel10 delle rigate minime è dato (n." 9) da 

3 3 3 
212-2 212-1 12 , ---- , -, dovendosi prendere in ciascuna terna di valori quello 

3 3 3 
12 12 - 1 12 - 2 che è iritero. Orn dall'essere intero -, oppure -- 
3 3 

, oppure -- 
3 

segue 

2 n 2 n - 2  2 tr -- 1 che sarB intero rispettivamente anche - 7 oppure - 
3 3 

9 oppare - . 
3 

Per  le V" rnzionali avremo quindi nello stesso tempo ooo (nna) curva di or- 
n- 2 2 n - 1  dine -- e c d  rigate di ordine ---- 

3 
7 direttrici minime ; oppure ciol 

3 ,  
11. - 1 2 n -  2 curve di ordine - 

3 
e mR (ilna) rigata di ordine - 

3 
; O infine ao? 

1.2 2 n 
curve di ordine 3 e m2 rigate di ordine - 

3 
D'riltra parte questi risultati sono già noti insieme con molti altri pei 

quali rimando il lettore ai lavori qui sotto citati (*). 
23. Veriiatno ad esaminare: il caso di p = 1. Il n." 16 ci dà subito che 

le V ' ~ 1 l i t t i c h e  speciali, avendo per ispazi normali O SR+, oppure Sa, sono 
sempre coni. Noi ci limiteremo a considerare le 'V" ellittiche che non sono 
coni. 

(") SEGRE, Sulle vcwietd nomnl i  a tre clilnensioni c o n p s t e  tli serie semplici ~ a z i o -  
?mti di piani, (Atti della R. Acc. di Torino, t. 12, 1885). - A. BRILL, Ue6er rationale Cur- 
ven vncl ReyelfE&cheiz, (Sitzber. bay. Akad., 1883, ristampato nei Rlath. Ann., t. 36, 1890). 
- W .  STAHL, ZUT E,zeuyung der ebenen rationulen Cwven, (Math. Ann., t. 35, 1891). - 
Zz(7- Erzeuyuizy der rntioi~alen Rau~ncurven, (Math. Ann., t. 40, 1893). 
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L e  formole che dànno l'ordine delle rigate e delle curve minime di- 
ventano : 

2 n 2 1 i t l  Per  le rigate : - (cd) ; --- 2 1 t + 2  
3 3 (m') i -j- PZ) 7 

n ~ $ 1  ra + 2 Per  Ie curve : - (00") ; - (00') ; - (m2) , 
3 3 3 

Pl 11 + 1 Dall'essere intero - oppure - 
3 3 

oppure "+2 segue che sarA in- 
3 

2 11. 2 t h + 2  2114-1  tero rispettivamente - 
3 

oppure - 
3 

oppure - 
3 

; e viceversa. Per  

?a 212- n + l  le V*t ellittiche andranno adunque sempre accoppiati i valori - e 
3 3 

3 ' 3  
e -  " + n + n + l dei quali il primo è I'ordine delle curve, il se- e -  - 

3 
condo quel10 delle rigate minime. Ma se coiisideriamo delle rigate di ordiiie 
2 %  2 1 2 + 2  2 n $  1 - 
3 

>-2- 
3 3 

e del genere uno, troviamo su di esse delle curve mi- 

12 nime rispettivamente di ordine -, -, - 
3 

'' + l + (*) ; quindi per p = 1 siille 
3 3 

rigate minime stanno delle curve minime della varietà. 
Esarniniamo il legame che passa tra le curve e le rjgate n-iinirne di uiia 

varietà semplicemente infinita d i  piani, ellittica, considerando il caso in  cui 
quelle curve e rigate siano in numero finito, cioè il caso di 11 multiplo di tre. 
Si osservi d o r a  che il doppio dell'ordine delle curve miniiiie è iiguale all'or- 
dine delle rigate minime, d'ondè segue clie le rigate le quali passano l e  
curve minime prese a due a due sono tutte minime. Intersecando poi fra. 
loro due qualunque delle rigate minime otteniarno uiia curva minima. Aduii- 
que accoppiando le ourve minime in tutti i modi possibili otteniamo tutte le 
rigate minime ed accoppiando queste 
le curve minime. Se  x è il numero 
avreino : 

in tutti i modi possibili otteniamo 
delle une ed x' il numero delle 

tutte 
altre 

dalle quali si ricava x = x' = 3. 
Cib vale nell'ipotesi che non ci siano rigate O curve minime eccezionali; 

ma in tale ipotesi sappiamo (n.' 10 e 14) che l'indice dei sistemi di rjgate 

(*) SEORE, Recherches yétzérales.. . , citato, 2.' Partie, n.' 11. 
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1 04 P a g  l i a n  O : Sulle varietà algebriche a tve clime~rsiolzi 

e di curve direttrici (il quale indice dipende solo da  p) è uguale al numero 
, 

delle rigate e delle curve direttrici minime quando queste si trovino in nu- 
mer0 finito. Possiarno quindi conchiudere che per le varietà di piani sempli- 
cemente infinite, ellittiche, non speciali, l'indice dei sistemi di rigate e di curve 
direttrici è t re;  il qua1 risultato concorda con quel10 del n." 21 ove si ponga 
r = 2  e p = l .  

Se  ora consideriamo il cas0 che n + 1 sia multiplo di tre abbiamo oo' curve 
12 + 1 2 n f - 2  minime di ordine -, wP rigate minime di ordine - 

3 3 
; per due qua- 

lunque delle curve passa una rigata mentre una rigata contiene solo due curve 
minime (*). Se infine è n + 2 multiplo di tre abbiamo ool rigate minime di 

ordine 2* e me course minime di ordine "+a; ognuna delle rigate con- 
3 3 

tiene ooi curve minime (*) e due qualunque delle rigate si tagliano in unit 
ta1 curva. 

Dando ora ad n successivi valori (essendo p = 1)  a partire da fi = 4 
otterremo dei risultati numerici circa le varietà semplicemente infinite di piani, 
ellittiche e non speciali, che supporremo tutte nello spazio ordinario. 

Cosi le varietà della quarta classe hanno rigate direttrici minime del 
3." ordine, le quali non sono altro che le sezioni coi propri piani; nientre le 
sû* curve minime del 2.' ordine sono rette doppie (assi della sviluppabile). 

Sulle varietà della quinta classe troviamo oo2 rjgate minime del 4.' or- 
dine e oo' coniche, che sono rette doppie delle rigate; mentre sulle varietà 
della sesta classe abbiamo ancora delle rigate del 4." ordine, m a  solo in nu- 
mer0 di tre, le quali si tagliano iz due a due in tre rette doppie. 

L e  varietà della settima, ottava e noria classe hanno rispettivamente mS, 
mi, cioo (ire) curve direttrici minime del 3." ordine; l a  prima varietà pos- 
siede ooi rigate minime del 5." ordine, e le altre due rispettivamente conten- 
gono cio2 e m0 (tre) rigate minime del 6.' ordine, ecc., ecc. 

Enunciamo questi risultati trasformandoli con la dualità del10 spazio or- 
dinario. Avremo che le C4, C" C6 ellittiche sono prospettive a delle semplici 
infinità di piani di seconda classe: non possono essere altro che fasci di piani 
in cui ogni piano è da  contarsi due volte e quindi incontra la curva in due 
punti variabili. Sono adunque i fasci che hanno per assi le ooQorde deHa C4, 

(") SICGRE, Ricerche sulle riyak ellittiche, (Atti della R. Acc. di Torino, t. 21, 1886, 
nai 15 e 16). 
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costituite da utza semplice itzfim'tà d i  piani. 105 

le wi trisecanti della C5 e le quadrisecanti della C" che sono in numero 
finito e precisamente in numero di tre (indice trovato pei sistemi di curve e 
rigate direttrici delle varietà ellittiche semplicemente infinite di piani). 

Le rigate del minimo ordine prospettive alla C4 sono i coni cubici pro- 
iettanti da' suoi punti; quelle prospettive alla C 5  e alla C6 sono rigate del 
4.' ordine. 

Le  C7, Cs,  C9 ellittiche sono prospettive a dei coni di piani di 3.a  classe 
e precisamente a cd, cm', w0 (tre) di  tali coni iispettivamente. Queste tre 
curve si possono generare come luogo delle intersezioni dei piani tangenti 
omologhi di tre coni di 3.a classe i quali siano riferiti a due a due in cor- 
rispondenza biunivoca; perb per la C7 due terne di piani omologhi debbono 
formare fascio e per la Cg una terna sola. 

In  generale una C3" ellittica si pub generare come luogo delle intersezioni 
dei piani omologhi di tre varietà semplicemente infinite di piani (sviluppabili) 
di classe m ,  riferite a due a due biunivocamente; poichè una C3" ellittica 
si pub riferire biunivocamente e prospettivamente a t ~ e  ben determinate va- 
rietà semplicemente infinite di piani di classe m (*). Anche le Cs"-' e le C3m 

ellittiche si possono generare con varietà semplicemente infinite di piani, di 
classe m riferite fra loro biunivocamente (perb in modo da avere rispettiva- 
mente una O due terne di piani omologhi costituenti un fascio); per le C3m ' 
abbiamo mi varietà di piani che possono servire al10 scopo e per la C3m-8 

ne abbiamo mg. l'roseguendo per p = 2, 3 , .  .. , si potranno avere alcuni ri- 
sultati sulle curve di genere superiore ad uno. 

Torino, 30 marzo 1900. 

(") Una verificazione di questa nuova e notevole proprieta delle c u v e  ellitticlie si 
ha contando le  costanti. Si s a  che le  C3m ellittiche dipendono da 12m costanti;  t r e  va- 
r ie tà  semplicemente infinite di piani, della classe nt, con 10 stesso birapporto dipendono 
similmente d a  121n - 2 costanti; riferendole poi t r a  loro (essendo ml le corrispondenze 
biunivoche possibili t r a  due di esse) si dispone ancora di due costanti e si ritrovsno cosi 
le 1% m di prima. 
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Sulla riducibilità delle equazioni diffe- 
renziali lineari a coefficienti doppia- 
mente periodici. 

(Di CARLO BIUIAVI, n Firenze.) 

N 1. ella Memoria (*): Sopra zina classe di  eqzlaaio~ai diferenxiali li- 
tzeari riducibiti, ho esposto, assieme ad altre considerazioni gen~ral i ,  la rli- 
mostrazione di un teorema sulla riducibilità delle equazioni differenziali li- 
neari a coefficienti doppiamente periodici. In cotesta dirnostrazione sono carliito 
in una leggera inesattezza, clle è bene rileva.re, tanto pih che per correggerla 
bisogna anche modificare l'enunciato del teorema, che, sebbene di secondaria 
importanza, è pur sempre di un certo interesse. 

Trattandosi di cosa breve, trascriverb dapprima l'enunciato e la dimo- 
strazioile del teorema corne figurano nella Memoria sopraccennata, indicando 
poi in che consista l'errore, ed esponeiido da ultimo, dopo qualche considera- 
zione ausiliaria; il nuovo enunciato e la nuova dimostrazione, che farb se- 
guire da alcuns osservazioni ed esempi. 

2. Mi servira delle medesime notazioni di allora : 

O F = O ,  G = O ,  (t, = O per rappresentare le equazioni differenziali lineari 
omogenee che hanno il coefficiente della più alta derivata eguale all'unità e 
gli altri egiiali a funzioni meromorfe tali chs quel10 della derivata i e ~ i m a  abbia 
soltanto poli d'ordine inferiore O tutt'al più eguali ad i. Quest'equazioni go- 
dono della proprieth di avere tutti i loro integrali regolari nelle vicinanze di 
ogni punto singolare a distanza finita. Nelle prime notazioni le tre lettwe 
fra parentesi sta.nno e ad indicare rispettivamente la variabile indipendente, la 
fiinzione incognita e l'ordine dell'equnzione. 

(*) Annazi di Matematica pura ed applicata. Serie I I ,  tom0 XIX. 

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



108 B i g  i a v i: Sul la  riducibilità delle equazioni d.i$ei.enxiaZi l ineari 

Cib premesso ecco l'enunciato e la dimostrazione del teorema : 
Un'equazione F (x, y, ra) = O, a coefficienti ellittici e riducibile, ammette 

tutti gl'integrali di un'altra equazione G ( . y ,  y ,  m) = O ,  pure a coefficienti 
ellittici e di ordine In < n. 

La F (LG, y, n) = O, essendo riducibile, ammetterà tutti gl' integrali di 
un'altra equazione G (.c, y, m) = 0, d'ordine m <va. Di queste equazioni ve 
ne potranno essere più d'una : noi peraltro sceglieremo una di quelle per le 
quali m abbia il massimo valore. Si  tratta di dimostrare che l'equazione 
G (n, y, m) = O, scelta in questo modo, è pure a coefficienti ellittici. 

Supponiamo infatti che non 10 sia; allora, indicando con 2 o e 2 o' i pe- 
riodi dei coefficienti di F = O, osserviamo che quest' equazione sarb ancora 
soddisfatta dagl'integrali delle altre due : 

G ( x  + 2 u, y, nt) = 0, G ( x  + 2 o', y, nz) = O. 

Confrontiamo la G (LV, y, .m) = O con una di queste equazioni, ad es. : 
colla prima; pub darsi che le due equazioni: 

non abbiano alcun integrale a comune, come pure pub accadere che siuno 
ainbedue riduoibili ed abbiano p integrali a comune, essendo naturalmente 
p < m. In ta1 caso questi p integrali appartengono ad un'equazione 
H P ,  Y, p)  = 0. 

Cunsiderianio un punto qualunqiie z, che non sia un polo dei coefficienti 
di F = O, e indichiaino con u, ,  u,, . . . u, lz integrali distinti di quest' equa- 
zione, definiti dai loro sviluppi in serie di CAUCHY nelle vicinanze di a,. È1 
ahiaro che potremo supporli scelti in modo che : 

U l ,  U* ,... u,z-p, 21,,,-p+,,. . U,, (2) 

appartengono gli uni alla prima delle (1) e gli altri alla seconda. Allora 
u , -~+,  , U m - a + r , .  . . uTm saranno gl'integrali di H = O. Se le (1 ) non avessero 
integrali a comune, e quindi la H -  O non esistesse, basterebbe fare p = 0. 

Si descriva con la  x un c a m m i ~ o  qualunque tale che, partendo da  .T,, 

non passi per alcun polo dei coefficienti di F -  O, e ritorni in rp,. Durante 
questo giro chiuso, clle potremo indicare con I', le funziuni u variano con 
contiiiuità; ma, quando a ritorna in ir,, le u prendono valori differenti dagli 
iniziali, e che si possono ottcnere effettuando su questi valori iniziali una 
sostituzione linenre n coefficienti costanti. 
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a coeficcienti doppiamente pariadici. 1 O9 

Ma col giro r si vengono ad eseguire altre due sostituzioni lineari, cioè 
una sugl'integrali (2)  o I'altra sugl'integrali (3 ) ,  e cib perchè i coefficienti 
delle equazioni (1) sono monodromi. Da cib risulta subito che, se conside- 
riamo le funzioni : 

su di esse pure si viene ad eseguire una sostituzione linertre a coefficienti 
costanti, quando colla cr si fa il giro r. Se quindi si costruisce un'equadone 
che nelle vicinanze di rr, abbia le funzioni (4) per integrali, si vede subito 
che easa B a coefficienti monodromi e di quelle che si possono indicare con 
una notazione della forma. K(:r, y, 2 m - p )  = 0. 

Ma quest'equazione non pub sussistere, perchè tutti i suoi integrali, che 
sono i n  numero di 2 m - p > m rtppartengono anche alla, F - O. Pe r  con- 
seguenza i coefficienti di G Cr, y, m )  - O devono avere il periodo 2 a. Si- 
milmente si prova chc ammettono il periodo 2 w'; quindi la O (2, y, m) = O 
é un'equazione a coefficienti ellittici c. d. d. 

Questa dimostrazione per altro non regge più, quando le funzioni (4) 
costituiscono un sistema d'integrali particolari della F = O ,  cioè quando B 
2 m -p = n, ne1 qua1 caso la K= O viene a coincidere coll'equazione data 
P = O, e quindi sussiste effettivamente. 

3. Avanti rli esporre il nuovo teorema modificaato, sarti utile, per ab- 
brevia.rne e semplificarne la dimostrazione, di premettere tre lemmi relativi 
alle equazioni differenziczli lineari. Faremo precedere da alcune osservazioni 
il primo di  essi, che si riferisce d l e  equazioni a co~fficienti semplicemente 
periodici. 

Essendo data un'equazione G (x, y, m )  = 0 ed u n  punto .r, del piano 
della variabile, scelto ad ai-bitrio, colla condizione peraltro che noil sia un 

polo dei coefficienti di G = O, si pub sempre determinare uno ed un solo si- 
steina y , ,  y,, . . . y, d'integrali particolari distinti di questa equazione, quando 
siano dati i valori che essi devono prendere ne1 punto x,. Chiameremo /r, 

origine del sistema d'bitegrali y , ,  y,, . . . y,, e chiamere~no valori itiiziali d i  
guesti integrali i valori che prendono in x, .  

Uno dei niodi per costruire gl'integrali y , ,  y,,. .. y, é quel10 di deter- 
minarne gli ~viluppi in serie di CAUCHY nelle viciiianze di x,. Si ottengono 
cosi rn funzioni definite entro un circolo di centro x,, che possono prose- 
guirsi in tutto il piano, quando ne siano esclusi i poli dei coefficienti di 
G = O. Esse variano con continuità, quando x si muove, evitando tali punti, 

AnnnZi di Matematica, Serie III, tom0 V. 15 
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110 B i g  i a  v i: Sulla ~ iducib i l i tà  delle eyuazioni di ferenxial i  Eineari 

é, al ritorno della variabile in x,, dopo un cammino qualunque chiuso r ,  
prendono in  questo punto e nelle sue vicinaiize dei valori che possono otte- 
nersi eseguendo sui valori iniziali delle y, nei punti corrispondenti, una so- 
stituzione lineare S a coefficienti costanti e a determinante riiverso da zero. 
Le nuove funzioni cosi otteniite, che sono e si mantengono legate alle anti- 
che dalla sostituzione 8, pnsiono ne1 niedesirno modo di esse proseguirsi in 
tutto il piano, e costituiscono un altro sistema di nz integrali particolari di- 
stinti di G = 0, coll'origiiie in x,, e di cui i valori iniziali si esprimono coi 
valori iniziali antichi mediante la sostituzione S. 

Si pub dimostrare facilmente che tutte le sostituzioni S che subiscono 
gl'integrali y , ,  y, ,... y, con tutti i possibili giri r costituiscono un gruppo. 

Considerando un altro sistema x,, x , ,  . . . x, d' iritegrali particolari di- 
stinti di G= 0, coll'origine in x, e con valori iniziali differenti da quelli 
degl'integrali y, e denotando con T la sostituzione lineare per mezzo della 
quale gl'integrali x si esprimono con quelli y, è facile vedere che col giro 
le funzioni z subiscorio la sostituzione T S T-', da ciii risulta che il gruppo 
di sostituzioni relativo agl'integrali x è il trasformato mediante T di quel10 
relativo agl'integrali y. 

Considerando poi un d t r o  punto xi  diverso da r,, che non sia un polo 
dei coefficienti di G =O, ed una linea A che vada da x,, a J, passando per 
punti tutti della stessa natura di cr, ed x , ,  si pub prendere x, e i valori che 
in esso assurnono gl'integrali y, quando la variabile partendo da  .r, vi giunge 
per A ,  rome origine e coine valori iniziali degl'integrali y. In ta1 caso si 
vede facilmente che il gruppo di sostituzioni che ne risulta coincide coi1 
qudlo relativo al' punto ir,, e cib anche modificando l a  scelta della linea A 
Siccliè ogrii giro chiuso della variabile che non passi per alcun polo dei coef- 
ficienti di G = O, e che pïincipii da un punto qualunque del piano, fa subire 
agli integrali y una sostituzione che appartiene al gruppo del punto .r, O 8 

quel10 del punto .x, . Percib c1iianzerei)lo grzrppo d i  sostituxione dell'equaxiotze 
G - 0 relativo a l  sistenza d ' i n t cg~a l i  y quel g ~ u p p o  d i  sostituziowi che su- 
biscono questi integrali con tut t i  i yossibili y ir i  chiusi della vaviabile che 
nola ptrssa9zo pev alczm 17010 dei coeficienti d i  G = 0. 

Uivemo che pi& eqzcaxioni, in nwizero $ k t 0  e dello stesso o d i n c ,  pos- 
seggono 10 stesso gruppo d i  sostitztxioni, quando s i  pud determinare pei. ognuna 
d i  esse u n  sistema cl'integrali p a ~ t i c o l a ~ i  distinti  ifi modo chc gi'integrali d i  
questi diversi sistemi subiscano l n  medesima sostituzione lineare per ogni 
gb.0 chiuso delln va~.iabile che non passi per alcun polo dei loro coeficietzti. 
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Per  mezzo della proprietà, che il cambiamento del sistema d'integrali 
trasforma il gruppo mediante una sostituzione, si dimostra facilmente clle tre 
equaxioni posseggono lo stesso gruppo d i  sostituxioni, q u a d o  ci6 accude per 
due coppie qualunqzce d i  esse. 

Diremo Jinalmente che tutte le equaxioni d i  una successioize ittjinita pos- 
seggono 10 stesso grzcppo d i  sostitu,~ioni, qquando céb accade per un rzumero 
$nit0 qtialunque d i  esse, scelte ad arbitrio. 

4. Cib premesso ecco l'enunciato del 1 . O  lerrima: 
Un'eqzra,aione riducibile F ( a ,  y, n) = O, a .coeflt.ienti semplicemente pe- 

riodici, a mi appartengono tutti gl'integruli d i  un7eqzcaxio)ze iwiduttibile 
@, (x', y, p) = O, a coeficienti non yeriodici, nminefte tutti g17ilttegrali d7iiz- 
finite altre equaxioni che posseggono i l  medesirno gruppo d i  sostituziorzi d i  
0, = o. 

Essendo 2 w il periodo dei coefficienti di F = O, si faccia nell'equazione 
= O un cambiamento di variabile, ponendo : 

essendo s un nurnero intero qualunque, e si seguiti a rappresentare con 3 ,  

invece che con .T I ,  la variabile indipendente della nuova equazione che cos1 
si ottiene, che indicheremo con (I>, (s, y ,  p )  - O, e che è distinto dalla 
<Po = 0,  poichè i coefficienti di quest'ultima equazione non sono periodici. 
Dando successivamente ad s tutti i valori interi positivi e negativi diversi d a  
zero, si ottiene, considerando anche la (9, = 0, la serie di equazioni di or- 
dine p : 

... O-,= O ,... <P-1- O ,  (Po = O ,  Q I  = O ,... @,=O ,... ( 5 )  

che sono tutte distinte, irriduttibili e godono della proprietà che i loro inte- 
grali sono anche integrali di F - 0. 

Essendo 6 ,  un numero intero e positivo, eguale O irnniediatamente infe- 
92 

riore al rapport0 - consideriamo le E ,  + 1 equazioni : 
P 

ed un punto x, su1 piano della variabile tale che i punti : 

non siano poli dei loro coefficienti, e determiniamo per ciascuna delle (6 )  un 
sistema di p integrali particolari distinti mediante sviluppi in serie di CAUCHY 
nelle vicinanze di x,. 
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Pub darsi che tutti gl'integrali cos) definiti delle prime E,  + 1 equa- 
zioni (8), essendo E2 un numero intero compreso fra zero ed s i ,  non siano le- 
gate fra loro da alcuna relazione lineare omogenea a coefficienti costanti, il 
che accade sempre per ce  1; come pure pub darsi, e cib si verifica sempre 
per c, - E , ,  che essi siano Iegati fra loro da alcune di tali relazioni. Esisterh 
quindi un valore inter0 E tale che per E ,  2 E si verifichi questo secondo caso 
e per E~ < E si verifichi invece il primo. 

In  ognuna delle relazioni lineari omogenee che sussistono fra gl'integrali 
delle prime e + 1 equazioni (6), e nelle quali si devono sempre trovare in- 
tegrali di @, = O, devono pure figurare ititegrali di (9, - O. Supponendo in- 
fatti che gl'integrali di cDI, = O ,  essondo h > O ,  siano i primi clie figurano 
in una di tali relazioni, consideriamo una linea A che vada da x, a x, - 2 h w 
senza passare per alcun polo dei coefficienti delle (ô), e prendiamo il pimto 
x, - 2 h w come nuova origine degl'integrali delle equazioni QI, = O ,  ... <P, = O 
e come valori iniziali di questi integrali i valori che prendono in r, - 2 h o, 
quando la variabile vi giunge passando per A ,  g17integrali gib stabiliti per 
queste equazioni. Per ricondurre l'origine ne1 punto x, si faccia un cambia- 
mento di variabile, penendo x = 3 ' - 2  h w ,  e si seguiti a rappresentare 
con a, invece che con x7, la nuova variabile indipendente. In questo modo 
le equazioni precedenti si trasformano nelle altre Q0 = O, .  . . Os-h = 0 e i 
loro integrali divengono integrali di quest'ultime equazioni, s possono quindi 
rappresentarsi con gl'integrali già stabiliti per esse mediante espressioni li- 
neari omogenee a coefficienti costanti. Percib la relazione che si considera 
viene a trasformarsi in un'altra fra integrali di equazioni (6) ,  comprese fra 
la O ,  = O e la @ E - h  - O, e nella quale figurano sempre alcuni integrali di 
ognuna di queste due equazioni, il che è impossibile, essendo E il più piccolo 
indice che possa dare origine ad una simile relazione. 

Dalle prime E f 1 delle (6) escludiamo alcune equazioni, diverse dalla 
prima e dall'ultima, in modo da formare un sistemn di q + 1 equazioni tali 
che fra gl'integrali di q qualunque di esse non esiste alcuna relazione lineare 
ornogenea a coefficienti costanti e che esistano invece di tali relazioni fra 
gl'integrali di tutte le p $. 1 equazioni. 

Esaminando in modo speciale una di queste relazioni, osserviamo che in 
essa deve sempre figurare almeno un integrale di ciascuna delle q + 1 equa- 
zioni, che considereremo sempre secondo l'ordine crescente dei loro indioi. 
Se ri, r,,. . . rp sono i p integrali particolari distinti di @, - O ,  e se que- 
st7 integrali si trovano nella relazione , Formando i n  essa l' espressione 
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6, ri + cY2 ri + . + cYP rp, nella qude le B sono costanti, potremo sostituire 
nella relazione a quests espressione delle r un unico integrale u, di @, - 0, 
legato alle r dalla relazione: 

nella quale A è uiia costante che si pub scegliere ad arbitrio, purchè si escluda 
il valore A = O. Operando sullo stesso modo sugl'integrali delle altre q equa- 
zioni potremo sempre mettere la relazione che si considera sotto la forma : 

nella quale le A ,  B ,  C, ... sono costanti sempre diverse da zero, ma clie 
del resto possono scegliersi ad arbitrio, ed ogni funzione u , ,  v, , w,, . . . è u n  
integrale di quella delle q + 1 equazioni clie occupa i l  medesirno posto. 

Esclusa l'equazione Q, = O, tutti gl'integrali delle altre q ,  che sono li- 
nearmente jndipendenti, costituiscono, corne si pub dimostsare facilmente, un 
sistema di y p integrali particolari distinti di un'equazione FI = 0 di or- 
dine pp. Ma anche zl, a causa della (7) verifica la P, = O. Percib tutti gli 
altri integrali di (Do = O  devono pure verificarla, essendo la CD, = O irridutti- 
bile. Epperà, se u, è un altro integrale di quest'equazioile, distinto da u,, 
esso, dovendo verjficare la F, = O, sarà un'espressione lineare omogenea a 
coefficienti costanti degl'integrali di F, = 0, ossia degl'integrali delle altre q 
equazioni <D = O, ed in questa espressione dovrh figurare almeno un integrale 
di ogni equazione. Potremo qui pure raggruppare in un solo tutti gl'iiitegrali 
di una stessa equazione e scegliere questi nuovi integrali in modo che la 
relazione che ci dà u, possa anch'essa co~ivertirsi in una relazione della 
forma : 

A U , +  B v a + C w 2 + . . . = 0 ,  

nella quale ogni funzione u,, v,, w , ,  . .. è un integrale di un' equazione, di 
quella medesima a cui appartiene corne integrale la funzione corrispondente 
della (7). Scegliendo quindi per l'equazione (Do = Op integrali particolari di- 
stinti, fra i quali si trovjiio anche u, e zl,, e clie indicheremo con u, ,  u,,  . .. 
up, si p~t ranno  formare per queste funzioni zb le relazioni : 
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1 14 B i g  ia v i :  Sulla rz'ducihilith Re2le equaxioni d i f fe~enz ia l i  2itaeat.i 

rielle q u d i  le funzioni di una medesima colonna, che posseggono il medesimo 
fattore costante e sono rappresentate dalla medesima lettera con indici diffe- 
renti, sono p integrali particolari di unn stessa equazione e sono distinti. Di- 
fatti, se esistessero p costanti Z,, !,, ... lP per Ie quali fosse : 

e ,  v, -+ e,v ,  + + e,v, = 0, 
si avrebbe pure : 

A & e i u i +  C 2 i e i ~ i f - . * . = 0 ,  

e quindi esisterebbe una relazione lineare omogenea a coefficienti costanti fina 
gl'integrali di q delle q +- 1 equazioni, il che è impnssibile. 

hbbiamo cos1 per ciascuna delle q + 1 equnzioni scelto un sistema spe- 
c i d e  di  p iiitegrali particolari distinti, ed al tempo stesso siamo giunti  alla 
conclusione che tutti questi integrali sono legati fra loro dalle p relazioni in- 
dipendenti (8). È facile anche vedere che all'infuori delle (8) non pu6 susai- 
stere alcun'altra relazione liiieare omogenea a coefficienti costanti fra gI' in- 

.tegrali delle q + 1 equazioni che non sia una conseguenza di esse. Difatti, 
se uria ta1 relazione esistesse, si potrebbe fra essa e le (8) elirninare i p in- 
tcgrali zc,, u,,. .. uP, e si otterrebbe cosi una relazione fra gl'integrali di p 
soltanto delle q + 1 equaxioni, il che è impossibile. 

Si faccia percorrere alla variabile a partire da1 punto x, un cammino 
chiuso qualuiique r che non passi per alcun polo dei coefficienti delle q + 1 
equaziorii. Gl'integrnli di ciascuna di esse, dopo questo giro cliiuso, si tra- 
sformano in altri in tegrali, che possono otteriersi eseguendo sui primitivi una 
sostitiizione lineare. k- S'  iano : 

le nuove funzioni in ciii si mutano le antiche : 

, , . . . 4 ; v . . . ' ; t u , ,  . . . ?Clp;. . . 
col giro ï' e : 

lc costanti delle sostituzioni che ci danno i valori delle prime espressi coi1 
quelli delle seconde. Avremo allora : 
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da  cui si ottiene : 

Sostituendo a u , ,  ... zlp i loro valori ricavati dalle (8), si lia : 

Quest'ultiine relazioni non possono sussistere altro che ne1 caso che tutti 
i coefficienti degl'integrali v, , w,,  ... siano identicaineilte nulli, perchè esse 
sono rclazioni lineari omogenee a coefficienti costanti f m  gl'integrali di q 
delle q + 1 equazioni. Percib le  costanti Pl,, /3 ..,... y , , ,  y , . , . . .  devoiio egu& 
glime rispettivameiite le a cogli stessi indici. Quindi la sostituzion~, che col 
giro qualunque chiuso r siibiscono gl'integrali di ognuna delle q + 1 equa- 
zioni, è l a  stessa per tutte. Epperb tutte queste equazioni posseggono il rne- 
desimo gruppo di sostituzioni. 

Siano mi= O, = O due delle q + 1 equazioni, consecutive e scelte 
in modo che la differenza positiva Z, dei loro indici abbia il minirno valore. 
Essendo r un niimero intero qualunque, s i  faccia un cambiamento d i  varia- 
bile, ponendo x = x' + 2 r 61, e si chianii nuovamente con x la variabile in- 
dipendente. Si ottengono cos1 le  due equazioni &;+, = O, Qi+p+l,"= O, le quali 
posseggono evidentemente 10 stesso gruppo di sosti tuzioni corne le precedenti. 
8 e  diamo ad  r tutti i valori interi positivi e negativi, si vede clle due equa- 
zioni della serie (5), che hanno 1, per differenza dei loro indici, posseggono 
Io stesso gruppo di sostituziorii. 
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1 16 B i g  i a  v i : Sulla ridqcihilità delle equazioni differenxinli lineat-i 

Considerando poi la  serie di equazioni: 
- = O . @ - ,  = @cc =O, Qa+l ,  = 0,. . . @CG+Sz, = 0 . .  . (9) 

nelle qixali a è un numero intero qualunque, e confrontando ciascuna di esse 
con quelle che la segue, si pub concludere che posseggono 10 stesso gruppo 
di sostituzioni due equazioni (5) che hanno un multiplo qualunque di 1, per 
differenza dei loro indici. 

Ne1 caso speciale di a = O le (9) divengono equazioni della serie (5) clie 
hanno per indici tutti i multipli di l,, e che posseggono 10 stesso gruppo di 
sostituzioni di <I>, = O. Questo risultato è sufficiente per la dimostraxione del 
lemma; noi per altro 10 completeremo con alcune osservazioni. 

5 .  Se le q + 1 equazioni, fra le quali è anche la a, =O,  non hanno 
tutte la forma = 0, ove h è un numero intero e positivo, essendo nul10 
solo per @, = 0, se ne troverà sempre iina di esse (P, = O di cui 1' indice 
sarà compreso fra due multipli consecutivi di 1, , ad es. : b l , ,  (b + 1) 1,. Al- 
lora le tre equazioni : 

(Pbl, = O, @m = 0, 'D(b+i) 1, = 0, 

posseggono 10 stesso gruppo di sostituzioni, e le differenze d7indici n t -  b l , ,  
(b + 1) 1, - rn sono tutte due minori di 1,. Indicando con 1, la  più piccola 
di esse, si trova che posseggono Io stesso gruppo di sostituzioni due equa- 
zioni (5)  che haiino un multiplo qualunque di  1, per differenza dei loro indici. 

Ragionando su1 numero 1, come su1 numero l , ,  e seguitando in questo 
modo si giurigerà ad un numero intero e positivo l k ,  che potrà anche essere 
17unità, tale clie gl'indici delle q + 1 equazioni risultino multipli positivi di l k ,  
ëccetto quel10 della prima che è Io zero. Inoltre anche per lk come per 1, 
e l,, sussiste la proprietà che due equazioni ( 5 ) ,  che hanno .per differenza 
dei 10ro indici un multiplo di l a ,  posseggono Io stesso gruppo di sostituzioni. 

Ne1 caso che sia lk > 1 pub anche darsi che posseggano 10 stesso gruppo 
di sostituzioni due equazioni (5) ,  che hanno per differenza dei loro indici un 
numero minore di la, e per oonseguenza anohe due qualunque della (5 ) ,  ohe 
hanno per differenza dei loro indici un multiplo di questo numero minore 
di lk. Se 1 B il più piccolo numero intero e positivo che gode di questa pro- 
prietà, si pub vedere facilniente che lk è un rnultiplo di 1, e che quindi gli 
indici delle q + 1 equazioni, esclusa la Q, = O, sono multipli di 1. 

6. Passiamo n dimostrare i l  2.' lenima clie si pub enunciare cos:: 
Se  utz'~qzinzione iwidzrttibile G (x, y,  113) = 0 ~ ? m e t f e  dzie sistemi d i  nz 

integrali  y~av t ico lar i  distinti, che szcbiscono la wedesima sostituxione 1ineaî.e 

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



per ogni giro chiuso della variabile che non passi per alczm polo dei coefi- 
cienti dell'equaxione, gl'integrali de1 1.0 sistema differiscono per u n  wtedesivzo 
fattore costante da que& cowispondenti del secondo. 

Siano y,,, y ,,,... y,,; y,,? y ,,,. . y,, due sisteini d'integrali particolari 
distinti di G = O, che subiscono In  medesima sostituzione lineare S per ogni 
giro chiuso r della variabile che non passi per alcun polo dei coefficienti di 
G = O ,  e sia: 

l a  sostituzione lineare che ci dà i valori degl'integrali del 1." sistema espressi 
per mezzo di quelli del 2.'' Quando qilesti ultimi suhiscono col giro r la so- 
stituzione S quelli del 1.' sistema subiscono la sostituzione T S T-', che, do- 
vendo essere eguale ad s, ci conduce all'eguaglianza S= T S T ', O anche 
all'altra T =  S T S-', dalla quale risulta, come del resto è già noto clie il 
giro r trasforma i due sistemi d'integrali in altri due sistemi tali che gl'in- 
tegrali del 1.' sistema si esprimono sempre con quelli del 2." mediante la 
sostituzione T. 

Considerando altri due sistemi d' integrali particolari distinti di G = O 
x , ~ ,  z , ~ , . .  . z,,; zZ1, zf2 ,... z * ~ ,  i quali siano espressi ris~)ettivameiite con 
quelli y dei due sistemi precedendi mediante la sostituzione A. Evidentemmte 
gl'iiitegrali di questi due nuovi sistemi col giro 1' della variabile subiscono 
anch'essi una medesima sostituzione, In quale è data (la SI = X SB-' e gli 
integrali x dei 1." sistema possono esprimersi con quelli del 2." mediante In 
sostituzione 1', - R T R-'. Cosicchè, essendo : 

avremo pure : Tt = S, T ,  Si '. 
Potremo disporre delle costanti di R in modo che la sostituzione Tl 

abhia la forma canonica, cioè tale c,he gl'integrali z , ,  , x, , , .  . . z , ,  del 1." si- 
stema e quindi anche quelli corrispondenti x,,, z,,,. . . x,, del 2." posqâno 
distribuirsi in gruppi, in modo che per uno qualunque di questi gruppi, ad 

Annnli di Matematica, Serie III, tom0 V. 16 
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1 18 B i g  ia v i :  Sulla riducibilità delle equaziorti differenxiali lineupi 

es. : per il primo si abbia: 

essendo ,U una radice rnultipla secondo le dell'equazione caratteristica : 

Pub darsi che alcune delle costanti a siano nulle in modo che oltre al- 
l'integrale z , ,  ve ne siano altri del 1.' sistema d'integrali 2 clie eguaglino i 
corrispondenti del 2." sistema moltiplicati per il medesimo fattore p. Suppo- 
nendo che in tutti siano in numero di h ,  indichiamoli con t , ,  , t , , , . .  . t,h e 
indichiamo con t , ,  , t  ,,,. . . tnh quelli corrispondenti del 2." sistema. 

Dalla relazione 2', = di Tl Si1 risulta che i valori che prendono gl' in- 
tegrali t , ,  , t , , ,  ... t ih dopo un giro r devono sempre eguagliare il fattore p 
moltiplicato pei valori clie prendono gl'integrali t,, , t , , ,  . . . t2h dopo Io stesso 
giro r. Ma,  quando sugl'integrali z del 2.' sistema si effettua la sostitu- 
zione Ti per avere i valori di z , , ,  x ,,,,.. x , ,  espressi per mezzo di quelli 
di x 2 , ,  n,, , .. . x,,, tutte le espressioni lineari omogenee a coefficienti costanti 
di  quest7ultime funzioni : che mediante Ti si riproduconn moltiplicate per il 
fnttore costante p, devon0 contenere soltanto gl'integrali t , ,  , t,, , . . . tZh.  Quindi 
con un giro qualunque r quest'integrali devono trasformarsi in espressioni 
lineari omogenee a coefficienti cosl,anti di essi stessi, ossia dcvono subire una 
sostituzione linenre a coefficienti costanti e a determinacte diverso da  zero. 
Qiiest7ultima condizione è riecessaria, perchè altrimenti fra gl'integrali t , ,  , 
t,, , . . . tZh sussisterehbero delle relazioni omogenee a coefficienti costanti, il 
che è impossibile. Ma, se gl'integrali t,, , t2,  ,. .. tXh godono di quests pro- 
prietà, esiste un'equazione G, (x, y, h.) = O, d'ordine h n nt, di cui essi co- 
stituiscono un sistenia d'integrali particolari distiiiti, il che è pure impossibile, 
percliè I'equazione G (x, y, m) = O è irriduttibile. Da tutto ci6 si conclude 

a , ,  - E ais . . . a,, 

CL2, C l 2  - E . atm 
. . . . . . . . . . . . . , . . . = o. 
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che tutti gl'integrali z,,,  x ,,,... z,, devono, mediante la sostituzione Y,, ri- 
prodursi moltiplicati per il fattore costante U ,  e 10 stesso deve accadere per 
gl'integrali y,, , . , . . y,,, quando su di essi si effettua la sostituzione T, 
clie quiudi coincide con T, ed è della forma: 

Di qui risulta che gl'integrali del primo sistema differiscono per un me- 
desimo fattore costante p da quelli corrispondenti del 2.' sistema. c. d. (3. 

7. Valendoci di questi due lemmi, possiamo dimostrare il terzo, che 
è relativo alla riducibilità delle equazioni differenziali lineari a coefficienti 
sen~plicemente: periodici, e clle si pu6 enunciare ne1 modo seguente: 

Un'equaxione dif ferenziale lineare i4ducibile P (x , y , n)  = O ,  a coeflz- 
cienti  semplicemenle periodici, arnmette t u t t i  yb ' in teg~a l i  d i  zc)z'epuaxione if - 
ridutt ibile cP (x, y, p) = O, pure a coeflcienti semplicemente periodici ed aversti 
lo stesso periodo 2 0 d i  F =  O O un rnultiplo conveniet~te d i  qztesto periodo. 

Indichiamo con (Do (x, y, p) = O un'equazione d'ordine p < n e tale clie 
tutti i suoi integrali appartengano anche ad J' = O ,  e supponiamoln scelta 
in modo che p abbia il minimo valore. Ne viene di conseguenza clle una 
simileequaxione è necessaiiame&e irriduttibile. Escludendo l'ipotesi che la 
(Po = O sia a coeffiçienti periodici con un multiplo di 2 0 per periodo, riel 
qua1 caso non occorrerebbe yiù proseguire la dimostrazione, si deduca dalla 
a, = O la serie di equazioni analoghe alle (5) : 

sulle quali potremo ragionare ed operare come ne1 1." dei due leinini pre- 
cedenti. 

Troveremo cosi il nuinero E ,  clle ci permetterà di scegliere il punto x, 
e di deterniinare i numeri E ,  y ,  Zk, 2 e le q + i equazioni, clie potremo rap- 
presentare con : 

ove a, b ,  c ,  . . . h sono numeri iuteri soggetti alle disuguaglianze : 

Dovendo la @, == O essere la = O, avremo pure : 12 1 = E ,  
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Considerando le prime due delle h + 1 equazioni : 

clie posseggono tutto il medesirno gruppo di sostituzioni, denotiarno con u,,, 
2 1 0 0 ,  ... u,, e con u,,, u ,,,... u,, due sistemi d'integrali particolari distinti, 
l'uno di (11, = O e l ' a h  di (Dl = 0 ,  definiti da sviluppi in serie di CAUCHY 
nelle viciiianze di x,, e tali che subiscano la. niedesima sostituzione lineare 
per ogni giro cliiuso della variabile, c.lie, partendo da r , ,  vi ritorni senza 
passare per alcun polo dei coefficienti di <Pu - O e d i  (Q1 = 0. 

Considerando una linea A che vada da x,, a x, + 2 2 w senza passare per 
alcuri polo dei coefficienti delle (12) ,  prendiamo il punto x, + 2 1 w comc 
nuova origine degl'integrali dell'equaxione @, = O e corne valori iniziali di 
questi integrali i valori che prendono in x, + 2 1 w , quando la variabile vi 
giunge passando per A, gl'integrali u,, , . . . uqp. Per ricondurre l'origine ne1 
punto x, si faccia un cambiamento di variabile, ponendo x = x' + 2 1 w, e 
si seguiti a rappresentare con x, invece che coii x', la. nuova variabile in- 
dipendente. In questo modo l'equazione @ = O si trasforma nell'altra Oz = 0, 
e i suoi integrali, che dopo il cambiamento indicheremo con (II , , ) ,  .. . (u,), 
divengono p integrali païticolari distinti di ( D l =  0,  che ne1 puiito x, pren- 
dono rispettivamente i valori che prendono in x, + 2 1 w gl'integrali zc,, , . . . 
idop, quand0 la variabile giunge in questo punto passando per A.  Percib le 
funzioni (u,,),. . . (uOp) potranno espsimersi con gl'integrali u,,, . . . u, , già 
stabiliti per al = O, mediante una sostituzione lineare T. 

Considerazioni analoghe a queste possono farsi sull'equazione Ql = 0 e 
sui suoi integrali u,, , . . . u,,. Dopo il cambiamento di variabile la Ql = 0 si 
trasforma nella @,z = 0 ,  e i suoi integrali, che indicheremo con (u,,), . . . 
(u,,), divengono p integrali particolari distinti di (DZl = O ,  clie ne1 punto x, 
prendono rispettivamente i valori che prendono in x, + 2 2 0 gl'integrali 
u,, , . . . u,, , quando la variabile giunge in questo punto passando per A. Po- 
tsemo quindi detesminare un sistema u,, ,.. . u,, di p integrali particolari di- 
stinti di @2z = O, definiti da sviluppi in serie di CAUCHY nelle vicinanze di x,, 
in modo che le funzioni (u,,), . . . (uIpj P O S S ~ I I O  esprimersi con essi rnediante 
la sostituzione T. 

Evidenteniente le funzioni u,, , ... uOP subiscono la medesima sostituzione 
lineare delle altre zc,,, . . . zclp per ogni giro chiuso della variabile che, par- 
tendo da x, + 2 1 o, vi ritorni senza passare per alcun polo dei coefficienti 
di (Do = O e di @z = 0. Col cambiarnento di variabile che abbiamo indicato 
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le due equazioni @, = O e (PZ = 0 si trasformano nelle altre due ( P l  = 0 ,  
cD,z= O, e gl'integrali dei due sistemi u ,,,... uop; u , , ,  ... uIp si trasforrnano 
in quelli degli altri due (u,,),. .. ( 2 1 ~ ) ;  (u,,), . . . (u,,). Epperb questi ultiini 
integrali subiscono una medesima sostituzioiie lineare per ogni giro cliiuso 
della variabile che, partendo da x,, vi ritorna senza passare per alcuii polo 
dei coefficienti delle due equazioni ( P l =  O ,  O,E = O. LO stesso deve quiiidi 
accadere per gli altri integrali u ,,,... uIP;  ed ,,,... ulqp di queste equazioiii, 
che sono legati ai precedenti dalla sostituzioiie T. Percib gl'integrali dei tre 
sistemi u,, ,.. . u,; u, ,  ,. . . u,,; u,,, ... u,, che apparteiigoiio rispettivameiite 
alle equazioni cP, = 0,  al = O, (Ds l  = 0 ,  subiscono la medesima sostituzione 
lineare per ogni giro c,hiuso della variabile che, parteiido da x,, vi ritorna 
senza passare per alcun polo dei coefficienti di queste tre equazioni. 

Anche per I'equazione - O e pei suoi integrali u,,, ... u , ~  possiarno 
fare le stesse considerazioni fatte per le precedenti. Dvpo il noto carnbia- 
mento di variabile si ottengono gl'integrali (zG,, ),.. . ( ~ 6 , ~ )  di QJ1 = O, clie ne1 
puiito x, prendono gli stessi valori di u,, ,. . . 24, ne1 punto x, + 2 1 w, quaiido 
la variabile giunge in questo punto per A. Qui pure potremo determinare un 
sistema di p integrali particolari distinti td,, , .. . w3p di <I),z = O, definiti da  
sviluppi in serie di CAUCHY nelle vicinanze di x,, in modo che le fuiizioiii 
( 2 i2 , ) , . .  . (upp) possano esprimersi con essi mediante la sostituzione T. 

Potremo seguitare in questo modo fino all'equazione 'T'hl = O ,  ed otter- 
reino cos1 gli h + 1 sistemi d'integrali : 

che appartengono rispettivamente alle (12) e che godoiio delle due segueiiti 
proprietà : 

1." Considerando x, + 2 2 w come punto d'origine degl'integrali delle 
(12) e i valori che le funzioni (13) prendono in esso, quando l a  variabile 
vi giunge per A, come valori iniziali, e faceiido i l  noto caiiibiameiito di va- 
riabile, x in x + 2 l w, che riconduce l'origine in x,, gl'integrali di ogiii si- 
stems (13). divengono integrali dell'equazione relativa. a quelli del sistema 
successivo avanti il camt~iamento, e si esprimono con essi mediante la sosti- 
tuzione lineare T. 

2." Gl'integrali di ognuno di questi sistemi (13) subiscono la mede- 
sima sostituzione lineare per ogni giro cliiuso della variabile che, partendo 
da x,, vi ritorua senza passare per alcuti polo dei coefficienti delle (12). 
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Per costruire le p relazioni fra gl'integrali delle q + 1 equazioni (11) 
possiamo scegliere ad arhitrio gli integrali di una di esse, della a,, - O ad 
es. : per la quale sceglieremo il sistema u,, ,... u,,. In ta1 caso, in virtù del 
2." lemma, gl'integrali della seconda equazione (Pal = 0 devono differire ri- 
spettivamente da quelli del sistema u,,,.. . val, per un fattore costante, che 
potremo ridurre eguale all'unità, fissando in modo conveniente la costante 
diversa da zero, ma che si pub scegliere ad arbitrio, che deve moltiplicare 
nelle relazioni quest'iiitegrali. Denotando con A, ,  A,, Ab,  ... Ah . le q + 1 
costanti cosi fissate, le p relazioni assurnono la forma: 

Se per tutti i valori interi di i, compresi fra zero ed IL, clle sono di- 
versi da O ,  a ,  b ,  .,... h , poniamo A i  - O ,  possiamo mettere le relazioni 
precedenti sotto l'altra forma : 

nella quale apparentemente figurano gl'integrali di tutti i sistemi (12). 
Denotaiido con A , ,  A,,.. . h - l costanti arbitrarie, costruiamo le p 

funzioni : 
ya=uoi + A i  2 1 1 8  +hUzc $" '+  Ah-c Uh-i,c 

Nessuna di esse pub mai risultare identicamente nulla, percliè solo dopo 
introdotti gl'integrali d i  a, = O, essendo E = h 1 ,  si possono avere relazioni 
lineari omogenee fra gl'integrali di (Do = 0, CD, = O , .  .. Per questa medesima 
ragione non possono sussistere fra le y relazioni lineari omogenee a coeffi- 
cienti costaiiti. Inoltre le y variano con continuità, quando la variabile si 
muove su1 piano, evitando certi punti, (i poli dei coefficienti delle (12), esclusa 
l'ultima), sempre in nuinero finito in ogni porzione firiita del piano, e, con 
ogni giro chiuso dalla variabile che non passi per questi punti, subiscono 
una sostituzione lineare, la medesirna degl'integrali di ognuno dei sistemi (13). 
Da tutte queste proprietà delle y risulta che esse sono p integrali particolari 

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



a coeficien ti doppiamelzte periodici. 123 

distinti di un'equazione cP (x, y, p) = O, di cui tutti gl'integrali apparten- 
gono anche alla F = O. 

Riguardo a quest'equazione (D = 0 pub accadere che per certi valori 
della A i suoi coefficienti divengano infiniti in x, O in x, + 2 1 w o in qualche 
punto di A. In ogni caso perà i suoi integrali si mantengono sempre finiti 
e continui in questi poli, che si chiamano per questa ragione punti ad ap- 
parenza singolare. Percià, tanto per la = O quant0 per le altre equazioni, 
potremo considerare gl'integrali anche in questi punti speciali che sono poli 
dei coefficienti. 

Considerando per gl'integrali y di @ = O x, + 2 1 o, invece di x,, come 
origine e i valori che essi prendono in questi punti, quando la varialde vi 
giunge pasaando per A, come valori iniziali, e facendo il solito cambiamento 
di variabile, x in x + 2 1 w, che riconduce l'origine in x,, la = O si tra- 
sforma in un'altra equazione Mi) (x, y ,  p) = O, e i suoi integrali, che indi- 
cheremo con (y , ) ,  (y,), ... (yp), divengono integrali di quest'ultima equazione. 

Per I R  +(')=O possiamo considerare l'altro sistema di p integrali par- .  
ticolari distinti : 

- 

i quali, per il modo col quale sono costruiti, ci danno gl'integrali (y,),.. . (llp), 

quando su di essi si eseguisce la sostituzione T. Ma, tenendo conto delle (14), . . . .  quest'integrali y,, y,, possono anche rappresentarsi colle espressioni 

Vediamo ora se si possono determinare le costanti A , ,  A,,.  .. Ah-, in modo 
... ,... che gl'integrali y,,  yp eguaglino ris1)ettivamente gli altri y, ,  y,,, mola 

tiplicato per un medesimo fattore finito e costante 8. Basta per questo &e 
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ai ponga : 
do 1 + B  - Ah-,=O 
Ah 

Moltiplicando rispettivamente i due membri d i  queste h relazioni per le po- 
tenze Oh-', ,... e2, e, 1 e sommando, si ottiene : 

11 valore zero per la costante ah--, deve escludersi, perchè la prima delle (15) 
ci darebbe in ta1 caso un valore infinito per 8. Possiamo percib dividere l'iil- 
tima relazione trovnta Der Ibn-, e moltiplicarln per la costante Ah,  che è 
pure diversa da  zero. Si ottiene cos) l'equazione algebrica in O :  

la quale, essendo sempre A,=;=O, è di grado h,  e non ha  radici nulle. 
Percib si pub sempre determinare per e un valore finito e differente da 

zero che verifica la (16) e che, sostituito nelle (15), ci dà per À,, A,,. .. Ah-, 

un sistema di valori completamente determinato. Questi valori delle h ci 
.... danno quindi le relazioni : y ,  = 9 y,, , y, = e y,, y, = e y,,, dalle quali 

risulta che anche le funzioni y,, ,... y,p sono p integrali particolari distinti 
di =O,  ossia che I'equazione a(') = O coincide con la cP = O. Ora, trnt- 
tandosi di eqiiazioni a coefficienti uniformi in tutto il piano, si vede subito 
dalle operazioni eseguite per passare dalla (O = O alla di) = 0, ahe la (P = O 
è a coefficienti periodici con 2 1 w per periodo, ed è q i h d i  una di quelle 
equazioni di cui si voleva dimostrare I'esistenza. 
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8. Essendo data an'equazione L (x, y, riz) = 0, a coefficienti periodici 
con 2 1 o per periodo, si pub deterininare per essa un sistema y, , y,,. . . y,, 
di nz integrali particolari distinti, definiti da sviluppi in serie di C A U ~ H Y  nelle 
vicinanze di un punto 2, che non sia un polo dei suoi coefficienti. Anche 
gl'infiniti punti x, + 2 s 1 w clie si ottengono dando a d  s tutti i valori iriteri 
positivi e negativi, godono della medesima proprietà di x,. Epperb, se, evi- 
tando i poli di L = O, facciamo percorrere alla variabile una linea qualun- 
qu" che vnda da. x, ad uno deterrninato di questi punti,  x, + 2 s ,  1 o ad 
es.: le furizioni y prendono all'nrrivo dei valori differenti da  quelli che hanno 
in x,. Prendendo x, + 2 si Z o come origine e questi valori coine valori ini- 
ziali, e facendo uno dei soliti cambiamenti di variabile, x in x + 2 s ,  1 w, 

che riconduce l'origine in x,, la L = O  non muta, essendo a coefficienti 
periodici con 2 1 w per periodo, e le fuiizioni y s i  trasforrnano in altri m 
integrali particolari distiiiti di quest'equasione, clie indicheremo .con 1 y, 1, 
{ y P !  ,... 1 yn2 1, e cl-ie si possono ottenere esegueiido sui priinitivi y , ,  y ,,... 
?jnz una determirinta sostituzione liiieare S, che dipende dalla scelta della 
linea A .  

Con alcuiie considerazioni analoglie a quelle che precedorio il 1." Ienlina 
si pub vedere facilrnente che, qzlcrndo ln unviubile s i  muove sul  pitrno,. evi- 
t c t d o  i poli dei coeficielzti d i  L = O ,  tutte le infinite sosti tuxioni che subi- 
scoizo gl ' integrali  y,, y,,. . . y,n cotb tu t t i  i ~,oss ib i l i  cnnznzini che vawzo du 
un p z t o  yzinlunque x ad uno dei p n t i  X: f 2 s 1 w, cos t i tu i~co~îo  ZCIZ g?'z~ppo, 
cke cl~in~uererno gruppo d i  sostituxioni d i  L = O ~ e l n  tivo al sistema d' i n  te- 
y a l i  yi ,  y*,  .. . y,% e a l  periodo 2 1 o. 

Abbiaino aggiunto e a l  periodo 2 1 w per non confondere questo gruppo 
con q~iello di cui si è parlato in principio per le equazioni in geiierale, e 
che ne1 caso di equazioni a coefficienti periodici è un sottogruppo d i  quel10 
ora clefinito, essendo nei cammini della variabile inclusi come caso speciale 
quelli chiusi corrispondenti al valore particolare zero del numero jntero S. 

Essendo date ~ i ù  ey iaz ion i  in nunzero f i n i t o ,  del20 stesso ordine e u 
coeficienti periodici con lo stesso periodo 2 1 o, e facendo mziovere la varin- 
bile semlr che pnssi per alcun polo de i  l o ~ o  coeficient2; d i r e ~ n o  clze esse pos- 
seggono 10 stesso grlippo d i  sostittixioni relativamente al periodo 2 1 0, qztcindo 
si pzd detemzi lza~e yer o g m m  d i  esse un s i s te lm i i ' i~t tegrnl i  particolari di- 
s t int i ,  i n  ~7todo clle q l ' i i~ tegra l i  d i  presti  clivemi s is temi  szdiscutzo la  wede- 
siutcc sosi i t i~zione 1i1ienl.e per ogll i  c a m ~ ~ z i n o  clella vwiub i le  clle va da z u t  

p î +  qzicilu~îque x ad 2 1 ~ 0  dei pzcnti x + 2 s 1 L. 
A~ziznZi di .IIdemnticn, Scric III, toino V. 17 
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Sempre con considerazioni analoghe a quelle che precedono il 1.' lemma 
si pub vedere facilrnente che t re  equnzioni, dello stesso ordine e a coeficienti 
periodici collo stesso periodo 2 1 o, posseggono lo stesso gruppo d i  sostitu- 
z ioni  relativamente a quasto periodo, quando cib accade per due coppie qua- 
lzcnque d i  esse. 

Direljzo che tzitte le equuzioni d i  uns szcccessione infinita,  cke sono dello 
stesso ordine e a coeficienti periodici collo stesso periodo 2 1 w ,  posseggono 
lo stesso gruppo d i  sosti tuxioni reZativumente a questo periodo, quando cib 
accnde per un nuinero finito qualzlnque d i  esse, srelte ad  arbitrio. 

Mediante queste definizioni si  pub dimostrare un 4.' Iemma con un pro- 
cedimento del tutto simile a quel10 di cui ci siamo serviti per la dimostra- 
zione del primo. 

Questo lemma si pub enunciare cosi: 
Un'eyuaxione riducibile F (x, y,  n) = O, a coeficielbti doppiatnente perio- 

dic i  coi peiiodi 2 w, 2 w', a cu i  nppartengono t u t t i  gl ' i»tegrali  d i  un'equa- 
aione irridzrttibile Y, (x, 2, p) - O ,  a coeficienti semplicemerate periodici con 
2 1 o per periodo, essendo 1 u n  .nunzero intero, a-lnuzette tu t t i  gl'iiztegrali d'in- 
finite al tre  equaxiorzi pure a coeflcienti periodici con 2 1 0  per periodo, e cke 
~.elutivuinente a qzresto periodo posseggono i l  rnedesiuzo gruppo d i  sostitzizio~zi 
d i  Y. = 0. 

9. Possiamo finalniente dimostrare il teorema relativo alla riducibilità 
delle equazioni differenziali lineari a coefficienti doppiamerite periodici , di 
cui si é parlato in principio e di cui si pub modificare l'enunciato ne1 modo 
seguente : 

Un'equaxione d@renxiale lineare riducibile F (z, y ,  1 % )  = O ,  a coeficielzti 
ellittici, ammette t u t t i  gk in tegra l i  d i  urz'equnxione irridzcttibile Y (z, x ,  p) = 0, 
n coeficienti doppianzente periodici ed aventi  g l i  stessi  periodi 2 w ,  2 or d i  
3' = O e dei mul t ip l i  convenienti d i  quest i  periodi. 

Col metodo indicato ne1 3." lemma possiamo costruire un' equazione 
Y, (x, y, y) = O, di cui tutti gl'integrali appartengano ad F= O e a coefi- 
cienti semplicemente periodici con 2 1 0  per periodo, essendo 1 un numeso 
intero. Corne è già noto, l'ordine p di Y ,  = 0, che è irriduttihile, è il mi- 
nimo possibile, vale a dire ogni altra equazione di cui tutti gl'integrali ap- 
partengono ad E'= O è di ordine superiore O tutt'al più eguale a p. 

Escludendo l'ipotesi che la Y, = O sia a coefficienti periodici con un 
iriultiplo di 2 w' per periodo, ne1 qua1 caso sarehbe a coefficienti doppiamente 
periodici secondo l'enunciato del teorema e non occorrerebbe più proseguire 
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la dimostrazione, si applichino alla Y, = O, relativamente al periodo 2 GJ', pro- 
cedimenti simili a qiielli del 3." lemma, utiliazando i risultati del 4.' c 
2.' lemma, come per il 3." si sono utilizzati quel10 del 1.' e del 2." 

Otterremo cosi dapprima la serie di equazioni : 

e quindi il numero E ' ,  analogo ad E , ,  che. ci permetterà di scegliere il punto x, , 
come ne1 S." lemnia, e di determinare i numeri et, qf, Zr analoghi a E ,  q, 1 e 
le q' 4- 1 equazioni, che potremo rappresentare con : 

... ove a', b' ,  h' sono numeri interi soggetti alle diseguaglianze : 

O < a' < b' < . - < 12'. 

Per i l  numero h' si deve avere inoltre h' I ' =  6 ' .  

Considerando poi le h' $- 1 equazioni : 

Y', = O ,  Yl = O ,  Y = o . .  Ykfl = 0 ,  (17) 

analoghe alle (12), potremo determinare per esse i sistemi d7integrali : 

2 '  j .  ' 2'hi, B . .  v h p ,  

analoghi ai  sistemi (131, e mettere le p relazioni fra gl'integrali delle q' + I 
equazioni sotto la forma : 

esendo A',,  A' ,! ,  ... Arh! q' + 1 costanti sernpre diverse da zcro, O anche 
sotto l'altra : 

quando sia A'; = O per tutti i valori di i diversi da  O, a', O ' ,  ... h'. 
Denotando con A', , A', ,... Ifh,-,  h' - 1 costanti arbitrarie, si potranno 
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che sono annloghe alle y, ,. . . </p del 3." lemma, e che costituiscono coine 
queste ultime un sistema di p integrali particolari distinti di un7 equazione 
Y (x, x, 1') = O. 

Osa, considerando una linea A che non passi per alciin polo dei coefti- 
cienti delle (18) e della '1. = 0 e che vada da  x, a x, + 2 1 w, si prenda per 
origine degl'integrali v e z il punto x, f 2 1 o e per valori iniziali di questi 
integrali i valori che essi prendono in x,, 3 2 1 w ,  quando l a  variahile vi 
giunge pnssando per A, e si faccia il solito cambiamento di variabile, ~r in 
x + 2 1 w. I n  ta1 caso le equazioni (1 7 )  non cambiano, perché sono a corf- 
ficienti periodici con 2 1 0  per periodo, e i loro integrali, in virtù del 4.' lemma, 
prendono dei valori che si possono ottenere effettuando uila medesima sosti- 
tuzïone lineare su quelli primitivi di ciascuna equazione. Quindi, a causa 
delle (18), anche i nuovi integrali di iV - O si esprimono con gli anticlii 
inediante questa stessa sostituzione. Di qui risulta che neppure la \Y - O 
muta coi carnhiameilti ora indicnti, ed è per conseguenza essa pure a coef- 
ficienti periodici con 2 17 w per periodo. 

Arrivati a questo punto non abbiamo da far altro che ripetere siille fun- 
zioni x, , . . . T ~ ,  relativmente al periodo 2 o', Io stesso ragionamento già ftitto 
ne1 3 . O  lemma per le funziorii y, relativamente al17uilico periodo 2 w, e giun- 
geremo cosi ad un sistema di valori di ?.', , A', ,.. . l,'h,-i che renderanrio la 
Y =  O a coefficienti cloppininente periodici; coi periodi 2 1 w, 2 1' w'. 

10. Ritûrniamo all'equazione F (x, y ,  1 1 ,  = 0 a coefficienti perioclici 
col periodo 2 w del 3." lemrna e alla serie di equazioni (10) che possono di- 
vidersi in I categorie, comprendendo in una medesima categoria tutte quelle 
della forma, @i+,,l = 0, nella quale i è uno dei nurneri 0 ,  1,  2 ,  ... 1 - 1 
ed 112 un numero variabile che p e n d e  tutti i valori interi da - oo a + cm. 
Le equazioni (10) cosi clistribuife in 1 categorie godono delle seguenti pro- 
p ie tà ,  delle quali alcune sono note e le altre possono dimostrarsi facilmcnte : 

1.' Tzrtte le eyuaxioîai d i  u m  stessa categovia possegyono 10 stesso 
g ~ w p p o  d i  s o ~ t i t t ~ ~ i o n i .  

2." F'm g17i~zteg~.ali  di 1h equuxz'oni co~zsectitice d i  ~irqzn stessn cntegoria 
non  esiste alczina 1.elaaione 1ineaj.e ornoymea n coeficienti cos ta~z t i ,  E s i s f o ~ i o  
incece p d i  t a l i  ?.elaxioni e p soltanto f m  yl'inteyrrtli d i  lz + 1 equnxioni 
co~zsecz~tive d i  2rna medesima c a f ~ g o ~ i a .  Itz qqzieste 11 relnxioni Jigziruno gl ' in- 
t egra l i  d i  p + 1 eqziaxiofzi, e s s e d o  q 6 h ,  del le  qzinli $et-b fantzo sempre 
parte  le dz~e estreme. Sceglieiido gl'integrali delle h + 1 equazioni in modo 
che godono di proprietà simili a quelle dei sistenii ( 1 3 ) ,  possiamo inettere 
le 21 rellazioni sotto una forma arialoga alla (14). 
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3." Es i s t e  zm7epuaziolle Gi (2, y ,  IL y )  = 0, d'ort l i f~e  II p e n c o e f i c i e ~ ~ t i  
periorlici colt 2 2 w per periodo, cXe possiecle t u t t i  g l ' in tegrul i  delle eqzraziolzi 
della iSza calegoria, e del la  quale costituisco~zo zija s i s tema d i  h p  i n t e p l i  
p w t i c o l a ~ i  d i s t i n t i  IL s i s temi  d i  p integl.ali d i  14 equazioni co?zsecutic~ della 
Inza ca tegoria. 

4.' L e  1 eqwwiou i  Gl = 0 ,  G, = O , .  . . Gl = O, che corr i spo)do~zo  1.i- 
spettiaamente al le  1 cutegoî-ie, confrontlrte n dice a clw, uolt hamzo a l c t m  in- 
tegrale u r o m m e ,  e tutti i 1or.o in tegval i  appartengo~zo cid zuz'equuxioize 
G (x, y ,  1b Z p j = O, a coef ic ie~zt i  periodici con 2 w per periodo. 

Se è 11 1 p = 12, 1% G = O coincide colla P = O, ed in questo caso ogni 
integrale di li' = O pub seinpre eguagliarsi ad un' espressione linerwe onio- 
genea a coefficienti costanti d'integrali di rqiiazioni (10). Viceversa, se ogni 
integrale di li' = 0 si pub eguagliare ad un'espressione lineare omogenea a 
coefficienti costanti d'integrali di equazioni (IO), sussiste la relazione h l p  = il. 

e l a  G = O coincide colla 3' = 0. 
Considerando sempre il caso di Iz I p = t z ,  denotiamo con E, (.r, y, p )  = O 

un'equazione irriduttibile di cui tutti gl'integrali appartengono anche alla 
li' = O, e consideriamola as~ieine aile equaziorii : 

esseiitlo E = h Z. F r a  tutte queste h 1 + 1 equazioni scegliamone un certo nu- 
mero ?. + l ,  del quale faccia sempre parte la Eo = O ,  in  modo che fra gli 
integrali di Y qualunque di esse non mista alcuna relazione lineare omogenea 
a coefficienti costanti e che esistano invece di iali relazioni fra gl'integrali 
di tutte le r + 1 equazioni. Ragionando allorn come ne1 1.' lemma, si di- 
mostra che le relazioni sono in riumero di p ,  clie tntte le Y + 1 equnzioni 
posseggono Io stesso gruppo di sostituzioni e clle quindi le 9 -  equazioni di- 
verse dalla E, = O appartengono alla medesima categoria. 1)iremo clie anclic 
l'equazione E, = O appartiene a questa categoria. 

Supponendo cha si tratti della prima categoria e scegliendo per inte- 
grali delle = O quelli dei sistemi (131, potremo determinare per In E, == O 
un sistema d'integrali clle jndiclieremo con t,,, ... t p ,  in modo che le p re- 
lazioni assumano la forma : 
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ove le b sono costanti, alcune delle quali possono anche essere eguali al10 
zero. Abbiamo gi8 veduto ne1 3." lemma che viceversa p espressioni t,,,. .. 
t , ,  corne le precedenti costituiscono un sistema di p integrali particolari di- 
stinti di un'equazione Eo = O, di ordine p che possiede 10 stesso gruppo di 
sostituzioni delle (12) e che appartiene quindi alla prima categoria. 

Consideriamo assieme alla Eo = O altre h -- 1 equazioni irriduttibili di 
ordine p appartenenti alla prima categoria, clie indicheremo con E, = O , .  . .  

... El,-,==O, e denotiamo con t . , , . . .  t,,; ,... i 1oro integrali 
espressi mediante quelli dei sistemi (13) dalle relazioni : 

e supponiamo che il determinante : 

sia diverso da zero. In ta1 cas0 non esiste alcuna relazione lineare omogenea 
a coefficientj costanti fra gl'integrali : 

delle h equazioni : 
Eo = O l  El = O ,  S . .  Eh-, = O ,  (22) 

perchè altrimenti dovrebbe esistere una relazione simile fra gl'integrali: 

delle h equazioni : 
@,=O, = O  @[h- i ) l=O,  (24) 

i cui valori si possono ricavare risolvendo rispetto ad essi le (19) e (20). . 
IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



a coeficzên ti doppiame~z te per iodici. 13 1 

Essendo data un'altra equnzione irriduttibile e di ordine p Eh = O  delln 
prima categoria e p suoi integrali t h , , . .  . th, espressi con quelli dei si- 
demi (23) mediante le relazioni : 

si possono sostituire alle funzioni u i loro vdori ricavati dalle (19) e (20), e 
si ottengono cos: p relazioni, alle quali si pub dare la forma : 

ove le B sono IA + 1 costanti determinate. 
Si vede dunque che f r ~ .  gl'integrali di h + I equazioni di una stessa 

categoria esistono seinpre relazioni lineari omogenee a coefficienti costanti, 
ne1 rnentre che per una stessa categoria si possono setnpre trovare 1b equa- 
zioni tali che fra i loro integrali non esistano di queste relazioni. Diïemo 
clie h equazioni che godono di una simile proprieth costituiscono un sistemn 
di Id equazioni indipendenti della categoria a cui appartengono. Cosi coeti- 
tuiscono h equazioni indipendenti della prima categoria le (22), le (24) e Ir 
equazioni consecutive qualunque (P - O della prima categoria. 

Riguardo alle relazioni (19) e (20), che ci dhnno le funzioni ('21) espresse 
con le (23), diremo che si ottengono gli Ic sistemi d'integrali (21), eseguendo 
sugli h sistemi d'integrali (23) la sostituzione : 

ossia che si passa dalle h equazioiii (24) alle h eiuazioni (22) mediante la. 
sostituzione 2.  

Consideriamo la linea A del 3.' lemma che va da  x, a r,  + 2 161, e 
trasportiamo l'origine degl'integrali delle equazioni (22) e (24) in x, + 2 161, 
prendendo per valori iniziali di essi i valori che assumono gl'integrali (21) 
e (23) in x, + 2 1 o, quando la variabile vi giunge passando per A ,  e fac- 
eiamo il solito cambiamento di variabile, x in x + 2 1 w. Cosi gl'integrali (23) 

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



132 B i g i  a v i : Sulla î.iducibilz'tà delle equaaioîzi d i f e renx ia l i  l i near i  

... si trasformano jn altre funzioni (u,,),. .. (uO,);. che si possono ottenere ese- 
guendo prima la sostituziane T sugl'integrali d i  ogni sistema, eppoi la sol 
stituzione : 

sugli h sistemi. Lo stesso pub dirsi per gl'integrali (21) che si t ~ ~ s f o r m a n o  in altre 
funzioni ( fo l ) ,  ... (top\ ;. .. che si possono nttenere eseguendo prima la stessa 
sostituzione T sugl'integrali di ogni sistema eppoi la sostituzione 0,  = C O 2--' 
sugli Ti sistemi. 

Per  un'altra linea qualunque A' che goda delle medesiine proprietà di A 
e che vada da :c, a xo + 2 l w si hanno risultati nnaloglii a quelli ora otte- 
nuti per A .  Siano per questa.nuova linea T i ,  O', O', le sostituzioni corri- 
spondenti a T, O, O , .  Quando la variabile percorre la h e a  A a partire da 
x, eppoi la linea A' in sens0 inverso a partire da r, + 2 1 w, si viene a for- 
niare un cammino chiuso che lion altera le equazioni (22) e (24\ ,  ossia che, 
lasciando fissi i sistemi (2 1) e (23), fa subire agl'integrali di ognuno di essi 
la sostituzione T Ti-'. P e r d  dovremo avere : O 8'-1 = 1,  0',-' = 1 ,  d w  
cui risiilta O = O', Oi - O', .  Si vede diinqiie che le soatituzioni O e 0 ,  che 
subiscono gl'integrali (23) e (24) sono indipeildenti dalla linea A che va da. 
x, a x, + 2 1 W .  

Possiamo disporre delle costanti della sostituzione 2 in modo clie la so- 
stituzione 0, assuma una delle forme canoniclie, ad es. : la piii sernplice : 

nella quale le costanti p sono le A radici del17equazione algebrica di grado 
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disposte lungo la diagonale in  modo che quelle eguali fra loro sono coilse- 
cutive, e le O: sono costanti diverse da zero, essendo soltnnto iiulla ognunn 
di quelle che si trova nella stessa linea con una p clie sia Iungo la diago- 
nale la prima di un gruppo di radici eguali. 

Che, quando la sostituzione O, è ridotta ad avere la forma precedente, 
il che è sempre possibile, tutte le a,  all'infuori di quelle ora indicate, deb- 
ban0 essere diverse da  zero, risulta da1 fatto che nessuna delle radici p pub 
annullare sirnultaneamente tutti i determinanti minori di oïdine II - 1 del 
determinante di oïdine h che forma i l  1.' mernbïo dell'equazione (26). 

Quando I R  sostituzione 0,  ha  la forma canonica (23) O un'altra forina 
canonica qualunque, chiameremo le (21) equazioni corriçpondenti alla forma, 
canonica. F r a  esse si trovano anche quelle a coefficienti periodici con 2 1 w 

per periodo che si possono determinare coi procedimenti del 3.' lemma. Anzi 
per ricollegaïe i d u e  risultati notiamo che le rndici 8 della (14)  sono le re- 
ojproche delle radici p della (26). Notiamo inoltre c h  dalle osservazioni fatte 
sulle costanti cc risulta che ad ogni gruppo di radici fi O p eguali corrisponde 
una sola equazione E = O R coefficienti periodici con 2 1 fi) per periodo. 

Con un cambiamento di variabile ai pub passare da qiieste equazioni 
corrispondenti alla forma canonica a quelle delle altre categorie. 

11. Passiamo ora a1 cas0 che 13 F (x, y, n) = 0 abbia anche il pe- 
riodo 2 or, sia cioè a coefficienti ellittici con 2 6, e 2 u' per periodi, e co- 
struiarno coll'equazione cIiO = O la seric : 

... = O,. .. (Pr-, -- O, <Po = O, ' O ,  QrS = 0 .  (27) 

che, relativamente a1 periodo 2 of, è analoga alla (10) del 3.' lemma rela- 
tiva al periodo 2 0. Denotiamo coi1 h' e 6' i numeri :iiialogiii ad h e 1, e 
supponiamo the, oltre ad essere = h Ip ,  sia pure n - ,'1 l ' p .  

A m d i  di Udemnlicn, Serie III, toino V. 18 
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La (27) possono dividersi in 1' categorie, che godono delle inedesiine 
proprieth delle 1 categorie in cui sono d a t e  distribuite le (IO), tanto per 
quelle generali quanto per quelle speciali relative al caso n = h 1 p. Percib 
ogni equazione irriduttibile di ordine p, di cui tutti gl'integrali appartengono 
anche alla P = O, oltre a considerarsi corne appartenente ad una delle 1 ca- 
tegorie relative al periodo 2 w, dovrà anclie considerarsi conis appartenente 
ad una delle 1' categorie relative al periodo 2 0'. Inoltre tutte le eqiiazioni 
irriduttibili di ordine p,  di cui tutti gl'integrali apparteng'ono anche ad F = O, 
che fanno parte di una stessa categoria rispctto ad lino dei periodi di 2 w ,  

2 a', devono far parte d i  una stessa categoria anclie rispetto all'altro, perclib 
posseggono Io s t e w  gruppo di sostitiizioni. Ne viene di conseguenza che 
deve essere 1 = 1'. D a  quest'eguaglianza e dall'altra : 11 l p  = h' 1' p risulta 
pure h = h'. Quest'ultima relazione potrebbe anche ottenersi osservando clie 
h equazioni indipendenti di una stessa categoria rispetto al peiiodo 2 w de- 
von0 pure essere indipeiidenti per la categoria a cui appartcngono rispetto 
al periodo 2 w', e che quindi deve essere h r 12'. Vicei-ersa, dovendo cssere 
pure h ' r  h,  se ne conclude c h  sarB lz' - h. 

Supponiatno scelto il punto x, in inodo clie i lati del parallelogramnio r 
a ~ e n t i  per vertici i punti x,, x, f- 2 1 w ,  x, + 2 1 w t- 2 E w', x, $- 2 1 w' non 
passino per alcun polo dei coefficieriti di F = O ,  e consideriaino le equa- 
zinni (22) coi loro integrali (21)) appartenente rispetto al periodo 2 w alla prima 
categoria e ad una stessa categoria rispetto al periodo 2 0'. Gl'integrali (2 1), 
essendo anche integrali di P = 0, sono sernpre finiti e continui sui lati d i  r. 

Per  quel10 che abbiaino detto i sistemi d'integrali (21), quando la. va- 
riabile va lungo il lato (s,, r, + 2 l w) da x, a r, + 2 l w, non rnutano di 
categoria rispetto a 2 w r? quindi neppure rispetto a 2 w', ma subiscono la 
sostituzione lineare O , .  Lo stesso pub dirsi per il lato (s,, Y, + 2 1 w'), per 
i l  quale indicheremo con 0, la  sostituzione lineare clie subiscono i sistemi 
d'integrali (21). 

Quando la variabile percorre tutto il contorno di r partendo da x, e in 
inodo da incontrare i vertici x, + 2 1 w, x, + 2 1 w + 2 1 w', r, .+ 2 1 w' nel- 
l'ordine ne1 quale sono scritti, gl'integrali di ogui sistema (21) subiscono unn 
rriedesima sostituzione lineare; ma i sistemi non niutano, perchè dopo un cam- 
inino cliiuso della variabile le equazioni (22)  si riproducono.. Percib avremo 
per le sostituzioni O, e O, la relazione : 

@ , O ,  O;' O,l= 1, 

dalla quale risulta che O, e O, sono permutabili. 
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Quindi, se O ,  lia la forma canonica (25) O un'altra forma canoiiica qua- 
lunque, anche @,, corne si pub vedere facilniente, avrà una forma canonica, 
c ,questa forina, di @? godrA della p r o p r i ~ t à  che la sua diagonale, che è co- 
stituita dalle Fc radici ?Io, p'l, . . .  di un'equazione algebrica simile 
alla (26), confrontata colla diagoilale di O , ,  è t d e  che ad ogni gruppo di 
rndici p eguali corrisponde un gruppo di radici pure eguali. Di qui ri- 
sultn che se le (22) sono h equazioni corrispondeiiti alla forma canoiiica per 
il periodo 2 w, Io sono anche per il periodo 2 w'. 1 1 1  ta1 cnso quelle di esse 
che sono a coefficieiiti periodici con 2 1 6 1  per periodo, sono anche a coeffi- 
cienti periodici con 2 1 w' per periodo, sono cioè a coefficieiiti ellittici coi 
periodi 2 1 w, 2 1 w'. 

Con carnbiamenti di variabile si pub passare dalle (22) alle equazioiîi 
corrispondenti alla forina eanonica. delle altre categorie relative al  periodo 2 0 

ecl a! tempo stesso anche a quelle delle altre categorie relatire a 2 w', poichè 
queste catcgoïie relative ai  due periodi 2 w, 2 w' si curïispoiidono. 

12.  Considerando sempre un'equazione F (x, y, 11)  = O di quelle stu- 
diate ne1 paragrafo precedente, supponiamo che s i a :  

Abbianio in questo caso una sola categoria per i periodi 2 o, 2 o' e due 
ecluazioni indipendeiiti irriduttibili di 2.' ortline appartenenti a qiiesta cate- 
goria, rhe  indicheremo, per usare le stesse notazioni di prima, con : 

quand0 oiano quelle corrispoildenti alla forina canonica. Sinno : 

due sistemi d'integrali di queste equazioni, scelte i n  modo che godano delle 
proprieth dei sisteml (21), e : 

le due sostituzioni canoniclic permutabili, relative ai  periodi 2 w, 2 w'. 

Essendo Z = 1, la E,, = O è a coefficienti ellittici coi periodi 2 w, 2 or. 
Qiiando la  variabile fa un giro chiuso senza passare per alcun polo dei 

coefficieiiti di F = 0, gl'integrali t dei due sistemi subiscono una s t e m  so- 
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stituzione lineare, e quindi le tre espressioni : 

ilelle quali le t' stanno a rappresentare le derivate prime delle t ,  si ripro- 
ducono moltiplicate per il determinante di questa sostituzione. Epperb i rap- 
porti delle prime due alla terza sono due funzioiii meromorfe, che indiche- 
remo con f, (x) e f, (x). 

Considerando un parallelogramma I' avente per vertici i punti x, ,  
x, + 2 w, xo + 2 w + 2 w', xo + 2 w', scelto in modo d i e  i suoi lati non pas- 
sino per poli di F =  O, e facendo percorrere alla variabile il lato (x,, 
xo + 2 w) da xo a ro + 2 w ,  gl'integrali dei due sistemi si trasformano nelle 
fuiizioni : 

('OI), ('0'2) ; ('il), 

che si possono ottenere eseguendo, prima una sostituzione Ti sugl'integrali 
di ogni sistema, eppoi la sostituzime 0 ,  sui due sistenii. 

Per le espressioni (28) abbiamo : 

essendo ( T l )  il determinante della sostituzione T , .  Si hanno quindi per le 
funzioni f i  (x), f, (z) le relazioni : 

Similmente si ottiene per il periodo 2 M' : 

Da queste relazioni e dalle due precedenti risulta CIE la f, (x) e la de- 
rivnta prima della f, (x) sono due funzioni doppiamente periodiche coi pe- 
riodi 2 u, 2 u'. 
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Abbiamo innltre : 

Mediante queste due relazioni, quando sia nota l'equazioiie a coefficienti 
ellittici Bo = 0 ,  e siano note pure le funzioni f ,  ( r ) ,  f2 ( x ) ,  si pub costruire 
l'altra equazione El = O, clie non è a coefficienti ellittici e l'c~quazioiie data 
del 4.' ordine F = O, che è a coefficienti doppiainente periodici cogli stessi 
periodi di Eo - O. 

Se  le sostituzioni O ,  e O2 hanno l'altra forma : 

le due equazioni E,, = O, E, = O sono tutte due a coefficienti ellittici, P le 
funzioni f ,  (x), f, (x) sono due funzioni di 2 . h s p c i e  coi pei-iodi 2 w, 2 w' e 

p.1 [~.'i coi moltiplicatori - -;- - 
y o  O 

13. Essendo data un'equazione irriduttibile H ( x ,  y ,  x )  = O, a coeffi- 
cienti doppiamente periodici coi periodi 4 w, 2 w', si faccia. in essa un Cam- 
biainento d i  variabile, ponendo x - x'  + 2 @ e chiamando nuovamente con x 
la  variabile indipendente. Si ottiene cos1 un' altra equazione irriduttibile 
II, (x, y, Z )  = O, it coefficieuti doppiamente periodici cogli stessi periodi 
4 ~ ' )  2 a'. 

Supponjaino che queste due equazioni non posseggaao 10 stesso gruppo 
di sostituzioni, e costruiamo l'equazioiie F ( x ,  y, 4) = 0 clie possiede tutti i 
loito integrali, la quale risulta a coefficienti doppiainente periodici coi pe- 
riodi 2 w, 2 w'. Si tratta di diinostrare che, all'infuori di II= O e di Hi = O, 
non esiste alcun'equazione di ordine inferiore a 4 ,  di cui tutti gl'integrali 
appnrtengono a d  F = O. 

Supponiamo che sia I<= O uria simile equazione, che potrà essere del 3." 
O del 2." ordine. Considerando dapprirna i l  caso del 3." ordine, deteïiniiiianio 
per ciascuna delle t re  equazioni H = O ,  H, = O ,  X = O uii sistema d'inte- 
grali particolari distinti definiti d a  sviluppi in serie di CAUCHY nelle vicinanze 
di un punto r ,  che non sia un polo dei loïo coefficienti, e deiiotiamo con 
fi,, 11,; v , ,  w,; t , ,  t,, tg rispettivamente quest'htegrali. 1 primi qiiattro CO- 

stituiscono un sistema d'integrali particolari distinti di P= O. Percib ogni 
altro integrale di F = O dovrà potersi espriincre con eçsi. Avreino quiildi le 
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relazioni : 

t , = u w  + P u t  +yu, $ 3 ~ 2  

t? = cc' 21 ,  + B'21, + y '  V l  -b 8' v2 
I ' c 29) 

tS = a'* I I ,  +p"  21, V I  + 8'' V I  

nelle quali le N ,  f i , .  ,, sono costanti. Ponendo : 

j E' p' a" 0'' 1 l a  P 
= j 

, a' p' 

si ottiene 17unica relazione : 

A t ,  + A' t, + ,4" t, = ( A  j + A' y' + A" y " )  v1 -+ 
+ ( A  J f ,4' G r  + A'' à"') v 2 ,  

la quale esprime che un integrale di K -  O è eguale a un integrale di 
H, = O. Ma, essendo quest'ultiina eqilazione irriduttibile, ne risulta che ogni 
suo integrale deve apparteneïe alla R-O. Siniilmente si dimostra che ogni 
integrale di H= O appartiene alla K= 0 ,  che viene cosi ad essere soddi- 
sfatta da tutti gl'integrali di F= O, i l  che è inipossibile. 

Vediamo allora se è possibile il caso clle R= O sia del 2.' ordine, al 
yuale si pub passfire ponendo t,= O e sopprimendo l'ultima delle (29). Sup- 

ponendo clie uno dei due determinanti ' Y, ' 1 sia niillo, si pub 1:' P t '  1, 2'' 
sempie dalle prinie due delle (29) ottenere un'unica relazione che esprima 
17eguaglianza fra un7integrale di K =  0 e un7integrale di una delle equazioni 
H= O, H, = O ,  il  che non pub niai accadere, essendo queste tre equaziorii 
distinte e irriduttibili. Percib i due determinanti precedenti sono sempre di- 
versi da zero, e si pub quindi sostituire ai due sistemi d'integrali distinti 
u , ,  a,;  v , ,  v, gli altri due y , ,  y,; x,, x ,  dati dalle relazioni : 

111 ta1 mso le (29) divengono : 

Quando la variabile fa. un giro ahiuso r senza passare per alcun polo 
dei coefficienti delle tre eqiiazioni : TI = O ,  Hi = 0 ,  Ii -= O ,  gl' integrali di 
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ciascuna di esse subiscono una sostituzione l i n e a r ~ .  Denotando rispettivamente 

con (z d) 3 (" d:), (d: dl:) p e s t e  t re  sostituzioni e tenendo conto delle 190 , 
si ottengono le due relazioni : 

le quali devono essere due ideritità, perchè y , ,  y,;  z , ,  z, costituiscono un 
gisterna di 4 integrali particolari distinti di  F = O. Quiiidi le  tre sostituzioni 
precedenti sono eguali. M a  cib non pub accadere per tutti i po~sibili giri 
chiusi r della variabile, perchè allora le t re  equazioni H = O ,  II, = 0 ,  
IC= 0 possederebbero lo stesso gruppo di sostituzioni, il clle è etiito escluso 
per le prime due. Pe r  conseguenza neppure il caso di X= O del 2.' ordine 
è possibile; epperb le due equaziorii II= 0 ,  IIj = O sono le sole di ordilie 
inferiore a 4 di cui tutti gl'integrali appartengono anche ad  F =  O. 

Percib per quest'eqiiazione riducibile E'= O non esiste un'equazioiie d'or- 
dine inferiore a 4 ,  a coefficienti doppiarnente periodici cogli stessi pcr iodi 
'2 CA, 2 m', di cui tiitti gl'integrali appartengano ad F =  0, 

Abbiamo considerato quest'esempio di iiii'eqiiazione del 4." ordine per 
giustificare il iiuovo enuriciato del teoremn e per toçliere il dubbio clle unn 
equazione ritlucibile F ( x ,  y, n) = O ,  a coefficienti ellittici, debion sempre pos- 
sedere tutti gl'integrali di un'altra equazione di ordine inferiore ad 1 1 ,  a cocf- 
ficienti doppiaineiite periodici e cogli stessi periodi di F =  O. 
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Inaugurazione del Monument0 a Fran- 
cesco Brioschi ne1 R. Istituto Tecnico 
Superiore di Milano. 

11 giorno 13 dicembre 1900, terzo anniversario della morte di FRANCEB~O 
BRIOSCHI, ebbe luogo I'inaugurazione del monument0 a lui eretto ne1 R. Istituto 
Tecnico Superiore, con parte dei fondi raccolti per sottoscrizione fra i siioi 
aniici, ammiratori ed allievi. 

Intervennero alla cerimonia in gran numero le Autorità governative e 
cittadine, i rappresentanti della famiglia, delle accademie nazionali e stra- 
niere, delle università, scuole d'applicazione ed altri istituti d'istruzione su- 
periore, rnolti professori, professionisti, sottoscrittori ed allievi. 

Si fecero rappresentare, dandone speciale preventiva comunicazione : 

S. E. i l  Ministro della pubblica istruzione, da1 Prefetto della Provincia; S. E. i l  
JIinistro dell'agricoltura, industria e commercio, da1 Prof. GUQLIELMO KOER- 
N E R ~  Direttore della R. Scuola Superiore d'bgricoltura; S. E. i l  Ministro 
dei lavori pubblici, dall'Ing. Capo del Genio Civile. 

Il Sindaco d i  Roma, Principe Prospero Colonna, da1 Prof. G. COLOMBO. 
L7Accademia Reale d i  Bruxelles, da1 Prof. SCHIAPARELLI. 
11 R. Istiluto Veneto d i  scienxe, lettere ed art i ,  da1 Prof. G. C o ~ o n i ~ o .  
L a  R. Accadeînia delle Scienxe d i  Tvrino, da1 Vice Presidente, Pi,of. A. COSSA; 

quella d i  Pudova, da1 Prof. G. COLOMBO; quelle d i  Bologna e d i  Arapoli, 
da1 Prof. G. SCHIAPARELLI; quella d i  Xodena, da1 Conte IPPOLITO MALA- 
auezr-VALERI; .quella d i  Paler?rio, da1 Prof. CANTONE; quella dei Li?zcei, 
da1 Vice-Presidente, Sen. BLASERNA. 

L a  Società Italinna delle Scieme, detta dei XL,  da1 Prof. G. SCHIAPARELLI 
e da1 Prof. G. CELORIA. 

Il R. Istituto d'incoraggianzento d i  Napoli,  da1 Prof. G. COLOMBO. 
11 Consiglio superiore d i  pubblica ist~.uzione, da1 Prof. G. COI,OMBO. 
L a  R. Unive?,sità d i  Bologna, da1 Prof. J. BERTOLINI; quella di  Catatzia, da1 

Prof. R. SABBADINI; quella di  Messina, da1 Prof. G. JUNG; quelle d i  Mo- 
dena, d i  Napoli, d i  Purma e d i  Ronza, dal Prof. G. COLOMBO; quella d i  
Pudovu, da1 Prof. G. EOERNER; quella d i  Palertno, da1 Prof. G. CELORIA; 
quella d i  Pavia, da1 Prof. PASCAL; quella d i  Pisa, dai Prof. G. COLOMBO 
e U. DINI; quella d i  Siena, da1 Prof. C. CIYOLI; quella d i  Torino, da1 
Prof. A. COSSA. 

La Libern Università d i  I'erugia, da1 Prof. G. COLOMBO; quella d i  Urbino, 
clal Prof. GASPARE COLOMBI. 
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142 Imugurazione del Nonurnento a Francesco Brioschi 

L a  R. Scuola d'applic. per gli ing. di  Roma e quella di Padova, da1 Prof. G. Co- 
LOMBO; quella d i  Torino, da1 Direttore Prof. A. COSSA; la R. Scuola Na-  
vale superiore di Genova, da1 Prof. G. COLOMBO; la R. Scuola sup. d'A- 
gricoltura di Milano, da1 Direttore Prof. KOERNER; quella di Medicina 
Veterinaria di Milalto, da1 Prof. SERTOLI e da1 Segretario Rag. PUPILLI; 
quella d i  Torino, da1 Prof. G. COLOMBO; quella di Kapoli, da1 Prof. SERTOLI. 

L a  R. Accademin scienti$co-letteraria di  Milano, da1 Preside Prof. V. INAMA. 
L a  Società d'i~zcoraggiamento d'arti e mestieri, da1 Presidente Sen. PRINETTI. 
L a  R .  Accademia d i  belle urti di Miluno, da1 Presidente Prof. C. BOITO. 
Il Museo civico di storia naturale, da1 Direttore T.  VIGKOLI. 

' 

La Società degli ingeyneri ed architetti italiani, da1 Prof. G. COLOMBO. 
L a  Cownissiûne internazionale dei Congressi delle s t ~ a d e  ferrate d i  BW- 

xelles, da1 Comm. LAMPUQNA~I. 
Il Collegio degli Iizg. ed A?-ch. di Milatzo, da1 Pres. Sen. GIUL~O VIGONI. 
L71spettorato del Catasto di Milano, dall 'hg. EDG. DE-CAPITANI. 

Mandarono la loro adesione : 

Il Sindaco di Pi?.enze, Marchese PIETRO TORRIBIANI. 
L a  R. Acc. delle Scienze di Stoccolma; quella di Parigi; quella di Monaco. 
L'Accademin Reale Prussiana delle Scienxe; la  Società d e l l ~  Scienxe d i  Got- 

tinga; la Società Jisico-medica d i  Erlangen. 
Le B. Università di  Genovu; d i  Macerata; di  Sassari. 
L a  R. Scuola d'applicazione per gli ingegneri di Bologna; la R. Scuola di 

applicazione d'Artiglie~ia e Genio e la B. Accndemia militare d i  Torino. 
Donna LAURA MINQHETTI e sua figlia S. E. la Contessa BÜLOW~ moglie del 

Gr'an Cancelliere de1171mpero Germanico. 
1 Sen. NEGRI e MASSARANI. 11 Comm. FERDINANDO B~CCONI  ed il Comm. BORGNINI. 
1 Professori MESSEDAGLIA, CERRUTI, BELLIO, MISANI, FUCHS, D'OVIDIO~ SCHELL, 

WEDEKIND, G. LORIA, MARIKETTI~ MARCOLON~O, VIVANTI,  FANO, MOSSO, SE GR^^, 
JADAHZA, CAPPA, GUJDI, REYCEND, BAQGI, SACCO, J. FETTARAPPA, PENATI. 

Alcuni antichi allievi d i  Trieste. - Molti altri antichi allievi ed amici che si 
dichiararono dolenti di non poter intervenire personalmente alla cerimonia. 

Prima clie il monumento fosse scoperto parlarono in una delle sale del 
R. Istituto Tecnico Superiore, nella quale gli invitati si erano radunati, il 
Prof. GIUSEPPE COLONBO a nome del Co~nitato per le onoranze, il Prof. PIETRO 
BLASERNA per I'Accuderniu dei Lincei, il Prof. GIOVANNI CELORIA per l'lstituto 
Lombardo d i  Scienxe e Lettere e il Prof. GIUSEPPE BARDELLI pel Politecnico. 

Dopo 10 scoprimento della statua parlb a piedi della medesima l'allievo 
dell'ultimo anno di applicazione FRANCESCO SQUASSI. 

Il monumento in bronzo è opera pregevolissima del10 scultore LUIQI SECCRI 
di Milano. 

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



~ z e l  R. Istituto Tecnico Superiore d i  illilaao. 143 

DISCORSO DEL PROF. GIUSEPPE COLOMBO 

Direttore del R. Istituto Tecnico Superiore 
e 

Presidente del Comitato per le Onoranze a Francesco Brioschi. 

Signotse e Sigttori, 

In  nome dei sottoscrittori alle onoraiize a Francesco Brioschi e del Co- 
mitato da loro eletto, io porgo un grato e riverente saluto a tutti coloro che 
in questo giorno, terzo anniversario della sua morte, hanno voluto onorare 
colla loro presenza la solenne inaugurazione del monument0 che abbiamo 
eretto alla sua memoria. 

1 Ministri della pubblica istruzione, dell' agricoltura, industria e com- 
mercio e dei lavori pubblici, le Autorità cittadine, i Sindaci di Roma e di 
Firenze, le Accademie e i Corpi scientifici nazionali e stranieri, ai quali egli 
apparteneva, gli Istituti di insegnamento superiore e numerosi amici e am- 
miratori dell' illustre estinto si sori fatti rappresentare O hanno espresso a1 
Comitato la  loro adesione. A tutti io mando, a nome del Comitato, i più 
vivi ringraziamenti. 

Non appena Francesco Brioschi si spense, da Milano, immersa ne1 lutto 
per la perdita di un tanto concittadino, parti I'iniziativa di una sottoscri- 
zione per onnrarne la memoria. In brevissimo tempo da 1128 sottoscrittori 
si raccolse, in tutte le parti d'Italia ed all'estero, una somma cospictia, la 
cui erogazione fu cornmessa al Comitato che io ho l'onore di presiedere, e 
in nome del quale ho l'onore di parlarvi. Sventuratamente il Comitato non 
è più quale veniva designato dai promotori della sottoscrizione;. poichè un 
nostro carissimo collega, un allievo prediletto di Francesco Brioschi, i l  Se- 
natore Beltrami, ci ha lasciati per sempre, seguendo nella tomba, a due soli 
anni di distanza, il suo amato maestro. Dianlo alla sua car% niernoria il tri- 
b u t ~  d 'un  affettuoso rimpianto. 

Il Comitato, seguendo la via che gli era stata additata, e interpretando 
nella pienezza delle facoltà accordategli, i propositi dei sottoscrittori, lia di- 
sposto perchè con una parte della somma raccolta fosse acquisita all'lstituto 
Tecnico Superiore la preziosa biblioteca lasciata da Brioschi, e a se stesso la 
libera disposizione dei suoi scritti; con un'altra parte provvide all' erezione 
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in questo stesso Istituto di un monumento alla sua memoria, aflidandone la 
esecuzione ad un artista valuroso, Io scultore Luigi Secchi, e provvederà 
anche a collocare un ricordo suo presso 1'Istituto Lombardo di Scienze e Let- 
tere e presso il Collegio degli ingegneri; e infine col resto inizib la pubbli- 
cazione di tutti i suoi scritti mateniatici, che formeranno niateria di parecchi 
volurni, il primo dei quali è già pronto a veder la luce. Essi costituiranno 
per la sua memoria un monumento ancora più perenne del bronzo ne1 quale 
è scolpita la sua immagine che stianlo per scoprire. 

E r a  giusto che I1Italia e la cittit dove egli cacque consacrassero alla 
sua memoria queste solenni manifestazioni di omaggio: perchè non solo per- 
dettero in lui uno dei più illustri scienziati che abbiano onorato un'paese e il 
fondatore del Politecnico; ma in lui si spense pure un forte carattere, un mira- 
bile esempio di attività, un soldat0 rimasto sempre fedele al sentiment0 del dovere. 

Gli atti della sua vita parlano per lui. Nato ne1 1824, laureatosi in 
scienze matematiche ne1 1845, emerge ben tosto in queste scienze in ta1 
grado, che a 26 anni è chiamato a insegnarle nella Università di Pavia. 
Ne1 1861 10 troviamo deputato di Todi e poi segretario generale ne1 Mini- 
stero della pubblica istruzione; ne1 1863 funda I'Istituto Teciiico Superiore; 
ne1 1865 entra in Senato dove acquista ben presto un'autorità incontestata; 
ne1 1870, appena entrate le truppe italiane in Roma, è delegato a orgamiz- 
zarvi con altri il nuovo regime sotto la luogotenenza di Lamarmora; ne1 1876 
benchè fosse venuta al potere la parte contraria a quella nella quale egli 
militb tutta la vita, egli fu designato a metter ordine alla situazione econo- 
mica di Firenze, tanta era la fiducia ne1 suo senno amministrativo e nellrt 
sua energia; e cornpi il suo mandat0 in modo che Firenze riconoscente 10 
volle suo concittadino. Ne1 1878 a lui si affida il difficilissimo compito di 
dirigere quella celebre inchiesta ferroviaria che condusse alle convenzioni 
del 1885; e fu d o r a  che egli contrihui a quell'ordinamento delle reti fer- 
rovjarie italiane, il quale, benchè cornbattuto a ~ c a n i t a m e n t ~  a quel tempo, 
pure appnrve più tardi, agli occhi dei più, il migliore, tanto da1 lato poli- 
tic0 cht? da1 lato economico. E mentre attendeva a questi poderosi lavori, 
trovavrt tempo di presiedere a due altre grandi inchieste, di collaborare alla 
preparazione della legge pel Catasto, di succedere a Quintino Sella nella 
yresidenza delllAcoademia dei Lincei, d i  sedere per più di 30 anni ne1 Con- 
siglio superiore della pubblica istruzione, esercitandovi un'influenza al l ;~ quale 
nessuno tentava sottrarsi, di attendere a grandiose intraprese dalle qunli do- 
veva trarre pur troppo amari frutti, di adempiere infine a difficili incarichi 
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d'indole tecnica, pubblici e privati, pei quali pareva naturale di rivolgersi a 
lui, come all'uomo che più di tutti affidava per la competenza, per l'inte- 
gritk, per la  singolare capacith di lavoro. 

A questo immane lavoro egli ha  potuto bastare in un periodo di 50 anni, 
senza mai trascurare un solo istarite la prima, la vera, la grande passione 
della sua vita, la matematica, al!a quale consacrava tutti i ritagli di  tempo, 
cui attendeva nella tarda notte, trovando nei suoi studi prediletti, i più ardui 
che la  mente umana possa concepire, un vero riposo, un coinpenso alle noie, 
alle difficoltà, alle traversie della vita, ritemprandovisi, anzi, c attingendo, 
alla pura fonte della scienza, la forza per superarle. Cinquant'anni di vita 
attiva, da  lui spesa tutta non per sè, ma per la scienza e pel Paese; cin- 
quant'anni di ïicerche soientifiche, dalla sua prima memoria su1 calore ter- 
restre letta a 23 anni al171stituto Lombardo ne1 1847 all'ultima sulle equazioni 
di 5." grado e sulle funzioni elittiche presentata al Congreisso matematico di 
Zurigo quattro mesi prima di rnorjre ne1 1897; cinquant' anni di insegna- 
mento, appena interrotto dagli uffici pubblici; cinquant' anni di patriottisrno 
e di vita pubblica, dalle cospirazioni del 1848 e dalla rivoluzione delle cinque 
giornate, che gli valse, sin dalla sera del primo giorno, di esser tratto pri- 
gioniero al Castello, sino all'ultimo discorso pronuiiziato in Senato ne1 19 luglio 
del 1897 quale relatore su1 disegno di legge per i lavori del porto di  Genova. 

Salvo che negli ultimissimi giorni della sua vita, egli non apparve mai 
stanco. Porte e grigio al pari dell'acciaio, come disse di lui il suo più illu- 
stre discepolo ed amico, Senatore Crernona, il suo aspetto stesso r i~e lava  la 
forte ternpra, l'energia indomabile del carattere. E questa dote cosi rara non 
gli mancb neppure quando, riinasto vittima più che della sua fiducia, di es- 
rori e di colpe altrui, ebbe sciagure immeritate che porto con fierezzn e con 
un stoicismo antico. F u  allora che più che mai rifulse in lui ~ ' U O ~ O  tenace 
di Orazio, colui che: 

Si fractus illabatur orbi3 
Impavidum ferient ruiiiae. 

Nè allora, nè mai, egli declina alcuna responsabilità delle sue azioni pub- 
bliche O private, anche a costo della sua popolarità, anche a costo dei siioi 
più gravi interessi. Tutti I'hanno riccjnosciuto, anche i suoi più fieri nernici. 

In  inezzo a cosi varie manifestazioni della sua attività, peso, e ma!grado 
la  potente attrattiva della politica, e le lusinghe, non meno potenii, del grande 
movimento economico che si manifesta in Ttalia dopo il 1870, due soli ideali 
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tennero veramente soggiogato l'animo suo : la scienza e l'insegnamento. 
quegli stessi ideali cbe 10 avevano jspirato nella sua giovinezza ; a 

Erano 
questi 

- 

ideali egli rimase fedele sempre, anche nei momenti più tumultuosi della sua 
vita; e ad  essi tornb con maggiore ardore nei suoi ultimi a m i ,  trovandovi, 
come egli stesso ebbe a dire in una circostanza solenne, le sue gioie più 
grandi, le soddisfazioni pih pure. 

Non compete a me, benchè suo allievo, di parlare di Francesc.0 Brioschi 
come matematico; altri più competenti di me ve ne parleranno fra breve. 
Questo solo io dirb: che nella scienza egli fu un uomo esseiizialmente mo- 
derno. F u  un teorico dotato di un grande senso pratico. Cod, anche nelle 
più elevate astrazioni matematiche, egli non perdette mai di vista il rero, 
ne le applicazioni al mondo reale, per quanto remote e non chiaramente di- 
scernibili sin d'ora. Cod nell'idraulioa, che professb molti anni ne1 Politec- 
~iico, formando allievi che si son dimostrati non indegni del loro maestro, 
egli uni in felice connuhio le risorse della matematica ai procedimenti della 
scuola sperimentale. Tale era la natura del suo ingegno, cbe in ogni questione 
egli riusciva sempre a determinare con grande facilità il lato pratico e positivo. 

Fii appunto l'indole del suo ingegno che 10 condasse a fondare il Po- 
litecnico. Eravamo ai primordi del nostro risorgimento; ed egli pensava che 
le sorti dell'Italia politica non potevano dirsi assicurate senza provvedere al 
suo pionto risorgimento economico, e cornprese , contro 1' opinione comune, 
che il progresso economico, più che dalla diffusione dell'istruzione nelle masse 
popolari, dipende dall'insegnamento superiore sapientemente e fortemente or- 
gariizzato. E allora fondb ne1 1863 1'Istituto Tecnico Superiore, che fu l'og- 
getto più Caro delle sue cure durante il resto della sua vita e costituisce il 
suo maggior titolo alla riconoscenza degli italiani. 

Quale potente organismo egli avesse creato Io dimostrarono in breve i 
risultati. Ristretto dapprima. in brevi confini, ma sostenuto con forte mano 
da1 suo direttore, e affidato a una esigua schiera di insegnanti, scarsi bensi, 
ma infiammati dall'entusiasmo e dalla coscienza del loro grande cbmpito, il 
Politecnico si impose ben presto coll'efficacia dei suoi insegnarnenti è coll'e- 
sempio di quell'austera disciplina che fu sempre ed è tuttora il vanto e la 
caratteristica del nostro Istituto. Dalla sua fondazione ad oggi, esso ha  dato 
al Paese 1974 laureati, dei quali 1140 ingegneri civili, 640 ingegneri mec- 
canici e industriali, 144 ingegneri elettricisti, 40 architetti, 10 insegnanti di 
scienze fisiche, chimiche e naturali. L a  fama del Politecnico, l'autorità del 
suo direttore svegliarono generose iniziative a suo favore. Carlo Erba vi fonda 
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I'istituzime elettrotecnica che porta il suo nome, con un fondo di 400 mila 
lire, accresciuto recentemente di altre 25 mila lire da1 fratello Luigi per l'in- 
cremento dei laboratori. Gli industriali milanesi concorrono a istituire e cor- 
redare il laboratorio di meccaiiica con 30 mila lire e con altrettanta O mag- 
gior somma in apparecchi e macchine. In quest7anno si è finito di montare 
un lahoratorio per la prova dei materiali con un primo fondo di 40 mila lire 
offerte dall'ingegnere Giovanni Marsaglia del quale deplorammo non ha  guari 
la  perdita, e con altri sussidi di contiibuenti milanesi. Eugenio Cantoni, ln 
Cassa di risparmio, l'ingegnere Cavallini ed altri donatori contribuiscono n 
render sempre più completri. un'istituzione, ormai cos1 ricca d'insegnameiiti, 
da giustificare il titolo d i  Politecnico che per universale consens0 serve a 
designainla dovunque. 

Quest'istituzione è opera esclusiva dell'uomo che oggi onoriamo in questn 
seduta solenne; essa ai è impersonata in  lui; e ben a ragione disse di I i i i  

uno dei suui allievi, il giorno in cui lo deponernnio nella tomba, che quando 
egli si spense, parve che il cuore del Politecnico avesse cessato di battere. 

Pe r  questo il Comitato dei sottoscrittori ha voluto collocar qui, in  questa 
scuola che è creazione sua, la sua effigie; qui, dove egli ha, più che istruita, 
educata l a  gioventù al culto del dovere, al sentiment0 del170rdine e della 
disciplina, al lavoro indefesso; qui, dove i professori formati alla sua scuola, 
raccolti intorno a lui per secondarlo ne1 suo alto e patriottico cbmpito, coni- 
ponevnno con lui una famiglia legata dai vincoli del più caldo affetto; qui 
donde elette schiere di giovani vanno da  un terzo di secolo spargmdosi i n  
tutto il Paese, dalle Alpi alla Sicilia, portando dovunque la luce della scienza, 
risvegliando e dirigendo l'attività nazionale, contribuendo potentemente al me- 
raviglioso risorgimento econoniico della patria. 

In questo Istituto, ove sarà sempre sacro e venerato il nome di Fran- 
cesco Brioschi, ove il suo spirit0 presiede ancora invisibile ai nostri lavori, 
noi tutti, professori e studenti, riceviamo in consegna e prendiamo impegno 
di custodire con gelosa cura il monument0 che la riconoscenza dei moi con- 
cittadini h a  eretto alla sua metnoria, e che i sottoscrittori ci hanno affidato; 
e con cura altrettanto gelosa ci impegniarno a custodire, ora e in avvenire, 
Je  tradizioni che egli ci ha lasciato, e di tener sempre alto I'onore ed il pre- 
st,igio della sua scuola prediletta. 
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DISCORSO DEL PROF. P I E T R O  BLASERNA 

Fice-Presidente della R. Accademia dei Lincei. 

Siamo invitati ad  assistere all'inaugurazione di un monumento, in onore 
di Francesco Brioschi, nell'lstituto Tecnico Superiore. E d  è gjusto che cos1 
sia. Questa scuoja è opera sua;  egli le dedicb tauta parte  del suo tempo e 
del suo pensiero, ed h a  creato una istituzione, i cui effetti benefici sono vi- 
sibili a tutti. 

Ma l'ingegno del Brioschi era  largo e comprensivo e la sua attività fu 
tale  e tanta, che mentre voi Io consideravate vostro, noi a Roma 10 crede- 
vamo nostro. Quando per la prematura morte di Quintino Sella, l a  R. Ac- 
cademia dei Liricei rimase senza il suo Presidente, il cbrnpito suo era  grave. 
Si t ra t ta ra  non solo di  trasportarla alla sua nuova sede al Palazzo Corsini, 
ma, ben anco di risolvere molte e non facili questioni clie l a  morte quasi 
irnprovvisa del Sella aveva lasciate insolute. 

Il Brioschi f u  eletto Presidente e l'opera sua fu tale, che l ' ~ccademia ,  
in  segno di gratitudine, volle riconfermarlo di quadriennio in quadriennio 
fino alla sua motte.' A nome delllAccademia, vi  domando quindi di associarmi 
ne1 modo più cordiale a questa festa di riconoscenza verso l'illustre scienziato. 

Nè tiitto cib seinbrava sufficiente alln febbrile sua attività. Io  non ho qui 
alcuna veste per pailnre a nome del Senato del Regno, di cui il Brioschi 
e ra  mernbro autorevole e benemerito. Chiedo perb, corne suo amico e collega 
di rammentare l'opera sua riella Commissione permanente di Finanza. Quando 
veniva un progetto urgente, che richiedeva una sollecita disciissione, il Brio- 
schi era sempre pronto a d  assumere la  relazione. Noi Io lasciavarno alle 19 
o alle 20: l'indomani mattina la  relazione e ra  fatta, stampata e distribuita, 
e conteneva sempre qualche veduta nuova, qualche apprezzamento originale, 
che richiamava 17attenzione del Senato e richiedeva la nostra nieditazione. 

Scienziato profondo, instancabile, inultilaterale: ecco 1' uomo che oggi 
onoriamo. 
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DISCORSO DEL PROF. GIOVANNI  CELORTA 

Presidente del R. Istituto Lombardo di  Scienze e Lettere. 

Signore e Sigfzo~i, 

Io  devo alla carica che copro nell'ufficio di Presidenza del R. Istituto 
Lombardo di Scienze e Lettere l'onore di prendere ' la  parola in p e s t a  occa- 
sione solenne, ed io appunto dalle aule sacre al vero di quest'Istituto, qui, 
dove ancora aleggia Io spirito di Francesco Brioschi, porto I'espressione della 
più schietta e convinta ammirazione, dell'entusiasmo più vivo per l'opera im- 
peritura del10 scienziato insigne. 

Eravamo alla metà circa del secolo che sta per tramontare. 1 matema- 
tici nostri, affascinati da1 genio del sommo Lagrange,  maritenevano vive fra 
noi le nobili tradizioni del10 studio dell'analisi generale e delle grandiosi ap- 
plicazioni sue fisiche e meccaniche. Sotto la scuola di  Antonio Bordoni n 
Pavia,  assistito da1 consiglio di Gabrio Piola a Milano, un giovane poco più 
che qiiadrilustre già mostravasi padrone del pur vasto dominio qui riserbato 
alle matematiche, e di 23 anni, due anni dopo che egli aveva conseguita 
la  Inurea dottorale, mandava p e r  le stampe un  lavoro pregevoli41no sulla 
dottrina della propagazione del calore. 

In quel giovane promettente, Prancesco Brioschi, sorgeva un matema- 
tico e uno scienziato che avrebbe per  50 anni  teniito, con grande m o r e  in 
Italia, alta IR bandiera del sapere. 

A1 di là  delle Alpi nella prima parte del secolo nostro le matematiche 
avevnno per opera specialmente di Gauss, di Ahel, di lacobi, fatto progressi 
meravigliosi, creati nuovi sussidi, nuove forme di trascendenti, nuovi metodi 
di inclagine. Il Brioschi, primo fra noi, avverte tutta l 'importanza dei pro- 
gressi fatti all'estero, rapido corne il pensiero, se ne  impadronisce, li perfe- 
ziona, li diffonde, ne  trova appl ic~z ioni  mirabili. Pubblica negli A n d i  d i  
sczénze matemaiiche e fisiche, fondati ne1 1850 in  Roma da, Barnaba  Tor-  
tolini, lavori che di botto Io rivelano geometra di primo ordirie; mostra le 
applicazioni infinite dei determiiianti, e d à  a questo nuovo strumento di  in- 
dagirie diritto di cittadinanza nelle scuole italiane prima assai che nelle ri- 
manenti d 'Europa;  con Hermite, con Cayley, con Sylvester, con Clebsch si 
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afferma e si asside fra i creatori dell'algebra moderna, coùi feconda di appli- 
cazioni alla geometria e all'analisi. 

Sarebbe impossibile entrare qui in un esame analitico di questi lavori 
ael Brioschi anteriori al 1859, che tutti portano I'impronta indelébile di una 
gagliarda genialità. L e  matematiche pure Iianno questo di speciale che ri- 
spondono a quel bisogno generale ed elevatissimo dell' animo umano per il 
quale noi aspiriamo senza posa a un fine più nobile di quel10 che si possa 
per noi raggiungere, per le quali noi aneliamo ne1 domjnio del bello, del 
vero, del buono a una perfezione ideale che non ci S dato di possedere. Va- 
gheggiano esse figure sema difetti, punti senza estensione, linee senza lar- 
ghezza, superfici senza spessore, e, circondate da1 discontinu0 e dall'etero- 
geneo, si struggono in cerca dell'omogeneo e del continuo. Fortna di poesia 
poco intesa, esse muovonsi in altissime plaghe, accessibili a pochi eletti, nelle 
quali i privilegiati soltanto riescono a fare scoperte, e le quali noi quasi tutti 
dobbiarno star contenti ad ammirare da lontano e con occhio riverente, 
perchè questo sappiamo, che dificilissime esse sono, e che da esse uscirono 
ed escono mezzi di indagine, armi potenti che, applicate alle scienze fisiche 
e naturali, alle discipline meccaniche, furono e sono eccitatrici di invenzioni 
genialissime, di utili trasformazioni delle industrie nostre, di progressi mira- 
bili dell'umanith. 

In queste alte regioni del sapere umano, alle quali non arrivano per for- 
tuna né gli infingardi invidi, nè gli sterili presuntuosi, l'jngegno di Francesco 
Brioschi, prima e dopo il 1859, si mosse disinvolto e senza sforzo per un pe- 
riodo di 50 anni interi, producendo in esso 250 lavori circa di varia mole, 
lavori che riguardano ogni ramo pub dirsi della matematica pura, la mec- 
canica analitica, il calcolo delle variazioni, la  geometria analitica e differen- 
ziale, l'algebra superiore, la teoria delle equazioni differenziali, delle funzioni 
elittiche, delle abeliane; lavori nei quali egli non volle nè seguire le orme 
di Riemann, nè abbandonare 1' indirizzo classico che s' impersona nei nomi 
di Eulero e di Iacobi ; lavori per mezzo dei quali egli u gareggib con Syl- 
vester e con Cayley nell' erigere la colossale teoria delle forme, nell' aprire 
con Hermite e con Kronecker alla dottrina secolare delle equazioni algebriche 
quei nuovi e mirabili varchi, che ebbero l a  loro prima radice nella scoperta 
della risoluzione delle equazioni di quinto grado n. 

Messuna meraviglia quindi, O signori, se, appoggiato a si grande, vasta 
e robusta base scientifica, il nome di Francesco Brioschi sali in Italia e fuori 
ad  altissima fama fra i contemporanei; se egli fu universalmente considerato 
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come l'ispiratore di quella insigne schiera di matematici italiani che ancor 
oggi mantiene una viva corrente di solidarietà fra le produzioni matematiche 
italiane e quelle di tutto il mondo civile; se quanti italiani nella seconda 
parte di questo nostro secolo si occuparono di studi matematici ebbero per 
lui affetto e ossequio riverente di discepoli. 

Eppure il vasto dominio delle matematkhe pure riuscf angusto al grande 
ingegno del Rrioschi, nè esso bastb a tutta esaurirne la mirabile potenzialitii. 

Fin da1 1852, in una sua prefazione ad alcune considerazioni postuine 
di Gabrio Piola su1 moto delle acque, egli scriveva press'a poco cos): u Forse 
Io studio delle teorie idrauliche non devesi disgiungere da quel10 dell'idrau- 
lica sperimentale, come si fece fino ad ora; forse 1' esperienza e l'osserva- 
zione devono fornire i mezzi principali e servire di guida alle ricerche 
astratte. n Con queste parole 1' ancor giovane cultore delle maternatiche 
pure, quasi in iscorcio mostrava un nuovo e non sospetto lato del suo baldo 
e confidente ingegno, e presagiva a futuri successi che da lui in quel momento 
non si sarebbero aspettati. 

Riprendendo più tardi gli studi idraulici egli infatti d'un tratto si rivelb 
degnissimo della scuola idraulica italiana, che per tradizione secolare, egli 
stesso diceva, andare da Torricelli a Lombardini, e che noi oggi possiam 
dire avere avuto in lui e in Turazza e jn altri, continuatori nobilissini Nei 
suoi scritti sui recenti progressi pratici dell'idraulica, sulle formole empiriche 
per le portate dei fiumi, sulle traverse oblique, sulle traverse in muratura, 
ne1 programma di esperienze idrauliche da lui escogitato, nella direzione dei 
rilievi idrometrici del Po  destinati a meglio studiare il bacino idraulico pa- 
dano, egli seppe mostrare una profonda e chiara percezione della funzione 
che le matematiche pure sono chiamate ad adempiere nelle ricerche idrau- 
liche e nelle fisiche in generale; egli giustamente opinb che non si devono, 
che non si possono a forza piegare al calcolo teorico e a formole dottrinali 
i fenomeni della natura; egli seppe accoppiare alla consueta sua virtuosità 
di analista e di calcolatore u tutti gli avvediinenti di un osservatore acutis- 
simo, di un tecnico consumato, di un ver0 e proprio sperimentatore n. Egli 
maestro riconosciuto di maternatiche pure, con maraviglia di molti si affermb 
maestro ancora di matematiche applicate. 

Nè dell'insolito fatto è difficile rendersi ragione. Esistono due specie di 
tendenze intellettive; l'una propria degli ingegni forti e profondi, che con- 
duce a sviscerare le conseguenze ultime di uno O di pochi principi; l'altra 
propria degli ingegni vasti e comprensivi, che conduce ad abbracciare ad un 
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tempo un gran numero di principi diversi senza confonderli. Due vie diverse 
si possono battere nella ricerca del vero; 1' una antichissima, la deduttiva; 
l'altra, relativamente recente, I'induttiva. Nella mente di I~rancesco Brioschi, 
per felice disposizione di natura, le due opposte tendenze del10 spirit0 umano, 
1' intensiva e 1' estensiva, mirabilmente si accoppiavano. Francesco Brioschi, 
grazie all' esercizio assiduo di una volontà tenace, era riuscito a rendersi 
ugualmente padrone dei due opposti metodi di indagine, a percorrere con 
andatura sempre magistrale le vie della deduzione non meno che quelle 
dell'induzione. 

In questo sta la vera caratteristica della mente di Francesco Brioschi, 
in questo risiede la sua straordinarietà; da questo punto di vista noi la dob- 
biaino guardare se vogliamo con sguardo siiitetico tutta abbracciare la po- 
tente opera sua di scienziato. 

Ne1 1862 egli, segretario generale, reggeva con Car10 Matteucci, mini- 
stro, il dicastero della pubblica istruzione. Il metodo sperimentale che, sorto 
in Italia, aveva gettato le sue propaggirii per tutto il mondo civile, qui, dove 
iiacque, aveva finito per essere in parte trascurato. Francesco Brioschi non 
esita un istante: munisce l'osservatorio di Brera di un nuovo strumento d i t o  
ben presto a meritata fama: dà mano efficace a fondare istituti speciali di 
fisica sperimentale, e via via gabinetti e laboratori per tutte quelle scienze 
che dall'osservazione e dalle esperienze traggono aliment0 e progressa. Alla 
mia fibra di scienziato italiano riesce ognora di sommo confort0 inmaginare 
quest'italo Titano che con una mano, per mezzo degli Alznali alla sua dire- 
zione affidati, governa in Italia gli studi di matematica pura, coll'altra con- 
tribuisce a risospingere a vita nuova e vigorosa la scuola tutta italica di Galileo. 

Più tardi ne1 1875, Quintino Sella, presidente della R. Accademia dei 
Liiicei, provocava un decreto che in essa istituiva la classe di scienze morali 
e politiche. Francesco Brioschi, dopo Sella, fu uiio dei più caldi promotori 
di quel decreto. Non era sniania di imitare gli ordinamenti delle grandi ac- 
cademie straniere quella che spingeva i due eminenti intelletti. Essi si ispi- 
ravano ben più alto, al concetto voglio dire che le scienze morali e politiche 
le yuali tanta parte sono della scienza di Stato, avessero ad attingere nuova 
gioventù al metodo di Galileo, al10 studio e all'osservazione diretta degli uo- 
inini e delle cose. È moda commiserare, sprezzare pur anche le accademie 
scientifiche; eppure se alla fresca fonte di inodernith, aperta, ora è un quarto 
di secolo, dagli accademici italiani, meglio e più dissetati si fossero i legi- 
slatori nostri, meno dottrinaria certo, più originale, meglio corrispondente ai 
veri e sentiti bisogni della penisola sarebbe riescita l'opera loro. 
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Più tardi ancora ne1 1887, presiedendo Brioschi alla R. Accademia dei 
Lincei, in una di quelle sedute solenni nelle quali usava con parola sobria e 
colorita svelare la sua mente di scieriziato e di pensatore, usciva egli in 
questi detti memorabili: (i & credenza che il complesso di alcuiie qualità della 
scienza predisponga l'animo de'suoi cultori a tiepidezza e fin anco a indif- 
ferenza riapetto a quei problemi sociali che, per quanto non estranei ad  essa, 
traggono perb in buona parte da1 sentiment0 la loro ragione di esistenza. 
Questa credenza, O per dir meglio questo giudizio, non esatto in alcun tempo, 
è fallace per Io scienziato moderno. n 

Nessuno in Italia avrebbe potuto pronunciare con altrettanta autorità 
pa~,ole più veridiche. Alla sua mente cornprensiva che abbracciava la più 
gran pitrte dell'intenso lavoro intellettuale positivo del sec010 nostro, all'occhio 
suo di moderrio linceo sfuggito non era, né sfuggir poteva, che sotto l'alta 
temperatura e sotto la forte pressione create dai progressi delle scienze, dalle 
facili comunicazionj, dai cresciuti rapporti umani e dalle rapide trasrnissioni 
di pensiero che ne sono la conseguenza, il problema sociale, da statico che 
prima era, trasformato erasi in dinamico e del moto aveva p e s o  insieme 
pregi e pericoli. Né egli poteva sgomentarsene. A lui matematico e idraulico 
troppo erano famigliari i caratteri tutti del movimento. Egli sapeva che nei 
sistemi cosinici tutto si muove, e che in essi il moto, anzichè causa di di- 
struzione, è ragione necessaria di esistenza. Egli non ignorava che i l  moto 
diventa fatale solo quando trasmodi O quando si voglia bruscamente arre- 
star10 ; egli a ragione pensava che' il moderno moto sociale dovesse essere 
governato e rialzando la coltura delle diverse classi e adottando ordinamenti 
opportuni: 

Ed  egli penso che fra questi ordinamenti uno dovesse esserci che mi- 
rasse a produrre uomini capaci di sospingere e moderare insieme questo moto 
moderno; ed egli peusb che al10 scopo giovar dovesse l'istituire a fianco delle 
antiche università delle scienze la moderna universith tecnica, nella q u d e  
10 studio delle mateinatiche fatto con diverso e proprio indirizzo, 10 studio 
delle scienze applicate governato sernpre dalla viva luce che emana dalle 
scienze pure, Io studio della scienza delle probabilità ausilio indispensabile 
alle ricerche induttive; riguardino esse i fatti O cosrnici, O fisici, O sociali, 
valessero a risvegliare nei giovani l'abito di sprezzare l'empirismo sotto tutte 
le sue forme, 1' abito di portare riei problemi pratici i dettami sicuri della 
scienza, il bisogno di ,  sottoporre i propri pensieri alla critica inesorabile dei 
fatti, la giusta coscienza del proprio sapere, il senso prezioso della misura, 
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la persuasione che tutte le teorie e dottrine umane qualche cosa in sè hanna 
di ipotetico e di arbitrario, e più ne hanno quanto più sono assolute nelle 
loro affermazioni, O tenierarie nelle loro negazioni. 

A questo altissimo ordine di idee, non ai miserrimi e puerili moventi 
dei quali talora udii parlare, noi dobbiamo O signori, voi d o ~ e t e  O giovani 
allievi questo nostro Istitiito Tecnico Superiore, che io, pur considerandolo da 
un astratto ed esclusivo punto d i  vista scientifico, non esito a dichiarare 
l'opera più sapiente e comprensiva del nostro maestro immortale, ben degno 
di monumento. Qui con cura paziente, lunga, tenace, sagacissima egli in- 
tegrb, ne1 senso maternatico della parola, tutti i tesori del suo vario sapere, 
tutte le risorse del suo maraviglioso ingegno, che non conobbe nè l'imma- 
turità giovanile, nè la senile decadenza, che per mezzo sec010 intero godè di 
una robusta e feconda virilità, che non domo nè stanco un giorno fatalmente 
si spezzb, come lama adamantina si spezza ne1 bollore della mischia, e che 
ancor poco prima di giacere estinto lancib lttrnpi di luce vivissima. 

DISCORSO DEL PROF. GIUSEPPE BARDELLI 

del R. Istituto Tecnico Superiore. 

Signore e Signori, 

L' illustre Direttore dell'Istituto Tecnico Superiore ha  desidera'to che in 
questa solenne circostanza anche la mia voce si facesse sentire, ed io ho 
accolto I'invito non seiiza esitanza, perchè nessun altro titolo poteva indicare 
la scelta della mia persona tranne che l'essere io stato di Francesco Briosclii 
inodesto scolaro in quel periodo, prima del 1859, che fu forse il più brillante 
della sua carriera scientifica e sopratutto per sentirmi a lui legato da im- 
peritura e sempre viva gratitudine, chè alla sua benevolenza io debbo l'av- 
viamento negli studi, la carriera nell' insegnamento, le mie attuali posizioni 
ufficiali: e come avrei potuto rinunziare ad occasione cos1 opportuna per 
questa mia riconoscente attestazione? 

La figura di Francesco Brioschi, a cui oggi è rivolto il pensiero di 
quanti qui sono convenuti, pub essere sotto vari e tutti importpti  aspetti 
considerata, ma principalmente sotto quelli del10 scienziato e dell'irisegnante. 
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Di questi io mi permetto brevemente, corne meglio mi sarà dato, intratte- 
nervi ed in particolare siil secondo, chè a quanto avete ora udito esporre 
.intorno al  primo aspetto con tanta eleganza ed autorith dai senatori Colombo 
e Blaserna e da1 prof. Celoria, mi sento molto peritoso aggiungere le mie parole. 

Alte notabilità scientifiche nazionali ed estere hanno commeinorato ed il- 
lustrato il matematico ed il mio dire non potrebbe essere che una pallida 
eco di  quanto in accademie, in riviste scientifiche, in solenni occasioni fu 
detto e scritto con competenza cd autorità indiscutibili. Io mi sentirei troppo 
inferiore all'argomento quando dovessi affrontarlo coll'intento di esporre cose 
nuove o di svolgerlo adeguatamente, chè 10 stesso Senatore Eugenio Beltrami, 
di cui è ancor vivo il cornpianto per la immatura perdita, e che fu dei più 
insigni discepoli di Brioschi, ebbe a dichiarare di non sentirsi abbastanza 
forte per accingersi ad una storia rispondente al soggetto della operosità e 
della produzione scientifica del Maestro. Mi limiterb pertanto a qualche par- 
ticolare che a giiidizio mio mi parve meritevole di essere ricordato, coordi- 
nandolo ad alcuni concetti che, vorrei sperme, varranno a bene delineare la 
figura dell'eminente scienziato. 

L a  comparsa di Brioschi ne1 campo scientiflco segna, principalmente per 
iniziativa e per merito suoi, un vivo risveglio, una feconda attività negli 
studi matematici italiani, di cui i buoni frutti non tardarono a manifcstarsi. 
Oltre i confini nostri più che di nome non erano conosciuti i più valenti cul- 
tori delle scienze esatte; di Antonio Bordoni e di  Gabrio Piola, maestri a 
Brioschi, le pubblicazioni pressochè tutte escirono alla luce in Italia e furoiio 
quindi quasi ignorate dagli studiosi stranieri. Il Brioschi ebbe subito la vera 
intuizione dei nuovi tempi e pur continuando a pubblicare lavori ne@ Atti 
de1l7Istituto Lombardo di Scienxe e Lettere, e negli Anraali del Tortolini, dove 
aveva fatte le prime armi e che più tardi tramutb nella più importante ri- 
vista matematica italiana che vigorosa a lui sorvive, contemporaneamente 
con assidua lena arricchiva dei frutti del suo ingegno le più reputate raccolte 
scientifiche straniere in .ispecie le Nouvelles Annales de Mati~ématique, il 
Journal de Mathématique d i  Liouville, il Journal für die iliatltewatik di 
Crelle, i Comptes rendus dell'Istituto di Francia. 

Oltre a cib egli curb le personali erl amichevoli relazioni coi più rino- 
mati matematici d'oltrealpi, relnzioni che si fecero sempre più frequenti ed 
estese e proseguirono intime sino agli ultimi suoi giorni. Accennerb in par- 
ticolare ai vincoli che 10 legnrono al Cayley, al Sylvester, al Kronecker, al 
Bertrand, all'Hermite e che tanto contribuirono a diffondere ed a far apprez- 
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zare la scienza italiana all'estero. Non voglio a questo proposito omettere di 
menzionare come, ne1 suo primo viaggio in Germania, ne1 1834, Humhold, 
a cui era stato presentato, non potè tratkenere Ia sua grata sorpresa di tro- 
rare tanto giovane l'autore della Teoriea dei determinanti. 

Si racconta che Cauchy, il sommo annalista, chiamà poeta il Poncelet 
resosi celebre per le alte investigazioni di geometria pura, non intravedendo 
che il poeta si preparava col Traité des propriétés projeciives des figures a 
diventare il fondatore della meccanica industriale. 11 confronto fra Poncelet 
e Rrioschi pare a me che possa istituirsi e con vantaggio di quest' ultimo, 
perocchè 10 studio delle matematiclie pure si associb in lui sino dall' inizio 
della sua carriers, sebbene in minore misura, con quel10 delle scienze d'ap- 
plicazione. Poco dopo avere elaboratc, la classica opera sui determiniinti e 
quando attendeva, tra gli altri lavori, alla pubblicazione di quell'aureo opu- 
scolo che è la Sfatica dei sistemi di  forma invariabile, Io vediamo occiiparsi 
di studi idraulici e stendere la magistrale prefazione ad una nleinoria po- 
stuma di Idrodinamica del Piola nella quale seppe condensare una diligen- 
tissima storia critica delle ricerche fatte in Italia nella prima metà di questo 
secolo intorno al moto delle acque, lavoro che, al dire di Beltrami, brilla 
per maturità e sicurezza di vedute in una parte cos1 difficile ed incomplets 
e cosi controversa nelle scienze esatte. 

II ricordato giudizio di Cauchy su Poncelet io Io appresi ripetutaniente 
dalla bocca del10 stesso Rrioschi e duplice parve a me il significato o la por- 
tata ch'egli vi attribuiva. Innanzi tutto, che un solido fondamento di col- 
tura matematica esso riteneva indispensabile a chiunque voglia provarsi con 
vantaggio ne1 campo delle applicazioni e lasciarvi durevole traccia; di poi 
che nello studio delle inatcmatiche pure non è mai da dimenticarsi il loro 
principale ufficio, che ne costituisce un pregio effettivo, indiscutibile, da cui 
si è bene spesso attratti a coltivarle, quello cioè di prestarsi corne mezzo, 
come strumento di ricerca e nella esplicazione dei fenomeni naturali, potente 
e necessario sussidio alle scienze sperimentali e di osservazione, dalle quali, 
storicamente, nell'antichità non meno che nei tempi moderni, la  maternatica 
ripete le sue origini od ha  preso le mosse. Se mi si permette la espressione, 
Brioschi non intendeva la matematica per la matematica ed anco nelle teo- 
riche in ciii lascib profonda l'orma del suo ingegno, come nella integrazione 
delle equazioni della dinamica, nella risoluzione delle equazioni di quinto e 
sesto grndo, nella stessa teoria delle forme, non sarebbe difficile il riconoscere 
la possibile applicazione che quelle teoriche potrebbero ricevere, sia pure in 
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lontano avvenire, a problemi di interesse e di utilità pratica. Che codesti 
fossero i suoi concetti n' è prova Io speciale ordinamento da lui dato agli 
 tud di di coltura generale scientifica ne1 hiennio preparatorio alla Scuola di 
applicazione per gli ingegneri, allorchè ne1 1876 fu completato llIstituto Tec- 
nico Superiore. 

L a  matematicn spazia ormai in regioni cos1 astruse, cosi elevate, quasi 
metafisiche, che è assai difficile jntuire come possa trovar la via per rint- 
taccarsi al mondo della realtà. A codesto nuovo e specialissimo indirizzo degli 
studi è sjgnificante ohe Brioschi non ha portato un diretto contributo, m e n t r ~  
a lui sarebbe stato di certo agevole anche in quelle regioni mietere abbon- 
dantemente; e la  opportunità gli era offerta, chè ne1 notevolissimo numero 
de' suoi lavori, sono oltre a 250, non v' è parte importante della analisi, 
della geoinetria, della meccanica razionale di cui non siasi occupato. Ma pur 
essendo scienziato modern0 ne1 senso più vero della parola, punto esclusivo, 
estimatore sempre d'ogni ordine di studi, come matematico egli preferi atte- 
nersi alla scuola classica, che ha  per antesignani Lagrange e Gauss. 

A Leonardo da Vinci vuolsi attribuire la risoluzione generale dell'equa- 
zione di secondo grado, a Nicolb Tartaglia, a Gerolamo Cardaiio, a Luigi 
Ferrari è dovuta quella delle equazioni di terzo e di quarto grado; spetta 
primamente a Paolo Ruffini la dimostrazione della impossibilità della risolu- 
zione dell' equazione di quinto grado per mezzo di radical;. Ora se nella 
teorica delle equazioni algebriche vuolsi da taluni sostenere, e con buoni ar- 
gomenti, che sostanzialmente consista 1' algebra e l'analisi algebrica, se è 
vero, coine non è da dubitarsi, che in Italia sono da  ricercarsi l'origine ed 
il più importante svolgimento di quelle discipline, il nome di Brioschi, tanto 
intimamente legato alla dottrina delle equazioni di quinto e sesto grado ed 
ai risultati in essa conseguiti, per onore della scienza nazionale, deve degna- 
mente unirsi a quelli dei testè nominati e completarne la illustre schiera. 

Lasciate ch' io chiuda quel10 che troppo succintamente ed in modo di- 
sadorno v i  ho esposto sullo scienziato col ripetere qui le parole con cui i l  
priiicipe dei matematici francesi viventi, l 'Hermite, 10 ha commemorato al- 
1'Istituto di Francia : 

u La carriera percorsa da1 nostro eminente confratello è stata una delle 
pih onorevolmente operose di cui rammenti la storia scientifica del tempo 
nostro. Pe r  quasi mezzo sec010 i suoi lavori si succedettero senza interruzione 
in ogni ramo della scienza matematica, lasciando dovunque la impronta in- 
delebile della sua gagliarda originalità. A1 primo aprirsi di questa splendida 

Annali di Malematica, Serie III, tom0 V. 21 
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carriera, quando siffatti studi poco coltivati in Italia non avevano altro or- 
gano che il giornale romano di Tortolini, Brioschi vi inseri lavori che 10 
rivelarono di b ~ t t o  geometra di primo ordine. Queste pubblicazioni gli val- 
sero il raro ed invidiabile vanto di dare un impulso potente alla scienza ina- 
tematica del suo paese. Per I'influsso di l u i  essa prese il posto che le spet- 
tava e fece bella mostra di sé negli Annali di  rnmtematica da lui diretti e 
recati ben presto all' altezza delle più cospicue pubblicazioni periodiche di 
Francia, di Germania e dlInghilterra. La  vita scientifica di lui divenne cos1 
esempio pei su6  discepoli e la ~ t i m a  universale che circonda il suo nome 
valse di incoraggiamento a quelli che ne seguirono le orme; egli ha nieri- 
tato che 1'Ttalia si professi riconoscente a lui della illustrazione che essa ri- 
ceve dalle sue scuole matematiche. s 

L'insegnante fu per valore e per efficacia all'altezza del10 scienziato. La 
perspicuità, la versatilità del suo ingegno, già notata negli studi, noi' la ri- 
scontriamo in esso anche sulla cattedra. 

Due fatti a questo riguardo vanno principalmente inenzionati. Allorchè 
ne1 1850, al riaprirsi della università pavese dopo le vicende del 1848, il 
Brioschi, proposto da1 Piola al Bordoni, fu ivi chiamato pel corso di mecca- 
nica razionale, egli dettb per qualche tempo anche il corso di architettura 
civile ed idraulica a cui non erasi ancora provvecluto con uno speciale pro- 
fessore, ed è probabile che questa circostanza abbia influito a che esso ri- 
tornasse più tardi all' idraulica e ne facesse il suo insegnamento normale. 
Fondandosi su1 finire del 1863 questo Istituto Tecnico Superiore, Brioschi oltre 
alla meccianica razionale insegnb, per imprescendibili necessità nella assun- 
zione del nuovo personale, contemporaneamente l'idraulica e la scienza delle 
costruzioni, mostrando anche in questa una padronanza che nessuno avrebbe 
in lui supposta, comechè non sapevasi che ne avesse mai fatto oggetto di 
studio specjale. Trascorso un anno ocaupb definitivamente la cattedra di idrau- 
lioa, trattando pure per vari anni in un corso di esercitazioiii niatematiche sva- 
riati argonienti di analisi superiore e di meccanica superiore, dopo avere as- 
segnate ad altri le cattedre di meccariica razionale e della scienza delle co- 
struzioni. 

La facile ed incisiva parola, 1' ordine e la chiarezza della esposizione, 
la straordinaria perizia del calcolo, una memoria veramente eccezionale che 
Io dispensava da1 ricorrere ad appunti scritti, a note nello svolgimento delle 
sue lezioni, per quanto ardui e cornplessi ne fossero gli argomenti, tutto cib 
in fine che fa didatticamente perfetto il maestro, in lui riunivasi in pieno 
accord0 ed in grado veramente eccezionale. 

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



ne1 R. Istituto Tecnico Superiore d i  Milano. 159 

Ma le sue lezioni acquistavano la massima efficacia e riescivano oltre- 
modo profittevoli quando a lui ricorrevasi per consigli, per schiarimenti, per 
avere indicazioni di fonti di studio. Ricordo come, anche pressato da molte 
e gravi cure, egli sempre volonbieri, direi quasi piacevolmente, corrispondeva 
alle richieste che gli venivano fatte, sentivasi soddisfatto, contento, quando 
riconosceva di avere nello scolaro seriamente destato l'interesse, 17amore p r r  
10 studio, e gli era largo di aiuti o di incoraggianlento. E r a  sua massima 
che studiare vu01 dire meditare e con lavoro indefesso vincere difficoltà e 
che è certo indizio di poco O punto studio quaiido le difficoltà non si affac- 
ciano, quando si trova facile tutto quanto esce dalla bocca, sia pure, del più 
valente maestro. 

Che con codeste singolari attitudini, con cosi favorevoli disposizioni, verso 
gli studiosi seri, volonterosi, abbia saputo creare una vera scuola che da lui 
si designa, di leggieri si comprende, una sciiola che conta tra i più illustri 
suoi rappresentanti, Felice Casorati, Eugenio Beltrami, eritrambi tolti alla 
scienza, e Luigi Cremona a cui rnando, come scolare, un rirerente saluto 
ed un vivo augurio di lunga e prosperosa esistenza. 

All' opera de117 insegnante fu in Brioschi intimamente coordinata quella 
di direttore di questo Politecnico, di cui è qui superfliio l'intrattenervi, pe- 
rocchè della sua robusta compagine, dell'ordinameriti, de' suoi studj, del modo 
col quale corrispose e corrisponde ai  nobili e utili intenti propostisi dall'il- 
l'illustre suo fondatore, voi tutti potete giudicare. Dirb invece della autorità 
grandissima da1 direttore esercitata sui docenti e sugli allievi, la quale, più 
che dalla superiorità de117ingegno, dalla riputazione scientifica, io penso che 
gli derivasse dal17 equilibrio delle sue facoltà, dalla imparzialità dei giudizi, 
dalla larghezza di idee che portava in ogni quistione, dalla straordinaria 
operosità, da quelle doti personali infine che si possono concepire anche al- 
l'infuori de117ingegno eccezionale e che fortunatamente fanno ancora sugli 
animi impressione più viva di quella che faccia lo stesso sapere, forse perchè 
più rado a riscontrarsi. 

Ai  docenti concesse libertà di movinienti certamente maggiore che in 
altre scuole superiori; specie nelle proposte de' programmi di insegnamento, 
ne1 loro svolgimento, nelle niodalità per gli esami e simili, il che è bene ri- 
levare per confutare l'opinione infondata di coloro che ritenevano affatto 
personale, autoritario, il sistema didattico e direttivo di Brioschi. Egli è certo 
ehe, come quella libertà conferiva maggiore autorità all'insegnante, q u e ~ t i  
sentivn altrettanto impegnata la propria responsabilità e di conseguenza era 
meglio guarentito l'adempimento del SUU u&ciu. 
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Gli allievi voleva educati a quella disciplina che direbbesi di sentimento, 
di cui ciascuno deve riconoscere la necessità, perché se viene a mancare, 
mancano pure nella scuola ordine, lavoro, profitto; i primi ad  esserne pre- 
giudicati sono gli studenti medesimi; disciplina che ben compresa non avrelobe 
bisogno di alcuna sanzione regolamentare. Il Politecnico di Milano, conviene 
saperlo, non f u  da1 suo fondatore dotato di un regolamento interno e quando 
cib gli veniva da qualcuno osservato rispondeva sorridendo, che i regolamenti 
sono superflui col& dove tutti adempiono al loro dovere, verità che sarebbe 
utile veder raccolta e sviluppata in ogni trattato di pedagogia. E di doveri 
pih che di diritti. egli preferiva che si parlasse; in tutti riconosceva i primi, 
era punto facile ad ammettere i secondi. 

L e  agitazioni degli studenti universitari che a certi e non lunglii periodi 
si sono susseguite in Italia a disturbare la vita degli studi e che formano 
purtroppo una parte non piccola nella storia delle nostre scuole superiori, 
tentarono una volta di far breccia anche ne1 Politecnico di Milano. I l  mo- 
vimento era ne1 suo inizio ed il direttore Brioschi, fatti adunare gli allievi 
in un7aula, vi si recb per conoscere gli intendimenti ed i desideri. Inutile 
il dire che trattavasi di diritti degli studenti dimenticati O conculcati da 
parte delle autorità scolastiche, le sole che avessero mancato ai loro doveri. 
Agli oratori dell' assemblea troncb egli senz7 altro la parola, opponendo che 
non ammetteva negli studenti dei diritti, ma dei doveri; ma poi subito sog- 
giunse: cioè mi correggo, un solo diritto riconosco in voi, pieno ed indiscu- 
tibile, ed è quello che s i ~ t e  bene istruiti, quello cioè che noi, io ed i miei 
professori, facciamo il nostro dovere. La parola coraggiosa, in  forma quasi 
tagliente, ch'egli sapeva in opportuna occasione usare, produsse maggiore e 
più pronto effetto sugli allievi di un lungo discorso O di un provvedimerito 
disciplinare. Non rammento se dopo d'allora siansi manifestati altri tentativi 
di agitazioni ne1 nostro Politecnico, per eccitamento O suggestione di altre 
scuole, si intende, chè gli allievi che 10 frequentano conoscono molto bene 
corne la tuteln dei loro diritti, se mai, a nessixno possa essere meglio racco- 
mandata che al loro direttore ed ai loro professori. 

Giudicherebbe male chi credesse che la tradizionale osservanza della 
disciplina nell'Istituto Tecnico Superiore sia 17effetto di una speciale sevarità 
delle disposizioni che 10 governano. H o  già accennato alla mancanza di un 
regolamento interno, ora aggiungo che pene O castighi di qualche gravità 
per trasgressioni disciplinari non 80 che siansi mai applicati agli allievi. A 
forrnare l'ambiente serio, sereno, adatto agli studi dell'Istitiito ebbero parte, 

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



ne1 B. Istituto Tecnico Superz'ore d i  Miluno. 16 1 

più di ,  tutto, l'ascendente morale del Direttore e la bontà dell'animo silo che 
traspariva tosto da1 suo fare riciso, apparentemente rude; solamente coi ne- 
gligenti e coi neghittosi egli si conservava austero, non proclive ad indul- 
genza. 11 desiderio e I'intento di giovare prima cogli studi, poi coi colloca- 
menti nell'esercizio professionali ai  giovani ingegneri avanzb in lui ogni 
altro pensiero. Delle stesse traversie della sua vita, e purtroppo ne ha  pro- 
vate, 1' origine è da cercarsi non gi8 nell'interesse e nella ambizione sua 
personale, si bene, é d'uopo affermarlo, anche in questa occasione, ne1 pro- 
posito in Lui vivissimo di aprire un più vasto campo d' azione agli allievi 
suoi, destando e favorendo iniziative per un maggiore movimento industriale 
ne1 nostro paese in cui il Politecnico milanese avesse una parte principale. 

Membro del Consiglio superiore della pubblica istruzione per oltre tren- 
t'anni e suo Vice-Presidente per quattro anni, Rrioschi tenne in quell'alto 
consesso una parte preponderante. Io ebbi l'onore d i  trovarmi ne1 Consiglio 
con lui nell' anno che fu l'ultimo della sua vita e confesso che mi si è ri- 
velato in una fase per me nuova, quasi di sorpresa, della sua operosità e 
delle sue svariate attitudini. III ogni maniera di questioni presentate al Con- 
siglio, concernenti la legislazione scolastica, gli ordinamenti didattici, i con- 
corsi a cattedre, le nomine e promozioni degli insegnanti, egli portava una 
cosi alta competenza, una tale prontezza di memoria ne1 rammentare fatti e 
particolari anche di vecchia data, clie nella discussione senza l'intervento 
suo sarebbersi ignorati, un giudizio cosi sicuro, imparziale e sempre elevato, 
da  indurre i colleghi quasi semyre ad accettarne le proposte; e rarissime, 
eccezionali erano le occasioni in cui egli non intervenisse coll'autorevole 
sua parola. 

Le cariche tenute da Brioschi ne1 Consiglio superiore della pubblica 
istruzione hanno avuto tale affinità e corrispondenza con quelle di insegnailte 
e di Direttore del Politecnico, che sarebbe stata inescusabile lacuna il non 
toccarne; al poco clle ne ho detto è da aggiungersi che ne1 Senato, in altri 
Consigli, in Cornmissioni permanenti O straordinarie presso il Governo 'cen- 
trale, oltre che nelle accadêmie ed in sodalizi scientifici, egli esercith ad 
un tempo e continuamente la sua sorprendente attività, dovunque lasciando 
indelebile segno del suo passaggio; onde è pienamente vera, perché dettata 
da  un giusto sentiment0 di sè, non peï vanto O da immodestia, I'affermazione 
sua che si riteneva in Italia uno dei più strenui ed ipdefessi lavoratori; ed 
immane davvero per mole, per importanza, per varietà fu il lavoro da lui 
compiuto. 
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E d  ora, al termine del mio dire, mi rivolgo a voi giovani, allievi inge- 
gneri; la statua che si va ad inaugurare B quella di un uomo che toccb le 
pih alte vette del sapere; l'avvicinarlo, non che eguagliarlo, sarà per voi uii 
ideale a raggiungere il quale non basta volere; Xatura non stampa in tutti 
orme egualmente profonde. Ma Francesco Brioschi volle, e Çortemente volle, 
congiungere la eccelsa mente a doti inorali non meno eccelse. Negli adesca- 
menti, nelle suggestioni della vita pubblica e politica, da cui le fibre anche 
robuste sono scosse ed infiacchite, nelle stesse traversie in cui s'è trovato, 
seppe ognora ritemprarsi e rinvigorirsi col10 studio e col lavoro. Egli tenne 
sempre fermo, non ha mai piegcrto, nè pencolato; fu  un caratterc ne1 senso 
più nobile e pih elevato della parola. L'effigie di lui parlante vi sia esempio 
e stimolo ad imitarlo in cib che dalla volontà vostra principalmente dipende; 
voi Io potete e Io dovete, chè 1'Italia ha bisogno di uomini di sapere, ma 
al pari di questi, e, starei per dire, più che di questi, occorrono ad Essa 
cittadini di forte ed integro carattere. È questo I'aiigurio che in nome di 
Francesco Brioschi io faccio a voi ed alla patria nostra. 

DISCORSO DI FRANCESCI0 SQUASSI 

nllievo del 3 .0  anno della Scuoln d'upplicazio~ze per yli ingeyneri inclustriali 
ml R. Istituto ïécnico Superiore. 

Ho accettato volontieri di dire due parole, a nome de'rniei compagni, in 
memoria di Francesco Rrioschi perché mi sembra doveroso si uniaca alle voci 
di quelli che oggi fanno elogio alla venerata memoria di lui ,  anche quella 
di coloro che molto devono alla sua sapiente opera di ediicazione. 

-Se al rispetto ed alla riconoscenza che ciascuno deve al maestro aggiun- 
gete una grande ammirazione, avrete un'idea dei sentimenti cl-ie muovono 
I'aniino mio in quest'ora solenne; e per giustificare questa ammirazione non 
è necessario che io vada molto lungi. 

Altri che hanno conosciuto più davvicino Francesco Brioschi, nella sua 
vita pubblica e privata, ritrnssero, meglio di quel10 che non potrei fare io, 
la sua spiccata personalità. 

Io non ho bisogno di uscire da  queste mura. 

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



ne1 R. Istituto Tecnico Superiore di Mz'lu~o.  163 

L'ordine esemplsre di tutto cib che è qui dentro, la tranquillità serena 
di queste aule, molte e molte cose vi possono dire dell'amore che egli ha 
portato a questo luogo, della sua meravigliosa potenza educatrice. 

Quando ancora gli studi tecnici in Italia versavano in  deplorevoli con - 
dizioni, volle fondare questo Istituto, assumendone egli stesso la direzione. 

Dedicando ad esso la sua poderosa intelligenza ed il suo acuto spirit0 
d'osservazione, riusci a portarlo in brevissimo tempo all'altezza alla quale voi 
oggi 10 trovate. 

Egli ne studio con cura amorosa l'ordine degli insegnamenti, e nella. 
scelta stessa delle materie tutte, dalla meno alla più importante, fu felicis- 
simo; cosicchè -oggi chi esce da1 R. Içtituto Tecnico Superiore pub ben dire 
di non avere, da1 lato tecnico, più alcun bisogno, anche per affrontare i più 
ardui prohlemi. 

F u  una meritata soddisfazione per lui il vedere gli allievi del suo Isti- 
tuto ricercati anche fuori d'Italia; e appunto per questo egli volle istituire 
nei due corsi preparatori le cattedre di lingua tedesca ed inglese, perché oltre 
a coloro che egli stesso si occupava di mandare negli stabilimenti esteri, anche 
quelli c,he rimanevano tra noi potessero usufruire di tutta quella esperienza 
tecnica che facevasi rielle altre nazioni. 

Oltre che direttore, egli fu professore in questo Istituto, ed io, che ebbi 
la forturia di assistere alle sue lezioni, non posso tacere la mia animirazione 
per la chiarezza del suo dire. 

Devo confessare che mi sembrava qualche cosa di strano il vedere quel- 
l'uomo, che fuori di qui aveva tanti e gravi pensieri, mettersi d ' un  tratto 
sopra una via diversa, scendere, direi quasi fino al livello delle nostre menti, 
e cercare tutti i modi di renderci chiaro quello che egli insegnava. 

Teneva un ordine meraviglioso, e riusciva facile d i  seguirlo, anche 
quando era costretto a riempire la tavola di formole e di numeri. 

E d  era in ispecial modo attraente il sentir10 spiegare quelle difficili teorie 
delle quali egli stesso era padre, cosa che egli modestamente taceva. 

Egli volle anche stahilire per questo Istituto un regolamento speciale 
che sembrb a molti piuttosto severo, quantunque in realtà non 10 fosse. 

Yiuttosto fu severo ne1 fado scrupolosamente osservare; ma in cib fece 
bene, in quanto anche questo serve a meglio educare l'anirno dei giovani. 

Ora voi vedete che soltanto fra queste mura Francesco Brioschi ha sa- 
put0 acquistarsi tre soddisfazioni che io chiamerei anche glorie. 

Egli ha, si pub ben dire, creato un Istituto, l'ordinamento del quale non 
ha affatto bisogno di essere cambiato ne1 più piccolo particolare. 
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Egli seppe educare dei giovani i quali fecero onore in altre nazioni a 
se stessi, a lui, e al1'Italia. 

Egli infine contribui, in modo molto efficace alIo sviluppo dell'industria 
italiana, poiché certamente buona parte dei nostri industriali furono suoi al- 
lieri ed ebbero da lui consigli anche dopo che furono usciti di qui; di più 
trovarono sempre valido aiuto in quella schiera di gioqani che hanno saputo 
trar  profitto da3 suoi iiisegnamenti. 

L a  morte Io tolse a noi quando ancora egli avrebbe potuto esserci molto 
utile. Ma oltre a tutto cib che di lui il tempo non potrh far sparire, oggi, 
quasi a concretare tutte le lodi che salgono a lui da tutto quel10 che egli 
ha fatto qui dentro, è ritornato fra noi il suo caro sembiante, che ci porta 
la gioia, di crederci ancora a lui più vicini. 

Ci sembrerà di sentire ancora la sua voce, che sotto un'apparenza bur- 
hem, ma1 riusciva a nascondere la gentilezza. del suo animo e 1' affabilità 
colla quale egli era solito trattare i suoi allievi; e quella sua posa abituale 
di uomo che pensa profondamente, ci ricorderà corne, appunto per questa 
abitudine di pensare assai, tutto a lui riusciva facile. 

E d  ora tocca a noi di fargli onore traendo profitto da questo ordina- 
rnento esemplare, che egli ci ha  creato, e che, con lodevole intenzione, si è 
voluto mantenere da chi condivise con lui idee efficaci e nobili jdeali. 

L a  via, ch' egli ci ha cosi luminosartiente tracciata, sfolgora davanti a 
noi circondata da un' aureola di gloria; a noi il percorrerla con quel]' ope- 
rosità febbrile della quale egli ci diede un non comune esempio. 

Questo sarà il più bell'omaggio che potremo fare alla memoria di lui, 
che con l'atto, con la parola, con l'esempio seppe destare nell'animo dei gio- 
vani l a  coscienxa del doveve e l'anzore a l  lavo?.o. 

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



Sulla deformazione delle quadriche di 
rotazione negli spazî d i  curvatura CO- 

stante. 

(Di LUIGI BIANCHI, a Pisa.) 

8 c o p o  principale del presente Iavoro, che fa seguiio d e  mie due Me- 
morie pubblicate nei Tomi III e IV (Serie 3) di questi Annali (*), è di dare 
l'estensione completa agli spazî di curvatura costante dei teorerni di GUICHARD, 
relativi alle superficie applicahili sulle quadriche di rotazione. 

Anche qui la cosa per noi piii importante è la  iuvef.sione di questi teo- 
remi, che permette di costruire un metodo di trasformazione per le superficie 
a curvatura media costante del10 spazio ellittico ed iperbolico e, più in ge- 
nerale, per tutte quelle superficie i cui raggi principali (ridotti) di curva- 
tura r , ,  Y, aono legati fra loro da una relazione bilineare simmetrica: 

a r ,  r ,  + b ( r ,  + r,) $ c = 0, a> 

a coefficienti u, b,  c cnstanti. Per  abbreviare, direnio che queste superficie appar- 
tengono alla classe a). F r a  le superficie parallele ad una tale superficie ve ne ha  
sempre almeno una (3 l), per la quale risulta costante la curvatura assoluta, 
ovvero la curvatura media, O in fine la somma dei raggi principali di cur- 
vatura. In sostanza adunque le nostre trasformazioni possono intendersi limi- 
tate a queste speciali superficie. 

Fermandoci particolarmente alla estensione dei teoremi di GUICEARD, é 
da notarsi che la, quadrica di cui si tratta è sempre di rotazione attorno al- 
l'asse focale della conica nieridiana. Questa curva pub definirsi m~tricamente 
dalla proprietà di avere costante la somma O la differeiiza delle distanze di 
ogni suo punto da due circoli base fissi, normali all'asse di rotazione. Ora 

(*) Citerb questi due lavori antecedenti rispettivnmente con: Mem." 1."; Rlen~." 2.". 

Annali di Matematica, Serie  III, touio V. __ 99 
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nello spazio ellittico vi h a  una sola specie di circoli e i due fuochi della co- 
nica meridiana sono sempre reali; si lia cos1 una sola specie di quadriche 
di rotazione, le cui flessioni vengono a collegarsi, corne si vedïh, alle super- 
ficie di curvatura media costante in questo spazio. Nello spazio iperbolico 
invece sono da distinguersi i circoli in ire specie, secondo che il centro è 
reale a distanza fiiiita, reale all'infinito, ovvero ideale (*). Corrispondentemente 
le quadriche di rotazione si distinguono in rarie specie a seconda della specie 
dei due circoli hase. Alle flessioni delle quadriche di queste diverse specie 
corrispondono varii tipi fra loro irriducibili di superficie della classe a); ed 
è appunto della classificazione di queste quadriche e delle corrispondenti su- 
perfici della classe a) che tratta la  prima parte della presente Memoria (@ 1-14). 

Passo quindi ad occuparmi del problema d'inversione. Suppongo cioè 
data uua siiperficie 3 della classe a) e ricerco se essa pub sempre farsi de- 
rivare, colla costruzione geometrica studiata nella prima parte, da una su- 
perficie applicabile sopra una delle superficie fondarnentali di rotazione avanti 
determinate. L a  risposta è sempre affermativa, ed anzi, mentre data una su- 
perficie S applicalrde sopra una delle fondamentali di rotazione ne derivano 
solo due (O quattro) superficie 3 della classe e), coi raggi principali di cur- 
~ a t u r a  legati dalla medesimri. relazione bilineare, ogni superficie data 3 de- 
riva invece in una t).iplu igqfinità di rnodi da  superficie S applicabili sulle 
superficie di rotazione fondamentali. Scelta. una qualunqiie di queste ultime S, 
costruendo la superficie Ili' simmetrica della 3 rispetto alla S, considerata 
come superficie riflettente delle normali di 3, si ha in questa superficie S' 
una nuova superficie della medesima classe a) della primitiva SI In questa 
costruzione consiste il metodo di trasformazione per le superficie della classe a). 

Ida ricerca effettiva delle trasformazioni dipende dalla integrazione di 
un notevole sistema cornpleto di equazioni simultanee alle derivate parziali, 
jl sistema (A), (B) del 3 15. H a  luogo poi l'importante proprietà che, una 
volta eseguita la integrazione completa di un ta1 sistema per una superficie 
iniziale la integrazione dei nuovi sistemi analoghi per tutte le superficie 
derivate si compie con soli calcoli algebrici e di derivazione. 

Faro  da ultimo osservare come questi nietodi di trasformazione abbiano 
un corrispondente significato nell'ordinario spazio euclideo. Pe r  vederlo basta 

(+) 1 circoli della secon la specie diconsi anche or2cicli e qiielli della terza non sono 
altro che le linee geodcticamente plrrallele ne1 piano alla ret ta .  
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ricorrere (Cf. Mem." 2.", yrefazione) alla consueta rappresentazione conforme 
dello spazio a curvatura costante sullo spazio euclideo. Le superficie imma- 

gini delle nostre Sr isul tano definite da  un'equazione a derivate parziali del 
secoiido ordine della forma ~ 'AMPÈRE e precisamente di quella forma che, 
secondo le ultime ricerche di WEINGARTEN, si collega col problerna dell'appli- 
cabilità. Possiamo dunque riguardare i detti metodi di trasformazioiie come 
ralativi a queste speciali equazioni ~'AMPÈRE, OVverO alla classe corrispon- 
dente di superficie applicabili dello spazio ordinario. Cosi p. e. si dimo- 
strerà che per il cas0 ellittico le superficie derivate dallo spazio ordinario co- 
stituiscono la classe di superficie applicabili su1 più generale paraboloide: 
z2 + $ = 2 i z, a parametri puramente immaginari. Le  presenti ricerche ci 

pongono dunque in grado di trovare con soli rciicoli algehrici e d i  derivuxiofze 
quante si vogliano superficie reali dello spazio enclideo applicabili su1 detto 
paraboloide. 

LE SUPERFICIE S DELLA CLASSE a). 

Consideriamo aello spazio di. curvatura costaiite K, uiia superficie F, i 
cui raggi principnli (ridotti) di curvatura r , ,  1., soddisfino 17equazione bili- 
nenre simmetrica : 

a DC, r2 + b (ri + r2)  + (: = 0. (a) 

Escludiamo subito, perchè privo d'interesse, il caso in cui sia nul10 il 
determinante bg - u c della a) .  In questo caso si pub scrivese 

9 la superficie SI avendo costante uno dei raggi di curvatura, sarebbe l'in- 
viluppo di una semplice infinità di posizioni della medesinla sfera; apparter- 
rebbe cioè alla ben nota classe delle superficie canal; ("1. 1 metodi di tra- 

(*) P e r  10 spazio iperbolico sono da distinguersi t r e  specie di superficie canali, se- 
condo che il centro della sfera mobile 13 reale  a distanza finita, ovvero all'infinito O in 
fine un punto idesle. 
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sformazione, che stabiliremo in seguito per la superficie della classe a), sono 
invero applicabili anche alle superficie c a n d i ;  ma per Io scarso interesse che 
offrono d o r a  le trasforniazioni in discorso tralascieremo di occuparcen'e. 

Tutte le superficie 3 parallele ad una superficie S della classe a )  ap- 
partengono nuovamente a questa classe e soltanto variano, ne1 passaggio da 
S a i valori dei coefficienti a, 6, c .  Ora diciamo che si pub sempre sce- 
gliere questa superficie parallela in guisa che uuo dei tre iiuovi coefficienti, 
che diremo a', b', c f ,  risulti nullo. 

Lasciando da  parte il caso del10 spazio euclideo (IC, = O), ove l'asser- 
zione trova un'immediata verifica (*), faremo per semplicità I(, = + L per 
10 spazio ellittico e X, = -- 1 per Io spazio iperbolico. Separando lit tratta- 
zione dei due casi, cominciamo dallo 

Spaxio ell i t t ico.  

Indichi w il segment0 costante di normale che intercede fra le due su- 
- - 

perficie parallele S, S' e porigasi 

P e r  i raggi principali di curvatura Y ' , ,  r ' ,  della avremo le formole 

onde la relazione a) fra r ' , ,  r' ,  sarà : 

a' r ' ,  r ' ,  + b' ( r ' ,  + r',) + c f  = 0, 
ove si ponga : 

a r = a + 2 b m f  c m 2  

L'equazione b' = O  ha sempre le radici in m reali e quindi : 
Nello spazio ellittico ad ogni superficie della classe a) sono parallele 

due superficie a curvatura totale costante (polari Yuna dell'altra) ("*). 

(*) In questo cas0 fra le superficie parallele ad 3 ve ne ha sernpre una ad are% 
minima se a = O, ed invece una a curvatura totale costante se a cl= 0. 

(*") Si  osservi che la proprietà sussiste anche ne1 caso di una superficie canale. Sol- 
tanto allora delle due superficie parallele l'una si riduce alla curva-asse della superficie 
canale, l'altra alla sviluppabile polare di questa curva. 
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Domandiamo ora se una superficie a curvatura totale costante amrnette 
fra le sue parallele una superficie a curvatura media costante, ne1 qua1 cas0 
ne animetterà anche una, la polare di questa, che avrà costante la somma 

1 
dei raggi principali di curvatura. Supposto ri r, = - 9  potremo fare nella a) 

k 

1 
e l'equazione c' = O ci darà va2 = - ne risulta la seguente proprietà, che 

I c '  
corrisponde ad una nota proposizione di BONNET ne110 spazio euclideo : 

F r a  le superficie parallele ad una d i  curva tum velativu k costante se 
ne trovuno due a cuwatzwa media costante solo quando Ic è positioa. Il va- 

k - l  lore d i  questu czcrvatura media sa14  - 

Passiamo ora alIo 
\l k 

Spaxio iperbolico. 

Ponendo in questo caso ' 

t g h o = m ,  
si ha 

rll = 
ri -t m , r r 4 + m  r , =  
1-j- m r i  1 + m r s y  

e dobbiarno subito Gsservare che, volendo rimanere ne1 campo reale, il va- 
lore assoluto della costante m dovrà sempre prendersi minore dell'unità. 

Pe r  la  relazione a) che lega r ' , ,  r' ,  avremo ora 

u r = a - 2 b m + c n z 2  

b' = --a m. + b (m2 + 1 )  - c m  

C I  = a nz" 2 b bn + c. 

Poichè supponiamo be - a c =!= 0 ,  sarà be > a c , 
primo caso le due equazioni a' = O,  c' = O, a radici r 

ovvero 
eciproch 

b2 < a c. Ne1 
e in m, hanno 

radioi reali e distinte e danno quindi almeno un corrispondente valore di m 
tale che 1 m 1 < 1. Ne1 secondo caso le equazioni a' = O ,  cf = O hanno ra- 
dici immaginarie ; ma l'altra b' = 0, cioè 

b m s - ( c + a ) m + b = O  
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le ha reali e distinte, poichè 

Inoltre, .sicc.ome il prodotto delle due radici di b' = O è l'unità, per una 
di essa risulterà appunto 1 m 1 < 1. 

Abbiamo dunque il risultato : 
Nello spazio iperbolico ogni su~erjicie S della classe a )  possiede fra le 

sue parallele almeno una superjcie, yer la p a l e  è costante la curoatura 
totale, O la czirvatura rneilia, o la somiîza dei raggi princt$uli d i  curvatura. 

Sostituendo ad una superficie 8 della classe a) una conveniente sua pa- 
rallela, riduciamo queste superficie a vari tipi distinti , colle considerazioni 
seguenti. 

Domandiamo se una superficie S a curvatura totale costante possiede fra 
1 1  

le sue parallele qualclie superficie per la quale sia costante - + - O r i  $ Y,. 
Y i  Te 

Se con k indichiamo il valore costante della curvatura relativa - l d i %  ri r~ 
potredo fare nella a) 

a ,  b=O, c = -  1 

e perchè le equazioni a' = O  O c' = O, date dalle (1) abbiano radici reali 
converrà che sia ri: > O. Yiù precisamente se k > 1, si potrà rendere soltanto 
c' = O col porre 

e se k < 1 si renderà invece a' = O ponendo 
- 

m =  & dk. 

Dopo di cib per la superficie parallela S' avremo ne1 primo cas0 

e ne1 secondo 

Ne segue : A d  m a  superjcie del10 spuxio iperbolico d i  ezcrvatzcru re- 
lativa h: costante positiua sono parallele due supe~$cie a curvatura media 

costante H= - ' + 9 epuidistanti da %) puando k > 1, ed ifivece due super- 
i k  
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ficie (eyuidistan@ du @ che hanlzo costante = -- l + la sontma dei raggi  
iI 

1 1  Si osservi che il valore assoluto di + A ne1 primo caso O di r ' ,  + r', 

ne1 secondo riesce sempre > 2. Inversamente ad ogrii siiperficie per la quale 
1 1  - + -, ovvero v, + r , ,  sia costante ed in valore assoluto > 2 è parallela 

y1 Tt 

una superficie a curvatura relativa costante e positiva. 
Supponiaino ora che sia una superficie a curvatura media 

costante e sia [H1<2; facilinente vediamo clie essa ne ammette una pa- 
rallela con r ' ,  + r'? = - H. E infatti, se poniamo nella a )  

a = g  b = - 1  

H e prendiamo poi m == - - , ne risulterà a' = O, indi appunto 
2 

r',  + rrB = - H. 

Possiamo riassumere questi risultati relativi al caso iperbc 
buendo le superficie S della classe cc) nelle tre classi seguenti : 

distri- 

a) Superfic.ie n curvatura media costante. 
b) Superficie per le quali è costante la somma r ,  + r ,  dei raggi prin- 

cipali di cnrvatura. 
c) Superficie a curvatura relativa costante e negativa. 

I n  ciascuna delle due classi a) 6) sono poi da distinguersi tre tipi essen- 
1 1  zialmente distinti, secondo che il valore assoluto di - + - 9 o di r ,  + r? ,  

1'1 r~ 
è > 2, = 2, ovvero < 2. L'ultima specie in a )  forma coll'ultima in b )  un 
unico tipo. Abbiamo dunque in definitiva nello spazio iperbolico sei tipi di- 
stinti di superficie della classe a). Fra questi i tipi caratterizzati dalle equa- 

(*) Si osservi clle ne1 caso k = 1 tut te  le superficie parallele hanno la inedesiinn 
curvatura. È questo i! cas0 ben noto delle superficie a curvatura assoluta li niilla. 
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zioni 
1 1  + 2 ,  O r , + r , = * 2  -+;=- 
ri 

si possono determinare completamente in termini finiti, corne altrove ho di- 
mostrato (*). 

CA80 DI UNA SUPERFICIE S A  CURVATURA MEDIA COSTAKTE 

DEI.LO SPAZIO ELLITTICO. 

Cominciamo. le nostre ~ ice rche  sulla estensione dei teoremi di GUICHARD 
allo spazio ellittico, riprendendo la cliscussione iniziata a.1 3 9 Mem." 2.", della 
quale riterremo altresi tutte le notazioni. Siano dunque a, r due funzioni della 
sola 21, che soddisfino alle equazioni differenziali 

1 
t = - COS 5 (2)  

(3 ufe - G" tg o) (1 - cos 2 r) - 2 o' sen o sen 2 T + 2 sen" = O ,  (3) 

g1i accenti indicando derivazione rapport0 ad  u (**). Abbiamo ivi dimostrato 
che, p e s a  una qiialurique superficie S del10 spazio ellittico applicabile sulla 
superficie di rotazione d'elemento lineare 

se per ogni punto M di S si conduce un raggio normale alla linea u =  cost. 
ed inclinalo sulla linea v = cost., nell'uno o nell'altro verso, dell' angolo 5 ,  

indi sopra ogni raggio della congruenza, a partire da M, si porta un seg- 
rnento M M -  r,  il luogo degli estremi sarà una superficie S ortogonale 
ai raggi e, nella corrispondenza fra i punti di S, ai sistemi coniugati di S 
corrisponderanno i sistemi ortogonali sopra 3 Ora diciamo che la szqerficie 3 
sad  a curvutura media costante. 

(*) Vedi Alcurae ricerch,e cligeometr-ia non euclidea. Tom. I I  (Ser. 3.") di questi Anpzali. 
("8) La (3) non è altro clle la equazione segnata (27) al § 9 Mem." 2.a. 
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Per  dimostrarlo cominciamo dall'osservare che la (3), avendo riguardo 
alla (2), pub scriversi sotto la forma 

d sen a sen 2 T -- 0' (1 - COS 2 7) - .  " O, 
d u  ü' sen 2 r --- sen a cos 2 r 

ed integrata dà quindi l'equazione equivalente : 

(tg' - c sen o) sen 2 t - ( c  a' + sen a )  cos 2 s r  $- c a' = 0, (3*> 

dove 8 indica una costante arbitraria. 
D'altra parte esprimiamo che la S ha la curvatura media H costante 

= 2 c, scrivendo le proporzioni (*) : 
- - 

E+ë+ 2 c ~ : l i ' + f + 2 c D ' : Z + ~ + 2 c D ' - E : F : g  
ovvero poichè ne1 caso attuale 

- - -  
E : F :  G = D :  D r :  D",  

le altre : 

Sostituendo i valori effettivi di 

dati al $ 1 Mem.a 2.', si trova che queste proporzioni equivalgono all'unica 
equazione 

(3 m'" 5" tg tg + sen4 t g )  (1 + c sen 2 r) + senZ o (1 - c sen 2 r )  - 
- 2 c a' sen o cos 2 r = 0. 

Ma questa è una semplice combinazione delle (3), (3") e trovasi per cib 
identicamente verificata. 

Resta ora che, integrando il sistema di equazioni (2i, (3*), determiniamo 
la forma dell'elemento lineare della nostra superficie S di rotazione, indi la 
forma della corrispondente curva meridiana. L a  prima cosa si fa subito, pren- 
dendo per variabile indipendente t in luogo di u ,  poichè allora la ( 3 9  si 

(*) Propriamente il verificarsi di queste proporzioni lascierebbe per  c e  luogo all'altra 

possibilità che l a  3 sia una sfera; ma  le considerazioni stesse svolte nei §s 4, 5 i\.lem.L 2.a 
dimostrano che cib é impossibile. La medesima osservazione, aenza che la ripetinmo, vale 
nei casi analoghi dei paragrafi seguenti. 

Annali di Maternatica, Serie  III, tomo V. 23 
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scrive 
d G cotg- =- 

c sen 2 r + cos 2 r 
d~ sen 2 r + c (1 - cos 2 r) 

ossia 
d log sen G -- - ---- 

d .i. 
l o g [ s e n 2 r f  c ( l - - c r>s2r ) ] ,  

2 d r  

e integrando si ha 

1 - = k 1 sen 2 r -1- c (1 - COS 2 r) [ , sen2 a 

indicando k una costante arbitraria. 
L'elemento lineare della S sarà dunque 

dove 5 si esprime in funzione di r per mezzo della (4). 

L'ELLISSOIDE DI GUICHARD IH aEOMETRIA ELLITTICA. 

Si tratta ora di definire geometricamente la curva meridiana della no- 
stra superficie di rotazione : dimostreremo che si pub assumere per meridiano 
un'ellisse O, se si vuole, un'iperbola (cib che nello spazio ellittico torna Io 
stesso), l'asse di rotazione essendo l'asse focale. Per  cib calcoleremo I'ele- 
mento lineare di un ellissoide di rotazione e dimostreremo che coincide con 
quel10 sopra ottenuto. 

Indiahiamo con F, F' i due fuochi, con 22/ la  distanza focale ed, es- 
sendo M con punto variabile sulla curva, denotiamo con 2 a la somma co- 
stante delle distanze focali 

P =  MF, MF'.  

Ricordianio ora che l'elemento lineare del piano ellittico (O della sfera 
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ordinaria di raggio = 1) è dato in coordinate ellittiche dalla formola (*): 

d pz d sz = (COS 2 p - COS 2 Y) ( 
cos 2 p. - cos 2 b + cos 2 6 - cos 2 v 

essendo 
1 1 

u = a(p + p l ) ,  2 ( p - p ' )  

la semisomma e la semidifferenza delle distanze focali. Facendo adunque 
2 ,M = 2 a, per l'elemento d'arco d u della nostra ellisse avremo: 

COS 2 a - cos 2 v d ug = d Y', 
COS 2 b - COS 2 v 

ossia 
cos 2 a - cos 2 (p  - a) d u 2  = d pz. cos 2 b - cos 2 (p  - a) 

Ora sia (z l'inclinazione comuiie dei raggi focali sulla tangente; siccome 
ne1 triangolo F M F' l'angolo in M è = n - 2 r r ,  la formola fondamentale 
di trigonometria sferica ci dh : 

cos 2 b = cos 2 p cos (2 a - p )  - sen p sen (2 u - ,O) cos 2 o, 

da cui 
cos p cos (2 a -- p) - cos 2 b cos 2 a = - sen p sen (2 n - p) 

e quindi 
1 -- - cos 2 a - cos 2 (p - a) 

sen2 ls cos 2 a - cos 2 b 

1 -- cos 2 a -. COS 2 (p - a) - Y cos2 G COS 2 b - COS 2 (p - a) 

Ora indichi v l'angolo M F  F' ; avremo 

sen v sen (2 a - p) .- = 
sen 2 G sen 2 6 

Se quindi r significa la distanza di M dall'asse focale, sarà 

sen p sen (2 a - p) sen r = sen p sen v = sen 2 cr sen 2 b 

(*) Vedi DARBOUX, Théorie des surfaces. Tom. II, pag. 422. 
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ovvero 
cos 2 (p - a) - cos 2 a 

sen r = senz D . cot a, sen 2 6 

cioè, per la prima delle (7) : 
cos 2 b - COS 2 a sen r = - cot a. sen 2 b 

L'elemento lineare dell'ellissoide di rotazione del10 spazio elliti 

d s2 = a? u2 + senz r d pg 
diverra quindi : 

dse = - dp'  +cot%dp: .  
cose 0 

tico : 

Facciamo coincidere questo elernento lineare con quel10 (5) della nostra 
superficie di rotazione ponendo r = - p e determinando a ,  b in guisa che 
vengano a coincidere le due formole (4) e (7) che, nei rispettivi casi, defi- 
niscono o. Percib dohbiamo porre : 

-- cos a - cos (' + a) = k 1 sen 2 r + c (1 - cos 2 r )  1 , 
cos 2 a - cos 2 6- 

cib che dà 
k (COS 2 a - cos 2 b) = sen 2 a 

L c (cos 2 a - cos 2 b )  = cos 2 a 
e quindi 

Manifestamente risulta di qui che un qualunque ellisoide di rotazione 
soddisfa a tutte le condizioni imposte alla superficie di rotazione del 5 2. Ma 
viceversa è facile vedere che questa superficie di rotazione, qualunque siano 
i valori delle costanti c e k pub identificarsi con un ellissoide. Per  cib basta 
dimostrare che, esaendo a determinata dalla prima delle (a), risulterà : 

sen 2 a cos 2 a - - 
dopo di che la seconda delle (8) dara un valore reale per B. 

1 Ora, a causa del valore (4) di - sen2 a P er la nostra superficie si ha  
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ovvero ponendo per c il valore cot 2 a, dato dalla prima delle (8) 

k cos 2 a - cos 2 (7 + a) ) _ - sen 2 a 
Se supponiamo 

sen 2 a 
k > O ,  

la precedente disuguaglianza si scrive 
sen 2 a cos 2 (r + a) k cos 2 a - - 

k 
e, supposto 

sen 2 a cos 2 a - - 
k < O, 

s ~ r à .  anche cos 2 (r 4- a) < O, indi 

sen 2 a 
Se poi cos 2 a - - 

k 
1 O, allora B 

sen 2 a cos 2 a - - 
k 

< c o s 2 a < 1  

e sussiste quindi ancora la (8"). Del tutto similmente si procederà quando sia 
sen 2 n 

k < o. 
Si osservi poi clie la curvatura media costante H della superficie S or- 

togonale ai  raggi di m a  delle due congruenze associate al nostro ellissoide 
avril il valore 

H=2 c =  2 c,ot 2 a, 

indipendente daElcl distanxa focale. 
Pel significato geometrico di 5 e 7 vediamo inoltre che, quando la su- 

perficie S è conformata ad ellissoide di rotazione, le due congruenze asso- 
ciate sono costituite dai raggi focali e le due superficie a curvatura media 
costante ortogonali a i  raggi si riducono rispettivnmente a i  due fuochi, mentre 
le loro simmetriche rispetto all'ellissoide sono le due sfere di raggio 2 a coi 
rispettivi centri nei fuochi (*je 

(*) Corne conferma si osservi che per u n a  tale sfera é r, - T~ = tg 2 a e quindi 
1 1  

H = - + - = 2 c o t 2 a .  
r1 r2 
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Possiarno compendiare i risultati ottenuti ne1 paragrafo precedente ne1 
seguente tsorema, che rappresenta il teorema di GUICHARD in geometria el- 
littica : 

S i  ccirtsideri ne120 spaxip ellittico (di cuwatura K, = f- 1) u n  ellissoide 
di  rotazione attorno all'usse focale, la cui lunghezxa sia = 2 a. Flettendo 
cornunque l'ellissoide cAe seco ttmasporti, invariabilwtente legati alla superficie, 
i segmenti che dui ptcnti di  p e s t a  vatzno all'uno O all'altro dei due fuochi, 
il  luogo dei termini d i  qtiesti seymenti, primitivamente 1-iuniti i n  un fuoco, 
sarà sempl-e una superficie di curvutura mediu costante H= 2 cot 2 a ("). 

È da notarsi poi che nella corrispondenza fra i punti di due qualunque 
di queste quattro superficie a curvatura media costante si ha sernpre una 
rappresentazione conforme poichè ai sistemi ortogonali di una qualunque di 
esse corrispondono sulla deformata dell'ellissoide i sistemi coniugati (§ 2). 

Quando l'asse focale abbia la lurighezza di un quadrnnte, cioè sia 
- 

2 a = 2 ,  l'ellissoide assume quella forma speciale che al 3 7 Mem." 2." ab- 
2 

biamo detta paraboloide e le superficie diventano superficie ad area minima. 
Yer alcune considerazioni é utile dare al teorema la forma primitiva di 

GUICHARD : 
Se si fa rotolare u n  ellissoide di  rotazione, colla lunghexxa 2 a dell'asse 

1 
(*) Se  si supponesse I !  O - - K . >  - verrebbe soltanto modificato il valore di EI in  

Facendo crescere R all'iilfinito, 10 spazio ellittico diventa a l  limite 10 spazio euclideo 
1 

ed H converge verso -; si ha cos1 al limite il teorema di GUIGHARD per 10 spazio eu- 
a 

clideo (Cf. RIem." l.", prefazione). 
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focale d i  rotaxione, sopra una qualunque sua superjkie applicabile (*), cia- 
scwzo dei due fuochi descrive zcna superficie d i  curvatura media costante 

H= 2 cot 2 a. 

Il rotolamento pub avvenire indifferentemente dall'una o dall'altra parte 
della superficie applicabile e si hanno cosi le quattro superficie, a curvatura 
media costante 2 cot 2 a,  di cui sopra è discorso. 

Osserviamo due casi particolari jnteressanti del teorerna generale. 
1.' Riduciamo I'ellissoide ad una sfera di raggio = a ,  facendo coin- 

cidere i due fuochi ed abbiamo : L e  due superjîcie ~ U I - a l l e l e  alla distanxa u 
d a  una superficie applicabile sullu sfera d i  raggio a hanno la cuwatura  
nedia  costante H= 2 cot 2 a. Questo è il teorema di BONNET, generalizzato 
alla geometria ellittica, come giZc venne osservato al § 1. 

2.' Dell'ellissoide generale di rotazione consideriamo una qualunque S 
delle sue 00' deformate di rotazione. Le due superficie descritte dai due fuochi 
dell'ellissoide ne1 rotolamento di questo sulla superficie applicabile S saranno 
manifestamente ancora superficie di rotazione e di più a curvatura media 
costante. Dunque : Se  ne1 piano della geometria ellittica s i  fa rotolare la 
ellisse s o p a  la  curva nzeridiana d i  una superficie d i  ~.otaxione applicabile 
sull'ellissoide, i l  fuoco descriverà una curva che, rotando attorno ul mede- 
simo asse, genererà unu superficie a curvaturu media costante. 

La deformata di rotazione S dell'ellissoide pub restringersi indefinita- 
mente attorno all'asse, sino a ridursi, al limite, all'asse stesso. Ne deduciamo 
il teorema : 

Se net piano ellittico s i  fa rotolare u~z'ellisse sopra una retta, i l  fuoco 
descrive una czwva che, rotando attorno alla retta fissa, genera una super- 
ficie d i  cui.vuturu media costante. 

Questo non è altro che l'estensione alIo spazio ellittico di un noto teo- 
rema di DELAUNAY, relativo alIo spazio euclideo. 

Considerazioni analoghe a quelle del presente paragrafo, valgono, senza 
che stiaino a ripeterle, pel caso iperbolico. 

(') Essendo 2, 2' due superficie applicabili M, M i  una coppia di punti corrispon- 
denti s i  collochi L' in guisa che M' coincida con 211 e 2,  2' ivi si tocchino, coincidendo 
gli elementi lineari di ): uscenti da  M coi corrispondenti di 1'. Se, tenendo fissa 2, im- 
maginiamo di ripetere la costruzione per  agni punto M di L, diciamo allora che 2' 1.0- 
tolu sopra 2. 
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CASO DI U N A  SUPERFICIE SA CURVATURA TOTALE COSTANTE 

NELLO SPAZIO ELLITTJCO. 

Le cûiigruenze associate ad uri ellissoide di GUICHARD ne110 spazio ellit- 
tic0 rimangono ciascuna, in tutte le flessioni dell'ellissoide, normali a due su- - - 
peificie parallele 8, S' colla medesima curvatura media costante e quindi 
anche (§ 1) ad una superficie C a curvatura totale costante, la superficie - - 
media f ia S, 8'. Tali superficie 2 non sono perb le più generali a curva- 
tura costante, poichè per esse la curvatura relat iva  è positiva (v. 5 1). 

Vogliaino ora occuparci del cas0 più generale in cui la superficie 8 nor- 
male ai raggi della congruenza associata alla superficie S di partenza rimanga, 
in tutte le flessioni di S, a curvatura totale costante, il valore di questa cur- 
vatura essendo affatto arbitrario. Partiremo per cib da1 risultato stabilito al 
tj 3 Mema 2.', secondo il quale volendo che, in ogni flessione di S, alle as- 
sintotiche di S corrispondano sempre le assintotiche sulla superficie 3 normale 
ai raggi della congruenza associata, bisogna prendere per S una superficie 
d'elemento lineare 

d sg = ci? uP f cot2 a d v0 

e, serbando le funzioni o, r di u il significato del 9 2, debbono essere sod- 
disfatte le equazioni caratteristiche : 

r1  = - COS a 

(3  o'' - O" tg  0) sen 2 r = 2 o' cos o cos 2 r (*). (9) 

Cominciamo da1 dimostraie che la 8 avrà appunto in ta1 caso costante 
la curvatura totale. Percib osserviamo clle la seconda delle (9) pub scriversi, 
in forxa della prima, sotto l a  forma: 

sen G sen 2 r 
G' 

sen a sen 2 T cioè cos 2 r f sarà una costante. 

(*) Questa seconda equazione non é altro che la seeonda delle (11) €j 3 Mem." 2.". 
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2 
potremo Indicandone il valore, per oppoïtunitti di confrorito, con 1 - - 

sostituire alla seconda delle (9) la seguente : 

25 '  + Ksen gsen 2 r - R o t ( l  -cos 2 t ) = O .  (9") 

D'altra parte esprimiarno che la S ha la curvatura assoluta costaiite 
= Ii, scrivendo le proporzioni : 

- - - - -  - - - 
~ - Ë + I z E : ~ - P + K E ' : ~ - G ~  I Z G = D :  D : L i 1 ,  

ovvero, ci6 che ne1 cas0 attuale torna Io stesso 
- e-E+KB:~-F+KF:g-G+I~~=D:D':D''. 

Col calcolo effettivo, si trova che queste proporzioni equivnlgono nll'unica 
equazione : 

1 (S  a'' -cru tgo) cos 2 r + f (1 -cos2 r )  1 + 1 .  
+ 2 a' sen O (1 - :)sen 2 r + H s e n 2 0  = O ,  

la quale è una semplice conibinazione delle (9i,  (9*) ed è quindi verificata. 
Cosi abbiamo dimostrato che prese G, r in guisa da soddisfare la (9*) e l'altrn 
r r  =- cos a ,  la S avrà la curvatura costante IL 
. Per determinare completamente l'elemento liceare della S basta ora pro- 
cedere in' modo analogo al § 2, scrivendo la (9") sotto la forma imniediata- 
mente integrabile 

COS G d G 1 d 
---A-- - log 12 - K(l  -cos2 7) 1. senc d~ 2 d :  

Se ne concludc : La superficie S avrà in questo caso l'elemento lineare : 

essendo n definito, in funzione di r ,  dalla formola 

1 
-= k j 2 - R f l - c o s 2 t ) / ,  
sen? G 

dove k indica una costante arbitraria. 
Abbiamo già data al 5 3 la definizione geometrica della curva meridiana 

per la forma tipica S di rotazione ne1 cas0 K> 1, il che ci h a  condotto al- 
Amal i  di Matemntica, Serie III, tom0 V. 21 
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l'ellissoide di GUICHARD. Negli altri c,asi dovremmo suddistinguere varie forme 
tipiche per questa curva; ma tralasciamo tale discussione che, salvo la corn- 
plicazione maggiore, sarebbe analoga a quella già eseguita per Io spazio eu- 
clideo al $ 7 della Mem." 1.". 

SUPERFICIE SA CURVbTDRA MEDIA COSTANTE NELLO SPAZIO IPERBOLICO. 

Passando ora alla estensione dei teoremi di GUICHARD alIo spazio iper- 
bolico, cominciamo dalle ricerche relative alla superficie S di curvatura media 
costante, nella qua1 cosa procederemo in modo del tutto analogo al 9 2, ri- 
levando solo le differenze fra i due casi. L e  due funzioni o, r di u debbono 
gui soddisfare le due equazioni differenziali : 

rf  = - COS G 

(11 )  
(3 0'2 - O" tg  o) (cosh 2 t - 1) - 2 O' sen G senh 2 r + 2 sen' = 0, ) 

l'ultima delle quali non è altro che la (27") § 9 Mem." 2.". 

Come al 3 2, dimostriamo anche qui che la superficie S sarà a curva- 
tura media costante. Pe r  cib osserviamo che la seconda delle ( I l )  pub scri- 

d G' (cosh 2 i - 1) - sen G senh 2 r -- = O  
d u c' senli 2 r - sen G  COS^ 2 r 

ed una prima integrazione darà quindi, corne equivalente alla seconda 
delle ( I l ) ,  la equazione seguente : 

(CD' + sen O) cosh 2 r - ( c  sen T + 0') senh 2 r - c G' = 0, ( I l * )  

dove c indica una costante arbitraria. 
Se esprimiamo ora che la 8 ha la curvatiirn media costante H= 2 c ,  

scrivendo le proporzioni : 

ovvero 
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il calcolo effettivo (*) le traduce nell'unica equazione 

( 3  G ' Z  - U" tg  5 - sen2 o) (1 - c senh 2 r) - sen2 a (1 + c senh 2 5 )  $- 

$ 2 c a' sen 5 cosh 2 r = O, 

che è una conseguenza delle ( I l ) ,  (11") e quindi trovasi verificata. 
Per determinare l'elemento lineare della S si procederà ora come nei 

casi precedenti, integrando la (Il*) scritta sotto la forma : 

COSG dG 
--- ---- log 1 c (cosh 2 r - 1) - senh 2 r , sen5 d r  2 d r  

e se ne concluderà: L'elemento lineare della S ha la forma 

con k oostante arbitraria. 
Resta ora che determiniamo la forma della curva meridiana per la S 

deformata a superficie di rotazione. Ora, come era da prevedersi per la sud- 
dietinzione delle superfic.ie a curvatura media costante del10 spazio iperbolico 
in tre tipi diversi secondo il S 1, qixesta curva meridiana presenta forme 
diverse secondo che 1 c 1 > 1, 1 c 1 = 1 O 1 c 1 < 1, ci& secondo che 

p 1 > 2 ,  p 1 = 2 ,  p 1 < 2 .  

Il caso intermedio 1 H ( =  2 è già stato trattato nella Mem." 2." (§ 19 
e S. S.); 10 ritroveremo qui nuovarnente come caso limite fra i due estremi, 
che andiamo a considerare separatamente. 

(y  Avvertasi d i e  nelle formole (B*) § 2 M." 2." nell'ultimo termine di deve leg- 

a a a gersi  - in luogo di - . 
au a v 
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L'ELLISSOIDE ED IPERBOLOIDE DI GUICHARD I N  GEOMETRIA IPERBOLICA. 

Diniostreremo che ne1 caso 1 Hl > 2 per curva meridiana della super- 
ficie di rotazione coll'elemento lineare corrispondente alle formole superiori 
(12), (12*), si pub prendere un'ellisse od un'iperbola a fuochi reali e a di- 
stanza finita, l'asse focale essendo al solito l'asse di rotazione. Diremo ellis- 
soide od iperboloide di rotazione la quadrica generata e vedremo che la 
qliadrica avrà la prima O la seconda forma secondo che nella (12") le co- 
stanti c, k hanno il medesimo segno, ovvero segno contrario. Per  calcolare 
l'elemento lineare del nostro ellissoide od iperboloide ci potremmo servire delle 
formole analoghe di quelle al 9 6 sostituendo alle funzioni circolari le fun- 
zioni iperboliche. Preferiamo qui, per uniformità di trattazione coi paragrafi 
successivi, il metodo seguente. 

Scegliamo ne1 piano iperbolico un sistema di coordinate di WEIERSTRASS 
X,, X I ,  X*, posta 

sicchh l'elemento lineare del piano 

assume la forma geodetica (ellittica) 

Prendiamo il primo fuoco F ilel punto (1, 0, O), ossia p = O ,  centro del 
sistenin geodetico, siccbè il pa rmet ro  p rappresenterà appunto la  distanza 
da1 primo fuoco F. Sia poi 

E" - (cosh 2 b, senh 2 b, O) 

il secondo fuoco, ove dunque 2 b rappresenta la distanza focale. L a  distanza ,D' 

di un punto M = (x,, x,, x,) da1 secondo fuoco F' swà data dalla nota 
formola 

çosh = cosh 2 h . x, - senh 2 b X I  , 
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ossia 
cosh = cosh 2 b cosh p - senh 2 b senh p cos v. 

Si - consideri ora l'ellis~e 
p 

significando 2 a la somma costante delle distanze focali; l'equazione della 
curva in coordinate p, v sarà quindi : 

cosh (2 a - p )  = cosh 2 b cosh p - senh 2 L senli p cos v, (13) 
da cui 

(cosh 2 6 -- cosh 2 a) cosli p + senh 2 a senli p 
COS v = senli 2 b sen11 p 

(cosh 2 b -  COS^ 2 a) (cos11 2 (P - a )  -  COS^ 2 B )  sen" = senhz 2 b senhe p 
Y 

e differenziando la prima 

cosh 2 b - cosli 2 a d p sen v d v = -. 
senh 2 b senhe p 

Ora, indicando con a l'angolo d'inclinazione del raggio focale sulla tnn- 
gente alla curva, si ha  

d v cosh 2 6 - cosli 2 a tg a = senh p - = 
d ?  senli 2 b senh p sen v 

senhz 2 6 senli4 p seno v cosli 2 (s - a) - cosli 2 b c0t2 a = - -- - 
(cosh 2 b - cosh 2 a)2 cosh 2 b - cosli 2 a 

1 cosh 2 (p -2) - cosh 2 a -=- 
sen2 G cosh 2 6 - cosh 2 a- ' 

Per  l'arco elementare d u della nostra conica avremo : 

e poichè, indicando con r la  distanza del punto M mobile siill'ellisse dall'asie 
focale v = O ,  k 

cosh 2 b - cosh 2 n senh r = sen11 p sen v = cot O ,  senli 2 b 

I'elemento lineare dell'ellissoide sarà dato da 

d = d uZ + senh? Y d B2, 
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ossia 

avendo a il valore assegnato dalla (14). 
Se, invece dell'ellisse, vogliamo considerare l'iperbola - p = 2 a, non 

avremo da fase altro che cangiare nella formola fondamentale (13) a in -a.  
Valgono quindi, con questo cangiamento, anche tutte le formole seguenti, in 
particolare la (14) che diventerà 

1 cosh 2 ( j 3  + a) -  COS^ 2 a -- -- - 

sen2 c cosh 2 b - cosh 2 a (14*) 

L'elemento lineare (15) dell'ellissoide od jperboloide coinciderà con 
quel10 (12) 5 6 della nostra superficie S allorquando, fatto r = p ,  si possono 
determinare a ,  b in guisa da identificare la (12") colla (14), O colla (14") 
rispettivamente. 

a )  Ora supponiamo dapprima nella (12) le costanti c, Ic del medesimo 
segiio, che si potrà supporse positivo bastando ne1 caso opposto cangiare c ,  
k ,  r in - c, - k, - r. Identificando la (12) con (14), abbiamo 

cosh 2 (p - a) - cosh 2 a 
= k ( senh 2 p $- c (1 - cosh 2 P )  1 , cosh 2 b - cosh 2 a 

il d ie  porta le equazioni 

k (cosh 2 a - cosh 2 b) = senh 2 a 

c k (cosh 2 a - cosh 2 b) = cosh 2 a, 
cioè 

' senh 2 a coth 2 a = c, cosh 2 b = cosh 2 a - 
k 

Ora, poichè qui supponiamo 1 H 1 > 2, cioè c > 1, possiamo sempre de- 
terminare un valore reale te positivo) a dalla prima delle (16). Ne risulterh 
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poi anche un valore reale per b della seconda se avremo 

senli 2 a cosh 2 a - - 
k 

> 1. 

Cib ha luogo effettivamente poichè per la (12*) 5 6 deve essere 

k I s e n h 2 r  f c ( 1  -cosh2r )1  > 1, 

ossia, sostituendo per c il valore coth 2 a 

k cosh 2 a - cos11 2 (7  - 
a ) =  1. 

senh 2 a 

senh 2 n Ma siccome qui è - 
k 

> O, la  disuguaglianza superiore pub acri- 

versi 
senh 2 n 

cosh 2 a - cosh 2 ( r  - a )  2 - 
k 

O 

senh 2 a cosh 2 a - - 
k 
z cosh 2 (t - a )  > 1, c. d. d. 

b )  Abbiano ora c, k segno contrario e potremo supporre c negativi~, 
Ic positiva. 

Identificando questa volta la (12) colla (14*) troveremo 

k (cosh 2 b - cosh 2 a )  = senh 2 a 

c le (cos11 2 b - cosh 2 a)  = - cosh 2 a, 
da cui 

senh 2 a coth 2 a = - c, cosh 2 b = cosh 2 a + - , 
k P * )  

che danno valori reali (positivi) per u, b. 
Riassumiamo i risultati ottenuti col teorema: 
Si consideri ne110 spaxio iperbolico ( d i  curvatura K, = - 1)  l'ellissoide 

od iperboloide d i  rotaxione, caratterixxnto dalla proprietà che la somlnu O 

lu differenxa delle distanxe d i  ogni loro punto da due pzmti Jissi (fuochg 
sia costante = 2 a. S i  flettu comunque la quadrica, che seco trasporti, in-  
variabilmente legati ulla superjcie, i segmenti die dai  punti d i  yuesta vanno 
all'uno od ali'altro fuoco ; il luogo dey l i  estremi, primit2vanae)zte r iuniti ne1 
fuoco, sarà sempre una superficie media d i  curvatura costante 

H =  2 coth 2 a. 
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Anche qui é da notarsi che ciascuna di queste due superficie, a curva- 
tura media costante 2 coth 2 a, ne animette una parallela alla distanza 2 a 
colla medesima curvatura media ed ogni volta la superficie media fra le due 
parallele ha  la curvatura totale costante 

come risulta da1 SJ 1. Si osservi ancora che valgono anche qui ne1 caso iper- 
bolico le considerazioni svolte al 5 4 pel cas0 ellittico. 

IL CAS0 LIMITE DEL PARABOLOIDE PER C = 1 .  

Nei due paragrafi precedenti abbiamo supposto 1 c 1 > 1, ossia 1 Hl > 2. 
Ma già nella Mem." 2." abbiamo risoluto il problema pel caso 1 c 1 = 1 
O 1 HI = 2, trovando come superficie tipica S il paraboloide di rotazione (di 
b 2. a specie) cioè il luogo dei punti equidistanti da un punto fisso e da un'o- 

risfera (vedi Mem." 2." S 20). 
Vediamo ora come al medesimo risultato si arrivi, con passaggio al li- 

mite, da1 cas0 precedente. 
L'ellisse O l'iperbola del 0 7 possono anche definirsi come il luogo dei 

punti equidistanti da un punto fisso F e da un circolo C r  col centro F' reale 
e a distanza finita; soltant; ne1 caso ellittico il fuoco F è interno a C' ne1 
cas0 iperbolico esterno. Ora, insieme al  fuoco F, si tenga fisso dei due punti -- 
d'incontro di C' coll'asse focale quel10 A pel quale i due segmenti F r  F, F' A 
hanno il medesimo senso, indi si faccia allontanare all'infinito F',  cioè cre- 
scere a all'infinito. Il circolo C' diventerà al limite un oricic.10, che ne1 primo 
cas0 volgerà verso il fuoco F la  sua concavità, ne1 secondo la convessità e 
la conica diventerà il luogo dei punti equidistanti da un punto fisso F e da 
un oriciclo, cioè, secondo le denominazioni della Mem." 2.", una paraboh 
di 2." specie. Nello stesso tempo, crescendo a all'infinito, la curvatura media 

H = 2 coth 2 u 

delle superficie 6 normali ai raggi delle congruenze associate alle flessioni 
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della quadrica, convergerà verso jl limite 2. Troviamo cos1 nuovamente i ri- 
sultati dimostrati con calcolo diretto al § 20 della Mern." 2.a. Cib che qui vi 
aggiungiamo è la suddistinzione di due forme possibili pel paraboloide secondo 
che il fuoco F è interno od estcrno all'orisfera fissa. 

LA QUADRICA DI ROTBZIONE CORRISPOKDENTE AD UNA SUPERFICIE Y 
DI CURYATURA MEDIA COBTANTE H,  CON ( H ( < 2. 

Della questione proposta alla fine del CJ 6 ci resta ora a trattare il caso 
ci < 1, ossia ( H  1 < 2. Dimostreremo che in questo caso si pub prendere 
come curvsl meridiana la conica luogo dei punti equidistanti da un punto 
fisso F e da un circolo fisso a centro ideale, l'asse di rotazione essendo la 
normale calata da1 fuoco F su1 circolo. Si distinguono due tipi diversi di 
questa conica secondo che il fuoco F è interno od esterno al circolo, cioè 
secondo che la retta a cui il circolo è geodeticamente parallelo giace, ri- 
spetto al fuoco, al di là o al di qua del circolo. 

Per  calcolare l'elemento lineare della quadrica al10 scopo di identificarlo 
con quel10 dato dalle (12), (12*) § 6, osserviamo che la riostra conica pub 
anche definirsi corne il luogo dei punti che hanno colstante la differenza delle 
distanze da un punto fisso F e da una retta fissa d. Riprendendo le nota- 
zioni del § 7, sia F E  (1, 0, O) il fuoco e d=(senh b ,  cosh b, O) la retta 
fissa, rappresentando dunque b la distanza del fuoco F dalla retta d. L a  di- 
stanza pr di un punto (z,, x , ,  x,) dalla retta è data dalla forrnola 

senh ,O' = senh b cosh p - cosh b senh p cos v. 

Lungo la curva abbiamo p - p' = a, essendo u costante, e perb I'e- 
quazione della curva è : 

senh (p - a) = senh b cosh p .- cosh b senh p cos v , 
da cui, procedendo, come al $ 7, deduciamo 

(seiih b + senli a) cosli ? - cosh a senh p cos v = 
cosli b senli p 

Annali di Mnlematicn, Seric III, tom0 V. 
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(senh b + senh a) (senh (2 p -- a) - senh 6) senz v = cosha b senhs p 

serlh b + senh a d p sen v d v = 
cosh b aenhup' 

El serbando a il signific.ato del $ 7 : 

senli b + senh a 
tg o = 

cosh b senh p sen v 

1 senh (2 p - a) + senh a 
-=- 9 
senP G senh b $ senh a 

quindi per l'elemento lineare della quadrica di rotazione 

Per identificare le formole precedenti colle (12\, (12" ) 6, basta porre 
r - p e determinare a, b in guisa che si abhia 

senh (2 p - a) + senh a = k (senh b + senh u )  ( senh 2 p + c ( 1  - cosh 2 p )  , 
il che dà 

k (senh b + sen11 a) = cosh a 

c k (senh b + senh a )  = senh a. 
e quindi 

cosh a tgh a = c, senh b = - -- senh a. 
k 

Siccome qui è supposto 1 c 1 < 1, ne segue per a sernpre un valore reale 
e medesimamente per hl prendendo il seno iperbolico tutti i valori da - no 
a +m. 

Abbiamo diinque il teorema : Si consideri rlello spaxio iperbolico ( d i  
curvatura K, = - 1)  la qzradrica d i  t-otaxiotze luogo dei punti che hanno 
costante = a la differenxa delle distanxe da un punto fisso F (fuoco) e du 
un piano Jisso. Si flettu cornunque la quadricu, che seco trasporti, invariu- 
biltnente legati alla superJicie, i segrizelzti d i e  dai punti d i  pesta vanno al 
fuoco; i l  iuogo degli estremi, pri~nitioanzente riuniti nel fuoco, sard sernpre 
una superficie X di cut.vatura media costade 3 2 tgh a. 

Una seconda superficie 3, colla mede~ima curvatura media = 2 tgh a, 
si otterrh nella simmetrica d i  X rispetto alla quadrica deformata. 
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Si osservi poi che, secondo il 5 1, fra le superficie parallele a ciascuna 
- 

delle due S, S' ve ne ha una, parallela ed alla distanza 1ç da questa, per la  
quale si h a  

ri + r,  = 2 tgh a. 

L e  flessioni dell'attuale quadrica di rotazione possono dunque collegarsi, 
anzichè colle superficie di curvatura media costante H, con 1 H ( < 2 ,  alle 
superficie per le quali è r ,  + r, costante ed, in valore assoluto, < 2. 

Dimostreremo nei prossimi paragrafi che auche le altre superficie S con 
r ,  + r, = cost. si collegano colle flessioni di nuove specie di quadriche di ro- 
tazione. 

Per  giungere al risultato testé accennato conviene che, ai modo dei 
$5 3, 9 Mem." 2.", risolviamo la seguente question0 preliminare. Quando ac- 
cadra che, in tutte le flessioni della superficie S di partenza della con- 
gruenza C, normale alla superficie % abbiano sempre luogo le proporzioni : 

- - -  
e : f : g = D :  D': D" 

fra i coefficienti della terza forma fondamentale di S e  della seconda di S? 
Procedendo precisamente come nelle analoghe ricerche dei citati para- 

grafi Mem.a 2.", troviamo che le condizioni a cib necessarie e sufficienti sono 
le seguenti : 

1.' L a  superficie S deve essere applicabile sopra una superficie di ro- 
tazione d'elemento lineare 

o indicando una conveniente funzione di u. 
2." 1 raggi della congruenza debbono uscire da ogni punto di S nor- 

malmente alle deformate u dei paralleli ed inclinati sulle deformate v dei 
nieridiani (nell'uno O nell'altro verso) dell'angolo c, 

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



192 B ia n c h i :  Sulla deformaxiotze d d l e  qziadriclre 

3.' Il segment0 r di ogni raggio che intercede fra S ed S'deve es- 
sere una funzione della sola u, legata a a dalle equazioni differenziali carat- 
teristiche : 

Tt = - COS a 

(17) (3 clz - u" tg o) (cosh 2 t -t 1) - 2 C' sen o senh 2 r - 2 sen2 a = 0, ) 

gli accenti indicando al solito derivazione rapport0 ad u. 

Ora comincieremo da1 dimostrare che la superficie. 9 normale alla con- 
gïuenza C, avrà costante la somma ri + Y, dei raggi di curvatura. 

Per cib scriviamo la seconda delle (17J sotto la forma 

d - .  G' sen11 2 r - seii G cos11 2 r 
- - = O  

d u G' (cos11 2 r + 1) - sen I; seuh 2 

ed una prima integrazione ci darà : 

011c (cosh2 r+1)  - s e n h 2 r i  + s e n ~ ( c o s h 2 r - ~ s e n h 2 r ) = O ,  (17*) 

dove c indica una costante arbitraria. 
D'altra parte, se vogliamo esprimere che la 3 ha costante = 2 c la somma 

dei raggi di curvatura, basterà che scriviamo le proporzioni : 
- - - - 

Ë - ~ + ~ c D : E ' - ~ + ~ c D ' :  ~ - & z c D ~ . = ë : f : E  

ovvero, cib che ne1 caso nostro torna Io stesso, le altre : 
- - - -  - 

Ë - ë + 2 c ~ : k ' - f f  ~ C D ' : G - ~  + ~ ~ D " = B : D ' : D " .  
Col calcolo effettivo, mediante le formole § 2 Mem." 2.", troviamo che 

queste proporzioni equivalgono all'unica equazione : 

(u" tg (I - 3 (C senh 2 r + 1) + 2 c a' sen a cosh 2 r + 2 senS u = 0, 

che, derivaiido per cornbinazione dalle (17), (17*), trovasi identicamente ve- 
rificata. 

Resta che integriamo la (17*), cib che si fa subito scrivendola sotto la 
forma 

COS G d G --- 1 d _-- - log c (cosh 2 r + 1) - senh 2 r ) , sen 5 d~ 2 d r  

da cui integrando: 

1 -- 
sene G - k c (cosh 2 r $. 1) -. senh 2 t , 

designando k una costanie arbitraria. 
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L'elemento lineare della S avrà dunque l a  solita forma tipica 

essendo qui o determinato iri funzione di r dalla. (18'. 
Abbiamo già risto che ne1 caso 1 c 1 < 1 si pub assumere per superficie 

tipica S la quadrica di rotazione del paragrafo precedente. Dinlostreremo osa 
che per 1 c 1 > 1 si pub, per convenienti valori delle costanti cl Ic neIIa (18), 
assumere an&ra per superficie S unn quadrica di rotazione e precisnmente 
ne1 caso 1 cl > 1 la conica meridiana è il luogo dei punti di iin piano che 
hanno costante la differenza (O la somma) delle distanze da due rette fisse 
normali ad una medesima retta, che è I'asse di rotazione; ne1 cas0 1 c 1 = 1 
la conica è il luogo dei punti equidistanti da una retta e da  un oriciclo, la  
cui normale comune è l'aase di rotazione. I n  tutti ire i casi l'asse di rota- 
zione è sempre l'asse focale ed uno dei due fuochi è un punto ideale; si 
suddistinguono i tre casi per cib clic il  second^ fuoco è reale a distanza finita 
per 1 c 1 < 1, reale all'infinito per 1 c 1 = 1 e infine ideale per 1 c 1 > 1. 

LA QUADRICA DI ROTAZIONE CORRISPONDENTE ALLE SUPERFICIE 

CON r 2 = 2 c ,  PER I c I ) ~ .  

Cominciamo dall'osservare che ne1 caso 1 c 1 > 1 necessariamente le co- 
stanti k, c nella (18) avranno il medesirno segno. E infatti se determiniamo h 
in guisa che sia coth A = c (anche A avrà un valore reale) la (18) si scrive 

Il fattore cosli (2 r - A) + cos h h essendo positivo, k avrà dunque il 
segno di h cioè di c. Senza alterare la generalità potremo supporre c ,  k ,  h 
positivi, bastando ne1 caso opposto cangiare r in - 7 .  

Cib premesso, volendo dimostrare le ultime asserzioni del paragrafo pre- 
cedente, procediamo, come già ai $5 7 e 10, riferendo il piano iperbolico nd 
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194 B i u n c  hi: Seclla deformaxione delle quadviche 

un sistema di coordinate di WEIERSTRASS x o ,  x,, x2 legate dalla identitti qua- 
dratica 

x i - x i - $ ;  = 1; 

ma questa volta porremo 

X, = C , O S ~  p cosh V, z1 = senh p, x, = cosh p senh v. 

Con cib l'elemento lineare del piano 

cl s2 = d xi + d x; - d xi 

acquisterà la forma iperbolicn 

d se = d p C +  cosh2,0dvP, 

significando p la distanza di un punto Y variahile del piano dalla retta fissa 
p = O O d = (O, 1, O) e v il segmento di retta v = O O (O, 0, 1) intercetto 
fra l'origine 0 ~ ( 1 ,  0, O) ed il piede della perpendicolare abbassata da P. 

Ora si consideri una seconda retta 

d' = [scnh b, cosh b, O), 

che è normale, come d ~ ( 0 ,  1, O )  alla retta (O, 0, l), significando b la mi- 
nima distanza di d, d'. L e  distanze 5, d' di un punto ( p ,  v) = (x,, x,, x,) da 
dl d' rispettivamente sono date dalle formole 

senh d' = cosh b x, - senh b xo,  
ossia 

senh 6' = cosh b senh p - senh b cosh p cosh 27. 

L a  curva luogo dei punti pei quali è costante = a la differenza à'- 4 
ha  dunque I'equazione 

senh (p + a) = cosh b senh p - senh b cosh p cosli v ,  
ossia 

cosh b - cmh a sei:h a 
cosh v = senh b t g h p - m '  

che scriviamo 
cosh v = cc + tgh p, 

avendo qui le costanti a, 0 i valori 

s e t h  a cosh b -- cosli a 
Çr=---- ' '= srniib senh b 
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di rotazione neg2i spaaz' di curvcrtura costante. 195 

Ora dimostreremo in generale che, prendendo per meridiano delle su- 
perficie S la  conica (19), qualunque siano le costanti a, B, l'asse di rotazione 
essendo la  retta (O, 0, l), se si pone t = p  e si prende per G l'angolo d'in- 
clinazione sulla tangente della perpendicolare calata da1 punto di contatto 
sulla retta d (O sulla d'), avremo precisamente una superficie S corrispon- 
dente alle formole (la), (18") $ 11 per convenienti valori di k, c. 

Dalle (19) differenziando si ha 

e poiehè 
d v tg a = cosh p - , 
d~ 

ne deduciamo 

cioè 

cosh p senh v 
cot 5 = 

P 
Ma per la distanza r del punto (p, v) dall'asse di rotazione si ha 

senh r = cash p senh v, 

senh r = cot a, 

onde per l'elemento lineare della quadrica di rotazione 

significando d u  I'elemento d'aroo di meridiano. Ors si ha 

dse d us 5 d pg + coshe p d vg = (1 + tgg o) d pZ = - 9 cos' 0 
quindi 

Dalle (19), (21)  si ha poi 

(F senh p f a cosh p)' --- cosh' p senhr v = coshe p 

e quindi 

1 cosh2 p senh" + -- 
sen" F" 
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196 B i a n c k i :  Sulla deformaxione delle quadriche 

Facciamo coincidere queste formole ( 2 2 ) ,  (22") colle (la*), (18) S 11 
ponendo 

'=,a 

Cib dimostra intanto la nostra asserzione superiore. Pei valori partico- 
lari (20)  delle costanti a ,  risulta poi: 

C s -  
1 cosh b - cosh a - coth a,  - - 
k senh a 

Se, invece di supporre d' - d = a, avessimo supposto J' + d' = a ,  I7equa- 
zione della curva sarebbe stata 

senh (a - p)  = cosh b senh p - senh b cosh p cosh v, 

che rientra ancora nella (19), posto questa volta 

senh a 
a=-- 

cosh b + cosh a 
senh b ' B =  seilli 6 

9 

onde risulta per questo cas0 dalle (23) 
sen11 a c = coth a,  cosh b = - cosh a $- - - 

k (24*) 

Conie gi& abbiamo osservato al principio del paragrafo si pub supporre 
sena'altro k, c positivi e fatto c = coth A, sarh h positive, avjemo ne1 caso 
delle (24) 

a = -  senh X 
A, cosh b = cosh i, - - 

k (25)  
e ne1 cas0 delle (24*) 

senh 1 a = ?., cosh b = - cosh 1 + - - 
Ic @5*) 

Abbiamo dunque stabilito il teorema seguente : S i  cortsideri ne210 spaxio 
iperbolico la quadrica d i  rotaxione luogo dei punti, che hanno costante = A 
la somma O la differenxa delle distanze du due piani f iss i ,  normuli all'asse 
d i  rotaxione. Se s i  je t te  colnunque la quadricu che sec0 tmsport i ,  fizvu~ia- 
Oilmente legati alla superficie, i segnzenti delle pe~pendicolari calate dai purzti 
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d i  p e s t a  sull'uno O szdl 'alt~~o dei due piani, teutzinafi al yimo stesso, i l  
luogo degli estremi d i  questi seglnenti sarà sewpre una superficie clze avrh 
costanter- 2 coth 1. la s o m ~ a  dei ~ a g y i  di  cui-vatum. 

Dobbiamo per altro osserrare che, a differenza di tutti gli altri casi 
precedentemente considerati, l e  due quadriche di rotazione non danno qui ln 
più.-generale superficie 8 del I l .  E infatti, perchè la (23) dia un valore 
reale per b, i? necessario che risulti 

senli 'A cosh A - -- 
k > 4 

cioè 

k > coth ; 
2 

invece perchè risulti dalla (23*) un valore reale per b bisogna che sia 

A 
7; < tgh - . 

2 

A 1 
Quando duiique 7c giaccia nell'intervnllo fra tgh - e cotli - è irnpossi- a 2 

bile identificare I'una. O 1'alti.a qiiadrica di rotazione colln nostra superfidie S. 

LA QUADRICA DI ROTAZIONE CORRISPONDENTE AD UKA SUPERFICIE S 
CON Y, + Y 2  = * 2. 

Da1 caso 1 c 1 > 1 del paragrafo precedente possiamo giungere dl' altro 
1 c 1 = 1 con passaggio al limite. Consideriamo infatti l a  conica luogo dei 
punti equidistanti da una retta d e da un circolo a centro ideale C, che siano 
normali ad una medesima retta e sia 1. la distanza fra C e la retta d', n 
cui C è geodeticamente parallelo. Questa non è altro che la conica del pa- 
ragrafo precedente, rappresentando A la differenea, O la somma, costante della 
curva da  cl, d'. Ora, mant,enendo fissa d ed il punto ove il 'circolo C sega 
l a  perpendicolare, si mandi all'infinito d', con che À crescerà all'infinito. L a  
conicrt diventerà al limite il luogo dei punti equidistanti dalla retta fissa d 

Annali di  ~Mnlematica, Serie I I I ,  toino TT. 2G 
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198 B i a f i c h i :  Sulla defwrnazione delle quadriche 

e da un oriciclo, limite del circolo C,. e la somma r ,  $- 1.- = coth h conver- 
gerà verso f 2. Si  osservi che in questo cas0 è inutile aggiungere la con- 
dizione che l'oriciclo e la retta abbiano una perpendicolare cnmune poichè 
questa esiste sempre, suppcisto naturalmeiite ohe la retta non sia perpendi- 
colare all'oriciclo. 

Possiamo dunque enunciare il teorema : 
Si consideri la quadrica luogo dei punti  equidistanti da un piano fisso 

e da wz'ovisfera, qzcadrica c7ze è d i  rotazione attorno alla perpendicolare co- 
nzune a l  piano ed allJor.isfeî.a. Se s i  flette cornunque la quadrica che seco 
tmspor t i ,  invariabilmente legati alla superjicie, i segrnetafi delle perpendico- 
lari  calate dai  punt i  d i  questa su1 piano O su l l 'o~is fera ,  i l  luogo degli estlqemi 

- - 

d i  guesti segmenti sa?.& sempre zina superficie che avrà costante = f 2 
la somma r ,  + r, dei raggi  d i  curvatura. 

Non sarh inutile stabilire il teorema precedente con considerazioni di- 
rette, anzichè con passaggio al  limite; avremo cosi anche occasione di con- 
statare come la quadrica attuale dia l a  forma più generale della superficie S 
di rotazione del $ 11 per c = 5 1, escluso soltanto il caso che si abbia al- 
tresi k =  + 1. 

Riprenderido a tale oggetto l e  notazioni del fj 12,  osserriamo che le rette 
parallele alla v = O sono quelle per le quali la terza coordinata 6, - 1 e 
quindi 6, = -t- E , ,  il doppio segno distinguendo il senao del parallelismo. L a  
loro equazione in coordinate p, v è quindi 

tgh P -- f coth v = cost. 
senh v 

Secondo una nota formola della teoria delle geodetiche (*), con una 
quadratura si calcolerà l'arco û di queste geodetiche contato da una loro 
traiettoria ortogonale fissa (oriciclo); si trova cosi: 

e - log (cosh ,o cosh v f senh p)  + cost. 

Per un punto M =  (P,  v) è diinque 0 l a  distanza da un oriciclo normale 
alla retta v = O, mentre p è la distanza della retta z b  = O ;  quindi per la 
conica da  noi considerata sarh e = p ,  cioè 

cosh p cosh v 5 senh p = a ep, . 
ovvero 

cosh a = (a  1) tgh p + a, 

(*) Vedi Lezioni cli geomet& tliflerenzialc, pag. 163. 
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indicando a una costante. Questa forma di equazione rientra nella (19) $ 12, 
avendo qui le costanti cc, B i valori 

Dalle (25) risulta quindi 

le quali dimostrano nuovamente il teorema superiore e fanno vedere di più 
che dato k ad arbitrio, purchè sia k=!= - 1, ne risulta un valore finito per a. 

CASO DI UNA SUPERFICIE SA CURVATURA COSTSNTE DELLO SPAZlO IPERBOI.IC0. 

Pe r  completare le nostre ricerche sulle superficie del10 spazio iperbo- 
h o ,  i cui raggi principali di curvatura sono legati da una relazione bilineare 
simmetrica, non ci resta ormai (secondo la classificazione in tipi del $ 1) clie 
da trattare il cas0 di una superficie 5' a curvatura relatira costante e negativa. 

Più in generale, corne già al 8 5 per la geometria ellittica, faremo la 
ricerca per una superficie 8 a curvatura totale costante K, avendo I< un 
valore arbitrario. Partendo per ci6 ancora dai risultati al 8 3 Mem.a 2.", 
prendiamo due funzioni o, r di u, che soddisfino le equazioni differenziali 

Se consideriamo una superficie S d'elernento lineare 

e vi associamo, al modo del $ 2, una congruenza C e la superficie 3 orto- 
gonale ai raggi di questa, serbando 5, r il solito significato geometrico, avremo 
che sopra le superficie S, Y si corrisponderanno i sistemi coniugati. Dimo-  
striamo ora che la S avrh costante la curvatura assoluta. L a  (26) si pub 
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scrivere sotto la forma 

seil a senli 2 r 
onde segue che cosh 2  r - ha un valore costante. Indicando 

G' 

2 questa costante, per opportunith di confronti, con 1 + - integrando avremo 
K 

u' 1 K(1 - cosh2r )  + 2  1 + K s e n o s e n h Z r = O .  (26") 

D'altra parte esprirniarno che la 3 ha la curvatura totale costante = I< 
inediante le proporzioni : 

- 

~ + ( K + ~ ) E : ~ + ( K + ~ ) F : ~ + ( K + I ) G = D : D : D '  
- - -  

ossia, averidosi D : D' : D" = D : D' : D" : 

ë + ( ~ + i ) Z : f + ( ~ + ~ ) F : g + ( x +  1)  G=D:D':D" .  
Il calcolo effettivo dimostra che queste proporzioni si tsaducono nell'unica 

equazione : 
(30" - u" tg 3 )  ( ( K $ -  2)  COS^ 2 r -  KI - 

- 2 (K+  2) a' sen osenh 2 r + 2 Ksene a = 0, 

la quale risulta da1 combinare le (26), (26*) ed è percib identicamente sod- 
disfatta. Resta osa soltanto che, iritegrando la (26*), determiiiiamo'i'r!lemento 
lineare della nostra superhie  S. Yer ci6 basta scrjrerla sotto la forma 

COS G d G - - -- 1 d ---- 
sen G d r  2 d.r 

/ K (1 - cosh 2 r )  + 2 1 

e iritegrando otteniamo 

1 
-=C 
seng G 1 K(l - cosh 2r)  + 2 1, 

indicando c una costante arbitraria. 
L'elemento lineare della S ha  dunque la solita forma 

essendo o la funzioiie di r assegnata dalla (21). 
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Meritano particolare lnenziope i casi particolari IC = O e TC = - 1. Per  
R= O l a  (27) dimostra che o è costante e tanto la superficie S quanto la S 
sono a curvatura totale nulla e di più siilla d le linee r = cost., v = cost. 
formano un doppio sistema di geodeticlie ortoganali. Si ha allora il caso di- 
scusso a l  § 4 Mem.a 2.a e per tperidiano della S, conformata a quadrica di  
rotazione, si pub prendere un circolo a centro ideale, l ' a ~ s e  di rotazione es- 
sendo la retta geodeticamente parallela al circolo. 

Pe r  K-  - 1 la (27) diventa 

denotando a una costante e per l'elemento lineare (27*) della S abbiamo 

Se distinguiamo i tre c,asi a2 > 1, aS = 1, aP < 1 e facciamo i l  rispet- 
tivo cangiamen'to di variabile 

a senh r = , ae - 1. senh u, per ag > 1 

senh r = eu , per ag = 1 

a senh t = \I 1 - u-osh rr,  per aZ < 1, 

otteniamo per S ordinatamente 

d s2 = d uP + senho u d 2;'. . 
Tanto la quanto la S hanno qui la curvatura dello spazio ambiente, 

cioè sono sviluppabili (applicabili su1 piano iperbolico). Nell'ultimo caso 
(a2 < 1) per meridiano della superficie tipica S di rotazione si pub prendere 
una retta normale all'asse. 

Se percosriamo ora le varie specie di quadriche di rotazione dello spazio 
iperbolico incontrnte successivamente nei $§ 7, 9, 10, 12, 13 vediamo figu- 
rarvi, salvo lino, tutti i possibili tipi di coniche meridiane, le curve basi di 
queste ellissi od iperbole geodetiche essendo circoli (Cf. prefazione). Il solo 
tipo mancante è quel10 in cui i circoli base sono ambedue oricicli. Ma d o r a  
se si considera la retta r normale cornune ai due oricicli, si vede subito che 
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202 H i a  iz c h i: Sulla de fomax io t l e  delle quadricAe 

le ellissi ed iperbole geodetiche si riducono in ta1 caso alle rette normali 
alla r ed ai circoli geodeticainente paralleli a questa retta. Queste linee ruo- 
tando attorno alla r generano le superficie di rotazione di curvatura K = - 1 
e K = O rispettivamente che sopra abbiamo considerato. 

IL PROBLEMA D'IHVERSIONE E LE CONSEGUENTI TRASFORMhZIONI 

DELLE SUPERFICIE 

Ad ogni superficie S del10 spazio a curvatura costante, applicabile sulle 
varie superficie di rotazione, la cui forma ahbiamo determinato nei paragrafi 
precedenti trovansi ogni volta associate due congriienze normali, iiivariabil- 
mente legate alle flessioni della S, e riflessa l'una dell'altra sulla superficie S, 

- - 
e due superficie S, S' ortogonali r i~~et t ivamente ai raggi incidenti ed ai  ri- 
flessi e siinmetriche rispetto alla superficie riflettente S (*). Queste due su- 

- - 
perficie 5, S' appartengono alla medesima classe a), cioè hanno i raggi prin- 
cipali di curvatura legati da una stessa relazione bilineare e simmetrica a 
coefficienti costanti. 

Come già nello spazio euclideo (Mem." 1." § 11) nasce ora il problema - 
di invertire questi risultati e cioh, supposta da ta  una superficie S della 
classe m), di ricercare se è possibjle di riportare sulle sue normali un tale 
segmento, variabile da punto a punto, in guisa che il luogo degli estremi 
sia una delle superficie S applicabili sulle nostre superficie di rotazione e la 
congruenza delle normali di coincida precisamente con una delle due as- 
sociate alla S. La risposta, come si vedrà, è sempre affermativa, ed anzi di- 

mostreremo di più che, data la % esiste una iripla in$nità di  superficie S 
applicabili sopra una delle dette superficie di rotazione, che stanno precisa- 

mente colla S nella relazione richiesta. 

- - 
(*) Possono anche considerarsi S, S' come le due falde di un inviluppo di sfere, i cui 

ceniri sono distribuiti sulla S. 
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Fissata allora una di queste w3 superficie S, se di ogiii punto % di 
prendiamo il simmetrico %?' rispetto al piano tangente alla S ne1 punto cor- 
rispondente M, il luogo di %' sarà, pei teoremi dimostrati nella prima parte 
della presente Mernoria, una seconda superficie 3, i cui raggi principali di 
curvatura risulteranno legati dalla medesinia relazione bilineare che vincola 
quelli di Cosi per tutte le superficie F d e l l a  classe a), iinrnerse negli spazî 
di curvatura costante, veniamo a costruire una specie di trasformazioni geo- 
metriche, che permettono di ottenere quante si vogliono nuove superficie di 
qucsta classe. 

Considerazioni analoghe a quelle svolte nella Mem.a l.", per le superficie 
,z curvatura costante del10 spazio euclideo, dimostrerebbero ulteriormente che 
nllorquando di una superficie 8 della classe a), rie110 spazio ellittico od iper- 
holico, si possono determirme tutte le d s u p e r f i c i e  3 trasformate, la ripe- 
tuta applicazione del processo medesimo alle superficie derivate 3 non ri- 
chiede più alcun calcolo d'integrazione. 

Per abbreviare le ricerche seguenti, in luogo di esporre i calcoli che 
conducono direttamente alle equazioni di trasformazione, daremo subito queste 
equazioni sotto la forma generale che abbraccia tutti i casi possibili, in coor- 
dinate curvilinee generali e sopra di esse procederemo alle opportune verifiche. 

LE EQUhZlONI GENERALI DI TRASFORMAZIONE. 

Nello spazio di curvatura costante Iio si consideri una superficie %della 
classe a), riferita ad un sistema qualunqiie di coordinate curvilinee u ,  v e 
sirtno, nelle solite notaziuni : 

Edzb2+-2 F d u d v  + G d v ?  

D d u 2 + 2  D ' d z t d v +  D"dvO 

le due forme qiiadratiche fondamentali di S. Indicando con @, TV due fun- 
zioni incognite di zc, v, e con cc, & y tre costaiiti, si consideri il següente 
sistema di equazioni simultanee alle derivate parziali per 4, W, dove i sim- 

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



204 Bia f a  c IL i : Sulla d e f o ~ m a x i o n e  delle puadriche 

boli di CHRISTOFFEL ' 1 si intendono costruiti rispetto ai eoefficienti E, F, G 
I k i  . 

della prima forma quadratica : 

Si osservi intanto il carattere invnrial.ztiz;o di questo sistema : cangiando 
comunque le linee coordinate, esso si muta ne1 sistema analogo costruito Der 
le nuove linee coorrlinate. 

Se si scrivono le condizioni di integrabilità del sistema (A), (B), tenendo 
conto delle equazioni di GAUSS e di Conszzr (*) e insieme delle quattro espres- 
sioni della curvatura assolzcta I< della espresse pei simboli di CHRI- 
STOFPEL (**), si trova che queste condizioni sono identicamente so'ddisfatte 
quando fra la curvatura assoluta 

e la media 

sussiste la relazione lineare a coefficienti costanti 

( 7 + l ) R - p I ~ + u - " / ~ o = 0 .  (1) 

Dunque se la appartiene alla classe a), soddisfacenclo i suoi raggi 
principali di curvatura alla relazione bilineare (11, il sistema di equazioni si- 
multanee (A) ,  (B) risulterà i l l imi tatamente  i t z teg~abi ie  : dati cioè ad Brbitrio 

(**) Leaio12i di geonzetricc differenzinle, pag. 51, formole (II). 
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di rotuxz'one rzegti spaxi di czo.vutura c o s t m t e .  20 5 

i valori iniziali di 

per una coppia iniziale (u,, v, )  di valori delle variabili u, v, ne risulterh in- 
dividuata una coppia iQ, W) di soluzioni del sistema. 

Si noti che fissata la  S e quindi la relazione bilineare che lega Y,, r , ,  
dei tre coefficienti a, B, y due risulteranno individuati in funzione (lineare 
intera) del terzo che resterà arbitrario. 

Importa ora osservare che l'espressione 

costruita per una coppia qualsiasi (@, W) di soluzioni del sistema (A), (B) 
(A, significando al solito il parametro differenziale primo di (D) ha sempre 

a n  an 
un valore costante. Se si coetruiscono infatti le due derivate - - , avendo a t l  a v  
riguardo alle equazioni differenziali (A), (B), si trova identicamente 

si lia dunque in ogni caso : 

Per  Io scopo nostro converrà limitarci a considerare quelle coppie di 
soluzioni per le quali la costante del secondo membro è nulla, clie soddisfnno 
cioi: alla equazione : 

A , @ = a W +  2 / 3 @ W  + yW'. (CI 

Basterd evidentemente pei. cib che i valori inizinii di 

siano scdti in guisa d a  soddisfare la (C). 

(*) Più in generale s e  (a, W), (O,, W,) sono due coppie di soluzioni, distinte O coin- 
cidenti, del sistema (A), (B), e v (@, @,) significa il parnmetro differenziale misto di @, cf>, , 
s i  ha : 

v ('P, a),) - cr cf> ml - p ((P W, + 1 ~ 7 j  - y TV T V ~  =  COS^. 

Annali di Alalematica, Serie  I I I ,  tom0 V. 27 
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206 B i a  n c li i : Sulla clefornzaxioî~e delle quadriche 

Osserviamo infine che, fissate le costanti a, 0 ,  y,  avremo una tripla in- 
finità di coppie di soluzioni (@, W )  del sistema (A), (B), (C); e poichè questo 

Q 
sistema è omogeneo, ne1 rapport0 - rimarranno due c.ostanti arbitrarie. 

W 

Fissnta una coppia (CD, W )  di soluzioni delle equazioni fondamentali (A), 
(B), (C), procediamo alla costruzione della slxperficie riflettente S, indicata ne1 
paragrafo precedente. 

Se si tratta dapprirna del10 spazio euclideo (K,  = 0) (*), porteremo sulla 
normale in ogni punto iC? alla F u n  segmento MM = r,  essendo 

il quozicnte delle due soluzioni scelte. 
Il lzcogo deg l i  e s t r e ~ n i  III de i  segmenti  s a r h  la supetyîcie ri f iet tente S 

cercata. 
Quando Io spazio sia ellittico od iperbolico faremo al solito, per. sein- 

plicità, rispettivamente 
K O = + 1  O K,=-1 

cd il risiiltato sarà perfettamente analogo, salvo che per definire il segmento r ,  
in luogo della formola (a), avremo le altre : 

<I> 
t g r = - 9  per K O = + l  w 

cf, 
t g h ~ = ~ ,  e r  K,=-1. 

r procedere alle verifiche, cominciamo da1 riferire 1 a superficie S, im- 
mersa in uno qualunque dei tre spazî a curvatura costante, alle sue linee di 

(*) Questo caso Q già stnto ampiamente discusso nella Mem." l.a p e r  le superficie a 
curvatura costante e nella mia Nota inserita nei Rendiconti dei Lincei (Settembre 1899) 
per  le superficie d'area minima. 
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curvatura u, v ,  talchè avsemo: 

F = 0, D' = O 

ed, indicando con r , ,  r, i raggi principali (riclotti) di curvatura: 

Le equazioni di trasformazione (A) possono scriversj, con queste speciali 
coordinate, sotto la forma : 

mentre le (B), (C) divenhno semplicemente 

E d  ora., per eseguire i calcoli necessarii al nostro scopo, converrà se- 
parare la trattazione dei tre casi K, = O, Ko - + l ,  Ii, = - l. Lascieremo 
da parte il primo, già trattato completnmente nei lavori precedenti (*), e ci 
volgeremo al cas0 ellittico Ko = + 1 ; basterà poi la semplice indicazione dei 
risultati pel caso iperbolico Ko = - 1, ove i calcoli sono del tutto analoghi. 

(*) Il lettore verificlierà che ne1 caso euclideo il metodo stesso dci paragrafi scguenti 
conduce ancor più semplicemeiite al risultato finale. 
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208 B i a  n c lz i: Sul la  defo~wtaxione delle qttadricl~e 

Supposto dunque di trovarci ne1 caso ellittico, riteniamo per la nostra 
superficie S l e  notazioni stesse già usate al 5 1 Mem.a 2." ed avremo le se- 
guenti formole fondamentali : 

\ a; - -  a ;  - - 
& = J E ? ,  G = \ i G c  . i  

delle quali ci serviremo ora per calcolare l'elernento lineare della superficie S 
luogo del punto M ,  estremo del segment0 %? M = r staccato sulla normale 
di Constateremo cos1 in primo luogo che la S risultera applicabile sopia 
una superficie di rotazione, perfettamente fissata sdai valori delle costanti 

P, Y. 
Indichino x,, x, ,  x,, x, lc coordinate d i  M; avremv 

- - 
x = x cos r + 5 sen r, 

da cui, derivando, si ottiene per le (28) : 

.Se per brevità facciamo le posizioni : 

A = \/E (cos r + 

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



ed indichiamo con e ,  f ,  y i coefficienti del quadrato dell'elemento lineare 
di S: 

d ~ ~ = d r % + d x : + d ~ ; - + d ~ ; = e d t ~ ~ + 2 f d u d ~  f g d v 2 ,  

troveremo subito dalle (29): 

Ma dalla formola (6) 5 17 

derivando, coll'osservare le (BI), deduciamo 

da cui quadrando e sommaiido risulta per la (C') : 

Pes cib le (32), (33), ove si ponga pes abbreviare 

R = a sen2 r + 2 f i  sen r cos r f y cosS r ,  (36) 
diventano : 

e g  - f 2  .-= 8' R2 . ((2 -t 1)  (32*) 

Di qui, calcolando sulla superficie S i l  pararnetro differenziale primo della 
funzione t : 
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2 1 O B i a n c h i :  Szdla deforntaxione delle qzrad~iclze 

deduciamo la formola 

Questa, esseiido una funzione della sola t (data dalla (36)) ci dimo- 
stra  intanto clie : le &tee r = cost. szdla superjîcie S sot10 geodett'ca~fierzfe 
para llele. 

1 Andiamo ora a calcolare la 'curvatura geodetica - di queste medesime 
F. 

linee, applicando la formola del BONNET : 

che assegna alla curvatiirn geodetica il dovuto segno (*). P e r  le forrnole prc- 
cedenti (31), ( 3 2 9 ,  (33*), otterremo: 

1 Perveniamo ad una formola semplice per -, osservaiido che sussiste l a  
PT 

segueiite identità : 

(y Vedi Lezioni, ecc., pag. 144-145. - 
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d i  rotaxione negli spaxî d i  curvatura costante. 211 

E infatti questa, per la (34\, equivale all'altra : 

la c i  verifica si fa senza difficoltà quando si tenga conto delle equazioni di 
trslsform~zione (A'), (R'), (Cf )  e delle formole di CODAZZI: 

Cib posto, scritta la (38) sotto la 

PT A 

basta aver rjguardo 
formola richiesta 

alla identità (39) e alla formola (35) per dedurne la 

Poichè Q è funzione solo di r segue di qui che le linee r = cost. sulla 
superficie S sono a curvatura geodetica costaiite ed, essendo inoltre pel pa- 
mgrafo precedente geodeticamente parallele, la S è applicahile sopra una 
superficie di rotazione. Determiniamo in fine completamente la forn-ia. dell'e- 
lemento lineare di 8 riferita alle trasformate T = cost. dei paralleli ed alle 
geodetiche ortogonali (trasforrnate dei meridiani) che indicheremo con v ,  = cost., 
oaservando che l'elemento d'arc0 d a  di queste geodetiche è : 

e per l'elemento lineare d s della S avremo quindi 

indicando q, (r) una funzione della sola r che resta da determinare. Pe r  ci6 
1 osserviamo che ln ciirvatura geodetica - calcolata dalla (41), è data da 
P T  
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2 12 B i a  ra c h  i :  Sulla de formaxione delle puadriche 

ed il confronto colla (40) dà quindi 

possia,mo dunque porre senz'altro 
- 

y ( r )  = ,, 12. 
Ne concludiamo : 
L'elemento 1ineaî.e di ha lu forina 

esso appartietze ad una superficie di rotaxione, che dipende unicumente da i  
valon' deZle costanti a, B, y .  

Ne1 cas0 iperbolico, con calcoli perfettamente analoghi, si trova per l'e- 
lemento lineare della S ancora la forma (42), dove perb 0 h a  attualmente il 
significato 

12 = a senh2 r $- 2,8 senh r  cosh t + y cosh2 r. (4 3 *) 

Per  completaie le nostre verifiche ci sono ancora necessarie alcune os- 
servazioni. I n  'pimo luogo questa che i segmenti S M =  r ,  essendo normali 
in @ alla saranno normali alle linee r = cost. sulla superficie S. 

Ed  ora calcoliamo l'angolo CJ d'inclinazione dei segmenti stessi sulla su- 
perficie S, cioè sulle ljnee v ,  = cost. Yercib osserviaino che, indicando con 

t " ,  61, < P ,  L 
i coseni di direzione della normale i n  M alla S, dalle (29), (35) si ha 
subjto : 

e poichè i coseni di  direzione del raggio M @ ne1 punto M (cioè le coordi- 
nate del piano normale in M al ra.ggio) sono . . 

- 

X i  sen .r - 5; cos r (i = O, 1, 2, 3), 
avremo 
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d i  rotazione rzegli $pazB d i  curvatura costa~zte. 2 13 

da cui la formola finale : 

1 -- - Q + 1 = CC senz r + 2 0 sen r cos t + y cos2 r + 1, 
sen2 ci (45) 

che, ne1 caso iperbolico, si muta nell'altra 

1 
- - ~ ~ + 1 = a s e n h 2 ~ + 2 / 3 s e n h ~ c o a h ~ + y c o s h 2 r + l .  (45") sene G 

In firie l a  formola (42) per l'elemento lineare di S si scrive ora 

d t2 
e 

ds" - 
COSZ ci 

+ cote . d v: (*). (46) 

Se  riflettirimo al significato ge~metr ico  di O, r,  vediamo che, per com- 
piwe le nostre verifiche, altro non resta che suddistinguere le superficie S n e i  
varii tipi, secondo la discussiona del 3 1, e constatare che I'elemento li- 
neare (46)  di S combina ogni volta con quel10 che abbiamo determinato nei 
successivi paragrafi da 2 a 14. 

Caso ellittico. 

Cominciando dallo spazio ellittico, considerianio dapprima il caso 
a) Superficie a cztrvatura media costante If. 

La (1) 5 16, essendo qui K= +- 1, diventa 

( y + l ) K - B H + a - y = O  (I*) 

e perchè si riduca ad H = cost. dovrà essere 

(*) Ne1 cas0 euclideo (K, = O) vale ancora questa medesima formnla; ma la (15) di- 
venta 

1 
- = u . , e + 2 p r  + y + l .  
sen2 c 

Annali di iMalematica, Serie III, tom0 V. 38 
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214 Biauzc h i: Sulla deformaxione delle quadriclle 

Per  cib la  (45) diventa 

cioè 

rimanendo B arbitraria. Questa, se si pone 

si identifica colla (4) $ 2, onde si conclude che l'elemento lineare dell'attuale 
superficie S coincide appunto con quel10 della superficie di rotazione al fj 2, 
cioè dell'ellissoide od iperholoide di GUICHARD. 

b) Spperficie a cu~vatura assoluta costante K. 
Nella precedente formola (1*) dovremo fare 

@=O, z = y - ( y + l ) K  

e rimarrà y arbitraria. L a  (45) diventa 

e, posto 

si identifica colla (10") $ 5, onde si traggono le medesime conclusioni corne 
ne1 caso superiore. 

Venendo ora al caso K, = - 1, dobbiamo osservare che la (1) § 16 di- 
venta qui 

(y+1)7C-BH+cl .+y=0 .  (11) 

Eseguendo le verifiche nell'ordine stesso tenuto nella prima parte per 
calcolare l'elemento lineare della superficie S, distingueremo i casi seguenti: 

c) Superficie S a  curvatura rnedia costante H. 
Nella (II) dobbiamo fare 
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d i  rotazione neg2i spaxt d i  czirvatura costun te. 2 15 

e rimarrà B arbitraria. La (45") diventa 

1 H - = /3 1 senh 2 r + - (cosh 2 r - 1) sen2 G 2 

che si identifica colla (12") 3 6, ove si faccia 

~ = I c ,  H = - 2 ~ .  

d) Superjcie con r ,  + r,  = a. (a cost.). 
Sostituendo nella (II) alla curvatura assoluta K il suo valore espresso 

per la relativa 

questa diventa 
(a - 1) ri r ,  - B (ri + r,) + y $- 1 = 0. 

Ne1 caso attuale sarà adunque 

the coincide colla (18) 3 11 appena si faccia 

e )  Superficie a curvatura assoluta K costante. 
Dobbiamo fare nella (II) 

p - O  .=- 7-b-t-lm 

e dalla (45") deduciamo 

che coincide colla (27) § 14, posto 
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216 B i a  n c h i : Szdla deformaxione delle pladriche 

Compiute cosi tutte le nostre verificlie, vogliamo da ultimo stabilire le 

formole effettive, rnediante le quali si calcolano le coordinate 2 di un yunto .@ 
della superficie S' trasforniata, nota la coppia speciale (9, W) di soluzioni 
delle equazioni di trasformazione (A), (B), (C). Basterà per cib procedere 
corne nelle particolari ricerche della Mem." 2." (8 1'7). 

- - - 
Essendo M, M, M' tre punti corrispontienti sopra S, S ,  S', il seg- - - 

mento MM' è normale ne1 suo punto medio p al piano (5) tangente in M 
-- 

alla S. P e r  cib, indicando con w la metà del segment~  MM' e con X,, XI, 
X2, X3 le coordinate del detto puiito medio p, avremo : 

da cui 
- - 
X I  = x  2 6 sen W. 

Ora si ha, dando a zu un conveniente segno 

e poichè il piano ( 5 )  passa per p, sarà. 

C [ X = O ,  
cioè 

Determinando lu dalla (48), dovremo dunque scegliere nelle nostre for 
mole i segni superiori ed avremo per cib : 
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d i  rotaxione fzegli spaxz' d i  curvulura costante. 2 17 

b 

Sostituendo gli effettivi valori delle 5, dati dalle (44), avremo : 

per @, W secondo la formola 

e le (30) €j 18, otterremo le formole firiali richieste : 

Del tutto analoganiente procedendo ne1 caso iperbolico, si avraniio le 
altre formole : 

Su queste formole finali sarebbe facile, con successive derirazioni, ueri- 
ficare che sulle superficie trasformate S' le linee zc,  v sono aiicora le linee 
di curvatiira e, calcolando i raggi principali di curvatura della S', si con- 
fermerebbe che essi sono legati dalla medesirna relazione bilineare a), che 
vincolava quelli della primitiva 

Facciamo ancora l'osservazione seguente relativa al caso iperbolico. La 
funzione ausiliaria r,  definita dalla formola 
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213 B i a n c  hi:  Sulla deformaxione delle quadriche 

è sparita dalle formole finali (50). Ora quando sia (1)2 > W2, il valore corri- 
spondefite di r tratto dalla (c) è (puramente) immaginario ed immaginaria è 

quindi la superficie riflettente S. Perb la superficie S' traçformata della 8 
data dalle formole (50), resta sempre reale. Esiste anche in questo caso una 

- - - - 
sfera che tocca S, S' in due punti corrispondenti Ml M', ma il centro di 
essa sfera B ideale. 

superficie della classe a )  del10 
trasformazione di WEINGBRTER 

Corne ho accennato nella Prefazione, alle 
spazio ellittico od iperbolico si pub applicare la . 

per ottenerne (con quadrature) una classe di superficie applicabili dell'ordi- 
nario spazio euclideo. Lirnitandomi per brevità al caso ellittico, ed applicando 
il metodo di %'EINGARTEN ne1 modo sviluppato in a h  mia Memoria (*), di- 
mostrerb che per superficie tipica di questa classe pub prendersi il pi& ge- 
nerale paraboloide 

a parametri i a ,  i c puramente immaginari. E qui canviene ricordare corne 
già il DARBOUX nelle sue ricerche sui teoremi di GUICHARD (**) sia stato con- 
dotto a collegare una classe di superficie isoterme alle superficie applicabili 
sulle quadriche generali e conseguentemente a stabilire una teoria delle tra- 
sformazioni di queste ultime superficie. Ma, mentre nel caso generale nulla 
si sa ancora sulla effettiva integrazione del sistema lineare necessaria per ap- 
plicare la trasformazione, la teoria delle superficie applicabili su1 più generale 
paraboloide imrnaginario resta invece portata, colle considerazioni della. pre- 
sente Memoria, al medesimo punto di sviluppo di quella della superficie a 

(*) Alcune 1-icerclze di geornelria non-euclidea. Questi Annali, Serie III, tom. I I  (1595). 
(**) Comptes Rendus de l'Académie, 23 e t  29 mai 1899 O Annales de l'École Norwiale, 

tom. 16"" 1899 (Novenibre-Décembre). 
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d i  rotazione negl i  spa,zi? d i  curuatura costante. 219 

curvatura costante, sicchè siamo in grado, con sole quadrature, di trovare in- 
finite di queste siiperficie applicabili dipendenti da un numero, grande quanto 
si vuole, di costanti arbitrarie. 

P e r  dimostrare le asserite proprietà, ricorriamo alle formole del $ 3 della 
citata Memoria (Annali, Ton]. II, 1898) e poniamo 

con che la equazione ivi segnata (13) si cangia appiinto nella fondamentale 

a r,  r? + b (Y, + rJ  + c = 0. (4 
L e  quadrature indicate nelle formole (14) ibid. ci faranno conoscere una 

superficie dell'oïdinario spazio euclideo coll'elemento lineare 

d s 2 = d y i + d  y 9 + d y ; = ( a d a +  b d , 5 ) ' + ( b d a $ ~ d $ ) ~ -  

- [ a a d a + b ( c r d p + B d a ) + ~ p d f i ] ~ .  

Se, i n d i c d o  con x, y, z coordinate cartesiane ortogonali, poninmo : 

avremo dunque una quadrica (immaginarja) coll'indicato elemento lineare. 
Senza nuocere alla generalità, possiamo sostituire alla superficie della classe a) 

una parallela a cuïvatura costante. Avremo allora b = O, e l'equazione della 
quadrica diventa 

.2 y2 
- + - = 2 i x ,  
a c 

che B appunto il più generale paraboloide a parametri puramente iinmagiriari. 

Pedona (Camajore), Luglio 1900. 
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Sopra alcuni criteri di instabilità (*je 

INTRODUZIONE. 

L e  prime ricerche sistematiche sulla stabilitè si devono a LAGRANGE, il 
quale nella Mécanique nmlytique espose il metodo delle piccolc oscillnzio~ni. 

Spetta a DIRICHLET il merito di aver introdotto in questo genere di con- 
siderazioni il rigore mntematico, mostrando corne le condizioni, richieste per 
la stabilità dall'accennato procedimento, sono effettivamente sufficienti, allorchè 
si tratta di equilibrio sotte< l'azione di forze conservative. Se tnli condizioni 
sieno anche necessarie, e piii generalmente fin dove arrivi nelle questioni di 
stabilith la portata del metodo, rimase a lungo inesplorato. Ma, quando le 
applicazioni andarono moltiplicandosi, la critica del principio si impose. 

L'occasione fu offerta al sig. PO IN CAR^ dai suoi classici studi sulle curve 
definite da equazioni differenziali. Ne1 discutere i caratteri qualitativi delle 
curve integrali, egli ebbe in particolare ad occuparsi della loro stabilità. Con 
cib si trovarono confermati, per i sistemi di secondo e terzo ordine, i criteri 
di instabilità offerti da1 metodo delle piccole oscillazioni. 

Poco dopo se ne ebbe conferma, anche per il aaso generale, grazie ai 
lavori del sig. LIAPOUNOFP (**). 

(") 1 risultati del presente lavoro si trovano riassunti in t re  Note, presentate a11'Ac- 
cademia di Francia (cfr. Comptes Rendzls 9, 16 e 23 Luglio 1900). 

(**) Cfr. in particolare Journal de Malizém~rtiques, 1897. 
Il  sig. LIAPOUNOFF dedicb a l  problema generale della stabilità del movimento varie 

rnemorie, nonché un intero volume, scritto disgaziatsmente in lingua russa. Pe r  quanto 
rni fu dato rilevare dalle brevi relazioni dellyJuh?duch Über die Fortschritle do. M a t l e  
mal& l'A. distingue la stabilitj passata dalla futura e ottiene in quest'ordine di idee ri- 
sultati di grande interesse. Rimangono fuor della cerchia dei casi discussi quelli, che io 
ho qui incominciato a studiare, e che, rispetto alle piccole oscillazioni, snrebbero a dirsi 
stabili, si ne1 passato che ne1 futuro. 

Amnli di dlate~nntica, Serie III, tomo V. 30 
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222 .Lev i  - C i v i  t a : Sopru nlcutti criteri 

Le stesse ricerche di POINCARÉ mostrarono invece la insufficienza dell'or- 
dinario criterio di stabilità. Ne risultb chiaramente, già ne1 cas0 pih sem- 
plice dei sistemi 

che fion contengono t esplicitamente, corne, mentre la itzstabilità è carattere 
jnwanzente qualitdivo (che condizioni di diseguaglianza bastano ad assiciirare), 
la stabilità è insielne carattere quantitativo, che ricliiede cioè condizioni vin- 
colanti la natura delle funzioni X, Y. L'instabilità - dice POINCARÉ - è la 
regola, la stabilith soltanto eccezione. 

au Tuttavia, se si suppone X =  - a y ,  Y=- au 
z. la condizione quantitativa 

è di per sè soddisfatta e i due caratteri di stabilità e di instn1)ilità sono en- 
trambi contraddistinti da condizioni qualitative. Lo  stesso avviene (teoremi di 
DIRICHLET e di LIBPOUNOFF) per l'equilibrio dei sisteini materiali, soggetti a forze 
conservative. 

Sarà ancora cosi quando dall'equilibrio si passa al movimento? 
Quella certa fiducia nella regolarità dei fenomeni naturali, che è nello 

spirit0 della meccanica analitica, ci rende inclini a pensarlo. 
E vi  siamo confortati dagli esernpi tutti, integïati finora (in particolare 

i rnoti pernianenti), nei quali le cose stanno corno, ne1 caso dell'equilibrio. 
Suggestiva è del pari una proprietà dei sisten~i canonici, secondo cui 

essi godono necessariamente di una certa forma di stabilità, la stabilità alla 
POISSON (*). 

All'incontro ragioni di analogia inateinatica (in base specialmente alle 
oircostanze, segnalate da110 stesso sig. POINCAR$ per i sistemi (S), allorchè i 
secondi membri dipendono da t) fanno piuttosto rjtenere il contrario. 

Cornunque, la questione riman dubbia a priori; potrebbe anxi apparire 
probabile che, nei problemi di meccanica celeste, la stabilità assumesse un ca- 
rattere meno eccezionele di quel che le compete in astratto. 

L'eseinpio concreto, che sarà qui esposto, toglie, a mio credere, ogni 
speranza in proposito. 

Ma, prima di venire a questo esempio, discorriamo brevemente delle 
considerazioni, che vi conducono e del metodo generale, clle io propongo per 
trattare le questioni di stabilità. 

(++) PomcanÉ, Mécanique céleste. Tom. I I I ,  Cap. XXVI. 

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



di instabilità. 

Sirt un sistema differenziale 

dove le Xi sono funaioni periodiche di t ;  Z una sua soluzione periodica. 
Si dimostra (Cap. III, $ 1) che la 2 è sempre stabile od instabile as- 

sieme ad una certa trasformazione puntuale l? : 

hiunivoca e regolare nell'intorno dell'orjgine 0, e per cui O è un punto unito. 
(Stabile è a dirsi una trasformazione puntuale I', quando, partendo da un . . puoto qualunque P (x,, x,, .. ., xm), abbastanza vicino ad O, le iterazioni - 
positive O negative - di r non fanno mai uscire da un intorno prefissato 
di 0, coniunque piccolo.) 

Tutto si trova in ta1 modo ricondotio al10 studio delle trasformazioni 
puntuali r. H o  considerato dapprima il caso generale, in cui non tutti i rnol- 
tiplicatori (*) della r sono in valore as;oluto eguali ad uno. Si riconosce fa- 
cilmente che c'è instabilità. Questo risultato corrisponde a1 teorema di LIA- 
POUNOPF per i sistemi differenziali e fornisce una nuova dirriostrazione del 
detto teorema. 

I l  caso, in cui tutti i moItipljcatori hanno modulo eguale ad uno, cor- 
risponde alla stabilità nella prima approssimazione, ed è quello appuiito, in 
cui doveva cimentassi l'efficacia del metodo. 

Trattandosi di un primo tentativo, nii son limitato al cnso di ? I L =  2. 
L e  trasforrneaioni da discutere si riducmo all'uno O all'altro dei due tilii 

seguenti : 

i termini omessi essendo di dimensione superiore alla prima, rapport0 ad r ,  9. 
H o  assegnato un criterio generale di instabilità per il tipo (B); per 

il (C), che è il più importante, solo introducendo la restrizione che l'angolo 2 

sia commensurabile con 2 r. 

(*) Chiamo brevemente moltiplicatori l e  radici della, equazione caratteristic.r spett-ti t e  
alla sostituzione lineare, che si ottiene da r, limitando le fi nlle loro parti di prim'ordinc. 
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Comunque, tali criteri di instabilità non sono privi di conseguenze, nei 
riguardi dei sistemi differenziali. 

Essi permettono di constatare la instabilità di certe categorie di solu- 
zioni periodiche, che alla prima approssimazione appariscono stabili. 

Questo trova a sua voltci applicazione ne1 problema ristretto dei tre 
corpi. Ho potuto cos1 dimostrare che le soluzioni periodiche, prossime a mo- 
vimenti circolari uniformi, sono instabili. A vero dire la dimostrazione non ' 

abbraccia tutte assolutamente le soluziorii periodiche in discorso: Quel che 
risulta da essa in modo indubbio si é che ne1 piano dei tre corpi esistono 
infinite zone di instabilità. 

È pur significante che venga fatto di accertare la instabilità proprio in 
un caso, per il quale tutto sembrerebbe giustificare, da1 punto di vista astro- 
nomico, la presunzione opposta. 

Bisogna concluderne che la  stabilità naturale va intesa in un senso meno 
restrittivo (*). Tale è precisamente il concetto, che informa le più recenti 
indagini del sig. POINCARI$ (**). 

Da1 punto di vista matematico, la questione della stabilità non é con cib 
chiusa e nemrneno sprovvista ormai di interesse. 

Sembrami infatti sotto ogni rapport0 desiderabile che sia messo in evi- 
denza il carattere generalmente instabile delle r, anche quando tutti i mol- 
tiplicatori sono in modulo eguali all'unità. Corninciando da1 cas0 più sem- 
plice, si tratterà d i  discutere le trasformazioni (C), per 9 qualunque. Si in- 
contreranno probabilmente delle difficoltà; ma 10 studio non pare addirittura 
inaccessibile, ond'è mio proposito di provarniici quanto prima. 

(") E cib senza uscire dall'auibito della rneccanica pura. Se  poi si considera il mo- 
viulento dei corpi celesti nei suoi rapport i  cogli a l t r i  fenomeni fisici, non basta  modificare 
il concetto di stabilità, ma si rende addirittura inattendibile l'ipotesi di uns  qualsiasi forma 
di stabiliti. 

A questa conclusione arrivano, per  vie diverse, Lord KELVIN e POINCARÉ. Cfr. 
W. THOMSON, On the Mmwell-Boltzmann Doctrine regarding Dist&dion of Elzergy. 
(Proceedings of the  Royal  Society of London, vol. L, 1591, pag. 85.) 

POIN~ARE,  Sur la stabilité du système solaire. (Annuaire du Bureau  des Longi- 
tudes, 1898.) 

(*") Mécanique céleste, loc. cit. 
A questo proposito è fondamentale una osservazione del sig. BOHLIN. Cfr. Ue6er die 

Bedeutung des Princips der leaentliyen l f in f t  ffii'r die Fraye von der SlaOilitn't dynamischsr 
Sgsteine. (Acta R!iatheinatica, tom. X, 1887.) 
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Ben altrimenti difficile è la questione, che si presenta come fine ultimo 
di questo campo di ricerche, la  questione cioè di assegnare le condizioni re- 
strittive, che caratterizzano'la assoluta stabilità. Non è perb il cas0 di preoccu- 
parsene troppo, dacchè, come abbiarn visto, cib non ha essenziale importanza 
per la meccanica celeste. 

CAPITOLO 1. 

Nozionie di stabilità pe r  le trasformazioni puiltudi. 

l'rendiamo a considerare una generica trasformazione r e d e  

in m variabili, dove le fi sono a ritenersi funzioni analitiche (9, regolari nel- 
l'intorno del punto xi= O, O, come diremo brevemente dall'origine 0. Sup- 
porremo che le fi si annullino in 0 e di pih che ii loro determinante fun- 
zionale si mantenga in un certo intorno di O diverso da  zero. 

L a  trasformazione (1) è allora biunivoca e continua, almeno in un certo 
campo C, comprendente l'origine, al quale intenderemo costantemente di ri- 
ferirci. 

Interpretando le xi e le xj:" come coordinate di due punti P e P, di 
uno stesso spazio rappresentativo, le (1) definiscono una corrispondenza r 
(biunivoca e regolare in C), per cui si passa d a  P a P, . 

Scriveremo brevemente 
P, = r P. (2) 

L a  trasformazione inversa r-' rirnane definita dalle formule 

5:') = fi (xi, x,, . . ., 5,) (i = 1 , 2 , .  . ., m), (1') 

(*) Ne1 presente lavoro ho supposto dappertutto di aver  a fa re  con funzioni analitiche ; 
bzsterebbero per  altro - 10 si riconoscera ovviamente - condizioni assai meno restritt ive. 
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che si traggono risolvendo le (1) rapport0 alle xi (e sostitiiendo xi-') ad  %il 

xi  ad 2:)). L e  (1') si compendiano in 

P-, designando il punto di coordinate xi-". 
Come da P si passa n P, , cosi, se PI è contenuto in C, applicando 

nuovamente la trasformazione r ,  potremo passare a un nuovo punto P,; se 
questo è in C, a P,, e cos1 di seguito. Convenendo di usare indifferente- 
mente P O Po,  xi ad xi0', e ponendo in generale 

avremo, per definire le coordinate xp' di P,, il sistema ricorrente 

In modo analogo le potenze negative della corrispondenza r conducono 
successivamente ai punti Y-, , P-, , . . . , le cui coordinate si hanno prendendo 
le iterazioni della (1') 

La. r e le sue potenze, positive e negative, ammettono l'.origine O corne 
punto unito. Se dunque P cade in O, anche ogni P, coincide con 0. L a  
continuità di queste trasformazioni ci assicura che, per ogni assegnnto 91, si 
pub prendere P abbastanza vicino ad 0, affinchè P,, P-,, P,, P -,,,.., 
P,, P-, risultino pure vicini ad O, quanto ci piace. 

Che cosa avviene quando n non è fisso, ma pub crescere indefinitamente? 
Non è più lecito ragionare nello stesso modo e conviene contemplare le 

due ipotesi possibili, cioè : 
Scelto un numero E positive, arbitrari*~mente piccolo, 

L." ne esiste un altro q > 0, CO& fatto che, per tutti i punti Y, le cui 
coordinate z; sono in valore assoluto minori di q ,  risulta 

pualunque sia il numero inter0 n positivo o negativo. 
2." non esiste un numero v ] ,  dotrito della detta proprieth, e quindi, 

non per tutti i punti Pl abbastanza vicini all'origine, risultano soddisfatte 
le (4). 
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- - 

Ne1 primo caso la trasforinazione (1) si dirà stabile, ne1 secondo i m t n -  
bile. Possiamo anche dire sotto forma più comoda: 

Vi ha stabilith, ogniqualvolta, assegnato un intorno, comunque piccolo E 
dell'orjginc, ne esiste un secondo H tale che, per tutti i punti P di El, ogni 
P, rimane in E, Vi ha  invece .instabilità, ogniqualvolta, per quanto piccolo 
si prenda FI, c'è sempre qualche punto P di H, per cui un Pn alineno non 
15 contenuto in E. 

È appena necessario osservare che i concetti di stabilità e di instabilità 
sono indipendenti dalle coordinate di riferimento. Se si fa un generico cam- 
hiamento di coordinate (di tipo ( l ) ) ,  sostituendo alle xi nuove variabili y;, 
la trasformazione, relativa alle y, è, insieme colla (l), stabile od iristabile. 
Cib è del resto'messo direttamente in 
sono, anche nella forma, indipendenti 

Indichiamo qualche esempio. 
a) Una sostituzione ortogonale 

evidenza dalle ultime definizioni, che 
da1 sistema di riferirnento. 

E stabile, poichè ogni P, dista (*) dall'origine corne P. 
b) Una trasformazione omografica (reale, si intende) 

è necessariamente instabile, a meno che non sia involutoria (61; = + l), O in 
particolare identica. Basta infatti che vi sia una delle w dirersa da + 1, w, 

x, crescano indefinitamente con per es., perchè xi'") = w;x,, oppure x17" = - 
O; 

ez (per quanto si prenda il punto P vicino all'origine, colla sola avvertenzn 
che la sua coordinata xi non sia nulla). 

c )  La trasformazione in due variabili 

è inatabile, pur essendo stabile la parte di prim'ordine, che si riduçe all'i- 

(") Chiamiamo, secondo la consuetudine, distanza di due piinti mi, Y j  di uns v a r i e t i  
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dentità. Per  riconoscerlo, designiamo con la distanza di P dall'origine, e 
in generale con r, quella di PH. Avremo manifestamente 

donde apparisce che, per r > O, le r ,  eostituiscono una successione positiva 
sempre crescente. Esiste quindi un limite, finito od infinito. Un limite finito 1 
è da escludere, poichè questo E (>O)  dovrebbe verificare l'equazione 

il che è impossibile. Ne viene che r, cresce indefinitamente con n, comunque 
si prenda piccolo r, purchè diverso da zero. La trasformazione è per con- 
seguenza instabile. 

d) Dalla formula di addizione delle funzioni ellitticlie si pub trarre un 
elegarite eserripio di trasformazione stabile. 

Riferiamoci alle notazioni di WEIERSTRASS e ricordiamo che, quando gli 
invarianti g,, g, sono reali e il discriminante A = g: - 27 ga è positivo, la 
curva 

q' = 4 t3 -y, 5 - g3 = 4 (5 - ei) (5  - e,)  (5 - e,) ( 5 )  

(Fil;. 1) consta di lin ramo iiifiiiito e di un ovale, entrambi sirnmetricamente 

disposti rispetto all'asse delle ascisse. L'ovale taglia quest'ultimo nei due 
punti 5=e , ,  5=e , .  
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Attribuiamo a g, un valore positivo fisso, riservandoci di far variare g,. 
L'ovale, definito dalla equazione (5), possiamo scrivere (*) 

- 

si riduce, per g, - - \lg , al punto O di coorciinaie 5 = - 
2 7 

Facendo decrescere g3,  a partire da1 defto valore, avremo una serie di ovali, 
che si inviluppano mutuamente e tali che ne passa uno per ogni punto ap- 
partenente a un certo intorno di O. Collochia.mo l'origine in questo punto, 
sostituendo alle coordinate 4 ,  q ,  

L a  famiglia degli ovali è allora rappresentata dalla equazione 

Sia P ( x ,  y) un punto generico nell'intorno dell'origine e immaginiamo g~ 
definito dalla (5'). I n  virtù delle (6) e (57,  avremo le identità 

(7) 

Cib premesso, ricorriamo alle formule di addizione 

1 p h - p ' u  
P ( u + v ) = -  4 p u - p u  1 l - p u - p v ,  

- p u p f v -  p v p ' u - p  ( u + v ) l p ' u - p ' u t  
P' @-t-v)- p2) -PM 

e portiamovi per pu, p' u i valori (7), per p v,  p ' v  una coppia arbitraria, i 
cui elementi sieno legati dalla relazione 

dove, bene inteso, g, h a  il valore (5'). Cos1 operando, si passa da1 punto P 
- 

(%) 1 radicali si intenderanno tutti presi positivamente. 

Annali di Matemntica, Serie III, tomo V. 
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ad un nuovo punto Pi di coordinate 

che soddisfanno, come le x, y, alla equazione (5'). I l  punto Y, apparterrà an- 
cora all'ovale, passante per P, se, come noi vogliamo supporre, l'argomento u 
si sceglie reale. (Infatti u + v risulta allora, come 11, del tipo w, + una quan- 
tità reale.) 

In queste condizioni la trasformazione, per cui sj passa da x ,  y ad 
x , ,  y , ,  è stabile, poichè le sue iterazioni (positive O negative) non fanno mai 
uscire dall'ovale della famjglia (57 ,  passante yer P. Assegnato quindi u n  
intorno arbitrariamente piccolo E dell'origine, si ha il corrispondente H delia 
definizione generale di stabilità, nell'area racchiusa da un cpslsiasi ovale (57, 
tutto contenuto in E. 

Possiarno costruire esplicitamente le formule di trasforrnazione, eseguendo 
le indicate sostituzioni. 

Diamo a p v un valore costante u - > e ,  . Siccome, per g, = \I" , 
27 - 

12 
'7- è e ,  = 2 \/fi 9 ed e ,  deeresoe con g,, cosi basterà supporre a > 3 9 os- 

- 
sis 4 a > \/12g2, per essere certi che p v supera e ,  . La  equaziorie 

a -3 
p'v = 4 p v  -g,pv-g, 

diventa 
-2 - - 
p'v =(4a-,112g.L)az+ y 2 + \ 1 2 g 2 ~ e - 4 ~ 3 ,  

donde, per essere 4 a - ,,Kg, > 0,  

che è una funzione regolare di x, y nell'intorno dell'origine. 
Adottiamo per es. il segno $ (il che vu01 dire v compreso fra O ed w,) 

e facciarno per brevità 
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Avuto riguardo alle (7), (8) e alle 

P' " = f, 
le formule di addizione si scriveranno 

1 secondi membri risultano effettivamente funzioni olomorfe d i  x, y (per 
valori abbastanza piccoli di queste variabili) e si annullano in O. 

forse superflu0 aggiungere che si potrebbe verificare con calcolo di- 
retto che la trasformazione (10) lascia invariante ogni curva della famiglia (57, 
constatando che dalle (10) segue identicamente 

O - - 
y ; + ~ 1 2 g 2 x : - 4 x : =  y 2 + \ 1 1 2 g , x z - 4 x 3 ,  

donde la stabilità della trasformazione. 

$ 2. - INSTABILIT~ DELLE TRASFORMAZIONI, 

CHE AMMETTONO ALMENO UN MOLTIPLICATORE DI MODULO DIVERS0 DA UNO. 

La trasformazione (l), mettendone in evidenzsl i termini di prim'ordine, 
pub essere scritta. 

x ~ ' = c ~ ~ x ~ $ c ~ ~ x ~ + ' ' ' + C ~ ~ X ~ ~  f t i ( x 4 ,  X 2 , . . . ,  xm) ( i = I ,  2 , . - * ,  m), 

dove le f r i  cominciano con termini di secondo grsldo nelle x ; .  

Moltiplicatori della trasformazione si chiameranno le radici della equazione 

D (m) = 
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Potremmo addirittura supporre le variabili scelte in modo che la parte 
di prim'ordine possegga la sua forma canonica. 

Ma, per 10 scopo nostro, ci basterà richiamare (*) dalla teoria delle so- 
stituzioni lineari che le variabili si possono sempre (e in infiniti modi) sce- 
gliere in guiea che ogni cij (i > j )  si annulli. L a  equazione D (o) = O si ri- 
duce allora a 

donde apparisce che le cii coincidono coi moltiplicatori w della sostituzione. 
Nessuno di essi pub essere eguale a zero, poichè altrimenti si annullerebbe 
in O il determiriante funzionale delle xy rapport0 alle X i ,  il che è stato 
escluso. 

Immaginando eseguito il cambiamento di variabili, per cui la parte di 
prini'ordine assume la  forma anzidetta (c ,  = 0, per i < j), l a  trasformazione 
si presenta sotto l'aspetto 

Le w si intenderanno ordinate in guisa che 1 w, ( 2 1 w, 1 . - 3 1 o,, 1. 
Potrb poi supporre (intendendo di riferirmi al caso generale, in cui  non 
tutti i moltiplicatori hanno modulo eguale ad 1) 1 w, 1 > 1, poichè, qualora 
tutte le 1 o 1 fossero s 1, sarebbe necessariamente < 1 il loro minimo mo- 
duIo l W m  l e allora prenderei invece a considerare la trasformazione inversa 

1 r-', che ha  per moltiplicatori le - 
Oi 

1." Moltiplicatori reali. 
Facciamo dapprima l'ipotesi che le sien0 tutte reali. L a  trasforma- 

zione assegnata (1) si riduce allora alla forma (11) mediante un cambiamento 
di variabile reale. Reale è dunque la trasformazione (11) e si tratta di pro- 
varne la  jnstabilità. 

(*) Cfr. p. es. PICARD, fiaité d'analyse, tom. III, pag. 259-260. 
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Comiiiciamo percib dall'osservare che, le r i  essendo almeno di secondo 
grado nelle xi, se si pone 

R " x ~ : $ - x : + . . - + x ~ ,  

si pub assegnare un numero positivo M tale che, per tutti i ralori delle xi, 
che appartengono al campo C (di regolarità delle (l)), si abbia 

Scegliendo poi M abbastanza grande, risulterà altresi 

IcUI<M [ i= l ,  2; ..., m ;  j<i). 

Eseguiamo il cambiarnento di variabili definito dalle formule 

y i  = Ai-' x i ,  
= h i 4  x(!l 

1 , 
dove A rappresenta un numero positivo < 1, del cui valore ci riserviamo 
di  disporre più innanzi. 

Ponendo per brevità 

L, = O, 

L2 = c,, y1 ,' . . 

L3=c3Shyi+~32y2 - 

e designando con cib che diviene la funzione f ' i j  quando si sostituiscono 
le y alle x, le (11) assumono l'aspetto 

yy)=oiyi+ALi+; . i - ' f f l i  ( i = l ,  2 ,..., m). (12) 

Se si rappresenta con rP la somma dei quadrati delle y ,  si ha chinra- 
mente, in virtù delle formule di trasformazione, 

i RZ L - - ),srn-8 
rP ; 

osservando le 1 f f i  1 r MRe, si tïaggono le disuguaglianze 

per tutti i valori delle y appartenenti al campo C. 
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0 

Dalle 1 cc 1 < M, 1 1 5 r segue inoltre 

M 1. 
5 M r  (Lm-2 + ?,m-3 + ... + 1) 6 - 

1 - A >  
le quali si riassumono in 

M r  ..... 1 L i I 6 -  (i= 1, 2 m), 
1-1 

Cib posto, distribuiamo le variabili in  due gruppi, attribuendo al primo 
gruppo y, e tutte quelle y (se ve n'ha) d'indice i> 1, per cui la corri- 
spondente fosse, in valore assoluto, eguale ad w, . Avendosi per es. 

apparterranno al primo gruppo 

Yi, Yz,*.*, YI.; 
al secondo 

Dico che, per r abbastanza piccolo, se le y sono tali che 

risulta ancora, in seguito alla trasformazione (12), 

il significato di ri, pi (e in generale di r,,  p,) essendo manifesto. 
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Avendo riguardo alle (13) e (14), ottenistmo agevoln-ieiite 

1 Siccorne, supponendo A < - ed r < 1, si ha (nz essendo almeno uguale 
2 

ad 1) 
1 h 1 1 2 X e m + '  1 

- 2 ,  1 ,  r A 3 < - 9  8 
2 Â2m+' < Y 

1-1 C T  9 

21w1lrM M'h 
1-1 +(l-1)' < 4 1 ~ ,  I M + 2 w ,  
MP M 2 iw4 - -t- 2 l mi 1 4- ),zm-* 1 4 1 1 9 ~ 4  (1 - 1) = 

= ' 1 M' 1 . 1 3  + 2 1 ., I M j,tn+i + 2  M E  - 
h4m-i 

1 1  5 1 < h & l w j ~ ~ + s  M' / < l ~ i ( 4 1 0 1 ~ ~ + 2 ~ '  1 > 

cosi, designando con a': N la costante (indipendente da  1) m 14 1 w, 1 M + 2  M' 1, 
potremo ritenere 

I$i(20iyi LI f 1 L:) I e W : ~ r 2 ,  

m w" y3 1 Li (A''-' f "; + 2 yi "-' f "< + 2 Ai Li f i )  1 6 
1 
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L o  stesso procedimento nlostra che si ha a fortiori 

~ u ~ ~ ~ L ; + ~ L : ) I z s ~ ~ N P ,  

Ne deduciamo 

e percib, dividendo per wi re sopra e sotto, 

E T  If- 
?" Ls Y' 

( 
ri P' ( ri' 

@ - 4 - - t N h  re 1 th, 

dove, per brevith, si è scritto 0 al posto di 1 -'% 9 che è, teniamolo pre- 
6'; 

sente, una frazione propria essenzialinente maggiore di zero (*). 
1 G httribuiamo a A un ralore determinato inferjore ad -, a - 3  e tale a 12 N 

che 
61: (1 - 2 NA)=r 

risulti maggiore dell'unità (la qua1 cosa, per essere wf > 1 ,  è certo possibile, 
purchè si prenda A abbastanza piccolo). 

(") Questa osservazione, e quindi il successivo rngionamento, cadrebbero in difetto, 
qualora, per essero ogni 1 w, 1 eguale ad ( w ,  1, venissero a mancare le variabili del se- 

p: 1  condo gruppo. Ma in ta1 cas0 p coincide con r e quindi senz'altro - =1> 7 . 
4 
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Supposto r < À4m, sarà soddisfatta la  disuguaglianza 

Appoggiandosi sopra questo lemma, si dirnostra subito la instabilith della 
nofitra trasformazione. 

Dalla espressione di p: e dalle precedenti disuguaglianze segue 

Dacchè 1." 2 p b  la differenza o: (1 - 2 NI*) s'è cliiamata t (> 1), 
avre [no aucora 

Delimitiamo un intorno E del170rigine, contenuto, si intende in C ,  per 
cui sia ad un tempo 

~ i o r e  dell'uniti. T' designando un nuniero positivo minore di r ,  ma mag, 
1 

Se, si parte da  un punto P di E ,  tale ohe Pl> ma del resto vi- 
T' 

cino ad O quanto si vuole, la iterazione della (11) fa necessariamente uscire 
da E. Si ha infatti 

'' No' > tr, dunque (il segno di eguaglianza rimanendo esoliiso, ma - arm-i 
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perchè si suppone r, e quindi p, > O )  

Qualora ogni P, appartenesse ad E, sarebbe altresi, per il lemma testè 
dimostrato, 

' O pn>rp, i - i  ( n = 2 , 3 , . . . ) ,  
donde 

pSt > r'lb pz, 

e quindi p, crescerebbe indefiriitamente con in, il che implica contraddizione. 
Moitiplicatori pualzinpe. 
Partiamoci ancora dalle formule (il), operando perb in guisa da  far 

sparire gli elementi immaginari. 
P e r  ipotesi, le (11) stesse provengono da  una trasformazione (1) essen- 

zialmente reale; i moltiplicatori o complessi sono durique due a due coniu- 
gati. Li supporremo ordinati in guisa che, pur essendo rispettate le disu- 
guaglianze 

I w , \ . L ~ u ~ 2 ~ ~ ~ m - 5 ~ w m \ ,  

due moltiplicatori coniugati occupino posti contigui. Essendo op., oq+, una ta1 
coppia di moltiplicatori coniugati, 1 oq 1 il modulo, 9q l'argornento di w q ,  
avremo 

big = 1 wq 1 (COS 9q $ i sen .4q), 

wq+: = 1 WQ 1 (COS 9p - i sen 4,J. 

Al  campo reale della trasformazione (1) originariamente proposta corri- 
sporidono, nella (il), valori complessi coniugati per ogni coppia di variahili 
xq, xp+, (e cosi xU1, x&); valori reali per le altre variabili xp (xp') (*). 

Se  dunque si pone 
xp. = Sq + i tq+i , 

per ogni coppia di indici q ,  q + 1, riferentisi a moltiplicatori complessi, 

per ogni valore dell'indice p spettante ad un moltiplicntore reale ; ed analo- 

(*) E facile rendersene conto, pensando alle relazioni t r a  le radici della, equazioiic 
csratteristica D (w) = O e i sistemi di variabili, atti ad attribuire alla (1) Irr, forma (11). 
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gamente 

la trasformazione (11) fra le xi e le x'," darà luogo ad una trasformazione 
essenxialwente veule fra le ti  e le 5ii' definita da formule dei tipi seguenti 

designando le costaiiti reali e le f funxioni pure reali delle 5, di second'or- 
dine almeno nelle E desse. 

Questa trasformazicne (11') equivale evidentemente (a meno di un cam- 
biamento lineare reale di variabili) alla primitiva (1). Per dimostrarne la in- 
stabilitk, basterà porre 

Ylp = 1 P - I  tp; Ylq = t q ,  Vqti = )'q Eq+, 

procedendo poi in modo perfettamente analogo a quello tenuto ne1 caso dei 
moltiplicatori tutti reali. 

Rimane cos) dimostrata la pïoposizione generale : Le t r a s f o ~ m x i o n i  pun- 
tuali sono certmnente instabili, allorclîè non tutti i moltiplicatori h n n o  n w  
duli eguali all'unità. 

Vedremo tra poco che anche qucst'ultima circostanza è teil luiigi dal- 
l'assicurare la stabilità. 

(*) Le (llrb) seguono da: 

x(')= cgl x1 f cge ze + . . . + mq X a  + f'p , 
P 

separando la parte reale  dalla immaginaria. 
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CAPITOLO II. 

Trasformazioni binarie a moltiplicatori eguali all'unità. 

Suppongasi m = 2. 1 due moltiplicntori a,, a, hanno entrambi modulo 
eguale all'unità nei seguen ti casi : 

designando- 4 un argomento reale. 
Ne1 primo caso le formule corrispondenti allc (11) del precedente capitolo 

x:') = a, Xi + f '1 (3, , 5 4 ,  

$2' = C Z 1  X1 + W 2  X 2  + f ' 2  (x, , a,), 
iterate una. volta, danno 

= al :,;y + f ', (xy, xy) = 2, + f (x, , x*), 

2.y = C,, ~ y '  + W 2  52' + f '* (xr:', 22)) = C21 (ai f u2) Xi + 2.2 + g (x,, 2,) = 

= X O  + g (xi , xP), 

f e g essendo, si intende, d'ordine superiore al primo. Questa trasformazione 
a moltiplicatori unith, ponendo per niaggior comodo x, y in luogo di z,, a,; 
x,, y, in luogo di x;", x$), si scriverà 

Alle stesse formule si perviene ne1 secondo caso, quando c,, = O. Ma se 
c,, 0, allora ponendo 
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si è invece condotti al tipo 

Ne1 caso dei moltiplicatori complessi le ( l l r b )  del precedente capitolo, con 
semplice scambio di notazioili, danno 

xi = x c o s 9 - y s e n 9  + f ( x ,  y), 

y, = x sen 4 + y cos 4 + g (x, y). (QI 

L a  (A) vi rientra corne caso particolare, per 9 = O. Giova tuttavia con- 
siderarla a parte, perchè essa si pub trattare con procedimenti, che non mi 
è finora riescito di estendere alla (C). 

Vien qui a proposito di osservare che,  oltre al caso 3 = O ,  anche per 
ogni valore di  4 commensurabile con 2 n, 10 studio della stabilità, della (C) 
si riconduce all'identica questione per una trasforinazione di tipo (A). Sup- 

(h  e k nurneri interi primi t ra  loro) e detta r la cor- posto infatti 3 = - 
k 

rispondente trasformazione (C), si riconosce immediatamente che la potenza 
Tk di r rientrn ne1 tipo (A). Ora r e r k  sono insieme stabili od instabili. 

3 2. - FORMA RIDOTTA DEL TIPO (A). - CARATTERI INVARIANTIYI. - 
INTERPRETAZIONE PROIETTIVA. 

Le trasformazioni 

xi = x + f (x! Y), 1 
Y , = Y  + 9 @ ,  Y) 1 

conservano evidentemente il medesimo aspetto comunque si carribino le va- 
riabili. 

Consideriamo in particolare le sostituzioni lineari 
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e serviamocene per far assumere uria forma opportuna alle parti di secondo 
grado y e I# di f e g. 

Posto 
D = a à ' - p y ,  

la risoluzione delle (1) e (2) porge 

e la (A) nelle nuove variabili si scriverà 

i termini omessi. essendo di dimensione superiore alla seconda. 
Disponiamo dei coefficienti y, 8  in modo che la parte di secorido grado 

nella espressione di q ,  

contenga ? a fattore. Basterà rendere nullo il coefficiente di t2, ossia 

Y Y ( $ ,  -7) +w (8 ,  - y !  =o.  (3)  

Y Questa relazione ci fornisce per il rapport0 - a11,zeno zltz valore reala 
(ï 

Designiamolo con $ e poniamo 

Y = h f ,  

d = A  8, 

lasciando per un moniento indetermiiiato il moltiplicatore À (non nullo). Pren- 
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d' iamo ancora 
a = A a', 

B = A p l ,  

dove a' e 0' sono arbitrari colla sola condizione che il determinante 
Z)' = a' ar - 0' 

sia diverso da zero. 
L a  nostra trasforrnazione diverrà, se riscriviamo x ,  y ;  x,, y, al posto 

di E )  v ;  tl' ni, 

dove le n e 1; b hanno valori numerici perfettamente dcterrninati. La (A') 
è a risguardarsi corne una forma ridotta della nostra trasformazione. 

In generale a,, sarà diverso da zero. Si pub allora prendere À = a,, el 
col porre 

2 aie- -- a22 - 2 bto bro  a, b -- - c l  - = d ,  
ai 1 ai l  ai i ail 

la (A') assume l'a~petto 

A puesto tipo è riducibile ogni trasforl,zazione (A),  pet* cui le due forme 
quadvatiche y e $J (parti d i  secondo grado in f e g) ?zen hatzîto fattori co- 
?nurai (*). Per convincersene basta osservare che non pub in  tale ipotesi an- 
nullarsi l'u,, della corrispondente ridotta (A'), poichè allora le due combina- 

1 1 zioni - (a p + p +), n; (Y p f 6 +), che compaiono (aalvo la notazione) in (A'), Dg 
ammetterebbero un fattore comune, e 10 stesso dovrebbe aver luogo per cp e +. 

Rispetto alle possibili riduzioni di uiia generica trasformazione (A), è 
bene rilevare che le proprietà proiettive del sistema delle due forme binarie 
p e # (O,  se si vuole, della involuzione quadratica # - p y = O) hanno carat- 

(") Per la discussione del paragrafo seguente non si avrebbe alcun sostanziale van- 
taggio particolarizzando ulteriormente la scelta delle variabili. 
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tere invariantivo di froiite a qualsiasi cambiamento di variabili biunivoco 
nell'intorno dell'origine. 

Infatti, per le sostituzioni lineari, cib risulta dalla osservazione fatta che 
1 1 

ip e $J vengono rimpiazzate dalle due forme - (a y + P +), D; iy + + 8 $)), che D2 
appartengono pure alla involuzione 4 - p y = O ; per cambiamenti 

(con p e di second'ordine almeno), la cosa è pure evidente, poichè le parti 
di secondo grado rf e + rimangono addirittura. inaltesate. Osa ogni altro Cam- 
biamento di variabili si ottiene cornponendone due di yuesti. L'asserto è 
dunque provato. 

Yossiamo fare un passo più in imzi  in quest'ordine di idee, notando che 
gli invarianti (in senso geometrico) del siskma delle due involuzioni pro- 
iettive 

y-EL'x=O, 1 3 )  

sono tutti invarian ti assoluti della trasforrnazione (A). 
Cih risulta da1 fatto che, quando si cambian le variabili, le parti di 

1 primo e quelle di secoiido ordine subiscono, a meno del fattore - la stessa DI 
sostituzione lineare. 

Tra  gli infiniti elementi deIla inroluzione 1,) ve ne ha  tre, che coinci- 
dono con uno dei due della coppia corrispondente 1,); essi corrispondono alle 
radici della forma cubica 

x + - y y = o  , 
Y e i rispettivi parametri p = - rimangono definiti dalla equazione 
X 

che è la (3), in cui si sia posto - 1 6 = P- 

Cambiare variabili in (A) signifioa, rispetto alle nostre involuzioni pro- 
iettive 1,), 1,), cambiare i punti fondamentali. Quando si mutan questi, mu- 
tano in generale i parametri degli e lment i  uniti, dunque la  equazione (3'), 
o, ci6 che è lu  stesso, la (3), non è di per se stessa invariante. (Cosl per es. 
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la particolarità della forma ridotta (A'J consiste, possiam dire, in cib che la 
corrispondente equazione (3') ammette la radice ,U = O.) Rimangono perb rin- 
v a r i a d ,  qualunpue sieno le variabili (reali), nelle quali si presenta una tra- 
sformaxione (A), i caratteri d i  rnolteplicità e d i  realità delle r a d i c i  delle 
cowispondenti (3'); in quanto esprimono proprietà proiettive degli eleinenti 
uniti. Lo stesso è a dirsi evidentemente per la equazione (3) ne1 rapport0 

Y --- 8 - P .  

Ogni trasformnzione (A), per cui le parti di secondo ordine sono prive 
di fattori comuni, è riducibile, come abbiamo visto, alla forma 

raccogliendosi in U e V i termini di ordine superiore al secondo. Si noti 
che deve ritenersi 

d"c(ad-bc):O, ( 4) 

altrimenti le due forme xg + y ( a  x + b y), y (c x + d y) ammetterebbero il 
fattore comune c x + d y. 

Vogliamo dimos trare che pueste tras forvzaxioni sono necessarialnen te in- 
stabili. 

fi opportuno distinguere tre casi : c < 1, c > 1, c = 1. 
1." (c < 1).  

Se V (x, y)  non è divi~libile per y, sia y r p  ( p  > 2) il termine di dimen- 
sjone minima, che non contiene y a fattore. 

fi lecito supporre y > O, poichè si è sempre ricondotti a questo caso, 
scambiando all'occorrenza y e y,  in -y,  - y ,  (cib, che non altera il coef- 
ficiente c). ' 

La  curva (Fig. 2) 

che è tangente nell'origine all'asse delle ascisse, rimane per z positivo e ab- 
bastanza piccolo, al disotto di quest'asse. 

Anaali di Matematica, Serie III, tomo V. 32 
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Infatti le derivate della funzione y di x (definita dalla precedente equa- 
zione), d'ordine inferiore a p, si annullano in O e la derivata p c ~ i m a  vale - p  ! 7;  
lo sviluppo dell'ordinata dei punti della curva in funzione dell'ascissa comincia 
quindi col termine - y xp. 

(p dispari) ( P  pari) 

Fig. 2. 

L a  y è dunque negativa per x positivo e non superiore a un certo limite E , .  

I n  modo analogo, dacchè lo sviluppo di V(x,  O) comincia col termine y xP, 
sarà V ( X ,  0) 2 0 per x 2 O e r ad un certo E ~ ,  che posso sernpre sup- 
porre 6 E , .  

Per tutti i punti, appartenenti al primo quadrante di un cerchio di cen- 
tro O e raggio E, ,  risulta necessariamente 

(Qualora infatti in un punto P del quadrante fosse y, < O ,  la perpendicoc 
lare PM, abbassata da P sull'asse delle ascisse, dovrebbe incontrare la 
curva yl = 0. Questo è impossibile, poichè ne1 quadrante non vi sono punti 
della curva.) 

Se poi V (x, y) = y P 1  (2, y )  (con P 1  (z, y) funzione regolare di secondo 
ordine almeno in x, y), il coefficiente di y in y , ,  cioè 1 $- c z + d y +V' (2, y), 
è essenzialmente positivo per x, y abbastanza piccoli, e la ( 5 )  risulta, corne 
sopra, soddisfatta per tutti i punti del primo quadrante di un cerchio di 
raggio conveniente, che designeremo ancora con E,. 

Poniamo 
y = x x .  
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Le due funzioni U ( x ,  x), P(x ,  z), espresse per x e x, conterranno g3 a 
fattore e si potrà scrivere 

W x ,  y )  = xs u, (x ,  a), 

V(x, y )  = x3 v, (:c, X), 

U ,  e VI mantenendosi finite per x, z abbastanza piccoli, inferiori per es. in 
valore assoluto ad e3 ep e tg a, rispettivamente. 

Intenderemo questi limiti fissati in modo che risulti ulteriormente 

il che implica 

e per conseguenza 

per tutti i punti del settore (terminato inferiormente all'asse delle ascisse) di 
raggio e, e ampiezza a , .  

Dividendo menibro a membro le (A',), si ha 

c,. Y ( ~ + ~ x + ~ Y ) + ~ ( x , Y )  = z ( 1  + c x  - j -d sx )+x4V~(x ,  X) 
zi z f  z D + y ( a z + b y ) + U ( : c ,  y) 1 + x +  n : z ( a + 6 z ) + x 2 U ~ ( r , z ) =  

( z ( 1  + c x  + d x X )  + xeVi (x, X)  ) 11 + x (1 + a a +  ba2)  + xVI (x ,  z )  I-,, 
donde evidentemente (per x inferiore in valore assoluto ad un nuovo limite 
&4 5 4 

con W ( X ,  2) funzione finita ne1 eettore ( E ~ ,  a,). (Il significato di quefita no- 
tazione è ovvio.) 

Dacché c < 1, la differenza 1 - c ha valore essenzialmente positivo, e 
basterà prendere z abbastanza piccolo perchè risolti 

Designo con a, che ho cura di soegliere non superiore ad a,, un arco 
tale che, per O 5 x s tg  a, la (8) rimanga soddisfatta. 
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Detto M un numero positivo, maggiore di uno qualunque dei valori as- 
sunti da W(x, x )  in ( E , ,  CC), prend0 infine un numero positivo E ,  inferiore ad 

1 - c  a un tempo ad cd,  a - tga e a - 
22CI 

e considero il settore (cl a), che l -. c 
designerb con S (Fig. 3). 

'1 

Pig. 3. 

Per ogni punto P di S varranno evidentemente le (5 ) ,  (6) ,  (7)) (8), 

1 - c  
xW< a tg  al (9) 

e 
1- c 1-- 

2 
x > o .  (10) 

Dalla (7), considerando che x e x sono in S positivi (O nulli) e avendo 
riguardo alle (a), (9), si trae 

1 - c  1 - c  fi s x - ( l  - c ) 2 2 +  - 
2 

x ~ + x - t g a ?  
xi 2 

clie pub anche essere scritta 

1 - c  - & t g a - ( l  xi - -z)(tga-5).  2 

In  causa della (IO), ne viene 
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Siccome, per le (5) e (6), sappiamo già che il punto P, (x,, y,)  appar- 
tiene al primo quadrante, la (11) ci mostra che esso è interno all'angolo al 

A 
centro A OB del settore S. Il settore gode dunque della proprietà che, ap- 
plicando ai  suoi punti la trasformazione (A',), non si esce mai attraverso ai 
lati; O si rimane entro 8, O si va addirittura fuori del cerchio C, cui il set- 
tore stesso appartiene. 

Cib posto, è assai facile dimostrare la instabilità della. trasformazione (A.',) 
(per il caso c < 1, qui contemplato). 

Infatti, se vi fosse stabilità, prendendo Y in S abbastanza vicino all'ori- 
gine, dovrebbero tutti i Pn rimanere indefinitamente entro C, e quindi in S. 
Assieme alla (6), sarebbero allora soddisfatte le disuguaglianze 

la successione (mai decrescentc!) xn ammetterebbe un limite finito 1 (> 0, 
per P diverso da O), e si arriverebhe alla contraddizione 

1 
l % Z + a E .  

2 . O  (c > 1). 
Dalla risoluzione delle (A',), raccogliendo in Ü e 7 i termini d'ordine 

superiore al secondo e cambiando anche la designazione delle variabili, ot- 
teniamo 

x - , = x - x 2 -  y ( a x +  b y)+Ü(x ,  y), 

Y-,  = Y -- Y (c  X + d y) + w, Y), (12) 

le quali ci definiscono la trasformazione inversa (*). 

(*) A. giustificazione di queste formole, si  noti in generale che, s e  s i  hanno i due 
gruppi equivalenti: 

$1 = x + % ($2 Y), LX = $1 + ip ($1, YI), 

YI = Y + 9 (2, Y), Y =YI + ($13 ~ i ) r  

(con 9, Q e quindi 3, )3 di grado superiore al primo in m, y), l e  par t i  di secondo ordine - 
Q z i  nz; g,, 9, sono legate dalle relazioni: 

g2 (LX, Y) = - v 2  (a, y), 

a2 ($, Y) = - 9 2  ("c, ?/). 

Infatti le  formule del secondo gruppo devono cambiarsi in identitj ,  quando s i  sostituiscono 
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Possiamo, corne ne1 cas0 preceden-te, scambiando al bisogno y e y-, in 
-y, -y-, (cib, ohe non altera c) ritenere 

y-, r O, (5 ' )  

per tutti i punti appartenenti al primo quadrante di un cerchio di centro O 
e raggio abbastanza piccolo. 

Ragionando nello stesso modo, potremo definire un nuovo settore S 
(Fig. 4) di raggio E e apertura a abbastanza piccoli, perchè si abbia ad un 
tempo per tutti i suoi punti 

h- - 3 - ( c -  1 ) x z - +  [ ( a - d ) x f  b x ~ ~ z + x ~ W ( x ,  Z) 
2-1 

(7') 

(W(x, x )  designando una funzione finita), 

Avendo riguardo alle prime due di  queste disuguaglianze, la  prima 
delle (12) mostra che 

1 
X-1 f X-- x2f  X, 

2 (6') 

ne1 seconùo membro x + 9 (3, y), y + 9 (q y) al posto di q, y,. Ne viene: 

z = x +  s(3, y)+$($ +rp(x, y), y + Q &  y ) ) ,  

y = y + Q (x, y) + rl ( x  3 9 Is, y), y + 9 (m. y ) } ,  

e il confronto dei terrnini qultdratici fornisce in particolare le relazioni indicate. 
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La (7') ci dà subito, tenendo conto delle (8') e ( g r ) ,  

donde, per la (IO'), 
Y- i - r tg a. 
x-i 

Ogni punto P di S si cambia, per effet'to della trasforinazione, in un 
punto P-,, che appartiene ancoïa 'ad S. Infatti, per le (5') e (13), il punto 
P- ,  è situato ne1 primo quadrante; sotto tale condizione, la (11') implica clic 

A 
i l  punto sia interno all'angolo r l  O B. Ma, per la (ô'), esso cade a sinistra 
della parallela all'asse delle ordinate, coiidotta per P; dunque P-, è an- 
cora in S. 

Lo stesso sarà a. dirsi dei punti P-,, P -,,..., che si ottengono succes- 
sivamente per iterazione della (12). 

Avremo in generale, per n = 2 ,  3,. .. , 

donde apparisce che le x-, costituiscono una successione positiva mai cre- 
scente. Esiste pertanto un limite 1 finito; ma esso deve soddisfare alla disu- 
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guaglianza 

dunque 1 = 0. 
Siccome poi 

anche le ordinate convergono a zero, e i punti P-,, P--, P -,,... si avvi- 
cinano indefinitamente all'origine. 

Sia C' un qualunque cerchio fisso di centro ô e raggio < c ,  P un 
punto di  S compreso fra C e Cf. 

Per  quanto s'è detto, i punti .P-, convergono ad O. L a  trasformazione 
proposta (A',), ripetuta n volte, fa passare da P-, a P. I n  altri termini, 
per iterazione di (Ar,), si finisce necessariamente coll'uscire da  C' qualunque 
sia il punto della successione P-,, P-,, P -,,..., da cui si parte. Ma di 
questi punti ve n'ha vicini all'origine quanto si vuole : L'instabilità è dunque 
manifesta. 

3 . O  (c = 1). 
L'equazione (3') diviene in questo caso 

ed ammette per conseguenza p - O come radice doppia. 
d - a  L a  terza radice - 

O 
è dunque reale e diversa da  zero, a meno che 

non sia d = a ,  ne1 qua1 cas0 la equazione (3 ')  ammette tre radici coin- 
cidenti. 

Prescindiamo per un moment0 da  questa eventualità ed eseguiamo una 

sostituzione lineare di variabili ( l) ,  (2), prendendo per - - Y il ralore p non O 
nullo. 

Procedendo comc a $ 1, veniatno a determinare una seconda rciclotta 
reale della (A',), per la quale q - y x + Û y = O è l'elemento unito setnplice 
delle due involuzioni proiettive 1,), 1,). 

I l  nuovo coefficiente c risulta allora % 1 (perché il valore c = 1 implica 
una radice rnultipla della (39, cioè un elemento uiiito rntrltiplo della accen- 
nata corrispondenza). Possiamo quindi riportarci, per la dimostrazione della 
instabilità, ad uno dei due casi precedentemente discussi. 

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



di Znstabilità, 253 

Rimane da vedere ci6 che avviene per d = a. La (A',) è in questo caso 

2, = x-l-$($+a y ) + b y 2  + U(X, y), 

Y I = Y  + ~ ( x + a y ) +  Vix, Y). 

In causa della (4), b 0 (senzn d i  che le parti di secondo grado am- 
mettefebbero il fattore comune x $- a y). 

Se b > O, la dimostïazione della instabilità si fa in modo analogo a quel10 
tenuto per c < 1 .  

Oaservato che lo scainbio di y ,  y, in - y ,  - y ,  non altera il valore 
di 6, si vede subito potersi assegnare un settore S (limitato, si intende, in- 
feriorrnente dall'asge z) di raggio s e ampiezza u abbastanza piccoli, perchè 
si abbia in  ogni suo punto 

y, 5 O, (5 '9  

L a  (711), confrontata colla (Y'), dà luogo alla disuguaglianza 

la quale pub anche scriversi 

Siccome evidentemente 

Z? 6 tg a, 
l - b ~ ( t g ~ a + z t g u + x ~ ) >  1 - 3 b x t g L u ,  

e quest'ultima, per la (IO"), è una quantità positiva, CO& ne 

-stg.; 
xi 

dopodiché la dimostrazione si completa corne sub 1.". 
Amal i  di Matematica, Serie III, tom0 V. 

concludiamo 

(11") 
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Se b <O, si prorede in sostanaa cornu sub 3."; deh i t ando  un settore S ,  
in cui 

y-, 2 O,  (5',') 

x W < - b tg3 CI, 

1 + 3 b x t g P ~ > O j  
e per conseguenza - E tg a. 

3-1 

A questo punto si ripetono identicamente le considerazioni del caso in- 
dicato. 

Sia la trasformazione 

y = a,, xg + 2 a,, x y + a,, y2 l'insieme dei termini in secondo grado in f (x, y). 
Mi propongo di far vedere che il coefficiente a,, è un invariante della (B), 

di fronte a un generico cambiamento di vaïiabili 

regolare nell'intorno dell'orjgine e per il quale la parte di prim'ordine si 
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1-iduce all'identità. (Sono questi d'altronde gli unici cambiamenti che importi 
considerare, possedendo già la parte l ineh~e di (B) forma canonica). 

Le  (14) e (15), risolute rapporto alle antiche variabili, danno 

- 
le parti di second'ordine 32, a2 essendo legate a p,, En (cfr. la nota a 
pag. 249) dalle relazioni 

Per avere la forma delle (B), relativamente alle nuove variabili, par- 
tiamoci dalle (Ki), sostituendo successivamente aei secondi membri i va- 
lori (3) e (14'). 

Otteniamo dopo la prima operazione 

Dalle (14') e (16) segue evidentemente 

i termini omessi essendo di terz'ordine almeno in 5, YI. 

Con cib la prima delle (17) porge 

4, = t - Y2 (5, I j )  + 7 ( 5 ,  YI) + v 2  (5, ri + 5) + . . . 
Siccome la differenza y2 ( 5 ,  YI 4- 5 )  - qe (& r i )  non contiene termine in v*, 

cos1 il coefficiente di 9 B ancora a,, . C. D. D. 
Disponendo opportunamente delle due funzioni indeterminate e 9 (di 

ordine non inferiore al secondo), che compaiono nelle (14), (151, possiarno 
attribiiire alla trasformazione (B) una forma più semplice. Prendiamo 
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per cib 

L e  (17), avuto riguardo alle (14), danno 

?1 = rl + 5, 
dove f ' ( 4  V) non k che 

espressa per F, W .  

Ogni trasformazione (B) è dunque suscettibile di una forma ridotta 

per la  quale la funzione g della seconda formula B identicamente nulla. 
Usufruendo di questo tipo, potremo facilmente accertare l'instabiiifà 

della (B), atmeno pev il caso generale, in cui il coefficiente a,, (del quale si 
è testè ric&osciuto il carattere invariantivo) s ia diverso da zero. 

In  primo luogo è lecito supporre a,,> O, poichè l'ipotesi opposta si ri- 
conduce a questa. cambiando il segno delle variabili z, y (e conseguentemente 
$1 , Y 1). 

Cib posto (veggasi il precedente paragrafo), si potrà tracciare un cer- 
chio C, col centro nell'origine, di raggio o abbastanza piccolo perchè, in  ogni 
punto del primo quadrant,e Q di C, risulti 

$1 = $2 3- f (x, y) % O, 
essendo inoltre 

f ( 0 ,  Y D - O ,  
per y > O e 5 E.  

Evidentemente la (B') fa corrispondere ai punti di & punti del primo 
quadrante. 

Proviamoci a supporre che vi sia staloilità. Partendo dai punti P di Q, 
abbastanza vicini all'origine, tutti i Pn rimangono indefinitamente entro Q. 
hvendosi in generale 

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



e le xn essendo positive (purcliè soltanto si intenda la posizione iniziale P 
diversa da O),  ogni y, risulta >yn- ,  . Siccome nessuna y supers E ,  la suc- 
cessione y, ammette un limite € r E e > 0. 

Dalla 

9% = yn-I + xn-I 
segue, passando al limite, 

lim x, = 0. 
Il=m 

Con cib la 

passando pure al limite, porge 

dove 1 non è zero, nè supéra E. 

Ma questo aontraddice alla definizione del cerchio Q È dunque inarn- 
missibile l'ipotesi della stabilità; e cib dimostrn l'asserto. 

$ 5. - CONSIDERAZIONI RELATIVE AL CAS0 D'ECCEZIONE. 

SOTTOCAEII POSSIBILI. 

Venendo al caso escluso a,,= 0, sia per la forma ridotta (B'), y yp i 
termine (indipendente da x )  di dimensione minima contenuto in f (x, y). Se 
p è pari) O se, p essendo dispari, y )  O,  10 sfesso ragionatfzento, che c i  ha 
servit0 testè, pova  la instabilitic della tmsformazione. 

P e r  p dispari e y negativo, la  cosa non è cosi semplice. L e  difficoltb, 
che si incontrano nella discussione, sono analoghe a quelle, che preseiita il 
tipo (C), ond'io ho  qui lasciato d'occuparmene, riserva.ndomi di farne insieme 
10 studio in altra occasione. Tali difficoltà provengono, a mio credere, essen- 
zialmente da1 fatto che non si pub - conie or ora e corne s'è visto esser pos- 
sjbilo pel tipo (A) - delimitare un conveniente angolo col vertice in O, tale 
che, per ogni suo punto P abbastanza vicino ad O, il corrispondente Pi ri- 
manga ancora compreso in quell'angolo. 

Ma torniamo alla classificazione delle trasformazioni (B). 
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Tra le eventualità possibili c'è anche la ipotesi, rion contemplata finora 
( p  - CO, si potrebbe dire), che la funzione f (x, y) contenga x a fattore: 

Qui Q di nuovo assai facile constatare la instabilità. 
Se f ,  (O, y) non si annulla identicamente, sia y y p  il termine di dimen- 

sione minima. Giova mostrare in primo luogo che B sempre lecito supporre 
y > O, cambiando eventualmente segno alle variabili O ricorrendo alla tra- 
sformazione inversa. 

Sia infatti proposta una trasforrnazione, per cui y < O. Per p dispari, 
basta cambiare ordinatamente x, y ; x i ,  y ,  in - 5 ,  - q ;  - t , ,  - v ,  e ci si 
trova ricondotti al caso del coefficiente positivo. 

Se invece p è pari, allora si prende a considerare la trasformazione 
inversa. 

Essendo 

la (BI) proposta, la inversa si potrà rappresentare mediante le formule 

dove f ,  6, al pari di fi, una funzione regolare (nulla nell'origine). 
Importa determinare il termine di grado minimo in fi(0, y,). 
A questo scopo, immaginiamo di portare i valori (19) nella prima 

delle (18), togliendo il f a b r e  comune x, e poncndo poi x, =O.  Se si bada 
che y, coincide allora con y, avseino la identità 

donde risuita che il termine di grado minimo in f ,  (O, y,) jeguale ed opposto 
ail'analngo di f,) 13 - y y:. 

Ma la (19) non ha ancora la forma (B'). Per ricondurvela, eseguiamo 
il cambiamento di variabili 
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di instabilità. 259 

L a  trasformazione fra 5 ,  Y]; E l ,  v1 vien definita dalle formule 

dovendosi beninteso f l  ( x ,  y )  ritenere espresso per 5, Y]. 

L a  prima delle (20) (riferendosi ad un intorno abbastanza piccolo del- 
l'origine) mostra Che, per 5 = O, anche xi  = O. Pe r  la  prima delle (19)  e 
prima delle (21) anche x, 51 si annullano. Ma allora y  = y ,  = - q. 1 termini 
indipendenti da 5 in fT(x, y) si otterranno semplicemente col yorre x = O, 
Y = -  q; p essendo pari, il termine di grado minimo sarà in particolare 

- y Y]P. 

L a  (19' ) ,  che è stable od instabile assieme alla (18), ha dunque il coef- 
ficiente positivo - y. 

Ritenuto ormai nella (18) y > O, oppure fi (O, y) = O, scriviamo la fun- 
zione f ,  (x,  y) sotto la forma 

Potremo in ogni caso asserire che fi (O, y) non è negativo per y posi- 
tivo e abbastanza piccolo. Scegliamo, come è possibile in infiniti modi, un 
cerchio C col centro nell'origine, ne1 cui primo quadrante Q s i ~ t  ad un tempo 

M designando un conveniente numero positivo. 
Per  i punti di Q si ha evidentemente 

Poniamo 
x', = x (1 - M X )  

e in generale 
X ' ~ = X ' ~ - ~ ( I - M X ' ~ - ~ )  (12-2, 3 , .  ..). 
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1 A partire da un x positivo e < - x ' ,  è pure positivo e più piccolo M 
di x. L a  successione x', è dunque indefinitamente decresoente e converge 
verso un limite 5 0. 

Questo limite soddisfa all'equazione 

1 = l (1  - M l ) ,  
ond'è identicamente nullo. 

Giova osservare pur convergendo le x' ,  a zero, la serie a termini 
m 

positivi 2, x', è divergente. 
1 

Infatt,i, moltiplicando membro a membro le equazioni 

m 

e, qualora la serie 2, x', convergesse, Io stesso seguirebbe, corne si sa, per 
1 

JO 

il prodotto infinito 3, (1 - Mx',) (che avrebbe quindi valore diverso da zero). 
1 

Ma allora sarebbe altred 
m 

lim :cl, = x ' ,  n, ( 1  - Mx',) 
m = x  1 

e quindi il primo rnembro diverso da zero, il che non è. 
Confrontiamo ora gli elementi della successione x', con quelli, che si 

generano per iterazione della ('18). 
L a  posizione iniziale essendo in &, e x non nullo, si ha, per quanto 

abbiam visto (rimariendo inoltre esclusa l'eguaglianza!, 

L'ordinata y ,  - y + x  è pure positiva, talchè anche P, appartiene al 
primo quadrante. L o  stesso è a dirsi di P,, se Pr non è già fuori di C ;  ecc. 

Si rimane dunque in Q,  O si esce da C. 
Finchè si è in Q, 

Xn 5 ~ n - i  ( 1  - M xn - i )  ; 

supponendo xn- ,  > x ' , - , ,  siccome il secondo membro della precedente disu- 
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guaglinnza cresce O decresce con x,-~, segue a fortiori 

Xn > x'n-i (1 - M xrn-1) > xin 

Stando cos\ le cose, la ripetuta applicazione della (18) fa necessariamente 
uscire da C, per quanto si prenda vicina all'origine la posizione iniziale 
(purchè in Q e x > O). 

Infatti, decchè 

Qualora non si uscisse da C, ogni xn risulterebbe superiore ad x', e pci. 
conseguenza 

crescerebbe indefinitamente con m, il chc implica contraddizioiie. 
Si ha dunque instabilith. 

La questione d 

CAPITOLO III. 

ella stabilità delle soli uzioni periodich 

FJ 1. - P~SIZIONE DEL PROBLEMA 

DSL PUNTO DI VISTA DELLA PRECEDENTE TEORIA. 

Sia un sistema differenziale 

d Xi - -- 
d t  
-Xi(x,, x~, . . . ,  xm; t\ ( i = l ,  2 ,  ..., m), 

dove le Xi si intendono funzioni reali, regolari rapport0 alle x; ne1 campo, 
che si avrà a considerare, e periodiche rispetto a t di periodo T. 

Sia 
xi = y i ( t )  ( i =  1 ,  2 , . . . ,  ln) 

u n s  soluzione particolare del sistema (1) periodica (col10 stesso periodo T). 
Annali di Matematica, Serie III, tom0 V. 34 
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È sempre leciio, senza pregiudizio della generalità, supporre che le pi 

sieno identicamente nulle, cioè che la soluzione particolare, di cui si tratta, 
si riduca a 

x i =  O ( i =  1, 2 ,  . , a ,  m), (2) 

Bnsta a ta1 uopo immaginare effettiato un cainbiamento di variabili 

con che non si altera la natura del sistema differenziale (1). 
Riferiamoci pertanto alla forma (2), osservando prima di tutto che i se- 

condi membri Xi delle (1), si annullano per qualunque valore di t ,  quando 
tutte le xi si pongono eguali a zero. È unn conseguenza immediata della 
ipotesi che x i  = O soddisfa il sistema. 

L a  soluzione xi = O sarà a dirsi stabile (con ovvio linguaggio cinema- 
tico; interpretando cioè le (1) corne le equazioni di definizione del movimento 
di un punto ne110 spazio x i ,  x,,. . . , x,) allora e solo allora che,  per ogni 
intorno comunque piccolo E dell'origine, ne esiste un secondo H tale che, 
prendendo in H la  posizione iniziale del mobile, questo rimane in E ,  per 
qualunque valore positivo O negativo di t. 

Ti è instubilità ne1 caso opposto, ossia se non esiste un H dotato della 
anzidetta proprietà; O in altri termini se, vicino quanto si vuole all'origine, 
esiste sempre qualche posizione iniziale Po ,  a partire dalla quale il mobile 
si trova, in un istante almeno, fuori di E. 

Premesse queste definizioni, B facile mostrare che una soluzione perio- 
dica è sempre stabile od instabile assieme ad una certa trasformazione r. 

Prendiamo a considerare l'integrale generale del sistema (1) 

i valori iniziali x$ riferendosi per es. all'istante t -; O. Le  Fi si riducono 
identicamente ad xi0', per t = O, e si annullano nell'origine qualunque sia t. 

Una nota proposizione ci assiciira poi che esse sono funzioni regolari 
delle xl', in un intorno abbastanza piccolo dell'origine, per qualsiasi valore 
reale finito di t (*)). (Il difficile è stabilire cib che accade, quando t cresce 
indefinitamente.) 

(*) POINCARÉ, Mécanique céleste, tom. 1, n.O 27; oppure 
NICCOLETTI, Sugli i n t e p d i  clclle epazioolai cli,~erenziali ordinal.ie, consiclemti corne 

fzmzioni dei 2oro vatori inizinli, (Rendiconti dei Lincei, 15 dicemhre 1893); 
PICARD, Traité cl'annlyse, tom. III, Cap. VIII, pag. 157-162. 
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I n  causa della periodicità dei secondi niembri delle (l), le Fi posseggono 
ancora iina importante proprietà funzionale. 

Dicrtnsi r i1)  (12 = f 1, f 2 , .  . .) i valori degli integrali xi per t = n 1'. 
Accanto alle formule (3) (che definiscono g1i integrali mediante i loro 

vnlori per t = O), possiamo costruiriie altre, che defiiiiscano gli stessi inte- 
grali, ma in base ai loro valori per t .= n T. Fer stabilise queste nuove for- 
mule, basta osservare che, ponendo r -- t - j z  I', il sistema ( l ) ,  per la perin- 
dicità delle Xi, diviene 

i l  quale coincide col10 stesso (l), salvo Io scambio materiale di  t iii -7. 

Orti, in virtù delle (3), gli integrali di questu sistema, d ie ,  per r = O ,  
nssumono i valori xin), sono definiti da 

Il confronto colle (3) stesse porge le annunziate equazioni fuiizion:ili 

essendo bene inteso 

Designiamo in particolare con fi (xf), xi0), . . . , x!!?) le espressioili delle 
funzioni Fi per t = T, e facciamo nelle ultime formule 11 = 1. 

Avremo 
xi" = fi (xy, xp, . . . , x,,4)) (i = 1, 2 ,  . . * , l h ) .  ( 5 )  

D'altronde la (4) ci dà, per qualsiasi valore di l z ,  

Le (5) e (6) mostrano clle le posizioni P,, occupate da1 mobile per 
t = 1 1  T, si ottengono dalla posizione iniziale Po per iterazione della trasfor- 
maxione (5). 
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h chiaro che, ogniqualvolta la ( 5 )  è instabile, Io stesso avviene per la 
soluzione periodica (2). Se la trasformazione è stabile, 10 è del pari la (3, 
ma una qualche spiegazione si rende necessaria. 

E per verith dalla stabilità della (5) segue bensi che, per t = n  T, il 
mobile (anche al crescere indefinito di ta) rimane in E, ma nulla si sa a 
priori della traiettoria, coinpresa fra due P, oonsecutivi. Ad eliminare il dubbio, 
si osservi in primo luogo che, dato un intorno comimque piccolo E dell'ori- 
gine, e un qualsiasi intervallo finito di valori di t (in particolare l'iriter- 
val10 O, T), si pu6 sempre assegnare un intorno E,', tale che, per Po in E', 
P non esce da E, finchè t rimane nell'intervallo. E questa una conseguenzn 
immediata di qimnto s'è osservato circa i secondi menibri delle (3). 

Cib posto, si prenda a considerare, facendo appel10 alla supposta stabi- 
lità della (5), quell'intorno H, che corrisponde ad E' (secondo la definizione 
di stabilità). Dico clie Io stesso H, rispetto all'E arbitrariamente prescelto, si 
trova nella condizione voluta per la ~tabilith della nostra soluzione periodica. 

Infatti qualsiasi posizione iniziale, situata in H, dà intanto luogo a punti 
P, di E' (e quindi di E). Sia poi P una generica posizione del mobile cor- 
rispondente ad un istante t compreso fra n T e (n + 1) T. 

Per le (3) e (4), le coordinate xi di P si possono rappresentare mediarite 
le funzioni 

Fi (xp), x:),. .., xg); t - n T); 

gli asgomenti xp), xyl), ..., zm) sono compresi in E', t - 12  T fra O e T; il 
punto P è dunque in E. C. D. D. 

Daccliè una soluzione periodica (2) è sempre stabile od instabile assieme 
alla (5), si pub dire, fino ad un certo punto, che la questione della stabiljth 
delle soliizioni periodiche si riduce a quella delle trasformazioni puntuali. 
Quand'anche perb quest'ultima fosse completamente risoluta, rimarrebbe, ri- 
spetto al primo problema, un ulteriore passo da coinpiere : Mettere in rela- 
zione, quanto possibile diretta, i criteri di stabilità O di instabilità, relativi 
alla (5),  coi dati del pïoblema, cioè coi secondi membri Xi delle equazioni 
differenziali proposte. 

È questo l'iggetto dei paragrafi seguenti, dove si faranno appunto va- 
lere i caratteri di instabili th delle trasformazioni puntuali, finora acquisiti. 
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1 secondi membri Xi delle equazioni (1) si anniillano nell'origine, qua- 
lunque sia t ;  potremo diinque porre 

dove le a sono funzioni periodiche di t e i termini omessi d'ordine supcriore 
a1 primo ilapporto alle x. L e  equazioni liileari, a coefficienti periodici, 

(che si ottengono dalle (1) arrestandone i secondi menibri alle parti di primo 
ordine), si dicono, col sig. POINCAR$, e q u a ~ i m i  alle variaxiotzi del  sistetrw (l), 
rispetto alla soluzione periodica considerata. 

Sia tit i  ( t )  un generico sistema fondamentale di iiitegrnli delle (7). Pei. 
essere queste a coefficienti periodici, anche le Si ,  ( t  + T) costituiscono un 
nuovo sistema fondamentale, ed esiste per conseguenza una sostituzionc li- 
neare a coefficienti costanti, atta a far passare dalle [ i , j  ( t )  alle 5 i , j  (t + T). 
Questa sostituzione lineare ammette sempre m moltiplicatori (reali o com- 
plessi, distinti O coincidenti, ma finiti e non nulli), clie potremo rappresen- 
tare con eatT, enzz' ,,.. , e " * k 2 ' .  

Se si suppone in particolare clle il sistema fondamentale E i V j  ( t )  sin co- 
stituito dagli integrnli principali, relativi al punto t = O ( [ j , j ( 0 )  = 0, per i j ;  
5i,i (0) = 1), i coefficienti cjl della sostituzione 

. . . . . . . . . . . . . .  1 L . i  (7') E ) . . E,,,, (T) - w 

valgono tj,l (T) (corne si vede facendo t = O) e le eaT rin~aiigono defiiiite quali 
radici della equazione 

E (fd) = 

t,,i (T) - L,P (T) . . .  L,rt (T) 
L , i  (T) 52,s (T ) - . * {qm (T) 
. . . . . . . . . . . . . .  - o. 
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Dalle cose dette segue, come si sa, la esistenza di un sistema fondn- 
mentale di soluzioni della forma 

x i = e T j t q j ( t )  ( i ,  j = l ,  2 ,  ..., ml, 
dove le (T sono funzioni di t in generale periodiche (o alla peggio, ne1 caso 
che le cr non sieno tutte distinte, del tipo r, ip + r ,  Li*-' + . . . + r,, colle r 

periodiche e p < nt). 
L e  costanti a si chiamano gli esyone~ati cwatteristrici della data solu- 

zione peïiodica. Ne1 caso particolarc?, in cui i coefficienti a, delle (7) si ri- 
ducono a costariti, gli esponenti caratteristici a , ,  a,, . . . , a, sono, come è ben 
iioto, le radici della equazione 

a , ,  - o a,, . . . a im 

l a - . . . a,, 

i n  generale In dipendenza loro dai ccîefficienti a, del sistema (7) è più compli- 
cata. Coniunque essi rimangono individuati dai termini di prim'ordine delle (1). 

Si prova facilmente che e"lT, e " z T ,  ..., eqn~T sono i nzoltiplicuto~i della 
tmsfor~naxiorce (5) .  

Partiamoci infatti dalla espressione (3) dell'integral generale, ricordando 
clie i secondi membri sono sviluppabili in serie di potenze delle x f )  e si an- 
nullano per xi0) = O. 

Designiamo con 

le parti di prim'ordine, e sostitiiiamo nelle equazioni differenziali (l}, eguagliarido 
le parti di prim'ordine. Si vede cosi clie le soddisfanno alle equazioni alle 
variazioiii ; devono anzi essere separatamente integrali i singoli coefficienti 
t i l j ( t )  d'ogni xio'; talchè il loro insieme (per essere xji i valori iniziali degli 
integrnli xi) costituisce precisamente il sistema degli integrali principali 
delle (77, relativo a t = O. Ora, per definizione, 
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dunque i moltiplicatori della (5) non sono altro che le radici della equazione 

Ne1 Capitolo 1 abbianio dimostrato il teorema : 
Una trasformazione puntuale è hstabile,  se uno almeno dei moltiplica- 

tori ha modulo diverso dall'unità. 
- Dacchè la soluzione periodica (2) è stabile od instabile assieme alla ( 5 )  
e che d'altra parte i moltiplicatori e"jT di quest'ultirna sono in inodulo eguali 
nll'unifà allora e solo allora che gli esponenti carntteristici u j  sono puramente 
immaginari, otteniamo la importante proposizione dovuta al sig. LIAPOU- 
NOFF (*) : 

Una soluzione periodica è instabile, se uno almeno dei suoi esponenti 
caratteristici possiede parte reale non nulla. 

Supponiamo nelle (1) m. = 2 e di pih le Xi prive di termini di primo 
ordine. Il sistema si potrà scrivere 

dove X ,  (x, y), Y, (x, y) sono forme quadratiche in x ,  y ,  a coefficienti pe- 
riodici rispetto alla variabile t e i termini omessi di dimensione superiore 

(*) C h .  Sur l'imtabilité de l'équilibre dans certains cas où la forzction de forces n'est pas 
mnxiîzum, (Journal de Mathématiques, 1897); che è la Mernoria, già  citnta nell'Introdu- 
zione. Il teorema B quivi diinostrato p e r  il caso pnrticolare, in cui le xi sieno indipen- 
denti da t. L'A. perb ha  stnbilito la proposizione in genernle in u n  lnvoro anteriormente 
piibblicato (in l in jua  russn): 

Il problema çcnerale delln stabilitci. clel movimeizto, ICliarliow, 1892. 
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alla seconda. 1 valori medi 

1 
J X 2 d t  i Y 2 d t  

O 
[X,] = OF [ Y , ] = = ~  

costituiscono due nuove forme a coefficienti costanti. 
Se [X,], [Y,] sono prive d i  fattori comzcni, la soluxione periodicu x = 0, 

y = 0 è instabile. 
Designino x, ,  y, i valori iniziali di x ,  y. Corne abbiamo ricordato a 

§ 1, le espressioni di x, y sono della forma 

con P i ,  Qi polinomi in x o ,  y, ( a  coefficienti funzioni di t )  di grado desi- 
gnato dall'indice. 

due 
Portiamo queste espressioni nelle (a) ed eguagliamo i termirii dei primi 
gradi. 
Avremo chiaramente 

Dacchè x, y devono ridursi, per t = O, ad X O ,  y, ,  cos1 saranno appunto 
x,, y, i valori iniziali di P i ,  Q , ,  mentre ogni altro Pi, Qi si annulla. 

Ne viene 
PI = $0 , Qi =Yo,  

t t 

~ , = J ' x , d t ,  Q,= j Y J ~ .  
u O 

Per  t - T, dicendo x i ,  y, i corrispondenti valori di  z, y, le (3') daniio 

X ,  =yo + T. [X2 i x o ,  yo)] +. - . )  

y1 = y0 + T . [Y2 (xo, yo)] + . . . , 
la quale trasformazione fa riscontro alla (5) del caso generale. 
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P e r  ipotesi, le due forme T . [ X ,  (x,, y,)], T . [Y, (x,, yo)] non'ammet- 
ton0 fattori comuni. 

La trasformazione è instabile (cfr. § 3 del cap. precedente); lo è dunque 
la nostra soluzione periodica. 

Consideriamo ora il sistema 

Procedendo corne sopra, si ha senz'altro 

i terniini omessi essendo rispettivaniente di terzo e di secondo ordine alrneno. 
Sappiamo da1 capitolo precedente (5 4) che una trasformazione di questo 

tipo è certamente instabile, se il coefficiente di y: nell'espressioiie di X ,  non 
si annulla. Il termine in y: proviene ora da (Pz),,, e il suo coefï~ciente non 
è altro (a prescindere da1 fattore T) che il valore medio del coefficiente 
di yZ in X,  (x, y). 

Possiamo dunque concludere : 
L a  soluzione x = O ,  y = O di  un sistema (b) 2 instabile, se non si an- 

nulla i l  valor medio del coeficiente d i  yg in Xz (z, y). 

Annnli di A4alemnticn, Serie III, tomo V. 
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Sin i n  generale un sistema 

colla soluzione x = O, y = 0. 
P e r  il teorema di LIAPOUNOFF, la soluzione è instabile, se degli esponenti 

caratteristici a , ,  a, uno almeno h a  parte reale diversa da  zero. Rimane I'i- 
potesi opposta di  esponenti entrambi pusamente immaginari (e coniugati, trat- 
tandosi sempre in queste ricerche di equazioni reali), cioè a, - - a, = i a 
(a quantità reale). Che anche a questo caso abbiamo di regola a corrispori- 
dere soluzioni instabili, non mi par dubbio. Pcrb non mi è ora possibile di- 

mostrarlo se non ammettendo che a sia commensurabile con -. 
T 

Sotto talc! restrizione il sistema (1') equivale ad un sistema (a), ovvero 
ad un sistema ( h ) ,  ed è quindi in generale instabile. 

Innanzi tutto, per la  supposta commensurabilità, potremo mettere a sotto 
2 h i i  la forma - 
k T 

dove h e k designano interi primi tra loro. 

Se  a- non è nullo, le equazioni alle variazioni 

d x  \ 
d t  - -=XI  (x, y), 1 

ammettono due soluzicni indipendenti u , ,  v , ;  u,, v ,  della fornia 

periodiche entrambe col periodo Ic T. (Infatti, quando t aumerita di X: T, non 
solo le u e r,  che ammettono già il periodo T, ma anche gli esponenziali 
riprendono il medesirno valore.) 
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Poniamo 

cl, = %LEt = ol COS a t - D, sen a t , 
2 

" + " = r ,  cos a t - r ,  sen a t ; C,, = - 
2 

3 

2C1 - 26. ci2 = -' = u I  sen a t f 0, cos O: t ,  
2 i 

con che c l , ,  c,,; c,,, c,, costituiscono un nuovo sistema foiidamentale di so- 
luzioni delle (7'). 

Si  operi su1 sistema proposto il cambianiento d i  variabili 

La materiale sostituzione di questi valori in (1') dà, tenendo conto della 
linearità di X,, Y,, 

X, ,  Y,, e cosi i termini successivi, conservano nelle nuove variabdi 5, q Io 
stesso grado e rimangono funzioni periodiche di t (col periodo k T). L e  
qiirintità in parentesi nei due membri si elidono, poiché, per definizione, c i , ,  
co i ;  C i e ,  coo verificano le (7'). 

d.' d s  Risolvendo rispetto a 2 -, si è evidentemente ricondotti alla forma ((1). 
d t  clt 

Si noti clie il determinante 
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non pub annullarsi per alcun valore finito di 't. Esso soddisfa infatti, come 
è ben noto e come del resto si verifica iinmediatamente, alla equazione 

non pub annullarsi in un 

d~ a yi . 
d t 

4 

é funzinne regolare di t sopra l'asse reale e percib D 

punto senza annullarsi identicamente. Questo poi é 
escluso dall'essere le c soluziorii indipendenti delle (7 ' ) .  

A legittimare la trasformazione (8), conviene ancora osservare che essn 
non altera la stabilità O la instabilità. di una soluzione x ( t) ,  y (t). Infatti i 
coefficienti c della (8), e cosi D, sono funzioni periodiche; finite quindi e l'ul- 
tima diversa da zero, anche al  crescere in de finit,^ di t. 

Se mai u è nullo, le (7') non posseggono più in generale diie soluzioni 
indipendenti della forma considerata, ma  si ha  invece'un sistema fondamen- 
tale del tipo 

UI =or ,  V I  = o p ;  

le o e .r essendo, bene inteso, funzioni periodiche reali. 
Fatte le posiziotii 

c , , = o , ,  cII=crt; 

si noti che, mentre c l , ,  c,, costituiscono, come ne1 caso precedente, una so- 
luzione delle (7'), c,,, c,, verificano invece le equazioni 

-- a't' d t -xi (ci,, G r )  - C i , ,  

CH = Y, (c,, , c,J - c*,. a t 
La sostituzione (8) cangia allora, come si vede subito, il sisteina (1') in  

uno di tipo (O). 
Eqziazioni, c l~e  lzon contengono t esplicitamente. Se i secondi meinbri 

X, Y delle (1') non contengono t esplicitamente, le considerazioni precedenti 
sono applicabili senza alcuna restrizione circa il valore di a. Infatti, ne1 cas0 
attuale, qualunque numero pub essere risguardato come periodo T di X ,  Y; 

2 r in particolare si pub supporre T tale che tr e - sieno commensurabili. T 
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L e  (8) si riducono a 

Supposto a non nullo, ne1 sistema trasformato a mezzo delle (8'1, la va- 
riabile t entra soltanto pel tramite degli argomenti cos u f, sen t ,  talcliè il 

2 .;i 
periodo vale - 

x 
Se poi a è nullo, l a  (8') si riduce all'identità e il sistemn 

proposto cade già esso ne1 tipo (a), ovvero ne1 (b). 
Ne1 primo caso la (8') conduce bensi al tipo (a), ma si inceppa neces- 

sariamente - corne è facile ricoiioscere - nella circostanza eccezionalr: che 
il valor medio delle parti di secondo grado è nullo (né si pub quindi appli- 
care il nostro criterio di instabilità). 

Si noti del resto che, per questo caso, la qiiestione della stabilità è gili 
stata brillantemente trattata da1 sig. POINCARE nelle già ricordate classiclic 
ricerche : Sur les cozwbes définies pal. des équatiom différentielles (*). 

P e r  quanto concerne il secondo caso, i nostri due criteri possono effet- 
tivarriente riescire; ma nulla sostanzialmente offrono di nuovo, potendo senza 
difficoltà venir desunti da m'importante Memoria del sig. BENDIXSON (**), 
dove è fatto in modo esauriente 10 studio del comportamento delle curve in- 
tegrali nei casi non contemplati da1 sig. POINCAR$. 

Riassumendo, per le equazioni, che non contengono t esplicitamente, nulla 
ci vien fatto di aggiungere ai risultati dei sigg. POINCARE e BENDIXSON, che 
si addentrano nello studio delle proprietà delle soluzioni ben oltre la sem- 
plice discussione della loro stabilità. 

(*) Journal de iMalhématiques, 1881, 1882,  1885,  1886. Cfr. in particolare le pa- 
gine 173-196 della terza Memoria. 

("*) Sur les courbes difinies par des épations différentielles. Acta Mathematica , 
tom. 24, 1900. 

Seguiamo per  es. la discussione, che l'A. ci presenta a pag. 71, dei sistemi della 
forma (22) (il nostro tipo (O)). Risulta da essa che, se un certo ?j, (O, 0) non si annulla, vi 
hanno caratteristiche passanti p e r  l'origine con tangenti determinate, e quindi necessarin- 
mente instabiliti. O r a  $(O,  0) non è al t ro (colle nostre notazioni) clie il coefiiciente di y2 
nell'X del sistems (O). Ecco ritrovato il nostro criterio di ins tab i l i t i  
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-- - 

$ 5. - EQUAZIONI CANONICHE. 

I l  Sig. POINCARE ha notato (*) che ogni soluzione periodica d i  un  sistaina 
canonico 

(in cui P non dipende da t) si pub, scegliendo opportunamente le variabili, 
supporre definita dalle equazioni 

dove q ,  varia sempre ne1 medesirno senso e aumenta di 2 n, rnentre t cresce 
d i  T. 

La funzione F è a riteliersi, rispetto a q , ,  periodica di periodo 2 n, e 
rcgolare, rispetto alle altre variabili, nell'intorno del valore zcro. 

Dacchk le equazioni (9) sono soddisfatte dai valori (IO', le t re  derivate 
a~ a P  a F  
-- 9 - - debbono annullarsi per pl = p, = q ,  = O, y, = (t), qualuiique 
391 a q 2  3 ~ 2  

aF a F  a y  si% il valore di t. Questo equivale a dire che - , - - si annullano, 
841 aq2  a ~ 2  

3 3 '  indipentemente da1 valore di q ,  , per pl - p ,  = q,  = O. Invece - non si a 191 

annulla per alcun valore di y, (pi, p,, q,  essendo abbastanza piccoli): In- 
3 F  fiitti, qunndo p l ,  p, e qt  si pongono tutti eguali a zero, - = e p l  va- 
a p ,  d t  

ria pcr ipotesi sempre nello stesso senso. 
Staiido cosi le cose, Io sviluppo di F in aerie di potenze di fi,, p,, q? 

inanclierh dei termini lineari in pz, q0 e sarà quindi della fornia 

i termini omessi essendo di terz'ordine alineno (rispetto agli argomenti j 3 , ,  

p,, y,), ovvero anche di secondo, m a  con p ,  a fattore. 1 coefficienti a,, a,, , ecc. 

(") Mécaizique céleste, tom. II, n.' 308. 
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d C sono funzioni periodiche di p,; C è una pura costante, poichè - non è 
9, 

a F  altro che -- , in cui si faccia p ,  - p, = q ,  - O, e deve quindi annullarsi. 
a !?l 

a F  Per  valori abbastanza piccoli di p l ,  p,, q p ,  -- non si annulla, corne a P, 
abbiamo testè osservnto. Questo ci permette di eliminare t dnl sistema pro- 
posto, assumendo q ,  come variabile indipendente. 

Avreino le equazioni 

le quali definisoono, come si su01 dire, le traiettorie del sistema (9). 
Cib che interessa da1 punto di vista della, stabilità é per Io più il com- 

portamento delle traiettorie. 
Ad og;ii soluzione periodica del sistema (9) fa ïiscontro un'orbita 

chiusa (*). L'importante è di sapere se il moto perturbato avviene indefini- 
tamerite in prossimità di qiiest'orbita, ovvero se ne scosta di una quantith 
finita, per quanto poco si varino le condizioni iniziali. 

Interesserà in generale assai meno di sapere se anche le posizioni, cor- 
rispondenti ad un medesimo istante, sull'orbita priniitiva e sulla perturbata, 
seguitano a rimanere vicinissime, O se si avranno alla lunga delle differenze 
finite tra le fasi dei due movimenti. D'altronde non c'è rngione di porre la 

(%) Da1 punto di vista astrat to  basta per  cib interpretare pl,  p , ,  q2 come coortiinate 
peneriche, q, come coordinats ciclica di uno spnzio a quattro dimensioni. Quando perb il 
s is tems canonico (O) proviene da un problèma di mcccnnica celestc, si lin éffcttivaniente 
un'orbits, ne1 senso astronomico della paroln, i cui elementi determinativi sono forniti 
dalle espressioni di pi, p2,  qp in termini di p, . 
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seconda questione se non dopo risoluta la prima e constatata la stabilità del- 
l'urbita. 

Queste osservazioni mostrano come alla indagine della stabilità di una 
soluzione periodica (10) si sia naturalmente condotti a sostituire la ricercn 
analoga, relativa alla soluzione 

del sistema più semplice (I l ) ,  (12). 
L a  instabilità (se non la stabilità) della (10') trae sec0 necessariamente 

quella della soluzione proposta. 
Cib posto, rivolgiamoci al sistema ( I l ) ,  (12). Esso ammette l'integrale 

F = cost. 

Potremo sostituire questa equazione in termini finiti alla '( l1 i .  Il valore 
della costante, che corrisponde alla soluzione (10') è evidentemente C. Ci li- 
miteremo a corisiderare quelle soluzioni del sisterna, per cui 

F =  C. 

Sotto l'aspetto dinamico questa lirnitazione corrisponde alle perturbazioni 
conservative. 

Si noterd che, accertata la instabilità quando il valore della costante 
si suppone fisso, essa rimane provatn in generale; ma, quanto alla stabilità, 
la cosa andrebbe diversamente, potendo benissimo avvenire che una stabilità 
conservritiva non sia più tale rispetto all'intero sisterna ( I l ) ,  (12). 

Eliminiamo pl dalle nostre equazioni, ricavandone il valore in  funzione 
di pl, p,,  q,, dalla equazione F = C, ossia da 

Questa equazione è soddisfatta Fer pl = p ,  = q 2  = O e si pub risolvere 

i.apporto a p i ,  perchè , cioè a , ,  non si annulla, comunque 

vari q , .  Siccome sono nulli, cos1 Io sviluppo 

di pl cominciei.8 in p,, q, .  Designiamone l'in- 
sienic con K e determiniamo Il ,  portando nella (13)' per p , ,  una espressione 
del tipo 

pi = K.+ Tl 

(con H almeno di terz'ordine in p,, q,). 
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Ricordiamo che i termini non scritti nella (13), O erano di terzo grado 
per 10 meno in p,, q, , oppure, essendo complessivamente di secoiida almeno 
in p,, p,, q,, contenevano p, a fattore. Dopo In sostituzione di K + H a p, , 
quei termini acquistano tutti una dimensione superiore alla seconda in pi, q,. 
La  parte di secondo grado ne1 primo membro della (13) è dunque 

e, dovendo essa annullarsi identicamente, risulta 

Ritenendo pi definito dalla equazione F = C (ossia p, = R + I I ) ,  ab- 
biamo 

a~ a~ 

e le (12), libere ormai da p, ,  diverranno 

1 secondi membri sono funzioni periodiche di q , ,  che si annullano per 
p, = q, = O ;  i termini, provenienti da H, sono di secondo ordine almeno, 
rapport0 a pz, q2 - 

Ecco un sistema analogo all' (1') del precedente paragrafu. 
Vediamo di adattare ad esso il criterio di instabilità, Che abbiarno ivi 

indicato. In  primo luogo gli esponenti caratteristici P, , p2 della soluzione 
- 

pz = q, = O (supposti privi di parte reale , e quindi della forma + 0 \ - 1) . 
dovranno corrispondere ad un valore di P razionale (commensurabile con 

\ 

2 x -, il T del caso generale essendo qui 2 n 
T 

Se si richiama la proprietà delle soluzioni periodiche dei sistemi cano- 
nici (9) di ammettere due esponenti caratteristici nulli e due altri a c - n 

2 x 2 x eguali e di segno opposto (*), e si osserva che P, - P sono in ogni 
T ' T  

(*) POINCARE, Mé~a~zique céleste, tom. 1, n.' 69, 70. 

Annali di Matematica, Serie III, tom0 V. 
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caso esponenti caratteristici della (10) (*), riconosciamo intanto che il criterio 
CI 

di instabilità si trasporterà a quelle soluzioni periodiche (IO), per cui 
\I- 1 

2 n è commensurabile col moto medio - . (Si dice in generale moto medio, per T 
una soluzione periodica (IO), l'aurnento, che subirebbe nell'unità di tempo la 
coordinata ciclica 

Proseguendo 
riabili p,, q, una 

q , ,  qualora essa variasse in modo uniforme.) 
poi come a 5 3, si dovrà immaginare eseguita sulle va- 
sostituzione lineare 

i cui coefficienti (supposto a non nullo e quindi i due esponenti caratteristici 
distinti) sono gli integrali delle equazioni alle variazioni. 

Per la circostanza particolare che le equazioni (14), e cos; le loro equa- 
zioni alle variazioni 

d ~ s  -- a K  d!h 8K 
Y --- 

dg, 8 %  dp, ~ P Z '  

(*) Infatti le equazioni alle variazioni delle (IO), osservando In espressione di F, si 
possono scrivere : 

La prima serve a definire pl; eliminando t da1 secondo gruppo, a mezzo della seconda, 
troviamo le equazioni alle variazioni del sistema (14): 

Reciprocamente si passa da queste alle due anzidette, sostituendo a ql una variabile 2, de- 
d 5% finita da - =a,. Con questo camlsiamento di variabili gli esponenti P,, P2 (efr. POIN- 
d t  

2 x  27i 2 a  
CARÉ, loco citato, n.O 70) vengono moltiplicati per T. Dunque P, T ,  Pz sono espo. 

nenti caratteristici delle equazioni d l e  variazioni del dato sistema canonico. 
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sono canoniche, il cambiamento di variabili (8") dà luogo al sistema (*) 

che è ancora canonico e rientra ne1 tipo (a). Si  intende che la funzione H 
è qui  a ritenersi espressa per le x, y a mezzo delle (8"). 

Sia H, la  forma costituita dai termini di terzo grado e [ad] il suo valor 
medio (rapport0 a q,). A norma del $ 3, condizione sufficiente per l7instabi- 

lità della (14') si è che le due forme -- a 'H31 - O ammettano fattari a x a Y 
comuni, O, cià che è Io stesso, che la [H,] sia priva di fattori multipli. Con- 
cludianio pertanto : 

(*) Immaginiamo infatti, corne é sempre lecito, scelte le  costanti di integrazione in 
modo che il valore iniziale di 

D = C l 1  c22 - C12C21 

d B  
sia eguale all'unita. Avendosi, pe r  l a  forma canonica delle (7'9, -- - O, s a v i  D = 1 per 

d t 
qualsiasi valore di t. N e  consegue, in virtù delle (SI1), 

valgono dunque l e  relazioni di JACOBI e quindi x, y sono costanti canoniche. Donde sen- 
z'altro le  (14'). (Cfr. p e r  es. TISSERAND, Mécanique céleste, tom. 1, n." 50.) Del resto ne1 
caso presente la verifica diretta e immediata. Basta  notare clle 1s sostituzione (SI') in  
(14) d a  

clx d y  a11 
C I I ~ + ~ Z ~ ; ; = Z ~  q~ 

dx: a 11 d y  - -- C21 - + CZP - - 
d pl 91 a P Z  

e queste, risolute, divengono 

d z  811 --- - ÔH 
Czz + - 

a 
C12 = - , 

a y  d YI a q2 a P; 
C ~ Y  -=- aH - a 11 a 11 czl - - Cl,  7 - -- . 
d q1 a ~a 8 p2 a x 
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CC Le soluxioni periodiche (IO), per cuz = ( 2  0 )  è coi~unensurabile col 
d-1 

moto medio, so~zo instabili, purchè soltanto sia priva di ftrttori multipli una 
forma cubica [H,] (il cui calcolo dipende, ne1 modo detto, dai coefficienti della 
funzione caratteristica F fino al terzo ordine al più). 

Si vedrebbe in modo analogo (cfr. pag. 272) che, se a = 0, la coridi- 
a 3  1 H ~ I  zione, che assicura l'instabilità, è ancora la medesima, oppure - 5 O. 

3 y3 
C'è da avvertire che le c sono in quest'ultimo caso definite in modo 

alquanto diverso, le altre lettere conservando perb 10 stesso significato. Il si- 
stema, cui si perviene da ultimo, non è più il (14'), sibbene 

che noii ha forma canonica. 

8 6.- OSSERVAZIONE ~ E N E R A L E  CONCERNENTE LA STABILITA DELLE SOLUZIOHI PERIODICHE, 

CHE DIPENDONO DA UN PARAMETRO. 

Torniamo per un moment0 sulla definizione di stabilità di una soluaione 
periodica. In quella data a § 1, ci siamo riferiti, per maggior comodo, ad un 
sistema particolare di variabili. Volendo ora attribuirle una forma valida per 
qualunque sistema di variabili, basterà evidentemente (col solito linguaggio 
cinematico) eiiunciarla corne segue : 

Sia no la posizione iniziale del mobile, corrispondente ad una soluzione 
periodica 2, nt la posizione nell'istante t ;  Po e Pt abbiano analogo signifi- 
cato per una soluzione generica S. 

La soluzione B sarà a dirsi stabile se, scelto un numero positiro E arbi- - 
trariamente piccolo, ne esiste un secondo q,  tale che la distanza Pt Ilt si man- 
tiene, per qualsiasi valore di t, inferiore ad &, ogniqualvolta la posizione ini- 
ziale Po dista da ri, meno di yi. 

La 2 è instabile ne1 caso opposto, vale a dire se, fissato E ahbastanza 
piccolo, tra le posizioni iniziali Po corrispondenti alle S ,  ve n'ha di vicine - 
quant0 si vuole a Po, per c.ui la distanza Pt nt finisce col diventare, per 
qualche valore di t, r: E .  
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Intesi su cib, prendiamo a considerare un generico sistema differen- 
ziale (1) e supponiamo che il sistema ammetta una serie ooi di soluzioni pe- 
riodiche 8,, dipendenti da  un parametro p ;  i valori iniziali xO), corrispon- 
denti a queste soluzioni, essendo funzioni continue del parametro p (per es. 
in un intorno C di p = 0). 

Si fissi in un modo qualunque un insieme di valori del parametro p, 
tale che l'insieme derivato comprenda tutti i punti dell'iritervallo C (per es. 
l'jnsieme costituito dai punti razionali di C). Si ha il teorema : 

Le soluaioni 2, sono stahili od i ~ ~ s t n h i l i  assiewze alle 2,, (supposto che, 
per tutti i valori dell'insieme, quest'ultime si comportino nello stesso modo). 

Sieno per es. le soluzioni 2,l tutte stabili. S i  tratta di far vedere che 
una generica Zp0 (dove p, appartiene a C) è pure stabile. 

I n  primo luogo si pub trovare m a  2',&~ vicina a Z,, quanto ci piane. Pre- 
cisiamo questa asserzione. Dicasi no la  posizione iniziale corrisponderite a X P u  
e nt, le posizioni iniziali, corrispondenti alle IP'. L7ipotesi fatta circa l'in- 
sieme p' ci assicura che, in ogni intorno comunque piccolo di II0, cadono 
punti II',; ora è sempre possibile, scegliendo la distanza iniziale nto no abba- 
stanza piccola, fare in modo che n t t  nt si mantenga iriferiore ad un limite 
prefissato q, per un intervallo finito di tempo; il periodo T per es. Imnia- 
giniamo IT', (ossia fissato in ta1 guisa. L e  due soluzioni &, 8,' essendo 
entrambe periodiche (col10 stesso periodo T), potremo concludere 

n',nt<?, 
per qualsiasi vnlore di t. 

(15) 

2 
Dacchè la soluzione Zp' è stabile, scelto arbitrariamente - E ,  avremo 

3 

per ogni S, la cui posizione iniziale Po dista da nf0 meno di un certo limite, 

che rappresenterb con 2 0 e che evidentemente non supers 

(dove si iritende scelto per vi questo valore) e dalla (16) segue agevolmente 
la dimostrazione della proprieth enunciata. Infatti, data E ,  prendiamo q ncl 
modo testè detto e consideriamo un geiierico Po, per cui 

La (lj), per t = O, dà 
nlo < 6 ,  
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quindi 
Po nt, < 2 ri ,  

con che la (16) rimane soddisfatta per ogni valore di t. 
1 

Confrontando colla (15) e tenendo presente che q r - E ,  si ricava 
3 

clle è la condizione di stabilith della LPo.  
Ne1 caso invece, in cui le 8,f sono instabilj, si trova, vicino quanto si 

vuole a nt,, un qualche Y,, per cui Pt n'c finisce coll'assumere, in un istante 
alriieno, un valore fisso; 2 E per es. 

-- 
D'altra parte II, Hf, si pub ritenere (scelto opportunamente pl) piccolo a 

piacere, per qualsiasi valore di t. Esistono dunque posizioni P o ,  per le quali 
- 

I', ri,. raggiunge valori, viciiii a 2 E ,  pure quanto si vuole ; in particolare 
quindi superiori ad E .  

Il teorema è cos1 completamente dimostrato. 
È chiaro che una proprietà analoga sussiste per due O più parametri. 
Cos1 per es., se un sisterna aminette una duplice infinità di soluzioni 

periodiche Z,,, corrispondenti ai valori p, u di un certo campo C, e si h a  
in C un insieme di punti ut), il cui derivato sia denso in C (comprenda 
cioé tutti i punti di C), le &, sono stabili od instabili  assieme ulle 
Xpi ; etc. 

CAPITOLO IV. 

A p p l i c a z i o n e  al  p r o b l e m a  d e i  t r e  c o r p i .  

S 1. - EQUAZIONI DEL PROBLEMA RISTRETTO (*). 

Si su01 chiamare ristretto quel caso particolare del problema dei tre 
corpi (punti niateriali, che si attraggono secondo la legge di NEWTON), in 
cui il movimento è piano, uno dei corpi ha  massa trascurabile e gli altri 
due descrivono orbite circolari attorno al coniune centro di gravità. 
-- 

(*) Cfr. Porwca~É, &fécaniyue céleste, tom. 1, n.O 9. 
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Sieno S, J, P (Sole, Giove, Pianeta) i tre corpi; 1 - p, p, O le rispet- 
t h e  masse. 

Si suppone, come s'è detto, che il moto kepleriano (non pertiirbato, Fer 
essere nulla la massa di P) dei due corpi S, J skt il più semplice possibile, 
cioè che essi si muovano di moto circolare uniforme attorno al loro centro 
di gravità 0 : L a  distanza S J rimane allora costante. 

Per  semplificare, conviene assumere S J come iinità di lunghezza e di- 
sporre dell'unità di tempo in modo che la costante f di Gauss si riduca al- 
l'unità. 

Riesce cos1 eguale ad  1 la velocità angolare costante, con cui la retta 
S J ruota attorno ad O (*). 

Riferiamoci ad un sistema di assi mobili 5 ,  ?, coll'origine in O e I'asse 5 
coincidente con SJ, la direzione positiva essendo per es. O J (Fig. 5) .  

L e  coordinate 5 ,  di S sono -pl 0 ;  quelle di J, 1 -p, 0. Designe- 
- - A 

rem0 con r ,  b le distanze P S, P J, con v l'angolo P S J (contato ne1 verso 
5 + 1). 

(*) Infatti questa velocità angolare (O moto medio) compete altresi al moto relativo 
di J rispetto ad S. Ora, fra il moto medio n, la, somma delle masse m, + rn, di due corpi 
l'asse maggiore a dell'orbita e la, costante f, si ha la  relazione fondamentale 

Essendosi qui sssunti ml + m,, SJ  cioé a ,  ed f eguali all'unità, risulta n = 1 , çiustn 
-'asserto. 
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La forza, che sollecita Y, deriva da1 potenziale 

e le equazioni del movimento sono 

Passando dagli assi 6, r, ad un sistema parallelo x, y coll'origine in S, 
si h a  

t = x - p ,  v = y ,  
e per conseguenza 

essendosi posto 

Consideriamo per un moment0 il moto non pertdrbato del corpo P, quel10 
cioè, che corrisponderebbe a p = O. Esso è evidentemente kepleriano e pub 
essere definito (rispetto a un sistema eliocentrico d i  direzione invariabile) dai 
suoi elementi ellittici a (semiasse maggiore), e (eccentricità), < (anornalia 
media?, 'GI' (longitudine del perielio). I l  moto relativo rispetto ai nostri assi s, y 
possiede ancora gli elementi a, e, c ;  solo la longitudine del perielio non è 
piii a', ma a = a'- t, dacchè l'asse x ha esso stesso la longitudine t. 

Le espressioni di x ,  y ,  in funzione di questi elementi ellittici relativi 
a, e, c, a, sono senz'altro quelle ben note, relative alle coordinate eliocen- 
triche ; 1% loro sostituzione in U dà luogo ai  classici sviluppi della funzione 
perturbatrice. 

Teniamo presente questo e notiaino d'altra parte che il moto eliocentrico, 
1 definito dalle (11, è dovuto al potenziale - + p U. 
r 
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Ponendo 
2, =va, x2 = (a( lT) ,  y, = c, y't = or, 

le equazioni (1) equivalgono, corne si tia, al sistema canonico 

il quale hâ per funzione caratteristica (quella corrispondente al moto non 
1 perturbato - che è la costante delle forze vive - - - più la energia po- 

2 x: 
tenziale delle forze perturbatrici - p C ;  dunque) 

Jntroduciamo, al posto di y', , la sariabile y, = a = y', - t. Le equz- 
zioni rimangono canoniche, purchb si sostituisca ad F' 

1 

P e r  quanto s'è osservato, quest'ultiina funzione dipende soltanto dagli 
nrgomenti x i ,  x,, y, ,  y, (non esplicitamente da t ) .  

Dovendo in seguito considerare valori dell'eccentricith vicini a zero, la 
scelta delle variabili precedenti non è opportuna, perchè la  funzione F cessa 
di  essere olomorfa, quando x ,  = x,. 

Si gira la difficoltà, adottando le variabili 

pi = xi ,  qi=yi  + yo; 

colla quale sostituzione non si altera la forma canonica, mentre F divienc 
funzione regolare dei nuovi argomenti. 

Avremo i n  definitiva le equazioni 

dove 
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la funzione U, definita dalla (2), dovendosi, bene inteso, ritenere espressa per 
le pi, q i -  

L'effettivo calcolo di qiiesta espressione (della quale ci occorreranno più 
1 innanzi i primi termini) si farà ricorrendo ai noti sviluppi di - r cos v, 
r 

1 - in funzione degli argomenti a, e,  <, a, e passando poi alle nostre varia- 
A 

bili mediante le relazioni 

pi = \la, q ,  =-kt, 
P, = y COS W, pz = - q sen a, i (4) 

che si raccolgono immediatameiite da qiianto precede. (1 radicali, non oc- 
corre dirlo, si intendono presi in valore assoluto.) 

Si noti che è funzione regolare di e nell'intorno di e = O e si annulla. 
con e. Infntti 

Si pub anche dire che è la radice positiva dell'equazione 

che si annulla con e. 

$ 2. - SOLUZIONI PERIODICIIE PROSSIME AD U N  MOVlMENTO CIRCOLARE UNIFORME. 

Per  p - 0, l'integral generale delle (1') è 

p,=p:, y, =(a-  1 ) t  + gi 

Pr = p: COS t - qg sen t, p, = p: sen t + q! cos t. 
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L e  oo' soluzioni, in esso contenute, corrispondono ai  movimenti keple- 
riani di P (ne1 piano dell'orbita di Giove). È appena necessario osservare 
che, essendo q, = w + < la longitudine media rispetto ad S J, lz - 1 rappre- 

3 - - 
senta il moto medio relativo, talchè n -p: designa, corne d'abitudine, il 
moto medio assoluto. 

Consideriamo in particolare le aol soluzioni 

che si ottengono prendeudo p2 = 0, q: = O, q: = O (la qua1 ultima condizione 
affatto inessenzialc equivale a scegliere 17epoca di una congiunzione per ori- 
gine del tempo), e scrivendo ( R  per p:. 

2 r 
L e  (6), che sono evidentemente soluzioni periodiche di periodo - , 

12 - 1 
definiscono movimenti circolari uniformi : Basta notare che, dall'annullarsi d i  
lln, q 2 ,  segue e = O ,  e quindi l'ellisse kepleriana di semiasse mnggiore (13:)' si 
rlduce al cerchio di raggio R. 

Dalla superiore espreesione dell'integrale generale segue immediatamente 
che i due esponenti caratteristici non nulli di una geiierica ( 6 )  sono f \lx. 

Yer p positivo e abbastanza piccolo, il sistema (1') possiede soluzioni 
1 periodiche X p 7  vicine ad una qualsiasi (6), almcno se - non è un nu- 

12 - 1 
mero intero. 

Rappresentiamo, infatti con 

l'integral generale del sistema (1') e notiamo che le soluzioni perio, 
2 5c periodo - + r sono caratterizzate dalle equazioni 

n - 1  
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1 primi mernbri delle due ultime equazioni si riducono, per p = r =O,  a 

2 n 9 2 7i 
P: (oos nT - - 91 sen - , n - 1  

' 27e 2 z p: sen - 
n - 1  

+ p l  (cos - - 1) ; 
n - 1  

quindi il loro determinante funzionale, rispetto alle variabili p2, qs ,  vale - 
= 4 sene - 1  > 0, dacchè si esclude che - sia un nu- 

n - l  n - l  
mer0 jntero. 

Codesto determinante funzionale, che è funzione continua del parametro, 
rimane diverso da zero per p abbastanza piccolo, talchè le dette equazioni 
si possono risolvere rapporto a pl, q:. 

Portiamo le espressioni, che cosi si ottengono per pp, q: (in funzione di 
p t ,  q : ,  T ,  IX ) ,  nella seconda equazione 

$,-q:-2n=0. 

Potremo r'isolvere rispetto a r ,  poichè non si annulla la derivata del 

primo membro dell' equazione rapporto a questa variabile (per p = 0 ,  

Delle equazioni di condizione rimane oramai soltanto la prima, 

' 9 4  -pi = O, 
e questa, coi valori trovati per pf, 92, r ,  risulterà identicamente soddisfatta. 

Infatti il sistema (1') ammette l'integrale 

F e - C  
(la C si su01 chiamare costante di JACOBI) e la  equazione F = - C si pub 
risolvere rapporto a pi,  per p abbastanza piccolo (cfr. 5 5 del capitolo an- 
tecedente). 

Siam cos1 fatti certi che pl riprende il valore iniziale, ogniqualvolta ci6 
accade per le altre tre variabili po, q n ,  g,  (quest'ultima a meno di un mul- 
tiplo di 2 n). L a  condizione y ,  - p: = O è dunque una conseguenza delle 
altre, giusta l'asserto. 

Questa discussione ci apprende non soltanto che esistono per il sistema (1') 
1  soluzioni periodiche Z, vicine ad ogni (6) 

n - 1  
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più precisamente che ve n'ha me (*), essendo lecito scegliere arbitrariamente 
i valori iniziali di q:, p! (quest'ultimo in prossimità a \lR), cioè, potremmo 

anche dire, il momento di una congiunzione e la costante di Jacosr. (11 va- 

l lore di tale costante per una soluziona (6) b evidentemente - + CL) 
2R 

Se si suppone R < 1, alle 2, vicine competono orhite chiuse, interne 
a h e r c h i o  di raggio 1 (orbita di Giove); si tratterà quindi, con Iinguaggio 
astroriomico, di un pianeta inferiore; per R >  1, si avranno evidentemente 
pianeti superiori. 

Abbiamo osservato più sopra càe gli esponenti caratteristici (non nulli) - 
d'una generica (6) sono rt d- 1 ; quelli d'una Z,, per i piccoli valori di p, - 
saranno vicini a + \/- 1 ed essi pure, si intende, puramente immaginari, 
perchè devono essere ad un tempo coniugati e di segno opposto. Ricono- 
sciamo di qua che, tenendo conto soltanto della prima approssimazione, le 
soluzioni 8, appariscono stabili. Peib, appoggiandoci ai precedenti capitoli, 
ci verrà fatto di dimostrare con tutto rigore che una parte almeno di esse 
è certamente instabile. 

§ 3. - INSTABILITÀ DI QUESTE SOLUZIONI. 

C 

Attribuiamo nelle (6) al raggio R un valore della forma 

h designando un intero, positive O negativo, primo con 3 e diverso da ( 
-1 ,  - 2 ,  per modo che 1 + -  h > 0). 

Sarà 
3 

(*) Cfr. POINCARE, Micanique céleste, tom. 1, n." 43. L'A. si riferisce alle vsriabili 
xi, Y i  del paragrafo precedente. Siccome le (6) corrispondono a valori xi, Y i ,  per i quali 
la F delle equazioni differenziali (1') non è regolare, cosi non sarebbe stato a priori giu- 
stificato richiamarsi senz'altro al risultato del sig. PO IN CAR^:. 
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-- - 

Intesi che R abbia un siffatto valore, prendiamo in esame le soluzioiii 
periodiche, vicine alla corrispondente (6). Da1 paragrafo precedente siamo 

fatti certi della loro esistenza, poichè 2 non B intero. Ponendo 
n -. 1 

possiamo anzi ritenere che ad ogni coppia arbitrariamente prefissata di va- 
lori di ,u e v (purchè abbastanza piccoli) e ad ogni h corrisponde uiza solu- 
zione periodica 2:, del sistema (1'). (Dico una, e non w',  convenendo di 
preçcindere dal17arbitrarietà di q:, coll'assumere per es. q!= O.) 

Le  traiettorie del sistema (1') sono definite (5 5 del capitolo precedente) 
dalle equazioni 

dp2 - a H -- a ri , -=--, 
cl Y, a q2 d yl a pl  (8) 

dove H designa la espressione di pi in funzione di p,, q,, q, ,  che si ottiene 
risolvendo la equazione 

F = - C .  

Ad ogni soluzione periodica ZP, del sistema (1') fa riscontro una solu- 
zione, pure periodica, Q:, delle (8). 

F e r  provare la instabilità delle 8;,, ci basterà accertare quella delle n;,, 
rispetto alle traiettorie, cui compete 10 stesso valore 

di C. È necessario percib studiare l a  funzione A. 
definita da  

Essa viene, corne s'è detto, 

- 
ed é precisamente quella radice p i ,  che si riduce a \lR per p =  v =p, = q, = 0. 
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Si riconosce senza difficoltà che, quando p = 0, l'espressione di p ,  si piib 
presentare sotto la forma 

dove, a norma delle (4), oz sta per p; + q:, n ha il vnlore costante ('i), 
e Y,, V,, Q designano serie di potenze degli argomenti indicati. 

Immaginiamo di sviluppare H per potenze ascendenti di p e poniamo 

Avremo chiaramente 

Per p = v = O, l'esp~essione di II 

1 1  
d"- a ,- ( p i  + 49) + . . . 

+ d - i  
mostra che gli esponenti caratteristici dell'orbita circolare no", sono 

n - 1  
(Questo del resto potevasi prevedere, ricordando in generale che, se T e f a 

sono periodo ed esponenti caratteristici di una eoluzione periodica del si- 
5cr.T 

stema (l'), - sono gli esponenti caratteristici per la corrispondente so- 2 n 

luzione del sistema (B).) 
Cib posto, la trasforrnaxione (corrispondente alla (8) del paragrafo ante- 

cedente), atta a far passare da1 sistema (8) ad uno di tipo (a), è (per 
p = u = = O )  

Pi ps = X COS - - Y h!A y sen A = x COS - - 
n-1 n-1 3 y s e n T '  "' 1 (1) 

h y  -zsen A + g c o s ~ L = s s e n Q + ~  cos-. q s  '- n - 1 n-1  3 3 
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In geiierale essa si potrà rappresentare con 

le c essendo funzioni di q , ,  che si annullano per ù = u = O; p y ,  p + le 
espressioni di p z ,  q, nella soluzione periodica ni,. 

Immaginiamo di attribuire ai parametri p, v dei valori v',  pei quali gli 
ii' ,/Y 

esponenti caratteristici della QE.,. sieno della forma con k' e k nu- 

meri interi. 
L'insieme, costituito da  questi valori v',  è tale - iiotiamolo bene - 

che il suo derivato contiene tutti i valori reali abbastanza piccoli di p e v-  

Conveniamo, per maggior cbiarezza, di designare con 43 il risultato 
della sostituzione (10) in H; con $(O), $(il ecc. i coefficienti del10 sviluppo 
di @ in serie di  potenze di p ; infine con a,, $Loi, 63),.. . l'insieme dei ter- 
mini di $, $(O), *!Yi), ... di terzo grado rapport0 ad x, y. 

A tenore del precedente capitolo, una Z;.,. sarà instabile se'il valor medio 
d i  non ha  fattori multipli. Questo valor medio si riferisce evidentemente 
alla variabile q , ,  di cui 4 b, al pari cli H, funzione periodica: 11 periodo 
non è perb in generale 2 n, corne nella H, sibbene soltanto 2 kn. Lo sarà 
6 k n (*) a più forte ragione e a noi basterà verificare che non h a  fattori 
multipli la forma 

6brc 

ma @;O) è identicamente nullo. 
Infatti i termini indiperidenti da p in 6 provengono da H(Q mercè la 

sostituzione (IO), in cui, bene inteso, si ponga p = 0, sostituzione, che risulta 
con cib lineare ed omogenea. Ora HcO) è funzione soltanto di u12 =y; -+ q; ,  

(*) Si é triplicato il periodo, per poter senz'altro risguardare funzioni periodiche anche 

9 sen - 1  cos+; la, quale circostanza, corne vedremo ne1 sepente paragrafo, semplifica 3 3 
alquanto i calcoli. 
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Quindi @O) non contiene termini d i  grado dispari in x ,  y ,  e in partico- 
lare 6i0) = 0. 

La funzione 4i1) i: a sua volta sviluppabile in serie di potenze di v :  

Sia $'il) il termine indipendente d a  v.  P e r  p e v abbastanza piccoli, la con- 
dizione che sia privo di fattori multipli il valor medio di @, si troverh eri- 
dentemente verificata, qualora cib accada per il valor medio di O",". 

Dimostreremo ne1 paragrafo seguente che 

dove O è una funzione della sola R, che non si annulla per i valori di R, 
che qui si considerano. 

L a  forma cubica 

non possiede evidentemente fattori multipli ; di qua risulta la instabilità delle 
soluzioni Ct.,. (purchè soltanto P', v' sieno abbastanza piccoli). 

L'insieme (P', v ' )  è tale, come s'è osserrato, che il suo derivato comprende 
tutti i valori reali (appartenenti ad un certo intorno di p = 0, v = 0); dunque: 

Per p e Y ubbastanxa piccol4 ogni solwione periodicn ZP, 2 necessaria- 
mente instabile. 

Si pone ora la questione: Queste Xi,, di accertata instabilità esauriscono 
tutte le soluzioni periodiche prossime a movimenti oircolari uniformi, O ne ri- 
mangono escluse, e quali ? 

Da1 paragrafo antecedente risulta che (a prescindere dalla inessenziale 
arbitrarietà di q:, e supponendo che il parametro p abbia un valore fisso ab- 
bastanza piccolo) vi hanno mi di tali soluzioni, le quali rimangono iinivocn- 
mente determinate da1 valore p: della variabile p ,  . 

Per  rispondere alla domanda, testè formulata, basta evidentemente esa- 
minare quale sia l'insieme dei valori di P L ,  che corrispondono alle nostre 
ZP,. Per  una generica di esse, si h a  

1 

Se non vi fosse la  limitazione del v abtiastanzu piccolo, fissato ad arbi- 
trio un valore di h (primo con 3, e non - 1 ,  né - 2), se ne trfirrebhe, facendo 
varirire v ,  I'intera categoria delle soluzioni periodiche prossime a movimenti 
circolari uniformi. In  fatto perb la  nostra dimostrazione implica che v non 
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superi (in valore assoluto) un certo limite, variabile in generale con h ,  che 
rappresenterb con ah.  A rigore dunque rimane provata la instabilità di quelle 
soluzioni periodiche soltanto, il cui p: cade entro un qualche intervallo 

1 

Il massimo di si ha per h = - 4, il minimo per h = 1; a1 
1 -- 

crescere indefinito di h ,  per valori positivi O negativi, i punti 

convergono, dalla sinistra O dalla destra, al valore 1. 
Riferendoci al caso limite p = O, le orbite circolari, per cui p! si trova 

compreso nei detti intervalli, ricoprono tante piccole corone 2, di raggio 
2 -- 
3 

rnedio (1 + +) e di ampiezra 

Per  quanto precede, noi siamo in grado di affermare che sono instabili 
le soluzioni periodiche vicine ad ognuna di queste (*) circonferenze. 

(*) Possiamo caratterizzarle, dicendo cho il loro moto medio è vicino a d  un numero . , 
3 

della forma 1 + - . A questo proposito cade in acconcio l a  seguente osservazione. 
h 

Nella Nota Sur le probléme restreint des trois c o q s  (Comptes Rendus, 23 luglio 1900) 
le  soluzioni periodiche, di cui  si pu0 rigorosamente provare l a  instabilit5, sono designate 

3 
corne vicine able orbite cimolari aventi per moto medio u n  numero de2la.forma 1 + - S e  

A' 
si bada alla circostenza che queste soluzioni vicine dipendono, oltre che da p, dall'altro 
parametro p:, npparisce chiaramente che le  soluzioni periodiche vicine ad un dato cerchio 
(riducentesi cioè a d  esso p e r  variazione continua dei parametri) possono dirsi con egual 
ragione vicine ad ogni altro cet-chio di una zona abbastanza piccola attorno al primo. 

1 due modi di dire sono dunque equivalenti: Quel10 qui adottato mi pare preferibile, 
;5 

perche i valori 1 f - non vengono (sia pure nell'enunciato soltanto) ad  assumere posi- 
h 

zione particolare rispetto ai  valori contigui. Che un carat tere  aritmetico non ahbia re- 
lazioni essenziali con proprietà d'indole qualitativa è cosa del resto ben naturale. E s e  
il  successo della presente ricerca sembra dovuto a cer ta  ipotesi di commensurabilità, ci0 
dipende puramente dell'artifizio dimostrativo, cui sono ricorso, in mancanza di metodi più 
diretti  ed  efficaci. 
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In  definitiva vien messn in luce lu esistewa d i  zone d i  ziwhbilitlt, le 
gzruli si addemmo intonzo tcl170rbita d i  Giove. 

È ben probabile clie le soluzioni periodiche del nostro problema sieno 
tutte instabili, O, in altri termini, che la regione di instabilità occupi l'inter0 
piano. Ma le considerazioni, istituite finora, non ci autorizzano ad affermarlo: 
Nenimeno possiam trarne alcun ragguaglio sull'ampiezza degl'intervalli a h .  
Questo solo si sa, che sono diverai da zero. 

Esempi. Dalle tabelle del sig. J. MASCART (*) si rileva che i tre aste- 
roidi 167 Urda, 2 4 3  Ida, 3Mi posseggono un moto medio vicino a due 
volte e mezzo quello di Giove, inentre tanto le eccentricith, quanto le incli- 
riazioni sono assai ~iccole.  

1 

Per  ognuno di questi pianeti, si potrànno scegliere p e u in modo che 
la corrispondente soluzione periodica 8;, abbia carattere di orbita in teme-  
diaria. 

L a  aecertata instabilità delle LE, fa presumere quella del movimcnto r e d e  
dei pianeti. 

5 Anche il pianeta l S 8  Menippo ha  un moto medio assai vicino a - :, 
2 

ma la sua eccentricità e la sua inclinazione sono forse un po' troppo forti, 
perché le precedenti considerazioni si possano ritenere senz'altro applicabili. 

$ 4. - SVILUPPO DEL CALCOLO, SU CUI RIPOSA L A  PRECEDENTE DIMOSTRAZIONE. 

Avviamoci a calcolare effettivamente il valor medio [8'f]. 
In primo luogo è da  osservare che i terinhi  di 4';) sono di duplice 

provenienza: da IUO) e da  Hci). 
Chiamiamo M la somma dei primi, N quella dei secondi e poniamo in 

conformità 
z M 4- N- 

Culcolo di [ M I .  
Pongasi nelle (10j u = 0. 

(*) L e s  orbites des petites plunites rapportées a l'orbite de Jztjiler. (Bulletin dstrono- 
mique. Tom. XVI, 1899.) 
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Le  cl , ,  c,,, .. , quando si fa v = O ,  contengono p a fattore. Diciarno 
- - 
c,, , c,,, . . . i coefficienti della prima potenza di p ; del pari designiamo con 

e $ i termini indipendenti da 1 e V ,  in y, S. 
Avremo, mettendo in evidenza soltanto i termini indipendenti da  e 

quelli di primo grado in F ,  

e di qiia, quadrando e sommando, 

dove x è una forma di fiecondo grado in x, y. 
Dacchè 

1 1  
( P , ) ~ = , = ~  = H'(O) = VZ - - - q+ +' B (qe, O) 2 n-1  (12) 

è l'espressione di H(o) per = O, quando si eseguisce la sostituzione (10) e 
si immagina di sviluppare per potenze di p ,  il coefficiente della prima po- 
tenza di p vale, in virtù della (Il), 

Il primo fattore contiene soltanto potenze pari d i  x ,  y. 1 termini di 
terzo grado del prodotto provengono tutti da1 moltiplicare la parte quadratica 
del primo fattore per la parte lineare del secondo. Risulta cos1 

Se si tien presente che y e sono funzioni periodichc! di pi, d i  pe- 
riodo 2 n, si vede subito che 10 sviluppo di M in serie trigonometrica del- 
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d i  instabilità. 297 
-- 

9 l'argomento non contiene termine indipendente da 5 (*) e quindi 
3 . 3  

Calcolo di [NI. Per  definizione, N è l'insieme dei termini di terzo grado, 
che provengono da Hci), quando vi si faccia v = O, e si eseguisca la sosti- 
tuzione (9). 

H(" dipende dalla funzione perturbatrice U, di cui noi non possediamo 
ancora la espressione in coordinate p,, p,, p i ,  q , ,  ma soltanto (e questo di- 
ciamo pensando alla (2) e agli sviluppi classici, che richiameremo ben presto) 
per rnezzo degli elementi ellittici, a, e, a, c. 

Quali sono, in base alle (4), (5) ,  (9), (12), i valori di a, e,  a, < da in- 
trodursi in U, per averne la espressioiie in termini di  x, y, q ,  ? 

I n  primo luogo le (9) danno 

pi + y; = yl" xx" + y', 
- 

quindi, per essere \ia = p i ,  basterà porre, in p,  , ,U = v = 0, con che risulta, 
in virtù della (12), 

L a  ( 5 7 ,  che pub essere scritta 

ove si sostituisca per \Ia questo valore, porge 

9 designando al solito una serie di potenze. 

sen (*) Infatti, essendo un termine generico del10 sviluppo di 7 della forma m q, 
COS 

sen h q, sen 
(con m intero), i prodotti 

COS -3- COS 
mq, dan luogo a somme di seni e coseni degli ar-  

h 
non B mai eguale a d  un numero intero. 
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Per  il nostro scopo non occorrono separatamente le espressioni di a e 
<, ma bastano quelle .della somma a + C, che non è altro che y,, e delle 
combinazioni 

e m c o s m < ,  'emsenmC, 

dove rn designa un intero positivo. 
Par t i~moci  dalla identità 

(pcr witare nmbiguità, si designa con E la base dei 1ogarit.mi naturali), e 
scriviamo ne1 secondo membro q ,  - m al posto di c, sostituendo per e il va- 
lore (13). Verra 

rn -- 
em (cos tn < + i sen m c) = R ' 1 1 f 1% 7 ($) lm Eh11 (? E-iGP. 

In  virtù delle (4) e (9), 

per conseguenza 

4 
e m c o s n z C + i e m s e n m C =  R 11 - / - q 2 $ ( q 2 ) I m ~  

x cosm 1 + -  q , + i s e n ? n  I d - -  y, ( x f  i ~ ) ~ ,  I ( 3 ( 3 1 1  
da cui si traggono le relazioni cercate, scindendo il reale dall'immaginario. 

Cib posto, prendiamo a considerare la funzione perturbatrice, incomin- 
ciando da1 termine principale 

Supponendo r diverso da  1, si ha 10 sviluppo (*) 

1 1 "  -- - - & (r)  cos j v ,  A 2 -, 

(%) Circa le proprietà di ques te  funzioni A;o), cfr. TISSERAND, Mécntziyue céleste. Tom. 1, 
Cap. XVII. 
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Ponendo 
r = a (1 +- x), 

troviamo subito 

1 1 " "  -- - ZP r j  A?) (a) xp COS j (q ,  + Y) = A O -=O 

- 
1 " "  -- zp 2.j A!/') (a) 1 cos j q , xP c o s j  Y - sen j q ,  x*' sen j r 
2 O -cc 

- r cos v = - a (1 + x) (c,os q ,  cos Y - sen y, sen 1,). 

1 Si sa bene che, nelle espressioni di  xp cos j Y, xP sen j Y - , per e e [, ' 1 - t x  
un termine generico é del tipo 

COS c e m '  m < ,  
sen 

dove c è un coefficiente numerico, m' = 1 m 1 + un  nurnero pari positivo (*). 
Dac,chè 

1 1  ---- T COS v 
H(') = A r 

3 9 

e, in virtù della (12') e della (7), 

(con a, serie di potenze), le sostituzioni (127,  (13), (14) in H(1) potranno 
dnr luogo a terrnini di terzo grado in a, y, solo quando si eseguisca~io sopra 
termini di primo O terzo grado,  rispetto ad e ,  i quali vanno cercati nelle 

(") ihidein. Tom. 1, n.O 93. 
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combinazioni 
e cos<,  e sen <; 
e3 cos <, e3 sen < ; 
e3 COS 3 C, c3 sen 3 t. 

Dai primi due gruppi, corne appare dalle (13) e (14), possono bend pro- 
venire termini di terzo grado in x, y ;  ma questi necessariamente contengono 
q2 = x0 + y9 a fattore, e il loro valor medio risulta identicamente nullo. (Per 
la  stessa ragione, per cui s' è trovato [ M l  = 0.) 

Rimangono i termini in e3 cos 8 <, e3 sen 3 <. Vediamo come entrano in U, 

esaminando dappri'ma l1addendo i Lo sviluppo di questa funzione, e oosi 
r 

1 - 
'r di contiene soltanto termini della forma : funzione di a x e m '  x cosm <. 

- - 
a 3 - 1  

Per  m ='3, il carnbiamento di variabili (127, (13), (14) dB. evidentemente 
luogo ad espressioni di valor medio nullo. 

L o  stesso non avviene gli altri due addendi di U; ci è dluopo ana- 
lizzarne la struttura alqiianto più addentro. 

Dagli Annales de l'Observatoire de Paris, Tom. 1, 1855, pag. 346-347, 
desumiamo che 

sen] Y = 26if 8 P e 3 s e n 3 c + .  . . ?  
84 

1 
x2 sen j Y =  e 3 s e n 3 < + . . . ,  TJ 

l e3 cos 3 1: .+-. . ., x3 cosj' Y = - - 
4 
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di instabilità. 301 

essendosi, messi in evidenzd soltanto i termini della forma e3 cos 3 c ,  
e3 sen 3 <. 

1 Usufruendo di queste formule, quelle, che esprimono -, - r cos u, danno 
A 

3 
- r c o s v = - -  7 

8 
a e3 cos 3 c cos q ,  + - a e3 sen 3 C sen q, +. . , 

24 

i termini omessi non potendo recare contributo alcuno al nostro [NI .  
Dalle. (12') e (14) segue che dobbiam porre 

a = R, (12") 
3 -- 
4 

e3 cos 3 t = R ((x3- 3 x yYP) COS (3 + h) qI  - 
- (3 y x t -  y"sen (3 + 72) Q I  1 ,  

3 -- 
4 

(14') 
e 3 s e n 3 t = R  1 ( x 3 - 3 x y 2 ) s e n ( 3 + ? ~ ) q i +  

1 -- 
A 

r COS v 
[NI si presenta pertanto come il valore medio di 3 - - > dove 

a 2--1 
1 beninteso - , - r cos v si riducono alla parte testè scritta, mentre a, e3 cos 3 <, 
A 

e3 sen 3 hanno i valori (12"), (14'). 
Dopo cib troviamo immediatamente 

Annali di Matematica, Serie 111, tom0 V. 
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dove s sta per 3 + h e B, è nullo, se s non è eguale a f 1, mentre 

Espressione di [G'f)]. Ponendo per brevità 

si ha in definitiva 
[G';)] = O  (R). {x3 - 3 x y2). 

Studio della funxioqze O. Si tratta di dimostrare che la funzione O di R 
2 -- 2 -- 
3 3 

non si annulla, quando R ha un valore del tipo 

dove s è, corne IL, un numero intero primo con 3, positivo O negativo. (sono 

soltanto da escluderoi i valori s= l., s-'2, corrispondenti a h= - 1, IL=- 2, 

per cui risulterebbe lz = - " 0.) 
s - 3  

Cominciamo coll'osservare che, per definizione, ALD) (RI (s > 0) è il coef- 

ficiente di cos s nello sviluppo in serie trigonometïica di 1 

\/1 + Re - 2 Rcos v 
La identità 

eguagliando i coefficienti di cos s v nei due membri, porge 
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O, ponendo per brevità 
1 -- R -P, 

con che i valori delle AL0) (R), per R > 1, sono espressi mediante quelli delle 
stesse funzioiii, per valori dell'argomento minori dell'unith. 

Si h a  dalle (15) la formula ricorrente 

1 d - - 1 p dp (Aip-l) (R) )  + ( p  - 1) AI-') ( R )  1 . 
P 

che permette di esprimere ogni A s )  (R) per funzioni dell'argomento p, qunndo 
cib si sappia fare per A?-') (R).  

Ponendo in questa formula p = 1, abbiamo 

in generale si trova 

corne si pub ovviamente verificare. 
P e r  R < 1, la funzione Ai0) (R) ammette 10 sviluppo convergente (*) 

1 1 . 3  ...( 2 s -  1 2 ~ 4 1  
- AL0' ( R )  = 
2  2 . 4  ... 2 s  

1 . 3  ( 2 s + 1 ) ( 2 s + 3 )  
(17)  

+ = ( 2 s + 2 ) ( 2 ~ + 4 )  R4 + . - [ (s 3.1,  2 ,  ...). 

1 coefficienti essendo tutti positivi, A:) ( R )  h a  pure valore positivo, fin- 
ch& R non supera l'unità; in causa delle (15), 10 stesso ha luogo per ogni 
A y  (R). 

(") Cfr. TISSERAND, 10c. cit., Tom. 1, png. 272. 
Si trûtta della funzione ivi designata con big ((z). Ponendovi a = R, i= s ,  si ha la (17). 
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Cib premesso, consideriamo i valori di s, per' cui r i d t a  

Dovrà essere s  positivo, e quindi (rimanendo esclusi i multipli di 3 e i va- 
lori 1 e 2)  almeno eguale a 4. 

1 coefficienti c,, c i ,  c , ,  c, della precedente espressione di O sono tutti 
negativi, per s s 4 ,  quindi, essendo le -4:~) (R) positive, n > 1 e Bs = O, 
anche O (R) < O .  

Supponiamo adesso R > 1 e quindi s negativo. 
Sostituendo in O (R), per le A$') (R) (p-O, 1, 2, 3), i valori (16), ot- 

teniamo 
7 - 

@ (R) = 2(n-1) P' ~ c ' o ~ y ( p ) + c ' i ~ $ 1 ) ( p ) + e ' , ~ ~ 2 ) ( p ) + c 1 3 ~ ~ 3 ) @ ) + ~ ~ s ~ ~  P 

dove si è posto 
9 65 c 3 = - - -  7 

cfo = Co - C, $ C* - 1 
S +-se - - s 3 ,  

8 24 4 3 

Questi coefficienti sono tutti positivi, per s < O; positive sono pure, a tenore 
delle (15) e (li'), le A!" (p )  = A?: (,O); B s  è nulIo, se s < - 1. Anche ors 
dunque risulta O (R) negativo, essendo n < 1. 

Rimane il valore s =- 1. Si  ha  

donde 
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Con cib la espressione di @ (R) diviene 

o (R) = 
7 1 19 7 1 32 [ - Ai0) (p) 4- 4 A l '  ( p )  + A l )  ( p )  + 7 Ai3) ( p )  - p 1 2 (12 - 1) 12 

Si rileva dalla (17) che il coefficiente di p in Ar)  (p) è 1; in causa 

della relazione 81 (p) = p A d ( p )  , è pure eguale all'unità il coefficiente 

di p in .&4i1) 
Ne deduciamo 

talchè la quantità in parentesi nell'espressione di @ (R) è maggiore di 

e quindi positiva; O (R) risulta, come sopra, < 0. 
Riassumendo, possiamo concludere: La funzione O (R) è costantemente ne- 

gativa per valori dell'argomento della forma considerata. 

Padova, Ottobre 1900. 
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