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Grenzschichten in Flüssigkeiten mit kleiner Reibung. Von H. B~asrcs.  1 

Grenzschichten in Flüssigkeiten mit kleiner Reibung. 

Von H. BLASIUS in Gottingen. 

Einleitung. 

1. Die VTirbel, die in stromendem Wasser hinter festen Korpern 
entstehen, werden weder durch die Losung der Potentialtheorie, noch 
durch die H e l m h  01 tzschen Strahlen richtig dargestellt: Der Potential- 
theoiie ist es unmoglich, die Bedingung zu erfüllen, da8 das Wasser 
an den benetzten Korpern haftet; und ihre Losungen der hydrodpa- 
mischen Grundgleichungen stimmen nicht mit der Beobachtung überein, 
daB sich an einer bestimmten Stelle die Stromung vom K6rper ablost 
und eine stark wirbelnde Grenzschicht in die freie Stromung hinaus- 
sendet. Die H e l m h o l t z  sche Theorie der Strahlen versucht diesen 
letzteren Effekt in der Weise nachzubilden, daB sie langs einer Strom- 
kiirve zmei Potcntialstromungen, Strahl und ruhendes Wasser, nicht- 
analytisch aneinandersetzt. Die Zulissigkeit dieses Verfahrens wird 
dadurch begründet, daB beim Drucke Kull, der an der genannten 
Stromkurve herrschen soll, der Zusammenhang der Flüssigkeit und 
dainit der EinfluB benachbarter Teile aufeinander aufgehoben ist. In 
Wirklichkeit aber ist an diesen Grenzen der Druck durchaus nicht 
Null, sondern kann sogar beliebig geandert werden. nberdies erfüllt die 
Helmhol tzsche  Theorie mit ihren Potentialstromungen nicht die Be- 
d i n p n g  des Haftens und erkliirt nicht die Elztstehung der Wirbel, denn 
bei allen diesen Problemrn ist riach dem Wirbelsatz die Berücksichtigung 
der Reibung prinzipiell erforderlich. 

Wenn wir z. B. einen Zylinder in aieBendes Wasser taucben, 
so wird vor ihm die Str6muiig qualitativ dem bekannten Potential 
entsprcchen: an der Zylinderwand dagegen bildet sich, da das Wasser 
am Zylinder haftet, eine Grenzschicht am,  in der die Geschwindigkeit 
Tom Werte Nul1 an der Wand zu dem durch die Potentialstromung 
gegebenen Weit  ansteigt. In  dieser Grenzschicht spielt wegen des 
starken Geschwindigkeitsgefilles die Reibung eine wesentliche Itolle, 
von ihr hiingt es auch ab, wia weit sich der die Geschwindigkeit 
vermindernde EinfluB der Wand, der ja durch Schubkrifte vermittelt 
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2 Grenzschichten in Flüasigkeiten mit kleiner Reibung. 

werden muB, in  die Flüssigkeit hineineretreckt, d. h. a i e  diçk die 
Grenzschicht wird. Da8 sich an einer gewissen Stelle die auBere 
Stroniung nblost, und das an der Grenze in starke Rotation versetzte 
masser ins Freie hinausführt, muB aus den Voi-gangen in der Grenz- 
schicht zu erkliiren sein. 

Die exakte Uehandlung dieser Frage ist zuerst von P r a n d t l l )  
in Angriff genommen. Seine Erklarung der Abliisung ist unten 
(3) wiedergegeben. Da die Integration der h~drodynarnischen Glei- 
chungen mit Reibung ein zu schwieriges Problenl ist, so ist iu 
der geriannten Arbeit die inncre Reibung als klein vorausgesetzt, 
wiihrend die Bedkgurig des Hafteris ari der Grenzfliiche beibehalten 
wird. In der vorliegeriden Arbeit werde~i irn AnschluB an die ge- 
nannte Abhandlung auf Grund der su rereinfachten hydrodyna- 
mischen Gleichungen einige Probleme durchgerechriet, die sich auf 
die Ausbildung der Grenzschichten an  festen Korpern und die Xnt- 
stchung der Ablosung von Strahlen aus diesen Grenzschichten heraus 
beziehen. Die Anregung zu clieser Arbeit verdanke ich Herrn Prof. 
P r a n d t l .  

2. JVir nehmen also mit P r a n d t l  (1. c.) die Konstante der inneren 
Heihung als kleiii an; die Grenzschichten werden d a m  entsprechend dünn, 
dic Flüssigkcit behiilt ihre normale (Potcntial) Geschwindigkcit bis nahe 
an die Grcnzfllche heran bei. Trotzdcm muR natürlich der Abfall der Ge- 
schwindigkeit bis zum Wert,e Sul1 und, wie die ILechnung zeigen wird, die 
in dieser Grenzschicht stattfindende Abl6sung bestehen bleiben, d. h. wir 

H'ig. 1. 
kommen auch bei beliebig kleiner Reibung 

Y h nicht vollstandig auf die Potentialstromung 
zurück, sondern die Ablosung und die durcli 
sie bewirkte Urngestaltung der Stromung 
hinter dem Korper bleibt auch bei beliebig 

kleiner Reibung bestehen. - Wir beschranken uns auf zmeidimensionale 
Probleme und verwenden Koordinaten, die parallel und senkrecht zur 
Grenze veilaufen (Bogenliinge und normaler Abstand). Trotz der 
Krümmuiig derselben wird sich der Typus der Grundgleichungen in 
dern kleinen Raum der Grenzschicht nicht nierklich von dern für 
rechtwinklige Koordinaten entfernen. Die GrGBenordnung der Dicke 
der Grenzschi&t sei E,  danri wird, da die Geschkvindigkeit IL auf dieser 

âzr 1 ae, 1 
Streckc von Null zu norrnalen TVerten ansteigen soli: - N -- 

a y  a 7 i ? y y N p ~  

haben norrnalen Wert,  aus der Kontinuitiitsgleichung U, 7 
o t 7  a x 7  o z  

1) Verhdlg. d. intera. Math. Kongr. 1904. 
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Von II. BLASIUS. 3 

folgt d a m  - 1, und durch Integration u - e.  Die Glioder in den 
ay 

Grundgleichungen erhalten hiernach folgende Gr6Eenorbung1) : 

Die Reibung gewinnt EinfluB, wenn mir k - e2 setzen; dies liefert 
uns den Zusammenhang der Dicke der Grenzschicht mit der Kleinheit 
der Reibungskonstante. In  der ersten Gleichung f d l t  d a m  ô2u/Zx2 gegen 
die übrigen Glieder fort; in der zweiten Gleichung bleibt allein stehen: 
i?p/i?y - e oder bei Berücksichtigung der Koordinatenkrümmung: (vergl. 
FuBnote) N 1. In beiden Fallen ist die Abhangigkeit des Druckes 
von y zu vernachliissigen, da in dem kleinen Raum der Grenzschicht - 

die Integration von Cp/Zy hochstens zu Druckunterschieden von der 
GriiBenordnung 2 oder E Veranlassung geben kann, d. h. Druck und 
Druckgefille Epliix sind von y unabharigig, werden also der Grenzschicht 
durch die auBere Stromung ,,eingepragt." Die Geschwindigkeit der 
SuBeren Strornung dicht an der Grenzschicht bezeichnen wir mit ü. 

ii ist nur als Ii'unktion von x zu betrachten, da die eigentlich vorhandene 
Abhingigkeit von y gegen die starken Variationen in der Grenzschicht 
selbst im Sinne obiger Vernachl%signngen ignoriert werden kann; V 

ist nach obigem -J E = l / k ,  wird also mit k Null. Es  bleiben uns 
also als Grundgleichungen fiir unsere Grenzschichten: 

Grenzbcdingungen sind: 

fur y - 0 :  u = O  u = O  

für y - m: u = ü. 

1) Die Be~cksiciitigung der Koordinatenkrümmung Liefert, wie man durch 
Umforrniing der Differentialqiiotienten erkennt, nur in der zweiten Gleichung pin 

nicht zu vernachl%ssigendes Olied Q u 4 / ~ ,  wenn 1- der Krümmungsradius kt. Llies 
Glied i s t  von der GroBenordnung 1. 

1 * 
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4 Grenzschichten in Flüssigkeiten mit kleiner Reibung 

Diese Gleichungen begründen gewissermaBen eine besondere Nechanil; 
der Grenzschichten, da die auBere Stroinung nur in ,,eingepragterlC Weise 
eingeht. 

3. Die qualitative Erklarurig für die Ablosung der Strahleri ist 
nach P r a n d t l  (1. c.) folgende: Das Druckgefiille und sornit die Be- 
schleunigung id ,  vom Beibungsglied abgeselien, durch die Grenzschiçht 
hindurch konstant, die Geschwindigkeit dagegen in  der X h e  der Wand 
geringer. Uaher wird hier bei Druckanstieg die Geschwindigkeit früher 
als drauBen den Wert Nul1 unterschreitcn und so zur Rückstromung 
und Strahlbildung Veranlassung geben, wie die Geschwindigkeitsprofilc 

in nebenstehender Figur (vergl. 
Fig. 2. 

P r a n d t l  1. c.) zeigen. Die Ab- 
l~sungsstelle selbst ist hiernach 

für y = 0 

c h a d  terisiert. Diese Erklirung 
arbeitet nicht, wie die H e l m -  

hol tzsche Strahlentheorie mit einer ad hoc gemachten Annahme, sondern 
h u r  mit den Vorstellungen, die unseren hydrodynamischen Gleichungen 
zugrunde liegen. Die Stronilinie, die den abgelosten Teil der Stromung 
begrenzt, geht uriter einerri gewissen Winkel vori der Grenxlliche ab, da 
die Stromfunktion @ sich uni den iiblosungspunkt [x] iierum in folgender 
Weise entwickelt: * = %y3 + Cg (2 - 1x7) y2.  

Als wcniger wichtiger Effekt ist noch rorauszusehen, daB infolge 
der durch das Haften bewirkten Aufstauung des Wassers die Stromung 
vom Korper fortgedriiiigt wird. Hierdiireh, sowie durch die hinter deni 
Korper eintretende Urngestaltung d e r  Stromung wird natiirlich auch 
die Stromung vor delu Korper beeinfluBt, so daB die Annahwe der 
Potentialstromung für quantitative Richtigkeit der Resultate nicht aus- 
reicht, und etwa durch enperirnentelle Aufnahme des Druckverlaufs 
ersetzt werden muB. 

1. Grenzschicht für die stationare Bewegung an einer ebenen 

parallel den Stromlinien eingetauchten Platte. 

Die Stromung nieBe parallel der x-Achse. Die Platte beginnt im 
Koordiriaterianfarig und liegt in der positiven x-Achse. 

I n  diesem einfachsten E'alle ist kein Druckgefiille vorhanden, also 
auch Ablosung nicht zu erwarten. wir wollen ihn trotzdem durch- 
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Von B. B r ~ s ~ u - S .  5 

rechnen, schon um zunichst an diesem Fa11 die spater zu benotzenden 
Hechenmethoden zu zeigen. Die Grundgleichungen lauten hier: 

Die Kontinuititsgleichuiig integrieren wir durch Einführung der Strom- 
funktion @: 

, aîc. 16 - -- a * 2'=-- 
a~ a x 

Grenzbedingungen sind: 

für y=O:  z c = O  v = O  

für y = oo: u = c, konstant. 

1. Nach dem Prinzip der mechanischen Bhnlichkeit konnen mir 
unsere Glcichungen vereinfachen, wenn wir eine ~hnlichkeitstrans- 
formation kennen, welche Differentialgleichungen und Grenzbedingungen 
in sich überfiihrt: Shltiplizieren a i r  x, y, t h ,  v, @ mit deil Faktoren 
x,, y,, u,, v,, +,, so erhalten wir: 

als Bedingungon dafür, daB erstens das Problem und seine Losung in sich 
übergeführt wird, und da5 zwcitens durch die Transformation p ,  k,  
iï = 1 geworden sind. Die vicr soebcn gcwonnenen Gleichungen lassen 
uns noch eincn Freiheitsgrad in der Auswahl der Faktoren x,, y,, u,, v,, @,. 

Die drci letzten Gleichungen bestitnmcn die Faktoren, die u, v, @ bei 
der ~hnlichkeitstran~formation annehrnen; die erste sagt aus, daB die 

'GY: gesuchte Liisung des Problems in sich übergeht, wenn nur: - 
k X" 

is t ;  d. h . :  unter Rücksiçht auf die Faktoren, die u, v, $ arinehmen, kann 

der Zustand nur von ' * Y' abhiingcn. Dureh diese flberlegung hsben 

mir die Anzahl der unabhingigen Veranderlichen reduziert. Wir  führen 
daraufhin ein: 

c wird dann allein k'unktion von 6 und ferner ist: 
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6 Grenzschichtcn in E'lüssigkeiten mit klciner Iteiburig. 

Einsetzen in die Differentialgleichun; liefert: 

55" - Cf'' 
Grenzbedingungen: 

f i r  5=0:  c ' = O  C = O  sus % = O .  1;-0- 

fur k=m:  [ ' = 2  aus u = ù. 

2. Zur Integratinn dieser und spaterer Gleichiingen miissen wir 
Reihenentwickliingen henutzen: nnd zwar Potenzentwicklungen iim 6 = 0, 
asymptotische Xherungen für 5 - m. Da Grenzbedingungen an beiden 
Stellen gegeben sind, so bleiben eine bez. zwei Integrationskonstanten 
in den beiderseitigen Entwicklungen stehen. Sie werden dadurch be- 
stimmt, daB beide Entwicklungen an einem beliebigen Pnnkt in1 Funk- 
tionswert [, erstem und zweiten Differentialyuotienten iibereinstimmen 
müssen. Die E b e r e i n ~ t i m m u n ~  in siimtlichen Differentialquotienten ist 
dann durch die Differentialgleichung gewahrleistet. 

3. Potenzentwicklung der Losung obiger Gleichung: 

cg'' = - y' 

um 6 = 0 mit den Gr~nzbrdingiingen nn dieser Stelle: 

s"' = 0 s" = O 

geschieht durch den Ansatz : 

der so gewahlt ist, dafi die zu bestimmenden Koeffizienten c, ganze 
positive Zahlen werden, was ihre Berechnung vereinfacht. Der Faktor 
un+ '  bringt die Art des Eingchens dor Intcgrationskonstnilte a: zum 

Ausdruck: c,,, welches sonst als solche auftreten würde, kann nunmchr 
= 1 gesetzt werden. Es  ergibt sich für die c, die Rekursionsformel: 

Die erstcn so herechneten Kneffizienten sind: 

C, : 1 C, = 1 C, = I l  C, = 373 c, = 27 897 

c5 - 3 817 137 c, = 865 874 113 C, = 298 013 289 795. l) 

Wegen der Konrergenz ist zu beachtcn, da8 wir in  obigen Ansatz d s  
Nenner (312 + 2)! oingestcllt habcn. S' und f"  sind leicht zu bildcn. 

- 

1) Die Koeffiaientcn c, und c, sind in meiner Dis~erkation falsch angegoben. 
huf die Zahlen in Absatz 8 hat diescr F'ehler erst i n  der vierten Dezimale EinfluB. 
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Von II. B~asrcs.  7 

4. Bei der asymptotischen Kaherung für Ç tritt eine Integrations- 
konstaiite additiv zu kj, da 

fiir E5-co: f ' = 2  

also : f  = 25 f const. = 27 

ist, wodurch q als neue, gegen 5 verschobene Koordinate eingefülirt ist. 

Wir  setzen nun, uin eine erste Korrektion cl zu bereehnen: 

C=27]+& 

und erhalten unter Vernachliissigung der Quadrate der Korrektionen: 

2  V"' - t f"  
? i a i  

und hieraus durch Integïation: 

Ziir Rerechniing weiterer Glieder der nsymptotischen Niiherung 
verfiihrt man  allgernein so, da8 man meiteïe kleine Korrektionen Cn 
hinznfügt und ihre Quadrate vemachliissigt. Man erhiilt so lineare 
Differentialgleichiingrn für die ln, deren linke, homogenc Seite stets 
die gleiche ist, wahrend rechts als ,,eingcpragte Kraft" der Fehler 
erscheint, den die Summe der vorhergchenden il 'khrrunpn, in die 
Differentialpleiehung eingesetzt, übrig IiBt. 

f i .  Wir kommen hier schneller durch folgende Überlegung zum Ziel: 
Die Differentialgleichurig für f,: 

= - ['I' 

geht aus unserer ursprünglichen Gleichung: 

dadurch hervor, daB wir links f ü r  f die grobste Naherung 5 = 27 
einset~en. Offenbar hat also f an dieser Stelle den geringsten Ein- 
fiuB und wir wollen unsere Differentialgleichung forma1 so integrieren, 
als ob an diewr Stelle bekannt ware. M7ir erhalten: 
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8 Grenzschichten in Flüssigkeiten mit Bleiner Reibung. 

Die 3 Integrationskonstanten stecken in den beliebigen unteren 
Grenzen. Setzen wir rechts 5 - 27, so erhalten wir links, wie oben, 
ti; setzeu mir dagegen rechts 5 = 3q + Cl, so wird: 

oder unter Rücksicht auf die Grenzbedingungen 

E s  ist &O die zweite asymptotische Niiherung: 

Durch partielle Integrationen erhalten wir hieraus: 

6. cher solche Integrationen IaBt sich aligemein folgendes aus- 
sagen: Nach der durch partielle Integration zu gewinnenden Formel : 

M t  sich jedes Integrel dieser Form zurückführen auf die beiden 
7 

Bunktivnen a - 7  und f e - ~ d ~ ,  rnultipliziert mit Putenzen von 7. Haben 

wir mehrere übereinandergeschachtelte Integrale, wie oben, so formen 
wir zunachst, wenn nbtig, das innerste in der angegebenen Weise um: 

Unter dem vorletzten Iritegralzeichen steht daun als Integrand e-7' oder 
n 

l é - l ' d l  mit Potenzen rnultipliziert. Erstores liefert keine neue 
m 
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Von H. B r ~ s ~ n s .  9 

Schwierigkeit, letzteres k6nnen wir durch partielle Integration auf 
'1 

die beiden Funktionen e-IF und Je-'dq zurückführeo: 
m 

7 

( v z d q ~ e - Y d q  = ',q3 J I - V ~ ~  + + q ~ ~ - ? .  + ie-? USW. 

m m m 

Kann, wie oben, der Integrand quadratisch in e-'1' sein, so haben 
wir folgende vier Typen zu unterscheiden: 

multipliziert mit Potenzen von q.  Der erste und rierte Typus liefert 
nichts Neues. Für den zweiten schaffen wir uns durch partielle Inte- 
gration die Formel: 

oder : 

1 1 '1 

J e -  f d l i J e - b d l  = [q[e-1j2dl 

und weiter: 

USW. 

Ebenso für  den dritten Typiis: 
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1 0 Grenzschichten in Flüssigkeiten mit kleiner Reibung. 

Da durch diese Formeln neue Typen fiir Integranden nicht hinzu- 
gekomrnen sind, so beherrschen wir mit den angedeuteten Formeltafeln 
alle Integrale, in denen e-'1' nicht mehr als zweimal vorkommt. Wir  
konnen über solche Funktionen beliebig viele aufeinanderfolgende 
Integrationen ausführen; die eingehenden Potenzen von rj sind un- 
beschriinkt. - In dieser Weise sind die Formeln für & in (5) gewonneil. 
Auch spiiter werden uns diese Integrationen hegegnen. - Da der Typus 
des Integiationsresultates hiermit hekannt ist, kann zur Diirchführung 
der Reçhnung aiich ein Ansah mit i~nbestimmten Koeffizienten 
benutzt werden. 

7 .  Es gelingt bei dieser Differentialgleichunpo auch, den Fe7der zu 
bestimmen, mit dem infolge der geschehenen Vernachlissigungen unsere 
Losung beliaftet ist. Leicht lafit sich feststellen, daB 27,  27 + 1;,, 
277 + + Cz tinter dem wahren Wert von 5 bleiben; um nun auch eine 
obere Grenze zu finden, benutzen mir die, in obiger (vgl. 5), etwas ab- 
geanderter Form: 

'1 
'1 '! - . f G - 2 7 ) d 7  

5 = 2~ + yJdr J ' d r e - r e  
m m 

gegebene Moglichkeit, aus einer groben Anniiherung eine feinere zu 

berechnen: Wir setzen rechts für [ - 277 eine ziemlich willkürlich 
gewahlte obere Grenze, z. B. das erste Glied der semikonvergenten Ent- 
wicklung von c,, - haben also die Gleichuq: 

und berechnen aus dieser Annuhwe eine asymptotisch feinere obere 
Grenze für c", S', S .  Solange letztere unterhalb der angenommenen 
bleibt, ist sie garantiert. Die Ausreohnung ergibt [nach der dl- 
gemeinen Formel: 
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Von H. B~asrrrs. 11 

Für e3 finden wir nach nebenstehender Pigur als ohere Grenze: 

wohei a, der gr6Bte vorkommende Wert von 8 ist, also dem Koordinaten- 
wert 7 ,  für den 6 gerade berechnet wcrden soll, entspricht. Wir  
erhalten so: 

Analog für S r  und 6": 
s y e e - e ' ~ 2  

t 1 > 2 + - , -  ,",- 
. / Y  e -  2'11 

f"< g ; ' + T 9  ~. 
9 

Durch gensuere Ausführung 
der lntegrale knnn das 
Resultat leicht verscharft 
werden. 

8. Der AnschluB der beiden Entwicklungen und die Bestimmung 
der Integrationskonstailten (a ,  y und 7 - E )  ~ollz ieht  sich nun in 
folgender Weise: In die Potenzentwicklung (3) führen wir ein, um die 
Integrationskomtante n herauszuhebeu: 

und erhalten so: 

OD 

de% 1 
= - Sr'  = 2 (- 1)" -cn X 3 n .  

d x e  a (3 n)!  
0 

Die Verschiebung von q gegen bringen wir durch Einführung 

der Integatiunskonstanten /3: 

j G . 1 7 = X - f i  
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12 Grenzschichten in Flüssigkeiten mit kleiner Reibung. 

zum Ausdruck. Wenn mir jetzt noch von der asyrnptotischen 
Niiherung her aus (4) und (5): 

aufschreiben, so haben wir den ganzen- Formelapparat beisammen. - 
Wir stellen uns nun für Z und seine Differentialquotienten untenstehendes 
Kumenbild her, von dem folgende Werte angegeben sein mogen: 

c, X43 
Die Glieder der Potenzreihe wurden bis T 3  berechnet; weitere Glieder 

wurden z. T. aus den Differenzenreihen der Logarithmen der Koeffizienten 
extrapoliert. Die Lage der Asymptoten ist in der Figur 4 bereits gut zu 

1 
erkennen; da nun wegen t = 217 asymptotisch: Z =  (X- 8) ist, so kann 

'Y3- 

man bereits aus der Zeichnung rohe Niiherungswerte für a und allesen: 
a = 1,30, /3 = 0,96. ZU 

Big. 4. 
rj = 1,00 gehort dann 

1 
als AnschluBkoordiriate 
ungefihr X = 2,05. Für 
y ergibt sich aus den 
entsurechenden Werten 

von bez. 6": y =O,92. 
d X e  

Die genauere Berechnung 
geschicht, i d e m  wir a, 
y und die zu 7 = 1 ge- 
h6rige Anschldkoordi- 
nate X durch kleine 
Korrektionen variieien 
und diese dann aus 
linearen Gleichungen b e  

rechnen. Vm ein Urteil über die Genauigkeit zu geben, sei mitgeteilt, 
daB ich für X =  2,05 berechnete: 

d Z d B  Z d 8 Z  
Z = 1,8561, = 1,5479, d 3  = 0,2582, d X 3  = - 0,479, 
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wobei die vierte Dezimale niçht mehr sicher ist. Aus der asymptotischen 

Nabermg ergab sich fiir p - 1 : (unter Benutzung von Xarkoff: f e - F d t ) .  .. 

wobei in  den { } die ohere %ah1 von c,, die untere v m  der in (7)  
bestimmten oberen Grenze herstammt. (Letztere ist, wie oben erwlhnt, 
ziemlich roh. Die ,,vorliiifige Annahme" iiber die obere Grenze von 
ergibt: S < 2 + 0,092 . y. Die oberen Grenzen sjnd also garantiert 
vergl. ['il). Es ergibt sich als Resiiltat: 

a = 1,3266, X = 2,0494, y = 0,9227, (b = 0,9608). 

Als gesichert k6nnen wir annehmen: 

a: liegt zwischen 1,326 und 1,327 

9. W i r  konnen z. B. hieraus berechnen, welchen Zug eine Platte 
der Breite b uud der Lange Z erleidet, wenn sie parallel zu  den Strorri- 
linien in  eine mit der Geschwindigkeit u fliebende Stromung eingetaucht 
wird. P ro  Flicheneinheit ist derselbe: 

Durch I&egrütion über die Platte erhalteii mir: 

also, wenn das Wasser auf beidep Seiten der Platte s t rku t :  

Zug = 1,327 . b i/-&ij 

II. Berechnung der Ablosungsstelle hinter einem i n  eine stationare 
Stromung eingetauchten Korper. 

1. W i r  behandeln folgendes Problem: I n  eine sonst parallele 
Stromung werde ein zur Stromrichtung symmetrischer zylindrischer 
K6rper eingetaucht. Unsere Grenzschiçhtenkoordinaten rechnen wir 
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14 Grenzschichten in Fliissigkeiten mit  kleiner Reibung. 

vom Teilungspunkt der Str6mung an. sei als Funktion von x in 
eine Potenzreihe entwickelt. Zur Integration unsei-er Grundgleichungen: 

benutzen wir unter Rücksicht auf die Symmetrieverhiiltnisse für die 
Stromfunktion $ den Ansatz: e 

Fig 5 @ = ~ ~ x , ( y ) X " " .  O 

tb und v erhalten mir hieraus durch Differen- 
tiation. Den allgemeinen Grenzbedingungen 
gernaB müssen dann die E'unktionen ~ , ( y )  den 

. - - - - - - - - -. - - - - - - 
Grenzbedingungen: . 
für y =  0: X i =  O X, = 0 

für y = m: X i  = yL - 
a h 0  X I  = ZlY S Y, 

genügeri, nobei r, Iiltegrationskoristante ist. Durüh Einsetzen in die 
erste Grundgleichung ergeben sich dann noch als Differential- 
gleichungen für die X: 

die für 6 = 0 quadratisch, für 2 > 0 linear in der zu bcstimmenden 
Funktion X, ist. Zur L6sung diescr Gleichung k6nnen mir, wie beim 
vorigen Problem, um y = O nach Potenzen entwickeln, bei y = oo 

asymptotisch anniihern und beides aneinander anschlieBen. Wir  werden 
nachher sehen, daB wir uns die asymptotische h-aherung ersparen konnen, 
da bereit~i die Potenzreihe, wie vorhin, die Asymptote und damit die 
eine Integrationskonstante mit genügender Genauigkeit erkennen 1iiBt. 
Wir  beschriinken uns auf die Berechnung von X, und x,, d. h. auf die 
erste und dritte Potenz von x. Da niimlich die entsprechenden Koef- 
fizienten 2, und q, in ii bereits eine erst Zn-, nachher abnehmende 
Geschwindigkejt ergeben, - der Fall, in  dem voraussichtlich Ablosung 
eintritt, ist durch p, > O, p, < O charakterisiert, - so ist der in der 
Einleitung (3) verlangte Typus der Druckverteilung bereits durch die 
ersten beideri Potenzen geliefert; es ist d;ther zu erwarteri, daB auch X, 
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Von H. BLASIUS. 15 

und xi, wenn auch nicht yuantitativ genau, bereits den Effekt der Ab- 
losung darstellen werden. Bei einem der nachher in iihnlicher Weise 
zu behandelnden Probleme ist auch noch die niichste Niiherung be- 
rechnet, und es hat ~ k h  dort die Zulissigkeit der Beschriinkung auf 
die ersten beiden Potenzen in x herausgestellt. 

2. Für  zo und xi haben wir die Gleichungen: 

Die Art, wie q, q, k g eingehen, ktinnen wir hier noch durch mecha- 
nische ~ h n l i c h k e i t  feststellen. Auch hierin zeigen die beiden ersten 
Glieder gewissermaoen universelle Bedeutung. Wir schreiben also: 

= 405 + 41x3 4) = X"X + xix3 
und führen folgende GrfiBen für x, y: x,, x, ein: 

Wir erhnlten denn: 

go und S; genügen als Fnnktionen von q den Differentialgleichungen: 

G" c0G'=4 4 $go" 
4cOS;- 3&'$,- (og= 16 + c;". 

Grenzbedingungen : 

fur = O: $ = O  G T O  g i = o  g = o  
für 7 = 00: & = 2  G = 2  

3. Für Co setzen wir die Potenzreihe an: 

Einsetzen in die Differentialgleichung liefert: 

6, willkürlich = 1: da a! bereits Intcgrationskonstante; 
ci4& =-4: da wir im Ansatz der Integrationskonstante a: auf die 

Inhomogenitat der Glcichung für $, keine Itücksicht genommen haben, 
so erscheint a: ungew6hnlicherweise aucli in dieser Gleichiing; 
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16 Grenzschichten i n  Flüssigkeiten mit kleiner Reibung. 

b, - O: die Krümniung des Geschwindigkeitsprofils andert sich 
zunaçhst nicht, da die Keibung in ihrer W i r k u ~ g  der Triigheit um 
zwei ülieder voraus ist; von m = 5 an ist: 

Die Koeffizienten dieser Jllekursionsformeln koniien, wie alle in 
dieser Weise aus Binomialkoeffizienten zusammeiigesetzten Zahlen, aus 
einem Schema ahnlich dem Pascalschen Dreieck berechnet werden, 
dcssen Anfang der folgende ist: 

und in dem jedes Glied die Summe der darüberstehenden ist. Nur 
der eingerahmte Teil kommt gem%B obiger Summengrenxen in Uetracht. 
Die 13 ersten Koeffizienten siiid (z. T. S. o.) 

4 
b, = 1 b , - - .  - fi, = O 

a 4  

6, = 1 6, = ZEi, b, = 2 b: 

b 8 - -1  - fio = - 4 b, b, ,  = - 16b3 

b, ,=27-1663 b1,=181b,  b,, = 8406;. 

4. AuBer a kommen noch zwei Integrationskonstanten durch die 
asymptotische Naherung hinein, die wir, wie beim wrigen Probleni, 
an die hier berechnete Potenzreihe anschlieBen müi3ten. Für  unsere 
Z W P C ~ A  (Rerechnung des Abl6sungspunktes) genügt e s  jetloch, a: zu 

kennen, und wir merden, wie oben bemerkt, sehen, daB sich u mit 
genügender Gennuigkeit hercits allein mit Hilfe der Potenzreihe be- 
rechnen l&. 

1 d %, Wir setzen Z, = Co, II= a7 und zeichnen - 
d H  

als Funktion 
4 

von I l  nach der Potenzreihe auf. Es h'ingt sclbst noch von b, = - 
ff4 

ab, und soll sich für  den richtigen Wert vori u der Asyrriptote: 
d o  2 
-- - - - 
d B  'Y' 

niihern. Für  andere Werte von u niihert es sich iiberhaupt 
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keiner Asymptote, und dadurch wird, wie beiliegende Figur 6 zeigt, 
diese Methode ziir Restimmung von cc sogar ziemlich empfindlich. Wir 
erhalten w = 1,515, die letzte Ziffer nicht mehr sicher. 

5. Die Bereehnung von I;, nach obiger linearer Gleichung und den 
Grenzbedingungen geschieht in analoger Weise: Potenzansatz: 

c, = 1, meil S bereits Integrationskonstante; Sc, = - 16; c, = 0; und 
für  m 2 5 :  

Wie oben, so konnen auch hier die Koeffizienten in diesen Forrneln 
ails einem Schema berechnet werden, dessen erste Zeile (m = 3) aus 
den Zahlen - 1, + 4, - 3 besteht, wahrend die anderen durch Ad- 
dition folgeii: 

Zoitschrift f.  ùlathematik u. Physik. 56. Band. 1908. E I a f t  1. 2 
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18 Grenzschichten in Flüssigkeiten mit kleiner Reibung. 

Die ersten Koeffizienten werden: 

C~ = 1 ;  SC, = - 16; C, = O; c5 = 4 2 ;  c, = GaSc, - 8; Ç = - 32c3; 

c, = 17 a" ce, = 30 a6 c3 - 224 a3;  cl, = - 576 a3 c, - 296; 
". L cl, = 2048 c, + 294 a9, cl, = r 83 oc9 C, - 5092 u6; 

c,, = - 17392a6c, + 59648 as; cl,- 221952a3c3- 310 al2- 136192; 

cl, = - 11 025 al2 c, - 1024000 c3 - 54 864 u9;  

cl, = 174 168 a9 C, - 221 296 a6. 

6. Auch hier brauchen wir die asymptotische Naherung nicht, 
sondern bestimuien die Integrationskonstante 6' daraus, daB fl die 
Asymptote c l  = 2 hnben muB. In Figur 7 sind zuniichst als Kurven 

k 
A und B die von c, freien und die 

Fig. 7. 
mit c, multiplizierten Glieder der Po- 

/ tenzreihe für aufgetragen, so daB: 

1 ist. Für verschiedene Werte von S 

1 ist d a m  g; gezeichnet, und nian er- 

/ kennt aus dieser IZurve, da8 bereits 

7. Wir  kommen nun zur Bereçhnung des Abl6sungspunktes und 
erinnern dabei an  die Benierkung (l), da5 die Kesultate quantitativ 
nicht gcnau sind, da wir nur die erste und dritte Potenz von z 
beriicksichtigt Iiaben. Der Ablosungspunkt [El ist bestimmt durch: 

40 / 

bei 7 = 1,6 die Konvergen~ unserer 
Reihen trotz der groBen Anzahl der - 
berechneten Koeffizienten c ziemlich 

d,8 30 

4oveJ schlecht Glieder, wenn iüt; immerhin man gleiche zeigen Potenzen die 

von a: zusammenfaBt, einen befrie- 
digenden Gang, so daB die Reihen 

i.0 trotzdem brauchbar sind. VïTir ver- 
rilogen noch zu erkennen, daB der 
richtige Wert  von S zwischen 8,20 

I _ i J I I  
45 ( O  f#uL66.T -7 und 8,30 liegt. Die Kurve steigt zu- 

nzchst sehr stark an und niihert 
sich dann von oben ihrer Asymptote. Dieser starke EinfluB auf u in 
der S i h e  von q = O im Vergleich zu rj = cw erlaubt es auch, daB u 
im Abl6sungsfalle an der Grenze eher als drauBen ein Zeiçhen wechselt. 
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oder nach (3) und (5): 
a'+ - S [El" O. 

Nach (4) bez. (6) ist rr = 1,515, S = 8,25; es ist also im Balle des 
unteren Vorzeichens, der uns hier allein interessiert, die Koordinate 
des Abl6sungspunktes : 

[El = 0,65 
also: 

- 

[XI = 465 1/+: . 
nabei war: 

3 " - q O x -  q l x .  

Das Maximum der Geschwindigkeit (Minimum des Druckes) liegt da- 
her bei: 

wiihrend die Geschwindigkeit h'iill in der ZiiBeren Stromung erst bei 
- 

e = 1 . vz: erreicht würde. Der AblBsungspunkt liegt also hiernach 

um 12"/,, der Gesamtlange der Grenzschicht hinter dem Druckmaximum. 
Die gewonnenen Zahlen sind von l%eibungskonstante, Dichte und einer 
proportionalen VergrtiBerung aller Geschwindigkeiten unabhangig. 

8. Kach der bei P r a n d t l  gegebenen Zeichnung (vgl. Einleitung 3) 
geht die Stromlinie $J = O unter einem bestimmten Winkel von der 
Grenze ab. Wir  berechnen diesen in folgender Weise: In  der Umgebung 
des Abl6sungspunktes lautet die Entwicklung des in (2j gegebenen 
Ausdruckes für +: 

- ~- 

o =)/$ a', ((&" [El - :y [El3) 7" 3 3c - 3 ç [il? (i - [El: 7') 

+ = O liefert nnn für die abzweigende Stromlinie: 

oder in den nicht-reduzierten Koordinaten: 

Diese Formeln sind mit ziemlicher Unsicherheit behaftet, da wir erstens 
nur zwei Glieder der Entwicklung von I,!J berechnet haben, und weil 
zweitens die hoheren Differentialquobie~iten, die ja auch ~ubtilere Tor- 
$ange darstellen, stets ungenauer als die frühereii berechnet werden. 

2 * 
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20 Grenzschichten iu Flüssigkeiten mit kleiner Reibung. 

III. Entstehung der Grenzschicht und der Ablosungsstelle 
beim plotzlichen Beginn der Bewegung aus der Ruhe. 

1. Die beiden vorhcrgchenden Probleme hehandelten stationare 
Striimiingen. Wir  wenden uns nunmehr dem Problem der Entstehiing 
der Grenzschiohten mi:  Ein Zylinder von heliebigem Qiierschnitt merde 
in einer ruhenden Flüssigkeit plotzlich in Bemegung gesetzt und von 
t - O an dauernd auf konstanter Geschwindigkeit erhalten. Zunachst 
wird sich unter der alleinigen Wirkung der durch den StoB hergestellten 
Druekverteilung der Zilstand der Potentialstr6mung einstellen; die Dicke 
der Grenzschicht ist im Anfang Null, soweit überhaupt die plotzliche Ge- 
schwindigkeitserteilung ausgeführt werden kann. Die Ausbildung der 
Grenzschicht geschieht in erster Linie unter der Wirkung der Reibung, 
sodann durch die konvectiven Glieder. Als Resultat nwden wir erhalten, 
da0 nach einer gewissen Zeit die Ablosung an der Rückseite des Korpers 
begiriut und von dort aus langsam fortscfireitet. Da urlsere Grurid- 
gleichungen sich nur auf dünne Grenzschiehten heziehen, so wird 
natürlich nur der Beginn des Abl~sungsprozesses von ihnen dargestellt, 
ebenso wie die vorigen Probleme die Grenzschicht nur bis zur Ab- 
l6sungsstelle betrafen. 

2. Die jetzt zii henutzenden Gleichungen sind: 

x steht hier der Einfachheit halber für '!. . 
Q 

Die Potentialstromung, die sich zuniichst einstellt, liefert uns den 
Randmert ii als Funktiori von x. Da dcr Vorgang für t = O sirigular 
iüt, so ist uns vorliufig die Art der Entwiüklung noch unbekaririt, sie 
i ~ t  erst durch sukzessive Niiherung festzustellen. Den HaupteinfluU 
auf die ~ n d e r u n ~ e n  hat zuniichst (bei kleinem t )  die Keihung und wir 
schrciben daher für die erstc Saherung zc,: 

Uas Integral dieser Gleichung, 
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Von H. B~asiçs .  2 1 

genügt unseren Bedingungen, eiue füc 1 = 0 verschwindende Grenz- 
schicht zii liefern, und sich für y = cc an die auBere StrGrnung zc, = ü 

anzuschliefien. Die folgende Siiherung werden wir erhalten, indem 
wir u, in die konvektiven Glieder einsetzen, wahrend Leit- und Beibungs- 
glied zc = zc, f u, erhiilt. Es kommt so folgende Gleichung für IL, 

heraus: 
bu, a~ 
-- ,, = x + u - .  [Funktion + o n  7.1 

ayB Px 

Nach mechanischer ~hnl içhke i t  genügen wir dieser Gleiçhung durch 
den Ansatz: 

ô iz 
211 = t c z  .f(d 

der auch der Grenzbedingung 11, = O für y = O  und y = cw, nicht 
widerspricht. 

Nach weitereri Übe~legun~en ,  die insbesondere das Eingehen von x 
betrefîen, gelangen wir dazu, .u darzustelleri in einer Reihe nach 
Putenzen von t, deren Koeffizienten Fuiiktionen von q sind, also auçh 
noch t enthalten. Von z hangen diese Punktionen auch noch ab, doch 
geht diesrrial x nur als Parameter in die Diflerentialgleichungen ein. 

3. Als Ansatz für @ ergibt sich hiernach: 

und hieraus f ü r  die die Differentialgleiçhungen: 

ô ûc 
fiir p - 1 tritt zur rechten Seite nooh - 4 . u .  a x 

Wir beschriinken uns, wie im vorigen Abschnitt, auf die beiden 
ersten Glieder und setzen: 
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Für [,, und SI erhalten wir dann die Gleichungen: 

Grerizbedingungen: 

für 7j = 0 :  h = O  [ ; = O  

t = O  & = O  

für 7 = m: 5; = 1 [; = O. 

4. Die Losungen obiger Differentialgleiçhungen, die wir auch beim 
folgenden Problem brauchen werden, siud durch Quadratur zu gewinneri, 
wenn die fiorriogenen Gleiühungen integriert sind. Letztere Integrale 
erhielt ich durch folgende Dberlegung: Die homogenen Teile unserer 
Gleiühungen stammen aus dein Zeit- und lteibungsglied, die zusammen 
die Wirmeleitungsgleiühung 

a u  a P u  
-- - a - 76 -7 

ff Y 

bilden. Von dieser Gleichung existieren, wie man aus Ahnlichkeits- 
übcrlegungen erkennt, Intcgralc der Form: 

wobei f, der nifferentialgleichung: 

die also obige Forrn besitzt, geriügt. 
So ist z. B. (S. o.) 

Fiir 7 = O ist 11, = 1 wenri I > O 

M, = 0 wmn t < O. 

un ist für 7 = O, d. h. für y = O, proportional zu In, es niuB siçh 
also durch Superpovition von L6siirigen u, in folgender Form darstellen 
lassen: 

m t 
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Von I. BLASIUS 

denn für y = O ist dies 

Zur Auswertung dieses Integrals setzon wir t - 2, = z, 

Biihren wir hierin ein: 

so wird schlieBlich: 

Ausrechnung dieser Integrale nach dem binomischen Satze und 
dem früher erwiihnten Verfahren der partiellen Integration liefert 
schliei3lich : 

Das andere Integral ist algebraisch und zwar gleich obigem Faktor 
T 

von / e -?c i i i :  

5. go wird hiernach in folgender Weise bestimmt: 
Unter Riicksicht auf die Grenzberlingiingen ist: 
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24 Grenzschichten in Flüssigkeiten mit  kleirier Iteiburig 

IIieraus durch Integration: 

Wir 

Die 
dann die 

brauchen noch: 

zweito Diffcrcntialgleichung (zweiter Ordnung für [;) erhiilt 
Porm : 

n 

Das Integral der homogencn Gleichung für ist nach (4): 

Uas Integral der inhomogerien Gleichung ware nunmelir durch 
Quadratur zu erhalten. Wir k6nnen aber auch den ümstand verwenden, 
daB durch zweimalige Differentintion die Differentialgleichung schlieB- 
lich in 

S"'" + 27j t'"' = Funktion von 

übergeht, welche als Gleichung von wesentlich erster Ordnung leicliter 
zu integrieren ist. Es wird dann: 

Da nach zweimaliger Differentiation die eingepriigte Kraft unserer 
Differentialgleichung in jedem Gliede e-'1' enthalt, so fallt e+'lz hier- 
gegen fort,  und wir kihnen erst ~ " "  und schlieBlieh < ausintegrieren. 
Denn uriter den Integralen stehen nur Funktioiien, die hochstens 
zweirnal e-7' und auBerdern IJotenzen von 7 erithalten und die rnehr- 
mals zu integrieren sind, was sich nach den früher 1. 6. angegebenen 
Methoden erledigen liBt. Das Resultat der sehr umfangreichen Rech- 
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Von H. I<r..\srris. 25 

DaB hier die Gleichung trotz ihrer Verwandtschaft mit obigen 
stationgren Problemen in geschlossener Form integriert werden konnte, 

ri u 8 u 
hat seine Ursaehe darin; daB - - einfacher als u - ist, trotzdem beidc 

a t  ri x 
der Ordnung des Differcntialquotienten gemaB ,,Warmeleitungscharakter<' 
besitzen. 

n i e  Bestimmung von a und ails den Grenzbedingungen 6: = O 
fiir r ]  = O nnd 7 = m liefert: 

6. Zur Berechnung der AblGsungsetelle haben wir: 

Nun ist 

Als Bedingung für die Abl6sungszeit [t] erhalten wir: 

au a u  Es mu8 also - negativ sein. Wo absolut am gro8ten ist, ge- a x C x 
schieht die Ablosung am frühesten. Das Resultat gilt für zylindrische 
Korper von beliebigem Querschnitt. iï ist die entsprecheride Potential- 
stromung. 
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IV. Entstehung der Abl~sungsstelle aus der Rnhe 
bai gleichformig beschleunigter Bewegung. 

1. Gegen die physikalischen Grundlagen des vorigen Problems kann 
als Bedenkcn gcltend gemacht werden, daB bei den1 pl6tzlichen StoBe 
der Zusammenhang der E'iii~sigkeit aufgehoben merden konnte. E s  ~ e i  
deshalb hier die LGsung des Problems gegeben, da8 Ton der Zeit t = O  
an dei- eingetauchte Korper konstanter Beschleunigung untermorfen sei. 
Es  ist dann: 

21 = t w ( x ) ,  

2. Aus Xhnlichen Dberlepngen heraus wie vorhin mnchen wir 
für die Ltisung unserer Differcntialgleichung: 

den Ansatz: 

Durch Einsetzen in  die Grundgleichung erhalten wir: 

a 3 ~ a ~ + l  -- a Z i . 2 1  + L ô ~ z 2 + i  + z i l i i i 2  - - 4 ( 2 a +  I)--- 0 ' ~ i  

a w  für A. = O tritt zur rechten Seite - 4 w, für Â. = 1 tritt - 4 w - hinzu. 
d x 

Auch hier beschriinken wir die Ausrechnung des Zustandes auf 
die beiden ersten Glieder, wobei zu erwahnen ist, daB durch diese 

a w  beiden Glieder auch gerade die beiden Gl i~der  des Driickes w + t2w-  a x 
berücksichtigt sind. Die eingepragte Kraft der nachsten Gleichungen 
enthiilt nur noch fiühcre Entwicklungskocffizienten. Für die SchluB- 
gleichung, die uns die Abltisungsstclle liefert, w e r d ~ n  wir jedoch auch 
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noch den Koeffizienten des niichsten Gliedes berecbnen. Für  x, und X, 
kihnen wir die Abhiingigkeit von x in folgender Weise einführen: 

Die Differentialgleichungen für die S sind d a m :  

G renzbedingungen: 

3. Nach den in III (4) angegebenen allgemeinen Losiingen des ror- 
ô r1 liegenden Typus von Differentialgleichungen konnen wir sofort 
d n 

hinschreilien, da dna inhomogene Glied - 4 durch = 1 erledigt 
a v  

wird. S ,  erhalten wir durch Integration nach den schon mehrfach an- 
gewandten Methoden (1 6): 

l,' /---- cul+ Diese Funktioneri sind in nelsenstehen- 
der Figur quantitativ gezeichnet. Eine 
Tabelle der WTertc befindet sich weitor 
unten (6.). Die eingepriigte Kraft auf 
der rechten Seite der zweiten Gleichung 

'--- . 
a s  45 1.0 5/ ist hiernach: 
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2 8 ürenzschichten in Flüssigkeiten mit kleiuet Reiburig. 

4. Die Integration der zweiten . Gleichung gelingt auch hier in 
geschlossener Form nach denselben Xethoden, die in III 5 zum Ziele 
führten. Speziell für den in e-ll' quadratischen Teil der eingepragten 
Kraft ist ein Anaatz mit unbestirnmten Koeffixienten: 

(a  + b V 2  + cv4) e r 2 ' ?  

+ (d?; + e1;3+fi5)e-r l '  

empfehlenswert. Dieser Arisatz versagt, aenn  die eingepragte Kraft 

l Glieder n t t  die b e r  e -  $,-2,/,-r,,7, q~,)-~2dr;]2 
z 

hinausgehen (vgl. III 5). Die Koeffizienten sind aus linearen Qleichungen 
a c9 zu bestimmen. Leichter sind die übrigen Anteile von ;-l- zu berechnen. 

a Ys, O 7; 

6, und - ergeben sich dann durch Integration und Differentiation. a?le 
h l s  Resultat erhalten mir schlicBlich, wenn auch noch die Iiitegrations- 
konstanten richtig bestimrnt werden: 
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Von R ULASICS. 

+(l5 + ! I o ~ ~ + G o ~ + B  >16 )JeVd l ]  
m 

und hieraus durch Integration: 

Diese drei Funktionen sind in umstchender Figur gezeichnet, 
sie genügcn streng den Differentialgleichungcn und Grenzbeciingungen 
für  die Entwicklungskoeffizienten X. 
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30 Grenzschichten in'Fliissigkeitcn mit  kleiner Roibung. 

5. Die Bedingung fiir die Ablosungsstelle hat die Borm: 

wobei sich aus obigen Formeln ergibt: 

1 Wir mürden also folgende Gleichung für die Ablosungszeit [ t ]  
t O  

0-964 erhalten : 

a u  
Das nachste Glied in der Abl6sui1gsgleichung - -0 würde 

1 
a  Y i lauten: t5 und um dieses noch berücksichtigen zu 

2 l / x t  a $ '  konnen, wollen wir zwar 

nicht den ganzen Verlauf 
von x5, aber doch den 

U 138 
Koeffizienten in dieser 
Abl6sungsglcichung be- 

//=r--- '1 

u,w es0 t 0 
- g rechnen. 

,-,, -,,/A- Das Entwicklungs- 
-3 .--' glied x5 genügt der Glei- 

chung : 

a 3 x 5  a P x 5  - 20 a x L  a x i  aexs  , a x i  a e - - a x s %  ally + 27 ~~2 a  ?l 4 
- a a~ al:]- 

Das Eingehen von x in X ,  und X ,  ist bekannt, und durch Ausrechnen 
der rechten Seite überzeugt man sich, daB x5 die Form: 

E W  2 a3w 
5 = ) b5 + w2 a , ,  k.  

erhalt. 
Wir erhalten als Bedingung der Ablosungr, d a  sich t w  (S. oben) 

herausheb t : 

i, = 0 

6. Zu leisten ist noch die Berechnuiig der Koeffizienten 

Für  & haben wir die Differentialgleichung: 

ag a s , c s ,  a ys, a  Y, - 8 -  -4g1 a,* - 4 g  a 7 ôr i  aq  a n 2  
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und die Grenzhedingungen: 

Die eingepragte Kraft f ( 7 )  ist aus den oben angeschriebenen Funk- 

tionen bekannt. Den gesu~htcn Koeffizienten a'L herechnen wir [ a J , = .  
nach dem G r  eenschen Vei-fahren in folgender Weise: 

T,assen wir nun 4 der adjungierten Differentialgleichung: 

und den Grenzbedingungen: 

$ ( O ) = - 1  4(m)=O 

genügen, so erhalten wir: Cm 

Fig. 10. O 

f (?l) ist schon oberi 
angegeben; der Ein- 

flufikoeffizient 4 
( G r  e e n  sçhe Funk- 

tion) ergibt sich durch Intepation seiner Uifferential- 

Der Verlauf von 9. findet sich auf Fig. 10, ebenso das 
- i , ,~  Produkt 9. - f. Der Flacheninhalt dieser letzten Kurve liefert 

1 den gesuchten Koeffizienten. 
- ? 7 ' .  - 

Ebenso haben wir zur Berechnung von die Gleichungen: 1 a +  J,l=o 
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3 2 Grenzsçhichten in Flüssigkeiten mit kleiner Reibung. 

6 . g ist den unteri angegebenen Werteu nach auf E'ig. 1 0  ge- 
zeiohnet. 

Die berechneten WTerte siiid folgende: 
1 

Der Flacheninhalt der beiden Kurven ist ungefiihr: 

7. Als Abl6sungsgleichung erhalten air daher: 

4 azc 31 256 aw 2 aZ - + [t]" (- - -- ,) - [t]' (z) a 0,055 - [Ij4ro - -. - 0,023 = 0 
i n  o z  llil/n 2 2 5 ~ ~  ax 

oder: 
aSw 1 + 0,427 . [ils ai - 0,026 . [LI4 rg)' - 0,Ol . [t]"to = 0 a x 

Da das neu hinzutretende Korrektionsglied sogar negativ ist, so scheint 
die Existenz der Kullstelle sicher zu sein. 

Die Lage und Zeit der hbl6suug folgt nach der früheren Nilienmg 
(ohne das zuletzt rioeh berechnete Glied) zu: 

Yi t  der neu berechneten Korrcktion erhalten wir für den FaLi 
eines zur Stromrichtung symmetrischen Zylinders, wo für den hinteren 

0 2 w  
Punkt, in dem die Ablosung beginnt, zu ,- = O ist: 

GX' 
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Also ungefahr 10% Yehler. Hiernach laBt siçh die Güte der An- 
niherung wohl auch bei den anderen Problemen, bei denen wir nur 
die ersteri beiden Potenzen mitgenommen haben, beurteilen. 

V. Anwendung der Resultate der Ablosungsprobleme 
auf' den Kreiszylinder. 

1. Beim Kreiszylinder ist: 
x 

ii = SVsin n' 
x 
R sei nls reduzierte Koordinate X geiiannt, V ist die Geschwindig- 

keit, mit der die parallele Stromung nach reçhts flieBt, bez. der Zpliiider 
nach links bewegt wird. 

Im stationiiren Fall tritt Big 11. 

nach II(7) dieAblosung ein bei 
- 

Z * ~ I  = 0,65fi; , das Mari- 

mum der Geschwindigkeit 
liegt hei: 

SM.. = 0,577J/00 y4 
41 

wobei: " = qOx - q1x3. 

Nimrnt man die gewijhrlliche 
l'oteliaent~vicklung des Sinus, 

zv z V 
so wird q, = , , p, = ,,, 

Nàhert man dagegen den Sinus im Intervall O - z nach der Methode 
der kleinsten Quadrate an, so wird: 

Jedenfalls liegt der Ablosungspunkt nach unserer Rechnung um 11-12',', 
des ganzen Weges der Grenzschicht hinter dcm Maximum der Ge- 
schwindigkeit. Buf Genauigkeit macht diese Angabe freilich keinen 
Anspruch, da nur die beidcn ersten Potenzen von x berücksichtigt sind. 
AuBerdem zcigcn experimentclle Aufnahmen des Druckgef%lles, daB 
der Zustand in der Xihe der Ablosung übcrhaupt schwerlich durch 

Zeitschriftf.  Xathematiku. Physik 56 Band. 1908. Heft 1. - 3 
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34 Grenzschichten in Flüssigkeiten mit kleirier Reibung. 

Entwicklung vom Anfangspunkt der Grenzschicht aus erreichbar ist, 
da er zu stark durch die Druckverteilung der Wirbelkorper hinter 
dem Zylinder heeinfluBt k t .  Vorstehende Rechnungen haben daher 
lediglich den Zweck, zu zeigen, dao tatsachlich durch die hyclrodyna- 
mischen Gleichungen Ablosung geliefert wird. Die weitere Ausbildung 
der Eechenmethoden, insbesondere für die wichtigeren Probleme der 
Rotationslr6rper, verspricht dahcr Erfolg. 

2. n7ird  der Zylinder mit konstanter Geschvindigkeit plotzlich in 

Die Ablosungszeit [t] ist nach III (G)  gegeben durch: 

4 C u  
(1 + ,) [ t l& = - 1 

R 
[ t ]  = - 0,35 -- . 

V c o s  X 

Die Ablosung beginnt bei X = z, cos X = - 1 zur Zeit: 

R 
t, = 0,351 .. 

Der Zylinder ha t  also bis dahin einen Weg 

S = Vt, = 0,33 . R 

zurückgelegt. Alles dies ist von Geschwi~di~ke i t ,  Dichte, Reibungs- 
koeffizient unabhangig (natürlich kleine Reibung vorausgesetzt). 

3. Bci konstanter Bcschlcunigung ist: 
x 

i ï  = t w ( x )  = 2Vtsin 
R 

wo jetzt Y die Beschleunigung des Zylinders in der Stromiing ist. 
Die AblUsungszeit ist (IV 7) für den Beginn der Ablosung: 

Tom Zylinder zurückgelegter Weg: 

s = +vt2 

beim Beginn der Ablosung (X = z) 
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4. Wir  berechnen noçh den Ilriderstand, deri bei konstanter Be- 
schleunigung der Zylinder erf'iihrt. - Die Spanniingskompvnenten sind: 

e B V  a u  
Infolge der Kleinhcit der Reibung fallen und ôx gegen ay fort, 

Y 
nnd es bleibt als Kraft in Richtung der auBeren StrOmung: 

wobei B die Breite der Schicht (IIohe des eingetauchten Zylinder- 
teiles) ist. 

Den Anteil des Druckes berechnen mir so: 

Nun ist: 

Das zweite Glied fallt bei der lntegration fort, das erste liefert: 

KD,,,, = 2 x Q B Ra V 

also eine Verrnehrung der Triigheit um den doppelten 13etrag der ver- 
drangten Flüssigkeit. Der Anteil der Reibung ist, 

a?[, llierbei war î~ = kip. Auch hier fallt das zweite Glied fort, denn 81i2 

und "' sind js nur Konstanten, und wir erhalten: 
a712 

6. Um ein Hild von den Str6mungsverhBltnissen zu geben, die 
unseren Formeln entsprechen, sollen m m  SchluB für ein bestimmtes 

3 * 
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Bewegiingsstadium des gleichformig beschleuiiigten Zylinders die Strom- 
kurven gezeichnet werden. Die Parameter R, V, x sind willkürlich, wir 
müssen daher für x, y, t, $J, u reduzierte GroBen einführen, so daB E, V, x 

aus unseren Formeln herausfallen. Dies geschieht durch: 

wodurçh aus den Formeln (vergl. IV  2 und V 3): 

5 
zci = 2 V sin , 

folgeride reduzierte Gleiohungen entstehen: 

U =  2 T s i n X .  (5 + 2  COS X. 
dl] 

aus denen wir zun%chbt für  eine feste Zeit T für eine IEeihe von 

Koordinatenwerten X die Kurve T als Punktion von Y = Z ~ T .  7 
konstruieren müssen, um dann die Tlag-e der Werte TL const ails 
diesen Kunen  ablesen zu konnen. In Pig. 12 ist der Zylinder von 
X = z/2 bis X = TZ gezeichnet. Die Abl6sungszeit ist gegeben 
durch 2T2 cos X = - 2,34, also der Beginn der Ablosung durch 
T = 1,08. In nebeilstehender Figur ist 2T" 5, also 2' = 1,58 ge- 
wahlt. Für  die gewahlte Zeit ist der AblGsungspunkt bereits bis über 
60° am Zylinder fortgeschritten, trotzdem ist die Grerizschicht noch 
ziemlich dünn, die GroBenverhaltnisse entsprpchen den Werten R = 10 cm, 

cm cm 
x = sek ( W a s s e r ) ,  V -  O , l s e k y ,  al80 einer sehr klcinen Beschlennigung. 

Hiernach ist dann: t = 15,8 sek. 
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Fig. 12. 

cm 
Piir V = 10 sek"erhielte man nach obigen It eduktionsformeln vor- 

stehendes Bild nach 1,j8 sek. Die Dicke der Grenzschicht ware im 

Verhaltnis 1 : rerklcinert. 
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3 8 Grundgleichungen der Kinetostatik der Korperketten 

Die Grundgleichungen der Kinetostatik der Korperketten 
mi t  Anwendungen auf die Mechanik der Maschinen. 

Von KAR,~,  &I:N in Karlsruhe (Raden). 

Der Begriff der Actio und Reactio zweier aufeinander wirkender 
Korper geht zurück auf N e w t o n .  Doch fehlt bei ihm eine klare 
mathematische Definition dieses Begriffs, sobald allgemeine Systeme, ja 
selbst sobald starre K6rper in Betracht kommen. Im Jahre 1686 hat 
J a k o  b Beri lo  u l l i  das erste kinelostatische Probleml) bei zeitlich wir- 
kenden Kraften in einern sehr speziellen Falle in  Angriff genommen. 
E r  behandelt die Schwingungsdauer des physischen Pendels, die bereits 
von H u y g h e n s  auf Grund des Prinzips der Erhaltung der lebendigen 
Kraft (1658) vollstiindig richtig gefunden war, auf Grund der Gleich- 
gewichtsbedingung, welchen die Reaktionen der einzelnen Massenpunkte 
genügcn müssen. Ein lrrtum in der rechnerisehen Ausführung macht 
das Resultat illusorisch, aber bereits im Jahre 1690 berichtigt de  
l ' H o s p i t a l  in dem Journal de Rotterdam dieses Versehen und er- 
m6glicht es dadurch J a k o  b B e r n o u l l i  in den Act. eruditor. fiir 1691 
den allgemeinen Fa11 (d. h. bei beliebiger JIassenverteiliing) zu er- 
ledigen. 

Ein halbes Jahrhnndert muBtc dahingehen, ehe diese Keime einer 
Mechanik gebundener Systeme und insbesondere eine klare Erfassung 
des Spannungszustandes der einfitchen Systeme die allgemeine Formu- 
lierung gewann. Dies ist erst durch D ' h l e m b e r t s  ,,Traité de Dyna- 
mique" im Jahre 1743 ausgeführt. Allerdings betrachtet D ' A l e m b e r t  
in diesem grundlege~iden Werke die Reaktionen nur, um diejenigen 
statischen Reduktionskornponenten zu firideri, deren Nullsetzung die 
Ueweyungsgleicl~~~~zgen des gebundenen Systems liefert. llirekte kirieto- 
statische lnteressen treten erst spiiter bei E u l e r  und L a  g r a n g e  auf. 

I n  der vorliegenden Arbeit sind die elementaren Methoden der 
Kinetostatik auf eine bestimmte Gruppe von Systemen angewendet. 
Diese hetreffen verhültnismaBig einfache Systeme ails starren Korpern, 
die miteinander durch Gelenke verbunden sind, so daB aie eine Kette 
bilden. 

Es erschien vorteilhaft, zwischen zwei wesenthh verschiedenen 
Arten von Reaktionen zu unterscheiden, welche hier als spesifische und 

1) Für Mouicntmkrafto [Centruin porcussionis) Far dies bereits 1646 von 
C a r t e s i u s  geschehen. 
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absolute bezeichnet sind, und von denen die letzteren bisher am meisten 
behnndelt wurden. Auf w lie beziehen sich auch die Anwendungen, 
welche hier von den kinetostatisehen Grundgleichungen auf die in der 
Maschinenrnechanik wichtigen Korperketten (Kurbelgetriebe, Wattscher 
Regulator) ausgeführt oder nur skizziert sind. 

Bei allen diesen Untersuchungen kann man die Vektoren der 
Systembeschleunigung durch Einführung der F i s c  h e r schen Iluupt- 
pzcdtel) umfornien und gewinnt dadurch eine durchsichtigere Gestaltung 
der Formeln sowohl in der Eulerschen2)  als in der Lagrangeschen  
Darstellungsweise. 

Als Grenzfalle der Korperketten wurden in der zweiten Hilfte der 
vorliegenden Untersuchungen unelastische, bandformige Kontinua be- 
handelt, deren Gleichgewichtsbedingungen und Bewegungsgleichungen 
sich in sehr eirifacher, und wie ich glaube, natiirlicher Weise an die 
Kürperketten anschlieBen. 

Von der ebenfalls in dieses Gebiet gehürenden Theorie elastischer 
Lhiihte mit kleinem aber endlichem Querschnitt konnte hier abgesehen 
werden, da gerade dieser Teil der Mechanik der Kontinua bisher die 
weitgehendste Ausbildung erfahren hat. 

1. Der B'dlembertsche Atisatz und dus DJhlembertscl~e Priuzip. 
Nach dem xwsiten N e w t  onsühen Grundgesetz der Bewegung: ,,Jftrta- 
tionem motus proportionalem esse vi nzotrici intpressae et fieri secunduni 
lineam rectam, qua vis illa imprimitur" gilt für die Bcschleunigung 
eines frei beweglichen Punktcs von der Masse p die fundamentale 
Gleichung 3, 

(1) 

wenn k ciie ,,eiqepragte" Kraft, ü den Vektor der Geschwindigkeit und 
d t  das  konstante Zeitelement bedeutet. Setzen wir also komtnnte 

d u  hhssen voraus, und bezeichnen wir die B c s c h l e u n i g ~ n ~  mit @, so 

nimrnt die vorstehende Gleichung die Form an 

Sobald jedoüh der bewcgliche Massenpunkt durch Reschrankungen 
irgend welüher Art verhindert wird, die freie Bahn cinzuschlagen, muB 

1) O. Fischer. Theoretische Gmndlagen der Mechanik lcbender Korper, 
Leipzig 1906. 

2) Man vurgl. meine Kinematik, Leipzig 1906, S. 309-314. In der Folge ist 
diese Schrift einfach als ,,KinematikU mit Seitenangabe zitiert. 

3) Alle gerichteten GroBon sind durch einen iibergcsetzten Strich bezeichnot. 
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40 Gnindgleichungen der Kinetostatik der Korperketten. 

diese Gruiidformel eine wesentliche Nodifikation erleiden. E s  tr i t t  eine 
Zusatzkraft 7 - die Eleme~~tnrrenktion - zur eingepragten Kraft derart 
hinzu, daB die Resultante ( E  + F )  derjenigrn Nlassenbeschleunigung 
p% gleich wird, die der Punkt  auch besiiBe, wenn er die ihm auf- 
gezwungene Bahn als freie Bahn durchliefe. E s  besteht also jetzt die 
G r u d b r m e l :  

(a> ii + r = pïz,  

welche wir den D'Alernber tschen Alasutz nennen aollen, da, sie zuerst 
in seiaem ,,Traité de Dynamique" (li43) allgernei~~ formuliert ist. Diese 
Gleichung drückt nur aus, daB die eingepriiçte Kraft E ,  die Elenientar- 
reaktion r und die mit entgegengesetztem Vorzeichen versehene Massen- 
beschleunigung - ,uW, die sogenannte Tragheitskmft, ein geschlossenes 
Kriiftepolygon bilden. Da aber hierin pii? vorliiufig iiribekarint ist, so 
muB noch eiue weitere Bestimmung zu Gleichung (A)  hinzutreten. 
Diese gibt uns das D1Blember t sche  Prinz&. E!s leutet in praziser 
E'cirm: L)ie Elemrntarreaktionen ? bilden an dem materiellen gebundeuen 
System ein Kraftcsystem, ~relches wahrend der Bewegung des mate- 
riellm Systeins be~t~iindig im Crleichgewicht ist. Grlingt es also durch 
diese Xigenschaft der Elementarreaktionen, die h'le~)ze)~tarbescl~leu~zi,qi~v~~e~~ 
i6 ailer Punkte des gebundenen Systems eindeutig und fiir die expli- 
zite Auswertung ausreicliend zu bestimmen, dann sind nach Glei- 
chung (A) alle Elenlentarreaktioneil bekannt. Die Ausführung dieses 
Gedankens verlangt zwei vollstandig getrennte Schritte, niimlich erstens 
die Aufsteiiung der Bez~egz~~~gs~qleicI1~17ge1z dea gebuiidenen Systeme 
durch die Einführung bestimmter kirieniatischer und dynamischer1) 
Systenuy-open und zweitens die Aiifstellung von Gleichungen, welche 
allc Elementarbeschleunigungen iü eindcutig durch die kinetischen 
SystemgroBen ausdrücken. Das zweite Problem gehort speziell der 
Kinetostatik an. 

2. Die kimtiscI~,en Gleichurzget~ in der Lal~gra)~gesclmz Furin. Wi r  
beziehen jeden I'unkt (X) des gebundenen Systems anf einen festen 
Punkt O des llaumes und bezeichnen die Strecke OX nach Gr6Be und 
Richturig mit z, die mit der BewegungsrriGgliclikeit dcs Sgstenis ver- 
triigliçhe virtuelle Verrückung des Angriffspunktes einer Kraft mit 83. 
Daim ist die virtuelle drbei t  der Elenientarreaktion gleich 

Das Synibol TdZ kann man in der Mechanik das 8,-beitsproduXt der 
- -- 

1) Die Worte ,,djnamischLL und ,,kinetischU gebrauche ich in demselben 
Sinne, wie W. T h o m s o n  unci T a i t  in ihrem Treatioe on natnral philosophy. 
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Strecken und S a  nennen. Der analytische Ausdriick fiir das Prinzip 
der virtuellen Arbeiten ist im gegenwiirtigen Balle1) 

(a) Srdx  = O 

und gleichbedeutend mit der Formulierung des D ' A l e m b e r t  schen 
Prinzips. Mit Rücksicht auf Gleichung ( A )  ~chreibt  man die letzte 
Gleichung auch in der Form 

(Cl s p w s x  = SEd3. 

Sie zerfallt unter der -4nnahme, daB alle 3 Funktionen einer gewissen 
Anzahl (v) Koordinaten a,, a,, . . . a,, sind, welche die Lage und Gestalt 
des gebundenen Systems eindcutig festlegen, wegen der Beziehungen: 

a z a :l: 
(1) da = .  --- 88 + -- 88  + . . . + a's8 - 2 ?? 8 8  a s ,  6 8 ,  a s ,  a s ,  1 

in die folgeriden 

Dies sind die 7cinetischel~ Gleichungeri des geburidenen holonorrien Systems 
von v Freiheitsgraderi. Durch Einfiihrung der kirietischen Energie des 
ganzen Systems 

d 4  
iind der Bezeichnung 8, = -;A wird nach L a g r a n g e :  

Setzt man also auch 

dann lassen sich die L a g r a n g e  schen Bewegungsgleichungen durch 
Benutzung der kinematischen SystemgroBen Qt und der dynainischen 
Systemgr6Ben Kt  in der Borm 

(11) KI-O,,  K , = O , ,  . . .  K,,=O, 
- - -- 

1) Das Sunimationszeichen S bezieht ~ i c h  hier und im Folgenden auf a l l e  
Punkte des gebundenen Systems. 
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42 Grundgleichuugen der Kinetostatik der Korperketten. 

schreiben, welche wir im Folgenderi gleichzeitig mit der Abkürzung 

verwenden wollen. 
n i e  Gleichungen (TI) entsprechen in gewissem Sinne dei. N e w t o n -  

schen Grundgleichung (1') für die Bewegung eines freien Massen- 
punktes. 

3. Ausdrzwk der Eiementarrea3ctione.n d u ~ h  die Xystevzgrofien in 
den ki7zetischclz Gleichungen. Nach Gleichung (1) ist die Geschwindig- 
keit für einen beliebigen Punkt des gebundenen Systems 

Aus Gleichung (4) folgt dabei, da E eine homogene Funktion zweiten 
. . 

Grades der Koordinatengeschwindigkeiten a,, am2, . . . 3, ist, daB Pl die 
lineare Form 

Pt = >a, g1 
L 

besitzt. Sach  diesen Gleichungen lassen sich die 9.( linear durch die 
Pt ausdrücken und man sieht, daO man die Geschwindigkeit in der 
Form 

(5) = Z f , . p ,  L 

darstellen liann. Es ist also die Beschleunigung 

Die Gr6Ben , sind Funktionen der Koordinaten el, 8,, . . . 8,. >lit- 

hin mird 
- 

d i  ô j ,  . -=ID;.% c l %  

und 

Ferner ist nach der Gleichung (2) 
d E p, l Q + - ~ - -  

as, 

Der obige Ausdruck für die Elementarbeschleunigung wird also 
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Hiervon lassen sich aile wieder linear durch die P ausdrücken, und 

man erkennt sofort, daB der auf 2 QL fi folgcnde Bestandteil von w 

auf die Form 

gebraoht werden kann. Die v3 gerichteten GrGBen CA siiid nur von 
den Koordinaten a,, a?, . . . 8, abliiingig. Wir erhalterl jetxt eiidgültig 
den Ausdruckl) 

(w w =2K,. L f, t- Y-? T T C A -  PcP,. 

In demselben lassen sich niin auch umgekehrt alle P durcli 
die 6 ausdrücken, so daB nian auch erhalt 

(III ') 

Die hier auftretenden Strecken é,, sind lineare Funlrtionen der ge- 
richteten Gr6Ben ri2. 

Wegen der geometrischen Bedeutung der gerichteten Gr6Ben E , A ,  
7, knnn man sich in J. S o m m o f f s  Kinematik, 1878 deutsch von 
A. Ziwc t Küpitel 8 orientieren. 

Da jetzt die Elernentarrcnktionen nach der Gleichung 

für jeden Punkt des gehundenen Systems bekannt sind, so steht theore- 
tisch nic'ats im Wege, mit diesen Kraften alle jene statischen Reduk- 
tionen vorzunehmen, welche zur Beurteilung der Beanspruchung an 
einer beliebigen Stelle (Zapfen, Querschnitt eines çtarren Gliedes des 
Xechanismus, Auflager) des Systems nach den üblichen Methoden er- 
forderlich sind. I n  allen - nicht gerade extrem einfachen - Failen 
der angewandten Mechanik ist der eben geschilderte Rechnungsgang, 
der bis zu den Ausdrücken (III) oder (III') ganz in  den Ideen der 
L; g r  an  g e schen Mechanik verlauft, verhdtnism5Big mühsam und wegen 
der gehanften Eliminationsprozesse nur für denjenigen in den einzeln.cn 
Schritten anschaulich, der sich sehr eingehend mit dieser Auffassung 
der Mechaiiik vertraut gemacht hat. Wir werden deshalb im Polgen- 
den diese abstrakte Methode dureh eine ganz eleinentare ersetzen, 
welche freilich die Gesamiarbeit, die bei der Durchführung eines kine- 
tostatischen Problerus xu leisteri ist, nicht wirklich herabdrückt, aber 
durchsichtiger gestaltet. 

1) Man vgl. K i n e m a t i k .  S. 139 
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44 Chndgleichungen der Kinetostatik der Korperketten. 

4. Beispiel. Anto.e?zdung auf dus physisclie Pclzdel Das korper- 
liche Pende1 schwinge um die Achse O (3) [Fig 11, auf deren positiv 
gerichteter Seite die Xinheitsstrecke aufgetragen kt. MTir definieren 
nun als das 'sZomentprodukt ab diejenige Strecke C, \velche auf den 

O S  = a*. 

beidenF:~ktorenüund 
- 
b senkrecht steht und 
dic Lange n ti sin (a /h )  
hat. Dann ist im ror- 
liegenden Falle, wenn 
wir aunehirien, daB 
die Schwerpuiikts- 
linie O S  sich um 
den Winkel 9. gegen 
die Ruhelage gedreht 
Lat, off'eribar 

ù = i j z . s .  

Folglich 
$ - zE . $2, 

E = +[Suse]  . S 2  
= $T 9.2, 

wenn T das Tragheitsînoncent um seine Drehachse bedeutet. Dem- 

Man hat also 
$2 v 2 ? . p ,  

T ' T 

Ohne weitcres fintlet man 
K = - p*g sin 9. . a*, 
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wu (I die Beschleunigung der Erdschwere, u* die Messe des Pendels 
und a* den Schwerpunkt'sabstand von der Drehachse bedeutet. Dos 
im Haurne ruhende ICoordinatensystem ist in der Figur gekennzeichnct 
durch 0(1)(?):3). Wir  legen ein im Ktirper ruhendcs Achsenkreuz 
O,I)cII ,<I~)  fest durch die Redinguiig, daB der Scliwerpunkt S in der 
Richtung Op) liegen snll. Die Zerlegung naeh dem riihenden Achseii- 
kreuz gibt 

K K w 1 T 2 - x  1 . aa7 w 2 -  - f x 1 - - X 2 . 4 ~  ww, = o .  
Hierin ist 

x, = x, cos 9. - x, sin,$, x, = z, sin 4 f z,, cos 4.. 

Es ergeben sich also die Komponenten der Elementarreaktion aus den 
Gleichungen 

Tl- P W 1 -  P.9, r ,-pwz, 

in denen alle Gr6l3en bekannt sind. p ist die infinitesimale Masse in 
dem betreffendon Punkt (zI, x,, cc,,). 

5. Spesifische Fig. 8. 

Reaktionen. Wir 
legen durch ein 
beliebiges System, 
dessen Lage und 
Gestalt bekarint ist, 
sobald die Hoordi- 
naten al, 8, . . . 8, 
gegebene Werte 
besitzen, irgendwo 
[Pigur 21 einen 
Schnitt G. Hier- 
durch zerfiillt das 
System in zwei Teile, denen die statischen Redu7ctionen nach dern Prinzip 
der virtuellen Verschieburigen 

S 'VSZ  = Z R : 6 4 , ,  S " ~ d 9  = >R:'64, 
1 L 

entsprechen. Die Indizes an den Summenzeichen S beziehen sich auf 
die beiden durch den Schnitt ent~tehenden Systeinteile. Nach Glei- 
chung (B) ist aber 

R : + R : = O  für ~ = 1 , 2 ,  . . .  v .  

E'ührt man nur die Summation über die virtuellen Arbeiten der Ele- 
mentarreaktionen über den ersten Systemteil (9') aus, dnnn wird nach 
Gleiehung (A) : 
(IV) K: + R: = a:. L =  1 7 2 ,  . . .  v. 
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46 Grrundgleichungen der Kinetostatik der Ktirperketten. 

Die SystemgrijBen Q: sind definiert durch die Gleichung 

SJPüi8a =AIQ:. 8a1 ,  

wobei man allcrdings beachten muB, dai3 die in den Cl: vorkommenden 

KoordinatenE>eschleunig~ngen G1.,, g,, . . . Gy aus den Differentialgleichungen 
für die Bewegung des Ilanzen Systems: 

zu eritnehrnen sind, wenn man sich nicht von vornherein der Glei- 
chung (III') bedienen will. Jedenfalls sind die 0: in diesem Sinne 
vollstandig bestimmte SystemgroBen. Sie treten als die Lagrangeschen 
Komponenten der Beschleunigung des dem Schnitte G coratzgehetzden 
Teilsystems (R') auf. Den so bestimmten Beschleunigungsxnstand würde 
das Teilsystern Q' t a t k h l l c h  besitzen, wenn es seine erzwungene Be- 
wegung fiei, d. h. ohne Verbindurig mit dem auf den Schriitt 6 
foZ,qeel.zden Teilsystern R" ausführte. Dies kann jedoch nicht unter der 
Einwirkung der dynamischen Systemkomponenten Ki,  K i ,  . . . Ki ,  welche 
durch die Gleichung 

S ' k 8 a  = Z K : .  aaL 

rlefiniert sind, geschelien, s ~ n d e r n  es müssen noch die Reaktionskompo- 
nenten R i ,  R i ,  . . . R i  einxeln hirzsutreten, wie es den v Gleichuiigen (IV) 
entspricht. Damit ist aber die meçhanische Bedeutung dieser Reaktions- 

- 

Fig. 3.  kom~~onenten erkannt. Sie bestimmen in ihrer 
Gesamtheit eine dem Schnitte G zugehorige 
Rea,ktion, welche wjr die speaifische Schnitt- 
renlition nennen wollen. Trennt der Schnitt G 
awei anfiinander folgendo stnrre Glieder des 
Systems, welche gelenkig miteinander ver- 
bunden sind, so sprechen wir im besonderen 
von einer spe~ifischen GebenLreaktion. Das 
Wesentliche dieser kinetostatischen Begriffe 
erkennt man am leichtesten an einem ganz 
eirifaclieri Beispiel, zu welchem wir jetzt 
übergehen. 

6. Uie  speaifisc7ie Sch~zitt~eaktion am 
Stabpmdel. Der gerade, homogene pendelnde 
Stab sei von der Lange 1 und besitze einen 

unendlich kleinen Querschnitt. Der Schnitt (5 werde in der Entfernung 
a vom Aufhingepunkt O geführt. Jetzt wird mit Rücksicht auf die 
Dezeichnung in  Nr. 4: 
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S'pxw ist die Summe der Monlente der einzelnen Massen- 
beschleunigungen, also mit 8%. gleichgerichtet. Demnach hat m a n  

d Y 4  d w Q' = T'- = T'- a e n n  T' das Triigheitsmornent von Q' in bezug 
dz" d z '  

auf O berleutet. Ferner ist K t  = - p'g sin 8 . ~. Hier bezcichnet p' 

die ganze Masse von Si' und e*= ; den Schwerpunktsillistand. Die- 

selbe GroBe für den ganzen Korper ist 4 = a*. Für diesen gilt die 
2 

Bemegungsgleichung 

pg sin 9. - a*. 

Nun ist nach Gleichiing (IV) 

d ro 
oder nach Elimination von 

Nnn hat man aher die Reziehungen 

also wird 

Dicse GrGBe. ist ihrer statischen Bedeutiing nach das Moment aller 
Elernentarreaktionen r in bezug aiif den Tlrehpunkt O. Jetzt  koniien 
wir in den IteaktionsprozeB hei der Pendelbewegung klar hinein- 
blicken. Wiirde der ohere Teil der Pendelstange für sich fi-ei schwingen, 
dann wiire seine Schwingiingsdauerl) 

wiihrend die Schwingungsdauer des garizen Pendels gegeberi ist durch 
die Formel 

wie man auch ohne dies meiB. 

1) Es geniigt hier, dio Scliwingungsdauer bei unendlich kleiner Amplitude 
zu betrachten, d a  in d i e ~ e r  Vorausetxuug keine Einschrankung fiir die gezogenen 
SchluUfolgeruugen liegt. 
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K r  betrachten jetzt die Schwingungsdauer des oberen Stangeii- 
teiles, menn zu den auf ihn wirkenden eingepragten Kraften noch die 
spezifische Eeaktion himukommt, die Bewegiing a190 nach Gleichung 1V 
verlauft. Dementsprechend lautet die DiEefei.entialgleicfiung der Be- 
wrgnng für Q': 

oder 

Hieraus folgt die Schwingiingsdauer dieser Bemegung nnter dem 
EinfluB des dynamischen Zusatzmo.ilzentes R': 

Fügt man also zu dem Kraftexnoment K', welches direkt auf das Teil- 
eystem il' wirkt, das Ileaktionsmoment R '  hierzu, so erfolgt die 
Pendelbewegung von 9' zsochro*z mit derjenigen des ganoen K6rpers. 

U m  den Verlauf des Momentes R '  im vorliegeriden Falle niiher 
zu verfolgen, bildetl) man den iIifTeerentinlquotienten 

und triigt die einzelnen MTerte desselben als Ordiriaten auf dem Stahe 
anf. Die Parabcl, deren Segmente R '  unmittelbar zur Anschauung 

bringen, begmnt im Punkte 0, erreiïht ihr  Maximum bei z = ;, 
durchschrieidet den Stab irn Punkte s = + 1 und endet mit der negativen 

1) Auf den Vorzug dieser Flachendarstellung von R '  ha t  mich Herr 
v. S a n d e n ,  welcher in diesem TiTinter am hiesigen mechanischen Serninar teil- 
nahm, rtufmerksam gemacht. Man umgeht damit die Konstruktion der kubisclien 
Kurve, deren Ordinaten R '  sind. I h m  verdanke ich auch die Vereinfachung der 
Keaktionsbestimmung am Kurbelmeclianismus sowie eine 8orgf;iltige Durchsic3 
der ganzen Arbeit. 
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Ihre Gesarntfliiche ist natürlich gleich Null. Nuil zeigt ein Blick auf 

die Gleichung (l), daB man in den Ausdrücken für R '  und "' d Z  die 

Bestandteile, welche von den Triigheitskriifteri bzw. von den eingepragten 
Kraften einzeln herrühren, sofort trennen kanu. Setzen wir also 

und 

Man hat also 

und 

Fig. 4 

Konstruiert man jetzt Fin. 6 dieser Zerlegung entsprechend als 
Differenzdiagrnmme, so sind die Grenzen die Gerade O C  und die 
Parahel OHEB. Die Blkhe  O H E  ist positiv (vertikal schrafiertj, 
wahrend die ihr gleiche Flache EC7) das negative TTorzeichen (hoii- 
zontal schraffiert) hat. Die Gleichheit dieser Fli~henst~iicke ist der geo- 
metrisclle Ausdruck des D'A l e m  h ertschen Primips d.  h. das Sinnbild 

Zoitvchrift f .  Mîthematik u. Phgsik. 56. Rand. 1908. Hcft 1. 4 
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der Bewegungsgleichung in dem vorgelegten Fall. Selbstrerstandlich 
zeigt auch Fig. 5. die spezifische Reaktion für jeden Querschnitt des 
Pendelstabes O L .  Besonders bemerkenswert ist der Umstand, daB der 

dR' ReaktionsfluB -- in dem Centrum oscillationis B (Big. 4) verschwindet. 
d z  

An dieser Stelle erreicht die spezifische J-leaktion R '  ihr Naxinium. 

Fig. o. 7 .  Die spezifiscken 
Ausscl~tzitt-Reaktionen 
(Doppelschnitt). Wir 
schneiden jetzt einen 
Nechanismus d. h. 
etwa eine Korper- 
kette (wie in Fig. 6) 
durch zwei F lkhen  
6 und G(') und 
nennen den da- 
zwischen licgcnden 
Systemteil Qcl). Die 
beiden in Betracht 
zu ziehenden Iteduk- 

tionen der Elementarreaktionen 7 beginnen links in O und erstrecken 
sich bis Gi') bezw. bis EX2). Dies deuten wir durch entsprechende 
Indizes au den folgenden Reduktionsgleichungen an: 

wodurch die Reaktionskomponenten Ri') iind R(12) für L = 1, 2,  . . . v 
definiert sind. E s  seien nun R ?  die Rediiktionskomponenten für  den 

Spstem-Ausschnitt W), dann ist offenbar 

Riz> - RU) = R(1) . 
1 I 

Übertragon mir also dieselbe Bezeichnung auf die Systemgr6Aen 
K und 0, so hat man die Reaieliung: 

K ~ ~ j $ R ~ ) = Q ~ ' ~ ,  ~ = 1 , 2  , . . .  v. 

Die Retrachtung wenden wir im besoncleren (vgl. Fig. 6) auf eine 
ei~zfach ausgedel~~tfe Korperkette an. Bei einer solchen ist der einzelne 
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Es ist gleichgültig ob das letzte Glied der Korperkette e~itweder 
rur  mit dem vorangehenden verbunden ist (wie in P'ig. 6) oder auch 
selbst wieder an ein Fundament beweglich geknüpft gedacht wird. 
(Beispiel Kurbelmechanismus). 

Die Aufstollung der Gleichungen (VU) erfolgte natürlich nicht 
zur Berechnung der spezifischen Gelenkreaktionea, da diese ohne weiteres 

Korper nur mit swei Nachbarkorpern verbunden, also durch den Doppel- 
schnitt aus einem Verbande losbar. AuBerdem mollen n i r  noch die 
Voraussetzung machen, das erste Glied der Kette sei etwa durch ein 
Kugelgelerik oder auch diirch eineu zylindrischen Zapfen mit einem 
ruhenden Korper (Fundament) 9") verbunden. Die Schriittflachen W), 
G(" . . - legen wir so, daB sie alle Gelenkverbindungeri zwisclien den 
Gliedern der Eette losen. Sie sind also jetzt Gelen7;schnitte. Bezeichnet 
nian die Glieder der Iteihe nach mit W), PL), Rn), so gelten nach 
Gleichungeri VI die Beziehungen 

durch die Definitionsgleichunge (l), (2) gegeben sind, sondern zur  
Klarstellung der Analogien, welche zmischen dieser Gattung von Re- 
aktionen und d m  gleich zu betrachtenden nbsoluterz Reaktionen bestehen. 

8. fin,fiih,ruug der absoluten Rea7dionen. Indem man die Kom- 

(mI) 

poncnten R, der spezifischen Reaktionen zii den Koinponenten K, 
der eingepr"ten Krifte hinzufiigt, macht man den betreffenden System- 
teil in gewissem Sinne frei, wie wir es an dem einfachen Beispiele des 
Stabpendels gesehen haben. Aber bereits hier erkennt man deutlich, 
daB wir von den moglichen statischen Reduktionen der Elementar- 

KjU - QVi + Rc" ,= () 
I 

- + Ky> - QPJ) + R(3)  = 0 
L 1 

- R I )  + Kim> - a(W + R(4) , 0, L = 1, 2, . . . Y. 
1 1 

reaktionen F nur eine einzige ausgeführt haben. Der abgeschnittene 
oder ausgetrennte Teil des materiellen Systems ist also, w e m  wir ihn 
als starren Korper annehmen, keineswegs im geaiihnlichen drei- 
dimensionalen Raum absolut frei, sondern nur in dem L a g r a n  geschen 
Bewegungsrauml) des ganzeii Systems. Die vollstandigen oder ab- 
sriluten Reaktionen müssen demnach anderer Natur sein, als die spe- 
zifischen. In  dein trivialen Pendelbeispiel sind die fehlenden Reaktions- 
koniponenten gegeben durch die GroBe 

- 

i' = S'?' = S f P w  - S ' k .  

1) Man vgl. Kinenzatik. S. 144 
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Zerlegen wir also hier (wie in Nr. 4) nach einem ruhenden recht- 
winkligen Achsenkreuz so sind (cf. No. 4) 

K, Ri ,  R i ,  ri, ri 
die 5 Komponenten der absoluten Reaktion in bezug auf den Pendel- 
teil Yom Auk%ngepunkt O bis zum Schnitte G (in Fig. 3). In  dieseni 
Sinne hat man den Reaktionsbegriff vie1 haufiger gebraucht als in dem 
oben auseinandergesetzten. Nan hat jetzt auch absolute Reaktions- 
konlponenten für den ganzen Pendelkürper, niimlich die vier Gr6Ben 

RI,  R2, ri> '-4, 
welche in den Elernentarbüchern der Mechanik ausgeführtl) sind. 
Die Ubertragung derartig einfxher Vorstellungen auf ein beliebiges 
starres Glied einer einfachen Ktirperkette hat keinerlei Schwierigkeit. 
Dennoch kann die Durchführnng der Itechnung selbst bei Ketten aus 
nur drei oder vier Gliedern, wie sie in der angewandten Mechanik 
hiiufig vorkommen, recht mühsam aerden. 

Wir  greifen aus einer einfaclien KOrperkette $Tl)- R("- W -  . . -$(") 

ein starres Glied R2) heraus, (Fig. T i ) .  Dasselbe war mit dem vorher- 
gehenden Glied sowie mit dem folgeiiden durch je ein zylin- 
drisches Zapfengelenk verbunden. Ein Glciten liings der Zapfenachsen 
C" A" und C"' A"' sei ausgeschlossen. In dieseii hchscn nehmen wir 
die Punkte (I", C"' zunlichst willkiirlich an und beziehen Laçe und 
Bewegung des Korperteils auf einen feston Punkt O des ruhenden 
R,aumes, also auch die Koordinaten der Punkte und die Komponenten 
der Kriifte auf ein Koordinatenkreuz welches in der Figur nicht 
eingetragen ist. 

Die Ilesultante der eingepragten G a f t e  fü r  W') ist 

die Resultante der Massenbeschleunigungen 

qP) Y S(2) p'3 

und das Moment derselben in bezug auf Pol C'" 
- 
W(2) L S(2) p ( I I : - C T , ) Z U .  

Dasselbe Moment in bezug auf den festen Pol O wird also 
- 

S(2> U%-@ 1 erq(ij + w<2> 

Das Moment der eirigepragteri Krafte für denselben Pol ist 
- - K13 = f 3 2 )  Zk 

O 

1) z. B. bci R o u t h ,  Kgid  dj-narnics. Ud. 1. S. 9.2 
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R(') übei-tragt auf Rt2j eine Einzelkraft - F" als Renktion, deren 
ArigrifK'spunkt Cf' sein soll und ein auf O bezogenes Beaktionsmoment 
- Ku.  Die entsprechenden GroBen für das folgende Gelenk seien, 
F"' und 2"'. Sie sind aber auf Pz) und nicht auf R(" zu beziehen. 

Die gewohnlichen statischen Gleichgewichts bedinguugen des starren 
Korpers in Anwendung auf lauten jetzt: 

Pig. 7. 

/ 

Für die aufeinanderfolgenden Kettenglieder hat man also die beideri 
Gleiçhungssy sterne 

Durch Addition der Gleichurigen (A) folgt 
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Sobald die Korperkette am Anfang und am Ende gestützt ist, und 
beide Stützen demselben starren Fundamentkijrper angehijren, ist die 
Gr6Be - r + r[*f11 die Resiiltante der totalen Auflagerreaktion des 
Mechanismus (Kette). Man sieht also aus diesem bekannten Resultat, 
daB die Bedingungen der Einzelreaktionen (T) und der Momentreaktionen 
(R) von vorn herein so gewahlt sind, daB das Se iv tonsehe  Priimip der 
Gleichheit von Actio und Reactio erfüllt ist. Dasselbe gilt auch für 
die Gleichungen (B). 

Als unbekannte (gerichtete) GrGBen haben wir 

Der Leser wird sofort die Frage aufwerfen: ,,Sind denn diese un- 
bekannten Vektoren eindeutig aus den Gleichungssystemen (A) und (B) 
bestimmbar"? Vnd nicht minder berechtigt ist die weitere Frage: 
,,Wie gewinnt man aus dieser elernentaren Auffassung des Reaktions- 
prozesses die eigentlichen Bewegurigsgleicliuugeu des ganzen Systeuis, 
die uns sonst die L ügr a nge  scheri Gleichungen un~nitteltiar lieferdL? 

Pig. 8. 
Diese E'ragen sollen 

zunHchst in zwei verhiilt- 
nismiiBig einfachenFallen 
beantwnrtet werden. 

9. Die einseitig freie 
K.qelgeebzk-Kette. Meh- 
rere aufeinander folgende 
starre Korper W), R('), 
. . . Q(") seien durch Kugel- 
gelenke mit  einander eiri- 
fach (Fig. 8) verbunden 
und ebenso mit eineni 
starren, ruhenden Funda- 

ment an einern Ende verknüpft. Der letzte K6rper sol1 nicht gelagert 
sein. Jetzt verschwinden in den Gleichungen (B) alle Keaktionsmomente 
R' bis n[n+ll und aus den Cleichungen (A) folgt: 
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womit die Auflagerreaktion eindeutig bestimmt ist. Führt man diesen 
Wert in den voraugehenden Gleichungen ein, so wird 

Die Gleichungen (B) gehen, wenn K(') auf C(') bezogen wird, über in: 

Dies sind die Bewcg.ung,~gleicl~u~~gen der Kugelgelenlikette. Man kann 
sic als eine Erweiterung der Eulerschen Gleichungen für die Rotation 
des ~ t a r r e n  Korpers ai~ffassen und in gleichem Sinne weiter behandeln. 
Dementsprechend wird man in jedes Glied der Kette ein mit ihm fest 
verbundenes Achsenkreuz CI, ,,, legen, etwa Cm mit der Verbindungs- 
linie der Gelenkpunkte (C, C') zusammenfallen lassen und die CI-Achse 
je naeh der Gestalt des Gliedes passend wiihlen. Zur Pestlegung der 
Lage jedes einzelnen Gliedes in1 ruhenden Raum [O,,,,,] benutzt nian 
die Eulerschen Winkel a, P ,  y (Kinematik S. 219 und S. 299). Die 
Komponenten der Winkelgeschwindigkeit G sind d a m  (mit Weglassung 
der Indizes für die einzelnen Glieder) 

au d ? 
w,,, : cos /3 cos y - - siri y - . L E T  d z  

Für die Komponenten von q und W hat man die bekannten Ausdrückel) 

1) Kinematik S. 271.  Die dort vorkommenden falschen Voreeichen sind hier 
berichtigt. 
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In  diesen Gleichungen bedeutet p die Masse des Kettengliedes, 
a,, a,, q,, die Koordinaten des S ~ h w e r ~ u n k t e s ,  t,, tI17 S, die Ge- 

schwiridigkeitskomporienten des Gelenkpunktes C; TI, T,, Tm die Trag- 
heitsmomente um die hchsen CI, Cl,, C,, und DI, D,, Dm die ent- 
sprechenden ileviationsmomente. Da C nicht mit dem Schwerpunkt 
und Cm= CC' nicht mit einer Hauptachse des Gliedes zusammenfallen 
wird, so sind die hei dcm Rotationsproblcm des einzelnen starren 
Kiirpersl) fast, immer zul~ssigen Vrreinfachi~n~en a,= O, alI= O, aTII= O ;  
D, = 0 ,  D,= 0, Il, = O hier im allgemeinen nicht ~tat thaf t .  l n  jedem 
konkreten hwendungsfalle wird man selbstverstandlich alle diejenigen 
Vereinfachungen von vornherein einführen, welche er ermoglicht. 

10. At~flager- ~ z d  Getenl~renktio~ze>z nm cbetzen .2zwheimecha1zism.us. 
Die Rsschrankung mif die Ebene, welche wir bei dirsem Problem zur 
Vereinfachung der Kechnung machen, muB für  die Zwecke der An- 

1) In der Lehrbuchliteraitilr, welche die Kinetik der Korperketten bisher nur 
augedeutet oder gar nicht berücksiçhtigt hat, konnte mari die obigen allgemeinen 
Formeln fiir die Komponenten der Systembeschleunigung daher meistens entbehran. 
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wendungen meist aufgegeben werden. Unsere Aufgabe ist also zu- 
niichst eine rein theoretische, als solche aber wohl geeignet, für ver- 
wickeltere Untersuchungen der angewandte~i Mechanik als Vorbereitung 
zu dienen. 

Um den Purikt O rotiert der Korper R (Welle, Kurbel, Sühwung- 
rad). An ihn schlieBt sich der Terbinduugsk6rper 9' (Lenkstange) 
mit der Achse CC'. Der Gelenkpunlit C' fiillt dementsprechend 
in die Mitte des Kreuzkopfiapfens, mit welchem das dritte Glicd der 
Kette R" verbunden ist. E s  besitzt eine l'rismenführung. Auf alle 
Glieder wirke die Schwere. Ferner wirke auf R eine Kraftepaar mit 
dem Moment - Mo um die Aehsc 7j und auf R" eiiîc Kraft - k, in 
der Achse C'C", wic in der Figur angegeben. Auch in bezug üuf die 

E'ig 9 

Schwerpunktlagen der Glieder machen wir eine spezieile Vorraussetzung. 
Alle Schwerpunkte sollen in den Achsen der betreffenden Glieder 
liegen. Wir setzen also 

a = ~ . . ë  à f = ; l ' . ë ' ,  ~ w = ~ u . g r f .  

Die kinetostatischm Grundgleichungen lauten jetzt: 

Die Momente M, M', M" der eingeprsgterl Krafte sind hier auf die 
Punkte O, C, C' der Reihe nach bezogen. Dasselbe gilt für die 

- - 
Gr6Ben W, W', W", welche dieselbe Redeutung haben, wie in Nr. 8. 
Dagegen ist das Iteaktionsmonient R,  welches das Fundament auf e" 
ansübt, auf O bezogen. Eliminiert man in den Gleichungen (B) die 
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Reaktiorien T', F", F"' mit Hilfe der Gleichungen (A), su folgt (für 
-- --- - 

I I I  r I I  

c f - e - e ,  c - C  = e )  

Wir  bezeichnen jetzt den Kurbelwinkel mit 3, die entsprechende 
d 4 

Winkelgeschwindigkeit cl; mit m. Die ~ o s i t i v  im Sinne von CC' ge- 

richtete Achse der Lenkstange (R') bilde mit der positiven x-Achse 
d 

den Winkel @ und es sei -9 = G .  
d r 

Aus der E'igur kann man die 

Lage der Einheitsstreckcn E, y, f i  ersehen. Es liegt dao 71 in der 
positiven Rotationsachse, E in 0 y  und 5 in OIG des Achsenkreuzes. 
T sei das Triigheitsmomont von R um O, T '  dasjenige von 8' uin C. 
Bezeichnet man die Massen der  drei Glieder des Mechanismus mit p, 
,ut und so wird 

d 
ij = nu -- (de), 

d t  

- $ 6  - W' = T ' - -  . q  + AfP 'ee '  [i cos (@ - 8) + m2 sin (v - a)] )1, d z 

Ferner ktJ, wenn wir noch zur Abkürzung p + p' + EL''= u* setzen: 

und folglich 
F E ' =  ee'cos (+ - 8). 
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Die Momente der eingepriigten Krafte werden der Reille nach: 

M = - ( M  + i. p. eg cos 9.) . ij, 
M' = - A1,u'e'g cos $J - 8 ,  
- 
MI' = - A" " " 

P e il.?. 

Ein Blick auf die Gleichungen (-4) zeigt, daB alle Resultantreaktionen 
bekannt sind, sobald eine derselben nach GrGBe und Richtung bekannt 

111 

ist. Da nun T, = O k t ,  so erscheint es am einfachsten, die Kompo- 
nente ry im Voraus zu bestiinmen. Iiieizu kann man die Gleichung (2) 
benützen, iiidem man dort F durcli F'" ausdrückt. Nuu ist aber 

Folgli ch wird 
-- -- -- 

e'r = e ' r r f '  + é(k -  q") + e'(kf- q') + ef(k - q )  

d. h. man erhalt statt Gleichung (2) die folgende: 
.- -- -- . - - 

(2') M' - W. + e'(k" - q") + e'r"' = 0 .  

Bezeichnen wir nun den Skalarwert des Momentproduktes ab  mit - 
ab, so wird - 

M'- W '  + e'(k"- q") + e:ry = o.  
Hierin ist noch 

7- -1 
e'(k" - 9") = e Z ( k i  - qÿ) - ei(kg - 4:) 

zu setzen. Denn folgt aus Gleichung (2') unmittelbar: 

(4)  ri" = - x ,  t g  + + (ÂrP' + pf')q + p" tg  +[e(tx2 COS 4 + i~ sin 8) 

+ e'(6"os 4 + "in ~ ) l  + iTp'& [oz sin ($J -4) 

T' ii 
+ & c o s ( + - a ) ] + - - - .  e' cos ,$ 

0 
Der Zusammenhang zwischen den GroBen 8, 4, w ,  6, W, G ergibt 

sich aus der für das Dreieck OCC' geltenden Gleichung 

(5) e sin 9. + e' sin + = O, 

woraus man durch Differentiation nach der Zeit erhalt 

Eine zweite Differentiation nach der Zeit giht 
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Sobald F:;' nach Gleichung (4) gefunden ist, kann man analytisch oder 
p p h i s c h  welter gehen. Der graphischen Auffassuq entspricht das 
Diagranlm :  FI^ IO. 

O 

Der Zusammenhang zwischen w, w und 9. ist durch die Diffe- 
rcntialgleichung der Bewegung des Kurbelmechanismus gegeberi. Mari 

kani1 sie auf zwei verschiedenen Wegen erhalten. Entweder berechnet 
man aus den Gleichungen (1) und (2) r und bildet dann auf Grund 
d e r  Gleichung (A) 

111 

Y, = O. 

Diese ist die Differentialgleichung der Bewegung. Man kann aber 
aueh unmittelbar von der Lagrangeschen Form 

der kinetischen Gleichun~ ausgehen. Hierin sind die in Betracht - - 

kommenden eingepriigten Kriifte, a die von O aus gerechneten Angriffs- 
strecken derselben. E ist die kinetische Energie des ganzen Necha- 
nismus. Die Leistungsgleichung 

cl E - dü. 
- d z = Sk . dZ 

führt auf dasselhe Resultnt. Das Siimmenzeichen S erstreckt sich 
über die Angriffspunkte aller eingeprzgten Kriifte. Sehreiben wir die 
kinetische Energie des Mechanismus in der Form 

(91 E = L F  
2 - m2> 

so wird 

(10) F = T + ( ( I I  + pfr)e2 + 2(inp' + pf')ed cos (yi - 8) t e 4  
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Nach diesen Vorbereitungen ist die Bewegungsgleichung 

wo F und K r  als bekannte Funktionen von 4 und 5 - w anzusehen 
sind. Man erhiilt dann weitcr 

Das Prinzip der lebendigen Kraft liefert die Gleichung 

9 + [F . w" F,. wi] = J ~ d 8 ,  
O 

worin wo, F, die Werte von w und F für 4 = 0 bedeuten. Die 
Nomentreaktion 1i ergibt sich unmiltelbar aus Gleichung (3), welche 
nnch Einfuhrung von F'" die einfache Forni annirurut: 

- -- 

hi"+ e"r"'+ Z! - O. 
Nun ist 

111, l ,  11, 111 11 I 1  111 e r = e , r ,  -e, r , = e  r , ,  
also 

R = - M"-e"ry. 
IIiermit sind allc Keaktionen als Funktiorien des Eurbelwinkels 8 

ausgedrückt. Bei praktischen Anwendungeu kann man oft w diirch 
denjenigen Mittelwert w,, ersetzen, welcher der Umlaufszeit des 
liechanismus entspricht. 

Wendet man die vorstehende Rechnuiîg auf eine Dampfmaschine 
an, so hat man zu beachten, daB die IIorizontalreaktion, welche wegen 
des Dampfdruckes auf das Fundament übertragen wird, der Kraft k ,  
entgegengesetzt gleich ist. 

Zur Berechnung der totczlen Auflagerreaktionen wendet man den 
oben ausgeführten Weg nicht an, sondern verfiihrt in der übliclieii 
Weisel), wenn nicht gleichzeitig die Kerintnis der getrennten Auflager- 
Xeaktionen notig ist. - 

Gelegentlich braucht man auch die Schnittreaktionen an einer be- 
liebigen Stelle eines Kettengliedes. Es  sei z. B. in Fig. 9 ein Schnitt 
6 durch die Lenkstange geführt. Uie dort übcrtragenen Reaktionen 
scien s und S (Momentreaktion). Das Kraftesystem diescs Glieclcs zer- 
fiillt jetet in  zwei Teilc, welche durch die Indizcs 1 und II unterschieden 

1) H. L o r e n z .  Llynamik der Kurbelgetriebe. Leipzig 1901 
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werden sollen. An Stelle der Gleichungen (A) und (B) treteri die 
folgenden (0G = CI), wenn wi r  MI1 und Wn auf G beziehen: 

diesen Gleichungen kann man % und S nach Belieben be- 
stimmen, wenn die Auflager- und Gelenkreaktionen r und Ïi wie oben 
gefunden sind. 

11. Rea7~tio~zsfwic Imy,ulsion am Kurbelmecha~zismzcs. IJm unsere 
kinetostatischen Grundgleichiingen a d  Impulsproblerne anzuwenden, hat 
man in denselben mir k(') durch h('), Q(') durch p(')= S( ' )pV und W(') 
durch P(') = S(')y(zcjG zu ersetzen. Sie lauten also für  den Kurbel- 
mechanismus mit Beibehaltung der bisherigen Bezeichnung 

- - - 

M - V  - e h + e p + e r = O ,  
-- 

U' - V' -- é(h-+ h') + e'( p + p ') + e'r = O ,  
- - -- -- - - - 

M"- V"- e"(h + h ' f  h") + e"(p + p ' +  p") + k ' r + ~ = o .  

W i r  suchen nun das bereits von C a r t e s i u s  für den einzelnen 
starren K6rper geloste Problem des Centruîn percussionis auf den Kurbel- 
meclianisrnus zu übertragen, indem mir in den Achsen der drei Glieder 
drei NomentankrZfte h ,  h', h" angreifen lassen und die Forderung 
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stellen, da5 die Irnpiilsreaktionen F, y', F", R einxeln verschwintlen. Die 
Angriffspnkte der eingepriigten Momentankrafte seien bestimmt diirch 
dies t recken g = v - e ,  Pr=v,.e, B , r = v , f . ë - .  

7 

Zugleich setzen wir, wie bisher 

a = A  . ë, a'= A'. ë' a"= A". cf'. 

Die Gleichungen (A) und (B) liefern die zu erfüllenden Bedingungç- 
gleichungen: 

- - - -- 

(A') j L =  p, /&'=--' p , hl'= p r r .  

Ferner wird M = v  . e x ,  M'= v ' e ' h l  und h" mu8 wegen M = O in die 
Achse des dritten Gliedes fallen, wahrend v" unbestimmt bleibt. 

Die Gleichungen (A') geben, wenn wir die Beziehung (i = . o 
tg 9 

beachten: ( h  = n p o  . ip, d. h. h = A ~ C U ,  

Aus den Gleichungen (B') crhiilt man 

Sctzen wir noch zur weitercn Abkürzung 

e2+ 2ee.t;: cos(+ - 4) + t a ' - g ' z G  tgza O". 

so erhalt nian für die Skalarwerte der Momentankrafte die Ausdriicke 

IA = r l p e -  w, 

h' = $1/Cf'. a, 
l h f l=pJ ' l /GN.  

Hieraiis fnlgen aus den Gleichungen (B") diirch Elimination van o 
die Achsenabstinde der Angriffspunkte 
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und die einzuhaltenden Verhiltniswerte der MomentankrLfte 

Dic Kichtungen der MomentanIrriifte eigeberi sich, wie folgt: i steht 
nach Glcichung (A;" smkrecht auf c, h" lie@ in der Achse der 
Kolbenstange, da nach Gleichung (Ba das Moment M" verschwindct. 
Nur 12' hat eine mit 8 reriinderlichc Ncigung gegen die Achse (6) 
der Pleuelstange, die sich ails der Gleichung 

berechnen und auch leicht konstriiieren M t .  Hiermit ist das Problem 
der reaktionsfreien Impulsion am Kurbelmechanjsmus rollstandig ge- 
l&. Vielleicht gibt die rorstehende Behandlung des verallgemeinerten 
Perkussionsproblems Veranlassung, die Frage nach der Existenz der 
StoBmittelpunkte bei Mechanismen von mehr a h  einewz Freiheitsgrad 
der Beweglichkeit zu untersuchen. 

Der Ansatz für den besonderen Fa11 des Wattschen Regulators 
ergibt sich aus den kinetostatischen Gleichungen in Nr. 12. 

Xig. 11 a. Fig. l l b .  

In  Fig. I l  a und l l b  sind die berechneten MTerte der StoBkriifte 
e 1 1 am Kurbelmechanismus für = T l  Â' = -%, und die Erhebungswinkel 

8 = 30°, 8 = 120° xeichnerisch daigestellt. 

12. Beispiel ciller oerzweigferz RGrperkette. - %entrifi~galregulator. 
Bisher haben wir uns auf die einfache d. h. unverzweigte Korperkette 
heschrankt, bei welcher jedes Glied nur zwei Verbindungsstellen besaB. 
Als einfaches Beispiel einer vemweigten Kette betrachten wir im Folgenden 
den Wattschen Regulator (Ii'ig. 12). Man erkcnnt sofort, daB CF' der 
einzige Verzweigungspunkt in diesem Mechanismus von zwei Freiheits- 
graden ist. Von hier aus kann man riiclit nur rückwarts zu Cl vorwirts 
zu Cf, sondern auch seitwlrtz zu C"' gelangen. $2 aei der um die 
Vcrtikalachse rotierende Tragkorper, C ein bcliebiger Punkt in der 
Achse seines Tragzapfens. Mit Q' bezeichnen wir da3jenige Glied, 
relches die Schwungkugel enthiilt. Ferner ist S" der Verbiudungs- 
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korper zwischen C" und C"' und Ru' die IIülse, welche 8 eylindriscli 
umfaBt. Die kirietostatischeri Gruridgleichu~igen lauteri jetzt, wenn mir 
unsere bisherige Hezeichnungsweise beibehalten: 

Forma1 sind in diesen Gleichungen 15 Raumkomponenten ent- 
sprechend den Reaktionen T ,  F', F", F"', FI' und ebensoviele Kornpo-' 
nenten der Reaktionsrnorne~ite K ,  Kr, x", Fig. 12. 

Eu', BIV erithalten. Von Pv fill t  die Ver- 
tikalkom3onente aus. Von %?, B', Ku, RL" 
fi l l t  je eine Komponente aus, weil die be- 
treffenden Gelenkverbindungen zylindrische 
sind. In C"' müssen wir uns eine 
Kugelgelcnkverbindung vorstellen, so daB 
R'"= 0 wird. Es lileiben also im ganzen 
20 - 1 - 4- ?I = 22 Ilenktioii~komponent'en 
zu bestirnmen. Zur Auflosung der Glei- 
chungen (L4) und (B) rerfahrt man ahnlich 
wie in Nr. 11. Es ist jedoch im vorliegenden 
Falle - wie bei allen Baumketten - zweck- 
miiBig, von vornherein in jedes Glied ein 
mit  demselben fest verbundenes Achsenkreuz 

/ 1 // .'/cl /' / ,/ zu legen und dasselbe gegen den ruhenden 
Raum') C,, ,, , zu oïientieren. Dies geschieht hier durch Einführung 
des Ausschlagwinkels 8 (Fig. 12) und des Azimutes @ der rotierenden 
Pendelebene. Die Zerlegung der Gleichungen (A) und (R) in Kompo- 
nenten nach dem Achsciikreuz Cs, y, 3 gibt 24 Uomponentengleichungen, 
in denen eV = 0, I;): = 0, Ry = O, Ry = O und diejenigen Komponenten 
von R, A', Zr', RIV gleich Ku11 zu  setzen sind, welche in die betreffcnde 
Zylindergelerikacliae fallen. Die Bedingurigsgleichu~1gen r:V= 0, RZ = O 
- 

1 )  C, sol1 mit der Itotationsachse von SI zu3ammenfallen. 
Zei t schr i f t  f .  Matliematik u. Physlk 5 6  Rand l!)OH. H n f t  1. 5 
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liefern die beiden Bi f f e re f i t i a~~ le i c l zu~~~e f i  der Beweptfig des Mechanismus 
und z a a r  als lineare Kombinationen der geaohnlichen L a g r  an g eschen 
Gleichungen. Zur eindeutigen Bestimmung der 22 Reaktionskompo- 
nenten reichen also die Gleichungen (A) und (B) vollstandig aus. 

13. B a s  defannierbore Baud  als Grmzfall  der eiuzfachefi Kiirperkcttc. 
Bekanntlich kann man jedes Kugelgelenk durch drci zu einander senk- 
rechte Zylindergelenke, deren Achsen sich in dem Kugelmittelpunkt 
schneiden, ersetzen. JIit dieser Interpretation wolleii wir uns die in 
Kr. 9 betrachtete Kugelgelenkkette vorstellen und zugleich einen Grenz- 
übergang vornelimeii. Alle Gelenkdistanzen CC', C'Cu usw. sollen un- 
eilcllich klein werden, so daB man die Schwerpunkte dieser unendlich 
kleinen Glieder mit den betreffenden Gelenkzentren zusanimenfallend 
denkeii kann. wir nehmen fer-uer an, da0 jedes Glied nach deiu 
QrenzproeeB gegen das unmittelbar vorangehende um eine Achse 
gedreht sei, die der vorangehenden unendlich benachbart kt. Auch 
die Amplitilde dieser relativefi Rotation sci unendlich klein. Nchmen 
wir noch die Glieder (Scheibchen) von gleichem Qiierschnitte an, so 
niihert sich unter diesen Voraussetzungen unsere Kette einem Konti- 
nuzcm, dessen Langendimension wir als sehr gr05 gegen die Aus- 
dehnungsmaBe des Querschnittes annehnien wollen. Ausdehnung in der 
Langenachse ist durch die Vorstellung der Kugelgelenk-Kette prinzipiell 
ausgeschlossen, wahrend die Bemeglichkeit der Zylindergelenke noch 
weiter spezialisiert werden kann. Kin materielles Sgstem von dieser 
Rcschaffenheit wollen wir kurz als Uan,d bezeichnen, ohne darüber 
Bestimmungen zu treffen, ob  es elastisch resp. teilweise oder voU- 
stlindig widerstandslos biegsam sein sou. Sind überhaupt Biegungs- 
und W7indungswiderstande irgend welcher Art vorhanden, so wcrdcn 
dieselben im Folgenden getrcnnt nach den drei Achsen des Cardanisehen 
Gelenkes, welches dern ~ i i ~ e l g e l e n k  iiqiiivalent ist, betrachtet. Für ein 
beliebiges Element (CC') eines solchen Bandes konnen wir jetzt die 
kinetostatischen Grundgleichungen hinschreiben. Sie lauten im allge- 
meinen E'alle [(Nr. 8, Gleichung (A) und (B)]: 

Die Bogenlange der Schwerpunktslinie des Bandes von einem be- 
liebigeri Punkte aus gerechnet, bezeichnen wir mit S. Dann ist an- 
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Von EABL HEL-N. 

so da0 die Gleichungen (1) und (2) übergehen in 

(3 d ~ + Z + i j = O ,  
-- 

(4) 1 2 1 + C k + c T + d d c . r + d R - W - @ = O .  

Kach Gleichung (3) ist abcr 
-- - 

c . d r + c k - @ = O ,  

womit Gleichung (4) einfacher mird, nkimlich 
- - 

(5) _ V + d R + d c . r - T = 0 .  
Die Resultante 1; aller eiiigepragten Krafte, welche auf das Bandelement 
CC' wirken, n1uB nnendlich klein sein. nTir setzen daher 

- 

(6) li = x . ds,  

so d a 5  X die auf die Langeneinheit des Bandes bezogene eingepragte 
Kraft bedeutet. Ferner ist (Big. 13) 

-- - 

J z = S ( x - c ) k  = Ssk .  

Rezeichnen wir also mit f die ein- 
gepragte Kraft bezogen auf die Vo- 
lumeinlieit des Bandes im Punkte 
zI, zII, zm, so wird 

- - 

= f . d2, dz, dz, = F . dz,d~,, . ds. 

F'olglich mird für 
- ;?=m. d z I d z n ,  

Fig. 13. 

wo in den D~~pel in tegra len  die Grenzen über die ganze Fliiche des 
Querschnittes zu erstrecken sind, 

(7)  37 = 1i2 - ds. 
a;  - 

Setzen wir noch - G, so claW also 3 die Einheit~strecke auf der 

Schwerpunktslinie des Randes bedeiitet', so nehinen die kinetostatischen 
Gri~ndgleichnngen jetzt die Borm an: 

Die Geschwindigkeit des Punktes C sei V. Bezeichriet also nt die 

Masse des Bandes bezogen anf die Larigeneiriheit, so wird 
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6 8 Grundgleichungen der Kinetostatik der Korperketten. 

Die Rotationsbeschleunigung W (41. vergl. Kinern. S. 268) ist für einen 
Korper von endlichen Dimensionen definiert durch 

- d a  w= 
d z 

ist. 

Wir setzen ferner, indern wir beachten, daB sich der Drehiinpuls J 
ehenso wie die Reschleuni,o;ungsgroBe g auf das Bandelement vom 
Querschnitt F und der Lange ds beziehen, besonders im Hinblick 
auf die weiterhin notwendig werdende Komponentenzerlegimg aller 
hier auftretenden gerichteten GroBen 

- m J = ,; 3 .  ds.  

Nach diesen Vorbereitungen nehmen die kinetostatischen Grund- 
gleichungen (8) und (9) zunachst die Forrn an 

Hierzu tritt noch eine Ici~zematiscke B(:di~z,quîzgsgleic7~~~ng, welche den 
geometrischen Zusammenhang der aufeinander folgenden Bandelemerite 
zum Ausdruck bringt. E s  ist n h l i c h  (,.Kinematiki' S. 309): 

dc' = d c  + da;, 
wenn d s  den Rotationswinkel des Bandelementes bedeutet. 

Nun kt aber dë' dc d?; 
----p. - 

ds ds  d s  

so daB man die Bedingungsgleichung des Zu~amrnenhan~s  

erhalt, wenn - wie oben - wieder ë :  d s  = G gesetzt wird. 
Die eben gewonnenen allgerrieinen Gleiçhungen wenden wir jetzt 

der Reihe nach auf e h  statisches und ein kinetischei-i Problem der 
Mechanik der bandfijrmigen Korper an. 

14. Allgemciîze hony~onentenseriegung der statischen Gleichump. - 
In den Gleichnngen (A)  nnd  (R) der vorigen Kummer lassen wir die 
Beschleunigungsglieder fort und erhalteu die statischen Re1 a t '  ionen 
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die man wiederholt in clen Lehrbiichernl) der Elastizitit direkt (d. h. 
nicht durch Grenzübergnng aus dcr Korperkctte) abgcleitet findet. 

d r  d Z  Um hierin die absoluten Differentialquotienten - - durch die rela- 
d s 7  d s  

tiven, welche wir  voriibeigehend 7 durch die Symbole br s, bezeichncn, 

und nennen diese Grole die KotutYoiz. Es ist dann bekanntlich 

Zerlegen wir jetzt in Komponenten nach dem mit s veranderlichen 
Achsenkreue C I 7  II, m, so wird 

In den leteten Gleichungen ist nach Nr. 13 

(alle Integrale über den Querschnitt Ji' erstreckt) zu setzen. Zu diesen 
Gleiclinngen trctcn noch die bekannten Ausdrückc (M. vergl. etwa 
meine Kinematik S. 241) der Rotntionskomponenten BI, Zn, a, durch 
den Kontingenzwinkel d+, den Torsionswinkel d~ und den Winkel A, 

-- 

1) C l e b s ç h ,  Theorie der Ela~t iz i të t  fester Korper, Leipzig 1862. S. 204-209. 
L o v e  Mathemstical Theory of Elasticity. Cambridge, 1893. Bd. 2. S. 63-65. 

2) In den Komponentengleichungen ersetzt man wiedcr die b durch die d 
oder 3. 
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7 0 Gmndgleichiingen der Ki~ietoutatik der Korperketten 

welchen die Hauptnormale der S c h ~ e r ~ u n k t s l i n i e  des Bandes mit der 
Richtung Crr einschlieBt, namlich 

- 
0 1  = cos 1. " y  

ds ' 
Als Positionskoordinaten des Bandelementes führt man neben den 

rechtwinkligen Koordinaten c,, c,, c, (bezogen anf das im Raume feste 
Achsenkreuz O,, ,, ,) die Eulerschen Wiiikel ci, P, y (Kinernatik S. 175 
und S. 220) ein, welche die Stellung -von CI, 11, =I gegen O,, ,, , eiri- 
deutig angeben. Es ist dann 

Hiermit ist das gaiize Formelsystem für die Statik d ~ s  Bancies zu- 
sümmengestellt. . 

15. GZeicI~gewichlsbedi~zgt~~~ge~z eines vollliomn~en zerdrel~baren, ein- 
ncl~sig Oiegsamen Bandes. - Biemen, Papierslreife?z. I n  der Elastizitiits- 
tlîeorie sind die Momentkompoiienten RI, KZI, Xriz einzeln proportional 
den Rotationskomponenten  TI, GUI, und der Proportionalitatsfaktor 
von Rm wird durch S t. V e n a n t s  Torsionstlieorie best,imrnt. Diesci. 
W e g  ist gut ausgebaiit, und wir brauchen dabei, soireit die Statik der 
eiastischen Bander in Retracht komint, denselben hier nicht zii hetreten. 
L n s  interessiert vielmehr hier gerade die Mechanik der unelastischen, 
in gewissen Richtungen vo1Zkonznzen bieysamen Biinder, die man  bislier 
- trotz ihrer vielçeitigen Anwendbarkeit - wenig und dann nur in 
ganz speziellen Ballcn theoretisch beliandelt hat. 

Stellen wir uns, urn die Begriffe zu fixieren, eine gegerbte IIaut 
vor, welche die Gestalt einer stetig gekrümruten F'lLche bat. Auf dieser 
wolien wir eirie beliebige stelig gekrümmte Liliie ziehen und rechts und 
links in gleichem Abstande Sclinitte legen, welche einen Biernen ab- 
trennen. Seine Querdimension ( 8 ~ 1 )  sei groB gegen die Lederdicke 
(2arr) und der ganze Rierncii sehr lang im Verhiiltnis zu den Dinlcn- 
sionen des Qiierschnittes F, welcher mit der Koordinatenebene CI, zu- 
sammenfallen soll. Die Schwerpunktsliiiie der aufeinandrrfolgenden 
Querschnitte hat nach diesen l?est,setzungen die Riehtung Clu. Der 
hinreichend dünne Riemen wird leicht biegsam urn die Achse Cl sein 
und leicht kleine Verdrehuiigen um die Langenachse gestatten, 
aber einer Biegung uin die Achse Cri einen groBen Widerstand ent- 
gegensetzen, wenn er  genügend breit ist. Ein Papierstreifen zeigt 
dieses Verhalten vielleiçht noch deutlicher. Diese Tatsache idealisieren 
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Von KARI. HECN. 7 1 

wir jetzt und verstehen unter einem Riemen ein Band, îiir nelches in 
jedem Element die Reaktionsmorneiite RI und B r r r  veruchwinden, wahrend 
Rn = R von Nul1 verschieden ist. Die Gleichungen A' in Nr. 14 werden 
durch diese Reschr~rikung niçht betroffen, dagegen erhalten die 
Gleichungen (B') f ü r  den Riemen die Form: 

[ - W ~ r r B - r n $ r r i ~  = O ,  

Irn Folgcnden wollen wir, um Veraechslungen mit dem Krümmungs- 
radius r, und dem Torsionsradius Y, au vermeiden, 5 statt F schreiben. 
Dicsc Gleichungen in Verbindung mit A' (Nr. 14) sind zur Bestimmung 
der Gestalt des Bicmens und der Spannungskomponenten t ~ ,  ta, tm, R 
im Glcichgewichtsfalle hinreiehend, wenn, wie immer, die Grenabe- 
dingungen hinzugenommen werden. Betrachten wir im bcsonderen 
einen Riemen, der ursprünglich eben und gerad ist, oder, was damit 
übereinkommt, einen Papierstreifenl), so bleibt bei jeder Dcformation, 
welche entsteht, indein derselbe über eine Flache vom KrümmungsmaB 
Nul1 aiifgelegt wird, A. - O, d. h. in den Gleichungen (A') (Nr. 14) 
wird = O. Mari erhslt also jetzt die Gleichgewichtsbedinpngen, 

1 - 1 
wenn m a n  noch WI = - w m  = - - setzt, 

Tl ' r ,  

- 

1) Dieser Ausdruck sowie das Wort Riemen darf selbstverst&ndlich nicht in 
dem Sinne aufgefaBt werden, als ob die oben definierte typischc Bandform ais 
materiellea System mit, einem wirklichen Papierstreifen in jeder Hinsicht identisch 
wHre. Uiegt man einen echmalen Streifen Zeichenpapier derart, daB die Schwer- 
puriktachse mit  eiuer gegebeneu, ntetig gekrümmten Raumkurve zuoammenfillt, 
so treten tatsachlich Biegungen n m  Açhsen ein, welche deutlich gegen CI inner- 
hslb des Papiors schriig geneigt sind. Diese Rotationen denkt man sich nach den 
Achsen CI und CI, zerlegt und gelangt dadurch zur Vorstellung eines um eine 
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72 Gr~nd~leichungeil der Kirietostatik dcr Korperketten. 

Diese wollen wir auf ein speYelles Reihiingsprohlem anmenden. Der 
Papierstreifen von der Breite 2ol und der Dicke 2an sei auf einen 
Kreis zylinder mit dem Radius r,  spiralisch aufgewunden und an den 
Enden durch Kriifte gespannt, welche diese Gleichgewichtslage mit 
Berücksichtigung der Reibung (aber mit AusschluB der Schwere) er- 

Xig. 14. moglichen. Die einem Riemenelement ein- 
geprigten Krzfte f setzen sich dann zu- 
sammen aus der zur Zylinclerfliiche nor- 
nialen lieaktion und der Tteibiing, wlhrerid 
t und h! den Spannungszustand bestirrimen. 
E s  wird 

n z ~  = J . z , £ ~ ~ F  = a u j ^ f n I d ~  = n~rxrir, 

= - f ~ r f m d ~ '  = 0 ,  

m,,, = J z l f I I d ~  - J & ~ F  = - n 11x1 . 

Hierbri ist vorausgesetzt, daB die Kriifte E 
gleichrniiBig über die Unterflache A B  (Fi3 14) 
verteilt sind, was allerdings nur für eirien 
schmalen Streifen zutrefYen wird. Die Eesul- 
tante ?c aus den Komponenten xl, xn, xru 
muB an der Grenze des Gleichgewichtes in 
den Mante1 des Reibiingskegels fallen. Re- 

zeichneii wir also den Reibungskoeffizienten mit  y und den Reibungs- 
winkel mit f ,  so da0 tg (=  y ist, so muB 

XII = cos f - X 

sein. h l s o  lautet die Redingungsgleichung 

x;, = cos" . (Xf + X& + x&[) 
oder einfacher 

Hiernus sind die Wcrte von xl, KU, x m  aus den Gleichungen (1) einzusetzen. 
Die Gleichungen (II) geben nach Einsetzuiig der Moinente nî,~, nzI1, nzrr~ 

Queractise biegsamen und um die Langeachse verdrehbaren Bandes, wie aie irn 
Text verfolgt ist. DaB beicie Drehungen resktionsfrei (RI  = O,  Rm = 0) verlaufen, 
ist - wie gesagt - eine Hypothese von beschranktrr Zdamigkeit. 

' 
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Von K A ~ L  HEUN. 

woraus durch Elimination von II? folgt: 

Gleichung (III) wird 

Die Integration der Gleichungen (4), (5 ) ,  (6), liefert, welm sie rnoglich 
ist, die Spannungskomponenten t17 t., tm als Funktionen der Rogen- 
lange S .  Dann folgt Il aus Gleichung (2) durch eine Quadratur. 

Für  einen unendlich dünnen Streifen (aII = O) wird R = 0, 
tl = O und tU = O. Es bleibt also nur tm = t von Nul1 verschieden. 
Die Gleichung (6) reduziert sich auf Fig. 15. 

I Y 

welche aus der Faderitheorie seit 1 a- 

beziehung \ 

l. ,,... .. , , . E u l e r  bekannt ist. Man erhiilt durch 
Integration die einfache Spannurigs- 

A 

aenn  tO clie Langsspannung irn Yunkt,e s = O bkdeutet. Führt man 
noch den Stcigungswinkel cr der Spirale, den Radius r, des Zylinders 
und den Winkel q durch die Gleichung 

. , , ,", . , .I l u  

B 

ein, so wird 

Der Rieinen verhalt sich also in diesem Falle ganz wie ein Faden. 
Piir r, = cx! ist der Steigungswinkel a: = O und in Gleichung (3) wird 
xl = O, also nach Gleichung (2) auch tr = O. Wir schreiben jetzt r 

statt r, und a statt an. Jetzt geht die Gleichung (1) über in 

und liefert sofort die Beziehung 
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7 4 Crr~nd~la ichungen der  Kinetostatik der Kijrperkettea 

Die Gleichung (6) nimmt die einfache F'orm an: 

(8) 
""t~ -- - 1 gtm + a+r tIII = O 

d s e  y a  ds ar' 

Ihr Integral ist 

(9) tm = A218 + Be2zs, 

wo A-, und A-, die Wurzeln der quadratisclien Gleichung 

sind und zwar 

wenn zur Abkürzung gesetzt wird 

d t m  Lur Konstnntenbestimmung muB man den Anfangswert von - 

d s  
keiinen. Dieser ist aber nach Gleichung (7) 

Man kann ihn in dieser Borm einführen. Wir  wollen jedoch tiI = O 
setzen, also annehnien, daB die Anfangsspannung des Riemens in die 
Tangente seiner Schwerpunktsliiiie fillt. Dann folgt aus Gleichung (9) 

A,A+A,B-O 
und hieraus 

Für  die Langsspannung erhalt man dernnach den fertigen Ausdruck 

Y Setzt mari zur Kontrolle a = O, so wird t. = O und 1. - -- .  Man 
2 - r  

erhiilt also die bekannte E u 1  e r sche Seilformel 

dt, . 
Airs Gleichuq (IV) entmickelt man 2 s  und gewinnt sofort nach 
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Von KARL HEUR. 75 

Hiermit ist dieses spezielle Problern vollstiinclig gelost. Die Spannu~lg 
tn entspricht einer schereriden Beansprucliung des über den Zylinder 
gelegteri Rienieris. Sie ist der Diüke proportional und w k h s t  rasch 
mit dem Bogen S. lT7ahlt man also die Dicke des Riemens allein mit 
Rücksicht auf trn (Zugfestigkeit) , so kann man nachtriiglich tII aus 
Gleichung (Y) berechnen und mit der Scherfestigkeit vergleichen. 

setzungen verschwinden die drei Spannungsmomente fiI, 811, 3x1. 
Llenselben entspricht angenahert ein weiches Litzenkabel von kleinem 
Querschnitt im Verhiiltnis ziir Langenausdehnung, weshalb wir berech- 
tigt sind, ein derartig definiertes Band kurz als Kabel zu bezeichrien. 
In  jedem einzelnen Anwendungsfalle wird man sich vor Uenutzung 
der nachstehenden Bewcgungsgleichiingcn zu übcrzeugcn haben, ob die 
Voraussetzungen innerhalb des Deformationsbereiches des wirklichen 
Systems hinrcichend erfüllt sind. 

In den Glcichungcn ( A )  von Nr. 13 ist nach Ausfiihrung der 
Komponentenzerlegung 211 setzen: 

und hierin nocli - nach den Gleichiingen (D) von Nr. 14 - 

zu schreiben. Die  der Translation des Kabelelementes entsprechenden 
Differentialgleichungen lauten also, wenn wir wieder r durch t ersetzen: 

d ( m [$ + sin L 2 a c wlll - (a! - 'x) vu] 
t lz d z  

d 4 d .lii r~ + ,s + sin i Js tir1 - (df - :F) tn ,  
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76 Gru~r l~ l e i ch i i ngen  der Kinetostatik der Korperkett,en. Voii KARL I I i iu~  

In den Gleichungen (B) von Nr. 13 hat man unter Voraussetzung eines 
homogenen Kabelelementes 

d w 
JI = 1; - -< ~ 1 1  dullL 

dr;  , Ju= ~ I I  d z  , JLU = -Tm d ,  

Dieselben nehnien also die Form an 

Die Wcrte d t r  Winkelgcschwindigkeitskomponcn~en und diejenigen der 
\Vinkelheschlcanigiing sind nus den Gleichiingen (a) m i  entnehmen. 

E s  bleibt noch die Komponentenxerlegung der Bedingungsgleicl-iungen 
des Zusarnmenhangs (Unausdehnbarkeit) des Kabels, also von Gleichung 
(C) der Sr. 13 übrig. Diese gibt 

(III) 

Die Gleichung (1) bis (III) zusanimen mit den Grenzbedingungcn und 
den zeitlichen Anfangsmerten sind zur Bestimmung der Unbekannten 
des Problems hinreichend. 

Für  F = O geht das Kabel in einen Faden über. Die Gleichungen 
(II) geben danil wegen m1= O und mu = O sofort tI = O,  t I I  = 0. 
Nimmt man noch weiter an, die Bewegung des Fadens erfolge in einer 

d ?;, 1 
festen Ebene, so kann man A = O, d~ - O, 111- = O und - = - setzen. 

ds r 

Fur xrrr = x,,, xrr = x,, vn = O, vnr = u, trrr = t und cd, : w reduzieren 

sich dann die Gleichungen (1) aiif 

C I  1 t 
III - - w ? (  - x ~ - ~ ,  (Normale v j  

d t 
(Tangente 6 )  

und die Gleichungen (III) werden 
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Zum Fehlergesetz. Von RI~<GEI< MEIDELL. 7 'i 

Dies siud dieselben Beziehungen, welche H. L O v e lu seinen ï'l~eoreticui 
dfechaizics, Cambridge, 1897. S. 304-307 abgeleitet hat. 

Es bleibt abzuwarten, ob man die Gleichungen (1) bis (111) in 
FaIlen, welche für die Anwendungen Bedeutung haben, in t~griercn 
kann. Vorliiufig gewahren diese Gleichuqen die Moglichkeit, bei der 
Bewegung eines Zuges von Schierienfahrzeugen, den man sich niihernngs- 
meise als ein Kabel vorstellen karin, die GroBen wI, wr,, wrn, ts, tu, LUI zu 

d ~ )  d l  il?. 
bestimmen. JetA sind - 

d s '  i l s 7  d s  
hekannte Fiinktionen von s, welche 

durch die Gcleislage gegeben sind. 

Zum Fehlergssetz. 

Von BIRGER MEIDELL aus Bergen. . 
GauB hat in seiner Theoria Motus das nacli ihm genannte Feliler- 

gesetz aufgestellt, ein Gcsetz, welches die Wahrscheinlichkeit ausdrückt, 
bei der direkten Reobachtiing einer nnbeknrinten GrijBe einen gewissen 
'Fehler 7u inaçheii. Seine Ableitung bernht aiif drei Voraussetziingen: 

1. Das arithmetische Nittel aus den diirch eine Reihe von Beobach- 
tungen erhaltenen Werten stellt den wahrscheinlichsteri Wert der be- 
obachteteii Gr6Be dar. 

2. Die Wahrscheinlichkeit, bei einer Benhachtung einen gewissen 
Fehler zu machea, hingt  nur von der GroBe des Fehlers ab. 

3. A p i o r i  kann ein jeder Wert mit gleich g r d e r  Wahrschein- 
lichkeit der wahre Wert  der zu beobachtenden GroBe sein. 

Die zweite und dritte Annahme macht GauB allerdings nur still- 
schweigend. 

Diese Voraussetzungen sind aber alle drei willkürlich, und es ist 
bis jetzt nicht gelungen einen strengen Beweis des Postulats vom 
arithmetischen Mittel zu geben. 

Was die zweite Voraussetziing betrifft, so verweisen wir auf die 
Einwendung von B e r t r a n d .  (Calcul des Probabilités pg.177 Absch. 139.) 

Uber die Willkür der dritten Voraussetzung l i B t  sich wohl auch 
nicht disputieren. 

Es dürfte in  der Tat in der Praxis selten ein Fall vorkommen, 
bei dem man geneigt wiire, a p~iot-i einen jeden beliebigen Wert mit 
gleich groi3er Wahrscheinlichkeit als den wahren Wert der zu suchen- 
den Gr6Be anzusehen. 
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7 8 Zum Fehlergesetz. 

LaBt man die beiden Annahmen 2 und 3 -fort, wiihrend man das 
Postulat vom arithmetischen Mittel beibehalt, so erhalt man (Poincar6, 
Calcul des Probabilités pg. 155) ein vie1 allgemeineres Fehlergesetz. 
Da aber diese erste Poraussetzung ebenso willkzirlich und ka,unz melzr oder 
weniziger plausibel ist als die beiden fortgelassenen, so wollen wir uns nun 
die Aufgabe stellen, auch diese Voraussetzung moglichst su reiiuzierm. 

Dies erreichen wir offenbar nur, indem wir sie, immer unter Be- 
rücksichtigung der Plausibilitzt, dureh eine müylichst allqemeine ersetzen. 

Wir  werdcn in dicser Weise ein Fehlergesetz findcn, dus das 
GauBsche und Po incarésche  Fehlergesetz als Spezialfiille enthiilt. 

Es  miigen n direkte Xeobacht~iingen ein iind derselben GroBe an- 
gestellt sein, welche die n Werte x,, x2, . . ., x, ergeben haben. Bezeichnet 
nun rp (4 xi) dx, die Wahrscheinlichkeit, daB, wenn a der wahre Wert 
ist, eine Beobachtung einen Wert  zwischen xi und x, + dxi ergibt [so 
daB also rp (a, x )  das Fehlergesetz id), so wird die entsprechende Wahr- 
scheinlichkeit für das System von Werten x,, x2, . . ., x, gleich dem 
Produkte 

~ ( z ,  q ) . r p ( s ,  x , ) - . . g p ( z ,  x , ) . d x , . d z , . . . d x  n. 

Wollen wir nun umgekehrt von den beobachteten Werten auf den 
wahren Wert schlieBen (also einen a posteriorischen SchlziB ziehen), 
und ist g(z)dz die a priorische IQahrscheinlichkeit dafür, daB der 
mahre Wert zwischen a und z + d z  liegt, so wird nach dem B a y  es- 
schen Theorem die a posteriorisché Wahrscheinlichkeit, daB die gesuchte 
Grd3e den wahren Wert z hat, proportional dem Produkte 

Uabei sind aber rp  und g unbekannte Punktionen. 
Der f~;a/$rsckei?zlichste wert von B ist derjenige, der den Ausdruck (1) 

xi1 einem Maximum macht. 
Um nun die FunkJion cp (z, x), das Fehiergesctz, zu finden, hat 

GaulS, wie schon oben erwahnt, angenommen, daB das Maximum von1 
Produkte (1) eben für den Wert 

eintritt, und daB cp (z, x)  von der Form rp (z - x) ist, wiihrend g(z )  
konstant ist. In dieser Weise bekommt er das nach ihm genannte 
Fehlergesetz: 

(3) 
h cp ( U )  = - . e -h2u '  

i /n 
wo h eine Konstarite ist, und u fü r  z - x gesetzt worden ist. 
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Von BIRGEX MEIDELL. 79 

Li& man rp und g von den letztgeiiannten Voraussetzungen frei, 

wiihrend man nur das erste Postulat von GauB 
n 

beibehalt, so bekommt man das Fehlergesetz 

TVO O ganz willkürlich ist, und A und B nur der Bedingung genügen 
müssen: 

(4 '1 ,- . A' (2) + B' (2) = O. 

AuBerdem findet man dann 

(4 ") g (2) = constans. 

(Po incaré ,  calcul des probabilités pg. 155.) 
Wir wollen nun entsprechend dem, was oben gesagt wurde, die 

folgenden Voraussetzungen machen. 
Erstens aollen wir annehmen, was bei direkt beobachteten Gr6Ben 

selbstverstandlich erscheint, daB, wenn siimtliche Beobachtungen den- 
selben Wert ergeben haben, dieser wert dann auch der wahrschein- 
Lichste ist. l) 

Dann wollen mir annehmen, daB sich der wahrscheinlichste Wert 

darstellen liBt, wo f eine in den xi homogene Funktion ist, was bei 
direkt beobachteten Gr6Ben wohl die al1gemeRste Vorazrssetzzcng ist, d i e  sich 
piausibler Weise machen und die das Postulat vom arithmetischen 
Jfittel als Spezialfall enthalL2) 

Es folgt nun aber aus der ersten Annahme, daB f vcm ersten 
Grade homogen ist; denn es sol1 ja sein 

f (2 ,  5, 2, . . . x) = 5, 

also auch z. B. 
f(xp,  zp ,  xp . . . zp) = xp, 

was aber wegen der IIomogenitat gleich 

p m  f (x, x, x, . . . x) also gleich png . x ist; 

1) Auf die wichtigkeit, diese Voraussetzung a n  die Spitze zu stellen, bin 
ich von Herrn Professor B r e n d e l  aufmerksam gernacht worden. 

2) Wenn man sich die Aufgabe stellt zu finden, welche Funktionen 

e = <F (x,, x,, - . ., x,) zu einem Fehlergcsctz von dcr Form G ( x  - x) führen, 
so findet man ( B e r t r a n d ,  Calcul dos Probahilités pg. 182-88) 
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80 Zi~m Fehlergesetz 

so daB also 
xp = pmx, also m = 1. 

Der Grad der Homogenitiit ist also 1. 
Setzen wir zur Abkürzung 

und schreiben wir, daB die logarithmische Ableitung des Produktes (1) 
für z = f ein Uaximuin sein soll, so hüben wir die Gleichung 

Variieren air die xi B O ,  daB dabei z konstant bleibt, so haben wir 

woraus durch Eliinination 

oder also 
af a w  2- 
a xi a xi 

(9) - - - Y (xi, zg, . . ., xn). 
Ff ~ N @ V ~ A ]  

---- 

a 3, hk 

Da f homogen ist, so wird also P vom nullten Grade homogen, 
so daB 

Sndem man zur Abkürzung setzt 
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hat man die Gleichung 

oder: 

Weil aber z - f vom e r ~ t e n  Grade homogen i d ,  so wird 

so daB wir haben 

oder in abgekürzter Schreibweise 

@ (27 xi) = @ (21 ~ k )  

eine Gleichung, die nur dann bestehen kann, wenn CD von z allein abhangt. 
Setzen wir etwe CD (2, zi) = - u (s), so haben wir also, fü r  

1. = 1, 2 ,  3, . . ., n die Gleichung 

Die Lüsurig dieser Differentialgleichung wird, wie man sieht 

wo V die willkürliche Funktion ist, und U als von u abhangend eben- 
falls willkürlich ist. 

Nach (10) hat man dann durch Integration 

wo also ci, /3, y alle drei willkürlich sind. 
Zoitschrift f. Msthernatik u. Phyeik. 5 6  Band. 1908. Hof t  1. 
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Substituiert ruan diesen Wert von + in die erste der Glei~hungen (7), 
so bekommt man 

odcr 

Kehmen wir auf beiden Seiten die Ableitung nach x,, so haben wir 

Multipliziert man beide Seiten mit x, und niinmt beiderseits die Summs 
über alle lc, so bekommt man 

O = F'(z )  Z; 

das heiBt F ist eine Konstante. 
Ihren Wert  finden wir, i d e m  mir xl = x2 . . = X, = x mahlen; 

es wird dann namlich nach Voraussetzung auch a = f (x,, x,, . . . x,) 
gleich x und wir haben aus (14) 

aber auch 

E s  folgt hieraus 

(16) (2) = n (Y ( f i )  + 13 ( 1 )  a (4). 
Da diese Glcichung aber für alle gamzahligen Werte von 12 gilt, 

was aiich B sei, so muB sein: 

( 1 7 )  a (4 B (1) t r (2)  = 0 

und also auch 
A (2) = O, 

also nach (6): 

TVir finden also i n  dicser TVcise azcf eimr ailyenzeinercn, alsa welziyer 
tuillliürlic7zeît Grz~~zdZagc das Rcsz~ltat (4'3 zcietkr. 

Die Gleichung (13) gibt durch Integration 
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oder rei-m6ge (17): 

so daB wir schlieBlich haben 

Dies ist also die Fornz des Fel&rgesetzes bei den gclnachten Voraz~s- 
sctzwzyen.- ES tr~te?z darin drei wlllli~rliche 1;2~mktionen az$ 

Durch die Gleichung (15') sind P und B aneinander gebunden. 
Durch eine willkürliche Wahl von /3 findct man daraus rückwarts leiçht 
das deni entsprechenden Fehlergesel~e zugrunde gelegte z. 

Sehnien wir zurn Beispiel 

so finden wir aus (15') 

also da8 Postulat vom arithmetischen Mittel, das die Voraussetzung für 
das Gesetz (4) bjldete und das wir auch wiederfinden, wenn wir diesen 

wert von p in (20) einsetzen. Setzen wir namlich 

und -fi (2) d r  = B (4, SU da8 also 
I 

Es sind dies genau die beiden Gleichungen (4) und (4'). 

h'ehmen wir (:) - = ( z ) :  so haben wir 

oder also 

und (20) geht iiber in 

wobei in ahdicher Weise wie oben 

A' (z) . ZP +- n1 (2) = O. 
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84 Zum E'ehlergesotz 

Nimmt man /3 (3 )  = lg (+), so bekomrnt maii 

In  diesen Beispielen ist die Zahl der willkürlichen Punktioiien, 
wegen der durch die willkürliche Wahl ron P oder, was auf dasselbe 
hinauskomrnt, durch die ~ J l k ü r l i c h e  Wahl der Funktion z hirizu- 
kommenden Bedingung~~leichung zwischen A (z)  und B (z),  auf zwei 
reduziert. Man kann sie noch auf eius reduzieren, zumn mars auyeben 
will, daB die Punktion gp (2, x) in] Punkte x = a cin Maximum hat, 
oder mit andcren Worten, daB PS bei einer Beobachtung wahrschein- 
licher ist, den mahren Wert der beobachteten Gr6Be nls Reobachtungs- 
resultat zii bekommen, als einen davon abweichenden Wert  (Dies 
würde natürlich voraussetzen, daB die Beobachtungsinstriimente nicht 
etwa ganz falsch konstruiert seien; was, wenn man es in jedem Falle 
mit in Betrachtung ziehen würde, natürlich zu allerlei spesiellen ,,Fehler- 
gesetzen" führen würde.) Wir  setzen also 

für z = z  

und 

Erstens sehen a i r  aus (20), daB die zweite dieser Gleichungen er- 

füllt ist; denn a ( p . )  ( p  (4) - )p (1)) wird in der Tat für z = z gleieh 

Null. Die erste Gleichung wird 

d 
- d x la 0 (XI + [&la (2) )p (:) dz] = O. 

Zzcnt Ueispiel wird für den FaIl a = "., also für 
n 

also nach der in diesem Falle gewahlten Bezeichnung 

1) Vgl. S e e l i g e r ,  Astron. Nachr. I3d 132.  
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so daB das Gesetz (22) respektive (4) die Porm erhalt 

y (z, ç)= @ A  ( 2 )  + ( 2 )  - f~(z) d z  

wobei 
A' (2) . z + B' (2 )  = 0 ;  

Sctzt man 

also 

so wird die Bedingungsgleichung 

- A" (2) 2 + B' (2) = 0 ,  
so daB 

U(z) = p ( z )  . zdz = z A r ( z )  - A (2) + 1 g c  

Führen wir dieae Werte von A und B in die obige Gleichimg ein, so 
bekommt man schlieBlich das folgende Fehlergesetz 

das nur eine willkürliche Funktion enthalt. 
Wie man sieht, wird y(a, z) gleich C; das heiBt die Walcrschein- 

lichkeit, den wahrew Wert z als Beobachtzc?zgsres~tltat au bekommen, ist 
u~zabhangig von diesem Werle. 

Andere Beispiele, die aber kttum dasselbe Interesse haben wie dies 
auf dem Postulat von GauB beruhende, führen zu Lhnlichen Funk- 
tionen cp. 

Kleinere Mitteilungen. 

Preisaufgaben aus der angewandten Mathematik und Physik. 

Académie des Sciences de  Paris. 

Fiir 1909: A i x  Vaillant (4000 fr.). Perfectionner, en un point important, 
l'application des principes de la dynamique des fluides à la théorie 
de l'hélice. 

Fü1- 1910: Priz Fourn~yrom (1000 fr.). Étude expérimentale et théorique 
des effets des coups de bélier dans les tuyaux élastiques. 
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Bücherschau 

Bücherschau, 

Hans ~,orenz. N e u e  T h e o r i e  und B e r e c h n u n g  d e r  Kreiselriider,  
Wasser- und Dampfturbinen, Schleuderpumpen und -Ceblase, Turbo- 
kompressoren, Bchraubengebl%se und Schihpropeller. München und 
Berlin, Oldenbourg, 1906.  

Fast  alle Probeme der Hydraulik, welche dem Techniker Intercsse dar- 
bieten, werden in der Regel vom Standpunkte der sog. St~omfadazfheorie ails 
behandelt, die von vornherein eine stationiire 13ahn jedes Flüssigkeitsteilchens 
als bekannt vorausset~t  und uur mit Hilfe der B e r n o u l l i s ç h e n  Gleichung 
die Veranderlichkeit des Druckes oder der Geschwindigkeit langs der Bahn 
untersucht. F ü r  die in Turbinen sich abspielenden Bewegungsvorgange hat 
E u l e r  eine dieser Auffassung entsprechende Theorie gegeben, welche jedoch 
den Bedürhissen des heutigeu Wasserkraftrriaschinenbaues nicht rriehr gauï. 
genügt. So sind in den letzten zwei Jahrzehnten mehrfache Versuche unter- 
nommen worden, die Eule rsche  Theorie zu enveitern, Versuche, deren Wert 
deshalb nicht hoch anzuschlagen ist, weil die Erweiterungen meist den als 
gesichert anzusehenden Satzen der rationellen Hydrodyuamik widersprechen. 

Es muB mit groBer Freude begrüBt werden, daB L o r e n z ,  von einer 
hoheren Auffassung ausgehend, unmittelbar mit den Methoden der mathe- 
matischen Physik an das Problem herantritt,. Leider kaun man sich jedoch 
seinen Ausführungen gegenüber dem Urteil nicht verschlieOen, daB wesentliche 
Irr tümer in den mathematischcn Ableitungen seine Resultate hinfallig machen. 

Das crste Kapitel des Ruches ist  den ,,hydrodynarnischen Grundlagen" 
gewidmet. Es wird zunachst ( 5  1) die gewohnliche Ableitung der E u l e r -  
sçhen Bewegungsgleidlungen fiir ideale Flüssigkeiten gebracht, daraus in 
mangelhafter Weise der Energiesatz hergeleitet, hierauf (9 2) die Umfornlung 
für  Zylinderkoordinaten di~rchgeführt. I m  niichsten Paragraph brhandelt 
der Verfasser den Sonderfall der zweidimensionalen Stromung, bei der Druck 
und Geschwindigkeit vom Polarwiukel unabhiingig sind, und kriüpft an den 
Nachweis dos Bestehens einer Stromfunktion V ( r ,  8) in der Meridiancbene 
nachstehende Remerkiingen, die zur Kennzeichnung des Ruches hier wort- 
lich angeführt seien: ,,Würden wir dagegen die beiden mT%nde (zwischen 
denen die Stromung erfolgt, Anm. d. Refer.) nach verschiedenen Gesetaen 
formen, z. B. die Innenwand zylindrisch und die AuBenwand nach einem 
Hyperbelbogen im Meridianschnitt, so ware die Kont inu i ta t sg le ich~n~ nicht 
iru ganzen Bereich der Stromung erfüllt und deren gesetzrnaBiger Verlauf 
gestort, ohne daB wir imstande wiiren, die hierdurch hervorgerufenen 
Storungen rechnerisch zu verfolgen. Daraus ergibt sich der praktisch 
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eminent wichtige Sata, dap eivze um eine Achse qmmetrisch verlaufende 
Plüssigkeitsstr~murig nur durch Wamdunge.n begrazzt sein darf,  welche sdmtlich 
ein und dieselbe Gleichung befolgen, in der mur ein Pavameter sei?zen Wert 
vrriinde~t." Der SchluB des Kapitels (5  5 4 und 5) bringt einige Aus- 
führungen über spezielle 13ewegungsformen. 

Irn zweiten Ka~iitel, das die ,,Radialriideru behandelt, liegt der Schwer- 
punkt des Buches. Es werden zunachst folgende Anschauunçcn als ,,Grund- 
lagen der TheorielL ( 5  6) eingeführt: Die axiale Symmetrie der Stromungs- 
verhaltnisse wird durch unendlich dicht gestellte Führ~n~f l i i chen ,  die Schaufeln, 
erzwungen, deren M'irkung in der Eiuführung einer ,,Zwangsbeschleunigung", 
d. i. einer riiumlich verteilteu, sonst ulibekannten Beschleunigung, in  die 
E u l  c r  schen Gleichungcn zum Ausdruck kommcn soll ; die Freistrahlrader, 
welche hekanntlich bei der Ai~sniitziing groBer Gefallshohen ausgcdehnte 
Verwendung finden, erledigen sich dadurch, daB sie ,,zurzeit eine sehr unter- 
geordneto Rolle spiele~i '~; den EinfluB der Schwere ,,brauclrienL' wir nur  zu 
bcrücksichtigen, wenn es sich um Rader mit vertikaler Achse liandelt; 
schlieBlich dio durch nichts nahcr begründete Rohaupt,ung: $011 nun das 
Rad so vollkommen als moglich arbeiten, so mi10 auf jedes , Element 
d Q  (se. der Wassermenge) derselbe Detrag der von auBen einieleiteten, bzw. 
iiach auBen in der Zeiteinlieit abgegebeneri Energie L e ~ t f à l l e n . ~ ~  Der in  
Rede stehende und die beiden niichsten Paragraphen enthalten mehrwe dem 
Rcfarenten unvcrstiindliche mathematischo Ableitungen, dio schliefllich zu 
folgenden in 5 5 9 und 19 an Reispielen ausgeführten Resultaten führen: 
Die Stromfunktion i n  einem okonomisch arbeitenden Kreiselrade hat  die 
Borm r 2 z =  konst: die Schaufcln inüssen Zylinderflichen niit Eraeugeriden 
~ a r a l l e l  zur Drehachse und von solchen im Ein- und Austritt des Wassers 
begrenzt sein; die Geschwindigkeitskomponente tu, senkrecht zur  Meridian- 
ebene ist eine Funktion von r allein. 

Diesen IIauptergebnissen der L o r e n z  schen Theorie gegenüber hat  
Heferent seinen Shridpunkt bereiis anderw%rtsl) dargelegt: Die genannten 
Einschriinkungen für die Bewegungsforrn sind v d l i g  willkürlich; wie imrner 
man die Schaufelfliichen und die Profile der Radkranze gestalten mag, immer 
ist eine Bewegung moglich, welche den Eule rschen  Gleichungen genügt; 
durch geeignete Wahl der Ein- oder -4ustrittskante l5Bt sich dann der 
L o r e  n z schen E'orderung gleichen Xnergieumsatzes aller Wasserfaden - 
deren Berechtigung erst nachzuweisen w&re - Genüge tun ;  die Bedingung, 
daB der Energieaustausch in gleichen Lciten, erfolgen soll, is t  bei dem 
Loren  x schen Resultat nicht, erfiillt. 

Auf die ,,Arialr%derLL, also solche, durch die das Wasser wesentlich 
parallel zur Achse hindurchstrornt, kann der Verfasser seiue Sheorie nur 
,,naherungçweiseL' anwenden (III. Kapitel). Pür die in  8 15 entwickelte 
,,Theorie und Berechnuug der SchraubengehliiseLL ist es bezeichncnd, daB die 
hier als Forderflüssigkeit in Betracht kommende atmospharische T,ilft. als 
inkolîzpressibel in  Rechnung gestellt wird. Bei der Untersuchung der 
Schiffspropeller ( 5  $ 16-18) stellt sich der Veriàsser die Aufgabe, die 
Rlder so zu formen, daB eiii anniihernd gleicher Energiumesatz für alle 

1) Physikalische Zeitschrift 1907, S. 314. Daselbst ist auch eine Kritik der 
,,Zwangsbeschleunigung" gegeben. 
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Flüssigkeitselemente erreicht wird. Dabei gelangt er (u. zw. wieder durch 
ganz unkhre  Itechnungen) zu der Bedingung, daB sowohl die Achsial- 
komponente der Ges~hwindigkeit als aiich das Produkt w,r nur von z 
abhiingcn dürfen. Folgerungen aus dieser Auffassung, für  welche das ohen 
bczüglich der Radialrlider Gesagte unverandert gilt, sind von berufener') 
Seite widerlegt worden. SchlieBlich wird ( 5  20) für die Axial- 
Dampfturbine unter der Annahme einer adiabatischen Zustands%nderung des 
Dampfes eine Untersuchung gebracht, die kaum an das heranreicht, was 
cino sachgemaBe Stromfadentheorie auf diesem Gcbiete heute lcistet. 

An das Erseheinen des vorliegenden Buches ha t  sich in Fachkreisen 
eine lebhafte Diskussion2) geknüpft, die sich vornehmlich gegen die 
Richtigkeit der von L O r e riz für die Praxis gezogenen SçhluBfolgerungen 
wondet. E s  ist  vielleicht im Interesse der Entwicklung der wissenschaft- 
lichen Technik sehr zu bedauern, daB das Vertranen der Praktiker zii  den 
mit hoheren mathematischen IIilfsmitteln arbeitenden theoretischen Unter- 
suchungen bei der hier geschilderten Sachlage nur leiden konnte. 

Wien, zu Pfingsten 1907 .  MISES. 

1 .  F. Kühne~i und Ph. k'urt~iingler. B e s t i m m u n g  dor abso lu ten  
GrGBe d e r  S c h w e r k r a f t  z u  P o t s d a m  mit Revers ionspende ln .  1Ter6ff. 
d. K. preuB. geod. Iust. Neue E'olge Nr. 2 7 .  4'. XVI u. 390 S. P. Stan- 
kiewicz, Berlin, 1906 .  

2. A. Borsch. L o t a b w e i c h u n g e n .  Heft III. Veroff. d. K. prcu8. geod. 
Tnst. N. F. Nr. 28. 4O. VI  11. 164 S. P. Stankiewicz, Berlin, 1906 .  

3. Th. Albrecht. B e s t i m m u n g  d e r  Langendi f fe renz  Potsdam-Brocken  
im J a h r e  1906. - V e r s u c h e  ü b e r  d i e  A n w e n d b a r k e i t  d e r  d rah t -  
l o s e n  T e l e g r a p h i e  b e i  L i ingenbes t immungen .  Veroff. d. K. preuB. 
geod. Inst. N. F .  Nr. 31. 4'. 6 2  S. P. Stankiewicz, Berlin, 1907. 

4. 0. Hecker. B e o b a c h t u n g e n  a n  H o r i z o n t a l p e n d e l n  ü b e r  d i e  Defor- 
m a t i o n  d e s  E r d k o r p e r s  u n t e r  d e m  EinfluB v o n  S o n n e  u n d  Mond. 
Veroff. d. K. preuB. geod. Inst. N. F. Nr. 32. 8'. IV u. 95 S. P. Stan- 
kiewicz, Berlin, 1907 .  
1. Die umfangrriche Arbeit der Herren K i i h n e n  und F u r t w a n g l e r  

erstreckt sich über die Zeit von 1 8 9 8  Aug. Y.  bis 1 9 0 4  X a i  9. Anregung 
hierzu gab der Umstand, da8 Herr H e l m e r t  zwischen den Ergebnissen eines 
Sckundcn- und eintx Halbsckundenpendels auffallend groBc Cnterschiede fand, 
zu drren weiterer Aufklarung er diese Beobachtungsreihe veranlaBte. 

Das P r i n ~ i p  des lleversionspendels beruht auf der von H u y  g e n s  er- 
kannten Reziprozitat von Drehpunkt und Schwingungsmittelpunkt eines Pendels. 
Zu der neuen Potsdamer Bestimmung der absoluten Schwerkraft standen 5 
verschiedene Reversionspendel zur Verfiigung: ein Sekundenpendel des ,geodii- 
tischen Instituts,  ein italienisches, zwei osterreichische Pende1 und ein Halb- 
sekundenpendel. Die ganze Reihe zerfallt in zwoi Abschnittc; wahrend des 
ersten lie0 man die Pendel mit Schneiden auf ebener Grundlage schwingen, 

1) Giimbel  in Z. d. Ver. deutscher Ing. 1907, S. h86. 
2) Vgl. fast samtliche Hefte des Jahrganges 1907, .,Zeitschr. f. d. ges. 

Turbinenwescn". 
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und zulct.zt mit ebcncn Flachen au€ feststehendcr Schncidc. Der Elimination 
und Bestimmung der xahlreichen einem genaueu Resultat entgegenwirkenden 
Fehler haben die Verf. groBe Sorgfalt zugewandt, insbesondere aber die Lliegung 
der Pendel, eine bisher noch nic:ht berücksichtigte Fehlerquelle studiert. Als 
SchluBergebnis, gültig für f 52O 22:86 geographische Ureite und 13' 4:06 
Ilange Ost Greenwich, kommt heraus: 

Lünge des einfachen Seku.1~dely7endcls = 9 9 4,239 + 0,003 inrn 

und Besc7~1rz~nigu~q dcr Schzc;~rkraft = 981,2 74 + 0,003 cm - sek.- 

Rus der Vergleichung mit andercn absoliitcn Schwcrkmftsbestimmungen 
peht herror, daB die hier vorliegende Konstante iinter allen die h o c b t e  innere 
Genauigkeit besitzt; es standen freilich auch die besten IIilfsmittel unter den 
günstigsteu iiuiàereu Bedingiingen zu Gebote. 

Da die Verf. ihre Operationen susführlich beschreiben und begründen, such 
auf Theorie und Praxis der Apparate eingehen, wird der Band noch für jene 
von besonderem Wert, die sich in derartige Untersuchungen einarbeiten wollen. 

2. Das von Herrn B o r s c h  bearbeitete astronornisch-geodiitische Netz 
1. Ordnung dehnt sich wesentlich nordlich vom 52. Brcitcngrad von Memel- 
Goldappcrbcrg im Osten bis Bonn-Ubagsbcrg im Westcn aus; nach Korden 
reicht es bis Knivsberg-Kopenha,gen und entsendet eine Tinie noch hina.uf 
bis in  die Niihe von Skagen. Von den 2 8  Netzpunkten sind 1 5  L a p l a c e s c h e  
Punkte, in denen Breitc, Lange uud Azimut astronomisch beobachtet w urde, 
wahrend zu drei Punkten astronomische Beobachtungen überhaupt nicht ge- 
h6rcn. Den Heuptteil der Publikation macht die strcnge Berechnung der geo- 
datischen Tjiriien und die Ausgleichung der p-oBen norddeutschen Polygone 
aus. Den vorlaufigen Ergebnissen, deren Grundzüge seit langem bekannt sind, 
laBt sich folgendes entneliuien. X i t  Kaueriberg bei Berlin als Rullpuukt und 
B e s s e l s  Erdgestalt als Referenzellipsoid bewegen sich die Lotabweichungen 
zwischen den extremcn Werten - 8" und + 8" in Breite und - 1 ~ "  und 
+ 2" in IAnge. Kin einfachrr Gang mit der geographischen Lage ist nicht 
ohne weiteres ersichtlich. Der h e r g a n g  auf die neueren Elemente nach 
H e l m  e r  t aridert am Werteverlauf nicht viel. 

3. Trotzdem der Brocken schon 1874 in Lrngc mit Leipzig und Gottingen 
verbunden worden war ,  haben die Herren v. F l o t o w ,  S c h w e y d a r  und 
W a n  a c h 1 9 0 6  eine Bestimmung gegen Potsdam hinzngefiigt, i n  zweifacher 
Absicht. Einmal wollte man den bei der Ausgleichung des zentraleuropaischen 
Liingennetzes fur den Brocken gefuudenen Widerspruch von 0:10 aufklaren 
und sodann au£ dieser Linie die Brauchbitrkeit der Funkentelegraphie im 
groBen erproben. Der crste Tcil der Aufgabc wurde durch die übliche elck- 
t,rische T,%ngenbest,ininiiing erledigt, deren Methode in d l e n  Einzelheiten bei 
vielen ahnlichenunternehmungen Tom geodiitischen Iustitut ausgearbeitet wurde, 
und f%r die in  Ausführung und Ver6Fentliehung ein festes, bewiihrtes Schema 
sich gebildet hat. Bei mehreren Gelegenheiten deutete diese Zeitschrift die 
Opcrationen i m  UmriB ail, so da0 die &Iit,tcilung des Resultats genügen mag: 

B~oc7cnz, trigonometriscl~er Pudct, toestlich Zorn Turm d m  geodiiiischcn Ifi- 
stituts i n  Potsdum grn4'1:706 mittl. Fehlcr: f OP013. 1 5  Abende. 

Stromzeit für die 230  km lange Leitung Potsdam-Brocken = 01010. 
Die Funkensignale gab die Station Kauen der Gesellsçhaft für drahtlose 

Telegraphie, 3 2  km von Potsdam und 283 km vom Brocken entfernt. Die 
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Bergleicliucg der drahtlosen Signale mit den auf gewohlicliem Wege durch 
die oberirdische Leitung erhaltencn lchrt nun unzwcideutig die Ebenbürtigkeit 
heider Nethoden. Die Versnche ergaben bei verschiedenen Stromintensitiit,en, 
bei voller, halber, viertel Energie der ausgesendeten elektrischen Wellen iden- 
tische Uhrdiffersnzen, wenigstens weit innerhalb der Lei einer Langenbe- 
stirnmnng crrcichbaren Genauigkeit. Einc hohc Bedeutung kommt demnach 
der Funkentelegraphie in Landern mit spiirlichem Telegmphennetz zu, oder 
auch dxnn, wenn es sich darum handelt, auf einem beschriinkten Gebiete eine 
gr6Bcre Anzahl von L~ngeribestimmungen auszuführen. 

4. Ein über das geodiitische hinausreichendes Interesse besitzt die vierte 
Ahhandlwg;  Herr H e c k e r  untersiicht hier die Deformation des Erdkorpers 
unter  [lem EinfluB der Attraktion von Sonne und Nond. Zur Reobachtung 
diescr Wirkungen diente von Dez. 1 9 0 2  bis April 1 9 0 5  ein Pendelapparat 
nach v. Rebeur-Paschwitz, dessen beide Horizontalpendel nach NE und NW 
orientiert waren. Seine Bufstellung fand das Instrument in einer 2 3  rn unter 
der Erdobcrfliiche gelegenen Rrunnenkammer, die es der durch die Sonnen- 
strahlung hervorgerufenen tiiglichen Periodc nach Sloglichkeit entzog. Zur 
Aiifzeichnung sûllten also im wesentlichen wahre Bewegurigen des Lotes ge- 
langen, nur mehï verursacht durch die Anzichung der beiden Himmclsk6rper. 
Sic:htsdestoweniger blieb die Xessung der Gravitation der Sonne auf die Hori- 
zontalpendelbewegung mit Scliwierigkeiten und Unsicherheiten verkniipft, 
wiihi-end die doppelt so groBe Mondwirkung mit vie1 gr&rer Genauigkeit und 
Unzwcidcntigkcit unter Anwendung der aiich für die Gezeitcn verwcrteteu 
harmonischen Analyse sich ableiten lieB. Es stellt sich so der Koeffizient der 
Lohblenkung  durch d m  Mond zu 0y006, ùurch die Sonne zu 0':003 heraus. 
Dagegen führb die Rechnung bei Annahme absoluter Starrheit auf die Werte 
0:009 beim Mond und Or:004 bei der Sonne. Ware anderseits der Erdkorper 
vollig elastisch, 50 müBten die Horizontalpendel natürlich in Ruhe bleiben. 
Die Beobachtungen lehren a h ,  daB der feste ErdkOrper zwar etwas nachgibt, 
aber doch seiner Deformation einen groBen Widerstand entgegensetzt; denn 
die Lotablenkung macht immerhin noch Y/j der für  den starrcn Erdkorper gül- 
tigen a m .  Da0 riicht etwa Ebbe und Flut  der Nordsee einen das Ergebnis 
gefiihrdenden EinfluB geminnen konnen, zeigt der Verf. durch eine Ilarlegung 
der Flut-  und Str61nungsvorgKnge. Das Resultat der Untersuchung 1aHt sich 
demnach daliin aussprcchen, daB der Erdkiirper sich ungcfahr ebenso verliiilt, 
wie eine gleich groBe Kugel aus Stahl. 

StraBburg i. E. -- WIRTZ. 

31. Kobold. D e r  B a u  d e s  F i x s t e r n s y s t e m s  mit b e s o n d e r e r  Berück-  
s i c h t i g u n g  d e r  p h o t o m e t r i s c h e n  Resu l ta te .  Mit 1 9  Abbild. und 
:3 Tafeln. Sammlurig ,,Die WissenschaftLLl 11 .  EIeft. 8'. S I  u. 256 S. 
Braunschwcig 1906,  F. Vieweg. 6.50 ,il. 

Ilem Stiidiilm der Rewegungen in unserem engeren Sonnensystem waren 
die Anfange astrononiischen Forschens geaidmet; es gipt'elt und endet in 
L a p l a c e  und GauB.  K o p e r n i k u s  erst hatte die Bahn frei gemacht mm 
Universum. Denn da  er der Erdbahn eine für  seine Zeitgenossen gewaltige 
Ausdehnung erteilte, muBte die Fixsternwelt, die i n  Ruhe blieb, ins Cnge- 
niessene sich erstrecken. Der Hirrinielskunde erwuchs die Aufgabe, den Ban 
dieses neu erschlosscnen Weltalls aufzukl~ren,  nachdern sie gelehrt hatte, die 
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Vorgiinge iin Sorinensystem auf die einfachsten Gesetze zu reduzieren. - Das 
erste zusammenfassende Lehrbuch über diesen Zweig, das Wege und Ziele gleich 
gründlich erortert, legt Herr K o b o l d  vor, der srlbst in einer Frage des be- 
handelten Gebietes entscheidend gewirkt hat. 

Der Einleitung, d ~ e  im UrnriW die Liistorische Nntwickelung von K o p  e r  - 
n i k u s  bis H e r s c h e l  andoutet, folgt der erste Abschnitt : lnstrumente und 
Bcobachtungsinethoden ; er boschreibt die Apparate , insbesondere die Photo- 
meterkonst,rukt,ionen, und ihre Anwendiing, und legt für die nicht unmittelbar 
an die Instrumente geknüpfte weitere ~erarhei tuug-die  niathematischen Grund- 
lagen. Unter den ,,Einzelresultaten" des zweiten Abschnitts seien jene heraus- 
gehoben, die schon jetzt z u  ziemlich sicheren Schliissen führen. Den spek~ro-  
skopischen Durchmusterungen gemiiB gehort mehr als die Hiilfte aller Sterne 
ziim 1. Spektraltypus (Siriussterne), etwa '/, min II.  Typus (Sonnensterne) 
und nur 6 zum I I I .  Typus (rote Sterne). Ferner verteilcn sich Sirius- und 
Sonnensterne gleicliforniig über den Hinirnel, wahrend die roten Sterne (111), 
die Heliumsterne (Ib) ,  die Wolf-Rayet-Sterne ( I Ih )  eine wachsende Verdich- 
tung zur XilchstraBe verraten. Die am besten fiindierten Schlüsse ermoglichte 
jedoch das Stiidium der Eigenbewegungen, die man sich aus zwei Teilen zu- 
sammengesetzt zu denken Lat. Einmal spiegelt sich darin die Bem-cgung der 
Sonne irn Weltraurii, die sog. parallüktisçlie Hewegung, und hinzii i r i t t  die 
Spezialbewegung jedes Sterns. hIacht man Annahmen über letztere, so kann 
man die erstere ermitteln. Am nachsten liegt die Hypothese der Regellasig- 
keit dcr Spezialbewegungen; sie führt, mag  man nun die Winkelb~wejiurigen 
oder die spektrographisch gewonnenen Bewegungen in1 Visionsradius zur 
Unterlage nehmen, zu dom bei :illeu Autoreri übereinstimmeriden R c d t a t ,  
daB die Sonnenbewegung auf einen Pimkt ziele i n  270" Rektaszension und 
+ 30° Deklination, den d r g e l a n d e r s c h e r i  Apex der Sonnenbahn, in  der 
Xahe des Sternes 6 TTerciilis. h i  tiefkrem Eingehen zeigen sich indes trotz 
der guten Überein~tinirnun~ Schwiei-igkeiten, die zu dem Schlusse Ur%ngen, 
daB die Spez ia lbewcgunp  nicht regellos verlaufeu. Will mari weiter korurueu, 
so muB man die Eigenbewegungen selbst studieren und zu dem Zwecke be- 
diente sich der Veif der schon von B r s s e l  vorgrschlagcnen graphischen Auf- 
aeichnunp der Pole der EB. Die rechnerische 1)iskussion führte zu dern E r -  - 
gebiiis, da0 unter den Bpe~i~lhewegungen z a e i  Richtungen vorherrschen, beide 
mit der Sonne parallel, die eine ihr gleichgerichtet, die andere entgegengesetzt, 
und in versohiedenen Tcilcn des Himmcls verschieden gerriischt. Eine weitere 
groBe Grnppe durchdringt scnkrecht die Ehene der NilchstraBe. Fiir die 
Sorineribewegung gcwinnt men den Zielpunkt in AR. 270°, Decl. 0°, nicht weit 
von dem Stern 'il Serpentis i n  der MilchçtraUe. 

Sicht  minder bedeutsame Aushlicke lieferri die Steruzahluugeu und die 
hieraus flieBcnclen Sterndichtigkeiten in den verschiedenen Himmelsgegenden. 
Da eeigt sich zun%chst, daB die hellen Sterne einen gegen die MilchstraBe ge- 
neigten Gürtel im groWten Iireise (Qoiil ci scher Kreis) hilden, dessen Erk1:irung 
man darin sucht, daB die Sonne nicht fern der Xitte eines aus etwa 400 Sternen 
hestehenden Hauleris von abgeplatteter Gestalt steht. Dagegen schlieBen si& 
die schwacheren Sterne mit abnehinender Helligkeit immer enger an die hlilch- 
straBc an. Diese Erscheinungen führen in Verbindung mit dem unglcichforinigen 
Anblick zii dem Schlusso, da0 wii- in ihr eine spiralfijrmige dnordnung der 
Xaterie vor uns haben. Nach dem Rilde des Sçhwan zu liegt der Kern der 
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Spirale; von ihm aus laufen mehrere Zweige, deren einer die Sonne fast iim- 
schlieBt. In  den entt'ernteren Teilen der Spirale herrschen die heiBeren und 
gasftrmigen Sterne vor, die dem Kern riaheu gleichen physikalisch der Sourie. 
Die Analogien, denen man im Itaiim begegnet, wie Andromeda- und Jagdhund- 
,,Nebel'', erleichtern diesen SchluB. - 

Das nach der Art  seines Aufiaues spannend - sit venia verbo - ge- 
schriebene Buch wird dem dstronomen bald unentbehrlich werden. Abgesehen 
davon, da6 es ein üebiet vortragt, das noch nicht eiserner Bestand der Lehr- 
bücher geworden, prüft es kritisch das Erreichtc, deckt die Lücken auf und 
rcgt zii weitereii Arbeiten a,n. 

Strafiburg i. E. WIRTZ. 

F. Nus1 et J. J. Fric. Deuxième é t u d e  sur l 'apparei l  c i rcumzénithal .  
Bull. internat. de l'acad. des sciences de  Bohême, 1906 .  8'. 43 S. Prag 1906. 

c b e r  das Zirkumzenital der beiden Verf. wurde schon Bd. 50, S. 157  
dieser Ztschr. berichtet. Hier hleibt nur hinzuzufügen, daB einige instrumen- 
telle Verbesserungen angebracht sind, die das Wesen der Sache nicht berühren. 
So habeu die Urheber in  erster Linie das Prisma Tor dem Objektiv durch ein 
gekreuztes Spiegelpaar ersetzt und dadurch Fehlerquellen ausgeschaltet, die 
die 1Jnveranderlichkeit der Hnhe gefahrdeten. Die zahlreichen, eingehend dis- 
kutierten neuen Beobachtungen zeigen neben bcfriedigend kleinen zufalligen 
Fehlern konstante systematische Pehler, die vom Azimut abhüngen. Ferner 
stellte sich heraus, daB der Winkel der Kreuzspiegel im Laufe der Zeit und 
mit der Temperatur regelmtiBige àoderungen erlitt ,  die die Verf. durch eine 
Montierung aus Nickelstalil wirksam zu vemngern hoffen. 

Trotz der Anerkennung, die die rriechanisch geschickte Anordnung und 
Ausführung des Instrumentes verdient, liegt kein Anlai3 vor, die a. a. O. be- 
griindet,e Ansicht zu andern. 

StraBburg i. E. 
- 

WIRTZ. 
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Zur Keplerschen Bewegung. Von M. TOLLE. 

Zur Keplerschen Bewegung. 

Von Professor M. TOLLE in Karlsruhe. 

Im 44. Bande dieser Zeitschrift hat IIerr L i e b m a n n  auf Seite 333 
unter der Uberschrift: ,,Einfaches Beispiel eines Punktsystems, das bei 
seiner Bewegung einer nicht holonomeri Redingung unterworfen ist" 
den Satx abgeleitet: Wenn der Pzcn7îl B der nicht holorzomen Bedinyzmg 
unleruorfin isl, da/3 er sich immer senkreçkt gege?l die VerDirzdunyslinie 
mil A bewegt, so fuhrt B relativ yegen A eirze Zenlralbeweguwj uus, 
genuu uls ob A den Punkt nach dem A'ezctonschbn Gesetz anzüge. 

Der Satz ist in dieser allgemeinen Fassung unrichtig. C m  dies 
einzusehen, braucht man sich nur vorzusteilen, Punkt A sei in Ruhe, 
B bewege sich auf einer Kugelflache um A, dann bewegt sich B stets 
senkrecht zu AB, trotzdem wird je nach der 13ahn und der Ge- 
schmindigkeit von B dessen Beschleunigung eine ganz beliebige 
Richtung und Gr6Be haben konnen. 

Schon die Folgerungen, die Bd. 44, Seite 356 aus der Grund- 
bedingung: 

O=(.~,-x,)~x, + ( y , - ? / l ) S ? / ,  + ( z , - ~ , ) 3 2 ,  

gezogcn sind, lassen sich nicht sRmtlich daraus ziehcn; vor ailcm folgt 
aus diescr Gleichung nicht 

xi = O; y; = O; 2;' = O, 

und es darf deshalb nicht heiBen: ,,A bewegt sich also gradlinig mit 
konstanter Geshwindigkeit". Vielmehr ergeben sich erst aus der 
weiteren Anmhme, daB siah A geradlinig gleichformig bewegt, daB 
also iC; = O ;  y; = O und 21 = O ist, die drei Gleichungen auf Seite 336: 
x; - rZ (x2 - x,); y; = Â (y, - y,) und 4' = L ( zZ  - z,), aus denen Herr 
L i e b m a n n  (mit Herrn Voss)  weiterhin folgert, daB ,,B relativ gegen 

-- 

A eine Zentralbewegung ausführt, so als ob die Kraft J. i~" 7' + f2  

in der Richtung der Verbindungslinie wirkte. B bleibt also iriizner 
Zeitachrift f .  Matheinatik u Physik. 56 Dan '. 1908. Heft  2. 8 
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relativ zu A in einer Ebene uud in dieser Ebene gilt der Fli~hensatz '~.  
Aber auch diese SchluBfolgerung ist unrichtig, wie man sich sofort an 

folgendem Beispiel klar maehen kann: A bewege aich geradlinig gleiçh- 
ftirmig, B bleibe auf einem Kreise mit A als Mittelpunkt, dessen Ebene 
stets reehtwinklig zur geraden Bahn von A steht, alsdann bewegt sich 
B bestiindig r e c h t ~ i n k l i ~  zum Halbmesser AB. Beide Voraussetzungen 
für  die Gültigkeit der Qleichungen X; = Â (x, - x,); y; = Â (y, - y,); ' 

zi = i. (2, - 2,)  sind also erfüllt und trotzdern kann je nach der Ge- 
achwindigkeit, mit welcher sich B in dern Kreise um A bewegt, die 
Beschleunigung eine ganz verschiedene Richtung haben, sie braucht 
keineswegs nach A gerichtet zu sein. 

Offenbar sind also noch weitere Bedingiingen zu erfüllen, wenn 
der S a h  richtig sein soll. Ich will mich darauf beschriinken, diejenige 
Bewegung zu kennzeichnen, die in der Tat sicher eine Zentralbewegung 
als Relativbewegung von B gegen A liefert, und zwar eine solche, als 
ob A den Punkt B nach dem Newtonschen Gesetz anztige. DaB dam 
diese Bewegung in der Tat die einzige ist, welche die letztgenannte 
Bedingung erfüllt, wird man unschwer aus der Entwicklung einaehen. 
Icli wiirde nicht auf den Satz von Herrn L i e b m a n n  zurückgekommen 
sein, wenn nicht darin eine auflerordentlich anschauliche und elementar 
bequem zu verwertende Eigenschaft der nach dem Newtonschen An- 
ziehungsgesetz erfolgenden Zentralbewegung enthalten ware, die ich 
nachstehend zcigen und benutzen merde. 

II. 

Wir  betrachten folgende einfache Bewegung: Ein l't->zlnlit P 1~at in 
jedeln AugenFlick zur  Gescitzuintiigkeit die geonzetriscl~e Szonme tweier 
Gescl~windzylx i ten va zcnd v,; diese Oeirlen K o n y o n e n t e n  sind der Grope 
nach konstunt;  v, hat au/3erdax stets die gleiche R i c h t m g ,  wiihrend v a  
bestandig ZIA d e m  von  einern [esten PiinSte O nach  P gezogenen Fahr- 
strald r recktwinldiy steht und in derselben 8 b e n e  bleibt, in der auch a, 
geleyiyen ist .  Der Punkt 1' bewegt sich also in einer Ebene. 

1) Dreht sich der Fahrstrahl r um dcn unendlich kleinen Winkel dv, 
sa orfàhrt v eine Andermg gleich der geometrischen Surnrne der 
Andermg ihrer beiden Komponenten v, und v,. Da tic nach Richtung 
und Grtifle konstant bleibt und a, sich nur der Kichtung nnch iindert) 
sich namlich, a e i l  stets rechtwinklig zu r ,  um den Winkel d q  dreht, 
ao ist die gesamte Geschaindigkeitsiinderung von u recl/twin7dig zu va, 
d. h. nach O gerichtet, und von der GroBe va. dy.  Die Beschleunigung b 
des Punktes P ist folglich bestandig nach O gerichtet, die Bewegung 
Ëst eine Zent~albezueyung u j n  O. 
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2) Die GvoBe der Beschleunigtcl~gg findet sich aus der Geschwindig- 
keitsanderung u,drp zu 

b = f l * .  
" d t  

Bei jeder Zentralbewegung ist bekanntlich die Fliichengeschwindig- 
keit konstant. Setzen wir die doppelte Flachengesch~vindigkeit = cf, 
so gilt für jede Zeritralbewegung, also aucb hier 

Hier war nun die Beschleunigung 

mithiri i a t  hier 

d. h. bei unserer Bewegung ist die Beschleunigung dcm Quadrate des 
Fahrstrahles r umgekehrt proportional, wir haben eine Bcwegung nach  
d e ~ n  Xcwtonschcn Ansielmngsgesets. 

3) Um die Gleiclzung der Bahnlinie zu bestimmen, wahlen wir die 
Senkrechte zur Richtung von v, durch O als Abszissenachse. Für die 

resultierende Geschwindigkeit v und ihre Komponent,en gilt dann nach 
dem Mornentensatz für den Momentenpunkt O die Gleichung: 

vh. ist identisch mit der doppelten Plachengeschwindigkeit cf, folglich 

Cf = vav f v,r COS fp 
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oder 

Zur Keplerschen Bewegung. 

Dies i d  die Polargleichung eines Kegclschnitts mit O als Brennpunlit, 
mit dem Parameter : 

und der numerischen Exzentrizitiit: 

Die groBe Achse des Kegelsclinitts stelit zu v, rechtwinklig. 

Fig e. 4) Der ~ o ~ o ~ ~ r a ~ h  der Kepler- - schen Bewegung ist somit, da v die 
geometrische Summe von v, und sa 
ist, v, konstante Gr6Be und Rich 
tung, vu konstante GrBBe hat, ein 

\ Kreis (siehe Fig. 2) mit dem Halb- 
messer va, in dem der Anfangspunkt 
0' der Geschwindigkeiten v von dem / Kreismittelpunht uin die Streeke v, 
entfernt liegt. (va ist hierin stets 
rechtwinklig zum Fahrstrahl r.) 

21 - 

---- bi sich 5) bei Uin beliebig zu gegebener entscheiden, Anfangs warin 

lage des Punktcs P, vorgeschriebener Geschwindigkeit v und vor 
geschriebener Beschleunigi~ng O eine Ellipse, Hyperhel oder Parahel 
ergibt, beachten wir, daB der Kegelschnitt 

eine Ellipse wird, wenn E < 1 d. h .  wenn < 1 oder uc - va < O 
va 

ist. In  dern Geschwindigkeitsdreieck (Fig. 3) sei der Winkel zwischeu 
v und vu = y, dann ist 

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



Von M. TOLLE. 117 

h Da y auch der Winkel zwischen h und r ist, so wird cos y = - 
r '  

v h  
oder va - u cos y = a,. - v ,  - Ferner war 

V C 
b = -1 oder v c = br2, 

rS a l 

folglich ist 
bre 

~ G , V C O S  y =  2 = 2 b r ,  

somit 
v 2  , - v 3  . - v 2 - 2 b r .  - 

Der Kegelschnitt wird alsn 

eine Ellipse, wenn v2 - 2 b r  < O d. h. v < 
,, Hpperhel ,, v" 2hr  > 0 ,, v > igb7 

und ,, Parabel ,, v2 - 2 b r  = 0 ,, v = 1/2br ist. 

6) Zum Schlusse werde noch dio Um- mg. 3. 

laufdauer T für eine elliptische Bahn he- -_ d----- 
rechnet. Mit der doppelten Flichengeschwin- 
digkeit cf findet sich die ganze Eilipsenflache 

Z A B  = f T oder T = 
2nAB 

2 Cf 

v C 
Nun war b = " '. nenrit man die Re- 

re  ' 

Cf b,, so ist b, = b r 2 ,  hiermit also cf . va = b,. Berner war -- = p ;  mithin 
va 

ist c j  = b, . p oder die doppelte Flachengeschwintligkeit cf = % 
Folglich 

2nAB 2szAB T = - = - 
B - PZ+ V ~ P  ,/K* b 1 

1st der Kegelschnitt d u x h  p und E gegeben und auBerdem die Be- 
schleunipng b, f ü r  den Abstand l bekannt, so finden sich mit der 
doppelten Flichengeschwindigkeit 

c, - i b T  

die Geschwindigkeitcn unserer Bewegung 

und 
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Im Vorstehenden habe ich dargetan, wie einfach und anschaulich 
sich die Keplersche Bewegung behandeln la&, wenn man von den 
beiden konstanten Geschwindigkeitskomponenten 1;, (senkrecht zum 
Fahrstrahle r )  und v, (mit gleichbleibender Richtung) ausgeht. 

III. 

Zur Richtigstelliing des von Herrn Tl i e hm a n n  ausgesprochmen 
Satzes diene nachfolgende Betrachtung. 

Einer Zentralbewegung, wie oben beschrieben, mit dem festen 
Zentrum A und dem beweglichen Punkte B (um wieder die Be- 
zeichnungen des Herrn L i e b m a n n  zu gebrauchen) entsprechend den 
beiden Geschwindigkeitskomponenten va (der GroBe nach konstant und 
senkrecht zu AB) und v, (der Gr6Be und Richtung nach unverinderlich) 
erteilen wir die zus~tzliche Pardielbewegurig mit der Geschwiudigkeit 
- v,; d a m  hat aloo Punkt A eine geradlinige gleichformige Bewegung 
(in der Ebene der Zentralbewegung) und Punkt B eine Bewegung mit 
der 7constade.n absoluten Geschwindigkeit va stets rechtwinklig zum Fahr- 
strahl AB, wiihrend die Relativbewegiing von B xu A ungeKndei.t 
(d. h. eine Zentralbewegung) bleibt. Geben a i r  weiter noch den1 
System eine zusitzliche Geschwindigkeit v, rechtminklig zur Ebene 
der R'elativbewegung von B gegen A, so erhiilt Punkt A eine kon- 
stante Geschwindigkeit va, welche die geometrische Summe von - v, 
und v, ist, und Punkt B eine konstaute Geschwindigkeit WB = der geo- 
metrischen Summe von va und v,, die offenbar, weil ihre unverander- 
lichen Komponeriteri v, und v, stets rechtwiriklig zu r stehen, e,beu- 
Falls bestiindig rechtwinklig zum Pahrstrahle r geriçhtet ist und mit 
der Ebene der Belativzentralbewegung einen konstanten Winkel bildet. 
Eine zuslitzliche Geschwindigkeit, die eine veriindcrliche Komponente 
senkrecht, xur Ebene der Rdativbewegung lieferte, würde eine senkrecht 
zu r stehende Beschleunigung voraussetzen, also nicht mehr eine re- 
lative Zentralbewegung zulassen. Wir  bekommen somit folgenden Satz: 

Ueweyt sich ein Pudit A ycratlliïziy yleichformiy und hat ein 
Ptmkt B skts eine Geschzvindigfxit von konstanter Grofic, die rechtu;inl~lzg 
zur Verbindun,plinZe A B  steltt und so gcvichtet bleibt, dah die T7er- 
bittdungsiinie der Endpunkte der Geschwindi~glieiten von A ufid 11 be- 
standig einer unbe~eglichen Ebene E,  die irgend einer der Lagen (les 
Fa1~rstral~Ze.s AB parailel ist, paralle1 Oleibt, so bescheibt Punkt B relativ 
gegen. A eine Zewtralbewegung zn einer zu der unbezt:eylid~en E parallelen 
Ebene so, als ob A den Pudt  nach drm A7ezr.lonschen Gesetz anzo,yye. 
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Über Spannungsverteilungen in Balken aus Eisenbeton. 
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Einleitung. 

Im Folgenden sollen keirie auf die unmittelbaren Bedürfnisse der 
ausübenden Technik zugeschnittenen, allgemeinen Rechnungsregeln für 
Balken aus Eisenbeton (armiertein Beton) aufgestellt werden. Unser 
Interesse ist vieluiehr ein theoretisches; wir wollen - in den haupt- 
siichlich vorkornmenden Belastungsfiilleri - die merkwürdige Wirkungs- 
weise des Eisenbetons auf Grund der theoretischen Elastixitiitslehre ver- 
stehen lernen, indern wir versuchen, die elastischen Differentialgleichungen 
unter den jemeilig entspreühenden Randbedingungen zu integrieren und 
zwar bis zu konkreten, zuhlenmü/3kpz Ergebnissen hin. Wer sich 
jemals mit liandwertaufgaben beschiiftigt hat, wird von vornherein 
überzeugt sein, da5 dieses Xie1 im allgemeinen jedenfalls nur d a m  er- 
reichbar sein wird, wenn der Eisenbetonbalken in zienilich einfacher 
Weise aus seinen Grundbestandteilen Eisen und Beton zusammengesetzt 
ist. Anf die rerwiclrelten Verhiltnisse, wie sie in Wirklichkeit hiiufig 
vorliegen, sind olso im augemeinen unsere Ergebnisse hochstens quali- 
tativ anwendbar. Dafiir haben unsere Untersuchungen den Vorzug, 
von sonst üblichen, aber willkürlichen Annahmen - von der Art 
z. B., daB gewisse ebene Querschnitte des Balkens bei der Formanderung 
eben bleiben - giinzlich frei zu sein; Annahmen, zn daren Einführung 
man anderseits einfach gezwungen ist, wenn man den verwickelten Vcr- 
haltnissen der Wirklichkeit überhaupt beikommen will. 
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Uber die physikalische Natnr des Eisenbetons bilden wir uns die 
folgenden - idealen - Vorstellungen: Wir fassen den Beton auf als 
einen elastischen Korper, der bei nicht zu groBer Inanspruchnahme 
deui (Ho O ke  schen) Gesetze vom liriearen Zusammenhange zwischen 
Spannung und FormRnderung gehorcht und nehmen ferner an, daB an 
den Berührungsstellen zwischen Eisen und Beton bei nicht zu groBer 
Inanspruchnahme beide Materialien aneinander Aaften. 

So bekomnien wir in einer Reihe von Belastungsfallen schlieBlich 
die Rame Spannurigsverteilung heraus, wie sie in eiuern Eisenbeton- 
balken herrscht und indein wir diese nun mit der Spannungsverteilung 
vergleichen, welche bei glcicher Belastung in einem ausschlicBlich au8 
Beton bestehenden Balken herrschen würde, hekommen wir ein an- 
schauliches Rild von dem Grade des h'utzens, cien die Armierung des 
Betons in dem betreffenden F d l e  gewiihrleistet. - 

1. Allgemeine Entwicklungen. 

a] Das mathematische Problem der Spannungeermittlung für 
Eisenbeton. 

Wir  werden allgemein den Eisenbeton betrachten als einen elas- 
tischen Korper, welcher au3 zwei verschiedenen elastischen Materialien 

Fig. 1. von verschiedenen Elastizitiitskonstanten, 
Betnm Eisen und Beton, so zusammengesetzt kt, 

daB beide liings gewisser Fliichen, die wir 
,,SckeidezuilmZe" nennen wollen, aneinander- 
stoBen (S. Fig. 1). Zur vdligen Kennzeich- 
nung des Wesens unseres mathematischcn 

Entwicklungen der theoretischen Elastizi- 
tiitslehre nur noch die Überlegung hinzuzufügen, wie sieh die Verhilt 
nisse an den Scheidewanden gestalten n16gcn. 

Mit Rücksicht auf das Gleichgrmicht solcher Teilchen Eisenbeton, 
die teils im Eisen, teils im Beton liegen, wird man hier auf alle Fille 
die Bedingung haben, daB diejenigen drei von jenen sechs an jeder 
Stelle vorhandenen Spannungskomponenten, welche an den Flkhen- 
eleirienten einer Scheidewand angreifen ( G ~ ,  uud z, in Fig. 2), vom 
einen zum andern Material stetiy übergehen. Die übrigen Bedingungen, 
welche geradczu die mathematisclie Definition des Hkftms der b d e n  
Materialien darstellen, siud einfach die, daB alle drei Verrückungs- 
komponenten (uni ui und 21, in Fig. 2) - also die Verrackungen schlecht- 
hin - an den Scheidewanden einen stetigen Verlauf vom einen zum 
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anderri Materisl nehmen.') Kennzeichnet man also die zum Beton und 
zum Eisen gehorigen Grouen bezieliungsweise durch die Lndizes ( b )  

und ce),  BO stellen sich die Scl.leilie.lcu~zdbedi~~gz~~zge~z 
Fig. 2. 

durch folgende Gleichungen dar: 
U(b) = @ )  1 v(e), zc.(" - zo(e) 

( 1  ($0) = .i4' .y' = .'.' .(b) = .p. 
R 7 1 7  

Bei der Ermittlung der Spannungen, die bei 
gegebenen OberKBchenspannungen oder -verrük- 
kungen in einem Korper au5 Eisenbeton herrschen, 
handelt es sich also um folgendes mathematische 
Problem: 

Die auf e in  rechdzcinkli,ges Koo.rdinatensyste,n 
bezogene~z s e c h  S~an~u~zgsko.îîyonclltelz: 

62, Gy, <ji; zy*> z Z I >  Zxy 

zbnd die drei Verrücku,ngskomponen2en: 

u . 2  9 ,  w 

s i d  als Ei~r~ktionen con x, y! s so su bestiwwneq dccp 

1) Von komplizierteren Definitionen, die der Wirklichkeit vielleicht mehr 
entsprechen wiirden, aei hier abgeileheri. 

1 iiterall i m  Beton ulzd in% Eisen  die eiastischen Differential- 
gieicl~ungen befriedigt sind, nümiich dze Gleichungen: 

( 862 - + - + = O  a z z y  a r z z  

(2) 

Ô X  a y  a 2  

a r v z  a 6  a, + Y +- -=O,  
a y  a 8  

a%,, Z Z  
-- 

2 6 
+ Z Y +  C L ( )  

a x  ag a 2  

m' X' 
[(ml - 1) a u  a v  

6x = ( n ; ~  1) (m. - 2) 3. + a ,  + El, 
m' h" 

'6, = 

m' E' au a v  a w  
Gz - mT-1i(7nl-2)[z + ?y + (ml-1)  a;]; 

m' A" a 
'zz = ~ ( 2  + 1) [:: + 

na' E' 
\Zxy = -- 
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und swar so, da/3 überall da, uio das Xaterinl Beton ist, E' und m' 
de92 sog. Elastixitatsmodzd und das Verhdtnis con Langsdehnung xu Quer- 
kontl-aldion fiir Belon betleutefi uncl überall da,  zco dus Xaterictl Eiscn 
ist, die entsprechelzden Kowtautm fiir Eisen, 

2. da/î an der iiz$eren Oberflilche des Eisenbetonliii,pers die Span- 
nmgen und Formündertmgen so herauskontmen, mie es den dort cor- 
gesclwiebenen Bedingwzgen entq~richt, und 

3. da/3 an a,llen Scheidewünden die lledinpîzgen (1) erfiillt s i d .  

Wenn man in~besondcre nach Lago der Dinge annehmcn dai-f, daR 
in allen Ebenen, (lie zu einer bestimmten Ebene parallel sind, gleiclie 
oder doch merkliçh gleiche V e r h i h i s s e  herrschen, so vereinfacht sich 
unser raumliches Problem in ein ebenes mit nur fünf (statt neuii) 
Unbekannten: 

uzi Gy, zzy; u . 7  v. 

(indem man die X-Achse senkrecht zu jenen Ehenen wiihlt). Die 
Scheidewandbedingungen (1) gehen dann in folgende über: 

wahrend die Differentialgleichungen (2) sich wie folgt vereinfachen: 

In  dem Palle, daB es sich um Korper handelt, die nach einer 
Richtung unendlicli schmal sind, wobei dann in dieser Itichtung keine 
Krafte wirkeri, vereinfacht sich das Problem natürlich in ganz ilinlicher 
Weise; wir gehcn nicht niiher darauf ein. 

Die Eind~qctig7ieit der Losung unseres Spannungeproblems folgt 
ganz ahnlich wie im Falle eines hornogerieri elastischen Korpers (am 
einem eirizigen Material). Dort nimnit man zwei verschiedene Losungrn 
als mogljch an und bildet aus der DiEerenz beider ein über den ganzeii 
Korper erstrecktes Rauuiintegral,  elc ch es infolge Bestehens der ersten 
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drei Gleichungen (2j identisch verschwindet. Kach den Greenschen 
Siitzen formt man dieses d a m  in der Weise um, daB man hat: 

Identisch verschwindendes Raurnintegral= Randintegral - positives 
Raumintegral. 

Das Randintegral verschwindet, weil die oben erwlihnte Differenz 
der beiden Losungen auf dem Rande verschwindet; damit verschwindet 
auch das positive Itaumintegral, und daraus wiederum ergibt sich 
leicht die tatsachliche Identitat der beiden als verschieden betrachteten 
Losungen. Versucht man nun hier dieselbe SchluBweise, indem man sie 
auf jeden einzelnen Beton- und Eisenbestandteil des Korpers anwendet, 
so bekommt man zunachst eine Anzahl von Gleichungen vonder E'orm: 

Identisch verschaindendes Raumintegral = Randintegral (dies kann 
auch fehlen') + Scheidewandintegral - positives Raumintegral. 

Die Randintegrale verschwinden wieder aus demselben Grunde \rie 
oben, aber nicht so die Scheidewandintegrale. Summiert man aber alle 
Gleichungen, so heben sich die Scheidewandintegrale zu je zweien gegen- 
seitig fort, weil an den Scheidewiinclen stetiger fJbergang von Spannungs- 
komponenten und Verrückungen statthat. Das Endergebnis ist also, 
dao eine Summe (mit gleichen Vorzeichen) von lauter positiven Raum- 
integralen verschwinden muB, mithin auch jedes einzelne dieser Inte- 
grale verschwindet. Von da an gelten d a m  wieder dieselben Schlüsse 
wie beim homogenen Kijrper. 

b) Über die elastischen Konstanten des Eisenbetons. 

Da wir in dieser Abhandlung zahlenmiiBigen Ergebnissen zustreben, 
werden wir zu überlegen haben, bis zu welchein Grade dabei die Zahlen- 
werte der je zwei elastischen Konstanten der beiden Grundmaterialien 
Eisen und Betori eine Rolle spielen; deriri, was beim elastischeri Korper 
aus einern eirizigen Material (uriter sehr allgeueirien Bediiigungen) zu- 
trint, niirnlich, daB sie gar keine Rolle spieleii, wird bei uusererri in- 
hornogenen Eiseiibeton nicht der Fa11 sein. 

Der sog. Elastizit~tsr~lodul des Betons - den wir mit B bezeiçhnen 
wollen - kariri nach zahlreichen Versuchen von B a c h  als eirie bekannte, 
weun auch niclit eberi sehr konstante GroBe arigesehen werden; es ist 
etwa 

B = 200 000 bis 300 000 2, 
wahrend der entsprechende Modul für Eisen - wir bezeichnen ilin 
mit 1;: - etwa gleich: 

E = 2 000 000 
r lcm 
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124 Über Spannu~igsverteilungen in Balken aus Eieenbeton. 

gesetzt werden kann; das Verlialtnis beider: 

ist also ungefihr 

w = 7 bis 10; 

innerhalb dieses Intervalles wiihleri wir riachher den Wert von w so, 
wie es für die jeweilige Iiechnung bequem ist. 

Sehr miBlich ware es, wenn für  urisere Rechnurigeri der geriaue 
Wert der anderen Konstanten des Betoris, narnlich des Verhiiltnisses 
zwischen Langsdehnung und Querkontraktion - nz - ernstlicli in 
Betracht kame. Denn einmal wiire diesc Gr6Be für Beton nur sehr 
unsicher zu ermittelii, anderseits ist es abcr fiir die folgenden Rechnungen 
wesetztlicl~, daB man tatsachlich, ohne die in Betracht kommenden Er- 
gebnisse merklich zu iindern, die Konstante nt beim Beton einfach 
gleich der entsprechenden Konstanten für Eisen setzen kann, einerlei, 
ob dies wirklich zutrifft oder nicht. Es hiingt dies mit folgenden Tat- 
sachen zusammen. Unsere Eisenbetonkorper sind Balken, d. h. nach 
einer Richtung im Vergleich zu d e n  anderen Richtungen besonders 
stark ausgedehnte Korper, die - wie es den in der Praxis vorkommenden 
FaIlen entspricht - immer su beansprucht werderi, &ai3 die gefulirl.ic1leu 
und deshalb hauptsiichlich zu beachtenden Spannungen diejenigcn Zug- 
spannungen und Druckspannungen sind, welche in jener bevorzugten 
Richtung - also der Langsrichtung des Bnlkens - wirken, und welche 
man insgesamt unter dem gemeinsamen Kamen ,,Biegzazgsspan~zz~~~gs~'~ 
zusammenzufassen pflegt (eine Benennung, welche davon herrührt, daB 
fast immer in Wirklichkeit die Formanderung des Balkens im wesent- 
lichen eine Verbiegung ist). In der Tat kommen im Verglcich zu 
diesen Biegungsspannungen die in deri Querrichtungen des Balkens 
wirkenden Z u g  und Druckspannungen urid ferner die Schubspannungen 
des Ralkens nicht sehr in Retracht; die Biegungsspannungen abcr sind 
nun von den spexiellen Werten der Konstanten ln beim Beton and 
beim Eisen nicht sehr ubhiingig, mas durch die folgende Überlegung 
plausibel gemacht werden soll. 

Wir  betrachten (Fig. 3) einen langen Eisenbetonbalken, dessen 
Querschnitt aus einem kreisformigen Eisenkern Tom Halbmesser p und 
eimm Betoliring von den Halbmessern g und R besteht und auf deren 
Endfkche je ein Gesamtdriick P wirkt. Die Spannungen an einem 
Quers~~hni t t  1111 der Figi~r  werden rlaiin - als in einiger Entferniing 
von den Balkenenden gelegen - nach einem schon von St. Venant 
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henutzten Piinzip*) von der Art und Weise, wie die Gesamtdruckc P 
auf die Endfiache verteilt sind, nierklich unabhiingig sein, 80 daB es 
nur darnuf ankommt, irgend eine alle sonstigm Bedingnngm der Auf- 
gabe befriedigende Spannungsverteilung zu (finden, welche auf den End- 
flachen irgend eine Druckverteilung mit der Resultierenden P liefert. 
Mit Einführung der Zylinderkoordinaten x, r ,  y, der entsprechenden 
Verriickungen u, v, (w = O), der Zugspannungskomponenten G ~ ,  G,, oq 

Fig. 3. 

I 
41 

I 
I 

(Pig. 3) werden dann, wenn wir von vornherein annc - .  , dafi alle 
Sehubspannungen oerschwinden, folgende Diffcrentialglcichungen zu be- 
friedigcn soin: 

!!~z = 0, 
n x 

wobei natürlich in  den letzten drei Gleichungen m' und E' beziehungs- 
weise die elastischen Konstanten des Betons - sagen wir m und R - 
und die des Eisens - sagen wir n und E - bedeuten, je nachdem 

1) S. z. B. A. E. LI. L o v e :  Lehrbuch der Elastieitit. Aut. deutsche Ausgabe 
unter Mitwirkung des Verfamer8 besorgt von Dr. A. Timpe .  Leipzig u. Berlin, 
B. G. Teubner, 1907. Seite 155. 
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die betreflende Stelle x, r, <p im Beton oder im Eisen gelegen ist. 
Dazu kommen als Randbedingunqen: 

~ ( 0 )  = 0 für r = R 
T 

J G x d ~ =  - P, wo dF ein Elernent der Endfliiche des Balkens ist 

und als Redingungen an der Seheidewand r = p:  

Mit dem Ansatze: 

u = bx, v = d r  + -e im Beton, 

u =  pz, v = S r  im Eisen, 

wo 6, d, e, j3, d' beliebige Konstante sind, wird man, wie man leicht 
nachrechnet, allen Bedingungen des Problelns gerecht. Die SchluB- 
ergehnisse, soweit sie für uns in Betracht kommen, sind folgende: 

rvobei folgende Abkürzungen gelten: 

Hi t ten wir dagegen von vornherein ni = n gesetzt, so hatten wir 

Das Verhaltnis von Liingsdehnung zu Querkontruktion liegt nun er- 
fahrungsrniiflig zmischen 3 und 4; demgemiiB bilden wir uns folgende 
drei Palle: 

a ) m = 4 ,  n = 3  

h ) m = 3 ,  92-4 

c )  m = fz [Zahlenwert gleichgültig] 

und finden, da8 in allen drei Fc'allen iibereinstimmend die Sparinungen 

und a:) gegen di) nicht in Betracht kommen und ferner, daB die 
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Spannungen G(,:) in allen drei E'iillen noch in der zmeiten Dezirnale 

miteinander übereinstimmen. Es ist namlich in  allen drei Fdlen: 

Selbst wenn nun ~ u c h  die unbekannte Konstante In für Reton nicht 
in dem Intervalle 3 bis 4 gelegen ware, sondern etwas kleiner als 3 
oder etwas gr6Ber als 4 ware, konnten nach Obigem hinsichtlich der 

in Betracht kommenden Spannungen 6(2' keine nennenswerten Unter- 

schiede herauskommen. A u s  dzesem Ergebnis scA8pfen ztiir die Be-  
reclzti.quq, kuitfti.q die Oeideien Konstanten m und n fur E i s e n  u n d  Be ton  
einander gleich zu setsegz u n d  ilmen inz ubriqen inmrhalb  des Inter- 
valles 3 bis 4 denje@mz W e r t  s u  ertezhz, der fur die R e c h m n g  gerade 
bequem ist.  JVir setsen also: 

3 2 m = n = < 4  

C) Übor die Erkenntnis des  Nutzons dor Armierung des Betons 
mit Eisen. 

JI7ie groB der Nutzen des Eisenbetons im Vergleich zum reinen 
Beton in1 einzelncn E'alle ist, wird rnau erkennen, wenn man die 
Spannungsverteilung im Eisenbetonbalken mit derjenigen vergleicht, 
welchc unter gleichen Umstanden in einem reinen Retonbalken herrschen 
würde. Bei diesem Vergleich wird das Hauptaugenmerk darauf ge- 
richtet sein müssen, daB dem Beton keine nennenswerten Zugspanniingen 
zugemutet werden diirfm. L i e f ~ r t  also die Rechnung für d e n  reinen 
Retonbalken irgendwo grofle Ziigspanniingen, so mirtl man in diesem 
Palle die Armiening des netons mit 14Gsen dann als zweckmaBig an- 
ziisehen haben, wenn in dem Beton des armierten Ralkens nirgendwo 
mehr bctrachtliche Zugspannungen auftreten. In zweiter Linie und 
soweit es sich mit der eben erwahnten Redingung vertriigt, wird man 
d a m  noch wünschen, daB auch die Druekspannungen im Beton des 
armierten Balkens recht klein ausfallen mochten. 

II. ZahlenmaBige Berechnung der Spannungsverteilung in  bestimmten 
Fallen. 

a) Rein auf Dehnung, Pressung oder  Biegung beanspruchter Balken. 

E s  sei ein Eisenbetonbalken in Forrn eines Zyliiiders von hori- 
zoutuler Achse und von einem Querschnitt mit vertikaler Symmetrieachse, 
der sonst beliehig ist, gegeben (Fig. 4); auch die Eisenverteilung des 
Querschnittes seien Zylinder von derselben Achse und Querschriitten 
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mit derselben Symmetrieachse wie oben. Die Achse des Zylinders, die 
etwa durch den Schwerpunkt des (Suerschnittes gehen moge, wiihlen 
wir zur X-Achse, die vertikale Symmetrieachse eines der Querschnitte 

Fig. 4. 
zur Y-Achse und die zu beiden senk- 
recfite Horizontale zur 2-Achse eines 
rechtwinkligen Koordinatensysternes. 
Der reinen Dehnung (Pressung) uuter 

xGen dem Einflussc der Zugkraft P (bezw. 
der Druckkraft P) (Pig. 5 links) ent- 
sprechen dann an den beiden Endfliichen 

- des Balkens die Randbedingungen: 

JGzdf. -tJG.df, = + P, 

mit !Dl = 0 und ferner entsprechen dem Falle der reinen Biegung 
unter dern Einflusse der beiden Biegungsmomente in Pig. 5 rechts 
eben dieselben Randbedingungen mit P = O ,  wobei unter df, und df, 
beziehungsweise die unendliüh kleinen Flichenelemente Eisen und 
Beton a i f  den beiden Endquerschnitten verstanden sind. AuBer den 

Fiu 5 

angeschriebenen sind an den Endfliichen noch weitere Bedingungen zu 
erfüllen, die wir aber von vornherein fortlassen, da sie nachher von 
selbst durch unsere Ansatze befriedigt werden. Auf der SuBeren 
Zylinderflache müssen ferner die Schub- und Normalspannungen ver- 
schwinden und an den Scheidewanden die Bedinguugen (1) von Seite 121 
befriedigt sein, ebenso natürlich die elastischen Differentialgleiühungen @) 
von Scite 121. Alles das geschieht, wenn wir folgenden Ansatz wahlen 
(auf den man leicht von der weiter unten folgenden einfaehen Spannungs- 
verteilmg ans kommt): 
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wo bereits n - m gesetzt wurde. Dieser Ansatz befriedigt zuniichst 
mit ganz Miebigeri Konshnten c,c,kok, die Differentialgleichungen (2), 
aber auch die Randbedingungen an der 5uBeren Zylinderfliche. E r  
liefert niimlich folgendo Spannungsverteilung: 

Unter der wesentliçherz Voraussetzurig nun, da6 man die Konstante 
rn für beide Materialien gleichsetzen darf (was oben bereits geschehen 
ist), befriedigt man die - ~ e d i n ~ u n ~ e n  an d e n  ~cheidewiinden, soweit 
sie nicht schon von selbst befriedigt sind, indem man unsere vier 
willkürlichen Konstanten den b e i d e n ~ e d i n ~ u n ~ e n :  

unterwirft. Man sieht weiterhin, daB für  die Eridflichen tatsachlich 
nur die Bedingurigen (3) übrig bleiben, welche d a m  mit obigen beiden 
Bedingungen die vier Konstanten vollig bestimrnen. 

Seien nunmehr: 

f, und f, die Flachen Eisen, bezw.Beton im Querschnitt des Zylinders ( f d f ) ,  

Se ,, Sb ihre statischen Mumente in bezug auf die 2 - A c h e :  ( f y d f ) ,  

Je ,, Jb ihre Triigheitsmornente ,, ,, 7, ~9 ,, (fy2df>, 

dann ergiht eine einfache Rechnung: 

Hieraus sind die Spannungen im Beton (und im Eisen) des Eisenbetons 
zu ermitteln. Auch die Spannungen in einem entsprechenden reinen 
Betonbalken k6nnen daraus leicht gefunden werden, indem man einfach 
cil = 1 setzt. 

Zeitschrift f. Nathsmatik u. Physik. 56. Rand. 1908. Heft 8. 9 

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



130 Über Spannungsverteilungen in Balken ails Eisenbeton. 

Will man nun auf Grund unserer Formel in unserem Falle der 
reinen Pressung (Dehnung) oder Biegung den Nutzen der Armierung 
des Betons mit Eisen feststellen, indem man die Spannungen des Betons 
im Eisenbetonbalken mit denen des reinen Betonbalkens vergleicht, 
so darf man nicht vergessen, da8 dieser Vergleich hinkt, weil die Art, 
wie der Punkt P, bezw. das Biegungsmoment 9l auf die Endfiachen 
verteilt ist, in beiden Fallen verschieden ist. Einen Sinn hat - gemai3 
dem bereits oben erwiihnten St. Venantschen Prinzip - der Vergleich 
nur d a m ,  wenn man ihn auf die mittleren Teile des Balkens, als von 
den Endflachen einigermden entfernte Teile, beschrznkt. 

1st nun z. B. der Balkenquerschnitt nicht nur hinsichtlich der 
Y-Achse, sondern auch in bezug auf die 2-iichse symmetrisch, sodaB: 

wird, und lient reine Pressung vor (ist also = O), so haben wir 
gemaB obigen Formeln (4) und (5) für den Beton des Eisenbetons: 

P 
6 =--- 

Z 
w r, + f, 

und fur den des reinen Retons 
1' . 

I 
fe + fb 

In 7~nsernz Falie der reineth Pressung (Delmung) werden also durch 
die Brmierung des Betons die Sparznunqen an delz einze7nen Stellen itn 
Verhaltnis 

fe + fb -- 

w f , + f ,  

verlileinert, betragen ulso z. B. nzit f i :  f, = 1 : 20, w = 10 nur noch etwa 
% der Spannufigen eines reinen Beto~zballcens. - 

- Wir wollen uns jetet überzeugttn, da1 man nach den Formeln (4) 
und (6) die Armierung des Retons zmeckm5Big in der oberen HLlfte 
des Balkens anhringt, falls der Balkcn nach Art der Pig. 5 rechts rein 
aiif Riegnng beanspriicht werden sol1 (P = O). Der Einfachheit halher 
sei auch jetzt wieder angenommen, der Balkenquerschnitt sei auch 
in bezug auf die Z-Achse symmetrisch (aber jetzt natürlich unter Ver- 
nachlassigung des Materialunterschiedes, denn die Eisenverteilung ist 
ja jetzt nach Voraussetzung unsymmetrisch); es ist dann also: 

se+ S,=O.  

Die Spannung 6, an irgend einer Stelle y des armierten Betons jst dann 
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Sol1 nun 6, in der oberen BalkenhaIfte, wo ja im reinen Betonbalken 
jedenfalls Zugspannungen herrschen, moglichst klein positiv oder, was 
noch besser i d ,  gar negativ werden, so muB Big. 6. 

nach dieser Formel jedenfalls 8, positiv sein, I 
1 X&e, 

d. h. man hat die Armierung in der oberen I I / 1  4 

Hiilfte des Balkens und dort moglichst hoch 
anzubringen. Bei einem Zahbnbeispiel an einenz 

Armierung wie in EZg. 6 werden nîit 
Dalken von recl~teckiqem Querschnitt mit einer 

I h 
l I 

durch die Armierutzg die Spannzcnyen un llen ' /  1 Befon 

gefilwlichcn Stellen (irz der oberen Hülfk dcs I 

Rallxns) etzua auf 3/5 derjcnigen Wcrk hmuntcrgedr%kt, die sie in einena 
rei~zen BctonbnU~ei~ hnhen wiiden. 

b) An einem Ende  eingespannter u n d  a m  anderen transversal 
belasteter Balken. 

Hier und i m  Folgenden überhaupt M t  sich unsere Spannurigs- 
aufgabe nicht rnehr so allgemein losen wie bisher. Wir sind dareuf 
angewiesen, da3 ebene Problem zu behandeln und überdies beschranken 

i 
I Big 7. 

YI 

Nehm 

F- ---- ,? - 

wir uns - dies freilich nur der Einfachheit halber - auf eine besonders 
einfache Art von Armierung; es soll nzuilich nur eine einzige Scheide- 
wand vorhanden sein (Fig. 7.). Den Durchschnitt dieser mit der Zeichen- 
ebene machen wir zur X-Achse, die Y-Achse gehe nach der Fig. 7 
vertikal nach oben. Als Bedingungen der Einspannung des linken 
Balkenendes sehen wir die folgenden an: 

(6) 
a v 

u = O ,  v = O ,  a z - O  für x = O , y = O .  

9 * 
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DaB wir hierbei gerade den Koordinatenanfangspnkt wiihlen, ist beqiiem 
aber willkürlich; nach dem mehrfach erwihnten St. Venantschen 
Prinzip aber wird für die Spannungsverteilung in einiger Entfernung 
vom eingespannten Ende die Wahl des Punktes, für welchen die Be- 
dingungen (6) gelten sollen, merklich gleichgültig sein. 

Der Balken habe die Linge 1, die Hohen der Teilbalken aus Beton 
und Eisen seien K und C, sodaB die Gesamthohe des Balkens K + C 
ist. Am freien Ende wirke eine nach unten gerichtete Schubkraft P 
In  einiger Entfernung vom freien Ende wird es nach dem St. V e n a n t -  
achen Prinzip für den Spannungszustand auf die Art dieser Verteilung 
nicht sehr ankommen. Die Liingsflichen des Balkens seien ganzlich 
unbelastet. Die Scheidewandbedingungen lauten: 

Unter der wesentlichen Voraussetzung nun, da1 man die Konstante m 
bei Eisen und Beton gleichsetzen darf, werden die Scheidewandhe- 
dingungen, alle Randbedinpngen des Probleuis und die elastischen 
Differentialgleiohungen (2a) durch folgenden Ansatz, wie man leicht 
nachrechnet l), befriedigt: 

rns 1 

rnS1 
B r u =  2 ( m - 1 ) ( h  -%x2) (a, + 3a,y) + 2 m a l y  

+ (2 m - 1) (a, y2 + a, ys) ,  
?ns 
-- . 
m + l  

E ' v L -  ( 1  -5) (2a,y+ 3a,y2) - a, ( m -  1) ( 3 1 x t - 2 ) ;  

6z = ( 1  - x) P a ,  + % Y ) ,  

Z =  a l+  2a,y +3a3y2;  
worin die Konstanten 

Er> a,, a, 1 a, 

für Eisen und Beton beziehungsweise durch 

1) Für Leser, welche mit der Airyschen Spannungsfunktion vertraut sind, 
eei die naturgemiiBe Herleitung dieses Ansatzea angedeutet: Uesteht der Balken 
aus einem einzigen Material, so ist die Spannungsfunktion bekanntlich (S. z .  B. 
F. K l e i n  und K. W i c g  h a r  d t : ljber Spannungsflirchen umd rez-roke Diagramme 
usw. im Archiv der Math. n. Phys. III. Reihe VIII. 1. IIeft) gleicli dem Produkt 
ans 1 - x und einem gewirisen Polynom dritten Gracies in y ;  auf unsern An- 
satz kommt man nun, wenn man statt dieses Polynoms das allgemeinste Polynom 
dritten Grades in y wahlt, was man tun darf, da die Differentialgleichung d e r  
Spannungsfunktion VV&'= O befriedigt bleibt. 
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eu ersetzen sind und die neuen Konstanten c und k folgende Bedeutung 
haben: 

Besteht der ganzo Balken aus Beton, so bekommt man dieselben 
Formeln mit C = B oder cû = 1; insbesondere wird 

Der Nutzen der Armierung des Betons l%Bt sich in unserm Falle erst 
nach Einführung zahlenmaBiger Werte gut übersehen. Mit 

K = 9 ,  C = 1 ,  & : B = w = 9  
bekommt men 

1) für den Eisenbetonbalken: 

~ t ) = ( l - ~ ) [ 0 , 1 0 3 + 0 , 0 3 2 y ] - P ,  z(e)=[-0,129+01103y+0,026?/a]~P, 

2) für den reinen Betonbalken: 

a, = ( 1 -  X) 10,048 + 0,012 y] - P, z = [- 0,054 + 0,048 y + 0,006 y']. P. 
Veranschaulicht man diese 
Ergebnisse in den beiden 
Piguren 8 und 9, so er- 
kennt man zunachst an 
der Figur 8 deutlich, wie 
zweckm%Big die Armie- 
rung des Betons in unserm 
Falle k t :  

In  unserm Falle des 
eingespawnlen Bal7cens mit 
Zrarnsversnler Last am 
Jreiew Ende  ist die grG/3te 
Zu!yspawnung 6,, die irn 
Beton des urrnierten Bal-  
keus hewscht, etwa seçl~s- 
mal so klein u;ie die groate 
Zugspannu~zg des nicht 

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



134 Über Spanniingsverteilungen in Balken aus Eiseubetori. 

armiwten Betonbulh-ens und nebenbei ist auch noch die grobte Dmcli- 
spannung kleiner als beim nicht armierten BaZlcefz. 

Ein analoger Vergleich der Sc l iub~~snnungen  nach Fig 9 liefert 
nichts besonders Bemerkenswertes. Die beiden Fliichen zwischen Schub- 
spannungskurve und A bszissenaehse sind 

Fig. 9. 

............................. -reuzerBc&n 

natürlich gleich, da sie beide 

mi t  der Last P in derselben Weise proportional sind. E'ür die Scheide- 

wand (y = O) wird gem%B den Scheidewandbedingiqen: = z(", aber 

nicht gleich Null, wie es bisher immer der Fa11 war. 

C) Balken, dessen eine LEngsflLche einem gleichmaaigen 
Normaldrucke ausgesetzt ist. 

Der Balken von der Lange 21, der Hohe K +  C, wo K und C 
die Teilhohe des Beton- und Eisenbestandteiles bedeuten, sei l k g s  

Fig. 10. 
1 

seiner oberen Grenzflache pro Liirigeneinheit mit deni Druçke p be- 
lastet (Fig. 10). An den beiden Enden x = + l sei der Balken irgend- 
wie gestützt; auf die Art der Stützung kommt es nach dem St. 
Venantschcn Prinzip fiir die Spannungsverteilung in einiger Entfernung 
von den Enden nur wenig an. 
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Die Untersuchung gestaltet sich hier ganz ahnliçh wie beim ein- 
gespannten Balken unter b). Den Schnitt der Scheidewand mit der 
Zeichenebene machen wir  zur X-Ache, die Syrrimetrieachse der Figur 
zur Y - A c h .  Eiri allgerneirier Amatz, welüher zunachst die elastiücheri 
Differentialgleichungen ( 2  a) befriedigt, ist der folgelde lj : 

/ I L  
.- . 
r n ~ 1  B r u  = ( 1 ~ 1 -  1 j [ ( l 2 x  -+x3)(2a,  + tia,y) + x ( 2 b 2  + 6b ,y  + 4a,ys 

+ 4a3y3)I + 2x(ao + + a,yz + a3y3) ,  
m8 

-- - . 
I ~ L  + 1 Bru = - 2(m - l ) [ a o y  + +a1y2 + :a2y3 + +a3y4] 

- (1' - x2)(a1 + 2 a p y  + 3 a j y 2 )  - 2 b , y  - 3b3y2 - $a,ys 

- a3 ~ + (nz - 1) [ (2  a, - 3 b,) ( x 2  - Z Z )  - a, (3  Px2 - +z4) 

+ +a,14]; 

G~ = (1' - z2)(2a, + 6a,y) + 26, + 66,y + 4a,y" 4a3y3, 

cY = - 2(a0 + a,y + azy2  f a3y3),  

z = 2 x ( a ,  + 2a,y + 3a,1j8). 

Die noch willkiirlichen Konstanten: 

E' sou, a, a, b, h, 

sind für das Eisen mit: 
E'c"clc2c3c;cL; 

I 
und fiir den Reton mit: 

Bkokl  knliakilii 

zu vertauschen und die Konstanten cc'lcl~' müssen dann so bestimmt 
werden, daB die Scheidewand- und ltandbedingungen befriedigt sind. 
An der Scheidemand mua gelten: 

u(h)  - - U  (4, v l b )  = ,&e) &) = &) Z ( b )  = 
7 Y Y' 

am Rande y = K: t = 0, G = -p. 

1) Er wird ganz Lhnlich gewonneu wie der Ansata uuter b). h'ach M a x w e l l  
u. a. (siehe z .  B. die in der FuBnote von Seite 132 zitierte Abhandlung) ist die 
Airy  ache Spannungsfunktion, welche unserm Problem für einen Balken aus einem 
einzigen Material entspricht, gleich 

WXY) = (1% - x2) Pl :Y) + %!Y), 

wo 9, und p, gewisse Polynome in y sind. Man ersetze diese durch Polynome 
drittcn und fiinften Grades i n  y ,  welche so allgemein sind, da0 eben noch die 
Differentialgleichiing der Spannung~funktion V V F ( X ~ )  =; O befriedigt bleibt. 
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136 Über Spann~ngsverteilun~en in Balken aus Eisenbeton 

Als Bedingungen an den Randern x = + 1, die bis zu einern ge- 
wissen Grade aillkürlich sind, wiihlen a i r  die, da8 die resultierenden 
Normalkrafte und resultierenden [Biegungsmomente verschwinden und 
daB die Punkte x = + 1 ,  y - 0 nur horizontale Verrückungen erleiden 
sollen. Hierzu kommt d a m  natürlich rioch, da8 die Schubkrafte an 
unsern fliindern x = t 1 sich zusammen mit den Normaldrucken p in8 
Gleichgewicht setzen müssen. Insgesamt habcn wir also: 

K K 

j"szdy = O, l z d t j  = p l ,  
- C - C 

Für x = k I :  
K 

b ~ ~ d ~  -O ,  v - O  fiir y -0. 
- C 

Unter der wesentlichen Voraussetzung nun, daB man die elastische 
Konstante m bei Eisen und Beton gleichsetzen darf, lassen sich alle 
Konvtanten aus diesen Bedingungen eindeutig berechnen. Die Aus- 
rechnung ist aber ziemlich verwickelt und vereinfacht sich nur d a m  
merklich, wenn man über das Verhiiltnis der Teilhohen C und K eine 
bestimmte Annahme einführt, namlich die Annahme: 

Setzen wir abkürzend 

e=V6 
so ergeben sich unter dieser Annahme für  die Konstanteri folgende 
Werte: 

Co = k,, 

, ( 1 3 e - l ) ( l - e )  C2 = L-- 
4 ( l  + e) 'Pl 

Weiterhin setzen wir nun: 

w = 9, C =  1 (also K = 3 ) ;  
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Von K. WIEGHARDT. 137 

alsdann bekommen wir für unsern Eisenhetonbalken folgendc Bicgungs- 
spannungen heraus: 

&) = - [,:(z8 - xe )Y + 4; - ::Y + &y3] 'pl 

&, =-  [ $ ( p  - %2 > Y  + % + ?Y + $y3] .P, 
wiihrend sich für den reinen Betonbalken (a = 1) ergibt: 

G, = [sn (1' - X' - Y) - - &Y + - ~ 9 ~ 1  . p .  

1st der Balken sehr larig und beschrariken wir die Betraçhtung auf 
die Balkenteile in der Nahe seiner Sprnmetrieachse (x = 0) - was 
zum Zwecke der Anwendung des St. Venantschen Prinzips ohnehin 
geboten ist - so kann man obige Gleichungen mit groBer AnnLherung 
durch folgende ersetzen: 

&) = - ' ( 1 %  - xB) . y 
24 

= - " d l a  - 4 . Y1 

6, = ,3, (2" x2) (1 - y). 

Was diese Gleichungen aussagen, zeigt sich am deutlichsten bei 
graphischer Darstellung (Pig. 11). Vergleicht man diese Figur mit der 

Fig. 11. 

I 
I 

......................... l 
reinrr.Bebm 

li&enbeiam 

I 

für den eingespannten Balken pltenden Fig. 8, so sicht man deutlich, 
da8 die Zwe~krnaBi~keit  der Armierung des Betons im vorlicgenden Falie 
genau NO eu beurteilen ist, wie beim eingespannten Balken unter b): 

Die Z ~ g ~ p a n t z u n ~ e , z  des &tons werden au/3crordentZich verklei~zert 
(in unwrem ~pe~iel len  Zahlenbeispiel werden Jie sogar i%lv; die Druck- 
spa~znungen faUen ebenfalls etwas kleiner aus als beim nichtnrmicrtclz 
Balkm.  - 
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135 Cntersuchungen zur Statik des Stabpolygonti 

Untersuchungen zur Statik des Stabpolygons, insbesondere 
die Gestaltbestimmung betreffend. 

Vori ALFKED JATHO, Oberlelirer a n  der Gerrnaniaschule zu Buenos-Aires. 

Einleitnng. 

Schon V a r  i g n o  ri hat in seinem für die geometrische Statik grund- 
legenden Werke, der im Sahre 1725 erschienenen Mécanique Nouvelle, 
die Bedingungen dargelegt, unter denen sich die in den Ecken eines 
Seilpolygons angreifenden auBeren Krafte das Gleichgewicht halten. Das 
Hauptergebnis seiner Untersuchung besteht in der Konstruktion des 
Krlftepolygons utid in  der Herleitung der Beziehurigen, welche dieses 
mit dem Seilpolygon verbinden. Die sich naturgemii8 darbietende Erage, 
welche Gestult das Seilpolygon annimmt, wenn die in seinen Ecken an- 
grcifenden Krafte nach GroBe und Richtung gegebcn sind, hat  V a r i g n o n  
dagegen ganz unberührt gelassen. Bei der Gründlichkeit, mit  welcher 
die Eigcnschaften des Seilpolygons in der M6caniquc Nouvelle diskuticrt 
werden, wird man zwar kaum annehmen dürfen, da0 das Problem der 
Gestaltbestirnmung von V a r i g n o n  unbeachtet geblieben ist. .Aber er 
mochte wohl erkennen, daB eine strenge Losung durch elementare Kon- 
struktionen im Sinne der Euklidischen Geometrie nicht moglich ist. 

Als es dann durch die Ausbildung der analytischen Mechanik mog- 
lich geworderi war, die Untersuchurip eines jeden mechanischen Problems 
auf die Losung eines Systems von Gleichungen zurückzuführen, wurde 
das Seilpolygon wieder in den Kreis der Betrachtung gezogen und von 
verschicdenen Mathematikern im Vertraucn auf dio durchgrcifcnde Kraft 
der Analysis auch die Restinimung seiner Gestalt in Angriff genommen. 
Ihre Bemühungen sollten nicht ganz vergeblich sein, insofern es gelang'), 
durch den fibergang zur oberen Grenze eine neue Ableitung für die 
Gleichuug der Kettenlinie zu g e ~ i n n e n .  Aber die ursprüngliche Auf- 
gabe, die Gestalt des Seilpolygons zu ermitteln, blieb auch jetzt ungelost. 
Ja schon bei dem Versuche, für die eirifachsten Bd le  die Ansatzglei- 
chungen aufzul6sen, stieB man2) auf so auBerorderitliche Schwierigkeiteri, 
daB es verlorene Mühe zu sein schien, sich mit der Losung des all- 
gemeinen Falles mi befassen. Jedenfalls miiBte mari es für ausgeschlossen 
ansehen, daB sich eine aiif endliche mathematische Operationen be- 
- - - -- -- 

1) Vgl. Broch, Lehrbuch der Mechanik, 1854, Kap. IV.  
2) Vgl. Decher, Hanclbuch der rationellen Mechanik, 1860, 3 .  Bd., 5 48. . 
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schrinkende Losung fiilden lasse. Daher wurde die Aufgabe als nicht 
reclit diskutabel wieder beiseite gestellt. E s  waren eberi nicht praktische 
Bedürfnisse gewesen, welche auf sie geführt hatten und die eine Losung 
mit eiuern gewissen Zwarige forderteri; sie Iiatte sich vielrriehr den 
Blickeri des Theoretikers als interessarites ~bungsbeispiel  für die An- 
wendung der Prinzipien der Meçlianik dargeboten, a h  solches sich aber 
infolge der auftretenden analytischen Schmierigkeiten als wenig tauglich 
erwiesen. 

in unseren Tagen hat jedoch clas Problem des Seilpolygons eine 
gànz andere Dedeutung gewonnen; das Yeilpolygon eteht in seiner Ver- 
bindung mit dem Kraftepolygon im Mittelpunkt dcr graphischen Statik 
und besitet nicht langer bloB eine thcorctische Bcdcutung, sondern ist 
für den Koiistrukteur eins der wichtigstcn mathcrnatischen Hilfsmittel 
gewordcn. Wenn wir d a h u  in der vorliegenden Arbeit von neucm an 
die Aufgabe der Gestaltshestirnmung herangetret~n sirid, so war in erster 
Linie den Anforderungen des Praktikers Rechnung zil tragen, es inu5te 
für uns also das Bestreben leitend sein, nach einer solchen Losung zu 
siichen, die nicht nur allgemein, sonrlern vor allem auch so einfach ist, 
daB sich ihre Durchfiihrung in konkreten Fallen verlohnt. Und eine 
nach dieser Seite billigen Ansprüchen genügende Losung hoffe ich durch 
die im nachfolgendeii geschilderte Losung zu geben. AuBer diesetn 
praktischen Ergebnis, daB auch die verwickelsten Aufgaben über das 
Seilpolygon auf einem verhiiltnismiBig müheloseii Wege zuganglich 
werden, glaube ich aber auch einige allgerneine Satze der graphischen 
Statik vorlepen zu konnen, die von Interesse sein dürften. 

Der allgemeinen Orientierung halber sei der Gedankengang der 
spiiter in ihren Einzelheiten zu entwickelnden Losung bereits an dieser 
Stelle kurz dargelegt. Die Losung ist eine AT~l~erungslosung; eine solche 
konnte ja allein in Frage kommen, wenn wie in uilserem Falle die 
strengen Methoden versagen. Zuniichst wird mit Renutzung der Be- 
ziehungen zwischen dein Seil- und dem Kraftepolpgon zeichnerisch ein 
Gebiet bestimmt, welches die gesuchten Wurzeln enthalten iiiu5. Die 
genauere Lage der mTurzeln wird dann weiter durch eine einfache Inter- 
polation zu den Grenzen dieses Gebietes in Beziehung gesetzt. Um 
die so durch die Zeichnung gefundenen Niiherungswerte auch rechnerisch 
zu verscharfen, werden hierauf die in der Zeichnung ausgeführten Kon- 
struktionen in die Sprache der Slgebra übertragen und die sich jetzt noch 
ergelrienden Abiveicliurigen der Lijsungswerte min Ausgange einer sich 
auf den T a  y 1 o r  scheri Lehrsatz stützenden Korrekturrechnur~ geiriacht. 

Da die benutzte Nethode sich auf die Losung der Auîgaben ü b e ~  
die Gestalt des Seilpolygons mit so groflem Vorteil anwenden lien, so 
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140 Untersuchungen zur Statik des Stahpolygons 

schien es angezeigt, sie auch anf die Behandlung von anderen das Seil- 
polygon betreffenden Aufpben  zu übertragen und dadnrch auf der 
gleichen Grundlage eine m6glichst erschopfende Darstellung der Statik 
des Seilpolygons aufzubauen. Entsprechend dieser Erweiterung des 
Themas zerfsllt unsere Arbeit in mehrere IIauptabschnitte. In dem 
ersten dieser Teile wird zunachst gezeigt, wie sich die Gestalt eines 
unter dem EinlluB iiuBerer Krifte stehenderi Seilpolygonti oder allgemeiner 
eines Stabpolygons von beliebiger Gliederzahl ermitteln LBt, falls die 
Endpunlrte des Polygons festgehalten werden. Hieran wird weiter die 
Losung eincr geometrischen Aufgabe der Maxima- und Minimarechnung 
angeschlossen, deren algebraische Behandlung ganz analoge Schwierig- 
keiten wie das Problem des beweglichen Stabpolygons verursacht. Den 
BeschluB des ersten Teiles bildet die Untersuchung des allgemeineren 
Falles, daB auch die Endpunkte des Stabpolygones als beweglich an- 
geselieri werden. 

In dem zweiten Teile werden wir umgekehrt voraussetzen, daB die 
Gestalt des Polygons gegebcn ist, und die Fragc erortern, wie über die 
in den Ecken des Polygons angreifenden Krafte zu verfügen ist, damit 
sie sich im Gleichgewichte halten. 

In dem dritten Teile werden wir ans deru Prinzip der virtueilen 
Geschwindigkeiten die Gleichungen des Gleichgewichtes der beweglicheii 
Stabkette ableiten und den Grad feststellen, welchen die aus ilmen 
folgende Elimintionsgleichung annehnien müBte, falls es moglich wiire, 
die versahiedenen Glcichungcn des Gleichgewichtes in nur eine Gleichung 
mit einer Unbekannten zusammenzufasseii. 

In einem Anhange ist schlieBlich der Versuch gemacht, für die 
NilierungslG,sung, die wir für das Problein der beweglichen Stabkette 
entwickeln werden, auch die E'ehlergrenzen zu bestimmen. 

Samtliche Untersuchungen beschranken sich auf den Fa11 der Ebene 

Aufgabe 1. 

Es sind n in derselben Ebene gelegene, gewichtslose Stiibe voii 
den Lingen &Io JI1 = ri, ,Ml 171, = Y,', . . . . J!ln-, Mn - rn durch Scharniere 
zu der Stabkette Jlollll bi2 . . . . Xn aneinandergefügt (Pig. 1). III den 
Gelenkpunklen 171,, My,  . . .JIn_, greifen n - 1 in der Ebene der Stab- 
kette gelegene Krifte an, von denen sowohl ihre Gr6Be Pl, P,, . . . Pn_i 
wie ihre Richtungswinkel O,, p,, . . . Sn -, gegen eine feste Achse, die 
x-Achse, beliannt sind. Man sol1 die Gleichgewiehtslage bestimilieri, in 
welche die Stabkette sich unter dem EinfiuB der gegehenen Krifte ein- 
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stellt, falls sie sich reibungslos um ihre Endpunkte .IWO und die 
als fest angesehen aerden, drehen kann. 

A. G r a p h o s t a t i s e h e  L o s u n g .  

Ferner seien durch die Ecken des 
Kr:ftepolygons QI, Q,, . . . . Q, 
Parallelen zu den Stabrichtungen 
.Ir, M,, XI Jf2, . . . il/I,,_, N,, gezo g en. 
D a m  besteht die Bedingung des 4 
Gleichgewichts darin, daB sich diese ".-., 
Parallelen in einem Punkte S, dem E-1 

Pole des Kriiftepolygons, schneiden. E@s &- 
C m  diesen Satz auf unsere Aufgabe anzuwenden, legen wir (Fig. 2) 

die Kriifte Pl, P,, . . . . P ,,-, nach GrXie und Richtung zu dem Linien- 

zuge QI&, . . . . Q, Kg. 2 .  

aneinander. D a m  
wird jeder Lage 
des l'des S ein 
bestimmter Ver- 
lauf m,778, . . . ,m,, 
der Stabkette als 

Gleichgemichts- 
figur entsprechen. 1111 1'1, 
1st die Lage des y v,, v 

Poles S gegeben, so 
erhalten wir den zu- ,Y 

gehorigen Linien- 
m g  ~ t , ~ , .  . . . m,, a 
indem wir, was uns 
frei steht, den ersten Endpunkt, m., in den festen Punkt Ilf, legen nnd die 
Strecke m0wz, parallel zu dem (in der Pigur nicht gezeichneten) Polstrahl (S, S 

Mrir benützen den folgeriden, von V a r i g n o n  aufgestellten Satz : 
Die Stabkette Jl,ilf,ll.Z,. . . . Mn (Fig. 1) a i t  den festen Endpunkten Mo 
und $1, befinde sich unter derri Fiy  1 

Eiiiflusse der Kriifte Pl, P,, . . . 
P,,-, im Gleichgewichte und man 
hnbe das Kriiftepolygon QI, Q,, 
. . . . Q, konstruiert, indem man 
die Strecken QIIS,, &, Q,, . . . . 
&,,-, Q, parallel und gleich den 
Kraften Y,, P,, . . . . P,-, zeiclinet. 

0 
r x 
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142 Untcrsuchungen zur Statik des Stahpolygons 

ziehen und der Lange nach gleich r, niaclien, dann weiter ~ii,nr, parallel 
zu dèm Polstrahl Q2S ziehen und der Lange nach gleich r, machen. 
So fortfahrend bekommen wir schlieBlich den zweiten Endpunkt m,. 
Wir kinnen auf diese Weise zu jeder Lage des Poles S den Verlaiif der 
entsprechenden Stabkette konstruieren, und unsere Aufgabe liiuft offen- 
bar d a r d  hinaus, dem Pole S eine solche Lage zu erteilen, da1 der 
Endpunkt rn, in den gegebenen zweiten festen Punkt Mn fillt. Urn 
dieses zu erreichen, bedienen wir uns des folgenden graphischen Inter- 
polationsverfahrcns. Wir  wahlen die Lage des l'oles von vornherein 
so, daB dem Augenschein nach der Endpunkt pn., in die X h e  des 
Punktes JIn fallen muB. Boi der Tlage des Poles, die wir in iinsei-er 
Figur gewahlt haben, ergibt sich durch die Ausfiihrung der angegebenen 
Konstruktion, daB der Endpunkt mn zu tief nach rechts Fiillt. E s  fol@ 
daraus, daB der gesuchte Pol mehr nach links oben liegen muB. Wolleri 
wir nun die richtige Lage des Poles ermitteln, so niüssen wir uns 
darüber AufschluB verschaffen, in welcher Weise sich die Lage des 
Endpunktes nz, andert, wenn das ;hlerungsgeseta für den Pol S be- 
kannt ist. ZuniicTi~t ist es klar, daU, falls sich der Pol liings einer 
Kurve bewegt, auch der Endpunkt mn eine Kurve bëschreiben muB. 
E'ür diese Kurve, liings deren sich der Pol bewegon mage, wiihlon mir 
als cinfachsten E'all ein Paar Geraden, die wir durch die anfangs an- 
genommene Lagc des Poles f i  parallel zu der z-Achse, bzw. senkrecht 
d a m  ziehen. Mit Hilfe der dargelegten Konstruktion bestimmen mir 
dann die Lagen pl, pz, pJ bzw. &, ,IL;, y3 des Endpunktes der Stab- 
kette, welche den Lagen SI, S,, S,, bzw. Si, Sé, 8; des Poles auf 
diesen beiden Geraden entsprechen. Ziehen wir jetzt noch die Kurven 

, I I  

m,,u,,uzy, und ~ t , ~ i ~ e ~ s ,  50 kijnnen mir dieselben als die Rezugslinien 
eines Koordiriatensystems für den festen Punkt illn auffassen. Die 
Koordinaten p,, ,ui des Punktes J f n  in beziig auf dieses System er- 
halten wir niiherungsweise, wenn a i r  durch 111, ein Paar Kurven ziehen, 
die zu den Bezugslinien gleichlaufend sind. Da ferner durch unsere 
Figiir paphisch der Lusammenhang zwischen dern Gebiet des End- 
punktes der Stabkette und dem Gebiet des Poles dargestellt ist, so 
konnen wir durch eine naheliegende Reduktion aus den für un und 
gehndenen Werten auch anniihernd die gesuchte Lage I$;, des Poles 
des Kraftepolygons bestimmen und erhaltJen damit zeichnerisch eine 
Losung der gestellteri Aufgabe. 

V a s  die praktische Ausführurig der geschilderten Polbestimmung 
betrifft, so empfiehlt es sich, durch einigc Vorkonstruktionen zuniichst 
eine mtiglichst passende Lage des Poles S zu ermitteln, derart, daB der 
Punkt m, moglichst nahe an den Punkt Xn zu liegen kommt. Denn 
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offenbar wird man für die Koordinaten p, und ,un um so geiiauere Werte 
erhalten, je kleiner das Interpolationsgebiet ist. 

B. D i e  nun ie r i sche  K o r r e k t u r  des  g r a p h i s c h  e r m i t t e l t e n  Poleu. 

l n  dem vorigen Abschnitte ist gezeigt worden, a i e  man graphisch 
die Lage des l'oles ao genau beatimmen kann, als es die Zeichnung 
zul%Bt. Das so gewonnene Hesultat sol1 nun alu Ausgangspunkt einer 
numerischen Korrektur benützt weïden, welche es gestatten wird, uiiscre 
Aufgabe mit jedem gcwünschtcn Grade der Genauigkeit zu losen. 

Wir  beziehen hierzu die Stabkette auf ein rechtwinkliges Koordinaten- 
sgstem z, y,  dessen Anfangspunkt wir in den Endpunkt Jfo der Stab- 
kette legen. Den Neigungswinkel des Stabes MW ,dl, = rv gegen die 
positive x-Achse bezeichnen wir mit a, und denjcnigen der Kraft P,,, 
wie bereits oben angegeben ist, mit a,,. Ebenso beziehen wir das 

. . . .  Kriiftepolygon QI Q, Qn auf eiri Paar Achsen g, 7 ,  das wir durch 
den Purikt Q, parailel zu den Açhaen x, y ziehen. Sind demnach 
f i ,  71; E2 ,  v2 usa .  bzw. die Koordinaten der Ecken &,, &, usw., so 
fmden wir zuniichst 

E, = Pl cos p, + r, cos p,; 

E, = Pl . COS pl + P2 . COS i j 2  + P3 . COS p3;  

Ferner ist, falls die Koordinaten des graphisch gefundenen Poles 6 
und rj sind, 

6 
COS U1 = E -  El i&e+-q i ,  COS CC2 = 

V(6 -T;l2 +T-~J ' 

"1 sin u1 = -- "1 -"Il 61n U2 = -= = 
V(E -u+ (FQ1 
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144 Untersuchungen zur Statik des Stabpolygons. 

Bedeuten nun z;, y; die Koordinaten des Punktec! w&, dei. dem graphisch 
gefundenen Pole entspricht, so ist weiter 

In diesen Ausdrücken setzen wir für cos cci, cos a,, . . . . ; sin cr,, sin a,, . . . . 
die Werte (2) ein. Dann folgt: 

Wiren  nun f und rj die Koordinaten des wahren Pols, d. h. des- 
jenigen, durch den die Liisung der Aufgabe bestinimt wird, so müBten 
die Werte für xk und y:, die wir aus den Formeln (4) auf Grund dieser 
Werte von f  und 77 finden, mit den bekannten Werten X, und y, der 
Koordinaten des festen I'unktes LW,, zusammenfallen. Da dieses im 
augemeinen nur naherungsweise stattfinden wird, so besteht die aus- 
zuführende Korrekturrechnung of inbar  dariri, den Koordinateu t ,  7 
solche Inkrenienic zu erleileu, daB die mit Hilfe der Formeln (4) zu 
berechnenden Werte xk, y: glsich x,, y,, werden. Bezeichnen wie diese 
Inkremente mit d f ,  d v  und führen wir weiter für die rechten Seiten 
dcr Formcln (4) die Abkürziirigcil f a ( g ,  q )  und f,@, li) pin, so muB 
demnach sein 

x, = xk + dxk = f,(E + d g ,  '17 + civ), 

Aus diesen Beziehungen folgt aber, wenn wir f , (g  + d f ,  q + d?) und 
f a ( E  + dg ,  r] + d q )  nach dem Taylorschen Lehrsatze entwickeln und 
uns dabei auf die linearen Glieder beschriinlren: 
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Es ist aber, wie man durch Differenziieren findet, 

Wir k6nnen jetzt in den beiden letzten Formeln die Faktoren von 
dk nnd dl;i berechnen, da in ihnen nur bckannte Gr6Ben vorkornmen. 
Nachdem dieses geschehen ist, bilden wir die Differenzen 

(6) xn - x:, = dxk,  

Sind so auch die Gr6Ben d&, dyh gefunden, so erhalten wir die 
gesuchten Inkromente dE, dq, indem wir die Gleichungen (5) nach 
d6 und dv als Unbekannten auflosen. Dann sind, soweit die Re- 

Zeitsohrift f. Mathematik n. Phyaik. 56. Rand. 1908. Heft 2, 10 
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146 Vntersuchungen zur Statik des Stabpolygons. 

schrankung auf lineare Glieder bei der Entwicklung nach dem 
T a y l o r  schen Lehrsatze zuliissig war, die Koordinaten des wahren Poles 

Wir  woilen aus den Gleichungen (5) noch einige E'olgerungen ab- 
leiten, die wir an1 Bchlusse dieser Arbeit zur Bestimmung der Fehler- 
grenzen beriützen werden urid deren man sich auch rnit Vorteil z u r  

Berechnung der Faktoren von d5 und d7 in  den Gleichungen (5) be- 
dienen kann. 

Dazu führen wir für die als Konstanten anzusehenden Faktoren 
von dg und d7 die Abkürzungen ein 

wodurch die Gleichungen (5) übergehen in 

Kun kt aber, wie aus den Ausdrücken für u,, a,; b,, Ei2 in den Glei- 
chungen (5) hervorgeht, 

und weiter 

(9) 

wo Q,, die Lange des Polstrahles von dem graphisch ermittelten Pole Sn 
nach der Ecke &, des Kriiftepolygons bedeiitet. C m  die beiden noch 
fehlenden Gleichungen zur Bestimmung der yonfitanten a, bis b, zu 
erhalten, denken wir uns durch den Pol Sn (in Fig. 3 S,) parallel zu 
den Koordinatenachsen 6 und 7 ein Paar Geraden gezogen, die wir als 
Triger der Variabeln cl5 und dq auffassen, und ferner in dem Plane 
des Seilpolygons fiir die Nachbarschaft des dem Pole Sn entsprecheu- 
den Yunlrtes NA die jene Geraden abbildenden Kurvenii~te Nip, und 
M,'p,' konstruiert. Diese Kurvenaste erhalten wir im allgemcinen mit 
hinreichender Genauigkeit, indem wir eiiif'ach durch den Punkt iWA ein 
Paar Linien ziehen, die mit den Kurven m,p, . . . p3 und WZ,& . . . 
gleichlaufend sind. Wünscht man ihren Lauf mit gr6Berer Genauigkeit 
festzustellen, so empfiehlt es sich, wie es in Fig. 3 geschehen ist, noch 
den Punkt &' zu konstruieren, welcher dem vierten E c k ~ u n k t  S: des 
Rechtecks S2SSiSi zugeordnet ist. Dam braucht man den Punkt 
nur noch mit den Punkten u 2  und /12 durch ein Paar Linien zu ver- 
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binden, welche den gegenüberliegenden Kurvenabschnitten p,m, und 
,uém, bezw. ahnlich sind, um zwischen den Seiten des dadurch entr 
stehenden Kumenvierecks die gesuchten Kurvenaste hinlanglich genau 
einzeichnen zu konnen. Die Keigungswinkel dieser Kurvenaste kGnnen 
wir nun leicht zu den Gleichungen (7) in Beziehung bringen. Denn 
setzen wir in  den Gleichungen (7) d q  gleich Null und variiereri d f ,  
mit dem Werte Null beginnend, so steilen die aus den Gleichungen (7) 
folgenden zusammengehorigen Werte von d x i  und dy; offenbar die 
laufenden Koordinaten der Tangente t im Punkte Mn an den Kurvenast 

dar. E s  ist mithin  FI^. S .  

= t g  (dx,', t ) .  

Entsprechend finden 
wir, indem wir dg = O 
setzen, 

3 
= t g  (dx;, t ' ) ,  

wo mit t' die Tangente 
im Punkte mi an den 
Kurvenast bezeich- 
net  kt .  Da wir nnn die 
GrGBen der Polstrahlen Q,, und der Winkel (da,', t )  und (dx;, t') ans 
der Figur entnehmen konnen, BO sind wir hiérdurch in den Stand ge- 
setzt, mit Hilfe der Gleichungen (8) bis (11) die Konstanten a,, a,; b,, b, 
in einfachster Weise zu berechnen. 

Die Werte, die wir so für  a,, a,; b,, b, erhalten, werden freilich 
weniger genau sein, als wenn wir zn ihrer Berechnung die Ausdrücke 
für sie in den Gleichungen (5) benutzen, u n d  daher die Werte der 
korrigierten Polkoordinaten f C  = + d t ,  >TC = 7 + d q  unter Umstiinden 
noeh einmal zu berichtigen sein. Dies 1aBt sich jetzt aber mit geringer 
Mühe bewerkstelligen. Man berechne dam den Punkt iMn, der dem 
Pole f y, rl: zngehort, nenne die Abweichungen seiner Koordinaten von 
derien des Punktes &dx; und d y n  und setze die Gleichungen an 

dxn = a, . d f "  + a, . dq" ,  

dy; = b, .  d f "  + b 2 .  d7" ,  

wo man für die Konst'anten a,, a,; b,, b, wieder die bereits bestimmten 
IO* 
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148 Untersnchungen zur Statik des Stabpolygon~. 

Werte benutzen darf. L6st man dann noch diese Gleichungen nach 
dt" und drl" auf, so erhalt man als die Polkoordinaten die genauereii 
Werte gc = 5: + dE1', ?jC = $' + d7". 

C. Z a h l e n b e i s p i e l .  

Die Stabkette (Fig. 3) bestehe aus drei Gliedern von den Lingen 
~7.l,JiC, = 4 m, 17d1JfB = 3 m, 1Cf2#18 = 2 m; die Koordinaten der festen 
Endpunkte mien nl, = y, = O m und z, = 7 m, y, = O m. In dem 
Piinkte Ml wirke die Kraft P, = 3,5 kg unter dem Neigungswinkel 
@, - 1100 und in dem Punkte M, die Kraft P, = 2,5 kg untcr dein 
Neigungswinkel P, = GO0. 

Losung. Wir legen den Pol des Kr5ftepolygons Q, Q2 &, in den 
Punkt S. Benutzen wir fiir das System &, 11 den gleichen IAngenmaB- 
stab wie für das S p t e m  x, y, so finden wir durch Ausmessen für die 
Koordinaten des Punktes S inbezug auf das System 6, 7 die Werte 2 
und 2,5. Hierauf konstruieren wir den Linienzug Mom,m2 ln,, welcher 
den dem Punkte S als Pol zugehorigeri Verlauf der Stabkette darstellt, 
und bestimmen weiter die Punkte pl, pa; &, &, welche den Lagen Si, Sz;  
Si, Sa entsprechen, 

In unserer Zeichnung haben wir für die Gr6Be der Strecken 
SSI = S1S2 = SS; = Si $21 den Wert O,5 gewiihlt. Daher müssen wir 
auch auf den Bezugslinien nz3ylp2 bzw. w3p;pS den Punkten pl und pz 
hezw. y; und pi die Werte 0,5 und 2 .  0,5 zuschreiben. Denken wir 
so  auf den Rezugslinien eine Skala angebracht, so ergeben sich nach 
dieser Skala aus der E'igur fiir die Koordinriten des Punkt,es Jf, die 
Werte p3 = 0,33, & = - 0,5. Daher sind auch die Korrekturen der 
Koordinaten des Poles S gleich 0,35 bezm. - 0,5. Demnach liefert die 
Zeiehnung für die Koordinaten des gesuchten Poles die Werte & = 2 
+ 0,35 = 2,35 und 7 = 2,s - 0,5 = 2. 

Diese Werte benutzen wir als die Ausgangswerte der in Abschnitt B 
geschilderte~i Korrekturreclinung. Nach deii Formeln (1) erhalten wir 

zimachst für die Koordinaten der Punkte Q, und Q, 

t2= 3 3  . COS 110' = - 1,197; T~ = 3,5 . sin 110° - 3,289 ; 

t,= 3,5.cos l10°+2,5.cos 60°=0,033; ~,~,=3,5.sin 1 10°+2,5~sin600=5,434. 

Setzen wir diese Werte in den Formeln (2) ein, so ergibt sich meiter 

a, = 40° 24'; cc, = - lg058 ' ,  a, = - 5G0 22'. 

Für die Koordinaten des Endpunktes 171j der Stabkette, der dem 
Pole 5 = 2,35, 17 = 2 entspriclit, bekommen wir daher nach den For- 

(3) die rc; - 6,974; y; = - 0,097. 
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Von ALFILED JATHO. 149 

Es ist mithin 

Wir  haben jetzt die Koefffzientcn von d6, drj in den Formeln (5) 
zu berechnen; a i r  finden für ~ i e  die Werte 0,9714 und 0,1622 t)ezm. 
0,1622 und 1,6020. Fiir die Rereçhnung von dE und d q  ergeben sich 
daher die beiden Brstimmi~ngsglrichi~ngen 

Bus ihnen fol@ ;tg : 0,0375 und d q  = 0,0644. Daher erhalten 
wir schlieBlich fur die Koordinaten des Poles die korrigierten Wertc? 

6 ,  = 2,35 + 0,0375 = 2,3875; 7, = 2 + 0,0644 = 2,0644. 

Um jetzt den Verlauf der Stabkette zu bestimmen, der diesem 
Pole entspricht, setzeu wir die Werte für 5 ,  und 7, in den Formeln (2) 
ein. Dadurch finderi wir für die Reigungswinkel der drei Stabe die 
Werte 

ol, = 40°51'; a, = - 18O02'; cl,, = - 5:i028'; 

und dann weiter nach den Bormeln (3) für die Koordinaten der 
Punkte Ml, N,, 313 

X, = 3,027 ; y, = 2,617 ; 

Beschranken wir uns also auf die Genauigkeit, welche die in vor- 
stehender Rechnung angewandten vierstelligen Logarithmen zulassen, 
so faut der Endpunkt der Stabkette genau in den gegebenen festen 
Punkt fil3. 

Anstatt zur Berechnung der Faktoren von d &  und d q  die Aus- 
drücke für sie in den Gleichungen (5) zu benutzen, wollen wir die 
Korrektur auch nach der zweiten, sich auf die Figur stützenden Methode 
ausführen. Wir  entnehmen ails der Zeichnung die Werte g, = 3,1, 
p2 = 3,5, r, = 4,2 und (dxn, t )  = - ï0,5, ( d x i ,  t') = 95O und er- 
halten daher 
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150 Unteruucliungen zur Stlttik des Stabpolygons. 

Aus diesen Gleichurigen folgen für die Konstariteii die Werte 

Daher lauten die Korrekturgleic2iurigen 

Ihre Wurzeln Sind d 5 = 0,0334 und dv = 0,0644 und somit die 
korrigierten Polkoordinaten 8, = 2,35 + 0,0334 = 2,3334, 7 ,  = 2 + 0,0644 
= 2,0644. Die Abweichungen dieser GroBen von deri nach der schiirferen 
Mcthode beizchneten Werten der Polarkoordinaten ist so geringfügig, 
da5 eine nochmalige Korrektur überflüssig ist. 

B e m e r k u n  g. Der in dem voranstehenden Beispiele behandelte 
Fall, daB die Stahkette nur aus drei Gliedern besteht, liiBt sich auch 
aiif die interpolatire Bestimmimg von nur einer Unbekannten ziirück- 
f ü h r ~ n .  Es  ist indessen die Interpolation nach zwei Variabeln vor- 
gezogen worden, da es darauf ankam, das ailgemeiw, für  eine beliebige 
Anzahl von Stiiben gültige Verfahren darzustellen. 

A n w e n d u n g  auf  e in  P r o b l e m  d e r  Geomet r ie .  

l n  engem Zusammerihange mit der vorhergehenden Untersucliung 
steht die folgende Aufgahe der Maxima- und Minimarechnung. 

Aufgsbe 2. 

Es i d  ein starres, ebenes Polygon QI&, . . . . &, gegeben. Man 
soll in seiner Ebene eiiien Punkt S so bestiuimen, daB die Summe 
seiner Entfernungen von den Ecken des Polygons ein Minimum wird. 

Losung. Wir  beziehen das Polygori auf ein rechtwinkliges Koordi- 
natenfiystem mit den Achsen 5 und 7 ;  die Koordiriaten der Punkte 
QI, Q2, . . . . Qn seien El, 7,; E,, T.~; . . . . En, rirL. Der Purikt S habe die 
Koordinaten 6, 7 .  Uann haben wir die Summe der positiven Wurzeln: 

z u  einem Minimum zii machen. Nach den Vorschriften der Differential- 
rechnung müssen wir dazii die aiifgestellte Summe partieil nach und r j  

differentiieren u n d  die partiellen Differentialquotienten einzeln gleich 
K u l l  setzen. Dadurch erhalten a i r  zwei Gleichungen in ~ m d  r j ,  deren 
Wurzeln die Koordinaten des gesuchten Punktes S sind. Uiese beiden 
Gleichungen sind 
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Bezeichnen wir nun den Neigungswinkel des Strahles SQ, gegen 
die positive 5-Achse mit a,, so iut 

Die beiden letzten Gleichungen gehen daher über in 

cos cc, + cos cc, +.  . - .  + cos cc, = 0 ;  

s ina,  + s ina,  + - . . - +  s i n a n = O .  

Diese Gleichungen k6nnen wir aber mechanisch so deuten, daB wir 
uns in den Ecken des Polygons Kriifte von der GroBe 1 angebraüht 
denken, deren Richtungslinien in  dem Punkte h" zusammenlaufen. Da 
die rechten Seiten der aufgestellten C-lleichungen Null sind, mufl die 
Resultante dieser Kriifte vcrschwinden. W i r  habon d s o  unsere Auf- 
gabe auf die andere zurückgeführt: Die liichtungen eines Systems von 
Kriiften von der GroBe 1, die in den Ecken eines starren Polygons an- 
greifm, sind so zu bestimrncn, daB sich erstens ihre Wirkungsliilien 
in einem Piinkte schneiden iind daB zweitcns ihre Resultante Nu11 wird. 

Diese Aufpabe ist aber nichts anderes als ein bcsonderer Fa11 der 
1. Aufgabe. Dem Kriiftepolygon Q, &, . . . . Qn entsprirht das starre Poly- 
gon &, &, . . . . &,, der Pol S stellt den geuiichten Piinkt des Polygons 
dar und die Glieder der Stabkette sind den in den Ecken des starren 
Polygons angreifenden Einheitskriift~n einzeln gleich und parallel. Da 
die Resultante dieser E f t e  Null sein soll, so muB die Stabkette ein 
geschlossenes Polygon bilden, unsere Aufgabe besteht also darin, den 
1'01 S so zu bestimmen, daB der Endpunkt mn der Stabkette in ihren 
Anfangspunkt Mo &Ut. 

Besonders pinfach gestaltet sich die Losmg, falls  da^ gegebene 
Pol-ygon ein Dreieck oder ein Viereck ist. Für den Fall des Dreiecks folgt 
aus dem Gleichgewicht der drei in dem Punkte S angreifenden Ein- 
heitskriifte, daB die Strahlea SIS,, S Q,, SQ, miteinander Winkel von 
120" bilden; der Punkt S ergibt sich also als Sehnittpunkt von drei 
Kreisen über den Seiten des Dreiecks als Sehnen und mit den Peri- 
pheriewinkeln 120°. Für den Fa11 des Vierecks Liefert der Schnittpunkt 
der Diagonalen den gesuchten Punkt S. 

Die angegebene Interpretation l m  sich auch auf elementarem 
Wege leicht begründen. Zu diesem Zwecke denkeii wir uns in den 
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152 Gnterauchungen zur Statik des Rt,abpolygons. 

E c k e n  des Polygons u n d  in dem P u n k t e  S 0 s e n  angebracht ,  durch 

welche eine Gummischnur reibungslos gleiten kann.  Wir lassen die Schnur  

von der  E c k e  Q, ausgehen, führen  sie dann  nach  dern P u n k t e  S, hier- 

auf n a c h  der E c k e  &,, d a n n  nach  dern P u n k t e  S zurück ,  weiter nach 

der  E c k e  Q, usf., b i s  wi r  wieder n a c h  der  E c h e  Q, zurückkommen. 

Je tz t  s p a m e n  wi r  die Schnur u n d  verknüpferi ihre  beiden Enden .  Die 

S c h n u r  wird sich n u n  m6glichst zu verkürzen auchen u n d  der  o s e  S 
eine solche Lage erteilen, daW die S u m m e  ihrer Verb indungen  mit den 

E c k e n  ein Minimum wird. Sobald Gleichgewicht e ingetreten ist, niuB 

auBerdem die Schnur in ihren siimtlichen Abschnit ten d ie  glciche 

S p a n n u n g  besitzen iind die &e S daher  nach den  verschiedenen Ecken  

m i t  derselben Kraf t  h i n g e ~ o g e n  werden. I laraus folgt  aber  die Richtig- 

keit der  obigen Zurückfi ihrung der  Aufgabe auf  da^ mechanische 

Prob lem.  

An m e r k u n g .  Die Analogie heider Probleme ist nur daun vollatandig, wenn 
die Strecken des Seilpolygons in dern Sinne eines Umlaufes den Polstrahlen SQ 
- diese alle entweder auf S zugewendet d e r  von S abgewcndet - nicht nur 
parallel, sondern auch dern Sinne nach gleichgerichtet sind, was aber keineswegs 
notwendig zu sein braucht. Bei der Minimnmeaufgabe sind die Wurzeln alle positiv 
zu rechnen und daher lauten die Bedingungsgleichungen 

z s i n  ay = O und z c o s  ciy = 0 ; 

dagegen lautet die Bedingung dafür, da6 das Seilpolygon von den Seillangen 1 

Beim Vicreck a. B. stimmen tatsachlich boide Anfgrthen nur übercin, wcnn da8 
Viereck keine einspringende Ecke hat. .Ist das aber nicht der Fall, liege z R. die 
Ecke D innerhalb des Dreiecks A B C ,  so kann man leicht zeigen, daB der Dia- 
gonalenschnittpunkt zwar den Punkt S als richtigcn Pol für die ursprüngliche 
Aufgabe der Gestaltsbestimmung der viergliedrigen Kette gibt,  nicht eber den 
gesuchten Punkt für die Minimumsaufgabe. Denn es ist 

sin a, + sin a, - sin or, + sin CY, = 0 , 

daa Analoge gilt für-die cos a. 
Die Gleichungen 

2sin û. - O iind y c o s  a - 0 
Lj. 

haben gar keine reellc Losung: die Minimallage  de^ Punktes S fallt mit einern 
Randpunkte des Regnlaritat~sgebietes, namlich mit dern einspringenden Punkte Il 
zusammeri. 

Aufgabe 3. 

Es sei  eine S tabke t te  iWoJfl . .  . . Jf,, gegeben, deren  Endpunkte  Ho 
u n d  . l l  sich reibungslos auf  zwei Kurven  p(x,y) = O u n d  X ( ~ , y )  = O 
verschieben lassen. Man sol1 die G l e i ~ h ~ e w i c h t s l a g e  der Stabket te  be- 

stirnmttn, falls die  in den  E c k e n  Ml, AI2, . . . . Mn-, a n p i f e n d e n  Kriifte 
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Von ALFRED JATHO. 153 

PL, P2, . . . . P,-, nach Gr6Be und Richtung bekannt sind und ferner 
vorausgesetzt wird, daB die beiden Kurven und die gegebenen Krafte 
in derselben Ebene liegen. 

A. G r a p h o s t a t i s c h e  Lt isung.  

In der gesuchten Gleichgewichtslage mui? die Stabkette zwei Be- 
dingungen erfüllen: l. Der erste und der letzte Stab rnüssen in ihren 
Endpunkten auf den Gleitkurven senkrecht stehen; 2. Die den Staben 
der Kette parallelen Strahlen, die wir durch die Ecken des Kraftepolygons 
gezogen denken, müssen sich in einem Punkte, dem Pole, scheiden. 
Um diesen Bedingungen zu genügen, verschaffm wir uns eine Cbersicht 
über die Gesamtheit Pig. 4. 

derjenigen Gleiclige- , , -. , 
1 > 

wichtslagen, in denen , ,I 1 , f',, \ 

r j  

der erste Stab senk- 
recht zu der Kurve 
cp (5, y) gerichtet ist, 
wiihrend der Endpunkt 
Ji1, des letzten Stabes 
auf der Kurve (z, y) 
liegt, wobei aber die 
Winkel, welche dieser 
Stab mit der Kurve 
x (x, y) bildet', Ton der 
verschiedensten Gr6Be 
sein werden. Bus 
der Gesnmtheit dieser 
Gleichgewichtslagen 

wahlen wir dam, um 
die L6sung zu erhalten, 
diejenige aus, in wel- 
cher auch der letzte 
Stab senkrecht auf der 
Kurve ~ ( z ,  y) steht. 

In dem Beispiele, 
an dem wir diesen 
Gedanken niiher aus- 
führen wollen, nehmen wir an, daB die Stabkette aus drei Stiben r, ,  r,, r, 
besteht (Fig. 4). Der Endpunkt Mo des ersten Stabes bewege sich auf 
einer Parabel y(x ,  y) = O und der Endpiinkt des letzten Stabes üuf 
einem Kreise X(x,y)- Wir  fügen zunachst die beiden gegebenen Krafte 
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iiach GrGBe und Richtung zu dem Linienzuge QI &, Q, aneinander und 
herechnen für den Teil der Kurve cp(z,y), welcher dem Augenschein 
uach für die L6sung in Betracht komnit, eine Reihe von Pnnlztcn JIO,, 
MOb, % c . .  . ., derart, daB die Kormale der Kurve in jedem diescr Punkte 
mit der Sorrnalen in dem vorhergehenden Punkte eincn konstanton 
Winkel (in unscrem Reispiel 4Oj bildct. Parallel zu dieseii Normalen 
ziehen wir diirch den ersten Eckpiinkt &, des Kraftcpolygons die Ge- 
raden a, 6, c . . . ., und stellen auf denselben eine gleichrnahge Einteilung 
hei; indem wir um den Punkt  Q, eine Schar aquidistanter Kreisbogen 
zeiçhnen, welche die Geraden a, b, c . . . . in den Punkten S,i,.S,2, SaB.. . .; 
Sb17 fib2 . . . . schneiden mogen. Konstruieren wir jetzt nach der in der 
1. Aufgabe angegebenen Methode die Stabpolygonc, welche den Punkten 
Bal, S,e . . . .; Sbl, Sbz . a zugehoren, so wird jede Griippe von S t a b  
polygorieri, welche deri Punkteri eiues der Strahleri a, U, c . . . . zugeordnet, 
is t ,  den crsten Stab gemeinsam haben, wahrend die E~idpunkte  ntal, 

'n rrz,, . . . .; nz,,, q,, . . . . der Polygone jeder dieser Gruppen eine 
der K~irven bestimmen, die in unserer Figur mi t  a, b , c .  . . . bczcichnet 
4nd.  Diese Kurven stellen in der Ebene des Stabpolygous die Ahhil- 
dungen der Strahlen a, 6, c in der Ebene des Kriiftepolygons dar. Die 
Kurve a wird in unserer Figur von der Gleitlinie x (z, y) nicht geschnitten, 
dagegen ist dies für die Kurven b ,  c ,  d ,  e, f der Fall. Den Schnitt- 
punkten BI: BI ; C', , C2 . . . . entsprechen irn Krifteplane auf den Strahlen 
6, c . . . die Punkte BI, 9,; QI, Q, . . .; deren Lage wir durch eine ein- 
fache grapliisctie Interpolation ermittelri. Legen mir noch durch die 
Punkte %,, 8,; QI, Q, . . . . eine Kurve, so wird durch dieselbe die Gleit- 
h i e  ~ ( z ,  y) in den Krlifteplan abgebildet. Auf dieser Kurve, ~velchc 
wir kurz die P o l  k i i rve  nennen wollcn, muB der gesuchte Pol liegeii, 
dw,mit der erste Stab senkrecht zu der Gleitlinie ~ ( z ,  4 gerichtet ist. 

Um jetzt denjenigen Punkt  der Polkurve zu finden, für  wrlchen 
auch der letzte Stab auf der ihm zugehorigen Gleitlinie X(X, y) senk- 
recht steht, ziehen wir durch die Punkte %, und 23, die Geraden BIATl 
und %, AT2 parallel zu den Sorrnalen der Kurve X ( x ,  y) in den Punktcn 
BI und U2 und verbinden weiter die Punkte 8, und 8, mit dern End- 
punkt Q, des Kraftepolygons. Würde nun etwa durch den Punkt 8, 
die richtige Lage des Poles angegehen, so müBte der Polstrahl %,Q, 
in die Iiiehtung der G e r d e n  BJ1 fallen, also der Winkcl & 8 N  Nul1 
sein. Dieser Winkel zwischen (lem Polstrahl und der Richtung der 
Normalen der Gleitkurve ist aber sowohl f ü r  den Punkt  B, wie fiir den 
Punkt  a, von Nul1 verschieden, iind zwar ist Winkel & , ~ l ~ T l  - 22' 
und Winkel Q,M,IV, - 611~. Da ferner der Piinkt Q, innerhalb des 

diirch die Geraden B, XI iind 8, AT2 abgegrenzteii Etaunies gelegen ist, 
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so erhalten wir annahernd die richtige Lage des gesiichten Poles 8, 
wenn wir noch den Rogen B,B, der Polkiirve iin Verhaltnisse der 
Abweichungswinkel QQ 8, ATl und Q, 8, i17, teilen. 

-- - 

E i n i g e  E i g e n s c h a f t e n  der  P o l k u r v e .  Durch den Schnitt- 
punkt der in unsere Figur als x-Achse eingezeichneten Geraden mit dem 
gegebenen Kreise denken air uns einen zweiten Kreis gelegt, weleher 
den ersteren in dem bezeichnet'en Pnnkte von innen berührt. 1st der 
Radius dieses Kreises nur etwa doppelt so groB als der des gegebenen, 
so werden wir, falls wir den Anfangspunkt ATo der Stabkette unter 
Beibehaltung der am Eingange eingeführten Bedingungen auf der Parabel 
emporschieben, zu zwei Punkten gelangen, für welche sich die Stab- 
kette zu einer geraden Linie ausreckt. Die Spannungeri in den Stiben 
müssen dann unendlich gr00 werden und die Polkurve sich daher mit 
zwei ~ s t e n  im Unendlichen verlieren. Die Richtungen, unter welchen 
dieses geschieht, lasseri sich leicht angeben. Wir  konstruieren dam 
eine IZeihe von Normalen der Parabel und niachen ihre Liingen gleiçh 
der Summe der Langeri der verschiederien Stiibe. Verbinden wir dann 
die Endpunkte der Normalen durch eirie Kurve, ao bestimmen die 
Schnittpunkte diever Kurve mit dem Gleitkreise die fraglichen Lagen 
der Stabkette. Parallel zu den Riçhturigen, welche die zu uiner Ge- 
raden ausgespannte Stahkette in diesen Lagen anrlirrinit, la~iferi die beideri 
Aste der Polkurve ins Uriendliche. 

Ueachtung verdient auch der Fall, daB die Polkurve durch den 
ersten oder letzten Endpunkt des ICriiftepolypons Q, bezw. Q, hindurcli- 
geht. Ea tritt dieses ein, wenn die Stabkette sich zwischen den Gleit- 
kurven so veischieben M t ,  daB der erste bezw. der letzte Stab span- 
nungsfrei wird. Dieso Nulllagen lassen sich in einfacher Weise ohne 
Benutzung der Polkurve ermitteln. Dcr erste St:ib r, z. B. kann nur 
spannungsfrei sein, wcnn der zweite Stab Y ,  in die Ilichtung der Kraft 
1' U t  Wir kennen somit die Richtung des Stabes r,  und konnen 
daher durch n~iederholt~e Anweiidung des Satzes rom Kriifteparallelo- 
gramm oder einfacher mit Hilfe des RrZftepolygons - der Pol  fiillt 
in den Punkt &, - auch die Iiichtung die übrigen Stabe finden und 
folglich auch den Abstarid des Endpunktes von der zweiten Eckc 
i?i, nach Gr6Bt: und Richtung bestimmen. Um die gesuchte Nulllage 
der Kette zu finden, brauchen wir dann nur noch die Endpunkte der 
in den verschiedenen Punkten der Kurve rp (x, y) errichtcten Kormalen 
von der Lange r, durch eine Kurve zu verbinden und zwischen dieser 
und der Iiurve ~ ( z ,  y) eine Gcrade so einzuschieben, daB sie nach GroBc 
und Richtuilg gleich dem gefundenen Vektor X1171, wird. 
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Die Richtung, unter welcher die Polkurve etwa durch den Punkt 
QI hindurchgeht, ist parailel der Richtung des ersten Stabes in der 
zugehorigeri Nulllage der Stabkette. Der Reweis folgt daraus, duW bei 
einer infinitesimaleri Ver~chiebung der Stabkette in dem ersten Stabe 
eine Spannung entsteht, welche nach Gr6Be und llichtung durch das 
von dem Punkte QI ausgehende zugeliiirige Bogcnelemcnt der Polkurve 
dargestellt wird. 

Schreitet der Pol auf der Polkurve durch den Punkt Q, hindurch, 
so wechselt hierbei die Spannung in dem Stabe r, ihr Leichen. 

Die für die Polkurve angefiihrten Rigenschaften bleiben bestehen, 
falls die Kurve rp(q y) zu einem Punkte zusammenschrumpft, oder mit 
anderen Worten, falls der Endpunkt NO der Stabkette als fest be- 
trachtet wird. 

C. D i e  n u m e r i s c h e  K o r r e k t u r  d e s  g r a p h i s c h  e r m i t t e l t e n  Poles.  

Wir  behalten die in Aufgabe 1. benutzten Bezeichnungen bei, 
fassen den graphisch ermittelten Pol aber jelzt als Schnittpunkt des 
ersten und letzten Pulstrahles auf, deren Neigungswinkel a, urid cr, 

gegen die 6-Achse wir aus der Zeichnung entnehmen. E s  handelt sich 
darum, die für sie gefundenen Vermesmngsergebnisse durch die Rech- 
nung zu verschirfen. 

Die Gleichungen der beiden bezeichneten Polstrahlen sind 

h u s  ihnen folgt für die Koordinaten und 7 des Poles 

Nachdem wir die MTerte von und nach diesen Formeln be- 
stirrirut haben, berechrien wir weiter die Richtung des v-ten Polstrahles 
mit Hilfe der Bcziehungen 

6 - 6" 
COS a" = - 

i / ( g  - 6")" ((rl - 4 7 '  
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L m  nun den Verlauf der Stabkette zu berechnen, welche dem zu 
den angenommenen Werten von a, und a, gehorigen Pole entspricht, 
müssen wir zunachst die Koordinaten x, und y,, des Arifarigspunktes 
der Stabkette als Funktionen des Winkels a, ausdrücken. Fassen wir 
daher den n'inkel a,, durch den die Richturig der Normalen der Kurve 
cp(x, y) bezeichnet wird, als laufenden Pararneter auf, so mage sich die 
Kurve rp(x,y) durch die beiden Gleichungen darstellen lassen 

Haben wir mit Hilfe dieser Gleichungen die Werte von x, und y, 
berechnet, die zu dem gefundenen Werte von a, gehtiren, so folgen 
die Koordinaten des zweiten Endpunktes der Stabkette aus den Glei- 
chungen 

v = m  

x:, = x; + Y, . cos a,, 2 

Y: = y; + 2 r v .  sin a,. 

Wiireii nun die aus der Zeichniing entnomm~nen Werte von a, 
und a, die wahren Werte der Neigiingswinkel des ersten und letzten 
Polstrahles, so miiBten die auf Grund tlie~er Werte bprechneten Werte 
von IL.; und y: die Gleichung der Kurve X ( ~ , l / )  = O befriedigen. E s  
müBte also %(cc,',&)= O sein. Im allgenieinen werden wir aber für 
X(xI . ,  y.) nicht Sull, sondern eine kleine GroBe e' finden. Es sei also 

Um den Punkt M,, in die Kiirve selbst hineinzurücken, erteilen 
wir den Koordinaten x i  und y: die - zunachst noeh unbekannten - 

Inkremente dx, und dy,. Dann sind diese Inkremente durch die 
Gleichung 

x(xR + d zn, y: + dy,) = O 

miteinander verkniipft. Entwickeln wir die linke Seite dieser Gleichung 
nach dem T a  ylorschen Lehrsatze, indem a i r  uns hierbei auf die linearen 
Glieder beschriinken, so erhalten wir 
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Wir  wollen nun dx, und dy,& als Funktioncn von a,,a,; del,, da, 
darstellen. Dazu denken wir uns fiir die rechten Seiten der Glei- 
chimgen (2) die Abkürzungen eingeführt 

71 - ?ly v(c-T v)---T== -T = f V "  (t, 7) .  + 7 - %) 

Dann folgt ans den Beziehungen (2) bis (4) 

und dann weiter dureh Diffeerentiation dieser Gleichungen 

Es ist aber 

dy, = rioy (a,) +Zrv . df,," ( 5 , ~ )  - 
, = l  

Ein analoger Wert gilt für d f , ,  (5,  ri). 
Die partiellen Ableitungen von f t v  (6, 7) = cos a,  und f q ,  ( 5 ,  v)= sin a" 

nach t und rj haben wir schon in Aufgabe 1, Abschnitt C arigegeben, 
wiihrend wir die partiellen Ableitungen von und 7 nach ci, und U, 
durch Differentiieren der Gleichungen (1) bilden. Es folgt 
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Diese Werte setzen wir in die Gleichungen (8) ein und erhalten 
dadurch 

,'=n a @z E l  - E  (v -7Je (12) dx,=-;- . da l+da ,  
O a, (tg cf, -tg a,). COS Crl 

% -1 

v = n 
711-7 T,,. ( E  - Ey)= 

'(_tg cf, - cotg a d  sin2 a, 
1' - 1 

v = n  
71, - 71 rw. (S- tJY 

+dan.-- --- 

( C U ~  u, c o t e  an) a aiux q '2 ((5- *;?+ (q - Tu)' 1 + 
7 = 1  

Diese NTerte für dx, und dyn müssen wir in die Beziehung (6) ein- 
setzen. Führen wir für x (z,:, y;) noch seinen Wert E' ein und schreiben 
wir für  die rechten Seit'en der Gleichungen (12) die Abkürzungen 
Fl(dnl, da,) und .&(dal, da,), so geht die Oleichung (6) über in 

(13) 
a x a . I.; (da,, da,) + 2 - F2 (da,, dan) + r' = O .  

ay' 

Durch die Gleichung (13) wird das Verhaltnis bestimmt, das 
zwischen den zu den Werten von a, und q hinxiizufiigenden Tnkre- 
menten d a ,  und darL bestehen miiB, damit der Rndpunkt nl,, der Stab- 
kette in die Kurve x (z, y) oder der Pol in die Polkurve hineinriickt. 
Sie kann dam benützt werden, urn den Verlauf der Polkuwe in der 
Nachbarschaft des paphisch ermittelten Poles mit der Genauigkeit 
kleiner Gr8Ben erster Ordnung festzustellen. Zwei Punkte Sl und S, 
der Polkiirve finden wir an1 einfachsten dadurch, daB wir in Gleichung(l3) 
entweder da, oder dal  gleich Nul1 setzen. Wiihlen wir d a ,  = O und 
berechnen mis Gleichiing (13) den zug-ehorigen Wert von da,, so er- 
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halten a i r  den ersten Punkt S, als Schnittpunkt der beiden GiiBeren 
Polstrahlen mit, den Neigungswinkeln cc, + da, und a,. Wiihlen wir 
dagegen da, = O und berechnen aus Gleichnng (13) den entsprechenden 
V e r t  von da,, so ergibt sich der Punkt Sa der Polkurve als Schnitt- 
punkt jener Polstrahlen mit den Neigungswinkeln a, und cc, T da, 

U m  nun denjenigen Punkt Sc der Polkurve zu erhalten, durch den 
die Losung der Aufgabe bestimmt wird, konnen wir uns entweder des 
am Schlusse der graphischen Losung dargelegten Interpolationsverfahrens 
bedienen, indem wir für die E'unkte Mn, und d l n ,  der I-Curve x (x, y), 
welche den Punkten 8, und S, der Polkurve zugeordnet ~ i n d ,  die Ab- 
weichuugen der Normale der Kurve von den Richtunaen berechnen, 
welche in beiden Fiiien der letzte Stab der Stabkette besitzt, und in 
dem Verhdtnisse dieser Abweichungen das Kurvenstück SIS, durch 
den Punkt Sc teilen; oder aber wir leiten noch eine zweite Gleichung 
zwischen ilal und da,  ab. Die Hechnung, welche zu dieser führt, id 
derjenigen gam analog, durch welche die Gleichung (13) gewonrien 
wurdo. Wir ersetzen dam die Gleichung der zweiten Glcitkurve ~ ( æ  y)=O 
durch zwei Gleichungen 

5% = x, (4 

wo der Parameter a, den Neigungswinkel der Normalen der Gleitkurve 
in  dem Punkte x,, y, bedeutet. Die Werte von x, und y,, die aus 
diesen Gleichungen für den aus der Zeichnung entnommenen Wert von 
a, folgen, seien zt und y:. Hierauf berechnen wir die Koordinaten z: 
und y;' des Anfangspunktes der Stabkette mit Hilfe der Beziehungen 

v = l  

x; = sï  +Z(- T")  . cos a,, 

Diese Gleichungen unterscheiden sich dadurch von den ihnen ent- 
spreclienden Gleichunge~i (4)) daB an die Stelle der Gr6Be rv ihr nega- 
tiver Wert  - r, gevetzt i d ,  da wir jetzt die Stabkette in dem ent- 
gegengesetzten Sinne durchlaufen. Setzen wir die für x;' und 
gefundenen Werte in die Gleichung der ersten Gleitkurve ein, BO er- 
gebe sich 

Die weitere Rechnung entspricht in allen Einzelheiten den Rechnungeii, 
die zu der Gleichung (13) geführt haben. 
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C. Z a h l e n b e i s p i e l .  

Wir  leiten das Zahlenbeispiel, welches zur Erlauterung der auge- 
meinen Losung dienen ~011, aus dem Beiepiele der 1. Aufgabe ab. Wir  
konstruieren düher zwei Kurven (E'ig. 4), von denen die erste durch 
den Punkt Mo geht und in diesern Punkte auf der in der 1. Aufgabe 
berechneten Richtung des Stabes r, senkrecht steht, wiihrend die zweite 
Kurve die gleichen Bedingungen für den Punkt 31, erfüllt. Als erstc 
Kurve wahlen wir eine Parabel, deren Achse im Abstande x = - 1,5 
parailel zur y-Ache liuft. Die Gleichung dieser Parabel ist 

(a) ~ ( s ,  y) = y + 0,3855 x" 1,1365 x = 0 .  

Die zweite, durch den Pnnkt 171, hindurchgehende Rurve sei ein Kreis 
mit dem Kadiuv r = 2;  seine Glcichung ist 

(bj  x (x, yj = (Z - 8,314)"k (y + 1,647)2 - 4 = O .  

Für die Neig-ungswinkel des ersten und letzten Stabes in der gesuchten 
Gleichgewichtslage entnehmen mir sus der Figur die N&erurigswerte 

= & (Sr&,, 5-Achse) = 40° 38',6 

a, = % (8 Q,, 5-Achse) = - 57O 30'. 

Uni diese Werte rechnerisch zu koriigieren, berechnen wir zunachst 
die Koordinaten des Poles, indem wir in den Formeln (1) für ij,, 7, 
und kn = v,, = 1;13 die in  der 1. Aufgabe, Abschnitt C, angegebenen 
Werte einsetzen; es ergibt sich =2,280, 1;1 = 1,937. Mit Benutzung 
dieser Werte berechnen wir weiter naçh den Formeln (2) den Neigungs- 
ainkel des zweiten Stabes; wir finden a, = - 20°57',5. Die Funktionen 
xo = @, (a1) und y, = Dy (al) werden für die Parabel 

cotga or, - 1,1565" 
yo = (ad  = p - 4.0,3855 a 

Setzen wir in ihnen für a, seinen Wert 40°38',5, so fol@ xi= 0,0110, 
y; = - 0,0129. Die Werte für x;, y; und für a,, a,, a3 tragen wir jetzt 
in die Formeln (4) ein und erhalten dadurch für die Koordinaten des 
Endpunktes Ji5 der Stabkette die Werte xi - 6,922, y; = - 0,168, 
und d a m  weiter nach den Gleichungen (5) und (b) für die Abweichung E' 

den Wert E' = - 0,344. Um nuumehr d x ,  und dy, als F'unktionen 
Ton d a ,  und da ,  darzustellen, müssen wir zuerst die in den For- 
meln (12) auftretenden Koeffizienten der Inkremente da ,  und d a ,  = d a ,  
berechnen. E s  ergibt sich 

Zoitsïhrift f. Mnthïrnatik u. Pliysik. 56. Bnnd. 1908. Hcft 2. 11 
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2 QZ 
- 1 
- - - - - - - - - 3,057 ; 

2 a, 2 .0,3865 . sine cc, 

2 %  - cotg or, 

- =(3,3835 . sin9 or, = 3,561 ; 

- - =  - 1,630; - - - & - - - 
(tg a, - t g  a,) . cosS a, (tg a, - t g  'Y,) . cos ' <v, 3,178 ; 

$1 -71  - -- - - - 11 -71 2,560; ---2 (cotg a, - cotg 'Y,) . ~li~i'cq - = 2,729 ; (cotg a, - cotg n,)  . sin2cr, 

Diese Werte setzen wir in  die Formeln ( 1 2 )  ein und fasseri die 
gleichnamigen Glieder zusammen. Dadurch folgt 

(dl d n ,  - - 5,141 - da ,  + 2,750 . d a ,  , 
dy ,  = 7,953 . d n ,  + 3,848 . da , .  

Jetzt  gehen wir zu der Gleichiing (13) über, in welcher auf Grund 
der Gleichung (b) die Ahleitungen von 2 (x, y) nach x und y die 
Werte haben 

-- a x  - 2 (6 - 8,134) = - 2,424, a .X 

Unter Berücksichtigung der Beziehungeri (d) erhalten wir daher 

(4 36,00. da,  + 4,720. du, - 0,344 = 0 .  

C m  die zweite Gleichung zwi~chen d a ,  und d a ,  abzuleiten, be- 
rechnen wir zunaclist die beiden Funktionen x, = X ,  (a,) und y, = X,,(%); 
wir finden 

X ,  = X ,  (n,) = 8,134 + 2 . COS n3, 

y, = X,  (a,) = - 1,647 + 2 . sin a,. 

Da die Normale des Kreises in dem Punkte xy, y; dem Polstrahle SQJ 
in dem Sinne der Biichstabenfolge parallel ist, 80 i d  ihr Xeigungs- 
winkel as = 180 - 57O 30'. Für die Koordinaten des Kreispunktes 23, y: 
folgen daher die Werte 

X; = 7,059 ; &' = 0,0392. 
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Ferner ergibt sich nach den Formeln (14)  

Setzen wir diese Werte in die Parabelgleichung (a) ein, so folgt 
E" = 0,373. 

Weiter finden wir 

ax, - - 
O (Y, 

2 . cos ( l H O O  - 57O30') = - 1,074. 

Die in den Gleichungen (12) auftretenden Koeffizienten von da ,  und da ,  
haben wir schon berechnet. Den für die SummengroBen gefundenen 
Werten müssen wir indessen das entgegengesetzte Vorzeichen geben, da 
jetzt die Strecken r, negativ zu rechnen sind. Daher erhalten wir 

d ~ ,  = - 2,084 - da, + 1,603 - da,  

d y o  = 4,394 - da ,  + 2,774 . d a ,  

Ferner ergibt sich 

Nach der Gleichung (13) folgt daher schlieBlich als zweite Be- 
ziehung zwischen den Inkrementen d a ,  und da ,  die Gleichung 

(f> 1,75 . da ,  + 10,56 - d a ,  - 0,373 = O 

Losen wir noch dis Gleichungen (e) und (f) nach d a ,  und da, 
auf, so finden wir fiir die Korrektionen die Werte 

arcus d a ,  = 0,OU505, arcus d a ,  = 0,0346, 

oder in Ninuten 
d a ,  = 17',3, da,  = 119'. 

Für die Neigungswinkel des ersten und letzten Stabes ergeben 
sich somit die Werte 

a ,  = 40° 38',5 + 17',3 - AU0 55'8 , 
u3 = - 57'30' + 1'59' = - 55'31'. 

Da diese Werte Ton den in der 2. Aufgabe für a, und a, ge- 
fundenen Werten a, = 40'51' und a, = 5D028', die wir nachi der auf- 
gestellten Probe als genau ansehen dürfen, noch zu stark abweiclien, 
so unterziehen wir sie einer nochmaligen Korrektur. Wir  herechnen 
dazu naçh den Formeln (1) zunachst die Koordinaten des Schnitt- 

11 * 
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~ i i n k t e s  der beideii Polstrahlen Q,9 und &,Sr, indern wir f i r  die Nei- 
gungswinkel die Werte a, = 40°55',8 und cl, = - 55'31' einsetzen; wir 
finden 6 = 2,381, rj = 2,065. Hierauf berechnen wir den Neigungs- 
winkel des Polstrahles Q,S; es ergibt sich a, = - 1805:i1,3. 

Ferner bestimmen a i r  die Punkte der Gleitkurven, für welche die 
Neigungswinkel der Normalen bezw. die Werte a,  = 40°55',8 und 
as = - 55O31' haben; es ergibt sich für die Koordinaten dieser Punkte 

Daraus fol& weiter mit IIilfe der Gleichungen (5) bezw. (14) 

xj  = 6,9887, y; = 0,00G4; xi = 0,0087, 9; = 0,0000. 

Diese Werte setzen wir in die Gleichungen der beiden Gleitkurven 
ein und erhalten 

E' - 0,0457; E" - 0,100. 

Die Werte der Zahlenkoeffizienten von d a ,  und da, in der Blei- 
chung (13) und der ihr entsprechenden zweiten Gleichung übernehmen 
wir unveriindert aus den Gleichungen (e) und (f), denn die Qnderungen, 
die sic für die neucn Werte von a,  und a, erfahren, kommen bei der 
Kleinheit der Gr6Ben E' und s" nicht in Betracht. Daher crhalten wir 
für die Rerechnung der Inkreinente d a ,  und da, die Bestimmungs- 
gleichungen 

36,0 . d q  + 4,72 . dag  = - 0,0437, 

1,75 . da ,  + 10.56 - d a ,  = 0,010. 

Die Aufliisung dieser Gleichungen ergibt 

dal  =-4',9; da ,  = 4',07. 

Die Neigungswinkel der bciden 5uBeren Polstrahlen nehmcn daher 
die Worte an 

% c =  4U055',8 - 4',9 = 40°50',9; cc,, = - 03O.31' + 4',07 = 55°26',Y6. 

Die Abweichungen dieser Werte von den in Aufgabe 1. gefundenen 
TVerten ist so geririg, daB wir sie der mit dem logarithmischen ltechnen 
verbundenen Unsicherheit der letzten Ziffer zuschreiben dürfen. 

Z a e i t e r  Tei l .  

Wir  wollen jetzt annehmen, daB die Stabkette ein geschlosçenes 
Polygon von unveriinderlicher Gestalt hilde, welches sich in seiner Ehcne 
heliebig verschieben EBt, und die Rceiehungen iinterniichen, welche fur 
ein System iiuBerer in der gleichen Ehene gelegener Kriifte, die in den 
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Ecken des Polygons angreifen, bestehen muB, damit Gleichgewicht vor- 
hnnden k t .  Unvere ~ e t r a c h t u n ~  d e r  verschied~nen Fiille, die sich hier 
unterscheiden laasen, stützt sich auf einen bekannten Satz der graphi- 
schen Statik, dessen Darlegung wir zum Gegenstand der folgenden 
Aufgabe machen. 

Aufgabe 4. 

Ln den Ecken des starren Polygons iW1il l ,M3. .  . . lCfn (Fig. 5 )  mogen 
die Krafte Pl, Y,, . . . . P, angreifen, von denen man weiB, daB ihre 
Resultaiite gleich N u U  ist. Wie laBt sich graphisch das Moment dieser 
Kriifte bestimmen? 

L 5 s u . i ~ .  W'ir konstruieren zuniichst das Hraftepolygon QI, ,  Q,,, . . . . 
&n-l,nQ indcm wir die Strecke Q,,, QI, ,  gleich und ~ a r a l l e l  der Kraft 

Pl, die Strecke Q,,, gleich Fig. 5. 

und parallel der Kraft Pz zeich- 
neri usw. Das Kriiftepolygon ist 
geschlossen, da, wie wir vnraiis- 
gesetzt haben, die Resultante der 
Kriifte verschwindet. Im Inneren 
des Kriiftepolygons nehmen wir 
den Pol S beliebig an und denken 
die Polstrahlen S Q ,,,, S Q,,, usw. 
gezogeii. Nunmehr ersetzen wir 
das starre Polygon il4 BI2 JI3 
. . . . Jfn, in dern die Kriifte 
Pl, P,, . . . . P, einen niüht un- 
rnittelbar zu übersehenden Spannungszustand erzeugen, durch ein Seil- 
polygori, an welchem sich die Spannungen je zweier aufeinander folgender 
Seilabschnitte mit der in ihrem Schnittpunkte angreifenden Kraft ins 
Gleichgewicht setzen. Dazu ziehen wir durch einen beliebigen Punkt 
a, der Kraft Pl eine Parallele zu dem Polstrahle SQ,,,; sie schneide 
die Kraft Y,  in derri Punkte a,. Ebenso ziehen wir a,a, parallel zu 
dem Polstrahl SQ,,,. So furtfahrerid gelangen wir, naçhdem wir einnial 
ganz um das Polygon herumgegarigen siud, zuletzt zu  dern Seilabschnitte 

un +, a, + ,. Lassen wir nun in den Seilabschnitten a,al und a,+, a,, +, 
in der Beihenfolge der Buchstaben ein Paar Krifte wirken, welche 
gleich der Lange des Polstrahls SQ,,, sind, so überzeugen wir uns  
leicht, daB diese beiden Kriifte die gegebenen Kriifte, die wir in den 
Ecken des Seilpolygons angreifen denken, im Gleichgewicht halten. 
Denn betrachten wir etwa die Kraft Y,, die in der Ecke u, auf die 
beiden Seilabschnitte a,az und a,a, einwirkt. Die S~annungen in diesen 
Seilabschnitten werden durch die Liingen der Polstrahlen SQ,,,  und 
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S Q 3 , 4  gemessen; es schliei3en sich aber im Kraftepolygon die Kraft 
'& QY4 = Pg und die Spannungen Q,,,S, SQ,,, yu einem Dreieck, halten 
sich mithin im Gleichgewicht; dnher miiB auch die Kraft F, von den 
Spannungen der Seilahschnitte a,a, und usa, im Gleichgcwichte gelialten 
werden. Das Gleiche gilt für jede Ecke des Seilpolygons von a, bis 

a,, + 1- Nur die in den Seilabschnitten a,a, und a,+,a,+, auf die Punkte 
a, und a,,, wirkenden Spannungen, die durch die Lange des Polstrahles 
fi&,,, gemessen werden, heben sich nicht auf. Da diese beiden Span- 
nungen nicht nur gleich, sondern auch parallel sind, so erhalten wir 
somit das Moment des gegebenen Kraftesystems, indem wir die Lange 
des Polstrahles SQ,,, mit dem Abstande der beiden Grenzabschnitte 
a, a, und a,, , a,,, multiplizieren. 

Das Moment des Kraftesystems wird daher Null, d. h. für das 
Kraftesystem besteht Gleichgewicht, sobald die beiden Linien a,a, und 
a,,, a,+, zusammenfallen, und wir erhalten den bekannten Satz: Ein 
ebeiies Kraftesystem befindet sich im Gleichgewicht, wenn sowohl das 
zu den Kraften gehorige Kraftepolygon als auch das mit Hilfe eines 
beliebigen Poles konstruierte Seilpolggon geschlossen k t .  

Wir wollen nun u~itersucheri, wie mari über die Krafte verfügen 
niuB, um beiden Bedingungen, die in dem angeführten Satze enthalten 
sind, zugleich zu genügen. Bedienen wir uns f ü r  einen Augenblick der 
analytischen Betrachtungsweise, so liefert die Forderung, daB das Krzfte- 
polygon geschlosscn sci, zwei Glcichungcn, welche ausdrücken, da6 die 
Summe der Komponenten der gcgebencn Kriifte nach zwei beliebigeii 
nicht parallelen Richtnnpen Niil1 ist, wiihrend sich aus der Redingung, 
dao sich auch das Seilpolygon schlieBt, eine dritte Glrichung, die 
Nomentengleichung, ergibt. Da wir für jede Kraft Grole und Richtung 
zu unterscheiden haben, also im ganzen 212 Variable vorhanden sind, 
so kiinnen wir 2n - 3 Variabele beliehig wahlen. 1st über diese 2n - 3 
Variabele durch die Aufgabe verfügt worden, so folgen die drei noch 
fehlenden Bestimmungsstücke aus den drei Gleichgewiehtsliiedingungen. 
Nach der Gruppierung der gegebenen und der zu bestimmenden GroBen 
konnen wir nun vier verschiedene Fiiiie untersclieideri, zu deren Uriter- 
suchung wir in den folgenden Aufgaben übergehen. 

Aufgabe 5. 

Von den in den Ecken eines starren Polygons angreifenden Kraften 
kennt man im allgemeinen GroBe und Itichtiing; von dreien dieser 
Krafte sei jedoch bloB ihre Gr6Be gegebeu; man sou ihre ltichtungen 
so bestimmen, daB Gleichgewicht herrsçlit. 
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Das starre Polygon sei beispielsweise das Sechseck M,M,.  . . MS 
(Fig. 6). Man kennt die GroBe und die Richtung der Krafte Pl, P, P,; 
von den Kraften P,, P,, P, kennt man dagcgen nur ihre GroBe; man 
BOU ihre Richtungen bestimmen. 

Wir fügen hierzu die Krafte P6 und Pl zu der gebroehenen Ge- 
raden &o,l zusammen. Die Punkte Qj,, und &,,, konnen wir 
dann als feste Punkte ansehen, zwischen denen wir einen aus vier Ab- 
sehnitten bestehenden Linienxug, dessen Teile bezw. die GroBen der 
Kriifte P,, P3, P4, P, besitzen, so einzuschieben haben, daB erstens der 
die Kraft P4 darstellende Abschnitt die vorgeschriebene Richtung hut 
und daB zweitens jedes Pig. 6. 

aus dem sich ergeben- 
den Polygon mit Be- 
nutzung eines beliebi- 
gen Poles hergeleitete , 
Seilpolÿgon geschlos- 
sen ist. Um diesen 
Linienzug zu finden, 
bedienen wir uns wie- 
der der graphischen 
Interpolation. Wir  
schlagen zunachst um 
den Punkt QI,, einen 
Kreisbogen mit der 
Gr6Be der Kraft I>, als Radius und ebenso um den Punkt Q,,, einen 
Kreisbogen mit der Gr6Be der Kraft Y, als Radius. Auf diesen1 
Kreisbogen müssen d a m  die Punkte Q2,, bezw. &4,5 liegen. Aus deni 
Orte für den Punkt Q,,, kijnnen w-ir loicht den Ort des Punktes Q,,, 
gewinnen. Denn da die Strecke Q4,5 Q 3 , &  gleich und ~ a r a l l e l  der 
Kraft P, ist, so muB der Punkt Q,,, ebenfalls auf einem Kreisbogen 
liegen. Den Mittelpunkt C dieses Kreisbogens crhalten wir, indem wir 
die Strecke Q,,, C parallel und gleich der Kraft P, ziehen; sein Radius 
hat die Linge der Kraft l',. Hierauf nehmen wir auf dem Kreise, den 
wir um den Punkt QI,, mit einern Radius von der GrfiBe der Kraft P, 
geschlagen haben, einen Punkt Q2,3a so an, daB die Richtung der die 
Kraft 1'2 darstellenden Strecke &,, Q,,,, vermutlich die richtige ist, und 
schlagen weiter mit der Lange der Kraft P, als Badius einen Kreis- 
bogen um Qn,3a, welcher den Kreis mit dem Mittelpunkte C in dem 
punkte Q ~ , , ~  acheidet.  Durch den Punkt &3,4a ziehen wiï die Gerade 
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168 Untersuchmgen zur Statik des Stabpolygons. 

&,,,,&,,,, parallel zu der Kraft P,. Verbinden wir dann norh die 
Punkte Q,,,, und Q5,,, so erhalten wir ein Kriiftepolygon, von melehem 
wir annehmen dürfen, daB es naherungsweise unserer Aufgabe genügt. 
Um zu prüfen, wie weit diese Annahme gerechtfertigt ist, sehen wir 
einen beliebigen im Inneren des Kriiftepolygons gelegenen Punkt S als. 
den Pol des Kraftepolygons an und konstruieren nach der in der vorigen 
Aufgabe beschriebenen Methode das zu diesem Pole gehorige Seilpolygon 
a ,a2 . .  . a,. Den Anfangspunkt a, haben a i r  in unserer Zeichnung in 
den Punkt Ml gelegt. Aus der Lage, die wir Sür den Endpunkt al 
firiden, erkennen wir, daB bei der getroffenen Wahl  des Punktes d)p,3a 
das sich ergebende Seilpolygon eu weit geoffnet id .  Wir gehen daher 
auf dem Kreise um den Punkt QI,, von dem Purikte q2,3a etwa 
10 Uogengrade weiter bis zu dcm Punkte Q,,,,, vervollstandigen das zu 
Q,,,, gehorige Kra.ftepolygon und konstruieren, indem wir den Punkt S 
als Po l  beibehalten, das zugeordnete Seilpolygon, destien Anfangspunkt 
wir wie vorhin in d m  Punkt AT, lcgen. I n  unserer E'igur haben mir, 

uni die ii'bersichtlichkeit nicht xii heeintriichtigen, von diesem Seilpolygon 
nur den Endpinkt  ti, verzeichnet,. Da das Seilpolygon noch imrrier zu 
weit geofhet id ,  gehen mir auf dem K r e i ~ e  um den l'unkt QI,, aber- 
mals von dem Punkte Q,,,, etwa um 10 Bogengrade weiter bis su dem 
Punkte Q,,,, und führen für den Punkt Q,,,, die gleiche Konstruktion 
aus. Als Endpunkt des Seilpolygons ergibt sich dann der Punkt 6,. 

Aus der Lage der Punkte a,, b,, ci k6nnen wir aber durch eine einfache 
Interpolation die richtige Lage des Punktes Q,,, ermitteln und erhalt'en 
damit für unsere Aufgabe eine L6sung von einem solchen Genauig- 
keitsgrade, wie er durch die Zeichnung erreichbar ist. 

B. N u m e r i s c h e  K o r r e k t u r .  

Für die numerische Korrektur des gefundenen Besultats bieten sicli 
zwei Methoderi dar. Am nachsten liegt der Gedanke, die einzelrien Opera- 
tionen des angegebenen graphischen Verfahrens analytisch auszudrücken 
und für zwei Kraftpolygone, die wir an dm zeichnerisch gemonnene Kesultat 
anschlieBen, die zugehorigen Endpunkte a, des Seilpalygons durch die 
R,eehniing zu bestimmen, um dann ails den Abweichungen dieser Punkto 
von dem Punktt? Ml das richtige Resultat durch Interpolation zu er- 
mitteln. Nachdem wir aber einmal im Besitze von Nihcrungswerten 
für die Neigungswinkel siild, ist es wegen der Xühseligkeit der mit 
der angedeuteten Methode verknüpften Zahlenrechnung einfacher, die 
Korrektur auf die Grundgleichungen der analytischen Statik zu stützen. 
wir wollen daheï an dieser Stelle nur den letzteren weg verfolgeii. 

Behalten wir die in Aufgabe 1 benutzten Rezeichnu~igen bei, so 
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wird die Bedingung, da8 die Besultante des Kraftesystems verschwindet, 
durch die beiden Qleichungen dargestellt. 

(1) Pz . cos Pz + P, . cos p, + P, - cos ,3, 
= - Pl . COS Pl - P4 . COS P4 - P, - cos ,3, - C, ; 

(2) Y, - sin /3, $ Y, . sin p, + P5 . sin P5 
= - Pl . sin Pl - Y ,  . sin p, - P6 . sin p, = c, . 

Die Werte der rechten Seiten, für die wir die Abkürzungen cl und c, - 

geschrieben haben, konnen wir, da sie nur bekanute GrGBeri enthalteri, 
berechrien. 

Die zweite Gleichungsbedingung, welche aussagt, da8 auch das 
Moment der Krafte Kull ist, liefert die Gleichung: 

(3) P, . (y, cos p, - x, .  in Pz) + P, . (yz - COS P3 - x3 . sin p,) 

+ P5 . (y; COS - x5 sin P,) = - Pl . (y, . cos /3, - x, . sin P,) 

- P , ~ ( y , ~ c o s ~ , - c c , ~ s i ~ ~ , ) - I ' 6 ( y 6 ~ c o s ~ , - c c 6 - s i n ~ , ) = c 3 .  

Wie vorhin die Werte für cl und c, so dürfen wir hier dcn W e r t  
für c3 als bekannt ansehen. 

Als Nàherungslijsungen für die auf den linken Soiten der Glei- 
chungen (1) und (3) vorkommenden Unbekannten P,, P,, B, betrachten 
wir nuninehr die durch die Zeichnung gafiindenen Werte dieser Winkel. 
Wir wollen sie mit &, 6, Pk bezeichnen. Dann beiechnen wir die 
Gr6Ben: 

(1') P , . c o s ~ ; + P 3 . ~ 0 ~ ~ 3 + P 5 . c 0 s p ~ = ç ; ,  

(2') P2 . sin pi + P3 . sin PR + P5 - sin Pi = ch, 

(3') Y, . (y, - cos pi - x2 - sin Bk) + P3 . (ys . cos P3 - x3 - sin PB) 

+ P 5 . ( y , . c o s , 3 5 - z , - ~ i n p j ) = & .  

Die gesuchten Inkremente der NTinkel Pi, Bj, mogen mit dpé, dg3, 
bezeichnet werden; es ist also: 

(4) Pz = P'z + dpé, p3=/3', +dB;, P5 = P i  + d/%. 

Wir machen jetzt wieder die Annahrne, daB die Abmeichungen 
d&, d&,  d& klein genug sind, iim bei der Fortsetmng nach dem 
Ta y1 orschen Lehrsatze als Differentiale gelten zu diirfen. Dann folgt 
diirch Subtraktion der Gleichungen (1') bis (3') von (1) bis (3): 

P, . d cos + Ps d cos + P5 . dcos = cl - ci, 

P, . dsinpb + P3 d s i n p j  + P 5 .  d s i n f i  = c2 -CI.; 

P,.(y, . d c n s &  - ~ , . d r i i n p ~ ) + P , . ( y , . d c o ~ & - z , . d s i n p ~ )  

+ P , . ( ~ J ~ . ~ C O S &  - dsin&-c,) - c '  3 ;  
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C. Zah lenbe i sp ie l .  

Der Figur 6 liegen die folgenden Zahlenangaben zugrunde: 

Die Naherungawerte für die gesuchten Wirikel P,, p,, PI, liefert die 
Xeichnung ; wir finden 

Die Korrektionen dB;, dB;, dB; erhalten mir durch Rechnung; es er- 
gibt sich 

d &  = - 45'; d p j  = 1047',5; dp; = - 20'. 

Die Werte der zu ermittelnden Neigungswinkel sind daher 

Bilden air mir Probe in bezug auf den Anfangspunkt des Koordinaten- 
systems die hlornente, so finden wir als Moment der rechtsdrehenden 
Krafte die Zahl 36% und als Moment der linksdrehenden Kriifte die 
Zahl 3699. Tnsofern die letzte Ziffer megen der Anwendiing vierstelliger 
llogarithmen um eine Einheit variieren da$ ist also das Gesamtmoment 
der Kriifte in der Tat gleich Null. 

Bemerkung. Das voranstehende Zuhlenbeispiel ist nicht nach der 
ausfülirlich entwickelten Korrekturmethode durchgerechnet worden, son- 
dern da diese erst bei der Redaktion der Arbeit aufgestelit wurde, nach 
dem im Anfange des Absehnittea B angedcutetem Interpolationsverfahren. 

Aufgabe 6. 

In den Ecken des starren Polygones M1Jf2 ICf3 . . . . Mn greifen die 
Kr3ifte Pl, P,, . . . . P, in gegebenen Richtungen an. Bis auf drei 
dieser Kriifte kennt man auch ihre Gr6Be. Welche Gr6Be muB man 
den rlrei noch unbestimmten Kraften erteilen, damit Gleichgewicht 
besteht? 

L ~ s z c q .  Erteilen wir dcn drci nnhekannten Kraften die Ziffern 1,2, 3, 
so lautm die Gleichgemichtsbedingungen: 
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1 = n  

Pl . cos a, + I), . cos cr, + ]j3 - cos a, = - )7. Pv . cos ccv;  
6 v=4 
v = n  

P, . sirial + P, . sin a, + f', . sin a, = - 27. P,,. s in%;  
v = 4 

Pl . (cos cc, . y, - siri a, . x,) + P, . (cos a, . I/, - sin a, . z,) 
v = n  

+ P 3 ( c o s a , - y , - s i i i a , - g ) + ~ - ( ~ ~ ~ c c ~ , ~ y v - s i n p ~ ~ v - M - O .  
" - 4  

W i r  erhalten also zur Bestimmung von  Pl, Pz, P3 d+ei lineare 
Gleichungen und schlieBen daraus, daB auch die graphische Losung der 

Aufgabe, der wir uns jetzt zuwenden, von linearem Charakter sein niuB. 
Unsere DarsteUung kniipfen wir wiedcr an den Fa11 eines Scchsecks 
(Fig 7). Die GroBen der Krafte Pl, P4, P6 seien gegeben, diejenigen der 
Krafte P,, 1P,, P, zu bestimnien. Wir legen zu diesem Zwecke die Kriifte 
I->, und I', zu dem Liriienzuge Q5, Q6, QI, aneinander und ziehen 
durch die Ecke QI,, eine Parallele zu der Richtung der Kraft Y, und 
durch dle Ecke Q,,, eine solche zu der Richtung der Kraft P,. Lassen 
wir dann die Kraft )>, mit dem Endpunkt &,,, auf der letzteren dieser 
Paralleleri unter Beihalturig ihrer Richtung gleiten, so wird der zweite 
Endpunkt der Kraft P4 eine Gerade Q, ,,, &, , , beschreiben, welche der 
Geradcn Q5 , 6  Q4,5n Q4, 5b parallel ist. Die Kriiftepolygorie 

Q 5 , ,  0 s  , I QI,  2 &2 ,3, Q 3 ,  4n &4, 5a und &5,6 QG , I  QI, 2 & 2 , 3 b  & 3 , 4 6  &4,5b7 

welche der ersten Gleiehgewichtsbedingung - die Resultante des Systenis 
mu8 verschwinden - Geriüge leiuteu, lassen sich daher ohne weiteres 
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Von ALFRED JATEO. 1 7 3  

konstruieien. Hieraiif zeichnen wir die zu diesen KrRftepolygon~n, 
deren Ecken Q,,,, bzw. Q,,,  wir anf der angegehenen Parallelen be- 
liebig gewiihlt haben, zupeordneten Seilpolygone M, a, a, . . . a, und 
lCfl h, b, . . . b,, wobei wir einen beliebigen Punkt S irn Inneren der 
Kraftepolggone als Pol beiiutzen. Nach der in der Aufgabe 4 gegebenen 
Darlegung sind aber die Abweichungen ,VIl a, und M, b, den Momenten 
der entsprechenden I<r~ftesystenie proportional; anderersejts folgt sus 
dem liriearen Charakter der 
oben aufgestellten Gleichun- 
geri des Gleicligewichts, daB 
auch die Konstruktion linear 
sein muB. Daher erhalten 
wir die Ecke Q,, des 
gesuchten Kriiftepolygons 

&1,2 . . 0 4 , j  . a Q B , 1 7  welches 
auch die Momentengleichung 
befriedigt, indem wir durch 
die (acratle A B  die Strecke 
Q4,iia &4,56 nach dern Ver- 
haltnis der Abweichungen 
Niai und Jfl b, teilen. ') I n  
unserer E'igur haben wjr 
hierzu die Strecken Q,,,, A 
und Q,,., B gleich demselben 
Vielfachen der Abneichiin- 
gen Ml a7 und Ml b, gcmacht. 

Der Beweis für die 
Richtigkeit des letzten Tei- 
les unserer Konstruktion 

Fig. B. 

laBt sich auch ohne die Renutzung der gcgebenen Gleichiingen durch 
eiiie rein geometrisehe Retrachtung führen. Da aus dieser zuglcich 
eine bemerkenswerte Eigenschaft der gezeichneten Seilpolygone folgt, 
so m6ge sie ebenfalls eine Stelle finden. W i r  gehen hierzu von der 
Annahme aus, daB sich Q,; zu & 4 , 5  Q ,,,, wie a, Ml zu Ml O, 
verlialt; dann müssen wir zeigen, daB das zu dem Kraftepolygon 
Q5 ,, Q6, QI, Q2, Q3; Q4, gehorigc Seilpolygon, dessen Ecken wir mi t  
den Buchstaben cy bezeichnen, sich in dem Punkte J!Ll schlieBt. Zu 
diesem Zwecke zeichnen wir die für den 13eweis in Betracht kommen- 
den Teile der Pigur noch einmal (Fig. 8). 

1) Ware das Problem nicht vom ersten Grade, sondern von einem hoheren, 
so wiirtie der Intcrpolationsschnitt A R  anstatt einer Geraden einc Kurvc sein. 
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Die zu den drei Kriiftepolygonen Q5, . . . . Q4, a ,  Q5, . . . . &4,5, 

Q5,6 . . . . Q4,5h gehorigen Seilpolygone haben den erçten Seilabschnitt 
luL a, = M ,  b, = 171, c, gerrieinsam , da den Kraftepolygonen der elil- 
sprechende Polstrahl SQ,,, gleichrniifiig zukommt. Den Punkten Q,,,,, 
Q2,9, q2,4b des Kr~f te~olygons  sind im Plane des Seilpolygons auf der 
Richtungslinie der Kraft Y, die Punkte a,, c,, b, zugeordet. Wie aus 
der Konstruktion fol& ist ferner das Strahlenbüscliel a,, (a,, c,, b,) dem 
Strahlenbüschel S ( &  ,,,,, Q,,,, Q ,,,,) kongruent. Weiter sind die Seil- 
abschnitte a4a3, c3,c,, b,,b, bezw. den Polstrahlen S Q,, ,,, 8 & ,,,, SR ,,,, 
parauel, und a i e  die letzteren sich in eiiiem Punkte, dem Pole AS, 
schneiden, so werden wir sehen, daB anch die bezeichneten Sei1 - 
absühnitte einen gemeinsamen Schnittpunkt haben. Die Strahlenbiiscliel 

fi(&,,,,, Q,,,, &2,3b)  und S(Q3,4,, Q3,4, Q 3 , 4 J  m%en namlich auf der Ge- 
radeu & ,,,, & ,,,, die Schnittpunkte u, y,P und a', y',P' liefern; wir be- 
hauDten, daB diese Punkte entsprechrnde Elemente iihnlicher Punkt- 

A .  

reihan sind. Cm dieses nachzuweisen, ziehen mir noch QI,, Q,,4 
parallel zu Q2,, Q,,,. D a m  ist die P d c t r e i h e  Q233 f ,  Q2.3 Q2,3, Q2,3o 

perqektiv zu der Punktreihe Qe,rf, Q3,4r und die Strahlen- 

buschel "$((S2,sor q 2 , 3 b 7  &,31 &2,3f) ulld 8((t?9,ka, &3,4b7 W3,u Q3,4 sind nlithin 
projekt i~.  Dem Strahl ASQ,,,~, = h' Q3,4f eritspricht aber auf der Ge- 
radeii Q,,,,Q3;,, der i~nendlich feriie Purikt. E s  kt also das Doppel- 
verhiltnis (u, P, y, CO) gleich dem Doppelveihiiltnis (ar, fi ' ,  y', 00). Da in 
beiden Doppelverhiiltnissen das vierte Elemeiit der unendlich ferne PiInkt 
ist, so ist also auch, wie wir behauptet hatten, u y  : yB = u'y' : y'p'. 

Bus der Kongruenz der Strahlenbüschel S ( &  ,,,,, Q ,,,, Q,,,, und 
a,(a,,c,,b,) fol& ferneï, daB a,c, : c,b, : uy : y/3 ist; mithin ist auch 
a,c, : c,b, = a'y' : ?'/3'. Da aber die Strahlen Sa', SYr, Io$ in einem 
Punkte, dem Pole S, zusammentreffen und die Seilabschnitte a,a,,c,c,, 
6,,b4 diesen Strahlen bezw. parallel sind, so bedingt die letxte l'roportion, 
da4 sich auch die Seilabschnitte a,a, c3c4, b,6, in einem Punkte, S,, 
schueiden müsseri. Gerade SV konuen wir xeigen, daB sich auch die 
Beilabschnitte, die sich zwischen den Bichtungslinien der Kriifte P4 und 
P5 ausspannen, einen gemeinsanien Schnittpiinkt besitzen. Allgemein 
erhalten wir den Satz: 

Tliegen e n t s p r e c h e n d e  E c k e i i  v o n  K r a f t e p o l y g o n e n ,  d e r e n  
Se i t ' en  e i n a n d e r  b e z w .  p a r a l l e l  s i n d ,  a u f  g e r a d e n  L i n i e n ,  so  
s c h n e i d e n  s i c h  e n t s p r e c h e n d e  S e i t e n  d e r  z i i g e h o r i g e n  S e i l -  
p o l y g o n e  i n  e i n e m  P u n k t e .  

Wir ziehen nunmehr die Geraden b,c;a', parallel zu der Itichtungs- 
h i e  der Kraft 4. Dann ist Ilreieck b4a',a4 dern Ureieck Q05bQ4,5aa" 
ahnlich. Wie au0 dem soeben aufgestellten Satze fol@, ist aber a,c,: c,h, 
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- u l g y ' r  : yffpff ,  also ist auch aici : c46, = Q.l,5,  Q4,6 : Q4,0 Q4,5 Berück- 

sichtigen wir jetzt noch, da1 die verschiedenen Seilabschitte awischen 
den Kichtungslinien der Kriifte P, und P6 bezw. der Krafte P, und Y, 
wegen der festen Lage der Polstrahlen S &)6,6 bew. S&6,1 einander parallel 
sind, so folgt schlieBlich a, c, : c, b, = a,b, : C, b, = a, c, : c,b, = aici : cib4 
= &4,5a Q4,5 : Q4,5 Q4,5 = a7 Mi : Hi b,. Vergleichen wir die beiden LuBeren 
Verhiltnisse dicser Proportion, so erkennen wir, daB der Punkt c,  mit  
dem Punkt Ml zusammenfallt; das Seilpolygon X , c , c 3 . .  . c, ist also in 
der Tat geschlossen. 

Aufgabe 7. 

Von den in den Ecken eines starren Polygons angreifenden Kraften 
keririt nian simtliclie Bestimmungsstücke bis auf die GroBe einer Kraft Pr 
und die Gr6Be Pi und den Neigungswinkel Pl einer anderen Kraft Pl. 
Welche Werte müssen die Gr6Ben Pl, Y,, Pl haben, darriit Gleichgewicht 
herrscht ? 

Losung. Die Aufgabe lZBt sich leicht auf das aus der graphischen 
Statik bekmnte Problem der Bestimmung der Stützreaktionen eines 
vom Winde getroffenen Daches zurückführen, von dem die eine Ecke 
um ein festes Gelenk drehbar ist, wahrend die andere Ecke auf einem 
Itollenlager ruht. Wir  beschranken uns daher auf diesen TTerweis, indem 
air zugleich bemerken, daB auch die im vorhergehenden vorgetragene 
Methode sich unmittelbar auf unsere Aufgabe anwenden liiBt. Die - 

analytische Losung ist einfach; wir lassen sie folgen. 

Die Gleichgewichtsbedingungen sind: 

~ = n  

0 )  P] . c o i  pi + P.. cos p z =  - EP*. cospv-c l ;  

(3) Y, . (y, . cos pl - x, . sin pi) + Pz . (y, - cos p, - 2, . sin p,) 
,, = n 

= z(yv . cos pv - sv sin p.) = c,. 

Aus (1) bezw. (2) folgt 

Setzen wir diese Werte in (3) ein, so ergibt sich 

y, . (cl - P, - cos 6,) - x, - (c2 - PP, . sin pz) 

+ P, . (y, . COS pz - x2 . sin Pz) = c3. 
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Daher wird 

Um Pl zu bestimmen, quatlrieren und addieren wir die Gleichungen (4). 
Es folgt 

(5) Ps = (cl - P2 . COS + (c, - P, . sin 

1st Pl gefuiiden, so erhalten wir endlich den Neigungswinkel fl, aus 
einer Gleichung (1) oder (2). 

Aufgabe 8. 

Man kennt siimtliche Bestimniungsstücke der in den Ecken eines 
stai-ren Polygons angreifenden, Krafte bis auf die GrüBe der Kraft Pl 
und die Neigungswinkel P, und P, der Krafte Pl und P,. Man 
sol1 die Werte von Pl, fi,, p, für den Fa11 des Gleichgewichtes be- 
stimnien. 

1,Gsung. Auch tür diese hutgahe 1aBt sich die graphische Losung 
nach der geschilderten Methode durchführen. Die analytische Losung 
folgt wieder aus den Gleichungen (1) bis (3) der vorigen Aufgabe. Wir 
berechnen zunachst den Winkel P,. Dazu setzen wir die auEl den 
Gleichungen (1) und (2) sich für Pl . cos fl, und Pl . sin f i ,  ergebenden 
Werte in die Gleichung (3) e h .  Wir  erhalten 

y1 . (cl - P2 . C O B  f i 2 )  - Z, . (cg - Pg . sin /3,) 

f P , . ( y , . c o s p , - x , . s i n B , ) = c , ,  
ader 

Setzen wir in diewr Gleichung sin fl, = z, also cos P, = dl - s2, 
so führt die Bestimmung des Neigungswinkels 8, auf eine quadratische 
Gleichung 

Den Wert -von I>, konnen wir dann weiter aus der Gleichung (5) 
der vorigen Aufgabe berechnen, und endlich folgt der Wert  des Nei- 
gungswirikels Pl wieder aus den Gleichungen (1) und (2). 

Annzer7czmg. Die noch übrigbleibenden Falle, daB man namlich 
alles kennt bis auf Pl, P,, fl, oder Pl, p,, fl,, die zu  suchen sind, lassen 
sich leicht nach denselben Methoden behandeln, mie die vorhergeheriden 
Aufgaben. Die Losung mag dem Leser überlasseri bleiben. 
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Dri t ter  Teil. 

Die Ableitung der Gleichungen des Gleichgewichts der beweglichen 
Stabkette aus dem Prinzip der virtuellen Verschiebungen. 

Als BeschluB unserer Arbeit wolleri wir noch aus dem Prinzip der 
virtuellen Verschiebungen die allgemeirien Gleichgewichtsbedingungen 
für die um ihre Endpunkte drehbare Stabkette herleiten und aus ihnen 
den Grad der Eliminationsgleichung ermitteln, welche sich ergeben 
würde, Falls es gelange, das System der Gleichungen des Gleichgewichts 
auf eine Gleichung mit nur einer Unbekannten zurückzuführen. Dies 
wird uns am hesten davon überzeugen, wie aussichtslos es ist, für das 
Pioblem der beweglichen Stabkette, welches wir durch den geschildertcn 
Hilfsweg zugiingig zu machen gcsucht haben, eine geschlosscne L6sung 
mit HiIfe der diirch die analytische Mechanik photenen algebraivchen 

Methoden zu suchen. 
Bedienen air uns wieder der bisher angewandten Bezeichnungen 

und bedeuten dxw, d'y, die Koinponenten der virtuellen Verschiebung 
des Punktes z,, y,, so liefert das Prinzip der virtuellen Verschiebungen 
die Beziehung 

Es ist aber 

Wir variieren die erste dieser Gleichungen und erhalten 

I A = Y  

= - 2jr3 - sin a, - Sai,  
A=l 

oder wenn wir berücksichtigen, da5 

YA - Yi-, s1n a. = -- - - 

8yv - 'jjTv - cos a,. Sa,, 
A = 1  

Zeitschrift f .  Mathematik u. Physik. 56. Band. 1908. HoPt 2 
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178 Untersuchungen zur Statik des Stabpolygons. 

oder da 

ist: 

Die Werte (2a) und (2b) setzen wir in die Gleichung (1) urid 
losen die Summe auf; es folgt 

- Pl . coe pl . (yl - yo) . d'ü, + Pl . sin p, - (xi - x,) . d'a, 

+ P, . sin pz . [(xl - xo) . Sül + (zg - xl) - SaZ.] 

Ordnen wir diese Summe nach den Variationen SU,, Sa, ... 6aA .. .3cln-,, 
s u  ergibt sicb: 
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Von ALFRED JATHO. 181 

Setzen wir iri der letzten Gleichuq die Faktoreri der n u m e h r  als 
voneinander unabhiingig zu betrachtenden Variationen da3, da,, 
. . . . d'a, einzeln gleich Null, so erhalten wir 12-2 Bestimrnungs- 
gleichungen für di0 2%-2  Unbekannten xl, y,; x2, y,; . . . . x2, yl ;  
. . . . x y , .  Die noch fehlenden ( 2  n - 2 )  - ( n  - 2) = n Bcstim- 
mungsgleichungen ergeben sich aus der Überlegung, daB der Abstand 
von je zwei aufeinander folgenden Punkten der Stabkette durch die 
Lange des sie verbindenden Stabes bestimmt ist. Hieraus folgen die 
n Gleichungen 

(5) ("1 - + (y, - y o 1 2  = T: ; 

("2 - ~ 1 ) ~  + ( ~ 2 ~ 1 ) ~  = y;;  

(x,, - x,J + ( y ,  - !ln-il2 = r: . 

Wie ein Blick auf die Faktoren von Sa,, Sol,, . . . . Sa, in Glei- 
chung (4) zeigt, sind die ersten n - 2 Bestimmungsgleichunpn in  bezug 
auf die Unbekannten vom 3 Grade, wiihre~d die Gleichungen (5) den 
2 ten Grad besitzen. m7ir schlieBen hieraus, daB für jcde der Unbekannten 

N = 30-2 . p 

Wurzeln vorhanden sind. Wiire es daher moglich, die 2 n - 2 Gleichungen 
mit 2 n - 2  Unbekannten auf nur eine Gleichung mit einer Unbekannten 
zurückzuführen, so müBte diese vom 2n-ten Grade sein. In dern 
von uns durchgeführten Beispiele einer Stabkette mit .n = 3 beweglichen 
Gliedern würde die sich ergebende Gleichuug also bereits den 3'. 2' 
= 24 Grad arinehmen und ihre Auflosung sich somit den gewohnlichen 
algcbraischen Methoden giinzlich entzielieri. 

Anhang.  

Die Fehlergrenzen der aufgestellten Naherungslosungen. 

Rei der Entwicklung der im voranstehenden dargelegten Karrektur- 
methoden Sind wir von der Voraussetzung ausgegangen, daB in der 
Fortsetzung nach dem Taylorschen Lehrsatze kleine GriiBen hiiherer 
als der ersten Ordnung als belanglos fortgelassen werden dürfen. Da 
die Funktionen, zu denen wir gelangt sind, regulare sind, wie sie es 
ja der Natur der Aufgabe nach sein müssen, so ist die Vernachl'issigung 
der Glieder h 6 h e r e ~  Ordnung sicher gestattet, solange die Inkremente 
der Funktionswerte sehr kleine GroBen sind, und es fragt sich daher, 
welcher Fehler im Resultat durch die Vernachlassigung der Glieder 
hoherer Ordnung hervorgerufen wird, falls die Inkremente eine be- 
trachtlichere GroEe annehmen. 
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Was die Untersuchung dieser Frage mit den Hilfsmitteln der 
Analysis betrifft, so besteht sie offenbar in der Feststellung des Ein- 
flusses, welchen die verschiedenen moglichen Werte des an eine be- 
liebige Stelle in der Entwicklung nach dem T a  y l o r  schen Lehrsatze 
gesetzten Restgliedes auszuüben vermogen. Eine solche Betrachtung 
scheirit für ruehrere Variable zuerst von W. Wagner1)  durchgeführt 
worden zu sein. Die im folgenden gesütiilderte Methode stinimt in  
ihrem Grundgedanken, wie es niçht anders sein ktrnn, mit derjeriigen 
von W a g n  e r  überein, unterscheidet sich aber von ihr dadurch, daB 
behufs Erzielung miiglichster Einfachheit die Jtestgliedbetrachtung nicht 
über die Ableitungen der ersten Ordnung hinausgeht. Hierdurch wird 
der Fehlerbereich entsprechend vergrtiBert; aber die Genauigkeit dürfte 
für die hier vorgetragenen geometrischen Konstruktionen ausreichen. 
Die Methode ist, der ganzen Art dieser drbei t  entsprechend, inehr 
geometrisch als analytisch. 

Tndem wir uns an die Bezeichnungen der Aufgabe 1 anschlieBen, 
mogen die aufzul6senden Funktionen 

la@, T )  = x,,, 
f b  ( f  9 7) Yrn 

sein, wo x, und yn bekannte, feste Werte besitzen. Die graphisch er- 
mittelten Naherungswerte eines Wurzelpaares bezeiçhnen mir mit 5' 
und und es sei fa (tg, 7') = X: , 

fb (k', 11') = Y; - 

Ferrier sei auii der graphischen Darstellung dieser Funktionen bekannt, 
daB die wahren Werte der Wurzeln in dem Intervalle 6, - f' bzw. 
7 ,  - q' enthalten sind. Nennen wir dann die gesuchten Inkremente 
ALj' und Ali' und ist x, - zn = dx:, und 1/, - y; = d y i ,  so bestehen 
die genaueii Formeln 

wobei 0 1: - 8, 5 1,  Cl i a2 5 1 ist. 
~ 

1) Vgl. W. W a g n e r ,  Bestimmung der Genauigkeit, mdche die 'Te wt onsche 
Methode zur Berechuung der Wurzeln darbietet (lateinisch 1855, deutsch 1860; 

Leipzig). Eirie Wiedergabe der Wagnerscheli Melhode findet sich in O. Uier-  
manr i ,  Gber die niiherungswcise Be~timmung der Losungen mehrerer Gleichungen, 
&Ionatsschrift fiir Mathematik und Physik. 11. Jahrgang, 1900. 
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Ln diesen Formeln woilen wir für die Faktoren von dk' und dq' 
bzw. die Ahkijrzungen Oai, und @,,, @,), eingesetzt denken, so daB 
wir also aiich schreiben konnen 

n i e  Aiiflosung dieser Bleichungen nach df'  und d7' ergibt: 

O,, . od - O  . ~ y n  
= ppn-L - 

Oal . 062 - Obi . Oa2 ' 
- O,, . dx; = mal . dyk 

AT' = - 

@ , , . @ , , - @ , , . O a 2  . 

Wir  h'iitten nunmehr die groBten und die kleinsten Werte zu be- 
stimmen, die nach diesen Foriueln dE' und A?' annehmen konnen, 
wenn wir die nnbestimmten GroBen 8, und 4, die Werte von O bis 1 
durchlaufen lassen. Zwischen diesen Grenzen müBten dann die Werte 
von dE und d q  liegen, die wir in der zu Aufgabe 1 gehorigen Koi-rektions- 
rechnung dadurch gewonnen haben, daE mir al und aü., gleich Null 
setzten. Diese Grenzwerte dürften sich infolge des verwickelten Charakters 
der Funktionen fa  und f, rvohl nur durch ein ziemlich umstandliches 
Verfahren genau auffinden lassen. 

Verzichten wir indessen auf die Genauigkeit, welche allein die 
analytische Behandlung zu gewahren vermag, so M t  sich auf Grund 
der graphisheri Darstellung der aufgestellten Funktionen leicht die 
Grd3e der durch die lineare Interpolation herbeigeführten Fehler be- 
urteilen. Die hierauf bezüglichen Erorterungen wollen wir wegen der 
überwiegenden Wichtigkeit der Aufgabe 1 jedocli nur fiir diese an- 
stellen. 

Wie wir in der graphostatischen LGsung der Aufgabe 1 gesehen 
haben, entsprecherl deq geradlinigen Polbahnen SSi& und SS;SS 
(Fig. 3) bezw. die Kurvenabsclmitie m3pipz und nzsp;& im Plane des 
Seilpolygons. Erginzen a i r  nun den rechten Winkel X2SSS zu dem 
Quadrate S2SSiSi, so erhalten wir als seine Abbildung ein von krumm- 
linigen Seiten begrenztes Viereck ,pzrn3,u~u~,  dessen Gegenseiten an- 

nzhernd gleichlaufend sind. Dieses Viereck haben wir von Zeichen- 
fehlern abgesehen als die genaue Abbildung des bezeichneten Quadrates 
im Kriiftepolygon aufzufassen, welche durch die Funktionen cc, = f a  (6, l;i) 
und yn = fb  (6, 7) ~ermi t te l t  wird. I n  der Korrektioilsrechnung haben 
wir diese Funktionen nach dem Taylorschen Lehrsatz fortgesetzt, wo- 
bei wir uns auf die linearen Glieder beschrankt haben. Benutzen wir 
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184 Untersuchungen zur Statik des Stabpolygoris. 

nun diese linearen Fortsetzungsfunktionen (Aufgabe 1, Abschnitt B, 
Gleichungen 5) als Abbildungsfuriktionen, so erhalten wir alu Abbildung 
des Quadrates &#SiSi i n  der Nbene des Seilpolygons ein Parallelo- 
gramm ys,~~sp2rp2;, dessen Seiten m3p2, und n ~ ~ p 2 ' ~  bezw. die Tangenten 
der K m e n  m3pz und m3pS in dem Punkte m3 sind. Wir  finden so- 
mit die Riohtungen der Seiten dieses Parallclogramms dadurch, daB 
wir in dem Punkte ma an die Kurven nasp, und ms& die Tangenten 
konstruieren. Um auch die TAngen s e i n ~ r  Seiten zu bestimmen, müssen 
wir für  den Pol S die Werte der in den Abbildungsfunktionen anf- 
tretenden Faktoren von df  und d~ berechnen, was am besten nach 
der am Schlusse des Abschnittes B, Aufgabe 1, dargelegten Methode 
geschieht. Für  das in der 1. Aufgabe behandelte Zahlenbeispiel ver- 
lauft die Bestimmung dieser Gr6Ben folgendermaBen. Aus der Figur 
finden wir 

*(A$, t)= <(A$,  m,p,,)= - a0,5, 

Für  die zu berechnenden Faktoren bestehen daher die Bestimmungs- 
gleichungen 

Die Wurzeln dieser Gleichungen sind u, = 1,233, a, = b, = - 0,184, 
6,  = 1,50, und wi r  erhalten somit als Abbildungsfunktionen die Glei- 
chungen 

(l) A s  = 1,233 - dg - 0,184 - dq , 

Da die Koordinaten des Punktes S2 LIE = 1, dq = O sind, so 
folgt, indem wir diese Werte in  die Gleichungen (1) einsetzen, für die 
Koordinaten des Punktes y,, inbeeug auf ein Koordinatcnsystern, dessen 
Achsen wir durch den Yunkt m, parallel zu den Achsen z, y legen, 
dx = 1,233, dy = - 0,184. Tlaher finden wir für die Lange der 
Parailelogrammseite ?n,pzi 
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Entsprechend finden wir fiir die zweite Parallelogramrnseits, iridem 
wir d6 = O und d~ = - 1 setzen, 

Bpi Benutzung der linearen Abbildiingsf~nkt~ion~n (1) entspricht 
demnach der Parallelogranimseite pzl ptl im Krafteplane die Seite S2 Sri 
und daher einer Geraden, die wir durch den Punkt p4 parailel zu der 
Seite p z l u ~ L  gezogen denken, im Krafteplane eine Gerade, die in bezug 
auf das Quadrat S2SSiS; ebenso gelegen ist wie die Parallele durcli 
den Punkt pi inbezug auf das Parallelogramm pslnz3 , u ~ ~ , u ~ ~ .  In wirk- 
lichkeit, d. h. bei Benutzuilg der vollstiindigen Abbildungsfunktionen, 
entspricht aber dieser Parallelen eine Linie im Krafteplane, die sich 
der Seite SzSt anschliefiend diese im Punkt S i  schneidet. Bezeichnen 
wir folglich in bezug auf ein schiefwinkliges Koordinatensysteui mit 
den Geraden nzs psi und m3 & l  als Aühsen die Eoordinateri des Punktes y: 
mit p und ,u', und sind die Koordinatcn des dem Punkte p i  durch die 
linearen Abbildungshnktionen (1) zugeordneten Poles JE, und 6 v J ,  die 
Koordinaten des wahren Polcs dagegen At und 6 7 ,  so crgeben sich 
die Proportionen 

- 

A5 : At, = WZS,LLZ~ : U ,  

Hieraus folgen für die durch die h e a r e n  Abbildungsfunktionen 
herbeigeführten Fehler der Koordinaten des Poles Si die Werte 

Sollen die rechten Seiten dieser Formeln auch die obere Grenze 
der Pehler einbegreifen, wclche sich ergehen, wenn wir mit Hilfe der 
linearen Abbildungsfiinktionen die Polkoordinaten berechnen, welche 
einem beliebigen Punkte der Regrenziingskurven y; p2 und Y p; zii- 

gehoren, so müssen wir die Quotienten 

auf diejenigen Punkte der Begrenzungsknrven heziehen, für welche sie 
die grtiBten Werte erreichen. In welchen Punkten dieses stattfindet, 
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M t  sich aber leicht aus der E'igur ersehen. Um nun den Gültigkeits- 
bereich dcr gewonnenen F'ehlerformeln auch auf das Innere des Kurren- 
vierecks auszudehnen, denken wir uns das Qusdrat S2SXLSg durch 
zwei Scharen von Parallelen zu d m  Seiten des Quatirats in Elernentar- 
qiiadrate aufgeteilt und  mit HiIfe der Abbildungsfunktionen x,, = f a  (5,~)) 
y, - f1 (t, das K u r v ~ n v i ~ r e c k  ,u2 p; &' in die dicsen Elementar- 
qiiadrateu entsprechenden Elementarvierecke zerlegt. Infolge der S te t ig  
keit der Abbildungsfunktionen w ~ r d e n  diese Elementarvierecke dem 
Kurrenvierecke ,ue 9 1 ~ ~  anniihernd ahdich sein, und wir konnen 
mithin die aufgestellten E'ehlerformeln auf die Elementarteile über- 
tragen. Machen wir daher den graphisch ermittelten Pol S3 und den 
ihm zugeorneten Endpunkt 171; der Stabkette zu den Auigangspunkten 
der Fortsetzung, so erhalten wir die Fehlerformeln 

wo mit dp22 und d&, die Eckpunkte des Elementarparallelogranims 
bezeichnet sind, die den Eckpunkten und pi l  des ganzen Parallelo- 
grammes pzl nz3 ukI pYL entsprechen, wiihrend die GroBen d y ,  dP f ;  d t ,  d q ;  
dg,, drl, eine analoge Uedeutung haben, wie die oben erkliirten Gr6Ben 

PT CL'; A t ,  -47; A5r7 A T , .  
-- 

I n  den Pormeln (2) müssen wir noch die Differenzen n& ~ E L ~ ~  - d y  
- 

und rnidpu.lpl - dp' auf bekannte GrtiBen zurückführen. Diese Diffe- 
renzen stehen nun, infolge der Krümmung der Seiten der Kurvenvier- 
ecke zu den Gr65en d p  und d,u' nieht in dem gleichen Verhaltnisse 

-- 

wie die Differenzen nt ,  pzl - p und mg p k l  - EL' zu den GroBen p und y'. 
Gm dieses zu erkeilnen, denken mir die Kurven ms pz und m 3  u; durch 
ilinen sich moglichst ansclimiegeride Parabelbogen ersetzt. Die Glei- 
çhungen etwa des erüten dioser Bogen werden die Forrri haberi 

Substrahieren wir voii diesen Gleichungen die-jeriigen der linearen 
Abbildungsfuriktiunen 

d z , = a , . d ~ + w , ~ d ~ ,  
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Aus diesen Gleichungen schlieBen wir, da6 der Abstand der Linicn 
p z  &' und p a / , ~ l r  nicht der Lange der Seite des abgebildeten Quadrates 
einfach proportional sondern dem Quadrate dieser L h g c  proportional 
ist. Da sich ferner dg anniihemd zu dE verhalt wie d p  zu ,u, so be- 
steht snmit die Proportion 

analog ist 

Führen wir die Werte, die sich für die gesuchten Differenzen aus 
diesen Proportionen ergeben, in die Gleichungen (2) ein, so finden wir 
schlieBlich für die durch die lineare Interpolation hervorgerufenen Fehler 
die Formeln 

-- 

d m 3 P 2 z - 1  d f  -dE =!!. 
' P  P 

. dk,, 

in denen wir, um das Maximum der bestimmenden Fehler zu erhalten, 
für p und die kleinsten aus der Figur folgenden Werte einzusctzen 
hnben, miihrend sich die Werte von d p  und d,u' mit Hilfe der Trans- 
formationsforrneln 

sin (dx, m3 ph 
- - 

cos (da, m3 
du = dx; . -  dyn .  - 

sin ( n ~ : ~  pz ,, ni3 P; i j  sin (ln3 pZ /, pi J ' 

aus den bekannten Werten von dxk und dyk berechnen lassen. 
Die Anwendung dieser Formeln auf unser Beispiel ergibt 

uin  9T0 d P  = 0 026 . - -- -- - 
cos l)ïO 0,097 . - = 0,039 , 

' s i n ( 9 T J - ( - 8 4 5 ) )  sin ( 9 ï " - ( -  8 4 5 ) )  

s i n  ( S0,5) co s  (- 8O,5) dp,' = - O 026 . - -- - - - + 0,097 . - = 0,140. ' sin (9' i0-(-  B O $ ) )  sin (97'-(- S0 ,5 ) )  
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Da ferner, wie aus der J-igur folgt, u = 0,93 und P' = - 1,57 ist 
-- - 

und, wie wir bereits berechiiet haben, m:, pz2 = 1,23 und m2 1 = - 1,51 
id ,  so erhxlten wir riiithin für die gesuchten Behler die Werte 

oder in Prozcnteil 
d t  - d l L  

1 0 0 .  -1,45O/,,, 
d l ,  

Die vorliegcnde Arbcit ist von mir im wesentlichen am Schlusse 
des Jahres 1905 angefcrtigt worden. Infolge mciner Berufung an die 
Bermaniaschule ji l  Hiienos-Aires im Reginn des folgenden Jahres war 
es mir nicht mehr rntiglich, die nrucklegiing noch selbst zii besorgen. 
Auf meine Ritte hat sich mein Studienfreund, Herr Professor 
Dr. G e o r g  H a m e l  in Brünn, freundlichst der mit dem 1)rucke ver- 
bundenen Rliihe unterzogen. Hierfür wie f ü t  die kritische Durchsicht 
und die Verbesserungen, die er der Arbeit hat zuteil werden lassen, 
statte ich ihm auch an dieser Stelle meinen herzlichsten Dank ab. 

Bei der Anfertigung der Arbeit habe ich das Ulück gehabt, mich 
mit meinem Stiefvater, Herrn Professor Dr. K a r l  H e u n  in Karlsruhe, 
über die eu erstrebenden Ziele unterhalten zu konnen. Ihm verdanke 
ich insbesondere die Anregung, die Untersuchung, die sich zunachst 
auf eincn geometrischen Gedankcn beschriinkte, auch nach der analy- 
tischen Seite z i ~  vervollst6ndigen. Meinem Stiefvater widme ich die 
Arheit in Dankbarkeit iind Perehriing. 

Buenos-Ai res ,  den 21. November 1906. 
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Über die Anwendnng der Fluchtpunktschiene 
in der Perspektive. 

Von FRIEDRICH SCHILLIA-O in Danzig-Langfuhr. 

Eine neuausgeführte Pluchtpunktschiene, die am Schlusse dieses 
Aufsatzes beschrieben ist, gibt mir Veranlassung, ihre Anwendung in 
der Perspektive überhaupt zu besprechen, vor allem aber eine neue 
Methode ihrer Einstellung zu entwickeln, die einfacher als alle bisher 
bekannten ist. Ich hofie damit zur weiteren Verbreitung dieses nütx- 
lichen Instrumentes beizutragen. 

1. Das Problem der Fluchtpunktschiene, insbesondere seine historische 
Entwicklung. 

E s  handelt sich um die folgende Aufgabe: 

1. Nuch  einem a u p e r h a l b  des fiicl~enbluttes gelegcnen Y u n f ~ t e  F, der 
ais Schniti zzueier geyebener G w u d e n  g, h besfiz'mmt ist, siîzd durch beliebig 
viele Pzcnkte der Ebene die VerDin~dunsgradcn  zu zicl~cn. 

Diese Aufgabe konimt bekanntlich besonders in der angewandten 
Perspektire vor, wobei es sich um den unzuganglichen Pluchtpunkt 4' 
paralleler Gernden des Raumes handelt; die eine der gegebenen beiden 
Geraden, in der Bildebenc etwa k, ist dann zumeist der Horizont. Schon 
der leichteren Ausdrucksweise wegen wollen wir uns im folgenden 
an diese Vorstellung anlehnen und demnach die eine Gerade stets 
horizontal wiihlcn und kurz als ,,Hwizon~t" h und den Schnittpunkt F 
bcidcr Geraden g, h als E'luchtpunkt bezeichnen. 

Von den rein konstruktiven Losungcn obiger Aufgabe - alle die 
zahlreichen Methoden, bci denen es siçh nur um das Ziehcn einer 
einziyen neuen Verbindungsgcraden nach dem unziig%nglichen Punkte 3' 
handelt', kommcn natiirlich hier nicht i n  Betracht - ist mir die 
folgende, an nich auch recht brauchbare, als die einfachste bekannt. 
Man zieht zwei, die Geradc h in 31 und M' schneidende Parallele p, q',  
etwa zwei Senkrecht'e zu h am rechten und linkcn Rande des Zeichen- 
blattes, und zeichnet aiif ihnen mit I1IaBzahlen versehene, hinreichend 
nnhe EintJeiliingen, indem man die Strecken Jf N und M ' N t  zwischen 
den Geraden g ,  h zun%chst in dieselbe Anzahl gleich bezifferter Teile 
teilt und hierhei die I'iinkte JTM' als Anfangspunkte der MaBstiibe 
wiihlt (Fig. 1). Diejenige diirch einen beliehigen Punkt P gehende 
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Gerade, welche die NaBstiibe auf den Hilfsgeraden p, p' in  gleich be- 
zifferten Punkten selmeidet, ist dann die gesuchte Verbindungdinie PF. 

Fig. 1. 
(Das Rechteck der Fi- 
gur l SOU hier wie in - 

- -3 den spiiteren Piguren 

dns HeiBbrett an- 
deut en.) 

- Die Methode er- 
---v fnrdert irnmerhingroRe 

Vorbereitiingen. Da- 
her hat man beson- 
dere Instriimente ni1 

konstruierm gesucht, 
welche die Aufgabe bequemer zu losen gestatten. Unter diesen nimmt 
die ,, dreiteiligc Flucl~tpunktscliiene'' wegen ihrer Einfachheit weitaus 

Fig .  2 .  die erste Stelle ein.') 
Die Bluchtpunkt- 

schiene besteht bei 
allen in Einzelheiten 
verschiedenen Kon- 
struktionen stets aus 
drei Linealen, niimlich 
zwei ,,Gl&tschicncn" 
und einer ' ,,%eichm- 
schiepzeze;', die urn ein 
gemeinsames Gelenk 
an ihren Enden dreh- 
bar sind, nach der 
Einstellung auf den 

durch g, h best,imn~t,en Fluchtpunkt E' aber durch eine Schraube mit 
Mutter in der gewünschten Lage gegeneinander festgestellt werden (Fig. 2). 
Beim Getirauch der Fluchtpunktschiene nach ihrer Einstellung gleiten die 

- - 

beideri Gleitschienen an zwei auf deui ReiBbrett eingesteckten Stiften 

1) Sie wurde zuerst 1814 von P e t e r  N i c h o l s o n  erfunden und 1865 aufs 
nene von W i l h .  S t r e c k f u B .  Nahere hidoriache Angaben enthiilt der von uns 
noch ofter zu nennende Aiifsate des Herrn R. M e h m k e :  cher das Einstellen der 
dreiteiligen Fluchtpunktschiene, Zeitachrift für Math. und I'hqsik, Bd. 12, Leipzig 
1897, S. 99-103. Vgl auch W. D y c k ,  Katalog mathematischer und mathernatisch- 
physikalischer Modelle, Apparate und Inst,mmente, Miinchen 1862, S. 227 und 
Naclitrag, Münçhen 1893, S. 42, sowie W. S t r e  c k f u B ,  Lehrbuch der Perspektive, 
2 .  Anfi. Breslau 1874. S. 54 56. 
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A, B, die wir zunachst als punktforinig annehmen wollen. Nach dem 
Satz von der Gleichheit der Peripheriewinkel über demselben Bogen 
beschreibt dann der die Gelenkmitte bildende Schnittpunkt S der ,,Gleitr 
kanten" einen Bogen des durcli A, B, P bestimmten Kreises und die 
,,ZeichenkanteL' der dritten Schiene, die auch durch S geht, trifft (notigen- 
falls über S hinaus verlangert) stets den Punkt F.') 

Offenbar beruht die ganze Schwierigkeit bei der Anwendung der 
Fluchtpunktschiene allein darin, wie sie azcf einen durch die Gn-aden g ,  h 
gegebenen F l t d t t p n 3 i t  F einzustellen is t ,  d. h. wo die Stifte A, U zweck- 
miiBig einzusteçken und wie ihnen entsprechend die Winkel der drei 
Schienen gegen einander festzulegen sind. Der Einfachheit halber 
wollen wir wie gesagt in der folgenden Betrachtung die Stifte A, B 
zuriachst punktformig wihlen und die Fluchtpunktschiene durch das 
geometrisch allein wesentllche ideelle Gebilde ersetzt denken, das 
aus drei um ihren Fig 3. 

gemeinsamen Schnitt- 
punkt S drehbaren Ge- 
raden, zwei Gleitkanten 
und einer Zeichcnkante, 
besteht. Schon Streck- 
fuB (S. S. 190 Anm.) gibt 
zur Bestirnmung der 
Winkel der drei Schie- 
nen eine einfache geo- 
metrische Konstruhi ion an, die ich hier wi~dergeben mtichte, da sie 
noch wenig bekannt, andrerseits sein Huch nicht leicht zugiinglich ist. 
Es  seien auBer den Geraden g, IL die Punkte A, B für die Stifte ge- 
geben, und zwar moge zunachst A B  senkrecht zu h im Punkte O 
gewahlt sein (Kg. 3). Man falle von B das Lot mit dem PuBpunkt J 
auf die Gerade 9, ziehe zu O J durch A die Parallele bis zum Schnitt 
G mit g. Die drei von G ausgehenden Geraden ,y, GA,  G U bilden 
d a m  mit einander die gesuchten Winkel zwischen den Gleitkanten und 
der Zeichenkante. Die Einstellung der Fluchtpunktschiene geschieht nun 
einfach so, daU man bei gelockertem Gelenk ihre drei Kanten mit den 
gezeichneten drei Geraden entsprechend zur Deckung bringt und dann 
das Gelenk durch Anziehen der Schraube feststellt. Die Richtigkeit 
der Konstruktion folgt unmittelbar aus der ~ h n l i c h k e i t  der von den 
Punkten GBJK und EBOA gebildeten Figuren, wo K den Schnitt- 

1) Als nützliche Anwenduug dea genannten Peripheriewinkelsatzes solite die 
Fluchtpuuktsc2iieiie beim Unteriicht in den unteren Klassen unserer htiheren 
Schnlen stets Erwahnung finden. 
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punkt von G A  und BJ und E den Schnittpunkt von h mit den1 durch 
A, B, G bestimmten Kreise bezeichnet. 

1st insbesondere A O = OB, so folgt aus B J  = JK, wenn man 
will, eine noch etwas einfachere Konstruktion des Punktes K und da- 
mit der Geraden GA. 1st aber andererseits die Strecke A B  nicht mehr 
senkrecht zu h, sondern unter deui Winkel E gegen h geneigt, BO muB 

Piu  4. auch die Berade B J  
unter dernselben RTin- 
kei E gegen die Ge- 
rade g gezogen werden 
(Fig. 4). 

So einfach das Ein- 
stellen sich auf Grund 
dieser geometrischen 
Konstruktion auch voll- 
zieht, .so sind doch, wie 

schon StreckfuB selbst bernerkt, praktische Methoden o h e  eine solche 
vorhergehende Konstruktion vorzuziehen. Der vielfach gegebene Vor- 
schlag, die Fluchtpunktschiene durch Probieren einzustellen, hat ihrer 
Verbreitung indes gewiB nur geschadet. Ersichtlich kann hier nur ein 
auf einem exaliten Grenziibe-ang beruhedes EinsteZlui~gsverfir/Iren in Be- 
tracht komnien. E s  ist das Verdienst des IIerrn Mehmke ,  ein solches 
genaues Verfahren in der oben genannten Arbeit angegeben zu haben; von 
seiner Wiedergah, ao interessant und brauchbar das Verfahren an sich 
ist, wollen wir hier absehen.') 

II. Einzelne Fragestellungen und Definitionen bei unserem Problem. 
Ich gehe nach diesen mehr historischen Bemerkungen nun dazu 

über, die Anwendung der Fluchtpunktschiene in umfassenderer Weise, 
als es bisher geschehen ist, zu hesprechen, vor allem eine neue exakte 
Methode ihrer Einstellung zu entwickeln, die allen andern wegen ihrer 
Einfachheit auch hinsichtlich des Ben-elses vorzuziehen ist. 

1) Den AusfUhrungen des Horrn Mehmke mochto ich jedoch folgondos hin- 
zufügen. Je nachdem jede Glcitschiene und der Fluchtpunkt E' auf derselben 
oder auf verschiedenen Seiten der zugehorigen Gleitkante gelegen sind (d. h. je 
nachdem eirie Mogliehkeit der Figuren 5 a ,  ç oder  6 b ,  d des Textes m m  Ein- 
stellen gewahlt id], ist es vorzuaiehen bez. von innen oder von auBen her in Bezug 
auf den Kreis durüh A, B, E' aich mit dem Gelerikpunkt S seiner wahren Lage 
zu n;ihern. Andeienfalla muB bei jedem neuen Schritte des Einstellens der eine 
Stift zunichst  herausgenommen werden, bis man die zugehiirige Gleitschiene über 
seine Stelle hinweg geschoben hat,  was sowohl unbequem als aiich für  das F e ~ t -  
stecken der Stifto nicht vorteilhaft ist. n i e s  ist  z. B. gerade bei dem von Herrn 
Mehmke a. a.  O. durch die Figiiren angegebenen Reispiele notwentlig. 
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Zunachst sind von vornherein bei der Fluchtpunktschiene vier 
Moglichkeiten ihrer Bcnützung zu beachten. Eu kam n%mlich jede 
Qleitschienc auf der 
andern Seite der zu- 
gehorigen an A oder 
B anschlagenden Gleit- 
kante wie der Flucht- 
punkt E' gelegen sein 
(Fig. 58, C) oder auf 
dersellien Seite (Fig. 
3b ,  d), und auBerdem 
kann die Zeichenkante 
Yom Celenk S aus von 
dem gegebenen Flucht- 
punkt ab (Fig. 5a, b) 
oder nach ihm hin 
(Fig. 5c,  d) gewaridt 
sein, derngerniifl die 

Fig. 5a .  

Stifte A, ~ - n a h e  bei der nach dem Fluchtpunkt P gelegenen Seitenkante 
des ReiBbrettes eingesteckt sind oder nahe bei der anderen Seitenkante. 

Hiernach haben Fig. jb. 

mir folgende einzelne 
Fragen bei unscrm 
I'roblem nach einander 
zu untersuchen: 
- a) W o  s ind  fiir 
einen ,yegehenen Flucht- 
pwzkt F die St i f te  A, 
B am g ü n s t i , y s t e n  
bei der ekwelnen dcr 
vier Jf+jZicicl;eiten e i w  
zusteclien ? 

b) Welche von den  
vier Jfij&lil;eiten ver- 
dient überhaqt c7en Vor- 
m g  vor den anderen? 

c )  W i e  i s t  (nach Entsc7teidun,,g fiir eirze der viel- J f ~ g l i ~ h , l i e i t e ~ , j  d ie  
Fluclz@)un7ct.~cIzie1~e auf gqebene  Punk te  A, B, F ei~zzc~stellen? 

Wir wollen nun bei der Reantwortang der ersten Brage ziiiiachst 
die erute Wiglichkeit (Fig. Fia) bevorxugen, um uns an eine bestimmte 
Anschailung anziilehnen. Wir heschranken uns auch, wie noch einrnal 

Zeitsclirift f. Mathematik u. Physik. 56. Band. 1908. Heft 4. 13  
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hervorgehoben sei, bei dieser Untersuchung der Einfachheit halber auf 
den Fall, urn den es sich fast ausschlieBlich in der arigewandten Per- 
spektive handelt, daW der fruyliclze Flz~c?~tpzcnld E' auf iletn (das i ie iche i~bla t t  
dt~rclzscl~neide~zdclz) IIori~ont h gelegelz sei. Der bcquemcren dusdrucks- 

Big. 5 C. 

weise wegen sei ferner F auf eiiier bestimmten, ctwa der r e c h f m  Seitc 
des Horizontcs angenommen. AiiBerdem sei eine Vcrtikale 11 nahe der 
rechten Seite des Zeichenbrettes gegeben, iiber die hinans nach recht,s hin 
die Stifte Ai, Ri, wobei die Indizes verschieden gewiihlte Lagen der Stifte 

Big. 6. andeuten mogen und 
A, oberhalb, Bi unter- 
halb 1% gelegen sei, 
riicht mehr gesteckt 
werden sollen (Fig. 6). 
Ferner seien mit O und 
Bi die Schnittpurikte 
des Horizontes mit der 
Vertikalcn v und m i t  

n 
dern Bogen A i B i  des 

Kreises durch A,, Bi, F bezeichnet, und es sci OBz = e,, O$'= f ,  
endlich seien die senkrechten Entfernungen der Punkte Ai, Bi vom 
Horizonte gleich a,, b, gesetzt. 

Die Grenzlagen, die der Gelenkpunkt S bei seiner Bewegung auf 
C 

(lem Bogen AiBi des Kreises durch Ai, Bi, P einnehmen kann, fallen 
entweder mit den Punkten A,, Bi selbst zusammen, wenn die Lange 1, 
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jeder Gleitkante gr6Ber als die Entfernung AjB, ist, oder aber in zwei 
n 

Punkten A; Bi' des Bogens AlBi, wenn 1, kleiner als AiB, ist, wobei - n 
A,'A, = Bif Bi und A,*Bi* = 1, ist. (Hierbei oei z. B. im ersten Falle von 
dem darin beruhenden Uriterschiede abgeseheri, daB bei der wirklichen 
Schiene der Gelenkpunkt S ja niçht voilig bis zu den Punkten Ai oder 
B, gelangen kann.) 

2a.  Als obere u n d  un te re  Grensgeraden  o u n d  zc bezeichnen 
wir die beiden ir'zc&-sten Lagen, uielclze die Zeichenkante der uuf P ein- 
gesteblten FZuch@z~~zkt,~chiene einnehnzm h n n ,  wobei also dus Gelcnk S 
iiz del% Pun7;t Ai bca. A,* oder Bi bes. B,' l~.ineingeriicLt ist, wnd als 
Grenswinke l  den E7inkel cpi = A, È ~ B ,  bez. A,*@ BT. 

2b. Der game von der Leicl~enltante beheuschte Bereich, der G r e n s -  
bereiclz, wird d m n  in denz einzelnen Falle stets durch die beiden Grenz- 

n n 
geradelz und den K~eisbogen A, Bi bez. A,'13,* begrenzt. 

3. Wir wollen wun von dem Greriabereich verlangen, du/3 die zu- 
gehorige Strecke e, nicht grofier als ei%e geniigend klein vorgegebene Gro/3e 
e* wird. 

4. Dann werden wir von zwei solchen (den sonstigen Bedingungen ') 
nach uberhaupt nzogliclzen) Hereichen denjcni,qen als gi ins t iger  bezeichen, 
für den der G?.cnzzcinlcel gr0/;ier ist ode?- aber bei gleichem Grenzwin7wl 
die Streclce ci kleiner ist, uvtd dentgemiifi nls moglichst gi ins t ig  den 
(iibmlznzg)t nzoglichen) Bereich, der lziernarh günsti,ger ist ais jeder n ~ z d m  
zu1assl:ge. 

III, Beantwortung der ersten Frage: Günstigstes Einstecken der Stifte. 

Diejenigen Stellen A,'B für die Stifte konnen wir nach dern vor- 
stehenden als am günstigsten gewahlt ansehen, für die der Grenzbereich 
nioglichst güristig ist. 

E s  seien die Punkte A,, B, für die Stifte irgendmo auf dem Zeichen- 
brett auf verschiedenen Seiten von h gegeben. Die zugehorigen Grenz- 
geraden P A ,  und FB,, bez. P A ;  und FB;, welche stets den rechten 
Rand des Zeichenbrett's (bei rechts gelegenem Fluchtpunkte) schneiden, 
m6gen die Vertikale v in den Punkten A,, BI schneiden (E'ig. 7:  wir 
begnügen uns den einen Fall durch eine Figur zu veranschaulichen, 
wo die Grerizgeraden durch P A ,  und FB, gegeben werden). Ersetzt 
- - - 

1) Es kann et*-a die Lage des einen Stiftes B bestimmt vorgegeben sein, 
sodaB nur noch A zu wahlen bleibt. (Es mu6 auch die Sehne des halberi Bogens 
n 
A,B, natiirlich stets kleiner ais. die Lange 2, jeder Gleitkente sein, damit über- 

Iiaupt die Fluchtpunktschiene an die Stifte Ai,  Bi angelegt worden kann.) 
13* 
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man die Punkte A,, Bo durch die Punkte A,, BI, so ist der Grenz- 
bereich günstiger geworden. Denn die Grenzçeradm sind dieselben ge- 
blieben, aber es ist' BI O 5 E,, O oder el 5 eu. Urn letzteres zu er- 
kennen, lasse Inan zurikllst den Kreis durch E'A,B, sich iihnlich von 
l' aus verkleinern, bis zuerst einer der Schnittpunkte auf den Grenz- 
geraden nach A, bez. B, gelangt ist, etwa der Punkt Bo bea. nach 
BI und dementsprecheild A, bez. Ai nach A,, und lasse daraiif den 

ng. 7. Kr& durch FJ A,, B, 
- - 

sich weiter iindern, in- 
dem A2 nach A,  waii- 
dert, wiihrend F und B, 
fest bleiben (Fig.'i).Hier- 
bei ist der Schnittpunkt 
E, des Breises mit deni 
Horizont bestandignach 
dem Punkt O hingewan- 
dert. E s  ergibt sich also : 

5. Uwtw der Annahnze eines E'luc1~tl)unktcs F azcf denz die Zeiehen- 
flaclze durchchneidendm Eorrisonte h lassen sich stets fiir helicbig vw- 
qegebene La,qen A,, Bo der Stifte in der a~zgegcheîwn Weise zwei andere 
L q e n  A,, H, auf der Vc/rtikalrm, u aa,n Rattda der Zeicheîtflaclzr: angeben, 
die einen giinstigeren, Grembereid liefern. 

Wir wollen noch beakhten, da0 hierbei auBerdem f ü r  die neue und 
alte Entfernung A,Bl und A,& der Stifte gilt: 

Fig. 8. AlB1 5 AOBO 7 

bea. auch 

A, Ill =< A p ; .  

Wir  haben dernge- 
mai3 jetzt nur noch von 
allm Lagen der Stifte 
auf der Vertikalen v dit. 
günstigstc ausauauchen, 
zcohei ersichtlich allein 

die un die Bedin.gung Al Bi =( 1, geknüpften La,qen in Iletmcht X:onznzen. Werden 
in der Figur 8 die Punkte A,, BI auf der Vertikalen v, wobei El O = e, <e* 
sei, durch A, ;B = B, ersetzt, wo a > a, sei'), so wird zwar der Winkel vi  
des Grenzbereiches groBer, zugleich aber ist E O > XI O. J e  nachdem 

1) Dieser Fall ,  mo B Ton vornherein fest lient, wird meist vorlicgen, z .  B. 
dann,  wenn etwa R 80 nahe a h  moglich an g, doch unterhalb g g e m h l t  wird, 
wohei g iint,erhalh h liegen miige. 
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daher E O = e e" oder > e* kt, ist also nach den obigen Pest- 
setzungen (3) und (4) der neue Grenzbereich zulassig und daun günstiger 
als der alte oder unzul8ssig. Bezeichneu wir rioch mit Z die gr6Bte 
in der Hinsicht überhaupt zuliissige Entfernung A B  auf der Vertikalen v,  
daB jene etwas kleiner als die Liinge 1, der Gleitkanten und als der 
Abstand des Punktes U von der oberen Kante des BeiBbrettes ist, so 
ergibt sich hierilach: 

6. Be i  îtnweranderter La.qe des Punktes B auf der Vertilcalen v ist 
tliejenige Laye A auf' v die günstiqste, für die AB = 1 i s t ,  falls fiir 
diese Lage E O ( e *  ist, sonst aber diejeîzige Lage A, für die E O = e* ist. 

dnalytisch drückt sich dieses Resultat einfacher wie fol@ ans: 
Es ist 

( T  - h)  b 
a = l - b ,  wenn ( 2 a )  f k é * - ,  

Oft wird man nun aber nicht von vornherein den Punkt B auf v 
festlegen, sondern statt dcssen lieber das Verhàltni~ a : b = a : /3 geben 
wollcn, wo cl und /3 gegebene (teilerfremde game) Zahlen sind. Führt 
man die Winkel 

qbi=+AFO und 

z+!J~ = b HFO 
ein, so ist: 

a :  b = tg@] : t g & ;  

durch des Verhaltnis a : 7, = a : /'3 wird also das Verhaltnis der Telle 
des Grenzbereiches über und unter dern Horizont, ausgedrückt durch 
die Tangensfunktionen der zugehihigen Winkel, angegeben. Yoilen diese 
Winkel $, und QClz und damit auch a und b einander gleich sein, so 
fol& dem Ohigen gem55, indeni man die Br6Be 1 jetzt etwas kleiner 
als die Liinge 1, der Gleitschienen und als den doppclten Abstand 
zwischen dem Horizont und der ihm am nachstcn liegcndcn Parallel- 
kante des ReiAhrettes wahlt: 

7.  Diejeniyerz sum florizont s y m m e t r i s c h e u  Lagen A, B der 
beiden  tift té auf der Vertikalen v sind die yünstigsten, fiir die: 

dagegen: 
l e  a =  b =l/e*-f,  w m z  (4b) f<- ist. 

4 e* 
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Als Resultat für beliebiges Verhaltnis a : f i  ergibt sich aber analog: 
Man suche zunachst in der Proportion p : q = u : /î das vierte noeh 

unbekannte Glied g bez. pl wenn man p bez. q gleich dem oberen bez. 
unteron der durch h auf der rechten ReiBbrettkante abgeschnittenen 

Teile setzt, je nachdem namlich das Verhiiltnis dieser Teile 2 bez. 
P 

> ist, und wahle dann die Gr6Be 1 etwas kleiner als die Lange 1, 

der Gleitkanten und als die Summe p + q.  
8. Die3enigen Lagen A, B der Stifte auf der Pertilcalen v ,  für die 

a : b m : f i  yeyeben ist, sind die yiinstiysten, fur die 

(5  a) a + b = 1 oder 

Im ersten Falle ist a130 stets a + b - 2, und man hat diese GrijBe nur 
im Verhaltnis a : P zu teilen, urn a ,  b selbst zu erhalten; irn zweitelz 
Palle ist dagegen stets a + b < 1 ,  und zut- Bestimmung von a ,  b sind 
auch die GrbBen e*, f erforderlich. Doch kommt dieser letzte Fall er- 
sichtlich nur dann in Retracht, wenn f so klein ist, daB es genügend 
genau geschiitzt werden kann.') Die obigen Formeln sind daher prak- 
tisch sehr leicht anzuwenden, auch wenn f nicht sogleich als Zahl ge- 
geben ist. J e  @Ber von vornherein e* angenommen werden kann, 
um so groBer ist der Bereiçh für f ;  der dern ersten Falle zugehort, 
und um so gr68er siud, falls doch für gegebenes f der zweite Fall vor- 
lie& a, b und n + b.  

Für die praktische Anwendung genügt folgende sich aus nnserer 
Retrachtung ergebende SchluBregel, die zwar imbestimmter, dafür aber 
bequemer und geometrisch anschaiilich ist: 
- - - 

Ij D o m  -3 e r h d t  seinen Mnsimdwert fiir = 1 ;  es ist also die rerhtc 
(a + /3)= 

l e  
B 

Seite der Ungleichung (7 b> <- . Zum Beispiel für e* = 10 cm, o r =  = 1, 
- 4 e *  

E - 50 cm gilt a h  Granzwert zwischen dem ersten und zweiten Falle f = 62,6 cm. 
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9. N a n  nelune ungefahr auf einer Vertikulen v, die nahe an der 
dem E'lzech@unlît F szcpuandten Seitmkanti: des Reil(lbretts liegt, au. beiden 
Seitcn des (durch F gehenden) Horizonth h zulei P,~rnkte A, R auf dern 
Reiahrett so a,)z, dafi ihre Abdiinde von. dem Borizont rtngeflhr die ge- 
viiinscl~telz TeiZe des Grenai~;in7iels A.FR über zcnd tenter dfim 1Torizont 
hedinpn, daa ferncr ihre Entfcrnwzg vo~einander 7îleiner ais die L a q e  
der Gleitkanten, i m  i ibripn aber so go /3  als ,n?iglich ist. M a n  denke 
dann durch F und diese P,tknkte A, B eiîzen Kreis geiegt, der den Hori- 
sont nach Schir'tzun.q ungefiik in ein,em Pzttzkte E schneiden m6ge. Wenn 
d a m  dieser Punkt E nicht su weit in die Zeichenflüche hineirzmqt, so 
Iîann man die Pcerzkte A, U lrls Stellen fur die Stifte der Fluchtpunkt- 
schie9ze ~ü l z l en .  Im anderen Palle sind die I'unkte noch so weit dem 
IIorizont zu niikern, Eis der entsprechende Schnii~)zi.îzl;t E hiw-eichend 
nahe an v herangeriickt ist. 

IV. Beantwortung der zweiten Frage: Entscheidung zwischen den vier 
Illoglichkeiten. 

Wir wenden unsern Blick nun zu  den vier Moglichkeiten zurück, 
die auf S. 193 angegeben sind. Unserer bisherigen Betrachtung hatten 
wir die Moglichkeit der Pig. 5 a  zugruride gelegt; doch lassen sich 
urisere Defiriitioneri und Resultate unmittelbar auch auf die anderen 
M6glichkeiten übertragen. Man überzeugt sich jetzt aber leicht, daB 
die drei andern Rloglichkeiten Fig  B 

der ersten wesentlich nach- 
stehen, die 2ll0gli~hlieit der 
E'iy. 5 6  deswegen, weil sie 
kein so gutes Aufliegen der 
Gleitschienen auf dem Zeichen- 
brctt crgibt, wenn die Stifte P 
dicht am Rande eingesteckt ---  

sind, - die J10glicl~lceiten der 
F iywcn  5 c und 5 d einmal 
deswegcn, wcil die untere 
Gleitschiene in den vor dcm ' C \ \  , , 
ReiBbrett licgcnden Raum in \\ 
storender Weise hineinragt, sodann weil bei jeder Wahl der Punkte 
A, U auf der linken Seite des ReiBbrettes (bei rechts gelegenem 
Fluchtpunkt F) sich im allgomeinen zwei solche Stellen A,, BI auf 
einer Vertikalen v nahe der rechten ReiBbrettkante angeben lassen, 
daB die Moglichkeit der Fig. 5 a  für die Stifte an diesen neuen 
Stellen einen infolge eines grGHeren Grenzwinkels ,,günstigerenu Grenz- 
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bereich (rpl. die Definitionen S. 195) ergibt (Fig. 9). Denn ein ,,glcich 
günstiger" Grenzbereich, wie bei der ursprünglichen Lage dcr Stifte 
wird schon erreicht, wenn man die Schnittpunkte A,, Bo der Qrenz- 
geraden F A  und F R  (bez. FA* und FE*)  mit der Vertikaleri I; als 
neue Stellen für die Stifte hei der ersten Moglichkeit wahlt und e, _< e* 
ist, wobei dann AoBo < A B  ist. Nur für den Fall, daB der Abstand 
Bo O = e, > e* wiire (Fig. 9), konnte die dritte oder vierte Xtiglichkeit 
etwa als der ersten vorzuziehen in Frage kommen. Doch diirfte ein 
solcher Fail praktisch so gut wie ausgesçhlossen sein. ') 

Aus diesen Gründen konnen wir als Resultat aussprechen: 

10. V o n  den  obetz angef ihrten vier M ~ l i c h k e i t e n  is t  die bei unserw 
Eiskerigen Betrachtztng bereits bevormgte e r s t e  &.@qlichkeit die beste von 
alien, so da13 es eigzex Vorteii s c b n  der leichteren Cbel.sic1~tlicl~keit zoegen 
bedeutet, überhaupt auf sie sich zzc beschranlien. 

V. Beantwortung der dritten Frage: Einfachstes Einstellen der Flucht- 

punktschiene. 

Nachdem wir uns f ü r  die erste Moglichkeit entschieden und die Regel 
für die Wahl  der StiRe A, B aufgestellt haben, gehen wir nun dazu über, 
eine neue einfache, auf einem exakten Grenzübergang beruhende Zethode  
fur das Einstellen der Fluchtplzktschiene au[ die yegebenen A ~ d c t e  F, A, B 
zu entwickeh2) Bei dieser Methode brauchteri übrigeris die Stifte A, 3, 
mie wir vorweg berrierken woilen, ~i icht  notwendig auf der Vertikaleri 
v gelegen zu sein; doch wollen wir zunachst vorttussetzen, daB von den 
Stiften A, B stets einer oberhalb, der andere untertialb des von den 
Geraden y, h auf dem Zeichenblatt begrenzten Streifens eingesteckt seien 
(vgl. anderenfalls S. 203, Zusatz 2). 

Der Kreis durch E', A, B, wo F beispielsweise wieder rechts ge- 
legen sei, bestimmt auf dem Horizont die gesuchte Lage E des Gelenk- 
punktes, wenn die Zeichenkante mit dem Horizont zusamme~ifillt. Man 
lege die Zeichenkante nun an den IIorizont so an, da8 der Gelenkpunkt 
etwa an der Stelle liegt, wo mari den Punkt E nach ungefihrer Schitzung 
annimmt, schlage bei gelostern Gelerik die beiden Gleitsehieneri an die 
Stifte A, B an und stelle das Gelenk fest. Urn diese Lage der Flucht- 
punktschierie zugleich festzulegen, übertrüge man eine Narke, die als 
.- - 

1) Meiue spater (S. 207) bevchriebene neue Konstruktion der Fluchtpuukt- 
schiene 1LBt übrigens nur d ie  drei Moglichkeiten der Figuten 5a ,  b, c zu, doch 
andere Konstruktionen geatatten auch noch die Moglichkeit der Fig. 5 d. 

2) Diese Methode kniipft an  einen Gedanken von S t r e c k f u B  a n ,  hei dcm 
indes m i r  von Probieren die Ilede ist. 
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ein kleiner Strich auf der Zeichenkante angebracht sei, auf den Hori- 
zont bei der soeben eingestellten Lage. Uürauf verschiebe man die 
E'luchtpunktschiene liings der Stifte nach der Geraden g zu und sehe 
zu, ob hierbei die an der Zeichenkante zu ziehenden Linien nach einem 
niiher oder weiter als F gelegenen Fluchtpunkt FI konrergieren. (E'ig. 10). 
Am bestcn verschieht man die Pluchtpunktschienc so weit, bis die 
Zeichenkante zii g parallel geworden ist; denn d a m  kann man selbst 
eine kleine Abwcichung von der Lage des Fluchtpunktes genau erkennen. 
Man gehe nun mit der Zeichenkante zum Horizont zurück und verschiebe 
sie bej gelktem Gelenk, je nachdem man FI naher oder weiter als F ge- 
funden hat, nach rechts oder links, d. h. nach F zii oder von ihiri ab, iim 
ein beliebiges Stück. Daim schlage man wieder die Gleitkanten an die Stifte 
an, stelie das Gelenk fest, markiere die neue L a p  der Marke auf dem Hori- 
zont durch einen 
zweitenstrich und 
prüfe wieder die 
neue Lage F, 
des Fluchtpunktes. 
Man kann zweck- 
m5Big noch an 
den auf dem IIori- 
zont angebrachten 
Strichen jedesmal 
einen nach rechts 
oder links weisenden Zeiger hinzufügen, je nachdem F rechts oder links 
von El liegt. Bekommt der zweite Strich schon einen Zeiger, der nach 
der andern Seite als der des ersten Striches gekehrt ist, so gibt die 
Strecke zwischen den Strichen bereits ein Intervall an, in dem die ge- 
suchte wahre Lsge der 'narke liegen muB. 1st aber der Zeiger des 
zweiten Striches noch nach derselben Seite wie bei dem ersten gerichtet, 
BO gibt dies an, daB man noclirrials in derselben Richtung die Zeichen- 
kante am Horizont weiter zu rüeken hat wie soeben. Jedenfalls erhilt  
man su sehr bald zwei (benachbarte) Striche auf dem Horizont mit  
gegen einander gekehrteri Zeigern. Dann wiihle man etwa in  der Mitto 
ihres Intervalles bei dem nachsten Sçhritt die neue Lage der Marke, 
die hierauf die eine oder aridere E l f t e  des Intervalles als das rieue 
richtige Iritervall bestimmt. (Iüh will nicht weiter ausführeri, wie mari 
das letzterhaltene Intervail eventuell sogleich güristiger in zwei Teile 
zerlegen kann.) Su fortfahrend, wird man sehr bald, da ja das h t e r -  
val1 bei jedem neuen Schritt auf die HaIfte reduziert wird, der 
wahren Lage der Marke so nahe gerückt sein, daB die Zeichenkante 
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mit genügender Genauigkait aueh mit der Geraden g bei der ent- 
spreclieriden Verschiebung der Fluchtpunktschiene sich deckt. L)er He- 
weis für die Kichtigkeit dieser schr anschaulichen Methode ist so e i n ~  
fach, da8 ich kein IVort darüber zu verlieren brauche. Aufier der 
groBen Anscliaulichkeit dieser Methode und der Einfachlieit dieses Rc- 
wcises m6chtc ich jedoch noch folgende Vorteile hervorhebcn, besondcrs 
im Vergleich m i  dem von Herrn Meh m k e  a. a. O. g~gebenen Grenz- 
ii bergmg : 

Hat sich die Fluchtpunktschiene aahrend oder riach deni Ein- 
stellen irgendwie verstellt, so kann sie sofort wiedcr in diedetzte Lage 
mit Hilfe des letzten Striches eingestellt werden, wie ja. überhaupt die 
Striche die einzelnen Scliritte des Einstellens gewissermaBen registriereri. 
Rei jedem niichsten Schritt werden sogleich beide Gleitschienen korri- 
giert, wahrend bei der Methode des Herrn M e h m k e  hierzu zwei ein- 

zelne Schritte notig sind. Bei jedem Schritte des Einstellens hat man 
bei gelostem Gelenk nur die Zeichenschiene festzuhalten, nicht gleich- 
zeitig die Zeichenschiene und eine Gleitschierie wie bei der Methode 
des Herrn U e  11 nl li e. Der Greiizübergarig zur richtigen Lage des Gelenk- 
punktes udeï der Marke auf  derri Horiaont liridet von Eieiden Seiten 
statt, so daB man an der Bleinheit des letzten Intervalles der Striche 
sofort die erreichte Genauigkcit abschatzen kann. 

Zusatz 1. Man kann noch folgendermaBen, wenn man wiil, das 
Verfahren des Einsteilens abkiirzen: Man merke mit dcm Blristift (lie 
Stclleri A", B* an, wo rnan ungefiihr die Stifte cinstecken will, und 
steilc nach der iin Text bcschriebenen Methode die Fluchtpunktschiene 
ungefiihr auf diesc Punkte ein, wozu einige wenige Schritte, rneist 
schon zwei, genügcn, so daB man also den Grenzübcrgang nicht sehr 
weit fortfiihrt. Hat man dann die Zeichenkante an den Horizont dein 
letzten Markenstrich entsprechend angelegt, so ziehe Irian s u  den Gleit- 
kanten mit dem Bleistift die beiden Geraden, die ja durch die ange- 
merkten Stellen A*, H* gehen, lege darauf die Zeichenkante (ohue das 
Gelenk zu liisen) au die Gerade g an und zwar so, daB die Gleitkanten 
jetzt angeniihert durch die Steiieri A*, B* gehen. Die an den Gleit- 
kanten gezogenen neuen Geraden schneiden dann bez. die früher ge- 
zogeiien in der Nalie an A*, Il* in zwei Punkten A, B, in die man 
dann die Stifte einsetzt. Man ist sicher, daB für  diese Stifte die letzte 
Einstellung dei- Bluchtpunktschierie absolut genau ist (vgl. die Anm. S. 204). 

Da die Geradenpaare, welche sich in A, B sçhneiden, sich unter 
demselben Winkel schneiden, wie die Geraden g, h,, so sind hiernach 
die Punkte A, B praktisch mit dereelben Geiiauigkeit wie der Flucht- 
punkt k' selbst b&tirrinit. Ngher woiien wir indes auf diese abge- 
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anderte Methnde nicht eingehen, nur noch folgendes bemerken: Es la& 
sich mit aller Strenge zeigen, daB die Punkte A ,  A' hei hinreichend weit 
geführtem Grenziibergang aiich ,,Eieliebig nahe" den Punkten A*, R* 
liegen. 

Zusatz 2. Praktisch wird es oft erwünscht sein, wenn z. B. g unter- 
halb h gelegen ist, den unteren Stift zzvischen die Geraden g, k (vielleicht 
moglichst nahe an h), den oberen moglichst hoch einzustecken. Man 
kann dann zum Einstellen der Fluchtpunktschiene auf so gelegene 
Punkte A, B sich folgeiider zwei Verfahren bedienen: Erstens kann man - 

die Gerade g durch die in Bezug auf h symmetrische Gerade g, er- 
setzen, wenn letztere unterhalb A verliuft, oder sonst doch durch eine 
Gerade go, welche die Abstande zwischen g, und h auf irgend zwei 
Parallelen (Vertikalen) proportional schneidet, etwa halbiert. Oder man 
kann zweitens oft einfacher die Punkte A, B durch ihre Spiegelbilder 
A,, BI an der Geraden h ersetzen, die d a m  nur mit dein Bleistift an- 
gegeben zu werden brauchen; man bestimmt dann zunachst durch Ein- 
stellen auf ,4,, B, (mit Hilfe von y, h) die Lage der Marke auf dem 
Ilorizont nach der obigen Methode und schliigt, indem man die Leiçhen- 
kante demgenid3 an deri Horizont anlegt, nun die Gleitkanten an die 
jetzt in A, U eingesetzten Stifte an. 

Zusutz 3. E s  sei endlich auBer dern Horizont h die Entferriung 
des auf ihm befindlichen (rechts gelegenen) E'luclitpunktes P von einem 
Punkte O des Horizontes (am recliten Bande) durch eine beutimmte 
Zahl O F =  f angegcbcn.') Hat man die Punkte A, U gewiihlt (am 
besten auf der durch O gehenden Vertikalen 1) oder auch auf einer be- 
liebigon durch O gehcnden Geraden) und setzt man jetzt A0 = a, 
BO = b, so berechnet si& EO = e (etwa mit dem Kechenschieber) aus 
der einfachen Gleichung: 

(8) 
a - b  

E = -  
f '  

oder 

(8') 

1) Man kann f auch, um die folgende Methode des Textes m m  Einstellen 
anwendcn zu kürinen, wenn F durch die Gerade g, h bestimmt ist, als:  

berechnen, mo y , ,  y, die Abstincie zwischen den Geraden g, h auf zwei Paraiielen 
(etwa der Vertikalen v und einer Parallelen zu ihr)  sind, die auf h die Entfernung 
x ebschneiden. 

b 
2) IrtL4R_Lh,  s o i s t  aiich r = a t g a ,  = I t g Y i  und t g q L  =;; t g + , = -  

f '  
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Um hiernach die Fluchtpunktschiene einzustellen, sei anf ihrer 
Zeichenkante der Punkt durch einen Strich markiert, dessen Entfernung 
vom Gelenkpunkt aus gleich einer bestirnmten Strecke d, etma g1:lrich 
10 cm, ist. Man trage dann vom Punkt O aus die Strecke d + e 
bis D auf dem IIorizont ab, lege die Zeichenkante so an den Horizont 
an, daB die Marke in D liegt und schlage die Gleitkanten an die Stifte 
A, B ail, worauf man dxs Gelenk feststellt. 

VI. EinfluB nicht punktformiger Stifte. 

WTir wollen nun noch unsere Aufmerksamkeit darauf richten, da6 
die Stifte nicht, wie bisher arigeriommen wurde, puriktf6rrnig aind, 
sondern kreiuf6rmigen Querschnitt mit den1 Radius p hrtben, wiihrend 
ihre Mittelpunkte an den ausgewiihltcn Stellen A, B liegen. Man kann 
jeden Fehler, der etwa hieraus flieBcn konnte, von vornhercin dadurch 
auaschlieBen, daB die Glcitliunten nicht durch delz Jlittclpccnlit d ~ s  Ge- 
Zenlres gehen, sondern von ihm die Xnffernzmg @ Ilahen. Tliese Einrich- 
tung ist zuerst von Ilerrn M e h m k e  bei der von ihm konstrnieiten 
Fluchtpunktschiene (für Q = 5 mm) getroffen, und auch wir werden eie 
bei unserer im nachsten Abschnitt beschriebenen neuen Konstruktion 
der Fluchtpunktschiene anwenden.') 

Um in diese Frage bessere Einsiçht zu gewinnen, wollen wir jedoch 
die Benutxurig einer Fluchtpiinktschiene mit drei durch die Gelenkmitte 

- 

Fig.  II.  selbst gehenden Kanten, wie 
es die alteren K~nstruktionen 
zeigen,bei kreisfiirmigenstif- 
ten einmal naher betrachten. 

IYir denken zunachst 
für die Punkte A, U und 
einen Fluchtpunkt F,, die 
ihnen entsprecihenden Tlagen 
S A ,  SB, S T  d e r  drei Kan- 
ten gegen einander kon- 
struiert und parallel zu ihnen 
die drei Kanten SI A,, SII l l ,  
8, Tl der wirlrlichen Flucht- 

punktschierie su gezogen, düW die Kantenpaare SA,  S l A ,  und S B ,  S,B, 
je deil Abstand g haberi. (P'ig. 11.) Da die koristarite Strecke SIS = pl 

1) Bei der im Zusatz 1 des vorigen Abschnittes (S. 202) beschriebenen abge- 
andertrn Methode hat  man die Stifte dann nicht in den Schnittpunkten der ge- 
zogenen Geradenpaaxe selbst einzustecken, sondern in  den richtigen Winkrl- 
r iumen so danelien, daB jedes Gerarlenpaar seinen Stift beriihrt. 
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mit ilirer Verkngerung stets durch einen Punkt C des Kreises durçh 

A, B, geht, so fol@ sogleich der Satz: 

11. Wührend der GelenkpunX-t S der gedachten Schiene den Kreis- 

bogm ~2 heschreibt, bewe,qt sich der Gelenkpunkt S, der u;irliZiclzen. Schiene, 
die wir mit jener starr verbzrnden denken lcihlzen, auf dem Bogen einer 
Pascalschen Kurve l) mit deln Doppelpnlit b7. 

Wenn a,, 8, die Winkel der Gleitkanten mit der verlingerten 
Zeichenkante bedeiiten und  go die (positive) Entferniing der Zeichen- 
kanten der gedachten und der wirklichen Schiene (Fig. Il), so gilt, da 
SI S den Winkel der Gleitkanten halbiert: 

P el = 7 3 ;  +-a- 
sin --" 

2 

und ferner: 
4 -4 

go  = - + g, . sin' 4 
2 

oder: 

(9) 

- Q 
- A B .  ( A F , - B & ) =  cons t<g ,  

das heiBt: 

12. Die uirkiicl~e Zeichenliarzte berülwt in  allen Lagen stets mit ihrer 
Verlangmng &fien Kr& voln Radius go um den F'li~d~tpzclzht F,, der ge- 
dachton Schiene, zoo Q ,  niclit groPer als der Kadius der Stifk ist, einen 
Kreis, den wir ,,$Y 2cch tp u n  lct k r  e is" nennen twllen.2) 

13. Der Rudius go wird gleich O oder die wirkliche Zeichenkam% 
geht stets dzmh denselben E'luchtpunkt Fo wie die gedachte Zeiclzmkante, 

1) Wegcn dor P a s  c a l  schen Kurven vgl. z .  B. G i n o  L o r i a ,  Spezielle algcbra- 
ische u d  t ranszendentr:  KUTIX~Z, Leipzig 1902, p. 137. 

2) Die wirkliche Fluchtpunktschiene vermag j a  mit ihrem Gelenkpunkt SI nur 
eiuen kurren Bogen der Pascalschen Kurre zu beschreiben. Wenn wir aber das 
ihr zugrunde liegende geometrisch idealisierte Gebilde mit unendlich langen 
Gloitkanten annehmen, das mi t  scinem Golcnk auch ungohindert über die Stifte 
hinweg gleiten kann, so eieht man: Der Gelenkpunkt S mufi den Kreis doppelt 
durchlaiifen. wenn der entsprechende Piinkt, SI die ganze Pascalsche Kurve be- 
schreiben soll. 1)ann hat auch die au der Zelchenkante zu ziehende Gerade mit 
allen ihren Lagen den Fluçhtpunlitkreis gerade einmal umlaufen. Hat S von einer 
Ausgangslage ans seinen Kreis aber erst einmal umlaufen, so ist der Punkt S, i n  
die zu eeiner Anfangslage in  Bezug auf S symmetrische Lage S', gekommen, so- 
daB auch die von 3, auagehenden Gleitkantm die kreisformigeri Stifte nun auf 
der andern Seite von S A  und SB beriihren. 
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wenn al = 4, ast. Dies trilt 2. B. dann ein, wenn etwa die Punkte A: B 
syrnmetrlsch zu dern dwch Fo yehcrrlle?~ Horizont lieyen, ullgemrin dann, 
wenn A& = B Ek ist. 

1st nun als Schnitt der zwei Geraden g und h der Fluchtpunkt F 
gegeben, so würde die gew-ünschte Einstellung der Pluchtpunktschiene 
bei gegebener Lage der kreisformigen Stifte in den Punkten A, B 
erreicht sein, wenn der Kreis mit dem Radius go die Geraden g, h be- 
rührt (Fiç. 12). Mari überzeugt s&h jedoch leicht, daE auch Lei Werten 
von g < 0,5 rmn in besonders ungünstigeii Fiillen die nach Satz 12 ein- 
tretende Ungenauigkeit doch die überhaupt rriGgliçhe Genaiiigkeit des 
Zeichneris übersteigen kar1n.l) Dies genügt allein sühon, um die von 
Herrn Mehmke eingeführte einf'ache Abnnderung der Fluchtpunktschieiie 
als wünschcnswert zu rechtfcrtigen. 

Hierzu kommt indes noch die Schwierigkeit beim Einstellen einer 
solchen Fluchtpunktschiene, deren Gleitkante und Zeichenkante durch die /y Gelenkrnitte selhst gehen. Wollte man niimlich 

das oben beschriebene oder auch ein anderes 
genaues Einstellungsverfahreri ariwerideri, so ist 
Tor allern zu beachteu: E s  ist keineüwegs ohne 
weiteres bewiesen, datl (bei allgemeiner Lage von 
A, B) unter Lmstanden nicht etwa verschiedene 
Grenzlngen für die Eii~stellung auf den durch g, h 

bestimmten Fluchtpurikt F moglich sind'), wenn zu dieseii auch einaiidcr 
sehr aahe Lagcn des Gelenlipunktes S auf dein Horizont gehoren würden, 

1) Um dies zu erkennen, genügt es ein Beispiel zu betrachten. Die Abstaride 
der Punktc A ,  B auf einer Vertikalen v von der durch & geheriden Horizontalen 
seien 50 cm und 10 cm, und die Entfernung des Punktes & von v sei 8 cm. 
Daraus folgt p, = 0 , 6 3 .  Q ,  und es ergibt sich fiir die Geraden g,, g, die oberhalb 
und uiiterhalb des Horizonts h uuter 4s0 gcgen diesen geneigt den Fluchtpunkt- 
kreie berbhren, als Entfernung Ii; F ihrer Schnittpunkte mit h 

1st dann &' durch g und h als wirklicher E'luchtpunkt gegeben, so würde also die 
durch die Zeichenkante der Fluchtpunktschiene gelieferte Gerade g, und die von 
einem ihrer (nicht zu nlthe an  v gelegenen) Punkte P nach F gehende richtige Gerade 
&ne nicht vie1 klcinere Strecke als FI F auf der Yertikalen v abschneiden, eine 
Differenz zwischen der genauen Lage PF und ihrer Anniiherung PLi;, die doch 
nchon auBcrhalb der moglichen Genaiiigkeit des Zeichriens lie&, auch für kleine 
Werte von Q. Denn es iet z. B. für p = 0,5 mm, bez. 0 ,3  mm E; F= 0,26 mm 
bez. = 0,16 mm. 

2) Bei der in der Anm. S. 205 beschriebenen geometrisch idealisierten Flucht- 
pnnktsehiene ha t  es gar  keiue Schwierigkeit nachzuweisen, da6 fiir sie in der Tat  
mehr als eine Grenzlage moglich ist. Man lirauüht ja nur umgekehrt auBer h 
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oder dai3, wenn der Gelenkpunkt S sich auf dern Horizont stctig nach 
dem Fluchtpunkt zu bewegt, dann aiich nach Feststellung des Gelenkes 
bei jeder I,ag-e von S die von der Zeichenlrante gelieferten Parallel- 
geraden ZII g sich mit ihren (positiven oder negativen) AbstXnden von 
g stets in demselben Sinne iindern. Alles dies aiirde aber zu einein 
exakten Beweise der busführbarkeit des Grenzüberganges beim Einstellen 
um so mehr zu untersuchen notwendig sein, als in der Tat die Flucht- 
punktschiene bei ihrer genauen Ausführung auch praktisch eine andere 
Einstellung erfordert, wenn man den Gelenkpunkt S auch nur um 
Bruchteile eines Millimeters liings des Horizontes verschiebt. Diese 
eigenartigen Schwierigkeiten, auf die bisher noch nie irn einzelnen 
hingewiesen wurde, würden daher die Anwendbarkeit der Fluchtpunkt- 
schiene unnotig kompliziert gestalten. Man geht ihnen daher, wie wir 
schon sagten, aus dem Wege, w e m  m a n  die Fluchtpnn7;tschiene so ab- 
ündert, d a p  die Gle.ltiiwnten von der Gele~ikrnitte S den Abstand p be- 
s i tzm.  Dann gehen eben auch die an der Zeicheiikante bei bestimmter 
Einstellung gezogenen Geraden stets genau durch denselben Punkt 1"; 
wie wir noch einmal hervorheben wollen, und das Einstellungsverfahren, 
wie es obeii beschrieben wurde, verlauft ohne Schwierigkeiten. 

VIL Beschreibung und Vorteile der neuen Konstruktion der Flucht- 
punktschiene. 

Die Eigenart der neuen Konstrukbion besteht zunachst darin, daB 
die Teile des Gelenkes aus Metall (Messing) bestehen, daher einer Ab- 
nutzung durch den Gebrauch weniger leicht unterliegeii als wenr, aie, 
wie bei den anderen Fluchtpunktschienen, aus Holz gefertigt sind. Im 
einzelnen ist das Gelenk folgendermaBen konstruiert: die eiiie der Gleit- 
schienen hat an dem Ende des Gelenkes im oberen Drittel ihrer 
Dicke eiue metallische Fortsetzung, die andere Gleitschiene im unteren 
und die Zeichenschiene im niittleren Drittel, so daB diese Teile im 
Gelenk vereint wieder die Dicke jeder einzelnen Schiene ergeben. Die 
Gleitschieneri liegen denientsprechend vollstandig auf dem Zeichenblatt 
auf, und es ist dauiit eine sichere Fïihrung erreicht und der fehlerhafte 
EinfluB etwa schief eingesetzter Stifte moglichst vermiede11. 

Damit die E'luchtpunktschiene nun sowohl für rechts sls links ge- 
legene Fluchtpunkte in einfaçlister Weise einzurichten ist, besitzt der 
Gelenkteil der Zeichenschiene von seinein Ende aus einen etwas 
- -- 

eine gemeinsame Tangente von zwei E'luchtpunktkreisen, die bei verschiedener 
Einvlellung der Sçhiene fiir dieselben Lagen A, B der Stifte und den Horizont h 

sich ergeben, a h  Gerade g xu wahlen. 
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schmiLlcren Einschnit t  als die Dicke der Gelenkachse, die übrigens an 
der  unteren Gleitschicnc festgenictct ist .  E s  k a n n  dann bei gclockcrtem 
Gelenk die Zeichenschiene leicht m i t  der  cinen oder a n d e m  Seite nach 
oben gewandt  i n  das Gelenk eingesteekt werden, jedoch n u r  dann, wenn 
die die Gelenkachse t ragende Gleitschiene zur  Fortsetxung der Zeichen- 
schiene parallel gehalten wird,  da  die Gelenkachse beiderseits parallel 
zu der  entsprechenden Gleitkante der  Brei te  des genannten Einschnit ts  
gemaB etwas abgefeilt  ist . l)  Durch  diese E inr ich tung  wi rd  bewirkt,  
daB i n  jeder andern  Lage  die Zeichenschiene a n  der  Gelenkachse, auch 
bei gelockertem Gelenk, festsitzt. 

A l s  St i f te  sind Nadeln (z. B. gewohnliche Stecknadeln) von  0,3 mm 
Radius zu benützen, die jederzeit leicht neu  z u  beschaffen sind. Diesem 
Radius eritsprechend atehen die Gleitkanten voru Gelerikpunkt S gerna0 
d e n  Bemerkungen des vorigen Abschnit tcs  auch u m  0,3 m m  ab. 

Es wi endlich noch bemerkt,  daB der  G e l e ~ l k p u n k t  S d u r c h  eine 
kleine Vert iefung auf  der Unterseite der un te ren  Gleitschiene ange- 
geben ist, sodaB man lcicht  von ihrn aus  bestimnite Strecken auf  der 
Zeichenkantc abtragen kann.  X s  i s t  übrigens derjenige P u n k t  der Zeichen- 
kan te  bercits durch cinen Str ich markiert,  dessen Ent fe rnung  Tom Ge- 
l enkpunkt  genau 10 c m  betr&gt.=) 

Biicherschau. 

F. K. Ginzel. Handbuch der m a t h e m a t i s c h e n  und t e c h n i s c h e n  Chrono-  
logie .  Das Zeitrechnungswesen der Vblker. 1. Hand: Zeitrechnung der 
Babylonier, Agypter, Mohamrnedaner, Perser, Inder, Südostasiaten, Chinesen, 
Japaner und Zentralamerikaner. Mit 6 Figuren im Text, chronologischen 
Tafeln und einer Karte. XI1 u. 684 S. Idex. 8'. Rerliri~ J.  C. Hinriclis, 
1906 .  Xk. 19.-. 

Soit I d e l e r s  klassischcm Handbuçh der mathematischen und technischen 
Chronologie (Berlin 1825/26), von d e n  übrigens 1883 ein Facsimile-Neiidruck 
(Breçlaii) veranstaltet aiirde, erschien bis jetzt kein zweites gleich umfassendes 
chronologisches Werk, trotzdem sich i n  den verflossenen 80 Jahren das Material 
gewaltig angchauft hhatte und die Forschung heute nicht mehr, wie ou I d e l e r s  
Zeiten, in erster Linie m f  die klassischen Sühriftsteller angewiesen ist. Der 

1) 1st die Zeichenschiene herausgenowmen. so karin tiie auch gui, als eirizeliies 
Lineal benutzt werden. 

2) Ein paar Bemerkungen des LTnterzeichueten m m  vor~tehenden Aufeatz, die 
in diesem Heft keinen Platz finden konnten, sollen im nachtiten Heft abgedruckt 
werden. R,. MRHMKR. 
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Verf., dem wir schon zahlreiche Abhandlungen kritisch-historischen und astro- 
nomischen Charaktcrs anf dem Gebiete der Chronologie verdanken, sah dahor 
von einer urspriinglich ins Auge gefaBten Neiihearbeitung des I d e 1  e r  ab,  von 
dem er nur den Tite1 herübernahm, zumal da gerade der vorliegende 1. Band 
des auf drei Bande berechneten Werkes, nui- neues Material bringt, neben dem 
die Klassiker lediglich als Erganzung oder Bestatigung in Frage kommen. 

Die Einleitung erkliirt die astronomischen Begriite der Chronologie. Kurz 
und klar iiriterrichtet sie iiher die Rewegiingsverh%ltnisse am Himmel, die in  
die Zeitmessung eingehen und ihre verschiedenen GrundmaBe bedingen. Neben 
vielen interessariten geschichtlichen nemerkungen - so errahrt der Leser, daU 
den Rabyloniern die Kenntnis der ungleichen Dauer der Jahreszeiten lange 
vor Hippi~rch gelaufig war - findcn sich kleinere bequeme Spezialtafclchen, die 
chronologische Unt,ersiichungen gewisser Art rasch erledgen lassen ( 2 .  B. wird 
der halbe Tagbogen mit den Argumenten Sonnenliinge und geographische 
Breite tabuliert). Auch über die Behandlung alter überlieferter Firisternisse, 
um deren Klarung sich Herr  Ginzel in  besonderem Grade bemüht ha t ,  sind 
schon hier wertvolle Andeutungen eingestreut. Den gerade in den letzten 
Jahrzehnten in astronomischer, chronologischer und archaologischer Hinsicht 
entstandenenHilfsmitteln muBte bei ihrerVielf'altigkeit ein ausfüiulicher Abschnitt 
gewidniet werden, der den Forscher in  deu Stand setit, fiir jede chronologische 
Aufgabe das geeignete Werkzeug zur Losung kennen zu lernen. 

Der Hauptteil  behandelt die Zeitrechnung einzelner V d k e r  und zwar der 
Reihe nach die ~ a b y l o n i e r ;  Agppter, Mohammedaner, Perser, Inder, Siidost- 
asiaten, Zentralamerikaner, Chinesen und Japaner. Wir  konnen natürlich 
nickit daran deriken, den lnhal t  dieser Kapitel auch nur zu skiuiereu; sie 
sichten einen StofT, dessen Auffindung bis in  die neueste Zeit hiueinreicht. 
Nur auf eine Tatsache, dercn Bedeutung weit iiber die chronologische im 
erigeren Sinne hinausgeht, sei bingcwiesen: in dern eigenutigen Kalender der 
Xexikaner trifft man Spuren, die a n  Einrichtungen asiatischer Zeitrechnungs- 
formen erinnern. Sind diese Anklange nicht riur ~ u i i l l i g ,  sa würde dies wieder 
ein Argument sein fiir die Beaiedelung dmerikas von -4sien her. Damit ge- 
Iaugen wir auf ein Gebiet, dcsscn Grundlinien noch geschaffen werderi müssen, 
zur vergleichmden Chronologie, fiir die das Ginze l sche  Werk ein ebenso reiches 
wie wichtiges Material liefert. Die Zeitelemente und ihre historische Ent- 
wickelung lehren, daB B a s  ti a n s  Volkergedanke auch hier seine Gültigkeit be- 
wahr t ;  wie dann die verschiedenartige Kultur, die geographische und klima- 
tische Beschaffenheit des Wohnsitzes die Volker bald zur einen, bald eur anderen 
Zeitrechnungsart mit Notwendigkeit treiben mufite, das 1aBt sich überzeugend 
verfolgen. 

Den SchluB des Bandes bilden chronologische und astronomische Tafelu, 
uuter denen die Orter von 26 Hauptsterrieri der nordlichen Himmelshalbkugel 
von - 4000 bis + 8 0 0  und die Neumonùe von - 605 bis - 1 0 0  sich als 
besonders nützlich erweisen dürften. 

StrnBburg i. E. WII~IIZ. 

Z a i t ~ c h r i f t  f. Mathernîtik u. Phyaik. 56.  Band. 1908. Heft 4. 
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3430. Ir'. Hrz~11. Über Riemen uncl 

den ~a&nummern .  Z.B.T. 4.  413; 438; 
520. S. illn~.schek 519. 

3421. E W. %eh. E'inding diameters 
of shell blanks. AIILM. 28. B. 60. 

Kinematik. 
34'22. V. Kxorre. cher die Drchung 

von Achsen unter alleiniger Einwirkung 
eines K~a,ft,epaares. Z.  T. 23. 242. 

3423. N.  AT, The harmoniü analyyiu 
of valve motions. Eg .  80. 36. 

3424. J. ï o rka .  1)ie FlHchen zweit,er 
Ordnung in den mathematischen Ge- 
trieben. V.V.G. 84. 183; 223. 

3425. 3. S. Verfahren zum Ver- 
zeiühnen und Herstellen der Evolvente~i- 
verzahniing. P.Iv1.C: 38. 155; 160. 

3426. Wehnqe. Uber dacl Verhaltriis 
der ~ahn1i inm"zur  Zabndicke bei Zahn- ~ ~ 

r8dern. P. J: 320. 275. 
3427. W. Hartmann. Genauiekeits- 

grad und ~eschmindi~kei t sverh&l&i8 bei 
Verzahnungen. Z. V. U.  1. 49. 163; 500. 
- O. G a d e  500. 

3428. E. 1,in.d Messung der Tei- 
lung von Zahnradern. K.B.  22. 741. 

3429. H. Hugh. A formula for mill- 
ing arigular teoth. Am.M. 28. A. 871. 

3430. G. G. Dnna. A diagram fiir 
cast-$car toeth. Am.31. 28 A. 627. 

3431. C. F. Snzith. The lay-ont and 
construction of cams. Am.hI. 28 A. 313, 
368; 380; 407; 484; 516 ;  554. - C. Alvord 
528; 770. - II'. V .  Lotce 528. - H. B. 
Foster 770. 

3432. B. A. Lenfest. The lay-out 
and construction of came-cams for rapid 
motion. Am.M. 28 A. 494. 

3433. 1;. Alvord. A spiral-gear trans- 
mission. Am.M 28U. 396. 

3434. E. Uubosc. Machine automa- 
tique à tailler, sans gabarit ,  les engre- 
nages coniques. R.D.M. 16. 439. 

3435. W. Liartmann. Lois du  mouve- 
ment des distribut,ions command6es par 
cames. R.D.M. 17. 551. 

R,iernentrieDe. Z. O.T. A.V.  57. 601 ; 609. 
3440. W. COX. TO find the arc of 

contact of a belt on the  smalles of two 
pulleys. Am.Al. 28 U. 82. 

3441. W. Hartman?l. Die Bcwegungs- 
verhaltnisse von Stcuergei;rieben mit  
unninde~i  Sçheiben. %. V. D. 1. 49. 1581 ; 
1624; 1808. - Ilaberland. 1808. 

3442. J. Iiiister. Die Bewegungs- 
übsrtragung von den ?dotoren auf die 
Automobilriider. J. A. M. 2. 129. 

3443. L1;. Pickersgill. Die Wahl des 
Exzenter bei Doppelschiebersteuerungen. 
Z.V.D.I. 49. 1121. 

3444. S. G. W e r n e ~ .  Kurveniïihrungen 
im Werkzeugmaschinenbau. 2. W. 9. 
325; 354; 367; 396; V.V.G. 84. 35. 

3445. S. Cr. Wernei.. Guidages üiir- 
vilignos dans lcs machines-outils. B. S.E. 
104. 620. 

3446. A .  Koenig. Die Yakulage uud 
ihrcVerwendun~bei  Rotat8ionsrnaschineu. 
P.M.C. 3 8 ;  91;"93; 1 0 6 ;  112. 

3447. W. Schnzitz. Ein Lehrmittel 
fiir den IJnterricht in der Mmtening 
auf franzCisisehen Rundkulierstühleri. C. 
G.U. 23. 90. 

3448. C. Rosé. Sur une nouvelle 
transmission par courroie, corde ou cable 
ot contribution à l'cturle du mécanisme 
de ce genre de transmission. B.D.M. 
16. 413. 

Konibinntiunslehre. 
3449. R .  Perrin. Sur une méthode 

nouvelle de rotation dea enclenchements. 
A.D.M.P. (10) 8. 569. 

Kuryen. 
3450. A. E. RIlodes. Drawing the  

isometric circle. Am. M. 28 B. 31. - 
J. Melanmn 228. 

3451. H. G. Loeffler. A simple me- 
thod of constructing a parabola. E . N .  
51. 63. 

3402. E: O. Hunt. The ellipse i n  
isometric project,ion. Am. M. 28 A. 426. 

5453. A. X. Haynes. Uiagrani for 
spiral curves. E.N. 53. 333. 

3454. 8. M .  Kin.tner. Alternating- 
curreul wave forrii snalysis. K.W. 43. 
1023. 
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34.5.5. W. .J. Berry. The theoretical 
deterruination of power curvea. E. W. 
43. 215. - V .  R. Zcftlev, J. C. Parker, 
B .  Jo~ies 7 2 5 ;  F. R. Stowx 726. 

3456. F. B. Rae. Specd-time cumcs 
for automobile motors. E.W. 46. 693. 

34b7. P. Sterli,tzg. A simple ease- 
ment curve. R.G. 38. 260. 

3458. L. Sassna. Verbindung zweier 
Geraden durch zwei berührende Kreis- 
bogen und deren pemeinschaftliche in- 
nere Tangente. Z.  V. 34. 313. - E. E n m -  
mer 341. 

3469. S. Ar. Daugherty. Problcms in 
laying ont eumefi. E.N. 51. 228. - 
A. Z1,'rnch 2 2 8 .  

3460. F. 1). DanieEs. A neat me- 
thod of plotting a curve of large radius. 
E.N. 51. 470. 

3461. A. S. Hobby. To connect two 
curves with a tangent. E .N .  54. 18. 

3462. AT. iV. Great Western Railway 
transition approaches. R B. 38. 198 E. 

3463. .T. 1.. Brooke, W. ï: Whatsolz. 
de ter min in^ snoerelevation on curveri. 
E.N. 51. 2g3. 

3464. Puller. Gleisborcchnungen. Z.V. 
34. 058. 

3465. E. Volkart. Bestimmun- der 
T,age einer Weiche, die vermittels 
Bogens ohrie geradea Zwischenstiick mit  
oinem gegebenen Punkte zu verbinden 
ist,. C.B.B. 28. 244. 

3466. A. Lugin.  Beitrag zur Lehre 
von dor Berechnung der Bogcnweichcn 
und Gele i~verbindun~en.  Z. 0 . 1 . ~ .  V. 
57. 653. 

3467. E. 1% Cdloqh . .  The laying 
out of city lots bounded by curved and 
straight lines. E.N. 63. 497. 

3468. J. C. 1,. Fish. Matliematics of 
t'he aaner location of a railroad. E.N. 
53. 472. 

346:). .T. Ozela. English street rail- 
way construction. E.$. 54. 250; 255. 

Nagnetismus.  

3470. Y. Langevin. On the  theory 
of magnetism. S .E .  56 108; 141. 

3471. L. G. Muuuz .  Disüussions ratio- 
nelles et  r6elles des quantités magnétiques 
et électriques. E.N. 44. 241. - If7. Emde 
45. 321. 

3472. A. B. Über das magnetische 
Terhalten von JCisenpulver verschiedener 
Dichte. E.Z. 26. 931. 

3473. J. A. E'lemiwg and R. A. Hudfield 
O n  the  magnetic qiialities of some alloys 
not containing iron. S . E .  55. 329. 

3474. J. Kuhn. Elamentare Ableitung 
der E'eldstarke in der Mitte eines Sole- 
noides. C. G.U. 23. 400. 

3475. M. R. Jouaust. The pheiiomeua 
of magnctic viscosity in steel uscd for 
industrial purposes and their influence 
on methods of measurement. T.E. 55. 
792. 

3476. J.  IIerrmann. Versuche über 
die Eisenarbeit im Dreh- und Wechaelfeld. 
E .Z.  26. 747: 917: 1089.- A. Iliecke 916: , , 
1087. 

34 i  7. P. Schienzunn. Die mechariische 
Arbeitsleistung von Hebma,gneten nach 
dem Gesetz von der Erhaltung derEriergie. 
Z.E.W. 23 483. 

3478. If,'. Gunilich und P. Rose. Über 
die Magnetisiening durch Gleichstrom 
und clurçh Wechselstrum E. Z. 26. 503. 

347!).F. Rücker. Heitriige zur Kenntnis 
der stetigen und stufenweisen Magneti- 
sierung. E.Z. 2 6  904;  979. 

3460. J. Snhulka. Energieumwandlung 
wiihrend dm Nagnetisieiung und Elek- 
trisierur~g von Medieri. E. %. 26. 1 16;  741. 
- ï? E'tlide 200; 873. 

3481. W. Wecker. Vergleichende 
Uustersuchungen iiber lineare und drehen- 
de magnetische Hysteresis. Z.E.W. 23. 
649. 

3482. E. Gu,mlich. Versnche mit, 
Beusler'sçhen ferrorriagnetischen Mn-Al- 
Cu-legierungon. E.Z. 26. 203. 

3463. x. Windmiiller. Die Wechsel- 
beziehunuen zwischen Magnetismus und 
~ l e k t r i a i k t .  W.T.B. 67. 364. 

3484. E. &nde. Das elektromagne- 
tische Feld in  Maschinen. Z.E.W. 23. 
395; 409. 
54%. C R. bhdcrhill. The law of 

the plunger electroniagnet. E.W. 45. 934. 
- F. Ncyer 1037. 

3486. C. R. Uderhi l l .  The approxi- 
mate  calculation of plunger electro- 
magnets. E.W. 46. 1035. 

3487. S. P. Thomson. O n  the predetcr- 
mination of plunger electrornagnets. T. E. 
53. 117; E.W. 44. 997. 

8488. Y.  ï'hieme. Über eine neue 

" 
186. 

34A!f. A.  S Hele-Shaw; A. 770,~ and 
P .  H. You:ell. Hydr~c l~uamica l  and electrri- 
magnetic investigation regarding the  
magnetic-flux di~tribution in toothed core 
armatures. T. E. 54. 213 ; 307. 

3490. G. E'. C. Searle and J. II. Airey. 
Standards of  miitiial indiiction S.E. 56. 
318. 
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3491. IV. M. Thomton. The d i s t n  / 3309. S. Bokulil. Der Tachymoter- 
butionof magnetic inductioninmult,ipolar schieber von Ingenieur E:. Fuller. 1). M. 
armatures. T .E .  53. 749. / 13. 188. 

3492. M: Peukert. Keues Vcrfahren 
zur Re~t immung von Se1hiitindiiktion~- Mittelw erte.  

koeffiaieriten. E. 7,. 26. 9.22; 1087. - 
H. Zipp 1087. 

8493. B. Wilson. Self induction 
effects in steel rails. T .E .  56. i 5 7 .  

3494. E. Curtrlich und 1'. Xose. Ter- 
gleichende mag-netische Untersuchungen 
m i t  den Fe-Prüfapparaten von Epstein, 
M~lliriger und Hichter. E . Z .  26. 403: 576. 
G .  Ue~~zschke 500. 

3495. Janus. Die Berechnung 
von J)rehspiilmeBger%ten. E.Z 26. 560. 

3496. B. A. Greene. Deeign for a 
magrictic brake for a 15  horse power, 
500 volt motor. Am 11.1. 28.  A. 244. 

3497. P. A7ietliarmner. Der einaeitige 
magnetische Zug von Dynamos und 
&rotoren. Z.E.W. 23. 420. 

5498. F. Tischend«rfer. Die Ent- 
wicklung dm elektrischen Maschinen. 
b:. Z. 26. 798;  875.,,- P. .J. BK.,qlos 894. 

31!)!). R. Pohl. Cher Kommutierung~- 
niagnete fiir Gleichetrommavchinen. E. Z. 
26. 509. 

3500. W. M ~hOrn ton .  The magnetic 
reluctance of air cores in short coils. 
T.E. 53. 875. 

3601. A. Mfillei,. Die Wah l  der 
Querschnitte des magnetisclicn Strom- 
kreises von Transformatoren. Z.E.W. 23.  
243. 

3IaBsystenie. 
3502. G .  Gurnik. Beitrag zur Kennt- 

iiis des C. G. S. - systems. \V.T.B. 6 7 .  
427. 

M:rxiina iiiid illiiiiiua. 
3503. Hrgemunn Günat ig~te  Lage des 

durch RückwLrtseinschnitt bestiinmten 
Piinktes. Z.V. 34. 425. 

3604. Wilch-e. Vorteilhafteste Weite 
ilir Dachverbindungen. Z. A. 1. (2) 10. 
453 

3505. M. N e r r i n ~ m .  Economic depth 
of bridgo tmssos and depth for grcatest 
stiffneas. R.G.L. 39. 212. 
3506. P. F. Gachr. Groiiping of cella 

to obtain maximum current. E W. 46.  
898. 

Meclianik. 
3.507. Wehage. Der Kraftbegriff. 

Z.V.D.1. 49. 622; 939. - fi. v.d.  Burchard. 
938. 

MeBwerkeeiige. 

350s. T. Dokulil. Das Universalwirikel- 
instrument von Mayer-Wiesmann. D.N. 
13. 151;  165. 

3510. A. Schmidt. Eiri Planimeter 
aur Bestimmung der mittleren Ordinaten 
beliebiger Abschnitte von registrierenden 
Kurven. 2.1. 25. 261. 

Noniente. 
351 1 .  T TVdlisch. Bestimniiing der 

Traglieitsruoment~, von Umdreliungs- 
korpern. Z . 0  1 A.V. 57. 642. 

3312. 1' Ct'eiske. Graphische Be- 
rcxhnung des Widerstaridsmomente~ von 
Eisenbeton-Platten und -Plattenbalken 
B.E.B. 4. 222. 

5813. 11. Lea. Sines of angles. E. 100. 
325 ;  Eg. 80. 315. 

3514. ,, Copperhill". Right - angled 
triangles with sides of integral ratios. 
E .N .  5s. 259. 

3515. Pzdler. Bestimmung der Zahl n. 
Z.V. 34. 134. 

3516. ,TI. d' Ocagne. Sur l a  ruprésen- 
tation approchke de l a  chainette. A. P.Ch. 
(8) 17. 243. 

3517. 6. Eamn~er .  Über die Nahe- 
riingeri hei Anwendung des Padendi~tanz- 
meaaers in der Sachymetrie. Z. V. 34. 
721. 

3518. W. LLauff: Die Konstriiktiori 
des Schleifbogens der Heuuiuger- 
Steuerung. Z.V.D. 349. 1641. 

3519. C. P. ~Vachod. Some approxi- 
mations of t he  B. and S. gauge and of 
the  propoi-ties of copper wire. E.W. 46. 
529. - 1: FV/iile 658. - A. Bur t  914. 

3520. L. Rosenbnunz. Naherungsver- 
fahren bei der Berechniing elektrischer 
Lei~tungexi bei gegebeueui Arbeitsverlust. 
Z.E.W. 28. 4. 

3521. B. Cr. Robinson. Logarithmic 
chnrts. Am. hl. 28. B. 842. 

3.522. A-. AT. Abaque Pellat pour le 
calciil du  triangle par  les deux côté8 et  
l'angle compris. J.G-. (6) 7. 99. 

3523. J. iSchn6ckel. Die Steigemng 
der Genauigkeit graphischer Berech- 
nungen mit Hilfe von Parabeltafeln. Z.V. 
34. 414. 

3524. IV. Laska. Zur Anwendung 
der Nomographie in der  Vermessungs- 
kuride. %.Y. 34. 753. 
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3525. E. Wenner. Graphische Ta fdn  
fiir Tachymetrie. Z.V. 34. 257. 

Numerisches Beclinen. 

3526. . A. M. Halving mixed 
nuuibers Am. M. 28. A. 60. 

3527. A. L. Haas. Multiplying by 
0. 7854 Am. M. 28. B. 639. 

35Zd. 23. Serra. Provinc mul t i~ l ica t ion  
Am M. 28. A. 87.  - F. 6, ~ e l z d ; i c k  228. 
-- G. I*'. M 229. 

3529. E. d' Cullouah. The factor in^ 
method of extractingd roots Am. M. 2< 
A. 83.  - H. H. SupZee 197. 

3530. C. G .  Richardson. Tho multi- 
plication and division of log,zrithms. h m .  
hl. 28 .  B. 538. 

3531. S. P. ï'honzson. Harmonic 
analysis reduced t,o simplicity. T. E. 
55 .  78. 

3,532. A. Breydel. Nature intime 
des rayons N e t  NI. E.E. 41. 325. 

Optik. 
3533. A. Brass. Das Grundgesetz der 

Optik. C . Z . 0 . M .  26. 1 5 7 ;  1 7 1 ;  1 8 5 ;  1'39; 
213;  228;  245;  259; 271 ;  286; 299;  314. 
- K. Merlin 176. 

4534. A. Kerber. Zur Theorie der 
achiefen Riischel. Z . I .  25. 342. 

3635. Hohenner. Untersuchimg eines 
photogrammetrischen Ohjektives und 
Koustantenbestimmung eines photo- 
grammetrischen Thcodolits. Z.Y. 34. 239. 

5 W .  V .  Die mikroskopieche 
Beatimmuug der Lage eiuer spiegelnden 
Fliiche durch optischen Koiitakt. C. Z. O. 
M. 26. 242. 

3537. E. PreitB. Eirie Erweiteriint. 
L 

der Pogqendorffschen Spiege1al)lesiings- 
methode. E.Z. 26. 410. 

3638. A. G. Wzlson. Sienal lenses. 
R.G.L. 39.  326. 

" 

3639. K. Maz/er. DasDreifarbensvstem. 
Z .F .S .  4. 561. 

3640. K. Stwhl. Gr6Be der Wel t  und 
Beugnngstheorie. C. %. O,,M. 26.  15 .  - 

3641. 12. Eberhard. Uber eine Kon- 
kavgittermontier~~ng nach Abney. %. 1. 
25. 371. 

3542. IV. N. Die Bruhn'sche Methode 
eiir Erkenniirig submikroskopiacher Struk- 
turen und damit zusammenhiingende 
Cnters i~chi in~en iiher Doppelbrechiing. 
C.Z.0 .M.  26.  1 8 8 ;  '203; 218. 

3513. Stark, Retschindiy ot Shaposc?hin- 
k o f .  Recherches sur l'arc électrique. 
E.K. 45. 481. 

3641. R. de Vcrlbreuze. Les arcs au  
mercure. 1:. E. 42. 121. 

3545. C. Ltnnizi.d. Variations dans 
une période, du flux humineux émis par 
un arc voltaique alimenté par courants 
alternatifs. b2.3:. 42. 241; 287;  :i26. 

3546. A. Howbir~yer. Iler elektrische 
Kohlenlichtbogen im Vakuum. P.J. 320. 
182 ;  202; 228;  245. 

3547. B .  Xonaseli. Cber die Licht- 
ausstrahlung von Lichtbogen in lntensiv- 
bogenlampen. E .Z .  26. 6 7 ;  527;  616. - 
Tippmihorn 132. - H. Heimana 417;  
616. 

3548. a. T. Si,rnon. cher die llynamik 
der T~ir:litbogrrivorgaiigc und über Licht- 
bogeuhysteresis. E:Z. 26. 818 ; 839.  

3549. L. Bloch. Uber die Photometrie 
un~ymmetrischer Lichtquellen. E. %. 26. 
646. 

3550. TV,  Tiiçdding. fiber denwirkungs- 
grad und die praktische Bedeutiiug der 
gebriLiichlichsten Lichtquellen. J.G.W. 
48. 1; 25;  4 5 ;  6,5, 8 7 ;  105. 

3651. E. P. Hyde. On the  theory 
of the  Matthews and the  Russell-Léonard 
photometers for the measurnent of mean 
spherical and mean hemispherical inten- 
sities. E.W 44. 687. 

3562. K. Krü/3. Zur Flirurrierphoto- 
metne. Z.L 25. 98. 

3533. K. Strehl. Astrophotometrie. 
Z.I. 25. 199. 

3 6 j l .  N. II: Ontische Sonnentheorien. 
C.Z.O.M. 26. 269. 

3.555. LW. Behalzc. La méthode 
phototopographique. N. A.C. (6) 2. 1 0 5 ;  
119.  

3556. P. Srliger. Topographische 
Tr i anp la t ion  durch Stereophotograiu 
ruetrie. Z.V.  34. 382. 

3557. K. Strehl. Boleuchtun~surin- 
L 

zipian. C .Z .0 .M.  2!, 227. 
3558. 3'. iiieisel. Cber die Helligkeits- 

vertciluno in künstlich beleuchteten 
m 

Eaumen. E.Z. 21;..f360. 
3639. L. Stelz. Uber die Beleuchtunc 

u 

von Schulr$umen. E.Z. 26. 159.  
3560. C. C. I'ate~so,z. Somc irivesti- 

eations in the 10 e. 1). Harcourt nentane 
hmp .  S . E .  53. 751.~ 

3561. II. ICessler. cbc r  l'hotographie. 
C.G.U. 2 s .  177. 

8568. L. A. Trrven. Inter-relation of 
ballast and glouer in the N e r n ~ t  lamp 
E.W. 46. 305. . 7 ,' 3nfrd. E.  P. Hydr and Tf. B. Rrooks 
Ari efficiuricy meter for electric incari- 
dcscent lamps. E.W. 46. 942. 

3564. TC. Marttn. DIP Korrektion 
negativer Zonerifelder. C. Z. O. M. 26. 68. 

3566. K. Strehl. Untersuchungon 
1 eines Mikroikopoh.jektives Z.I. 25. 3 
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3566. Gmeff. Bugenarztliche und 
hygienische Schuluntersuchungen. T. G 
8. 135. 

8567. V. Sikl6ssy. r b e r  die Verein- 
heitlichung der Sehschirfetiestimmung. 
U.M. 13. 1 9 9 ;  213. 

3568. G. Pulfriclt. 1-ber die stereo- 
~kopische  Retrachtiing c,inenC; egenshnd es 
uud seines Spiegelbildes. Z.I .  25. 93.  

3.569. C. l'ulfi-ich. Xeue stereosko- 
pische Versuche , irisonderheit Demon- 
etrationen der durch die Krweitomng 
des Ob.jektivabstandes hervorgemfenen 
epezifisclien Wirkung der Zeifi'schen 
Doppelfernrohrr:. Z. 1. 25. 239.  

3570. 0. Krell .  Der gegeuwartige 
Stand der Scheinwcrfertechnilr. J. S. G. 13. 
6. 31%. 

3571. F. E'. Murtenu. Über eincu 
neuen Rcleuchtungameswr. J. G.W. 48. 
85. 

3572. L. Bloch. Das Kugelphotometer 
in Theorie und Praxis. E.Z. 26. 1047; 
1074. - B.  Ulbrielit 1184. 

3573. R. 77lbricht. Die Vorgange im 
Kugolphotorncter. E. Z. 26. 512. 

3574. W. Bechstcin. Einneues Flimmer- 
pho tom~t~e r .  Z . I .  2.5. 45. 

357.5. C. Léu'nnrd. Vésophutumètre 
pour l a  mesure directe du  flux lumineux 
des sources lumineases. 11;. E. 45 329. 
3576. W. LLcia .  Tachymeter Laska 

Rosi. Z. 1. 25. 225. 

Peispektive.  

357 i .  M. c. Bohr. ~berperspel\tivisclie 
Darstcllungen und die Hilfsmittel zu 
ihrem Verstindnis. Z. 1. 25. 293;  329;  
361. 

3578. 11. Ila?zke. Drei praktische 
Perspektivkonstriiktionen. G .  F. W. 1. 
178. . - 7  Ja  t 9. L. j'chupnzan~n. Cber oin eigen- 
artiges Verfahrenbei denperspektivischen 
Konstmktionen. D.B. Z. 39.  346. 

3 5 R O .  IV. N. Applications (le l a  phota- 
irraaliie métrinue aux coustaiatioris iudi- 
&&es. G. C. '47. 268. 

3 5 8  1. K. Fw,chs. Photoprammetrie ohne 

Physik. 
3582. N. Ilr. The structure of the  atoin. 

Eg 79. 350. 
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Die part. Differentittlgl. du = Const. numerisch zu integrieren. Von C. RUNGE. 225 

Über eine Methode die partielle Differentialgleichnng 
AU = Constans numerisch zu integrieren. 

Von C. EUNGE in Gottingen. 

Die Bestimmung der Torsion eines zylindrischen Stabes mit be- 
liebigem Querschnitt Iaiift darauf hinans, eine Funktion u. der recht- 
winkligen Koordinaten x, y zu finden, die im h n e r n  des Querschnitts 
der partiellen Differentialgleichung  FI^. 1. 

aPu z e u  Fz, + , = Const. 
a y  

geniigt, wahrend sie auf dem Kande 
des Querschnittes Nul1 ist.') Ich 
mtichte hier eine Methode entwickeln, 
um diese Aufgabe zu losen und zwar 
will ich sie bei einem speziellen Bei- 
spiele durchführen, weil es gerade 
auf die numerische Ausführung an- 
kommt. Bus dem s~eziellen Beispiel 
ergibt sich von selbst, wie man in 
andern Fiillen zu verfahren hat. 

Der Querschnitt des Stabes sei 
ein, sus  fünf Quadraten zusammengesetztes Kreuz (Fig. 1). 

Aus Symmetriegründen kann man sich darauf beschranken den 
achten Teil des Querschnitts (Fig. 2)  FI^ e. 
zu betrachten. Kennt man die Werte 
von 14 in diesem Teil des Querschnittes, 
so kennt man sie in dem ganzen Quer- 
schnitt. Das Verfahren besteht nun 

,\\\ \ 

------------- 1 
darin, daB wir in den Querschnitt ein 
Netz von Quadraten einzeichnen und die Diff'erentialgleichung durch 
eine Differenzengleichung ersetzen, in der die Differenzen aufeinander- 
- - -  - 

b 

1) Vergl. z. B. L. P r a n d t l .  Jahresber. d. deutschen Math.-Ver. Bd. 13, 1904. 

Zaitsehrift f. Mathematik u. Phgsik. 56.  Band. 1908. H u f t  3. 15 
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226 Die partielle Differentialglaichiing d u  = Con& numerisch au integrieren 

folgender Werte von x und y gleich der Seite der quadratischen Maschen 
des Netzes sind. Die Differenzengleichung liefert lineare Gleichungen 
zwischen den Werten von u in den verschiedenen Netzpunkten und zwar 
erhalten wir je eine Gleichung für jeden im Innern des Querschnitts 
gelegenen Netzpunkt, so daB sich die Werte von u in den Netzpunkten 
daraus bestimnien lassen. 1st das Netz hinreichend dicht, so werden 
die gefundenen Werte von u. sehr wenig von den wahreri Werten ver- 
schieden sein, und man kann daraus mit beliebiger Genauigkeit die 
gesiichte Flaclie interplieren. 

E s  sieht nun zunachst so aus, als ob durch die groBe Zahl von 
Ketzpunkten, die uian bei eiriiger Genauigkeit anzunehmen genotigt i d ,  
die Rechriung sehr bcschwerlich herde. Das ist indessen nicht 80, 

weil andrerseits in jeder Gleichung niüht mehr als 5 Unbekanrite vor- 
kommen konnen. Die Auuführung unseres Beispiels wird am besten 
zeigen, welchen Umfang die Arbeit annimmt. 

ICs bezeichne u den Wert der gesdchten Funktion in einem Netz- 
punlit und tc,, ,u,, u,, u, die Werte in den vier bentchbarten Xetzpunkteii, 
und es sei ferner die Scite einer Maschc gleich h,  so wird die Diffe- 
renzengleichung die Form annchmen 

u, + 24, + u, $ u,-4u = h 2 .  C. 

Hierin würden von den Werten u,, u,, u,, u, diejenigen, die etwa auf 
den Rand fallen, gleich Nu11 zu setzen sein. Wir  führen zunachst 
statt der Funktion die ihr proportionale Funktion v = - .u/li2C ein 
und erhalten so die Gleichung: 

v, + v, + v, + v,-4u =- 1. 

Solcher Gleichungen gibt es eben so viele wie innere Setzpunkte. Sei 
z. B. der achte Teil des Netzes in Fig. 3 dargestellt, so haben wir 

Fig. 3. es im ganzen mit 273 inneren Netz- 
punkten zu tun, von denen wir aber 
wegen der Symmetrieverhdtnisse nur 
42 ins Auge zu fassen brauchen. Man 

91 1 , ,, . kann nun die Werte von v in diesen , 
D D 42 Pmikten als lineare Funktionen 

von 4 uiiter ihnen ausdrücken. Bezeichnet man z. B. die Werte von v 
in den vier Punkten A, B, C, D mit a, P, y, 8,  so ergeben sich die 
Werte von v in den rechts benachbarten Netzpunkten aus den vier 
linearen Gleichungen, die den Netzpunkten A, Il, C, D entsprechen. 
Denn die übrigen in diesen Gleichungen vorkommenden Werte von .ij 

silid entweder N d ,  weil sie Randpunkten eritsprechen, oder, wie der 
WTert in dem zu C symmetrischeri Punkte, durch das Symnietrieverhiltnis 
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Von C. RIJNGE. 227 

gegeben. In dem zu A rechts benachbarten Punkte z. B. ist der Wei-t 
von v gleich 

in dem zu B, C, D rechts benachbarten 

- a + 4 / 3 - y - l ,  - / 3 + 4 y - 8 - 1 ,  - 2 y + 4 S - 1 .  

Aus diesen vier Werten lassen sich wiederum die folgenden vier rechts 
benachbarten Werte als lineare Funktionen von a, P, y, 8 und so fort- 
fahreizd schlieBlich auch die Werte in den Punkten A', A", B', B", 
C', C': D', D" als lineare Funktionen von a, /3, y, 8 erinitteln. Die 
Rechnung wird am besten zuerst für a = /3 = y = à = O durchgeführt. 
Das liefert das von a, /3, y, à unabhangige Glied der linearen Funktion. 
Nun berechnet man für sich die Koeffizienten je einer der Unbekannten 

a, , y, à Das konstante Glied fau t  nun in den linearen Relationen, 
welche die Koeffizienten derselben Unbekannten in den verschiedenen 
Vertikalreihen verbinden, fort, so dai3, wem z. B. die Koeffizienten von 
u in drei benachbarten Vertikalreihen mit 

a, al a," 

a, ai a[ 

a, a.; a: 

a, a4 a4 

bezeichnet werden, die Glcichungen bestehen 

Dieselben Qleichiingen gelten auch für die Koeffixienten der andern 
Unbekannten. Es  zeigt sich niin, daB es nur ntitig id, die R,echnung 
für die Koeffizienten einer der vicr IJnbekannten auszufiihren. Hat 
man diese, so sind die Koeffizienten der andern drei Unbekannten  ben- 
falls gefiinden. Bezeichnen e. R. dl, d2, d3, d4 die Koeffizienten von 6 in 
einer Vertikalreihe, so ist a, - d, - cl2, a, = d, - dl,  a, - d2, a, = 2d,,  
wovon man sich durch einen InduktionsschluB sogleich überzeugen 
kann. Analog sincl die Koeffizienten von P gleich 

Ich setze die Koeffizienten d hierher, nrn eine Vorstcllung davon zu geben, 
wie sie von Links nach rechts anwachsen. 

15. 
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228 Die partielle Differentialgleichung du. = Const. numerisch zu integrieren 

0 0 0 -  1- 1 6 -  160-1296-- 9344- 62736 
O O + l  12 97 672 4320 266.56 160480 950944 
0 -1 -8 -49 -280 -1569 - 8752 -48832 -272944 -1528863 -8381 384 
1 4 17  80 401 2084 11073 59712 323439 1787932 9884015 34910896. 

Das von ol, p,  y, à' unabhlngige Glied ist in der folgenden Tabelle 
angegeben 

0 -1 - 4  -13 -44 -1fi5 -680 -3001 -13881 
0 -1 - 3  - 5 + 1 + 63 +445 +2556 +13852 +73821 
0 - 1 - 3 - O - 11 - 30 - 160 - 1073 - 7089 - 44864 - 274878 
O -1 - - Y  - fi -10 - 13 + 17 + 400 + 3728 +26689 +200735 +1324086. 

IIat man auf diese Weise die Wert,e von v in den acht Netzpunkten 
A', A", B', B", C', Cu, D', D" als lineare Funktionen von a, P, y, S 
ausgedrückt, so ergeben sich nun für die vier Unbekannten ci, f i, y, S 
vier lineare Gleichungen. Infolge der Syminetrieverhaltnisse besteht 
ninilich eine Gleichung zaischen den Werten von v in den drei Punkten 
A', B', A" und eberiso zwischen den Werten in U', Cf, B" sowie 
Cf, D', C" und endlich D', Dr'. 

Sind diese Gleichungen befriedigt, so sind nunmehr die 273 
Gleichungen für alle inneren Netzpunkte erfüllt. 

Die Werte von n P y 8  müssen erhebliçh genauer berechnet werdcn 
als man die Werte von v haben will. Denn die Werte von 2: in 
Punkten, die weit nach rechts liegen, iindern sich sehr stark, wenn 
eine der GroBen u p y 6  sich iindert. Am besten verfihrt man wohl so,. 
zunichst cr/3y8 auf einige Stellen richtig zu berechnèn und mit diesen 
Werten die s h t l i c h e n  Werte von v zu berechnen. Die acht Werte 
in den Punkten A', A", B', B", C', C", D', D werdcn nun die geforderten 
Relationen geriihert erfüllen. Dadurch erhalt man neue Gleichungen, 
denen die Verbesserungen von U S  y 8 genügen niüsseu. Diese Gleichurigen 
iintersüheiden sich nur in den konstanten Gliedern von den ursprüng- 
lichen Gleichungen für cl, /3, y, 8. Nan kontrolliert sie dadurch, daB 
nian die neuen konstanten Glieder auch direkt diirch die ersten An- 
nahcrungen von cl, /3, y, ô berechnet. Mit den gefundenen Verbesserungen 
von a ,  p ,  y ,  17 werden dann wieder &e Verbesserungen aller MTerte 
von v gefiinden. I n  unserm Fa11 ergeben sich bis auf eine Einheit 
der zweiten Stelle genan für v die Werte 

0 0 0 0 0 0 0 0 0  
O 1.30 2.12 2.70 3.14 3.03 3.95 4.55 5.60 5.29 
O 2.07 3.50 4.53 5.32 6.02 6.73 7.59 8.78 10.42 11.89 
O 2.50 4.28 -5.59 6.61 7.40 8.36 9.32 10.43 11.72 12.86 13.63 
O 2.63 4.53 5.93 7.03 7.98 8.89 9.88 10.48 12.15 13.19 13.90 14.15 
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Diese Werte interpolieren wir graphisch und stellen eine H6hen- 
schichtenkarte der gesuchten Plache dar. Das geschieht am besten 
durch Querprofile z B. l ings den Horizontal- oder Vertikalreihen oder 
auch diagonal, aus denen man d a m  durch graphische Interpolation 
die Punkte findet, wo 2: irgend welche runden Werte annimmt. Durch 
die ermittelten Punkte zieht man alsdann die IItihenlinien, durch die 
nun die Funktion 2) in jedem Puukte des Querschnitts interpoliert werden 
kann. Die gesuchte Funktion u, die der Diflerentialgleichungng d u  = C ge- 
nügt, hiingt, wie oben angegeben, mit der Funktion 1; durch die Gleiühung 
t é  = - Ch2v zusammen, wo h die Seitenlinge der Netzrnasche i d .  

L m  die erreichte Genaiiigkeit su beurteilen, haben wir zuriikhst fest- 
zustelien, wie genau die grnphisch ermittelte Funktion u der Gleichung 
du = C genügt. Wir  sehen dabei einstweilcn von den vier einspringenden 

K g .  4. 

Ecken ab, in denen schon die ersten Differentialquotienten von z~ unendlich 
werden. Von den1 Verhalten in der Nahe dieser Punkte soll sogleich die 
Rede sein. Durch die Betrachtung der Querprofile sind wir in den Stand 

2 %  aeu 
gesetzt, in jedem Punkte der E'liche z = u (x, y) die Wei-te von , und c x a?' 
so weit die Genaiiigkeit der graphischen Darstelliing geht, zu ermitteln. 

Man wird zu diesem Zweck wohl am besten Differenzenrechnung 
anwenden. Wird für eine beliebige Funktion f (x) die zweite Differenz 

mit kf bezeichnet und mit d4f der Ausdruck, der aus d2f ebenso 
gebildet ist wie d2f aus f usf., so hat man 

1) C. R u n g e .  Kature Bd. 60. S. 366. 1899. 
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230 Die partielle Differentialgleichung d u  = Const. numerisch zu i n t e ~ i e r e n .  

a s v  
Mit Hilfe dieser Formel findet man z. B. die Werte von h2 ?;, und 

a e v  . hP - i n  clem Netzpunkt, wo v den Wert  4,53 hat,  i n  der folgenden 
aye 

Weise 
v A A2 As A* 

x - 2h 2.07 
1.43 

x - h 3.50 - 0.40 
1 .O3 + 0.16 

s 4.63 - 0.24 - 0.01 
0.79 + 0.15 

x + 72 5.32 - 0 09 
0.70 

x + 2 h  6.02 

2 
Jn beiden F d l e n  beinfli~Bt schon T-~- A4 die zweite Dezimale 

2 . 3 . 4  

nicht mehr und wir setzen mit  dieser Genauiglroit 

und damit 
d u  = C + 0.01 C. 

Eine  ahnliche Genauigkeit g e b e ~ ~  auçh die andern Netzpunkte. AuBer- 
halb der Netzpunkte korunit noch die Cugenauigkeit hirizu, die von  
den Pehlern in  der Zeichnung der I-lGtienlinlen stammt. Bei sorg- 
faltiger Konstruktion der Profile miiBte es aber miiglich sein, diese 
Fehler nicht wesentlich groBer werden zu lamen alç die Eehler in  
den Netzpunkten, wenn die Uichtigkeit der Netepunkte ilirer Genauig- 
keit entspricht. 

Es m6ge nun festgestellt sein, da6 für die gefundene Funktion u 

der Aiisdriick Au  um nicht mehr als E von C abweicht. Sei U die wahre 
Funktion fiir die genaii A U C. D a m  wirrl also für die Diffeerenz 
Zr - u der Ausdruck 

d (71 - U )  
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um nicht mehr als E von N u l  abweichen und zugleich wird bT- U, auf 
dem Rande des Querschnitts verschminden. Bezeichnet daher G ( x Y ;  E v )  
(lie Greensche Bunktion des Querschnitts, so ist 

wenn wir mit A ( U -  u) einen gewissen Mittelwert von d ( U -  U) 

bezeichneri, welcher der Gewichtsverteilung G (xy; f ~ )  entspriçht. 
G(zy;  57) ist im ganzen Querschnitt negativ und ahsolut genommen 
kleiner als die Greensche E'unktion für  einen Kreis, der unsern Quer- 
schnitt urrifttBt. lntegriert man demnach die Greensche E'unktion des 
Kreises über den Kreis, so erhalt mail eine obere Grenze für den abso- 
luten Betrag des intepals  

auf der rechten Seitc der obigen Gleichung. Für den Kreis erhalt 
man den gr6Bten Retrag, wenn E ,  7 in den Mittelpunkt des Krejses 
gelegt wird. Die Greensche Punktion reduziert sich in diesem Falle 

für den Krcis auf log wo a der Kadius des Kreisee und r die 
a '  

Entfernung vom 39ittelpunkt kt. Das Tntegral über den Kreis gibt 

? a2. Hier ist u = I'0.I zu setzen (1 die Seite eines der 5 Quadrate, 
2 2 

aus denen der Querschmtt besteht). Wenn A ( U  - u) also um nicht 
inehr a h  E von Nul1 abmeicht, so ist 

5 1 G - u ( <  - .P.€. 
8 

Bei der AbschRtzung von E begegnen wir noch einer Schwierigkeit. 
Wenn wir von kleinen Umgebungen der vier einspringenden %ken 
unserfs Quersrhnittes ahsehen, so 1aAt sich freilich durch graphische 
Inteipolation und Anwendung der Differenzenrechnung auf die F l k h e  
2 = ZL (xy) eine Anschauung von der Gr6Be von E bilden. Jn der Kahe 
der Ecken aher werden schon die ersten Ableitungen von Lr(xy) be- 
liebig groB. E s  wird dadurch unmoglich, auf paphischem Wege zu 
ermitteln, wie weit die durch Interpolation geaonnene F'lache die partielle 
IlifFerentialgleichung erfüllt. cberhaupt kann man sagen, dao unsere 
graphische Losung in der Kahe der einspringenden Ecken noch zu 
wünschen übrig laBt. Denn es laBt siçh aus der graphischen Darstellung 
allein über die Art, wie das Gefiille der E'liiche an der Ecke unendlich 
wird, nichts aussagen. 
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Indessen k n n ~ m t  uns hier die analytische narstellung der geauchten 
Funktion U(zy) zu Hilfe. Denken wir uns u m  die einspringcnde Ecke 
P einen Kreisbogen ABC mit kleinem Badius r geschlagen, so muB 

Fig. 5 .  der Wert  von u(~y) in irgend einem Punkte & 
sehr wenig von c . sin 

' (jm) versdiiden sein, 

wo cp den Winkel AYQ und c eine Kon- 
stante bedeutet. Und zwar ist der Untersçhied 

C(sy) - 0 7 :  sin (y )  eine Funktiun, die in 

der Nàhe von P nicht nur sèlbst sondern auch 
mit ihren samtlichen Ableitungen beliebig klein 7-p id. Wir  denken uns deshdb die Interpolation 

unsrer Werte so gemacht, da6 die Friche u(xy) in der Nihe von P 

die GrBBen e r t  sin (y) snnimmt 1st k der Wert, den u (xy) in einem 

Punkte Q in der Niihe von P annimmt, so ist 

zu setzen. Nunmehr k6nnen wir sagen, dao u. (zy) auf dem Kreis- 
bogen A 7lG mit U(zy) ühereinstimmt und kijnnen für die Abschatzung 
von c: die Gmgehungen der einspringenden Ecken auBer Retraoht 
lassen. 

Wie klein man diese Umgebungen zu machen hat, um den Unter- 

' (3) vcrnnchlsssigen zu k h n e n ,  schiod zwischen u (z y) und c . rs  sin 

ergibt sich durch die Betrachtiing der gefundenen werte z;. Es zeigt 
sich z. B. in unserm Fall, daB die Werte 5.65 und 8.29 in der Nahe 
der einspringenden Ecke tatsiichliçh bis auf wenige Stellen der zweiten 

Dezimale den werten von r i  sin (?) d. i. hier sin 60' und 1/2:sin90° 
> - ,  

proportional sind 
8.29 5.65 

V2 
= G.58 - -  = 6.64 

sin 60' 

4.56 
Der Wert 4.55 ist dagegen ein wenig grGBer ,,:-, - 7.22. Man 

7 2 sin 30' 

würde daher annehmen, daB der Kadius des Kreisbogeus gleich der Seite 
einer h'etzniasche geseizt werden konne, wenn es auf einige Stelien der 
zweiten Dezimale ~ i ich t  mehr ankomrrit. 

G o t t i n g e n ,  im Herbst 1907. 
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Über einige Satze der kinematisehen Geometrie, welche der 
Verzahnungslehre zylindrischer und konischer Riider zu- 

grunde liegen. 

Von Rlanmh- DISTELI in Dresden. 

(Mit einer Tafel Fig. 1-5j. 

Die folgcnden Ausfüluungcn enthaltcn die Darlegung einiger Sitze 
der kinematischen Geometrie der Ebene und der Kugel, auf welchen 
irn wesentlichen die Verzahnungsmet,hoden zylindrischer und konischer 
Radcr beruhen. Die verschiedenen Vermhnungsarten sollen dabei im 
Prinzip zwar aufgestellt, jedoch ma.g von einer Besprechung derselben 
im einzelnen abgesehen werden, da sie infolge ihrer Bedeutung für 
die Praxis der Zahnradkonstruktionen bereits vielfache Behandlung ge- 
funden haben. 

Die gegebene Darstellung bezweckt viclmehr, an den beiden Spezial- 
fiillen paralleler und schncidcnder Achsen diejenigen Gesichtspunkte xu 
gewinnen, die sich auch üuf den Fa11 gckreuzter Bchsen, also auf die 
Verzahnung der Hyperboloidriider ausdehncn lassen, für welche Probleme 
zur Zeit allgerncine Methodcn nicht bekannt sind. 

In Rücksicht auf diesen iiiehr vorbereitenden Zweck erkliirt sich 
denn auch die vorliegende, von der gebrauchlichen etwas abweichen~le 
Darstellung, bei der die Eingrilflinie m e h  als gew6hnlicli in den Vorder- 
grund tritt. 

A. Zylindrische Rader. 

5 1. Ein Hilfssatz über Relativbewegung. 

Die ~ e r z a h n u n ~  zylindrischer Rader vollzieht sich in einer Normal- 
ehene der beiden parallelen Hadachsen, welche wir zur festen Ebene 
Z unserer Retrachtung machen. Die Punkte dieser Ebene seien bezogen 
auf ein rechtwinkliges Koordinatensystein (OXY). Dreht sich in dieeer 
Ebene eine Ebene Z' mit der Winkelgcachwindigkeit w' u m  den Dreh- 
pol P ( X ,  &), so erh'ilt ein Punkt M der Ebene ,Y', der augenblicklich 
mit dem Punkte (XY) von 2 koinzidiert nach den Achsen von E die 
Geschwindigkeitskomponenten. 

(1) 21, = - ( Y -  Y,)m' ,  21!, = + ( X -  &)a'. 
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234 über einige Siitae der kinematisühen Geometrie usw. 

Drehen sich also zwei weitere Ebenen Tl und 2', um ihre festen 
Drehpuiikte 0, und 0, in der Achse X, welche auf verschiedenen 
Seiten des Punktes O liegen mUgeii, so dao, wie in Fig. 1 Tafel 

gesetzt wcrden liann, mit den Winkelgeschwindigkeiten + ml und - w, ,  

so erhiilt der Punkt O nach (1) dio in die h c h ~ e  Y fallenden Geschwindig- 
keiten: 

uly = r1 ml und v,, = Y, w, 

und es beschreibt sornit der Punkt O in 1; und Z3 zwei aufeinander 
abrollende Kreise, die sogenannten ï'eiikreise Tl und T,, falls die Bedingung 

(2) Tl mi - !r9 O, = O 

erfiillt ist. 

Werden die Punkte dcr Systeme Zl und 2, ebenfalls auf je ein 
rechtwinkligcs Koordinateilsysteni (O,xlyl) und (O,z2y2) bezogen, und 
sind rp, und v, die im positiven Sinne gemesscnen Winkel, welche die 
positiven Achsen xl und z, mit der positiven Achse X einschlieBeri, so 

ist xu setzen 

so da6 auch die Beziehung 

besteht, wenn in den Anfangslagen X, und x, mit X zussmmenfallen. 

Durch die Bewegung der Ebene E' erhàlt der Punkt 12 in 2 eine 
absolute Geschwindigkeit zc, deren Komponenten durch die Gleichungen (1) 
gegeben werden. Drehen sich aber die Ebenen Z; und 2, momentan 
mit den mrinl-elgeschwindigkeiten w, und - w, um ihre E'ixpunkte, so 
erhalt der Punkt 31 die sogenannten Führungsgeschwindigkeiten f, 
und f, mit den Komponenten: 

Demnach besitzt der beschreibende Punkt ,II gegen die Ebenen 

22, und E2 xwei Relativgeschwindigkeiten u, und G,, welche die geo- 
metrischen Differenzen der vorigen beideu Geschwindigkeiteii sind, also 
die Kornporienten haben 

ul, = - (Y - Y,)w' + Yw,, v,, - ( X  - Xo)m'- (X + r,)q 
(6) t2,=- ( Y -  Y0)of -  Y w , ,  v , y = ( x -  X0)w'+ (X-  v2)w2. 
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Setzt man also 

so wird 

Diese Gleichungen lasaen erkennen, dail die Punkte ( X I  Y,) und 
(X, Y,) nichts anderes sind, als die augenblicklichen Drehpole der Eberie 
Z' in Z; und 2,. 

Wegen (2) besteht aber die Gleichung 

Setzen wir also voraus, da6 die heiden Bcdingungcn bestehen: 

so fallen die beiden Pole (X, Y,) und ( X ,  Y,) in dem Punkte O zu- 
sammen. Der Punkt O ist augenblicklicher Drehpol der Ebene E' 
sowohl in El als 2, , wahrend w' - w, und w' + w, die reletiven 
mTinkelgeschwindigkeiten von Z' in diesen Ebenen sind. Die Ilelativ- 
geschwindigkeiten von 31 haben also einerlei Richtung, niimlich normal 
zuni Radiusvektor 034 und das Verhaltnis 

Es  beschreibt also der Punkt iW in Z; und E2 xwei unendlich 
kleine Bogenelemente d Z 1  und dZ ,  von gleicher Riclitung, und wir 
erhalteu dernnach das Itesultat: 

Dvehrn sz'c7~ zwei Ebenerz 2, und E2 darch Abrolhz iJmr 2éilkreise 
augenbliclîlich mzt dcn TIztzkel~gescclzwi~zdi~Iieite~ w, zind - LU, um ihre Fix- 
punkte und sol1 jeder Yunlit Jf einer Ebene E', zuelcAe azcgenti7icklich mit 
drr  Winke1geschu;i~tdigl~eit w' ztm den Drel~pol 1' rotiert, i n  El und E2 
zwei relative Balmelemente con glcicher Riclztuny beschreiben, so weu/3 der 
D~el~pol P auf der Ze~~tralen 0,0, liqen und eoîn Ueriihrun.gspu~&t O 
der Tezllireise den Abstand Xo habcn, der clurch die Cleiclzuug bestinmf ist: 

Die letztere Glcichung sagt aus, daB der mit dem Radius P O  um 

1' in Z" beschriebene Kreis W ohne Gleiten auf beiden Teilkreisen 
abrollt. 
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5 2. Darstellung der Zahnprofile als Rollkurven. 

Der vorstehende Hilfssatz führt nun unmittelbar zur Rrzeugung 
zweier Zal~nprofiie, d. h. zweier Kurven 2, und Z,, die beim Abrollen 
der Teilkreise einander führen, indem sie bestindig in Rerührung 
bleiben. Denken wir uns die Punkte des Gystems Z' ebenfalls bezogen 
auf ein rechtwinkliges Koordinatensystem M ( X ' Y ' )  Fig. 2. Tafel und 
dieses System gegen Z' fixiert durch die Koordinaten x unal y des 
A n f a n p p n k t e s  JI und den Winkel 4 der Achse X' gegen X,  so wird 
25' in 2' eine bestimmte absolztte Bewegung vollziehen, sobald die drei 
QroBen x, y, 8 als bestimnite Punktionen der Zeit gegeben sind. 

Sind also 

X = x + X'cosS. - Y'sinS., X' = (X - x)cos9. + ( Y  - y) s i n 8  
(11) Y = y t X ' s i n 8  + Y'cos8, Y' =-(X- x) sin4+(Y-y)cos9. 

die TransformatiorsformeIn, welchen koimidierende Punkte beider Systeme 
genügen, so ergibt die Differentialion der beiden ersten Formeln, daB 
der Drehpol P in Z' die Koordinaten besitzt: 

(12) 
d Y d  x x o = X -  da* Y o = ~  + &  

Sol1 also der Drehpol bestandig auf der Zentralen 0,0, liegen, 
80 besteht die Bedingung 

(13) d x 
Y, = y + = o. 

1st somit y=f(z) die Gleichung der vom Punkte J f (xy)  beschriebenen 
Bahnkurve 3, von welcher wir annehmen wallen, da0 sie die Teilkreise 
in O berühren miige: dann laBt sich die Riirve R strts durch den Para- 
meter if. in der Form dnr~tellen: 

(14) x = z ( 4 ) ,  y = x l ( S ) ,  
wobei dem Werte 4 = 0 der Purikt O enttiprecheri mag. 

Die Bemegung von Z" in 22 erfolgt also durch Abrollen einer gewissen 
Kurve H, der Hilfspolbalm, auf der Zentralen O, O, als fester Polbahn. 

ergeben sich sus den Umkchrungen in (11) unmittelbar die Gleichungen 
der Kurvc H bczüglich 2": 

, d x  . xo = - sin .S - cos 8 
di? d a  

d x d l j  . Y; = -- cos 4 + sin 4 
d 8 
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Beim Abrollen der Hilfspolbahn H auf der Zentralen X beschreibt 
aber der feste Puukt O in 2" eine Gleitkurve W, welche identisch ist 
mit der vom Piinkte O l e i  der inverseri Bewegung beschriebeneri Roll- 
kurve. Die Kurve W ist derunach die durch O gelielide Evolverite 
der Hilfspol bahn H. 

In der Tat ergeben sich die Gleichungen dieser Kurve W aus den 
Umkehrungen von (11) mit X = Y = O bezüglich 2' in der Form 

d z  . X ; = -  ~ c o s 9 . - ~ s i n 8 = ~ ~ s i n 4 - x  c o s i f =  Xi - X , c o s 8  

(16) a s  
Y; = x sin 9. - y cos if. = - cos 8 + x sin 8 = TT; + XO sin 8 da 

Da d 4  der Kontingenzninkel und X,  die vom Arifxngspunkt 8 = 0 
aus gezahlte Bugenlange von H ist, so sind diese Gleichungen von MT 
zugleich diejenigen der Evolvente von H. 

Nun ist , a 4  
W - 

d t 

die Winkelgeschwindigkeit von 1" und es besteht soinit naçh (10) die 
Gleichung 

(1 7 )  X o d 8  + r,dg7, = 0. 

welche aussagt, daB bcim Abrollen von f$ auf X a w h  W ohne Glcitung 
auf Tl und T2 abrollt, und eben dadurch die Ebenen L; und Z2 in 
drehende Bewegung versetzt. Die dein Drehwinkel i4 entsprechendeii 
Drehwinkel q, und rp, von Z; und Z2 sind also heutimmt durch die 
Gleichungen 

.? 9 

Wiihrend also der Punkt 171 in ,Y die Kurve 23 durchwandert, be- 
schreibt er in ,Yl und .Z2 zwei Bahnkurven Zl und Z2, welche iiach 
deni Hilfssatz in jedem Augenblieke der Bewegung in gleitender Re- 
rührung stehen. Die Kurven %, und %, sind daher entsprechende Z a h n -  
profile, wahrend die vom I-lerührungspunkt 1lf durchlaufene Kurve E 
die zu den Profilen gehorende Bngr i f f ' l iw ie  ist. Demnach erhalten mir  
folgenden 

Satz  1. Rollt  ein Systcm 27 m i t  irge~zd eéuer K u ~ o e  H a,uf de?- 
Zentrale beider Teillrreise, uiiikrend die durch den Hwührunyspu~zkt  O 
derselbe~z gehende Ez:olve~te W vo)z H durch Abrollen au{ den Teilkreisen 
die B e n e n  Zl und & derselhen in drelrende 7 1 e u x p n g  ~iersetzt; so he- 
schreibt ,jeder 2'uizh:t von Z' i n  2 als ahsoiute Bahnkurue eigse E, inp i f f -  
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linie E, in den Ebenen 2, und Z2 aber als Relatiaba,hne~z die zu dieser 
Eingrifflinie ,qeho,renden Zaltnprofile 2, und 2,. 

Da die Kurve W bestiindig ohne Gleiten auf den Teilkreisen rollt, 
so entstehen die Zahnprofile auch dadurch, da0 der beschreibende 
Punkt  JT mit der Kurve TT' über beide Teilkreise abgerollt wird. Die 
Kurve W heiBt, demnach aiich die W~ilzu~zpl~urve der Verzahnung und 
es ergeben sich daher aus ohigern Satze die beirlen Bolgerungen: 

Sata II. E~ztstcht die Bilzgvifliîzie dwch Abrollen einer Hilfspolbnhn 
H uuf der Teill;reiszenlralcn, so entstchen d ie  Zahnprofile durch Ahrollen 
der l?vokvente W von El a7.ç TVdztcngskurve auf den Tedkreisen. 

Sa.ts III. Entstehen swei ZahqwofiZe a b  Balunkurvcn cines Pu?zktcç 
heim Ahrollcn einm Wiilsungskurve IV auf den, Teillireisen, so csztstelit 
ihre Einqrifflinie durch Abrollen der E,coZute H lion ?V auf der ~Teilkreis- 
zentra1en.l) 

Transformiert man die Koordinaten des Punktes M auf das System 

(O, x, Y,), so erhiilt man dirckt die Gleichungen des Profils ;T, ausge- 
driickt durch die Koordinaten der Ringrifflinie: 

x, = (x + s;) cos y,  + y sin y, 

y1 = - ("t: + r,) sin Y ,  + Y cos SF, 

Aus diesen Gleichungen ergibt sich durch Differentiation nach 8: 

also unter Rerücksichtigung von (19) 

Soll also umgekehrt irgend eine Kurve Z, Profilkurve sein, s o  muB es 
moglich sein, für das in Betraclit kommende Kurvenstiick x, und y, als 
Funktionen eines Parameters <pl so darzustellen, daB obige Gleichung (20) 

1) Statt eines beschreibendcn Punktes ,If kann auch eine beliebige Kurve L 
der EEbene 2' in die Bewcgung derselben einbezogan werden. Die Profile Zl nnd Z2 
erscheinen danu als Hüllkurven von L beim Abrollen von W auf den Teilkreisen. 
Soll L selbst das eine Profil XI werden, so i s t  die Walzungsknrve W identisch 
mit  dem Teilkreis Tl, und Z2 cntstoht dann d a  Hüllkurve dos Profils i5,. Damit 
diese H ü l l k u r r ~  reell ist ,  miissen d ie  i n  Retracht kommenden Xormalen von Z1 
den Kreis T, reell eclineiden. 
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erfüllt ist.') Wenn dies der Fa11 ist, so ergeben sich durch Auf- 
losung von (19) nach x und y die Koordinaten der Eingrifflinie, und 
damit auch die Gleichungen des Profils Z2 in der Form: 

(21) 

i d e m  man mittels 

Der einfachste 
wird erhalteri, falls 

xe = (x - r,) cos 9, + y sin rp, 

I/a = - (" - 7,) sin 9, + Y cos q2,  

(4) einen der Parameter eliminiert. 

Fa11 einer Verzahnung nach vorstehender Methode 
die Eingrifflinie ein Kreis E des Büschels der Teil- - 

kreise (Tl T2) ist. Liegt E auBerhalb von Tl, so erzeugt er die auBere 
IIalfte des Profils Zl und die innere von 2,; die anderen Hiilften 
wei-den analog durch einen innerhalb Tl licgenden Eingriffskreis hervor- 
gebracht. Da der Kreis 23 bei der Drehung von 2' um seinen Mittel- 
purikt H sich in sich selbst dreht, so beschreibt in dieseru Fallc jeder 
Punkt $1 von E ein I'rofilpaar, welche Paare alle durch Drehung zur 
Ueckitng gebracht werden konnen. Da die Walzungskurve W identisch 
wird rriit dem EiiigrifSkreis, so werden die Profile von Zykloidenbogen 
gebildet. Die Verzahriung heiBt daher Zykloidmversal~nzcng, und man 
kann sie auch dann noüh so benenneri, wenn die J3irigrifIlinie kem Kreis 
inehr ist. Die Kurve W und der Teilkreis 7; sind die p r i m i r e n  Pol- 
bahilen des Profils %,. 1 

9 3. Darstellung der  Zahnprofilc al6 Evolventen. 

Die genaue Verzeiclmung der Zahnprnfile erfordert die Bestimmurig 
der Hrümmungsmittelpunkte, also die Darstellung der Profile a h  E ~ o l -  
venten. Zu diesem Zwecke führen wir statt der Ebene 2" eine neue 
Ebene 2" ein, Pig. 2. Tafel die mit 2." den Purikt 17.f gemeinsam bat, 
uni diesen aber gegen 2" derart drehbar ist, daB die neue Achse X" 
bestiindig mit der Geraden 017.f zusammenfillt, wiihrend 31 die Ein- 
grifflinie durchlauft. 

Sind r und rp die Polarkoordinateii von il.I in 2, so sind 

(22) x = r cos y ,  y = r sin y 

die Gleichungen der Eingrifflinie.') 

1) 1st z derWinkel der Tangente ries Profils gegen die Achse x,, d. h. tg t = 
 YI 
d s, 

so muB für alle in Betracht kommenrlen Punkte [x, y,) von Z, die C'ngleichung 
erfüllt sein 

r ,  > x, cos z + y, sin r ,  

damit der Winkcl rp, ein rocller Parameter wird. 

2) Obschon die noue Methode die Wilzungakurve nicht benotigt, 80 lassen 
sich doch auch in cliesem Balle ihre Polargleichungen in 2' leicht angebm. Fiihrt 

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



240 Über einige Siitze der kinematischen Geometrie usw 

Es is t  d a n n  gp a u c h  der W i n k e l  der  Achse X" gegen X und  
daher  

die  Wi~ike lgeschwindigke i t  des Systenis Z'" in Z. 
Berleutet also r' die  Derivierte von  r nach  cp, so sind nach (12) 

die Koordinaten des neuen Drehpols  P' i n  L; also auch  die Gleichungen 
der  neuen  festen Polbahn,  wiihrend nach  (15) 

T i  d x  . XI = - sin q - 'Y- cos cp = - y 
d rp dT 
d x 

Y," = -- cos rp + sin cp = r J  
Y d gi 

die Gleichungen der  neuen beweglichen Polbahn  darstellen. 
Belativ gegen die E b e n e  El besitzt dagegen Z" einen Lhehpol Ml 

m i t  d e n  Koordinaten:  

relativ gegen  2, den  Drehpol  ,!If2 mit den  Koordinaten 

man die Werte von x und y aus (22) in die Gleichungen (16) ein, so erhalt man 
für die Wilzungsknrve 

X', = - r coa (rp - 9.) 

Setzt man also 

so bedentet q den Winkel der Achse X" gegeu X'; es sind also Y und 1(i + n 
die Polarkoorditiaten von W in Zr. 1st nun 

die Gleichung der Eingrifflinie, so folgt hus der Bedingung 

also 

b) 

r  in <p. dl/ ,  = cos rp d r  

Durch a) und b) ist d a o  die Walzungskurve bestimmt. Für eine gerade Ein- 
gifflinie rp - e = const. ist daher W die lngarithmische Spirak 
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Es bewegt sich also M in El mit der ltelativgeschwindigkeit 

(27) u , . =  - (Y-  &,)(a" - O,), v I y  = ( X -  X,,)(m" - 0,) 

und in 1, mit der Relativgeschwindigkeit 

(28) v,,= - ( Y -  Y,,)(w" + w,), v,, = ( X -  X,,)(w" + CO,) 
Wegen der Heeiehung (2) besteht aber die Proportion: 

Es  liegen also die Pole ,IL und Ji$ mit O stets in einer gewissen 
Geraden A, deren Richtung von dem Werte von w u  abhingt. Alle und 
nur die Punkte dieser Geraden haben daher relative Geschwindigkeiten, 
deren Richtungen sich decken. 

Sol1 dies also auch iür den beschreibenden Punkt Jf der Fa11 
sein, so rnuB LI 
kliirt sein: 

(29) 

E s  besteht daher 

durch iVl gehen d. h. w" durch die Bedingung er- 

X,, z 
-- - = cotg y 

lTl k Y 

für w" die Gleiçhung 

(XI w" + r, w, ) sin y - Y, w" cos cp = O 
oder 

Daher sind jetzt die Drehwinkel der Ebenen XI und Zz bcstimmt durch 
die Hedingungen 

wo die Integrationskonstanten so zu bestimmen sind, daB den Winkeln 
y, = O und rp, = O ein bestimmtei; Winkel gpo entsprechen mag. 

Durch die vorstehenden Gloichungen (30) wird also die Relativ- 
bewegung von 2" in ,Yl und LX2 derart reguliert, dafi die Achse X" 
bestindig gemeinsarne Normale der Belativbahnen XI und Z2 von 11f 
bleiht, sodaB die Drehpole Ml und J f 2  mit den Kriirnmilngsmittel- 
punkten von 2, und Z, ziisammenfallen. 

Wahrend also 31 die Zahnprofile 2, und Z2 beschreibt, beschreiben 
die Pole Ml und Jl, ihre Evoluten KI und K, Die Evoluten sind 
also die Polbahnen in El und i,, wahrend die Achse X" die Polbahn 
der Ebene C' ist und durch ihr  Ilollen auf KI und Kg die Systeme 
2, und ,Y2 in drchende Bewegung versetzt. Diese Polbahnen siiid die 
se1;unduren Polbahnen genannt worden, und es ergibt sich daher der 

Zoitsohnft f Mathematik n. Physik 56 Band. 1908. Heft 3. 16 
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Satz IP. W i r d  einc Elienc Z" in der festen Ebcnc Z' ckrart he- 
wegt ,  daJ3 der Pzcnkt Jf die gcgcbene Eingrifflinie durc?~Züuft, wilhrenr? 
die durch nd gehen de g ~ r a d e  Ache X" ste fs  durch den Berii7~rungspzt~zkt O 
der Te'eilkreise geht, und werden die Ebenen 2, mzd Z, &Y Teilkrelsi 
dadurch in drehmde Beweyuîzg cersdzt, da/3 die A c h e  X ais sehundü~e 
I'olbah. von Z" auf den sekundaren Polbahnen KI und K, von El und 2; 
abrollt, so besclweiben alle und nzcr die PzrnMe der Acl~se  X"  in El und Z2 
als Reiativbahnen je zwr i  Zahnprofile %, u ~ d  Z,, welche die Pol- 
bahnm KI und K, zu Evohten  haben. 

Setzt man den Wert von w" aus (30) in die Gleichungen (23) 
ein, so erhalt man als Koordinaten des Krümmungsmittelpunktes IlTl 

Ebenso fü r  den Krümmungsmittelpunkt .LI&: 
r' cos cp r '  cos q 

(33) X , k = r , ~ n q i + ; T c ~ ~ r p ,  Ypk-r--- . - - -  2 vt 8111 <p + 1.' sin r+ 

Bezeichnen also 
OJf, = R, und OM,,  = R, 

die Radienvektoren von Jf, uuiid M,, so ist 

(34) 
r'cos rp r' C O R  y R, =r i  --- - R2 = r2 -- 

T ,  sin rp - r' ' r ,  sin rp + 7' ' 

Transforiniert man also die Punkte Jl, und 171, auf die Koordiuaten- 
systemc XI und E2, so erhiilt man die Gleichungen der Evoluten KI 
und K,. Für El werden diese Gleichungen: 

Xik = (Xlb + 1.1) COB 91 + Ylk sin rp, 
(33) y1 = - (XI + r i )  sin rpi + Y l k  c o q 1 .  

In  der Tat 1st leicht zu zeigen, dai3 dies die Evolute des Profils (19) 
ist. Nach (27) sind die Homponenten der Geschwindigkeit v,, mit 
welcher M daa Profil Zl ddurchliiuft: 

vlz = - (y - Y l k ) ( ~ "  - al) = - ( T  - ]il) sin rp(ml' - a l )  
?Il,= (x-X,,)(wff-ml)= (7 - -111)C0Srp(~"-~1) .  

Da die Achse X" die positive Normale des Profils ist, so ist der Kon- 
tingenzwinkel desselben 

(36) a z  = (w" - w , ) d t  - d q  - drp,. 

Um die positive Richtung der Tangente von Z, zu erhalten, hat 
man die positive Normale uin einen rechten Winkel rückwiirts zu 
cirehen. E s  ist daher der Winkel der Tangente gegen die Achse x,: 
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1st aber d z  eine positive GroBe, so ist v, eine nach der negativen 
Seite der Tangente von Zl gerichtete Geschwindigk~it. E s  ist also das 
Bogenelement von Zl : 

( 3 7 )  ds, = - ( r  - R J d z  

und daher der Krümmungsradius in X:  

(3% R, = ,. + pl. 

Dernnach lassen sic11 nunmehr die Gleichungen der Polbahn li, 
schreiben: 

xlr  =Ell cos (y -rp,) + r,cos cp1=7cos (cp-~ , )+1 . , c~~~ ,+p ,cos (~-cp , )  
yik = RI sin (rp - rp,) - r,  sin 9, = r  sin (cp - F,)-r,sincp, + plsin(rp -y,) 

x,, = x, - pl wnz 

(39) Y l k  - 91 Ï 
welches in der Tat die Gleichungen der Evolute von Zl sind. 

Die vorstehende Xethode wird praktisch hauptsachlich für den 
Ball angewendet, da5 die Eingrifflinie 23 eine durch den Punkt O 
gehende unter einem passenden Winkel rp = E gegen X geneigte ye- 
rade Linie ist. In  diesem Palle werden aixch Rl und R, konstsnte 
GrGBen. Die Punktc 3, und M, sind also bezüglich 2 feste Punkte 
und beschreiben daher in ,Yl und ,Z2 kreisformige Evoluteri KI 
und E,. Die zugehorigen Zahnprofile sind also Kreicievolventeri. Die 
Verzahriung heiHt daher Evolve~z le~zversa l~nu~g und man kann diese Be- 
zeichnung auch d a m  noch beibehalten, wenn die Eingrifflinie nicht 
mehr geradlinig ist. 

5 4. Die weiteren Verzahnungsarten. 

Aus den Gleichungen (24) sowohl als aus der Bewegung der Ebene 
Z" in 2 geht hcrvor, daB der Urehpol Y' der Schnittpunkt der Ein- 
grifhormalen M P  mit der Normaleri zum Radiusrektor 0 M  in O ist. 
Man findet daher geometrisch die Krümmungsmittelpunlite &Il und M2 
sehr cinfach dadurch, daB man die Profilnormalc X" mit den Geraden 
O, P' und 0, P' m m  Srhnitt bringt. 

Diese Konstniktion ist nichts anderes als die geoinetrische Inter- 
pretation der sogenannten S a v a r y  'schen Formel. 

Bus den beiden Gleichungen 

r'  d x x,d ; t=- r  1 1  m =--acp y 5' 
sin rp. d q  d 4  
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ziehen wir zunachst die Beziehung 

l.r' 
r '  cos rp - r sin rp 

Eliminieren wir jetzt aus dieser und den beiden Gleichungen (34) die 
Derivierte r', 90 erhalten wir für jeden der Punkte NI und M, einzeln 
die Savary'sche Formel, niimlich fur Ml: 

oder 

und für den Punkt JI2: 

oder 
1 1 1 1 

- ( - -) cos y.   OP-^- O M  OM2 

Subtrahiert man endlich die beiden Streckenglcichungcn von- 
einander, so erhilt man direkt die Reziehung zwischen 17fl und ill, in 
der Gleichung 

Durch diese Gleichung mird ausgedrückt, da0 beim Abrollen der 
Teilkreise aufeinander jeder der beiden Punkte XI und M, der 
Krümmungsmittelpunkt des vom andern beschriebenen Bahnelementes, 
daB also von beiden Zahnprofilen jodes die Hüllkurvc des andern ist. 

Durch die Gleiühungen (18) oder (31) werden die Punkte dei 
Teilkreise den Punkten der Eingriff'linie eindeutig zugeordnet, d. h. die 
Eingrifflinie und die Teillireise werden entsprechcnd geteilt, und wir  
haben des Resultat: 

Wenn d ~ e  Teilumg cler h'inyriflinie bcknnd ist, so 7cÜwnen brhde 
Profile durch bloPe Urelmzg dm Bin,griff h i e  zrrn die Eadmittclpunkte 
durch Punhtctc, Tangelztcrz und Kriirnmuwyskrei-isc verzcichmt uicrden. 

In den Gleichungen (34) ist femer bemerkenswert, da0 die GrGBen 
A, und R, nur von dem Differeutialquotieriteri r' von r abhiingen, 80 

da13 diese Werte sich nicht iindern, falls r um eine konstsnte Strecke 
vergroBert oder verkleinert wird. Aus einer gegebenen Eingrifflinie 
E entsteht auf dicse Weise eine ganze Schar muer  Eingrifflinien und 
eine Schar von Zahnprofilen, die siimtlich die niimlichen Evoluten halscn, 
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also Parallelkiirven sind. l n  der Erzeug~ing (IV) liegt also zugleich 
ein weiterer Satx ausgesprochen, namlich: 

Satz 7. Veraitdert man alle von O aus gehenden Rad;envektmen 
r einer gephenen T+ingriffliw'e um dirselhe konstante Strecke r,, sa mzt- 
sprechen dieser Schar von, Zingrifflinien awei SeAaren con Aquidistnnten, 
ais Zahnprofile. 

Fiir den Kontingenzwinkel und die Bogenlange des Profils Zl 
fanden wir im weiteren die Werte: 

dz, = d y ~  - d y, und ds,  = (Bi - r ) d z .  

Die Spezialisierung dieser Ausdrücke gibt nun in Verbindung mit 
Satz V die weitern noch gebriiuchlicheri Verzahriungsarten. 

Wenn der Kontingenzwinkel versçhwindet, so wird das Profil 
gerudiniy. In diesem Falle ist also mit (30) 

Die EinpifFlinie ist daher bestimnit durch die Bedingung: 

und hat somit die Qleichung 

Wird für die lntegrationskonstante r, zunkichst Null gesetzt, so be 
steht die Eingrifflinie E aus demjenigen Kreis des Biischels (Tl TB), 
welcher durch den Mittelpunkt des Teilkreises Tl geht. L)a fl zugleich 
Tilzungskrcis W ist, so besteht der irn lnnern von Tl liegende Teil 
des Profils 2, aus dem Radius 00,. Wir  haben eine sogeriannte 
Iladialfla~zkenverzahnung. 1st 90 von Null verschieden, so werden die 
Eingrifflinicn P a s c  a lsche Schnecken und nach (V) die Profile Aqui- 
distanten der vorigen Profile. Die Strecke r, kann hierbei so groB 
gewahlt werden, daB die neiie Eingrifflinie aiich aiiBerhalb des Kreises 
Tl verlkf t ,  so da5 das ganze Profil 2, geradlinig sein kann und wir 
eine Geracifla~z7cen~1er~oi~~zun~q erhalten. 

Wenn dagegen das Linienelement d.~, verschwindet, so reduziert 
sich das Profil XI - da es sich nat,iir-gemiiB nur  iim reelle Linien 
handeln kann - aiif einen Punkt, und wir eihalten eine Punktver- 
zahmmg. I n  diesem Fallc ist die Eingrifflinie durch die Bedingung 

r' cos <p y = R  - y  - - -- 
l - 1 r, sin rp - r' 

hestimmt. 

Die Gleichung der Eingrifflinie wird daher 

(45) r 2 - K 2 - 2 r , r  cos q 
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wo K 2  die Integrationskonstante bedeutet. Sie stellt also einen mit 
dcm Teilkreis Tl konzentrischen Kreis E von1 Iladius 

R0=l / r l2  + K~ 

dai. Die Hilfspolbahn H reduziert sich also auf den Rreismittelpunkt 
0, und es fallt somit die Wiilziingskiirve TV mit dem Teilkreis 7; 
selbst zusammeii. Aus diefiem Grunde stellt der Schnittpunkt der 
Zentralen O, 0, mit dem Kreise E das ganze Profil 2, dar, wahrend 
Z2 die von Z, beim Rollen Ton Tl auf T2 beschriehene Epitrochoide ist. 

VergoBert man alle durch O gezogenen Radienvektoren des Kreises 
E u m  dieselbe hinreicheiid kleine Strecke Y,, so erhilt  man eine neue 
Eingriflinie, welche spe~iel l  für K = O eine Pascal 'sche Schnecke 

Y = r, - 2r, cos cp 

ist. Dic neuen Profile sind die Aquidistanten der vorigen d. h. Z;  
ist der um den Punkt %, beschriebene Kreis vom R,adiiifi r, (Trieb- 
st,oc:k), ZL die Parallelkiirve zur Epitrochoide. Die Verzahnung heiBt 
daher eine Tr.icBsZod:verza,ltnzlng. 

Damit sind die zur Verwendung kommenden Verzahnungsmethoden 
wenigstens iin Prinzip aufgezHhlt, someit es sich nicht uni hesonders 
spezialisierte Zahnfornien handelt. 

B. Konische Rader. 

5 5. Ein Hilfssatz über  Relativbewegung. 

Die V~rsahnung  zweier Kegelriider, deren Achsen O, und O, sich 
in einem Punkte S schneidm, findet auf der iim S gelegten Einheits- 
kugel statt, welche vollstandig die Rolle des Korm~lschnittes des vorigen 
Falles übernimmt, und daher das feste sphiirische System iY darstellt 
Die Punkte des ranmlichen festen Systems Z seien bezogen auf das 
r e ~ h t ~ i n k l i g e  Koordinateiisystem (SXYZ). Dreht sich jetzt ein zweites 
raumliches System Z" Tom gleichen Anfangspunkt S um eine Mo- 
mentanachse p mit einer Winkelgeschwindigkeit w', deren Komponenten 
nach den Achsen von 2 mit Po, Q,, II, bezeichriet sein mogen, so er- 
Kilt der mit (XYZ) koinzidierende Punkt JI von 2" nach denselben 
Achsen die Geschwindigkeitskompouenten: 

u, = - Il0 Y + Q,Z 

(1) u, = - P,Z + R,X 
u ~ = -  QuX+ PoY 

Nehmen wir an, die Achsen O, und O, seien in der Ebene X Y  
gelegen, Fig. 3 Tafel, und es seien (- al) und (+ az) die M7inkel derselben 
gegen die Achse X, ferner w, und - w, die beiden Winkelgeschwindig- 
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keiten, mit welchen sich die Rider um diese Achsen drehen sollen, 
sa sind 

Pl= w,cosa,, Q I = - w , s i n a , ,  R , = O  
(2) Y, = - W, COS a2, Q, =- w, sina, ,  R, = O 

die Komponenten von w, und w, nach den Achseri von Z: 
Bezeiühnen O, O,, Og die Schnittpunkte der positiven Achse X sowie 

der Achsen O, und O, mit der Einheitskugel, so erhiilt der Punkt O 
nach (1) infolge der Urehungen um O, und 0, die Geschwindigkeiten 

v,,=- 0, =CG, s inu,  und v a l =  - Q2 = w2 sina,  

Fallen diese Geschwindigkeitcn aiich der Gr6Bc nach zusammen, 
so rollen die beiden um die sphiirischen Mittelpunkte 0, und 0, durch 
O beschriebenen Teilkreise Tl und T2 ohne Gleitung aufeinander ab. 
Die Bedingung hierfür ist also das Bestehen der Gleichung 

(3) &, - &, = O oder fill sin n, - w, sin a, = O. 

Werden also die Punkte der um die Achsen O, und oz rotierenden 
raumlichen Systeme 2, und Z2 wieder auf die Koordinatensysteme 
( S  x, y, z,) und (S x2 y2 2,) bezogen und sind rg, und cp, die Winkel 
der Ebenen (x, y,) und (x, y,) gegen die Ebene XY, so ist 

und die obige Redingiing lautet daher auch - 
( 5 )  pl sin a, + rp, sin w, = 0. 

Durch die Bewegung des Systems 2 mit der augenblicklichen 
Winkelgeschwindigkeit w' erhd t  der Punkt M von Z' die in  (1) ail- 
gegebenen Komponenten seiner absoluten Geschwindigkeit in Z. Durch 
die gleichzeitige Drehung der Systeme Zl und Z, erhalt er aber zwei 
E'ührungsgeschwindigkeiten f, resp. f 2 ,  mit den Komponenten: 

Helativ gegen El und Z2 besitzt daher N die Geschwindigkeiten 
v, und wg, deren Kompoiienten die Werte haben 

v ~ ~ = - ( ~ ~ ~ - ~ ~ ) Y + ( Q ~ - Q ~ ) ~  ~2.=-(Xo-R,)Y+(Qu-Q2)Z 
(7) V, , = -- (Po-  Pl)Z-/ - (Bo-  R,)X v , , = ( P , -  P 2 ) Z +  (R, - R, )X  

VI,=-(Y,- & 1 ) ~ + ( ~ 0 - P 1 ) Y  v 2 , = - ( Q o - Q , ) X + ( ~ o - ~ 2 ) Y .  

Sollen also die Geschwindigkeitrn v, und 12, für allc Wertesysteine 
von X Y Z  der Richtiing nach ziisaminenfallen, so müssen die beiden 
Redinpngen erfiillt sein: 

Po - Pl - - 'l und R, = 0, 
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oder, da QI = Q, aber Pl + P, sein wird, es müssen die Gleichungen 
bestehen 

(8) (Si = Q2 - QO 111111 Ro = 0. 

Man erhalt alsdann 

E s  fallcn also die augenbliüklichen Polachsen von 2' in 2; und 22, 
in der Achse X zusaminen; jeder Punkt M erhilt  zwei gleichgerichtete 
Relativgeschwindigkeiten, deren Verhiiltnis durch die Proportion 

(10) 
bestimmt ist. 

Dies tritt also nach (8) ein, falls di? Polarhse p von Z" in Z' in 
der Ebenc XY licgt und wcnn w' dcrart bemessen wird, dnB die End- 
punkte der drei Strecken w,, w,, w' in einer Parallelen zur Achse X 1iegc.n. 
n b ~ r t r a ~ e n  wir das raurnlirhe Ergebnis auf die spharisrhpiî Systern~, 
~o ergibt sich demnach folgendes: 

Drelhen sich zwei sp7~Crischr h?ptrme Z, u ~ z d  Z2 um i l ~ r ~  IrZqmnktf: 
O, u n d  O, durch Abrolle~z ilwer Te'eill~r~ise aztgenblichlich m i t  den  
JT7inlic7,qeescht~~indiy7ieiten w, urtcl - w, und sol1 .jeder Pi(& JI eivzes ~~~~~~i- 
sdlen S!ystems Z', wdckes  augrnblic7clic7~ m i t  r7er Winkel,yeech~uindi~y7~~~it 
m' um den Drehpol P rotiert,  i n  El u n d  E2 swei relat iw B a h d e n t e n t e  
con gleicher Richtzcng b~scltreihm, so dw BrehpoZ P i n  der sphnri- 
schen Zentralelz O, 0, liegen u n d  es nzu/3 der Beruhrjrngspunkt O in 
d e n  drez 8 t j s t emm dzeselbe GeschwzndzgXeit hesztzen. 

tj 6. Darsteliung der  sphiirischen Zahnpronle als Rollkurven. 

Tm Eolgenden ist es zweckmd3ig die Lage der beweglichen Systeme 
2" gegen 2' durch die drei Eulerschen Winkel zii bestiininen. E s  
m6ge Z nach 22' gelaugen durch die folgenden drei Drehungen, die 
alle im geometrisch positiveri Sinne, also eritgegengesetzt der Uhr- 
zeigerbewegung, auszuführen sind. 

Zuniichst werde wie in Fig. 4 Tafel, welche den orthogonaleu 
OrundriB darstellt, X Y Z  um die Achse X um den Winkel rp nach 
,Y, Y,Z ,  gedreht; sodann dies System uni die Achse Zl um den Winkel 
8 nach X ,  Y, Z2; endlich gelange dies System durch Drehurig un1 die 
A c h e  X ,  urn den Winkel nach X'Y'Z'. 
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Sind also 

die Transformationsformeln für den Übergang von einem Punkte von 
2' zum koinzidierenden in Z, so haben die 9 Richtungscosinusse die 
folgenden Werte : 

a, = cos 4 b =- sin 4 cos $ 

a* = sin 8 cos gp b, = - sin rp sin $ + cos 9. cos rp cos I) 
a, = sin 4 sin gp 6,  - + cos gp sin @ + cos 4 sin rp cos + 

(12) c, = +- sin 4 sin + 
c, = - sin cp cos $J - cos 9. cos g? s in+ 
c, = + coscpcos$J-cos9.sinrp sin*. 

Sind also die drei Winkel cp, a, $J Funktionen der Zeit und be- 
deuten die Striche die Differentialquotienten nach der Zeit, so sind die 
Komponenten der Winkelgeschwindigkeiten an der augeriblicklichen 
I'olachse p nach den Aclisen von 2: 

Po= cp'+cos9.+' 

(1 3) &O = - sin cp 8' + sin 8 cos <p +' 

Machen wir also Fig. Fi Tafel den beschreibenden Punkt LM zum 
Anfangspiinkt dee sp1i:i.ischen Systems ZJ d. h. m m  Schnittpunkt der 
positiven Achse X' mit der Kiigel, so sind die Gleichungen 

(14) 4 = 9. (t), g; = rp ( i )  

die Bewegungsgleichurigen der von 41 durchlaufenen Bahnkurve E, und 
es ist die Bewegung von 2" vollstiindig bestimmt durch die Be- 
dingung (8) 

R, = cos rp 4' + sin 9. sin g? +' = O oder 

Dadurch wird auch der dritte Winkel eine bekanrite Funktion 
der Zeit, ebenso die 9 ~iühtungscosiriusse. 

Unter dieser Voraussetzurig werden jetzt die Komponenten von 

Po - <p' - cotg 9. cotg y a' 
4' Q - - -; -. 

0 - sin rp 
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Es sind demnach 

(1 7 )  
Qo X - 3  und Y 0 = & ,  

0 - a  

die Koordinaten des Drehpols P auf der festen Polbahn 0,0,. In1 

heweglichen System hat dagegen w' die Komponenten: 

p, = cos 4rp' + lj,' 
(18) q, = sin $8' - sin 8 COS @rp' 

r ,  = cos $8' + sin 4 sin +y '  
s o  daB 

die üleichungen der spharischen Hilfspolbahn H sind. 

Bei der Bewegung von 2' in Z' beschreibt aber der Puilkt O in 
2' eine Gleitkurve W ,  welche als Rollkurve der inversen Bewepng  
die durch O gehende sphirische Evolvente der Kurve H ist. 

Die Gleichungen dieser Kurve W bezüglich Z' sind daher 

@'> = cos 3, : - sin 4 cos +, 2; = sin 9. sin $, 

so da0 - 9. und - + oder 4 und z - die spharischen Polarkoordinaten 
von W sind. Unter Zufügung einer passend gewiihlten Integrations- 
konstanten stellt daher 

auch die Gleichung der Tliàlzungskurve dar. 

Wenn aber die Hilfspolbahn 31 auf der Zeritralen 0,0, abrollt, 
so  rollt, wie die Gleichungeii (8) zeigen, gleiçhzeitig 
Teilkreisen, und erteilt 2, und E, damit; Auslenkungen 
durch die Gieichungen 

(22) 
d 4 

d q ,  sin ci, = 7 = - drp, sin u, 
sin <g 

also durch 

W auf beideii 
rpl und q,, die 

bestimmt sind. Durchlauft also Jil die Kurve E, so beschreibt M in 
2, und 2, Relativbahnen Zl und Z,, die sich bestandig in Jf be- 
rühren. E s  sind daher XI und Z2 zwei sphiiriuühe Zahnprofile, ihre 
Eingrifflinie, TV ihre Wiilzungskurve und wir erhalten dermach den 
entsprechenden 

Sutz 1. Kollt ein sphar.isclies Systern Z' mit eirzer belicbigen Hilfs- 
polbahn 11 azcf der s~/iar.isciien Zmztralcn 0, 0, beidm. Teillimise, w(ihrmd 
d e  durch. detz Bcriihrungsp~nlït  O bestinzrnte spkarische Evolcente TV vola 
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H dureh Abrollen auf Tl und T, die Systelne El und Y, derselben i n  
drelzende 11ezue.yuny cersetzt, so Beschreibt jeder P ~ d i t  31 von S' i l z  Z 
eitze sp7~arisclze Eingrifflivtie, itz Z; zilnd E2 aber die zu dieser geliirenden 
spha~isehe~z  Zczlmprofile 2, und  Z2. 

In  analoger Ti'eise gelten auch die früher ausgesprochenen Satze II 
und III für die k-iigel. 

Uin die Gleichungen der Zahnprofile selbst zu erhalten, hat man 
bloB die Koordinatcn des Punktes SI in den Systemen (Olx,yls,) und 
( 0 , ~ ~  y,z2) darzustellen. Der Gbergang von E zu Z, erfolgt aber durch 
Drehung von E um die dchse Z um den Winkel (- a,), wodurch X 
nach x, gelangt; sodann durch Drehung um X, um den Winkel y,. 
Die Transformationsformeln werden daher: 

x, - X cos a, - Y sin al 

(24) y, = (X sin al + Ycos al) COR v1 + Zsin  y, 

z, = -- (X sin a, + Y cos a,) sin v1 + ZCOS ql. 

Sind also 
X = a , ,  Y = n s ,  Z = a ,  

die Koordinaten von J I ,  so gibt die Substitution dieser Werte in die 
eben angeschriebenen Formeln die Gleichungen des I'rofils ii,: 

x, = a, cos a, - a, sin a, 

y, = '(a, sin cc, + a, cos a,) cos y ,  + a, sin y ,  

(25) .zl = - (al sin a, + a, cos a,) sin y, + a,  cos q, 

' J E .  
Tl - sin a,  in <p 

Analoge Gleichungen gelten natürlich für das zweite Profil. Für  
eine kreisformige Eingrifflinic erhiilt man die besondere Verzahnung, 
welche spharische Zykloidenzierzahnung genannt wird. Diese Bezeichnung 
kann aber auch fiir den Fa11 einer allgemeinen Eingrifflinie beibehalten 
werden. 

5 7 .  Darstellung der sphlirischen Zahnprofile als Evolventen. 

Uni die Profile als Evolventen zu erhalten, führen wir an Stelle 
von Z' ein neues System Z" ein, welches mit 2' die Achse X' als 
A c h e  X" gemeinsam hat, um diese ,4chse aber gegen L" derart drehbar ist, 
daLi die Ebene X " Y "  bestindig die fcste Achse X enthzlt. Diese 
Bewegung erhdt  man aber aus der allgemeinen Bewegung eines Systenis 
durch die Spezialisierung 
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Die Winkelgeschwindigkeit w" von 2'" hat daler in 2' uiid 25" die 
Koniponenten 

P, = cp' pl - cos 8rp' 

(27) Q I = - s i n T a '  q ,=-s i r i8rp1 
R, = cos 99.' r, = 9.' 

Gegen die beiden Systeme Z; und Z2 besitzt 2'" zwei Polachfien 
nz, und m, und um jede derselben eine bestiinmte Winkelgeschwindigkeit. 
Die Komponenten derjenigen an ml sind 

9.' 
Y,, = - a, cos a, = rp' - cotg a , T -  

sin cp 
cos çp 

QI, - - sin rp6' + o, sin al - - 
ain çp 

6' 

RI, = cos gp . 9.'. 

Desgleichen besitzt die M7inkelgeschwindigkeit an der Açlis M, die 
Komponenten: 

9.' I';, = y' + w, cos a,  = rp' - cotg a, 
sin rp 

(2 9) cosy<g Q,, = sinrp4' + w,cosu, = - 
sin <F 

9.' 

R,, = cos @'. 

Es ist aber 
&Ir Qzx.  -- B- = cotg r p ,  
&lx. 2P 

d. h. die Achsen ml und m, liegen stets mit der beschreibenden Achse X' 
in einer Ebene durch die A c h e  X. Die Spurpunkte NI und M2 dieser 
Polaçhseri in der Kugel liegen also stets a d  dem GroBkreis 0171. Daher 
wird jeder Punkt dieses Bogens in El und E2 zwei Relativbahnen 2, 
und ii, der Kugel beschreiben, welche O B  bestündig zur gemeinsamen 
Normalen, also 17.1, und N2 zu Krümmnngsmittelpunkten haben. Jeder  
Punkt von 0M beschreibt daher in 2; und Z, zwei Zahriprofile und 
jn 2 die zugehorige Eiiigrifflinie, wRlirend Ml und 1M2 die d e n  Profilen 
gemeinsamen Evoluterl h; und K, beschreiben. 

Demnach gelten aiich fiir die Kiigel die beiden Satze (IV) iind (V), 
welche wir in Porm eines einzigen Satzes so aussprechen konnen: 

Sutz 11 Bewe.qt sich ein spharisrhes System Z" derart in 2, da/3 ein 
JFeridian des Systemm Oestiindiy durclz den L'eriihru~zgs~11i.n7;t O der Tdkreise  
7; und 12 der spharisclien Xysteme Zl und 2, hlndwclqeht, und zuerden diese 
selbst dadzwch in drehende Xewequng cersetzt, da/î der Neridiaw als selcu~z- 
rlare Polbal~n auf den sekundiir.e~z Polbctl~neiz ICI zmd li, von 2, und Z, 
abrollt, so bescheiben die P ' ~ d i f e  ;71 des Bfiridiarzs in Z' eine Sclmr von 
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Xingrifflinien E ,  in Zl z t d  Z', aOer zwei Scharen aquidistant& Zahn- 
profile 2, und Z,, welcl~e die Polbahnen KI und K, je zur gemeinsame~z 
Evolute haben. 

E s  ist leicht die Gleichungen dieser Eroluten hinzuschreiben. 
Bedeutet w,, die relative Winkelgeschwindigkeit von 2"' in 4, ist also 

so sind 

die Koordinaten des Krümmungsmittelpuriktes ACl und daher nach (24) 

x,, = A,  CO^ al - Ai sin a, 

yin. = (A, sin al + A2 cos al) COS q1 + Ag sin y, 

(33) a,, = - (A, sin a, 

die Gleichungen der Evolute 
Geometrisch merden die 

sehr einfach erhalten. Der 

+ A, cos a,) sin cp, + A, cos cp, 

KI hezogen auf das Syst,em 2,. 
Kriimmungsmittelpunkte aus dem Pu1 P' 
Pol P' selbst ist der Schnittpunkt der 

spharischen Normalen der Eingrifflinie in nir mit der Normalen zum 
Neridian ON in O. Verbindet man P' mit 0, und 0, je durch einen 
GroBkreisbogen, so schneiden diese Bogen aus dein Meridian O Z  die 
Krümniungsmittelpunkte Jf, und heraus. 

Diese Bonstruktion ist auch für  die Kugel der geometrische Aus- 
druçk der Savaryschen Icormel. Bedeuten niimlich 

a,= 01M1 und 8,= 0~7.1~ 

die spharischen Radienvektoren der Kriimmungszentra IlTl und d&, so ist 

Bedeutet andererseits A den sphiirischen Abstand des Poles P auf 
0,0, von 0, so ist 

(35) cotg L = Yu = cotg 9. cos y - sin y. 
Qu B 

Die Elimination der Quotienten 8; aus dieser und dcri beiden 

Pornieln (34) lietert die Formel von S a v a r y  fiir die Kugel: 

cotg A + cotg u, = (cot'g 4 - cotg 8,) cos cp 
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oder 

und 
cotg A. - cotg cc, = (cotg 8 - cotg 8,) cos rp 

oder 

welche die Punkte XI und ,7i, einzcln bcstimmen. 
subtrahiertV man beide Glcichungen voneinander, so erhdt  man 

die Beziehung zwischen JI ,  uncl M2 selbst in der weitern Gleichung: 

Von praktischer Bedeutung ist auch hier der Fall, in welcliem 
die Schar der Eingrifllinien E jtirntisrh ist mit dem Meridian 0 3 r  
selbst. Die Profile 2, und 2, sind dann sphiirische Kreisevolventen 
und man kann daher cliese Art der Verzahnungen überhaupt splzlirische 
l3colvenfenverzahn~~n~qen nennen. ') 

S 8. Die übrigen Verzahnungsarten. 

Das geometrische Prinzip, nach welchenl die m c h  in Hetracbt 
kommenden Veizahnungsmethoden erhalten werden, ergibt sich in 
Analogie zu 5 4 auch für die Kugel aus dcr Betrachtung des geoclati- 
schen K ~ n t i n ~ e n z w i n k ~ l s  und des Rogenelementes d ~ r  Zahnprofile. Re- 
deutet P;k die Projektion der winkelgeschwindigkeit w,, nach der 
Achse X", so ist 

(39) = alPl, 1 -  aa Q I k  + agRlk 
sin 9. cos rp - cotg u, cos 8 

= cos OF' + -- 
sin cp 

9.'. 

Demnach ist der geodiitische Kontingenewinkel des Profils Zl 
sin 9. cos y - cotg oc, cos 9. 

(40) d z l = P ; ; d t - c o s 8 d y +  ----  sin cp 
d 8.. 

Bedeutet ebenso Q;k die Projektion der Wirikelgeschwuidigkeit zv, ,  nach 
der Achse Y", so ist 

also mit Berücksichtigung der Gleichungen (28) 

1) Nach (21) wird mit cp = E = const. die zugehorigeW~lzungekurvo die spharische 
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Demnach erhiilt man für das Bogenelemerlt des Profils ii, den Aus- 
druck : 

COS 8 CO3 cp + cotg a, s in  8 
(42) tls, = Q;\dt - - sin 4 dg, + ---- - -- sin cp da.')  

Wenn der Kontingenzwinkel dz,  verschwindet, so ist das Profil 25, 
ganz oder teilweise ein GroWkreis der Kugel. In diesem Falle ist die 
Eingrifflinie E definiert durch die Bedingurig: 

 in 6 ros rp - cotg ru, cos 8 
cos 8 dry + . d 4  = 0. sin q 

Bedeutet 8, die Integrationskonstante, so lautét die endliche üleichung 
der Eingrifflinie . 

(43) cos 8 cos <p + cotg a, (sin 8 - sin 4,) = 0. 

Wir betrachten zunachst den Fall, in welcheru 4, verschwindet. Die 
Eingrifflinie hat dann die Gleichung 

(441 t g  8 = - tg a, cos F. 

Sie ist also der Ort der FuBpunkte aller Lote, die von 0, auf die 
Meridiane durch O gefiilit werden konnen, also kein Kreis mehr, wie - 
in der Ebene, sondern &ne Raumkurve vierter Ordnung erster Art- 

Aus der Gleichung (44) folgt zunachst 

Es ist daher 
1 d 8 sin 9. 

"1 = - .iyJiinP. = arcsin ( sin . <r -.l) 

also 

somit 

sin 4 - sin a, sin v, , 
COS 9. y d(y,), 

t g 8  = sinw. = - t g a l  cosy ,  ' (Y,) 

oin cp, 
cos y = - cos Cr. -- - 

(TI) ' 

1) Bezeichnet also Q, den sph&rischen Krümmungsradius des Profils Z, , 

also unter 13eriicksichtigiing von (89) und (34) 

t g p l = t g ( 8 1 - 8 )  d. h. ~ , = 9 . ,  -8, 

wodurch bestitigt wird, daB Ml der Krümmungsinittclpunkt von JI ist. 
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256 Über einige Siitze der kiriematischen Geometrie utm. 

Man erhiilt demriach für die Koordinaten von 3f iu 2: 
sinz cp, sin y, cos y, 

(45) a, = d (<pl), = - sin a,  cos CL --- a, = sin a, -- ~ 

Ab,) ' 
Die Substitution dieser Werte in (25) ergibt riomit als Gleichungeri 
des Profils ,Tl: 

(46) 
cos 

x1 = A(&,) ,  
y, - sin a cc91 s, = O. ' ' 

Es ist also in der Tat das Profil der GroBkreisbogen O O,. Wir haben 
daher den Fall der spliüriscken Radialflanken~erzahnung.~) 

Wenn dagegen in der Gleichung der Eingrifflinie 

cos 19. cos rp + cotg a, (sin 8 - sin ?yo) - O 

die Konstante It., nicht verschwindet, so goht die Eingrifflinie unter 
-~ -- - 

1) Auch die Gloichung der Walzz~ngs7curue W, welche auf dem Teilkreis T, 
abrollen miiB, um den GroBkrris 00, zn erzeiigen, kann leicht bestimmt werden. 
Der Winkel + ist bestimmt durch die Gleichung 

9 ,9 

d 4 
cl8 = cotg alJky--. 

= P.'--- o sina sine - rr, 9 

Setzt man also 

so wird 

sin 4 . 
= sm <pi, 

sin a, 

also 

Demnach wird die Gleichiing dor Kumc W zunachst 

CO8 CY 
- - 

cotg a, tg 6 = sin 

wo K das vollstindige elliptische I~i tegra l  1. Gattung bedeutet. Dem Winkel 
z 

cp, = ~2 entspricht aber eine Symmetrieaçhse der Kurve W, welche somit durch 

den Winkel Lyh' 
COS OL1 

bestimmt ist. Zahlt man also den Polarwinkel u von der Symmelrieachue aus, 
indem man sotzt 

" = % b u - +  

so wird die Gleichung der W~ilzungskicrve IV 

U 
ctg 8 = tg  a, "n 

(cos <) 

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



rc 
einem von verechiedenen Winkel cp, durch die %entrale, der dorch 

die Gleichung cos g;, = cotg cr, sin 4, 

bestimmt ist. Daa Zahnprofil Z, ist dann derjenige GroBkreis, der 
normal zur Tangente der Eingrifflinie in O steht. Wird also das 
Profil 2, um 0, gedreht, so id jetzt die Eingrifflinie der geometrische 
Ort der FuBpunkte der Lote aus O auf alle Lagen von Z ,  Die Ver- 
zahnung ist also das Analogon zur Geradflankenuwsahnung der Ebene. 

Wenn endlich das Bogenelemeiit ds, verschwindet, so reduziert 
sich 2, auf einen I'unkt und wir haben die spharische Pzcditverzahnung. 
Die Eingrifflinie ist Sestimmt durch die Bedingung 

deren Integral lautet: 

(47) sin 9. cos <p - cotg or, (cos 8 - cos 8,). 

Die Eingrifflinie ist also wieder ein aus dem Punkt O, beschriebener 
Kreis E vom Radius Ro, mo 

ist. 
cos R, - cos a, cos 8, 

E s  ist ferner die Walzungskiirve W der Teilkreis Tl selbst, wodurch 
sich erklart, da1 das Profil 4 punktformig sein muB. Das Profil 2, 
wird eine spharische Epitrochoide. 

Für 4, = O f i l l t  der Kreis E mit dem Teilkreis Tl zusammen 
und es ergibt sich die 316glichkeit, nach Satz II eine neue Verzahnung 
zu erhalten. Vergr6Bert inan alle durch O gehenden Radien 4. von Tl 
um denselben Betrag E, so erhiilt man als Eingrifflinie eine spharische 
P a s  calsche Schnecke, wiihrend die neuen Profile XIr  und 2,' Bqui- 
distanten der alteil werdeii. Insbesondere ist 2,' ein mit dem sphiri- 
schen Radius E um den Punkt XI beschriebencr Kreis und es kann daher 
die Verzahnung als sphiirzschc Tr'riebstoc1il;ersaI~nu~zy bczeichnet werden. 

Bus der vorstehenden Darlcgung geht hervor, daB sowohl in der 
Ebene als auf der Kugcl alle bekannten Verzahnungsarten einzig aus 
den Bedingiingeii hervorgchen, welche der Eingrifflinie auferlegt werden 
konneri. Es ist dahei. zu erwarten, daB im Falle der Verzahnung der 
Hyperholoidriider die Eingriffs/laehe im Raume die aneloge fundamentale 
Bedeutung für das Verzahnungsproblem haben werde, welche der Ein- 
gifflinie f ü r  die zylindrischen und konischen Riider zukommt. 

D r e s d e n ,  im April 1907. 

Zeitschrift f. Matliurnatik ii. Yligsik.  56. Raiid. 1908. Heft 3. 
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Der Kreisscheibentrager 

Der Kreisscheibentrager. 

Von Banrat ADOLF FRANCK? in Alfeld a. d. Leine. 

1. Die allgemeine Differentialgleichung der elastischen Verbiegung, 

Sei eine Kreisscheibe (Fig. 1) gleichnGBig am Ilande aufgelagert, 
d a m  gelteri - bei rollkommener Symirietrie in bemg auf den Rllttel- 
punkt und Ursprung O - die Gleichungen: 1)f = 2 . ~  x. W L ;  Q = 2n x. q, 
wenn Q und M Querkraft und Moment des ganeen Kreisschnittea 

 PI^ 1 2 n x h, y und ?n die entsprechenden Krafte der 

P 
Langeneinheit bedeutcn,und ferner gilt stets die 
Monientengleichuiig der elastischen Riegung y : 

v d ' y  d e  y 
A , 2 n x E J  - - J I ;  E J  n wa 

O A d z e  d x 
hJ 

also J =  das Trlgheitsriionierit der Langen- 
1 2  

einheit 'uedeutet. 

Die fernere, für den Tra~ba lken  übliche - 

d lll d m  
Gleichung = - Q ; = - q 

d x  
würde für 

den Kreisscheibentrager nur sehr angeriiiherte 
rechnerische Uedeutung haben und muB - 
für eine richtige Darstellung des Verlaufes 
der innercii Kriifte - cntsprechend ergiinzt 
wcrden, weil die Wirkiing der Rhgkriiftti 
nicht, vernaclil%ssigt werden darf. 

Durch die Betrachtung eines Durchmesser- 
schnittes, der, z. B. bei Punktlast P iri O, 
augerischeinlich das statische Moment der 

Auflagerkrafte eirier Hiilfie als irinere Kraft aufzunehmen hat, wird 
erkannt, da8 liingmomente u, aber - wegen der vorausgesetzten voll- 
kommenen Symmetrie kcinerlei Ringschuhkrafte auftreten. 

Der zu den Ringnonlenten a zugehorige Krümmungshalbmesser g 
ist gleich der Seite des im R,inge 2nx von den Normalen der Plache 
der elastischen Varbiegung gebildeten Kreiskegels und hat mithin, mit 

bezug auf die Kleinhnit dos Zahlenwertes dt dcn Wert: 
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Von ADOLF ERANCKE. 259 

und also hat das Ringmoment der Lkgeneinheit a den Zahlenwert: 

Hetrachten wir (Fig. 2), den Kreisausschnitt OAA des kleinen 
Winkels oc, so nnterscheidet sich dieser Triiger charakteristisch von 
dem einfachen Dreicckstrager lediglich dadurch, daB die Seiten 0 8  durch 
die Ringmomente a belastet sind. Dio Ebene dieser Momente bildet 

den Wiiikel 90 - -: mit der Triigerachüe, und wir er- Fig. 2 

halten daher durch Betrachtung eines Elementes dx 
dieses Triigers die Gleichung des Momentenzuwachses: 

ci 
d 3 f =  - - Q ~ X  + 2 a d r s i n  

2 .c 
oder 

d M  Für geniigend kleines a ist a = 2 sin -? und mithin, da 
2 d x  

d x B l  "Y] 
- - - [ dx' 272 ------- 

d x 
ist, gilt die Differentialgleichung : 

lndem die Querkraft &, nach dem jeweiligen Kriiftebilde, als gegobene 
Abhzngigkeit von x dargestellt wird, kann diese Gleichung 1 als die 
allgemeine Differentialgleichung fiir das Gesetx des Verlaiifes dei. 
ela~tischen Verbiegiing aiifgefaBt werden. 

II. Ahwendungen. 

1st die Hohe h der Schcibe und also J unverandert, so gilt mit- 
hin die Differentialgleich11ng : 

O der 

Indem ein Einzelwert y = xn für die linke Seite der Gleichung den 
Wert  ergibt: n2(n - 2) xn - a ,  so entspricht der Differentidgleichung 

die allgemeine Integrallosung: 

y = Cl + C, x" CC, log. nat. x 
17* 
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und diese Losung enthilt mithin und stellt stets dar die drei willkür- 
lichen Integrationsfestwerte der allgemeinen L6sung der Gleichung I a  
für den Fall Q = f (x'l verschieden von 0. 

1) Volle Belastung p. 

Piir Q = pnxa gilt die Gleichuq:  

d y  und, da - = O für x = O kt ,  gilt die L6sung: 
d x 

oder, weil y = O ist am Auflager für x - r: 

Die einzige Unbekaniite dieser Gleichung, das Biegungsmoment nz, 
im Mittelpunkt, wird bestimmt durch die Art und Weise der Tlagerung 
des Triigerrandes. 

3 Bei freiem Aufliegen ist B J  = O Wr -c = r ,  also m - . rs d x  - l b p  

- 3 
- 

1 6 z  
Y, wenn P -para die Gesclmtlast ausdrückt und es gilt die 

5 - 6 x v  

Gleichung der Verbiegung: RJy = p 5 r'- 6 r 4 x 2 +  x4 l 64 

d e y  3P Da lii = - EJ - = - (r2 - ir t ,  so ist der Wert nz, = Gn d x P  16 

ziigleich der mafigebende Wert für die Bestimmung der erfordei-lichen 

Plattenstiirke h. 1st 6 die zuliissip Spannung, so k a m  mithin h nach 
der Formel bemessen werden: 

- 
h' 3P 

6 .  - = - "der h - rund O,6 1/: 
6 1 6 n  

Diese n h l i c h e  Formel darf man auch für praktische Fiille mit  hiii- 
reichender Genaiiigkeit und Sicherheit beibehalten für quadratische, an 
den Raiidern freiaufliegende Platten, wenn unter P = p b2 die gesamte 
auf die yuadratische FlZche der Seite 6 bezogene Last verstanden wird, 
weil das Biegungsmoment m, im Mittelpunkt für diesen Fall naturge 
miiB zwischen dern entsprechendem Werte des umschriebenen und des 
eingevchriebenen Kreises liegt: 
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Ware im anderen Palle der Rand d l i g  undrehbar eingemauert, BO 

d Y würde, fiir - = O für x - r ,  der Wert  mo = 
d x 'f und mithin die 

16 

Gleichung: 

Weil aber vollige Undrehbarkeit in der Wirklichkeit niemals v6llig 
erreichbar ist, v i e h e h r  bei Bindung des IGmpfers in der zwischen 
rampfermoment m und Gmpferdrehung y bestehenden einfachen Be- 
ziehung B = -f m dern Werte B, welcher das widerstehende Wider- 
standsnioment des elastisch gebundeneii Kampfers für die zwangsweise 
Drehung 9 - 1 ausdrückt, niemals ein cc-groBer Wert zugesprochen 
werdon darf, so erhalten wir, bei zwangswciscr Bindung des Auflagerri 

m EJ EJ sus y = + --; B=--. - 
- B 1 7 '  'ï 

9 = l m  den Wert:  

p r y  (1 f 31) 
Who - 

16 (1 + i) 
und mithin 

E Jy - pra . 
32 l + i  

und es eritspricht der unveriinderliche Wert Â dem elastischen Werte 
E J  
r- (P für das Kiimpfermoment 1, wobei der Sonderwert l = ao die freie 

Drehbarkeit, A. = O den in Wahrheit nie erreichbaren Grenzfall der un- 
drehbaren Einmauerung darstellt. 

2) Einzellast. 

Für Einzellast P im Mit te lpukt  O gilt die Differentialgleichung: 

d J y  day P 
6 J ( z a;, + d;i - a9 1 = P, mit der Integrall6sung: 

Cx' Px"lx EJy=EJyo--- - -  
2 8 rr 

oder, weil y = O für x = r :  

Die Unbekannte c dieser Glcichung wird auch hier bestimmt durch das 
Verhalten des aufgelagerten Bandes. 

Bei frcier Auflagerung gilt der Wert: 
P 

c = . ( 3  + 2 1 r ]  und rnithin die Gleichung: 
8 n 
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262 Der Kreisucheibeutriger. 

wahrend die allgemeinste Darstelluug, wie in dern vorhergelienderi Palle 
gegeben wird durüh die Betrachtung elastischer Einupannung bei den 
MTerten Bp - $- m 

n~ m A r . (p = -R- = ) 
E'J 

= .. 
IR ' 

und es stellt auch hier A. - oo die freie Auflagerung, 1. - O die vollige 

Y1g. S. 
Uridrehbarkeit dar. - 

3) Gleicllutzü&e Belustu~zg des Irw~eîzlreises. 
Sei, Fig. 3,  lediglich der innere Kreis des 

A A Halbmessers c gleichm5Big mit p belastet, 
dann gilt von x = 0 bis x = c die DiEerential- 
gleichung : 

mit der zugehorigen Tntegralgleichiing: 

(1) 
m , s y  . pz4 

E J = E J y ,  

wahrend auf der unbelasteten Ringfiache, also 
von x = c bis x - r die Gleichungen gelten: 

d 9 y  d ' y  - 1 d y  Q 
E J ( ~ ~ + & >  z j J = G  

pcP = unverindert = -, 
2 

A se pc" ( I I )  E J y = A o + A , 1 . ~ + + +  L -.x".x s 

Die vier Unbekannten, y,, m,, A,, A, sind bestimmt durch den 
Zwang der Cbereinst i rnrn~n~ der aus den beiden verschiedenen Glei- 

d'y chungen für s = c RieBenden Werte y,  2 und d x e >  -- aowie diirch die 

auf die Art und Weise der Auflagerung bezügliche allgemein aus- 
gedriickte Bedingung: 
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Von ADOLF FBAXCKE. 263 

b u s  der Gleichheit der Werte 2, &: fiir L. - e erhiilt man die 

woraus durch Abziehen der Gleichungen voneinander der Wert  gefunden 

wird A, - 
Sei nun z.  B. die Auflagerung frei, BO gilt für A = cs;l die Gleichung 

- O für z = r und mithin ist: as = m g .  4. 

A p cP 0 = + ii, + - { 3  + Zlr} ,  8 

wodurch, für A, = fg2 - P: { 3 + 2 l r  ) , die Glei- 

chung II vollstàndig festgestellt ist durch den Ausdruck: 

P"' l 5 + i;;q (11) E J ~ = ~ ~ (  -. lcxi 

P cP 2 3 + g - . ( x 2 ~ . -  r + - ( T ~ - z ~ ) ] .  2 

Für genügend kleine, verschwindende Werte c 
erhilt  man daraus für ncgp = P die oben für Punkt- 
last P abgeleitete Gleichung und man erkennt, daB für 
nicht verschmindende Werti: c der erste Wert  der 

die Alschaiiïhung 

der elastisehen Durchbiegung im Vergleich mit kon- 
zentrierter Punktlast darstellt, und durch Ableitung 
der Gleichung (II) erhiilt man das von einer auf den kleinen Angriffs- 
kreis c verteilten Einzellast P im Arigriffspunkt erzeugte Biegungsmoment: 

Sei, Fig. 4, p = p, (1  T 0 ; )  so ist: 

2. 

und es gilt die Differentialgleichung: 
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264 Der Kreisacheibentriiger. 

E'ür freie Auflagerung wird: 
3 p , r 2  48p0ry 

4 5  ' ' m o = - i 6 -  - - 
EJ 

wiihrend allgemein, bei elastischerBmdung7cp = -A m, 
sich der allgemeine Wert ergibt : 

1  + 8L 
THo = 

-- - - 
16(1+A) 45(l+L) 

5)  Para6olische Belastung. 

s ( i + 4 L ) J -  
x P  

Sei, Fig. 5, p =fi (1 f O ; , ) ,  dsnn gilt die Diffe- 

rentialgleichung : 

mit der Integrall6sung: 
no, ( r P  - x') po (x4 - r4) x6 - r6 

E J Y =  - +y4 - opal 6~ 36 . r l  

Fig 6.  und mit dem allgerneinen Werte mo: 

(1 + 3L)r2 If + SA.) )P ' .  p m o ( l f A ) = P o ~ 6 - - -  90 

6) Dm Scheibentrager mit Mittelstiitzung. 
Sei der Scheibentrager der Fig. 6 glei&m%Big 

mit p belastet und im Mittelpunkt O durch die Kraft 
X = @yo des elastischen Auftriebes einer Mittel- 
stütxung gc~tiitzt, so geht die Differentialgleicbui~g : 

d P y  1 d y  Q EJixd8y+ - - - )  = - 
\ ZxS dxP x dx % 2  

iiber in die Gleichung: 
d S  y PX' - K = P- - ?Y!? 

3: d z  2 2 x  2 2 i 1  

mit der Integrallosung : 
W X '  pz4 ~ y o . x S 1 . x  EJy = EJyo - + 64  - 

- 

8 x  
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Für y = y, is t  x = O und mithin 

Eine zweite Gleichung zur Bestimmung der Unbekannten y,, oder 
K = @yo, und w wird gefunden durch die Bedingung des Verhaltens 
des innern Biegungsmomentes am R'ande. 

Bei freier Lagerung ist dicses Moment gleich O und mit,hin: 

Für + = m ,  yo=O, + y o =  K er- 
halten wir fcste Stützung mit den Werten: 

5 p r a x  
K =  

3 p ( x L r 7  5 p r P  - -~- + --{Zr - lx]. 
16 48 

Schreiben wir der in Wirklichkeit 
riicht als mathernatische Punktlast auf- 
tretenden Stützung den Wirkungskreis c 
zu, so erhalteri wir: 

7) Ringlad. 
Sei, Fig. 7, die Gesamtlast P gleich- 

rnaBig im Ringe des Halbmessers c verteilt, dann gilt für den Innen- 
kreis, also für Werte x = O bis z = c die Differentialgleichung: 

mit der Integrdltisung: 
x = 

EJy  = E J y o  - r n , , ~ .  

Im AuBenring, also f ü r  Werte x = c bis x = r gilt die Differential- 
gleichung 

(11) 

mit der allgemeinen Integrallosung: 
xe l' 

EJy = A,+ A , 1 - x  4 + ,,.x21x, 
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woraus durch Ableitung folgt: 

Pür z = c ist 

Durch Ziisammenziihlen ergibt sich: 

P 
A,+4Jd{Z .c+  111-m O 1 

durch Abziehen: P . c S  A - - .  
l -  8n 

Bei freier Auflsgerung gilt ferrier die Gleichung: 

und mithin ergibt sich, da y = O für z = r: für Strecke II die Gleichung 
der Durchbiegung : 

P 5 T 9 - 2 4  
E J ~  = -{(c2 8 n + zs)l. f (?)(3 - s)), 

au3 welcher beispielsweise die Gleichung des Biegungsmomentes folgt: 

d ' y  P x 1 1  - r n 0 = 8 J 7 =  d x  8n -122.-+CS(-- r2  x e  ) ] .  
8)  Ber Schkhentriger mit nach der  JhjperbeE atzwachendem Tra,qh&ts- 

moment. 
1st die Hohe 1% der tragenden Scheibe veranderliçh nach dem Gesetze 

3 

h, = hE, usu wachst das 'Ikilgheitsmoment nach dem üesetse J, - J .  2, 
wobei h ,  J die festen Werte des Randes bedeuten, und die allge~neine 
Differentialgleichurig der Verbiegurig nirnrut für diesen Fa11 die Form an: 

Weil ein Einzelwert y = x", als Wert der l inke~i Seite dieser 
GIleichung den Ausdruck liefert: 
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so werden die drei willkürlichen Integrationsfestwerte, welche der 
d ' y  

y = 0 entsprechun, gegeben in dem Losung der Gleichung - - - - - 
d s 3  x V d s  

Ausdruck: 
3- -5  - s + V Z  - 

y=L4 ,+A ,x  \Air: . 

1st nun, Fig. 8 ,  der die Last P in O iibertragende Pfeiler des 
Halbme~sers c mit der Krei~ischeibe aus einem GuB gefertigt, dann 
wiirde auf der Strecke von 

rig .  fi. 

x = 0 bis x = G mit einein 
konstanten, in bezug a i ~ f  
die übrigen Werte des 
Triigheitsmomentes sprung- 
weise machtig aqewachse- 
nem Werte des Tragheits- 
momentes zu rechnen sein. 
Der Einfachheit der Dar- . 
stellung zuliebe wird man 
es jedoch vorziehen, 

in h 
& 

/Lx 
solelieni Falie stetig iiacli - - 

47 
dem einfachen Gesetze der 
Hyperbel durchzurechnen 
von x = 0 bis x = r und 
erhiilt für Y = Q = un- 
veraridert aus der Diffe- 
rentialgleichung : 

das allgemeine htegral :  

9_ i5  
EJy= A , i  A1x 

~ e i 1  3 = O ist f ü r  
d x 

z =  O,  so ist A, = O  zu 
setzen und man erhalt für freie Auflagerung de8 Randes die Gleichung 
der elastischen Verhiegung : 
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Der Kreisscheibentriigcr. Von ADOLF FRASCKE. 

Fig. 9. 

IP 
sus welcher sich beispiels- 
weise der Wert des Rie- 
gungsmomentes m ergiht 

9) Der Scheibentrager mit 
ficcclz der Hyperhel zuacl~sm- 
der Hohe. 

1st Big. 9 11, = 11 - , (2  
rS so ist Jz = J3  und men 
x 

erhiilt aus der Diffeiential- 
gleichung : 

weil ein Sonderwert y = xn 
als Wert dei linken Seite 
dieser Differentialgleichung 
den ~ u s d ; u c k  liefert: 

woraus für A, = O und für den Fall freier Auflagerung des Randes 
die Gleichung der elastischen Verbiegung sich ergibt: 

-(l+vci 5 + @  

r -  = .s " E J y  - - + c$ 
10,5 + 3 i 1 3  
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Zur Anwendung der Zufallskriterien, 

Von OTTO MEISSNER in Potsdam. 

Die Anwendung der Zufallskriterien') auf die Fehler einer Beob- 
achtungsreihe oder auf eine andere zu untersuchende Reihe von 
Zahlenwerten, gibt zwar keinen cntscheidcnderi AufschluB über das Vor- 
handensein systematischer Fehler, wohl aber Anhaltspunkte über die 
Wahrscheinlichkeit von systematischen Einflüssen. Man darf deshalb 
den Wert derartiger Kriterien i n .  Einaelfai2e nicht überschatzen. Wenn 
aueh mit 90°/0 Wahrscheinlichkeit eine systematische Fehlerursache 
angezeigt mird, so kann man daraus doch noch nicht schlieBen, daB 
die gerade vorliegende Beobachtungareihe tatsücl~lich solchen Fehler- 
einflüssen unterliegt. Das wird wohl nicht immer vdlig nach Gebühr 
gewürdigt. 

Systematische Fehler, z. B. ein bei Iteduktion von Beobachtungen 
nicht eingeführter, aber in merklicher GriiBe vorhandener Temperatur- 
koeffizient, werden im allgemeirien auch periodisch auftreteri, d. h. bis 
zu einem Maximum wachsen nnd dann wieder abnehmen. Andernfalls 
sind sie eben von den xufilligen Fehlern nicht zu trennen, z. B. wenn 
im arigeführten Falle die Temperatur stark, aber uriregelmaflig ge- 
schwankt hat. SchlieWliüli wirlrt ja auch jede Fehlerursache syste- 
matisch, aber wenn sie unregelmiiBig auftritt oder mit nach andern Ge- 
setzen airkenden Fehlerquellen von gleicher GrGUenordnung ist, so 
nehmen die von ihr hervorgeiufcnen Fehleï den Ch:irakter von ,,zii- 

fiilligeil(( Fehlern an. 
Die Zufallskriterien geben somit ein MaB für dic mahrscheinlich- 

keit, ob in einer gegcbenen unregelmaBigen Reihc Y c r i o d i z i t d  vor- 
handen ist. (Einer regclmaEigen TZeihe sieht man die Periodizitiit ohne 
weiteres an). Es  kann jedoeh eine kritiklose Anwendiing der Zufalls- 
kriterien unter Umstanden zu Irrtümem führen. - Wenn eine Reihe 
periodisch sein soll, so muB diese Periode sich doch auch zeigen, wenn 
man nur einen I'eil, sagen wir die Halfte der Reihe, benutzt. Denn 

1) Vgl. H e l m e r t ,  ber die Genauigkeit der Kriterien des Zufalls bei Ue- 
obachtungsreihen; Sitz.-Ber. der math.-phys. K l a ~ s e  der Herl. Akad. der Wistienscli. 
v. 25. niai 1905. 
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ein periodisches Glied kami man in erster Ariniherung immer durch 
ein Sinusglied darstellen. Die Zufallskriterien rnüBten demnach, wenn 
sie fur die ganze Reihe Periodizitat wahrscheinlich machen, dies auch 
für einen herausgegriffenen Bruchteil der Iteihe tun. Ein einfaches 
Beispiel zeigt, daB dies nidd imnzer der Fnll zu sein braucht. 

Die Reihe laute: a, a . . . mal , a + 2 4  n + 2 k .  . . (gleichfalls (2 ) 
n. 
- mal). Es  werde auf sie das Abbesche Kriterium angewandt. Be- 
2 

zeichnet man die Fehler mit E,, F, usw. und setzt A = [~f ] ,  B = [ (~E, ,  - E,, -~)~] ,  
1 c=-[ & Y ] ,  so lautet das Ab  besche Kriteriurn 

I'n 
B A - - -  = O (mit dem mittleren Fehler G [ H e l m e r t  a. a. O.]). 
2 

Da das arithmetische Mittel der Reihe, bei der alle Glieder gleiches 
Gewicht haben sollen, = a + lc ist, ist 

A = nk2, B = gk2, 

R 
Für Werte von 12 > 9 i d  stets A - > C, und der Unterschied 

wachet mit wachsendem n immer mehr. E'ür n = 36 z. B. ist 
B A - - = 32 ka, C nur = 672. Man würde hieraus also mit gro/3er 
2 

Wal~rsci~einiiclzh-eit auf das Vorhandensein einer Periode schlieBen. Gleieh- 
wohl wird man eine derartige Reihe doch kaum als périodisch be- 
zeichnen. In der Tat, wendet man etwa auf die erste Hdfte  die 
Kriterien an, so wird A =  O und B= O, d. h. es ist keine Periode da, was 
man natürlich bei dieser iclealisierten Reihe sofort sieht. In Wirklich- 
keit koiuineii zwar derartige Reihen selbstrerstiindlich nicht ror, viel- 
niehr sind stets rioch z u f d l i g e  Fehler da, die ein Hin- urid Herschwariken 
der Werte ve~ursaçhen. Wendet man nün auf derartige Reihen ein 
Zufallskriterium wie das Abbesche an, so wird eine Periodizitat vor- 
getiuscht, die nicht vorhanden ist. 

Als Beispiale mogen zwei Tabellen dienen, die die stiinniehe Ver- 
teiliing von 3fensclzm gefiihlter Rrdheben angeben, und zwar enthalt 1. 
die in der Schweiz von 1880 bis 1891 gefühlten Beben, II. die in 
Italien und den Alpeiigebieten vorn X 1900 -VII 1905 gefühlten 
Bodenbewegungen. Beide Male erhalt nian eine grobe Wahrscheinlich- 
keit für Stattfinden einer Periode, wenn man das A b b  esche Kriterium 
alif den gnnzen T a y  anwendet, eine sehr kleine, Terin man Tag und 
Kacht gesondert behandelt. 
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h 

O 
1 
2 
3 
4 
5 
6 
ï 
8 
9 

10 
11 
12 
13 
14 
15 
16 
17 
18 
19 
20 
21 
22 
2 3 

Summe 

Von OTTO MEISSNEII. 

1. 
Bebenzahl h 

43 O 
39 1 
44 2 
48 3 
46 4 
41 5 
27 6 
2 1 7 
11 8 
1 0 9 
11 10 
19 11 
10 12 
10 13 
11 14 
9* 15 

11 16 
20 1 7  
15 18 
13 19 
19 20 
37 21 
33 22 
37 23 

585 Summe 

II. 
Bebenzahl 

56 
54 
4 5 
3 9 
54 
5 7 
44 
39 
41 
43 
47 
36 
41 
4 1 
40 
32 
32 
34 
27" 
38 
49 
36 
52 
56 

1085 

Dies geht klar aus folgender Ubersicht hervor: 

A B 
B A -- - 
2 

C 

Oh-23h 4366 1372 + 3680 892 
1. Schweizer Beben 148 270 -k 13 40 

21h- 5h 158 178 f 69 56 

II. Ital. Beben 

I n  lneiden Pallm ist also wahrend der Nacht und wiihrend des 
Tages, d. h. der hellen Tageszeit, keine - oder so gut wie keine - 
Periodizitat erkennbar. Dagegen ist die Anzahl der Beben in den 
Nachtstiiiiden gr6Ber als in den Tagmstunden, was zunial bei den in 
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der Schweiz gefühlten Beben, weniger bei den italienischen, hervortritt. 
Die Ursache kann nur eine subjektive sein: im Tageslarm überhort man 
leichter schwiiihere Behen oder halt sie für Wagengeraseel und da- 
durch bedingte Erschiitterungen. In der Nacht uerscld~ft  zswar wohl 
mancher ein leichtes Beben, wer aber wacht - und meistens werden 
in der betreffenden Gegend irnmer wenigstens ein paar Leute wachen - 
fühlt in der Stille der Nacht bei horizontaler Lage auch ganz leichte 
Erschütterungen. Dai3 in Italien auch am Tage relativ viele Beben 
gefühlt werden, mag daran liegen, daB die Erschütterungen meist starker 
sind. Auch wird die Bevolkerung oft, zumal nach Hatastrophen, gewisser- 
maBen nervos und achtet auf die leisesten StoBe; es ist durchaus nicht 
immer der Fall, daB sie sich daran gewohnt und schwache Beben gar 
nicht weiter beachtet. 

Jedenfalls scheinen mir diese Beispiele gceignet, nachzuweisen, da0 
man gut tut, die Ziifallskriterien niiBer auf die ganze Reihe der zu 
untersuchenden Zahlenreihen auch auf Teilreihen anzuwenden. Erhalt 
man dabei sehr verschiedene Wahrscheinlichkeiten für das Vorhanden- 
sein einer Periodizitat, so ist diese mehr als fraglich und eine weitere 
Untersuchung notig, deren Einzelheiten sich je nach dem Material 
werden zu richten haben. 

P o t s d a m ,  24. April 1907. 

Die sogenaiinte Reaktion der ausstromenden Flüssigkeit~n.~) 

Von Geh. Beurat PFARR, Profesfior an der Technischen Hoclischule in 
Darmstadt. 

Die AusfluBoffnung f2 des runden GefSBes mit gerader senkrechter 
Achse in E'ig. 1 sei vorerst geschlossen und das GefàB bis zur HGhe h, 
mit E'lüssigkeit gefüllt. Vom Eigengewicht des GefiiBes abgesehen, 
haben in diesem Zustand die Tragstützen ein Gewieht G gleich dem 
des F'lüssigkeitsinhaltes zu tragon. 

Wird der AusfliiBquerschnitt f, freigegeben und das GefaB dabei 
deratt nachgefiillt, dai3 es auch dann noch die Füllungsh6he 71, bei- 
behilt, so findet erfahrungsgemal eine Abnahme der Stützenbelastung 
statt. Der Verringerungsbetrag R, die für die Beschleunigung der 
-- 

1) Es handelt sicli riicht uin neue Satsachen; immerhin glaube ich, daB die 
hier entwickelte, meines Wissens noch nicht eingehend dargelegte Anschauung zur 
Klarung des Begriffs der sog. Reaktionskriifte beitragen dürfte. 
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durchflieBcnden Flüssigkeit verwendete Kraft, stellt sich in bekannter 

worin y das sekundlich das GefaB durchstromende Flüssigkeitsvoluriien, 
y das Gewicht der Bolumeinheit, v, die AusfluBgeschwindigkeit und 
v, die Geschaindigkeit darstellt, mit welcher das nachfüllende Wasser 
drncklos den Einfüllquerschnitt f, in miner gauzen Ausdehnung durcheilt. 

Die Stützen- Fig. 1. 

belastuiig hat  bei i 

ge6ffrietem Aus- 
flufl nur  nnçh den 
Belrag P= (T: -1Z 
und die Gr& R 
wird als Reak- 
tioriskraft der aus- 
stromenden Flüs- 
sigkeit definiert. 

Solange der 
Querschnitt f, ver- 
schlossen kt, herr- 
schen in clcr r ~ ~ l i c n -  
den Flüssigkeit 
s t~ t i sche  Einheits- 
driicke, proportio- 
na1 der T i e k  y 
unter dem Flü3sig- 
keitmpiegel zunehmend, die sich als entsprechende Normalpressungen 
auf die GefgBmiinde ZuBern; die Summe der vertikal abwarts gerichteteii 
Komponenten diescr Driicke auf nTHnde und RodenverschliiB entspricht 
dern Gewicht des Gefiifiinhaltes. 

Nach dern Ofken von f, und hei eingetretenern Reharrungszustand 
haben sich die Einheitsdrücke im Innern der Flüssigkeit, also auch 
die Normaldrücke gegen die GefaBwaiidungen, auf bestimmte Retrage 
vermindert, weil den gegen die AusfluBXnung hin a b n e b e n d e n  Quer- 
schnittgroBen folgend, die Umsetzung der Druckhohen in Geschwindigkeit 
vor sich geht. 

Die als Reuktion clcs aztsfliebende.iz Wussers bezeiclmele tct~cheine?zde 
Kr-uftizu/3e.i.uny ist nichts weiter nls die E'olye des ATaclzlussens dieser statischen 
~ i o ~ m a l d ~ - ü c k e  p y e n  die Gefabwande. Der Retrag der Reaktionskraft nacli 
G1. 1 15Bt sich narnlich im Einzelfalle ohne weiteres xahlenmiiBig aus 

Zeitachrift f. Msthematiku. Physik. 56. Band. 1908. Heft 3, 1 s 
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dem Wegfallen des Druckes auf die nunmehr freigegebene Bodenflache 
f, und aus dem Betrag der TTerminderung in den vertikal obwarts ge- 
richteten Komponenten der Wanddrücke feststellen. Aber auch in ganz 
allgemeiner Weise kann diese Bereclinung als gültig bewiesen werden; es 
ist nur die Differenz zwischen den Vertikaldrücken auf die GefiBwZride für 
das unten verschlosserie (G) und das geofliiete G e f 3  (P) zu bestirnmen. 

C h t e n  yeschlosse~zes GefÜP: Trngstützcnbelastung G gleiüh deni Gewiüht 
des ruhenden Flüssigkeitsinhaltes. 

Wir  dcnken uns dcn GefàBinhalt in zwci Teile zerlegt, in den 
über f, Fig. 1 stehenden Zylinder vom Rauminhalt f, . h ,  und den diesen 
umschlieBenden Hohlraum bis zur GefiiBwand, mit dem Rauminhalt im 
Retrage Y = h ,  

worin y den Abstand Yom oberen E'lüssigkeitsspiegel, df' die Horizontal 
projektion der Kingfliiche des GefiBes zwischen den Tiefen y und y + dy  
liegend, bedeutet. Wie sich zeigen wird, ist es fiir den nllgemeinen 
Nachweis ilicht notig, da5 die Beziehung zwischen y und dem zugehtirigen 
d f ,  d. h. der Verlaiif der Cefafiforin, überhaupt bekannt sei. 

Das Gewicht des GefiiBinhaltes ist dann allgemein anzuschreiben als: 
y = l', 

Der erste Posten des GefiBinhaltes kann in einfacher Weise durch 
die Geschwindigkeiten ausgedrückt werden, wie sie sich nachher beim 
geoffneten und dauernd nachgefüllten CrefàB einstellen werden. IIierzu 
is t  nur notig, die Beziehung aufzustellen, wie aie beim durchstrümten 
GefiU von gegebenen Endabmessungen f, und zwischen v,, v, und Ir, 
besteht. Kür ideelle Verliiiltnisse, Abmesenheit aller Reit>ungs- und 
Wirbelverluste gilt bekanntlich 

und auBerdem kann geschrieben werden 

Nuch Einsetzen in Gl. 2 erhalten wir damit als Belastung der Trag- 
stützen bei geschlossenen~ Auslauf 
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Crefah geoffnet, stetiges hTacAfiille~z. Die Offniing f, ist freigegebcn, 
also ist vor allem der vorher auf den Verschlui3 wirkende Rodendruck 
f, - h,. - y ganz weggefallen, mithin nicht mehr in Rechnung zu st'ellen. 

Die zuerst durch die Tiefe y gegeben gewesene Einheitspressung 
(Druckhohe y) att der Gefi/3wand vermindert sich, der nunmehr an 
dieser Stelle herrschenden Geschwindigkeit v  entsprechend, in hekander 
VCTeise gemiiB der Bezeichnung in Fig. 1 au€ die Druckhtihe von ideell 

Nach ahwirts auBert sich auf die Ringflache c i f  nur noch der 
Druck h - d f .  y und die Summe der abwiirts gehendeil Achsialdrucke, 
die Tragstützenbelastung des Betriebes, stellt sich demgemiii3 auf 

Für  den Zwischenquerschnitt f und die zngehorige Geschwindigkeit 
v besteht die ganz allgemeine Beziehung: 

f .  v : f, - v, - y - Konst., 

4 mithiri ergibt siüh f = ;, wobei es gleichgiiltig ist, ob f als ebene oder als 

irgendwie gewdbte Querschnittsflüche aufgefaBt werden soll; ferner ist 

f . d v - j - v - d f = O ,  

Als Beziehung für die Tragstützenbelastung bei geiiffnetem Gefih 
ergibt sich dam, weil (if in sich gegeniiber du negativ ist: 

Nach Auflosen des zweiten Integrals findet sich die (gegenüber 
G verminderte) Trag-stützenbelastung P zn: 

h r  

Die Verrniiirlerurig der Tragstützenbelastung von G auf P borechnet 
sich dann auf Grund der Abnahme der GefaBwancldrücke in achsialer 
Richtung aus Gleichung 4 und 6 zu 

genaii entsprechend der Reaktionskraft R nach Q1. 1. 
18 * 
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Für das freie Ausstromen einer Flüssigkeit aus einem GefiiB mit 
gerader senkrechter Achse ist also das Auftreteii der sogenannten 
Reaktionskraft einfach zu erkliiren aus der Verminderung der hydro- 
dynamischen gegeuüber den hydrostatischeu Druckhohen gegeri die GefiiB- 
wande, spezieli gegen die Vertikalprojektionen der einzelnen Ringflaclien 
df. Die Verminderung von G auf P wird hie und da, falschlicli, der 

Fig. 2. 

Wirkung einer Gogenkraft zugefichrieben, wiilircild es sich gegenüber 
dem Ruhezustand tatsachlicih nur um das Naclilassen der Tom Wasser 
gegen die CrefiiBwande geiiuBerten Druckkriifte haiidelt. 

Aber aiich fiir jede andere Art clor Wasserzii und -Ableitiing gilt 
die gleiche Erklirung, beispielsweise fiir das unter Druck hl nachgefüllte 
und gegen die DruckhGhe h, au~gieBende Gefd3 von der EigenhGhe II,, 
Fig. 2, wie nachstehend erliiutert. 

Unten gach1o.sserze.s GefiiP. Hier stellt sich bei gleicher Teilung 
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 de^ Gefiiflraumes wie vorher die Tragstiitzenbelastung ein im Betrage 
ahnlich G1. 2 

A ,  

oder nach Fig. 2 
h, 

Hier ist es erforderlich, H durch v, und v, auszudrücken; für das 
DurchflicBen des GefiiBes gilt, analog 01. 3, für ideelle Verhiiltnisse: 

soda5 nus Gl. 7 mit fs = t, iihnlich Gl. 4, als Tragstützenbelastung für 

das GefaB mit geschlossenem Auslauf folgt 

A r  

Gefab p o f f i z e t ,  stetiges Nacl~füller~. Vor allem entfallt der vorher 
auf den Bodenverschlufl gerichtet gewesene resultierende Druck f, .Hm y, 
und an die Stelle der ruhenden Druckhohe h, + y tritt laut Fig. 2 bei 

Der auf die horizontale Ringflachenprojektion df entfallende Druck 
h . df . y ist dem eben genannten Werte entsprechend anzusetzen, also 
bctriàgt die Summe dci Drücke auf die GofiBwiinde in senkrechter 
Richti~ng nach abwarts und bei geBffnetem GefiiB 

Die zur Umforrnung der 81. 5 verwendeten Beziehungen bilden 
hier die G1. 9 um in 

und nach teilweiser Integration in 
h ,  
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Hier ergibt sich die Vermindermg der Tragstützenbelestung, auf 
Grund der Abnahme der GefaBwanddrücke berechnet, mit Hilfe von 
Gl. 8 und 10 als 

gleich wie vorher. 
Da in den beiden betrachteten Pillen die nicht integrierten Teil- 

posten von G und P, welche von der GefiiBforrn (y und df') abhiingen, 
für die Erruittlung von G - P = R aus der Rechnung fallen, so ist 
erwiesen, daB die Art des Überganges zwischen den Querschnitten f, 
und fi2, also die GefSBforin, auch wenn H, aus der Minderung des Druckes 
auf die GcfiiBwandungen berechnet wird, kcinen EinfluB auf die resul- 
ticrende GroBc von R ausüben kann. 

Die von denselben Gesichtspunkten ausgehende Berechnung ergilit 
bei einem GefaB mit gerader, wagrechter Achse Fig. 3 und 4 den 
gleichen Betrag des Eafteunterschiedes Q - P = R der sogenannten 

Fig. 3. Reaktionskraft in 
Richtung der 

Achse. 
Natürlich ist 

iui Palle der Fig. 3 
die Ltesultierende 
der Betriebsdruck- 
kriifte (P) von 
andcrer Gr6Be und 
Richtnng als bei 
Fig. 4, doch liegt 
dies in der ver- 
schiedenen Anord- 
nung begriindet. 

Bezeichnet G 
hier den in der 

Achseilrichtung, also diesmal horizontal, auf das GefiB mit geschlossenem 
Austrittsquerschnitt fi, mirkenden Druck der ruhenden Flüssigkeit, P den- 
jeriigen bei ge6ffnetern Austrittsquerschnitt, so ergibt sich für das iris 
Unterwasser getauchte GeFiB nach Eig. 3 (f, geschlossen). 

G = f i . l ~ i . ~ - f i - h , ~ y = f l ~ ~ . y  

oder auch in bekannter Weise unigeformt 
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Bei freigegebcncm DurchfliiB steht auf eincm über der wagrcchtcn 
GeBBachsc liogenden, unendlich kleinen Stiickchen der Gef&Bwandung 
die Druckhohe von innen her: 

also ist die resultierendc Druckhohe 

von links nach rechts miïkend anzuaehen. Der geseinte Axialdruck Y 
stellt sich dar als 

Pie. 4 

Durch Integration und Umformung wie vorher ergibt sich dann 
für das GefiB nach Fig. 3 

rechtugehend, und die Gr6Be des Verminderungsbetrages (Reaktionskraft) 
aus G1. 11 und 12 

4.7  n =  G -  P = - - ( v ~  - v ~ ) .  
9 

Für das im Oberwasser stehende GefiiB, Fig. 4, findet sich 

G = f, (hl - h,) . y = f, . H . y 
oder auch 

e 2 

(13) G = - v3 . -3 2 g rechtsgehend. 
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Uas GefiiB nach Fig. 4 zeigt mit freiem DurçhiluB in der Hdle / i r  

über der wagrechten GefkiBachse gegen die QeFiBwaud von innen licr 
v=-v ;  

die Druckhohe h, = 11, - li, - - und von auBen her ha = Ir, - k,. 
2~ 

Die resultierende Druckhohe ist also 

jd. h. von rechts gegen links wirkend) und demgemii8 wird h e r  

d. h. die Resultierende P der innereu und kiuBeren Wanddriicke geht 
hier im Gegensatz zu Fig. 3 der PlieBrichtung entgegengesetzt, d s o  
links. Das GefiB würde, wenn es nicht durch seine Schrauben an der 
Behilterwandung festgehalten wiire, infolge des iiuBeren Cbcrdruckes 
auf seine MTandungen gegen das Oberwasser zurückgezogcn werden. 

Die Gr6Be von R ergibt sich aber wie vorher auch zii 

Für ein GefaB mit gekriimmt~r Achse, d. h. mit beliehig ziieinmder 
geneigt stehendem Ein- und AusfiuBquerschnitt ist die vorgeschilderte 
Anschauungs- und Berechnungsweise natürlich ebenfalls zutreffend, wie 
dies noch kurz an dem in Fig. 5 dargestellten Rohrkriimmer mit ver- 
engtem wagrechtem AusfluB gezeigt werden soll. 

Bei geschlossener AusfluBoflnung f, ist G = O in Richtung des 
Ausflusses, horizontal, verstanden. 

Für  das geoffnete GefiiB finden sich die in der Horizoiltalen wirken- 
den Kriifte wie fol@: 

Der Rohrkrümmer habe durchweg qlelcheri Querschiiitt, f,, sodaB 
auch die mittlero Geschwindigkeit cl zwlschen dessen Bcgiiin und Ende 
gleich bleibt; die Ablenkung betrage 90°. Unter diesen Verh%ltrii,sen 
empfingt der Krümmer von dem durchstrhenden Wasser Ablenkuiigb- 
drücke gegen die AuBenwand gerichtet, deren Resultierende durch den 
Krümmungsmittelpunkt geht iind den Ablenkiingswinkel (hier 90") 
halbiert. Die Koinponentcn dieser Itesultierenden in ~ a g r e c h t e r  (links- 
gehend) und in  senkrechter Richtung stellen sich nach bekannter 
Berechnungsweise auf je: 
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Die linksgehende Horizontalkomponente der Ablenkungsdrücke wird 
bei einem Rohrkrümmer, der ohne Verengurig mit dem Querschriitt /, 
schon auagieBt, hier und da faluchlich auch als sogenannte Reaktions- 
wirkung erklart. 

Über die eigentlichen in Frage komnienden Wasserdruckkriifte 
in wagrechter Richtung ist folgendes zu sagen: Die gesamte axiale 
Druckwirkung auf die Innen- und AuBenwande des verengten Mund- 
stückes ist oben nach Fig. 3 schon ermittelt als 

(12) P = "1 VI '5- 29 ")' rechtsgehend 

dnnn noch auf die dem Krümmerende gegenüber 
von f, (innere Krümmerwmdung) in achsialer 

Hierzu kommt 
liegende Projektion 

Richtung der Druck f,(h, + h,) . y linksgehend, und auf die AuBenseite 
der Druck f, . h, - y in entgegengesetzter Richtiing, zusammen also 
fl(h,, + h, - lz2) = fi . H - y linksgehend. Dieser Retrag laBt sich, wie 
vorher, auch schreiben als 

2 2 

(11> P 3 - ~ l  4.r . "-1 2~ '2, linksgehend. 

So sehen wir drei Krifte in  der Horizontalen, die ihren Richtungen 
gem5B zusamrnengestellt, die Resultierende P liefern a h :  

P2 - Pl - P3: 
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hier also ist P linksgehend. Die durch die Freigabe von f, und die 
innere Druckabnahme verringerte, aber immer noch rechtsgehende Drnck- 
kraft P, auf das Mündungsstück, G1. 12, wird durch die überlegenen 
linksgehenden Erafte, speziell durch die gegen die Innenwand des 
Kriinimers tatige, aus der aufieren Niveaudifferenz H folgende Druck- 
hraft P, = 1; . H .  y überwuliden. Die relativ kleine Koruponente des 
Ablenkungsdruckes kommt dann auch noch mit dazu. 

Senkrecht nach abwiirts haben die Befestigungschrauben des Krüminers 

mit verjüngtem Auslauf die Ablenkungskomponerite Pl = . (ti, dam 
9 

den Drucli f,. 13. y auf die Projektion des Eintrittsquerschnittes vertikal 
abwarts gegen die Krümmerwantl auszuhalten. 

Zum SchluB sei noch bernerlit, daB die Berechnung der sog. Reaktions- 
krafte an sich fast immer bequemer mittels der allgemein üblichen dyna- 
mischen Gleichungen gcschehen wird, wcnn auch das Wesen und die 
A u ~ e r u n g  dieser Kriifte auf der Verrninderung der GefàBwanddrücke 
beruht. Nur in Einzelfiillen kann von der Feststellung der vermindert,en 
Wanddrücke nicht abgesehen werden, wie z. B. bei drehbaren Turbinen- 
leitschaufeln, vgl. P f a r r :  ,,Die Turbinen für Wasserkraftbetrieb'i S. 348 u. f. 

Bus den Vorlesungen Josef Petzvals über Ballistik, 
Ein-Beitrttg zur Geschichte der  Bafistik. 

N a c h  Bruchstücken eines Manuskriptes  u n d  Vorlesungsheften 
zusammengestell t  

von A. V. OBERMAYER in Wien. 

(Mit einem 'i'itelbild u n d  7 Abbildungen.) 

Die Vortriige, welche J o s e f  P e t z v a l  an der Wiener Universitit 
über Mechanik zu halten pflegte, hat er zu Ende der sechziger und 
zu dnfang der siebziger Jahre des vorigen Jahrhunderts auch auf 
Ballistik ausgedehnt. E s  mogen ihn dazu teils seine Beziehungen zu 
Gsterreichischen Artillerieoffizieren, teils Versuche angeregt haben, welche 
er mit einem nach seiner Angabe konstruierten Gewehre anstellte. 
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Er  legte seinen theoretischen Darlegungen das von E u l e r  ali- 
gegebene biquadratische Luftwiderstandsgesetz zugrunde, schrieb aber 
die Bestimmung der Konstanten desselben dem russischen Ballistiker 
General Ma j ew s k i  zu. E r  beschrinkte seine Entwicklungen auf flache 
Flugbahnen und leitete für diese, wie Peldmarschall - Leutnant Nic .  
F r e i h e r r  v. W u i c h  angibt, zum ersten Male die Kongruenz der Flug- 
bahnen und die Zulassigkeit des Schwenkens der Bahnen ab. Die durch 
die Integration der DiEerentialgleiühungen gewonnenen Hesultate richtete 
er zur tabellarischen Berechnung ein, und schloB daran die Errnittlung 
der hufsatzhohen für verschiedene Wurfweiten. Diese Vorlesungen 
wurden mit Auseinandersetzungen über innere Ballistik abgeschlossen. 

In dem von Dr. Krrnényi  erworbenen schriftlichen Nachlassc von 
P e t z v a l  hat sich die Kiederschrift eines Bruchstückes einer Einleitung 
z u  den Vortriigen über Ballistik und die Ableitung siimtlicher Pormcln, 
samt den früher angeführt'en Beweisen der Kongruene der Flughahiien 
und dcs Satzes vom Sehwenken der Bahnen vorgefunden. 

Mehrfachem Wunsche folgend habe ich es hierinit unternommen, 
(liese, mir von Dr. E rm én  y i üherlasseneii Rrnehstiickc nach stenographi- 
schen Aiifzeichnungen aus dem Jahre 1869 ZII ergiinzen. Es sind mir 
da,bei von Nutxen geweoen: Eine Tabeile, welche P e t z v a l  für den 
horizontalen Wurf im widerstehenden Mittel berechnet hatte und mir 
zur Abschrift ÜberlieB, dann eine von ihm angefertigte Zeichnung 
einiger Flugbahnen und der Aufsatzhoheii für einen Kugelstutzen. 

Der auf die auBere Rallistik bezügliche Teil der Vorlesungen ist 
dabei ausführlich dargelegt; den auf die iiinere Ballistik bezüglichen 
Teil glaubte ich nur kurz çkizzieren zu sollen. P e t z v a l  hatte den- 
selben auch melir vom praktischen Standpnnkte aus behandelt. Die 
innere Railistik befand sich zu jener Zeit überhaupt erst im Anfange 
ilirer Eiitwicklung. Die grundlegenden Versuche von A b  e l  und Pr' O b e l  
über das SchieBpulver waren erst 1868 begonnen, und die Methode 
zur Erm.ittlung der Vorgange im Innern von Feuerrohren ist erst kürz- 
lich in Angriff genommen worden. 

Ein historisches Interesse glaubte ich daher hauptsachlich den 
Petzralschen Entwicklungen über iiuBere Ballistik zuschreiheii zu 
konnen, wenngleich seine Ansichten über innere Ballistik manches Ori- 
ginelle enthielten. 

Einleitnng.') 

Das Problem des Widerstandes, den ein geworfener Korper in der 
Luft erleidet, ist ein sehr altes, und man suchte es so wie sich dies 
- -- 

1) Nach dem ersten Teile des vorerwiihnten Pet  z r  a l  schen Manuskriptes. 
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anch von selbst versteht anfinglicli durch Betrachtungeu popularer 
Natur zu losen. Man sagte beilaufig: Dieser Widurstand kann iiur ab- 
hiingig sein von der Gestalt des bewegten Korpers, von dem Quer- 
schnitte, mit welchein dersclbe die Luft durchschneidet, von dilr 
Geschwiiidigkeit seiner Bewegung und von  den Eigenschaften des wider- 
stehenden Mittels a h  da sind Dichte, Fliissigkeit usw. Vercloppelt man 
die Geschwindigkeit, so muB der  beaegte Korper nicht nur die doppelte 

- 

Nasse Luft von ihrer Stelle verdrangen, sondern er niuB dies auch mit 
doppelter Geschwiiidigkeit tun,  wozu der vierfache Kraftaufwaiid er- 
forderlich ist. Der Luftwiderstand ist daher, unter übrigens gleicheil 
Cmstinden dem Quadrate der Geschmindigkeit propoitional, kann also 
wiedergegeben werden durch eine Forniel: 

allwo TV der in Rede stelieiide Widerstand, v die Geschwindigkeit, f den 
Querschnitk betleiitet, mit welchein der Korper die lluft rliirchschneid~t, 
A aber einen konçtanten Koeffizienten vorstellt, der einerseits von der 
Gestalt des Korpers, andrerseik aber von der Brschaffenheit der Fliissig- 
keit abhSiigig ist, in der die Bewegung stattfinclet. Diese Formel ist in 
der artilleristischen Praxis auf eine eh-as  zu harte Probe gestellt worden, 
und hat  sich für groBe Geschwindigkeiteii v nicht bemahrt, indem man 
fand, daB der Luftwiderstand nicht wie das Quadrat der Qeschmindig- 
keit, sondern vie1 rascher wachse. P i o  b e r t  hat  daher von den Experi- 
menten Dr. H u  t t  o n s  Gebraucli niachend, gefundeu, daB TT-enn man der 
zweiten Poteriz der Qeschwiudigkeit noch ein der dritteil Potenz der- 
selben proportionales Glied hinzufügt, eine Formel erhnlten. wird, welche 
die gesamten Ergebnisse dieser Experimente genan genug wiedergibt; 
die Formel r i ad ich :  

Ir; = 0 . O s o f u 2 ( l  + p 1 ; )  

die für Projektile von sphiiriseher Gestalt gültig ist. D id io r i  hingegeu 
vermeint für Korper von derselben sphirischen Gestalt die hieivou 
einigermaBen abweichende: 

IV = O 00 fv2(/3v) 

setzen zu sollen. Beide Formeln sind demselben ubelstande unter- 
worfen: Sie andern namlich den numerischen Wert, wenn z; das Zeichen 
iindert. Dies ist sozusagen eine BloBe, die sich die Anülysis nie gibt. 
Es wird mithin nie eine gründliche rnathematische Theorie geben, die 
darauf zu führen veruiag. 

Dies ist vielleicht der Grund, der den russischen Offizier M a j  e \\-ski 
veranlaBte, nach eigenen sehr sorgfiiltigcn Experimenten, angestellt 
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ebenfalls mit spliarischen Projelitilen, folgende 
znstellen: 

W = 0 . 0 1 2 f " 8  

285 

andere Formel auf- 

Eiidlicll hat man es noch für gut befunden, die zweite Potenz der 
Geschm indigkcit ganz wegzulassen und den Luftwiderstand bloB der 
vierten Potenz proportional zu nehrrien; also ein W7 wie 

I j f  = /j fv" 

zu statuieren. Von don Urliebern aller diescr hypothetischen Formeln 
hehauptct ein jedcr: daB die seinige d e n  Anforderungen des Dicnstes 
im ganzen TJmfangc der artillerist,ischen Praxis vollkommen entspreche. 
Woran auch innerhalb gewisser Grenzen, und bpi  (lem geringen Grade 
der Genaiiigkeit, der sich nuf diesem Felde erreichen M t ,  kaum eiii 
Zweifel ohwalten diirfte; denn es tut  dies beinnhe jede Formel, ohne 
Ansnahme, und zwar iim so genauer, eine je griiBere Anzahl zweck- 
niiiBig best,immbarer ICoeffizienten darin enthalten sind. Also den An- 
forderungen des Artilleriedienstes dürfte bereits vollkoinnîen und mehr- 
fach Genüge geleistet sein. 

Betrachtet man hingegen die Angelegenheit vom wissenschaftlichen 
Standpunkte, so sielit inan vorerst ohne Miihe and sehr klar ein, da0 
doch ein und derselbe Koeffizient: der der zireiten Potenz niimlich, nicht 
gleiclizeitig alle mogliclien Werte von Nul1 an bis 0 ,030  anuelimen 
kann, daB riiitliiri von den angefïilirten Fornielri e n t ~ e d e r  die Mehrzahl 
oder alle fiduch sein rriüssen. ~ b e r h a u ~ t  ergibt sich aus niehrseitigen 
Erwii,yngeii, claB das Problem des Luftwiderstands durch die bisherigen 
Bemüliungen der Hallistiker ohngeachtet des bedeutenden Pulverver- 
brauches nicht nui- als niclit gelost, sondern als noch nicht einmal in 
Angriff genornnieil 511 betrachten ist. Man wei8 niclit einmal, welche 
Eigenschaften der Luft und sonstigen physikalisclien und mechanischen 
Faktoren das Zustandekoiiimeii dieses Widerstandes bedingen und noch 
vie1 wcniger in welchem MaWe. 

Die weiter folgenden Aufzeichnungcn bezielien sich, nack. al/genzeirzen 
Betrnchtuîzgcn ,Cher dic fhïçsignz Korper nuf die molekulare Koilstitution 
dcr Materie und auf aie Bedingungen der Stabilitiit. Da dieselben un- 
vollendet atibrechen und datlurch eine TTerhindung niit dein Probleme 
des Widerstandes gegen die 13ewegiing in fliissigen Kiiipern felilt, sind 
dieselben hier nirht weiter mitgeteilt. Es  kt,  nach einer Beinerkung 
in den Vortriigen iiber innere Ballistik, xu verinnten, daB :LUS jenen Aus- 
einandersetzungen der SchluB gezogen wurde, daB die Fliissigkeitsmole- 
küle sich in einem Gleicligewichte von aderordentlich geringer Stabili- 
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fit befinden, dao sich aber diese Definition doch nicht mathematisch 
ebensogut fasseii la&, wie etwa die Eigenschaft der E ' l ü s ~ i ~ k e i t ~ n ,  den 
Druck nach allen Seiten h m  gleichmiiBig fortzupflanzen; daB man infolge- 
dessen tluf die Aufstellung erripirisch~r Foruieln angewiesen bleibt. 

Der schiefe Wurf im  widerstehenden Mitte1.l) 

Dm T.trideratandsgeseix. Cnter allen bisherigen Amahmen  über 
das Gesetz des \ITiderstarids, den die atmospliiirische Luft einerri ge- 
worfenen Korper eritgegensetzt, 1st wolil diejenige die naturgemiiBeste, 
und mit der artilleristischen Erfalirung am meisten übereinstimmeride, 
die den analytischen Ausdruck dieses Widerstantles W zusanimenfügt 
aus zwei Gliedern, einern mit den1 Qundrate und eineni mit der 4. Potew 
der Grschwindigkeit 7;, narh einer Formel von E u l e r  wie 

Nach den sorgFiltigen Versuchen Ma j e w s k  y s sind allhier: 

(a> A = 0 . 0 1 2  a - 2 0 0  

und für diese Koeffizientenwerte bedeutet W den Widerstand in Kilo- 
grammen, den eine Kugel von einem .in2 Qiier~cliiiitt, die mit dei. in  
1Tetei.n gegebenen Geschn-indigkeit v in Rewqying gesetzt wird, in  der 
Tiiift erleidet. Hatte die geworfrmc Kugel einen flalbmesser p jn Metern, 
so muBte man diesem Ausdruck den Baktor zq2  hinzufiigen, wo 
= !' , .> . 1415936 kt .  Biir eine von der spharischen verschiedene Ge- 

stalt des Projektiles erhalten die Koeffizienteii A und a andere Werte. 
Der Baktor zg2 wird aber stets hinzugefügt und deutet den kreis- 
formigen Querschnitt des Projektiles an, mit welçhem derselbe die Luft 
durchschneidet. Es besteht demnach für sphiirische sowohl, wie auch 
fiir andere z. B. oblonge Projektile mit kreisfiirruigem Querschnitt eiu 
Luftwiderst'and W gegeben durüh die Formel: 

in Metern und Kilogrammen und dieser stellt eine Kraft dar, deren 
Richtung mit  der Bewegiingsrichtung zusammedall t ,  aber derselben 
entgegengesetzt ist. 

Die UifjerenliaLglaicl~~~~7gelz fiir den  schief'az W u r [  im widerstehenden 
X i l t e l .  Unter Voraussetzung diesev Luftwiderstandsgesetzes suchen wir 
die Gesetze der Rewegung eines geworfenen Korpers, annehmend, da8 

1) Kach dem zweitpn 'I'rile des P e t z v a l  schen Mttriiiskript,ea, dieses diirch 
.4bbildungeri ergznzt. 
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sonst aiiBer der Schwere keine beschleunigende Kraft voi-handen sei, - 

man mithin berechtigt ist, anzunchmen, die Bahn dieses Korpers liege 
in einer vertikalen Ebene, derselben, in welcher auch die anfiingliche 
Bewegungsrichtung gelegen ist. Diese Vertikalebene wahlen wir zur 
~oordinatenebene der z z  und ziehen in derselben die Achse dcr z hori- 
zontal, die Achse cler z vertikal, also mit der Richtung der Schwere 
parallel. Wir setzen ferner voraus, der K6rper werde mit der Aiifangs- 
geschwindigkeit c unter dem Winkel cr mit y iz  1 

der horizontalen Achse der x emporge- 
sclileudert und beschreibe in der Zeit t den 
Bogen Oa= S (Abb. 1) der Kurve OXA, 
die seine Flugbahn gcnannt wird. Die als P P x 

Funktionen von t hetrachteten Koordinaten 
des erreichten Punktes M seien n: iind a, so sind die Kriifte, mit deren 
Hilfe die Strecke z in horiyontaler und die Strecke z  in vertikaler 
Richtung von einer Masse rn beschrieben merden konnen, beziehlich 

Andererseits aber sind es nur zwci Kriifte, die auf die Bewcguiig 
des Projektila EinfluB nehmen, niimlich: 

1. der Lnftwiderstand TV, der im Punkte 1V mit der Tangente der 
Flugbahn zi~sammenfiillt, also die folgenden zwei Komponenten hietet: 

von welçhen die erste horizontal, die zweite vertikal ist. Sie sind mit 
dem negativen Zeichen zu versehen, da sie der Kichtung der positiveil 
Koordinaten entgegenwirken. Die erste dieser Kom~ionenten ist hori- 
zontal, die zweite vertikal. Hierzu konimt noch: 

2. die Schwere, die den vertikalen Kraften beizuz:;ihlen und alihier 
durch das Gewicht in Kilogramnien des in cler Luft gewogeneii Korpers 
auszudrücken ist, weil auch TV in diesem GewichtsinaBe gegeben ist. 
Nennen wir dieses Gewicht P, so ist dasselbe gleichfalls mit dem negtl- 
tiven Zeichen zu versehen. 

Es  ergeben sich hiemach die folgendeiî Diflcrcntialglcichungen dei- 

E s  frommt hier, die Masse m ebenfalls durch das Gewicht P aus- 
zudriicken, damit man in den Gleichungen lauter GroBen habe, deren 
Umsetzung in Zahlen dem Rechner keine Verlegenheit bereitet. Zu 
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diesem Zwecke nennen mir S den Gewicl-itsverlust, den dm in der Luft 
gewogene Projekhi1 erleidet und der dem Qewichte des verdrangten 
Luftvolumens gleichkommt, so da5 P + d' das eigentliche Gewicht dieses 
Korpers im luftleeren Raume darstellt. Dasselbe ist ein Produkt aus 
der Masse m in die Beschleunigung der Schwere gegeben in Metern. 
Nennen wir dieselbe g,  so ist g = 9 . 809 und man hat: 

Vermittels dieses Wertes elimiriiert man In aus (4) und erhiilt: 

Beweis der a~zywdwten  Kunyruenz der Bahnen; the Asymptotea. 
Bei jedem etwas komplizierteren Bewegungsprobleme tut man gut, den 
Differentialgleichungen als solchen bereits, und bevor man noch zu ihrer 
Integration schreitet, soviel von den Bewegungseigenschaftcn abzufragen, 
als sie zu verraten geneigt sind. mTir multiplizieren, diesen Zaeck ver- 
folgend, die erste der letztgewonnenen Gleichungen mit dz ,  die zweite 
mit dx und subtrahieren die erste von der zn-eiten: 

Die bckanntc Formcl fur den Krümn~ungslialbmesser einer be- 
liebigen Kurve, also auch der in Redc stehenden Flugbahn 

geht vermiige der Gleichung (6) über in 

Aus dieser Gleichung ist Folgendes zu erschlieBen: 
d x 

1. Am Anfange der Bahn im Punkte O ist v = c, = cos r z ,  rnithiii: 

r =  Ca(? + 8) 
P. g cos a 

5% 

Pür ci  = wird r = CO, also die Bahn des vertikal geworfenen 
2 

Korpers ist geradlinig. Für kleine Werte von a: ist 

a a oc4 
cos cc = 1 - - + - 

2 2 , 3 . 4  
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wenig von der Einheit verschieden und z. B. für a = &, was beiliiufig G o  
entspricht, von derselhen um weniger als ,:, abweichend. Man hat 
mithin fiir m5Bige positive oder negative Werte von a in eiriern ziern- 
lich betrschtlichen Spielraume 

oder, da r)' gegen P sehr klein zu sein pflegt, sehr nahe 
cs 

y Y -- 

!I ' 
vom Richtungswinkel a ganz unabhiingig und dem Quadrate der Ge- 
gchwindigkeit proportional. Solnnge die Eurve ziemlich flach bleibt 
und in allcn Punktcn unter einem miBigen Winkel gegen den Horizont 

cl x 
geneigt, kann man auch von - sagen, daB es von der Einheit nur um 

d s 

eine kleine GroBe der zweiten Ordnung verschieden sei, man also in 
allen Punkten der Flugbahn nahezu 

v 
y = -- 

9 

habe. Auch dieser Wert des Krümmungshalbmessers ist unabhiingig 
vom Richtungswinkel u, weil es die Geschwindigkeit v für wenig gegen 
den Horizont geneigte Bahnen ist, wie spater erheiien soll. Da nun  
die Reihen/'olye der Kriimmungshalhmesser die Gestalt der Kurue Destimmt, 
so sind alle, nzufi<qmz positzven zcnd kleinm fiegahen W i n k e h  u: enlspechen- 
delz FIugtrahnen nahezu identisch dieselbe Kurve von verschzedener Layeru~~g .  
Daher kommt es, daB der Schütze, wenn er einen über seinen Horizont 
etwas erhohten oder unter denselben etwas vertieften Gegenstand treffen 
wiU, nicht anders zu zielen braucht, als wenn sich dieser Gegenstand 
in seinem Horizonte selbst befindet. 

2. Mail kann sich die Flugbahn beidereeits, niindich von O nach 
rückwarts und von A nach vorwiirts ins Unendliche ausgedehnt denken; 
so als unendliche Kurve betrachtet, hat aie zwei Asymptotcn, xu jedem 
Ende eine, denn der Krümmungshalbmesser r in (7) wird zweiinal un- 
cndlich, niimlich für 

d x  v = CQ und 
d s 

= O, 

das eine Mal am einen Ende, das andere Mal am andern Ende der 
Bahn. Die zweite dieser Asymptoten ist vertikal gegen dx t: O. Die 
erste ist es nur bei parabolischer Bewegung und ohne Luftwiderstand, 
wie jedoch dieser letztere von Null verschieden ausfallt, neigt sich die 
Asymptote gegen die Achse der z immer mehr um einen Winkel, der 
auf theoretischern \iSTege aufgefuuden werden kann. 

Zoitachrift f. Mathornatik u. Phyeik. 56. Band. 1908. Heft 3. 19 
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Diese nicht unwichtigen Folgerungen sind noch ganz allgemein und 
von dem Widerstandsgesetze oder der Form der E'unktion W un- 
abhiingig. 

Die Integration der Biffwentialgl&chungen. Zur lntegration der 
Gleichungen sol1 aiif die E'orm von W Rücksicht genommen werden 
und wir substituieren die Funktion (3) in die Gleichungen (5); diese 
geben : 

d2x = - - ( l + p )  v d - x 
d t 2  h "s 

(9) 
dSz  v 2 v' dz 
dte = - ( l + - ) ) - s r ,  h a q s  

wobei der Kürze wegen 

gesetzt wurde. Die Homogeneïtiit der vorliegenderi Differentialgleichungen 
verlangt, daB h ebenso wie g und y' eine Linie sei. 

Offenbar ist es For allern andern von Interesse, denjenigen Teil der 
d x 

Flugbahn kennen zu lemen, für welchen - wenig von, der Einheit 
d s 

verschieden ist. nieser ist namlich nnr von der Geschwindigkeit des 
Projektils abhingig, von dem Wurfwinkel a hingegen unabhiingig, mit- 
hin ein integrierender Bestandteil aller mogliehen Flugbahnen, unab- 
iinderlich von Gestalt, solange als das Projektil seine Eigenschaften 
beibehalt. Um ihn in seiner ganzen Ausdehnung kennen zu lernen, 
setzen wir: 

(11> dx = (0 + O')ds 

und verstehen unter 0 eine Konstante, unter O' hingegen eine Funktion 
von s, so daB 

2 = Os +JO'ds 

wird. Dehrien wir dieses Integral aus von z = O bis zu x= O A = x , ,  
allwo die Bahn wieder deri Horizont erreicht, urid bezeichnen wir die 
Lange des Bogens OMA mit s,, so daB sich 

ergibt. Und nun verlangen wir, daB 8 als Konstante, O' aber als Funk- 
tion von t oder s so bestimmt werde, da5 

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



Von A. v. OBEHIAYEB. 291 

4-es l1)  und J e a = o  

wird. O' muB dann offenbar innerhalb der Grenzen O und x, bald positiv, 
bald negativ, immer jedoch entsprechend Hein sein und kann vermiige 
dieser seiner Reschaffenheit nur einen sehr geringen RinfluB auf den 
Zustand des Projektils am Ende A der  Blugbahn üben, so daB es ge- 
stattet ist, 8' in der Rechnung durch Null zu ersetzen, mithin 

w') dx  = O d s ,  d2x = Od's 

in die erste der Differentialgleichungen (9) einzuführen, die dadurch 
überpeht in 

oder auch nach einer leicbten Tran~formation in 

vdv v d v  v y  --=-=- 
v d t  d s  

Die DifYerentialgleichung (12) gibt integriert t in  Punktion von v;  die 
Differentialgleichung (13) integriert hingegen s in Punktion von v, denn 
man erhalt aus ihnen zunachst 

d t  - - hdv 

(1 + ;) 

Dann zerlegt man in  Partialbrüche: 

und multipliziert einmal mit - hdv, das andere Mal mit - hvdv und 
integriert, so erhalt man: 

h h 
t = - + - arctg + C v U 

S = 
h a P + u P  

2- 
log ye - + D. 

1) Die Bedeutung dieser Substitution besteht i n  der Anuahme eweier gerader 
Linien 031 und M E  (Abb. 2), welche zusammen genommen dieselbe Lange haben 
sollen wie der Bogen OAK, so daR Fig. S. 

O H +  XE= O A K  M 

und O R  = xl = Q.c, ist. Die gebrochene Linie O MK 
ist diejenige, welche an Stelie der krummen Linie O K 
g e s e t ~ t  und mit ihr  Punkt  fiir Puukt  und Liuie für 
Linie identifiziert wird. Es kann hiemach unsere Theorie nicht unmittelbar auf 
stmk gekrümmte Flugbahnen angewendet werden. 

19* 
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C und D sind Integrationskonstanten. Sie werden durch die Bedingiing 
bestimmt, da5 für t - O auch s = O und v = c wird;  die^ gibt 

und damit 

In diesen Gleichnngen ist keine Spur des Wurfwinkels a: zn entdecken. 
Die GroBe 6 ,  die einzig und hauptsachlich von cr abhiingig wiire, und 
die wir in die Differentialgleichung einzuführen den Versuch maehten, 
ist aus derselben von selbst herausgefallen. Dies beweist offenbar, da8 
die Gescliwindigkeit v auch bei groBerer Elevation der Flugbahn, z. B. 
bei dem wurfwinkel ct = 30°, noch in sehr geringer Abhangigkeit von ci 

stehe und lediglich abhangig sei von den in (16) und (17) vorkommen- 
den GrGBen, namlich der Anfangsgeschwiridigkeit c, der Zeit t und dem 
Bogen S .  

Bevor wir zur Integration der zweitjen Diil'erentialgleichung schreiten, 
bemerken wir, daB aus dieser bereits erschlossen werden kann: daB in 
dem herabgehenden d s t e  der Flugbahn die Geschwindigkeit v sich einer 
Konstanten, also die Bewegung einer gleichformigen fortwiihrend nehert. 

d z  In der Tat niihert sich in diesem Aste der Bruch - der negativen 
d  s 

d Z z  
Einheit; die beschleiinigende Kraft aher in denuelben MaBe mit dem 

der Ni111, d. h. die Bewegung geht in eine gleichformige über mit der 
nicht iiberschreitbaren Geschwindigkeit 

Nehmen wir jetzt die Integration dieser zweiten Diiferentialgleichung 
(9) in Angriff und führen zu diesem Zwecke eine neue Veriinderlichep 
ein, substituierend: 

d z  d s  d z  
d T = P z ?  P = &  

Hieraus folgt 
d P z  d e s  d p d s  
- = 2' -- + - . 

d t P  d t 8  d t d t  
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Substituieren wir diese Werte in die zweite der Gleichungen (9) 
urid subtrahieren sodann von ihr die mit p multiplizierte (12), so er- 
gibt sich: 

d s  oder, weil dt = - ist, 

g ' d s  dP = - 
ve 

und mit d s  aus der Gleichung (15): 

Pür die Zerlegung in Partialbrüche sej 

wonach mit Berücksichtigung von (15) erhalten wird: 

Die Bestimmurig der Integrationskonstariten C folgt daraus, da0 
für t = O, v = c ,  s = O urid p = sin a ist. Mithin wird: 

g ' h  C =  sincc + - 
2 cP  

(22) 
' h  1 p = S i n a : -  + ~ ~ = d = ~ i ~ y m  

uY  d à  

Urri endlich s zu erhalten, multiplizicrcn wir diese Gleichung mit d s  
und integrieren abermals, erhalten so zuniichst: 

g ' s z  g ' h s  g r h J c l ;  
z = s s i n c i +  - ~ 2  

2 a  2 c  2 

oder da nach obigem (20) 

besteht. so ist 
y ' h s  1 1 g ' s e  g ' h S  

B = S  sina: + 
( c 2 ~  7)  + - T;i + const. 
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Da für t = O, s = O, v = cl a = O ist, wird 

über Ballistik. 

die Integrationskonstante: 

q'h9 Const. = -- 4cZ ' 

g ' h s  1 1 g's9 g'h' 
(23)  s - s s i n n t  2 - ( 2 + - v 2 ) - k 2 a 9 -  ($-$). 
Die bisher berechneten Formeln enthalten die vollstandigo Auflosung 
des ballistischen Problems der Flugbahn mit mZBiger Elevation. Die 
(16) bestimmt dio Zeit in Sckundcn, binnen welcher die Geschwindigkeit 
von c auf a Meter herabsinkt, die (17) die unterdessen beschricbene 
Bogenlange s, gleichfah? in Meteïn, die (22) liefert die Richtiing der 

d z  
Bewegung am Ende des Bogens s und dor Zeit t, denn p = ist der 

Sinus des Winkels rp, welchen die geometrische Tangente MT zum 
Punkte M der Flugbahn mit der Achse der z einsühlieBt; in der (23) 
endlich ist die Gleichung der Flugbahn selbst enthalten. 

Die Grenzen, innerhalb welcher diese Formeln noch brauchbar sind, 
sind keine sehr cug gczogenen und man kann immerhin annehmen, da0 
dieselben, solange als weder sin a noch p = sin rp den Wert 9, ais0 die 
a! und rp genannten Winkel 30° nicht überschreiten, bei dem geringen 
in der Ausübung erreichbaren Grad der Genauigkeit, noch genügend 
verlaBlich seien. Der beyuemen Übersicht halber steilen wir die bisher 
gewonnenen Hauptformeln hier in eine Gnippe zusammen. 

h ç e ( v 5 + a 2 )  s =  l o g -  
2  v"c2+T? 

(24) a = s sin a: + 

Die  Flugbal~niiurve des Aorizonhlen TVwfes als HiZfsku?-~le. Setzeri 
wir in der zweiten und dritten dieser Formeln sina = O, d. h .  die an- 
fangliçhe Wurfi-ichtuny horizolztul und nennen wir die dieser Annahrne 
entspreühenden Werte von p und z beziehlich p' und s', so ist: 
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womit man dann hat: 

Die Gleichungen (25) und (26) entsprechen awar zwei verschiedenen 
Kiirven, bei deren einer die Ordinate z', bei der anderen s heiBt, jedoch 
besteht die ~erschiedenhéit  weniger in der Gestalt, als vielmehr in der 
Lagernng. Graphisch kann man sich diese Formverwandtschaft so ver- 
sinnlichen, da0 man die Gleichungen (25) bezieht m f  eine krumme 
Linie OND (Fig. 3). Dreht man diese ohne FormverZriderung um 
den Anfangspunkt O hcrum, bis sie in die Lage O M A  kommt, so ist 
die Kurve O M A  aber, wenn auch nieht in aller Strenge, doch nahezu, 
die den Gleichungen (26) angehorige. Diese Ahnlichkeit besteht selbst 
dann, wenn die OND eine betrachtlichere lirürnmung T erhiilt, der- 
gestalt, da5 die zum Endpunkte D gezogene Tangente mit der Abszissen- 
achse einen Winkel ein- 

Fig 3. 
schlieBt, der 45O übersteigt 
und ist selbst dann noch 
nicht bedeutend gesttirt, 
wenn dieser VITirikel 60' 
erreicht. Die Kurve (23), 
d. h. die O X U ,  hGrt bei 
einer so groBen Bogenliinge 
s freilich auf, eine wirkliche 
Flugbahn zu sein, die (26) - 
jedoch bleibt bei derselben Bogenliingc s noch immer eine uolche, solailigc 
als weder a nochp = sing; einen miiBigen Wert wie + üherschreiten. Hieraus 
folgt, daB, wenrn man die Flzcyhdn eines geworfenen K6rper.s gcometrisch 
konstruieren u~ill, man  keines7.r;~,qs noti,q kat ,  alle die Rahnen, die fiir 
verschiedene Winl~l  a: aus den (26) hervor,y7zm zu. aerzeichnen,, sondent, 
da/î man sich auf die Konstrukt~on der (25) beschrank~n und dicse Kurve 
als LTilfskurve hetrachten kann, aus we7~7zw alle mtiglichen Flu,qhahnen 
und ihre Xgensehaften abzuieiten sind. Zu diesem Zwecke ist es jedoch 
von Kutzen, die Gleichungen (24), (25), (26) einer angelegentlicheren 
Betrachtung zu würdigen und sowohl iiber ihre bequeme Verwendung, 
als auch über das Mai3 ihrer VerlaBlichkeit innerhalb gewisser Grenzen 
AufschluB zu erhalten. Zuvorderst kann bemerkt werden, da13 man in 
den Gleichungen (24) und (26) anstatt sin a und sin rp auch die Bogen n 

urid cp schlechtweg setzen kann, und dies zwar ohne die ger ingst~ 
Aufopferung der Genauigkeit, weil im Gegenteile a und y richtiger ist 
als sin 5 und sin y. Dies laBt sich auf folgende Weise dartun. Anstatt 
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die zweite der Differentialgleichungen (9) durch Einführung einer neuen 
Veranderlichen p auf Grundlage der (12), die selbst nur riiiherungs- 
weise richtig ist, weil sie aus der angenaherten Voraussetzung d x  = Ods 
hervorgeht, zu integrier~n, verschaffcn wir uns lieher eine ganz genaue 
Differentialgleichung ails der ebenfalls ganz exakten (9), die integriert, 
sowie die in p, ebenfalls eine Formel f'iir den Winkel rp liefern sol]. 
Wir  gehen hierbei von dem einfaçhsten Werte fü r  den Krümmungs- 
halbmesser r aus,. namlich: 

d s 
y=--- 

d y  ' 
welcher r negativ, mithin ds und da, von entgegengesetztem Zeichen 
voraussetzt, wie dies in der Flugbahn tatsiichlich der Fa11 ist. Da 
überdies d z 

t g y = -  
d z 

ist. mithin: 

d z  
so wird man von den Gleichungen (9) die erste mit - die zweite mit 

a s '  ~ - 

d x - m~lt i~l iz ierend und d a m  abziehend erhalten: 
d s 

d x d 2 z  - d z d 2 x  = - g ' d x d t 2  = d y  . ds2,  

d x a s  2 
welches, da - = c , o s a ,  ist und v ' - - (&) gleichbedeutend ist mit 

d 4 

g ' d s  
-- 

cos g> v4 

und hieraus durch Integration 

courpdrp 1 I+s in rp  
- - - l " < r -  - - 

cos <p 1-s iney  2 " l s i n r p  v 

Diese Formcln (28) und (29) sind noch ganz genau, jedoch von den 
früher gewonnenen (21), (22) un te r~ch ied~n;  alldort steht namlich 

d p  = d  sinp = eofi q dg; anstûtt u m  offenbar zu wcnig ist, d p  
cos cp ' 

würde der Wahrheit niiher kornmen. Dagegerl ist aber zu bemerken, 
daB man den gensuen Wert von v in E'unktion des Bogens s nicht 
kennt, sondern nur den aus der Gleiüliung (17) gezogenen angenaherten: 

welcher die Wirkung der Schwere auf die Gescliwilidigkeit c des Pro- 
jektils ganz unbeachtet IiBt. Nun vermindert aber die Schweqe das v 
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im aufsteigenden Aste der Flugbahn und verp6Bert dieselhe im ab- 
steigenden Aste dieser Bahn; ist mithin der Wurfwinkel a: miiI3ig positiv, 
so gibt die Formel (30) die Geschwindigkeit v zu gr01 für alle Punkte 
der Bahn vom Ursprunge bis zu einem wieder in  der Nahe des Hori- 

1 
zontes gelegenen Orte an; hierinit wird -< zu klein und mithin auch 

jas zu klein, folglich wird auch für den ersten Teil der Gleichung (28) 
v 

das zu kleine drp der passendere Wert sein, anstatt 5. Elienso 
cos rp 

wird für gr6Bere Werte von a: das cos dcp = d sin der Wahrheit niiher 

kommeii, für ganz kleine positive a: wird ctbrp selbst für eine gr6Bere 

Linge der Flugbahn verwendbar sein. 1st endlich a: = O oder negativ, 
d 

so wird man gut tun, -- = d t g  p zii wahlen. Allc diese DiEerentiül- 
cosZ rp 

ausdriicke fallen für kleine cp uud a in einen einzigen d p  zusammeri, 
und man hat das Recht, nach MaBgabe der Umstiinde jeden beliebigen 
unter ihnen zu erwiihlen, um etwa die e:Aohtere Genauigkeit oder die 
bequemere analptische Rehandlung zu erzwecken. Da die gegenwiirtigen 
Rechnungen nur auf ein m&g gekrümmtes Stiick der Plugbahn, dessen 
Sehne horizontal ist, Gelt,iing beanspruchen, indem fiir den ~teigenden 
und fallenden Bestanilteil derselben eine eigene Analysis gebracht werden 
wird, so nimmt man sieh hier lediglich die Freiheit, in den Gleichungen 
(24) und (26) anstatt' sin rp und sin a: die Bogen gp und a zu sub- 
stituieren, was gleichzeitig zupns ten  der Requemlichkeit wie der Ge- 
nauigkeit geschieht. Die (26) werden hiermit ersetzt durch 

Diese Gleichungen k6nnen für  kleine Werte von a: und 9 gültig 
gedacht werden, fiir etwas groBere, jedoch miiBige a: und rp, die vor- 
handen sein konnen, wenn ein über den Horizont etwas erhohter Gegen- 
stand durch clen Wurf zu treffen ist, m6gen hingegen die (26) jn 
Qeltung verbleiben. 

Zur Bcstimmung der Grenzen der Gültigkeit und des MaBes der 
Genauigkeit aber ist eine genauere Kenntnis der oben mit 0 und 8' 
bezeichneten GroBen erforderlich, und da diese etwas weitliiufigere 
Entwickliingen des Kalkiiles erheischt, dabei aber hier von keinem 
sonderlichen Niitxen in der hiisfiihrung ist, so wird die Rerechnung 
dieses 0 und O' den angehiingten Noten 1 und II zugewiesen.') 
- 

1) Pehlcn in der Niederschrift Petzvals und in den stenographischen Auf- 
zeichnungen 
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Dos Schwenhn der Bahnen. E s  ist behauptet worden, daB die 
Gleichungen 

(32) 
g ' h s  1 1 g'ss g'h" 1  s si na-^(^+^)+^- l ( i - d )  

für  denselben Wert von s in Punktion von v, den die crste der Glei- 
chungen (24) ergibt, wenn auch nicht in aller Strenge, so doch nahezu 
eine und dieselbe Kiirve darstellen in . 

- .  

verschietlener Lagerung. TJm 
dies zu berechnen, sei O N L )  
(Abb. 4) die krumme Linie 
(33) und N der Punkt, zu 
dem die Koordinaten x', z' 
item s und v gehorig sind. 
Der Leitstrahl O N  heiBe q 

e 
und der Winkel N O X  $, so 

wird : 
x ' = q c o s @ ,  z ' = - g s i n @ .  

Nun drehen wir die ganze 
Kurve ohne Veranderung ihrer 
Gestalt um den Anfangspunkt 
O hcrum urn einen Winkel cr, 

so daB .die Tangente zum An- 
fangspunkte 0, die anfanglich mit der Achse der x zusamrnenfiel, 
nunmehr mit derselben den Winkel a hildet, und die ganze Kurve 
O N D  in die Lagc OIVA übertritt. Der Leitstrabl 031 = ON = p 
wird d a m  mit diesem ON ebenfalls den Winkel M O N -  a einschlieBen 
und es wird M OX = a - + sein. Sind die Koordinaten von 1T1, f und c, 
so hat  man: 6 = g cos ( a  - @) = x' cos a  - a'  sin a: 

S = Q sin ( a  - @) = x' sin a: + a' cos a  

und durch h1ultiplik:~tion der ervten dieser Gleiçhungen mit sina, der 
zweiten mit cos a  und Subtraktion: 

z f =  [ COS a - sin a, 

was übrigens auch aus Abb. 4 zu ersehen ist. 
Die übrigeri in der (33) vorkommenden Gr6Ben s und v erleideri 

durch diese Umlagerung bzw. Transformation keine Verinderung; man 
hat also nur den Wert von s in diese (33) einzuführen und erhdt 
also gleich die Glcichung der Transformicrten: 

g'hs 1 i g ' s e  q 'h2  1 1 
t ~ o s a = 6 s i n r r +  2 +---.(----) 

e V a 2  4 v B  c Z  
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Setzt man anstatt 5 cos a das etwas gr6Bere 8, anstatt 6 sin a das 
ebenfalls etwas g6Bere s sin a ,  so wird die Gleichheit wohl nicht 
wesentlich gestort; dann ergibt sich aber: 

Die Vergleichung dieser Gleichung mit der (33) zeigt, da5 t - z 
sei, mithin sind die beiden Kurven (32) und (33) nur der Lagerung 
nach verschieden, insofern wenigstens, als a ein miiBiger mTinkel und 
die O A T  eine maBig gekrümmte Eurve bleibt. 

Hiermit bricht das Petzvalsche Manuskript ab. E s  sei hier noch 
bemerkt, daB P e t  z v a l  in den Vorlesungen auch hochgewolbte Plug- 
bahnen in Betracht zog. Die im vorigen aufgestellten Formeln gelten 
für den obersten Teil eirier solchen Flugbahn, man kann sich dieselbe 
naçh beiden Seiten über eine horizontale Sehne verlingert denken, so 
daB innerhalb der Flugbahn ein Polygon eiiigeschrieben wird, an dessen 
Seiten sich die gekrümmte Linie nahe arischlieBt. Die Uifferential- 
gleichuligen werden für den E'all der AnschluWstücke in der Weise ver- 
allgemeinert, daB statt einer horizontalen eine unter dem Winkel y 
geneigte Achse der x angenommen wird, wodurch die Schwere in beidcn 
Koordinatenachsen Komponentcn ergibt. In1 aufsteigenden Asto ist siny 
positiv, im absteigenden Aste negativ, für eine aristeigende imd für eine 
abfallende Achse der x gelten daher dieselben Diff~rentialgleichongen: 

Dieselben sind'in der Vorlesung mit Anwendung derselben Annltherungen 
wie für die flache Flugbahn integriert worden, aber in dem mitge- 
schriebenen Vorlesungshefte fehlt die weitere Verwertung dieses Kunst- 
griffes der Zerlegurig der Bahn in inehrere Teile, zur Losung einer 
bestimmteri Aufgabe. Von der bloBen Mitteilung der Intepations- 
ergebnisse ist hiernach begreiflicherweise abgesehen worden. 

Einrichtung der Integrations-Ergebnisse zur tabellarischen 

Berechnu~g .~)  

Zur leiühteren Verwertung der Gleiçhungen (25) und (26) ist die 
Btirechnung einer Tabelle sehr bequem, welcher die entsprechenden 
Zahlenwerte entnommen werden konnen. E s  i d  dabei zu berücksich- 
-- 

1) Nach steriographischen Aufzeiçhnungeu. 
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tigen, dao diese Zahlenwerte von deri Konstanien h und a unabhiirigig 
gehalten werden müssen, damit die Tabelle ihre Brauchbarkeit nicht 
verliere, wenn dicse Konstanten, etwa zufolge der Anwendung anderer 
al8 kugelformiger Geschosse, neu bestimmt werden. Endlich sol1 diese 
Tabeile aiich fiir belirhige Anfangsgeschwinrligkeihn Geltung haben. 

Wir  beginnen damit, eine bestimmte Anfangsgeschwindigkeit c zu 
wiihlen, und denken uns mit derselben das GeschoB von O aus, Abb. 1, 
geworfen. Naehdem das GeschoB den Bogen 01% = s, zurückgelegt 
hat, wird dessen Geschwindigkeit auf c, abgesunken sein. Nach Glei- 
chung (17) ergibt sich für diesen Bogen: 

In der weitern Bewegung des Geschosses 
den Bogen 311M = G sinkt die Geschwindigkeit 
nach Formel (1 7): 

h v " v e + a 4 -  
G = log -', , 

v (z1+Ü4' 

von Ml bis durch 
v, auf v ab, und 6 ist 

G wird durch Addition der ganze Bogen s = OM = OM, + Ml M = sl + 
der oben aufgefundenen beiden Ausdrücke erhalten und ist 

Um den Bogen zu finden, wulcher mit einer Anfangsgeschwindig- 
keit v, bis zurn Absinken der Gesçhwindigkeit auf v beschrieben wird, 
hat man von der Gleichung 

B = S - S I  

Gebrauch zu niacheri, also einfach zwei Bogenwerte voncinarider abzu- 
eiehen. Wir  sind dadurch der Notwendigkeit überhoben, für jede An- 
fangsgeschwindigkeit eine Tabelle rechnen zu müssen. 

Um die Zahlenwerte von s, welche in die Tabelle einzutragen sind, 
von h und a unabhiiilgig zu machen, führen mir die folgenden Sub- 
stitutionen ein. Wir  sctzen zuniichst: 

(34) c2 = mua; 

dabei SOU c die grdite wirklich erreichte ,4nfangsgeschwindigkeit sein. 
Weiter wird angenommen: 

(35) va = nu2, 

wobei n eine veranderliche GriiBe ist. Damit wird aus Gleichung (171 

h m ( n +  1) s = - log ---- 
2 n ( m + l ) '  
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ein Aiisdiuck, welcher n nicht mehr enthalt und daher für jeden Wert 
dieser Gr6Be gilt. E s  sol1 nunmehr folgeiide Bezeichnung eingeführt 
werden: 

1 m ( n + l ) .  s = Ah,  A = - log - 
2  n , ( m $ l )  

Dabei ist m eine konskante Giofle etwa gleich 8, so daB die Maximnl- 

geschwindigkeit c dainit c = 1/8aa = 565 . 6 misec, erhalten wird. Das 
n ist veranderlich u n d  ihm werden bei Berechnung der Tabelle etwa 
die folgenden Werte e r t d t :  n = no, 12, 8, 6, 4, 3, 2, %, 1. . . . 

Es IiBt sich nunmehr auch die nach rückwirts verlangerte Flug- 
balin untersuchen und die zu diesern Teile gehorige Asymptote auf- 
finden. Man hat, um A zii firiden, bloB n = oo zu setzen, es wird d a m  

für den oben vorausgesetzten Wert m = 8 ergibt sich: 

- 0 .  05889. 
2 

Um den Winkel zu finden, welchen diese Asymptote mit der z-Achse 
einschlielt, sind die Werte von m und n in die Gleichung (22) untcr 
Berücksichtigung von (31) einzusetzen, wodurch 

als jener Neigiingswinkel erhalten wird. 

Die Substitutionen (34) und (35) in die Gleichiingen (25) des 
horizontalen Wurfes eingeführt ergeben, wenn s t i~t t  dcr Sinus die Bogeil 
gesetzt werden, mit Rücksicht auf (1): 

oder : 

Die Ordinate si oder die Gleichung der Flugbalin (25) des hori- 
zontalen Wurfes geht mit Büüksiüht auf (1) und (II) über in: 

oder : 
' h 2  x t =  - cg- 

2uY Y c = [ B - A ( A + ~ ) ] -  
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Aus der Formel (16) ergibt sich durcb die Substitution (34) und 
(35) für die Flugzeit: 

oder: 

Bestimmung der GroBe des Wurfwinkels, damit ein Ziel in bestimmter 
Entfernung getroffen wird. 

In den aus den Differentialgleichungen (5) abgeleiteten angenaherten 
Forrneln kommt die Abszisse x gar nicht vor, es bleibt daher nichts 
anderes übrig, als den Bogen s für die Abszisse x zu nehmen. Es ist 

Fig 5 dies insofern zuliissig, als 
unter gewohnlichen Umstiin- 
den die Wurfwinkel sehr klein 
sind und zumeist kleiner als 
10' bleiben. Unter diesen Vor- 
aussetzungen soll der Wurf- 
winkel gesucht werden, mit 
welchem ein Ziel in der Ent- 

fernung s  mit der Anfangsgeschwindigkeit c erreicht werden kann. Die 
angenaherten Pormeln (31), welche in Abbildung 5 graphisch dargesteilt 
sind, lauten : 

v = u + ' p r  

Setzt man darin a = O, so ergibt sich daraus a s  = - z' und: 

oder : 

Da man aber nicht immer gerade mit der Anf:mgsgeschwindi&it c, 

sondern auch mit ciner andern v, zu werfen beabsichtigt, so ist zur 
Ermittlung des Wurfwinkels, um ein Ziel in einem Ahfitande G mit 
dieser Anfangsgeschwindigkeit zu erreichen, ein geeignetes Verfrthren 
aufziisiichen. Hierzii fiibrt die Überlegung, daB in der mit der Anfangs- 
geschwindigkeit e und dem Wurfwinkel rz = O erzeugten Hilfskurve 
stets ein Punkt  M ,  aufzuhden s,ein mird, in welchem die Geschwindig- 
keit v, herrscht. Die Tangente an diesen Punkt 171, der Kurve schlieBt 
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mit der Achse der x den Winkel ein und die Ordinate dieses Punktes 
ist z;.  Man erhiilt aus den Gleichungen (25) für gp' und Z' die Werte 
von y,! und 2; indem man in diese Gleichungen, statt s und v ,  die 
Werte s, = O J l ,  und o, einsetzt. Man erhiilt dadurch: 

Wenn mit der Anfarigsgeschwindigkeit u, horizontal gemorfen wird, 
su ist in die Formeln (25) v, statt c einzuführen. Der Bogen wird 
aber nicht von O an, sondern von iVl bis A' geziililt; es Ïst derjeriige 
Bogen, welchen wir mit 6 bezeichneten. Die Ordinate geht dahei, wenn 
der Wurf in horjzontnler Itichturig geschieht, in z" über. Ua auch der 
Winkel in N ein andrer k t ,  so sol1 dies durch die Bezeichnung IP'' 
angezeigt werden. Es  ist: 

,, g'(s- s,)e g'h (40) z = 
1 1 g'h2 1 1 

2,. + ~ ( s - s ~ ) ( ~ + ~ ~ ) - ~ ( ~ . - ~ )  

Urn nun alles auf die entworfene Tabelle beziehen zu konnen, schreibt 
man die Formel (39) in entwickelter l'orrn, addiert und subtrahiert 

g h  und eï-Kat: 
2cL 

' 1  1 g's 9 ' g'h 1 
a2 T (.. - é.) - [".i - (u: - $ ) ] ,  

woraus sofort erkannt wird, daB 

(41) = 9' - 

ist, und daB bloB zwei in der Tabelle vorhendene Werte zu subtra-~ 
hieren Sind. 

g'hs heg' 
Inderri in  der Qleichung (40) für z", TF und c" addiert und 

g' s' g'a; 
a 

und dlmd geordnet subtrahiert und statt geschrieben - zae  

wird, erhalt man: 

1 heg' 1 1 8'"' g'7zc(L + ) ( ) - @ - 
2 

2 a 2 ce a 2  4 v' cs  'La' 
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woraus nach (23) folgt: 

(42) 
7 ,  I 1 

2 = 2 - z1 - (S - sl)(p; 

eine Beziehung, welche in der Abb. Ci Bestiitigung findet. 
Durch Einführung der in (1), (II) und (III) gewiihlten Bezeichnungen 

yer-wandelt; sich dieser An~druck  in: 

Yig. 6. 
g'h" 

8" = ( C  - Cl) ,a, - 
A , ) ~ . B / ) ~  

oder anders geordnet: 

g'h" 
- [(C - Cl) 2 a e  

Zur Destimmung des Wurfwinkels (a), welcher notig ist, um mit 
der Anfangsgeschwindigkeit c die Wurfweite s zu erreichen, hatten wir 
die Gleichurig (31) 

z = a s  -1- 2'. 

Am Ziele ist die Ordinate z = 0, daher 

2' a = -  . 
S 

Wenn aber mit der Anfangsgeschwindigkeit z', geworfen wird, so 

ist ME an Stelle der horizoritalen O z  gesetzt und die Kurve uru den 
Punkt iWl ggedreht zu denken. Die laufende Koordinabe derselber1 ist 
d a m  S, aie wird dort der Null gleich, wo die E'lugbahii abermals die 
Ml$ schneidet. I n  dieser Kurre ist z" statt z' (43) und statt des 
ganzen Bogens ON = s, 171, N = s - s, su setzen. Pür  den Wurf- 
winkel a,  ergibt sich hiernach: 

z 
al = - 

8 - SI 

Mit Rücksicht auf (1) und (43) wird hieraus: 

gh ( G -  C l ) - 2 ( A  A,)B, 
a,  = 

2 a' AIAL 
oder : 

Für eine A~fangs~eschwindigkeit  v,, welche am Ende eines Bogenv s, 
stattfindet, liillt sich der Wurfwinkel a, aus (VI)  ableiten, indem für 
die Indiccs 1 jene 2 eingeführt werden. Man erhelt BO 
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Fig. 7. 

Zeitschrift f. Mathemati!: u. Phgsik. 56 Band. 1908. Heft 3 
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und schlieBlich in leicht verstandlichcr Weise fur irgend eine Anfangs- 
geschwiadigkeit v,, für a, den Wert: 

In  der nachfolgenden Tabelle sind alle E, = CjA. Die El sind 
aus der Kolumue n = 4, die E2 aus der Koluuine n = 2; die E, aus 

der Kolumne n = 1, die B4 ans der Kolumne lz = ' / , ,  die B5 aus der 
Kolumne n = ll, abgeleitet. Die von C und A einer bestimmten 
Kolumne, z. B. jener f i  = abzuziehenden Gr6Ben C,, A, und Bk Sind 
aus den bezeichrieteri Koluuirien entnommen. 

Nach dieser Tabelle hat Pe tx  val  mehrere Flugbahnen, wie die- 
selben mit der Anfangsgeschwindigkeit von 566 m/sec erhalten werden, 
verzeichnet, dio in die Abbildung 7 eingezeichnet sind, und zwar: 

1. Die Elugbahn der Kugel eines Stutzens, für welche h = 1000 m 
angenommen wurde, im MaBstabe 1 mm = 10 ml für  eine Entfernung 
von 600 m. 

g'h 1 
= + 9's - - - - 

a2 2 ( U <  cl4 . 
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2. Die Flugbahn eines Langbleies sus einem Stutzen, für welches 
h = 2000 k t ;  im MaBstabe 1 mm = 20 m. Da die Ordinaten der Flug- 
bahn (III) dem h2 proportional sind, würden dieselben fü r  den doppelten 
Wert von h viermal so groB, der Bogen s = Ah zweimal so lang aus- 
fallen. Weil aber der MaBstab der Zeichnung die halbe Gr6Be hat, 
erscheint die Flugbahnliinge von 1200 m ebenso çroB wie unter 1. und 
die Ordinaten sind nur doppelt so hoch. 

3. Die Flugbahn einer 24pfündigen Kanonenkugel. Für diese ist 
h - 6324, die Lange der Flugbahn mürde 6 . 3  mal gr6Ber ausfallen, die 
Ordinaten fast 40 mal hoher sein. Da aber der MaBstab 1 mm = 63 24 m 
gewihlt wurde, erscheint in der Zeichnung die Zielentfemung von 
3800 m ebenso groB wie unter 1. und 2.; die Ordinaten sind nur 6 . 3  mal 
so groB. 

An diese Darstellung der Flugbahnen ist eine Verzeichnung der 
Aufsatzh6hcn für vcrschiedcne Wurfweiten, unter Anwendung der Bnfangs- 
geschwindigkeiten von 565. 7, 400 - 0, 282 8, 200 - 0 141 .4, 100 .  0 m/sec 

--- - 
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angeschlossen. Es ist dabei ein Kugelstutzen h = 1000 vorausgesetzt, 
bei welchem die Eutfemung von Visier und Korn I = 1 7  Zoll = 204 Li- 
nien = 448 mm betragt, die dem Winkel a! enksprechende Viuierholie 
V wird: 

v =  a~ 

gh2 angenommen, wobei u = E2? ist. Für den letzten Vaktor wahlte 

P e t z v a l  den Wert 110 und erhielt damit die fraglichen Aufsatzhohen 
in natürlicher GroBe. Die Vertiknlen, auf welchen die einer Anfangs- 
geschwindigkeit 1; entsprechenden E,, El . . . E5 aufgetragen sind, wurden 
in der Abbildung 7 (A. S. 303) mit Z,,, El . . . & beschriehen. 

1st bei einer Feuerwaffe h rmal, A. nmal so groB, so sind die Ordi- 
naten der Visierkurve oder die Aufsatzhohen n r r n a l  grd3er zu nehmen. 

Die experimentelle Ermittelung der Koeffizienten A und a des Wider- 
standsgesctzes (3). 

Der Koeffizient A ist in jenem h enthalten, für welchen nach (10) 
~ e s e t z t  wurdc: 

Die Errnittelung von h führt auch zur Berechnung von A, da die 
GroBen P, d, Q und g bekannt sind. 

Um die Formel (17) für den Bogen s in Funktion der Ceschwin- 
digkeiten c und v zur Ermittelung der Konstanten A und a oder h und 
a b r n ü t ~ e n  zu konnen, ist die Ermittelung der Geschwindigkeit an 
niehreren Punkten der Bahn erforderlich. E s  kann dies mit Hilfe 
elektromagnetischer MeBrnethoden geschelien, welche Zeitbestimmungen 
bis auf Tausendstel Sckundcn genau gestatten. 

Am zweckmiifiigsten wird zur Bestimmung der Geschwindigkeiten 
ein Punkt unmittelbar vor der Miindung, ein zweiter im Abstande s 
und ein dritter irn Abstande 2s gewahlt. 

Mit der so ermittelten Anfangsgeschwindigkeit c und den Ge- 
schwindigkeiten vl und v, am Ende der Bogen s und 2s ergibt die 
Formel (17): 

h 
s = - - log 

2 

Die erste dieser 
gleich gesetzt, ergibt 

vi (ce + a,)  ' 
Gleichungen mit 2 niultipliziert und der zweiten 
nach einer einfachen Reduktion 
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und damit 

Die Gr6Be h l%Bt sich indessen auch durch einen SchieBversuch 
bestimmen. Man hat dam auf etwa 1000 m zu sehieBen und den 
Schieber des Visiers solange zu verschieben, bis die Scheihe getroffen 
wird. Durch 10 bis 12 Schüsse ist die Richtigkeit der Anschlagstellung 
danach zu bestatigen. 

1st die so ermittelte Aufsatzhohe gleich 7 = 2 Zoll und der Ab- 
stand der Fliege voui Aufsatze gleich a = 18 Zoll, so ist der Eleva- 
tionswinkel a: gleich 

Dabei wird allerdings vorlusgesetzt, daB die Geschwindigkeit e - 

= 565 rn/ sec., d. i. nahe der früher angenommerieri Maximalgesühwindig- 
keit sei. Wegen a = 200 und Ah = 1000 wird: 

In  der Tabelle findet sich ein Verhkltnis 

3' v , 7 8 6 9 4  
- - , 7  43-82 - 

E s  ist also: 

Von den Zuwachsen d E O f  und dA' setzt man vorails, daB sie sich 
so verhalten, wie die aus der Tabelle entnommenen Differenzcn der Ko- 
lumnenwerte A'; und A,' zur nachstfolgenden Kolumne, daB also: 

somit : 

Wegen h' = 1000 = Ah = O .  7 h  ist h = 1430. Aus h l i B i  sich die 
Konstante A bestimmen. 

Es ist hiernach leicht zu erkennen, was zu tun ware, wenn es sich 
um ein Gewehr handelte, welches eine andere Anfangsgeschwindigkeit 
als die hier vorausgesetxte ergibt. 
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Innere Ballistik. 

Zur Auffindung einer Beziehung zwischen Pulverladung, Gasdruük 
und Anfangsgesch\ç-indigkeit fehlten, wie P e t  z v a l  hervorhebt, zu seiner 
Zeit die notigen Grundlagen. Es  lassen sich also nur aus einzelnen 
erkannten Eigenschaften des Pulvers zum Teil, unter nicht zutreffenden 
Annahmen, einige Schlüsse ziehen. 

80 folgt aus der allgemeinen Eigenschaft jeder gasf6rmigenPlüssig- 
kcit nach allen R.ichtungen den gleichen Druck aiiszuüben, da1 nicht 
nur das Projektil, sondern auch das Rohr in Bewegnng kommen müsse. 
Nach dem Satze von der Bewegung des Schwerpunktes ist es hiernach 
sehr einfach die GroBe des Rücklaufes eines Geschiitzes für den Moment 
zu berechnen, in welchem das GewhoB die Mündung rorlaBt. P e t z -  
v a l  findet für ein Geschütz von 16 Zentnern Gewicht, welches ein Ge- 
schoB von 8 Pfunden schieBt, einen Rücklauf von :/, Zoll. 

Die Voraussetzung, daB sich alles Pulver plotzlich in Gas ver- 
wandle, welches sich iiach dem N a r i o t t e s c h e n  Gesetze ausdehnt, liefert 
einen Ausdruck für das Quadrat der Anfangsgeschwindigkeit und ergibt 
den Laderaum zirka dem dritten Teil der Lange des GeschoBweges im 
Rohre gleich. Man hatte dabei den Anfangsdruck von 29178 At- 
mosphiren vorauszusetzen, welchen R u m f o r d  durch seine Versuche (1792) 
bestimmte. Gegen das Eintreten dieses enormen Druckes spricht u. a. 
der Umstand, daB eine Formel, welche sich zur Berechnunp von lttihren- 
stirken als sehr brauchbar erwiesen hat ,  im Senner die Differenz des 
Koeffizienten der absoluten Festigkeit und des Gasdruckes enthalt, alfio 
zu unendlichen Werten der Wandstarke führt, wenn die Gasspannung 
den Koeffizienten der absoluten Festigkeit erreicht. 

Infolge der allrnahligen TTerbrennung des Pulvers erreicht die Gas- 
spannung im Rohre das Maximum erst dann, wenn das GeschoB bereits 
einen Teil seines Weges im Rohre zurückgelegt hat. Die Spannungs- 
kurve zeigt daher ein Maximum, welches sich um so mehr verbreitert, 
je mehr sich die Pulverladung jenem Werte niihert, bei welchem das 
Xaximum der Anfangsgeschwindigkeit erreicht wird. Im abfallenden 
Aste der Spnnnungskurve tritt in dem Augenblicke ein Wendepunkt 
eiri, wenn samtliches Pulrer verhrannt ist. 

Nach Versuclien von H u  t t o n  (1773-1779) ist bei kleinen Pulver- 
ladungen das Quadrat der Anfangsgeschwindigkeit der Pulverladung 
proportional.') l n  dem MaBe, in welchem die Gr6Be der Ladung steigt, 
wachst die Anfangsgeschwindigkeit langsamer, und es wird Pulver un- 

1) Dieses liesultat findet sich bei 36 pfd. glatten franzosischen Marine- 
geschützen bostatigt. Hélie, Ballistique exp6rimontale S. 1. p. 167. 
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verbrannt aus dem Rohre geschleudert. Wird das Doppelte jener 
Pulverladung üherschritten, bei welcher noch alles Pulver verbrennt, so 
tritt das Maximum der Anfangsgeschwindigkeit ein. Bei weiterer Ver- 
mehrung der Pulverladung macht sich einc ausgesprochenc Abnahme 
der Anfangsgeschwindigkeit geltend. 

Für Pulverladungen, welche nahe das Maximum der Anfangsge- 
schwindigkeit erzeugen, verbreitet sich das Naximum der Druckkurve 
derart, da0 man statt des veranderlichen Druckes einen mittleren Druck 
voraussetzen d a d  Die H6he desselben ersclleint von der zu bewegeriden 
Masse abhiingig, wachst mit derselben, niihert sich aber scMie5lich eiiier 
bestimmten Grenze, die riiclit überschritten werden kaun, wie groB auch 
die bewegende Masse genommeri werde. L)er Druck der Pulvergase 
erscheirit hiernach als eine Punktion der Masse des Projektiles. Denkt 
man sich diese Punktion in  eine lleihe entwickelt, so mü5te diese mit 
einem jener Masse proportionalen Gliede beginnen. Für  klcine Massen 
k6nntc man diese stark konvergicrendc Reihe auf das crste Glied ho- 
schriinken. Die Kraft, welche das Pulver auf das GeschoB ausübt, 
würde hernach, so wie die Schwcrkraft, dcr Masse des Geschosscs propor- 
tional sein. Fiir Scheibenpiilver konnte hiernach als Rrschlcunigung g' 
dieser Kraft 

g' 20000 y ,  

das 20000 fache der Beschleunigiing der Schwere genommeri werden. 

Für  groBere Massen ware allerdings ein Faktor ri. beizufügen, 
welcher die Beschleunigung umsomehr herabsetzt, je gr6Ber die zu be- 
wegende Masse wird. Die Arifangsgescliwindigkeit eines Projektiles 
ware hierriach durch: 

v = 200 J's 
gegeben, worin Z der Weg des Geschosses im Rohre ist. Solange p 

sich nur wenig von der Einheit unterscheidet, würden innerhalb grvBerer 
Grenzen, bei Anwendung von Pulverladungen, welche nahezu das Maxi- 
mum der Geschwindigkeit erzeugen, leichte und schwere Geschosse 
aus derselben Waffe die gleiche Anfangsgeschwindigkeit erhalten.') 

Da es wegen Mangcl der notigen Grundlagen nicht inoglich ist, 
auf theoretischem Wege eine Formel zur Berechnung derjenigcn Pulver- 
ladung zu erlangen, welche das Maximum der Anfdngsgeschwindigkeit 

1) Die schon erwahnten Versuche mit  dem glatten franzosischen 36 pfd. 
Marinegeschütze ergaben für die 1 4  kg. echweren Hohlgeuchosse für alle Pulver- 
ladungen zirka 40 mtsec mehr Anfangsgeschwindigkeit als fiir die 1 7  l,/ kg 
schweren Vollkugeln. Hélie, 1, p. 157. 
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erzeugt, so gab P e t z v a l  eine empirische Formel an, welche hierzu be- 
nutzt werden kann. Diese Pulverladung ist demnach: 

Dabei sind (P und 1, die Lange des GeschoBweges im Rohre, in 
Kalibern, und y ist durch die Zahl kalibermaBiger Wasserkugeln ge- 
geben, welche dem Gewichte des Projektiles gleichkommen. Wird mit 
Kugeln geschossen, so ist y die relative Dichte.') 

Für einen Kugelstutzen von '1, Zoll (13 mm) Kaliber und einem 
GeschoBwege von 32 Zoll gleich 64 Kaliber (für Blei y = 11.3) er- 
gibt diese Formel eine Ladung von 10 Kalibern oder 5 Zoll Lange. 
Tatsachlich ladet man mit der Hilfte dieser Pulverladung d. i.: 2.5 Zoil 
und erreicht dahei eine Anfangsgeschwindigkeit, welche von dem 
Maximum wenig verschieden ist. Ein Kornchen Pulver mehr oder we- 
niger macht dabei nichts aus; überdics gewiihrt diese Pulverladung pine 
gewisse Sicherheit und strcngt d m  Lauf nicht an. 

Fiir ein LanggeschoB ist y = 25 und damit wird die Pulverladung 
15 Kaliber gleich 7l/, Zolle gefunden. 3,75 Zolle sind als die ent- 
sprechende Ladung zu bezeichnen. 

Bei Kriegsgewehren nimmt man nur etva 9318 = 1 Zoll Ladungs- 
range. Dadurch erhalt man eine vie1 geringere hfangsgeschwindigkeit 
und macht eigentlich das lange, schwere Gewehr zu einer Pistole. 
Wenn der RückstoB bei gr6Beren Ladungen als zu bedeutend befunden 
wird, so hatte man dern Projektile eine andere Gestalt geben sollen. 
Ein Gewehr, welches nicht stGBt, schieBt auch nicht scharf. Die fiaan- 
zosischen Cliassepotgewehre wurden mit p/4 geladen, sie ergaben 
gr6Bero Anfangsgeschwindiglieiten und rasantere Bchncn. Ein weitcrer 
Nachteil so gcringer I'ulverladungcn ist der, daB das Gewehr für kleine 
Andermgen in der Pulvermenge empfindlich wird. 

Bei einem 24 Pfdr. mit einem Kaliber von 5 l/, Zoll (14,6 mm), 
einer Lange der GeschoBbahn von 108 Zollen, d. i. von 22 Kalibern, 
und Kugeln aus GuBeisen (y = 7,7) ist y3 = 4 7/, Kaliber oder 27 Zolle. 
Diese Ladung würde den vierten Teil des liohres anfüllen. Man ver- 
wendet auch hier nur die Hiilfte der Maximalladung, bedient siçh einer 
Ladungsliinge von 13 bis 14 Zoll, also emes Pulvergewiehtes von 
9 3/4 Pfund, d. i. einer etwa halbkugelschweren Ladung, wenn es sich um 
die Erzielimg bedeutonder EEekte handelt. 

1) Ich konnte diese oder eine ahnliche Formel in der mir gegenwartig zur 
Verfügung stehenden Literatur nicht auffinden. Ich kann auch nicht angeben, ob 
sie von P e t z v a l  herrührt, oder ob sie sich in alteren artilleristischen Werken 
findet. 

- 
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Pür den früher angeführten Kugelstutzen, welcher mit einem Gewicht 
von P = 1 / 40 Pfund und einer Pulverladung von etwa = 1 / 72 Pfiind 
gebraucht wird, ergibt sich der mittlere Gasdruck nach der Formel: 

P = 'P + ') F 20000 . 1' 19 = 3733 Pfd. auf den Quadratzoll oder 294 Atmo- 

spharen. Die Zahl 20000 gilt zunachst für Scheiberipulver: für Ge- 
schützpulver dürfte sie weitaus geringer auufallen. 

Die Ermittelung der Gasspannung im Feuerrohre kann zur Be- 
rechnung der Wandstarke B benutzt werden, wozu P e t  z v a l  die Formel 
anführte: 

worin \U der KoeEizient der absoluten Festigkeit und r der Halbmesser 
der Bohrung ist. 

Einige Berichtigungen zu Enliks Quadratzahlentafeln. 

Von OSKAR BERGMANN in Leipzig. 

Rekanntlich hat K u l i k  der Universitat Prag bei der Feier ihres 
fünfhundertjahrigen Bestehens Tafeln der Quadrat- und Kubikzahlen 
für die Wurzeln 1-100 000 überreicht (gedruckt Leipzig l848), und 
verdienb diese groBe rechnerische Leistung sicher auch allseitige An- 
erkennung. 

Viele Druckfehler, welche in diesem umfangreichen Werke gefunden 
wurden, hat Kulik S. 402 daselbst mitgeteilt, aber durch nur teilweise 
Ausbesserung der Fehler eher eine Verwirrung, als eine Verbesserung 
des Werkes erzielt. 

J a h r ~ e h n t e l a n ~ e  Beschaftigung mit den Zahlen lieB mich, der ich 
eigentlich der Universitat Leipzig eine iihnliche Jubil5umsausgabe zu- 
gedacht, und die Quadratzahlen wie K u l i k  bis 100000 berechnet hatte, 
.noch eine weitere Anzahl Fehler in obigen Tafeln entdecken, ich halte 
es jedoch für meine Pfliçht, riicht zu zogern und den Benützern der 
Kulikscheri Tafeln dieve E'ehler mitzuteilen. 

Ich habe noch 19 Fehler in diesen Tafeln gefunden, aber durch 
die Konstruktion der Tafeln werden durch diese Yehler 379 Quadrat- 
und 250 Kubikzahlen falsch. Bei allen von mir gefundenen falschen 
Zahlen besteht die Wurzel der Zahl aus einer Kopfzahl und einer zwei- 
zifferigen Eiidzahl. Die Quadratzahl besteht aus Kopf-, Mittel- und 
vierzifferigcr Endzahl. 
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Die Fehler sind nun folgende: 

1. Falsche Kopfzahlen der Wurzeln 

Seite statt lies 

243 506 560 
606 660 
706 7 60 
806 860 
906 960 

Hierdurch sind 250 Quadrat- und 250 Kubikzahlen falsch. 

2. Palsche Kopfzahlen der Quadratzahlen 

Seite Nr. statt lies 

191 84700-84749 41 7 717 
314 7811-7849 60 61 

Falsüh 89 Zahlen. 

3. Falsche Mittelzahlen der Quadratzahlen 

Seite Kr. statt lies 

11 80231 707 701 
2 7 80631 125 135 
44 31068 525 522 
9 9 92 443 5 10 670 

157 73 886 944 914 
157 73 889 985 958 
220 25470-J5475 672 872 
273 96 758 111 211 
279 66901 564 574 
401 79 694-79 999 204 904 

Palsch 20 Zahlen. 

4. Falsche Enrlzahleil der Quadratzahlen 

Scite Nr. statt lies 

54 1340 5604 5600 
1342 0960 0064 

Falsch 20 Zahlen, da alle 10 in einer Horizontallinie gelegenen 
Quadratzahlen dieselbe vierzifferige Endzahl besitzen. 

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



cber graphische Zusammensetzung von Kraften im Raume. Von K. TH.VAHLGX. 313 

Über graphische Zusammense~zung  von Kraften im Ranme. 
Von K. TH. VAHLES in Greifswald. 

Wahrend man für die graphische Zusammensetzung von Kraften 
in der Ebene ein Verfahren von klassisçher Einfaçhheit und Nleganz 
besitzt, ist dasselbe fiir Kriifte im Baume nicht der E'a11. Vielmehr 
verwenden die hierfür angegebenen Konstruktionen Zerlegungen der 
Kriifte, die der graphischen Methode, die nur Grund und AufriB an- 
wenden sollte, fremd sind. C u l m a n n  z. B. zerlegte - ganz in P o i n -  
sotschem Sinne - jede Kraft des gegebenen Systems in 2 Kompo- 
nenten, deren eine diirch einen gegebenen Piinkt geht, deren sndore 
ein Paar ist; oder - wie bei M o n g e  -- deren andere in einer ge- 
gebenen Ebene liegt. Die auf Grund solcher Zerlegungen gegebenen 
Zusammensetzungen von Kraften') werden naturgemaB weitliiuftig und 
iimstiindliçh. Man konnte erwarten, daB man ohne solche voraus- 
gehenden Zerlegungen direkt aus Grund- und AufriB der gegebenen 
Kriifte, Grund- und AufriB der gesuchten Kriifte in einfacherer Weise 
aürde konstruieren konnen. Im folgenden gebe ich zwei solcher Kon- 
struktionen, deren erste das gegebene System auf ein Kraftkreuz, deren 
zweite es auf eine Einzelkraft und ein Kriiftepaar reduziert. Bei beiden 
werden lediglieh Krafte- und Seilpolygone in der GrundriB- und in 
der AufriBebene benutzt. 

E s  seien also die Kriifte , , - zusammenzusetzen. Ge- 
sucht wird ein Kraftkreuz, bestehend aus zwei Kraften Go und Gn, so 
daB die geometrische Suinme p, + Y, + - . . + p, = Gn - #Go ist. Stehen 
Krifte im Gleichgewicht, d a m  auch ihre Projektionen, weil die Pro- 
jektion eines Kr%fteparaiielogramms wieder ein solches ist. Also ist auch 

wenn PL, go, GR' die Horizontal- und Pr, CZO, e;' die Vertikal- 
projektionen von \Ph, Go und G, sind. Um ein Kraftkreuz Go, G,, 
zu finden, genügt es dso,  die Kriifte Ga, Gn, Gd', Gi ,  so zu kon- 
struieren, daB 

p;+--+pn =Gn-Go 
und 

PI' + ... + \Pl= en'- q' 

1) S. die Üborsicht hicrüber in: Enzykl. d. Nath. IV. 1. S. 381ff. 
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ist, und daB GO, E: und GA, Gnldie Projektionen zweier Krafte Go, En 
sind. Man konstniiert zuniichst irgend ein Seilpolygon Go, G;, ES,. .-, 
für das System pi, pi, . - .  PL, so daB also 

' ! p ; = q - q  
'p' = Gr  - -' z a1 

q3n = en - En-, 

+ (PL + . . . + p:' = En - 6; ist. 

Nun kann das Seilpolygon Go', . . ., 6; fiir das System PI', . . ., p: 
nicht mehr ganz beliebig konstruiert werden. Vielmehr ist bereits ueine 
erste Ecke 1';' auf '!pi' bestimmt, ebenso seine letzte Ecke Pl auf 13;. 
Legt man erst versuchsweise 6;' beliebig durch Po' und macht GO' so 
lang, daB Go und B;' zusammen die Projektionen einer Kraft E, re- 
prasentieren, so wird dadurch dm ganze Seilpolygon Go',.. ., Er be- 
stimmt. Dreht man Ga' u m  Po', gibt Go' immer die betreffende Lange 
uud konstruiert das Seilpolygon E;, . . ., G:, so dreht sich nach einem 
bekannten Satz (52 um einen Pnrikt ,4 der zur Projektionsachse Senk- 
rechten durch 2';'. Lheser Punkt A ist also durch ein einziges solches 
Seilpolygon Go', . . ., 6; bestimmt. Nachdem aus einem solchen der 
Punkt A gefunden, crgibt &eh Gn' in der Graden APZ eindeutig, und 
aus G: kann man das Seilpolygon En', Gi-i, . . ., 6;' rückwarts kon- 
struieren. Alsdann sind (50, (5;' die Projektionen einer Kraft E,, und 
G;, G i  die Projektionen einer Kraft a,, iind es ist E,, - Go ein re- 
sultierendes Kraftkreuz der Kriifte pl, pz, . . . p,. Dabei wird also der 
Satz angewendet: 

Bilden von eineni raumlichen Kraftesysteni die heiden Projektinnen 
Gleichgewichtssysteme, so ist das System selbst in1 G l e i ~ h ~ e w i c h t ;  weil 
namlich eiri Viereck, dessen beide Projektionen Parallelogramme eind, 
selbst ein Parallelograrnm ist. 

VbTill mari das Syterri p,, pz, - -, p, auf eine Einzellrraft % und 
ein dazu senkrechtes Paar S,, +, - Bo reduzieren, so füge man zunachst 
eine Kraft vn+, dem System hirizu, die nach Gr6Be und Richtung 
mit der nacll Br6Be und liichturig bekannten Kraft - 8 übereinstimmt; 
dann liefwt obige Konstruktion für (Pl + p, + . . . + (P, +1 ein Kriifle- 
panr - ZO, dessen Projektion aiif eine zu 8 senkrechte Ebene das 
gesuchte Paar %,L+, - 23, ergibt. SchlieBlich erhilt  man durch Bn- 
wendung derselben Konstruktion auf (Pl + p, + . . - + 513, + 8, - anil 
die Einzelkraft S. 

Eldenn, i. P., April 1907. 
--- - ~ -  - 

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



Losung einer geometr. Aufgabe in bezug euf kotierte Phne .  Von J. SCRN~CKEL.  317 

Losnng einer geometrischen Aufgabe in bezug auf kotierte 
Plane, ') 

Von J. SCHNOCKEL in Berlin. 

Bei der tachymetrischen Aufnahme des Gelandes nach ebenen Drei- 
ecken und windschiefen Vierecken, mit welch letzteren sattelformige 
Gelsndeflachen sich am günstigsten aufnehmen lassen, kann die Be- 
rechnung der Kote eines seiner Lage nach gegebeiien Punktes II 
(Fig. 1 und 2 )  erforderlich werden, wenn die Koten der Eckpunkte 
( I ,  II, III, I V  im windschiefen Viereck) gemessen und bekannt sind. 
Liegt H in einem ebenen Dreieck, so laBt sich seine Kote aus den 
Koten der drei Eckpunkte dadurch finden, daB man die Verbindungs- 
linie von H mit eiueni Eckpuukt bis zum Schnitt mit der Gegenseite 
verlingert, die abgeschnittenen Stücke graphisch aus der Karte ent- 
nimmt und nun die Boten des Schnittpunktes und des Punktes H 
interpoliert. Die sattelformige E'lache des windschiefen Vierecks ist 
dagegen ein hyperbolisches Paraboloid, so daB man die Kote von H 
nicht durch Interpolation finden kann, ohne dio Lage derjenigen die 
krumme Friche erzeiigenden Geraden (in Fig. 1 und 2 V T I  und V7I VIIl), 
die dnrch H g e h ~ n ,  vorher rechnerisch odm konstriiktiv festzulcgen. 

Die analytische Tlosung fülirt auf eine für die praktische Rechnung 
ungeeignete Gleichung zweiten Grades, weshalb im folgenden eine ein- 
fache geometrische Konstruktioii mit Zeichendreiecken und Zirkel, den 
man hier vorteilhaft durch ein Stück Paus- 
papier ersetzt, beschrieben werden sou. Die 
durcli II zu legenden Geraden müssen die 
Seiten des windschiefenVierecks nach gleichem 
Verhaltnis teilen. 

1. A b s c h n i t t .  

Man zieht zii irgend zaei aufeinandcr- 
folgenden Vierecksseiten z.B. 1111 und I I I I V  
in Fig. 1 mit Hilfe zweier Zeichendreiecke 
Parallele durch die Ecken 7 und IV, welche 
sich in K schneiden. 

Fin.  1. 

Den VCTinkel I V  I I K  = E zeichnet man auf Pauspapier durch, 
trzgt ihn in  II an die Seite III, in I V  an IPIII nach links an und 
erhdt  S als Schnittpunkt der freien Schenkel. 

1) Wird mit Zustimmung der heiderseitigen Schriftleitungen gleichzeitig in 
der Zeitsçhrift für Vermeusungswesen abgedruckt. 
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Sollen duïch einen beliebig gewiihlten Punkt 21 die die windschiefe 
Flache erzeugenden heiden Geraden gelegt werden, so bewegt nian das 
Pauspapier mit dern Winkel E derart, daB der Scheitelpunkt auf der 
Seite I I IV  entlanggleitet, wahrend der linke Schenkel durch den Punkt 
X geht. Sobald der rechte Schenkel den Punlit H tïifft, was in Lage 
V I  B und I X  VI1 der Fall sein wird, sind VI7 VI und VIIIII VIII 
die gesuchten Geraden. 

Statt des I'aiispapiers, dessen Verwendung besonders zweekm5Big 
ist, wenn mehrere Punkte H gegeben sind, kann man den Winkrl E 

mit dem Zirkel an die Seiten III, IVI I I  und nachtriiglich an HS 
von H aus naeh rechts antragen. Das Lot in H auf dem freien 
Schenkell) und das Mittellot von HS schneiden sich dann im Zentrum 
eines Kreises, der durch H und S geht und die Seite I I IV  in den 
gesuchten Punkten V I  und IX trifft. (In der Figur is t  der Kreis 
nicht gezeichnet.) 

2. A b s c h n i t t .  

Die Konstruktion kann auch von der Seite I I I  aus, anstelle von 
I I I V  und mit TVinkel E I I I  = a anstatt e oder allgemein von jeder 

Eig. 2 .  Vierecksseite au8 mit dem ent- 
sprechenden winkel ausgeführt 
werden (vgl. Fig. 2). Wird der 
Zirkel benützt, so tGgt man cl von 
H sus an H S  nach links an und 
errichtet in H auf dem freien 
Schenkel ein Lot, das sich mit, deui 
Mittellot von HS im Zentrum eines 
durch H und X gehenden Kreises 
schneidet. Seine beiden Schnitt- 
punkte auf I I I  liegen mit IT auf 
den gesiichten Geraden. 

ZweckmiiBig ist es, den ganzen 
a und E enthaltenden Strahlbüschel 
I I  IV, I I  K,  I I I  auf Pauspapier 

zu bringen. Dann laBt sich S von den drei Ecken IV, II und I 
aus gleichzeitig vorwiirts abschneiden, was eine Kontrolle für die 
richtige Lage des Puuktes S gibt. Die Gerade V I H V  wird dann 
mit DiIfe von E ,  dagegen V I I H T ~ I I  mit a ahgesetzt, soda1 die 

1) Dicscr Schenkel bildct mit H S  den Tangentenwinkel 8 des Kreises, der 
pleich den Peripheriewinkeln S V I H  und S I X H  ist. 
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sonst notwendige Verliingerung IVIX fortfallt und die Bestimmung 
korrekter wird. 

In Pig. 1 ist I IK  die gemeinschaftliche Rasis der beiden Kon- 
vergenzdreiecke I I  K IV bezüglich der Vierecksseiten 7 171, I I  IV 
und I I K i  bezüglich I I I ,  IIIIV.  Die Richtung der Basis kann man 
auf vier verschiedenen Wegen konstruieren; so sind in Fig. 2 die 
Seiten I I I  und I  I I I  dam benützt utid die Dasisrichtung NIVL = IlIf 
erhalten worden. 

Durch Verlltngerung je zweier gegenüberliegender Seiteri des Vier- 
ecks zum vollstandigen Vierseit entstehen vier Dreieclie.') Die ihnen 
umgeschriebenen Kreise gehen durch S, woraus eine andere Konstruktion 
dieses Punktea folgt. 

i4r liegt imerhalb des Winkels U I I I C ,  wenn K innerhalb des 
Vierecks liegt. Sind zwei gegenüberlicgcnde Vierecksseiten einandeï 
parallel, so fallt S mit dem Schnittpunkt der bciden nichtparailelen 
Seiten zusammen. 

PXtt man von S Lote aiif die Seiten, z. B. in Fig. 2 auf III 
und IIIV, so gestaltet sich die weitere Konstruktion sehr einfach. 
Ents~rechend dem im ersten Abschnitt gegebenen Verfahren mit dem 
Strahlhüschel bewegt man hier den rechten Winkel eines Zeichen- 
dreiecks so, daB der Scheitelpunkt die feste Gerade g, die Verbindungs- 
linie der FuBpunkte A und E durehliuft, wahrend der eine Schenkel 
durch S geht. Trifft der andere Schenke12) den Punkt 8, 50 gibt er 
in FIT und BH die Lage der gesuchten Geraden an. Eine Kontrolle 
besteht wieder darin, daB die FuBpunkte aller Lote von S auf die Seiten 
in einer Geraden g liegen müssen. 

B e i s p i e l  e iner  Eote r iberechr iung .  

In Fig. 2 sind die Koten der Eckpunkte des aindschiefen Vier- 
ecks eingetragen. Greift man im MaEstab 1 : 1000 die Liingen I I  V 
= 21,l m, ] I I I=  36,s m usw. ab, so erhalt man mit Bnwendung 

des lognrithmiçchen Rechonachiebers Kote V = Kote III + 2-g . 9,77 
36.8 

21 2 
= 58,27 und Kote VI = Kote II + 2- . 4,22 = 57,65. Hieraiis findet 51,l 
sich Kote II = Kote VI T ' is ,s  "'O . 0,62 = 57,93. Aus den Koten VII und 

7 I I 7  ergibt sich fü r  H andererseits 57,96. Die gute Ubereinstimmung 
laBt einen SehluB auf die Geuauigkeit der Konst,ri-iktion m. 

1) Das vollstindige Vierseit ist in deri E1iKuren nicht ausgezogen. 

2) Dieser Schenkel umhiillt eine Parabel. 
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Y. A b s c h n i t t .  

Zum Beweise der bisher aufgestellten Behauptungen geht man von 
Pig. 3 aus. Der Strahlbüschel S = a ,  b ,  c ,  d, e und die Punktreihe 
g = A ,  B, C, D, E m6gen sich in perspektiver Lage befinden. Iri 
diesen Punkten sei jeder Strahl unter dem gleiçhen Wiiikel IIAS - VIBS 
= IYCS = ZUS' = Zh'S  gebrochen. Dann sind AIDS,  B VDS, 
GIIIBS Sehnenvierecke, weil QCSDI = 180' - Z U S  = 180' - IAS  
= 180°-VBS= 180°-  IIrCS. Ah0 ist + I D A S = D I S = U ,  
X D B S  = D V S  = 8, D CS = DITTS = y als Ppripheriewinkel in den 

Fig. 3 drei Kreisen iiber der Sehne DS. 
Somit ist der Strahlbüschel #=a, b, c 
ahnlich dern gleichfalls perspektiven 
Büschel S I ,  SIII, S V  und auch 
dem Büschel SII,  S I V ,  S VI. Im 
AnschluB an die Darstellungsweise, 
die Professor O. S t a u d e ') iu 
seiner ,,Analytischen Geometrie" 
5 3 ,  Nr. 2, 8 und 9 gibt, folgt 
daraus: 

Befitzdet sich Ein Strahlhüsehel 
S = a, b, c, d, e end eeine Pun,kfreihe 
g = A, B, C, D, E in perspektiver 
Lage und sind die Stralllen in diaen 
PulzXten. unter gbichen WinXeln ge- 
brochen, so scl~neiden drei von ihwn 
die anderen beiden i ~ z  je drei ent- 
einfaehe Teilzcngsverhaltnis haben: 

( A C B )  = ( I I I I V )  = ( I l I V V l ) ,  ( C l V l I I I )  = ( A I i I ) .  
Aus der Ahnliclikeit der perspektiven StrahlLüschel mit dern ge- 

meinsamen Scheitel S und den Punktreihcn d = I, III, D und e = II,IV, fi 
einerseits, a und c andererseits folgt, daB aZle in der Punktreihe g ge- 
brochenen Strahlrn des Hüschels S in den Schnittpiinkten mit ct um 
Winkel a, mit c um y, mit d um 8 und mit e u m  E gegen Punkt S 
gerichtet sind. Man kann also vom Viereck I I I I I I I P  oder vom 
vollstindigen Vierseit (in Big. 3 teilweise stark ausgezogen) a, c, d, e 
als gegeben ausgehend, den Scheitel S  von den vier resp. sechs Ecken 
aus durch die Richtungen IS ,  I I 8  usw. festlegen, sofern einer der 
Winkel a, y, cî oder E bekanrit ist. 

1) ,,Analytische Geonietrie des Punktes, der geraden Linie und der Ebene". 
Druck und Verlag von B. G. T e u b n e r ,  Leipzig 1903. 

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



Von J. SCHN~CXEL. 321 

Nun ist K I T  gleich und parallel IIII, und die Strahlbüschel 
d = 1, III, D und e = II, IV,  E sind, wie oben bewiesen, iihnlich 
Daraus folgt: 

KIV: I I I V =  I f I I :  I I I V =  D S :  ES. 

Ferner ist: 
% K I V I 1  = %de = %DSE. 

Mithin sind die Dreiecke I I K I V  und E D S  ahnlich, soda6 
< IPIIK = e.  Bus der ~hnl ichke i t  der Dreiecke I IKI  und A C S  
folgt weiter, daB 4 K I I I  = a. Demnach sind die Richtungsminkel 
a,  y, d, e aus dem gegebenen Viereck leicht zu konstruieren. 

Bestimmt man (vgl. Abschnitt 2) die Basisrichtung der Konrergenz- 
dreiecke dadurcli, daB llx parallel uild gleich IlII gemacht wird, so 
ist I L N K I Y  (Fig. 2 und 3) ein Parallelograrnru und die Basisrich- 
tungen N I V  und 11K sirld daller eirianilor gleiüti. 1)ie in oiner Punkt- 
reihe y rcchtwinklig gebrocheiien Str:tiilen wie a, b usw. sind nach 
einem bekaniiten geometrischcn L r h r s a t ~  Tangenten an eine Par:~bel 
mit den1 Brennpunkt S und der Scheiteltangente g. Fcrner ist I I K  
die Richtung der Bauptachsc, da sich riuri $XI1 A und 1IAE zu 
90 erganzen. 

Es ist TZTT = + d r  = D S E  = 1 S I 1  = 177rSIV wcgen d u  
ahnlichkrit der Strahlhüschel mit den Piinktreihen g, a ,  c. Also sind 
I I lSZ und I I I I V S Z  Kreisvierecke l) Daher ist ferner: +,SZlII - S I V I I i  = I V I I K  = E .  1st Z' die zweite (in F ig  3 nicht ge- 
zeichete) LuBere Ecke des &llst5ndigen Vierseits a, c, d, e, so ist ent- 
sprechend XIIIZ'S - KI11 = a. Da nun K der innerhalb des Vier- 
ecks liegende Konvergenzpunkt ist, so sind a und s immer groBer als 
Null und kleiner als X I V I I I .  Punkt S liegt daher stets auBerhalb 
des vollstiindigen Vierseits in der Winkelflache K I I I Z ' .  Auch ist 
leicht erkennbar, da8 S auf der Geraden ZZ' liegt, wenn I I I I l I I V  
ein Kreisviereck, daB er aber mit Z oder Z '  zusarnmenfdlt, wenn es 
ein Faralleltrapez ist. 
- - 

1) Dies ist eine aus der Geometrie der Parabel schon bekannte Eigenschaft. 

Zei tschnft  f. Mathornatik u. Physik. 5 6  Band. 1908. Heft 3 
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Experimentelles zum GauBischen Fehlergesetz. 

Von OTTO GRCBER in München. 

Auf Veranlassung von Herrri Prof. Sommerfeld und im AnschluB 
an seine Vorlesung über kinetische Gastheorie w-utden von meineu - 

Bruder und mir einige Versuche angestellt mit der ,,&uincunx zur 
Illilstration des E'ehlcrgesetzes von Francis Galton'") aus der hiesigen 
mat,hcmatisch-physikalischen Sammlung des Staates. 

Auf einem geneigten 
Rrett eind etwa 1000 
Nagel in gleiehseitigen 
Dreiecken mit einem Zwi- 
schenraum von 8 mm an- 
geordnet. Zwischen ihnen 
rollen aus einem Triçliter 
Schrotkugeln herab und 
werden an der Basis von 
29 Fachern aufgenommen 
(siehe Abbildung). Die 
Kugeln solien sich auf 
die einzelrien Facher nach 
deni GauBischen Fehler- 
gesetz verteilen, mit dem 
3iaxirnum der Dichte in 

Schema der Quincunx. 
dem niittelsten Fach. 

E s  wurden 32 Versuche mit insgesaint 22 162 Kugeln in 4 Gruppen 
angestellt: 1. mit Schrotkugeln von 2,2 mm Durchmesser, 2. mit solchen 
von 1,2 mm Diirchmesser und zwar a) hei einer Neigung des Rrettes 
von 12O gegen den Horizont, h) hr:i einer Keigiing von 281/,0. Die 
Kugeln in den einxelnen P a c h ~ r n  wurdm abgeziihlt. 

Die Figuren 1 und 2 geben zwei charakterietische Einzelversuche 
wieder (die Ordinaten proportional deil Kugelzahlen in dem betreffenden 
Fache, die dbszissen gleich der von der Nitte gerechneten Facherzahl); 
die Figuren 3 bis G stellen das Mittel aus den 4 Gruppen der je unter 
gleichen Crnstiinden angestelltcn Einzelversuche dar. 

1) Siehe Dyck, Eatalog rnathcmatischer und mathomatisch-physilcalischer 
Modelle, Apparate und Instriimente, hlünchen 1892,  S. 154 f. u Naçhtrag S. 6. 
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1;s ergaben sic11 Aba eichungen von der Rechts-Links-Syrriuietrie 
der Kugelverteiluiig um die Mitte und zwar einmal uiiregelmiifiige, die 
auf die zu geringe Empfindlichkeit der an der Quincunx aiigebrachten 
Libelle und die dadurch bedingten zufilligen Justierungsfehler des Brettes 
zurückzuführen sind, und d a m  regelmiiBige nach der rcchten Scite, die 

vermutlich ihre Ursache in einer leichten Verwerfung des Holzes haben 
und sich narnentlich in H g .  3 dcutlich auspragen. 

Cm die Resultate der eineelnen Versiiche he~ser  miteinander ver- 
gleichen zu konnen, wurden alle Versiiche aiif eine Kugelsumine von 
500 Kugeln rediiziert. Mit der GauBischen F'ehlerlcurve wurden die  

Fig. 3. Y ig .  4. 

Ergebnisse nach dem Vorgehen von Jordan') in der Weise verglichen, 
da4 zuniclist die niittlere Abweichung von der Mitte berechnet wurde - 
(alfi Wurzel aus der Summe der mit den entsprechenden Kugelzalllen 
multiplizierten Facherzahlquadrate gebrochen durch die Gesa~r~tkugelzahl). 
I)ariii wurde mittels der Tabelle von Jordan, die die Wahrscheinlichlieit 
eines Fehlers zwischen Nul1 und dem f i  fachen mittleren Fehler angibt, 
die dieser mittleren Abweichung entsprechende GauIjische Fehlerkurvc 
gesiicht. 
-- - 

1) Jordan, Handbuch der Vermessungsknnde, 5. A d .  Stuttgart 1904,  1. Bd. 
5 139, S. 559 ff, u. dnhang S. [Zl]. 

-21% 
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Es  ergaben sich die in der vorletzten Spalte wiedergegebenen 
mittleren Abweichungen für die Mittelwerte der einzelnen Versnclis- 
gruppen. 

Aus samt- Ohne die drei 
SuBersten 

lichen FLchern Facher 

1. Gruppe (2,2 mm Kiigeln, 12O Neigiing) 5,3 Facher 4,l Fiicher 
281: 0 II. ,, (2,2 mm ,, , i e  ,, > t 6rl 7, + 4 3  ,, 

,, ( L a  mm ,, 7 12O ,, ) > 3,55 ,, f 3,38 ,, 

Aus dieser Tabelle geht hervor, daB einmal der groBeren Kugel- 
goBe, d a m  aber auch einer groBeren Neigung des Brettes eine groBere 
mittlere Abweichung entspricht. 

Die mit diesen mittleren Abweichungen gefundenen theoretischen 
Kurven (in Fig. 3 bis 6 die punktierten Kurven) schmiegen sich den 
auu den Versuchen erhaltenen *sehr schlecht an. Der Grurid liegt im 
Bau des Instrumentes. E s  sollten ri~mliüh in die auhersten Facher nur 
diejenigen Kugeln fallen, die eine die Breite des Instrumentcs über- 
schreitende Abweichung habcn. Bei dem vorliegendcn Instrument sind 
jedoch siimtlichc Negel in einem gleichseitigen Dreieck angeordnet, an 
dessen oherer Spitze die Trichtermiindimg liegt. Kugeln, die so ab- 
prallen, daB sie ails diesem Tlreieck herausgeraten, begrgncn dort keinem 
Hindemis mehr und komnlen daher in gr6Berer Anzahl in  die auBeren 
Facher, als wenn ihnen auch auBerhalb des Dreieckes Nage1 entgegen- 
stünden. E s  ware also zweckmaBiger auch den Raum auBerhalb des 
benagelten Dreieckes mit Nageln auszufüllen entsprechend der von 
Galton angegebenen Abbildung (siehe obiges Zitat). 

Da mehrere Versuche zeigten, daB die Kugelzahlen in dem vierten 
Fache von auBen bereits nahezu Nul1 sind, wurden von mir die in die 
drei ZuBersten Facher falleriden Kugeln weggelassen und o h e  diese die 
mittlere Abweichung berechnet. Sie findet sich in der letzten Spalte 
der Tabelle. 

Die mit dicsen mittleren Abweichungen gcfundcncn theoretischen 
Kiirven (in Fig. 3 bis 6 die ausgezogcnen) schmiegen sich deil aus den Ver- 
auchen gewohenen'sehr gut an. Rierdureh zeigt sich die Berechtigung 
unsere Quincunx in der Tat als Mittel zur Veranschaulichung des 
GauBischen Pehlergesetzes anzusehen. 

Eine Eigentüinlichkeit der Versuchskurven ist das regelmaBige 
Vorkommen von Zacken. Diese treten bei siimtlichen Einzelversuchen 
sehr deutlich und chamkteristisch hervor (z. B. Fig. 1 u. 2). Bei den 
Mittelwerten der Kugelzahlen t'Cr die einzelnen !&cher (Fig. 3 bis 6) 
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iiberdacken sich diese Zacken gegeiiseitig etwas wegen der oben er- 
wiihnten unregelmaEigen Abweichung in der Verteilung, doch sind sie 
auch hier deutlich vorhanden. E s  lassen sich 4 Paare nahezu symmetrisch 
zur Mitte liegender Zacken erkennen. Sucht man für die einzelnen 
Versuchsreihen jeweils das dem einzelnen Zacken im Mittel entsprechende 
Fach, so ist es für samtliche Gruppen das gleiche, d. h. die Lage der 
Zacken scheint von der KugelgroBe und Neigung des Instrumentes nicht 
mesentlich abzuhangen. Dies wird durch die Figuren 7 u. 8 erliiutert. 
In ihnen sind für die Gruppen 1 bez. III nur die rnitlleien Abszissen 
und Ordinaten der Zacken dargestellt, wobei das Mittel aus der rechten 
und linken Hilfte vereint gebildet und symmetrisch aufgetragen wurde. 

Fig. 8. 

Die geringe Abhiingigkeit von KugelgroBe und Neigung liBt ver- 
muten, daB die Lage der Zacken ron  der Anordnung der Nagel herrührt. 
Nun zieht eine gerade Nagelreihe von der Trichteiniündung zum Fach 
in der Mitte, die augenscheinlich die Kugeln von diesem Fach abhalt. 
Zieht man aber auch (siehe Sçhema) durch den der Trichtermündung 
niichsten Nage1 1 und der Eeihe nach durcli die Xiigel 2 und 3 Ver- 
bindungsgerade, so stellen diese ebenfalls gerade Nagelreihen dar, die auf 
des 4. bzw. die Scheidewnnd dea 6. und 7. Paches von der Mitte gerechnet 
führen. Auf die diesen Fachern gegen die Mitte zu benachbarten Facher 
fallen aber die weiteren Zackenminima, womit wohl ein Zusammenhang 
zwischen Zackenbildung und Nngelstellung nachgen~iesen ist. 

Nan sieht also im groBen und ganzen auch in diesen Versuchen 
einc schone Übereinstimmung mit dem GauBischen Fehlergcsetz, denn 
die besproehenen lieriodischen Abweichungen finden ihre Erklirung in 
der RegelmiiBigkeit der Nagelstellung und l i ~ g e n  daher durchaus im 
Sinne dieses groBen Gesetzes, welches nur bei vdliger T7nordniing der 
Elem~ntarFehler strenge Giiltigkeit beansprucht. 
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Bemerkungen 
eu dem Aufsatz des Herrn Friedrich Schilling ,,Über die 
Anwendung der Fluchtpunktschiene in der Perspektive," 

(Uiese Zeitschrift Band 56, S. 189-208). 

Von ri. &IIT~IKE in Stuttgart. 

1. Herr S c h i l l i n g  sagt in der Anmerkung auf S. 192, da8 bei 
der Einstellung der dreiteiligen Fluchtpunktschiene in gemissen Fallen 
(die deshalb zu vermeiden seien) bei jedem neuen Schritt des Einstellens 
der eirie Stift herausgenommen werden müBte. Ich habe das nie notig 
gehabt, weil die Gleitschienen genügend federten, um bequem über die 
Stifte hiriweg bewept werden zu kurinen. Natürlich wird der Wert der 
Untersuühungen des Herrn Schilling darüber, wo man die Stiite am 
zweçkmLBigsten einsteckt, hierdurch nicht vermindert. 

2. Das neue, auf S. 200 und 201 beschriebene Einstellverfahren 
des Herrn Schilling ist gewiB eine dankenswerte Bereicherung der Hilfs- 
mit'tel, allein bei meinen zum Vergleich vorgenommenen Versuchen, 
bei denen ich die zur Einstellung nütigen Zeiten aufschrieb, hahe ich 
nicht finden kijnnen, daB es schneller zum Ziel führte als das altere 
(diese Zeitschrift Band 42, 1397, S. 100-101). Herr S c h i l l i n g  sa$ 
auf S. 202, daW beim neuen Terfahren bei jedem Schritt sogleich beide 
Schienen korrigiert würden, wahrend beim alten hierzu zwei einzelne 
Schritte notig seien, aber nach meinen Beobachtungen ist eben die 
dnzahl der e i n z e l n e n  Schritte beim neuen nicht kleiner als beim altcn. 
Man k6nnte es ebensogut als einen Yangel des neuen Verfahreus hin- 
stellen, daB bei jedem Schritt beide Gleitscliiencn statt einer korrigiert 
werden müssen. Selbstverfitandlioh kann auch beim alten Verfahren 
jede einzelne Lage der Fluchtpunktschiene durch einen Strich -aiif dem 
Papier bezeichnet; und wiedergefimden merden, und man braucht eben- 
falls nur eine Schiene mit der Hand festzuhalten, nicht zwei. Endlich 
kann es beim neuen Verfahren leicht vorkommen, daB man den erst,en 
Schritt oder sogar noch einen spiiteren umsonst tut ,  indern man sic11 
dabei von der richtigen Lage entfernt, statt sich ihr zu nahern, wiihrend 
beim alteri Verfahren jeder Schritt unbedingt riaher zum Ziel führt. 
Deshalb scheint mir die Früge, welches der beiden vorzuziehen sei, 
mindestens noch unentschieden zu sein. 
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3. D a s  von H e r r n  S c h i l l i n g  auf S. 203 i n  Zusatz 3 angegebene 
Verfahren, die Pluchtpunktachicne auf  einen unzuganglichen E'lucht- 
punkt  einzustellcn, der  auf einer gegebcnen Geraden i n  gegebenem b b -  
stand von  einem bekannten P u n k t  dieser Geraden l iegt ,  is t  sehon v o n  
mir (diese Zeitschrift  B a n d  42, 1897, S. 103) vorgeschlagen wordeii. 
I c h  hin dor t  norh e i n ~ n  Schr i t t  w ~ i t e r  gegangen und  habe ~ m p f o h l ~ n ,  
auf dem Rand  der Zeichenschiene einp Teiliing anzubringen,  die ohne  
Rechnung oder Kons t ruk t ion  ein sofortiges, endgültiges Einstellen erlauht.  

Eleinere Mitteilungen. 

Erlanterung zu einer Tabelle in: ,,Sechsstellige GauBische und sieben- 
stellige gemeine Logarithmenu von S. Gundelfinger. 

(Tach eiuer briefliclien Mitteiluug des Verfaasers.) 

Die zweite Auflage der i n  der Überschrift genannten Tafeln, Leipzig 1902 ,  
enthalt in  einer Erganzung zu S. 1 der ersten Auflage unter Nummer III ein 
Tafelchen, das den Zweck hat, fu r  B > 2 den \Vert von B - A auf bequeme 
Weise zu liefern. Es wird 

B = A, 

gesetzt; dann ist, wenn Bo den zum Argument A. gehorigen Wert  indder Tafel 
der Additionslogarith~uen bezeichuet, 

wo die Korrektion k sich gerade deïn erwiihnten Siifelchen entnehmen 1aBt 
Die Erklarung ist folgende. Setzt man, unter log den gemeinen Logarithmus 
verstelierid, 

A - logz ,  
dann ist bekanntlich 

R = log (1 + x) , 
also wird für B - Bo: 

Bo = log (2 + 2). 
Hieraus folrt  

- (1 + 4= - log 2x+xe 
- log ;>--e 

-2 + x ( 1  + z)? 
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wo M den Modul dcr gerneinen Logarithnien und 9. eine GrfiRe zwischen O 
und 1 bedeutet. Wenn B = 2,000, so wird aunahernd x = 99 ,31 ,  also 
1 + x > 100. Da ferner M < ;, so betragt, wenn mari f i r  B 7 2 

M k =  - - - 

(1 + 4" 

d. h. wcniger als eine h d b e  Einheit der achten Dezimale. Deçhalh konnten 
in derri Gaglichen Tafelcheri, dessen zweite Spalte die Werte k ,  in Eiiiheiten 
der siebenten Dezimale, von 5 angofangen bis 135 immer von 10 zu 10 fort- 
schreit'end enthiilt, die xugehorigen B in der crsten Spalte folgendermaBen 
berechnet werdm. Aus der obigen Niiherungsformel für  k folgt durch Loga- 
rithmieren 

log k  = log M - 2 log (1 + a), 
woraus man, da 

log (i 4- X) = B 
ist, erhalt: 

B - log M-logk .  
2 

Dabei ist  log M = 9, 6 3 7  7343 113 - 10. 

Mathematisohe Schreibmaschine. 

Die ,,Hammond Typewriter Co." in  Neuyork teilt mit, daB sie eine matlie- 
matische Schreibmaschine auf den Markt gebracht hat. Mit dieser &schine 
konnen mathematische Manuskripte vollstiindig geschrieben werden, ohne daB 
man, wie es seither der Fa11 war, genotigt ist, für griechische Buchstaben und 
gewisse mathematische Zeiçhen, die auf andern Schreihmaschinen gewohnlich 
fehlen, Raum zu lassen und sie nachtriiglich mit der Feder einzusetzen. Das 
Sypenrad anthalt 120 Biichstaben und Zeichen, darunter auBar =, +, -, m 
und manchen anderen auch ein Wurzclzeichen, Summenzeichen (E), Integral- 
zeiçhen, ein , , r u d e s  DeiL (8) tur partielle Differentiale, und auBer den gew6lin- 
lichen Ziffern auch kleinere für Exponenten und Indizes. 
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Xeisel, Dr. Ferdinand, GroUh. Direktor der Gewerbe- und Handwerker- 
schule und Privatdozent a n  der Technischen Hochschule in Darmstadt, 
Elemente der geometrischen Optik. Eine Einführung in das Ver- 
standnis der Wirkungsweise optischer Instrumente. Mit 157 Ahbildungen 
im Texte. Uannover 1908, Verlag r. Dr. Max Janecke. (69. Band der 
Bibliothek der gesamten Techuik.) 294 S. kl. 8. Geh. n. J! 4, geb. n. 4,40. 

Der Verfasser gibt in  der Einleitung eine ausîiulirliche Darstellung der 
Entstehung eines optischen Bildes. E r  geht von der kaustischen Linie aus, 
le@ die Abhangigkeit des Bildes vom Augenorte dar  und leitet in  ganz all- 
gemeiner Weise die Grundbegriffe - Hauptpunkte, Brennpunkte, Brenn- 
weiten - ab. I m  ersten Abschnitte wird sodann die 17pie.qeelung behandelt. 
Die durcli einen ebeneu Spiegel und durch die Zusarnmeustellung ebener 
Spiegel erzeugten Bilder, auch die praktischen Anwendungen des ebenen 
Spiegels werdcn eingehend besprochen. - Bei der Behandlung des an eincr 
Eugelfiache gespiegelteu Strahls werden dann die Uegriffe des Astigmatismus 
und der spharischen Aberration abgeleitet. Ebenso wird die nun folgende 
Darlegung der durch sphiirische Spiegel erzeugten Bilder zur allgemeinen 
Erkkrung  des Abbilduugsverhaltnisses und der VergroBerung benützt. Hier- 
bei wird auch das Bild eines uncndlich groben und uncndlich fernen Objckts, 
sowie das di~rch eine helirbige Offniing erzeugte Sonnenbild iintersiicht. Auch 
das Tiefenabbildungwerhiiltnis mird ohne Zuhilfenahme hoherer Rechnung 
behandelt. Es  sclilieflt sich riun die Xombiriatiou zweier spharischer Spiegel 
an, deren Kardinalpunkte ermittelt werden. Bei dieser Gelegenheit werden 
auch die tcleskopischen Systemc definicrt. Mit einer Bctrachtung der durch 
Rotation der Kegelschnitte erzeiigten Flachen als S p i e p l  und der Spiegel- 
Teleskope schlieBt dieser Abschnitt. 

l m  zweiten Abschnitte behandelt der Verfasser die Brechung des Lichts. 
Das Kefraktionsgesetz und das Fermat'sche Prinzip werden vorgeführt; sodann 
schlieBt sich die Konstruktion des gebrochenen Strahls, dicser die totale Reflexion 
an. Die Weierstra.Bische Konstruktion für die brechende Kug~lf i iche führt iin- 
mittelbar auf die aberrationsfreien Punkte. Bei der Behandlung der Strahlen- 
brcchung a n  einer Ebene wird die Entstehung der Bilder unter wasser befind- 
licher Gegenstande und ihre Abhangigkeit Yom Auge eingehend besprochen. 
Der optischen Wirkung einer planparallelen Platte schliebt sich der absolute 
Brechungsquotient an. Bei der Betrachtung des Prismas wird auch die 
Rildiimkehi-img diirch eine Komhination zweier rechtwinkliger, gleichschenk- 
liger Prismen dargelegt. - Die Brechung an einer Kugelflkhe, bei der auch 
die totale Refiexiou nicht vergessen wird, leitet zur Behandlung der Linsen 
über. F ü r  die Lage der Kardinal~unkte werden genaue, allgemein gültige 
Formeln aufgestellt. Bei dieser Gelcgcnheit wird auch gezeigt, daB eine 
Linse, die am Hande dicker als in der Mitte ist, gleichwohl eine Sammellinse 
sein kann und die Bedeutung der Eulerschen Kaherungsformel erlautert. 
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Auch die Redeiitiing des optischen Mittelpunktes wird eingehend besprochen. 
E s  schlie5t sich nun eine die Dicke nicht vernachliissigende Behandlung des 
Linserispiegels und sodann die allgenieine Betrachturig eiiies Systerns zeritrierter 
brecliender Kugelflachen an Bierbei folgt der Verfüsser im groBen Ganzen 
den Spiiren Ahhes') und betont namentlich das Konvergenzverhiltnis und die 
Knotenpunkte. Auch der Durchgang der I'arallelstrahlcnbiischel wird ein- 
gehend tiesproclien. E s  folgt die Zusa~rimensetzung zweier Linseriçysteme; 
die verschiedenen rnoglichen Fiille werden durchgenommen und im Anschlu6 
daran die teleskopischen 1insensyst;eme betrachtet. Den SchluB dieses Bb- 
schnitts bildet die Besprechung der Abbildungsfehler, der Sinilsbedingung 
und der aplauatischen l'unkte. 

Der dritte Abschnitt ist der Farbenzerstreuung gewidmet. Die Ent- 
stehung des Spektrums wird geschildert und die Bedinçung seiner Umkehrimg 
ciargelegt. Das Zerstreiiungsvermiijien wird abgeleitet, die Prismen-Kombina- 
tion mit gerader Durchsicht und die ohne dhlenkiing kurz behendelt. Bei 
der nun folnenden Besprechuno der achromatischen Linse wird heaonderes Ge- - 
wicht auf die Cnterseheidung der =;am verschiedencn Bcdingungcn des Zu- 
samrnenfallens der Rrenn~iinkt~e und der Gleichheit, der Hrennweit,en für zwei 
Farben gelegt. Auch die Abglichkeit der achromatischen Linse aus einem 
Glasstücke, und zwar für  jede der beiden Bedingurigen wird dargelegt. 

Der vierte Abschnitt, in  dem die Fernrohre und Mikroskope behan- 
delt werden, beginnt mit einer allgemeincn Betra.cht,iing der VergriiBerung; 
hierbei wird auch der Begriff der l e e r e n  VergroBerung abgeleitet. Die durch 
eirie einrache Liuse und die durch eine Korril-iiriatiori zweier Linsensystenie 
erzeugtr VergroBerung werden ausführlich behandelt. Das Gesichtsfeld des 
astronomischen und das des holliindischen Fernrohres gelangen zur Bchand- 
lung, und nun  folgt eine Uarlegung des diirch A b b e  ringefiihrten T3egriffs 
der  Eintritts- und der Austrittspupille. Die Lichtstirke, die sie beim Xikro- 
skope bedingende numerische Apertur und die Schilderung der Wirkung der 
Immersion schlieBcn sich an. SchlieBlich werden die Objcktivc und die Oku- 
lare der Fernrohre und Mikroskope und die pliotographiachen 0bjekti.ve kiirz 
behandelt. 

Wenn wir zu dern hier rnitgeteilten lnhal t  des Werkes noch bernerken, 
d a 6  es bei d l e r  Kürze und Pragnanz des Ausdruoks üboraus klar und mit 
ganz elcmentaren Hilfsmitteln der Mathematik geschrieben ist,, so darf man 
das Ruch als eines der reichhaltirrst,en und besten Werke auf dem Gehiete - 
der geonietrischen Optik bezeichnen, so lange iriau die Theorie der optischen 
Abbildung im Sinne der Wellentheorie ausschliebt. 

Darmstadt. S. GCNIIEI~FIP\Ü~?R. 
- - -  

1) Bekanntlich hat GauB durch seine Theorie der Hauptstrahlen und H ~ u p t -  
punkte die erste genaue Definition der beiden Brerinwciten für ein System mehrerer 
Linoen auf geineirischaftlicher Achse gegehen. Seit den Arbeiten Abbes ist 
es  f a t  uniiegrciflich. daB GauB sich h i  seinen Gnterauchungen iiber die Theorie 
der Abbildung durch cin unendlicli wenig geoffnetes St,rahlenhiindel anf  das 
Snelliussche I3rechungsgesetz gestützt hat, waiirend Abbe zuerst erkannt zu haben 
scheint, daB die Gesetze der Alihildiing im elementaren zylindrischer. Ilaum von 
der Art der physikalisclien Verwirkliühung der Abbildung ganz unabliihgig und 
rein geomctriseher Natur sind. In dor Einleitung de3 vorliege~iden Buches werdcn 
nun die fundamentalen Uegriffe ,,Drennpunkte, IIauptpurikte. Urennweiten" in der 
allgemeinsten Weise aus weit geoffneten Rüscheln abgeleitet. 
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Dr. Gino Loria, ord. l'rofessor der h6hereu Geometrie an der vniversitat 
Genua, Vorlesungen über darstellende Geometrie. Autorisierte, nach 
den1 italienischen Manuskript bearbeitete deutsche Ausgabe von F r i t z  
S c h ü t t e ,  Oberlehrer am Gymnasium zu Düren. In 2 Teilen. 1. Teil: Die 
Darstellungsruethoden. A. u. d. T.: S e u b n e r s  S a m m l u n  g von Lchrbüchern 
auf dem Gebiete der mathematischen Wissenschaften mit EinschluB ihrer 
Anwendungen. Bd. 25, 1. Mit  163 Figuren. [XI u. 219  S.] 8. Leipzig 
1907,  U .  G. Teubner. Geb. n. J!L 6.80. 

Das vorliegende Buch behandelt in ausgeaeichneter Weise die Nethoden 
der darstellenden Geometrie; es konnte den Titel tragen: theoretische dar- 
stellende Geometrie. Auf die lieichhaltigkeit des lnhaltes kann man schon 
aus der Disposition des Stoffes schlicBen: in  fünf Büchern werden behandelt 
1. Die Mongesche Methode der doppelten Ort,hogonalprojektion; 2. Die Zentral- 
projcktion (Freie Perspektive); 3. Die 'ilethode der kotierten Projektionen; 
4. Die Axoriometrie; 5. Die Photogranimetrie. Einige Bemerkungen über die 
Werkzeuge des Geometers, über Geometrie des Zirkels und über Geoinetro- 
graphie bildcn die Einleitung. Ails der neuercn Geomctrie wcrdcn die Elcmente 
vorausgesetzt etwa in dem TTmfange, a i e  man sie in dern Ruche von E n r i q u e s  
findet. Der Verfasser zielit diese nisziplin von Anfang an zur Behandlung der 
Aufgaben der darstellenden Geornetrie heran; dadurch gelan& er zu manchen 
interessanten Losungen, wenn diese auch praktisch nicht immer zu bevorzugcn 
sind. Vertraut mit der neueren Litoratur weiB er dein vie1 bearbeitcten Stoffe 
neue und originelle Seiten abzugewinnm, er bewahrt die grtj0te Allgerneinheit 
der Gesichtspunkte und versteht es, alle Teile i n  Zusaminenhang au bringen. 
Als besouders elegant seieu erwiihnt: die Projektion auf die Koinziden~ebeue 
(S. 45), die Behandlung senkrechter Geraden und Ebenen in der freien Per- 
spektive (S. 1 1 4  ff.), das Porisma II auf S. 135.  %xhaupt mochte der Iie- 
ferrnt das 2.  Ruch über die freie Perspektive als besonders geliingen hezeiehnen, 
wahrend die Darstellung der Axonometrie weniger befiiedigt. Verdienstlich 
ist es auch, da8 im 5. Buche die theoretische Photogramnietrie kurz beliandelt 
wird. Wir  finden erortert, was man über eine Figur aussagen kann, wenn man 
von ihr in cincr gegebenen Ebene eirzc Projektion aus einem unbelrannten Zentruxu 
kennt oder 2 bzw. 3 Projektinnen in ebensovielen Ebenen. Drr  letzte Fa11, 
wo vier I'rojektionen in vier gegebnnen Ebeucn belrannt sind und die Figur 
also der Gestalt nach bestimmt ist,  wird leider ohne neweis bloB ançeführt. 
Hier wgre wohl auch ein Hinweis auf F i n s t e r w  a l d e r s  Arbeiten am E'latze 
gewesen, der in den letzten Jahren die Photograrnmetric auf neuen Grund- 
lagen aufgebaut hat. Zahlreiche Aufgaben sind durch das ganze Bucli ver- 
streut. 

Dem Titel nach haben wir es mit Vorlesungen des Verfassers über dar- 
stelleude Geometrie zu tun; es ist zu verinuten, daU der mehr praktische Teil, 
also die wirkliühe zeichnerische Durchführung von hufgaben etwa in besonderen 
Übungen erledigt wurde. Jedenfalls sind in dem Ruche Ausführungen prak- 
tiseher A r t  vermieden z. R.  die sog. angewmdte Perspektive, die Eigenschaft 
der Teilungspunkte, die Konstruh-tion von MaBstaben usw. Deswegen wird 
der mit dem Gegeustande schon Vertraute aus dem Buche mancherlei Nutzeri 
ziehen Konnen; einem Anfdnger aber oder auch einem Techniker kann man es 
weniger empfehlen. F ü r  diese ist  es auch n6tig Figuren beizufügen, die sorg- 
t'ilt,ig und auf eine gewisse Bildwirlmng hin durchgefiihrt sind. 

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



332 Biicherschau. 

Uenn über den beigefiigten h iguren  hat  kein guter Stern gewaltet; sie 
sind - welchem Zwecke sie nun auch dienen mogen - zu ungenau, zu venig 
übersichtlich und zu flürhtig entworfen. Die einzigo Figur 43 gibt ein Beispiel, 
wie alle sein sollten. 91s besonders verbesserungsbedürftig seien erwiihnt: F'ig. 24 
und Big. 1 2 2 ,  wo die Urehung der Bildebene nach der andern Se& eri'olgen 
müBte, damit man das Bild so sieht, wie es einem im Projektions-Lentrum 
angebrachten Auge wirklich erscheint, Fig. 150, wo auch im Text ein storendes 
Versehen vorliegt und Fig. 1 5 3 ,  wo O* der Hohenschnitt des Spurendreiecks 
ï25!',,1', sein sollte. 

Hindelang im Allgau. KARL DOEIILEXAGN. 

Arnold Emch, Ph. D. Professor of Graphiçs and Mathematics in the Uni- 
versity of Colorado. An Introduction t o  the Projective Geometry 
and its Applications on analytic and synthetic treatment. Pirst 
edition, first thousand. 1 1 4  Figuren. VI1 u. 267  Seiten. 8.  New York 
1905, John Wiley & Sons, London: Chapman & Hal l ,  limited. Geb. 
n. 2.50 $ 

I n  diesem Buche unternimmt der Verfasser, jetzt Professor a n  der Kanton- 
schiile in  Solotiirn in der Schweiz, den interessanten Versuch, eine Darstelliing 
der projektiven Geometrie mit einer Übersiçht ihrer Anmendungen zu ver- 
einigeri. Natürlich muW er auf einen sorgFiltigen, theoretischen Aufbau ver- 
zichten und die Sheorie kurz und knapp halten. I n  den drei ersten Kapiteln 
werden in analytischsynthctischer Uehandlung und unter ausschlieBlicher 
Benutzung Cartesischer Koordinaten die Satze über das Doppelverh%ltnis, über 
projektive Strahlenbüschel und Punktreihen, über die involutorische Beziehung, 
sowie eine Theorie der Kegelschnitte behandelt. Mit Rücksicht auf die spatere 
Verwcndung findct die ebenc Kollincation, spezicll die zcntrale, eine ausführ- 
liche Eriirteriing, woran sich sofort Anaendiingen dieser Verwandtschaft in 
der darstellenden Geometrie schlieBen. I m  vierten Kapitel werden Kegelschnitt- 
Büschel und Kegelschnitt-Schar analytisch definiert. Die in  bezug auf ein 
Kegelschnitt-Büschel konjugierten Punkte bilden eine quadratische involutorische 
Verwandtschaft, welche auch bei uns noch gclcgcutlich als ,,Steinersche Trans- 
forma.tionU hezeichnet wird; einem Sti-a,hlenhiischel entspricht in ihr  ein liegel- 
schnitt-Büschel und das Erzeugnis dieser beiden Gebilde ist eine allgemeine 
Kurve dritter Ordnung. Die Theorie dieser Kurven wird verhiiltnism%Big aus- 
führlich besprochen und spezicll gezeigt, wie die schon von N e w t o n  aufgc- 
stellten fiinf Sypen durch die verschiedenen Fiille der quadratischen Trans- 
formation sich erarugen lassen. Dahei verdient hervorgehoben zu werden, daB 
die beigefiigten Figuren wirklich konstruierte, also nicht bloB schematische 
Kurven dritter Ordnung geben. 

Das letztc, fünfte Kapitel enthiilt die Anwcndungcn dor projektiven Geo- 
metrie in der Biechanik und zwar znniichst, etwas kiirz gehalten, die i n  der 
graphischen Statik, indem eine Anwendung des Seilpolygons gegehen wird. 
Es folgen dann statische Ueweise für den G a u B s c h e n  Satz vori der Nitte 
der Diagonalen eines vollstandigen Vierseits und des P a s c  nlschen Sataes 
fiir den Krcis. Als l fh~ingsauf~aben  sind diese ja wohl geeignet, prinzipiell 
wird es aen ig  angemessen sein, geometrische Theorerne unter Anwendung von 
Siitzen der Statik zu beweisen. Es folgt weiter eine Geometrie der Spannungen 
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in einer Ebene. Die Spannungsellipse, sowie die Involution der konjugierten 
Schnittrichtungen werden analytisch abgeleitet. Die Gletscher bieten in  ihren 
Spalten und Str6miingslinien ein Beispiel für den Fal l ,  wo die betrcffende 
Involution in jedem Punkte hyperbolisch ist. E s  fehlt nicht eine Veranschau- 
lichurig durch eine kleine Karte des Arapahoegletschers. Ein E'eld mit überall 
elliptischer Involution zeigt sich in  der Spaltenbildung eines auftrocknenden 
Schlamnifeldes oder eincr s t u k  lakierten Flache. Den SchluB bildet ein be- 
merkenswerter Abschnitt, iiber die Realisierung von Kollineationen durch 
Gelenkwerke. AuBer den bekannten ~nversoren von P e a u c e l l i e r ,  H a r t ,  
X e m p e ,  S i l v e s t e r  werden hier noch weitere, zum Teil wenig bekannte 
 arate te besprochen, welche eine Zentral-Kollineation kinematisch erzeugen. 
Dieselben bietcn ein theorctisches Interesse, auch wenn sie praktisch wegen 
zu groBer Kompliziertheit, und der damit verbiindenen Hemmi~ngen wohl nicht 
zu verwenden sind. 

Auch sonst findet man maiiches Neue z. B. in derri S. 1 6 7  bchandelten 
,,Optischen ProblemLL. Schon C r  e m o n  a ha t  folgende Aufgabe gelost: Durch 
eincn festen Punkt  gehcn Lichtstrahlen, welche der Reihe nach an 1% Geraden 
reflektiert werden. Man finde einen Strahl,  der nach n Reflexionen mit dem 
ursprünglichen einen gegcbenen MTinkel bildet. Dem Verfasser gelingt es, 
durch genauere Cntersuchung der Winkelrelationen einige weitere allgemeine 
Satze abzuleiten, welche praktisch bei  dem Winkelprisma, z. B. dom von 
B a u e r n f  e i n d  , Verwendiing finden. Leider ist gerade dieser Teil diirch Druck- 
fehler entstellt: s ta t t  der Winkel a ,  al, a2 etc. inüssen in den Formeln auf 
S. 1 6 8  und 1 6 9  und in der Figur 71 die Winkel al, H ~ ,  etc. geçetzt werden. 

Die Darstellung des Verfassers ist  durchweg einfach und verstiindlich; 
manche Entwickelungen zeichnen sich, namentlich mit Rücksicht auf die Ein- 
fichheit der verwandt,en Mittel, durch Übersichtlichkcit und praktische Anord- 
nung aus. Der eine oder a,ndc?re Punkt, bleibt noch zii verbesern. So ist auf 
S. 3 7 ,  38 der falsche Satz ausgesprochen, daB die Tangenten eines Kreises 
auf zwei festen Tangenten gleiühe Punktreihen ausschneiden. I n  der Ta t  sind 
aber diese Punktrcihcn ganz allgemein; irgend zwei projektivc Punktrcihen 
kannen - und znra,r nich auf unendlich viele Arten - so gelegt werden, 
daB die Verbindungslinien entsprechender Punkte einen Kreis umhüllen. Un- 
gern hat der Eefcrent jede Erwiihnung der reziproken Figuren der graphischen 
Statik verrni0t: sie bieten doch gerade eiu glinzerides Reispiel, wie eine rein 
spekiilative Retrachtung direkt in der Technik Verwendung finden kann. Im 
iibrigcn sei das Buch, dessen vielseitiger Inhalt wenigstens angedeutet wurde 
und dm im kleinen den Unterschied zwischen der alten und neuen Welt a,uch 
einigermaBen widerspiegelt, den Geometern, d e  sich für die Anwendungen 
der neuereri Geometrie interessieren. bestens empfohlen. 

München, 27. Dez. 1907. KARL DOEIILEMANN. 
-- -- -- 

C. Eohrbach. S t e r n k a r t e n  in g n o m o n i s c h e r  Pro jek t ion .  3. Aufl. II u. 
1 2  Blatter. 4. Gotha 1907 ,  E. F. Thienemann. n. Af 1.10. 

Die 1 2  Blstter dieses Atlas sind in Zentralprojektion ausgeführt , und 
zwar bilden die Zentren der Projektionsebenen je drei um g h  in Rektasaension 
voneinander abstehende Punkte in den Deklinakionsparallelen -+ 52,6', + 11°, 
- 1 1 0 ,  - 52,6O (Aquino= 1900). Alle groBten Kiigelki-eise erscheinen somit a h  
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gerade Linien und das erleichtert, die Einzeichnung von hleteorbahnen; Nordlicht- 
strahlen und Rometenschweifen. Der UmriB jeder Xarte entspricht einem 
Xreise von 20  cm Durchmesser, dessen Rand eine doppelte Einteilung auf- 
weist: eine innere deutet Rektaszension und Deklination an ,  eine iiuBere er- 
moglicht es dem mitteleuroplischen Beobachter, in  Verbindung mit der Stern- 
zeit die Xarte dem jeweiligen Himmelsanblick gernaB vor sich hin zu halten. 
Das Koordinatcnnetz ist  nicht eingezeichnet und nur  die helleren Sterne tragen 
die Ra, y e r  schen Riichstah~n. Einer beiliiiifigen Vergleichiing zufolge erstrebte 
der Verf. Vollstiindigkeit bis zu den Steinen 4. GroBe, schwachere Sterne hat 
er aber danri iriitgeuorriruen, wenn es das Charakteristisclie der Konstellatio~i 
verlangte. Die Abstufung der SterngroBen durrh die Durchmesser kleiner 
schwarzer Kreise ist recht, gliicklich getroffen. Beim i;berblic:ken der Karten- 
blatter f i l l t  insbesondere auf Tafel X I  die ZusammendrYngung der hellen 
Sterne um den Gouldsçhen Kreis heruni auf. 

Gegenüber den beiden früheren duflagen - die erste erschien Berlin 
1 8 9 5  - erfuhr die vorlicgendc cine Vcrmelirung uin eine Indexkartc, die auf 
9 Kartchen des nordlichen Himmels die Sternbildnr, ihre Greneen und die wich- 
tigsten Alignements angibt. Das mit groBer Sorgfalt gearbeitete handliche 
Werkchen erwies sich schon für  manche Beobachtungen dein Fachnianne und 
dem Liebhltber der Astronomie gleich willkommen. 

StraBburg i. F. WIRTZ. 

1. O. Hermes und P. Spic!s. Elernen te  d e r  A s t r o n o m i e  u n d  mathe-  
m a t i s c h e n  Geographie .  5. Aufl. Ni t  48 IIolzschnitten und 2 Stern- 
karteu. 73  S. 8. Berlin 1906,  Winckelmann 61. Sohne. II. dl 1.20. 

2. W. Lhska. L e h r b u c h  d e r  As t ronomie  und d e r  m a t h e m a t i ~ c h e n  Geo- 
g raphie .  1. Teil: Spharische Astronomie. 2. Aufl. X I I  u. 1 9 2  S. BU. 
Bremerhaven u. Leipzig 1906,  L. v. Vangerow. 

3. H. Andoyer. C o u r s  d 'Astronomie.  1. Astronomie théorique. 222 S. 8. 
Lithographiert. Paris 1906, A. Hermann. n. di? 7.20. 

Die drei Schriften behandeln den gleichen Stoff mit etwas anderen Zielen. 
1. Das Werkclien von H e r r n e s  erfreut sich seit laugen Jahreu teils selb- 

stsndig, teilv als Anhang zu dem rcichhaltigen und beliebten GrundriB der 
Experimentalphysik von Jochmann verdienter Anerkennung. An der ben-ahrten 
Disposition (1. Achsenumdrehung der Erde, II. Bewrgung der Erde um die Sonne, 
III. Matheinatische Geographic, IV. Das  Sorinensystem, y. Die Fixsterne), die 
zwanglos jeden ~ e g e n s t a n d  einzuordnen erlaubt,  ha t  die neue Auflage nichts 
gciindert. Ebenso findet man in Einzelhciten nur dann Zusatze, wenn es die 
Fortschritte der Forschung verlnngen, deren neuere Ergebnisse eine angemessen 
vorsichtige Berücksichtigiing erfahren. Dafiii. treten freilich an nianchen 
Sielleri ~ ü r z u n ~ e n  ein, denen u. a. die lehrreiche Bestimmung der Stillstands- 
punkte der unteren Planeten zum Opfcr fiel.') 

2. L a s k a s  spharische Astronomie wcndet sich vor aliem a.n den Stiidie- 
renden, fü r  den das Buçh eine bequeme EinfUhrung abpibt. Die mathema- 
tische Einleitung briugt eine p t e - ~ u s w a h l  der dem ~çtronori-ien wichtigen 
Formein, darunter graphische Losungsmethoden, Interpolation, Reihenentwicke- 

I j  Zum Vergleich liegt mir Joçhmsnns GrundriB, 10. Aufl. 1887 vur. 
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luugen und Ausgleichungsrechnung. Der weitere Inhalt schreitet in den ge- 
wohnten Bahnen einher. Die Schreibweise und die Zeiehniing der Figuren 
ist klar und leicht, verstiinillich. Hinweise a.uf Originalabhandliingen und 
ausführliche Werke trifft man reichlich, und die numerischen Eonstanten haben 
die wün~chenswerte Genauigkeit. Die zahlreichen kleinen Tafeln urid tabelle- 
rischen Übersichten, sowohl im Text vcrst'reut wie am Ende des Buches, sind 
a.iich fiir den Fachmann nicht ohne Wert. 

3. Auch A n d o y  e r s  ,,Astronomie th60rique1' besteht wesentlich aus spha- 
rischer Astroriomie und mathematischer Geographie. Darübcr hinaus geht nur 
das 9. Kap. mit seinen ,,h'otions de mécanique c4lesteu, die einen treffliçh 
orientierenden Charakter tragen. Die Refraktion erfahrt in  allen ihren Eigen- 
schaften und Wirkungen eine erschopfende Hehandlung, wahrend den breitesten 
Raum das SchiuBkapitel ,,Eclipses" einnimmt, das sich an Ressels Analyse 
der Finstcrnisse aulehnt und die Theorie bis zur Bestimmung der Sichtbarkeits- 
kurven auf der Erdoberfiache durchführt. Der Vortrag des ganzen Buches 
zeicbnet sich aus durch Strenge und Einfachheit; über die Disposition indes 
konnto man anderer Ansicht sein als der Verfasser. 

C. F. GauB. Werke. Herausgeg. v. d. K. Ges. d. Wiss. zu Gottingen. 
VII. Band. 6 5 0  S. 4. Leipzig 1906 ,  in  Komm. bei B. 6. Teubner. 
n. Ji?. 30.-. 

c h e r  den Inhal t  des Bandes und die Bedeutung der neuen Funde i n  
GauB' NachlaB hat  der Herausgrber, Herr  M. B r e n d e l ,  schon a n  zwei Stellenl) 
Bericht erstattet. V17ir beschriinken uns da.her a.uf einige wenige Hinweise. - 

An den revidierten und in seinen Zahlenbeispielen sorgfaltig nachge- 
rechneten Abdruck der Theoria motus schliefien sich verschicdene zum groBeren 
Teil noch unbeka.nnte Aiifsatze über die para,holische Bewegung a.n. Resonders 
interessieren die 1 8 1 6  entworfenen Tabulae novae motus ~arabol ici .  die schon 
eine iihnlich kompendiose Anordnung der Bnrkerschen  Tafel aufweisen, wie 
sie spiiter Burckhardt vorgesühlagen und neuerdings B a u s  c h i  n g e r in  seinen 
Tafeln mir theoretischen Astronomie (1901) verwertet hat. 

Die Arbeiten über die Ptorungen der cer is  Sallen in die Jahre 1 8 0 2  bis 1 POT>; 
sie enthalten die von EI a n s  e n  1843 unabhangig gefundene interpolatorische 
Entwickelung der Storungsfunktion, tragen aber im ganzen mehr den Charakter 
einer Vorhereitung auf die ausgedehnten TJnt,ersuchiingen über die Pallas- 
storungen, in  deren Veroffentlichung dcr Barid gipfelt. G a u C  gelangt zu dem 
Resultat, daB die mittleren Bewegungen von Jupiter und Pallas im rationaleu 
Verhiiltnis 7 : 18 stehen, ein Ergebnis, das er zunkhs t  in einer nie aufge- 
I6sten Chiffre niuderlegte. Welche Wichtigkeit gerade jetzt derartige Kommen- 
surabilitatsfragen für die Konstit,ution des Plauetoidengürtels besitzen, lehren 
die Entdeckungen der jüngsten Zeit. ,,Man sieht, daB G a u 6  das gewaltige 
Problem der Berechnung der Pallasstorungen innerhalb der Genauigkeits- 
grenze der Beobachtungen, an das auoh heute noch der Astrouorri sich nioht 
gern heranwagen mochte, fast ganz zu Ende gefuhrt ha t  . . . . Umsomehr 

1; Gesch%ftl. Mitt. d.  K. Ges. d. Wiss. Got t . ,  1906 und Gott. gelehrte Anz. ,  
1906, NI. 1. 

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



336 Bücherschau. 

zu bedauern war es, da0 bis auf den heutigen Tag diese Arbeit unbekannt 
geblieben i d L .  (Brende l ) .  

Den SchluB bildet eine ebenfalls zuru erstenirial ver6ffentlichte Theorie 
der Bewegung des Mondes. Sie stammt aus den Jahren 1801/02 und gelangt 
in  der Darstellurig der Storungen auf dieselhe Form, die Plana 1832 (Théorie 
d u  niouvement de la lune, ~ u r i n )  enturickelt. 

Uem Namen G a u B  vermag ja nichts mehr einen noch lioheren Glanz zu 
verleihen. - Herrn B r e n d e l  aber wird man nicht nur  Dank wissen für die 
Ausdauer, die er einer groBen ,4ufgabe gewidmet, sondern ihn auch beglück- 
wünsehea ob der glücklichen Hand, die h m  die Losung der schwierigen mit 
der Deutung des Nachlasses verbundenen Fragen erleichtert hat.  

StraIjburg i. E. 
- -  - 

WIRTZ. 

C. Y. L. Charlier. Ü b e r  d i e  Acce le ra t ion  d e r  m i t t l e r e n  Bewegung 
der Kometen. (Ark. f. Mat., Astron. och fys. Bd. 3 ,  Nr. 4.) 1 2  S. 8. 
Stockholm, 1906. 

Rei einigen Kometen, insbesondere heim F; n c k  e schen, beobachtet man eine 
sog. Acceleration, eine Verkürzung der Umlaufszeit, deren Erkliirung der 
Hirnmelsmechauik von jelier Schwierigkeiten bereitete, gesteigert noch dadurch, 
daB diese Acceleration manchmal sprungweise auftrat. Charlier beweist nun 
hier analytisch den nach A i r y s  Methoden auch geometrisch leicht zu demon- 
strierenden Satz: Wenn zwei Korper sich nahe einander i n  derselben Ellipse 
urn die Sonne bewegen, so wird die mittlere Beweguug des vorhergehenden 
Korpers durch die Anziehung des nachfolgenden eine Accelerat,ion erhalten, 
und umgekehrt wird die mittlere Bcwcgung des nachfolgenden Korpers eine 
Retardation erleiden infolge der Anziehung des vorhergehenden Korpers. Da 
nun  in der Zusammensetzune der Kometen Schwkirme kleiner K6raer die - 
Hauptrolle spielen, so mag es leicht geschehen, daW imter der auflosenden 
Kraft der Sonnenstrahlung cin Tcilschwarm sich abspaltet und ctwas hinter 
dem den eigentlichen Kern enthaltenden Haiiptschwarm ziiriickbleibt. Damit 
ist  die 13edingung für eine Acceleration geschaffen, die überdies wegen der 
rascheu Verauderlichkeit der lockeren Schwiirrrie keine von Urrilauf zu Um- 
lauf glcichftrmig fortschreitende zu sein braucht. DaB der durch den Charlier- 
schen Salta geforderte Vorgang bei allen Kometen mehr oder weniger wirken 
mu13, ist sicher; fraglich nur ,  ob er allein zur Erkliirung des beobachteten 
Yhanoniens hinreicht, dessen Sinn e r  richtig wiedergibt. 

StraBburg i. E. WIRTZ. 

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



Ableitungs-Bildiing im raiimlichen GrijBenfelde. Von F. JUNG. 337 

Ableitungs-Bildung im raumlichen GroBenfelde. 

Von F. JUNG in Wicn. 

Als Zweck des Rechnens mit Vektoren glaube ich mit in erster 
Linie betrachten zu sollen die dufstellung von Formeln in einer Gestalt, 
welche sich nicht  auf ein bestimmtes ICoordinatensystem stützt. Dabei 
ist vor h e m  an die Verwendung der Vektorenrechnung in der Physik 
und besonders der Mechariik gedztcht. Jede Formel sol1 eine Anweisung 
gebeu, wie man wom6glich ohne Zuhilferiahme eines Boordinatensgstem 
die Heziehungen der betrefbnden Grohen, ihre Abhiingigkeit voneinarider, 
darstellen kann. Die Vektorformeln sollen so beschaEen sein, da8 auf 
Grund derselben die entsprechenden Formeln in Koordinatensystemen 
aufgesteilt werden k6nnen ohne Koordinatentransformation. Die ge- 
brkuchlichen vcktoran:dytischen Darstellungen iru Gebiete der Physik 
erfüllen diese Forderung meist nur  teilweise. Einzelne sind eigentlich 
nur ein R,er,hnen in rechtwinkligen Koordinat~n unter narhtraglicher 
Zusammenfassung der Ergehnisse in vektoraiialytischer Form. Tm 
Folgenden soil der Versuch gemacht werden, in der oben als wiinschens- 
wert bezeichneten Bichtung einen Beitrag zu liefern.') 

Ln der Hydrodynarnik und Elektrodynamik spielen eine wichtige 
Rolle der Gradient eines raumlichen Slialarfeldes, die Divergenz, der 
Rotor und der Tensor eines Vektorfcldes. Diese GroBen lassen sich 
einheitlich vektoranalytisch festlegen mit Hi'lfe des Oberflachenintegrals, 
indem man einen Grenzwert desselben benützt. Der im Folgenden 
eingeschlagene W e g  wurde bisher in eiiizelnen Failen verwendet, ohne 
jedoch einheitlich zur Festlegung der früher genannten GroBen zu 

dienen. E s  laBt  sich zeigen, daB auf Grund des im Polgenden an- 
gewendeten Verfahrens die ,,I-lamilt o n s  c h  e Operation V", welche so 
wichtig ist für raumliche GroBenfelder, von ihrem formalen Zusammen- 
hange mit  rechtwinkligen Achsensystemen befreit werden kann. Die 
Anwendung des Operators 77 als eines symbolischen Vektors ergibt 
sich in den betreffenden Fallen als Anwendung von wirklichen Vektoren. 

1) Die meiste Anregung in dieser Hinsicht bietet J a u m a n n ,  Die Grundlagen 
der Ueweguugslehre. Leipzig, Barth, 1905. 

Zeitschrift f. Mathematik u. Pbvsik. 56. Band. 1908. lleft 4. 22  
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Das riumliclie Peld einer GrGBe sei gegebcn, also die Groie für 
jeden Punkt des Haumes b~kannt .  Wir legen innerhalb dieses Feldes 
eine beliebige geschlossene E'liiche (einfach zusammenhangend) und 
bilden für sic das Oberflichenintegral O der FcldpfiBc Cr. Dabei 
nehmen wir die Flichennormalen als positiv an in den AuBenraum 
hinaus. Der Raurninhalt des eingeschlossen~n Gebietes aei z. Niiii 

wahlen air innerhalb der Flache irgendeinen Piinkt und ziehen pie 

um ihn zusammen. Dabei fassen a i r  den Quotienten y ins Auge. 

Strebt dieser, wahrend man die Plache ,,auf Null reduziert", d. h. deni 
gewahlten Punkte allseitig unbegrenzt niihert, einem Grenzwerte zu, so 
nennen wir diesen die Polurableitufig der Feldgrd3e fiir jenen Punkt, 
haben also für sie den Ausdruck 

wo der Ausdruck rechts als kürzere Bezeichnung dienen soll. Ebenso 
konnen wir eine Axialableitung der PeldgroBe festlegen mittels des 
Liriienintegrals. Eine geschlosserie Kurve werde im Pelde so gezogeri, 
da6 sie Randkurve einer (eirifachen) Flaclie sein kann, sonst beliebig. 
Für  diese Kurve wird das Linien- oder Randintegral R gebildet. f' sei 
der Flicheninhalt der eingeschlossenen Flache. Hier handelt es sich 

urn den Wert eines Quotienten Legen a i r  durch einen beliehig 
7 

gewahlten Punkt C des Feldes eine Fliiche mit der obigen lanclkurve 
und xieheri nun diese allseitig urn den Punkt zusariimen, so erhalten 
wir ein ebenes Flaçhenelement um C, welches gekennzeichnet ist durch 
die zugehikige Normale el) von bestimmter Stellung. Der Grenzwert 

des Quotienten heiBe, falls er vorhanden istl, die AsiaE~blei lz~~q der 
f' 

Feldgr6Be für die IZichtung e. Sie i ~ t  also dargestellt durch 

a o  d f '  der das Fkchenelement darstellende, zu ihm normale Vektor 
ist. Geriçhtet sollen e und df genommen werden derai-t, daB, gesehen 
in ihrern positiven Sinne, die willkürlich annehmbare Umlaufsrichtung 
der Randkurve im Uhrzeigersinne erfolgt, oder Umlaufsinn und Vektor 
ein Rechtssystem bestimrnen. Vorausgesetzt wird, daB beim Zusammen- 
ziehen der Oberfliclie und Randkurve die GrGBenord~lung des Verhalt- 
nisscs zwischen Oberfliiche und eingesclilossencm Kaume, bzw. zwischeii 
- - 

1) Vektoren sollen in dieser Abhandlung durch fette Buchstaben beseichiiet 
werden. 
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Kandkurre und begrenzt'er Flache nicht geandert wird. Anders lieBe 
sich das auch dahin aussprechcn, daB der Abstand des eingeschlossenen 
Piinktes (I von allen Grenxpiinkten des Ilaumelcmentes, bzw. des Flachen- 
elementes von derselben GroEeriordnung sein sou. Ob und wann der 
Fall eintreten kann, da13 0' und Ré auch unter diesen Voraussetzungen 
keiriem eindeutig bestimmten Gremwerte zust'reben, das mag an dieser 
Stelle nicht untersucht werden. 

Die festgelegten dbleitungen sollen nur betrachtet werden in den 
Fallen eines riiumlichen Skalarfeldes und eines riiumlichen Vektoi-fcldes, 
Die Polarableitung irri  Skalarfelde kann man nur in einer Weise bilden, 
da bei dem Oberflachenintegrale hier nur eine Art der Produktbildung 
mijglich iut. Iut qp der Skalar, so ist in 

das Produkt c l f .  cp ein Vektor, das Integral also ebenfalls. Da z ein 

Skalar ist, so ist der Quotient f offenbar ein Vektor und daher die 

Polarableitung eines Skalarfeldes ein Vektor. Es ist der Gradient des 
Skalars rp 

Die ~ezeichnungJist  so zu rerstehen, daB die Integration über die 
cl2 

Grenze des Haurnes dz zu erstrecken ist. 
Im Palle eines Vektorfeldes, dessen Vektor .o heiBe, haben wir 

bei der Bildung des Oberflachenintegrals das Produkt der Vektoren df 
und v zu verwenden. Jeder Art der Produktbildung entspricht eine 
Rildungswcise des Integrals und daniit der Ableitung. Die verschiedenen 
Produktartcn sollen im Folgcnden in der nachstchenden Weise bezeichnet 
werden: Das innme Produkt 

das Vektorprodulrt, für welches der Narue seitliches Produkt gebraucht 
werden müge, 

a x b = e u b s i n ( u b ) - - b x a ,  

wo e ein Einheitsvektor normal zur Ebene (ab)  ist und a,  b, e in 
dieser Reihenfolge ein Ilechtssystcm bilden; das iiu/3ere Produkt 

wo e,, eb Rinheitsrektoren in der llichtung von n und h sind; das 
algeln-aisch Produkt 

a b  = b n ;  
22 * 
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das dyndische Produkt a, b, gekennzeichnet durch die Multiplikati~nsre~el 

(a,  b)lr = a ( b  Y) = (r 6)a = r ( 6 ,  a )  

Es komme hier nur dm von G i b b s  beiiützte dyadische I'rodukt, zur 
Anwendung, das von J a u m a n n  als ,,skalares6( dyadisches Produkt be- 
zeichnet wird irn Gegensatze zu dem von ihm eingeführten ,,rotorischen" 
dyadischen Produkte. Für dieses lieBe sich übrigens die Betrachtung 
in entsprechender Form ebenfalls ausfüliren. Bei den Umformungen 
kommt im Bolgenden die bekannte Formel 

in Verm endung. 

Die eben getroffene Auswahl unter -den verschiedenen in Gebrauch 
stehenden Rezeichnungsweisen der Produktarten entspricht dem Wunsche, 
das Multiplikationszeichen einheitlich in d e n  Fallen suischen die Fak- 
toren zu setzen. Der Punkt zwischen Faktoren sol1 dienen als bloBes 
Trennungszeichen (bei der algebraischen Multiplikation), oder auch zur 
Andeutung einer Produktbildung, dereri Art unbestimmt gelasseri wird: 
Neu eingefuhrt ist hier nur das Zeichen A für die auflere Multiplikation, 
statt der Gr aB m annschen eckigen Klammer.') 

Die verschieclenen Oberflachenintegrale des Vektors v stelien offen- 

bar dar: r d f  u einen ~bnlar,Jdf x 1. einen T'ektor, fdf A l :  eiueii 

Bivektur, ldf - ,c ein ,,Tensurtripel" (naïh VU ig t ) , Jd~  1; eine ,,komplette 

Dyade" (nach Gibbs]. Für ,,Tensortripel" soli im Folgenden kurz 

ï'ensor gesagt werden, der Grofle ,/ iijif; 1: aber wollen wir &en neueii 

Xamen geberi, niimlich dffinor (entsprechend gebildet zur Benennung 
,,Rotori'). 

Zur Begründung dieser hiermit in Vorschlag gebrachten Rezeichnung 
sei folgendes gesagt,. Jcde Sumnle von dyarlischen Produkten laBt sich 
bekanntlich zurückführen auf die Summe von drei solchen, eine kom- 
plette Dyade, dagegen nicht auf ein einziges dyadisches Produkt. Das 
innere Produkt eines Vektors r mit einer Summe von dyadischen 
Produkten @ liefert einen Vektor r ,  = r a, wie aus der oben au- 

geführt'en Multiplikationsregel ohne weiteres folgt. ?-, ist eine ,,Ilneare 
Vektorfunktioii" von r ,  wenn dieses als verinderlich angesehen wird. 
Werden r und r' = r + Y, als Ortsvektoren aufgefaBt für ihre End- 
- - 

A 
1) In  der Verbindung $ gebiaucht es Budde zur Bezeichnung der Vektor- 

addition. 
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Von F. JGNG. 341 

punkte A, A '  (die Anfangspurikte also fest gewahlt), so sind die beiden 
so aufeinander bezogenenen Punktsysteme (A), (A') affin. Gerade um 
diese Beziehung einfach darstellen zu konnen in der Forni 

r ' - î * + r l @  

wird der Uegriff des dyadischen Produktes gebildet. Da aber der 
Paktor @ im allgemeinen gar nicht als ein dyadisches Produkt sich 
darstellen laBt, dagegen gerade zur Herstellung der Afhi t i i t  zwischen 
r' urid r dient, erscheint es passender, die Grofle, welche CD darstellt 
mit einer Benennung zu versehen, die ihre Wirksamkeit anzeigt. Die 
Benennurig ,,Djadei' fiir @ haftet g a u  au dieser doch iminerhin 
zufalligen Darstellu~igsweise, wiihrend der Affinor eine r » n  dieser 
ganz unabhlingige Gr6Wenart bedeutct, mie der Vektor und Skalar. 
Geradeso wie der Vektor geometrisch in verschiedener Weise vorge~tellt 
werden kann, nicht nur als Strecke, auch als Keil z. B., 80 ist das 
auch beim Affinor der E'all. Seine Darstellung mittels des Dyaden- 
tripels ist nur eine der Moglichkeiten. 

Mit Bilfe der aufgestellten Obcrfliichcnintcgrale bildcn wir nun 
wieder Polarableitungen des Vektors 17, welche je nach der verwendeten 
Produktbildung als innere, seitliche etc. bezeichnct seien. Da durch den 
Skalar t zu  dividieren ist, so sind die Ableitungen Gr6Ben derselben 
Art, wie die betreffendenden Integrale. Die innere Polarableitung eines 
Vektorfeldes ist demnach ein Skalar, die Divergens des Vektorfeldes 

div v = lim$f(u = k s d f '  V ,  
Z = o  

d l  

die seitliche Polarableitung ist ein Vektor, der Rotorlj (im Anschlusse 
an J a u m a n n )  oder TVirbel des Feldes 

[lie algebraische Polarableitung ist der l ' e n s ~ r  des Feldes 

die dyadische Polarableitung endlich ein Afiinor, der abyeleitete Afjhinw 

1) Dis Uenutzung einer englischen Bezeichnuug, curl, für diese GroBe, deren 
volle Würdigung man H e l m h o l t z  verdankt, ~che in t  mir ganz unpansend. 
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Ziinachst wnllen wir nun untersuchen, welche linrrn die Polar- 
ableitung in  rechtwinkligen Koordinaten annehmen. Wir  führen dies 
an der dyadischen Polarableitung aus, weil sie durch die allgerneiuste 
der hier verwendeten M~lt i~l ikat ionsar ten gewonnen wurde und von 
ihr aus die andern Falle leicht zu übersehen sind. Als Raumelement 
d z  nehmen a i r  ein unendlich kleines Parallelepiped, dessen Kanten 
parallel sind zu den Koordinatenachsen. Für  seine OberKiclie ist das 

Integral O(" =rdf, v zu bilden. Sind df,, dfy, df, die rechteckigen 

Flichenelemente normal zur a, y, z-Hiclitung, so ist 

Den sechs Fliichenelementen entsprechend hat man sechs Suinmanden 
in drei Paaren, jedes zu zwei gegeiiüberliegenden Fliicheilelementen ge- 
horend. Ein solches Paar liefert offenbar für die Summe den Beitrag 

weil die Fliichenvektoren df, gleich lang, aber entgegengesetzt sind, oder 

wenn e,, e,, e, Einheitsvektoren in den Koordiiiatenachsen-Richtungen 
sind. Es ist also 

wo V der bekannte Hamil tonscl ie  Operator ist. Die dyadische Polar- 
ableitung des Vektors .c lZBt sich in rechtwinkligen Koordinaten dem- 
nach darstellen als dyadisches Produkt des symbolischen Vektors 'ï7 
mit dern Peldvektor v. Mari bernerkt, dail bei dieser Ableiiung die 
besonderen Eigenschaften dei. benutzten (dyadischen) Multiplikationsart 
gar nicht zur Verwendung lromrnen. Daher iindert sich nichts iin 
Gange der Itechnung, wenn statt des dyedischen Produktes das innere 
oder seitliche angewenclet wird, oder wenn endlich an die Stclle des 
Vektors 11 ein Skalar p tritt. Man erhslt somit die Polarableitung 
einer bestimmten Art fiir die FeldgroBe, indem man das Produkt der- 
selben Art bildet aus dem symbolischen Vektor P' und der E'eldgr6Be 
Zu der vorigen Formel kommt daher noch 
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Von F. JUNG. 

Hieraus folgern wir: Die Anwendurig der I I a m i l t  onschen Operation 
V ist nichts anderes, als die Bildung der Polarableitung in recht- 
winkligen Koordinaten. Da das Ergebni~  unabhiingig ist von der Be- 
nutzung irgend eines Koordinatensystems, su kann und soll im Folgen- 
den das H a m i l t  onsche Symbol V gebraucht werden als Operations- 
zeichen ohne Bezug auf ein Koordinatensystem, um die Bildung der 
Polarableitung anzudeuten und zugleich die Art dieser Bildung an- 
zugehen. Daher hedeutet im Folgenden 

wobei durch die Multiplikationsart und Stelliing des Operationszeichens 
V jene von d f  gekennzeichnet wird, so daB z. B. 

Die Axialableitung kann in derselben Weise gebildet werden, 
wie die Polarableitung. Man hatte in den früheren Formeln nur statt 
df' das Bogenelement d s  der Randkurve zu setzen und statt dt den 
E'licheninhalt df  des von ihr begrenzten Ebenenelementes. Daraus er- 
gibt sich, daB die Axialableitungen Gr6Ben derselben Art sind, wie 
die entsprechenden Polarableitungen, also beispielsweise ist die innere 
Axialableitung eines Vektors ein Skalar usw. 

Die Vorgangsweise, welche zur Festlegung der Ableitungen gedient 
hat, bringt es nun mit sich, daB man das Raurnintegral der Polar- 
ableitung einer GriiBe verwandeln kann in das Flachenintegral dieser 
GroBe, genommen über die Oberflache des Raumteiles, und ferner das 
Blachenintegral der hxialableitung einer GroBe in das Linienintegral 
der GroBe, gebildet für den Ellachenrand. Wir bezeichnen diese Be- 
ziehungen als den cerall,qemeinnerten Xatz von Gaub. Sie ergeben sich 
durch einen Integr2ttionsvorgailg, der invers ist zu dem bei Aufatellung 
der Ableitungen verfolgten DiEerentiationsvorgang. E s  sei in dein 
GroBenfelde ein Raurn- bzw. Flaclienstück gegeben. Wir  teilen es in 

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



344 Ableitungs-Bildung im r%umlichen GroBenfelde. 

Elemente von Tetraeder- Irizw. Dreiecksform. Das ist inimer moglich. 
Im zweiten Falle seien die Vektoren df samtlich nach derselben Flachen- 
seite gerichtet. Die Polar-, bzw. Axialableitung der Feldgr6Be fü r  
einen beliebigen Punkt des gegebenen Raum- bzw. Fliichenstückes kann 

1 1 
angesehen werden als das mit bzw. -- multiplizierte Oberfliichen-, 

dl' 
bzw. Randintegral Odt ,  Rdf  f'ür das den Punkt  umschlieBende tetraedrische, 
bzw. dreieckige Element. Es ist also 

d ~ .  O p =  O d r  d f .  Ré=ICdf 
und daher 

Bei der Summierung der Odz, Rd/. rechts wird oflenbar jede Tetraeder- 
flnche, Dreieckseite, die innerhalb des Gebietes z, f liegt, zweimal durch- 
laufeii, je als Begrenzung zweier Pu'achbareleme~ite. Jedes solche 
Suriiu~andeiipaar für eine gemeirisarrie Begrenzung hebt si& gegenseitig 
weg, da letztere entgegengeuetzteri Richtungssinn hat für die henach- 
barten Elemente und demnach die betreffenden Summanden gleich, aber 
mit  entgegengesetztem Vorzeichen ausfallen. Es bleibeii also nur die 
Glieder, die sich auf die Oberflachc von z, den Rand von f beziehen, 

Setzen wir oben ein, so fol@ als Ausdruck des vemllgen~ai~~erten Sutxes 
von Gaup 

(2j /;1z . o'(G) =j;ir v G = ,/;lf- G, 
Z z z 

wo G die PeldgrGBe bedeutet, urid bei der t'roduktbildung rechts dieselhe 
Multiplikationsart zu gelr~rauchen ist, welche links zur Herstellung der 

f? 
Ableitung gedient hat ,  wie nus dem Früheren 
ersichtlich ist. 

Nun erhebt sich die Frage nach den1 Zu- 
sanimenhange ra isdien  Axial- und Polariiblri- 

2 tung. Um sie zu beantxorten, gehen wir von 
der ersteren aus und versuchen, das Randintegral 

für ein Fliichenelement dF in Beziehung zu setzeii zu dem Oberflkhen- 
integral für  ein Raumelement d z  von geeigneter Porm, so daB d P  zur 
Begrenzung von d z  gehort. Es gelingt dies1), wenn man über dE' als  
-- 

1) Vergl. die Figur. 
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Grundfliche ein zylindrisches (prisrnatisches) Raumelement abgrenzt, 
dessen Mantelflache normal steht zu d fi7, wahrend die Endebene zu 
diesein parallel ist. Der positive Umlaufssinn dcs Randes von d F sei 
willkürlich gewahlt, womit, gcmaR der früheren Festsetzung, die Kich- 
tiing des Vektors d F  festgelegt ist. Der gleichgeriehtete Einheitsvektor 
sei e. Das Element d z  weide nach der positiven Seite von dF abgegrenzt, 
die Erzeugende des Mantels sei d ~ .  Wir betrachten die Axialableitung 
einer E'eldgr6Be G 

( l a >  R ~ ( G )  -2- f d s .  G Ti,, 
Cm das Raumelernent d z  eirizuführen, setzen wir 

und da dr  eine konstant gewiihlte GroBe ist, so kann damit unter dem 
Integi-alzeichen multipliziert werden, so daB wir dort haben d r d s  . G. 
Nun ist d r  . ds die Gr6Be eines rechteckigen Elementes df der Mantel- 
flache, dessen Vektor df jedoch uormal steht auf dl- . ds. Diiher hat man 

d r  d s  = e x df, 
und es wird 

wo die Integration über die ganze Oberfliiche von d z  zu erstrecken ist, 
denn die beiden auf die Endfiachen bezüglichen Summanden verschwinden, 
weil hier die Vektoren e und df parallel sind. Da wir bei unserer 
Betrachtung gar keinen Gebrauch gemacht haben von den besonderen 
Eigenschaften des Produktes d s  G, so ist auch das Ergebnis hiervon 
unabhangig. 

Die Axialableitung einer Gr6Be liBt sich also wicder darstellen 
mittels des Grenzwcrtes eines Oberflaehenintegrals, welches jedoch in 
andcrcr Weise gebildet ist als bei der Polarableitung. Statt jedcs 
Vektors df' ist jetzt ein zu dicsem und der Achsc normalcr eingeführt, 
dessen GrGBe gleich ist der zur Achse e normalen Komponente von df. 

Daher konnte die GroBe dT e x df) G bezeiehnet werden als eine 'J d l  

komnponentale Polarableilung f ü r  die Riühtung e. Woilte man die Bil- 
durig dieser Ableitung durch ein Operationszeichen andeuten, so k6nnte 
man setzen -' j ( e  x dj'). = (e x V). 

d z 
d Z  
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346 Ableitunga-Bildung irn riiurnlichen GroBenfelde. 

1s t  die Gr6Be G ein Skalar rp, so haben wir 

Für einen Vektor v ist 

Die L~mforniuugsgleichurigen des Randintegrals in das E'lichenintegral 
der komponentalen Polarableitung, der verallgemci~zcrte Satz vort St'to7~s, 
wird jetzt 

FI J d s . ~ = J d f . ( e x ~ ) . G .  
f f 

Mit iiücksicht auf die eben gefundenen Busdrücke ergibt sich demnach 

Nun ist es naheliegend, zur Bildung einer Polarableitung auch 
noch das Verfahren zu benützen, das gegeben ist durch Anwendung von 

Auch hier müBte der Grenzwert als eine komponentale Polarableitung PL 
bezeichnet werderi. Statt jedes Vektors df ist da die GrGBe seiner 
Projektion auf die Eichtnng e benützt, 

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



Von F. JUNG. 

Für eineil Skalar rp als Feldgr6Be ist 

für  einen Vektor v 

Die Ableitung 22; haben wir ursprüngliçh gewonnen mit Hilfe des 
Grenzwertes eines Randintegrals der Feldgr6Bc (7. Eine Lhnliche 
Deutung versuchen wir nun auch bci Pé. Wenn das Raumelement d t  
von derselben Form voraiisgesetzt wird, wie im vorigen Falle, 90 vrr- 
schwinden in dein htegralausdrucke fiir PÉ alle Siimmanden, die sir11 
auf die Mantelfliiche beziehen, da für diese d f  normal steht aiif e. Es 
bleiben nur die beiden auf die gleich groBen EndKichen bezüglichen 
Glieder, und da nimmt auBerdem edf die Werte - df,  bzw. df an. 
Die FeldgroEe für die Grundflache sei GA, für die Endflache G,. D a m  
wird 

und megen 

k t  weiter 

menn d G  die anderung der FeldgroBe aiif dern Linienelement d r  kt. 
Die Ableitung PL ist also gleich dem Differentialquotienten der Feld- 
groBe, genommen nach der Riclitung e. Deinnach ist 

Weiter konneri wir setzen 

wenn das Summenzeichen so verstanden wird, wie früber die Integral- 
zeichen, daB sich namlich die Summation bezieht auf die FeldgroBe in 
den Grenzpunlrten des Elementes dl . ,  wobei G irn Anfangspunkte 
negativ, im Endpunkte positiv zu nehmen ist. So aufgefaBt erscheint 
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348 Ableitungs-Bildung im riuinlichen GroBenfelde. 

die in Rede stehende Ableit,urlg wieder gewonnen mittels des Grenz- 
wertes einer Summe P, die zu bilden ist aus den Werten von G für 
die Grenzpunkte einer nicht geschlossenen Kurve. Statt des Ober- 
fliichenintegrals für ein Raumelement und des Randintegrals für eiii 
E'Iichenelement haben wir hier, um es entsprechend auszudrücken, 
Grenzpunktsururne für eiri Liriienelernent, Pd,.. Die vorliegende 
leituiig von G - 

eine 
Ab- 

ware zu bezeichnen als lineurableitung der FeldgroBe für die Richtulzy e. 
Man erkennt ohne weiteres, daB sich die Grenzpunktsumme eiues 

Kiirvenstückes s umwandeln l % B t  in das Linienintegral der Linear- 
ableitiing, denn bei der Summation liings der Kurve ist innerlialb dei. 
Grenzpunkte der Endpunkt jedes Bogenelementes d r  zugleich Anfangs- 
punkt des folgenden, die betreffenden beiden Summanden heben sich 
also weg, und es bleiben nur die auf die Grenzpunkte bezüglichen 
Glieder übrig, also 

(2.1 W ./'adl(G) =XC.  X 

Das ist der verallgemeinwte Sut8 colz Qauh für diesen Fail. Die 
Umforrnungsgleichung der Grenzpunktsumme in das Linienintegral der 
komponentalen Polarableitung, d. i. der verullgemeinerte Satx von Stoltea, 
wird hier 

und daher 

Die lctzten vier Gleichungen sind nur verschiedene Pormen der Gleicbnng 

ihre Ahleitung in der vorliegenden Mreise erfolgte der Übereinstimmung 
mit den früheren FaLlen halber. 

Da im Vorhergehenden alle Fornieln ohne Bezugnahme auf ein 
Koordinatensystem gelten, koniien sie nun dazu dienen, die entsprechen- 
den Beziehungen in verschiedenen Koordinaten aufzustellen. Man wird 
da die bei der Ableitungsbildung be~iützteri Raurn-, Flachen- und Linieil- 
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elemente dem Koordinatensystem entsprechend wahlen, für welches die 
Formeln aufgestellt werden soilen. Bei krummlinigen Koordinaten ver- 
mendet man mir Festlegung eines Punktes drei Flachenscharen. Urn 
die Bormeln fiir ein solches Koordinatensyst~m zu erhalten, wird man 
das Raumelement begrenzt denken durch Fliichenelemente, die de11 
Fliichen jener Scharen angehiiren, ebenso die Flichenelemente durch 
die Schnittkurven jener Fliichen und die Linienelemente in diesen 
Schnittkurven. Jedes Flachen- und Linienelement wird mail ausdrücken 
durch seine Komponenten bezüglich des verwendeten Koordinaten- 
systems. Koordinatentransformationen sind nicht erforderlich.') 

Es besteht keiii Hindernis, das Verfahreii, welches zur Erzeugung 
der Ableitungeri gedient hat, auf sie selbst anzuwenden und so Ab- 
leitungen zweiter und hiiherer Ordriung zu gewinrien. Man gelangt so 

zu einer groWen Mannighltigkeit von Bildungen, die jedoch hier niçht 
untcrsuch t werden sollen. 

Iin Anschlusse an das Vorliergehende n-ollen wir dagegen die be- 
kanntc Zerlegung eines Feldvektors in einen rotorfreien (mirhelfrcien) 
und divergenzfreien (quellfreien) Restandteil besprechen, weil sie sich 
mit Reriiitzung der Polarableitungen des Vektors sehr ühersichtlich 
darstellen liiBt. 

1st ein Vektorf'eld .i~ gegeben, so int V, v der abgeleitete Affinor, 
C v die Divergenz, V x v der Rotor oder Wirbel des Feldes. Gleich- 
zeitig ist V v der ,,Skalar6' des abgeleiteten Affinors, V x v sein 
,,Vektor". Kennt man also Skalar und Vektor eines Affinors CD, so 
sind damit auch Dirergeiiz und Rotor jeiles Vektoi-feldes bestiinmt, 
dessen abgeleiteter Affinor CD k t ,  vorausgesetzt, daB ein solches Feld 
moglich ist. Ware nun ~i bereits in einen rotoi-freien Sunimanden 2>, 

und einen divergenzfreien c2 zerlegt, 

und a,, a2 die entsprechenden abgeleiteten Affinoren, so muB offenbar 
der Vektor von CD, und der Skalar von CD, verschwinden. AuBerdem 
mu% 

v, VI + T) w2 = V) ?: 

sein, und die Aufgabc der Zerlegung von 1: in der genannten Art ent- 
Kilt daher die andere, den abgeleiteten Affinor V, w als Summe zweier 
aiideren darzilstellcn von den eben genannten Eigenschaften. 

1) Vergl. meine floither entstandene Arbeit: Die Polnrubleitung in recht- 
ztiinkeligen, krummlinigex lrloordinaten, Sit,zungsber. d. kaiserl. Akatl. d. Wissen~ch. 
iu Wieri, 1905. 
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Setzt man a ,  6 = $ ( a ,  6 + 6 ,  cc) + +(a ,  1, - b,  a), also 

so ist dies die gewünschte Zerlegung. E s  ist das eine identisehe Cm- 
formung, wenn die Integrale für dieselbe Oberflache genommen werden. 
Die Gleichung gilt jedoch unabhiingig von dieser Voraussetzung, da die 
Grenzwerte der Integrale von der Flacheriform nicht abhangen. Die 
beideii Gr6Ben rechts sind wieder Affinoren 

V, v, symmetrisch, V, v, antisymmetrisch. Mit Bcnützung des Opera- 
tionszeichens V kann man schreiben 

v, VI = + (V, u + c, VI, 
ç', ?J2 = ; (V, v - c,  V). 

Dabei ist V nielit als synlbolischer Faktor gemeint, sondern als An- 
deutung der zu bildenden Polarableitung von v, und seine Stellung im 
Produkte gibt die von df an. 

Der symmetrische Affinor V, v ist der Iénsm des gegebenen Vektoi- 
feldes. Sein Skalar ist 

5' 77, = ' 2 d z  ' l ( d f  c + i; df) = V v ,  
d 2 

sein Vektor dagegen 

d 2 

Das Peld e!, i d  demnach wirbelfrei, seine Divergenz aber stinimt mit  di.r 
des Feldes 2: iiberein. Der antisyminetrische Affinor V, V, bat den Skalar 

sein Vektor dagegen ist 

V x 17, = i ~ i d f  x u - î i  x df) = 77 x v. 
d z 

Das Vektorfeld V, ist also divergerizfrei und sein Wirbel stimmt überein 
mit dem von v. 
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Nach Gleichung (4b) ist 

d u  = drl(V, v), 

also, wenn von irgend einem Anfangspunkte O, wo der Vektor v, ist, 
nach der ins Auge gefaBton E'eldstelle mit dem Vektor u eine Kilrve s 
gezogen wird, 

Fiir die bciden Vektorkomponenten q ,  w, hat man also nach Einsctzen 
der Werte für V, v, und O, v2 die Ausdriieke 

Ein Affinor CD stellt eine Affinitiit dar. Multipliziert man den 
Ortsvektor r eines Punktes A innerlich mit Qi, so ordnet der Vektor 
r' = r + r ( @ ale Ortsvektor eines Punktes A' diesen dem A so als 
eiitsprecheriden zu, daB die Punktsysbeme (A) und (A') affin sind. 
Einer Kugel in (A) entspricht ein dreiachsiges Ellipsoid in (A'), dessen 
Hauptachsendreikant irn allgemeinen gedreht ist gegen das entspreuhende 
rechtwinklige Ureikant von Kugeldurchmessern. 

1st der Affinor symmetrisch, so ist seine Affinitat orthogonal, die 
erwahnten 1)reikante sind parailel. Ein solcher Affinor heiBt Tensor. 
Er lüBt sich am einfachsten darstellen als eine Summe von algebraischen 
Produkten. Bezeichnet (il einen symmctrischen Affinor, so ist dessen 
allgemeine Form 

CDl = > ( a , b +  h , a )  
und daher 

ri@=2r(t* a ) b + ( r  b ) a ]  

und da dies für jedes r gilt, so folgt 

Die Affinitat eines antisymmetrischen Affinors CD, l5Bt sich aus- 
drücken durch jene, welche ein Vektor oder ein Bivektor bestimmt. 
Es sei 

oz = z ( a ,  b - b,  a ) ,  

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



352 Ableitungs-Bildung im raumlichen GriiBenfelde. 

so ist 
r @ 2 = ~ ~ ( r u ) b - ( r  b)u] 

= z r x ( b x a )  

Der Vektor des Affinors @, ist 

u = 2 2 a x b ,  
sein Bivektor 

v=2>ur \b ,  

E s  ist also auch 

r @ , = - : r x u  
- 1 r  Y .  

Daraus folgt 

I n  die erste Gloichung ist als erster Faktor ein beliebiger Vektor zu 
&zen. Die Affinitat von O, ist 

zum Ortsvektor 7. tritt also noch ein zii ihm und u normaler Sumrnand 
hinzu, dessen Gr6Be proportional ist der zu u normalen Komponente t*,, 

von r. Die Dreiecke aus den Vektoren ri,, r,, $r ,  x u Sind somit 
siimtlich alinlich, die Y:, sind den r ,  proportional und gegen diese um ein 
und denselben Winkel gedreht. Die Affinitiit besteht in einer Drehung 
des Punktsystems (A) um u als Achse und gleichzeitiger VergrGBerung 
des Normalabstandes r ,  jetles Punktes proportional seinem ursprüng- 
lichen Abstande. 

E s  wiirde oben die Zerleging 

angewendet. Nach dem eben Gesagten ist also, wie man auch unmittel- 
bar sieht, 

r  (a, 6 )  = r  (ab) - $ r  x ( a x  b)  

= r  (ab) - i r ~ ( a ~ b ) ,  

1) Zur Auffindung dieser Formel wurde ich angeregt durch die in der folgen- 
den Anmerkung erwiihnte Formel. 
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und demnach 

i (u, O )  = ( a b )  - x +(a  x b) ,  

cc, b  = a b  - f cc A b.') 

In der ersten Formel ist als erster Faktor wieder ein beliebiger 
Vektor zu setzeii, die zweite liefert die Zerlegung eines dyadischen Pro- 
duktes zweier Vektoren in ein algebraisches und ein iuBeres. 

Nach dem Gesagten 'lassen sich die Ausdrücke für die Affinoren 
V, v1 und V, r ,  einfacher schreiben. E s  ist 

Wir  wollen nun annehmen, die Vektoren v seien die Geschwindig- 
keiten der Punkte eirier stromenderi Flüssigkeit. Gelit man von einem 
Punhte, dessen Geschwindigkeit v ist, zu einerri Nachbarpuukte über 
im Abstande d r ,  dessen Geschwi~idigkeit im selben Augenblick v + d u  
ist, so hat man für den Zuwachs dv den obigen Ausdruck d . u = d r  (Y, v). 
Dies ist die relative Geschwiildigkeit des Punktes A' gegen A. Das 
Flüssigkeitselement urn A, welches etwa kugelformig vorausgesetzt sei, 

1) Die Kenntnis der Formel in dieser Gestalt verdanke ich einer giitigen 
Mitteilung von Herrn Prof. Dr. Mehmke. h r  eufolge hat sie Herr M e h m k e  
erstmals vor vier Jahren in einer Vorlesung über Vektorenrechnung niitgeteilt, 
aber noch nirgünds verbffentlicht. 

2) Vgl. die vorige Anmerkiing. 
Zeitaclirift f. Mathematik u. Phgsik. 56. Raid .  1908. Heft 4. 2 3 
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erleidet beim Stromen eine Formanderung, indem sich seine Punkte A' 
mit diesen Gesch~indigkeit~en gegen A verschieben. Da man nun, nach 
dem früher Gesagten, den Affinor V, v in einen egmmetrischen uiid 
einen antisymmetrischen Affinor zerlegen kanri, V, v1 und d, v,, so 
ist dies dementsprechend auch hei der Helatirgeschwindigkeit dv 
moglich und die betreffenden beiden Komponenten Sind dv, und du,. 
Die Relativgeschwindigkeit 

von A' ist, wie der Ausdruck zeigt, proportional dern hTorrnalabstmde 
des Punktes vom Rotor V x v in A,  kann somit aufgefaBt werden als 
herrührend von einer Drehung des Flüssigkeitselementes um den Rotor 
V x v als Achse wie ein starrer G r p e r .  Die Drehgeschwindigkeit ist 

Die Relativgeschwindigkeit dv, entspricht der Formanderung des Ele- 
mentes, mit diesen Geschwindigkeiten verschieben sich die Punkte A' 
gegen das Hauptaçhseridreieck des Tensors Vv.  

Über Fehlerabschatzung bei unendlichen Produkten. l) 

Von RICHARD KISCHKE in Konigsberg in Pr .  

Einleitung. 

Die unendlichen Produkte haben als ~nalytische Darsteilungsformen 
mit den unendlichen Reihen nach theoretischer Hinsicht prinzipiell 
gleiche Berechtigung. Ihre Verwendbarkeit zur Herleitung der Eigen- 
schaften der durch aie dargestellten Ihnktionen ist nun ailerdings aus 
manchen Gründen eine geringere als die der unendlichen Reihen,') 
Nicht aber ihre Brauchbarkeit zur numer-iscllen Berechnung. So zeichnen 
sich manche Produktentwiçkluiigeri, z. B. die der ellipliactieii Integrale 
durch ihre starlie Konveryenz aus, weeh lb  L e g e n d r e  sie zur Berechnung 
seiner Tafeln bcnutzt hat. E'erner erschcint es in dem l'aile, wo l+o 

1) Die vorliegecde Arbeit ist im wesentlichen ein kiirzer Aiiszug a m  meiner 
Inaugural-Dissertation gleichen Sitels (Koriigsberg 1908). 

2) Vgl. z .  B. G. A. Kinn ,  Die Anwendung unondlicher Produkte in d e r  
Funktionentheorie. Progr. d. Gymn. in S8chs. Regen. Hormannstadt 1899. 
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rlukte oder Quotienterz von Funktionelt auftreten, n a t u r q e m a ~  die Produlit- 
etztu~icklunpz vor den. Reil~en zzc Oevorzugen. Dies ist aber bisher, soweit 
mir bekannt, wenig geschehen; man geht bei numerischen Berechnungen 
einseitig Tor, indem man die Reihenentwicklungen bevorzugt. So wenden 
z. B. auch K l e i n  und S o m m e r f e l d  l) bei dem Problem der Bewegung 
eines starren Korpers um einen festgehaltenen Purikt xur Berechnung 
eines aus vier Thetafuiiktionen multiplikativ zusarrimerigesetzten Aus- 
drucks die Reihen an. Die Anwendung der Yrodulilentwicklung diirfte 
sich dabei, wie ich zeigen werde, mehr empfehlen. 

Der Grund dafür, daB die Produkt~entwicklungei~ selten benutzt 
werden, mag vielleicht auch darin zu suchen sein, daB man bis vor 
kurzem keine allgemeine Regel kannte, um den liéhlw beim AbbrecAela 
eines unendlichen Produkiis hinter einer emllichen Anztnhl von Faktoren 
bestimmen zu konnen - eine Forderung, die neben der Konrergenz an 
jeden xur numerischeu Rechnung benutzten unendlichen ProzeB gestellt 
werden mui3. ') 

Eine solche, auch für Produkte mit komplexen Faktoren gültige 
Fehierabschat~uîzgsregei ist von meinem hochverehrten Lehrer, Herrn 
Professor Dr. W. F r .  M e y e r  gegeben w ~ r d e n . ~ )  Durch ihn wurde ich 
zur Beschaftigung mit dem rorliegenden GePenstantie veranlaBk 

Abschnitt 1: Verschiedene Fehlerarten. 
m 

In einem konvergenten unendlichen Produkte l I ( 1  + v,), wo die 
n=O 

vn im ailgemeinen komplexe GrtiBen seien, wird das Restprodukt 
v + p - 1  

Pv,,=IJ(l + v,) für ein genügend hoch gewahltes v und für jeden 
n = w  

ganzzahligen Wert von p den Wert des Produktee der v ereten Faktoren 

n,=n(l + v,) nicht mehr wesentlich iindern (wie unmittelbar aus 
n = D  

der Konvergenztiefinition f ~ l g t ) . ~ )  Daher ist man berechtigt, eine durch 
m 

das uneridliche Produkt fl definierte F'unktion dem endlichen Produkte 
11 = O 

1) ,,fiber die Theorie des Kreisels". JTeft 11, Kap. VI, 5 6. 
2) Vgl. z. B. W. F. O s g  O O d ,  Allgerneine Theorie d. rtnalyttFuuktionen. Eneyklop. 

d. math. Rriss. LI, U 1, S. 8. 

3) Acta Nathematica 30 (1906), S. 93-98.' 
4) Vgl. A. Pr ings  h e i m ,  hrationalzahlen u. Konvergonz unendlicher l'rozesse. 

Enzykl. d. math. Wiss.'I, A 3, S. 113.  
23* 
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IL der v erçten Faktoïen niiherungsweise gleiçhzusetzen. Der dabei 
begangene ,,FehlerCC ist die Ditferenil 

Diesen Fehler kann man nicht genau berechnen, sondern man wird 
ihn in Grenzen einschlieBen, d. h. für 

eine obere und eine untere von p unabhaiigige Grenze angeben. 
Dieser ,,Fehleri' oder besser ,,walwer Fehler" kann noch mit den 

bei der Ausführuug der numerischen Rechnung etwa durch Benutzung 
von Logarithriientafeln und Abkürzen Ton unendlichen Dezimalbrüchen 
hervorgeruferien Fehlerri behaftet sein. Die Gr6Be dieses ,,Rechenfehlers" 
kann man für ~ i c h  in Clrenaen einschlie8en1), auf deren gesonderte 
Angabe hier jedoch verzichtet wird. Den absoluten Betrag des ,,wahren 
Pehlers". also 

I 17-n~ = i 11" i .  11% 1: 
n = 0 n = v  

oder 

P . ,  - 1  , , - 1  ( ~ = 1 , 2 , 3 , . . . )  

will ich den ,,ccbsolu,ten EéhTer" nennen. 
Der Quotient aus dein absoluten Fehler und dem absoluten Betrag 

des genauen Wertes : 
Cr 1 m 

heiBt ,,reZativer Feliler". 
Diese beiden Fehlerarten wird man wieder - wie vorher den 

wahren Fehler - nicht genau berechnen, sondern wird sie in für jedes 
ganzzahlige p giiltige Greuzen einschlieBen, die mit wachsendcm v gegen - 
den gerneinsamen Clremmert Nul1 konvergieren. 

Den relative?% Felller kann man auch dadurch definieren, [lai? er 
arigibt, welcheri Bruçhteil des genauen Wertes der absolute Fehler aus- 
macht. Die Kenntnis des relativen Fehlers, die man siçh, wie ersichtlich, 
noch vor Berechnung des Nahernngswertes 1L rerschaffen kann, er- 
moglicht es daher anzugeben, wieuiel Fuktoren des Produkts zur Be- 
rcchnung von 14, verwendet werden müssen, damit die bei deru gernde 
vorliegenden Problenl in F'rage kommende Genauigkeit erreicht wird. 

1) Vgl. L ür O t h , Vorlesungen über numerisches Rechnen. Leipzig 1900. 
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Abschnitt II: Fehlerabschatzungsregeln. 

A. Absohatzungsregeln für den  absoluten u n d  relativen Fehler. 

1 V o r b e t r a c h t u n g .  

In den analytische~l Ausdrücken für den absoluten und den relativen 
Pehler eines naçh den v ersten Faktoren abgebrocher~en unendlichen 

Produkts (vgl. I) treten auBer ' f i nach die GrGBen P - 1 urid 

1 P,,p 1 auC Aus der Ungleichung 

(1) llp,,pl - 112 IPgyp-  11 < E  ( O < s < 1 )  
fol@ aber 

(2) 1 - E <  P,,lij < 1 + E. 
Somit kommt es lzur darauf an, eine Abschiitzungsrcgel für 1 Pwyp- 1 1 

aufiusteilen; denn alsdann kann man nach (2) auch 1 PV,, 1 abschiitzen 
und hat damit für den absoluten bzw. den relativen Fehler die ver- 
langten Absch&mngsformeln: 

(3) ITi'J l ~ , , ~ - l l < ' I L l . E  

bzw. 

# 2. D i e  Absch i i t iu r igs regc l  v o n  W. Fr. Meyer .  

Der Abschitzungsregel von W. Fr. Meyer1) liegt ein Satz über 
natürliche Logarithmen zugrunde: 

1st g reeil und positiv, und liegt j lyl  unterhalb der positiven 

Gr6Be y, so gilt, gleichgültig oh g 2 1 ist, die Ungleichung: 

g -  1 < e y -  1, 

d e r ,  wenn man e y  in eine E ~ ~ o n e n t i a l r e i h e  entwickelt und diese hinter 
dein ersten Gliede abbricht - so rlaB y < 2 vorausziisetzen ist - 

(1) 19-11 < e y - l < - L .  Y 
1-- 

2 

Es sei nun ein konvergentes unendliches Produkt vorgele8,: 

I I =  (1 + .,)(l + vl). . . (1 + ~ " _ ~ ) ( l  + 1 9 . .  . (1 + %+p- l ) .  - ., 

1) ,,Eine anf unendliche Produkte eich beziehende Fehlerabscli%t~ungsregel". 
Acta Math. 30 (1906), S:93-98. - Für reelle Produkte ist  die Absch%tzungsregel 
auch schon in der ,,Different,ialrechnungl. von W. Fr. Meyer (Sammlung Schubert X) 
Leipzig 1901, g 84 abgeleitet worden. 
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wo die reellen Gr6Ben v beliebig positiv und negativ seien; für  n > v 

sei 1 v, 1 = us< 1. Es soil der Fehler des Produkts abgeschatzt 
werden, wenn man hinter dem uten Faktor (1 + a,,-,) abbricht, also 
(cf. 5 1)  P,,,- 1, wo Y,,, das Restprodukt bedeutet: 

1. n sei absolut (und damit zmbedingt) 7îonvergen2, also die Reihe 
der u konvergent. Nech dem Mittelwertsatze wird 

1st V ,  positiv, so hat man i(l + v,) < v,(= un). 1st vn negativ 

- - un, so hat nian 1 l ( l  + vn) 1 < c-7- Nithin ist in beiden Bailen: 

oder, da mit Riicksicht auf lim un = O aile w,(n 2 -- v) < - -  u: 

Die Klammer rechterhand i d  der Rest fiYIP der u-Beihe; da diese 
fieihe konvergiert, so wird R,,, eine von p unabhiingigc (mit wachsen- 
dem v gegen Null konvergiercndc) Grenzo R, nicht überschreiten. 
L)aher wird 

1 
l ~ps ,p  l < -<RV 

und unter Anwendung des Hilfssatzes CI): 

1) Fiir psi t ive vn = un folgt ans 1(1+ vn) < u n  auch : 

n = v  

und somit wegen (1): 

(Vgl. W. Pr. Meyer ,  Differentialrechnung. S. 377.) (ml ist etwas scharfer als ([In) 

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



Von RII:HARD Krsca~s. 339 

2. Das Procluld 11 konvergicre bedingt gegen einen von Niill ver- 
31 

schiedenen endlichen Grenztvert; eu sei also &,, hedingt konvergent 
.a 

n = O  

und ferner zut konvergent. Unter Benutzung des einmal erweiterten 
n = O  

Mittelwertsatzes liefert dann der Hilfssatz (1) in ahdicher Weise wie 
bei 1. die Abschatzungsformel: 

Pür das hmplexe Gebiet laiitet der Hilfssatz: 
Bedeutet P eine komplexe GroBe = 1 + Pl,  P, 1 < 1, so folgt 

aus der Voraussetzung 1 ZP 1 < y (Y reell, > O), daB 

Es sei nun das unendliche Produkt 11 vorgelegt: 

I I -  (1 +.o)(l + V I )  . .  . (1 + v,). . . (1 + u,,+,-1> - O - ,  

wo die v i  komplexe Gr6Uen seien, deren abeolute Betriige 1 vi 1 = u, < 1 
vorausgcsetzt werden. E s  werde der allgemeinste Pali in Betracht 

gezogen'), da1 die Beihen zv, zvq . . . Zvn-l(n 2 1) bedirigt kon- 

vergieren, dagegeri die Reihe 3" unbedingt konvergiere. Es sei 

Für i - 2 1, seien alle u, 5 u, wo u - ebenso wie und V, - 

mit wacl~sendem v beliebig klein wird. Unter Anwendung der logarith- 
mischen R,eihe findet man: 

Dezeichnet man die rechte Seite dieser Ungleichung mit y ,  so 
folgt nach (IV): 

1) Vgl. A. P r i n g s h e i m ,  Math. h n .  XYLI (1883), S. 481 
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F ü r  n = 1 tri t t  der einfachste Pail ein, daB das Produkt fl un- 
bedingt konvergiert. Die entstehende Formel declit sich genau mit der 
entsprechenden (IIa) fiir reelle Produkte. Für  n = 2 ist die Abschatzungs- 
regel (Vj im Falle reeller v noch etwas scharfer als (III), da 
1 1 -- < 

1-u ( ~ - T L ) '  
ist. 

5 3. Ü b e r  d i e  B e r e c h n u n g  d e s  A b s c h 5 t z u n g s a i ~ s d r u r : k s  und 

d e s s e n  N a h e r u n g s w e r t e .  

Die in  der Abschatzungsregel 1 - 1 1 < e y  - 1 in y auftretenden 

GroBen u, R,, Y", Q: lassen sich in sehr einfacher Weiçe bcstimmen. 

Da namlich bei Konwrgenz des P r o d u k t ~  ]/(l + vn) die absoluten 
Betrage der GroBen v, von einer bestimmten endlichen Stelle ab eine 
iieihe nach Ku11 abnehmender positiver ecliter Brüche bildenl), so rvird 
man stets, wenn das Produkt hinter dem Faktor (1 + v,,-,) abgebrochen 
wird, wo v der Index mindestens dieser endlichen Stelle ist, für n 2 v 
un _< u, setzen konnen, d. h. U. = uy.  3 u r  Restinimung der Grenzen 

R,, V,, für die Reste der Reihen ZuTL, L7vP, ' t  wird sieh aus 

eben dieseni Grunde [indem nainlich jedes Glied dieser Eteihenreste 
einen gewissen Bruchteil des vorhergehenden Gliedes nicht überschreitet,) 
als ailgemeines Prinzip das Herunterdrücken dieser Reihen unter yeo- 
metrische Reihen anwenderi lasseriz), dereri Suninie bekannt kt. 

L)a y rrieistens sehr klein iut, so wird man e y -  1 fur gewohnlich 
nicht direkt berechnen oder aus Tafeln fiir die Exponentialfunktion 
entnehmen kiinnen, sondern wird dafiir Naherungswerte einführen 
miissen. Solche Niiherungswerte liefrrt 

1) dieBxpoîzentiaEreihe. Durch Ahbrechen derselbenhinter den1 1. Gliede 
wurde schon irri vorigen Paragraphen nach W. F r .  M e y e r  der Naherungs- 

Y 2 Y  wert - = - -  erhalten. Reim hbbrechen der Reihe riach dem 
Y 2 - . /  1 -  - 

2 

6 y + y P  2. Gliede bekommt man - - uaw. 
6 - 2 y  

2) Die ungeraden Naherungsbrüche von Kettenbrüchen mit positiven 
Teilziihlerri und Seilrierinern" ergeben zuniichst die beiden soeben hin- 

1) A.  P r i n g s  heim, rber die Konvergenz unendlichcr Produkte. Math. 
Ann. XXXllI (1889), S. 128. 

2) Vgl. z. B. C. Rurige, Theorie und Praxis der  Reihen. Sanimliiiig Schubert 
XX)iiI. Leipzig 1904. S. 13. 

3) Hier kommt vor nllem ein Kettenbruch von Euler (Commentarii Academiae 
Petropolitanae TX (1737),  Petropoli 1744, S. 132) in Lietracht. 
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geschriebenen Naheningswerte und genaiiere, die besser sind als solche 
mit gleich hohen Potenzen von y ails der Exponentialreihe. 

3) Exponentialreihe und Xettenbrüche lassen sich in konvergente un- 
endliche Produkte für e y  und ey- 1 verwandelnl), die aber keine . . 
besseren Niherungswerte liefern. 

I n  praktischen Fallen gibt meistens schon der erste Niiherungs- 
2~ wert ,- eine hinreichende Genauigkeit. 

2 - Y  

5 4. E r w e i t e r u n g  d e r  A b s c h a t z u n g s r e g e l  f ü r  e i n e  K o m b i n a t i o n  
v o n  unendl ichen  P r o d u k t e n .  

Die zu berechnende Funktion sei nichl durcli ein einzelnes un- 
eridiches Produkt dargestciit, sondern aiigemeirier durch 3Iult&lihlion 
und Bivision aus einer endlichen Arizahl von iinbediiigt oder bedingt 
konvergenten Produkten gebildet: 

wo die v:) (k = a, b, . . ., a', b' ,  . . .) reelle oder komplexe GroBen sind, 

deren absolute Betriige uf) < 1 vorausgesetzt werden mogen. E s  SOU 

der ,,uZisolutel' und der ,,relative Fehler" abgeschiitzt werden, den man 
m 

begeht, wenn man die einzelnen Produkte /1(1 + vj(')) nach beliebig 
IL = O 

gewiihlten endlichen Faktorenanzahlen 1, 7n, . . . q, ,r, . . . abhricht, also 

und 

(3) 
\vo 

(4) 

und 

1) Nach den Transfomationsformeln von S t e rn :  Journ. f. Math. 1 2  (1S84), 
S. 353; 10  (1833), S. 269 ff oder Lehrb. d. algehr. Anal., Leipzig 1860, S. 319. Vgl. 
auch P r i n g s h e i m ,  Enz. d. math. Wiss. 1 h 3 ,  6.  115, FiiBnote 116; S. 139 oder 
da in der dort gegebenen Formel der erste Faktor des tietreff. Produkts fehlt, die 
franzos. Ausgabe: P r i n g s  h e i m - M o l k ,  Enc. d. S C .  math. 1, 4, NI. 37. 
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Nach den vorher angegebenen Methoden wird man zu den Ilest- 

produkten P:: =if (1 + 1:)) ( I = " ) ' .  "'Y * "  ") gewisse, mit wachsendem v 
h = v  

v = l , m  ,... q,r ,... 

gegen Null konvergierendc Grenzen y ( k )  finden, ~ io  daB für jedes p 

I I P T ~  < y @ )  ist. hua 

(6) Z R =  ZP~? + I P ~ ~ + . - . - { L P ' ~ ' + Z P J ~ + . . ~ ] ~  4 7 ~  

folgt dann: 

(7) <pl+ yc*i+ . . . + y("'>+ y W +  . . .. 

Bezeichne ich die rechte Seite dieser Ungleichung ( 7 )  mit y ,  so 
ergibt sich, wenn O < y < 2 vorausgesetzt wird, unter Anwendung des 
Hilfssatzes (IV) Ton 9 2 die Abschiitzungsformel 

(VI] I R - l < e ~ - l < ~  - - (O < E < l), 
wo die Berechnung von E nach den A n p h e n  in 5 3 zu geschehen hat. 
Durch Multiplikation des erhaltenen Wertes mit dem absoluten Betrage 
von A ergibt sich nach (2) für den absoluten Fehlw die Abschiitzung: 

Ferner folgt aus (VI), genau so wie in 5 1: 

PI f>  1 - & < I R ( < l + & .  

Daher hat man nach (3) für den wlaticen Fel~ lev :  

B. Abschatzung des wahren Fehlers. 

9 5. 
E s  werde sogleich der allgemeinste Fa11 betrachtet, daB wie in 5 4 - - 

eine Kombination mehrerer unendlicher konvergenter Produkte ge- 
geben sei: 

n (1 + ""1 . fi (1 + VjL6) j . . . 
(1) 

k = O @ = _  
5 (1 + .Y)) . fi (1 + v y  . . . ' 

h = O  1' = O 

wo die un) (7î = a, 11, . . . a', b', . . .) im allgcrneinen komplexe Gr6Ben 

von der Porrn vh)=  cl:<') + i p k )  sind, deren absolute Betrige u:) < 1 

vorausgesetzt werden. Die @ILL' dürfen auch alle oder teilweise Null 

sein, so daB dann die betreffenden Teilprodukte f [ (1 + r p ) )  reell sind. 
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Es sol1 der ,,wahre Fehler<' beim Abbrechen der einzelnen Teilprodukte 
nach einer endlichen Faktorenanzahl abgeschiitzt werden, d. h. die 
Differenz: 

PI C O - A = A . R - A = A ( R - l ) ,  

wo A der aus der endlichen Anzahl von Faktoren gebildete Naherungs- 
wert von CD und R der noch übrig bleibende Teil ist [vgl. 5 4, (44) 
und (5)]. 

(k) 
Ph 

i arc tg -- 

Da bekanntlich 1 + if) = 1 + $ + i ~ : ~ ~ )  e l+ah! ist, so knnn 

man R auch schreiben: 

3, l R e i x  I 9 

sb' m fi;:" 
- 2 arc tg  - 2 arc tg - - . 

f i = q  1 h = r  i + ujl>" 

Für den ersten Paktor / R auf der rechten Seite in (3) l%Bt sich 
eine obere und untere Grenze nach Formel (VI') von S. 362 angeben. 

Für den Spezialfall nur rerller Produlte fl (1 + u f ' )  , in dem 
ei - = 1 und R = 1 R 1 ist, ist somit nach (2) der wahre Fehler tieliannt. 

Sind jedoch die u:) nicht ulle reell, so lrornmt es jetzt noch darauf an, 

für den zweiten Faktor eiL in (3) eine obere und untere Grenze anzu- 

B:' 
geben. Aus der Voraussetzung ah + i ~ : ~ ~ '  < 1 folgt nun - < 1. 

1 + ud'l 
sr' 

Es gilt daher die bekannte alternierende Reihe für arctg 
l + C L : ; k ) '  

Nach dem Leibnizschen Satz kann man d a m  setzen, wenn 

s y  > O ist: 
i 

und erst recht: 
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3 64 Über Fehlerabççhatzung bei unendlichen Produkten. 

P; '~)  
1st d,agegen < O ,  so ergibt sich: 

1 + cf;'k' 

Iler Ühergang von diesen Doppelungleichungeli (4) und (5) für  

PjJ' v +li; 1 
arc t g  - 

Iq) 
xu entsprechenden für 2 arc tg  - laBt sich nicht 

1  -f ai:) h = v  1 + U!,k) 

ohne weiteres bewerkstelligen; denn ich weiB nicht, welche Glieder 
iu dieser Reihe > 0, und welche < O sind, da für die Produkte 

/ I  (1 + a:Lk) + i P*)  der aiigemeinste Fa11 von Konvergenzl) ange- 

nomruen war. Ich will mich im folgenden auf den einfachsten Fa11 

beschriinken, dafi die a:) unter sich und die f9ibk) unter sich - aber 

nicht notwendig die ah) mit den ph) - gleiches Vorzeichen besitzen. 

Dann sind nlle komplexen2) T~ilprodukte n(1 +  CL:,^' + ;fipi) abso- 

lut  und  iinbedingt k ~ n v e r p n t . ~ )  i ius den Doppelungleichnngen (4) und 
(5) folgt für k = a, b7 . . . a', b', . . . und die zugehorigen Zahlen v = l, 

B:;' 
wo das obere Ungleichheitszeichen für positives - d. h. positives 

1 + a y  

fi:,'), das untere f ü r  negatives @) zu nehmen ist. 

i /f' 
Da die Produkie (1 + il:' + ip *)) =fi (1 + a.)) (1 + --1 

/ , = O  ' h = O  1 + 'f' 
tJ 

konvergieren, so müssen auch die Reihen 2 konvergieren. Es 
n = o 1 f cf;'k) 

, , + p - 1  

werden sich daher fiir die Ileihenreste 2 - (,) gewisse, von p un- 
h = v  i + ~ ,  

- - - 

1) P r i n g s h e i m ,  Math. Anm. 22, S. 481. 

2) Die etwaigen reellen Teilprodukte von @ dürfen natiirlich auch bedingt 
ko~ivergieren, d. h. die betreff'euderl reellen vlz = a,, sind der Beschriinkiing, untsr 

sieh gleiches Vorzeichen au haben, nieht unterworfen. 
3 )  P r i n g s h e i i n ,  Mat,h. Anm. 33, S. 139.  
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Von RICHAUD XISCIIKE. 36,; 

abhzngige, reelle ohnre und untere Grenaen Gr), g!" angeben lassen, 

die mit wachscndeiu v beliebig klein werden und beliebig nahe anein- 
ander riicken. Aus (6) folgt dann : 

Durch Addition und Subtraktion der passenden Uoppelungleichungeri 
nacli den für Doppelungleichungcn geltenden Regeln ergibt sich hier- 
aus für den Exponeriten 2 in (3): 

(8) g < z < G - .  
Ich setze jetzt irn Anschlulj an S to lz l )  folgende GrGBenordnung 

für komplexe Gr6Ben fcst: Eine komplexe GroBe u f i b  sol1 gr6Ber 
(kleiner) als a' f i h' heiBen, wenn a gr6Ber (kleiner) als a' und, falls 
a = a', wenn h griiBer (kleiner) als h' ist. Enter Anwendung des 
Leibnizschen Satzes für alternierende lteihen auf den reellen und iiria- 
gingren Teil der Reihe fiir e i2  kann ich dann schreiben: 

Setze ich hier für 2 in passendei Weise einmal G, das andere 
Mal g, so ist  auch der zweite Faktor e" der rechten Seite von (3) 
zwischen zwei bekannte Grenzen eingeschlossen. Mit IIilfe der durch 
Multiplikation der erhaltenen Doppelungleichung mit (VI') sich ergeben- 
den Doppelungleichung für R kann man dann nach (2) den wahrm 
FehZer in bekannte Grenzen einsclilieBen. 

Abschnitt III: Anwendungen. 
Die irn vorigeii Abschnitt entwickelten Pehlerabsch%tzungsregelii 

für unendliche I'rodukte rn6gen hier nui- bei den beideil sühon iii der 
Einleitung erwiihnten Beispielcn angewandt werden. 

5 1. D a s  vo l l s t i ind igo  e l l i p t i s c h e  I n t e g r a l  e r s t e r  G a t t u n g .  
G e n a u i g k e i t  d e r  L e g e n d r e s c h e n  Tafe ln .  

Zur Berechnung des vollstiindigen elliptischen Integrals erster 
Gattung E aus einem gegebenen Modul k ist, namentlich im Falle 
eines reellen, zwischen O und 1 gelegenen k,  auf den ich rnich hier 
beschriinke, die folgende Produktentwicklung sehr geeignet: 

7z 

-- 

1) S t o l ~ ,  Vorlesungen über allgemeirie Arithmetik. II.Bd., Leipzig 1886, S. 2.  
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366 Über Fehlembsch%tzung bei unendlichen Produkten 

Diese Formel hat auch L e g e n d r e  als Grundlage gedient für die 
-Berechnung der Tafeln der vollstindigen elliptischen Integrale erster 
und zweiterl) Gattung, die siüh im7,3. Bnnde seiner ,,Exercices de cal- 
cul intégral" (Paris 1816) und im 2. Bande seines ,,Traité des fonctions 
elliptiques" (Paris 1836) finden. 

Man erhlilt dm obige Produkt durch wiederholte ilnwcndung der 
L a n  denschen Transformation. Dabei besteheii zwischen den nacli 
Ku11 abnehmenden Moduln 

l;, k,, k,, k , ; . .  

und den nach 1 zunehmenden k~mplement~liren Mndiiln 

k', k ; ,  ké, kj,  

die folgenden Relationen : 

Das uncndliche Produkt in (1) konvcrgiert unbedingt, da die Reihe 
Ek,, absolut konvergiert. Bricht man diese Reihe hinter dem vten 
Gliede k, ab, so liiBt sich für ihren Ilest leicht eine obere Grenze 
finden. Man hat nach (2): 

1 - vn 1 - k B  
k r L +  1=-- - -- - 

kn 
1 + k; - (1 + Vn)2 - (l+lin)s ' 

E s  ist also IC,+~ nicht nnr kleiner als k,, sondern auch kleiner al8 kn. 
Mithin wird der Rest der R,eihe Zkn: 

Also 

1) Dm vollstandige clliptische Integral 2. Gattung. E drückt sich in ein- 
facher Weise durch K &us. (Vgl. L e g e n d r e ,  Traité 1, Paris 1825, 9. 107). Ich 
betrachte daher hier nur das Integral 1. Gattung. 
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Von RICHARD KIBCIIKB. 367 

Beirn Abbrechen de~l Produkts (1) hinter dem vten Paktor (1 + k,) 
gilt daher nach Formel (IIb) fiir das Restprodukt die Abschatzung 

k?. 
- - .- 

2 
P p - 1 < - - 1, 

oder, wenn man für e y  - 1 den Niiherungsmert - ' Y einführt, was hier 
2 - Y  

vollstiindig genügt : 
2 k2y 

(3) Pa, P - 1 < , 1 3 fi; . 

Die Formel (1) IiBt sich noch uinformen, so da8 sie zur Berech- 
nung von K mittels Logarithmen unmittelbar anwendbar ist. Mit Hilfe 
der letzten der Relationen (2) erhalt man n%mlichl): 

oder, wenn man noch ZG = sin 8, k, = tge 4 û = sin O,, k, = tg2 $ 8, - 
sin O,, . - - setzt, 

Somit ergibt sich aus (1): 
72 

L e g e n d r e  hat in seinen oben angeführten Tafeln die Werte der 
vollstiindigcn clliptischen Integrale 1. und 2.3) Gattung4) und ihrer 
Logarithmen5) mit 12  Dezimalstellen, eincn Teil der letzteren, niimlich 
für den Modulwinkel 0 von O0 bis 150 und von 75O bis 90°, sogar auf 
14 Stellen angegeben. Um R mit dieser Genauigkeit zu berechnen, 
mijssen nach L e g e n d r e s  Angabe6) von k - sin 67O 33' bis k = sin 26O 34' 
vier Faktoren des Produkt ,~ verwandt werden, von 7c = sin26'34' bis 
k = sin 3D Il '  drei Faktoren, von k = sin 3O 11' bis Ic = sin 0° 2' 40" zwei 
Faktoren, von 7c = sin0°2'40" ab nur ein Faktoi.. Bei Werten des 

1) L e g e n d r e ,  Exercices 1 (Paris 1811), p. 89 = Traité 1 (Paris 1825), S. 90. 
2) Vgl. D u r è g e ,  Theorie der elliptischen Pimktionen, 4. Aufl. Leipzig 1887, 

S. 203. 
3) Vgl. S. 366, Anm. 4) Tafel VIII. 5) Tafel 1. 
6) Exercices III, S. 13  = Traité II, S. 4. 
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368 Uber Fehlerabschiitzung bei unendlichen Produkten. 

Modulwinkels 0, die @Ber als 67O33' sind, würden  fünf F a k t o r e ~ i  des 

Produkts  berechnet werclen müssen.') 

Z u r  genaueren P r ü f u n g  dieser Angabe  ist die folgende Tabelle 
entworfen, in der  bei gegebener Fak torenanzahl  t u n t e r  Anwendung 

v o n  (3) die obere Grenze für  den  wahren  Fehle r  II, (P,, , - 1) be- 

rechnet  ist. 

Modul- ' Faktoren- , 
winkel anzahl 1 Der aiia v Faktoren berechnete NBherungswert von K int 

zu klein um weniger als 

1) In die~ern Falle wendet man bevser eine Formel an, die sich ergibt, wenn 
die Landensche Transformation in umgekehrter Richtung ausgefürt wird, so de0 
man eine Reihe von nach 1 zunehmenden Moduln erhalt. Aiif diese Formel, die 
L e g e n d r e  übrigens zur I3erechnung von K für alle k > sin46" benutzt, gehe ich 
hier nicht ein, da  sie .nichtu wesentliçh Neues bietet. 
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Von RICHARD K K S C ~ K E .  369 

Die Legendresche  Tafel VI11 gibt die Werte von K nur für die 
volen Grade des Modulwinkels O; in der Tafel 1 für log K schreitet 0 
von jo zu 1, Grad fort. Sol1 das zu einem dazwischen liegenden Modul 
gehorige K bestimmt werden, so führt eine direkte Berechnung nach 
den vorher angegebeneu Formeln hiiufig schneller zurn Ziele, als eine 
mühsame Interpolation. h b e i  kann man aus der obigen Tabelle er- 
sehen, wieviel Faktoren des unendlichen Produkts zur Erlmgung der 
betreffendcn Gcnauigkoit crforderlich sind. 

5 2. D i e  R a h n k u r v e  d e r  Kre i se l sp i tze .  

Es  wurde oben hervorgehoben, daB es naturgemBB erscheint, wenn 
Produlcte oder Quotiefiten von Funktionen zu berechncn sind, für die 
sowohl Reihen- als auch Produktmtwicklimgen existiereri, die letateren 
anxuwenden. 

Ein hervorragendes Heispiel fiir das Auftreten eines derartigen 
zusammengesetxten Ausdrucks findet sich in dem Werke von K l e i n  
und S O m m e r f  e ld:   ber die Theorie des Kreisels". ') 

Unter ,,KreiselU wird ein der Schwere untermorfener starrer Korper 
verstanden, dessen Masse symmetrisch um eine Achse des Korpers ver- 
teilt ist, und bei dem mittels einer geeigneten Vorrichtung ein auf 
der Symmetrieachse gelegener Punkt im Raume festgehalten wird.') 
Dieser feste Punkt oder ,,Unterstützungspunkt" O des Eorpers teilt 
die Symmetrieachse in zwei Halbstrahlen, von denen der eine als 
,,Figurenachse" bezeichnet werden m6ge. Ein im Abstaiide 1 von O 
auf der Figurenachse gelegener Punkt wird ,,Kreiselspitze" genannt. 
Bei der Ilewegurig des Kreisels tieschreibt diese Kreiselspitze auf der 
um O gelegten Einheitskugel eine Kurve, die in dem von K l e i n  und 
S o m  m e r f e l d  behandelten Beispiele ausuchliei3lich auf der nordlichen 
Halbkugel verliiuft. Bedeutet A. die komplexe Variable, die im ge- 
w6hiiliühen (+auBischen Sinne dem Bildpunkte der Kreiselspitze in der 
~ ~ u a t o r e b e n e  der Einheitskugel bei stereographischer Projektian vom 
Südpole entspricht, so ergibt sich für des ebene Abbild der Bahnkurre 
der Kreiselspitze die Darstellungs): 

1) 3 Hefte, Leipzig 1897, 98,  1903. En kommt hier namentlich Heft II, 
Kap. VI, 5 5 und 5 6 in Betracht. 

2 ) A . a . O . I , S . l .  3 ) 8 . a . 0 . 1 1 , 9 . 4 3 3 .  
Zeitschrift f.  Mathematili u. Physik. 5 6  Ban& 1908. Heft 4. 44 
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370 m e r  Fehlerabscliiitzung bei unencllichen Produkten. 

Hierin bedeutet 4 ( t )  eine der J a c  O b i schen doppeltperiodischen Theta- 
funktionen mit den Perioden 2m, 2ic?', namlich die, für welche, wenn 
zur Abkürzung 

gesetzt wird, die folgende absolut konvergente Reihen- bzw. Produkt- 
entwicklung besieht: 

Die Jacob ische  Bezeichnung für  diese Funktion würde lauten: 

Der Kreisel, für dessen Spitze die Bahnkurve berechnet werden 
sol12), besteht aus einem Schwungrad, dessen Nasse einen Wulst von 
quadratischem Querschnitt bildet. Die Seitenliinge des Querschnitt- 
quadrats betrigt 2 cm, der Abstand seines Mittelpunktes von der 
Figurenachse 5 cm. Der Unterstützungspunkt O hat vom Schwerpunkt 
des Rades einen Abstand von 2,5 cm. Bei Beginn der Bewegung ist 
der Winkel zwischen der Figurenachse und der Vertikalen 60°. Die 
übrigen Konstanten werden so gewahlt, daB der Kreisel2,4 Umdrehungen 
in  der Sekunde macht. Ferner ist: 

K l e i n  und S o m m e r f e l d  verwenden zur Berech~iung der Punkte der 
Rahnkurve der Kreiselspitze die Reille (3) für die Thetafunktion, wobei 
sie alle in (1) auftretcnden Thetareihen hinter dem zweiten Gliede ab- 
brechen. Auf eine genaue Abschatzung des wahren Fehlers der so 
herechneten Werte A. verzichten K l e i n  und Sommerfe ld .  Sie berechnen 
nnr, da6 der relative Fehler < i& isLY) 

1) cf. J a c o b i ,  Werke 1, S. 231, 501. - Die Angabe von K l e i n  und Sommer -  
f e l d  (a. a.  O. II, S. 418), das 4(t) in der J acob i schen  Bezeichnungsweise mit 

H - identisch ware, beruht auf einem Irrtum. (83 
3) Klein-Sommerfeld, a .  a. O. II, S. 447ff. 3) A .  a. O. S. 444-447. 
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Von RICHARD KISCEKE. 371 

Ich werde die Produ7~tentwicklung (4) benutzen und die Produkte 
alle hinter dem ersten Faktor abbrechen. Der Fehler der so berechneten 
Werte der Bahnkurvenpunkte laBt sich dann unter Anwendung der 
~ o r h e r  aufgestellten Regeln vie1 genauer als bei Verwendung der Reihen 
abschatzen. 

Ich steile zuniichst die bei der Berechnung vorkommenden GrGBen 
iu der folgenden Tabelle zusammen: 

n 
( w '  a) 

e = 3,071 018 

Ira 

&e- = 0,000 000 009 306 636 

-- (w' - 6 )  

q8e = 0,000 123 877 5 
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372 Über Pehlerabschiitmng bei unendlichen Prodiikten. 

Bür die in (1) auftretende Koiistante K erhiilt man nun, wenn 
man, wie vorher angegeben, von jedem der auftretenden unendlichen 
Produkte nur den ersten Faktor in Rechnung zieht: 

5 ( a - b )  
~ - ,a w , 

z 
- ( u i  - b) (0,' - b )  

Drückt man noch den auftretenden Sinus und Kosinus durch die Ex- 
ponentialfunktion aus, so ergibt sich unter Benutzung der ohigen 
Wertetabelle: 

K = 0,510 868. 
Perner kt1)  

(5) 
8'f io'-  ia) i = i  >, --- . , x  4 ' ( r o + i o ' - z b )  1 i . 
3 . ( z w f -  sa) ' w 9.(w + i w ' - i b )  

Durch logarithmische Differentiation erhilt  nian aus (4) 

n t 
COB 

O 

2 w W 

Beschrankt man sich nur auf das erste Glied der Reihe, so wird 
demnach: 

- - . 1,963 357 
2 w 

und 

- - - - .  0,521 398. 
2 w 

Folglich 

Nach Bestimmung der Konstanten ergibt sich jetzt für A, wenn 
ich die Produkte wieder alle nach dem ersten Faktor abbreche, der 
Naherungswert: 

-- 

1) K l e i n - S o m m e r f e l d ,  a. a. O. S. 461. 
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Von RICHARD KILICHK~. 373 

E s  solien nun zehn Punkte der Bahnkurve A-,, A,. Ap,  . . . Ay berech~let 
O 2 0  9 m 

werden, welche bzw. den aquidistanten Werten t = 0 ,  !, , T, . . . 

7C 2 z  jl 
- zugehoren. Die entnprechenden Werte für s sind s = 0, 18, 18  . . . 

oder s = 0°, lu0 ,  20°, . . . 90°. Man berechnet xuerst den absoluten 
Betrag der Gr6Ben A- und firidet alsdann auf Irigonometrischem Wege den 
reellen und imaginaren Teil. Unter Benutznng der Zahlenwerte von 
Seite 371 und der soeben bereçhneten Werte von K und L ergibt sich 
so folgende Tabelle '): 

Lo= ' - 0,577 07842 

i., = 0,163 4406 - 0,548 5011i 

1) Die in meiner Dissertation angegebenen Werte aind nicht ganz fehlerfrei, 
worauf mich Herr Prof. A. S o m m e , r f e l d  hat  aufmerksam machen lassen. Die 
Fehler sind z. T. durch einen Druckfehler in oiner von mir benutzten idteren 
Auflage der Vegaschen Logarithmentafel veranlaBt worden. In Wüklichkeit liegen 
daher die Abweichungen der mit Produkten berechneten Werte 1. von den in  der 
Dissertation auch noch nach dem Vorbilde von K l e i n  und S o m m e r f e l d  mit 
Reihen borechneten Werten innerhalb der sogleich zu bestimmenden Fehlergrenaen. 
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374 Über Fehlerrtbschiitzung bei unendlichen Produkten. 

Ich werde jetzt die Genauigkeit dieser Werte abschatzen. In dem 
Ausdruk für il tritt auBer dem Exponentialfaktor e i L c  folgende Kombination 
von unendlichen Produkten auf: 

Alle Produktc wurden hinter dem ersten Paktor abgebrochen. 
Bctrachtet man zuniichst das erste im Ziihler auftretende Produkt 

k(1 - y z h e a ( u " - a ) ) ,  das ebenso wie die sieben andern nnbedingt kon- 
h = 1  

m d 
(01' - aj 

rergiert, so ergibt sich für den Rest der Reihe /,= % e - ~  I beim 

Abbrechen hinter dem ersten Gliede: 
m n -3 ( w ' - a )  

( a )  q'e 
- - 

h = 2  1 - q e  

- 5 (lu' - a)  
n 

- - ( w ' - a )  
Ferner sind für h 2 2 alle y2 he - < q4e . Nach der 

Abschiitzungsregel (IIm) von Abschnitt II, 9 wird daher 

In ahnlicher Weise bestimmt man die zu den übrigen sieben Rest- 
produkten geho~igen oberen Grenzen, und zwar für das zweite Produkt 
im Zahler eberifaiis nach Regel (IIa), für die beiden ersten Produkte 
irn Nenner nach Regel (IIb), für die übrigen Produkte nach Regel (V). 
Alsdann hat mari nach Formel (VI) von Abschnitt II, 5 4 für  das 
Gesamtrestprodukt der obigen Kombination von uriendlichen Produkten 
die Abschiitzung: 

IR- l I<eY-1 ,  
W O  
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Von R i c a a a ~  Krscrr~s. 

Ans 1 R - 1 1 < -?y ergiht sich daher 
2 - Y  

(9) IR- 1 <0,000006046.. . 
folglich 

(10) 0,999 993 954 < j R 1 < 1,000 006 046. 

Der relative Fehler der 10 Werte Â in (8) betragt demnach 
weniger als 

0,000 006 047, 

iat also erheblich kleiner als der von K l e i n  und S o m m e r f e l d  bei 
Benutzung der Reihen berechnete relative Fehleï. 

Bus dem Werte für 1 R - 11 und den absoluten Betriigen der in 
Tabelle (8) angegebeuen, mit Produkten berechneten Niiherungswerte 
für die 10 GroBen A findet man durch Multiplikation den absolutm 
Fehler von 

a, : < 0,000 0035 

Â, : < 0,000 0035 

a, : < 0,000 00 34 
4 : < 0,000 0033 

A4 : < 0,000 00 31 
A5 : < 0,000 O0 30 
a, : < 0,000 00 29 

A, : < 0,000 0027 

A, : < 0,000 00 27 
A, : < 0,000 0027 

Ich mill jetzt noch im Anschlui3 an Abschnitt II, 5 5 die Grenzen 
für den wahren Fehler der Werte (8)  bestimmen. 

Um den genauen Wert von A. zu erhalten, müBte ich zu dem 
Niiherungswert (7) von S. 373 noch den Faktor R hinzufügen: 
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Für die ersten zwei Summen findet. man eine obere und iintere 
Grenze in folgender Weise. Eu ist 

Die Reihe in der Klammer { } laBt sich leic,ht zwischen xwei geo 
metrische Reihen einschlieBen. Man hat 

Beim Auurechnen bekommt man 

Für  die zweite Summe in 2 findet man iihnlich wie soeben: ' 

- 
ia 

m 
4 i s  - q 5 " s i n  ( w ' b )  n 

a an =CI- iz <%. (eu  - e  q4 - 
4 h ' 1 - p z   BI+ ~ ~ ~ ~ c o s - ( w ' - b ) + g  

W 

und andrerseits 

6% > --- p4 - . 
1 - y P '  

also 
0,000 000 871 2848s < 6, < 0,000 000 871 2852s. 

Folglich ist 

Für die beiden andern in 2 auftretenden Sunimen habe ich im 
AnschluB an Abschnitt II, $ 5 (Seite 363) zunachst: 

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



Von RICHAILU KIGCEKE. 377 

und eine entsprechende Doppelungleichung für die zweite Summe. Die 
links und rechts auftretenden Reihen lassen sich d a m  in derselben 
Art wie o, und 6, zwischen zwei geometrische Reihen eiiischlieBeii, 
wobei noch zu unterscheiden ist zwisçhen Werten von s, die kleirier 

z 
a h  :, und solchen, die gr6Ber als sind, da für letztere cos 2 s  negativ 

ist. SchlieBlich e rhd t  man : 

g < Z < G ,  
z wo für O 2 s p ,  d. h. für A. bis 14: 

I X 
fiir c o se, d. h. fiir A6 bis AR: 

-- 

(r'- e "") sin P .  q 4  e Y. - e ') sin 2 s . 
G= - 0,000 001 712 7044s - tqL Y -- + ---- 

(1 + Y ~ )  (1 - pz) 1 - qP 

Ich habe zunaclist g und G für die 10 Werte von s, die den 
GroBen A, bis A, entsprechen, zu berechnen. Diese Werte g, G set'ze 
ich sodann in passender Weise in die Doppelungleichung (9) von S. 365 
ein. Innerhalb der hier gewahlten Genauigkeitsgrenzen kann man dabei 

die zweiten und dritten Potenzen von 2 vernachlassigen und eicfach 

setzen. Uiese Doppelungleichung multipliziere ich mit der Doppel- 
ungleichung (10) f ü r  R/ und erhalte eine Doppelungleichung für R 
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und daraus eine für R - 1. Wenn ich diese noch mit den in (8) an- 
gegebenen Niiherungswerten f i r  die 10 GrÜBen A. multiplixiere, BO er- 
geben sich für die wahren FeMw (,,W. ET.") dieser GrGBen I die folgenden 
Dop p elungleichungen : 

- 0,000 0035i < W. P. v. A-, < 0,000 0035i 

- 0,000 0013 + 0,000 0032i < W. P. P. Â, < 0,000 O010 - 0,000 0033i 

- 0,000 0024 + 0,000 0025 i < W. F. v. A, < 0,000 O018 - 0,000 0029i 

- 0,000 0030 + 0,000 0015 i < W. F. v. Â, < 0,000 0024 - 0,000 002i 

- 0,000 0032 + 0,000 0006 i < W. E'. v. 1., < 0,000 0027 - 0,000 0016 i 

- 0,000 0028 - 0,000 0013 i < W. F. P. A, < 0,000 0029 - 0,000 0004i 

- 0,000 0024 - 0,000 0019i < W. F. v. 1, < 0,000 0025 - 0,000 O001 i 

- 0,000 0018 - 0,000 0023i < W. F. P. i., < 0,000 0028 + 0,000 0004i 

- 0,000 0013 - 0,000 0026i < W. F. v. Â, < 0,000 0028 + 0,000 0008i. 

Es ergibt sich hieraus - wie auch schon au8 dem relativen Pehler 
und der Tabelle (11) für den absoluten Pehlar zu entnehmen war -, 
daB bei den in (8) angegebenen, unter Anwendung der Prodi~ktentwicklung 
der Thetafunktion berechneten Naherungswerten für die 10 Gr6Ben ,î 
durchweg mmindestens die fünf ersten Dezimabstelleri genau richtzg sind. 
Würde man dagegen nach dem Vorbilde von E l  e in und Sommerfeld 
die Thetareihe benutzen, su konnte man, da der relative Fehler als- 
dann, wie oben (Seite 370) angegeben, kleiner als ,', ist, nur ungcfahr 
drei genaue Steilen érwartcn. Bei Anwendung der Produktentmicklung 
laBt sich nach den irn II. Abschnitt aufgestellten Fehlerabschatzungs- 
regeln die erlangte Genauigkeit bcdeutend scl~arfer abschitzen. Dies 
spricht dafiir, daB, wenn Produkte oder Quotienten von Funictionen s u  
berecknen sind, die An~fiendup7,g der ProduktentwiclcZun~qen geboten sein 
dürfte. 
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Die dynamischen Vorgange 
in zylindrischen Schraubenfedern mit besonderer Berück- 

sichtigung der Massendruck-Kompensatoren. 
Von P. FROHLICH in Dresden. 

Mit 6 Figuren und 2 Tafeln. 

Einleitung. 

Im folgenden behandle ich die Aufgabe, die Bewegungen zylin- 
drischer Schraubenfedern mit gleichrniiBiger Massenverleilung unter ver- 
scliiedenen Bedirigungen muthemalisch zu untersuchen. Ehe ich niiher 
auf die 'ïheorie der longitudinal schwingenden E'eder eingehe, mGchte 
ich mit einigen Worten auf die praktische Bedeutnng dieses Problems 
hinweisen. 

Als vor eineinhalb Jahrzehnten die Elektrotechnik ihre Sieges- 
laufbahn begann, machte sich das Bedürfnis geltend, Dampfmaschinen 
mit sehr hoher Un~laiifzahl zu schafyen, iim die Dynamomaschinen ohne 
Vermittlung der lastigen ~tiemen-Übertragung direkt antreiben zu konnen. 
Wegen der Massenwirkungen in dem Steuerungsgetriebe muBten die 
Ventilmaschinen aus dem Wettbemerb ausscheiden und den Schieber- 
maschinen das Feld raumen. In den schwingenden Teilen der Schub- 
kurbelgetriebe treten Nassendrucke auf, welche mit dem Quadrate der 
Umlaufzahl anwachsen und irn Gestiinge St6Be verursaçhen, wenn nicht 
durch vorzeitiges SchlieBen des Auspuffkanals, durch die Kompression 
des Abdampfes, ein elastisches Polster zur Aufnahme der StoBe gebildet 
wird. Pür Typen von 400-1000 Touren machten sich so hohe Kom- 
pressiorisdrucke erforderlich, daB man die langst verbanriten Einschieber- 
steueruilgen wieder aufnahrn; wirtschaftliche Ausriützung des Darnpfes 
ist bei diesen Steuerungen durch das Auftreten holier Kompressions- 
drucke bedingt, zuin MiWveipügen der alteren Koristrukteure, denen 
diese Begleiterscheinung für die normalen 'ïourenzahlen lastig war. 
Die Dampfzufuhr wird zweckmiiBig von einem Achsenregulator ab- 
hRngig gemacht, dessen Prinzip aus Abb. 1 hcrvorgeht. 

In S erkennen wir den entlasteten Kolbenschieber im Augenblicke 
der Eroffnung; bei B E  wird der Dampf dem Schieberkastcn zugeführt, 
durch die K a d e  k,k, gelaiigt er auf die hintere bzm. vordere Zylinder- 
scite, um nach verrichteter Arheit diirch das Auspuffrohr A entlassen 
zu werden. Die Dalier der Volldruekperiode wird diirch die Stellung 
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des IIebels CA bestimmt, welcher 
- in dem Punkte C der rotie- 
renden Rcgulatorurne 7J gelagert - 
mit dem Tachometer durch die 
Stange Tl Fi zwangl%ufig verhunden 
ist. Der eigentliche tachometrische 

- Teil wird durch das Hebelparallelo- 
gramm O, G, G, O, gehildet, dessen 
Gleichgewichtslage durch das Mo- 
ment der Federn FI und F2 sowie 
die von der Tourenzahl abhangigen 
%entrifugalmomente der Schwung- 
massen XI il& bedingt wird. Indem 

sich mit zunehmender Winkelgeschwindiglteit 
die Massen ,VI 171, YOD Wellenmittel W ent- 
fernen, verkleinern sie die Exzentrizitit W A  
des Steiiergetriebes und damit die F'üllung 
des Zylinders: gelangt beispielsweise A nach 
B, so tritt an Stelle des Fiillungsbogens 
r r 
AA'= a der kleinere. BR' - o. Die Rück- 
wirkungen, welche die Massenbeschleunigung 
des Schiebergestanges auf den Iteguliermecha- 
nismus bei derartig hohen Umlaufszahlen mit 
sich brin@, sind für einen elektrischen Be- 
trieb durchaus ungeeignet. In der Erwiigung, 
daB die Beschleunigung der harmonischen 
Schwingung in1 Weg-Diagramm als gerade 
Linie erscheint, hat man in sinnreicher Weise 
den Scliieber mit. einer Schraubenfeder in 
Verbindung gcbracht, welche den Xassen- 
druck des Steuergestinges kompensieren soll. 

Die Rerechnung der Aiisgl eichsfed ein ist 
meines NTissens hisher nur mit den fiir sta- 
tische Federn geltenden Formeln durchge- 
führt;  die Erfahrungen jedoch, welche man 
mit Kompensatoren bei so hohen Schwin- 
gungszahlen ernten muate, ergaben die Un- 
zuliinglichkeit der Rechnung, indem der Aus- 

gleich durch die inneren Schwingungen der Feder gestort wurde. E s  

werden zurzeit Masçhir~en gebaut, bei denen ,das  Gemicht der Feder 
dem des Steuergestiinges nahezu gleich ist, so daB die Eigenmasse des 
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Kompensators nicht vernaçhl%ssigt werden tlarf. 1)ieses l'roblem ver- 
anlnBte mich, angeregt durch Herrn Dip1.-Ingenieur W a t z i n g e r ,  Darm- 

- - 

stadt, zur mathematischcn Untersiichung dcr dynamischen Vorgange in 
der zwangliiufig bewcgten Feder; jedoch auch in anderen P'illcn wird 
die Rerücksichtignng der inneren Massenbewcgungen nutzbringend sein. 
Meine Uritersiichungen über die Eigenschwingungen der Schraubenfodern 
werden -- so hoffe ich - dem Theoretiker einiges Tnteressante hieten. 

1. Ableitung der Differentialgleichung f ü r  schWingende 
Schraubenfedern. 

Die kinetische Energie einer longitudinal schmingenden Schrauben- 
feder setzt sich aus zwei Teilen zusammen: 

1. Translationsenergie, bedingt 
a) durch die Bemegungen in der Achsrichtung der Feder, 
b) durch die Ausmeichung der Materialteilchen normal eu der- 

selben; 
2. 12otatioilsenergie der normal zur Schraubenlinie stehenden Ele- 

mentarscheibchen infolge vuri Schwirigungen uni die aquatoriale 
Süheibeuachse in der Sülimiegungsebene der Schraubenlinie. 

Die Deviationen in der Radialrichtung verschwindeu gegen die 
Axialbewegung und sollen veriiachl~ssigt werden. Die Massenteilchen 
seien iu der Sührauberilinie konzentriert gedacht; dann verschwiudet 
auüh die Botationsenergie, so daB nur die Translationsbewegung in der 
Ach~enrichtung zu berücksichtigeii ist. 

Um Irrtümern vorzubeugen, müssen zunachst einheitliche Bezeich- 
nungen eingeführt werden. Irn ailgemeinsten Falle werden Anfangs- 
und Endpunkt einer longitudinal schwingenden Beder ihre Laga mit der 
Zeit anderu. E s  werde zur Zeit t = O die Steilung der Endpunkte 
fixiert; wenn dann nicht ausdrücklich andere Vereinbarungen getroffen 
werden, so sol1 als ,,Ruhelage der Feder" (oder kurz ,,ruhende Fedrr") 
diejenige Stellung bezeichnet werden, welche bei festgehaltenen End- 
p n k t é n  von der vollstandig zur Ruhe gekommenen Beder behauptet 
wird. In der Ruhelage kann demnach nur eine durchweg konstante 
Axialkraft (8,) in der Feder geborgen sein, wenn vom Eigengewichte 
der Feder abgesehen wird. Nach dieser Ühereinkunft mgchte ich die 
folgenden Bezeichnungen einführen: 

1 Lange der in ,,RuhelageC' befindlichen Feder in m 
r Radius der Schraubenlinie in cm 
d Drahtdurchmesser in cm 
n Zahl der W i n d u n p n  
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6 Tluftspalt zwischen zwei Windiingen gemessen in cm bei ,,ruhender 
Feder" 

cYo zulassiger Mindestwert des Luftspsltes bei bewegter Feder 

,p. Masse der Feder pro Langeneinheit (im ,,fLuhezustandc'? 

y spezifisches Gewicht des Federmaterials bezogen auf Wasser 
G Schubmodul des Federmaterials in kg/cm2 

m. 
g Beschleunigung der Schwere in 9,881. 

x,  Konstante = 18 . 10-Y ~ I / I Y ;  
x, K o n ~ t a n t e = 2 8 . 1 0 - ~ - 1 / ~ - G  

c Konstante = 100 m l  d 4 .  G : 64 . n . r2 

a Konstante = 2 . d : x, - n . r Z  
x die nach rechts positiv gerechnete Abszisse eines Massenpunktes, 

d. i. der bei ,phender  Feder" in m zu messende axiale Ab- 
stand des Elementes von iigendeineui im Rt~ume festliegandeu 
Nullpunkte; ist ein oder sind beide Xndpunkte der Peder f'est- 
gehalten, so ist der Ursprung im linksgelegenen Fixpunkte der 
Feder zu denken 

l,, 1, die Abszisse des Anfangs- bzw. Endpunktes der Peder (Ruhe- 
zustaiid) 

y die Ausweichung eines Elementes aus dei Ruhelage in m 
t die Zeit in Sekuriden 
T die Sçhwingungsdauer bei periodischer Bewegung 
S die axiale Schubkraft, welche auf den rechts vom Feder- 

elemente x gelegenen Pederteil im positiven Sinne der x-Achse 
wirkt;, das Elernent also nach links zu schieben bestrebt ist 
(zu rnessen in kg) 

S, die Vorspannung der ,phenden  Feder" 

Q das Gewicht der schwingenden (festen) Masse in kg 
L 2 . 1  h Abkürzung für - = -- 
C( <Y 

~ ( t )  das allgemeine Gesetz des geführten Endpunktes 

I,!J (t) die ,,KraftefunktiontL des geführten Endpunktes, d. i. der Zwang, 
welcher neben S, in der + a-Richtung auf die F'ührung aus- 

- 
geübt wird 

B der in kg  zu messende Maximalwert des Beschleunigungsdruckes 
bei harmonischer Dewegung 

a die Amplitude des harmonisch bewegten Endpunktes in m 
w die Winkelgeschwindigkeit in sec-l 

k, die zulassige Torsionsspannung in kgjcm2 
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k, die spezifische Vor- zt& 4 pi,. e 

spannung in kg/cma 

k = 76, - lî, die zusiitz- 
liche Spannurig 

%die ,,dgna- X = W ' ~ -  ff 

mische Charakteri- 
stik". 

Wenn xur Zeit t 
ein beliebiger durch. x 
gekennzeichneter Nas- 
senpunkt der E'eder u u  
y aus seiner Ruhelage 
herausgetreten ist (Fi- 
gur 2), so hat das der 
Stelie (x - dx) zzuge- - Z + ~ X  

hürige Elernent eirie _-- 

Jrerschiehu% (Y - dy) x_ 
erfahren; weiter ent- 
sprechen sich die Ko- 
ordinaten (x + dx)  und 

(Y + dy). 
Stellt 6 dio Kraft 

dar, welche die ruhende, 
~pannungslos gedachte 
Feder um ihre eigene 
Lange zu strecken ver- 
mag, so wird die Vor- 
spannung S,, welche 
in der ruhenden Feder 
schlurnmerte, im Ele- 
mente (x) erhoht wer- 
den auf 

Die resultierende. auf da8 Element dz nach links wirkende Kraft ist gleich 
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und beschleunigt das mit der 3lasse d m  = y . dx beschickta Element 

Zwischen der Federung f und der Axialkraft P einer zylindrischen 
Schraubenfeder mit Kreisquerschnitt besteht die Beziehung 

wenn alle GroBen in kg und cm ausgedrückt sind; somit bekommen 
wir für c die Restimmungsgleichung: 

Auf die Lingeneinheit der Beder entfallt eine Masse 

Bei dieser Gelegenheit seien des spiiteren Gebrauchs wegen noch 
einige Beziehungen zwischen den Eonstanten der Feder abgeleitet. Aus 
(4) und (5): 

(6) 
1 1 . d  

5 % .  n.ry 

wenn zur Abkürzung 

gesetzt wird. Bus (4) und (6) folgt: 

mit Einführung von 

1) Streng genommen gilt diese Formel nur dann, wenn die axial gerichtete 
Kraft auch wirklich in die Achse fallt; n u  bei schwingenden Federn mit sehr 
wenigen Windungen konnte diese Voramsetzung bedenklich werden. 
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Die allgenleine L6sung der partiellen Differentialgleichung (2) 
wurde zuerst von d 'Alember t  angegeben in der Form 

(10) Y =  fi(^ + 4 + f,(x - 4, 
worin f, und f, wiilkürliche Funktionen bedeuten; diese Sind auf Grund 
der besonderen Bedingungen zu bestimmen, welchen die Endpunkte der 
Feder unterliegen. AuBerdem ist noch der anfingliche Bewegungs- 
zustand der Feder von EinfluB auf die Gestalt dieser Funktionen. 

3. Bestimmung der  Funktionen fi und f2 für  vorgeschriebene Be- 
wegung und Kraftübertragung eines Federendpunktes. Praktische 

Brauchbarkeit de r  Losung. 

Es sei ganz allgemein für den geführten Endpunkt der Feder (x = 1,) 
ein Bewegungsgesetz vorgeschrieben: 

und eine KraftiuBerung gewüriscfit: 

(11) S = Bo + +(tj 
Untersuchen wir, unter welchen Bedingungen eine &der diesen Wünschen 
gerecht werden kann! Am Endpunkte x = 1, ziiniichst sollte sich Glei- 
chung (10) zu der folgenden spezialisieren: 

aus (10) folgt weiter ganz allgemein: 

und für x = i, sollte werden [siehe Formel (1)]: 

.Da nun in den Gleichungen (12) und (13) nur noch t als einkge 
Variable vorkommt, so k6nnen wir die geraden d setzen und erhalten: 

( 1 4 4  fi ( le  + ut) - fi ( 4  - 4 = YJ ($1 

Bus (14a) folgt durch Differentiation: 

und mit Einsetzen dieses Wertes geht (14b) über in: 

Zeitachrift f. ~athemstik u. Physik. 56. Band. 1908. Hoft 4. 25 
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Da sich nun y aus (15) und (16) durch Addi.tion zusammensetzt, so 
fallt die Konstante Co heraus, und mi r  k6nnen für Co dcn Wert des 
Integrals fiir die untere Integrationsgrenze O einsetzen, ohne der All- 
gemeinheit Abbruch zu tun; wir bekommen d a m  das Gleichungen- 
System: 

oder, mit Einführung des Argumentes t auf der linken Seite: 

Sind also die Funktionen g, und + vorgelegt, so liefert das System (18) 
immer eine Losung; die praktische Brauchbarkeit derselben bedingt 
aber die Existenz eines festen Punktes in der Feder. Vorliiufig ist 1, 
noch veranderlich, denn wir sind an keineri Nullpunkt gebunden. Sol1 
nun der Anfangspunkt der Feder festliegen, so wird 2, = O, wenn wir 
den Ursprung des Systems in den Pixpunkt verlegen; ls vertritt d a m  
die Federlange 1, welche als variabler Parameter aufzufassen ist. Die 
Funktion 

Y = f1(x + ut )  + f , ( x  - 4 
wird im Koordinatenanfang jederzeit verschwinden, sobald 
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ist; aus (17) würde d a m :  

z 
t -- a 

Diese Gleichung spricht die Bedingung für die Existenz eines Knoten- 
punktes aus, wiihrend die einfache Vorschrift f,(t) = - f, (- t )  für den 
vorliegenden Fall nicht zweckdienlich ist; wir benotigen eine Be- 
dingungsgleichung zwischen den Funlitionen cp und 11i. 

3. Partikulare Losung der  Funktiondgleichung (10) für die 
harmonischo Bewegung des Federendpunktes. 

Werin eiri Korper vorn Gewichte & in harrnonische geradlinige 
Schwirigungen y = a . sin (w l )  versetzt wird, so erfordert er eu seiner 
Bewegung einen Besçhleunigungsdruck, welcher im Betrage 

von dem Antriebmechanismus ausgeübt werden muB. Gegenstand der 
folgenden Untersuchungen ist es nun, zu prüfen, unter welchen Be- 
dingungen eine mit dem K6rper gekuppelte Feder imstande ist, den 
Ausgleich der Massendrucke zu übernehmen und den Antriebmechanis- 
mus (sowie den empfindlichen Tachometer bei Achsenregulatoren) des 
Zwanges zu entledigen. 

Diejenige Funktion y = fl (x + ut) + f, (x - ai), welche die Be- 
w e p g  der idealeri. Feder zum Ausdrucke bringt, würde folgende 
Eigenschaften haben: 

1. Für  z = 0 müBte y jederzeit verschwinden; 
2. Für  z = 1 rnüBte y das Ge~e tz  ~ ( t )  = u . s in jo t )  befolgen; 
3. Pür x= 1 rnüBle die veranderliche KraftauBerung S= S, +I+b(t) 

des Endpunktes, abgesehen von der konstanten Vorspannung, jederzeit 
den Betrag B = - B . sin (nt)  decken, dessen der schwingende Korper 
zu seiner Bewegung bedarf; die dritte Forderung lautet dernnac'n: 
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4. Die Torsionsbeansprut:hurig der Feder dürfte eirieii vorgeschrie- 
benen Maxirnalwert lc, nicht überschreiten; 

5. Der Ausgleich müBte unabhiingig von der veranderlichen Ampli- 
tude a der harmonischen Schwingung erfolgen; 

6. Variationen der Periodenzahl dürften die Kompensation nicht 
storen. 

Die Vorbedingung zur Erfüilung der Wiinsche 1-3 ist in der 
Beziehung (.19) enthalten; wir substituieren 

d a m  schreibt (19) vor, daB der Ausdruck 
z 

t + 

verschwinden muB, oder: 

Nach einigen goniometrischen Transformationen erscheint diese Be- 
d i n p n g  in der Form: 

Für eine zu entwerfende Feder sind a, GJ und 13 gegeben; mithin ' 
ist die Feder so zu dirrierisionieren, daB der Forderung (22) genügt wird. 
Mit Berüüksichtigung der Gleichungen (6) und (8) lautet die Bedingung: 

u n d  schreibt für die Windungszahl vor: 

wenn d nnd r angenommen sind oder anderweitigen Forderungen zu 
entsprechen haben. Von den unendlich vielen Losungen, welche die 
Arkusfunktion liefert, wihle man diejenige mit dem kleinsten Absolut- 
werte; die Entscheidung für groi3ere Federlangen würde das Auftreten 
von Knotenpunkten in der Feder zur Folge haben, wie in Abschnitt (5) 
dargelegt ist. Wenn die Feder für eine bestimmte (normale) Perioden- 
zahl der Gleichung (22) entspricht, so wird bei Abweichungen von w 
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der Kompensationsdruck solche Variationen erfahren, daB (22) immer 
befriedigt wird; es wird ein Ausgleich 

(24) 
- a . ç  w . 1  B = . w . cotg 

zu erwarten sein. 
Ehe wir zur Auswertung der Festigkeitsbedingung schreiten, woiien 

wir für die eben besprocherien Fille zunachst die Bewegungsgleichung 
ableiten; zu dieüern Zwecke setxen wir in die Bestirrimungsgleichunp 
(18) ein: 

a . c  0 . 1  
tp(t)=a.sin(wt),  + ( t ) = - B - s i n ( w t ) = -  a! - m cot &) . sin (w t); 

clam ist 

durch Subtraktion der zweiten Gleichung vou der ersten ergibt sich 
nach gehorigcr Reduktion: 

wiihrend die Addition der Gleichungen riach Vertauschung von - Z 
gegen + 1 liefert: 

Substituieren wir nun noch für die Argumente der F'unktionen fl und f, 
die Variablen (x + a t )  bxw. (z - ut), so bekommen wir nach leichter 
Reduktion die allgemeine Bewegungsgleichung der Feder : 

sin - . x ( a  
(25) y = f;(x + at) + f , ( x  - ut) = a. -- sin (a t )  . 

.in (Q . Z) 
4. Dimensionierung der  zu entwerfenden Feder. 

Kachdem wir die dynamische Bedingung in der ~ e s t a l t  der Glei- 
chung (23) gefunden haben, werden wir jetzt noch die zulassige Torsions- 
beanspruchung 7i, in die Rechnung einzuflechten haben. Zwischen der 
Axialkraft P und der Torsionrjspannung k ,  besteht die Relation: 
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390 Die dynamischen Vorgange in zylindrischen Schraubenfedem. 

Gleichung (1) auf die durch (25) ausgesprochene Bewegung angewendet, 
ergibt : 

a y 
und diese Beziehung sagt ;tus, daB die zusitzliche Kraft - c - - zwischen a x 
einem positiven und negativen Maximum 

periodisch verliuft; diese Amplitude wiederum weist ihren GrijBtwert 

dort auf, wo cos - .  x = 1 ist, also an der Einspannungsstelle (x = 0) (3 
der Feder. Setzen wir die durch die Vorspannung So geweckte Spannung 
gleich 7io, BO wird 

mit Berücksichtigung von Gleichung (8) bekommen wir daraus die 
Festigkeitsgleichung: 

7c x,  . a . w  
( k ,  - ko) = 

- - 

sin ( z  . Z) ' 
oder 

( 2 7 )  

Nnch G1. (13) wurde die dynamische Bedingung erfüllt diirch 

w . Z  a - o . c  
- = arctg - - 

R .  a 

Um beiden Anforderungen gerecht zu werden, vereinigen wir ihre Be- 
dingungsgleichungen und bekommen daher mit Rücksicht auf die Re- 
lation (8): 

a . o . x ,  d 3  . 1 6 . x  . a . w  
B - = tg a r c s i n " - -  

n . (kd - k,) ' 

Wenn die Beder ohne Vorspannung eingesetzt wird, wenn also k,  ver- 
schwindet, so sind alle GroBen unter dem Vurzelzeichen bekannt bis 
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auf den Badius r der Schraubenlinie, über den wir noch freie Ver- 
fügung haben; im Interesse der Materialersparnis wahle man r so klein, 
als es konstruktive Bücksichten zulassen. Nachdem man sich über die 
Wahl von r einig geworden ist, hercchne man d aus Formel (28) und 
fi aus (23). Rei vorgespannten E'edern setze man für 7c, einen Sch'itzungs- 
wert ein, berechne prorisorisch die Drahtstarke aus (28), bestimme die 
entsprechende Beanspruchung k, und verfahre notigenfalle nochmals in 
gleicher Weise unter Verwendung des korrigierten Wertes für k, in (28). 
Die trigonometrische Funktion 
unter dem Wurzelzeichen belasse 
man aus spiiter zu ersehenden 
Gründen. 

 ch eine graphische Losung 
IiBt das Problem zu. Man be- 
schreibe einen Kreis vom Radius 

n OD (Fig. 3) gleich 5000 . ,,(cm), 

trage die Ordinate 

CA = 5000 - ",y (cm) 

ein und ziehe den Strahl OA. 
Tri@ man dann in beliebigem 
MaBe auf CA die dritte Potenz 
des Durchmessers do auf, den 
eirie statische Feder zur Erzeu- 
gung von 3 bei der Spannung k 
benotigen würde, so schneidet 
der Strahl OA' auf der im 
Punkte D gezogenen Kreistangente den Kubus des dynamischen Feder- 
drahtdurchmessers in  gleichem MaBe ab. Die Windungszahl ist aber 

a . w . c  nach (23) zu berechnen. In A OD erscheint der Winkel x = arctg -- -, 
B.a!  

welcher charakteristisch für das Verhalten der Feder ist. Formel (28) 
besagt, daB eine Losung nur dann realisiert werden kann, wenn 

ist. Pür StahLfedern lautet diese Vorschrift ; 

k > 3 G O . a . m .  

Bei der Wahl der Pederlinge 1,  welche in den Endresultaten nicht 
vorkam, hat man der Gefahr Rechniing zu tragen, daB die Windungen 
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392 Die dynamischen Vorgange in zylindrischen Schreubenfedern. 

infolge der inneren Bewegung dcr Feder zusanimenschlagcn. Diese 
Befürchtungen werden am ehesten dort gerechtfertigt sein, wo der ver- 
'kderliche Neignngswinkel der Schraubenfeder gegen die Zylinderachse 
den GroBtwert erreicht; Ort und Zeit fiir das Eintreffen dieser Krise 
sind durch das Maximum von 

3 
gekennzeichnet, und dieses Glied gipfelt mit ( w t )  = - n und x = 0 

2 
in dem Werte: a .  w 

a sin ( E .L) 
Betrachtet man die Steigung der Schraube in der niichsten Umgebung 
des gefihrdeten Punktes als konstant, so niihern sich zwei benachbarte 
Windungen um den Betrag 

Sol1 dann der Sicherheit wegen immcr noch ein Spalt S, cm bleiben, 
so ist der in Mittelstellung befindlichen Feder eine Lange einzuriiumen: 

5. Variation des Federhubes u n d  der  Periodeneahl. 

Im folgenden sollm die Abmessmgen der Feder als unveranderlich 
gegehen angesehen werden; ein Endpiinkt sei wiederum an der Re- 
wegung verhindert, wiihrend der andere dem Sinusgesetze gehorcht. 

Wachst bei kon~tant~er  Winkelgeschwindigkeit der Federhub 2a, 
so nimmt proportional hiermit auch der Kompensationsdruck zu nach 

Formel (24); da nun der zu vernicht,ende Reschleunigungsdruck 9 . ma-  n 
9 

gleiçhfalls mit a in linearem Verhiiltnis steht, so ist die Kompensation 
für jeden Federhub eine totale, sobald nur das System für die be- 
treffcnde ~'inkelgeschwindigkeit ,,abgestimmta ist. 

Anders sind die Vcrhaltnisse bei Variation der Tourenzahl. Die 
Funktion 
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(61. 24) l%Bt leiçht die Abhangigkeit des Kompensationsclruckes von 
der Periodenzahl erkennen; sie besagt, daB derselbe mit wachsender 
Tourenzahl abnimmt, wahrend die Massendrucke mit dem Quadrate der 
Winkelgeschwindigkeit ansteigen. Der Fordcrung (6) in Abschnitt (3) 
kann also keinesfalls genügt werden. Der Aiisdruck für x ist um so 
bestandiger, je klejner 

die ;dynamische Charakteristik" der Feder, ist. Das einzige Xittel, 
sich gegen die storeilden Einflüsse veriinderlicher' Tourenzuhl zu schützen, 
besteht demnach in der Wahl eines groBen Wertes für 7 ~ , ~ .  

Die Diskussion der Gleichung für x liefert, wenn wir, vom Ruhe- 
zustande begirinend, w einen groBeren Bereich durclllaufen lassen, fol- 
gendes Ergebuis. Für w = O nimmt x den einer statischen Feder eut- 
sprechenderi Betrag an. Nit  wachsendem w el-fihrt x eine Abnahme, 

n .  n 
um für w = &- zu verschwinden; Fa11 der Resonanz. Nach Uber- 

2 . 2  
% . a  

schreitung der Iiesonanz wird x negativ, um mit w = 
2 

iiber alle 

Grenzen zu wachsen; auch für die Elongationen fiamthcher Feder- 
elemente mit Ausnahme des Anfange- und Endpunktes ergeben sich 
unendliche Werte, weshalb wir hier von einer ,,kritischen Tourenzahl" 
sprechen konnen. Geht man über die kritischc Tourenzahl hinaus, so 

z LY 
wird x wieder positiv; an der Stelle x = -w tritt jetzt ein Knoten- 

punkt in der Feder auf, welches bei weiterer Steigerung der Winkel- 
geschwindigkeit in der Richtung nach dem Einspannungspunkte zu 

3 76.a 
wandert. Mit w = . 

2 1 
ist x mieder verschwunden, ein muer  Fali 

der Resonanz eingetreten. Ein weiteres Anwachsen von w fiihrt bci 
2 % .  a 

eine zweite kritische Toureuzahl herbei, und so wiederholt sich 

das Spiel immer wieder von neuem; die Resonauzerscheinung wechselt 
immer mit einer Krise, die jedesmal einen neuen Knotenpunkt mit sich 
bringt. Es  ist nicht uninteressant, sich den Verlauf des x in Funktion 
von w zu veranschaulichen. 

6. Ailgemeine Bewegungsgleichung der Feder , deren Endpunkt  
zwangslaufig nach dem Sinusgesetze bewegt wird. 

Wir hatten gefunden, daB sich die Funktionen f, und fS der all- 
gemcinen Gleichung 

y = f ; ( x  + u t )  + f ; ( x  - ut )  
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394 Die dynamischen Vorg4nge in xylindrischen Schranbenfedorn. 

aus dem Bewegungsgesetze tp(t) und der Kraftefunktion @(t)  des zwang- 
laufig geführten Endpunktes mit Hilfe der Relationen (18) in Erfah- 
rung bringen lassen. Die Bedingung für einen festen Anfangspunkt 
lautete jedoch 

t - -  a 

der Bewegungsgsgleichung 

p(t) = n . sin ( m  . t) 
war dm Gesetz 

a . e  w . 2  
* ( t j =  a - r u . c ~ t ~ ( ~ ) - s i n ( o t )  

zugeordnet. Nach (18) konnten dann aus diesen beiden Gesetzen die 
E'unktionen f, und f ,  bcstimmt und zu der par t ikdiren Losung vereint 
wcrden. 

Es  di.%ngt sich nun die Frage a,uf, ob denn mit dieser Funktion 
+(t), welche für unseren praktischen Fa11 erwünscht war, die Moglich- 
keit ziir Befriedigung der Gleichung (19) erschopft ist. Wie eine 
nahere Betrachtung ergibt, bedeutet es keinen VerstoB gegen die Vor- 
schrift (19), wenn @(t) um die Ableitung irgend einer Funktion mit 

2 . 1  dem Periodizititsmodul vermehrt wird; wir schreiben al80 sym- 

bolisch: 

(3 2) a. c w . 1  
@ ( t ) - -  w a o t g  -; ~ i n ( w l ) + l ' ~ ; ~ ( t ) .  

Spater werde ich darlegen, daB in der Gleichung (32) t:ttsiichlich 
die allgemeine Losung zum Ausdrucke gebracht wird; zunachst wollen 
wir uns aber .gleieh unsere neue Entdeckung zunutze maehen, indem 
wir die allgemeine Funktion @ in die Bestimmungsgleichungen (18) ein- 
setzen, welche ergehen 

f l ( t> = + . sin ( w Y )  

W 
,(t) = - -~> ----[cos ( ~ - .  t )  - cos (; - l ) ]  

2  . sin (", 1) 
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, ( t ) = + -  +-[cos(; . t)-cosE.l)]  
2 - sin (. . 1 )  

1 + 2 ( - - 1 ) - f  . (O) - ( -h i  (3 1 
und daraus durch Addition 

.in (: . .) 
f i ( x + a t ) + f , ( x - u t )  = y = a .  sin (w t )  

sin (a . i) 

ZweckmaBig führen wir eine neue Funktion F ein, durch die De- 
finitionsgleichung : 

CY z 
w = - i ; - f ( u ) ,  

wonach F die Eigenschaft hat 

also den Periodizit%tsmodul (21) besitzt. Um nun in der so entstan- 
denen Gleichung 

die allgemeine Losung des Problems zu erkennen und gleichzeitig neue 
wichtige Relationen zu gewinnnen, woilen wir y zerfillen in: 

sin (: . z) . sin (m t) 

(34a) ?/Y = a . - - - - -  
.in (: . Z )  

(34 b) y, - Fpl) (a t  + x - l j  ( a t  - x - 1 )  

Zur Zeit t = O liege der Endpunkt der Feder in der Mittellage; 
im allgemeinen Falle ist der augenblickliche Bemegiingsxustand durch 

die Lage y. und die Momontangeschaindigkeit (g) Gamtlicher Feder- 
O 

elemente bestimmt. Wenn nun die partikuliire Bewegung (do0] 
abtrahiert wird, so m6ge noch bleiben 
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396 L)ie dynamischeu Vorgiinge i n  zyliridrischen Schraubenfedern. 

Aus Rücksichten des stetigen Zusammenhangs der Feder werden d a m  
4(x) und T(x) für x - 0 und x = 1 verschwinden, konnen alvo in 
eine P o u r i e r s c h e  Reihe verwandelt werden, welche im htervall  
h < x < 1 und an dessen Grenzen Gültigkcit hat;  das Ergebnis der Trans- 
formation laute 

Wir vervuchen nun, aus der Losung (34 b) auf die aligemeine Kate- 
gorie (36) zu kommen, welche jeden denkbaren Anfmgszustand auszii- 
sprcchen vermag. Der Periodizitiitszeigcr (2Z) werde fortgelassen und 
d m  ~ndgültigen Pormeln mieder beigefügt. b u s  (34b) folgt 

G?/, = a .  [flf'(Et+x-c -- i?lf'(Et-~-o 
at  at  + %t 

und daraus für t = O: 
1 

(36) 
d x  -2) d F z , ( -  X I )  

<">,-a[ d X  + d x  

(371 iy2)o = F(,  0 (x - l )  - F,z il (- x - 1) ; 
1 

da niimlieh die Zeit konstant ist, wiirden in (36) die geraden d gesetzt. 
AUR (37) ergibt sich durch Differentiation und Einsetzen in (36): 

w x  - a L ~ ( Y ~ ) ~  alsu 
d x - C I  

d x  

Diese Beziehungen lehren, F zn finden aus dem anfanglichm Bewegungs- 

zustnnde [ ( 7 / p ) 0 ,  (%),]; Bedingunp ist aber, da8 derselbe beide Glei- 

churigen (98) erfüllt, und, daB nach Ausführung dcr Xntegration wirk- 
l k h  eine F'iinktion mit dem Periodizit%tsmodul (21) erscheint. Diesen 
Fordermgen entsprechen niin die ganz allgemeinen Funktionen @(x) 
und P(x) in (35); wir bekommen niimlich aus (38): 

1 Z n = m  
n = m  

( Z) = J ru - S Z / ~ ~ -  sin n n . 1  - è s + +  s i n  7 1 6  , 
,z= 1 ( r? n = l  ( 3 
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Vertauschen wir x mit (- x), so andert sich das Integral nicht; der 
rechte Summand iindert sein Vorzeichen, genau so wie es Gleichung 
(38 b) verlangt. Zugleich erkennen wir die Periode ( 2 ï )  in der rechten 
Seite, und damit ist erwiesen, daB in Gleichung (33) tatsachlich die 
allgemeine LGsung enthalten ist. 

Unter Vernachliissigung der Dampfung würde nun die Bewegung 
und KraftauBerung der Fedrr abharigen w n ' d e n  Bedingungen, unter 
welchen die Feder in Ben-egung gesetzt wurde. Mag aber die I)%mpfung 
noch so klein sein, so laBt sie doch alle Bewegungen abklingen, die 
nicht immer von neuem eingeleitet merden. Gleichung (26) besagt, 
dab bei der harinonischen Rewegung irgend ein Xasscnpiinkt die Re- 
wegnng mit derselben Periodenzahl ausfiibrt w i ~  der anget,riebene End- 
punkt; diese Schwingungen werden also, wenn auch etaas verwischt 
dureh die unvermeidliche Diimpfung, stets aufrecht erhalten werden. 
Die Zeitdauer T, wahrend deren die Funktion 

y,= F p , ) ( a t + ~ -  1 ) F 2 ( t ~ 1 )  

aiie Bewegungsphasen durchlauft, bestimrnt sich aus 
2 . 1  

a ( t + T ) + x - l = c c t + ~ - 1 + 2 1  zu T =  . 
O( 

Die Periodenzahl 2 1  , mit der die Phasen der Zusatzfiinktion y, durch- 

laufcn werden, ist in der Kegel von der des zwangliiufig bewegten 
O 

Punktes 2w1i versdiieden. Haben die Peiiodeiizahleri 2l uiid keinen 

gemeinsamen Teiler, so werden sich die Bewegungen niemals wieder- 
holen; ist Dampfung vorhanden, so erlischt die Zusatzbewegung, und 
es bleibt die partikulare L6sung (23). 

Auch für beliebige periodische Zwangsbewegung des einen Feder- 
endpunktes liiBt sich die L6sung des Problems angeben; man fiihrt an der 
periodischeu Bewegungsfunktion des Endpunktes die harrnonische 
Analyse aus und leitet so die Aufgabe auf die Sinusbewegung zurück. 
Die Addition der Grundfunktionen ergibt die resultierende Bewegung 
und &ft%uBerung. Für die Berechnung von Federn, welche den 
KraftschluB von schnell bewegten, gesteuerten Ventilen vermittelu, 
konnte dieses Verfahren gelegcntlich Verwendung finden. 

7. Experimentelle Prüfung der  Ergebnisse fü r  die harmonische 
Bewegung. 

Wenn bei einer Kompensationsfeder der Ausgleich ein vollkom- 
mener ist, so werden von dem Antïiebsrnechanismus auf die bewegte 
Masse keine Krafte mehr übertragen; diese wird also, einmal in har- 
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monische Schwingungen voraetzt, in der eingeleiteten Bewegung ver- 
harren, wenn von der verhaltnismiiBig geringen Dampfung abgesehen 
wird. Hierin bietet sich eine Gelegeriheit zur Prüfung der vorauf- 
gegangerien Theorien. Beobachtet man: die Schwingungszahl v der 
Feder, an welcher der Reihe nach verschieden schwere Korper Q auf- 
gehangt sind, so kann man die Winkelgeschwindigkeit w = 2 . v . ~t 

sowie den Massendruck Ë = ' . w 2  . a berechen und mit dem durch 
9 

Formel (24) angegebenen Kompensationsdrucke rergleichen. 
Als Vorsuchsobjekt diente eine Feder mit den Daten r = 4,5 cm, 

d = 0,3 cm, n = 172 - 18. Die mit 0.7 kg belastete Feder erfuhr eine 

Vcrlingerung von 10% i i i q  soda0 = 0,7 : 0,102 = 6,85 folgt. Aui 

die Langeneinheit der Feder entfiillt (in Achsrichtung gemessen) eine 
Masse 

a 7,86 17,83 . 4,5 . 0,3e 0,0284. p = 1 ) 1 3 .  3y14 -- - - 
2 9,81 1 z ' 

mithin wird: 

Aus diesen Daten errechnet sich 

die Charakteristik zu 2 = 360 . w : . 272 = 3,71 - w (GradmaB), (3 
O W 

der Kompensationsdruck E = - cot 2 = - cot x . 
(3 2,2G 

In der folgenden Tabelle sind die Versuchsergebnisse enthalten 
und der Beschleunigungsdruck dem berechneteri Kompensationsdrucke 
gegenübergestellt. 

3chwin- 
gungs- 

zahl 
pro Min. 

101 
100 

140 
141 

232 
232 

Winkel- 
geschwind. 
1 ] = 2 . v  z:6C 

10,5 

14,7 

24,2 

Massendruck i 
Charak- 

aus der be- 
teristik 

obachteteu 
im cotg  x 

Schwin- 
Grad- 

gungszahl 
hestimmt ~ 

- -- 
-- 

Ber. 
dbwcich. 

Kom- 
pen- 

Massen- 
dnick in 

;ions- ,, 
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Mit liücksicht auf die verhaltnismiiBig ungünstigen Versuchs- 
bedingungen ist das Ergebnis durchaus befriedigend. AuBerdem mag 
hier die Bemerkung Plate finden, da6 eine geringe Ahweichung in der 
(beobachteten) Winkelgeschwindigkeit w groBe Differenzen zwischen 
dem beobachteten und berechneten Massendrucke mit sich bringt; eine 
geringe Korrektion von w wiirde beide Ergebnisse zur Deckung 
bringen. 

8. Eigenbewegungcn der  Foder unter  verschiedencn Bedingungcn. 

W i r  hatten in Abschuitt 5 erkannt, daB bei gesteigerter Perioden- 
zahl der mach dem Siriusgesetze zwarigliiufig bewegten Feder die Kraft- 

iuBerung am geführten Endpunkte nachlaBt, u m  mit GJ = -: soll- 
2 1 

standig zu verloschen; demnach spricht das Gesetz 

y = a . sin (;l x) . sin (W t )  

eine Moglichkeit für die Eigenbemegungen der Feder aus; die Zeit- 
dauer eines Doppelschwunges berechnet sich zu 

Die Bewegung ist tautochron. 
Es  bedarf kaurn der Erwahnung, daB sich je nach den Anfangs- 

bediqungen die. Eigenbewegung der Feder in der mannigfaltigsten 
Art abspielen kerin. Mit der.Beweisiührung, daB das Integral (33) tat- 
sichlich die ailgemeine Losung der harmonischen Zwangshewcguug dar- 
steilt, hatten wir gleichzeitig in  den Beziehungeri (38) Mittel und Wege 
gefunden, das 'erhalten der Feder bei willkürlioh gegebenen Anfangs- 
bedingungen einer weiteren Betrachtung zu unterziehen. E s  steht nun 
frei, das Integral y, in Gleichung (34) unberücksiclitigL zu lassen, 
d. h. von der Zwangsbewegung nbzusehen, und die unter verschiedenen 
Umstinden eingeleitete Bewegung der sich selbst überlassenen Fedcr 
zu betrachten. Bodingung für die Betiutzung der Relationen (38j waren 
aber Stetigkeit uud Verschwinden der Funktionen @ und Yf an beiden 
Endpunkten. Um diesen Forderungen gerecht zu werden, dcnken wir 
unserc Feder durch Ansctzen cines , ,~~uiva lcn tes"  von der Lange 1 
auf 2 - 1 gleieh L gebraclit und wenden auf diese Ersatzfeder die Re- 

lationen (38) an, in denen wir 1 durch L erseteen. Die Anfangsbedin- 
gungen der parasitischen Hiilfte sind denen des reeilen Teiles so an- 
ziipassen, daB die freien Endpunkte beider gleiche Scliwingungs- 
bewegungen ausführen ohne mechanisch gekuppelt zu sein. Wenn nun 
zur Zeit t - O die spezifische Dehnung irgend eines Elementes x 
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gleich der spezifischen Zusammendrückung des ,,spiegelbiIdlichenl' Ele- 
mentes CL - x) ist (Fig. 4), wenn femer zu Anfang die Geschwindig- 
keiten entsprechender Elemente gleiche Gr6Be und Richtung haben, 
s o  müssen a m  Symmetriegründen spiegelbildliche Punkte [spiegel- 

Fie. 1. 

einer Beder ergründen, welche, am einen Ende 

bildlich auf die span- 
nungslose Mittellage 
bezogen] gleiche Be- 
wrgungsgesetze befol- 
gen, sodaB die bei- 
den freien Enden stets 
einspielen, ohne einen 
Zwang aufeinander 
ailsmiiben. 

Nach diesen Vorbe- 
reitungen konnen wir 
die Eigenbewegungen 
fest eingespannt, aus 

dem Zwange einer statischen Federung plotzlich hefreit wird. Die 
momentane Entlastung werde zur Zeit t = O vorgenommen; ais Ruhe- 
lage werde aber diejenige bezeichnet, welche von der spannungslosen 

Feder eingenommen wird. Für  den Zeitanfang id (y,), = @(x) = f a  1 
die Gleichung fur die Ausweichungen der Federelemente; mit Einfüh- 
rung der ideellen Lange L wird daraus 

Z a(.) = 2 . f  . -  
L 

Lgültig von A bis C Fig. 41, und der Verlauf der Funktion 0 wird 
durch einen gebrochenen Linienzug A C B  repriisentiert. Die Punktion 
T ( x ) ,  welche die Geschwindigkeit zum Ausdrucke bringt, ist null zu 
setzen. Der erste Schritt, welcher zur Ausbeute der Gleichungen (38) 
f'ührt, besteht in der Entwicklung der Funktion CD in eine F o u r i e r -  
ache Reihe: 

~ ~ z ) = ~ ~ ~ ~ s i n ( ~ ~ - z ~ ~ ) ;  

nach dem bekannten Verfahren findet man 

8 . f .  . n . x  8 . f .  a m ' 5  + 'f . sinp- . 5 . n . x  
(42) ( x )  = - s - - - - 

l z  L 9ne L 2 5 n "  L 

Da T ( x )  verschwindet, so haben wir nach Gleichung (38): 

F'(z - I )  = g - @(z), F(- x - Z) = - - i a(x>, 
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a h :  

y =  F(at + x -  L) -T'(ut-x - L) 
3 . n  = k f [ ( s i n ~ ( x + a t )  ne + s i n Z ( ~ - a t ) ]  - + ( s i o ' - ' ~ + a t )  L L  

3 n 5 n 5 n + sin (x - ut ) )  + (.in ,,(z+ ut)  + sinz("- a l ) ]  . . . . - ]  
8 . f  x n 2 3 n (43) y = .  'n ~ [ s i u n ~ L ~ e o s a t - ~ s i n 3 n ~ ~ ~ c o s -  - L L a t  

x 5 n + & s i n 5 z -  . cos - -u t . . .  L L 

Hierin ist bereits das allgemeine Gesetz der Eigenbewegung ausge- 
2 . L  4 . 1  

sprochen; die Scliwingungsdauer ist T = (Y = also die namliche 
L wie bei der Sinusbewegung. Setzen wir zur  Abkürzung - = h ,  so 

bekommen wir die Heschleunigungsfunktion durch zweimalige partielle 
Differentiation der Gleichung (43) zu: 

a4y x n x 3 n p r d t 2  = s i z e o s  L h - ~ t s i n 3 x L . o o s - t  h 

+ s i n 5 n .  x .  cos - -  . . . . 
L h" l j  

L eine Reihe, die für den Eildpunkt x - 1 = - besonders einfach wird, 
2 

niimlich: 
7c 

- 8;:[cos . t  P - - -  

3 n 
$. cos - - t 

h 

6 lc - 
$ c o s - - t + - . . i . i j .  h 

Für 
L t = O  und t = + T =  = h  

eigibt sich hieraus pl= - oo 
bzw. + ao; wenn das Ar- 
gument t von O oder h 
verschieden ist, nimmt die 
Reihe fur p unbestirnmte 
Form an. Um zunikhst die 
Progression zu untersuchen, welche mit dem m-ten Gliede an endlicher 
Stelle abbricht, t'ragen wir (Fig. 5)  in einen mit dem Radius 

8 . f  1 O A =  - 
h 2  2 .  sin G . t) 

Zoitschrift f. Patheiiistik u. Physili 56.  Baud. 1908. Hsft 4 
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402 Die dynnmischen Vorgange in zylindrischen Schraubenfodorn 

beschriebeneri Kreis (lie Sehiien 
8 .f AA, = A,& = A , A ; . .  . = - h 

2 71: 
ein, welche den Zentriwinkel 2 y  = . t einschlieBen; die Iteihe 

h 

kann alsdann dargestellt werden durch die Projektion des TTektors AB,,, 
auf die Kreistangente A X, also : 

- 

8 . f sin (2 nz -. y )  S,,,= O A - ~ i n ( 2 m . y ) = ~ .  h i . s i n y  

Die Besehleiinigiing des hewnBten F'ederendpunktes befolgt also dns Gesetz 

Diese Gleichung besagt, daB der Federendpunkt sich so verhalt, als 
wenn er einer wechselnden Beschleunigung unterl'age, welche in un- 
endlich kleiner Zeit siimtliche Phasen einer Sinusfunktion mit der end- 

4 '  - durchlauft. Urn die Frage nach der Be- lichen Amplitude - 
. sin G 1 )  

wegung des Endpunktes zu erledigen, müssen wir eine ganze Periode 
des Beschleunigungsvorganges in ihrer Wirkung auf den Endpunkt 
untersuchen. Der  Zahler in (44) bendigt  ZULU Durch i l en  eirier Periode 

h 
die Zeitdauer = - . Zu irgendeiner Zeit t, welche nicht in unmittel- 

911 

1C 
barer Nahe der Umkehr-Zeitpunkte lie@, habe das Argiiment 2 .  nz . . t 

ein Vielfaches vos  27c erreicht. Die jetzt einsetzende Besehleunigungs- 
periode von der Zeitdauer 6 werde in zwei gleiche Zeitintervalle 1 und 
II (E'ig. Gb) zerlegt, welche sich über den positiven und negativeri 
Impuls erstrecken; in  Fig. 6 sei der Verlauf der Zahler- und Neririer- 
lunktion graphisch veranschaulicht.  ber die Geschwiridigkeitszunahme 
dv ,  tlurcli den positiven Impuls aisseri wir 

1 h 
- 

2 m 

zu sageii. Die Abnahine (- do,) der Geschwindigkeit durch den 
zweiten Tmpills wird sein 

1 (- d V I * )  > - - . 
sin (t + !'j 

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



Die resultierende Geschwiiidigkeitszunahme wird also im Hochstfalle 
den Betrag 

1 " L  1 - 4 .  f dl;  = 
(hr t )  

-- - 

k . m . n  
. S2 " ( sin:(;.t) [.in ir t> sin - t + - 

IL 

erreichen; die ,,durchschriitbliche" oder ,,wirksamei( Besclileunigung in 
bewuBtern Intervall würde sich durch Division mit der Zeit d ergeben, 

Fig. 6. 

in welcher der Geschwiiidigkeitszuwachs erfolgt ist. Da nun 6 eine 
verschwindende GrijBe ist, so verschwindet auch die ,,wirksame" Be- 

Dort, r o  sin (a. t )  von Nul1 verschicden i d ,  kann :&O kcine OP- 

schwindigkeits~nderung stattfinden; jeder Geschwindigkeitsimpuls [im 
Sinne der B'o urierschen Eeihentheorie] wird durch den nkhstfolgenden 
wieder veinichtct. 

Diese Schlüsse verlieren ihre Kraft, sobald der Nenner gegen die 
Nul1 konvergiert, also in der Kahe der Zeitpunkte t = O iind t = k 
[+ 2 . k . n]. Die Gleichung (44) 
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404 Die dynamischen Vorgange in zylindrischen Schraubenfedern. 

wii-d die Vorgange an den Umkehrpunkten beleuchten. In  E'ig. 6 a  
und c ist zu erkennen, daB zu den kritischen Zeitpunkten Ziihler und 
Nenner gleichzeitig ihr Vorzeichen aechseln und dadurch zwei Impulse 
in additivein Sinne aufeinanderfolgen lassen, welche sich in anderen 
Fiillen vernichtet haben wiirden. Um diese qualitativen Ergebnisse auch 
rechnerisch ausheuten zu konnen, müssen a i r  wissen, wie weit sich 
denn das Gebiet z derjenigen Wellen erstreckt, deren Periode von Ein-  
fluB auf die Gesehwindigkeit ist. Der SchluB, daB sich die Impulse der 
henachharten Züge (abc) und (cde) verzehren rnüBten, ist wegen der 
Unbestimmtheit des Symbols oo - m unzulàssig. Anderseits wissen 
wir aber, daB z sich niçht über ein enclliches Gebiet erstreclren kann, 
denn an den Gïenzen eines solchen würde die Nennerfunktion nicfit 
verschwindcn. Vm hierüber Aufklirung zu bekommen, erinnern wir 
uns, daB beim Durchlaufen eincr vollstiindigen Periode dem Endpunkte 
pin Geschwjndigkeitszuwachs 

zuteil wurde. Der Zeitpunkt, welcher den Geschwindigkeitszuwachs 
einer vollen Periode unendlich klein von zweiter Ordnung wcrden l i B t ,  
sei urn z gegen die Umkehrzcitpunkte (t = O)  bzw. (t = h)  vcrschoben; 
da z auf alle Fiille uncndlich klein ist, so k6nnen wir schreiben 

X 
cos ('- z) = 1, sin (", z) = %- - z ,  

und Gnden aus der Beziehung 

Z 2 
die Bedingung d . (n) i on . Da nun S unendlich klein ist, so rnull 

z unendlich groB sein, woraus wiederum folgt, dah S gegen z ver- 
schwinden, also unendlich klein von zweiter Ordnung sein muB. In 
jedem Zeitelemeute durchliiuft demnach die Ziihlerfunktion unendlicli 
viele Perioden. 

Kunmehr kihnen wir den Ge~chwindi~keitszuwachs für die Zeit- 
punkte O, T, 2 T . .  . berechnen und finden: 
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Von P. ~ ' R O H L I C H .  

?)Z 
Die Substitution 2 . ïz  - h. t = 8 führt uns auf 

1)1 
denn es ist: . .c - a = m; also bekommen wir: 

2' 
D a  die auf den Zeitpunkt angewendete Integation den entgegen- 

gesetzten Wert liefert, so wird die Ge~chwindi~kei t  selber die Halfte 
des Geschwindigkeitszuwachses ausrnachen, d. i. mit Einsetzung von 

Wir  sind damit zu den1 interessanten Ergebnis gekommen, da8 sich der 
Federendpunkt mit konstanter Geschwindigkeit aiif- und abbewegt. 

Nach derri n h l i c h e n  Verfahren wollen wir die Bewegurigen er- 
1 

forschen, die der in befindliche Punkt ausführt. Aus der allgerneinen 
L 

Bewegungegleichung f d g t  für z = - - : 
4 

) 
5 %  ' v = J L [ - s i n ( r . t ) +  + sin - . t  + + s i n i n . t )  - a - - ] .  

z . h l / %  

Durch Zerlegung in 4 Unterreihen und DifYerentiation ergibt sich daraus: 

n 
Jede der 4 Unterreibcn hat die Form [ y  = t gesetzt] : 

716 z m 

sin[4(m+  YI . COS (4my + Y,!. s = + z c o s  (y, + 8 m .  y )  = + lim--:---- 
71, = 0 m=B s=n4y 

Setzt man der Reihe nach y, = y, y, = 3 y ,  y ,  = 5 y ,  Y O  = 7~ ein 
und addiert, so ergibt sich nach gehoriger Vereinfachung 

8.VT .f sin[S(m + 1) y ]  2, = - . -- - -- . 
ha sin 4 y 

sin (2 y) - siri y 
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406 Die dpamischen Vorgange in zylindrischen Schmubenfedern 

Da sich nz als unendlich von zweiter Ordnung orenbarte, so besagt der 
gefundene Aiisdruck, daB eine Integration über einen Geschwindigkeits- 
impuls nur dann ergiebig sein kann, wenn der Nenner die Nul1 durch- 

z 76 
schreitet, also in der Nahe der Stationen y = O, y = y  = 

- y = $z  usw., welche der Reihe nach zu untersuchen sind. 

1. y = O .  In unmittelbarster Nahe von (y = 0) kann siny durch 
y ersetzt werden, so daB sich ergibt; 

wenn aber der Momentanwert von p schon verschwindet, so wird das 
vom Integralwcrte um so mehr gelten, so da8 zurzeit (t = O) eine Ge- 
schwindigkeitsiinderung nicht stattfindet; der Federendpunkt verharrt 
in  Ituhe. 

7r h 1 
2. y = -  4 ,  kT. Die Fimktinnen sin (2 y )  = 1 und sin y  = 

i / z  
sind im Integrationsgebiete a h  konstant zu betrachteri, wiihrend sin ( 4 y )  

h 
mafigebende Variationen erfihrt. Ersetzen wir t durch - + t ,  so geht 

4 

die Formel fiir den Momentanwert der Beschleunigurig iiber in 

Die Geschwindigkeitsanderung ergibt sich durch Integration über das 
maBgebende Gebiet von - z bis + z, also: 

8 rr 
oder, mit Einführung von 8 = - (ln + 1) . t : 

h 

7r h 3. y = - ,  t = -  2 2 Eine ~ n d e r u n ~  findet hier nicht statt. 
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Diesem Werte waren wir schon unter (2) h i t  entgegengesetztern Vor- 
2 f zeichen begegnet; die Geschwindigkeitsiinderung betragt deninach + , 

es tritt wieder eine Enhepause ein. 

Hiermit ist nuri auch der Charakter der Bewegung ergründet: der 
mittlere Federpunkt schmingt mit der namlichen Geschwindigkeit auf 
und nieder wie der freie Endpunkt; in der hochsten oder tiefsten Lage 

h ï' 
angelangt macht er aber auf die Dauer = -i Station. 

1 Um endlich auch die Bewegung des beliebigen in f i  befindlicheii 

Federpunktes ru erkennen, erinnern wir uns aus der Theorie der schwingeii- 
den gespannten Seile, daB der Parameter a in der Differentialgleichung (2) 
die riiumliche Fortpflanzungsgeschwindigkeit eines Rewegurigszustandes 
bezeichnet. nbertragen wir auch die Reflexion der Wellen auf die 
Feder, so konnen wir die Bewegungen auf zwei StoBimpulse zurück- 
führen, welche in der auf L = 2 . 1  erganzten E'eder hin- und herlaufen, 
und zwar stets mit gleicher hbsolutgeschwindigkeit in entgegengesetzter 
Richtung. Der eine Impuls hat die Eigentürnlichkeit, dern jeweils er- 
haschten Elerrierite einen Geschwindigkeitszuschlag in seiner Kursrichtung 
zu erteilen, wiihrend es in der Watur des arideru liegt, jedein auf seiner 
Beise angetroffenen Federpunkte einen GesçhwindigkeitsstoB entgegeii 
der eigenen Fahrtrichtung mitzugcben. Der Treffpunkt beider Liiufer 
liegt an dcm Endpunktc der reeilen Feder; da jeder Impuls sein Spiel 
unabhingig vorn undern treibt, so muB dieser Endpunkt einen StoW 
von doppelter Wirkung erleiden. Hieraus ist nun a u  schlieBeii, daB 

z 
ein in - befindlicher Yederpunkt nur so lange Zeit in fortwahreiidei- 

n 
2 . 1  Bewegung bleibt, als der Liiufer zum Durcheilen der Strecke - -  be- 

12  

2 . 1  I - notigt, das ri iren also -- - - - 
n.ol 2 ,. 

9%-1 T 
- Sekunden. 

n 2 

p Sekunden; die Ruhereit betriigt 

9. Prüfung der Eigenschwingungen durch den Osziliographen. 

Die Rinrichtiing des Oszillographen, welcher zur Untersuchung der 
Eigenbewegungen der Feder diente, ist folgende. Ein mit RuB aii- 
geschwii.rzter Papi~rstreifen ist über eine vertikale drehbnre Tronirnel 
und über eine mit Schwungrad verfiehene Walze gespannt, welche, durcli 
eine Handkurbel in Drehung versetzt, dern Streifen eine gleichftirinige 
Bewegung erteilt. Senkreckt zur Translationsrichtung des Papierstreifens 
heregen sich die drei Stifte des Schreibapparates, welche an dem End- 
punkte je eines Drahthebels befestigt sind. Die von verschiedenen 

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



408 Die dynamischen Vorgange in zylindrischen Schraubenfedcni. 

Punkten der Yeder abgeleiteten Bewegungen wcrden durch Fiiden den 
Schreihhebeln mitgeteilt, welche vermijge feiner Torsionsspiralen einen 
sanften Zug auf die PBden ausühen und so deren Rewegiingen folgen 
konnen. Durch die Wahl verhdtnismiBig langer Hebel aurde  eine 
wenigstens angenaherte Geradführung realisiert; die Masse des Schreih- 
zeuges x a r  so gering, daB sie au€ die Federschwingungen keinen Ein- 
fluB ausüben konnte. Wenn nun die Kurbel gedreht wird, wahrend die 
Feder Schwingungen ausführt, so zeichnen die SchreibstiAe die Be- 
wegungen der Feder in der Koordiriatensprache auf urid führen sie deui 
Beobachter weiB auf schwarz vor dugen. 

Um nuri die im vorigen Absehnitte eiitwickelten 'Tlieorien einer 
Prüfung zu unterziehen, wurde die Feder mittels eines axial am End- 
punkte angrcifenden Fadens gespannt. Nachdeni der Papierstreifen in 
Bewegung versetzt war, wurde der E'aden plotzlich durchsclinittcn, und 
auf diese Weise der gewünschte Anfangszustand herlseigcführt. Nach 
beendigtem Versiiche wurde das Ergebnis durch eine Lijsung von 
Schellack in Spiritus fixiert. Tafel 1 enthiilt das R e s ~ l t ~ a t  von fiinf ver- 
schiedenen Versuchen. Fig. 1 zeigt die Bewegungen des Rndpunktes; 
deutlieh sind besonders zu Beginn des Versuchs die Spitzen an den 
Umkehrpunkten zu erkennen. Infolge der Unvollkommeiiheit des Schreib- 
apparates erschienen nicht Linien gleichen Anstiegs sondern ein Kom- 
plex von schwach gekrümmten Kurven. In den Fig. 2 und 3 iiehmeil 
a i r  auBer dem Diagramm des Endpunktes die gleiclizeitigen Schwin- 
gungen des mittleren Federpunktes wahr. Die Züge (4) und (5) aurden 
eingepflügt durch einen Schreibstift, welcher die Bewegungen des in 

1 
befindlichen Punktes mitmachte; die kleinen Schwingungen, welche 

die Ruheperiode storen, führe ich auf IZesonanzerscheinungen am Auf- 
hangepunkte zurück. Trotzdem ist der Charakter der Kurvcn un- 
verkennbar. 

10. Gedampfte Federschwingungen. 

Dic idceile Feder, welche Gegenstand der voraufgehenclen Unter- 
suchungen war, schwingt unaufhorlich, den11 die Energiewandlungen, 
welche in einern Austausch zwischen potentieller und kinetischer 
Energie hestehen, h d e n  nur innerhalh der Feder statt. Die unver- 
meidliche LuftdEmpfung bildet nun die Hauptursache des Abklingens 
der Federschwingungen und la& eine Aufnahme in die Rechnung 
als wünschenswert erscheinen. Sie führt sich ein in die Rechnung 
durch das Gesetz 

d P = l i . v . d x ,  
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worin P der Liiftwiderstand in kg,  
v die Geschwindigkeit in ni/sec, 
dx die Lange eines Federelementes, in Achsrichtung gernessen, 

bezeichnen. 
Auf ein Element dx  wirken unter den gemachten Annahmen in 

der (+ x)-Richtung die Krifte: Spannkraft, Bremskraft und Zusatzkraft 
(Coriolici), so daB sich die Gleichgewichtsbedingung ergibt: 

demnach lautet die Differentiallgleichung der gedampften Federschwin- 
gungen : 

(45) 

Wir erforschen, unter welchen Redingung-en durch die Koriibination 

(46) y = @ ( t ) [ A  . sin (yt) + B. cos (yt)]  [C. sin (bx)  c) D - cos(d'z)] 

eine partikuliire Losung, niirnlich diejenige geschaffen weiden kiinilte, 
welche der harmonischen Bewegung entspricht. Durch eine physikalische 
Betrachtung l%Bt sich für die Darnpfungsfunktion eine Funktional- 
gleichung anschreiben, aus der sich @(t) als Expouentialfunktion zu 
eikennen gibt. Die Konstanten der so entstandenen Gleichung 

(47) y = ePt[A a sin ( y t )  + B . cos (y t ) ]  [Cm sin ( 8x )  + D cos (bs) ]  

sirid nun der Differentialgleichung ('45) anzupassen; als Bedirigurigs- 
gleichung ergibt sich: 

[- B~7c-y-2~R.B~y.p+A.7~~p-f-A.p.P~-A.~-y~A~e~S~]~sin(yt) 

+ [A .k .? f  2 ~ A ~ ~ ~ y ~ ~ + B ~ k ~ ~ + B ~ p ~ ~ Z - B ~ p ~ y e + B ~ ~ ~ 6 2 ~ ~ ~ ~ ~ ( y t )  
= o. 

Dieser E'orderung &rd jederzeit genügt werden, menn die Klammer- 
ausdrücke verschwindcn, und dam ist nur notwcndig: 

Eine moglichc Schwingung von praktischer Bedeutung ist dicjenige, 
welche aufi der allgemeinen Losung (47) hervorgeht 
sierung 

also: 
R-O, D = 0 ,  C - 1 ,  

durch die Speziali- 

- - . t  

(50) y - A - e "." . sin (y t )  . sin (bx). 
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410 Die dynamischen Vorgange in zylindrischen Schraubenfedern. 

Die Dampfung wird ganz besonders dann zii berücksichtigen sein, wenn 
es sich iim die Untersuchungen von Eigenschwingungen hsndelt; diese 

sind dadurch charaktcriaiert, da8 die Kraft i:. am freien Endpuukte 

rerschwindet. Deninach muB für die harmonische Eigenschwingung (50) 
72 

d = (2% + 1) . - sein, so daB nach Formel (49) wird 
2 1 

1st die Feder frei von Ihotenpunkten, also rz = O, so befolgt sie das 
Bewegungsgesetz 

--. t -- -- 

(-52) y = A . e "[ . sin [+VX' . ( y ) '  (i)' . d .  gin (11 . Z) 

und benotigt m m  Durchlaufen aller Phasen eine Zeit 

also auch die g e d h p f t e n  harmonischen Schwingungcn sind isochron, 
jedoch hangt die Schaingui-igszeit vom Diimpfungsfaktor ab. 

Wenn 5) ;  z .  (r) wird, so wird T iniaginlr; die Bewcgung h6rt 
!L 

auf, eine oszillatorische zii sein. Urri auch für dielien Fall zu einem 
brttuchbareii Ergebnis zu gelangen, greifen wir zurüük auf die Glei- 
chung (471, setzen darin 

A- 6 
2 .  p .  y ' .  i 

. B 

und bekominen unter Berücksichtigung der Eulerschen Relationen 

dein Zeitpunkte t - 0 enssliric,ht dann namlich der Zustand 

der uns von d e r  harrnonisclieri Schwingurig her bekaiint ist. Mit der 
Gleiuhung (54) sind wir zu einem Ergebnis gelangt, das uns in ahu- 
licher Porm schon in der Elektrizitiitslehre gelegentlich der Entladung 
von Kondensatoren begegnete : 1st die Diimpfiing gering , niimlich 
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X: 
- < n . -1, so findet eine oszillatorische Energieentfaltung statt, wiilirznd 
CL 

bei starker DBmpfung, d. i. > r . die Energieabfuhr durch einen 

koritinuierlichen Eriergiestrom bewerkstelligt wird. 
Der durch die Gleichungeii (55) gegebene Anfangszustand wird nuri 

h i  Eigeiischwinguttgeri kaum vorkommen; vielmehr ist eu die auf den 
Zei tnullpunkt angewendete Gleichung (43) 

welche in1 Verein mit der Beziehung = O den Zustand einer 
t = O 

statisch gespannten Feder im Augenblicke der Freilassung ausspricht. 
Xun konnen gedampfte Schwingungen, deren Diimpfungswiderstand der 
Geschwindigkeit proportional ist, superponiert wercien, denn die Rre~ns- 

kraft ist @ich k . O Y  . nernnach würde eine mogliche Eigen- 
( a t )  

schwingung unter dem Einflusse der Diimpfung das Gesetz befolgen: 

statt der Funktionen sin k6nnen auch die mit willkürlichcn Koeffizientcii 
bchafteten Komplementarfunktioncn gesetzt oder in hcliehiger, durch 
Addition verniittelter Kombination hineugefigt werden. Unter diese 
Kategorie ekihlt auch die Funlrtion: 

I. x [, - -  - . sin (Y, . t )  + cos (y,, . t ) ]  , 
,U ' Y,, 

welche die wiinschensmerte Eigenschaft besitzt, daB zur Zeit t = O ,alle 
Differentialqi~otienten nach t ver~chwinden und da0 durch y eine sta- 
tische Durchfederung ausgesprochen wird. Die Feder wird also die 
Rewegiingsstadien di~rchlaufen, die durch G1. (56) vorgezeichnet sind; 
jeder Bewegungszustand wird durch eine Four ie r sche  Keihe nîit (lem 
Argumente rc reprasentiert, kaiin aber - selbst abgesehen von dem 
Einflusse des Diimpfiingsgliedes - nur einmal und nie wieder erreicht 
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werden, weil die Koeffizienten yn, mit denen die Zeitnrgiiinente behaftet sind, 
12 nicht als Faktor enthalten, also keine arithmetische Progression bilden. 

MTenn die Dampfung gering ist, so kann in (56) das Sinusglied 
vernachliissigt wertlen; entwickelt man femer y, nach dem binomiscben 
Lehrsatze und rernachlissigt die kleinen GroBen hoherer Ordnung, so 
behommt man: 

Bus dieser Gleichung 1st zu erseheri, daB die Diimpfung eim Pliasen- 
verschiebung der einzelnen Wellen gegenüber clenen der ungedampften 
Fedcr mit sieh bringt, uin so mehr, je niedriger die Ordnurigszifer .îz 

der Grundschwingungen ist. S u n  kann der Knick in dem Bederdiagramrn 
nur diirch die Grundkurven hachster Ordnung gebildet und demnach 
~ r s t  narh geraiimer Zeit verwischt w d e n .  Im Vergleich zur wider- 
stantlsfreien Schwingiing weiden die gediinpften Wellen niic'ri~ilen, iim 

sn mehr, je niedriger ihre Ordnung ist. Die Folge davon wird ein 
Wandern der Spitze relativ zur HauptweUe sein; der Kniçk wird zeit- 
lich in der Bewegungsrichtung des Papierstreifens fortschreiten. 

11. Experimenteile Untersuchungen über den EinfluB der Diimpfung. 

,4us Tafel II Abli. 1 kt das Gesetz zu entnehmen, nach welchein 
die Schwingungen einer reülen Peder in der Luft ablrlingen, welche aus 
dem Zwange einer stat'ischen Durchfcderung pliitzlich befreit wurde. 

k Da das Uampfungsglied ;- au8erordentlich gering war, so konnte eine 
2 P 

wesentliche Anderun-; in den1 Charakter der Bewegungen nicht wahr- 
genommen werden; wenn trotzdeni die letzben Wellenxüge ein ver- 
andertes Gepriige zeigen, so hat sich wohl bei den geringeri Kraft- 
wirkungen der kleinen Schwingungen die Schreibstlftreibung gelterid 
wemacht. Die Eigensohwingungsdauer betrug 60 : 232 - 0,259 Sekunden. n 

Durch die K~lmina t ions~unkte  der ersten und hundertsten Welle lie0 sich 
eine Expoiielztial~urve f = f, . e-Ojo@a hindurchlegen. ES war 

bei der ersten Schwingung f, - 25 m/m 
nnr:h 50 Schwingunpn, t = 12,95 sec, fjo = 14,l berechnet, beob. 14,O 
,, 100 7, , t = 25,90 sec, floo = 8,0 mim ,, , ,, 5,O 
,, 150 ,Y , t = 38,85 sec, f i 5 0  = 879 m/m ,, ,, 8,5 

von hier ab verUrsachte die ~~hreibst i f t re ibung erhebliche Fehler. 
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Genauigkeitsuntcr~. über Messungen an einer Dampfturbine. Von K. SCEUMANX. 41 3 

Um auch das Wandern der Spitze experimentell zu prüfcn, wurdcn 
die Schwinguiigen der unter W a s s ~ r  aiifgehiingteii Feder ai~fgenoinmen. 
Abb. 2 aiif l'afel 11 zeigt das Rrgebnis zweier Versuche. Die Kiirven, 
welche infolge der Kreisbeweguog des Schreibstiftes nach links zu 
konrex sind, werden im Verlaufe der Zeit flacher, u n  scbon nach der 
fünften Schwingung unverkerinbar ihre Hohlseite uach links zu kehren, 
eine n o t ~ e n d i g e  Folge der Wailderungen, welche die Spitze in der Be- 
wegungsrichtung des Papierstreifcns unterniinmt. 

Tch schlieBe meine Betrachtungen mit d e n  Wunsche, daJ3 ich dem 
technischen Physiker mit dem ersten Teile der Arbeit ein brauchbares 
Werkzeug in die Hand gebe, daB der Theoretiker beiin Studium der 
unstetigen Schn;iiigungen einige Anrcgung firiden m6ge. 

Genauigkeitsun tersuchung 
über Messungen an einer Dampfturbine. 

Von R,. SCHUJIANN in Aachen. 

1. Herr  I l6  t s c h  e r  teilt iii seirier Dissertation: ,,Versuche an eiiier 
3000-~iferdigen Riedler-Sturripf-Danipfturbirie"') u. a. auch Zahlentabelleii 
aus einer Reihe von Versuclien mit, durch die die Wirkuiig hydraulischer 
Bremsen auf Gang und Leistung einer solchen Turbine ziEernm5Big 
dargesteilt wird. Als Beziehung zwischen der minutlichen Umlauf- 
ztlhl9.1, dem Durchmesser 1) der Bremsscheibe einerseits und der Anzahl A' 
der erzielten Pferdestarken ( Y S e )  andererseits wird angenommen 

AT= C .  nx; 

durch graphischen Ausgleich wird f ü r  den als konstant angenommenen 
Exponenten x der Zahlenwert 2 .  66 gewoimen, wahrend der Faktor C 
noch weiter in der Forin DY aiigesetzt wird. wo nun y und A a h  A 
Bonstante angeseheri werderi, die iihnlicli wie oben LU errnitteln sirid. 

Inbezug auf die Ergebriiuse sel verwiesen auf S. 33-36 und 
S. 56-59 der geriannten Arbeit, und inbezug auf die Wirkungaweise 
solcher Bremsen auBerdem auf die beiden weiter unten arigegebenen 
Aufsiitze in der Zeitschrift des Vereines Deutscher Ingenieure. 

E s  sei erlaubt, in1 folgenden auf rein recliner.isclienz Wege jener 
Beziehung zwischen n und N nachzugehen, und zwar so, daB für ver- 
-- 

1) Vergleiche auch die ausführlichere Veroffentlichung desselben Verfasvers 
unter dem gleichen Tite1 in Band 51 der Zeitschrift des Vereines Deutscher In- 
genieiire, Hefte 16, 17 ,  18. Die Dissertation ist 1906 in Berlin erschienen. 
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414 Genauigkeitsuntersuchung über Messungen an einer Dampfturbine. 

schiedene Bremsscheibendiirchmesser, Darnpfdrucke und Stellungen des 
den WasserzufluB im Bremsgehause regulierenden Schiebers solche 
Werte von C und x ermittelt werden, für die die Suinme der Quadrate 
der Unterschiede zwischen Bechnung und Beobachtuiig so klein als 
moglich wird; dabei gilt n als fehlerlos gemessen, N als beobachtet 
und darzustellen. 

2. Um iu Kürze den Gang der Rechnung zu kenrizeichnen, sei 
folgendes bemerkt. 

1st m die anzahl der Nessungen einer Gruppe, so lauten die He- 
ziehungeii xwischen n und N 

AT2= C r . $ ,  i = l  . . .  m .  

Diese nh verschiedenen Gleichungen mit zmei Unbekannten C und 
x konnen im allgemeinen riiçht riet>eneiiiander bestehen; drückt nian 
die Fehlerhaftigkeit der darzustellenden, beobachteten Gr6Ben C da- 
dm-ch aus, da5 man ihnen vorlaufig uiibekarinte Verbesserungen ri ZLI- 

fii gt, so erhiilt man das System sogenannter Fehlmgleichu~zger, 

es ist also: Reclinung minus Beobachtung = G . kf - XZ = u, . Iin 
allgemeinen ist es zwcckniZBig, solche transzendcilten Gleichungen zum 
Zwecke der Ausgloichung auf lineare Form zu bringen, indem man 
sich Kiherungen (I, und x, verschafft iiiid Verbesserungen d C  und dx 
berechnet, so daB fiir die definitiven Werte C- Co + d C und x = x, + dx 
die Quadratsumme vS + 22, + . . . + & = jvvI1) ein IlIiniinum wird (Aus- 
gleichung A). Im vorliegenden Falle ist diese Art nicht vorteilhaft 
wegen der starken $nderung der Gr6Be nz bei hnderung von s selbst; 
die Busgleichung müBte mehrmals aiederholt werden, bis die Rechnung 
zum stehen kommt. 

Es 1st bequemer, d e  allgerueine Gleichung zunachst zu logarith- 
mieren: + z + x  .lgn,-Ig,lT,=v:, 

wo 2 = l g C  und t: eine Verbesseriing von lgh: bedeutct; verlangt 
man dam, daB Ln'v ']  = M~nirriu~n w~rd, eo erhiilt mari für z und z 
die f i r m a l y l e i c ~ ~ u ~ ~ g e t ~  

""' - O = + [lgfi]. e + [ l g  l a i ] .  s - [ I g N l g n ] .  a x 
1) nie  erkige Klammer 0011, wie üblich in der A~s~le ichungsrechnung,  aiich im 

folgenden zur Abkürzung bedeuten: Sumrnafion über samtliche Indices; also 

= a1 fil + Qz b* -t . . . + a,& b,,, . 
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Von R. SÇHUMANX. 415 

Hieraus ergeben siçh x und z, daniit C und ails den Fehler- 
gleichungen v; bis ,v& (Ausgleichung R). 

D~ittens kann man die Fehlerglcichung in der Form logarithmieren 

6'. n: = 1% + f i i ;  

beachtet mail, da0 die v kleine Gr6lJen den N gegeiiüber werden, so 
erhiilt man durch Entmicklung der rechten Seite nach T a y l o r :  

der Modul des natürlichen Logarithmensystems ist. Bus der Forde- 
rung [vu] = Minimum erhiilt man jetzt die Nornialgleichungen (Ans- 
gleichung Cj: 

+ [ N N ]  - 2  $ [X21gn]  x -  [N211gN] = 0 ,  

+ [NVgnl  . z + [A7= (Ig~z)~] . x - [AT2 lg-A71grz] = O .  

Die Ableitungen der Rechenkontrollen, der ,,Gemichtei' und der 
,,niittleren Fehler" von C und x m6gen hier iibergangeii werden, eberiso 
einige unweseritliche rechnerische Umformungen der Fehlergleichu~igen, 
die man zaeckmiiBiger Weise vor Lleginn der Kechnungen vornehmen 
wird, uni auf kleiriere KoMffizieriteri und kleiriere absolute Glieder zu 
korrimen; dies hetriflt nnaiiicntlicli die rechnerisch zunlclist reclit iiribe- 
quemen Norriinlgleichungen C. 

Die Messungen mit den Scheiben D = 800miii und 900 mm 
wurden nach Ausglei.chung B, die für D = 910 nach C und die für 
U = 1000 nach B und C vorgenomrnen; mit liiicksicht anf die Br6Be 
der mittleren Fehler von C und x k6nnen dic geringfügigcn Verschicden- 
heiten inf'olge anderer Ausgleichung hier iibergangen werden. 

Die vereinzelt atehenden Versuche Nr. 34, 35, 58, 85, 138, 
153-56, 176, 173 konntcn vorlaufig rioch nicl-it mit verwendct werden; 
dies gcschieht besser crst dann, wenn die cine odcr andere Unbekannte 
schon andcrwcit gofunden worden ist. 

3. Scheibe D = 800 mm. Der Anblick der Spalten PZ und Ph'e 
auf S. 56 der R o t s c h e r  schen Dissertation lehrt, daB erat für die 
Schieberstellungen 3 - 8; Gang sich allenfalls gleiches N für gleiches 
n ergeben werde, für weniger Gange sicher nicht'. DemgemaB wurde 
zunachst f ü r  die Versuche Nr. 26 - 57 ein x und ein C angenommen 
und berechnet, nachher aber versucht, auch Nr. 1-25 durch die so 
gemonnene Formel darzustellen; es fand sich 

C = + 0.00079, x = + 1.733 

- 4 - 13, 24 

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



416 Ge~iauigkeitsuriteruuçhuiig über Mesourigen an eirirr Dampfturbine. 

wiihrend die (der Einfachheit wegeu gruppenweise gemittelten) Unter- 
achiede zwischen Beobacliturig und Rechnung lauten: 

Nr. des 
Versucha 

1- 6 
7-12 

13-18 
19-23 

26-33 
36-43 
44-5 1 
52-57 

T a b e l l e  1. 

6ffnung des N ù ~ o ù .  - 
Wasserschiebers Nberechn. 

1% Gang - 295 PSe 
2 - 203 
2$ - 119 
2; -- 66 

Dem gesetzmafiigen Verhalten dieser Unterschiede nach i a t  eiit- 
weder die Porm des Gesetzes fiir N unzureichend, oder es auBert sich 
der EinfluB einer oder melirerer nicht mi t  aiigesetzter Veranderlicher; 
deshalb wurde meiter für jede Schiebersteilung je ein C und ein x er- 
mittelt. Die konstante Gangzahl jeder Gruppe, die Drucke p in Atnio- 
sphiiren, Umlaufzahlen ?z, Anzahl der abgelesenen Pferdestarken N b e o b i  

die der (mit Hilfc der durch Ausgleichungen genronnenen C und x) be- 
rechneten Pferdcstarken Nbsr , sowic die, Unterschiede im Sinnc eines 
TTberschusses der bcobachtetetz über die bmeclmetoz Pfcrdestiirken findet 
man in folgender Zusammenstellung: 

T a b e l l e  2. 

Kr. Gang p 

3.5 
4.0 

1: 4.0 
4.5 
5.0 
5.5 

'n Nbeoh. 

1820 343 PSe 
2160 464 
2200 47 9 
2585 603 
2785 692 
2985 509 

1C'ùer. 

345 PSe 
459 
473 
620 
703 
789 

Rest 

- 2PSe 
+ 5 
t- 6 
- 17 
- 11 
+ 20 

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



Von R. SCHUMLVN. 

Nr. 

13 
14 
15 
16 
17 
18 
. 

19 
20 
21 
22 
23 
24 
25 
-- 

26 
27 
2 8 
29 
30 
3 1 
32 
3 3 

- 

Zeitschrift f. Mathematik o. Physik. 56 Band. 1908. i ï e f t  4 

Rest 

- 2 
- 5 
- 3 
+ 16 
+ 1 7  
- 25 
-- - 

O 
+ 7 
- 3 
- 17 
+ 3 
+ 5 
+ 6 
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4 18 Genauigkeitsuntersuçhung über Messungen an einer Dampfturbine. 

Nr. Gang p 12 Nbeob. '\'ber. Rest 

52 6.0 1848 625 536 - 11 
53 6.0 2123 700 688 + 12 
54 4 7.0 2145 895 882 + 13 
55 8.0 2780 1114 1107 $ 7 
56 8.5 2950 1228 1229 - 1 
5 7 8.8 3033 1272 1293 - 21 

Die C (in Einheiten der 6. Dezimale) und x der acht Gruppcia 
nebst ihren mittleren Fehlern sind: 

T a b e l l e  3. 
Gang C x 

1; + 119 + 49 + 1.673 + 0.053 

2 + 392 + 105 + 1.543 + 0.034 

2$ + 758 + 281 + 1.473 -f 0.047 

2; + 313 + 67 + 1.598 + 0.027 

2: + 170 + 36 + 1.682 + 0.027 

3 + 101 - 39 + 1.750 i 0.049 
3; + 84 1 30 + 1.776 k0 .047  

4 + 88 i 27 + 1.772 5 0.040 

Der mittlere relative Fehler eines C ist durchschnittlich + 0,3, 
also recht groB; vorwegnehmend sei hier schon bemerkt, daB C sich 
durchweg als recht unsieher ergibt. Wie nachher niiher gezeigt wird, 
besteht bei dem vorliegenden I'roblem eine Besonderheit; infolgedessen 
ist auf die Bestimmung von C wenig Wert zu legen, wahrend die 
übrig bleibenden Unterschiede zwisehen Rechnung und Beobachtung 
gar nicht oder doch sehr wenig von jener Besonderheit betroffen werden, 
hierüber vergleiche den 4. Abschnitt. Der mittlere E'ehler einer 
Messung, oder der der Hestimmung eines &e,,b. ergibt sich zu 

l'Se = 5 l 5 P 8 a ;  hier iat 8975 die Quadratsumme der 55 
05 - 16 

Reste der Tabclle 2, und 16 = 2 x 8 die Anzahl der ermittelten 'l-n- 
bekannten C und z. 

Wahrend die Reste fiir die Gange 1 $ bis 2: regellos verlaiifen, 
zeigen sie bei den drei letzten Gangen gesetzmafiiges Verhalten, das 
vielleicht mit der Druckânderung (Spalte p)  zusammenh'àngt. 

C und z zeigen Anderuqen nach dem Gang; indessen ist auch 
zu beüchten, daB sich gleichzeitig zeilenweise das Druckgebiet ver- 
schiebt, denn es wachsen die Drucke 
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Von R. SCRUMANN. 

für Gang 1+ von p = 3.5 bis 5.5 

77 ir 2 ,, 4.5 ,, 6.4 
,, 77 2: 7, 4.5 ,, 7.0 
77 7, 2; 77 5.0 ,, 8.0 
77 77 2: . ,, 5.0 ,, 8.5 
» 7) 3 , 5.0 ,, 8.5 
,, ,, 3 s  ,, 5.0 ,, 8.5 
17 j 7  4 ,, 3.0 ,, 8.8; 

eine solche iiuBerliche Verquickung i ~ t  der Bestimmung ungünstig. Sie 
konnte übrigens wohl d&ch entsprechende Aiiordnung der. Messungen 
beseitigt werden. 

E s  wurde sodann iioch der Versuch gemacht, x fiir alle Griippen 
konstant, C allein als veranderlich anzusehen. Man findet x = + 1.665 

0.020, wiihrend die 8 C sind 
für Gang 1%: 0.00129, îür  Gang 2: : 0.00194, 

2 :  153, 3 :  197, 
2 i :  171, 3 k :  199, 
2 s :  183, 4 : 203. 

Die mittleren Fehler der C sind hier wenig von einander ver- 
schieden; der relative mittlere Fehler ist gleich & ;. Der mittlere 

Fehler eiw hlessung wird 1760"~e = 20 PSe;  da also die 

Darstellung schlechter geworden ist, so muB man die Verschiedenheit 
der x unter den Gruppen als begründet ansehen. Es wird deshalb hier 
wie weiterhin davon abgesehen, auf die Ergebriisse der Rechnunpn 
mit gleichen x für alle Grupperi e h e r  Scheibe irn einzelnen einzugehen; 
rluï erwahnt sei, daB die Reste der Gruppen: Gang 1: bis 2; und 
die der Gruppen: Gang 3, 3;, 4 dieselbe Verschiedenheit in ihrem Ver- 
halten zeigen wie vorhin. 

Scheibe 1) = 900 mm. Die Reühnung verliiuft wie vorhin; nur er- 
getien sich die Resultate urisicherer, da weniger Beobachtungen auf 
die einzehen Gruppen entfallen. Uabei indern siüh auch hier die Be- 
reiche des Drugkes zugleiüh mit denen der Sciiieberstellurigen, was wie 
oben sühon e r w a h t ,  die 'i'rennwlg von Felilert~uellen erschwert. Die 
folgende Tabelle entspricht Tabelle 2. 

T a b e l l e  4. 
Nr. Gang p n. N b e o b .  Reste 

39 3.0 1335 238 PSe 2 3 5 P S e  + 3 P S e  
O0 1; 3.5 1480 293 297 - 4 
61 4.0 1620 357 365 - 8 
62 4.5 1710 42 1 412 + 9 

27 * 
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420 Genanigkeitsuntersuchung über Messungen an einer Dampfturbine. 

Nr. Gang p 

6 3 4.5 
64 1: 5.0 
65 5.5 
6 6 6.0 

Reste 

+ 1 
- 2 
+ 2 

0 
- - - 

O 

+ 3 
- 8 
+ 5 

+ 1 
- 2 
Jr 7 
- 5 

Die C (hier in Einheiten der 8. Dezimale) und die z sind: 

T a b e l l e  5. 
ü ang C z 

1+ + 1938 $ 8.267 + 0.132 
1i + 23 + 2.888 t 0.030 
2 + 509 + 2.484 t 0.100 
.2+ + 715 + 2.446 + 0.076 
3 + 7 + 2.428 + 0.063 
4 + 17160 $ 2.041 0.046 
4 + 2398 4- 2.282 i 0.014 

Der durchurhnittliche reiative Fehler eincs C 1st  & 0.4; der mittlere 
716 

Fehler einer l e s s u u g  ist V p g  -< PSe, also hier nur 7 PSe. 
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Scheibe D = 1000wm. Hierbei ist günstig, daB die Drucke sich 
über ein groBes Gebiet erstrecken; allerdngs sind nur Messungen bei 
2 Schieberstellungen vorhanden. Die Ergebnisse (nach Ansgleichung C) 
sind : 

Kr. Gang p 

89 3.0 
90 3.5 
9 1 4.0 
92 4.5 
93 5.0 
94 5.5 
9 5 6.0 
9 6 6.5 
97 1% 7.0 
9 8 7.5 
99 8.0 

100 8.5 
101 9.0 
102 9.5 
103 10.0 
104 10.5 
105 11.0 
106 11.5 
107 12.0 

T a b e l l e  6. 

- 

Ni,,,,i,. 

171 PSe 
212 
273 
312 
380 
429 
485 
547 
603 
671 
742 
810 
877 
946 

1010 
1063 
1150 
1213 
1314 

359 
473 
577 
700 
814 
937 

1070 
1143 
1211 

Die Unbekannten C (in Eiriheiten der 7. Deziinale) und x siid: 

T a b e l l e  7. 
Gang C x 

1; 1 + 64 + 20 
4 + 37 t 14 

+ 2.509 + 0.041 

f 2.602 & 0.050 
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Der mittlere Fehler einer Yessung ist I/& PSe - + XPSc 

Scheibe D = 810mm. Die Messimgen dieser Rcihe bicten ein be- 
sonderes Interesse dar, weil hier, im Gegensatx zu den drei früheren 
Scheiben, der Druck konstant .gehalten und die Schieberstellung ge- 
andert wurde. Um aber doch mit den früheren Scheiben vergleichen 
xu konnen, habe ich die Reihe 810 zweimal, und zwar in verschiedener 
Anordnung ausgeglichen. 

Erstefis wurden die Beobachtungen gleicher Schieberstellung aus 
den verschiedenen Gruppen zusammengenommen; es ergibt sich die den 
fiüheren Tabellen 2, 4, 6 analoge 

Nr. 

117 
123 
129 
136 
143 
157 
. 
118 
124 
130 
137 
144 
158 

Gang 

1 $ 

T a b e l l e  8. 

Nlisob. 

288 PSe  
433 
625 
837 

1033 
1263 

Reste 

- 35 PSe 
- 21 
-t 3 
+ 43 
+ 13 
- 26 
- -- 

- 14 
2 3  

O 
+ l e  
+ 3s 
- 29 

- 

- 12 
+ 2 
- 7 
- 8 
- 1 
+ 39 
- 21  
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Nr. Gang 

423 

Reste 

- 2 

+ 9 
- 1 
- 26 

* - 3 

+ 37 
- 16 

-- 

- 7 

+ 11 
+ 5 
- 34 
- 7 

+ 41 
- 1 7  

Die Unbekannten C (in Einheiten der 6. Dezimale) und x sind: 

T a b e l l e  9. 

Gang C x 

1: f l l R 3  + 1.683 

2 + 520.0 + 1.800 
2; + 268.6 + 1.897 

3 . + 283.7 + 1.889 

' 3+ + 180.4 + 1.947 

4 + 211.1 + 1.927 

4+ $ 183.5 + 1.943 

8$ + 173.4 + 1.938 

Man erkennt, daB die Reste ~ o f l e r  sind al% früher, der mittlere 

)/-2e PSe = + 28 PSa;  demgemiiB werdeii Bahler einer Messung ist 
4ti - 

auch die mittleren Fehler der Unbekannten groBer, der rechnungsmiiflige 
mittlere Pehler eines C ist durchschittlich ebenso groB wie C selbst; 
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434 Genauigkeitsuntersucl~uug über îvlessuuge~i ari eiuer Dampfturbiue. 

der relative mittlere Fehler eines x ist hier im Durchschnitt *$, dabei 
stimmen aber die x der vier letzten Schieberbtellungen gut uriter sich. 

Zweikns wurde bei Scheibe 810 jede Gruppe konstanten Druckes 
für sich ausgeglichen, also in der Folge und Zusammenfassung, wie 
beobachtet ist. Llie Ergebnisse sind: 

T a b e l l e  10. 
Nr. 

117 
118 
119 
120 
121 
122 

123 
124 
125 
126 
127 
128 
- 
129 
130 
131 
132 
133 
134 
135 
- - 

136 
137 
139 
140 
141 
142 

. - -  - 

143 
144 
145 
146 
147 
148 
149 

Gang p 12 AÏb@0b. 

288 PSe 
236 
225 
220 
215 
217 

433 
382 
338 
342 
352 
334 
- 

62 5 
557 
552 
538 
528 
530 
538 

~ 

837 
7 80 
760 
747 
740 
158 

hTb~=.  Reste 

288.0 PSe 0.0 PSe 
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S r  Gang r, IL  %euh A 7 h .  Reste 

157 1$ 3840 1263 1265.3 - 2.3 
158 2 3500 1218 1214.5 + 3.5 
5 2$ 8.0 3134 1162 1106.6 + 5.4 
160 3 3080 1 141 1147.9 - 6.9 
161 3: 3080 1151 1147.9 -1 3.1 
162 4 

- - 
3060 1142 1144.5 - 2.5 -- 

ganz 
auf 

12.0 

Die Unbekannten C und x sind: 

Tabel le  11. 
21 C x 

3.0 + 0.0305 + 1.230 + 0.027 
4.0 + 0.148 + 1.044 t 0.132 
5.0 + 0.469 + 0.920 + 0.136 
6.0 + 0.583 + 0.913 + 0.159 
7 .O + 23.1 + 0.469 + 0.051 
8.0 + 33.1 + 0.441 + 0.047 
9.0 $ 31.0 + 0.464 t 0.094 
9.0 + 42.4 + 0.426 + 0.093 

10.0 - - 

11.0 + 34.3 + 0.475 t 0.133 
13.0 + 24.6 + 0.528 t 0.143 
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--- -- 

Der mittlere Fehler einer Messung ist )/ s-zo l ' S e  = + 8 l 'Sei  

.dabei überschreiten die Reste zwischen p = 3.0 bis 9.0 nicht 8.5 PSe. 
Dies spricht fiir exaktes Verhalten der Turbine und der die Leistungen 
messenden Instrumente, fiir ZweckmaBigkeit in der Anordnung der Ver- 
suche und auch für die Güte der Messung. 

Trotz dieser besseren Darstellung gegenüber Tabelle 8 sind die 
mittleren Fehler der C im Durchschnitt noch so groB wie die Un- 
bekannte selbst; der Grund hierfür liegt darin, daB bei Tabeile 10 die 
.n innerhalb einer Gruppe einerl 3-4nial kleineren Spielraum haberi 
d s  bei Tabeile 8, w-odurçh klcirit, Gewichte und infolgedesseri groBe 
mittlere Fehler der C bedingt sind; dieser cbelstand lieBe sich wohl durch 
besondere Anordnung und durch Ausdehnung der Beobachtung besseril. 

Ungeachtet dessen geht aus Tabeile 11 hervor, daW die C und a 
bei konstantem Ilruck und veriinderlicher Schieberstellung eine ganz 
aridere GroBe und nnderes TTerhalten zeigeii als in den Tabcllen 3, 5, 7 
und 9, wo, umgekehrt, die Schieberstellung konstant gehalten und der 
Druck geindert wurdc; auffillig erschcint ferner der Spriing zwischen 
p = 6.0 und 7.0 bpi z sowohl als bri C. 

Zur besseren ü b e r ~ i c h t  seien die C und x für Gruppen gleicher 
Schieberstellung zusammengestellt; die C sind hier durchweg in Ein- 
heiten der 6. Dezimale gegeben. 

T a b e l l e  12. 

i 
1000 1 800 
- -- 

6.42 1 = 
- 1 1.675 

l 
- , 1.643 
-- 1.473 
- ! 1.598 
- 1.682 

1 .Y50 
- 

- 

1.776 

3: 
1.772 
- 

- - 

Bei den C' sei nur auf ihre p B e  Veriinderlichkeit, den x gegeii- 
über, hingewiesen; man erkennt ferner, da4 auch die a als mit D und 
mit dcr Schieberstellung veriinderlich angenommen werden müsson, wcnn 
man die beste Darstellung erreichen will, wiihrend Hcrr R o t s c h e r  mit 
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Von R. SCHUMAEN. 42 7 

einer für seine Zwecke ausreichenden (Xenaiiigkeit x als konstant an 
nehmen konnte. 

Ferner folgt aus Tabelle 12 (wie auch aus anderen Zusammen- 
stellungen), d a ~  von Schieberstellung 3 (einschlieBlich) an aufwarts ein 
ruhigeres Verhalten bei Anderimg der Wasserrnenge eintritt; man sehe 
z.  B. die bessere Ü b e r e i n s t i m m ~ n ~  der z unterhalb der punktierten Linie. 

Bei ailen Schliissen über C und x,  namentlich über die ersteren, 
sei nochmals besonders hervorgehoben, daB bei dein vorliegenden Problem, 
im besonderen bei dem hier gegebenen Bereiche der GroBen n und l\i 
in  Verbindung mit der hier angenommenen Borm einer Beziehung 
zwischen ihnen, eine Besonderheit besteht. Die GroBe C hat sich 
durehweg als mit einer groi3en Unsicherheit behaftet ergeben, trotzdem 
daB die übrigbleibenden Fehler gebietweise recht klein sind. Dies niiher 
zu erlautern, diene folgender Versuch, zu dem willkürlich die Re- 
obachtungsgruppe: Scheibe 900, Gang 1+ gewahlt wurde. 

Nach Ausgleich B gehoren zusammen (S. Tab. 4 u. 5): 

~ n d e r t  man x nacheinander urn einzelne Einheiten der dritten 
geltenden Ziffer (odcï der 2. Dezimale), bestimmt ebenfalls nach hus-  
gleich B die zugchorigen (: und v, so erhalt man folgcndes Systein: 

T a b e l l e  13. 
Auagleichung 

C Vj e VG u vtx ' 6  3 

iEinh. d. 8. nez.) 

2796 + 1 - O i + 11 l'Se 7 - 

2598 + 2 O - ï + 11 
2414 + 2 - 4 - 7 + 10 
2244 + 2 -- 4 - 7 + 10 
2086 -1- 3 - 4 - 7 + 9 
1938 4- 3 - 4 - 8 + 9 
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428 Gena~i~keitsuntera. iiber Messungen an einer Darnpfturbine. Von R. S~HUMANN. 

wornus die rasche ~ n d e r u n g  von C ersichtlich ist; die Heste v sind da- 
gegen mehrfach die gleichen in benachbarten Zeilen. 

Wolltc man zur Rcdulition eines beobachteten N aber an  Stelle 
des zu einem x gehorigen (: eiii benachbartes henutzrn, NI folgte bei- 
spielsweise: 

Annahme flbO0b - 

x = 2.32G5, C = 0.00001343 - 13 - 26 - 37 - 28 PSe;  
(anstatt 1248) 

bei einem durchschnittlichen mittleren E'ehler eines &,,,,. von f 7.5 PSe 
ist hereits die Grope dieser Reste auffillig, abgesehen von dem geniein- 
samerl Vorzeichen. 

Wenn demnach auch die erste gelteride Ziffer von C rrieist schon 
unsicher erscheint, so ist trotzdem notig gewesen, zur Heduktion der 
GroBen Xbeoh.  siimtliche vier aus einer der obigen Ausgleichungen fol- 
genden Dezimalen beizubehalten; andernfalls würde aus den I1,esten eine 
gr6Bcrc UnrcgclmZBigkeit hcrvorgehen, als der Gang dieser Turbine tab 
sachlich zuliBt. 

Umgekehrt haben kleine Storungen der beobachtcten ïV (etwa durch 
ZuBere Reeinflussungen wie beispielsweise: Eigenheiten der MeBinstru- 
mente irn Retrage von einigen PSe) Andermgen in C urn wesentliche 
Bruchteile seiner Gr6Be xur Folge; dies i d  bei weiteren Schliissen z1-1 

beacliten. 
Hier sol1 davon abgesehen werden, niiher auf die Abhangigkeit der 

C und x von D, p und Schieberstellung einzugehen; Herr R 6 t s  c h e r  
laBt die E'rage oEen, ob die von ihm auf graphischem wege gefundene, 
numerische Formel (S. 33 der Dissertation) für N allgemein gültig ist. 
Dem Verhalten der C und x nach erscheint es nicht unmoglich, daB 
ein strenger mathematischer Zusammenhang zwischen diesen GroBen 
und somit auch zwischen Unilaufiahl und Leistung besteht, und durch 
seine Auffindung würde auch eine genaue L6sung der von IIerrn R 6 t s c h e r 
gesteiiten Aufgabe ermoglicht: Ableihng einer Formel für die Ab- 
messungen der urulaufcnden Scheiben, Dissertation S. 35 und 53; die 
Formel f ü r  N als Funktiori von il (S. 35)  ist noch zu unsicher. 

6. S e h  weriig werden von dem inehrfach erwihnteri cbelstande 
betroffen die nach der Ausgleichung übrig bleibenden Fehler, wie z. B. 
die geringen Unterschiede der v benachbarter Zeilen in Tabelle 13 zeigen, 
und hierauf fuBend, sei zum Schlusse Folgendes zusammengefaBt. 

1. Das einfaclie Gesetz AT = C.nx ist nicht ausreichend, uin durch- 
meg den beobachtetcn Zusemmenhang zwischen PZ und K befriedigend 
darzustellen; efi dient hier niir als eine Interpolationsformel und  voraus- 
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siclitlich lieBen sich mit anderen Formeln gleichwertige Darstciiungeii 
erreichen. Behalt man es bei, so mu8 man, um die beste Darstellung zu 
erhalten, C und x ala vom Scheibendurchmess~r zi.îzd vom Uampfdruck 
abhangig ansehen. 

2. Die Darstellung selbst gelingt, falls man bei gruppenmeiser Aus- 
gleichung stehen bleibt, gebietweise so gut, dnB die übrig bleibendeii 
Fehler innerhalb der Bcobaehtungsungenauiçkeit liegen; vergleiche im 
bcsondercn Tabclle 4: Nr. 59-78, Tabelle 6: Nr. 108-116; Ta'oellc 10: 
p = 3.0 bis 9.0.l) 

3. Genauer als auf graphischem Wege lassen sich durch niimerischr 
Ausgleichuiig nach der Methnde der kleinsten Quadrate Beeinflussungen 
narhweisen, ziidem erhlilt man dabei ungefiucht Aiif~chluB i i b ~ r  die Un- 
sicberheit der Messung, der Unbekannten und der aus ihnen zu be- 
rechnenden Grohen. Fin gewisser Aufwand ail Rechnung darf aller- 
dings nicht gescheut werden; er wird wieder aufgewogen durch den 
Vorteil bester Ausnutzung wertroller Beobachtungsreihen. 

A a c h e n ,  Sommer 1907. 

Über  graphische Zusammensetzung von Kraf ten im Rsume. 3 
Von K. TH. VAIILES in Greifswald 

Damit ein riiumliches .Kraftcsystem im Gleiehgewicht ist, geniigt 
es nicht, worauf mich Herr H e n n e b e r g  hinweist, da0 Grund- und 
AufriB Gleichgewichtssyste~ne sind; es mu5 vielrnehr auch der SeiteuriB 
eiri Gleichgewichtssysleru sein. Die Konstruktion ist demgeniaB, wie 
folgt zu rervol1r;t~ndigen. Man wahle den Drehpunkt Y;' von G;' be- 
liebig auf Go', dann ergibt sich der D~ehpunkt  A" von (5:: durch die 
arigegebene Konstruktion. Ebenso liefert im SeitenriB der Puiikt P;" 
von Go" einen Drehpunkt B"' von (5:'. Der zu B"' gehorige AufriB- 
punkt B" ist ein zweiter Punkt von G;. Durch A ,  H" ist 6: be- 
titimilit, dadurch auch der Po l  des Krafteplans im AufriB und dadurch 
Lange und Richtung der Kraft Go', deren Wirkungslinie hierdurch und 
durch den Punkt P;' gegehen k t .  
- -- -- 

1) In diesen E'allen wird in  Zahlen festgel(~gt, was Herr L a s c h e  mit den 
Worten schildert: ,,die Regelung zeigte sich als sehr feinfiihlig und gehurçam. Bei 
festeingestellter Leistung der Turbine hielt nich die Umlaufzahl auf lange Zeit 
vollig unvoriinderlich. . ." Zeitschrift des Vereines Deutscher Ingenieure, Band 60, 
Nr. 33 und 34, S. 1355. 

2) Ziisatz zu S. 31$316. 
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Bucherschau. 

Bücherschau. 

Cad Biirrall. T a f e l n  d e r  F u n k t i o n e n  Cos inus  und S i n u s  mit d e n  
n a t ü r l i c h e n  s o w o h l  r e e l l e n  a l s  r e i n  i m a g i n a r e n  Z a h l e n  a l s  A r g u m e n t  
(Kreis- und H~~erbelfunktionen) .  Berlin 1907, Vcrlag von Georg Reimer. 

Die erste Tafel enthHlt die natürlichen Werte der Kreisfunktionen Co- 
sinus und Sinus; sie unterscheidet sich von andern Tafeln ahnlicher A r t  dadurch, 
daB als Argument nicht wie sonst üblich der Winkel in  GradmaB, sondern 
i n  analptischem XaB angegebcn ist. Um die Tafel auf einem kleinen Raum 
unterzubringen, ha t  der Verfasser das Intervall des Arguments mi&lichst groh, 
jedoch so gcwahlt, daB noch lincar interpolicrt wcrden kann; das Intcrvall 
betriigt 0 ,01 ,  entsprechend rund 35' i n  GradmaB. Aiisgedehnt ist die Tafel 
im Argument bis zu 1,60,  also rund 92'. 

Die zweite Tafel, enthaltend die natürlichen Werte Lier Hyperbelfunktionen 
Cosinus und Sinus, geht im Argument ebenfalls von @,O1 zu 0,Oi; die Inter- 
polation kann auch hier lincar ausgefülirt werden. 

Hei beiden Safeln wird das Interpolieren durch Beigabe der iililichen 
Interpolationstifelchen vereinfacht; mit llücksicht auf die, infolge des grohen 
Arg~iinentint~ervalls rasch weçhselnde Tafeldifferenz sind diese Tafelçhcn jedoch 
nicht in  der Tafel selbst, sondern i n  eincr ,,einmal drcistelligcn Rcc.hentafe1" 
untergehracht. 

Der hei Logarithinentafeln schon gemachte Versuch, die Unsicherheit in 
der letzten, durch Ab- bzw. Aufrundung entstandenen Tafelstelle zu verringern, 
is t  bei beiden Tafeln in gelungener Weise dadurch bewirkt, da8 die letzte 
Tafclstcllc mit cinem Punktc verschon ist,  wcnn die folgenden Stcllcn cincn 
Wer t  zwischen 0,25 und 0,7h der Einheit der lrtzt,en Tafelstclle ha,ben; der 
Punkt  kann bei der Rechnurin durch die Ziffer 5 der ersten weggelassenen - - 
Taielsteile ersetzt werden. Durch die Einführung dieser eirifachen Verbesseruug, 
die von Herrn F. N. S h i e l e  ausgeht, wird die Genauigkeit einer Tafel derart 
gesteigert, daB eine zunaehst 5 stellige Tafcl in bezug auf Genauigkeit zwischen 
einrr 5- iind 6 stelligen liegt; die briden - 6- bzw. 5 stelligcn - Tafcln d ~ s  
vorliegenden Buches werden deshalb als 7 , 6 j ~ - L L  bzw. l15~s t~e l l ig 'L  bezeichnet. 

Der Mauin, der auf einigeii Seiten zwischen den eiuzelnen Taleln zur 
Verfügung stand, wurde zu einer ,,3 iLLstelligen Tafel der E'unktion e"f' bcniitzt. 

StraBburg i. E. - -- P. WERKMEISTER. 

C. Metz. F ü n f ~ t e l l i g e  L o g a r i t h m e n  d e r  Z e h l e n  v o n  1-10800 und 
d e r  t r igonomet r i schon  F u n k t i o n e n .  Ausgabe A mit vollçt~ndigem 
Rand-Index. Berlin 1908 ,  P ~ l ~ t e c h n i s c h e  Riichha.ndlung A. Seydcl. Preis 
geb. 4.-. (Ausgabe B ohne Rand-Index, Preis JR S.- . )  

Das Buch enthiilt nur  eine Tafel der Logarithmen der natürlichen Zahlen, 
und eine solche der Logarithmen der trigonometrischen Puriktionen; andere, 
für viele Zwecke - auch des praktischen Rechnens - wertvolle Dienste leistende 
Tafeln, wie Quadrattafel und Tafel der natürlichen Werte der t,rigonometrischeu 
Funktionen sind als ,,schwerfalliger BallastiL weggelassen. 
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Die Tafel der Logarithmen der natürlichen Zahlen ha t  el-ienso wie die 
fünfstellige Tafel von A l b r  e c h t nur einen Eingaiig; ihre eigenartige Verteilung 
auf die einzelnen Seiten ermvgliçht i n  .Verbindung mit den übersichtlich en- 
gegebenen Werten von S und T eine sehr bcqueme Bestimmung der Logarithmen 
des Sinus bezw. der Tangens klciner Winkel mit Hilfe der Maske lyneschen  
Regel. 

Die zweite Tafel enthalt die Logarithmen der trigonometrischen Funktionen 
in der üblichen Anordnung von hlinube zu Minute; eine Tafel enthaltend die 
Logarithmen kloinor Winkel von Sekunde zu Sckunde ist mit Rücksicht 'uf 
die eraiihnte Einrichtung der Tafel 1 unnvtig. Zur Unterscheidiing s i rd  die 
beiden, log t g  und log i t g  enthaltenden Vertikalspalten rot urnriindert, und 
noch überflüssigerweise durch einen - beim Eingehen storend wirk~riden - 
Zwischenraum von den Naehbarspalten getrennt. 

Ein Eintcilen der Ziffern in  Gruppen ist bei boiden Tafeln nicht vor- 
genommen. Die in der nechenpraxis ziemlich rerbrei tde TJnterscheidung der 
Logarithmen durch einen Punkt  als Trennungszeichen zwischen Kennziffer und 
Mantisse ist nicht beibehalteri. 

Der bei der Ausgabe A angebraclite Rand-Index kann nicht übersichtlich 
gcnug angcordnet werden, und hringt deshalb keinen ncnnenswerten Vorteil; a n  
seiner Stelle ware mit, Rüeksicht auf die durch die eigenart,ige S~iteneinteiliing 
der Tafel 1 bedingte Unübersichtlichkeit eine Seitenüberschrift - jedoch mit  
gr6Beren Zifferri als bei Tafcl 11 - erwünscht. 

Von den beiden, auf das AuBere einer Zahlentafel sich beziehenden An- 
forderungen, Anwendung der altenglischen Ziffern, und Vcrwendung von glanz- 
losem Pa.pier, ist die erstere erfiillt. 

Neue Bücher. 

Arithmetik und Analysis. 
1. DOLINSKI, MYRON, Algcbra und politischo Arithmctik. Wien und Leipzig, 

Fromme. K. 5.- 
2. GIRNDT, M., Leitfaden der bautechniochen Algebra. (,,Der Unterricht an Bau- 

gewerkschulen" 25.) Leipzig u. Berlin 1909, Teubner. Kart. 1.50. 
2a. - Aufgabensammlung zur bautechnischen Blgebra. (,,Der Unterricht an 

Baugewerkschulen" 28.). Ebenda. K a t .  A 1.50. 
3. HENRY, CE ABLE^, La loi des petits nombres. Recherches sur le sens de l'écart 

probable dans les chances simples, à la roulette, a u  trente-et-quarante, etc., en 
gknéral, dana les phénomènes dépendant de causes purement accidentelles, 
suivies d'une instmction pratique pour le joueur. Paris, Laboratoire d'Ener- 
gétique d'Ernest Solvay. Broché k'rs. 4.-; relié Frs. 5 .  - 

4. Koziix, J o s s ~ ,  Gmndproblcme der Ausgleichungsrechnung nach der Met,hode 
der klein&en Quadrate. II. Bd. 1. Tl. Theorie des SchieBwesens auf Grundlage 
der Wahrscheiulichkeitsrechnung und Fehlertheorie. Wien, Fromme. ,# 1 6 .  - 

5. K n ü ~ ~ n ,  L., Bedingungsgleichungen für Liniennetze und für Rückwartseinschnitte. 
(Veroffentlichung des Konigl. preiiBischen geodatischen Institutes. Neue Folge 
Nr. 34.) Potsdam. (Leipzig, Teubner). Jt 4.-  

6. S A ~ R E T T E ,  HENRI, Précis arithmétique des calculs d'emprunts à long terme et 
de valeurs mobilikres. Paris, Gnut,hier-Villars. Frs. 10.- 

7. SKITH, ROBERT H., The Calculus for Engineers and Phy~icints. 2nd ed., revisid 
and enlargcd. London, Griffin. 8 S. 6 d. 
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Neue Bücher. 

Astroiioniie und Beodiisie. 

8. G~:NTI(EH, LUDWIG, Die Mechariik des Weltalls. Eine volkstümliche Darstellung 
der Lebcnsarbeit Johannes Keplers, besondcrs seiner Gesetze und Probleme. 
Leipzig 1909, Teubner: Geb. in Leinw. X 2.50. 

9. Hiicc~rnas, Gbungsbuch für die Anwendung der Ausgleicharechnung nach der 
Methnde der kleinsten Quadrate auf die praktimhe Geometrie. 3 . ,  verh. u.  
erweit. Aufl. Berliri, Parey. Geb. X 5.40. 

10. J A U R E S ~ E R I ~ ~ . ~ . ,  astronomischer, begründet von Walter F. Wishenus .  Mit Unter- 
stiitzung der ast,rononiischen Gesellsch. hrsg. v. A. Rerberich. Y. Hd. Die 
Literatur des J. 1907. Berlin, Reimer. A 21.- 

Il. JORDAN, W., Handbuch der Vermessungskunde. Fortgesotzt v. C. Elciuherz. 
Zweiter Band. Yeld- und Landmeusiing. Siebente erweitcrte Aufl., bearb. v. 
U. Eggert. A 2 0 . -  

12. M~~LT,RI(, MAX, Exaktk H~~\ re i se  fiir die Erdrotation, elementar dargestellt. Wien 
u. Leipzig, Hültler. JII 1.- 

13. NOLKE, E'IIIEDRICH, Ilas Problem der Entwickliing unseres Planetensystems. 
A~f'st~ellung einer neuen Tneorie nach vorhergehender Kritik der Theorien von 
Kant, Laplace, Poincaré, Moulton, Arrhenius u. a.  Berlin, Spririger.  il 6.-  

14. TAFLA, T ~ x o n o n ,  Grundzüge der niederen Geodlisic. II. Instrumentenkunde. 
Leipzig 11. Wien, Ileuticke. "4t 9.- 

S. auch 2, 22> 29a, 81, 82, 89, 00, 95. 

Darstellei iùe (ieoiuetrie,  grayhisehe  Methoden. 

15. LESSITR, OSKAR, Graphische Darstellungen im Mathematikunterriülit Lier fichereu 
Schulen. Eine Sammlung von Materialien fiir die Hand des Lehrers. Leipzig, 
Freytag. - Wieri, Tempriky. X 5 . -  

16. MRISEL, ~ W D I N ~ K D ,  Lehrbuch der Perspektive zum Gebrauche an  mittleren und 
hoheren technischeri Lehranstalten, Kunat'gewerbe- und Kunstschiilen sowie 
bei eigenem Studiiim. Leipzig, Seemann & Co. K 9.60. 

17.  M?I,I.R. EXIL, Lchrbuch der dar~tcllenderi Geometrie fiir technische Hochschulen. 
Krster Band. Leipzig u. Berlin, Seubner. Geb. in Leinw. ,lt 12.-  

18. Ilrçrtrm, OYLO, Kreis und Kugel i n  senkrechter l'rojektion, für rien Uriterricht 
und zum Selbststudium. Leipzig u. l3erlin, Teubner. 4 40; geb. X 4.80 

19. Sciriisvi,ri:s, ARTUII, Einfiihrung in die IIauptgesetze der zeichnerischen Dar- 
stelluugsxnethoderi. Leipzig u. Berlin. Teubrier. ,/d 2.20 ; geb. in Leinw. ,il ? .  80. 

20. S c n u ~ z ,  R.,  Beitrage ziir zeichnorischen Massenermittlung, hfassenverteiiung 
und F6rderkos te r ibe~t , imniun~ d m  Erdarbriten. Berlin. Ernst  8z Sohn. ,# 2 . 4 0 .  " 

21. WILDT, JOSEF, Praktische Reiilpiele aus der darutellenden Geometrie îür Lehr- 
aiistaltcn mi t  bau- oder kunstzewcrblicher Richtune. 3. Lieferunrr. Wien. - - 
p i c h l e r ~  Wittme & Sohn. J G  17. - 

22. ZOFPIIITZ, KAXL, Leitfaden der Kartenentwurfslehre. Fiir Studierende der Erd- 
kunde und deren Lehrer. In zweiter neubearbeiteter und erweiterter Aufl. 
Hrsg. ron  hlois Bludau. Zweiter Sei l :  Kartographie und Kartouietrie. Leipzig, 
Teubner. A 3.60; geb. in Leinw. X 4.40.  

Geoiiietrie. 

23. KEI~LER,  JOHANNES, Neue Stereometrie der Fasser, besoriders der in der Forni 
am meiuten geeigneteri üsterreichi~cheu, und Gebrauch der kiibiochtm Visierrute. 
Mit einer E r g k z u n g  zur Stereometrie des Archimedes (1615j. Bus dcm La- 
teinischen iiherset,zt und herausg. von R, Kliig. (Ostwalds Klassiker Nr. 165 ) 
Leipzig, Engelmann. Geb. X 2.60. 

Geschichtc. 
24. FES~SCHRIFT zur Feier des 200. Geburtstages Leonhard Eulers. Hrsg. vom 

Vorstandc der Berliner Mathematischcn Gesellschaft. (Abhandlgn. zur Gcsch. 
der  mathem. Wiss. XXV. Ileft.) Leipzig u. Uerlin 1907, 'l'eubner. A 5 . - ;  

Geb. .A 5.80. 
Logikrechnung.  

25. SCHR~DEI:,  EIINST, AbriB der Algebra der Logik. Bearb. irn Auftrag der  deutschen 
Mathemat,iker -Vereinigung von Eugen Müller. In 3 Teilen. Erster Teil : 
Elemeutarlehre. Leipzig u. Berlin 1909, Teubner. X 1.60. 
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l e e h a n i k .  

26. BOLDUAX, OT.IO, Zur Theorie der iiberg~schlossenen Gelenkmechanismen. In- 
augural-Dissertation. Halle a. S. Druük von B. G. Teubner in Dresden. 

27. Roamau, J.-A., Instruments de pesage à systèmes articulés. l ere  partie. 
Balances Roberval Paris, Gauthier-Villars PTE. 4 .  - 

29. BUCHROLZ, Hrao,  D3s mechanische Potential, naeh Vorlesungen von L. Boltz- 
mann bembeitet, und die Theorie der Figur der Erde zur Einfïihning in die 
h6here Geodiisie (angewandte Matheniatik). 1. Leipzig, Barth. Ji 15.-; 

geb. Ji 16. - 
28. EXZYKI.~PA~IE der mathem. Wiuuensch. mit  EinachluB ihrer Anweuduneen. 

IV. Bd. Mechauik. 1. Tl. 1. Abtlg. 4. Heft. Leipzig, Teubner. X 7T80. 
2 9 a .  IV. Bd. 2. Tl. 1. Abtlg. 4. Heft. Ehenda. X 4.-- 
2Bb.- der mathem. Wiusensch. mit EinschluB itirer Anwendungen. VI. Bd. 

2. Tl. Astronomie. 2. Heft. Leipzig, Teubner. A 4.- 
80. - -  IV. Bd. 3 .  Teilb. Ebenda. 1901-1908. 

1 17.60; geb. in Halbfrz. X 20.60. 
31. KECK, WILH., Vortrage über Mechanik als Grundlage fiir das Bail- und 

Maschinenwesen. 2. Tl.: Mechanik elastisch-fester und flüssiger Korper. 
3. Aufl., bearb. von Ludwig Hotopp. Hannorer 1909, Helwing. 

Y 12.-; geb. X 13.50. 
39. L~consu ,  Lias, Dynamique appliquAe. (Encyclopkdie scientifique, Bibliothk- 

que de Mécauique appliquée et O h i e  NI. 5 . )  Paris, Duin. Fra. 5 .  - 
33. Xacn, ERNST, Die Mechanik, in ihrer Entwicklung historisch-kritisch dar- 

getitellt. 6. verb. nnd verm. Aiif l .  Leipzig, Rrockhaus. X 8 .-; geb. ,il 9 .- 
34. PERRY, JOHN, Angewandte Mechanik. Ein Lehrbuch für Studierende, die Ver- 

suche anstellen und numcrische und graphischc Beispicle durcharbciten wollen. 
Herechtigte deutsche Ubersetzung von ltudolf Schick. Leipzig u. Berlin, 
Teubner. Geb. in Leinw. X 18 .- 

35. S ~ n a s s ~ n .  H.. Lehrbuch der Nuskel- und GeIenkmechanik. 1. Band: A11- 
gemeiner ~ e i i .  Uerlin, Spr inge~  

36. Tmünoma, B. E., Qeometrie der Krafte. (Teubners Sammlung, 1. Rd.) Leipzig, 
Teubner. Geb. in Leinw. ,K 16.- 

l'hjsik, Astrophysik, niatheiiiatisehe Chenlie. 

37. A B L ~ L U ,  M., Theorie der Elektrizitiit. II. Bd. Elektromagnetische Theorie 
der Strahlung. 2. Aufl. Leipzig u. Berlin, Teubner. Geb. in Leinw. 10.-  

38. B a n u ~ a u s ~ s ,  H ,  Uas l'roblem der Schwingungserzeugung, mit besonderer Be- 
rücksichtigung schneller elastischer Schwingungen. Leipzig 1907, Hirzel. 

Jt 4.-  
39. CITRIE, PIBRRE, Oeurres, publiées par les soins de la Société française de Phy- 

sique. Pans, Gauthier-Villars. Frs. 22. - 
40. DARWIN, SIR GEORGE HOWARD, Scientific Papers. Vol. II. Tidal friction and 

Cosmogony. Cambridge, Lniversity Press. 15 S. 
41. DOXLE, WILH., GmndriB der Experirnentalphysik für- hohere Lehranstalten. 

3. verb. hufl. Stuttgart, Qnib. Geb. X 3 - 
42. DUHEX, PIERKE, Ziel und Struktur der physikalisclien Theorien. Autorisierte 

Ubersetzung von Friedrich Adler. Mit einem Vomort von Ernst k c h .  Leipzig, 
Barth. X S.-; geb. ..lt 9.- 

43. EXZ~KI.OPADI~. der ruathem. Wisueriscliaften mit EinschlnB ihrer Ariwendungen, 
Bd. VI. 1. Rd. 1. Heft. Leipzig, Seubner. ~ ( t  2.60. 

44. F~ETSCHI<I~TC, die, der Physik im Jahre 1907. Usrgestelit von der deutschen 
physikalischeu Gesellschaft. 63. Jahrg. 2. Abtg. Elektrizitat und 11Iagrietismus, 
Optik des gesamten Spektrums, Warme. Braunschweig, Vieweg & Sohn. 

A 32 . -  
45. FOLIINIEK D'ALBE, E. E., Die Elektronentheorie. Gemeinverstindliclie Einführung 

jn die moderne Theorie der Elektrizitiit und des Magnetismus. Autorisierte 
Cber~ietzung von J .  Herweg. Leipzig, Barth. Y 4.80; geb. A 5 60. 

46. Fuss, KOXR. und HEXSOLD, Gaux<i, Lehrbuch der Physik für den Schul- urid 
Selbstunterricht. Achte, verb. und verm. Aufl Allgemeine Ausgaba. Frei- 
hurg i. R. Herder. JL 5.30; geb. in Halbleder .11 6 .- 

Zeitschrift, f AMath~iriatik u. Physik. 56 .  Baud. 1908. Heft 4. 28 
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47. J"Cnsr~sau, Ron., Uber das Verhaltnis der spezifischen Warme der Gase und 
seine A b h i q i g k e i t  von der Temperatur. Rerlin, Trenkel. .A 2.- 

48. G a ~ s ,  K.,  EinfUhrung in die Theorie des Magnetismus. (Matheu.-physikal. 
Schriften für Ingenieure und Studierende 1.) Leipzig u. Rerlin, Teubner. 

Kart. 2 .40.  
4!). GEBAIID, E ~ C ,  Mesures électriques. Leçons donnbes à l'Institut électrotechni- 

que Montefiore de l'Université de  Liège. 3' éd. refondue et complétee. Pans,  
Gauthier-Villars. k h .  12 .- 

50. GOCREL, A L ~ . ,  Die Lnftelektrizitit. Nethoden und Resultate der neueren 
F'orschung. Leipzig, Hirzel. Ji 6 . - ;  geb. A 7.- 

51. GILAETZ, L., Kurzer AbriB der Elektrizitiit. 5. verm. hufl. Stuttgart ,  Engel- 
horii. Geb. ,lt 3.50. 

52. Hrvxrr., P., Bautechnische Physik. Leitfarlen fur den Fnterriclit an Bau- 
wwerkschulen und verwandten teehnisehen Lehranstalten. Leipzig u. Berlin, 
Dï'eutiner. Geb. i n  Leiuw. A 3.60. 

53. ~ T I N R I C A S ~ ,  Y. WILLY, Vorlesungen über chemische Atomistik. Leipzig u. 
Berlin, Teubner. Geb. in Leinw. ~ l l  7 .- 

54. H O C H H E ~ ,  F R A I ~ ~ ,  Elementare Theorie der Wechselstrome. Ein Reitrag zur 
Behandliing der Wechselslrome in der Oberstufe der Realanstalten. 1. Seil. 
Leipzig, Seubner. ,K 1 .50 .  

55. JACOB, EMII,,  Der l h g ,  ein auf der Wirkung atrahlenden T,nftdrucks hemhender 
Vorgang. Bad Kreuzuach, Uruçk vuri Jung 61 Co. 

56. J ~ G F E ,  G c s ~ ~ v ,  Thaoretisehe Physik. IV. Elcktromagnetische Lichttheorie und 
Elektronik. (Sammlung Goschen Kr. 374.) Leipzig, Coschen. Geb. Jt -.80. 

67. KAYSER, H., Lehrbuch der Phyaik fïir Studierende. Vierte rerb.  Aufl. Stutt- 
gar t ,  Enke. X 10.- 

5s. KNOXT, CARGILI. GILSTOS, The l'hysics of Earthquake Thenomena. Oxford, 
Clarendon Press. 14 S. 

59. LEATIIEM. J .  G., The elementary theory of the  symmetrical optical in~t lument .  
(Cambridge Tracts i n  Mathematics and mathematical Physics Ko. 8.) Cam- 
bridge, Cniversity Press. 2 S. 6 d. 

60. MACT.AUKIN, RICEAICI, C . ,  The theory of light. .4 treatisa on physical Optics. 
Iu three parts. Par t  1. Cambridge, Univer~ity Press. 9 S. 

61. M E ~ ~ E I ~ ~ C I I M I T T ,  Joa.  RIFT., Die Schwerebestirnmung an der Erdoberflache. (,,Die 
Wisserischaft", 27. Heft.) Rraiinschweig, Viewew & Sohn. ,M 5;-; geb. Jt 5 . 8 0 .  

62. PELLAT, H., C O U ~ B  ci'ElectriciG. Tome III. D~leütrolyse.  Electrocapillarité. 
Jons e t  électrons. Paris,  Gauthior-Villars. Frs. 10.- 

63. PLAXCK, MAX, Ilas Prinzip d m  Erhaltiing der Energie. Von der philosophiiiclien 
Yakulti t  Gottingen preisgekront. (,,Wissenschaft und Hypothese" VI.) 2 .  Au0. 
Leipzig u. Berlin, Teubner. Geb. in Leinw. .X 6 .  - 

64. F o r x c ~ ~ < i ,  L. ,  Die moderne Physik. übertragen von hl. Urahn und B. r h h n .  
Leipzig, Quelle & Meyer. 3.80; geb. X 4.40.  

66. P ~ Y ~ I N G ,  J. H., and TITOMSON, J. J., h textbook of Yhysics. Heat. 3rd  ed. 
Itivised. London, Griffin. 15 S. 

66. REISA, V. ,  Teoria degli strumonti diottrici: leziorii dettate ncll'universiti. di 
Koma. Milano, Hoepli. 1,. 3 . -  

67. ~ L I X C K E ,  EDIJAKD, Lehrbuch der Phyaik LU eigeuerri Studium und zum Gebrauclie 
bei Vorlesungen. 2 Bde. 4., verb. iind verm. Aufl. Leipzig. Veit & Co. 

A 22.-; geh. in Leinw. .A 28.-. 
68. R I X ~ E L ,  Et., Eiufübmng in die Elektrotechnik. Phyoikalieçhe Gmridlageu und 

technische Ausfiihrungen. (Teubncrs Handbücher fiir Handel und Gewerbe.) 
Leipzig, Teuhner. .hi 11.20; geb. in Leinw. X 12.- 

69. ROSENBEBG, KAHL, Experimeutierbuch fiir den Unterricht in der Katurlehre. 
2., vollkommen umgearh. und bedeutend verm. d u 0 .  1. Bd. Wien u. Loipzig, 
Holder. JK fi.-; geb. Ji 6.60. 

70. SCH~PEI:, CLEYGNS, Einfiihrung in die Maxwellsche Theorie der Xlektrizitat 
und des Magnetismus. (Mathematisch-physikalische Schriften für Ingenieure 
und Studierende 3 )  Leipzig u. Berlin, Teubner. Kart. Ji 3.40. 

7 1. SCHEIKER, J., I'opulire Astrciphysik. T ~ e i p ~ i g  u. Rerlin, Teiibner. Geb. d41 12.  - 
72. S ~ H ~ A I G Ü K ,  A., L)as Regulierproblcm in dcr Elektroteehnik. Leipzig u. Berlin 

1909, 'ïeubner. A 2.80;  geb. iii Leinw. Ji 3.60. 

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



Seue  Uiicher. 433 

76. 

F - 
4. 
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73. Tno~rsoï ,  J. J., Die Korpuskulartheoric der Materie. tberse tz t  von G. Eiebert. 
(,,Die WissenschaftLL, 25. Heft.) Uraunschweig, Vieweg & Sohn. 

,fil 5 .-; geb. in Leinw. ,il 5.80. 
74. VII~LAIID, P., Les rayons cat.hodiques. (Scicntia No. 10.) 2" é d  Paris, ihuthier -  

- - Villars. Frs. 2.- 
r O. VOIGT, WOLDGYAII, Xagneto- und Elcktrooptik. (Mathem. Vorlesungen an der 

Universitiit Gottingen: III.) Leipzig, Teubner. Geh. in Leinw. ,/l 14.-  
. Wn.~r,s. J. U. VAN DEK. Lehrbuch der Thermodvnamik in ilirer Auwendu~ie  

auf da; Glcichgowicht 'von Systemen mit  gasf&mig-fliissigon Phascn. ~ a c L  
Vorlesungen bearb. von T'h. Kohnstainm. 1.  '1'1. Leipzig, Maas & van Suchtelen. 

Geb. in Leinw. ,dl 1 2 .  - 
WAGXER, KARL WILLY, Elektromagnetische Aiisglcichsvorgange in Froi- 
leitungen und Kabeln. (Mathem.-physikal. Schriften fiir Ingeriieure und Stu- 
dierende 2.) Leipzig u. Berlin, Teubner. Kart'. X '2 .40 .  
WEIINEB, HEISH., 1)as Innere der Erde und der Plaueten. Mathein.-phyaikal. 
Lutersuchung. Freiberg, Craz &- Gerlach. "11 2.50. 
\ ~ T ~ 1 ~ ~ ~ 6 ~ ~ ~ ~ ,  BIIEWSTEB, RIDDELL, HEIXIIOLT~, \~ENIIAX, ~ ' h ~ ~ ~ l n . 4  lllld HAIIJIER, 
Abhamdliingen ZUT Cieschichte dcs Stereogkops. Hrsg. von M. von Rohr. 
(Ostwalds Klassiker Nr. 168.j Leipzig, Engelmann. Geb. ,LI 2 . 2 0 .  

Statist ik,  Versiclieriinpii-Xatheiiiatik. 

Czrnm,  Eu., Wahrscheinlichkeitsrechnung und ihre Anwendung auf Fehler- 
ausgleichung, Statistik und Lebensversicherung. 1. Bd. Wahracheinlichkeits- 
theoriti, Fehlerausgloichung, KollektirmaBlohre. 2., sorgfil t ig durchgeseheue 
und e r w ~ i t .  4 u R .  (Teubners Cziamrnlung TX, 1.) Leipzig, Seubner. 

Geb. in Leinw. JK 12.-  

Tafeln , R e ~ h e n a p p a r a t ~ e ,  R e e h e u i n ~ s c h i ~ i e n .  . 
AT.-~~ATTABÏ sive Albatenii opus astronomicnm. Ad fidem codicis Escunalensis 
arabice editum , latine versum, aclnotatiouibus instructum a Carolo Alphonso 
Nallino. (Pubblicazioni del reale osservatorio d i  Brera i n  Milano.) Pars II. 
Versio tabularum omnium cum animadversionibus. dossario. indicibus. Mai- 

7 "  

land 1907, Hoepli. Jt 20 . -  
~ L B K E C X T .  Ta. .  Formeln und Hilfstafeln ftir e o n a r i h i s c h e  Ortsbestimmuneren. - " A 

Vierte A&. Leipzig, Engelmann. 
" 

AXNUAIRE polir l'an 1909, publié par le Bureau des Longitudes. Avec des 
Natices scientifiquea. Paris, Gauthicr-Villars Ers. 1.50.  
UVKGEX, C., Logarithmisch-t,rigonometrische Safel  auf 11 (bezw 10) Stellen. 
(Publikationen der astronomischen Ge~eiischaft XXII.) Leipzig, Engelmann. 

.A 6 . -  
C E N ~ ~ ~ ~ A I E K ,  CUNE. J., Rechenschieberstreifen fiir Elektrotechniker. Mit Er- 
l%utorungen. Zürich, Rascher & Co. "ft 1 . -  
GIRNDT M., und LIEBIANR A., hlathematische und technische Tabelien für den 
Gebrauch au bautechnischen Fachschulen und in der Baupraxis. (,,Uer Cnter- 
richt an Baugcwerkschulen" 27.) Leipzig u. Berlin 1900, Teubner. 

Kart. A 1.20.  
Haanxi.:~, E. ,  Der l ~ ~ a r i t h m i s c h e  Recheuschieber und sein Gebrauch. Eiiie 
elementsre Anleitung zur Verwendung des Instruments für Studierende und 
fiir Praktiker. Vierte, durchgesehene Aufl. Rtuttgart, Wittwer. A 1.- 
HOLI., Der Turbirienrechenschieber und  seine Anwenduug zur P r o j e k t i e ~ i i ~  
von Wasserkraftanlagen. Berlin W 36, Lützowstr. 3, Selbstverlag. 
JADAKZA, N., Tachymeter-Tafeln fiir zentesiinale Winkelteilung. Deutsche Aus- 
gabe, nach der 2. Aufl. (Turiu 1904) beciorgt vou E. Hanimer. Stuttgart  1909, 
Wittwer. 
J ~ R D A X ,  W., Hilfstafeln fiir Tachymetrie. 4. Aufl. Stuttgart, Metzler. A 8. - 
K Ü S T E R ,  F. W. Logarithmioche Hechentafeln fiir Chemiker, Pharmamuten, 
Xediziner und I'hysiker. Iin EinrerstBndnis mit  der btomgewichtskommission 
der delitschen chemischen Gesellschaft fiir den Gcbrauch im Untemchts- 
la1,oratorium und in der I'raxis bereclinet und mit  Eriiiutemugen verselien. 
8.  Aufl. Leipzig, Te i t  & CO. Geb. i n  Leinw. A 2.40. 

28 * 
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99.  NAYER, J. E., Das mechanische Hechnen des Ingeriieurs (Rechenuchieber, 
Rechanmaschinen, Planimeter, Intogrator , Integraph). Hannover, Janecke. 

Geb. in Leinw. 2.20. 
98. METZ, C., Fünfstcllige Logarithmen der Zahlen von 1-10 800 und der tri- 

gonometrischen Funktionen. Herlin, Seydel. Ausgabe A, mit vollstdudigem 
Rand-Index, geb. Y 4 .-; Ausgabe B, ohne Rand-Index, geb. .K 3 .- 

94. NELL, A. M., Eünfsteiiige Loga r i thme~  der Zahlen und der trigonometrischen 
Punktionen, nebst den Logarithmen fiir Sumnie und Uifferenz zweier Zahlen, 
deren Logarithmen gegeben sind , FO wie einigen anderen TafCln , mit einer 
neilen, die Reclinung erleirhternden Anordnung der Proporticinalteile. 12. Aufl. 
GieBen, Roth. Geb. iu Leiriw. X 2 . -  

95. OULAXDI, G. ,  Tavola grafice t'acheopantometrica per  determinare colla stessa 
precisione delle tavole numeriche e con maggior rapidit i  le distanze oriz- 
zontali, le differenze di  livello. le coordinate planimctriche e le curve: in- 
struzioni su1 modo d'usare l a  tavola. Roma, Istituto geografico De Agostino. 

!N. ~ L O H K B A C H ,  C., Vierstellige logarithmisch-trigonometrische 'Tafcln nebst einigen 
phpsikalischen und astronomischen Tafeln, für den Gebraucli an htiheren 
Schulen. 5. Auii. Gotha, Thienemann. Geb. A 1 .- 

97. Sox*, P., Théorie et usage de l a  règle à calcols. (Itègle des écoles. - 
Règle Mannheim.) Paris, Gauthier-Villars Ers. a .  50. 

98. SACHS, J O S ~ H ,  Tafeln znm mathematischen Untei.ric:ht. Leipzig il. Berlin, 
Teubner. Y 6.-  

99. S c a u x a c u s ~ ,  JOII., Ein Rechonschieber mit  Teilung in  gleiche Intervalle auf 
der Grundlage der zahlentheoretisrhen Tndizes. (D. R .  ri. M. S. Nr. 344 576). 
Für  den Unterricht konstruiert. Müriühen 1909, Linclauer. 

100. STUCK, E., Vicrstcllige logarithmischc und trigonornotrische Tafeln. Auf 
Veranstaltung des nautischeu Departements des Ileichs-Marineamts Wilhelms- 
haven, Lohse Nachf. Geb.  in Leinw. A 1 . 25 .  

101. TAIELE, V., Tafel der Wolframschen hypcrbolischon 48 stelligen Logarithmen. 
1Jearb. und erm. (Neue Ausg.) Dessau, 1)ünnhaupt. Geb. A 6 . -  

Yerschiedenes. 
102. BALI,, W. R o u s ~ ,  Récréations mathématiques et problkmes des temps anciens 

et  modernes. 2 Erne éd. française, traduite d'aprks l a  quatrième éd. anglaise 
et enrichie de nombreuses additions par J. Fitz-Patrick. 2  partie. Ques- 
tions de  géométrie. Questions de mécanique. Questions diverses. Carrés 
magiques. Problèmes des tracés continus. Trois prohlèmet: do géométrie. 
Equation du degré. Paris, Hermann. E'rs. 5 .  - 

103. ~ A B R Y ,  E., Traité de Mathématiques gén6ralcs à i'usage  de^ chimistes, phy- 
siciens, ingénieurs et  des élèves des facultés des sciences. Avec une pr6face 
de  G .  Darhoux Paris 1909, Hermann & Fih. 

104. FENKNEK, HUGO, Arithmetische Aufgaben. Unter besouderer 13eriicltsichLiguug 
von Anwendungcn aus dem Gebiete der Geometric, Physik und Chemie, so- 
wie von Aufgaben iihcr graphiache Darstellungen. Ausgabe A. Teil T. 
6. verb. und verm. Aufl. Herlin 1909. Salle. ,1 2.20. 

105. GUNTHER, S I E G X U ~ D ,  Qeschichte der Mathematik. 1. Teil. Von den altosten 
Zeiten bis C,artesius. (Samrnlung Schubert XVILI.) Leipzig, Goschen. 

Geb. i n  Leinw. Y 9.60. 
106. IHERIW, AT.BI~ECKT VON, Die Wasscrkraftmaschineu und die Ausnutzung der 

Wasserkrafte. (,,Aus Natur und G~istcswelt '~,  228.13incichen.) Leipzig, Teubner. 
107. MENSIYG, FR., Bautechnisches Reehnen. Teil I I :  Die bürgerlichen lloclinungs- 

arten und deren Anwendung auf baugewerbliche Aufgaben (technisches, ge- 
schLftliches uiid volkswirtschaltliches Hechrien). (,,Der Uuterriclit au Bau- 
gewerkschulen" 29.) Leipzig u.  Berlin 1909, Teubncr. Kart. ,,hL 1 . 2 5 .  

108. DauselI~e, Teil III: Technisclies, geschaftliches und volks\Firtschaftliches 
Recher i  (Kalkulationen). (,,Der Cnterricht an Baugewerkuchulen" 30.) Ebenda. 

Kart. "6 1.50. 
109. MÜLLER, FELIX, Fühmr durch die mathematisdie Literatur, mit  besonderer 

Beriicksichtigurig der historisch wichtigen Schriften. (iibh. zur Gesch. der 
mathem. Wiss. XXVII. 1-Ieft.) Leipzig u. Borlin 1909, Teubncr. 

A 7.-; geb. i n  Leinw. A 8.- 
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110. Pascar,, BLAISE , Oeuvres complètes, publiées suivant l'ordre chronologique 
avec documents complémentaires, introductions et  notes (Collection des 
Grands ficrivains de  l a  France). Première série. Oeuvres jusqu'au Mémorial 
de  1664. pa r  Léon Brunschvigg et  Pierre Boutroux. Paris, Hachette & Cie. 
3 volumes. brochés Frs. 22 -50.  

111. REY, ABEL, Die Theorie der Physik bei den modernen Physikern. Deutsch 
von Rudolf Eider.  (Philosophisch-soziologiacho Biichcrei Bd. XII.) Leipzig 
1909, Klinkhardt. X 8 .50 ;  geb. X 10.-  

11'3. SCIL~PFEE, C., Natur-Paradoxe. Ein Buch für die Jugend zur Erklarung von 
Erscheinungen, die mit  der taglichen Erfrahrung im Widerspmch au stehen 
seheinen. Nach W. Hampsons ,,Paradoxes of nature and science". Leipzig 
u .  Berlin, Toubner. Geb. in Lcinw. 3 .- 

11 8. S~r,vssrex, JAMES JOSF:PH, Collected mat,hematical papers. Vol. TT (1854-1873). 
Cambridge, University Press. 18 S. 

Eingelaufene Schriften. 
[In diesor Abteilung werden alle eingelaufenen Schriften regelmkBig aufgeführt. 
Die Ilesprechung gceigneter Schriften bleibt vorbehalten. Rücksendung findet 

nicht statt.] 

Aniza~ia~,  JI., Theorie der Elektrizitat, II, S. N. B. .(,,Nelie Bücher") Nr. 37. 
C. ALAUDA, Die t h e o r ~ t i s ~ h e  Ermittlung der Sonnon- und Mondparallaxe nebst 

einem Auhang über die astronomische Ermittlung dieser Parallaxen. Wien, 
Tepchen, Leipzig; Prochaska. Geb. X 1.50. 

-- , Cber das Prinzip der allgemeinen Gravitation und die vollstiindige analy- 
tiscbe L6sung des Problems der drei Korper. A u ~ z u g  aus einer Studie über 
Probleme der theoreti~chen Astronomie und theoretischen Physik. Wien, 
Teschen, Leipzig; Prochaska. Geb. X 6 . -  

ALBRXCHT, TH.,  Eormeln und Hilfstafeln für geographische Ortsbestimmungen, 
B. N. B. 83. 

AXODEO, FEDERICO, hlbrecht Dürer precursore d i  Monge. Napoli 1907. 
AXNUAIK~ pour l 'an 1909, s. N .  B. 83. 
ARCEIV 17u'n P n o ~ i ~ o ~ ~ r n r m i m ,  internationales, Organ der ,,Osterreichischen Gesell- 

schaft fiir Photogrammetrie" i n  Wien, r d i g i e r t  von Eduard Doleial. Rand 1, 
HeR 1. Wirz 1908. Wien u. Leipzig, Fromme. 

A~xoux ,  G A I ~ I E L ,  Arithmétique graphique. Les espaces arithmktiques, leurs trans- 
formations. (Essais de psychologie et  mktaphysique positives). Paris, Gauthier- 
Villars. Fru. 5 . - 

AI~RUENIKJS, SVANTE, Die Vorjtellung vom WeltgebSude im Wandel der Zeiten. 
(Dacl Werden der Welten,  neuo Fnlge). I;eipzig, Akademische Verlagsgesell- 
schaft. A 5.-; geb. A 6 , -  

A S ~ I H O A O ~ S C H E R  K A I . C X D ~  für 1908. Hreg. von der k. k.  Sternwarte zu Wien. 
Neue E'olge. 27. Jahrgang. Wien, Gerolds Sohn. 

Acs NATUR u m  GE:ISTESWEL.T. Sammlung wissenachaftliüh gemeinverstindlicher 
Darstellungen. Illustrierter Katalog 1908. Leipzig, Seubner. 
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BIRNDT, M., Raumlehre. 1. Lehre von den ebenen Figuren. [,,Der Unterricht an  

Raugewerk~chiilen~'  2 0 . )  3 Autlage. Leipzig u.  Rerlin i 9 0 7 ,  'l'ei~hner. 
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Vollanstalten mit AusschluB der Kegelschnittslehre). Leipzig u. Berlin, Teubner. 

Geb. in Leinw. A L .  4 .do. 
PLAXCK, If., Da8 Prinzip der Erhaltung der Energie, a. N. B. 63. 
PO INCA RI^, L.. Moderne Physik, S. N. 13. 64. 
1, RA~I~ION~-WINKR~,LINEAL - von Hugo Btoyka. Merlin. Ashelm. . I l  -30. 
P C ~ E K ,  A u ~ s v r ,  Studien zur vergleichenden Physiologie des Stofi~echsels.  (Abh. 

der Knnigl. Ges der Wiss. zu Gottingen. Mathem.-physikal. Klasse. Keue 
Folge Ild. VI. Nr. 1.)  Berlin, Weidmaun. A 5.- 

Rarsc~r~Boi.: und Erl%uteriingen für die Studierenden der Mathematik und Physik 
a n  der Universitat Gottingen. Hrsg. v. der Direktion des mathem.-physikal. 
Seniinars. Neue Aua. Herbst 1907. N i t  einem Anharig: Statuten des mathem. 
Lesezimmers. Leipzig 1907, Seubner. "IL. 1.- 

Rai BEI:, A., Der Pythagoriiische Lehrsatï. und seine Aeiieutiing in der Korperwelt. 
Leipzig 1907, Thieme. 

H.EY, B., Thcorie der Physik. S. K. B. 111. 
Rsvs, THIWD~R,  Die Geometrie der Lage, Vortrage. Erste Abteiluug. Fünfte, ver- 

besserte und vermehrte Auflage. Leipzig. Krnner. Ji s.-; geb. ,L 10. 
Rrcu . r~n ,  O.. Kreis und Kugel in senkrechter Projekkion, S. N. B. 18. 
R,IIX, J o ~ ~ n x s ,  Gnsere Weltinsel, ihr  Werdeu und Vergeheu. (Naturwissenschaftl- 

Zeitfragen Heft 1.) Hamburq, Schloessmann. ,# 1 .bu. 
Rrnk-m., R., Elektrotechnik, a. N. R .  68. 
RVFII:BACH, C , Vierstellige l~~arithmisch-trigonometrische Tafeln, S. N. B. 96. 
ROSEKI~EIIG, K., Experimentierbuch, s. N. B. 69. 
RÜIIL, HRIXILICH. Elementarer Heweis des Fermatschen Satxes. Darmstadt, Niiller 

& Hiihle. 
HUSGE, C. Analytische Geometrie der Ebene. Leipzig u. Berlin. Teubner. 

Geb. in Leinw. X 6.-. 
SACHS, J., Tafeln m m  mathematischen Unterricht, S. Pa. B. 98. 
SAKI~ETTE, H., Calculs d'emprunts, a. K. B. 6. 
St;~:i*.~.:a, Cr.., Maxwellüche Theorie, s. N. B. '70. 
SCH.~F~~.XIL, C., Katur-Paradoxe, S. N. B. 112. 
SCIIIFHEITI.IS, PACL, Die Theorie der Be~selsclieu Funktionen. (Mathem.-physika- 

lische Schriften für Ingenieure u. Studierende, hcrausgegeben von K. Jahnke, 4.) 
Leipzig u .  Berlin, Teubner. X 2.80; geb. in Leinw. A 3.20. 

S c ~ a r r ,  A., Der Eisenhahnbau. 1. (,,Der Unterricht a n  Raiigewerkschulen" 1.7.) 
Leipzig u .  Berliu, Teubricr. Kart. ,H 3.60. 

- , Dasselbe, TI. (,,Der Unterricht an  BaugewerkschuleniL 16.) Zbenda. Kart. A 2.80. 
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SCIIEIBNE~, W., Beitriige zur Theorie der linenren Transformationen. Als Eiii- 
leitung in die algebrai~che Invariantentheorie. TApzig 1907, Teubner. .N 

S C H E ~ E R ,  J., Populare Astrophyaik, S. K. H. 71. 
SCHLERINGER, LGDWIÜ, Vorlesungcn über lineare Differcntialgleiehiingen. Leipzig 

o .  Berlin, Tenbner. A IO.-; geb. in Leinw Jt Il.-. 
S C I I ~ I I L ,  CAR., Arithmetik und Algebra nebst Aufgabensammlung. II. Teil. Aus- 

gabe A. Fü r  die Obersekunda und Prima der Gymnasien. GieBen, Both. 
Jl 1.60; geb. X 2.-. 

- , Dasselbe, Ausga,be B. Fiir die Obersekunda der realistischen Anstalteu. 
Ebenda. .A 1.60; geb. "46 2.-. 

- , Sammlung von Aufgaben aus der Algebra und algebraischen Analysis i m  
AnschluB a n  das Lehrbuch: Die Algebra und algebraische Analyiia mi t  Ein- 
schluB einer elementaren Theorie der  Deterrninanten. Fiir die Pr ima der  
realistiscben Snstalten.  OieBen 1909, Roth. .W 1.60; geb. 2.-. 

SCIIONPLIBS, A., IIauptgesetze der zeiehnerischen Darstellungtimethoden, S. N. B. 19 .  
SCHRO~EH, K., Abri0 der Algehra der Logik, a.  N. B. 25. 
SCHUBERT, HEHH., Niedere Aualysid. 1. Teil: Korubinatorik, Wahrscheiulichkeits- 

reclinung, Kettenbrüche u. diophantische Gleichungen. (Sammlung Schubert \'.) 
2. Auflage. Leipzig, Goschen. Geh. in T,einw. ..lt 3.60. 

-, Vierstellige Tafeln und Gegentafeln für logarithmisehes und trigur~ometrisühes 
Rechnen, in zwei Parben ausammengestellt. (Sammlung Goschen 81.) Dritte, 
verbesserte Aufiage Leipzig, Goschen. Geb. ,iI -.80. 

SCHUBERT. HEBMANR, U. SCHUMPELICK, BDOLF, Arithmetik für Gymnasien. Zugleich 
fünfte Auflage von Schuberts Sammlung von Aufgaben usw. Zmeitcs Hcft: 
Kir obere Klassen. Leipzig, Goschen. A 2.80; geb. in Leinw. Jt 3.25. 

-- , Ausgewihlte Resultate zur Arithmetik für Gymnasien. Zweites Heft. Ebenda. 
W 1.-. 

SCHWAB, &XI,, U. LESSER, OSKAR, Mathematisches Lnterrichtswerk zum Gebrauche 
an hoheren Lehranstalten.. im Sinne der Meraner Lehrplane bearbeitet. 
1. Band: Arithmetik und Algebra. 1. Teil: Fiir die mittleren Klasfien siiuit- 
licher hoheren Lehranstalten. Wien 1909, Tempsky. Ge l .  A 2 80. 

S c ~ n , n r a e ~ ,  A.,  Ilas Regulierproblem in der Elektrotechnik, S. N. B. 72. 
SCHWERIXG, I~ARL,  U. KBIMFHOPF, WILHELY, Ebene Geometrie. Nach den neuen Lehr- 

pliinen beorbeitet. 6. Auflage. Freiburg i. B., IIerder. ,iI 1.70; geb. JII 2.20. 
SEEULET, J. A. ,,, Lehr luch der Differential- und Integralrechnung. 'Jaeh Axe1 

Harnacks Ubersetzurig. Vierte und fiinfte Auflage, bearbeitet von Georg 
Scbeffers. 1. Band. Differentialrechnung. Leipzig u. Berlin, Teubner. 

A I l . - - ;  geb. in Leinnr. Ilt 
SIEBEKG, AUGUST, Der Erdball, seiue Entwicklurig und seine Krkfte. Lieferung 1. 

Esslingen u. Xünchen, Sehreiber. ,K -.75. 
STAÜKEL, PAUL, U. AIIRRIR, WII.HELM, Der Briefweçhsel zwisühen C. G .  J Jacobi 

und P. H. von FuB über die Heransgebe der Werke Leunbard E u l e m  Heraus- 
gegeben, erlautert und durch einen Abdruck der F115sc:hen T~iste der Eulerschen 
Werke erginzt.  Leipzig, Teubner. .M 8.-. 

STEASSER, II., Nuskel- und Gelenkmechanik, a. N. U. 33 
S~uwri.:: HERM., Uher Beaiehungen der Thermo- und Tribo-Elektrizitat zur Elektro- 

physiologie. Berlin-Charlotteriburg, Kurtzig. Jl 1.20. 
STLXM, R u r m r . ~ ,  Die Tdehre von den geometrischcn Verwandtschaften. 1. Rand. 

Die Verwandtschaften zwischen Gebilden erster Stufe. (Tenbners Sarumlung 
Bd.XXVLI;i ) Leipzig und Berlin, Tcubner. Geb. in Leinw. ,(C 1 6 . ~  . 

-- , Die Lehre von den geometrisehen Verwandtschaften. II. Band. Die ein- 
deutigon linearen Verwandtschaften zwischen Gcbilden zweiter Stufe. (Teub- 
ners Sammlung lld. XXVii, 2.) Leipzig u. Uerlin, Teubner. 

Geb. in Leinw. X 16.-. 
S T U Y ~ A E R T ,  M., Cinq études de &ometrie analyt'ique. Applications d iver~ea  de  l a  

théorie des matrices et  de ?'élimination. Ouvrage couronné par  15Academie 
Royale de Belgique (Prix François Demyts). Zxtrait des Mémoires de  l a  
Société des Sciences de  Liége. Gent, van Goethem. Fra. 6.-. 

SYLVESTER, J. J., Mathematical papers vol. II, s. N. B. 113. 
TAPLA, TH., Gruiidzilge der niedereri Geodiisie, S. N. B. 14. 
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TECHRIK UND SCHULE, Beitriige zum gesamten Unterricht an  techniachen Lehr- 
anstalten. Herausgegeben von M. Girndt. 1. Band, 6 .  Heft. Leipzig u. Berlin. 
Teubner. X 1.60, 

B. G. Txunh-ER'S Verlag aiif dem Gebiete der Natheinatik, Natiirwissenachaften, 
Technik nebst Grenzwissenschaften. 101. Ausgabe. Mit einem Gedenktage- 
buche fiir Mathematiker und den Bildnisscn von G. Galilei, H. Bruns, M. Cantor, 
E. R. Fielmert, F. Klein, Fr. Kohlrausch. K. Kriipelin, C. Neumann, A. Penck, 
A.  Wüllner, sowie einem Anhange, Unterhaltungsliteratiir enthaltend. Leipzig 
il. Berlin, Teubner. 

SHEOUOKOIIF, P., Uémonstration de la  grande proposition de Fermat, x n  + yn = 211 
est impossible en nombres entiers ai n > 2. Sofia, Imprimerie de P. M. Basaïtoff. 

TEOMAE, J., Vorlesungen über bestimmte Integrale und die Fourierschen Reiheii. 
Leipzig u. Berlin, Teubner. Geb. in Ideinw. A 7.W. 

T T M ~ ~ I N G ,  H. E., Geometne der Kriifte, 6. N. B. 36. 
 VAT^ K., Ilebezeuge. Uas Heben fester, fliissiger und luftfli~miger Korper. (,,Au# 

Natur und GeietesweltL' 196.) Leipzig, Teubner. Jf. 1.-; gcb. JX 1.25. 
VI~.LARD, P., Ides rayons cathodiqiies S. N. R .  74. 
VOIGT, W., Magnetu- und Eleklrooptik, S. N. B. 75. 
Voss, A. ,  Über dafi Wesen der Mathematik. Rede, gehalten am 11. M%rz 1908 

in der Kgl. bayerischen Akadcmie der Wisseneçhaften. Erweitert und mit 
Anrnerkungen versehen. Leipzig u. Berlin, Teubner. X 3.60. 

Yoriiir,, G. C., u. POUXG, W. H., ,Der kleine Geometer. Deutsche Ausgabe, besorgt 
von S. uncl F. Bernstein. Leipzig u. Berlin, Seubner. Geb. i n  Leinw. ,A S.-. 

WAGNER, K. W., Elektromagnetische Ausgleichsvorgiinge, 8. N. B. 77. 
W ~ n n r a c , ,  H., I)as Hisenhiittenwesen, erlautert in acht Vortragen. (,,Ails Katiir 

u. Geistcswelt", 20. Bdchen.) 3. A d a g e .  Leipzig, Teubner. 
WHEAT~TONJ~,  BILRWSTER, ..., Abhündlungcn zur Gcschichte dcs Stercoskops, a. N.B. 79 .  
l V ~ r s n e  P., Die Herechnung von Eisenbetonbauten. (,,Der Unterricht an Raugewerk- 

schulen" 17.) Leipzig u. Berlin, Teubner. Kart. .A 1.50. 
~ ~ E ~ T Z E N U ~ C K ,  H~OLANU , Komplex-Symbolik. ~ i n e  Eiuführung in die analytiuclie 

Geometrie mehrdimensiorialer Kaurne. (Sammlung Schubert LVLI.) Leipzig, 
Goschen Geb. X 4.80. 

WIELEITNEH, HI<;INRIÇA, Speziellc ebene Kurven. (Sammlung Schubert Lm.) Leipzig, 
Goschen. Geb. i n  Leinw. A. 12.-. 

w ~ ~ ~ ~ ,  J., Praktische Ueispiele sus der darstellenden Geometrie, 8. K. B. 21. 
WOLF, KART., Gn1ndziige der E:lt:ktrotechnik ziim Qebraiiche an gcwerblichen Lehr- 

anstalt,en. Wien 1909, Helder. X 1.20. 
W o m s  DE R o m r , ~ , ~ ,  P., Sur les premiers principes des sciences math6matiques. 

Paris. Hermann. Prs. 2.30. 
WRIGHT, EDBIUXU, Invariants of quadratic ditferential forma. (Cambridge Tracts 

in Nathematics and mathematical Physics Ko. 9.) Cambridge University 
Press. 2 S. 6 d. 

ZEITSCHRIFTENSCHAU, umfassend die bedeutendsten mechanisch-techni~chen Zeit- 
schriften I)eutschlands, Osterreich-Urigarns, der Schweiz, Englands. Frank- 
reichs urid Kordamerikas, bearbeitet von der Redaktion der Zeitschril't des 
Vereins deutscher Ingenieure. - Uiicherschau, umfassend die wichtigsten, in 
den oben genanuten Landern erschienenen technischen Biicher, ziisammen- 
gestelll von der Verlag~buchhandlung von Julius Springer in Berlin. Elfter 
Band 1908. Zweites Vierteljahr. Berlin, Verein deutscher Ingenieure. 

Z~~FPRITZ, K., Kartenentwlirfslehre, S. K. B. 22. 

Uerichtigungen z u  He t t  3 dieses Bandes. 

S. 282, Z. 7 v. u. ist  ,,einem Titelbild und" zu streichen. 
S. 327, letzte Zeile, mu6 es (im zweiten Glied der Klammer) statt 8 heiBen -:-?, 

wodurch der Fehler in der Niherungsformei fiir k auf S. 328, Z .  3 v. o. auf die 
Hiilfte verriiigert vird. 

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



D i s t e l i ,  iiber einigo Satze der kinematischen Geometrie 
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P. Fr5 h l i  c h ,  VorgiLngo in zylindrischen Schraubenfedern. Trtfel 1. 

Zeitschrift f. Matliematik u. Plirsik. 56. Rand. 1908. Hsft 4. 
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P. Fr6 hli  c h , Vorgenge in aglindrischen ~chraubenfedern. . Tafel JI. 

Zeitsclirlit f Mrthematik n. Pliyaik. 56. Rand. 1908. Heft 4 
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