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DÉFINITIONS PRÉLIMINAIRES 

1. D é f i n i t i o n s d u m o u v e m e n t e t d u r e p o s . — Un corps est en mouvement 
ou en repos selon que sa position par rapport à un système de points de repère varie ou 
reste la même aux divers instants. On lui donne, dans le premier cas, le nom de mobile. 

Le mouvement d'un corps, comme le repos, peut être absolu ou relatif ; absolu, 
quand il est observé d'une station fixe, ou rapporté, à des points de comparaison fixes ; 
ri-latif, s'il est observé d'une station en mouvement, ou rapporté à des repères mo
biles. Un voyageur, assis dans un wagon de chemin de fer, est en repos par rapport 
au wagon (repos re'latif). et on mouvement par rapport à la voie supposée fixe ( m o u 
vement absolu). 

Ces définitions font appel à l'idée d'espace et à l'idée de temps. Chacun sait intui
tivement ce qu'il faut entendre par l'étendue et la durée. Ces deux choses, quel'on ne 
peut définir, sont cependant mesurables. 

2. M e s u r e d u t e m p 3 . — On mesure une durée en la comparant à une autre du
rée arbitrairement choisie, prise comme unité. Dans le système C. G. f>., l'unité de 
temps adoptée est la seconde de temps moyen. C'est la 8 6 i 0 0 m c partie du jour solaire 
moyen, ou de la moyenne du temps variable que le Soleil emploie en apparence 
pour faire le tour de la Terre, et revenir au même méridien. 

Pour déterminer le nombre d'unités de temps contenues dans la durée à mesurer, 
on assure, par des procédés variables, la répétition d'un même phénomène à des in
tervalles de temps égaux, qui se succèdent sans interruption. Dans les horloges à ba
lancier, ces intervalles égaux sont determines par les oscillations d'un pendule. On 
emploie souvent, en Physique, pour mesurer des durées très courtes, les vibrations 
d'un diapason. 

3. M e s u r e d e l ' e s p a c e p a r c o u r j . — Les espacos parcourus par les divers 
[joints d'un mobile sont des longueurs. Dans le système C. G. S., l'unité de longueur 
adoptée est le centimètre. Mais on emploie fréquemment d'autres unités. On dit, par 
exemple, qu'un train parcourt 60 kilomètres à l'heure, qu'une poulie fait '200 tours par 
minute, qu'un navire lile 18 nœuds. Le noeud est la cent-vingtième partie du mille ma
rin, c'est-à-dire d'un arc d'une minute du méridien terrestre. 11 vaut environ 1!) m. 43. 

4. C o r p s s o l i d e i n v a r i a b l e . — P o i n t m a t é r i e l . — Les corps que l'on ren
contre dans la nature sont susceptibles de changer de forme ou de dimensions sous 
l'influence des agents physiques ; ils sont compressibles, dilatables, élastiques, etc. 
lin mécanique, on raisonne sur une abstraction, le corps solide invariable, qui se dis-
lingue du corps solide naturel en ce qu'il n'est pas susceptible de déformation, quelles 
que soient la nature et la grandeur des efforts qui s'exercent sur lui. Il est entière
ment rigide et inextensible. 

On appelle point matériel un corps solide invariable de dimensions infiniment 
petites. C'est un point géométrique auquel on attribue les propriétés de la matière. 
Un corps solide invariable peut être considéré comme formé de points matériel s, re
liés les uns aux autre3 par des droites rigides et inextensibles . 

5. P r i n c i p e de l ' i n e r t i e . — F o r c e . — Un corps ne peut, de lut-mime, mo
difier l'étal de repos ou de mouvement dans lequel il se trouve. 
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Cette vérité fondamentale, due à l'observation, conduit à la notion de force. On 
appelle force toute cmme capable de. produire, ou de. mod.i[inr le repos ou le. mouve
ment d'un, corps. Les efforts musculaires des animaux, le poids des corps, les pres
sions exercées par les fluides sur les parois qui les renferment, les attractions et le s 
répulsions électriques ou magnétiques, etc. , sont des forces. 

6. D é f i n i t i o n e t d i v i s i o n s d e la M é c a n i q u e . — La mécanique a pour objet 
l'étude du mouvement et des forces. Elle se divise en trois parties : 

I. L \ C I N É M A T I Q U E , qui étudie le mouvement en lui -même, indépendamment des 
forces qui le produisent. 

II. LA D Y N A M I Q U E , qui étudie les relations entre les mouvements et les forces. 

III. LA. S T A T I Q U E , qui traite de l'équilibre des forces, c'est-à-dire des conditions 
dans lesquel les les effets de plusieurs forces agissant sur un corps se neutralisent. 

La Cinématique, dont nous nous occuperons exclusivement, se partage e l le-même 
en deux parties : 

1° La Cinématique pure, ou théorique. C'est une étude des propriétés mathéma
tiques des mouvements . Un corps étant considéré comme formé de points matériels, il 
est logique d'étudier d'abord le mouvement d'un point, puis ensuite celui d'un système 
de points. Ces parties de la Cinématique théorique sont appelées respectivement la 
C I N É M A T I Q U E D U P O I N T M A T É R I E L et la C I N É M A T I Q U E D E S S Y S T È M E S M A T É R I E L S . 

2° La (Cinématique appliquée, dans laquelle on recherche les formes à donner 
aux organes de machines pour réaliser une transformation de mouvement déterminée.: 
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CINÉMATIQUE LU POINT MATÉRIEL 

C H A P I T R E I 

E T U D E D U M O U V E M E N T S U R L A T R A J E C T O I R E 

M É T H O D E A N A L Y T I Q U E 

7. G é n é r a l i t é s . — On appelle trajectoire d'un point mobile le lieu géométrique 
<Jes positions qu'il occupe success ivement dans l'espace ; c'est une ligne essentiel le
ment continue, car le point en mouvement ne peut passer d'une position à une autre 
sans occuper une suite ininterrompue de positions intermédiaires. 

Suivant que la trajectoire est une ligne droite ou courbe, on dit que le mouvement 
est rectiligne ou curviligne. Le plus répandu des mouvements curvilignes est le mou
vement circulaire, dans lequel la trajectoire est une circonférence. 

Un mouvement est dit continu ou alternatif, selon que le mobile parcourt sa tra
jectoire toujours dans le même sens, ou bien alternativement dans lui sens et dans 
l'autre. Le mouvement d'un pendule est alternatif ; celui d'un volant est continu. 

Pour que le mouvement d'un point soit complètement déterminé, il ne suffit pas 
de connaître sa trajectoire ; il faut encore pouvoir marquer sur el le la position m-cupée 
par le mobile à un instant quelconque. Dans ce but, on mesure à chaque instant sa 
distance s à un point fixe o, appelé origine des espaces, pris d'une manière arbitraire 
sur la trajectoire (fig. 1). et on la considère comme une quantité algébrique, positive 
dans le sens ox par exemple, et négative dans le 
sens opposé. On choisit ensuite dans la durée une 
époque arbitraire, appelée origine, des temps, à 
partir de laquelle on commence à compter les se
condes. Un nombre t de secondes peut être regar
dé comme positif ou négatif selon qu'il est posté
rieur ou antérieur à l'origine des temps. A toute 
valeur de t correspond une valeur de s et une 
seule ; s est donc fonction de t, et il existe entre 
ces deux quantités une relation algébrique s = f [t], 
appelée loiou équation des espaces du mouvement, 
qui permet de déterminer à chaque instant la po
sition du mobile sur sa trajectoire. En particulier, la valeur de s à l'origine des 
temps, obtenue eu faisant t — odans l'équation s ; = / (f), est s0 =f (o). Cette distance,; 
positive ou négative, fait connaître la position Mo qu'avait le point mobile à l'origine 
des temps ; on l'appelle l'espace initial. 

La connaissance de l'équation des espaces permet aussi de résoudre le problème 
inverse : l'rouver à quel instant le mobile occupe une position donnée, sur sa traje.c-

Fig. 1. 
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taire. 11 suffît de résoudre par rapport ht l'équation s — f (L). En particulier, l'instant 
du passage du mobile à l'origine des espaces est donné par l'équation o=f (l). Le 
plus souvent, on prend cette époque pour l'origine des temps. Dans co cas, l ' e s p a c 
initial So est nul f i. 

Un mouvement est direct lorsque la trajectoire est parcourue dans le sens posi
tif des espaces, et ritrjijra.de dans le cas contraire. Dans le mouvement direct s croit 
en même temps que t ; dans le mouvement rétrograde, s décroît quand t. croît. 

Mouvement uniforme 

8. D é f i n i t i o n . — Un point possède un mouvement uniforme quand il parcourt 
des espaces égaux dans des temps égaux, si petits que soient ces temps. 

Il résulte év idemmentde cette définition que, dans 
le mouvement uniforme, l'espace estproportionnel au 
temps employé a i e parcourir. Si M», M, M'... sont les 
positions du mobile qui correspondent respect ive
ment à l'instant initial, et à des époques f, t'..., 

arc Mo M 
t 

arc Mo M' 
t " : etc. 

Le rapport de l'espace au temps employé à le 
Fig. 2. parcourir est donc constant. On lui donne le nom de 

vitesse, et on le représente par v. 
En particulier, soit As = arc MM' (fig. 3) l'espace parcouru par le point mobile pen

dant un temps quelconque at succédant à l'époque / à laquelle 
as 

le mobile est en M. D après ce qui précède, v — Si it est 
A t 

égal à l'unité de temps, v = A S . Donc la vitesse dans le mou
vement uniforme est mesurée par l'espace parcouru pen
dant l'unité de temps. On l'exprime avec la même unité que 
s, et l'on dit, par exemple , une v i tesse de deux mètres par se_ 
conde. 

ÙS Enfin, si l'on fait tendre At vers zéro, le rapport sans cesser d'être égal à la 

ds vitesse, a pour limite la dérivée - ^ de l'espace par rapport au temps. Nous verrons 

[dus loin (15) que cette relation entre la vi tesse et l'espace est vraie quelle que soit 
la nature du mouvement. Il n'en est pas de même des autres propriétés de la vitesse 
dans le mouvement uniforme, qui sont spéciales à ce mouvement. 

9. E q u a t i o n d e s e s p a c e s d a n s l e m o u v e m e n t u n i f o r m e . — Soient Mo et M 
(fig. 2) les positions du point mobile à l'instant initial et a u n e époque t, s0 et s leurs 
distances à l'origine des espaces , mesurées sur la trajectoire. L'arc Mo M, parcouru 
pendant le temps t, est exprimé par la différence s — So, quelle que soit la disposi
tion de la figure. On a donc, en appliquant la définition de là v i tesse 

(") 11 est important d'observer que s ne représente généralement pas l'espace parcouru 
pendant le temps t ; cet espace égal a s — so lorsque, entre l'instant initial et l'instant t, le 
mouvement ne change pas de sens, ne se réduit à s que si so = o. 
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d'où 
; = s o - ( - vt (1) 

C'est l'équation tics espaces du mouvement uniforme. Il faut remarquer qu'elle est 
. du premier degré en s et en t. 

Réciproquement, toute relation du premier degré entre l'espace et le temps dé
finit un mouvement uniforme. "Soit ' s = a-|-f)f (2). 
une telle relation, dans laquelle a et ü sont des constantes. En faisant t = o, on a 
s = a. Par suite s — a représente l'espace parcouru entre l'initial et l'instant quel
conque t. On tire de (2) 

I=JL = b 

Puisque le rapport de l'espace au temps employé à le parcourir reste constant 
quel que soit t, le mouvement est uniforme. 

10. R e m a r q u e . — La loi des espaces s = s0 — vt est générale si l'on convient 
de considérer s, so, i e t u comme des quantités algébriques. Nous avons déjà exposé les 
conventions de s igne relatives à l'espace et au temps. Quant à la vitesse, son expression 

v —— montre que, sí l on convient de donner au temps des accroissements positifs, 

elle est du signe de is. Par suite, la vitesse est positive ou négative selon que s aug
mente ou diminue quand t croît. Cela revient à dire que la vitesse est regardée comme 
positive dans un mouvement direct, et comme négative dans un mouvement rétrograde. 

11. C a s p a r t i c u l i e r . — Si so = o, le mobile part de l'origine des espaces à l'ori
gine des temps, et l'équation du mouvement uniforme se réduit à s = vt. 

12. P r o b l è m e d e s c o u r r i e r s . — Deux mobiles parcourent en même temps, et 
d'un mouvement uniforme, une trajectoire x'x. On demande l'heure de la rencontre, 
et quelle position ils occupent à cet instant sur la trajectoire commune. 

Prenons, pour les deux mouvements , même 
origine des espaces O et même origine des temps. 
En désignant par s 0 et s o les distances curvilignes 
des mobiles au point O à l'origine des temps, 
par v et v' les v i tesses , les lois des deux mouve
ments sont 

S = S a -

s ' = s ' » - v't 

A l'instant de la rencontre, s = s'. On a donc 

So - f - vt — s'o -;- v't 
(v — !; ' )£= s'o — s 0 (1) 

Cette équation convient à tous les cas, à la condition d'observer les conventions 
de signes posées précédemment. On en tire, en supposant v — v' ^ o 

t : 

En portant cette valeur de t dans l'expression de s, on trouve 

V S o V Sn (3) 

Les formules (2) et (3) font connaître l'instant de la rencontre, et la distance qui 
sépare, à cet instant, les deux mobiles de l'origine des espaces . 
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D i s c u s s i o n . — Si u — v'-/^{>, ii y a rencontre îles mobiles, dans l'avenir ou dans 

le passé suivant que est positif ou négatif, sur ox ou sur ox' selon le signe de 

!;,s'u v'Sa 

V — V 

Si v — u' = o, les formules \1) et ¡3) ne sont plus applicables. L'équation (1) se ré
duit à 0 X ( = S i — Sa (4) 
et deux cas sont à distinguer : 

1° Si s ' o — s 0 o, aucune valeur finie de t ne satisfait à l'équation (4), et les m o 
biles ne se rencontrent jamais. Ce résultat s'explique si l'on remarque que leurs vi
tesses sont égales en grandeur et en signe, et qu'à l'origine des temps ils sont à des 
distances différentes de l'origine des espaces . La distance M o M o qui les sépare à cet 
instant reste donc invariable. 

2" Si s 'o — so — o , l'équation (4) est indéterminée, ce qui signifie que les mobiles 
no se quittent pas. Dans ce cas, en effet, ils sont confondus à l'origine des temps, e t , 
par suite de l'égalité de leurs vitesses , ils ne se séparent pas. 

Les résultats de cette discussion son! résumés dans le tableau suivant : 

Les mobiles se rencontrent. L'heure de la rencontre et la 
\ distance du point de rencontre à l'origine des espaces sont dé-

jj'^é 0 ^ terminées par les formules : 

s'o — Sa rs a — ? ; ' S o 

•v—o 

• V - - V V — V 

\ s 'o — s0 o Les mobiles ne se rencontrent pas . 
'j s'a — s» = o heu mobiles sont toujours réunis. 

i2bis. M o u v e m e n t c i r c u l a i r e u n i f o r m e . — Soit M un point mobile, parcourant 
la circonférence o, de rayon r, avec la vitesse constante a, en partant de la position M o 
à l'origine des temps 'fi g .14). L'arc M0M, parcouru pendant le temps t, correspond à un 
angle de rotation M 0 o M =r . », et l'on a 

rt = at d'où a = — X t 
v 

Le rapport ~ - a reçu le nom de vitesse angulaire, du point M . On le représente 

par bi. Pour éviter touto confusion, on donne k a le nom de vitesse linéaire du point M . 
Donc : La vitesse angulaire d'un point clans le mouvement circulaire uniforme est 
le rapport de sa vitesse linéaire, au rayon de la circonférence. 

La relation 

" = y X t = » i (1) 

montre que l'angle de rotation entre l'instant initial et l'instant t est égal au pro
duit de la vitesse angulaire par le temps. 

Si ' = 1, a — b>. 

Par conséquent : La vitesse angulaire est égale à l'angle de rotation pendant 
l'unité de temps. 

Enfin, en prenant les dérivées par rapport à r des deux membres de l'équation (1) 
on trouve 

du. 
Ht'^w 

La vitesse angulaire d'un mouvement circulaire uniforme est donc égale à la dé
rivée de l'angle de rotation par rapport au temps. 
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§ II. - Mouvement varié. 

13. D é f i n i t i o n . — U n m o u v e m e n t q u i n ' e s t p a s u n i f o r m e e s t d i t varié. D a n s u n 

t e l m o u v e m e n t , l e r a p p o r t d u c h e m i n a u t e m p s e m p l o y é à l e p a r c o u r i r v a r i e à c h a q u e 

i n s t a n t , e t l ' é q u a t i o n d e s e s p a c e s n ' e s t p l u s d u p r e m i e r d e g r é e n s e t t. 

14. V i t e s s e m o y e n n e p e n d a n t u n t e m p s d o n n é . — S u p p o s o n s q u e le m o 

b i l e o c c u p e s u r s a t r a j e c t o i r e , a u x i n s t a n t s t e t î ' , 

l e s p o s i t i o n s M e t M ' , c a r a c t é r i s é e s p a r l e u r s d i s 

t a n c e s s e t s ' à l ' o r i g i n e d e s e s p a c e s ( f i or. 5 1 . L ' a r c ~ ~ 7 

M M ' — s'— s e s t p a r c o u r u p e n d a n t l e t e m p s t' — t 

D ' a p r è s l a d é f i n i t i o n c i - d e s s u s , l e r a p p o r t 
t' — t 

q u i m e s u r e l ' e s p a c e m o y e n p a r c o u r u p e n d a n t u n e 

s e c o n d e d u t e m p s V — t, d é p e n d à l a f o i s d e t e t d e t'. 

O n l u i d o n n e l e n o m d e vitesse m o y e n n e d u m o b i l e ^ig. 5. 
p e n d a n t l e t e m p s t' — t. 

C o n s i d é r o n s , s u r l a m ê m e t r a j e c t o i r e , u n m o b i l e j i , a n i m é , d ' u n m o u v e m e n t u n i -

g ' .t; 

f o r m e . , q u i p a s s e e n M e t M ' a u x i n s t a n t s t e t t ' . L e r a p p o r t — ^ — r e p r é s e n t e l a v i t e s s e 

d e c e s e c o n d m o b i l e (8). P a r c o n s é q u e n t , la vitesse moyenne d'un mouvement varié 
entre deux époques données est égale à la vitesse d'un mouvement uniforme qui 
ferait parcourir au mobile le même espace pendant le même temps. 

O n p e u t d o n c a p p l i q u e r à l a v i t e s s e m o y e n n e l a c o n v e n t i o n d e s i g n e f a i t e a u p a 

r a g r a p h e 1 0 ; e l l e s e r a r e g a r d é e c o m m e p o s i t i v e d a n s l e m o u v e m e n t d i r e c t , e t c o m m e 

n é g a t i v e d a n s l e m o u v e m e n t r é t r o g r a d e . 

15. V i t e s s e d u m o b i l e à u n i n s t a n t d o n n é . — E n t r e d e u x i n s t a n t s t e t t -\- m, 
l e m o b i l e p a r c o u r t l ' a r c M M ' = J s d e s a t r a j e c t o i r e ( f i g . 3), L a v i t e s s e m o y e n n e d u 

A s 

m o u v e m e n t p e n d a n t l e t e m p s SI e s t ^ e t s a v a l e u r d é p e n d à l a f o i s d e t e t d e A L 

Q u a n d M t e n d v e r s z é r o , —v- a g é n é r a l e m e n t u n e l i m i t e , q u e l ' o n a p p e l l e l a vi-

A t 
tesse du mobile à l'instant t, e t q u i e s t l a d é r i v é e d e s p a r r a p p o r t à t. E n l a d é s i g n a n t 

p a r v. o n a u = ~~JT~' ^ d o n c o n c o n n a î t l ' é q u a t i o n d e s e s p a c e s d u m o u v e m e n t , 

s = f[t), o n o b t i e n t l ' e x p r e s s i o n d e l a v i t e s s e , à c h a q u e i n s t a n t , e n c a l c u l a n t l a d é r i 

v é e v ~ f (t) d e l a f o n c t i o n f (l). C e t t e r e l a t i o n e n t r e l a v i t e s s e e t l e t e m p s s ' a p p e l l e 

l a l o i o u l'équation des vitesses (**). 

ds 
D c i ! = — - y — , o n t i r e ds — vdt 

dt ' 

L'espace infiniment petit parcouru par un mobile pendant le temps d t succédant 
à l'instantt est donc toujours exprimé par le produit v d t , quelle que soit la nature du 
mouvement. 

E n f i n , l a v i t e s s e à l ' i n s t a n t t, c o m m e l a v i t e s s e m o y e n n e d o n t e l l e e s t l a l i m i t e , 

e s t r e g a r d é e c o m m e p o s i t i v e d a n s le m o u v e m e n t d i r e c t , e t c o m m e n é g a t i v e d a n s l e 

m o u v e m e n t r é t r o g r a d e . 

(*) G e l a s u p p o s e q u e l e m o u v e m e n t n e c h a n g e p a s d e s e n s e n t r e l e s i n s t a n t s t e t t' 

{ " ) L a l o i d e s v i t e s s e s d u m o u v e m e n t u n i f o r m e e s t v = C o n s t a n t e . 
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18. A p p l i c a t i o n . — Cons idérons , par exemple , le m o u v e m e n t var ié dont l 'équation 
des e spaces est 

.s = 2 5 t r * 

l 'uni té de longueur é tan t le cen t imè t r e . Calculons : 1° la vi tesse moyenne en t re la 
p remiè re e t la t ro is ième seconde ; 2° la v i tesse à la fin de la t ro is ième seconde . 

1° En donnant h t s u c c e s s i v e m e n t les va leurs 1 et 3, on t rouve pour s les valeurs 
H et 53. 

La vi tesse moyenne en t re la p r e m i è r e et la t ro is ième seconde est donc 
53 — 11 

.,^ZT\—= c e C I U * s ' K n ' ' i e l u e , pendan t cet in terval le de t emps , le mobi le par

court en moyenne 21 c en t imè t r e s par seconde, 

2 u La dér ivée de s par r appor t à t est 

_ * _ = B = 5 + 8 t 

D 'après ce qui p récède , elle donne l ' express ion de la v i tesse à l ' ins tant t. En fai
sant t = 3, on a i: = 29 

Si le mouvemen t , à par t i r de cet ins tant , devena i t uniforme, le mobi le pa rcour ra i t 
29 c en t imè t r e s pendan t chaque seconde succédan t à la t ro i s i ème . 

ds 
17. R e p r é s e n t a t i o n g é o m é t r i q u e d e la v i t e s s e . — L ' e x p r e s s i o n v = — p 

conduit à r e p r é s e n t e r la v i tesse par un vec teur 
Mil or ienté comme ds, c 'est-à-diie tangent à la 
t ra jectoire , et dirigé du côté des espaces positifs 
quand r > o (mouvement direct'*, du côté des es
paces négatifs quand v < o (Mouvement ré t ro
grade] . La longueur de ce vec t eu r est propor
t ionnel le à la va leur numér ique de la v i tesse . 

18. P r o b l è m e . — Connaissant l'équation 
des vitesses d'un mouvement, remonter à l'é
quation des espaces . 

Soit v = f \t) l ' équa l i jn des v i tesses d'un 
m o u v e m e n t ; on peut écr i re 

f [t] d'où ds = f(t)dt 

La r eche rche de l 'équation des espaces , quand on connaî t celle des v i tesses , revient 
donc à la dé te rmina t ion d'une fonction dont on connaî t la différentielle, c 'es t -à-di re à 
une in tégra t ion . En in tégran t les deux membres en t re les l imites cor respondan tes s 0 

et s pour l ' espace, o et 1 pour le t emps , on a 

s — so— C,[t)dt 

on s = S o _ u J " ' f [t) dt 

On voit que , pour former cet te express ion généra le de l 'équation des e s p a c e s , il est 
indispensable de connaître l'espace initial So. 
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13. A p p l i c a t i o n s . — L Soit proposé du trouver l'équation des espaces du mou
vement dans lequel la vitesse est constamment égale à — 2, le mobile étant à une 
distance + 3 de l'origine des espaces à l'instant initial (l'unité est le centimètre). 

, , cî-s On a, dans ce cas, .s0 = — ,! et ,— = — 1 
al. 

En intégrant membre à membre entre les limites 3 et s pour l'espace, o et t pour le 
temps, il vient 

dt 

ou s — 3 = — 2i 

s = 3 — 2t 

Le mouvement est uniforme et rétrograde. 

IL Supposons que l'équation des v i tesses soit de la forme 

v = Vo + cp t 

v0 et y désignant des quantités indépendantes du temps. On peut écrire 

("s = (7"o + a t) dt 

En intégrant membre à membre entre les l imites correspondantes s o e t s , o et t, on a 

i dt 

dt 

dt 

S — So = J^ («o + ? t) 

OU S = So + f Vo dt - f - Ç s t 

= So - j - Va Ç dt + f f" t 

1 
= So f- Dot -j g~ ? 

20. M o u v e m e n t v a r i é a c c é l é r é o u r e t a r d é . — On dit qu'un mouvement 
varié est accéléré ou retardé selon que la valeur absolue de la vi tesse augmente ou 
diminue quand le temps croît. Nous indiquerons plus loin (38) le moyen de recon • 
naître, à ce point de vue, la nature d'un mouvement varié. 

§ III. — Mouvement uniformément varié. 

21. D é f i n i t i o n . — On dit qu'un point est animé d'un mouvement uniformé
ment varié quand sa vitesse augmente ou diminue de quantités égales dajis des temps 
égaux, quelque petits que soient ces temps. 

D'après cette définition, les variations de la vi tesse sont proportionnelles aux 
temps pendant lesquels el les se produisent. Par suite, le rapport de l'accroissement 
algébrique de la vitesse à l'accroissement correspondant du temps reste constant dans 
le mouvement uniformément varié.. Ce rapport, que nous représenterons par s'ap
pelle l'accélération tangenticlle du mouvement. 
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Soient i; la vitesse à l'instant /, et ic sa variation pendant le temps 4„! succédant 
à cet instant. D'après ce qui précède, 

M'. 

• * ' s' 

Si l'on suppose, At — 1 seconde, ¡p = ¿ U . L'accriZé ration tangentielle, dans le mou
vement uniformément varié, est donc mesurée par la variation de la vitesse du mo
bile pendant l'unité de temps. On l'exprime avec la même unité que v, et l'on dit, 
par exemple, une accélération de 9 m. SI par seconde. 

A?; 
Enfin, si l'on fait tendre Ai vers zéro, le rapport ——, sans cesser d'être égal à 

l'accélération ¡p, a pour limite la dérivée de v par rapport à t. Puisque la vi tesse est 
dv d.~s 

e l l e -même la dérivée de l'espace, on a ¡p = ~ · L'accélération tangentielle, 

dans le, mouvement uniformément carié, est donc la dérivée première de la vitesse, 
et la dérivée seconde de l'espace par rapport au temps. Nous verrons bientôt (37) 
que ces relations entre ^, v et s sont vraies quelle que soit la nature du mouvement 
varié. 11 n'en est pas de même des autres propriétés de l'accélération tangentiel le 
dans le mouvement uniformément varié. 

22. E q u a t i o n d e s v i t e s s e s d a n s l e m o u v e m e n t u n i f o r m é m e n t v a r i é . — 
Soient vo la vitesse du mobile à l'origine des temps [vitesse initiale), et v sa vitesse à 
l'instant f La variation de la vitesse entre l'instant initial et l'instant t étant toujours 
représentée, en grandeur et en signe, par v — Vo, on a, d'après la définition de l'accélé
ration tangentielle 

V — Vo 
f = t 

d'où v = vo + 9 t il) 

Cette expression algébrique de v en fonction de t est l'équation des vitesses du 
mouvement uniformément varié. Il faut remarquer qu'elle est du premier degré en v 
et en t. 

Réciproquement, quand l'équation des vitesses d'un mouvement est du premier 
degré en v et en Í, le mouvement est uniformément varié. 

Soit v = a - L bt (2) 

une telle relation, dans laquelle a et b sont des constantes. En faisant t = o, on a v = a ; 
v — a est donc la variation de la vitesse entre l'instant initial et l'instant t. On tire de (2) 

Puisque le rapport de la variation de la vi tesse à la variation correspondante du 
temps reste constant quel que soi t i , le mouvement est uniformément varié. 

23. R e m a r q u e . — La loi des v i tesses v=v0 -j-tpf est absolument générale si 

l'on considère v, v0, ç et t comme des quantités algébriques. Nous n'avons à indiquer 

ici que ce qui concerne le signe à attribuer à l'accélération tangentielle : Son expres

sion cp = montre que, si l'on convient de donner au temps des accroissements 

positifs, elle est du signe de dv. Elle est donc positive eu négative suivant que la 
vi tesse augmente ou diminue quand t croît. 

24. C a s p a r t i c u l i e r . — Si la vitesse initiale du mobile est nulle, l'équation 
des v i tesses se réduit à v = cp t 

Dans ce cas, la vitesse est proportionnelle au temps (et non la variation de 
vitesse, comme dans le cas général). 
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De plus, si t — I seconde, v — ç, c'est-à-dire q;ic l'accciémh'on tangentielle est 
mesurée par lu vitesse acquise après la première seconde de mavciic. 

25. R e p r é s e n t a t i o n g é o m é t r i q u e d e l ' a c c é l é r a t i o n t a n g e n t i e l l e . L'ac
célération tangentielle, comme la vitesse, peut être représentée par un vecteur tan
gent à la trajectoire. Nous venons devoir que le signe de o est le même que celui de 
dv. Puisque dv est un élément dn vitesse, les conventions de signe posées aux para
graphes 10 et 15 lui sont applicables, D'après cela, le vecteur représentatif d'une ac
célération sera dirigé du côté des espaces positifs, si elle est positive, et du côté des 
espaces négatifs, si elle est négative. 

Observons que, tandis qu'une vitesse positive indique toujours un mouvement 
direct, une accélération tangentielle positive indique seulement une vitesse crois
sante, ce qui peut se présenter soit dans le mouvement direct, soit dans le mouve
ment rétrograde. Même observation pour une accélération tangentiel le négative. 

26. M o u v e m e n t u n i f o r m é m e n t a c c é l é r é o u r e t a r d é — L'accélération tan
gentielle étant la dérivée de la vi tesse , celle-ci croît quand a > o, et décroît quand 
© < o. Supposons qu'à un instant t la vitesse et l'accélération tangentielle soient po
sitives ; la v i tesse croît à partir d'une valeur positive et sa valeur absolue augmente 
avec t ; le mouvement est donc accéléré. 

Si v > o et tp < o, la vitesse décroît à partir d'une valeur positive et sa valeur 
absolue diminue ; le mouvement est, retardé. 

Si v < o et o > o, la vitesse croît à partir d'une valeur négative ; sa valeur ab
solue diminue et le mouvement est encore retardé. 

Enfin, si v < o et o < o, la v i tesse décroît à partir d'une valeur négative, sa va
leur absolue augmente et le mouvement est accéléré. 

Ces résultats sont résumés dans le tableau suivant : 
^ o ) o> > o Mouvement accéléré (direct). 

) o < o Mouvement retardé (direct). 

v o ( f > o Mouvement retardé (rétrograde). 
'( cf. <; o Mouvement accéléré (rétrograde). 

On voit qu'un mouvement est accéléré ou retardé à un instant t suivant qu'à cet 
instant la vitesse et l'accélération tangentielle sfmt de, même signe ou de signes-
contraires. 

Soit, par exemple, v 2 — 3 £ l'équation des v i tesses d'un mouvement uniformé-
o 

ment varié ; pour t — -~, v — o. Pour toute valeur de t inférieure à 2/3, v prend une 

valeur positive ; l'accélération tangentielle étant négative (o ~ — ! j - " — 3), le mouve
ment est uniformément retardé ; il s'effectue, de plus, dans le sens direct. Pour toute 
valeur de t supérieure à 2/3, o < o et le mouvement est uniformément accéléré dans 
le sens rétrograde. Ces résultats sont indiqués dans le tableau suivant ; 

t — °o 2/3 + =° 

V ->- QO - f - 0 OO 

<p — 3 — — 

Nature Uniformément retardé Uniformément accéléré 

du mouvement direct Repos rétrograde 
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O n v o i t q u ' u n e m ê m e l o i d e v i t e s s e s r e p r é s e n t e ;'i l a f o i s l e s d e u x g e n r e s d e m o u 

v e m e n t s u n i f o r m é m e n t v a r i é s . E n r a i s o n n a n t s u r l ' é q u a t i o n g é n é r a l e v = Vo + tp t , o n e s t 

a m e n é ; i c o n s i d é r e r d e u x c a s : 

l ° u > o . D e p u i s t = — o o j u s q u ' à t = — , l a v i t e s s e e s t n é g a t i v e ( s i g n e c o n 

? 
t r a i r e d e o ) e t l e m o u v e m e n t e s t uniformément retardé rétrograde. 

Va 
A l ' i n s t a n t t = - - , v = o e t l e m o b i l e s ' a r r ê t e . 

l a v i t e s s e e s t p o s i t i v e ( s i g n e c o n -

D e p u i s t = j u s q u ' à ( = + o o , l a v i t e s s e e s t p o s i t i v e ( s i g n e d e <p) e t l e m o u -

v e m e n t e s t uniformément accéléré, direct. 

2 J i f , < ; a . D e p u i s t — — œ j u s q u ' à f = — -

t r a i r e d e y), e t l e m o u v e m e n t e s t uniformément retardé, direct. 

A l ' i n s t a n t t — — • — , v — o e t l e m o b i l e s ' a r r ê t e . 

? 

D e p u i s t — — j u s q u ' à t = - f - oo , l a v i t e s s e e s t n é g a t i v e ( s i g n e d e i ) , e t l e m o u -

? • 
v e i n e n t e s t uniformémenl accéléré, rétrograde 

C e s r é s u l t a t s s o n t i n d i q u é s d a n s l e s t a b l e a u x s u i v a n t s : 

t GO 
Vo 

? + °° 

V — co — 0 - f - OO 

o + - f -

N a t u r e U n i f o r m é m e n t r e t a r d é U n i f o r m é m e n t a c c M é r é 

d u m o u v e m e n t * r é t r o g r a d e R e p o s d i r e c t 

? > 0 

! t — o o — - j - o o ! 
ç 1 

O < 0 
u 

? 

+ * 0 — • — o o 

N a t u r e U n i f o r m é m e n t r e t a r d é U n i f o r m é m e n t a c c é l é r é 

d u m o u v e m e n t d i r e c t R e p o s r é t r o g r a d e 

27. E q u a t i o n d e s e s p a c e s d a n s l e m o u v e m e n t u n i f o r m é m e n t v a r i é . — 
D e l ' é q u a t i o n d e s v i t e s s e s v = v0 -'r ^t, o n t i r e 

ds = (vo - j - yl) dt 
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II faut in tégre r les deux m e m b r e s de ce t te relation en t r e les l imi tes c o r r e s p o n 
dantes So et s, o et t. Le calcul , fait p r é c é d e m m e n t |1'J. II) donne 

s = So -f- Vot + 

On, voit que l 'équat ion des espaces du m o u v e m e n t uniformémer.t var ié es t du s e 
cond degré en t. 

Réc ip roquement , si l'espace est exprimé par un trinôme du second degré en t, 
le mouvement e.st uniformément varié. 

Soit, .s = a - f bt + cP 
la loi donnée , dans laquel le a, b, c son t des cons tan tes . L 'équat ion des v i tesses du 
mouvement est 

v = - Il = 0 + 2 et 
dt 

On sai t qu 'une tel le loi ca rac té r i se un m o u v e m e n t uni formément va r ié , accé léré ou 

r e t a rdé selon que t es t supé r i eu r ou infér ieur à 

28. C a s p a r t i c u l i e r s . — lJ Si la v i tesse initiale est nulle , l 'équat ion des e spaces 
se rédui t à 

s = «o + y 

1 

L 'espace parcouru en t r e l ' ins tant initial e t l ' ins tant t es t s — So —*rt*. On voit qu ' i l 

i s 1 proportionnel au carré du temps. 

Si l'on fait r = 1 seconde , on a s — sa = ~ y. Par conséquen t lorsque la vitesse 
initiale est nulle, l'accélération tangentielle est égale au double de l'espace parcouru 
vendant la première seconde de marche. 

2" Si l'on suppose à la fois u u — o et s 0 — o, c ' es t -à -d i re si, à l 'or igine des t e m p s , 
le mobile par t de l 'or igine des e spaces , sans vi tesse ini t ia le , l 'équation des espaces 
p rend la forme 

Dans ce cas et dans le p récéden t , l ' équat ion des v i tesses es t v = yt. 

29. D e q u e l q u e s p r o p r i é t é s d u m o u v e m e n t u n i f o r m é m e n t v a r i é . 

I . Vitesse moyenne du mobile entre deux époques U et t j . (ti <C '2 ). La loi des 

espaces s = so + Vot + -^ tpi2 donne , en y r emplaçan t t success ivement par h e t tt 

i 2 

Si = So + Votl + - - cplj 

= So + VoU + y cpij 

La v i tesse moyenne p e n d a n t l ' in terval le de t e m p s £1 — fi e s . 

_ s . - s , _ » . - * o + y ? ( < ; - * ? ) 

ou v« = v . + l , p ( f 1 + y ( l ) 
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D ' a u t r e p a r t , l ' é q u a t i o n d o s v i t e s s e s v = î î o - f - 9 t m o n t r e q u e l e s e c o n d m e m b r e d e 

l ' e x p r e s s i o n ( 1 ) e s t l a v i t e s s e d u m o u v e m e n t à l ' i n s t a n t • D o n c , la vitesse 

moyenne d'un mouvement uniformément varié entre deux époques données est 
égide à la vitesse réelle à l'instant milieu. 

I I . L e s v i t e s s e s d u m o b i l e a u x é p o q u e s t i e t t 2 s o n t r e s p e c t i v e m e n t 

Vi = Vc + 9 ti 

Vi = vo - f - tp h 

d ' o ù Vi + l ' a = 2n0 + ' f ( t t - f U) 

E n c o m p a r a n t à l ' e x p r e s s i o n (1), o n v o i t q u e Vm — ' ' • P a r c o n s é q u e n t , î a 

vitesse, moyenne d'un mouvement, uniformément varié, dans un intervalle de temps 
donné, est égale à la moyenne arithmétique des vitesses au commencement et à la 
fin de cet intervalle, 

I I I . Relation entre la vitesse et l'espace. O n o b t i e n t c e t t e r e l a t i o n e n é l i m i n a n t t 

e n t r e l e s d e u x é q u a t i o n s s = s0 + f o t - f - - i - o i -

r 9 * 

L a s e c o n d e d o n n e , a p r è s é l é v a t i o n a u c a r r é 

d 011 C „ 1* - 1 - -r, ? t — — 

e t , e n p o r t a n t d a n s l a p r e m i è r e , s = s 0 - ] ; 

2 cp 

c e q u e l ' o n p e u t é c r i r e ~ {v~ — r°o ) — a (s — s 0 ) 

D o n c : 

La demi-variation du carré de la vitesse entre l'instant initial et un instant quel
conque est égale au produit de l'accélération par le chemin parcouru. C e t t e r e l a 

t i o n c o n s t i t u e u n c a s p a r t i c u l i e r d u t r è s i m p o r t a n t t h é o r è m e d e s Forces vives, q u e 

l ' o n r e t r o u v e r a e n D y n a m i q u e . E l l e p e r m e t d ' é v a l u e r l a v i t e s s e e n f o n c t i o n d e l ' e s 

p a c e p a r c o u r u . O n e n t i r e e n e f f e t 

v'- = vl + 2 tp ( s — s 0 ) 

D a n s l e c a s p a r t i c u l i e r o ù v0 = o etsj^=o, c e t t e f o r m u l e s e r é d u i t à 

= 2 tp s 

L a u i i e s s e est, dans cette hypothèse, moyenne proportionnelle entre l'espace par
couru et le double de i accélération. 

§ IV. — Chute des corps. 

30. L o i s d a n s l e c a s de l a c h u t e l i b r e . — O n d é m o n t r e e n P h y s i q u e q u e l e s 

c o r p s p e s a n t s t o m b a n t e n c h u t e l i h r e , s a n s v i t e s s e i n i t i a l e , p o s s è d e n t u n m o u v e m e n t 

u n i f o r m é m e n t a c c é l é r é . O n d é s i g n e h a b i t u e l l e m e n t p a r l a l e t t r e g l ' a c c é l é r a t i o n d u e 
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à la p e s a n t e u r . C e t t e q u a n t i t é , q u i v a r i e a v e c l a l a t i t u d e e t l ' a l t i t u d e d u l i e u , e s t 

c o n s t a n t e e n u n m ê m e l i e u , e t v a u t a p p r o x i m a t i v e m e n t , à P a r i s , y in . 8 1 . 

S i l 'on p r e n d c o m m e o r i g i n e d e s e s p a c e s l e p o i n t do d é p a r t d u m o b i l e , c o m m e 

i n s t a n t i n i t i a l c e l u i d u d é b u t d e l a c h u t e , e t c o m m e s e n s p o s i t i f d e s 

e s p a c e s l e s e n s d e l a v e r t i c a l e d e s c e n d a n t e (figr. 8), l ' a c c é l é r a t i o n t e r 

r e s t r e d o i t ê t r e c o n s i d é r é e c o m m e p o s i t i v e , e t l e s l o i s g é n é r a l e s d u 

m o u v e m e n t u n i f o r m é m e n t v a r i é s e r é d u i s e n t à 

v = gt h = ^ g t -

h d é s i g n a n t l a h a u t e u r d e c h u t e . L ' é l i m i n a t i o n d e t, e n t r e c e s d e u x 

r e l a t i o n s , d o n n e 

v = \/2gk 

A 

1 ' 

4h 

77fl7777777777777\ 

F i g . S. 

31. T h é o r è m e . — Quand un corps lombe en chute libre, les espaces parcourus 
pendant les secondes s u c c e s s i v e s sont entre eux comme la suite naturelle des 
nombres impiirs. 

L ' e s p a c e e p a r c o u r u p e n d a n t l a s e c o n d e q u i s u i t l ' i n s t a n t t s ' o b t i e n t e n r e t r a n c h a n t 
l e s d e u x v a l e u r s d e h q u i c o r r e s p o n d e n t a u x é p o q u e s t e t t + 1. C e s v a l e u r s s o n t 

h • 

d ' o ù 

Ih 

h = ^g(Zt+l) 

Si l ' o n d o n n e à f l e s v a l e u r s s u c c e s s i v e s 0, 1, 2 , 3 . . . , l e s d i f f é r e n t e s v a l e u r s d e e r e 

p r é s e n t e n t l e s e s p a c e s p a r c o u r u s p e n d a n t l e s s e c o n d e s s u c c e s s i v e s ; c e s o n t 

4 -3X3 . 4-3 > < 5 -

ce q u i é t a b l i t l e t h é o r è m e . 

32. P r o b l è m e . — Un mobile lombe, sans vitesse initiale, sous Vaction de la pe
santeur. Au bout d'un temps très court e, on abandonne du même point un second 
mobile, sans vitesse initiale. On demande la distance qui sépare les deux mobiles : 
1" à un instant quelconque ; 2° quand le premier touche le sol. 

1° L e s d i s t a n c e s v e r t i c a l e s h i e t h% p a r c o u r u e s p a r l e s d e u x m o b i l e s à u n i n s t a n t q u e l 

c o n q u e t ( t > e) s o n t h' = 4" 3 ' ! 

1 
hi = Y g{t — t)-

L a d i s t a n c e d q u i l e s s é p a r e à c e t i n s t a n t e s t d o n c 

d = 4- <J [i'-(t-0 ,] = Y !7 Mît-») n 

A 

2° S o i t H l a h a u t e u r d u p o i n t d e d é p a r t a u - d e s s u s d u s o l . L e 
t e m p s e m p l o y é p a r l e p r e m i e r m o b i l e p o u r a r r i v e r à t e r r e e s t d o n n é 

1 
p a r l ' é q u a t i o n H = - g - gt!, d ' o ù l ' o n t i r e 

V g 

fi»-' 

, B 

F i g . 9 . 

(*) S i le t e m p s E es t e x t r ê m e m e n t faible p a r r a p p o r t à t, on a s e n s i b l e m e n t d = g t s. 
D a n s ce cas , la d i s t a n c e des deux mobi les va r i e à peu p r è s p r o p o r t i o n n e l l e m e n t au t e m p s . 
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P o u r ob ten i r la dis tance D des deux mobiles au m o m e n t où le p r emie r touche le 
sol, il suffit de r emplace r t par ce t te va leur dans l ' express ion de d. On t rouve 

On peu t simplifier ce t t e formule par l ' in t roduct ion de l 'espace AM = a -•= -|- g^ 

déjà pa rcouru par le p r emie r mobi le à l i n s t a n t où l'on abandonne le second. On a 

/ 2T 
< = v V 

et par su i te . D = y f f y / _ - 2̂ . y / — — y / - -j 

= 2 y / H 7 — « 

Si, par exemple , on lâche le second mobile quand le p r e m i e r a déjà parcouru 
\ 

de mi l l imè t re , le point de dépa r t é tant s i tué à 10 mè t r e s a u - d e s s u s du sol, on a, 

en p r enan t le m è t r e pour uni té de longueur 
"4(f 1 2 X 2 1 
ï f l « - - - 1 0 « - 10' | 0 , - - ° » . 0 4 envi ron. 

Y 

La d is tance des deux poin ts , d 'abord négl igeable , es t donc devenue t r è s appré
ciable. Cela expl ique pourquoi , dans un je t d 'eau, des gou t t e l e t t e s qui pa r t en t du 
m ê m e point s ens ib l emen t en m ê m e t e m p s , r e tomben t dans le bass in n e t t e m e n t s épa 
rées les u n e s des au t res . 

33. L o i s d e la c h u t e d e s c o r p s d a n s l e c a s d ' u n e v i t e s s e i n i t i a l e d ir i 
g é e v e r s l e b a s . — Le m o u v e m e n t est encore un i fo rmément accé lé ré . P renons 
l 'origine des e spaces , l 'origine des t emps et le sens positif des espaces comme dans 
le cas par t icu l ie r déjà é tud ié (30). La vi tesse ini t ia le v0, d i r igée ve r s le bas , doit ê tre 
regardée comme posi t ive ainsi que l ' accéléra t ion g. Les lois généra les du mouve 
ment un i formément varié dev iennen t donc 

1 

Il r.-.v„l + — gf-

v = Va - j - gi 

L'él iminat ion de t ent re ces deux équat ions donne l ' express ion de la v i tesse en fonc
tion de la h a u t e u r de chute. 

v = )/vl + îgh. 

34. M o u v e m e n t d ' u n c o r p s p e s a n t l a n c é d e b a s e n h a u t . — Un corps 
pesant , lancé de bas en haut avec une vi tesse initiale vQ, p r end d 'abord un mouvemen t 
uni formément r e t a rdé ; au bout d'un cer ta in t emps , il s ' a r rê te , puis descend d'un mou
vemen t un i formément accé lé ré , sans vi tesse ini t ia le . Nous nous proposons d 'é tudier 
ce double mouvemen t . 
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1° Lois du mau.vemr.iu ascendant. P renons co mme origine des e spaces le point 
do dépar t A du mobile , comme sens positif celui de la ver t ica le 
a scendan te , et pour origine des t e m p s l ' ins tant du dépar t . Dans 
les lois généra les du m o u v e m e n t un i fo rmément var ié , il faudra 
faire s 0 = - o . D'autre part , la vi tesse init iale r n , d i r igée vers le 
haut , es t posit ive, et l ' accéléra t ion g est négat ive. Kn appe lan t 
h le chemin pa rcouru pendan t le t emps t, on a donc 

h = vot — 
1 

1) 

: Vo - rjt 
L'él imination de t en t re ces deux équa t ions donne l 'expression 
de la v i tesse v quand le mobile a a t te in t une hau t eu r h au-dessus 
de son point de d é p a r t 

Soispas;îif 
des rsp.jccj 

Sou paaiùf 
dts espaces ft 

JÙKjlfasaaid? ' 

V 7 ^ gh Pig. in. 

2° Hauteur totale d'ascension Le mobile cesse de monter quand sa vi tesse de
vient nul le . A ce moment , on a, d 'après la formule (3) 

II (=11) . 

3' Durée de l'ascension. A la fin de la pér iode d 'ascension, on a, d 'après la for
mule (2) 

Vo — gt — o 

t T). 

4 n Durée de la c h u t e . Quand le mobile es t pa rvenu en B au point cu lminan t de 
sa course , il p r e n d un m o u v e m e n t d e s c e n d a n t un i fo rmément accé lé ré , s a n s v i tesse 
initiale, dont les lois sont, en chois issant R comme nouvel le origine des espaces llc« 
sspaces positifs é tan t dir igés vers le bas) et l ' instant où commence la descen te cornu" 
nouvelle origine des t emps . 

v — gt' 

»' = \f 2 3 / 1 

(5) 

(6) 

Pour que le mobile rev ienne à son point de dépar t , il faut que h' — II. On a à cet 
ins tant , d ' après l ' équat ion (4) 

d'où t - Vo 

On voit que la durée, de la chute est égale à celle de. l'ascension. 
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5° Vitesse à lu FIN de la chute. La v i t e s se finale est , d 'après l ' équat ion (5) 

v =fjt Va. 

Elle e s t dir igée vers le bas. Donc le mobile revient h son point de départ avec 
une vitesse égale à sa vitesse initiale, mais dirigée en sens contraire. 

On peut se d e m a n d e r pourquoi l'on ne t rouve pas — vo pour express ion de la v i 
tesse finale. Cela t ient à ce que le sens positif des espaces et des vi tesses n ' es t pas 
le m ê m e dans le mouvemen t a scendan t que dans le m o u v e m e n t de chute . 

6 ' Vi fesse d ' a scens ion en un point quelconque, et vitesse de descente au même 
point. Soit M un point que lconque de la ver t ica le AE, s i tué à une 
d is tance tu du n iveau du sol. Quand le mobile passe en M en mon
tant , sa v i tesse V\ , donnée par l 'équation ('!), est 

B 

J ' I G . 1 1 . 

ghi 

Quand il r epas se en M, it a parcouru , dans le m o u v e m e n t de 
descen te , un espace 

H - In = Ô In 

Sa v i tesse v'i, donnée par l 'équation (ij), es t 

r ' , = V-SMH — HI)= \ / I-I - " U H I 

Donc v\ = V\ . Dans son double mouvement d'ascension et de descente, le mobile 
reprend la même vitesse quand il repasse au même point. 

Il emploie aussi le m ê m e t e m p s pour parcour i r le m ê m e espace , soit en mon tan t , 
soit en descendant . Le t e m p s nécessa i re pour aller de M en B à la mon tée es t 

T — T\ 
Vo — Vi 

0 

Vj 

en dés ignant par F I le t e m p s , donné par la formule (2), nécessa i re au mobile p o u r mon
te r ju squ ' en M. Le t emps nécessa i r e pour parcour i r ce même espace à la descen te est , 
d ' après l 'équat ion (û) 

V i 
9 

On voit que U —1\ 

R e m a r q u e . — Les formes a lgébr iques des lois du m o u v e m e n t de chu te diffèrent 
de cel les du m o u v e m e n t d 'ascension à cause du c h a n g e m e n t des or igines qui a é té 
effectué. En conservant dans la chu te les m ê m e s or ig ines que pour l ' ascension, les 
formules (1) (2) e t (3) conviennent aux deux pér iodes du m o u v e m e n t . Si, par exemple , 
on donne à T dans la formule (1) la va leu r T -f- f, f ayant la m ê m e signification que 
dans les formules (4) (5| e t (6),on a 

H = VC (T + t ' ) - | g (T + T'F-
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o u , e n r e m p l a ç a n t T p a r s a v a l e u r — — 

h = \r qt1 — H — h' 
2 g 2 a 

c e q u i m o n t r e q u e l a f o r m u l e ( 1 ) c o n t i e n t l a f o r m u l e ( 4 ) . D e m ê m e , s i l ' o n f a i t l a s u b s 

t i t u t i o n d a n s ( 2 ) 

« = ?;„ — g ( T - f - f ' ) = — gf =— v' 

L a f o r m u l e ( 2 ) c o n t i e n t d o n c a u s s i l a f o r m u l e ( 5 ) . 

35. P r o b l è m e . — Un corps pesant est Lancé de bas en haut avec une vitesse 
initiale v 0 . A quel instant se trouve-t-il à une hauteur h a u - d e s s u s du sol ? 

Application : u 0 = 3 0 m . h = 2 0 m . g — 9 m , 8 1 . 

L a v a l e u r d e t q u i r é p o n d à l a q u e s t i o n s a t i s f a i t à l ' é q u a t i o n d e s e s p a c e s d u m o u 

v e m e n t u n i f o r m é m e n t r e t a r d é p r i s p a r l e m o b i l e : 

1 
h — v0t — gtl 

vo ± \f vf-Ygn~ 
O n e n t i r e t— (1) 

L e p r o b l è m e n ' e s t p o s s i b l e q u e s i 

o u /? < - — 
2 g 

C e r é s u l t a t p o u v a i t ê t r e p r é v u , - g — r e p r é s e n t a n t l a h a u t e u r d ' a s c e n s i o n d u e à l a 

v i t e s s e Vo. 

v'0 

S i h < l a f o r m u l e ( 1 ) d o n n e d e u x v a l e u r s d i s t i n c t e s e t p o s i t i v e s d e t. L a p l u s 

p e t i t e 

e s t m o i n d r e q u e ^ ~ ( d u r é e d e l ' a s c e n s i o n ) ; e l l e d o n n e l ' i n s t a n t d u p a s s a g e à l a h a u 

t e u r h, p e n d a n t l a m o n t é e . L a p l u s g r a n d e , 

t i o + v M* — Igh 

s u p é r i e u r e à - ~ , d o n n e l ' i n s t a n t d u p a s s a g e a u m ê m e n i v e a u p e n d a n t l a d e s c e n t e . O n 

1 
v i e n t d e v o i r , e n e f f e t , q u e l ' é q u a t i o n h = Vot ^ 9^ c o n v i e n t a u x d e u x p é r i o d e s d u 

m o u v e m e n t . 

C I N É M A T I Q U E 3 
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Si l 'on fait v0 = 3Qm h = 20™ et g = 9 m , 8 1 , on a 

30 ± 0 H M — 19.62 X 20 
f = 9781 

_ 30 - i : 22.52 
9.81 

P a r c o n s é q u e n t £' — 0S,T6 

= 5%35 

§ V . — Accélération tangentielle dans le mouvement 

varié quelconque-

36. Lo r sque m o u v e m e n t n ' e s t ni uniforme, ni u n i f o r m é m e n t var ié , la v i tesse 
n ' es t ni cons tan te , ni r e p r é s e n t é e par une fonction 
l inéa i re du t e m p s . Son express ion v = f (t) es t p lus 
ou moins compl iquée se lon la na tu re du m o u v e m e n t 
var ié . 

Soient v et v les v i t e s ses du mobi le aux ins tan t s 
v' 

t et t'. Le r a p p o r t -, dont la va leu r dépend à la 
t' — t 

fois de t et de t', m e s u r e la var ia t ion m o y e n n e de la 
Fig. 11 v i t e s se p e n d a n t u n e s econde , dans l ' in terval le t' — t. 

Par ana logie avec ce que l 'on a vu dans le m o u v e 
m e n t u n i f o r m é m e n t var ié , ce r a p p o r t es t appe lé l'accélération tangentielle moyenne 
du mouvement pendant le temps t' — t. 

On p e u t imag ine r qu 'un second mobi le , an imé d 'un m o u v e m e n t u n i f o r m é m e n t 
va r ié , pa s se aux po in t s M et M' aux i n s t an t s t et t, avec les v i t esses v e t v'. Le r appor t 
v' — v 

—-. — es t l ' accéléra t ion de ce nouveau m o u v e m e n t (21). On p e u t donc d i re que l 'accé-

lération tangentielle moyenne d'un point en état de mouvement varié quelconque 
est égale à l'accélération tangentielle du mouvement uniformément varié que de
vrait avoir le mobile pour parcourir le même espace, pendant le, même temps. 

37. A c c é l é r a t i o n t a n g e n t i e l l e à u n i n s t a n t d o n n é . — Soi t v la v i t e s se du 
m o u v e m e n t à un in s t an t q u e l c o n q u e l. Si l'on 
donne à £ un a c c r o i s s e m e n t a i , auque l c o r r e s p o n d 
un a c c r o i s s e m e n t ài; de la v i t e s se , l ' accé léra t ion 
t angen t i e l l e m o y e n n e du m o u v e m e n t p e n d a n t le 

ai; 
t e m p s At est — - , Quand i t t e n d ve r s zéro, ce 

a t 
r appor t a en généra l u n e l imi te , que l'on appe l l e 
l'accélération tangentielle. du mobile à Vinstantt, 

j.-jg 13 e t qui e s t la d é r i v é e de la v i t e s s e par r a p p o r t 

au t e m p s . En la d é s i g n a n t par ç, on a ç = J 1 . 

ds . d*s 
— r r - on a auss i ç = . 
dt ' dt2 

Dans un mouvement varié quelconque, l'accélération tangentielle est donc 
égale, à chaque instant, à la dérivée première de, la vitesse, et à la dérivée seconde 
de l'espace par rapport au temps. 

C o m m e , d ' au t re par t , 
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Nous avions déjà é tabl i ces p r o p r i é t é s pour le m o u v e m e n t u n i f o r m é m e n t var ié (21). 
Si la loi des e s p a c e s est s—f (t), l ' accé lé ra t ion t angen t i e l l e es t d o n n é e par l 'ex

p ress ion tç = f" {t), que l'on appe l le loi ou équation des accélérations. 
On peu t r e p r é s e n t e r l ' accé lé ra t ion t angen t i e l l e par u n v e c t e u r t a n g e n t à la t r a 

j ec to i r e . Il n 'y a r ien à c h a n g e r à ce qui a é té dit , s u r ce sujet , dans l e cas du m o u 
v e m e n t un i fo rmémen t var ié (25). 

38. M o u v e m e n t v a r i é a c c é l é r é o u r e t a r d é . — Le r a i s o n n e m e n t fait au p a r a 
g raphe 26 es t app l icab le sans modificat ions ; par su i t e : un mouvement varié quel
conque est accéléré ou retardé à un instant t suivant qu'a cet instant la vitesse et 
l'accélération tangentielle sont de même signe ou de signes contraires. 

39. P r o b l è m e . — Connaissant l'équation des accélérations tangentielles d'un 
mouvement, remonter à l'équation des vitesses. 

Soit y = f(t) l ' équa t ion des accé lé ra t ions t angen t i e l l e s d 'un m o u v e m e n t . On p e u t 
éc r i re 

- ~ - = f[t) ou dv~f[t)dt. 

En ra i sonnan t c o m m e au p a r a g r a p h e 18, on e s t condui t à i n t ég re r les deux 
m e m b r e s de ce t t e re la t ion e n t r e les l im i t e s c o r r e s p o n d a n t e s v0 e t v pour la v i t e s se , 
o et t pour le t e m p s , ce qui donne 

v — i ; D = Ç f (t) dt ou v=Vo-\- f f\t\dt. 

On voit que , pour former l ' express ion géné ra l e de v, la conna i ssance de la r e l a 
t ion cp —f(£) es t insuffisante ; il es t i nd i spensab l e de conna î t r e en ou t re la v i tesse 
ini t iale Vo. Si l ' e space initial s 0 es t auss i donné , on pour ra fo rmer la loi d e s e spaces 
par u n e nouvel le in tégra t ion (18). 

Si, pa r e x e m p l e , ç = a, a é tan t une cons tan te , on a u r a s u c c e s s i v e m e n t 

v = VoJrj' ad.t = VaJrat. 

S = So + J " [Vo + o-t) dt. 

= so-r f v0dt-\- f atdt. 

= so -f- vo t - f - af2 

ce qui mon t r e que tout m o u v e m e n t dans l eque l l ' accéléra t ion t angen t i e l l e r e s t e cons
t a n t e , es t u n i f o r m é m e n t va r i é . 

§ VI. — Mouvement périodique. 

40. Soient ! s = f (t). 

)v = f(t). 

l es lois d 'un m o u v e m e n t . On di t que celui-ci e s t périodique si l 'on p e u t t r o u v e r un 
a c c r o i s s e m e n t Q du t e m p s , te l que les va l eu r s de s, v e t cp ne c h a n g e n t pas quand on 
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r e m p l a c e t p a r i + 8, t - f 28. . . £ + h 8 r quel le que soi t la va leu r a t t r i buée à t. La plus 
pe t i t e va leur de 8 sat isfa isant à ce t t e condi t ion s ' appel le la période du m o u v e m e n t , 
Ainsi le m o u v e m e n t don t les lois sont 

s=sint v~cost tp = — sint 

es t pé r iod ique , et sa pér iode est 2 T T . On a en effet, quel que soi t t 

s — s in t = sin (t + 2 h Tt) 

» = cos f = cos (t + 2 k T C ) 

:p = — sin t = — sin (t + 2 h ir) 

D 'après la définition p r é c é d e n t e , les lois d 'un m o u v e m e n t pé r iod ique sont des 
fonctions pé r iod iques de t. Si cette périodicité a été constatée pour la relation s = f (t), 
071 peut affirmer qu'elle a lieu pour les deux autres. En effet, si l 'on a 

s = f (t) = f[t+M) 

quel quo soi t /, on a auss i , en app l iquan t le t h é o r è m e des fonct ions de fonctions : 

ds 
dt 

et ? = - ^ - = r ( i ) = f ( f+/<8) (21 

Il r é su l t e de là que la condition nécessaire et suffisante pour qu'un mouvement 
soit périodique est que son équation des espaces soit une fonction périodique de t. 

Les p r inc ipaux m o u v e m e n t s pé r iod iques sont ceux dans l e sque l s les lois sont 
exp r imées au moyen de fonct ions t r i g o n o m é t r i q u e s du t e m p s . L 'un des p lus impor 
t an t s , que l'on r encon t r e en phys ique dans l ' é tude do la p ropaga t ion du son, de la 
l u m i è r e , e tc . . , es t le m o u v e m e n t harmonique, dont la loi des e spaces e s t de la forme 

s = a sin (bt + c) 

a, b, c é t an t des cons t an t e s . P o u r ca lcu ler la pé r iode 6 de ce m o u v e m e n t , nous pose
rons 

a sin (bt + c) = a sin [b (t + 8) -f- c] 

Ce t t e éga l i té , qui doi t avoi r l ieu quel que soi t t, donne 

bt + c + 2 k-K = b (t + 3) + c 

d ou 9 = . — - — 
b 

2 TT 

La plus pe t i t e va leur de 8. qui es t la pé r iode c h e r c h é e , es t -g—. 

Le m o u v e m e n t é tud i é au p a r a g r a p h e 43 es t h a r m o n i q u e . La m é t h o d e su iv ie s 'ap
p l ique sans modification au cas géné ra l . 

§ VII. — Mouvement périodiquement uniforme. 

41. On v ien t de vo i r que , si l ' équa t ion des e s p a c e s d 'un m o u v e m e n t e s t une fonc
t ion pé r iod ique de t, il en est de m ê m e pour la loi des v i t e s se s e t cel le des accé l é ra 
t ions . La r éc ip roque n ' es t pas v ra i e , et la pé r iod ic i t é de la loi des v i t e s se s , par exemple , 
n ' en t r a îne pas n é c e s s a i r e m e n t colle de la loi des e spaces (*). 

(") Si la loi des vitesses est une fonction périodique du temps, la loi des accélérations en 
est une aussi. Se reporter aux égalités 1 et 2 du paragraphe 40. 
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C o n s i d é r o n s u n e é q u a t i o n d e s v i t e s s e s t e l l e q u e v = a e o s t - j - b, d a n s l a q u e l l e a 

e t b s o n t d e s c o n s t a n t e s . C ' e s t u n e f o n c t i o n p é r i o d i q u e d e t, d o n t l a p é r i o d e e s t 2 

O n e n t i r e (18) 

s — So-r f ( a c o s t + b) d f = s 0 - j - T a c o s t d t + f bdt 

= S o - f - a s i n t + bt 

f o n c t i o n n o n p é r i o d i q u e d e t, à c a u s e d u t e r m e l i n é a i r e bt. 

O n d i t q u ' u n m o u v e m e n t e s t périodiquement uniforme l o r s q u e , n ' é t a n t p a s p é r i o 

d i q u e , s a v i t e s s e r e p r e n d l e s m ê m e s v a l e u r s a p r è s d e s i n t e r v a l l e s d e t e m p s é g a u x . 

L e m o u v e m e n t d e p r o g r e s s i o n d ' u n e l o c o m o t i v e e s t d e c e t t e n a t u r e ; l a v i t e s s e r e p r e n d 

e n e f f e t , a p r è s c h a q u e t o u r d e r o u e , l a v a l e u r q u ' e l l e a v a i t a u p a r a v a n t , e t c o m m e l ' e s 

p a c e p a r c o u r u v a t o u j o u r s e n c r o i s s a n t , l e m o u v e m e n t , n ' e s t p a s p é r i o d i q u e . 

O n t r o u v e r a a u p a r a g r a p h e 44 u n e x e m p l e d e d i s c u s s i o n d ' u n m o u v e m e n t p é r i o 

d i q u e m e n t u n i f o r m e . 

VIII. — Étude analytique d'un mouvement. 

42. M a r c h e à s u i v r e . — 1° O n T o n n e , s ' i l e s t p o s s i b l e , l ' é q u a t i o n d e s e s p a c e s , 

c e l l e d e s v i t e s s e s , e t c e l l e d e s a c c é l é r a t i o n s t a n g e n t i e l l e s d u m o u v e m e n t . 

2° O n c h e r c h e , s ' i l y a l i e u , e n t r e q u e l l e s l i m i t e s i l s u f f i t d e f a i r e v a r i e r l e t e m p s 

p o u r o b t e n i r t o u t e s l e s p a r t i c u l a r i t é s d u m o u v e m e n t . C e t t e r e c h e r c h e e s t t o u j o u r s p o s 

s i b l e q u a n d s , v e t tp s o n t e x p r i m é e s p a r d e s f o n c t i o n s c i r c u l a i r e s d u t e m p s . 

3" O n d é t e r m i n e l e s v a l e u r s d e t p o u r l e s q u e l l e s l e m o b i l e p a s s e à l ' o r i g i n e d e s 

e s p a c e s , e t c e l l e s p o u r l e s q u e l l e s v o u o s ' a n n u l e n t o u d e v i e n n e n t i n f i n i e s . 

4° O n r a n g e l e s v a l e u r s d e t f o u r n i e s p a r l e s p a r a g r a p h e s 2 e t 3 d a n s l ' o r d r e d e g r a n 

d e u r c r o i s s a n t e , e t , d a n s c h a c u n d e s i n t e r v a l l e s a i n s i f o r m é s , o n é t u d i e l e s s i g n e s d e y, 

d e v e t d e s . L e s i g n e d e o f a i t c o n n a î t r e s i l a v i t e s s e e s t c r o i s s a n t e o u d é c r o i s s a n t e ; 

c e l u i d e v i n d i q u e s i l e m o u v e m e n t e s t d i r e c t o u r é t r o g r a d e ; c e l u i d e s i n d i q u e d e q u e l 

c ô t é s e t r o u v e l e m o b i l e p a r r a p p o r t à l ' o r i g i n e d e s e s p a c e s . L a c o m p a r a i s o n d e s s i g n e s 

d e l ' a c c é l é r a t i o n e t d e l a v i t e s s e f a i t c o n n a î t r e e n o u t r e s i l e m o u v e m e n t e s t a c c é l é r é 

o u r e t a r d é . 

N o u s a l l o n s a p p l i q u e r c e s i n d i c a t i o n s à q u e l q u e s e x e m p l e s . 

43. P r o b l è m e . — Un point matériel M parcourt une circonférence O , d'unmou-
vement uniforme dont la vitesse est a , en parlant de la position M o à Vorigine des 
temps. On demande d'étudier le mouvement de sa pro
jection m sur le diamètre M o M i . 

L e p o i n t m p a r t d e l a p o s i t i o n M o à l ' o r i g i n e d e s t e m p s . 

E n p r e n a n t M o c o m m e o r i g i n e d e s e s p a c e s , e t l a d i r e c t i o n 

M o M i c o m m e d i r e c t i o n p o s i t i v e , o n t i r e i m m é d i a t e m e n t 

d e l a figure 

M o m — s = r (1 — c o s « ) 

E n d é s i g n a n t p a r &> l a v i t e s s e a n g u l a i r e d u m o u v e m e n t 

at 
o n a (12 b i s ) a = — = u>t 

' ' r 

e t p a r s u i t e s = r ( l — c o s w i ) (1) 
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C ' E S T L ' É Q U A T I O N D E S E S P A C E S D U M O U V E M E N T D U P O I N T m . O N E N D É D U I T L A L O I D E S 

V I T E S S E S E T C E L L E D E S A C C É L É R A T I O N S T A N G E N T I E L L E S P A R D E U X D É R I V A T I O N S S U C C E S S I V E S 

v =. COR S I N (»>£ ( 2 ) 

TP = vi'-r C O S ( 3 ) 

L E M O U V E M E N T D U P O I N T m E S T É V I D E M M E N T P É R I O D I Q U E ; P O U R E N A V O I R T O U T E S L E S 

2 7T 

P A R T I C U L A R I T É S , I L S U F F I T D E F A I R E V A R I E R t E N T R E L E S L I M I T E S O E T 0 = ( P É R I O D E D U M O U -

V E M E T > T ) Q U I C O R R E S P O N D E N T A U C O M M E N C E M E N T E T À L A FIN D ' U N E R É V O L U T I O N D U P O I N T M . 

L E S V A L E U R S R E M A R Q U A B L E S D E t E N T R E C E S L I M I T E S S O N T C E L L E S P O U R L E S Q U E L L E S S I N U T E T 

C O S tôt P R E N N E N T L E S V A L E U R S O , + 1 C T — L 

71 7T 

Q U A N D F C R O Î T D E O À - = — W £ C R O Î T D E O À L ' A C C É L É R A T I O N T A N G E N T I E L L E P A S S E D E L A 

2 U ~ 

V A L E U R U 2 R À L A V A L E U R O E N R E S T A N T P O S I T I V E ; L A V I T E S S E C R O Î T P A R V A L E U R S P O S I T I V E S D E 

P U I S O J U S Q U ' À A ; S C R O Î T D E O À r E T L E P O I N T m S E D É P L A C E D E M O E N O D ' U N M O U V E M E N T 

accéléré direct. 

Q U A N D t C R O Î T D E - T T — À — , TUF C R O Î T D E — À T . L ' A C C É L É R A T I O N D E V I E N T négative, E T 

L A V I T E S S E D É C R O Î T D E A J U S Q U ' À Z É R O , E N R E S T A N T P O S I T I V E ; S C R O Î T D E R À 2 R , E T L E P O I N T 

m P A S S E D E O E N M X D ' U N M O U V E M E N T retardé direct. 

7T 3 TT 3 7T 

Q U A N D t C R O Î T D E — À — — , O I T C R O Î T D E TC À — ^ — . L ' A C C É L É R A T I O N D E M E U R E N É G A T I V E , 

B J 2 TO l 

E T L A V I T E S S E D É C R O Î T , P A R V A L E U R S N É G A T I V E S , D E O À — A ; S D É C R O Î T D E P U I S 2 ? · J U S Q U ' À R . 

L E M O U V E M E N T D E V I E N T rétrograde, D E M I E N O ; I L E S T accéléré. 

E N F I N , S I t C R O Î T D E - — À , bit C R O Î T D E - j — À 2 T T . L ' A C C É L É R A T I O N D E V I E N T P O S I -

S I T I V E , L A V I T E S S E C R O Î T , P A R V A L E U R S N É G A T I V E S , D E — A À O ; ,S D É C R O Î T D E P U I S r J U S Q U ' À O . 

L E M O U V E M E N T , Q U I S ' E F F E C T U E D E O À M O , E S T retardé rétrograde. 

T O U S C E S R É S U L T A T S S O N T I N D I Q U É S D A N S L E T A B L E A U S U I V A N T : 

t 
A I 

U l t ? !3 S 
S E . N S N A T U R E 

t 
r 

? !3 

d u m o u v e m e n t 

0 0 0 0 A R R Ê T 

- R C R O Î T - ( - C R O Î T - | - D I R E C T A C C É L É R É 

J 7T TU 

O 0 M ? " = A ?• U N I F O R M E 

— D É C R O Î T - | - C R O Î T - f - D I R E C T R E T A R D É 

7T 

0 1 
— O R R 0 2 R A R R Ê T 

— D É C R O Î T — D É C R O Î T - - R É T R O G R A D E A C C É L É R É 

3 T T 

2 „ , 

3 T C 

— Ô 
0 .1 R U N I F O R M E 

— C R O Î T — D É C R O Î T - f - R É T R O G R A D E R E T A R D É 

2 T T 

1 Í») 

1 

2 R C O R ? ' 0 0 A R R Ê T 
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44. P r o b l è m e . — Un point matériel M parcourt une circonférence O , d' 
vement uniforme dont l a vi
tesse est a , e n partant de la po
sition^ a l'origine des temps. 
Par chacune de ses positions, 
o n t r a c e un segment M P , p a 

r a l l è l e à l a tangente M o x , é g a l 

à l ' a r c M o M . On demande d'é
tudier le mouvement de lapro-
jection p du point P s ur la tan
gente, M o X . 

L e p o i n t p e s t e n M o à l ' i n s 

t a n t i n i t i a l ; e n p r e n a n t M o 

c o m m e o r i g i n e d e s e s p a c e s , e t 

M o X c o m m e d i r e c t i o n p o s i t i v e , 

o n a i f i g . 1 5 ) . 

un mou-

F i g . 15. 

M a i s 

D ' o ù 

e t 

M D p = s = m M + M P = r s i n « -\- M o M . 

u = t o i (43) e t M o M = c u r f . D o n c 

s — r s i n o i t + m e t 

v = u r ( c o s t o t - J - I ) 

cp = — u» 2 r s i n c o t 

(1) 

(2) 
(3) 

L e s r e l a t i o n s ( 1 ) (2) e t (3) s o n t l e s l o i s d u m o u v e m e n t d u p o i n t p . L e s d e u x d e r ~ 

n i è r e s s e u l e s é t a n t d e s f o n c t i o n s p é r i o d i q u e s d e T, l e m o u v e m e n t e s t p é r i o d i q u e m e n t 

u n i f o r m e . L ' e x p r e s s i o n d e l ' a c c é l é r a t i o n t a n g e n t i e l l e m o n t r e q u ' e l l e e s t n é g a t i v e t a n t 

q u e l ' a r c t u t e s t t e r m i n é d a n s l e s d e u x p r e m i e r s q u a d r a n t s , e t p o s i t i v e l o r s q u ' i l e s t 

t e r m i n é d a n s l e s d e u x d e r n i e r s . C e l l e d e l a v i t e s s e m o n t r e q u ' e l l e e s t n u l l e l o r s q u e 

<ot e s t u n m u l t i p l e i m p a i r d e TT, e t p o s i t i v e p o u r t o u t e s l e s a u t r e s v a l e u r s d e T. L e t a -

2TT 
b l e a u s u i v a n t r é s u m e l a d i s c u s s i o n d u m o u v e m e n t , q u a n d t c r o î t d e 0 a . 

T t o t V s 
. S E N S n a t u r e 

d u m o u v e m e n t 

0 0 0 2 i „ r = 2 a 0 L ' i n f o r m e ^ 

- - d é c r o î t - L c r o î t - j - D i r e c t R e t a r d é 

TT 

ir — u>-R o i î ' = a r(J + I) ; 

— d é c r o i t - f - c r o î t + ' D i r e c t R e t a r d é , 

i r 

l u 
TC 0 0 T T / ' A r r ê t 

- | _ c r o î t — c r o î t + D i r e c t A c c é l é r é 

3 TT 

TZ ~2 
ti)")' a 

+ c r o î t - f - c r o î t - ( - D i r e c t A c c é l é r é 

t o 

2 * 0 2 a 27T1- L ' n i f o r m e 

45. S o i t à é t u d i e r l e m o u v e m e n t d o n t l ' é q u a t i o n d e s e s p a c e s e s t 

s — 2 f 3 — 2 1 t'- + 6 0 t + i 
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• M L ' 

• p o u r t-

( 2 ) 

( 3 ) 

s ' a n n u l e 

i e s t n é -

F i g . 1 6 . 

p e n d a n t l e s 1 0 s e c o n d e s q u i s u i v e n t l ' o r i g i n e d e s t e m p s . L e s é q u a t i o n s d e s v i t e s s e s e t 

d e s a c c é l é r a t i o n s t a n g e n t i e l l c s d e c e m o u v e m e n t s o n t r e s p e c t i v e m e n t 

7» = 6 P — 4 2 t - f 6 0 

y = 1 2 t — 4 2 

L ' a c c é l é r a t i o n t a n g e n t i c l l e 

4 2 

l Y 

P o u r t o u t e v a l e u r d e t < 3 S 5 , 

g a t i v o ; e l l e e s t p o s i t i v e s i £ > 3 , 5 . 

Jv/ L a v i t e s s e s ' a n n u l e p o u r l = 2 e t t = 5 . 

' E l l e e s t p o s i t i v e p o u r t o u t e v a l e u r d e t i n 

f é r i e u r e à 2 o u s u p é r i e u r e à 5 , e t n é g a t i v e 

s i t e s t c o m p r i s e n t r e 2 e t 5 . 

L e s v a l e u r s d e t q u i a n n u l e n t s é t a n t 

f o u r n i e s p a r u n e é q u a t i o n d u 3 " d e g r é , n o u s 

n e d é t e r m i n e r o n s p a s l e s i n s t a n t s d e p a s s a g e d u m o b i l e à l ' o r i g i n e d e s e s p a c e s . L a , 

d i s c u s s i o n dn m o u v e m e n t m o n t r e d ' a i l l e u r s q u ' i l n ' e n e x i s t e p a s d a n s l ' i n t e r v a l l e d e 

t e m p s c o n s i d é r é . 

A l ' i n s t a n t i n i t i a l , s = 4 , u = tâO e t ç = — 4 2 . L e m o b i l e p a r t d e M o ( o M o = 4 ) d a n s 

l e s e n s direct, e t s o n m o u v e m e n t e s t retardé. I l e n e s t a i n s i j u s q u ' à l a f i n d o l a 

d e u x i è m e s e c o n d e . 

P o u r 1 = 2 , u = o e t l e m o b i l e s'arrête. I l e s t à c e m o m e n t a u p o i n t M i , a u n e d i s 

t a n c e s = 5 6 d e l ' o r i g i n e d e s e s p a c e s . 

D e p u i s i = 2 j u s q u ' à t— 3, 5 , y e t v s o n t n é g a t i v e s . L e m o u v e m e n t e s t d o n c ré

trograde e t accéléré. L e m o b i l e s e r a p p r o c h e d e l ' o r i g i n e d e s e s p a c e s . 

P o u r 1 = 3 , 5 , tp = o . P e n d a n t u n t e m p s i n f i n i m e n t p e t i t , l e m o u v e m e n t e s t d o n c 

uniforme. 

D e p u i s 1 = 3 , 5 j u s q u ' à t = 5 , l ' a c c é l é r a t i o n t a n g e n t i e l l e e s t p o s i t i v e , e t l a v i t e s s e 

n é g a t i v e . L e m o u v e m e n t r e s t e d o n c rétrograde m a i s d e v i e n t relardé. L e m o b i l e c o n 

t i n u e à s e r a p p r o c h e r d e l ' o r i g i n e d e s e s p a c e s . 

P o u r t — 5 , v = o. L e m o b i l e s'arrête p o u r l a d e u x i è m e f o i s . I l s e t r o u v e e n M » , à 

u n e d i s t a n c e s = 2 9 d e l ' o r i g i n e d e s e s p a c e s . 

E n f i n , d e p u i s t = 5 j u s q u ' à l a fin d u m o u v e m e n t , o e t u s o n t p o s i t i v e s . L e m o u v e 

m e n t r e d e v i e n t direct e t a c c é l é r é . L e m o b i l e s ' é l o i g n e d e l ' o r i g i n e d e s e s p a c e s . A 

l ' i n s t a n t f i n a l t = 1 0 , i l e n e s t à u n e d i s t a n c e s = 5 0 4 . 

C e s r é s u l t a t s s o n t r é s u m é s d a n s l e t a b l e a u s u i v a n t : 

t -G
 • V s 

S E N S N A T U R E 

du m o u v e m e n t 

0 — 4 2 6 0 4 

— d é c r o î t c r o î t - f - D i r e c t R e t a r d é 

2 — 1 8 0 5 6 A r r ê t 

— d é c r o î t — d é c r o î t - f - R é t r o g r a d e A c c é l é r é 

3 . 5 0 — 1 3 . 5 U n i f o r m e 

+ c r o î t — d ô c r o î t J - R é t r o g r a d e R e t a r d é 

5 1 8 0 2 9 A r r ê t 

+ c r o î t - f - c r o î t - f - D i r e c t A c c é l é r é 

1 0 7 8 1 2 0 5 0 4 
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C H A P I T R E I I 

E T U D E D U M O U V E M E N T S U R L A T R A J E C T O I R E 

M É T H O D E G R A P H I Q U E 

Courbes représentatives des lois du mouvement. 

46. L a c o n n a i s s a n c e d e l ' é q u a t i o n d e s e s p a c e s s = f (t) p e r m e t d e t r o u v e r , p a r 

l e c a l c u l , t o u t e s l e s p r o p r i é t é s d ' u n m o u v e m e n t d o n n é . N o u s a l l o n s é t u d i e r u n m o d e 

d e r e p r é s e n t a t i o n d e c e t t e é q u a t i o n , g r â c e a u q u e l o n p o u r r a o b t e n i r l e s m ê m e s i n d i 

c a t i o n s p a r d e s p r o c é d é s p u r e m e n t g r a p h i q u e s . 

47, C o u r b e d e s e s p a c e s . — P r e n o n s d e u x a x e s d e c o o r d o n n é e s r e c t a n g u l a i r e s 

ox e t oy ( f l g . 1 7 ) , p u i s a d o p t o n s d e u x l o n g u e u r s 

a r b i t r a i r e s k e t h' p o u r r e p r é s e n t e r r e s p e c t i v e -

m o n t l ' u n i t é d e c h e m i n p a r c o u r u e t l ' u n i t é d e 

t e m p s . ( C e s d e u x l o n g u e u r s p o u r r a i e n t ê t r e é g a l e s , 

m a i s o n e s t s o u v e n t c o n d u i t à l e s p r e n d r e d i f f é 

r e n t e s , d a n s l e c a s d e m o u v e m e n t s t r è s l e n t s o u 

t r è s r a p i d e s , p o u r é v i t e r d e s d e s s i n s d e d i m e n 

s i o n s a n o r m a l e s ) . L e s i n s t a n t s s u c c e s s i f s t, t', t".... 
d o l a d u r é e s o n t r e p r é s e n t é s , s u r ox, p a r u n e s é 

r i e d o p o i n t s P , P ' , P " . . . . t e l s q u e l e s l o n g u e u r s 

o P , o P ' , o P \ . . . s o i e n t r e s p e c t i v e m e n t é g a l e s à 

k't, k't', ht".... E n p o r t a n t s u r l e s o r d o n n é e s c o r 

r e s p o n d a n t e s d e s l o n g u e u r s ks, ks', ks",.,, p r o p o r 

t i o n n e l l e s a u x d i s t a n c e s s , s ' s".... q u i , a u x i n s t a n t s c o n s i d é r é s , s é p a r e n t l e m o b i l e 

d e l ' o r i g i n e d e s e s p a c e s , o n o b t i e n t u n e s u i t e d e p o i n t s m, m', m".... L a c o u r b e q u i 

l e s u n i t r e p r é s e n t e , e n c o o r d o n n é e s r e c t a n g u l a i r e s , a v e c l e s é c h e l l e s a d o p t é e s , l ' é 

q u a t i o n s=f lt). O n l ' a p p e l l e c o v r b e répriment ut ine de la loi d e s e s p a c e s o u e n c o r e 

diagramme d u mouvement, o x e s t l'axe des temps, o y l ' a x e d e s e s p a c e s . L e p o i n t o 

figure l ' o r i g i n e d e s t e m p s ; l ' e s p a c e i n i t i a l s 0 e s t r e p r é s e n t é p a r l ' o r d o n n é e à l ' o r i g i n e 

o o ' = - k $o. S i sa = o , l e p o i n t o ' s e c o n f o n d a v e c l e p o i n t o. P a r s u i t e , s i l ' o n p r e n d p o u r 

o r i g i n e d e s t e m p s l ' i n s t a n t o ù l e m o h i l e p a s s e à l ' o r i g i n e d e s e s p a c e s , l a c o u r b e d e s 

e s p a c e s p a s s e p a r l ' o r i g i n e d e s c o o r d o n n é e s . 

L a l o i g r a p h i q u e d e s e s p a c e s a , s u r l ' é q u a t i o n s — f(t), l ' a v a n t a g e d ' ê t r e e x p r e s 

s i v e . E l l e i n d i q u e , s u i v a n t q u e l e s o r d o n n é e s s o n t c r o i s s a n t e s o u d é c r o i s s a n t e s , s i l e 

m o u v e m e n t e s t d i r e c t o u r é t r o g r a d e . E l l e p e r m e t d e r é s o u d r e g r a p h i q u e m e n t c e s 

d e u x p r o b l è m e s , d o n t l ' é q u a t i o n s = f (t) d o n n e l a s o l u t i o n a l g é b r i q u e : 

1° S i l ' o n v e u t c o n n a î t r e l a p o s i t i o n o c c u p é e p a r l e m o b i l e s u r s a t r a j e c t o i r e à u n 

i n s t a n t q u e l c o n q u e t, o n p o r t e , d a n s l e s e n s c o n v e n a b l e , u n e l o n g u e u r o P = k't s u r 

il 
m " 

—-

a 

/ \ i | 

\ks r 

! 

P :P" 
o kl lu 

iffcc 
i ' 

k' 
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l 'axe des t e m p s , et on m e s u r e l ' o rdonnée c o r r e s p o n d a n t e ?7iP. Celle-ci fait conna î t r e 
MP 

en g r a n d e u r e t en s igne , en t e n a n t compte de l ' éche l le a d o p t é e , la d i s tance s = —^— 

qui sépa re à ce m o m e n t le point mobi le de l 'or ig ine des e spaces su r la t r a j ec to i r e . 
2° Si l 'on veu t savoi r à quel i n s t an t le mobi le 

occupe, une posi t ion M ( su r sa t ra jec to i re , on po r t e s u r 
01/, dans le s e n s convenab le , une longueur oQi — HST 
r e p r é s e n t a n t , à l ' éche l le chois ie , l ' e space Si = oMi. 
On t r a c e ensu i te la para l lè le Qi»n à l 'axe des t e m p s 
et l 'on m e s u r e l ' absc isse oP du poin t M où elle r en 
con t re la courbe des e s p a c e s . La va l eu r c h e r c h é e du 

o P 

t e m p s e s t / = En pa r t i cu l i e r , les po in t s de ren

cont re de l 'axe des t e m p s et de la courbe font con

na î t re les époques de p a s s a g e du mobi le à l 'or ig ine des e s p a c e s . 
Nous v e r r o n s b i en tô t que la loi g r a p h i q u e dos e s p a c e s es t s u s cep t i b l e de . r e m 

placer c o m p l è t e m e n t l ' équa t ion s = f {t}. 

48. C o u r b e s e m p i r i q u e s . — Il n ' e s t pas n é c e s s a i r e de conna î t r e la re la t ion 
s = f {t} pour cons t ru i r e la courbe dos e spaces ; il suffit de d é t e r m i n e r e x p é r i m e n t a l e 
m e n t ou g r a p h i q u e m e n t les va l eu r s de s qui c o r r e s p o n d e n t à des va l eu r s de t assez 
vois ines les u n e s des a u t r e s . Si les obse rva t ions son t suff isamment r a p p r o c h é e s , on 
peut , en s 'a idaul de la con t inu i t é du m o u v e m e n t , t r a ce r la courbe avec exac t i tude . El le 
fourni t ensu i t e des va l eu r s a p p r o c h é e s de s p o u r t o u t e s les v a l e u r s de t où c e t t e q u a n 
t i té n 'a pas été m e s u r é e d i r ec t emen t . On effectue a insi une sor te d ' in te rpola t ion gra
ph ique suff isamment r i g o u r e u s e pour les beso ins de la p r a t i q u e . 

49, D i f f é r e n c e e n t r e l a c o u r b e d e s e s p a c e s e t l a t r a j e c t o i r e d u p o i n t 
m o b i l e . — Il i m p o r t e do ne pas confondre la loi g r a p h i q u e des e spaces avec la t ra jec 
to i r e . Pour un mouvement donné, quelle que soit la forme de la trajectoire, la courbe 
des espaces reste la même. C 'es t qu ' en effet el le es t la s imple r e p r é s e n t a t i o n g ra 
ph ique de la re la t ion s = f [t) ; elle ne d é p e n d donc pas de la t ra jec to i re e l l e - m ê m e , 
mais s e u l e m e n t de la m a n i è r e don t colle-ci es t p a r c o u r u e . 

50. D é t e r m i n a t i o n d e l a v i t e s s e a u m o y e n d e l a c o u r b e d e s e s p a c e s . — 
Cons idé rons la courbe des e s p a c e s d'un m o u v e m e n t d i rec t , et p r e n o n s su r el le d e s 
points M et M' (flg. 19) c o r r e s p o n d a n t à des i n s 
t an t s t e t t - j - Af. La v i tesse m o y e n n e e n t r e ces 

A-s 

deux i n s t an t s es t vm = T raçons la pa ra l l è le 

Mu. à l 'axe des t e m p s , e t soient , comme p r é c é d e m 
ment , h e t k' les l o n g u e u r s r e p r é s e n t a t i v e s de l 'u
n i t é d ' e space e t de l 'un i té de t e m p s . Nous aurons 

u.M' = H. A S 

En d iv i san t m e m b r e 

e t u.M — h\ 

à m e m b r e 

h 

A £ 

kit k' X r» i f K'IT.IL 

d'où Vm -
K 
k Fig. 19-

(/ dés ignant l 'angle M'MUL. 
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i n 

c e t t e express ion a é t é é tabl ie en s u p p o s a n t As > o en m ê m e t e m p s que A t. E l le 
e s t géné ra l e si l 'on convien t de p r e n d r e pour l 'angle 6' 
ceh i t qui est formé par le vecteur M M ' avec la direc
tion positive de l'axe des temps, mesuré à partir de M u . 
dans le sens inverse des aiguilles d'une, montre. En 

effet, le p rodu i t ~ tgd' donne , dans tous l e s cas , la va- £' 

leur absolue de la v i t e s se m o y e n n e , et la figure 20, qui 
se r appo r t e à un m o u v e m e n t r é t r o g r a d e dans leque l vm 

est néga t ive , m o n t r e qu'i l y a concordance pour les 

s ignes p u i s q u e , avec l a . conven t ion p r é c é d e n t e , t g f 

prend dans ce cas une va leu r néga t ive . 

Si , l a i s san t le po in t M fixe, on fait t e n d r e s t v e r s zéro, vm a pour l imi te la v i t e s se 
v, du mobi le à l ' i ns tan t t ; le s e g m e n t M M ' p r e n d la d i rec t ion de la t a n g e n t e en M à la 
courbe des e spaces , m e n é e dans le sens des t e m p s c ro i s san t s , e t si l 'on dés igne par 6 
l ' inclinaison de celle-ci s u r l 'axe des t e m p s , éva luée c o m m e il v ien t d 'ê t re dit, on a 

j e : 

l ' ig. 20. 

V — iim Vm : 

h' 
h 

Par c o n s é q u e n t : La vitesse, dans un mouvement quelconque, est à chaque ins
tant proportionnelle à la tangente trigonométrique de l'angle que forme, avec la 
direction positive de Vvxe des tempis, la tangente au point correspondant de la 
courbe, des espaces, menée dans le. sens des temps croissants. 

L 'expres s ion (1) condui t à une cons t ruc t ion g r a p h i q u e de la v i tesse à l ' ins tant f, 
quand on a t r a c é la courbe des e spaces . On d é t e r m i n e le po in t M de ce t t e courbe qu i 
co r re spond à l ' ins tant cons idé ré (fig. 19), e t la t a n g e n t e MH en ce point . On po r t e su r 
la para l lè le M p. à la d i rec t ion pos i t ive de l 'axe des t e m p s une l ongueu r M a — h', et 
l 'on t r a c e « fl pa ra l l è le à l 'axe des t e m p s . Ce s e g m e n t , m e s u r é à l ' éche l le des e s p a c e s , 
r e p r é s e n t e la v i t e s se c h e r c h é e . On a en effet 

a 3 = h' tgd = Iw 17 
La formule (1) es t g é n é r a l e , si l 'on t i en t compte des conven t ions posées p r é c é 

d e m m e n t . La cons t ruc t ion g r a p h i q u e qu 'on en dédui t l ' es t auss i , à condi t ion de con
s idé r e r le s e g m e n t a S c o m m e positif quand il e s t s i tué a u - d e s s u s de M : / . , e t co mme né
gatif quand il es t au -dessous . 

Si h = h' tgñ 

Dans ce t t e h y p o t h è s e , la v i tesse du mobi le es t , à chaque ins tan t , r e p r é s e n t é e eu 
g randeur e t en s igne par la t angen t e t r i g o n o m é t r i q u e de l ' angle , m e s u r é c o m m e on l'a 
ind iqué , que forme la t a n g e n t e à la courbe des e spaces avec l 'axe des t e m p s . 

51. E t u d e d ' u n m o u v e m e n t déf in i p a r l a c o u r b e d e s e s p a c e s . — Les con
s idé ra t ions p r é c é d e n t e s p e r m e t t e n t d ' é tud ie r un m o u v e m e n t défini pa r la c o u r t e des 
e s p a c e s . Il suffit de su iv re , su r la figure, les va r i a t ions de l 'angle 6 formé par la t a n 
gen t e à ce t te courbe avec la d i rec t ion pos i t ive de l 'axe des t e m p s , et d 'en dédu i r e les 
va r i a t ions de tg 8, qui sont p ropor t ionne l l e s à ce l les de la v i t e s se . 
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Dans le cas r e p r é s e n t é (fig. 21), on voi t que le mobi le passe à l 'or igine des espaces 
oa 

à l ' ins tan t avan t l 'or ig ine des 

t e m p s , a v e c u n e v i tesse pos i t ive . Le mou
v e m e n t es t d i r ec t (o rdonnées croissantes) 
e t retardé (vi tesse déc ro i s san t e en va
l e u r absolue) . I l en es t ainsi j u squ ' à l ' ins-

oc 
t an t - £ 7 - auque l la v i t e s se es t nu i le . Le 

Fig. 21. 

m o u v e m e n t d e v i e n t a lors rétrograde (or
d o n n é e s décro i s san tes ) e t accéléré (vi
t e s se c ro i s san te on v a l e u r ahso lue) , jus-

od 
qu 'à l ' i ns tan t - p - , qui c o r r e s p o n d à un 

poin t d' inflexion D de la courbe des es
paces . A pa r t i r de cet i n s t an t , la va leur 

abso lue de la v i t e s s e diminue-, le m o u v e m e n t r e s t e rétrograde, ma is dev i en t retardé. 
oe 

Le mobi le r e p a s s e à l ' o r ig ine des e s p a c e s à l ' ins tant , e t s 'en é loigne ensu i t e du coté 

des e s p a c e s négat i f s . 

52. C o u r b e d e s v i t e s s e s . — Supposons qu 'on ait cons t ru i t , au moyen de la loj 
g r a p h i q u e des e spaces , à différents ins t an t s t, L, t"., 
r e p r é s e n t é s par les po in t s P, P', P". . . de ox (fig. 22.) 
des s e g m e n t s « p\ a ' |J ' , a" fi"... p r o p o r t i o n n e l s aux vi
t e s s e s v, v, v"... à ces i n s t an t s , Si l 'on por te ces seg
m e n t s à pa r t i r de P, P', P". , . su r les o rdonnées cor 
r e s p o n d a n t e s , dans un sens convenab le , on ob t ien t 
des poin ts m , m', m"... qui d é t e r m i n e n t une courbe . 
P u i s q u e n ¡5 = h v, l ' un i té de v i tesse es t r e p r é s e n t é e , 
sur la figure, par la m ê m e longueu r h que l 'uni té d 'es
pace . La courbe m, m', m"... p r é s e n t e donc, avec 
l ' équa t ion des v i t e s se s v = f (l), la m ê m e re la t ion que 
pa courbe des e spaces p r é sen t e avec l ' équat ion des 
e spaces s = f(t). On l ' appe l le pour ce t t e ra ison la 

courbe des vitesses. 

Il faut obse rve r que la courbe des v i t e s se s r e n c o n t r e l 'axe dos t e m p s aux poin ts 
qui co r r e sponden t aux o r d o n n é e s m a x i m a et m i n i m a de la courbe des e s p a c e s . Pour 
ces po in t s , en effet, le s e g m e n t a S es t nul , . 

I 

Fig. 22. 

53. D é t e r m i n a t i o n d e l ' a c c é l é r a t i o n t a n g e n t i e l l e a u m o y e n d e l a c o u r b e 
d e s v i t e s s e s . — On p o u r r a i t faire u n e é tude d i rec te de l 'ac
cé lé ra t ion t angen t i e l l e au moyeu de la courbe des v i t e s ses , en 
p r o c é d a n t c o m m e au p a r a g r a p h e 50. Mais il e s t p lus s imple 
de r e m a r q u e r que , au point de vue a lgéb r ique , l ' accé léra t ion 
t angen t i e l l e é t an t à la v i t e s se ce que la v i tesse e s t à l ' espace , 
la cons t ruc t ion g raph ique de l ' accé lé ra t ion , dédu i t e de la 
cou rbe des v i t e s se s , es t i den t ique à cel le de la v i t e s se , dé 
du i t e de la courbe des espaces-. 

Si l 'on dés igne par 0, l 'angle formé par la t a n g e n t e à la 
courbe des v i t e s ses au po in t m qui co r r e spond à u n i n s t a n t t, 

Fig. 23. avec la d i rec t ion posi t ive de l 'axe des t e m p s (0>, é t a n t m e s u r é 

S 

/ 
* i ': 

ô P 
J — - k 
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comme p r é c é d e m m e n t l ' angle 6 ) , l ' accé lé ra t ion t angen t i e l l e à cet i n s t an t a pour va leur . 

9 = T — tg 6, . 

Elle est d o n c proportionnelle à la tangente trigonométrique de l'angle que forme, 
avec la direction positive de l'axe des temps, la tangente à la courbe des vitesses, me
née dans le sens des temps croissants. 

Le t r i ang le r ec t ang le m n, 3 , , dans lequel m n, = h', d é t e r m i n e un s e g m e n t 
a, B, = K tg 6 , — h CP, qui , m e s u r é à l ' éche l le des e spaces , fourni t la va leu r de l ' accélé
ra t ion tangent ie l le à l ' ins tant t ; on doi t le cons idé re r comme positif s'il e s t au-dessus 
d e la para l lè le à l 'axe des t e m p s , et comme négat i f s'il e s t au-dessous . 

Dans le cas pa r t i cu l i e r où h = h', f — tg 0,. 
On é tud i e r a i t l es var ia t ions de CP au moyen de la c o u r t e des v i t esses comme on a 

é tud i é p r é c é d e m m e n t cel les de v au moyen de la courbe des e spaces (51). 
— Supposons qu 'on ait cons t ru i t , au moyen de 

» 1 

aux 

54. C o u r b e d e s a c c é l é r a t i o n s . 
la courbe des v i t e s ses , des s e g m e n t s 

8,, a\ fi',, a", S",, ,.. p ropo r t i onne l s 
va l eu r s cp, cp', ®" ... de l ' accélé

ra t ion t angen t i e l l e à dos ins tan t s 
t, t', t"... En p o r t a n t ces s e g m e n t s sur 
les o rdonnées P in , I J '?n'... dans le 
sens convenable , on obt ien t une su i te 
de poin ts m, , m\, m'\... qui d é t e r -
m i n e n t u n c courbe . Pu i sque B, = FTCP, 

l 'uni té d 'accé léra t ion se t r o u v e r e 
p ré sen t ée par la m ê m e longueur fi 
que l 'uni té d 'espace e t que l 'uni té de 
v i t esse . On peu t donc d i re que la 
courbe n\\ m\ m\ ... p r é s e n t e avec 
l ' équat ion des accé l é ra t ions t angen t ic l l e s f — f" ( ( l> ^ a m ê m e re la t ion que les courbes 
des v i t esses et des e spaces p r é s e n t e n t avec les lois c o r r e s p o n d a n t e s v = f (t) e t 
s==f(l). Pour ce t te ra ison , on l 'appel le la courbe des accélérations. 

55. P a r t i c u l a r i t é s d e s c o u r b e s r e p r é s e n t a t i v e s d ' u n m o u v e m e n t . — Ces 
courbes peuvent affecter des formes t r è s d ive rses , se lon la 
na tu re des lois ana ly t iques dont e l les t r a d u i s e n t g r a p h i q u e 
m e n t les va r ia t ions . Mais el les p o s s è d e n t un cer ta in n o m b r e 
de ca rac t è re s que l'on r e t r o u v e dans tous les cas : 

i° Elles ne peuvent avoir qu'un point sur chaque or
donnée. Si, pa r exemple , la courbe des e spaces é ta i t r encon
t rée en deux points par une o rdonnée , il en r é s u l t e r a i t qu 'à 

— u n ins t an t d é t e r m i n é , s ayan t deux va leu r s différentes, le mo
bile o c c u p e r a i t à la fois deux pos i t ions su r sa t ra jec to i re , ce 
qui es t absu rde . 

Si ce fait se p r é s e n t a i t pour la courbe des v i t e s se s , le mobi le »erai t an imé , au 
m ê m e momen t , de deux vitesse,-, différentes, e t c . . 

2° Elles ne peuvent présenter aucun point anguleux. 
S u p p o s o n s que la c o u r b e des e s p a c e s p r é s e n t e un po in t an
gu leux en M (fig. 26). El le a d m e t en ce point deux t a n g e n t e s 
d i s t inc tes MT et Ml". P a r su i te , la v i t e s se à l ' ins tant co r r e s -

k' 

Ai 
Y 

F I G . 2 5 . 

F I G . 

pondan t passe b r u s q u e m e n t de la va l eu r - - tg 8 à la va l eu r 

Ce t t e var iat ion i n s t a n t a n é e de la v i t e s se , qui se p ro 

dui ra i t par exemple à la su i te d 'un choc , e s t inadmiss ib le . Le 
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m ô m e r a i s o n n e m e n t s ' app l ique à la courbe des v i t e s ses e t à 

celle des accé lé ra t ions . 

3" Elles ne peuvent présenter aucun point de rebrous-
sement. Si , pa r e x e m p l e , la courbe des e spaces avai t en M un 
point de r e b r o u s s e m e n t (flg. '27), la v i t e s se à l ' ins tant c o r r e s 
pondan t passe ra i t b r u s q u e m e n t de la va leu r 

h' . „ 

~h t ( J l' J + ) — — X ' 0 6 — - «• 

Le m ê m e r a i s o n n e m e n t s ' app l ique encore à la c o u r b e des v i t e s ses e t à celle des 
a c c é l é r a t i o n s . 

•4° Elles n r peuvent admettre aucune tangente perpendiculaire 
à l'axe des temps. Une te l le t a n g e n t e à la courbe des e spaces cor -

7t 3 • 
T o u - ô 

Fis;. 2S. 

— 1' - — •. - — _ k 

r e spondra i t à une v i t e s se infinie en va l eu r abso lue ^8 = ^ ou ~ 9 ~ ^ • 

ce qui n'a aucun s e n s au poin t de v u e p r a t i q u e . 
5° Elles ne peuvent admettre aucune asymptote perpendicu

laire k l'axe des temps. Si l 'on cons idè re u n e te l le a s y m p t o t e cor 
r e s p o n d a n t à l ' ins tan t t dans la courbe des v i t e s se s , par e x e m p l e 
(fig. 28), on voi t que , p e n d a n t un t e m p s t r è s cou r t p r é c é d a n t ou sui
van t ce t i n s t an t . la v i t e s s e doit pa s se r d 'une va leu r finie à une va
l eu r infinie, ou i n v e r s e m e n t , ce qui es t i nadmiss ib l e . 

56. R e l a t i o n s e n t r e l e s t r o i s c o u r b e s r e p r é s e n t a t i v e s d e s l o i s d ' u n m o u 
v e m e n t . — 1" A chaque ordonnée maximum ou minimum de la courbe des espaces 
correspond un point de rencontre de la courbe des vitesses avec l'axe des temps. Car , 
en chacun des po in t s c o r r e s p o n d a n t s de la cou rbe des e s p a c e s , la t a n g e n t e es t para l 
lè le à l ' axe des t e m p s , e t la v i t e s s e du m o u v e m e n t es t nu l l e ( 0 = o). 

De m ê m e : 
2" A chaque ordonnée maximum ou minimum de 

la courbe des vitesses correspond xin point de ren
contre de la courbe des accélérations avec l'axe des 
temps. 

3" A chaque point d'inflexion de la courbe des es
paces correspond une ordonnée maximum, ou mini
mum de la courbe des vitesses. 

Soit M un poin t d'inflexion de la courbe des e s p a c e s , 
c o r r e s p o n d a n t a u n e époque t. Si la d i spos i t ion de la 
courbe au vois inage de M es t celle de la figure 29, la vi
t e s s e croî t avan t l ' i n s t an t t, e t déc ro î t a p r è s , ce qui ca
r a c t é r i s e un m a x i m u m . Si la d i spos i t ion es t cel le de la 
figure 30, la v i t e s s e e s t d ' abord d é c r o i s s a n t e , pu i s c ro is 
san te , e t passe par un m i n i m u m à l ' i n s t an t f. 

D 'après ce qui p r é c è d e , aux points d'inflexion de 
la courbe des espaces correspondent des poiids d'in
tersection de la courbe des accélérations avec l'axe des 
temps. 

4 S A chaque point d'inflexion de la courbe des vi-
I ' ig-30. tesses correspond une ordonnée maximum ou mini

mum de la courbe des accélérations. 
La d é m o n s t r a t i o n e s t i den t ique à la p r é c é d e n t e . 

Fi<?. 29. 

LiccsIrmlLoius 

o kl 
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57. P r o b l è m e . — CnnnnisRa.nl la. courbe des vitesses d'un mouvement, trouver 
la courbe des espaces. 

Nous nous p roposons d 'éva luer , au moyen de la 
courbe des v i t esses A o A d 'un m o u v e m e n t (flg. 3 1 ) , la 
var ia t ion s — s 0 de s en t r e l ' ins tan t ini t ial et un in s t an t 
que lconque t, r e p r é s e n t é su r ox pa r le po in t a tel que 
oa = h't. A cet effet, pa r t ageons t e t o a en n pa r t i e s éga les . 

En posant = 0, c h a q u e s e g m e n t de ox d é t e r m i n é par 

les points de division a i a » . . . a » - i es t égal à A'8, et les 
o rdonnées o A o , a i A i , a g A . . . . a A , qui r e p r é s e n t e n t les 
va l eu r s success ives v0, in, t ) j . . . vn—t, v de la v i t e s se du 
mobi le , sont r e s p e c t i v e m e n t égales à hv0l kvi... kvn i , Ac. 

Si, pendan t chacune des pé r iodes succes s ive s égales 
à'6, le m o u v e m e n t du mobi le r e s t a i t uni forme e t con
serva i t la v i tesse qu'i l a au c o m m e n c e m e n t de ce t t e pé
r iode , la var ia t ion totale dé s se ra i t e x p r i m é e par la 
somme Uo8 + U 1 O + U38 + . . . + u n — 1 8 . Le m o u v e m e n t 
d iscont inu que ce t te h y p o t h è s e subs t i t ue au m o u v e m e n t r ée l , en diffère d ' au t an t 
moins que les in t e rva l l e s 8 sont plus pe t i t s . Si l'on en mul t ip l ie le n o m b r e de manière? 
que chacun d 'eux tende, ve r s zéro, on a 

F i g . 3 1 . 

•So = liin [ U o 9 - j - ( Î I 8 |- vS - + r.n-ib) 

D'après la figure, v0-
A o O 

h' 
et VoH -

Aoo X o a i 

A X A ' 

Cela signifie que v0 9 es t m e s u r é par le m ê m e n o m b r e que l 'aire du r e c t a n g l e 
A o o a i a, , si l 'on p r e n d c o m m e un i té do su r face ce l le du r e c t a n g l e de d i m e n s i o n s h e t 
h'. La m ô m e i n t e r p r é t a t i o n s 'appl ique à tous les t e r m e s de la p a r e n t h è s e . Or, quand 9 
t e n d ve r s zéro, la s o m m e des a i res de tous les r e c t a n g l e s te l s que A o o a i 01 a pour l i 
mite l 'aire A 0 oa A c o m p r i s e e n t r e la courbe des v i t e s se s , l 'axe des t e m p s , e t les o r 
données q u i ' c o r r e s p o n d e n t aux deux in s t an t s c o n s i d é r é s . On p e u t donc d i re que lu 
variation s — s 0 de s, entre l'instant initial et l'instant t, est mesurée par le même 
nombre que Taire A o oa A , à la condition de représenter l'unité d'espace et l'unité 
de vitesse par la même longueur k, et de prendre comme unité de surface l'aire du 
rectangle ayant pour dimensions les longueurs représentatives de l'unité d'expace et 
de l'unité de temps. 

Afin de simplif ier le l angage , o n dit , d 'une façon inco r r ec t e : la variation de s dans 
un intervalle de temps donné a pour mesure l'aire comprise entre la courbe des vi
tesses, l'axe des temps, et les ordonnées des deux extrémités de l'intervalle, ce que 
l'on écr i t . 

s — S o = a i re A o oa A . 

Pour que l'on pu i s se d é d u i r e de ce t te re la t ion la va leur de s, il es t i nd i spensab l e 
de connaî t re l ' e space ini t ial so- On a vu que la conna i s sance de ce t te cons t an te e s t 
éga l emen t néces sa i r e pour la d é t e r m i n a t i o n de l ' équa t ion des e spaces , en fonction de 
l ' équat ion des v i t e s se s , au moyen d 'une in t ég ra t ion . 

L 'express ion ,s = s 0 + aire A o oa A p e r m e t de cons t ru i r e la courbe des e s p a c e s . Il 
suflit d ' éva luer l 'a ire A o ao A , et de p o r t e r sur l ' o rdonnée aA une l ongueu r aM propor 
t ionnel le à la va leu r de s. En o p é r a n t de la m ô m e m a n i è r e pour des v a l e u r s de t en 
nombre suffisant, on ob t i en t au t an t de poin ts que l'on v e u t de la courbe des e s p a c e s . 
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58. R e m a r q u e s . I . 

C o m m e , d ' au t re par t , on sai t d é t e r m i n e r la courbe des accé l é r a t i ons au moyen de 
celle des v i t e s ses , on peu t é tud ie r c o m p l è t e m e n t le m o u v e m e n t par la m é t h o d e g ra 
ph ique . 

- Il se peu t quo la courbe des v i t e s ses t r a v e r s e l 'axe des 
t e m p s (fig. 32). So ien t £, l ' époque .où la v i t e s se s ' annu le , et 
Si la va leu r c o r r e s p o n d a n t e de s . La var ia t ion de s en t r e 
l ' ins tant in i t ia l e t un i n s t an t q u e l c o n q u e T ( t > t i ) es t 

S — So — (Si — Sa) + (s — Si) 

D 'après ce qui p r é c è d e , SI — So = a i re AooB. C o m m e la 
v i tesse dev i en t néga t ive ap rès l ' ins tan t U, et que le m o u 
v e m e n t change de sens (15), les var ia t ions de S en t r e les 
i n s t an t s o e t U d 'une par t , U et T d ' au t re pa r t , son t de s ignes 
con t r a i r e s . 11 es t donc na tu r e l de r e p r é s e n t e r s — si par 
l 'a ire AaB, p r i s e n é g a t i v e m e n t . On a a lors 

-So- -- a i re A 0 oB — aire AaB 

Par conséquen t , la var ia t ion de S en t r e l ' ins tan t ini t ial e t un ins tan t que lconque 
e s t toujours r e p r é s e n t é e par la s o m m e a lgébr ique des a i res l imi t ées par la courbe des 
v i t e s se s , l 'axe des t e m p s , e t les o rdonnées e x t r ê m e s , en cons idé ran t , c o m m e pos i t ives 
cel les de ces a i res qui sont au -dessus de OX, e t c o m m e néga t ives celle qui sont au-
d e s s o u s . 

IL — On p e u t se p r o p o s e r d ' éva luer la var ia t ion de S en t re 
deux é p o q u e s q u e l c o n q u e s U e t t 5 . En appe l an t si e t s s les va l eu r s 
de s qui c o r r e s p o n d e n t à ces i n s t an t s , on a 

y 

A, I 
\a-, ',CLt-

0 kl, 

•Sx = (,sa —-So) — (Si • 

Fig. 33. 

: aire Aa o as> A2 -

: a i re A, a i a 5 A2 

• aire Ao O a i Ai 

(fig. 33) 

•III. La var ia t ion de s en t r e deux in s t an t s d é t e r m i n é s ne r e p r é s e n t e l ' espace 
pa rcouru par le mobi le p e n d a n t le t e m p s c o r r e s p o n d a n t que si, dans l ' in te rva l le con
s idé r é , le sens du m o u v e m e n t n 'a pas changé . C'est ce qui a lieu tou tes les fois que la 
courbe des v i t e s ses ne t r a v e r s e pas l 'axe des t e m p s dans ce t in te rva l l e . 

59. P r o b l è m e . — C o n n a i s s a n t la COURBE DES ACCÉLÉRATIONS D'UN MOUVEMENT, 

TROUVER LA COURBE DES VITESSES. 

Nous nous p roposons d 'évaluer , au moyen de la courbe 
des accé lé ra t ions , la var ia t ion de la v i tesse d'un mouve 
m e n t e n t r e l ' ins tan t initial e t un i n s t an t que lconque T, r e 
p r é s e n t é su r OX par le point a' tel que oa' — h't. P a r t a g e o n s 
encore T. e t oa en n pa r t i e s éga les à 6 ; les o rdonnées oA'o, 
a', A'i. . . a 'n_ i A ' n _ i , a' A' ont r e s p e c t i v e m e n t p o u r va leurs 
hcfo, h<fi, /itp2 ... htfn-i, Acs. Si, p e n d a n t c h a c u n e des pé
r iodes succes s ive s égales à B, le m o u v e m e n t du mobi le 
res ta i t u n i f o r m é m e n t var ié , et conse rva i t l ' accé lé ra t ion tan
gent ie l le qu'i l a au c o m m e n c e m e n t de ces pé r iodes , la va
r ia t ion to ta le de V, so i tu — V 0 , s e r a i t e x p r i m é e par la s o m m e 

?o04-?1e + .... + <fn-, e. 
Le m o u v e m e n t d i scon t inu que ce t te h y p o t h è s e subs 

t i t ue au m o u v e m e n t réel en diffère d ' au t an t moins quo 
Q est p lus pe t i t . A la l imi te , quand 9 t e n d vers zéro, on a 

v — vp = l im (cp0 6 + ci 6 + ·. · -r <pn-iû) 

Pig. 34. 
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En p r o c é d a n t pour la su i t e c o m m e au p a r a g r a p h e 54 on é tab l i t que la variation 
de vitesse, entre l'instant initial et l'instant t, est mesuréepar le même nombre que 
l'aire A'oO a'A', à la condition de représenter l'unité de vitesse et l'unité d'accélé
ration par la mê.me longueur k, et de prendre comme unité de surface l'aire du rec
tangle ayant pour dimensions les longueurs représentatives de l'unité de vitesse et 
de l'unité de temps. 

Dans le bu t d ' ab rége r le l angage , on di t d 'une man iè re plus rap ide , mais i nco r 
rec te , que ; la variation de vitesse, pendant un intervalle de temps donné, a pour 
mesure l'aire comprise entre la courbe des accélérations, l'axe des temps, et les or
données des deux extrémités de l'intervalle. On a ainsi 

v—• vo — ai re A r

0 o a'A' 

ou v = Vo -| a i re A' 0 o a'A' 

Ce t te re la t ion ne fourni t l ' express ion m ê m e de la v i t e s se v à l ' ins tant t que si l'on 
connaî t la v i tesse in i t ia le v0. Nous s o m m e s a r r ivés à u n e conclus ion analogue quand 
nous avons d é t e r m i n é , au moyen d 'une in tég ra t ion , la loi dos v i t e s ses en fonction de 
e l l e des accé lé ra t ions t angcn t i e l lus (39). 

L 'express ion v = Vo -\- a i re A'oO a ' A ' p e r m e t de cons t ru i re par poin ts la courbe 
des v i tesses . Si l'on connaî t en out re l ' e space ini t ial s0, on p o u r r a r e m o n t e r ensu i te à 
la courbe des e spaces (57), e t é t u d i e r le m o u v e m e n t d 'une façon complè te par la m é 
thode g raph ique . 

60. R e m a r q u e s . — I. On peu t so p ropose r de d é t e r m i n e r la var ia t ion de v i t e s se 
en t re deux é p o q u e s que l conques t t e t t s . El le e s t m e s u r é e pa r l 'a ire compr i se en t r e la 
courbe des accé lé ra t ions , l 'axe des t e m p s , e t les o rdonnées c o r r e s p o n d a n t aux é p o q u e s 
cons idé rées . 

I I . Si la courbe des accé lé ra t ions t r ave r se l 'axe des t e m p s , la var ia t ion de la v i 
t e s se p e n d a n t un in te rva l l e de t e m p s donné es t r e p r é s e n t é e pa r la s o m m e a lgébr ique 
des a i res qu 'e l le d é t e r m i n e avec l 'axe des t e m p s , en r e g a r d a n t comme pos i t ives cel les 
de ces a i res qui sont au -dessus de ox, et c o m m e néga t ives ce l les qui sont a u - d e s s o u s . 

II. — Étude graphique du mouvement uniforme. 

61. Nous su iv rons la m ê m e m a r c h e que dans la môthodd ana ly t ique , mais nous 
é tab l i rons les r é su l t a t s déjà acquis en emp loyan t exc lu s ivemen t la m é t h o d e g r a p h i q u e . 

Rappe lons que , d ' après la définition 
du m o u v e m e n t un i fo rme, la v i t e s se v es t 
égale au r appor t constant de l ' e space au 
t e m p s employé à le pa rcour i r . La loi 
g raphique des v i t esses e s t donc u n e dro i te 
PQ, para l lè le à l 'axe des t e m p s (fig. 35). 
dont l 'o rdonnée à l 'or ig ine o P = hv. 

C h e r c h o n s la loi g r a p h i q u e des e s 
paces . Soient t une époque que lconque 
figurée par le point B d 'absc isse oB = k't, 
et AB l 'o rdonnée c o r r e s p o n d a n t e de PQ. 
L 'espace s — s0 pa rcou ru en t r e l ' i ns tan t 
init ial e t l ' ins tan t t es t donné par l 'ex
p res s ion 

s = s 0 + aire o PAB, 
Fig . 35. 
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à la condit ion de r e p r é s e n t e r l ' un i té d ' espace par la l o n g u e u r h e t de p r e n d r e pour 
un i t é de surface l 'aire du r ec t ang le ayant h et h' pour d imens ions (57). D 'après ce la 

kVX k't 

d 'où S = S o + Vt 

C'est la loi des e spaces du m o u v e m e n t uni forme. C o m m e el le e s t du p r e m i e r deg ré 
•en s e t en t, elle es t r e p r é s e n t é e g r a p h i q u e m e n t par une d ro i t e , dont il suffit de cons
t r u i r e deux poin ts . On d é t e r m i n e en généra l ses poin ts de r e n c o n t r e avec les axes de 
c o o r d o n n é e s . L 'o rdonnée à l 'or ig ine oC = hso r e p r é s e n t e l ' e space ini t ial ; l ' abscisse à 

l 'o r ig ine oU = — 
k' So 

r e p r é s e n t e l ' heure du passage du mobi le à, l 'o r ig ine des e s p a c e s . 

su r la t ra jec to i re . On pour ra i t d ' a i l l eurs e m p l o y e r deux a u t r e s poin ts que l conques , 
don t on d é t e r m i n e r a i t les coordonnées en donnan t à t deux va leu r s a rb i t r a i r e s U, t,, 
a u x q u e l l e s c o r r e s p o n d r a i e n t des va leurs . S i et s s de s fournies pa r l ' express ion 
s — so-\- vt, ou m e s u r é e s d i r e c t e m e n t . 

R é c i p r o q u e m e n t , t ou t m o u v e m e n t dans leque l la loi g r aph ique des e spaces e s t 
u n e droi te es t un i forme. Si, eu effet, l 'on app l ique à un tel m o u v e m e n t la jcons t ruc-
t ion g r a p h i q u e de la v i tesse (50), on obt ien t un t r i ang le r ec t ang le MEF dont la gran
d e u r es t i n d é p e n d a n t e de t, p u i s q u e son côté ME = k' et son angle EMF==« r e s t e n t 
i nva r i ab l e s . Tous les s e g m e n t s r ep ré sen ta t i f s de la v i t e s se , t e l s que E F . é tan t égaux 
<;ntre eux, la v i tesse r e s t e cons t an t e , e t le m o u v e m e n t es t un i forme. L a l o i g r aph ique 
d e s v i t esses se déduit, de cel le des e spaces en t r a ç a n t u n e para l l è le à, ox, d i s tan te de 
•cette dro i te d 'une l ongueu r oP = EK. 

La cons t ruc t ion g r a p h i q u e de l ' accéléra t ion t angen t i e l l e (53) app l iquée à la loi des 
v i t e s se s P Q , donne à t ou t i n s t an t un s e g m e n t I J= fe tp de l o n g u e u r nu l le . Pa r sui te 
ç = o , e t la loi g r a p h i q u e des accé lé ra t ions se confond avec ox. 

62. P r o b l è m e d e s c o u r r i e r s . — Solution graphique. — Si l 'on r a p p o r t e les 
deux m o u v e m e n t s aux m ê m e s or ig ines des t e m p s 
e t des e spaces , l eu r s lois des e spaces son t 

s = s» + vt s' — s'a + vt. 

El les sont r e p r é s e n t é e s par les dro i tes AB et 
A'B', que l'on v ien t d ' a p p r e n d r e à dé t e rmine r . 
Les pos i t ions q u ' o c c u p e n t les mobi les sur l eur 
t ra jec to i re c o m m u n e à un ins tan t que l conque t, 
sont figurées par deux po in t s P e t M c o r r e s p o n 
dant à, la même absc i s se op = h'U. Si les deux 
mobi les se r e n c o n t r e n t à l ' ins tan t t, on aura à, ce 
m o m e n t s —s', et les poin ts P e t M s e r o n t con
fondus. D'où il su i t que l ' heure de la r e n c o n t r e 

( or \ 
f = - — 1 e t sa d i s tance à l 'o r ig ine des espaces 

/ rH \ 
is = — ) son t d é t e r m i n é e s par les coordonnées du poiutli , où se coupen t AB et A B ' . 

F i g . 36. 

D i s c u s s i o n . On a 

oA r - kso oB 
h'So 

oA' = hs'o oB' = — 
k's'o 

V 
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D'aut re par t , les t angen t e s t r i g o n o m é t r i q u e s des angles que forment AB et A'B' 

a v e c ox son t (.">0) 

tg a= — -v et tg%=^j-v' 

Pour que AB et A'B' se coupen t , il faut e t il suffit que les angles a e t a' so ien t 
différents, c 'est-à-dire que l 'on ai t v ^£ v'. Dans ce cas , les deux mobi les se r e n c o n t r e n t . 
Si a = a', AB et A'B' ont m ê m e d i rec t ion , et deux cas sont à d i s t ingue r , se lon que 
l eu r s o rdonnées à l 'o r ig ine son t égales ou inéga les . Si o A ^ o A ' , AB et A'B' son t p a 
ra l lè les . Les deux mobi les ne se r e n c o n t r e n t j amais , et la d is tance qui les sépare e s t 

AA' 

toujours égale à —-—. Les condi t ions a = ar e t o A ^ oA' r ev i ennen t aux su ivan tes r 

v = v' e t so s^s'o. 

Si a — a' e t o A ^ o A ' , les dro i tes AB et A'B' son t confondues , et les mobi les s o n t 

tou jours r éun i s . Ces condi t ions r e v i e n n e n t aux su ivan te s : v = v' etsa = s'a. 
Nous r e t r o u v o n s a ins i tous les r é s u l t a t s déjà é tabl is par la mé t h o d e a n a l y t i q u e . 
03. P r o b l è m e — Trouver, par une construction graphique, les heures des ren

contres successives des aiguilles d'une montre. 

T ; , C 2 C 3 q C J 2 

I TI M I V V V I V U V M A X I R 1 1 1 

Fig. 37. 

Les m o u v e m e n t s des deux a igui l les sont un i fo rmes . Nous al lons cons t ru i re les-
d i ag rammes c o r r e s p o n d a n t s , qui sont des d ro i t e s . 

1° P O U R la petite aiguille. P r e n o n s pour or ig ine des t e m p s l ' h e u r e de midi , p o u r 
origine des e spaces la posi t ion du n o m b r e Xlf su r le cadran , et pour sens posi t i f 
des espaces celui de la ro ta t ion. L 'espace init ial es t nul , et la d ro i t e qui r e p r é s e n t e la 
loi des espaces passe par l 'or igine des coo rdonnées . Au bou t de douze h e u r e s , l 'a igui l le 
a fait le tour du cadran ; l a droi te c h e r c h é e passe p a r l e po in t A , 2 , dont l ' abscisse O C I » 

es t une longueur a rb i t r a i r e r e p r é s e n t a n t douze h e u r e s , e t l 'o rdonnée C I S A I * une a u t r e 
l o n g u e u r a rb i t ra i re f igurant le tour du cadran (fig. 37). L ' in te rva l le O C I S a é té partagé-
en douze par t ies égales , dont chacune r e p r é s e n t e une d u r é e d 'une h e u r e . 

2° Pour la grande aiguille. On cons idère s é p a r é m e n t chacune de ses r évo lu t ions 
complè t e s . La p r e m i è r e s 'accompl i t de midi à une h e u r e . En p r e n a n t les m ê m e s o r i 
g ines que p r é c é d e m m e n t , la droi te qui figure la loi des e spaces du m o u v e m e n t u n i -
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forme c o r r e s p o n d a n t passe par l 'or ig ine des coo rdonnées , et par un poin t Ai dont 
\ 

l ' abscisse 0C1 = oCii r e p r é s e n t e u n e h e u r e , e t l ' o rdonnée Ci Ai = C12 A t î le tour 

du cadran . 

P o u r la seconde révo lu t ion , p laçons l 'or igine des t e m p s à 1 h e u r e , l 'or igine des 
e spaces r e s t a n t la m ê m e , A une h e u r e , l ' e space p a r c o u r u e s t nul , e t à deux h e u r e s , il 
e s t égal au tour du cadran ; la d ro i te qui r e p r é s e n t e la loi des e spaces du m o u v e m e n t 
uniforme c o r r e s p o n d a n t passe donc par le point Ci de l 'axe des t e m p s , e t par le point 

9 

Aa dont l ' abscisse oCs> — *? 0C12 r e p r é s e n t e deux h e u r e s , e t l ' o rdonnée C a A 2 — Cu Au 

le t ou r du cadran . 
Les lois g r a p h i q u e s des e spaces des m o u v e m e n t s un i fo rmes qui c o r r e s p o n d e n t 

aux a u t r e s révolu t ions s 'ob t iennent d 'une façon ana logue , en p laçan t l ' o r ig ine des 
t e m p s s u c c e s s i v e m e n t à 2 h e u r e s , 3 h e u r e s , e t c . 

Les h e u r e s de r e n c o n t r e des deux a igui l les son t données pa r les absc isses ob 2 , 
ob3... des points d ' in te rsec t ion de oAi 2 avec oAi, C ( A 2 l . . . Ces de rn i è r e s d ro i t e s é tan t 
equ id i s t an t e s deux à deux, on voi t a i s é m e n t que ob 3 = 2 o b ; , o b 4 = 3 o b 2 . . . Il suffît 
donc de ca lcu ler ob 3 . Or 

oB 2 ob 2 1 
0A12 0C12 11 

I 1 1 
Donc ob 2 = —r-r oCi-> = — T de 12 h e u r e s — l h —-— 

II " \ 1 11 

Les h e u r e s des r e n c o n t r e s success ives , ap r è s celle de midi , son t p a r conséquen t 

I "-i 3 

II ' " 11 ' 11 " " 

64. G r a p h i q u e d e s t r a i n s . — On n o m m e ainsi une é p u r e sur laquel le sont 
f igurées les l ignes r e p r é s e n t a t i v e s des m o u v e m e n t s de tous les t r a ins qui c i rcu len t 
e n t r e deux s ta t ions d é t e r m i n é e s . 

Le m o u v e m e n t d 'un t r a in n ' es t pas un i forme ; il e s t accé lé ré au dépa r t d 'une gare , 
et r e t a r d é au m o m e n t de son a r r ivée à la gare su ivante . Les côtes , la r é s i s t ance de 
l 'air, le f ro t tement , e t c . . con t r i buen t aussi à faire va r i e r sa v i t esse . On lui subs t i t ue , 
pour la r ep r é sen t a t i on g r aph ique , un m o u v e m e n t uniforme de m ê m e v i tesse m o y e n n e , 
de sor te que , en t r e deux a r r ê t s consécut i f s , le d i ag ramme du m o u v e m e n t es t une 
dro i te . 

P o u r é tab l i r ce t t e épu re , (flg, 38) on por te à la su i te les u n e s des a u t r e s , su r un 
axe hor izonta l qui s e r a l 'axe des t e m p s , v ing t -qua t re p a r t i e s éga les r e p r é s e n t a n t les 
v ing t -qua t re h e u r e s de la j o u r n é e , et on pa r t age chacune en s ix par t i es égales co r r e s 
pondan t à des in t e rva l l e s de 10 m i n u t e s . On peu t donc l ire r i g o u r e u s e m e n t les h e u r e s 
exp r imées par un mul t ip l e de 10 m i n u t e s ; les h e u r e s i n t e r m é d i a i r e s , te l les que l h , 5 m , 
sont app réc i ées à l 'œil . Su r un axe pe rpend i cu l a i r e au p r e m i e r , on por te des l o n g u e u r s 
p ropor t ionne l l e s aux d i s tances qui s é p a r e n t l e s s ta t ions succes s ive s A, B, C, D, E . , . 
Par chaque point de division de l 'un des axes , on t r ace u n e para l lè le à l ' au t re . Ou 
cons t i tue ainsi un quadr i l lage dans leque l chaque l igne hor izon ta le r e p r é s e n t e u n e 
s ta t ion , e t chaque l igne ver t i ca le , une h e u r e d é t e r m i n é e . Les poin ts de r e n c o n t r e des 
deux so r t e s de l ignes définissent à la fois une h e u r e , e t une s ta t ion . 
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Vie A 

1)2 B 

C 

171 D 

/sa F, 

y\ I ] I I ! 1 I J I I I I , I I 

Fig. 38. 

Cons idé rons un t ra in pa r t i do A à 3 h , 1 0 m et a r r ivan t en B à 3 h , 3 0 m . Le d i a g r a m m e 
de son m o u v e m e n t , supposé un i fo rme , est la droi te ab. Le t ra in s t a t ionne 10 minu te s 
en B, d'où il r e p a r t à 3 h , 4 0 m , et a r r ive en C à 4 ' ' ,10 m . Cet te seconde par t i e de son mou
vemen t e s t f igurée par la d ro i te cd. A la s ta t ion C, l ' a r rê t es t de 20 minu te s ; le dé 
par t a l ieu à 4 1 1 ,30 l n , et l ' a r r ivée en D à 5 h , 1 0 m . Le m o u v e m e n t es t r e p r é s e n t é par la 
la droi te ef, Le dépa r t de D ayant lieu à o h , 2 0 m , ap rès un a r r ê t de 10 m i n u t e s , e t l 'ar
rivée en E se fa isant à 5' ' ,50 m , le m o u v e m e n t en t r e les deux s t a t ions es t r e p r é s e n t é 
par gh. On voi t que, pour ob ten i r la l igne r e p r é s e n t a t i v e du m o u v e m e n t d'un t ra in 
en t re deux s ta t ions , il suffit de jo indre par u n e d ro i t e le point qui figure la s ta t ion e t 
l ' heure du d é p a r t au poin t qui figure la s ta t ion et l ' heu re de l ' a r r ivée . Les a r r ê t s sont 
indiqués par une por t ion d 'hor izonta le , t e l le que bc, compr i s e en t r e l ' heure de l ' a r r ivée 
à la s ta t ion de r epos et l ' heu re du dépa r t . Moins le t ra in emplo ie de t emps pour al ler 
d'une s ta t ion A à une au t r e B, e t p lus la d i rec t ion de la droi te qui figure son m o u v e 
men t e n t r e A et B se r a p p r o c h e de la ve r t i ca le . Sur le g r a p h i q u e , un t ra in d 'a l lure 
rapide se d i s t ingue donc d 'un t ra in d 'a l lure len te en ce que le d i a g r a m m e du p r e m i e r 
est moins inc l iné que celui du second su r la ve r t i ca le , 

Supposons qu 'un t r a in rap ide , pa r t i de A à 3 h , 5 0 m , a r r ive en B à 4 h e u r e s . A p r è s 
un a r r ê t de 10 minu te s , il r e p a r t , f ranchi t sans a r r ê t la s ta t ion C à 4 h , 24 m , e t a r r iva 
en D à 4 h , 4 0 m . Ce t te deux ième par t i e de son m o u v e m e n t es t f igurée par la d ro i te mno. 
Ce second t ra in , à pa r t i r de la s ta t ion C, a dépassé le p r e m i e r . Afin d 'év i te r u n e coll i
sion, il a fallu combine r les ho ra i r e s de ces deux t r a ins de m a n i è r e que le plus len t 
laisse la voie l ibre au p lus r ap ide . Le g raph ique m o n t r e qu'i l en a b ien été a insi . Le 
p r e m i e r t r a i n e s t a r r ivé en C à 4 h , 1 0 m e t s 'es t ga ré i m m é d i a t e m e n t , en so r t e que le 
second t r a in , qui ar r ive en vue de la s ta t ion C à 4 h , 2 4 m env i ron , a pu la f ranchir sans 
a r r ê t ; le p r e m i e r t ra in n ' e s t r e p a r t i qu 'à 4 h , 3 0 m , ap r è s que le second l'a eu dépassé 
d'une q u a n t i t é suffisante (6 k i lomèt res environ) pour a s s u r e r l eu r s écu r i t é c o m m u n e . 

Les t r a ins qui p a r c o u r e n t la voie de A en E ont l eur d i a g r a m m e incl iné ve r s la 
gauche ; ceux qui la p a r c o u r e n t dans le sens con t ra i r e l 'ont incl iné vers la d ro i te . On 
a figuré la m a r c h e d'un de ces t r a ins qui , par t i de E à 3 h , 50 m , a r r i ve en D à 4",10 l n , en 
repar t à 4" ,20 m , pour a r r ive r en C à 4>',45m, e t c . . L ' examen du g r a p h i q u e m o n t r e que 
ce t ra in c ro i se le rap ide par t i de A à 3 h ,5Û m , à peu p r è s à égale d i s t ance des s ta t ions 
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C et D, au poin t k i l omé t r ique ICI, env i ron à 4 h , 3 3 I D . Il eroi.se le t ra in par t i de A à 
3 h , 1 0 m au point k i l omé t r i que 155, à 4h,39™. Il n 'y a pas l ieu de m é n a g e r un garage en 
ces poin ts , si la voie es t double . 

Telles son t les p r inc ipa les indica t ions q u e peu t fournir la l ec tu re d 'un graphique 
des t r a in s . O b s e r v o n s que ces ind ica t ions ne son t q u ' a p p r o c h é e s , le m o u v e m e n t des 
t r a ins n ' é t an t pas r i g o u r e u s e m e n t un i forme. Pour p révo i r l ' heu re exac te d 'un croise
men t , il faudra i t r e m p l a c e r c h a q u e droi te te l le que ef par u n e l igne s inueuse r e p r é s e n 
tant le m o u v e m e n t r ée l du t ra in , accé lé ré au dépa r t , r e t a r d é à l ' a r r ivée . L ' heu re e t 
le point de c ro i s emen t i nd iqués par les c o o r d o n n é e s du p o i n t a ( 4 \ 4 0 m , point 155) 
doivent ê t r e r emp lacés par ceux qu ' i nd iquen t les c o o r d o n n é e s du point S, que l 'on ne 
peu t d é t e r m i n e r r i g o u r e u s e m e n t . 

Le g r a p h i q u e des t r a ins donne encore un moyen c o m m o d e d 'é tabl i r l ' hora i re d 'un 
t ra in s u p p l é m e n t a i r e en t r e deux s t a t i ons , s a n s modifier celui des t r a ins r égu l i e r s . Il 
suffit que les d ro i tes qui r e p r é s e n t e n t le m o u v e m e n t du t ra in s u p p l é m e n t a i r e ne 
coupen t pas cel les qui r e p r é s e n t e n t le m o u v e m e n t é e s t r a i n s n o r m a u x a l lant dans le 
m ê m e sens que lui , si la voie est double , ou dans les deux s e n s , si la voie es t s i m p l e . 

III. — Étude graphique du mouvement uniformément varié. 

65. Nous su iv rons le m ê m e ordre que dans la m é t h o d e ana ly t ique (pa ragraphe 21 e t 
su ivants) . R a p p e l o n s d 'abord que, d ' après la définition du m o u v e m e n t un i fo rmémen t 
va r ié , l ' accé lé ra t ion t angen t i e l l e tp e s t cons t an t e . La loi g r a p h i q u e c o r r e s p o n d a n t e est 
donc une droi te PQ para l l è le à l 'axe des t e m p s (fig.39), don t l ' o rdonnée à l 'or igine 
o P = ftcp, en dés ignan t par k la l ongueur r e p r é s e n t a t i v e de l 'uni té d ' accé lé ra t ion . 

66. L o i g r a p h i q u e d e s v i t e s s e s . P o u r t r o u v e r la loi des v i t e s se s , il faut 
éva lue r la var ia t ion de v i tesse v - - vu 

en t r e l ' ins tant init ial et un ins tan t 
que lconque l. figuré par le point B, 
tel que oB = h't. On sai t que 

v — v0 — a i re o P AB 

à la condi t ion de r e p r é s e n t e r l 'uni té 
de v i t e s se par la l ongueu r fe, e t de 
p r e n d r e p o u r un i t é d 'a i re celle du 
r e c t a n g l e ayant et h' pour d imen
s ions . Pa r c o n s é q u e n t 

Jtloupï tuuf* 

V Vo : 

d'où 

ho Xk't 

~hh' 
: Vo - J - ç f 

Cet te loi d e s v i t e s ses es t r e p r é 
sen t ée g r a p h i q u e m e n t par une droi te 
LM, dont les coo rdonnées à l 'or igine 

J. T . * r> h'vo sont oc = hvo e t O U = 

Réciproquement, tout m o u v e m e n t dans l eque l la loi g r a p h i q u e des v i tesses 
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•est u n e d ro i t e , e s t u n i f o r m é m e n t 
m e n t la cons t ruc t ion graphi 
q u e i nd iquée au p a r a g r a p h e 
53, on forme un t r i ang l e r e c 
t ang le MEF dont la g ran
d e u r es t i n d é p e n d a n t e de r, 
de sor te que l ' accé lé ra t ion 
t angen t i e l l e e s t r e p r é s e n t é e 
pa r un- s e g m e n t invar iab le 
E F = f t < j . El le r e s t e donc 
c o n s t a n t e , ce qui ca rac t é r i s e 
un m o u v e m e n t un i fo rmé
m e n t var ié . 

La loi g r a p h i q u e des 
accé lé ra t ions se dédui t de 
ce l l e des v i t e s s e s en t r a 
çan t une para l lè le à l 'axe 
d e s t e m p s , ayant pour or
d o n n é e oP — EF . 

Car si l 'on app l ique à un tel m o u v e -

3\ 

/ >4 
retard£ cCwcrlf 

fots 

i 

67. C o u r b e d e s e s p a c e s . — On sai t que s — $ 0 = aire ocMB (fig. 39) à la condi
tion do r e p r é s e n t e r l ' un i té d ' espace par la l o n g u e u r ft, et de p r e n d r e pour un i t é de 
sur face l 'aire hli. On a d o n c 

oc + BM 
X o B kuo - f - hv 

X ht Ito 4- v) t kh' kh' 

e t , pu i sque V = Va - f - at 

S So = Vtlt + y <fí3 

d'où S = So + Vol -\- k>- 'fi* 
C'est la loi dos e spaces c h e r c h é e . Le second m e m b r e é t an t un t r i n ô m e du s e c o n d 

d e g r é en t, la courbe r e p r é s e n t a t i v e es t une Parabole, dont l 'axe es t pa ra l l è le à oy, et 
don t la concav i té est t o u r n é e ve r s le h a u t ou ve r s le bas se lon q u e tp e s t > o ou < o. 
Les coo rdonnées oD et DG (fig. 39) du s o m m e t de ce t t e pa rabo le c o r r e s p o n d e n t au 
m i n i m u m (si cp > o) ou au m a x i m u m (si <p < o) du t r i n ô m e . On a donc 

o ü — et DG = h so — -jp- (*) 

tp V ¿ cp / 
On p o u r r a i t cons t ru i r e ce t te pa rabo le pa r poin ts en donnan t à t différentes va l eu r s 

f i t, t3... et en d é t e r m i n a n t les va l eu r s c o r r e s p o n d a n t e s S i Ss s 3 ... de s , so i t a u m o y e n 

f) On sait que le trinôme du second degré y = a x ! + bx + c présente un maximum (si a < o 
4 ac — fo* (j 

ou un minimum (si a > o), égal à , correspondant à la valeur x = de la 
4a 2 a 

variable indépendante. 
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de la loi des e spaces , soit pa r des m e s u r e s d i r ec t e s . On aura i t ainsi les coordonnées 
(ft'ti, ftsi), (h'U, ksi)... d ' au tan t de po in t s de la courbe que l 'on voudra i t . Mais il e s t 
p lus s imple e t p lus exac t de la c o n s t r u i r e pa r le p r o c é d é su ivan t . 

P r e n o n s c o m m e axes de c o o r d o n n é e s la t a n g e n t e A.vi au s o m m e t de la parabole 
(paral lè le à l 'axe des t emps) e t son axe de 
s y m é t r i e Ayi (paral lè le à l 'axe des espaces) 
et so ient (a,b) les coordonnées d'un point B 
de la courbe (flg. 41) d é t e r m i n é d i r e c t e 
ment . P r e n o n s su r AP et sur PB des po in t s 
Q et N te ls que l'on ait 

AQ = h X A P = ha 
PN = h X PB = hb • 

h é t an t un n o m b r e que lconque ; t r açons 
AN, m e n o n s par Q la para l lè le à Ay.i, e t 
c h e r c h o n s le l ieu géomé t r i que du point de 
r e n c o n t r e M de ces doux dro i tes lo r sque k 
var ie , Les coordonnées de ce poin t dans le 
s y s t è m e xi Ayi son t 

lui 
Fig. i l . PN X AQ __ hb X ha 

AP ~~ a 
: fc'-b 

L 'équa t ion du l ieu, ob tenue par l ' é l iminat ion de ft en t r e les équa t ions p r é c é d e n t e s , 

es t 3A : 

C'est donc une parabole (*). El le répond à la ques t ion , car la forme de son équa
tion mon t r e qu 'e l le es t t angen te à Axl au point A, que Ai/i es t son axe de s y m é t r i e , 
et qu 'e l le passe par le po in t B. 

On est ainsi condui t à u n e cons t ruc t ion g r a p h i q u e t r è s s imp le . On pa r t age PA et 
PB en un moine n o m b r e de pa r t i e s éga les , et l'on n u m é r o t e les points de division en 
sens i nve r se à pa r t i r de P. On t r a c e des para l lè les à Ay, par les poin ts s i tués sur A P , 
et l'on jo in t à A les points s i tués sur PB ; les poin ts d ' i n t e r sec t ion des d ro i t e s co r r e s 
pondan te s a p p a r t i e n n e n t à la pa rabo le . On peu t p ro longe r les divis ions au-delà d e s 
poin ts A, P e t B sans que la cons t ruc t ion cesse d 'ê t re app l icab le . 

On p e u t ' d ô m o n t r e r auss i , en p r o c é d a n t d 'une façon ana logue , que si l'on p a r t a g e AC 
en au tan t de pa r t i e s égales que AP , e t si l'on joint les poin ts de divis ion au poin t B' 
s y m é t r i q u e de B par r a p p o r t a Ayi, les d ro i tes ob t enues c o u p e n t les pa ra l l è l e s à Ay L , 
t e l les que QM, en des poin ts qui a p p a r t i e n n e n t à la parabole,. Cet te cons t ruc t ion , 
comme la p r é c é d e n t e , es t géné ra l e . 

{ 

Dans le cas pa r t i cu l i e r où s0 et u 0 s o n t nu l s , la loi des e spaces se r é d u i t à s = -q-<?t2. 

Le s o m m e t de la parabole es t on O ; son axe do s y m é t r i e es t l 'axe dos e spaces , 
t a n g e n t e au s o m m e t l 'axe des t e m p s , 

2 
et sa 

(*) La parabole est le lieu des points tels que, le carré de l'ordonnée soit proportionnai à 
l'abscisse correspondante, si l'axe des abscisses est At/i , et l'axe des ordonnées Axi . D'ail
leurs, le second membre peut être considéré comme un trinôme du second degré en xi , dans 
un cas particulier. 
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68. D i s t i n c t i o n e n t r e l e m o u v e m e n t u n i f o r m é m e n t a c c é l é r é e t l e m o u 
v e m e n t u n i f o r m é m e n t r e t a r d é . — On a déjà établ i (¿0) qu 'à une m ê m e équat ion 
des v i tesses v — vo + 9 t c o r r e s p o n d e n t un m o u v e m e n t u n i f o r m é m e n t accé lé ré e t un 

m o u v e m e n t u n i f o r m é m e n t r e t a r d é s 'ef îectuant : 1 un, depuis t-- — °o j u s q u ' à £ = — — , 

l 'aut re depuis £ = — ju squ ' à t =-f - 0 0 . Les figures ¡19 et 'i0 p e r m e t t e n t é g a l e m e n t 

de cons ta ter ce fait, e t m o n t r e n t en ou t r e les formes affectées par les l ignes r e p r é 
sen ta t ives de ces m o u v e m e n t s dans les différents cas . 

Dans la figure 39, c o r r e s p o n d a n t à -J > o, l ' accé lé ra t ion e t la v i t e s se son t de s ignes 

c o n t r a i r e s depu i s t = — 0 0 j u squ ' à t = — ; le m o u v e m e n t e s t u n i f o r m é m e n t re -

t a r d é e t s 'effectue dans le sons r é t r o g r a d e . Sa courbe des e spaces est la demi-para 

bole z'G, s i tuée à gauche de l 'axe de symé t r i e I)G. Depuis t = — ju squ ' à t — -}-

<f e t v son t de m ê m e s igne ; le m o u v e m e n t e s t un i fo rmémen t accé l é r é d i rec t . L a c o u r b f 
des e spaces e s t la demi -parabo le Gr. 

Dans la figure 40, l ' accé lé ra t ion e s t supposée n é g a t i v e . Depuis t — — 0 0 j u squ ' à 

t= — , tf e t v son t de s ignes con t r a i r e s ; le m o u v e m e n t es t u n i f o r m é m e n t r e t a r d é 

e t s 'effectue dans le s e n s d i rec t . Depuis t — —- j u squ ' à / — - j - 0 0 , 1 accé lé ra t ion et 

la v i tesse sont néga t ives ; le m o u v e m e n t e s t u n i f o r m é m e n t accé l é r é , et a lieu dans le 
sens r é t r o g r a d e . 

On a de s s iné en t r a i t mix te les lois g r a p h i q u e s des m o u v e m e n t s a n t é r i e u r s à 

l ' époque — , et en t r a i t plein cel les qui se r a p p o r t e n t aux m o u v e m e n t s pos tér i i -urs 

à ce t t e époque . 

69. E t u d e g r a p h i q u e d u m o u v e m e n t d ' u n c o r p s p e s a n t l a n c é d e b a s 
e n h a u t a v e c u n e v i t e s s e i n i t i a l e v0. — Le^s lois du m o u v e m e n t d 'ascens ion , en 
p r e n a n t les o r ig ines ind iquées au p a r a g r a p h e 34, sont 

h — Vot-
1 

9? 
v = vo — gt 

La loi g r a p h i q u e des v i t esses es t 
la droi te DBP, dont les coordonnées 
à l 'or igine sont 

oD = ln-o e t oB = — ~ - (flg. 43). 

La courbe des e spaces es t la pa 
rabole oAC, qu i passe par l 'or igine 
des coordonnées . L 'o rdonnée AB du 

s o m m e t e s t 

* 

m-

0 

^ A 

-.•\.K 

1 H 

Loi I X i *" 
: v\ ; 
• \ 
: \ 

i-2--JL, 

29 
-. La demi-parabole s. 

oMA et le s e g m e n t DB de la loi des ' N P 
vi tesses se r a p p o r t e n t a u m o u v e m e n t Fig. -4?. l-'ig. 43. 
un i fo rmémen t r e t a r d é d 'ascens ion , 
e t le r e s t e de la figure au m o u v e m e n t u n i f o r m é m e n t accé lé ré de c h u t e . La parabole 
é tan t s y m é t r i q u e par r appor t à AB, on voi t i m m é d i a t e m e n t que la d u r é e de la c h u t e , 
r e p r é s e n t é e par BC, es t égale à celle de l ' a scens ion , r e p r é s e n t é e par oB. 

C I N É M A T I Q U E 3 
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Soit h la d i s t a n c e du sol à l 'un des poin ts de passage m du mobi le . En t r a ç a n t 

u n e pa ra l l è l e à l 'axe des t e m p s ayan t pour o rdonnée BQ — kxh, on d é t e r m i n e deux 

po in t s M et N d e l à pa rabo le , don t l es absc i s ses ol e t oK m o n t r e n t que le mobi le em

ploie le m ê m e t e m p s (^—j^- = pour m o n t e r j u s q u ' e n m que pour r e d e s c e n d r e 

de m ju squ ' au sol. 
Les va l eu r s de la v i t e s se du mobi le à son pas sage en m son t fournies , soi t par les 

o r d o n n é e s IJ e t KL de la loi g r a p h i q u e des v i t e s s e s , soi t pa r les s e g m e n t s E F et GH 
ob tenus par la cons t ruc t i on de la v i t e s se au moyen de la courbe des e spaces (*). On 
voit que ces v i t e s se s son t éga les e t de s ignes c o n t r a i r e s . Il en e s t de m ê m e des vi
t e s s e s au d é p a r t et à l ' a r r ivée , f igurées par oD e t CP. On r e t r o u v e ainsi tous les ré 
su l t a t s déjà o b t e n u s a l g é b r i q u e m e n t . 

§ IV. — Etude graphique du mouvement périodique. 

70. D 'après la définition du m o u v e m e n t pé r iod ique (40), les courbes qui r e p r é 
s e n t e n t les va r i a t ions de s, v et cp p e n d a n t l 'une des pé r i odes se r e p r o d u i s e n t sans 
modification p e n d a n t t o u t e s les a u t r e s , de so r te qu ' i l suffit de t r a c e r ce l les qui se 
r a p p o r t e n t à la p r e m i è r e . N o u s p r e n d r o n s c o m m e exemple 4e m o u v e m e n t é tud ié au 
p a r a g r a p h e 43 pa r la m é t h o d e ana ly t ique . 

Fig. 44. 

Courbe des espaces. On a p r i s c o m m e axe des t e m p s la t a n g e n t e MoX à la c i rcon-

férence , e t c o m m e axe des e spaces le d i a m è t r e M 0 y (fig. 44). La d u r é e 8 = - ~ — d 'une 
a 

révolu t ion du point M (pér iode du m o u v e m e n t ) peu t ê t r e r e p r é s e n t é e par la l o n g u e u r 
de la c i r confé rence o, à l aque l le elle es t p ropo r t i onne l l e d ' après les lois du m o u v e -

C) Les vitesses v et v' au passage en M sont données respectivement piir les formules 
" = E r = H j a , s ' = GH = k'tg p . O r p = 27c — a à cause de la symétrie de la parabole par 
r apport à A B . Doncu' = — v. 
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m e n t uni forme (*). P o u r rect if ier la c i rconfé rence , on l'a pa r t agée en douze pa r t i e s 
éga les , et on a m a r q u é s u r Mo.v les points Pi P 2 . . . Pu qui c o r r e s p o n d e n t aux points 
de division Mi M 2 . . . Mo. Enfin, l es e s p a c e s p a r c o u r u s par le po in t m à pa r t i r de l 'ori
gine des e spaces Mo on t é té figurés en vra ie g r a n d e u r . En m e n a n t par Mj M 2 . . . des 
para l lè les à M 0 x j u s q u ' à l eu r r e n c o n t r e a v e c les o r d o n n é e s Piirii, P 2 rn 2 , . . . , on a ob
tenu douze poin ts m 0 m i m 2 . . . de la courbe des e s p a c e s . D 'après le m o d e de cons t ruc 
t ion suivi, on voit que ce t t e courbe e s t u n e s i n u s o ï d e . El le es t t angen t e à M Q x en ma e t 
mi» ; elle p r é s e n t e u n e o rdonnée m a x i m u m au point mc qui co r r e spond à l ' ins tan t 
9 7tr 

— - ——, et deux poin ts d'inflexion en m¡ e t m 9 , c o r r e s p o n d a n t aux ins tan t s 

6 _ r r 3 9 3 itr 
T — Ta 0 t ~T~ ~~ ~ 2 l T " 

Enfin, elle es t s y m é t r i q u e par r a p p o r t à l ' o rdonnée m a x i m u m Pe'n». 
Courbe des vitesses. La s y m é t r i e de la courbe des e spaces e t les p r o p r i é t é s con 

nues de la s inusoïde m o n t r e n t que les v e c t e u r s r ep ré sen ta t i f s de la v i t e s se sont égaux 
et de m ê m e signe pour deux poin ts équ id i s t an t s d 'un point d inflexion, égaux e t de 
s ignes con t r a i r e s pour deux po in t s s y m é t r i q u e s par r a p p o r t à Pci/fo- Il suffit donc de 
les cons t ru i r e aux po in t s m0, m,, í r ¡ s e t n i 3 , pu is de por te r les longueurs ob t enues 
|0 , e,{Ji, ajâj , cafl,), dans un sens convenable , su r l es o r d o n n é e s des points P t P 2 . . . On 
obt ient ainsi la courbe des v i t e s s e s mom\m\... m,». C'est enco re une s inuso ide , qui 

0 Tir 
t r ave r se l 'axe des t e m p s au point m's c o r r e s p o n d a n t à l ' i n s t a n t = . L a b r a n c h e 

mom'n es t s y m é t r i q u e par r a p p o r t à l ' o rdonnée m a x i m u m P : Í ? I ¿ 3 , et la b r a n c h e ni\mn 

par r appor t à l ' o rdonnée m i n i m u m P g m v 
Courbe des accélérations. On reconna î t , pa r un r a i s o n n e m e n t ana logue , qu ' i l suf

fit de cons t ru i r e les v e c t e u r s r e p r é s e n t a t i f s de l ' accéléra t ion t angen t i e l l e aux po in t s 
m0, rw'i, m'a, m ' 3 de la courbe des v i t e s se s ; l eu r s va leurs r e spec t ive s c/ 0 |3 ' 0 , i ^ p ' , , a ' , ^ 
et o, po r t ée s su r les o r d o n n é e s des po in t s M 0 , Pi Pt> . . . dans un sens convenable , dé
t e r m i n e n t douze poin ts m"0m'\ . . . de la courbe des accé lé ra t ions . C'est une s inusoïde 
qui t r a v e r s e l 'axe des t e m p s aux poin ts m" 3 , m"s c o r r e s p o n d a n t aux époques 

0 _ -Ki- 3 0 3n r 

T ~ " 2 " i e t ~ 4 ~ — ïa~-

Elle est s y m é t r i q u e pa r r a p p o r t à son o r d o n n é e m i n i m u m P 8?n vi; (**)• 
Discussion du mouoemenl. Les indica t ions géné ra l e s d o n n é e s dans ce chap i t r e 

et dans le p r é c é d e n t m o n t r e n t sans difficulté que : 
0 T T R 

Depuis l ' ins tan t in i t i a l jus j u ' à l ' i n s t an t — = le m o u v e m e n t est accéiéi 'é e t d i 

rect . Le mobi le p a r c o u r t un c h e m i n égal au r a y o n . 

Quand le t e m p s cro î t depuis -y- = - ¡ - ^ j u squ a — = ——, l e m o u v e m e n t es t retar

dé e t direct ; s croî t e n t r e les l imi tes r et 2 r . 
G T.r 3 9 3 ne 

Quand t croi t depu i s — jusqu ' à —;— = — : — , le m o u v e m e n t es t accéléré e t 
ï a ' 4 la. 

rétrograde ; s décro î t e n t r e les l imi te s 2 r e t r. 

'(*) Gela revient à représenter une seconde par une longueur égale à celle du vecteur qui 
figure la vitesse a d'j mouvement uniforme. 

(*") On obtiendrait les courbes représentatives des lois du mouvement dans les périodes 
successives en déplaçant les précédentes, parallèlement à Mox\ de quantités égales à Mo Pis. 
Chacune de ces courbes formerait une série indéfinie d'ondulations de part et d'auLre de l'axe 
des temps. 
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•i « à T C ) ' „ '> T r i ' , 

Enfin, quand t croî t depu i s — — = pisqu à ·) = - — — , le m o u v e m e n t es t re
tardé e t rétrograde ; s décro î t depu i s r j u s q u ' à zéro. On r e t rouve ainsi tous les résu l 
ta t s qu 'avai t fournis la m é t h o d e ana ly t ique . 

Les d ro i t e s 7 7 I 0 ni3 mc, me ms M I S p e u v e n t ê t r e cons idé rées co mme les lois g ra 
ph iques des e s p a c e s de deux m o u v e m e n t s un i fo rmes , l 'un d i rec t , l ' au t re r é t r o g r a d e ; 
ce son t ies mouvements moyens du mobi le p e n d a n t les deux moi t i é s succes s ives de 
la pé r iode de son m o u v e m e n t r ée l . 

§ V. — É t u d e g r a p h i q u e d u m o u v e m e n t p é r i o d i q u e m e n t 

u n i f o r m e -

71. C h e r c h o n s , p a r exemple , les courbes r e p r é s e n t a t i v e s des lois du m o u v e m e n t 
déjà é tud ié au p a r a g r a p h e 44. P r e n o n s pour axe des e spaces la t angen t e M0y à la cir
conférence o, e t c o m m e axe des t e m p s !o p r o l o n g e m e n t M0.Y du rayon oM 0 ifig. i ï i ) . 

J ' " i g . 4 5 . 
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Courbe des espaces. La d u r é e 6 = ~ — d 'une révo lu t ion du point M p e u t ê t re 

r e p r é s e n t é e , comme dans la ques t ion p r é c é d e n t e , pa r la l o n g u e u r de la c i rconfé rence 
o. Cel le-ci a é té pa r t agée en hui t par t i es éga les , e t les po in t s d e divis ion r e p o r t é s 
sur Mo.v en Q,, Q;.., Les e spaces déc r i t s p a r l e point p à p a r t i r de l 'o r ig ine Ma sont 
figurés en vra ie g r andeu r . Le -, pa ra l l è l e s t r a c é e s à l 'axe d e s t e m p s pa r Pi P s . . . , jus 
qu 'à leur in te r sec t ion avec les o rdonnées des points Qi Q 9 . . . , d é t e r m i n e n t des poin ts 
pi pi... de la courbe des e spaces . Mais il es t p lus s imple de p r o c é d e r d e la manière, 
su ivante . 

Chaque o rdonnée es t la s o m m e de deux v e c t e u r s tels que N 1 M 1 e t M J Y Cons idé 
rons ceux-ci s é p a r é m e n t . La l igne dont l es o r d o n n é e s son t l e s v a l e u r s s u c c e s s i v e s du 
vec teu r N,Mi est une s inusoïde MD »ii ?n s . . . que nous d é s i g n e r o n s p a r A ; cel le don t les 
o rdonnées sont les va l eu r s succes s ives du v e c t e u r Mi Pi = a r c \ I 0 Mi e s t u n e dro i te Mi 
(IL [/.!..., b i ssec t r ice de l 'angle des axes , car tous les t r i ang l e s r e c t a n g l e s ana logues À 
M,, Qi m sont i socèles , p u i s q u e M 0 Q 1 ~ arc M ,Mi. Nous la d é s i g n e r o n s pa r D. Il suffit d 'a
jou te r a l g é b r i q u e m e n t les o rdonnées des l ignes A et D qui c o r r e s p o n d e n t à u n e m ê m e 
absc isse , pour r e t rouve r les poin ts MupiP»... J e la courbe d e s e s p a c e s . Une cons t ruc t i on 
analogue p e r m e t de d é t e r m i n e r les t a n g e n t e s . Soient II 
II' deux points de la s inusoïde A (fig. 40), r et r' l eu r s ho
mologues sur la courbe des e s p a c e s . HT la t angen te en 
H, t le point de l ' o rdonnée R V tel que s't = S'T. Quand 
IV vient se confondre avec H supposé fixe, H 11' e t r r ' d e 
viennent , à la l imi te , les t a n g e n t e s en R et r ; H T tend 
vers zéro, ainsi que son égal r't. Pa r sui te , la posi t ion li
mite de ri" est? ' / . D où il r é su l t e que , si 1 on ajoute a lgé 
b r iquemen t les o rdonnées de la d ro i t e I) et cel les d e s 
t angen tes à la s inusoïde A, on ob t ien t les t a n g e n t e s à la 
courbe des e s p a c e s . 

On dédui t de là p l u s i e u r s c o n s é q u e n c e s u t i l i s ées 
dans le t r acé de la courbe des v i t esses : 

1° Les poin ts Mo m 4 ms... où la s inusoïde A r e n c o n t r e 
1 axe des t emps é tan t des points d'inflexion, les poin ts c o r r e s p o n d a n t s Mo Pi pu... de la 
courbes des e spaces , s i tués su r la droi te 1), en sont aus s i . Ca r , d ' ap rè s la c o n s t r u c t i o n 
suivie , si 1 une des c o u r b e s est s i tuée de par t e t d ' au t re de sa t a n g e n t e , au vois inage 
du poin t de contac t l ' au t re l 'est n é c e s s a i r e m e n t aus s i . , 

2 J Les t a n g e n t e s aux poin ts p 4 . p ^ . . de la courbe d e s e s p a c e s s o n t pa ra l l è l e s à 
l 'axe des t e m p s . C a r i e s t a n g e n t e s en Mo, m i - , à la s inuso ïde A, é t a n t inc l inées de 45· 
sur Mj-IC (*) si l'on app l ique à 1 une d 'el les , m t U (fig. 46), la c o n s t r u c t i o n ind iquée 
plus haut , on forme deux t r i a n g l e s ?)uSU, p t su , dont l ' éga l i té just if ie la propos i t ion 
énoncée . 

3 ' Les t a n g e n t e s aux points P > P G P I O . . . de la cou rbe des e s p a c e s son t para l lè les À 

la droi te D . On les obt ien t en effet en app l iquan t aux tangentes , en m s, me... à la s inu
soïde A, lesquel les sont pa ra l l è les à 1 axe des t e m p s , la m ê m e c o n s t r u c t i o n q u e p r é 
c é d e m m e n t . 

4° La courbe des e spaces p r é s e n t e une infinité d 'ondu la t ions a u t o u r de l a d r o i t e D ^ 
Deux arcs consécut i f s sont symé t r iques p a r r a p p o r t à l e u r po in t d ' in te r sec t ion 
avec D. 

Courbes des vitesses. On a cons t ru i t les v e c t e u r s r e p r é s e n t a t i f s de la v i t esse seu -

( .*) C E T T E P R O P R I É T É , P O U R L U T A N G E N T E E N M O À A , R É S U L T E - D E C E Q U E L I R A S 1 " x 1 Q U A N D X 

T E N D V E R S Z É R O . 
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l e m e n t aux points Mo, p i , p s , p 3 de la courbe des e spaces , ce qui suffît d ' après les 
obse rva t ions c i -dessus . La courbe ob tenue , p ' o p ' i y ' i . . . , e s t une s inuso ïde , t angen te à 
l 'axe des t e m p s aux po in t s p\p\v... ; ses o rdonnées m a x i m a son t Mo p'o, Qsp ' s . . . El le 
e s t e n t i è r e m e n t s i tuée au-dessus de Mox. 

Courbe des accélérations. On a d é t e r m i n é s e u l e m e n t deux vec t eu r s représen ta t i f s 
de l ' accé lé ra t ion t angen t i e l lo , en a ' j p'i et a'? p ' a ; la courbe t r a c é e , Mo p"i p 'V- . es t en
core une s inuso ïde . 

Discussion du mouvement. On reconnaî t a i s é m e n t q u e l e m o u v e m e n t , tou jours di
rec t , e s t a l t e r n a t i v e m e n t r e t a rdé , puis accé l é r é , p e n d a n t des d u r é e s s u c c e s s i v e s égales 
à la moi t ié du t e m p s néces sa i r e au point M p o u r faire le t ou r de la c i rconfé rence o. 

La droi te D peu t ê t re cons idérée c o m m e la loi g r a p h i q u e des e spaces d'un mou
v e m e n t uni forme, qui es t le m o u v e m e n t ran;'".n du point mobi le . 
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C H A P I T R E I I I 

T H É O R I E D U M O U V E M E N T P R O J E T É 

§ I. — Relation entre la vitesse d'un point et celle 
de sa projection. 

72. P r o j e c t i o n d u m o u v e m e n t d ' u n p o i n t s u r u n p l a n o u s u r u n a x e . — 
Les p ropr i é t é s des m o u v e m e n t s , é tud iées dans les deux chap i t r e s p r é c é d e n t s , ont é té 
établ ies abs t rac t ion faite de la n a t u r e de la t ra jec to i re . Si l'on fait i n t e rven i r ce t t e 
de rn i è r e , il y a l ieu de cons idé re r s é p a r é m e n t le cas du mouvemen t , r ec t i l igne , e t 
celui du m o u v e m e n t curv i l igne , plan ou gauche . La théor i e des m o u v e m e n t s p ro je tés 
a p r é c i s é m e n t pour bu t de r a m e n e r l ' é tude des m o u v e m e n t s cu rv i l ignes gauches à 
cel le, p lus s imple , des m o u v e m e n t s curv i l ignes p lans , et, en de rn iè re ana lyse , à l é t ude 
des m o u v e m e n t s rec t i l ignes . 

Soient un plan P et u n e d i rec t ion x'x qui no lui es t pas pa ra l l è l e . A tout point 
M de l ' e space , on peu t faire c o r r e s p o n d r e un au t r e po in t m ob tenu en m e n a n t pa r M 
soit une para l lè le à x'x j u squ à son in t e r sec t ion avec le plan P (fig. 47), so i t un plan 
paral lè le au plan P coupan t x'x en m (fig. 48). Le poin t m es t la projec t ion du point 
M et se m e u t avec lui . Son m o u v e m e n t est appe lé la projection du mouvement de 
l'espace, faite, d a n s le p r e m i e r cas, su r le plan P pa ra l l è l emen t à un axe x'x, et, dans 
le second, faite sur l 'axe x'x. p a r a l l è l emen t au plan P . 

Dans ces doux g e n r e s de p ro jec t ions , on s u p p o s e h a b i t u e l l e m e n t que l 'axe x'x es t 
pe rpend icu la i r e au plan P. 

Les t h é o r è m e s su ivants é tab l i s sen t une re la t ion en t r e la v i t e s se du point de l ' e s 
pace et cel le de sa p ro jec t ion . 

73. T h é o r è m e . — Lorsqu'on projette un point M sur un plan P parallèlement 
à une direction x'x, la vitesse de la projection du point est égale, il chaque instant, 
à la projection de la vitesse du point de l'espace sur le même plan. 

Soien t M et M ' l e s pos i t ions du m o 
bile aux in s t an t s t et t + it, m et m les 
pro jec t ions c o r r e s p o n d a n t e s , 

a rcMM' , ,. a rc m m ' , .„ . 
V = h m T e t u = h m 15 

ut yr 

les v i tesses de M et m à l ' ins tan t t. Il 
s 'agit de d é m o n t r e r que v — (V) P (*). 

On cons idè re , pour cela, d e u x mou
v e m e n t s un i fo rmes , ayan t pour t r a j ec 
to i res r e s p e c t i v e s les cordes MM' e t 

Fig. 47. mm', e t d o n t les v i t esses V i e t vi so ien t 

t e l l e s , que les mobi les qui en sont an imés pas sen t , l 'un en M et M', 1 au t r e en m e t 
m', aux ins t an t s t e t t-\- et. Dans ce t t e h y p o t h è s e , on a 

corde MM' 
Vi — 

corde mm' 

~t 

H Le symbole (V)p représente la projection de V sur le plan P. 
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• u , en r e p r é s e n t a n t ces v i t e s se s par les v e c t e u r s MC e t me 

c o r d e MM' „„,. corde mm' 

On t i r e de ces éga l i t é s 

MO 

corde MM' 
corde mm 

ât 

MC 
7 ( I C 

Cet te p ropo r t i on p r o u v e que Ce es t pa ra l l è le à x'x, et , par su i t e que me es t la 
projec t ion de MC. Donc = (Vi)p 

Or, on p e u t é c r i r e 

y c o r d e MM' a r c M M' 
a r c MM' Ai 

corde mm' a rc mm' 
arc mm' ' At 

d 'où, en faisant t e n d r e At ve r s zéro 

a r c MM' 
l imi te Vi = l imi t e 

— V : l imi te vi — l imi te 

C o m m e v, e s t h t ou t i n s t an t la projec t ion de V 

B = ( V ) P 

M 

on a à la l imi te 

>• (*] 

74. T h é o r è m e . — Lorsqu'on projette un point M s u r u n axe x'x parallèlement 
à un plan P , la vitesse de i;i projection de ce point est égide, à cliaque instant, à lu 
projection de la vitesse du point -de Vespace sur le même axe. 

Soient , c o m m e p r é 
c é d e m m e n t , M et M' les 
posi t ions du mobi le aux 
ins tan t s t et t - j - Af, m e t 
m' les projec t ions cor
r e s p o n d a n t e s (flg. 48), V 
et v les v i t esses de M et, 
de m à l ' ins tant t. Il faut 
m o n t r e r que 

>;- - (V l t ' i 

On cons idère pour 
cela deux m o u v e m e n l s 
un i fo rmes , ayant pour 
t ra jec to i res r e s p e c t i v e s 

la corde MM' e t l ' axe x'x, e t don t l es v i t e s ses Vi et r ( soient t e l l e s , que les mobi les qui 
en sont a n i m é s pa s sen t , l 'un en M e t M', l ' au t re en m e t m', aux ins t an t s t et, t-\- A/, 
Dans ce t t e h y p o t h è s e , 

c o r d e MM' 

F i g . 48. 

Vi =-
M ' " " "" Ai 

En r e p r é s e n t a n t Vi e t vt pa r les v<H'leurs MC et me, on a 

c o r d e MM 
Al 

MC m m 
~~±t~ 

(') On sait que la limite du rapport d'un arc infiniment petit à sa corde est égale h l 'unité. 
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Menons Mx, para l lè le à x'x, e t po r tons s u r co t te d r o i t e un vecteur Mcj égal à me et 
de même sens que lui (vec teurs équ ipo l l en t s ) . A cause du paral lél isme de cci et de Min, 
les points c et sont dans un plan para l lè le au plan P. N o u s a l lons montrer que ce plau 
cont ien t auss i le point C. 

Soi t ?7i'i le point de r e n c o n t r e de Mxt avec le plau p r o j e t a n t du point M'. Les seg
ments Mm, e t mm' sont égaux , et la p ropor t ion |3) d e v i e n t 

corde MM __ M_C_ 
Mm', — "ÎVIcT 

ce qui p rouve que les d ro i t e s Cci et M'm\, s i tuées dans un m ê m e plan, sont parallèles, 
et , par su i te , que Ce, es t para l lè le au plan P. Le plan des trois points Cci c est donc 
auss i para l lè le au plan P, et c e s t la projec t ion de C su r x'x. 

Par c o n s é q u e n t vi = (VIVK 

On prouvera i t , c o m m e au p a r a g r a p h e p r é c é d e n t , que si at tend vers zéro, Vi a 
pour l imi te la v i tesse V du mobi le M à l ' i n s tan t t. C o m m e , d 'autre pa r t , l imite u, = o 
(15); et que u, es t h. tou t ins tan t la pro jec t ion de V i , on a à la l imite 

•-(V)* 

75. A p p l i c a t i o n s . — I. La projection d'un mouvement rectiligne et uniforme 
sur un plan ou sur un ;\xu est un mouvement rectiligne et uniforme. 

Bien que la p ropos i t ion énoncée soit géné ra l e , 
nous suppose rons , pour la d é m o n t r e r , que les p r o 
ject ions so ient o r thogona les . 

Le m o u v e m e n t du point m es t é v i d e m m e n t rec
t i l igne. Il es t auss i uni forme. Soient , en effet. V i a vi
t e sse cons tan te du m o u v e m e n t un i forme de l ' e space , 
e t a l 'angle formé par la t ra jec to i re avec le plan ou 
avec l 'axe s u r l eque l on pro je t te . L ' express ion de la 
v i tesse v du point m est , d ' après les t h é o r è m e s p r é 
c é d e n t s 

V — V COS a 

Donc v = c o n s t a n t e . 

Si le m o u v e m e n t de l ' espace é ta i t cu rv i l igne , sa 
project ion ne sera i t pas n é c e s s a i r e m e n t u n mouve 
m e n t un i fo rme . Dans ce cas , en effet, l 'angle a dé
pendra i t de la posi t ion du point M s u r sa t r a j ec to i re , 
et v va r i e ra i t avec t. 

I I . La projection d'un mouvement rectiligne et 
uniformément varié sur un plan ou sur un axe est 
un mouvement rectiligne et uniformément varié. 

La p r e m i è r e par t ie de la proposi t ion est év iden t e . 
Soit V = r.0 -f- at l ' équat ion des v i t e s ses du mo _ 

bile M. La v i tesse de sa p ro jec t ion a pour e x p r e s 
sion, en conse rvan t les m ô m e s nota t ions que dans 
la ques t ion p r é c é d e n t e . 

P i g . 5(1. 

v = V cos at = Vo cos a -•- (<p cos a) t 
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Cet te r e l a t ion é tant du p r e m i e r deg ré en v et en t, le m o u v e m e n t du point m es t 
u n i f o r m é m e n t var ié . Son accé lé ra t ion tangen t ic l l e es t ® cos a 

R e m a r q u e s . l °S i la t r a jec to i re n 'é ta i t pas r ec t i l i gne , le m o u v e m e n t du point m 
ne se ra i t pas un i fo rmémen t var ié , car a é t an t dans ce cas fonction du t e m p s , v ne se 
rai t p lus du p r e m i e r deg ré en t. 

2° L 'accé lé ra t ion t angen t i e l l e du point m es t égale a la project ion de l ' accé lé ra 
t ion t angen t i e l l e du m o u v e m e n t de l ' espace . Nous v e r r o n s plus loin (77 117-119) qu'il 
n 'en est p lus ainsi en géné ra l si le m o u v e m e n t de l ' e space n ' es t pas r ec t i l i gne . 

§ II. — Étude du mouvement d'un point rapporté 

à un système de coordonnées rectilignes. 

76. T h é o r è m e . — L e mouvement d'un point dans l'espace est complètement 
déterminé quand, on connaît les mouvements de ses projections sur trois axes de 
coordonnées. 

Si l'on r appo r t e le m o u v e m e n t à un s y s t è m e de t ro is axes de coordonnées ox. oy, oz 
formant un t r i è d r e , on p e u t pro je ter tou tes les pos i t ions du point mobi le sur chaque axe, 

pa r a l l è l emen t au pian d e s d e u x a u t r e s . 
A la posi t ion M qu'i l occupe à l ' ins tant 
t c o r r e s p o n d e n t ainsi t ro i s p ro jec t ions 
nu, my, mz, qui déf in issent p r é c i s é 
m e n t les c o o r d o n n é e s x, y. z, du mo
bile à cet i n s t an t (fig.'bl) Soient 

( x = h (t) 

y = UW 

l es équa t ions des e spaces des mou
v e m e n t s do ces po in t s , é tabl ies en 
p r e n a n t le point o c o m m e or ig ine 
c o m m u n e des e spaces . Nous nous 
p roposons de d é m o n t r e r qu 'e l les suf
fisent pour d é t e r m i n e r c o m p l è t e m e n t 
le m o u v e m e n t du poin t M. 

1° Détermination de la trajectoire. A chaque va l eu r de t c o r r e s p o n d un s y s t è m e de 
va leu r s de .x, y, z, et pa r su i te u n e posi t ion du point M. La conna i s sance des t ro is 
équa t ions p r é c é d e n t e s p e r m e t donc de cons t ru i r e la t ra jec to i re pa r po in t s . El les la d é 
t e r m i n e n t auss i a l g é b r i q u e m e n t . L 'é l imina t ion de t, en t r e les exp res s ions de ,v, y et z 
p r i s e s deux à deux , donne des équa t ions 

FI (x, y) = o 

F 5 (y, z) = o 

F 3 (z, x) = o 

Fig. 51. 

qui r e p r é s e n t e n t les cy l indres pro je tan ts de la t ra jec to i re sur l es t ro i s p lans coordon
n é s . Deux d 'en t re el les suffisent pour la d é t e r m i n e r . 
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La posi t ion du mobile à l ' ins tant ini t ia l e s t définie par ses c o o r d o n n é e s , o b t e 
nues en faisant t = o dans les équa t ions ( 1 ) 

2 J Détermination des lois du mouvement. Le t h é o r è m e du p a r a g r a p h e 74 é t ab l i s s an t 
une re la t ion en t re la v i tesse du point M et ce l les de ses p ro jec t ions su r l es t ro i s axes de 
coordonnées , il es t na tu re l do r e c h e r c h e r d 'abord l ' équat ion des v i t e s ses du m o u v e 
m e n t de l ' e space . 

Soient 

dx 

dy 
- F 2 (F) 

= 4 R = ™ 

les v i t esses connues des points mx, my, m2,&t v cel le du poin t M. De ce q u e u.c, Vi, 
sont r e s p e c t i v e m e n t les p ro j ec t i ons de v su r ox, oy, oz faites s u r chaque axe para l -
l è l e m e n t a u p l a n des doux a u t r e s , il r é su l t e que v est ladiagonale d'un parallëlipipède 
dont les trois arêtes qui aboutissent en M sont équipollpiites à vx, vy. vz (fig. 51). Il 
n 'es t d 'a i l leurs pas n é c e s s a i r e , pour t r o u v e r la g r a n d e u r e t la d i rec t ion de la v i t e s se u, 
de cons t ru i r e c o m p l è t e m e n t ce pa ra l l é l ip i -
pède . Il suffit de figurer le con tour polygonal 
MP QR (fig. 52), dont chaque côté est un vec 
t eu r equipol len t à l 'une des v i t e s ses rx, Vy, vz, 
et de t r a ce r la r é s u l t a n t e do ce con tour . 

La môme cons t ruc t ion d é t e r m i n e é g a l e 
men t la v i t e s se in i t ia le en g r a n d e u r e t en di
rec t ion . 11 suffit de faire t — o dans les équa 
t ions (2), e t de cons t ru i r e le pa ra l l é l ip ipède , 
ou le contour polygonal équ iva len t , dont les 
cô tés sont équ ipo l l en t s aux v i t e s se s Vox, Voy, 
Voz, a insi t r o u v é e s . 

Connaissan t la posi t ion ot la v i tesse du 
mobile à l ' ins tant in i t ia l , on p e u t o r i en te r la 
t ra jec to i re , e t , pa r exemple , chois i r comme 
sens positif celui de la v i t e s se in i t ia le . 

Si les axes de coordonnées sont rectangulaires, on a 

Fig. 

e t 13) 

Le s igne du radical doit ê t re chois i de te l le sor to quo o p r e n n e la va l eu r i;0 pou r 

t = o. 

On peu t auss i , en supposan t enco re les axes r ec t angu la i r e s , d é t e r m i n e r la d i r e c _ 
tion de la v i tesse par ses cos inus d i r e c t e u r s . En a p p e l a n t a, 8, -y, les angles que forme 
la d i rec t ion MR avec les d i rec t ions pos i t ives des axes de coo rdonnées , on a 

Vx = v cos « 

vs* = v cos p 
Vs = v co s y 
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d'où 

C 0 S r,: 

v. 

C O S y -

l es formules (3) et (fj) font conna î t re , à chaque ins tan t , la g r a n d e u r et la d i rec t ion de la 
v i tesse du point M . 

La formule (3), quand on y a r e m p l a c é vx, vv, vz, par l eu r s va l eu r s (2), es t l ' équat ion 
des v i t esses du m o u v e m e n t de l ' espace . L 'équa t ion des e spaces s'en dédui t par une in
t ég ra t ion , et cel le des accé l é ra t ions t angen t i e l l e s par une dér iva t ion . La d i rec t ion de 
l ' accé lé ra t ion t angen t i e l l e es t d ' a i l l eurs celle de la v i tesse , ou la d i rec t ion opposée , 
su ivan t que o e t v sont de m ê m e s igne ou de s ignes con t r a i r e s . 

Obse rvons qu' i l n ' e s t pas ind i spensab le de former l ' équa t ion des e spaces . Son rôle 
est , eu effet, d é f a i r e conna î t re les pos i t ions du mobi le aux d ive r s ins t an t s de la d u r é e ; 
on ob t ien t é v i d e m m e n t des indica t ions équ iva l en t e s , d 'une m a n i è r e plus s imp le , en uti
l i sant les équa t ions (I) (*). 

1 1 . R e m a r q u e . — Les pro jec t ions de o sur les t ro is axes sont 

[ ('•?)„* = = cos a = - ^ r c o s a 

< (?)";/ = ? cos fi -_- - ( ~ cos fi (6) 

( ? ) o ; = ? cos Y = -'y- cos -, 

D 'au t re par t , les accé l é ra t ions t angen t i e l l e s des projec t ions nix my mz du point M 
son t 

dvx ri l ' y dvi 

ou, d ' après les formules (4), on remarquant que « p y sont des jonctions, de t toutes les 
fois que la trajectoire du mouvement de l'espace n'est pas recliligne : 

1 du . d-x 
? . I = 7 f T c o s 0 - f s m a i I F 

d r . d-r 
— - cos v — v s in v - , , -

dl · 1 dt 

{') Les équations x = fi (t), y = f-± (/), z = fs{t) sont appelées les équations "du mouvement 
en coordonnées rectilignos. On voit qu'elles permettent d'étudier le mouvement aussi com
plètement que la loi des espaces s = f [t), et qu'elles font, en outre, connaître la trajectoire. 
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En comparan t les formules (6) et (7), on voit que , s i l'on projette le mouvement 
curviligne d'un point M sur un axe, l'accélération tangentielle de la projection du 
point n'est généralement pas égale à la projection de l'accélération tangentielle du 
point de l'espace sur le même axe. 

On ve r r a p lus loin (119) l 'expl icat ion de ce fait. 
Si le m o u v e m e n t de l ' e space es t r ee t i l igne , a, p, y sont des cons t an t e s , e t l e u r s dé 

r ivées par r appor t à t sont nu l les . La compara i son des formules (G) et (7) donne a lors 

! ax = <? COS a 

¿ yy = cp eos p 

' tp z = cp eos Y 

Dans ce cas , l ' accé lé ra t ion tangent ie l le de la projec t ion du poin t mobi le s u r un axe 
es t égale, à chaque ins tan t , à la projec t ion de l ' accé lé ra t ion tangen t ie l l e du point de 
l 'espace sur le m ê m e axe . On a déjà cons ta t é p r é c é d e m m e n t qu' i l en e s t ainsi quand on 
pro je t te un m o u v e m e n t r ec t i l igne u n i f o r m é m e n t varié (75). 

78. C a s o ù l a t r a j e c t o i r e e s t p l a n e . — Si la t ra jec to i re es t p lane , il suffit, 
pour d é t e r m i n e r le m o u v e m e n t du mobi le , de le r a p p o r t e r à deux axes de coordonnées 
pr is dans le plan de la cou rbe . Les p ro jec t ions mx my du point M sont alors faites s u r 
chacun des axes p a r a l l è l e m e n t à l ' au t re , 

Soient x — fi [t], y = fa [t) les équa t ions des e spaces des m o u v e m e n t s de mx, my, 
établ ies en p renan t le po in t o comme or ig ine c o m m u n e des e spaces . Par analogie avec 
ce qui p r é c è d e : 

1° On obt ient l ' équat ion de la t ra jec to i re en é l iminan t t e n t r e les équa t ions 

* = M t ) y = M 0 

Les coordonnées du mobi le sont , à l ' ins tan t ini t ial , Xo = fi (o) y0 = f2 (o). 

2° La v i tesse v du mobi le M est , à chaque ins tan t , r e p r é s e n t é e en g r a n d e u r e t en 
d i rec t ion pa r l a d iagonale 
du pa ra l l é log ramme dont 
les deux côtés , qui abou
t i s sen t en M, sont équ i -
pol len ts aux v i tesses des 
po in t s mx, m,j. Ou, ce qui 
r e v i e n t au m ê m e , el le est 
la r é su l t an t e d 'un con tour 
t r i angu la i r e MPQ don t i e s 
cô tés sont équ ipo l l en t s 
aux v i t e s se s d e s po in t s 
mx, m». (Fig. 53 e t 54). 

F i g . 53. Fig. 51. 

la m ê m e m a n i è r e , e t l'on o r i en t e la t ra jec to i re On cons t ru i t la v i t e s se in i t ia le de 
c o m m e il a é té di t p r é c é d e m m e n t . 

Si les coordonnées sont r e c t a n g u l a i r e s , le p a r a l l é l o g r a m m e dev ien t un r ec t ang le 
On a alors : 

et u = ±lA£+»! (1) 
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L'angle [i formé par la d i rec t ion MQ de la v i tesse avec la d i rec t ion pos i t ive de l 'axe 
d e s x, es t donné par la formule 

Comme Vx — • 
dx 
UT 

= —y-

Vx 

et Vy 

( 2 1 

dy 
dt -= n <0 

les re la t ions (1) et (2) d é t e r m i n e n t à charpie ins tan t la g r a n d e u r e t la d i r ec t ion de la 
v i t e s se du m o u v e m e n t plan cons idé ré . On choisi t le s igne du second m e m b r e , dans la 
formule (1), de te l le so r t e que l ' express ion de v se r édu i se à la v i tesse in i t ia le quand 
on fait t = o. 

3 1 Les accé l é ra t ions des m o u v e m e n t s des points mi my ne sont éga les aux p ro 
jec t ions de l ' accé lé ra t ion t angen t i e l l e du mobi le M que si le m o u v e m e n t donné est 
r ec t i l i gne . 

79. P r o b l è m e . —- I . — Etudier le. mouvement d'un point mobile dont les 
coordonnées r e c t a n g u l a i r e s sont exprimées, en fonction du temps, par les formules 

x == 9 cos 4 t 

1° Equation de la trajectoire. On a 

\J x 
C O S ' t : 

y • • 9 s i n 1 t 

s i n 5 t — 
\f y 

e t par conséquen t 

V x . \/y = l m 

C'est l ' équat ion de la t ra jec to i re . Il convien t de la r end re ra t ionnel le par deux 
é léva t ious au c a r r é succes s ives . On t rouve 

données sont éga l e s à 

x2 — 2 xy — y 3 — 18 .x — 18 y -(- 81 — o 

El le r e p r é s e n t e une Parabole, t angen t e à Ox au poin t A (oA = 9), à Oy au point 
/ B ( o B ^ 9 ) , e t don t l 'axe de symé t r i e es t la 

/ / z b i s s ec t r i c e oz de l 'angle xoy. Le s o m m e t C est 
/ / ' l ' i n t e r sec t ion de oz et de la pa rabo le . Ses coor-

9_ 
4 ' 

2° E t a t initial. Les coo rdonnées du mo
bile sont , à l ' i n s t a n t in i t ia l , Xo = 9 y» = o, L e 
mobi le pa r t donc du po in t A. D 'au t re par t , 
les côtés du r e c t a n g l e des v i t esses son t don
nés , en fonct ion de t, pa r les fo rmules 

vx-— — 36 sin t c o s 3 t vy — 36 s i n 3 1 cos t. 
x Ces exp res s ions s ' annu lan t q u a n d on y fait 

t = o, la v i t e s se in i t ia le du mobi le es t nu l le , 
e t l 'on i gno re le sens de son d é p l a c e m e n t à 

p a r t i r du poin t A. Mais si l 'on obse rve que , p o u r t = o, x = 9 cos* t p rend sa va-

Fig. 55. 

du poin t A. Mais si 
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l eu r m a x i m u m , e t que celle-ci es t égale à 9, on conc lu t que le mobi le se m e u t dans 
le sens AB en pa r t an t de sa posi t ion ini t ia le -. ce s e r a le sens d i r ec t ou positif de la 
t ra jec to i re o r i en tée . 

3" Equations du mouvement. D 'après les va leurs de vx e t ry t r o u v é e s p lus hau t , 
on a 

v — + 36 sin t cos t y cos* t -f- s i n 1 /. 

— ^ 3 6 sin t cos t \J (sin 9 t + cos 1 ' t]* — 2 s i n 5 1 cos- t 

— + 18 sin 2 t T / 1 — -s- s i n 2 2 t 

Cet te formule doit donner pour v, au vo is inage de l ' ins tant ini t ial , une va leu r 
posi t ive , pu i sque le m o u v e m e n t s'effectue tou t d 'abord dans le sens d i r ec t à pa r t i r de 
la posit ion A. On doi t donc a t t r i b u e r le s igne - j - au second m e m b r e , et p r e n d r e pour 
va leur définitive de la v i t e s se à l ' ins tant / l ' express ion 

18 sin 2 t 

C'est l 'équat ion des v i t esses du m o u v e m e n t . Une dé r iva t ion fait conna î t r e l 'équa
tion des accé lé ra t ions tangent ie l les 

dv „ , / . 1 . 18 s in 2 2 1 cos 2 t 
: 3b cos 2 t I / 1 y- s in 2 2 t — 

dt V 2 / f . 

36 c o s s 2 t 

^ / 1 _ j l S I N 2 2 1 
(3) 

On a vu p r é c é d e m m e n t (76) qu' i l n ' e s t pas n é c e s s a i r e de former l ' équat ion des 
espaces , pu i squ 'on peu t d é t e r m i n e r les pos i t ions du mobi le sur sa t ra jec to i re , aux 
divers ins tan t s , en ca lculant ses coordonnées . 

4° Discussion du mouvement. Le m o u v e m e n t es t pé r iod ique , e t il suffit, pour 
en connaî t re toutes les p rop r i é t é s , de faire va r i e r 2 t e n t r e 0 et 2ir, ou t e n t r e 0 e tw. 
La durée de la pé r iode es t ic. 

L'accéléra t ion t angen t i e l l e ne dev ien t j amais infinie ; elle s ' annule en m ô m e t e m p s 

3 TU 

que cos 2 f, c 'est-à-dire quand 2 i = — ou —5—· Son s igne e s t celui de cos 2 t. 

La vi tesse ne dev ien t j amais infinie ; elle s ' annule en m ê m e t e m p s que sin 2 t, 
c 'est-à-dire quand 2 f = 0 , 71 ou 2 71. Son s igne est celui de s in 2 t. 

Le tableau su ivan t ind ique les pa r t i cu l a r i t é s du m o u v e m e n t . 
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2 t 
7C 3 I R 

2 t 0 it 2~ 

t 0 
TV 3 I R TT 

4" 

o 3 6 + 0 — - 3 G — 0 + ' 3 G 

v o croî t décro î t o décro î t — 9 \/T croî t o 

+ Maximum + — Minimum 
Pos i t ions 

du mobi le A C B C A 

N a t u r e et sens a Accé lé ré § R e t a r d é § Accé lé ré S R e t a r d é g 

du m o u v e m e n t a 
ai d i r ec t d i rec t ¿5 r é t r o g r a d e Un

 if o
 ri 

r é t r og rade ¡5 

Le mouvement s'effectue alternativement de A en B , et de B en A, comme 
celui d'un pendule. Les arcs AC, CB sont parcourus dans le même temps, 
dans les deux sons. 

P / 
/ 

/ 
/ 

P r o b l è m e II . — Un point mobile M I parcourt une circonférence O. de rayon a, 
d ' u n mouvement uniforme dont 
la vitesse est u. Etudier le mou
vement de sa projection orthogo
nale M s u r un plan quelconque 

—7 P. (Fig. 56). 
On peu t s u p p o s e r que le plan 

P passe par le cen t re de la circon
fé rence , qu'il coupe su ivan t le dia
m è t r e ox. Cons idérons le d iamèt re 
ou pe rpend icu l a i r e au p récéden t , 
e t soit oy sa project ion sur le plan 
P. Les coo rdonnées (.v, y) du point 
M dans le s y s t è m e d 'axes r ec t an 
gula i res xoy son t 

x = X 

y = Y COS 9 

en dés ignan t par ( X , Y ) ce l les du 
poin t M I dans le s y s t è m e xoY, et 
par 0 l ' angle des deux p lans . Or, 
on a, en p r e n a n t M O c o m m e origine 
des e spaces dans le m o u v e m e n t 
c i r cu la i r e un i forme, et l ' ins tant 
du pas sage en M O c o m m e origine 
des t e m p s 

I X = A cos a 

Y = A s in a 

Fig. 56 bis. 

Fig . 56. 

3 

_ _Aa 

s' '"s s' '"s 

t \ kl> 

A' A 

kh 

B 

D 'au t r e p a r t arc M O M I = i i i = a j 
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d'où 

l 'ar conséquen t 

iiL 
a 

, ut 
X r= a cos 

I . Ut 
I V = a sin 
' a 

•et ut 
x = a cos — 

a 

y = a cos 9 s in -

u VM posant , pour ab réger , a cos 9 = b et — =h, on e s t r a m e n é à é t u d i e r 

l e m o u v e m e n t d'un point M défini par les équa t ions 

^ .r = a cos /;/ 

| ;/ = h sin ht ^ 1 

1- Equation de la trajectoire. On l 'obt ient en é l iminan t t e n t r e les équa t ions (1). 
•Celles-ci p e u v e n t ê t re mi ses sous la forme 

x V 
— — cos ht ~ — sm ht 

a b 

En é levan t au ca r ré e t en a joutant m e m b r e à m e m b r e , on en dédu i t 

x"- j _ V*_ _ , 
a 2 ' o 2 

La t ra jec to i re e s t donc u n e Ellipse, dont les axes , d i r igés r e s p e c t i v e m e n t su ivan t 
ox et oy, sont 2a e t 2b. (Fig. Û G bis). 

2> V»7flssfl à l'instant t. Les v i t e s ses des pro jec t ions du point M sur les axes sont , 
il l ' ins tant ( 

dx , . , 
vx— -r-,- =-— il H S111 ht 

dt 

d 1 2 1 

Vy = —4 = b/i cos ht 
s dt 

On a donc , v dé s ignan t la v i t e s se du point M 

r. = +• \ / r * + ?:* = -r h \/ a 2 s in 3 ht f b* cos* lit 
x y 

A l ' ins tant in i t ia l , x = a et y = o, de so r t e que le mobi le pa r t du point A. Les 
p ro jec t ions de la v i t e s se ini t ia le Ï O sur les axes ox. oy, ob t enues en faisant t — o dans 
les formules (2), sont v0x=o v0,j = bh 
e t l'on a v0 — voy = bh 
c 'est-à-dire que la v i tesse ini t iale est pe rpend i cu l a i r e à ox, et d i r igée dans le sens oy. 
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Si l'on conv ien t de chois i r le s e n s de A v e r s B c o m m e sens positif du m o u v e m e n t sur 
la t ra jec to i re , on doit p r e n d r e p o u r express ion g é n é r a l e de v 

v = hY/a2 s i n 2 ht '- h1 cos- lit. 

C'est l ' équat ion des v i t e s se s du m o u v e m e n t . 

L 'angle p. formé par la d i rec t ion de la v i tesse avec la d i rec t ion posi t ive de ox, 

m e s u r é en a l lant de ox v e r s oy, e s t donné par la fo rmule 

tg ¡ A : 
I ' ! L - C O F Y ht 

On sai t d 'a i l leurs que ce t te d i rec t ion est celle de la t angen te à l 'e l l ipse au point M. 

3° Accélération tangentielle à l'instant t. En la dés ignan t pa r cp on a 

dv b") sin 2 ht 

dt ~ Y / a a s i u 5 ht -j- 6 1 cos 3 kt 

C'est l ' équat ion des a c c é l é r a t i o n s t angen t i e l l e s du m o u v e m e n t . 

4" Discussion du mouvement. 11 suffit, pour en avoir tou tes les pa r t i cu l a r i t é s , de 

faire va r i e r lit en t r e o et 2 ?T, ou t e n t r e o e t 9 = 
h 

Le m o u v e m e n t e s t donc pé r io 

d ique , e t sa pér iode es t 9. L 'accé léra t ion ne dev i en t j amais infinie. Elle s 'annule pour 

2fc/ = o, 2 fc£ = TT, 2 W = 2 , 2 / < / = 3 T T , e t 2 / ^ — 4-* 

c'est à-dire p our 

7T TI 3 7T 

t — o , t - et Í : 

El le e s t toujours du s igne de sin 1ht. 
La vitesse ne devient ni nulle ni infinie, et reste toujours positive. 
Le tableau su ivan t ind ique t ou t e s les p r o p r i é t é s du m o u v e m e n t . 

M 

N a t u r e 
du m o u v e m e n t . 

S e n s 
du m o u v e m e n t . 

1k IT 

0 2 

o + o — o 

hb croî t ha. déc ro î t hb 

2 

o 

_2rç 

h 

o 

croî t 

Accé l é r é R e t a r d é A c c é l é r é 

ha déc ro î t hb 

+ 

R e t a r d é 

UNIFORME UNIFORMA UR.IFORMB UNIFORMA UNIFORME 

Le mobi le p a r t de A, e t t ou rne en sens inve r se des a igui l les 

2ic 

d 'une m o n t r e . La durée de sa révolu t ion es t Chaque quar t de 

l 'e l l ipse es t p a r c o u r u p e n d a n t le m ê m e t e m p s 
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§ III. — Etude du mouvement plan d'un point rapporté à un 

système de coordonnées polaires. 

80. E x t e n s i o n d e l a s i g n i f i c a t i o n d u m o t : v i t e s s e . — La v i tesse d'un mobi le 
à un ins tan t donné est , quel le que soit la na tu re de son m o u v e m e n t , e x p r i m é e par la 

D S 
dér ivée —^j- do l 'espace par r a p p o r t au t e m p s . D'une façon p lus géné ra l e , tou tes les 
fois qu 'une quan t i t é var iab le dépend du t e m p s , on appel le v i tesse de ce t t e quan t i t é à 
un ins tant qu leconquc , sa dé r ivée par r a p p o r t à t. Soi t , pa r e x e m p l e , un l iquide p lacé 
dans un vase e t s ' écoulan t par un orifice ; s i , pendant, un t e m p s A t s u c c é d a n t à u n e 
époque l, il s 'écoule un vo lume du l iquide , on appel le vitesse d'écoulement à Tins-

AY 

t an t / la l imite du r appor t — - quand it t e n d ve r s zéro . Le vo lume du l iquide qui 

s 'écoule pendan t un t e m p s donné es t é v i d e m m e n t u n e fonction de ce t e m p s ; la vi
t e sse d ' écou lemen t e s t la dé r ivée de ce t te fonct ion. 

81. On sai t que la posi t ion d un point M dans un plan es t d é t e r m i n é e si l'on con
naît le v e c t e u r oM = r, appe l é rayon vecteur, e t l 'angle x oM = 8, ou angle polaire, 
que forme oM avec une di rec t ion fixe ox du plan (fig. 57). Le point 0 es t le pôle, ox es t 
l 'axe polaire ; les quan t i t é s r e t 9 sont les coordonnées polaires du point M. Nous 
nous p roposons de d é m o n t r e r le t h é o r è m e su ivan t : 

T h é o r è m e . — Le mouvement d'un point dans un plan est complètement déter
miné quand on connaît les expressions de ses coordonnées polaires r et 9 en fonc
tion du temps. 

1° Détermination de la trajectoire. — Soien t r= f\ {t). 9 = fi [t\ les re la t ions don
nées . A chaque va l eu r de t co r r e spond un sys t ème do va leurs de r e t de 9, et par 
sui te une posi t ion du po in t Kl. La conna i ssance des lois p r é c é d e n t e s p e r m e t donc de 
cons t ru i re la t ra jec to i re par po in t s . El le en donne auss i l ' équa t ion en coordonnées p o 
la i res , r = F (B), o b t e n u e en é l iminan t t e n t r e les re la t ions r — fi (t) e t G = fs (t). 

2° Détermination des lois du mouvement : Recherche de la vitesse. — Méthode 
directe. — Soient M e t M ' l e s pos i t ions du mobi le à deux in s t an t s vois ins t e t t -\- àt, r 
et 8 les coo rdonnées pola i res de M, r + A R e t 9 + A 9 cel les de M' (fig. 57). La v i tesse 
de M à l ' ins tant t es t 

: l imi te 
a rc MM' 

= l imite 
a rc MM' 

corde MM' 
- X l imi te 

corde MM' 
A T 

: l imite 
corde MM' 

Ai 

Evaluons les projec t ions de v sur la d i 
rect ion Mx' du rayon vec teur , et sur la 
pe rpend icu la i r e My' m e n é e dans le sens 
cro issant dos angles po la i res . Nous aurons 

Fig. 57. 

E T 

: L I M . 

: l im. 

(MM'b 
A T 

= l ini . 

( M M ' ) M V ' _ 

tt 
- l im. 

_ 5 1 H 

A T 

J V I K 

A T 
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Or 

Mil = Oi l - - OM = (/· + i V) cos ¿0 — >• = i r cos ¿0 — J ' 11 — ¿0) 

- ! L L ) 
— S r cos ARJ — 2 f sin - T -

Par suit 1 ; 

¿0 
Mil A '' 0 0 8 4 " - * ' ' s i n — 5 -

~ A f " ï î 

Ar fit AO sont infiniment pet i t s on m ê m e t e m p s quo Af ; si co d e r n i e r es t cons idère 

comme inflninient pet i t p r inc ipa l . A/' cos A9 est du p r e m i e r o rd re , et ? r s i n 2 - - 0 - du 

second o r d r e . En no cons idéran t dans chaque t e r m e du rappor t que les pa r t i e s de 
l 'o rdre le moins é levé , il r e s t e 

, , ,. Ar cos J I O Ac , , dr 
(r M/:' = J 1 1 ii- — — hiu . - . · , - h 111 . cos A'J = - 7 7 -

At At dt 

Cet te quan t i t é r e p r é s e n t e la v i t e s se d ' acc ro i s semen t du rayon vec teur . On l 'ap
pel le vitesse de glissement du point M, et, si on la dés igne P A R i>, on a 

d r 

v » = n r 

De m ê m e MK = M i l = [r - J - Arj sin AO 

MK (r + Ar)s iuAQ d'où 

ce qu 'on pout écr i re 

A? M 

MK sin AO AO 

- ü r = (v + * r ) — ü - x - ü : 

On voit sous petto forme quo, quand Ai t end ve r s zéro, il r e s te à la l imite 

MK dQ 
lim. - M ou l r W = r - à T (2) 

Cette express ion s 'appel le la vitesse de circulation du mobi le à l ' ins tant t. On la 
dés igne par w. 

Obse rvons que le passage du mobi le de M en M' pour ra i t s 'effectuer ou lui faisant 
d 'abord pa rcour i r l 'arc de ce rc le MH' = )'A9 de rayon r, puis la por t ion de rayon vec-

rdO dr 

t eu r H'M' = Ar. Les quant i t és w = • et u s = ^ sont p r é c i s é m e n t les v i t esses de 

ces doux m o u v e m e n t s (*). 

M H.' H ' \ I ' 
(") Ou voit en effet que u' = lim. ——— et u;/ = l i m . —- i— quand M tend vers zéro. 
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Où dédui t de ce t te ana lyse que : la vitesse d'un mobile dont le mouvement est 
défini e n coordonnées polaires est représentée, à chaque instant, en grandeur et en 
direction, par la. diagonale du rectangle construit sur la vitesse de glissement et la 
vitesse de circulation comme côtés. 

Par conséquen t 

B = B ; + w = U ) + r , ( - a r ) ( 3 i 

d.r dû 
En r emplaçan t r, e t - par l eu r s 

va leurs t i r ées des équations du mouve- \ 
ment r = f, (£), 9 = f3 (t), on a à chaque ins- '{ "^'.f 
tant l ' express ion de- la v i t e s se en fonction 
du t emps ° 

Fig. 58. 

C'est l ' équat ion des v i t e s se s du m o u v e m e n t . L 'équat ion des e s p n e c s s'en dédu i t 
par une in tégra t ion , et celle des accé lé ra t ions t angen t i e l l e s pnr une dér iva t ion 

L ' incl inaison i de la d i rec t ion de la v i tesse su r M.v' est donnée par la formule 

dO 

^ - - v ï - ^ F — n - v i — 1 4 1 

dt 

La vi tesse es t donc d é t e r m i n é e à chaque in s t an t en g r a n d e u r et en d i rec t ion . Les 
formules t r ouvées sont géné ra l e s si l 'on convien t de d i r iger les axes M.v' e t M y' de la 
façon su ivan te . L 'angle pola i re 8 d é t e r m i n e une demi-droi te passan t par le pôle ; l 'axe 
M.x'' es t supposé d i r igé dans le sens de ce t te demi -d ro i t e , e t l 'axe M?/' dans le sens de 

la demi-droi te qui co r r e spond à un angle polaire 0 + . Enfin, l 'angle i es t m e s u r é à 

par t i r de M.v', dans le sens i nve r se des a igui l les d 'une m o n t r e . 
L'angle i fait auss i conna î t re la d i rec t ion de l ' accé léra t ion t angen t io l l e , qui es t 

celle de la v i t e s se ou la d i rec t ion opposée , su ivan t que v e t tp sont de m ê m e s igne ou 
de s ignes con t r a i r e s . 

L 'express ion (3) de v aura i t pu ê t re ob t enue en p a r t a n t de la formule v = . On 

sait que la différentielle d'u:i a r c de courbe p lane est , en coordonnées pola i res , 

ds — y / d r J + r s d8* 

Par c o n s é q u e n t „ = - * L = y / ( i J L ) ' + r* (-g-)" 

R e m a r q u o n s auss i que la re la t ion (4) peu t ê t re mise sous la forme 

tqi — —.— 
d r 

formule é tabl ie dans ]e cours de Calcul différentiel . 

('} Pour le choix du signe de v, se reporter aux indications données dans l'étude du 
mouvement d'un point rapporté à un système de coordonnées rectil ignes. • 
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Autre méthode.. — R a p p o r t o n s p r o v i s o i r e m e n t le m o u v e m e n t aux axes r e c t a n g u 
laires Ox e t Oy, dont le p r e m i e r coïncide avec l 'axe pola i re (fig. ô9). Les pro jec t ions de 
la v i t e s s e v s u r ces axes sont 

dx 
dt 

d y 
— dt 

en dés ignan t par x et y les c o o r d o n n é e s r ec t angu 
la i res du poin t M, l iées à ses c o o r d o n n é e s po la i res 
par les re la t ions 

Fig. 59. x = r cos ,9 

y = r sin 0 
<5) 

En pro je tan t le con tour t r i angu la i r e MPQ su r les axes Mx' et My définis p récé
d e m m e n t , on a 

(13) H o : ' : Vx C O S 9 ! Vy C O S 0^ = Vx C O S 9 + Vy S Î N 9 

| ( U ) M I / ' — Vy C O S Q + vx C O S + 9^ — U.y C O S 9 — v x S I N 8 

(6) 

Ces formules r é s o u d r a i e n t la ques t ion si vx e t vy é t a i en t e x p r i m é e s en fonction 
de R e t de 0. Or, on t i re des re la t ions (à), dans l e sque l l e s R e t 0 son t des fonctions 
données de t 

dx • . dr . „ d0 
——- —. cos 6 _ R sin n — -

dt. dt dt 

dy . « dr 
vy — — ; ' r — sin 6 — , - - f - R cos ' 

* dt dt 

du 

~dt 

En subs t i t uan t ensu i te dans les formules (6), il v ien t 

dr 

dt 

d 8 

' dt 

r é su l t a t s i d e n t i q u e s à ceux qu 'a fournis la m é t h o d e d i r e c t e . 

3° Vitesse angulaire de rotation. — R e p r e n o n s l ' express ion w = r 
d 8 

qui définit 

la v i tesse de c i rcu la t ion du mobi le . Si l'on se r e p o r t e à l ' ex tens ion que nous avons 
d 8 

donnée au sens du mot v i tesse , on voi t que peu t ê t r e cons idé rée co mme la vi

t e s se d ' acc ro i s semen t de l 'angle pola i re 0. On lui donne le nom de vi tesse angulaire 

de rotation à l'instant t. Si on la dés igne pa r TO, on a 

d 0 

dt 
e t 
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Cet te de rn i è r e fo rmule p e r m e t de p a s s e r de la v i t e s se de c i rcu la t ion à la v i t e s se 
angula i re de ro ta t ion , e t vice v e r s a . 

L ' express ion de u en fonction du t e m p s es t 

Ù , = fV (t) 

4° Vitesse arêolaire. — L o r s q u e le mobi le passe d 'une posi t ion à une au t r e , son 
rayon vec t eu r déc r i t u n e c e r t a i n e a i re , qui es t év idem
ment une fonction du t e m p s . On appe l le vitesse arêo
laire du mobi le la dé r ivée de ce t t e a i re par r a p p o r t à t. 
Si l'on dés igne par A S l 'a ire compr i se e n t r e l 'arc de 
t ra jectoire et les deux r ayons v e c t e u r s qui c o r r e s p o n d e n t 
aux ins tants t e t t -f- A t (fig. 60), et par va la v i t e s se 
a rêo la i re , on a 

â S d S 

ai dt 
Va — l im. 

On sai t que la différent iel le d 'une a i re en coordonnées po la i res e s t donnée p a r l a 
formule 

d S — r 2 cl 0 

Par su i te 
1 , d 9 

On a auss i 

Ces formules déf inissent les r e l a t ions qui ex i s t en t e n t r e la v i t e s se a rêo la i r e d 'une 
par t , la v i t e s se angu la i re de ro ta t ion e t la v i t e s s e de c i rcula t ion d 'au t re pa r t . 

L express ion de la v i t e s se a rêo la i r e en fonction du t e m p s es t 

82. A p p l i c a t i o n . — Etudier le mouvement défini par les équations 

r = a , 9 = ht 

a eí k représentant des constantes. 

I o Equation de la trajectoire. — On l 'obt ient en é l iminan t t en t re les équa t ions 
du m o u v e m e n t . Ce t t e équa t ion : r = a définit u n e 
spirale logarithmique. (Fig. 61.) 

2° Vitesse de glissement. — Vitesse de circulation. 
— Vitesse, angulaire. — Vitesse arêolaire. — Vi tesse sur 
la trajectoire. 

En app l iquan t les formules t r ouvées p r é c é d e m m e n t , 
e t en conse rvan t les no ta t ions géné ra l e s , on a 

Fig. 61. 
dr_ 
dt 

: ftae*' = hr 
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d G 
w = r _ — hae^t— kr 

dt 

dt 

l d B I 
~ T 7 - 5 D R = ^ F T R 5 

(3 = V '̂J - j - w 2 = ~ 

. . VJ . 

IQI — - z 1 
% 

On voit que : la vitesse de glissement est proportionnelle à chaque instant au 
rayon vecteur du point correspondant de la trajectoire. 

La vitesse de circulation est égale à la vitesse de glissement. 
La vitesse angulaire de rotation est constante, et, par suite, le mouvement du 

rayon vecteur autour du. pôle est uniforme. 
Lu vitesse aréolaire est proportionnelle, à chaque instant, au carré du rayon 

vecteur du point correspondant de la trajectoire. 
La vitesse sur la trajectoire est proportionnelle au rayon vecteur. 
La tangente à la trajectoire forme un angle constant de 43° avec le rayon vecteur. 

3° Accélération tangentielle. — On a 

dv , /— dr , . / — 
f — â t - - k \ / 2 - d F - h t r ^ ' 

Elle est p ropor t ionne l l e au rayon v e c t e u r . 

4° LA)is du mouvement. — On a déjà 

? = ir- r y/L2~= a h- yTckt 

et v= kr \/J = ait y / T c><> 

l i n e res te donc p lus à former que l 'équat ion des e spaces . Or 

ds — vdt — ah \JTe" dt 

et par conséquen t 

.s — s 0 = a f c y / T J ^ e A ' ' < i t = a y / T J \ k ' d { h t ) = a^~i (e*< — l ) 

Si l'on p r e n d pour or ig ine des e spaces la posi t ion Mo du mobi le à l ' ins tant init ial , 
don t les c o o r d o n n é e s sont o b t e n u e s en ta i san t t = o dans les exp res s ions de r et de 6, 
Sa = 0 e t il res te 
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c e q u e l'on peu t éc r i re 

s = y /2~(ac* ' — a) = s/Y (oM - oM.) 

On voit ainsi que la l ongueur d'un a r c de la t ra jec to i re es t égale à la d iagonale du 
c a r r é cons t ru i t su r la différence des rayons v e c t e u r s de ses e x t r é m i t é s . 

5° Discussion du mouvement. —•- Quand t croi t de — oc à + oo , 9 e t r c ro i s sen t r e s 
pec t ivemen t de — oo à J - oo et de zéro à - j - œ . Le pôle es t un point asymptote de la 
courbe. La v i tesse v et l ' a c c é l é r a t i o n o p a r t e n t tou tes deux, d e l à valeur zé ro , e t c ro i s sen t 
j u s q u ' à -)- x>. 

Le poin t mobi le M possède donc un m o u v e m e n t accé l é r é , dont la v i tesse et l 'accé
léra t ion t angen t i e l l e s ' accro i ssen t indéf iniment . 

CINÉMATIQUE 4 
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C H A P I T R E IV 

T H É O R I E D U M O U V E M E N T R E L A T I F 

E T D E S M O U V E M E N T S S I M U L T A N É S 

§ I. — Composition des Mouvements. 

83. D é f i n i t i o n s . — R a p p e l o n s qu 'un m o u v e m e n t est dit relatif lorsqu ' i l es t rap
p o r t é à un s y s t è m e de compara i son mobi le . 

Afin de p réc i se r ce t te définition, imag inons qu 'une bille soit l ancée sur le p l anche r 
d'un wagon en m o u v e m e n t (fig. 62). Elle y dé 
cr i t une l igne AB qui es t sa trajectoire rela
tive. On peut, app l ique r au m o u v e m e n t qui 
s ' exécu te su ivan t AB t o u t ce qui a é té di t du 
m o u v e m e n t d'un point sur sa t r a jec to i re . Sa 

Fig. 62. v i t e s se , égale à la dé r ivée des e spaces m e s u 
r é s su r AB, e t son accé lé ra t ion t angen t i e l l e , dé

r ivée de t e t t e v i t e s se , sont a p p e l é e s la vi tesse relative e t l'accélération tangentielle 
relative du m o b i l e ; en un mot , t ou t se passe le long de la t ra jec to i re r e la t ive comme 
si le wagon é ta i t en r e p o s . 

Mais la l igne AB n 'es t pas le l ieu g é o m é t r i q u e des pos i t ions success ives de la 
b i l le . Quand celle-ci a r r ive en B, le w a g o n es t venu en M', e t B en B'. Le chemin par
couru par le mobi le es t donc u n e l igne AB' . Si la voie su r laquel le rou le le wagon 
é ta i t fixe dans l ' e space , AB' se ra i t la trajectoire absolue, et le m o u v e m e n t qui s'effec
tue sur el le le mouvement absolu de la bi l le . 

Le m o u v e m e n t de la bi l le par r a p p o r t au wagon s 'appel le le m o u v e m e n t relatif; 
le m o u v e m e n t du wagon par r a p p o r t a la voie est le mouvement d'entraînement. 
Dans l ' exemple ac tue l , il ex is te d ' au t re s m o u v e m e n t s d ' en t r a înemen t auxque l s la bil le 
par t ic ipe e t dont l ' obse rva t eu r ne se r end pas compte ; te ls sont la ro ta t ion d iu rne de 
la T e r r e au tour de son axe , le d é p l a c e m e n t annue l do ce lu i -c i au tour du Solei l , e t c . . 
Tous ces m o u v e m e n t s son t appe lé s mouvements simultanés ; la bil le rou l an t sur le 
wagon es t cons idé rée c o m m e soumise à chacun d 'eux, e t le m o u v e m e n t qu 'e l le p rend 
sous leur act ion es t di t mouvement résultant de t ous ces m o u v e m e n t s s imul t anés . 
Chacun de ceux-ci es t un mouvement composant. De m ê m e , les v i tesses et les accé
lé ra t ions de ces m o u v e m e n t s sont d i tes résultantes ou composantes. 

Le p rob l ème généra l à r é s o u d r e est le su ivan t : 

84. P r o b l è m e g é n é r a l d e l a c o m p o s i t i o n d e s m o u v e m e n t s . — On connaît le 
mouvement relatif d'un point M p a r rapport à un système de comparaison A. Le 
système A est lui-même mobile dans l'espace, et l'on connaît son mouvement d'en
traînement par rapport à un système de comparaison B en repos absolu. Trouver 
le. mou i i c tncn t absolu du point M (*). 

(.") Ces systèmes de comparaison sont généralement des axes de coordonnées cartésiennes. 
Nous supposons seulement deux systèmes de comparaison A et B, le premier mobile, le se
cond fixe. 11 pourrait y avoir plusieurs systèmes de comparaison mobiles. 
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Pour r é soudre ce p rob lème , on s 'appuie sur le p r inc ipe e x p é r i m e n t a l de l'Indé
pendance des mowpments simultanés, dû à Gali lée, qui s ' énonce ainsi : 

Lorsqu'un point est animé de plusieurs mouvements simultanés, tous ces mou
vements coexistent, s a n s se modifier mutuellement, dans le mouvement absolu qui 
en résulte. 

Concevons par exemple un poin t M (fie. 63) an imé de p l u s i e u r s m o u v e m e n t s s i 
mul tanés , e t qui, sous l ' influence de chacun d 'eux 
cons idéré s é p a r é m e n t , déc r ive , p e n d a n t un t e m p s 
donné , des s e g m e n t s M a, M a', M a"... Le poin t mo
bile, dans son m o u v e m e n t absolu , v i end ra se p lace r 
à la fin de ce t e m p s à l ' ex t r émi t é A d'un con tour po
lygonal p a r t a n t du poin t M, e t formé par une sér ie 
de s egmen t s M a, a Ai, Ai A.., r e s p e c t i v e m e n t égaux 
et para l lè les à M a, M a', M a"... C'est ce qu'on ex
pr ime en disant que tous les m o u v e m e n t s s imu l t a 
nés du point M coexistent sans se modifier mutuel
lement dans le m o u v e m e n t final. 

Il r é su l t e du p r inc ipe de Gali lée que la position 
finale prise, au bout d'un certain temps, par un Fig. 63. 
mobile animé de plusieurs mouvements simul
tanés, est. la même que si tous les mouvements s'étaient accomplis les uns après les 
autres, la d u r é e de chacun d e u x é tan t égale à cel le du m o u v e m e n t r é su l t an t . 

Avant de r é s o u d r e le p rob lème généra l , nous examine rons d 'abord q u e l q u e s cas 
pa r t i cu l i e r s . 

85. C o m p o s i t i o n d e d e u x m o u v e m e n t s r e c t i l i g n e s e t u n i f o r m e s d e m ê m e 
d i r e c t i o n . — Un mobi le , occupan t la posi t ion M à l 'or igine des t e m p s , se m e u t s u r 
une droi te x'x, d 'un m o u v e m e n t un i forme, avec une v i tesse v (mouvement relatif). En 
môme t emps , ce t te dro i te es t en t r a înée dans sa propre d i rec t ion , d'un m o u v e m e n t 
uniforme de v i t e s se (mouvement d'entraînement). C h e r c h o n s à c a rac t é r i s e r le 
m o u v e m e n t absolu du point M. 

Supposons , pour fixer les idées , le m o u v e m e n t d ' en t r a înemen t de m ê m e sens que 
le m o u v e m e n t relatif, et p r e n o n s pour or ig ine des espaces le point M. Au bout du 

t e m p s t, si la dro i te x'x r e s t a i t immobi l e , le point 
^ M au ra i t pa rcouru un chemin M M ' = vt. Mais, p e n -

dant le m ô m e t e m p s , le m o u v e m e n t d ' en t r a înemen t 
M "--«—-«r-—yiT—-'te" - a dép lacé chacun des po in t s d e x'x de la quan t i t é v't ; 

Fig. 64. d ' après le p r inc ipe de Gal i lée , le point M es t venu 
en M", e t M'M' — v't. En r é s u i n é , le clie nin décr i t 

par le mobi le dans le m o u v e m e n t absolu r é su l t an t es t 

MM" = vt f v't= (c + v')t 

Cet te re la t ion cons t i tue l 'équat ion des e spaces du m o u v e m e n t absolu. Celui-ci est. 
donc uni forme, e t sa vi tesse est v-\-v'. Le t r a n s p o r t des ma té r i aux de cons t ruc t ion , 
au moyen de rou leaux posés sur le sol, es t un exemple bien connu de ce p rob l ème . 

Si le m o u v e m e n t d ' en t r a înemen t e t le m o u v e m e n t relat if é t a i en t s u p p o s é s de s e n s 
con t ra i res , un r a i s o n n e m e n t iden t ique m o n t r e r a i t que le m o u v e m e n t r é s u l t a n t e s t un i 
forme, e t de v i tesse v —V. Le t reui l différentiel , e t les pa lans différentiels qui en dé
r ivent (pa ragraphes 445 et suivants) offrent des exemple s de ce p rob l ème . 

D'une façon géné ra l e : Si un point est animé de plusieurs mouvements simulta
nés uniformes et de même direction, son mouvement absolu est uniforme, et sa vi
tesse est égale à la somme algébrique des vitesses des mouvements composants. 

Si ce t te s o m m e a lgébr ique es t nu l le , le mobi le es t en r e p o s absolu . 
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86. C o m p o s i t i o n de d e u x m o u v e m e n t s r e c t i l i g n e s e t u n i f o r m e s d e di 
r e c t i o n s d i f f é r e n t e s . — Un mobile possède un m o u v e m e n t uni forme de v i t e s se Vr, 
s u r une droi te ox I mouvement relatif). S o i t o la posi t ion qu'i l occupe à l 'or igine des 
t e m p s (fig. 65). La dro i te ox e s t en t r a înée p a r a l l è l e m e n t à e l l e -même, e t son point o 
décr i t , d 'un m o u v e m e n t un i forme de vitesse, R.e, une seconde dro i te oy {mouvement 
d'entraînement). Les or ig ines des e spaces dans les deux m o u v e m e n t s c o m p o s a n t s 
son t en o. On d e m a n d e de t r o u v e r le m o u v e m e n t absolu du mobi le . 
V*3fSi la t ra jec to i re re la t ive ox r e s t a i t fixe, le mobi le p r end ra i t , à deux i n s t an t s t e t 
V, des pos i t ions M' (;et M* ca rac t é r i s ée s par les re la t ions 

oM' - Vr t o M" - i> t 

Mais, par su i te du m o u v e m e n t d ' en t r a îne 
ment , la t ra jec to i re re la t ive occupe , à ces d e u x 
in s t an t s , des pos i t ions o'x' et o'.v" te l les q u e 
l'on ait 

oo :ve t 0 0 : Ve V 

D'après le p r inc ipe de Gal i lée , les p o s i -
t i o n s ; d u mobi le aux i n s t an t s t e t (', dans le 
m o u v e m e n t absolu , sont o b t e n u e s en p o r t a n t 
s u r o'x' etjO'x", à pa r t i r d e o' e t o", d e s seg 

m e n t s o 'm' e t o'm", r e s p e c t i v e m e n t égaux ko M' e t à o M". La t ra jec to i re abso lue e s t 
le l ieu des points m ' m"... 

1 D Le mouvement absolu est recliligne. On a en effet 

0 0 ' Ve t Ve 

o'm' ~~ ~v7ï ~ Vi-

oo" Ve t' Ve 

o"m° Vr t Vr 

0 0 oo" 
o'm' ~lrwmr 

Par su i te 

Cet te p ropor t ion p rouve la s imi l i tude des t r i ang le s oo'm', oo"m'', et ce l le-c i en

t ra îne l 'égali té de l eu r s ang les en o. La t ra jec to i re absolue es t donc une d ro i t e oz. 

2° Le\mouvemcnl absolu est uniforme. Les m ê m e s t r i ang les donnen t encore 

oM' 
oM" t' 

oe qui m o n t r e que les e spaces p a r c o u r u s dans le m o u v e m e n t absolu sont p r o p o r 
t ionnels aux t e m p s . 

j ' Détermination de la vitesse absolue. Elle e s t é v i d e m m e n t d i r igée su ivant oz ; 
tie p lus , el le es t éga le à l ' e space pa rcouru , dans le mou- n V r B 

.vement r é su l t an t , pendan t l 'uni té de t e m p s (8). Si donc 
on suppose t — 1, v — om'. D 'au t re pa r t . oM' e t oo' sont , 
dans ce t te m ê m e hypo thèse , les v i t e s ses i> et ve des 
m o u v e m e n t s composan t s . La v i t e s se du m o u v e m e n t 
absolu es t donc r e p r é s e n t é e , en g r a n d e u r et en d i r ec 
t ion, par la d iagonale du pa ra l l é log ramme cons t ru i t 
s u r les v i t esses vr et Ve du m o u v e m e n t relatif e t du 
m o u v e m e n t d ' en t r a înemen t (fig. 66). Fig. (56. 
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Si l 'on dés igne par »,B et 9 les ang les xoz, yoz e t xoy, on a 

— vr - 4 - ve -+-2or ve c o s 

et 
Or 

sin l 
Ve 

sin a 

Ces formules p e r m e t t e n t de ca lcu le r la v i t e s s e u et l es angles qu 'e l le forme avec 
les d i rec t ions des m o u v e m e n t s c o m p o s a n t s , en fonction de u,-, ve, e t de l ' angle 9. E l les 
donnent 

v ~ + «* + 2 y,. u e cos 6 

ve sin 8 

\/v*. + o] J - 2 u,, u e cos B 

v,. sin Q 

Vvr + 2 u r U E COS 9 

87. D é c o m p o s i t i o n d ' u n m o u v e m e n t u n i f o r m e e n d e u x a u t r e s d e d i r e c 
t i o n s d o n n é e s . — Soit p roposé de d é c o m p o s e r le m o u v e m e n t un i forme de v i 
t e sse oA :r= v en deux, m o u v e m e n t s un i fo rmes s imu l t anés s 'ef îectuant su ivan t ox e t oy 
(fig. 06). D 'après ce qui p r écède , les v i t e s s e s inconnues Vr e t ve de ces deux m o u v e 
ments s o n t les côtés d'un p a r a l l é l o g r a m m e dont oA es t la d iagonale , et que l'on sa i t 
cons t ru i r e . Les v e c t e u r s oB et oC r e p r é s e n t e n t r e s p e c t i v e m e n t i> et ve. Les for
mules (1), dans l e sque l l e s B e t v sont connus , d o n n e n t d 'a i l l eurs l e s express ions a l 
gébr iques de ces v i t e s ses : 

V,- = 
V s i n 8 

sin ( a 4 b) Ve = sin [a 4 - B) 

88. C o m p o s i t i o n d ' u n n o m b r e q u e l c o n q u e d e m o u v e m e n t s r e c t i l i g n e s 
e t u n i f o r m e s d e d i r e c t i o n s d i f f é r e n t e s . — P r o b l è m e i n v e r s e . 

Pour t r o u v e r le m o u v e m e n t absolu r é su l t an t de p l u s i e u r s m o u v e m e n t s uni formes 
s imul t anés , on compose d 'abord deux d 'en t re eux . pu i s le m o u v e m e n t obtenu avec un 
t ro i s i ème , e t ainsi de su i t e . Chacune de ces compos i t ions succes s ive s donne na issauce 
à un m o u v e m e n t r ee t i l igne 
uniforme, dont on sai t dé~ 
t e rmine r la v i tesse , Le mou
v e m e n t absolu es t donc lui-
même rec t i l igne et u n i 
forme, et sa v i t e s se V es t 
la de rn i è r e d iagonale d 'une 
sér ie de p a r a l l é l o g r a m m e s 
oai A? a 8 , o A a A 3 a ; !... (fig. 67). 
La cons t ruc t ion de tous ces 
pa ra l l é log rammes peu t ê t re 
évi tée en m e n a n t par l 'ex
t r é m i t é du vec t eu r o a i , re
p r é s e n t a n t la v i t e s se V\, un 
v e c t e u r a , A s , equ ipo l l en t à 

Fin -. 07. F i g . G8. 

a vi tesse VÎ ; pu is , par le point Aa, un vec teu A A 3 equ ipo l l en t à la v i t e s se 1)3, e t c . 
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fig. 68). Ce t t e c o n s t r u c t i o n cons t i tue ce que l'on appe l le la règle du polygone des 
v i t e s ses . 

En r é s u m é : Le mouvement absolu résultant de la composition d'un nombre 
quelconque de m o u v e m e n t s rectilignes et uniformes simultanés est un mouvement 
rectiligne et uniforme, dont la v i tesse est représentée, en grandeur et en direction, 
p a r la résultante du polygone construit sur les v i tesses des m o u v e m e n t s c o m p o s a n t s . 

Si le po lygone des v i t e s se s se fe rme de lu i -même , le po in t o e s t en r e p o s absolu. 
I n v e r s e m e n t , on p e u t se p r o p o s e r de d é c o m p o s e r u n m o u v e m e n t rec t i l igne e t 

un i fo rme en p l u s i e u r s a u t r e s m o u v e m e n t s de m ê m e n a t u r e de d i rec t ions données . Le 
p r o b l è m e n ' e s t d é t e r m i n é que si l 'on r e c h e r c h e t ro i s m o u v e m e n t s composan t s au p lus ; 
i l r e v i e n t a lors à la cons t ruc t ion d 'un pa ra l l è l ip ipède don t on connaî t la d iagonale et 
l e s d i rec t ions des a r ê t e s . 

89. C o m p o s i t i o n d e d e u x m o u v e m e n t s r e c t i l i g n e s e t u n i f o r m é m e n t a c 
c é l é r é s , s a n s v i t e s s e i n i t i a l e . 

Un mobi le p a r c o u r t une d ro i t e ox (fig. 69), su r l aque l le il occupe la posi t ion o à 
l ' ins tant in i t ia l , d 'un m o u v e m e n t un i fo rmémen t accé lé ré , sans v i tesse in i t ia le , dont 
l ' accé lé ra t ion e s t <pr. En m ê m e t e m p s , ce t t e d ro i t e e s t en t r a înée pa ra l l è l emen t à el le-
m ê m e , et son point o déc r i t une dro i te oy d 'un m o u v e m e n t un i fo rmément accé l é r é , 
sans v i t e s s e i n i t i a l e , dont l ' accé lé ra t ion es t rft. 11 faut c h e r c h e r le m o u v e m e n t absolu 
du m o b i l e . 

Si la t ra jec to i re r e l a t ive o.v r e s t a i t lixe, le mobi le p rendra i t , aux i n s t an t s t et i , les 
pos i t ions M' et M" te l les que l'on ait, o é tan t pr is pour 
or ig ine des e spaces , 

oM' : 
1 

? r t- O M" : 1 

Mais, à ces m ê m e s i n s t a n t s , la t ra jec to i re re la t ive 
occupe les pos i t ions o' .v' e t o ' x", pa ra l l è l e s à ox, 
c a r a c t é r i s é e s par l e s r e l a t ions 

00' - £ 3 0 0 " - - = - g - <fe t 

Fig. 69. D 'après le p r inc ipe de l ' I ndépendance des mou
v e m e n t s s imu l t anés , les pos i t ions r ée l l e s du mobi le , 

dans l e ' m o u v e m e n t absolu, son t ob t enues en po r t an t sur o' x' et o" x" des s e g m e n t s 
o' m', o" ?n".égaux r e s p e c t i v e m e n t à oM' et oM". 

d° Le mouvemerd absolu est rectiligne. On a en effet 

oo 
o'm' 

T>e l3 

9^ 

0 0 ° 

o"m" 

? e t"' 

•Wir 

D'où o'm' 
oo 

o'm" 
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Cet te p ropor t ion , qui p r o u v e la s imi l i tude des t r i ang les oo' m', oo" m\ m o n t r e q u e 
tou tes les pos i t ions m' m"... du mobi le sont su r u n e droi te oz, qui es t la t r a jec to i re 
abso lue . 

2" Le mouvement absolu est uniformément accéléré, sans vitesse initiale. Les 
m ê m e s t r i ang le s donnen t en ou t r e 

om' oo' P 
~o~mir ~ oo" ~ t'* 

Les e spaces p a r c o u r u s sont donc p ropor t ionne l s aux ca r r é s des t e m p s , ce qui ca

rac té r i se le g e n r e de m o u v e m e n t ind iqué ("28). 

3" Détermination de l'accélération absolue. En la dés ignan t par <î>, on a 

\ 

om' — — <!' t-

iJe ce t te re la t ion et des su ivan tes : oM' — o,i-*, oo' — y oet-', on t i re 

1 o \ T ' _ oo' om' 

"2" ~~' ~~JT ~~ ~ * 

Cet te su i te de r a p p o r t s égaux m o n t r e que les v e c t e u r s r e p r é s e n t a t i f s des a c c é l é 
ra t ions TF,. , cp„, <t> forment u n e figure semblab le à celle qui e s t cons t i t uée par les seg 
men t s oM', oo', om'. Donc $ es t la d iagonale d 'un p a r a l l é l o g r a m m e ayant p o u r cô tés 
les accé lé ra t ions ç r et o s des m o u v e m e n t s c o m p o s a n t s . 

4° Détermination de la viteos absolue. Soient enfin v,-, ve e t V les t ro i s v i t e s s e s 
à un ins tan t q u e l c o n q u e t. On a 

Vr — Q,.t Ve — 'Jfet V - 'l1 t 

. Vr Ve V 

et par su i te t.— • = — — -, -

d'où l'on dédu i t que les f igures formées par les v e c t e u r s r ep ré sen ta t i f s des v i t e s s e s , 
d 'une par t , e t des accé l é ra t ions t angen t i e l l e s , d ' au t re par t , sont s emblab le s . Par con
séquen t , la v i t e s se abso lue est , à chaque ins t an t , la d iagonale d'un p a r a l l é l o g r a m m e 
ayant pour côtés les v i t e s se s des m o u v e m e n t s composan t s au môme ins tan t . 

En r é s u m é : Deux mouvements rectilignes et uniformément accélérés, sans vi
tesse initiale, se composent en un mouvement de même nature. L'accélération tan-
ge.ntielle du mouvement résultant est représentée, e n grandeur et en direction, par 
la diagonale du parallélogramme construit sur les accélérations tangentielles des 
mouvements composants. La même proposition subsiste pour la vitesse à un ins
tant quelconque. 

On é t end ce t h é o r è m e au cas de la composi t ion d 'un n o m b r e que lconque de mou
v e m e n t s u n i f o r m é m e n t accé l é r é s , sans v i t e s se in i t ia le , en p rocédan t co mme au pa
r a g r a p h e 88. 
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Si l 'on d é s i g n e p a r a, fl e t 9 les ang les xoz, yoz, xoy, on a 

f r M B •<fr - r 2 ç r t ? e cos i 

( sin (3 sin a sin 9 

Dr Ue V 

v'-e + 2 u r u e cos 

sm S I N A S I N 

Fig. 70. 
Ces fo rmules p e r m e t t e n t de d é t e r m i n e r pa r le 

calcul les va l eu r s de <1>, V, a e t {} en fonction de ç r i 

tf e , Dr, 77e e t 9. 

Le second g roupe de fo rmules se dédu i t d 'a i l leurs du p r e m i e r , en obse rvan t que 
v,-, Ve et V sont r e s p e c t i v e m e n t éga les à C P R ( , CPE t e t * t. 

90. D é c o m p o s i t i o n d ' u n m o u v e m e n t u n i f o r m é m e n t a c c é l é r é , s a n s v i 
t e s s e i n i t i a l e , e n d e u x a u t r e s m o u v e m e n t s d e m ê m e n a t u r e , d o n t l e s di
r e c t i o n s s o n t d o n n é e s . 

L e r a i s o n n e m e n t es t i den t ique à celui qui a été fait dans le cas du m o u v e m e n t 
un i forme ( 8 7 ) . On ob t ien t les accé l é ra t ions t a n g e n t i e l l e s des m o u v e m e n t s composan t s 
en c o n s t r u i s a n t le p a r a l l é l o g r a m m e oBAC ayant pour d iagonale l ' accé lé ra t ion <l> - ~ oA 
du m o u v e m e n t d o n n é . Les formules (1) et ( 2 ) , dans l e sque l l e s * , V, a et ^ sont con
n u s , d o n n e n t ip,., CP„, ?;,• et i; e. 

91. C o m p o s i t i o n d e d e u x m o u v e m e n t s r e c t i l i g n e s , l ' u n u n i f o r m e , l ' a u t r e 
u n i f o r m é m e n t a c c é l é r é , s a n s v i t e s s e i n i t i a l e . 

Un mobi le , s i tué en o à l 'or ig ine des t e m p s , par 
cour t d 'un m o u v e m e n t uni forme, avec une v i tesse v, 
une dro i te ox ; cel le-ci se dép lace p a r a l l è l e m e n t à 
e l l e -même , e t son point o décr i t une dro i te oy d 'un 
m o u v e m e n t u n i f o r m é m e n t accé l é r é , sans v i tesse ini
t ia le , dont l ' accéléra t ion e s t y. L 'or ig ine des e spaces 
es t pr ise en o pour les deux m o u v e m e n t s (fig. 71). 

Si la t ra jec to i re re la t ive r e s t a i t fixe, le mobi le 
p r e n d r a i t sur ox, à un in s t an t que lconque t, u n e po
si t ion M donnée par la re la t ion oM = vt. Mais, 
à ce t ins tan t , le m o u v e m e n t d ' e n t r a î n e m e n t a fait 

1 
pa s se r ox à la posi t ion o'x', te l le que oo' — 

pos i t ion du mobi le , dans le m o u v e m e n t absolu, 
donc le point m de o'x défini par l ' égal i té o'm — 

En posan t oM = .x, et oo' 

La 

e s t 
oM. 

— y. 

Fig. 71. 

x = vt y- T^2 

d 'où, en é l iminan t t 

2 i ; 1 

-y 

Cet te équa t ion est cel le de la t ra jec to i re abso lue dans le s y s t è m e d 'axes xoy. Elle 
r e p r é s e n t e une parabole passan t par l 'or ig ine , t a n g e n t e à o.v. et dans laque l le oy es t le 
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d i a m è t r e conjugué de la d i rec t ion ox. L ' appare i l du g é n é r a l Morin, é tud ié en phys ique , 
ofîre une d é m o n s t r a t i o n e x p é r i m e n t a l e de ce t t e compos i t ion de m o u v e m e n t s . 

92. P r o b l è m e g é n é r a l . — Composition de deux mouvements simultanés quel
conques. Un mobi le , a c t u e l l e m e n t en o, possède un m o u v e m e n t connu su r une t ra jec
to i re re la t ive ox (fig. 72) ; celle-ci es t e n t r a î n é e d a n s un m o u v e m e n t éga l emen t donné 
e t te l que son point o décr ive une l igne oy, que l 'on appe l l e sa t ra jec to i re d 'en t ra î 
n e m e n t . Nous nous p roposons de d é t e r m i n e r la t ra jec to i re et la v i t e s se du m o u v e 
m e n t absolu du point mob i l e . 

1° Construction de la trajectoire ab
solue. La t ra jec to i re r e la t ive occupant , 
à l ' ins tan t t, la posi t ion Oi.x'i d é t e r m i n é e 
par la n a t u r e du m o u v e m e n t d 'ent ra î 
nement , le mobi le e s t venu , au môme 
ins tant , au po in t M ob tenu en po r t an t 
sur Oi.Ti un a rc OiM égal au chemin oo' 
qu'il au ra i t p a r c o u r u s u r ox si celle-ci 
é ta i t d e m e u r é e fixe En donnan t à t u n e 
sér ie de va leu r s s u c c e s s i v e s , on dé te r 
mine ainsi a u t a n t de points que l'on veu t 
su r la t ra jec to i re abso lue . 

2° Détermination de la vitesse abso
lue. Faisons ce t t e dé t e rmina t i on pour 
l ' époque f où le mobi le es t en M. Le 
poin t de la t ra jec to i re re la t ive qui est 
confondu avec M par t i c ipe au mouve
m e n t d ' e n t r a î n e m e n t de M.v, et décr i t 

ainsi une l igne M Î / I . Si ce m o u v e m e n t d ' e n t r a î n e m e n t n 'ex is ta i t pas , le po in t M , ap rès 
un t e m p s t r è s cour t .st s uccédan t à l ' époque t, p r end ra i t la posi t ion P su r M.ti ; mais , 
à l ' ins tant t -\- Af, la t ra jec to i re re la t ive est venue en Nx', et la posi t ion 51, du po in t M, 
dans le m o u v e m e n t absolu es t é tabl ie par la re la t ion 

a rc NM[ = a rc M P. 

Por tons à pa r t i r du point M, sur les cordes MP. MN et MM,, des v e c t e u r s MA' 
MUi et MCi r e s p e c t i v e m e n t égaux à 

corde NM, 
MA, — 

MB, 

MC, = 

corde MP 
It : 

corde MN 

corde MMi 
it 

At 

puis menons par M le vec t eu r M A 2 equ ipol len t à B.I C I . Les t r iangles M X M I , M B I C q i f i 
ont un angle égal compr i s en t r e côtés p ropor t ionne l s , sont s emblab le s , e t donnen t 

B,C, MB, 

Par conséquen t 

corde N M I 

B I C I = M A , 

corde MM 

corde N M , 
Âl 

At 

M A , 

[') Le lecteur est prié de tracer la corde NM, 
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Quand Af t e n d ve r s zéro . M A I , M B F et MC, ont pour l imi te s r e s p e c t i v e s les v i t e s s e s 
à l ' ins tant t : vr = M A , w e = M B , V:—MC du poin t mobi le dans le m o u v e m e n t r e 
latif, dans le m o u v e m e n t d ' e n t r a î n e m e n t et dans le m o u v e m e n t absolu ; M A 2 e t N M I 
ont la m ê m e d i r e c t i o n l imi te , qui es t cel le de la t angen t e en M à la t ra jec to i re r e l a t ive . 
C o m m e , de p lus , l i m M A 2 r = l i m M A I — MA, le p a r a l l é l o g r a m m e MA a C I B, v ien t se 
confondre à la l imi te a v e c le quad r i l a t è r e MACB. On p e u t donc énonce r la propos i t ion 
su ivan te , appe lée règle, du parallélogramme des vitesses : 

Lorsqu'un point mobile est soumis à deux mouvements simultanés quelconques, 
la vitesse de son mouvement absolu est représentée, à c / iaque instant, en grandeur 
et en direction, par la diagonale du parallélogramme construit sur les vitesses des 
mouvements composants. 

La d émons t r a t i on qui p r é c è d e ne nécess i t e aucune h y p o t h è s e sur la na tu re des 
m o u v e m e n t s s imu l t anés don t il s 'agit ; elle es t donc g é n é r a l e . 

93. G é n é r a l i s a t i o n . — On connaît le mouvement, relatif d'un point M p a r r a p 
p o r t à un système de comparaison A ; le système A est lui-même en mouvement par 
rapport à un second système de comparaison B ; le système B possède a son tour un 

mouvement par rapport à un troisième système 
de comparaison C, etc.. Quel est le mouvement du 
point M par rapport à un système de comparaison 
en repos absolu ? 

Il suffit é v i d e m m e n t de compose r les m o u v e 
m e n t s deux à deux en su ivan t la r èg l e du pa ra l l é lo 
g r a m m e des v i t e s ses . On peu t r e m p l a c e r le t r acé de 
tous les p a r a l l é l o g r a m m e s par celui d 'un contour po
lygonal pa r t an t de M (flg. 73), et d o n t les côtés sont, 
équ ipo l l en t s aux v e c t e u r s r ep ré sen ta t i f s des v i t e s se s 
des m o u v e m e n t s c o m p o s a n t s . On généra l i se ainsi la 
règle du polygone des vitesses ('), déjà é tabl ie dans 
le cas par t i cu l ie r de p l u s i e u r s m o u v e m e n t s uni
formes s imu l t anés (88). 

L a vitesse du mouvement absolu résultant 
de. la composition de plusieurs mouvements simul

tanés quelconques est représentée, à chaque instant, en grandeur et en direction, 
par la résultante du polygone construit sur les recteurs qui représentent, au même 
instant, les vitesses des mouvements composants. 

94. P r o b l è m e . — Etant données la vitesse absolue, V et. la vitesse d ' e n t r a î n e 
ment v e , eri grandeur et en direction, trouver 
la vitesse relative v r . 

La v i tesse absolue V é t an t la d iagonale du 
p a r a l l é l o g r a m m e cons t ru i t s u r iv et su r ve la ques 
t ion r e v i e n t à c o n s t r u i r e le côté MA d'un p u-al-
l é l o g r a m m e , dont on conna î t la d iagonale MC et 
l ' au t re côté M B . Il suffit de condu i re par M un 
s e g m e n t MA égal e t pa ra l l è le à B C . Ce s e g m e n t 
r e p r é s e n t e vr en g r a n d e u r e t en d i rec t ion . 

R e m a r q u o n s que , si l'on p ro longe MB d 'une 
l ongueu r éga le , soit M D , le quadr i l a t è re MCAD 
es t un p a r a l l é l o g r a m m e don t M A es t la d iagonale . 
Pa r conséquen t : 

F i g . 

Fig. 74. 

(") Pour trois mouvements dont les vitesses sont dirigées suivant les arêtes d'un trièdre, 
la vitesse du mouvement absolu est donnée par la diagonale d'un parallélipipède, dit parat -
lëlipipëde des vitesses. 
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La. vitesse relative est, à chaque instant, la résultante de la vitesse absolue et de 
la vitesse d'entraînement prise en sens contraire. 

9 5 . ' P r o b l è m e . — Etant données la vitesse absolue V et la vitesse relative v r , 
en grandeur et on direction, trouver la vitesse d'entraînement v e . 

Un r a i s o n n e m e n t ana logue au p r é c é d e n t m o n t r e (|ue : La vitesse d'entraînement 
est, à chaque instant, la résultante de la vitesse absolue et de la vitesse relative prise 
en sens contraire. 

96. Décomposition du mouvement absolu d'un point en trois mouvments si
multanés de directions données, ox, oy, oz. 

Soit ab (flg. 74 M») la t ra jec to i re abso lue d'un mobi le qui o ccu p e , aux in s t an t s f 
et t -|- Af, les pos i t ions M et M'. T raçons le contour MABM' formé par les coo rdonnées 
du.point M' dans le s y s t è m e d 'axes Mx'y'z' m e n é par 
M pa ra l l è l emen t à oxyz. Le passage du mobi le de M z zi 
en M' pour ra i t s 'effectuer de la m a n i è r e su ivan t e . 
Le point M posséde ra i t , sur M.v/, un m o u v e m e n t r e 
latif l ' amenan t en A au bout du t e m p s af. La droi te 
Mx' se ra i t en t ra înée p a r a l l è l e m e n t à e l l e -même dans 
le plan VM)/', la t ra jec to i re d ' e n t r a î n e m e n t du point 
M é tan t M?/ ; dans ce m o u v e m e n t , son point A pa r 
cour ra i t la d ro i te AB para l l è le à My', et a r r ive ra i t en 
B à l ' ins tant t + Af. Enfin, lo [dan x'My' se ra i t auss i 
mobi le , et se déplacera i t p a r a l l è l e m e n t à lu i -même, 
ia t ra jec to i re d ' e n t r a î n e m e n t du poin t M é t an t Mz', 
Son point B, dans ce m o u v e m e n t , pa r cou r r a i t la 
droi te BM' para l lè le à Mz', e t occupe ra i t la posi t ion 
M' à l ' ins tant t -J- Ai. Ce t te m a n i è r e d ' envisager le m o u v e m e n t absolu du po in t M re 
v ien t a i e cons idé re r comme r é su l t an t de t ro i s m o u v e m e n t s rec t i l ignes s imu l t anés : 
un m o u v e m e n t relatif su ivan t une t ra jec to i re para l lè le à ox, e t deux m o u v e m e n t s d 'en
t r a înemen t , dont l 'un es t para l lè le à oy et l ' au t re à oz. Or, le po in t A est é v i d e m m e n t 
la project ion du point M, faite su r l 'axe Mx, p a r a l l è l e m e n t au plan y'Mz'. Le m o u v e 
m e n t relatif pa ra l l è le à l 'axe ox ne diffère donc pas de la projec t ion , faite s u r cet axe, 
du m o u v e m e n t absolu du point mobi le . On reconna î t ra i t de m ê m e que les m o u v e m e n t s 
d ' en t r a înemen t qui s 'effectuent p a r a l l è l e m e n t à oy e t à o z : sont i den t iques aux projec
t ions du m o u v e m e n t de l ' e space su r ces m ê m e s axes . La théo r i e des m o u v e m e n t s si
mul t anés , app l iquée au point M, se r a m è n e donc , en défini t ive, a cel le du m o u v e m e n t 
projeté (70) et l'on peu t énoncer la conclus ion su ivan te : 

Lorsqu'un mouvement, rapporté à un système d'axes de coordonnées recti
lignes, est décomposé en mouvements simultanés dans les directions des axes, la 
vitesse de chacun des mouvements composants est, à tout instant, laprojectiov de la 
vitesse du mouvement de l'espace sur le même axe. 

96 bis . P r o b l è m e . — Un point, rapporté à u n système d'axes de coordonnées 
rectilignes, étant soumis à l'action de plusieurs mouvements simultanés bien dé
finis, étudier son mouvement absolu. 

M é t h o d e . — 1" On décompose chacun des m o u v e m e n t s s imul t anés su ivan t des 
d i rec t ions para l lè les aux axes de coo rdonnées . Le m o u v e m e n t absolu appa ra î t a lors 
c o m m e r é s u l t a n t de deux (ou troisj sé r ies de m o u v e m e n t s qui s ' exercen t tous su ivan t 
les axes . 

2° L ' e n s e m b l e des m o u v e m e n t s para l lè les à ox, pa r e x e m p l e , ne fait é v i d e m m e n t 
va r i e r que la coordonnée .v, d'où r é su l t e que l ' équa t ion des e spaces c o r r e s p o n d a n t e 
donne l ' express ion de l 'abscisse du point mobi le en fonction du t e m p s , so i t v — F I ( / ) . 
Par analogie , on t rouve l 'express ion y — f? (f) de l 'Ordonnée en formant l ' équa t ion des 
e s p a c e s de la sér ie des m o u v e m e n t s para l lè les à oy, e t c . . . 
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3· Le p r o b l è m e e s t ainsi r a m e n ó à l ' é tude du m o u v e m e n t d'un point dont lee-
coordonnées rec t i l ignes sont connues en fonction de t (pa ragraphes 70-77-78-79). 

97. A p p l i c a t i o n . — Mouvement des projectiles dans le vide. 
Un projec t i le p e s a n t es t l ancé du point o (fig. 75), dans u n e di rec t ion oT a p p e l é e 

ligne de tir, avec une v i tesse v0 inc l inée d 'un angle a su r l 'hor izonta le . On se p ropose 
d ' é t u d i e r son m o u v e m e n t , en faisant abs t rac t ion de la r é s i s t ance de l 'air. La d ro i t e 
qui joint la b o u c h e de l ' a r m e au bu t à a t t e indre , appe lée ligne de mire, es t supposée 1 

l o ri zonta] e. 
Si le project i le n 'é ta i t pas soumis à l 'action de la pe san t eu r , son m o u v e m e n t , d'a-

p 'es le p r inc ipe de l ' Ine r t i e , se ra i t r ec t i l igne , uniforme, de v i tesse Vo. D é c o m p o s o n s 
ce m o u v e m e n t on deux au t r e s , su ivant l 'hor izontale ox e t la ver t ica le a scendan te oy. 

En t enan t compte du m o u v e m e n t dû à l a 
g\ ^ pesan teur , le m o u v e m e n t absolu d u p ro -

„ ' ' ' ject i le peu t ê t re cons idéré comme r é s u l 

t an t de t ro is m o u v e m e n t s s imul tanés : 
Un m o u v e m e n t uniforme, de v i t e s se 

vo cos œ, su ivan t ox ; 
~ Un m o u v e m e n t uni forme, de v i tesse 

.'/>' - U o s i n a , su ivan t oy ; 
I- ' ir j . 7 5 . Un m o u v e m e n t un i fo rmément accé 

l é ré , s ans v i tesse in i t ia le , d ' accé lé ra t ion 
g, su ivant oy'. 

Si l ' on p r e n d comme d i rec t ions pos i t ives des espaces cel les des axes ox, oy, l e s 
\ i tesses de ces m o u v e m e n t s à un ins tan t que lconque t sont r e s p e c t i v e m e n t , en g r a n 
deur et en s igne : 

t a eos j i -o s ina —-gt 

Les deux d e r n i e r s m o u v e m e n t s se composen t en un m o u v e m e n t u n i f o r m é m e n t 
r e t a r d é , de v i t e s se in i t ia le v0 sin a , don t la v i t e s se à l ' i n s t an t t es t v0 sin a — gt. En 
appe lan t x et y les e spaces p a r c o u r u s par le mobi le , su ivan t ox et oy, depu i s l ' i n s t a n t 
i¡ itial j u squ ' à l ' i n s t a n t t, dans les m o u v e m e n t s composan t s , i > ot v,j les v i t esses d e 
cos m ê m e s m o u v e m e n t s , on a e n définit ive 

i j - i ' o cosí Vij ~ Vo si il CL—gt (1 | 

x — vo t cos » y = Vut s in * ^ gt- (2) 

(•e sont les équa t ions du m o u v e m e n t absolu du projec t i le , décomposé su ivant l es 
axes ox et oy. 

I o Equation de la trajectoire. A l ' ins tant t, le projec t i le occupe , dans le plan d e s 
axes , une posi t ion don t les coo rdonnées son t x et, y. L 'équat ion de l a t ra jec to i re s e r a 
donc ob tenue en é l iminan t t en t r e les équa t ions (2). On t rouve ainsi : 

qx' 
y = xtg* — — j ( 3 ) 

l V0 en s* ar ' 

C'est l ' équat ion d 'une parabole p a s s a n t par l ' o r ig ine , et dont l ' axe est pa ra l l è le à oy . 
2° Amplitude du jet. ou portée. — C'est la d i s tance oA qui s e p á r e l a b o u c h e de 

l ' a rme du point où le projec t i le t ouche le sol. On l 'obt ient en faisant y = o dans l ' é -
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quat ion (3). ce qui donne , ap r è s suppres s ion de la solut ion x — o qui co r r e spond au 
point de dépa r t du pro jec t i l e : 

2 V0tgi C O S - O T r'o sin 2 « 
(4) 

g 

Si, par e x e m p l e , v 0 — 300 " et a — 3 0 ° , on a a: = 7945 m è t r e s envi ron. 

3 ' Influence des variations de l'angle de tir sur la portée. La po r t ée a t t e in t son 

m a x i m u m pour 2 <X = ou » — - - ; e l le e s t a lors 

Ï 

v0 

égale à (9174m environ avec les données n u m é 

r iques c i -dessus) . C'est le double de la h a u t e u r à 

laque l le se se ra i t é levé le pro jec t i le , si on l 'avai t 

l ancé ve r t i ca l emen t avec ia v i t e s se init iale v0 (34). 
L 'express ion de la po r t ée ne change pas si, la 

vi tesse ini t ia le r es tan t la infime, a es t r emplacé 
par — — a. On peu t donc a t t e i nd re le m ê m e point 

A de la ligne de mi re en donnan t à la l igne de tir deux inc l ina isons différentes, s y m é 
t r iques par r a p p o r t à la b i s sec t r i ce oz de l ' angle des axes (fig. 7G). La parabole infé
r ieure est di te parabole buttante, la s u p é r i e u r e : parabole écrasante. 

4° Influence des variations de la vitesse initiale sur la portée. — Les po r t ée s p 
et p' qui co r r e sponden t au m ê m e angle de t i r [ou à des angles de t ir complémen
tai res) , et à des v i t esses in i t ia les différentes v0 e t v'u, sont , d ' après la formule (4) 

A 

Fig. 76. 

v' s in 2 « 

9 

E l l e s son t p ropor t ionne l l e s aux ca r r é s des v i t esses in i t ia les , car on a 

5° Hauteur atteinte par le projectile. — Elle es t m e s u r é e par l ' o rdonnée m a x i m u m 
de la t ra jec to i re ; y é t an t e x p r i m é e par un t r i n ô m e du second degré en x dans lequel 
le coefficient du t e r m e en xl es t négatif, le m a x i m u m a lieu pour (*) 

u* tg a cos s a vl sin 2 a 

v s m a 
et il es t égal à y = — ^ — (11471" envi ron dans l ' exemple n u m é r i q u e déjà ci té) . 

(*) Le trinôme y = ax- + bx + r, dans lequel a est supposé négatif, atteint son maximum 
4 ac — b 
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On aura i t pu d é d u i r e ces r é s u l t a t s des équa t ions (1) e t (2). Quand le project i le a 
Va sin a. 

a t te in t sa p lus g rande hau t eu r , v v ~ o. Par conséquen t t = .11 ne res te p iu s qu 'à 

p o r t e r ce t t e va leu r de t dans l ' express ion 

1 
y = v0t sin A — — gf-. 

2 · 2 

v0 sin a 
Il faut r e m a r q u e r que y — — est la h a u t e u r qu ' a t t e indra i t un mobi le pesan t , 

lancé de bas en hau t avec la v i t e s se ini t ia le va sin a (34) ; c 'est u n e vérification du 
p r i n c i p e de l ' i ndépendance des m o u v e m e n t s s imul t anés . 

6° Détermination de la direction à donner a la ligne de tir pour atteindre, avec 
une vitesse initiale v 0 , un point M de coordonnées x et y. 

Il s 'agit de d é t e r m i n e r l 'angle a. de man iè re que les coordonnées du point M sa t i s 
fassent à l ' équat ion (3) de la t ra jec to i re . P r e n o n s tg % pour inconnue , et r e m p l a ç o n s 

cos a pa r -;—, , * • ^ o u s aurons 
1 + fg 9a 

y — x tgoi-
t.g* 

• gx2 

ou gx 2 . t g 2 a - - 2 r T x.tg a -f gx- + %V0 y — o 

Les rac ines de cet te équat ion sont 

9 x 
(5) 

P o u r que le p rob lème soit poss ib le , il faut que le d i sc r iminan t ne soi t pas négatif, 
c ' es t -à -d i re que l'on ait 

VL gx1 'fi) 

L'équa t ion 
29 

gx'1 

IVL 

r e p r é s e n t e une parabole , dont l 'axe es t oy. Cet te parabole coupe oy en un point B 

3 

B 

D 0 C 

Fig. 77. 

(sommet) dont l 'o rdonnée e s t - -, et ox 
*3 

en deux points C et O dont les absc i sses 
2 

sont X : 
9 

- (fig. 77). 

La condit ion (6) exp r ime que le point 
M ne peu t être a t te in t , q u a n d on t i r e du 
poin t o avec la v i tesse in i t ia le v0, que 
s'il ne se t rouve pas en dehor s de ce t te 
pa rabo le . C'est pourquoi l'on donne à 
ce t t e d e r n i è r e le nom de parabole de 
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SÛRETÉ. Il faut, r e m a r q u e r que le po in t B est celui qu ' a t t e ind ra i t le pro jec t i le , s'il é ta i t 
lancé v e r t i c a l e m e n t avec la v i tesse VO. Les points C e t D c o r r e s p o n d e n t aux va leurs 
máxima de la po r t ée . 

Si la condi t ion (fi) es t sa t isfa i te , la formule (à) donne deux va leurs pour TG a, e t il 
es t par conséquen t poss ib le d ' a t t e indre le point M en donnan t deux inc l ina isons dif
férentes à la l igne de tir. La plus pe t i te des va leurs de TG a co r r e spond à une t ra jec 
toire ba t tan te , et l'a p lus g rande à une t ra jec to i re é c r a san t e . Observons que les deux 
valeurs de a a insi d é t e r m i n é e s ne sont c o m p l é m e n t a i r e s que si le po in t M es t sur la 
ligne de mire (*). 

7° GRANDEUR ET DIRECTION DE LA. VITESSE DU PROJECTILE à UN INSTANT QUELCONQUE. 

La vi tesse V à l ' ins tant T es t donnée p a r l a formule 

V = \/V'I + V*Y = \JV\ COS'-X + {VO sin a — GTF (7) 

Elle p rend sa va leu r m i n i m u m à l ' ins tant T défini par l 'équat ion 

Vo sin oc — GT=O. 

A ce moment , vy é t an t nu l le , le mobi le a a t t e in t le po in t cu lminan t de sa t ra jec toi re . 
La vi tesse du project i le p r e n d la m ê m e va l eu r à deux époques equ id i s t an tes de 

,,. Vo sin a Vo sin a . , 
1 ins tant i = — . l in r emplaçan t f pa r | -9 dans l ' express ion (7), on 

trouve en effet 

V — \/V% c o s á a -f- g29"2 

Cette va leur ne dépend pas du s igne de 9. Elle es t donc la m ê m e aux deux époques 

Vo sin OL Uo s in a 
ii = — o e t is = h 9 

g g 

. Vo sin a 

Si l 'on donne en par t i cu l ie r à 9 la va leur —-— , l ' ins tant ii co r r e spond à l 'ori

gine du m o u v e m e n t , et l ' ins tant f2 à sa (in. D'après la p r o p r i é t é p r é c é d e n t e , la v i tesse 

finale est égale à la v i tesse init iale V0. 
L' incl inaison ¡5 de la v i tesse V su r la di rect ion posi t ive de l 'axe e s t OX est donnée 

à chaque in s t an t par la formule 

¿g^-W-8'"*-^ (8) 
Vx T j o c o s a • . 

Si, co m m e p r é c é d e m m e n t , on donne à T deux va leu r s 

vo s in a. . vo sin a , . 
ii r= 6 et h = • h 9 

9- 9 

H Si les deux valeurs dénotaient complémentaires, le produit de leurs tangentes serait 
égal à l'unité. 

Or, le produit des racines de l'équation en tg tz n'est égal à l'unité que si y = o, ce qui 
correspond à un point situé sur la ligne de mire. 

On démontre que toutes les paraboles décrites par les projectiles lancés de O avec la vi
tesse Vo, sont tangentes à la parabole de sûreté. 
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equ id i s t an te s de l ' époque h ° g où le mobi le a t t e in t le point le p lus é l evé de sa 

t ra jec to i re les va leurs co r re spon
dan t e s de tg ¡3 s e ron t 

ZI;?*-?* 
tg 99 

et tg p s 

Vo COS a 

- g O 

VoCOS a 

(en M) 

(en Mi) 

P a r c o n s é q u e n t ^—2 T — (3t 

(fig. T8). 
Fig. 78. On sai t déjà que le mobi le pos 

sède la morne v i t e s se à ces deux 

époques . Si, en pa r t i cu l i e r , on donne à 9 la va leu r —— , d e m a n i è r e que U e t H cor

r e s p o n d e n t au c o m m e n c e m e n t e t à la fin du m o u v e m e n t , on au ra 

tg pi = tg a tg — — tg a 

et par c o n s é q u e n t 

Pi = a p» = 2z — a 

Tous ces r é su l t a t s pouva ien t ê t re p révus , à cause de la symé t r i e de la parabole 
par r appor t à son o r d o n n é e m a x i m u m , qui cor reapond , co mme on l'a vu, à l ' époque 

Vo sin a 

§ I I — MOUVEMENT RELATIF DE DEUX POINTS. 

98. Soient deux mobi l e s , p a r c o u r a n t r e s p e c t i v e m e n t les t ra jec to i res AB et A'B', 
sur l e s q u e l l e s i ls o c c u p e n t à un ins tan t t les pos i t ions M e t M', e t dont les m o u v e 
m e n t s abso lus son t connus (fig. 79). L e u r s 
v i t e s se s à l ' i ns tan t t son t r e s p e c t i v e m e n t 
V = MC e t t > ' = M'C. Le m o u v e m e n t absolu 
du poin t M' peu t ê t r e env i sagé c o m m e ré 
su l t an t de la composi t ion de deux m o u v e 
m e n t s , don t l 'un aura i t , à chaque ins tan t , 
la m ê m e v i t e s s e V — M'D' que le mobi le M. 
La v i tesse V" du second de ces m o u v e m e n t s 
e s t r e p r é s e n t é e pa r le cô té M E ' du para l 
l é l o g r a m m e M D C E , que l 'on p e u t cons
t r u i r e , [ juisqu'on connaî t sa d iagonale e t 
l 'un de ses cô tés . Si l'on imag ine un obser 
v a t e u r , e n t r a î n é pa r le point M" et pa r t i c i 
p a n t par su i t e au m o u v e m e n t de v i t e s se V, 
l es choses se p a s s e n t p o u r lui c o m m e si le Fig. 79. 

po in t M' ne posséda i t , à l ' ins tan t cons idé ré , 
que le m o u v e m e n t de v i t e s se T ; " , qu 'on appe l le le mouvement relatif du point M'par 
rapport au point M. 
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Supposons que les m o u v e m e n t s absolus des po in t s M et M' so ien t r appo r t é s h. un 
.système d 'axes fixes oxyz, dans l eque l l eu r s coo rdonnées à l ' ins tan t t sont r e spec t i 
vemen t (x, y, z), (x', y , z) (fig. 80). En m e n a n t par M des pa ra l l è les aux axes ox, oy, oz, 
on forme un t r i èd re Mx'y'z' par r a p p o r t auque l les 
coordonnées du point M' sont , à l ' ins tan t t 

y —y (Il 

D'après ce qui p r é c è d e , le m o u v e m e n t relatif 
de M' par r a p p o r t à M n 'es t pas au t r e chose que 
le m o u v e m e n t de M r a p p o r t é au s y s t è m e mobi le 
Mx'y'z ; il s e ra i t d é t e r m i n é si l 'on connaissa i t les 
express ions d e x " , y", z" en fonction du temps{76). 
Or, celles-ci sont données par l es formules (1), pu i squ 'on s u p p o s e connus les m o u 
v e m e n t s abso lus des po in t s M et M'. On peu t donc ca lcu ler l es composan te s 

/ dx" dx dx 
i dt. dt dt 

) dy" 
\ dt ~ 

dy' 
dt 

dy 
dt 

! dz" _ dz dz 

l dt dt dt 

d e la v i tesse du poin t M' dans son m o u v e m e n t relat if pa r r a p p o r t au point M. 
L 'é tude du m o u v e m e n t relatif de deux po in t s es t faci l i tée par le p r inc ipe expé r i 

men ta l su ivan t , c o n s é q u e n c e du p r inc ipe de l ' I n d é p e n d a n c e des m o u v e m e n t s si
mu l t anés : 

L e mouvement relatif de deux points n'est pas altéré si l'on imprime à leur 
ensemble un mouvement commun. 

D'après cela, si l 'on impr ime à M et M' un m o u v e m e n t d ' e n s e m b l e égal e t con 
t ra i re au m o u v e m e n t du point M, celui-ci es t r a m e n é au r epos , e t le m o u v e m e n t r e 
latif du point M' dev ien t un m o u v e m e n t absolu, obse rvé du point M devenu fixe. La vi
t e s se de ce m o u v e m e n t est la r é su l t an t e v" des deux v i t e s ses s i m u l t a n é e s v' e t — a 
du mobi le M' (fig. 79 . Donc : 

Le mouvement relatif du point M' par rapport au point M peut être considéré 
comme résultant de la composition du mouvement absolu du point M', et d'un mou
vement d'entraînement égal et contraire au mouvement absolu du point M. 

A 

99. E x e m p l e s . — I. Un mobile M se 
meut uniformément, avec une vitesse u, 
sur une trajectoire rectiligne AB. Un 
autre mobile G se. déplace dans le plan 
CAB, d'un mouvement rectiligne et 
uniforme de vitesse v. On demande la 
direction que doit prendre le mobile 0 
pour rencontrer le mobile M (fig. 8t) 

Fig. 81. 
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Soit C F la d i rec t ion c h e r c h é e . Si l 'on donne aux deux mobi l e s un m o u v e m e n t 
d ' e n t r a î n e m e n t c o m m u n , égal e t con t r a i r e au m o u v e m e n t connu du point M, le 
m o u v e m e n t relatif de C n ' e s t pas changé , e t , p u i s q u e M es t r a m e n é au repos , 
la t ra jec to i re re la t ive du po in t C es t CM. Mais la v i tesse re la t ive , d i r igée su ivan t CM, 
es t la r é su l t an t e de la v i t e s se d ' e n t r a î n e m e n t — u = : C H , e t de la v i t e s se absolue 
du p o i n t C , dont on conna î t la g r a n d e u r v, mais dont la d i rec t ion CF es t i n c o n n u e . 
On est ainsi r a m e n é à cons t ru i r e un p a r a l l é l o g r a m m e , dans lequel un coté CH est 
donné en g r a n d e u r e t en pos i t ion , une d iagonale CM en d i rec t ion , et un côté CG en 
g r andeu r s e u l e m e n t . Il suffit pour cela de déc r i r e de H c o m m e cen t r e , avec le vec teur 
représen ta t i f de la v i t e s se i; c o m m e rayon, un arc de cerc le qui , dans le cas de la 
figure, r e n c o n t r e CM en deux po in t s E et E'. Au poin t E co r r e spond une direct ion 
H E r é p o n d a n t à la q u e s t i o n ; la t ra jec to i re abso lue du point C es t CGF, para l lè le à 
HE. Le point E' fourni t une s e c o n d e solut ion CG'F' , pa ra l l è le à HE' . La p r e m i è r e est 
p référab le , pu i squ 'e l l e condui t à un m o i n d r e p a r c o u r s . 

F o u r que le p r o b l è m e soi t poss ib le , il faut : 

1° Que l 'arc de cerc le de rayon v, déc r i t du poin t H co mme cen t r e , r encon t r e CM ; 

2" Que le po in t de r e n c o n t r e soit du m é m o côté du point C que la t ra jec to i re AD, 
sans quoi le m o u v e m e n t c o r r e s p o n d a n t à la d i rec t ion ainsi d é t e r m i n é e é lo ignera i t les 
deux mobi les l 'un de l ' au t re . 

C'est ce p r o b l è m e que l'on r é sou t i n s t i n c t i v e m e n t quand on veu t t r a v e r s e r une 
rue p a r c o u r u e par une file do v o i t u r e s . Le point 
M que le piéton se p ropose d ' a t t e ind re est a lors 

H \ "'^"""TV tm point de l ' in te rva l le compr i s en t r e deux voi-
\ // \ ^ t u r e s consécu t ives K et L (fig. 82). 

R ' ' / 1, N. I I , Action du vent sur les girouettes, sur la. 
(^~~\—^ lumie, e tc . — Une g i roue t t e p lacée à pos te fixe 

n, e s t o r i en t ée dans la d i rec t ion m ê m e du ven t . Mais, 
j,'ig p %<i. si e ^ e e s t adap tée à un objet mobi le , au mâ t d'un 

navire pa r e x e m p l e , e l le p r e n d la d i rec t ion de la 
vitesse, re la t ive du ven t par r appor t au ba teau . 

Afin do d é t e r m i n e r ce t te d i rec t ion , on i m p r i m e au nav i re et aux mo lécu l e s d'air 
un m o u v e m e n t égal et con t ra i r e à celui du navire,, dont la 
vi tesse v es t figurée par le vec t eu r MD (fig. 8 i | . Le navi re 3 j c 

est r a m e n é au repos , t and is que la g i roue t t e obéi t à deux f 
m o u v e m e n t s : celui du ven t , de v i t e s se u MB, e t le — f ~ P * ^ * , ' 
m o u v e m e n t d ' en t r a înemen t de v i tesse — B ^ . M A . Tou t s e HI^RD- — J 

passe donc com m e si, le b a t e a u é tan t immobi l e , le ven t ^ — 
soufflait dans la d i rec t ion MC, d iagona le du pa ra l l è lo - ——^— 
g r a m m e cons t ru i t su r MA et su r MB. La g i roue t t e s 'or ien- Kig. 83. 
t e r a su ivan t MC. 

On t r o u v e r a des app l ica t ions de la théor i e du m o u v e m e n t relatif dans la Cinéma
t ique des s y s t è m e s ma té r i e l s e t dans l ' é tude des Mécan i smes . 
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§ III- — Méthodes de Roberval 

pour le tracé des tangentes aux courbes. 

100. Tou te cou rbe p e u t ê t r e cons idé rée c o m m e la t ra jec to i re d'un mobi le ; la v i 
t e sse de celui-ci , au m o m e n t où il passe en un poin t de la courbe , é t an t d i r igée sui
vant la t a n g e n t e , le p r o b l è m e de la r e c h e r c h e des t a n g e n t e s se r a m è n e a u n e ques t ion 
de Cinémat ique . Les deux m é t h o d e s su ivan tes , d i tes de Roberva l , son t app l icab les à 
un cer ta in n o m b r e de cas pa r t i cu l i e r s . 

P r e m i è r e m é t h o d e . — Menons , p a r le po in t M de la courbe , deux axes que l 
conques Mx et My (fig. 84). Si le m o u v e m e n t du poin t mobi le est défini de te l le m a 
nière que l 'on pu i s se d é t e r m i n e r à chaque i n s t a n t l es p ro jec t ions o r thogona les MA 
et MB de sa v i tesse sur les deux axes , on au ra un poin t T de la t a n g e n t e en M pa r 
l ' in tersect ion des p e r p e n d i c u l a i r e s en A et B su r Mx et My. Il n ' e s t pas ind i spensab le 
de connaî t re ces projec t ions e l l e s -mêmes ; il suffit de conna î t r e l e u r r appor t . Car, si 
l'on por te su r Mx et My des l o n g u e u r s MA' e t MB' te l les que l 'on ait 

MA __ MB 
MA' MB' 

les quadr i l a t è res MATB, MA'T'B' sont h o m o t h é t i q u e s , e t les po in t s M, T e t T' sont en 
l igne dro i te . 

Fig. 81. l-'ig. 85. 

D e u x i è m e m é t h o d e . — On peu t cons idé re r le m o u v e m e n t du point c o m m e r é 
su l tan t de deux m o u v e m e n t s r ec t i l i gues s imul t anés , de d i rec t ions Mx et My (fig. 85). 
Si l'on sai t d é t e r m i n e r les v i t e s se s MA et MB de ces m o u v e m e n t s c o m p o s a n t s à 
c h a q u e ins tan t , on au ra la d i rec t ion MT de la t a n g e n t e en M pa r l 'appl icat ion de la 
règ le du pa r a l l é l og ramme des v i t e s ses . C o m m e dans la m é t h o d e p r é c é d e n t e , il suffit 
de connaî t re des v e c t e u r s MA' et MB' p ropor t i onne l s à MA et MB, les deux pa ra l l é 
l og rammes MATB, MA'T'B' cons t ru i t s dans ce t t e h y p o t h è s e é t a n t h o m o t h é t i q u e s . 

Voici que lques appl ica t ions de ces deux m é t h o d e s . 

101. P r e m i è r e m é t h o d e . — On détermine le rapport des projections ortho
gonales d,c la vitesse sur deux axes. 

I. T a n g e n t e s a u x s e c t i o n s c o n i q u e s . — On sai t que , s i le m o u v e m e n t d 'un 

poin t es t r appo r t é à un s y s t è m e de coordonnées po la i res , la p ro jec t ion o r thogona le de 

sa v i tesse su r le rayon v e c t e u r est , à chaque ins tan t , égale à, la v i t e s se de g l i s s e 

m e n t (81). 
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Ceci r appe lé , so ien t M un poin t d 'une e l l ipse de foyers F e t F' (fig. 80), r e t r' ses 
r ayons v e c t e u r s , 2a la l ongueu r du g rand a x e . On a 

r' — 2a ( 1 ) 

Concevons un mobi le se dép l açan t su r l ' e l l ipse , e t soi t v sa v i t e s se lorsqu ' i l a r 

r ive en M. Ce m o u v e m e n t peu t ê t re r appor t é , 

soi t au s y s t è m e de coordonnées po la i res dé

fini par le pôle F e t l 'axe Vx, soi t au sys t ème 

défini par le pôle F ' e t l 'axe F'x. Dans le p re 

mie r cas, la p ro jec t ion de v su r FM est ; 

dans le second , sa projec t ion su r F'M est 

- ^ - p - Ces v i t e s se s son t éga les e t de s ignes 

con t ra i r e s , ca r on t i r e de l ' équa t ion (1) 

F I G . 8 6 . 

dr dr' 
lit 

On peu t d o n c les r e p r é s e n t e r par deux lon
g u e u r s éga les a rb i t r a i r e s Mil e t MIT, po r t ées dans des sens opposés , à pa r t i r de M, 
su r les deux rayons v e c t e u r s . Les p e r p e n d i c u l a i r e s é l evées su r MF et MF' en H et H' 
d é t e r m i n e n t , par l eur i n t e r sec t ion , un point T de la t a n g e n t e c h e r c h é e . 

Le m ê m e r a i s o n n e m e n t s ' appl ique à l ' h y b e r b o l e . 

I I . T a n g e n t e à l a l e m n i s c a t e . — La l e m n i s c a t e es t le l ieu des points M te l s 
q u e le p rodui t de l eu r s d i s t ances à deux po in t s fixes 
F et F', appe lés foyers , soi t égal au car ré de la d e m i -
d i s tance de ces po in t s fixes. En dés ignan t pa r r e t r 
les rayons v e c t e u r s du point M (fig. 87), e t pa r 2a la 
d i s t ance FF' , on a donc 

rr — a 2 ( 1 ) 

Supposons la courbe p a r c o u r u e par un mobi l e . 
Les pro jec t ions de la v i t e s se de celui-ci sur MF et MF' 

dr dr' 
son t encore les v i t e s se s de g l i s s e m e n t et —=— 

at dt 
Or, on t i re de l ' équa t ion ( 1 ) 
por t à t 

d'où 

F I G . 8 7 . 

en p r e n a n t les dé r ivée s de ses deux m e m b r e s par r a p -

dr dr' 
Ht dt 

/ dr \ 

[~df) 

r 
r' 

Si donc la v i t e s se de g l i s s e m e n t le long de MF es t r e p r é s e n t é e par un v e c t e u r égal à r, 
la v i t e s se de g l i s s e m e n t le long de MF' se ra r e p r é s e n t é e par un v e c t e u r égal à — r'. Par 
conséquen t , ces deux v i t esses p e u v e n t ê t r e figurées par les v e c t e u r s MA = MF, e t MF'. 
L ' in te r sec t ion des p e r p e n d i c u l a i r e s é l evées s u r les rayons v e c t e u r s en A e t F ' d o n n e 
un poin t T de la t a n g e n t e en M. 

4.02. D e u x i è m e m é t h o d e . — On détermine le rapport des composantes de la 
vitesse suivant deux axes. 
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I. T a n g e n t e s a u x c y c l o ï d e s . — Le cycloïde es t le l ieu des pos i t ions d 'un point 
mobi le en t r a îné par une c i rconférence qui rou le sans g l i sser su r u n e droi te fixe ap
pelée base. El le e s t ordinaire quand le po in t mobi le e s t s i tué s u r la c i r confé rence , 
allongée quand il est, en d e h o r s , raccourcie quand il es t à l ' i n té r ieur . Le ra i sonne
m e n t é tan t i den t ique p o u r les t ro is gen re s , nous p r e n d r o n s c o m m e exemple la 
cycloïde a l longée . 

Imaginons qu 'un mobi le la p a r c o u r e , en 
par tan t de M O à l ' ins tant ini t ial , p o u r a r r i 
ver en M à un in s t an t que lconque t. So ien t 
o et o les pos i t ions c o r r e s p o n d a n t e s d e l à 
c i rconférence rou lan te . Menons le s e g m e n t 
O M I égal e t pa ra l l è le à O ' M . Le m o u v e m e n t 
du point M peu t ê t r e cons idé ré comme ré
sul tant de la coex i s t ence de deux m o u v e 
ments uniformes s imu l i anés , l 'un, c ircu
laire, qui lui fait déc r i r e p e n d a n t le t e m p s 
t l 'arc M O M I , l ' au t re r ec t i l igne et para l lè le 
à la base , qui a m è n e le po in t mobi le de 
M I en M p e n d a n t le m ê m e t e m p s . La v i tesse 
U i du p r e m i e r m o u v e m e n t e s t r e p r é s e n t é e , 
à l ' ins tant t, par un v e c t e u r pe rpend icu 
laire au rayon 0 M 1 . D 'après le p r inc ipe de Gal i lée , l 'une des c o m p o s a n t e s de la v i 
tesse absolue du mobi le à l ' ins tan t t es t égale e t pa ra l l è l e à vt. E l le es t figurée pa r l e 
vec teur MD pe rpend icu l a i r e à o M . La v i t e s se ih du second m o u v e m e n t es t r e p r é s e n 
tée par un v e c t e u r MC para l lè le à la base xx. Le r appor t de ces deux v i t e s se s e s t 
égal à celui des c h e m i n s p a r c o u r u s p e n d a n t le t e m p s f, dans l e s deux m o u v e m e n t s 
s imul tanés , pu i sque ceux-ci sont un i fo rmes . On a donc 

a rc M O M I a r c M U M , 

M, M A O B 

et, comm e A 0I3 — arc AD 

L'I a r c M O M I 

Vi arc AB 
_o^M 

OB' 

Par c o n s é q u e n t , si l 'on a t t r ibue aux vec teu r s MD et MC les longueurs r e s p e c t i v e s 

51D = o'M M C = o ' B 

la t angen t e en M à la cycloïde s e r a d i r igée su ivan t la d iagonale ME du p a r a l l é l o g r a m m e 
MCED. 

Les angles en C et en o des t r i ang le s MCE, Mo'B, sont égaux c o m m e ayan t l e u r s 
côtés pe rpend icu l a i r e s , Pu i sque , d 'au t re par t , MC = o l ì e t CE = o'M, ME es t auss i 
pe rpend icu l a i r e et égale à MB. La droi te MB es t donc normale en M à la cycloïde. P a r 
c o n s é q u e n t : 

L a normale en un -point d'une cyclo'ide est la droite qui le joint au point de 
contact de la circonférence mobile avec la base. 

Dans le cas d 'une cycloïde o rd ina i re , ME passe par le point de la c i rconfé rence 
mobi le qui e s t d i a m é t r a l e m e n t opposé à B. 
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I I . T a n g e n t e s a u x c o n c h o ï d e s . — E t a n t d o n n é s un poin t fixe o, u n e courbe C, 
e t u n e longueur cons t an t e a, on appe l l e conchoide. d e l à cou rbe C par r appor t au point 
o, une nouve l l e courbe C o b t e n u e en p ro longean t c h a q u e rayon v e c t e u r de la p re 
m i è r e d 'une quan t i t é éga le à a. Nous nous p roposons de m o n t r e r que , si l 'on sait 
c o n s t r u i r e la t a n g e n t e en un point M de la courbe C, on p e u t d é t e r m i n e r la t angen t e 
au point c o r r e s p o n d a n t M' de sa concho ide . 

C o n s i d é r o n s l e s courbes C et C c o m m e les t r a j ec to i res de deux mobi l e s se mou
van t de te l le man iè re qu ' i ls so ient à c h a q u e in s t an t en l igne droi te avec le point o 

(fig. 89). Il e s t na ture l 
de r a p p o r t e r ces deux 
m o u v e m e n t s à un sys
t è m e de coordonnées po
la i res défini par le pôle o 
e t un axe pola i re quel
conque ox. So ien t r e t 6 
les coordonnées du point 
M dans ce s y s t è m e , 
r - f - a = r ' e t 0 ce l les du 
poin t M'. On peu t décom
pose r les v i t esses V et V 
des po in t s M et M' su i 
v a n t le rayon v e c t e u r et 
les d i rec t ions perpendi 
cu la i res AIR, AIR' ; les 
c o m p o s a n t e s sont l es vi

t e s ses de g l i s s e m e n t et de c i rcula t ion des deux mobi les (81). En dés ignan t pa r Vg et 
u> ce l les qui se r a p p o r t e n t au point AI, par v'g et w' cel les qui se r a p p o r t e n t au point 
AI', on a 

dr 
~dT 

rd8 

dt 

dr 
~dT 

rdb 

~dt~ 

Comme 

on voit que 

/·' = r - \- a 

Vg = v g 

et que 
w' 

Il suffit donc de d é t e r m i n e r des q u a n t i t é s p ropo r t i onne l l e s aux c o m p o s a n t e s de la 
v i t e s se du poin t AI p o u r avoir , en m ê m e t e m p s , des q u a n t i t é s p ropo r t i onne l l e s aux 
c o m p o s a n t e s de la v i t e s se du poin t AI', et t r a ce r la t a n g e n t e à la concho ide . 

Or, si 1 on p r e n d s u r la t angen t e en AI une l ongueu r que lconque MQ, les côtés AIP 
e t AIR du r ec t ang le AIPQR p e u v e n t ê t re cons idé r é s c o m m e r e p r é s e n t a n t r e s p e c t i v e 
m e n t vg et w . En po r t an t à p a r t i r de Al' s u r o.M u n v e c t e u r Al'P' = MP, puis en t r a ç a n t 
oR jusqu ' à sa r e n c o n t r e en R' avec la p e r p e n d i c u l a i r e AIR' à oAl', on a u r a r e p r é s e n t é 
v'g s t w', ca.vv'g = vB, et les t r i ang l e s s e m b l a b l e s OAIR, oAI'R' d o n n e n t la re la t ion 

M R ' r + a 
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ce qui m o n t r e que M'R' e s t égal à -w'. La t a n g e n t e en M' e s t donc d i r igée su ivan t la 
d iagonale M'Q' du r e c t a n g l e M'P'Q'R'. 

103. T h é o r è m e . — Les normales en deux points correspondants d'une courbe 
et de s a c o n d i o ï d e se, coupent en un point situé, s u r la perpendiculaire élevée a u 
rayon vecteur par le pôle. 

Soit N le po in t de r e n c o n t r e de la p e r p e n d i c u l a i r e oN au rayon v e c t e u r avec la 
normale à la courbe C au point M (flg. 89). Les t r i ang les MoN et MRQ, dont les cô tés 
son t pe rpend i cu l a i r e s , sont s e m b l a b l e s , e t donnen t 

oN _ RQ 
oM — MR 

• xr o M x R Q d'où o N = _ m r _ . 

Soit de m ê m e N ' le point de r e n c o n t r e de oN avec la no rmale à la courbe C au 
point M'. Les t r i ang les M'oN' e t M'It'Q' sont auss i s e m b l a b l e s , et d o n n e n t 

_ oM' X R Q 
0 M'R'~~ 

Mais R Q = R 'Q' 

oM o'M' 
I l R f M'R' 

On a donc oN = oN' 

ce qui é tabl i t le t h é o r è m e . 

La l o n g u e u r oN es t appe l ée la s o u s - n o r m a l e p o l a i r e des c o u r b e s G et G'. Le théo
rème qui p r é c è d e peu t donc ê t re énoncé de la façon su ivan te : 

Une courbe et sa conchoïde ont même sous-normale polaire en deux points cor
respondants. 

Il donne une nouvel le cons t ruc t ion de la t a n g e n t e en un point d 'une conchoïde C' 
Ou d é t e r m i n e la sous-normale polaire oN" de la courbe C, et l 'on élève la perpendicu
laire M'Q' à M N. Cet te m é t h o d e nécess i t e , c o m m e la p r e m i è r e , que l 'on sache cons
t r u i r e la t a n g e n t e en chaque poin t de la courbe C. 
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C H A P I T R E V 

D E L ' A C C É L É R A T I O N T O T A L E 

%I. — Détermination de l'accélération totale sur la trajectoire 

104. So ien t M et v = MA (fig. 93) la posi t ion et la v i t e s se , à l ' ins tan t t, d 'un mobi le qui 
pa rcou r t une t r a jec to i re cu rv i l igne . D'après le p r inc ipe de l ' I ne r t i e , ce mobi le é tan t inca
pable de c h a n g e r , de lu i -même, la g r a n d e u r e t la d i rec t ion de sa v i t e s se , de vrai t p r e n d r e , 
à pa r t i r de l ' ins tan t t, un m o u v e m e n t r ec t i l igne uni forme, de v i t e s se v, su r la t angen te 
à sa t r a j ec to i r e . Pu i squ ' i l n 'en es t pas ainsi e t q-ue sa v i t e s se , à l ' ins tan t t + ùt, d e 
v ient , par e x e m p l e , u T i c = M'A', c 'es t qu ' une cause i n t e r v i e n t à chaque ins tan t pour 
modifier la v i t e s se du m o u v e m e n t a n t é r i e u r e m e n t acqu i s , auss i b ien en d i rec t ion 
q u ' e n g r a n d e u r . La not ion d ' accé lé ra t ion t angen t i e l l e a é té acquise en ne cons idé 
r an t que les va r i a t ions de g r andeu r de la v i tesse ( , S 7 J . Nous nous p roposons de com
plé te r ce t t e notion en t enan t compte auss i des va r i a t ions de sa d i rec t ion . Nous don
nerons d 'abord q u e l q u e s défini t ions. 

105. P l a n o s c i l l a t e u r . — Soit M, M', M" t ro is points d 'une cou rbe gauche (fig. 90) 
e t P leur p lan . L o r s q u e M' et M" se r a p p r o c h e n t indéf in iment de M s u p p o s é fixe, le 

p lan P t end g é n é r a l e m e n t ve r s une posi t ion l imi te que l'on 
appe l le plan oscillateur à la courbe au po in t M. (*) 

Le d é p l a c e m e n t des poin ts M' et i l " p e u t se faire d 'une 
façon q u e l c o n q u e , pourvu qu' i ls v i ennen t se confondre à la 
l imi te avec le po in t M. S u p p o s o n s que M' v i enne d 'abord seu l 
se î é u n i r au poin t M. La posi t ion l imi te de la d ro i t e MM' du 
p lan P es t la t a n g e n t e en M à la courbe gauche . Pa r consé
q u e n t : le •clan oscillateur en un point contient la tangente 
en ce point, e t l'on peu t le définir : la position limite du plan 
•mené par la tangente MT et le point M", quand ce dernier 

Kig. 90. ne rapproche indéfiniment du point M. 

La para l lè le MU à la co rde M'M" es t con tenue dans le 
p lan P. S u p p o s o n s que le point M" se r app roche indéf in iment du point M', tous deux 
r e s t a n t d i s t inc t s du poin t M. La d ro i t e .MU, et par su i t e le plan I 1 , dev i ennen t , à la 
l imi te , pa ra l l è l e s à la t a n g e n t e M T ' en M'. Donc : le plan oscillateur en un point 
d'une courbe gauche est la position limite du plan mené, par la tangente, en ce point, 
parallèlement à la tangente au point infiniment, raisin. 

106. A n g l e d e c o n t i n g e n c e . — C'est l 'angle formé par les t a n g e n t e s en deux 
poin ts in l in iment vois ins M et M'. Dans le cas d 'une courbe g a u c h e , ces t a n g e n t e s ne 
se r e n c o n t r e n t pas , pu i sque l 'une e s t dans le plan oscu la teu r , e t que l ' au t re est s eu le 
m e n t pa ra l l è l e à ce plan. 

107. P l a n n o r m a l . — N o r m a l e p r i n c i p a l e . — On appel le plan normal en M 
l e plan p e r p e n d i c u l a i r e à la t a n g e n t e en ce poin t . Tou te dro i te m e n é e pa r M dans ce 
plan e s t normale à la cou rbe . L ' in te r sec t ion du plan no rma l et du plan o scu l a t eu r e s t 
la normale principale. 

108. C e r c l e d e c o u r b u r e . — R a y o n e t c e n t r e d e c o u r b u r e . — Les t ro i s 
po in t s M, M', M" d é t e r m i n e n t une c i rconfé rence C ' ; l o r s q u e M' e t M" se r a p p r o c h e n t 

(*) Le plan osculateur en un point d'une courbe plane se confond avec L E pian de la courbe. 
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indéfiniment de M. ce t te c i rconférence t end vers une posit ion l imi te , s i tuée dans le 
plan oscu la teur en M, eL t angen t e à la courbe en ce point . Mais son point de con tac t 
p r é sen t e ce t te pa r t i cu la r i t é qu'i l p rov i en t de la r éun ion de trois poin ts en un seul . On 

e x p r i m e ce fait en d i san t que ce cerc le p r é s e n t e avec la courbe 
un contact du second ordre. On lui donne le nom de cercle 
osculateur, ou cercle de courbure au poin t M. 

Tan t que les points M, M', M" sont d i s t inc t s , le cen t re 
de ce ce rc le se t rouve â la r encon t r e des pe rpend icu l a i r e s 
é levées , dans le plan P. aux mi l ieux des cordes MM etM'M". 
S i l e s points M et M"se r a p p r o c h e n t i n d é f i n i m e n t l ' u n d e l ' au t r e 
e t du point M, ces p e r p e n d i c u l a i r e s t e n d e n t ve r s des d i r ec 
t ions l imi tes , qui son t ce l les des no rma le s p r inc ipa les e n M 
et en M'. Le cen t re O du ce rc le de cou rbu re se t r ouve donc , 
dans le plan oscu la teur . à la r encon t r e de. deux n o r m a l e s 
p r inc ipa les inf iniment vo is ines . 

On appe l l e r e s p e c t i v e m e n t rayon et centre de, courbure d 'une courbe eu un po in t 
M le rayon e t le cen t r e de son cerc le de cou rbu re en ce point . Ces définitions e t les 
p r é c é d e n t e s s ' app l iquen t aux courbes p lanes , avec ce t t e seule modif icat ion, que les 
cons t ruc t ions ind iquées dans le p lan oscu la t eu r s 'effectuent 
dans le p lan de la cou rbe . 

S u p p o s o n s les po in t s M et M' infiniment vois ins su r la 
courbe gauche , e t so ien t C et o le c e n t r e e t le rayon de cour
bure en M (fig. 92), ds el d a l 'arc inf iniment pe t i t MM' e t l 'angle 
de con t ingence . L 'angle MCM' es t é v i d e m m e n t égal à cía, e t 
l'on a, en cons idé ran t le s e c t e u r MCM' du cerc le de cou rbu re 

Fig . ai. 

d'où 

ds — r¡ d a 

ρ - d 7 
F i g . 'Jï. 

Cet te e x p r e s s i o n du rayon de courbure conv ien t e n c o r e aux courbes p l a n e s . 

109. A c c é l é r a t i o n t o t a l e d a n s l e m o u v e m e n t v a r i é . — S o i e n t M et M' (fig. 93) 
les pos i t ions d 'un mobi le su r sa t r a jec to i re , aux in s t an t s t 
et ί -{- \t, ν et υ + Αν les v i t e s se s c o r r e s p o n d a n t e s , r e p r é 
s en t ée s par l es v e c t e u r s MA et M'A'. Le v e c t e u r MAi, équi -
pol len t à M'A', p e u t ê t re r ega rdé c o m m e r é s u l t a n t de la 
composi t ion des deux vec t eu r s MA et AAi, d ' après la r ég ie 
du p a r a l l é l o g r a m m e . Cela r e v i e n t à env i sager le m o u v e 
m e n t du mobi le comme r é s u l t a n t de deux m o u v e m e n t s si
m u l t a n é s : un m o u v e m e n t relatif de v i tesse ν su ivan t l a t a n -
gen te MA à la t r a j ec to i r e , c o m p o s é avec un m o u v e m e n t 
d ' e n t r a î n e m e n t qui déplacera i t ce t t e t angen t e para l lè le 
m e n t à e l l e -même, la t ra jec to i re Mx du point M é t a n t pa
ral lèle à A,\[. La v i tesse de ce second m o u v e m e n t e s t r e 
p r é s e n t é e , en g r a n d e u r e t en d i r ec t ion , par le v e c t e u r i n 
finiment pe t i t MB = ΛΑ,, auquel on donne le nom de r£-

p e n d a n t le t e m p s Δ£ (*) ; le r a p p o r t 

A Á 7 "MB" 

tesse acquise 

93. 

élémen taire 

(*] Ce vecteur représente la variation géométrique de la vitesse pendant le temps M. 
puisuue c'est lui qu'on doit composer avec V pour obtenir la vitesse v + Au à l'instant t + M. 
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qui est l ' accé lé ra t ion moyenne du m o u v e m e n t d ' en t r a înemen t , s 'appel le l'accélération 
totale moyenne du m o u v e m e n t r é s u l t a n t p e n d a n t le t e m p s At. S a l imi te <I>, q u a n d Al 
t end v e r s zéro , e s t l'accélération totale du mouvement à l'instant t. 

En m ê m e t emps que Ai t end ve r s zéro, le po in t M ' se r a p p r o c h e indéf in iment du 
point M , e t la d i rec t ion M J C se dép lace , a insi que le plan A M X . La posi t ion l imi te de ce 
plan, qui con t i en t M A en m ê m e t e m p s qu' i l e s t pa ra l l è l e à M ' A ' , es t le p lan o scu l a t eu r 
en M à la t r a jec to i re . L 'accé lé ra t ion to t a l e à l ' ins tan t t, d i r igée su ivan t la posi t ion l i
mite pr i se par M . V , es t donc con tenue dans le p lan o scu l a t eu r en M ; e l le e s t en ou t re 
o r i en tée ve r s la concav i té de la t r a j ec to i r e . 

110. A u t r e d é f i n i t i o n d e l ' a c c é l é r a t i o n t o t a l e . — D é v i a t i o n é l é m e n t a i r e 
d u m o b i l e . Si le m o u v e m e n t relatif su r la t angen t e exis ta i t s eu l , le mobi le p rendra i t , 
à l ' ins tant t — At, une posi t ion M , d é t e r m i n é e par la re la t ion Mi l , — v At (fig. 93). Le 
v e c t e u r M ^ M ' m e s u r e donc le chemin p a r c o u r u p a r le mobi le dans son m o u v e m e n t 
d 'en t ra îné m e n t su ivan t la d i rec t ion M . V , de sor te que , si l 'on dés igne par <bm l ' accé lé ra t ion 
m o y e n n e de ce m o u v e m e n t p e n d a n t le t e m p s At, on a 

1 - 5 

M I M ' — - J J - ( L ' , „ A T 

d'où 
2 M I M ' 

A T 2 

M I M ' es t la déviation élémentaire du mobile p e n d a n t le t e m p s At. Quand At t e n d 
v e r s zéro, <l>m a g é n é r a l e m e n t u n e l imi t e , qui e s t l ' accé lé ra t ion to ta le à l ' i ns tan t t, 
dont l ' express ion e s t 

(FI = l im. 
2 M I M ' 

Ai 2 

L'accé lé ra t ion to ta le , ainsi définie, ne diffère pas de cel le dont nous avons donné 
l ' express ion au p a r a g r a p h e p r é c é d e n t , p u i s q u e les v e c t e u r s A A T e t M j M ' r e p r é s e n t e n t , 
l 'un la v i t e s se acqu ise , l ' au t re l ' e space p a r c o u r u p e n d a n t le t e m p s Af, dans le m ê m e 
m o u v e m e n t d ' e n t r a î n e m e n t s u i v a n t Mx. Pa r c o n s é q u e n t , les d i r ec t i ons l imi tes des 
v e c t e u r s A A I e t M I M ' s en t p a r a l l è l e s . 

111. D é c o m p o s i t i o n d e l ' a c c é l é r a t i o n t o t a l e s u i v a n t l a n o r m a l e p r i n 
c i p a l e e t la t a n g e n t e à l a t r a j e c t o i r e . — Décompo
sons le v e c t e u r MB, qu i r e p r é s e n t e l a v i t e s s e acqu i s e é lé
m e n t a i r e , en deux au t r e s M C e t M D , d i r igés r e s p e c t i v e 
m e n t s u i v a n t la t a n g e n t e M T et la no rma le MN é l evée 
en M dans le plan A l i x (fig. 94). Quand M' se r a p p r o c h e in
déf in iment de M s u p p o s é fixe, M N dev ien t , à la l im i t e , la 
no rma le p r i nc ipa l e en M à la t r a j ec to i r e . L ' accé lé ra t ion 

to ta le à l ' i ns tan t t é t an t la v a l e u r l imi te du r a p p o r t -̂ /î-
A t 

quand At t e n d ve r s zéro, ses c o m p o s a n t e s ç>t et cf„ su ivan t 
la t a n g e n t e e t la no rma le p r inc ipa le en M son t les l imi tes 

"MD M Î T , , T - Î > „ - ^ 
des r a p p o r t s — r j - e t — 4 —- De p lu s , les v e c t e u r s M C e t F i g . 94. 

Ai 

M D é t an t l es p ro jec t ions de M B s u r M N e t su r M T , sont égaux aux s o m m e s a lgé 
b r iques d e s p ro jec t ions des côtés du con tou r M A I B s u r les m ê m e s d i r ec t ions . P a r 
c o n s é q u e n t 

MC = (v + AÏ;) sin a 

MD = (r -|- Ar) cos u — 
(0 
(2) 

(*) La vitesse initiale rie ce mouvement d'entraînement est nulle, 
t + At elle est représentée par le vecteur infiniment petit MB. 

puisque à l 'instant 
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en dés ignan t par a l 'angle AMA ( formé par les d i rec t ions de la v i t e s se aux in s t an t s t 
et t - i - A t. 

1" Calcul de la composante normale. — On t i re de l ' éga l i t é{ l ) 

SIC _ (v+ Ai;) sin <o 

ce qu 'on p e u t é c r i r e , en posan t a r c M M ' = As 

M i l s in a i w As 
^ = ( B + A u ) _ . _ x _ x _ 

sin a i a i As 
Quand \t t end ve r s zéro , les r a p p o r t s , - — , — 7 - ont pour l imi tes r e spec 

ta A s A t 
1 

t ives 1, — e t t : , p dés ignan t le rayon de c o u r b u r e de la t ra jec to i re en M, e t u la vi

tesse du mobi le à l ' ins tan t t. On a donc 

v » = h m - K r = - y {-)] 

Cet te composan t e , appe l ée accélération centripète, e s t r e p r é s e n t é e par un v e c t e u r 
por té par la n o r m a l e p r inc ipa le , et d i r igé ve r s le c e n t r e de c o u r b u r e de la t r a jec to i re . 

2° Calcul de la composante tangentielle. — L 'éga l i t é (2) d o n n e 

MD = Au cos w — 2.0 s m 2 

et par c o n s é q u e n t 
(0 

Ufy A H • 2 U S 1 H 3 - 7 -
cos w 

St 11 At 

Le de rn i e r r appor t du second m e m b r e est inf iniment pet i t , ca r sin - ~ est du se

cond o rd re par r a p p o r t à Ar. On a donc à la l imi te 

MD .. /Aw \ d u 

?< ^ L I M A Ï = H M U T C O S W J = ar ^ 

Cet te express ion m o n t r e que la composan te t angen t i e l l e de l ' accé lé ra t ion to ta le 
ne diffère pas de l ' accé léra t ion t angen t i e l l e é tud iée dans le m o u v e m e n t d'un point su r 
la t ra jec to i re (3T). 

3° Grandeur et direction de l'accélération totale. — On a é v i d e m m e n t , en dés ignan t 
par <l> l ' accéléra t ion to ta le à l ' instant r , e tpa r i son inc l ina ison su r la no rma le pr inc ipa le : 

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



112. R e m a r q u e . — L 'accé lé ra t ion tangen t ie l l e n 'a d ' au t re effet que de modifier 
à chaque in s t an t la g r a n d e u r de la v i t e s se ; si el le exis ta i t seu le , le m o u v e m e n t se ra i t 
n é c e s s a i r e m e n t r ec t i l i gne . L ' accé lé ra t ion cen t r ipè t e a pour effet, au con t r a i r e , de mo
difier la d i rec t ion de la v i t e s se ; e l le e s t donc i n t i m e m e n t l iée à la forme m ê m e de la 
t ra jec to i re , ce que m o n t r e d 'a i l leurs l ' express ion (3), dans laque l le i n t e rv i en t le rayon 
de c o u r b u r e . 

113. A p p l i c a t i o n s . — I. Accélération tolale dans un mouvement rectiligne. 
L'angle de c o n t i n g e n c e d 'une dro i te es t nul , e t son rayon de courbure e s t infini. 

L 'accé lé ra t ion c e n t r i p è t e d 'un m o u v e m e n t rec t i l igne que lconque e s t donc toujours 
nul le . L 'accé lé ra t ion to ta le se r édu i t dans ce cas à sa composan te t angen t i e l l e 

dr 
Tlï 

j i*s_ 
di

II. Accélération totale dans un mouvement circulaire uniforme. 

Soien t a la v a l e u r cons t an te de la v i t e s se , e t r le rayon de la c i rconfé rence . L ' ac 

cé lé ra t ion t angen t i e l l e cp( =
 (~j e s t toujours nul le . L 'accé lé ra t ion to ta le se rédu i t donc 

a 2 

à sa c o m p o s a n t e cen t r i pè t e <p„ — — ; elle es t cons t an t e , et d i r igée ve r s le cen t r e de 

la c i r confé rence , 

I I I . Accélération totale, dans un mouvement uniforme quelconque. 
C o m m e dans le cas p r é c é d e n t , l ' accé lé ra t ion totale se rédu i t à sa composan te nor

male on = mais elle n ' e s t p lus cons t an te ; ses va r ia t ions sont i n v e r s e m e n t p r o 

por t ionne l l es à cel les du rayon de cou rbu re de la t ra jec to i re . 
R é c i p r o q u e m e n t , t ou t m o u v e m e n t dans l eque l l ' accé léra t ion to ta le se rédui t à sa 

composan te c e n t r i p è t e e s t un i forme ; car, dans ce t t e h y p o t h è s e , yt = o et la v i t e s se v 
es t cons t an t e . 

114. C o u r b e i n d i c a t r i c e d e s a c c é l é r a t i o n s t o t a l e s . — Un mohi le M occupe 
su r la t r a j ec to i r e AG, aux in s t an t s t,t~\l, 
t + ï\t..., les pos i t ions M, M'. M " . . . (fig. 95). 

So ien t i; = M E , v' = M E ' , U " = M"c"... 
les v i t e s se s c o r r e s p o n d a n t e s . Menons par un 
point q u e l c o n q u e o des v e c t e u r s oD, oD', oD"... 
r e s p e c t i v e m e n t équ ipo l l en t s à Me, Me ' , Me" . . . 
et cons idé rons la courbe KK, l ieu g é o m é 
t r ique de l eu rs e x t r é m i t é s . Nous pouvons 
imag ine r que E F soit p a r c o u r u e par un mobi le 

qui passe aux points D, D', û".. . aux i n s t an t s 
f, f - J - A t , t-i-'2 Af..., e t dont la v i tesse v{ à 
l ' ins tant t S E I a i t 

F ig . 95. 
V{ — h m 

arc DD' 
At 

= l im 
corde DD' 

At 

Mais DD' es t , d ' après la cons t ruc t ion emp loyée , equ ipo l l en t à la v i tesse acquise 
é l é m e n t a i r e cc' j du mobi le M. On a donc , en g r a n d e u r e t en di rec t ion , 

Vi = l im -
A t 
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La courbe E F joui t donc , vis-à-vis de la t ra jec to i re AB, des p r o p r i é t é s su ivan t e s : 
1° Ses rayons v e c t e u r s i s sus de o sont , à chaque ins tant , é q u i p o l l e n t s aux vec 

t eu r s r ep résen ta t i f s de la v i t e s se du mobi le M, 
2° Ses é l é m e n t s success i fs DD', D'D"... sont équ ipo l l en t s aux v e c t e u r s r e p r é s e n 

tatifs des v i t e s se s acqu i ses é l é m e n t a i r e s . 
3" La v i t e s se du mobi le auxi l ia i re p. qui la p a r c o u r t es t , à c h a q u e ins tan t , égale et 

para l lè le à l ' accé lé ra t ion totale du mobi le M. 
C'est ce t t e d e r n i è r e p r o p r i é t é qui a fait d o n n e r à E F le nom de courbe indicatrice 

des accélérations totales. On voit que la cons idéra t ion de ce t t e courbe r a m è n e la n o 
t ion d 'accé lé ra t ion to t a l e à cel le de v i t e s se . 

115. R e m a r q u e s . — Si la t ra jec to i re est p lane , la courbe ind ica t r i ce des accé 
lé ra t ions to ta les l 'est auss i . 

Si la t ra jec to i re es t gauche , le lieu g é o m é t r i q u e des rayons v e c t e u r s oD, oD', oD". . . 
es t le cône d i r e c t e u r de la surface déve loppab le formée par les t a n g e n t e s succes s ive s 
à ce t te courbe g a u c h e . 

Quand le m o u v e m e n t donné es t uni forme, tous les r ayons v e c t e u r s oD, o D . . . son t 
égaux. Si la t ra jec to i re es t p l ane , E F es t une c i r con fé r ence . Si la t ra jec to i re e s t 
gauche , l ' indicatr ice est une sec t ion dro i te du cône d i r e c t e u r de la surface d é v e l o p 
pable c i rconsc r i t e à AB, d é t e r m i n é e par une s p h è r e ayant pour cen t r e le s o m m e t o de 
ce cône , e t pour rayon le vec teu r r ep résen ta t i f de la v i tesse cons t an t e du m o u v e m e n t . 

§ II. — De l'accélération totale dans le mouvement projeté. 

116. Nous uous p roposons de c h e r c h e r les re la t ions qui l ient l ' accéléra t ion to ta le 
d'un m o u v e m e n t à cel le de sa projec t ion sur un plan ou su r un a x e . 

T h é o r è m e . — Lorsqu'on projette le mouvement d'un point sur un plan paral
lèlement à un axe, l'accélération totale de la projection du point est égale, à chaque 
instant, à la projection de l'accélération totale dupoint de l'espace sur le même plan. 

Soient M et M' (fig. y(i) les pos i t ions du mobi le 

aux in s t an t s Je t t + Ai, V = MC e t V + AV = M'C' 

les v i t e s ses c o r r e s p o n d a n t e s , m et m ' l e s p ro jec 

t ions du mobi le s u r le p lan P à ces mêmes in s 

t an t s , v = mc et v — Au = m'e' l e u r s v i t e s ses . 

Nous savons déjà que m e et m'e' sont les pro jec

t ions r e s p e c t i v e s de MC et M'C (73). 

Menons pa r M e t m les v e c t e u r s MC( e t mct 

r e s p e c t i v e m e n t équ ipo l l en t s à M'C et m'e. Les 

vec t eu r s C C | e t crq m e s u r e n t l es v i t esses acqu i ses 

é l émen ta i r e s de M et de sa pro jec t ion , e t les r ap-

cc7 ¿07 por t s sont l eu r s accé l é ra t ions to ta les 
M ' M 

moyennes ^ m e t <l>'m p e n d a n t le t e m p s At. So ien t 

CD et cd les v e c t e u r s r ep résen ta t i f s de ces accé lé ra t ions ; 

Fig. 9fi. 
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Fig. 07. 

Quand le v e c t e u r M'C a é té t r a n s p o r t é p a r a l l è l e m e n t à l u i - m ê m e en M C f , sa pro
jec t ion su r le plan P, qui e s t r e s t é e égale e t pa ra l l è l e à me', e s t devenue mct ; cci e s t 
donc la pro jec t ion de C C | , et par su i t e cd e s t auss i la projec t ion de CD (*). On en con
c lu t q u e 

* ' m = ( * m ) p 

Quand àt t end ve r s zéro, <&m e t ® ' m on t p o u r l imi tes r e s p e c t i v e s les accé l é ra t ions 
to ta les r ée l l e s <I> e t <!>' du poin t M et de sa pro jec t ion à l ' ins tan t t. La re la t ion p r é c é 
d e n t e , vra ie si pe t i t que soit A(. dev ien t 

* '=(*)* 

117. R e m a r q u e . — Décomposons <t> su ivan t la t a n g e n t e et la no rma le p r inc ipa le 
à la t ra jec to i re (fig. 97). Le r e c t a n g l e MEFG 
se p ro je t t e su r le p lan P su ivan t un para l lé lo
g r a m m e mefg, dont le côté mg es t b ien , en gé 
néra l . d i r igé su ivant la t angen t e à la courbe ah, 
mais don t le côté me n ' e s t pas normal à ce t t e 
courbe . I L r é su l t e de ce t t e obse rva t ion que 
les pro jec t ions des accé lé ra t ions t angen t ie l l e 
e t c en t r i pè t e d'un point de l ' e space ne son t pas , 
le p lus souven t , les accé l é ra t ions t angen t i e l l e 
et c en t r ipè t e de sa pro jec t ion . 

Il en es t a u t r e m e n t dans deux cas : 
1° Si la figure mefg est un rectangle. — Cela ne peu t se p r é s e n t e r , en p ro jec t ions 

o r thogona le s , que s i l 'un des cô tés au mo ins du r ec t ang le MEFG es t para l lè le au p lan P . 
2" Si la trajectoire AB est rectiligne. — Car les accé lé ra t ions to ta les <P e t * ' , dont 

l 'une es t la p ro jec t ion de l ' au t re , se r é d u i s e n t a lors à l eu r s c o m p o s a n t e s t angen t i e l l e s . 

118. T h é o r è m e . — Lorsqu'on projette le mouvement d'un point sur un axe pa
rallèlement à un plan, l'accélération totale de la projection du point est égale, à 
chaque instant, à la projection de l'accélération totale du point de l'espace sur le 
même axe. 

Soient M et M' (fig. 98) les pos i t ions du mobi le aux i n s t an t s t e t t -(- Af, V = MC et 
V + AV = M'C' les v i t e s ses c o r r e s p o n d a n t e s , m e t m' les pro jec t ions de M et M' su r 
l 'axe x'x p a r a l l è l e m e n t au plan P ; les v i t e s s e s de ces poin ts sont figurées par les vec 

t e u r s me e t m 'e ' , p ro jec
t ions r e s p e c t i v e s de MO 
et M 'C . 

Menons par M un vec
t e u r MC 4 équ ipo l l en t à 

M'C e t par m un v e c t e u r 
mcl égal à m'c. CCj e t 
ccj m e s u r e n t L E S v i t esses 
a c q u i s e s é l é m e n t a i r e s 
dans le m o u v e m e n t de 
l ' e space e t dans sa pro
jec t ion, e t les r appo r t s 

CCi cCi g o a ^ j e g a c c e q é _ 
Ai Ai 

ra t ions to t a l e s m o y e n n e s 

F i g . 9 S . 

(") O n a e n e f f e t 
C C i 

C D 

C C I 

cd M, c e q u i p r o u v e l e p a r a l l é l i s m e d e D d e t d e C e . 
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<!>,„ e t <I>'m, p e n d a n t le t e m p s Af, des points M et m. En les r e p r é s e n t a n t par les vec 
t eu r s CD e t cd, on a 

C C , y 
- d = c d 

Mais, quand on a t r a n s p o r t é M'C en MO,, sa project ion es t r e s t é e éga le à m'e' -, 
elle es t donc figurée par m ; , , Il en r é su l t e que ce , es t la pro jec t ion de CC,, et que 
par su i te cd es t la projec t ion de CD (*). Donc 

Si l 'on fait t e n d r e At ve r s zéro <bm et <I>'7„ ont pour l imi tes r e s p e c t i v e s les accé l é 
rations to ta les rée l les <t> et 4>' du mobi le Me t de sa project ion, à l ' ins tant t. La re la t ion 
p r é c é d e n t e d e v i e n t 

* ' = C*) I> 

119. R e m a r q u e . — Le m o u v e m e n t du poin t ni é t a n t rec t i l igne , son accé lé ra t ion 
totale se rédui t à sa composan te t angen t ie l l e . Pas p lus que dans la project ion du mou
vemen t su r un p lan , l es accé lé ra t ions t angen t i e l l e et c en t r i pè t e du m o u v e m e n t de 
l 'espace ne d o n n e n t donc na i s sance aux accé lé ra t ions c o r r e s p o n d a n t e s du m o u v e m e n t 
pro je té . Il n 'y a d ' excep t ion que si le m o u v e m e n t de l 'espace est l u i - m ê m e rec t i l igne , 
car alors l es c o m p o s a n t e s c en t r i pè t e s d i spa ra i s sen t tant dans l ' e space qu 'en p ro jec 
tion, e t l ' accé lé ra t ion t angen t i e l l e du poin t m es t la projec t ion de celle du point M. 
Nous é t ions déjà a r r i vés à ce r é su l t a t en é tud ian t le m o u v e m e n t d 'un point en coor
données r ec t i l i gnes (77). 

A p p l i c a t i o n s . — I. 
Théorèmes de Galilée. 

Mouvement d an point pesant sur un plan incliné. 

Pig. OU. 

120. Un point M (flg. 99), posé sur un plau 
P qui forme un angle a avec le plan hor i 
zontal H, es t soumis à l 'act ion du la pesan
teur . L 'accé lé ra t ion t e r r e s t r e , g = MA, 
peu t ê t re d é c o m p o s é e en deux a u t r e s , MC et 
MB, l 'une n o r m a l e au plan P, l ' au t re con tenue 
dans ce plan. L'effet de la p r e m i è r e e s t dé t ru i t 
par la r é s i s t ance du plan ; la s econde , dont la 
va leur c o n s t a n t e e s t MB = g sin a, p rodu i t 
seule le m o u v e m e n t . Le plan AMC é tan t pe rpend i cu l a i r e à la fois aux p lans 1> et H, 
MB es t d i r igée su ivan t une l igne de p lus g rande pen te du p lan P . On peu t conc lu r e de 

ce qui p r é c è d e que le point M va p r e n d r e , su ivan t ce t t e 
d ro i te , un m o u v e m e n t un i fo rmémen t a c c é l é r é . Ce mou
v e m e n t s'effectue dans le plan m e n é p e r p e n d i c u l a i r e m e n t 
à xy par la posit ion ini t ia le du mobi le ; nous le p r e n d r o n s 
pour plan de la figure. 

La par t ie SQ (flg. 100) de la l igne de plus g rande pente , 
compr i s e en t r e le po in t de dépar t du mobi le et le plan ho
r izontal , s 'appel le la longueur du plan ; sa project ion h o 
r izonta le RQ est la base ; enfin, la cote du point S es t la Fig. 100. 

(*) La démonstration serait analogue à celle qui, au paragraphe 7i, établit que me est la 
projection de MG. 
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hauteur du p lan . N o u s dés igne rons ces quan t i t é s r e s p e c t i v e m e n t par l, b, e t h. 
En p r e n a n t S et SQ c o m m e or ig ine e t c o m m e sens positif des e spaces , l ' ins tant 

où le mobi le est abandonné à l u i - m ê m e comme or ig ine d e s t e m p s , les équa t ions du 
m o u v e m e n t du point M sont 

v = g s in a X t 

s = -g- g sin a X £ 3 

L'é l iminat ion de t en t r e ces deux équa t ions donne u n e re la t ion en t r e la v i tesse e t 
l ' e space pa rcouru 

r>2 = 2 gs sin a. 

121. P r e m i e r t h é o r è m e . — Si l'on mène tous les plans inclinés passant par 
un même, point et limités au même plan horizontal, des mobiles partant, sans vi
tesse initiale, du point commun a tous ces plans, arrivent au plan horizontal avec 
la même vitesse. 

Il suffit de p rouve r que la v i t e s se acquise par le mobi le ne d é p e n d que de la hau 
t e u r du plan p a r c o u r u . En faisant s = l, on a en effet 

M A I S 

Donc 

v1 = 2 gì sin a 

/ sin -x = h 

vî = 2gh et v—\Jigli 

Cet te express ion d é m o n t r e le t h é o r è m e . El le é tabl i t en ou t r e que le mobi le a c 
qu ie r t la m ê m e vi tesse que s'il é ta i t t ombé l i b r emen t de la h a u t e u r h (30). Donc, si 
l 'on cons idère u n e sér ie de p lans inc l inés SQ, SQ' , SQ". . . de m ê m e h a u t e u r / i (fig. 100), 
la v i t e s se du mobi le p r e n d , au bas de chacun d 'eux, la m ê m e va leur , égale à cel le qu' i l 
aura i t acqu i se en t o m b a n t v e r t i c a l e m e n t de S en ïi, 

122. D e u x i è m e t h é o r è m e . — Si l'on mène par un même point une infinité de 
plans inclinés, cl si l'on abandonne sur chacun d'eux un mobile partant de leur 
point commun, sans vitesse initiale, le lieu géométrique des positions dp ces mobiles, 
à un mémo instant t, est une sphère. ' 

On peu t cons idé re r s e u l e m e n t ceux de ces p lans 
qui son t m e n é s par le point S p e r p e n d i c u l a i r e m e n t 
au plan de la figure (fig. 101). Pour t r o u v e r le t e m p s 
qu ' emplo ie un mobile à pa rcou r i r une por t ion SQ de 
longueur l sur l 'un d ' en t re eux, il suffit de faire s = l 
dans l ' équat ion des e spaces e t de r é s o u d r e par r appor t 
à t. 

On t rouve ainsi 

t = /un 
V g sin a 

( 1 ) 

Soit, dans le plan de la figure, la pe rpend i cu l a i r e 
Q S f m e n é e su r SQ jusqu ' à sa r e n c o n t r e en S f a v e c la 
ve r t i ca le du point S. Le t r iangle r ec t ang le S Q S , donne 

S S , : 
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• Par c o n s é q u e n t 

' 2 1 1 

9 

La d u r é e de la de scen t e ne d é p e n d donc que de H. Il en r é su l t e que tou tes les 
d ro i t e s , m e n é e s par le po in t S, et abou t i s san t à la c i rconférence déc r i t e su r S S , 
com m e d i a m è t r e , son t p a r c o u r u e s pendan t le m ê m e t emps t pa r un mobi le p a r t a n t 
de S sans v i t e s se in i t ia le . Le l ieu des posi t ions p r i ses , à l ' ins tan t t, par tous les 
mobi les a b a n d o n n é s de S dans les condi t ions supposées , es t donc une sphè re 
engendrée par ce t te c i r confé rence en t ou rnan t au tour de S S j . 

La formule t=\f m o n t r e en out re que le t e m p s employé par chacun de ces 

mobi les es t le m ê m e que s'il é ta i t t ombé l i b r e m e n t de la h a u t e u r II, sous l 'action d e l à 
pe san t eu r . 

123. D é f i n i t i o n . — C h a c u n e des co rdes SQ, QS , définit un plan incl iné p e r p e n 
dicula i re au plan de la figure. On peu t conveni r , en raison de la posi t ion de ces cordes 
dans la c i r confé rence , de dire q u e le second plan es t supplémentaire du p remie r . 

124. T r o i s i è m e t h é o r è m e . - Deux plans supplémentaires sont parcourus 
pendant le même temps par des mobiles abandonnés, en haut de chacun d'eux, sans 
vitesse initiale. 

ScTient (3 l ' incl inaison du plan QSj s u r le plan hor izonta l , e t t' le t e m p s employé , 
pour p a r c o u r i r ce plan, par un mobi le abandonné au point Q, sans v i tesse in i t ia le . La 
formule (1 ) donne 

G é n é r a l i s a t i o n s d u p r e m i e r t h é o r è m e d e G a l i l é e . 

125. P r e m i è r e g é n é r a l i s a t i o n . — Si l'on mène tous les plans inclinés passant 
par un même point et limités au même plan horizontal, des mobiles, lancés avec 
une même vitesse initiale \ 0 du point commun à fous ces plans, arrivent au plan 
horizontal avec la même vitesse. 

Les équa t ions du m o u v e m e n t du point M se dép laçan t d a n s ces condi t ions su r le 
plan SQ à pa r t i r du point S (fig. 100) son t 

Mais, dans le t r i ang le rec tang le S Q S , , Q S , = H s i n B 

Donc 

v = vo\ gt sin a 

S—Vot-r-^g t 2 sin a 

L ' é l imina t ion du t e m p s en t r e ces deux re la t ions donne 

u ! = u* -\- igs s in a 
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Eu faisant s — l, c e t t e formule d é t e r m i n e la v i t e s s e du mobi le à son a r r ivée au 
plan hor izonta l ; on a ainsi 

'"A = I*"D + - Sf^ s ' n <* = r o ~ r ~ 'JN 

On voit que la v i t e s s e acqu i se ne dépend que de h ; elle est donc la m ê m e , que 
que soit le plan m e n é par S e t t e r m i n é au plan hor izonta l QR. C'est auss i la v i t e s s e 
que p r e n d r a i t un mobi le en t o m b a n t v e r t i c a l e m e n t de la h a u t e u r h, avec la v i t e s s e 
in i t ia le va, sous l 'ac t ion de la p e s a n t e u r (33). 

126. D e u x i è m e g é n é r a l i s a t i o n . — S i p l u s i e u r s mob i l e s son t lancés d ' u n 
même, point, avec la même vitesse initiale, sur des trajectoires absolument quel
conques, ils arrivent au même plan horizontal avec des vitesses égales. 

Soit S Q (fig. Mi?) l 'une de ces t r a j ec to i r e s . P a r t a g e o n s - l a en é l é m e n t s success i f s 
SA,, A(A 2 , A 2 A 3 . . . A u - i Q assez pe t i t s pour que 
l'on pu i s se les r e g a r d e r co mme rec t i l ignes , e t 
so i en t h , , h 3 . . . hn l es différences de n iveau d e s 
po in t s de divis ion consécut i f s . Soient enco re v0 la 
v i t e s se ini t iale donnée , t; t, r 2 . . . vn , e t v les v i 
t e s s e s acquises par le mobi le quand il passe en 
A,, A 3 . . . A n — i , Q . Le t h é o r è m e p r é c é d e n t donne 
la sé r ie d 'égal i tés 

^ = ^ + 3 9 / 1 , 

v'I = u? - f - 2g / t 2 

F i g . i n - 2 . 

En ajoutant m e m b r e à m e m b r e , on a 

= - f 2 Y ( l i , - r ' U 

J = VL^ + îghn 

-\-hn) = v\ + ïgh. 

h é t an t la différence de n iveau du point de d é p a r t e t du po in t d ' a r r i vée . Cet te exp re s 
sion m o n t r e que la v i t e s s e finale ne d é p e n d que de h; e l le es t donc la m ê m e quel le 
que soi t la forme de la t r a j ec to i re . 

A p p l i c a t i o n . — I I . Théorie du pendule simple. 

127. Le pendu le s imple es t cons t i t ué pa r un point m a t é r i e l pesan t , s u s p e n d u en A 
pa r un fil sans poids de l o n g u e u r l (fig. 1 0 3 ) . Si ce s y s t è m e é ta i t 
a b a n d o n n é à l u i - m ê m e , il r e s t e ra i t en r epos dans la d i rec t ion 1 ^ 
ve r t i ca le Ao. Mais quand on l ' éca r té d 'un angle a 0 de sa posi
t ion d ' équ i l ib re , il p r e n d dans le plan MoAo, un m o u v e m e n t 
osci l la to i re don t on va é t u d i e r les lois . 

La t r a jec to i re du poin t M es t un a rc de c i rconfé rence de 
rayon l P r e n o n s le po in t o comme or ig ine des e s p a c e s , dont le 
s e n s positif s e r a oMo pa r e x e m p l e , e t c o m m e ins t an t in i t ia l 
celui auque l le p e n d u l e , a m e n é en AMo, va c o m m e n c e r son 
m o u v e m e n t . La posi t ion du s y s t è m e , à un ins tan t que lconque 
l , e s t c a r a c t é r i s é e par l ' angle oAM = a , auque l co r r e spond 
l ' a rc s de la t r a jec to i re . Ces deux var iables sont l iées p a r la 
re la t ion 

l a = S 

L 'accé l é r a t i on to ta le du po in t M, à l ' i ns tan t i, e s t y = MB. 
L e s c o m p o s a n t e s t angen t i e l l e e t n o r m a l e , r e p r é s e n t é e s pa r 

S i 

i 
B 

I 'IG. 103. 
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les v e c t e u r s MO et MD, ont pour va l eu r s abso lues r e s p e c t i v e s g sin a e t g cos a. Ija 
s econde e s t dé t ru i t e par la r é s i s t ance du fil, qui e m p ê c h e tou t mouvement , dans la d i 
rec t ion AM. La c o m p o s a n t e t angen t i e l l e , d i r igée v e r s o, doi t ê t r e cons idérée co mme 
néga t ive (37), e t , si on la r e p r é s e n t e par -.p, on a 

tp = — g s in i 

Supposons que l 'angle d ' écar t in i t ia l a Q soi t assez pe t i t pour qu 'on pu isse le con
fondre avec son s inus . Le m ê m e fait subs i s t an t pour l 'angle ot, nous p o u r r o n s éc r i r e 

? = — = — ', « 

ou dv — — ^ sdf 

e t en mu l t i p l i an t les deux m e m b r e s de ce t t e équa t ion par la v i t e s se v à l ' ins tant t 

v dv = — 1" s v dt = — ^ s ris 

Soi t s0 la l o n g u e u r de l ' a rc oM 0 ; à l ' ins tan t in i t ia l , le po in t M p a r t de Mo avec une 
v i tesse nu l le . On p e u t donc i n t ég re r les deux m e m b r e s de l 'égal i té p r é c é d e n t e e n t r e 
les l imi te s c o r r e s p o n d a n t e s o e t c, S o e t s, ce qui donne : 

J" L' du = — 'i \S
 s r is 

o l J * o 

ou t-'—^-Çsl — s 5 ) 

et enfin n = :' \J^ V xl — 

Quand le mobi le passe en M pour la p r e m i è r e fois, sa v i t e s s e , d i r igée ve r s n, e s t 

néga t ive (17). On doit donc r e j e t e r le s igne -(- dans l ' express ion c i -dessus ; en r e m 

p laçan t v pa r on a 

d'où 

«--' So 

ce qu 'on p e u t éc r i re s u c c e s s i v e m e n t 

— ds 

cea t - à -d i r e arc cos — 
S o 

, 0 v / f - ( £ y 
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et enfui ; — s 0 cos Y / ~ t ( I ) 

C'est l ' équat ion des e s p a c e s du m o u v e m e n t p e n d u l a i r e . On en dédu i t l 'équat ion 
des v i t esses e t cel le des accé l é ra t ions t angen t i e l l e s par deux dér iva t ions success ives : 

: - . S o V / T s i n \ / 

cos v ' f 

(? ) 

13) 

t doit c ro î t re de o à j . On a donc 

La d u r é e T de l 'osci l lat ion s imple es t le t e m p s nécessa i r e pour que s passe de la 
va leu r s0 à la v a l e u r — ,s0. L ' exp re s s ion (1) m o n t r e que , p o u r qu'i l en soi t ainsi , l 'arc 

128. R e m a r q u e . On peu t faire une compara i son i n t é r e s s a n t e en t r e les lois du 
m o u v e m e n t pendu la i r e e t ce l les de la project ion du m o u v e m e n t c i rcula i re uni forme 

d 'un poin t M sur le d i a m è t r e MoM, qui passe par sa 
posi t ion ini t ia le (fig. 104). Dans ce but , che rchons les 
lois de ce d e r n i e r m o u v e m e n t en p r e n a n t le point o 
c o m m e or ig ine des e s p a c e s , e t oM 0 c o m m e di rec t ion 
des e spaces posi t i fs . La v i tesse a du poin t M est , à 
c h a q u e ins tan t , t a n g e n t e à la c i rconfé rence , et son ac -

a-
cé lé ra t ion totale <I> = -— es t d i r igée ve r s le cen t re (1 l3 ) . 

1' 

On a, à l ' ins tant t : 

r cos a = r cos V 
(à) 

v ~ (MA) = a cos {i = a cos a sin a — — a Sin 
a t 

: (MB) = cos y = ~ cos k - - a) = = — cos a ; 
a 2 a t 

— cos -
r r 

Ces équa t ions ne diffèrent de celles du m o u v e m e n t pendu la i r e 
que par la na tu re (les cons t an t e s . 11 suffit, pour les r e n d r e abso lu 
m e n t i den t iques , de pose r 

}• = Ko et Y L 

Cet te analogie p e u t ê t r e i n t e r p r é t é e de la façon su ivan t e . Soit 
MoMi (fig. 105), l ' ampl i tude d ' une osc i l l a t ion s imple du pendu le . 
Dans le cas des osc i l la t ions in f in imen t pe t i t e s où nous nous s o m m e s 
p lacés , l ' a rc MoM, p e u t ê t r e cons idé ré c o m m e rec t i l igne . Décr i 
vons une c i rconférence de c e n t r e o avec oM 0 - s 0 p o u r rayon, e t 
imag inons un mobi le u. la p a r c o u r a n t à pa r t i r du po in t Mo, d 'un 

m o u v e m e n t un i forme de v i t e s s e a : / '.I 
t 

Le m o u v e m e n t du 

pendu le est i den t ique à ce lu i de la projec t ion du mobi le u. su r le 
d iamèt re M,,M,. 

TO.J. 
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§ I T I " . — Accélération totale d'un point dont le mouvement 

est rapporté à un système de coordonnées rectîlignes 

ou polaires. 

129. C o o r d o n n é e s r e c t i l i g n e s . — So ien t 

X = U (T) 

*=h (TI 

les équa t ions du m o u v e m e n t d'un point M r a p p o r t é à t ro is axes de coo rdonnées , ox , 
oy, 0 2 (fig. 106). Les accé l é r a t i ons to ta les des p ro jec t ions mx, my, m* du point M s u r 
ces t rois axes sont r e s p e c t i v e m e n t 

d'-x 
di'-

fy— dP 

d*z 

••fx l ' I 

= f 3 W 

Mais ox, <py, <fj son t les pro jec t ions , s u r 
ces m ê m e s axes , de l ' accé lé ra t ion t o t a l e * 
du m o u v e m e n t de l ' e space . Donc 

/m* IF 

Fig. 106. 
T h é o r è m e . — L'accélération totale du 

point M est représentée, à chaque instant, 
par la diagonale du parallèlipipède dont 
les trois arêtes qui aboutissent en M son t équipollentes aux accélérations totales 
des projections du mobile sur les axes de coordonnées. 

Si les axes sont rectangidaires, on a 

1 . 1 . 1 

d'où (3) 

On p e u t , dans la m ê m e h y p o t h è s e , d é t e r m i n e r la d i rec t ion de <J> pa r ses co s i n u s 
d i r e c t e u r s . 
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Si l 'on dés igne par ai , yi l es ang les que forme le v e c t e u r MR avec les d i rec
t i o n s pos i t ives d e s axes , on a 

<fx = <î> COS mi 

Çy = 4> COS 

( f3- : <î> COS 

•d'où 

COS 

2 

(5) 

COS V | = 

• v V * + ? l + ?!-

Si l 'on r e m p l a c e y^, c p y ,œ- par l eu r s e x p r e s s i o n s t i r ées des formules (2), les for
mu le s (3) et (5) font conna î t re , à chaque ins t an t , la g r a n d e u r e t la d i rec t ion de l 'ac
c é l é r a t i o n to ta le du point M. 

130. C a s o ù la t r a j e c t o i r e e s t p l a n e . — Il suffit a lors de r a p p o r t e r le mouve
m e n t à deux axes de coo rdonnées s i tués dans le plan de la 
t r a jec to i re . 

So ien t x - U (t) 

y = h(t) 

les équa t ions du m o u v e m e n t du point . Un r a i s o n n e m e n t 
ana logue au p r é c é d e n t m o n t r e que l'accélération totale du 
point M est représentée, à chaque instant, par la diago
nale du parallélogramme construit sur les accélérations 
totales des projections du point sur les deux axes. 

Si les axes son t r e c t a n g u l a i r e s , on a 

•en adop tan t les no ta t ions i nd iquées s u r la fig. 107. 

131. C o o r d o n n é e s p o l a i r e s . — Supposons m a i n t e n a n t un mobi le M dont le mou
v e m e n t , r a p p o r t é à un s y s t è m e de coo rdonnées pola i res , es t défini par les équa t ions 

e = f s ( f ) 

N o u s nous p roposons de c h e r c h e r les p ro jec t ions de son accé lé ra t ion to ta le s u i v a n t 
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les axes M.*' e t My (fig. 108), dont l es d i rec t ions c o r r e s p o n d e n t à des angles po la i res 

fi et 0 + y (81). Les p ro jec t ions de 4> su r ox-et oy sont r e s p e c t i v e m e n t 

dix 
~dP 

d*y 
<£n 

x et y é tan t les coo rdonnées r ec t angu la i r e s du 
point M dans le s y s t è m e d 'axes xoy, l iées aux 
coordonnées pola i res r e t 8 du m ê m e point par les 
relat ions 

^ .x — r cos 0 

l y = r sin 9 
( I ) 

E. D /B 
f - » . / 

ce 

F i g . 108. 

On a, en p ro je t an t le con tour MCD, dont la r é s u l t a n t e est <I>, su r les axes M I ' e t M y ' 

j ' <p* cos ^ + tpj sin 8 

( = tpy cos 8 — tp^sin 8 
( ? ) 

Ces formules r é s o u d r a i e n t la ques t ion si ox e t <fy é t a i e n t e x p r i m é e s en fonction des 
coordonnées po la i res r et 8 du poin t M. Or, les formules (f) donnen t par deux dé r iva t ions 
success ives 

e t 

dt 

dy 
~dJ 

dKx 
dP 

d*y 

n d r 

cos o —n ; 
dt 

sin 9 
dr 
dt 

dh-
LÏÏ-

d3r 

d8 
~dt 

. dO 
r cos o —,T 

dt 

— 2 sin 8 _ 
dr de 

d(2 d t 2 

dt df 

dr dA_ 
~dt dt 

r cos 
d8\2 
dt 

d8 

"TiT 

— r sin o — 7 T r 

d^6 
dV~ 

d̂9 
TIF 

En app l iquan t ensu i t e les fo rmules (2), il v ient , ap r è s r éduc t i ons 

_dV 
dtl 

dO 
"TiT 

d r d9 d^O 
dt^ 

132. R e m a r q u e . — Le m o u v e m e n t du point M p e u t ê t r e cons idé ré c o m m e r é su l t an t 
^ie deux m o u v e m e n t s s imu l t anés (81) : 

dr 

i° Un m o u v e m e n t relatif s u r le rayon vec t eu r , dont la v i tesse e s t % = (vi tesse 

de g l i ssement) ; 
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est w 

2° Un m o u v e m e n t d ' e n t r a î n e m e n t du rayon vec t eu r au tour du pôle, dont la v i tesse 

rd8 , 
dt 

(v i tesse de c i rcu la t ion) . 

La c o m p o s a n t e c e n t r i p è t e , dont la va l eu r absolue est 

C h e r c h o n s les a ccé l é r a t i ons to ta les de ces deux m o u v e m e n t s : 
1° Le m o u v e m e n t relatif es t ree t i l ignc ; son accé lé ra t ion to ta le , r édu i t e à la coin-

dé
posan te t angen t i e l l e (113), es t ( H l ) . Cet te accélération de glissement es t dir igée 

su ivan t le rayon v e c t e u r (fig. 109). Elle se t r ouve dans l ' express ion de ( ' l ' W ; 
2" Le m o u v e m e n t d ' en t r a înemen t es t c i rcu la i re . La composan te t angen t ie l l e de 

son accé lé ra t ion to ta le , égale à i a dé r ivée de w par r appor t au t e m p 5 1 , es t r (r es t 

une cons t an te dans le m o u v e m e n t de c i rcula t ion) . Elle e s t ' d i r i gée su ivan t My'. 

T - = r U ) < 1 1 3^ s t d l-
aigée ve r s le pôle (centre de la t ra jec to i re d 'en t ra îne
ment) ; e l le doit donc ê t r e cons idé rée co mme n é g a t i v e . 
Ces deux composan te s de Y accelerati on totale de circu
lation se t rouven t enco re dans les express ions de (Φ;*! 
et de ( Φ ) ι ι ι Λ 

Mais il exis te dans ( Φ ) > ν un t e r m e , 2 - ^ - , qui 

ne p rov ien t ni de l ' accé lé ra t ion to ta le dans le m o u v e 
m e n t relatif, ni de l ' accé lé ra t ion to ta le dans le m o u v e -

Fig. 109. m e n t d ' en t r a înemen t . Ce t e r m e r e p r é s e n t e donc une 
accé l é r a t i on c o m p l é m e n t a i r e , qui r é su l t e de ce que les 

axes Μ.τ' et My', en t ra înés dans le m o u v e m e n t de c i rcu la t ion , changen t de d i rec t ion à 
chaque in s t an t . Ce t t e nouvel le accé l é ra t ion s e r a é tud i ée p lus loin, dans la Cinéma
t ique des s y s t è m e s m a t é r i e l s , avec le t h é o r è m e de Coriolis. Mais on p e u t conc lu re , 
dès ma in t enan t , que l ' accé lé ra t ion totale d'un poin t , dont le m o u v e m e n t est r appor t é à 
un s y s t è m e de c o o r d o n n é e s po la i res , n ' e s t pas la r é s u l t a n t e des accé lé ra t ions to ta les 
des m o u v e m e n t s composan t s . 

F i n d e l a C i n é m a t i q u e d u P o i n t M a t é r i e l . 
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CINÉMATIQUE DES SYSTÈMES MATÉRIELS 

CHAPITRE I 

É T U D E D E S M O U V E M E N T S 

D E S S Y S T È M E S I N V A R I A B L E S 

Nous ne nous o c c u p e r o n s que des sy.sfémes invariables. R a p p e l o n s que l 'on peu t 
env i sager ceux-c i comme un ensemble de poin ts m a t é r i e l s , re l iés les uns aux a u t r e s 
par des d ro i tes r ig ides et inex tens ib les , d é t e l l e so r te que l eu r s pos i t ions re la t ives 
ne p e u v e n t ê t re changées , quels que soient les efforts qui s ' exe rcen t su r eux. 

La C inéma t ique des S y s t è m e s Matér ie ls r epose s u r t ro is t h é o r è m e s g é n é r a u x . 

133. T h é o r è m e . — Le mouvement d'un système invariable, qui se déplace 
d'une manière quelconque dans l'espace,est complètement 

/!\ déterminé dès que l'on connaît les mouvements de trois 
/ \ y- de ses points, non en ligne droite. 

/ \ \ Soient ABC t ro is po in t s q u e l c o n q u e s du sy s t ème , non 
en l igne d ro i te . T o u t a u t r e point M du s y s t è m e forme a v e c 
les p r é c é d e n t s un t é t r a è d r e , dont les six a r ê t e s r e s t e n t inva
r iab les . P o u r c h a q u e posi t ion du t r i ang l e ABC, on sai t 
cons t ru i r e ce t é t r a è d r e , ce qui d é t e r m i n e la posi t ion cor 
r e s p o n d a n t e du point M, et , pa r ana logie , cel le de tous les 
a u t r e s points du sy s t ème . L ' é tude du m o u v e m e n t d 'un sys
t è m e invar iab le se r amène donc , dans le cas le p lus géné 
ral, à cel le du m o u v e m e n t d 'un t r i ang le indéformable . 

134. T h é o r è m e . — Le mouvement d'une figure invariable plane, qui se déplace 
danssonplan.est complètement déterminé dès que f o u con
n a î t les mouvements de deux quelconques de ses points-

Soient A, B deux points q u e l c o n q u e s du s y s t è m e . Tout 
au t r e point M du s y s t è m e forme avec eux un t r i ang l e dont 
les côtés r e s t en t invar iab les . P o u r chaque posi t ion de AB. 
on sai t cons t ru i r e ce t r i ang le dans le plan du m o u v e m e n t , 
ce qui d é t e r m i n e la posi t ion c o r r e s p o n d a n t e du point M, 
e t , d 'une m a n i è r e ana logue , cel le do tout au t r e point de la figure. L 'étude du m o u v e 
men t plan d'un s y s t è m e invar iab le plan se r a m è n e donc à celle du m o u v e m e n t d 'une 
d ro i t e AB de longueur cons t an t e . 

135. T h é o r è m e . — Le mouvement d'une figure sphérique invariable, qui se 
déplace sur la splière a laquelle elle appartient, est complètement déterminé dès 
que l'on connaît les mouvements de deux de ses points. 

Soient A, B e t M t ro is points du sys t ème ; ils d é t e r m i n e n t un t r i ang l e s p h é r i q u e in
déformable , p u i s q u e les d i s t ances rec t i l ignes AB, BM, AM ne va r i en t pas . Si la pos i 
t ion du côté AB à un in s t an t q u e l c o n q u e é ta i t c o n n u e , on pour ra i t donc r e p é r e r , au 
m ê m e ins tan t , la posi t ion du point M, et, d 'une m a n i è r e ana logue , cel le de tou t a u t r e 
point de la figure. L ' é tude du m o u v e m e n t d 'une figure s p h é r i q u e indéformable se r a 
mène donc à c elle du m o u v e m e n t d'un a r c de g rand ce rc le AB, de longueur cons tan te . 
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§ I. — Mouvement de translation. 

136. D é f i n i t i o n . — On dit qu 'un s y s t è m e invar iab le es t a n i m é d 'un mouvement 
de translation q u a n d tous ses poin ts d é c r i v e n t d e s é l émen t s de t ra jec to i re égaux et 
para l lè les p e n d a n t des t e m p s égaux , q u e l q u e pe t i t s que so ien t ces t e m p s . 

Pour justifier ce t te définition nous al lons m o n t r e r qu 'un pare i l m o u v e m e n t peut 
s ' accompl i r sans que les dis
t ances qui s é p a r e n t les points 
du s y s t è m e pr is deux à deux 
soient modifiées. 

1° Le triangle ABc, à i a p o -
sition duquel on rapporte à 
chaque instant celle de tout le 
système, peut posséder un tel 
mouvement. 

Ce t r iangle occupe la posi
t ion ABc à l ' ins tant t (fig. 112), 
et son s o m m e t A, don t ia t ra jec
toire es t xx', v i en t en A', A"... 
aux époques t', t". . Si l'on t race 
A'B', A"B'... égales et para l lè les 

à AB, puis A'c', A"C... éga les e t pa ra l l è l e s à Ac, on forme des t r i ang le s A'B'c', A"B"c"... 
égaux au t r iangle ABc, e t s i tués dans des p lans para l lè les au s ien . On peu t a insi cons
t ru i r e par points les t r a j ec to i r e s des po in t s B et c. On a é v i d e m m e n t : 

/ corde AA' = corde BB' - : corde ce' 

\ co rde A'A" = corde B'B" = corde c'e" 

et de p lus les cordes d 'une m ê m e sé r i e son t pa ra l l è l e s e n t r e e l les . Les l ignes p o l y g o 
nales AA'A"... BB'B ' . . . cc'c"... ayan t l e u r s côtés c o r r e s p o n d a n t s égaux e t pa ra l l è les , si 
n o m b r e u s e s et si r a p p r o c h é e s que l 'on s u p p o s e les é p o q u e s t, t', t'...., les t r a j ec to i res 
xx', yg', zz', qui en sont les l imi tes , son t éga les e t p e u v e n t ê t re cons idé rées c o m m e ré
su l t an t du d é p l a c e m e n t de l 'une d 'e l les p a r a l l è l e m e n t à e l l e -même . Enfin, la man iè re 
dont ces l ignes po lygona les ont é té cons t ru i t e s m o n t r e que des a rcs égaux, te ls qus 
AA'. BB', ce', des t r a j ec to i r e s , sont p a r c o u r u s dans des t e m p s égaux. 

2° Tout autre point M du système décrit une trajectoire identique aux précé
dentes, et parcourue de la même manière. 

So ien t M, M'. M"... l es pos i t ions de ce poin t aux i n s t an t s t, t', t..., MP, M'P', M P ... 
les p e r p e n d i c u l a i r e s aux plans ABc, A'B'c', A'B'c".. . A cause de l ' indéformabi l i té du 
s y s t è m e , ces pe rpend i cu l a i r e s son t éga les e n t r e el les ; e l les sont de p lus para l lè les , 
e t l eu r s pieds o c c u p e n t les m ê m e s pos i t ions r e l a t ives dans les t r i ang le s ABc, A'B'c', 
A"B"c"... On conc lu t de là les éga l i tés su ivan tes : 

l corde BB' = corde PP ' = corde MM' 

< corde B ' B ' — corde P ' P " = corde M'M' 

Les l igues po lygona les MM'M.. . BB'B" ont donc l eu r s côtés c o r r e s p o n d a n t s égaux 
e t para l lè les ; e l les on t pour l imi tes r e s p e c t i v e s les t r a j ec to i res yy', uu' des points B 
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et M quand les époques t, f t" d e v i e n n e n t inf iniment n o m b r e u s e s e t r a p p r o c h é e s . 
Par conséquen t , ces t r a j ec to i res son t s u p e r p o s a b l e s e t pa ra l l è l e s ; de p lu s , l eu r s élé
m e n t s égaux, t e l s que BB' e t MM', sont p a r c o u r u s d a n s des t e m p s égaux . 

137. V i t e s s e e t a c c é l é r a t i o n t o t a l e d e s d i f f é r e n t s p o i n t s d u s y s t è m e . 
1° Vi tesse . — Les v i t e s se s va, Vb, Vc, Vm des po in t s ABcM à l ' ins tan t t sont éga les 

, . . , · , , a r c A A ' a rc BR' a r c ce' a rc MM' 
comme va l eu r s l imi te s des r appo r t s égaux— j , —, —, —, —-, j - , —-, j -

quand T t end vers f ; e l les son t para l lè les c o m m e d i r ec t ions l imi t e s des cordes pa ra l 
lè les AA', BB', CE' e t MM'. 

2° Accélération totale. — Il r é su l t e de ce t t e égal i té e t de ce pa ra l l é l i sme c o n s t a n t 
des v i t e s ses c o r r e s p o n d a n t à un m ê m e ins t an t t, que les v i t e s ses acqu i ses é l émen

t a i r e s p e n d a n t le t e m p s At qui succède à 
l ' i ns tan t t son t éga les e t pa ra l l è les pour tous 
les p o i n t s du s y s t è m e . Les accé l é ra t ions to
ta les des différents po in t s , e x p r i m é e s par les 
l im i t e s des r a p p o r t s 

a a, 
At 

(fig. 113) sont donc égales e t pa ra l l è l e s . 
En r é s u m é : D a n s le mouvement de trans

lation d'un système invariable, les vitesses et 
les accélérations totales de tous les points, au 

même instant, sont égales et parallèles. 
L'étude du m o u v e m e n t de t r ans la t ion d'un s y s t è m e invar iable se r a m è n e par con

séquen t à celle du m o u v e m e n t d'un seul de ses poin ts , e t l 'on peu t d i re que la v i tesse 
et l ' accéléra t ion to ta le de ce lui -c i sont , à chaque ins tan t , celles du système tout entier' 

I I . MOUVEMENT DE ROTATION. 

138. D é f i n i t i o n . — On di t qu 'un s y s t è m e invar iab le es t an imé d 'un m o u v e m e n t 
de rota t ion s imple au tour 
d un axe défini par deux 
points fixes P et Q, lo r sque 
chacun de ses po in t s r e s t e 
à la m ê m e d i s t ance de P e t 
Q pendan t toute la d u r é e du 
m o u v e m e n t . 

1° Un pareil mouve
ment est possible pour le 
triangle de comparaison 
ABC. 

On peut , en effet, chois i r 
celui-ci de m a n i è r e que son 
plan con t ienne PQ, ce qui 
r end ce t t e poss ib i l i té évi
den te . 

2° Tout point M invaria
blement relié a ABC reste, 
dans le mouvement de ce 
triangle, à des distances 
constantes de P et de Q. 

Soi t MN (fig. 114) la pe rpend icu l a i r e au plan ABC. A c a u s e de l ' indéformabi l i té 
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du sy s t ème , son p ied X ne change pas de posi t ion par r appor t aux poin ts A, B, C pen
dant le m o u v e m e n t , e t les longueurs NT, N Q , M X r e s t e n t c o n s t a n t e s . Les t r iangles 
P N M , Q X M son t donc invar iab les , ainsi que l e u r s cô tés P M e t Q M . Il r é su l t e de là que 
le m o u v e m e n t de ro ia t ion au tour de l 'axe P Q p eu t s ' exécu te r , te l qu ' i l a é té défini, 
sans déformat ion du s y s t è m e . Chaque point déc r i t é v i d e m m e n t u n e c i rconfé rence , 
dont le pian es t p e r p e n d i c u l a i r e à l 'axe, e t don t le c e n t r e es t sur ce t axe . 

139. T h é o r è m e . — L e s arcs de circonférence décrits, pendant le même temps, 
par tous les points du système, correspondent a des angles au centre égaux. 

Soient AUC, A 'B 'C (fig. 114) les pos i t ions du t r i ang le de compara i son à deux 
in s t an t s t et /' ; les p lans de ces t r i ang les , qui, par h y p o t h è s e , con t i ennen t P Q , sont dé
t e r m i n é s p a r l e u r s t r a c e s H et R' su r un plan II pe rpend i cu l a i r e à l 'axe. Les points 
A, B, C on t déc r i t dans l ' e space des a rcs do c i rconfé rence , pro je tés s u r H en vra ie 
g randeur , c o r r e s p o n d a n t à un angle au cen t re égal à Rol l ' . Le poin t N es t venu en 
N ' dans le plan A 'B 'C , et M X a pr is la posi t ion M'N' . Les d ro i tes M X e t M ' N ' se p r o 
j e t t en t su r H en vra ie g randeur , p e r p e n d i c u l a i r e m e n t aux t r a c e s R et R', et l 'angle de 
rota t ion du po in t M es t MJOM'J . L 'éga l i té des t r i ang les r e c t a n g l e s MjN ( o, M ' , N ' , o m o n t r e 
que l 'on a 

angle R o R ' = angle M ,oM' , 

Il r é su l t e de ce t t e é tude les c o n s é q u e n c e s s u i v a n t e s : 

140. i" Les chemins décrits simultanément par les différents points du système 
sont proportionnels à leurs distances à l'axe de rotation; 

2" Deux points situés à la même distance de l'axe décrivent, pendant le même 
temps, des chemins égaux. 

141. T h é o r è m e . — Les vitesses des différents points du système, au même ins
tant, sont proportionnelles à leurs distances à l'axe, et perpendiculaires au.x pia?is 
qu'ils déterminent avec l'axe. 

Deux poin ts du s y s t è m e , don t les pos i t ions son t M et M T à l ' i ns tan t t, sont venus en 
M' e t M'j à l ' ins tan t t -f- Ai ; l e u r s d i s t ances à l 'axe de 

p | ro ta t ion sont r et i\. A c a u s e de l ' égal i té des ang l e s 
j I Mu.M', M , u . 1 M ' L L on a 

' " K " , - - ? - ' M a r c MM' r 

d'où 

a rc M^M', r¡ 

/ a r c MM' \ 

V At ) = ; 

i a rc M,M', \ i 
\ Âl ) 

j ^R/T? Quand At t end ve r s zéro, les deux t e r m e s du p r e -
j / m i e r r appor t ont r e s p e c t i v e m e n t p o u r l imi tes les vi-

ÇJ t e s se s v e t u, des points M et M[. Par c o n s é q u e n t 

F i g . 115. v _ r 

De p lus , les d i rec t ions de ces v i t e s se s , t a n g e n t e s en M et Mj aux c i r confé rences 
MM', MiM'j, sont r e s p e c t i v e m e n t pe rpend icu la i r e s aux p lans PQM, PQM,. 

142. R e m a r q u e . — Supposons les poin ts M et M, s i tués dans un m ê m e plan p a s s a n t 
par l ' a x e ; si celui-ci s 'é loigne indéf in iment en r e s t a n t para l lè le à lu i -même, le r appor t 
v 

•— tend ve r s l 'un i té , e t les v i t e s se s v etv{ t e n d e n t ve r s des l imi te s éga les . El les sont de 
r i 

p lus para l lè les . Ce t t e obse rva t ion s ' appl ique en pa r t i cu l i e r aux t rois s o m m e t s du t r i ang le 
de compara i son , de so r te que ceux-c i décr iven t , p e n d a n t un t e m p s inf iniment pe t i t , d e s 
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c h e m i n s égaux et pa ra l l è les . Le m o u v e m e n t d u s y s t ô m e es t donc une translation. Pa r 
conséquen t , tou t m o u v e m e n t de t r ans la t ion peu t ê t re ass imi lé , à chaque ins tan t , à u n e 
rota t ion au tour d'un axe indéf in iment é lo igné . 

143. V i t e s s e a n g u l a i r e d u s y s t è m e . — V i t e s s e l i n é a i r e d ' u n p o i n t . 

V V 
La propor t ion — = — 

i - j r, 

peu t s éc r i re — == — i r T i 

On voit ainsi que : le rapport de la vitesse d'un point à sa distance à l'axe est 
constant, a chaque instant, pour tous les points du système. 

Ce r a p p o r t cons tan t , que nous dés igne rons par t o , es t appelé la vitesse angulaire 
de rotation du système à l ' ins tant cons idé ré . On a donc 

v 
— - — a i 
r 

ou v = u)' 

Afin d 'év i te r tou te confusion, on di t que v es t la vitesse linéaire du poin t M. 
Les éga l i t és p r é c é d e n t e s p e r m e t t e n t d ' exp r imer la v i tesse angula i re du sys t ème 

en fonction de la v i tesse l inéaire de l 'un de ses po in t s , ou vice versa . On voi t que : 
L a vitesse linéaire d'un point, à un instant quelconque, est égale au produit de 

la vitesse angulaire à ce même instant, par la distance du point considéré à l'axe 
de rotation. 

Il faut obse rve r que la v i t e s se d'un point de l 'axe est nul le à chaque i n s t a n t ; a u 
cun au t r e point du s y s t è m e ne joui t de ce t t e p r o p r i é t é . 

La formule — = u 
r 

donne v — u si r= 1. 

Par conséquen t : L a vitesse angulaire de rotation est égale, à chaque instant, à 
la vitesse linéaire d'un point situé à l'unité de. distance de l'axe. 

Enfin, la v i t e s se angu la i re <o es t encore la dé r ivée de l 'angle de ro ta t ion du s y s 
t è m e , pr i se par r appor t au t e m p s . Soient , en effet, B l ' angle don t le sy s t ème a t ou rné 
jusqu 'à l ' ins tant t, et A8 son acc ro i s s emen t p e n d a n t le t e m p s M. L ' a rc co r r e spondan t 
décr i t par un point s i tué à la d i s t ance r de l'axe es t r A9, e t la v i tesse l i néa i r e de ce 

dQ ¿0 

point à l ' ins tan t t e s t e x p r i m é e par la l imi te r du r a p p o r t r — quand a i t end 

vers zéro (15). Comme ce t t e v i tesse es t auss i u r , on a 

d9 
u = -dt 

Cet te égal i té justifie le nom de vi tesse angula i re de rota t ion donné à w (81). 
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144. T h é o r è m e . — Les accélérations tangentielles et centripètes des différents 
points du système sont, à chaque instant, proportionnelles aux distances de ces 
points à l'axe de rotation. 

Soient , à l ' ins tant t, v = u r 

v' — cor' 

les v i t e s ses l inéa i res de deux points M et M' du s y s t è m e , s i tués à des d i s t ances r et r' 
d e l 'axe PQ ( 1 1 G . MB). Si l'on dés igne par cp( e t cp'j, <fn et <f'n les accé lé ra t ions t angen t i e l l e s 
e t c en t r i pè t e s r e spec t ive s de ces po in t s , à l ' ins tant t, on a ( 1 1 1 ) 

145. C o r o l l a i r e . — Les accélérations totales des différents points du système, 
.sont, à chaque instant, proportionnelles à (eurs dislances a l'axe de rotation. Elles 
font des angles égaux auec les plans menés par l'axe et les points considérés. 

Les accé lé ra t ions to ta les <1> et <I>' des poin ts M et M' son t 

D'où 
<î> r 

ij)' r ' 

Les ang les i e t V que forment les d i r ec t ions de $ e t <t>' avec les p l ans PQM et PQM 
son t donnés pa r les fo rmules 

tg i — — 
'in 

du. 

.|2 

do. 

tg i-=H=\M. 

d 'où il r é s u l t e que i = 
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146. R e m a r q u e . — Si le m o u v e m e n t de ro ta t ion es t un i forme on a 

ft = o 

et tg i = o 

L'accé lé ra t ion to ta le de chaque poin t es t a lors d i r igée ve r s le c e n t r e de la c i rcon
férence qu'i l déc r i t . 

En r é s u m é , le m o u v e m e n t de ro ta t ion d 'un s y s t è m e invar iab le au tou r d'un axe-
est c o m p l è t e m e n t connu dès que l 'on a é tabl i l es lois du m o u v e m e n t d 'un seu l de ses 
po in t s . 

147. E x p r e s s i o n d e l a v i t e s s e a n g u l a i r e d ' u n m o u v e m e n t d e r o t a t i o n 
u n i f o r m e e n f o n c t i o n d u n o m b r e d e t o u r s . 

Quand le m o u v e m e n t de ro ta t ion e s t un i fo rme , la v i tesse angu la i r e est égale au 
chemin p a r c o u r u , p e n d a n t l 'uni té de t e m p s , par un poin t s i tué à l 'uni té de d i s t a n c e 
de l 'axe (8 — 143). Soit N le n o m b r e de t ou r s effectués en u n e m i n u t e pa r le mobi le -r 

le chemin p a r c o u r u par le po in t en ques t ion , p e n d a n t une minu te , e s t 2 T I N . On a donc 
si l 'on p r e n d la seconde p o u r un i t é de t e m p s 

2 T ; N U N 

O U 3 U 

et, si l'on p r e n d la m i n u t e w — 2 T I N . 

Si, par e x e m p l e , une poul ie de rayon R = 30 c/m. t ou rne à ra ison de 100 tours p a r 
m inu t e , sa v i t e s se c i rconfé ren t i e l l e , r a p p o r t é e au c e n t i m è t r e c o m m e u n i t é de lon
g u e u r e t à la seconde c o m m e un i té de t e m p s ; es t 

Ï = U R = JLÏ x R = i ^ x 3 0 = i O O T C = 3 U c / m l 6 à l a s e c o n d e . 

En cons idé ran t un s e c o n d m o u v e m e n t de ro ta t ion do v i t e s se angu la i r e te' 

on a 

T T N ' 

M ' _ N' 
w N 

Par c o n s é q u e n t : le rapport des vitesses angulaires de deux arbres estégal au rap
port des nombres de tours qu'ils effectuent dans le même t e m p s . 

§ III. — Mouvement épicycloïdal plan. 

148. D é f i n i t i o n s — Deux courbes p l anes S et S', t a n g e n t e s en I, é t a n t d o n n é e s , 
on dit que S roule s ans glissement su r S' s u p p o s é e fixe quand le po in t de con tac t dé
cri t s i m u l t a n é m e n t des chemins égaux su r l es deux c o u r b e s . Le m o u v e m e n t de la 
courbe S es t auss i appe l é mouvement de roulement simple, ou encore mouvement 
épicycloïdal. Il s'effectue, de te l le so r te que des é l é m e n t s égaux des deux c o u r b e s se 
m e t t e n t s u c c e s s i v e m e n t en contac t . 

On di t que le m o u v e m e n t de S s u r S' e s t un glissement simple quand le point 
de con tac t r e s t e fixe sur la o u r b e S'. Tous les é l é m e n t s de S v i e n n e n t s u c c e s s i v e 
m e n t en con tac t avec le m ê m e é l é m e n t de S'. 

Enfin, le m o u v e m e n t de S est un mouvement mixte de roulement et de glisse
ment quand il y a à la fois d é p l a c e m e n t du po in t I su r les d e u x courbes , s ans que les 
c h e m i n s qu ' i l p a r c o u r t s u r l 'une e t su r l ' au t re so ien t égaux e n t r e eux . 

Nous nous p roposons d ' é tud ie r le m o u v e m e n t de r o u l e m e n t s i m p l e . 

149. T h é o r è m e . — Le mouvement de roulement simple d'une courbe, plane sur 
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une autre revient à une succession de rotations infiniment petites qui s'exécutent, 
à chaque instant, autour du point de contact des deux courbes. 

Insc r ivons dans S e t S' (fig. 117), en p a r t a n t du point de con tac t , des l ignes polygo
na les s e t s' dont les cô tés c o r r e s p o n d a n t s so ien t ég au x c h a c u n à c h a c u n . Quand 
s roule s o r s ' , ses côtés I I i , Ii I 2 .. v i ennen t s u c c e s s i v e m e n t s ' app l ique r s u r les côtés 
II ' , I T . . . de s'. 

Le m o u v e m e n t qui a m è n e IL en co ïnc idence avec 
/ I I ' es t une ro ta t ion au tou r du poin t I, a la fin de la-

\ . que l l e L e s t con fondu avec 1'. Le m o u v e m e n t qui a m è n e 
^ ^ - - ^ £ i en su i t e L I» à se s u p e r p o s e r à H " e s t une rota t ion au-

' ^ ^ r ^ ^ tou r du point I', e t c . . Le r o u l e m e n t de s s u r s ' se com-
* \ pose donc d 'une su i te de ro ta t ions au tou r des s o m m e t s 

, HT". . . du polygone fixe, avec l e s q u e l s les s o m m e t s du 
l t f ' po lygone mobile v i ennen t s u c c e s s i v e m e n t se confondre . 

Le m ê m e fait a l ieu, s i n o m b r e u x e t si pe t i t s que so ien t les cô tés des deux poly
gones , pourvu qu' i ls so ien t tou jours égaux chacun à chacun . A l a l imi te , les ro ta t ions , 
qui sont devenues inf iniment pe t i t e s , s 'effectuent a u t o u r des pos i t ions succes s ive s 
I, I', V . . . du poin t de con tac t des deux courbes . 

Pour ce t t e ra ison , on donne, au poin t I le nom de centre instantané de rotation. 
La courbe fixe S' s ' appe l le la base, e t la courbe mobi le S la roulante. Un poin t M in
va r i ab l emen t re l ié à l a rou lan te décr i t , dans son plan, une courbe xy appe lée roulette 
ou courbe épic.ijcloidale. 

150. A p p l i c a t i o n s g é o m é t r i q u e s . — T a n g e n t e s e t n o r m a l e s a u x c o u r b e s 
é p i c y c l o ï d a l e s . 

T h é o r è m e . — L a normale en un point d'une courbe épicycloïdale est la droite 
qui joint ce point au contact correspondant de la roulante avec la base. 

Il r é s u l t e , en effet, du t h é o r è m e p r é c é d e n t et de la 
proposi t ion d é m o n t r é e au p a r a g r a p h e 141, que la v i t e s se 
de t o u t po in t M i n v a r i a b l e m e n t re l ié à l a rou l an t e est , à 
l ' ins tan t cons idé ré , pe rpend i cu l a i r e à IM (fig. 118). C o m m e 
la d i rec t ion de la v i t e s se es t cel le de la t a n g e n t e à la t r a 
j ec to i re , IM es t no rma le en M à la courbe xy. 

Ce t h é o r è m e donne le moyen de t r a c e r les no rma les 
et les t a n g e n t e s à t o u t e s les c o u r b e s que l'on p e u t cons i 
d é r e r c o m m e e n g e n d r é e s de la m a n i è r e p r é c é d e n t e . On Fig. us. 

r e t r o u v e , en par t i cu l ie r , la cons t ruc t ion ind iquée au 
p a r a g r a p h e 102 pour les d i v e r s e s cyc lo ïdes , c o m m e 
c o n s é q u e n c e de la t héo r i e des m o u v e m e n t s s imul 
t anés . Voici d ' au t r e s app l i ca t ions . 

151. T a n g e n t e e t n o r m a l e e n u n p o i n t d ' u n e 
é p i c y c l o ï d e . — L 'épicyclo ïde es t le l ieu g é o m é 
t r ique des pos i t ions p r i ses par un poin t M, inva
r i a b l e m e n t lié a u n e c i r con fé rence o qui rou le sans 
g l i s se r su r une a u t r e c i r con fé rence o' (fig. 119). 
L 'ép icyc lo ïde es t d i te ordinaire, quand le po in t M 
es t su r la c i r confé rence mobi le , allongée ou rac
courcie se lon qu'il lui e s t ex t é r i eu r ou in t é r i eu r . 
Enfin, si les c i r confé rences o e t o' son t t a n g e n t e s 
i n t é r i e u r e m e n t , le lieu du point M es t une yhpocy-
cloi.de. 

Fig . il y. 
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D'après le t h é o r è m e p r é c é d e n t , la no rmale au point AI est IM. Il s 'en su i t que : 
L a tangente en un point d'une epic.ycloi.de ordinaire fou d'une hypocycloïde) 

passe par le point de la circonférence rn.obi.le qui est diamétralement opposé à son 
contact avec la base. 

152. T a n g e n t e e t n o r m a l e e n u n p o i n t d ' u n e d é v e l o p p a n t e d e c e r c l e . — 
Lorsqu 'une d ro i t e x'x rou le sans g l i s se r s u r une c i rconfé rence o, chacun de ses poin ts 
décr i t u n e développante de cercle (fig. (120). Ce t t e courbe e s t la l imi te d 'une épicy-
cloïde, dans l aque l le le rayon de la r o u l a n t e c ro î t ra i t indéf iniment . 

D 'après le t h é o r è m e du p a r a g r a p h e L O T ) , MI es t la nor
male en M à la déve loppan te ; la t a n g e n t e c o r r e s p o n d a n t e 
est donc pa ra l l è l e à o l . Au point or ig ine Mo, la t a n g e n t e 
e s t oMo. 

153. P r o p r i é t é s d u m o u v e m e n t é p i c y c l o ï d a l . 

1° Vitesse angulaire de la rotation instantanée. — 
Vitesse linéaire d'un point invariablement relié à la 
roulante. 

Soien t I I , = 11':= As (fig. 121) les a rcs égaux pa rcou
rus par le point I p e n d a n t un t e m p s Ai s u c c é d a n t à l ' ins
t an t t. A l ' ins tan t t - j - At, le con tac t de la rou lan te avec la 
base a lieu en I', et la t a n g e n t e I jA t à S se confond avec Fig- 120· 
l'A'. L ' ang le A [S de ces deux dro i tes m e s u r e donc l 'ampl i 
t ude de la ro ta t ion qui s ' exécu te p e n d a n t le t e m p s At. En appe l an t w la v i tesse angu
lai re de ce m o u v e m e n t à l ' ins tan t t, on a (143) 

AS 
: l im 

At 

Fig. 121. 

Soient Aa e t A A ' les pa r t i e s dans l e sque l l e s IA 
pa r t age l 'angle A J J . Dans le cas de la figure 

A^ — âx+ A I ' 

et l 'on p e u t éc r i r e 

A ¡3 / A A A A 

Al ~~ \ As 

Si l'on dés igne pa r R e t R' l es r ayons de cour
bure de la rou lan te e t de la b a s e au po in t I, e t pa r 
v la v i t e s se a v e c laque l le ce po in t se dép lace s u r 
les deux courbes , on a (108) 

A A ' \ As 

i 
= l im —— 

As 

1 

T ï ï 
i - A l 

-— l im -, — 
As 

li m —— 
At 

ds 

~~~dï~h 

Donc cu = V U ) 

Cet te fo rmule es t géné ra l e si l 'on fait des conven t ions convenab les s u r l es s ignes 
des rayons de cou rbu re e t des v i t e s ses . 

C I N É M A T I Q U E 6 
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La v i t e s se l inéa i re TJ, d 'un point M i n v a r i a b l e m e n t re l ié à la rou lan te , es t , en dé 
s ignan t par p s a distance" au c e n t r e i n s t a n t a n é de ro ta t ion à l ' époque t 

vf — W P = vp 
I 

2° Rayon de courbure de la courbe épicycloïdale lieu, du point M. — Formule 
et construction de Savary. 

A l ' ins tan t t -f- Al, le po in t M occupe la posi t ion M', e t 
le c e n t r e i n s t a n t a n é de ro ta t ion s 'est dép l acé , s u r la r o u 
lante, e t su r la ba se , des quan t i t é s éga les I I , = 1 1 ' = As 
(fig. 122). La d ro i t e M T es t no rma le en M' à la cou rbe 
MM' (150), e t le cen t r e de cou rbu re de celle-ci au poin t M 
e s t la pos i t ion l imi te C du po in t 0 , . Enfin, l o r s q u e le con
t ac t d e S' e t de S se fait en I', MIj v ien t se confondre avec 
I'M', de so r te que l 'angle MAM' m e s u r e la ro ta t ion ¿¡3 de la 
figure mobi le p e n d a n t le t e m p s st. En dé s ignan t pa r t e t E ' 
les angles inf iniment pe t i t s en M e t C, du t r i ang le MAC,, 
on a 

A [ 3 = E + E ' 

¿ ¡ 3 / E , E' \ &S 

OU — r = — — 
A i V AS AS j At 

et quand At t e n d ve r s zéro 

R
 A^ F I L I N I — - =IÙ = v H M 

At V A S 
l im 

En r e m p l a ç a n t w pai 1 sa va leu r donnée pa r la fo rmule (1), il v ien t 

-1 

I R 

1 E 

I 7 — l im 1- l im 
H AS ^ 

E 

A S 
<3) 

Or, les t r i ang le s Mff, e t C J I ' d o n n e n t r e s p e c t i v e m e n t 

sin E sin MI,I 

e t 

ou, en p a s s a n t à la l imi te 

S I N ; 

corde II, 

s in z' 

corde I I ' 

l im 

l im 

co rde I I , 

sin E ' 

• l im • 
AS 

, T T , = L I M = 
corde II AS 

La re la t ion (3) d e v i e n t donc 

H ' R' 

MI 

s in C , R I 

lini sin MLI cos i 

MI MI 

l im sin G,l 'I cos i 

l im C,I CI " 

Ml CI 

' (*} On S A I T Q U E S I N E et £ d'une P A R T , C O R D E II , et As d ' A U T R E P A R T , S O N T D E S I N F I N I M E N T P E T I T S 
É Q U I V A L E N T S . 
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ou, en dés ignan t par p le rayon de courbure CM de la courbe épicyclo ïdale lieu du 
point M, e t en t r a n s p o s a n t c o n v e n a b l e m e n t les t e r m e s 

I eos i _ cos i 1 

7 t — p ~ p — p IV 

Cet te re la t ion r e m a r q u a b l e , appe lée formule, da Snvary, condui t à une cons t ruc t ion 
t rès s imple de p. Soient o e t o' les cen t r e s de courbure 
de la rou lan te et de la base au point I, s i tués sur la nor
male c o m m u n e à ces deux courbes . Jo ignons MI e t M o ; 

puis p ro longeons ce t t e d e r n i è r e droi te jusqu 'au point 
N où elle r encon t r e la pe rpend icu la i r e IN à MI. Jo ignons 
enfin No' . Le poin t d ' in te r sec t ion C de ce t t e droi te avec 
MI est le cen t r e de courbure c h e r c h é . 

D'abord, ce point es t s i tué su r la no rma le en M à la 
courbe épicycloïdale . De p lus les pe rpend i cu l a i r e s o ï l 
c t o ' i r à MI d é t e r m i n e n t des t r iangles Molí , Co'II ' r e s 
pec t ivemen t s emblab le s à MIN, CIN, qui donnen t les 
propor t ions 

M H _ MI 
o ï l ~~~ IN 

- CIL _ CI 
o'H' ~~ IN 

D'où l'on t i re , en égalant les va l eu r s de — -
I i\ 

Mil CH' 
o l í x MI ~ o ' H ' X C l ' 

Mais Mil = MI — III = p — R cos t 
o ï l —- H sin i 
MI = p 

C H ' = I H ' — IC — R ' c o s i— IC 
o'H' = II' s in t 

La p ropor t ion p r é c é d e n t e dev ien t donc 

p — H cos i R' cos i — IC 
p R sin i ~ R' x IC sin i 

En effectuant les d ivis ions , et en mul t ip l i an t les deux m e m b r e s par sin i, on t rouve 

1 eos i cos i 1 
"R p~~~" ~~Cl R 7 

Comparée avec la formule de Sava ry , ce t te re la t ion mon t r e que 

OI = p - p . 

Par conséquen t p =p + CI = CM, ce qui justifie la cons t ruc t ion ind iquée . 
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154. A p p l i c a t i o n s . — I. Cycloïde. 

Dans le cas pa r t i cu l i e r de la cyc lo ïde , R es t une cons tan te , e t 11' es t infini, 
La formule de Sava ry dev i en t : 

1 cos i cos ? 
R p p - p 

La cons t ruc t ion géné ra l e du cen t r e de courbure en M res te app l icab le , avec ce t t e 
par t i cu la r i t é que le po in t o' é t an t r e j e t é à l'infini su r o l , la droi te No' es t para l lè le à 
o lo ' (fig. 124). Pour u n e oycloïdc o rd ina i re , le point N es t en ou t r e su r la c i rconférence 
rou lan te (fig. 125). On a par c o n s é q u e n t 

MN = 2Mo 

et MC = 2MI 

On r e t rouve ainsi ce t te p r o p r i é t é connue de la cycloïde : le rayon de courbure en 
un point est double de la portion de normale comprise entre ce point et la base. 

La longueur p donnée pa r la formule (5) peu t ê t re cons t ru i t e d i f féremment , eu ob 
s e rvan t (fig. 126) que 

p — R cos i = Mil 

Par su i te p = fr = ^- . r , 
r p — R cos i M H 

Cet te express ion m o n t r e que le rayon de cou rbu re en M es t une t ro i s i ème p r o 
por t ionnel le en t r e MI et MH. Décr ivons un a rc de cerc le de c e n t r e M et de rayon MI 
jusqu ' à sa r encon t r e en K a v e c o ï l , puis é levons KG pe rpend i cu l a i r e s u r MK. L e 
t r i ang le r ec t ang le MKC donne 

M K - = M C X M 1 I 
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d'où l'on t i r e , en t e n a n t compte de MK = MI 

MI-
MC=mi=? 

I I . Développante de cercle. 

Le point mobi le M e s t s i tué su r la rou lan te S, qui e s t u n e 
dro i te , dont le c e n t r e de courbure o es t re je té à l'infini su r le 
rayon o'I de la base . La cons t ruc t ion de Savary m o n t r e que le 
cen t re de courbure en M de la déve loppan te e s t confondu avec 
le point I (fig. 127). D 'a i l leurs , la formule de Savary dev ien t , 
en faisant R = o o 

cos i cos i 1 

P •p R 

On en t i re 

Mais i = -y-. 

P p — R' cos i 

Donc 

155. C e r c l e d e r o u l e m e n t . 
généra le . 

1 

P = P -

• R e p r e n o n s la relat ion 

cos 'l 

R 
cos i 1 
p — v R' 

1 , H / d l b v i 

F i g . 1T? 

En p o s a n t , pour simplifier 

R ^ R' r (G) 

il v ient 
P P 

ce que l'on peu t éc r i re 

P 
r cos i p — p 

et , en app l iquan t une p rop r i é t é connue des p ropo r t i ons 

p _p_ 
p — r cos i p 

d'où enfin 

p — r cos i 
(7) 

L 'analogie de ce t t e express ion a v e c la formule (5) m o n t r e que le rayon de cour
bure de la courbe épicycloïdale décrite par un point M invariablement relié à la rou
lante, est égal au rayon de courbure de la cycloïde engendrée par le même point, 
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c o n s i d é r é c o m m e invariablement relié à un cercle de rayon r, roula.nl sur la tan
gente commune à la roulante et à la base. 

Le cerc le de rayon r es t appe lé cercle de 
roulement. On a, d 'après la re la t ion (6) 

RR ' R ( R + R' — R) 
R - r R' " 

Le t e r m e • 

R -

R î 

: R -
R2 

- R' ~ " R + R' 

^ ^_ j ^ , es t une t ro i s i ème p ro

por t ionne l le e n t r e R e t R + R' . Il e s t r e p r é 

sen t é p a r o O i , (fig. 128) dans le t r i ang le r e c 

tangle oLo', don t le côté o L = : R . P a r su i t e , 

I O j = . i . Le p o i n t o , e s t donc le cen t re du cercle 

du rou l emen t . 

Ce cerc le é tan t connu, on peut , pour dé te r 
m i n e r le cen t re de courbure en M de la courbe 
épicycloïdale décr i te par ce po in t dans le rou 
l e m e n t de S sur S', emp loye r l 'une ou l ' au t re 
des deux cons t ruc t ions d o n n é e s plus hau t pour 
la cycloïde. Il suffit, pa r exemple , de p r e n d r e 
l ' in tersec t ion K de MOi avec la pe rpend icu la i r e 
IK sur MI, pu is de m e n e r par K la para l lè le à 
0 [ I jusqu ' à sa r encon t r e en C avec MI (3g. 128). 

R é c i p r o q u e m e n t , si l'on a t rouvé le point C par la cons t ruc t ion généra le de Sa -
vary , on peut, d é t e r m i n e r le cen t re du cerc le de r o u l e m e n t en effectuant des t r a c é s 
i n v e r s e s . 

Le rayon du ce rc le de r o u l e m e n t var ie avec la posi t ion de la rou lan te , si S et S' 
son t des courbes q u e l c o n q u e s , car, dans ce cas , R et R' d é p e n d e n t de la posi t ion du 
point I ; il r e s te invar iab le si S et S' sont des c i rconfé rences . 

F Ì L 128. 

§ IV. — Mouvement d'une figure plane Invariable 

qui se déplace dans son plan. 

156. On sait (134) que l ' é tude du m o u v e m e n t d 'une figure p lane invar iab le , qui se 
dép lace dans son plan, se r amène à cel le du m o u v e m e n t de la d ro i te de longueur cons
t an t e qui joint deux que lconques de ses poin ts . 

Dans un bu t de simplification, on é tudie d 'abord le mouvement élémentaire de la 
f igure, c 'es t -à-di re celui qui s ' exécute p e n d a n t un t e m p s inf iniment pet i t , puis le mou
vement fini, ou continu, composé d 'une su i te de m o u v e m e n t s é l émen t a i r e s . 

M o u v e m e n t é l é m e n t a i r e d ' u n e figure p l a n e i n v a r i a b l e q u i s e d é p l a c e 
d a n s s o n p l a n . 

157. T h é o r è m e d e C h a s l e s . — Lorsqu'une figure plane invariable se meut 
dans son plan, on peut l'amener d'une position à une autre infiniment voisine par 
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P' -ex-

F i g . 129. 

une rotation autour d'un point situé à l'intersection des normales élevées aux tra
jectoires de deux de ses points. 

Soient AB et A'B' (fig. 129) les pos i t ions , à deux 
époques q u e l c o n q u e s t e t t', de la droi te mobi le à 
laquel le on r a t t a c h e , à c h a q u e ins t an t , la pos i t ion 
de la f igure. 

Les p e r p e n d i c u l a i r e s ai', jijj', é l evées su r les 
cordes AA' e t BB' en leurs mi l ieux , se c o u p e n t en L, 
et les t r i ang les LAB, LA'B' son t égaux. En faisant 
t ou rne r le t r i ang le LAB, dans son plan, au tou r du 
point L, on peu t donc l ' amener en co ïnc idence avec 
IiA'B'. Si m a i n t e n a n t on suppose les d ro i tes AB et 
A'B' infiniment vo is ines , AA' e t BB' d e v i e n n e n t à la 
l imi te , t a n g e n t e s en A et B a u x t r a jec to i res x x ' e t yy' , 
en même t e m p s que u ' e t [}[!' v i e n n e n t se confondre 
avec les n o r m a l e s c o r r e s p o n d a n t e s . Le d é p l a c e m e n t 
é l émen ta i r e de AB peu t donc ê t r e env i sagé c o m m e 
une rotat ion inf iniment pe t i t e au tour du p o i n t d e r encon t r e I de ces deux norma les (*). 

Le point I es t appe l é le centre instantané de rotation de la figure à l ' époque t. 

C o n s é q u e n c e s d u t h é o r è m e d e C h a s l e s . 

158. T h é o r è m e . — L e s normales élevées aux. trajectoires de tous les points de 
la figure, par les positions qu'ils occupent à un 
même instant, se coupent au centre instantané 
de rotation correspondant. 

P u i s q u e le d é p l a c e m e n t é l é m e n t a i r e d e l à fi
gure mobi le , p e n d a n t le t e m p s dt, r ev ien t à une 
ro ia l ion inf iniment pe t i t e a u t o u r d u point I, la vi
t e s se de t o u t point M qui lui es t i n v a r i a b l e m e n t 
re l ié est , à l ' i ns tan t cons idéré , p e r p e n d i c u l a i r e 
à IM (fig. 130). La n o r m a l e en .M à la courbe zz' 
passe donc par le po in t I. 

Il r é su l t e de ce t h é o r è m e un p r o c é d é p o u r 
cons t ru i re les no rma le s e t les t a n g e n t e s aux courbes que l 'on p e u t cons idé re r co mme 
e n g e n d r é e s par un point i nva r i ab l emen t re l ié a u n e figure mobi le indéformable . 

159. T h é o r è m e . — Les v i tesses des différents points de la figure mobi î e à u n 
instant t, et les éléments de cliemin qu'ils parcourent pendant un temps infiniment 
petit dt, sont proportionnels à leurs distances au centre instantané de rotation. 

Cet te p ropos i t ion n ' es t qu 'une appl ica t ion des p rop r i é t é s du m o u v e m e n t de ro ta 
tion, é tabl ies aux p a r a g r a p h e s 140 et 141. 

160. P r o b l è m e — C o n n a i s s a n t le centre instantané de rotation et la vitesse li
néaire, d'un point, du système à un instant quelconque, trouver les vitesses linéaires 
de tous les autres, et la vitesse angulaire de la rotation instantanée du système au 
même instant. 

Soien t Va e t vb les v i t e s s e s l inéa i res , à un in s t an t q u e l c o n q u e , de deux points A 
et B du s y s t è m e , dont le cen t r e i n s t a n t a n é de ro ta t ion es t I (Sg. 130). En s u p p o s an t 
v,a donnée , il s 'agit de d é t e r m i n e r vt. 

F i g . 130. 

(*) Si les tangentes en A et B sont parallèles, le mouvement élémentaire de la figure 
est une translation (13(i). Le point I est alors rejeté à l'infini, ce qui confirme l 'identité, éta
blie au paragraphe 145, entre une translation et une rotation dont l'axe (mené ici par 1G point 
I perpendiculairement au plan de la figure) est infiniment éloigné. 
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On a 
Va 

Vb 

d'où Vb 

a 

X b 

La v i t e s se angula i re de ro ta t ion du sy s t ème , à l ' ins tant cons idé ré , es t (143) 

Va 
a) " 

a 
On t r o u v e r a de n o m b r e u s e s app l ica t ions de ce p rob lème dans la t h é o r i e des Mé

can i smes ( sys tème biel le e t man ive l l e , par exemple ) . 

161. A p p l i c a t i o n s g é o m é t r i q u e s . — Construction des tangentes à certaines 
courbes. 

I. Tangente à la conchoïde. 
Soient O le po in t fixe, et C la courbe d i r e c t r i c e (fig. 131). La dro i te de l o n g u e u r 

cons tan te MM' cons t i tue un s y s t è m e invar iab le 
en m o u v e m e n t dans le plan de la figure. Che r 
chons son c e n t r e i n s t a n t a n é de ro ta t ion . Il se 
t r ouve en p r e m i e r l ieu su r la no rma le en M à 
la courbe C. Cons idé rons en out re le point P 
de ce t te d ro i t e qui, à l ' ins tan t ac tue l , es t con
fondu avec le pôle O, e t supposons- le invar ia
b l e m e n t re l ié à MM'. Il décr i t , p e n d a n t u n 
t e m p s inf iniment pe t i t , u n é l é m e n t de chemin 
PP,, dont la d i rec t ion se confond à la l imite 
avec cel le de PMM'. La no rma le co r re spon
dan te e s t OT, pe rpend i cu l a i r e à MM', et le point 

I es t le c e n t r e i n s t a n t a n é c h e r c h é . 
Il r é su l t e de là q u e IM' e s t n o r m a l e à la courbe C . On ob t i en t donc la t a n g e n t e 

en M' à la concho ïde en m e n a n t M T ' p e r p e n d i c u l a i r e à IM'. On r e t rouve ainsi la cons
t ruc t ion dédu i t e de la m é t h o d e de Roberva l {102). 

IL Tangente h la courbe de W a t t . 
Deux d ro i t e s éga les e t pa ra l l è l e s oAi 

et o'Bi (fig. 132) osc i l l en t a u t o u r de d e u x 
points fixes o et o' ; l eu r s e x t r é m i t é s 
son t re l iées par une dro i te AiBi de lon
g u e u r c o n s t a n t e , dont le mi l ieu M ( dé 
cr i t u n e cou rbe a l longée , en forme de 
hui t , appe lée courbe de Watt. 

La dro i te AiB, e t le point Mi cons t i 
t u e n t un s y s t è m e invar iab le , en m o u v e 
m e n t dans la p lan oAiBiO'. Soi t A B M sa 
posi t ion à un in s t an t d é t e r m i n é ; le c e n t r e 
i n s t a n t a n é de ro ta t ion c o r r e s p o n d a n t se 
t r o u v e à l ' i n te r sec t ion I des rayons oA 
et o'B. La d ro i t e MI es t donc normale à 
la courbe de W a t t ; e l le fait conna î t r e la 
t angen t e M T au point M. 

Lorsque le s y s t è m e occupe la pos i 
t ion o A ^ o ' , le c e n t r e i n s t a n t a n é de ro
ta t ion e s t r e j e t é à l'infini ; la t a n g e n t e 
en M] à l 'une des b r a n c h e s de la courbe 
qui se c ro i sen t en ce poin t e s t donc p e r p e n d i c u l a i r e à la d i rec t ion c o m m u n e des rayons 

Fig. 132. 
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oAi et o'Bi. Nous complé t e rons plus t a rd l ' é tude de ce t t e courbe i m p o r t a n t e , dont les 
p ropr i é t é s sont app l i quées dans le m é c a n i s m e appe l é pars.llel0gr2.mme de Watt. 

III . Tangente à l'ellipse tracée par le procédé de la bande de papier. 
On sai t que si une droi te AB, de longueur cons tan te , 

se déplace de te l le m a n i è r e que ses deux e x t r é m i t é s par
couren t les côtés d'un angle droi t xoy, l 'un que lconque de 
ses po in t s , soi t M, s i tué à des d i s tances invar iab les de A 
et de B, déc r i t une e l l ipse dont les deux demi-axes sont 
MA et MB. 

La droi te ABM cons t i tue un s y s t è m e invar iab le auque l 
le t h é o r è m e de Chas les est appl icable . Le cen t r e i n s t an 
tané de ro ta t ion se t r ouve à l ' in te rsec t ion I des no rma le s 
en A et B aux t ra jec to i res Ox, Oy de ces poin ts . Par con
séquen t , MI es t la no rma le à l 'e l l ipse, et la t angen t e cor
r e spondan te e s t M T pe rpend icu la i r e à ML 

M o u v e m e n t c o n t i n u d ' u n e figure p l a n e i n v a r i a b l e , q u i s e d é p l a c e 

d a n s s o n p l a n . 

162. D 'après le t h é o r è m e de Chas les , le m o u v e m e n t é l é m e n t a i r e d 'une figure 
plane invar iab le , qui se déplace dans son plan, es t une ro ta t ion a u t o u r du cen t r e i n s 
tan tané I ; le m o u v e m e n t cont inu se r a m è n e donc à une su i te de ro t a t i ons infiniment 
pe t i t es , au tou r de c e n t r e s success i fs H I T " . . in f in iment vois ins , dont la pos i t ion dans 

le plan peu t ê t re d é t e r m i n é e à chaque ins tan t . Le 
lieu géomét r ique des po in t s II ' I"! '" . . . es t une c e r 
ta ine courbe S'. Nous nous p roposons de m o n t r e r 
que le m o u v e m e n t cont inu de la figure p e u t ê t r e r e 
p rodu i t par le r o u l e m e n t sans g l i s s emen t d 'une 
courbe S, convenab lemen t d é t e r m i n é e , su r S'. 

Jo ignons l e s posi t ions succes s ive s du cen t r e 
i n s t an t ané de rota t ion par des d ro i t e s II ' , I I " , l 'T" . . . 
(fig. 134). Supposons que les ro ta t ions é l é m e n t a i r e s 
qui s 'effectuent au tour de ces po in t s a ien t pour effets 
de faire t ou rne r la figure d 'angles inf iniment pe t i t s 
Cf.. O C , , <X2" • •, e t cons idé rons l ' i ns tan t où elle t o u r n e 
au tour du point I. Quand ce t t e p r e m i è r e rota t ion e s t 
accompl ie , un ce r ta in poin t du s y s t è m e mobi le e s t 
venu coïncider avec 1'. Pour d é t e r m i n e r sa posi t ion 
ac tue l le , il suffit de cons t ru i r e un angle I ' I I , égal à 
a, e t de p o r t e r II , = I I ' . 

Si l 'on fait m a i n t e n a n t t o u r n e r l a figure de l 'angle 
a, au tour du point I', l 'un de ses poin ts v ien t se su

p e r p o s e r à I". P o u r dé t e rmine r la place qu'il occupe su r la posi t ion ini t ia le du s y s 
t è m e mobi le , il suffit de cons t ru i r e un angle I I , x , égal à II 'I", puis un angle .v, I, I, 
égal à a,, et enfin de p o r t e r I, I 2 = I I " . La p r e m i è r e rota t ion d 'angle a, qui s 'accom
plit au tour du poin t I, amène en effet la d i rec t ion I, .x, à co ïnc ider avec I'I", et la se 
conde rota t ion d 'angle a.j au tour du point I' fait p a s s e r I 2 en I". 

La figure mobi le t ou rnan t m a i n t e n a n t de l 'angle a 2 au tou r de I", l 'un de ses poin ts 
est a m e n é pa r ce t te nouve l l e ro ta t ion en I'". On voit de la m ê m e maniè re que , p o u r 
d é t e r m i n e r sa p lace su r la posi t ion ini t ia le du s y s t è m e , il suffit de cons t ru i re les angles 
I, L x 2 et xi I» I 3 r e s p e c t i v e m e n t égaux à IT ' I" ' et à a,, e t de p o r t e r I 2 1 3 = I"I" , e t 
ainsi de s u i t e . 

Imag inons que le con tour polygonal I I , I 2 I 3 . . . soi t i nva r i ab l emen t re l ié au s y s -
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163. D é t e r m i n a t i o n d e l a r o u l a n t e e t d e la b a s e . 

P o u r concevoi r p lus c l a i r emen t le mode de généra t ion de la rou l an t e et de la 
base , on peu t imag ine r que la figure mobi le en
t r a i n e avec elle un plan P s u p e r p o s é au plan fixe 
P ' dans l eque l s 'effectue le m o u v e m e n t . Il r é su l t e 
de l ' é tude p r é c é d e n t e que : 

L a base S' est le lieu géométrique des centres 
instantanés de rotation, dans le plan fixe. 

La roulante S est le lieu géométrique des 
centres instantanés de rotation dans le plan mo
bile, c'est-k-dire le lieu géométrique des points 

invariablement reliés à la figure m )bile qui, dans son déplacement, viennent suc
cessivement coïncider avec les centras instantanés de rotation dans le plan fixe. 

1 3 5 . 

164. A p p l i c a t i o n à l ' e l l i p s e . 

N o u s nous p roposons de d é t e r m i n e r les courbes qui 
le p rocédé de la bande" t de papier , 
sont suscep t ib l e s de r e p r o d u i r e , 
en roulant l 'une su r l ' au t re , le d é 
p l a c e m e n t cont inu de la d ro i te 
ABM (fig. 136). 

Le quadr i l a t è re oAIB est un 
r ec t ang le , et oí = AB. La base S', 
l ieu des c e n t r e s i n s t a n t a n é s de 
ro ta t ion dans le plan fixe, (c'est-
à-dire, ici, dans le p lan r a t t a c h é 
aux axes fixes ox, oy) e s t donc la 
c i rconfé rence de cen t re o e t de 
rayon o l . D 'au t re par t , le point I, 
cons idéré c o m m e a p p a r t e n a n t au 
plan mobi le , (c 'est-à-dire au plan 
r a t t aché à la bande de papier ABM) 
se t r ouve à chaque i n s t an t su r une 

dans le t r acé de l ' e l l ipse par 

F i g . 1 3 6 . 

c i rconfé rence S ayan t AI! p o u r d i a m è t r e . Ce t t e seconde c i rconférence es t la rou lan te . 
On peu t , par conséquen t , cons idé re r l 'e l l ipse lieu du poin t M c o m m e une courbe épi-
cyclo ïda lc , e t son c e n t r e de c o u r b u r e en M es t donné par la cons t ruc t ion de Savary . 
Il suffit, de jo indre Mo' jusqu 'à sa r e n c o n t r e N avec la p e r p e n d i c u l a i r e IN à MI, pu is de 
t r a c e r oN. L ' in t e r sec t ion C de ce t t e d ro i t e avec Ml es t le po in t c h e r c h é . 

Ce tracé, n ' e s t p lus appl icab le si le po in t M est l 'un des s o m m e t s de l 'e l l ipse , 
p a r c e qu ' a lo r s l es d ro i t e s MA, MI, o l sont confondues . C h e r c h o n s d i r e c t e m e n t , dans 

t è m e en m o u v e m e n t . Son r o u l e m e n t su r la l igne polygonale fixe H T ' I "... a p o u r effet 
de faire t o u r n e r la figure mobi le d ' ang les success i f s a a ( a 2 . . . au tour des poin ts 
II 'I"I '.. a b s o l u m e n t c o m m e dans le m o u v e m e n t rée l . A la l im i t e , ces con tours po
lygonaux d é g é n è r e n t en doux courbes S e t S' sans que la p r o p r i é t é qui les ca rac t é r i s e 
cesse d 'ê t re vra ie . P a r conséquen t , le m o u v e m e n t cont inu du s y s t è m e es t i den t ique 
m e n t r ep rodu i t par le r o u l e m e n t sans g l i s s emen t de la courbe mobi le S, à l aque l le 
elle es t i nva r i ab l emen t re l i ée , su r la courbe fixe S'. De là ce t t e conclus ion i m p o r t a n t e : 

Le mouvement continu d'une figure plane invariable, qui se dépince dans son 
plan, est un mouvement épicycloïdal. 

On peu t donc lui app l ique r tous les r é su l t a t s é tabl is p r é c é d e m m e n t pour ce de r 
n i e r gen re de m o u v e m e n t . 
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ce cas , l ' express ion du rayon de cou rbu re au moyen de la fo rmule de Savary 

1 ces t ces i 1 

R p p — p R' 

Si, pa r exemple , M est à l ' ex t r émi t é dro i te du g rand axe , A et B son t r e spec t ive 
ment devenus o et B o , et le c e n t r e in s t an tané de ro ta t ion se confond avec B o . L e s quan
t i tés qui figurent dans la fo rmule c i -dessus ont pour va l eu r s 

o J. 

R = 

Pa r sui te 

d'où 

R' — — (a— B) O 

I — R. 

p = I„M„ = b 

a — b ^ o p — b n a — 

On t rouve ra i t do la m ê m e m a n i è r e l ' express ion du rayon de cou rbu re à u n e ex t ré 

mité du pet i t axe 
15 R 

Pour cons t ru i r e p et o,, on forme un reel angle sur jv, 
les deux demi-axes oA et oB (fig. 137), pu is on abaisse 
de. son s o m m e t C la p e r p e n d i c u l a i r e su r la d iagonale 
AB. Les l o n g u e u r s AD et BE sont r e s p e c t i v e m e n t p et p,. 
Les t r iangles r ec t ang l e s ACD, BCE sont en effet se m- B ' 
blables à ABC, et donnen t Fig. 137. 

d'où 

A O A D 

B O — A O 

B E l î C 

B O A C 

A D 

— 2 

A D A D 
— B C 

B E 
_ B O * 

A C 

7 ! 
1 ' , 0 

F . 

165. G é n é r a l i s a t i o n . — Q u a n d tes extrémités d'une droite AB, de longueur 
constante, glissent sur deux droites fixes quelconques Ox, Oy, tout point M invaria
blement relié à AB d a n s le plan xOy décrit une ellipse. 

{*) La formule de Savary a été établie en supposant que la roulante et la base sont tan
gentes extérieurement. Pour passer du cks de la figure 122 à celui de la ligure 13G, il faut 
attribuer à R' une valeur négative. 
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Le c e n t r e i n s t a n t a n é de ro ta t ion de la figure plane invar iab le ABM es t à l ' in ter 
sec t ion I des p e r p e n d i c u l a i r e s é levées en A et B aux axes fixes O.v, Oy (fig. 138). Le 
quadr i l a t è re OAIB es t i n sc r i t dans la c i rconfé rence déc r i t e sur 0 1 c o m m e d i a m è t r e . 
Or, on a 

AB 
s in AoB = ol 

La longueu r o l es t donc cons t an t e . Il r é su l t e de là que le l ieu des c e n t r e s ins tan
tanés de ro ta t ion dans le p lan fixe ( ra t taché aux axes o.v, oy) es t une c i rconfé rence 

S' de c e n t r e O et de rayon Or. 
D 'aut re par t , l 'angle AIB é t a n t 
cons tant , le po in t I, cons idéré 
c o m m e a p p a r t e n a n t au plan mo
bile, ( ra t taché à la figure mobi le 
ABMi, se t rouve à chaque i n s t an t 
s u r une c i rconfé rence S, passan t 
pa r A et B, capab le de l 'angle 

— AOB. Cet te s econde c i rcon
férence , qui est la rou lan t e , es t 
décr i t e sur 0 1 co mme d i a m è t r e . 
Par conséquen t , le m o u v e m e n t 
cont inu du point M p e u t ê t re r e -
p jodu i t par le r o u l e m e n t sans glis
s e m e n t de S su r S'. 

On peu t s u p p o s e r que le dia
m è t r e MB'o'A' de la rou lan te soi t 
i nva r i ab l emen t rel ié à la figure 
mobi le (qui se ra i t a lors cons t i tuée 

D 'après le t h é o r è m e de La l l i r e (**), les points A' 

Fi g. 138. 

pa r le s y s t è m e de poin ts ABMA'B 
et B' déc r iven t les d i a m è t r e s fixes OB'.v', A'Oy' de la base . Ces d i amè t r e s sont p e r 
pend i cu l a i r e s , et la l ongueu r A'B' = OI es t invar iab le . En c o n s i d é r a n t le point M 
comm e en t ra îné par la d ro i te A'B', on voi t qu' i l déc r i t u n e e l l ipse , don t les axes , di
r igés su ivan t O.v' e t Oy', ont pour demi - longueur s r e s p e c t i v e s MA' e t MB'. 

C o u r b e s e n v e l o p p e s . 

166. D é f i n i t i o n s . — L o r s q u ' u n e l igne plane se dép lace dans son plan d ' après une 
loi con t inue , les poin ts d ' in te r sec t ion de ses posi t ions succes s ives forment , à la l imi te , 
une a u t r e l igne que l 'on appe l le l'enveloppe de lapremière. La l igne mobi le peu t ê t re 
cons tan te ou \ a r i a b l c J e forme c o m m e de g r a n d e u r ; il i m p o r t e s e u l e m e n t que son 
m o u v e m e n t soit cont inu . Ses différentes pos i t ions sont appe lées les enveloppées. 

Soit L, un poin t c o m m u n à deux enve loppées success ives L 
et L, ifig. 13Dj. Lo r sque L, se r a p p r o c h e indéf iniment de L s u p 
posée fixe, lt p r end su r L une pos i t ion l imi te l que l'on appe l l e 
le point limite relatif à l'enveloppée L. Si l'on r a p p r o c h e ce t t e 
définition de cel le de l ' enve loppe , on voi t que l'enveloppe est le 
lieu géométrique des points limites relatif* aux positions suc
cessives de l'enveloppée mobile. 

167. T h é o r è m e . — L'enveloppe est tangente à chaque enveloppée au point li
mite correspondant. 

{') On sait que, dans un triangle, le rapport d'un côté au sinus de l'angle opposé est 
constant, et égal ! l u diamètre du cercle circonscrit. 

('") Lorsqu'une circonférence rouie sans glisser sur une circonférence fixe de rayon double 
a laquelle elle e^t tangente intérieurement, chacun de ses points décrit un diamètre de la 
circonférence fixe. 

F i g . 130. 
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Soient t ro i s e n v e l o p p é e s success ives L | L L 2 (fig. 1-40). L ' enve loppée L r e n c o n t r e 
cel le qui la p r é c è d e au point ?( et cel le qui la sui t 
au point Les enve loppées mobi les en nombre 
infini donnen t une infinité de poin ts t e l s que £( e t 
l,, s i tués su r une courbe E , dont la posit ion l i 
mite est , par définition, l ' enveloppe E. 

Supposons que L! et L 2 se l ' approchent in
définiment de L, celle-ci r e s tan t fixe ; les po in t s 
lt et h se d é p l a c e n t su r L, et t e n d e n t ve r s la 
même, posi t ion l, qui es t le po in t l imite relatiF à 

l ' enveloppée L. Au m o m e n t où ce t t e confusion des po in t s {, e t L se p rodu i t , la courbe t 
est devenue l ' enve loppe . Cel le -c i es t donc t angen te à l ' enve loppée L au point l. 

168. A p p l i c a t i o n . — Une c i rconférence de rayon cons tan t II se m e u t dans son 
plan, de te l le man iè re q u e son cen t re décr ive 
une l igne xy. C h e r c h o n s son enve loppe (fig. 141) 
en dé t e rminan t les poin ts l imi tes relatifs à une 
position que l conque de l ' enve loppée . 

Soient o et o' deux points de .xy suff isamment 
voisins pour que les c i r confé rences de rayon II, 
décr i tes de ces poin ts comme cen t r e s , se coupent . 
Les droi tes oo', mnï sont pe rpend icu la i r e s l 'une 
sur l 'autre en leur mil ieu commun A. Quand le 
point o' se r a p p r o c h e indéf in iment de o supposé 
fixe, mm" dev ien t la n o r m a l e en o à xy. Les 
points l imi tes relat ifs à l ' enve loppée o sont donc M e t M'. L ' e n v e l o p p e ' c h e r c h é e e s t le 
lieu de ces poin ts ; elle se compose do deux courbes d i s t inc tes , a s soc iées à xy de 
te l le m a n i è r e que les t a n g e n t e s en des points co r r e spondan t s M, o, M' sont pa ra l l è les . 

On t rouve ra des app l ica t ions de ce t r a c é dans l 'é tude des Mécan i smes (Engrenage 
à l an te rne — Cames Grisson — e t c . . ) 

169. E t u d e d e s c o u r b e s e n v e l o p p e s d a n s l e m o u v e m e n t é p i c y c l o ï d a l . — 
Si l ' enve loppée mobi le es t une figure invar iab le , sou m o u v e m e n t p e u t ê t re r e p r o d u i t 
p a r l e r o u l e m e n t sans g l i s s emen t d 'une courbe S, à l aque l le elle se ra i t i nva r i ab l emen t 
l iée, sur u n e courbe fixe S'. Ce t te man iè re d ' envisager la ques t ion p e r m e t d ' é tab l i r 
des p rop r i é t é s nouve l les des courbes enve loppes , dont on t rouve ra l 'appl icat ion dans 
la théor i e des e n g r e n a g e s cy l indr iques . 

t 

170. T h é o r è m e . — L a normale commune à l'enveloppée mobile et à son enve
loppe passe, à chaque instant, par le centre instan
tané de rotation. 

Soient M le point de con tac t de l ' enve loppée 
mobi le e t de son enve loppe à une époque q u e l 
conque , et I le cen t r e in s t an tané de rota t ion co r res 
pondant (fig. 142). Cons idérons le po in t N inva r i a 
b l e m e n t re l ié à L qui , à l ' ins tant cons idé ré , e s t con
fondu avec M (*). Sa v i tesse est r e p r é s e n t é e par un 
vec t eu r pe rpend i cu l a i r e à MI (laO) qui , d 'au t re pa r t , 
es t t angen t à xy, p u i s q u e ce t t e courbe es t le lieu du 
poin t M (106) a v e c l eque l N res te confondu p e n d a n t 

un t e m p s inf in iment pe t i t . MI es t donc normale à xy, et par su i t e à L. 

(") Le point M n'est pas invar iab lement relié à l 'enveloppée, car le contact de celle-ci avec 
son enve loppe se fait en un point généra lement mobi le sur les doux courbes . Voir, à ce sujet , 
l es paragraphes 173 et 176. 
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171. C o n s é q u e n c e . — 11 résu l t e de là que , si l 'on condui t par le c e n t r e i n s t an 
tané de ro ta t ion une n o r m a l e sur l ' enve loppée , son pied M a p p a r t i e n t à l ' enve loppe , 
On peu t donc t r a ce r pa r points l ' enve loppe d 'une l igne mobi le , en m e n a n t par les po
s i t ions s u c c e s s i v e s 11'I"... du c e n t r e i n s t a n t a n é de ro ta t ion les no rma le s IM, FM', 
I"M"... aux pos i t ions c o r r e s p o n d a n t e s de l ' enve loppée . On t r o u v e r a , dans la Cinéma
t i q u e app l iquée , l ' indicat ion de moyens p r o p r e s à s implif ier les t r acés (mé thode de 
Ponce le t , e t c . . ) 

172. A p p l i c a t i o n . — Enveloppe d'une droite de longueur constante, dont les 
deux extrémités glissent sur deux droites rectangulaires. 

Soi t I le c e n t r e i n s t a n t a n é de ro ta t ion c o r r e s p o n d a n t à la pos i t ion AB de la dro i te 
mobi le ; le p ied M de la pe rpend i cu l a i r e aba i s sée de I su r AB est situé, sur l ' enve loppe 
i n c o n n u e . Pour d é t e r m i n e r la na tu re de cel le-ci , déc r ivons du point o c o m m e cen t r e 
u n e c i rconfé rence de rayon ol ; p r enons l ' in te rsec t ion C de ol avec AB, e t t r a ç o n s une 
s econde c i rconférence o' de d i amè t r e CI. El le es t t angen t e en I à la p r e m i è r e et passe 
par le point M. De p lus , l es a rcs Mol et IM ont m ê m e longueur , car si l 'on dés igne 

par » l 'angle Aol , on a 

angle ACI = 2 a. 

ang le Mo' I = 4 a 

e t par c o n s é q u e n t 

a rc Mol = ol X a 

arc MI = o'I X 4 a 

ol 
= T X l i = o I X i 

Les m ê m e s faits se r ep rodu i 
sant pour t ou t e posi t ion de AB, 
l ' enve loppe c h e r c h é e se confond 
avec la courbe que déc r i r a i t le 
point M, cons idé ré c o m m e invar ia
b l e m e n t lié à la c i r confé rence o' 
quand cel le-ci roule sans g l i sser 

su r la c i rconfé rence o. C'est donc u n e hypocyc lo ïde . Enfin, c o m m e la l o n g u e u r to ta le 
d e la c i rconférence o' é q u i v a u t s e u l e m e n t à un quad ran t de la c i rconfé rence o, ce t te 
hypocyclo ïde a qua t r e poin ts de r eb rousse rnen t , s i tués aux e x t r é m i t é s des d i a m è t r e s 
ox et oy. 

173. R e m a r q u e . — On a d é m o n t r é , au p a r a g r a p h e 164, que le m o u v e m e n t con
t inu de la droi te AB peu t ê t r e r e p r o d u i t par le r o u l e m e n t sans g l i s s e m e n t d e la cir
con fé rence C, déc r i t e sur CI c o m m e d i a m è t r e , s u r la c i r con fé rence o. Ce r é s u l t a t 
n ' e s t pas en con t rad ic t ion avec le p r é c é d e n t , car le r o u l e m e n t de la c i rconférence C 
r e p r o d u i t bien le m o u v e m e n t de AB, mais non pas celui du po in t M, a t t e n d u que ce 
poin t n ' e s t pas i n v a r i a b l e m e n t lié à AB. Il p a r c o u r t , en effet, t ou t e la l o n g u e u r de 
c e t t e droi te quand el le pa s se , par e x e m p l e , de la posi t ion oM 0 à la posi t ion oMj. 

174. R e l a t i o n e n t r e l e s r a y o n s d e c o u r b u r e d e l ' e n v e l o p p e e t d e l ' e n v e 
l o p p é e à l e u r p o i n t d e c o n t a c t . 

Soien t L e t L r les pos i t ions de l ' enve loppée mobi le à deux époques vois ines 
t e t t -\- i t ; e l les t o u c h e n t l ' enve loppe xy en M et M' (fig. 144). Les d ro i tes IM, I'M', 

F i g . 143-
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qui jo ignent ces 

Fig- l i 

poin t s aux c e n t r e s i n s t a n t a n é s de rota t ion c o r r e s p o n d a n t s I e t 
I ' , sont no rma le s à xy (170) et l eur in t e r sec t ion 
Ci p r e n d s u r i M, quand A t t e n d ve r s zéro, u n e po
si t ion l imi te C, qui es t le cen t r e de courbure de 
l ' enve loppe au point M. Por tons su r la rou lan te , à 
par t i r du poin t 1 et dans le sens du m o u v e m e n t , un 
a r c I I , = 1 1 ' , et aba issons de I , la no rma le l! M, 
sur I J . El le r e n c o n t r e IM en un point Y , dont la 
posi t ion l imite est , comme p r é c é d e m m e n t , le 
cen t re de courbure Y de L au point M. Nous nous 
p roposons de t r o u v e r u n e re la t ion g é o m é t r i q u e 
e n t r e les pos i t ions des poin ts Y e t C. 

Supposons que la droi te l^M, e t le po in t 
soient i nva r i ab l emen t l iés À la figure mobi le . 

Dans ce t te h y p o t h è s e , 1 (M,, qui r e s t e no rma le à 
l ' enve loppée , e t qui v i e n t p a s s e r à l ' é p o q u e t + At 
par le centre, i n s t a n t a n é de rota t ion I ' , se confond 
à ce m o m e n t avec I ' M ' , et le point Y , déc r i t une 
courbe épicyclo ïdale y\ no rma le à I M e t I 'M ' 
(150). Quand AI t end ve r s zéro , ce t t e courbe est 

d ' après ce qui p r écède , son cen t r e de courbure décri te par le point Y l u i - m ê m e : 
en Y es t la posi t ion l imi te du poin t C,. D o n c : 

Si l'on suppose le centre de courbure y de l'enveloppée E invariablement lié h 
la figure mobile, il décrit une courbe épicycloïdale, doni le centre de courbure se 
confond avec celui de l'enveloppe en son point de contact avec L. 

475. C o n s é q u e n c e s . — 1 " On peu t d é t e r m i n e r le c e n t r e de courbure de xy au 
point M en app l iquan t au poin t Y la cons t ruc t ion de Savary (153). 

On peu t se d e m a n d e r pourquoi ce t te cons t ruc t ion ne s ' appl ique pas au point M 
lu i -même. C'est que ce poin t ne r e s t e pas fixe su r L, puisqu ' i l p a r c o u r t sur ce t t e 
courbe, p e n d a n t le t e m p s Ai, l ' a rc MM,. On ne p e u t donc pas cons idé re r l ' enve loppe 
xy comme e n g e n d r é e par un poin t i nva r i ab l emen t rel ié à la rou lan te , et l 'on ne se 
t rouve pas , par conséquen t , dans les condi t ions p o u r l e sque l l e s la cons t ruc t ion de Sa
vary a é té é tabl ie . 

2° Soient p z = C M et p' = Y M les rayons de cou rbu re de l ' enve loppe et de l ' enve
loppée en leur point de con tac t M. En dés ignan t , co mme au p a r a g r a p h e 153, par R 
et R' les rayons de courbure de la rou lan te e t de la base au poin t I , pa r p la d i s t ance 
M I , et par i l ' angle MIo, la formule de Savary , appl iquée à la courbe épicyclo ïdale 
décr i te par le point Y , donne 

J _ 

R P + p ' 

C O S l 

" p - y R r 

176. N a t u r e d u m o u v e m e n t d e l ' e n v e l o p p é e s u r l ' e n v e l o p p e . 

Le point M pa rcour t , dans le m ê m e t e m p s , des a rcs généralement inégaux MM' e t 
MM, sur l ' enve loppe e t sur l ' enve loppée . Afin de m e t t r e ce fait en év idence , nous cal
cu lerons les pa r t i e s p r inc ipa les de ces a rcs lo r sque les deux pos i t ions cons idé rées de 
la figure mobi le son t infiniment vo is ines . 
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Les t r i ang le s C,MM', C J P donnen t les p ropor t ions su ivan tes : 

corde MM' C.M 

sin i 

corde II ' 

s i n <x 

c , i 
sin s sin [J 

d 'où, en d iv i san t m e m b r e à m e m b r e 

co rde MM' _ _C,M sin (3 
c o r d e II ' C ( I sin a 

et, en p a s s a n t à la l imi te 

co rde MM' C,M .. sin g 
h m ^ — T T J ^ - - Imi ' T X l im — 

corde II C ( I sin a P - P Fig. 115. 

En d é s i g n a n t pa r ds e t d s , les pa r t i e s p r inc ipa les r e s p e c t i v e s des a rcs II ' e t MM' 
quand M t end v e r s zéro, on a, 

corde MM' _ ds , 
•orde II ' "~~ ds 

l im -

Donc 
p COS l 

d s , = - X ds 
a — p 

Les t r i ang les yi MM', y, I I , donnen t de m ê m e 

corde MM, 

corde ill 

sin s' 

YI M 

S i l i x' 

r i i 
sin [}' 

d 'où l 'on t ire 

corde MM, 
co rde I I I 

Y , M sin 

Y* 

En p a s s a n t à la l imi te , e t en dé s ignan t par d s s la par t ie p r inc ipa le de l ' a rc MM, 
quand M t end ve r s zéro, il v ien t 

l im 
corde M M . df s 2 

corde I I , d,s 

Yi M ,. sin 3 ' p' cos i 
h m ' T X l im ~ . — V = 

I 

d'où 
0 COS L 

P o u r que d s , = d s 2 , il faudrai t que l 'on eû t 

P' + P P — P + P' + P 

ce qui ne peu t avoi r l ieu que si p = o. Dans ce cas , l ' enve loppée mobi le passe par le 
c e n t r e i n s t a n t a n é de ro ta t ion , 
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L'enveloppée mobi le p r e n d donc en généra l , par r appor t à son enve loppe , un m o u 
vement mixte de r o u l e m e n t e t de g l i s sement . L ' é t endue du g l i s semen t , p e n d a n t le 
temps dt, es t expr imée par la différence 

du = ds. — d s , = ( — ) X ds cos i 

( p - p i + p ( p ' - i - p ) - p 
p - p p' + p 

ds cos i 

P 
p — P p ' + p 

cos i , cos i 

ds cos i 

p ds 
p — p p - | - p 

Mais, d 'après la formule de Savary posée au p a r a g r a p h e p r é c é d e n t 

cos i cos i ) 1 

p — P +
 p ' I p ^ T T 1 R 7 

Si l'on r e m p l a c e en ou t re ds par son express ion v d t en fonction de la v i t e s se v du 
point 1 sur la rou lan te e t s u r la base , il v ien t 

dg = r p d f -I) 

Nous r e t r o u v e r o n s ce r é su l t a t , pa r une au t re m é t h o d e , d a n s la théor ie des e n g r e n a g e s . 

§ V . — Mouvement d'un système invariable qui se déplace 

parallèlement à un plan fixe-

177. On dit qu 'un s y s t è m e invar iab le se dép lace p a r a l l è l e m e n t à un plan fixe P, 
quand chacun de ses poin ts r e s t e c o n s t a m m e n t à la m ê m e d i s t ance du plan. 

T h é o r è m e . — Un tel mouvement est complètement connu dès que l'on a dé
terminé le mouvement 
d'une sectionplane faite, j - . 
dans le système, paral
lèlement au plan fixe. 

S oit une sec t ion p lane 
C (fig. 14fi) faite dans le 
corps en m o u v e m e n t par 
un plan Q, pa ra l l è l e au 
plan P. D 'après la défini
tion p r é c é d e n t e , la courbe 
C, supposée i n v a r i a b l e 
m e n t l iée au s y s t è m e , se 
dép lace dans son p rop re 
plan, e t sa forme r e s t e 
invar iab le . Si l 'on con
naît la posit ion qu 'e l le 

x · * \ i
 hlS I n 

occupé a un i n s t an t quel
conque , on p e u t d é t e r m i n e r cel le de tou t au t re po in t M du sys tème au m ê m e ins tan t , 
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en cons t ru i s an t un t é t r a è d r e égal à ce lu i que ce point forme avec t ro i s poin ts arbi
t r a i r e s de C. La posi t ion du s y s t è m e t o u t en t i e r e s t donc c o n n u e . 

Il r é su l t e de là les c o n s é q u e n c e s s u i v a n t e s . 

178. Le mouvement élémentaire d'un système invariable, qui se déplace parallè
lement à un plan fixe, est une rotation instantanée autour d'un axe perpendiculaire 
h ce plan. 

Le m o u v e m e n t é l é m e n t a i r e de la courbe C rev ien t , à l ' ins tant a c tue l , à une rota
t ion inf iniment pe t i t e a u t o u r d 'un point I du plan Q (157). On peut dire auss i que cet te 
ro ta t ion s 'effectue au tou r de l 'axe Ix , p e r p e n d i c u l a i r e au plan Q. Elle r e p r o d u i t le 
m o u v e m e n t é l émen ta i r e du s y s t è m e , d ' après le t h é o r è m e p r é c é d e n t . 

La dro i te Ix est appe l ée l 'axe instantané de rotation.. 

179. T h é o r è m e . Le mouvement continu d'un système invariable, qui se 
déplace parallèlement à un plan fixe, peut être reproduit par le roulement sans 
glissement d'un cylindre mobile, sur un cylindre fixe. 

Le m o u v e m e n t con t inu de C dans le p lan Q peu t ê t re r e p r o d u i t par le r o u l e m e n t 
sans g l i s s e m e n t d ' u n e courbe S s u r u n e a u t r e courbe S' s u p p o s é e fixe (162). Ces courbes 
sont les d i r ec t r i ce s de deux cy l indres d ro i t s , t a n g e n t s au p l a n x I y. Il es t c la ir que , si 
l'on suppose le s y s t è m e mobi le i n v a r i a b l e m e n t lié au cyl indre S, le r o u l e m e n t sans 
g l i s s emen t de celui-ci sur le cy l indre S' r e p r o d u i t le m o u v e m e n t cons idé r é . 

Obse rvons que , par ana log ie a v e c ce qui a é té dit au p a r a g r a p h e 163 : 
Le cylindre fixe est le lieu géométrique des axes instantanés de rotation dans 

l'espace fixe. 

Le cylindre mobile est le lieu géométrique des droites, invariablement reliées 
à la figure mobile, qui viennent successivement coïncider avec les axes instantanés 
de rotation dans l'espace fixe. 

§ IV. — Mouvement épicyoloïdal sphêrique. 

180. Deux courbes S e t S', l 'une fixe, l ' au t re mobi le , é t an t t r acées su r u n e sphè re 
de c e n t r e o, et s u p p o s é e s t a n g e n t e s en I (fig. 147), 
on d i t que S roule s a n s g l i s s emen t s u r S' si le po in t 
I pa r cou r t s i m u l t a n é m e n t des c h e m i n s égaux sur les 
deux c o u r b e s . Ce m o u v e m e n t , ana logue à celui dont 
l ' é tude a fait l 'objet du § I I I , e s t auss i appe lé , p o u r 
ce t te ra ison, mouvement épicyoloïdal sphêrique. 

T h é o r è m e . — Le mouvement épicycloïdal 
sphêrique revient à une succession de rotations 
infiniment petites s'exécutant, à chaque instant, 
autour du rayon de la sphère qui passe par le point 
de contact des deux courbes. 

In sc r ivons dans S e t S', en p a r t a n t du point 1, 
des l ignes polygonales I I ' IT" . . . I I j I 2 I 3 . . . ayan t pour 
cô tés des a rcs de g rand ce rc le de la s p h è r e , e t t e l les 
que deux côtés de m ê m e r a n g so ien t égaux e n t r e 
eux, pu is jo ignons les points de divis ion au cen t r e 

L e s cou rbes S et S' son t l es d i r e c t r i c e s de deux cônes de s o m m e t o, t a n g e n t s t o u t 
long de la g é n é r a t r i c e ol ; les l ignes po lygona les p r é c é d e n t e s d é t e r m i n e n t deux 

p y r a m i d e s P et P' i n sc r i t e s d a n s ces cônes , ayan t une a rê t e c o m m u n e o l , e t dont l es 
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faces c o r r e s p o n d a n t e s son t éga les e n t r e e l l e s . Quand on fait r o u l e r P s u r P ' s u p p o s é e 
fixe, les faces de la p r e m i è r e p y r a m i d e v i e n n e n t s u c c e s s i v e m e n t se s u p e r p o s e r à 
celles de la s econde , en m ê m e t e m p s que les cô t é s de la l igne po lygona le I I , ^ ^ . , , 
s ' appl iquent l 'un ap rès l ' au t re s u r les cô tés égaux de I ITT" . . . La. p r e m i è r e phase du 
mouvemen t e s t u n e ro ta t ion a u t o u r de o l , à la su i te de l aque l le o I t v i en t p r e n d r e la 
position ol ' . Le m o u v e m e n t qui s 'effectue ensu i t e e s t u n e ro ta t ion au tou r de o l ' , dont 
l'effet es t d ' a m e n e r o I 2 en co ïnc idence avec ol", e t c . . Le r o u l e m e n t de I I j I 2 I 3 . . . su r 
II'I"I"'... r ev ien t donc à une su i te de ro ta t ions a u t o u r des a r ê t e s de la p y r a m i d e fixe, 
avec lesque l les les a r ê t e s de la p y r a m i d e mobi le v i ennen t s u c c e s s i v e m e n t s e confondre . 

Le m ê m e fait a lieu si n o m b r e u x e t si pe t i t s que so ien t les cô tés des deux l ignes 
polygonales s p h é r i q u e s ; si l'on se p lace à la l imi te , on p e u t donc d i re que le mouve 
ment épicycloïdal s p h é r i q u e r e v i e n t à u n e su i te de ro ta t ions inf in iment pe t i t e s , s 'exé-
cutant à chaque ins tan t au tour de la géné ra t r i ce de con tac t des deux cônes oS e t oS ' . 

Cet te g é n é r a t r i c e est l 'axe instantané dp, rotation, et son e x t r é m i t é I le pôle ins
tantané de rotation. 

181. T a n g e n t e s e t n o r m a l e s a u x c o u r b e s 
é p i c y c l o ï d a l e s s p b . e r i q . u e s . — Un poin t M, i n v a - \ 
r iab lement rel ié à la rou lan te S, décr i t une courbe 
épicycloïdale xy s i tuée sur la sphè re o. D 'après le 
théorème p récéden t , sa v i t e s se à l ' ins tant cons idéré 
est pe rpend icu la i re au plan olM (141). C o m m e la v i 
tesse es t dir igée su ivan t la t angen te à la t ra jec to i re , 
chaque t angen t e à xy es t no rma le au plan que son 
point de contac t d é t e r m i n e avec l 'axe i n s t an t ané de 
rotation co r re spondan t . 

On peut dire auss i , en cons idé ran t l 'arc de g rand 
cercle 1M s i tué dans ce plan, que la courbe épicycloï
dale sphérique décrite par le poiiit M est, a chaque 
instant, normale à l'arc de grand cercle qui joint ce 

point au pôle instantané de rotation. On r e m a r q u e r a Fig. 1 4 g . 
l 'analogie de ce t te propos i t ion a v e c celle du p a r a 
graphe laO, re la t ive au m o u v e m e n t épicycloïdal plan. 

VU. — Mouvement d'une figure sphérique invariable 

se déplaçant sur une sphère. 

182. La posi t ion d u n e figure sphé r ique invar iab le , en m o u v e m e n t s u r u n e s p h è r e , 
es t c o m p l è t e m e n t d é t e r m i n é e dès que l 'on connaî t cel le de l ' a rc de g rand cerc le qui 
joint deux q u e l c o n q u e s de ses points (135). Nous s o m m e s donc r a m e n é s à é t u d i e r le 
mouvemen t , su r la s p h è r e , d 'un arc de grand ce rc l e de longueur c o n s t a n t e , i nva r i a 
b lemen t re l ié à la figure mobi le . 

M o u v e m e n t é l é m e n t a i r e d e l a f i g u r e . 

183. T h é o r è m e . — Lorsqu'une figure sphérique invariable se meut sur une 
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sphère, on peut l'amener d'une position à une autre infiniment voisine par une ro
tation autour d'un diamètre de la sphère, déterminé 
par l'intersection des grands cercles normaux aux tra
jectoires de deux de ses points. 

Soient AB et A'B' les pos i t ions , à deux époques quel
conques t et V, de l 'arc de, g rand ce rc le auquel on ra t 
tache la figure mobi le . Les p lans pe rpend icu la i r e s aux 
cordes AA', BB', en leurs mi l ieux respec t i f s , dé t e r 
minen t , s u r la surface de la s p h è r e , deux g rands cerc les 
qui se coupent en I ( , et les t r i ang les s p h é r i q u e s I ,AB, 
I[A'B' son t égaux. On peu t donc a m e n e r le p r e m i e r en 
co ïnc idence avec le second pa r une ro ta t ion au tou r du 
d iamèt re 01] . Or, quand A 'B ' s e r app roche indéf iniment 
de AB, les plans des g rands ce rc l e s E l j p F I 1 ( dev i ennen t 
no rmaux en A et B aux t ra jec to i res xx', yy', e t le dia
m è t r e o11 p r end la posi t ion l imi te ol . Le d é p l a c e m e n t 
inf iniment pe t i t de AB peu t donc ê t r e env isagé comme 
une ro ta t ion au tour de ol , que l'on appe l l e , pour cet te 

ra ison, l'a.ve instantané de rotation à l'époque t. Le point I es t le pôle instantané de 
rotation co r r e spondan t . 

Ce t h é o r è m e c o m p o r t e des conséquences ana logues à ce l les du t h é o r è m e de 
Chas les (158-159-160). En par t i cu l ie r : 

184. Les plans des grands cercles normaux aux trajectoires de tous les points de 
la figure mobile, menés par les positions qu'ils occupent à un même instant, se 
coupent suivant l'axe instantané de rotation correspondant. 

1 8 5 . Mouvement continu de la figure. 
Il se r a m è n e , d ' après ce qui p r é c è d e , à une sui te de ro ta

t ions inf iniment pe t i t es au tou r d 'axes inf iniment vois ins o l , 
o l ' , ol"... dont la posi t ion p e u t ê t re d é t e r m i n é e à chaque ins 
t an t . Le l ieu g é o m é t r i q u e de ces axes es t un cône fixe, ayan t 
p o u r s o m m e t o, et pour d i rec t r i ce s u r la surface de la s p h è r e 
une courbe S', l ieu des pôles in s t an tanés de rotat ion, I I', V... 
Nous nous p roposons de m o n t r e r que le m o u v e m e n t cont inu 
de la figure peu t ê t r e r e p r o d u i t par le r o u l e m e n t sans g l i s s e 
m e n t d 'un second cône , c o n v e n a b l e m e n t d é t e r m i n é , sur le p r e 
mier , et nous c h e r c h e r o n s la d i r ec t r i ce sphé r ique de ce cône 
mobi le . 

Jo ignons les posi t ions success ives du pôle i n s t an t ané de 
ro ta t ion par des a rcs de g rand cerc le II ' , l'I", I"I "... Supposons 
que les ro ta t ions é l é m e n t a i r e s qui s 'effectuent au tou r de o l , 
ol ' , ol" . . . a ien t pour effets de faire t o u r n e r la figure d 'angles in
finiment pe t i t s a , a , , i j . . . , e t cons idé rons l ' ins tant où e l le 
tou rne au tour de o l . Quand ce t t e p r e m i è r e rotat ion e s t accompl ie , un ce r ta in poin t du 
s y s t è m e mobi le es t venu coïnc ider avec I' ; on obt ient sa posi t ion ac tue l l e en cons t ru i 
s an t un a rc de g rand cerc le formant avec II ' l 'angle a, e t en po r t an t I I , = I I ' . 

En r a i sonnan t comme au p a r a g r a p h e 162, on voi t a i s é m e n t q u e , si l 'on t r ace un a rc 
de g rand cerc le I , xt faisant avec I I , un angle égal à II ' I", pu is un a r c I , I 2 = I' I" fai
s a n t avec le p r é c é d e n t l ' angle a,, on ob t ien t un point I 2 qu i , si on le suppose invar ia 
b l e m e n t relié au s y s t è m e mobi le , v i en t coïncider avec I" ap rès que les ro ta t ions d 'angles 
a e t a , se son t effectuées r e s p e c t i v e m e n t au tou r de ol et de ol ' , e t c . . Ce t te cons t ruc 
t ion fait c o r r e s p o n d r e au polygone sphé r ique fixe I I ' \ " \ ' " . . . un polygone s p h é r i q u e mo-
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bile I l , I 2 I 3 . . . dont le rou l emen t s u r le p remie r , iden t ique à celui de la py ramide m o 
bile oll). su r la py ramide fixe oII ' I" . . . , r e p r o d u i t la sé r ie de ro ta t ions d ' ampl i t udes 
aa,a.>... A la l imi te , ces py ramides d é g é n è r e n t en deux cônes, öS e t oS ' , s ans que la 
p ropr ié té p r é c é d e n t e cesse, d 'ê t re v ra i e . Par conséquen t , le mouvement , cont inu d 'une 
figure spl iér iquo invar iable qui se déplace sur une s p h è r e es t un m o u v e m e n t cp icy-
c lo ïdal . sphér ique . 

On voit en ou t r e que : Le cône ßxeoS' est le lieu géométrique des axes instanta
nés de rotation dans l'espace fixe. 

Le cône mobile oS est le lieu géométrique des droites, invariablement reliées à la 
figure mobile, qui viennent successivement coincider avec les axes instantanés de 
rotation dans l'espace fixe. 

S u r f a c e s e n v e l o p p e s . 

186. D é f i n i t i o n s . — Lorsqu 'une surface L, appe lée enveloppée mobile, se d é 
place d 'après une loi con t inue , les l ignes d ' in te rsec t ion de ses po- ^ ^ 
sitions success ives forment à la l imi te , une surface que l'on appe l le -
l'enveloppe de la p r e m i è r e . 

Soit G, l ' in te rsec t ion de deux enve loppées vois ines L c tL 1 ( f ig . J5 l ) . 
Lorsque L, se r a p p r o c h e indéf in iment de L supposée fixe, C, p rend 
sur L une posi t ion l imi te 0 , que l'on appel le la caractéristique re la
tive à l ' enve loppée L. L 'enve loppe est donc le lieu géomét r ique 
des ca rac t é r i s t i ques . 

187. L e m m e . — Lorsque deux surfaces S, et T,, dont l'intersection se compose 
de deux courbes distinctes Gt et C 2 . se déplacent d'après une loi continue, de ma
nière que C, et viennent se confondre suivant C, elles sont, dans cette nouvelle 
position, tangentes en tous les points de 0 . 

So ien t S e t T les pos i t ions des sur faces S, e t T, au 
m o m e n t où leurs l ignes d ' in te r sec t ion C, e t C, v i e n n e n t se 
confondre Tout po in t M de C p rov i en t de la supe rpos i t i on 
d 'un poin t M, de C, et d 'un point M, de C,. La droi te 
M, M„ qui es t une s é c a n t e c o m m u n e aux sur faces S, et T „ 
dev ien t , dans sa posi t ion l imi te Mx (fig. 152), une t a n g e n t e 
c o m m u n e a u x surfaces S e t T. Cel les-c i a d m e t t e n t donc en 
M le m ê m e plan t a n g e n t xMy, d é t e r m i n é par Mx et pa r la 
t a n g e n t e Miy à la courbe C. 

1 8 8 . T h é o r è m e . — L'enveloppe est tangente kchaque 
enveloppée tout le long de la caractéristique correspondante. 

Soient L ,LL, t ro i s enve loppées consécu t ive s . L ' enve loppée L r e n c o n t r e cel le qui 
la p récède s u i v a n t u n e courbe C,, et. celle qui la su i t su ivan t une courbe C s . Les e n 
ve loppées mobi les en n o m b r e infini 
donnen t une infinité de cou rbes ana
logues , s i t uées su r u n e surface E don t 
la l imi te es t , p a r définition, l ' enve loppe 
B. Or, si L, e t L, se r a p p r o c h e n t indéfi- i 
n iment de L s u p p o s é e fixe, C, et C, 
v iennen t se confondre avec la c a r ac t é 
r is t ique C re la t ive à l ' enve loppée L. Au 
momen t où ce t t e confusion se produi t , la surface E es t d e v e n u e l ' enve loppe . Celle-ci 
est donc t a n g e n t e à L t o u t le long de la courbe C, par appl ica t ion du l e m m e . 

Fig . 153. 
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189. E n v e l o p p e d ' u n e s u r f a c e c o n i q u e e n t r a î n é e d a n s u n m o u v e m e n t 
é p i c y c l o ï d a l s p h é r i q u e . 

Cons idé rons un cône mobi le au tour de son s o m m e t o. Une s p h è r e de cen t r e o et 
de rayon a rb i t r a i re le eoupe su ivan t u n e cou rbe L, dont 
le m o u v e m e n t p e u t ê t r e r e p r o d u i t p a r le r o u l e m e n t 
sans g l i s s e m e n t d'un cône mobi le oS , à laqueMe elle 
se ra i t i nva r i ab l emen t re l i ée , su r u n cône fixe oS ' . Les 
pos i t ions succes s ive s du cône oL se coupan t deux à 
deux su ivan t des g é n é r a t r i c e s r e c t i l i g n e s , son enve
loppe est un au t re cône de m ê m e s o m m e t , qui se 
rai t d é t e r m i n é si l'on conna issa i t son in t e r sec t ion xy 
avec la s p h è r e de compara i son . Or, les cônes oL et oxy 
sont t angen t s su ivan t une g é n é r a t r i c e o M ; les l ignes L 
et xy son t donc t a n g e n t e s en M (*). C o m m e le m ê m e 
fait se r e p r o d u i t pour chaque posi t ion de l ' enve loppée 
mobi le , il s 'en sui t que.vt/ es t l ' enve loppe d e L . 

Donc : L'enveloppe d'un cône mobile autour de son 
sommet est un autre cône du même sommet, et la di
rectrice sphérique du second est l'enveloppe de celle 

dit pre.mi.er. 

190. T h é o r è m e . — Le plan normal à l'enveloppée mobile et à son enveloppe, 
mené par leur génératrice de contact, contient l'axe instantané de rotation corres
pondant. 

Le cône enve loppe o xy es t le l ieu g é o m é t r i q u e d e l à ca rac té r i s t ique o M re la t ive 
à l ' enve loppée mobi le . Cons idérons le po in t N1 i nva r i ab l emen t re l ié à L qui , à l ' ins tant 
c o n s i d é r é , se confond avec M. Sa v i t e s se MT, p e r p e n d i c u l a i r e au plan o IM, es t aus
si t angen te à xy p u i s q u e ce t t e courbe est le l ieu du point M avec l eque l N r e s t e con
fondu p e n d a n t un t e m p s inf iniment pet i t . Le plan oMT es t donc à la fois no rma l au 
plan olM, e t t a n g e n t aux cônes oxy et oL, ce qui d é m o n t r e le t h é o r è m e . 

Le g rand cerc le ]M su ivan t l eque l le p lan olM coupe la s p h è r e est , d 'après cela, 
normal aux deux c o u r b e s L etxy. On p e u t donc d i re que : 

Si l'on considère la directrice, sphérique L de l'enveloppée mobile, et son enve
loppe xy, l'arc de. grand cercle normal aces deux courbes en leur point de contact 
passe par le pôle instantané de rotation. 

Ces résu l t a t s s e r o n t u t i l i sés dans la t h é o r i e des e n g r e n a g e s con iques . 

F i g . 15 

VIII. — Mouvement de pivotement d'un système invariable 

autour d'un point fixe. 

191. Le m o u v e m e n t de p i v o t e m e n t a u t o u r d'un point fixe o e s t celui que possède 
un co rps dont chaque po in t r e s t e c o n s t a m m e n t à la m ê m e d i s tance du poin t fixe. 

Une sphè re de cen t re o d é t e r m i n e dans le sy s t ème une sec t ion invar iab le C (fig. 155), 
Si on la s u p p o s e i n v a r i a b l e m e n t l iée à i a figure mobi le , elle se dép lace su r la sphè re 
auxi l ia i re , et si sa posi t ion à un in s t an t donné es t c o n n u e , cel le du s y s t è m e tou t en t i e r 
l ' e s t aus s i (**). Par c o n s é q u e n t : 

(*) C'est une application de théorème des surfaces inscrites, démontré en Géométrie des, 
criptive : lorsque ion coupe deux surfaces inscrites par une troisième, les coui'bes d'in
tersection rencontrent la ligne de raccordement aux mêmes points, et sont tangentes en 
ces points. 

{") On lo démontrerait par un raisonnement analogue à celui du paragraphe 177. 

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



L'étude du mouvement de pivotement d'un système invariable autour d'un point 
fixe se ramène à celle du mouvement d'une 
figure sphérique invariable sur xine sphère. 

Les r é s u l t a t s é tabl i s aux p a r a g r a p h e s 183: 
I8 i , 185 sont donc app l i cab les . En pa r t i cu l i e r : 

Le mouvement élémentaire de pivote
ment autour d'un point fixe o est une. rota
tion instantanée autour d'un axe passant par 
ce point (183i. 

Le mouvement continu de pivotement peut 
être reproduit par le. roulement sans glisse
ment d'un cône mobile oS . auquel la figure 
serait invariablement reliée, sur un cône fixe 
oS' (185). 

Le m o u v e m e n t d 'un s y s t è m e invar iab le 
qui se dép lace p a r a l l è l e m e n t à un plan fixe 
n'est qu 'un cas pa r t i cu l i e r du p i v o t e m e n t au
tour d 'un point fixe. Si le po in t o s 'é loigne 
indéfiniment dans la d i rec t ion Io, le m o u v e 
ment de p i v o t e m e n t d é g é n è r e on un mouve
ment plan p e r p e n d i c u l a i r e à ce t te d i rec t ion . 
La courbe G dev ien t u n e sect ion p lane du sys
tème mobi le , e t les cônes oS e t oS ' se t r a n s f o r m e n t en deux cy l indres , dont S e t S' 
sont les sec t ions d ro i t e s . On r e t r o u v e a ins i les r é s u l t a t s é tabl is p r é c é d e m m e n t par 
une mé thode d i rec te . 

/ 

l ' i g . 1 5 5 . 

l.IX. — Mouvement le plus général d'une figure 
plane invariable. 

192. T h é o r è m e . — Une figure plane invariable, qui se déplace librement dans 
l'espace, peut être amenée d'une position à une autre quelconque au moyen de deux 

rotations- successives, qui s'effec
tuent : l'une autour de l'intersection 
des plans de la figure dans ses deux 
positions, Vautre autour d'un axe 
perpendiculaire à l'un de ces pians. 

Soient I'" e t F' (lig. 156) les posi
t ions ini t ia le e t finale de la figure mo
bile, s i tuées r e s p e c t i v e m e n t dans les 
p lans P e t P ' . En géné ra l , ceux-c i se 
coupen t su ivan t une droi te X j y i . Le 
r a b a t t e m e n t du plan P' su r le plan P, 
a u t o u r d e xtyt c o m m e ch a rn i è r e , fait 
p r e n d r e à F ' la pos i t ion F j . On peu t 
d 'abord a m e n e r F en co ïnc idence avec 
F , par u n e rota t ion a u t o u r d 'un point 

au tou r d 'un axe I | Z , p e r p e n d i c u l a i r e à ce 
plan. Une rota t ion du plan P au tou r de X i J / t t r a n s p o r t a ensu i te la figure mobi le de F , 
en F'. 

Fig. 15(i. 

I, du plan P, ou, ce qui r ev ien t au m ê m e , 
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193. M o u v e m e n t é l é m e n t a i r e d e la figure F . 

Le t h é o r è m e p r é c é d e n t r e s t e vra i si vois ins que so i en t l 'un de l ' au t re les plans P 
e t P ' . Si on les s u p p o s e inf in iment r a p p r o c h é s , chacune des ro ta t ions dev i en t infini
m e n t pe t i te ; pa r c o n s é q u e n t : 

L e mouvement élémentaire le plus général d'une figure plane invariable résulte 
de la coexistence de deux rotations instantanées, qui s'effectuent : l'une autour 
d'un axe perpendiculaire au plan de la figure, l'autre autour d'un axe situé dans 
ce plan. 

L'axe de la p r e m i è r e rotat ion i n s t an t anée pe r ce le plan P en un poin t I, appelé 
foyer, qui es t la posi t ion l i m i t e du point I, . L 'axe de la s econde es t l ' i n t e r sec t ion de 
deux pos i t ions du plan de la figure, s u p p o s é e s inf iniment vois ines ; c 'es t donc la ca
ractéristique xy du plan P, cons idé ré c o m m e une e n v e l o p p é e mobi le (186). 

194. R e m a r q u e . — On a admis , dans ce qui p r é c è d e , que les pos i t ions succes
s ives du plan P se coupen t deux à deux . Dans le cas 
con t ra i r e , la c a r ac t é r i s t i que passe à l'infini, et la ro
ta t ion i n s t an t anée qui s'effectue au tou r d 'e l le dégé 
nère en une t rans la t ion p e r p e n d i c u l a i r e au plan P (142). 
Le m o u v e m e n t é l é m e n t a i r e de la figure résu l te alors 
de la coex i s t ence d 'une ro ta t ion i n s t an t anée , qui 
s 'effectue au tour d 'un axe p e r p e n d i c u l a i r e au plan 
mobi le , et d 'une t r ans l a t i on para l l è le à ce t axe. Ce 
m o u v e m e n t , c o m p a r a b l e à celui d 'un écrou au tour 

d u n e vis fixe, est hélicoïdal. On ve r ra , dans la T h é o 
r ie des m o u v e m e n t s s imul t anés (223-224), que le m o u v e m e n t é l é m e n t a i r e de la figure, 
dans le cas généra l , se r a m è n e à celui- là. 

195. T h é o r è m e . — Tous les plans normaux aux trajectoires des différents 
points de la figure passent par le foyer. 

Soien t Iz ei xy (fig. 158) les axes a u t o u r desque l s s 'effectuent l es ro ta t ions ins tan
t anées don t la coex i s tence r e p r o d u i t le m o u 
v e m e n t é l é m e n t a i r e de la figure à un in s t an t t, 
et M un point que lconque de ce l l e -c i . P e n d a n t 
un t e m p s inf iniment pe t i t dt s u c c é d a n t à l ' ins
t an t t. le po in t M p a r c o u r t un é l é m e n t de t ra 
j ec to i r e MM'. 11 s 'agit de d é m o n t r e r que le p lan 
qui lui es t no rma l en M passe pa r le po in t I, 

Si la ro ta t ion in s t an tanée au tou r de Iz exis
ta i t seu le , le po in t M pa rcou r ra i t p e n d a n t le 
t e m p s dt, dans le plan P, un chemin inf iniment 
pe t i t MM, pe rpend icu l a i r e au plan ; IM. Dans 
la rotat ion au tour de xy cons idé r ée i so lément , 
il décr i ra i t , p e n d a n t le m ê m e t e m p s , l ' é l émen t MM a p e rpend i cu l a i r e au plan P . D 'après 
le p r inc ipe de l ' I n d é p e n d a n c e des m o u v e m e n t s s i m u l t a n é s , l ' é l émen t MM' es t la d ia 
gonale du rec tang le MM, M'Mj. Or, le plan de ce lu i -c i e s t pe rpend i cu l a i r e à IM. Le 
plan Q, m e n é pa r M p e r p e n d i c u l a i r e m e n t a MM', passe donc par le po in t I . 

196. R e m a r q u e . — Ce t h é o r è m e et sa d é m o n s t r a t i o n subs i s t en t quand la ca rac 
t é r i s t i que xy du plan P es t r e je tée à l 'infini. Dans ce cas , en effet, la ro ta t ion au tou r 
de xy es t r e m p l a c é e par une t rans la t ion pe rpend i cu l a i r e au p lan P, e t la d i rec t ion du 
p lan MM, M'Mj n 'es t pas modifiée. 

197. T h é o r è m e . — L a trajectoire du foyer, considéré comme invariablement 
lié à la figure, mobile, est normale, au plan P . 

Le foyer, é tan t s i tué su r l 'axe ïz, ne pa r t i c ipe en effet qu 'à la ro ta t ion qui s'effectue 

/ 
Pis-. i:>8. 
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au tour do ,v;y (ou à la t rans la t ion qui la remplace) . Le chemin inf ini tésimal qu' i l décr i t 
pendan t le t e m p s dt est donc pe rpend icu la i r e au plan P. 11 es t d 'a i l leurs le seul point 
de la figure qui jouisse de ce t t e p ropr i é t é , car le chemin é l é m e n t a i r e MM' pa rcouru , 
pendan t le m ê m e t e m p s , par un point que lconque du sy s t ème , es t la d iagonale d'un 
rec tangle dont un côté es t dans le p l a n T et un au t r e pe rpend i cu l a i r e à ce plan. Il es t 
donc néce s sa i r emen t obl ique au plan de la figure. 

La p rop r i é t é que nous venons de d é m o n t r e r est donc ca r ac t é r i s t i que du foyer. Sa 
r éc ip roque es t v ra ie . 

198. M o u v e m e n t c o n t i n u d e l a figure. 
11 peut ê t r e cons idéré comme résu l t an t de deux m o u v e m e n t s s i m u l t a n é s , dont 

l'un en t ra îne le plan P dans l ' e s 
pace, p e n d a n t que l ' au t re dép lace 
la figure dans ce plan. 

1" La caractéristique xy reste, 
à distance finie. 

Dans le m o u v e m e n t cont inu 
de la figure, le plan P enve loppe 
une surface déve loppab le A, lieu 
géomét r ique des posi t ions succes 
s ives de xy. L 'une des deux rota
tions i n s t a n t a n é e s auxque l l es r e 
vient à chaque ins tan t le m o u v e 
ment é l émen ta i r e , s 'effectue donc 
au tour des géné ra t r i ce s s u c c e s 
sives de A. 

P e n d a n t que le plan P roule sur A, la figure se m e u t dans ce plan, et son mouve
m e n t p e u t ê t re r e p r o d u i t par le rou l emen t sans g l i s semen t d 'une courbe mobi le S su r 
une courbe fixe S', ou, ce qui r ev ien t au m ê m e , de doux cy l indres ayan t S e t S' pour 
d i rec t r ices , e t pour g é n é r a t r i c e s des pe rpend i cu l a i r e s au plan P. La courbe S' es t le 
l ieu géomé t r i que du foyer I. En définitive, le m o u v e m e n t cont inu de F dans l ' e space 
peut ê t re cons idé ré comme produi t par le r o u l e m e n t sans g l i s s emen t d'un cy l indre S, 
qui lui se ra i t i nva r i ab l emen t re l ié , su r un cyl indre S' i nva r i ab l emen t re l ié au plan P, 
tous deux é tan t en t r a înés par celui-ci dans son r o u l e m e n t su r une surface dévelop
pable A. (Dans la figure 159 la surface A es t un cône). 

2° L a caractéristique xy est rejetêe à l'infini. 
Le m o u v e m e n t cont inu revient , à chaque ins tan t , à u n e rota t ion i n s t an t anée au

tour d 'un axe Iz pe rpend icu l a i r e au plan P, c o m p o s é e avec u n e t rans la t ion para l lè le à 
Iz ; il p eu t ê t r e r ep rodu i t par un r o u l e m e n t du cy l indre S, auque l la figure e s t inva
r i ab lement re l iée , su r le cyl indre S', a ccompagné d 'un g l i s semen t du p r e m i e r sur le 
second, le long de la géné ra t r i ce var iab le su ivan t laquel le a lieu l e u r contac t . 

F i g . 159. 

§ X. — Mouvement le plus général d'un système invariable. 

199. M o u v e m e n t é l é m e n t a i r e d u s y s t è m e . 

On peut l ' envisager de deux man iè r e s différentes, qui se r é d u i s e n t l 'une à l ' au t re 
comme on l 'é tabl i ra dans la Théor ie des m o u v e m e n t s s imu l t anés des s y s t è m e s ma té r i e l s . 

P r e m i è r e m a n i è r e . — T h é o r è m e . — L'étude du mouvement le plus général 
d'un système invariable se ramène, d'une infinité de manières, à celle du mouve
ment le plus général d'une figura plane, invariable. 

Cela résu l t e du t h é o r è m e d é m o n t r é au p a r a g r a p h e 133. 

C I H É M A T I Q L P . ' 
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200. — T h é o r è m e . — Le mouvement élémentaire le plus général d'un système 
invariable peut être ramené, d'une infinité de manières, à deux rotations simulta
nées infiniment petites, autour d'axes perpendiculaires. 

Le m o u v e m e n t é l émen ta i r e du t r i ang le de compara i son r é s u l t e , en effet, de la 
coex i s tence de deux ro ta t ions i n s t a n t a n é e s s 'effoctuant, l 'une a u t o u r de la ca r ac t é r i s 
t ique de sou plan, l ' au t re au tour de la p e r p e n d i c u l a i r e à ce plan m e n é e pa r le foyer(193). 
Ce t te décompos i t ion d é p e n d du t r i ang le de compara i son ; elle es t donc poss ib le d 'une 
infinité de m a n i è r e s . 

201. D e u x i è m e m a n i è r e . — T h é o r è m e . — Le mouvement élémentaire leplus 
général d'un système invariable peut être ramené, d'une infinité de manières, aune 
rotation instantanée combinée avec une translation. 

P r e m i è r e d é m o n s t r a t i o n . • — So i tu la v i tesse d 'un point 
que lconque A du sys t ème à un in s t an t q u e l c o n q u e t (fig. 160) 
Si l 'on i m p r i m e à ce t 
i n s t a n t , à t o u t l e 
s y s t è m e , un m o u v e 
m e n t de t r ans l a t i on 
de v i t e s se — v, A es t 
r a m e n é au r e p o s (*), 
e t le m o u v e m e n t de 
la figure cons i s te en 

un p i v o t e m e n t , qui r e v i e n t l u i - m ê m e , à 
l ' ins tant cons idé ré , a u n e rota t ion a u t o u r d 'un 
axe Ax p a s san t pa r la po in t fixe (191). Le 
m o u v e m e n t é l é m e n t a i r e du sys t ème r é s u l t e 
donc de la coex i s tence d 'une ro ta t ion ins t an 
t anée a u t o u r de Ax, et d 'une t r ans la t ion de 
v i t e s se v. Ce t t e décompos i t ion d é p e n d du 
choix du poin t A ; elle e s t donc poss ib le d u n e 
infinité de m a n i è r e s , 

D e u x i è m e d é m o n s t r a t i o n . — Méthode 
de Poncelet. — L ' é t u d e du m o u v e m e n t du 
s y s t è m e se r a m è n e à cel le du m o u v e m e n t 
du t r i ang le ABC formé pa r t ro i s que l conques 
de ses po in t s (134). 

Soient AD = va, BE = vb, CF ~ Vc 
l es v i t e s se s de ces po in t s à un i n s t a n t q u e l c o n q u e t (fig. 161). L e s v e c t e u r s AD, 
B E , GF, t r a n s p o r t é s p a r a l l è l e m e n t à eux-mémoa on on, ob, oc, f o rmen t un t r i èd re ( * \ 
Jo ignons un point que l conque d, p r i s dans le plan abc, aux po in t s o, a, b, e t c, puis 
t r a çons les v e c t e u r s : 

Fig. 161. 

(") L e p o i n t A n ' e s t p a s l e s e : n i d u s y s t è m e q u i s o i t r a m e n é a u r e p o s a p r è s l ' a d d i t i o n d u 

m o u v e m e n t d e t r a n s l a t i o n d e v i t e s s e v ; t o u s l e s p o i n t s d e A x l e s o n t é g a l e m e n t . M a i s a u 

c u n p o i n t e x t é r i e u r à A ï n ' e s t r a m e n é a u r e p o s , s a n s q u o i u n t r i a n g l e i n v a r i a b l e m e n t r e l i é 

a u s y s t è m e s e r a i t r e n d u i m m o b i l e , a i n s i q u e l a f i g u r e t o u t e n t i è r e . L e m o u v e m e n t d e c e l l e - c i 

à l ' i n s t a n t ( c o n s i s t e r a i t d o n c e n u n e t r a n s l a t i o n d e v i t e s s e v, e t n e s e r a i t p a s l e p l u s g é n é r a l 

p o s s i b l e . 

(**) P o u r q u ' i l e u s o i t a u t r e m e n t , i l f a u d r a i t q u e l e s d r o i t e s o a . ub, oc s o i e n t d a n s u n m ê m e 

p l a n o u c o n f o n d u e s . D a n s l e p r e m i e r c a s , l e s v i t e s s e s v a . C h . vc s e r a i e n t p a r a l l è l e s a u p l a n 

altc ; l e m o u v e m e n t d u t r i a n g l e A B C , a i n s i q u e c e l u i d u s y s t è m e , s e r a i t d o n c p a r a l l è l e à c e 

p l a n . D a n s l e s e c o n d c a s , l e s v i t e s s e s v a , v/,. vc s e r a i e n t p a r a l l è l e s , c e q u i c o r r e s p o n d r a i t , s o i t 

à u n m o u v e m e n t d e r o t a t i o n a u t o u r d ' u n a x e s i t u é d a n s l e p l a n A B C ( v i t e s s e s i n é g a l e s ) , s o i t 

à u n e t r a n s l a t i o n d e v i t e s s e é g a l e e t p a r a l l è l e à va ( v i t e s s e s é g a l e s ) . D a n s a u c u n d e c e s c a s , 

l e m o u v e m e n t d u s y s t è m e n e s e r a i t l e p l u s g é n é r a l . I l s s o n t d o n c e n d e h o r s d e l ' h y p o t h è s e . 
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Aa', D°i' , Cy' équ ipo l l en t s à od; 
.Va, B;3, Cy r e s p e c t i v e m e n t équ ipo l l en t s h da, db, de. 
Les quadr i l a t è res formés en À, B, C sont des p a r a l l é l o g r a m m e s , dont Al), BK, 

CI'" sont les d iagonales . Cela r e v i e n t à d é c o m p o s e r les m o u v e m e n t s des points A, lî, 
C, à l ' instant t, chacun en deux m o u v e m e n t s s imu l t anés , dont l 'un a, pour les t ro i s 
points, une v i tesse égale e t para l lè le à od. C 'es t donc un m o u v e m e n t de t rans la t ion , 
dans lequel la v i t e s se de chaque point es t r e p r é s e n t é e , à l ' ins tant cons idé ré , par un 
vecteur é q u i p o l l e n t à od. Les v i t e s se s Aa, BB, Cy des a u t r e s m o u v e m e n t s s imul t anés 
sont para l lè les au pian abc. E l les i n d i q u e n t que le t r i ang le de compara i son prend , 
pendant un t e m p s infiniment pe t i t , un m o u v e m e n t é l é m e n t a i r e para l l è le au plan abc, 
lequel rev ien t à u n e ro ta t ion i n s t an t anée au tour d 'un axe pe rpend icu l a i r e à ce 
plan (178). En défini t ive, le m o u v e m e n t é l é m e n t a i r e du t r i ang le ABC, e t par consé
quent celui de tou t le s y s t è m e , r e v i e n t à une t r ans la t ion de v i t e s se égale et paral 
lèle à od, combinée a v e c une rota t ion p e r p e n d i c u l a i r e au plan abc. 

Cette décompos i t ion , don t un é l é m e n t au moins (la t rans la t ion) va r i e avec la p o 
sition du point d dans le plan abc, e s t pos s ib l e d u n e infinité de m a n i è r e s . 

202. La d i rec t ion de l 'axe de la ro ta t ion i n s t a n t a n é e res te la môme quel que soi t 
ie point d ; elle ne dépend en effet que du plan 
,ibc, c 'est-à-dire, eu de rn i è r e ana lyse , des poin ts / 
ABC du s y s t è m e qui ont été chois is pour fo rmer jf 
le t r iangle de compara i son . On peu t se d e m a n d e r / / 
si ce t te d i rec t ion est modifiée lo rsqu 'on forme _ / \ u~' " 
-ce dern ie r au moyen d ' au t res points du s y s t è m e . A ^ \ / 4 

T h é o r è m e . — De quelque manière qu'on A i 'H1 

décompose le mouvement élémentaire dusijs- /r"' 
tèine eu une rotation et une translation simul- /1 ^ 
binées, l'axe de la. rotation conserve une direc- B ,<C / 
l ion constante, et la. vitesse angulaire de. la ro- ——^ -f. i , 
bition instantanée reste toujours la même. 1 

Deux modes de décompos i t i on du m o u v e - l M » -
nient é l émen ta i r e - condu i sen t à le c o n s i d é r e r c o m m e résu l t an t , à l ' é p i q u e /, soit 
d ' u n e rota t ion i n s t an t anée d o v i tesse angu la i r e w au tour d 'un axe Ax, e t d ' u n m o u v e 
ment de t r ans la t ion de v i tesse v Aa (fig. 102), soit d ' u n e rota t ion i n s t a n t a n é e de v i 
tesse angula i re u' au tour de B.v', e t d ' u n e t r ans la t ion de v i tesse v' = Bu. 

1° Les axes Ax et Bx' sont dans un même plan. 
Supposons qu 'un po in t A du p r e m i e r axe e t un poin t B du second so ien t invar ia

blement l iés au s y s t è m e . Dans le p r e m i e r mode de décompos i t i on du m o u v e m e n t é lé
mentai re , le point A ne pa r t i c ipe qu 'au m o u v e m e n t de t rans la t ion ; il p rend donc, après 
un t emps inf iniment pe t i t dt s uccédan t à l ' ins tant cons idé ré , une posi t ion A' s-tir Aa, 
et l'on a 

A A ' = r dt 

Il en es t de m ê m e du point B qui, dans le second mode d e décompos i t ion , v-ient 
occuper à l ' ins tant ( - j - dl, su r Bb, la posit ion B' donnée par ia re la t ion 

BB' = Vdt 

Soient A T A et B t B ' des v e c t e u r s r e s p e c t i v e m e n t équipol len ts à Bts e t A A ' . On 
peut imag ine r que le point A passe en A ' en pa rcouran t s u c c e s s i v e m e n t les s e g m e n t s 
A A ( e t A T A ' . C o m m e A , A ' e s t le chemin que pa rcou r ra i t A , , p e n d a n t le t e m p s dl, dans 
le m o u v e m e n t de t r ans la t ion de v i t e s se v', AAl es t , d ' après le p r inc ipe de l ' i ndépen-
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clauce des m uivch.ci.1s s imu l t anés , lo c h e m i n pa rcouru dans le m ê m e t emps par le 
point A dans 1;> rutnt ion a u t o u r de B . Y " ; AA, est dono perpendic i i l a i re au plan vDA. 
l*n r a i s o n n e m e n t Ident ique monti 'e que B B , es t pa rcouru par le point B dans le mou
v e m e n t de rotat ion au tour de A.v, e t qu' i l es t pe rpend icu l a i r e au plan ,vAB. 

On voi t a i s é m e n t par la compara i son des t r iangles inf ini tésimaux AA,A' et lil!,!; ' . 
que A A, es t égal et ¡ aral lè le à BB, . Les plans . Y À B et .v'BA sont donc confondus, ce 
qui é tab l i t la prei .ière par t ie du t h é o r è m e . 

-" Les ax< s Ax et Bx' ne se rew-onlvent p a s . 
Supposon -, qu ' i ls -.e coupen t , e t que leur point d ' in te r sec t ion K soit i nva r i ab ie -

menf lié nu s y s t è m e (!ïg. 103). Sa v i t e s se absolue à l ' ins
tant t e s t /• ou selon qu'on le cons idè re c o m m e si tué 

x sur A.v ou su r B .v . Cela e s t imposs ib le si les deux modes de 
décompos i t ion du m o u v e m e n t é l émen ta i r e que nous avons 
cons idé rés sont différents. 

3 U Les vitesses angulaires w et ui' sont égales. 

Soit p la d is tance tics deux axes , d ' après ce qui p ré 
cède , les s e g m e n t s AA, e t BU, on t pour va l eu r s r e spec t ives 

AA, = o' p dL B B , — M p ill 

, OJ -ziz w ' 

203. C o r o l l a i r e . — Si l'on mène, pur uiipuinl de l'espace, des vecteurs éqni-
pollenls aux vite-ises d"s différents points du système à l'instant t, íes extrémités de 
ces vecteurs so^t la us un même. plan. 

Dans chacune des décompos i t ions du m o u v e m e n t é l é m e n t a i r e en une rotat ion ut 
une t rans la t ion s i m u l t a n é e s , l 'axe de la rota t ion est pe rpend icu l a i r e au plan formé par 
les ex t r émi t é s de t ro is des v e c t e u r s en ques t ion , f o u r que sa d i rec t ion soi t invar iab le , 
il es t nécessa i re que ce plan con t i enne les e x t r é m i t é s de tous les a u t r e s v e c t e u r s . 

204. T h é o r è m e . — Parmi, tous les modes de décomposition du mouvement 
élémentaire en uve rotation et une translation simidtanées, il en est un seul pour 
lequel la direction de la translation est parallèle k l'axe de la rotation. 

En supposan t que la réduc t ion du m o u v e m e n t é l é m e n t a i r e ai t é té faite d 'après la 
s econde m é t h o d e ind iquée au p a r a g r a p h e 20 1, ou peu t p l ace r le point d au pied II de la 
pe rpend icu la i r e abaissée de o s u r l e plan ;i/jr, e t d é c o m p o s e r les v i t e s ses va, ou. Vc sui
van t les d i rec t ions o l í , Ha, Ho, I le. D 'après ce qui p rocède , le m o u v e m e n t é l émen
ta i r e du sys t ème •ésulte alors de la coexis tence d 'une rotat ion au tour d'un axe perpen
dicula i re au plan abc, et d 'une t rans la t ion para l lè le à cet axe, dont la v i tesse es t re
p r é s e n t é e , en g r a n d e u r et en d i rec t ion, par le v e c t e u r o ï l . Ce mode do décomposi t ion 
n ' es t possible que d 'une seu le man iè re , pu isque le plan abc es t un ique e t qu 'on ne 
peu t aba i sse r s u r lui . du point o, qu 'une seu le pe rpend icu l a i r e . 

On a de p lus ol i < o d , ce qui mont re que la v i t e s se de la t rans la t ion est mo indre 
dans ce mode de réduc t ion que dans tous les a u t r e s . 

205. Ce t h é o r è m e p e r m e t de conclure que le m o u v e m e n t é l émen ta i r e le plus gé
néral d 'un s y s t è m e invar iable e s t un mouvement liélico'idal, pu i sque , à un ins tan t que l 
conque l, la figure t o u r n e au tour d'un axo I.v en m ê m e t e m p s qu 'e l le se déplace dans 
une di rec t ion para l lè le . I.v es t appe lé l ' a rc instantané de rotation et de glissement 
du s y s t è m e à l ' époque /. On dit p lus s imp lemen t , Vaxe inslunlané glissant, ou encore 
l'axe central du m o u v e m e n t . 

F i g . 1 - 3 . 

Comme AA, — u ' i 
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Construction de Pon-206. D é t e r m i n a t i o n d e l ' a x e i n s t a n t a n é g l i s s a n t . 
celrt. — Supposons que les 
vitesses Va — A D , r i , — 11L , \ 
vc — GV des s o m m e t s du 
triangle de compara i son a 
l ' instant t (fig. 1 0 4 ) a ient été 
décomposées en p laçant le 
point d au pied de la per
pendiculaire o ï l au plan abc ; 
soient A i et A i ' , Bp et B£', 
C Y et CV leurs composan tes 
respectives. Les vec t eu r s 
A * , B£ et Cy, para l lè les au 
plan abc, r e p r é s e n t e n t les 
vitesses des points A B C 
dans It; m o u v e m e n t de ro
tation autour de l 'axe ins
tantané g] issant inconnu I.v. 
Ils sont donc r e spec t ive 
ment pe rpend icu la i r e s aux 
plans A I . Y , BI.v, C I.v ( 1 4 1 ) . In
versement Lv est l ' iu tersec- v 

tion des plans menés par A , 
U et 0 p e r p e n d i c u l a i r e m e n t à A a . Bfi et C 
iKirner à en d é t e r m i n e r un point . 

Soit M un plan para l lè le au plan abc: les projec t ions de A ï , Bji, Cy su r ce plan 
sont des droi tes A , a , , B , ^ , C|y ( r e s p e c t i v e m e n t égales et para l lè les à ce l les de l 'es
pace, ot par con i é q u e n t pe rpend icu la i r e s aux p lans Abc, BI.v, CI.v. Il s 'en sui t que le 
pied I de l 'axe i n s t an t ané g l i ssant sur le plan M es t l ' i n te r sec t ion des p e rp en d i cu 
laires é levées en \ { B , C, à A,a i , B, ji, e t C | V , . 

L'axe lu i -même es t la pe rpend icu l a i r e I.v au plan M . 

2J7. D é t e r m i n a t i o n de la v i t e s s e a n g u l a i r e w d e l a r o t a t i o n i n s t a n t a n é e , 
e t d e la v i t e s s e a b s o l u e d ' u n p o i n t d u s y s t è m e . 

On a en app l iquan t les r é su l t a t s é tabl is au para
g r a p h e 14 I Î 

_ A i B ^ _ Cv 

Fig. 1G1. 

On peut , pu isqu 'on connaî t sa d i rec t ion , se 

M 

J 

à/' 

I 

Fig . 1G3 

Connaissan t «, il es t facile d ' expr imer la v i tesse 
absolue Y d'un point que lconque M du s y s t è m e à l ' ins
tant t, en fonction de sa d i s tance p à l 'axe in s t an tané 

glissant co r r e spondan t ; V est , en effet, la r ésu l t an te de la v i tesse de t rans la t ion c c o m -
uiuuu à tous lus points de la figure, et do la v i tesse l inéa i re u>p du point M dans la 
rotation au tour de Lv. C j s deux c o m p o s a n t e s sont d 'a i l leurs pe rpend icu la i r e s Pa r 
conséquent 

V =- y /u2 T - c J ïp2~ 

De plus , le plan KML des deux v i t esses composan tes e s t à la fois para l lè le à l 'axe 
ins tantané gl issant , e t pe rpend icu la i r e au plan .\I.M. La v i tesse V fait dans ce p lan , 
avec la direct ion I.v, un angle a donné par la relat ion 
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qui est s i tué , par r a p p o r t à MK, du côté où la rotat ion i n s t a n t a n é e t end à en t ra îne r 
le point M. 

208. M o u v e m e n t c o n t i n u d u s y s t è m e . 
On peu t se r e p r é s e n t e r ce m o u v e m e n t de deux m a n i è r e s différentes : 
l u II se r a m è n e à une su i te de m o u v e m e n t s é l émen ta i r e s hé l ico ïdaux, composés 

chacun d 'une ro ta t ion au tour d 'un axe lx, e t d 'une t r ans la t ion para l lè le à ce t axe . Le 
l ieu g é o m é t r i q u e des axes i n s t a n t a n é s g l i s 
san ts est une surface r ég l ée S' g é n é r a l e m e n t 
g a u c h e (flg. 166). D 'aut re par t , il exis te à 

\ c h a q u e ins tan t une droi te , i n v a r i a b l e m e n t r e -
) l iée à la figure mobi le , qui v ien t coïncider 

X" avec l 'axe in s t an tané gl issant co r r e spondan t . 
Toutes ces d ro i t e s d e s s i n e n t dans la figure 
mobile une seconde surface réglée S qui , d 'a
p r è s sa définition, a c o n s t a m m e n t une g é n é 
ra t r ice c o m m u n e avec la p r e m i è r e . En raison 
de la na tu re du m o u v e m e n t é l émen ta i r e du 
sys t ème , son m o u v e m e n t cont inu peu t ê t re 
r ep rodu i t par un r o u l e m e n t e t un g l i s semen t 
s imu l t anés de la surface S, qu 'on lui suppose 
i nva r i ab l emen t re l iée , sur la surface S'. Dans 
ce douljle m o u v e m e n t , la surface mobi le v ient 
app l iquer s u c c e s s i v e m e n t toutes ses g é n é r a 
t r i ces rec t i l ignes s u r ce l l e s de la surface fixe, 
en m ê m e t e m p s qu 'e l le é p r o u v e un cer ta in 
g l i s s emen t le long de chaque géné ra t r i ce de 

con tac t . 

2° Si l'on imag ine un o b s e r v a t e u r e n t r a î n é par un point q u e l c o n q u e A du sys 
t è m e , le m o u v e m e n t cons is te p o u r lui en un p ivo temen t au tour de ce po in t ; il p eu t 
ê t re r ep rodu i t par le r o u l e m e n t d 'un cône mobi le , i nva r i ab l emen t re l ié à la figure, s u r 
un cône fixe (191). P o u r r e c o n s t i t u e r de ce t t e man iè re le m o u v e m e n t absolu du sys
t è m e , il surfit d ' i m p r i m e r à l ' ensemble des deux cônes un m o u v e m e n t de t rans la t ion 
dont la v i tesse sera i t à chaque ins tan t , en g r andeu r et en d i rec t ion , cel le du point A. 

Observons que ce mode de r e p r é s e n t a t i o n est réa l i sab le d 'une infinité de m a 
n iè res , puisqu ' i l dépend du point A ; le p r e m i e r , au con t ra i re , es t un ique . 

F i ; ' . K i f i . 
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CHAPITRE II 

T H E O R I E D E S M O U V E M E N T S S I M U L T A N E S 

D ' U N S Y S T È M E I N V A R I A B L E 

209. Nous venons de voir que le m o u v e m e n t d'un s y s t è m e invar iable revient , à 
chaque ins tan t , dans le cas le plus généra l , à une ro ta t ion e t à une t rans la t ion s imul 
t a n é e s . I V ou s nous p roposons d ' é tud ie r la na tu re du m o u v e m e n t absolu d'un s y s t è m e 
animé de deux ou p l u s i e u r s m o u v e m e n t s s i m u l t a n é s , en e s sayan t de le r a m e n e r , 
comme chacun des m o u v e m e n t s composan t s , à la coex i s tence de t r ans la t ions et de 
rotat ions convenab lemen t chois ies . 

Le p rob l ème généra l à r é soud re est le su ivan t : 
Un s y s t è m e inruriable S possède un mouvement connu pur rapport à u n sys

tème de comparaison A. Le système A possède lui-même un mourem 'nt connu, par 
rapporta un second système de comparaison B, etc.. On demande <l:> trouver le 
mouvement absolu de S, par rapport h un système de compni'aison fixe. 

Nous ferons usage du p r inc ipe de l ' I ndépendance des m o u v e m e n t s s i m u l t a n é s , 
déjà app l iqué dans la C inémat ique du po in t matér ie l (84). Les r a i s o n n e m e n t s s e r o n t 
facilités par une r ep ré sen t a t i on g é o m é t r i q u e des m o u v e m e n t s dont voici l ' exposé . 

210. R e p r é s e n t a t i o n d ' u n m o u v e m e n t d e t r a n s l a t i o n p a r u n v e c t e u r . 
Le .mouvemen t de t r ans la t ion d'un s y s t è m e invar iab le est pa r f a i t emen t d é t e r m i n é 

si l'on connaî t , à chaque ins tan t , la v i t e s se d'un de ses po in t s , 
pu i sque les v i t e s ses do tous les au t re s points , ait m ê m e in s t an t , 
sont égales e t pa ra l l è les à cel le-là (157). Par conséquen t , un v e c 
t e u r AB suffit pour r e p r é s e n t e r c o m p l è t e m e n t , à un i n s t an t don
né, un m o u v e m e n t de t r ans la t ion . On saura , en effet, que p e n 
dant un t e m p s inf iniment pe t i t à par t i r de cet ins tan t , un point 
que lconque M du sys t ème décr i t , avec une vi tesse équ ipo l l en te 
à AB, un é l é m e n t de t ra jec to i re MM' para l lè le à Alî. Le v e c t e u r Aï) peu t d 'a i l leurs 
ê t re t r a n s p o r t é p a r a l l è l e m e n t à lu i -même, pourvu que sa g r a n d e u r et son sens so ien t 
c o n s e r v é s . 

211. R e p r é s e n t a t i o n d ' u n m o u v e m e n t d e r o t a t i o n p a r u n v e c t e u r . 
Un m o u v e m e n t de rota t ion est par fa i tement d é t e r 7 

miné si l 'on connaî t , à chaque ins tan t , son axe ox, sa 
v i tesse a n g u l a i r e t u , e t l e sens dans lequel il s 'effectue. 
Po r tons sur ox, à par t i r d 'un point que lconque , un vec 
t eu r o R r e p r é s e n t e t.. à une échel le convenue , et dans 
un sens tel qu 'un o b s e r v a t e u r ayant les p ieds en o et la 
t ê t e en R voie la rota t ion s ' accompl i r dans le sens des 
a igui l les d 'une m o n t r e . Ce v e c t e u r d é t e r m i n e com
p l è t e m e n t le m o u v e m e n t de ro ta t ion puisqu ' i l fait con-

. na î t re tous les é l é m e n t s qui le c a r a c t é r i s e n t à l ' i n s -
'—— ' t an t cons idé ré . O b s e r v o n s qu'i l ne peu t ê t re dép lacé 

1 f ^ ' que sur l 'axe x. 
Avant, de r é s o u d r e le p rob l ème généra l posé plus hau t , nous e x a m i n e r o n s d 'abord 

que lques cas pa r t i cu l i e r s . 
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S X . — Composition des translations. 

212. Une figure invar iab le es t an imée d'un m o u v e m e n t de t rans la t ion , r e p r é s e n t é , à 
l ' ins tant t, par le v e c t e u r AB (fig. 109). dans un s y s t è m e de compara i son qui possède 

lu i -même, par r a p p o r t à un second sys tème de 
N C compara ison en r epos absolu , un m o u v e m e n t 

/ —s de t rans la t ion figuré, au m ê m e ins tan t , par le 
/ ^ ^ - ^ ^ y' v ec t eu r A'B'. Pour d é t e r m i n e r le m o u v e m e n t 

^ ^ " ^ absolu de la l igure, obse rvons que la v i tesse 
A M P MC d'un que lconque de ses po in t s , à l ' ins tant 

t, es t la r é su l t an t e de deux v i t esses s imul ta -
A- J}' nées MN et Ml' , r e s p e c t i v e m e n t équipol len tes 

j B g i à AB et A'B'. Il es t év iden t que le para l lé lo
g r a m m e MNCP ne ferai t que se t r a n s p o r t e r 

pa ra l l è l emen t à l u i -même , si on le cons t ru i sa i t pour un a u t r e point de la figure. Tous 
les points de celle-ci ont donc, à l ' ins tant cons idé ré , une v i tesse égale e t pa ra l l è le à 
MC. Il en résu l t e que : 

Le. nioiicement absolu résultant de. deux translations simultanées est une, trans
lation, dont le vecteur représentatif est la diagonale du parallélogramme construit 
sur les recteurs représentatifs des translations composantes. 

Le m o u v e m e n t d'un bateau qui t r a v e r s e une r iv i è re , l 'é lévat ion des fardeaux au 
moyen des palans différentiels r éa l i sen t la composi t ion de deux t r ans l a t ions . 

La longueur du v e c t e u r MO et les angles qu'i l forme a v e c les d i r ec t ions MX t t 
MP, sont donnés par des formules ana logues à cel les du p a r a g r a p h e gG. 

R é c i p r o q u e m e n t , on peu t d é c o m p o s e r un m o u v e m e n t de t rans la t ion donné MC 
'•caï deux au t res de d i rec t ions données MN et MP, à la condi t ion que le plan N M P con
t i enne MC. 11 suffit de cons t ru i r e un p a r a l l é l o g r a m m e conna i s san t une d iagonale e t 
les d i rec t ions des côtés . Les vec t eu r s composan t s sont e x p r i m é s par des formules 
ana logues à ce l les du n° 87. 

213. G é n é r a l i s a t i o n . — C o m p o s i t i o n d'un nombre quelconque de translations. 
En composan t de p roche en p roche , su ivan t la règle du p a r a l l é l o g r a m m e , t ou t e s 

les t rans la t ions d o n n é e s , on ob t i en t a i s é m e n t la p ropos i t ion su ivan te : 
Le mouvement absolu résultant de plusieurs translations simultanées est une 

translation, représentée à chaque instant, en grandeur et en direction, par la résul
tante du polygone construit sur les vecteurs représentatifs des translations compo
santes. 

§ IL. — Composition des rotations dont les axes 

sont parallèles. 

Nous c o n s i d é r e r o n s d 'abord le cas de deux ro ta t ions de men te sens i*). 

214. C o m p o s i t i o n d e d e u x r o t a t i o n s p a r a l l è l e s e t d e m ê m e s e n s . 
Les axes sont supposés pe rpend i cu l a i r e s au plan P de la figure, qu ' i l s pe r cen t 

r e s p e c t i v e m e n t en o e t o' (fig. 170). 

{") On trouvera des réalisations matérielles de compositions de rotations en étudiant les 
Trains épieyeloïdaux. 
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( P ) 

Un sys tème invar iable tou rne , avec une v i tesse angu la i re w, au tour de l 'axe pro
jeté en o, p e n d a n t que celui-ci es t 
en t ra îné dans un m o u v e m e n t de ro
tation, de v i tesse angu la i re u ' , au tour 
de Taxe fi\o, p ro je té en o'. Les sens 
des m o u v e m e n t s sont ind iqués par 
des flèches. Puisque chacun des mou
vements composan t s , ag issan t comme 
s'il étai t seul , dép lace ra i t le s y s t è m e 
para l lè lement au plan P, le m o u v e 
ment absolu es t aussi para l lè le à ce 
p lan; il r ev ien t donc , à chaque in s 
tant, à une rotation au tour d 'un axe Fig 170 
perpendicu la i re au plan P ( 177], et, le p rob lème se ra e n t i è r e m e n t résolu quand nous 
aurons t rouvé cet axe et la v i tesse angu la i re Q de la rota t ion qui s'eiTectue au tour de 
lui. 

1° En supposan t que l 'axe c h e r c h é soit i nva r i ab l emen t re l ié à la figure mobi le , la 
vitesse abso lue de chacun de ses poin ts , e t en pa r t i cu l i e r cel le de son pied I sur le 
plan P, e s t nu l le à l ' ins tant cons idé ré . P o u r qu'i l en soi t a insi , le po in t I doi t ê t r e 
nécessa i r emen t su r oo', e n t r e o et o', car pour tou t point tel que M ex té r i eu r à ce t te 
droite, les composan tes de la v i tesse absolue sont pe rpend i cu l a i r e s à deux d i rec t ions 
différentes uM et o'M, et p o u r t o u t point tel que N s i tué su r l 'un des p ro longemen t s 
de or/, ces composan te s ont m ê m e d i rec t ion . Dans aucun de ces cas , l eur r é su l t an t e 
ne saura i t ê tre nul le . 

Posons 

ol = x, o'I = y e t oo' = a 

L 'égal i té nécessa i re des v i tesses s imu l t anées du point I donne la re la t ion . 

oj.v = u'y 

d'où 
y 

Cet te p ropor t ion m o n t r e que le point I p a r t a g e oo' en s e g m e n t s addit ifs i nve r se 
ment p ropor t i onne l s à w et m'. 

D'autre p a r t 

On a donc 

X -p 1/ = 00 - IL 

ii (·] r>> -\~ o)' 
y 

d'où 

y = -

(3) 

L'axe de la ro ta t ion r é su l t an t e est ainsi connu, p u i s q u e les for.miles (3 ; d é t e r 
minent son pied I, et qu ' i l es t d ' au t re pa r t pe rpend i cu l a i r e au plan P. 

2° La v i t e s se absolue du poin t o, supposé i n v a r i a b l e m e n t re l ié au sys tème mo
bile, es t pe rpend icu la i r e à où' dans le plan P . El le a p o u r express ion Si.v, et résulte, de 
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la composi t ion de deux v i t esses s i m u l t a n é e s dont l ' une , duo à la ro ta t ion u>, es t nul le , 
e t dont l ' au t re , qui p rov i en t de la rota t ion a/, es t 

n'a = oA 

Par conséquen t 

Six = r é su l t an t e de i — r / oj a — oi\. 

On doit donc avoir , en g r a n d e u r et en s igne , Six — o/a = oA 

Il en résu l te déjà que il es t du m ê m e sens que I.,'. De plus 

m a 
a 7 ^ — 

.V 

ou, en r emplaçan t ,v par sa va leu r (3). 

£2 — w + IW' 14 ) 

En r é s u m é : Le mourernent absolu résultant de deux rotations parallèles et de 
même « E U S eut, h chaque instant, une rotation parallèle et de même sens, éijalek leur 
somme ; sou a.\%e partage la droite qui joint deux 'points des axes des premières en 
segment* additifs, inversement proportionnels aux vitesses angulaires composantes. 

On dédu i t des re la t ions (2) et (4) 
hi b>' H 

c 'es t -à-di re que : Le rapport de la vitesse angulaire de chaque rotation à la distance 
des axes dos doux autres est constant. 

215. P r o b l è m e i n v e r s e . — Décomposer une rotation donnée SI, d'axe I, en 
deux autres rotations parallèles, de même sens qu'elle, s'effectuard autour d'axes 
donnés o et o'. 

Observons d 'abord que , d 'après ce qui p r é c è d e , le point I doit ê t re s i tué su r la 
droi te oo', en t re les po in t s o e t o'. 

Si ce t t e condi t ion de poss ib i l i té es t r e m p l i e , on t i re des égal i tés (4), dans l e s 
que l les SI, x, y e t a sont connus 

l _ 

) « 

) , a - v 

216. C o m p o s i t i o n d e d e u x r o t a t i o n s p a r a l l è l e s e t d e s e n s c o n t r a i r e s . 
Soient ut e t u ' (u > u') l es ro ta t ions composan t e s , de s e n s con t r a i r e s , don t les 

axes , supposés p e r p e n d i c u l a i r e s au 
___ JZ _ plan de la figure, sont pro je tés en o 

^-'jr~ " — ^ 0 . e t o (*) (fig. 171). On pour ra i t su ivre 
^ ¥ "^T 1 ^ .. , u n e m a r c h e analogue à cel le du cas 

j , p r écéd en t , ma i s il es t p lus rap ide de 
° ' r a i sonne r de la façon su ivan te . 

La rotat ion w peu t ê t re décomposée , d 'une infinité de m a n i è r e s , en deux au t r e s , 

(") L'énoncé rigoureux de la question est analogue à celui ifai est donné au début du 
n* 21i, pour le cas de deux rotations parallèles et de même sens. Cette observation s'applique 
aussi aux questions n ' 1 218 et 219. 
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Q et la", s ' exécu lan t a u t o u r d 'axes para l lè les s i tués de par t et d 'au t re du point o. Sup
posons que ce t t e décompos i t ion ait é té faite de te l le maniè re que <j* soit égale à <•/ en 
valeur abso lue , et s 'effectue au tour du m ê m e axe. L'axe de la rota t ion il pa s se ra par 
un point I s i tué , par r a p p o r t au poin t o, du côté opposé à celui du point o', e t l'on 
aura , d 'après les formules (5) 

iî txi" OU w' d) 

oo' ol o'I 

Q. m " o u W' w 

1 6 ) 

a .v H 

De p lus Q - f (,)" = u 

ou Cl — eu — Cl)" = 0) — t . / (7) 

Récap i tu lons m a i n t e n a n t les d ive r s m o u v e m e n t s s imul tanés que possède le sys 
tème mobi le . La ro ta t ion w a été r e m p l a c é e par Q. e t w" ; les ro ta t ions éga les e t con
t ra i res o)' et o " , dont l 'axe es t le m ê m e , se d é t r u i s e n t m u t u e l l e m e n t . Il ne res te donc 
plus que la ro ta t ion Q. au tou r de l 'axe proje té en I, e t c 'es t à ce l le -c i que se rédui t le 
mouvemen t absolu du sys t ème . On voi t , d ' après les re la t ions (6) , que 

x ~ y 

Par conséquen t : Le mouvement absolu résultant de deux rotations simultanées 
parallèles et de sens contraires est, à chaque instant, une rotation parallèle, égale il 
leur différence, et de même sens que la plus grande. L'axe de cette, rotation partage 
la droite qui joint deux points des axes des premières en segments noustraciifs, in-
cersemerd proportionnels auxvilesses angulaires composantes. Il est situé du côté 
de l'axe de la plus grande des deux rotations composantes. 

La sui te de r appo r t s égaux 
il < i / Ui ' 
— = = (G) 
a .x y 

mont re en ou t re que : Le rapport de la vitesse angulaire, de chaque rotation à la dis
tance des axes des deux autres est constant. 

En tenan t c o m p t e de la formule (7), on a 

\ 
( 8 ) 

I to •— w 

217. P r o b l è m e i n v e r s e . — Décomposer une rotation donnée Q.. d'axe I, en 
deux autres rotations parallèles, l'une de même sens qu'elle, l'autre de sens con
traire, s'effectuant autour d'axes donnés o et o'. 

D'après ce qu i p r écède , le p rob lème n ' es t possible que si le po in t T e s t s i tué s u r 
l 'un des p ro longemen t s du s e g m e n t oo'. 

Quand cet te condition est r empl ie , on t i r e des égal i tés (6), dans l e s q u e l l e s Q 3 a, x 
et y sont connus : 

ily , Qx 
Ci) = — CJ -

a a 
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Sí le point I e s t s i tué du m ê m e côté de o' que le po in t o, la rotat ion u es t plus 
grande que 0 / ; son se:is e s t le m ê m e que ce lu i de la rota t ion Lï. C'est le con t ra i re qui 
a lieu quand le po in t 1 e s t s i t ué du m ê m e côté de 0 que le point o'. 

2 1 8 . C a s p a r t i c u l i e r d e d e u x r o t a t i o n s p a r a l l è l e s , é g a l e s e t d e s e n s c o n 
t r a i r e s . C o u p l e d e r o t a t i o n s . 

Les formules U'>) ¡7) et (8 ) ont é t é é tabl ies dans l ' hypo thèse w > w ' . Si l'on suppose 
que tú aille en cro issant , tou t en res tan t infé
r i eu re à t u , U d iminue , et le point 1 s 'éloigne 
de plus en p lus ve r s la gauche . A la l imite , 
quand u = u>', il 0 et I es t re je té à l'infini. 

Un corps soumis à l 'action de deux ro ta 
t ions s imu l t anées égales , pa ra l l è les et. de sens 
con t ra i res (on donne à cet e n s e m b l e le nom 
de couple de rotations) n ' e s t c ependan t pas 
en repos . En se r e p o r t a n t au 11" 1 - 1 ? , on peu t 
p révo i r que son m o u v e m e n t absolu e s t une 
t rans la t ion pe rpend icu la i r e au pian des axes 
des deux ro ta t ions du coup le . N o u s a l lons 

m o n t r e r qu' i l en e s t b ien ainsi . 
P r enons un poin t q u e l c o n q u e M dans un plan P pe rpend i cu l a i r e aux axes , et sup

posons-le i n v a r i a b l e m e n t lié au s y s t è m e mobi le (fig. 1 7 2 ) . A l ' ins tant ac tue l , ses v i 
t e s ses s i m u l t a n é e s , r e p r é s e n t é e s par les vec t eu r s MA = u X o M et MB - co X o'M, 
sont s i tuées dans le plan P ( 1 - 4 1 ) et p e r p e n d i c u l a i r e s r e s p e c t i v e m e n t à oM et o'M. La vi
t e s se abso lue du poin t M à ce m ê m e ins t an t es t donc s i tuée auss i dans le plan P. Soit 
MC son v e c t e u r représenta t i f , ob tenu d ' ap rès la règ le du p a r a l l é l o g r a m m e . Les angles 

y" \ 
\ 

V § 
f 

E i g . 17 

MAC, o M o' sont égaux , et les r appor t s —-
oM 

AM AC 
o'M 

des côtés qui les c o m p r e n n e n t ont 

pour v a l e u r c o m m u n e o>. Les t r i ang l e s o M o', MCA son t donc s emb lab l e s . Par con
s é q u e n t MC es t p e r p e n d i c u l a i r e à 0 0 ' , e t auss i au plan des axes . De p lus 

MC_ 
0 0 ' 

AM 
oM 

d'où l'on dédu i t 

MG = !.> X 00' — c o n s t a n t e . 

Les v i t e s se s absolues de tous les po in t s du s y s t è m e son t donc éga les e t para l lè les , 
ce qui ca rac t é r i s e le m o u v e m e n t de t rans la t ion . Obse rvons de p lus que l eu r va leu r 
c o m m u n e est, w x 00', e t qu 'e l les son t pe rpend icu l a i r e s au plan des axes . En r é s u m é : 

Un couple de rotations équivaut hune translation dont la. vitesse est, a chaque 
instant, perpendiculaire au plan desaxes, égale au produit de leur distance parla 
vitesse anijulaire cumi)iune des deux rotations du couple, et dirigée dans le sens où 
chacune de. ces rotations tend h faire loi'rner l'axe de Vautre. 

I n v e r s e m e n t , une t r ans l a t i on do v i tesse Y peut tou jours ê t r e r emp l acée , d 'une 
infinité de m a n i è r e s , pa r un couple de ro ta t ions . 11 suffit : 

•I" Que le plan des axes soi t pe rpend icu la i r e à la d i rec t ion de la v i t e s se V de la 
t rans la t ion ; 

2 » Que la d i s t ance a (les axes soit liée a in v i tesse angula i re m des deux rota t ions 
par la relat ion oj a — V ; 

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



Le p r o b l è m e se ra i t résolu si nous 

3° Que les sens dos deux rota t ions soient t e l l e m e n t chois is que chacune d 'e l les 
tende à faire t o u r n e r l 'axe de l 'autre dans le sens de la t rans la t ion . 

219. C o m p o s i t i o n d ' u n n o m b r e q u e l c o n q u e d e r o t a t i o n s p a r a l l è l e s . 

in Toutes les rotations sont de même sens. 

Soient O, O', 0", O " . . . les pieds de leurs axes su r un plan P pe rpend icu la i r e à l e u r 
direction c o m m u n e , e t t u , &/, <.)", &>" . . l eurs v i t e s ses angu la i r e s ; en composan t les ro
tations données de, p roche eu p roche , on reconnaî t a i s é m e n t que le m o u v e m e n t absolu 
est une rota t ion para l lè le aux ro ta t ions composan te s , de m ê m e sens au 'e l les , dont la 
vitesse angula i re ¿1 es t égale à <o -f- t u ' + t u " 4- t u " 
pouvions d é t e r m i n e r le point I où son axe 
rencontre le plan P . Nous ca lcu le rons ses 
coordonnées (X, Y) par r appor t à un sys t ème 
d'axes r ec t angu la i r e s xoy s i lué dans ce plan 
( f i g . " 3 ) . 

Désignons])ar {x,y),{x',y'), ( x " , y"), [x"'y"')... 
les coordonnées des po in t s O, O', O", O" . Les 
rotations to e t t o ' s e composen t en une rotat ion 
i i i , égale à leur s o m m e , dont l 'axe es t proje té 
sur le plan P en un poin t I, de 0 0 ' d é t e r m i n é 
par la re la t ion 

1,0 t u ' 

(PI 

O T X Y ) 
~~v>'8£?*;., 

_7"' t>i 'x-«-5 

IL 

F i g . 1 7 J . 

En app l iquan t des fo rmules connues de Géomét r i e ana ly t ique , on t rouve que les 
coordonnées ( X j , y d de I, sont : 

(J x + eu ' X ' 

BI - j - t u ' 

w y + TA'y' 

u - j - t u ' 

Les ro ta t ions S 2 1 e t t u ' se composen t à l eu r t ou r en une rota t ion £22 égale à l e u r 
somme, e t les c o o r d o n n é e s (x 2 , y 2 ) de son pied I 2 su r le plan P son t : 

w x - f - t / x ' - l - BI" X ' 

tu -j-"tù'+"éù" 

m y + B>' y' + t u ' y" 

' 'JÎ~ U ^ + B I " ~ ~ t u - f - w ' - f w ' 

et a i n s i de su i t e . Les coordonnées du point I se ron t , pa r analogie 

t u x + t u ' x ' + t u " x ' + o i " x " ' - r - . . . S u . r 

tu y J - t o ' y ' + t u ' y ' 4 - < u " y ' ' - f . . . _ E t u y 

12i X j - j - t 
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?" Les rotations composantes ne sont p a s toutes de même sens. 

On compose d 'abord tou tes les ro t a t i ons d 'un m ê m e s e n s en u n e s eu l e égale à l eur 
s o m m e . On ob t ien t ainsi deux ro t a t ions , de vi
t e s s e s angula i res Swj et LII>'I7 s 'effectuant en sens 

t&Yî ' / con t ra i r e s au tour des axes p ro je tés en I , et 1, 'sur 

y le plan de la figure. Les c o o r d o n n é e s (X,, Y,), 
" ~ ^ / (X]', Y,') de ces points sont données pa r les for-

mules du cas p r é c é d e n t , et l'on es t r a m e n é à la 
«~i "Y" tI(XY) . compos i t ion de deux ro t a t i ons pa ra l l è l e s e t de 

s e n s c o n t r a i r e s . 
Si l u , 5 ^ S u / , le m o u v e m e n t r é s u l t a n t es t 

J ~ u n e ro ta t ion , dont le sens es t celui de la plus 
| 7 i g r a n d e des deux s o m m e s , s 'effectuant au tour d'un 

axe dont la p ro jec t ion I su r le p lan de la figure 
pa r t age I, I 2 en s e g m e n t s sous t rac t i f s i n v e r s e m e n t p r o p o r t i o n n e l s à 2o>, et S<u,'. Les 
coo rdonnées (X, Y) du poin t ï sont 

l u 

X -
Xi Sut — X | ' So)/ 

Xto, — S w / 

Y, X c j , •— Y', 

Si Su , = le m o u v e m e n t r é s u l t a n t e s t une t r ans la t ion p e r p e n d i c u l a i r e au plan 
d e s axes I , et I,', dont la v i t e s se a pour exp res s ion V = I , " V X S w j , e t dont le s e n s 
est ind iqué sur la figure. Le p r o b l è m e e s t donc c o m p l è t e m e n t r é so lu . 

§ I I I . — C O M P O S I T I O N D U N E R O T A T I O N E T D ' U N E T R A N S L A T I O N 

P E R P E N D I C U L A I R E à L ' A X E D E L A R O T A T I O N . 

( P ) 

220. Un s y s t è m e invar iab le possède , à l ' ins tant que lconque t, un m o u v e m e n t de 
rota t ion, de v i t e s se angu la i re o, au tou r de l 'axe proje té en o su r un plan P auque l il e s t 
p e r p e n d i c u l a i r e (fig, 175). Ce t axe et t o u t le s y s t è m e son t e n t r a î n é s dans tin m o u v e 
m e n t de t rans la t ion , don t la v i t e s se V es t r e p r é s e n t é e par un v e c t e u r AB s i tué dans le 
p lan l \ P r o p o s o n s - n o u s de d é t e r m i n e r le m o u v e m e n t absolu du s y s t è m e . 

Chacun des m o u v e m e n t s c o m p o s a n t s é tan t pa ra l l è l e au plan P, le m o u v e m e n t a b 
solu es t auss i pa ra l l è le à ce p lan . Il r ev i en t donc , 
à l ' ins tant t, à une ro ta t ion au tou r d 'un axe pe r 
pend icu l a i r e au plan de la figure, dont le pied I 
es t ca rac té r i sé par ce t t e p r o p r i é t é que , si on le 
s u p p o s e i n v a r i a b l e m e n t re l ié au s y s t è m e mobi le , 
sa v i t e s s e absolue est nul le . Le point I se t rouve 
n é c e s s a i r e m e n t su r . l a p e r p e n d i c u l a i r e oz à AB 
et , d ' après les d i rec t ions r e s p e c t i v e s de w et de 
Y. à gauche du poin t o, car les poin ts ainsi p la
cés son t l es seu ls auxque l s l e m o u v e m e n t de r o 
ta t ion i m p r i m e une v i t e s se pa ra l l è l e à V, e t de 
s e n s con t ra i re . La d i s t ance ol e s t d é t e r m i n é e par 
la re la t ion 

co : ^ o i — v 

fiaV 

Pig- 175. 
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qui expr ime l 'égal i té d e s deux v i tesses s imul t anées du point I. On a donc 

V 
o\~ a = — '*) 

(IL 

La connaissance de ol fixe la posi t ion de l 'axe de la ro ta t ion r é su l t an t e . 
Soit Çl la v i tesse angu la i re de ce t t e ro ta t ion. En cons idé ran t le po in t o comme in

variablement, re l ié au s y s t è m e mobi le , sa v i tesse absolue , pe rpend icu l a i r e à oz, a pour 
expression Çla, e t r é su l t e de la composi t ion de deux v i t e s se s s i m u l t a n é e s dont l 'une , 
due à la rota t ion M , e s t nu l l e , e t dont l ' au t re , qui p rov ien t du m o u v e m e n t de t r ans l a 
tion, est V = oC. On a donc 

Çla — r é su l t an te de \ * L —~ 
( V = oG 

d'où, en g r an d eu r e t en s igne 

Qn = y=ôc 

II en résu l t e d 'abord q u e les ro ta t ions fi e t w sont de m ê m e sens . De plus 

a 

V 

et puisque a = — 

Q= M 

Par conséquen t : Le. mouvement absolu, résultant d'une rotation <•> et d'une trans
lation V perpendiculaire à l'axe de la rotation, est unerotation, égale à lu première et 
de même sens qu'elle. L'axe s'est déplacé parallèlement à lui-même d'une quantité 

y 

a = · - , dans un plan perpendiculaire à V, et dans un sens tel, que la nouvelle ro-

talion imprime h l'axe de l'ancienne une vitesse parallèle à celle de la translation. 

{') D a n s Les appl icat ions de cette formule, il faut bien o b s e r v e r que · · , V et a doivent être 
rapportés à des uni tés correspondantes de longueur et de t emps . Si, par exemple , V = 10 cen
timètres par seconde , et si 10 correspond h 50 tours par minute , on devra, en prenant la mi 
nute et le cent imètre pour uni tés , remplacer V par 600 c/m et u par 100 ce qui donne : 

600 6 , 
- = — c /m. 

1 0 0 , 

En prenant pour uni tés le mètre et la seconde , on aurait 

50 T 

\ = - - 0 , 1 m; 
30 

3 X 0.1 0 3 30 „ 6 c / m 
e t a = — — = mètres = centimètres = -— 

5*TT: 5"rc h"Z T: 
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W 

On peu t e n c o r e a r r ive r à ce r é s u l t a t en r e m p l a ç a n t la t r ans la t ion pa r un couple 
de ro ta t ions tel que le plan des deux axes soit p e r 
pend icu la i re à V (¿18), que l 'une des ro ta t ions du 
couple s 'effectue au tour de l 'axe o, et que la v i t e s se 
angula i re soi t égale à w. mais d i r igée en sens c o n 1 

t r a i r e . On sai t que la d i s t ance ol = a des axes doit 
ê t re te l le que c o a = V, et q u e c h a c u n e des ro ta t ions 
du couple doi t t e n d r e à faire t ou rne r l 'axe de l ' au t re z vT> 
dans le sens de V. Cet te t r ans format ion é tan t elfec- " ' 
t u é e (fig. 17G), r écap i tu lons les d ive r s m o u v e m e n t s Fig. 176. 
s imul t anés que possède le sy s t ème mobi le . La t r ans l a t i on V a é té r e m p l a c é e par le 
couple de ro ta t ions f w — to) au tour des axes I e t o. Les deux ro t a t i ons « e t — u qui 
s ' exécu ten t au tou r de l 'axe o se dé t ru i s en t m u t u e l l e m e n t . La ro ta t ion t> au tour de 
l 'axe I subs i s te seu le , e t r e p r é s e n t e le m o u v e m e n t absolu . La conclus ion est la m ê m e 
que par la m é t h o d e d i r ec t e . 

R é c i p r o q u e m e n t , la rotat ion <,> qui s 'effectue a u t o u r de l 'axe I p eu t ê t re r e m 
p lacée par une ro ta t ion égale , au tour de l 'axe o, c o m p o s é e avec la t r ans l a t i on V. On 
peu t énonce r ce t t e r éc ip roque de la façon su ivan te : 

Une rotation w s'effectuant autour d'un axe I peut être transportée parallèle
ment à elle-même autour d'un axe o, à la condition de lui ajouter une translation 
V = u X ol perpendiculaire a u plan des deux axes, et dirigée dans le sens où la pre
mière rotation tend à faire tourner l'axe de la seconde. 

§ I V . — C O M P O S I T I O N D E S R O T A T I O N S C O N C O U R A N T E S . 

221. Un s y s t è m e invar iab le t o u r n e , à un in s t an t que lconque t, a v e c une v i tesse 
angula i re « , a u t o u r d'un axe ox, en m ê m e t e m p s que ce t axe e t t ou t le s y s t è m e son t 
en t ra înés dans un m o u v e m e n t de ro ta t ion , de v i t e s se angu la i re a u t o u r d'un axe oy 
qui r e n c o n t r e le p r e m i e r . Nous nous p roposons de d é t e r m i n e r le m o u v e m e n t absolu 

du s y s t è m e . 
P r e n o n s p o u r plan de la figure celui des v e c t e u r s r ep ré sen ta t i f s oA et oB (fig. 177) 

des deux ro ta t ions s i m u l t a n é e s . Le poin t o r e s t a n t fixe dans chacun des m o u v e m e n t s 
composan t s , le m o u v e m e n t ahsolu ne 

1? p e u t ê t re qu 'un p i v o t e m e n t au tour de ce 
poin t , et r ev i en t , à l ' ins tan t c, à u n e ro
ta t ion au tour d 'un cer ta in axe oz (191). 
Nous al lons d é m o n t r e r que le v e c t e u r 
représen ta t i f de ce t te ro ta t ion e s t oC, 
d iagonale du p a r a l l é l o g r a m m e cons t ru i t 
s u r oA e t su r oB. 

1" L a c o i ¿ 8 indéfinie oC est l'axe 
de la rotation résultante. 

Il suffit, p o u r l ' é tabl i r , de p rouve r 
que t ous les po in t s de oC, cons idé ré s 
commo i n v a r i a b l e m e n t re l i é s au sys
t è m e en m o u v e m e n t , ont une v i tesse 
nul le , e t qu ' i l s sont les seu l s à jouir de 
ce t t e p rop r i é t é , 

La vitesse absolue d'un point quel
conque M de oC est la résultante de deux 

v i t e s s e s s i m u l t a n é e s p e rpend icu l a i r e s au p l a n X O Y % Celle qui est due à la rotation 
F t p 
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u = oA es t d i r igée en avan t du plan, et sa va leur es t w X MP ; l ' aut re , due à la rotat ion 

M ' = oU, e s t d i r igée en a r r i è re du plan .roy, e t sa va leur est ut' X MQ, Or, on a 

MP — oM sin a 

MQ = oM sin ¡5 

MP sin a AC w' 
et par c o n s e q u e n t — — = - -.—-- = —— — — 

r 1 MQ sin S oA ai 

d'où l'on t i re t> X MP = <•/ X MQ. 

Il r é su l t e de là que , à l ' ins tant cons idéré , la v i tesse absolue du point 51, ainsi que 
celle de tout au t re point de oC, es t nul le . Aucun au t r e point de l ' e space , hors de oC, 
ne jouit de ce t t e p rop r i é t é au m ê m e ins tan t . Car, si le po in t M étai t ex t é r i eu r au plan 
xoy, les composan te s de sa v i tesse abso lue , r e s p e c t i v e m e n t pe rpend icu l a i r e s aux 
plans .xoM et yoM, fera ient en t r e elles un cer ta in angle , et si ce po in t é tai t pr is dans 
le plan des axes , mais à l ' ex t é r i eu r de l 'angle xoy ou de son opposé par le s o m m e t , 
les composan tes de sa v i t e s se a u r a i e n t m ê m e sens Dans aucun de ces cas, la v i tesse 
absolue du point M ne saura i t ê t re nulle , [.a d i rec t ion de l 'axe de la rota t ion r é su l t an te 
est donc bien oC. 

2·' oC est le vecteur représentatif de la rotation résultante. 
Soit Q. la v i tesse angula i re de ce t te rotat ion ; pour la d é t e r m i n e r , r e m a r q u o n s (pie 

la v i tesse absolue £2 X 13F du point B , cons idéré c o m m e inva r i ab l emen t lié au s y s t è m e 
mobile, es t la r é su l t an t e de deux v i tesses s imu l t anées dont l 'une, due à la r o t a t i o n s , 
est dir igée en avant du plan x o y, et a p o u r express ion <o X BG, tandis que l ' au t re , 
duc à la rota t ion u>', e s t nu l le : 

0 X BF = ré su l t an te de j " * B G Pe rpend icu la i re au plan xoy, vers l ' avant 

On doit donc avoir , en g r a n d e u r et en d i rec t ion 

Cl X BF = r.i X BG 

Il e s t néces sa i r e , pour cela, que la rotat ion Q en t ra îne le point B en avan t du plan 
xoy, c 'est-à-dire que son vec teu r représenta t i f soit d i r igé dans le sens oC. De p lus , 
l 'égali té p r é c é d e n t e d o n n e 

Q w X BG __ oA X B G _ aire oAf'li 

~Tïf ~ ÏÏF ~ —
 B F " ~ 0 < 

En r é s u m é : Le mouvement absolu résultant de deux rotations eom-nit vantes est 
une rotation, dont le vecteur représentatif est la diagonale du parallélogramme 
construit sur les vecteurs représentatifs des rotations composantes. 

I n v e r s e m e n t , on peu t d é c o m p o s e r une rotation en deux au t re s don t les a x e s 
sont deux dro i tes concouran t e s données , à condit ion que leur point de r encon t r e soi t s i
tué sur l 'axe de la rota t ion p r imi t ive , e t que le plan qu ' e l l e s forment cont ienne ce t 
axe. On est r a m e n é à la cons t ruc t ion d'un p a r a l l é l o g r a m m e , dans lequel on connaî t 
une diagonale et les d i rec t ions des cô tés . Ce p r o b l è m e et le p r é c é d e n t sont r é so lus 
par des formules a lgébr iques a n a l o g u e s à ce l les des n o ; f 86 et 87. 

222. C o m p o s i t i o n d ' u n n o m b r e q u e l c o n q u e d e r o t a t i o n s c o n c o u r a n t e s . 
On établ i t faci lement , en composan t les ro ta t ions données de p roche en p roche , 

que : Le mouvement absolu résultant de plusieurs rotations simultanées dont / s 
axes concourent en un point o, est une rotation autour d'un axe passant par ce 
point, dont le. vecteur repr ésentatif est la résultante du polygone construit sur les 
vecteurs représentatifs des rotations composantes. 
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S V . — C O M P O S I T I O N D E D E U X R O T A T I O N S D O N T L E S A X E S 

N E S O N T P A S S I T U É S D A N S U N M Ê M E P L A N 

223. Soient o A = m et o ' B = u' l es vec t eu r s r ep résen ta t i f s des deux ro ta t ions don

n é e s (*). Menons par o' le v e c t e u r o'A', égal en va

l eu r absolue et para l lè le à o a (flg. 178), mais di

r igé en sens con t r a i r e , et d é c o m p o s o n s la rotat ion 

o ' B en deux au t r e s , o'A'et o'C, en cons t ru i san t le 

p a r a l l é l o g r a m m e o'À'BC. Le couple cons t i t ué par 

l es ro ta t ions oA et o'A' équ ivau t à une t rans la t ion 

p e r p e n d i c u l a i r e au p lan o A o ' . V , don t la v i tesse 

V, d i r igée dans le s e n s de la flèche, e s t é g a l e à u a , 

en d é s i g n a n t par a la d i s t ance DE des deux axes 

( 2 1 8 ) . La ques t i on es t a ins i r a m e n é e à la composi 

t ion d 'une ro ta t ion ï > , r e p r é s e n t é e par le vec t eu r 

o'C, avec une t r ans la t ion V, don t la d i rec t ion e s t 

que l conque par r a p p o r t à l 'axe de la rota t ion (**). 

C h e r c h o n s à r é s o u d r e ce nouveau p r o b l è m e . 

g V I . — C O M P O S I T I O N D ' U N E R O T A T I O N E T D ' U N E T R A N S L A T I O N D O N T 

L A D I R E C T I O N E S T Q U E L C O N Q U E P A R R A P P O R T À . L ' A X E D E L A 

R O T A T I O N . 

224. Soient IL = o'C e t V = MN (flg. 179) la ro ta t ion et la t r ans l a t i on données (***). 
Nous pouvons toujours s u p p o s e r que le vec t eu r MN ait son or ig ine dans le p lan R 
m e n é par o' p e r p e n d i c u l a i r e m e n t à la d i rec t ion o'C (210). Menons MS para l lè le à o'C, 
d é t e r m i n o n s la t race ML du p lan SMX su r le 
plan IL et décomposons la t rans la t ion V en deux 
a u t r e s Yj = MB, V_, — di r igées r e s p e c t i 
v e m e n t su ivan t ML et MS. La t r ans la t ion V,, 
qui est pe rpend i cu l a i r e à l 'axe de la rota t ion 
IL —o'C, se c o m p o s e avec elle en donnan t une 
rota t ion éga ie , dont l 'axe o"C', pa ra l l è le à o'C, 
a son pied o ' s u r la p e r p e n d i c u l a i r e o'U à ML. 
La d i s tance o'o" = a es t d é t e r m i n é e pa r la re -

V , 
la t ion a ; 

IL 
et le s e n s dans l eque l elle e s t 

po r t ée s u r o'V es t tel que la ro ta t ion o'C' fende 
à faire t o u r n e r le po in t o' dans la d i r ec t ion V, 
(22U). Les m o u v e m e n t s qui a g i s s e n t s u r le s y s t è m e mobi le se r é d u i s e n t a lors à u n e 

(*) L'énoncé rigoureux do la question est analogue à celui du n°22 i . 
(") Les directions V et o'C ne sont pas perpendiculaires, sans quoi o'C serait dans le 

plan oAo'A', ce qui est contraire à l 'hypothèse. Le problème ne se ramène donc pas au cas 
traité au n° 220. " . 

!**') L'énoncé rigoureux de la question est analogue à celui du u" 1 2 0 . 
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rotation il a u t o u r de l 'axe o"C', combinée avec une t rans la t ion V 2 para l lè le à ce t axe . 
Une te l le assoc ia t ion de m o u v e m e n t s e s t i r r é d u c t i b l e . Le m o u v e m e n t absolu qui en 
résulte es t hélicoïdal, et, la droi te o"C' es t l 'axe i n s t an t ané gl issant du sys tème à l ' ins
tant cons idé ré . 

225. R e m a r q u e . — Cet te ques t ion et la p r é c é d e n t e m o n t r e n t que les deux modes 
de décompos i t ion du m o u v e m e n t é l émen ta i r e le p lus généra l d 'un s y s t è m e invar iab le , 
qui ont é té é tud iés aux n u a 200 e t 204, se r a m è n e n t l 'un à l ' au t re . 

VII — Problème général de la composition 

des mouvements simultanés. 

228. Un sys t ème invar iab le S possède , par r a p p o r t à un s y s t è m e de compa ra i son 
A, un m o u v e m e n t relatif qui rev ien t , à l ' ins tant t cons idé ré , à une t r ans la t ion c — J I N 
et à une rotat ion to — JIP (fig 180). A 
est en t r a îné r e l a t i vemen t à un s e 
cond sys t ème de compara i son B, et 
son m o u v e m e n t r ev i en t , à l ' ins tant t, 
à une t rans la t ion v' = M'N' et à une 
rotation t»'---M'1 J ' , e t c . On se pro
pose do d é t e r m i n e r le m o u v e m e n t de 
S, à l ' ins tant t. pa r r a p p o r t à un sys
tème de compara i son e n t i è r e m e n t 
fixe. 

Soit o un poin t que lconque de 
l 'espace. La rota t ion to =_: M l- peu t ê t re 
t r anspor t ée pa ra l l è l emen t à e l le-
même en op, à la condi t ion de lui 
ajouter une t r ans la t ion v, de g r a n d e u r 
e t de d i rec t ion pa r f a i t emen t définies. 
En p rocédan t de m ê m e pour les rota
t ions u / ^ T T 7 , m" = M " F " . . . on voit 
que le m o u v e m e n t absolu de S à l ' ins
tan t £ r é su l t e de la coex i s t ence :• 

i" D'une sé r ie de ro ta t ions concou
ran tes tù = op, tû' = o'p' u>" = o"p" ... 
qui se_ co mp o sen t en une seu le , 
iï =oi, d ' après la règle du polygone. 

2° D'une sé r ie de t r ans l a t i ons v, i 
v e c t e u r s i eprésen ta t i f s , pa r a l l è l emen t à e u x - m ê m e s , en un poin t que l conque O j . E l les 
se composen t alors en une seu le , V = ot{5. 

Tout se passe donc en réa l i t é c o m m e si S é ta i t a n i m é à l ' i n s t a n t t, dans le sys 
tème de compara i son fixe, de la t rans la t ion V et do la ro ta t ion 12. Le m o u v e m e n t ab 
solu est , pa r conséquen t , hé l ico ïda l , e t son axe i n s t a n t a n é g l i ssant s 'obt ient c o m m e 
on l'a ind iqué au n D 224, 

F i g . 180-

v3... dont on peu t t r a n s p o r t e r les 
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C H A P I T R E I I I 

MOUVEMENT RELATIF 

DE DEUX SYSTÈMES INVARIABLES 

F i r . 1 S I . 

227. Deux figures invar iab les S eL S' é tan t en m o u v e m e n t dans l ' espace , supposons 
qu 'un sys tème de coordonnées o . v y i s o i t invar iab le
m e n t re l ié à l 'une d 'e l les , S par exemple ; le mou
v e m e n t de S dans ce s y s t è m e de compara i son mo
bile est appe lé mouvement relatif de S' par rapport 
à S. C'est celui q u ' a p e r c e v r a i t un o b s e r v a t e u r en
t r a îné par S et r ega rdan t S'. 

On facilite l ' é tude du m o u v e m e n t relatif en a p 
p l iquan t le pr inc ipe su ivan t , déjà ut i l isé dans la 
C inéma t ique du point ma té r i e l : 

Le mouvement relatif de deux systèmes n'est 
pas altéré lorsqu'on imprim" k leur ensemble un 
mouvement d'entraînement commun. 

Le m o u v e m e n t absolu de S rev ien t , à un ins
t an t que lconque /, dans le cas le plus généra l , à une 
t r ans la t ion e t à une ro ta t ion s i m u l t a n é e s , r e p r é s e n 

tées par les v e c t e u r s v = o \ et w — oB. Celui de S' revient , au m ê m e ins tan t , à u n e 
t rans la t ion e t à une rota t ion s i m u l t a n é e s , r e p r é 
sen tées par les v e c t e u r s v' - o'X e t u' - o'B'. Si 
l'on impr ime à l ' ensemble des deux figures un 
m o u v e m e n t addi t ionnel égal et con t ra i r e au m o u 
v e m e n t absolu de la figure S, cet te de rn i è r e e s t 
r amenée au r epos , ainsi que le s y s t è m e d ' axes 
oxyz, et le m o u v e m e n t de la figure S' par rappor t 
à ce s y s t è m e r é su l t e de la composi t ion des m o u 
v e m e n t s s i m u l t a n é s , r e p r é s e n t é s par l es deux 
g roupes de vec t eu r s : oA t = — v, oB, = — c> d 'une 
par t , o'A' — v', o'B' = u' d ' au t re par t . Il se r amène 
(226) à une t rans la t ion e t à une rota t ion s imul ta 
n é e s V = o'a, 11 = o'fi, et cons t i tue le m o u v e m e n t relat if c h e r c h é . 

Par conséquen t : Le mouvement relatif d'une figure S ' p a r rapport à. une figure 
S peut être considéré comme résultant de la composition du mouvement absolu de 
S' et d'un mouvement d'entraînement égal et contraire au mouvement absolu de S. 

22S. D e s d i v e r s e s f o r m e s q u e p e u t p r e n d r e l e m o u v e m e n t r e l a t i f d e d e u x 
s y s t è m e s i n v a r i a b l e s . — I l y a lieu de d i s t inguer deux cas , se lon que les s y s t è m e s 
ont un seul po in t c o m m u n , ou p lus i eu r s . 
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a) Supposons d'abord, que S e t S' soient , à un ins tan t t, t angen t s en un point 
unique I. Apres l 'addi t ion d'un m o u v e m e n t d 'en
t ra înement commun égal e t cont ra i re an mouve
ment absolu de S, ce corps est r amené au repos , 
et le m o u v e m e n t relatif de S' par r appor t à S 
ren t re dans l 'une des formes su ivan tes : 

1" C'est un pivotement au tour du point I, si 
celui-ci r es te fixe sur les deux corps . Le mouve
ment r e l a t i fde S ' p a r r a p p o r t à S revient , à c h a q u e 
instant, à une ro ta t ion au tou r de la normale c o m 
mune aux deux surfaces en contact . (Kxemple : 
Mouvement relatif du croisi l lon du joint de Car 
dan par r appor t à chaque a x e | . 

2° C'est un glissement simple si le point 1 
reste immobi le su r l 'une des sur faces , et décr i t 
sur l 'autre une l igne C (fig. 183). Le m o u v e m e n t 
relatif de S' par r appor t à S se r amène , à chaque y;., 
instant , a u n e rota t ion au tour d'un axe passan t par 
I, combinée avec une t rans la t ion dont la d i rec t ion es t celle de la t angen te eu 1 à la 
courbe C. C'est donc un m o u v e m e n t hél icoïdal . (Lxemple : Mouvement relatif de l 'ou
til d 'un tour par r appor t à la p i èce ) . 

3° C'est un roulement simple si le point I pa rcour t sur chaque figure des chemins 
égaux. Ses pos i t ions success ives forment sur S 
et S' des courbes C et C t angen t e s eu I, et, 
dans le m o u v e m e n t de S', la courbe C roule 
sans gl isser su r la courbe C (fig. 184). A c h a q u e 
ins tant , le m o u v e m e n t r e l a t i fde S' p a r r a p p o r t 
à S r ev i en t à une rotat ion au tour d'un axe I.v 
s i tué dans le plan t a n g e n t commun, e t normal 
à la fois aux courbes C et C . (Exemple : Mou
v e m e n t relatif do deux c i rconfé rences t an 
gen tes , t ou rnan t au tour de leurs cen t r e s , avec 
des vi tesses angula i res i n v e r s e m e n t p ropor 
t ionne l les à l eu r s rayons) . 

i' C 'es t un mouvement mixte de roule
ment et de glissement si le point I se dép lace 
sur les deux, co rps , mais ne pa rcou r t pas su r 
chacun d 'eux des chemins égaux. Ses posi t ions 
success ives forment encore sur S e t S', des 
courbes C et C . On di t que le g l i s semen t 
mixte e s t tangentiel quand les t angen t e s à 
C et C en I sont confondues , e t qu' i l es t 
a n g u l a i r e si ces t a n g e n t e s sont d i s t inc tes . 

Dans chacun de ces cas, le m o u v e m e n t re 
latif de S' pa r r appor t à S est , à chaque ins tan t , 
composé d 'une ro ta t ion e t d 'une t rans la t ion 
s imu l t anées , dont la p r e m i è r e p rodui t le rou
l e m e n t e t l ' au t re le g l i s sement . Les profils des 
den ts de deux roues d ' engrenage en offrent un exe 

Fig. 1 8 J . 

mple. 
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b) Si les deux s y s t è m e s ont p l u s i e u r s poin ts de contact , on p e u t app l ique r les 
cons idé ra t ions qui p r é c è d e n t en e n v i s a g e a n t chacun d 'eux en pa r t i cu l i e r . Mais la 
na tu re du m o u v e m e n t relatif var ie g é n é r a l e m e n t q u a n d on passe d 'un point do 
con tac t à un a u t r e . Il en est a ins i , pa r e x e m p l e , dans le s y s t è m e de m e u l e s , u t i l i sé pour 
le b royage des corps , qui e s t cons t i tué p a r une cuve t t e p l ane S, su r laque l le r o u l e n t 
deux cy l indres S' et S', , mobi les au tou r de l eu r axe c o m m u n yy'. Ce s y s t è m e es t em
ployé de deux façons différentes , se lon que la cuve t t e es t fixe ou mobi le . Dans le p re 
m i e r cas, l 'axe .x.x:' qui la t r a v e r s e es t so l ida i re de ce lu i des m e u l e s (fig. 186), de so r te 
q u e ces d e r n i è r e s t o u r n e n t au tou r de l e u r axe yy' p e n d a n t que celui-ci es t en t ra îné 

dans un m o u v e m e n t de ro ta t ion au tou r de xx'. 
Dans le second cas , l 'axe .v.v' c o m m u n i q u e son 
m o u v e m e n t à la c u v e t t e , e t une d ispos i t ion 
pa r t i cu l i è re l ' e m p ê c h e d ' en t ra îne r a v e c lui 
l 'axe des m e u l e s . Le f ro t t emen t qui s ' exerce 
en t r e celles-ci e t la surface de la cuve t t e les 
con t ra in t à t o u r n e r au tou r de yy'. Dans la re
c h e r c h e du m o u v e m e n t relatif des meu le s par 

^^.^^..vt.v,,-.., .....1 IPSj^LtJyTTZ^ r a p p o r t à la cuve t t e , il n 'y a d 'a i l leurs pas l ieu 
•• ^ , j e d i s t inguer ces deux cas l 'un de l 'aut re , puis

qu 'on peu t r a m e n e r le second au p r e m i e r eu 
c o m m u n i q u a n t à tout le s y s t è m e un m o u v e 
m e n t égal et con t ra i r e à celui de S au tour de .v.v'. 

Cons idé rons en pa r t i cu l i e r la meu le S', e t 
soit A B sa g é n é r a t r i c e de contac t avec la cu
ve t t e s u p p o s é e fixe. Les v i tesses des d ive r s 

points de AB sont éga les . Bar conséquent, , si au point M de ce t t e droi te le m o u v e m e n t 
relatif de S' par r a p p o r t à S est un r o u l e m e n t s imple , il se ra n é c e s s a i r e m e n t compl i 
qué de g l i s s emen t pa r tou t a i l l eu r s . Pour un point de AB si tué à dro i te de M , l ' espace 
parcouru sur la meu le es t mo ind re que celui qui es t p a r c o u r u sur la cuve t t e ; c 'es t 
le cont ra i re pour un point s i t u é à g a u c h e de M . Ce t t e p rop r i é t é a ide an bon fonc
t i o n n e m e n t de l ' apparei l , pa rce qu 'e i lc p rodu i t un mé lange de la mat iè re qui lui est 
offerte. 

229. R e m a r q u e . — C h e r c h o n s à que l les condi t ions il y a r o u l e m e n t s imp le en tout 
po in t de contac t des deux so l ides . Si l 'on env i sage un de ces po in t s en par t i cu l ie r , le 
m o u v e m e n t relatif du s y s t è m e mobile S' r ev ien t , p e n d a n t un t e m p s inf iniment pet i t , à 
une rota t ion i n s t an t anée au tou r d 'une d ro i t e passan t par ce point . Ce t te dro i te é tan t 
l 'axe i n s t an t ané de rota t ion de tou t le s y s t è m e à" l ' ins tan t cons idé ré , doit r e s t e r inva
r iable quand on passe d'un point de con tac t à un a u t r e ; cela ne peu t é v i d e m m e n t 
avoir lieu que si elle les cont ien t t ous . Donc, pour que le m o u v e m e n t relatif de S' par 
r a p p o r t à S pu isse ê t re un r o u l e m e n t s imp le su r S, il e s t néce s sa i r e , (mais pas 
suffisant, com m e le m o n t r e l ' exemple p r écéden t ) , que les deux surfaces eu con tac t 
so ien t r ég l ées . C'est ce qui a l ieu, par e x e m p l e , quand un cyl indre roule su r un au t r e 
cy l indre à g é n é r a t r i c e s para l lè les ; ou quand un cône roule sur un au t r e cône de m ê m e 
s o m m e t . 

230. E x e m p l e s . I . — Mouvement relatif du chariot d'un tour à fileter, -par 
rapporta la pièce à façonner. 

Le m o u v e m e n t absolu de la p ièce S es t u n e ro ta t ion , de v i t e s se angu la i r e u>, au 
t o u r de l 'axe Z d é t e r m i n é par les po in tes du tou r ; cqlui du cha r io t S' e s t u n e t r a n s 
lat ion, de v i t e s se V, pa ra l l è le à Z. I m p r i m o n s aux deux corps un m o u v e m e n t égal e t 
con t r a i r e au m o u v e m e n t absolu de la p ièce , afin de r a m e n e r cel le-ci au r e p o s . Le 
m o u v e m e n t relatif du char io t se compose alors : 
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1° D'une rota t ion au tour de l 'axe Z, de v i tesse angula i re aq égale à w, mais o r i e n t é e 
en sens con t ra i re (Mouvement addi t ionnel) . 

2° D 'une t rans la t ion V para l lè le à Z (Mouvement absolu 
du char iot) . 

Ce t te combina ison , déjà r encon t r ée à la fin du p a r a 
g r a p h e 224, n e p e u t se r a m e n e r à aucune a u t r e plus 
s imple . Elle p rodu i t un mouvement hélicoïdal. Le pas 
H des hé l ices t r a c é e s à la sur face de la p ièce e^t égal 
au c h e m i n pa rcouru par le char io t , sous l ' influence 
de la t r ans la t ion , p e n d a n t que la p ièce fait un tour-
soi t 

H = V X = 2 x X — -

Il ne d é p e n d pas du rayon de la p ièce , mais s e u l e m e n t du r appor t 
V 

II . — Principe relatif à la détermination de la foi me des aubes, dans les roues 

hydrauliques et les turbines. 

Le m o u v e m e n t absolu de la roue S es t une ro ta t ion , de v i t e s se angu la i re w, a u t o u r 
de l 'axe horizontal Z, pe rpen
d icu la i re au plan de la f igure. 
U n e molécu le d 'eau p a r c o u r t , 
avec la v i t e s se v du couran t , la 
t ra jec to i re rec t i l igne M.v. Nous 
nous p roposons de d é t e r m i n e r 
que l l e d i rec t ion il faut d o n n e r 
aux aubes pour que , à son a r 
r ivée en N, la molécu le d 'eau 
p é n è t r e dans la roue sans choc . 

Obse rvons d 'abord que , si 
la roue res ta i t immobi le , ce l t e 
d i rec t ion se ra i t é v i d e m m e n t 
celle de la v i tesse î ; — NA. l m -

l< ig. 1<S/ bis. p r imons m a i n t e n a n t à i a roue 

et à la molécule s i tuée en N un m o u v e m e n t égal et con t ra i re à celui de la roue, qui est 
ainsi r a m e n é e au repos . La molécule d 'eau possède alors deux v i t e s se s s i m u l t a n é e s : 

1° La v i tesse abso lue i ; = NA. 

2° L a v i tesse d u e au m o u v e m e n t addi t ionnel ; e l le es t r e p r é s e n t é e par le v e c t e u r 
u x ; 

le point X. 
La r é su l t an t e de ces deux v i t e s ses es t vr - NC. 
Au m o m e n t de l ' en t r ée de la molécule d 'eau dans la roue , l es choses se p a s s e n t 

donc com m e si , la r o u e é tan t immobi l e , la molécu le se p r é sen t a i t devan t el le avec la 
v i t e s se rr dans le sens NC. Pa r conséquen t , le p r e m i e r é l é m e n t de l 'aube doit ê t r e 
o r i en té su ivan t NC pour que l 'eau e n t r e sans choc . 

I I I . — Mouvement relatif de deux cylindres. 

Deux cy l indres de révolu t ion o et o', t angen t s le long de la g é n é r a t r i c e I.v(fig. 187 ter), 
t o u r n e n t au tour de l eu r s axes respect i fs oy, o'y', supposés fixes, avec des v i t e s ses an
gula i res m et t u ' te l les qu'i l ne se p rodu i se aucun g l i s sement . On se p ropose de c h e r c h e r 
la na tu re du m o u v e m e n t relatif du cyl indre o par r appor t au cy l indre o. 
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Puisqu' i l n 'y a pas g l i s semen t m u t u e l des doux surfaces , la v i tesse l inéa i re du 
point I es t la môme s u r chacune d 'e l les , et, en la dé s ignan t par v, on a 

d'où 

v = 

v e t v 

C o m m u n i q u o n s aux deux cy l ind res un m o u v e m e n t égal e t con t ra i re à celui du 
cy l indre o', qui es t a insi r a m e n é au 
r epos . Le m o u v e m e n t que p rend le 
cyl indre o résu l t e de la coex i s t ence : 

1° D'une ro ta t ion de v i tesse angula i re 
<d au tou r de l 'axe o y (mouvemen t absolu 
d e o ) . 

2° D'une ro ta t ion au tour de l 'axe o' y', 
dont la v i t e s se angu la i r e u", égale en 

•• va leu r abso lue à w\ est de sens con t ra i r e 
( m o u v e m e n t addi t ionne!) . 

Les deux ro ta t ions w et u " s o n t p a r a ! -
lè les e t de m ê m e s e n s ; e l les se com
posen t eu une seu le , égale à leur s o m m e 

(ù 

Fig. 187 ter. 

s 'effectuant au tou r d 'un axe don t le pied 
I, p a r t a g e oo' en s e g m e n t s addit ifs , 
i n v e r s e m e n t p ropor t ionne l s aux v i t esses 
angu la i r e s composan te s (214). Pa r con
s é q u e n t 

o 'I , Il I 

ce qui p rouve que les points I, et I son t confondus . Tout se p i s s e donc, à chaque 
ins tant , comme si, le cy l indre o' r e s t an t fixe, le cy l indre o tourna i t au tour de la g é n é 
ra t r i ce c o m m u n e De là r é su l t e que le m o u v e m e n t relatif du cyl indre o par r a p p o r t au 
cy l indre o' es t un roulement, du p r e m i e r su r le second, s 'effectuant à chaque ins tan t 
au tour de la géné ra t r i ce de contact , e t dont la v i tesse angu la i re es t 

a = vi-L.-\- n 
231. R e m a r q u e . — Si la c i rconférence o es t s u p p o s é e i nva r i ab l emen t re l iée à 

une courbe L s i tuée dans son plan, le m o u v e m e n t relatif de celle-ci p a r r appor t à la 
c i r confé rence o' es t , d ' après ce qui p r écède , le m ê m e que si, o' r e s t an t fixe, o roulai t 
sur elle sans gl isser . On peu t par conséquen t app l ique r à L, dans son m o u v e m e n t 
relatif, les p r o p r i é t é s d é m o n t r é e s dans l ' é tude du m o u v e m e n t épicycloïdal plan d 'une 
courbe i n v a r i a b l e m e n t re l iée à la rou l an t e ¡170 et su ivants ) . Cet te obse rva t ion se ra 
u t i l i sée dans la t héo r i e des e n g r e n a g e s . 

(*) Cette express ion est ident ique à cel le que nous avons établie pour le roulement d'une 
cnurhe mobi le sur une courbe fixe (153). 
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C H A P I T R E I V 

D E L ' A C C É L É R A T I O N T O T A L E D A N S LA T H É O R I E 

D E S M O U V E M E N T S S I M U L T A N É S 

2:12. Lu v i tesse ' absolue d'un poin t a n i m é de deux m o u v e m e n t s s imu l t anés es t 
r e p r é s e n t é e , dans tous l e s cas , par la d iagonale du p a r a l l é l o g r a m m e cons t ru i t sur la 
v i tesse re la t ive et la v i t e s se d ' e n t r a î n e m e n t . Nous al lons d é m o n t r e r q u e ce t t e p ro 
pr ié té n e s ' é t end à l ' accé lé ra t ion to ta le que si le m o u v e m e n t d ' e n t r a î n e m e n t de la 
t ra jec to i re re la t ive e s t une t rans la t ion , e t que , dans le cas généra l , l ' accé lé ra t ion to 
ta le du m o u v e m e n t absolu n 'es t pas la r é su l t an t e des accé lé ra t ions to ta les re la t ive 
et d ' en t r a înemen t . 

Nous d i s t i ngue rons deux cas . 

233. P r e m i e r c a s . — Le mouvement d'entraînement de. Ira taj flcf oi'/'c relative, est 
u n e translation. 

P e n d a n t que le point mobi le décr i t la t ra jec to i re re la t ive AB, su r l aque l l e il oc
cupe la posi t ion M à l ' ins tant t, celle-ci se dép lace par un m o u v e m e n t de t rans la t ion , 

Fig. 188. 

de te l le man iè re que la t ra jec to i re d ' e n t r a î n e m e n t du poin t M soit MN (fig. 188). Si le 
m o u v e m e n t d ' e n t r a î n e m e n t n ' ex i s t a i t pas , le point mobi le p r e n d r a i t su r AB, à l ' ins tant 
t 'r at , une posi t ion M t ; mais c o m m e , à ce t ins tan t , la t ra jec to i re r e l a t ive es t en A'B', 
la posi t ion rée l le du mobi le e s t le point M' ob tenu en por t an t l 'arc NM' égal à l 'arc 
MM, (84). De p lus , la v i tesse abso lue V — MÛ du poin t M_à l ' ins tant t e s t la d iagonale 
du pa ra l l é log ramme cons t ru i t su r les v i t e s se s i> — MC, ve = ME des deux m o u v e 
ments s i m u l t a n é s . 

S 
C I S K M À T I Q U E 
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Por tons s u r MD, MO, ME des v e c t e u r s MG, Mil", MF r e s p e c t i v e m e n t égaux à 
V X A t, vr X A t e t ve X il t. Le q u a d r i l a t è r e MIIGF ainsi formé es t un p a r a l l é l o g r a m m e , 
e t les v e c t e u r s GM', HMj, FN, m e s u r e n t l es dév ia t ions é l é m e n t a i r e s é p r o u v é e s par le 
mobi le dans le m o u v e m e n t absolu e t dans les m o u v e m e n t s c o m p o s a n t s (110). P u i s q u e 
N es t , su r A'B', l ' homologue de M su r AB, et que le mouvement d'entraînement est 
une translation, la t a n g e n t e en N à A'B' e s t pa ra l l è l e à MC. En p o r t a n t su r ce t t e 
t a n g e n t e un v e c t e u r NK é q u i p o l l e n t à Mil , on d é t e r m i n e deux v e c t e u r s KM' e t G K 
dont le p r e m i e r e s t équ ipo l len t à HM[. pu isqu ' i l r e p r é s e n t e la dévia t ion é l é m e n t a i r e 
dans le m o u v e m e n t relatif, ob t enue au moyen de la posi t ion A'B' de la t ra jec to i re 
re la t ive , e t don t le second es t é q u i p o l l e n t à FN. Les cô tés GM', GK et KM' du t r i ang le 
GKM', pa rcou rus dans l 'ordre des l e t t r e s , son t donc , en g r a n d e u r et en d i rec t ion , les 
dévia t ions é l émen ta i r e s du mobi le dans le m o u v e m e n t absolu et dans l e s m o u v e 
m e n t s c o m p o s a n t s . 

Soient m a i n t e n a n t 
' _ 2 KM' 

? » » · — i t 2 _ 

2 GK 

2GM 7 

\l>-

les accé l é ra t ions to ta les m o y e n n e s de ces t ro is m o u v e m e n t s p e n d a n t le t e m p s M . 
En représentant , c h a c u n e de ces quan t i t é s par un v e c t e u r d i r igé dans le sens de la 
déviat ion é l émen ta i r e c o r r e s p o n d a n t e , on forme un t r i ang le O P R s e m b l a b l e à GKM', 

p u i s q u e le r a p p o r t des cô tés homologues a pour va leu r cons t an te — ; * m es t donc 
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la r é su l t an t e de amr et de yme- Si l 'on fait t e n d r e & t vers zéro, c e t t e p rop r i é t é subs i s t e , 
mais cpww, cpnie et <bm ont r e s p e c t i v e m e n t pour l imi tes les accé lé ra t ions to ta les réel les 
dans les m o u v e m e n t s relatif, d ' e n t r a î n e m e n t e t absolu à l ' i n s t an t t. P a r conséquen t : 
Si le mouvement d'entraînement de la trajectoire relative, est une translation, l'ac
célération totale dans le mouvement absolu est, à chaque instant, la résultante des 
accélérations totales relatine et d'entraînement. 

234. D e u x i è m e c a s . — Le mouvement d'entraînement de la trajectoire rela
tive est quelconque. — Théorème de. Coriolis. 

Soient , c o m m e dans le cas p r é c é d e n t . M et M' les pos i t ions du poin t mobi le aux 
ins tan t s t et t -\- M su r la t ra jec to i re re la t ive qui s 'es t dép lacée de AB en A'B', MCDE 
le p a r a l l é l o g r a m m e des v i t e s se s à l ' ins tant l, GM', IIM, e t FN les v e c t e u r s qui m e 
su ren t les dévia t ions é l é m e n t a i r e s , p e n d a n t le t e m p s M. dans le m o u v e m e n t absolu e t 
ilans les m o u v e m e n t s c o m p o s a n t s . 

Pu i sque le m o u v e m e n t d ' en t r a înemen t est que l conque , il r ev ien t à chaque in s 
tant à une t r ans la t ion et à une ro ta t ion s i m u l t a n é e s (201). On peu t donc imag ine r çue 
la t ra jec to i re re la t ive , pour venir de AB en A'B', sub i sse d 'abord une t rans la t ion , qui 
l ' amène dans la posi t ion i n t e r m é d i a i r e A ^ , , pu is une ro ta t ion a u t o u r d'un axe Nrj 
convenab lemen t choisi , qui la fait p a s s e r de AjBj en A'B'. A la su i t e de la t rans la t ion 
seu le , le point M aura i t occupé su r A j B ^ à l ' i n s t an t t - j - M, la posi t ion M 2 d é t e r m i n é e 
par la re la t ion 

a r c NM 3 = arc MM, = a rc NM" 

La t a n g e n t e en N à A ( B , est d 'a i l leurs pa ra l l è l e à MC, et si l'on por te sur e l le un 
v e c t e u r NK équipo l len t à MH, on obt ient , c o m m e dans le p r e m i e r cas, des vec t eu r s 
GK et KM 2 r e s p e c t i v e m e n t équ ipo l len t s à FN et II Mj. P o u r a m e n e r le mobi le à sa 
posi t ion rée l le , il r e s t e à le faire t o u r n e r a u t o u r de N 2 ( avec la t ra jec to i re r e la t ive , ce 
qui lui fait p a r c o u r i r un a rc de cerc le M 2M', dont la t a n g e n t e en M 2 es t no rma le au 
plan M 2 N Z ( . 

Désignons par <pmc l ' accé léra t ion to ta le m o y e n n e qu ' aura i t un mobi le pa r cou ran t 
la corde M ;M' p e n d a n t le t e m p s M 

_ 2MTM' 
°'"c — At1 

et so ien t comm e p r é c é d e m m e n t 

. _ 2GK 
1"">— Mi 

2GM' 

les accé l é ra t ions to ta les m o y e n n e s , p e n d a n t le môme t e m p s , dans les m o u v e m e n t s 
relatif, d ' e n t r a î n e m e n t e t absolu . En r e p r é s e n t a n t chacune des q u a n t i t é s omc, ymr, fj>me 

et <ï>m par un v e c t e u r d i r igé , pour la p r e m i è r e , dans le sens M 2M', et, p o u r les t ro is 
a u t r e s , dans le sens de la dévia t ion é l é m e n t a i r e c o r r e s p o n d a n t e , on forme un polygone 
O P Q R semblab le au polygone GKM 2 M', pu i sque les ang les sont conse rvés , et que le 
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r appor t des côtés homologues a pour va leu r cons tan te —~T . 'I'™ es t donc la r é su l t an t e 
Ai

de e p w r , cpme , c f m c Si l'on fait, t e n d r e a t ve r s zé ro , z.mc t end ve r s une l imi te <pe qu 'on a p 
pel le l ' accé lé ra t ion complémentaire à l'instant t, t andis que t p m c , tpme e t <l>m de 
v i e n n e n t r e s p e c t i v e m e n t l ' accé léra t ion to ta le r e la t ive , d ' e n t r a î n e m e n t e t absolue à 
ce môme ins tan t , e t la p r o p r i é t é p r é c é d e n t e s u b s i s t e . Par c o n s é q u e n t : Lorsque le 
mouvement d'entraînement de la trajectoire relative est quelconque, l'accélération 
totale dans le mouvement absolu est, à c h a q u e i n s t a n t , la r é s u l t a n t e des t ro is accé
lérations totales relative, d'entraînement et complémentaire, composées suivant la 
règle du polygone. 

Cet te propos i t ion i m p o r t a n t e cons t i tue le t h é o r è m e d e C u r i o l i s . 
235. G r a n d e u r e t d i r e c t i o n d e l ' a c c é l é r a t i o n c o m p l é m e n t a i r e . 

Puisque , par définition, 

Uni l j « : 
2 M , M 

At-

on a auss i : l i ITI 
2 a r c M 2 M ' 

At-! 

Soient W [ la v i t e s se angu la i re m o y e n n e , p e n d a n t le t e m p s A/, de la rota t ion qui 
s ' exécute au tou r de N ^ , et M J la d i s t ance du point M 2 à cet axe ( f i g . 190.) On peut 
éc r i r e 

a r c M 2M' = u , X I M 2 X M 

D'au t re pa r t 

IM 2 = M U sin 1XM 2 

Par c o n s é q u e n t 

arc M 2M' = X XM 2 X A t x sin IXM, 

Et 

<.), X \ M , X s i n INMo 
cpc = 2 lini 

— 2 li m X lim 
N M 2 

At 

At 

X lim sin IX M . 

Or, quand Al t end vers zéro, A ( B f 

vient se confondre avec AB, et les 
points X et M se supe rposen t . La po
sit ion l imite de Nzj est l 'axe ins tan

tané de rota t ion Mz de la t ra jec to i re r e la t ive à l ' instant, t, dans le m o u v e m e n t d'en
t r a î n e m e n t , e t la v a l e u r l imi te de aq est la v i t e s se angula i re u de ce t t e rotat ion ; la 

XM, 
l imi te du r a p p o r t e s l la v i tesse re la t ive vr = MC à l ' ins tant t, e t cel le de l 'angle 

INM 2 es t l 'angle ( c o , vr) formé par les d i rec t ions MC et Mr. On a donc 

i Vr sin (w, Vr) 

De plus, la d i rec t ion de oc e s t la d i rec t ion l imi te du vec t eu r M 2 M ; e l le est donc 
pe rpend icu l a i r e à i a posi t ion l imi te du plan M J X ' Î , , c 'est-à-dire au plan C M ; . Eu r é s u m é : 
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L'accélération complémentaire est égale, à chaque instant, au double produit de 
la vitesse relative par la vitesse angulaire de la rotation instantanée du mouvement 
d'entraînement, et par le sinus de l'angle que formant l'axe de cette rotation et la 
vitesse relative. Elle est perpendiculaire au plan de cet angle, et dirigée dans le sens 
où la rotation d'entraînement tend a déplacer la trajectoire relative. 

236. L 'accé léra t ion complémen ta i r e ne peu t ê t re nul le que dans les t rois cas su i 
van t s : 

1° Si (j = o. — Le m o u v e m e n t d ' en t r a înemen t se r édu i t a lors , à l ' ins tant t, à une 
t rans la t ion . Nous avons m o n t r é d i r e c t e m e n t qu'i l n 'y a pas , dans ce cas , d ' accé lé ra 
tion c o m p l é m e n t a i r e . 

2" S i Vr = o. — A l ' ins tan t cons idé ré , le mobi le es t en r e p o s su r sa t ra jec to i re 
re la t ive (*), e t son m o u v e m e n t absolu se r édu i t au seul m o u v e m e n t d ' e n t r a î n e m e n t . 

3 ' Si sin (w, Vr) — o, c 'es t-à-dire si l 'axe i n s t an t ané de la ro ta t ion d ' e n t r a î n e m e n t 
est d i r igé su ivan t la t a n g e n t e à la t r a jec to i re re la t ive . 

Dans ces d ive r s cas pa r t i cu l i e r s , l ' accé léra t ion to ta le du m o u v e m e n t absolu e s t la 
r é su l t an t e des accé l é ra t ions to ta les dans le m o u v e m e n t relat if e t dans le m o u v e m e n t 
d ' e n t r a î n e m e n t . 

237. A p p l i c a t i o n . —• Accélération totale d'un mouvement plan rapporté à un 
système de coordonnées polaires. 

Le m o u v e m e n t d 'un point , r appor t é à un sys t ème de coo rdonnées po la i r e s , p e u t 
ê t re cons idé ré comme ré su l t an t de la coex is tence 

dr 
d'un m o u v e m e n t relatif de v i t e s se 

dt 
qui s'ef

fectue sur le rayon vec t eu r , e t d 'une ro ta t ion 
d ' e n t r a î n e m e n t a u t o u r du pôle , dont la v i tesse 

d6 
angu la i r e es t -^j- (81), L'axe de ce t te rota t ion est 

p e r p e n d i c u l a i r e au plan de la t ra jec to i re , de so r te 
que l ' accé léra t ion c o m p l é m e n t a i r e se rédu i t à 

fe
di- „ . 

2-77 ~ 
d8 

dT Fig. 191. 

Elle es t d i r igée su ivant la pe rpend icu la i r e My au rayon v e c t e u r . Si l 'on ca l cu l e 
en outre l ' accé lé ra t ion to ta le dan# le m o u v e m e n t relatif et dans le m o u v e m e n t d 'en
t r a înemen t , en app l iquan t les formules du n° 111, on r e t rouve les c o m p o s a n t e s de 
l ' accé lé ra t ion totale dans le m o u v e m e n t absolu, déjà ob tenues au n" 131 pa r u n e m é 
thode d i r e c t e . 

Fin de la Cinématique théorique 

(*) Cela ne signifie pas que l'accélération totale relative est nulle. L'accélération d'un corps 
pesant, lancé de bas eu haut, est toujours g même à l'instant ou son mouvement d'ascension 
s'arrête. 
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DEUXIÈME PARTIE 
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G É N É R A L I T É S 

C L A S S I F I C A T I O N D E S M A C H I N E S 

238. D é f i n i t i o n s . — Cons idérée au poin t de vue c inéma t ique , une mach ine es t 
un instrument destiné à établir entre les mouvements simultanés de deux corps une 
relation géométrique donnée (Edm. B O U R ) . 

Elle se compose g é n é r a l e m e n t de t rois pa r t i e s d i s t inc tes : 
1° D'un récepteur, su r l eque l s ' exe rcen t les forces mi ses en jeu (le pis ton d 'une 

mach ine à vapeur , la cha îne d'un palan , la manive l le d 'un t r eu i l , e t c . . ) 
2 D D'un outil, qui effectue le t ravai l pour leque l la m a c h i n e a été conçue (bédane 

d 'une m a c h i n e à mor ta i se r , m è c h e d 'une p e r c e u s e , e t c . . ) 
3° De la transmission de mouvement, formée par un e n s e m b l e d 'o rganes ( engre 

nages , poul ies et cour ro ies , b ie l les , e t c . . ) p a r t a n t du r é c e p t e u r pour a b o u t i r à l 'out i l , 
d é t e r m i n é s de m a n i è r e à donne r à celui-ci le gen re de m o u v e m e n t qui conv ien t à 
l ' exécut ion de son t ravai l . Ces o rganes cons t i tuen t la chaîne cinématique de la m a 
chine . Ils son t assu je t t i s à des liaisons (points fixes, axes fixes...) r é a l i s é e s pa r l 'em
ploi de p i èce s appe l ée s guides de mouvement, que l 'on é tud ie en t echno log ie . On dit 
que ces l ia isons s o n t complètes, pa rce qu ' e l l e s fixent sans a m b i g u ï t é la t ra jec to i re de 
chaque par t ie de la cha îne c inémat ique , et obl igent ce l le -c i à se mouvo i r tou t en t i è r e 
dès qu 'un de ses points en t re en m o u v e m e n t . 

Grâce à ce t t e na tu re des l ia i sons , il suffit de connaî t re le m o u v e m e n t d'un poin t 
de la cha îne c i n é m a t i q u e pour pouvoi r d é t e r m i n e r celui de tous les a u t r e s . On p e u t 
donc se p r o p o s e r le p r o b l è m e généra l su ivan t . 

239. P r o b l è m e . — La vitesse d'un point de la chaîne cinématique étant don
née, à uninstant quelconque, en grandeur et en direction, trouver celle d'un autre 
point, au même instant. 

Ce p r o b l è m e peu t ê t re résolu par t rois m é t h o d e s d i f férentes . 

1° M é t h o d e d u d é p l a c e m e n t i n f i n i m e n t p e t i t . — Elle cons is te à i m p r i m e r à 
tous les poin ts de la chaîne , à pa r t i r 
de l eu r posi t ion à l ' ins tant cons idéré 
t, un d é p l a c e m e n t inf iniment pe t i t 
compat ib le avec les l ia isons . Cbacun 
d 'eux pa rcou r t , p e n d a n t le t e m p s dt; 

un a r c infini tésimal de sa t r a jec to i re , 
p ropo r t i onne l à sa v i t e s se et dans Pig. 190. 
la d i rec t ion de celle-ci . En appelant 
Va la v i tesse donnée du poin t A, vm la v i t e s se inconnue du po in tM, AA' e t MM' les a rcs 
déc r i t s par ces po in t s p e n d a n t le t emps dt, on a 

A A' = n a dt 

MM' = . Vm dt 

. MM' 
d OU Vm = Va X • . . , 

Or, en raison de l ' ex is tence des l iaisons, des cons t ruc t ions g é o m é t r i q u e s var iab les 
a v e c la composi t ion du m é c a n i s m e p e r m e t t e n t de dé t e rmine r MM' en fonction de AA', 
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On conçoit donc la poss ib i l i té d 'éva luer le r a p p o r t 
MM' 
AA' 

2° M é t h o d e d u d é p l a c e m e n t f ini . — On donne 
d 'une posi t ion q u e l c o n q u e , un d é p l a c e m e n t uni compa
t ible avec les l ia isons . Il exis te n é c e s s a i r e m e n t e n t r e 
les espaces AoA = sa, M o M = s » ainsi p a r c o u r u s par les 
poin ts A et M (fig. 193) u n e re la t ion s m = f {sa) qui dé 
pend de la cons t i tu t ion du m é c a n i s m e . En supposan t 
qu 'on ait su la d é t e r m i n e r , q u e les pos i t ions A 0 e t M 0 

c o r r e s p o n d e n t à l ' ins tant in i t ia l , e t les pos i t ions A,M à 
l ' époque t, on a, 
fonct ions : 

ce qui fera connaî t re Vm [ J · 

à tou te la cha îne , à pa r t i r 

d 'après le t h é o r è m e des fonctions de 

d t ' - r ( S a ' at 

OU Vm = f (Sa) Va 

Cet te égal i té donne la g r a n d e u r de vm. Comme sa 
d i rec t ion, t angen t e en M à la t ra jec toi re MoM, est connue 
m e n t résolu (**). 

3° M é t h o d e d u c e n t r e i n s t a n t a n é d e r o t a t i o n . 

Fig. 193. 

p r o b l è m e es t e n t i è r e -

Il peu t a r r i v e r que les 
po in t s cons idé rés a p p a r t i e n n e n t à une p ièce 
r ig ide indé fo rmable (une biel le par exemple) 
en m o u v e m e n t dans un plan. D'après le t h é o 
r è m e de Chas les , le m o u v e m e n t inf in iment 
pe t i t qui s ' exécu te à pa r t i r de l ' ins tant con
s i d é r é / r ev i en t à une ro ta t ion i n s t a n t a n é e 
au tou r d'un cer ta in point I de ce plan. La 
v i t e s se Vm es t p e r p e n d i c u t a i r e à IM, e t 
l'on a 

Vm _ IM 
fa IA 

Fig . V9S. 
d'où Vm — Va X 

IM 
IA 

La l iaison e n t r e A e t M peu t ê t re p lus complexe , En la s u p p o s a n t cons t i tuée 
comme su r l a f i gu re 195, on c h e r c h e 
d 'abord le c e n t r e in s t an tané de r o 
ta t ion I de AB, e t l 'on a 

vb _ IB 
Va IA (1) 

Vb 

o'C 
o'B 

En d é t e r m i n a n t ensu i t e le 
c e n t r e i n s t an t ané de ro ta t ion I' de 
CM, on peu t éc r i re 

I'M 

rc (3) Fig. 195. 

(*) Cette méthode s'applique commodément aux mécanismes du premier et du troisième 
genres. (Voir la Classification des machines). 

("*) Nous appliquerons cette méthode dans l'étude cinématique du joint universel. 
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La mul t ip l ica t ion dos égal i tés (I) 12) et (3) donne , après s impli f icat ions 

r,,i_ _ J_B_ (ïC_ I'M 
i:'a ~~ IA o'B X I ' d 

ce qui fait conna î t re r , , dont la d i rec t ion est pe rpend icu l a i r e à I'M (*) 

240. C l a s s i f i c a t i o n d e s m a c h i n e s , d ' a p r è s M o n g e . — Les m o u v e m e n t s les 
plus d ivers réa l i sés dans les m a c h i n e s , cons idé rés d ' après la n a t u r e de la t ra jec to i re , 
sont rectiliynes, ou circulaires, ou curvilignes quelconques. Chacun d 'eux peu t ê t re 
en out re continu ou alternatif. Si l 'on env i sage s e u l e m e n t , dans la cha îne c i n é m a 
t ique , les m o u v e m e n t s des par t i es qui sont à ses deux e x t r é m i t é s , on p e u t d i re que 
l'effet de la mach ine es t de t r ans fo rmer l 'un des m o u v e m e n t s fondamentaux en un 
au t re . A ce point de v u e , il y a au t an t de c lasses de m é c a n i s m e s qu'il es t poss ible de 
faire de combina i sons différentes en t r e les six so r t e s de m o u v e m e n t s fondamentaux 
pr is deux à deux . En voici la n o m e n c l a t u r e : 

T rans fo rmat ion du m o u v e m e n t rec t i l igne 
cont inu en 

Transformat ion 
a l ternat i f e n . . 

du m o u v e m e n t rec t i l igne 

Trans format ion du m o u v e m e n t c i rcula i re 
cont inu en 

I ' ransformation du 
al ternat if e n . . . 

m o u v e m e n t c i rcula i re 

Trans format ion du m o u v e m e n t curv i l igne 
cont inu en 

rec t i l igne cont inu . . [ r e classe . 
rec t i l igne al ternat i f . . 2 ° — 

c i rcu la i re cont inu . . 3 e — 

c i r cu la i r e a l ternat i f . 4 « — 
curv i l igne c o n t i n u . . . Fi« — 
curv i l igne a l t e rna t i f . 6 « — 

rectiligne continu .. déj à cité. 
rec t i l igne al ternat i f . . 7° — 
c i rcu la i re cont inu . . . 8= — 
ci rcula i re a l te rna t i f . . 9 « — 
curv i l igne con t inu . . 10= — 
curv i l igne a l t e rna t i f . 1 1 « — 

rectiligne continu... déjà cité. 
rectiligne alternatif. —-

c i rcu la i re con t i nu . . . 1 2 « c lasse . 
c i rcu la i re a l t e rna t i f . 1 3 ' — 
curv i l igne con t inu . . - 1 4 « — 
curv i l igne al ternat i f . 1 5 e — 

rectiligne continu . .. déjà cité. 
rectiligne alternatif. — 
circulaire continu.. . — 
c i rcu la i re a l ternat i f . 16 e c lasse . 
curvi l igne c o n t i n u . . . 17· — 
curvi l igne a l ternat i f . 1 8 · — 

rectiligne continu . . déj à cité. 
rectiligne alternatif. — 
circulaire continu . — 

c ire nia ire alternatif. — 

curvi l igne c o n t i n u . . . 1 9 « c lasse . 
curvi l igne al ternat i f . 2 0 ' — 

!.*) Cette méthode s'applique aux mécanismes du second genre. 
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Transformat ion du m o u v e m e n t curv i l igne 
al ternat i f en 

; rectilignc conti; 
l rectilignc alten, 
} circulai re conti; 

rectilignc continu.. . 
niatif. 

continu... 
circu l a ire alterna tif. 
curviligne continu . . 
curv i l igne al ternat i f . 

déjà cité. 

21 e c lasse . 

Ce t te classification t r è s s imple est g é n é r a l e m e n t abandonnée aujourd 'hui . On lui re
p roche , en par t icu l ie r , de r éun i r dans une m ê m e c lasse les m é c a n i s m e s les plus dis
semblab les (le p ignon et la c r é m a i l l è r e , pa r e x e m p l e , s e rven t , c o m m e le t reu i l , à la 
t r ans format ion d 'nn m o u v e m e n t c i rcu la i re cont inu en rec t i l ignc cont inu) . Nous sui
vrons dans ce t o u v r a g e la classif icat ion de R o b e r t W i l l i s , avec les modif icat ions qu 'y 
a a p p o r t é e s E d m . Bouc (*). El le repose sur les cons idé ra t ions su ivan te s : 

241. C l a s s i f i c a t i o n d e s m a c h i n e s , d ' a p r è s W i l l i s . 
1° Un p remie r g r o u p e m e n t r ésu l t e de la distinction entre las m'.nivements qui, a u 

point de rue géométrique, sont susceptibles de s'exécuter indéfiniment dans le même 
sens, et ceux dont l'amplitude est géométriquement limitée. 

Cet te d i s t inc t ion es t tou t à fait différente de cel le qui cons i s te à s é p a r e r les uns des 
au t r e s les m o u v e m e n t s con t inus et les m o u v e m e n t s a l te rna t i f s . Le m o u v e m e n t a l t e rna
tif du pendu le , par e x e m p l e , n ' e s t pas g é o m é t r i q u e m e n t l imité ; celui de la t ige d 'un 
excen t r ique à cadre l 'est au con t ra i r e . 

2" Chacune des ca t égo r i e s ainsi d é t e r m i n é e s es t dédoub lée en deux a u t r e s , sui
vant ([ne le rapport des vitesses à un instant donné est constant ou 'variable. 

3" Knfia, c h a q u e c lasse r é su l t an t de l ' app l ica t ion des deux so r t e s de cons idéra t ions 
p r é c é d e n t e s se d é c o m p o s e en t ro i s g e n r e s , su ivan t la nature de l'agent qui assure la 
liaison, des vitesses (contact direct, lien rigide ou ii.cn. flexible). 

Ces p r inc ipes , app l iqués dans l 'ordre que nous venons d 'exposer , p e r m e t t e n t de ré
s u m e r la classification des m a c h i n e s de la façon su ivan te : 

Mouvements qui, au 
point de vue g é o m é 
t r i q u e , peuvent se 
poursuivre indéfi- ' 
-i liment dans le 
'inêm e sens . 

Mouvements dont 

Rapport cons tant des ritesses 
( I " c lasse] 

Rapport variable cíes vitesses 
IIIe classe) 

l'amplitude estçéo- ^ Rapport constant 
m é t r i q u e m e n t ( imi -
tée, l'un d'eux au 
moins changeant 
île senspèrioùiqne-
me.n t. 

des ritesses 

l Rapport varia 
' des vitesses 

(II I-classe 
variable ^ 

1" Contact direct l 8 r G e n r e 

2" Lien rigide . 2" Genre 

3° Lien flexible . 3- Genre 

1° Contact direct. ' " 'Gen re 

. 2° Lien rigide .. 2" Genre 

( 3° Lien flexible 3' Genre 

^ I o Co?i¿acf direct l " G e n r e 

' 2° Lien rigide . . 2" Genre 

/ 3° Lien flexible. 3 S Genre 

En ra i son de ce que les m o u v e m e n t s d ' é t endue g é o m é t r i q u e m e n t l imi tée qui s'ef
fec tuent a v e c r a p p o r t cons t an t des v i t e s ses sonl t rès r a res (Came en cceuri, il n 'y a pas 

(*) Cours de mécanique et machines, professé à l'Ecole polytechnique. Gnutliier-Villars, 
éditeur. 
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lieu de les s é p a r e r des au t r e s ; on e s t ainsi r a m e n é à d i s t i ngue r t rois c lasses géné ra l e s 
de m é c a n i s m e s , e t dans c h a c u n e d 'el les t rois g e n r e s . Le t ab leau synop t ique su ivant 
renferme un ce r t a in n o m b r e d ' exemple s que nous é tud ie rons dans la su i te . 

I.E SENS DE LA. TRANSMISSION 

r e s t e C O N S T A N T 

1E SENS DE LA TI1ANSV.1ÎS13S 

v a r i e 

P É R I O D I Q U E M E N T 

1'· C L A S S E 

Rapport des vitesses 

constant 

II e C L A S S E 

Rapport des vitesses 

variable 

III" C L A S S E 

Rapport des vitesses 

constant ou variable 

1" G E X K E 

Transmission 

par 

contact direct 

Engrenages cylindriques. 
Engrenages coniques. 
Engrenages hélicoïdaux. 
Engrenage s hyperboloïde s. 
Trains de roues dentées. 
Pignon et crémaillère. 
Roue et vis sans fin. 
Vis de Prony. 
Cames Grisson. 

Courbes roulantes. 
Engrenage elliptique. 
Spirales logarithmiques. 
Roues excentrées. 
Roues de Roeiner . 
Roues d'Huyghens. 
Manivelle à coulisse. 

Etc . . 

Cames du mouvement uni
forme. 

Cnnie Morin. 
Roues à double denture. 
Excentriques à cadre ou 

à rainure. 
E tc . . 

11" G F . S R K 

Transmission 

par 

lien rigide 

Roues couplées. 
Joint de Oldham. 
Joint Clémens. 

Manivelles anti-rotatives. 
Bielle et manivelles iné

gales à rotations conti
nues. 

Joint universel. 
Joint de Uooke. 

Bielle et manivelles à rota
tions discontinues. 

Bielle des machines à vapeur 
Parallélogramme de Watt. 
Balancier d'Evans. 
Losange dePeaucellier,etc. 
Roues à rochet. 
Mouvements aliernatifs à 

retour rapide. 

III e
 G E N R E 

Transmission 

par 

lien flexible 

Poulies et courroies. 
Poulie fixe ou mobile. 
Treuils des divers gsnres. 
Moufles et palans. 
Pignons et chaînes. 

Poulies non circulaires. 
Treuils à tambour conique. 
Bobines. 

Sans utilisation. 
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P R E M I È R E C L A S S E — P R E M I E R G E N R E 

M É C A N I S M E S A C O N T A C T D I R E C T 
D A N S LESQCKLS 

U E S E N S D E L A T R A N S M I S S I O N E S T I N V A R I A B L E 

A I N S I Q U E L E R A P P O R T D E S V I T E S S E S 

C H A P I T R E I 

G É N É R A L I T É S 

S U R L E S E N G R E N A G E S C Y L I N D R I Q U E S D R O I T S 0 

8 I. — Principe fondamental. 

242. D é f i n i t i o n . — Les e n g r e n a g e s cy l indr iques dro i t s ont pour but , é t an t don
nés deux axes pa ra l l è l e s , de t r a n s m e t t r e un m o u v e m e n t de ro ta t ion de l 'un à l 'autre 
par l 'emploi de deux corps en contac t , d é t e r m i n é s d é t e l l e m a n i è r e que le r appor t des 
v i t e s ses angu la i r e s r e s t e cons tan t . 

243. P r i n c i p e g é n é r a l B U T l e q u e l s ' a p p u i e c e m o d e d e t r a n s m i s s i o n . — 
T h é o r è m e . Lorsque deux corps cylindriques, mobiles 
autour d'axes parallèles à la direction c o m m u n e de leurs 
génératrices, agissent l'un sur l'autre par contact direct : 

1" Leurs mouvements de. rotation, s'accomplissent 
dans le même sens ou en sens contraires, selon que la 
normale commune aux deux profils partage la ligne 
des centres en segments soustraetifs- ou eu segment* 
additifs ; 

2 Le rapport des vitesses angulaires est égal au 
rapport in verse des segments déterminés sur la ligne des 
centres par la normale commune aux deux profils: 

3° L a vitesse relative, de glissement est égala au pro
duit de. la différence ou.de la somme des vitesses angu
laires par la longueur de la normale commune, suivant 
que les rotations ont lieu dans le même sens ou en sens 
contraires. 

Coupons les corps en m o u v e m e n t par un plan p e r p e n 
d icu la i re à la d i rec t ion c o m m u n e de l eu r s axes ; so ient S 
et S' les courbes d ' i n t e r sec t ion , qui son t t a n g e n t e s en M 

(flg. 196 e t 197) e t I le po in t de r e n c o n t r e de l e u r n o r m a l e c o m m u n e a v e c la l igne 
des cen t r e s oo' p ro longée s'il y a l ieu . 

H Les engrenages dont nous allons nous occuper, dans lesquels les dents forment des 
surfaces cylindriques à génératrices parallèles aux axes de rotation, sont appelés droits par 
opposition avec les engrenages cylindriques à dents courbes (hélicoïdales), dont il sera parlé 
aux chapitres V I I et IX. 
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S u p p o s o n s que le p r e m i e r co rps soi t m o t e u r , e t t ou rne dans le sens de la flèche f. 
En faisant .abstraction du f ro t t ement , son act ion su r le second s ' exerce dans le sens de 
la normale c o m m u n e . Si. c o m m e dans la figure 190, le point I se t r ouve en t r e o e t o', 
l'effort auque l e s t soumis le corps S' le fait é v i d e m m e n t t o u r n e r en sens inve r se de S. 
Il t ou rne dans le m ê m e sens si |fig. 197) I es t s i tué su r le p ro longemen t de oo'. 

2° Soient u et w' les v i t e s ses angu la i r e s de rota t ion au tour des axes o e t o ' à l ' ins
tant ae tuel t. Donnons au s y s t è m e un 
dép lacemen t t r è s p e t i t p e n d a n t un t e m p s 
Af, à la su i te duque l S et S' v i e n n e n t 
occuper les posi t ions vois ines S t e t S ' t , 
(fig. 198). Su ivan t qu'on le cons idère 
comme a p p a r t e n a n t à S ou S', le po in t 
M a pour v i t e s se so i t u X oM = MA, soi t 
<u' X o'M = MB, e t se p lace en m , s u r S t 

ou en m ' , sur S',, ap r è s avoir d é c r i t d e s 
arcs de cerc le au tour de o e t o ' c o m m e 

cen t res . Quand M. t end vers zéro, les V. / y / V' V.:. ..-''T 
cordes M t ?n ( et Mj m\ se. confondent à 
la l imite avec la t angen t e c o m m u n e en M 
à S et S', de m ê m e que la droi te m{ ra\. 
Mais cel le-c i es t en ou t r e para l l è le à 
AB, pu isque , quand A£ es t inf iniment pe t i t , Mrrij e t Mm' , sont r e s p e c t i v e m e n t d i r igés 
suivant MA et MB, et égaux à MA X dt et MB X dt. AB es t donc pe rpend icu l a i r e à MI. 

Menons IF para l lè le à Mo. Les t r i ang l e s MAB, MIF, dont les côtés sont p e r p e n d i 
cula i res , sont s emblab le s , -et donnen t 

Fig. 198. 

MB M F 

MA I F 

oM MF oM 

1F 
X ' 

MF 

o'M 

o'M 
X 

MF 

o'M 

MF 

o'F 

ol 

~ô'T 

Supposons , pour fixer fes idées , que les deux ro ta t ions so ient de sens con
t r a i r e s . Pour t r o u v e r l ' express ion de 
la v i tesse de g l i s sement , nous é tud ie 
rons le m o u v e m e n t relatif de S' p a r 
r appor t à S, en i m p r i m a n t aux deux 
corps un m o u v e m e n t d ' ensemble égal 
e t cont ra i re au m o u v e m e n t absolu 
de S. Le m o u v e m e n t c h e r c h é r é su l t e 
de la composi t ion de la rota t ion w' 
au tour de o' avec la ro ta t ion coj, égale 
à u en va leur absolue , s ' exécu tan t 
au tou r du m ê m e axe o, ma i s eu sens 

Contraire. C 'es t donc u n e rota t ion égale à u -f- w', de m ê m e sens que </, dont l 'axe 
rencon t re oo' au poin t I, d é t e r m i n é par la r e l a t ion 

toj OU Oi ol, 

Cette p ropor t ion p rouve que I 4 e s t confondu avec I. 
L a ro ta t ion u -f- w' au tou r de I peu t ê t re t r a n s p o r t é e p a r a l l è l e m e n t à e l l e - m ê m e 

au poin t M (220), à la condi t ion de lu i a jouter une t r ans la t ion vg = + w') MI, p e r p e n 
diculaire à MI e t d i r igée comme l ' ind ique l a figure. Le m o u v e m e n t relatif d e S' p a r 
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r a p p o r t à S se c o m p o s e a lors d 'une ro ta t ion <o -p- <,/ au tou r de M, qui p rodui t le rou le 
m e n t de S' su r S, e t d 'une t r ans la t ion vg dans le sens de la t a n g e n t e c o m m u n e , qu i 
p rodu i t le g l i s semen t . En posan t Ml = p , on a 

Vg = (t i l + ti)') p 

Un r a i s o n n e m e n t ana logue p r o u v e r a i t que , dans le cas des ro ta t ions de m ê m e sens 

= (u' — u)p 

244. R e m a r q u e s . — I. L ' express ion = 
ol 

" o T 
m o n t r e que : 

Pour que le rapport des vitesses angulaires de deux corps cylindriques, mobiles 
autour d'axes parallèles à leurs génératrices et agissant l'un sur l'autre par contact 
direct, reste constant, il faut et il suffit que la normale commune aux deux profils 
coupe la ligne des centres en un point fixe. 

I I . L ' express ion vg—: (u/ ••- u>) p m o n t r e que la v i tesse re la t ive de g l i s sement e s t 
nu l le : 

•1° Quand p — o, c 'est-à-dire quand le con tac t des deux profils a l ieu su r la l igne 
des c e n t r e s . 

2° Quand les deux profils tournent dans le même sens, avec des vitesses angu
laires éga les . 

Si l 'une ou l ' au t re de ces condi t ions es t r éa l i sée à chaque ins tant , le m o u v e m e n t 
relatif des deux sol ides es t un r o u l e m e n t sans g l i s semen t . 

245. C a s p a r t i c u l i e r o ù l ' u n d e s a x e s e s t r e j e t é à l ' inf in i . — Supposons que 
S', par exemple , soi t an imé d 'un 

Si S' m o u v e m e n t de t r ans la t ion p a r a l -
'S. lè le au plan de la figure, de v i t e s se 

V, dans une di rec t ion pe rpend icu 
la i re à oo'. Cela r ev ien t à imag ine r 
que o' s 'est éloigné à l'infini dans 
la d i rec t ion oo', tu' t endan t v e r s 
zéro (142). I m p r i m o n s encore au 
sys t ème un dép l acemen t t r è s pe
t i t , qui a m è n e S e t S' en S, e t S',. 
Su ivan t qu 'on le cons idè re c o m m e 
a p p a r t e n a n t à S ou à S', le point M 
décr i t de s é l é m e n t s de chemin Mm, 
ou Mm'(, l'un de cen t r e o, l ' au t re 
para l l è le à V, e t sa v i tesse à l ' ins

t an t cons idé ré t es t « X oM = : MA ou V = MB. En ra i sonnant co mme plus haut , on éta
b l i t que AB es t p e r p e n d i c u l a i r e à ML Les t r i ang le s semblab les MAB, MOI d o n n e n t 
ifig. 200). 

MA _ _oM_ 
MB — o l 

d 'où, eu r e m p l a ç a n t MA et MB pa r l eu r s va leurs 

V = w X o I 

Enfin, le m o u v e m e n t relatif de S' par r a p p o r t a S résu l t e de la composi t ion de la 
t r ans la t ion V a v e c u n e ro ta t ion au tou r de l 'axe o, de v i tesse angula i re w, égale à w, 
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mais d i r igée en sens cont ra i re (fig. 201). Ces deux m o u v e m e n t s se c o m p o s e n t en 
une rotat ion <,> (220) égale h la p r e m i è r e , dont l 'axe r e n c o n t r e ol en un po in t l l qu i 
es t confondu a v e c I, puisqu ' i l es t dôter-

V 
miné par la re la t ion o l , = = 0 1 . 

M , 

On peut t r a n s p o r t e r ce t t e ro ta t ion pa ra l l è 
lement à e l le-même en M, à la condit ion de 
lui a jouter une t rans la t ion vg — X MI 
normale à Ml, qui r e p r é s e n t e , comme dans 
le cas généra l , la v i tesse re la t ive de glis
s e m e n t de S' par r a p p o r t à S. Son expres 
sion est, en posant MI — p 

vg = to X MI = t o p 

à , 
4 -

Fig. 201. 

246. R e m a r q u e s . — I. L 'express ion V = w X o I m o n t r e que : pour qu'il y ait 
rapport constant entre la vitesse angulaire de la rotation et la vitesse de la trans
lation, il faut et il suffit que la normale commune aux deux profils rencontre en 
un point fixe la perpendiculaire abaissée du centre de la rotation sur la direction 
de la translation. 

II . L ' express ion vy — <,>p mon t r e que la vitesse de glissement est nulle quand le 
contact des deux profils a lieu sur la perpendiculaire abaissée du point o sur la di
rection de la translation. 

Si ce t t e condi t ion es t réa l i sée à chaque ins tan t , le m o u v e m e n t relatif des deux 
sol ides e s t un r o u l e m e n t s imple . 

§ II. — Cylindres de friction. 

247. P r o b l è m e g é n é r a l d e s e n g r e n a g e s c y l i n d r i q u e s . — P r e m i è r e s o l u 
t i o n a u m o y e n d e s c y l i n d r e s d e f r i c t i o n . — Le p rob l ème généra l à r é soud re 
est le su ivan t : 

Soient deux axes parallèles, perpendiculaires au plan de la figure, sur lequel ils 
sont projetés en o et o'. Un mouvement de rotation, de vitesse angulaire w, ayant 
lieu autour de l'axe o, on propose de déterminer deux cylindres S et S', invariable
ment reliés à o et o', tels que la vitesse angulaire u ' du second soit liée à celle du 

premier par la relation 

— = k, k étant un nombre 

constant donné. 

P r e m i e r Cas. — Les deux 
arbres doivent tourner en sens 
contraires. — Quel que soi t k, 
il ex is te tou jours , e n t r e o e t 
o', un point I qui pa r tage oo' 
(flg. 202) en s e g m e n t s additifs 
t e l s que l 'on ait 

ol 
— - = h. 
ol F i g . 2 0 2 . F i g . 203 

Les c i rconférences déc r i t e s de o et o' comme c e n t r e s , avec ol et o'I p o u r r ayons , 

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



définissent deux cy l ind res d ro i t s , t a n g e n t s tou t le long d e la g é n é r a t r i c e du point I. 
Quand le cy l ind re S se m e t en m o u v e m e n t , son a d h é r e n c e a v e c le cy l ind re 8' con 
t r a in t celui-ci à t o u r n e r , e t si l'on s u p p o s e que l ' e n t r a î n e m e n t a l ieu sans g l i s s emen t , 
les v i t esses l inéa i res du point I sont les m ê m e s s u r les deux corps . Or. leurs e x p r e s 
s ions r e s p e c t i v e s son t «J X ol e t u' X o'I. On a donc 

u X O I = u ' X o ' I 

w o'I 

De plus, l es deux ro ta t ions son t é v i d e m m e n t de s e n s con t r a i r e s . 

D e u x i è m e C a s - — L e s deux arbres doivent tourner dans le même sens. — 
Quel que soi t h, il ex i s t e su r oo' un point I qui pa r t age ce t t e dro i te on s e g m e n t s s o u s -

tract i fs t e l s que l 'on a i t J - = h ifig. 203). On é tab l i ra i t c o m m e p r é c é d e m m e n t que , 

si les cyl indres droi t s définis par les c i r confé rences ol e t o'I s ' en t r a înen t sans gl isse-
w' 

men t , le r a p p o r t —- de l e u r s v i t e s ses angu la i r e s e s t à c h a q u e i n s t a n t égal à h . De 
Cl) ^ 

plus , les deux ro ta t ions s 'effectuent dans le m ê m e sens . 

248. A v a n t a g e s e t i n c o n v é n i e n t s d e s c y l i n d r e s d e f r i c t i o n . — Ce t t e solu
t ion t rès s i m p l e du p r o b l è m e p r é s e n t e un avan t age . L o r s q u e le cy l indre m o t e u r se 
m e t en m o u v e m e n t , il s ' exe rce un ce r ta in f ro t t emen t e n t r e sa sur face et cel le du 
cy l ind re condui t , d 'où r é su l t e l ' en t r a înemen t de ce d e r n i e r si la r é s i s t a n c e qui lui es t 
offerte n ' es t pas t rop cons idé rab le . On d é m o n t r e en Dynamique que le t rava i l du frot
t e m e n t , d é p e n s é en pure p e r t e par la mach ine m o t r i c e , es t u n e fonction du g l i s sement 
relatif des deux sur faces en contac t , e t a u g m e n t e avec lui . C o m m e il n 'y a pas de 
g l i s s emen t dans le cas ac tue l , le t r ava i l abso rbé pa r le f r o t t e m e n t est nul (*) . 

Les cy l indres de friction ne sont g é n é r a l e m e n t u t i l i sab les que pour t r a n s m e t t r e 
des efforts assez faibles. Quand la r é s i s t ance à va inc re e s t cons idé rab le , il faut a u g 
m e n t e r l ' adhé rence , soi t en e x e r ç a n t u n e p re s s ion convenab le su r l es axes (**|, soi t 
en r ecouv ran t les su r faces r o u l a n t e s de s u b s t a n c e s r u g u e u s e s (cuir, caoutchouc . . . ) . 

D ' ap rè s R e u l e a u x , il convien t de d o n n e r aux roues des g a r n i t u r e s différentes, 
cel le du cy l ind re m o t e u r en bois (til leul, é rab le , sapin. . . ) à fibres d i sposées dans le 
sens c i rconféren t ie l , l ' au t re en fer. Mais il a r r ive toujours un m o m e n t où, par sui te de 
l ' u su re e t du pol i ssage , le m o u v e m e n t n ' e s t p lus cont inu , et où il se p rodu i t de n o m 
b r e u x g l i s s e m e n t s . Aussi l e s cy l ind res de friction ne peuvent - i l s ê t re e m p l o y é s co mme 
organes de t r ansmis s ion que si ces g l i s s emen t s n'offrent pas d ' inconvén ien t s s é r i eu x 
dans la m a r c h e de la m a c h i n e . 

249. M o n t e - s a c s d e s m o u l i n s . — A p p a r e i l s d e p i l o n n a g e . — On t r o u v e dans 

(*) Il subsiste cependant un frottement de roulement, beaucoup moindre que le frottement 
de glissement, dont on trouve des exemples dans les roulements à billes des bicycleLtes, 
dans la machine d'Atwood, e t c . 

(**) Les roues de locomotives constituent une application des cylindres de friction, en 
considérant le rail comme une roue de rayon infini. La pression qu'elles exercent est consi
dérable : (H tonnes dans les machines Crampton) ; on l'appelle le poids adhérent. 
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les moul ins des mon te - sacs c o m p o s é s de deux' cy l ind res de friction C et C (fig- 204), 
le p remie r sol idaire d 'une poul ie P dont il reço i t le m o u v e m e n t , le s econd du t am-

0 3 
F i g . 2 0 - i . Fig. 205. 

bour D d 'un t r eu i l sur l eque l s ' enrou le une corde qui por te le fardeau à sou lever . 
L'axe o.de la poul ie et du cy l indre G est fixe ; l 'axe o' du cy l indre G' e s t po r t é par un 
excen t r ique qui p e u t t o u r n e r au tou r de l 'axe o" sous l 'ac t ion d'un lev ier L. En ag i ssan t 
su r ce de rn ie r , on a p p r o c h e C' de C e t le m o u v e m e n t de l 'axe o se t r a n s m e t à C' e t 
au t ambour du t r eu i l . Dès qu 'on a b a n d o n n e le lev ier , le fardeau ce s se de s ' é lever . 

Une disposi t ion ana logue e s t employée pour le s o u l è v e m e n t des pi lons (fig. 205). 
La t ige T, en bois , est, compr i s e en t re deux cyl indres de friction dont l 'un reçoi t le 
m o u v e m e n t d'une, poul ie e t d 'une cour ro ie . L 'axe de C peu t ê t r e dép lacé par un levier , 
afin de le r a p p r o c h e r ou de l ' éca r t e r de la t ige du pilon, dont on fait ainsi va r i e r l ' ad
hé rence a v e c C ' , ce qui p e r m e t de sou l eve r l ' appare i l e t de l ' abandonner à l u i - m ê m e 
quand on le veu t . 

250. M é c a n i s m e e m p l o y é d a n s l e s e s s o r e u s e s . — Une c o m m a n d e par cy
l indres de friction se r encon t r e aussi dans les e s s o r e u s e s . Un gale t en cui r c o m p r i m é 
G, de rayon r, es t p lacé en t r e deux p la 
teaux égaux C et C don t les axes sont 
dans le p r o l o n g e m e n t l 'un de l ' au t re 
(fig. 206), et dont les v i t e s ses angula i res 
sont égales et de sens con t ra i res . 

Les poin ts de con tac t A et A' r e - ' 
çoivent des p la teaux des v i tesses éga les 
o>XoA. qui t e n d e n t à faire t o u r n e r le 
galet dans le m ê m e sens . S'il n 'y a pas 
g l i s sement , on a, en appe l an t w' la vi
tesse angula i re du gale t au tour de son 
axe F i g . 206. 

a r = w X o A 

d'où oA 
r 

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



Le rappor t des v i t e s se s , cons t an t pour chaque posi t ion du galet , peu t p r e n d r e 

t ou t e s les va l eu r s c o m p r i s e s en t re zéro e t -^L, lorsqu 'on dép lace G par r a p p o r t à o. 

R 

1 

251, M é c a n i s m e e m p l o y é d a n s l e s a c i é r i e s . — MM. Guil l ie t , c o n s t r u c t e u r s à 
A u x e r r e , ont app l iqué u n e d isposi t ion ana logue dans la c o m m a n d e de l eu r s char io t s 

de sc ies à ruban pour le débi t des bois en g r u m e , afin d 'ob
t en i r à vo lonté de g randes va r i a t ions dans la v i t e s se d 'a
v a n c e m e n t , p e n d a n t la m a r c h e m ê m e de la m a c h i n e . Le 
p r inc ipe de l eu r appare i l r epose s u r l ' emploi de deux pla
t eaux d ' e n t r a î n e m e n t égaux , C e t C ' . calés su r des axes 
pa ra l l è les ; et z'. L 'un de ces p la teaux , soit C , e s t c o m 
m a n d é par pou l ies e t cour ro ies , et t ou rne d'un m o u v e m e n t 
uniforme ; il c o m m u n i q u e son m o u v e m e n t à l ' au t re pa r 
l ' i n t e rméd ia i r e du ga le t G, dont l 'axe z^ e s t p e rp en d i cu 
la i re aux p r é c é d e n t s . En a d m e t t a n t qu'i l n 'y ai t pas de 
g l i s sement , les v i t e s ses des po in t s A e t A ' des deux p la
t eaux sont éga les , et l 'on a, en adop t an t les no ta t ions 
i nd iquées s u r la figure 

H . 

Ll 

A O A l 

-J= 

ft 

F i g . 2 0 7 . 

d'où 

Le r appor t des v i t e s se s , cons tan t pour chaque posi t ion du ga le t , c ro î t à m e s u r e 
que celui-ci se r a p p r o c h e de la p é r i p h é r i e du p la teau 0 . Son m i n i m u m , qui se p rodu i t 

quand le point A ' es t su r la c i r confé rence du p la teau C ' , a pour v a l e u r 

R 
R 

d r e -

-. Les deux ro ta t ions son t p r é s e n t a n t la d i s t ance des axes ; son m a x i m u m est , 
r . d — R 
é v i d e m m e n t de m ê m e sens . 

L'axe z' du pla teau m e n é e s t re l ié au char io t de la scie ; dans les m a c h i n e s cons
t ru i t e s par MM. Guill iet , sa v i tesse var ie , su ivan t la posi t ion du galet , de 25 à 621 tours 
pa r minu te pour 175 tou r s du p la teau m e n a n t . La v i t e s se d ' avancemen t du char io t es t 
compr i s e e n t r e 1 m è t r e et 25 m. 70 par m i n u t e . 

252. E n g r e n a g e à c o i n , d e M i n o t t o . — Cet e n g r e n a g e offre un nouvel e x e m p l e 
de la t r ansmiss ion d 'un m o u v e m e n t de ro ta t ion en t r e deux axes para l lè les par s imple 
contac t . On mon te sur l es axes deux t a m b o u r s C et C ifig. 208). 
La gorge de l 'un a pour sec t ion m é r i d i e n n e un t rapèze i socè le , 
dont les côtés obl iques font e n t r e eux un angle d 'envi ron 30°. 
La surface e x t é r i e u r e de l ' au t re p r é s e n t e la m ê m e disposi t ion , 
en relief. Une faible p ress ion exe rcée su r les axes fait na î t re 
une t r è s g rande a d h é r e n c e e n t r e les sur faces en contac t , de 
sor te que la t r ansmiss ion peu t s 'effectuer m ê m e si la r é s i s t ance 
à va inc re es t cons idé rab le . 

L e s sur faces des t a m b o u r s se t o u c h e n t su ivan t deux 
s e g m e n t s de d ro i t e s d 'une ce r t a ine é t endue , s i tués dans le plan 
des axes . Soient r e t r' les d i s t ances d 'un point de con tac t M 
aux axes z e t z', u e t w ' les v i t e s ses angu la i r e s des deux t am
b o u r s . Les v i t e s ses l inéa i res du point M s u r C e t su r C ' s o n t 
r e s p e c t i v e m e n t u r et u ' r . Quand ce poin t se r a p p r o c h e de 
l 'un des axes , sa v i tesse sur le t a m b o u r c o r r e s p o n d a n t d iminue , en m ê m e t e m p s que sa 

-2L 
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Fig. 209. 

vi tesse su r l ' au t re a u g m e n t e , de sor te que u r ne peut ê t r e égal à u ' ?•' que pour un 
seul sys t ème de va leu r s de r et r'. Cela signifie que s'il y a r o u l e m e n t s imple pour les 
c i rconférences d é t e r m i n é e s , dans les t a m b o u r s , 
par le plan m e n é par M p e r p e n d i c u l a i r e m e n t aux 
axes, tou tes les au t r e s c i rconférences ana logues 
ont un m o u v e m e n t mixte de r o u l e m e n t et de gl is
sement . Il en r é su l t e une u s u r e inéga le des su r 
faces en contac t . 

Au bout d'un cer ta in t e m p s ce t t e u s u r e peu t 
être tel le que l ' adhé rence ne soit p lus suffisante ; 
il faut donc r a p p r o c h e r g r adue l l emen t les axes . 
On peu t r e m é d i e r à ce t i nconvén ien t en ca lant 
sur ceux-ci deux roues 0 e t C à gorge t rapézoï
dale, dont la s o m m e des rayons soit un peu infé
r ieure à la d i s t ance des con t res (fig. 2119), en t re l e sque l l e s on p lace u n e roue à coin 
C" folle sur son axe , et m a i n t e n u e par un cont re -poids P. Si la roue m e n a n t e C t ou rne 
dans le sens ind iqué , l'effet de la rota t ion t end à enfoncer C" en t r e les deux gorges , 

e t à faire na î t re une a d h é r e n c e plus cons idérab le . Auss i le poids 
P peut-i l ê t re r e l a t i v e m e n t min ime . 

Il faut obse rve r que les roues C et C t o u r n e n t dans le m ê m e 
sens . 

On peu t employer des roues à ('oins mul t ip l e s , co mme cel les 
qui sont r e p r é s e n t é e s en coupe par la figure 210. L ' adhé rence 
a u g m e n t e avec le n o m b r e des coins . 

Les roues à coins sont u t i l i sées pour la c o m m a n d e des mou
l ins , des mach ines é léva to i res , des t r eu i l s dans les nav i res , e t c . . 
Dans son ouvrage le Constructeur, Reu leaux c i te une appl icat ion 

I'ig. 210. à j a m a i i œ u v r e j e pompes cent r i fuges t ou rnan t à raison de 700 
tours par m i n u t e . 

s III- — Méthodes générales pour la détermination 
des profils des dents. 

253. Pour s ' oppose r au g l i s sement toujours poss ible dans la t r ansmis s ion pa r 
cyl indres de friction, on ga rn i t ceux-ci de d e n t u r e s dont les profila do ivent sat isfaire 
aux condi t ions su ivan t e s : 

P r e m i è r e c o n d i t i o n . — Si les deux cylindres, en se com.ma.nda.nt mutuelle
ment, assurent une valeur déterminée k au rap-port des vitesses angulaires, la trans
mission par l'action des dents doit lui assigner la même valeur. 

D e u x i è m e c o n d i t i o n . — Il doit exister à tout instant au moins deux dents en 
prise. Car , d a n s le cas contraire, le s y s t è m e s e r a i t momentanément r é d u i t a u x 
cylindres de friction, et les glissements pourraient se produire. 

On peu t e x p r i m e r ce t te condi t ion , en d i san t que la t r a n s m i s s i o n du m o u v e m e n t 
par les d e n t u r e s doit ê t r e continue. 

T r o i s i è m e c o n d i t i o n . — Chacun des cylindres de friction peut être conduit 
par l ' au t re d a n s les deux sens (*), fa m ê m e p r o p r i é t é doit s ubs i s t e r l o r s q u ' o n fait in
tervenir les dents. On e x p r i m e ce fait en d isant que l ' eng renage doit ê t re réciproque. 

(*) Dans les roues à coins de Minotto, l'expérience a montré que le point M (fig. 208) 
pour lequel il n'y a, pas de glissement se trouve sur la partie des surfaces en contact qui 

tu' y 

est la plus éloignée de la roue menante. Le rapport des vitesses angulaires — - — change 
u r 

doue quand la menée devient menante. 
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254. R é a l i s a t i o n d e l a p r e m i è r e c o n d i t i o n . — T h é o r è m e . — P o u r que deux 
courbes xy et x'y', invariablement liées aux sections droites S et S' des cylindres de 
friction, donnent le même rapport de vitesses angulaires que ceux-ci, il faut et il 
suffit que x'y' soit l'enveloppe de xy quand S roule sur S' s a n s glisser (c'est-à-dire 
dans le mouvement relatif de S par rapporta. S'). 

R a p p e l o n s d 'abord les p r o p r i é t é s c a r a c t é r i s t i q u e s des cou rbes e n v e l o p p e s dans 
le m o u v e m e n t épicycloïdal : 

1° La normale commune à ("enueioppée mobile et à son enveloppe passe, à 
chaque instant, par le centre instantané de rotation; 

2° Le centre de courbure de l'enveloppée, supposé invariablement relié à la rou
lante, décrit une courbe èpicycloïdale dont le centre de. courbure se confond avec 
celui de l'enveloppe, en son point, de contact avec l'enveloppée mobile. 

Les r éc ip roques de ces p ropos i t ions son t v ra ies . De 
p lus , ces p rop r i é t é s son t app l icab les à des cou rbes inva 
r i a b l e m e n t l iées aux cy l indres de fr ict ion, puisqu ' i l a é té 
d é m o n t r é que le m o u v e m e n t relatif de l 'un de ceux-ci par 
r a p p o r t à l ' au t re e s t un r o u l e m e n t s imp le (Cinématique 
théorique — 231). 

Ceci posé , obse rvons que les cou rbes xy et x'y', se 
t o u c h e n t n é c e s s a i r e m e n t en leur point c o m m u n , 'car si 
l 'une d 'e l les p ré sen ta i t un poin t angu leux pa r e x e m p l e , 
l ' u su re l 'effacerait jusqu ' à la r e n d r e t angen t e à l ' au t re . 

Soient donc M le point de con tac t des deux profils à 

l ' i n s t an t cons idé ré ('fig 211) et 
ol 

: tl = —,_-
O'I 

le r a p p o r t 

cons t an t des v i t esses angu la i r e s ob tenu par l 'action des 
cy l indres de fr ict ion. D 'après le p r inc ipe généra l d é m o n 
t r é au p a r a g r a p h e 243, p o u r que la t r ansmi s s ion par les 
c o u r b e s xy et x'y' s 'effectue avec la m ê m e va l eu r du r a p -

po r t — , il faut et il suffit que l eu r no rmale c o m m u n e en M passe par le point I. 

C o m m e ce po in t es t p r é c i s é m e n t le cen t r e in s t an tané de ro ta t ion de S dans son roule
m e n t su r S', x'y' es t l ' enve loppe de xy. 

255. R e m a r q u e s . — I. Un r a i s o n n e m e n t ana logue p r o u v e r a i t q u e xy est l ' enve
loppe du profil x'y', q u a n d ce lu i -c i es t en t r a îné dans le r o u l e m e n t sans g l i s s e m e n t de 
S' su r S s u p p o s é e fixe. Les deux profils son t donc conjugués, c ' es t -à -d i re qu ' i l s 
j ou i s sen t l 'un par r appor t à l ' au t r e des m ê m e s p r o p r i é t é s . Il en r é s u l t e q u e si S, a r -

co' 
mée du profil xy , condui t S' en a s su ran t au r a p p o r t — une va leu r d é t e r m i n é e h, S' 

peu t auss i condui re S en a s s u r a n t à ce m ê m e r a p p o r t la v a l e u r h. 
II . La d é m o n s t r a t i o n p r é c é d e n t e , faite eu s u p p o s a n t deux ro ta t ions de sens con

t r a i r e s , subs i s t e dans le cas de deux ro ta t ions de m ê m e sens , ainsi q u e dans celui 
d 'une ro ta t ion e t d 'une t r ans l a t i on p e r p e n d i c u l a i r e à l 'axe de la ro ta t ion . 

256. C o n s é q u e n c e s d u t h é o r è m e p r é c é d e n t . — La formule de Savary , qui 
donne u n e relation en t r e le rayon de courbure d 'une courbe e t celui de son e n v e l o p p e , 
e s t appl icable aux profils conjugués xy e t x'.y'. En dé s ignan t par R et R' l e s r ayons 
d e s c i r confé rences S et S' (fig. 211), par p et p' l es r ayons de c o u r b u r e en M des deux 
profils, pa r i l ' inc l inaison de la no rma le c o m m u n e su r la l igne des c e n t r e s , et pa r p 
la l ongueu r MI, on a donc 

1 cos i cos i i 

— p ~ W R " P 

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



De p lus , l 'un des profils é tan t donné , on ob t i end ra son conjugué en c h e r c h a n t 
l ' enveloppe du p r e m i e r dans le r o u l e m e n t sans g l i s s emen t de la c i r confé rence à la
quel le il es t i n v a r i a b l e m e n t re l i é , su r l ' au t re s u p p o s é e fixe. 

On peu t cons t ru i r e ce t t e enve loppe de p l u s i e u r s m a n i è r e s . Nous en i n d i q u e r o n s 

t ro is : 
1° La m é thode de P o n c e l e t . 
2" La m é thode de R e u l e a u x . 
3° La m é t h o d e des r o u l e t t e s . 

257. M é t h o d e d e P o n c e l e t . — Elle est b a s é e su r ce fait que la normale com
mune à l'enveloppe et à l'enveloppée pa s se , à chaque instant, par le centre instan
tané de rotation. 

Four l ' exposer , nous s u p p o s e r o n s qu'i l s'a
gisse de cons t ru i r e l ' enve loppe du profil .x'y' in
va r i ab lemen t lié à la c i rconférence S', quand 
celle-ci roule s u r S. 

Soient I 1 2 3. . . (fig. 212) des pos i t ions suc 
cess ives , assez r a p p r o c h é e s les u n e s des a u t r e s , 
du cen t re i n s t a n t a n é de ro ta t ion sur la circonfé
rence S. I 1' 2' 3 ' . . . l es points c o r r e s p o n d a n t s de 
S'. Pu i sque ce l le -c i roule sans g l i sser su r S, on a 

a rc 1 1 arc 1 1' 
a r c 1 2 = arc 1' 2 . . . 

Pour la facilité de la cons t ruc t ion , il convient 
de d o n n e r à tous ces a rcs la m ê m e longueur . 

Menons de 1' 2' 3 ' . . . les no rma le s l 'a ' , 2'b', 3'c' 
sur x'y'. Quand le c e n t r e in s t an tané de rota t ion 
est en 1 su r la c i rconfé rence fixe S, la droi te l ' a ' 
es t devenue la no rma le c o m m u n e au profil x'y' et 
à son enve loppe , de so r te que la c i rconférence déc r i t e de 1 co mme c e n t r e , avec l ' a ' 
pour rayon, es t t a n g e n t e au profil inconnu xy. Un o p é r a n t de m ê m e avec les n o r m a l e s 
2'b', 3'c'... on ob t i en t de nouvel les c i rconfé rences , é g a l e m e n t t a n g e n t e s à xy, qui p e r 
me t t en t de t r a c e r ce t t e courbe avec au t an t d ' approx imat ion que l'on veu t . 

R e m a r q u o n s que xy e t x'y' sont t a n g e n t e s en I. 

258. A p p l i c a t i o n . —- Dispositif employé dans les pompes rotatives. 

Soient S et S' (fig. 213) deux c i rconfé rences éga les , t angen te s en I, AO et BD. A ' C 
et B'D' deux coup les de d i a m è t r e s pe rpend i cu l a i r e s inc l inés de 45" su r la l igne d e s 
cen t re s , e t A M B ' u n e demi-c i rconférence de d i amè t re A'B', que nous s u p p o s e r o n s in 
va r i ab l emen t re l iée à S'. En t r açan t son enve loppe par la m é t h o d e de Ponce le t , on 
obt ient une courbe AMB qui , i nva r i ab l emen t l iée à S, t r a n s m e t t r a le m o u v e m e n t e n t r e 
les axes o e t o' p e n d a n t un qua r t de tour , c o m m e le fera ient des cy l indres de friction 
cons t ru i t s su r S e t S', c 'es t -à-dire avec des v i t e s ses angu la i r e s éga les e t de sens con
t r a i r e s . En r e p o r t a n t le profil AMB dans l e s q u a d r a n t s • CD, B 'C et A'D', e t le profil 
A'MB' dans t ous les a u t r e s , on d é t e r m i n e des cames (*) A e t A' qui a s s u r e n t la l iaison 
des deux axes d 'une façon con t inue . 

Ces o rganes sont e m p l o y é s dans c e r t a i n e s p o m p e s ro ta t ives . I l s sont a lors r en -

(') On appelle cames des corps généralement cylindriques, mobiles autour d'axes paral
lèles à leurs génératrices, qui réalisent une transmission de mouvement par contact, sans 
denture. (Chapitre XVII I ) . 
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fermés dans une e n v e l o p p e V, l imi tée l a t é r a l e m e n t par des sur faces cy l ind r iques d e 
révolut ion au tou r de o et o' (fig. 214), e t c o m m u n i q u a n t au-dessous du plan oo' avec le 
condui t d 'aspi ra t ion T, a u - d e s s u s avec le condui t d ' é cou lemen t T . Chaque came 
touche c o n s t a m m e n t l ' enve loppe par au moins une e x t r é m i t é de son g rand axe, de 

F i g . 2 1 3 . 

sor te que la commun ica t i on en t r e les condui t s T e t T' n 'es t j amais l ib re . Pour é tud ie r 
le fonc t ionnement du s y s t è m e , s u p p o s o n s que la came de droi te , d 'abord au r epos 
dans la posi t ion A,, t ou rne dans le sens.f. L 'espace E compr i s e n t r e el le et la paroi 
de l ' enve loppe e s t o u v e r t à ce m o m e n t ve r s le condui t d ' a sp i ra t ion ; il s 'en s é p a r e 
dès que la c a m e a pr is la posi t ion A, e t l 'air qu'il r en fe rme es t en t r a îné par l'effet de 
la ro ta t ion vers le condui t d ' écou lement . C o m m e il en est de m ê m e à c h a q u e demi -
révolu t ion , le vide se fait dans le t ube T, e t le niveau du l iquide s 'é lève ; lo rsqu ' i l a t t e in t 
les cames , la pompe es t a m o r c é e . A pa r t i r de cet in s t an t , le condui t T' r e j e t t e , à chaque 
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tour des cames , un vo lume d 'eau égal à qua t re fois le produi t de la surface FJ pa r la 
la rgeur de l ' enve loppe , m e s u r é e pa ra l l è l emen t aux axes o et o'. (*) 

259. M é t h o d e d e R e u l e a u x . — La m é t h o d e de I l eu leaux , b a s é e su r le m ê m e 
pr incipe que cel le de Ponce le t , es t p lus p réc i se , en ce qu 'e l le p e r m e t de t r o u v e r les 
points de contac t des c i rconférences de con t res 1, 2, 3 . . . avec la courbe xy. 

F I G . 2 1 4 . F I G . 2 1 5 . 

Supposons pour un in s t an t que l ' enve loppe soit c o n n u e ; t racons- Iu i une no rma le 
2b (fig. 215), pu is imag inons que S conduise S' en a p p u y a n t su r le profil x'y' qui lui e s t 
i nva r i ab l emen t re l ié . D 'après le t h é o r è m e 254, les deux c i rconfé rences rou l en t l 'une 
sur l ' au t re s a n s g l isser , de so r te que les poin ts 2 e t 2' v i ennen t à un m o m e n t donné 
se s u p e r p o s e r sur la l igne des c en t r e s . L o r s q u e ce fait se p rodu i t , les d ro i tes 26 et 
2'b' son t confondues a insi que les poin ts b et b'. Comme ceux-ci son t r e s t é s sur des 
c i rconférences de cen t r e s o et o', l eu r posi t ion c o m m u n e b, , qui es t le con tac t des 
profils xy e t x'y' à l ' ins tant cons idé ré , vérifie les re la t ions 

o'b, = o'b', o b , = o b , Ib, = 2b = ?'b' 

Deux de ces t ro is condi t ions suffisent à d é t e r m i n e r bj , qui se t r o u v e à la ren
cont re des c i rconférences décr i t es de o' et I comme c e n t r e s , avec des r ayons r e spec 
tifs o'b' et 2'b'. On ob t ien t ensu i t e le point b par l ' in te r sec t ion de deux c i rconfé rences 
ayant o et 2 c o m m e c e n t r e s , e t nbu 2'b' p o u r r ayons . La de rn i è r e d ' en t re el les est pré
c i s émen t ce l le q u e l'on e s t condui t à t r ace r dans la m é t h o d e de P o n c e l e t -, son point 
de con tac t avec xy es t b. Il suffit, pour cons t ru i r e l ' enve loppe , de r é p é t e r les m ê m e s 
opéra t ions pour d ivers couples de poin ts 11', 22', 33 ' . . . des c i r confé rences S et S'. 

Ce t t e m é t h o d e fait conna î t re en ou t re le l ieu I n{ b, c{.., du point de contac t des 
profils p e n d a n t l eur act ion mutue l l e : on l ' appel le la ligne, d'engrènement. 

2ôi). M é t h o d e d e s r o u l e t t e s . — bille s 'appuie su r le t h é o r è m e su ivan t : 

T h é o r è m e . — Trois courbes S, S' et S' , , tangentes en I. étant données, on fait 
rouler la dernière, sans glisser, successirenient sur les deux autres. Un point M, 

(*) O.'i peut construire des cames à. sa i l l ies mul t ip les en partageant les c irconférences pri
mit ives en un nombre pair de parties é g a l e s , supérieur à quatre. 

C I N É M A T I Q U E '•) 
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Fig. 21C. 

invariablement relié à S', , décrit ainsi une courbe xy quand S ' ( roule sur S, et une 
courbe x'y' quand S', roule sur S'. St S' roule ensuite, sans glisser sur S, e n entraînant 

x'y', l'enveloppe de cette courbe est xy (fig. 216). 
S u p p o s o n s qu 'en m ê m e t e m p s que S r rou le s u r 

S, S'j roule s u r S ' de m a n i è r e que les t ro i s cou rbes 
r e s t e n t toujours t a n g e n t e s . Le point M décr i t xy dans 
le m o u v e m e n t relatif de S', pa r r appor t à S, et x'y' 
dans le m o u v e m e n t relatif de S ' t pa r r a p p o r t à S'. 
Donc x'if et .vy ont , à chaque ins tan t , un point com
m u n M lo rsque S' rou le su r S. Ces deux courbes 
son t de p lus t a n g e n t e s en M, car chacune d 'e l les e s t 
no rma le à la d ro i te IM (Cinématique théorique — 
150). C o m m e le point I est , à l ' ins tant cons idéré , le 
cen t r e i n s t a n t a n é de ro ta t ion , dans le r o u l e m e n t de 
S' s u r S, xy est . dans ce m ê m e m o u v e m e n t , l ' enve 
loppe de x'y' (254l. 

A u t r e d é m o n s t r a t i o n . — Soient o.o' et D les c e n t r e s de courbure en I des 
courbes S, S' e t S',. Quand S' roule sur S supposée fixe, le po in t M décr i t la l igne xy 
dont le c e n t r e de cou rbu re en M, d 'après la cons t ruc t ion de Savary , es t C. Quand S' ( 

roule su r S s u p p o s é e fixe, le m ê m e poin t déc r i t la l igne x'y', don t le c e n t r e de cour
b u r e en M es t C . Mais C es t auss i le c e n t r e de c o u r b u r e de la courbe épicyclo ïdale 
que déc r i ra i t C' en t r a îné dans le r o u l e m e n t de S' su r S. Cela suffit pour que l 'on p u i s s e 
affirmer que xy es t l ' enve loppe de x'y' (254). 

261. De ce t h é o r è m e ré su l t e une cons t ruc t ion du profil conjugué d 'un profil donné 
x'y', i n v a r i a b l e m e n t lié à la c i r confé rence S'. On r e g a r d e ce profil c o m m e e n g e n d r é 
pa r un point M i n v a r i a b l e m e n t lié à une courbe S' f r ou l an t sans g l i sser su r S', puis on 
fait rou le r S' ( s u r S. Le po in t M déc r i t u n e nouve l l e cou rbe xy qui r é p o n d à la ques t ion . 

Si l 'on d o n n e , au con t ra i r e , le profil xy i n v a r i a b l e m e n t re l ié à la c i rconférence S, 
on le cons idè re c o m m e e n g e n d r é par un point M i n v a r i a b l e m e n t re l ié à u n e courbe S' t 

rou lan t sans g l i s se r s u r S, e t l 'on c h e r c h e la courbe x y' déc r i t e par ce po in t quand 
on fait rou le r S' t su r S'. 

262. R e m a r q u e . — La r e c h e r c h e des profils des den t s d 'un e n g r e n a g e es t u n 
p r o b l è m e i n d é t e r m i n é , pu i sque l 'on p e u t se d o n n e r l 'un d 'eux à vo lon té , et qu 'on a 
des m é t h o d e s pour t r a c e r l ' au t r e . Toutefois , deux profils con jugués , quoique sa t i s 
faisant aux condi t ions imposées par la t héo r i e , p e u v e n t ê t re inadmiss ib les au po in t 
de vue p r a t i que , pa rce qu ' i l s c o n d u i r a i e n t à des formes de den t s peu sol ides ou t rop 
c o m p l i q u é e s . On n ' emplo ie , en fait, que des d ro i t e s et l eu r s e n v e l o p p e s , des a rcs do 
c i r confé rence , des ép icyc lo ïdes , des hypocyc lo ïdes et des d é v e l o p p a n t e s de ce rc le . 

263. D é f i n i t i o n s g é n é r a l e s . — R é a l i s a t i o n d e s c o n d i t i o n s de c o n t i n u i t é e t 
d e r é c i p r o c i t é i m p o s é e s a u x d e n t u r e s (253i 
cy l indres de friction s ' appe l l en t les circonférences 
primitives de l ' e n g r e n a g e . R a p p e l o n s que les p r o 
fils des den t s sont d é t e r m i n é s de te l le so r t e , qu ' i ls 
t r a n s m e t t e n t le m o u v e m e n t avec le môme r a p p o r t 
do v i t e s se s angu la i r e s que les c i r confé rences p r i 
mi t ives se condu i san t p a r s imp le con tac t : 

to' _ R 

R' 

La p lus pe t i t e de deux roués con juguées se 
n o m m e le pignon ; la p lus g rande es t la roue pro
p r e m e n t d i te ou s i m p l e m e n t la roue. Cel le qui donne 
nante, et cel le qui le r eço i t la roue m.enée. 

Les sec t ions d ro i tes S et S' des 

Fig. 217. 

le m o u v e m e n t e s t la roue mt 
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On appel le é p a i s s e u r d 'une den t la por t ion e de c i r con fé rence p r imi t i ve dont el le 
occupe la place ; c r e u x l ' in te rva l le c de deux den t s , m e s u r é s u r la c i rconfé rence pr i 
mit ive. Le creux est s o u v e n t un peu plus g rand que l ' é p a i s s e u r , e t la différence j 
const i tue le jeu. On a donc ^ v 

On n o m m e p a s circonféroniiel d 'un 
engrenage la pa r t i e de c i rconférence 
pr imi t ive compr i se dans un plein et un 
creux consécut i f s . En le dés ignan t par 
P, on a 

P = e + c _= 2e - j - j 

En p ra t ique , le jeu ne dépasse pas 

- ~ ou - j ^ j - du pas . Les progrès de la 

cons t ruc t ion , e t s u r t o u t l 'emploi des 
fraises à profil cons tan t ap rès affûtage, 
p e r m e t t e n t au jourd 'hui de ta i l le r des eng renages sans jeu, fonc t ionnant d 'une raa-

1 
uière parfai te . En supposan t le jeu égal à P , on t i re des égal i tés c i - d e s s u s 

Fia. 218. 

J5L P 
21 

" 4 f J 

T o s i t i t r _ d ^ 5 d e n t s 

après 

Dans les e n g r e n a g e s sans jeu, e — c — -jj-

On appel le module d 'un e n g r e n a g e le r a p p o r t de son pas c i rconférent ie l au 
p 

nombre T., soit M — — (*). 

Le p a s circonférentiel et le module sont les mêmes sur deux roues qui se con
duisent. En effet, l o r sque la m e n a n t e a t o u r n é de 

] l 'angle co r r e spondan t à son pas, les profils AMB et 
V ^ L ^ C X D (fig. 2 1 8 ) , qui son t a c t u e l l e m e n t en p r i se , sont 

r e s p e c t i v e m e n t r e m p l a c é s pa r A'M'B' e t C ' N ' D ' . La r o u e 
m e n é e a donc t o u r n é , p e n d a n t le m ê m e t e m p s , d 'un 
angle égal à son p rop re pas . P u i s q u e , sous l 'ac t ion des 
den ts , les c i rconférences p r imi t ives rou l en t l 'une sur 
l ' au t re sans gl isser , l es a rcs MM' e t NN', qui m e s u r e n t 
les pas c i rconfé ren t i e l s des deux roues , sont égaux, ce 
qui en t ra îne l 'égal i té des modu le s . 

11 ne s'en sui t pas n é c e s s a i r e m e n t que les épais 
s eu r s e t les c r eux su r l 'une des roues so ien t les m ê m e s 
que sur l ' au t re . L ' épa i s seu r est , en effet, ca lcu lée d'a
près l'effort à t r a n s m e t t r e , au moyen de formules t i r ées 
de la R é s i s t a n c e des Ma té r i aux ; elle n ' e s t la m ê m e su r 
les deux roues que si celles-ci son t formées de subs 
t ances iden t iques , ce qui e s t le cas généra l . 

La par t ie de la den t qui e s t du m ê m e côté de la 
c i rconférence p r imi t ive que la m a s s e de la roue .est ap
pe lée la racine, ou le pied, e t les profils qui la l imi t en t 
sont les flancs. Le r e s t e de la den t , s i tué pa r r a p p o r t 

à la c i rconfé rence pr imi t ive du côté opposé à la m a s s e de la roue , e s t la tête ; les pro-

Ficr. 219. 

(*) Vuir , pour l'étude du module , le Chapitre V . 
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fils qui l imi ten t la t ê t e sont les faces de la den t . Nous ve r rons plus loin que les faces de 
la menante conduisent les flancs de la menée après le passage du point de contact 
des dénis sur la ligne des centres e t q u e les flancs de la menante conduisent les faces 
de la menée avant ce même passage (fig. 21'J). Ce t te p r o p r i é t é s ' appl ique à t ou tes les 
so r t e s d ' e n g r e n a g e s , e t peu t ê t re adop tée p o u r définition des faces e t des flancs. Si nous 
la cons idé rons m o m e n t a n é m e n t c o m m e d é m o n t r é e , nous pouvons concevoi r c o m m e n t 
sera r empl ie la condi t ion de r éc ip roc i t é i m p o s é e aux d e n t u r e s (3° conditiou-253). Il 
sullirti é v i d e m m e n t de donne r des faces e t des flancs à t o u t e s les d e n t s , p o u r que 
chaque roue pu i s se c o m m a n d e r l ' au t re dans les deux sens . 

Cons idé rons su r les roues un seu l coup le de den t s en p r i s e . Ent re l ' ins tant où 
el les c o m m e n c e n t à se t o u c h e r et celui où el les se qu i t t en t , le point de contac t d e s 
c i rconférences p r imi t ives se dép lace su r chacune d 'e l les d 'une m ê m e longueur , que 
l'on appe l le arc de conduite. La par t ie de cet a rc qui es t p a r c o u r u e avan t le pas sage 
du point de con tac t des den ts su r la l igne des c e n t r e s es t l 'arc d'approche ; ce l le qui 
es t p a r c o u r u e ap rè s es t Y arc de retraite. L 'a rc de condu i t e es t é v i d e m m e n t la s o m m e 
des a rcs d ' approche e t de r e t r a i t e . Pour que l 'act ion de la m e n a n t e sur la m e n é e n e 
cesse à aucun m o m e n t do s ' exercer , il es t nécessa i r e que l ' a rc de condu i t e soi t ait 
moins égal à u n pas ; dans ces condi t ions , en effet, lo r sque deux den t s son t su r le 
po in t de se qu i t t e r , cel les qui les p r é c è d e n t i m m é d i a t e m e n t sont déjà e n t r é e s eu 
contac t , de so r te que la t r ansmi s s ion a l ieu pa r l 'act ion d 'un couple de den t s p e n d a n t 
un pas , et par cel le de deux couples p e n d a n t l 'excès de l 'arc de condui te su r le p a s . 
Si l 'arc de condui te e s t égal ou s u p é r i e u r à deux pas , il y a au moins deux couples de 
den t s en pr i se à chaque ins tant , e t a insi de su i te . L ' a cc ro i s semen t de l 'arc de con
dui te a donc p o u r effet d ' a s su re r la con t inu i t é de la t r ansmis s ion par lus den t s , e t de 
r édu i r e en m ê m e t e m p s les r i s q u e s de r u p t u r e , pu i sque l'effort to ta l qu ' e l l e s t r a n s 
m e t t e n t es t r épa r t i su r l es différents coup le s en contact . 

Or, si l'on a u g m e n t e la l o n g u e u r des faces, les po in t s de c o n t a c t de deux den t s ' 
au c o m m e n c e m e n t et à la fin de leur act ion s ' éca r t en t de la l igne des c e n t r e s (fig. 210). 
L ' a r c de condu i t e cro i t donc avec la l o n g u e u r des faces. Ce t te obse rva t ion p e r m e t de 
p révo i r c o m m e n t la d e u x i è m e condi t ion (condition de continuité) i m p o s é e aux den 
t u r e s (253) se ra sa t is fa i te . Il suffira de d o n n e r aux faces une l ongueu r te l le que l 'arc 
de condui te d é p a s s e un pas . Les d imens ions adoptées dans la p ra t ique son t les su i 
van te s : 

Ces l o n g u e u r s sont m e s u r é e s s u r les r ayons de la c i rconfé rence p r imi t ive . 

264. T h é o r è m e . — Le. rapport d.es vitesses angulaires de deux roues cylin
driques droites est égal : 

1" Au rapport iitrerse de leurs rayons: 
2° Au rapport inverse de leurs nombres de doits . 
3° Au rapport direct des uornbris de tours qu'elles effectuent dans le même 

temps. 
La p r e m i è r e par t ie r é su l t e du mode de dé te rmina t ion des cy l indres de friction (247| 

e t de la condit ion imposée aux profils des den t s (253). 
2° Soient II e t R' les rayons des c i rconfé rences p r im i t i ve s , n et ri l eu r s n o m b r e s 

de den t s , N e t V les n o m b r e s de tours qu ' e l l e s effectuent dans un t e m p s donné , <,> e t 
w' l eurs v i t esses angu la i r e s , et 1' le pas de l ' eng renage . On a é v i d e m m e n t 

E n g r e n a g e s ca lculés au pas c i rcont 'érent ie l 

E n g r e n a g e s ca lculés au module 

L o n g u e u r des faces V 
— flancs f 

L o n g u e u r des faces F 

flancs f 

0,3 P. 
0,4 P. 

M 
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d'où 
I f ri 

D'autre par t _ — . _ 
u ~ II' 

3" Les chemins pa rcourus par le point de contac t des c i rconférences p r i m i t i v e s 
pendan t qu 'e l les accompl i s sen t les n o m b r e s de t ou r s N et N' é tan t égaux , on a 

2 - R X = 2 - IV X' 

N^ 
X 

X' 

C. Q. F. D. 

265. C a l c u l d e s e n g r e n a g e s c y l i n d r i q u e s d r o i t s , a u p a s c i r c o n f é r e n t i e l . 

Le calcid des eng renages se p ré sen te , en p ra t ique , de deux man iè r e s différentes, 
soi t que le c o n s t r u c t e u r ai t pour but de réa l i se r un r appor t de v i tesses angula i res 
bien d é t e r m i n é , c o m m e , par exemple , dans les Harna i s d ' e n g r e n a g e s (Chapi t re X), 
les Tra ins épicyclo ïdaux (Chapi t re XI), e t c . , soit qu'il se p ropose , co mme dans les 
Tours , de doter une mach ine d 'un a s s o r t i m e n t de r oues de r e c h a n g e . La différence 
en t re les deux cas consis te eu ce que les nombres de den t s son t i nconnus dans le 
p remie r , et donnés dans le second. Nous al lons t ra i t e r s u c c e s s i v e m e n t ces deux sor tes 
de p r o b l è m e s . 

Les quan t i t é s néces sa i r e s à l ' exécut ion mécanique d 'une roue cy l indr ique droi te 
sont : 

1° Son pas c i rconféren t ie l P , ou son modu le M (*}; 
2" Son d i am è t r e pr imit i f D ; 
3° Son d i amè t r e ex té r i eu r Dj ; c 'est le d iamèt re de la c i rconférence d 'échanfr ine-

ment , passan t par les ex t r émi t é s des t è tes ; il est égal au d i amè t r e primit if a u g m e n t é 
de deux fois la l ongueur d 'une face : D, z= D -{-2 F . 

4° Le nombre de den t s de. la roue , soi t n ; 
5° La longueur , ou h a u t e u r h de la d e n t ; elle est égale à la s o m m e des longueurs 

respec t ives d 'une face et d 'un flanc, e t fait connaî t re la profondeur du fraisage 

h = V + f; 

6° Ajoutons à ces quan t i t é s la d is tance ci des axes de deux roues e n g r e n a n t en
semble . La l a rgeu r de la d e n t u r e (épaisseur de la jante) (fig. 219) égale à la d i s tance 
des bases dans chacun des cy l indres de friction, est tout à fait indifférente au point 
de vue du fonc t ionnement g é o m é t r i q u e ; e l le est g é n é r a l e m e n t compr i se en t r e 1,5 P 
e t 3 P ou 5 M et 10 M. Enfin, l ' épa i s seu r de la couronne qui s u p p o r t e les den t s e s t 
d 'environ 0,6 P, soi t 1,8 à 2 i l . 

(') N o u s ne traiterons ici que le calcul des e n g r e n a g e s cy l indr iques droits , au pas c i r 
conférentiel . Pour le calcul au module , voir le Chapitre V. 

1 1 

d OU "TT7 

Par c o n s é q u e n t 
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P j i e m i e h p r o b l è m e . — C a l c u l d ' u n e n g r e n a g e c y l i n d r i q u e d r o i t , c o n n a i s 
s a n t l e r a p p o r t d e s v i t e s s e s a n g u l a i r e s (ou , c e q u i r e v i e n t a u m ê m e , l e r a p 
p o r t d e s n o m b r e s d e d e n t s ) . 

Nous avons dit p r é c é d e m m e n t que l ' épa i sseur des den t s e s t d é t e r m i n é e à la fois 
pa r la n a t u r e de la m a t i è r e de la roue , e t pa r la g r a n d e u r de l'effort à t r a n s m e t t r e . 
El le ne peu t pas d e s c e n d r e au-dessous d 'un m i n i m u m e fixé, dans chaque cas p a r t i -
t icu l ie r , par les f a rmules de r é s i s t ance des ma té r i aux , e t nous la cons idé re rons comme 
u n e donnée de la ques t ion . Le pas c i rconféren t ie l m i n i m u m P es t donc auss i connu . 
Nous l ' appe l l e rons p a s provisoire, car nous v e r r o n s tou t à l ' heure que le calcul con
du i t g é n é r a l e m e n t à le modifier. 

/ L ' é p a i s s e u r m i n i m u m e, ou le pas p rov i so i r e P ; 
l La d i s t ance d des axes ; 
) Le r a p p o r t des v i t esses angu la i res , éva lué en fonction des n o m b r e s de 

Données <j t ou r s N e t N ' q u e les deux roues do iven t effectuer dans le m ê m e 
J t u ' N ' 

t e m p s : - f u - = N ; 

Le pas définitif Vi ; 
^ Les n o m b r e s de den t s n et ri ; 
i Les d i a m è t r e s pr imi t i f s D et D' ; 

Inconnues { Les d i a m è t r e s d ' échauf r inemen t D, e t D'i; 
L a p rofondeur du fraisage h ; 
E p a i s s e u r d e l à j an t e ; 
E p a i s s e u r de la cou ronne . 

Diamètres primitifs. — D'après le t h é o r è m e 264 : 

Il f Y) \ n N' 
"i 

- T A ° U ~D' ) n' - N 

N' N', 
En r e m p l a ç a n t p a r la fraction i r r éduc t ib l e é q u i v a l e n t e ~ , on p e u t éc r i r e : 

D D' D + D' ou 2 d 

E ' 

d'où 
1 n - 2 r f V < 

\ D - N 7 T N 7 d ) 

) 2 d N , 

; Ni 4 - N ' t 

Nombres de dents. — D'au t re par t : 

n _ N ' t 

ri N, 

Les n o m b r e s de den ts inconnus son t donc des equ imul t ip l e s de N ( 

Fig "»20 e * ^ f> fi' ' o n Vcu^ poser , en dés ignan t par \ un en t i e r à d é t e r m i n e r : 

\ n = } N ' , q 

/ 7 1 = I N , ( 2 ) 
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Pour ca lcu ler \ , on e x p r i m e de deux man iè r e s différentes la l ongueu r d 'une des 
c i rconférences p r imi t ives . L 'égal i té 2 n II ou ir I) — n P donne l ' équa t ion 

N, + N' , 

d'où l'on t i re : 

2 n d 

' · l ' x . N . y { 6 ] 

Si 2 x d es t un mul t ip le de P (N, -j-N'j), le p rob lème est r é so lu . Si non, on donne 
à \ la. valeur \ t du quotient de 2 n d p a r P (N ( + N ' i l à m o i n s d ' u n e unité p r é s p a r 
défaut. Les formules (2) font conna î t r e n et n. 

Pas définitif. — La modification s u p p o r t é e p a r } , condui t à s u b s t i t u e r au pas p ro 
visoire P u n au t r e pas P j , dit définitif, d é t e r m i n é par l ' équa t ion 

2 n d 

l M N i - t - N ' i ) 

2 n d 
d'où l'on t i r e P , — •.— > T - — - ¡ - 7 - (-il 

A , |N, -f N i) 

Pu i sque À J - ^ X , P ( e s t égal ou s u p é r i e u r à P. La nouvel le é p a i s s e u r des den t s , 
dédui te de P t , s e ra donc égale ou s u p é r i e u r e à e, et le m i n i m u m reconnu nécessa i r e 
pour la s écu r i t é de la t r a n s m i s s i o n s e r a a t t e in t ou d é p a s s é . 

Diamètres d'échanffinement. D | = : D 2 F = D-^-0,13 P 4 (5) 

D , ' - - Ì > -p 2 V - - D' + 0,6 P , (uj 

Profondeur du fraisage. h — F |- f = 0,7 P t (7i 

Epaisseur de la jante. I — 1,5 P t à 3 P f 

Epaisseur de la couronne. c = 0 . 6 P, 

A p p l i c a t i o n n u m é r i q u e . — Soit e m m = G"£5, d— 250%., N = 150 tou r s . 

N = 120 t o u r s . 

r. N 120 4 
On a • r r = — — = — 

N 150 5 

Par c o n s é q u e n t Ni = 5 e t N ' t = 4 

Si l ' eng renage e s t cons t ru i t sans jeu, Pmin — i'ò™. S'il y a un jeu j , on calcule le 
pas m i n i m u m d 'après la re la t ion P = 2 e 4- j . P r e n o n s Pmm ~ Ì3X. 
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D'après la formule (3) ~k = 
1 3 X 0 

13,4 envi ron . En p r e n a n t = 13, 

on t ire des formules (2) 

n = 1 3 X 4 = 52 

n ' = 13 X h = 65. 

Le pas définitif (formule 4) e s t 

5001 

Diamèt re s d ' échanf r inemen t 

Profondeur du fraisage 

Epa i s seu r des j an tes 

Epa i s seu r des couronnes 

D ] = 2 2 ^ , 2 2 + 1 3 ^ , 4 3 X 0 , 3 = 23CV.25 

D ' i = 277S.78 -f- 13m»,43 X 0,3 = 281^,81 

h= 1 3 ^ , 4 3 x 0 , 7 = 0\,i0 

d e 20^,15 à i l» , ? ! ) .soit, de 20à U)\ 

0,(1 P , , soit de 8 à <.)%>. 

D E U X I È M E P R O B L È M E . — C a l c u l d ' u n e r o u e c y l i n d r i q u e d r o i t e , d o n t l e 
n o m b r e d e d e n t s e s t c o n n u . 

On peu t p r e n d r e pour pas définitif le pas m i n i m u m dédu i t des formules de r é 
s i s t ance , car la cor rec t ion que l 'on a fait subi r à P dans le cas p r é c é d e n t p rovena i t du 
calcul des n o m b r e s de den t s , e t ne se p r é s e n t e r a c e r t a i n e m e n t pas . 

?iP 
Les lo rmules à app l iquer son t D = _ 

D , = D + 0.0 P 

h = 0,7 P. 

Si la roue doit ê t r e assoc iée à une au t r e ca lcu lée de la m ê m e man iè r e , la d i s t ance 
d'es a rb res s e r a 

d = 
U + D ' 

A p p l i c a t i o n n u m é r i q u e . — Calcul d'une roue de G'j dents, dont l'épaisseur 
P 

;st Jeu : 

On a 
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91' 
10 

_?0e 

9" y = HXAl 

ni' 00 x 100 

B ! — 212* ,21 + H"..MX0,6 = 218'V,88 

h = 0 , 7 P - - 7'..,78 

Epa i s seu r de la j an lc : de 16 à 33°». 
Epa i s seu r de la couronne : 7™ envi ron . 
Nous al lons ma in t enan t pa s se r en r evue les p r inc ipaux t r acés d ' eng renages e m 

ployés ; nous pa r l e rons en p r emie r lieu des Engrenages extérieurs, qui a s su ren t la 
liaison de deux ro ta t ions de sens con t ra i r e s . Dans le bu t de faire une é tude t h é o r i q u e 
de leurs p rop r i é t é s , nous d é t e r m i n e r o n s d 'abord les par t ies u t i les des profils p r o p r e s 
à a s su re r à l 'arc de condui te une va leu r fixée d 'avance, qui ne pour ra jamais ê t re in
fér ieure à un pas . Nous m o n t r e r o n s ensui te que les d imens ions adop tées en p ra t i que 
réa l i sent , dans tous les cas, un arc de condui te supé r i eu r à ce min imum. 
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CHAPITRE li 

LIAISON DE DEUX ROTATIONS PARALLÈLES 

ET DE SENS CONTRAIRES 

ENGRENAGES CYLINDRIQUES EXTÉRIEURS 

§ I. — Engrenage à lanterne. 

266. L ' eng renage à l a n t e r n e es t celui dans leque l le profil des den ts de l 'une des 
r o u e s es t un ce rc le de pe t i t r ayon , ayan t son c e n t r e en un point de la c i rconférence 
p r imi t ive c o r r e s p o n d a n t e . P o u r fixer l es i dées , nous s u p p o s e r o n s que ce fait ait lieu 
pour la m e n é e . 

Soient S et S' les c i r con fé r ences p r i m i t i v e s de l ' e n g r e n a g e ; imag inons d 'abord 
que chaque den t de la m e n é e soi t r édu i te à un seu l poin t , et cons idé rons cel le qui es t 
a c t u e l l e m e n t en I (flg. 221). Dans le m o u v e m e n t relatif de la m e n é e par r a p p o r t à la 
m e n a n t e , — qui cons i s t e , c o m m e on l'a vu (230), en u n r o u l e m e n t sans g l i s s emen t de 

S' su r S dans le sens de la flèche f — le point I, 
ass imi lé a u n e c i rconfé rence de rayon nul , déc r i t 
une épicycloïde e que l 'on peu t cons idé re r c o m m e 
son e n v e l o p p e . D 'après le t h é o r è m e 234, ces deux 
profils a s s u r e n t donc la t r a n s m i s s i o n avec un r ap 
por t cons tan t de v i t e s se s angu la i r e s égal au rap
por t i nve r se des r ayons . 

Il es t facile, d ' a i l l eurs , de m o n t r e r d i r e c t e 
m e n t que la condui te , en s u p p o s a n t la roue o me
nan te , es t r éa l i sée s e u l e m e n t a p r è s la l igne des 
c e n t r e s . P o r t o n s su r la c i r confé rence S', à pa r t i r 
du point I e t en r e t r a i t e , un a r c que lconque IB . 
Dans le m o u v e m e n t relatif de la m e n é e par r a p 
po r t à la m e n a n t e , le poin t B déc r i t u n e ép icy-

• cloïde e' i den t ique à e, dont le po in t d ' i n t e r sec 
t ion A avec la c i rconfé rence S vérifie la re la t ion 

AT £• 
Sats~3u.iiu>'Jnt^ 

relatif4p.ta.mtmr 

Fig. 221. 
a rc I A ^ a r c IB . 

Le point B e t l ' ép icycloïde Ae' p e u v e n t ê t r e cons idé ré s c o m m e des pos i t ions res 
pec t ives du point I e t de l ' ép icyc lo ïde l e après le passage de la l igne des cen t r e s , e t 
l'on voit que l 'act ion m u t u e l l e de ces profils a eu p o u r effet de faire p a r c o u r i r aux 
deux c i rconférences p r i m i t i v e s les a rcs égaux IA et I B , c o m m e el les l ' au ra ien t fait en 
rou lan t sans g l i sser l 'une s u r l ' au t re . 

Ces profils ne p e u v e n t pas se condui re avant la l igne des cen t r e s (*). En effet, si 
l'on veut r é p é t e r pour un poin t C de S', s i tué en a p p r o c h e par r a p p o r t à I, le m ê m e 
r a i s o n n e m e n t que pour le po in t B, on t r ouve qu'i l déc r i t b ien encore un a r c d 'ép icy-
cloïde , mais celui-ci , o r i e n t é en s e n s opposé de le , ne peu t pas ê t r e r e g a r d é co mme 
u n e posi t ion de ce t t e courbe avan t le pas sage du point de con tac t des den ts su r la 
l igne des c e n t r e s . 

(*) Bien entendu, si le pignon o' devient menant, la conduite n'a lieu, au contraire, qu'a
vant la ligne des centres. 
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En r é s u m é : le lieu du point de contact des dents est un arc de la circonférence 
S', porté en retraite, et égal à l'arc dont chacune des circonférences primitiiies a 
tourné pendant le même temps. 

L'égal i té des a res TA et IB donne lo moyen d ' a s su re r à l ' engrenage un a rc de r e 
trai te d é t e r m i n é b. Il suffit de por te r celui-ci — qui doi t ê t re au moins égal à un pas 
pour qu'il y ait toujours une pai re de den t s en p r i se — de I en B (fig. 221) s u r S', pu is 
de l imi te r l es den t s de la roue o à u n e c i rconférence de rayon oB. La por t ion Be' de 
l 'épicycloïde é é t an t s u p p r i m é e , l 'action de la den t Ae' su r le profil B du p ignon cesse 
é v i d e m m e n t de s ' exe rce r dès que ces deux é l émen t s d é p a s s e n t l eur posi t ion ac tue l l e . 
La c i rconférence de rayon oB e s t appe lée la circonférence, d'échanfrine/ment des 
dents de la roue . On voi t que ces den ts n 'ont que des faces, e t pas de flancs 

Si la m e n a n t e deva i t toujours t o u r n e r dans le m ê m e sens , on pour ra i t , t h é o r i q u e 
ment , l imi te r ses den t s , du côté opposé à celui par l eque l el les ag i s sen t sur le p ignon, 
par un profil que l conque . Dans la p ra t ique , ce profil est s y m é t r i q u e du p r e m i e r , de 
sor te que le m é c a n i s m e peu t fonct ionner quand on r e n v e r s e le sens des m o u v e m e n t s , 
la menan t e r e s t an t la m ê m e . 

\S' 
\ 
\ 

267. T r a c é p r a t i q u e . — Dans la p ra t ique , les profils des den t s du p ignon son t 
cons t i tués par des c i rconfé rences de c e n t r e s 

19 
f, B . . . (fig 222) e t de rayon r = -—- P. Le p ro -

ol) 

fil réel des den t s de la roue est l ' enveloppe Ey So 
d 'une sér ie de c i rconférences de rayon r, ayant 
pour c e n t r e s les différents points du profil 
t héor ique TPMA. Les faces y s , ¡38 sont des 
cou rbes para l lè les aux ôpicycloïdes p r imi t ives 
AM et IP . Par su i te de ce t t e subs t i tu t ion , les 
p ropr i é t é s g é o m é t r i q u e s de l ' engrenage sont 
un peu modifiées de la façon su ivan te . 

Pour cons t ru i r e l ' enve loppe E de la circon
férence de rayon r (fig. 223), il suffit de por te r , 
sur chaque normale BI à l 'épicycloïde AB, une 
longueur ~ r (168). Tan t que Bf > r, le point 
3 obtenu es t ex t é r i eu r à la c i rconfé rence p r i 
mit ive de la roue ; il passe à l ' in té r ieur lo r sque 
la no rmale à AB, comme LU, est p lus cour te 
que r Enfin, le po in t Ai de l ' enve loppe , qui 
co r r e spond à. A, est ex t é r i eu r à la c i rconférence pr imi t ive de la r o u e , p u i s q u e la nor

male en A à l 'épicycloïde es t t a n g e n t e à S. La 
courbe E p r é s e n t e donc , i n t é r i e u r e m e n t à S, 
un point de r e b r o u s s e m e n t 5, e t sa por t ion 8A t 

es t inut i l i sab le . Quand le contac t des circon
fé rences p r imi t ives a lieu en I', pa r e x e m p l e , 
le profil de la roue t o u c h e celui du p ignon au 

' point y , qui se t r ouve à ce m o m e n t avan t la 
l igne des c e n t r e s . Pa r c o n s é q u e n t , la condui te 
a l i e u p e n d a n t u n e cour t e pé r iode d ' app roche , 
c o r r e s p o n d a n t à l 'action de la pa r t i e du profil E 
i n t é r i eu re à S, ce qui n 'avai t pas l ieu q u a n d la 
den t du pignon étai t r é d u i t e à un s imple po in t . 

Deuxfaces consécu t i ve s te l les que ey e t 
(fig. 222) ne se re jo ignent p lus au m ê m e po in t , 

c o m m e le faisaient tou t d 'abord les faces c o r r e s p o n d a n t e s I P e t I.I du profil t h é o r i q u e . 

Fig. 22 

/ 
/ 

15' 

I 

\ 

I 

Fig. 223. 
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O n les r a cco rde au moyen d 'une l igne a rb i t r a i r e A - J ; , di te courbe d'èridement, dans 
le c reux de laque l le la dent du p ignon v ien t se loger au m o m e n t où elle t r a v e r s e la 
l igne des c e n t r e s . La figure s u p p o s e un a rc de r e t r a i t e égal au pas . 

Dans l ' eng renage à l a n t e r n e , le p ignon est formé de deux 
p la teaux égaux, ou tourteaux, t r a v e r s é s par l 'axe, et de rayon un 
peu plus grand que celui de la c i rconfé rence p r imi t ive . Les den t s 
son t fo rmées par (les cy l indres de révolu t ion en bois ou en fer, 
encas t r é s dans les t o u r t e a u x , ou mobi les a u t o u r d 'axes qui les 
t r a v e r s e n t . A cause de son a p p a r e n c e , cet e n s e m b l e est appe lé la 
lanterne (fig. 22i) . La roue , ou rouet, p énè t r e dans l ' é c a r t e m e n t 
des tour teaux ; ses den t s , ap p e l ée s alluclions. g é n é r a l e m e n t en 

bois , sont imp lan t ée s sur la j an te et p e u v e n t ê t re r e m p l a c é e s fac i lement en cas d'u
sure ou de r u p t u r e . 

268. R e m a r q u e s . — 1 e On reconna î t a i s émen t que , pendan t le fonc t ionnement 
de l ' eng renage , le po in t de contact de deux profils décr i t tou te la l ongueur des den ts 
sur la roue , et s e u l e m e n t un pet i t arc su r chaque fuseau. Il en r é s u l t e que l 'usure es t 
local isée en une seu le région su r ceux-ci , et qu ' i ls p e r d e n t r a p i d e m e n t leur forme géo
m é t r i q u e . C 'es t pour r e m é d i e r à cet i nconvén ien t qu 'on les r end parfois mobi les au
tour de l eu r s axes , c o m m e dans les chaînes à rou leaux . ' 

2° La cou rbu re des den t s du roue t dépend du rayon de la c i rconférence p r imi t ive 
de la l a n t e r n e . Un roue t donné ne p e u t donc condu i r e qu 'une s eu l e l an t e rne . Au con
t r a i r e , u n e m ê m e l a n t e r n e peu t ê t re condu i t e par p l u s i e u r s roue t s inégaux cons t ru i t s 
pour e l le , à la condi t ion , bien en t endu , qu ' i l s a ient m ê m e pas . 

Il" En faisant abs t rac t ion de la cou r t e période, d ' app roche don t nous avons s igna lé 
l ' ex i s t ence , l e ' r o u e t ne condui t la l a n t e r n e qu 'en re t r a i t e . I n v e r s e m e n t , la l an t e rne ne 
condui t le roue t qu 'en a p p r o c h e . Or. l ' expér ience m o n t r e que , dans tous les eng re 
nages , les f ro t t emen t s sont beaucoup p lus dur s quand le point de con tac t des den ts 
s ' approche de la l igne des c e n t r e s que quand il s'en é lo igne . Il r é su l t e de là que , pra
tiquement,•'l'engrenage ii lanterne n'est pas réciproque. 

g II. — Engrenage à flancs droits, non réciproque. 
269. Soi t S la c i rconférence p r imi t ive du, la m e n a n t e , et S' ce l le de la m e n é e , t an 

gen te en I à la p r e m i è r e (fig. 225). Cons idé rons la c i rconférence S', de d i amè t r e o'I, 
et faisons la rou le r sans g l i s semen t , d 'abord à l ' in té r ieur de S', puis à l ' ex té r i eu r de 
S, dans le sens du m o u v e m e n t relatif de la m e n é e par r appor t à la m e n a n t e , ind iqué 
pa r les flèches f. Le point I déc r i t a insi le rayon o 1 ( théo rème de la l l i re) et l 'épicy-
cloïde e. D 'après le p r inc ipe de la m é t h o d e des rou le t t es (260;, le second profil es t l 'en
v e l o p p e du p r e m i e r quand S' rou le s u r S ; l eur act ion mutue l l e a s su re donc la t r a n s 
mission du m o u v e m e n t en t re les axes o et o', avec un r appor t cons tan t de v i t e s ses an
gula i res égal au r appor t i nve r se des r ayons des c i rconférences p r imi t ives (254). 

Nous al lons d 'a i l leurs m o n t r e r d i r e c t e m e n t que , la roue o é t an t s u p p o s é e m e n a n t e , 
la condui te a l ieu s e u l e m e n t ap rè s le passage du point de contac t do ces profils su r la 
l igne des c e n t r e s . P o r t o n s s u r S',, à pa r t i r de I e t en r e t r a i t e , un arc L\I de l ongueu r 
a rb i t r a i r e , e t t r açons les l ieux g é o m é t r i q u e s o'idB, AMe du point M dans le double 
m o u v e m e n t i m p r i m é p r é c é d e m m e n t à S'j . Les p ieds B et A du rayon o M et de l 'épi-
cycloïde e' sur les c i rconférences p r imi t ives sont d é t e r m i n é s par les re la t ions 

arc IM = arc IB 

arc IM —- arc IA 

On a donc auss i 
arc 1A = a rc 1B. 
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Mais les profils o'.MB. AMs', qui sont t angen t s en M d 'après une p r o p r i é t é connue 
de l ' épicycloïde , p e u v e n t ê t r e cons idérés comme des pos i t ions o c c u p é e s par o'I e t le 
après que S e t S' ont t ou rné au tou r de l eu r s c e n t r e s des quan t i t é s IA et IB . L 'égal i té 
de ces a rcs d é m o n t r e que l 'act ion de l 'épicycloïde e sur le rayon o'I fait rou le r les 
c i rconférences p r imi t ives l 'une sur l 'autre sans gl isser , c o m m e si l 'on ava i t conse rvé 
les cy l indres de fr ict ion. On peu t donc p r e n d r e ces l ignes r e s p e c t i v e m e n t pour faces 
de la menan te e t pour flancs de la m e n é e . 

El les ne p e u v e n t pas se conduire avant la l igne des c e n t r e s . En effet, si l'on veu t 
r é p é t e r pour un poin t N de S' | , s i tué 
en app roche , le m ê m e r a i s o n n e m e n t 0_'__ 
que pour le point M, on cons ta te bien 
encore qu' i l déc r i t un rayon o 'XP et 
une épicycloïde QN t angen t s en N, 
niais cet te d e r n i è r e ne peu t pas ê t re j 
cons idérée c o m m e une posi t ion du ! 
profil le avan t le passage du point de 
contact des den t s su r la l igne des 
cen t res , pu i squ 'e l l e es t o r ien tée en 
sens inve r se . 

En r é s u m é : le lieu du point de 
contact des dents est un arc de ta 
circonférence S',, porté en retraite, s< 
et égal à l'arc dont cliacunc des cir
conférences primitives a tourné pen
dant le même temps. 

Cet te p r o p r i é t é donne le moyen 
d ' a s su re r à l ' eng renage un a rc de re
t ra i t e d é t e r m i n é b. Il suffit de por te r 
celui-ci de I en M s u r S ' ( , et d 'échan-
friner les dents de la m e n a n t e à la 
c i rconférence do rayon oM. La por
tion Me' du profil ép icyclo ïdal é tan t 
supp r imée , son act ion sur le rayon 
o'M cesse de s ' exe rce r dès que les 
dents en pr i se d é p a s s e n t leur posit ion ac tue l le . 

Les c reux de la m e n é e do iven t ê t re assez, profonds pour loger les p le ins de la 
menan te . On les l imite à une c i rconférence de cen t r e o', appe lée circonférence d'évi-
dernent, p r e s q u e t angen t e à la c i rconférence d ' échanf r inemen t de la m e n a n t e . L 'écar -

lltcAtl/irtZ-

F i g . Tlo. 

t e m e n t qui es t égal 
P M 

-yg-, dans le calcul des e n g r e n a g e s au pas c i rconférent ie l . et à — 

dans le calcul au modu le , a pour bu t de l a i s se r un ce r ta in jeu au fond des c reux . Pour 
la m ê m e ra ison, on p ro longe les faces de la m e n a n t e un peu à l ' in té r ieur de la c i rcon
férence p r imi t ive , et on l imi te les c reux à une c i r confé rence co n cen t r i q u e . Afin que 
l ' engrenage pu i s se fonct ionner quand on r enve r se le sens du m o u v e m e n t , la m e n a n t e 
res tan t la môme , les deux profils d 'une m ê m e dent sont s y m é t r i q u e s par r a p p o r t au 
rayon qui about i t au mil ieu de son épa i s seu r . 

La figure s u p p o s e un a rc de r e t r a i t e égal au pas . 

270. R e m a r q u e s . — 1° L ' épa i s seu r des den t s du pignon est p lus g rande au som
met qu 'à la rac ine , ce qui es t mauva i s au po in t de vue de la sol id i té . Or, l ' examen de 
la figure mon t r e que la por t ion MC du flanc qui about i t à la c i r confé rence d ' év idement 
n ' in te rv ien t pas dans la condui te . Afin de d i m i n u e r les chances de r u p t u r e , on peu t 
donc renforcer les rac ines , au vois inage du poin t C, par de pe t i t s cdngés . Nous indi-
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que rons p lus loin (274) les p r écau t i ons à p r e n d r e pour qu ' i l s ne g ê n e n t pas les faces 
de la roue . 

2° En p r e n a n t o c o m m e m e n a n t e , la condui te n 'a l ieu qu ' en r e t r a i t e ; e l le se p ro 
du i r a i t s e u l e m e n t en a p p r o c h e si la m e n a n t e é ta i t o'. Nous avons déjà ind iqué les con
s é q u e n c e s de ce fait au point de vue du f ro t t ement (268). De p lus , dans ces condi t ions , 
il es t à c r a ind re que les den t s du p ignon , t e r m i n é e s pa r des a r ê t e s v ives , ne v i ennen t 
b u t e r con t re les faces c o r r e s p o n d a n t e s de la roue , ce qui a r r ê t e le m o u v e m e n t , ou 
casse la dent , ou bien enfin p rovoque un a r r a c h e m e n t de la ma t i è r e (*). Pour ces deux 
ra i sons , il n 'es t pas poss ible de m e n e r en tou t e s é c u r i t é la roue par le p i g n o n ; l 'en
g r e n a g e n ' es t donc pas r é c i p r o q u e . 

3° On a donné les faces à la p lus g r a n d e roue et les flancs à la p lus pe t i t e . On 
peu t faire l ' i nverse , mais à cause des f ro t t emen t s p lus d u r s en a p p r o c h e qu ' en r e t r a i t e , 
la roue qui po r t e les faces doi t tou jours ê t re p r i s e c o m m e m e n a n t e , afin que In con
du i t e ait lieu a p r è s la l igne des c e n t r e s . 

S 

§ III. — Engrenage réciproque à flancs droits, ou engrenage 
a flancs droits et à faces êpicycloïdales. 

271. La réc ip roc i t é des e n g r e n a g e s est i nd i spensab le dans la p lupa r t des mach ines , 
par su i t e de ce t te c i r -
c o n s t a n c e q u e l e u r 
v i tesse , c o m m a n d é e par 
la t r a n s m i s s i o n généra le 
de l 'a te l ier , r e s t e géné 
r a l e m e n t cons tan te , tan
dis que la r é s i s t ance qui 
l eu r es t offerte change à 
chaque ins tan t . Ce t te 
var ia t ion de la r é s i s t ance 
es t cause que les roues 
sont a l t e r n a t i v e m e n t 
m e n a n t e e t m e n é e ; de 
p lus , b e a u c o u p de m a -
c h i n e s s o n t à c h a n g e m e n t 
d e m a r c h e ; il es t donc 
i m p o r t a n t de t r a ce r les 
d e n t u r e s de tel le man iè re 
q u e c h a c u n e d ' e l l e s 
pu i s se condu i r e l ' au t re 
des deux cô tés de la l igne 
des c e n t r e s . 

On peu t , t ou t en con
s e r v a n t les flancs d ro i t s , 
r e n d r e l ' e n g r e n a g e p r é 
c é d e n t réci p roque en con
s idé ran t u n e c i rconfé 
r e n c e S ( de d i amè t r e o l , 
e t en la faisant rouler 
sans g l i sser , d a n s le sens 

d u m o u v e m e n t relatif d e la m e n é e i nd iqué pa r la flèche f', i n t é r i e u r e m e n t à S et 

(*) On donne à ce phénomène, le nom d'arc-boutement. Il peut se produire même entre 
des dents parfaite.naent régulières et bien polies, sous la seule action du frottement. Voir à 
ce sujet le paragraphe 326. 

T ;'s. 

O 

Fig. 226. 
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ex té r i eurement à S' [fig. 226). Le point T décr i t , dans ce double m o u v e m e n t , un rayon 
ol et u n e épicycloïde e" qui , d 'après le pr inc ipe de la m é t h o d e des rou le t t e s (260), 
satisfont aux condi t ions de la t ransmiss ion avec r appor t cons tan t des v i tesses angu
laires. On peu t d 'a i l leurs m o n t r e r d i r ec t emen t , par un r a i s o n n e m e n t iden t ique à 
celui du p a r a g r a p h e 209, que , eu supposan t la roue o m e n a n t e , l 'act ion mu tue l l e de 
ces profils a s su re la condui te avant Je passage de leur po in t de contac t sur la l igne 
des cen t r e s . Il suffit de p o r t e r sur S j , à par t i r du poin t I et en a p p r o c h e , un a rc 
quelconque IN, puis de cons idére r le rayon oND e t l 'épicycloïde Ce/ ' décr i t s par le 
point N dans le double rou l emen t de S,. On établ i t fac i lement l 'égal i té 

a r c IN = arc IC — a rc ID 

En r é s u m é : Le lieu du point de contact des dents est, en approche, un arc de la 
circonférence. Sj égal à l'arc d'approche, et, en retraite, un arc de la circonférence 
S' ( égal à l'arc de retraite. 

Cet te p ropr i é t é donne le moyen d ' assure r à l ' eng renage des arcs d ' approche et de 
re t ra i te d é t e r m i n é s a et b. On por te l 'arc d ' approche en I P sur S,, e t l 'on échanfr ine 
les den ts de la m e n é e à la c i rconférence de rayon o'P. La port ion Qe", du profil ép i -
cycloïdal é t an t a insi s u p p r i m é e , l 'action du rayon oND c o m m e n c e s e u l e m e n t quand 
il a pris la posi t ion o J P , et se t e rmine quand il es t venu en o l . A par t i r de cet i n s t an t , 
la face DE de la m e n a n t e p res se l-1. flanc o'GC de la m e n é e pendan t la pé r iode de r e t r a i t e . 
Enfin, pour que les t è t e s des den ts de la m e n é e pu i s sen t se loger dans les c reux de 
la menan te , on l imite ceux-c i à une c i rconférence d ' év idemen t de cen t r e o, p r e s q u e 
tangente à la c i rconférence d 'ochanfr ineinent du p ignon. 

Pour réa l i se r un a r c de re t ra i t e b — IR, on p rocède c o m m e il a é té i nd iqué au 
paragraphe 209. Afin d 'avoir toujours une pai re de den ts de p r i se , il e s t néces sa i r e 
que l 'arc total de condu i t e soi t de un pas au moins . 

272. R e m a r q u e s . — 1° Les den t s des deux roues sont moins épa i s ses à la base 
qu'à la c i rconférence p r imi t ive . On pare aux dangers do r u p t u r e qui r é s u l t e n t de ce 
fait en r e m a r q u a n t que les por t ions PJ e t RT des flancs ne sont pas u t i l i sées dans la 
t ransmiss ion , e t p e u v e n t ê t r e r e m p l a c é e s , au vois inage des c i rconfé rences d 'év ide
ment , par des congés . 

2° Les deux roues d 'un pare i l e n g r e n a g e sont faites l 'une pour l ' au t re , pu i sque 
les faces de c h a c u n e d 'el les d é p e n d e n t du rayon de sa conjuguée . On ne peu t donc pas 
associer deux r o u e s q u e l c o n q u e s , de m ê m e pas e t de m ê m e longueu r de d e n t s , cons
t rui tes d ' ap rès ce t r acé . 

§ IV. — Engrenage à faces et à flancs éplcycloïdaux. 

273. Cet e n g r e n a g e diffère du p r é c é d e n t en ce que les profils des flancs sont 
cons t i tués , su r les deux roues , par des a rcs d 'hypocyclo ïdes . On réa l i se ce t te modifica
tion en d o n n a n t aux c i rconférences S! e t S' £ des d i a m è t r e s r e s p e c t i v e m e n t in fé r ieurs 
à ol et o'I. Lo r squ 'on les fait rou le r su r S et S' dans le sens du m o u v e m e n t relat if 
de la m e n é e (la roue o es t encore supposée menan te ) , le point I déc r i t deux couples 
des cou rbes (e, h), (e', h') (fig. 227), formés chacun d 'une ép icyc lo ïde e t d 'une 
hypocyclo ïde , qui , d ' après la mé thode des rou l e t t e s , a s s u r e n t la t r a n s m i s s i o n a v e c 
un r a p p o r t cons tan t de v i t e s ses angula i res , égal au r appor t i n v e r s e des rayons des 
c i rconférences p r imi t ives . 

Le couple (e, h), e n g e n d r é p a r le r o u l e m e n t de S\, réal ise la condui te ap rè s la 
ligne des c e n t r e s . L e s courbes ( « i , ht), déc r i t e s pa r un poin t M de S'j s i tué en r e t r a i t e , 
peuven t , en effet, ê t r e cons idé rées comme des pos i t ions de (e, h) ap r è s que les 
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c i rconfé rences p r imi t ives on t t ou rné au tour de l e u r s cen t re s des quan t i t é s IA et IB, 
e t les éga l i tés év iden tes 

a r c IM = a r c IA = arc IB 

m o n t r e n t que l 'act ion de e su r h c o m m u n i q u e aux c i rconférences p r imi t ives un m o u 
v e m e n t de r o u l e m e n t s i m p l e , dont l ' é t endue es t m e s u r é e par l 'arc IM. De plus , et et 
ht sont n o r m a l e s à IM, et pa r su i te t a n g e n t e s en M. 

On p rouve de la m ê m e m a n i è r e , en faisant i n t e rven i r les l ieux géomét r iques 
(e'|, h'i) d'un point N de S ( 

. 0 - s i tué en app roche , que le 
V i > couple (e', h') a s su re la con-

<fi ; ; dui te avan t la l igne des 
c e n t r e s , su r u n e é t endue 
égale à l 'arc IN. 

En r é s u m é : Le lieu du 
point de contact des dents 
est, en approche, un arc de 
la circonférence S ( égal à 
l 'arc d'approche, et, en re
traite, un arc de la circon
férence S ' t , égal à l 'arc de 
retraite. 

Ces p rop r i é t é s d o n n e n t 
le moyen de r éa l i se r des 
a rcs d ' approche et de r e 
t ra i te d é t e r m i n é s a et b. On 
p rocède co mme il a été in
d iqué aux p a r a g r a p h e s 269 
e t 271. La fig. 228 suppose 

F i g . 227. 
somme a 

et b : 

b = 

•- 4r P . La 

11 
P é t i n t 

s u p é r i e u r e au pas , il y a tou jours au moins une pai re de den ts en p r i se . 
On a r e p r é s e n t é les profils con jugués dans les pos i t ions qu ' i ls occupen t en M et en 

N, au c o m m e n c e m e n t e t à la fin de la condui te . On voit que les por t ions N P et MQ 
des flancs n ' i n t e r v i e n n e n t pas dans la t r ansmis s ion . Ce t te r e m a r q u e sera u t i l i sée au 
p a r a g r a p h e su ivant . 

274. I n f l u e n c e de la v a r i a t i o n d e s r a y o n s d e s c e r c l e s g é n é r a t e u r s S! e t 
S'j s u r l a f o r m e d e s p r o f i l s . 

Les d i a m è t r e s des c i r confé rences S! et S\ ont é té supposés r e s p e c t i v e m e n t infé
r i eu r s aux rayons des c i rconfé rences p r imi t ives . Dans ces condi t ions , les hypoey-
cloïdes s y m é t r i q u e s , t e l l e s q u e h et H (fig. 229), qui fo rment les flancs d 'une m ê m e 
dent , s ' é c a r t e n t l 'une de l ' au t re à m e s u r e qu 'on se r a p p r o c h e de la ba se , ce qui 
a u g m e n t e l ' é p a i s s e u r des den t s à la rac ine , et d iminue les chances de r u p t u r e . Mais 
p lus les d i a m è t r e s des ce rc les g é n é r a t e u r s son t pe t i t s , p lus les épicycloides (e, E), 
(e', E') se c o u c h e n t s u r les c i r confé rences p r imi t i ve s c o r r e s p o n d a n t e s , c i r cons tance 
qui t e n d à affaiblir les t è t e s des den t s . Il p e u t m ê m e a r r ive r que la conve rgence des 
deux é p i c y c l o i d e s s y m é t r i q u e s qui fo rmen t les faces d 'une m ê m e den t soit assez ra 
pide p o u r q u e l'on ne pu isse pas éohanf r iner de m a n i è r e à a s s u r e r à l ' engrenage un 
a r c de condu i t e suffisant de chaque côlé de la l igne des cen t r e s . Les d i a m è t r e s des 
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cercles g é n é r a t e u r s ne p e u v e n t donc pas t o m b e r au -dessous d 'un ce r ta in 
min imum. 

Si, au con t r a i r e , ces 
d iamètres d é p a s s e n t r e s 
pec t ivemen t ol e t o'I, les 
hypocycloïdes s y m é t r i q u e s 
(h, H), l/i'.H') (flg. 230), qui 
forment les flancs d 'une 
même den t , t e n d e n t à se 
couper, de so r t e que les 
dents sont é t r ang l ée s à la 
racine. Dans les m ê m e s 
condi t ions , les ép icyc lo ïdes 
(e, E) (e', F'), qui fo rment 
les faces, se r e lèven t , et le 
sommet des deu t s s 'é largi t . 
Ces deux faits se p r é s e n t e n t 
déjà, mais à un mo ind re 
degré , dans l ' eng renage 
réc iproque à flancs dro i t s . 
Il n 'es t donc pas p ruden t , au 
point de vue de la sol idi té 
des den t s , de donner aux 
d iamèt res des ce rc l e s géné 
ra teurs des va leu r s s u p é 
r i eu res aux r a y o n s des 
c i rconférences p r imi t ives 
co r respondan tes . Nous indi
querons au p a r a g r a p h e 227 
les d imens ions adop tées 
dans la p r a t i que . 

Il es t possible toutefois de d é p a s s e r ces l imi tes en r e m p l a ç a n t par de forts congés 
les pa r t i e s des flancs qui ne sont pas u t i l i sées dans la t r a n s m i s s i o n . Supposons , par 
exemple , que le d i amè t re de S', soi t p lus grand que o'I, celui de S! r e s t an t in fér ieur à 
ol (flg. 231). Soient f/i et Cfi t les flancs d 'une den t du p ignon qui , dans l ' hypo thèse 
cons idérée , c o n v e r g e n t l 'un vers l ' au t re , et donnen t un é t r a n g l e m e n t inadmiss ib le 
à la rac ine . Dans le m o u v e m e n t relatif de la m e n a n t e par r appor t à la m e n é e , qui 
consiste en un rou l emen t sans g l i s semen t dans le sens f(, la t ra jec toi re r e la t ive du 
point A est une é-picycloïde a l longée Aa, que l'on peu t cons t ru i r e par la m é t h o d e de 
Ponce le t (257), en la r e g a r d a n t c o m m e l ' enve loppe d 'une c i rconférence de rayon nul . 
Il suffit de p r e n d r e sur les c i rconférences p r imi t ives , à pa r t i r du poin t I, des a r c s 
égaux I I , 12, 23 . . . I l ' , i ' 2 ' , 2 3 ' . . . puis de t r a c e r l ' enve loppe des c i rconfé rences déc r i t e s 
de I', 2', 3 ' . . . c o m m e cen t re s avec 1A, 2A, 3A... c o m m e rayons . La pa r t i e inu t i le des 
flancs peu t ê t r e r emp lacée par une courbe que l conque e x t é r i e u r e à l 'épicycloïde Aa, 
puisque ce t t e subs t i tu t ion la isse le passage l ibre à l ' ex t r émi té A de la den t m e n a n t e . 
Les profils IB, CD, qui forment ainsi les nouveaux flancs du p ignon , a s s u r e n t à ses 
den t s u n e sol id i té suffisante. 

On v e r r a p lus loin que l 'on a é té condui t à employer , pour tous les e n g r e n a g e s 
de m ê m e pas , les m ê m e s ce rc les g é n é r a t e u r s S ( e t S ' ( . L'artifice que l 'on v ien t d 'é tu
dier p e r m e t donc de rédu i re beaucoup le d i amè t r e du p ignon, e t par su i t e le n o m b r e 
de ses d e n t s . Il es t employé dans les eng renages pour cr ics , où le n o m b r e des den t s 
descend jusqu 'à qua t r e . 

F i g . 528. 
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275. C a s l i m i t e . — Quand les ce rc l e s g é n é r a t e u r s se confondent r e s p e c t i v e m e n t 

• a 

F i g . 2 : 0 . 

* * * V \~'~'t 

fi 

Fig. 231. 

s'effectue en a p p r o c h e e t en r e t r a i t e . 

P r a t i q u e m e n t , il e s t n é c e s s a i r e 
loger les p le ins de l ' au t re 

Fig. 230. 

avec les c i r confé rences p r imi t ives , les profils 
[li, e') du cas géné ra l qui condu i sen t en appro 
che se r é d u i s e n t au poin t I, et à l ' ép icycloïde 
le ' qu' i l e n g e n d r e dans le r o u l e m e n t de S s u r 
S' (fig. 23t'). Les profils de r e t r a i t e (e, h\ se 
r é d u i s e n t de m ê m e au point I, et à l ' épicycloïde 
Je qu'i l déc r i t dans le r o u l e m e n t de b ' su r S . 
Il s 'en sui t que , t h é o r i q u e m e n t , les den t s sont 
l imi t ées s e u l e m e n t par les a rcs d 'ép icyclo ïdes 
IA et I B , e t que les flancs, r é d u i t s chacun 
à un point u n i q u e , ne p é n é t r e n t pas à l ' in té 
r i e u r des c i r confé rences p r imi t ives . En suppo
san t la roue o m e n a n t e dans le sens de la 
flèche, le po in t I de IA pousse IB t an t qu'i l se 
t r o u v e à g a u c h e de la l igne des c e n t r e s , 
ap r è s quoi l 'arc IA pousse le point I de IB 
j u squ ' à ce que les den t s s e qu i t t en t . L'en
g r e n a g e est r é c i p r o q u e , p u i s q u e la condui te 

de m é n a g e r des c reux sur chaque roue pour 
Les courbes IG et ID qui les l imi ten t , ne devan t pas 
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intervenir dans la t r ansmiss ion , sont assuje t t ies à la seu le condit ion de l a i s se r le 
passage l ibre aux ex t r émi t é s A et B de deux dents conjuguées . C o m m e dans le cas 
précédent , on les t r ace e x t é r i e u r e m e n t aux épicycloïdes al longées Aa, Bb que décr ivent 
les points A et B, pendan t que la r o u e à laquel le chacun d'eux appa r t i en t roule sur 
l 'autre supposée fixe. 

Ce genre d ' engrenages se r e n c o n t r e dans les cr ics , 

• S.S; 

Fig. 132. 

276. D i r e c t i o n d e l ' e f fort t r a n s m i s p a r u n e d e n t de la m e n a n t e . — Si l'on 
ne t ient pas compte du f ro t tement , 
l 'action d 'une dent de la menan t e sur 
celle de la m e n é e qu 'e l le condui t se 
t radui t par une force F (fig. 227) d i r igée 
suivant la normale c o m m u n e à l eu r s 
profils. De ce que le l ieu du point de 
conta et des dents est , p e n d a n t l ' approche , 
l 'arc NI de la c i rconférence S 1 ; et , 
pendant la re t ra i t e , l 'arc IM de S'(, on 
conclut déjà que la d i rec t ion de l 'eftort 
t ransmis est pe rpend icu la i r e à la l igne 
des cen t res au m o m e n t où le point de 
contact des dents la franchit , e t obl ique 
sur cet te l igne à tout au t re ins tant . De 
plus, pour deux roues données , l es 
d i rect ions ex t r êmes de F sont d 'au tan t 
plus éca r tées de la pe rpend icu la i r e 
à la l igne ries cen t r e s que les a rcs 
d 'approche et de re t ra i t e sont plus é t endus . Ces ca rac t è re s sont c o m m u n s à tous 
les engrenages épicycloïdaux. Nous en déve lopperons plus loin (287) les conséquences . 

277. R o u e s d ' a s s o r t i m e n t . — Dans un grand nombre de mach ines -ou t i l s (dans 
le tour à fileter pa r exemple) , il es t nécessa i re de pouvoir change r le r appor t des vi
tesses angula i res de deux a rb res , dont l 'un condui t l ' au t re par l ' i n t e rmédia i re d 'engre
nages . Pour cela, on é tabl i t une col lect ion de r o u e s à n o m b r e s de den t s différents, 
composée de tel le sor te que deux é l é m e n t s pr is a r b i t r a i r e m e n t dans la sér ie puissent 
être associés C'est ce qu 'on appel le des roues d'assortiment, ou de série. 

Pour que des roues cons t i tuen t un assor t imen t , il es t nécessa i re e t suffisant : 
1° Que les profils des dents de chacune d'elles soient les enveloppes des profils 

de toutes les autres, quand les circonférences primitives correspondantes roulent 
l'une sur l'autre sans glisser (254) ; 

2° Que les longueurs de toutes les faces soient égales, ainsi que celles de. tous les 
flancs. (Ces longueurs sont , par convent ion, les différences en t r e les rayons des circon
férences pr imi t ives et ceux des c i rconférences d ' échanf r iuement e t d ' év idemen t cor
respondan tes ) . 

T h é o r i q u e m e n t , les faces d 'une roue ont, eu effet, m ê m e longueur que les flancs 
de sa c o n j u g u é e ; les inégal i tés qui ex is ten t dans la p ra t ique , des t inées à la i sser un 
cer ta in jeu au fond des c reux , ne sont a u c u n e m e n t nécessa i r e s à la t r ansmiss ion du 
mouvemen t . 

3° Que toutes les roues aient le môme pas circonférentiel et le même module 
(263). 

Le t r acé par faces e t flancs épicycloïdaux se p rê t e à la cons t i tu t ion de roues d'as
sor t iment . En p r enan t le m ê m e pas , ou le m ê m e module , et les m ê m e s ce rc l e s géné
ra t eu r s pour tou te la sé r ie , la p r e m i è r e et la t r o i s i è m e condi t ions son t immédia tement 
sat isfai tes. Pour réa l i se r la seconde , il faut r e n o n c e r à d é t e r m i n e r les r ayons d e s cir-
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conférences d ' échanf r inemen t e t d ' év idemen t en v u e d ' a s su re r à deux roues données 
des a rcs d ' approche e t de r e t r a i t e fixés d ' avance . Les l o n g u e u r s Mm e t N n des faces 
(fig. 227J d é p e n d e n t , en effet, à la fois des l ongueur s a t t r ibuées aux a rcs IM et IN, e t 
des rayons des c i rconférences p r imi t i ve s ; e l les va r i e r a i en t d 'une roue à l ' au t re si l'on 
imposa i t à tou t l ' a s so r t imen t l es m ê m e s a rcs d ' approche et de r e t r a i t e . Auss i donne-
t-on aux faces une longueur invar iab le , chois ie de te l le so r t e que , dans les condi t ions 
les plus défavorables , l 'arc to ta l de condu i t e soit au moins égal à un pas . Voici les di
mens ions i nd iquées pa r R e u l e a u x . 

En dés ignan t par P le pas de l ' engrenage , le rayon c o m m u n des ce rc les géné ra 
t e u r s est 

r = P = 0,875 P 

La l o n g u e u r des faces es t F = 0,3 P 

et celle des flancs / = 0,4 P 

Le jeu au fond des c reux e s t · 0,1 P 

Dans les t r a c é s au modu le , on subs t i tue à ces d imens ions les su ivan te s : 

r = 2,75 M F = M f = ^ M 

Nous ca lcu le rons p lus loin (Chap. V) l 'arc de condui te min imum qui en r é su l t e . 

278. N o m b r e m i n i m u m d e s d e n t s d ' u n e r o u e d e l a s é r i e . — Dans les roues 
d ' a s so r t imen t à profils ép icyc lo ïdaux , on ne d e s c e n d j amais au-dessous des flancs 
dro i t s , de so r te que le rayon R de l 'une que lconque des c i rconfé rences p r imi t ives est 
au moins égal à 2 r . On a donc , en s u p p o s a n t les d imens ions r appo r t ée s au pas c i rcon-
férent ie l 

R > 2 r o u 1,75 P 

d'où 2 - R > 3 , 5 0 , P 

Mais en dés ignan t par n le nombre des den t s de ce t t e roue , on a auss i 

2 T. R = nV 

Et par su i te n > 3, >0 - [ = 10.995) 

Si les d imens ions son t r a p p o r t é e s au modu le , la condi t ion R J> 2r dev i en t 

Il > 5 , 5 0 M ou 5,50 
u 

D'où 2 i t R ou u P > 11 P et enfin n >- 11 

Dans les deux cas , e t sous la condi t ion de ne pas a c c e p t e r de d e n t s é t r ang l ée s à 
la r ac ine , c h a q u e roue de la sér ie do i t avoir au moins onze d e n t s . 
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g V . — Engrenage à développantes de cercle. 

279. Menons par le po in t de con tac t I des c i rconférences p r imi t ives u n e dro i te XIJ 
(fig. 233) faisant avec la t angen t e c o m m u n e Ai B, , dans le sens du m o u v e m e n t relatif 
de la menée , un angle aigu 
B, \y p rov i so i r emen t arbi 
t ra i re , et t r açons les c i rcon
férences S! et S'), de cen t r e s 
o et o', t a n g e n t e s à ce t t e 
droite. Quand xy roule suc 
cess ivement sur S, e t su r 
S'j, chacun de ses poin ts dé
crit deux d é v e l o p p a n t e s de 
cercle qui, c o m m e nous al
lons le m o n t r e r , se con
duisent m u t u e l l e m e n t de 
part et d ' au t re de la l igne 
des c e n t r e s , avec un rap
port cons tan t de v i t e s se s an
gula i res égal au r appor t in
verse des rayons des c i rcon
férences p r imi t ives . 

Cons idérons , p o u r cela, 
les déve loppan te s 5MS, b'MS' 
engend rée s par un point 
que lconque M de xy. D'a
près une p ropr i é t é connue 
de ces cou rbes , la droi te MI 
leur est normale c o m m u n e en M. Si on les suppose i nva r i ab l emen t l iées aux circonfé
rences p r imi t i ves , e l les condu i sen t cel les-ci avec un r appor t de v i t esses angu la i r e s 

ol 
égal à chaque in s t an t à — (243). Comme le point I es t fixe su r oo', ce r appor t es t cons

tant ; de plus sa v a l e u r es t la m ê m e que si l'on avai t conse rvé les cy l indres de friction. 

280. Afin d 'é tabl i r une re la t ion en t re le d é p l a c e m e n t du point de con tac t des pro
fils e t l 'arc de condu i t e , nous al lons p rouve r d i r e c t e m e n t que les d é v e l o p p a n t e s bMo, 
b'MS' a s s u r e n t la t r ansmis s ion des deux côtés de la l igne des c e n t r e s . So ien t A e t B 
leurs points d ' in te rsec t ion avec les c i rconférences p r imi t ives c o r r e s p o n d a n t e s , a l d et 
a'Id' les déve loppan t e s , i den t iques aux p r é c é d e n t e s , d é c r i t e s par le po in t I d a n s le 
r o u l e m e n t de xy su r les c i rconférences Si et S ' j . Le couple do c o u r b e s (bM8, b'MS') 
vient se s u p e r p o s e r au couple (a ld , a'Id') a p r è s que les c i rconfé rences p r imi t i ve s ont 
pa rcouru , en t o u r n a n t au tou r de l eu r s c e n t r e s , les a rcs IA et 1B ; la ques t ion rev ien t 
à d é m o n t r e r l 'égal i té de ces a r c s . Or, les t r i ang les mixt i l ignes bB<3, al a, qui coïnci 
dent en m ê m e t e m p s que les d é v e l o p p a n t e s S e t d, d o n n e n t la re la t ion 

arc B¡1 ~arc la 

d'où l'on dédui t , à cause de la par t ie c o m m u n e Ij} 

arc IB _= a r c ifi 
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La compara i son des a rcs ab e t a [3 donne ensu i t e la p ropor t ion 

a r c on o l 

a r c ab oa oï l 

ol 
On en t i re a r c IB = a re a[3 = a rc a b X - ^ j j 

Mais, d ' après la définition de la déve loppan te de ce rc le 

H M = r a rc Hb 

I I I — a rc Ha 

et , par conséquen t , . IM = a r c a b 

Il v ient donc 

a r c I B = I M x i L = - ^ - (t, 

en d é s i g n a n t par 9 l 'angle de xy avec la l igne d e s c e n t r e s . 

On é tab l i ra i t de la m ê m e m a n i è r e que 

a r c IA = —.—„- 2 
sm 0 ' 

Les éga l i tés (1; e t (2) m o n t r e n t que a r c IA = a rc 1B. 
Un r a i s o n n e m e n t iden t ique p rouve ra i t , en cons idé ran t les pos i t ions CNG, DNK 

d e s déve loppan te s 5 et 6' à un i n s t an t q u e l c o n q u e de la r e t r a i t e , e t l eu r s points de 
r e n c o n t r e Q et R avec les c i r confé rences p r imi t ives , que les a rcs IQ et IR sont égaux. 

IN 
Pa r analogie a v e c ce qui p récode , leur va l eu r c o m m u n e es t— : —— . En r é s u m é : b 1 1 sin 6 

Le Lieu du point de contact des dents est, en approche, un segment MI de xy 
égal à a sin 0, et, en retraite, un autre segment IN de la même droite, égal à h sin 0, 
a t l l i désignant les arcs d'approche et de retraite. 

Ces p r o p r i é t é s p e r m e t t e n t d 'ob ten i r un a r c de condu i t e d é t e r m i n é de chaque 
côté de la l igne des c e n t r e s . On por te les a rcs d ' app roche e t de r e t r a i t e en IA( e t l B , 
s u r la t a n g e n t e c o m m u n e aux c i rconfé rences p r imi t ives , pu is l 'on aba isse les p e r p e n 
dicula i res Aj M et B t N sur xy. En échanf r inan t les den t s de la m e n é e au ce rc le de 
rayon o'M (fig. 233) e t ce l les de la m e n a n t e au ce rc le de rayon oN, l e s par t i es M8', NK 
des déve loppan te s sont s u p p r i m é e s , e t la condu i t e n'a l ieu q u ' e n t r e les pos i t ions 
e x t r ê m e s (bMS, b'MS') e t [CNG, DNK) des profils. L e s a rcs d ' app roche et de 
r e t r a i t e ainsi r éa l i sés on t pour va l eu r s r e s p e c t i v e s 

IM IAjs inO 
a = — . — — r — r — = L \ ! 

sm 0 sin 9 

IN I B l S i n O 
b = —. - = ; — = IB( 

sm 8 sin 9 

oomme on se l 'é tai t p roposé . 
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La figure 234 r e p r é s e n t e un eng renage ex té r i eu r à déve loppan te s , dans leque l 
3 

les arcs d ' app roche e t de r e t r a i t e sont égaux aux - j - d u p a s . Il faut r e m a r q u e r que les 

cercles d ' é v i d e m e n t sont 
ici i n t é r i eu r s aux c i rconfé
rences S T et S'[ s u r l e s q u e l l e s 
se t r o u v e n t les or ig ines v 
et z des d é v e l o p p a n t e s (*) ;-
on est donc obl igé de p r o 
longer ce l les -c i j u s q u ' a u x 
c i rconférences d ' é v i d e m e n t 
par des profils va', zz' que ,£<N 

l'on pour ra i t d é t e r m i n e r - , ^ v c - N V 

comme au p a r a g r a p h e 273, ' \ , v v X " 
de man iè re qu ' i ls ne gênen t ""-^ ^ 
pas la t r ansmis s ion . Mais, 
dans la p ra t ique , on emplo ie .,. 
g é n é r a l e m e n t des por t ions ^^^yr^'^-"^ 
de rayons , t e r m i n é e s par S ' ' , « V - ' ' ' 

un pet i t congé ; il a r r ive 
alors parfois que ces profils 
s u p p l é m e n t a i r e s i n t e r v i e n 
nent dans la t r ansmis s ion . \ 
Nous c h e r c h e r o n s plus loin \ 
à quel les condi t ions ce fait 

se p rodui t , et les moyens \ 
de s'y oppose r (28(1). 

281. M a x i m u m d e s 
a r c s d ' a p p r o c h e e t d e 
r e t r a i t e . — Le ra i son
n e m e n t pa r leque l on a 
établi que les déve loppan te s 
décr i t es par le po in t M 
(fig. 233) a s s u r e n t la condui te des deux côtés de la l igne des c e n t r e s , suppose ce p.dut 
compr is en t re II e t M', car pour un point T de xij s i tué hors de ce t t e région, les 
déve loppan tes t o u r n e n t l eu r concavi té ve r s I, et il es t imposs ib le au profil T3[, 
relatif à la roue o s u p p o s é e m e n a n t e , do condui re le proQl Tù\ de la m e n é e . 

11 r é su l t e de là q u e le point de con tac t de deux den t s ne peu t se d é p l a c e r qu ' en t r e 
11 et II', Comme les a rcs d ' approche e t de r e t r a i t e qui c o r r e s p o n d e n t à un con tac t 
dont le débu t es t en M et la fin en N sont r e s p e c t i v e m e n t 

F i g . 231. 

IM 
sin 9 

e t 
IN 

sin 0 

chacun d 'eux a un m a x i m u m dont la va leur es t , pour le p r e m i e r 

IH 
sin B 

R cos B 

sin 6 
: I l co tg 6 

(*) Ce fait ne se produit pas n é c e s s a i r e m e n t . Il n'a pas l i eu pour la menante dans la 
figure 233. V o i r à ce sujet le paragraphe (28G). 
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et, pour le s econd b, = - 4 ^ - = R' cotg 9 
sin (J 

R e t R' dé s ignan t les r ayons des c i rconfé rences p r imi t i ve s . Ces e x p r e s s i o n s m o n l r e n t : 
1° Que , p o u r des rayons d o n n é s , les maxima des a rcs d ' app roche e t de r e t r a i t e 

sont d ' au tan t p lus g rands que G es t p lus pet i t . 
2 U Que, pour u n e va leu r donnée de 0, le m a x i m u m de l 'arc d ' app roche es t p ropor 

t ionne l au rayon de la m e n a n t e , et celui de l ' a rc de r e t r a i t e p ropo r t i onne l au rayon 
de la m e n é e . 

2S2. I n f l u e n c e d e l a v a r i a t i o n d e l ' a n g l e 0 s u r l a f o r m e d e s p r o f i l s . — Dans 
la p ra t ique , l ' inc l inaison de xg sur la l igne des c e n t r e s ne r e s t e pas a r b i t r a i r e . Pour 
en fixer les l imi t e s , obse rvons que : 

1" L'angle 6 ne peut 
pas être trop aigu. La 
compara i son des figures 
23ï et 235 m o n t r e en effet 
que . quand cet angle dé
croi t , les déve loppan te s 
s y m é t r i q u e s qui forment 
les profils d 'une môme 
dont se c o u c h e n t davan
tage su r les c i rconfé
r e n c e s p r imi t ives , de ma
nière à a r r i v e r p lus rapi 
d e m e n t à l eur po in t de 
r e n c o n t r e . Il en r é su l t e 
d 'abord un a m i n c i s s e 
m e n t des den ts au som
met , dange reux p o u r l c u r 

p,-g 0 3 5 so l id i té . De p lus , il p e u t 
a r r i v e r que ce t t e conver

gence des profils se p rodu i se assez vi te pour que l'on ne pu i s se pas écl ianfr iner les 
den t s de m a n i è r e à a s s u r e r à l ' e n g r e n a g e un a r c de condui te suffisant de par t et 
d ' au t re de la l igne des c e n t r e s . 

2 U L'angle 0 ne peut pas atteindre un droit. -Car, p o u r 0 — —, les va leurs max ima 

des a rcs d ' app roche et de r e t r a i t e s ' a n n u l e n t ; la condui te avec r a p p o r t cons tan t des 
v i t esses angu la i r e s n 'a donc l ieu, dans ce cas , qu 'à l ' ins tan t où le point de c o n t a c t 
des den t s se t r o u v e sur la l igne des cen t r e s . 

L ' expé r i ence a m o n t r é que les me i l l eu r s r é su l t a t s son t ob t enus quand xy es t in
cl inée de 75° s u r l a l igne des c e n t r e s (*). 

283. D i r e c t i o n d e l ' e f for t t r a n s m i s p a r u n e d e n t d e la m e n a n t e . — La 
normale c o m m u n e aux profils de deux den ts en pr i se es t c o n s t a m m e n t xy ; la d i r e c 
t ion de la p ress ion e x e r c é e par une den t de la m e n a n t e s u r cel le de la m e n é e qu 'e l le 
condui t e s t donc invar iab le p e n d a n t tou te la d u r é e de leur ac t ion . 

284. R o u e s d ' a s s o r t i m e n t . — Le t r acé pa r d é v e l o p p a n t e s se p rê te à la const i 
tu t ion de roues d ' a s so r t imen t . Les profils des den t s d 'une r o u e ne d é p e n d e n t , en effet, 

(*) On trouvera aux paragraphes 287 et 328 d'autres raisons qui justif ient le choix de cette 
inc l inaison. 
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a u c u n e m e n t de sa conjuguée , mais s e u l e m e n t de l 'angle 0. Deux roues à dévelop
pantes pou r ron t donc tou jours se condu i re , quels que soient leurs n o m b r e s de den t s , 
pourvu qu 'e l les a ien t é té cons t ru i t e s avec u n e m ê m e valeur de 0 qu 'e l les a ient m ê m e 
pas , ou m ê m e module , et m ê m e s longueur s de faces e t de flancs (277). C o m m e dans le 
cas des roues à profils ép icyclo ïdaux e t pour u n e ra ison ana logue , on ne peu t r éa l i se r 
ce t te de rn iè re condi t ion qu ' en r enonçan t à d é t e r m i n e r les rayons des c i rconfé rences 
d ' échanf r inement e t d ' év idemen t d ' après les a rcs d ' a p p r o c h e et de r e t r a i t e que l'on 
dési re ob ten i r . En p ra t ique , on donne aux faces et aux lianes les l o n g u e u r s inva
r iables F = 0.3 P, / = 0 . 4 P dans les t r acés au pas c i rconféren t ie l , et les l o n g u e m s 

F = M, f = — M dans les t r acés au m o d u l e . Nous ca l cu l e rons au chap i t r e V l 'arc de 
6 

condui te qui r é su l t e de ces d imens ions . 

285. N o m b r e m i n i m u m d e s d e n t s d ' u n e r o u e d e la s é r i e . — L 'arc total de 
condui te ne doit pas ê t re infér ieur à un pas , afin d 'avoir toujours au moins u n e pai re 
de den t s en p r i se . Pour qu'i l pu i sse en ê t r e a ins i , il est nécessaire que la s o m m e 

a, + b , = ( R + R') cotg 0 

des a rcs d ' approche et de re t ra i t e m a x i m a soit égale ou s u p é r i e u r e à P. Ce t te s o m m e 
p rend é v i d e m m e n t sa plus pe t i te va l eu r en m ê m e t e m p s que R + R', c 'est-à-dire quand 
leplus pe t i t pignon de la sér ie 
eng rène a v e c l u i - m ê m e . Si 
d o n c l a c o n d i t i o n a , -f b | ^ > P 
est sat isfai te p o u r lui , elle le 
se ra a for t ior i pour deux 
roues q u e l c o n q u e s de l ' as
so r t imen t . En dés ignan t par 
Ru son rayon, e t par ru, son 
n o m b r e de d e n t s , on d e v r a 
donc avoir 

a 1 - l - b 1 = 2 R 0 cotg Q > P 

ou, en mul t ip l i an t les deux 
m e m b r e s par -n, et en t e 
nan t compte de l ' égal i té 
2 - R 0 — n0P 

s; n0 cotg 6 5> ~ 

d'où enfin 

n0 > n tg 9 

Si 0 = 7 5 ° , tg 0 = 3.732 
et TC t g 0 = 1 1 , 7 3 . Le p lus 
pe t i t p ignon de la sé r ie doi t 
d o n c a v o i r a u moins 12denfs. 

Bien e n t e n d u , l 'arc de 
condui te effectif ne s e r a égal 
au pas (pie si les faces ont Fig. 230. 
des l o n g u e u r s convenab le s . 

Nous ve r rons p lus loin (chap. V) que les d imens ions adop tées suffisent dans tous les cas . 

2S6. I n f l u e n c e d e s p r o f i l s a u x i l i a i r e s d ' é v i d e m e n t . — On a vu p r é c é -

ClUÉMATIQCn 10 
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d é c i m e n t (fig. 234) que , dans ce r t a ins c a s , les c i r confé rences d ' é v i d e m e n t son t inté
r i eu re s aux c i r confé rences S ( e t S'j qa i r e n f e r m e n t les or ig ines des d é v e l o p p a n t e s , de 
so r te qu 'on e s t obl igé de p ro longe r cel les-ci p a r d e s profils auxi l ia i res qui sont , le plus 
s o u v e n t , d e s por t ions de r ayons . P o u r que ce fait se p rodu i se p o u r la m e n a n t e o pa r 
e x e m p l e i&g. 236), il suffit que le ce rc le d ' é c h a n f r i n e m e n t de la m e n é e coupe la cir
conférence S, , c 'es t-à-dire que l 'on ait 

R + R ' < o l I + I I V - L - F) 

oH é t a n t égal à R sin 6, ce t te i néga l i t é , r é so lue par r a p p o r t à R, d e v i e n t 

1 1 < 1 — sin 0" 

En mul t i p l i an t les deux m e m b r e s par 2 i t afin d ' i n t rodu i r e le nombre n de d e n t s 
de la m e n a n t e e t le pas P , on a 

2 n F 

n P < - : T—TT 

1 — sin â 

p 

ou, e n r e m p l a ç a n t F p a r sa v a l e u r M = — dans le t r a c é au modu le 

Si 6 = 75°, sin 8 = 0 . 9 6 6 e t l 'on t r ouve n < 58. 

Par conséquen t , à pa r t i r de 59 den t s à la roue , son cerc le d ' é v i d e m e n t e s t e x t é 
r i e u r à S ( quel q u e soi t le p ignon assoc ié , e t les profils des den t s son t c o n s t i t u é s seu
l e m e n t pa r dos d é v e l o p p a n t e s (*). 

Au-dessous de c e t t e l imi t e , les profils aux i l i a i res d ' é v i d e m e n t t e l s q u e FG s o n t 
i név i t ab le s . I ls do iven t , b ien e n t e n d u , ê t r e te ls que l ' a rê te G d e la m e n é e pu i s se se 
m o u v o i r l i b r e m e n t p e n d a n t t ou t e la condu i t e , c 'es t -à-dire ê t r e e x t é r i e u r s à l 'épicy-
cloïde a l longée Cyyj q u e déc r i t le po in t C dans le m o u v e m e n t relatif de la m e n é e , 
sans quoi les profils t e n d r a i e n t à se p é n é t r e r à un ce r t a in m o m e n t de l ' approche 
(fig. 236). La l o n g u e u r d e s faces n ' é t an t p lu s d é t e r m i n é e en vue d ' a s su re r un a rc de 
condui te fixé d ' avance , il peu t se faire, en effet, qu 'e l le soi t assez g rande p o u r que 

IH 
l 'arc d ' approche d é p a s s e son m a x i m u m t h é o r i q u e • = Il co tg 9. Dans ce cas , le 

profil auxi l ia i re FG e n t r e en act ion avec la face de la m e n é e . Ce fait, nu is ib le à la r é 
gu la r i t é du m o u v e m e n t t r a n s m i s , peu t p r o v o q u e r des a r c s - b o u t e m e n t s . Il se p rodu i t 
quand le rayon d e la c i r confé rence d ' é chan f r i nemen t de la m e n é e dépasse la va leur 
o'H (**). Il cesse d ' ê t re à c r a ind re dès que 

o ' I I > R - f - F (I) 

Mais on a, dans le t r i ang le o'IH 

( T Ï Ï 2 = ( T T 3 + Ï H 2 f- 2o'I X IH cos 6 

= R ' 2 -[- R 2 c o s 2 9 H - 2RR ' c o s 2 6 

(*) Dans le tracé au pas circonférentiel, F = 0.3 P et le calcul donne n <J 55. La conclu
sion s'applique à partir de 56 dents. 

("*) Parce que le point d'intersection de cette circonférence avec xy marque fa position 
du point de contact des dents au commencement de l'approche. 
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En é levan t au ca r r é les deux m e m b r e s de l ' inégal i té (1), e t en r emp laçan t , iî v ien t 

c o s 2 9 4 - 2RK' c o s 2 9 — F (2R' + F) > o 

Les rac ines du p r e m i e r m e m b r e , cons idé ré c o m m e un t r i nôme du second d e g r é 
en R, son t toujours r ée l l e s e t de s i gnes c o n t r a i r e s . L ' inéga l i té ne peu t ê t r e sa t i s fa i te 
que si H dépasse la r ac ine pos i t ive , ce qui donne 

^ - R' c o s 2 9 + V R i c o s i 8 -r- F 0 [ILL' - j - F) 
^ cos -9 

V c o s - 9 c o s J 9 

e t en mul t ip l i an t les deux m e m b r e s pa r 2^ pour in t rodu i re les n o m b r e s de den t s n e t 
ri des deux roues 

r . ^ , „ , 4 n ' P . i t F ~ , i ^ T ï " 
? i P > i / n ' ^ p a - L . - _ n q > 

y c o s 2 9 cos- 0 

p 

Mais, dans le t r acé au modu le , F = M = — . On a donc , ap rès s implif icat ions, 

4 t g J a 

La suppres s ion du d e r n i e r t e r m e sous le radical a u g m e n t e é v i d e m m e n t le second 
m e m b r e , e t si l ' inégal i té ainsi simplifiée es t sa t isfa i te , l ' inégal i té (2) l ' es t a fort iori . Il 
r e s t e ainsi 

2 
YL ^> -

> cos^9 

et si 9 — TJ" 

n > 3 0 

L'effet des profils aux i l i a i res d ' év idemen t ne p e u t donc s e man i fes te r que q u a n d 
le n o m b r e des den t s de la m e n a n t e e s t in fé r ieur à 30 (*). Quand 9 = 67° 1/2, on p e u t 
d e s c e n d r e j u squ ' à 14 den t s . Ce t t e l imite t ombe à 9 si, c o m m e dans l e s c r éma i l l è r e s , 
on a r rond i t l ' ex t r émi t é des den t s de la m e n é e (fig. 269). 

287. C o m p a r a i s o n e n t r e l e s e n g r e n a g e s é p i c y c l o ï d a u x e t l e s e n g r e n a g e s 
à d é v e l o p p a n t e s . 

1° Au point de vue de la pression exercée, suivant la normale, par une dent de 
la menante sur celle de la menée. 

(*) Dans le tracé au pas circonférentiel, F — 0.3 P et l'inégalité (2) est remplacée par celle-ci 

0 . 3 6 i r * t e » e 

On en déduit, par un ra i sonnement analogue n 

C O S 5 H 

COS- 8 

el si 0 = 7â" n ^ - 29. 
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Soien t xy et x'ij (Qg. 237)1 es profils, t a n g e n t s en M. de deux d e n t s en p r i s e , et 
MI leur n o r m a l e c o m m u n e . La p r e s s ion du p r e m i e r 
su r le s e c o n d déve loppe u n e ce r ta ine force X, qui . 
abs t rac t ion faite du f ro t tement , es t d i r igée s u i v a n t 
MI, e t u n e réac t ion N, de la m e n é e , éga le e t oppo
sée à N. C h a c u n e de ces forces peu t ê t r e t r a n s p o r 
tée au po in t I et d é c o m p o s é e en deux a u t r e s T = T[, 
U = U| , r e s p e c t i v e m e n t d i r i g é e s suivant la t a n g e n t e 
aux c i r confé rences p r imi t ives et su ivan t la l igne 
des c e n t r e s , En dés ignan t par 8 l 'angle de MI avec 
oo', on a 

T = N s in 0 

mainate 

F i g . 237. 

d où X 
sin 0 

Or, lo r squ 'un e n g r e n a g e est en m o u v e m e n t ré 
gul ier , l'effort t a n g e n t i e l T exe rcé par la m e n a n t e e s t sens ib lement , cons tan t . Pa r 
c o n s é q u e n t : l'effort normal des dents en contact est inversement proportionnel au 
sinus de l'angle que forme leur normale commune avec la ligne des centres. Ce t t e 
proposi t ion est vra ie pour tous les t r a c é s . 

Dans les e n g r e n a g e s épioycloïdaux, l 'angle fj a u g m e n t e ju squ ' à un dro i t pendan t 
l ' app roche , e t d i m i n u e p e n d a n t la r e t r a i t e . Il s 'en s u i t q u e la p ress ion no rma le de la 
d e n t m e n a n t e su r la den t m e n é e d iminue p e n d a n t l ' approche et a u g m e n t e pendan t la 
r e t r a i t e El le a t t e in t son m i n i m u m T au m o m e n t où le point de con tac t des den t s est 
su r la l igne des cen t r e s . 

Dans les eng renages à d é v e l o p p a n t e s , l 'angle 9 é t an t invar iab le , la p ress ion nor -
T 

inale r e s t e cons tan te ; sa va leur , en fonction de l'efTort t a n g e n t i e l , es t —-.—=—. Nous 
' ° s in 7;>u 

m o n t r e r o n s un peu p lus loin que , dans les e n g r e n a g e s ép ioyc lo ïdaux , 0 est, in fé r ieur à 
75° au c o m m e n c e m e n t e t à la fin de la condu i t e . Les p ress ions n o r m a l e s co r re spon
dan tes son t donc p lus g randes dans ces e n g r e n a g e s que dans ceux à d é v e l o p p a n t e s . 

2" Au point de, vue des p r e s s i o n s exercées s u r tes p a i i e r s . 

Les forces U et U¡, dont l ' express ion e s t U — U i = T cotg 1. p r e s s e n t i e s a rb re s 
de ro ta t ion su r l es couss ine t s des pa l ie r s qui les s u p p o r t e n t . Dans les e n g r e n a g e s à 
profils ép icyc lo ïdaux, ces forces d é c r o i s s e n t p e n d a n t l ' approche , c ro i s sen t p e n d a n t la 
r e t r a i t e , e t s ' annulen t au m o m e n t où le point de con tac t des den t s passe la l igne des 
c en t r e s . Dans les e n g r e n a g e s à d é v e l o p p a n t e s , e l l e s 
r e s t e n t cons t an te s p e n d a n t t o u t e la d u r é e de la c o n - r ,o- ¡ 
du i t e . Dans les deux cas , e l les sont , t o u t e s au t r e s 
choses éga les d ' a i l l eurs , d ' au tan t plus pe t i t e s que 
l 'angle 8 es t p lus voisin d'un droi t . C 'es t une raison 
de faire en so r t e que , quel que soit le t r a c é suivi , 6 ne 
descende pas au-dessous d 'une ce r ta ine l imi t e . 

Ce t t e condi t ion e s t facile à réa l i se r dans les engre 
nages à déve loppan te s , pu i squ 'on d i spose de l ' incl inaison 
de xy s u r la ligne, des cen t r e s ; on p rend g é n é r a l e m e n t 

9 = 75°. Mais dans les a s s o r t i m e n t s de roues à profils 
ép icyc lo ïdaux, avec les d imens ions i nd iquées au pa ra 
g r a p h e 277, 0 p rend des va l eu r s in fé r ieures à 7ô° au 
c o m m e n c e m e n t e t à la fin de la condui te . Soit , pour 

Fig. 238. 

fixer les idées , N le point 
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de con tac t des den ts à la flu de la re t ra i te [tig. 238 . On a dans le t r i ang le oo', N 

(Il + F;- = (R + ?·)•: f r- - 2 r (R + O cos a 

d'où 

(1*4-1')* + 7 - 3 — (R + F ) - _ 2 ) ' ( R , + r ) — F 1 2 R + Fi 
cos T. _ 2 i- ( Il -f- n 2 i- (U + r) 

F 2 R + F 
— 1 - — X -

;• 2 R + 2 r 

(Jette express ion mont re que cos a d iminue quand R croi t , car la fraction 

moindre que l 'uni té , a u g m e n t e avec R. L 'angle a varie donc dans le m ê m e 

sens que R, e t l 'angle 0 —- ~ — ~ var ie en sens con t r a i r e . Par conséquen t , le max i 

m u m de f) au c o m m e n c e m e n t ou à la fin de la condui te a lieu quand le plus pet i t p ignon 

de la sér ie e n g r è n e a v e c l u i - m ê m e . Son rayon é tan t égal à 2 r ;278) on a, pour le t r a c é 

au module : 

C 0 S 1 = 1 - 2 ^ 5 M X 4 r X T 7 T M + - 2 X 2 , 7 5 M = 1 " 2,7T X Ï O ^ T = ° ' ' J ° 

d'où a = 43" environ et h — (>8"3iJ' (*). 

Avec, le t racé au pas c i rconférent ie l (F = 0 3 P , r = 0,875 P | , on t rouve 

c o s a = 0,752 a = 41° env i ron e t 0 — G9°30' 

Ce calcul m o n t r e que la p ress ion sur les pa l ie rs , au début de l ' approche et à la 
fin de la r e t r a i t e , es t p lus g rande avec les eng renages épicyclo' idaux qu ' avec ceux à 
déve loppan t e s . De p lus , sa var ia t ion pendan t la condui te p rovoque des v ibra t ions des 
a r b r e s , qui ne se p r é s e n t e n t pas avec les e n g r e n a g e s à déve loppan t e s . 

3° Au point de vue de l'usure des dents. 
L 'usu re des den t s dépend à la fois, en les s u p p o s a n t formées d 'une m ê m e subs 

t ance , de la p ress ion normale qu 'e l les exercen t l 'une su r l ' au t re , et de leur v i t e s se r e 
lative de g l i s semen t . Nous avons é tud ié p r é c é d e m m e n t les var ia t ions de la p ress ion 
normale ; ana lysons m a i n t e n a n t ce l les de la v i tesse de g l i s semen t . 

Son exp re s s ion géné ra l e , pour les e n g r e n a g e s e x t é r i e u r s , e s t 

Vf) = p (u + h)') 

p dés ignan t la l ongueu r de la no rmale c o m m u n e aux deux profils. Les v i t e s se s a n g u 
la i res r e s t an t cons tan tes quand le mécan i sme est en m o u v e m e n t r égu l i e r , on voit que 
d a n s tout système d'engrenages où la conduite a lieu des deux côtes de la ligne des 

(*) Cos a atteint son m i n i m u m , 1 —-, quand R est infini, ce qui correspond à une c ré 
mai l lère . D a n s le tracé A U module , on trouve cos A = 0,636, ce qui correspond À A = 50°30 et 
à6 = Gl°i5'. D a n s le tracé au pas c irconférentie l , l es résul tats sont cos a = 0,657 A = 49° 15' 
et 6 = 65°22'. 
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centres, la vitesse de glissement diminue pendant l'approche, et augmente pendant 
la retraite. Elle est nulle quand le point de contact des dents est sur la ligne des 
centres. 

R e m a r q u o n s que le po in t de contac t des den t s se t rouve , au d é b u t de l ' approche , à 
l ' ex t r émi té d 'une face su r la m e n é e , e t au vois inage du fond su r la m e n a n t e . Au mo
m e n t où il f ranchi t la l igue des c e n t r e s , il se t r o u v e su r l es c i r confé rences p r imi t i ves , 
A la fin de la r e t r a i t e , il es t s i tué au vois inage du fond de la m e n é e , e t à l ' e x t r é m i t é 
d 'une face de la m e n a n t e . On peu t donc d i re auss i q u e ¿ 3 vitesse de glissement dimi
nue quand le point de contact des dents se rapproche des circonférences primitives, 
et augmente quand il s'en éloigne. 

Il r é su l t e de là que , dans les e n g r e n a g e s à profils épicyclo ïdaux, la p ress ion nor
male et la v i tesse de g l i s s emen t va r i en t dans le m ê m e sens ; les 

/ ^, deux causes a joutent donc l eu rs effets, et, pour ce t te double 
/ -|V—_ ra ison, l ' usure des den t s e s t p lus rap ide à la base et au s o m m e t 
/ r <lne

 ve r s l es c i rconfé rences p r imi t ives . Les profils affectent au 
/ V bout d 'un ce r ta in t e m p s une forme ana logue à cel le de la figure 239, 

e t l ' engrenage ferra i l le . 
F i " ° 3 9 

°" ~ Dans les roues à déve loppan t e s , l ' u su re n ' es t pas non p lus 
r égu l i è r e , mais c o m m e une seu le des deux causes p rovoque ce t te i r r é g u l a r i t é , e l le 
est p lus len te à p rodu i r e son effet. Toutes choses égales d 'a i l leurs , un parei l engre 
nage fonct ionne mieux et pendan t plus l o n g t e m p s qu ' avec les profils ép icyc lo ïdaux . 

4" Au point de vue de la solidité des dents. 
Dans le t r acé par d é v e l o p p a n t e s , la forme des den ts est p lus vois ine de celle du 

sol ide d 'égale r é s i s t ance , l imi té par deux a rcs de parabole) que dans le t r a c é par épi-
cyc lo ïdes . Cet avan tage es t c o m p e n s é en pa r t i e par ce fait que l ' épa i sseur des den t s 
au s o m m e t es t g é n é r a l e m e n t mo ind re dans le p r e m i e r cas que dans la second . 

5 Au point de vue du déplacement des axes. 
Dans les e n g r e n a g e s à profils ép icyc lo ïdaux , s'il a r r i v e que , par su i t e d 'un défaut 

de mon tage par e x e m p l e , la d i s t ance des axes soi t un peu t rop g rande ou t rop pe t i t e , 
la t r ansmi s s ion s 'effectue mal e t le r a p p o r t des v i t e s ses angu la i r e s réa l i sé n ' e s t pas 
égal à ce lu i que d o n n e r a i e n t l e s 
cy l indres de friction. Un a v a n t a g e 
cons idérab le des e n g r e n a g e s à d é v e 
loppan tes cons i s t e en ce q u e , dans 
les m ê m e s condi t ions , le fonction
n e m e n t r e s t e parfait , avec le m ô m e 
r a p p o r t d e v i t e s se s angu la i r e s q u e 
si l e s a x e s occupa ien t l eu r s pos i t ions 
n o r m a l e s . 

Soient en effet S e t S' (240) les 
c i rconférences p r imi t ives t a n g e n t e s 
en I, e t xy la g é n é r a t r i c e des déve 
loppan te s . Le r appor t des v i t e s ses 
angu la i r e s a p o u r va leur 

</ _ _ _ O I _ _ OU 
~GT ~~ "ÔT ~~ OTl?" 

Quand l 'axe O' es t dép lacé jus 
qu 'en o', la c i rconférence S'j, de rayon 
O'H', v ien t o c c u p e r la pos i t ion e t sa t a n g e n t e c o m m u n e avec la c i rconfé rence Si 
est xy'. Cet te d ro i t e , qu i coupe la l igne des c e n t r e s au po in t F, e s t e n c o r e n o r m a l e 
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aux deux profils en p r i s e , et si l 'on dés igne par wj e t w' t les nouve l l e s v i t esses a n g u 
la i res , on a 

u', or Oh 

Mais 0 / i = OII et o ' / i ' = O'II'. P a r c o n s é q u e n t 

On peu t s ' a s s u r e r que l 'arc de condu i t e d iminue du fait de l ' é c a r t e m e n t dos axes . 
Ajoutons enfin que , dans le t r a c é pa r déve loppan t e s , la forme s imple des den t s , 

dont chaque côté es t l imi té par une s eu l e courbe , condui t à des fraises plus"faciles à 
e x é c u t e r que dans le t r acé par ép icyc lo ïdes . P o u r ces d ive r ses ra i sons , et d ' au t re s que 
nous i nd ique rons au chap i t r e V, les e n g r e n a g e s à déve loppan te s sont a c t u e l l e m e n t les 
plus r é p a n d u s . 

§ VI- — Engrenage à c a m e s . 

288. On dés igne sous ce nom un eng renage dans leque l l es t r a c é s pa r ép icyc lo ïdes 
et par déve loppan te s sont combi-
nés , chacun d 'eux fourn i ssan t la 
face et le flanc d 'une den t s i tués 
d'un même côté de celle-ci (fig.241). 
De pare i l s e n g r e n a g e s sont par 
fa i tement admiss ib les , ca r la sy
mé t r i e admise , jusqu ' i c i , e n t r e les 
deux cô tés d 'une den t , n 'a d ' au t re 
bu t que de p e r m e t t r e à c h a q u e 
roue de condu i re l ' au t re dans les 
deux s e n s , e t ce t t e p r o p r i é t é es t 
é v i d e m m e n t c o n s e r v é e a v e c la 
den tu re à c a m e s . 

Mieux que les artifices i nd i 
qués aux p a r a g r a p h e s 274 e t 275, 
l ' eng renage à c a m e s p e r m e t d 'ap
p l iquer le t r a c é par ép icyc lo ïdes 
à des roues don t le nombre de 
den ts es t in fé r ieur à 11, t ou t en 
conse rvan t u n e g rande r é s i s t ance 
à la rac ine . On se r end compte de 
ce fait en c o m p a r a n t l e s f igures 231 
e t 241, dans l e sque l l e s les c i rcon
férences p r imi t ives e t l e s n o m b r e s 
do den ts son t l es m ê m e s . Les profils t a n g e n t s en I sont i d e n t i q u e s dans les deux cas . 

Ce s y s t è m e es t parfois e m p l o y é d a n s les c r i cs e t les appa re i l s ana logues , 

\ matonjp 

à' 

Fig. 241. 
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§ VII. — Engrenage a flancs rectllignes divergents. 

289. Ce t racé , peu employé au jourd 'hu i , avai t é té imag iné dans le b u t de profiter 
des facili tés que p r é s e n t e la cons t ruc t i on des e n g r e n a g e s à flancs d ro i t s , t ou t en évi
tan t l ' é t r ang lemen t des den t s à la base . Les flancs r e c t i l i g n e s , au lieu d 'ê t re cons t i tués 
par des por t ions de rayons c o m m e au p a r a g r a p h e 271, sont l é g è r e m e n t inc l inés su r 

F i g . 242. 

ceux-ci , de so r t e que l ' épa i s seur des den t s s 'accroî t a m e s u r e qu 'on se r a p p r o c h e de la 
base . 

On m è n e p a r l e point de con tac t des c i rconférences p r imi t ives une dro i te xy (fig. 242), 
faisant avec la l igne des c e n t r e s , dans le sens du m o u v e m e n t relat if de la m e n é e , un 
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angle a igu \ p rov i so i r emen t a rb i t r a i r e , e t l'on p r e n d les demi -d ro i t e s Ix et ly pour 
rl:incs des deux r o u e s . Il s 'agit de d é t e r m i n e r les faces c o r r e s p o n d a n t e s . 

La face de la m e n a n t e e s t l ' enve loppe du flanc ly de la m e n é e (254) q u a n d S' 
roule sur S s u p p o s é e fixe dans le sens de son m o u v e m e n t r e l a t i f i nd iqué par laf lôche f. 
Soi ent 1', 2 , 3 , 4' des points équ id i s t an t s les uns des au t re s su r S', 1, 2, 3, 4 les po in t s 
de S avec l e sque l s les p r é c é d e n t s v i ennen t r e s p e c t i v e m e n t se confondre , e t l ' a ' , 2' S', 
3 'y ' , 4 'S ' les p e r p e n d i c u l a i r e s à ly. D 'après la mé t h o d e de Ponce le t ( 2 5 7 ) , l es c i rcon
férences de cen t re s 1,2, 3, 4 et de r ayons 1' a', 2' ^', 3' y', 4' 8' sont t angen t e s à la courbe 
c h e r c h é e IE. De m ê m e , la face de la m e n é e e s t l ' enve loppe du flanc Ix de la m e 
nan t e quand S rou le , dans le sens f, su r S' s u p p o s é e fixe. Si donc on p r e n d su r S ' d e s 
points a' b' c' d'équidistants les uns des a u t r e s , e t su r S les points a b c d qui v i ennen t 
se s u p e r p o s e r à ceux-là , que, de ces d e r n i e r s , l'on abaisse les pe rpend icu l a i r e s a a, 
b !5, c y, d 8 su r I.v, puis enfin que , de a ' b ' c ' d ' c o m m e c e n t r e s , avec ces pe rpend icu 
laires pour r ayons , on décr ive des c i r con fé rences , c h a c u n e d 'e l les e s t t a n g e n t e à la 
face inconnue IF . Les profils des d e n t s sont donc d é t e r m i n é s su r les deux roues . 

Il r e s t e à les l imi te r de man iè re à réa l i se r des a rcs d ' a p p r o c h e et de r e t r a i t e don
nés. Soit , pa r e x e m p l e , IA = IB l 'arc d ' approche . Le flanc AK qui passe par le po in t A 
est t a n g e n t à la c i rconférence de 
rayon olï déc r i t e de o comme cen t r e ; 
si la face conjuguée BF' étai t t r a cée , 
et son poin t de con tac t N avec AK 
connu, il suffirait d 'échanfr iner la 
m e n é e à la c i rconfé rence de rayon 
o'N pour que l 'arc d ' approche soit 
égal à IB, car la por t ion XF ' du profil 
BF" é t an t s u p p r i m é e , son action sur 
le flanc ne pour ra i t c o m m e n c e r avant 
que les deux profils a ien t a t t e in t les 
pos i t ions A \ , BX. Or, l eu r no rmale 
commune en X passe par le cen t re 
i n s t a n t a n é de ro ta t ion I ; on p e u t 
donc d é t e r m i n e r le po in t N en abais
san t de I la p e r p e n d i c u l a i r e sur AK, 
Le cerc le d ' échanf r inemen t de la 
menée é tan t t r a c é , on en dédui t le 
cercle d ' é v i d e m e n t d e l à m e n a n t e . 

Une cons t ruc t ion analogue es t 
appl icable à l 'arc de r e t r a i t e . Soit 
IC = ID sa va leur . Le flanc DL de la 
m e n é e , qui passe par le point D, es t 
l angen t à la c i rconfé rence de rayon 
o'H' déc r i t e du poin t o ' c o m m e cen t r e . 
Son point de con tac t avec la face con-

s S ' 

- m 

F i g . Vii. 

j uguée CE' se t r ouve au pied de la no rma le aba i s sée du cen t r e i n s t a n t a n é de r o 
ta t ion sur DL dont la posi t ion est connue . Le ce rc le d ' échanf r inemen t de la m e n a n t e 
a pour rayon o l ì ; il d é t e r m i n e le ce rc l e d ' é v i d e m e n t de la m e n é e . 

5 ' 

La figure ( 2 4 3 ) s u p p o s e les a rcs d ' approche e t de r e t r a i t e égaux aux - g - du pas . 

290. I n f l u e n c e d e la d i r e c t i o n d e xy s u r l a f o r m e d e s p r o f i l s . 

Les cons t ruc t ions effectuées (fig. 242) m o n t r e n t que , si l ' angle \ que forme xy 
avec la l igne des cen t r e s va en a u g m e n t a n t , les a u t r e s é l é m e n t s de la figure r e s t a n t 
les m ê m e s , les r ayons 1' a', 2' B'... a a, b des c i r confé rences qui s e r v e n t au t r a c é des 
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faces d iminuen t , de s o r t e que l e s profils IE , I F se couchen t de p lus en plus sur les 
c i rconférences p r imi t ives c o r r e s p o n d a n t e s , e t que les den ts s ' aminc i s sen t à leur 
e x t r é m i t é . Il peu t m ê m e a r r i ve r que la c o n v e r g e n c e des faces d 'une m ô m e den t soi t 
assez r ap ide pour qu' i l soi t imposs ib le de r éa l i s e r un a rc de condui te suffisant. Pra 
t iquemen t , ~k ne p e u t donc pas d é p a s s e r un ce r t a in m a x i m u m . 

D 'au t re pa r t , on voi t p a r l a figure "243 que les flancs ce s sen t d 'ê t re d ive rgen t s su r 
la plus pe t i t e roue dès que le d i amè t r e de la c i rconférence o'H' es t infér ieur à l ' épa is 
s e u r des den t s . Si l'on ne veut pas a d m e t t r e de den t s é t r ang lées à la base , il es t donc 
ind i spensab le de ne pas donne r à 1 une v a l e u r t rop pe t i t e . 

Des t r acés n o m b r e u x ont m o n t r é qu 'on a r r ive à de bons résu l ta t s en d é t e r m i n a n t 
oï l e t o I I ' pa r les p ropor t ions 

ou par les su ivan tes 

ol ~ "o'I ~ " fi 

L'angle ~k v au t 4°40' dans le p r e m i e r cas , et 9°30' dans le second. 

291. R e m a r q u e . — L ' eng renage à flancs droi t s e t à faces ép icyc lo ïda les est un 
cas pa r t i cu l i e r du p r é c é d e n t , c o r r e s p o n d a n t au cas où xy e s t confondue avec la l igne 
des cen t r e s . 

292. N o m b r e m i n i m u m d e d e n t s . — Pour que les flancs so ien t d ive rgen t s su r 
une roue de rayon R et de n d en t s , il faut, d ' après ce qui p r é c è d e , que l'on ait 

e < 2 hïi 

i 1 
e d é s ignan t l ' épa i s seur d 'une dent et h le n o m b r e ou - Or, en a d m e t t a n t , par 

b 10 
1 19 î iP 

exemple , un jeu de ^ P , e = — P ; d ' au t re pa r t , R — — ; l a re la t ion c i -dessus dev ien t 

donc 
l ? p ^ . f e n P 

On en t i r e 

Si h = -g-, on t rouve 

1 

40 ^ it 

^ 1 9 T I 

n > - 2 Q - ou n > 9 

. 1 9 * 
n —-— ou n 15 

293. R o u e s d ' a s s o r t i m e n t . — Il es t imposs ib le de cons t i t ue r des a s s o r t i m e n t s 
de r o u e s à flancs rec t i l ignes d ive rgen t s , Les rayons des c i rconfé rences don t l ' enve
loppe donne la face B des den t s d 'une r o u e d é p e n d e n t , en effet, des po in t s 1', 2', 3 ' . . . 
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(fig. 242) p r i s su r la c i rconfé rence p r imi t ive de la roue qui e n g r è n e avec e l le . C h a q u e 
roue e s t donc cons t ru i t e p o u r sa conjuguée. 

Dans ce sy s t ème , il n'y aura i t donc pas lieu de r e n o n c e r à d é t e r m i n e r les c i r con
férences d ' échanf r inement et d ' év idemen t d 'après les a rcs d ' approche e t de r e t r a i t e . 
On donne néanmoins aux d e n t s la m ô m e longueur uni forme que dans l e s a u t r e s p ro 
cédés ; l 'arc de condui te ainsi réa l i sé es t tou jours s u p é r i e u r au pas (323). 

294. D i r e c t i o n de l ' e f fort t r a n s m i s . — V a r i a t i o n s d e l a p r e s s i o n n o r m a l e e 
— P r e s s i o n s u r l e s p a l i e r s . 

La press ion N e x e r c é e par la den t conduc t r i ce e s t no rma le au flanc de la m e n a n t , 
p e n d a n t l ' app roche , et au flanc de la m e n é e p e n d a n t la r e t r a i t e . L 'ang le que forme sa 

d i rec t ion avec la l igne des cen t re s croî t donc de 0 à ^- — X (fîg. 242] dans le p r e m i e r 

cas, e t déc ro î t de ~ — A à 0' d a n 3 le second . L ' express ion géné ra l e de N établ ie au 

pa rag raphe 287 m o n t r e que la p ress ion normale d iminue en a p p r o c h e en t r e les l i-
T T T 

mi tes •—:—— et —, puis a u g m e n t e en r e t r a i t e jusqu ' à la va l eu r — — ^ T . Ses var ia -
sin 9 cos A

 n J ^ sin 0' 

t ions p rodu i sen t , au poin t de vue de l ' u sure des den t s , les m ê m e s r é s u l t a t s que dans 
les e n g r e n a g e s épicycloïdaux. 

La press ion sur les pa l ie rs décroî t , pendan t l ' approche , en t r e les l imi te s T cotg fi 
e t T tg À ; elle croî t en r e t r a i t e jusqu ' à la va leu r T co tg 9'. Ses var ia t ions occa
s ionnen t des v ibra t ions des a rb res , déjà cons ta t ées à p ropos des engrenflges ép icy
cloïdaux. 

VIII. — T r a c é s approximatifs des engrenages-

295. P r i n c i p e d e l a m é t h o d e . — Les c o u r b e s qu i fo rmen t le c o n t o u r d 'une 
dent son t tou jours de longueur assez faible pour qu 'on pu i s se les r e m p l a c e r pa r des 
a rcs de ce rc le . La difficulté cons is te à d é t e r m i n e r ceux-ci de m a n i è r e que le fonc
t i o n n e m e n t de l ' eng renage r e s t e sat isfaisant , m a l g r é la subs t i tu t ion des profils a p p r o 
chés aux profils t h é o r i q u e s . Voici le p r inc ipe de l a m é t h o d e . 

Soient deux c i rconfé rences S et S' t a n g e n t e s en I, Supposons que la seconde 
roule sans g l i sser s u r la p r e m i è r e , en en t r a înan t u n e au t re 
c i rconfé rence L' de cen t r e C (fig. 244). Le point de con
tac t de celle-ci avec son enve loppe e s t le p ied M de la 
no rmale c o m m u n e I C , e t le cen t re de courbure de l ' enve
loppe au po in t M, qui se confond a v e c celui de l ' ép icy-
cloïde déc r i t e pa r le po in t C dans le r o u l e m e n t de S' su r 
S (174), se t rouve , d 'après la cons t ruc t ion de Savary , en 
C. Dans l e u r pos i t ion ac tue l l e , les deux ce rc les L e t L', de 
cen t r e s C et C . j ou i s sen t donc de t o u t e s les p r o p r i é t é s des 
c o u r b e s enve loppes ; d ' ap rè s le t h é o r è m e 254, i l s a s s u r e n t 
la t r ansmi s s ion d e m o u v e m e n t en t r e les axes o e t o a v e c 
un r a p p o r t de v i t e s ses angu la i r e s égal au r a p p o r t i n v e r s e 
des r ayons des c i r confé rences p r imi t ives , p o u r un d é p l a 
cemen t inf iniment pe t i t du s y s t è m e à pa r t i r de la posi t ion 
figurée. 

O b s e r v o n s que le rayon de L ' n 'a pas é t é employé 
dans la cons t ruc t ion du point C ; par conséquen t , deux 
circonférences tangentes quelconques, décrites de C et C comme centres, peuvent 
être employées comme profils conjugués. 

'S 

F i g . 244. 
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Enfin , -d 'après la cons t ruc t ion de Savary , IK es t pe rpend i cu l a i r e à C C . Pour ob
t en i r un couple de points conjugués tel que (C, C ) , il suffit donc de m e n e r par I une 
dro i te que lconque xy et sa p e r p e n d i c u l a i r e IK, puis de jo indre à o e t o' un point ar

b i t r a i re de IK. Les d ro i tes Ko, Ko' coupen t xy en deux 
poin ts qui r é p o n d e n t à la ques t ion . Toutefois , xy é tan t 
la no rma le c o m m u n e aux profils L et L' à l ' ins tant où 
l 'un d 'eux es t le cerc le de c o u r b u r e de l ' enve loppe de 
l ' au t re , il es t convenab le , p o u r des ra i sons déjà indi
quées (287), que sa d i rec t ion ne fasse pas avec la l igne 
des cen t r e s un angle t rop aigu. On lui donne géné ra l e 
m e n t l ' incl inaison de 75". 

W i l l i s a dédu i t de ce p r inc ipe les deux t r acés su i 
van t s . " S , 

Ï J U " 

296. T r a c é W i l l i s p a r u n s e u l a r c de c e r c l e . 

Soient S e t S les c i r con fé r ences p r i m i t i v e s (fig. 245) 
et xy u n e dro i te , p a s s a n t p a r l e u r point de contact , 
inc l inée de 75 e su r la l igne des c e n t r e s . Supposons que 
le po in t dés igné par K dans l ' exposé du p r inc ipe soit 

re je té à l'infini. Les c e n t r e s des c i rconfé rences suscep t ib le s de r e m p l a c e r les profils 
exacts v i ennen t jse p lacer , dans ce t t e hypo thèse , aux p ieds H et II' des pe rpend icu -

F i g . 

Fig. 2 ' iG . 

l a i r e s aba i ssées de o e t o' s u r xy, e t , d ' ap rès ce qui p r écède , les a rcs de cerc le 
déc r i t s de II et II' comme c e n t r e s , avec HI e t H'I pour rayons , a s s u r e n t la t r ans -
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mission avec un r appor t à peu p rès cons tan t des v i t e s ses a n g u l a i r e s , pour un faible 
dép lacement de par t et d 'au t re de la l igne des c en t r e s . 

On peu t justifier a u t r e m e n t ce t te cons t ruc t ion , en la c o m p a r a n t au t r acé par 
déve loppantes . Les po in t s II e t H' sont , en effet, les cen t re s de cou rbu re en I des 
deux déve loppan tes q u ' e n g e n d r e r a i t ce point dans le r o u l e m e n t de xy sur les c i rcon
férences S, et S',. C o m m e ces d e r n i è r e s donnen t une solut ion r igoureuse du p r o b l è m e , 
on conçoit que l eu r s ce r c l e s de courbure en I pu i s sen t a p p r o x i m a t i v e m e n t les 
r emplacer . 

Pour t r a c e r r a p i d e m e n t une roue o par ce p rocédé , on m a r q u e d 'abord, su r la 
circonférence p r imi t i ve , des po in t s de division a I p A y B S C.. . (fig. 246) co r r e spon 
dant aux p le ins e t aux c r eux consécut i f s , pu is on t race la c i rconférence S, de rayon oH. 
On décr i t ensu i t e de IABC. . . comme cen t re s , avec un rayon égal à I I I , des a r c s de 
cercle qui c o u p e n t S, en H abc. . . Ces points son t les c e n t r e s des faces qui pa s sen t r e s 
pec t ivement par I A B C . . . On cons t ru i t de m ê m e les cen t re s ot^y, . . . . des faces s y m é 
t r iques par des a rcs de cerc le de rayon IH et de cen t r e s <x(2iy.... déc r i t s en sens inve r se 
des p r é c é d e n t s . Enfin, on l imi te les profils à des c i rconférences d ' échanf r inement et 
d 'évidement , que l 'on d é t e r m i n e en donnan t aux faces e t aux flancs les m ê m e s lon
gueurs que dans les a u t r e s t r a c é s . 

Les profils de chaque roue é t an t i n d é p e n d a n t s de sa conjuguée , on peu t cons t ru i r e 
des a s s o r t i m e n t s , qui jou i ssen t à peu p r è s des m ê m e s p rop r i é t é s q u e les e n g r e n a g e s 
à déve loppan t e s . 

R e m a r q u o n s que la conse rva t ion r i gou reuse du r a p p o r t des v i t e s se s angu la i r e s n 'a 
lieu qu'à l ' ins tant où le point de con tac t des den ts es t sur la l igne des c e n t r e s , pu i sque 
c 'est a lors s e u l e m e n t que les profils a p p r o c h é s sont les cerc les de cou rbu re des p ro 
fils exac ts . II es t é v i d e m m e n t p ré fé rab le , pour l 'uniformité de la t r ansmiss ion , de faire 
en so r te que les profils a p p r o c h é s c o n s e r v e n t le r a p p o r t des v i t e s se s , une p r e m i è r e 
fois un peu avan t la l igne des c e n t r e s , e t u n e seconde fois un peu a p r è s . C 'es t ce qui a 
lieu dans le t r a c é su ivant . 

297. T r a c é W i l l i s p a r d e u x a r c s d e c e r c l e . 

Il se p ropose de subs t i t ue r aux flancs et, aux faces t héo r iques de deux d e n t s con
juguées , des a rcs de ce rc le , d é t e r m i n é s par la 
condit ion que le po in t d 'action de deux d 'en t re 
eux soit p lacé un demi-pas avant la l igne des 
cen t res , e t celui des deux a u t r e s un demi-pas \S' 

\ après , de m a n i è r e à a s s u r e r la condui te en 
approche et en r e t r a i t e . Il ne faut pas e n t e n d r e 
par là que l 'act ion des deux profils conjugués 
s'effectue s e u l e m e n t p e n d a n t un demi pas , mais , 
que le r a p p o r t des v i t e s se s angula i res es t r igou- / 
r e u s e m e n t conse rvé un demi-pas avant e t un Ç̂V' 
demi-pas ap rès l a l i g n e des c e n t r e s . A t o u t a u t r e ' ' S 
ins tant , ce r a p p o r t différera de sa va leu r théo
r ique , mais on conçoi t que , g râce à la faible 
l ongueur de l ' a rc de condui te , il ne p o u r r a i ! ' v 

jamais s en é c a r t e r s ens ib l emen t . m i M « ^ 
Les po in t s dés ignés par C e t C , dans l 'ex-

posé du p r inc ipe , son t l iés r e spec t i vemen t aux " 
c i rconférences S e t S'. Po r tons s u r S (fig. 247) F'g- 247. 
à pa r t i r du point I e t en r e t r a i t e , un arc 
I m égal à u n demi-pas . Les a rcs de cerc le mp., m'p.' d é c r i t s de C et C co mme c e n t r e s , 
le p r e m i e r avec le rayon Cm, le second t a n g e n t au p r é c é d e n t , a s s u r e r o n t la condui te 
pendan t la pér iode de r e t r a i t e , avec conse rva t ion r i g o u r e u s e du r a p p o r t des v i t e s ses 
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angu la i r e s , un demi-pas ap rès la l igne des een t r e s (295). L ' a rc m a fo rmera une face 
de la m e n a n t e , et l 'arc m ' a ' un flanc de la m e n é e . P o u r réa l i se r la condu i t e en appro
che , p ro longeons IK d 'une l o n g u e u r éga le IK', pu is t r a çons oK' e t o'K'. Ces dro i tes 
r e n c o n t r e n t xy en des po in t s y e t y qui j o u i s s e n t des m ê m e s p r o p r i é t é s q u e C et C . 
Po r tons m a i n t e n a n t s u r S, à pa r t i r de I e t en app roche , un a rc I n égal à un demi-pas . 
L e s a rcs de ce rc l e t a n g e n t s nk, n'V, de c e n t r e s r espec t i f s y e t y/, se condu i ron t 
avec conse rva t ion r i g o u r e u s e du r a p p o r t des v i t e s s e s angu la i r e s un demi-pas avant 
la l igne des c e n t r e s e t cons t i t ue ron t , le p r e m i e r , un flanc de la m e n a n t e , e t le second 
une face de la m e n é e . Le p r o b l è m e e s t a insi c o m p l è t e m e n t réso lu . 

On p e u t just if ier ces cons t ruc t ions pa r un r a i s o n n e m e n t tout différent qui p e r m e t , 
mieux que le p r é c é d e n t , de se r end re un c o m p t e exac t des p r o p r i é t é s de l ' eng renage . 
So ien t S 4 e t S', (fig. 248) deux ce rc l e s égaux , t a n g e n t s en I aux c i r confé rences p r i m i 
t ives , M e t N l e u r s po in t s d ' in te r sec t ion a v e c xy. Le poin t M, en t r a îné dans le rou le 
m e n t sans g l i s s e m e n t de S', su r S e t s u r S', d'écrit u n e ép icyc lo ïde e t u n e h y p o c y -
cloïde qui sa t i s font aux condi t ions t h é o r i q u e s de la t r ansmis s ion p e n d a n t t on t e la pé 
r iode de r e t r a i t e (273). D 'après la cons t ruc t ion de Savary , les c e n t r e s de c o u r b u r e de 
c e s deux l ignes , en l e u r point de con tac t M, sont p r é c i s é m e n t les po in t s C e t C em
ployés dans le t r a c é W i l l i s . On conçoi t donc que les a rcs de ce rc les t a n g e n t s en M, 
déc r i t s de C et C comme c e n t r e s , a rcs qui a p p a r t i e n n e n t aux ce rc les de cou rbu re 

des profils e x a c t s , p u i s s e n t r e m p l a c e r ceux-ci 
sans e r r e u r sens ib le p o u r un d é p l a c e m e n t suffi
s a m m e n t pet i t . Un r a i s o n n e m e n t ana logue m o n t r e 
que les poin ts y et y' du t r a c é W i l l i s sont les 
c e n t r e s de cou rbu re en N de l ' ép icycloïde e t de 

V \ T ^ ' ' ' / l ' hypocyclo ïde e n g e n d r é e s par ce po in t dans le 

r o u l e m e n t de S 4 s u r S e t S', e t justifie l ' emploi des 
\] fté^^f' a r c s ^ c c e r c ' c t a n g e n t s en N, déc r i t s de y et y' 

/ r . •^^^^\"V/iC^^. c o m m e cen t r e s , p o u r la condui te en app roche , 
• y ' - ' " 7 \ V 0 \ On conc lu t en ou t r e que les p r o p r i é t é s de 

^/ \^\ 'i ^•^JL ^ l ' eng renage W i l l i s à deux arcs de cerc le se ron t , 
C S1,- ' j à peu de chose p r è s , les m ê m e s q u e cel les de 

< I .' l ' engrenage à doub les profils ép icyc lo ïdaux d o n t 
\ \ I il d é r i v e . 

<^ft 298. P o u r des c i r confé rences p r imi t i ve s don-
\ n é e s , l e s rayons des profils de W i l l i s d é p e n d e n t 

u n i q u e m e n t des pos i t ions des po in t s (C, C'), (y, y'). 
2 ' 8 ' La forme des den t s es t donc u n e fonct ion d e la 

d i rec t ion d o n n é e à xy, e t de la l o n g u e u r a t t r i b u é e à IK. 
Nous al lons é tud ie r s é p a r é m e n t l ' influence de c e s deux 
é l é m e n t s . 

1° Influence de la variation de xy sur la [orme des 
profils. 

L ' a n g l e 0 , t h é o r i q u e m e n t a rb i t r a i r e , que forme xy avec 
la l igne des cen t re s (fig. 247), ne p e u t v a r i e r p r a t i q u e m e n t 
q u ' e n t r e c e r t a i n e s l imi tes . Si, par e x e m p l e , on le s u p p o s e 
égal à zéro, l es c e n t r e s C e t y des profils de la roue S se 
s u p e r p o s e n t en o e t les po in t s C e t y' en o ' (fig. 249). L e s 
a rc s m a , m 'a ' , rik, n 'V d u cas géné ra l se confondent avec 
les c i r confé rences p r i m i t i v e s ; et l ' e n g r e n a g e s e r édu i t a u x 

cy l ind re s de fr ict ion. Si l 'on s u p p o s e 6 — les po in t s K f i g . 249. 

e t K' s o n t s i t u é s s u r la l i g n e d e s c e n t r e s , e t l e s po in t s (C,C') (y,y') s e c o n f o n d e n t 
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en I. L ' a rc de ce rc le qui forme u n e face a le m ê m e rayon que le flanc conjugué, e t 
s 'applique s u r lui a,u l ieu de le t ouche r en un seul point . Les f ro t t emen t s e x a g é r é s 
qui en r é su l t en t r e n d e n t ce fait inadmiss ib le . 

On conc lu t de là que , pour a s s u r e r aux den ts une forme sa t i s fa isante , il faut choi
sir convenab lemen t l ' angle 0, e t qu 'une va l eu r vois ine de 90" vaut mieux qu 'un angle 
trop aigu. La va leu r Q — 7 5 ° e s t g é n é r a l e m e n t adop tée . 

2° Influence de la variation de IK s u r la forme des profils. 

Soit II' la project ion de o' s u r KK' (fig. 247). Tant que IK es t infér ieur à IH' , le po in t 
C" est à gauche d e l su r xy, et les flancs de S' sont concaves ve r s les c reux , ce qui cor
respond à des den t s plus épa i s ses à la base que sur la c i rconfé rence p r imi t i ve . Quand 
I K = III', le point C es t re je té à l'infini, et les flancs c o r r e s p o n d a n t s son t r ec t i l i gnés . 
Enfin quand I K > IH' , le point C passe à droi te de I et les flancs de S' sont convexes 
vers les creux, ce qui a pour effet d ' é t r a n g l e r les den t s à la r ac ine . Pour év i te r ce t in
convénient , la l ongueu r de IK doit ê t re in fé r ieure ou au p lus égale à IH' . 

299. R o u e s d ' a s s o r t i m e n t . — Les cen t res C et Y des profils de la roue o ne dé
pendent en aucune façon de sa con juguée , mais s e u l e m e n t de l 'angle 6 et de la lon 
gueur IK = IK'. Si donc on donne à ces é l é m e n t s des va l eu r s inva r i ab le s , deux roues 
t racées par le p r o c é d é de Wi l l i s p o u r r o n t tou jours ê t re a s soc iées , si toutefois el les 
ont m ê m e pas ou m ê m e module , e t m ê m e s l o n g u e u r s de faces e t de flancs. 

Nous avons dit déjà que , dans la p r a t i que , on fait 0 = 75°. Quan t à IK, sa l o n g u e u r 
doit satisfaire à la condi t ion IK <; IH' pour t ou t e s les roues de l ' a ssor t iment . Tl en se ra 
ainsi é v i d e m m e n t si l 'on donne à I K I a va leu r que p r e n d III' pour le plus pe t i t p ignon 
de la sé r i e . En dés ignan t par 
Ko le rayon de ce lu i -c i , on aura 
donc 

IK — Ro sin 9. 

Dans ces condi t ions , le p lus pe
tit pignon a u r a d e s flancs dro i t s , 
et t ou tes les a u t r e s roues des 
flancs concaves ve r s les c reux . 

Enfin, on donne aux faces 
et aux flancs les longueurs res 
pec t ives 

F = 0,3 P f = 0,4 P 

ou encore les su ivan te s 

oÇ' -

F = M 

7 M 

FI 

c o m m e dans les au t r e s t r acés . 

300. O p é r a t i o n s g r a p h i q u e s p o u r l e t r a c é d ' u n e r o u e . — L'angle 8 et la 
l o n g u e u r I K é t a n t c h o i s i s , on p e u t deês ine r l e sToues de l ' a s s o r t i m e n t i n d é p e n d a m m e n t 
les unes des a u t r e s . On t r a c e d 'abord l a c i r confé rence p r imi t ive S, p u i s les c i rconfé
rences A et A ' d e rayons oG et ov (flg. 2 5 0 ) s u r l e sque l l e s se t r o u v e n t les c e n t r e s de ses 
profils. On por te ensu i t e su r S des a rcs ïm, m\\, I I W I I , m j j , - . . égaux aux p le ins e t aux 
c reux success i fs. Enfin, de IL , c o m m e cen t r e s , avec des r ayons égaux À IC e t ly, 
on décr i t , dans le s e n s de ces s e g m e n t s , des arcs de ce rc le qui d é t e r m i n e n t les cen t re s 
CCi C 2 . . . YY1y3... des faces e t des flancs de t o u t e s l e s d e n t s . On r é p è t e la m ê m e o p é 
ration en p a r t a n t des poin ts de d iv is ion m ?n t m 2 . . . , mais en sens i nve r se . Il ne r e s t e 
plus qu 'à d é c r i r e de t o u s les po in t s CC, C 2 . . . D D ^ . . d e s a rcs de rayon C m , compr i s 
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e n t r e la c i rconfé rence p r i m i t i v e e t le ce rc le d ' échanf r inement p', pu i s , de tous les 
po in t s Y Y I Y A - . - 8 3 , . . . des a rcs de rayon Y n , compr i s e n t r e S et la c i r confé rence d'é-
v i d e m e n t p. 

La figure 251 r e p r é s e n t e une pa i re de roues W i l l i s dans le cas où 0 = 75°. 

S / / 

301. C a l c u l d e s d i s t a n c e s CI e t yl e n f o n c t i o n d e IK. — P r i n c i p e d e l ' o -
d o n t o g r a p h e . 

Soit oH la p e r p e n d i c u l a i r e aba issée de o su r xy 
(fig. 252). Les t r i a n g l e s semblab le s oCII , KCl donnen t 
la p ropor t ion 

- A 

\ r M i l : · , 
CI _ IK 
CH ~~ oil 

d'Où l'on dédu i t la su ivan t e 

CI IK 
CI -f- CH ~~ IK + o H 

Mais_CI + CH = III — R cos 0 

Fig. 252. o II = R sin 6 
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en dés ignan t par II le rayon de la roue S. Si l 'on r e p r é s e n t e en out re par d la 
longueur IK = IK', il v ien t donc 

O T _ R d c o s O 
R sin 9 + d 

La compara i son des t r iangles OyH, K'yl donne ra i t de m ê m e 

l t d cos 8 
yl = 

R s i n 8 - d 

On a vu p lus h a u t que , dans les engrenages de sé r i e , on fait d = Ro sin 8, Ro r e 
présen tan t le rayon du plus pe t i t p ignon du s y s t è m e . De p lus , le t r acé W i l l i s n ' é t an t 
qu 'une app rox ima t ion du t racé à doubles profils épicyclo ïdaux, R 0 = 1,75 P ou 5,50 M 
(278). On a pa r conséquen t 

' R X 1,75 P c o s 0 
L; 1 — -

R X 1,75 P c o s 6 
y l = -

H — 1.75 P 

Pour r end re l ' emploi de ces formules p lus p ra t ique , il convien t de les modifier en 
in t roduisan t le n o m b r e des den t s de la roue à la place du rayon de sa c i rconférence 
p r imi t ive . En mul t ip l i an t pa r 2TC chaque t e r m e des seconds m e m b r e s , e t en t e n a n t 
compte do la re la t ion 2it R = n P , il v ien t 

, , , n P X 1.75 P c o s 8 n , — ft 0 1 = =r '„ ...—— = -—;— X 1,7a 1 cos 8 
n P — 3 , o 0 n P u-j- 3,50 * ' 

^ = " 3 J Ï Ï Ï T X 1 ' 7 5 P c 0 s 9 

Mais 3,50 n es t t r è s s ens ib l emen t égal à 11, et , si 8 = 75°, 1,75 cos 9 = 0,45. Il r e s t e 
donc en définit ive 

^ = t t t t x M 5 P 

•yl = — X 0 , 4 5 P 
n — i l 

Dans le calcul au m o d u l e , on r e m p l a c e r a i t le fac teur 0,45 P par 1,41 M. 
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Ces formules (*) p e r m e t t e n t de ca lcu le r à l ' avance les quan t i t é s CI et yl , e t de 
d r e s s e r des tab les qui d i s p e n s e n t de faire un t r a c é comple t pour chaque cas . L 'appl i

cation de la m é t h o d e e s t a lors beaucoup 
simplifiée pa r l 'emploi de l'odontograplie. 
On appe l le ainsi une so r t e de r a p p o r t e u r 
r e c t a n g u l a i r e , qui por te le long d'un de ses 
côtés Une é c h a n c r u r e pqr {fig. 233) dont le 
bord qr fait un angle de 75° avec le côté 
su ivan t st. Le jp ro longemeu t de q r r encon t r e 
st en un point I qui est l 'o r ig ine d 'une 
double g radua t ion en m i l l i m è t r e s . 

P o u r se se rv i r de l ' odon tog raphe , on 
app l ique su r le dess in en faisant coïncider 
le point I avec un des points de division de 
la c i rconfé rence p r imi t ive , e t la droi te gr

a v é e le rayon c o r r e s p o n d a n t ; dans ces cond i t ions , le côté st donne la d i rec t ion de la 
d ro i te xy. On l i t s u r l a table les l o n g u e u r s CI e t y l qui c o n v i e n n e n t à la roue que l 'on 
v e u t cons t ru i r e , puis on po r t e la p r e m i è r e dans le s e n s Is e t la s econde dans le sens IL 
On m a r q u e ainsi sur l ' épure les c e n t r e s de tou tes les faces et de tous les flancs, et le 
t r acé ne p r é sen t e a u c u n e difficulté. 

Les tab les su ivan tes donnen t , en mi l l imè t r e s , les va l eu r s de CI et do yl . 

F i g . 253. 

(") On peut les établir différemment. Le point G étant le centre de la courbure de l 'épi -
cyclo ïde décrite pur le point M dans le roulement de S i sur S ' , on a, d'après la formule de 
Savary 

1 cos e 

~r nT 
cos e i 

~cî u~ 

r é tant le rayon d'une c irconférence tangente eu I a S et passant par le point K. Mais IM = 2r cos 0. 
Il v ient donc 

1 1 cos 0 

I r " R ~~ CI 

d'où CI = 
2R;-cos 8 

~ R + 2/- " 

et, puisque r = 0,875 P dans le tracé par ép icyc lo ïdes 

C I ^ 
R X 1.75 P cos 0 

R + 1,75 P 

Cette express ion est identique à celle qu'a fournie la première méthode . On terminerait 
le calcul de la m ê m e manière 
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Tableau des valeurs de CI (Centres des faces). 

NOMBRE P A S (en cent imètres) 

U.CÌ 

D E N T S 1 1.25 1. 50 1. 75 S 8.25 2.50 3 4 5 6 7 8 

12 2 .5 3 3 .5 4 .5 5 5.5 6 7 10 12 15 17 20 
15 2 .5 3.5 4 5 5.5 6 7 8 11- 14 17 19 22 
21) 3 4 4 5 5 5 6 7 8 9 12 15 18 22 25 
30 3.5 4.5 5 6 7 8 9 10 14 18 21 25 28 
40 4 4.5 5 5 6 5 8 8.5 9.5 11 15 19 23 . 27 30 
60 4 5 6 7 8 .5 9 10 12 16 20 25 29 33 
80 4.5 5.5 6 5 7 5 9 9.5 11 13 17 21 26 30 34 

100 4.5 5.5 6 5 7 5 9 10 11 13.5 18 22 27 31 35 
150 4.5 5.5 7 8 9.5 10.5 11.5 14 19 23 28 32 37 

[rraailta. . S 6 7 5 8 5 10 11 12 15 20 25 30 35 40 

Tableau des valeurs de y l {Centres des flancs). 

NOMBRE 

d e 

P A S (en cent imètres ) NOMBRE 

d e 

D E N T S 1 1 .25 1 .50 1.76 2 2.25 2 50 3 4 5 6 7 8 

13 64 80 96 112 129 144 160 193 257 321 386 450 514 
14 33 43 52 60 69 78 87 104 139 173 208 242 277 
15 24 31 37 43 49 55 62 74 99 123 148 173 199 
16 20 25 29 34 40 44 50 59 79 99 1(9 138 158 
17 17 21 25 29 34 37 42 50 67 84 101 118 134 
18 15 18 22 26 30 33 37 45 59 74 89 1U4 119 
20 12 15 18 21 25 28 31 37 49 62 74 87 99 
22 11 13 10 19 22 24 27 33 43 54 65 76 87 
24 •10 12 15 17 20 22 25 30 40 49 59 G9 79 
20 9 11 13 16 18 20 23 27 37 40 55 64 73 
30 8 10 12 14 17 18 21 25 33 41 49 58 06 
40 7 9 i l 12 15 16 18 21 28 35 4> 49 57 
60 6 8 10 11 13 14 15 19 25 31 37 43 49 
80 0 7 9 10 12 13 14 17 23 29 35 41 47 

100 5 7 8 10 11 12 14 17 22 28 34 39 45 
150 5 6 8 9 10 12 13 16 21 27 32 38 43 

C r ê m a i l l ê r B . . 5 6 7 8 10 11 12 15 20 25 30 35 40 

Pour les pas s u p é r i e u r s à 8 e t les nombres de den t s s u p é r i e u r s à 12, qui ne 
figurent pas dans ces t ab leaux , on calcule les é l émen t s CI e t y l p a r in t e rpo la t ion . 
Pour les n o m b r e s de den t s infér ieurs à 12. les formules 

CI = ^ n - X O . 4 5 P 
n -+-11 

( Ti = ~ ï r X 0 ^ p 

cessent d 'ê t re app l icab les , à cause du c h a n g e m e n t de s igne de yl. Il f au t a lors recou
rir à un t r acé d i rec t . 
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C H A P I T R E I I I 

L I A I S O N D E D E U X R O T A T I O N S P A R A L L È L E S 

E T D E M Ê M E S E N S 

E N G R E N A G E S C Y L I N D R I Q U E S I N T É R I E U R S 

302. E m p l o i d ' u n e r o u e p a r a s i t e . — Pour t r a n s m e t t r e un m o u v e m e n t de rota
t ion en t r e deux axes para l lè les o et o qui do ivent t o u r n e r dans le m ê m e s ens , on in 
te rca le h a b i t u e l l e m e n t e n t r e la menan te e t la menée une roue i n t e r m é d i a i r e o", appe
lée r o u e parasite (fig. 254). P o u r é tud ie r l'effet de ce t t e d i spos i t i on , dés ignons par 
R R' R* les r ayons des t ro is roues , par n n ri l eu r s n o m b r e s de den t s e t par W j w', <o* 
leurs v i t esses angu la i r e s . Les deux couples d ' e n g r e n a g e s e x t é r i e u r s [o, o"), (o", o') 

donnen t les p r o p o r t i o n s 

w R ri 

On conclut de là que la p r é s e n c e de la roue o" ne change pas le r appor t des v i 
tesses angu la i r e s que se c o m m u n i q u e r a i e n t o e t o', si e l les se c o m m a n d a i e n t d i r ec t e 
ment . Seu l emen t , c o m m e deux roues consécu t ives t o u r n e n t en sens con t r a i r e s , les 
ro ta t ions e x t r ê m e s son t de m ê m e sens , 

Les rayons R, R', R" sont assuje t t i s aux condi t ions su ivan te s 

R + R ' < oo ou D + D' < 2 oo' (I) 

2 R " > o o — ( R + R ) ou D ' > oo' — D \ D (2) 

E X E M P L E . — Calculer, au pas circonférentiel, les éléments des roues o o' o", en 
supposant oo' = d = 3 Û 0 ^ , e m ;» = 4%, les arbres o eto' devant faire respectivement 
60 tours etlôO tours pendant le même temps. 

On peut p r e n d r e pour pas définitif le pas m i n i m u m P = 8 
Soient n , D, D, , h le n o m b r e de d e n t s , le d i amè t re primitif, le d i amè t r e d ' é c h a n -

f r inement et la h a u t e u r des den t s de la roue o, ri D' . . . . ri D".... les quan t i t é s c o r r e s 
pondan te s pour les roues o' et o". 
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Nombres de dents des roues o et o'. — D ap rès les d o n n é e s , — = — = —— — — 

u ri m 2 ' 

n et ri son t d o n c des équ imul t ip l e s de 5 et de 2 , et l 'on peu t poser , A dés ignan t un 

nombre en t ie r à d é t e r m i n e r 

^ n = 5 1 

/ n ' = 2 1 

Les d i a m è t r e s pr imit i fs co r r e spondan t s se ra ien t r e s p e c t i v e m e n t 

/ n P 4 0 A 
i D = = 

n P 1 fi A 
D ' — = 

l 

D ' a p r è s la re la t ion ( 1 ) , on doit avoir 

^ G 1 7 5 
- — < 600, d'où A < - î — ou 3 3 , 0 0 

it 7 

soit 1 < 3 3 

D ' a u t r e par t , A doi t ê t r e du moins égal à 6 , pour que ri ne soi t pas t r o p pet i t . 
En p renan t , par exemple , 1 = 2 0 , on t r ouve 

l n = 5 1 = 1 0 0 

I n ' = 2 1 = 4 0 

Dimensions des roues o et o' i D — N^ = — 9 5 4 •%, g j 
It 7T 

n ' P 3 9 0 
D ' = , l l - = — _ = 1 0 1 % 8 6 

( D , — D + 0 , 6 P = 2 5 9 ^ 4 5 

( D ' 1 = D ' - f - 0 , 6 P = 1 0 6 Ï 6 6 

h = 0 , 7 P = 5 S G , 

Nombre de dents et dimensions de la roue parasite. — D ' a p r è s la re la t ion ( 2 j 

D " > 3 0 0 — ou 1 2 1 % 7 5 

i t D * 1 2 1 , 7 5 n 

d'où l'on t i re n = - ¡ 3 — > · 5 ou 4 7 , 8 . . . 

L O 

soit n" ^ - 4 8 
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Nous p r e n d r o n s , par e x e m p l e , n" = 50. Pa r c o n s é q u e n t 

n"P 400 
D" = - 1 2 7 % 3 2 

( D"[ = D" + O.GP = 1 3 2 % 1 2 

Distance des axes oo". — Elle es t égale à - ^ — t — - , soi t 1 0 0 X 9 8 . 

Distance des axes o' o". — Elle e s t éga le à 
D' -4- D" 

soi t 1 1 1 ^ 5 9 . 

Epaisseur des jantes {pour les trois roues) de 1,5 à 3 P , soi t de 12 5. à 2 4 V 

Epaisseur des couronnes ( id. ) 0,6 P, soit 4 8 . 

302 bis. S o l u t i o n d i r e c t e . — C a l c u l d ' u n e n g r e n a g e i n t é r i e u r a u p a s c i r -
c o n f é r e n t i e l . — La so lu t ion qui p r é c è d e est g é n é r a l e m e n t a d o p t é e . El le n ' es t tou
tefois admiss ib le que si la d i s t ance des axes o et o' n ' e s t pas t r o p pe t i t e . Dans le cas 
con t ra i r e , on es t obl igé de r e c o u r i r à des e n g r e n a g e s i n t é r i e u r s , dans l e sque l s les 

• c i rconfé rences p r imi t ives , d é t e r m i n é e s c o m m e au p a r a g r a p h e 247, sont t a n g e n t e s 
i n t é r i e u r e m e n t . La p lus g r a n d e roue p r é s e n t e la forme d 'une c o u r o n n e , dont la den
t u r e es t t o u r n é e vers le cen t r e . La m a r c h e à su ivre pour ca lcu le r les d imens ions 
n é c e s s a i r e s à l ' exécut ion aux a te l ie r s es t ana logue à, colle qui a é té exposée au pa
r a g r a p h e 265. Il suffit d 'obse rve r : 

1° Que la d i s t ance des axes e s t égale à la différence des r ayons pr imit i fs ; 
2" Que l'on doi t r e t r a n c h e r la l o n g u e u r des faces du rayon primitif de la roue 

c r euse , p o u r ob ten i r le rayon de la c i rconfé rence d ' échanf r inemen t . Le d i amè t r e de 
ce t te de rn i è r e es t donc D ( — 1) — 2 F . 

E X E M P L E . — Supposons que la roue creuse doive faire 80 tours pendant que le 
pignon en fait 130 ; que la distance des axes soit d — 80 X, et que l'épaisseur mini
mum des dents, fixée par les formules de résistance, soit Omìn = 7%5. 

Données 

e-min — 

d = 

Ì - = 

7 ^ , 5 
80 V 
130 

ou Pas p rov iso i re = 

1 3 (pignon) 
— S (roue c reuse ) 

Pas définitif P ; 

N o m b r e de den t s n roue c r e u s e 
n: p ignon 

7 n c o u n î t e s 
Diamè t r e s pr imit i fs D, D' ; 
D iamè t r e s d ' échanf r inement D] 
H a u t e u r des den t s h ; 
E p a i s s e u r des j an tes 1 , 5 à 3 P ; 
E p a i s s e u r des couronnes 0,6 P ; 

, . , . . . t ^ i o ' D 1 3 

Diamètres primitifs. — On a — = — — •— 
D' 8 

d'où L> _ jy_ D — D ' o ù 2d = 160 
13 ~~ 8 — T 
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Par c o n s é q u e n t ' _ MÌO "X, X 1 3 _ , 
\ L) —- —̂• 4 J D /m. 

D . = ifio*><J. = 2 5 6 X . 

Nombres de dents.—La r e l a t i o n — = — = — — m o n t r e que n et n ' son t des 
u n ' 8 

equ imul t ip l e s de 13 et de 8, soi t 

^ ?i = 131 

I ri— 8\ 

A dés ignan t un n o m b r e en t i e r à d é t e r m i n e r . En éga lan t la l ongueu r TTH de l 'une d e s 
c i rconférences p r imi t i ve s au p r o d u i t n P , on ob t ien t l ' équat ion 

1 6 0 X 1 3 * ,„ 
= 13 X 15À 

160 rr '31T. „ _ 
d'où l 'on t i re ¿ = ———— = — — = 0 , 1 . . . 

1 J X 5 ID 

Ce n o m b r e n ' é t an t pas en t i e r , on donne à X la va leu r du quo t i en t à moins d 'une 
uni té par défaut , soit G. Par c o n s é q u e n t 

\ n = 1 3 X 6 = 78 

} ri— 8 X 6 = 48 

Pas définitif. — L 'éga l i t é T. D = nV donne m a i n t e n a n t 

160 :< 13 ir 
:78 P 

1 6 0 X 1 3 -
On a donc P = — —— = 16 m.n 75 

a X 78 

Diamètres d'éclianfrinemen!. — Roue c r euse D, = D —0,6 P = 405 ^ 9 5 

Pignon D') = D' + 0,6 P = 266 % 05 

Hauteur des dents : h = <SJ P = l l .^72. 

Epaisseur des jantes : de 25 à 50 %. 

Epaisseur des couronnes : 10 X env i ron . 

Env i sagée au point de vue g é o m é t r i q u e , la t héo r i e des e n g r e n a g e s i n t é r i eu r s ne 
diffère pas de cel le des e n g r e n a g e s e x t é r i e u r s , et les t r acés déjà é tud i é s s ' app l iquent 
sans modif icat ions e s s e n t i e l l e s . Nous les p a s s e r o n s en r e v u e s u c c e s s i v e m e n t . 
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§ I. — Engrenage intérieur à lanterne. 

303. Il p e u t ê t r e réa l i sé de deux façons différentes, se lon que les fuseaux sont por
tés par le p ignon ou par la roue c r e u s e . Cet e n g r e n a g e n ' es t j amais r é c i p r o q u e , e t la 
condui te n 'a l ieu qu 'en r e t r a i t e , en s u p p o s a n t que la roue qui por te les den t s soi t pr ise 
pour m e n a n t e . 

1° L e s f u s e a u x s o n t à la r o u e c r e u s e . 

En supposan t que , sur la roue c r e u s e , le profil d 'une den t se r édu i se au poin t I de 
la c i rconférence p r imi t ive S (fig. 255), on r econna î t c o m m e au p a r a g r a p h e 266 que le 
profil conjugué du p ignon es t une épicycloi 'de le , e n g e n d r é e par le po in t I quand S 

Fig. 255, Fig. 256. 
roule sans g l i sser su r S', dans le sens f de son m o u v e m e n t relatif. La condu i t e n 'a 
l ieu qu ' ap rè s la l igne des cen t r e s si le p ignon m è n e la roue , e t l'on obt ien t le r ayon 
o M du cerc le d ' échanf r inemen t du pignon en p o r t a n t s u r S, à pa r t i r de I, une lon
gueur IM égale à l ' a rc de r e t r a i t e . 

19 
Dans la p r a t i que , on donne aux fuseaux un ravon r égal aux du pas . Chaque 

profil sur le p ignon e s t a lors cons t i tué par u n e courbe te l le que E , enve loppe d 'une 
c i rconférence de rayon r dont le cen t r e pa rcou r t l ' ép icycloïde e. Deux profils consé
cutifs son t r a c c o r d é s par u n e courbe d ' év idemen t q u e l c o n q u e , a s t r e i n t e à la seu le 
condi t ion de la i sser au fuseau une p lace suffisante. 
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2° L e s f u s e a u x s o n t a u p i g n o n . 

Les profils des den t s sont formés , sur la roue c r e u s e , par des courbes pa ra l l è les 
à l 'hypocycloïde que déc r i r a i t le po in t I, en t r a îné par la c i r confé rence p r i m i t i v e S' du 
pignon rou lan t sans g l i sser à l ' i n té r i eur de S. La r o u e m è n e le pignon, et la condui te 
n'a lieu qu 'en r e t r a i t e . 

Un cas par t i cu l ie r i n t é r e s san t es t celui où le d i amè t r e du p ignon es t égal au rayon 
d e l à roue. L 'hypocyc lo ïde l ieu du po in t I se r é d u i t au rayon ol (flg. 256) et les c r eux 
de la roue son t l imi tés par des d ro i tes AB et CD para l lè les à o l . 

Dans le cas généra l , la roue doit affecter la forme d 'une couronne c o m p l è t e m e n t 
év idée , afin de m é n a g e r une place au p ignon. El le se t r o u v e placée en po r t e à faux à 
l ' ex t rémi té de son a r b r e , ce qu i la r end p lus sens ib le aux é b r a n l e m e n t s . Ce t te re^ 
m a r q u e , qui s ' appl ique â tous les t r a c é s d ' eng renages i n t é r i e u r s , justifie l eur r e m p l a 
cement par la combina ison du p a r a g r a p h e 302, tou tes les fois que l 'on dispose d 'une 
place suffisante. 

§ II. — Engrenage intérieur à flancs droits. 

304. So ien t S e t S' (flg. 257) les c i r confé rences p r imi t ives , e t S, une c i rconfé rence 
qui l eu r es t t a n g e n t e i n t é r i e u r e m e n t en I, à laquel le nous a t t r i b u e r o n s p r o v i s o i r e m e n t 
un d i amè t re infér ieur à o'I. S u p p o -

retufff'etc. to-mMièe. 
sons que la roue c r e u s e soi t m e n a n t e , 
e t faisons rou le r S 4 s u c c e s s i v e m e n t 
su r S e t sur S', dans le sens du mou
v e m e n t relat if de la m e n é e ind iqué 
par la flèche f. Le poin t I déc r i t dans 
ce double m o u v e m e n t deux hypocy-
cloïdes Ih , Ih ' . Dans l ' hypo thèse où 
nous nous s o m m e s p lacés , la p r e 
miè re , i n v a r i a b l e m e n t l iée à S, peu t 
pousse r la s econde , e t t r a n s m e t t r e le 
m o u v e m e n t a p r è s l a l igne des c e n t r e s , 
avec le môme r a p p o r t de v i t e s ses an
gula i res que les cy l indres de friction. 
Car, si l 'on cons idè re les profils Ahj 
e t iïh'i e n g e n d r é s pa r u n poin t M de 
S, s i tué en r e t r a i t e , on d é m o n t r e a i 
s é m e n t qu ' i l s sont t angen t s en 31, et 
que les a rcs IA et, IR sont égaux, ce 
qui p rouve que l eu r act ion a pour 
effet d ' impr imer aux c i rconférences 
p r imi t i ve s un m o u v e m e n t de rou le 
men t sans g l i s semen t , L 'hypocy
cloïde I h cons t i tue donc une face de 
la roue c r euse , e t l 'hypocycloïde Ih ' 
un flanc du p ignon. 

Dans la l igure , les den ts de la m e n a n t e ont é t é échanf r inées au cerc le de rayon 
f)3I, ce qui c o r r e s p o n d à un arc de r e t r a i t e égal à 131. L 'appare i l ne condui t pas en ap
p roche , si la roue o es t supposée m e n a n t e . 

Ces conc lus ions son t i ndépendan te s du d i a m è t r e a t t r ibué au cerc le g é n é r a t e u r S , . 
Pour en dédu i r e les conséquences , nous d i s t i n g u e r o n s doux cas : 

Eig. 257. 

C THEMATIQUE 
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1° L e d i a m è t r e 2 R' d u p i g n o n e s t i n f é r i e u r o u a u p l u s é g a l a u r a y o n R 
d e l a r o u e . 

Tan t que le d i a m è t r e 2 r du ce rc le g é n é r a t e u r e s t infér ieur à R', les deux profils 
Jh e t lh' son t des hypocyc lo ïdes p r o p r e m e n t d i t e s (fig. 257). 

R r 

Si r = - j - , lh' s e confond avec o'I ; le p ignon a d e s flancs dro i t s , e t les faces dp 

la roue son t hypocyclo ïda los . 
Q u a n d < r <CR', les flancs d u pignon r e d e v i e n n e n t hypocyc lo ïdaux , mais 

l eu r c o u r b u r e change d e s ens , le profil lh' p a s san t à d ro i t e du rayon o'I . Les dents du 
p ignon s o n t é t r a n g l é e s à la r ac ine . 

Quand r = R', l e s flancs du p ignon se r é d u i s e n t à des poin ts de sa c i rconférence 
p r imi t ive , e t le s y s t è m e se r a m è n e à l ' eng renage à l a n t e r n e t h é o r i q u e (2° cas). 

Enfin, si r > R', les profils du p ignon dev i ennen t des ép icyc lo ïdes , qui se placent 
e x t é r i e u r e m e n t à sa c i rconférence 
p r imi t ive , ceux de la roue res tant 
des hypocyclo ïdes i n t é r i eu re s à S. 

" ^ Ï N ^ ^ ^ Il ne s au ra i t donc y avo_ir contact 
S^' \'\ ^"v en t r e eux , sauf au passage, de la 

, / ' / A \ N - % W " l igne des c e n t r e s , e t l ' engrenage 
''Y : / \ \ \ es t imposs ib le . 

5' S'/'* | \ \ \ 2° Le diamètre 2 R ' du pi-
' ;'<' ' s\ \ gnon est supérieur au rayon 

/ » 4 \ \ "*e l a roue. 
I ;'i ' ' \ L e s r e ' s u ^ a * s g é n é r a u x de la 
j j \v

 1 \er\ ! ; j d i scuss ion sont i den t iques à ceux 
\ \ \ ; / ; j du cas p r é c é d e n t . Seu lement , 
\ \ \ : ,·' ; / quand le d i amè t r e 2r du cercle 
\ \ \ i / ' / ' j g é n é r a t e u r e s t égal au Bayon R de 
\ \ \ m<y*Lz/£ ·'' i la r oue , les faces de cel le-c i sont 

\ \ / -' ' por t ions de rayon tel les que 
\ \ ^ 1 — - — - " y / I/t (fig. 258), et, l es flancs du ju-

\ . X . y • gnon sont des hypocyc lo ïdes lh ' 
^ v . , ^ co r re spondan t à des den t s é t ran-

~~ glées à la r ac ine . Il es t inexact 
-p. de dire dans ce cas par t icul ier , 

comme on le fait parfois , que les 
flancs droi t s son t à la roue ; l es profils l h sont , en effet, de vé r i t ab les laces , qui con
d u i s e n t le p ignon en r e t r a i t e comme dans le cas généra l . 

II r é su l t e de ce t t e é t ude que , dans l ' engrenage in té r ieur , il est impossible de 
donner des flancs droits aux deux roues. En o u t r e , l ' engrenage n 'es t r éc ip roque pour 
a u c u n e des d i spos i t ions é tud i ée s . 

§ III — Engrenage intérieur à doubles profils épicycloïdaux 

305. P o u r ob ten i r un e n g r e n a g e i n t é r i e u r r é c i p r o q u e , on d é t e r m i n e d 'abord une 
face l à de la roue e t un flanc l h ' du p ignon , au moyen du cerclo g é n é r a t e u r Sj de rayon 

o t I ^ , t a n g e n t i n t é r i e u r e m e n t aux c i rconférences p r imi t i ve s (fig. 259) ; ces deux 

profil» son t d e s hypocyc lo ïdes qui , c o m m e on v i e n t de le voir , a s s u r e n t la conduite 
en r e t r a i t e , lo r sque la r o u e o e s t s u p p o s é e menan te , 
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1 

Il es t imposs ib le d ' e n g e n d r e r les flancs de la roue e t les faces du p ignon p a r l e 
rou l emen t d'un cerc le d i sposé 
comm e Sj par r a p p o r t à S e t S , 
car les profils qu 'un te l ce rc le 
ferait déc r i r e au point, I se
ra ient , de m ê m e que les p r é 
céden t s , i n t é r i eu r s aux c i rcon
férences p r imi t ives , e t ne pour
ra ient subs i s t e r en m ê m e t e m p s 
qu eux. Cons idérons donc une 
c i rconférence S',, de rayon ar
b i t ra i re , t a n g e n t e e x t é r i e u r e 
men t en I à S e t S'. Lorsqu 'e l l e 
rou le sur les c i rconfé rences 
pr imi t ives dans le sens du mou
v e m e n t relatif de la m e n é e in
d iqué par la flèche /, le point I 
décr i t deux épicycloïdes le , 
le' . La p r e m i è r e forme les flancs 
de la roue c r euse , et la seconde , 
les faces du pignon. On é tabl i t 
faci lement , par un r a i sonne 
m e n t déjà r e p r o d u i t p lus i eu r s 
fois que ces profils a s s u r e n t la 
conduite avant le passage de 
leur point de contac t su r la 
l igne des c e n t r e s . 

Comme dans l ' eng renage e x t é r i e u r c o r r e s p o n d a n t : le lieu du •point de contact 
des dents est. en approche, un arc MI de la circonférence S't,x'.gal à l'arc d'approche, 
et. en retraite, un arc IN de la circonférence S',, égal à i 'arc o!e retraite-

Celte p ropr i é t é p e r m e t d e réa l i se r des a rcs d ' app roche et de r e t r a i t e d é t e r m i n é s 
a e t b. Ceux-ci é tan t po r t é s r e s p e c t i v e m e n t en IM e t IN, on échanfr ine les den t s du 
pignon au cerc le de rayon o'M, et ce l les de la roue au cerc le d e rayon oN. On t race 
ensui te les cerc les d ' év idemen t en la i s san t un pe t i t jeu au fond des c r eux . Dans la 
figure, a e t b sont égaux au pas . 

l-'ig. 259. 

3 D 6 . I n f l u e n c e d e s r a y o n s d e s c e r c l e s g é n é r a t e u r s s u r l a f o r m e d e s p r o f i l s . 

On a déjà é tudié l'effet de la var ia t ion du rayon de S. (304). Son augmen ta t ion cause 
un affaiblissement g radue l des r ac ines su r le p ignon, e t si l 'on a d m e t pour celui-ci , 
comme e x t r ê m e l imi t e , des d e n t s à flancs dro i t s , le rayon de S! ne peu t pas d é p a s s e r 

Sa. d iminu t ion p rodu i t une d ive rgence de p lus en p lus r ap ide des deux hypocy-

eloïdes s y m é t r i q u e s , te l les que lli e t Ah.,, qui fo rment les faces d 'une den t de la roue . 
11 en r é su l t e un a m i n c i s s e m e n t des s o m m e t s , e t , à pa r t i r d 'une ce r ta ine l imi t e , l ' im
possibi l i té d 'échanfr iner la roue de m a n i è r e à d o n n e r au m é c a n i s m e un a r c de r e t r a i t e 
suffisant. 

A m e s u r e que le rayou de la c i r confé rence S ' ( croî t , les a rcs d 'épicyclo ïde l e . le' 
se r a p p r o c h e n t de Io'j ; ce fait, sans i nconvén i en t pour la roue , a u g m e n t e l ' épa i s seu r 
des den ts du p ignon à leur e x t r é m i t é . Si, au cont ra i re , Je rayon de S'( déc ro î t , les 
den ts du pignon s ' aminc i s sen t à la t ê t e , e t la c o n v e r g e n c e des épicycloïdes symé
t r iques (e', e',) qui l e s l imi t en t p e u t a r r ive r à se faire assez vite pour qu'i l so i t impos
sible de réa l i se r un a rc d ' approche suff isamment é tendu . 
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En p ra t ique , on donne aux ce rc les générateur.--, aux faces e t aux flancs, les m ê m e s 
d imens ions que dans l ' engrenage ex t é r i eu r à profils ép icyc lo ïdaux : 

) • - -0 ,875 P F - - 0 , 3 P f = 0,4 P 

ou encore v —- 2,75 M F = M f — -. ' ^ -
u 

Ces d ispos i t ions r e n d e n t poss ib le la cons t ruc t ion d ' a s so r t imen t s , dans l e sque l s 
chaque roue c reuse peu t e n g r e n e r avec un pignon q u e l c o n q u e de m ê m e pas et de 
d i am è t r e p lus pet i t . 

307. R e m a r q u e s . — Il e s t i m p o r t a n t d 'obse rve r : 

1° Que les profils des den t s du p ignon sont a b s o l u m e n t les mêmes que si ce p i 
gnon devai t e n g r e n e r e x t é r i e u r e m e n t . Les fraises à e m p l o y e r sont donc i d e n t i q u e s 
d a n s les deux cas . 

2° Que les p le ins de la roue c r e u s e sont i den t iques aux c r e u x de la r o u e d ' engre 
nage e x t é r i e u r de m ê m e pas , cons t ru i t e sur la m ê m e c i r confé rence p r i m i t i v e , e t in
v e r s e m e n t . Il faut donc e m p l o y e r des outi ls spéc iaux pour la ta i l le des roues c r e u s e s . 

Ces observations s'appliquent ¿1 tous 1rs tracés des p.ngrenages intérieurs. 

§ T V . — Engrenage intérieur à développantes. 

308. Menons par le point de con tac t des c i r confé rences p r imi t ives une droi te XY, 
faisant avec la t a n g e n t e c o m m u n e , dans le sens du m o u v e m e n t relatif de la m e n é e , 

un angle aigu q u e l c o n q u e , 

^ i/*X 

F i g . 260-

t i e n s . 

e t t r a ç o n s les c i rconfé rences 
Sj et S ' ( , de cen t re s o et o', 
qu i lui sont t a n g e n t e s 
(flg. 200). Quand XY rou le 
s u c c e s s i v e m e n t s u r S, et 
S', , le point 1 déc r i t deux 
d é v e l o p p a n t e s de cerc le 
(LD, LD) qui a s s u r e n t la 
t r ansmi s s ion de pa r t et 
d ' au t r e de la l igne des 
c e n t r e s . C o m m e dans l 'en
g r e n a g e e x t é r i e u r co r r e s 
pondan t , l ' incl inaison de XY 
su r oo' es t de 75". Les ob
se rva t i ons re la t ives à la dé
t e r m i n a t i o n des ce rc les d'é-
chanf r inemen t , à l a p ress ion 
n o r m a l e des d e n t s , à l 'écar-
t e m e n t poss ib le des axes e t 
aux roues d ' a s so r t imen t , 
s u b s i s t e n t sans modiflea-

En cons idé ran t les d é v e l o p p a n t e s (M6, M5') d é c r i t e s par un point de XY s i tué su r 
la p a r t i e H'y, on r e c o n n a î t que , la roue O é tant m e n a n t e , la condu i t e ne peu t plus avoir 
l ieu dès que le po in t de con tac t des profils (ci, IL') a t t e in t la pos i t ion H', à cause du 
c h a n g e m e n t de sen> qui dev ra i t se p rodu i r e dans leur c o u r b u r e . Il r é su l t e d e l à que 
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— 'l'ta — 

l ' a rc de re t ra i te ne peu t pas d é p a s s e r la va leur — ; — — = If cotu G. If dés ignan t l e 
1 sur (J " • 

rayon de la c i rconférence p r imi t ive du pignon. L 'a rc d ' approche n'a pas de m a x i m u m , 
La forme des den ts du pignon es t la m ê m e que dans l ' e n g r e n a g e e x t é r i e u r à dé

ve loppan tes ; au con t ra i r e , les den t s de la roue son t concaves vers les c reux , et l e u r 
épa i s seur d iminue à m e s u r e qu 'on se r a p p r o c h e de l eu r s o m m e t . 

§ V — Engrenaga intérieur à flancs rectilignes divergents. 

3d9. Tout ce qui a é té dit sur ce p rocédé dans le cas de l ' engrenage ex t é r i eu r s 'ap 

i 

' \ 
/ ' 

IX, 

Fig . Î I U . 

plique encore ici . La figure 2iil indique les r é s u l t a t s du t r a c é . 
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F i g . 2 6 2 . 

forme des den t s , dans le cas du t r a c é par deux arcs de cerc le , es t r e p r é s e n t é e par la 
figure '202. 

§ VI. — Tracé Willis à. un ou deux arcs de cercle. 

310. La théor i e exposée pour l ' engrenage ex té r i eu r subs is te i n t é g r a l e m e n t . La 
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CHAPITRE IV 

LIAISON D'UNE ROTATION 

ET D'UNE TRANSLATION PERPENDICULAIRE 

A SON AXE 

PIGNONS ET CRÉMAILLÈRES 

311. R o u l e a u x e t g a l e t s . — P o u r a s s u r e r la l iaison en i re une ro ta t ion e t une 
t rans la t ion p e r p e n d i c u l a i r e à l 'axe de ro ta t ion , a v e c r a p p o r t constant, des v i t esses , on 
peu t faire usage d 'une combina ison ana logue aux cy l indres de fr ict ion, d o n t l e s - rou
leaux employés dans les chan t i e r s pour le d é p l a c e m e n t des ma té r i aux offrent un 
exemple . Ceux-ci son t cons t i tués par des 

cy l indres égaux o e t o' (fig. 263;, p lacés T~M.^ · M' j 
sur le sol p a r a l l è l e m e n t l 'un à l ' au t re , ' f j ~ \ 
e t sur l e sque l s s 'appuie le corps à t rnns - ( \0 \ f \ f , \ 
por t e r MM'. S u p p o s o n s que les r o u l e - V À-iP) \ /' V / ~ 
m e n t s de t o u t e s les par t i es mobi les se ¡ « ^ ¡ ¡ 8 » ^ ^ ^ • 

fassent sans g l i s semen t . Le m o u v e m e n t 
absolu de chaque rou leau r e v e n a n t , à Fig- -63. 
chaque ins tan t , à une ro ta t ion in t in iment 
pe t i t e au tour de sa l igne de con tac t avec le. so l , la v i t e s se l inéa i re du poin t P> es t 
double de cel le du poin t o. Il r é su l t e de là que le chemin p a r c o u r u p e n d a n t un tenn is 
donné es t deux fois p lus g rand pour le corps MM' que pour les rou leaux qui le s u p 
por ten t . C 'es t pourquo i le rou leau d ' a r r i è re finit par s ' é chappe r ; on le r epo r t e ve r s 
l 'avant afin d ' a s su re r la con t inu i té du m o u v e m e n t . 

Les p ignons et c r éma i l l è r e s , qui p rodu i sen t la. m ê m e t r ans fo rmat ion de m o u v e 
men t ( table des r abo teuses ) , peuven t ê t re cons idé rés c o m m e les l imi tes d ' eng renages 
ex t é r i eu r s ou i n t é r i e u r s dans l e sque l s le rayon d 'une des c i rconférences p r imi t ives 

a u r a i t a u g m e n t é indéfiniment . Le p r inc ipe éta-
jM./n.cr/mniUm t » 1 a u p a r a g r a p h e 2 j i r e s t an t vra i dans ces 

v*wlK condi t ions , les t r acés qui s'en d é d u i s e n t son t 
appl icables au cas pa r t i cu l i e r qui nous occupe . 
Avant de les p a s s e r en r evue , r appe lons que 
si V dés igne la v i t e s se de t rans la t ion de la c ré 
mai l lè re , w la v i t e s se angu la i r e du pignon, et R 
son rayon, la re la t ion e n t r e les v i t e s ses e s t 
(245) 

V = u H 

Fig 20î. Enfin, le m o u v e m e n t relatif de la c rémai l 
lè re par r a p p o r t au p ignon r é s u l t e à chaque 

ins tan t de la compos i t ion de son m o u v e m e n t absolu ( t rans la t ion V) et d 'une rota t ion 
d ' e n t r a î n e m e n t , de v i t e s se angu la i re s 'effectuant au tour de l 'axe o en sens in
ve r se de w (fig. 2lH). 
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C'est donc une ro ta t ion au tou r d 'un axe pro je té en I, dont le sens e s t cont ra i re à 
celui de la rota t ion du p ignon, et dont la v i tesse angula i re Lï = u (220). 

311 bis. P r o b l è m e I . C a l c u l d ' u n s y s t è m e p i g n o n e t c r é m a i l l è r e a u p a s 
c i r c o n f é r e n t i e l . — La table d'une raboteuse est entraînée -par un système pignon 
et crémaillère. Déterminer ce système de telle manière que, le pignon tournant à 
raison de N = 15 lours par minute, la vitesse de translation de la table soit voisine 
de V = G mètres par minute. L'épaisseur minimum des dentures est 9%>; la course 
maximum de la table est de 1 m. 

On peu t p r e n d r e pour pas c i rconférent ie l le double de l ' épa i s seur m i n i m u m , soit 
P = 18%. 

Nombre de dents du pignon. — La re la t ion V = u R peu t s ' éc r i re , en in t ro
du isan t le n o m b r e inconnu n des den t s du pignon 

n P 

2 TU 

Il faut avoir soin d ' exp r imer V, w et P en un i tés c o r r e s p o n d a n t e s de l ongueu r et 
de t e m p s , soit , pa r exemplo , le "» r t la seconde . Dans ces condi t ions 

131)00''™ -x -
V = - ^ 0 — = 1 Û ( t . " = -3Û- = - 2 - P = 1 8 ï 

et l ' égal i té p r é c é d e n t e dev ien t 100 = ~ X — ^ - ^ - = — 

d ou ?i = — g - = 22,22.... / 

On d o n n e r a donc au pignon 22 ou 23 d e n t s . La v i t e s se de t rans la t ion de la table 
se ra un peu p lus pe t i t e que 6 m. par m i n u t e dans le p r e m i e r cas , et un peu plus 
g rande dans le second. Eu p r e n a n t u = 22, 

n P TC x 18 
V - " X -5— = -g- X = 09 s. par seconde , soi t 5,n/J i par minu te . 

¿ 7 1 2 2 7C 

I Pas P - - '.ST. ; 
I N o m b r e des den t s ?l = 22; 
l n P 

\ Diam. p r im. D -= - = 12(3%0b; 
i 7T 

Dimensions du pignon . / , , . , < , ,̂ , n ™ ,n„m-r,r 1 J ^ Diam. d echanf. D, = D + 0.6 P = 13b m85 : 
Hau teu r des den t s h = 0.7 P = 12̂ 60 ; 
E p a i s s e u r des j an tes de 27 à 54"^ ; 
Epa i s seu r de la cou ronne Il™n environ : 

L o n g u e u r ( supér i eu re à la course maximum) 
l — Ira, 10 pa r e x e m p l e . 

Pas P = 18ï; 
Dimensions de la crémaillère 

N o m b r e de den t s n ' = - ^ = 01. 

H a u t e u r h = 12%60 ; 
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Distance de l'a.xe du pignon à la ligne d'échanfrinement de la Crémaillère 

d = \\ — F = R — 0.3 P = 5 7 U 3 . 

P r o b l è m e I I . — Quelle vitesse angulaire, exprimée en nombre de tours par mi
nute, faudrait-il donner à un pignon de 18 dents, au pas circonférentiel P - 1S%8.~> 
(module 0),pour que la intesse de la crémaillère soit voisine de V — 6m,50 par minute ? 

n P 
Soit N le n o m b r e de tours inconnu. L é g a l i t é V = w x - — d e v i e n t , lorsqu 'on y 

r e m p l a c e les quan t i t é s par leurs va leu r s , r a p p o r t é e s , par e x e m p l e , au mi l l imèt re e t à 
la minute (V = 0500™.;., w = 2 T T N ) 

I S " V 1 R $ r i 

6500 = 2 X X \ : = 18 X 18.85 N 
2 r. 

,, . ... 6500 50 
d ou N = - j — — j - ^ - ^ r — - q — . n q , . = f'J tou r s par minu te , envi ron , 

l o X l o .8 j J X U . ^ J 

$ I. — Pignon et crémaillère à flancs droits. 

312. Soient S e t S' (fig. 265) les l ignes p r imi t ives du p ignon e t de la c rémai l l è re . 
Traçons la c i rconfé rence S,, de d i a m è t r e o l , et faisons-la r o u l e r sans g l i sser s u r S e t 
sur S', dans le sens du m o u v e m e n t relatif de la c r éma i l l è r e ind iqué par la flèche f. 
Le point I décr i t , dans 

Scsie dit* nvruptrriafif 

ta-* crtûiiailiârv 

druide 

I ligne-prun-S' 

ce double m o u v e m e n t , 
le rayon ol e t la cy-
cloïde le qui , d ' après 
la m é t h o d e des r o u 
le t tes , a s s u r e n t la 
condui te , en suppo
sant le p ignon m e 
nant , avan t le passage 
de l eu r point de con
tact sur o l , avec un 
r appor t cons tan t des 
v i t e sses .On peu td ' a i l -
leurs s ' a ssure r d i rec 
t e m e n t de ce fait, en 
c o n s i d é r a n t l e s profils 

CMo, DMc', i den t iques aux p r écéden t s e t t angen t s en M, e n g e n d r é s par un poin t 
que lconque de Si s i tué en a p p r o c h e . L 'égal i té év iden te 

a rc I C = ID = a rc IM 

mon t r e que le lieu du point de contact des dents est, en approche, un arc MI de la 
circonférence S t , égal à l'arc d'approche. Pa r c o n s é q u e n t , on réa l i se ra un a r c d 'ap
proche d ' é tendue donnée a en le por t an t de I en M sur S ( , et en échanf r inan t les den t s 
de la c r éma i l l è r e su ivan t M: ; ce t te cons t ruc t ion fait c o n n a î t r e en ou t r e le ce rc le d 'é-
v idoment du p ignon . 

Pour a s s u r e r la condui te en r e t r a i t e , faisons rou le r la d ro i te S' su r S dans le s e n s 
du m o u v e m e n t relatif de la c rémai l l è re . Le poin t I d é c r i t a ins i u n e d é v e l o p p a n t e de 
cerc le là, t a n g e n t e au p r o l o n g e m e n t IV de o l . Ces deux l ignes a s s u r e n t la condu i t e 
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après le passage de leur point de contac t sur o l , car on peu t les cons idé re r r e spec t i 
v e m e n t com m e les l imites des profils Io', le (fig. 226) de l ' e n g r e n a g e e x t é r i e u r à flancs 
d ro i t s , quand le rayon de la m e n é e croît indéf in iment . Mais on peu t auss i l ' é tabl i r en 
t r a ç a n t la d é v e l o p p a n t e ABd', e n g e n d r é e pa r un point q u e l c o n q u e B de S' s i t u é en r e 
t ra i te ; la pe rpend icu la i r e BL à S' lui e s t eu effet t a n g e n t e en B, e t l'on a 

a r c I A = IB 

ce qui mon t r e que la p o u s s é e de Id su r IV fait pa rcour i r aux l ignes p r imi t ives S e t 
S' des chemins égaux, c o m m e si el les se c o m m a n d a i e n t d i r e c t e m e n t . Donc : Le lieu 
du point de contact des dents est, en retraite, un segment de B'ègal à l'arc de retraite. 

Cet te p ropr i é t é donne le moyen de r éa l i se r un arc de r e t r a i t e d é t e r m i n é b. On 
por te celui-ci en I B t s u r 
S', et l'on échanfr ine les 
den t s du p ignon au cerc le 
de rayon oB, . On t r ace 
ensu i te la l igne d 'év ide-
mnnt VT de la c rémai l 
lère . 

Il est impor t an t d 'ob
s e r v e r q u e , p e n d a n t 
tou te la r e t r a i t e , la face 
AB du p ignon agi t su r le 
m ê m e point du flanc con
j u g u é BL. Auss i les den t s 
de la c r éma i l l è r e s 'usent -
el les t r è s r a p i d e m e n t 
dans le vois inage de sa 

a l igne p r imi t ive . On p e u t 
Fig. 21)6. r e m é d i e r à ce t i nconvé 

n ien t en r en o n çan t aux 
flancs dro i t s pour la c r éma i l l è r e , et en d é t e r m i n a n t les profils de r e t r a i t e par le rou
l e m e n t d'un cercle S'j p l acé , par r a p p o r t à S', du côté opposé à S (fig. 206). Le point 
I déc r i t ainsi une ép icyc lo ïde le e t une cycloïde lcj que l'on subs t i t ue r e s p e c t i v e m e n t 
à la déve loppan te Ici e t au flanc rec t i l igne IV (fig. 265). 

Ce t r a c é e t le p r é c é d e n t p r é s e n t e n t l ' inconvénient , commun à tous les eng renages 
épioycloïdaux à flancs d ro i t s , de donner , pour le p ignon , dos den ts é t r ang lées à la 
r ac ine . 

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



§ II. — Pignon et crémaillère à doubles profils épicycloïdaux. 

313. Ce t r a c é ne diffère de celui d e la flgifre 26fi qu ' en ce que le d i a m è t r e de la 
c i r confé rence S t es t in -
fér ieur au rayon ol de la §y'' \ " \ 
c i rconfé rence p r i m i t i v e < . 1 

du pignon. Les flancs son t ' ' 
a lors cons t i tués su r c e 
lui-ci par des a rcs d 'hy -
pocycloïde te l s que l/i 
(fig. 267). La subs t i tu t ion 
des flancs hypocycloï -
daux aux flancs rect i l i -
gues donne aux den t s du 
pignon une p lu s g rande 
épa i s seu rà la r ac ine . Dans 
l a p r a t i que , les c i rconfé 
r ences S j e t S ' . s o n t é g a l e s , 
e t i e u r rayon r = 0 , 8 7 5 P ou 

2,75 M. On d é t e r m i n e les r,. 
, , „ . Fig. 267. 

l ignes d e c h a n f r m e m e n t 
e t d ' év idemen t en d o n n a n t aux faces e t aux flancs les l o n g u e u r s r e s p e c t i v e s 

F = 0,3 P f — 0,4 P 

dans les t r a c é s au pas c i roonféren t ie l , 

ou F = M f-- 6 
M 

dans les t r a c é s au m o d u l e . 
Les modifications a p p o r t é e s aux flancs t h é o r i q u e s , dans les figures 231 e t 232, son t 

app l iquées aux pignons e t c r éma i l l è r e s , e t p e r m e t t e n t de d e s c e n d r e j u squ ' à q t i a t re 
den t s pour le pignon. 
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III. — Pignon et crémaillère à développantes. 

"14. Menons par le point I une dro i te xy inc l inée su r S', dans le sens du m o u v e 
m e n t relatif de la c réma i l l è re , d 'un 
angle aigu p rov i so i r emen t a rh i -

^ N J J ^ T ' " t r a i r e , e t faisons-la rou le r sans 
g l i s semen t su r la c i rconférence S,, 
de cen t r e o, à laquel le el le est t an 
g e n t e . La déve loppan te de cerc le 
MAD , e n g e n d r é e par un point 
que l conque M de ce t t e droi te , et 
la p e r p e n d i c u l a i r e M13 à xy sont 
t angen t e s en M. Si l'on suppose le 
p r e m i e r de ces deux profils inva
r i ab lemen t re l ié au pignon, e t le 
second à la c rémai l l è re , leur nor
male c o m m u n e coupe ol au point 
fixe I, quel le que soit la posit ion 
du poin t M; par conséquen t , d'a-

p j c r . 2(j^ p r è s le t h é o r è m e 245, l eu r act ion 
a s su re la t r ansmis s ion avec le 

m ê m e rappor t cons tan t des v i t esses que si les l ignes p r imi t ives S et S' se condu isa ien t 
m u t u e l l e m e n t dans un r o u l e m e n t sans g l i s semen t . On p e u t d 'a i l leurs é tab l i r ce fait 
d i r ec t emen t . 

Soient A l ' i n te r sec t ion de MD avec S , Id la d é v e l o p p a n t e e n g e n d r é e par le point I 
e t I J sa t a n g e n t e en I. A p r è s que S a t ou rné au tour de son cen t re d 'une é t e n d u e égale 
à IA, Id s 'es t s u p e r p o s é e à M D , e t I J à MB, de so r t e que la l igne p r imi t ive de la c r é 
mai l lè re a p a r c o u r u IB. Il suffit donc de p r o u v e r que 

a rc IA = IB 

Or, les t r i ang l e s mix t i l ignes Ida , AD3, qui co ïnc ident en m ê m e t emps que les 
déve loppan tes Id et MD, d o n n e n t l 'égal i té 

a rc l a = arc A3 

d'où l'on dédu i t 

On a d ' au t re par t 

Bar c o n s é q u e n t 

ire IA = arc aS 

arc aS oa ol ' 

arc dD ~~ ~~o~d ~~ TÔT ~~ sin 0 

arc 1A — arc aS : 
a rc dD 1M 

sin û sin 0 

Mais on a auss i , dans, le t r iangle rec tang le IMB 

, B = -™_ 

P o n c arc IA —- IB \ su 
1M 

sin 0 
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Le m ê m e r a i s o n n e m e n t s 'appl ique quel le que soit la posi t ion du point M sur la 
demi-droi te Hy. Mais pour un point P p r i s su r H.v, la c o u r b u r e de la déve loppan te 
change de s ens , et son action ne peu t s ' exercer sur MB, le p ignon é tan t moteur , que 
si l'on change le sens du m o u v e m e n t . On peu t donc énoncer la proposi t ion su ivan te : 

Le lieu du point de, contact des dents est, en approche, un segment NI de xy, 
égal à a sin 0, et, en retraite, un autre segment IM de la même droite, égal à b sin 9, 
a et b étant les arcs d'approclLe et de retraite. 

Ces p ropr i é t é s p e r m e t t e n t d 'obteni r des a rcs d 'approche e t de r e t r a i t e d é t e r m i n é s . 
On porte ceux-ci en IE et IB su r S', puis on abaisse les p e r p e n d i c u l a i r e s EN et BM su r 
xy. On échanfr ine ensui te les den ts du pignon à la c i rconférence de rayon oM, e t ce l les 
de la c rémai l lè re à la droi te Nz para l lè le à S'. Les a rcs d ' app roche et de r e t r a i t e réa
lisés sont r e s p e c t i v e m e n t 

IN IE sin 0 
a = — — = : — — IE 

sin 6 sin 0 

IM IB sin 9 

b = -. V = - - 7 — - = I B 

sin 9 s in 9 
comme on se l 'é tai t p roposé . On t race les l ignes d ' év idemen t en la issant un pe t i t j eu 
au fond des c reux . Quand celle du pignon est i n t é r i e u r e à la c i rconférence S,, on p ro 
longe les d é v e l o p p a n t e s , au-delà de l eu r s o r ig ines , par des por t ions de rayons dont 
l 'influence a é té é tud iée au p a r a g r a p h e 28fi. 

Dans les t racés p ra t i ques , on fait abs t rac t ion de l 'arc de condui te , e t l'on d é t e r 
mine les l ignes d ' échanf r inement et d ' év idement en donnant aux faces e t aux flancs les 

7 

longueurs F — 0.3 P ou M, f = 0.4 P ou -g- M selon les cas. L 'angle 9 est g é n é r a l e m e n t 

égal à 75°, 
Il e s t impor t an t d 'obse rve r que les profils de la c r éma i l l è r e sont r ec t i l ignes , 
315. M a x i m u m d e l ' a r c d ' a p p r o c h e . — D'après ce qui p r écède , le point de 

contac t des den t s ne peu t pas p é n é t r e r dans la rég ion Hx. La p lus g r a n d e va leu r que 
pu isse a t t e i n d r e 
l 'arc d ' a p p r o d i e 
est donc 

IH 
= R cotg 0 à. 

sin 9 

R d é s i g n i n t l e 
rayon de la î i rcon-
féreuce pr imit ive 
du p ignon. 

Il résul te de 
là que , t héo i ique -
m e n t , la ligne d'é
chanfr inement de 
la crémai l lè re ne 
doi t pas passer au-
dessous du point H. 
Si le con t ra i re se p rodui t , les s e g m e n t s de rayons qui p ro longen t les déve loppan tes 
i n t e r v i e n n e n t dans la t r ansmiss ion , et ce l le-c i , p e n d a n t un cer ta in t e m p s , ne se fait 
p lus c o m m e si les corps de friction exis ta ien t s eu l s . On obvie à cet inconvén ien t , 
qui peu t p rovoquer des a r c s - b o u t e m e n t s , soi t en d i m i n u a n t l 'angle 9, ce qui abaisse 
le point H, soi t en r e m p l a ç a n t les a r ê t e s des den t s de la c rémai l l è re par des a r rond i s . 
C'est ce qui a été fait dans la figure 269. 

Fig. 2U9. 
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| IV. — Tracé à .flancs rectilignes divergents- — Tracés Willis. 
316. Ces t r a c é s , app l iqués aux p ignons e t c r éma i l l è r e s , n ' a p p o r t e n t aucune modi

fication g é o m é t r i q u e aux p r o p r i é t é s é tud i ée s p o u r le cas des e n g r e n a g e s e x t é r i e u r s . 

Fig. 2/0. — Pignon et Crémaillère à flancs- rectilignes divergents. o H = — . 

Fig. 271. — Pignon et Crémaillère. — Tracé Willis A deux arcs d.e etrcle. 

316,bts. R e m a r q u e s . — En r a p p r o c h a n t l es t r a c é s des p ignons e t c r é m a i l l è r e s 
•dejeeux des e n g r e n a g e s e x t é r i e u r s c o r r e s p o n d a n t s , on p e u t o b s e r v e r : 
~~ l °"Queyes profils des den t s du p ignon son t a b s o l u m e n t les mêmes que s i ce pi
g n o n deva i t e n g r e n e r e x t é r i e u r e m e n t . Les fraises à emp loye r sont denc iden t iques 
•dans l e s deux c a s . 

2° Que les profils des d e n t s de la c r é m a i l l è r e sont , au contra i re , différents de 
•ceux que d o n n e r a i t le m ê m e t r acé p o u r u n e r o u e de rayon fini. Il e s t dJnc néces sa i r e , 
pour obtenir des crémaillères taillées correctement, d ' emp loye r des fraises spéc i a l e s , 
ce qu 'on n e fait pas tou jours eu p r a t i q u e l o r s q u ' u n e approx imat ion est admiss ib le . 
<Voir le p a r a g r a p h e 318). 
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C H A P I T R E V 

CALCUL DES ENGRENAGES DROITS AU MODULE 

§ i- Généralités. 
317. D é f i n i t i o n s e t c o n v e n t i o n s p r é l i m i n a i r e s . 
Nous avons vu (paragraphe 265, prob. I) que, quand un engrenage cylindrique 

droit est destiné à établir entre deux, arbres une relation de vitesses déterminée, son 
pas circonféreutiel définitif ne peut pas être fixé d'avance, puisqu'il résulte d'une mo

dification apportée par le calcul, et variable dans chaque cas particulier, au pas pro

visoire minimum déduit des formules de Résistance. Chaque paire de roues calculée 

par ce procédé nécessite donc la construction de fraises spéciales, qui ne peuvent 

servir que pour elle. Aussi les constructeurs se sont-ils efforcés, afin de réduire leurs 

frais d'outillage, d'introduire une certaine uniformité dans les pas. C'est à ces con
sidérations d'ordre pratique que l'on doit l'introduction, dans le calcul des engre

nages, de la quantité appelée module ou pas diamétral. 

Le module d'un engrenage, que nous désignerons par M, est le quotient dupas 

circonféreutiel P, évalué en millimètres, par le nombre it f3,l//16}. 

M = 

On a encore, en multipliant par le nombre de dents n les deux termes de la frac

tion du second membre : 

_ n P _ D 

nie nie n 

Le module est donc aussi le. quotient du diamètre primitif D, évalué en milli

mètres, par le nombre des dents de. la roue. C'est de là que vient le nom de pas dia

métral, souvent donné au module (*), 

Chacune des définitions précédentes montre que le module est exprimé en milli

mètres. La première permet de passer du pas circonférentiel au module, ou inverse

ment. 

(*) Les constructeurs des diverses nationalités n'attachent pas la m ê m e signification à 
l'expression j¡as diamétral. Les Américains et 
Jes Anglais, qui l'ont très probablement intro
duite dans le langage technique, appellent ainsi 
le rapport du nombre de dents au diamètre 
primitif, évalué en pouces anglais. Etant donné 
que cette unité de longueur équivaut il 25"¥,i en
viron, une voue dont ie pas diamétral américain 
(diametral pitch) est 3 correspond il un pas cir- r~ 
culaire de 1 pouce 017 = IGrXâtil. défini par la ! 1. o!ij2 Cù-atlar ftfrJi. 

relation 3 = -— (fin;. 272) ; une roue '—— 
P (en pouces) 

de module 3 (pas diamétral français)correspond 
à un pas circulaire de 9^425, défini par la re-

lation 3 = - (-^^-(ftg. 273). 

Il existe entre le diametral pitch et le mo
dule les relations suivantes : 

„ . -r- 25.1- 23.4 
Diam.pitch=—- ; = — — = — — — -

P(enpouces) P(enm/ra) Module 

, , P (en m/m) 25,4 P (en pouces) 
Module ̂ = ~ — — -

Fig. 272. 

fu." eu -çi'nftj 'cntiel â tz6 

Fig. 273. 

25,4 

T. -n Diam. pitch 

Pour éviter toute ambiguïté nous emploierons exclusivement l'expression module. O n 
dit aussi : pas diamétral métrique. 
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On a adop té en ou t re les conven t ions su ivan t e s : 
(a) La longueur des faces, qui m e s u r e la sai l l ie des den t s ho r s de la c i rconférence 

p r imi t ive , es t , pour tous les e n g r e n a g e s , égale au modu le (F = M). 
7 7 

(6) La l ongueu r des flancs es t égale aux — du modu le (f = yr M), et, par consé

quent , la hau t eu r totale d 'une dent h o r s du ce rc le d ' év idemen t , qui m e s u r e la p ro 

fondeur du fraisage pour les r o u e s tail ées , es t égale au p rodui t du module par 

1 1 13 

2, [h = 2 — M = — M). Cer ta ins c o n s t r u c t e u r s emplo ien t une l ongueu r de flancs 

égale à M + ^ -

(c) Dans les e n g r e n a g e s ta i l lés , l ' épa i sseur des den t s , m e s u r é e sur la circonfé

r ence p r imi t ive , e s t égale à la moi t ié du pas c i r cu la i re , c 'est-à-dire au p rodu i t du mo

dule par ou 1,57 (e — 1,57 M). 
Ces e n g r e n a g e s sont donc cons t ru i t s sans jeu C*J. 
Les deux p r e m i è r e s conven t ions c o n d u i s e n t à des l o n g u e u r s de den t s qui diffèrent 

peu de cel les que nous avons i nd iquées pour les r o u e s d ' a ssor t iment , dans les t racés 
au pas c i rconféren t ie l . On a en effet 

P 
F = M = — = 0,3183P (au l ieu de 0,3 P) 

f—jU — 0,3713 P (au lieu de 0,4 P] 

Ces conven t ions p e r m e t t e n t de formuler des r èg l e s t r è s s imples pour le calcul 
des e n g r e n a g e s : 

E n g r e n a g e s e x t é r i e u r s . — l r " R È G L E . L e diamètre primitif d'une roue, éva
lué en millimètres, est égal au produit du module par le nombre des dents. 

De la re la t ion M = — , on dédui t en effet 
n 

D = Mn 

I n v e r s e m e n t : le nombre des dents est égal au quotient du diamètre primitif, 
évalué en millimètres, par le module.-

D 

2= Règle. Le diamètre d'échanfrinement d'une roue, évalué eu millimètres, nst 
égal au produit du module par le nombre de dents plus 2. 

Kn dés ignan t ce d i a m è t r e par D, , on a en effet 

D, = 2 ( R - f F) = D + 2 F = Mn + 2 M — M (n + 2) 

(*) D a n s le tracé par déve loppantes , on peut toujours donner un peu (le jen en écartant 
l égèrement les axe s (,287;. 

P P 

Les roues brutes sont constru i tes avec un jeu de ou -jjj-, pour facil iter l ' engrènement . 
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3 e RÈ&I.E . La distance, évaluée en millimètres, des axes de deux roues qui en
grènent extérieurement, est égale au produit du module par la demi-somme des 
nombres de dents. 

Doux roues ne p e u v e n t e n g r e n e r ensemhle que si e l les ont, m ê m e pas e i rconféren-
tiel et, par su i te , m ê m e module . Si l'on dés igne par d la d is tance de l eu r s axes , par D 
et D' l e u r s d i amè t r e s pr imi t i f s , par n et ri l eu r s nombres de den t s , e t par M le mo
dule commun, on a 

D - J - D' Mn + Mu' 
d — -—s = ^ 

E n g r e n a g e s i n t é r i e u r s . — a) Pignon. Les deux p r e m i è r e s r èg l e s c i -dessus 
sont app l i cab l e» 

b) Roue creuse. 1™ RÈGLE. Le diamètre primitif est égal au produit du module 
par le nombre des dents. I n v e r s e m e n t , le nombre des dents est égal au quotient du 
diamètre primitif par le module. 

2° RÉG-LE. Le diamètre d'échanfrinement de la roue creuse est égal au produit 
du module par le nombre de dents m o i n s 2. 

D, = D — 2 M = Mn - 2M = M ( n - 2i 

3 e R È G L E . /. ·< distance, des axes de deux roues d'engrenage intérieur est égale au 
produit du module par la demi-différence des nombres de dents. 

D — D ' , r n — n' 
d= — , = M X — - . 

P i g n o n s e t c r é m a i l l è r e s . — Les deux p r e m i è r e s règ les énoncées pour les en
grenages ex té r i eu r s son t appl icables au p ignon. 

La d i s lance d de l 'axe du p ignon à ia l igne p r imi t ive de la c r éma i l l è r e e s t égale 
Mn 

au rayon primitif du p ignon, soit d = ^ — . Si l'on r a p p o r t e la posi t ion de cet, axe à la 

l igne d ' échanf r inement de la c rémai l l è re , ce qui es t d 'une vérif icat ion p lus facile, on a 

318. R é d u c t i o n d u n o m b r e d e s f r a i s e s . — Les conven t ions qui p r é c è d e n t ne 
suffiraient pas à p rodu i re la réduc t ion de l 'out i l lage que les c o n s t r u c t e u r s se sont p r o 
posée com m e bu t si le m o d u l e , c o m m e l e pas c i rconférent ie l dont il dé r ive , r e s t a i t 
i n d é t e r m i n é . Aussi a-t-on en out re déc idé , comme r é p o n d a n t à tous les b e s o i n s de la 
p ra t ique , d 'é tabl i r une éche l le d é m o d u l e s va r i an t de O m m 25 depu i s le modu le 1 
(pas c i rconférent ie l 3 m m 14) j u s q u ' a u m o d u l e 5.50 i nc lu s (pas c i rconféren t ie l 17 m m 28) 
puis de 1 m m à pa r t i r du module 6 (pas c i rconféren t ie l 18 m m 85) jusqu ' au module 
16 inc lus (pas c i rconféren t ie l 50 m m 27) qui e s t r a r e m e n t d é p a s s é . Par su i t e de ce t t e 

conven t ion nouvel le : 
l ° L e diamètre d'échanfrinement d'une roue, donné pur la formule D, = M (n -f- 2), 

est toujours exprimé soit par un nombre entier de millimètres, soit, dans les cas les 
plus défavorables, en quarts de millimètres (*). 

{') Ces conclus ions sont é g a l e m e n t appl icables aux e n g r e n a g e s intér ieurs et aux p ignons 
de crémai l lères . 
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Ces m e s u r e s é t an t faciles à vérifier, l ' ouvr ie r peut t o u r n e r les d i sques ou r o u e s 
b r u t e s de fonte bien p lus e x a c t e m e n t q u e si le d i amè t r e é ta i t e x p r i m é en fract ions dé 
c imales i l l imi tées , ce qui a r r ive g é n é r a l e m e n t pour un eng renage ca lculé d 'après le 
p a s c i rconféren t ie l (Voir l ' exemple de ca lcul donné au g 265). 

2" La distance des axes, dans le calcul d'un engrenage au module, n'est plus 
donnée ; elle résulte du choix du module, et des nombres de dents propres à fournir 

le rapport de vitesses que l'on désire. Son expression d = M X t l - 1

c ) - ^ - montre que, 

dans les cas les plus défavorables, elle est exprimée en huitièmes de millimètre, ce 
qui est encore d'une vérification facile (*). 

Il n 'y a, d ' a i l l eurs , pas l ieu de se p r é o c c u p e r ou t re m e s u r e de réa l i ser r igoureu
s e m e n t ce t t e d i s t ance si, comme on le fait p r e s q u e toujours aujour6*hui, on adopte le 
t r acé par d é v e l o p p a n t e s . Nous avons vu, en effet, qu ' une pet i te var ia t ion dans la d is 
tance des axes ne change pas l e r appor t des v i t esses angu la i res . 

L 'adopt ion du t r acé par d é v e l o p p a n t e s donne l ieu, d ' au t re pa r t , à une simplifica
t ion nouve l l e , don t l ' impor t ance p ra t i que est cons idérab le . La cou rbu re des profils 

su r une roue d é p e n d s e u l e m e n t , co mme on l'a vu, du rayon de la cir
confé rence p r imi t ive , et , par su i t e , du n o m b r e des den t s , (si, b ien en
tendu , on donne aux géné ra t r i ce s des déve loppan te s u n e inclinaison 
uni forme de 7")°;, Il s'en sui t que , t h é o r i q u e m e n t , les profils changen t 
a v e c les n o m b r e s de den t s su r les roues d'un m ê m e module . Mais, si 
l 'on se r epo r t e à la figure 27-i qui donne les profils des c reux des roues 
de 12 den t s et de 135 den t s pour le modu le 8 on voit que , si les nombres 
de den t s sont assez vois ins , le c h a n g e m e n t de forme es t peu p rononcé . 

1 135doits 1 On conçoi t donc qu 'une m ê m e fraise puisse ta i l le r des r o u e s dont les 
tLpius n o m b r e s de den ts son t compr i s en t re des l i m i t e s p e u é c a r t é e s . La pra-

Fig ''74 (***) t ' c î u e a d é m o n t r é , en effet, qu ' avec un n o m b r e r e s t r e i n t de f ra ises , on 
pouva i t ta i l le r t ou t e s l e s roues du m ê m e modu le (**), soi t 8 fraises 

p o u r chaque modu le égal ou in fé r i eu r à 10, et M pour chaque module supé r i eu r . Cet 
avan t age , s a n s ê t r e pa r t i cu l i e r au t r acé par d é v e l o p p a n t e s , n ' ex i s t e pas au m ê m e de
gré p o u r les roues à profils épicyclo ïdaux, dans l e sque l l e s le nombre néces sa i r e des 
fraises est de 2 i par modu le On t r o u v e donc là une raison nouvel le p o u r justifier la 
préférence a c t u e l l e m e n t accordée par les c o n s t r u c t e u r s aux e n g r e n a g e s à déve lop
pan te s . 

Lu r é s u m é : 

1° L'adoption de modules conventionnels variant de L[k de millimètre jusqu'au 
module j.iil) inclus, puis de 1 millimètre jusqu'au module 16, a permis, en limitant 
le nombre des pas, une première réduction du nombre, des fraises qui, sans cela, 
eût été illimité. 

2° L'adoption du tracé par développantes a. permis une nouvelle réduction, pro
venant de ce fait, établi par l'expérience, qu'un petit nombre de fraises suffit pour 
tailler toutes les roues d'un même module, quel que soit leur nombre de, dents, 

Les tab leaux c i -après donnent, les d imens ions des den t s ca lcu lées par modu le s , et, 
la compos i t ion des sé r i e s de fraises. 

(*) Ces conc lus ions sont appl icables aux e n g r e n a g e s intér ieurs et aux p i g n o n s de 
crémai l l ères . 

(") D a n s les e n g r e n a g e s de précis ion, il es t ind i spensab le d'avoir une fraise spéciale 
pour chaque nombre de dents , 

(*") Intervertir les indicat ions '- 12 dents et 135 dents . 
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TABLEAU I . — Dimensions des dents /en millimètres). 

PAS ÉPAISSEUR LONGUEUR 
HAUTEUR TOTALE\ 

des <fent* f 
MODULES CIRCBTl'EÉRÏÎiTIELS 

HAUTEUR TOTALE\ 
des <fent* f 

•oorrespondttHts DES DEXTS DES FACES donnant la profondeur 
de Traisage 

1 1 3 14 1.57 I g 17 
1 25 3 93 1.96 1 25 0 71 

. 1 50 l 71 2.35 •1 50 3 2o 

L
E

 1 75 <_> 50 2.75 1 75 3 79 

L
E

 

2 6 28 3.14 9 4 33 
a 2 25 7 06 3.53 2 25 4 87 
o 511 7 84 3.92 50 5 42 
<3 1 2 75 8 63 4.32 0 75 5 % 

.< 3 9 42 4.71 3 <j 5« 

; s 25 10 ?U 5.10 3 25 7 04 

m 3 50 11 5.50 3 5(1 7 58 

m / :J 75 11 7S 5.89 3 75 8 12 
«: \ 4 •12 - RR 

0 T 6 28 4 8 66 
] 4 25 13 J.l 6.67 4 25 9 -0 

(30 1 4 50 14 13 7.07 4 50 9 75 

H 4 75 14 9Ì 7.46 4 75 10 29 
n 1 "J 15 70 7.85 5 10 83 

—
 

E
S 5 25 16 49 8.25 y 25 1 1 37 1H

 5 50 .17 28 8.64 5 50 11 91 
•a li 18 80 9.43 6 13 •a 

7 22 11 7 15 10 
8 25 13 12,57 8 17 33 
9 28 27 14.13 9 19 49 

i 10 31 42 15.71 10 21 67 

AI 

l 
-Y- W 

11 34 56 17.28 a 23 83 
E - 12 37 71 18 65 12 25 99 

1 13 40 85 20.42 13 28 16 

1=1 "** 
a -

1 1 4 43 21 99 14 30 32 
«, ? 15 47 13 23.50 15 32 49 

16 50 26 25.13 16 34 05 

in 

Tableau I I . — S é r i e de huil fraises par module, jusqu'à. 10 inclus (Drown et Sliarpe). 
(Tracé par développantes . ) 

N° B DES F R A I S E S 1 s 3 4 5 6 7 8 

Nombres de den t s D e 135 55 35 26 21 •17 14 12 
des roues à la à à à à à à à 

qu 'e l les ta i l len t . cpemaillÉrB. 134 54 34 25 20 16 13 
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TABLEAU III. — Série de quatorze fraises par module au-dessus de 107 Drown etSharpe. ) 
(Tracé par développantes.) 

A"" DES F R A I S E S 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 

Nombres de den t s De 135 81 53 42 34 29 25 21 19 17 15 14 13 12 
des roues à la à à à. à à à à à à à 

qu 'e l les ta i l len t . jamaillàre. 134 80 52 41 33 28 24 20 18 16 

TABLEAU IV . — Série de vingt-quatre fraises par module Ulrown et Stiarpe.) 
(Pour roues épicycloïdales.) 

DÉSIGNATION 

DES FRAISES 
A B O D E F G II I J K 1. 

Nombres de den t s 12 13 14 15 16 17 18 19 20 21 23 25 
des r o u e s à à à 

qu 'e l les ta i l len t . 24 26 

DÉSIGNATION 

DES FRAISES 
M N 0 P Q R S T U V W X 

N o m b r e s de den t s 27 30 34 38 43 50 60 75 100 150 250 Ciém. 
des r o u e s à à à à à à à à à à à 

qu ' e l l e s ta i l lent . 29 33 37 42 49 59 74 99 149 249 

Chaque fraise est toujours é tabl ie pour ta i l le r r i g o u r e u s e m e n t la roue du plus p e 
t i t n o m b r e de den t s auque l el le se r appo r t e . Quan t aux. c r é m a i l l è r e s , bien que la 
p r e m i è r e fraise de chaque jeu ( tableaux II e t III) puisse se rv i r , il es t préférable d ' e m 
ployer des fraises spéc ia les , faisant les den t s t h é o r i q u e m e n t exac t e s , 

319. E x e m p l e s d e c a l c u l s d e s E n g r e n a g e s a u m o d u l e . 

I . E n g r e n a g e s e x t é r i e u r s . — Soient : d la d i s tance approx imat ive des axes 
(fixée pa r la p lace dont on d i spose dans la mach ine à cons t ru i re ) , N et N' les n o m b r e s 
de tours que la m e n a n t e e t la m e n é e doivent effectuer dans le m ê m e t e m p s , n e t n ' l e u r s 
n o m b r e s de den t s respec t i f s , e l ' épa i s seu r m i n i m u m des den t s , donnée par des formules 

t i r ées de l ' é tude de la r é s i s t ance des ma té r i aux , e t -Ĵ —la fraction i r r éduc t ib l e équiva-
N ' t 

N 
len te à -^r. On sai t (264) que 

N _ N'i n' 

"N7 ~~ NT ~~ ~n 

Détermination du module. 

Il suffit de l i re , dans le tab leau I, le module M qui c o r r e s p o n d à l ' épa isseur la plus 
r a p p r o c h é e de e, par excès . On peu t donc le cons idé re r comme connu. A défaut du ta-

0 e 
b leau I, on ca lcule le quo t i en t ——, et l'on p rend , dans la s é r i e des modu le s convenir 
t ionne ls , le n o m b r e i m m é d i a t e m e n t s u p é r i e u r . 
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Calcul des nombres de dents. 

N ri 

P u i s q u e - r r ^ - = — - , n etn' s e ron t des équ imul t ip l e s de N', et de X ( et l'on a u r a , ). 

r e p r é s e n t a n t un en t i e r à d é t e r m i n e r : 

(I) 
^ ri — \ X, 

n -4— ?i' 
D'après la relat ion d = M X 5 qui donne la d i s tance des axes en fonct ion 

du module et des n o m b r e s de den ts , on doit avoir en ou t re 

d= 5 — 

d ' ° Ù ^ J I I X H - N ' , ! ( 2> 

Si 2 d es t un mul t ip le de M [N] -j-X"'!), le p rob l ème es t r éso lu . Dans le cas con
t ra i re , OÎI donne à ). la valeur entière la plus rapprochée du quotient exact de 2 d par 
M (X) -f- X'i). Le q u o t i e n t par défaut co r r e spond a u n e d i s tance rée l le des axes un peu 
moindre que la d i s t a n c e approx ima t ive donnée , e t le quo t ien t par excès à u n e d is tance 
réel le un peu s u p é r i e u r e . Le choix que nous ind iquons r é d u i t donc à son m i n i m u m la 
modification a p p o r t é e à la d is tance approx imat ive donnée d. 

La conna i ssance de \ en t ra îne cel le de 71 et ri (formules 1). 
M (n -I- ri) 

Distance réelle des axes : Elle est donnée pa r la formule d = — ! —2 • ( l a n s 

laquel le on r emplace M, n et n ' pa r l eu r s va leurs ca lcu lées p r é c é d e m m e n t . 

Diamètres primitifs : D = M?i 

D' = M?V 

Diamètres d'èchanfrinement : D, —; D + 2M = M (n + 21 

D ' i ^ D ' - i - 2 M = M (ji '-j-2) 

13 
Hauteur des dents : h =- -g- M 

Epaisseur des jantes : de 5 à 10 M. 

Epaisseur des couronnes : de 1,8 à 2 M. 

APPLICATION NUMÉRIQUE . — Soit e min. = 6 m / r a dapproximatif = 250 ™/m. 

X = 150 tou r s N' = 120 t o u r s 

On a — N ' — 4 2 0 — 4 

tù N 150 5 

Par c o n s é q u e n t N i = 5 e t N ' 1 = 4 

Module : On cho is i ra le modu le 4, qui donne u n e épa i s seu r de fi m / m 28 (Tableau I) . 
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Nombres de dents : La formule (2) donne 

\ - = = - ^ - = 1 3 , 8 8 

4 x y 9 

L e q u o t i e n t p a r e x c è s é tan t le p lus r app roché du quo t ien t exact , on p r e n d r a A = 1 4 : 
l es n o m b r e s de dents se ron t , d ' ap rès les formules (1 ) . 

n = 1 4 X 4 — 5 0 

» • = 1 4 X 5 = 7 0 

, , . , . ,, , , M ( n X n ' ) 4 X 1 2 0 , , 
Distance réelle des axes . -d,<xaete = — i—~—•— = = = 2.>2 m m . 

Diamètres primitifs : 

\ D = Mn = 4 X 5 6 = 2 2 4 

\ D> = M n ' = 4 x 7 0 = 2 8 0 

Diamètres d'éc hanfrinement : 

D , = D ~ j - 2 M = 2 3 2 M / M . 

D', = D' - f - 2 M = 2 8 8 ">/M . 

Hauteur des dents : li = * — —,L— = 8 m / m 6 7 
o 3 

Epaisseur des jantes : de 2 0 à 4 0 ">/M . 

Epaisseur des couronnes : 8 m /m env i ron . 

I I . E n g r e n a g e s i n t é r i e u r s . — La m a r c h e à su ivre es t ana logue à celle que 
n o u s venons d ' exposer . Il suffit de t en i r compte des modifications i nd iquées au para
g r a p h e 3 1 7 , r e l a t i v e m e n t au calcul de la d i s tance des axes et du d i a m è t r e d 'échanfr i -
n e m e n t de la roue c reuse . 

APPLICATION NUMÉRIQUE . — S u p p o s o n s que la roue c r e u s e doive faire 8 0 t ou r s 
p e n d a n t que le p ignon conjugué en fait 1 3 0 ; que la d i s t ance app rox ima t ive des axes 
so i t dapp — 8 0

 m 'm , e t que l ' épa i s seur m i n i m u m des d e n t s soit emin — 7 '"/m 5. 

11 e 1 5 

Choix du module. — Le modu le m i n i m u m es t Mmin ' ~ =~ ^ ' 4 ,77 

On p rend ra , dans la sér ie des modu les conven t ionne l s , M = 5 . 

Nombres de dents. — Les n o m b r e s de den ts é t an t i n v e r s e m e n t p r o p o r t i o n n e l s 
a u x nombres de t ou r s , on a. si n es t le nombre de den t s de la roue c r e u s e : 

n. _ 130 _ 1 3 

n' ~~ 80 — ~&~ 
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d'où l'on dédui t , X dés ignan t un en t ie r à d é t e r m i n e r 

^ n ~ 1 3 }. 

) n = 8 7. 

/ 2^ — ^f' \ 

Mais, d ' après l ' express ion de la d i s tance des a x e s l d = M X - — 1 

d'où 

^ = 8 0 

1 0 0 

En p renan t la va leu r en t i è re la plus voisine du quo t ien t exact , soi t 6, on t r o u v e 

\ n = 13 X 6 — 78 

| W - 8 X 6 = 48 

Distance réelle des axes . 

, _ 78 — 4 8 , 
d n = o X = 75 m / , „ . 

Diamètres primitifs. 

R o u e c r e u s e : D = M n — 390 B I /m. 

P i g n o n : D' —- Mn' = 240 " / r a . 

Diamètres d'èchanfrinement. 

Roue c reuse : D, = D — 2M = 380 '" /V 

Pignon : D', = D' + 2M = 250 '"/„,. 

Vautour des dents : h - - = 10'"'m S3. 

o 

Epaisseur des jantes : de 25 à 50 '>>,'m. 

Epaisseur des couronnes : de 9 à I(lm;, n . 

E m p l o i d ' u n e r o u e p a r a s i t e . — Ou a vu (302) que l ' engrenage i n t é r i eu r p e u t 
ê t re r em p lacé , tou tes les fois que la d i s t ance des axes n 'es t pas t rop pe t i t e , par u n e 
combinaison de t ro is roues oo'o" (fig. 254) dont la de rn i è r e , di te roue parasite, e n g r è n e 
e x t é r i e u r e m e n t avec les deux au t r e s . En adop tan t les no ta t ions du p a r a g r a p h e 302, l e s 
nombres de den t s do ivent sat isfaire aux condi t ions su ivan tes : 

b>f n 

• — - - = n r <*> 

D + D' < 2 oo' ou M (7 i + n') < 2 oo' (2) 
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APPLICATION NUMÉRIQUE. — Calculer, au module M = 3, les dimensions des roues 
oo'o", en supposant oo' = d = 300 m/m, les arbres o et o' devant faire respectivement 
60 tours et 150 tours pendant le même temps. 

Soient n , D, D 1 ; h le n o m b r e de den t s , le d i amè t r e primitif, le d i a m è t r e d 'échan-
f r inement e t la h a u t e u r des den ts de la roue o, ri D . . . n" D".. . l es quan t i t é s c o r r e s p o n 
dan te s pour les roues o' e t o". 

Nombres de dents des roues o et o'. 

„ , <o' n 150 5 
On doi t avoir = — - = ~-nr- — ; 

w n 00 2 

n et ri sont donc des équ imul t ip l e s de 5 et de 2, e t l'on peu t poser , 7. dés ignant un 
n o m b r e en t ie r à d é t e r m i n e r : 

n = 5 7 , 

ri = 2 7 

Mais, d 'après la relat ion (2) : 

3 X " 1 < G 0 0 d 'où 7. < 2 8 , 0 

soit 7 . < 2 8 

D'aut re par t , 7 doit ê t re au moins égal à 6 pour que ri ne descende pas au-dessous 
du m i n i m u m pra t ique 1 1 ou 1 2 . En p renan t , pa r exemple , 7 = 15, on t rouve 

! n = 57, = 75 

| n ' = 2 7 = 3 0 

Dimensions des roues o et o'. 

i D = M T I = 2 2 5 " / m . 

I D' = Mn' = 00 "'/m. 

\ D, — D + 2 M = 2 3 1 «'/»'• 

I 1 > , = D' + 2 M = % ' » / , „ . 

h = ~ - M = fi ™ / m 50 

N o m b r e de d en t s et d i m e n s i o n s de la roue parasite. — D'après la re la t ion (3) 

3 n " > 300— 3 X 1 0 5 

On dédui t de là n" > 47.5 ou n " > 4 8 

Nous p r e n d r o n s , par exemple n" = 60. Dans ces condi t ions 

D" = M n " = 180 ""/m. 

D ' , = D ' f 2M = 186 «'/„,. 
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M in A- n") 
Distance des axes oo". El le est égale à ^ > s o ' t -"2 n,,'m 50. 

Distance des axes o'o". E l le e s t égale à -—-—rj , soit 135 , n / m . 

Epaisseur des jardes (pour les 3 roues) : de 5 à 10M, soi t de 15 à 30 m /m. 

Epaisseur des couronnes ( id. ) : de 1.8 à 2M, soit 6 '"/m env i ron . 

I I I . P i g n o n s e t c r é m a i l l è r e s . — Voir le p a r a g r a p h e 317. 

APPLICATION NUMÉRIQUE . — Nous t r a i t e r o n s par la notat ion d i amé t ra l e le p rob l ème I 
déjà résolu au p a r a g r a p h e 311 bis . 

Clioix du module. On chois i ra le module G, qui donne u n e épa i s seu r de 9»Vm43 
(Tableau 1). 

Nombre de dents du pignon. La re la t ion V:—: w II peut s ' éc r i re , en fonction du 
module et du n o m b r e de den t s n du pignon : 

ir « Mn 

ou, en p r enan t la seconde pour uni té de t e m p s , et le mi l l imè t re p o u r uni té de longueur 

100 = ^ x 0 x 4 - = ! ^ -

" 0 0 
D'où l'on t i r e n — - - 21,22.... 

On donnera donc au pignon 21 ou 22 den t s . Si, pur exemple , n = 2 2 , la v i tesse de 
t rans la t ion de la table sera un peu plus g rande que la va leur a s s ignée , soi t 

fc) Mil 7T 
V = —5— = T X f i X — r— 33 w = 103 "•,m 07 p a r s econde 

ou (im,22 pa r m i n u t e . 

Autres dimensions du pignon. 

Diamè t r e primitif : D — G X 22 = 132 m / m . 

D iamè t re d ' échanf r inement : D, = D 4- 2M — 144 mjm. 

H a u t e u r des den t s : h = 13 m / m . 

Epa i s seu r de la jan te : île 30 à (¡0 "•/">• 

E p a i s s e u r de la couronne : de 10 à 12 n l/m. 

CINÉMATIQUE 12 
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Dimensions de la crémaillère. 

L o n g u e u r ( supér ieure à la cour se m a x i m u m ) l — lm,10 P a r e x e m p l e . 

N o m b r e de den t s (module 6) n' — _ _ — — 58. 

P M 7C 

Les a u t r e s d imens ions son t i den t iques à ce l les du p ignon. 

Distance de l'axe du pignon à la ligne d'échanfrinement de la crémaillère. 

d = -j- — M = 6 0 / m . 

§ II. — Calcul des arcs de conduite. 

320. Les l o n g u e u r s a t t r i buées aux den t s n ' é t an t pas d é t e r m i n é e s d ' après l ' a rc d e 
condu i te , il es t i m p o r t a n t de s ' a s su re r que celui-ci n ' e s t j a m a i s in fé r ieur à un pas , 

afin que la t r ansmi s s ion soit c o n s t a m m e n t as 
s u r é e pa r une pa i re de den t s au moins . On 

) \ p e u t s u p p o s e r , dans ce t t e ques t ion , que les 
faces et les flancs ont m ê m e s l ongueu r s , 

\ p u i s q u e l e u r inéga l i t é , dont le bu t es t de l a i s -
s ' ' \ s e r u n ce r ta in jeu au fond des c reux , n'influe 

/ I \ \ pas su r les p rop r i é t é s de la t r an smi s s ion , 
j \ \ Soient F = M leu r l ongueur c o m m u n e , R e t 11' 

g* [ J \ / les r ayons des c i rconfé rences p r im i t i ve s , 
\ r^^-.N' V D et D'leurs d i a m è t r e s , n e t n ' les n o m b r e s 

t-fl -^K'^^* de den t s respect i fs des deux roues , P et M le 
î Jf̂ MT pas et le modu le c o m m u n s ; on cons idé re r a 

1| ^- e n o u * ' r e r o u e de rayon R co mme la m e -
! / f> ""^ n a n t e . 

1' \ 0 ! \ 321. E n g r e n a g e s à p r o f i l s e p i c y c l o i 
ds, / ] • ' / ; d a u x . — Soit r = 0.875 P= 2.75 M le rayon 
\ ji | / c o m m u n des c i rconfé rences S, e t S', géné ra -

\î \ y' t r i c e s des profils. La c i rconférence de cen t re 
" 7"7 0 e t de rayon o N = R + M coupe S', en un 

\ ^ po in t N qui e s t l ' ex t rémi té d 'une face de la 
! I m e n a n t e à la fin de la pé r iode de r e t r a i t e , dont 
j ' l ' é t endue b es t m e s u r é e par l 'arc IN (273). En 

J^fZ^j^^ d é s ignan t pa r oc l 'angle Io , N, on a donc 
!' 

b — a r c IN = 7' a 

Fig. 275. e t la ques t ion rev ien t à ca lcu le r oc. Or, le 
t r i a n g l e oo'{ N donne la re la t ion . 

o N 2 = 00'* 4 - o N 2 — 2oo' ( X o'N cos x 

ou (R + M l 2 — (R - j - r ) 2 -f- r2 — 2r (R -f- r) cos % 

d'où l'on t i r e 

cos a = ( R + r ) 2 + r - — ( R + M ' -
2-MR-r-n 
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«t 
2r (H -f- r) — (R + — r-' - f R i Mi* 

2 RM -4- M- _ _M x 2 R + M 
2 / ' ( R + y) r " v 2 R + 2 r 

o u , en r e m p l a ç a n t /· pa r sa va leu r 2,75 M, et 2R par Mn, 

— , x î n -·- I 
: sm 2 2,75 X n + 5,50 

Cet te formule p e r m e t de ca lcu le r a, pur l oga r i t hmes , pour chaque va leu r part i 
c u l i è r e d e n, e t d 'en dédu i re l 'arc de re t ra i t e o = r* = a X 2,75 M. (La va l eu r de -J. es t 
•exprimée en radians) . 

On peut , en se bornan t à une approx imat ion , confondre l 'arc avec son s inus . H 
r e s t e a lors 

* i = . - i * 2 i i ± _ L = - w n + i 

r ^ m-r-ii- 2,75 n + 5 , 5 0 
•et 

On aura i t de m ê m e 

a dés ignan t l 'arc d ' app roche , R ' e t n ' i e rayon pr imit i f et le n o m b r e des den t s de 
la m e n é e . En fonction du pas c i rconférent ie l , les exp res s ions p r é c é d e n t e s dev iennen t 

a = x / " ' t ' . X 2 . 3 4 5 M = . / - ' , X 0,7? 

/ b / » + l X S . 3 4 5 M = / I n ± l x 0 j 7 5 

f V/ ? l -r J.yO \ / n -|- 5,u0 

(*) L'expression de 2 s in 2 — montre que a croît avec n (la fraction ! étant infé-
2 /t - j - 5,50 

Heure à l'unité. Sa plus petite valeur correspond à ?i = 11 (pignon à flancs droits), et sa plus 
grande à n = °° (crémaillère). Elles sont respectivement de 42°30' et 50°30' environ. On est 
donc bien loin des conditions dans lesquelles l'arc et le sinus peuvent être pris l'un pour 
l'autre sans erreur sensible. Mais il faut observer que l'approximation à laquelle nous nous 
tenons conduit a u n e valeur trop faible de l'arc de retraite. On a en effet 

a. a / n -' 1 
— >· sin --- et. par suite, b > t / 5,50 ' 1 ^ M 
2 2 y n ,- o,50 

Les arcs de conduite que nous allons calculer sont donc inférieurs à ceux qui existent en 
réalité, de sorte que, s'ils dépassent un pas, nous pourrons affirmer qu'il en est de même 
a fortiori dans la pratique. 
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L 'a rc de condui te total es t donc -411= 1.27 P env i ron , et, par conséquen t , la t r ans 
miss ion a l ieu dans des condi t ions sa t i s fa isantes pour deux roues que l conques de la 
sé r i e . 

Avec u n e longueu r de faces F = 0.3 P, les m i n i m a des a rcs d ' app roche et de r e 
t r a i t e , ob t enus , pa r des calculs ana logues aux p r é c é d e n t s , en faisant 

II — 2 r = I . 7 5 P 

e t en r e m p l a ç a n t M par 0.3 P dans les fo rmules (1) e t (2), son t égaux à 

a—b y {'~- x ° ' 3 1 , 1 S i ' ; . 7 : , P v ' " - : « * * • ' · · « »* 

ce qui c o r r e s p o n d à un a r c de condui te to ta l de 1.24 P . 

322. E n g r e n a g e s à d é v e l o p p a n t e s . — L ' e x t r é m i t é N d 'une face de la m e n a n t e 
se t rouve , à la fin de la r e t r a i t e , à l ' in te r sec t ion du cerc le d ' échanf r inement , de rayon 

oN = Il -f- M, a v e c l a g é n é r a t r i c e xy des déve loppan te s 

o : (fig. 276). L ' a rc de re t r a i t e c o r r e s p o n d a n t est(280) 

l s i n h 

^ \ /. /, à condi t ion toutefois que la va leu r ainsi d é t e r m i n é e 
>v ^ sat isfasse à la re la t ion (281) 

/ F - Î L 
~~^UMn f i<4^ r (=it , cotgo) 

^ * t i > î ï - - ^ s i i i d ° ' 

Le t r iangle INo donne l 'égal i té 

R; ^ I N = o N c o s I N o — ol cos 6 

: ; = (R + I I ) cos INo — l ì cos 0 

m^Lte. M a i s d 'au t re pa r t 

sin INo sin 0 

Fig. 27ti. 

d'où sin INo = 

Il R - j - i f 

R sin 8 

R + M 

Les fractions — ~ - . \ r „ , ?.1 , 'r. é t an t m o i n d r e s que l 'uni té , c ro i s sen t avec 
n - f - a , u O ? i ' - j - a,00 

n et n'. Pa r conséquen t , t ou t e s c h o s e s égales d 'a i l l eurs : 
L'arc d'approche augmente avec le nombre de dents de la menée, et l'arc de re

traite avec le nombre de dents de la menante. 
Il r é su l t e de là que , dans un assort iment , de r o u e s à profils ép icyc lo ïdaux, l es 

min imad .es a r c s d ' approche e t de r e t r a i t e se p rodu i sen t q u a n d le p lus pe t i t pignon 
eng rène avec l u i -même . On a vu (278) que son n o m b r e de den t s es t au moins égal à 
onze. Dans ce t t e h y p o t h è s e 
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et cos INo 

Pa r conséquen t 

/ R 2 s 
2 s i n 2 B \f ( R + M ) 3 — Ri s i n 2 8 

M) 2 R 4 - M 

IN = \J (R -+-" M) 2 — H 2 s i n 1
 9 — R cos 0 

cotg 0 y \ 2 sin 9 J — ~4 

y l - n u T ë - j 1 ? - c o t 5 9 

y / ( ^ - u T o i ) " ' - n X - n o o t 8 8 (1) 

D'après ce qui p r é c è d e , ce t te formule n ' es t appl icab le que si b <J l l ' co tg 0, c 'es t -

à-di re , en r e m p l a ç a n t R ' p a r __. n ^ e ^ e n s u p p r i m a n t le facteur c o m m u n - ^ - , 

/ / n 4- 2 \ 2 

i / I ^ ̂  1 — n 2 — n cotg 9 cotg 8 

Cet te inéga l i té équ ivau t à la s u i v a n t e , ob t enue par une é lévat ion au ca r ré a p r è s 
avoir isolé le radical 

("ïuTir)a ~ n' 2 < { n + r r ) î c o t g S 9 

ou (n -f- 2) 2 — n1 s i n 2 9 < (n -f- ?i ' ; 2 c o s 2 0 

ou enfin, en o rdonnan t par r appor t à vi' 

n'1 cos- 8 -f- 2 n n ' cos- 0 — 4 (n 4- 1) ;> o 

Le t r i n ô m e du p r e m i e r m e m b r e a ses r ac ines rée l les et de s ignes c o n t r a i r e s . 
L ' inégal i té ne peu t donc ê t r e sat isfai te que si n' e s t au moins égal à la rac ine p o s i 
t ive, ce qui donne 

— ?i c o s 2 9 + d n 2 c o s 4 6 + 4 m + l) c o s 3 9 
— •—Tir- • — 

c o s 4 6 

ou, ap r è s simplif icat ions . 

n > i / n 4 V - n 
\ \ o ° s 2 9 ) c o s 2 9 
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On t r o u v e , pour 6 _ 75°, 

a = b = 3 M 

ce qui co r re spond à un arc de condu i t e total de GM — 1.91 P (*). 

(") Pour deux roues de 30 dents à profils épicycloïdaux, on a 

6 = < n + } X , 2.3iJM = 2.1(iM 
V n + 5.0 

ce qui correspond à un arc de conduite total de 4.32 M — 138 P, bien inférieur au précédent. 

Ce t te condi t ion, déjà t r o u v é e par u n e au t r e m é t h o d e au § 286, est , c o m m e on l'a 

vu, sat isfai te si n' ^> 30 

en supposan t 9 = 75°. On t rouve ra i t de m ê m e pour exp res s ion de l 'arc d ' app roche 

v | v / ( ' ; ; . . · ; ·- " | m 

formule app l icab le s e u l e m e n t si la va l eu r qu 'e l le donne pour a ne d é p a s s e pas 

R cotg 6 = ~ nM cotg 9 

c 'es t -à-dire , par analogie a v e c la d iscuss ion c i - d e s s u s , si 

n > 30 

Cet te analyse nous condui t à d i s t i ngue r t rois cas pour l 'évaluat ion de l 'arc de 
condui te to ta l . 

{" C/ lacune des deux roues a a n moins 30 dents. 

On reconna î t a i s é m e n t que , tou tes choses égales d 'a i l leurs , a et b c ro i s sen t r e s 
p e c t i v e m e n t avec les n o m b r e s de den t s des deux roues . Le po in t N peu t ê t re cons i 
dé ré , en effet, c o m m e le cen t r e d 'une c i rconférence de rayon M t angen t e à S. Il e s t 
dès lo r s év iden t que , si I r e s t e fixe p e n d a n t que o s 'é loigne su r ol ve r s le bas de la 
figure, N se dép lace su r xy en s ' éca r t an t du point I. La longueur IN, a insi que l 'arc de 
r e t r a i t e qui lui es t p ropor t i onne l , croî t donc a v e c R, e t , par su i t e , avec n . Un ra i son
n e m e n t ana logue m o n t r e r a i t que l 'arc d ' approche cro î t avec n ' , e t l 'on p e u t con 
clure que : 

Dans un assortiment de roues à développantes ayant au moins 30 dents, le plus 

petit arc de conduite est réalisé quand les roues de 30 dents engrènent ensemble. 

Dans ce cas . les va leurs de ¿1 et de b sont éga les , et l eu r va leu r c o m m u n e es t 
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Chacune des quan t i t é s a, b p r end sa va leu r m a x i m u m l o r s q u e le n o m b r e de den ts 
qui figure dans la formule e s t infini, ce qu i c o r r e s p o n d à l ' e n g r è n e m e n t d 'une roue e t 
d 'une c réma i l l è r e . On a d o n c 

M 
'- x l imi te de 

- / T 1 + 2 V . „ . -
I —~ I — n- — n- cotg- 6 
^ s m 9 / ' 

= 2 \" ' 
- - — 1 — ?is 4 n col g a 
1 u tt j 

p o m * n — Qo 

M 
li m 

" 2 n 4- 2 _-|" 
sin 0 ^ y / ( w _ j _ 2 ) ' — n a s i n ! ft = n cos fl 

M! 

sïnT 24--
l im " _ 

V ( , + »)'""n' 
0 -f- cos 0 

J 2 M 
sin 2 6 

2° Chacune des deux roues a m o i n s de 30 dents. 
Les va l eu r s d o n n é e s pour a e t b pa r les formules (1) e t |2) d é p a s s e n t alors les 

max ima t h é o r i q u e s qui , p o u r les p lus pe t i t e s roues de la sér ie , don t le n o m b r e de 
dents est douze (285), son t égaux a 

4" " M cotg 8 - U M co tg 0 = 1.CI M = 0.51 P 

alors que les formules d o n n e n t 

" = b^ "M" [ v/(-.iaV)' 12 C°l" °] = 2M M = °-T8 P 

On a vu d ' au t r e p a r t (280) que , p o u r les roues de moins de 59 den t s , l e s déve lop
pantes sont p ro longées j u squ ' aux ce rc l e s d ' év idemen t par des po r t ions de rayons . 
Tandis que , pour les n o m b r e s de den t s s u p é r i e u r s à 30, ces profils auxi l ia i res , lo rsqu ' i l s 
ex is ten t , n ' i n t e r v i e n n e n t pas dans la condu i te , ils se m e t t e n t ici en ac t ion au débu t 
de l ' approche , e t l ' eng renage fonct ionne mal . Il a r r ive m ê m e , ainsi que nous l 'avons 
établi , que le profil de la den t m e n é e t end à e n t a i l l e r le flanc de la m e n a n t e . Le m ê m e 
fait se r e p r o d u i t à la fin de la r e t r a i t e . On p o u r r a i t r e m é d i e r à, ce t i nconvén ien t en d i 
minuan t 8 — ce qui a u g m e n t e les max ima t h é o r i q u e s des a rcs d ' app roche e t de r e t r a i t e , 
p ropor t ionne l s à co tg 8 — si cet angle ne deva i t pas conse rve r u n e va l eu r cons t an te 
pour t ou t e s les roues d 'un a s s o r t i m e n t . Le seul moyen p ra t i cab le — sauf poiir les 
p ignons e t c r éma i l l è r e s qui ne c o n s t i t u e n t pas d e s s é r i e s — es t d ' a r rond i r un peu les 
e x t r é m i t é s des den t s (fig. 209), ou bien de r e m p l a c e r les d é v e l o p p a n t e s , au vois inage 
des ce rc les d ' échanf r inement , par des c o u r b e s u n peu i n t é r i e u r e s aux profils exac t s . 

A m e s u r e que le n o m b r e des den t s croî t à par t i r de 12, l'effet que nous venons de 
s igna ler d iminue d ' in tens i t é , pu is cesse de se p rodu i re à pa r t i r de 30 d e n t s . L 'arc de 
condui te va r i e en t r e 3.22 M - _-1.02 P (maximum théo r ique pour deux r o u e s de 12 den ts 
e n g r e n a n t ensemble ) e t 6 M = 1.91 P ( a r c de condui te relatif à deux roues de 30 den t s ) . 
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3° Les nombres de dents des deux roues sont l'un supérieur à 30, l'autre inférieur. 

Si la m e n a n t e a p lus de 30 den ts , on se t r ouve dans les condi t ions du p r e m i e r cas 
p e n d a n t l ' app roche , la formule (2) é t an t app l icab le , e t dans cel les du second p e n d a n t 
la r e t r a i t e . Il faut donc modifier les profils des den t s de la menan t e au vois inage de 
leur s o m m e t , afin qu 'e l les n 'a ien t pas t e n d a n c e à couper les flancs de la m e n é e en les 
condu i san t a p r è s la l igne des c e n t r e s . L 'a rc de condui te réa l i sé es t au moins égal à 
la s o m m e 

2.46 M + 1.61 M = 4.07 M — 1.28 P 

de l 'arc d ' app roche 2.46 M donné par la formule (2) pour une m e n é e de 12 den t s e t du 
m a x i m u m t h é o r i q u e 1.61 M de l 'arc de r e t r a i t e relatif au m ê m e pignon. Il es t au plus 
égal à 

4M + 1.01 M = 5,61 M = 1 - 7 8 P 

va leu r qui co r r e spond à u n e c rémai l l è re m e n a n t un p ignon de 12 den t s . 

323. E n g r e n a g e à f l a n c s d r o i t s d i v e r g e n t s . 

Bien que les r o u e s t r a c é e s par ce p rocédé ne so ien t pas suscep t ib l e s de cons t i tue r 
des a s s o r t i m e n t s , nous a l lons m o n t r e r que l 'arc total de condui te dépasse tou jours un 
pas , m ê m e p o u r les plus pe t i t e s r oues , lo r squ 'on donne aux faces une l ongueu r éga le 
au modu le . 

Soi t BI\ (fig. 277) le flanc de la m e n é e à la fin de la pé r iode de r e t r a i t e , dont l ' é 
t e n d u e es t m e s u r é e pa r l ' a rc IB = r b. L ' ex t r émi t é N de la den t m e n a n t e est , à ce t i n s 

tan t , au pied de la pe rpend i cu l a i r e aba issée de I sur BK. 
Rappe lons que tous les flancs de la m e n é e sont tan
gen t s à une c i rconfé rence de rayon r' = o H ' = f t R ' ; 
ils fo rment a v e c les rayons un angle cons t an t [3, d é 
t e rminé par la re la t ion 

sin S — • 
R' 

-h 

Fier. 277. 

Eniin, nous d é s i g n e r o n s par % l 'angle au cen t re 
R i 15. et par 0 l ' ang le de IN a v e c la l igne des c e n t r e s . 

Cec i posé , le t r i ang l e o lN donne la re la t ion 

(R + F ) ' = R* + + 2R X IN cos 8 

D ' au t r e p a r t 

IN — IN, — r=K cos B - ftlt'= 11' (cos 6 — h) 

O n a d o n c 

( l l - f F , ' — U » + R " (cos 6—h) ' 

d'où 

2 R F H- P = (R- + 2 HIV, C o s * e _ , „ R , ( R + R . } ^ 

= ( R + K r c o s = 8 - 2 f c R - ( R ^ 1 V ) c o s 0 + 

= [ ( R + R 

2 R R ' cose (cos 8 — h\ 

+ k' R' s 

/( ! R' ! — R 8 cos'O 
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En in t roduisant le module et les n o m b r e s de den t s par les formules de subs t i tu t ion 

il v ien t 

n M P + * - [ M ï±± eos 8 - A ^ L J _ J™* ,tw, 9 

ou 

4 F J + 4 ji M F - M 2 Jjn + n') cos 0 — h ri J + n 2 M5- c o s 2 0 -= o 

Cet te équat ion donne l ' express ion de F en fonction de 0, don t la va leur e s t évi
d e m m e n t l iée à l 'arc de r e t r a i t e : 

F Z = — n y -Jz y/ ri- s i n 3 8 4- (n + n') cos G — n ' 

Le d i s c r iminan t é t a n t e s s en t i e l l emen t positif, les va l eu r s de F son t r ée l l e s , Le 
s igne de leur p rodu i t es t celui de la quan t i t é 

71- cos- 0 - • (n 4- ri) cos 0 — h n'~|'' = |~ 2 n cos 6 + ?i' (cos 0 — à)j (k— cosâ) n ' (1) 

Or, 8 — -g [a - J - ¡5 . Comme sin ft, e t que a -\- p es t un angle aigu, on a 

cos 8 = s i n (a 4- p) > ft. 

Les deux fac teurs du second m e m b r e de l 'égal i té (1) sont donc de s ignes con t r a i r e s , 
et le p rodu i t des r ac ines de l 'équat ion en F est négatif. Eu éca r t an t la rac ine n é g a t i v e , 
il res te 

F = - y - | \J 7 I 2 s i n 2 0 -p. | " ( u 4- n1) cos 8 — h ri J — n j 

Appl iquons ce t t e formule à la r e c h e r c h e de la l o n g u e u r des faces suscep t ib le d 'as 
su re r à l ' eng renage un arc de r e t r a i t e de un demi-pas au moins , et faisons le calcul 
pour le plus pe t i t p ignon e n g r e n a n t avec l u i - m ê m e . Celui-ci ayan t au moins 9 den t s 

\ 

si fe= -, (292), nous a u r o n s 

Or 

- y - [ y / 8 1 s in 2 0 4- ^ 18 cosO — 9 

1 
3 = a r c sin — = 9 ' 30' env i ron r b 

Il 2 R 9 M 9 

e t par su i t e y - - ( * + & ) = 00° 30' 
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E n s u b s t i t u a n t s o u s le radica l , il r e s t e , t o u t e s o p é r a t i o n s fai tes 

F = 0.87 M. 

Deux r o u e s de 9 d e n t s se c o n d u i s e n t donc p e n d a n t un pas , a v e c une l o n g u e u r de 
faces égale à 0.87 M ; l ' e n g r e n a g e fonc t ionnera a fortiori dans des condi t ions satisfai
santes si F = M. 

324. E n g r e n a g e s W i l l i s à u n o u d e u x a r c s d e c e r c l e . 

Ce sont des a p p r o x i m a t i o n s des e n g r e n a g e s à déve loppan te s ou des e n g r e n a g e s 
épicycloïdaux. Les r é s u l t a t s é tabl i s aux p a r a g r a p h e s 321 e t 322 l e u r son t donc à p e u 
p rès exac t emen t app l icab les . ' 
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C H A P I T R E V I 

DE L'ARG-BOUTEMENT 

325. N o t i o n s é l é m e n t a i r e s s u r le f r o t t e m e n t . — N o u s a d m e t t r o n s le p r i n 
c ipe su ivant , qui s e r a d é m o n t r é en S ta t ique : 

Lorsque plusieurs forces se font équilibre, Vune quelconque d'entre elles est 
égale et directement opposée à la résultante de toutes les autres. 

S o i t u n corps p e s a n t A, posé sur un plan hor izonta l S (fig. '278). Lo r squ ' auc tme force 
a u t r e que son poids P n 'agi t sur lui, la r é s i s t ance 
du plan p rovoque u n e réac t ion P ( qui , d ' après le 
pr inc ipe de N e w t o n (*), es t égale et d i r e c t e m e n t 
opposée à P. S i l e s deuxsu r f aces en contac t é ta ien t 
par fa i t ement pol ies , une force para l lè le à S, si 
pe t i te qu 'e l le soit , p rodu i r a i t le g l i s semen t de A 
dans sa p rop re d i rec t ion . L 'observat ion m o n t r e 
qu' i l n 'en est pas ainsi , e t que le m o u v e m e n t n 'a 
lieu quq si l ' in tens i té de la force dépasse une cer- p i g .^g 
t a ine l imite F . A l ' instant, où le m o u v e m e n t e s t 
su r le point de se p r o d u i r e , A es t en équi l ib re sous l 'act ion de t ro i s forces : P , F , 
e t la réact ion du plan S. Cet te de rn i è r e n ' es t donc p lus r e p r é s e n t é e par P , , mais pa r 
une force R, égale e t d i r e c t e m e n t opposée à la r é s u l t a n t e R de P et de F. On conc lu t 
de là que : 

L'existence du frottement a pour effet d'incliner la réaction du plan S, p a r rap
port à la normale commune aux surfaces en contact, d'un certain angle a, appeZé 
angle de frottement, porté en sens inverse du glissement qui va se produire [**). 

On a supposé que l 'un des corps frot tants r e s t a i t fixe. P o u r é t e n d r e la conclusion 
qui p récède au cas de deux corps mohi les , il suffit de r a m e n e r l 'un d 'eux au r epos , et 
de cons idé re r le m o u v e m e n t relatif de l ' au t re par r a p p o r t à ce lu i - là . 

326. A r c - b o u t e m e n t d a n s l e s e n g r e n a g e s . — Soit MI la no rma le c o m m u n e à 
deux den ts d 'un e n g r e n a g e ex t é r i eu r , cons idé rées à un in s t an t que l conque de l 'ap
p roche (fig. 279). Le m o u v e m e n t relatif de la m e n é e r ev i en t à u n e ro ta t ion , de v i tesse 
angu la i re tu + u ' e t de m ê m e sens que w', qui s'effectue au tour du point de contac t des 
c i r confé rences p r imi t i ves , mais qui p e u t ê t r e t r a n s p o r t é e p a r a l l è l e m e n t à e l l e -même 
au point M à la condi t ion do lui adjoindre u n e t r ans la t ion de v i t e s se vg= (IÙ -\- w') MI, 
perpend icu la i r e à M I , qu i r e p r é s e n t e le g l i s semen t relatif de la m e n é e (243). Dans 
ce mouvemen t , la surface de la den t m e n a n t e joue , v is -à -v is de cel le de la den t menée , 
le rôle du plan S par r a p p o r t au corps A de la ques t ion p r é c é d e n t e . L 'act ion du profil 
menan t sur son conjugué se manifes te donc par u n e force M N f qui , au l ieu d 'ê t re d i r i 
gée suivant MI , forme avec ce t te d ro i t e l ' angle de f ro t t ement i , du côté opposé à vs. 
S'il a r r ive que , p o u r des p ropor t ions p a r t i c u l i è r e s de la figure, a so i t égal à l ' angle 

(·) Principe de Newton, ou de l'égalité entre l'action et la réaction : Si A agit sur F, pn développant une certaine force P , B exerce sur A une réaction égale et contraire à P. 
F 

(,") L 'angle de frottement est déterminé par la relation 1g i = L 'expérience montre 
qu'il dépend seulement de la nature des matières frottantes et que. dans le cas actuel, il reste 
le même quel que soit le poids P du corps A. En posant tg <x̂ = f (coefficient de frottement), 
on a F = f P : f est une quantité numérique qui, d'après Reulcaux, varie de 0,1 à 0,2 dans les 
engrenages. 
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IMo', l 'action de la m e n a n t e e s t dé t ru i t e par la r é s i s t a n c e de l 'axe o' ; si a > IMo', la 
m e n é e es t sol l ic i tée de t o u r n e r dans le sens con t r a i r e de di'. Dans les deux cas , la 
t r ansmiss ion es t r e n d u e imposs ib l e , et le mécan i sme s ' a r rê te , à moins que la pression 
exercée ne soit assez forte p o u r p r o v o q u e r la r u p t u r e des den t s . Ce p h é n o m è n e , auquel 
on donne le nom d'arc-boutement, n ' e s t pas à c ra indre en r e t r a i t e , car la v i t e s se re
la t ive de g l i s s emen t e s t a lors o r i en t ée c o m m e l ' indique la figure 280, e t l 'action MN, 
du profil m e n a n t es t i nc l inée s u r MI du côté opposé à celui où se t rouve le point o'. 

Pour év i te r q u e l ' a r c - b o u t e m e n t pu i s se se p r o d u i r e , il faut faire eu sor te que 
l 'angle IMo' (fig. 279) r e s t e tou jours s u p é r i e u r à l 'angle de f ro t t emen t a relatif aux 

or 
;' P: 

Fig. 279. Fig. 280. 

ma t i è r e s employées dans la c o n s t r u c t i o n de l ' eng renage . Or, on reconna î t a i s é m e n t 
en cons idé ran t le l ieu du po in t de con tac t des den t s p e n d a n t l ' approche dans les di
vers t r a c é s , q u e l ' angle IMo' c ro î t à m e s u r e que le point M se r a p p r o c h e de la l igne 
des cen t r e s (*). Il suffit donc de d é t e r m i n e r sa va leu r au d é b u t de la condui te et, si 
e l le es t p lus g r a n d e que a, il en s e r a de m ê m e a fortiori p e n d a n t tou te l ' approche . 

327. E n g r e n a g e s à p r o f i l a é p i c y c l o ï d a u x . — Soien t S, le ce rc le g é n é r a t e u r 
des profils d ' approche , r son rayon , IM = a l ' a rc d ' app roche , et 9 l 'angle Mlo de la 
no rma le c o m m u n e avec la l igne des c e n t r e s [fig. 279). 

1° L 'angle G é tant i n sc r i t dans la c i rconférence S,, on a 

0 — JL 
~~ 2 2r 

d'où l'on dédu i t que , pour u n e va l eu r donnée de a, 0 croî t avec r ; ma is , d 'au t re pa r t , 
pour une roue S' donnée , l ' angle IMo' croî t é v i d e m m e n t avec 9, e t pa r su i t e avec r. 
La condi t ion IMo > a impose donc de ne pas d iminue r le rayon du cerc le g é n é r a t e u r 
au-delà d 'une c e r t a i n e l imi te . N o u s é t ions déjà a r r ivés à une conclus ion ana logue pa r 
des cons idéra t ions t i r é e s de la forme de la d e n t u r e (274). Dans la p ra t ique , r — 0.875 P 
ou 2.75 M. 

2° P o u r d e s va leu r s d o n n é e s de r e t de If, l 'angle IMo' a u g m e n t e quand a dimi
nue , e t i n v e r s e m e n t . C o m m e l 'a rc d ' app roche croît avec la l o n g u e u r des faces, on a 
i n t é r ê t à ne pas échanf r ine r l e s den t s t r o p loin de la c i rconférence p r imi t ive . 

3° Afin de nous r e n d r e c o m p t e du fonc t ionnement de l ' eng renage au point de vue de 

(.") Il suit de là qu'on diminue les risques d'arc-boutement en réduisant l'arc d'approche. 
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l ' a rc -boutement , c h e r c h o n s à exp r imer l 'angle IMo'. Le t r iangle IMo 'donne la propor t ion 

sin IMo' sin o'IM 
Ô T ~~ ' oTï 

d'où 1 on t i r e 

. o'I X sin o'IM IV sin 8 
si n J Mo = rn = 1 V , „ o M R -[ - fr 

II' é tant le rayon do la m e n é e , e t F la l ongueu r de ses faces. Mais, dans le t r acé au 
1 

module, R' = ^- Mil et F = M ; il v ien t donc 

n'M sin 6 ri sin 6 
sin IMo' = -

7t 'M + 2 M ? i - ) - 2 

Pour le plus pe t i t p ignon d 'une sé r ie , ri = 1 I e t 9 = 69°30' envi ron (287). 
Tous calculs fai ts , on t rouve IMo' = 53»30'. 
La va leur de a qui co r r e spond à un coefficient de f ro t tement f = 0.15 est 8°30'. La 

condit ion I M o ' > a e s t donc l a r g e m e n t sat isfai te , et l ' a rc -bou tement n ' es t pas à c ra indre . 

Quand la m e n é e es t u n e c rémai l l è re , IMo' = 0 = — - „ — . Mais, dans ce cas , 
2 2 r 

a = 2.345 M (321). P a r conséquen t 
. . . , ir 2.345 , 

ou, en conve r t i s s an t en d e g r é s IMo' = 65°34'. 
L ' a rc -bou temen t n 'a donc encore a u c u n e chance de se p rodu i re . La condi t ion 

I M o f > n é tan t sa t is fa i te pour les nombres de den ts e x t r ê m e s qu'i l e s t poss ible d 'at
t r ibue r à la m e n é e , l 'es t auss i pour tous les n o m b r e s i n t e r m é d i a i r e s . 

328. E n g r e n a g e s à d é v e l o p p a n t e s . 
1° La figure 281 m o n t r e que , pour une va leur donnée de IM, l 'angle IMo' a u g m e n t e 

quand 6 c ro î t de o à ^ . Il y a donc lieu de ne pas a t t r i bue r à 8 u n e va leur t rop pe t i t e , 

ce qui justifie u n e fois de p lus le choix de l ' incl i - a 

naison de 75° adop tée dans la p r a t i que . /! 
2° Pour des va leu r s données de 8 e t de R ' , / ! 

l 'angle IMo' e s t d ' au tan t p lus grand que IM est ¿--1 -
plus pet i t . C o m m e la l o n g u e u r de IM décro î t avec j j \ /'I ; "'·., _/-•' ^ 
celle des faces de la m e n é e , on e s t condui t , ici " · - / ,' ^; 
encore , à ne pas échanfr iner t rop loin d e l a c i r - 'S-'-""e^""'"~-U 

conférence p r imi t ive . X'->f\ ' -' X 
3° L 'express ion \ 

ri sin 0 -'S ' 
m IMo = — - . — „ - · : K 

" + 2 : /. 
établie i n d é p e n d a m m e n t de tou te hypo thèse su r \ ^ \ 
le t r acé , mon t r e que l 'angle IMo' croît avec n ' a> 
pour chaque va l eu r de 8. Si donc on ca lcule ce t P i g i og[. 
angle pour le plus pe t i t p ignon, on au ra une l i 
mi te infér ieure de sa va leu r pour deux roues que lconques assoc iées . Dans ce cas , 
•n.'— 12, e t il vient , en supposan t 8 = 75° 

sin I M o ' = y sin 8 = 0.828 

ce qui donne IMo' = 50' envi ron. L ' a r c -bou temen tn ' a donc aucune chance de se p rodu i r e . 
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C H A P I T R E V I I 

ENGRENAGE HELICOÏDAL DE W H I T E 

329. G l i s s e m e n t d e s d e n t s d ' u n e n g r e n a g e c y l i n d r i q u e d r o i t . — On sai t 
q u e , quand deux corps cy l ind r iques t angen t s se condu i sen t en t o u r n a n t au tour d 'axes 
para l lè les à l eur g é n é r a t r i c e de contact , l eur v i t e s se re la t ive de g l i s semen t a pour 
" 'xpress ion Vg = p (o>' — w) si les ro ta t ions son t de môme sens , et vg = p (u -)- w') si les 
ro ta t ions son t de sens con t ra i r e s , p dés ignan t , dans les deux cas , la l o n g u e u r de la 
n o r m a l e c o m m u n e aux sec t ions d ro i t e s , compr i s e en t r e l e u r po in t de con tac t et la 
l i ime des c e n t r e s (243). Ces formules sont appl icables à deux den t s d 'un e n g r e n a g e 
cy l indr ique dro i t p e n d a n t t ou t e la du rée de leur act ion ; c h e r c h o n s à en dédu i re la 
v a l e u r de l e u r g l i s s emen t relatif, en cons idé ran t , pour fixer l es idées , le cas de l 'en
g renage ex t é r i eu r . 

Depuis le c o m m e n c e m e n t de la r e t r a i t e j u squ ' à l ' ins tant t où les den t s se t o u c h e n t 
en M (fig. 282), les c i r confé rences p r i m i t i v e s ont p a r c o u r u 

c i ds 
' , des chemins égaux a rc IA— a rc IB — s. Soi t v ~—rr = w R 

^ ' - " L t T 

= w'R' la v i tesse l inéa i re du point I s u r les d e u x r o u e s ; 
l ' express ion de la v i tesse de g l i s semen t d e v i e n t 

L 'arc é l é m e n t a i r e de g l i s s emen t p e n d a n t un t emps in
finiment pe t i t dt est donc 

; d'.I = vgdl = V ("pr + iY ) d s 

^'f~\, et le g l i s s e m e n t total G* des den ts p e n d a n t la pé r iode de 
Qi r e t r a i t e b es t 

Pour effectuer l ' in tégra t ion , il faudrai t r e m p l a c e r p par sa va l eu r en fonction d e s , 
•et examine r s é p a r é m e n t les d ivers t r a c é s en usage , Mais, si l 'on obse rve que l 'arc de 
r e t r a i t e ne r e p r é s e n t e qu 'une faible pa r t i e des c i r confé rences p r imi t ives , et que le 
point de con tac t des den t s es t tou jours vois in du point B, on conçoi t que p diffère peu 
de s, dont il es t a p p r o c h é p a r défaut . En s u b s t i t u a n t s à p dans l ' express ion de G*, on 
t r o u v e r a donc une va l eu r du g l i s s e m e n t relatif app rochée pa r excès , et peu différente 
d e la r é a l i t é . Le calcul donn.e 

De m ê m e , le g l i s s emen t relatif p e n d a n t l ' approche es t 
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L'express ion approx ima t ive du g l i s sement to ta l c o r r e s p o n d a n t à tou te la condui te 
est donc, quel que soit le t r acé 

G = G - - Î - G * = ( R - + 4 - ) -

Le ca lcu l des arcs de condui te fait au c h a p i t r e V a m o n t r é que , pour des n o m b r e s 
de den ts donnés , a et b son t des fract ions c o n s t a n t e s a P , (3P du pas . On a donc 

On conclut de ce t t e formule que le g l i s semen t relatif de deux den t s en p r i s e e s t 
nul dans les t ro is cas s u i v a n t s : 

1° Si V-—0. Le s y s t è m e se rédu i t a lors aux cy l indres de friction. 
2" Si a. — p = o. Dans ce cas , deux den t s n ' a s s u r e r a i e n t la condu i t e qu 'au m o m e n t 

du passage de l eu r point de con tac t sur la l igne des c e n t r e s , ce qui es t inadmiss ib le . 
3° Si R e t H' sorti infinis. L ' engrenage se compose de deux c r é m a i l l è r e s éga les , 

dont les profils son t s u p e r p o s é s à c h a q u e in s t an t ; ce t t e combina ison n 'es t d ' aucune 
uti l i té p ra t ique . 

Dans tous les a u t r e s cas , le g l i s s e m e n t relat if n 'es t pas nu l . 

330. V a r i a t i o n s d u g l i s s e m e n t r e l a t i f a v e c l e m o d u l e , p o u r d e u x r o u e s 
de r a y o n s d o n n é s . 

Pour fixer les idées , nous ferons le calcul dans le cas de roues à profils épieyelo'ï-
daux. En remplaçan t a? e t b- pa r l eu r s va l eu r s t i r é e s des fo rmules (1) et (2) du para
graphe 321, l ' express ion de G dev ien t 

M , 1 \ , , . ( 2 R + M , 2 R' + M 
R ' IV y \ 2 H -f- 2 r ' 2 R' -f- 2 r , 

/_La- JL\ - -nW ? R ' M , SIV -| - M \ 
\ R 1 IV ; \ 2 R -f 5,50 M ' 2 R' -|- 5,50 M ) 

Ses variat ions sont p ropor t ionne l l e s à ce l les de la fonction z de M 

- = M*( ~ U + M 2 IV + M 
' \ 2 R + 5,50 M ? R ' + 5,50 M 

La dérivée de ; par r a p p o r t à M est 

- o M ( 1 1 1 + M 2 R ' -f M \ _j_ 3 r 2 R + 5,5QM —5,50 (2 R -
' ', H r 5,50 M + 2 R ' -f- 5,50 M ) ' |_ (2 R + 5,50 M)'-* 

. 2 M | + , " V t ^ - Q M ' r R • R 

2 R ' + 5,50 M — 5,50 (2 R ' -f- Ml 
( 2 R ' + 5,50M) 2 

R-¡ -5 ,50 M ' -2 R ' - f 5,50 M y 1_(2R + 5,5UM)* ' (2 R '4 -5 ,50 M) 2 

«M1V + 1 7 M 3 R 4 - H M 3 , 8 M R ' 8 + 17 M*R' + 11 
(2 R + 5 , 5 0 M) 2 ~ r (2 R ' + 5,50 M) 2 
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Cetto q u a n t i t é é tan t e s s e n t i e l l e m e n t pos i t ive , z e t G c ro i s sen t avec M. D'où il sui t 
qu 'on amoindr i t le g l i s s emen t des d e n t s , pour deux roues de rayons donnés , en d imi 
nuan t le modu le (*). c ' es t -à -d i re en a u g m e n t a n t les n o m b r e s de d e n t s . Mais ce t t e aug
men ta t i on en t ra îne une réduc t ion de l ' épa i s seur , i nadmiss ib le au-delà d 'une cer ta ine 
l imi te fixée par la r é s i s t ance à va incre . 11 es t donc i m p o r t a n t de r e c h e r c h e r des moyens 
de d iminue r le g l i s semen t , t o u t en conse rvan t aux den t s la m ê m e épa i sseur , Les deux 
disposi t ions su ivan te s ont é té imag inées dans ce but . 

331. E n g r e n a g e s é c h e l o n n é s d e H o o k e . — Imag inons que les cy l ind res p r i 
mitifs d 'un e n g r e n a g e so ien t pa r t agés en un ce r t a in n o m b r e de d i sques d 'égale épais 
seur , t ro i s par e x e m p l e , p o u r v u s de d e n t u r e s i d e n t i q u e s , o b t e n u e s pour chacun d 'eux 
de la façon su ivan t e . A p r è s avoi r donné aux den t s les m ê m e s d imens ions que s'il s 'a
gissai t de roues o rd ina i r e s , on d é t e r m i n e , su r l ' épu re , les ce rc l e s d ' échanf r inement et 

p 
d ' év idemen t qui c o r r e s p o n d r a i e n t à un a r c to ta l de condui te égal à (quotient du pas 

par le n o m b r e des d i sques ) , et l 'on ne conse rve que les por t ions MM', N N ' d e s profils 
t h é o r i q u e s compr i s e s en t r e ces ce rc l e s , en r e m p l a ç a n t les a u t r e s par des l ignes a rb i -

F i g . 283. F i g . 281. 

t r a i r e s s i t uées un peu en dedans (fig. 284). On r éun i t ensu i t e ces d i sques t ro is à t ro is 
pour r e c o n s t i t u e r les r oues , ma i s de te l le m a n i è r e que les den ts de chacun d 'eux 

p 
soient en avance de - y su r ce l les du d i sque qui le p r é c è d e (fig. 283). Grâce à ce t t e dis
posi t ion, et à la modification a p p o r t é e aux profils, les den t s G et C des d i sques d'ar
r i è re e n t r e n t d 'abord en contact , e t se m è n e n t p e n d a n t 1/3 de p a s ; e l les sont r empla 
cées par les den t s B e t B', pu is cel les-ci pa r les den t s A e t A' , chacun de ces couples 
a s s u r a n t la t r ansmi s s ion p e n d a n t 1/3 de pas , a p r è s quoi les d i sques d ' a r r i è re e n t r e n t 
de nouveau en act ion, et ainsi de su i te . Avant la modification des profils, le g l i s semen t 
total de deux den t s eû t é té 

/ I 1 \ a? + h* 
u — \ T T + R ' J 

a e t b dés ignan t les a rcs d ' app roche e t de r e t r a i t e co r r e spondan t aux d imens ions des 
d e n t u r e s . Pa r su i te de ce t t e modificat ion, les a rcs d ' app roche e t de r e t r a i t e sont s e u 
l e m e n t a f < a et b | < b, ce qui co r respond à un g l i s sement total 

(*) Il s e m b l e , au premier abord, qu'on pourrait arriver à ce résultat , p lus s implement , par 
la formule (1) du § 329. Mais il faut observer que a et [3 a u g m e n t e n t avec les nombres de 
dents (321), de sorte que les deux facteurs du produit (a5 4- P 5 varient eu s e n s contraire. Il 
n'est donc pas év ident que G décroisse a v e c P pour deux roues de rayons donnés . 
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Le g l i s semen t relatif es t donc d iminué s a n s que , g râce au mode d ' a ssemblage des 
d i sques , la t r ansmiss ion cesse d ' ê t re a s s u r é e d 'une façon con t inue , ma lg ré la r éduc 
tion de l 'arc de condui te . Cet effet s ' accen tue à m e s u r e q u e le n o m b r e des d i sques 
dev ien t plus cons idé rab le (*), Da plus, l ' é p a i s s e u r des d e n t s n ' es t pas amo ind r i e . 

On t rouve des appl ica t ions de ce g e n r e d ' e n g r e n a g e s dans ce r t a ins t o u r s , dans 
des r abo teuses ( sys tèmes Col l i e r— Shanks) . 

332. E n g r e n a g e s h é l i c o ï d a u x d e W h i t e . 

Rien, dans la t héo r i e p r é c é d e n t e , ne l imi te le n o m b r e des d i sques , et l'on p e u t en 
supposer une infinité d ' inf iniment minces . Chacun d ' eux se r édu i t a lors a u n e sec t ion 
d r o i t e S ou S ' (fig. 283) de la roue c o r r e s p o n d a n t e par un plan pe rpend icu l a i r e à son 
axe, et condui t son conjugué p e n d a n t un t e m p s inf iniment petit, de so r te que le point 
de contact de deux dents se trouve toujours sur la lignedes centres- Les den t s fo rment 
sur chaque roue des filets con t inus , coupés p a r les c y l i n d r e s pr imit i fs su ivan t des 
courbes L e t L \ Soient M et M' les poin ts d ' i n t e r sec t ion de ces courbes avec les cir
conférences S et S' , et MT, M'T ' les t a n g e n t e s c o r r e s p o n d a n t e s . Au m o m e n t où les 

Fig. 285. 

profils s i tués dans le plan S S ' e n t r e n t en contac t , M et M' se s u p e r p o s e n t en I, et, pour 
que les surfaces des den t s soient t angen te s en ce point , il es t nécessa i re que MT et M 'T ' 
soient confondues . Il r é su l t e é v i d e m m e n t de là que , si l 'on déve loppe les sur faces des 
cyl indres pr imit i fs su r l eu r plan t angen t c o m m u n P , L e t L ' d o n n e n t na i s sance à la 
m ê m e t rans fo rmée / . P a r conséquen t , pour ob ten i r deux pare i l les courbes , il suffit de 
t r ace r dans le plan P u n e l igne que lconque , e t d 'effectuer les opé ra t ions i nve r se s . 

La solut ion la p lus s imp le e s t cel le qui cons is te à p r e n d r e u n e droi te dans le plan 
P ; L e t L ' sont a lors des hé l ices , inc l inées du m ê m e angle a su r les g é n é r a t r i c e s des 

{') Théoriquement, il suffirait, pour des roues de n disques, de conserver les parties des 
P 

profils exacts qui correspondent a un arc de conduite égal à — . Pratiquement, on en con
servera un peu plus, afin de prévenir les effets de l 'usure et d'avoir un arc de conduite total 
supérieur au pas. 
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d e u x cy l indres , mais en sens con t r a i r e s . L e u r s pas II e t H ' s o n t e x p r i m é s en fonction 
des r ayons pr imit i fs R e t R ' pa r l es fo rmules 

H 

H' 

: 2 TC R C O t g x 

- 2 7t R' co tg a 

P a s a p p a r e n t e t p a s n o r m a l . M o d u l e s c o r r e s p o n d a n t s . — Soien t L et L,, 
(fig. 286) les hé l i ces d i r e c t r i c e s de deux d e n t s consécu t ives ' ; e l les r e n c o n t r e n t la cir

conférence de base du cy-
(n dents) , . .... . . 

h n d r e primit if aux points 
A et A^ dont la d i s tance , 
a rc AAj — 1', qui co r respond 
au p a s c i rconféren t ie l des 
r o u e s dro i tes , es t appe lée 
p a s front al ou p a s apparent. 

D'aut re p a r t , un plan 
n o r m a l en M a l 'hél ice L 
coupe le cy l indre primitif 
su ivan t une e l l ipse B, sur 

. l aque l l e les hé l i ces L, L | , 
i n t e r c e p t e n t un a rc M M, —p, 
appe lé p a s normal de la 
r o u e . 

T h é o r è m e . — L e p a s 
normal d'une roue hélicoïdale est la projection orthogonale de son p a s apparent, 
sur un plan normal à l'hélice directrice. 

Lorsqu 'on d é v e l o p p e la sur face du cy l ind re pr imit i f sur un plan, le q u a d r i l a t è r e 
curv i l igne A A ( MM, donne n a i s s a n c e à la figure a a 4 mmi composée : 

1° D'un s e g m e n t r ec t i l i gne a a 4 — P ( t r ans fo rmée de la sec t ion droi te du cylindre) ; 
2° De deux d ro i t e s pa ra l l è l e s a m c , a 1 m 1 c 1 , i nc l i nées su r les p e r p e n d i c u l a i r e s à 

a a , , t e l l es que ab, d 'un ang le a éga l à celui q u e fo rment les hé l i ces L L , avec l 'axe du 
cy l indre primitif ( t ransformées des hé l i ces ) ; 

3° D'un a r c de cou rbe mmi —p, no rma l en m à a c . (Transformée de l 'arc d 'e l l ipse 
MMJ. A cause de sa faible l o n g u e u r , ce t arc peu t ê t r e confondu avec le s e g m e n t rec
t i l igne mm'i, p e r p e n d i c u l a i r e à ac e t à c i 1 c 1 . 

On a a lors é v i d e m m e n t 
p = af = P cos a 

C. Q. F. D. 

F i g . 2sii. 

C o r o l l a i r e . — Si m e t M dés ignen t l es m o d u l e s qui c o r r e s p o n d e n t r e spec t i ve 
m e n t aux p a s p e t P, on a 

m = m o d u l e n o r m a l : P 

M =-= modu le a p p a r e n t — — 

En ra ison de l 'égal i té p = P cos a, on a auss i 

m = M cos a 
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Par c o n s é q u e n t : L e module normal d'une roue hélicoïdale est la projection 
orthogonale de son module apparent, sur un plan normal à l'hélice directrice. 

En cons idé ran t l es r o u e s hé l ico ïda les c o m m e des l imi tes des e n g r e n a g e s éche
lonnés, il es t év iden t que les pas e t les modu le s a p p a r e n t s do iven t ê t r e les m ê m e s 
sur les deux roues pour que la t r a n s m i s s i o n pu isse avoi r l ieu . Cette égalité entraine 
celle des pas et des modules normaux correspondants. 

L'épa i s seu r des den t s , fournie par la R é s i s t a n c e des ma té r i aux , doit ê t re mesu
rée dans le sens de l'effort t r a n s m i s , c 'es t-à-dire p e r p e n d i c u l a i r e m e n t aux sur faces 
en contact , a u t r e m e n t dit, dans le p lan n o r m a l à l 'hé l ice d i r ec t r i c e de la d e n t u r e . 
D'autre par t , ou emplo ie , p o u r ta i l le r les roues hé l ico ïda les , les m ê m e s sé r i e s de 
fraises que pour la ta i l le des r o u e s d ro i t e s , en ayan t soin de les d i spose r de m a n i è r e 
que leur p lan moyen soi t pa ra l l è l e à la t a n g e n t e à l ' hé l i ce d i r e c t r i c e (voir para
graphe 602). Les d imens ions des den t s de la fraise son t donc r e p r o d u i t e s dans le plan 
normal à ce t t e hé l i ce . Pour ces deux ra i sons , ie.s quantités nécessaires à l'exécution 
mécanique des roues hélicoïdales sont évaluées en fonction du pas ou du module nor
mal. Ce d e r n i e r doi t ê t r e l 'un d e s modu le s conven t ionne l s i nd iqués au p a r a g r a p h e 318. 

Nous donne rons s e u l e m e n t les formules à e m p l o y e r dans le ca lcul au m o d u l e . 
Diamètre primitif d'une roue. — C'est celui d 'une roue dro i te de n d en t s , don t 

les profils s e ra i en t des s inés dans les p lans de base du cy l indre primitif. En fonction 
du module apparen t , on aura i t donc (317). 

D = Mit 

ou, d 'après la re la t ion m = M cos % 

^ mn 
cos ï 

Diamètre d'échanfrinement. — Il es t égal au d i amè t re primitif , a u g m e n t é du 
double de la l ongueur d 'une face, soi t 

D. = D + 2m = m ( - - — + 2 

13 
Hauteur des dents. — li=—^-m. Elle fait conna î t r e la p ro fondeur du f ra isage. 

Distance des axes de deux roues qui engrènent ensemble. — Ll le es t égale à la 
demi-somme des d i a m è t r e s pr imi t i fs , soi t 

2 2 cos a 

332 bis. C h o i x d e l ' i n c l i n a i s o n d e s h é l i c e s . — R e l a t i o n e n t r e l ' a n g l e i e t 
l ' é p a i s s e u r d e s j a n t e s l. — Pendan t l 'act ion d 'une den t sur sa con juguée , le point 
de contact p a r c o u r t les a rcs d 'hé l ices LL' dans t ou t e l eu r l o n g u e u r (fig. 28Ô). Il 
es t donc ind i spensab le , pour la cont inui té de la t r ansmis s ion , que l ' a rc BC de la cir
conférence de b a s e (fig. 286) soi t au moins égal au p a s a p p a r e n t P , afin que , quand 
le contac t cesse de se p rodu i r e en t re un couple de den t s , il ait déjà c o m m e n c é su r 
le couple su ivant . Or, on a, a p r è s avoir déve loppé la surface du cy l indre primitif 

bc — BC = l t g a. 
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L'angle a et l ' épa isseur 1. des j a n t e s do ivent donc vérifier la re la t ion 

* tg a > P 

l t g a > — — 
COS a 

ou enfin l sin a >• ni? 

\ i 

\ I 

-it-

333. P r o f i l s d e s d e n t u r e s d a n s u n p l a n n o r m a l à l ' h é l i c e d i r e c t r i c e . D é 
t e r m i n a t i o n d e s r o u e s d r o i t e s fictives s e r v a n t a u c h o i x d e s f r a i s e s . Lorsque 

-— — l e s poin ts M et M' de la fig. 285 
son t v e n u s se s u p e r p o s e r , ainsi 

\ que les t a n g e n t e s MT et M ' ï ' aux 
j hé l i ces L e t L', un plan V, pe rpen-

' \ d icula i re à la t a n g e n t e commune 
| IU (fig. 287) aux hé l ices ainsi d is -
| posées , coupe les surfaces des 
| den t s s u i v a n t des profils no rmaux , 

dont les c reux r e p r é s e n t e n t p ré 
c i s é m e n t les sec t ions mér id i ennes 
des fraises à e m p l o y e r pour l 'exé-

Ê^' yj cut ion de l ' eng renage . Le plan V 
coupe , d ' au t re pa r t , les cy l ind res 

! j y ' pr imit i fs s u i v a n t des e l l ipses E, 
X_ ^ ' - ^ E', t a n g e n t e s en I à une m ê m e 

~~—'' d ro i t e IB ( in te rsec t ion du plan V 
Fig. 287. e t du plan t a n g e n t c o m m u n aux 

deux cy l indres ) . Le m o u v e m e n t 
relatif du cy l indre o' r ev ien t , à l ' i ns tan t cons idé ré , à une ro ta t ion au tou r de la généra 
t r i ce c o m m u n e (230-III), r e p r é s e n t é e par le v e c t e u r IC = w -f- <·>', que l'on peu t décom
pose r en deux a u t r e s , u 1 = ID, &j2 = IB, su ivan t les d i r ec t ions pe rpend icu l a i r e s IU 
e t IB. La ro ta t ion u j , dont l 'axe e s t p e r p e n d i c u l a i r e au plan V, p rodu i t un r o u l e m e n t 
sans g l i s semen t de l 'e l l ipse E' s u r E, (149) t aud is que la ro ta t ion u 2 , dont l 'axe es t 
t angen t à ces deux courbes , incl ine le p lan de E' su r celui de E, sans modifier l'effet de 
la p r e m i è r e (*) Il r é su l t e de l a q u e les profils des den t s de l ' engrenage hél icoïdal dans le 
plan V sont ceux d'un e n g r e n a g e e l l i p t ique , cons t ru i t su r E e t E' co mme l ignes p r imi 
t ives . En se bo rnan t à une approx ima t ion , on peu t d 'a i l leurs r e m p l a c e r les e l l ipses 
E E' par l eu r s ce rc l e s de cou rbu re en I. Or, le point I es t , pour chaque e l l ipse , un som
m e t a p p a r t e n a n t au pe t i t axe , car on d é m o n t r e en G é o m é t r i e desc r ip t i ve que , dans les 
sec t ions p lanes du cy l indre de r évo lu t ion , les p lans t a n g e n t s m e n é s au cy l indre par 
les e x t r é m i t é s du pe t i t axe de la sec t ion sont pe rpend i cu l a i r e s au p lan sécant , e t ce t t e 
condi t ion est é v i d e m m e n t r empl i e p a r l e plan J I D (fig. 287). R a p p e l o n s que le pe t i t 
axe e s t égal au d i a m è t r e du cy l indre , e t que le rayon de cou rbu re à ses e x t r é m i t é s 

a- i 1 I \ 
e s t donné par la formule p = ( a = ^- g rand axe ; b = pet i t axe j (104). 

(*) Le fait qui se produit est analogue au suivant. Doux circonférences de rayons R et R' 
sont les bases d'un couple de cylindres, ou d'un couple de cônes de même sommet, tangents 
le long d'une génératrice. Leur mouvement relatif est un roulement simple quand les deux 
corps de chaque couple roulent l'un sur l'autre sans glisser. 
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En r é s u m é : Les profils normaux d'une roue d'engrenage hélicoïdal sont les 
mêmes que ceux d'une roue cylindrique ordinaire, dont le module serait égal au 
module normal, et dont la circonférence primitive serait le cercle de courbure, à 
l'extrémité du petit axe, de l'ellipse déterminée dans le cylindre primitif correspon
dant par un plan normal à l'hélice directrice de la denture. 

Il sui t de là que , si l 'on veu t ta i l le r une roue hé l ico ïda le de n den t s su r un cy 
l indre primitif de rayon II, il ne faut pas emp loye r la fraise qui se rv i ra i t à t a i l l e r une 
roue droi te de n den t s su r ce môme cy l indre , mais celle qui devrait être utilisée pour 

a 2 

tailler une roue droite de rayon primitif p - a u module normal m. 

Comme la fraise doit ê t re chois ie d 'après le n o m b r e de den t s de la roue à e x é c u 
ter (318-Tableaux IT I I I . IV) nous s o m m e s condui t s à ca lcu le r le n o m b r e de den t s de ce t t e 
roue droite fictive de rayon p, soi t (317; 

2p 
n, = — -

m 

f ^ -

Il faut d 'abord d é t e r m i n e r p et , pour cela, le d e m i - g r a n d axe de l ' e l l ipse E par 
exemple . 

Rappo r tons les deux cy l indres à un sys 
tème de plans de project ion ca rac t é r i s é par 
une l igne de t e r r e para l l è le aux axes , e t un 
plan horizontal para l lè le au plan des axes 
(Sg. 288). La d ro i t e IU, s i t uée dans le plan tan-
gent c o m m u n F, es t f ronta le , et l 'angle <x se 
proje t te en vra ie g r andeu r su r le p lan ver t ica l 
su ivan t u'i'i'. Le plan normal aux hé l i ces d i 
rec t r i ces (plan V de la figure 287) es t donc de 
bout , e t sa t r ace ve r t i c a l e ï a',, qui suffît à le 
définir, es t pe rpend i cu l a i r e ai' W. Les demi -
grands axes des e l l ipses son t r e s p e c t i v e m e n t 
i a'| e t i' a' 2. En c o n s i d é r a n t ï par exemple , 
on a, R dés ignan t le rayon du cyl indre co r r e s 
p o n d a n t 

et 

: V a'. 
R " V 

cos a 

¥ 

Le n o m b r e des den t s de la roue dro i te Ac
t ive re la t ive à ce cyl indre est , pa r conséquen t 

n, -
2 ? 

m 

2 R 

_ J — ' « w 

! \i 
I / 

> v \ ! 
JïaJl>Èi.— 

ll/i 

M 
. _ 1 - U 

m c o s 2 a 
Fig. 288. 

et , pu i sque 2 R = D : 

c o s 3 

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



On aura i t , par analogie , pour la s econde roue du s y s t è m e 

71 

c o s 3 a 

Ces formules m o n t r e n t que e t n ' i son t r e s p e c t i v e m e n t p lus g rands q u e N e t N ' , 
ET qu ' une pa i re de roues hé l ico ïda les ne s e r a g é n é r a l e m e n t pas ta i l lée a v e c les m ê m e s 
fraises q u e la pa i re de roues d ro i tes de m ê m e modu le et de m ê m e s n o m b r e s de den t s , 

On p e u t d 'a i l leurs d é t e r m i n e r , s u r l ' é p u r e , l es profils des fraises néces sa i r e s . Il 
suffit de r a b a t t r e le p lan d e b o u t i' a ' 4 s u r le p lan ho r i zon ta l ! 1 a ' j , et de cons t ru i r e en yl i 
e t y 2 i les r ayons de c o u r b u r e des e l l ipses p r é c é d e m m e n t cons idé r ée s (Kii). En t r a 
çan t , au module m, des d e n t u r e s s u r les c i r confé rences do r ayons -- t ;' et »\> r, on con
na î t ra i t les profils n o r m a u x des deux r o u e s de l ' eng renage hé l ico ïda l . 

334. R e m a r q u e r e l a t i v e a u g l i s s e m e n t d e s d e n t s . — En cons idé ran t l 'en
g r e n a g e hél icoïdal de W h i t e c o m m e la, l imi te d'un e n g r e n a g e à den t s éche lonnées dans 
leque l le nombre des d i sques se ra i t infini, ou est condui t à pense r q u e le g l i s s emen t 
to ta l de deux den t s est nul p e n d a n t tou te la d u r é e de l e u r act ion, ce qui équ ivau t à 
d i r e que l ' appare i l fonct ionne sans f ro t t emen t de g l i s semen t . Une analyse p lus ap
profondie mon t r e qu'i l n 'en es t pas ainsi en r éa l i t é . Le p r inc ipe (243), duque l on a t i ré 
l ' express ion de la v i tesse re la t ive de g l i s s e m e n t , n ' e s t en effet p lu s ' app l i cab l e , pu i s 
qu' i l s u p p o s e des corps cy l indr iques t o u r n a n t au tour d 'axes pa ra l l è l e s à l eu r g é n é r a 
t r i ce de contac t , et que ce t t e condi t ion n ' es t pas r e m p l i e par les sur faces de deux 
d e n t s en p r i se . 

Afin de m o n t r e r q u e le g l i s s e m e n t subs i s t e , il suflit de d é c o m p o s e r la ro ta t ion 
10 — <i> -(- ai' (lig. "'87). qui r e p r é s e n t e le m o u v e m e n t relatif de la r o u e o', en deux 

a u t r e s ana logues à o)( et u 2 , ma i s d i r igées , l ' u n e dans le plan t a n g e n t c o m m u n en I 
•aux sur faces des d e n t s , l ' au t re n o r m a l e m e n t à ce p lan . La p r e m i è r e p r o d u i t un r o u l e 
m e n t sans g l i s s e m e n t de la d e n t m e n é e su r la m e n a n t e ; la s econde d o n n e l ieu à un 
p ivo t emen t , p e n d a n t l eque l les sur faces des den t s g l i s sen t l ' u n e su r l ' a u t r e . Le frot
t e m e n t de g l i s s e m e n t n ' e s t d o n c pas s u p p r i m é , mais s eu l emen t a t t é n u é dans une g rande 
p ropor t ion . 

335, R o u e s à c h e v r o n s . — Par su i t e de l ' i nc l ina i son des den t s sur les géné ra 
t r i ces , la p ress ion P qui s ' exe rce n o r m a l e m e n t à l e u r sur face n 'es t pas d i r igée dans 
un plan de sec t ion dro i te du cy l indre primitif . On peu t la d é c o m p o s e r en deux au t r e s 
•Q et U (lîg. 289), l ' u n e pa ra l l è l e et l ' a u t r e p e r p e n d i c u l a i r e à l 'axe de ro ta t ion . La p r e 

mière occas ionne une poussée la té ra le 
des a r b r e s con t re l eu r s suppor t s , incon
vén ien t auque l on peu t r e m é d i e r en 
acco lan t l ' u n e à l ' a u t r e deux roues éga les , 
dont l es hé l i ces son t inc l inées en sens 
con t r a i r e s . Les den te on t a lors la forme 
d'un V t r è s o u v e r t (fig. 290). Grâce à 
ce t t e d ispos i t ion , l es deux c o m p o s a n t e s 
Q para l lè les à l ' a x e , qui r é s u l t e n t de 
l 'act ion des moi t iés de chaque roue , son t 
éga les et opposées , de so r t e que la pous 
sée l a t é ra l e s ' annu le . 

L 'emplo i des roues c h e v r o n n é e s p r é 
sen te encore un au t r e a v a n t a g e . La 

théo r i e de l ' eng renage hél icoïdal m o n t r e que deux den t s n 'ont , à chaque ins tan t , qu 'un 
seu l point de contac t , ce qui les r e n d i m p r o p r e s à la t r ansmi s s ion d'efforts cons idé -

Fig . 289. F ig . 200. 
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râbles . Avec les roues c h e v r o n n é e s , il y a toujours deux p o i n t s de con tac t par c h e v r o n . 
Dans les roues à c h e v r o n s mu l t i p l e s , don t l 'usage es t assez f r équen t au jourd 'hu i , le 
nombre des points de con tac t es t p lus cons idé rab le . 

335 bis. C a l c u l dea é l é m e n t s d ' u n s y s t è m e d e r o u e s h é l i c o ï d a l e s . — O n 
peut avoir à d é t e r m i n e r les é l é m e n t s néces sa i r e s à l ' exécut ion m é c a n i q u e des roues 
hél icoïdales dans t ro i s condi t ions différentes : 

1° Calcul de roues i so lées , don t le nombre et l ' inc l ina ison des den t s son t connus 
(cas des p ignons de vis sans fin, par exemple ) . 

2° Calcul de. deux r o u e s hé l ico ïda les des t inées à é tabl i r un r a p p o r t donné de vi
t e s ses angu la i r e s e n t r e deux a r b r e s pa ra l l è les , l ' incl inaison des d e n t u r e s é tan t d é t e r 
minée par d ' au t re s condi t ions (Exemple -, Ha rna i s de tou r à roues hé l ico ïda les équi l i 
bran t les poussées l a t é r a l e s . — 39G). La d i s t ance exac te des a r b r e s e s t i nconnue . 

3" Calcul de deux r o u e s hé l i co ïda les de s t i nées à é tab l i r un r a p p o r t donné de 
v i tesses angula i res e n t r e deux a rb res para l lè les , dont la d i s t ance es t déjà d é t e r m i n é e 
par d ' au t res condi t ions . (Exemple : H a r n a i s de tou r à r o u e s hé l i co ïda les , sans é q u i 
l ibre des poussées l a t é ra l e s — 396.) L ' incl inaison exac te des d e n t u r e s e s t i nconnue . 

EXEMPLE nu PREMIER CAS. — Calculer les éléments d'une roue de ris sans fin de
mi dents, au module normal m = 6, l'inclinaison des hélices sur l'axe étant de 2.7·* 

. .... , mn 6 X 8 U -180 
Ihametre primitif : lj = —• = — — - -

cos 2a" 

log l) — log 480 2.68124 
colog cos 25° 0.04272 

2,72396 
D = 529 m/ m 61 

Diamètre d'échanfrinemevt : l)i = D -! 2m = 541 m /m61 

Hauteur des dénis : h —g--- = 13 m / 

Nombre de dents de la r<}ue droite fictive : 

n 80 

COS' 7. COS' 2,1 ' 

log J 1 1 r - log 80 1,90309 
+ 3 colog cos 25° ^ 0,12816 

2, y 3125" 
n, = 108 den t s 

Epaisseur minimum de la jante : 

, . M I ; C>~ 
l > 

s i n a s in25° 

log I > log 6 0,77815 
+ log i ; 0,497 15 
•4- cologs in 25" 0.37405 

~1764935" 
l > 44 "'/m 6 
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On p o u r r a donne r à l une va l eu r compr i se en t re 5 et 10 fois le modu le normal , 
(de 30 à 60 ra/m) pourvu qu 'e l le soit s u p é r i e u r e à 44 m / r a 6, soit , par e x e m p l e , 50 m / m . 

Epaisseur de la couronne : d e l . 8 à 2 m , soi t 12 m / m . 

EXEMPLE DU SECOND CAS. — Calculer, au module normal m = 3, deux roues hé
licoïdales dont les vitesses angulaires, évaluées en nombres de tours par minute, 
doivent être respectivement N = 80, N ' = 100. La distance approximative des arbres 
dapp — 200 m /m, et l'inclinaison exacte des dentures a M = 24°18'. 

Î
N o m b r e s de den t s : n, n' 
Diamè t r e s pr imi t i fs : D, D' 
D iamè t re s d ' échanf r inemen t : D f , D't 

Dis tance exac te des axes : dex. 
N o m b r e s de d e n t s des r o u e s dro i tes 

| fictives : n',. 
I H a u t e u r des den t s : h 

: 24° 18' f E p a i s s e u r m i n i m u m des j an tes : l 
Epa i s seu r des cou ronnes . 

Nombres de dents, — L a relat ion = = = ~ m o n t r e que n et n' sont 
n N 80 4 1 

des equ imúl t ip los de 5 e t de 4. En appe lan t 1 un mu l t i p l i ca t eu r e n t i e r à d é t e r m i n e r , 

( n = 5 1 

\ ri = il 
En r e m p l a ç a n t les quan t i t é s connues par l eu r s va l eu r s dans la formule 

m , 
( H + 7 1 ) 

! C O S ci 

il v i en t 200: 
3 X 9 X 

2cos24"lÉ 

d ' n f i l ' n n t i r * ^ 400 C O S 2 4 ° 1 8 ' . „ „ 

Q ou i on t i r e A = = 13,6 env i ron 

On a t t r i bue à 1 la v a l e u r en t i è re l a p lus vois ine du quo t ien t exact , soi t 1 4 . (Le 
quo t i en t exac t n ' ayan t pas besoin d 'ê t re connu avec une g r a n d e préc i s ion , on peu t 
emp loye r l a r èg l e à ca lcul , ou l e s t ab l e s de l ignes na tu re l l e s de Dupuis ) . Les n o m b r e s 
de den t s c h e r c h é s son t n = 5 X 1 4 = 70 den t s 

n' = iX 14 = 56 den t s 
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Distance exacte des axes. dcx~ 0 — — — • X (a - f - ri) = ——— 

2 cos a ' c o s a 

log de.r=--= log 189 2,27646 
-f colo g cos x 0.04029 

2 , 3 1 6 7 5 

dex — 2 0 7 m m 3 7 

Diamètres primitifs. 

D _ _ r a n _ i î i l i L _ L i 

c o s a COS x c o s a '~~ C O S x 

log D = log 210 2,32222 log D' log 1(18 2.22531 
-\- colog cos J. 0,04029 -j- cnlog cos a 0.01029 

"2,36251 "2,20561F 

D = 230 - / « 41 D' -r: ]<S 1 33 

/ > i ; im è t r e s d.'échanfrinement. 

D, - : D - r - 2 m - - - 2 3 G m / n i - i l 

1)'. 1) + 2 in — 190 ">jm 33 

Hauteur des dents. ti ~ z - G ra/m 50 

lì 
Nombres de dents des roues droites fictives. 

n , '"· 
Ill — -, • n I : — ~~„—~i 

1 c o s J a c o s J * 

l o g n , — l o g n 1,84510 log n ' , log if 1.74819 
. 4 - 3 colog cos a 0,12087 + 3 colog cos a 0,12087 

~ 1 7 % 5 9 T 1,80900 

93 ?i' t — 74 

Epaisseur minimum des jantes. 

m r. 

I ^ ou 

3TT 

sin a 

log Z > log 3 . 0,47712 
- f l o g * 0,49715 
f colog sin a 0,38502 

"1,35989 

l > 2 2 '"/ n , 9 

Ou pour ra p r e n d r e l— 10 m, soit 30 «•/,.,. 

E p a i s s e u r des couronnes de 1,8 à 2 m , soit (i m. 
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EXEMPLE DU TROISIÈME CAS. — Calculer, au module normal m — i, deux roues 
hélicoïdales dont les vitesses angulaires, évaluées en nombres de tours par minute, 
doivent être respectivement N —; 60, N* = 90. La distance exacte des aj 'bres est 
dra = 220 m /m, et l'inclinaison approximative des dentures a.app = 30°. 

' N o m b r e s de den t s : n, ri 
m~ 4 j D iamè t r e s pr imi t i fs : D, D' 

1 D iamè t r e s d ' échanf r inemen t : D, , D' t 

j£_ _ _ ^ P _ ] Inc l ina ison exac te des hé l i ces : aex 

Données i w ^ ^ Inconnues N o m b r e s de den t s des r o u e s droi tes 

d „ = 220™/n 
Actives : n 1 ; n'i 

H a u t e u r des den t s 

i ( W = - 3 0 " ! Epa i s seu r m i n i m u m des j an t e s 

Nombres de dents. — De la relat ion 

on dédui t c o m m e p r é c é d e m m e n t 

Epa i s seu r des c o u r o n n e s 

N l — _ _ — A 
" N ~" 60 — 2 

n = 3 À. 

ri = 2 A. 

En r e m p l a ç a n t l es q u a n t i t é s connues par leurs va l eu r s dans la formule 

d = — i n 4 - n | 
2 cos a 

20 \ 
il v ient 220---—_— 

d'où \ ~ 11 \J 3 , soit 19, en p r enan t la va leu r en t i è re lap. 'us r a p p r o c h é e du n o m b r e exact . 

( ?i = 3 X ' I 9 = 57 
Pa r c o n s é q u e n t 

( ri = 2 X 1 9 = 38 

Inclinaison exacte des hélices. — La formule 

d — — ( n p- r t i 
2 cos a 

donne 
m [n-\- ri) __ 4 X 95 _ _19_ 

9 0 2 d 2 X 2 2 0 

d'où log cos a = log 19 1,27875 
+ colog 22 2,65758 

1,93633 

Il suffit de lire dans la Table , sans in te rpola t ion , l 'angle dont le log cos e s t le plus 
r app roché de 1.93633, soi t 

« M = 30°16' à moins d 'une d e m i - m i n u t e , par e x c è s . 

Diamètres primitifs, e t c . . On ca lcu le ces d ive r ses quan t i t é s c o m m e p r é 
c é d e m m e n t . 
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C H A P I T R E V I T L 

LIAISON DE DEUX ROTATIONS CONCOURANTES 

E N G R E N A G E S C O N I Q U E S 

S I. — Principe fondamental. 

336. Los e n g r e n a g e s eoBiques o n t pour but , deux axes concouran t s étamA (tonnés, 
de t r a n s m e t t r e un m o u v e m e n t de rota t ion do l 'un à l ' au t re , par l ' e m p l o i de-deux corps 
en contact , d e t e r m i u é s de te l le m a n i è r e que le r a p p o r t des v i t e s s e s angula i res r e s t e 
constant . Ce m o d e de t r ansmis s ion est basé su r le p r inc ipe su ivan t : 

T h é o r è m e . — Lorsque deux cônes de même sommet, mobiles autour d'axes 
P A S S A N T P A R leur sommet commun, agissent l'un sur Vautre par contact, leurs 
vitesses angulaires sont inversement proportionnelles aux sinus des angles que 
forme, avec les axes, l'intersection de leur plan et. du plan normal commun mené, 
par leur génératrice, de contact, aux deux cônes qui se. conduisent. 

Soient deux cônes de s o m m e t o, t angen t s le long d 'une g é n é r a t r i c e uM. et mobi les 
au tour des axes oz, 
oz' (lig. 291) ; suppo- NS 
sons-les d é t e r m i n é s 
par l eu r s l ignes d'in
te rsec t ion & et S ' a v e c 
une s p h è r e auxil iaire 
de cen t re o, et con
s idérons le p r e m i e r 
comme menan t . Nous 
nous proposons d 'é -

0 ) ' 

valuer le r appor t 

V 
.4 

. . - / V 

U - S R ... 
de leurs v i t esses an
gulaires . F i g _ 2 ! J 1 _ 

Pour cela, i m p r i 
mons au cône oS un d é p l a c e m e n t inf iniment pet i t , à la sui te duquel S e t S' v i ennen t 
respec t ivement en S ( et S ' , . Le point M, cons idé ré co mme a p p a r t e n a n t à S, décr i t , 
pe rpend icu la i r emen t au plan Moz, un é l é m e n t de droi te 

IHN, I X M I L d l = : a X O M sin a dl, 

et se place en m[ su r S j . Ce m ê m e point , cons idé ré co mme appa r t enan t à S' , pa rcour t 
un é l ément de d ro i t e 

M m ' , : X M M ' d.t -_— w' X oM sin a' dl 

perpendicu la i re au plan Mo;', et vient se p lacer en m ' , su r S' j . Le plan Mm' , est 
donc pe rpend icu la i r e à oM ; de p lus , mt e t m\ é t an t infiniment vois ins , l 'un su r S,, 
l 'autre sur S'j, du point de con tac t M t de ces deux l ignes , la d i r ec t ion l imi te de la 
droite m{ m 1 , es t pa ra l l è le à la t angen t e c o m m u n e en M à S'. Il r é su l t e de là q u e le 
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plan normal c o m m u n aux cônes oS, o S ' l e long de O M coupe le plan m , M I N ' , , su ivant 
une droi te M I , p e rpend i cu l a i r e à la d i rec t ion l imi te de mpn'^ En dés ignan t par i et i' 
les angles ? U , M I e t M ' , M I , on a donc 

M M , cos i ^ _ M ) j i ' | cos i ' 

ou U X « M sin A cos i dt = U ' X O M sin A ' cos i' dl 

d'où enfin 

w' sin a cos i 
( I ) 

s i a a eus i' 

Soit o l ' in te r sec t ion du plan n o r m a l c o m m u n aux deux cônes avec le plan des 
axes , Cons idé rons le t r i èd re ozlil, e t soit-MX la demi-dro i t e é l evée p e r p e n d i c u l a i r e 

m e n t à i a face Mol, du m ê m e 
côté de ce t t e face que l 'axe 
oz (fig. 292). L 'angle NM1 

l 'angle plan du d ièd re oM, 

qui es t le s u p p l é m e n t de 

F i g . 292. 

s inus des ang les opposés donne la re la t ion 

sin H M 

La sphè re de rayon oM dé
t e r m i n e dans le t r i èd re o~Ml 
un t r i ang le s p h é r i q u e MHK, 
dans lequel la p ropor t ionna
lité des s inus des côtés aux 

sin 1IK 
sin (dièdre ol) sin (d ièdre oMl 

ou, en dés ignan t par fi l ' angle ;oI 

sin (dièdre ol) 
sin [5 

cos i 

Far c o n s é q u e n t 

sin i cos i = s i n fi sin (dièdre ol) 

On aura i t de m ê m e , dans le t r i èd re O ; ' M I , en dés ignan t par fi' l 'angle loc ' 

-d ièdre ol) = sin ¡3' sin (dièdre ol) s;n a cos L' • sin a sin i 

En po r t an t ces va l eu r s dans l 'égali té (1), il v ient 
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337. C o r o l l a i r e . — Pour que l 'act ion de l 'un des cônes sur l ' au t re t r a n s m e t t e le 
mouvement e n t r e les axes oz, oz' avec r a p p o r t cons tan t des v i t e s s e s angula i res , il 
faut et il suffit que le plan normal c o m m u n aux deux cônes coupe le p lan des axes 
suivant une droi te fixe. 

338. E x p r e s s i o n de la v i t e s s e r e l a t i v e d e g l i s s e m e n t . — L e s e g m e n t m , m ' , 
mesure le g l i s sement é l émen ta i r e des courbes S et S ' p e n d a n t le t e m p s dt. En r e p r é 
sentant par Vy la v i t e s se re la t ive de g l i s semen t à l ' ins tant où le con tac t a l ieu en M. 
on a donc 

m cm \ = vB dt 

D'autre part , le t r i ang le m^lm'i donne la re la t ion (flg. 291) 

mtm'i = m,M sin i J m ' ( M sin i' 

d'où I o n tire vtl = oM (ti sin a sin i - j - </ sin a' sin i ' | 

et, en tenan t compte de l 'égal i té (1) 

o) X oM sin a sin (t -\- i') 

On voit ainsi que la v i tesse re la t ive de g l i s s emen t n 'es t nul le que si l'on a i -f- i' = o 
ou Ce fait ne peu t se p rodu i re que si les p lans Moz, Moz' sont confondus . Dans ce 
cas, la généra t r i ce de contac t des cônes mobi les est dans le p lan des axes , e t l eu r 
mouvement relatif est un r o u l e m e n t s imple . 

II. — Cônes de friction. 

339. P r o b l è m e g é n é r a l d e s e n g r e n a g e s c o n i q u e s . — P r e m i è r e s o l u t i o n 
a u m o y e n d e s c ô n e s d e f r i c t i o n . — Deux axes concourants étant donnés, on se 
propose de les relier par 
deux cônes tangents, de 
manière que la rotation de 
l'un commande celle de 
l'autre, et que le rapport 
des vitesses angulaires con
serve une valeur constante 
donnée. 

- - = h. 

Soient oz et oz' les deux 
axes donnés (fig. 293) ; por 
tons à pa r t i r de leur point 
de rencont re des longueurs 
oA, oA', sat isfaisant à la 
relation 

Pig. 293. 

oA' 
oA 
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et cons t ru i sons le p a r a l l é l o g r a m m e oABA'. La dro i te oB, en t o u r n a n t s u c c e s s i v e m e n t 
a u t o u r de oz et oz', e n g e n d r e deux cônes de révo lu t ion oS, oS' , t angen t s au plan con
dui t p a r o B p e r p e n d i c u l a i r e m e n t au plan des axes . Supposons ces cônes assez for te
m e n t p r e s s é s pour s ' en t ra îner sans g l i s semen t . Les v i t e s ses l inéa i re s du po in t B au
tour de oz et oz' s e i u n t éga les , e t nous au rons 

» x B p = u ' x i i p ' 

ou ( l J x olì sin i - 4 ) ' X o B sin oc' 

u' sin <x 

d'où enfin — — - . 
CO ? ! ! 1 7. 

Mais, d 'au t re par t , le t r iangle oAB donne la re la t ion 

sin 7. AB oA' 

sin 7 oA oA 

co ' 

Le r appor t — a u r a donc bien la va leur h. L e s sens des m o u v e m e n t s de rota t ion 
co 

sont ind iqués par les flèches f e t f". 
On aura i t u n e a u t r e solut ion en r e m p l a ç a n t oA' par une l o n g u e u r égale , soi t oA',, 

po r t ée en s e n s con t r a i r e de la p r e m i è r e . 11 p e u t a r r iver , co mme dans la figure, (mais 
ce t t e d ispos i t ion ne se r encon t r e pas toujours) que ce t t e seconde solution d é t e r m i n e 
des cônes o 3 4 , oS ' ( t a n g e n t s i n t é r i e u r e m e n t . Les sens des ro ta t ions sont i nd iqués par 
Ies f lèches f et f, ; on voi t que , pour un m ê m e sens a t t r i bué à c j , les deux combina i sons 
font t o u r n e r l 'axe z' en sens inve r se . Ce fait, qui es t géné ra l , es t ana logue à celui qui 
se p rodu i t dans le cas des axes para l lè les , re l iés pa r des e n g r e n a g e s i n t é r i eu r s ou ex
t é r i e u r s . 

339 bis. R e m a r q u e s . I . — Le rappor t des v i tesses angu la i r e s à réa l i se r e s t hab i 
t u e l l e m e n t expr imé en fonction des n o m b r e s do tours N et N' q u e les deux a rb re s 
do iven t effectuer dans le m ê m e t e m p s 

c i ' _ N ' oA' 
— h — N- = 

On d é t e r m i n e r a donc la g é n é r a t r i c e oB (fig. 293) en por tan t , s u r chaque axe, u n e 
longueur p ropor t ionne l l e au n o m b r e de t ou r s qu' i l doit effectuer dans un t e m p s donné . 

I ï . — Nous v e r r o n s p lus loin (352) que les v i t e s se s angu la i r e s de deux roues 
coniques sont i n v e r s e m e n t p ropo r t i onne l l e s aux n o m b r e s de den t s don t e l les sont 
a r m é e s 

co ' N' n oA' 

co N -n' oA 

On p o u r r a donc d é t e r m i n e r les cônes de friction c o r r e s p o n d a n t s en por tan t , sur 
chaque axe, une l ongueu r p ropo r t i onne l l e au n o m b r e de den t s de la. roue qui doit ê t re 
m o n t é e sur l ' au t re axe. 

I I I . — La dé t e rmina t ion des cônes pr imi t i fs m o n t r e qu'il es t imposs ib le d 'é ta
blir des a s so r t imen t s de roues con iques te l s que deux r o u e s que l conques de la sé r ie 
pu i s sen t se condui re . D 'après la r e m a r q u e p r é c é d e n t e , on conçoi t , en effet, que le 
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cône primitif d 'une roue de n den t s d é p e n d r a du n o m b r e de den t s n' de la r o u e qui 
doit lui ê t re assoc iée , et va r i e r a avec ri. Deux roues con iques son t donc cons t ru i t e s 
l 'une pour l ' au t re . 

340. C a s p a r t i c u l i e r . — II peu t a r r ive r , dans le second cas de figure, que la gé
nératr ice o B t , c o m m u n e aux deux cônes , soit pe rpend icu la i r e à l 'un des axes . Si, pa r 

exemple, a i ~ = 4 " ' ^ e s y s t è m e se r édu i t à une roue p lane o S ( , m o n t é e pe rpend icu l a i r e 

ment à l 'axe oz, e t à une roue conique o S ' f i nva r i ab l emen t liée à o : ' . Dans ce cas , le r ap

port des v i tesses angula i res est 

t o ' siu a ( 1 

tu s in a\ ~~ cos 6 

9 désignant l 'angle des axes . Ce dispositif se r e n c o n t r e dans ce r t a ines mach ines à 
tailler les eng renages coniques ( sys tème Monnere t — s y s t è m e Uilgram), où la roue 
plane se r t d'outil pour d é t e r m i n e r , par engrônerneu t , les profils des den t s de tou tes les 
roues que l'on veu t exécu t e r . 

341. G a l e t s c o n i q u e s . — Les p laques tournai l les des c h e m i n s de fer sont sup
portées à l eu r cen t r e pa r un pivot A qui tou rne dans une c rapaml ine , et, à l e u r pé r i 
phérie, par une ou p lu s i eu r s cou ronnes de ga le ts con iques B, C, mobi les au tou r d 'axes 
x et y qui font corps avec le p ivot (fie:. '¿94 . On cons ta te a i s émen t , par un r a i s o n n e m e n t 
analogue à celui du p a r a g r a p h e 311, que la couronne de ga le ts fait un tou r s e u l e m e n t 
pendant que la p laque en fait deux . 

La forme conique des ga le t s l eur p e r m e t de condui re la p laque P sans g l i s semen t . 

Fig- 291. F i g . 295. 

ce qui ne se ra i t pas poss ib le a v e c des ga le ts cy l ind r iques (fig. 295). Supposons , en 
effet, que le m o u v e m e n t relat if de la p laque soit, au poin t M, un r o u l e m e n t s imp le ; la 
c i rconférence de rayon MN se déve loppe su r un a r c de m ê m e longueu r de la circon
férence AM, r e p r é s e n t é en m m , . Quand le galet a fait un tour su r l u i -même , le point M 
est venu en m, , et la g é n é r a t r i c e co r r e spondan te occupe la posi t ion am, . Un second 
point M' de ce t te g é n é r a t r i c e a pa rcouru su r le ga le t le m ê m e c h e m i n que M, et, sur 
la plaque tou rnan te , un a r c ra'rn'i < m m , . Il y a donc eu g l i s semen t . Le m ê m e fait se 
reprodui t au contac t du gale t e t de l ' appui fixe Q qui suppo r t e le pivot de la cou ronne . 

11 n'en es t p lus de m ê m e avec des ga le ts coniques ayant pour s o m m e t c o m m u n un 
poiut A de l 'axe du pivot , si toutefois la p l aque d 'appui et la p laque t o u r n a n t e sont l i 
mitées par des sur faces coniques de s o m m e t A. Supposons , pour le d é m o n t r e r , que 
la c i rconférence MN du galet se déve loppe sans g l i s semen t sur l 'arc mm^-ïr.r (fig. 294). 
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Après un tou r comple t du gale t sur lu i -même, un au t r e point M' de la g é n é r a t r i c e AM 
a pa rcouru su r la p laque P l ' a rc m'm\ ; or, on a 

a r c m'in\ am' AN' 

a rc mml 
AN 

d'où a r c in'm\ — a r c m m , X :2"i 'X — — l-nr' 

Les chemins p a r c o u r u s par le point M' su r le gale t et s u r la p l aque t o u r n a n t e étant 
égaux , aucun g l i s s e m e n t ne se produi t . 

Il faut obse rve r que , si le s o m m e t c o m m u n des cônes es t à l ' in te rsec t ion A, de 
l 'axe du p ivot e t de la p l aque t o u r n a n t e , celle-ci es t l imi tée i n t é r i e u r e m e n t par une 
face p lane ; ce t t e pa r t i cu la r i t é se p r é s e n t e au con t ra i re pour l 'appui fixe quand le 
s o m m e t des cônes e s t en A,. 

342. C ô n e s d e f r i c t i o n . — Les cônes de friction d é t e r m i n é s plus hau t (33D) 
p e u v e n t ê t re employés c o m m e surfaces p r imi t ives d'un e n g r e n a g e . P o u r év i t e r la ren
cont re des axes au po in t o, on rédui t ces cônes à deux t roncs , e n g e n d r é s par la révolu
tion d 'un m ê m e s e g m e n t de oB s u c c e s s i v e m e n t au tou r de o ; et oz'. Hab i tue l l ement , 
les axes sont pe rpend i cu l a i r e s ; dans ce cas, le r appor t des v i t e s ses angula i res prend 
la forme 

N ' 
N 

- = - i — = : t g * 

rx dé s ignan t le demi-angle au s o m m e t du cône S. 
L 'emploi des cônes de friction p r é s e n t e les avan tages et les i nconvén ien t s déjà 

s ignalés au p a r a g r a p h e 248. Pour év i te r les g l i s semen t s , on les ga rn i t de den ts dont les 
profils sont d é t e r m i n é s de te l le so r te que la t r ansmi s s ion se fasse avec le m ê m e r a p 
po r t cons t an t des v i t e s se s que si les cônes pr imit i fs se c o m m a n d a i e n t d i r e c t e m e n t . 
On obt ient ainsi des engrenages coniques, ou roues d'angle, dont la théor i e es t tout à 
fait ana logue à cel le des e n g r e n a g e s cy l ind r iques . 

343. M o u v e m e n t r e l a t i f d e l ' u n d e s c ô n e s p a r r a p p o r t à l ' a u t r e . — Soient 
oS et o S ' (lig. 290) les cônes primitifs p ropres 
à a s su re r la t r ansmiss ion avec un r appor t de 

oA' 
v i t e s s e s a n g u l a i r e s - • =z h. Leurs uiou-

Fig. 296. 

&) oA 
v e m e n t s absolus pouvan t ê t re r e p r é s e n t é s par 
les vec t eu r s oA' e t oA, = oA (211), le m o u v e 
m e n t relatif du cône fa' r é su l t e , à chaque i n s 
tan t , de la compos i t ion de la rota t ion u'= oÂ' 
avec une ro ta t ion w 1 = — w = oA, égale et con
t ra i re au m o u v e m e n t absolu du cône S. Il con
siste donc en u n e ro ta t ion il = oB au tour de la 
géné ra t r i ce c o m m u n e , r é s u l t a t ana logue à ce 
lui auquel on es t a r r i v é dans l ' é tude des en 
g renages cy l ind r iques . 

On a 

il = v

/ w s + w ' 2 -;-2uu cos 0 

Q u a n d les axes sont r ec t angu la i r e s cet te formule se rédu i t à 
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§ III. — Méthodes générales pour la détermination 
des profils des dents. 

344. Les profils des den t s de roues coniques do iven t sat isfaire aux t ro is condi t ions 
indiquées p r é c é d e m m e n t dans l ' é tude des roues C37lindriques (253). Nous ne nous o c 
cuperons ici que de la re la t ion qui doit ex i s t e r en t r e les formes de ces profils pour 
assurer la conserva t ion du r a p p o r t des v i t e s ses angu la i r e s que d o n n e r a i e n t les cônes 
de friction. 

T h é o r è m e . — Pour que deux cônes oxy, o x y , invariablement liés 
primitifs oS et oS ' , assurent la transmission de mouve
ment avec le même rapport de vit.essi's angulaires que 
ceux-ci, il faut et il suffit que ox'y' soit l'enveloppe de 
oxy quand S roule sur S' sans glisser (c 'est-à-dire dans le 
mouvement relatif de S par r appor t à S'). 

Tout d 'abord, l es deux cônes oxy, ox'y' ne p e u v e n t agir 
l'un sur l 'autre que s'ils ont un point commun, et , pa r con
séquent, une g é n é r a t r i c e c o m m u n e oM (fig- 297l. I ls sont 
nécessa i rement t a n g e n t s le long de oM, car si l 'un d 'eux 
présentai t une a rê te v ive , l ' u su re ne t a r d e r a i t p a s à l ' e f î a c e r . 

Pour d é m o n t r e r le t h é o r è m e , il suffit donc d 'é tabl i r 
que le plan normal c o m m u n aux cônes oxy, ox'y' cont ien t 
l'axe ins tantané ol de la rota t ion qui cons t i tue le m o u v e 
ment relatif de oS par r appor t à oS ' . Soit o l , l ' in te rsec t ion 
de ce plan avec le plan des axes . Le r appor t des v i t e s ses 
angulaires r é su l t an t de l 'action de oxy sur ox'y' a pour va -
leur (336) 

ti' sin L oz 

Fig . 297. 

s i n I, oz 

Puisque , par h y p o t h è s e , ces cônes se conduisen t avec le m ê m e r appor t de v i 
tesses que les cônes pr imi t i f s , on a auss i 

o>' sin loi 
sin Ioz' 

ce qui p rouve que les dro i tes ol et o I ( co ïncident . Le cône ox'y' es t donc l ' enve loppe 
du cône oxy quand S roule sans g l i sser sur S'. 

Un r a i sonnemen t ana logue p rouve ra i t que oxy es t l ' enve loppe de ox'y' dans le 
roulement sans g l i s s emen t de o S ' su r oS supposé fixe. On di t que ces deux sur faces 
sont conjuguées, c 'est-à-dire qu 'e l les jou i s sen t l 'une par r a p p o r t à l ' au t r e des m ê m e s 

<y 
propr ié tés . Il en résu l t e que , si oxy condui t ox'y' en a s s u r a n t au r a p p o r t — une va

leur dé t e rminée h. 
valeur h. 

ox'y' peu t auss i conduire oxy en a s s u r a n t à ce m ê m e r a p p o r t la 

345. R e m a r q u e . — Une s p h è r e que lconque de cen t re o coupe les cônes p r i m i 
tifs su ivant deux c i r confé rences S et S' , dont le po in t de con tac t I es t , pour la posi t ion 
actuelle du s y s t è m e , le pôle ins tan tané de rotat ion dans le m o u v e m e n t relatif de l 'un 
des cônes par r appor t à l ' au t r e . Ce t t e m ê m e s p h è r e coupe les cônes oxy, ox'y' su i 
vant deux courbes xy et x'y' qui sont l ' enve loppe l 'une de l ' au t re , e t t e l l e s , pa r con -
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séquent , que l 'arc de g rand cercle qu i l eur es t normal en M passe par le point I (190). 
L 'une de ces courbes é t an t donnée , on ob t iendra sa con juguée en c h e r c h a n t l 'en

ve loppe de la p r e m i è r e dans le r o u l e m e n t sans g l i s s e m e n t du cône primitif, auquel 
elle est i nva r i ab lemen t re l iée , sur le second supposé fixe, ou, ce qui r ev i en t au m ê m e , 
dans le m o u v e m e n t épicycloïdal s p h é r i q u e de S su r S ' . Les cônes oxy, ox'y' se ron t 
ainsi pa r fa i t ement d é t e r m i n é s . 

On p e u t t r a c e r l ' enve loppedu profil mobi le de p lu s i eu r s m a n i è r e s . N o u s exposerons : 
1° La mé thode do Ponce le t . 
2° La mé thode des rou le t t e s . 

346. M é t h o d e d e P o n c e l e t . 
Elle es t basée sur ce que le grand cercle, normal à l'enveloppe et à l'enveloppée 

passe, à chaque instant, par le pôle instantané de 
rotation ¡190). 

Soi t xy le profil donné , que l'on s u p p o s e in
va r i ab l emen t lié à S rou l an t su r S' . Marquons sur 
S ' des pos i t ions succes s ive s I, 1', 2 ' . . . du pôle 
i n s t an t ané de ro ta t ion , et s u r S les po in t s I, 1, 2... 
qui v iennent se s u p e r p o s e r aux p r é c é d e n t s ; t r a 
çons enfin les a rcs de g rand ce rc le IM, l a , 2[3... 
n o r m a u x à l ' enve loppée mobi le . A l ' ins tan t con
s i d é r é , celle-ci t ouche l ' enve loppe i nconnue au 
po in t M ; quand le pôle i n s t an t ané de ro ta t ion est 
en 1' su r la c i rconfé rence fixe S ' , l 'arc l u devien t 
normal h l ' enve loppe , de s o r t e que le pe t i t cerc le 
d é c r i t de 1' c o m m e pôle , avec lx pour rayon 
s p h é r i q u e , es t t a n g e n t à la courbe c h e r c h é e x'y'. 
En opéran t de m ê m e avec les a rcs 2[3..., on ob t ien t 
de nouvel les c i rconfé rences t a n g e n t e s à x'y'. e t 
l 'on p e u t t r ace r ce t t e courbe sur la s p h è r e avec 
a u t a n t d ' approximat ion que l 'on veu t . 

Lig. 298. 

347. M é t h o d e d e s r o u l e t t e s . 
Elle s ' appuie su r le t h é o r è m e su ivan t : 

T h é o r è m e . — Trois courbes S, S ' et S, , s i t u é e s sur une même 
gentes en I, étant données, on imprime a la dernière 
un mouvement épicycloïdal sphérique successivement 
sur les deux autres. Un point M de ta sphère, invaria
blement, relié h S, , décrit ainsi une courbe xy d a n s le. 
roulement sur S et une courbe x ' y ' d a n s le roulement, 
sur S'. Si S prend ensuite un mouvement épicijcloïdal 
sphérique sur S ' e n entraînant xy, l'enveloppe de celle 
courbe est x ' y ' (iig. 299). 

S u p p o s o n s qu 'en m ê m e t emps q u e S roule sur S', 
S( roule su r S de te l le man iè re que les tVois courbes 
r e s t e n t toujours t a n g e n t e s . Le point M déc r i t xy dans 
le m o u v e m e n t relat if de Si par r a p p o r t à S, e t x'y' dans 
le mouvement , relatif de Sj par r appor t à S ' ; les deux 
profils xy et x'y' ont donc toujours un poin t c o m m u n 
quand S rou le su r S ' . I ls sont de p lus t angen t s , car 
chacun d 'eux es t n o r m a l à l 'arc de g rand cerc le IM. 
Comme I es t le pôle i n s t an t ané de ro ta t ion à l ' ins tant 
cons idéré , .-c'y' est l ' enve loppe de xy e n t r a î n é e dans le 
r o u l e m e n t de S sur S ' . 

o et tau-

l-'ic. 299. 

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



De ce t h é o r è m e résu l t e un m o y e n de cons t ru i r e x'y' quand on connaî t xy.On r e 
garde le profil donné c o m m e e n g e n d r é par un point M de la sphôro aux i l i a i r e , inva
r iab lement rel ié à u n e courbe S ( r ou l an t su r S, pu is on fait r o u l e r S, sur S ' . Le nou
veau lieu géomé t r i que du point-M r é p o n d à la ques t ion . 

348. R e m a r q u e . — Comme on p e u t se donne r a r b i t r a i r e m e n t l 'un des profils, il 
existe une infinité de couples de courbes conjuguées p r o p r e s à condui re les cônes 
primitifs sans modifier le r a p p o r t de l eu r s v i t e s ses angu la i res . De là r é s u l t e n t un cer
tain nombre de t r acés c o m p l è t e m e n t ana logues à ceux dont l ' é tude a é t é déve loppée 
au chapi t re IL Pour des ra i sons q u e nous donne rons p lus loin, ces t r a c é s r i g o u r e u x 
n'ont pas d 'ut i l i lé p r a t i que . Aussi nous b o r n e r o n s - n o u s à q u e l q u e s ind ica t ions som
maires . 

349. E n g r e n a g e s c o n i q u e s à p r o f i l s é p i c y c l o ï d a u x . 
Soient S | e t S'j deux c i rconfé rences t r a c é e s sur la s p h è r e auxi l ia i re , e t t angen t e s 

en I aux c i rconférences S e t S' (fig. 300). Le cône, «S — ^ 
é tant supposé m o t e u r dans le sens d e l à flèche, cons idé
rons l 'ôpicycloïde . s p h é r i q u e FMe et l 'hypoeyeluïde 
sphér ique KM/i, déc r i t e s dans le r o u l e m e n t sans glisse
ment do S ' ( sur S e t S ' , par un point que lconque M d 1 ' 
ce cercle , s i tué en r e t r a i t e . D 'après l a mé thode des 
roule t tes ,ces deux profils sont l ' enve loppe l 'un de l ' au t re , 
et l 'action du second su r lo p r e m i e r a s su re la t r ansmis 
sion avec le m ê m e r appor t de v i t e s ses angula i res que 
si les cônes pr imit i fs se condu isa ien t d i r ec t emen t . Ils 
sont d 'a i l leurs t angen t s en M, et l 'on a 

arc IF ^ arc IE = a r c LM 

ce qui p rouve que le lieu du point de contact des pro
fils est, an retraite, un arc IM de la circonférence {, 
égal à l'arc de retraite. 

„-... On d é m o n t r e r a i t de 
. . . X j , . m ê m e , en cons idé ran t les 

; cou rbes GNh.', L N e ' d é -
\ ;s; \ ^ c r i tes par un point N de \ ^ 

S | , s i tué en a p p r o c h e , 
dans le r o u l e m e n t sans 
g l i s s emen t de ce cerc le 
su r S et S ' ; que le lieu 

\ 
-IV 

i \ 
! \ 

\ ' 

V 

\ \ 
< \ 

i 1 I 

i 

d i t point de contact des 
profils est, en approche, un arc IN de la circonférence 
S,, égal à l'arc d'approche. 

Ces p rop r i é t é s p e r m e t t e n t d 'ôchanfr iner les den ts 
de man iè re à a s s u r e r au m é c a n i s m e des a rcs d ' approche 
e t de retrai t i ; d é t e r m i n é s a et d. On por te le p r e m i e r en 
IN sur S, e t le second en D l s u r S ' ( l pu i s on échanfr iue 
la m e n a n t e su ivan t le cône de s o m m e t o e t d 'axe z, (jui 
a pour base le pet i t cerc le de la s p h è r e passan t pa r M, 
e t la menée ' su ivan t le cône de s o m m e t o e t d 'axe z\ 
don t la base e s t le pet i t ce rc le de la s p h è r e qui passe 
pa r N. Les cônes d ' év idemen t se d é d u i s e n t des p r é c é 
den t s , en la i s san t un pe t i t jeu au fond des c r eux . 

350. E n g r e n a g e s c o n i q u e s à d é v e l o p p a n t e s 

Soient AI A ' (fig. 301) l ' in te rsec t ion de la s p h è r e 

auxil iaire et du plan des axes , xl y un g r a n d cercle incl iné sur le p r é c é d e n t d 'un 

'' / /''V 

-'s, \ 

x y 
V 

— s 
Fig. 301. 
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a n g l e que l conque 6, e t S j , S'j deux pe t i t s ce rc l e s t a n g e n t s à xy} ayan t les mêmes 
pôles respec t i f s que S e t S'. Quand XIJ rou le sans g l i s se r sur S ( et S\, chacun de ses 
poin ts compr i s en t r e II et H' déc r i t deux déve loppan te s s p h é r i q u e s qui sont l 'en
ve loppe l 'une de l ' au t r e dans le r o u l e m e n t de S' sur S. p u i s q u e le grand cerc le xy, 
norma l à chacune d 'e l les , passe par le pôle i n s t an t ané de ro ta t ion I. Les sur
faces con iques de s o m m e t o, définies par ces deux courbes , sat isfont donc aux 
condi t ions généra les de la t r ansmi s s ion avec r a p p o r t cons tan t des v i t esses angu
la i res , e t se condu i sen t des d e u x côtés du plan des axes . 

351. T r a c é a p p r o x i m a t i f d e T r e d g o l d . 

Dans les deux m é t h o d e s p r é c é d e n t e s , les sur faces des den ts sont d é t e r m i n é e s au 
moyen do courbes gauches , t r a c é e s su r une sphè re auxi l ia i re de cen t r e o. La sphère 
n ' é t an t pas une surface déve loppab le , les cons t ruc t ions néces sa i r e s ne p e u v e n t pas 
ê t re effectuées en vra ie g r a n d e u r sur le papier , et donnen t l ieu à des é p u r e s ext rê
m e m e n t compl iquées . Auss i ne cherche- t -on pas , dans la p ra t ique , à r éa l i se r des roues 
d 'angle t h é o r i q u e m e n t exac te s ; on se con ten te d'un t r acé app roché , don t le p r inc ipe 
a été ind iqué par Tredgold . 

Les pa r t i e s u t i l e s des profils é tan t c o m p r i s e s , pour c h a q u e roue , dans u n e zone 
do faible h a u t e u r limitée 1 pa r les cerc les d ' échanf r inement e t d ' év idement , on peu t 
a d m e t t r e , avec une approx imat ion suffisante, qu ' i l s sont s i tués sur les surfaces des 
cônes c i r consc r i t s à la s p h è r e auxi l ia i re le long des c i rconfé rences S e t S'. Les som
met s E, E' de ces cônes son t les points de r encon t r e des axes et de la pe rpend icu la i r e 
m e n é e à ol dans l eu r plan. P e n d a n t le fonc t ionnemen t du s y s t è m e , t o u t e s les g é n é 
ra t r i ces du cône E S v i e n n e n t s u c c e s s i v e m e n t o c c u p e r la pos i t ion E l , e t t ou tes ce l les 
du cône E 'S ' la posi t ion E L Tout para î t donc se pa s se r , pour un o b s e r v a t e u r qui r e 

ga rde ra i t les profils au m o m e n t où leur po in t de contac t v ien t en I, c o m m e si deux 
c i rconférences de r ayons EL E'I, e t de c e n t r e s E, E', s i tuées dans le p lan t a n g e n t 
c o m m u n aux cônes de tête extérieurs E S , E S ' , rou la ien t l 'une su r l ' au t re (*). Ce t te 

(") S'il en était r i g o u r e u s e m e n t ainsi , le rapport des v i t e s s e s sera i t le m ê m e dans l 'engre
nage conique que dans l ' engrenage cyl indrique construit sur les c irconférences pr imi t ives de 
rayons E l , E'I , c'est-à-dire 

E l o l tg a• • tg a 

E'I • o l tg a' tg tx' 

o)' s i n a 

ce qui n a pas l ieu, puisque = — - . 
w s-in a 
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r emarque r a m è n e le t r acé des profils de deux roues d 'angle à celui des profils d'un 
engrenage cyl indr ique . On déve loppe sur un plan les surfaces des cônes de t è t e , et, 
par l 'un des p rocédés exposés au chap i t r e I I , on t r ace la den tu re d'un e n g r e n a g e 
ayant pour l ignes p r imi t ives les a rcs GUI , G'IfT (fig. 303) des s e c t e u r s c i rcu la i res 
obtenus ; pour d é t e r m i n e r les sur faces des den t s , il suffit d ' en rou l e r le dess in s u r les 
cônes de t ê t e , e t d ' imaginer une droi te mobi le passan t par o et s ' appuyan t sur les p ro 
fils p r é c é d e n t s . On l imite les roues à deux cônes de t ê t e s i n t é r i eu r s E, S ( , E ' , S'[ dé
t e rminés c o m m e les p r e m i e r s ; l e u r d é v e l o p p e m e n t donne deux nouveaux s e c t e u r s 
c i rcula i res , r e s p e c t i v e m e n t semblab les à ceux de la figure 303, dont la d e n t u r e four
nirait , pour chaque r o u e , un second gabar i t su r lequel devra i t s ' appuye r la d ro i te mo
bile qui e n g e n d r e les su r faces des tients (*). 

Il r é su l t e é v i d e m m e n t de ces cons t ruc t ions que , dans deux roues coniques qui se 
conduisent , les pas e t l es m o d u l e s , m e s u r é s su r les c i rconfé rences S e t S' , son t égaux . 

352. T h é o r è m e . — L e rapport des vitesses angulaires de deux roues coniques 
est égal au rapport, inverse, des nombres de dents dont elles sont armées. 

Soient , en effet, <•>, u ' l es v i t e s s e s angu la i r e s des deux roues , N, N ' les n o m b r e s 
de tours qu 'e l les effectuent dans le m ê m e t e m p s , n, ri l e u r s n o m b r e s de den ts r e s p e c 
tifs, K et R ' les rayons de b a s e des cônes pr imit i fs , et P le pas c o m m u n m e s u r é su r 
les c i rconférences S e t S ' . On a (fig. 304). 

u ' _ sin x R _ 2 TI R n P n 

t,i ~~~ sin a' R ' 2 7r R ' ~~ n ' P — n7 

On pour ra i t é tabl i r c e l t e re la t ion en obse rvan t que les n o m b r e s de den t s qui passen t 
au point I dans un t e m p s donné son t égaux pour les deux roues , P a r conséquen t 

N n = N ' n ' 

n N ' ;,)' 
d'où — = - — - = - — 

n ' X « 

353. C a l c u l d e s é l é m e n t s d ' u n s y s t è m e d e r o u e s c o n i q u e s d r o i t e s . — Les 
den ts des r o u e s con iques son t é v i d e m m e n t de moins en moins épa i s ses à m e s u r e 
qu'on se, r a p p r o c h e du s o m m e t . Le pas c i rconfé ren t ie l et le m o d u l e , qui d é r i v e n t 
de l ' épa i sseur , n ' e x p r i m e r a i e n t donc r ien de p réc i s si l'on n 'a joutai t pas à que l le d i s 
tance du s o m m e t on les a d é t e r m i n é s . Il es t d 'usage , en p ra t ique , de r a p p o r t e r tou tes 
les d imens ions d 'une roue au cône de t ê t e e x t é r i e u r , e t l 'on définit celui-ci pa r la lon
gueur ol = d (fig. 364) de la g é n é r a t r i c e du cône primitif . 

Le modu le (sur le cône de t ê t e ex té r i eu r ) doi t ê t r e choisi dans la sér ie conven
t ionnelle définie au p a r a g r a p h e 318. 

P r e m i e r c a s . — Calculer les éléments nécessaires à l'exécution de deux roues 
coniques, connaissant les nombres de dents n et n ' , l'angle S des axes, et le mo
dule M, mesuré sur le cône de tête extérieur. 

Angles des cônes pr imit i fs 

Données \ 6 1 L o n g u e u r de g é n é r a t r i c e : d 
Diamè t r e s pr imit i fs : D, D ' 

M , ) D i a m è t r e s d ' échanf r inemen t : D, , D' , 
Inconnues < . , , . » . „ 

Angle d e t e t e : ¡1 
Angle de pied : y 
E p a i s s e u r dos j an tes : 5 M à 10 M 
E p a i s s e u r des c o u r o n n e s : 1.8 M à 2 M, 

(*) Les engrenages coniques ainsi définis sont appelés droits, parce que la surface de 
chaque dent rencontre celle du cône primitif correspondant suivant une ligne droite. Nous 
parlerons un peu plus loin des engrenages coniques hélicoïdaux (354). 
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Demi-angles au sommet des cônes primitifs. — Soien t oz et oz' les axes , 
don t le p r e m i e r doi t s u p p o r t e r la roue 

/ 
A ' 

Cn dents Ì 

I 
, y . E , 

de n d en t s , par e x e m p l e . En cons t ru i 
s a n t le p a r a l l é l o g r a m m e o l iGF (flg. 304), 
dont les côtés OE et O F s o n t r e s p e c t i v e 
m e n t p ropo r t i onne l s à n' et à n (339 bis 
II) , on d é t e r m i n e la g é n é r a t r i c e com
m u n e OG' des deux cônes pr imi t i fs , Les 
angles c h e r c h é s son t 

FX>G = x ,FOG - V . 

Dans le t r i ang le OEG, on a 

sin a sin i' sin (- — 0) 

E G OE OG 

F i g . 301 

Par c o n s é q u e n t 

s i n rx 

n 

7 i sin 
~ 7 â X ~ 9 

s i n a' 

\Jri1 - r - n 2 + 2?in' cos f) 

?i - -p- t nn cos I 

\J7i- + ri'1 + 2 nri cos 9 

Diamètres primitifs, (le son t les d i a m è t r e s des c i rconfé rences c o m m u n e s aux 
c ô n e s pr imi t i fs e t aux cônes de t ê t e e x t é r i e u r s . L e u r s d e n t u r e s é t an t au module M, 
on a, c o m m e dans les e n g r e n a g e s cy l ind r iques droi t s 

D = M n 
(?) 

Diamètres d'échanf rinement. La l o n g u e u r des faces, égale au module 51, es t 
po r t ée su r la g é n é r a t r i c e IB du cône de t ê t e ex t é r i eu r . Le d i a m è t r e d ' échanf r inement 
de la roue S (flg. 304) e s t 

D ( = 2 BL = 2 IK + 2 V.T cos a 

•c 'est-à-dire 

Par ana logie 

D, = D f- 2 51 cos i = M ( 7 i + 2 cos a) 

D', = D' + 2 51 cos %' = 51 (ri + 2 ces s') (31 

Longueur de génératrice des cônes primitifs. Le t r i ang le r ec t ang le OIK donne 

IK H 
la re la t ion ol—d-

s i n a 
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Angles de tête et de pied. On appe l le angle de tête l ' angle sous leque l on aper 
çoit, du s o m m e t du cône primitif, la t ê t e d 'une den t , soi t IoB = J3 (fig. 304). L 'angle de 
tête es t le même pour deux r o u e s a s soc iées . On a, dans le t r i ang le IoB : 

+ „ IB M 2 sin a 

ol d n ' 

On appe l l e angle de pied l 'angle sous leque l on aperçoi t , du s o m m e t , le p ied 
d'une dent , soi t IoC = y (fig. 304). Il es t le m ê m e pour deux roues con juguées ; en 

7 M 
supposan t une l ongueu r de p ied égale à —̂— (*), on a 

IC 7M 7 sin % 
tg y — — - =• — = —,.—— (0) 

ol 0(1 .in 

L'angle de t ê t e doit ê t re ajouté au demi-angle au s o m m e t de chaque cône primitif ; 
la somme es t le demi-angle au s o m m e t du cône d ' échanf r inemen t c o r r e s p o n d a n t , in
dispensable à conna î t r e pour qu 'on pu isse t o u r n e r les blocs à ta i l l e r au ca l ibre voulu . 
Enfin, la s o m m e ¡3 -\- y des ang les de tête e t de pied s e r t au r ég lage de la r abo teuse , 
afin que les c r eux des den ts so ien t a m e n é s à la p ro fondeur convenab le . 

C a s p a r t i c u l i e r o ù l e s a x e s s o n t r e c t a n g u l a i r e s . — Il suffit de r e m p l a c e r ') 

par dans les formules p r é c é d e n t e s , qui dev iennen t 

ou tg » = — 
- Il -

i , n' , ri 

f s m a — — OU t g a = 

\J n - — n ' 2 * n 

D' = ) ! ) ! ' 

D, D — 2M cos se = M (n + 2 cos a) 

D', = D' + 2M cos a' = M (11' -(- 2 cos OL'] 

(M 

(3') 

d = - 2 - V / u 2 - f - n ' * 14') 

tg °>= .— = 15') 
d y/ n1 -\- n ' 2 

7 M 7 
tg y = -

6D 3 \/ri-

On appel le s o u v e n t roues coniques normales ce l les don t les axes son t r e c t a n 
gulaires. 

(.") Une étude de la machine W i l g r a m à raboter l e s roues coniques , publ iée dans Ylingi-
iieering du 21 mars 1902, indique une longueur de pied égale à 1,1236 M, qui équivaut au mo
dule, a ug menté des huit c e n t i è m e s de l 'épaisseur des dents . N o u s conservons ici l es d imen
s ions employées dans le calcul des roues cy l indr iques droites au module . 
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(*) Nous cessons de reproduire les opérations logarithmiques. Pour la disposition des 
calculs, on se reportera au paragraphe 355 b i s . 

A p p l i c a t i o n n u m é r i q u e . — Calculer les éléments de deux roues coniques 
normales, au module 6 sur le cône de tête extérieur, sac/tan< que leurs nombres de 
dents sont n = 20 n' = 30. 

Demi-angles au sommet des cônes primitifs (Formules l'| 

a ' = gn° — 1 = 56-19' 

Diamètres primitifs (Formules 2') D = M?i = 120 m / m . 

D ' = M n ' = 1 8 0 ™ / m . 

Diamètres d'schanfrinement (Formules 3') 2M cos a = 12 cos a = 9 m , ' m 98 

2M cos a' = 12 cos a' = 6 •»/,„ 65 

D, = D + 2 M cos a — 129 ">/„, 98 

D', = D' + 2M cos a'_— 186 ™/"> 65 

Longueur de génératrice (Formule 4 ) 

d = ~ Jri^+nTi zzz: 30 y / Ï T ' = 108^16 

Angle de tête [Formule 5') 

tëÇ-=—rJL=r-=—£ = 3-10" 
yj-nï + n-i 5 y / l 3 

Angle de pied (Formule 6') 

7 7 

' 3 y / n 2 - | n ' 2 30 y/13 

Demi-angles au sommet des cônes d'éclianfrinernerd 

a, = a + jJ = 36T)l' 

+ p = 59-29' 

Hauteur des dents (évaluée en angle) : p - j - y = 6 r , 51' 

Epaisseur des jantes : de 30 à u'0m,'m 

Epaisseur des couronnes : de M à I 2 m / i , i . 
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353 bis. DEUXIÈME CAS. — C a l c u l d e s é l é m e n t s d ' u n s y s t è m e d e r o u e s c o 
n i q u e s d r o i t e s , d e s t i n é e s à r é a l i s e r u n r a p p o r t d e v i t e s s e s a n g u l a i r e s d é 
t e r m i n é . 

Module M (sur le cône de tè te ex t é r i eu r ) . 

i • w ' ^ ' ' 

R a p p o r t de v i t e s ses angula i res : — = (évalue 
w N 

Données. ( en fonction des n o m b r e s de tours ) . 
Angle des axes : 8 
Longueu r app rox ima t ive de la géné ra t r i ce c o m m u n e : d app. 

Demi -ang l e s au s o m m e t des cônes primitifs : a, a' 
N o m b r e s de den t s : n, ri 
L o n g u e u r exac te de la g é n é r a t r i c e c o m m u n e : dex. 
D i a m è t r e s pr imit i fs : D, D' 

Inconnues. \ D i a m è t r e s d ' éc l i anf r inemént ; Dj , D' 4 

Angle de t é t e : 3 
Angle de pied : y 
E p a i s s e u r des jan tes : de 5 M à 10 M 
E p a i s s e u r des couronnes : de 1, 8 M à 2 M. 

Demi-angles au sommet des cônes primitifs. — On les d é t e r m i n e co mme au pa

ragraphe 339, en p o r t a n t su r les axes des l o n g u e u r s 

oA, oA' r e s p e c t i v e m e n t p ropor t ionne l l es aux n o m b r e s 

de tours N et N', et en cons t ru i san t le para l lé lo

g ramme oABA' (fig. 304 bis). On peu t , sans r ien chan

ger aux r é s u l t a t s , r e m p l a c e r par la fract ion 

i r réduc t ib le équ iva len te , soit -
N , 

et poser oA = N( 

oA' = N ' i . On a a lors , dans le t r i ang le oAB 

s i n ( , ;— 0) 

A13 

Sin a 
ou 

d'où l'on t i re 

oA 

N. 

oli 

s i n 8 

1 \ / N ; + N ' s + 2 N J N ' Ì cosO 

sin a 

sin a 

N' , sin 8 

v/>T • 2 N jN ' ( cos 8 

N , sin 8 
(?) 

VX + N'J-I- 2 N , N ' , cos 8 

Nombres de dents. — D'après le t h é o r è m e 352 

n 
ri 

N^ 
"N" 

2 . L 
N I 
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n et ri sont donc des équ imul t ip l e s de N", e t N , , e t l'on peu t poser , \ dés ignant un 
n o m b r e en t ie r à d é t e r m i n e r 

n — Î .X 'J 

Il — A Ï S | 

D'autre par t , le d i a m è t r e primitif Mn de la roue S est auss i égal à 2 o I sin a. 

N ' i sin 6 
On a donc MIN", — 2 dn„p X (!)) 

y N j + N'* + 2 N t \ ' t cos 8 

2 dans s in 6 
et A — 7 ^_ (101 

M V / N ' - l - N 1

2 + 2 N X c o s 6 

En généra l , la division ind iquée au second m e m b r e ne se fait pas exac tement . Ou 
a t t r ibue alors à "A Ja va leu r en t i è re la p lus vois ine du quot ient exact , et les formules 
(S) font connaî t re u e t ri. 

Longueur exacte de. la génératrice commune. - - L 'égal i té (9) n ' e s t év idemment 
pas satisfai te, pu i squ 'on a é té condui t à r e m p l a c e r À par un nombre un peu différent 
du n o m b r e exact . Il es t donc n é c e s s a i r e de modifier la longueur dappde la généra t r ice 
c o m m u n e . Sa longueur exac te es t donnée pa r l 'équat ion 

2 dex sin a. — Mn 

d'où l'on t ire dex = - , — (11) 

/liamèlre.< primitifs. — Diamètres d'cchanfrinement. — Angle de tête, e t c . On 
calcule tou tes ces quan t i t é s c o m m e dans le p r e m i e r cas (353) en ayant soin, bien 
en t endu , d ' employer dex pour l ' évaluat ion des angles de tète et de pied. 

C a s p a r t i c u l i e r o ù l e s a x e s s o n t r e c t a n g u l a i r e s . — Il suffit de r emplace r 

6 pa r — dans les formules p r é c é d e n t e s , qui d e v i e n n e n t : 

~ „ + ™ _ N ' sin OL = — ou tg a 

V / N ; + N 

Ni . , N ( 

\ / N : + N ' f 
N', 

( < · ) 

¡10') 

La marche à su ivre pour ca lcu le r les n o m b r e s de den ts , dex, les d i amèt res pr imi
tifs, e t c . . n ' e s t pas modifiée. 
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A p p l i c a t i o n n u m é r i q u e . — Calculer, au module 4 sur le cône de tête exté
rieur, deux roues coniques normales donnant un rapport de vitesses angulaires 

— —'y-', la longueur de génératrice commune est approximativement d a W = 145™/"'. 
fa> -A 

Demi-angles au sommet des cônes primitifs : 

t g a = ~ OL — 36»52 

a ' = 90° — a = 53*8 

Nombres de dents : 
ri (o 4 

i n = 3 ). 

} ri — 4 a 

290 ^90 
D'après la fo rmule (10') î. = = ^ = = ^ = - + r - = 14,5 

4 ^ 9 + 16 20 

En p renan t , pa r e x e m p l e \ — 14, 

^ n =4 -2 

\ n' = 5fi 

Longueur exacte de la génératrice commune ( formule 11) : 

Mil 4 X 4° X 5 

Diamètres primitifs (formules 2'J : 

D = M n = 4 X 42 108 °>/m. 

D' — Mn' = 4 X 5G = 224 m/ m . 

Diamètres d'échanf rinement (formules 3' ; : 

2 M cos a — 8 cos a — 6 m /m 40 

2 M cos a ' = 8 cos OL' — 4 m /m 80 

D 4 — D + 2M cos a — 1 7 4 ™/n . 4 0 

D', — D' 4- 2 M cos a' = 228 " / n , 80 

Angle de tête : t g fi = - , — = ^ ~ P = 1-38 

Angle de pied : t g y =• -p—,—· = -^r- y — 1°.>5 
0 W e j : O U 
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Demi-angles au sommet des cônes d'échanffinement 

<*i = a + = 33 30 

a', = a' - | - £ = 5 4 ° 4 6 

Hauteur des dents (évaluée en angle) : 

P-t-Y = 3-33 

Epaisseur des jantes : de 20 à 40 /m. 

Epaisseur des couronnes : 7 à 8 m / m . 

§ VI. — Engrenages coniques hélicoïdaux. 

354. E n g r e n a g e s c o n i q u e s é c h e l o n n é s . — Le r a i s o n n e m e n t qui justifie le 
t r a c é de Tredgo ld condui t à p e n s e r que , au point de vue du g l i s s e m e n t total des den t s , 
un e n g r e n a g e conique se compor t e à peu p rès c o m m e l ' engrenage cy l indr ique qui lui 
a donné na i s sance . Il es t donc na tu re l de c h e r c h e r à d iminue r le g l i s s emen t par une 
d isposi t ion ana logue à cel le de Hooke. Les cônes primit ifs é t an t p a r t a g é s en au t an t 
do cônes par t i e l s que l 'on dés i r e d ' éche lons , t rois par exemple , on donne à chacun de 
ces d e r n i e r s une d e n t u r e iden t ique à cel le qu' i l devra i t avoir dans l ' engrenage o rd i 
na i re , sauf en ce que les profils exac ts sont r emplacés , su r une ce r t a ine é t e n d u e , par 
des courbes un peu i n t é r i e u r e s . Pu i s on a s s e m b l e les d ivers cônes d en t é s en donnan t 
aux profils de chacun d 'eux une avance de un t i e r s de pas su r ceux du cône qui le p ré 
cède . Ce t t e disposi t ion donne des e n g r e n a g e s coniques éche lonnés , dans l e sque l s la 
réduc t ion du g l i s semen t est d ' au tan t plus g rande que le n o m b r e des éche lons es t p lus 

c o n s i d é r a b l e . 

355. E n g r e n a g e s c o n i q u e s hé
l i c o ï d a u x . 

Quand le nombre d e s éche lons 
croî t indéf in iment , les den t s a r r i ven t 
à former sur chaque roue des filets 
con t inus , t e l s que F, F", coupés par 
les cônes pr imit i fs su ivant des courbes 
L e t L' (fig. 305). Soient M et M' deux 
po in t s de ces courbes , s i tués sur les 
pa ra l l è l e s .s et s' e n g e n d r é s par un 
po in t I de la g é n é r a t r i c e c o m m u n e 
aux cônes pr imi t i fs . Quand F e t F ' 
sont en act ion, il a r r ive un m o m e n t 
où M et M' s e s u p e r p o s e n t en I, et, 
pour que les sur faces des den t s so ient 
t angen t e s en ce point , il faut que les 
t a n g e n t e s en L e t L' so ient confon
d u e s . Il r é su l t e de là que les cou rbes 
L, L' d o n n e n t la m ê m e t r ans fo rmée ~k 

quand on déve loppe les sur faces des cônes pr imit i fs su r leur p lan t angen t c o m m u n P . 
Par conséquen l , pour ob ten i r deux pare i l l e s courbes , il suffit de t r a c e r dans le plan P 

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



une ligne }. q u e l c o n q u e , et d 'e ï ïec tuer les opé ra t ions i n v e r s e s . On choisi t î. d é t e l l e 
manière que L e t L' p r é s e n t e n t des p rop r i é t é s ana logues à celle de l 'hélice cy l indr ique . 

Pour ob ten i r des courbes dans l e sque l l e s le r a p p o r t de l 'o rdonnée à l 'abscisse 
curvil igne r e s t e cons tan t , on doit t r a c e r dans le 
plan t angen t une sp i ra le d 'Arch imede . Soient , en 
el'Eet, M un point de L (fig. 306) et M[ le point cor
respondant de X. Les l o n g u e u r s M,Bi et ABj é t an t 
respect ivement éga les à MB et AB, on a, par hy
pothèse 

M, B, 
a r c AB, 

MB 

arc AB 

Ou, en dés ignan t par r e t 0 les coordonnées 
du point M, dans le s y s t è m e de coordonnées po
laires défini par le pôle o et l 'axe oA, et par a la 
longueur oA 

— h Ifig. 306. 
a 0 

L'équation de ). es t donc 

-ak B 

ce qui ca rac té r i se une sp i ra le d 'Arch imède . 
Dans le ta i l lage des roues coniques , l 'outil , ana logue à celui d 'un é t au - l imeur , 

est porté par un coul i sseau an imé d'un m o u v e m e n t rec t i l igne a l ternat i f dont la t r a 
jectoire passe par le s o m m e t du cône primitif ( chap i t r e X X V I ) . P o u r réa l i se r le r é 
sultat p récéden t , il faudrai t que le bloc conique tou rne su r l u i -même d'un m o u v e m e n t 
uniforme, eu m ê m e t e m p s que le coul isseau avance ve r s le s o m m e t d 'un m o u v e m e n t 
également uniforme. Ce t t e condi t ion n 'es t g é n é r a l e m e n t pas r empl i e eu ce qu i con
cerne le coul isseau, auque l le m o u v e m e n t e s t donné soit par biel le e t man ive l l e (535), 
soit par manive l le et coul i sse rec t i l igne (493), soit par l 'un des disposi t i fs e m p l o y é s 
dans les é taux- l imeurs (530-531). P o u r qu'il n 'en résu l t e aucun inconvén ien t , il suffit 
que le m o u v e m e n t a l ternat i f de l 'outi l r es te le m ê m e pendan t le ta i l lage de deux 
roues conjuguées , car les l ignes X t r a cées dans le p lan t a n g e n t c o m m u n sont a lors 
ident iques , et les courbes L e t L ' sat isfont à la re la t ion g é o m é t r i q u e n é c e s s a i r e t rou
vée p r é c é d e m m e n t . 
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C H A P I T R E I X 

LIAISON DE DEUX ROTATIONS DONT LES AXES 

NE SONT PAS DANS UN MÊME PLAN 

§ I. — Emploi de roues cylindriques ou coniques. 

356. Le p r o b l è m e généra l à r é s o u d r e e s t le su ivan t : Etant donnés deux axes de 
rotation z et z' non situés dans un même plan, on se propose de les lier l'un a l'autre 
par un système de co rps en contact direct, de telle manière que le rapport des vi
tesses angulaires des mouvements qui s'effectuent autour d'eux ait une valeur cons-

r 

tante donnée — = k. 
(il 

Nous ind ique rons d 'abord des so lu t ions ind i r ec t e s , r é s u l t a n t de l ' emploi de roues 
c o n i q u e s ou cy l indr iques . 

357. E m p l o i d e d e u x p a i r e s d e r o u e s c o n i q u e s . 
Cel te solut ion cons is te à re l i e r les deux axes donnés à un axe i n t e r m é d i a i r e zt qui 

les r e n c o n t r e et qu i , dans la p r a t i q u e , es t g é n é r a l e m e n t d i r igé s u i v a n t l eu r pe rpen -

F i g . 3(18. F i g . 309. 

dicu la i re c o m m u n e . Deux r o u e s con iques A et B p e r m e t t e n t de t r ans fo rmer la rota t ion 
<j au tour de z en u n e ro ta t ion «, au tour de z{ ; un second couple C,D de r o u e s co
niques t r a n s m e t ensu i te le m o u v e m e n t à l 'axe z'. En dé s ignan t pa r n, n', n , , rit, les 
n o m b r e s de den t s respec t i f s de ces r o u e s , on a s u c c e s s i v e m e n t 

w , n 

u n ' 

w' 71) 

•et par c o n s é q u e n t 

<•>' nnt 

oi n'n\ 
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Pour que le r a p p o r t de v i t e s se s voulu soi t réa l isé , il suffit de chois i r l es n o m b r e s 
nn, 

de den ts de man iè re qu ' i l s sa t i s fassen t à la re la t ion ~ ^ n ^ = Nous a p p r e n d r o n s p l u s 

loin à résoudre ce nouveau p r o b l è m e (390). 

358. E m p l o i d ' u n e p a i r e d e r o u e s c o n i q u e s e t d ' u n e p a i r e d e r o u e s c y l i n 
d r i q u e s . 

On mène par un poin t M de l ' a x e z un axe i n t e r m é d i a i r e z, pa ra l l è l e à z'. La 
transformation de la ro ta t ion u> en une rota t ion u l au tour de z{ s 'effectue, c o m m e dans 
le cas p récéden t , par u n e n g r e n a g e con ique (A, 13). Le m o u v e m e n t es t e n s u i t e d o n n é 
à l'axe z ' p a r un eng renage cy l indr ique (C, D). En c o n s e r v a n t les m ê m e s no ta t ions 
que plus haut , on a e n c o r e 

TA' nn{ 

a n'n'i 

359. S o l u t i o n s d i r e c t e s . — La t r ansmis s ion d i rec te du m o u v e m e n t en t r e deux 
axes de rotation qui ne son t pas dans un m ê m e plan peu t ê t re réa l i sée de p l u s i e u r s 
façons : 

1° Pa r l ' emploi du s y s t è m e roue et ris sans fin : 
2° P a r l e s entjrenag.es hélicoïdaux; 
3" Par les engrenages hyperhnloïdes. 
Nous é tud ie rons s u c c e s s i v e m e n t ces trois so r t e s de m é c a n i s m e s . 

§ IL — Engrenage d'une roue et d'une vis sans fin. 

Nous examine rons d 'abord un cas par t icu l ie r . 

C a s o ù l e s a x e s s o n t r e c t a n g u l a i r e s , l ' u n 
d ' eux é t a n t r e j e t é à l ' inf ini . 

360. Quand un axe de rotat ion se déplace pa ia l l è i e -
ment à l u i -même dans un plan P, le m o u v e m e n t qu i 
s'effectue au tour de lui dégénè re , à la l imi te , en u n e 
translat ion V p e r p e n d i c u l a i r e à ce plan. Le bu t du p ro 
blème est donc de troucer un mode de liaison par 
contact direct, qui permette de transformer la rota
tion M , qui s'exécute autour de l'axe z situé à distance 
finie, en une translation V parallèle à cet axe, et de 

telle manière que le rapport J Ì - , - E S ( E constant. 

361, C y l i n d r e à r a i n u r e c o n d u i s a n t u n e t i g e à b o u t o n . 

Dans ce m é c a n i s m e , l 'axe z e s t i nva r i ab l emen t re l ié à un cy l indre de révo lu t ion 
de rayon R, sur l eque l e s t t r a c é e u n e r a inu re hél icoïdale AMB de pas H (fig. 311). Une 
droite z', para l lè le à z, es t m a i n t e n u e par des gu ides qui lui l a i s sen t la poss ib i l i té de 
se déplacer dans sa p rop re d i rec t ion . Cet te droi te e s t so l ida i re d 'une t ige CM, t e r m i n é e 
par un bouton qui s ' engage dans la r a i n u r e . Il e s t év iden t que , g r âce à c e t t e d i spos i 
tion, la ro ta t ion du cy l indre p r o v o q u e r a une t r ans la t ion de la t ige gu idée . 

' 3 2 c 

!' V/ 

Fig. 310. 
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Four t r o u v e r la re la t ion qui exis te en t r e l e s v i t esses , i m p r i m o n s à t ou t le sys tème 
un d é p l a c e m e n t infiniment pe t i t c o r r e s p o n d a n t à un a c c r o i s s e m e n t dt du t e m p s . D'après 

la définition de l 'hél ice , le chemin ds pa rcou ru pa r le point M 
dans le sens des g é n é r a t r i c e s du cy l indre e s t p ropor t ionne l 
à l 'angle de ro ta t ion co r respondan t , qui e s t u dt. On a donc 

Fi"-. 311. 

d'où 

ds 

T T z 

(Is : 

Mais, d ' au t re par t , 

Far conséquen t 

d'où 

H to dt 

dt 

II u dt 

ds= V dt 

: V dt 

11 

On peu t donner à ce t te re la t ion une au t re forme, en e x p r i m a n t II au moyen de 
'angle i que forme l 'hé l ice avec les géné ra t r i ce s du cy l ind re . Il v ien t 

oj _ 2 il _ 1 

"V " 2 it R cotg i ~~ I l c ï ï t g l 

Ce t t e express ion mon t r e que le r a p p o r t y - es t fonction dos deux var iab les indé

p e n d a n t e s R et i . P o u r lui donne r une v a l e u r d é t e r m i n é e h , on peu t fixer a rb i t r a i r e 

m e n t la va l eu r d 'une de ces var iab les , et c a l cu l e r l ' au t re par la re la t ion 

1 

Il co tg i 

Le pas de la r a inure est . dans tous les cas 

II = 2 - Il cotg / 

h 

F i g . 312. F i g . 313. 

Avec u n e seu le hé l ice t r acée su r le cy l indre , le m o u v e m e n t de la d ro i te z' s'effec
tue ra i t indéf in iment dans le m ê m e sens , a u c u n e ra ison g é o m é t r i q u e n 'en l imi tan t l ' am-
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plitude. tën d isposant u n e seconde r a inu re , de m ê m e pas que la p r e m i è r e , mais inc l inée 
en sens inverse , le m o u v e m e n t de t rans la t ion dev ien t al ternatif , a v e c c h a n g e m e n t 
brusque du sens de la v i tesse à chaque ex t r émi t é de la cou r se . Cet appare i l es t sou
vent employé dans les f i latures, pour la confection des pe lo te s de f i lou de la ine, 

362. T r a n s m i s s i o n p a r v i s e t p e i g n e — p a r v i s e t é c r o u . 

Au lieu de t r a ce r une r a inu re su r le cy l indre menan t , on peu t le cons idé re r co mme 
le noyau d 'une vis de pas H. Il faut a lors r e m p l a c e r le bouton de la t ige gu idée pa r un 
peigne (fig. 312), dont le profil es t d é t e r m i n é par l ' in te rsec t ion de la vis e t d 'uu plan 
conduit par l 'axe. L 'express ion du rappor t des v i t esses es t la m ê m e que dans le méca
nisme ci-dessus . 

On peu t enfin r e m p l a c e r le pe igne p a r m i éc rou (fig. 313) : le contac t p lus in t ime 
avec la vis p e r m e t d ' app l iquer l ' appare i l à la t r ansmiss ion d'efforts cons idérab les . En 
supposant le m é c a n i s m e t e l l e m e n t combiné que la vis pu i sse s e u l e m e n t t o u r n e r au tour 
de son axe, e t l ' écrou se dép lace r dans un m o u v e m e n t de t rans la t ion , le r appor t des 
vitesses es t encore 

u _ 2* _ 1 
~V~ ~~ T T ~ H cotg i 

Cette disposi t ion e s t f r équemmen t employée dans les m a c h i n e s (Ex. : c o m m a n d e 
d'un chariot de tour ) . 

Fig. 314. 

Le sys tème vis e t écrou peu t encore ê t r e u t i l i sé de deux a u t r e s m a n i è r e s : 

l u L a v i s peu t ê t re e n t i è r e m e n t fixe ; l ' écrou p r e n d a lors u n m o u v e m e n t hé l ico ïda l , 

dû à l a coex i s t ence de la ro ta t ion u e t de la t rans la t ion V. C 'es t ce qui se p r é s e n t e dans 

C I N É M A T I Q U E 1 4 
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les écrous de s e r r a g e , dans ce r t a in s p r e s s o i r s , où le m o u v e m e n t d'un écrou , provoque 
par î a m a n œ u v r e de l e v i e r s , p rodu i t une p r e s s ion sur un p la teau auquel la vis sert 
de g u i d e . 

2 e L ' éc rou p e u t ê t re e n t i è r e m e n t fixe r dans ce cas , c 'est la vis qui possède le mou
v e m e n t hé l ico ïda l , comme dans les p r e s s e s à copier , les s orne-joints , les vis inicro-
m é t r i q u e s , «-ta... 

363. V i s d ' A r c h i m è à e . 

Si Ton donne à un t t ibe la forme d 'une hé l ice cy l indr ique , e t si l'on y introdui t 
e n s u i t e un pet i t corps pesant , une bille par e x e m p l e , on cons ta te par l ' expér i ence que, 
si l 'axe es t c o n v e n a b l e m e n t incl iné , un m o u v e m e n t de ro ta t ion du cy l indre finît par 
faire appa ra î t r e la bi l le à l ' ex t r émi té du tube . C'est su r ce t t e observa t ion qu ' e s t basé 
l ' emploi de la "vis d 'Arch imède pour l ' é p u i s e m e n t des eaux, le t r a n s p o r t de la farine 
d a n s les m o u l i n s , e t c . . 

P o u r ana lyse r ce t te expé r i ence , cons idé rons un cyl indre de révo lu t ion (A, A') 
(fig. 314) inc l iné d 'un angle a sur l 'horizon, s u p p o r t a n t u n e hé l ice (h, h') dont les tan
gen te s fo rment un angle cons tan t 3 avec la d i rec t ion (z, z') de l 'axe. (Les project ions 
sont faites dans un s y s t è m e (H ( , V) formé du plan ve r t i ca l pa s san t par l 'axe, et d'un 
plan lli p e r p e n d i c u l a i r e à cet axe, dans l eque l la l igne de t e r r e es t xt y{. On a en 
auttr* jdidiqué la t r a c e U du plan hor izonta l sur le p lan V). Proi>osons-nous de mener 
à l 'hé l ice [h, h') des t a n g e n t e s hor izonta les . 

R e m a r q u o n s pour cela que le l ieu des pa ra l l è l e s m e n é e s aux t a n g e n t e s à l 'hélice 
pa r un point que l conque de l 'espace e s t un cône de révolu t ion , don t le demi-angle au 
s o m m e t es t p. Soi t (sab, s'a'b') celui de ces cônes dont la b a s e , dans le p lan H ( , se con
fond avec cel le du cy l indre . Ses g é n é r a t r i c e s hor izon ta les (se, ,s'c'), (sd, s'd') sont pa
ra l lè les aux t a n g e n t e s c h e r c h é e s , Cel les-ci d é t e r m i n e n t d ' au t re par t , avec les g é n é 
r a t r i c e s du cy l indre q u i pa s sen t par l e u r po in t de contac t , des p l ans t a n g e n t s r e s p e c 
t i v e m e n t pa ra l l è l e s aux p lans (sco, s'c'o'), (,sdo, s'd'o'). Les t r a c e s de ces p lans t angen t s 
s u r lcpâa -H ïlt son t y m et Sp. Les po in t s c h e r c h é s se t r o u v e n t donc à la r e n c o n t r e de 
l 'hé l ice avec les géné ra t r i ce s du cy l indre m e n é e s par m et p ; i ls sont p ro je tés en 
(m, m') et (p, p'). Les cons t ruc t ions qui les d o n n e n t ne son t poss ib les que si a <J fi. 

Imag inons m a i n t e n a n t que , le cy l indre t o u r n a n t au tou r de son axe avec u n e vi
t e s s e angula i re m, un p o i n t ma té r i e l soi t assu je t t i à r e s t e r - s u r l 'hél ice (h, h'). L 'act ion 

de la p e s a n t e u r t e n d à le p l a c e r c o n s t a m m e n t au 
point le p l u s bas de l ' a re d 'hé l ice su r l eque l il se 
t rouve , soit (m, m'}, dans la figure. C o m m e les 
pos i t ions success ives de l 'hé l ice p e u v e n t ê t r e ob
t e n u e s en i m p r i m a n t à l 'une d 'e l les un m o u v e 
ment, de t r a n s l a t i o n para l lè le à l 'axe [z, z'j, on voit 
que l 'oîîet du m é c a n i s m e es t d ' é lever le point 
mobi le en lui faisant p a r c o u r i r la géné ra t r i ce 
(m, min"). C h a q u e tou r du cy l indre cor respond 
à une é lévat ion du poin t pesan t égale à P sin a, 
P dés ignan t le pas d e l 'hé l ice . 

Le m ê m e fait se p rodu i r a i t enco re si, reve
nant au tube que n o u s avons cons idé ré tou t d'a
bord , les choses é ta ien t d i sposées pour que son 
e x t r é m i t é in fé r ieure p longe dans un l iquide , Les 
molécu le s de celui-ci j oue ra i en t le rôle du point 
pesan t , e t r e m p l i r a i e n t l ' e space p'm'q' compr i s 
en t r e les p lans ho r i zon t aux m e n é s par l e s po in t s 

(p, p"1) e t {m, m') d é t e r m i n é s tou t à l ' h e u r e . A p r è s u h cer ta in t e m p s , le d é v e r s e m e n t se 
p rodu i r a i t h la par t ie s u p é r i e u r e du taha. Il faut r e m a r q u e r , t o u t e f o i s , q u e les ex teé-

Pig. 315. 
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mités deî la colortna liquide- a insi en fe rmée n e p e u v e n t ê t r e d a n s nn m ê m e plan 
horizontal que si e l les s u p p o r t e n t des p ress ions éga les . Il suffit, pour qu ' i l erv soi t 
ainsi, de r ég le r la posi t ion du s y s t è m e de te l le man iè re que l ' ex t r émi t é in fé r ieure 
du tube se t rouve a l t e r n a t i v e m e n t dans l 'eau e t dans l 'air. Les différentes co lonnes 
liquides enfermées dans le t ube son t alors s épa rée s les unes des a u t r e s par des 
colonnes d'air à la press ion a t m o s p h é r i q u e . L 'a rc p'm'q es t appe lé l ' a rc hydrophore. 

D a n s i la p ra t ique , l ' appare i l n ' e s t pas ccmslitué par u n t ube enrou lé e n hé l ice , Q n 

construit d 'abord un noyau cy l indr ique s u r leque l on t r ace une r a i n u r e hé l ico ïda le , qu i 
définit soit un hélicoïde. dèveloppable, soi t un hél icoïde normal (surface de la v i s à 
filets carrés). On conserve la por t ion de ce t t e surface qui es t compr i se e n t r e le noyau 
et un cylindre concen t r ique A (fig. 315) ; e l le d é t e r m i n e , dans l ' i n t é r i eu r du cy l indre , 
une sorte de canal qui r e m p l a c e le tube de la théor i e p r é c é d e n t e . 

364 . C a s o ù l e s d e u x a x e s s o n t r e c t a n g u l a i r e s e t à d i s t a n c e f in ie . — 
R o u e e t v i s s a n s fin. 

Pour réa l i ser la l iaison de deux ro ta t ions non concou ran t e s , dont les axes z et z' 
sont pe rpend icu la i res et à d i s tance finie, on emplo ie f r é q u e m m e n t le s y s t è m e roue e t 
vis sans fin. Ce m é c a n i s m e est cons t i tué de la façon su ivan te . 

Supposons l 'axe z dans le plan de la f igure, e t l 'axe z ' p e r p e n d i c u l a i r e à ce plan, 
sur lequel il se pro je t te au po in t o' (fig. 316). Décr ivons de o-' comme c e n t r e , avec u n 
rayon I I ' in fér ieur à la p lu s courte- d i s tance des axes , une c i rconférence S' , e t m e n o n s -
lui une tangente S para l l è le à z. R e g a r d o n s S e t S* comme les l ignes p r imi t i ve s d ' u n 
pignon et d ' u n e - c r é m a i l l è r e sans épa i s seur , pu i s , la den tu re é t an t t r a c é e par l ' u n 

quelconque des p r o c é d é s é tud iés au chap i t r e I V , se rvons -nous de la c r éma i l l è r e p o u r 
engendrer une vis de pas H au tour de l ' a x e z . Tou te s les sec t ions d 'une vis par des 
plans mér id iens pouvan t ê t re s u p e r p o s é e s les unes aux autres- à la su i te d 'une ro ta
tion et d 'une t rans la t ion s imu l t anées , la v i s , en t o u r n a n t au tour de z avec u n e v i t e s se 
angulaire w , agit su r le p ignon c o m m e l ' aura ient fait les pos i t ions succes s ives de la 
crémaillère supposée m e n a n t e , e t lui i m p r i m e un m o u v e m e n t de ro ta t ion cont inu de 
vitesse angula i re t o ' . 

Pour éva luer le r a p p o r t — , o b s e r v o n s que le d é p l a c e m e n t du poin t I dans le sens 
GJ 

de l'axe z est le m ô m e sur la vis et sur la roue , pu i sque l 'act ion de la p r e m i è r e sur la 
seconde produi t l e m ê m e effet q u e ^ a - c r é m a i l l è r e i déa l e considérée- tou t d 'abord. E a 
procédant comme aui p a r a g r a p h e 361 pour ca lcn ler le chemin p a r c o u r u paît ce poi&t 
sur la vis pendan t n n t e m p s Lnftniiimirt petit) dt, on a l ' éga l i té 

u H dt 
-= w' R t u 2 * 

o)' H 
d'où l'on t i r a 11} 

Ci) Z 7C R 

Soit i l 'angle que forment , avec l 'axe z, les t angen t e s à l 'hél ice déc r i t e par le point I 
de la vis. On sai t que 

H = 2 iz R cotg i 

Par conséquen t 

u' R co tg i 

~77 — R 7 
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Si l 'on veu t que ce r a p p o r t ait u n e va l eu r donnée h, il faut que R, R ' et i sa t is 
fassent aux équa t ions 

R 7 - k 

R + R ' = d 

d r e p r é s e n t a n t la p lus cour t e d i s t ance des axes . Le n o m b r e des i n c o n n u e s é t an t supé 
r ieur à celui des équa t ions , le p rob lème es t i ndé t e rminé , Nous ind iquerons plus loin 

2 1 6 

(369) c o m m e n t on p r o c è d e dans les d ivers cas . R e m a r q u o n s que , p o u r des va leu r s 
fixes données à R et R ' , le r a p p o r t d e s v i t esses angu la i r e s d é p e n d de l 'angle i ; des vis 
et des p ignons de m ê m e s rayons ne se c o m m u n i q u e n t donc pas n é c e s s a i r e m e n t le 
m ê m e m o u v e m e n t . Il y a là une différence i m p o r t a n t e avec les e n g r e n a g e s cylin
d r iques d ro i t s . 

365. T h é o r è m e . — Le rapport des vitesses angulaires d'une roue et d'une vis 
sans fin est égal au rapport inverse du nombre, des filets de la vis par pas et du 
nombre de dents de la roue. 

Soien t P ' le pas a p p a r e n t de la roue , ri le n o m b r e de ses d e n t s , et n le n o m b r e 
des filets de la v i s con tenus dans u n pas I I . Un p le in e t un c r e u x consécut i f s de la vis 
co r r e spondan t à un pas de la roue , on a 

H = n I " 
D'aut re pa r t 

2 i t R ' = n ' P ' 

L'express ion (1) du r a p p o r t d e s v i t e s se s angu la i r e s d e v i e n t donc 

n P' 
n'P' 

n 
~nr 
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Si l'on ass imi le chaque filet de vis par pas à une dent , on peu t d i re aussi que : 
Dans le mécanisme roue et vis s a n s fin, le rapport des vitesses angulaire est égal 

au rapport inverse des nombres de dents. Une relat ion analogue a déjà é té é tabl ie 
pour les engrenages cy l indr iques et con iques . 

366. C o r o l l a i r e . — Si, comme c 'es t le cas le p lus généra l , la vis n 'a qu 'un filet, on a 

u ~~ ri 

Chaque tour de vis fait a lors avance r la roue d 'une seu le den t . 

367. N a t u r e d e s s u r f a c e s d e s fllet3 d e la v i s e t d e s d e n t s d e la r o u e . 

La roue ne p e u t é v i d e m m e n t pas se r édu i re à un d i sque sans épa i s seur , c o m m e 
la théorie qui p r é c è d e le suppose . Aussi faut-il inc l iner ses den t s sur l 'axe z' , afin que 
la pénét ra t ion des fiîets de vis dans les c reux se fasse sans difficulté. Ce t te modifica
tion appor tée à l ' engrenage t h é o r i q u e ne doit r ien c h a n g e r à la maniè re dont la t r a n s 
mission s'effectue dans le plan condui t par l 'axe de la vis p e r p e n d i c u l a i r e m e n t à celui 
de la roue, lequel r en fe rme les profils sans épa i s seu r cons idérés tout d 'abord. I l ne 
peut en ê t re ainsi que si la surface des den t s de la roue es t c o n v e n a b l e m e n t dé te r 
minée par r appor t à cel le des filets de la v i s . 

Supposons , comme on le fait en généra l dans la p ra t ique , que la sec t ion m é r i d i e n n e 
de la vis soi t une c réma i l l è r e à déve loppan te s . Les surfaces des filets de vis sont alors 
des nappes d 'hél icoïdes a igus , compr i se s en t re les cy l indres déc r i t s a u t o u r de z p a r l e s 
ligues d 'échanf r inement et d ' év idement de la c rémai l l è re . La surface d 'une dent de la 
roue doit ê t re te l le qu 'e l le ait c o n s t a m m e n t , avec la face hél icoïdale de la vis sur l aque l l e 
elle s 'appuie, un plan t a n g e n t commun , au point où se touchera ien t , au m ê m e ins tan t , 
les profils du p ignon e t de la c rémai l l è re sans épa i sseur . Soi t I ce point au m o m e n t où 
le contact des den ts se t r ouve dans le plan m e n é par l 'axe de la roue pe rpend icu l a i r e 
ment à celui de la vis . Le plan t angen t en I au filet de la vis est d é t î r m i n é pa r la g é n é 
ratrice AB de l 'hé l icoïde e t par la t angen t e IT à l 'hél ice de pas P qui pa s se par le point I 
(fig. 317). Pour que ce plan soit auss i t a n g e n t à la sur
face de la den t de la r o u e , il suffit que celle-ci con - r | ( 

t ienne IT. On es t a m e n é ainsi à l imi te r la dent de la j ·. 
roue par une surface rég lée , ayan t pour d i rec t r i ce l / 
le profil CD de la dent , e t p o u r g é n é r a t r i c e s les po- î ^L^N. / 
sitions occupées par les t angen t e s aux d ive r ses hé - \ A - ~ ^ v \ i xj 
lices e n g e n d r é e s par les poin ts de AB, au m o m e n t f ^ - ^ / I b ^ 

où ceux-ci v i ennen t se p lacer sur CD. Toutes ces hé- J ^ ^ " ^ / £ \ 

lices ont m ê m e pas ; mais c o m m e , dans le sy s t ème 
pignon et c rémai l lè re à d é v o p p a n t e s , le lieu du point 
de contact des profils es t un s e g m e n t de la droi te xy 
inclinée de 75° su r z ' I , e l les sont t r a c é e s su r des cy
l indres de rayons inégaux , et les angles que forment 
leurs t angen tes a v e c l 'axe z sont va r iab les . Il r é su l t e j,'jg 3 ^ 
de là que la surface r ég lée qui l imi te une den t de la 
roue n 'es t pas un cy l indre , pu i sque ses géné ra t r i ce s ne sont pas pa ra l l è l e s . Les sec-
lions des den ts de la roue par une sé r ie de plans pe rpend i cu l a i r e s à son axe ne sont 
donc pas i den t iques . 

On peu t se c o n t e n t e r d 'une approx imat ion , e t a d m e t t r e que les surfaces des den t s 
de la roue sont e n g e n d r é e s pa r le profil CD, qui se dép lace ra i t p a r a l l è l e m e n t au plan 
de la figure, en s ' appuyan t sur l 'hél ice que produi t , pa r son e n r o u l e m e n t s u r le cy
lindre primitif S ' , la t angen te IT à l 'hél ice du point I. Dans ce t t e h y p o t h è s e , tou tes les 
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sec t ions pe rpend icu la i r e s à l'axe de let roue son t s u p e r p o s a b l e s , e t , en pa r t i cu l i e r , la 
d e n t u r e présente, d a a s lea p l a n s d e t ê t e les m ê m e s profils que d a n s le p lan de la figure. 

O n peu t d é t e r m i n e r lea s ec t i ons droi tes des den t s de la r o u e au po in t I en coupant 
la figure par un plan pe rpend icu la i r e à IT . Les cons t ruc t ions à effectuer son t exposées 
au p a r a g r a p h e 375. 

Nous avons pris comme exemple d ' engrenage de roue e t vis sans fin celui qui cor
r e spond au sys t ème pignon e t c rémai l l è re à déve loppan tes . Les sur faces des den t s va
r ient na tu r e l l emen t avec le t r acé a d o p t é ; on les dé t e rmine ra i t d 'une m a n i è r e analogue. 

368. C o n d i t i o n d e r é c i p r o c i t é d e l a v i s s a n s f in . 
En dés ignant par <p l 'angle de f ro t tement qui se r appo r t e aux m a t i è r e s de la vis et 

de la roue , e t par i l ' incl inaison des filets de la vis su r l 'axe ~, on d é m o n t r e que : 
1°- S i i tf* la roue conduit lavis sams i v r / rr-jcHè. L 'angle cp é t a n t tou jours pet i t , 

l e pas de l a v i s , don t l ' express ion es t H = 2 z R cotg i , es t t r è s a l longé , d e sor te qu 'e l le 
e s t n é c e s s a i r e m e n t à p lus ieurs filets. C 'es t ce qui se p r é s e n t e , par exemple , dans le 
r é g u l a t e u r à a i le t tes que l'on adjoint à l ' appare i l du généra l Morin p o u r un i formiser 
le m o u v e m e n t de rotation du cyl indre en reg i s t r eu r (voir les Tra i t és de physique) ; 

i" Si Ç < i < y — f, la transmission est réciproque : c 'es t le cas le plus f réquent 

eu p ra t ique ; 

3" Si i ^ jy — f, la vis conduit la roue sans réciprocité. On ut i l i se ce t t e p r o p r i é t é 

d a n s cer ta ins appare i l s é l é v a t e u r s des fa rdeaux (palans à vis), d a n s la m a n œ u v r e d e s 
vannes , e t c . . Le sys tème peu t ê t r e abandonné à l u i - m ê m e dans u n e posi t ion q u e l 
conque , sans c ra ind re de le voir p r e n d r e le m o u v e m e n t i n v e r s e . 

Toutefois , ces r é su l t a t s , ob t enus en ass imi lan t l a surface de la vis à un plan i n 
c l iné , sur une é t e n d u e infiniment p e t i t e , ne son t q u ' a p p r o c h é s , e t les l imi tes r ée l l e s 
e n t r e l e sque l l e s doit êtiie compr i s l 'angle i pour que la t r ansmis s ion soit r é c i p r o q u e 
son t p lus r e s s e r r é e s que ce l les ind iquées plus h a u t En p ra t ique , on no s ' écar te pas 
beaucoup , dans c e s c i r cons t ances , de la va leu r i = 45". 

369. C a l c u l d e s é l é m e n t s d ' u n e n g r e n a g e r o u e e t v i s s a n s fin a u m o d u l e 
n o r m a l . 

F o r m u l e s à e m p l o y e r . — Il n 'ex is te pas de différence es sen t i e l l e en t r e les vis 
e t les roues hé l icoïda les , D 'après l e u r définition g é o m é t r i q u e (332-367), ces d e r n i è r e s 
ne sont , en effet, pas au t re chose que des vis , don t le pas , t r è s a l longé , con t ien t un 
assez g rand n o m b r e de filets, t and i s que les vis p r o p r e m e n t d i t e s ont , au con t r a i r e , 
un pas p lus cour t , e t a d m e t t e n t peu de filets pa r pas . On p e u t donc d é t e r m i n e r les di
mens ions néces sa i r e s à l ' exécut ion m é c a n i q u e d 'un s y s t è m e pignon et vis sans fin par 
des formules ana logues à ce l les qui ont été é tabl ies § 332, et app l iquées § 335 bis. (Pre
mie r cas) pour le calcul des é l é m e n t s d 'une r o u e hél icoïdale i so lée . Le nombre des fi
lets de la vis par pas doi t ê t re cons idé ré c o m m e une donnée de la q u e s t i o n ; la con
na issance du rappor t des v i t esses angu la i r e s en t r a îne celle du n o m b r e de den t s de la 
roue . 

Soient : n le n o m b r e des filets de l a vis par pas ; 
i l ' incl inaison des hé l i ces p r imi t i ve s sur l 'axe de la vis ; 

m le module no rma l ; 
D le d iamèt re pr imi t i f de ht v is ; 

Dj son d i amè t r e d ' échanf r inement ; 
h la hau t eu r des den t s ; 
ri le nombre de d e n t s du p ignon ; 

2 — i l ' incl inaison d e s den t s du p ignon su r son axe ; 

D' le d i amè t re primitif du pignon ; 
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D , ' son d i a m è t r e d ' éohanf r inement ; 
h la h a u t e u r de ses den t s ; 

n( le n o m b r e des den t s de la r o u e droi te fictive s e r v a n t au choix de 
la fraise pour le tai l lage du pignon ; 

d la d i s tance des axes du pignon e t de la vis ; ' 

ou a, par appl ica t ion des fo rmules du § 332 

D ' : 

D = 
COS ¿ r>\ =zz D ' + 2 m 

V i s ( D , = D + 2 m PJ&NON ( 4 3 m 

h-. 
13 m 

n 

sin ; l i 

D - ) - D ' m 

2 \ cos i 
La vis devant ê t r e exécu tée au tour , il e s t nécessa i r e de connaî t re en out re son 

pas H m e s u r é dans le sens de l 'axe (397), soi t 

mn r. 
I I = 2 T C I I c J i g i — xD ("itg i — — - . — — 

° S l l l l 

L'incl inaison i des filets e s t choisie d 'après les ind ica t ions données au § 368. 

E x e m p l e I . — Calculer les éléments nécessaires à l'exécution d'un système 

roue et vis sans fin, au modula normal m = 5, sachant : 

1° Que la vis a 2 filets par pas ; 
2" Qu'elle doit mener lu roue sans réciprocité, avec un rapport de vitesses an

gulaires 1/50; 
3° Que le coefficient de frottement est -0.12. ce qui correspond, à un angle de 

frottement cp = 7° environ. 

Vis. — Inclinaison dus filets. On doit avoir i ^> a ou i V 83". 

On p rendra ¿—=85°, pa r e x e m p l e . 

Diamètre primitif : 

cos i cos S ' y 

Diamètre d'èchanfrinement : 

D [ = n -|- 2 m = 127 "\/,n 44 

Hauteur des dents : 

h — — - — = 1 0 ·•" .n h ! 
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P A S suivant laxe. 

M R I T T 1 0 -

(Voir, § 397, la m a r c h e à su ivre pour d é t e r m i n e r l ' équipage de r o u e s dentées à 
emp loye r dans l ' exécu t ion de la vis au tour) . 

R O U E . — Inclinaison des dents sur l'axe : 

r. 
T T — l = J° 

Nombre de dents : 

n 1 

~nf " " 5 0 
d'où ri 50 n = 100 den t s 

Diamètre primitif : 

„ , mn' 500 > m , „ , 
sin t sin 8n° 

Diamètre d'échanffinement : 

D ' , - D ' - | - 2 m = 5 1 2 ' " / M 91 

Hauteur des dents : 

Nombre de dents de la roue droite fictive : 

7i I - —. ., . = . , = 109 den t s . 1 s i n J c s i n 3 8o° 

T îpa i s seur de la jante : de 5 à 10 m . , soit 25 à 50 M / M . 

Distance des axes de la vis et de la roue : 

d = - D ^ >

I > = 3 1 0 •"/,„ 18 . 

E x e m p l e I I . — Calculer toutes les quantités nécessaires à l'exécution d'un sys
tème roue et vis sans fin, au module normal m = 7. La vis a quatre filets par pas, son 
diamètre extérieur D ( = 114 M / M . Le rapport des vitesses angulaires est égal à 1/30. 

Vis , Diamètre primitif : D = D , — 2m = 100 N L / M . 

13 m 
Hauteur des dents : k = — - — = 15 m l m 17 

D 

Inclinaison des filets. Pas suivant l'axe. Le pas est donne par la formule 

M N I T 

s in i 
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Pour ca lculer l 'angle i, on se r e p o r t e à l ' express ion du d i a m è t r e pr imi t i f de 
1 7 1 7 1 

vis, D = r, d'où l 'on t i re 
cos i 

11171 28 . _„ , , , „„ 
cos i -— - — = -JÔQ i = 73° 44' 23" 

Cette va leur do i doit ê t re dé t e rminée avec beaucoup de préc is ion , afin que l ' e r r eu r 
absolue de H so i t auss i faible que poss ible . 11 ne faut pas oubl ier , en effet, que l ' exé
cution de la vis au t o u r obl ige souven t à r e m p l a c e r I I p a r u n e va leu r a p p r o c h é e ; l 'er
reur totale doit r e s t e r assez pet i te pour que le bon fonc t ionnement du m é c a n i s m e ne 
soit pas c o m p r o m i s . 

m « it 28 TT 
On a ma in tenan t I I = — : — = — — r - = 9 1 m / m 03. 

S t l l l S 1 U l 

ROUE. — N'ombre de dénis : Pu i sque la vis a 4 filets, e t que le r appor t des v i 

tesses angula i res es t - ' - , le n o m b r e des den ts du pignon est 

n — 4 x 3 0 = ]20 d e n t s . 

Diamètre primitif : 

D' = — — - = , , , = 8 1 3 M / M 00 
s in i si n ii ' 4-1 

Diamètre d'âchanf'finemeut : 

D,' = D' 4 - 2 m = 889 «>/m 00 

Hauteur des dénis : 

, 13 m . „ 
h = — - — = la m

 N . , 11 
U 

Nombre de dents de la roua droite fictive : 

ri 
ri, ' = — — = 13G den t s . 

' S 1 U ' ! l 

Epaisseur de la faute : de 5 à 10 m., soit de 35 à 70 m /m. 

Distance d".s axes de la vis et de la roue : 

d —. -^-~)- = 487 '»/,„ 50 

370. V i s t a n g e n t e . 

Dans le m é c a n i s m e que l 'on vient d ' é tud ie r , le con tac t d'un filet de la vis e t d 'une 
dent de la roue n'a l ieu, à chaque ins tan t , qu 'en un seul po in t , s i tué dans le p lan moyen 
le la roue , e t qui s e r a i t p r é c i s é m e n t le point d ; contac t de la c r é m a i l l è r e e t du pi
gnon infiniment minces pie n o m avons c o n s i d é r é s . P o u r év i t e r ce t i nconvén ien t , on 
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adopte s o u v e n t u n e au t r e d ispos i t ion , dans l aque l le la sur face e x t é r i e u r e de la roue 
est c r eusée en forme de to re , de man iè re à e m b r a s s e r la vis (fig. 318). Les den t s de la 
roue sont a lors l imi t ées par les surfaces enve loppes de cel les qui cons t i t uen t les filets 

de la v i s . E l l e s se r acco rden t donc à chaque in s t an t su ivant une 
l igne , qui e s t la ca rac t é r i s t i que re la t ive à la posi t ion correspon
dante du filet de vis . Grâce à l ' in t imi té du contac t qui r é su l t e de 
ce t te modification, on peu t t r a n s m e t t r e des efforts p lus considé
rables sans c ra ind re u n e u s u r e t rop rapide . De p lus , ces méca
n i smes é tan t cons t ru i t s sans jeu , chaque par t i e mobi le est blo
quée par l ' au t re ; ce t te p rop r i é t é est souven t u t i l i sée en prat ique, 
dans les d iv i seurs pour roues d ' engrenage , par e x e m p l e . 

Dans la vis sans fin o rd ina i re , où nous avons admis que les 
den ts de la roue sont l imi tées par des surfaces cy l indr iques , toutes 
les sec t ions faites dans la roue par des p lans pe rpend icu l a i r e s à 
son axe sont i den t iques . Il n 'en es t p lus de m ê m e dans la vis 

Fig. 318. t a n g e n t e . En effet, chacune de ces sec t ions cons t i tue , avec la 
sect ion co r r e spondan te de l a v i s , un eng renage que l 'on peu t as

s imi le r à u n p ignon e t à u n e c rémai l l è re infiniment minces . Les profils dé t e rminés 
par un plan pe rpend icu l a i r e à l 'axe de la roue do ivent donc ê t r e l ' enve loppe l 'un de 
l ' au t re dans le m o u v e m e n t relatif des deux par t ies du s y s t è m e . Gomme ceux de ces 
profils qui se r a p p o r t e n t à la vis v a r i e n t avec la posi t ion du plan sécant , c eux qui se 
r a p p o r t e n t à la roue v a r i e n t n é c e s s a i r e m e n t auss i . 

On calcule les d imens ions d 'exécut ion comme dans le cas o rd ina i re des vis sans 
fin. Toutefois , en raison de la forme par t i cu l i è re de la roue, son plus g rand diamètre 
doit ê t r e m e s u r é su r la figure. 

371. V i s à filets c o n v e r g e n t s , o u V i s g l o b i q u e s . 

On cons t ru i t au jourd 'hu i , s u r t o u t p o u r les m a c h i n e s des t inées à l 'é lévat ion des 
fardeaux, des vis t angen t e s d 'une na tu re pa r t i cu l i è re dont voici le p r inc ipe . 

Soit (fig. 319) u n axe ve r t i ca l (z, z') et , dans le plan de front F qui le cont ient , une 
c i rconférence (¡J., p.') de c e n t r e , (zj, z / ) . Un point mobi le qui, pa r t an t de la position 
(a, a'), se dép lace ra i t d 'un m o u v e m e n t uniforme sur ce t t e c i rconfé rence , en même 
t e m p s que le p lan F t ou rne ra i t au tou r de (z, z') d'un m o u v e m e n t éga l emen t uniforme, 
décr i ra i t , sur le to re e n g e n d r é par (¡L, U!), une courbe à laquel le on donne le nom 
d 'héi iee globique, à cause de l 'analogie év idente de sa définition avec cel le de l 'hélice 
cy l indr ique . Le chemin a' b' =: II, p a r c o u r u par le point mobile p e n d a n t que le plan F 
fait un tou r comple t , es t appelé le p a s de l 'hél ice g lobique. 

D 'après ce t te définit ion, si le p lan F accompl i t s e u l e m e n t une fraction de tour 
Tïl 

— qui l ' amène dans la posi t ion P . le po in t (a, a') pa r cou r t une fraction cor respondante 

111 
du pas , a' i " = — X a'6'. Il se t r o u v e donc à l ' in tersec t ion du plan P et du paral lèle 

n 
d é t e r m i n é dans le to re pa r le plan hor izonta l du point 4", soi t dans la posi t ion (4,4'). 
On peu t a insi t r a c e r t r è s fac i lement les pro jec t ions de l 'hé l ice g lob ique . Il suffit de 
m a r q u e r , par e x e m p l e , douze pos i t ions equ id i s t an te s du plan F , c o r r e s p o n d a n t aux 
douz ièmes de t ou r s success i fs , e t de d iv iser le pas a'6' — H en douze pa r t i e s égales. 
Les pa ra l l è l e s d é c r i t s s u r le tore pa r les poin ts do division 1" 2 ' , 3 ' . . . r e n c o n t r e n t les 
pos i t ions c o r r e s p o n d a n t e s I, I I , I I I . . . du plan F a u x poin ts (1,1') , (2,2'), (3 ,3) . . . qui 
a p p a r t i e n n e n t à l 'hé l ice g lob ique . On jo in t ces poin ts par un t r a i t con t inu . La fig. 319 
r e p r é s e n t e une sp i re et demie d 'une hé l ice g lobique à dro i te . 

S u p p o s o n s m a i n t e n a n t que l 'on r a t t ache au po in t (a, a') u n e figure que lconque 
a '^YS' , tournant, d 'un m o u v e m e n t uni forme au tour du cen t r e (z 1 ( z',} d e la circón" 
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féreuce a'), de m a n i è r e à faire pa rcou r i r au poin t <a, a') un pas de l 'hé l ice g lobique 
pendant que le p l an V accompl i t une révolu t ion complè t e au tour de l 'axe (z, z'). C e t t e 
ligure e n g e n d r e un filet de vis de pas H. En p ra t ique , X ' ^ ' Y ' 5 ' e s t une sor te de t r apèze , 
dont l es bases son t des a rcs de cerc le a ' î ' , ¡3 Y concen t r iques à la c i rconfé rence (a , J A ' ) , 
e t les deux a u t r e s côtés des d ro i tes a ' j lV, S'y'!' s y m é t r i q u e s par r a p p o r t au rayon 

Fig. .-il». 

z' ( a'. Les q u a t r e s o m m e t s déc r iven t d e s hé l i ces g lob iques a/a", $'$*,"{'Y", S'S* s u r deux 
tores de m ê m e axe que le p r e m i e r ; a'a", §'&" son t l e s a r ê t e s r e n t r a n t e s dît filet d e vis , 
(l'̂ ",,Yj" sont l es a r ê t e s sa i l l an tes . On pour ra i t p lacer p l u s i e u r s f igures i d e n t i q u e s à 
a ' ^ y â ' dans l ' é t endue d 'un p a s de L'hélice, e t l es c o n s i d é r e r c o m m e formant a w c ta 
p remiè re un s y s t è m e indéformable . On ob t i endra i t a insi une vis g lobique à filaets 
mul t ip les . 
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Imag inons que ce t te vis soi t cons t ru i t e , e t donnons- lu i un m o u v e m e n t de rotat ion 
un i fo rme, de v i t e s se angu la i re w, a u t o u r de son axe . Les sec t ions m é r i d i e n n e s d'un 
filet, t ou t e s i d e n t i q u e s , v i e n n e n t s u c c e s s i v e m e n t se p lace r dans le p lan F, où elles se 
c o m p o r t e n t c o m m e la figure a'flYS'dans la définition p r é c é d e n t e , c'est-à-dire qu'elles 
tournent d'un mouvement uniforme continu autour du centre (zu z'{) de la circon
férence ( L L , en faisant parcourir au point (a, a') un pas de l'hélice globique pen
dant que la vis fait un tour. Soi t IÙ' la v i t e s se angu la i r e de ce de rn i e r mouvemen t . 
P e n d a n t un t e m p s inf iniment pe t i t dt, l 'angle de ro ta t ion de la v is es t udt, co r res -

Hwdf , 
pondan t à un d é p l a c e m e n t ds = — 5 du poin t (a, a') s u r la c i rconfé rence ([J-, |i ) ; 

d 'au t re par t , ds — u'K'dt, en appe l an t R' le rayon de c e t t e c i rconfé rence . On a donc 

Hadl 
- = <o'R'd£ 

u ' H 
d'où l 'on t i r e — = -3—rcr 

tù L 71 tV 
formule i den t ique à ce l le que nous avons t r ouvée pour la vis sans fin o rd ina i r e (364). 

11 nous res te à i nd ique r c o m m e n t on peu t dédu i re de ces géné ra l i t é s un méca
n i sme capable d ' a s su re r la l ia ison de deux ro ta t ions au tou r d 'axes pe rpend icu la i r e s , 
avec r a p p o r t c o n s t a n t des v i t e s ses angu la i r e s . T raçons dans le plan F (fig, 319 et 319 bis) 
deux roues d ' eng renage in t é r i eu r inf iniment m i n c e s , don t les c i rconférences p r imi 
t ives S e t S' so ient confondues avec la c i rconférence (p., ji.') de la t héo r i e p r é c é d e n t e . 
La c i rconfé rence S (roue creuse) e t sa d e n t u r e a' fi' y7 8' définissant, c o m m e c i -des 
sus , u n e vis g lobique de pas H a u t o u r de l 'axe (2,2'), la rota t ion de ce t t e vis amène 
s u c c e s s i v e m e n t dans le plan F tou tes les sec t ions mér id i ennes , qui pa ra i s sen t tou rne r 
au tou r de z\, e t ag i s sen t su r le pignon S' de l ' engrenage i n t é r i e u r c o m m e le ferait la 
roue c r euse S e l l e - m ê m e , Ce pignon é tan t i nva r i ab l emen t Hé à l 'axe z ' ( , le mécan i sme 

réa l i se un r a p p o r t de v i t e s s e s angu la i r e s = T T — T T T . 

Soient : n le nombre de filets de la vis par pas H ; 
ri le n o m b r e des d e n t s du p ignon ; 
P ' son pas c i rconféren t ie l . 

On a II = rc P' 2u R' = ri P ' 

e t pa r c o n s é q u e n t — — ,-

Choix des profils. — Dans la figure 319 bis, les p le ins a p y 8 du pignon S' sont 
iden t iques aux c reux de la roue i n t é r i e u r e fictive S qui e n g r è n e avec lui . Ce t te con
dit ion n ' e s t pas i nd i spensab l e : il suffirait, en effet, q u e le profil a. 3 y S soi t t angen t 
aux deux faces du c reux dans l eque l il p é n è t r e . Mais, quand elle es t r e m p l i e , les profils 
de la vis e t du pignon dans le plan F se confondent t h é o r i q u e m e n t , ce qui p e r m e t 
d ' employer l ' appare i l à la t r ansmi s s ion d'efforts cons idé rab le s . 

La h a u t e u r de la vis et les d i rec t ions des droi tes a fi, y S, qui l imi t en t les den ts 
de l ' eng renage i n t é r i eu r fictif, ne sont pas a rb i t r a i r e s . Ces é l é m e n t s son t d é t e r m i n é s 
d 'après le n o m b r e des den t s du pignon que l 'on v e u t engager , soi t qua t r e par e x e m p l e , 
c o r r e s p o n d a n t à l ' a rc CD de la c i rconférence p r imi t ive (fig. 319 bis). Après avoir placé 
ce t a rc de tel le man iè re que ses ex t r émi t é s so ient s y m é t r i q u e s par r a p p o r t au plan 

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



H' m e n é par l 'axe du pignon p e r p e n d i c u l a i r e m e n t à celui de la v is , on t race CT et DU 
perpend icu la i r e s à z', pu is l 'on déc r i t , de z\ c o m m e c e n t r e , u n e c i rconfé rence S ' ( 

tangente à ces deux d ro i t e s . Pa r tes points de division des c i rconfé rences S S ' c o r r e s 
pondant aux ple ins et aux c r eux consécut i f s , on m è n e enfin des t a n g e n t e s y 8, a ¡3. y '8 ' ] 
à la c i rconférence S' , . Ces profils sont l imi tés à des ce rc l e s d ' écbanf r inemen t et d 'évi-
dement la issant aux faces e t aux flancs les l o n g u e u r s hab i tue l l e s 0,3 P et 0,4 P. 

F i g . 3 l 9 b i 8 . 

La figure 319 bis m o n t r e que le montage est poss ib le dans ces condi t ions , pourvu 
que l'on n ' engage que qua t r e den ts au plus (*]. Le pignon é tan t en p lace , on fait g l i sser 
les profils CT et DU des filets de vis sur l eu r s homologues p 8 et sep du pignon j u s q u ' à 
ce que les axes z' et z\ so ien t à la d i s t ance vou lue . 

On pour ra i t é v i d e m m e n t d i m i n u e r la h a u t e u r de la vis pour n ' engage r que deux 
ou t rois den t s . Mais, si l 'on a u g m e n t a i t ce t t e h a u t e u r pour engager u n e c inqu ième den t , 
K par exemple , l ' a rê te A de la v is e m p ê c h e r a i t l ' en t r ée de K dans le c reux du filet cor
respondant , e t le m o n t a g e se ra i t imposs ib l e . 

(*) Le montage avec quatre dents engagées serait encore possible si l'on remplaçait S'i par 
une circonférence de plus grand rayon. 
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§ III. —- Engrenages cylindriques hélicoïdaux 
entre axes quelconques. 

3 7 2 . Les r o u e s tt d en t s hé l ico ïda les , dont l ' eng renage de W h i t e cons t i tue un 
cas par t i cu l ie r , p e u v e n t ê t re e m p l o y é e s à la t r ansmi s s ion de m o u v e m e n t en t re deux 
axes de rota t ion a b s o l u m e n t q u e l c o n q u e s , f o u r é tud ie r g é o m é t r i q u e m e n t ce nouveau 
m é c a n i s m e , p r e n o n s un plan ve r t i ca l de- project ion para l lè le aux axes ( X X ' ) , ( Y Y ' | 
(fig. 320 et 321 ), et supposons l 'un d 'eux, X X ' pa r e x e m p l e , para l lè le à la l igne de t e r r e . 
Leur p e r p e n d i c u l a i r e c o m m u n e A B es t u n e d r o i t e de bou t , p ro je tée en (ah, a'b'). 

Soit I un point que l conque de A B . L e s cy l indres de r évo lu t ion S e t S', décr i t s au
tou r de ( X X ' ) , ( Y Y ' ) , a v e c d e s r ayons r e s p e c t i v e m e n t égaux à R = A I et R ' — R I , 

P e n d a n t un t e m p s in f in iment p e t i t dt s u c c é d a n t à l ' époque où le s y s t è m e occupe 
la posi t ion f igurée, le po in t I, c o n s i d é r é c o m m e a p p a r t e n a n t au cy l indre S, déc r i t un 
é l é m e n t de dro i te I M — m R dt, p e r p e n d i c u l a i r e au plan hor izonta l X A I , et dont la 
p ro jec t ion ver t i ca le i'iri, égale e t pa ra l l è l e à I M , es t pe rpend icu l a i r e à X ' . Ce même 
po in t , cons idé ré c o m m e a p p a r t e n a n t au cy l ind re S' , déc r i t un é l é m e n t de droite 
I N = w ' R ' dt, p e r p e n d i c u l a i r e au plan de bout, Y B I , et d o n t la p ro jec t ion ver t ica le 
i'ri, égale et pa ra l l è l e à I N " , es t p e r p e n d i c u l a i r e à Y ' . Le s e g m e n t inf iniment pe t i t M X 
m e s u r e la d i s tance qu i s é p a r e , a p r è s le t e m p s dt, deux points du s y s t è m e a c t u e l l e m e n t 
confondus ; c 'est donc l 'arc é l é m e n t a i r e de g l i s s emen t du point I. C o m m e d e u x courbes 
t a n g e n t e s ne p e u v e n t é v i d e m m e n t g l i sser l 'une sur l ' au t re que su ivan t l eu r t angen te 
c o m m u n e , M X es t pa ra l l è le à I Z ; ce pa ra l l é l i sme subs i s t e d 'a i l l eurs en project ion 
ve r t i ca l e . Si donc on fait t ou rne r le t r i ang le infini tésimal ï m'ri d 'un angle dro i t au tour 
de son s o m m e t ï, il p r e n d r a une nouve l le pos i t ion i'm\rit dans laque l le le côté m'n' 
v iendra se p l ace r en m'irii, p e r p e n d i c u l a i r e m e n t à z', t and i s que les deux a u t r e s 
s e s u p e r p o s e r o n t r e s p e c t i v e m e n t à i'X', i'Y'. On aura donc 

Fig. 320. 

a d m e t t e n t e n I un plan tangent 
c o m m u n F , qui es t pa ra l l è le au 
plan ver t i ca l . T raçons dans ce plan 
u n e d ro i t e I Z , p rov i so i r emen t ar
b i t r a i r e , et s o i e n t a e t a ' l e s angles, 
p r o j e t é s v e r t i c a l e m e n t en vraie 
g r a n d e u r , qu 'e l le forme avec les 
axes . Quand on en rou le le plan F 
su r les deux cy l indres , la droi te 
I Z d é t e r m i n e des hé l i ces , proje
t é e s en h', E ' e t t a n g e n t e s en I ; si 
on les s u p p o s e ma té r i a l i s ée s , elles 
p o u r r o n t t r a n s m e t t r e un mouve
m e n t de ro ta t ion d 'un cyl indre à 
l ' au t re , avec un r a p p o r t de vi tesses 
angu la i r e s que nous al lons évaluer . 

i'm\ cos a — ïri l cos a ' 

ou u K eos a dt = IÛ'IV cos m/ dt 

d'où enfin 
u ' R cos a 

a i R ' cos a ' 

(*) La même méthode est applicable à la recherche du rapport des vitesses dans le sys
tème roue et vis sans fin. 
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On voit que , c o n t r a i r e m e n t à ce qui se pasae dans les e n g r e n a g e s cy l ind r iques en t r e 
axes para l lè les , les v i t e s ses a n g u l a i r e s ne sont pas i n v e r s e m e n t p r o p o r t i o n n e l l e s aux 
rayons des cyl indres pr imi t i fs ; l eu r r appor t dépend , en ou t r e , de la d i r ec t ion a t t r i b u é e 

Fig . 321. 

à (z, z'). On peu t donc , sans change r les d imens ions des cy l indres pr imi t i fs , r éa l i se r 

ues engrenages hél icoïdaux a s s u r a n t au r appor t des va l eu r s d i v e r s e s . 

REMAIIOUES I . — Nous avons supposé que la p ro jec t ion ve r t i ca le i'z' d e l à géné_ 
r a t r i c e d e s hé l i ce s é t a i t i n t é r i eu re à l 'angle aigu X'i 'Y', formé p a r i e s p ro jec t ions ve r -
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t i ca les des axes . Les deux roues hé l ico ïda les S et S' a insi définies son t à gauche, et 
les inc l ina isons a, a' de l eu r s d e n t u r e s sont l iées à l ' angle aigu 8 des axes p a r l a re
lat ion a. 4- oJ = 9. 

Sans r ien c h a n g e r au r a i s o n n e m e n t qui p r é c è d e , on peu t modifier la d i rec t ion de 
i'z' et o b t e n i r : 

Une roue S à gauciie et une roue S' à droite (fig. 322. II) correspondant à la re-

1 

z + a ' = e 
Les deux roues sont à gauche. 

I I I 

3 + a ' = T. = e 
Les deux roues sont à droite. 

I I 

a — a ' = z Ô (et ^> a ) 

La roue S est à gauche 
La roue S' est à druitc. 

I V 

x' — a = 9 (a <C A ) 
La roue S est à droite 
La roue S' est à gauche. 

322. 

lation A — A ' = G . La droi te I ' î ' e s t i n t é r i eu re à l 'angle aigu formé par l 'axe y' avec la 
pe rpend i cu l a i r e i'j' à l 'axe x'. 

Deux roues S et S' à droite (fig. 322. III) co r respondav i t à la rela tion <x + a' = x — 9. 
La droi te i'z es t i n t é r i eu re à l 'angle aigu formé p a r l e s p e r p e n d i c u l a i r e s i'j', i'h' aux axes . 

Une roue S à droite et une roue S' à gauche (fig. 322. IV) correspondant à la re-
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lation a '— % = 9. La droi te i'z' es t i n t é r i eu re à l 'angle aigu formé pa r l 'axe x' avec la 
perpendicu la i re i'h' à l 'axe y'. 

Dans ces d ive r ses formules , 8 dés igne Y angle aigu des axes , e t a , a ' l e s angles 
aigus formés par les hé l i ces d i r ec t r i c e s des d e n t u r e s a v e c les axes d e s roues co r res 
pondantes . 

Quand les axes sont r ec t angu la i r e s , les roues S et S' sont t o u t e s deux à gauche , 
ou toutes deux à droi te (fîg. 322 bis). Les incl inaisons des d e n t u r e s son t c o m p l é m e n 
ta i res . 

D e u x roues à gauche. D e u x roues à droite. 
F i g . 322 bis. 

IL Conditions de réciprocité. Nous avons déjà di t qu ' i l n 'exis te a u c u n e différence 
géomét r ique en t r e les vis sans fin et les roues hé l ico ïda les p r o p r e m e n t d i tes . Les con
ditions de r éc ip roc i t é d 'un s y s t è m e de deux roues hé l ico ïda les p e u v e n t donc ê t r e dé
duites des indica t ions d o n n é e s au p a r a g r a p h e 368. 

a) Les axes sont rectangulaires. 

1° Si « est égal ou in fé r ieur à l 'angle de f ro t t ement o, la roue S' condui t la r o u e S, 
sans réc iproc i té ; 

2° Si a e t a' sont compr i s en t r e l 'angle de f ro t t ement e t son c o m p l é m e n t , l ' eng re 
nage est r éc ip roque ; 

3° Si a es t égal ou s u p é r i e u r au c o m p l é m e n t de l 'angle de f ro t tement , la roue S 
conduit la roue S', s ans r éc ip roc i t é . 

On peu t r é s u m e r la l r ° e t la 3* pa r t i e s de cet énoncé en d i san t que , si l'inclinai
son des dentures est, sur l'une des roues, égale ou inférieure à l'angle de frottement, 
cette roue ne peut pas conduire l'autre, mais peut être conduite par elle. 

bjLes axes sont quelconques. 

Les r é su l t a t s sont ana logues aux p r é c é d e n t s . 

373. T h é o r è m e . — Le rapport des vitesses angidaires de deux roues hèlicot-
dales est égal au rapport inverse des nombres de dents dont elles sont armées. 

T h é o r i q u e m e n t , il suffirait, pour p r o v o q u e r la t r ansmiss ion , d 'é tab l i r su r la surface 
des cy l indres pr imi t i f s de pe t i t e s s t r i e s , d i r igées su ivan t les hé l i ces d é t e r m i n é e s par 
la droi te IZ dans l ' e n r o u l e m e n t du plan t angen t . Mais c o m m e il e s t i nd i spensab le de 
donner aux d e n t s des d imens ions suffisantes pour a s s u r e r l eu r so l id i té , on e s t con
duit, de m ê m e que dans l ' engrenage de W h i t e , à les c o n s i d é r e r c o m m e des filets de 
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vis , engend re s par d e s profils t r acés su r les s e c t i o a s d ro i tes des cyl indres primit i fs , et 
se dép laçan t d 'une base à l 'autre en s ' appuyan t sur l es hé l ices p r é c é d e n t e s (fig. 323). 

Soient n et ri les n o m b r e s de den t s d e s deux roues . Chaque plein c o r r e s p o n d a n t à un 
c r e u x , les n o m b r e s de den t s qui pa s sen t au point I dans un t e m p s donné son t égaux. 

On a donc N n ^ N ' n ' 

d'où 

Fig. 3 2 3 . 

374. R e l a t i o n e n t r e l e s p a s a p p a r e n t s d e s d e u x r o u e s . — P a s n o r m a l . — 
M o d u l e n o r m a l . 

Soient P e t P ' les pas a p p a r e n t s des deux d e n t u r e s , m e s u r é s sur les c i rconférences 
de base des cy l i nd re s p r imi t i f s . Il r é s u l t e de ce qui p r é c è d e que 

n R cos « 

ri R' cos n! 
ou, en mul t ip l i an t les deux t e r m e s du second r appor t par 2-r: 

n 2 n R cos oc n P cos a 
ri 2irR '-c<jSa/ r i 'P ' cosa . ' 

Pa r c o n s é q u e n t 
P cos a — P' cos a' 

Les pas a p p a r e n t s P e t P ' , a insi que les m o d u l e s a p p a r e n t s qui en dé r iven t , son t 
donc g é n é r a l e m e n t i n é g a u x , p r o p r i é t é qui d is t ingue e s s e n t i e l l e m e n t les engrenages 
ac tue l s des au t r e s e n g r e n a g e s cy l ind r iques . L 'éga l i té des pas a p p a r e n t s n 'a lieu que 

si l'on a cos a = cos a' 

Ce fait se p rodu i t , soit si a = a', soi t si a = ZT. — a!. Dans le p r e m i e r cas , l'incli
naison des filets sur les g é n é r a t r i c e s es t la m ê m e pour les deux roues ; dans le second 
l e s axes sont pa ra l l è l e s , et le m é c a n i s m e e s t i den t ique à l ' eng renage de W h i t e é tud ié 
p r é c é d e m m e n t . 

C h a c u n e d e s r o u e s de l ' e n g r e n a g e dont nous nous occupons ayant la m ê m e défini
t ion g é o m é t r i q u e qu 'une noue hé l ico ïda le de W h i t e , les re la t ions é tab l ies aux §§ 332 
e t 333 s o n t a p p l i c a b l e s . Par c o n s é q u e n t : 

1° L 'égal i té P cos a = P ' cos n! e x p r i m e q u e l e s pas n o r m a u x sont i es m ê m e s .sur 
les d e u x roues . L e u r va leu r c o m m u n e es t p = P cos a — P' cos al. Les modu le s nor-
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maux sont aussi les m ê m e s ; l e u r v a l e u r c o m m u n e es t m = M cos a = W cos a', M et M' 
dés ignant les modu les appa ren t s co r r e spondan t aux pas P e t P', 

2° Toutes les d imens ions d ' exécu t ion sont r a p p o r t é e s au modu le normal . Aux rai
sons ind iquées § 332 s 'ajoute la su ivan te . : pu i sque les modu les a p p a r e n t s ne son t pas 
les mêmes pour les deux roues , des longueurs tbs faces et de flancs éva luées en fonc
tion de ces modules ne. s e ra i en t pas c o n c o r d a n t e s , et la péné t r a t i on d e s p l e i n s d a n s 
les creux sera i t imposs ib le . 

375. P r o f i l s d e s d e n t u r e s d a n s u n p l a n n o r m a l a u x h é l i c e s d i r e c t r i c e s . 
D é t e r m i n a t i o n d e s r o u e s d r o i t e s fictives s e r v a n t a u c h o i x d e s f r a i s e s . 

Puisque les pas e t les modu les n o r m a u x sont i den t iques sur les deux r o u e s , l e s 
profils des den t s dans le p lan Q' (fig. 321), normal aux hé l ices d i r e c t r i c e s , son t ceux 
d'un engrenage e l l ip t ique , dont l e s l ignes p r i m i t i v e s se ra ien t les e l l ipses E, E', in
tersect ions des cy l indres S, S ' e t du plan Q ' . Par analogie avec ce que nous avons 
démont ré au p a r a g r a p h e 333 : 

Les profils normaux de chaque roue d'engrenage hélicoïdal sont les mêmes que 
ceux d'une roue cylindrique ordinaire, ayant pour module le module normal, et 
pour circonférence primitive le cercle de courbure, à l'extrémité du petit axe, de 
l'ellipse déterminée dans le cylindre primitif correspondant par un plan normal à 
l'hélice directrice de la denture. 

Les nombres de dents des roues droites fictives servant au clioix des fraises 
sont respectivement 

n 
7 t , = = — 

COS 3 a 

ri 
c o s 3 CL 

On peut d 'a i l leurs dédu i re de l ' épure les profils des fraises néces sa i r e s . Il suffit 
de cons t ru i re les r ayons de cou rbu re y' i', 8 ' t ' des e l l ipses E E ' a u point (i, i') (fig. 321), 
et de t racer , au m o d u l e m, des d e n t u r e s s u r les c i rcon
férences s et s ' de rayons y ' i ' , S' i'. (fig. 324). 

376. R e m a r q u e . — Ce t r a c é , consac ré pav la pran 
t ique, n 'es t pas exact au point de vue t héo r ique . Il sup 
pose, en effet, que les e l l ipses E, E ' r ou l en t sans g l i sser 
l 'une sur l ' au t re . Or, il n 'en es t pas ainsi en réa l i té , car 
le mouvemen t relat if du cy l indre S pa r r a p p o r t â son 
conjugué r é su l t e d e la compos i t ion cîfi; sa ro ta t ion abso 
lue 6i au tour de l 'axe X, avec u n e rotat ion égale et con
traire à TÙ , s 'effectuant au tour de l 'axe Y. Il r ev i en t donc , 
à chaque ins tan t , à une . ro ta t ion e t â u n e t r ans la t ion 
s imul tanées . La t r ans la t ion , qui p rodui t le g l i s sement 
des hél ices e n g e n d r é e s par IZ, e s t n é c e s s a i r e m e n t pa
rallèle à ce t te droi te (on peu t s 'en a s s u r e r en compo
sant les deux ro ta t ions w e t — </) ; elle dép lace donc le 
cylindre S et l 'e l l ipse E dans u n e d i rec t ion pe rpend i 
culaire au plan Q' , e t e m p ê c h e le- roulement de c e t t e 
courbe su r E ' , qui r e s t e fixe dans le plan Q' . D 'a i l leurs , 
si le rou l emen t sans g l i s s emen t avai t l ien, le r a p p o r t 

o)' R eus x 
«j R ' cos %' 
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• / i ' 
se ra i t égal à ', ., 

5 t ' 
Or, on a 

e t par c o n s é q u e n t 

va leur g é n é r a l e m e n t différente de 

R ' c o s 2 a 

R eos ¡x 

R ' c o s a' 

377. C a l c u l d e s é l é m e n t s d ' u n s y s t è m e de r o u e s h é l i c o ï d a l e s , d o n t l e 
m o d u l e n o r m a l , l e s n o m b r e s e t l e s i n c l i n a i s o n s d e s d e n t s s o n t c o n n u s . 

Nous nous b o r n e r o n s à i nd ique r les formules à employer , ana logues à cel les des 
n°> 332, 335 bis, e t 369. 

| D iamè t re s pr imit i fs : 
D, D' 

Diamèt res d 'échanfri-
n e m e n t : D 1 ; D', 

Angle des axes : 8 
P l u s cour te dis tance 

des axes : d 
H a u t e u r des den t s : h 
N o m b r e s de den t s des 
roues d ro i t e s fic

t ives : n h n\ 
Epa i s seu r des j an tes 
E p a i s s e u r des cou

r o n n e s . 

Données < 

Module no rma l : m 
N o m b r e s de den t s : n, ri 

à d ro i te su r S 
à gauche su r S' 

Inc l ina i sons : a , a ' 

S e n s des hé l i ces Inconnues { 

Diamètres primitifs 

D 
COS a 

Diamètres d'échanfrinemeni : 

D, = D - f - 2 m 

D ' = • 
COS a 

D' t = D ' + 2 m (2) 

Angle des axes. D 'après les données , la d ispos i t ion des roues e s t ce l l e de la 
figure 322-IV. 

Pa r c o n s é q u e n t 6 = a ' — a ( a ' > a ) 

On devra , dans chaque cas par t i cu l ie r , se r e p o r t e r au tab leau des figures 322. 

Plus courte distance des axes : 

D + D' _ m 
~T 

13 m 

d = 
m /' n ri \ 
2 V cos a. cos a ' / 

(3) 

Hauteur des dents : h = 

Nombres des dents des r o u e s droites fictives : 

n 
7 1 , = · ri 

Epaisseur des jantes : 

Epaisseur des couronnes : 

COS 3 a ' COS-1 a' 

de 5 m à 10 m. 

de 1.8 m à 2 m . 

(4) 

C a s o ù l e s a x e s s o n t r e c t a n g u l a i r e s . Les ang les a et a' é t an t a lors com
p l é m e n t a i r e s , on r e m p l a c e cos a' p a r s i n a dans les fo rmules (1) (2) (3) e t (4). 
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377 bis. C a l c u l d e s é l é m e n t s d 'un s y s t è m e d e r o u e s h é l i c o ï d a l e s , d e s t i 
n é e s à r é a l i s e r u n r a p p o r t d e v i t e s s e s a n g u l a i r e s d é t e r m i n é . 

Nous s u p p o s e r o n s connu le module normal m , qui e s t chois i dans la s é r i e con
vent ionnel le d ' après l'effort à t r a n s m e t t r e . Soient , en o u t r e , N et N' les n o m b r e s de 
tours que doivent effectuer les deux a rb re s dans le m ê m e t e m p s , d l eur p lus cour t e 
dis tance, et 9 l ' angle aigu qu ' i l s forment . 

Les rayons pr imit i fs R, R' , e t les inc l ina isons a, a.' des hé l i ces sont i n c o n n u s . 
Or, ces qua t re quan t i t é s son t l iées s e u l e m e n t par t ro is équa t ions 

R cos a N' 

R' cos a' N 

R - f R' = d 

a + a ' = 6 (*) 

Théo r iquemen t , il ex is te donc u n e infinité de g roupes de deux roues hé l ico ïda les 
capables de réa l i se r , en t r e deux axes donnés , un r appor t de v i t esses angu la i r e s 
dé te rminé . 

Pour lever l ' i ndé te rmina t ion , on p rocède , en p ra t ique , de deux façons différentes. 

a) On. se donne les inclinaisons exac te s des hélices. En ra ison de la cor rec t ion 
que nécess i t e t ou t calcul d ' engrenage au modu le , la distance des axes ne pourra être 
donnée, au début de la question, que d'une manière approximative. 

b) On se donne la distance exacte des axes; les inclinaisons des hélices ne sont 
connues, au début du problème, que d'une façon approximative. 

Voici des e x e m p l e s de ces deux g e n r e s de ca lcu l s . 

P r e m i e r c a s . — Calculer les éléments de deux roues hélicoïdales, connaissant 
le rapport des vitesses, les inclinaisons exactes des hélices, et la distance approxi
mative des axes. 

Module no rma l : m 
R a p p o r t des v i t e s ses 

u ' N' 

l ô ~ ~~ ~N~ 

N o m b r e s de den t s : n, ri 
D i s t a n c e e x a c t e d e s a x e s : dex 
Diamèt re s pr imit i fs : D, D' 
D iamè t r e s d ' é c h a n f r i n e -

Données ( Inc l ina i sons exac te s des hé - Inconnues I me/1^ ' ? 
l i ces : a, a' 

Angle des axes : 0 
Dis tance approx ima t ive des 

axes : dapp 

N o m b r e s des den t s des roues 
d ro i t e s fictives : ni, n ' i . 

H a u t e u r des den t s : h 
Epa i s seu r s des jan tes et des 

cou ronnes . 

Nombres de dents. Soi t - ^ - t la fraction i r r éduc t ib l e équ iva len te à ^ . D 'après 
N f ^ N 1 

«' N' N' , n 
la re la t ion — = - - T - = -—— = —-

to N Nj 7i 

n et ri son t des equ imu l t i p l e s de N\ e t de N t. On a d o n c , X d é s ignan t un n o m b r e 
ent ier à d é t e r m i n e r . 

n = X N' , 
(5) 

n' = X N, 
(*) Cette équation suppose que les roues auront la disposition (I) de la figure 322. Elle 

devra donc être remplacée, suivant les cas, par celle qui correspond à l'une des dispositions 
(II) (III] (IV). 
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En r e m p l a ç a n t l es quantités c o n n u e s pa r l eu r s v a l e u r s cfafl-s la formule (ÎJ 377) 
donnan t la d i s t ance des axes , il v i en t 

2 \ cos x cos a. I 
d'oà 

2 (la 

\ cos a cos a!J 

Si le quo t i en t n 'es t pas un n o m b r e e n t i e r , on a t t r i bue à \ la va leu r en t i è r e la 
p lus vois ine du quo t i en t exact . Les fo rmules (5) font a lors conna î t r e n e t ri. Mais 
c o m m e , en ra ison de la modification appo r t ée à ~k, l ' équat ion (G) ne se ra i t pas vérifiée, 
il es t néces sa i r e de co r r ige r la d i s t ance des axes . 

Distance exacte des axes. E l le es t d o n n é e par la formule (3) (§ 377). 

m [ n , n 
d = -~ I — • - 4 r 

2 \ cos a cos a 
Diamètres primitifs, d'échanfrinement. e t c . . Les fo rmules omt é t é d o n n é e s pa

r a g r a p h e 377. 

A p p l i c a t i o n s n u m é r i q u e s I . — Calculer, au module normal m = 4, les di-

to' 3 
mensions d'un engrenage hélicoïdal assurant un rapport de vitesses =—^-

entre deux axes qui fout un angle de 60", et dont la distance approximative est 300m/m. 
L a menante {dont la vitesse angulaire est w) est une roue a droite ,· ses dents font 
avec l'axe correspondant un angle a = 45°. 

Inclinaison des dents sur la menée. L ' e n g r e n a g e doit n é c e s s a i r e m e n t p r é s e n t e r 
l 'une des d ispos i t ions I I I ou IV de la figure 322. La disposi t ion IV donnera i t 

i ' - i - ! - û = 40" 4 - 60°— 105", ce qui es t imposs ib le . 

Avec la d i spos i t ion 111, a' = T. — (0 4- a) = 75°. L ' engrenage se c o m p o s e r a donc 
de deux roues à dro i te . 

n ' 3 ( n — 3 1 

Nombres de dents. De la r e l a t ion = —r = - , on t i r e { 
<o n o ^ n' = b\ 

E n r e m p l a ç a n t d a n s la formule (7) les quan t i t é s connues par l eu r s va l eu r s 

(d = 3 0 0 "Vm ; m = 4 ; COS a = cos 45° — 0,707; cos a' = cos 75° = 0,250 ; IV1 = 5 ; X'j = 3), 

il v ien t 
150 

7. r = — — _ 6,37 lEmploi de la règ le à ca lcul ) . 
_ Ô J '° 

0.707 1 0.25Ï1 
On p r e n d r a d o n c / . = 6 ; par su i t e 

n - _ 3 X ) , - 18 den t s 

ri = 5 X X — 30 den t s 

Distance exacte des axes. 

m ( n ri \ 3 6 6 0 

dex = 
g \ cas et c o s a ' / cos 45)" 1 cos 75° 

282 ' " / m 73 (Emploi des loga r i thmes) 
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costx' cos 7u° ' 

(Emploi dos l oga r i t hmes ) 

Diamètres d'échanfrinement : 

D, = D -I-2m—109"•/,.!82 

D ' , = D ' <r 2 m = 471. ™/m-fi4 

Nombres de dents des roues droites fictives : 

n 18 -, , . 
iii = s — = 5 = — = ni den t s 

1 COS''a C 0 S j 4 ; J 1 {Emploi d e s loga r i thmes ) 
3 0 1730 den t s 

cos 3 a cos 3 75" 

La va leur cons idérab le d e n\ i nd ique -qu'on dev ra employe r , pour ta i l l e r la roue 
de 30 den ts , la fraise s e rvan t à ta i l ler les r o u e s d ro i tes de 135 den t s j u squ ' à la c r é 
mail lère (paragraphe 318. Tableau II) . 

rr , , , , \%m 26 m /m _ , „_ 
Hauteur des dents : !i = — = ~— — 8 m ' m G ; 

u 3 

Epaisseur des jantes : de 20 à 40 m /m . 

Epaisseur des couronnes : de 7 à 8 m /m. 
II . — Deux axes rectangulaires sont reliés par des roues hélicoïdales au module 

3 ; le rapport des nombres de dents est 3/5 = _ ^ ~ ) ' ^ a d i s t a n c e approximative 

des axes est 250 m ' m ; l'inclinaison des hélices sur la première roue (n dente) est 
a = 35° (Disposi t ions I e t II fig. 322 bis) . 

L ' incl inaison des den ts su r la deux ième roue est a' = " 9 0 ° — a = 55°. 
Nombres de dents. Ce son t des equ imu l t i p l e s de 3 et de 5. 

f n = 3 >. 

m. 

L'express ion de la d i s t ance des axes , qu i e s t d a n s o e c a s d = - = 

donne, en r e m p l a ç a n t l es q u a n t i t é s p a r l e u r s va l eu r s : 
_ 3 >. / 3 _^ 5 \ _ 3À t 3 | 5 
— - 2 - ^ c o s 3 5 o + s i n 3ry ) — - g - ^ 0.819 +~ "1)757 

On a donc 

,,_A. . ·"· . \ 
k. -819 ' 0 574 / 

A — —-,—-s -——: r - = 13.47 (Emploi de la r èg le à ca lcul ) . 

En p r e n a n t 1 = 1.3, on t r o u v e 

^ n = 3 X 1 3 = 30 den t s 

| ri = 5 X 13 = 65 den t s 

Diamètres primitifs : 

mn 72 

D = = — - = 101 m/m 82 
cos a cos 4o° ' 
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Distance exacte des axes. 

2 V cos 35° 

2 cos 35" 

fis 

sin 35° 

195 
2 s in 35° 

= 241 m /m40 (Emploi des logar i thmes) . 

Diamètres primitifs 

D mn 

D' = 

COS a 

mn' 
sin x 

117 
cos 35° 

195 

: 142"\' n l 83 

(Emploi des loga r i thmes ) . 

sin 35 
:339"Vm97 

Diamètres d'échanfrinement. 

D 1 = D + 2 m = 148-/m83 

IVi := D ' + 2 m = 345"/™ 07 

Nombres de dents des roues droites fictives 

n 39 

cos-1 a 

s i n J a 

Hauteur des dents h = 

c o s 3 35° 

05 
sins 35° 

13 m 

= 71 den t s 

(Emplo i des logar i thmes) . 

= 345 d e n t s . 

6"V ra 50 

Epaisseur des jantes 

Epaisseur des couronnes 
de 15 à 30m(B 

6™/m. 

REMARQUE . — Ces r é su l t a t s c o n v i e n n e n t i nd i f f é r emmen t à des roues à gauche 
ou à des r o u e s à d ro i t e , les formules é tan t les m ê m e s dans les deux cas . 

D e u x i è m e c a s . — C a l c u l e r les éléments de deux roues hélicoïdales, connaissant 
le rapport des vitesses, les inclinaisons app rox ima t ives des hélices, et la distance 
exac te des axes. 

N o m b r e s de den t s : n , n ' 
I nc l i na i sons exac tes des hé

l ices : <xM, a',». 
D iamè t r e s pr imit i fs : D, D' 
D i a m è t r e s d ' é c h a n f r i -

Tnconnues ( n e m e n t : D, , D', 

N o m b r e s de den t s des roues 
dro i tes fictives : n , , n\ 

H a u t e u r des den t s : h 
E p a i s s e u r s des j a n t e s et des 

cou ronnes . 

Module no rma l : m 

R a p p o r t d e s v i t esses : 

Données ( Angle d e s axes : 0 
Inc l ina i sons app rox ima t ive s 

des h é l i c e s : a a p p , a ' a p P . 

Dis tance exac te des axes : d e x . 
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On procède c o m m e dans le p r e m i e r cas pour ca lcu le r les n o m b r e s de d e n t s . En 

appelant-r-j—la fraction i r réduc t ib le équ iva len te à. —^j—, on a 

N' 

N~ 

N 

n 

~ri 

d'où il suit que n et ri sont r e s p e c t i v e m e n t des équ imul t ip l e s de N ' f e t de >?£ 

n = \ N'j 

ri = 1 Nj 

Pour d é t e r m i n e r le n o m b r e en t i e r 1, on emplo ie encore la formule (3) (§ 377) 

ML F N'j , N , 

D'où 

m 

1 = 

n 11 

cos a cos a' 

2 d 

cos a 

N 1 , y , 
7 7 1 1 COS a ' COS a ' 

(8) 

(9) 

On a t t r ibue à 1 la va leu r en t i è re la plus vois ine du quo t i en t exact , ce qui fait con
naître n e t ri. Mais comme l ' équat ion (8) no se ra i t pas sat isfa i te , il faut modifier un 
peu les angles % et z'. Ceux-ci é t a n t liés à l 'angle 9 des axes par l ' une des re la t ions 
indiquées $ 372 e t flg. 322, le p rob lème rev ien t à r é s o u d r e , par r appor t à oc e t a', l 'un 
des sys tèmes d ' équa t ions 

d m 
COS a COS a 

a + %' = 0 

m 

Disposi t ion (I) fig. 322 

Disposi t ion (II) id, 

d =• 

D — -

n 

cos a 

— El 

n 

cos a 

Disposi t ion (III) id . 

Disposi t ion (IV) id. 

La réso lu t ion d i rec te é t a n t t r è s compl iquée , on emploie la m é t h o d e des approxi 
mations succes s ives . Nous a l lons expose r la m a r c h e à su iv re su r deux e x e m p l e s nu
mér iques . 

EXEMPLE I. — Calculer les éléments de deux roues hélicoïdales connaissant : 
l'angle des axes : 6 = 90". 

Leur distance exacte : DEX = 1 8 0 M / R A . 

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



La« inclinaisons approximatives des lièlices : 

* v p — 35° *'äPP~= 90° — 35° = 55°. 

«>' 3 

Le rapport des vitesses angulaires : —~ = — 

Le module normal : m = 5. (Disposi t ion II , flg. 322 bis). 

Nombres de dents : — On a, d ' ap rès l ' équat ion (9) c i -dessus 

9 v 1 Hfl 7"1 

1 = —, , ~ * E r = —=—• • - = 5 ,82/Emploi de la rè 

IdnV) W + W f ^ à c a l c u l " cos 35" 

En donnant à 1 la va leu r la p lus r a p p r o c h é e du quo t i en t exac t , soi t 6, on t rouve 

f n = 3 A = 18 den t s 

/ n' = 5 y, = 30 den t s 

Inclinaisons exactes des hélices. — L 'express ion de la d i s tance des axes est, en 
fonction des n o m b r e s de den t s c i -dessus 

1 8 0 = - ' 1 8 • 3 0 X 4 5 

2 y cos a 1 sin a / COS a 1 s in x 

La va leu r exac te de. l ' ang le a e s t u n e solut ion de ce t te équa t ion . Cons idérons le 
second m e m b r e c o m m e u n e fonction z de a. 

45 75 
COS a S i n a 

et s u b s t i t u o n s à a une sé r ie de va leu r s s u c c e s s i v e s , en c o m m e n ç a n t par a.app = 35°, jus
qu 'à ce que nous t rouv ions deux va l eu r s de r c o m p r e n a n t e n t r e el les le n o m b r e 180, 
d i s t ance exacte des axes . 

P o u r a = 35° z = —%z— + • • = 54,935 + 130.76 = 185,69 
cos 3a° sin 3a° 

Pour a = 36° z = c . 0 g ° 3 t i 0 + -^nrytî^ = 5 5 > 6 2 3 + 1 2 " > 6 0 = 1 8 3 > 2 2 / E m p l o i d e s \ 
\ ^ 7c, V l o g a r i t h m e s ^ 

P o u r a = 37° z = — - = 5 6 , 3 4 6 + 124,63 = 180,98 
cos 37" s in 37" ' 

Pour a = 37°30' z = = 5 6 , 7 2 1 + 123,20 = 179,92 

Les deux d e r n i è r e s subs t i tu t ions m o n t r e n t que la va l eu r exac te de a e s t comprise 
en t re 37° et 37°30', soi t 37° x'. P o u r ca lcu le r x, a d m e t t o n s que , quand a va r i e entre 
37° e t 37°30', la var ia t ion de z soi t p ropor t ionne l l e à cel le de a . N o u s au rons , dans cette 
h y p o t h è s e , 

37° x' — 37° _ 37°30' —37° 

180,98 — 180 180,98 — 179,92 

x _ 30 
Q U 0,98 "~ 1,05 

et, par c o n s é q u e n t . v = ^ 1^06^ ~ ^ m i n u t e s par excès . 

Mais c o m m e , en réa l i té , les va r i a t ions de z e t cel les de « ne son t pas propor
t ionne l les , la va leu r a — 37°28', dédu i t e du ca lcul p r écéd en t , peu t ne pas ê t r e sufflsani-
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nient approchée . Il faut s ' en a s s u r e r en ca lcu lan t la va l eu r c o r r e s p o n d a n t e d e t . On 
trouve 

i r i 75 
z — 4 T T Ï Ï T + • • .„ l o , — 56,0!):. + 123,30 - 179,005 

cos J7°28' sm 37°28 

soit, à t r è s peu p r è s , I 8 0 m / m . L 'approximat ion ob tenue es t donc suffisante, e t les in 
clinaisons exac tes des d e n t u r e s s o n t : 

j- a = 37°28' 

\ a ' = 5 2 ° 3 2 ' 

Si, pour ex = 37°28', la va leu r de ; différait s ens ib l emen t de 180, il faudrait , de nou
veau, r e m p l a c e r » pa r u n e sér ie de va l eu r s success ives , en p a r t a n t c e t t e fois de 37°28', 
jusqu à ce qu 'on ob t i enne deux va l eu r s de z c o m p r e n a n t 180, e t effectuer u n e nouvel le 
interpolation analogue à la p r é c é d e n t e . 

Diamètres primitifs, diamètres d'èchanfrinement, e tc . . , , — On p r o c è d e c o m m e 
dans l 'application n u m é r i q u e II t r a i t ée plus haut . 

EXEMPLE II. — Calculer les éléments de deux roues hélicoïdales, l'une à gauche, 
l'autre à droite, connaissant : 

L'angle des axes : 0 = 60°. 

L e u r distance exacte : de.x — 200m/m. 

Les inclinaisons approximatives des hélices : 

\ « = 7 0 · (à gauche) ( D i s p o s i t i o n jq, fig. 3 2 2 ) 

* — <t! — U t -x' - 1 0 ° (à droite) 
w' 2 

Le rapport des vitesses angulaires : —~ = — 

Le module normal : m — 3 . 

Nombres de dents : 
„ n i , , . 
On a — r ~= a ou 

n 7 

D'après l ' équat ion (9 ) 

400 400 
1 = — s ; - = — 2 1 ~ ~ = 1 ° ' 3 

\ cos 7 0 " 1 cos 1 0 ° ; 0 , 3 4 2 1 0 , 9 8 5 

En p renan t A = 1 0 , l es n o m b r e s de den t s son t 

n = 2 x 1 0 — 2 0 den t s 

n = 7 x 1 0 = 7 0 den ts 

Inclinaisons exactes des hélices. — L 'express ion de la d i s t a n t e des axes condui t 
à l 'équation 

3 / 2 0 , 7 0 \ 3 0 , 1 On 
200: „ , 

— — - COS a COS x 

/ _ 2 0 _ _ _ 7 0 _ \ 
\ cos a cos a' / co 

D'autre par t , on sai t (372) que a — a' = 6 = 60 
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P o u r t rouve r , p a r l a m é t h o d e des approx imat ions success ives , des solu t ions de 
ces équa t i oûs , p o s o n s , c o m m e p r é c é d e m m e n t , 

30 , m 
COS a 

e t subs t i t uons à a e t L ' u n e sé r ie de va l eu r s success ives , l iées par la re la t ion x — x .--60", 
en c o m m e n ç a n t pa r x = 70° et x ' - = 10°, jusqu ' à ce que nous t rouvions pour ; deux va
l eu r s c o m p r e n a n t dans leur in te rva l l e le nombre 200. 

Pour A = 7 0 ° e t A ' = 40" z = — ^ — 1 l - f , + - _-87.715 |- 100.02 = 104.3;'. 
cos 7U° cos 1U" 

P o u r 1 = 7 1 ° e W = l l ° 2 = "+-— -\ — — = 02.147 + 100.96 = 100.11 
cos 71° cos 11" 

P o u r a = 7 1 ° 3 0 ' e t a ' = l l " 3 0 ' z = 91.540 + 107.15 = 201.70 

L e s deux d e r n i e r s r é s u l t a t s é tant , l 'un s u p é r i e u r , l ' au t re in fé r ieur à 200, la valeur 
exac te de x es t c o m p r i s e e n t r e 71° e t 71°30', soi t 71° x'. En a d m e t t a n t que , dans cet in
t e r v a l l e , 1 var ie p r o p o r t i o n n e l l e m e n t à 3 . , on peut éc r i re : 

71" x' — 71» 71"30' — 71° 

ou 

¿00— 199 .11" 201.70 — 199.1 1 

x 30 
0.89 2.59 

,, . ., t . 30 X 0.89 ,„ . , , . . . 
d ou I o n t i r e x = -y-r^ = 10 minu te s par défaut. 

Les va l eu r s c o r r e s p o n d a n t e s de a e t a' sont 

l x = 71°10' 

( a ' = 1 1 ° 10' 

Il faut s ' a s su re r qu ' e l l e s sont suff isamment a p p r o c h é e s en ca lcu lan t la valeur 

c o r r e s p o n d a n t e de z. On t rouve : 

P o u r <x = 71°10' e t a' = 11" 10' 

30 , 105 
cos71"10' cos 11°10' 

= 92.931 ! 107.03 = 199.96 

L ' e r r eu r , éga le à 0m/m04 envi ron , es t insignif iante. 

Ifin p r e n a n t pour x la va leu r par e x c è s , soi t I I ' , on aura i t 

Pour a = 71°H' e t a! = 11°H' 

30 105 _ 
Z ~ cos 7 i " l l ' cos 1 1 ° 1 1 ' 

93.013 1- 107.03 = 200.04 

L ' e r r e u r c o m m i s e e s t la m ê m e que dans le p r e m i e r cas , mais en sens con t ra i re . 

H n 'y a pas l ieu de faire u n e nouve l l e i n t e rpo la t ion p o u r o b t e n i r des v a l e u r s plus 

exac tes de a e t a'. E l l e s condu i ra ien t , en effet, à éva lue r ces ang les a une f['action de 

m i n u t e p r è s , ce qui n 'a pas d 'u t i l i té p ra t ique . 

D i a m è t r e s p r i m i t i f s , e t c . . On p r o c è d e c o m m e dans l ' appl ica t ion n u m é r i q u e I du 
p r e m i e r cas . 
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378. D é t e r m i n a t i o n d e s é l é m e n t s d ' u n e n g r e n a g e h é l i c o ï d a l , e n v u e d 'as 
s u r e r a u g l i s s e m e n t r e l a t i f d e s d e n t s s a v a l e u r m i n i m u m , e t a u r a p p o r t 
des v i t e s s e s u n e v a l e u r d o n n é e . 

Nous é tud ie rons s u c c e s s i v e m e n t les qua t re d isposi t ions différentes des roues , si
gnalées au p a r a g r a p h e 372 (fig. 32?). 

1° C a s de d e u x r o u e s à g a u c h e . — Le glisse neut é l émen ta i r e des hé l i ces en 
contact est m e s u r é par le s e g m e n t infiniment pet i t MN = ni ' ri (fig. 320 e t 321). L 'angle 
MIN = m' i ri es t toujours égal à l 'angle des axes , quel le que soit la posi t ion du point I 
sur AB. Mais c o m m e 1M ï m' — w H dt, el IV — /' ri u' II ' dl d épenden t de H et II ' , 
le g l i ssement relatif var ie avee les rayons des cy l indres pr imit i fs . 

Puisque l 'angle MIX = 9 est invar iab le , il es t imposs ib le de d é t e r m i n e r le point I 
de manière à a n n u l e r le g l i s semen t . Nous nous proposons de r e c h e r c h e r la d isposi 
tion du sys t ème pour laquel le il p rend sa p lus pet i te va leur . Posons à cet effet AB = d 
et \\~x. Nous aurons : 

IM — u.v dt 

IX =oi' (d —x] dt 

D'autre p.irt, le t r i ang le MIX donne la re la t ion 

MX" = ÏM--f ïx" — 2IM X I X cos 0 

= [w'.v 2 - j - u'2 (d — x)1- — 2 cuto'.v {d — x) cos 8J dt2 

Le m i n i m u m de MX, p o u r une va leur donnée de dt, a lieu en m ê m e t e m p s que 
celui de la fonction 

y = t i - . Y 2 + </- (d — .v,2 — 2ou'.\- (ci — x\ cos 9 

dont la dér ivée par r appor t à .v est 

y' = 2w 2 x — 2«'- {d — x) — 2<W [d — x) cos 0 f Suu'.v cos S 

= 2 [ux (d) -f- (,)' cos 1) — oi' (d —x) (u' -f a) cos 9) J 

Cette dé r ivée s ' annule quand 

x / Il \ h>' u ' -f- G) cos 0 
( O U — } = X ; ; 1) 

( l - . t \ W J u (o — u ' cos 0 

En r e p r é s e n t a n t le second m e m b r e de ce t te équat ion pa r h, pour simplifier l 'é
cr i ture , l ' express ion p r é c é d e n t e de y' dev ien t 

y = z [ x - h (d-x)] 

X 
On reconna î t a i s é m e n t que , si l'on fait croî t re .v de zéro à d, ' c roî t en m ê m e 

temps, et que la dé r ivée y', néga t ive tan t que X" ^ < h, dev ien t posi t ive quanti 

-f~—^ > ' t . La va leu r de x, t i r é e de l ' équat ion (1), c o r r e s p o n d donc à un m i n i m u m 

do y, et . par su i t e , du g l i s s emen t MN. 
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On sai t que le r a p p o r t des v i t esses angu la i r e s d e d e u x r o u e s hé l ico ïda les es t 
d o n n é par la formule 

ai' R cos a 

R' cos a' 

D'après cela, l ' équa t ion (1) p e u t s ' éc r i re 

R R cos a R cos a + R' cos a' cos 0 

R- 11' cos A ' R' cos a' -p R cos CL cos 8 
d'où l'on dédui t 

I l cos a (cos a — cos a 'cos 8) = 1 1 ' c o s a ' [cos a — c o s a cos 6) (2) 

Mais, dans le cas de deux roues à g a u c h e , a -f- a ' = 0 , e t 

COS 0 = COS (a -\- n!) = COS a COS a' —• sin a s in a' 

L'équat ion (2) dev ien t donc 

R E T R P A (cos a — cos a c o s 2 a' + sin a sin a' cos a') = 

R' cos a' (cos a' — cos a' c o s 2 a - j - sin a COS a sin a') 
ou 

Il cos a (cos a s i n 1 x ' + s i n oc sin a' COS a')-—II 'COS a'(COS a' s i n 2 a - - sin a cos a sin a') 

R cos a sin a' sin (a + a') = II' sin a cos a' sin [a + a') 

c 'est-à-dire enfin R cotg a = 11' co tg a' (3) 

( 1 / I \ ' 

Soit — = ' le r a p p o r t des v i t e s ses angu la i r e s à réa l i se r , mis sous forme de 

fraction o rd ina i re i r r éduc t ib l e . Les é l é m e n t s des deux roues à gauche a s s u r a n t au 
g l i s semen t relatif la plus pe t i te va leu r poss ib le do ivent sa t is fa i re aux condi t ions 
su ivan te s : 

N ' ( R cos a 

N t ~ IV cos a' 

R co tg a = R' co tg a' ¡4) 

R + IV = d 

a + a' = 6 

P o u r des va l eu r s données de ^J1 , d e t 8, ces équa t ions n ' a d m e t t e n t qu 'un sys

t è m e unique de so lu t ions , e t l ' i ndé t e rmina t ion s igna lée au p a r a g r a p h e 377 bis n 'a plus 

l ieu. 
Donc : Deux a rb re s é t a n t d o n n é s , il n'existe qu'une seule paire de roues héli

coïdales à gauche capable de transmettre le. mouvement de l'un à l'autre, en assu
rant au rapport des vitesses une valeur donnée, et au glissement relatif la plus pe
tite valeur possible. 

En mul t ip l i an t m e m b r e à m e m b r e les deux p r e m i è r e s équa t i ons du s y s t è m e (4), 
on t r ouve 

N 4 s in a = N'j s in a' (5) 
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Lea angles a et a' son t donc d é t e r m i n é s par l es équa t ions 

( N, sin a == Kt sin a ' 

) a + a ' = Q 
On en dédui t : 

s i n . sin a' 2 s in ^ cos 2 sin — ^ oos j 
N', 

d'où \ r c r _ — TER — 
} ° 2 — N ^ - I - N ' i n 2 

N ' , - N , 

Ces équa t ions , dont la réso lu t ion n'offre aucune difficulté, m o n t r e n t que les cinglas 
a et a' correspondant a u glisse
ment minimum ne dépendent 
pas de la distance des axes. Pour 
calculer les é l é m e n t s néces sa i r e s 
à l 'exécution des deux roues , on 
devra donc d é t e r m i n e r les va l eu r s 
exactes de a et a' d ' après les équa
tions i7|, cons idé re r la d is tance d. 
comme une donnée a p p r o x i m a t i v e , 
et p rocéder ensu i t e au § 377 bis 
(PREMIER CAS). N o u s t r a i t e rons 
plus loin une appl ica t ion n u m é 
rique. 

C o n s t r u c t i o n g é o m é t r i q u e 
des a n g l e s a e t A'. — S o i t c' 
(fig. 325) un po in t de la projec t ion 
vert icale de la g é n é r a t r i c e des 
hélices, dans le s y s t è m e de p lans 
de project ions déjà employé au 
paragraphe 372, et c'd', ce les 
distance de c aux projec t ions des 
axes ; on a 

c'd' = i'c' s in a ; de' — i'c' s in a! 

d'où c'e' sin a = c'd' sin a' 

En c o m p a r a n t ce t te re la t ion à 
l 'équation (5), on voi t que 

ZC 

X 

N, 
c 'd ' 

~ N 7 
Fig. 325. 

Par conséquen t , z' est le lieu géométrique des points dont les distances aux projec
tions i'X' et i'Y' des axes sont inversement proportionnelles aux vitesses angulaires. 
Pour cons t ru i r e un point du l ieu, on é lève sur i'X' e t iY' des pe rpend i cu l a i r e s f'g', kl 
r e spec t ivemen t p ropor t ionne l l e s , pour chaque axe , au n o m b r e de t ou r s qui s 'eflec-
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t u e n t a u t o u r de l ' au t re , puis on m è n e g'p' para l lè le à X' e t l'p' pa ra l l è le à Y'. Le point p ' 
appa r t i en t au lieu c h e r c h é , qui es t a insi z'i'p' (*). 

Cet te m é t h o d e g r a p h i q u e p e r m e t de m e s u r e r les ang les A et A ' sur la figure, et 
d 'év i te r la r é so lu t ion des équa t ions ili), si l'on ne dés i re pas une g rande exac t i tude . 

R e m a r q u e . — On peu t é g a l e m e n t cons t ru i r e les rayons des cy l indres primitifs 
de l ' eng renage . Soi t q'c'r' une pe rpend i cu l a i r e à z'. On a 

c ' q ' = i ' c ' t g A c'r' — i 'c ' t g «' 

d 'où c'q' co tg » = c' r' co tg »' 

En c o m p a r a n t ce t t e relat ion à l ' équat ion (3), on voi t que 

c'q^ c'r ' _ qr'_ 
R ~ R' ~ d~ 

On est ainsi r a m e n é à p a r t a g e r la p lus cour t e d i s t ance des axes en pa r t i e s pro
por t ionne l l es à c'q et c'r. Il suffit, pour cela , de t r a c e r e n t r e X' e t Y' une d ro i t e q'c'r", 
égale à d e t p e r p e n d i c u l a i r e à 2 ' . On a, en ellet, 

c'q C"R' - 'i"r . 
c'q' c'r' qV 

c"q" c'r'' ifr" 

~\R~ "~ ~ R ~ " ~~d~ 
et, par c o n s é q u e n t 

P u i s q u e q V = d, on a auss i c"q" — R e t c'r' = R' 

Ce t te cons t ruc t ion e t la p r é c é d e n t e p o u r r a i e n t suffire si l es é l é m e n t s des deux 
r o u e s deva ien t ê t r e d é t e r m i n é e s en fonction du pas normal . Mais la d i s t ance d devant 
ê t r e modifiée u l t é r i e u r e m e n t en ra ison de l ' emplo i , dans le ca lcul de l ' engrenage , 
d 'un modu le normal de la sé r ie convent ionne l le , c'q" e t c'r" ne sont é g a l e m e n t que des 
va leu r s app rox ima t ive s des r ayons pr imi t i fs , dont la conna i s sance n 'es t p;is nécessa i re , 

2° C a s d ' u n e r o u e à d r o i t e e t d ' u n e r o u e à g a u c h e . — (Disposit ions II et 
IV fig. 322). 

Le t r i ang le infini tésimal i'm'n' é t a n t placé c o m m e dans le cas de deux roues à 
g a u c h e , tous les ca lculs faits p r é c é d e m m e n t r e s t e n t v ra i s j u squ ' à l ' équat ion (2) in
c lu s ivemen t 

R cos 1 (cos a — cos 1' cos 0) = It' cos v' (cos — cos * cos 0) (2) 

Mais A — « ' = 6 (disposit ion II) ou A ' — a — Q (disposi t ion IV) ; pa r su i te 

cos 6 = cos A cos A' + sin « sin A' 

L'équa t ion (2) dev i en t donc 

Rcûsa (cosa—cos A cos V — s i n a sin A ' c o s A ' ) — R ' cos *'(cos A ' — cos*' c o s 2 a— s in A cos A si n a.') 

ou R cos A (cos a s in ' A ' — sin « sin a cos a') = K' cos A ' (cos A ' s i n 2 > — sin A cos A S I N N ' ) 

I T cos a sin A' sin ( A ' — A ) = R' cos 7 . ' sin A sin ( A — a!) 

(*l Le lieu des points dont les distances a, X' et Y' «ont inversement proportionnelles aux 
vitesses angulaires se compose, en réalité, de deux droites z' et z ' \ . Mais z ' i . qui est située 
dans l'angle obtus des axes, ne correspond pas au cas de deux roues à gauche (372), et doit 
Être rejetée. 
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c'est-à-dire enfin, pu i sque sin , » — a ' j n 'es t pas nul 

Il co tg a = — R ' cotg CL' 

Cette solut ion m o n t r e que , avec les disposi t ions de roues qui nous occupen t , le 
gl issement m i n i m u m se ra i t réa l i sé par un engrenage intérieur. On a r r ive éga l emen t 
à cette conclusion e n c o n s t r u i s a n t les rayons primitifs q" f, c" ( r", qui co r r e spondra i en t , 
dans la figure 32j , à l 'emploi de la droi te ï z\ c o m m e géné ra t r i ce des hé l ices . Ces roues 
hélicoïdales i n t é r i e u r e s n 'ont pas d 'appl ica t ions p ra t iques . 

o" C a s d e d e u x r o u e s à d r o i t e . (Disposition I II , fig. 322). L ' angle i du t r i ang le 
infinitésimal i'm'n' é t an t égal au s u p p l é m e n t de l 'angle des axes , on doit r e m p l a c e r 0 
pa ru —û dans l ' équat ion (2) qui devien t : 

R cos « (c 'S K -f cos a' cos 6j = R' cos »' (cos a' + cos » cos 8) (2') 

Mais i - 1 - a ' = ic — 0 (disposi t ion III) et, pa r su i te , 

cos 6 — — cos (» — a') = s i n a sin / — cos a cos a' 

L ' équat ion (2') dev ien t donc 

R cos a (cos a - cos a cos 'V r s i n a sin , ' e O S a ' | 7 = R ' cos a ' (cos x—cos a ' c o s 2 a + s i n a s i n « ' c o s a ) 

ou R cos a sin a' sin (a -f- a 'j = R' sin a cos a' sin (a + »') 

ou enfin R cotg ^ = R' cotg a' 

relation iden t ique à cel le que nous avons t rouvée dans le p r e m i e r cas . On en dé
duit des conséquences ana logues : Il n'existe qu'une paire de roues hélicoïdales à 
droite capable de transmettre le mouvement entre deux axes donnés, en assurant au 
rapport des vitesses une. valeur donnée, et au glissement relatif la plus petite valeur 
possible. 

Les é l é m e n t s de ces roues satisfont aux équa t ions su ivan tes (analogues aux équa 
tions 4) : 

N'j R COS a 

(8) 

Les angles a e t a' sont d é t e r m i n é e s par les équa t ions 

^ \ ( sin a — N ! si n i ' 

( a + i'—T.—H 

analogues aux équa t ions (6). On en dédui t 

'J a — »' „ . 
2 cos 7 7 - cos — - , — 2 sin 

sin i sin « _ 2 2 _ 

" v T ~ ~ ~ N 7 ~ ~ N , - i - N 7 ; : 

0 ) 
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d'où 

a —a N \ — N [ B 

ot - j - a ' = i r — 0 

Comme dans le p r e m i e r cas , les angles a et a ' sont i n d é p e n d a n t s de la d i s tance des 
axes . Les cons t ruc t i ons g r a p h i q u e s i nd iquées p r é c é d e m m e n t son t encore appl icables . 

4° C a s o ù l e s a x e s s o n t r e c t a n g u l a i r e s . — Les roues é t an t tou tes deux à 

gauche ou t ou t e s deux à d ro i t e , il suffit de r e m p l a c e r 0 pa r y et cos »' p a r sin 7 dans 

les équa t ions (4) ou (8). On t rouve : 

' N ' , r i co tg a 

^ " N T " - S 

R cotg a — R' tg « (11) 

R + R' = d 

D'après les deux p r e m i è r e s équa t ions de ce s y s t è m e 

t g « = ^ (12) 
^ 1 

Il es t donc facile de d é t e r m i n e r les d i r ec t i ons des hé l i ces qui c o r r e s p o n d e n t au 
g l i s semen t m i n i m u m . En cons idé ran t la d i s t ance d co mme u n e donnée approx imat ive , 
on p r o c é d e r a comm e au % 377 bis (premier cas) pour ca lcu ler les d imens ions néces 
sa i res ù l ' exécut ion des roues . 

378 bis. A p p l i c a t i o n s n u m é r i q u e s . — I. L e s a x e s s o n t o b l i q u e s , e t l e s 
d e u x r o u e s s o n t à g a u c h e . 

Module no rma l : m = 4 ! 
R a p p o r t des v i t e s se s : Inc l ina isons des hé l ices (à 

gauche) co r r e spondan t au 
g l i s s emen t m i n i m u m : a , a ' 

N o m b r e s de den t s : n , ri 
Angle des a x e s : 6 = 60° J D i s t a n c e e x a c t e d e s a x e s 
Dis tance app rox ima t ive des D i a m è t r e s pr imit i fs , e tc . . . . 

axes : dapp = 300 m /m. \ 

Calcul des angles a , a'. On a, d ' après les équa t ions (7). 

' a — a ' 3 — 5 , a ' — a { 

tg ~ = | ^ t g » o u t g — — - T t g 3 0 ° . 

' f ' = 3 0 » . 

_ _ — 2 l l — 3 

Données. ( u N i 5 Inconnues 

On t i re de la p r e m i è r e = 8°13' (Emploi des l o g a r i t h m e s 
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En ajoutant e t en r e t r a n c h a n t m e m b r e à m e m b r e avec la s econde , il v i en t ·. 

g = 2 1 = 4 7 ' 

a ' = 3 8 ° l 3 ' 

Calcul des nombres de dents. — Ce son t des équ imul t ip l e s de 3 et de 5 

( n = 3 l 

I ri = 5 A 

En r e m p l a ç a n t les quan t i t é s par leurs va l eu r s dans l ' express ion de la d i s t ance 
des axes, on t rouve 

30U: 
" 2 V cos 21°47' ^ cos 38° W ) ~ ~ \ 0.928 ' 0.78G 

lâO 
d'où 1= ; - - = 15.G (Emploi de la règ le à calcul) 

0.928 1 0.780 

On p r e n d r a à = 10, ce qui en t r a îne : 

l n — 3 X 1 6 — 4 8 den t s 

) ri = 5 X 1 6 = 8 0 d e n t s . 

Calcul de la distança exacte des axes. — On a 

DM — -= 
m / n , n 96 160 / Emplo i des \ 

7 o ¥ 2 W T " + cos 38-13' = 3 0 7 ™ i m 0 3 \ l oga r i t hmes j cos I cos A! 

Diamètres primitifs, d'èchanfrinement, e t c . . . . — C o m m e d a n s le cas g é n é r a l . 

I I . L e s a x e s s o n t o b l i q u e s , e t l e s d e u x r o u e s s o n t à d r o i t e . 

Module no rma l : m = 4 / 
R a p p o r t des v i tesses : Inc l ina isons des hé l ices (à 

jj. ^ i droi te) c o r r e s p o n d a n t au 
n « - , « ' , „ ; — — ̂ \-~ — — T ) g l i s s e m e n t m i n i m u m : » , a' 
Domiees. ( oj \ , a Inconnues( , , ' 

j \ N o m b r e s de d e n t s : n, ri 
J Angle des a x e s : 6 = 60 ' J Dis tance exac te des axes : de, 

Dts tance app rox ima t ive des / D i a m è t r e s p r i m i t i f s e tc 
\ axes : dapp = 300 \ 

Calcul des angles a, -J!. — En remplaçan t les quan t i t é s p a r l e u r s va l eu r s dans les 
équat ions (10), on a : 

A — a' 3 — 5 A! — A I 
t g —5 = -g^Tg - cotg 30° ou tg — - — = - co tg 30°. 
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or — a 

Ou dédu i t de la p r e m i è r e , — = 23°25 

e t en combinan t avec la s e c o n d e 

« = 30-3:)' 

»' = 83-23' 

Calcul des nombres de dents. — En p rocédan t comme c i -dessus , on t rouve 

1 = N

 1 5 0

 r = 3 . 2 

+ • 0.805 1 0.M5 

soit \ = 3. Pa r c o n s é q u e n t n = 3 X 3 = 9 den t s 

ri = 3 X 5 = 15 den t s . 

Calcul de la distance exacte des axes. 

m / n ri \ 18 30 

DOX = - 7 T - 1 - = = = = 4 p = n = = 281 »>.'.„ 31 
2 \ c o s a cos a y cos 3()"35 cos 83°2o 

Diamètres primitifs, e tc C o m m e dans le cas généra l . 

I I I . — L e s a x e s s o n t r e c t a n g u l a i r e s . 

Il n ' e s t pas n é c e s s a i r e de d i s t i ngue r deux cas, les m ô m e s formules convenant 

i n d i s t i n c t e m e n t aux r o u e s à g a u c h e et aux roues à dro i te . 

Module n o r m a l : m = 3 / Inc l ina isons des hél ices cor-
l l a p p o r t des v i t e s s e s : I r e s p o n d a n t au g l i s sement 

N \ 3 \ * 
7 . . , — = T C T _ = = T ' minimumot, a. = « 
Données. ( w N d 5 Inconnues { 2 

Angle des a x e s : 6 = 90° 1 N o m b r e s de den ts : n, ri 
Dis tance app rox ima t ive : / D i s t a n c e e x a c t e d e s a x e s : d M . 

DUPP — 250 m / m . \ D iamè t r e s p r imi t f s , e t c 

Calcul des angles a, a'. — On a, d 'après l ' équat ion (12i 

tg a = | - d 'où a = 30"58' e t »' = 59"2' 

Calcul des nombres de. dents. 

\ n = 3 A 

'( n ' = 5 ; . 

En r e m p l a ç a n t les q u a n t i t é s par l e u r s va leurs dans l ' express ion de la d is tance 
des axes , qui e s t 

n i / n ri 

COS or sin s 

on t rouve ._ _. , , , „ , . . . 
\ 0 .857 ' 0.515 

250 = - ^ ( ^ - R ÏTA d ' o u ' - - - I 2 ' G 
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Prenons x = 13. Les n o m b r e s de den ts c h e r c h é s sont 

\ n = 39 den ts 

) ri — G3 den ts 

Calcul de la distance, exacte des axes. 

dex = ̂ r ( ? I F A T - | • S tv)=2GÎ-lm 12. 

2 \ cos 3 Û ° D 8 sin áU°ñ8 / 

Diamètres primitifs, e tc C o m m e dans le cas généra l . 

379. R o u e e t v i s s a n s fin, l i a n t d e u x r o t a t i o n s d o n t l e s a x e s n e s o n t 
pas p e r p e n d i c u l a i r e s . 

Il n 'existe aucune différence essent ie l le en t re l ' eng renage cy l indr ique à den t s h é 
licoïdales é tudié au p a r a g r a p h e 372, et le sy s t ème roue e t v is sans fin : il suffit que le 
nombre des den t s soit t r è s pe t i t sur l 'une des roues pour qu 'e l le soit t r ans fo rmée en 
vis. Le mécan i sme ob tenu , qui généra l i se celui du p a r a g r a p h e 364, a s su re la l iaison de 
deux rota t ions a u t o u r d 'axes obl iques , non s i tués dans un m ê m e plan. Mais il faut ob
server que si, dans le cas des axes r ec t angu la i r e s , la vis e t la r o u e sont n é c e s s a i r e 
ment toutes deux à d ro i t e , ou t ou t e s deux à gauche , e l les peuven t , au con t r a i r e , p r é 
senter les qua t re d ispos i t ions différentes ind iquées dans la figure 322, l o r sque les axes 
sont obl iques. 

La marche à su iv re pour ca lculer les quan t i t é s néces sa i r e s à l ' exécut ion du m é 
canisme est ana logue à cel le que nous avons déve loppée au p a r a g r a p h e 369. Mais il 
faut tenir compte des re la t ions pa r t i cu l i è res en t r e les incl inaisons des d e n t u r e s 
(372 — R e m a r q u e I). 

380. P i g n o n e t c r é m a i l l è r e l i a n t u n e r o t a t i o n e t u n e t r a n s l a t i o n o b l i q u e 
à l 'axe de l a r o t a t i o n . 

Ce mécan i sme peu t ê t re cons idéré comme la l imi te du sys tème de deux roues à 
dents he l icoida les , quand l'un des rayons croî t indéfiniment . 

Considérons , en effet, deux axes de ro ta 
tion X, Y, formant un angle que lconque 8|, et 
le plan P condui t par Y et la pe rpend icu la i r e 
commune AB (fig. 326). Quand l 'axe Y s 'éloigne 
indéfiniment dans le plan P en res tant para l 
lèle à lu i -même, la ro ta t ion qui s ' exécute au
tour de lui d é g é n è r e en une t rans la t ion V, 
perpendiculaire au plan P , e t dont la d i rec
tion fait, avec l 'axe X r e s t é fixe, un angle 

û' = - | 8|. On peu t dont; app l iquer à ce cas 

part iculier la m é t h o d e suivie au pa rag raphe 372. 
Prenons un plan ver t ica l de project ion pa

rallèle à l 'axe (X, X'i et à la d i rec t ion (A, A') 
de la t rans la t ion (fig. 327), et un plan horizontal 
parallèle à (X, X'). Sur u n e droi te de bout 
(ai, a i ' ) r e n c o n t r a n t l 'axe, p r e n o n s un poin t Fig. 32G. 
quelconque [i, ï), puis cons idé rons le sys t ème 
formé par un cyl indre de révolu t ion S, de rayon a i = R, i nva r i ab lemen t lié à (X , X'), et 
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par le plan de front F qui lui e s t t a n g e n t en (i, i). T raçons dans ce d e r n i e r une droi te 
\iz, i'z'), p rov i so i r emen t a rb i t r a i r e , qui forme avec les d i r ec t ions (X, X') e t (A, A') des 
angles a, a', p ro je tés v e r t i c a l e m e n t en v ra ie g r a n d e u r . Enrou lons enfin le plan F sur 
le | |cylindre S. Dans ce m o u v e m e n t , la d ro i t e (z, z') e n g e n d r e une hé l i ce à laquel le 
elle est t angen t e en (i, i), et, si l'on s u p p o s e t r a c é e s sur le cy l indre S e t le plan F 
des s t r i es inf iniment m i n c e s r e s p e c t i v e m e n t d i r igées su ivan t ce t t e hé l i ce et la droi te 
( 2 , z'), l eu r act ion m u t u e l l e p o u r r a t r a n s f o r m e r une ro ta t ion u , i m p r i m é e à S au tour 

Fig. 327. 

de*(X, X ) , en u n e t rans la t ion V du plan F pa ra l l è l emen t à (i, A'), à la condi t ion .de 
gu ide r c o n v e n a b l e m e n t celui-ci . 

Pour ca lcu le r le r a p p o r t des v i t e s se s , on p rocède c o m m e au p a r a g r a p h e 372, en 
cons idé ran t les é l é m e n t s de d ro i t e s i'rri, i'ri p a r c o u r u s , p e n d a n t u n t e m p s infiniment 
pe t i t dt, pa r le po in t (f, i') cons idéré c o m m e a p p a r t e n a n t s u c c e s s i v e m e n t au cyl indre S 
et au plan F. On a 

ïmr = b>Rdt ïn' = Vdt 

et l'on é tabl i t le pa ra l l é l i sme de ra'ri e t de i 'z' . Quand on fait t o u r n e r le t r i ang le i'm'n' 
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de 90° au tour de son s o m m e t i', do man iè re à l ' amener en ï ' m ^ T i ' j , m\n i e s t p e r p e n 
diculaire à z'. Il en r é su l t e que 

i'm'i cos a = ïn^ cos ( -g- • — in , s i n a 

wR dt cos a V di sin 

d'où enfin 
V R COS a 

m dés ignant le modu le no rma l , e t n le n o m b r e de 
dents du p ignon . 

On voit que . c o n t r a i r e m e n t à ce qui se pa s se 
dans le s y s t è m e pignon e t c r éma i l l è r e à den t s 

droites d'un modu le donné , le r a p p o r t - ^ - ne d é 

pend pas e x c l u s i v e m e n t du rayon du pignon ou 

de son n o m b r e de den t s ; pour des va leurs don 

nées de 11 ou de n , il va r i e avec la d i rec t ion de 

la droite (z, z). 
On calcule les d imens ions d 'exécut ion du p ignon c o m m e dans le cas géné ra l (377). 

La figure 327 bis r e p r é s e n t e les profils des d e n t u r e s d a n s un plan de sec t ion d ro i t e . 

381. E n g r e n a g e de d e u x c r é m a i l l è r e s . 

Soient X et Y doux axes de ro ta t ion , non s i tués dans le m ê m e p lan , 0 leur angle , 
et P, P' les p lans que chacun d 'eux forme avec la p e r p e n d i c u l a i r e c o m m u n e AB 
(fig. 328). Si l 'on suppose que ces axes s ' é lo ignent indéf in iment dans les p lans P e t P', 
tout en r e s t an t pa ra l l è les à l eu r s d i rec t ions p r im i t i ve s , l e s ro t a t i ons qui s ' exécu ten t 

F i g . 328. F i g . 329. 

autour d 'eux d é g é n è r e n t en t r ans l a t i ons r e s p e c t i v e m e n t p e r p e n d i c u l a i r e s aux p lans 
P e t P ' , fa isant e n t r e elles l ' angle 6. L ' eng renage c y l i n d r i q u e à d e n t s hé l ico ïda les four
nit donc, à la l imi te , un m é c a n i s m e capab le d ' a s su re r la l iaison d e deux t r ans l a t i ons 
non para l lè les , 

Traçons , dans un plan para l l è le aux deux t r ans l a t i ons \ e t A', une dro i te z p r o v i -
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s o i r e m e n t a rb i t r a i r e , qui forme avec A et A' des ang les n et »' ifig. 329). Imaginons 
qu 'on a i t dé t aché de ce plan deux bandes S et S', l ib res de se mouvo i r dans les seules 
d i r e c t i o n s A, A', e t que l'on ai t t r a c é sur c h a c u n e d é l i e s des s t r i e s pa r a l l è l e s à 2 . Un 
m o u v e m e n t c o m m u n i q u é à S se t r a n s m e t ainsi à S', avec un r a p p o r t de v i t e s s e s dont 
on d é t e r m i n e la va leur en cons idé ran t les é l é m e n t s de dro i te IM = \'dt, I > = \'dt par
c o u r u s , p e n d a n t un t e m p s inf iniment pe t i t dt, pa r un point que l conque I de 2 , ent ra îné 
s u c c e s s i v e m e n t par S et S'. Le s e g m e n t inf iniment pe t i t MX, qui m e s u r e le g l i s sement 
é l é m e n t a i r e des s t r i e s en con tac t su ivan t 2 , es t pa ra l l è l e à ce t t e d ro i t e . Si l'on fait 
t o u r n e r le t r i ang le IMN de 90" a u t o u r du point I, le côté MX p r e n d la pos i t ion M,N ( 

p e r p e n d i c u l a i r e à 2 , et l 'on a 

IM, cos 

ou V dt sin n = V dt sin «' 

,, , _ V sin a 
d ou enfin —=-1- — — ; r V sin a 

On voit que ce r a p p o r t d é p e n d de la d i rec t ion a t t r i buée à 2 . On d é t e r m i n e faci lement 
V 

ce l le -c i de m a n i è r e que p r e n n e une va leu r donnée . 

P a r ana logie avec ce qu 'on a établi dans le cas généra l , les pas des deux crémai l 
l è r e s , m e s u r é s dans un plan pe rpend i cu l a i r e à 2 , sont égaux . Les profils dans ce plan 
sont donc i d e n t i q u e s , et les den ts sont l imi t ées par d e s surfaces p r i sma t iques de 
m ê m e sect ion d ro i t e , d o n t l e s g é n é r a t r i c e s sont , su r chaque c rémai l l è re , pa ra l l è les à z. 

IIV. — Engrenages hyperboloïdes. 

332. Soient (X, X ) , (Y, Y') (fig. 530), deux axes de rota t ion q u e l c o n q u e s , disposés 
par r a p p o r t aux p lans de projec t ion c o m m e on l'a supposé dans l ' eng renage hélicoïdal , 
e t (ab, a'b') leur p e r p e n d i c u l a i r e c o m m u n e . Menons par un point \i,ï) de ce t t e droite 
une frontale (iz.i'z') de d i rec t ion a rb i t r a i r e , qui forme avec les axes des an g l e s a et a' 
p ro je tés v e r t i c a l e m e n t en vraie g r a n d e u r . Lorsque ce t t e dro i te t ou rne s u c c e s s i v e 
m e n t a u t o u r de (X,X'( , (Y, Y ) , elle e n g e n d r e deux hype rbo lo ïdes à u n e n a p p e S et S', 
don t les ce rc l e s de gorge son t déc r i t s pa r le point (i, i), e t qui a d m e t t e n t u n e géné
r a t r i c e c o m m u n e (z. z'). En s u p p o s a n t que ces sur faces so ien t r e n d u e s so l ida i res des 
axes , e t p r é s e n t e n t des s t r ies d i r igées su ivan t des g é n é r a t r i c e s du m ê m e sys tème 
que ( 2 , 2 ' ) . p r i ses à égale d i s t ance les u n e s des a u t r e s , le m o u v e m e n t de rota t ion de 
l 'une d 'e l les se t r a n s m e t t r a à l ' au t re a v e c un r appor t de v i t esses angu la i r e s dont 
la v a l e u r 

O J ' R cos ^ 

u _ ~ R' cos a' 

pour ra i t ê t r e é tabl ie par un r a i s o n n e m e n t iden t ique à celui du p a r a g r a p h e 372, H et R' 
dé s ignan t ici les rayons i a et ib des ce rc les de gorge . Gomme dans l ' eng renage héli
coïdal , le g l i s sement relatif, m e s u r é p e n d a n t un t e m p s inf iniment pe t i t par le s egmen t 

m'n.', d é p e n d à la fois du r a p p o r t — e t des quan t i t é s R e t R'. 
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La dé te rmina t ion des é l émen t s du s y s t è m e p rop res à rédui re ce g l i s s emen t au 
minimum nécess i t e un calcul qui a é té d é v e l o p p é au p a r a g r a p h e 378, et dont on a 
déduit la relat ion 

H colg a = IV cotg »' 

Fig . 330. 

Nous suppose rons que les hyperboloïdos figurés réa l i sen t le g l i s sement m i n i m u m 

pour un r appor t de v i t e s se — = _ —, et nous c h e r c h e r o n s , dans ce t t e hypo thèse , la 

na ture de l eu r m o u v e m e n t relatif. 

383. M o u v e m e n t r e l a t i f d e S ' p a r r a p p o r t à S. 

Le m o u v e m e n t relatif de l 'hyperbolo ïde S' r é su l t e , à chaque ins tant , de la com
position de sa rotat ion abso lue </, au tou r de (Y, Y') , avec une rotat ion b>{, égale à m 
mais de sens con t ra i r e , s 'effectuant au tour de |X, X' ) . Afin de d é t e r m i n e r les é l émen t s 
du m o u v e m e n t résu l t an t , qui r ev ien t à u n e rotat ion e t une t rans la t ion s i m u l t a n é e s , 
nous t r a n s p o r t e r o n s w ( et <o' pa ra l l è l emen t à e l l e s -mêmes en (i, i'), où e l les se ron t 
r ep résen tées par les v e c t e u r s l'y' = toj e t i'f = u ' , en leur a joutant des t r ans la t ions 

v ' i'V = W | Il = co 11 

et V i'j' — w II' 

r e spec t ivemen t pe rpend icu la i r e s aux p lans de bou t X'i ' , Y'i', e t d i r igées dans le sens 
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où la ro ta t ion c o r r e s p o n d a n t e t e n d à en t ra îne r le po in t ï (220). Les deux rotat ions 
i'g' et i'f se c o m p o s e n t en u n e seu le i'h', e t l 'on a 

i'f' ou <i> i'g' ou w 

Mais, d ' au t re par t 

On t i r e de ces re la t ions 

sin h1 i'g' sin h'i'f 

to' R cos oc 

ci R' cos a' 

R co tg a = R' co tg a' 

cos a cotg a'- sin a 

• COS a' ^ cotg n sin a ' 

ou 

Par c o n s é q u e n t 
si n a 

s i n li'i'g' s i n fi'ïf 

et comme a -f- a' = h'i'g' + /l'i'f = 0 

^ a = /t'i 'g' 
on a \ 

( a' = h'i'f 

L'axe de la rota t ion i n s t an t anée , dans le m o u v e m e n t relatif é l é m e n t a i r e de S', se 
confond donc avec la d ro i te (iz, ï z'j. 

Les t r ans l a t ions i'f e t i'V se c o m p o s e n t en u n e seu le , V = ïh', e t l 'on a 

on dédu i t 

Mais, de la p ropor t ion 

i'f 

sin k'ii' sin k'ïf 

··>' IV (o R 

cos II i y' cos /l'if 

eu' R cos * 

tu R' cos a' 

w'R' tu R 

cos a COS a' 

Par c o n s é q u e n t , ., , = 
cos /ii a cos h if 

Il s'en sui t , c o m m e p r é c é d e m m e n t , que x = hïg' e t 3 ' = h'i'f', ce qui m o n t r e que 
la t rans la t ion in s t an t anée , dans le m o u v e m e n t relatif é l é m e n t a i r e de S', es t parallèle 
à [iz, i'z'). Ce r é s u l t a t pouva i t ê t r e p r é v u , p u i s q u e ce t t e t r ans la t ion p rodu i t le glisse
ment relatif, e t que celui-ci s 'effectue p a r a l l è l e m e n t à (iz, i'z'). 

On conc lu t de ce qui p r é c è d e que [iz, i'z') es t l 'axe i n s t a n t a n é g l i ssant du sys
t è m e à l ' ins tant cons idé ré , e t que le m o u v e m e n t relatif cont inu de S' par r appor t à S, 
qui se compose d 'une su i te de m o u v e m e n t s é l é m e n t a i r e s ana logues à celui dont on 
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vient de d é t e r m i n e r la na tu re , r e v i e n t à un r o u l e m e n t a c c o m p a g n é de g l i s s e m e n t s , 
le long des g é n é r a t r i c e s rec t i l ignes de ces deux surfaces qui v i ennen t s u c c e s s i v e m e n t 
en contact . 

384. Pu i sque les hyperbo lo ïdes S e t S' rou len t l 'un su r l ' au t re , on peu t conc lu re 
qu'ils adme t t en t le m ê m e plan t angen t en chaque point de leur géné ra t r i ce c o m m u n e . 
Nous allons m o n t r e r qu' i l en est effect ivement a ins i . 
Rappelons d 'abord q u e l 'angle 9, formé par le plan 
tangent Z M T en un po in t M d 'une surface r ég l ée avec 
le plan cen t r a l Z M U relatif à la g é n é r a t r i c e c o r r e s 
pondante Z, es t donné par la formule 

t g 6 = — 
p 

x désignant la d is tance du point de contac t au poin t 
central o de la g é n é r a t r i c e Z, et p le p a r a m è t r e d e 
distribution des p lans t a n g e n t s aux d ivers poin ts do 
Z. Pour dédu i re de ce t te formule que les p lans tan
gents aux deux hyperbo lo ïdes , en un point que lconque de l eu r géné ra t r i ce c o m m u n e , 
sont confondus, il suffit de p r o u v e r : 

1° Que le plan cen t r a l relatif à la g é n é r a t r i c e z') (fig. 330) es t le m ê m e su ivan t 
qu'on la cons idè re c o m m e a p p a r t e n a n t à S ou à S'. 

2° Que le point cen t ra l relatif à ce t te g é n é r a t r i c e e s t auss i le m ê m e sur les deux 
surfaces. 

3° Que le p a r a m è t r e de d i s t r ibu t ion des p lans t angen t s aux d ivers poin ts de (z, z') a 
la même va leur su r S et sur S'. 

Nous d é t e r m i n e r o n s p o u r c e l a ces d ivers é l é m e n t s su r l ' hype rbo lo ïde S p a r e x e m p l e . 

a) P l a n c e n t r a l r e l a t i f à l a g é n é r a t r i c e Z s u r l ' h y p e r b o l o ï d e S. 

On é tab l i t en géomét r i e descr ip t ive que : 
Le plan central et le plan asymptotique, rela

tifs à la même génératrice d'une surf ace réglée, sont 
perpendiculaires (cela r é su l t e de ce que tg 9 dev ien t 
infinie en m ê m e t e m p s que x). 

Les plans asymptotiques relatifs aux diverses 
génératrices d'un hyperboloïde de révolution 
passent par le centre du cercle de gorge. 

Il r é su l t e de là que , A étant le centre, du cercle 
de gorge et IT la t a n g e n t e en I (fig. 332), le plan 
a sympto t ique relatif à la géné ra t r i ce Z es t ZIA, et 
le p lan cen t ra l es t ZIT. Comme ce d e r n i e r es t per 
pendicu la i re au plan du c e r c l e de gorge , on p e u t le 
d é t e r m i n e r auss i par la généra t r i ce Z et la para l lè le 
I X ( m e n é e à l 'axe AX par le point I. 

b) P o i n t c e n t r a l r e l a t i f à l a g é n é r a t r i c e Z 
s u r l ' h y p e r b o l o ï d e S . 

C'est le point de con tac t du plan cent ra l avec la sur face . D 'après une p rop r i é t é 
connue des surfaces de révolu t ion , il es t d é t e r m i n é par l ' i n t e r sec t ion de la généra 
trice Z et du plan mér id i en XAI pe rpend icu l a i r e au plan t angen t . C 'es t donc le po in t 
I lui-même, de sor te que le ce rc le de gorge , l ieu g é o m é t r i q u e des poin ts cen t r aux , 
constitue la l igne de s t r ic t ion de la surface. 

Fig . 332. 
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c) P a r a m è t r e d e d i s t r i b u t i o n d e s p l a n s t a n g e n t s r e l a t i f s à la g é n é r a 
t r i c e Z, s u r l ' h y p e r b o l o ï d e S. 

On sai t que , si l 'on dés igne pa r 8 e t s la p lus cour t e d i s t ance e t l 'angle de deux 
g é n é r a t r i c e s inf iniment vo i s ines , on a 

5 
p — lira — 

Soien t I'Z' u n e g é n é r a t r i c e de S inf iniment vo i s ine d-i I Z e t I'Z, la para l lè le à IZ 
(fig. 332). La pe rpend i cu l a i r e IC au plan Z , r Z ' es t éga le à la p lus courte, d i s t ance des 
g é n é r a t r i c e s Z e t Z'. Quand Z' se r a p p r o c h e indéf in iment de Z s u p p o s é e fixe, la droite 
IC v ient , à la l imi te , dans le plan cen t ra l relat if à Z. Si l'on adme t que l ' a rc infiniment 
pe t i t I I ' du cerc le de gorge se confond avec IT, les deux ang les CIL, X ^ Z sont con
t e n u s dans le plan cen t r a l , e t l e u r s cô tés sont r e s p e c t i v e m e n t pe rpend icu l a i r e s . Si 
donc on dé s igne par * l ' angle de Z avec l 'axe X, on a, à la l imi te 

angle C I L — a. 

Mais le t r i ang le ICI ' é t an t r ec t ang le en C, on a aussi 

I C = S = IL cos CIL ·= IL cos a 

et , si 11 dés igne le rayon du ce rc le de gorge et \L l ' angle IA1' 

S = H |j. cos a 

P o u r éva luer l 'angle Z I ' Z , = E , m e n o n s , par le cen t r e du ce rc le de gorge , les pa
ra l lè les Ay, A y' à Z et Z ' . Ces d ro i t e s , dont l ' angle est E sont des géné ra t r i ce s du cône 
a sympto t e de l ' hyperbo lo ïde . Coupons ce d e r n i e r par un plan Dyy' pe rpend icu la i r e à 
son axe , ce qui d é t e r m i n e des s e g m e n t s Dy = Dy' et Ay = Ay'. Le plan DAy étant pa
ra l lè le au plan cen t ra l X , I Z de la g é n é r a t r i c e Z , la d ro i t e U y s u i v a n t laquel le il coupe le 
plan Dyy' es t para l lè le à 1T. De m ê m e , pour une ra ison ana logue , Dy' e s t paral lèle à 
I T ' . Les deux ang les y D y' et IAI ' . qui son t dans des plans pa ra l l è l e s e t dont les côtés 
son t r e s p e c t i v e m e n t p e r p e n d i c u l a i r e s , son t donc égaux , e t l 'on a 

angle y D y ' = u. 

Les t r i ang le s inf in i tés imaux Ayy' e t Dyy' d o n n e n t les r e l a t ions 

E \L , 

2 A y siu — = 2 D y sin ~ = . y y 

e t c o m m e . D^ — A y s i n i 

il v ien t Ay sin = Ay sin a sin ~ 

o u s i n - - = s i n % s i n 

En éga lan t les pa r t i e s p r inc ipa les des deux m e m b r e s , il r e s t e , E e t [ i é t an t infini
m e n t pet i t s 

e = [ i sin a 
Par c o n s é q u e n t 

8 , I l u. cos s 
p = h m = l im —-. — Il cotg a 
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d) C o n s é q u e n c e s . 

R e v e n o n s m a i n t e n a n t aux hyperbo lo ïdes S et S'. Les plans c e n t r a u x relat ifs , su r 
chacun d 'eux, à l a g é n é r a t r i c e Z , é tant p e r p e n d i c u l a i r e s , d ' ap rès ce qui p r é c è d e , l ' u n sur 
AI et l 'autre sur BI (fig. 333), sont confondus . Il en es t de m ê m e des po in t s cen t raux 
qui, dans les deux cas , son t en I. Enfin, la re la t ion R co tg a = R' co tg a', é tabl ie p ré 
cédemment , m o n t r e que les deux p a r a m è t r e s de d i s t r ibu t ion relatifs à la g é n é r a t r i c e Z 
sont égaux. Les deux hyperbo lo ïdes se r acco rden t donc à chaque ins tan t su ivan t l eur 
généra t r i ce c o m m u n e . 

F i - . 333. F i g . 331. 

385. Les hype rbo lo ïdes S et S cons t i tuen t les sur faces p r imi t i ve s d'un e n g r e n a g e . 
For tement p r e s s é s l 'un con t re l ' au t re , ils p e u v e n t se condu i re à cause de leur adhé
rence mutue l l e , si l'effort à t r a n s m e t t r e n ' es t pas t rop cons idé rab le . Dans le cas con
tra i re , il est nécessa i r e de les a r m e r de den t s qui , s u r chacun d 'eux, sont d i r igées 
suivant les g é n é r a t r i c e s du m ê m e s y s t è m e que Z. La d é t e r m i n a t i o n r i gou reuse d e s 
surfaces à e m p l o y e r pour l imi te r les den t s cons t i t ue un p r o b l è m e t r è s compl iqué , 
auquel nous ne nous a r r ê t e r o n s pas à cause de son inu t i l i t é p r a t i q u e . 

Dans les cas t r è s r a res où l'on emplo ie ces e n g r e n a g e s , on ut i l ise s e u l e m e n t les 
zones des hyperbo lo ïdes pr imi t i f s qui son t e n g e n d r é e s par un m ê m e s e g m e n t de l e u r 
généra t r ice c o m m u n e (fig. 334 . Si la d i s t a n c e des axes n ' es t pas t rop pe t i t e , on donne 
à ce segmen t une posi t ion m ri tel le que le point V soit s i tué en son mi l ieu . Les zones 
C et C con t i ennen t a lors les ce rc les de gorge . Dans le cas con t ra i r e , l es zones u t i 
lisées C( e t C ' ( , e n g e n d r é e s p a r l e s e g m e n t m'¡ n ' , , son t p r i ses assez loin des ce rc l e s 
de gorge pour q u e les deux roues a ient des d imens ions convenab les . On c o n s t r u i t 
ensuite des cônes de tê te n o r m a u x aux hyperbo lo ïdes pr imit i fs , e t l'on dé t e rmine l eu r s 
sommets K, K' par l ' in te r sec t ion des axes et du plati pe rpend icu l a i r e à z' au poin t ÏI',. 
(On n'a r e p r é s e n t é s u r la figure 334 q u e les pro jec t ions ver t i ca les ) . Il ne r e s t e p lus 
qu'à déve lopper les cônes de t ê t e , ce qui donne na issance à deux s e c t e u r s c i rcu la i res 
sur l esque ls on t r ace les profi ls . 

Dans la p r a t i que , on r e m p l a c e g é n é r a l e m e n t les zones ut i les des hype rbo lo ïdes 
primitifs par des cy l indres ou par des t roncs de cône , selon qu 'e l les con t i ennen t les 
cercles de gorge , comme C e t C , ou qu 'e l les son t r e j e t ées à une ce r ta ine d i s t ance , 
comme C) et C ) . Ajoutons qu 'à cause de son exécut ion difficile, l ' e n g r e n a g e h y p e r -
boloïde est t r è s peu e m p l o y é . 
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386. C a l c u l d ' u n e n g r e n a g e h y p e r b o l o ï d e . 

Les re la t ions auxque l l e s do iven t sat isfai re les rayons des c e r c l e s de gorge e t les 
angles a, o' é t an t les m ê m e s que pour l ' eng renage cy l ind r ique à d en t s hél icoïdales , 
' e s p rop r i é t é s é tab l ies aux p a r a g r a p h e s 373 et 374 son t appl icables a deux roues h y -
perbolo ïdes . 

On d é t e r m i n e r a i t les sec t ions dro i tes des den t s c o m m e au p a r a g r a p h e 375, en 
r emarquan t , toutefois , que les r é su l t a t s v a r i e n t avec la posi t ion donnée au plan per
pendicu la i re à la g é n é r a t r i c e Z. 
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CHAPITRE X 

ÉQUIPAGES DE ROUES D E N T É E S 

387. L 'é tude des d ivers s y s t è m e s d ' eng renages a m o n t r é que , dans t ous les cas , le 
rappor t des v i t e s se s angula i res do deux roues qui se c o m m a n d e n t e s t i n v e r s e du 
rappor t de leurs n o m b r e s de d e n t s . Ceux-c i , qui son t n é c e s s a i r e m e n t en t i e r s , ne 
peuven t pas d e s c e n d r e au-dessous d'un m i n i m u m var iab le avec le t r a c é adop té , e t 
qui, dans les roues d ' a s so r t imen t , e s t de 11 (engrenages épieycloïdaux) ou il (engre
nages à déve loppan tes ) (*). Enfin, excep t ion faite de la c r éma i l l è r e , on tai l le r a r e m e n t 
des roues dont le n o m b r e de den t s d é p a s s e 300. Il r é su l t e de là que le r a p p o r t des 
vi tesses angu la i r e s d 'a rbres re l iés pa r un eng renage de deux roues es t c o m m e n s u 
rable, et compr i s e n t r e des l imi tes (pie, pour fixer les idées , nous pose rons éga les 

Des cons idé ra t ions d 'un a u t r e o rd re font encore r e s s e r r e r ces l imi tes , On a c o n s 
taté que pour u n e roue donnée de rayon R, le g l i s s e m e n t a u g m e n t e à m e s u r e que di
minue le rayon R ' de la roue con juguée . Dans le bu t de r édu i r e l'effet des r é s i s t ance s 

R n 

passives , on e s t condui t à ne pas donne r au r a p p o r t = u n e va l eu r t r o p cons idé

rable. Hab i tue l l emen t , on ne fait e n g r e n e r d i r e c t e m e n t deux r o u e s que si le r a p p o r t 

de leurs n o m b r e s de den t s (le cas de la vis sans fin excepté) es t compr i s en t r e 10 et -jjj-

par e x e m p l e . 
Pour r éa l i se r un r a p p o r t c o m i n e n s u r a b l e de v i t e s ses ex t é r i eu r à ces l imi tes , on 

peut emp loye r des combina i sons ana logues 
à la su ivan te . Soit z, z ( , z, .. z (fig. 335) une \ V V 
suite d 'axes para l lè les r e p o s a n t su r des . w \ W y . • 
couss inets fixes; le p r e m i e r condui t le se- ! j ^ A . • ! 
cond par l ' e n g r e n a g e A A ' ; une roue B, so- j ' j j 
l idaire de z, com m e A', condui t le p ignon j^ , , j ^ j 
B' monté su r le t r o i s i è m e a r b r e . Celui -c i j j j , . 
entra îne dans sa ro ta t ion u n e roue C qui j j ^ 1 1 | 
engrène avec C so l ida i re d 'un q u a t r i è m e ; i l 
axe z', et ainsi de s u i t e . Supposons , pour Fig. 335. 
fixer les i dées , q u e ce t axe soit le d e r n i e r 
de la sé r i e . Il e s t év iden t qu 'une rotat ion i m p r i m é e à l 'axe z se c o m m u n i q u e de p r o c h e 
on p roche à chacun des su ivan t s , j u squ ' au de rn ie r . So ien t oi, to,, u2 . . . &/ les v i t e s se s 
angula i res de ces d ive r s m o u v e m e n t s ; nous nous p roposons de ca lcu le r le r a p p o r t 

des deux v i t e s ses e x t r ê m e s . Convenons , à cet effet : 

1° De d é s i g n e r p a r la m ô m e l e t t r e une roue que lconque de la s u i t e e t le n o m b r e 
de den ts qu 'e l le p o r t e ; 

à J-r 
300" 

(*) Dans des rouages d'horlogerie, qui ne constituent pas des assortiments, on descend 
jusqu'au pignon de six ailes. 
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2° D'écr i re le r a p p o r t des v i t e s ses angu la i r e s cle deux a r b r e s en p laçan t au nu
m é r a t e u r la v i tesse de l ' a rbre m e n é , e t au d é n o m i n a t e u r colle de l ' a rbre menan t ; 

,1° De r e g a r d e r ce r a p p o r t c o m m e positif ou négatif, selon que les ro ta t ions c o r 

r e s p o n d a n t e s sont de môme sens ou de sens con t r a i r e s . 
D 'après cela, nous a u r o n s , z é t an t cons idé ré co mme l 'axe menan t , et fous les 

engrenages ètanl supposés droits et extérieurs : 

A 

(0 A 7 

B 

17" 
c 

CO , c 
d'où, en mul t ip l i an t m e m b r e à m e m b r e 

u \ ) A ' H ' C 

Cet te re la t ion m o n t r e que : lu valeur absolue du rapport des vitesses angulaires 
des arbres extrêmes est égale au quotient du produit des nombres de dents des me
nantes par le produit des nombres de dents des menées. Le s igne du s e c o n d membre 
ind ique que , dans le cas pa r t i cu l i e r c o n s i d é r é , les a r b r e s e x t r ê m e s t o u r n e n t en sens 
con t r a i r e s . 

U n e te l le combina i son cons t i tue un é q u i p a g e ou t r a m de roues dentées ; on peut 
la définir : un ensemble de rouages montés sur des axes fixes et engrenant deux à 
deux, de manière que la rotation du premier arbre de la série entraine celle du 
dernier. 

388. C a l c u l d e la r a i s o n . — On a p p e l l e raison d 'un équ ipage de roues dentées : 
le rapport de la vitesse angulaire du dernier arbre à celle du premier, affecté du 
signe -\- ou du signe — suivant que les rotations extrêmes sont de même sens ou 
de sens contraires. 

Le calcul p r é c é d e n t donne l ' express ion de la raison dans un cas pa r t i cu l i e r ; pour 
en géné ra l i s e r l es r é s u l t a t s , nous d i s t i ngue rons en t r e la v a l e u r abso lue el le s igne . 

a) V a l e u r a b s o l u e d e l a r a i s o n . 

Elle e s t toujours égale au quo t ien t du p rodui t des n o m b r e s de den t s des roues 
m e n a n t e s par le p rodui t des n o m b r e s de den t s des roues m e n é e s , ca r le r appor t des 
v i t esses angu la i r e s de deux a rb re s re l iés par un e n g r e n a g e es t tou jours inverse du 
r appor t des n o m b r e s de den t s des roues , que celles-ci so i en t cy l ind r iques , coniques , 
ou h é l i c o ï d a l e s . . . . 

b) S i g n e d e l a r a i s o n . 

Nous d i s t i ngue rons q u a t r e cas : 

1" Les axes sont parallèles, et l'équipage ne renferme que des engrenages exté
rieurs. 

Eu app l iquan t à un n o m b r e q u e l c o n q u e d 'axes , que nous d é s i g n e r o n s par n, le 
r a i s o n n e m e n t suivi dans le cas pa r t i cu l i e r qui p r é c è d e , on t rouve sans difficulté 

« - i A B C . 

A ' B ' C 
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Cette express ion mont re que la ra ison es t posi t ive quand le n o m b r e total d ' axes 
est impair, e t néga t ive quand il es t pa i r . ». 

2 D Les fixes sont parallèles, et l'équipage ne renferme que des engrenages inté-
rieu rs. 

Le r appor t des v i t e s ses angu la i r e s de deux a rb res consécut i fs é tan t toujours po
sitif dans ce t t e h y p o t h è s e , la ra ison es t e l l e - m ê m e pos i t ive . 

3" Les axes sont parallèles, et l'équipage renferme à la fois des engrenages exté
rieurs et des engrenages intérieurs. 

Ce cas est u n e combina ison des deux p r écéden t s ; le s igne de la ra i son ne d é p e n d 
que du nombre des axes qui p o r t e n t des e n g r e n a g e s e x t é r i e u r s . Il es t 4- si ce n o m b r e 
est impair , — s'il es t pair . 

4° Les axes sont quelconques. 
L'équipage p e u t a lors r en fe rmer tou tes les sor tes de roues ; il n 'y a l ieu d 'a t t r i 

buer un s igne à la ra ison que si les deux axes e x t r ê m e s sont pa ra l l è l e s . Mais il es t 
impossible de fixer u n e règle généra le ; on conçoi t en effet que , un pignon e t une vis 
sans fin, par exemple , é tan t donnés , le p ignon t o u r n e dans un sens ou dans l ' au t re 
pour un m ê m e m o u v e m e n t de la vis , su ivan t que celle-ci e s t à gauche ou à dro i te . 

Nous r e p r é s e n t e r o n s la raison d'un équipage de roues d e n t é e s par e. 

389. I n f l u e n c e d ' u n e r o u e p a r a s i t e . 

On appel le ainsi une roue D (fig. 336), mon tée sur un axe i n t e r m é d i a i r e , et e n g r e 
nant à la fois a v e c une roue C de l 'arbre qui 
précède et une roue C de celui qui sui t . La 
roue paras i te joue le rôle de m e n a n t e par r ap - £\ ^ £\ J j J,-
port à C , e t celui de m e n é e par r appor t à C ; I , ; ' \ 
sa p r é s e n c e ne change pas la valeur abso lue \ '~ , A ; ! 
de la raison, pu i sque son n o m b r e de den ts ! 13 1 — L . li^ ' 
figure au n u m é r a t e u r et au dénomina teu r , e t , 1 „ . • ^ ' 
disparaî t pa r s implif icat ion. Mais el le en m o - i ]) 
difie le s igne, car le n o m b r e to ta l d 'axes , aug
mentant d 'une un i t é , change n é c e s s a i r e m e n t 3 3 G ' 
de par i té . 

Une roue pa ra s i t e , i n t e rca lée dans un équ ipage de roues d e n t é e s , ne p rodu i t donc 
qu'un c h a n g e m e n t dans le sens de la ro la t ion finale. Ce t te p ropr i é t é p e r m e t , quand 
on veu t r éa l i se r un équ ipage de raison d é t e r m i n é e , de ne pas s ' occuper du s igne , 
puisqu 'on sera tou jours m a î t r e de modifier le sens du m o u v e m e n t du de rn i e r a r b r e 
mené . 

390. P r o b l è m e i n v e r s e . — Connaissant la raison E d'un équipage de roues 
dentées, trouver les nombres des dents de toutes les roues qui le composent. 

M é t h o d e . — Il faut e s saye r de m e t t r e la raison donnée sous la forme d 'une frae-

tion ~ ^ ^ . q . —'— dont les deux t e r m e s soient des p rodu i t s d 'un n o m b r e égal de fac

teurs , en t i e r s , et compr i s e n t r e des l imi tes convenab les (12 e t 300 par exemple ) . Lors 

qu'on y es t pa rvenu , les facteurs du n u m é r a t e u r font conna î t r e les n o m b r e s de den t s 

des roues m e n a n t e s , e t ceux du d é n o m i n a t e u r les n o m b r e s de den t s des roues m e n é e s . 

On peut d 'a i l leurs i n t e rve r t i r les m e n a n t e s en t re e l les , de m ê m e que les m e n é e s . 

Enfin, il faut au tan t d 'axes qu' i l y a de fac teurs dans chaque t e r m e de la fraction, 

¡litis un. 
1 a t ransformat ion de la raison est imposs ib le dans deux cas : 
I o Si elle es t i ncommensu rab l e . Il n ' ex is te , en effet, a u c u n e fract ion à t e r m e s e n 

tiers qui lui soit équ iva len te . 
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2° Si, tou t en é tan t c o m m e n s u r a b l e , il e n t r e dans son express ion , mise-sous tonne 
de fraction ord ina i re i r r éduc t i b l e , un ou p lu s i eu r s fac teurs p r e m i e r s dépassan t le 
nombre adop té comme l imi te s u p é r i e u r e du n o m b r e de dents d 'une roue;. 

Dans ces deux c i r cons tances , il e s t néce s sa i r e , ou de se con ten te r d 'une approxima
t ion, ou d 'avoir r e c o u r s à d ' au t r e s m é c a n i s m e s . Nous al lons t r a i t e r que lques exemples , 

391. A p p l i c a t i o n s . P r o b l è m e I . — Etablir un équipage de roues dentées sus
ceptible de relier, dans une horloge, l'aiguille des secondes, supposée menante, à 
l'aiguille des minutes. 

L'aigui l le des secondes faisant so ixan te tours par h e u r e , et l 'aiguille, des minutes 
1 

un tou r s e u l e m e n t , la va leu r absolue de la raison es t - = ; comme l 'usage est de faire 
00 

mouvoi r les a igui l les dans le m é m o sens , on a 

P o u r r e l i e r d i r e c t e m e n t les deux a r b r e s , il faudra i t emp loye r un eng renage inté
r ieur , dont les r o u e s a u r a i e n t des n o m b r e s de den t s p ropo r t i onne l s à 1 et 60 ; aver 
8 den t s s e u l e m e n t pour la m e n a n t e , la m e n é e d e v r a i t avoir 480 den t s , ce qui es t inad
miss ib le . Il es t donc nécessa i r e d ' employe r au moins un axe i n t e rméd ia i r e , et, par 
sui te , de c h e r c h e r une fraction équ iva l en te à s, dont chaque t e r m e soit uu produi t de 
deux fac teurs . On p e u t é c r i r e 

__ 1 X 1 
Z 1 0 X 6 

ou, en mu l t i p l i an t le n u m é r a t e u r e t le d é n o m i n a t e u r par 8 X 8 . 

_ 8 X 8 
80 X 48 

Cet te égal i té m o n t r e que deux m e n a n t e s de 8 d e n t s , assoc iées à d e u x m e n é e s de 
! 80 et 48 den t s , r é p o n d e n t à la ques t ion . La p r e m i è r e nie-

| | j| nan t e , m o n t é e su r l 'axe des s e c o n d e s , e n g r è n e avec la mc-
* ' J| ' j ¿01 jl née de 80 den t s p l acée su r un axe i n t e r m é d i a i r e , qui en-

¡1 n\ 1 i F ^ t r a îne avec lui la d e u x i è m e m e n a n t e . Celle-ci condui t enfin 
j» 1 jjj la roue de 48 d e n t s ca l ée su r l 'axe des minu te s (flg. 337]. 
l a ! ¡5* La ra ison de ce t équ ipage es t pos i t ive , de sor te que les 

A b TFIUN IT&W a igu i l les t o u r n e n t dans le m ê m e sens , 
•pjg 337_ P o u r r e p r é s e n t e r s c h é m a t i q u e m e n t un équ ipage de. 

roues d e n t é e s , on insc r i t en r ega rd l 'un de l ' au t r e , dans un 
t ab leau , les n o m b r e s de d e n t s des r o u e s qui e n g r è n e n t e n s e m b l e , et au-dessous l'un 
de l ' au t re les n o m b r e s de den t s des r o u e s qui sont ca lées su r le m ê m e a rb re . Cette 
convent ion condui t au d i a g r a m m e su ivan t : 

Axe des secondes Axe des minutes 

8 80 

8 48 
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Pour me t t r e la raison - ^ r - sous la forme définitive - J * ^ f - p 
60 80 X 48 

on a mul t ip l i é ses 

deux t e r m e s par 8 X 8 , afin de ne pas d o n n e r moins de 8 den t s aux m e n a n t e s . Tout 
autre mul t ip l i ca teu r s u p é r i e u r à 8 X 8 eût été accep tab le , sous la r é s e r v e de ne pas 
donner au d é n o m i n a t e u r des fac teurs t rop g r a n d s . Avec 12 X 15 par e x e m p l e , on a 

._ 12 X 15 
•120 X 00 

ce qui condui t à e m p l o y e r l ' équ ipage su ivan t : 

Axe des secoiides 

12 00 

15 

Axe des minutes 

J20 

.Le p rob lème a d m e t donc un grand n o m b r e de so lu t ions . 

P r o b l è m e I I . — Etablir un équipage de roues dentées susceptible de relier 
l'arbre horizontal X d'une roue hydraulique, faisant deux tours par minute, à l'axe 
vertical Y d'une meule à broyer, faisant trente tours dans le même temps. 

La ra ison de l ' équipage à réa l i se r est 

_30_ 
1 

Comme les axes X et Y ne sont g é n é r a l e m e n t pas dans un m ê m e plan, nous appli
querons l 'une des so lu t ions i nd i r ec t e s é tud iées aux p a r a g r a p h e s 35? e t 358. la seconde 
[iar exemple . Soit donc Z (fig. 338) un axe i n t e rméd ia i r e para l lè le à Y et r e n c o n t r a n t X. 

I.Z 

l - l i 

h»* 

- y 

F i g . 33S. 

20 I 

—̂t—A 

_ L 

La t ransmiss ion employan t deux pa i res de roues , nous s o m m e s condu i t s à t ransfor 
mer la ra ison de te l le m a n i è r e que chacun de ses t e r m e s soi t un p rodui t de deux fac
teurs . Posons 

_ 15 _ 5 X 3 
l ~ ~ 1 _ 1 X 1 
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— 3Ü'! — 

En mul t ip l i an t les deux t e r m e s du second m e m b r e par 2 5 X 2 0 , par e x e m p l e , il 
v ien t 

_ 1 2 5 X 0 0 
E ^ 2 5 X 2 0 

L ' équ ipage c o r e s p o n d a n t s e r a composé de deux roues d 'angle , ayan t r e spec t ive 
m e n t 125 e t 25 den t s , m o n t é e s su r les axes X et Z Ce d e r n i e r en t r a îne ra en outre 
u n e roue droi te de 60 den t s , c o m m a n d a n t une m e n é e de 20 den t s ca lée su r l 'axe Y. 

Ce t t e solut ion s u p p o s e que les axes X et Y ne sont pas t rop é c a r t é s , sans quoi il 
ne se ra i t pas poss ib le de t r a n s m e t t r e le m o u v e m e n t en t r e Y et Z par un engrenage de 
deux r o u e s . S'il n 'en es t pas a ins i , il faut i n t rodu i r e un axe de p lus , e t adop te r u n e dis
pos i t ion ana logue à cel le de la figure 339, néce s s i t an t l ' emploi de t ro i s pa i res de roues 
con iques . On doi t , dans ce cas , m e t t r e la ra ison sous la forme d 'une fraction dont chaque 
t e r m e soi t un p rodu i t de t ro is f a c t eu r s , e t é c r i r e 

5 X 3 X 1 100 X 60 X 20 
1 X 1 X 1 20 X 20 X 20 

en employan t , par exemple , le mu l t i p l i c a t eu r 20 X 2 0 X 2 0 . Les m e n a n t e s aura ient 
r e s p e c t i v e m e n t 100, 60 et 20 d e n t s , e t les menées u n i f o r m é m e n t 20 d e n t s . 

392. C a s o ù i l e x i s t e d a n s l e s t e r m e s d e l a r a i s o n , r e n d u e i r r é d u c t i b l e , 

d e s f a c t e u r s p r e m i e r s c o n s i d é r a b l e s {*). 

Soit p roposé de re l i e r , sur une ho r loge , l 'a iguil le des h e u r e s , supposée menante , 
à une a igui l le m a r q u a n t l 'âge de la l une . 

La durée d 'une luna ison é tan t 29 j . 12 h. 44 m. — 42524 m i n u t e s , l 'a igui l le lunaire 
1 1 

fait, en une m i n u t e . . de t ou r ; celle des h e u r e s fait, dans le m ê m e t e m p s . -=,-i-„- de 
• 42o24 ' 1 r20 

tou r ; la ra i son de l ' équ ipage à emp loye r , qui doit ê t re pos i t ive pour que les aiguil les 
t o u r n e n t dans le m ê m e sens , es t par c o n s é q u e n t 

, 720 , 180 
E = + • 12524 1 10631 

Or 10631 es t un n o m b r e p r e m i e r ; il n ' e s t donc pas poss ib le de p r o c é d e r c o m m e dans 
les exemples p r é c é d e n t s , e t l 'on doit se con ten t e r d 'une approximat ion . Des méthodes 
r i g o u r e u s e s , te l le que celle i nd iquée au p a r a g r a p h e su ivan t , p e r m e t t e n t de réduire 
l ' e r r e u r au m i n i m u m ; m a i s , à l eu r défaut , on peu t c h e r c h e r par t â t o n n e m e n t s une 
fract ion voisine de t qu i ne p r é sen t e pas le m ê m e inconvén ien t Ajoutons, par exemple , 
u n e un i t é au d é n o m i n a t e u r 42524 du p r e m i e r r appor t , et c h e r c h o n s à réa l i se r un équi-

720 
page don t la ra ison soi t z' — -r^^ ; nous aurons 

42;)2;i 

, 2* X 3 ^ X 5 2 ' 8 X 2 
3 3 X 5 ^ X 7 3 ' X J X i 2 7 X 3 5 

ou, en mu l t i p l i an t les deux t e r m e s pa r i, pour ne pas avoir au n u m é r a t e u r de facteur 
infér ieur à 8 

, _ 8 X 8 
£ 54 x 70 

(*) Nous entendons par là que íes facteurs premiers dépassent le plus grand nombre du 
dents qu'il est possible de donner à une joue. 
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L'équipage co r r e spondan t est figuré par le d i a g r a m m e 

Axe des heures Axe lunaire 

8 54 

8 70 

Il réal ise la t r ansmiss ion d e m a n d é e avec une e r r e u r d 'une minu te par lunaison. 

393, M é t h o d e d e s f r a c t i o n s c o n t i n u e s . 

Elle cons is te à d é c o m p o s e r la ra ison, mise sous forme de fraction ord ina i re i r r é 
ductible, en fract ion con t inue , et à lui subs t i tue r , pour le calcul de l ' équ ipage , u n e 
réduite qui se p rê t e b ien à l ' appl ica t ion de la mé tho d e suivie au p a r a g r a p h e 391. 

Reprenons l ' exemple p r écéden t , et décomposons '^^QJ^JT" e n I r a c ^ o n con t inue . 

Cherchons, pour cela, le p lus g rand commun d iv iseur de 10631 et 180. Le t ab leau sui-
van t résume les opé ra t ions 

59 1B 2 \ 3 

10031 180 11 4 3 1 

i l 4 3 1 0 

La décomposi t ion donne 

1 8 0 

1 0 6 3 1 

Les rédui tes succes s ive s sont 

r , 

1 

59 + -
1 6 

59 • 

59 + 

59 4-

59-

1 6 + ^ -

16 + 

16 
2 + 

1 + 

59 
16 

945 

33 
1949 

49 
2894 

180 
10631 
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On d é m o n t r e que les r é d u i t e s jou i s sen t des p r o p r i é t é s su ivan te s : 

1" Elles sont irréductibles : 

2 ° Les réduites d'indice impair sont plus grandes que la fraction décomposée, 
et décroissent à mesure que leur indice augmente; 

3° Les réduites d'indice pair sont plus petites que la fraction décomposée, et 
croissent à mesure que leur indice augmente ; 

4 ° Il résulte de ces dernières propriétés que deux réduites consécutives com
prennent entre, elles la fraction décomposée; 

.3° Une réduite se, rapproche d'autant plus de la fraction décomposée que son 
indice est plus élevé ; 

6° Toute fraction dont les termes sont in;'.'riei:rs à ceux d'une réduite donnée, 
est moins approchée de la fraction décomposée que cette réduite elle-même. 

11 découle de là que , si l'on subs t i t ue à la ra i son une de ses r édu i t e s , l ' e r reur com
mise es t moindre que si l'on emplo ie une au t re fraction que lconque à t e r m e s plus pe
t i ts ; l ' approximat ion , me i l l eu re à m e s u r e que la rédui te es t d 'ordre p lus é levé , es t par 
excès pour une rédu i t e d ' indice impai r , par défaut pour une rédu i t e d ' indice pair . Dans 
le cas ac tue l , on ne peu t s ' ad resse r qu 'à l 'une des deux p r e m i è r e s r é d u i t e s , c a r i e dé
nomina t eu r de la t ro i s i ème est p r emie r , e t celui de la q u a t r i è m e ren fe rme le facteur 

p r e m i e r 1 4 4 7 . La s econde r édu i t e , , donne , ap rès décompos i t ion en fac teurs pre-

2 - 1 

m i e r s , y • ,. . C'est p r é c i s é m e n t la v a l e u r a p p r o c h é e que nous avons subs t i tuée 

tout à l 'heure à la va leu r exacte de la raison. Il n'y a là qu 'une s imple co ïnc idence . 

394. R e m a r q u e s . — . 1 . On peu t auss i i n t e r ca l e r une fraction i n t e r m é d i a i r e en t re 
deux r é d u i t e s consécu t ives , en les a joutant t e r m e à t e r m e ('). En o p é r a n t ainsi pour 

la t ro i s ième et la q u a t r i è m e , on obt ien t la fraction T dont les t e r m e s , décomposés 
• 4 8 4 3 

2 x 4 1 

en facteurs p r e m i e r s , d o n n e n t ë»j En employan t le mu l t i p l i c a t eu r 4 pour donner 

8 den ts à la p r e m i è r e m e n a n t e , on t rouve la fraction ,j \ \ ^ L ' équ ipage cor respon

dant est figuré pa r le d i a g r a m m e 

Axe des heures Axe lunaire 

8 1 1 6 

4 1 1 6 7 

Pour éva luer l ' e r r e u r commise , r appe lons que l a raison exac te de l ' équipage à 
7 2 0 

réal iser est e = , , , . „ , , fraction dans laquel le le d é n o m i n a t e u r r e p r é s e n t e la d u r é e d'une 
4 2 , j 2 4 1 

7 2 0 

lunaison, éva luée en minu t e s . I n v e r s e m e n t , 4 2 5 2 4 ™ = —-— ;• de so r te que , si l'on rem

place e pa r une va leur a p p r o c h é e E ' , on subs t i t ue à la d u r é e exacte de la lunaison une 

7 2 0 

valeur x=——, a p p r o c h é e par défaut si t'~j> E , e t par excès dans le cas con t ra i re , 

(*) On sait que la fraction a ins i obtenue es t comprise entre l e s deux proposées . 
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En p renan t E ' = on t rouve 

-4843 

3C = ^ = 42o23»54 s 

soit un écar t , pa r défaut , d 'un peu moins de six secondes pa r l una i son . 
16 

Avec E / = 7 R 7 ^ - x = 42525^ 
• 94a 

L'écart , par excè s , es t d 'une m i n u t e pa r lunaison 

I I . En raison m ê m e de leur loi de format ion, les r édu i t e s sont in fé r i eures à l 'uni té . 
S i d o n e la fraction à d é c o m p o s e r en fract ion con t inue es t p lus g rande que I , il faut 

avoir soin d ' inve r se r t o u t e s les r édu i t e s . La fract ion * ^ g ^ • p a r e x e m p l e , donnera i t 

naissance aux rédu i t e s su ivan t e s : 

_ 59 _ 945_ 1949 _ 2894 ' _ 10031 
T i ~ 1 r - — " 1 6 33 n ~ 49 r s ~ " 180 

Ne pas faire l ' invers ion des r édu i t e s dans ce cas équ ivaudra i t à p r e n d r e les roues 
menées com m e m e n a n t e s , e t v i c e - v e r s a . 

I I I . CALCUL DES HÉDUITEP . — Après avoir calculé r , e t r 2 d ' après l e u r définition, 
on peut ob ten i r r a p i d e m e n t tou tes les a u t r e s r édu i t e s de la m a n i è r e su ivan te . r3 cor
respond au t ro i s i ème quo t i en t t rouvé dans la r e c h e r c h e du P . G . C . D , so i t 2. On m u l 
tiplie par 2 les t e r m e s de r 2 , e t l'on ajoute les p rodu i t s t e r m e à t e r m e avec r f . On a, 
en effet 

_ j _ ^ _ 1 _ _ _16_ _ 1 6 X 2 _ 
T l ~ ~ 59 7 ' 2 —

 r „ , I 9-45 9 4 5 X 2 
.y.i -·— 

Eu ajoutant t e r m e à t e r m e , il v ien t 

1G >< 2 + 1 33 
9 4 5 X 2 + 59 " 1949 = r 

De m ê m e , r,t c o r r e s p o n d au q u a t r i è m e quo t i en t t r o u v é dans la r e c h e r c h e du 
P. G. C, D, soi t 1. On mul t ip l i e les t e r m e s de r 3 pa r 1, e t l'on ajoute t e r m e à t e r m e 
avec rît ce qui donne 

3 3 : < 1 + 1 6 4 9 

1919X l — 945 " 2894 

et ainsi de su i t e . En r é s u m é : 

Pour calculer une réduite correspondant au quotient q obtenu dans la recherche 
du P. G. C. D, on multiplie par q les termes de la dernière réduite trouvée, et l'on 
ajoute terme à terme avec Vavant-dernière. 

395. H a r n a i s d ' e n g r e n a g e s . — Une mach ine reçoi t g é n é r a l e m e n t son m o u v e m e n t 
d'un a rb re m o t e u r dont la v i t e s se de ro ta t ion e s t cons tan te , de s o r t e qu' i l est s o u v e n t 
nécessa i re de pouvo i r c h a n g e r le r a p p o r t des v i t e s ses en t re l ' a rbre de c o m m a n d e e t 
l 'outil . On ar r ive à ce r é s u l t a t par d ive r s moyens , dont l 'un cons i s te à in t e rca le r , dans 
la chaîne c inémat ique qui re l ie ces deux o rganes , un équ ipage de r o u e s d e n t é e s dont on 
modifie la compos i t ion à vo lon té . Quand cet équ ipage est i ns ta l l é à d e m e u r e sur la m a 
chine, on lui donne h a b i t u e l l e m e n t le nom de h a r n a i s d ' e n g r e n a g e s . Des d i spos i t ions 
variables p e r m e t t e n t de l ' embraye r en to ta l i té ou en pa r t i e , ou d 'en s u p p r i m e r corn-
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ra 

P 
AXE, DI LA-

TÏUZcJuJhS, 

p l è t e m e n t l'effet, e t chaque combina i son c o r r e s p o n d à, une v i tesse différente de l 'arbre 
m e n é . D 'au t res fois, au c o n t r a i r e , l ' équ ipage es t por t é par un o rgane indépendan t , 
appe lé tête. de cheval. C 'es t ce qui a r r ive dans le tour à fileter, par e x e m p l e . Ces 
deux sys t èmes sont , d 'a i l leurs , souven t réun is s u r la m ê m e m a c h i n e . 

Le ha rna i s Norton (flg. .140) donne un 
jeu de 12 v i t esses p a r l a s imple m a n œ u v r e 
d'un levier . L'axé x de la mach ine est soli-

wt1 I I I I . . . da i re de 12 roues de m ê m e pas GIIK.. . L 
dont chacune oor te un n o m b r e de dents 
différent. Il reço i t son m o u v e m e n t d'un 

[_] | a rb re i n t e r m é d i a i r e y, c o m m a n d é lui -même 

TJ F | | | _ J | | * " P a r 1 a x e m o t e u r z au moyen de l ' engre
nage fixe A B . Une r o u e C es t calée à rai
n u r e su r l 'axe y, de m a n i è r e à pouvoir glis
se r l o n g i t u d i n a l e m e u t sur lui sans cesser 
d 'ê t re e n t r a î n é e . Elle e n g r è n e avec une 
roue folle D, dont l 'axe es t por t é par une 
fourche F, mobi le au tour de y, que l'on 
p e u t m a n œ u v r e r par un levier non r ep ré 
sen té sur la figure. Si la c o m m a n d e de la 
mach ine a lieu par la roue X par exemple , 

AJEE, 

T 

F i g . 3 1 0 . 

le r appor t des v i t e s se s angu la i r e s des axes x e s i 2 es t 

On a donc </ = — 

Cet te express ion m o n t r e que , pour une 
t ion de l 'axe x es t d ' au tan t p lus rap ide 
q u e la roue K est p lus pe t i t e . Il suffit 
d e d é p l a c e r le l ev ie r qui ac t ionne la 
fourche F p o u r c h a n g e r la v i t e s s e ; ce 
l ev ie r , don t l es d ive r se s pos i t ions pos
s ibles sont r e p é r é e s su r le bât i de la 
mach ine , p e u t ê t r e fixé dans chacune 
d 'e l les au moyen d ' encoches p r a t i q u é e s 
dans une coul isse g r a d u é e . 

La figure 341 r e p r é s e n t e un harna i s 
d ' eng renages employé dans les é taux-
l imeur s Smi th e t Mills. L ' a rb re de com
m a n d e Z reçoi t un m o u v e m e n t de ro ta 
tion uni forme qu'il doi t t r a n s m e t t r e à 
l 'axe para l lè le Z'. Dans ce but , on cale 
su r Z un long p ignon E, e t su r Z' plu
s i eu r s roues A de différents d i a m è t r e s . 
P o u r a s s u r e r la l iaison en t r e ces axes , 
on a d i sposé s u r un p la teau t o u r n a n t B 
des p ignons C, p lacés do te l le m a n i è r e 
que chacun d 'eux pu i s se ven i r e n g r e n e r 
avec E e t l 'une des roues A Le r a p p o r t 
des v i t e s ses angu la i r e s des a r b r e s Z e l Z ' 
e s t le m ê m e que si le p ignon E et la roue A 

_AC 

" ~UK 

AC 
U B K T 

m ê m e v i t e s se de l ' a rbre m o t e u r , la rota-

F i g . 341 

cons idé rée e n g r e n a i e n t d i r e c t e m e n t (389). 
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V 

La rotat ion du p la teau B, c o m m a n d é e par une man ive l l e e t le, sy s t ème de roues d e n 
tées DF, p e r m e t donc de d o n n e r à l ' a rbre m e n é , pour u n e va l eu r cons tan te de la 
vitesse mot r ice , au t an t de v i t e s se s différentes qu'i l y a de roues A. Le c h a n g e m e n t 
de v i tesses peu t se faire p e n d a n t la m a r c h e . 

396. C a l c u l d ' u n h a r n a i s o r d i n a i r e , à d e n t u r e d r o i t e . 

Un dispositif de c h a n g e m e n t de v i tesse f r é q u e m m e n t emploj 'é dans les m a c h i n e s -
outils cons is te en deux pa i r e s de r o u e s AB, CD, à d e n t u r e droi te ou hél icoïdale , mon
tées comme l ' indique le c roquis 342. Dans les t o u r s , par exemple , 
la roue A est sol idai re du cône de c o m m a n d e , e t t ou rne l ib re 
ment avec lui sur l ' a rbre x, auque l la roue D et le p la teau du | | T C 
tour sont i nva r i ab l emen t l iés . Les deux roues B et C son t ca lées 
sur le m ê m e axe y, qui peu t ê t r e sou levé ou abaissé par la ma
nœuvre d'un levier , de so r te que l'on peut , à volonté , p rodu i re 
ou s u p p r i m e r l ' e n g r è n e m e n t des roues B et 0 avec les roues A 
et D. Quand le couple de roues (B, C) n ' e n g r è n e pas avec le 
c.iuple (A, D), la roue D es t so l i demen t fixée au cône S par des 
boulons, e t la v i t e s se angu la i r e du p la teau est égale à celle du 
cône de c o m m a n d e (marche à la volée). Au con t ra i re , quand le 
couple (B, C| e n g r è n e avec le couple (A. D), la roue D est indé- D 

pendante du cône, e t le m o u v e m e n t lui es t c o m m u n i q u é par l ' in- Fig- 3i2. 
t e rmédia i re des roues A, B, C (murclip nu harnais). La v i tesse 

angulaire w' du p la t eau es't a lors l iée à cel le du cône de c o m m a n d e , soi t u, par la 
relation : 

u ' AC 
V — 1 ~ T ï î T 

ii y 

Il r é su l t e é v i d e m m e n t de là que l 'emploi du ha rna i s double le n o m b r e des v i 
tesses qu'i l es t poss ib le de donne r au p la teau du tour . 

Raison du harnais. — Supposons , p o u r fixer l es idées , que le cône soi t à t ro is 
étages. Les six v i t e s se s différentes r é su l t an t de l 'emploi combiné du cône e t du h a r 
nais forment h a b i t u e l l e m e n t u n e progress ion g é o m é t r i q u e , dont le p lus pet i t t e r m e 
est obtenu quand le ha rna i s es t engagé , la courro ie se t rouvan t su r le g rand é tage du 
cône, et dont le plus g rand t e r m e co r re spond à la m a r c h e à la vo lée , la courro ie é t an t 
placée sur le pe t i t é tage du cône. Ces deux t e r m e s e x t r ê m e s son t connus , en fonc
tion de la v i t e s se cons t an te du renvoi , de la v i tesse de coupe , et des rayons maxi 
mum et m i n i m u m des p ièces que l'on pour ra t rava i l l e r s u r la mach ine (voir au C h a 
pitre XII I ) . Evaluons- les en n o m b r e s de t ou r s par m i n u t e , et soit N le plus g rand , 
N' le plus pe t i t . Les d ive r ses v i t esses réa l i sab les , r angées par o rd re déc ro i s san t , 
sont a lors 

Volée Harnais 

N N E 

Volée 

N £ ï 

Harnais 

N E ' 

Volée 

N E ' 1 

On a donc 

Harnais 

N E ' = N" 

N' 
Cet te formule fait conna î t re la raison du ha rna i s . C o m m e n 'es t g é n é r a l e m e n t 

N 

pas une pu i s sance c inqu i ème parfa i te , on se con ten te d 'une approximat ion . Si, pa r 

exemple , N — 200 et N ' = 1 5 

60 e = 0,59à7, soit, app rox ima t ivemen t , 
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Calcul des nombres de dents. — Les qua t r e roues du h a r n a i s sont hab i tue l l e 
m e n t du m ê m e modu le M. Les n o m b r e s de d e n t s do ivent sa t i s fa i re à t rois condi t ions , 
savoir : 

1° Une condi t ion p r o v e n a n t du r a p p o r t de v i t e s s e s à r éa l i se r 

£ — BD 1 ' 

2° Une condi t ion e x p r i m a n t le pa ra l l é l i sme n é c e s s a i r e des axes x e t y 

M (A + B) M (0 + D) 
— 2 2 

ou A + 13 = 0 + 0 (2) 

3° Une condit ion de mon tage ; la d i s t ance d doit ê t re s u p é r i e u r e au rayon II du 
plus g rand é t age du cône S, ce qui donne 

EXKMI'LES , I — Supposons M = 2, £ = — -y j j jp , R = 85™/m. 

On décompose la ra i son E, ou toute autre fraction équivalente, en un produi t de 
deux fractions i r r éduc t ib l e s , soi t ici 

— — i l - A A 
£ ~~ 100 20 — : 4 X 5 

Pour que la condi t ion (1) soi t sa t is fa i te , il suffit que l'on ait 

A 3 O __ 4 
~W" 4 6 1 1 I 

(f où il sui t que A et B sont des equ imu l t i p l e s de 3 et 4, e t C, D des equ imul t ip l e s de 
4 et 5, On peu t donc pose r , 1 e t ¡ 1 dés ignan t des nombres en t i e r s à d é t e r m i n e r 

A = 31 

B — il 
C r = 4 a 

D = 5 a 

La condi t ion (2), e x p r i m a n t le pa ra l l é l i sme des axes , donne 

. 7 > = 9 u. ou - = _9 

r

 r 7 

ce qui m o n t r e q u e \ e t ¡ 1 do iven t ê t r e d e s équ imul t ip l e s de 9 e t 7 r soit , en dés ignant 
par h un nombre en t ie r à d é t e r m i n e r 

A = 9 f t l i = 7 A 
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En p o r t a n t ces va l eu r s dans les équa t ions (4) on t r ouve 

i A = 27 ft 

] li = 36 ft 

) 0 = 28fc 

D = 35ft 

Quelle que soi t la va l eu r en t i è re donnée à k, les n o m b r e s de d e n t s t i r é s des 
équations (5) vérifient les re la t ions (1) et (2). II ne r e s t e p lu s qu ' à t en i r compte de la 
relation (3), qui dev ien t 

M ( A + B ) = 6 3 f t > 8 5 o u A > 2 . 

En p r e n a n t h = 2, on .a 

A = 54 

B = 72 

C = 56 

D = 70 

La d i s tance rée l le dos axes x et y es t • ^ ^ ' = 126%, s u p é r i e u r e tie 41 % au 

rayon du p lus g rand é tage du cône. 

I I . En p r a t i q u e , les roues du couple (A, B) sont h a b i t u e l l e m e n t égales aux r o u e s 
du couple (C, D), c 'est-à-dire que A = C e t B = D. La re la t ion (J) p rend la forme 

A 2 60 
E = 

100 

Comme n 'es t pas un ca r r é parfait, une nouve l le app rox ima t ion es t néce s 

saire. On ex t ra i t la rac ine ca r r ée avec une ou deux déc ima le s , en a r r o n d i s s a n t au 

besoin le r é su l t a t , ce qui donne ici 

\ A 19 
- j i - = 0,76 ou, en fraction ord ina i re i r r éduc t ib le , = - = -?= 
B B / j 

On a donc , ), dé s ignan t un n o m b r e en t ie r à d é t e r m i n e r 

( A = 19 / 

( C ) 

La condit ion (2) es t é v i d e m m e n t satisfai te, pu i sque A = C, lî = D. D'après la con-

l i t ion (3), qui dev i en t ^ ^ — — = 44 A > 85. 

X doit ê t re égal ou s u p é r i e u r à 2. A v e c A = 2, les n o m b r e s de den t s sont A = 38, 
U = 50, e t la d i s t ance rée l le des axes x y , 88™, n 'es t pas suf f i samment s u p é r i e u r e à 
¡5% pour la isser l ib re p a s s a g e au cône. On p r e n d r a donc A = 3, d'où 

A = C = 57 B = D = 75 d = 132?». 
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396 bis. C a l c u l d ' u n h a r n a i s , à d e n t u r e h é l i c o ï d a l e . 

Lorsque les r o u e s du ha rna i s sont à d e n t u r e hél icoïdale , les p ress ions normales 
qu ' e l l e s se t r a n s m e t t e n t sont obl iques aux axes de ro ta t ion , et c o m m e le mont ren t 
les figures 343 et 343 bis, p e u v e n t se d é c o m p o s e r chacune en deux forces , l 'une paral
lè le , l ' au t re p e r p e n d i c u l a i r e à l 'axe. Les c o m p o s a n t e s pa ra l l è les à l 'axe occas ionnent 
des poussées l a t é r a l e s , dé jà s igna lées dans l ' é tude des roues hé l ico ïda les . Il convient 
de chois i r les inc l ina isons des d e n t u r e s , dans les deux g r o u p e s (A, B), (C, D), de ma
nière à équ i l ib re r les poussées l a t é ra les qui se p rodu i sen t su r les pa l ie r s de l 'arbre 
mobi le y. 

En p r e m i e r l ieu, ïes dentures des roues B et C doivent être inclinées dans le 
même sons. Si l 'on suppose , en effet, que la m e n a n t e A tou rne dans le sens do la 
flèche, son ac t ion sur une den t de B se t r adu i t par une force P, no rma le à la d i rec 
t ion IJ des hé l i ces , e t donne na issance à une poussée l a t é ra le Q = P sin a, a dés ignant 
l ' incl inaison des den ts du g roupe (ABj r a p p o r t é e aux axes . Mais la roue C, en t r a înée 
par la ro ta t ion de B, joue le rôle de m e n a n t e pa r r appor t à D, et s u p p o r t e , de ce fait, 
une réac t ion P ' , no rma le à la d i rec t ion I'J' de ses hé l i ces , qui p rodu i t , à son tour , une 
poussée axiale Q' = P ' sin a'. Dans le cas où, comme dans la figure 343. les den tu r e s 

IJ et I ' J ' sont inc l inées en sens i n v e r s e s , les 
p o u s s é e s axiales Q et Q' s 'a joutent El les se re
t r a n c h e n t , au con t ra i re , si, c o m m e dans la figure 
343 bis, les d e n t u r e s IJ e t I ' J ' s o n t inc l inées dans 
le m ê m e s e n s . 

Fig . 313. F i q - . 3í3bis. 
D'après cela, pour équilibrer les poussées axiales qui s'exercent sur l'arbre y, il 

faut donner aux dentures des roues B et C. comme dans la figure 3k3 b is , des in
clinaisons a, a' de même sens, et vérifiant la relation 

P sin P' sin a' 

C a l c u l d e s é l é m e n t s A , B , C , D , a., a' d u h a r n a i s . — Les qua t re roues sont 
h a b i t u e l l e m e n t du m ê m e m o d u l e normal m. Les nombres de den t s et les angles a, »' 
do ivent sat isfai re à qua t re condi t ions , s a v o i r : 

i" Une condi t ion r é su l t an t d i t r appor t des v i t e s ses à réa l i ser . 

AC 
~ I Ï D " 

(8 

1 ° Une condit ion e x p r i m a n t le parallélL-une des a rb re s .v e t y. 

m i A + B: m f O - l - D ) 
d = 

d'où 

2 cos » 

A -I- B 

2 cos i 

C + D 
(0) 
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3° Une condit ion exp r iman t M q u i l i b r e des poussées axia les sur l ' a rb re y. Nous la 
t rouverons en t r a n s f o r m a n t l ' équat ion (7), de man iè re à y i n t rodu i r e les n o m b r e s de 
dent i des roues . So ien t Ri et R c les rayons primit ifs des r o u e s B e t C ; les moment s 
des forces P e t P ' pa r r a p p o r t à l 'axe y é t an t é v i d e m m e n t égaux en va leur absolue, 
on a. en appe l an t Q[ e t Q'] les composan tes de ces forces dans des p lans perpendicu
laires à ;/ 

Q 1 X R 4 = Q , X R . 

ou P X R6 cos I — 

relation qui, comparée à 

ou, en t enan t c o m p t e de R« 

P ' X R c cos A! 

donne par division 

R i cos a R c cos »' 

sin a 

m B 

sin a 

R c = e t en simplifiant 

( 1 0 ) 

4° Une condi t ion de mon tage , e x p r i m a n t que la d i s tance d des axes x e t y e s t su
pér ieure au rayon R du p lus grand étage du cône , soit 

m (A + B) 

En r é s u m é , les n o m b r e s de dents A , B , C, D e t les angles a, a' doivent , pour réa-
* LU' 

l iser un r appor t de r é d u c t i o n donné = E et a s s u r e r l ' équ i l ib re des poussées axiales 
(x) 

sur l 'arbre y. vér if ier les qua t re re la t ions 

AC 
E — BD 

A + B _ C + D 

cos a cos a' 

B 

sin » sin a' 

m (A 4 - B) 

(8) 

( 1 0 ) 

2 cos a 
> R ( 1 1 ) 

Nous suppose rons p rov i so i r emen t connus des n o m b r e s de den t s satisfaisant à 
l 'équation ( 8 ) , e t nous ca lcu le rons les angles X,A' d 'après les équa t ions (9) et ( 1 0 ) , en 
appl iquant les p r o p r i é t é s des r appo r t s égaux e t les formuler de t ransformat ion 

sin a - r sin I ~ 2 s m — ^ cos — ^ — 

sin a — sin I' — 2 sin 

cos i + cos o' = 2 cos 

cos I — cos a 

1 a' 
COS 

A -\- «' 
COS 

2 

A 4- Y 
cos 

R 

2 
cos 

A + a' 
sin 

RX — a' 

2 
sin 

2 
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sin a sin a' a + a' a — a! a — a ' a + a' 
2 sin g— cos — — 2 sin — ^ — cos — ^ — 

a — a' 

d'où —^ = lf+c (l3) • 

En mul t ip l ian t , pu is en d iv isant m e m b r e à m e m b r e les équa t ions (12) e t (13) on 
t r o u v e 

, a - a ' _ ( B - C ) [(C + D j - ( A + B ) J 
t g 2 2 ~ ( B T C | " (A + B + C + D) " ( U ) 

a + a' (B + C) F(C + D ) - ( A + B)l 

2 (B — 0) ( A — B — C — D ) 1 ' 

Ces formules font conna î t re ^ e ^ 2 — ' ^ n e u dédui t , P a r addit ion et 

sous t rac t ion , a e t a. Mais il faut obse rve r que les n o m b r e s mis à la place de A. B, C, D 
do iven t r e n d r e positifs les seconds m e m b r e s des équa t ions (14 et 15). Il faut e t il suf
fit, pour cela, que l 'on ai t 

(B — C ) [ ( C + D ) — ( A + B ) ] > o illil 

E X E M P L E . — S u p p o s o n s m = 2, z— i ^ ^ ~ + O 7 P R —85™"/™. 

1° Calcul des nombres de dents. — On emplo ie les re la t ions (8), (11) e t (10). Pour 
u t i l i se r la re la t ion 8, on d é c o m p o s e la ra ison z, ou toute autre fraction ordinaire 
équivalente, en un produi t de deux fract ions i r r éduc t ib l e s , comme dans le cas du 
ha rna i s à den tu re dro i te , soit ici 

a ^ 100 20 4 5 BD B X D 

En p o s a n t ~ ^ ~ = ~ | ~ > ~jy — -*~> c e t t e équa t ion s e r a sat isfai te . On aura donc , 

À e t a dés ignan t des n o m b r e s e n t i e r s à d é t e r m i n e r . 

A = 3 \ 

B = 4 } 

On dédu i t de l ' équat ion (9) 

A + B _ , C + D _ A + B + C + D _ (C + D) - (A + B) 
cos a ~ cos a' a + a' s — a! a + a' . a — «' 

2 cos — 7 ) cos — ^ — 2 sin — ^ — s l n ô — 

,, . . « + «' . - « ' (C + D) - ( A + B ) 
d 0 U t g . - , - l g - y A + B - C + D ^ 

L 'équa t ion (10) donne ensu i t e 

B C B + C B — C 

C = 4 a 

D = : 5 a 
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D'autre pa r t , l ' inégal i té (IB) d e v i e n t 

4 (k—'j.) (il y . — 7 T , > o 

En cons idé ran t son p r e m i e r m e m b r e c o m m e un t r i n ô m e du second degré en u,, 
7 \ 

on voit que n. ne p o u r r a r ecevo i r que des va leu r s i n t é r i e u r e s aux rac ines , "X et 
9 ' 

7 \ 
soit — < y . < \ (18) 

Il r e s t e à teni r compte de la re la t ion (II) , qui donne , 

7 >. 85 cos a 
: — > 8 5 ou \ > 

Or, a. es t inconnu ; ma i s son cos inus é tan t in fér ieur à l 'uni té , il suffit que l'on ait 

i>-̂ — ou 12. 14. Afin de ne pas donne r à la d i s t ance d = ^V'̂  ^ des axes x 
7 r 2 cos a 

et y une va leur exagé rée , il convien t d ' a t t r ibuer à ). une v a l e u r assez vois ine du quo-' 

t ient ~ - 12.14. P r e n o n s , p a r e x e m p l e , 1 = 1 1 ! . Les inéga l i t é s (18) d o n n e n t alors 

91 
- 9 - < H < « 

ou I 0 , l l < x < 1 3 

soit IJ . = 11 ou 12. E n p r e n a n t p . — 11, les n o m b r e s de den t s à e m p l o y e r sont , d ' après 

les équat ions (17) 

A = 3 1 = 39 

B = 4 \ = b 1 

G = 4 H. = 44 

D —= 5 a = 55 

2° Calcul des angles a, a'. On emploie les fo rmules (14) e t (15), qui dev iennen t 
en r emplaçan t les quan t i t é s par l eu r s v a l e u r s : 

x — a' 1 
l " 2 ~ 270 

a + a' 8 

te*—T— = "Tr7 

On en dédui t (par l oga r i t hmes ) . 

a 7 g ' = 3c 29' 

i ± ^ ' = 3fio g' 

a = 39» 37' 

puis 
' a ' = 3 2 ° 39" 
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La d i s tance des axes x, y co r r e spondan t à ces r é su l t a t s es t 

, m (A - j - B) 91 , , .„ 
2 cos a cos 39° 37 

s u p é r i e u r e de 33 m / m env i ron au rayon du plus g rand é tage du cône. 

397. T o u r à fileter. 

Dans le t ou r à fileter, le m o u v e m e n t de ro ta t ion c o m m u n i q u é par les poulies 
é tagées K à l 'axe xx' de la poupée fixe e t à la p ièce à t r ava i l l e r C (flg. 344), e s t t r a n s 
mis par un é q u i p a g e de roues den tées à une vis V, de pas donné P, appe l ée via-mère, 
s i tuée sous le b a n c du tour , et t r a v e r s a n t un écrou E, so l ida i re du char io t por te -
outi l . Grâce à ce t t e d i spos i t ion , l 'outil se dép lace pa ra l l è l emen t à xx' et t r a ce , sur le cy
l indre C, u n e hé l i ce , dont il es t facile d ' expr imer le pas P ' en fonction des nombres 
de t ou r s N et N ' que la p ièce e t la v i s -mère effectuent p e n d a n t le m ê m e t e m p s . 

Le d é p l a c e m e n t du char io t p o u r N' tour s de vis es t X 'P ; pour N t o u r s de la pièce, 
il es t égal à NP ' . On a donc 

N ' P = NP ' , 

N' P ' 

1T = - F 
N' 

Or, es t le r a p p o r t des v i t e s ses angu la i r e s de l 'axe de la v i s -mère et de l'axe 

du tour , c ' e s t - à -d i r e , au s igne p rè s , la ra i son de l ' équ ipage de roues den tées qui 
t r a n s m e t le m o u v e m e n t du second, cons idé ré comme menan t , au p r emie r . Pa r con
s é q u e n t , cons t ru i r e une vis de pas donné r ev i en t à r éa l i se r un équ ipage de roues 

P ' 

d e n t é e s conna i s san t sa ra i son , éga le , en v a l e u r abso lue , au r appor t . La p r e m i è r e 

r o u e es t fixée su r l ' a rbre m e n a n t , e t la d e r n i è r e su r l 'axe de la vis. 

/ ~N tcurs 

j « = F M - -

\ N"1 t n u r s 

E 

F i g . 341. 

Il e s t donc ind i spensab le de pouvoir former un t r è s g rand n o m b r e d ' équ ipages de 
ra i sons différentes ; à cet effet, chaque tour es t muni d'un a s s o r t i m e n t de roues , plus 
ou moins c o m p l e t su ivan t l es cas , mais dans la composi t ion duque l il faut faire figu
r e r des n o m b r e s de den t s mul t ip les de la p lupa r t des fac teurs p r e m i e r s in fé r ieurs à 

P' 
100, si l 'on v e u t que la p r é s e n c e de l 'un de ces fac teurs dans la ra ison - p - ne soi t pas 

un obs tac le à l ' exécut ion r i gou reuse de la v i s . Dans les pe t i t s t o u r s , l ' a s so r t imen t est 
s o u v e n t formé de r o u e s dont les n o m b r e s de den t s sont des mul t ip les de 5. 
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I 
3 1 

Il faut, p r e s q u e toujours , i n t rodu i re dans la compos i t ion de l ' équ ipage des axes 
in t e rméd ia i r e s . Pour les por te r , on d ispose à l ' ex t r émi té du banc de tour , du côté de 
la poupée fixe, une p ièce appe lée tête de cheval (flg. 345). La 
part ie c i rcu la i re M es t p lacée c o n c e n t r i q u e m e n t à la v i s - m è r e ; 
la par t ie N es t p e r c é e de r a inu re s a dans l esque l les on in t rodu i t 
les axes i n t e r m é d i a i r e s ; ceux-ci p e u v e n t ê t re r endus sol idaires 
de N au moyen d 'écrot is . Enfin, l o r sque la t è t e de cheval a r eçu 
la posi t ion convenab le , on la fixe sur le bâti du tour par des bou
lons p é n é t r a n t dans les r a inu res b. 

11 impor t e de pouvoi r c h a n g e r à volonté le sens de la ro ta 
tion de la v i s -mère par r a p p o r t à celui de l 'axe du tour , d 'une 
part , afin de r a m e n e r l 'outil à sa p r e m i è r e posi t ion lorsqu ' i l a 
parcouru toute la l o n g u e u r de la p ièce C, d ' au t re pa r t , afin de 
pouvoir e x é c u t e r des vis ind i f fé remment à droi te ou à gauche 
avec une m ê m e v i s -mère , supposée à droi te par exemple , Il exis te 
pour cela des disposi t i fs t r è s nombreux dont l'effet es t toujours 
défa i re t ou rne r un axe zz' (flg. 344), para l lè le à l 'axe du tour , avec 
la m ê m e v i tesse que celui-ci et , su ivant l es beso ins , dans le m ê m e sens ou en sens 
contra i re . Celui qui est r e p r é s e n t é se compose de qua t r e p ignons égaux RSTM. Le 
premier est calé sur l 'axe des poupées , les deux su ivan t s sur un axe para l lè le uu , et 
le qua t r i ème est calé à r a inure sur l 'axe zz', qu'il peu t pa rcour i r sous l 'action du l e 
vier L, de m a n i è r e à ven i r e n g r e n e r soit avec H, soit avec T. Les p ignons R et S 
eng rènen t à d e m e u r e . Quand M e n g r è n e avec II, les axes AA ' , ;~' t o u r n e n t en sens 
cont ra i res , et le s y s t è m e ST n ' in te rv ien t pas dans la t r ansmiss ion . Quand M e n g r è n e 
avec T, le m o u v e m e n t de U se t r a n s m e t à M par l ' in te rmédia i re des p ignons S et T, 
de sor te que les axes xx', zz' t o u r n e n t dans le m ê m e sens . Dans les deux c i r cons 
tances , l es v i t esses angu la i r e s de ces axes sont les m ê m e s , à cause de l 'égali té des 
pignons RSTM. C'est su r l 'axe z que l 'on fixe la p r e m i è r e roue A du t ra in p rop re à 
assure r l ' exécut ion de la vis vou lue , la de rn i è r e D é t an t po r t ée par la v i s -mère . Les 
roues i n t e r m é d i a i r e s n 'ont pas é té f igurées. 

Afin de donne r des e x e m p l e s , supposons que le pas de la v i s -mère soit de 10 mi l 
l imè t res , et que l ' a s so r t imen t de roues soit composé de la façon su ivan te : 

Nombres de dents 

15 27 45 70 

17 30 50 80 

10 33 55 100 

20 35 57 120 

22 38 60 130 

25 40 65 150 

Nous d i s t inguerons t ro is cas : 

P r e m i e r c a s . —• Il existe, dans rassortiment, deux roues dont les nombres de 
dints sont equimultiples des pas de la vis à exécuter et de la vis-mère. 
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h a supposan t P ' = 4™/ m j on a 

P 
P 10 

La ques t ion rev ien t à fo rmer un équ ipage de roues d e n t é e s d o n t la ra i son soi t — . 

Il suffit d 'une menan t e e t d 'une m e n é e , dont les 
n o m b r e s de den t s respect i fs so ient des cquimul t rp les 
de 2 e t 5. P lu s i eu r s coup les de r o u e s de la sér ie sa 
t i s font à c e t t e condi t ion, celles de 20 e t 50 den t s par 
e x e m p l e . La m e n a n t e de 20 d e n t s se ra c a l é e «ur 
l 'axe zz, e t la m e n é e de 50 den t s s u r l 'axe d e la v is . 
Comme el les n ' eng rène ron t g é n é r a l e m e n t pas en
semble à c a u s e de la d is tance des axes , on p lacera 
su r un axe i n t e rméd ia i r e , po r t é pa r la t ê t e de cheva l , 
une roue paras i te d'un n o m b r e q u e l c o n q u e de den t s , 
qui t r a n s m e t t r a le m o u v e m e n t de la p r e m i è r e à la 
seconde (flg. 346). On sait que l 'emploi de cet te rmie 
n e e h a n g j pas le r appor t des v i t e s ses angu la i r e s des 
a r b r e s e x t r ê m e s (380), 

Par su i te de ce t t e d isposi t ion , la v i s -mère e t l 'axe zz' t o u r n e n t dans le même 
sens . Si la vis à exécu t e r doit ê t re à d ro i t e comme la v i s - m è r e , l 'axe des poupées doit 
t o u r n e r dans le m ê m e s e n s que zz', et il faut e m b r a y e r les p ignons M et T ; on e m -
brnyornit au cont ra i re M e t S pour faire une vis à gauche . 

D e u x i è m e c a s . — L'assortiment ne renferme pas de roues dont les nombres de 
•dents soient equimultiples des pas de la vis a exécuter et de la vis-mère; mais le 

P' 
rapport — est decomposable en un produit de deux ou trois autres, tels que les 

termes de chacun d'eux ont des equimultiples parmi, les nombres de dents des roues 
de rassortiment. 

En s u p p o s a n t P ' = 12 "'/m 1/4, on a 
P 40 

40 
Comme il n 'exis te pas , dans la sér ie , 

deux roues dont l es n o m b r e s de den t s soient p ropor t ionne l s à 49 et 40, on écr i t 

49_ 
~40 ¥ X 7 T 

Or, l ' a s so r t imen t r en fe rme deux roues (celles de 70 et 80 dents) dont les nombres 
7 

de den t s sont dans le r a p p o r t —, et deux au t r e s (celles de 35 et 25 dents) dont les 
o 

7 P' 
n o m b r e s de den t s sont dans le r a p p o r t —. En mettant, —p- sous la forme 

_P_ 

P 8 X 5 
7 0 X 3 5 
80 X 25 

on es t condui t à e m p l o y e r deux m e n a n t e s de 70 et 35 den t s , et deux m e n é e s de 80 et 
25 den t s . La roue de 70 d e n t s é t an t p lacée su r l 'axe zz', c o m m a n d e r a cel le de 25 d e n t s 
por tée par la t ê t e de cheva l . Sur le m ê m e axe auxi l ia i re q u e la p r é c é d e n t e s e r a calée 
la r o u e de 35 den t s , qui e n t r a î n e r a la roue de 80 den t s so l ida i re de la v i s -mère (fig. 347). 
C o m m e dans ie cas p récéden t , l 'axe zz' e t la v is -mère t o u r n e r o n t dans le m ê m e s e n s . 
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Il es t parfois n é c e s s a i r e de d é c o m p o s e r le r a p p o r t - p — e n un p rodu i t de t ro is a u t r e s , 

pour t rouver des t e r m e s ayant des équ imul t ip l e s pa rmi les n o m b r e s de den t s des roues 
de l ' assor t iment . Si, par e x e m p l e , P' 13m/m 09, on a 

_ F _ 1309_ 7 X 1 1 X 1 7 
" F ~~ 1000 — 8 X 5 X 2 5 

_ 7 0 X 33 X 17 
~~ 80 X 15 X 25" 

Il faut a lors fixer sur la t ê te de cheval deux axes i n t e rméd ia i r e s ; la disposi t ion des 
roues es t ind iquée sur la figure 348. Dans ce cas , la vis et l 'axe zz t o u r n e n t en sens 
contraires. 

Fig. 347. Fig. 348. 

On pour ra i t , t h é o r i q u e m e n t , app l ique r la m ê m e m é t h o d e quand - p - es t d é c o m p o -

sable en un p rodu i t de qua t r e , c inq. . . f ract ions dont les t e r m e s ont des équ imul t ip les 
dans les nombres de den t s des roues de l ' a s so r t imen t . Mais ceci n e p r é s e n t e aucune 
utilité p ra t ique , les d imens ions de la t ê t e de cheval ne p e r m e t t a n t pas de lui faire sup
porter p lus de deux axes i n t e r m é d i a i r e s . 

R e m a r q u e . — On sai t que la raison d 'un équ ipage de roues d e n t é e s ne change 
pas si, conse rvan t les m e n a n t e s e t l es m e n é e s , on i n t e r v e r t i t l 'ordre des unes ou des 
autres . On p o u r r a donc u s e r de ce t t e p r o p r i é t é dans les t ou r s , mais il est essentiel 
d'observer que, dans certains cas, le montage devient impossible. Supposons , pour 
fixer les idées , un t ra in de filetage à q u a t r e roues , A, P>, C, D, d i sposées de la m a 
nière su ivan te 

A X E ZZ T È T E D E C H E V A L V I S - J t É H E 

A B 

C D 
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En dés ignan t pa r II le modu le c o m m u n , la d i s t ance d 'axes e n t r e C et D est 
M (C + D) , . . . . . , MB , . t , 

-} — ; le rayon primit if de B e s t —=—; on doit donc avoir 

M IO DI MB 
— > ^ 7 -

ou 0 -f- D > B . D 'une m a n i è r e géné ra l e , si l 'on compte les n o m b r e s de den t s des roues 
du t ra in dans l 'o rdre d ' e n g r è n e m e n t , la somme des n o m b r e s de den ts de deux roues 
consécu t ives qui se m è n e n t doit ê t re s u p é r i e u r e au n o m b r e de den t s de la roue su i 
van te , Ainsi , dans la figure 347, l 'ordre d ' e n g r è n e m e n t donne les n o m b r e s success i fs 

70 25 

35 

et le mon tage e s t poss ible (80-|-35 > 25). Si l 'on adopta i t l 'ordre 

70 80 

35 25 

le mon tage se ra i t imposs ib l e (25 + 35 < 80). 

T r o i s i è m e c a s . — On ne se trouve dans aucun des cas précédents 

P' 
Soit P' = 7 m / m l . On a 

71 71 
7 7 7 - . La fraction - 7 7 7 - 7 es t i r r éduc t ib le , e t le n o m b r e 
100 100 

71 es t p r e m i e r . C o m m e l ' a s so r t imen t ne renfe rme aucune roue dont le n o m b r e de 
den t s soit mu l t ip l e de 71, il faut se con ten te r d 'une approx imat ion , e t c h e r c h e r une 
combinaison de r o u e s qui r édu i se l ' e r r eu r au m i n i m u m . On peu t p r o c é d e r pour cela 
de p lus i eu r s m a n i è r e s : 

P ' 

1° On décompose le rapport -p- en fraction continue, et on lui substitue l'une 

de ses réduites. 

En effectuant s u r les n o m b r e s 71 e t 100 les opéra t ions re la t ives à la r e c h e r c h e du 
P. G. C. D., on t r ouve 

1 2 2 4 

C
3 

100 71 29 13 3 1 

29 13 3 1 0 

Par c o n s é q u e n t 

P' 71 
100 

4 - 1 - - „ — 
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Les rédu i tes succes s ives sont 

_1_ 
~~ T 

I 
r 2 = 

1 + 

22 
31 

71 
100 

71 
Κ n r e m p l a ç a n t - ^ j - par sa va leur a p p r o c h é e r.l, on a 

31 31 X 1 3 1 X 5 0 

ce qui condui t à e m p l o y e r deux m e n a n t e s de 20 et 55 den t s , e t deux m e n é e s de 31 et 50 
dents , d i sposées c o m m e dans la figure 347. Le pas P'i de la vis exécu tée est donné par 

P' 2'1 

la relat ion — — —- . 

L e r r e u r commise es t 

100 31 31U0 ~~ 310 

Le pas P'j es t a p p r o c h é par défaut. 

2" On peut intercaler une fraction .entre deux réduites consécutives, en les 
ajoutant terme à terme (394). 

71 
En p rocédan t a ins i pour r 3 et r 4 , on s u b s t i t u e à la va leu r a p p r o c h é e 

22 + 5 _ 27 
^ 31 + 7 38 

Comme il ex is te dans la sé r ie des roues de 27 e t 38 den t s , l'on e s t r a m e n é au 
27 

p remie r cas (fig. 346;. Le pas de la vis e x é c u t é e es t P ' 3 = — p . L ' e r r e u r commise est de 

27 P 71 P P lm'rn 
par excès . 38 ίου 19U0 190 

P' 
3° Enfin, on peut procéder par tâtonnements, en c h e r c h a n t à m e t t r e — - sous 

la forme d 'un p rodu i t de deux fac teurs , dont l 'un est pr is a r b i t r a i r e m e n t pa rmi ceux 
que deux roues de l ' a s so r t imen t p e r m e t t e n t d 'ob ten i r , e t dont l ' au t re e s t modifié de 
manière à deven i r réa l i sab le . Posons par e x e m p l e 

P ' _ 71_ _ J_ 

P 100 8 y 

. , χ 71 X 8 568 
c e q u , d o n n e v = - m - = -m-

et par su i t e " V = T X T 0 T T 

ο 
= T 

5 
7 
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En remplaçan t - ^ j - par la va l eu r a p p r o c h é e -'j'Jj-q- ou on peu t cons t ru i re une 

vis dont le pas P ' 3 es t d é t e r m i n é par la re la t ion 

P ^ _ 1 _ _ _ _ _ _ 5 7 _ 
P 8 10 80 

Il suffit d 'une menan t e de 57 den t s , e t d 'une m e n é e de 80 den t s , r é u n i e s par une 
roue paras i te po r t ée par la t ê t e de cheval . L ' e r r e u r commise e s t 

57 P 71 P __ P _ lm/m 
80 100 — -100 — 40 pa r excès . 

Elle es t plus cons idé rab le q u ' a v e c les au t r e s m é t h o d e s . On p e u t souven t la di

minue r en r emplaçan t le r appor t ini t ial pa r un -au t r e c o n v e n a b l e m e n t choisi . En 

posant , par exemple , 

on t rouve 
x _42li_ 

~ y ~ "TûIT 
P' 1 420 

et par su i te _ . ^ - _ x . | i | ( j 

4°G 4-25 
En r emplaçan t ——- par , , , , , · , on cons t ru i r a u n e vis de pas P . 

r 100 100 
, J_ 4?5_ J 7 _ 17 X 1 _ 34 X 25 
•l — G X " l ( l ( ) ~~ 24 "~ 4 Xf i — 4 0 X 3 0 

avec deux m e n a n t e s de 34 et 25 den ts et deux m e n é e s de 40 et 30 den t s d i sposées 
comm e dans la figure 347. L ' e r r e u r c o m m i s e es t 

71 P 17 P P l™/m , . , . 
— ^,— — —r,-- = — -7T-.— par défaut. 

100 24 G00 60- 1 

398. P r o b l è m e . — / . ' a rb re d'un tour à fileter eut mené par un harnais d'engre
nages du type représenté dans la figure 342, dont les nombres de dents sont respec
tivement A = 30 B = 50 O = 20 D = 6U. Les poulies S tournent à raison de quinze 
tours par minute. Calculer : 

1° Les vitesses de l'arbre du tour ; 
2° Les vitesses circonférentielles correspondantes d'une pièce de deux centi

mètres de rayon ; 
3° Les vitesses de translation du chariot, quand le pas de la vis à exécuter est 

12 m /m - l /4 , et celui de lavis-mère J 0 m / m . 

L'a rbre du tou r p r e n d sa p lus g r a n d e v i t e s se quand il e s t m e n é d i r e c t e m e n t par 
les poul ies S ; elle es t de quinze t ou r s par m i n u t e ; la v i t e s se m i n i m u m es t réa l i sée 
quand le m o u v e m e n t es t c o m m a n d é par l ' i n t e rméd ia i r e du ha rna i s 

Evaluée en n o m b r e de tou r s , elle e s t de 15 X ^ r r = ^ ^ ^ ^ ^ — = 3 t o u r s par minu te 
BU oU X oO 
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Eu dés ignan t pa r u>t e t u>8 les v i t e s se s angu la i r e s de la p ièce dans ces cond i t ions , 
lus v i tesses c i rconféren t ie l l es c o r r e s p o n d a n t e s sont , en mi l l imè t r e s pa r s econde 

u 4 = ; u , R = ' X 2 0 — = 1 0 tt = 3 1 m / m 4 1 

, , T t N a _ . „ „ 3 TV X 2 0 

i;2 = (u2 R = - X 2 0 = — = 2 h = h ™ / m 2 8 

Enfin, la ra ison de l ' équ ipage à e m p l o y e r p o u r e x é c u t e r la vis d e m a n d é e e s t 
1 •' 1 '4 49 

- j ^ — ' ' -jg" (39T — d e u x i è m e cas). C'est auss i le r a p p o r t des n o m b r e s de t ou r s que 

font la v i s -mère e t la p ièce pendan t le m ê m e t e m p s . Pa r su i t e , les n o m b r e s de tours 
faits en une minu te par la v i s -mère sont , dans les deux cas cons idé rés , 

49 3 
1 , 1 X 7 , 7 - 1 8 t o u r s ~ 

4 0 8 

4 9 2 7 
et 3 X - ; 7 r —- 3 t ou r s 7 , , 

40 4 J 

Comme le char io t se dép lace , à chaque tou r de la v is-mère , d 'une quan t i t é égale 
au pas de ce t t e de rn i è r e , les v i tesses de t rans la t ion c o r r e s p o n d a n t e s sont , en mi l l i 
m è t r e s par seconde 

l 8 , 3 / ' 8 X TJfT ~ 3 m / ' " 0 B 

1 0 

3 . 2 7 / 4 0 X - r ^ - = 0 « i / m 6 I 
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C H A P I T R E X I 

TRAINS ÉPICYCLOÏDAUX 

R , 

399. D é f i n i t i o n . — Les t r a ins épicyclo ïdaux sont des combina i sons de roues den
t ée s dans l e sque l l e s l 'un des axes au moins es t en t r a îné dans u n e ro ta t ion au tour d'un 
axe fixe. Les axes mobi les son t por tés par un châss is , appe l é b ras porte-train, qui 
t ou rne a: i tour de l 'axe fixe. Le nom donné à ces m é c a n i s m e s v ien t de ce q u e chaque 
poin t d 'une roue portée, par un axe mobile décr i t une ép icyc lo ïde : p l ane , lo r sque les 
axes de ro ta t ion sont para l lè les , ou s p h é r i q u e , lo rsqu ' i l s sont concouran t s . 

400. F o r m u l e d e W i l l i g . 

Supposons , pour fixer les idées , que le s y s t è m e soit composé de la façon su ivan te : 

Le châss i s o.V (fig. 350) tou rne au tour de l 'axe fixe 3 avec une v i tesse angu la i re « ; une 
roue R ;,, folle sur cet axe, 
reçoi t un m o u v e m e n t de 
ro ta t ion de v i tesse angu
laire abso lue w a, indé
pendan t du m o u v e m e n t 
de oA. La roue Ro est la 
p r e m i è r e d'un équipage 
dont les axes z, z s z 3 . . . zm 

son t p o r t é s par le châs
s is . Sous l ' influence des 
ro ta t ions <o0 et u, chaque 
roue de ce t équ ipage se 
m e t en m o u v e m e n t ; soit 
w m la v i t e s se angula i re 
absolue de la dern iè re 
roue , évaluée en rappor
tant sa rotation à une 
droite de direction inva
riable passant par son 
centre. Un d é p l a c e m e n t 
infiniment pet i t du sys 
t è m e a m è n e le bras porte-
t ra in dans i a p o s i t i o u oA', 

co r r e spondan t à un angle de rota t ion <x = codf, et ) p = po in t s B(J d e s roues e x t r ê m e s eu 
B ' C , c o r r e s p o n d a n t à des ang les de ro ta t ion BoB' =- a 0 = u„ dt, x'A'C = a m — b>m dt. 
I m p r i m o n s m a i n t e n a n t à t ou t le m é c a n i s m e un m o u v e m e n t de ro ta t ion de v i tesse an

gula i re — w a u t o u r de l 'axe z ; les m o u v e m e n t s re la t i fs de ses d ive r se s pa r t i e s ne sont 
pas c h a n g é s , e t , ap r è s le m ê m e t e m p s dt, oA' r e v i e n t e n oA, t and i s que B' et C p r e n n e n t 
des pos i t ions B ( e t C f qui , r a p p o r t é e s à la posi t ion p r imi t i ve de la figure, co r r e s 
p o n d e n t à des ang les de ro ta t ion 

BoB( = CL'„a0 — a = { r ú „ - - <•>) dt 

.vAC'f — d ' m = «A'C" = a,„ — a = (ojm — hi) dt 
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T o u t s e p a s s e d o n c c o m m e s i , i e b r a s porte-train restant immobile, - l e s r o u e s , 

e x t r ê m e s t o u r n a i e n t a u t o u r d e l e u r s a x e s r e s p e c t i f s a v e c , d e s v i t e s s e s a n g u l a i r e * 

é g a l e s à u ) 0 — w e t u m — w . M a i s , d a n s c e s c o n d i t i o n s , l e s y s t è m e f o n c t i o n n e c o m m e u i > 

é q u i p a g e d e r o u e s d e n t é e s à a x e s f i x e s , . d a n s l e q u e l l a r a i s o n E e s t é g a l e a u r a p p o r t , 

d e l a v i t e s s e a n g u l a i r e d e l a d e r n i è r e r o u e à c e l l e d ê l a p r e m i è r e . O n a d o n c 

" m — <·>• . 
t = 

C e t t e f o r m u l e , d u e à W i l l i s , e s t g é n é r a l e ( * ) . A f i n d e p r é v e n i r d e s e r r e u r s i l a n * 

s o n a p p l i c a t i o n , n o u s i n s i s t e r o n s p a r t i c u l i è r e m e n t s u r l e s p o i n t s s u i v a n t s : 

1" La raison E est calculée en supposant le châssis immobile ; e l l e e s t e x p r i m é e 

n u m é r i q u e m e n t p a r l e r a p p o r t d u p r o d u i t d e s n o m b r e s d e d e n t s d e s m e n a n t e s a u 

p r o d u i t d u n o m b r e d e d e n t s d e s m e n é e s , a f f e c t é d u s i g n e + o u d u s i g n e — s c i o n q u e , 

le système fonctionnant comme, un équipage de roues dentées a axes fixes, l e s r o t a 

t i o n s e x t r ê m e s s o n t d e m ê m e s e n s o u d e s e n s c o n t r a i r e s . C ' e s t d o n c u n e c o n s t a n t e 

p o u r u n t r a i n d o n n é . 

2 ° L a première roue d'un train épicycloïdal est toujours concentrique au c h â s 

s i s ; c ' e s t e l l e q u ' i l f a u t c o n s i d é r e r c o m m e l a p r e m i è r e m e n a n t e d a n s l e c a l c u l d e l à 

r a i s o n . L o r s q u e l e t r a i n e s t c o m p o s é d e t e l l e s o r t e q u e d e u x r o u e s s o i e n t c o n c e n 

t r i q u e s a u c h â s s i s , o n p e u t p r e n d r e , i n d i f f é r e m m e n t , l ' u n e o u l ' a u t r e c o m m e l a p r e 

m i è r e d u s y s t è m e . 

3 ° L a r o t a t i o n d e l a d e r n i è r e r o u e e s t r a p p o r t é e à u n e d r o i t e d e d i r e c t i o n i n v a r i a b l e 

m e n é e p a r s o n c e n t r e , d a n s s o n p l a n ; les vitesses angulaires IÛ, i i > 0 , <•>„, sont positives 
si elles sont dirigées dans un sens convenu, tel que celui des aiguilles d'une montre, 
pour un observateur debout sur le plan du mouvement, et négatives dans le sens 
contraire. 

Wl. R e m a r q u e s . I . — L a f o r m u l e d e W i l l i s , a p p l i q u é e à u n t r a i n d o n n é , c o n 

t i e n t t r o i s i n d é t e r m i n é e s < J , w 0 e t < o m , d o n t d e u x d o i v e n t ê t r e c o n n u e s p o u r q u e l ' o n 

p u i s s e c a l c u l e r l a t r o i s i è m e . D e l à d é c o u l e n t d e u x m a n i è r e s d i f l é r e n t e s d ' u t i l i s e r u n 

t r a i n é p i c y c l o ï d a l . 

1 ° On peut donner les vitesses des deux roues extrêmes <o 0 e t w m ; l ' i n c o n n u e e s t 

a l o r s l a v i t e s s e a n g u l a i r e w „ d u p o r t e - t r a i n . I l f a u t n é c e s s a i r e m e n t , d a n s c e c a s , q u e 

l e s r o u e s e x t r ê m e s s o i e n t m o n t é e s s u r d e s a x e s fixes, a f i n q u e l e m o u v e m e n t p u i s s e 

l e u r ê t r e c o m m u n i q u é d e l ' e x t é r i e u r p a r l e s p r o c é d é s o r d i n a i r e s . I l n e p e u t e n ê t r e 

a i n s i q u e s i c e s r o u e s s o n t t o u t e s d e u x c o n c e n t r i q u e s a u c h â s s i s . 

L e s t r a i n s é p i c y c l o ï d a u x é t u d i é s a u x p a r a g r a p h e s 4 0 9 , 4 1 0 e t 4 1 1 r e n t r e n t d a n s 

c e t t e c a t é g o r i e . 

2° On peut donner la vitesse w du châssis et celle de l'une des roues extrêmes {soit 
w0 ou u>m), laquelle est nécessairement concentrique au châssis. L ' i n c o n n u e e s t a l o r s 

l a v i t e s s e d e l ' a u t r e r o u e . L e m é c a n i s m e d e F e r g u s s o n ( 4 0 4 ) . l e d i f l é r e n t i e l d e P e c -

q u e u r ( 4 0 0 ) s o n t d a n s c e c a s . 

II . — Les trains épicycloïdaux réalisent les compositions de mouvements de 
rotation étudiées au Chapitre II ( C i n é m a t i q u e a p p l i q u é e ! . 

S u p p o s o n s p o u r fixer l e s i d é e s , q u e u 0 e t w m s o i e n t d o n n é e s e n g r a n d e u r e t e n 

( ' ) I l e s t t o u t e f o i s i n d i s p e n s a b l e q u e l e s a x e s z e t Zm s o i e n t p a r a l l è l e s , s a n s quoi l a r o t a 

t i o n q u i r é s u l t e d e l a c o m p o s i t i o n du m o u v e m e n t a b s o l u de l a d e r n i è r e r o u e ( r o t a t i o n M » ) 

e t d u m o u v e m e n t a d d i t i o n n e l ( r o t a t i o n — m ) n ' a u r a i t p a s u n e v i t e s s e a n g u l a i r e é g a l e à n > — u>. 
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Signe, a insi que la raison e du t r a in . D 'après la formule de W i l l i s , .le châss is p rend 
rin m o u v e m e n t d é ro ta t ion , dont la v i tesse angula i re est 

Nous al lons m o n t r e r que ce t t e va leu r (le M est la s o m m e a lgébr ique des v i tesses 
a n g u l a i r e s q u e p r e n d r a i t le po r t e - t r a in si l 'on faisait agir s é p a r é m e n t les rota t ions don
nées i.>0 et tom. 

Quand la rotation' u>0 agi t seu le , o>„, = o, le por te- t ra in p rend un mouvement; de 
v i t e s se <Ô\ et la formule do W i l l i s se rédu i t à 

On ett dédu i t 

1 - E 

Quand, au con t ra i r e , la ro ta t ion de v i tesse angu la i r e w,„ agi t soû le , w 0 ~ o; le por te -
t r a i n . n r e n d un m o u v e m e n t de v i tesse u", et la formule de W i l l i s dev ien t 

d'Où Cl» 

La compara i son des formules (1) (2) et (3) mon t r e que 

h) =Z M ' j - u* 

On ferait a i s é m e n t des vérif icat ions ana logues , en s u p p o s a n t connues so i t to» et 
», soi t 

(J77I e t tt)l 

Suivan t la compos i t ion du t r a in , to' e t 0/ p e u v e n t ê t re de m ê m e s s ignes ou de 
s ignes Cont ra i res , Dans le second ca s , la v a l e u r abso lue de u es t la différence des va
l eu r s abso lues de m' et m* ; le m o u v e m e n t réa l i sé e s t un mouvement différentiel, et le 
m é c a n i s m e qui le p rodu i t es t appe lé un différentiel. 

402. U s a g e s d e s t r a i n s é p i c y c l o ï d a u x . — Les t ra ins ép icyc lo ïdaux sont em
ployés : 

1* PovY produire un m o u e e m e n t é p i c y c l o ' i d u l . E x e m p l e s : T racé des ép icyc loules 
{$04) '—• E n g r e n a g e de Lah i re (400). 

2" Pour produire un mouvement différentiel. E x e m p l e s : Différentiel de la frai
s e u s e P ré to t (408) — Tra ins ép icyc lo ïdaux s p h é r i q u e s é tud iés aux p a r a g r a p h e s 400 e t 
H0 — C o m m a n d e de la fraise d a n s la m a c h i n e Bicrnatzki ^Chapitre A'XV). 

3° Pour établir entre deux axes fixes un rapport de vitesses dans les termes du
quel figurent des facteurs premiers considérables. E x e m p l e : Hor loge luna i re de 
P e c q u e u r (40G). On sait, que , dans ce cas , il e s t imposs ib le de r é s o u d r e r i g o u r e u s e 
m e n t le p r o b l è m e pa r u n équ ipage de roues d e n t é e s à axes fixes. 

Un t r a i a •épicycloïdal es t d i t plan l o r s q u e tous les axes sont pa ra l l è les , et sphé-
rique s'il renferme des roues d ' ang le . Nous é t u d i e r o n s d 'abord q u e l q u e s t r a ins épi
cycloïdaux p l a n s . 
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403. E n g r e n a g e p l a n é t a i r e d e W a t t . 

• Dans les. mach ine s à v a p e u r d e W a t t , l»bal<ancier A B , m o b i l e au tou r - ' de son n^i-
l ieu O, reço i t de l a t i ge du p i s ton P (flg. 351)), par l ' i n t e rmédia i re du pa ra l l é log ram»»» . 
ar t iculé AGHICL, un m o u v e m e n t c i r cu la i r e al ternatif , que l 'on doi t t r a n s f o r m e r en.v, 
une ro ta t ion con t inue du vo lan t a u t o u r de son a rb re D. A ce t e f fe t , - l ' ex t rémi té B du; . 
balancier es t a r t i cu l ée à u n e biel le BC, dont l e m o u v e m e n t s e c o m m u n i q u e à ] 'arb»ô ; , 
du volant par une manive l le (543). A l 'o r ig ine , ce t t e man ive l l e é tai t r e m p l a c é e p»*-. 
un t ra in épicyclo ïdal formé de deux r o u e s éga les E, F, r e s p e c t i v e m e n t s o l i d a i r e * . 
de la biel le e t du volant , m a i n t e n u e s à d i s t ance i n v a r i a b l e l ' n n e de l ' au t r e pa r u n e 
tige CD, folle en C et D su r les axes d e s deux r o u e s . La roue F, concen t r ique 
châss i s GD, e s t la p r e m i è r e du t r a i n ; soit w n s a v i tesse angu la i r e , égale à cel le dM 

A' 

volant. La d e r n i è r e r o u e B p r e n d le même m o u v e m e n t que la b ie l l e . Or, à cause d e 
la g rande l o n g u e u r de ce l l e -c i , o a p e u t a d m e t t r e qu 'e l le r e s t e pa ra l l è l e à elle-même 
dans t o u t e s ses pos i t ions , et que son m o u v e m e n t es t u n e t r an s l a t i on , bien, qu ' i l n ' e s 
soit r igoureuseRi«tt4 a ins i q u e pour une bielle- de l o n g u e u r infinie. Dans ce t t e hypo
thèse , la q u a n t i t é dé s ignée pa r * t m d a n s la formule de W i l l i s es t nu l le . D 'au t re par t , 
quand le por te- t ra in e s t immobile-, l e c o u p l e E F forme un équ ipage de roues d e n t é e s 
dont la raison E — — 1 . On a donc 

— 1 = ,-
W 0 til 

d'où u>0 = 2w 

ce qui p rouve que la roue F e t le volant qu i en es t sol idai re t o u r n e n t d o u x fois p l u s " 
vite que l a t ige CD, e t daj»s le rnême sens qu ' e l l e . 

404. E n g r e n a g e i n t é r i e u r d e 
L a H i r e . 

Soient o et C deux c i rconfé ren
ces t angen t e s i n t é r i e u r e m e n t en A 
(fig, 351), e t don t l e s r a y o n s son t 
dans le r appor t de 1 à 2. On sai t que , 
si la p lus pe t i t e rou l e sans g l i sser 
su r la plus g r a n d e s u p p o s é e fixe, 
chacun d e s e s .po in t s déc r i t un dia
m è t r e de la c i rconfé rence fixe. 
D'après cela, une t ige AD, a r t i cu lée 
en A et gu idée de man iè re à r e s 
ter dans le p r o l o n g e m e n t de AB, 
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prend un m o u v e m e n t recti l igne, al ternatif , dont l ' ampl i tude es t égale à AH. 
P o u r réa l i se r ce t te t r ans format ion de m o u v e m e n t , on cons t ru i t u n e n g r e n a g e 

i n t é r i e u r s u r les c i rconférences p r imi t i ve s o et G, e t l'on ma in t i en t fixe à l 'a ide de 
s u p p o r t s la cou ronne den t ée oA. Le pignon es t fou s u r le bou ton Y d 'une manive l l e 
don t l 'axe 7, co ïnc ide a v e c ce lu i de la c o u r o n n e , e t d o n t le b r a s es t égal à oG. Enfin, 
dans la rég ion du point A, le pignon por to un pivot auque l s ' a r t icu le la t ige à con
du i re AD. L o r s q u e la manive l l e reçoi t un m o u v e m e n t de ro ta t ion m, le p ignon roule 
à l ' i n t é r i eu r de la c o u r o n n e , et le m o u v e m e n t a l ternat i f de AD se produi t . 

Les deux roues d e n t é e s forment un t r a in ép icyc lo ïda l , dans leque l le châss i s e s t 
cons t i tué pa r la manive l l e Y / . La v i tesse angula i re t o 0 de la p r e m i è r e roue o es t nul le . 
Quand le por te - t r a in est immob i l e , e t que le s y s t è m e fonct ionne co mme un équ ipage 
à axes fixes, la ra i son es t égale à - j - 2. On a donc . 

0 ">m — "> 

(O 

d'où i „ m = — w 

ce qui m o n t r e que le p ignon tou rne avec la m ê m e v i tesse que la manive l le , mais en 
sens i n v e r s e . 

404 bis. G é n é r a l i s a t i o n . T r a i n é p i c y c l o ï d a l p l a n , f o r m é d e d e u x r o u e s e n 
g r e n a n t e x t é r i e u r e m e n t o u i n t é r i e u r e m e n t . 

i" Engrenage extérieur. So ien t A et B les deux r o u e s du t ra in (fig. 351 bis). Le 
châs s i s es t r édu i t s c h é m a t i q u e m e n t à un lev ier L, mobi le au tou r de l 'axe z, e t s u p 

po r t an t l 'axe 2 ( . La roue A es t folle su r z, e t la 
roue B folle su r zt. La ra ison, ca lculée en s u p -

l** B A 
Il II | t u « , po san t le por te - t r a in immob i l e , e s t E =• g- , 

L So ien t , c o n f o r m é m e n t aux nota t ions g é n é r a l e s 
F i ' 351 b i s a d o p t é e s , o>0 la v i t e s se angu la i re de la p r e -

'k ' J ' °" m i è r e r o u e (A), w m cel le de la d e r n i è r e ( B ) 
e t m celle du por te - t r a in L. On a, d ' après la formule de "Willis 

A 

B t u 0 — o i 

d'où ( A + B ) <.i = A i . i 0 + B m „ , . (Il, 

En faisant A = B et uim — o on t r o u v e t.,0 = 2 m . Le m é c a n i s m e se r édu i t alors, 
é v i d e m m e n t à l ' e n g r e n a g e p lané ta i re de W a t t que nous avons décr i t c i -dessus . 

Si l'on immobi l i s e la r o u e A , w o = o, e t l'on a 

B 

A 4 - B 

Getto d ispos i t ion e s t e m p l o y é e pour la c o m m a n d e du t a m b o u r e n r e g i s t r e u r , dans 
l ' Ind ica teu r de m a r c h e R i c h a r d (5S2). 

2" Engrenage intérieur. Ce cas s e dédu i t du p r é c é d e n t par un s imple ch an g e 

m e n t de s igne de la r a i son , qui se ra i t , en effet, E = + ^ , pu i sque , si le por te - t r a in 

r e s t a i t immobi le , les deux roues t o u r n e r a i e n t dans le m ê m e s e n s . En r e m p l a ç a n t , par 
-exemple, B par — B d a n s la formule (1), il v ient 

( \ — lì) to = : A ino — B w m . 
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L'engrenage de Lahire est un cas particulier des mécanismes dont nous nous 
occupons. En faisant A = 2 13 et ouo = o dans la formule c i -dessus , on trouve mm — — 0>, 
résultat déjà obtenu directement (404). 

405. P a r a d o x e d e F e r g u s s o n . 

Un levier MN, qui peut tourner autour d'un a i e fixe Z solidaire du pied de l'appa
reil (fi»'. 352), porte deux axes Z, et Z' parallèles au premier. Sur l'axe Z est montée 
une roue A, indépendante de MN et complètement immobile. L'axe Z, porte un pignon 
fou B, engrenant d'une part avec A, d'autre part avec trois roues COE de même dias 
mètre que A et folles sur l'axe Z'. Si n désigne le nombre de dents de A, les roue-

CDE ont respect ivement n — 1, n et n -|- 1 dents. Le nombre de dents du pignon B est 
indifférent. Proposons-nous de déterminer les v i tesses angulaires absolues «iC) w a , aie 
des roues CDE, lorsque MN tourne avec une v i tesse angulaire connue w. 

Les sys tèmes (A, B, G), (A, B, D), (A, B, E) constituent trois trains épicycloïdaux, 
dans chacun desquels la première roue est A, et dont le châssis commun est MN. Leurs 
raisons respect ives sont 

_ AU n 

E c ^ + "BO" — 7 T = T 

E < ( - + BD = 4 _ 1 

B Ë " - " 1 "ri+T ' 1 

En appliquant à chacun d'eux la formule de Wi l l i s , on trouve 

Pour (A, B, G) : —ÎL_ = J ï f d'où 
n — 1 — ci n — 1 

Pour (A, B, D) : — — d'où ut* — o 

II bl. bi 
Pour (A, B, E) : = — d'où u, — — — 

n - f - t — b> n -f-1 

t a e est du signe de <o et t a r du signe contraire ; par conséquent, dans le mouvement du 
système, la roue C tourne en sens inverse du levier MN, la roue E dans le même sens, 

(*) On voit que le nombre de dents de B ne figure pas dans ces expressions ; il est donc 
bien arbitraire. . 
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et l a r o u e D se t r anspo r t* para l lè le m e n t ' à e l l e -même dans un m o u v e m e n t de t ransln» 
t ion c i rcu la i re . C-es d ivers m o u v e m e n t s son t i nd iqués par des a igui l les cde so l idai res 
d e s r o u e s c o r r e s p o n d a n t e s . Or, quand le po r t e - t r a in r e s t e immobi le , e t que le mcca - , 
n i sme , mis en m o u v e m e n t par la roue A, fonct ionne co mme un équ ipage à axes fixes, 
les t ro i s roues CDE tou rnen t dans le m ê m e sens que A. Il n 'en est p lus a insi q u a n d 
le « h à s s i s es t en m o u v e m e n t •. c ' es t e a ce la que cons is te l e pa radoxe . 

Ce m é c a n i s m e p e u t ê t r e c o m p l é t é de man iè re à lui faire t r a c e r des ép icyclo ïdes . 
A ce t effet, on fixe un cheva le t K, p o r t a n t uu c rayon T, su r un é v i d e m e n t p r a t i qué à 
la pa r t i e s u p é r i e u r e du p ignon B, Ce c r ayoa , d o n t le s u p p o r t coul isse sur K. appu ie 
su r là face in fé r ieure d'un p la teau P so l ida i re d e A, et s a poin te d é c r i t u n e ép icyc lo ïde . 

406. T r a i n é p i c y c l o ï d a l d e P e c q u e u r . — Ce m é c a n i s m e , r e p r é s e n t é schému-
t i q u e m e n t dans la figure 3u3, se compose de qua t r e roues B , C , D , E re l i ées les unes 
aux a u t r e s de la m a n i è r e su ivan te . E e s t sol idai re d'un axe au tour duquel t o u r n e 

1 l i b r e m e n t le por te - t ra in L. Celui-ci s u p p o r t e un 
axe y, pa ra l l è le au p r e m i e r , et so l ida i re des r o u e s 
C, D . B e s t folle sur l 'axe 2 . Enfin, 0 e n g r e n é 
avec B, et D avec E . L ' ensemble forme un 
t ra in épicycloïdal , dans leque l B e t E sont con
c e n t r i q u e s au châss is L ; on peu t donc indiffé
remment , cons idé re r l 'une ou l ' au t re de ces 
roues c o m m e la p r e m i è r e du sy s t ème , soit B 

par e x e m p l e . La ra ison, ca lcu lée en supposan t le por te - t ra in immobi l e , es t a lors 
BD 

E 

B | | -

-11-

- 4 1 -

D 

—t 

l ' ig . 353. 

: + fit la formule d e W i l l i s dev ien t 

BD -.„. 

d'où l 'on tire 
C E , 

CE <<>o — w 

- B D < „ 0 = (CE • B D ) 1 il) 

t o 0 d é s ignan t la v i t e s s e angu la i r e de la p r e m i è r e roue ( B ) , w m cel le de la d e r n i è r e (E) 
e t i*> ce l le du châss i s ( L ) . 

Dans les app l i ca t ions , l 'une des r o u e s e x t r ê m e s es t g é n é r a l e m e n t immobi l i sée . 
E n supposan t , par exemple , que B soit fixe, UI„ = o, et la formule (lj se r édu i t à 

d'où 

CE ,...„,= (CE — BD) w 

BD 
CE 

(2) 

L'express ion d e U>M m o n t r e q u e le m o u v e m e n t abso lu do E peu t ê t re env i sagé 
c o m m e r é s u l t a n t de la composi t ion de deux ro ta t ions de sens con t r a i r e s , don t les 

B D 
v i t e s ses angu la i r e s r e spec t ive s son t u e t —• 

CE 
La p r e m i è r e es t le m o u v e m e n t 

d ' e n t r a î n e m e n t du por te - t ra in au tou r de l 'axe z ; quan t à la s econde , r e m a r q u o n s que 
— 01 é t an t la v i t e s se angula i re re la t ive de la roue B p a r r a p p o r t au châss is mobi le 

BD 
L, CE 

10 es t , de m ê m e , la v i tesse angula i re re la t ive de la roue E. Le t ra in é p i 

cycloïdal de P e c q u e u r , dont l 'effet e s t de c o m p o s e r ces ro t a t i ons de s e n s con t r a i r e s , 
cons t i tue d o n c un mécanisme différentiel. • 

B D 

Si 1, w m e t t» son t de s ignes c o n t r a i r e s , e t l e s ro ta t ions de E e t de L au

tour de z s 'effectuent en sens c o n t r a i r e s . 
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— m i — 

Hl) .. .. . . . . . 

Si ^ — 1 , (u»i = o, et lii roue r e s t e immobile'que-1 que soî t le m o u v e m e n t 

donné au por te - t ra in . 

Enfin, si < 1, w„, et t.j sont de m ê m e s igne ; le châss i s et la roue E t o u r n e n t 
C i l . 

dans le m ê m e s e n s , E p lus l e n t e m e n t que L ( u m < w). 

R e m a r q u e . — Les r é su l t a t s ne son t pas modifiés si les r o u e s (B, C), (D, E) en 

g rènen t i n t é r i e u r e m e n t , la raison du t ra in é t an t , dans tous les cas , éga le à -f-

407. A p p l i c a t i o n s I . — On donne B = 25, G — 4 0 , D — 30, E ^ = 3 â . L a .voue. 6 fait 
50 tours pendant que la roue E fait 25 tours dans le môme sens. Déterminer le mou
vement du châssis L, 

Où- peu t , dans la formule (1), r e m p l a c e r l e s v i t e s ses angu la i r e s p a r l e s n o m b r e s 
de tours N« , N 0 , N qui l eur sont p ropo r t i onne l s , ce qui donne 

GE. N , , - BD. N o = (CE — BD: N 

Eu cons idé ran t c o m m e positif le s e n s c o m m u n des' ro ta t ions d e s r d u e s D ; E. on 
doit r e m p l a c e r N m p a r - f - 2 5 et N o par + 50 On t rouve ' , • • · . - . , 

' N - f3 _ J ' 13 

Ce r é su l t a t m o n t r e que , si l e s roues B, E font r e s p e c t i v e m e n t 5(J et 25 .tours dans 
1 1 

un cer ta in sens , le por te - t r a in fait, en m ê m e t e m p s , 3 tours dans le sens con t ra i re . 

I I . — Calculer les nombres de dents B, C, D, E s a c / i a 7 i f . : 

1" Que la roue B restant immobile, le porLe-lrain fait 5 tours dans un sens, pen
dant que la roue E fait 3 tours dans le sens contraire ; 

2" Que toutes les roues sont droites, et au module M = 3; 

3° Que l'espace, mesuré à partir de l'axe z, dans lequel doit évoluer lè-.ynèca-

nisme, ne peut pas dépasser 250 m / m . 
Nous emplo ie rons la formule (2), en subs t i t uan t aux v i t e s ses angula i res M e t u i m 

les nombres de t ou r s N et N i » qui l e u r sont p ropor t i onne l s . 

N - = " - c S - > N 

Si l'on conv ien t de r e g a r d e r comme positif le s e n s de la ro ta t ion du por te - t ra in , 
N t = 4 - ' 5 ' ef Nm== — 3. On a donc : ' " ' " ' 

/ . BD \ 

d'où BD 8 
CE 5 

Le p r o b l è m e e s t m a i n t e n a n t ana logue au calcul d 'un ha rna i s à, d e n t u r e , d r o i t e 

(306-IL : 

n - - · BD ? 4 
.On peu t é c r i r e ~,Trr —-r X • ~ 
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D'où l'on déduit, 1 e t a désignant des nombres entiers à déterminer : 

B — 21 
C = \ 
D = 4;j. 

E — bv. 
Le parallélisme des arbres 2 et 2,, exprimé par la relation B -f- C = D -f- E,donne 

X — 3 p.. Par conséquent 

B = 6p. 

C = 3u. 
(3) 

D = 4u, 

Enfin, pour que le mécanisme puisse évoluer autour de 2, il faut un espace libre 
dont te rayon soit supérieur à la plus grande des deux sommes 

Aï F 15 11 39 u-
Hayon de E + Diamètre de D = ~ - + M D -= — ^ - + 12 jt = — 

MB 
Hayon de B + Diamètre de C = - g — + MC = 9 H- + 9 p = 18 ^ 

Ces conditions sont remplies , d'après les données , si 

39 u. 
— ^ - < 2 5 0 , ou H-<12. 

En prenant, par exemple, « . = 10, on trouve 

B = 60 

C = 30 

D = 4 0 

E = 50 

ME 
Avec ces nombres, la somme —^ |-MD es t égale à 193 m / m , alors qu'on dispose 

de 2 J 0 m / m dans tous les sens autour de 2. Le mécanisme pourra donc fonctionner. 

408. D i f f é r e n t i e l d e l a f r a i s e u s e u n i v e r s e l l e P r é t o t . 

Dans la fraiseuse Prétot, une poulie A (fig. 334), folle sur l'axe Z du porte-outil, 
est traversée par un arbre Y sur lequel sont calés deux pignons C et D, engrenant 
respect ivement avec deux roues E et B, dont la première est solidaire de l'axe Z, 
et dont la seconde, folle sur ce même axe, peut être invariablement rel iée au bâti de 
la machine par des goupil les . Le sys tème est identique au train épicycloïdal de 
Pecqueur (les parties correspondantes des deux figures sont dés ignées par les 
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mêmes lettres). Lorsque la poulie se met en mouvement a v e c une v i tesse angulaire «,· 
la roue E et l'outil prennent une vi tesse angulaire u>„ qui, d'après ce qui précède, e s t 
donnée par la formule 

Les nombres de dents des diverses roues étant respectivement 

B = 25 C = 25 D = 19 E = 31 

12 

on a w» = - j p 

Le mécanisme fonctionne donc 
comme un réducteur do v i tesse . Pour 
calculer les nombres de dents propres 

à assurer au rapport une valeur 

déterminée, on procéderait comme 
au paragraphe 407-11. 

Dans la marche à la volée , on 
rend l'axe de l'outil solidaire de la 
poulie par des cl iquets , (non figurés 
sur le dessin), qui se rabattent sur E, 
et s'engagent dans l'intervalle des Fig. 354. 
dents. Il faut alors enlever les gou
pilles qui fixent B au bâti de la machine. Pour nous rendre compte du mouvement 
de B, remarquons que le sys tème fonctionne, dans ce cas, comme un train épicycloïdal 
dans lequel o > m = : a ) , et la formule de Wi l l i s donne 

BD 
CE o>0 — ta 

ce qui montre que M 0 = « . La roue B pourrait donc être 
rendue solidaire de la poulie motrice en même temps 
que E. 

408 bis. E m p l o i d u t r a i n é p i c y c l o ï d a l d e P e c -
q u e u r d a n s l ' h o r l o g e r i e e t d a n s l e s c o m p t e u r s . 

I . H o r l o g e l u n a i r e . — Soit B, C, D, E un train 
épicycloïdal de Pecqueur (fig. 354 bis), dans lequel la 
première roue, B, est immobilisée. Le porte-train est 
constitué par une roue A, folle sur l'axe Z de B, E. L'un 
des bras de A porte un bossage, qui sert de palier à 
l'arbre Y des roues C. D. A est commandée par une 
roue F, calée sur un axe X qui mène une aiguille indi
quant le jour de la semaine. Enfin, l'axe Z. solidaire 
de E, mène une seconde aiguille indiquant l'âge de la 
lune. En désignant, comme précédemment, par a>m et I . I 
l e s v i tesses angulaires respectives de la roue E et du 
porte-train, on a 
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D'âù t r a ' pa r t , si w x es t l a ' v i t e s s e angu la i r e d e l à roue F 

F 
(I) '-L- 7 — III,. 

A 

P a r conséquen t « , — VÔK ~~ 

La va leur abso lue du r appor t doit ê t re égale , par hvpo thèse , au r appor t des 

d u r é e s de la semaine e t d e l à lunaison , don t nous nous donne rons la va leur , soit 
44609 

,,, , . Les nombres de den t s des roues du s y s t è m e doivent donc ê t re te ls nue l'on ait 
188191) J ' 

F / BD A , 44609 ; 1 • •' 
A \ CE ] " ~ 188190 

'- A v e c le signe. -— , les deux a igui l les t o u r n e r o n t dans le m ê m e sens , et , avec le 
s igne — . e l les t o u r n e r o n t en sens con t ra i r e s . 

_ , _F_ / BD \ _j -440(19 

•''' A V CE / ~ 1 188 190 ' 

La décompos i t ion de 4'dKI!J et de 188190 en facteurs p r e m i e r s donne 

. ' • I O O O 31 X 1439 31 . 1439 188190 2 X 3 ! X R, X 1 ; x 41 8.". ' % s X 3 1 X 41 Cl 

On jteut poser F - 3 1 , A -8.1. 11 res te alors à d c l e n u i n e r des nombres , en t ie r s 
BCDE sat is fa isant à la re la t ion 

15 D ( 1439 
"CE _ 

BD 1139 •- 2211 _ I 3 _ x j 8 1 
CE ' " " 2 X 3 : 1 X 4 1 : " 2 x : P X I J 

Le nnnibre 28 I es t p r emie r ; il es t donc nécessa i r e d ' employe r uni! roue de .81 
den ts , soit B par exemple . En g roupan t les fac teurs de la man iè re su ivan te 

D B 
1 3 X 2 8 1 
6 X 246 
C E 

on p o u r r a pose r B — 281 E — 246 D = 13 /. C — • 

/. dés ignant un n o m b r e en t i e r qu'i l convien t de d é t e r m i n e r de façon à assure r , 
s'il es t poss ib le , l 'égal i té des s o m m e s B - (.', I) -;- E, ce qui p e r m e t t r a i t de cons t ru i r e 
foutes les roues au m ê m e modu le . La re la t ion B - ( ' I) ; E donne 

281 6 a 216- f -13 / . d'où /. —f>. 

(') 'll serait impossible (le réaliser rigoureusement c e rapport de vitesses par un équi
page de roues (ientées solidaires d'axes fixes, le nombre 1-139 étant premier. 
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Les, n o m b r e s de den t s définitifs son t d-pnc, 

A — 8 5 F — 3 1 B = 281 K = 246 D = 65 C = 30' 

44600 
b) 

A \ CE I 1 8 8 1 9 0 

[Solution de Pecqueur). — En u t i l i san t la décompos i t ion en fac teurs p r e m i e r s 
faite p lus h a u t ; ,pn .éc r i t 

F I B D \ _ 31 1439 

A V C E ^ 54 ^ 8 5 X 4 1 . • 

Si l'on pose F = 31, A = 54, il r e s t e à t r o u v e r des n o m b r e s e n t i e r s BCDE te l s 
que l'on ait 

. B D . 1439 
CE ~ 8 5 X 4 1 

BD 8 5 x 4 1 — 1439 33 X 62 

CE " 85 x 41 8 5 X 41 

Les n o m b r e s de den t s B = 33 , C = 85 , D = 62 , E = 41 a s s u r e n t au r appor t des 
v i tesses angu la i r e s la va leur v o u l u e ; mais les s o m m e s B + C , D - ' - E son t inéga les , 
e t les g roupes (B, C), (D, E) doivent ê t r e cons t ru i t s à des modu les différents. 

II . C o m p t e u r k i l o m é t r i q u e . — Ce m é c a n i s m e ne diffère pa s . au fond, du 
p récéden t . .L ' axe X est c o m m a n d é par l ' ess ieu de la vo i tu re , de m a n i è r e à t o p r n e r 
avec la m ê m e v i tesse angula i re que l u i ; l 'axe z por te l 'aiguil le i nd ica t r i ce du comp
teur , et doit faire, pa r exemple , un tour par k i lomè t re p a r c o u r u . La re la t ion p r é c é d e n t e . 

_ F / B D \ 
° J " X \ CE - 1 j , 0 * 

devient , en r e m p l a ç a n t les v i t esses angula i res par les n o m b r e s de t ou r s N,», Nz q ii 
l eur sont n ropor t ionne l s 

F / BD , \ > T 

Soient : a le n o m b r e de k i lomè t re s pa rcouru par la vo i tu re ; 

A le d iamèt re des roues mot r i ce s , éva lué en m è t r e s . 

_ 1000 a 
On a M* = v — , — 

xA 

M F / R D 1 W 1 0 0 0 3 

A \ CE V il A 

,, , F / BD A ~ A Nm 

Supposons que A — 0 m ,75 ; si , quand la voi ture a pa rcouru 1 k m , (a = 1) l 'a igui l le 
a fait un t o u r ( N m = l ) , la re la t ion p r é c é d e n t e dev ien t , en fa i san t n = 3,1416 
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La fraction du second n o m b r e , conver t i e en fraction con t inue , donne les rédu i tes 
s u i v a n t e s 

424 r 6 ~ 555(18 

2 279 
849 7 118411 

1247 
2122 8 — 529242 

12 _ 5267 
5093 r ' "~ 2235379 

17 11781 
5 — 7215 I B — 5U000ÛO 

Afin de ne pas d o n n e r aux roues dos nombres de dén i s t rop cons idé rab les , nous fe
rons les calculs avec la c inqu i ème rédu i t e , en che rchan t , toutefois , si l ' e r r e u r commise 
e s t admiss ib le . 

F / BD \ 17 17 17 ^ 1 
Soit donc - ^ - 1 j = w = 3 X 5 X 1 3 X 3 7 = - ï l r X TJr7 

En posan t F = 17, A — 11), il r e s t e à d é t e r m i n e r BCDE de ' t e l l e m a n i è r e que l'on ait 

BD , , 1 66 6 x 11 
• = * + 5 7 ^ = -UE 1 65 65 5 X 13 

Dans la p ra t ique on emplo ie f r é q u e m m e n t pour les coup le s (B, C), (D, E) des roues 
e n g r e n a n t i n t é r i e u r e m e n t . Auss i d i s t i n g u e r o n s - n o u s deux cas . 

a) Les r o u e s (B, C), (D, E) engrènent extérieurement. Il faut g roupe r les facteurs 
de te l le man iè re que l ' emp lo i d ' équ imul t ip l e s p e r m e t t e d 'éga l i ser les s o m m e s 
B C, D + E. En posan t , par e x e m p l e 

B 6 D 11 
C — 5 E — H T 

nous aurons 
B = 6 ) . D = l l [ 

C = 5 X E = 13 , 

L 'égal i té B -(- C = D - L E donne 

>- 24 

11 1 = 24 a ou — = 4; 
|x 11 

>, e t (jb d e v a n t ê t r e des equ imu l t i p l e s de 24 et de 11, on p e u t p r e n d r e ). = 24, Y.= H . 
Les n o m b r e s de d e n t s d e s roues du s y s t è m e sont , dans ce cas, 

F = 1 7 , A = 1 1 1 , B = 1 4 4 , C = 120, D = 1 2 1 , E = 1 4 3 

b) Les. roues (B, 0 ) , (D, E) engrènent intérieurement. Le g r o u p e m e n t des fac
t e u r s doi t p e r m e t t r e d ' éga l i se r les différences B — C , E — D, ce qui s u p p o s e 
B > C , E > D . On posera donc 

d'où 

B _ 11 D 6 
0 — 5 E "~ 13 

B = M X D = 6u. 

C = 5X E = 13 u. 
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L'égalité B — C = E — » donne ' 

6 X = T , ou -

En p renan t ) . = 7 e t a = 6, les n o m b r e s de den t s des roues son t 

F = I 7 A = 1 H B = 77 C = 35 D = 3 6 ' E = 78 

Erreur commise. Si les n o m b r e s de den ts des roues du s y s t è m e vérif iaient exac-

tentent la re la t ion 

la formule 

F / B P 

A \ C E 1000 

1000 a M F / B D N _ 1000_s 

montre que l'on au ra i t N m = : a , quel que soit le chemin pa rcouru . On p e u t donc é v a l u e r 
l ' e r reur commise en ca lcu lan t N™ pour u n e va leur pa r t i cu l i è r e de a, soi t 1000 km. par 

exemple . Si l 'on r e m p l a c e a par 1000, A pa r 0 m , 7 5 , ic pa r 3, 1416, e t ^ (Jjjgï — P a r 

^ (valeur de la r é d u i t e employée) , on t r ouve 

17 
X 

1000000 17000000 
1000,001 

7215 3 , 1 4 1 6 X 0 , 7 5 — 16999,983 

L'e r reur commise es t donc de 1 m . envi ron , pa r excès , pour 1000 km. p a r c o u r u s . 

409. T r a i n é p i c y c l o ï d a l s p h é r i q u e . 

La d isposi t ion su ivan te , employée dans ce r t a ins c o m p t e u r s , p e r m e t de r éa l i se r un 
rapport de v i t e s se s angu la i r e s t r è s pet i t . 
Un axe fixe X (fig. 355) , don t la v i t e s se 
angulaire es t cjj;, e n t r a î n e dans sa ro ta
tion les roues con iques A et B. La p r e 
mière c o m m a n d e un g roupe de deux pi
gnons so l ida i res (C, D), fou su r un axe 
fixe Y, p e r p e n d i c u l a i r e au p r é c é d e n t . La 
seconde c o m m a n d e un g r o u p e ana logue 
(1*1, Fj, é g a l e m e n t fou su r l 'axe Y. Ce 
dernier , qui p e u t t o u r n e r l i b r e m e n t dans 
deux couss ine t s p lacés à s e s e x t r é m i t é s , ^ 
forme un coude dont la b r a n c h e Z se r t 
d'axe à un d e r n i e r g roupe (G, H) de deux 
pignons so l ida i res , dont l 'un eng rène 
avec D et l ' au t re avec F . 

Supposons un ins tan t que l ' a rbre 
coudé YZ r e s t e immobi le ; la ro ta t ion ux 

de l ' a rbre m o t e u r se t r a n s m e t s é p a r é 
men t aux roues G et II qui , sous l 'ac
tion des équ ipages 

B E 

F H 

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



DU + FG il 

B A 
Mais les va l eu r s absolues de w„ e t t o m son t r e s p e c t i v e m e n t t û x X e t t . i x X ——. 

• E U 

•Comme ces ro t a t i ons sont de sens con t ra i r e s , on doit affecter l eu r s v i t e s s e s angu la i r e s 
d e s ignes différents. En posan t , par e x e m p l e 

B ^ A 
W o = X -yr et l , l m = X - ~ 

l ' express ion de M dev ien t 
F GB _ DJIA 

E ~ C 

DU + F G 

FGBC — DHAE 
(DU + F G ) € E 

X Us. 

• X 

On voi t que , c o n f o r m é m e n t à ce qui p r é c è d e , le b ras por te- t ra in r e s t e immobi le 
q u a n d les n o m b r e s de den t s des roues sat isfont à la re la t ion 

F G B C = DIIAE 
ou 

AD BF 
CG ~~ EH 

•c'est-à-dire si wg~= W A 

Ce dispositif offre un nouve l e x e m p l e de la réa l i sa t ion d'un m o u v e m e n t différen 
t ie l pa r les t r a i n s ép icyc lo ïdaux , S u p p o s o n s , en effet, que le g roupe (E, F) de p ignons 
«oit r endu fixe ; la formule de W i l l i s donne , en . fa isant w„ — o, et en dés ignan t par w, 
la v i tesse angula i re du châss i s dans c e t t e h y p o t h è s e 

F G b) n ! — u ( 

~ "DÎT ~ — u, 

t e n d e n t à t o u r n e r dans le m ê m e s e n s f, a v e c des v i t esses angu la i r e s 

, AD TSF 
w s — » j X "cTp — '''x X "pif 

g é n é r a l e m e n t différentes . L e m o u v e m e n t du s y s t è m e es t donc imposs ib le . Mais si, au 
c o n t r a i r e , l ' a rbre YZ peu t se mouvo i r au tour de Y, l ' inégal i té de e t a pour effet 
-de l ' en t ra îner a v e c u n e v i t e s se angu la i re u> que nous al lons ca lcu le r . 

Les roues FHGD forment un t ra in épicycloïdal s p h é r i q u e don t le châss i s es t l ' a rbre 
•coudé YZ, e t dont les roues e x t r ê m e s son t F et D , Cons idé rons F co mme la p r e m i è r e 
d u sys t ème , e t soit u>0 sa v i t e s s e a n g u l a i r e , w m celle de D. La ra ison E du t r a in , calcur 

F G 
lée en supposan t tous les axes fixes, a pour va l eu r abso lue - g ^ - ; e l le es t néga t ive , 

pu i sque , dans ce t t e h y p o t h è s e , F e t D t o u r n e n t en sens con t r a i r e s . La formule de 
Wi l l i s donne donc 

FG ti>m — d) 

DII (,)„ <u 
•d'où, en r é so lvan t par r a p p o r t a u 

D H u » , + F G u „ 
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. ' , 'En fixant au-contraire le g roupe (C, D), le châssis p rendra i t une v i t e s se angu la i r e 
ti. donnée par la re la t ion 

FG • ' — o j . 

DU tiiD — ω, 

FGfc>0 

I O U ω , ' ^— 
1 DH + FG 

•' A cause des s ignes différents de m0 e t u B , les ro ta t ions un e t ω, s o n t de sens con
t ra i res . L ' express ion (f) de ω m o n t r e d ' au t r e pa r t que ω = ω ( - f - & i s . L e m o u v e m e n t 
absolu du Châssis, qui r é s u l t e a ins i de la compos i t ion de deux ro ta t ions o p p o s é e s , e s t 
donc b ien .un m o u v e m e n t différentiel . 

Le m o u v e m e n t du por te- t ra in est d 'autant plus lent que la différence FGBC = R H A E 
est plus pe t i t e en va leu r absolue . Avec les n o m b r e s de den t s su ivan t s 

A = 7U . • B = 47 C = 65 D ^ 20 

1 2 = 5 8 F = 40 G = 30 H ^ 40 

18830 

11 faudrait 18850 tours de l ' a rb re mo teu r pour en p rodu i re un du châs s i s . 

410. C o m p t e u r e m p l o y é p o u r m e s u r e r l a d i H é r e n c e d e s v i t e s s e s d e d e u x 
a r b r e s . 

Un m é c a n i s m e ana logue au p r é c é d e n t es t employé pour m e s u r e r la différence des 
vitesses de deux a r b r e s , te ls que ceux des mach ines bâbord et t r ibord d'un nav i re . Les 
deux g roupes (C, D) e t (E, F) , fous su r l 'axe Y (fig. 356), sont i den t iques , e t l eu r s p a r 
ties D, F sont re l ices par u n e seu le roue G, folle sur le coude Z. Deux roues éga le s 

Fig. 356. Fig. 357. 

A et B e n g r è n e n t r e s p e c t i v e m e n t avec C e t E ; l eu r s axes Zt e t Z 2 t r a v e r s e n t l a boî te de 
l 'appareil et sont re l iés , par des t r a ins d ' eng renages non figurés, don t l e s ra i sons son t 
égales e t . d e s ignes con t ra i r e s , a v e c les a rb re s qui font l 'objet de l ' observa t ion . Il r é 
sul te de ce t t e d ispos i t ion q u e les roues D et F r eço iven t des m o u v e m e n t s de ro ta t ion 
de sens con t r a i r e s , dont les v i t e s ses angu la i r e s wm e t u„ sont dans le m ê m e r appor t q u e 
celles dés a rb res m o t e u r s . La formule d e ' W i l l i s , app l iquée au t r a i n ép icyc lo ïda l 
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sphérique FGD, donne, en désignant par w la v i tesse angulaire de l'axe coudé YZ: 

_ j — w 

d'où l'on tire 

résultat que l'on aurait pu déduire immédiatement de la formule (1) du paragraphe pré
cédent. Les quantités w„ et u m étant d e s ignes contraires, on voit que l'arbre coudé YZ 
tourne avec une v i tesse angulaire égale à la demi-différence de cel les des roues D et F, 
e t dans le même sens que la roue dont la v i tesse est la plus grande en valeur absolue,. 
Une aiguille I, solidaire de l'axe Y. se meut devant un cadran H fixé à la boite de l'ins
trument. Le sens de son déplacement indique celui des deux arbres moteurs qui tourne 
l e plus vite. 

Soient N ( et N 2 l e s nombres de tours que ceux-ci effectuent respect ivement par 
minute. En considérant, par exemple , o>0 comme positive, il vient 

Le nombre de tours de l'aiguille I par minute est donc 

30 u h 
N = _ _ = - r ( N , - N i ) 

Le coefficient h, égal au produit de la raison des équipages intercalés entre les 
A B ' 

axes Z, Z 2 et les arbres moteurs en expérience, par le rapport - _- = -= - , étant connu, 

la différence Nj — N 2 peut être facilement calculée. Si , par exemple , ^ = ~^Q~ e * 1 u e 

l 

l'aiguille I ait fait 1 tour — par minute, la différence des v i tesses des arbres moteurs 

est de 
N X - | = - | - X 1 2 0 = 1 5 0 

tours par minute. 

411. T r a i n é p i c y c l o ï d a l d ' H o u l d s w o r t h . 

Ce train est employé dans les filatures de coton pour donner le mouvement aux 
bobines sur lesquel les se renvide le fil, après que les bancs à broches lui ont commu
niqué une torsion dest inée à accroître sa résistance. Il se compose (fig. 358) d'un en
grenage cylindrique extérieur AB, calé sur des axes fixes X et Z. Autour d'un bras de 
la roue B tourne une roue conique D, qui engrène avec deux pignons égaux C, E. dont 
les axes coïncident géométriquement avec l'axe Z de B, mais n'ont aucune solidarité 
avec lui. Les roues A et C reçoivent séparément des mouvements de rotation de vi
t e s se s angulaires respect ives «j, et u0, dont l'effet se concentre sur E. Nous nous pro
posons de calculer la v i tesse angulaire absolue u>m de cette roue. 

Le sys tème CDE constitue un train épicycloïdal sphérique dans lequel la roue B 
joue le rôle de bras porte-train. Si l'on considère C comme roue initiale, la raison, 

CD 
calculée en supposant B immobile , a pour valeur absolue -=—r = 1 ; e l le est, de plus, 

D C i 
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négative, car, dans ce t te hypo thèse , C e t E t o u r n e r a i e n t en sens con t r a i r e s , La for
mule de W i l l i s donne par conséquen t 

— 1 : 
« m — i o 

m „ — m 

d'OÙ tam — 2 t u — ( i ) 0 

to 

Mais, d ' au t re pa r t = 
A 

A 
— g - X »>x 

On a donc , en définitive <o,„ = — 2 — W l • 

Si, c o m m e dans la figure, les ro ta t ions u e t u 0 sont de m ê m e s e n s , le m é c a n i s m e 
communique à la r o u e E un m o u v e m e n t différentiel de v i t e s se 2 u> — w 0 , dans le sens de 

u ou en sens con t ra i r e su ivan t que w es t p lus grand ou p lus pe t i t que - , -. 

Fig. 358. Fig. 350. 

La roue E c o m m a n d e le m o u v e m e n t de la bobine su r laquel le s ' enroule le fil. La 
tension de celui-ci devan t r e s t e r cons tan te pour év i t e r les chances de r u p t u r e , il e s t 
é v i d e m m e n t néces sa i r e que sa v i tesse d ' e n r o u l e m e n t d iminue à m e s u r e que le dia
mèt re de la bobine a u g m e n t e . Si, par exemple , la v i t e s se w 0 r e s te invar iab le , il faut 
que u i et par su i t e ux a i l l en t en déc ro i s san t . P o u r r éa l i se r ce t t e condi t ion, les roues 
C et A reço iven t le m o u v e m e n t par l ' i n t e rméd ia i r e d 'une poul ie P et d 'un t a m b o u r 
t ronc-conique T (flg. 359) su r l e sque l s s ' enroule une cour ro ie S. La poulie P , qui 
t ou rne d'un m o u v e m e n t un i fo rme, t r a n s m e t une ro ta t ion de m ê m e na tu re à la roue 
C par l ' équ ipage G K F ; le t a m b o u r T c o m m a n d e A par l ' engrenage MG. On v e r r a plus 
loin (424) que , g râce à ce t t e combina ison , W j . var ie avec la posi t ion de la cour ro ie su r 
le t a m b o u r T . 
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412. Train épicycloïdal de Hùmpage. 
Ce m é c a n i s m e , employé dans les au tomobi l e s , dans les c o m m a n d e s par dynamos , 

et dans un grand nombre dr: 
machines -ou t i l s , t ou r s , e tc . , 
p e r m e t d 'ob ten i r à la fois un 
embrayage progress i f e t uj|e 
r éduc t ion de v i t e s se entre 
deux axes p lacés dans le pro
l o n g e m e n t l 'un d e l ' au t r e . Nous 
le déc r i rons eu s u p p o s a n t qu'il 
re l ie l ' a rbre do g rande vi tesse 
X d 'une au tomobi le à l ' axe .de 
la pet i te v i tesse Y (fig. 360). 

En t re X e t Y es t d i sposé ua 
axe coudé ZT, i n d é p e n d a n t des 
p r é c é d e n t s , e t mobi le dans des 
couss ine t s po r t é s pa r leurs 
e x t r é m i t é s . S u r "l'axe X de la 
g r a n d e . v i t e s s e e s t calé un pi
gnon conique A, qui commande 
un g roupe de deux r o u e s sol i 
da i res (B. Dj, folles sur le 

c o u d e T. La roue D e n g r è n e avec un p ignon E calé sur l ' a rbre de la pe t i t e v i tesse . 
Enfin, B c o m m a n d e u n e roue C, qui e s t folle su r Y, et que nous s u p p o s e r o n s provi 
so i re nient immobi l i sée . Le tou t e s t logé d a n s le ca r te r I qui p ro t ège le mécan i sme 
équipe lu pous s i è r e . Le s y s t è m e forme deux t r a i n s épicyoloïdaux s p h é r i q u e s cons t i 
t u é s , l ' u n par ABC, l ' au t re par ABDE, dans l e sque l s l 'axe coudé ZT joue le rôle de 
liras po r t é - t r a in . App l iquons à chacun d 'eux la fo rmule de W i l l i s , en cons idé ran t A 
c o m m e la r o u e in i t ia le , u„ r e p r é s e n t a n t la v i tesse angula i re de l ' a rbre X, «o celle du 
c h â s s i s , u c e t w e ce l les des roues e x t r ê m e s C et E. La ra ison du p r e m i e r t rain est 

A 
rr ï et i 

: o. Pa r c o n s é a u e n t 

A — w 

d'où (A -:- C) IÔ = A u 3 

La ra ison du second t ra in es t T T T T . Donc 
BE 

AD b t e — 

BE w 0 — w 

e t , en r é so lvan t pa r r a p p o r t à w8 

AD 4- BE 
BE 

AD 

Ce t t e exp res s ion dev ien t , en t e n a n t c o m p t e de (1) 

A (AD + BE) ,. 
B E ( A - . C ) " 

AD 
BE 

o u enfin 
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CD 
On voit que la réduc t ion de v i t e s s e es t d ' au tan t p lus g rando que le r a p p o r t —,>,,— 

est p lus voisin de l 'un i té ; de p lus , les axes X et Y t o u r n e n t dans le m ê m e sens ou en 
sens con t r a i r e s selon que l'on a 

Eu p r e n a n t A — 20, 15 = 50, C = 8 0 , D = 19, E = 32 

I . 'arbre Y t o u r n e , dans ce t t e hypo thèse , cent fois moins v i te que X. 

On a supposé la r o u e C e n t i è r e m e n t fixe. En réa l i t é , elle est i n d é p e n d a n t e de 
l'axe Y et du ca r t e r , e t peu t t o u r n e r l i b remen t . Le t ra in épicycloïdal es t a lors sans 
effet. Un frein qui en tou re la pa r t i e H p e r m e t de pas se r g r a d u e l l e m e n t de l ' immobi l i té 
absolue à la l i be r t é complè te , et de réa l i se r ainsi des e m b r a y a g e s et des d é b r a y a g e s 
progressifs . 

L'axe Z e s t d o u b l e m e n t coudé , e t le m é c a n i s m e se. compose de deux pa r t i e s 
symét r iques de ce l le qu i a é té d é c r i t e . Ce t te d ispos i t ion a pour bu t d ' équ i l ib re r le 
sys tème, e t d ' annu le r l es effets de la force cent r i fuge . Lorsque le t ra in de I l u m p a g e 
est employé dans les machines -ou t i l s , il es t logé dans le cdne de c o m m a n d e , qui 
remplace le c a r t e r I. 

on t rouve 
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P R E M I E R E G L A S S E — D E U X I E M E G E N R E 

APPAREILS A LIEN RIGIDE 

D A . \ ' S L E S Q U E L S 

L E S E N S D E L A T R A N S M I S S I O N E S T C O N S T A N T 

A I N S I Q U E L E R A P P O R T D E S V I T E S S E S 

C H A P I T R E X I I 

413. P r i n c i p e g é n é r a l s u r l e q u e l s ' a p p u i e c e m o d e d e t r a n s m i s s i o n 

Considérons deux corps S etS'(ftg. 361), mobiles autour d'axes parallèles projetés 

1· Les rotations des manivelles ont lieu dans le même sens quand la bielle 
partage la ligne des centres en segments soustractifs, et en sens contraires quand 
elle la partage en segments additifs ; 

2· Les vi tesses angulaires sont inversement proportionnelles aux segments 
déterminés par la bielle sur la ligne des centres ; 

3'· Elles sont aussi inversement proportionnelles aux perpendiculaires abaissées 
des centres sur la direction delà bielle. 

On voit par la figure que, l'axe o étant moteur dans le sens de la flèche f, l'action 
de la biel le entraîne la manivelle o'A' dans le sens f contraire de f. Avec une bielle 

en o, o' sur le plan de la figure, au
quel i ls sont perpendiculaires, et 
supposons-les rel iés par une barre 
rigide AA', articulée en A et A'. 
Les distances des articulations 
aux axes restant invariables, le 
mécanisme peut être réduit, au 
point de vue géométrique, à trois 
droites oA, o'A , et AA' dont les 
deux premières, appelées m a m -
velles, tournent autour des points 
fixes o, o, et dont la troisième, 
appelée bielle, est articulée par 
s e s extrémités à ce l les des deux 
autres. Le tout forme un système 
plan dont chaque partie, prise 
séparément, est indéformable. 

Fig . 361. 

T h é o r è m e . — Lorsque deux 
manivelles tournant autour 
d'axes parallèles o et o' sont re
liées par une bielle invariable : 
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rencon t ran t la l igne des c e n t r e s su r son p ro longement , les deux ro ta t ions s ' accom
pl iraient dans le m ê m e sens . 

La dro i te AA' forme un s y s t è m e invar iab le auque l le t h é o r è m e de Chas l e s e s t 
applicable ; son c e n t r e i n s t an t ané de ro ta t ion K es t le point de r e n c o n t r e de o A et o'A'. 
En dés ignant par v. v' les v i t e s se s l inéa i res des poin ts A et A' dans les m o u v e m e n t s 
de rotat ion des man ive l l e s , dont l es v i t e s ses angu la i r e s sont co e t w', on a 

v' JfiV 

v ~~ KA 

Mais w = w X o A e t i i'-ii ' X o'A' 

ut' o A x KA' 

Par c o n s é q u e n t — — — r r - , rr-r-
^ w O A X KA 

Le t h é o r è m e de Ménélaiis, app l iqué au t r i ang le 0K0' coupé par la t ransversale? 
AA', donne la re la t ion 

o I KA oA 

d'où 

On a donc enfin 

oA X KA' ol 

o'A' X KA o'I 

tù' o l 
io O ' I 

De plus , si l'on t r ace les p e r p e n d i c u l a i r e s oH, o'II ' à AA', on a auss i 

G. Q. F . D . 
oï _ o ï l 

414. C o n d i t i o n à l a q u e l l e d o i t s a t i s f a i r e l e s y s t è m e p o u r q u e l e r a p p o r t 
I 

tii 

— r e s t e c o n s t a n t . 

Pour que le r appor t - - conse rve une valeur cons t an te h, il faut et il suffit, d ' ap rè s 

ce qui p r é c è d e , que la b ie l le coupe la l igne des cen t r e s en un point fixe, d é t e r m i n é 

par la re la t ion -^r~ h. Pour que cela soi t poss ib le , il faudrai t que t ou t e s les d ro i t e s 

passant par I, e t l im i t ée s aux c i rconfé rences d é c r i t e s par l es bou tons A e t A' d e s m a 
nivel les , so ien t éga les . C o m m e il n 'en es t pas ainsi , il es t imposs ib le de réa l i se r , par 
la combinaison de deux manive l les et d 'une b ie l l e de l o n g u e u r s inva r i ab le s , u n e t r a n s 
mission de m o u v e m e n t te l le que le r a p p o r t d e s v i t esses angu la i r e s ait une va l eu r 
cons tan te donnée q u e l c o n q u e h. 

11 n'y a à c e t t e imposs ib i l i t é qu ' une seu le excep t ion . Si fe= 1, la re la t ion ~ - h 

dé te rmine s u r oo' deux po in t s , dont l 'un e s t au mil ieu de ce s e g m e n t , e t l ' au t re r e j e t é 
à l'infini. P o u r la m ê m e raison que dans le cas géné ra l , le p r e m i e r condu i t à u n e c o m 
binaison i r réa l i sab le . Le second c o r r e s p o n d à un s y s t è m e d a n s lequel la biel le r e s t e 
rait c o n s t a m m e n t para l lè le à la l igne des c e n t r e s . Ce r é su l t a t es t a t t e in t avec d e u x 
manivel les éga les et pa ra l l è l e s , re l i ées par une biel le égale à la d i s t ance des c e n t r e s . 
Dans ces cond i t ions , en effet, le quad r i l a t è r e oA A o ' es t un p a r a l l é l o g r a m m e , e t l es 
a rbres o, o' t o u r n e n t dans le m ê m e sens avec des v i t esses angu la i r e s éga les . 
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Toutes l e s au t re s combina i sons de b ie l les et man ive l l e s d o n n e n t des m é c a n i s m e s 
d a n s l e sque l s le r a p p o r t des v i t e s se s angula i res est var iable . Nous les é tud ie rons 
u l t é r i e u r e m e n t . 

415. R o u e s c o u p l é e s d e s l o c o m o t i v e s . 

Le mode de l ia ison que nous venons d ' indiqHer e s t u t i l i s é dans l e s locomot ives . 
Le m o u v e m e n t rec t i l igne a l ternat i f du p i s ton es t t r ans fo rmé eu m o u v e m e n t de rota
t ion cont inu de l 'ess ieu m o t e u r par un m é c a n i s m e que nous é tud i e rons p lus loin, 
e t l ' adhé rence des roues m o t r i c e s sur les' ra i l s d é t e r m i n e l ' e n t r a î n e m e n t du convoi, 
Dans le b u t d ' a u g m e n t e r ce t t e a d h é r e n c e , de laquel le dépend le poids m a x i m u m 
q u ' u n e locomot ive donnée es t capable d ' en t ra îner , on établ i t une l iaison e n t r e les 
m o u v e m e n t s d 'une ou p lu s i eu r s pa i res de roues po r t an t e s e t celui des roues mot r i ces 

par des Inelles d'accouplement 
AA', égales e t pa ra l l è les à la dis
tance des axes (flg. 362). 

' Une pa r t i cu l a r i t é i n t é r e s s a n t e 
se p rodu i t l o r s q u e , au m o m e n t ds 
la mise en m a r c h e , les deux ma
nivel les son t app l iquées su r la 
l igne des cen t r e s , en oA 0 , o'A' 0 par 
exemple . A u c u n e ra ison géomé
t r ique n 'obl ige , en effet, la m a n i 

ve l l e condui te à t o u r n e r dans le m ê m e sens que la manivel le m e n a n t e , p lu tô t qu 'en 
s e n s con t r a i r e . Pour p r o v o q u e r des ro ta t ions de m ê m e sens , on donne aux manive l les 
(oA, oM), (o'A', o'M') des deux b ie l l e s d ' a ccoup lemen t qui re l i en t , à d ro i te et à gauche 
de la voie, les ess ieux .0 e t o\ des d i r ec t ions p e r p e n d i c u l a i r e s . Ljune des b ie l les au 
moins a s su re le d é m a r r a g e , que l le que soi t la posi t ion des roues au m o m e n t oiï la lo
comot ive s ' a r r è l e . 

Le m ê m e fait a l ieu quand les m a n i v e l l e s passen t en o . \ | , o 'A ' ( . Les couples de 
j io in ts A 0 A' o , A,A'! sont appe lé s des points morts. 

416. J o i n t d ' O l d h a m . 

Deux a r b r e s para l lè les t r è s r a p p r o c h é s , so ien t Z et Z , sont t e r m i n é s par des 
fourches demi-c i rcu la i res égales F , F' (flg. 363), m u n i e s , a l e u r s e x t r é m i t é s , d 'œil le-
tons A, B, A', B', p e r c é s dans le sens du d i a m è t r e de la fourche c o r r e s p o n d a n t e . La 
d ispos i t ion du- s y s t è m e es t t e l l e que Ici* l ignes d 'axes de c e s œi l l e tons sont s i tués dans 
a a p lan P p e r p e n d i c u l a i r e à Z e t Z'. La l iaison en t r e les deux arbres , es t a s s u r é e par 
un croisi l lon r ec t angu l a i r e r ig ide , don t les b r a n c h e s cou l i s sen t d a n s tes œi l l e tons . 

En supposan t que l 'axe Z sort m o t e u r dans le s e n s d e la flèche, son ac t ion se 
t ransfne t à l 'axe Z' p a r l ' i n t e rméd ia i r e des fourches et du c ro is i l lon . L e s p o i n t s AB, 
A'B' décr iven t , dans le plan P, des c i r confé rences éga les , dfcnit les- c e n t r e s sont les 
pieds o et o' des axes' s u r ce plan-, e t la posi t ion AB, A'B' eïu système- à a n i n s t an t 
q u e l c o n q u e t est, c a r ac t é r i s ée pa r l ' angle a. que forme l'un-e d e s b r a n c h e s d u cro is i l 
l o n , AB p a r e x e m p l e , avec ta d i r ec t i on fixe oo' (flg-. 304),. A l ' ins tan t t-[,- A£„ l 'axe m o 
t e u r e t la b r a n c h e AB qui en est so l ida i re ont t ou rné d 'un ang le Ao A[^= Ax, et la 
b r a n c h e A'B" e s t v e n u e en A'tB' , . A cause de la r ig id i té du s y s t è m e , son ang'le' de ro
ta t ion A'o' A' ( e s t aussi L\T.. Les v i t e s ses angu la i r e s des deux a r b r e s , d o n t chacune e s t 

é g a i e a, >a l imi te du r a p p o r t -^j- q u a n d Ai t end v e r s zéro, son t donc , & d j a q u e i us t an t , 

•égales e t .de m ê m e sens . ' ' 

Le po in t d e r e n c o n t r e 1 d e s b r a n c h e s du c ro i s i l lon d é c r i t u n e c i rconfé rence de 
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d iamèt re od' — d. P e n d a n t que la b r a n c h e A1B se t r a n s p o r t e en A,! , ! ! , , elle g l i sse dans, 
sa p ropre d i rec t ion d 'une quan t i t é 

M a i - , 

Par c o n s é q u e n t 

\n d 

\-j — ̂ A j — IA = o I — o l j 

ol d cos a , et o l , — d cos (a - j - A a ) 

Jj-',,s a - - COS (ï + 
\ . A ï 

: 2 d sin a -f- — I sm 

F i g . 3113. 

La vi tesse re la t ive de g l i s s e m e n t de la b ranche AB dans la l igne d 'œi l le tons cor

r e spondan te est donc , à l ' ins tant l 

A r . 

r 9 = l i m - A f - - - i d l \ m ~ lim sin ( ' 7 . . , ) 

A ï A:t 
En r e m p l a ç a n t sin—^— pa r sa par t ie p r inc ipa l e — 5 — , et en t enan t compte de ce-

A* 
que <•> l im . il v ien t 

Cg <u d s i 11 7. 

l in calcul aaialogue d é t e r m i n e la v i tesse re la t ive de g l i s s e m e n t 

v't] —_ w il e u s a 

de la b r a n c h e A ' U ' d a n s sa l igue d 'œi l l e tons . On voit que le g l i s s emen t n 'es t nul p o u r 
une b ranche d u croisi l lon qu'à l ' ins tant où elle passe dans le plan de> axes ; il e s t a lors 
m a x i m u m pour l ' au t re b r a n c h e . De plus,"on a 

·' - r~ trd~ ci i n s t a n t e , 

ce qui m o n t r e que , si l ' i u e des v i t esses do g l i s sement a u g m e n t e eu va leur abso lue , 
l ' au t re d i m i n u e . 
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s Enfin, soit G le milieu de o o ' ; l'angle IGo étant égal à 2 a, la v i tesse angulaire du 
point I autour du point G est 2<o. 11 parcourt donc deux fois la circonférence de dia
mètre o o pendant que les fourches font un tour. 

417. A p p l i c a t i o n a u x t o u r s e l l i p t i q u e s . 

Le joint de Oldham est utilisé dans les tours el l iptiques pour donner le mouve
ment au plateau porte-pièce F. Une disposition fréquemment adoptée est représentée 
schématiquement par la figure 365. Le plateau F porte, sur une de s e s faces, deux rai
nures perpendiculaires e t E E . Dans la première pénètre une pièce rectangulaire h, 
solidaire de l'arbre moteur z ; deux pièces analogues E E , venues de fonte en des 
points diamétralement opposés d'un anneau circulaire D, s'engagent dans la rainure 
t i . L'anneau D g l i s se sur un anneau concentrique G, qui lui sert de guide, et qui es t 
maintenu dans une position fixe par des vis de pression V s'appuyant sur le bâti A. 

Fig. 3f,5. 

L'axe z, du système CD est parallèle à l'arbre z du tour. L'ensemble constitue évi
demment un joint de Oldham, dans lequel le plateau F et ses deux rainures jouent le 
rôle du croisillon à branches perpendiculaires décrit précédemment. Si, par consé
quent, un mouvement de rotation est donné à l'arbre z, l'anneau D tournera autour 
de z, , dans le même sens et avec la même vitesse angulaire. 

Considérons maintenant un outij O, maintenu dans une position tel le que son 
arête tranchante M soit dans le plan z: , . Les distances zM et z,M restant invariables, 
la trajectoire du point M dans le plan du plateau F est une ell ipse S, identique à cel le 
que décrirait ce même point si, le plateau restant fixe, la droite zz,M glissait en ap
puyant ses points z et z, sur les l ignes d'axes fJS et E E des deux rainures. Une barre 
de métal solidaire du plateau F sera donc tournée suivant l 'ell ipse S, dont les demi-
axes sont respect ivement égaux à zM et z (M. Ces longueurs peuvent être modifiées en 
déplaçant l'arête de l'outil dans le plan zzt ; mais, pour une position donnée du sys 
tème CD, leur différence reste égale à la distance des axes z et z,. On peut faire varier 
cette dernière en déplaçant l'anneau C au moyen des vis V, et obtenir ainsi des formes 
•diverses pour l'ellipse S. 
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P R E M I È R E G L A S S E — T R O I S I È M E G E N R E 

MÉCANISMES A LIEN FLEXIBLE 

DANS LESQUELS 

L E S E N S D E L A T R A N S M I S S I O N E S T C O N S T A N T 

A I N S I Q U E L E R A P P O R T D E S V I T E S S E S 

C H A P I T R E X I I I 

§ I . — P o u l i e s e t C o u r r o i e s . 

418. P r i n c i p e g é n é r a l s u r l e q u e l s ' a p p u i e c e m o d e d e t r a n s m i s s i o n . 

Soient deux corps cy l indr iques S e t S', mobi les au tour d 'axes o et o' pa ra l lè les à la 
direct ion c o m m u n e de leurs g é n é r a t r i c e s , r e l i é s par u n e cour ro ie AA' flexible, i nex 
tensible , et m a i n t e n u e cons t am
ment t e n d u e . Cons idé rons seu le
ment les sec t ions des d ivers é l é 
men t s du s y s t è m e par un plan per 
pendicula i re aux axes , qui sera , 
par e x e m p l e , celui de la figure. 
Pendant un t e m p s inf iniment pet i t , 
le m o u v e m e n t relatif de AA' r ap 
porté à S est un r o u l e m e n t sans 
g l i ssement , qui r ev i en t à u n e rota
tion ins tan tanée au tour du point A. 
Le m o u v e m e n t de la cour ro ie r ap 
porté à S' r e v i e n t de m ê m e à une ro ta t ion i n s t a n t a n é e au tour du point A'. Comme la 
courroie r e s t e t e n d u e et que , pour un d é p l a c e m e n t inf iniment pet i t , sa longueur r e s t e 
constante , la t r ansmi s s ion se fait, à l ' ins tant c o n s i d é r é , comme si la l iaison en t r e les 
axes étai t é tabl ie par les manive l les oA, o'A', r e l i ées par une biel le r igide AA'. Par 
conséquent : 

T h é o r è m e . — Quand deux corps cylindriques, mobiles autour d'axes paral
lèles entre eux et aux génératrices, sont reliés par un lien flexible et inextensible 
maintenu constamment tendu : 

l" Leurs rotations sont de sens contraires si la partie rectiligne de la courroie 
passe entre les axes, et de même sens si elle reste en dehors des axes ; 

2° Leurs vitesses angulaires sont inversement proportionnelles aux segments 
déterminés, sur la ligne des centres, par la partie rectiligne de la courroie : 

3° Elles sont aussi inversement proportionnelles aux distances des centres à la 
partie rectiligne de la courroie. 
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i l 1 !. C o n d i t i o n à l a q u e l l e d o i t s a t i s f a i r e l e s y s t è m e p o u r q u e l e r a p p o r t 
d e s v i t e s s e s a n g u l a i r e s r e s t e c o n s t a n t . 

D'après le t h é o r è m e p r é c é d e n t , le r appor t des v i t esses angu la i r e s ne peu t ê t re 
cons tan t que si la pa r t i e r ec t i l igne de la courro ie coupe la l igne des c e n t r e s en un 
po in t fixe. Ce t te condi t ion e s t r éa l i sée par l 'emploi de t a m b o u r s cy l ind r iques de révo
lut ion, ou poulies, ca l é s s u r les ar l ; res o et d qui co ïnc ident avec l e u r s axes géomé
t r i q u e s (*), Le br in r ec t i l igne AA', p ro longé s'il e s t néces sa i r e , passe alors cons tam
m e n t par l 'un des c e n t r e s de s imi l i tude des c i rconférences de sec t ion droi te S et S 'de 
ces pou l ies . Les v i t e s se s angula i res sont i n v e r s e m e n t p ropor t ionne l l e s aux rayons : 

<J _ R 

e t l es ro t a t ions sont de m ê m e sens ou d e s e n s con t ra i r e s , su ivan t que la cour ro ie est 
t angen te e x t é r i e u r e m e n t ou i n t é r i e u r e m e n t aux sur faces des deux t a m b o u r s . 

P o u r a s s u r e r la con t inu i té de la t r ansmis s ion , la courro ie , ap rès ê t re a l lée de la 
poul ie mot r i ce à la poul ie condu i t e , r ev i en t à la p r e m i è r e ,- ses deux e x t r é m i t é s sont 
r a t t a c h é e s l 'une à l ' au t re de m a n i è r e à former courroie sans fin. Le b r in qu i s ' enroule 
s u r la poulie mo t r i c e e s t appe l é b r n i conducteur ou menant; ce lu i qui se dé rou le es t 
le brin mené ou conduit. La cour ro ie e s t droite quand ello e s t d i sposée s u i v a n t les 
tangentes c o m m u n e s e x t é r i e u r e s aux deux poul ies (fîg. 3Í¡7) e t c ro i sée q u a n d el le sui t 
l e s t a n g e n t e s c o m m u n e s i n t é r i e u r e s (flg. 368). Dans ce d e r n i e r cas, il e s t d 'usage do 
la r e t o u r n e r de 180° dans son t ra je t d 'un axe à l ' au t re , de m a n i è r e que la même fac · 
soi t a p p l i q u é e s u r les t a m b o u r s , e t que les b r ins s e p r é s e n t e n t à p la t au point I où 
l e u r s d i rec t ions se coupen t . Ce t t e d ispos i t ion p e r m e t de p l a c e r l e côté r u g u e u x d u cuir 
en con tac t avec les deux pou l ies , ce qu i a u g m e n t e l ' a d h é r e n c e , et év i te l es poussées 
l a t é r a l e s , suscep t ib l e s de faire t o m b e r la cour ro ie , qui se p rodu i ra ien t en I si les deux 
b r i n s se t o u c h a i e n t pa r l e u r s bo rds , 

420. T e n d e u r s p o u r c o u r r o i e s . E n r o u l e u r s . 

On p e u t e m p l o y e r les pou l ies e t cour ro ies comme organes d ' embrayage en obse r 
van t que la t r ansmiss ion de m o u v e m e n t , due à l ' adhé rence de la cour ro ie e t au 
f ro t t ement cons idé rab le qu 'e l le d é t e r m i n e , cesse n é c e s s a i r e m e n t si ce t t e a d h é r e n c e 
tombe au-dessous d 'une ce r ta ine l imi te . Si donc on emplo ie une cour ro ie l âche , com-

(*) Il n'y a pas contradiction entre cette conclusion et celle du paragraphe 414. La trans
mission par poulies et courroies est assimilable à un système bielle et manivelles oA A V dont les cléments changent à chaque instant. Avec des tambours cylindriques, ca système 
reste immobile malgré la rotation des axes, de sorte que la direction de la bielle coupe la ligne ries centres en un point fixe, résultat impossible à obtenir par l'emploi d'une combinai
son unique de manivelles réunies par une bielle. 
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binée avec un dispositif p e r m e t t a n t d'en faire varieT la t ens ion , on p o u r r a à vo lon té 
p rovoquer l ' en t r a înemen t ou l ' a r rê t de l ' a rbre condu i t . 

A cet effet, on appuie su r l 'un des b r in s le ga
le t G d'un tendeur (fig. 369) cons t i tué par un le 
vier à t rois b r a n c h e s mobi le au tou r d 'un axe fixe 
o" ; la seconde b r a n c h e po r t e un poids-P et la t ro i 
s ième ser t à la m a n œ u v r e . Quand on éca r t e le l e 
vier de man iè re que le gale t cesse d ' appuyer su r 
la courroie , la poulie condui te s ' a r rê te . Une d i s 
posit ion ana logue es t employée , sous le n o m 
d'enrouleur, pour a u g m e n t e r la l ongueur de l ' a rc 
embrassé par la cour ro ie Le gale t G e s t a lors 
c o m p l è t e m e n t fixe. Ce t t e combina i son p e r m e t de 
re l ier deux a rb res r a p p r o c h é s , dont l 'un s u p p o r t e 
une poulie de pet i t ' r ayon . 

421. F o r m e t o m b é e d o n n é e a u x p o u l i e s . 

Fi g. 369. La surface e x t é r i e u r e des poul ies es t l é g è r e 
men t bombée , dans le but de m e t t r e obs tac le aux 
dép lacemen t s l a té raux de la cour ro ie qui r i sque ra i en t de la faire t omber . On a obse rvé , 
en effet, qu 'une courro ie passan t d 'une poul ie cy l indr ique à une poulie t r onc -con ique 
se rapprocha i t de la p lu s g rande base (fig. 370). Cela t ient à ce que , ses deux bo rds 
ayant des v i t e s ses l inéa i re s différentes, la courro ie t end à se p l ace r ob l iquemen t , 
comme l ' indique la figure, ce qui l ' en t ra îne ve r s des rayons de p lus en p lus g r a n d s . 

f - -f! Β 

F i g . 370. F i g . 371. 

Il r é su l t e de là que , si l 'on forme une poul ie pa r deux t roncs de cône à g r a n d e s 
bases s u p e r p o s é e s , la cour ro ie se ma in t i en t d ' e l l e -même dans la rég ion méd iane . D a n s 
la p ra t ique , on subs t i t ue aux géné ra t r i ce s ABC (fig. 37f), su ivan t l e sque l l e s les deux 
t roncs de cône sont coupés par un plan mér id i en , un a rc de ce rc l e t a n g e n t AMC, dont 
la rotat ion au tou r de l 'axe e n g e n d r e la surface e x t é r i e u r e de la poul ie . L ' expé r i ence 
condui t à donne r à la flèche de ce t a rc u n e l o n g u e u r égale au 1/20 de la l a r g e u r de la 
cour ro ie . 

422. L o n g u e u r d ' u n e c o u r r o i e . — Nous d i s t i ngue rons deux cas : 

1° Cas d'une courroie droite. 

Soient R e t R' les rayons des poul ies , a la d i s t ance des axes , e t α l ' angle que forme 
la l igne des c e n t r e s avec les rayons oA, o'A' q u i abou t i s sen t aux po in t s de c o n t a c t 
A, A'. La demi- longue ir de la courro ie e s t 

l = a rc MA + a rc M'A' -f- AA' 

= a s in a. (π — α) R -f- aR ' 

— a sin a -f 7rR — ( R — W) α m 
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L'angle a e s t d é t e r m i n é par la re la t ion , t i r é e du t r i ang le rec tang le 0 C 0 

Il — R' 

Ces formules p e r m e t t e n t de ca lcu le r l en fonction de a, R e t R'. Dans la p ra t ique , 
on subs t i t ue souven t à la p r e m i è r e la formule a p p r o c h é e qui s'en dédu i t en faisant 

11 

* = — , s o i t 

l = a + — lll + R') Cil 

Toutefois , l ' approx imat ion n 'es t suffisante que si la d i s tance des axes est assez 
g rande , c o m p a r a t i v e m e n t à R e t R', pour que la v a l e u r exac te de a diffère peu d'un 
angle droi t . 

Fig . 37?. 

A p p l i c a t i o n . — Eu supposan t a = 3 m è t r e s 11 = 5 0 e / m 1 1 ' = 30 c / . n , la 
formule a p p r o c h é e ( 3 ) donne , en c e n t i m è t r e s 

¡ = 3 0 0 + 1.0708 X 8 0 = 4 2 5 c / m GG 

soit 8 ° \ 5 1 pour longueur ' to ta le de la cou r ro i e . 

La formule (.') donne 
2 0 1 

c o s a = — = _ 
D'où a = S 5 ° 3 3 ' 

et , en p r e n a n t pour un i t é l 'angle au cen t r e qui i n t e r c e p t e en t r e ses cô tés un a r c égal 
au rayon 

« = 1 . 5 0 4 

D'autre par t siu a = 0 . 9 9 7 . On t i re donc de la formule (1) 

l = 3 0 0 X 0 . 9 9 7 + 5 0 7i — 2 0 X 1 . 5 0 4 = 4 2 0 4 0 

soit 8 m ,52 p o u r l o n g u e u r to ta le de la cou r ro i e . On voi t que , dans ce cas par t i 
cul ier , le r é s u l t a t fourni par la formule a p p r o c h é e es t t r è s suf f i samment exact . 
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2° Cas d'une courroie croisée. 

On a, en conse rvan t les nota t ions p r é c é d e n t e s 

l = a rc MA -f- arc M'A -J - A A 

= a sin a + (je — a) R -f- (it H> 

= a sin a + (i: — a) (R + R ) 
(4) 

l 'angle % é tan t d é t e r m i n é par 
la relat ion, t i rée du triangle, 
rec tangle oCo' 

cos a. 

A p p l i c a t i o n . — En sup -
p o s a n t a = 3 rnè t res , R = 50 c/m 
R' = 30 c / m , on t r ouve 

cos a 
50 (-30 

300 
4 
15 F i e . 373. 

d'où a = 74°30' et sin a = 0 . 9 0 4 

En p renan t pour un i t é l 'angle au c e n t r e qui i n t e r c e p t e en t r e ses côtés un a r c égal 
au rayon a. — 1.3 II v ien t donc 

1 = 300 X 0.964 + (50 + 30) X 1.8416 = 436 <=/m 53 

soi t 8 m ,73 pour la l o n g u e u r to ta le de la cou r ro i e . 

423. C o n d i t i o n p o u r q u e la l o n g u e u r d ' u n e c o u r r o i e n e c h a n g e p a s q u a n d 
o n f a i t v a r i e r l e s r a y o n s d e s p o u l i e s , la d i s t a n c e d e s a x e s r e s t a n t c o n s t a n t e . 
— P o u l i e s é t a g é e s . 

1° Cas d'une courroie croisée. 

Les formules (i) e t (5) m o n t r e n t que , pour une d i s t ance d 'axes d o n n é e , la l o n g u e u r 
de la cour ro ie ne d é p e n d que de la s o m m e R -f-R' . On peu t donc faire pa s se r u n e 
m ê m e cour ro ie sur des a s s o r t i m e n t s de poul ies , cons t i tués de te l le so r te que la 
s o m m e des rayons de deux poul ies accoup lées r e s t e invar iab le . 

2° Cas d'une courroie droite. Solution approchée. 

Si l 'on se t r ouve dans des condi t ions te l les que la formule 3 (422) soit app l i c ab l e , la 

condit ion d ' invar iabi l i té pour la l ongueur de la cour ro ie es t encore R + R' = c o n s t a n t e . 

A p p l i c a t i o n s . I . — Si, par e x e m p l e , les rayons respect i fs de deux poul ies c o n 
juguées son t R — 2 0 0 ^ e t R ' = 120*», c o r r e s p o n d a n t à un r a p p o r t de v i t e s s e s a n g u -

h>' R 5 4 
la i rcs — = - - ,=:—, e t qu 'on veui l le ob t en i r de nouveaux r appor t s de v i t esses — r 
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1 e t 2 / 3 , les rayons des coup les su ivan t s s e r o n t d é t e r m i n é s par les r e l a t ions 

R , + R ' j = R + R ' = 3 2 0 " / m 

Arbre* 

ZD 

R < _ 4 
R ' f ^ " 3 

R a + R ' 2 = 3 2 0 • " / „ 

R ' 2 -

R : l - j - R ' , = 3 2 0 " ' / p 

R ' i 3 

Fia:. 37i. 

" ^ C T ! ^ . ce qui donne 

R 1 = 1 8 2 - / m 9 R ' , = 1 3 7 - / m l 

R 2 — R ' 2 = 1 6 0 m / m 

R j = I 2 8 ' i / m R ' 3 = 1 9 2 m / m . 

En réa l i té , ces résu l ta t s do ivent ê t re un peu modifiés, t an t à cause de la forme 
b o m b é e donnée aux poul ies , qu 'à cause de l ' influence de l ' a l longement de la cour ro ie 
su r le r appor t des v i t e s ses ( 4 2 7 ) . L e s poul ies d e rayons R R , R 2 R 3 d 'une par t , cel les 
de rayons R ' R ' j R ' 2 R ' 3 d ' au t re par t , fo rment deux b locs , calés l 'un su r l ' a rbre mo
t e u r , l ' au t re sur l ' a rbre m e n é (fig. 3 7 4 ) , auxque l s on donne le nom de cô?ie.s ou de 
poulies élagées. 

I I , — Calculer les rayons des poulies de deux cônes à trois étages, conduisant 
un tour pourvu d'un, harnais ordinaire (396}, connaissant : 

1" Les rayons maxim.um et minimum des pièces à travailler, soient. 1 0 0 m / m 

et 1 0 m / m , a i n s i que la vitesse moyenne de coupe, soii 9 mètres par minute : 

2 ° L a vitesse constante de l'arbre du renvoi, soiCS = 0 0 tours par minute ; 

3 " L e r a y o n m o y e n d u cône moteur, soit R t = 8 0 " ^ n » . (Nous employons les no ta 
t ions ind iquées figure 3 7 4 , dans l es t ro i s é t ages de gauche) . 

On sait, de plus, que les vitesses obtenues par l'emploi combiné des cônes et du 
harnais forment une progression géométrique. 

Calcul des vitesses du cône mené. — Soient N' et N" les v i t e s ses angu la i res , 
évaluées, en n o m b r e s de t o u r s p a r m i n u t e , qui conv iennen t pour le t rava i l des p ièces 
d e plus, g rand e t de plus, pe t i t r ayon . En éga lan t l e s v i t e s se s c i rconféren t ie l les cor
r e s p o n d a n t e s à lai v i t e s se de coupe , on a, si l'on p r e n d le mi l l imè t re pour un i t é de 
longueur et la m i n u t e pour u n i t é de te.inps 

4 5 
2 * N ' X 1 0 0 = 9 0 0 0 d'où N' = 

2 - ^ K ' X l O = 9 0 0 0 d'où N " = 
450 

1 4 . 3 , so i t 1 5 t o u r s envi ron 

• 1 4 3 . 2 , soit 1 5 0 t ou r s env i ron . 

Appelons E. la ra i son du ha rna i s . Les t e r m e s de la p rogress ion g é o m é t r i q u e for
m é e par les six v i t esses r é s u l t a n t de l ' emploi combiné du cône e t du ha rna i s sont 

Volée 

150 

Harnais 

1 5 0 E 

Volée 

150 E 2 

Harnais 

1 5 0 E 3 

Volée 

150 E * 

Harnais 

1 5 0 E S = 1 5 
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Par c o n s é q u e n t £ =r 0 , 0 3 e a v i r o n . 

Los v i t esses du cône m e n é , quand la cour ro ie passe du plus pet i t é tage au plus 
grand, sont donc 

N' = 150 tours N' 4 — 150 E

2 = 5 [ ) , 7 ou 00 t ou r s 

N ' 3 = 150 E i = 23,8 ou 24 tou r s . 

Calcul fie.s rayons. — N'ous ca lculerons d 'abord le rayon de l ' é tage moyen du 
cône mené , pu i sque le rayou de l 'é tage co r r e spondan t du cône m o t e u r est connu. La 

propor t ion 
1 4 ' , 

N'i 
N 

donne 

K, X N 1 X 6 0 
60 

= 80™/m. 

Pour que la courro ie pu i s se ê t r e p lacée s u c c e s s i v e m e n t su r tous les é tage s,la s o m m e 

des rayons doit , d ' après ce qui p r écède , ê t r e c o n s t a m m e n t égale à l i , ~ II', — l 6 0 n , / m . 

Les rayons II et R' vérif ient l es équa t ions 

R + U' = -1G0°'/. 

R 
I V " 

150 
60 

d'où l'on dédu i t 
R R ' R + R ' ou 1 6 0 

1 5 0 60 2 1 0 

et, par conséquen t 

„ 1C0X 150 . . . . . . 
R = ^ = 1 1 4 ° i / m 3 

R' 

210 

160 X 60 
210 

4 j m / m 7 

On a, de m ê m e 

R 2 + K ' ä = - 1 0 0 > n / m 

RT 
2 4 _ 

' 6 0 

d'où R 2 

24 
R ' a 
60 

R 2 4 - R ' 2 o u 1 0 0 

fit R , r = 

R ' < 

1 6 0 X 2 4 
84 

1 6 0 X 6 0 

: 4 5 ™ / „ 1 7 

- 1 1 4 " ' / n i 3 

423 bis . C a s d ' u n e c o u r r o i e d r o i t e . — S o l u t i o n r i g o u r e u s e . 

11 s'agit de d é t e r m i n e r les r ayons des poul ies con juguées de te l le s o r t e que la 
m ê m e cour ro ie , de l ongueu r connue 11, puisse p a s s e r d'un couple à l ' a u t r e , e t que le 
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r a p p o r t — p r e n n e u n e va l eu r d o n n é e pour chaque couple . Cela r e v i e n t à r é s o u d r e 
h) 

par r appor t à R et R' le s y s t è m e d 'équat ions s i m u l t a n é e s 

l = a sin a. -f- (n — a) R + a R' 

R — R' 
cos a = 

a 

Nous c h e r c h e r o n s d 'abord les va l eu r s de R et R' convenan t aux deux p r e m i è r e s . 
icR' 

Ajoutons et r e t r a n c h o n s —^— à l ' express ion de l ; en s u p p o s an t R > R', il v i en t suc 

ce s s ivemen t 

l = a sin « + ~ R ^ R' + - 7 R — ~ xi' — R i + R'* 

= a sin • + Y (R + H) + - « j (R - »') 

= a sin a + — (R + R') + ^ — z^J a cos x 

On t i re 

^- (R -f- R') = l — a sin a — — a cos * 

D au t r e par t - — - - cos a 

Ces deux d e r n i è r e s équa t ions forment un s y s t è m e qu' i l e s t imposs ib le de résoudre 
r i g o u r e u s e m e n t par des formules a lgéb r iques , pu i sque a es t u n e fonction de R — R'. 
Nous t o u r n e r o n s la difficulté en cons idé ran t R e t R' c o m m e des fonctions de a, et nous 

A i • * ! w . R + R ' . R — R' r e p r é s e n t e r o n s g r a p h i q u e m e n t les var ia t ions de et de T . 

d'où 

R — l i ' 
a) Représentation graphique des variations de ^ 

l a 
On cons t ru i t d ' abord les l o n g u e u r s — et — , Pour cela, on t r ace un rec tangle YXUY 

77 TT 

(fig. 375) dont les côtés sont r e s p e c t i v e m e n t d e t -nd, ci é t a n t une longueur a rb i t ra i re . 
En m e n a n t la d iagonale VU, on obt ien t une éche l le qui p e r m e t de r édu i re une longueur 
que lconque dans le r appor t de 2 à T T . S i , pa r exemple , on por te su r le côté VY une 
l ongueu r VT = l, on a 

T z _ d _ 1 

l Tld TC 

l a 
d'où TZ — —. En p o r t a n t ensu i t e ZA — a, on a de m ê m e AB = — 

7C Tt 
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Traçons le qua r t de cerc le BB, de c e n t r e A, et soit B ( AC = » u n angle que l conque ; 
por tons su r la t a n g e n t e CE au poin t C u n e l ongueu r 

CE = a r c C B = AB 

Menons enfin l ' o rdonnée DCG et sa pe rpend icu l a i r e EF . La figure donne 

a 

CD = AC sin a. = — sin a 

C F C E cos a = -^- (Y — A^ C O S A 

et par sui te 

DF = CD + CF = ~ f s in a + — * ) cos a I 
Donc enfin, à cause de DG = — 

Les seu les va l eu r s de a que l'on ait à cons idé re r é t an t compr i s e s e n t r e o et —, la 

cons t ruc t ion p r é c é d e n t e , app l iquée à des pos i t ions suffisamment n o m b r e u s e s du point 

C su r l ' a rc B(B, donne une courbe IFB qui r e p r é s e n t e , dans le sy s t ème d 'axes rec 

tangula i res xOy, les var ia t ions de ^ ^ pour o<Jcc -^ -^ - . On facilite les opéra t ions 

en r e m a r q u a n t que le l ieu du point E est un a rc de déve loppan te de cerc le BEI que 
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l'on peu t t r ace r . Il suffit e n s u i t e de- m e n e r d i v e r s e s t a n g e n t e s à BIÏj, t e l l e s que CE, 
jusqu 'à l eur in t e r sec t ion avec ce t t e déve loppan te , puis la pa ra l l è le E F à O.x jusqu 'à 
sa r e n c o n t r e avec l 'o rdonnée du point C (*).. 

b) Représentation graphique des variations de 

L'express ion de ce t t e quan t i t é e s t ^ — : - 2 - e o s a 

Décr ivons du point A c o m m e cen t re une c i rconfé rence de rayon A~S = ~ , prolon

geons AC j u s q u ' e n C et menons l 'o rdonnée C D ' . Nous aurons ainsi 

. ^ , a H — R 
AD =r—- cos 

En po r t an t c e t t e l ongueu r su ivan t GM, et en r é p é t a n t la m ê m e cons t ruc t ion pour 
des va l eu r s suffisamment n o m b r e u s e s de on obt ien t une l igne LMK qui r e p r é s e n t e 

les var ia t ions de ^ ^ dans le s y s t è m e xOy. Or, on a 

('1 

GM -= — cos a 

a 
LG — AD -— — cos et par c o n s é q u e n t 

a 
GM T 
LG cons tan te 

Il r é su l t e de là que tous les t r i ang les r ec t ang l e s ana logues à LMG sont semblab les , 
et que le l ieu du point M es t une dro i te . Four la cons t ru i re , il suffit d ' obse rve r que 

a 
O K = I — , pu i sque le point K es t la posi t ion que p r e n d le point M quand 7 . = 0 . 

i 

(*).La courbe I F B est tangente en B à L A parallèle à Qx, et en I à L A droite IA. On a en 

effet, en posant - = GF = y , oG = ~ §- cos -i — X. et eu différentiant par rapport à 2 

dy = — ( -r a ) sin a d i 

A 

dx = — S I N A do. 

R • dy T. 

d ou — = 3. 

dx 2 

expression qui se réduit h zéro pour a = ( p o i n t B de L A courbe I"FB), et à pour 3 = 0 

- X -

2 
a 

AN B J 
(point 1 D E la courbe). C o m m e - j ^ - = —— = — . IA est la. t.tngenle en I. 

En donnant à a, pour la construction de IFIJ, des valeurs — , •-, on construit aisé-

m -• :Ît la tangente en chaque point F déterminé. 
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e) Détermination de R et II'. 

Il es t m a i n t e n a n t facile de cons t ru i r e les va leurs de R et R' qui c o r r e s p o n d e n t à 
une va leu r donnée d e a. En t r açan t L K t s y m é t r i q u e de LK par r a p p o r t à Ox, on a 

R = R + R ' - f R 7 K ' r - F G -f- G M — FG - f GH = F H 

R' = R + Ï V - = F G — G M — FM 

Il res te à m o n t r e r c o m m e n t on peu t d é t e r m i n e r ces rayons de m a n i è r e à r éa l i se r 

un rappor t donné ^ = h de v i tesses angu la i res . La ques t ion r ev i en t à t r o ' i v O T " , o v 

{M 
<•>' R 

De la re la t ion - — = ^ T T - = k 
to R 

on t i re , en supposan t R > R' (d'où w' > u et k > 1) 

R + R' 
io ' + a> _ R 4 - R' 2 F G _ h \- 1 

I l — R' R — R' "~ MG 

Le r a p p o r t ^ '- j es t connu par h y p o t h è s e ; soi t m sa va leu r . La posi t ion du 

point F su r 113 doit donc sat isfaire à i a re la t ion 

F G 
— I T ) 

G M 

Si l'on suppose le p r o b l è m e résolu , e t si l'on p ro longe L F j u s q u ' e n .1, on a 

_ 0 J _ _ F G _ _ 

~Ô~K ~~ "MG" ~~ m 

et par c o n s é q u e n t 

OJ = m X OK = ?n -y-

La va leur de OJ é tan t ainsi connue , on peu t d é t e r m i n e r le po in t J, e t par su i t e le 
point F . Oïl ob t i en t e n s u i t e R e t R' c o m m e plus haut . 

Il faut .observer que le point F ne peu t pas pas se r à gauche du poin t P où LK ren
cont re IR, sans quoi le s e g m e n t R ' = FM changera i t de s igne . Cela p r o v i e n t de ce que 
pour une l ongueu r donnée de cour ro ie , l 'angle a ne peut pas t o m b e r au-dessous d 'un 
cer ta in m i n i m u m , c o r r e s p o n d a n t au cas où R' = o, et donné par la fo rmule 

R 
COS ot„ — 

a 

Ce m i n i m u m es t , dans la figure, l ' angle I^ACo qui c o r r e s p o n d au point de ren-* 
con t re de l ' o rdonnée PCa du po in t P avec le q u a r t de c e r c l e B,B. 

di Disposition»pratiques. 

La figure 376 m o n t r e c o m m e n t on peu t d i spose r les choses pour r end re p r a t i q u e 
l 'emploi de l ' échel le de p ropor t ions que nous venons d ' a p p r e n d r e à cons t ru i r e . Obsor -
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vons que , quels que soient l e t a, les directions LK et LK, sont invar iables pu isque 

a 
OK Y -K 

= — — T , -= cons t an t e . 
ÜL a 2 

S e u l e , la posi t ion du poin t L d é p e n d de l, à cause des re la t ions AL = — et 

l - a * 
BL = . On peu t donc p r o c é d e r de la façon su ivan te . 

Après avoir t r acé la courbe IB aussi e x a c t e m e n t que poss ib le , on cons t ru i t un 

r e c t a n g l e za.be dont l es côtés : c - S e t z a = —— sont dans le r a p p o r t de 1 à (8 r e -

p r é s e n t a n t une l o n g u e u r a rb i t ra i re ) . Les d i agona les ac e t zb son t r e s p e c t i v e m e n t pa-

l a 

rá l l e l es à LK et L K t . On por te ensu i te BL = •—, et l 'on t r ace LK, LK, . Pour évi-
Tt 

CI 

Fig. 37G. F ig . 377. 

t e r d 'avoi r à d é t e r m i n e r chaque fois les d i rec t ions , te l les que L F J , qui c o r r e s p o n d e n t 
à u n e va l eu r donnée k du r a p p o r t des v i t e s ses angu la i r e s , on g radue le côté zf du 
cad re comm e il sui t . On t race un r e c t a n g l e znpq s emblab le à zabc , de d imens ions 
assez p e t i t e s p o u r que son côté zq soi t con tenu un grand n o m b r e de fois dans zf. En 
p o r t a n t zq s u c c e s s i v e m e n t en g2, 23, 34... et en jo ignan t les poin ts de division à n, on 
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obtient des d ro i t e s , t e l l e s que n], r e s p e c t i v e m e n t para l lè les aux d i rec t ions de la d ro i te 

LFJ pour les va l eu r s m = 2, 3, 4. . . du r a p p o r t " " . En effet, 

•zj zq ab TC 

— = m X = m x = m — 
z« zn za 2 

D'aut re pa r t (fig, 375) 

OJ m 2 
OL 

Donc nj es t pa ra l l è le à LJ . 

Il n 'es t pas n é c e s s a i r e de faire u n e figure pour chaque va l eu r de a, Il suffit de ré 

dui re — dans un r a p p o r t tel que ce t t e l o n g u e u r soi t r e p r é s e n t é e par df (fig. 376). On 
TZ 

l — a 
rédui t ensu i t e dans le m ê m e rappor t , pour d é t e r m i n e r le point L. Si, pa r 

TZ 

exemple , il s ' ag i t de d é t e r m i n e r II et R ' p o u r une d i s t ance d'axes a = 2 m è t r e s , et une 
demi- longueur de cour ro ie Z = 3 m 50, en s u p p o s a n t d / = 1 2 0 m / m , on c h e r c h e un r a p -

1 l a 
port de r é d u c t i o n — te l que — X — = 1 2 0 m / m . On t rouve r n n TZ ' 

1 
120 X 

n ' ^ 2000 — 50 

l a 

On ca lcu le ensu i t e la l ongueu r qui , à la m ô m e éche l le , r e p r é s e n t e , soi t 

1 l — a 3ir 3500 - 2000 

n TZ M TZ 

C'est ce t t e l o n g u e u r que l 'on por te en BL. Les rayons R = FH et R' = FM ainsi 
\ 

cons t ru i t s sont r e p r é s e n t é s à l ' échel le —. Leur s v ra ies l ongueur s sont donc 

R = F H X Î I = F H X 4 ° - R ' = F M x n = F M X - ^ -
3 TZ ô TZ 

On a r e p r é s e n t é (fig. 376-377) les r ayons de deux cônes à q u a t r e é tages , c o r r e s p o n 

dant à des va l eu r s h =_3 , 2, 3/2, 4/3 du r a p p o r t 

424. C ô n e s c o m p l é m e n t a i r e s . 

Ce m é c a n i s m e , qu 'on peu t cons idé re r c o m m e la d isposi t ion l imi te de pou l ies 
é tagées dans l e sque l l e s le n o m b r e des é tages croî t indéf iniment , en m ê m e t emps que 
la différence de deux rayons consécut i fs t end ve r s zéro , p e r m e t de faire va r ie r g ra 
d u e l l e m e n t le r a p p o r t des v i t e s ses angula i res de deux axes para l lè les . Il se compose 
de deux t roncs de cônes , de m ê m e angle g é n é r a t e u r a, mon tés en sens inve r se s u r 
les deux a r b r e s (fig. 378). Le plan moyen de la cour ro ie , dont la t r ace su r le p lan de la 
figure es t AB, coupe les t a m b o u r s su ivan t deux c i rconférences de rayons R et R'. 
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Pour que la cour ro ie puisse p a r c o u r i r les poul ies dans tou te leur é t endue , il faut et il 
suffit, en adop tan t pour e x p r i m e r sa l ongueu r la formule a p p r o c h é e 

1 = 8.+^- (R + K) 

q u e l'on ait R + R' — cons t an t e . Ce t te condi t ion es t b ien r e m p l i e , car si AB se dép lace 
p a r a l l è l e m e n t à e l l e - m ê m e j u s q u ' e n A'B', R a u g 
m e n t e d e A'C, t and i s que R' d iminue de BD. A cause 
de l 'égal i té des angles g é n é r a t e u r s a, on a é v i d e m 
m e n t A'C —: BD. 

Pour r éa l i s e r une p lus g rande préc i s ion , on as
socie à l 'une des poulies t ronc-coniques un t ambour , 
dont on d é t e r m i n e la sect ion m é r i d i e n n e curv i l igne 
p a r po in t s , eu c o n s t r u i s a n t u n n o m b r e convenab le 
de rayons par l ' éche l le de p ropor t ions é tabl ie p r écé 
d e m m e n t . 

On a déjà s ignalé l ' emploi d 'une poulie conique 
dans les bancs à b roches , pour la c o m m a n d e du train 
ép icyc lo ïda l d ' I Iou ldswor th (411). On t rouve auss i l es 
cônes c o m p l é m e n t a i r e s dans q u e l q u e s m a c h i n e s ou>-
t i l s , où la v i tesse de l 'arbre m e n é doit va r i e r d 'une 
façon con t inue . C'est ce qui se p r é s e n t e dans les 
m a c h i n e s à t r onçonne r P r a t t et W h i t n e y , où la bro
che reçoi t un m o u v e m e n t de rotat ion accé l é r é pen
dan t que l 'outil se r a p p r o c h e du cen t re de la ba r r e , 
afin que la v i tesse c i rconférent ie l le de coupe à l 'outil 
r e s t e cons t an t e . La t rans la t ion de la cour ro ie est 

a s s u r é e p a r v i s et éc rou . Tand i s que le t r o n ç o n n e m e n t d 'une ba r r e d 'acier de T 6 m / m 

de d i amè t re d e m a n d e 7 m i n u t e s quand la b roche t o u r n e d 'un m o u v e m e n t un i fo rme, il 
s 'effectue en 2 m i n u t e s 1/2 a v e c une m a c h i n e p o u r v u e des côneg a c c é l é r a t e u r s . 

Une modification i m p o r t a n t e a r é c e m m e n t é té appo r t ée à l 'emploi des cônes com
p l é m e n t a i r e s . Les flexions 
q u e subi t la c o u r r o i e obli
g e n t à en r édu i r e la l a r g e u r , 
ce qui r e s t r e i n t l ' emplo i de 
l ' appare i l à la t r ansmi s s ion 
•d'efforts assez faibles. Pour 
é v i t e r cet i nconvén ien t , la 
Socié té amér i ca ine Moore 
•et Yv'hite a i m a g i n é d 'em-
pïoyer des cour ro ies s econ 
d a i r e s , di tes t.ransform.a-
irices, i n t e rca lées e n t r e la 
cour ro ie m e n a n t e e t cha
c u n e des pou l i e s -cônes . Ces 
c o u r r o i e s t r a n s f o r m a t r i c e s 
s o n t fo rmées de blocs de 
c u i r p r i s m a t i q u e s , empi l é s 
de man iè re à cons t i tue r des 
files ana logues à celle qui es t 
r e p r é s e n t é e dans la figure 

3$2. Les d imens ions des Fig. TiO. 
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blocs dans les files consécu t ives sont ca lcu lées de t e l l e s o r t e q u e la c o u r r o i e secon
daire rachè te l 'angle du cône sur lequel elle s ' enroule , co mme il e s t m o n t r é en D et D' 
dans la figure 379. La cour ro ie p r inc ipa le G es t a insi p lacée su r des p a r t i e s cy l ind r i 
ques, e t peu t r ecevo i r t e l le l a r g e u r que l 'on veut . 

Le c h a n g e m e n t du r appor t d e s v i t e s ses es t ob t enu par l e t r ans fe r t de la cour ro ie G 
et des cour ro ies s econda i r e s D e t D'. La courro ie C est p r i s e dans u n e fourche t t e , so
lidaire d'un éc rou H que 1 on peut faire mouvo i r en ag i s san t su r la vis V par une 
chaîne en rou lée s u r la poul ie A. • 

425. P o u l i e s e x t e n s i b l e s F o u i l l a r o n . 

La var ia t ion dans le r a p p o r t des v i t esses peu t auss i ê t re o b l e n u e en emp loyan t 
deux poul ies ex tens ib les , combinées do te l le so r t e q u e la s o m m e de l eu r s rayons r e s t e 
constante. JI. Foui l la ron , cons t ruc t eu r à L e v a l l o i s - P e r r e t , a imag iné un disposit if 
très ingénieux, qu' i l a app l iqué au c h a n g e m e n t de v i tesse d a n s les au tomobi l e s . 

Chaque poul ie e s t cons t i tuée par deux cônes i d e n t i q u e s , m o n t é s su r le m ê m e 
arbre en sens inve r se l 'un de l ' au t re . Ces cônes son t c reux , e t l eu r s sur faces l a t é r a l e s 
sont p e r c é e s d 'enta i l les t r apézo ïda les (fig. 380), compr i ses e n t r e des géné ra t r i ce s à 

Fig. "3i0. 

peu près equ id i s t an t e s . L e s pa r t i e s p le ines é tan t l é g è r e m e n t p lus é t ro i tes que les 
par t ies c r e u s e s , les ple ins de l 'un des t roncs de cône p e u v e n t s ' engager dans les c reux 
de son conjugué ; l ' ensemble de deux cônes j u m e a u x forme u n e so r t e de poul ie , dont 
le d iamèt re var ie é v i d e m m e n t avec l ' écar fement de ses pa r t i e s . 

Deux de ces poul ies sont employées à la t r a n s m i s s i o n du m o u v e m e n t dans l e s 
voi tures sys t ème Foui l la ron . L 'une d 'e l les , AA', di te poulie mo t r i ce , es t m o n t é e s u r 
l 'arbre Z du mo teu r , et par t ic ipe à sa ro ta t ion. L ' a u t r e , BB', di te pou l i e r é c e p t r i c e , 
est mon tée sur un a r b r e Z', dont la ro ta t ion se t r a n s m e t , au m o y e n de p ignons e t de 
chaînes aux roues a r r i è r e du véhicu le . Le cône A' de la poulie mo t r i c e e s t calé à. de
meure sur l ' a rb re Z ; le cône A est por té par un m a n c h o n à, r a i n u r e s qui lui p e r m e t , 
tout en pa r t i c ipan t à la ro ta t ion de l 'arbre Z, de se dép lacer l o n g i t u d i n a l e m e n t sous 
l 'action d'un lev ier LH. De m ê m e , le cône B' de la poul ie r é cep t r i c e e s t fixe sur l ' a rb re 
Z', et le cône B p e u t g l i sser le long de cet a rb re sous l 'act ion du l ev i e r L'H'. Les b r a s 
L e t L' des deux l ev ie r s sont re l iés par un pu i s san t r e s so r t R . L e m o u v e m e n t du le
vier LH es t p rodu i t par une vis sans fin C, c o m m a n d é e e l l e - m ê m e , au moyen d 'en
grenages non figurés su r le c roquis , par un pe t i t v o l a n t V p lacé au-dessous du g rand 

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



volant de d i r ec t i on . Enfin, les deux cônes mobi les A et B son t o r i en t é s en sens inverse 
l 'un de l ' au t re . 

Supposons que , sous l 'act ion du volant V. le b ras L du l ev ie r LU soit en t ra îné , 
dans la d i rec t ion f. Le cône mobile A de la poul ie mo t r i ce se dép lace dans la di rect ion 
<j>, e t le rayon de ce t t e poul ie d iminue . Le m o u v e m e n t es t t r a n s m i s au l ev ie r L 'H 'pa r 
le r e s so r t II, et le cône mobi le B est e n t r a î n é dans la d i rec t ion C J / , ce qui accroî t le 
rayon de la poul ie r é c e p t r i c e . C o m m e la v i t e s se angu la i r e de l ' a rbre m o t e u r r e s t e sen
s ib l emen t cons tan te , le r é s u l t a t obtenu es t un r a l e n t i s s e m e n t de l ' a rbre Z et des roues 
a r r i è r e de la vo i t u r e . Le d é p l a c e m e n t des l ev ie rs dans le s e n s des flèches d e t f'( pro
du i t l'effet con t r a i r e . 

11 faut toutefois m o n t r e r q u e ce c h a n g e m e n t dans les pos i t ions r e l a t i ve s des di
v e r s e s pa r t i e s du s y s t è m e p e u t s ' accompl i r sans qu' i l soi t néces sa i r e de faire v a r i e r l a 
l ongueur de la cour ro ie . P o u r cela , cons idé rons s e u l e m e n t la poul ie mo t r i c e e t s u p 
posons que son cône mobi le soit passé de la posi t ion A f à la pos i t ion A (fig. 381). Le 
rayon de la poulie mo t r i c e a d i m i n u é de la différence c{d{ —cd. Or , . s i l'on dés igne 
par a le demi-angle au s o m m e t des cônes j umeaux , et par e le d é p l a c e m e n t longi tudi
nal du cône m o b i l e , on a : 

— cd = 
ab. 

tg « 
ab 

• tg o 
ab, -ab 

- t g a = — t g «. 

De m ê m e , à un d é p l a c e m e n t longi tudina l e' du cône mobi le B de la poul ie r écep-

t r ice c o r r e s p o n d u n e a u g m e n t a t i o n de rayon égale à - - tg «. P o u r que la m ê m e lon

g u e u r de cour ro ie pu i s se c o n v e n i r dans les deux pos i t ions du s y s t è m e , il suffit que la 

s o m m e des r ayons des poul ies r e s t e cons
t an t e , ce qui a l i eu si e = e. Les d imens ions 
des l ev ie rs do iven t ê t re t e l l es que cotte éga
l i té soi t sa t i s fa i te . En. s u p p o s a n t qu ' i l en 
soit a insi , et que chaque lev ier soit mobile 
au tou r de son mi l ieu , les d é p l a c e m e n t s des 
poin ts D et E s*ur les c i rconfé rences qu'ils 
déc r iven t s e ron t auss i égaux . Mais la dis
t ance DE, dans ces cond i t ions , ne d e m e u r e 
pas cons t an t e . C 'es t pourquoi les deux le
v ie rs ne sont pas re l iés par une t ige r ig ide . 
Au moyen de l ' écrou K, on règ le le sys t ème 
de man iè re que le r e s s o r t II soit l é g è r e 
m e n t t e n d u quand la d i s t ance DE es t m i 

n i m u m ; l ' appare i l fonct ionne d 'une façon sa t i s fa isante dans t ou t e s les au t r e s posi
t ions , à cause de l 'é las t ic i té de R. 
De p lus , l 'act ion du r e s so r t tend 
c o n s t a m m e n t à r a p p r o c h e r les 
poin ts D e t E , c 'est-à-dire à aug
m e n t e r s i m u l t a n é m e n t les rayons 
des deux poul ies , ce qui a s su re à 
la cour ro ie u n e tens ion convena
ble dans tous les cas . 

La cour ro ie est composée de 
blocs de cuir découpés en forme 
de t rapèze isocèle Iflg. 382). L'an
gle S des deux cô tés égaux est 
égal à celui q u e fo rment e n t r e ï . 3 8 2 . 
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elles, sur les cônes j u m e a u x , deux géné ra t r i ce s s i tuées dans un m ê m e plan mér id ien . 
On a donc jj = n — 2 a. Les blocs de cuir son t p e r c é s de t rous dans l e sque l s p é n è t r e n t 
des cordes à boyau qui donnen t à l ' ensemble de la cour ro ie beaucoup de souplesse e t 
de sol idi té . 

P e n d a n t le fonc t ionnement du sy s t ème , le plan moyen de la courro ie se m e u t pa 
ra l lè lement à lu i -même . Soient 1J e t 1,3, (fig. 381) les posi t ions de ce plan qui c o r r e s 
pondent aux pos i t ions (A t , A') et (A, A') de la poulie mo t r i ce . On a é v i d e m m e n t 

_ ab , ab _ e 
a a i - ~ 2 2 ~ " 2 ~ 

Comme le d é p l a c e m e n t e' de la poulie r é c e p t r i c e e s t égal à e, e t de m ê m e sens , on 
conclut que , si les cônes mobi les se t r a n s p o r t e n t dans un cer ta in sens d 'une quan t i t é e, 

le plan moyen de la courroie se t r a n s p o r t e dans le m ê m e sens d 'une quan t i t é — (*). 

Les poul ies ex tens ib les Foui l laron peuven t r e m p l a c e r les pou l i e s é t agées dans les 
t r ansmiss ions de m o u v e m e n t i ndus t r i e l l e s . 

426. P o u l i e s f o l l e s . 

Lorsque p lu s i eu r s mach ines reço iven t le m o u v e m e n t d'un m ê m e a rbre mo teu r , il 
importe de pouvoi r a r r ê t e r ou m e t t r e en marche chacune d 'e l les , sans avoir à se p r éoc 
cuper des a u t r e s . On a r r ive a. ce résu l ta t en p laçan t sur l 'un des a r b r e s , à côté de la 
poulie de c o m m a n d e P, une poulie égale P' , di te poulie folle, qui t ou rne sans en t r a îne r 
son axe (fig. 383). En ag issan t sur u n e fourche t t e F , p lacée au 
voisinage du g roupe P P ' , on peu t faire pa s se r la courro ie à v o 
lonté de P su r P' , ou i n v e r s e m e n t , ce qui p rovoque l ' a r rê t de la 
machine dans le p r e m i e r cas, et son e n t r a î n e m e n t dans le second. 

La fou rche t t e doi t ê t re d i sposée de man iè re à e m b r a s s e r le 
br in de cour ro ie qui s ' enrou le sur la poulie m o t r i c e . Nous ver
rons plus loin (429) l ' expl ica t ion de ce fait. 

427. I n f l u e n c e d e l ' a l l o n g e m e n t d e s c o u r r o i e s s u r l e 
r a p p o r t d e s v i t e s s e s . 

Lorsqu 'on v e u t sou lever un corps pe san t par le m o y e n d 'une 
corde ou d 'une cour ro ie passan t sur une poul ie , l'effort à e x e r c e r 
dépasse tou jours le poids du fardeau, pa rce qu 'une par t ie de la 
puissance mot r i ce es t absorbée par le f ro t t ement qui se d é v e 
loppe e n t r e la j an te de la poul ie e t le l ien, ou s e r t à va incre la 
ra ideur de la cour ro ie qui oppose u n e ce r ta ine rés i s t ance à la 
flexion. En d ' au t res t e r m e s , lu. tension T du brin conducteur DA F ig . 383. 
e.st plus grande que la tension T' d u brin conduit BC. Ce t t e 
observat ion es t appl icable dans la t r ansmiss ion par poul ies et cour ro ies , la r é s i s t ance 
opposée par la poul ie m e n é e jouan t le rôle du poids à sou leve r . 

Comme la cour ro ie , formée d 'une m a t i è r e é las t ique , s 'a l longe p ropor t ionne l l e 
ment à la t ens ion qu 'e l le suppor t e , les l o n g u e u r s de ses deux b r ins v a r i e n t inéga le 
ment, et il en r é s u l t e pour la t r a n s m i s s i o n u n e pe r tu rba t ion , don t l'effet a é té é tud ié 
pour la p r e m i è r e fois par M. Kretz , dans les Annales des Mines. 

{') Ce fait e s t important , car, s'il n'avait pas l ieu, la formule l — a - f - — (R + R'). sur la 

quelle s'appuie le ra i sonnement , serait inapplicable , pu i sque la courroie ne serait pas conte 

nue dans un plan perpendiculaire à i a direction des axes . 
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Désignons pa r a le coefficient d ' a l l ongemen t de la cour ro ie , c ' e s t -à -d i re la varia
t ion de l 'uni té de l ongueu r pour une t e n s i o n égale à l 'uni té de force. Une longueur 
inf iniment pe t i t e ds , p r i se à l ' é ta t n a t u r e l , dev ien t ds (1 -f- a T) quand el le passe s u r 
le brin menan t , et ds (1 -)- a T') quand elle es t su r le br in condui t . Ces l o n g u e u r s iné
ga les e m p l o i e n t le m ê m e t e m p s dt pour s ' enrouler , la p r e m i è r e s u r la poul ie mot r i ce , 
l a seconde s u r la poul ie m e n é e , c a r s'il n ' en étai t pas a ins i , la q u a n t i t é d e ma t i è re , 

Fig. 381. l 'ig. 385. 

p r i se à l 'é tat na tu re l , qui a r r i v e sur un des b r ins , ne s e r a i t pas égale à celle qui le 
qui t te p e n d a n t le m ê m e t e m p s , de so r t e que tou t e la c o u r r o i e s ' accumule ra i t sur un 
des br ins au d é t r i m e n t de l ' au t re . On a donc 

tu R dt ----- ds 1 1 - j - j T ) 

tô'R' dt = ds (1-i- a T') 

d'où co' tt l + i T' 

~ = 7ï 7"Xl-r(JcT 

Pour une m ê m e v i t e s se « de l ' a rbre m o t e u r , la v i t e s se angu la i r e t h é o r i q u e </, de 
la poul ie m e n é e est d é t e r m i n é e par la re la t ion 

u'j R 

~ ~ ~ R T 

Puisque T ' < T , on a 
tu' Oi'i 

— < — -
eu w 

et tu'< tVi 

On conclu t de là que l'allongement de la courroie produit un ralentissement de 
l'arbre mené, dont la va leur , é tabl ie par l ' expé r i ence , e s t en m o y e n n e d e d e u x t o u r s 
pour cent . P o u r l éa l i s e r un r a p p o r t de v i t esses angu la i r e s donné en t e n a n t compte 

i 

de ce t t e c i r cons t ance , il faut a u g m e n t e r de le rayon t h é o r i q u e des poul ies mo

t r i ces , ou d iminuer dans la m ê m e p ropor t ion le rayon des poul ies condu i t e s . 

A p p l i c a t i o n . — Soit p r o p o s é de ca lculer les rayons de deux pou l ies te l les que 
l ' a rb re m e n é fasse 60 tours par m i n u t e e t l ' a rbre m o t e u r 200 t o u r s . 
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ET» dés ignan t p a r R e t 14' l e s rayons: t héo r iques do ces pou l i e s , o a a 

w' _ R _ 60 _3_ 

^ " " ~R'~ ~~ 2Ô0~ ~~ 7 » 

R et R ' d o i v e n t donc ê t r e des équ imul t ip les de 3 et 10, soient , par e x e m p l e , R — 90 m / m 
et R ' = 300 «V™-

Pour ten i r c o m p t e de r a l l o n g e m e n t de la cour ro ie , nous s u b s t i t u e r o n s à R la va
leur su ivan te 

», = £ » = ^ = . . - / - « 
Le r a p p o r t t h é o r i q u e d e s v i t e s s e s angula i res c o r r e s p o n d a n t e s se ra alors 

I f 

91,8 
300 200 

en dés ignan t par x le n o m b r e de tours de l ' a rbre m e n é qui, dans ces cond i t ions , cor
respondra i t à 200 tou r s de l ' a rbre m e n a n t . On t ire de ces p ropor t ions 

200 X 91.8 • 
.x =•• j-QQ — 61 t o u r s 2 

Mais le r a l e n t i s s e m e n t de l ' a rbre m e n é , égal à 2 t ou r s pour 100, cause u n e pe r te de 

6 1 . 2 x 2 
100 

I tour 224 

La poulie condui te fera donc en réa l i té 

G1.2 — 1.221 = 59 tours 976 

c'est-à-dire à t r è s p e u de chose près les 60 tours que l 'on vou la i t ob t en i r . 
Ce s o n t l e s va l eu r s R t et R' qui do ivent ê t re e m p l o y é e s dans le calcul de la lon

gueur de l a cour ro ie , pa r l es formules é tabl ies au p a r a g r a p h e 422. 

428. T r a n s m i s s i o n d e H i r n . 

Avant l ' in t roduc t ion de l ' énerg ie é l ec t r ique dans la p r a t i q u e , les f rères Hirn ava ien t 
imaginé une d ispos i t ion p e r m e t t a n t de t r a n s m e t t r e la force mot r i ce à des d i s t ances 
considérables de son l ieu de p roduc t ion . Elle cons is te dans l ' emploi de câbles télédy
namiques, pas san t sur des poul ies de t rois à qua t re m è t r e s de 
d iamèt re , p lacées en moyenne à 100 m è t r e s les unes des a u t r e s . 
Pour a s s u r e r à ces câbles u n e sol idi té suffisante, on les forme 
par l ' en rou l emen t de p l u s i e u r s câbles , ou torons, p lus pe t i t s , 
composés de fil de fer soup le to rdu en hé l ice au tour d 'une âme 
en chanv re , Auss i sont-i ls t r è s p e s a n t s , e t , pour év i t e r l eu r rup 
tu re , on est obligé de d o n n e r aux poul ies u n e t r è s g rande vi
tesse, qui peu t a t t e indre 30 m è t r e s par seconde à la circonfé
rence ; ce t t e l imi te , qui c o r r e s p o n d à 150 t o u r s env i ron par mi
nute , ne. doit pas ê t r e dépas sée , sans quoi les pou l i e s r i sque -
raient de se b r i s e r sous l 'action de la force cent r i fuge . Eu raison 
d e l à forme cy l indr ique des câbles , l a j a n t é des poul ies p r é sen t e 
une gorge t rapézoïda le PMP' (fig. 386) ; le fond du c r eux es t garni 
en M d 'une a r m a t u r e de cui r c o m p r i m é qui a u g m e n t e l ' adhé
rence . 

Le câble e s t m a i n t e n u l âche en t re deux poul ies consécu-
l'ig. 3SG. 
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t ives ; son poids cons idé rab le suffit à lui donne r la t ens ion néces sa i r e , Le fonct ion
n e m e n t de ces m é c a n i s m e s e s t iden t ique à celui des poul ies e t cou r ro i e s o r d i n a i r e s . 

429. T r a n s m i s s i o n p a r p o u l i e s e t c o u r r o i e s e n t r e d e u x a r b r e s n o n p a 
r a l l è l e s . 

Les ro ta t ions de deux a rb re s non para l l è les p e u v e n t ê t r e l iées pa r des poul ies et 
cour ro ies dont la d ispos i t ion es t d é t e r m i n é e p a r l e p r inc ipe e x p é r i m e n t a l su ivan t : 

Pour qu'une courroie p u i s s e conduire 
2. une poulie, il suffit que le brin qui s'enroule 

arrive dans le plan de la poulie : le brin qui 
se déroule peut s'échapper dans une direc
tion quelconque (*). 

Nous d i s t inguerons deux cas : 

P r e m i e r c a s . — La transmission doit 
pouvoir se faire dans les deux sens. 

D'après le p r inc ipe p r écéd en t , l e s deux 
br ins de courro ie qui abou t i s sen t à u n e poulie 
doivent ê t re s i tués dans son plan. 

Soit — h le rappor t do v i t e s ses à réa l i -

Fig. 387. 

ser ; cons idérons deux plans P et P ' (flg. 387). 
r e s p e c t i v e m e n t pe rpend icu la i r e s aux axes ZZ' 
en des points que lconques o et d, e t détei m i 
nons leur in t e r sec t ion xy. T raçons , dans ces 
p lans , des c i rconfé rences de cen t r e s o et o , 

dont les rayons soient dans le r appor t = k, 

et, par deux po in t s q u e l c o n q u e s AB de xy, m e n o n s des t a n g e n t e s AC, AD, BE, MF 
à ces c i rconfé rences . Disposons enfin, t a n g e n t i e l l e m e n t aux côtés des ang les CAD, 
E B F , des ga le ts de r envo i , mob i l e s au tour d 'axes Z, e t Z 2 . U n e cour ro ie sans fin, dis
posée su ivan t le con tour ACEBFDA. as su re la t r ansmiss ion dans les deux sens, 
p u i s q u e les b r in s qui abou t i s sen t à chaque poulie sont s i tués dans son plan. De plus , 
si l'on fait abs t r ac t i on du r a l e n t i s s e m e n t causé par l ' a l longement de la cour ro ie , les 
v i t e s s e s l inéa i res de deux poin ts de cel le-ci , C e t D par e x e m p l e , sont n é c e s s a i r e m e n t 
éga les , et l'on a · 

O J H = w' K' 

d'où 
h) H' 

La t r ansmiss ion e s t donc bien a s s u r é e avec le r a p p o r t de v i t e s s e s voulu . Les ga
le t s de renvoi n 'ont pas d ' au t re effet que de c h a n g e r la d i rec t ion des br ins de cour
roie ; ils sont sans influence s u r le r appor t des v i t e s se s , don t l ' express ion res te la 
m ê m e que dans le cas où les axes son t pa ra l l è les . 

D e u x i è m e c a s . —• L a transmission n'est assurée que dans un sens. 

On peu t a lors s u p p r i m e r les ga le t s de renvoi , et re l ie r d i r e c t e m e n t les deux 
a rb re s . Soient P et P ' deux p lans p e r p e n d i c u l a i r e s aux axes zz en o e t o', e t xy leur 
in t e r sec t ion . T raçons , dans ces p lans , des c i rconférences d é c e n t r e s o e t o', t angen t e s 
à xy en A et B (flg. 388), e t imaginons qu 'un fil s ' enroule sur e l les en su ivan t le contour 

(') C'est pour cette raison que. lorsqu'on veut déplacer une courroie par une fourchette 
(4Î6), celle-ci doit s'attaquer au brin qui s'enroule sur la poulie, et non à celui qui la quitte. 
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A C B D . LSI le m o u v e m e n t s 'effectue dans le sens f, la t r ansmiss ion e s t poss ib le , pu i sque 
le brin AC, qui s ' enroule s u r o, es t con tenu dans le p lan P, et que le b r in B D , qui s 'en
roule sur o', e s t con tenu dans le plan P'. Mais, si l'on essaie de c o m m a n d e r le mou
vement un sens con t ra i re , la cour ro ie tombe i m m é d i a t e m e n t , le br in qui s ' en rou le s u r 
une poulie é t a n t s i tué ce t t e fois dans le plan de l ' au t re . 

Les rayons R et II', qui do ivent sa t is -
R J 

faire à la re la t ion -rp- — -—= k, p e u v e n t 
K Cl) 

être calculés , e t n o u s les suppose rons don
nés. Il faut donc d é t e r m i n e r les p lans P 
et P'. Observons pour cela que la d i rec t ion 
A de l eu r i n t e r sec t ion est connue , car elle 
est paral lè le à la p lus cour t e d is tance des 
axes. Menons pa r A et B les para l lè les Aa 
et B fi à z e t z ; les p lans xBS, yAa. qui 
sont para l lè les à A et t a n g e n t s à deux cy
lindres de r évo lu t ion d ' axes z e t z e t de 
rayons R et R', p e u v e n t ê t re cons t ru i t s par 
les p rocédés de la g é o m é t r i e desc r ip t ive . 
Leur in te rsec t ion fait conna î t re la droi te 
xy, et, par conséquen t , les p lans P et P ' . 

Il faut r e m a r q u e r que les points de 
contact de la cour ro ie avec les poul ies ne 
sont pas r i g o u r e u s e m e n t À et B ; auss i ce 
mode de t r a n s m i s s i o n ne s ' appl ique- t - i l 
commodément , sauf dans ce r t a ins cas par
t icul iers , que si la p lus cour te d is tance des 
axes n 'es t pas t r op pe t i t e par r a p p o r t aux 
rayons R et R'. 

Fig . 388. 

430. E q u i p a g e s d e p o u l i e s . 

On appel le a insi des combina i sons de poul ies m o n t é e s su r des axes fixes, qui 
jouent un rôle ana logue à celui des équ ipages de roues d e n t é e s . Deux a r b r e s Z e t Z, 
(fig. 389) sont re l iés par une cour ro ie passan t sur des poul ies AA' de rayons R et R'. 
Sur l 'axe Z, e s t m o n t é e u n e s econde poul ie , de rayon R f , qui c o m m u n i q u e le m o u 
vement à un t ro i s i ème a rb re Z 2 par l ' i n t e rmédia i re d 'une courro ie e t d 'une poul ie de 
rayon II',, e t a insi de su i te . Soient w, a i ] , o>2 w ' les v i t esses angula i res des a r b r e s 
successifs. En cons idé ran t le r appor t de deux d 'en t re e l les c o m m e positif ou négat i f 
selon que les ro ta t ions c o r r e s p o n d a n t e s sont de m ê m e sens ou de s e n s c o n t r a i r e s , 
on a 

R 

(0} R. 
R ' , 

R 2 

R', 

D'où, en mul t ip l i an t m e m b r e à m e m b r e 

R R, R 2 

R' R', R'J 
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Par analogie avec les r é su l t a t s é tab l i s aux p a r a g r a p h e s 387 e t 388, ce t t e express ion 
e s t - appe l ée la raison de l ' équ ipage . E l le e s t égale , en va leu r abso lue , au r a p p o r t du 
p rodu i t des r ayons des pou l i e s m e n a n t e s au p rodu i t des r a y o n s des pou l i e s m e n é e s . 
El le e s t pos i t ive dans le cas de la figure, et , d 'une façon généra le , quand tou tes les 
cou r ro i e s son t dro i tes , ou que le n o m b r e des cour ro ies c ro isées est pa i r . El le est au 

con t ra i re néga t ive si le n o m b r e des 
courro ies c ro i sées es t impa i r , quel 
que soit d 'a i l leurs celui des courro ies 
d ro i tes . Les poul ies de renvoi , s'il y 
en a, n 'ont aucune influence ni sur le 
s igne , ni sur la va leur abso lue de la 
ra ison. 

Ou peu t se p ropose r de dé t e rmi 
n e r les é l é m e n t s d 'un équ ipage de 
poul ies , conna i s san t sa raison. Ce t te 
ques t ion n'offre aucune des difficul
tés, qui se p r é s e n t e n t dans les équ i 
pages, de roues doutées , ca r on peu t 
toujours r éa l i s e r deux poul ies dont 
les rayons soient dans un r appor t 
donné , ce qui n'a pas l ieu quand il 
s 'agit de roues d ' eng renages . Obser -

Fig. 389, vous toutefois qu'i l est nécessa i re de 

ten i r compte , d a n s le ca lcul des pou
l ies , du r a l e n t i s s e m e n t des a rb re s success i f s p rodu i t par l ' a l longement des d iverses 
c o u r r o i e s . Voici d 'a i l leurs un exemple de calcul . 

A p p l i c a t i o n . — Soit p roposé de t r o u v e r les rayons des poul ies d'un équ ipage , 
•composé de t rois m e n a n t e s et de t ro is m e n é e s , et tel que le p r e m i e r a rb re fasse 50 tours 
p e n d a n t que le d e r n i e r en fait 800. 

a) Calcul des rayons théoriques. 

On doit avoir , en conse rvan t les no ta t ions p r é c é d e n t e s 

— R ' R t R ? _ _800 _ i _ _ _ 4 ^ _2 _2 
E ~ R ' R , R ' s ~ 50" "~~ 1 "~ 1 1 I 

Les rayons R e t IV d e v a n t ê t r e des équ imul t tn l e s de 4 et 1, et R T R ' ( , II , }i't des 
•équimult iples de 2 e t de 1, on p o u r r a p r e n d r e , par exemple 

11 = 300% 1*! — 200% II , = 200% 

IV = 75% IV, _-100% R Y - - I 0 0 1 . ; 

b) Hayons modifiés pour tenir compte du ralentissement des arbres menés. 

On a vu qu'i l suffit, pour c o n t r e b a l a n c e r l ' influence de l ' a l longement des courro ies 

s u r le r appor t des v i t e s ses , d ' a u g m e n t e r de ~ - les rayons théor iques des poul ies me

n a n t e s . En dés ignan t les nouvel les va l eu r s do ceux-c i p a r l e s symbo les (II), (Hi), illj), 

o n aura ainsi 
. . . 5 I 
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Les rayons H' R', R' 2 des poul ies condui tes conse rve ron t l e u r s va l eu r s c a l c u l é e s 
p r é c é d e m m e n t . Pour vérifier si le r é su l t a t c h e r c h é e s t b ien a t t e in t , ca lcu lons le n o m b r e 
de tours x r é e l l e m e n t effectués par le d e r n i e r a r b r e m e n é , p o u r 50 t o u r s An p r e m i e r 
a rbre m e n a n t . L ' a l l ongemen t des cour ro ies r édu i san t le r a p p o r t des v i t e s se s d e deux. 

a rbres consécut i fs a u x - -g" de sa va leu r t h é o r i q u e , la ra i son de l ' équ ipage se ra 

300 X 2 0 4 X 204 / S 8 _ \ 3 _ 
7,") X 1ÛU X 100 X V 100 ) ~~ 50 

d'où l 'on t i r e 
x •— 7HS tours env i ron 

soit une pe r t e totale d'à peu p r i s un tour . Si les r ayoas d e s poul ies m e n a n t e s n ' a v a i e n t 
pas é t é modifiés, le n o m b r e de tours x' du d e r n i e r a rb re m e n é eû t é té donné par la 
relat ion 

300 X 201) x 2 0 0 . ^ / 93 V x' 
75 X 101) xTtiÛ V 107U ) ~ 50" 

On t rouve x' = 753 tours envi ron 

r é su l t a t t rès différent de celui qu'on voula i t a t t e i n d r e . 
C e s o n t l e s va l eu r s (R) I l i 1 ) ;1L). R' R', R', qu' i l faut po r t e r dans les fo rmules é t a 

blies au p a r a g r a p h e 422 pour ca lculer l es l ongueu r s des cour ro iqs s u c c e s s i v e s . 

§ II. — Poulie fixe et Poulie mobile. 

431 P o u l i e f i xe . 

La poulie fixe es t formée d 'un d i sque cy l indr ique dont la surface , c r eusée en gorge 
à sec t ion m é r i d i e n n e demi -c i r cu l a i r e , reçoi t u n e corde ou u n e chaîne (fig. 390). Une-
pièce M, appe l ée chape, po r t e un tour i l lon au tou r d u q u e l la poulie t ou rne l ibrement , . 

Pig- 3M. · P i g . 391. 

et un c roche t qui s e r t à s u s p e n d r e tou t le s y s t è m e à un poin t fixe. Le brin AB, s u r 
lequel s 'exerce l'effort moteur , es t appe lé garant; l ' au t re b r in , appe lé courant, s u p 
por te la r é s i s t ance à va incre , qui sera , par e x e m p l e , une m a s s e pesan te . En s u p p o 
sant la corde inex tens ib le , la v i tesse du ga ran t es t é v i d e m m e n t égale à celle du cou
r a n t . L'effet de la poul ie fixe es t donc s e u l e m e n t , dans ce t te hypo thèse , de c h a n g e r 
la d i rec t ion d 'un m o u v e m e n t ou d 'une force. 
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432. P o u l i e m o b i l e . 

Ce m é c a n i s m e e s t i den t ique au p r é c é d e n t dans t ou t e s ses pa r t i e s , mais il n ' e s t 
pas d i sposé de la m ê m e m a n i è r e . La c h a p e e s t r e n v e r s é e , e t son c r o c h e t s u p p o r t e le 
fardeau à sou lever (fig. 391). La corde , s u s p e n d u e à un p o i n t fixe A, passe d 'abord 
sous la poul ie B, puis r e m o n t e g é n é r a l e m e n t su r une poul ie de renvoi C. C 'es t su r le 
br in C qui s ' é chappe de ce t t e d e r n i è r e qu ' ag i t la p u i s s a n c e m o t r i c e . C h e r c h o n s à 
é tabl i r une re la t ion e n t r e la v i t e s se d ' é léva t ion du fardeau e t cel le d u m o t e u r ; nous 
d i s t i n g u e r o n s deux cas : 

P r e m i e r c a s . — Les brins sont parallèles [fig. 392). 

L 'é léva t ion ds du fa rdeau p e n d a n t u n t e m p s infini

m e n t pe t i t dt es t l iée à sa v i t e s se v' pa r la r e l a t ion 

v'dt - ds 

Le br in m o t e u r pa r cou r t , p e n d a n t le m ê m e t e m p s , 
i e s p a c e 2 ds a v e c la v i t e s se v, e t l 'on a 

vdt = 2 ds 

d'où 

I On voi t que : d a n s la poulie mobile à brins paral-
l > i g . 3 9 2 . lèles, la vitesse du moteur est double de celle du fardeau. 

D e u x i è m e c a s . — Les brins ne sont pas parallèles (fig. 393). 

Nous s u p p o s e r o n s , pour simplif ier , que la poul ie mobi le e t la poul ie de r e n v o i 

sont r é d u i t e s à de s imp les po in t s . So ien t ABC et AB,C les pos i t ions du s y s t è m e à 

F i g . 3 9 3 . 

deux é p o q u e s vois ines t et t -[- At, auxque l l e s c o r r e s p o n d e n t des l o n g u e u r s de corde 
AB = l, BC = V, AB, = l — M B,C = V —Al' c o m p r i s e s e n t r e la poul ie mobi le d 'une 
part , le point fixe e t la poulie de renvoi d ' a u t r e par t . La ver t i ca le du poin t B est , à. 
chaque ins tan t , b i s sec t r i ce de l 'angle formé par les br ins de corde qui y a b o u t i s s e n t ; 
ca r si l 'on cons idè re , par e x e m p l e , la pos i t ion ABC, le c e n t r e de la poulie mobi le 
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t end à se p lacer , sous l 'act ion de la p e s a n t e u r , au poin t le plus bas d 'une e l l ipse K 
dont A et C sont les foyers , e t don t le g rand axe es t égal à AB -f- BC, La t a n g e n t e à 
l 'el l ipse en ce poin t é t an t hor izonta le , la normale B.v, qui es t s i t uée dans le plan 
ABC, est ve r t i ca le . Le m ê m e fait a l ieu pour la posi t ion AB,C, où la ve r t i ca le B,.!:, es t 
b i ssec t r ice de l 'angle AB,C. G é n é r a l e m e n t , les d ro i tes BB, , B.v, l i t x t son t d i s t inc tes , 
car, s'il en étai t a u t r e m e n t , les t r i ang les BB,A, BB,C, qui au ra i en t un côté c o m m u n 
adjacent à deux angles égaux chacun à chacun , s e r a i en t i g a u x , et. les poin ts A et C s e r a i e n t 
s i tués dans un m ê m e plan hor izonta l . Sauf dans ce cas par t icu l ie r , la t ra jec to i re du 
cen t re de la poul ie mobi le n ' es t donc pas la ve r t i ca le qui liasse par sa posi t ion in i t ia le . 

Soit BB'i = BB, cos (J l 'é lévat ion du fardeau pendan t le t emps A/ ; sa v i tesse v', 
mesurée dans Le sens vertical, a p o u r express ion 

, . . B B ' , . . BB, cos p 
v = h m —. — = h m — — f* 

A ( At ; ' 

Celle du m o t e u r est , d ' au t re pa r t , 

M f M 

v — l im 

On est a insi condui t à e x p r i m e r Al et AJ' en fonction BB, e t de p. Le t r i ang le 
ABB, donne les r e l a t ions 

AB AB, _ BB, _ AB — A B 

s i n A B j B ~~ s i n A B B , — sin BAB, — s in AB,B — sin ABB, 

ou, en posant , pour simplifier, A B . v = a e t AB,.v = a - ( - A ï 

l l — M BB, Al 

s i n ( a + Aa —S) sin (a — 6) sin Aa ^ Aa / _ Aa \ 
' \ rj j s m _ _ _ o o s i a _ p _| i 

n a donc 

Î B B . B i n - ^ c o B ^ a - M - - ^ ) BB, c o s ( s - p + ^ ) BB ' , cos ( a - p - [ - ^ ) 

S i n Aa Aa „ Aa 
C i 

Le t r i ang le CBB, donnera i t , par ana logie . 

cos —̂ — cos ¡3 cos · 

BB' , cos ( a -|- p - l -

Ai' = -
Aa 

9 
COS ¡3 COS 

Par conséquen t 

cos ( * — ~ ) + cos ( a + p . J - 4^) 
Al + A l ' = BB' , X 

2 cos 
BB' , X 

cos ¡3 cos - y -

Aa 
cos 

(*) Il faut remirquer que u' n'est pas la vitesse du point B sur sa trajectoire ; celle-ci a 

pour expression lim —~̂ r—, et sa direction est celle que prend le segment B B i quand le point 

Bi vient se confondre avec le point B . 

C I N É M A T I Q U E 1 9 
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En d iv i san t l es deux m e m b r e s par i f et en p a s s a n t à la l imi te , il v i e n t . 

V = l im - ; — - = v X 2 cos * 
ai 

d'où 
1 

2 cos a 

Quand a = o, l e s b r ins de corde son t pa ra l l è les , e t l 'on a i ! = 2u', r é s u l t a t déjà 
établi d i r e c t e m e n t . 

L ' express ion — ~ •• condui t à u n e i n t e rp ré t a t i on 
V 2 COS m 

g é o m é t r i q u e t r è s s i m p l e . Soit MN la corde qui sous- tend l 'arc 
de la poulie mobi le e m b r a s s é par l es br ins (ûg. 394). On a 

Fig. 3 9 4 . 

et pa r su i t e 

On p e u t donc écr i re 

M N = 2 R cos a 

MN 
2 cos a — • 

R 

R 
MN 

ce qui m o n t r e q u e : la vitesse verticale du fardeau est à la vitesse du moteur dans 
le même rapport que le rayon de la poulie mobile est à la corde de Varc embrassé 
par les deux brins qui y aboutissent. 

Quand les b r ins son t pa ra l l è l e s , MN = 2R, e t l 'on r e t r o u v e encore v = v. 

$ III. — Treuil ordinaire. 

433. Le t r eu i l o rd ina i re e s t cons t i tué par i 
en un point duque l e s t r a t t a c h é e u n e co rde , d 
à sou lever . Le t a m b o u r est mobi le au tour 
de son axe g é o m é t r i q u e ; sa rota t ion es t 
h a b i t u e l l e m e n t c o m m a n d é e pa r u n e man i 
velle AB, su r laque l le s ' exe rce la pu i s s ance 
mot r i ce '(fig. 395). 

Soient H la v i t e s se angu la i r e du t r eu i l , 
» la v i tesse l inéa i re du bou ton de la mani
ve l le , v' cel le du fardeau, R e t r les r ayons 
respect i fs de la man ive l l e e t du t a m b o u r . 11 
es t clair que , si l 'on négl ige l ' épa i s seur de la 
corde , v m e s u r e à c h a q u e i n s t an t la v i t e s se 
du t a m b o u r à sa c i r confé rence . On a donc 

v' = u> r 

et c o m m e , d ' au t re pa r t , 

. . . . V 
il v ien t — = 

v 

m cy l indre de révolu t ion appelé tambour, 
ont l ' ex t r émi t é l ib re D s u p p o r t e le fardeau 

Fig. 395 . 

J R 

r 

Far c o n s é q u e n t : la vitesse du fardeau esta celle du moteur comme le rayon du 
tambour est à la longueur de la manivelle, 

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



Dans le t r eu i l des p u i t s , l 'axe du t a m b o u r est hor izon ta l ; il es t , au con t r a i r e , v e r 
tical dans les cabes tans des nav i res . Enfin, la manive l l e est s o u v e n t r e m p l a c é e pa r 
des l ev ie rs in t rodu i t s dans des t r ous c r e u s é s su r le t ambour , ce qui p e r m e t de lui 
donne r une p lus g rande l ongueu r (treuil des c h è v r e s et sap ines ) . 

§ IV. — Treuil à engrenages. 

434. Le t reui l à e n g r e n a g e s diffère du p r é c é d e n t en ce que le m o u v e m e n t , au l i e» 
d 'ê t re donné d i r e c t e m e n t au t ambour , lui es t t r a n s m i s par l ' i n t e rméd ia i r e d 'un équ i 
page de roues d e n t é e s , t e l q u e 

A B 

A' B' 

(flg. 39fi), dont la p r e m i è r e roue es t so l ida i re de la man ive l l e , e t don t la d e r n i è r e es t 
calée sur l 'axe du t a m b o u r . En d é s i g n a n t par m e t tn' les v i t e s ses angu la i r e s r e s p e c 
tives de la manive l l e et du t ambour , par 11 et r 
leurs rayons , par v et v' l es v i t e s ses du m o t e u r 
e t du fardeau, on a B x 

v — u R 

et par c o n s é q u e n t 

JEl - J L v - ^ L 
v R ' u 

Mais — es t la r a i son de l ' équ ipage I n t é r 
im 

calé en t re la manive l l e mo t r i ce e t le t a m b o u r . 
A A' , h'ig. 39G. 

En lui subs t i t uan t sa va l eu r - j j jy- . " v ient 

.El — _L A A ' 
v R X B B ' 

Donc : L a vitesse du fardeau est à celle du moteur dans le même rapport que le 
produit du rayon du t a m b o u r p a r tes n o m b r e s de dents des m e n a n t e s a u p r o d u i t de 
la longueur de la manivelle par les nombres de dents des menées. 

Si, par e x e m p l e , r— 15 =/m, R . - 35 e/m. A : - 1 5 , B - 6 0 , A' _ - î O , B ' — 100, on a 

15 15 x 2 0 
35 60 x 100 

Sans e n g r e n a g e s , ce r a p p o r t eû t été égal à 
15 

140 

3 
. P o u r u n e m ê m e v i t e s s e de 

35 7 
la manivel le , le fardeau m o n t e donc vingt fois moins v i te dans le p r e m i e r cas que dans 
le second. Si l 'on admet , c o m m e cela est d é m o n t r é en S ta t ique (pr incipe des v i t e s s e s 
v i r tuel les) , que les i n t ens i t é s dos forces suscep t ib l e s de se faire équi l ib re dans une 
machine sont en ra ison i n v e r s e des v i t esses que p r e n n e n t les o rganes auxque l s e l les 
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s ' app l iquent (*), ou voit que , dans l ' exemple n u m é r i q u e c i -dessus , il faut, pour sou l eve r 
un m ê m e fardeau, une pu i s s ance mot r i ce v ingt fois p lus grande avec le t r eu i l s imple 
qu ' avec le t r eu i l â e n g r e n a g e s . En r evanche , le t e m p s nécessa i r e pour é lever le fardeau 
à u n e h a u t e u r donnée e s t v ingt fois mo ind re dans le p r emie r cas que dans le second. 

G é n é r a l e m e n t , les t r eu i l s à e n g r e n a g e s s o n t d isposés de te l le sor te que l 'on puisse 
faire e n t r e r en jeu t ou t e s les roues de l ' équ ipage , ou b ien s e u l e m e n t u n e p a r t i e . De 
oetto façon, le fardeau peu t s ' é lever p lus ou moins r ap idemen t , pour une m ê m e va
l eu r de la v i tesse m o t r i c e . On fait u sage d e s combina i sons les p lus len tes p o u r sou le 
ve r les corps les plus pe san t s , Voici , par e x e m p l e , la d ispos i t ion employée dans les 
g rues des chemins de fer. Le t a m b o u r T du t r eu i l (fig. 397) es t sol idaire d 'une roue A, 

A./ sa 

qui reçoi t son m o u v e m e n t d 'un p ignon A'. Sur l 'axe Y de celui-ci es t calée une roue 15, 
eng renan t avec un pignon B ' d o n t l 'axe Z, para l lè le au p r é c é d e n t , por t e en ou t re une 
roue C égale à B. (Sur la vue de face, les axes Y e t Z pa r a i s s en t confondus). Enfin, 
l ' a rb re U des m a n i v e l l e s po r t e deux p ignons égaux D et E (confondus su r la vue de 
profil) qui , dans la posi t ion figurée à gaucho , n ' e n g r è n e n t avec aucune des roues B e t C ; 
m a i s , au moyen d'un lev ier L, on p e u t à vo lonté a m e n e r en contac t , soit le p ignon E 
a v e c la roue B, soi t le p ignon D avec la roue C. Dans le p r e m i e r cas, le m o u v e m e n t 
des man ive l l e s es t c o m m u n i q u é au t a m b o u r par l ' équ ipage 

E B 

A' A 

et les roues B'CD t o u r n e n t à v ide . Dans le second cas , la t r ansmiss ion est a s s u r é e par 
l ' équipage 

D C 
B' B 

A' A 

et t ou t e s les roues son t emp loyées , sauf E. En app l iquan t la re la t ion g é n é r a l e 

v 11 t.) 

(*) C'est ce principe que les techniciens énoncent ainsi : Ce qu'on gagne en force, on la 
perd en vitesse, et inversement. 
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établie plus haut , on t rouve 
V = r IvV 
v U AB 

quand la c o m m a n d e e s t faite par le pignon K ; le t ambour et les man ive l l e s t o u r n e n t 
alors dans le m ê m e sens . Quand la c o m m a n d e s 'effectue par le p ignon D, on a 

v' r s D B A ' 
v K ABU 

et le t ambour tou rne en sens con t r a i r e des man ive l l e s . 

En supposan t que les n o m b r e s de den t s so ient r e s p e c t i v e m e n t 

A = 6G B ^ C = 54 A' = 11 B ' = 9 D = E = 9 

e t que la l ongueu r de chaque manivel le soit égale a, t ro is fois le rayon du t a m b o u r , on 
t rouve les deux v a l e u r s su ivan t e s du r appor t ^ : 

V_ _ 9 X 11 X 1 _ 1 
v " 5 4 X o l i x 3 108 

(pignon Ej 

V 9 X 9 X 1 1 X 1 1 , . 

V = 54 X 54 X 60 X 3 = W (pignon D) 

Une force de 1 k i log . équi l ib re un poids de 108 kilog. dans le p r e m i e r cas , e t de 
048 kilog. dans le second . 

§ V . — Moufles et Palans. 

435. D é f i n i t i o n s . — On appe l le moufle un m é c a n i s m e composé de p lus ieurs poul ies 
montées dans une m ê m e chape . Le p lus souven t , la chape por te un axe u n i q u e au tou r 
duquel les poulies peuven t t ou rne r i n d é p e n d a m m e n t les unes des a u t r e s ; e l les son t 
alors égales , e t le s y s t è m e cons t i tue une moufle ordinaire. Dans la moufle plate, au 
contraire , les poul ies sont mon tée s sur des axes d is t inc ts ; e l les sont alors inéga les , afin 
que les br ins de corde pu i s sen t passe r de l 'une à l ' au t re sans se gêne r m u t u e l l e m e n t . 

Un palan est cons t i tué par deux moufles, don t l 'une , s u s p e n d u e à un point fixe, 
joue le rôle de poulie fixe e t dont l ' au t re , qui suppo r t e le fardeau, joue le rôle de pou
lie mobile (ftg. 398i, Une co rde , a t t a chée à l 'une des moufles, passe a l t e r n a t i v e m e n t 
sur une poulie fixe et su r une poul ie mobi le ; sou brin l ibre , appe l é garant, reço i t la 
puissance mot r i ce . Les au t r e s b r ins , ou c o u r a n t s , sont a p p r o x i m a t i v e m e n t pa ra l l è l e s , 
et nous r a i sonne rons c o m m e s'ils l ' é ta ient r i g o u r e u s e m e n t . 

Pour ca lculer le r appor t des v i t e s ses , nous d i s t inguerons deux cas . 

P r e m i e r c a s . — L a corde est attachée à la moufle fixe. 

L'élévat ion ds du fardeau p e n d a n t le t e m p s infiniment pe t i t dt es t liée à sa v i t e s se 
v' par la re la t ion 

v' dt — dé-

Tous les cou ran t s , s u p p o s é s para l lè les , se r a c c o u r c i s s e n t p e n d a n t le m ê m e t e m p s 

de la quant i té ds ; en dés ignan t par n le n o m b r e des pou l ies de chaque moufle, le r ac 

courc i s sement total de la corde , qui exp r ime le c h e m i n parcouru p e n d a n t le t e m p s 

dt, est In ds. Si l 'on r e p r é s e n t e pa r v la v i tesse du mo teu r , on a donc 

v dt :.- 2n ds = 2n V dt 
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On voit a ins i que : la vitesse du fardeau est égale au quotient de la vitesse du 
moteur par le nombre des brins courants, ou, ce qui revient au même, par le nombre 
total des poulies. 

D e u x i è m e c a s . — La corde est attachée à la moufle mobile. 

La figure 399 m o n t r e que , dans ce cas , la corde es t d i r igée ve r s le l iant quand 

el le qu i t t e la moufle mobi le pour la de rn i è r e fois ; il es t donc nécessa i re de la faire 

Fig. 398. Fig. 399. 

pa s se r su r une poul ie de renvoi II, à moins que la moufle fixe ne con t i enne une poul ie 
de plus q u e la moufle mob i l e . Un r a i s o n n e m e n t iden t ique à celui qui p r é c è d e donne 
p o u r express ion de la v i t e s se du fardeau 

V=Yn-TT 

C o m m e le n o m b r e to ta l des poul ies du s y s t è m e , y compr i s la poul ie de r envo i , es t 
p r é c i s é m e n t 2 ? i + 1, ce r é su l t a t r e n t r e dans celui du p r e m i e r cas . 

Aucune h y p o t h è s e n ' ayan t é té fai te su r la na tu re des moufles, il n 'y a r ien à chan
ger dans ce qui p r é c è d e q u a n d le pa lan e s t c o m p o s é de moufles p l a t e s , 

436. R e m a r q u e . — Il e s t i n t é r e s s a n t d ' obse rve r que les v i t e s ses l inéa i res , me
s u r é e s aux c i r confé rences des d i v e r s e s pou l ies du s y s t è m e , sont inéga les . Ainsi , l ' e s 
pace pa rcouru par un poin t de la c i r confé rence de la poul ie Q, p e n d a n t le t e m p s dt, 
es t égal au r a c c o u r c i s s e m e n t ds du b r in A p e n d a n t le m ê m e t e m p s ; sa v i t e s se l inéa i re 
e s t donc égale à cel le du fardeau . Un point de la c i rconférence de P , pa rcour t , p e n 
dan t le t e m p s dt, un espace 2 ds, s o m m e des r a c c o u r c i s s e m e n t s des b r in s A et B, et 
sa v i tesse l inéa i re es t 1v', e t c . . . D 'une façon géné ra l e : 
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La vitesse linéaire de l'une des poulies du système, à sa circonférence, est égale 
au produit de la vitesse du fardeau par le nombre de brins compris entre celte 
poulie et le point d'attache de la corde. 

Si tou tes l e s pou l ies son t éga les , l eu r s v i t e s ses a n g u l a i r e s d e ro ta t ion son t dans 
le m ê m e r appor t que l e u r s v i t e s se s e i reonfércn t ie l les . C 'es t c e qui exp l ique pourquo i 
les poulies d 'une moufle o rd ina i re sout l'olles su r l eu r a x e c o m m u n . 

437. M o u f l e d e W h i t e . 

Cet appare i l diffère du p r é c é d e n t en ce que les poul ies de chaque moufle son t 
solidaires les u n e s des a u t r e s . Pour que l eu rs v i t esses c i rconfé ren t i e l l e s sa t i s fas sen t 
à la relat ion que l 'on v i en t d 'é tabl i r , il es t a lo r s i nd i spensab le de d o n n e r aux pou l ies 
des rayons différents ; on les d é t e r m i n e de la façon su ivan t e . 

Soient ? '[n,r 3 les rayons des poul ies de la moufle fixe, à laquel le nous s u p p o s e r o n s 
ra t tachée l ' ex t r émi té de la corde , w l e u r v i t e s s e angu la i re c o m m u n e , r\r\r\ et u 
les rayons et la v i t e s s e angula i re des poul ies de la moufle mobi le , v' et v les -vitesses 
respec t ives du fa rdeau e t du m o t e u r . En éc r ivan t que la v i tesse l inéa i re de chaque 
poulie à sa c i rconfé rence es t éga le au p rodu i t de la v i t e s se du fardeau par le n o m b r e 
de couran t s qui la s é p a r e n t du p o i n t d ' a t t ache de la corde , on a 

f « r 

pour la moufle fixe 

pour la moufle mobi le 

tii'r'i 

: 6 V' 

— 3 v' 

On t i re de ces éga l i t é s 

1 2 3 V 

et r-i 
3 

D'où il r é su l t e que : 

Les rayons des poulies de la moufle mobile doivent être 
proportionnels aux nombres impairs successifs 1, 3, 5 et 
ceux des poulies de la moufle fixe proportionnels aux nombres 
entiers consécutifs 1, 2, 3 

Dans ces cond i t ions , le sy s t ème fonct ionne sans g l i s s emen t i m 

de la corde sur les j an t e s des pou l i e s . Ces r é su l t a t s dev ra i en t 
être i n t e rve r t i s si la corde é ta i t r a t t achée à la moufle mobi le . 

La re la t ion en t r e les v i t e s ses du fardeau e t du m o t e u r e s t la m ê m e que dans les 
palans o rd ina i r e s . 

438. E q u i p a g e s d e p a l a n s , o u p a l a n s c o n j u g u é s . 

On peu t a s soc ie r des palans de man iè re que la pu i s s ance m o t r i c e agisse s u r l 'un 
d'eux, et la r é s i s t ance à va inc re sur un a u t r e . La combina ison o b t e n u e , qui cons t i t ue 
un équipage de palans, p eu t r en fe rmer un n o m b r e que l conque de ces m é c a n i s m e s ; 
nous s u p p o s e r o n s d 'abord qu 'e l le en c o m p r e n n e s e u l e m e n t deux . So ien t v e t v' les 
v i tesses r e s p e c t i v e s du ga ran t et de la moufle mobi le dans le p r e m i e r , n le n o m b r e de 
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br ins cou ran t s , e t u t , v\, n , l es quan t i t é s c o r r e s p o n d a n t e s dans le second. On sai t q u e 

u = nv' e t u 1 = 7 i , i ; ' 1 

P o u r t r o u v e r la re la t ion en t r e la v i t e s se du fardeau et cel le du ga ran t m o t e u r , il 
faut d i s t i ngue r deux cas , se lon le m o d e de l iaison des deux pa lans . 

P r e m i e r c a s . —• Le garant du second palan, est relié a. la moufle 
mobile du premier. 

C h a q u e palan e s t a lors su spendu à un point fixe (fig. 401) ; avec le 
mode de l iaison s u p p o s é , on a é v i d e m m e n t v{ = v'. Les re la t ions v = nv' 
e t u 1 = n 1 » ' 1 donnen t , en les mul t ip l i an t m e m b r e à m e m b r e p o u r éli
miner la quan t i t é c o m m u n e : 

v = T i r i i u ' , 

Par c o n s é q u e n t : la vitesse d'élévation du fardeau est égale au 
quotient de la vitesse du moteur par le produit des nombres des cou
rants {ou des poulies) des deux palans. 

Avec deux pa lans égaux de six poul ies chacun , on a 

F i s . 401. 

v 
" 3 0 

de s o r t e que la pu i ssance mot r i ce nécessa i r e pour équ i l ib re r un poids 

donné es t égale au 
1 1 

7 ^ - de ce poids ; e l le se ra i t de -g- pour c h a q u e palan emp l o y é seul . 

D e u x i è m e c a s . — Les deux palans sont reliés par leurs moufles mobiles. 

Chaque palan es t encore s u s p e n d u à un poin t fixe, 
e t les moufles mohi les sont r e l i ées par u n e corde pas
san t sur une poulie de renvoi (fig. 402). Le fardeau à 
sou l eve r es t s u s p e n d u à l 'un des ga ran t s , et la pu i s 
sance mot r i ce s ' exerce su r l ' au t re . Dans ces condi t ions , 
v' = v\. En d iv isan t m e m b r e à m e m b r e les équa t ions 

on a 

Par c o n s é q u e n t : les vitesses du fardeau et du mo
teur sont proportionnelles aux nombres des courants 
(ou des poulies) des palans correspondants. 

439. E q u i p a g e s d e p a l a n s p r é s e n t a n t la p r e m i è r e d i s p o s i t i o n . 

On p e u t imag ine r une sé r ie de pa l ans dont chacun soit re l ié au su ivan t d ' après le 
p r e m i e r mode . En c o n s e r v a n t les no ta t ions p r é c é d e n t e s , on a la sé r ie d ' équa t ions 

v ; nv 

j v[=niv, 

\ F-i = n » t ) ' . 
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d'où l'on t i r e , en mu l t i p l i an t m e m b r e à m e m b r e 

vv^.... Du = n n ] n 2 . . . . n p X u ' u ' j t ' j . . .. v'p 

Mais, à cause des l ia isons s u p p o s é e s en t r e les pa lans consécut i fs 

V\ = Vi 
v'z = 1-3 

V p — i = U/> 

Par c o n s é q u e n t i; = ?in(Tij . . np X v'P 

, v 

ou v . =-

nn^ij.. .rip 

Si tou tes les moufles son t éga le s , ce t t e express ion se r é d u i t a 

v 
V p = • 

S VI. — Pignons et chaînes. 

440. Les p ignons e t cha înes , t r è s employés a c t u e l l e m e n t dans les au tomobi l e s , 
les b icyc le t t e s , e t de n o m b r e u s e s mach ines -ou t i l s , pa ra i s sen t , au p r e m i e r abord , ab 
solument comparab l e s aux e n g r e n a g e s . Le b r in de cha îne qui s ' en rou le su r le p ignon 
moteur r e s t e , en effet, c o n s t a m m e n t t e n d u , e t i l s e m b l e qu 'on pu i s se l ' ass imi ler à une 
crémai l lè re qui , g râce à sa s o u p l e s s e , s e r a i t indéf in iment r a m e n é e su r les deux pi
gnons qu 'e l le r e l i e . E n réa l i t é , la t r a n s m i s s i o n s'effectue su r tou t , et parfois exc lus ive
ment, à cause de la so l idar i t é du p ignon avec la chaîne qui r é su l t e de la péné t r a t ion 
de leurs profils. N o u s nous occupe rons en p r e m i e r l ieu des cha înes à rou leaux . 

441. C h a î n e s à r o u l e a u x . — P r o f i l s d u p i g n o n . 

Les den ts de la cha îne son t cons t i t uées par des cy l ind re s , a p p e l é s roufeau.v, mo
biles autour de, l eu r s axes . 
Cherchons d 'abord quels de
vraient ê t re les profils sur 
la roue pour que le s y s t è m e 
fonctionne c o m m e un e n 
grenage à. c r éma i l l è r e . En 
supposant que le p ignon S 
soit m o t e u r (fig. 403) et que 
chaque rouleau soit r édu i t 
à son cen t r e I, le profil con
jugué , par ana logie , avec ce 
qu'on a vu au p a r a g r a p h e 260, 
sera i t obtenu eu i m p r i m a n t 
à la droi te T, dans le s e n s 
du m o u v e m e n t relatif de la 
menée (qui es t ici la chaîne) , un r o u l e m e n t sans g l i s s emen t s u r S. Ce s e r a i t donc u n e 
développante de ce rc le D, dont l 'action, comme on le reconna î t en t r a ç a n t le profil 
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D l A 1 e n g e n d r é par le point N , ne s ' e x e r c e r a i t s u r la cha îne qu ' en r e t r a i t e . Les profils 
du second p ignon s e r a i en t é g a l e m e n t des déve loppan te s de cerc le , i d e n t i q u e s à celle 
que le po in t I ' déc r i t quand on fait r ou le r la d ro i te T su r la c i r confé rence S ' dans le 
sens du m o u v e m e n t relatif de la m e n é e (qui e s t ici le pignon) ; ma i s la condu i t e n 'au
rai t l ieu qu ' en a p p r o c h e , la cha îne é t an t ce t t e fois la m e n a n t e . 

En réa l i t é , le m é c a n i s m e a ins i cons t i tué ne fonc t ionnera i t pas d 'une façon satisfai
s an t e . Deux rou l eaux consécu t i f s sont , en effet, re l iés pa r un mai l lon r ig ide , qui pa s se 
s u c c e s s i v e m e n t de la pa r t i e e n r o u l é e de la chaîne su r la pa r t i e r ec t i l igne , ou i n v e r s e 
m e n t . P e n d a n t que ce fait se p r o d u i t p o u r le mail lon IN par e x e m p l e (fig. 403), la t ra jec
to i r e re la t ive du po in t N, par r appor t au p ignon o, es t un a r c de cerc le NA de cen t re I, 
qu ' i l es t n é c e s s a i r e de s u h s t i t u e r a u s e g m e n t NA, de la développante, 'af in que l e rou leau 

s 'appuie su r lui p e n d a n t son passage sur 
~.\ la d ro i te T. La t r ansmiss ion ne pour ra i t 

donc avoir lieu par le m ê m e p rocédé que 
d a n s l e s e n g r e n a g e s q u ' a u d e l à d u p o i n t N , 
c 'es t -à -d i re quand le rou leau se sera i t d é ' 
p lacé d'un pas ap rès avoir qu i t t é le pi
gnon. Si l 'on r e m a r q u e , de p lus , que le 
cerc le de rayon IN es t o scu l a t eu r en N à 
la déve loppan te 1),, on peu t , en se bor
nan t à u n e approx ima t ion , l ' adopter pour 

\ \ profil c o m p l e t de la face du p ignon . 
Fig. iOi. Dans la p r a t i que , les rou leaux ont 

un ce r ta in d i amè t r e d, qui varie avec le 
pas de la cha îne . On doi t a lors s u b s t i t u e r aux profils t h é o r i q u e s que l'on v ien t d 'é tu
d ier , des courbes pa ra l l è l e s t e l l es que A (fig. 404), o b t e n u e s en t r a ç a n t l ' enve loppe 

d 'une c i r confé rence de rayon ~ don t le c e n t r e p a r c o u r t D ; pu i sque D e s t un a r c de 

ce rc le de c e n t r e J e t de r ayon IJ égal au pas de la cha îne , A es t un arc de cercle con

cen t r ique , de rayon P — L ' épu re d 'une roue e s t ainsi e x t r ê m e m e n t s imple . Les 

l o n g u e u r s des den t s ne sont pas d é t e r m i n é e s d ' après l ' a rc de condui te ; on donne aux 
ce rc l e s d ' é chan f r i nemen t et d ' év idemen t des rayons r e s p e c t i v e m e n t égaux à celui du 

ce rc le primitif , a u g m e n t é ou d iminué de 

s imp les rou l eaux . 

d 
La figure se r appo r t e à u n e chaîne à 

442. C a l c u l d u d i a m è t r e p r i m i t i f d ' u n p i g n o n e n f o n c t i o n d u n o m b r e d e 
d e n t s q u ' i l p o r t e e t d u p a s d e l a c h a î n e . 

Les p ignons de cha înes cons t i t uen t de vé r i t ab le s 
a s s o r t i m e n t s , de te l le so r te que le pos se s seu r d 'une 
b i cyc le t t e , pa r e x e m p l e , p e u t c h a n g e r à vo lonté ceux 
de sa m a c h i n e , e n conse rvan t la cha îne , e t ob ten i r le 
r appor t de v i t e s ses (ou la mul t ip l icat ion) qu'i l dés i re . 
Il i m p o r t e donc de savoi r d é t e r m i n e r les d imens ions 
d 'un pignon dont le n o m b r e de den t s es t donné , en fonc
t ion de cel les de la cha îne qui doit lui ê t re assoc iée . 
Nous d i s t i ngue rons deux cas . 

P r e m i e r c a s . — L a chaîne est à simples rouleaux. 

La ques t ion rev ien t au calcul du d i amè t r e d 'une 
c i rconférence , c i r consc r i t e à un po lygone r é g u l i e r dont 
le n o m b r e e t la l o n g u e u r dea cô tés son t c o n n u s . Fig, 405. 
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Soient P le pas de la cha îne , c 'est-à-dire la d i s t ance IJ des axes de deux r o u l e a u x 
consécut i fs (fig. 405), d le d i a m è t r e des rou leaux , n le n o m b r e des d e n t s du p ignon , 
et D son d i amè t re primitif, Le t r i ang le rec tang le oIK donne la re la t ion 

IK = o l sin a 

d'où 

Mais, d ' au t re pa r t 

Par c o n s é q u e n t 

sin-
180" 

Le d i am è t r e e x t é r i e u r du p ignon es t égal à D - r d, e t le d i a m è t r e au fond des 
c reux à I) — d. 

P o u r nous r e n d r e un compte exact du fonc t ionnement du m é c a n i s m e , ca lculons 
l'arc de condui te qui r é su l t e r a i t de ces d imens ions , en ass imi lan t la cha îne à une c ré 
mai l lè re . L ' a rc de r e t r a i t e IX (fig. 403) es t donné par la re la t ion 

IX = b :-_ y / o N ' - oV = v / ( R + ^ y _ R S ^ v / < m + * i 

ou, en r e m p l a ç a n t R par sa va leu r ca lculée c i -dessus 

y 2 s i n -180° 

Dans les chaînes de b i cyc le t t e , d—-6 m /m et P = 25m/m4; on t rouve , pour un p i 
gnon de 20 den t s 

h = 2 2 " > / m 3 . 

Ce ré su l t a t é tan t infér ieur au pas , on en conc lu t que la t r ansmiss ion n'a j amais l ieu 
par le m ê m e p rocédé que dans les eng renages ; elle es t due u n i q u e m e n t à l ' adhé rence 
de la chaîne e t du p ignon qui r é su l t e de l ' e n c a s t r e m e n t des rou leaux dans les c reux . 

D e u x i è m e c a s . — L a chaîne, est à doubles rouleaux. 

Dans ces cha înes , les rou leaux son t mon té s par pa i res aux deux e x t r é m i t é s IM 
d'un mail lon (fig. 406) ; deux g roupes consécut i fs de 
rouleaux j u m e a u x , ana logues au g roupe IM, sont 
reliés par un mai l lon p lus cou r t IJ , e t les den t s du 
pignon v iennen t se loger en t r e deux rou leaux M et l 
au m o m e n t de l ' e n g r è n e m e n t ; el les ne p é n è t r e n t 
pas en t re I et J. 

Dés ignons par A la d i s t ance d 'axes des t r ous de 
la joue IM, par B cel le des rou l eaux IJ, pa r a e t ¡3 
les angles LoK, LoM, e t conse rvons pour le res te 
les nota t ions p r é c é d e n t e s . Les t r i ang les r ec t ang l e s 
MoL, KoJ donnen t les re la t ions 

i A = D s i n p 

I B=--D sin (a.— 

D'autre p a r t « — •'• 0 - — 
xOy 180" F i g . '106. 

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



Les équa t ions M) forment un s y s t è m e qui p e r m e t t r a i t de ca lcu ler D si [Jeta i t 
connu. Or, on a eu divisant m e m b r e à m e m b r e 

B sin (a. — fi) sin x cos ¡1 — cos n sin {J sin a — cos a t g fi 

d l ' i ' j 

sin 3 

s i n a 

B 
-| c o s a 

L'angle ¡3 é tan t ainsi d é t e r m i n é , on (ire de la p r e m i è r e des équa l ions (1) 

A 
s i n S 

Le d i a m è t r e ex t é r i eu r e t le d i a m è t r e au fond des den ts sont r e s p e c t i v e m e n t 
1) | d et D — d. C'est s u r t o u t ce de rn i e r qu'i l i m p o r t e de réa l i se r r i g o u r e u s e m e n t au 
ta i l lage, car, s'il es t t rop grand , la cha îne p rend du jeu , e t , s'il e s t t rop pet i t , les 
den ts du p ignon p é n è t r e n t e n t r e les rou leaux à la façon d 'un coin, ce qvii occas ionne 
des f ro t t emen t s cons idé rab les . 

443. C h a î n e s s i l e n c i e u s e s V a r i e t u r . 

Ces m é c a n i s m e s diffèrent des p r é c é d e n t s en ce que le profil d 'une den t de la 
roue n 'es t p lus l ' enve loppe de son conjugué sur la cha îne ; il n 'exis te donc p lus d 'a rc 

de condui te , au sens que 
l'on a t t ache à ce t te ex
press ion dans la t héo r i e 
des e n g r e n a g e s , e t la 
t r ansmiss ion s'effectue , 
co mme dans les poul ies 
e t cour ro ie s , s e u l e m e n t 
à cause de la so l idar i té 
des r o u e s et des pa r t i e s 
de chaîne qui les em
b r a s s e n t . 

Chaque m a i l l o n d e 
cha îne V a r i e t u r est 
formé de p lus i eu r s l ames 
minces i d e n t i q u e s , sépa
rées les u n e s des au t r e s 
pa r des in te rva l l es égaux 
à l eu r p rop re épa i s seu r , 
d a n s - l e s q u e l s s e l ogen t 
les l ames des mai l lons 
adjacents (fig. 407). Des 
t r o u s c i rcu la i res 00i...y 

percés p r è s des e x t r é m i t é s , son t t r a v e r s é s par de pe t i t s axes qui a s s e m b l e n t les mai l 
lons consécu t i f s . La d i s t ance oo ( es t le pas de la cha îne . 

Les den t s son t à profil r ec t i l igne . Chaque l ame en por te deux (fig. 408), qui 
affectent ra forme d 'un t r i ang le ABH, a r rond i par un arc de cercle J au vois inage du 
s o m m e t B. L ' incl inaison du côté i n t é r i e u r BH sur la d ro i te oo f es t un peu m o i n d r e 
que celle du côté ex t é r i eu r AB, de so r t e que , quand la cha îne e s t t e n d u e , les den t s 
d 'un mai l lon ne se s u p e r p o s e n t pas avec ce l les du mail lon adjacent ; cet effet s 'accen
t u e par l ' e n r o u l e m e n t de la cha îne . Le t r acé de chaque lamel le nécess i t e s e u l e m e n t 
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la cons t ruc t ion des t ro is t r i ang les AGO, AGII, KDC, dont le p r e m i e r est isocèle 
(AG = GC) e t les deux a u t r e s égaux en t re eux . L e u r s d imens ions , t h é o r i q u e m e n t 
que lconques , sont i n d i q u é e s s u r la figure pour un mai l lon du pas de 50 m /m ; el les 
sont d é t e r m i n é e s par des é p u r e s , p o u r (iliaque va leur du pas , de m a n i è r e que les 
dents de la roue ne so i en t ni t r op é p a i s s e s , ni t r op m i n c e s à la base , e t que le déga
gement ou l ' e n g a g e m e n t des den t s de la chaîne dans les c reux de la roue se fasse 
sans difficulté. 

2£. 

FIg. 109. 
Afin que l 'on pu i s se assoc ie r à une chaîne donnée toute une sé r i e de p ignons , 

chacun de ceux-c i es t cons t ru i t de tel le man iè re que , quand la cha îne en fait le tour , 
les axes o o , o 2 . . . (fig. 409), des mai l lons se t r o u v e n t su r sa c i rconférence p r imi t ive . 
Il r é su l t e de là que , pour un pignon de n d en t s , les poin ts 00j02 . . . forment un po
lygone r é g u l i e r i n s c r i t de n cô tés . En dés ignan t par D le d i amè t r e primitif de ce 
p ignon, et par P le pas de la cha îne , on a donc, en cons idé ran t le t r i ang le r e c t a n g l e 
oUZ : 

„ „ . 180° . 180° 
P = ooi = 2oZ sin — D sin 1 n n 

d'où D i-
sin 180° 
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Le d i a m è t r e pr imi t i f du p ignon d e n d en t s é t a n t ainsi ca lcu lé , on t r a c e la d e n t u r e 
de la façon s u i v a n t e . A p r è s avoir i n s c r i t dans la c i r con fé rence p r i m i t i v e un po lygone 
r égu l i e r d e n cô tés , on c o n s t r u i t les t r i ang le s i socè les AGC, AjGfCj, . . . égaux à ceux 
qu i ont s e r v i au t r a c é d 'un ma i i l on . On a b r è g e les opé ra t i ons en r e m a r q u a n t que les 
s o m m e t s GGi . . . son t r é g u l i è r e m e n t r é p a r t i s su r u n e c i r confé rence y, e t les s o m m e t s 
AAi . . . C C ( . su r une c i rconfé rence a. On l imi te e n s u i t e c h a q u e c r eux du pignon 
a u x côtés CG, A 4 G , de deux t r i a n g l e s i socè les consécu t i f s . C o m m e ces côtés cons t i 
t u e n t déjà les profils e x t é r i e u r s des den t s d 'un mai l lon , la cha îne forme, en que lque 
so r t e , un bloc avec la roue su r laque l le el le s ' enrou le , ce qui a s su re u n e t r ansmiss ion 
t r è s douce , sans chocs , e t s i l enc ieuse . La c i rconfé rence d ' échanf r inemen t du pignon 
e t l es a rcs d ' év idemen t te ls que F ne sont pas d é t e r m i n é s par des cons idéra t ions 
géomé t r i ques ; on c h e r c h e s i m p l e m e n t à ce qu' i l n 'y ai t aucun r i sque d ' a r c -bou t emen t . 

On a r e p r é s e n t é (fig. 409) deux mai l lons consécu t i f s , d ' abord en MM[, quand ils 
son t s i tués su r la pa r t i e e n r o u l é e de la cha îne , pu i s en MM'i, quand le second est ve
nu s u r la par t ie r ec t i l i gue . Le m o u v e m e n t relat if du mai l lon M,, pendan t son pas 
sage à la posi t ion M',, es t une ro ta t ion , dans l aque l l e chacun de ses points déc r i t un 
a r c de ce rc le de c e n t r e o t . P o u r qu' i l n 'y ait pas a r c - b o u t e m e n t , il e s t nécessa i r e e t 
suffisant que la por t ion C(L>i du profil de la den t du p ignon soi t s i tuée au -des sus du 
p ied H, de la p e r p e n d i c u l a i r e aba i s sée de o, sur C ( D j . On donne aux t r i ang les ABH, 
KDC (fig. 408) des d imens ions te l les que ce t t e condi t ion soi t r éa l i sée . Grâce à ce t te 
d i spos i t ion , dès qu 'un mai l lon p é n è t r e dans la pa r t i e r ec t i l i gne de la chaîne , l es p ro 
fils ex t é r i eu r s de ses den t s qu i t t en t i m m é d i a t e m e n t les faces de la roue sur l e sque l l e s 
i ls é t a i en t app l iqués a u p a r a v a n t ; la t r ansmi s s ion ne se fait donc , à aucun moment , 
de la m ê m e man iè re q u e dans les e n g r e n a g e s . 
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CHAPITRE XIV 

MOUVEMENTS D I F F E R E N T I E L S 

444. On sai t qu 'un m o u v e m e n t différentiel r é su l t e de la coex i s t ence de deux 
m o u v e m e n t s s i m u l t a n é s dont les v i t e s se s sont , à chaque ins t an t , d i r igées en sens 
con t ra i res , P l u s i e u r s m é c a n i s m e s r éa l i s an t de t e l s m o u v e m e n t s on t déjà é té é tud iés 
dans la théor i e des t r a ins ép icyclo ïdaux. Voici que lques d i spos i t ions nouve l l e s . 

445. T r e u i l d i f f é r e n t i e l . 

Le t reui l différentiel se compose de deux cy l indres inégaux , dont nous dés igne
rons les rayons pa r r et r', i nva r i ab l emen t re l i é s l 'un à l ' au t re , e t c o m m a n d é s par u n e 
manivel le de l o n g u e u r R. Une 

corde, en rou lée en sens inverse w a~\ W W W V W — | D n / /— 
sur les deux p a r t i e s du t r eu i l , s up 
porte une poulie mobi le à la chape 
de laquel le e s t su spendu le far
deau à soulever . Il r é su l t e de ce t t e 
disposit ion que la corde s ' enroule 
sur l 'un des t a m b o u r s en m ê m e 
t emps qu'el le se dé rou le s u r l ' a u t r e . 

Soient ai la v i t e s se angu la i re 
motr ice , s u p p o s é e d i r igée dans un 
sens tel que l ' en rou lemen t ait l ieu 
sur le p lus gros cyl indre , et le dé
rou lemen t su r le p lus pe t i t ; v la 
v i tesse du m o t e u r , m e s u r é e sur la 
c i rconférence déc r i t e par le bouton de la man ive l l e , v' cel le du fardeau, e t ds-=v'dt 
son d é p l a c e m e n t dans le sens ve r t i ca l p e n d a n t un t e m p s inf iniment petit, dt. La ro ta 
t ion du g ros t a m b o u r r accourc i t le br in de co rde a d 'une q u a n t i t é « r d i , e t celle du 
pet i t al longe le br in 5 de uir'dt. Le r a c c o u r c i s s e m e n t total de la c o r d e , égal à 2ds en 
supposan t l es b r i n s pa ra l l è l e s , es t donc 

<ùidl — (ûfdt = 2d« = 2v'dt 

d'où 

Mais, d ' au t r e pa r t , o = w R ; il v ient donc , en d iv isan t m e m b r e à m e m b r e 

v' r — r' 
I T ~ 2R 

On voi t que : la vítense du fardeau est à celle du moteur comme la différence 
des rayons des tambours est au double de la longueur de la m a n i u e ï l e . 

La compara i son de c e t t e re la t ion avec cel le qu i a é t é é tabl ie au p a r a g r a p h e 433, 
mont re que le t reu i l différentiel p rodu i t le m ê m e effet qu 'un t reui l o rd ina i re de rayon 
r — r 

—¡5 . Mais t and i s que , dans le t reu i l o rd ina i re , le rayon du t a m b o u r ne p e u t pas , 

en raison du poids du fardeau, d iminuer au de là d 'une ce r t a ine l im i t e , on p e u t r e n d r e 
la différence des r ayons d'un t r eu i l différentiel auss i pe t i t e que l 'on veu t , e t app l ique r 
une faible force mo t r i c e à l 'é lévat ion de fardeaux cons idérab les . 

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



446. C a l c u l d e la l o n g u e u r d e c o r d e n é c e s s a i r e p o u r f a i r e p a r c o u r i r a u 
f a r d e a u u n e s p a c e H. 

P e n d a n t la descen te du fardeau, la corde s ' enrou le su r le pe t i t t ambour et se dé 
roule su r le g rand . A l ' ins tant où la poul ie mobi le a r r ive au bas de sa course , la lon
gueur de la corde se compose : 

1° Des br ins qui vont de la poulie mobi le aux deux t a m b o u r s ; leur longueur es t2 II ; 
2" De la par t ie encore en rou l ée sur le g ros cy l indre , soi t l ; 
3° De la pa r t i e en rou lée sur le pe t i t cy l ind re , soit i. 
La seconde de ces pa r t i e s ne se ra i t u t i l i sée que pour a t t e indre une profondeur su

pé r i eu re à II ; la l ongueu r to ta le de corde n é c e s s a i r e pour a t t e ind re à la p ro fondeur H, 
soit L, doi t donc sa t is fa i re à l ' inégal i té 

L > 211 - j - l 
P o u r ca lcu le r 2', r e m a r q u o n s que , pour chaque tou r de la manivel le mot r i ce dans 

le sens convenab le , u n e l o n g u e u r de corde 2 - r se déroule du pet i t t ambour , en 
même t e m p s que le fardeau s ' é lève de la q u a n t i t é x ( r — f). Pour une é lévat ion H, la 
longueur dé rou l ée du pe t i t t a m b o u r se ra 

2 i r ' X 
II 

On a donc 

et par c o n s é q u e n t 

2 r ' H 
7t (r — r') r — r' 

2 r' II 

T . a T T 2 r' II 2 r II 
L > 2 I I - r ou r 

Si H - 50 m è t r e s . :0».15, r ' = 0 m , 1 0 . on t rouve 

L 5> 300 m è t r e s 

d i f f é r e n t i e l d e W i l s o n . 

La moufle fixe de ce palan comprend deux pou
lies so l ida i res P et P' (fig. 411), dont les r ayons r et 
r ' s o n t peu différents . La moufle mobile e s t cons t i 
t uée par u n e seule poul ie , qui suppor te le fardeau 
à sou lever . La cha îne , dont la d isposi t ion e s t ind i 
quée pa r la figure, passe de la poulie P à la poulie 
mobi le , puis r e m o n t e à la poulie P'. Les b r i n s l ib res 
A e t D sont r éun i s de m a n i è r e à former une cha îne 
sans fin. G é n é r a l e m e n t , les gorges des poul ies son t 
c r e u s é e s d ' empre in t e s , dans l e sque l l e s les mai l lons 
do la cha îne s ' engagen t p e n d a n t le m o u v e m e n t du 
s y s t è m e . 

On r e t rouve é v i d e m m e n t dans ce m é c a n i s m e 
tous les é l é m e n t s du t r eu i l différentiel . Les poul ies 
P e t P ' r e m p l a c e n t l es deux t a m b o u r s , e t cel le qui 
reçoi t le br in de cha îne sur lequel s ' exerce la pu i s 
sance mo t r i c e joue en ou t re le rôle de m a n i v e l l e . 
Quand le m o t e u r agi t sur le br in A dans le sens de 
la flèche f, le fardeau s ' é lève , et le r appor t de sa v i 
t e s s e v' à cel le du m o t e u r es t 
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la poulie P faisant a lors fonction de manive l le . Quand , au con t r a i r e , le m o t e u r agi t s u r 
le br in D dans le sens f avec la m ê m e v i tesse v, le fardeau descend , e t sa v i t e s se v' 
est donnée par la formule 

v" r r' 
"o~ ~ ïr 

Comme r' < r, on voi t que , pour une m ê m e v i t e s se du mo teu r , la v i t e s se du far
deau e s t p lus g rande à la descen te qu 'à la m o n t é e . 

On peu t modifier ces re la t ions en i n t rodu i san t l es n o m b r e s d ' empre in t e s c r e u 
sées sur la gorge des poul ies . Géné ra l emen t , ceux-c i ne diffèrent que d 'une un i t é . En 
les dés ignan t par n et n — 1, on a 

d'où 
r — r 

r 

1 

n — in-
n 

et 

Par conséquen t 

n — in — 1) 

71 — 

__1_ 
~2n OU V = • 

et 
1 

2 ( u — l ) 2 ( n — 1) 

On voi t que : la vitesse d'élévation du fardeau est égale au quotient de la vi
tesse du moteur par le double du nombre d'empreintes de la grande poulie. 

La vitesse de descente est égale au quotient de la vitesse du moteur par le double 
du nombre d'empreintes de la petite poulie. 

v 

En s u p p o s a n t , par exemple , n = 15, on a v = ^g-. On con

clut de là que la force mot r i ce nécessa i r e pour équ i l ib re r un 

fardeau es t égale à la t r e n t i è m e par t i e du poids de celui-ci . 
La formule donnan t la l ongueur de chaîne e s t ana logue 

à celle du p a r a g r a p h e p r é c é d e n t . 
448. A u t r e d i s p o s i t i o n d u p a l a n d i f f é r e n t i e l . 

On donne parfois au palan différentiel une a u t r e d i spos i 
tion, dans laquel le l es deux poul ies de la moufle s u p é r i e u r e 
sont c o m m a n d é e s par une manive l l e oM |fig. 4 l ï ) de lon
gueur II. Une cha îne sans fin e s t d i sposée c o m m e p r é c é d e m 
ment , mais ses br ins l ibres A et D s u p p o r t e n t une seconde 
poulie mobile y ' ; deux fardeaux sont s u s p e n d u s , l 'un à la pou
lie Q, l 'autre à l a p o u l i e Q'. Chacun des m é c a n i s m e s cons t i tués 
par la moufle fixe e t l 'une des poul ies mobile e s t un t reui l dif
férentiel (*). On reconna î t fac i lement que , la manive l le m o 
tr ice t ou rnan t dans le sens de la flèche f, la poulie Q descend , 
tandis que la poulie Q m o n t e . Les chemins qu 'e l les p a r c o u r e n t 
dans le m ê m e t e m p s son t d 'a i l leurs égaux, pu i sque la l ongueu r 
totale de la cha îne res te cons tan te , ce qui exige que le r a c - Kig. 412. 

(*) A celte différence près qu'il n'existe aucune accumulalion de chaîne sur les poulies P 
et P', qui représentent les tambours. 
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c o u r c i s s e m e n t du g r o u p e de br ins A D soit égal à l ' a l longement du g roupe B C. Le rap
po r t des v i t e s s e s e s t donc 

v 
v 

r — r' 

~2~BT 

Cet appare i l es t employé dans le forage des pu i t s , p o u r la m a n œ u v r e des b e n n e s . 
La longueur de cha îne à emp loye r es t à peu p r è s le double de la profondeur du pui ts ; 
elle e s t donc b ien in fé r ieure à cel le que néces s i t e r a i t un t reu i l différentiel . 

449. P o u l i e s M o o r e . 

Ce m é c a n i s m e , employé pour l ' é lévat ion des fa rdeaux, se compose d 'une moufle 
fixe, t r a v e r s é e par un axe x'x (fig. 413) dont la ro ta t ion est c o m m a n d é e par une poul ie 
à e m p r e i n t e s A, de rayon R, s u r l aque l le passe une cha îne E qui r eço i t l'effort mo
t eu r . Dans l ' i n t é r i eu r de la chape , l 'axe x'x t r ave r se à f ro t t ement doux deux poul ies 
éga les BC et B 'C, dont les pa r t i e s C et C , év idées i n t é r i e u r e m e n t , sont d e n t é e s comme 
des roues d ' e n g r e n a g e s o rd ina i r e s . Les pa r t i e s B e t B' , dont le rayon c o m m u n es t r , 
cons t i tuen t les poul ies p r o p r e m e n t d i t e s . L e u r s gorges son t c r eusées d ' e m p r e i n t e s , 
et la chaîne es t d i sposée c o m m e l ' indique la figure. Ses deux ex t r émi t é s P et Q son t 
r e l i ées par une t r a v e r s e qui s u p p o r t e en son mil ieu le fardeau à sou lever . En t re les 
coqui l les C et C se t r o u v e un renf lement cy l indr ique M, excen t r é par r appor t à x'x et 
so l ida i re de cet axe . Un p ignon D, fou sur M, e n g r è n e i n t é r i e u r e m e n t a v e c C et C . 

La den tu re de C comprenan t 
n d e n t s , ce l le de C en a seu
l e m e n t n — 1. Malgré la pe
t i te inégal i té des pas qui en 
r é s u l t e , C e t C son t parfai
t e m e n t m e n é e s pa r D, dont 
le n o m b r e de den ts est in
différent, 

l u Pour un obse rva t eu r 
s i tué du côté de A, le poids 
du fardeau t end à faire tour
ner la poulie BC dans le 
sens inve r se des a igui l les 
d 'une m o n t r e , et la poulie 
B ' C , dans le sens d i rec t . 
Ces deux pou l ies ag i s sen t 
donc s u r le p ignon D dans 
des sens différents. Leu r s 
ac t ions son t d 'a i l leurs d ' é 
ga le in tens i t é , pu i sque les 
pou l ies ont le m ê m e dia
m è t r e , et que le fardeau est 
s u s p e n d u à égale d i s tance 
de chacune d 'e l les . Il r é 

su l te de là que le s y s t è m e r e s t e immobi l e lo r squ 'on s u p p r i m e l'effort mo teu r , ce qui 
es t un avan tage p r é c i e u x p o u r les m a n œ u v r e s . 

1° Quand la poul ie A es t mise en m o u v e m e n t , le p ignon D p r o v o q u e les ro ta t ions 
de C e t C , et c o m m e les n o m b r e s de den t s de ces coqui l les sont différents , les poul ies 
B et B' qui en son t so l ida i res p r e n n e n t l 'une à l ' égard de l ' au t re un ce r ta in dép l ace 
m e n t relatif. P u i s q u e le poids à sou l eve r est é g a l e m e n t r é p a r t i su r les b r ins de chaîne , 
e t que ceux-ci p a s s e n t à la m ê m e d i s tance de l 'axe x'x, ce d é p l a c e m e n t se pa r t age 
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éga lement e n t r e P e t Q, de sor te que la t r a v e r s e res te hor izonta le p e n d a n t t o u t e la 
durée de l ' ascens ion . 

3° P o u r é tud ie r le fonc t ionnement de cet appare i l , r e m a r q u o n s que l 'axe xx' e t 
la par t ie e x c e n t r é e M peuven t ê t re ass imi lés à une man ive l l e , au tour du bouton de 
laquelle t o u r n e r a i t l i b r e m e n t le p ignon D. Le sys t ème de roues d e n t é e s C. D, C cons
t i tue donc un t ra in ép icyc lo ïda l , dont l 'axe fixe e s t xx', et dont le châss i s es t la ma
nivelle fictive dont il v i en t d 'ê t re ques t ion . Si l 'on cons idè re G c o m m e la p r e m i è r e 
roue du t ra in , la formule de W i l l i s donne , en conse rvan t les nota t ions hab i tue l l e s 

( I I 0 O) 

On a, d ' au t re pa r t , 
__ CD C n 

t z D C "~ C 71—1 

De p lus , les b r ins d e chaîne P e t Q qui abou t i s sen t à la t r a v e r s e ont la m ê m e v i 
tesse v', égale à cel le du fardeau. Comme l eu r sens d ' en rou l emen t sur l es poul ies 
égales B e t B' sont différents, les v i t e s ses angula i res absolues ui0etwm de cel les-c i 
sont égales et de s ignes con t ra i r e s . En faisant c o r a = — to„ dans la formule c i - d e s s u s , 
il v ien t 

71 — d) 0 — [o 

n — 1 ( J „ — ai 

d'où 

M 0 = Tz P 

in — 1 

On voit a insi que <J 0 e t w sont de m ê m e s igne , c 'est-à-dire que , dans le m o u v e m e n t 
du m é c a n i s m e , la coquil le qui por te le plus g rand n o m b r e de den t s t o u r n e dans le 
même sens que la poul ie mo t r i ce ; l ' autre coqui l le t ou rne en sens con t r a i r e . 

Soient m a i n t e n a n t v et v' les v i t esses r e s p e c t i v e s du m o t e u r e t du fardeau à un 
instant que lconque ; on a 

v t v' 
AI T = — — E T LoQ !. r 

Par c o n s é q u e n t 
v' v 

~r~ " T l (2 n - L T 

d'où enfin 

- 1 — J _ X — L _ _ 

' v R 2 n — 1 

Si, par exemple , r = 8 c / m , R = 1 5 c / m , n = 20, on t r o u v e 

J L - _ L . X _ _ . - J L 

v — 15 ^ 30 ~ 585 

Un effort m o t e u r de 8 k i l o g r a m m e s suffit p o u r équ i l ib re r un poids de 585 k i lo 
g r a m m e s . 

450 . V i a d i f f é r e n t i e l l e d e P r o n y . 

Deux vis de m ê m e sens et de pas différents son t cons t ru i t e s sur un m ê m e noyau V. 
La par t ie V, de pas P, s ' engage dans un écrou A m a i n t e n u par d e s gu ides qui lui 
p e r m e t t e n t de se dép lace r pa ra l l è l emen t à l 'axe du noyau , t ou t en s 'opposant à sa 
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rota t ion. La par t ie 1·"'. do pa-- I 

A 

t r ave r se un écrou A' e n t i è r e m e n t fixe, A chaque fois 
qu 'e l le fait un tour dans le sens f, la 
vis s 'enfonce dans A d 'une quan t i t é 
P , et dans A' d 'une quan t i t é P' . Il en 
r é su l t e que la d i s tance des é c r o u s 
var ie d 'une quan t i t é égale à la va leur 
absolue de la différence I" — P, qui 
m e s u r e le d é p l a c e m e n t de A, p u i s 
que A' es t r e s t é immobi le . Si P' j> P, 
le m o u v e m e n t de A s'effectue dans le 
s e n s f, et la d is tance des deux éc rous 
a u g m e n t e , pour chaque t o u r de vis , 
de P — P. Si P' < P, le m o u v e m e n t 

de A a lieu dans le sens / ' , , e t l ' i n t e rva l l e AA' d iminue de P — P'. Enfin, si P = P' , la 
d is tance AA' r e s t e i nva r i ab le . 

Pour e x p r i m e r la v i t e s se v de A en fonction de la v i tesse angu la i r e u> de la vis, 
donnons au s y s t è m e un d é p l a c e m e n t inf iniment pet i t , pendan t lequel l ' écrou mobile 
pa rcour t un chemin da — vdt. Ce c h e m i n é t an t p ropor t ionne l à l 'angle de rota t ion de 
la vis , don t la va leu r es t <o dt, on a 

d'où 
ds 

HT 
(P ' — p 

ÏT7 
L'effet p rodu i t es t donc; le môme q u ' a v e c une vis o rd ina i re dont le pas sera i t P ' — P 

(362), C o m m e ce t te différence peut ê t re r e n d u e auss i pe t i te que l'on veut , la vis de 
Prony p e r m e t de donner à l ' écrou A un m o u v e m e n t différentiel e x t r ê m e m e n t lent . 

451. T e n d e u r s d ' a t t e l a g e d e s w a g o n s . 

Dans les t e n d e u r s d 'a t te lage des wagons , les deux vis sont de sens différents, et 
le d é p l a c e m e n t relatif des éc rous es t égal , pour chaque tou r du noyau, à P + P ' . Le 
mécanisme p rodu i t le m ê m e effet qu ' une vis ord ina i re de pas P \- P ' . 

452. M o u v e m e n t d i f f é r e n t i e l d e s m a c h i n e s à a l é s e r . 

Les m a c h i n e s à a léser sont de s t i nées à réa l i se r des surfaces cy l indr iques de r évo
lution parfai tes à l ' i n té r i eur de co rps c reux , comme l a m e d 'une a r m e à feu, le cy
l indre d 'une mach ine à vapeu r , e t c . . Le corps à a léser (fig. 415) est ma in tenu i m m o 
bile ; son axe g é o m é t r i q u e X X ' coïncide avec celui d 'un a rb re c reux DD' et d 'une vis V 
qui peuven t ê t re an imés de m o u v e m e n t s de ro ta t ion i n d é p e n d a n t s . L 'outi l e s t por té 
par un manchon M concen t r ique à l 'arbre c reux ; afin d 'agir succes s ivemen t en tous 
les points de C, il doi t p r e n d r e au tour de XX' un m o u v e m e n t hélicoïdal qui lui es t 
communiqué de la façon su ivan te . L 'a rbre D D ' est mis en m o u v e m e n t au moyen de 
courroies et de deux sé r i e s de poul ies é tugées . (Pour la s impl ic i té de la figure, chaque 
cône a é té r édu i t à une seule poul ie) . Le c ô n e P r e ç o i t , par exemple , une courro ie dro i te , 
et le cône P ' une cour ro ie croisée pa r t an t de poul ies é t agées mon tées su r l ' a rbre de 
commande de l ' a te l ier . Ces cour ro ie s , qui t end ra i en t à faire t o u r n e r l 'arbre c reux dans 
des sens opposés , ne p e u v e n t pas agi r s i m u l t a n é m e n t . A cet effet, une poulie P", folle 
sur DD', reço i t l 'une d 'e l les p e n d a n t que l ' au t re en t ra îne la m a c h i n e . L ' a rb re c reux 
porte en ou t r e , à l 'une de ses e x t r é m i t é s , une roue d ' en g ren ag e A, qui c o m m u n i q u e 
son m o u v e m e n t à un g roupe de deux p ignons A'IÎ, so l ida i res d 'un axe y\f para l lè le au 

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



précédent . Le p ignon B e n g r è n e avec une roue IV sol ida i re de la vis V de sor te que 
celle-ci tourne dans le m ê m e sens que DD , avec une v i tesse angu la i re qui dépend à la 
fois de la v i tesse u de l ' abre c reux , et de la raison de l ' équ ipage 

A A' 

B B' 

Enfin, le manchon por te-out i l es t rendu sol idai re , au moyen d 'une n e rv u re G, d'un 
écrou E dans leque l s ' engage la vis V". Cet te n e r v u r e coul isse dans u n e fente HH ' p ra 
t iquée le long d 'une géné ra t r i ce de l 'arbre DD'. 11 résu l t e é v i d e m m e n t de ce t te d i s 
position que l 'outil es t en t ra îné dans un m o u v e m e n t de rota t ion au tou r de XX', et, r e s te 
libre de se dép lace r pa ra l l è l emen t à cet axe. 

Proposons-nous d ' éva luer le chemin qu'il pa r cou r t à chaque tou r de l ' a rbre c reux , 
en fonction du pas P de la vis et des n o m b r e s de t o u r s X et N que DD' e t V effectuent 
dans le m ê m e t e m p s . Si la vis res ta i t immobi le , la rota t ion de l ' a rbre c r eux dép lace ra i t 
le manchon por te-out i l , dans le sens cp', de la quan t i t é N P ; si au con t ra i r e la vis é tai t 
seule en m o u v e m e n t , le d é p l a c e m e n t du manchon se p rodu i ra i t dans le s e n s cp e t se ra i t 
égal à X ' P . En défini t ive, pour N tours de DD', l 'outil s 'es t t r an s p o r t é long i tud ina lemen t , 
dans un sens ou dans l ' au t re , d 'une quan t i t é égale à la va l eu r abso lue de la différence 
N P — X ' P = ; ( N — N " ) P, ce qui co r re spond pour un t o u r à un d é p l a c e m e n t 

N . 

Ce dép l acemen t se p rodu i t dans le sens cp' si < 1, e t dans le sens a s i " - ^ - > t . 

On a, d 'au t re par t 

X" u ' AB 

X w A B ' 

Par c o n s é q u e n t 

- = p | i - A E 

A B ' 
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G é n é r a l e m e n t , A' = B e t A r= B' ~ 1 - il v i e n t a lo r s 

: P U - B ' - ^ P 

•B ' / B' 

Cet te quan t i t é p e u t ê t re r e n d u e t r è s pe t i t e , en donnan t à la roue B' un nombre 
suffisant de d e n t s . 

A p p l i c a t i o n . — Quelle vitesse doit-on donner aux poulies motrices d'une alé-
seuse pour que la vitesse de coupe de l'outil soit de 0 m 30 par minute, quand le rayon 
intérieur de la pièce est H — 8 "/m ? Calculer lavitesse d'avance, en supposant que le 
pas de la vis V soif P —15 %, et que les nombres de dents des roues A, B, A', B', soient 
respectivement A' = B = 3Û A = 3 9 B ' r = 4 0 . 

La v i tesse de coupe u e s t égaie à la v i tesse l inéai re d 'un poin t de l 'outil s i tué à la 
d i s t ance H de l 'axe XX'. En dés ignan t par x le n o m b r e de t o u r s des poul ies mo t r i ce s 
par m i n u t e , e t par u l eu r v i t e s se angu la i re supposée cons t an t e , on a 

V = co R = -jry X R 

3 0 w 

d ou T U R 

Dans ce t t e fo rmule , la seconde est p r i se p o u r un i t é de t e m p s , à cause de l ' express ion 

- n ~ subs t i t uée à w (147). Si de p lus , l 'uni té de l ongueu r est le c e n t i m è t r e , v = — 
30 60 b 

e t il v ient 
30 x 65 __ 325_ 

X ~ 6 X 8 TC " " 8 TU 

— 1 3 tours envi ron , 

D 'après ce qui p r é c è d e , le d é p l a c e m e n t de l 'outil p a r a l l è l e m e n t à l 'axe de la vis 
es t , pour un t o u r des pou l ies m o t r i c e s 

A'B' ) r 

La v i t e s se d ' avance e s t donc , en c e n t i m è t r e s par m i n u t e 

/ i AB \ 325 / 39 \ 325 X 15 
V = X \ l - T F J P = " 8 T V - W) X 1 - 3 = •80 X 4 0 . = 0 C ' m 4 8 ' 
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D E U X I È M E C L A S S E — P R E M I E R G E N R E 

M E C A N I S M E S A C O N T A C T D I R E C T 

D A N S L E S Q U E L S 

L E R A P P O R T D E S V I T E S S E S E S T V A R I A B L E E T 

L E S E N S D E L A T R A N S M I S S I O N C O N S T A N T 

CHAPITRE XV 

§ I. — Courbes roulantes. 

453. Rappe lons d 'abord le p r inc ipe généra l su ivant , d é m o n t r é au débu t de l'a 
théor ie des e n g r e n a g e s cy l indr iques dro i t s (243) sans aucune h y p o t h è s e sur la forme 
des courbes en con tac t : 

Quand deux corps cylindriques, mobiles autour d'axes parallèles a la direction 
commune de leurs génératrices, agissent l'un sur l'autre par contact : 

1° Leurs rotations s'accomplissent, dans le même sens ou en sens contraires 
suivant que la normale commune aux deux profils partage la ligne des centres en 
segments aousiractifs ou en segments additifs ; 

2° Leurs vitesses angulaires sont inversement proportionnelles aux segments 
déterminés par cette normale sur la ligne des centres ; 

3° Leur vitesse relative de glissement est égale au produit de la différence ou 
de la somme des vitesses angulaires par la longueur de la normale commune, sui
vant que les rotations sont de mèm.e sens ou de. sens contraires. 

Les sec t ions d ro i tes des cy l indres en m o u v e m e n t , qui jouen t dans les m é c a n i s m e s 
dont nous al lons pa r l e r le m ê m e rôle que les c i r confé rences p r imi t ives dans la t h é o 
rie des e n g r e n a g e s cy l ind r iques , sont a p p e l é e s courbes primitives. L e u r v i t e s se r e 
lative de g l i s s e m e n t e s t nu l l e , e t l eu r m o u v e m e n t relatif es t un r o u l e m e n t s imp le , 
si l eur point de con tac t e s t a tou t ins tan t su r la l igne des c e n t r e s . Ce t te p r o p r i é t é 
carac tér i se les courbes p r imi t i ve s au point de vue g é o m é t r i q u e . Xous nous p r o p o 
sons de r e c h e r c h e r à que l les r e l a t ions ana ly t iques elles do ivent sat isfai re pour qu'i l 
en soit ainsi . 

454. R e l a t i o n s a n a l y t i q u e s e n t r e l e s c o u r b e s p r i m i t i v e s . 

Soient I l eur po in t de contac t ac tuel (fig. 416), M et M' deux poin ts sa t i s fa i sant 
à la re la t ion 

a rc IM = a r c IM' 

où se fera le con tac t sur od ap r è s un cer ta in t e m p s , r e t 9 les coordonnées du point M 
dans le s y s t è m e défini par le pôle o et l 'axe pola i re od, r' et 9' ce l les du poin t M' 
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dans le s y s t è m e défini par le pôle o e t l 'axe polaire do. Posons en o u t r e oo' = 2a. 
P o u r que M e t M' pu i s sen t venir se s u p e r p o s e r sur la l igne des c e n t r e s , il es t néces
sai re que l'on ai t 

r + r— 2a (1) 

Comme les t a n g e n t e s MT, MT" sont a lors confondues par h y p o t h è s e , les angles 
V et V' qu 'e l les fo rment avec les p ro longemen t s 
des r ayons vec t eu r s c o r r e s p o n d a n t s son t supple

n d o 
m e n t a i r e s . D 'après la formule connue t g V : dr 
on doit donc avoir 

r d9 r d6' 
dr dr 

ou 

F i g . 410. 

Il v ient , par conséquen t , 

Mais la re la t ion (1) d o n n e , d ' au t re par t , 

dr -f- d r ' = o 

t i r = . — dr' i 

r dO = r' dO' (31 
Les re la t ions (1) e t (3) t r a d u i s e n t a n a l y t i q u e m e n t la p rop r i é t é g é o m é t r i q u e carac

t é r i s t i que des c o u r b e s p r i m i t i v e s . On p e u t d 'a i l leurs vérifier que , si ces condi t ions 
sont r emp l i e s , l eu r m o u v e m e n t relatif e s t un r o u l e m e n t s imp le . Soient , en effet, ds 
et ds' les différentiel les des a rcs IM, IM'. On sai t que 

ds 
et, pa r ana logie 

V dr1 r1 dfti 

ds' = \/ dr'i + r'idV* 

Les égal i tés (2) e t (3) m o n t r e n t que ds = ds'. Des a rcs inf in iment pe t i t s égaux 
v i ennen t donc s u c c e s s i v e m e n t co ïnc ider sur les doux c o u r b e s qui , pa r su i t e , rou len t 
l 'une sur l ' au t re sans g l i sser . 

Le r appor t des v i t esses angu la i r e s des deux profils e s t égal à chaque ins tant , 
d ' après le pr inc ipe généra l r appe lé c i -dessus , au r appor t i n v e r s e des s e g m e n t s dé
t e r m i n é s par l eur po in t de con tac t su r la l igna des c e n t r e s . Quand les po in t s M et M' 
se ron t v e n u s coïncider su r oo', or. a u r a par c o n s é q u e n t 

'"' _ r 

La formule (3) fourni t encore une vérif ication ana ly t ique de ce fait, car elle donne 

dW r 

da 
db' 
m dO 

~dt 

et comm e 

on a enfin 

d9 
~dT et 

r 
r' 

dû' 

~~dT 
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455. P r o b l è m e . — Connaissant l'une des courbes primitives, trouver sa con
juguée. 

S o l u t i o n a n a l y t i q u e . 

Soit S la courbe donnée , dont l ' équat ion en c o o r d o n n é e s pola i res es t )' = f (6j. 
Considérons les t ro is r e l a t ions 

r -f- r' — 2a 

riiO = r'dl)' 

La seconde donne r ' = 2a — r — 2a — / [0) (4) 

et la t ro i s i ème aU = — r - - 2 a - f (8) 

D'où, en i n t e g r a l i t i e s deux m e m b r e s e n t r e les l imi te s c o r r e s p o n d a n t e s o e t 8', o e t B 

Si l 'on p e u t e i ï ec tue r ce t te q u a d r a t u r e , il ne r e s t e p lus , pour ob ten i r l ' équat ion de 
la courbe S' dans le sy s t ème de coordonnées défini par le pôle o' e t l 'axe pola i re o'o, 
qu'à é l iminer 8 e n t r e les équa t ions (4) e t (5). 

S o l u t i o n g r a p h i q u e . 

Por tons su r S, à pa r t i r du point I où elle r e n c o n t r e la l igne des c e n t r e s , des lon 
gueurs égales I I ( = I, I 2 = I 2 1 3 . . . . assez pe t i t e s pour qu 'on pu i s se , sans e r r e u r s e n s i b l e 
les confondre avec l eu rs cordes (fig. 417), et p roposons-nous de t r o u v e r s u r S' l es 

S 

/ 
U 

Fig. 417. 

points homologues de I I, I 2 . . . . D 'après ce qui p r écède , la courbe S' es t t angen t e en I 
à S. Le point I'), homologue de I ( , es t d é t e r m i n é par les deux cons idé ra t ions su ivan tes : 

1° Il v ien t se confondre a v e c It s u r la l igne des c e n t r e s ; 
2° Les a rcs I I t e t I I ' j s o n t égaux , pu i sque le m o u v e m e n t relatif des deux courbes 

est un r o u l e m e n t s i m p l e . 
D'après cela, le po in t l't se t r ouve à la r e n c o n t r e de deux arcs de ce rc l e , déc r i t s l 'un 

de o' comme c e n t r e avec oo — o l , = o'ij pour rayon, l ' au t re de I co mme cen t r e avec 
II! pour rayon. 
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Le point T'2, homologue de I 2 , se t r ouve de m ê m e à l ' in te rsec t ion de deux arcs de 
ce rc le , l 'un de c e n t r e I'j et de rayon égal à I , I 2 , l ' au t re de cen t re o' e t de rayon 
o'ù = on' — o I 2 . Une sé r ie d 'opé ra t ions g r a p h i q u e s t r è s s i m p l e s p e r m e t ainsi de t r ace r 
la courbe S ' p a r poin ts . 

456. A p p l i c a t i o n s . — I. S y s t è m e e m p l o y é p o u r m a n œ u v r e r l e g o u v e r 
n a i l d e s n a v i r e s . 

On emplo ie parfois, pour c o m m a n d e r le gouverna i l des nav i re s , un eng renage formé 
d 'une roue cy l ind r ique S (flg. 418), mobi le au tour d'un axe excen t r é o pe rpend icu la i r e 

à son plan, et d 'une 
sor te de c rémai l l è re 
courbe S', mobi le au
tou r du c e n t r e o', dont 
on d é t e r m i n e la l igne 
p r imi t i ve par les tra
cés qui v i e n n e n t d ' è t r e 
exposés . Les cons
t ruc t ions ne sont in
d iquées que pour la 
moit ié s u p é r i e u r e du 
profil ; l ' au t re moi t ié 
est s y m é t r i q u e de la 
p r e m i è r e par rappor t 

à la l igne des cen t r e s oo', La c réma i l l è r e es t r e l i ée par un châss i s r ig ide AA'BB' à une 
t r a v e r s e A'B', osci l lant au tou r de l 'axe o'. Deux b ie l les éga les et para l lè les , CD e t E F , 
son t a r t i cu lées d 'une par t aux ex t r émi t é s de A'B', et d ' au t re p a r t à cel les d 'un levier 
D F égal a A'B', mobi le au tou r de son mil ieu ou et calé s u r l 'arbre du gouverna i l G. Il 
r é su l t e é v i d e m m e n t de ce t t e d isposi t ion , ana logue à celle que l'on r e n c o n t r e dans les 
a c c o u p l e m e n t s de r o u e s de locomot ives (415), q u e la v i tesse angu la i re du gouvernai l 
e s t égale à cel le de S'. Si l'on dés igne pa r « la v i tesse angu la i r e de la r o u e S autour 
de o, pa r R e t e son rayon e t son excen t r i c i t é , e t pa r a la d i s t a n c e oo' des c e n t r e s , w' 
va r i e en t re les l imi te s 

R - 1-

e t 

w X 

ol 
o'I 

O ' J l 

a — R —• e 

II — P 

n — R + e 

( m a x i m u m ) 

(minimum) 

pondan t que l ' a rbre m o t e u r o accompl i t une demi - r évo lu t i on dans un sens ou dans 
l ' au t re . D 'après le p r inc ipe des v i t e s ses v i r tue l l es énoncé au p a r a g r a p h e 434, la force F t 

qui , app l iquée au gous r erna i l , équ i l ib re une force F app l iquée à la roue S, es t moindre 
dans le p r e m i e r cas que dans le second. Il s 'en sui t qu ' une m ê m e pu i s sance F équi l ib re 
u n e r é s i s t ance F , d ' au tan t plus g rande que le gouverna i l es t p lus inc l iné , r é su l t a t im
por tan t , car la r é s i s t a n c e opposée par l 'eau à la manoeuvre cro î t avec l 'angle que forme 
le gouverna i l avec l 'axe du nav i re . 

IL M o u v e m e n t r e c t i l i g n e a l t e r n a t i f a. r e t o u r r a p i d e . 

Dans ce r t a ines m a c h i n e s à mor t a i se r , on c o m m u n i q u e au p o r t e - o u t i l un m o u v e 
m e n t rec t i l igne a l te rna t i f à r e t o u r rapide par le moyen d ' e n g r e n a g e s dans l e sque l s le 
r a p p o r t des v i t e s s e s es t cons tan t p e n d a n t l 'al ler, e t va r iab le p e n d a n t le r e tou r . A cet 
effet, chaque roue est fo rmée d 'une par t ie c i r cu la i r e A l l l i , A'MTJ', à l aque l le se r a c 
c o r d e n t des a rcs de courbes p r imi t ives ACB, A 'CB' d é t e r m i n é s co mme 11 a é té ind iqué 
au p a r a g r a p h e p r é c é d e n t . L 'a rc A 'M'B ' es t u n e d e m i - c i r c o n f é r e n c e ; p o u r que l 'arc 
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A MB soit d ' éga le l o n g u e u r , l es r a y o n s B e t R ' , d o n t la s o m m e es t é g a l e à l a d i s t a n c e 
des c e n t r e s oo ' = a, do iven t vér if ier la re la t ion -

I l R ' 

dans laquel le a 
AoC. On en t i r e 

2 (TU — a ) R 

dés igne l 'angle 

t — * = —s *> î T 

ce qui p e r m e t de t r a c e r les rayons 
oA, oB qui l im i t en t l ' a rc AMB. 
On d é t e r m i n e par t â t o n n e m e n t s 
la forme de la cou rbe A'CB' et la 
posi t ion du poin t C su r oo', de 
te l le s o r t e que la courbe conju
guée de CA' v i enne se t e r m i n e r 
en A. Une b ie l le DE, a r t icu lée 
d 'une pa r t en un point D de la 
roue d, d ' au t re pa r t au coul i sseau 
E, t r ans fo rme le m o u v e m e n t de rotation qu i s 'effectue a u t o u r d u cen t r e o'- e n un 
m o u v e m e n t rec t i l igne alternatif . * 

La roue o reçoi t un m o u v e m e n t de rotat ion uni forme par l ' i n t e rméd ia i r e d 'une 
poulie calée sur son a rb re . P e n d a n t que les pa r t i e s AMB, A'M'B' se condu i sen t , la 
r o u e o' t ou rne de 180° d 'un m o u v e m e n t uni forme, et l 'outi l accompl i t sa course d 'a l ler ; 
quand les pa r t i e s ACB, A'CB' e n g r è n e n t e n s e m b l e , la roue o' a c h è v e sa révo lu t ion , 
d'un m o u v e m e n t d 'abord a c c é l é r é , puis r e t a r d é , et l 'outil accompl i t sa cour se de r e 
tour . Les d u r é e s des deux p h a s e s de son m o u v e m e n t é tan t p ropor t ionne l l e s aux 
angles 2 (- — a] e t 2 a, le r e t o u r es t p ins rap ide que l 'a l ler . 

Ce m é c a n i s m e se compor t e c o m m e un s y s t è m e biel le et manive l l e (533) dans 
lequel la manive l l e o'D r e c e v r a i t un m o u v e m e n t a l t e r n a t i v e m e n t un i forme et var ié 
pendant deux demi- révo lu t ions succes s ives . 

457. P r o b l è m e . — C o n n a i s s a n t les lois des mouvements de rotation qui s'exé
cutent autour de deux axes parallèles, trouver lescourbes primitives correspondantes. 

L'axe o é tan t supposé mo teu r , soit <Û = f [t] l ' express ion d o n n é e . d e sa v i t e s se 
angula i re en fonction du t e m p s ; on se p ropose de d é t e r m i n e r les cou rbes p r i m i t i v e s 
de tel le so r te que la ro ta t ion au tour de l 'axe o' s 'effectue s u i v a n t la loi é g a l e m e n t 
donnée */ = f4 [t). 

S o l u t i o n a n a l y t i q u e . 

Les v i t e s se s angu la i r e s ayant pour exp res s ions r e s p e c t i v e s 

d O 

et 
dû' 

~ d T 

les coordonnées po la i res de d e u x po in t s homologues des cou rbes S et S' sat isfont aux 
relat ions s u i v a n t e s . 

dû f t-.dt 

d B ' — U (t)dt 
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On t i re des deux p r e m i è r e s , en p r e n a n t p o u r i n s t a n t init ial celui où les ang les 
8 et 8' s ' annu len t s i m u l t a n é m e n t 

(7) 

8 — J * f{t)dt 

\ F J ' R - ~ J T U [ T ] D T 

La d e r n i è r e donne d ' au t re p a r t 

r = dV ^ fjjt) 
r' c£9 fit) 

Kn t enan t compte de r 4 - *"' = 2 a, on t i re 

. . _ 2 a f , ( t ) 
î(t)+fi{t) 

F W - r - F . U ) 

(8) 

Les équa t ions des cou rbes S e t S' Seront ensu i t e ob t enues pa r l ' é l imina t ion de l 
dans chacun des g roupes d ' équa t ions su ivan t s 

„ _ 2 A F , ( £ ) . 

f[t)+fi O 

8 -= f f (t| d t 

_ 2 af (t) 

S o l u t i o n g r a p h i q u e . 

Les lois données TÛ = fi,?), W ' = f, Uj p e u v e n t ê t r e r e p r é s e n t é e s g r a p h i q u e m e n t par 

V 

51 % % 
k t, lut, h t , U t t 

Fig. 4 2 0 . 

deux l ignes B et C (fig. 420), en po r t an t l es t e m p s en absc i s ses e t l es v i t e s ses angu
laires en o rdonnées . S u p p o s o n s que ce t te r ep r é s en t a t i o n ait é té fai te en p r e n a n t 
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des éche l les c o m m u n e s h p o u r les v i t esses e t k' pour les t e m p s . Nous avons vu dans 
la p r e m i è r e pa r t i e de cet ouv rage c o m m e n t on peu t , une loi g r a p h i q u e de y i t e s ses 
é tan t donnée , cons t ru i r e la courbe des e spaces c o r r e s p o n d a n t e , e n é v a l u a n t l 'aire 
compr ise en t r e la courbe des v i t e s se s , l 'axe des t e m p s , e t l es o r d o n n é e s qui se rap
por t en t aux deux va leu r s du t e m p s cons idé rées , Les cou rbes B' e t C que l'on ob t i en t 
ainsi figurent r e s p e c t i v e m e n t les var ia t ions des ang les po l a i r e s 9 e t 8', c 'est-à-dire 
que , en m e s u r a n t à l ' échel le k deux o rdonnées de ces c o u r b e s qui c o r r e s p o n d e n t à 
une m ê m e absc isse ht, on d é t e r m i n e les angles dont les c o u r b e s p r i m i t i v e s i ncon
nues ont t ou rné depu i s l ' ins tant init ial j u squ ' à l ' ins tant t. 

Ceci posé , déc r ivons des points o e t o comme cen t r e s (fig, 421) deux c i rconfé
rences égales ayant pour rayon 
l 'unité de l ongueur , e t coupan t 
oo' en a. e t a'. A l ' ins tan t ini t ia l , 
le point de contac t des cou rbes 
p r imi t ives pa r t age la l igne des 
cent res en s e g m e n t s i nve r se 
m e n t p ropor t ionne l s aux vi
tesses angu la i r e s co r re spon
d a n t e s - ^ - , (fig. 420) .Pour 

ne pas s u r c h a r g e r le dessin, la 
cons t ruc t ion a été faite à par t 
su r une dro i te O i o ' ( (fig. 422) 
égale à oo', ce qui a donné le 
point i, et l'on a ensu i t e po r t é 
oI = o 1 i . A une époque que l 
conque i[, figurée p a r l es ab s 
cisses o$i=o'yl = k't{ (fig. 420), 
la courbe S a t o u r n é d'un angle 

S b' 
6, _ : -T 1 ' ~ i o » [ . Le point I, 

o 

Fig. 4-îl. 

P ^ 

---ht 

Fig. 422. de la courbe S qu i , à l ' i n s t an t 
i ( , se t rouve su r la l igne des 
een t res , es t s i t ué a c t u e l l e m e n t su r o*,. A cet te m ê m e époque , la courbe S' a t o u r n é 

d'un angle B' — ^ ' _= a ' o V , et le point I ' , , homologue de I,, se t r ouve a c t u e l l e m e n t 

sur o 'a ' j . Il ne r e s t e p lus qu 'à d é t e r m i n e r les l o n g u e u r s ol{, o'l'l en p a r t a g e a n t oo', ou 
son égale 0 ) 0 ' ! , en s e g m e n t s i n v e r s e m e n t p ropor t ionne l s aux v i t e s ses angu la i r e s 

- ^ p - > J _ £ i a l ' ins tant tt. La cons t ruc t i on fournit un point it s u r o,o\. En p o r t a n t 

o l , = otit su r o_j e t o'I ' i — o'i[, su r o'a'(. on ob t i en t les points I ( e t I ' 1 ; e t ainsi de s u i t e . 
Les figures s u p p o s e n t que le m o u v e m e n t de l ' a rbre m o t e u r e s t un i forme (w — m) 

et que celui de l ' a rbre m e n é es t u n i f o r m é m e n t accé lé ré (w '_ : nt -|- q). 

458. C o u r b e s d é r i v é e s . 

Deux courbes p r imi t ives S et S' é t an t d o n n é e s , il es t poss ib le d'en dédu i r e u n e 
infinité d ' au t r e s , qui c o n s e r v e n t au r a p p o r t des v i t e s se s angu la i r e s les m ê m e s v a 
leurs success ives que les p r e m i è r e s . Les coo rdonnées po la i res (r, B), ( r , 0') de deux 
points homologues M et M' (fig. 423) vérifient les re la t ions fondamenta les : 

r - f r ' - 2 a 

rdO = r'd&' 
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Coaatruisons les- pointe M, et M\ du plan qui. rapportés aux mêmes sy s t èmes de 
coordonnée* polaire» que S e t S', ont pour coordonnées respect ives 

F i g . 423. F ig . 424. 

que , p o u r p lue de c l a r t é , nous avons cons t ru i t e s s é p a r é m e n t (fig. 424), et d o n t nous-
a l lons é t u d i e r l e s p r o p r i é t é s . 

1° En les supposant solidaires des axes o et o', leur mouvement relatif est un 
roulement simple. On t i r e , en effet, des égal i tés (2) e t (3) 

dû = ndO, 

d9 ' = n d 0 ' , 

de s o r t e que les r e l a t i ons (1) dev i ennen t 

r , + r\ = 2 a 

On sai t que ces d e r n i è r e s e x p r i m e n t les condi t ions n é c e s s a i r e s e t suffisantes 
pour q u e S t et S'j r o u l e n t l 'une s u r l ' au t re sans g l i sser (454). 

2° Les valeurs successives du rapport des vitesses angulaires ne sont pas mo
difiées, car e l les s o n t éga l e s , à chaque in s t an t , au r a p p o r t i n v e r s e des rayons v e c t e u r s 
des deux points homologues qui v i ennen t se s u p e r p o s e r , et l 'on a é v i d e m m e n t 

r rl 

r' r\ 

Les effets d e s c o u r b e s (S, S') et (S, . S',) sont donc a b s o l u m e n t comparab l e s . La 
tu' 

s e u l e différence e s t que les var ia t ions du r a p p o r t — se p r o d u i s e n t n fois p lus v i te 
Iti 

dans le s econd cas que dans le p remie r , pu i sque , p o u r p a s s e r de la v a l e u r — à la 
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va leur —T, l ' a rbre m o t e u r doit t o u r n e r de l 'angle 0 quand il e n t r a î n e S, et s e u l e m e n t 

0 
de — quand il en t r a îne S<. 

u ^ 
S 4 et S', sont appe lées courbes dérivées ; on les ob t ien t , d ' ap rè s ee qui p r é c è d e , 

en conse rvan t les r ayons vec t eu r s des courbes p r imi t ives , e t en r é d u i s a n t (ou e n 
amplifiant) dans un m ê m e r a p p o r t que l conque l e u r s angles po la i res , 

459, E l l i p s e s é g a l e s . 

Soient deux el l ipses égales S et S' (fig. 425) ayant pour grand axe la d i s t ance des 
cen t re s oo' = 2a , pour pe t i t axe une longueur a rb i t r a i r e 2 b, e t pour d i s t ance focale 
2 c. Supposons que 
l eu rs g rands axes 
soient app l iqués su r 
oo', e t q u e l eu r s foyers 
de droi te so ien t r e s 
pec t ivemen t en o e t 
o'. Dans ce t t e pos i 
t ion, el les son t t a n 
gen te s en un point I 
d e l a l i g n e d e s cen t r e s , 
qui es t pour c h a c u n e 
d 'el les une e x t r é m i t é Fig- 425. 
du grand axe, Nous 
allons m o n t r e r que , si ces courbes son t i n v a r i a b l e m e n t re l iées aux axes o et o' et se 
conduisen t m u t u e l l e m e n t , l eu r s m o u v e m e n t s de ro ta t ion son t de sens c o n t r a i r e s , et 
que leur m o u v e m e n t relat if es t un r o u l e m e n t s imple . D 'après la t h é o r i e g é n é r a l e , il 
surfit d 'é tabl i r que si l'on por te à par t i r du poin t I des a rcs égaux IM, IM' : 

1° La s o m m e oM -|- o'M' est égale à 2a ; 
2° Les t a n g e n t e s MT et M T ' se s u p e r p o s e n t en m ê m e t e m p s que les poin ts M et 

M', ce qui r e v i e n t à d i re que les angles V = TMU et V = T'M'U' sont s u p p l é m e n t a i r e s ; 
3° La posi t ion c o m m u n e pr i se à ce t i n s t an t par M e t M' es t s i t uée e n t r e o e t o'. 
Soient F e t F ' les seconds foyers des e l l ipses dans la pos i t ion SS ' . Les poin ts 

M, o, F é tan t r e s p e c t i v e m e n t s y m é t r i q u e s des poin ts M', o', F ' pa r r a p p o r t à la p e r 
pendicu la i re IX é levée sur oo', on a 

oM + o'M = oM ' + FM = 2 a 

De p lus , d 'après la p r o p r i é t é de la t a n g e n t e à l 'e l l ipse 

V — T ' M ' U ' = T'M'F' 

et comme T'M'F' = TMo - 2 dro i t s — V 

en raison de la s y m é t r i e de la figure, on a auss i 

V = 2 d r o i t s — V ou V- f -V" = 2 d ro i t s . 

Enfin, oM é tan t toujours in fé r ieur à 2 a, la posi t ion c o m m u n e pr i se pa r les po in t s 
M et M' sur la l igne des c e n t r e s e s t n é c e s s a i r e m e n t i n t é r i eu re au s e g m e n t oo'. 

Il r é su l t e de là que les e l l ipses S e t S' p e u v e n t ê t r e e m p l o y é e s co mme courbes 
pr imi t ives r e l i an t deux ro ta t ions de sens con t ra i r e s au tou r d 'axes para l lè les . Le r a p 
por t des v i t e s ses a n g u l a i r e s , à l ' ins tan t où les po in t s M et M' se confondent , e s t 

w' oM 

ut ~~ o'M' 
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La p lus pe t i t e va l eu r de oM es t ol = a — c, à laquel le cor respond la plus g rande 
va leu r o'I = a + c de o'M'. Le m i n i m u m du rappor t des v i tesses angula i res es t donc 
a — c 

a c i il s e p r o d u i t quand les e l l ipses o c c u p e n t les pos i t ions S et S'. De m ô m e , la 

p lus g r a n d e va leur de oM es t o A = a + c, à laquel le co r r e spond la p lus pe t i t e va leu r 
o'A' = a — c de o'M'. Le m a x i m u m du r a p p o r t des v i t e s se s est donc — a 4- c il a l ieu 

quand les e l l ipses rou l an t e s ont t ou rné de 180° à par t i r d e s posi t ions f igurées. Le r a p 

ID a — c a 
por t — croit donc d une façon con t inue en t r e les va l eu r s ; — et — 

AI a + c a — c 

- p e n d a n t la 

a C et —— p e n d a n t la p r e m i è r e demi- révo lu t ion , pu is décro î t e n t r e les l imi tes 
a — r. a -f- c. 

demi- révo lu t ion su ivan te ; les m ê m e s va r ia t ions se r ep rodu i sen t ensu i t e périodi
q u e m e n t . 

460. D é t e r m i n a t i o n d e s e l l i p s e s p r i m i t i v e s e n v u e d ' a s a u r e r a u x l i m i t e s 
d u r a p p o r t d e s v i t e s s e s d e s v a l e u r s d o n n é e s . 

En posan t •= h 

et 

1 

Le demi -pe t i t axe b des e l l ipses r o u l a n t e s est donc , en fonction de h e t de la dis
t ance des cen t r e s 

-las/h 
-y a-' — C j : 

i — fe Y 

l + k) - 1 + h 

Pour que le r appor t des v i t esses angu la i r e s var ie d 'une façon con t inue e n t r e les 
4 a 

l im i t e s 4 e t 1/4, pa r e x e m p l e , il suffit de faire b — —^-. 

461. E n g r e n a g e e l l i p t i q u e . 

Deux cames cy l ind r iques ayant pour sec t ions dro i tes les el l ipses S et S' peuvent , 
d ' ap rès ce qui p r é c è d e , é tabl i r une l iaison en t r e les ro ta t ions de deux a r b r e s paral

lè les , sans qu'i l y ai t g l i s semen t 
des surfaces en contac t . Si 1 a rb re 
o est mo teu r , dans le s e n s de la 
flèche Iflg. 426), les r ayons vec 
t e u r s de l 'e l l ipse S von t d 'abord 
en c ro i ssan t , ce qui rend la t r ans 
miss ion obl igatoi re p e n d a n t tou te 
la p r e m i è r e demi - r évo lu t ion . A la 
fin de celle-ci, les c a m e s ont pr is 

les pos i t ions S, e t S ' f , de s o r t e que les rayons v e c t e u r s de l 'e l l ipse mot r i ce qui 
pa s sen t s u c c e s s i v e m e n t su r oo' vont en déc ro i s san t . Pour que les deux corps cont i 
n u e n t à se c o n d u i r e , il es t donc néces sa i r e de ga rn i r de den t s les demi-e l l ipses IXJ, 
IN' J' qui son t a p p e l é e s à ven i r en con tac t pendan t l a seconde demi - r évo lu t i on . Dans 
la p ra t ique , on d i spose ces den t s su r t o u t e l ' é t endue des deux courbes , e t l 'on ob t ien t 
u n e pai re de r o u e s d e n t é e s qui cons t i t uen t un engrenage elliptique.. 
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462. T r a c é de l a d e n t u r e . 

Cons idérons les deux e l l ipses p r imi t ives dans u n e pos i t ion q u e l c o n q u e S S'(fig 427) 
où el les sont t a n g e n t e s en I ; e l les 
ont é té p r é a l a b l e m e n t d iv i sées 
en pa r t i e s éga les aux ple ins e t aux 
c reux consécut i f s , dont l 'or igine 
est à un s o m m e t du grand axe . 
Supposons que I soi t l 'un des 

S a i t tii/ mouff rcla/tf 

dr fa. trie/ter 

Fig . i-n. 

points de divis ion su r chaque c o u r b e . Pour d é t e r m i n e r les profils des den t s qui abou
t i ssen t à ce poin t , on p e u t e m p l o y e r deux m é t h o d e s différentes. 

1° M é t h o d e d e s c e r c l e s d e c o u r b u r e . 

Elle cons is te à s u b s t i t u e r aux e l l ipses p r imi t ives l eu r s ce rc l e s de c o u r b u r e , qui 
sont égaux, e t dont l es c e n t r e s C et C peuven t ê t r e ob tenus pa r la cons t ruc t ion de 
Savary , si les deux courbes ont é té t r acées p a r le p r o c é d é de la bande de pap ie r (164), 
On emploie , p o u r ta i l l e r la d e n t de la roue S en I, la fraise qui conviendra i t à une 
roue cy l indr ique dro i te du môme modu le M, mais don t le rayon primitif se ra i t égal à CI. 

2 CI 

Le nombre des den ts de ce t t e roue cy l indr ique fictive, soit —^—, var ie avec la posi

tion du point I su r l ' e l l ipse p r imi t i ve . 
2° M é t h o d e d e P o n c e l e t . 
On p r e n d pour flancs des den t s les no rma le s c o m m u n e s IH et IH ' aux deux e l l ipses , 

et l'on d é t e r m i n e les faces c o r r e s p o n d a n t e s par des t r a c é s ana logues à ceux qui on t 
été exposés aux p a r a g r a p h e s 257 e t 289. 

Cherchons d 'abord la face de la roue o, c o n s i d é r é e co mme m e n a n t e . Pu i squ ' e l l e 
doit conduire le flanc IIP de la m e n é e ap rès le p a s s a g e de l eu r po in t de con tac t s u r la 
l igne des c e n t r e s , el le en es t l ' enve loppe quand S ' r o u l e su r S dans le sens de son 
m o u v e m e n t relatif, i nd iqué par la flèche f. So ien t 1, 2, 3 . . . des po in t s équ id i s t an t s les 
uns des a u t r e s su r S, 1', 2', 3 ' . . . les po in t s de S' qui v i ennen t s u c c e s s i v e m e n t se su
pe rpose r aux p r é c é d e n t s , e t l ' a ' , 2' fJ', 3'y' les p e r p e n d i c u l a i r e s à IH ' . D 'après la m é 
thode de Ponce le t (257), les c i rconférences déc r i t e s de 1, 2, 3 c o m m e c e n t r e s , avec 
des rayons r e s p e c t i v e m e n t égaux à l ' a ' , j ' p ' , 3 V , sont t a n g e n t e s à l ' enve loppe du 
flanc IH' , et d é t e r m i n e n t u n e courbe IE qui forme la face d 'une den t de la roue o. 

P o u r t r o u v e r la face de la m e n é e qui doit ê t re a ssoc iée au flanc IH, on obse rve 
qu 'e l le es t condu i t e par ce lu i -c i avan t le passage de l eu r po in t de contac t su r la l igne 
des cen t r e s , e t qu 'e l le en est l ' enve loppe quand S rou le su r S' dans le sens f. On p r e n d 
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<?es poin ts a, b, c équ id i s t an t s les uns des a u t r e s su r S, l e s po in t s h o m o l o g u e s a' b' c 
de S', puis on aba i sse les p e r p e n d i c u l a i r e s a x, b [}, c y , s u r I H . On décr i t , enfin, de 
a ' b ' c ' c o m m e c e n t r e s , a v e c des r ayons r e s p e c t i v e m e n t égaux à a a, 6 (3, c y, des a rcs 
de cerc le don t l ' enve loppe I F e s t la face c h e r c h é e . Les l ignes d ' échanf r inemen t e t d 'é-
v i d e m e n t son t des cou rbes pa ra l l è l e s aux e l l ipses p r i m i t i v e s , qui s'en éca r t en t ex té-

7 
r i e u r e m e n t de 0,3 P ou M et i n t é r i e u r e m e n t de 0,4 P ou M 

u 
463. T r a i n é p i o y c l o ï d a l e l l i p t i q u e d e M a c - C o r d . 

Ce m é c a n i s m e ne diffère du t ra in épic3 r cloïdal de P e c q u e u r qu 'en ce que les deux 
p r e m i è r e s r o u e s A e t B son t e l l ip t iques (fig. 428). La roue A es t bou lonnée sur un 
m o n t a n t du bât i fixe H ; un a r b r e x, mû par la manive l l e M, la t r a v e r s e à f ro t t ement 
doux en l 'un de ses foyers , e t en t r a îne le l ev i e r L, dans l ' ex t r émi t é duque l tou rne 
un a r b r e y , so l ida i re de la r o u e e l l ip t ique B qu ' i l p e r c e en un foyer, e t de la roue 
cy l indr ique C. Cel le-ci e n g r è n e avec u n e s econde roue cy l i nd r ique D, don t l 'axe : 
e s t le p r o l o n g e m e n t de x. Si A es t cons idé rée c o m m e la roue initiale, du t ra in , la 

rH 

—? 

i 

liF 

• • " > , K " 

•eu 

Fig- 428. 

formule de W i l l i s donne , w dés ignan t la v i t e s se angu la i re du châss is L e t u m celle de 
la r o u e D 

d'où 0 ) m — <•> 

— ai 

(î-O 

La ra ison s, ca lcu lée en s u p p o s a n t le b r a s po r t e - t r a in immobi l e , e s t éga le au p ro -
G 

dui t » t X — , dans l e q u e l e f r e p r é s e n t e la va l eu r abso lue du r a p p o r t des v i t e s se s des 

roues el l iptiques, variable entre les l im i t e s a C et a ° , Il v i en t donc 
a -f- c a — c 

Si l es n o m b r e s de d e n t s des roues cy l i nd r iques vérif ient les re la t ions 
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la roue D p r e n d un m o u v e m e n t c i rcu la i re al ternat if var ié , flans le s e n s f du m o u v e -
C 

m e n t -de la m an iv e l l e m o t r i c e , ou d a n s le sens c o n t r a i r e , su ivan t que E , X - g - es t in

fér ieur ou s u p é r i e u r à l 'un i té . Les m a x i m a d e sa v i t e s s e a n g u l a i r e d a n s les deux c o u r s e s 

sont r e s p e c t i v e m e n t 
i - i ^ x f 

a -t- c D , 

et 

Les c h a n g e m e n t s de sens du m o u v e m e n t de la roue D c o r r e s p o n d e n t aux pos i t ions 

B, et E , de l 'e l l ipse B pour l esque l les t L

 = ~ ^ r - Cm a a lors 

_ .vl| ,vl, _ JD_ 

Ces p ropor t ions p e r m e t t e n t de cons t ru i r e les l o n g u e u r s 

2 a X D 
.xl 1=xl 2 — • D 

en p a r t a g e a n t la d i s t ance 2 a des axes x et y dans le r a p p o r t ~ - ; e t de d é t e r m i n e r les 

points I, et I 2 , a insi que l e s pos i t ions Bj e t B2 de l ' e l l ipse B. 

On calcule a i s é m e n t l ' ampl i tude angula i re de chaque cour se a l t e rna t ive . P e n d a n t 
que le por te - t r a in t ou rne de l 'angle yt .v?/ — a , l ' e l l ipse mobi le passe de la pos i t ion B ( 

à la posi t ion B, e t t o u r n e au tour de l 'axe y d 'un angle IyK' = a + ¡3, dans le sens f du 
m o u v e m e n t de la manive l le ; la roue C tou rne e l l e - m ê m e a u t o u r de son c e n t r e d e 
l 'angle a-f- fi, e t tout r ev ien t , pour ca lcu le r l 'angle de ro ta t ion 6 de la r o u e D, à con
s idé re r lè t ra in épicycloïdal CD, auque l on peu t a t t r i b u e r un m o u v e m e n t un i fo rme, 
sans r ien change r aux chemins p a r c o u r u s pa r ses pa r t i e s . Dans c e t t e hypo thèse , l e s 
angles de ro ta t ion sont p ropor t ionne l s aux v i t esses angu la i r e s , e t p e u v e n t l e s r e m 
placer dans la formule de W i l l i s qui, app l iquée en r e g a r d a n t D comme roue in i t i a le , 
donne 

— D __ ( i + P ) - a 
C 0 — a 

On en t i r e 0 = a — { J X - j j -

L 'angle de rota t ion total de la roue D dans le sens f es t donc 

2e = 2(i-px-g-) 

On t rouve ra i t de m ê m e l ' ampl i tude de la s e c o n d e cou r se 

2 9,^2 („-p) ~ ] 
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Il r e s t e à ca lculer a et p. On cons idè re , pour cela, le t r i ang le JlGyl formé par les 
rayons v e c t e u r s I, y , e t I ( G = I , x du po in t I, dans l ' e l l ipse B ; son angle en G e s t égal 
à -K — „, e t l'on a 

\ Ï T G ' = Î7TT,5 + GTT;' — 2 1 , y, X Gy, cos S 

ou 

d'où l 'on t i r e 

f I t l / i^^G 3 r-Gyi' f-2I,G x G y t cos a 

4 D2 4a2C2 , , , 4aO ^ _ „ 

T C T D F = T c T W 4 c ~ c + ii x 2 c c o s a 

C O B 8 = - - ! 1 C - D 1 - | - C Ï ( C - | - D ' -
2 acC 

a3 (C — D) — c 3 (C + D) 
2 acD 

Si, pa r e x e m p l e , a = 50>Wm, b = 30 •«/_, c = 40"</m . C = 3 0 e t D = l 5 , 

on t rouve 

cos 6 = 0.912ô d'où B = 24° 15 'envi ron , 

cos a = — 0.575 d'où „ = 125°. 

2 9 = 2 . ^125°— 24» 15' X - ^ - ^ = 153° (dans le sens de la manivel le) . 

2 0' = 2 ^ 55" — 155°45' X = —513° (dans le sens cont ra i re de la manive l le ) . 

On peu t amplifier ou rédu i re l ' é t endue des cour ses en faisant su ivre D d'un équi
page de roues den t ée s , tel q u e E F . 

464. C o u r b e s d é r i v é e s d e s e l l i p s e s p r i m i t i v e s . 

En app l iquan t aux e l l ipses p r i m i t i v e s le p r o c é d é généra l é tud ié au pa rag raphe 
458, on en dédu i t des courbes dé r ivées don t le fonc t ionnement es t ana logue . Pour 
cons t ru i r e , pa r e x e m p l e , cel les qui p r o v i e n n e n t do la réduc t ion des angles polaires 
dans le r a p p o r t de 1 à 2, on m è n e pa r le foyer o de l 'e l l ipse S (fig. 429) des rayons vec
t e u r s oA, oB, o C . faisant e n t r e eux des ang les égaux à un sous -mu l t i p l e que lconque 
de 180°, pu i s on pa r t age un angle d ro i t xoy (fig. 430) en un n o m b r e co r r e spondan t de 
p a r t i e s éga les , e t l 'on p o r t e su r les l ignes de division des longueur s oa, ob, oc. . . r es 
p e c t i v e m e n t égales à oA, oB, oC., . En r é p é t a n t la m ê m e cons t ruc t ion tou t au tou r du 
poin t o, on ob t i en t u n e courbe aefga dont chaque qua r t , tel que ae , c o r r e s p o n d à u n e 
moi t ié de l 'e l l ipse S. L 'e l l ipse S ' donne ra i t na i ssance à une courbe iden t ique , d ispo
sée par r appor t à la p r é c é d e n t e comme l ' indique la fig. 431. D 'après la t héo r i e géné 
rale des courbes dé r ivées , des c a m e s cy l indr iques a d m e t t a n t p o u r sec t ions dro i tes 
les profils aefga, almna, t r a n s m e t t e n t un m o u v e m e n t de rota t ion e n t r e les a rb re s o 
et o ' , a v e c les m ê m e s var ia t ions du r a p p o r t des v i t e s se s que si l 'on employa i t les 
cames e l l ip t iques co r r e spondan te s (*). Seu l emen t , le pas sage d 'un m i n i m u m à un 

(*) Au premier abord, ces c a m e s para issent analogues à ce l les dont nous avons indiqué 
l 'emploi dans l e s p o m p e s rotat ives (258). Leur fonct ionnement e s t néanmoins tout à fait diffé
rent, pu i sque le rapport des v i t e s s e s reste constant dans un cas , et varie dans l'autre. 
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maximum, ou i n v e r s e m e n t , se p rodu i ra pendan t un qua r t de tour de l 'arbre m o t e u r , 
soit doux max ima et deux m i n i m a par révolu t ion complè te au l ieu d 'un seul . Ces 
courbes dé r ivée s son t appe lées , en raison de leur forme pa r t i cu l i è re , des courbes 
bilobées. 

Fig. 430. Fig. 432. 

On cons t ru i t d e l à m ê m e m a n i è r e des courbes à t ro is sa i l l ies , ou trilobées (fig. 432) 
en faisant co r r e spond re à la demi-e l l ipse ABCDE un arc abede t r a c é dans un angle 
xoy de 60°. Le r a p p o r t des v i t esses angula i res p r é s e n t e alors t rois max ima et t ro is mi
nima par révo lu t ion . Le p rocédé es t appl icable que l que soit, le n o m b r e des lobes . 

465. S p i r a l e s l o g a r i t h m i q u e s é g a l e s . 

L'équat ion d 'une sp i ra le l oga r i thmique en coo rdonnées po la i res e s t de la forme 

r = hemi 

h e t m dé s ignan t des cons tan tes a rb i t r a i r e s (*). Ce t t e courbe joui t des p r o p r i é t é s 
su ivantes : 

(*) On sait que les diverses spirales obtenues en donnant à h une série de valeurs diffé
rentes peuvent se superposer, en les faisant tourner autour du pôle d'un angle convenable. 
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1» En supposan t h e t m posit ifs , r c ro î t de o à + » quand 6 croî t de •— o= à ~f- œ . 
Le pôle e s t un point a s y m p t o t e ; 

2° L 'angle V, formé pa r une t a n g e n t e avec le rayon v e c t e u r co r re spondan t , es t 
c o n s t a n t , 

On a en effet : 

tg V = rdfj hi"*Q d û 
dr m e » > 0 d Q 

F i g . 133. 

Nous nous p roposons de m o n t r e r que deux 
sp i ra les i d e n t i q u e s S e t S' , ayant pour points 
a s y m p t o t e s les po in t s o et o' des deux axes et 
d i sposées en sens i nve r se , se condu i sen t mu
t u e l l e m e n t de m a n i è r e à ce que l e u r m o u v e 
m e n t relatif soi t un r o u l e m e n t s imp le . 

Soit I un po in t de r e n c o n t r e de S avec la l igne des c e n t r e s (fig. 433) ; d ' après la 
p r e m i è r e p r o p r i é t é , il es t tou jours poss ib le de p lacer S' de t e l l e s o r t e qu 'e l l e passe 
pa r le point I, et, d ' après la s econde , el le es t a lors t a n g e n t e à S. P r e n o n s deux a rcs 
inf in iment pe t i t s égaux IM et IM' à p a r t i r de I, e t déc r ivons les a rcs de ce rc l e I I I , 
M ' H ' de cen t r e s o et o' . Les t r i ang les inf in i tés imaux IMII, IM ' I I ' , r e c t a n g l e s en H et 
I I ' . son t égaux c o m m e ayant des h y p o t é n u s e s éga les IM et IM', e t deux ang le s a igus 
é g a u x IMII = H ' I M ' = V. On a donc H M = I H ' , et par c o n s é q u e n t 

OM -f- o 'M' = ol + o'I = oo = 2 a 

Il r é s u l t e de là que les poin ts M et M' v i ennen t se s u p e r p o s e r s u r la l igne des 
c e n t r e s , e t c o m m e on p e u t r é p é t e r en p a r t a n t de leur pos i t ion c o m m u n e ce qui v ien t 
d ' ê t r e d i t en p a r t a n t du poin t I, les deux sp i ra l e s rou l en t l 'une su r l ' au t r e sans 
g l i s se r . 

On p e u t d 'a i l l eurs é tab l i r ces r é su l t a t s pa r une m é t h o d e p u r e m e n t ana ly t ique . E tan t 
d o n n é e l ' équat ion 

r = fte^a 

d e la courbe S, il suffit, pour t r o u v e r cel le de sa conjuguée , d ' é l iminer r et 0 (455 
e n t r e les équa t ions 

r = hem® 

0 

• r' = 2 a 

•>e ftc™9d9 J. ne 

0Ta~- /te»* 

En effectuant l ' i n t ég ra t ion , ou a s u c c e s s i v e m e n t 

-.6 — lime™® dB 1 r b — 

d'où enfin 

' a — he"lfi 
__ 1 a 2 a— fee'»6 1 p 

~ m 2 a —ft ~~ ~ l u 

r ' = (2 a — h) e-mO' 

J_ rH d (2 a — kemS) 
m J o 2 a — fte"'6 

l a — h 
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Cette équat ion r e p r é s e n t e u n e sp i ra le l oga r i t hmique égale à S, ma i s i n v e r s e m e n t 
placée, et dont le po in t a s y m p t o t e 
est o'. B 

Les spi ra les S e t S' é t an t indéfi
nies, on ne peu t en u t i l i se r que des 
arcs l imi tés . On cons t ru i t , pour cela, 
deux polygones r é g u l i e r s égaux que l 
conques, pu i s on jo in t le mil ieu de 
chaque côté aux s o m m e t s les p lus 
voisins par des a rcs de sp i ra le . On 
obtient a insi des cames qui, r e n d u e s 
solidaires de deux axes passan t pa r 
leurs cen t re s , se condu i sen t avec rap
port var iable des v i t e s se s , et rou len t 
sans gl isser l 'une su r l ' au t r e . P o u r 
indiquer la m a n i è r e do p rocéde r , cons idé rons deux t r i ang les équi la té raux égaux ABC, 
DHL (flg. 434), e t p laçons les profils ob t enus dans la posi t ion ind iquée par la figure. 
Les a rcs de sp i ra le DB e t DG son! égaux e t p lacés en sens i n v e r s e au tou r des pôles 

o et o ' ; ils se condu i sen t p e n d a n t le p r e m i e r s ix ième de tour et le r appor t - - - des v i -

tesses angu la i r e s cro î t d e p u i s la va leur — — 1/2 j u squ ' à la va leu r - 5 - ^ - — 2. P e n d a n t 
o D o G 

le second s ix ième de tour , les a rcs BE' e t GH e n t r e n t en act ion, e t le r a p p o r t — dé

croît en t re les l imi te s 
oB 
o'G 

oE' 
; 2 et — 1/2, e t c . , Il y a donc , pour chaque tou r des 

arbres , t ro is m á x i m a e t t ro i s min ima. 
Pour cons t ru i r e les a rcs de sp i ra le , il es t i nd i spensab le de d é t e r m i n e r les c o n s 

tantes h et m qu i s 'y r appor t en t . Il suffit de faire le calcul pour l 'un d 'eux, DB p a r 
exemple . En posan t oo' = 2 a, on a 

2 a 
"3 

pour G r ..= h - oD . -

e t pour 0 —- DoB — r —- ke 
3 n 4 a 

Par conséquen t e = 2 

ou, en p r enan t les l oga r i t hmes n é p é r i e n s des deux m e m b r e s 

Les va leurs c h e r c h é e s sont donc 

h -
_2a_ 

3 

3 j f . 2 
m : =; 0,r.G2 

et l 'arc DB appa r t i en t à u n e sp i ra le dont l 'équat ion e s t 

0,662 8 
2 a 

r - —=- e 
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— Système de deux roues dentées 
dont l'une e s t excentrée. 

466. Ce m é c a n i s m e est composé de t rois roues d e n t é e s cy l indr iques M, N, P , de 
même modu le , d i sposées de m a n i è r e à a s s u r e r la l iaison de deux ro ta t ions autour 
d 'axes pa ra l l è l e s , a v e c r a p p o r t var iable d e s v i t e s ses angu la i r e s . Les roues M et N 
(flg. 435) sont so l ida i res des axes o et o, et la p r e m i è r e es t e x c e n t r é e d 'une quant i té 
oC = e. P o u r qu 'e l le c o m m u n i q u e son m o u v e m e n t à la seconde , on emploie une roue 
in t e rméd ia i r e P , don t le c e n t r e D es t m a i n t e n u à d i s t ance cons tan te des points C et o' 
par deux t iges r ig ides CD et Do'. La t ige CD es t folle à ses deux e x t r é m i t é s su r des 
axes concen t r i ques aux roues M e t P ; la t ige Do' es t de m ê m e folle su r les axes de P 
e t de N, e t son a r t i cu la t ion avec l 'axe D es t i n d é p e n d a n t e de celle de CD. 

/ 

Fig. 435 (.*)· 

Soit w la v i t e s se angu la i re de l 'axe o supposé m o t e u r . La v i t e s se du point de con
tact E des roues M et P, dans le m o u v e m e n t de rota t ion au tou r de o, es t r ep ré sen t ée 
par un vec t eu r E F = u = u X oE, pe rpend i cu l a i r e à oE. Sa projec t ion 

u' = E F = v cos oEC = M X oE cos i 

sur la t angen t e c o m m u n e en E aux c i r confé rences M e t P m e s u r e la v i t e s se de tous 
les points de ce t t e d e r n i è r e . En l ' éga lan t à la v i tesse w'R' du point G, on a 

co'R' - u X O E cos i = w X E U 

tù' EH 
d o u — = - f T r 

On voit de plus que les ro ta t ions e x t r ê m e s son t de m ê m e sens . 

P o u r é t u d i e r la var ia t ion du r a p p o r t , il suffit de su ivre cel le du s e g m e n t EH 

pendan t un tour de l ' a rb re m o t e u r . O b s e r v o n s p o u r cela que le l ieu g é o m é t r i q u e du 

(") Le lecteur est prié de mettre la lettre C au centre de la roue M. 
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point II, r appo r t é à la roue M, es t une c i rconférence o,, déc r i t e sur oO = e comme 
diamètre . Eu t r açan t le d i amè t re E ioCEj , on a 

m e s u r e E C E ( - m e s u r e arc E E , 

m e s u r e oCH =^1/2 m e s u r e a rc oH 

Si l 'arc EE, c o m p r e n d n deg ré s , l 'arc o ï l en c o m p r e n d le double , de so r t e que le 
point H pa rcou r t deux fois la c i rconférence o{ p e n d a n t que l ' a rbre m o t e u r fait un tou r . 
Ceci posé , cons idérons la roue M à l ' ins tant où les d i rec t ions Co et CD sont confon
dues ; son contact a v e c P a l ieu en E l ; e t le point H se t rouve en o. Le r appor t des 
vitesses angu la i r e s es t a lors 

oE | Il — e 
" 11 ~~ 11' 

Quand les d i rec t ions Co e t CD sont opposées , le con tac t des roues M et P a l ieu 

en E 2 , et le point II es t r evenu en o. Le r appor t —• a donc grandi d 'une façon con t i -
(tl 

nue, jusqu 'à la va leu r 
o K 2 _ R + e 
R'" ""' R' 

Il décroi t ensu i te g r a d u e l l e m e n t jusqu ' à ce que la r o u e mo t r i c e ait r e p r i s sa p o 
i l — e 

sition ini t ia le , de so r t e qu'il p r é s e n t e , à c h a q u e tour de l ' a rbre o, un m i n i m u m — — — 

R -4- c 

e t un maximum-—y^r~• H faut r e m a r q u e r que ces va l eu r s l imi tes son t a t t e in tes au 

moment où les d i rec t ions oC et CD sont confondues ou opposées ; c o m m e cel les-ci 

var ient à chaque ins tan t , le m i n i m u m et le m a x i m u m du r a p p o r t — ne son t pas n é -

cessa i rement s épa ré s l 'un de l ' au t re pa r une demi - r évo lu t ion de l ' a rbre m o t e u r . 

467. D i m e n s i o n s à d o n n e r a u x d i v e r s e s p a r t i e s d u s y s t è m e p o u r q u e l e 

r a p p o r t — v a r i e e n t r e d e s l i m i t e s d o n n é e s k e t k'. 

Soient oo' — d la d i s tance donnée des axes , e t p le rayon de la roue pa ras i t e P. On a 

CD — Il + p 

Do' - - 11' + p 

et les points C, D se m e u v e n t sur des c i rconférences y, y', de c e n t r e s o e t o', e t de 
rayons respect i fs e e t R'-f- p. Les condi t ions à r éa l i s e r son t l e s s u i v a n t e s : 

1° Les va leu r s e x t r ê m e s du r a p p o r t des v i t e s se s é t an t données , on doi t avoi r 
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2° Le m o u v e m e n t de l ' a rbre m o t e u r ayant toujours l ieu clans le m ê m e sens , oKj 
doi t ê t r e infér ieur à oL (fig. 435) 
p o u r que la roue M pu i s se pas-

y * X se r dans l ' in te rva l le qui sépare 
/ ' \ l 'axe o de la r o u e N (*). On trouve 

v / _ \ a ins i 

r. r / .M 
jA--~--?»!f'~' j d — IV > e -J- R 

i 
! ou c f > e - r - R + R' (3) (•V 

c 
; y Ce t te condi t ion n 'es t d 'ai l leurs 

*f)~r~*fv>l pas suffisante. Il faut encore qu'un 
a rc de cerc le de rayon CD = R-f-p, 

Fig. 436. décr i t d 'un poin t que lconque de 
la c i rconfé rence y comme cent re , 

r encon t r e la c i rconférence y', afin que la t ige CD pu i s se se p l ace r . Il suffit év idem
ment , pour qu' i l en soi t a ins i , que ceux de ces arcs qui ont pour c e n t r e s l es ex t r émi 
tés C 0 e t C, (fig. 436) du d i a m è t r e oo' coupen t y', ce qui donne 

(position C 0) C 0 D 0 < R + p < C 0 D , 

et (position C f) C ,D 0 < R + p ^ D , 

ou d — e — R ' — p < R + p < d — e + R' + p W 

et d + e — R' — p < R - L - p < d + fi + R' + p (5) 

Afin de c h e r c h e r dans que l les c i r cons t ances ces doubles inéga l i t és son t satis
faites, r angeons l e u r s m e m b r e s e x t r ê m e s par o rd re de g r a n d e u r c ro i s san te . P lu s i eu r s 
cas sont à d i s t i n g u e r : 

<·)) Si e > II ' -f- p, on a 

d — c — IV — p < d — e + R ' - f - p < d - | - e — R' — p < d + e - f - R ' - l - p 

Il es t donc imposs ib le de sat isfai re à la fois aux re la t ions (4) e t (5), e t aucun 
s y s t è m e de v a l e u r s a t t r i b u é e s à e, R, R', p ne p e r m e t à l ' a rbre m o t e u r de tou rne r 
indéf iniment dans le m ê m e s e n s . Ce cas doi t ê t re re je té . 

b) Si e <C 11' -f- p, on a 

d — c — IV — p < d 4- e — R' — o < d — e -f- IV -f- p < d -f- p + II' + p 

Les re l a t ions (4) et (5) sont sa t i s fa i tes pa r t ou t e va leu r de R + p compr i se entre 
d - j - e — R'.— p et d — ff-f-R'-f-p, de so r t e que , si l es deux condi t ions 

e < I V + p (6) 

e t d + e — R' — p < R - f - p < d — e + R ' + p (7) 

son t r empl i e s , la ro ta t ion con t inue de l ' a rbre m o t e u r es t a s su r ée . 

C) Il faudrait modifier légèrement cette condition pour tenir compte des saillies des dents. 
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c) S i e = R' + p, les doubles inéga l i t é s (4) e t (5) ont u n m e m b r e c o m m u n , égal à 
d, et ne p e u v e n t ê t r e sat isfai tes s i m u l t a n é m e n t que si R + p = d. Mais , en t e n a n t 
compte de l ' hypo thèse e = R' + p, on a auss i 

d = e + R — R ' 

ce qui es t i ncompa t ib l e avec la condi t ion (3). Ce cas e s t donc auss i à r e j e t e r . 
Nous al lons effectuer le calcul en nous p laçant dans la seu le h y p o t h è s e poss ib le 

e < II' + p. L ' ensemble des condi t ions à r éa l i se r es t a lors 

R - e R - e 
Uj 

(21 

d>e-r 1 1 + R ' (3) 

e > R ' + p 

• p -< R + p < d — e -f II ' -f- p (n 
En ajoutant et en r e t r a n c h a n t (1) et (2) m e m b r e à m e m b r e , on a 

R _h_±J±_ 
R' 2 

j e _ h' — h 
( " R 7 " — 2 

' 'R 

d'où U' = l r i r F (8j 

2 h + k 1 

On t i re ensu i te de (3) 

d > -.—;—j-r R + R 

d > - ^ R (10, 

En r é so lvan t l ' inégal i té (6) par r a p p o r t à p, il v ien t 

P > e — R' ou , " R (11) 

' k{- k 

La p r e m i è r e des inéga l i t és (7) donne en ou t re 

2p > d + e — R — R 

d'où P > A _ J L ± 1 H

 ( i 2 ) 

P ·> 2 h -j H' 

Enfin, on t ire de la seconde des inéga l i t és (7) 

R + p < ci — e + R' + p 

ou d > e + R — R' 
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Cet te condi t ion es t n é c e s s a i r e m e n t sa t is fa i te si l ' inégal i té (3) es t vérifiée. En défi
n i t ive , les va leurs de R', e et p do ivent ê t r e exp r imées en fonction de d, k et k, de 
man iè re à sat isfaire aux condi t ions (8), (9), (10), (11) et (12) 

A p p l i c a t i o n . — Avec les données su ivan t e s : • 

d = 60=/'" h = 1 / 2 h'= 3/2 

on t i re de la re la t ion (10), en p r e n a n t le c e n t i m è t r e pour un i t é de l o n g u e u r 

60 > ou R < 24 

On p rend ra , par exemple , R = 20. Les re la t ions (8) et (9) d o n n e n t a lors 

I I ' = 20 e t e = 1 0 

La re la t ion (11) es t sat isfai te pour t ou t e va leu r posi t ive de p, e t la re la t ion (12) 
donne p ^ - 1 5 . En p renan t , par e x e m p l e , p = 20, les t iges CD e t Do' au ron t chacune 
40 c e n t i m è t r e s de longueur . 

468. N a t u r e d u m o u v e m e n t d e l a t i g e o'D. 

La condi t ion n é c e s s a i r e et suffisante pour que ce t t e t ige pu isse p r e n d r e un mou
vemen t de rota t ion cont inu e s t qu ' un a r c de ce rc le de rayon CD = Il + p, déc r i t d 'un 
point que lconque de la c i rconfé rence y' comme cen t re , r e n c o n t r e la c i rconférence y. 
Il suffit d ' éc r i re que ces condi t ions sont r e m p l i e s pour les e x t r é m i t é s D 0 D f du dia
m è t r e oo' de y, ce qui donne 

(position Do) D u C o < R + p < D o C , 

(position D j D , C 0 < I l - f p < D , ( ' | 

1 d—c—II' — p ·<; R -f- p <^ d - f e — R' — p 
ou i ' ' 

j d — e - j - R' 4- p Il + p < ^ d -J- e + R' - f - p 

Pu i sque l 'on suppose e <C II ' - j - p , l 'ordre de g r an d eu r des m e m b r e s e x t r ê m e s est 

d — e — R' — p < d - f e — II' — p < d - e + R' + p < d -f- e - f - R ' - f - p 

Les inégal i tés p r é c é d e n t e s ne son t donc jamais sat isfai tes s i m u l t a n é m e n t , de 
sor te que le m o u v e m e n t de la t ige o'D est a l ternat i f dans tous les ca s . 

Les poin ts e x t r ê m e s de la course du point D c o r r e s p o n d e n t au m a x i m u m et au 
m i n i m u m de oD. Or on a 

o I ) > C D — oC 
et 

o D < C D 4 - o C 

La plus pe t i te va leur de oD es t donc CD — o C et la plus g rande CD -|- oC. En pre 
nan t ces longueurs c o m m e rayons d 'a rcs de cerc le de cen t re o, on d é t e r m i n e les points 
c h e r c h é s en D 3 e t D 3 . Les pos i t ions c o r r e s p o n d a n t e s de CD sont C 2 D , e t C 3 D 3 . D'a
p rès ce qui p r é c è d e , ce sont ce l les qui se r a p p o r t e n t au m a x i m u m e t au m i n i m u m du 
r appor t des v i tesses angu la i r e s . On voi t que les poin ts Ci e t C ; , ne sont pas d i amé t r a 
l emen t opposés su r la c i rconférence y, ce qui justifie u n e r e m a r q u e faite p lus haut , 

d ' après laquel le les va l eu r s l imi tes du r appor t —- ne son t pas n é c e s s a i r e m e n t s é p a 
ra 

r ées par une demi - r évo lu t ion de l ' a rbre m o t e u r . 
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S III- — Roues de Rœmer. 

469. Ce m é c a n i s m e , qui se r t à l ier les ro ta t ions de deux axes pa ra l l è les z e t z' avec 
rapport var iable des v i t esses angula i res , s e compose de d e u x r o u e s con iques éga les , 
disposées en sens i n v e r s e , dont les cônes primit ifs son t e n g e n d r é s par une droi te S S ' 
joignant des poin ts a rb i t r a i r e s de z e t z'. L 'un des cônes , soi t S', es t den té co mme une 
roue o rd ina i r e ; l ' au t re po r t e une sér ie de po in tes , d i sposées s u r des géné ra t r i ce s équi-

distantes, e t formant par l eu r ensemble une courbe C. Quand l 'une des po in tes , s i tuée 
à une d is tance R de l 'axe z, se t r ouve dans un c r eux de la roue S', le s y s t è m e fonc
tionne comm e un e n g r e n a g e cy l indr ique dont l es c i rconfé rences p r imi t ives au ra ien t 
pour rayons respect i fs R et a-—R, a dés ignan t la d i s tance des axes . Le r a p p o r t des 
vitesses angu la i r e s es t a lors 

u ' _ R 
<>> a — R 

Sa var ia t ion d é p e n d a n t de cel le de R, on peu t la p rodu i re su ivan t t e l l e loi qu'on 
veut, en donnan t à la courbe C une forme convenab le . 

Soient b> = f (t) et u ' = fi (t) les lois données des deux m o u v e m e n t s ; la d é t e r m i 
nation de la courbe C rev ien t à celle de sa t r ans fo rmée C ( p rodu i t e pa r le d é v e l o p p e 
ment du cône S s u r un p lan . Nous r a p p o r t e r o n s C ( au s y s t è m e de coo rdonnées p o 
laires défini p a r l e point S, et la d ro i te S |A t (fig. 438) r e s p e c t i v e m e n t homologues de 
S et de SA. Cons idé rons le po in t M de C qui v ien t se p l ace r su r SA à un ins tan t quel
conque i, et so ien t r e t 9 les coordonnées pola i res de son homologue M, su r S , . Le 
rapport des v i t esses angula i res est , à ce t in s t an t , 

f,(t) _ ON _ r sin g 

w f[t) O N a — r sin a 

en dés ignant par a le demi-ang le an s o m m e t d e s cônes . On t ire de ce t t e égal i té 

, . = « x M» 
sin a ^ f(t) + h(t) 

En p renan t pour ins tan t init ial celui où la po in te A es t en p r i se , l ' angle de ro ta t ion ¡1 
du cône S pendan t le t e m p s t m e s u r e le d ièdre formé par les p lans mér id i ens des poin ts M 
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e t A. On a cons t ru i t sa vra ie g r a n d e u r A'sM' en r aba t t an t , sur le plan des axes , le 
plan Q pe rpend icu l a i r e à z, qui r e n c o n t r e les g é n é r a t r i c e s SA et SM aux points pro-

~df o n a 
j e t é s en A' et M'. C o m m e w : 

et. par une intégration, 
dp = *>dt = f (f) dt 

i dt 

Mais les a rcs A'M" et A', M'j ayan t m ô m e longueu r d 'après une p r o p r i é t é connue 
des d é v e l o p p e m e n t s de sur faces , on a auss i 

s A ' X p = S , A ' l X 8 

d'où i = sin a J " f (Í) dt 

L'é l imina t ion de t e n t r e les équa t ions (1) e t (2) fait conna î t re l ' équa t ion de la 
courbe Ci e t p e r m e t , pa r su i t e , de r e m o n t e r à la courbe C . 

A p p l i c a t i o n d e c e p r i n c i p e à u n r e n v o i d e t r a n s m i s s i o n à v i t e s s e 
v a r i a b l e . 

Un renvoi de t r ansmi s s ion à v i t e s se var iab le , basé su r ce p r inc ipe , es t cons t ru i t 
par la R. W. Speed Variotor Company. Un p ignon cy l indr ique P (fig. 439) po r t e , 
i m p l a n t é e s p e r p e n d i c u l a i r e m e n t à sa surface l a t é r a l e , des den t s con iques equ id i s 
t a n t e s ; son axe Z es t pa ra l l è le à une g é n é r a t r i c e d'un c ô a e S, dont la sur face es t p e r cée 
d e t r o u s c i r cu la i r e s , r é p a r t i s su r u n e s é r i e de c i r con fé r ences , e t r é g u l i è r e m e n t espa

c é s . Si u n m o u v e m e n t ujiiforme, de v i t e s se an
gu la i r e u ' , e s t donné au cône , le p ignon P p rend 
u n m o u v e m e n t é g a l e m e n t un i fo rme , don t la vi
t e s s e angu la i re u es t c o m p r i s e e n t r e les l imi tes 
e x t r ê m e s 

u'X- e t 
Tl. 

u'X-

n dés ignan t l e n o m b r e des den t s du p ignon, et 
ri, rC l es n o m b r e s de t r o u s d i sposés su r la plus 
pe t i t e e t la p lus g rande c i rconfé rence du cône, 

C h e r c h o n s la loi de d i s t r i bu t ion des t r ous qui 
Fig. '139. co r r e spondra i t à une sér ie de v i t e s se s c ro i s san t 

en p rog re s s ion a r i t hmé t ique . La v i t e s se angula i re 
d u pignon é t an t p ropor t ionne l l e au n o m b r e de t r o u s de la r angée qui le c o m m a n d e , 
celui-ci doit va r ie r su ivan t la m ê m e loi, ainsi que le rayon de la r angée e t la d is tance 
de son plan au s o m m e t du cône S. D'où il su i t que les p lans des d ivers rangs de t rous 
sont équ id i s t an t s deux à deux . 

Les r a n g é e s s u c c e s s i v e s on t u n é l é m e n t su r une g é n é r a t r i c e du cône S, figurée 
par une sor te de r ég l e t t e R, qu i g l i sse dans u n e r a inu re p r a t i quée su r la surface . 
Quand ce t t e g é n é r a t r i c e se p r é s e n t e p a r a l l è l e m e n t à l 'axe Z, un m é c a n i s m e par t icu
l ier p e r m e t de mouvo i r la r é g l e t t e , dans un sens ou dans l ' au t re , d 'une quan t i t é égale 
à l ' in te rva l le de deux r a n g é e s ; on p e u t ainsi a s s u r e r la t r ansmi s s ion pa r la r a n g é e de 
t rous qu i co r r e spond au r a p p o r t de v i t e s se s que l 'on dés i ra , 
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§ IV. — Roue de champ d'Huyghens. 

470. Cet eng renage se compose d 'une roue A, di te roue de champ, mobi le au tou r 
d'un axe e x c e n t r é XX' p e r p e n d i c u l a i r e à son p lan , e n g r e n a n t avec u n long p ignon B, 
dont l 'axe YY' r e n c o n t r e le p r é c é d e n t à l 'angle dro i t (flg. 440). So ien t w et _>' les v i 
t e s ses a n g u l a i r e s d e s deux 
a rb res , r i e rayon du p ignon, 
R celui de la r o u e de c h a m p , 
et e l ' excen t r i c i t é , c 'es t -à-
dire la d i s t ance de l 'axe XX' 
au cen t r e o de A. La v i t e s se 
du poin t de con tac t M es t 
„ X PM ou _>V s u i v a n t qu 'on 
le cons idère c o m m e en t r a îné 
par A ou par B. C o m m e elle 
Rstdirigëe,d__ns les deux cas , 
su ivant la pe rpend i cu l a i r e 
à PI I dans le p lan de la roue 
de champ, on a l 'égal i té 

d'où • — : 

> X P M 

PM 

r 

On voit que le r a p p o r t des v i t e s ses angu la i r e s var ie dans le m ê m e sens que PM, 

et que ses va l eu r s e x t r ê m e s sont 
R 

et 
R - f e 

(*). Le m a x i m u m se p rodu i t quand 
r '-. r 

l ' ex t rémi té M 2 du d i a m è t r e oP de la roue A v ien t eu con tac t avec le p ignon, e t le m i 
n i m u m quand le con tac t e s t en M 4 ; l 'un e t l ' au t re on t donc l ieu au m o m e n t où le c e n t r e 
o de la roue de c h a m p pas se dans le plan des axes , 

§ V . — Vis à . p a s variable. 

471. On sa i t que , s i R dés igne le r ayon d 'une vis sans fin, w sa v i tesse angu la i r e , 
i l ' incl inaison de l 'hé l ice m o y e n n e su r les g é n é r a t r i c e s du cy l indre , </ la v i tesse an-

gulaire du p ignon , et R' son rayon, le r appor t a p o u r va leu r 
tû 

w' R cotg i 

_ T — R/ 

Sans c h a n g e r les rayons R et R', on peu t donc modifier le r a p p o r t des v i t e s ses en 
faisant va r i e r l 'angle i. En d ' au t re s t e r m e s , si l 'on r e m p l a c e chaque sp i re de l 'hé l ice , 
d ' incl inaison cons t an te i dans le s y s t è m e r o u e e t vis sans fin, par deux s e g m e n t s d 'hé l ices 

(,*) Quand les axes du pignon et de la roue de champ se coupent, e = o, et les valeurs 

extrêmes du rapport sont égales. Le mécanisme fonctionne alors avec rapport constant 

des vitesses angulaires. On en trouvera une application dans le Cinémomètre Richard (Cha
pitre XXIV). 
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dont les t a n g e n t e s fassent avec les géné ra t r i ce s du noyau des ang le s i{ e t i , , le rap-

, ht' R cotg i, , . . R cotg ù 
por t — passe b r u s q u e m e n t de la va l eu r ~ — - a la va leu r - , ou inver

TI R i l 

s è m e n t . 

Ce m é c a n i s m e es t é g a l e m e n t employé p o u r p rodu i r e un m o u v e m e n t i n t e rmi t t en t 
du p ignon. Si l 'on v e u t d o n n e r la m ê m e d u r é e aux phases de m o u v e m e n t et de repos , 
on conse rve les filets inc l inés sur une moit ié de la vis, et , sur l ' au t re moi t ié , on leur 
subs t i t ue des filets pe rpend i cu l a i r e s à l 'axe. Par sui te de ce t te d ispos i t ion , le pignon 
se t r o u v e c o m p l è t e m e ît b loqué dans les pé r iodes de repos , b ien que la vis cont inue 
son m o u v e m e n t de î o t i t i o n . 

§ VI. — Secteurs dentés. 

472. — En acco lan t les uns aux a u t r e s p lus ieurs s e c t e u r s den té s de m ê m e cent re 
e t de rayons différents, on forme une r o u e d ' engrenage qui, en ag i s san t sur une autre 
de m ê m e n a t u r e , lui c o m m u n i q u e un m o u v e m e n t dans lequel le r a p p o r t des v i tesses 
change b r u s q u e m e n t de va l eu r , pu isqu ' i l es t égal à chaque in s t an t au r a p p o r t inverse 
des rayons des s e c t e u r s en p r i se . 

Soi t p roposé , par e x e m p l e , de t r o u v e r les é l é m e n t s de deux roues o et o' satisfai
san t aux condi t ions su ivan te s : « 

«' 
•1° Pendan t un t ie rs de tour de la roue o, le çapporfc aura une va leur h. 

1° P e n d a n t la demi - révo lu t ion s u i v a n t e , il au ra la va leur 
3" P e n d a n t le s ix ième de révolu t ion re s t an t , il aura la va leur h.,, 

Soient R R! R 3 les r ayons des t ro i s s e c t e u r s de la roue o, 9 8] Ga l eu r s ang les au 
c e n t r e , R' II ' , R' 2 , 0' fï\ 9' 3 les l 'ayons e t les angles au cen t re des s e c t e u r s cor respon
dan t s de la roue o', e t a la d i s t ance des axes . Les r ayons des deux p r e m i e r s s e c t e u r s 
sat isfont aux re la t ions 

/ R -| - R' = a 

R 
ah 

Par c o n s é q u e n t i (|) 

R' 

De m ê m e 

R , = . 

K'i = 

R s = 

R ' , = 

ahi 

a 
kt -r 1 

ah, 

lu -+- 1 

* 2 + i 
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Il r e s t e à d é t e r m i n e r les ang les au c e n t r e . On a dé jà , par hypo thèse , 

_2_!L 
3 

° ' = - 3 -

Le fonc t ionnement du m é c a n i s m e n ' é t an t é v i d e m m e n t poss ible que si les a rcs 
des s e c t e u r s conjugués son t d 'égale longueur , on a encore 

118 = R ' 8 ' 

R, 9, = R', 9', 

R 2 e2 = R ' 2 8' 3 

0' = / Î 0 

= (5! 

8', = ft, 9„ 

La s o m m e des angles au cen t r e de tous les s e c t e u r s d 'une m ê m e r o u e é tan t n é 
c e s s a i r e m e n t égale à 2i, les 
données h kt R 2 , 8 8j 6 2 do iven t 
sa t i s fa i re aux condi t ions 

/ ft8-r-M,-fftï9i = 2 1 t 

(6) 

Lo r sque cel les-ci sont r em
pl ies , les formules (1) (2) (3) e t 
•(fi) d é t e r m i n e n t les é l é m e n t s 
d e s deux roues . 

A p p l i c a t i o n . — S u p p o 
sons 

fc = l, B, = 1/2, a = 2( l ' / r e 

e t conse rvons p o u r 0 8, 8 3 les 
va l eu r s c i -dessus . La re la t ion 

Fig. 4 i l • 

donne 

d 'où l'on t i r e 

2 T : TU , TI 
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On t r o u v e ensu i te , en app l iquan t les formules t r o u v é e s p r é c é d e m m e n t 

R = 1 0 c / l n 9 

2 0 <=/„, B 

R t = 

R , 

3 

100<7„ 

2 x 

• R ' = 1 0 « / m 8 ' 2 

3 

3 1 2 

) e / m fi, _ 5 71 

0 

Ce m o d e de t r ansmi s s ion a l ' i nconvén ien t de donne r l ieu à un choc tou tes les fois 
qu 'une pai re de s e c t e u r s en p r i se es t r e m p l a c é e par la s u i v a n t e , à cause de la brusque 
var ia t ion du r a p p o r t des v i t e s s e s . 

§ VII. — Engrenages intermittents. 

473. Pour obteni r un e n g r e n a g e in t e rmi t t en t , il suffît de s u p p r i m e r la den tu re sur 
une por t ion du p é r i m è t r e de la roue m e n a n t e ; la t r ansmiss ion cesse é v i d e m m e n t dès 
que les a rcs d é p o u r v u s de den t s se p r é s e n t e n t su r la l igne des c e n t r e s . 

Ces m é c a n i s m e s ne p e u v e n t ê t re employés que p o u r t r a n s m e t t r e de faibles efforts, 
à cause des chocs qui se p r o d u i s e n t à chaque 
e n g r è n e m e n t . De p lus , à cause de l ' iner t ie de 
l 'arbre condui t , son m o u v e m e n t se pro longe un 
peu ap rès qu 'un a r c den té de la m e n a n t e a cessé 
d'agir , de so r t e qu' i l p o u r r a i t a r r i ve r que l 'arc 
su ivan t ne t r ouve p lus la roue m e n é e dans la 
posi t ion convenab le . Pour e m p ê c h e r cet effet 
de se p r o d u i r e , on p e u t p l ace r sur la m e n a n t e , 
en avant de chaque a r c den té , une fourche tel le 

q u e f (flg. 442) qui sa is i t ap r è s chaque in t e rmi t 
t e n c e u n e chevi l le a d i sposée sur le p ignon condui t , e t a m è n e ce lu i -c i à la posi t ion 
r i g o u r e u s e qu'i l doi t o c c u p e r . Pour c o m p r e n d r e l 'act ion de ces o rganes , il suffit d 'ob
s e r v e r qu 'une chevi l le et la fourche c o r r e s p o n d a n t e cons t i t uen t un eng renage à lan_ 
t e r n e réduH à u n e seu le den t . 

474. E n g r e n a g e i n t e r m i t t e n t d e s c o m p t e u r s . 

On emplo ie dans l e s c o m p t e u r s un eng renage i n t e r m i t t e n t ana logue au p r é c é d e n t -r 

la roue A n'a qu 'une seu le den t , t and is que R en a 1 0 . Dans ces condi t ions , chaque tour 
de la m e n a n t e c o r r e s p o n d à un d ix ième de t o u r de la m e n é e , de so r t e que , si ce t t e de r 
n iè re por te à son cen t r e une aigui l le mobi le devan t un cadran pa r t agé en 1 0 pa r t i es éga les , 
on p e u t c o m p t e r le n o m b r e de t ou r s de l ' a rb re m o t e u r ju squ ' à neuf i n c l u s i v e m e n t . 
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Imag inons m a i n t e n a n t que l 'on ait m o n t é sur l 'axe de la roue B u n e roue A, , i d e n 
t ique à A, c o m m a n d a n t u n e roue B , i den t ique à B ; à chaque t o u r de B c o r r e s p o n d u n e 

rotat ion de B, égale à de t ou r , de so r t e q u ' u n e nouve l l e a igui l le fixée au c e n t r e 

de B( ind iquera su r un second cadran divisé les dizaines de t o u r s do l ' a rbre m o t e u r . Un 
t ro is ième g roupe A 2 B , , i d e n t i q u e aux p r é c é d e n t s , fera de m ê m e conna î t r e l es c en t a ine s 
de tours de la roue A, e t ainsi de su i te . 

Il faut r e m a r q u e r que les ro ta t ions de deux a igui l les consécu t ives son t de sons 
con t ra i res , ce qui obl ige à n u m é r o t e r l es d iv is ions d e s cadrans c o r r e s p o n d a n t s en 
sens inve r se . 
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D E U X I È M E G L A S S E — D E U X I E M E G E N R E 

MÉCANISMES A LIEN RIGIDE 

IlÀÏHS LESQUELS 

L E R A P P O R T D E S V I T E S S E S E S T V A R I A B L E E T 

L E S E N S D E L A T R A N S M I S S I O N C O N S T A N T 

C H A P I T R E X V I 

§ 7 — Bielle et manivelles. 

475. Le p r inc ipe géné ra l su r l eque l r epose ce m o d e de t r ansmiss ion a été établ i 
au p a r a g r a p h e 4)3. 

Soient oA — R, o'A' = R' l es l o n g u e u r s des man ive l l e s , AA' = l ce l le de la b ie l l e , 
oo' = e la d i s tance des axes . C h e r c h o n s à d é t e r m i n e r la n a t u r e du m o u v e m e n t de chaque 
manive l le , su ivan t les d imens ions d o n n é e s aux d ive r s é l é m e n t s du s y s t è m e . Nous d i s 
t i n g u e r o n s p lus i eu r s cas . 

476. P r e m i e r c a s . —• Les deux manivelles sont concentriques. 

La bie l le e t les manive l l e s forment , dans ce cas , un t r i ang le invar iab le , et l es 
deux rota t ions s ' accompl i s sen t dans le m ô m e sens avec la m ê m e v i t e s se angu la i r e . 

La longueur de la biel le doi t ê t re compr i se en t r e R R ' e t R + R ' p o u r que le 
t r i ang le oAA' soi t poss ib le . 

477. D e u x i è m e c a s . — L e centre de la petite manivelle est extérieur à la circon
férence décrite par le bouton de la grande. 

Le point o' é tant , pa r h y p o t h è s e , e x t é r i e u r à la c i rconférence o, on a e > R. N o u s 

Fig. 413. Fig. 444. 

s u p p o s e r o n s en ou t re que R > II ' , e t que les c i rconfé rences o et o ' n 'ont aucun p o i n t 
c o m m u n . 
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1' Mouvement de la grande manivelle. 
Pour que le m o u v e m e n t de la manive l l e oA pu i s se ê t r e con t inu , il es t néces sa i r e 

e t suffisant qu 'un a r c de ce rc le de rayon l = A A ' , déc r i t d 'un poin t q u e l c o n q u e de la 
circonférence o pr is p o u r c e n t r e , r encon t r e la c i r confé rence d. Il suffit é v i d e m m e n t 
d ' écr i re que ce t t e condi t ion e s t r empl i e pour ceux de ces a rcs don t les cen t r e s s o n t 
les ex t rémi tés A 0 e t A ( du d i amè t r e od (fig. 444). On a ainsi : 

(Position A 0 ) A 0 A ' 0 < ; l <J A 0 \ \ 

(Position A [ ) A | A ' Q <f l ^ AjA' , 

[ e — I I — I t ' < ; < e — R 4 - R ' (1) 
ou \ 

( e -|- Il — R' < l < e 4 - R 4- R' (2) 

L'ordre de g r a n d e u r c ro i s san te des m e m b r e s e x t r ê m e s de ces inéga l i t é s , qui , 
dans l ' hypothèse e > R > R ' , e s t le su ivan t 

( A 0 A „ ) | A 0 A ' ( ) ( A , A ' 0 ) ( A ^ V . ) 

c — R — R' < e — R -f- R' < e + R — R' < e 4- R 4- R' 

mon t r e qu'il e s t imposs ib le de les sa t is fa i re s i m u l t a n é m e n t . Le m o u v e m e n t de la 
g rande manive l l e es t donc n é c e s s a i r e m e n t al ternat if . 

2 ° Mouvement de la petite manivelle. 
P o u r que le m o u v e m e n t de la pe t i te manive l l e pu isse ê t re con t inu , il faut et il 

suffit que les a rcs de cerc le de rayon Z, déc r i t s de A ' 0 e t A ' , c o m m e c e n t r e s , r e n 
cont ren t la c i rconférence o, c 'es t -à-di re que l'on ait 

(Position A' 0 ) A'yA ( l < l < A ' 0 A , 

(Position A'() A ' , A 0 < l <J A ' jA, 

C e — Il — R' < l < e 4- R — R' - (3) 
ou l 

{ e — R + R < l < e + R + R' (4) 

L'ordre de g r a n d e u r des m e m b r e s e x t r ê m e s é tan t le m ê m e que p r é c é d e m m e n t , 
on voit que les inéga l i t é s (3) et (4) sont sat isfai tes si l 'on a 

<· — Il 4- R' < l < e + Il — R' (5) 

( A 0 A ' ( ) (AjA'o) 

Dans ces condi t ions , le m o u v e m e n t de la pe t i t e manive l le e s t c o n t i n u ; si non, il 
est alternatif. 

3° D i s c u s s i o n . 

a) Si la l o n g u e u r de la b ie l le est compr i se e n t r e 

e - R - - I V ( = A U A ' U ) et e - R 4- R ( = A 0 A ' , ) , 

les inégal i tés (1) et (3i sont sa t i s 
faites, à l 'exclusion des inéga l i 
tés ( 2 ) et ( 4 ) . Les deux man ive l l e s 
p rennen t des m o u v e m e n t s a l t e r 
natifs, dans lesque ls e l les pa s sen t 
«n A 0 et A ' Q , mais non en A , e t A ' F 

(fig. 4 1 ' ) . La d is tance o'A é t an t au 
plus égale à o'A' -[- A A ' -— l 4- R'> 
les posi t ions l imi tes A t A ] du bou
ton A se t r ouven t à l ' in tersec t ion 
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de la c i r con fé rence o avec un a rc de ce rc l e de c e n t r e o' e t de rayon i -f- R', L e s pos i 
t ions l imi t e s A ' 2 A' 3 du bou ton A' s e t r o u v e n t , de m ê m e , à la r e n c o n t r e de la c i rconfé
rence o' a v e c un a r c d e ce rc le de cen t r e o e t de r a y o n L -\- R. 

La re la t ion o 'A 4 = l -f- R' m o n t r e q u e , quand le bou ton d e la man ive l l e oA a t te in t 
u n point l imi t e , la b ie l l e e t la manive l l e o'A' son t e n l igne d ro i t e . Soit oA 4 A' 4 d ' une 
te l le posi t ion du s y s t è m e . L 'axe o é t a n t mo teu r , il n 'y a a u c u n e ra ison g é o m é t r i q u e 
p o u r que le po in t A ' 4 se dép lace s u r l ' a rc A ' 4 A' 2 p lu tô t que su r l ' a rc A ' 4 A' 3 . On e x p r i m e 
ce fait en d i san t que A' 4 es t un point mort pour la man ive l l e condu i t e (*). D 'une 
façon géné ra l e , t ou tes les fois qu ' une man ive l l e p r e n d l 'une de ses pos i t ions l imi tes , 
l ' au t r e es t à un poin t m o r t . C h a q u e manive l l e passe donc par deux poin ts m o r t s , que 
l 'on ob t i en t en j o ignan t son cen t r e aux poin ts l imi tes de l ' au t re , 

b) Si la l o n g u e u r de la biel le es t compr i s e e n t r e s — R-j-R' ( = A 0 A ' f ) e t e-]-R — R 
( = A , A ' f l ) , les i néga l i t é s ( 3 ) e t (4 ) son t sat isfa i tes , à l ' exclusion des inéga l i t é s ( l ) e t ( 2 ) . 
Le m o u v e m e n t de la pe t i t e manive l l e est cont inu , et ce lu i de la g rande est a l ternat i f ; il 
s 'effectue s u r un a r c de la c i rconférence o qui ne con t ien t pas les points A 0 et A f (fig, 4 4 4 ) . 
La dis tance o'A é t an t au p lus égale à o'A' -f- A'A — l + R' et au moins égale à 
A'A — o'A' — L —• R', les pos i t ions l imi tes (A 2 et A 4 ou A 3 e t A 3) du bouton A son t s i tuées 
aux poin ts de r e n c o n t r e de la c i rconfé rence o a v e c deux a rcs de ce rc le de cen t r e o' 
e t de r ayons respec t i f s l — R' et l A - R'. I l n 'y a pas de poin ts m o r t s p o u r la g rande 

c r ivan t des a rcs de ce rc le de o e t o' c o m m e c e n t r e s , avec des rayons r e s p e c t i v e m e n t 
égaux à l — R et l — R'. Il y a deux poin ts m o r t s pour c h a q u e manive l l e . 

Ces r é su l t a t s sont r é s u m é s dans le t ab leau su ivan t : 

A * 

manive l le , e t il y en a deux pour 
la p e t i t e ; on les ob t ien t comme 
p r é c é d e m m e n t . 

F i g . 456. 

c) Enfin, si la l o n g u e u r de la 
b i e l l e e s t c o m p r i s e en t r e e + R — R ' 
| = A J A ' Q ) e t e + R + R ' ( = A ^ ' , ) 

les inéga l i t é s ( 2 ) et ( 4 ) son t sa t i s 
fai tes, à l ' exclus ion dos inéga l i 
t é s ( 1 ) et ( 3 ) . Les deux man ive l l e s 
p r e n n e n t d e s m o u v e m e n t s a l t e rna
tifs, dans lesque ls l eu r s bou tons 
p a s s e n t en A , e t A\ (flg. 4 4 6 ) , e t 
non e n A 0 e t A ' f j . On d é t e r m i n e les 
po in t s l imi te s A^Aj, A ' 3 A' 3 en dé-

I I Y P O T H E S E S MOUVEMENT 
de la 

MOUVEMENT 
de la 

e > R > R' GRANDE MANIVELLE PETITE MANIVELLE 

e — R — R' < L < e — R -f- R' Alternatif. Alternatif. 

e — R + R- < L < e -f R — R' Alternatif. Continu. 

e -f- R — K' < Z < e + R + R' Alternatif. Alternatif. 

{') A u m o m e n t où une manive l l e pas se à un point mort ou à un point l imite , le rapport 
des v i t e s s e s angula ires est nul ou in fi ni : le m o u v e m e n t de cette manive l l e conserve le m ê m e 
sens dans Je premier cas , et c h a n g e de sens dans le second. 
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478. C a s p a r t i c u l i e r o ù l e s m a n i v e l l e s s o n t é g a l e s . 

Quand R = R', l es inéga l i t és (II, (2), (3) et (4) s e r é d u i s e n t aux s u i v a n t e s 

e — 2 R < l < e (5) 

e < l < e + 2 R (6) 

Comme el les sont sa t isfa i tes s i m u l t a n é m e n t pour l = e, on conc lu t que les mou
vemen t s de deux man ive l l e s éga les son t con t inus quand la b ie l le qui les un i t es t 
égale à la d i s t ance des c e n t r e s , e t a l te rnat i fs dans tous les a u t r e s cas . 

La biel le peu t r ecevo i r deux d i spos i t ions différentes. Dans la p r e m i è r e , elle r e s t e 
paral lè le à la l igne des c e n t r e s , e t les manive l l e s t o u r n e n t dans le m ê m e sens avec 
la m ê m e v i t e s se angu la i r e (roues coup lées des locomot ives —415) . Dans l a seconde , 
la bielle coupe la l igne des c e n t r e s , e t le r a p p o r t des v i t e s s e s var ie à chaque ins tan t . 
Nous é tud ie rons ce m é c a n i s m e un peu p lus loin (484). 

479. T r o i s i è m e c a s . — L e centre de la petite manivelle est intérieur à 2a cir
conférence décrite par le bouton de la 
grande, et le centre de cette dernière est 
extérieur à la circonférence décrite par le 
boulon de l'autre. 

Le po in t o' é tan t , pa r h y p o t h è s e , i n t é -
r i e u r à la c i r confé rence o et le p o i n t o e x t é 
r ieur à la c i r confé rence o', on a n é c e s s a i 
r e m e n t 

R' < e < R 

Les c i r confé rences o et o' son t in t é 
r ieures ou s é c a n t e s . P o u r fixer les i dées , 
nous les s u p p o s e r o n s s é c a n t e s . 

[° Mouvement de la grande manivelle. 

Les condi t ions néces sa i r e s e t suffi
santes pour qu' i l pu i s se ê t r e cont inu , o b t e n u e s c o m m e au d e u x i è m e cas , sont les 
su ivantes : 

(Position A o ) A o A ' o < l < ; A o A ' j 

(Position A ( ) A , A ' j < l < A, A ' o 

( R ' - R - e < l < R ' + R - e (7) 
ou ) 

l R + e — R ' < 2 < R -|- e +IV (8) 

Avec les h y p o t h è s e s faites p lus hau t , l ' o rd re do g r a n d e u r c ro i s san te des m e m b r e s 
ex t r êmes e s t 

(A 0A' 0) ( A o A ' t ) (A|A'|1 (A, A'o) 

R' — R - f e < R ' + R — e < R - ( - e — R ' < R + e + R' 

Il es t donc imposs ib le de sa t is fa i re s i m u l t a n é m e n t aux inéga l i t é s (7) e t (8) , de so r te 
que le m o u v e m e n t de la g r a n d e man ive l l e es t n é c e s s a i r e m e n t al ternat i f . 
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2· Mouvement de la petite manivelle. 

Les condi t ions de cont inui té son t ·. 

(Position A'o) A ' o A t , < ; l A ' o A t 

[Position A ' , ) A ' , A o < l < f A'lAl 

I R ' - R + e < i < R + e + R ' (9) 
ou 5 

l R' + R — e < i < R + e — R' (10) 

L 'o rdre de g r a n d e u r des m e m b r e s e x t r ê m e s n ' ayan t pas changé , on voit que , si les 
inéga l i t é s (10) sont sa t is fa i tes , les inéga l i t é s (9) le sont auss i ; le m o u v e m e n t de la 
pe t i t e m a n i v e l l e e s t cont inu dans ce cas , e+, a l ternat i f dans tous les au t r e s . 

3° D i s c u s s i o n . 

a) Si la l o n g u e u r de la b ie l le es t c o m p r i s e en t re R' — R — e ( = A o A ' o ) et 
R ' + R — e ( = A o A ' 1 ) l es inéga l i t é s (7) et (9) sont sa t i s fa i tes , à l ' exclus ion des inéga
l i t és (8) e t (10), Les deux manive l l e s p r e n n e n t des m o u v e m e n t s a l te rna t i f s , en pas
san t par A o A ' o et non par A [ et A'{. Il y a deux poin ts l imi tes et deux poin ts m o r t s pour 
c h a q u e man ive l l e ; on d é t e r m i n e les p r e m i e r s par des a rcs de ce rc le , de ray rons res
pect i fs R — l e t l + R ' , déc r i t s de o et o' c o m m e cen t r e s (fig. 448). 

b) Si la l ongueu r de la b ie l le e s t compr i se e n t r e R'-f-R — e ( = A 0 A ' ( ) e t R + e — R ' 
( = A 1 A ' i ) , les inéga l i t é s (9) et (10) son t sa t is fa i tes , à l ' exclus ion des inéga l i t és (7) 
e t (8). Le m o u v e m e n t de la pe t i t e man ive l l e est cont inu , e t ce lu i de la g r a n d e est 
al ternat if . Ce de rn i e r s ' accompl i t s u r un a r c de la c i rconfé rence o qui ne cont ien t pas 
les po in t s A 0 et A , (fig. 449). On d é t e r m i n e les pos i t ions l imi tes du bouton A en déc r i 
van t du cen t r e o' des a rcs de ce rc le de r ayons l — R' et l -j- R ' . Il y a, dans ce cas , 
deux poin ts m o r t s pour la pe t i t e man ive l l e s e u l e m e n t . 

c) Enfin, si la l o n g u e u r de l a b ie l l e es t compr i se e n t r e R + e — R ' ( = A 1 A ' 1 ) et 
R + e R ' ( r ^ A ^ ' o ) , les inéga l i t é s (8) e t (9) sont sa t is fa i tes à l ' exclus ion des inéga 
l i tés (7) e t (10). Les deux m a n i v e l l e s p r e n n e n t des m o u v e m e n t s a l te rna t i f s , qui la i ssent 
p a s s e r l eu r s bou tons en A{ e t A o , et non en A » e t A ' , (fig. 447). Il y a deux po in t s l imi te s 
e t deux po in t s m o r t s p o u r chaque man ive l l e ; les p r e m i e r s son t d é t e r m i n é s par des 
arcs de ce rc le de c e n t r e o e t o', e t de r a y o n s respec t i f s l — IV et l — R. 

Le t a b l e a u su ivan t r é s u m e ce t te d i scuss ion . 
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H Y P O T H È S E S 

R' < e < R 

MOUVEMENT 
de la 

GRANDE MANIVELLE 

MOUVEMENT 
de la 

P E T I T E MANIVELLE 

R' — R — e < i < R ' 4 - R — e Alternatif. Alternatif. 

R' + R — e < l < R - r e -- R ' Alternatif. Continu. 

R 4- e — R' < i < R + e H - R' Alternatif. Alternatif. 

480. R e m a r q u e . — Ce cas ne peu t pas se p r é s e n t e r avec deux manive l l e s éga les , 
l 'hypothèse R' < e < R, faite au débu t , é t an t incompat ib le avec l ' égal i té R _= R' . 

481. Q u a t r i è m e c a s . — Le centre de 
chaque manivelle est intérieur à la circonfé
rence décrite par le bouton de l'autre. 

On a, dans ce cas 

e < R' < R 
I 

et les c i rconférences o e t o' sont i n t é r i e u r e s 
ou sécan te s . P o u r fixer les idées , nous les 
suppose rons s é c a n t e s . 

1" M o u u e m e n f de la grande manivelle. 
Les condi t ions de con t inu i t é du mouve

m e n t de la g rande manive l l e sont encore 
expr imées par les inéga l i t é s (7) e t (8), mais 
l 'ordre de g r a n d e u r des m e m b r e s e x t r ê m e s es t m a i n t e n a n t 

(A„A' 0) (A, A',) ( A 0 A ' t ) 

R' — R — e < R - | - e — R' < R ' 4 - R -

S i l a l ongueur de la biel le vérifie la re la t ion 

(A, A , ) (A 0 A' ( ) 

R 4 e - R' < l < R' + R — e 

( A , A ' 0 ) 

< R 4 - e 4 - R' 

(H) 

les inégal i tés (7) e t (8) sont sa t is fa i tes , e t le m o u v e m e n t de la g rande manive l le e s t 

continu. Il es t a l ternat i f dans tous les au t r e s cas. 

2° Mouvement de la petite manivelle. 

Les condi t ions de con t inu i té du m o u v e m e n t de la pe t i t e manive l le son t 

{Position A' 0) A' 0 A 0 l A' 0 A t 

(Position A',) A', A, < ; l < A' 4 A 0 

ou j R ' - R - e < ! < R + e T H ' (9) 

( R + e - R ' < i < R ' 4 - R — e (11) 
L 'ordre de g r a n d e u r des m e m b r e s e x t r ê m e s é tan t le m ê m e que p lu s h a u t , on voit 

qu 'une longueur de biel le sa t is fa isant aux condi t ions (1 !) a s su re la ro ta t ion con t inue de 
la pet i te m a n i v e l l e . On conc lu t de là que les deux manive l l e s p r e n n e n t c o n s t a m m e n t 
des m o u v e m e n t s de m ê m e n a t u r e . 
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3° D i s c u s s i o n . 

a] Si la l ongueur de la b ie l le est c o m p r i s e e n t r e R '— R — e ( = A 0 A ' 0 ) et 
R -f e — R' (— A[ A',) les inéga l i t é s (7) et (9) sont sat isfai tes à l ' exclus ion des inéga
l i tés (8) e t ( i l ) . L e s deux man ive l l e s p r e n n e n t des m o u v e m e n t s a l te rna t i f s , dans les
quels el les pa s sen t en As A ' s e t non en A, A'{ (flg. 450). La figure ind ique la dé t e rmina 
t ion des poin ts l imi te s pa r des a rcs de ce rc le de rayons f — R' et R — l, d é c e n t r e s 
respec t i f s o et o. 

b) Si la l ongueu r de la b ie l le e s t compr i se en t re R + e — R' ( = A 1 A ' 1 ) et 
R' + R — e ( = A 0 A' t ) les q u a t r e inéga l i t és {Tj (8) (9) ( i l ) son t sa t is fa i tes , e t les deux 
m o u v e m e n t s sont con t inus (flg. 451). Il n ' ex is te ni points l imi tes , ni poin ts m o r t s . 

c) Enfin, si la l ongueu r de la biel le e s t compr i se en t r e R' — R — e ( = À 0 A'4) e t 
R -f- e-f- R' ( = Ai A' 0) l es inéga l i t és (8) et (9) sont sa t is fa i tes , à l ' exclus ion des inéga
l i tés (7) e t (11!. Les deux man ive l l e s p r e n n e n t des m o u v e m e n t s a l ternat i fs , qui l a i s sen t 
pa s se r l e u r s bou tons en A, e t A ' 0 e t non en A 0 et A', (flg. 452), On ob t ien t l es po in t s 
l imi te s en déc r ivan t des a rcs de ce rc le de rayons r e spec t i f s l — ï t ' e t I — R des points 
o et o' com m e c e n t r e s . 

Le t ab leau su ivan t r é s u m e ce t t e d i scuss ion . 

H Y P O T H È S E S 

e < R' < R 

MOUVEMENT 
de la 

GRANDE MANIVELLE 

MOUVEMENT 
de la 

PETITE MANIVELLE J 

R' — R — e < t < R - ) - e — R ' 

R + fi — R' < l < R' - f R — e 

R' + R — e < l < R + e + IV 

.Alternatif. 

Continu. 

Alternatif. 

Alternatif. \ 

Continu. i 

Alternatif. 

482. C a s p a r t i c u l i e r o ù l e s m a n i v e l l e s s o n t é g a l e s . 

Tous les r é s u l t a t s é t ab l i s dans le q u a t r i è m e cas son t enco re app l i cab les quand 
R = R' ; mais les l im i t e s e n t r e l e sque l l e s do i t ê t re c o m p r i s e la l ongueu r de la b ie l le 
pour que les m o u v e m e n t s so ien t con t inus sont e et 2 R — e (*) ; en dehors de ces l imi tes , 
l es d e u x man ive l l e s p r e n n e n t des m o u v e m e n t s a l te rna t i f s . 

(*) Gamme e <C R, une bielle égale aux manivelles satisfait à ces conditions. Ce dispositif 
est employé parfois dans la production de mouvements rectiligmes alternatifs à retour rapide, 
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483. C o n s é q u e n c e s d e l a d i s c u s s i o n g é n é r a l e . 

Deux man ive l l e s re l iées par une bielle invar iab le ne p e u v e n t p r e n d r e des m o u v e 

ments de ro ta t ion con t inus que dans les t rois cas su ivan t s : 

1° El les son t c o n c e n t r i q u e s -, 
2° Elles son t éga les , e t re l i ées par une bie l le égale à la d i s t ance des c e n t r e s ; 
3" Elles sont éga les ou i néga l e s , mais le cen t re de c h a c u n e d 'e l les es t i n t é r i e u r à 

la c i rconférence déc r i t e par le bou ton de l ' au t re . La longueur de la b ie l le es t compr i s e . 
en t re celles des deux s e g m e n t s A', A,, A' 0 A 0 , d é t e r m i n é s su r le d i a m è t r e de la g rande 
c i rconférence pa r l ' ex t r émi t é du d i amè t r e de la pe t i t e qui e s t la p lus r a p p r o c h é e du 
cent re do la g rande . 

Dans tous les au t r e s cas , l es m é c a n i s m e s r e n t r e n t dans la t r o i s i è m e c lasse . 

484. M a n i v e l l e s a n t i - r o t a t i v e s o u C o n t r e - p a r a l l é l o g r a m m e . 

On appel le ainsi le m é c a n i s m e cons t i tué par deux manive l l e s éga les , r e l i ée s par 
une biel le égale à la d i s tance des c e n t r e s , mais non assuje t t ie à lui d e m e u r e r pa ra l l è l e . 

Deux cas son t à d i s t inguer : 

1° Les manivelles sontplus courtes que labielle. 

Le point de r e n c o n t r e de la b ie l le e t de la l igne des cen t re s es t a lors s i t ué e n t r e 
o et o' ; les deux ro ta t ions son t de sens con t r a i r e s , et le r appor t de l eu r s v i t esses a n -

gula i res , dont l ' express ion es t , var ie à chaque in s t an t (414). 
d) 

Les deux t r i ang le s o'Ao, AA'o' (flg. 453) ayant l eu r s côtés égaux chacun à chacun , 
ainsi que les t r i ang le s oAA', oo'A', on a 

angle Aol = angle IA'o' 

angle oAI = angle Io'A' 

ce qui en t ra îne l ' égal i té des t r i ang l e s oAI, o'A'I. Par c o n s é q u e n t 

AI + oI = A'I + o ' L - d 

Il r é s u l t e de 

S 

T. 

à que , si l'on cons idè re deux p lans s u p e r p o s é s à ce lu i de la figure, 
e t i n v a r i a b l e m e n t re l i é s l 'un à oA, 
l ' au t r e à o'À', le po in t I d é c r i t dans 
chacun d 'eux une e l l ipse , dont les 
foyers son t les e x t r é m i t é s de l a ma
nivel le c o r r e s p o n d a n t e , e t don t le 
g rand axe e s t éga l à d. Ces e l l ipses 
éga les , so ien t S e t S', son t t a n g e n t e s 
en I, p u i s q u e les r a y o n s v e c t e u r s qui 
abou t i s sen t à ce po in t sont dans le 
p r o l o n g e m e n t les u n s des a u t r e s . Le 

1 m ê m e fait se r e p r o d u i s a n t d a n s t ou t e s 

/ J - -V 

4A- i?A' 

JJr: 
Fig. 453. Fig. 451. 

les posi t ions du s y s t è m e , on en conc lu t que : Les manivelles anti-rotatives équiva-
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lent au système forme -par les ellipses roulantes S et S', supposées solidaires des 
axes o et o'. 

Le r a p p o r t des v i t e s ses angu la i r e s varie donc su ivan t les m ê m e s lois que dans 
l ' eng renage e l l ip t ique . Son m a x i m u m et son m i n i m u m se p r é s e n t e n t q u a n d l 'axe focal 
des e l l ipses es t app l iqué sur la l igne des c e n t r e s , c ' es t -à -d i re quand la manive l le con
du i te passe à ses po in t s mor t s ; l eu r s v a l e u r s r e spec t ive s sont , d ' après les résu l ta t s 

é tabl is au p a r a g r a p h e 459, - J — ^ - R - e t 7 7 - . Mais, quand le m é c a n i s m e a pr is ce t t e 
d — il d - j - H 

posi t ion , r ien n 'obl ige la manive l l e condu i t e , si l 'on ne t i en t pas compte de l ' iner t ie 
des p ièces , à c o n t i n u e r son m o u v e m e n t dans le sens f p lu tô t que dans le sens f't 

(fig. 454). P o u r con t r a ind re les ro ta t ions des deux a r b r e s à r e s t e r de sens con t ra i res , 
on a imag iné de p ro longe r chaque manive l l e dans les deux sens , j u squ ' à ses po in t s 
d ' in te r sec t ion avec les e l l ipses fictives S e t S'. L 'une des e x t r é m i t é s por te un fuseau 
cy l indr ique et l ' au t re une fourche qui cons t i t uen t deux den t s d 'un e n g r e n a g e e l l ip-

F i g . 455. F i g . 456. 

t ique à l a n t e r n e ; au m o m e n t où les man ive l l e s p a s s e n t à l e u r s poin ts m o r t s , u n e 
fourche e t un fuseau e n t r e n t en act ion, et la t r a n s m i s s i o n es t a s su rée dans le s e n s 
convenab l e . 

P o u r d é t e r m i n e r les profils des fou rches , on che rche , par la m é t h o d e de Ponce le t 
l ' enve loppe de la sec t ion d ro i t e du fuseau d a n s le r o u l e m e n t de l 'une des e l l ipses s u r 
l ' au t re . On p e u t auss i app l ique r le t r a c é de l ' eng renage à l an t e rne cy l indr ique en 
r e m p l a ç a n t S e t S' pa r l eu r s ce rc les de c o u r b u r e . 

2° L e s manivelles sont plus longues que la bielle. 

Le point d ' i n t e r sec t ion de la b ie l le e t de la l igne des c e n t r e s es t a lors su r le p ro 
l o n g e m e n t de oo', e t l es deux ro ta t ions son t de m ê m e s e n s . En p ro céd an t co mme dans 
le p r e m i e r cas, on d é m o n t r e l 'égal i té des t r i ang le s oAI, o'A'I (fig. 456), d'où il r é su l t e 
que 

Io — IA = IA' — Io' = oo' = d 

Les l ieux g é o m é t r i q u e s du poin t I, dans les p lans mobi les en t r a înés par les man i 
ve l les , son t des hype rbo l e s S e t S', t a n g e n t e s en I , e t rou lan t l 'une sur l ' au t re sans glis
se r . Le r a p p o r t des v i t esses e s t va r i ab le , e t passe par un m a x i m u m et un m i n i m u m res -

.. A . R + <2 . R — d , , . , ., , , ,, 
p e c t i v e m e n t égaux a ^ ^ - e t - R quand la man ive l l e condui te es t à 1 un de ses 

points mor t s . 
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4S5. L o i s g r a p h i q u e s d u m o u v e m e n t d e l a m a n i v e l l e c o n d u i t e . 

Nous s u p p o s e r o n s que le m o u v e m e n t de l 'axe m o t e u r o soit uni forme et , pour 
fixer les idées , nous nous p lace rons dans le cas du m o u v e m e n t e l l ip t ique . Soient A 0 e t 
A ' 0 les or ig ines des e s p a c e s ; les h e u r e s de pas sage dos m a n i v e l l e s en ces poin ts s e 
ront pr ises pour or ig ines des t e m p s . 

1" Courba des e spaces . 

Par tageons la c i rconférence o (fig. 457) en un n o m b r e que lconque de pa r t i e s éga les , 
8 par exemple , à par t i r de A 0 , et, par des a rcs de ce rc l e déc r i t s des poin ts de division 

F 1 / 2 3 ï S £ 7 c f 

F i g . 457. 

comme cen t res avec la longueur de la biel le pour rayon, d é t e r m i n o n s les pos i t ions 
cor respondan tes de la manive l le o 'A' . Convenons de r e p r é s e n t e r la d u r é e d 'un tou r de 
oA par la longueur de la c i rconférence o qui lui e s t p ropor t ionne l l e , por tée s u r l 'axe 
des t emps su ivant P8. En é l evan t ensu i te des o r d o n n é e s 1M ( , 2M 2 . , r e s p e c t i v e m e n t 
égales aux arcs A ' Q A ' L A ' 0 A ' 2 . . . qui m e s u r e n t les e spaces pa rcou rus par le bouton de 
la manive l le condu i t e , on ob t ien t la courbe d e s e spaces PM( M s . . . du m o u v e m e n t de 
cette de rn iè re . 

_n Courbe des t i t e . s e s . 

Ou peu t la dédu i r e de. la cou rbe des e spaces p a r les cons t ruc t ions ind iquées en 
Cinématique théorique, mais il est p lus s imple de p r o c é d e r de la façon su ivan te 
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Soit 0H1 la para l lè le à o ' A ' ( ; à l ' ins tant où le s y s t è m e occupe la posi t ion oAj A'|0', ou a 

</ ol o l l j 

ci o'A' 

e t , en dés ignan t par V la v i t e s s e l inéa i re du point A\ 

Y'—wX o'A' = u X o ï l , 

Cet te express ion m o n t r e que V es t p ropor t ionne l l e à o H 4 . Si donc on por te , sur 
l es o rdonnées de la courbe des e spaces , des l o n g u e u r s 1M',, 2M' a . . . éga les aux valeurs 
succes s ive s o H l P o H 2 . . . du s e g m e n t o H 4 , on obt ient la courbe des v i t e s ses . Elle est 
s y m é t r i q u e par r appor t à l ' o rdonnée 4M' 4 ; les o rdonnées m a x i m u m et m i n i m u m , qui 
c o r r e s p o n d e n t aux pas sages de la manive l le condui te à ses po in t s m o r t s , ne sont pas 
données pa r la cons t ruc t ion géné ra l e , p u i s q u e les d i rec t ions o l l j e t A ( A ' ( son t alors 

F A ^ - , i R ( d + R ) , R ( d — R ) , 
confondues . On en d é t e r m i n e les va l eu r s — 3 — ' et — ' , T , au m o y e n des ex-

d — R 

p r e s s i o n s du m a x i m u m et du m i n i m u m du r a p p o r t -

d + R 

Fig. 558. Fig. 459. 

486. S y s t è m e d e d e u x m a n i v e l l e s i n é g a l e s , d a n s l e c a s d e s r o t a t i o n s 
c o n t i n u e s . 

C o m m e dans le cas p r é c é d e n t , l ' express ion du r a p p o r t des v i t e s se s angu la i res e s t 

à chaque ins tan t (fig. 458) 

_ ol _ o ï l 

to O I O 'A' 

On p r o c è d e de la m ê m e m a n i è r e que c i -dessus pour cons t ru i r e les lois g r a p h i q u e s 
du m o u v e m e n t do la man ive l l e condu i t e , niais la courbe des v i t e s ses n ' e s t p lus s y m é 
t r i que , e t ses o rdonnées m a x i m u m et m i n i m u m ne sont p lus s é p a r é e s les u n e s d e s 
au t r e s pa r un in t e rva l l e c o r r e s p o n d a n t à une demi- révo lu t ion de l ' a rbre m o t e u r . Les 
figures 459 et 460 s u p p o s e n t que l 'o r ig ine des e s p a c e s , p o u r le m o u v e m e n t de la man i 
ve l le condu i t e , es t à l ' ex t r émi t é 8' du d i a m è t r e 00', e t que l ' ins tant du p a s s a g e en ce 
po in t es t pr is p o u r or ig ine des t e m p s . 

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



Nous r ev i end rons p lus loin sur ,ce m é c a n i s m e , qui est employé pour la p roduc t ion 
d'un m o u v e m e n t rec t i l igne al ternat i f à r e t o u r rap ide dans les r abo teuses . 

ê 
Ms. 

7 
AL 

487. P o i n ç o n n e u s e H a n n a . 
— Le s y s t è m e bie l le e t manive l l e 
est souvent employé pour équi l i 
brer , avec une force mot r i ce re la t i 
vement pe t i t e , u n e r é s i s t ance con
sidérable . Le r a p p o r t des v i t e s ses 
angulai res des man ive l l e s , dont 

o>r Io 
1 express ion généra le es t — = — 

F B tu I o ' 
(413). s 'annule quand la man ive l l e 
oA passe à l 'un de ses poin ts 
morts , et r e s t e t r è s pe t i t pour 
toutes les pos i t ions vois ines . Si 
l'on admet le p r inc ipe des v i t esses 
vi r tuel les déjà énoncé p r é c é d e m 
ment , on conçoit donc qu 'une force 
donnée, app l iquée à la manive l le 
oA, équ i l ib re ra , sur la manive l l e 
o'A', une r é s i s t ance d ' au tan t p lus 
grande que la biel le AA' sera plus 
près d 'ê t re en l igne dro i te a v e c o A . 
Cette observa t ion es t app l iquée 
dans un g r a n d n o m b r e de mach ines 
où l'on doit va incre des r é s i s t ances 

t 

F i g . 460. 

F i g . 461. 

M i 

F i g . 462. 

F i g . 463. 
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cons idé rab les . Les figures 4(11, 4G2, 463, r e p r é s e n t e n t , s c h é m a t i q u e m e n t , le méca
n i sme de la po inçonneuse p n e u m a t i q u e Hanna . U N E p ièce r igide D, a r t i cu lée en A 
et A' aux l ev ie r s oA, o'A' mob i l e s au tour des points fixes o e t o' du bât i , t r a n s m e t à u n e 
t ige CR, c o m m a n d a n t l e r iveur R, le m o u v e m e n t qu 'e l le reçoi t du p is ton P par la 
t ige PB. Les p ropor t ions des o rganes sont d é t e r m i n é e s de te l le sor te que , à l ' ins tant 
où le p is ton P e s t p r e s q u e à l ' ex t r émi té de sa course , l es points o, A et A' so ien t sen
s ib l emen t en l igne d ro i t e . Un effort t r è s pu i s san t est a lors exercé par l 'outi l sur la 
t ê t e du r ive t . 

II. — Manivelle À coulisse. 

488. Ce m é c a n i s m e , formé d 'une man ive l l e o rd ina i re oA, don t le b o u t o n s ' engage 
dans une coul i sse o'A' (fig. 464), s e r t à l ier deux m o u v e m e n t s de ro ta t ion qui s'effec

t u e n t a u t o u r des axes pa ra l l è l e s 

/

A! o e t o'. Il r e n t r e d a n s les appa

re i l s à con tac t d i r e c t , mais nous 
l 'avons p lacé ici à cause de son 

I L L V . ^ ' U ana logie avec le s y s t è m e biel le e t 
/ i \-x<h-^ man ive l l e s . P o u r en expose r la 

/ t héo r i e , nous d i s t i n g u e r o n s qua t r e 

/ ''^'^ \j ~ CaS' 
H' ° 4 r't I A O ï~ 489. P r e m i e r c a s . — L a dïs-

\ -—^! - F " O J ' 1 tance des centres est inférieure 
\^ ! / au rayon de la manivelle. 

Soient R la l o n g u e u r de la 
man ive l l e oA, <o sa v i tesse angu-

Fig. i(ii. la i re à un i n s t an t q u e l c o n q u e , io' 
celle de la coul isse e t d la d i s 

t ance des axes . La s e u l e condi t ion de con t inu i t é du m o u v e m e n t es t q u e la coul isse 
pu i s se con ten i r les poin ts A 0 et A ( ; il faut e t il suffit pour cela que l'on ai t 

M' 

o'B < R — d 

o ' A ' > R -\ - d 

1 ° Rapport des vitesses. 

La pe rpend i cu l a i r e AI à la coul isse e s t la n o r m a l e c o m m u n e aux surfaces en con
t a c t ; on a, par c o n s é q u e n t (453) 

u' ol 

L e s pos i t ions r e s p e c t i v e s d e s ang les d ro i t s A 0 A A ( , o'AI m o n t r e n t que le po in t I 
e s t tou jours e x t é r i e u r au d i a m è t r e A 0 A 4 , e t , a for t ior i , au s e g m e n t oo'. Les deux m o u 
v e m e n t s de ro ta t ion son t donc de m ê m e sens . 

Quand la man ive l l e p a r t de la pos i t ion oA„, I e s t en A 0 , e t le r a p p o r t a pour 

va l eu r = ——^— r. Le m o u v e m e n t s 'effectuant dans le sens ind iqué , le point I o'A„ R — d I > R 

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



s 'éloigne ve r s la droi te , e t le r a p p o r t d e s v i t esses décro î t (*), 11 dev i en t égal à l 'uni té 
quand la coul isse e s t p e r p e n d i c u l a i r e à la l igne des cen t r e s , p u i s q u e le point I es t 
a lors re je té à l 'infini. A pa r t i r de cet ins tan t , qui c o r r e s p o n d a la posi t ion oA 2 de la 

manive l le , le po in t I passe à gauche de A,, e t le r a p p o r t — cont inue à déc ro î t r e , jus 
to 

qu'à la valeur = ^ qu'i l p r e n d à la fin de la p r e m i è r e demi- révolu t ion d u 
0 A j i l - j - Ct 

sys t ème . Les m ê m e s va r ia t ions se r e p r o d u i s e n t dans l 'ordre i nve r se p e n d a n t la de 
mi-révolut ion s u i v a n t e . En r é s u m é : 

Le rapport des vitesses angulaires varie d'une manière continue entre le maxi
mum _, ^—r et le minimum -rr^—,-: il est éaal à l'unité quand la coulisse est per

ii — d Il + d " 

pendiculaire à la ligne des centres. 

2° Vitesse relative de glissement. 
La vitesse de g l i s s emen t vg du bouton A dans la coul isse es t (4_3) 

vg = (t_' — u ) X A I 

£ - 0 1 ) X AI = w ( 4y- - l) X AI — - X od X 
' v o I ) o I 

Mais eu aba i s san t la p e r p e n d i c u l a i r e oH sur AI, il vient 

AI _ AH 
o'I oo' 

Par c o n s é q u e n t 
AH 

" oo 

On voit que , si le m o u v e m e n t de la manive l le oA es t un i fo rme, la v i tesse de glis
s emen t du poin t A dans la coul isse es t p ropor t ionne l l e à AH. Elle es t nul le aux poin ts 
A 0 et A,, e t p r e n d sa va leur m a x i m u m w d quaud la coul isse est pe rpend icu l a i r e à la 
ligne des cen t r e s ; e l le c h a n g e de sens à chaque demi - révo lu t ion du s y s t è m e , c o m p 
tée à par t i r de la pos i t ion oÀ 0 . 

490. D e u x i è m e c a s . — L a d i s t a n c e des c e n t r e s est s u p é r i e u r e au r a y o n de la 
manivelle. 

Les pos i t ions e x t r ê m e s de la coul isse sont les t a n g e n t e s o'A 2 , o 'A 3 , m e n é e s de 
son cen t re à la c i r con fé rence déc r i t e par le bouton de la manive l le (fig. 466). Quan t à 
celle-ci, la seu le condi t ion de con t inu i t é de son m o u v e m e n t est que la coul isse pu i s se 
contenir les po in t s A 0 e t A[ ; il faut e t il suffit pour ce la q u e l'on ai t 

o' B < d — II 

o' A' > d -f- II. 

(*) On sait que la valeur absolue du rapport ^ décroît A M B 
M ij 1 i H 

de l'unité à zéro, puis croit de zéro à l'infini, et enfin dé- ' *~ 
croît jusqu'à l'unité, quand le point M se déplace dans le sens 
de la flèche, de l'infini à A, puis de A à B . puis de B à l'in- i'lS- 4(15. 
fini. 
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Comme dans le cas p r é c é d e n t , on a - < J— = ~ r . Quand la manive l le es t dans la 

posi t ion oA 0 , le point I es t en A 0 , et 
les deux ro ta t ions son t de sens 

tli' 

c o n t r a i r e s ; le r a p p o r t es t égal 

oA o II 

F i g . 'Mi. 

— -. P e n d a n t que le 
o A 0 d — Il 

point A pa rcou r t l 'arc A D A 2 , le 
po in t I se dép lace de A 0 en o, et 

-— décro î t , pu is s ' annu le quand 
u 

la coul isse p r e n d la posi t ion o'À 2. 
Le po in t I v e n a n t ensu i te se 

p l ace r e n t r e o e t A, , les rota t ions 
d e v i e n n e n t de m ê m e sens , et le 

r a p p o r t — croî t j u squ ' à la valeur 

l imi te 
o A t R 

— , , . . . , qu ' i l a t t e in t q u a n d la man iv e l l e m o t r i c e e s t en o A ( . Les m ê m e s 
o Ai d + li n 

var ia t ions se p r o d u i s e n t dans l 'o rdre i n v e r s e p e n d a n t la seconde demi- révolu t ion du 
s y s t è m e . En r é s u m é : 

Pendant que le point A parcourt l'arc A 3 A 0 A 2 , les rotations sont de sens con
traires, et le rapport •—, nul aux deux extrémités de la course, prend, en A0, la va

lu 

leur 
R 

d — R 
qui correspond à un minimum si l'on regarde <j et tù' comme des 

grandeurs algébriques de signes contraires. 
Pendant que le point Aparcourt l'arc A 2 At A 3 , les rotations sont de même sens, 

et le rapport nul aux deux extrémités de la course, prend, en A f , la valeur 

d -{- R 

L ' exp res s ion de la v i t e s se re la t ive de g l i s s e m e n t du bou ton A d a n s la coul i sse est 
la m ê m e que p r é c é d e m m e n t . 

491. R e m a r q u e . — Les v i t e s ses angu la i r e s de la manive l l e e t de la coul isse sont 
éga les quand le point I se t r o u v e au mil ieu I j do oo . Ce fait ne peu t se p rodu i r e que 
si d <J 2 R, pu i sque la d i spos i t ion des angles d ro i t s A 0 AAit o'AI m o n t r e que lo point I 
es t toujours s i tué su r le s e g m e n t A 0 A[. Les pos i t ions c o r r e s p o n d a n t e s o.t e t a 2 du point 
A son t à l ' i n te r sec t ion de la c i r confé rence o e t d 'une c i rconférence déc r i t e sur o ' I i 
c o m m e d i a m è t r e . 

492. T r o i s i è m e c a s . — L e centre de la manivelle est rejeté à l'infini. 

Si l 'on s u p p o s e le c e n t r e de la man ive l l e indéf in iment é lo igné dans une direct ion 
oo', la t ra jec to i re du poin t A dev ien t u n e droi te ZZ' p e r p e n d i c u l a i r e à oo' ( f i g . 467). Le 
m é c a n i s m e se rédu i t a lors à une t ige CD, m a i n t e n u e par des gu ides dans la di rect ion 
ZZ', e t sol idai re d 'un bou ton A qui s ' engage dans la coul isse o'A'. Il réa l i se la l iaison 
d 'une ro ta t ion au tou r de l 'axe o', e t d 'une t r ans la t ion para l l è le à ZZ". Le m o u v e m e n t 
du s y s t è m e CAD n 'es t pas g é o m é t r i q u e m e n t l imi té , car on p e u t s u p p o s e r u n e coul isse 
de l ongueu r infinie ; au con t ra i re , l ' ampl i tude de la ro ta t ion ne peu t pas d é p a s s e r 180°. 
P r a t i q u e m e n t , les deux m o u v e m e n t s son t a l te rnat i fs . 
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En dés ignant par V la v i tesse de CD, e t en c o n s e r v a n t pour le r e s t e les nota t ions 
p récéden tes , on a, par appl ica t ion des r é su l t a t s établis au p a r a g r a p h e 245 : 

V = w ' X o ' I 

et vg = z w' x AI 

On voit que , pour u n e va leu r donnée de &/, V e t vg c ro i s sen t à m e s u r e que la cou
lisse s 'écar te de la posi t ion o'R ; p o u r ce t te posi t ion pa r t i cu l i è r e , vrj = o et V p rend sa 
valeur m i n i m u m </ X o'K. 

493. Q u a t r i è m e c a s . — Le centre de rotation de la coulisse est rejeté à Vinfini. 

La coulisse es t r e n d u e so l ida i re d 'une t ige guidée GII pe rpend i cu l a i r e à oo' (flg. 408), 
et le mécan i sme t r ans fo rme la rotat ion cont inue de la manive l l e oA en un m o u v e 
ment rec t i l igne a l ternat i f (*). 

En conservan t les nota t ions du t r o i s i è m e cas , on a 

V = u X o I 

V j = u X AI 

La p r e m i è r e de ces re la t ions p e r m e t d ' é tud ie r le m o u v e m e n t de t r ans la t ion de la 
coulisse, dont la v i t e s se , si l 'on suppose que la man ive l l e t o u r n e d'un m o u v e m e n t 
uniforme, est p ropor t ionne l l e à o l . Mais il e s t p lus . s imple d 'observer que la coul isse 
se meut su ivant l es m ê m e s lois q u e la projec t ion du po in t A su r le d i a m è t r e A 2 A 3 de 
la circonférence o ; ce d e r n i e r m o u v e m e n t a é té é tud ié en Cinématique théorique. 

L'express ion r f l = u > X A I m o n t r e que la v i t e s se de g l i s sement du bou ton dans 
la coulisse, s 'annule en A 0 e t Aj, e t dev ien t m a x i m u m en A 2 e t A 3 . 

(*) Ce mécanisme peut être employé pour produire le mouvement rectiligne alternatif du 
coulisseau des étaux-limeurs. On en trouvera un exemple plus loin, dans la description da la 
machine Gibson à raboter les engrenages coniques (Chapitre XXVI) . 
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494. R e m a r q u e . Les meeanisib.es é tud iés dans les t ro is de rn i e r s cas appar
t i e n n e n t à la t ro i s i ème c lasse . 

g 1ÎI. Joint universel. 

495. Le joint un ive r se l a pour bu t , deux axes oZ, o'L don t l 'angle e s t var iable é tant 
donnés , de l ier l eu r s ro ta t ions de 
tel le m a n i è r e que leurs v i t e s se s 
angula i res m o y e n n e s pendan t un 
tou r so ien t éga l e s . 

A ce t effet, les a rb re s s o n t 
t e r m i n é s pa r des fourches demi-
c i rcu la i res éga les , s i tuées sur une 
s p h è r e de cen t r e o, et pe rcées 
d'oeilletons à l eu r s e x t r é m i t é s ; leur 
l iaison est a s su rée par un croisi l lon 
ABCD, dont les b r a n c h e s , qui son t 
pe rpend icu l a i r e s en t r e e l les et aux 
axes c o r r e s p o n d a n t s , p ivo t en tdans 
des œi l l e tons p lacés aux ex t r émi t é s 
des fou rches . 

P e n d a n t le fonc t ionnement du s y s t è m e , les poin ts A et B, C e t D déc r iven t sur la 
s p h è r e o deux grands ce rc les , dont les p lans , r e s p e c t i v e m e n t pe rpend icu l a i r e s aux 
axes , fo rment des angles égaux à ZoZ' ou à son s u p p l é m e n t 9 (fig. 470). De p lus , l ' a rc 
de g rand cerc le BC, qui joint les 
ex t r émi t é s de deux b r a n c h e s con-
s é c u t i v e s d u crois i l lon ,es t toujours 
égal à un quadran t . Au point de vue 
g é o m é t r i q u e , le m é c a n i s m e p e u t 
donc ê t re r édu i t aux manive l l e s 
F , F' et à la bie l le BC, éga les cha
cune à un qua r t de grand ce rc le . 
Son é tude se r a m è n e à cel le du 
m o u v e m e n t de l 'arc BC, dont les 
e x t r é m i t é s d é c r i v e n t les g rands 
ce rc l e s A A 0 BB„ et CB» DA0. P r e 
nons pour in s t an t ini t ia l celui où 
la b r a n c h e AB du croisi l lon coïn
cide avec l ' in te rsec t ion AoB0 de 
ces g rands ce rc l e s . Lab ie l l e Active 
occupe alors Ja posi t ion BoC°, et 

ses ex t r émi t é s p a r c o u r e n t , j u squ ' à l ' ins tant que lconque t où el le est venue en BC, les 
arcs BoB = x, CoC=y qui , éva lués en p r e n a n t c o m m e uni té le rayon de la sphè re , 
m e s u r e n t r e s p e c t i v e m e n t les angles de ro ta t ion des fourches . En dés ignan t par C J e t o>' 
les v i t esses angu la i r e s des deux a rb res à l ' ins tan t t, on a donc 

PL 

dx 
~dT 

dy 
~dt~ 
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D'autre part , la formule fondamenta le de la Tr igonomét r i e s p h é r i q u e (*) app l iquée 
au t r iangle BB 0 G donne la re la t ion 

cos - - cos x cos y^j - - sin x s in y^j cos (^z — 9 

d'où l'on t i r e 

ou 

cos x s in y —• sin x cos y cos 9 

tg y — t g x cos 6 

En égalant les dé r ivées des deux m e m b r e s de ce t t e équa t ion , p r i ses par r a p p o r t 
à t, il v ien t 

1 dy 1 dx 
c o s J y dt cos a .v dt 

CJ cos 9 

cos 9 

c o s 3 y cos- x 

d'où enfin cos 9 c o s 2 y 

c o s 2 x 

Mais on a auss i 

Par conséquen t 

cos"2 y — 
1 1 

1 4- t g 2 y 

cos 0 

t g 2 xcos2 0 

cos 0 

c o s 2 x (1 -f- tg- x uos 2 9) 

cos 9 

cos'- x + s i n 2 A; c o s 2 9 

1 — s i n 2 x s i n 2 0 

496. V a r i a t i o n s d u r a p p o r t d e s v i t e s s e s a n g u l a i r e s p e n d a n t u n t o u r . 

Le rappor t —- n ' e s t pas cons tan t , puisqu ' i l d é p e n d de s in x. Sa va leu r à l ' i n s t an t 

initial, qui c o r r e s p o n d à x = o, es t cos 9. P e n d a n t que l ' a rbre m o t e u r fait son p r e m i e r 

(*) Avec les notations habituelles de la Trigonométrie, cette formule est 

cos a = cos b cos c -f- sin b sin c cos A 

Pour la démontrer, menons les tangentes en A aux côtés AB et AC, jusqu'à leur rencontre 
avec les rayons oB et oC. Les triangles ADE, oDE donnent 

DE"--AD + A E — 2 A D X A E c o s A ^ o D " 4 - o E —2oDXoEcosa 

Mais AD = R tg c, AE = R t g b , oD = 

En remplaçant ci-dessus, 11 vient 

1 
tg 2/; + fg 2c — 2 tg & tg c cos A = 

2 cos a 
cos 6 cos c 

cos 2o eos^c 

2 sin b sin c cos A 1 
cos bcos c C O S _ uos2_ 

cos b cos c 
Il ne reste plus qu'à multiplier les membres extrêmes par _ ' , et à transposer les 

ternies, pour trouver la formule indiquée. 
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qua r t de tour , la quan t i t é 1 — s i n a x s i n s 9 déc ro î t en t r e les l imi tes 1 et c o s ' 9, et le 
1 it 

r a p p o r t des v i t e s s e s cro î t j u s q u ' à la v a l e u r r-, qu ' i l a t te in t pour x-— —, 

P e n d a n t le s e c o n d q u a r t de tour , i • — s i n s x s i n 2 9 c ro î t en t re les l imi te s c o s 2 0 e t 1, 

e t — décro î t j u squ ' à la va leu r cos G, qui c o r r e s p o n d à X = TZ. Les m ê m e s va r ia t ions 
10 

se r e p r o d u i s e n t dans l ' o rd re i nve r se p e n d a n t la demi- révolu t ion su ivan te . Donc : 
c o ' 

Pendant chaque quart de tour de l'arbre moteur, le rapport — varie d'une ma-
1 

nière continue de cos 9 à ;-, ou inversement. 
cos 9 

Ces var ia t ions son t d ' au t an t moins p r o n o n c é e s que l 'angle 9 es t p lus pet i t . En 

par t i cu l i e r , si 9 = o, ^— r e s t e c o n s t a m m e n t égal à l 'un i té ; 1 l e s deux a r b r e s , qui son t 

a lors dans le p r o l o n g e m e n t l 'un de l ' au t re , t o u r n e n t avec la m ê m e v i t e s se . 
Quand 8 = -^-, l 'une des va l eu r s e x t r ê m e s du r a p p o r t — es t nu l l e , et l ' au t re est 

2 w 

infinie. En s u p p o s a n t que l ' a rbre m o t e u r t o u r n e d 'un m o u v e m e n t un i fo rme , la v i tesse 
de l ' a rbre m e n é dev ra i t donc passe r de zéro à l'infini, ou i n v e r s e m e n t , p e n d a n t un 
q u a r t de t ou r , ce qui e s t a b s u r d e . La t r ansmi s s ion est imposs ib le d a n s ce cas . Admet 
tons , en effet, que le p lan de la figure soi t celui de la fourche F (fig. 472), e t que l 'axe Z ' 
lui soi t p e r p e n d i c u l a i r e . Il es t év iden t que l'effort déve loppé par la b r a n c h e AB du 

crois i l lon, p o u r faire t o u r n e r l ' a rbre Z', s ' exerce dans le plan qu 'e l le d é t e r m i n e avec 
lui , et se t r o u v e d é t r u i t par la r é s i s t ance des pa l ie rs . 

P r a t i q u e m e n t , la t r a n s m i s s i o n ne se fait convenab lemen t que si 9 ne dépasse pas 
45°, c ' es t -à -d i re si les axes fo rment un angle obtus au moins égal à 135°. Les l imi tes 

y/Y 

du r a p p o r t des v i t e s se s son t a lors y / 2 et —g—. 

497. D o u b l e j o i n t d e H o o k e . 

L o r s q u e l 'angle des axes est infér ieur à 135°, on emploie u n axe auxi l ia i re qui 
coupe les p r e m i e r s sous un angle p lus grand, e t on le relie à chacun d 'eux par un joint 
u n i v e r s e l . Dans la d ispos i t ion imag inée par Hooke. le second joint cor r ige les var ia
t ions du r a p p o r t des v i t e s s e s qui r é s u l t e n t de l 'action du p r e m i e r . Voici en quoi elle 
cons i s te . 

L 'axe i n t e r m é d i a i r e o^o\ (fig. 473) joint deux poin ts des axes pr imi t i f s équ id i s t an t s 
de l eu r i n t e r sec t ion O, e t les fourches qui en sont sol idai res son t s i tuées dans un 
m ê m e p lan . Les b a r r e s CoiD, C'o^D' sont donc paral lèles ; nous al lons m o n t r e r de 
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plus que le m é c a n i s m e r e s t e c o n s t a m m e n t s y m é t r i q u e par r appor t au plan xx' p e r 
pendicu la i re au mi l ieu de o ^ ' j . Ce fait es t év iden t p o u r les deux pa r t i e s de l 'axe o 1 o ' 1 , 
les fourches qui le t e r m i n e n t , l es b a r r e s Cû(D, C'o'jD' e t les axes Z et Z' ; il suffit donc 
de l 'é tabl i r pour les b a r r e s AB et A'B'. La p re 
mière e s t l ' i n te r sec t ion de deux p lans a e t [i, 
r e s p e c t i v e m e n t p e r p e n d i c u l a i r e s eu o t aux 
droi tes Z et CD, e t la seconde es t l ' i n t e r sec 
tion de deux p lans at'et [!', r e s p e c t i v e m e n t pe r 
pend icu la i r e s en o\ à Z' et C D ' (fig. 474). Les 
plans a et a', p e r p e n d i c u l a i r e s aux e x t r é m i t é s 
des s e g m e n t s s y m é t r i q u e s oo, , oo\, son t e u x -
mêmes s y m é t r i q u e s pa r r appor t au plan xx'. 
Les p lans [} e t Ç>\ qui c o n t i e n n e n t o ^ ' \ , son t 
pe rpend icu la i r e s au plan xx', et se confondent 
à cause du pa ra l l é l i sme d e s b a r r e s CD, C D ' ; 
l eurs l ignes d ' in te r sec t ion TAB, TA'B' avec les 
p r é c é d e n t s sont d o n c s y m é t r i q u e s par r a p p o r t 
au plan xx'. 

On conclu t d e là que , si l 'axe Z e t la b a r r e 
AB qui en est so l ida i re t o u r n e n t d'un cer ta in 
angle, la b a r r e A'B' et l 'axe Z' t o u r n e n t d'un 
angle égal p e n d a n t le m ê m e t e m p s ; le rap
port des v i t e s s e s angu la i r e s des deux a rb re s es t donc c o n s t a m m e n t égal à l ' un i t é . 

Ce m é c a n i s m e p e u t ê t r e app l i qué à la t r ansmi s s ion de m o u v e m e n t en t r e axes 
pe rpend icu l a i r e s ; ca r si 6 = 90°, les ang les que forme l 'axe i n t e r m é d i a i r e avec chacun 
des p r e m i e r s son t égaux à 135°, e t les jo in ts u n i v e r s e l s p lacés à ses e x t r é m i t é s se 
t rouvent dans de b o n n e s condi t ions de fonc t ionnement . 

498. A s s e m b l a g e à l a C a r d a n . 

La théor ie du double jo in t de Hooke subs i s te quel le que soi t la l ongueu r de l 'arbre 
in t e rméd ia i r e . Si on la suppose nul le , les b a r r e s des fourches c o r r e s p o n d a n t e s se 
confondent en une s eu l e CoD (flg. 475), qui passe pa r le po in t de concours des axes 

primit ifs , Le m é c a n i s m e se r é d u i t a lors aux pa r t i e s c i -dessous , dont chacune doit ê t r e 
inva r i ab lement r e l i é e à celle qui la su i t : 

1° A la fourche t e r m i n a l e de l ' a rb re Z avec sa b a r r e AB ; 
2" A la ba r r e CoD qui r e p r é s e n t e l ' a rbre i n t e r m é d i a i r e ; 
3° A la fourche t e r m i n a l e de l ' a rbre Z' avec sa b a r r e A'B'. 
Pour a s s u r e r la l i a i son des b a r r e s AB et CD, on emplo ie un anneau r igide ADBC, 
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mobi le au tour de son d i a m è t r e AB, et p o u r v u de deux p ivots C et D qui d é t e r m i n e n t 
un nouveau d i amè t re p e r p e n d i c u l a i r e au p r é c é d e n t . La l iaison en t r e les b a r r e s CD et 
A'B' e s t de m ê m e a s s u r é e pa r u n second anneau A'CB'D, mobi le a u t o u r de son dia
m è t r e A'B', e t p e r c é , aux e x t r é m i t é s du d i a m è t r e p e r p e n d i c u l a i r e , de deux œi l le tons 
dans l e sque l s s ' engagen t l es p ivots C et D. Tous les o rganes du double joint de Hooke 
son t ainsi r e m p l a c é s par d ' au t r e s de formes différentes , mais jouan t le m ê m e rôle, de 
so r t e que la t r a n s m i s s i o n a l ieu avec conse rva t ion de la v i t e s se angu la i r e de l 'arbre 
m e n a n t . Les rayons des fourches e t des a n n e a u x son t un peu différents , p o u r que les 
pa r t i e s succes s ive s du m é c a n i s m e p u i s s e n t pa s se r l i b r emen t les u n e s dans les au t res . 
L ' anneau A'CB'D passe dans le c r eux de la seconde fourche, qui évo lue dans l ' inté
r i e u r de l ' anneau ACBD, e t celui-ci passe à son t o u r dans le c r eux de la p r e m i è r e 
fourche . 

Ce m é c a n i s m e cons t i tue le jo in t de C a r d a n . O u t r e son u s a g e dans les t r ansmis 
sions de m o u v e m e n t , on l ' emplo ie , r édu i t aux a n n e a u x AB, A'B', p o u r s u s p e n d r e des 
obje ts , te ls que les bousso les des n a v i r e s , que l 'on v e u t m a i n t e n i r dans un plan in
var iab le ma lg ré les osc i l la t ions de l eu r s s u p p o r t s . 

499. J o i n t C l é m e n s . 

Ce m é c a n i s m e se r t , c o m m e le doub le jo in t de Hooke et le Ca rdan , à l ier deux 
m o u v e m e n t s de ro ta t ion au tou r d 'axes concouran t s dont l ' angle es t va r i ab le , avec 
égal i té des v i t e s ses angu l a i r e s . 

s y m é t r i q u e s , ce qui en t r a îne l ' éga l i té de l eu r s v i t e s ses angu la i r e s . 
Il s emble tou t d 'abord que , le t r i ang le 0 M 0 ' é t an t invar iab le , les bras A et A' pour

r a i en t ê t re r e n d u s so l ida i res l 'un de l ' au t re en M. R e m a r q u o n s que les dro i tes oZ, 
oM, oo' fo rment un t r i è d r e déformable , puisqu ' i l se r é d u i t à un plan quand le losange 
oMo'M' passe dans le p lan ZZ'; l 'axe g é o m é t r i q u e du tour i l lon o, qui es t p e r p e n d i c u 
la i re à la face ZoM, fait donc un ang le var iab le avec la face oMo'. De là r é su l t e que le 
p lan oMo', dans son m o u v e m e n t relatif r a p p o r t é à l 'axe o, t o u r n e au tou r de oM. Un 
r a i s o n n e m e n t ana logue p rouve ra i t que ce m ê m e plan t o u r n e au tou r de o'M dans son 
m o u v e m e n t relatif r a p p o r t é à l 'axe o', ce qui é tabl i t la néces s i t é du joint s p h é r i q u e M . 

F i g . 177. 

Les a rb re s Z e t Z' (flg. 477) 
po r t en t , à éga le d i s t ance de leur 
point d ' i n t e r sec t ion ,des couss ine ts 
dans l e sque l s t o u r n e n t des tou
r i l lons o e t o', so l ida i res de deux 
b r a s r ig ides A e t A'. L 'un des b ras 
es t t e r m i n é par une s p h è r e pleine 
de c e n t r e M, e t l ' au t re par une 
sphè re c r e u s e qui emboî te la pré
céden te . Deux a u t r e s b r a s , non 
r e p r é s e n t é s su r la figure, sont 
s y m é t r i q u e s des p r é c é d e n t s par 
r a p p o r t à oo', et fo rmen t avec eux 
un l o s a n g e . Quand l 'axe Z se m e t 
en m o u v e m e n t , le t r i ang le indéfor
mable oMo' t o u r n e a u t o u r de son 
côté fixe oo', e t les b ras A et A', 
ainsi que les axes géomé t r i ques 
de leurs tou r i l lons , son t à chaque 
in s t an t s y m é t r i q u e s par r appor t 
au plan pe rpend i cu l a i r e au mil ieu 
u. de oo'. Les ang les de ro ta t ion 
des a r b r e s Z e t Z' son t donc auss i 
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D E U X I È M E C L A S S E — T R O I S I È M E G E N R E 

MÉCANISMES A LIEN FLEXIBLE 

DANS LESQUELS 

L E R A P P O R T D E S V I T E S S E S E S T V A R I A B L E 

E T L E S E N S D E L A T R A N S M I S S I O N C O N S T A N T 

C H A P I T R E X V I I 

§ I — Treuils spéciaux. 

500. On d é m o n t r e en S ta t ique que , dans un t reu i l en équ i l ib re , la longueur R de 
la manive l le , le rayon r du t ambour , la pu issance mot r i ce P e t la r é s i s t ance à va incre 
Q sont l iés par la re la t ion 

P R = Qr 

de so r te que la l imi te in fé r ieure de l'effort nécessa i r e pour p rodu i r e le m o u v e m e n t 
Q r 

est — O r , la r é s i s t ance Q c o m p r e n d le poids Q[ du corps à sou lever , e t le poids Q 2 

du câble qui le s u p p o r t e ; comme ce t te seconde par t i e d iminue depu i s le c o m m e n c e 
men t de l ' ascens ion ju squ ' à la fin, l'effort m o t e u r décro î t lu i -même en t r e les l imi tes 
(0 ~- Q i ) r 0 r 

— 1 1 ~ — e t • Si, pa r e x e m p l e , il s 'agit de s o u l e v e r un poids de 1500 ki lo

g rammes s i tué à 100 m è t r e s de profondeur , s u s p e n d u à un câble pe san t 5 k i l o g r a m m e s 

par mèt re couran t , avec un t reui l de 20 c e n t i m è t r e s de rayon mû par une manive l l e de 

50 cen t imè t r e s , ces l imi tes son t 

2000 X 20 
50 

: 800 k i l o g r a m m e s 

1500 X 2 0 . . . . ., 
et - r = 600 k i l o g r a m m e s 

J 0 

On peut se p r o p o s e r de d é t e r m i n e r la sect ion m é r i d i e n n e du t ambour , par une 
épure , de te l le m a n i è r e q u e le p rodu i t Qr r e s t e cons tan t m a l g r é la var ia t ion de Q. 
Soient h la h a u t e u r d ' ascens ion e t q le poids du câble par un i t é de l o n g u e u r . Quand 
le fardeau es t au bas de sa course , le rayon r 0 du t reu i l es t donné pa r la re la t ion 

P R = ( Q i -r qh) r0 

,, - ,, .. P R 

d ou 1 on t ire r„ = r-
0 Qi + a> 

CINÉMATIQUE 2 2 
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Après un t o u r du t a m b o u r , le rayon es t d e v e n u ri: le poids au câble à d iminué de 
! tcruq. On a a lors 

PU P U 

Qi + qh 

La sec t ion de rayon r, e t cel le de rayon r0 sont , d ' a i l l eurs , s é p a r é e s par un in
t e rva l l e égal au d i amè t r e d du câble , 

Après un second t o u r du t ambour , le poids du câble 
a enco re d iminué de 2-Krlq, et le nouveau rayon r2 a 
p o u r va l eu r 

P U 

if 

M. 

/·„ 

0 d d 
P i g . 478. 

En con t inuan t ainsi , e t en p o r t a n t s u r des ordonnées 
équ id i s t an t e s , s é p a r é e s pa r des in te rva l l es d, les va leurs 
succes s ive s de r, on o b t i e n t u n e sui te de poin ts MoM^Mj... 
(fig. 478) qui , jo in ts d 'un t r a i t cont inu , d é t e r m i n e n t la 
sec t ion m é r i d i e n n e du t a m b o u r . El le diffère peu d'une 

d ro i t e , et, d a n s la p r a t i q u e , on peu t se b o r n e r à p r e n d r e un t a m b o u r t r onc -con ique , 
ayan t pour bases des c i r con fé rences de rayons respec t i f s 

P U 
rn-

P U 

~07 " ~ Qi — qh 

501. B o b i n e s p o u r c â b l e s p l a t s . 

On ob t i en t un effet ana logue par l ' emplo i de câbles p l a t s , dont l es s p i r e s s u c c e s 
s ives p r o d u i s e n t la va r i a t ion de r en se s u p e r p o s a n t les unes aux a u t r e s . On subs t i 
t ue a lors au t a m b o u r u n e oobi'ne composée d 'un noyau cy l indr ique en fonte dont la 
longueur es t un peu p l u s g rande que la l a r g e u r du c â b l e ; celui-ci es t m a i n t e n u par d e s 
b ras l a t é r aux A (fig. 479) so l ida i res du noyau. 

P roposons -nous de ca lcu ler le r a c c o u r c i s s e m e n t du 
câble ap rè s n t ou r s de la bob ine . En dés ignan t par e son 
épa i s seu r , et pa r r le rayon du noyau, les l o n g u e u r s qui 
s ' en rou len t p e n d a n t l e s t o u r s success i fs son t 

: r.r, 2-rt(r.-f fi), 2 * (r-(-2e) . . . . 27:^- + (n — 

Le raccourcissement total du câble est donc 

+ 27t(r + 2e)-r-

1 + 2 4- 3 - f . . . . 

2 Tzen (n — 1 

L = 2itr-r-2it(r 

= 2 T.rn 4- 2 -c ^ 

2 izrn + • — îicn 

-r2^r + (n 

« - * ) ] 

(n — 1) e 

• D e 

d) 
Fig . 479. 

Cet te formule e x p r i m e auss i le r a c c o u r c i s s e m e n t du câb le p e n d a n t n t ou r s quel
c o n q u e s , si l 'on conv i en t de r e p r é s e n t e r par r non plus le rayon du noyau, ma i s celui 
de la bobine à l ' i n s t an t où c o m m e n c e le p r e m i e r d ' en t r e eux. 

Enfin, en c o n s e r v a n t à r ce t te d e r n i è r e signification, r a l l o n g e m e n t du câble qui 
c o r r e s p o n d à n t ou r s de la bobine m a n œ u v r é e dans le sens du d é r o u l e m e n t es t 
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express ion qui ne diffère de la p r é c é d e n t e q u e par le s igne de e. La fo rmule (1) es t 
d o n c g é n é r a l e , à condi t ion d'y r e m p l a c e r r par le rayon de la bobine au c o m m e n c e m e n t 
de la sér ie d e n t o u r s , e t de c o n s i d é r e r e comme positif q u a n d le câb le s ' e n r o u l e , e t 
comme négatif d a n s l e cas c o n t r a i r e . 

502. A p p l i c a t i o n . — Calcul de la longueur des bras. 

Soit h la p ro fondeur à laque l le se t r o u v e le fardeau à s o u l e v e r ; la l o n g u e u r t o 
tale du câble é t an t au mo ins égale à h, on a 

„ f" (n — 1) e "1 
2 I » H : f — > ' 1 

r dés ignant c e t t e fois l e rayon du noyau. En r é so lvan t ce t t e inéga l i t é par r a p p o r t à n, 
on connaî t ra l e n o m b r e d e t o u r s d u câb le , e t l 'on eu d é d u i r a la l o n g u e u r des b r a s , 
égale ou s u p é r i e u r e à r + ne. 

Si, par e x e m p l e , h = 200 m è t r e s , r = 4 0 c / r a , e = 2 c / m , l ' inégal i té (2) dev ien t , en 
prenant le c e n t i m è t r e p o u r un i t é de l ongueu r 

1 ) 2 1 

rt* + 39 n -

> 2 0 0 0 0 

10000 
> 0 

Le t r inôme du p r e m i e r m e m b r e ayan t ses r ac ines r é e l l e s et de s ignes con t r a i r e s , 
n doit ê t re au moins égal à la rac ine p o s i t i v e . On t r o u v e a ins i 

n > 4 1 1 

La longueur l des bras es t donc d é t e r m i n é e p a r la re la t ion 

Z > 40 + 41 X 2 

ou i > 122^/13 

503. F u s é e r é g u l a t r i c e d u m o u v e m e n t r e c t i l i g n e t r a n s m i s p a r u n t r e u i l 
d e r a y o n v a r i a b l e . 

Dans b e a u c o u p d 'appare i l s e n r e g i s t r e u r s , u n e b a n d e de p a p i e r s ' enroule sur un 

T IM -I . 

B I 
""1 

Fig. 480. Fig. 481. 

t ambour T (fig. 480), devan t l eque l se dép lace la poin te d'un t r a c e u r . Celui-ci dess ine 

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



une courbe dont les a b s c i s s e s , éga les aux l o n g u e u r s du pap ie r qui p a s s e n t devan t lui, 
ne sont p ropo r t i onne l l e s au t e m p s que si la v i tesse l inéa i re des po in t s de la c ircon
férence du t a m b o u r r e s t e cons tan te . On ne peu t a t t e i n d r e ce r é s u l t a t qu ' en donnant 
à T un m o u v e m e n t de ro ta t ion r e t a r d é , afin de c o m p e n s e r l'effet p rodu i t pa r l 'ac
c ro i s s emen t de son rayon, dû à l ' e n r o u l e m e n t progress i f du pap ie r . 

P o u r cela, le t a m b o u r e s t r e n d u sol ida i re d 'une sor te de t reu i l con ique F , appelée 
fusée, sur la surface duque l es t c r e u s é e u n e r a inu re hé l ico ïda le de pas P . Sur un 
cyl indre C, dont l 'axe es t pa ra l l è l e à ce lu i de la fusée, es t fixée une e x t r é m i t é d'un fil 
qui , ap r è s avo i r passé dans tou tes l e s s p i r e s de F, en c o m m e n ç a n t pa r l es p lus pe t i t es , 
e s t a t t aché à un po in t fixe de la g r a n d e base . Dans ces cond i t ions , il es t c la ir que , si 
C reçoi t un m o u v e m e n t de ro ta t ion uni forme de v i t e s se angu la i r e u , la fusée e t le 
t a m b o u r T p r e n d r o n t un m o u v e m e n t r e t a r d é . Il r e s t e à d é t e r m i n e r la forme de la 
fusée pour que la v i t e s se d ' e n r o u l e m e n t du pap ie r sur le t a m b o u r soi t cons tan te , 

Appe lons R' le rayon de la pe t i t e base de la fusée, R' ( celui de la sec t ion où se 
t rouve le fil a p r è s n t o u r s , p le rayon init ial du t a m b o u r , R celui du cy l ind re C, et e 
l ' épa i sseur du pap ie r . A l ' ins tant in i t ia l , la v i tesse angu la i re de la fusée e s t 

toit 

~~ R' 

et la v i tesse d ' e n r o u l e m e n t du pap ie r a p o u r va l eu r 

top R 
V = co'p = - j ^ r -

Après n t o u r s , la v i t e s se angu la i r e de la fusée es t 

<o R 

ce qui c o r r e s p o n d à u n e v i t e s se du pap ie r 

to 11 (p 4- ne) 
V 4 = u>\ l'p 4 - ne) = 

R'i 

P o u r que \ t = V, il faut e t il suffit que l 'on ait 

d 'où l 'on t i re 

e t par c o n s é q u e n t 

top R (o II (p 4 - ne) 

~K~ ~ ÌYi — 

p p 4 - ne V ne 

R 7 ~~ ~ T F ] ~ _ T T ~~ 1 1 ' , — II' 

R'i — R' — A'A'. 
, Rne 

Mais, d 'au t re pa r t A ' A " = : n P 
Pa r c o n s é q u e n t 

A'A'j <o Une tu I le 

A'A" V n P V P 
= Cons tan te . 

Il r é su l t e de là que le t r i ang le A'A"A'i r e s t e s e m b l a b l e à lu i -même que l que soit 
n, e t que la fusée affecte la forme d'un t ronc de cône, P o u r cons t ru i r e celui-ci , il 
suffit de conna î t re l es q u a n t i t é s II' e t a. Or, on a 

If — 
\ 

et 

Ì 
tg a 

A"A'| _ lie 

A ' A ' - — ~ V P ~ 
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La vi tesse de t r ans la t ion V du pap ie r é t an t connue , ainsi que les quan t i t é s <J, R , 
p, P et e, ces formules d é t e r m i n e n t R' e t a. 

A p p l i c a t i o n s . — I. Déterminer la. fusée F de telle manière que la vitesse de 
translation constante du papier soit de 6 m /m p a r minute, quand le cylindre C fait 
6 tours à l'heure. On prendra 

R = 1 c/m p = 3° /m e = 1/4 m/m P = 1
 mjm 

En r appor t an t tous les é l é m e n t s de la ques t ion à la s econde c o m m e un i t é de 
t emps e t au mi l l imé t ré c o m m e un i té de longueur , on a, l e s no ta t ions employées 
res tant les m ê m e s , 

7T 6 7T 6 m / m 

W = 1 3 L 7 X W = W v = — 6 0 — = ° m / m l 

R = 10% p = 30% e = 0%25 P = 1 % 

Les formules p r é c é d e n t e s donnen t 

I R X 10 X 30 
» = 3 0 U X 0 . 1 = ^ = 31XA 

,x 1 0 x 0 . 2 5 _ _ K _ _ 0 2 6 2 

3 0 0 X 1 X 0 . 1 ~~ 12 - U 

a = 14°40' 

II . Déterminer le. nombre de spires à donner à l'hélice conique de pas P, si la 
bande de papier enroulée sur le tambour a 10 mètres de. longueur. 

Il es t égal au n o m b r e d ' épa i s seurs de papier s u p e r p o s é e s su r le t a m b o u r T quand 
toute la bande est en rou lée , Nous app l ique rons la formule du p a r a g r a p h e 501, en 
faisant L = 10 m è t r e s = 10000%, r = p = 3 0 e = 0%25, ce qui donne l ' équat ion 

10000 = 2 ™ [ 3 0 + ° - 2 5 < » - ^ 1 

0 25 un' + 59 75 u n — 10000 = 0 

En ne p r e n a n t que la rac ine posi t ive , il vient , tous calculs faits 

7 1 = 40 env i ron . 

504. C o u r r o i e s e t p o u l i e s à s e c t i o n n o n c i r c u l a i r e . 

Pour t r a n s m e t t r e un m o u v e m e n t de ro ta t ion en t r e deux axes avec r a p p o r t va
riable des v i t e s ses , on p e u t caler su r eux des poul ies dont l 'une au moins n ' es t pas 
c i rcula i re , et les re l ie r pa r une courro ie sans fin dro i te ou c ro i sée , q u e l 'on ma in t i en t 
cons tamment t e n d u e en faisant agir un con t r e -po id s sur le br in condui t , Le r a p p o r t 
des v i tesses angu la i r e s , égal au r appor t inverse des s e g m e n t s d é t e r m i n é s par le br in 
menant sur la l igne des c e n t r e s , var ie à chaque ins tant . Ces m é c a n i s m e s sont peu 
employés . 
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T R O I S I È M E C L A S S E — P R E M I E R G E N R E 

MÉCANISMES A CONTACT DIRECT 

D A N S L E S Q U E L S 

L E S E N S DE L A T R A N S M I S S I O N V A R I E P É R I O D I Q U E M E N T 

L E R A P P O R T D E S V I T E S S E S E S T G É N É R A L E M E N T V A R I A B L E 

CHAPITRE XVIII 

ij I. — Mécanismes qui dérivent des engrenages ordinaires-

505. — R o u e s t r o n q u é e s à d o u b l e d e n t u r e . 

C e s roues s o n t d i sposées de te l le façon qu 'un m ê m e p ignon m e n a n t , an imé d 'un 
m o u v e m e n t de ro ta t ion cont inu , cons t i t ue a v e c e l les un e n g r e n a g e t an tô t ex té r ieur , 
t an tô t i n t é r i e u r , ce qu i c o m m u n i q u e é v i d e m m e n t à l ' a rbre condui t un m o u v e m e n t 
alternatif . 

Il exis te do t r è s n o m b r e u s e s d ispos i t ions p r a t i q u e s ; n o u s nous b o r n e r o n s à en in
d ique r deux. Dans cel le que r e p r é s e n t e la figure 482, l 'axe o e s t sol idai re de deux roues 
à demi d e n t é e s A et A] m o n t é e s sur un p la teau , e t l 'axe o' po r t e un p ignon A'. Suivant 

que ce d e r n i e r e n g r è n e avec la par t ie 
A ou avec la pa r t i e Ait l é s deux a rbres 
t o u r n e n t en sens con t ra i r e s ou dans 
le m ê m e sens . Le r appor t des v i tesses 
a n g u l a i r e s passe b r u s q u e m e n t de la 

R R 
va leur - = T à la v a l e u r en m ê m e 

R R 
t e m p s que le m o u v e m e n t de l 'arbre 
condui t change de s e n s . 

Dans la d ispos i t ion r e p r é s e n t é e 
Pig. 18:2. Fig. 183. pa r la figure 483, l 'axe o es t sol idaire 

d 'une sor te de couronne éobancréc D 
den tée sur t o u t son p é r i m è t r e . L 'a rbre o' du p ignon m e n a n t t r averse -une r a inu re a»[ qui 
le guide de man iè re à le faire e n t r e r en con tac t a l t e r n a t i v e m e n t avec les par t i es A ou A, ' 
de la couronne . Dans le p r e m i e r cas , l es ro t a t ions son t de s e n s c o n t r a i r e s ; el les sont 
de m ê m e sens dans le second . Le r a p p o r t des v i t e s ses change g r a d u e l l e m e n t de va leu r 
p e n d a n t que le p ignon A' e n g r è n e avec les a rcs den té s qui r e jo ignen t les faces A et A! 
de la couronne D. En pas san t d 'un bord à l ' au t re de la r a inu re o h l 'axe o' subi t de 
pe t i t e s var ia t ions que l'on r end poss ib les en la p a r t a g e a n t en deux pa r t i e s , r e l i ées par 
un jo in t un ive r se l . 
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506. C r é m a i l l è r e d o u b l e o s c i l l a n t e . 

o 
o 
o 
a 
o 

Fig. 4SI. 

Ce sys tème ne diffère du p r é c è d e n t q u e par la subs t i tu t ion d 'une c r é m a i l l è r e à la 
roue t r o n q u é e . Dans le cas d 'une 
crémai l lère à l an t e rne (fig. 484), 
le pignon t ou rne au tou r du p r e -
mier fuseau p o u r p a s s e r d e l ' u n e 
des faces de la r a inure dans 
l 'autre , ce qui p rodu i t un amor
t i s s emen t graduel de la v i t e s se 
et évite les chocs q u a n d le mou
vemen t de la c r éma i l l è r e change 
de sens . 

Dans la d ispos i t ion r e p r é 
sentée par la figure 485, le p i 
gnon n 'es t den té que sur la 
moitié de sa. c i r confé rence pr i 
mit ive, et agi t a l t e r n a t i v e m e n t 
sur les deux faces de la c r é 
mai l lère . 

On peu t év i t e r de sc inde r 
l 'arbre du p ignon en d e u x par
ties re l iées par un joint u n i 
versel , en p laçan t la c r é m a i l 
lère sur un châssis mobi le C 
(fig. 486), réuni à la t ige gu idée 
ZZ' par des t r ing les AB, A'B' qui 
lui sont a r t i cu l ées en 11 et B', et 
qui osci l lent au tour des poin ts 
A et A' so l ida i res de ZZ'. Quand 
le pignon a r r ive à une ex t r é 
mité de la r a inure , il sou lève 
le châssis C afin de pas se r su r 
l 'autre face. K g . 486. 

\ 

ÏB 

Fig.485 

§ IL — Cames des divers genres, ou Excentriques a galets. 

507. Une came est cons t i tuée par un cy l indre A, mobi le au tour d 'un axe o para l lè le à 
à ses géné ra t r i c e s , dont le m o u v e m e n t se c o m m u n i q u e par contac t soit à un second cy 

l indre (258-459-464-465), soi t à une t ige BC convenab lemen t 
. gu idée (fig. 487) e t t e r m i n é e pa r un pe t i t galet . Le m o u v e 

m e n t de la p ièce condui te es t , dans ce d e r n i e r cas , g é n é r a 
l e m e n t l imi té ; le r a p p o r t des v i t esses peu t ê t re cons tan t 
(came en c œ u r — came Grisson) , mais il est p lus s o u v e n t 
var iab le . 

508. C a m e s G r i s s o n . 

Ce m é c a n i s m e a s s u r e la l iaison de deux ro ta t ions de s e n s 
con t ra i res au tou r d 'axes para l lè les , et son rôle est ana logue 
à celui des e n g r e n a g e s cy l indr iques e x t é r i e u r s . L 'un des axes 
por te u n e roue à ga le t s S (fig. 488) e t l ' au t re u n e pa i re de 
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cames S'S'j ca lées à 180° l 'une de l ' au t re , qui s ' engagen t dans des gorges à sec t ion rec
t angu la i r e c r e u s é e s su r la surface de S. Les 
joues de ces gorges son t p e r c é e s de t rous 
équ id i s t an t s , t r a v e r s é s par des bou lons qui 
s e rven t d 'axes à des gale ts cy l indr iques G, 
avec l e sque l s les cames e n t r e n t succes s ive 
m e n t en contac t . L e s ga le t s de l 'une des 
gorges c o r r e s p o n d e n t aux mi l ieux des in t e r 
val les de ceux de l ' au t re . Par su i t e de cet te 
d ispos i t ion , la ro ta t ion du p r e m i e r a rb re se 
c o m m u n i q u e é v i d e m m e n t au second, avec 
un r appor t de v i t e s ses angula i res qui dépend 
de la forme des cames , N o u s a l lons dé t e rmi -

h>' 
ne r celle-ci de te l le so r t e que le r a p p o r t 

o) 
conse rve une va leu r cons t an te donnée h. 

P r e m i e r p r o c é d é . — Supposons pro
v i s o i r e m e n t que chaque galet soi t r édu i t à 
son axe g é o m é t r i q u e , e t cons idérons celui 
qui , s i tué tou t d 'abord su r la l igne des cen
t r e s en A ffig. 489), v ien t se p lace r en M 

Fig- quand la roue S a t o u r n é de l 'angle AoM = 6. 
L 'angle de rota t ion de la came est Ao'P ' = M. 

P o u r ob ten i r le point 
du profil i nconnu qui -
est venu se confondre v „ 
avec M, il suffit, ap rès 
avoi r m e n é l ' o rdonnée 
MP.de p o r t e r o'P = o ' P 
et d 'é lever su r o'P' 
la p e r p e n d i c u l a i r e 
P ' M ' = P M . Cet te cons-
t ruc t ion , r é p é t é e pour c'-Y--1'--
des va leurs suffisam
m e n t n o m b r e u s e s deO, 
d é t e r m i n e u n e courbe 
A, dont on dédu i t le 
profil S de la c ame en 
t r a ç a n t l ' enve loppe 

d 'une sér ie de c i rcon- J?' 
fé rences éga le s ayan t ~~ —'^ 
p o u r c e u t r e s l e s p o i n t s 489. 
A, M ' . , de A, e t p o u r 
rayon celui du galet . On ne conse rve de la courbe 8 que la pa r t i e s i tuée au-dessous de 
la l igne des cen t r e s ; l ' au t re moi t ié de la c ame es t l imi tée par une courbe s y m é t r i q u e . 

'1 .'BT 

On sai t que la no rma le c o m m u n e au ga le t e t à la came 
point I de la l igne des c e n t r e s qui sat isfai t à la relat ion 

D e u x i è m e p r o c é d é . 
passe à tou t i n s t an t par le 

r= k (243). Supposons que ce po in t soit d é t e r m i n é , Le poin t de con tac t m des 

deux profils se t r o u v e donc su r 1M. Pour t rouve r le po in t c o r r e s p o n d a n t de la courbe 
S, il suffit de c o n s t r u i r e les coordonnées mp e t o'p du point m , de po r t e r o'p'=zo'p, 
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et d 'élever su r o ' p ' la pe rpend icu la i r e p'm = p m . Ce p rocédé d i spense donc de t r a c e r 
la courbe A. 

1 

On a réa l i sé avec les cames Gr isson des r appo r t s de v i tesse de yg - par une t rans

mission d i rec te , a lors que des e n g r e n a g e s ex t é r i eu r s ne p e r m e t t e n t g u è r e de d é p a s -

\ 

ser De p lus , les axes p e u v e n t ê t re t r è s r a p p r o c h é s . 
o 

509. C a m e c o n d u i s a n t u n e t i g e g u i d é e . — P r i n c i p e d u t r a c é d ' a p r è s la 
n a t u r e d u m o u v e m e n t d e l a t i g e . 

Un arbre proje té en o su r le p lan de la figure, auquel il es t s u p p o s é p e r p e n d i c u 
laire , é t an t an imé d 'un m o u v e m e n t de ro ta t ion uniforme, on se p ropose de d é t e r m i n e r 
le profil d 'une came i m p r i m a n t à la l igne Z, s i tuée dans le p lan de la figure, e t r e n c o n 
t ran t l 'axe, un m o u v e m e n t rec t i l igne su ivan t u n e loi donnée . Décr ivons u n e c i rcon
férence de cen t r e o et de rayon a rb i t r a i r e , qui r e n c o n t r e Z au point A (fig. 490), et par

t ageons - l a en un n o m b r e que lconque de pa r t i e s éga les . 
D 'après l ' hypo thèse , la d u r é e d'un tou r de l ' a rbre o est 
p ropor t ionne l l e à la l ongueur do la c i r confé rence o A ; 
supposons celle-ci rectifiée sur u n e dro i te xy (fig. 491), 
avec tous ses points de divis ion,e t cons t ru i sons la courbe 
des e spaces IJ du m o u v e m e n t de la t ige gu idée . Por
tons enfin sur les rayons o 1, o 2, . . . des l o n g u e u r s 1 B , 

2y ! | \ 5 " 

Sr ! | | 
L / L ! I 1 

CC o 1 2 3 i 6 ti 7 S if 
Fig . 191. 

2 C . . . r e s p e c t i v e m e n t égales aux o rdonnées 11 ' , 22 ,. . 
de IJ . 1 a courbe S ainsi ob t enue , r e n d u e so l ida i re de 
l 'axe o, c o m m u n i q u e au point A de la t ige Z le mouve 
m e n t voulu, pu isque les chemins qu' i l pa r cou r t pendan t 
l es fractions de tou r success ives son t r e s p e c t i v e m e n t 

1 B = I F 

2 C = 22' 

Si la courbe IJ es t d 'une n a t u r e te l le que les s o m m e s lï -f- 55', 22' -f- 66'... des or
données s épa rée s par un in te rva l l e égal à la durée d 'une demi- révolu t ion so ien t éga les , 
tous les d i amè t r e s de la courbe S ont m ê m e longueur , et l'on peu t s c inde r la t ige gui
dée en deux pa r t i e s ZA et Z 4 E , re l iées l 'une à l ' au t re par un châss i s r ig ide R. L 'act ion 
de la came se mani fes te a lors a l t e r n a t i v e m e n t en A e t en E, de so r te que la t ige e s t 
conduite p e n d a n t l es deux p h a s e s de son m o u v e m e n t . Dans le cas con t r a i r e , elle n ' e s t 
conduite que dans un seul s ens , e t son con tac t avec la c ame doi t ê t r e a s su ré par un 
poids ou par un r e s so r t . 

(") Le lecteur est prié de placer la lettre o au pied de l'axe de la came. 
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510. C a m e d u m o u v e m e n t u n i f o r m e . 

N o u s d i s t i n g u e r o n s deux cas : 

1° L a ii-ge n'est pas guidée dans son mouvement de retour. 

Soit h l a cour se à p rodu i r e . L a loi g r a p h i q u e du m o u v e m e n t de la t ige gu idée , 
o b t e n u e comme on v i en t de l ' indiquer , e s t une droi te 
1J (fig. 493) dont l ' ex t r émi t é J a pour o rdonnée 88*=h . 
D 'après les t r a c é s effectués, on a é v i d e m m e n t 

1 B 2 C 3 D 

arc A 1 a r c A 2 arc A 3 

ce qui p rouve que le profil S de la c a m e <fig. 492) e s t 

Fig. 493. 

F i g . 492. 

rc i ls en r e 

2" L a 

une spirale d'Archimede. 
Ce m é c a n i s m e es t employé dans ce r ta ins appa-

g i s t r e u r s p o u r g u i d e r le l ev ie r t r a c e u r . (Came en l imaçoni . 

tige est guidée dans son mouvement de retour. 

Supposons que les deux phases du m o u v e m e n t al ter
natif a ien t m ê m e d u r é e . Dans ces condi t ions , la loi gra
ph ique IKJ du m o u v e m e n t de la t ige se c o m p o s e de deux 
d ro i t e s s y m é t r i q u e s pa r r a p p o r t à l ' o rdonnée médiane 
44' = h, e t la courbe S e s t fo rmée de deux arcs égaux de 

F i g . 49i. 

sp i ra le d 'Arch imède , s y m é t r i q u e s pa r r a p p o r t à Z. En 
ra ison de sa forme pa r t i cu l i è r e , ce t appare i l a r eçu le 
n o m de came en cœur. 

Il fau t r e m a r q u e r que tous les d i a m è t r e s du profil S 
sont égaux. On a en effet 

BF = 2o A + 1 B + 5 F = 2o A + 11' + 55' 

AE = 2o A 4 - 4 E = 2o A 4-44 ' 
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Or, en s e r e p o r t a n t à la loi g r aph ique des e spaces (fig. 495) on voit que 

11' 77 = A. 
4 

: 6 6 ' = 4 

33' :55 ' 

- h 

3 h 

Par c o n s é q u e n t 1 1 ' -f- 55' = 44' e t BF = AE. 

La t ige p e u t donc ê t r e pa r t agée en deux pa r t i e s ZA et Z ,E r éun ies pa r un cad re 
rigide 1 1 . Dans la p r a t i que , ces pa r t i e s son t t e r m i n é e s par des gale ts égaux de c e n t r e s 
E et A ; le profil de la c a m e es t a lo r s cons t i tué par des courbes abc de, et [ g ha, pa
ral lèles aux a rcs de sp i ra le , que l'on ob t ien t eu t r açan t l ' enve loppe d 'une sér ie de 
c i rconférences de m ê m e rayon que le ga le t , e t de c e n t r e s respec t i f s ABC. . . L e s ex
t r émi té s a a f , ee { de ces courbes sont d i s t inc tes ; les poin ts a et a,, qui l a i s sen t e n t r e 
eux un in te rva l le v ide , son t re l iés pa r un a rc de ce rc le a p p a r t e n a n t a u ga le t A ; enfin, 
la disposi t ion de l ' enve loppe en e et e t condui t à s u p p r i m e r les d e u x a rcs te, E C J , qui 
dépassen t la po in te t. Ces modifications a p p o r t é e s à la came t h é o r i q u e ont p o u r effet 
d ' i n t e r rompre le gu idage de la t ige pendan t deux pe t i t e s f rac t ions de sa c o u r s e , 
de sor te que son m o u v e m e n t n 'a pas r i g o u r e u s e m e n t l ieu s u i v a n t la loi un i fo rme 
que l'on s ' é t a i t a s s ignée . 

511. A u t r e c a m e d u m o u v e m e n t u n i f o r m e . 

Cet te c ame est employée dans les mach ines à déco l l e t e r Brown et S h a r p e pour 
c o m m a n d e r l ' avance des 
out i ls qui s e r v e n t au file
tage . En s u p p o s a n t que 
la ba r re à t r ava i l l e r soit 
an imée d'un m o u v e m e n t 
de rota t ion un i fo rme, la 
vis n 'es t r égu l iè re que si 
l 'avance de la filière e s t 
aussi un i forme, e t égale 
au pas pour chaque tou r 
de bar re . G é n é r a l e m e n t , 
la came n 'ag i t pas d i rec
t emen t su r le cha r io t 
porte-outi l ; e l le p r e s s e 
un galet cy l indr ique , ap
pelé touche, p lacé à l 'ex
t rémi té d 'un lev ier , dont 
l 'autre-extrémité por te un 
pignon ou un s e c t e u r 
den té e n g r e n a n t a v e c u n e 
crémai l lère so l ida i re du 
chariot . 

Soient o et o' l es p ieds des axes de la came et du levier , et M le cen t r e de la t o u c h e 
à un ins tan t que lconque (fig. 41)6). P o u r que le char io t , c o m m a n d é pa r l ' e x t r é m i t é N 

F i g . 496. 

du levier , p r e n n e un m o u v e m e n t un i fo rme , il faut q u e le r a p p o r t — des v i t esses 

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



angu la i r e s de la came et du l ev ie r r e s t e cons t an t . Le p r o b l è m e r ev i en t donc au t r acé 
d 'une came Gr isson ; mais nous en d o n n e r o n s une so lu t ion n o u v e l l e . 

Le profil c h e r c h é n 'es t pas au t r e chose , si l 'on suppose la t o u c h e rédu i t e à son 
cen t re , que la t ra jec to i re du point M dans son m o u v e m e n t r appo r t é à l 'axe o. Or M 
décr i t , dans son m o u v e m e n t absolu , une c i rconfé rence de cen t r e o' su r laquel le il 
occupe , ap rès des in t e rva l l e s de t e m p s égaux d 'une d u r é e a rb i t r a i r e , les posi t ions 
equ id i s t an tes M, M 2 M 3 . . . Pour d é t e r m i n e r sa t ra jec to i re re la t ive dans un plan P 
inva r i ab l emen t re l ié à l 'axe o, i m p r i m o n s à l ' ensemble de la l igure un m o u v e m e n t de 
ro ta t ion au tou r de ce t axe , de v i tesse angula i re aq égale , en va l eu r abso lue , à celle 
de la came , mais o r i en tée en sens con t r a i r e . Le plan P es t r a m e n é au r epos , et le 
point o' déc r i t une c i r confé rence de c e n t r e o su r l aque l le il v i en t occuper , après les 
m ô m e s in t e rva l l e s de t e m p s que tou t à l ' heure , les pos i t ions o'iO'joV.. ca rac té r i sées 
par les re la t ions 

, , , a r c MM, oo' 
arc o o i = a r c o , o „ — a r c o , o 3... = =• — X—rr - r 

k o M 

o' 

en posan t — = h . Les pos i t ions 1, 2, 3 . . . des po in t s M 4 M 2 M 3 . . , dans le m o u v e m e n t 

re la t i f du lev ie r , se t r o u v e n t donc à la r e n c o n t r e des a rcs de cerc le de cen t re o et, de 
r a y o n s respec t i f s o.Mj, oM a , oM 3 .. avec les a rcs de ce rc le de rayon o'M décr i t s des 
po in t s o'¡ o ' 2 o ' 3 . . . c o m m e cen t r e s . On d é t e r m i n e ainsi une courbe S, dont on dédui t le 
profil rée l de la c ame en décr ivan t , de chacun de ses points c o m m e c e n t r e , une cir
confé rence de m ê m e rayon que la t o u c h e , e t en cons t ru i san t son enve loppe . Ce p r o 
cédé es t app l icab le au t r acé de t ou t e s les c a m e s . 

La figure 497 r e p r é s e n t e l 'appl icat ion d 'une came de ce t t e n a t u r e dans u n e machine 
-à po inçonne r . Le poinçon P est fixé à l ' e x t r é m i t é d 'une t ige gu idée , s u s p e n d u e au bras 

le p lus cour t d 'un l ev ie r L qui os
cille au tour d'un axe E so l ida i re du 
bât i D. Le second b r a s du levier est 
t e r m i n é pa r un ga le t c i rcu la i re G; le 
s y s t è m e n ' e s t pas en équ i l ib re , e t l e s 
poids de ses p a r t i e s sont ca lcu lés de 
te l le so r te que le gale t appu ie cons
t a m m e n t s u r le p o u r t o u r de la came 
ABC, Ce l l e -c i , qui e s t mobi le au tour 
de l 'axe fixe o, reçoi t , par des engre 

nages non figurés, un m o u v e m e n t de 
Fie 497 B ° 

° ro ta t ion p r o v e n a n t de l ' a rbre o', sur 
lequel es t calé un vo lan t V. 

Supposons que le m o u v e m e n t du poinçon doive ê t r e r ég lé de la façon su ivan te : 

1° P e n d a n t un qua r t de tou r de la c a m e , il effectue sa cour se de t rava i l , d 'un 
m o u v e m e n t un i fo rme , en s ' app rochan t de la tab le Q qui s u p p o r t e la ma t i è r e à us iner ; 

2° P e n d a n t le q u a r t de t o u r su ivan t , il r e m o n t e à sa pos i t ion ini t ia le ; 

3 ° P e n d a n t le demi - tou r r e s t an t , il d e m e u r e immob i l e , afin de d o n n e r à l 'ouvrier 
le t e m p s n é c e s s a i r e p o u r d i spose r c o n v e n a b l e m e n t la p ièce . 

Le profil de la c ame c o m p r e n d r a un a rc de courbe AB, c o r r e s p o n d a n t à un qua
d ran t , t r a c é c o m m e il a é té di t p r é c é d e m m e n t , pu i s un s e c o n d a rc BC, de forme ar
b i t ra i re , e t enfin un d e m i - c e r c l e AC de cen t r e o. Le p lus g rand rayon de o B es t dé te r 
miné de te l le m a n i è r e que le poinçon, en a r r i van t au point le p lus bas de sa course , 
soi t à une d i s t a n c e convenable de la tab le Q. Grâce au mode de c o m m a n d e de la c a m e ' 
tou te l ' éne rg ie e m m a g a s i n é e dans le vo lan t e n t r e deux f rappes consécu t ives est 
u t i l i sée par l 'out i l . 
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512. C a m e d u m o u v e m e n t u n i f o r m é m e n t v a r i é , o u c a m e M o r i n . 

La produc t ion d 'un m o u v e m e n t rec t i l igne a l ternat i f pa r la c ame en c œ u r donne 
lieu à un choc à chaque fin de cou r se , à cause du c h a n g e m e n t de sens b r u s q u e de la 
v i tesse . On peu t r e m é d i e r à cet i nconvén i en t en modifiant la forme de la came , de 
manière que la v i t e s s e de la t ige s ' annule en m ê m e t e m p s que son m o u v e m e n t change 
de sens . 

Dans le t r acé imaginé pa r le géné ra l Morin. la t ige condui te p a r c o u r t la moi t ié 

s e 
Z 

/ I 

de sa course p e n d a n t chaque qua r t de tour de la came ; le p r e m i e r qua r t c o r r e s p o n d à 
un m o u v e m e n t u n i f o r m é m e n t a c c é l é r é sans v i t e s se in i t ia le , dont l ' accé léra t ion <p es t 
déterminée par la re la t ion 

/ L I N , 

— = — o 8 ! 

2 2 Y 

h 

ou t = W 
h r e p r é s e n t a n t la course à p rodu i re , e t 6 le qua r t de la d u r é e d 'une révolu t ion de 

la came. Pendan t le second qua r t de tour , le m o u v e m e n t de la t ige e s t u n i f o r m é m e n t 
re tardé, et son accé lé ra t ion conse rve la m ê m e va l eu r abso lue , de so r t e que sa v i t e s se 
revient à zéro. P e n d a n t les deux qua r t s de tour s u i v a n t s , les m o u v e m e n t s son t r e s 
pec t ivement i d e n t i q u e s aux p r é c é d e n t s , mais s 'effectuent en sens i n v e r s e . La courbe 
des espaces du m o u v e m e n t de la t ige , t r a c é e d ' après les ind ica t ions données dans 
le cas généra l , s e compose de qua t r e s e g m e n t s de parabole IKLMJ, qui se r acco rden t 
deux à deux c o m m e le m o n t r e la figure 499. Il ne r e s t e plHs qu 'à po r t e r les lon
gueurs 1 H = 1 1 ' , 2 C = 2 2 ' . . . su r l es p r o l o n g e m e n t s des r ayons de la c i rconfé rence 
oA, et à jo indre les po in t s ABC. . . d 'un t r a i t con t inu (fig. 498). 
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Tous les d i a m è t r e s d u profil S a iusi d é t e r m i n é son t é g a u x , Eu cons idé ran t deux 
d 'en t re eux , so ien t AE et BF, pa r e x e m p l e , on a en effet 

A E — 2 o A + 4 E — 2 oA —- 44' 

B F = 2 o A + 1 B + 5 F — 2 oA + I F 4 - 55' 

Or, d ' après les lois du m o u v e m e n t u n i f o r m é m e n t va r i é 

H ' - — 4 " ? 9 * 

I 

et 55'.-= h— l 

Far c o n s é q u e n t i l ' -}— 55' = h. 

d 'où il su i t que AE = BF . On p e u t donc p a r t a g e r la t ige g u i d é e en deux s e g m e n t s , 
m a i n t e n u s à d i s t ance invar iab le pa r un cadre r ig ide I I , et l im i t é s au po in t A et au 
poin t E. 

Dans la p ra t ique , ces deux s e g m e n t s sont t e r m i n é s pa r des ga le t s , e t il faut subs
t i t u e r au profil ABC. . . une courbe para l l è le a b c , que l 'on d é t e r m i n e co mme précé
d e m m e n t , e t dont le t r a c é ne donne l ieu à aucune r e m a r q u e pa r t i cu l i è r e . 

513. C a m e s d e s p i l o n s . 

Un pilon cons i s te g é n é r a l e m e n t en une p ièce de bois m u n i e à son ex t r émi t é infé
r i eu re d 'une a r m a t u r e en fer appe l ée sabot , qu 'une came sou lève , pu is la isse re tomber 
s u r la ma t i è re à t r ava i l l e r . Les cames employées diffèrent des p r é c é d e n t e s en ce que 

, 7 

Fig. 500. Fig. 501. 

la d i rec t ion du m o u v e m e n t r ec t i l i gne de la t ige gu idée ne r e n c o n t r e pas l 'axe de 
ro ta t ion ; e l les e x e r c e n t l e u r act ion s u r u n e sa i l l ie , appe l ée mentonnet, qui es t sol i 
da i re de la t i ge du pi lon, e t que nous s u p p o s e r o n s p r o v i s o i r e m e n t r édu i t e à un p o i n t 
C h e r c h o n s , dans ces condi t ions , quel profil il convien t de d o n n e r à la c a m e p o u r qu 'el le 
c o m m u n i q u e à la t ige gu idée u n m o u v e m e n t d é t e r m i n é . 

Soient o (fig. 500) la projec t ion de l 'axe su r le plan de la figure, auque l il es t 
pe rpend icu l a i r e , 7, la t ige du p i lon , e t S u n e c i rconfé rence de c e n t r e o t a n g e n t e à Z 
au poin t À, que nous p a r t a g e r o n s en un n o m b r e q u e l c o n q u e de p a r t i e s éga les . Le 
m o u v e m e n t de ro ta t ion • é t an t s u p p o s é uni forme, la l o n g u e u r de la c i rconférence S 
p e u t ê t re adop tée pour r e p r é s e n t e r la du rée d 'un t o u r . Hectif ions-la avec ses points 
de division su r une dro i te xy, et cons t ru i sons la loi g r a p h i q u e IJ (fig. 501) du mou-
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veinent à i m p r i m e r à la t ige gu idée . Po r tons enfin su r les t a n g e n t e s à la c i r confé 
rence des l o n g u e u r s 1 B, 2 C , 3 D, , . . éga les aux o r d o n n é e s c o r r e s p o n d a n t e s l l ' ,22 ' ,33 ' . . . 
de IJ. Les po in t s ob t enus d é t e r m i n e n t une courbe ABCD.. . qui r é p o n d à la ques t i on , 
car, après chaque fract ion de tour , u n e des d ro i t e s 1 B, 2 C . . . s ' app l ique s u r Z, ce qui 
fait pa rcour i r au poin t A des e s p a c e s success i fs 

AA ( = 1 B = I I ' 

AA, = 2 C — 22' 

égaux aux o r d o n n é e s de la courbe I J . 
Il faut obse rve r que IJ n ' e s t pas a b s o l u m e n t a rb i t r a i r e . En dés ignan t par o» la 

v i tesse angu la i re de l ' a rbre à came , la d u r é e d 'un tour , égale à ——, es t r e p r é s e n t é e 
w 

par une l ongueu r 2 TI oA, de sor to que l ' éche l l e des t e m p s e s t k' — aX oA. Or, l ' ex
press ion de la v i t e s se v dédu i te de la courbe des e spaces es t 

« = ^ t g x 

formule qui se r é d u i t ici à 

v = li t g x = OJ X oA tg a 

puisque les e spaces p a r c o u r u s son t r epo r t é s en v ra ie g r a n d e u r . A l ' ins tant in i t ia l 

ï = « X o A 

ce qui nécess i t e x = —. La t a n g e n t e en I à la courbe des e spaces du m o u v e m e n t à 

produire doit donc faire un angle de 45° avec l 'axe d e s t e m p s . Si, pa r e x e m p l e , on veu t 
impr imer au pilon u n m o u v e m e n t a scens ionne l un i fo rme, IJ es t une d ro i t e dont les 
o rdonnées succes s ives sont , d ' après la r e m a r q u e qui p r é c è d e , égales aux absc i s ses 
co r re spondan te s , c 'est-à-dire aux arcs de la c i r confé rence S m e s u r é s à p a r t i r de A. 
Le profil de la came es t a lors u n e déve loppan te de ce rc le , e t le m é c a n i s m e es t iden
t ique au sys tème formé par un pignon et u n e c r é m a i l l è r e à fuseaux (*). 

Dans la p ra t ique , le m e n t o n n e t e s t h a b i t u e l l e m e n t cons t i tué pa r un ga le t ; il faut 
donc s u b s t i t u e r au profil t héo r ique dont nous venons d ' ind iquer le t r acé u n e courbe 
parallèle, enve loppe d 'une sé r ie de pe t i t e s c i rconfé rences de m ê m e rayon que le ga
let, e t décr i t es des différents poin ts de ABCD. . . c o m m e c e n t r e s . 

514. D i s t r i b u t i o n d e s d e n t s s u r l e d i s q u e . 

Soient N le n o m b r e de t o u r s de l ' a rbre o p e n d a n t une m i n u t e , w s a v i t e s s e angu
laire, n le n o m b r e de den t s du d isque , x son rayon, e t h la h a u t e u r d 'ascens ion d e 
la t ige du pi lon. U n e den t du d i sque v ien t r e m p l a c e r cel le qui la p r é c è d e au b o u t d'un 

temps — , qui m e s u r e l ' i n te rva l le de deux coups consécut i fs du pi lon. Ce t e m p s peu t 

être d é c o m p o s é en t ro is p a r t i e s : 

1° La durée de l'ascension. En supposan t la came à profil de d é v e l o p p a n t e , le 
mouvemen t d ' ascens ion est un i fo rme, e t sa v i t e s se es t u x. C e t t e p r e m i è r e pa r t i e , 

évaluée en s econdes , e s t donc égale à ^ . 

{') Ces mécanismes appartiennent en réalité à la première classe (premier genre), l'in
terruption du mouvement n'étant pas due à une cause géométrique. 
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2° La durée de la chute. E d e es t égale à » / d ' a p r è s les lois de la p e s a n t e u r . 
V y 

3° La durée du repos. L'effet d 'une force n ' é t an t j amais i n s t an t ané , ce t te t ro i 
s ième par t ie ne p e u t pas ê t re nu l le , c o m m e on se ra i t t e n t é de le c ro i re t ou t d 'abord. 
En lui a t t r i b u a n t u n e va l eu r égale à la s e p t i è m e par t ie de l ' in te rva l le de deux coups 
consécut i fs , on doit avoi r 

h 1 1 h _ 6 2 

o, x
 X V q — 7 X n 

12-

g 7 n u 7 n i 

d e t t e équat ion du p r e m i e r d e g r é d é t e r m i n e le rayon du d i sque po r t e -cames . E 
r emplaçan t u par sa va leu r en fonction de N, il v ien t 

/ l - x 

n 

In "30 V g 

Il n 'y a pas d ' inconvén ien t à se t en i r a u - d e s s u s de la va l eu r t r o u v é e . 

A p p l i c a t i o n . — S u p p o s o n s que c h a q u e a scens ion du pilon soi t de 20 cen t i 
mè t r e s , que le d i sque po r t e 5 c a m e s , e t fasse h t o u r s pa r m i n u t e . La formule précé
den te donne , le m i l l i m è t r e é t an t p r i s pour uni té de l ongueu r 

X = _ _ X . _ J ^ = 2 0 6 »' 
- 12 5_ / 4-0 

30 V 981 7 X 5 30 

515. R e m a r q u e . — Nous avons admis que le m e n t o n n e t étai t cons t i t ué par un 
ga le t c i rcu la i re ; il e s t s o u v e n t formé pa r u n e p ièce de bois ou de m é t a l p e r p e n d i c u 
la i re à la t ige du pilon. Le m é c a n i s m e se c o m p o r t e alors c o m m e u n e c réma i l l è r e à 
flancs dro i t s (312). 

516. C a m e s d e s m a c h i n e s s o u f f l a n t e s . 

Imaginons qu 'un cy l indre C (fig. 502), p a r c o u r u par un p is ton P, c o m m u n i q u e avec 
l ' ex té r i eu r pa r une soupape S s 'ouvran t de d e h o r s en d e d a n s , et avec une t uyè re T 
pa r une a u t r e s o u p a p e 13 s ' ouvran t de dedans en d e h o r s . A chaque m o n t é e du pis ton 
co r r e spond une compres s ion de l 'air dans le cy l indre , dont l'effet es t de f e rmer S, 
d ' ouvr i r B, et d ' a l imen te r la t u y è r e . P e n d a n t chaque d e s c e n t e , au con t r a i r e , les mou
v e m e n t s i n v e r s e s des soupapes se p rodu i sen t , e t l 'air afflue de l ' ex té r i eu r dans le cy
l indre ; le je t de la t u y è r e e s t d o n c i n t e r r o m p u . Pour en a s s u r e r la con t inu i t é : 

1° On fait c o m m u n i q u e r la t u y è r e avec un second cy l indre C , i den t ique au pre
m i e r ; m a i s , p e n d a n t que le p is ton P se m e u t dans un sens , le p i s ton P' se m e u t en 
s e n s cont ra i re ; 

2 e On c o m m a n d e les p i s tons de te l le so r te que l eu r m o u v e m e n t de mon tée soi t 
un i forme, et que sa d u r é e d é p a s s e cel le de la d e s c e n t e . 

Il r é su l t e de la p r e m i è r e d ispos i t ion que l 'un des cy l indres se r empl i t d 'air t an 
dis que l ' au t re a l imen te la t u y è r e , et de la seconde que la pé r iode de refoulement 
c o m m e n c e p o u r chaque p is ton avan t d ' ê t re t e r m i n é e pour l ' au t re . De p lus , l 'air s 'é
coule par la t u y è r e a v e c u n e v i t e s se cons t an t e . 

Les t i ges des p i s tons sont c o m m a n d é e s par des c a m e s à profil de déve loppan te , 
g 

que nous a l lons d é t e r m i n e r de te l le m a n i è r e que l ' a scens ion se fasse p e n d a n t les -j^-
4 

d 'un tour de l ' a rb re , e t la d e s c e n t e p e n d a n t les -j^p r e s t a n t s . Soi t h la cour se des p i s -
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tons , égale à la h a u t e u r c o m m u n e des cy l indres C et C . Quand la pa r t i e ut i le A B C . G r 
de la déve loppan te (fig. 503) a exe rcé son action, la t ige du pis ton a mon té de la quan
tité A[G = h. Mais 

A,G = a r c A, A = X 2 T T O A . 

On doit donc avoir 

~ X 2 T C O A = / I 

,, , . 5 k a ou oA — 
O I I 

Le rayon oA é tan t a insi connu, on peu t t r a ce r le profil t h é o r i q u e ABC.. .G de la 

Fig. 502- Fig. 503. 

came, qui r é p o n d r a i t à la ques t ion si la t ige du pis ton é ta i t t e r m i n é e en A par un 
simple point . Dans la p r a t i q u e , on p lace en A un pe t i t gale t , e t l 'on subs t i t ue à la dé
veloppante une courbe para l l è le abc...g. Le res te du con tou r de la c a m e , sur l eque l 
la tigevdu pis ton s 'appuie p e n d a n t la d e s c e n t e , p e u t r ecevo i r une forme que l conque . 
Le second pis ton e s t ac t ionné pa r une came ana logue , ca lée s u r l ' a rb re o en sens o p 
posé, de te l le man iè re que , quand l 'un des p i s tons c o m m e n c e à d e s c e n d r e , l ' au t re 

1 

ait encore à effectuer une pa r t i e de sa cou r se a s c e n d a n t e c o r r e s p o n d a n t à de t o u r 

de l 'arbre. 

517. C a m e s d e s m a r t e a u x d e f o r g e . 

Le mar teau- f ron ta l , employé en mé ta l l u rg i e , e s t c o n s t i t u é par u n e sor te de lev ier 
pesant M (fig. 504), mobi le a u t o u r d 'un point A ; un a r b r e p o r t e - c a m e s t o u r n e d 'un 
mouvement uni forme a u t o u r d 'un axe o, e t v ien t agi r su r la t ê te du levier qu' i l sou
lève, puis la i sse r e t o m b e r su r l ' enc lume E, Le m é c a n i s m e cons t i tue é v i d e m m e n t un 
engrenage ex t é r i eu r , dans leque l la face in fé r ieure BD de la t ê t e du m a r t e a u es t le 
flanc de l 'une des roues . Le profil de la came , qui condui t le p r é c é d e n t , p e u t donc 
être t r acé par l 'une q u e l c o n q u e des m é t h o d e s é tud i ée s au c h a p i t r e IL L 'a rc de r e t r a i t e , 
qui est égal à la l evée du m a r t e a u , e s t d é t e r m i n é d ' après l'effet à p r o d u i r e ; on échan-
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frine les den ts de la came de m a n i è r e à lui d o n n e r la v a l e u r convenab le . En pa r t i cu 
l ier , si l ' ex t r émi t é DB du m a r t e a u es t l imi tée pa r un plan c o n t e n a n t l 'axe A. les p r o 
fils de la came son t des ép icyc lo ïdes (2G9), que l 'on ob t i en t en fa isant rou le r la cir
conférence S ' ( , de d i a m è t r e AC, su r la c i r c o n f é r e n c e S. 

On ca lcu le le rayon pr imit i f .x du d i sque S en p r o c é d a n t c o m m e au p a r a g r a p h e 514, 

Toutefo is , c o m m e la chu t e du 

m a r t e a u n ' es t pas l ib re , sa durée 

ïh 
n ' e s t p lus égale à L. Eu r e -

F i g . 504. 

m a r q u a n t que c h a q u e poin t de la 
m a s s e M p a r c o u r t un espace com
pr i s e n t r e zéro et h p e n d a n t chaque 
l e v é e , on peu t a d m e t t r e que la 
d u r é e de la c h u t e cor respond à 

u n e chu t e l ibre do h a u t e u r et 

l ' équa t ion t r o u v é e p r é c é d e m m e n t 
d e v i e n t 

h 12 K 

7 n& 
On en t i r e 

In Vf 
- x 12 _ m 

3u V q 

N dés ignan t e n c o r e le n o m b r e de t ou r s de l ' a rb re o p e n d a n t u n e m i n u t e , e t n le nombre 
de c a m e s p o r t é e s pa r le d i s q u e . 

N o u s avons s u p p o s é que la came agi t s u r la t ê t e du m a r t e a u ; dans le marteau à 
soulèvement, ou à l'allemande, elle es t p l acée , au con t r a i r e , e n t r e A et B. Enfin, dans 
le marteau à bascule, la c ame agi t s u r un p r o l o n g e m e n t du l ev ie r s i tué au-delà de 
son axe A. La t h é o r i e de tous ces appa re i l s es t i d e n t i q u e à cel le du m a r t e a u frontal, 

518. R a i n u r e s s e r v a n t d e g u i d e s 

1° Cas où la direction du 
mouvement rectiligne est per
pendiculaire à l'axe de rotation 
de la came. 

P o u r r e p r o d u i r e l e s d i v e r s 
m o u v e m e n t s dont il v i en t d ' ê t r e 
ques t ion , on peu t , au l ieu de 
cons t ru i r e u n e came en relief, 
r e p o r t e r son profil t h é o r i q u e 
su r un d i sque c i rcu la i re con
cen t r ique à l 'axe d e l à ro ta t ion , 
e t c r e u s e r une r a i n u r e dont l es 
bords so ient équ id i s t an t s de la 
courbe ainsi t r a c é e (fig. 505). La 
t ige gu idée e s t a lors t e r m i n é e 
par un bouton A qui s ' engage 
dans la r a inu re . La ro ta t ion du 
d i sque c o m m u n i q u e é v i d e m 
m e n t à la t ige Z un m o u v e m e n t 

SS 

Fig 505. 
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ident ique à celui qu 'e l le p r e n d r a i t sous l ' influence d 'une came en relief d e m ê m e 
forme. Des m é c a n i s m e s de ce g e n r e se t r o u v e n t dans les m a c h i n e s à c o u d r e , pour 
commander le m o u v e m e n t de la t ige por te -a igu i l le . 

2" CasoùUi direction du mouvement rectiligne est parallèle à l'axe de la rotation. 

L'arbre t o u r n a n t , que nous s u p p o s e r o n s an imé d 'un m o u v e m e n t un i forme, e s t so
l idaire d'un cyl indre de r évo lu t ion C (fig. 507) de m ê m e axe g é o m é t r i q u e que lui . Une 

/• r j " 

i f ' \. 
O I 2 3 * S G 

ic n i2 13 ri ri je rj AT & if 
7 * - » \ ^TJT 

' i / 

Fig . SCK1. 

section droi te y y' de ce cy l i nd re , rect i f iée su ivan t xx' (fig. 500), p e u t r e p r é s e n t e r la 
durée d'un tou r de l ' a rbre , et s e rv i r d ' axe des t e m p s p o u r la cons t ruc t ion de la courbe 
des espaces IMJ du m o u v e m e n t à p r o d u i r e . En r o u l a n t sur C u n e feuille de pap ie r 
découpée su ivan t le contour IMJ, de m a n i è r e à faire coïncider xx' avec la s e c t i o n 

TJ 

I /' 

c j ^ - ! -*·•• 

LU: : : < 

; : ; 

I 
lit J 

Fig. o07. Fig. 508. 

droite yy', on d é t e r m i n e u n e courbe , qui , p r i se pour d i rec t r i ce d 'une r a inu re , condui t la 
t ige Z, supposée gu idée p a r a l l è l e m e n t à l 'axe o, su ivan t la loi de m o u v e m e n t qui avai t 
é té ass ignée . Le m é c a n i s m e é t u d i é au p a r a g r a p h e 361 r e n t r e dans ce t t e ca tégor ie . 
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On p o u r r a i t s u p p r i m e r tou te la pa r t i e du cy l indre C qui se t r ouve d 'un m ê m e 
côté de la r a inu re , à la condi t ion de ma in t en i r le bou ton en con tac t avec la face con
se rvée , par un con t r e -po id s ou un r e s so r t . 

3° Cas où la direction du mouvement rectiligne est oblique à Haxe de la rotation. 

Les t r a c é s p r é c é d e n t s sont app l icab les avec q u e l q u e s modificat ions. So ien t oS 
(fig. 50S) l 'axe du m o u v e m e n t de ro ta t ion , et SZ une para l lè le à la d i rec t ion yy du 
m o u v e m e n t r ec t i l igne . Coupons le cône de révo lu t ion e n g e n d r é par SZ en t o u r n a n t 
au tour de oS par un plan AA' pe rpend i cu l a i r e à son axe, e t effectuons le d é v e l o p p e 
m e n t de sa sur face ap rès l 'avoir o u v e r t e su ivan t la g é n é r a t r i c e SA, Nous ob tenons 
ainsi un s e c t e u r c i rcu la i re AS A,, dans l eque l l 'arc AA ( , de m ê m e longueur q u e la cir
conférence AA', es t p ropor t ionne l à la d u r é e d 'un tour du cône , si le m o u v e m e n t de 
celui-ci au tour do son axe est supposé un i fo rme . Po r tons su r les rayons success i fs du 
s ec t eu r , à pa r t i r de l 'arc A A 1 ; des l o n g u e u r s égales aux chemins que doi t pa rcou r i r 
la t ige gu idée . Nous d é t e r m i n o n s a insi une courbe L ( qui peu t ê t re cons idé rée comme 
la cou rbe des e spaces du m o u v e m e n t à p r o d u i r e , é tabl ie dans un s y s t è m e pa r t i cu 
l ier de coo rdonnées . L ' en rou lemen t du s e c t e u r su r la surface du cône fait cor res 
pondre à L( u n e courbe L, qui condu i ra i t la t ige Z su ivan t la loi vou lue , si celle-ci 
é ta i t t e r m i n é e en A pa r un s imple point . Les t r acés néces sa i r e s ont été effectués pour 
les poin ts M ^ P ^ r e p o r t é s s u r la surface du cône en MNP. 

P r a t i q u e m e n t , la t ige gu idée e s t t e r m i n é e pa r un gale t conique, qui s 'engage 
dans une r a inu re dont les bo rds son t équ id i s t an t s de la courbe L. On peu t cons t ru i re 
les t r ans fo rmées des l ignes qui l imi t en t ce t t e r a inu re en t r açan t su r le déve loppe
m e n t l ' enve loppe d 'une s é r i e de c i r confé rences ayan t p o u r rayon celui du ga le t en 
A, et pour cen t r e s les différents po in t s de L[ ; on les r e p o r t e su r la surface du cône 
en p rocédan t c o m m e pour ce t t e d e r n i è r e cou rbe . Comme dans le cas p r é c é d e n t , on 
peu t s u p p r i m e r toute la pa r t i e du cône qui se t rouve d 'un m ê m e côté de la ra inure , 
à la condi t ion de main ten i r la t ige gu idée en con tac t avec la par t ie c o n s e r v é e par un 
r e s so r t ou un con t re -po ids . C 'es t ce qui a é té fait dans la f igure. 

§ III — Excentriques conduisant un cadre 

519. Les cames qui , c o m m e la c ame en cœur , condu i sen t une t ige par l ' in te rmé
dia i re d 'un ga le t , exe rcen t g é n é r a l e m e n t l eu r act ion su r celui-ci dans une direct ion 
obl ique à cel le du m o u v e m e n t r ec t i l i gne . Il en r é s u l t e u n e p ress ion de la t ige con t re 
ses gu ides , qui peu t deveni r cons idé rab le . Cet i nconvén ien t d i spara î t l o r squ 'on em
ploie les e x c e n t r i q u e s à cadre . La t ige à condui re est a lors i n v a r i a b l e m e n t liée à un 
cadre r ec t angu la i r e , dans l ' i n t é r i eu r d u q u e l t ou rne l ' excen t r i que , e t celui-ci p r e s se 
a l t e r n a t i v e m e n t les deux côtés du cadre qui sont p e r p e n d i c u l a i r e s à la d i rec t ion du 
m o u v e m e n t . P o u r qu'i l n 'y ait pas d ' i n t e r rup t ion dans la t r an smi s s ion , il es t néces
sa i re que l ' excen t r ique r e s t e t a n g e n t à ces cô tés , que l le q u e soi t la posi t ion qu'i l 
occupe ; sa forme doi t donc ê t re tel le que la d i s t ance de deux t angen t e s pa ra l l è les 
soi t c o n s t a n t e . 

520. T r a c é d ' u n e x c e n t r i q u e à c a d r e , d ' a p r è s l a l o i d u m o u v e m e n t à 
c o m m u n i q u e r à la t i g e g u i d é e . 

Soit o (fig. 509) la pro jec t ion de l 'axe de l ' excen t r ique su r le p lan de la figure-. 
Décr ivons , de ce poin t c o m m e c e n t r e , une c i rconférence de rayon a rb i t r a i r e oA, 
e t rectifions-la ap r è s l 'avoir p a r t a g é e en un n o m b r e que l conque de pa r t i e s éga les . 
Cons t ru i sons su r la d ro i te o b t e n u e , cons idé r ée c o m m e axe des t e m p s , la courbe des 
e s p a c e s IJ du m o u v e m e n t à p r o d u i r e (fig. 510), et por tons ses o rdonnées sur les pro-
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longements des rayons co r r e spondan t s de la c i rconfé rence o. Par les po in t s abc... 
ainsi dé te rminés , menons des p e r p e n d i c u l a i r e s aux rayons oa, ob, o c . . . et t r a çons 
leur enveloppe S. Pour que ce t te courbe sa t is fasse à la condi t ion e s sen t i e l l e des 
tangentes qui lui p e r m e t d ' ê t r e e m b r a s s é e par un cadre r e c t a n g u l a i r e , il e s t n é c e s 
saire et suffisant que la s o m m e de deux o r d o n n é e s de la courbe IJ , s é p a r é e s l 'une de 
l 'autre par un in terva l le égal à i a moi t ié de la c i rconfé rence o rectifiée, soi t cons t an t e . 
En supposant qu'i l en soit a ins i , le profil S condu i t b ien la t ige sui vau t la loi v o u l u e , 
car, au moment où les poin ts 1, 2, . . . v i e n n e n t s u c c e s s i v e m e n t p r e n d r e la p lace du 
point A, le côté infér ieur du cadre a pa rcou ru , a u - d e s s o u s de sa posi t ion p r imi t ive , 
des chemins 

1 a— 11' 

2 b — 22' 

égaux aux ordonnées c o r r e s p o n d a n t e s de la courbe IJ . 

Fig. 509. Fig. 511. 

521. — Géné ra l emen t l ' excen t r ique es t l imité par des a rcs de ce rc le . Son fonc
tionnement es t a lors basé su r le t h é o r è m e su ivant : 

T h é o r è m e . — Lorsqu'un arc de cercle S, animé d'un mouvement de rotation 
autour d'un axe o, p?-esse une droite MN guidée de manière à ne pouvoir prendre 
qu'un mouvement de translation recliligne perpendiculaire à sa direction, le dépla
cement de la droite est égal à la projection du chemin parcouru par le centre C de 
l'arc moteur sur la direction du mouvement rectiligne. 

Soient C et G\ deux pos i t ions que l conques du cen t r e de l 'arc mo teu r , MN e t M 4 N, 
les positions co r r e spondan te s de la droi te mobi le , so l ida i re d 'une t ige gu idée Z qui 
lui est perpendicu la i re (fig, 511). Les rayons CA et C ( A[ é tan t égaux e t pa ra l l è l e s , si 
l'on re t ranche du p r e m i e r la l ongueu r FA. et du second la l ongueur égale C t D, il r e s t e 

CF = DA ( 
C. Q. F. D. 
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522. C o n s é q u e n c e . — Il r é su l t e de c e t h é o r è m e q u e , s i l'arc moteur est animé 
d'un mouvement de rotation uniforme autour de l'axe o, les lois du mouvement 
de la tige guidée sont celles de. la projection d'un mouvement circulaire uniforme 
sur un diamètre [*). 

523. E x c e n t r i q u e c i r c u l a i r e à c a d r e r e c t a n g u l a i r e . 

Cet appare i l se c o m p o s e d 'un d i sque c i rcula i re S, e x c e n t r é par r a p p o r t à l 'axe o 
auque l il e s t i n v a r i a b l e m e n t re l ié (fig. 512), compr i s à l ' i n té r i eur d 'un cadre rectan
gu la i r e MNPQ so l ida i re de la t ige gu idée Z. L e cen t r e C du d i sque déc r i t une circon
férence y de rayon oC — d, e t le cadre se m e u t d ' après les m ê m e s lois q u e la pro jec
t ion du poin t C su r la d i rec t ion Z. En p r e n a n t co mme in s t an t in i t ia l ce lu i où oC est 
pa ra l l è le à Z, p o u r or ig ine des e s p a c e s le point C, e t en s u p p o s a n t que l ' a rb re o tourne 
d'un m o u v e m e n t un i fo rme, les lois du m o u v e m e n t rec t i l igne sont : 

s =d ( 1 — cos ut) 

v = uid sin at 

tp = u- d cos tût 

L ' a m p l i t u d e de l a cou r se es t 2d, e t sa d u r é e • 

M 

Z 

S( .c 

V /' ^ 
1 

2 

f 1 I V 

F i g . 512. F i g . 513. 

(*) L e théorème précédent et sa conséquence découlent du pr inc ipe général démontré au 
paragraphe 245, d'après lequel on a, en dés ignant par u la v i t e s s e angula ire de rotation de 
l'arc S autour du point o, par V la v i t e s s e de translation du cadre, et par I l ' intersect ion de 
CA avec la perpendicula ire o l à la droite Z. 

c = u / oI 

ou, en cons idérant le tr iangle rec tang le o C I 

V = u X oC. cos a 

La v i t e s s e du point C étant figurée par le vec teur CK = u X o C , cel le de sa projection c 
sur la droite Z es t 

vi — CK cos K.CA = w X oC cos a 

Donc, v = 7)i, d'où il résu l te que l e s lo is du mouvement du cadre sont l e s m ê m e s que ce l les 
du m o u v e m e n t du point c. 
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Ces résu l ta t s é t a n t i n d é p e n d a n t s du rayon r de l ' excen t r ique , t ou t e s les c i rcon
férences de con t re G p rodu i sen t le m ê m e m o u v e m e n t a l ternat i f de la t ige gu idée . De 
là résul tent t ro is d i spos i t ions différentes : 

1° r < d . Dans ce cas , le d i sque S est por té par une man ive l l e de cen t r e o, e t le-
système est iden t ique au m é c a n i s m e é tudié au p a r a g r a p h e 493 ; 

2" r—d. Le d isque e s t a lors fixé en sail l ie su r u n p la teau calé en porte-à-faux à 
l 'extrémité de l 'arbre o (fig. 513), 

3° ?"> d. On p e u t p e r c e r un œil de cen t re o dans l ' épa i s seu r du d i sque , et caler 
celui-ci en un poin t que lconque de l ' a rb re . Ce t t e d i spos i t ion est p ré fé rab le à la p ré 
cédente au point de v u e de la so l id i té . 

Dans tous les cas , il suffit, pour obtenir une cour se h de la t ige gu idée , de p lace r 

le centre du d isque à une d i s t ance d —.~ du point o. 

524. E x c e n t r i q u e t r i a n g u l a i r e . 

Il est cons t i tué par un t r i ang le équ i l a t é ra l AoB (fig. 514) aux côtés duque l on a 
substitué des arcs de ce rc le déc r i t s d e s s o m m e t s opposés co mme c e n t r e s . Ce t r i ang le 
est fixé en saillie sur un p la teau , mobi le au tour d'un axe pe rpend icu la i r e à son plan 
et passant par le point o. La d i s t ance qui s épa re un s o m m e t que lconque d 'une t an 
gente à l 'arc de cerc le o p p o s é é tan t égale au côté a du t r i ang le primitif, le sy s t ème 
peut être compris dans un cad re r ec t angu l a i r e de h a u t e u r a. Nous s u p p o s e r o n s que 
l'arbre moteur t o u r n e d 'un m o u v e m e n t uniforme dans le sens ind iqué par la flèche, et 
que la durée d'un t o u r soit r e p r é s e n t é e par la l ongueur rectifiée de la c i rconfé rence oA. 

L 'excentr ique, pa r t an t de la posi t ion AoB, p r e s se le bo rd s u p é r i e u r du cadre par 
l'arc oB, et la t ige c o m m e n c e sa course a scendan te . D 'après le t h é o r è m e fondamenta l 
(521), soit m o u v e m e n t es t i d e n t i q u e à celui de la project ion du point A sur la droi te Z 
pendant que ce point p a r c o u r t l ' a rc A A ( . L 'é
lévation totale du cadre p e n d a n t ce t te pé r iode 

est A* = — , P e n d a n t le second s ix ième de 

tour, l ' excentr ique, p a r t a n t de la posi t ion A joB, 
presse le bord s u p é r i e u r du cadre par son som
met B| , que l 'on peu t cons idé re r c o m m e u n 
cercle de rayon nul ; la t ige con t inue à mon te r , 
et son mouvement e s t i den t ique à celui de la 
projection du point B, sur Z, p e n d a n t que ce 
point parcour t l 'arc B ^ ^ . Le cadre s 'é lève 

Ï B Î - - 2 - . d'une quanti té 

Pendant la fraction de t o u r su ivan te , l ' ex
centrique agit par son côté A 2 B 2 dont le cen t re 
o est immobile. La t ige gu idée r e s t e en r epos , 
jusqu'à ce que le t r i ang le soi t venu occupe r 
la position A 3 oB 3 . A pa r t i r de ce t ins tan t , l 'arc 
oB 3 presse le bord infér ieur du cadre , e t la 
course descendante c o m m e n c e . Le m o u v e m e n t 
de la tige guidée est i den t ique à celui de la 
projection du point A 3 sur la d i rec t ion Z, pen
dant que ce point p a r c o u r t l 'arc A 3 B 3 , e t le 

Fig. 511. 

système descend d 'une quan t i t é A 3 a s — ~ p e n d a n t la q u a t r i è m e fraction de tour . 

Au début de la fract ion de t o u r su ivan te , l ' excen t r ique occupe la posi t ion AjoBj et 
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pre s se le bord infér ieur du cadre par son s o m m e t B 4 . La t ige descend d 'une quanti té 
a 

a A = - q — , et son m o u v e m e n t e s t i den t ique à celui de la projec t ion du po in t B s sur Z, 

p e n d a n t que ce poin t p a r c o u r t l ' a rc B t B : i . Enfin, le cadre r e s t e s ta t ionna i re pendan t le 
de rn i e r s ix i ème de tou r de l ' a rb re . L ' ampl i tude de chaque cour se a l t e rna t ive étant 
égale au côté du t r i ang le équ i la té ra l primitif, il e s t facile de cons t ru i r e le mécanisme 
de m a n i è r e à lu i a s s u r e r une course d ' é t endue d é t e r m i n é e . 

F i g . 515. 

Les courbes du m o u v e m e n t de la t ige (fig. 515) se co mp o s en t d 'arcs de s inusoïdes 
co r r e spondan t aux pé r iodes de m o u v e m e n t , et de s e g m e n t s de d ro i t e s para l lè les à 
l 'axe des t e m p s ou confondus avec lui , co r r e spondan t aux pé r iodes de r epos . Il faut 
obse rve r que les cou rbes des v i t e s s e s e t des accé lé ra t ions sont d i scon t inues . Cela t ient 
à ce que les a rcs IU et U V par e x e m p l e , qui a p p a r t i e n n e n t à la courbe des v i tesses 

Fig. 516. 

du m o u v e m e n t du po in t A p ro je t é su r Z, se r a p p o r t e n t au d é p l a c e m e n t du mobi le sur 
les a rcs non con t igus AA[ e t A 3 A 3 . . . Il faut donc en l eve r de la courbe des v i tesses 
complè t e , r e p r é s e n t é e fig. 516, la pa r t i e UUj qui co r r e spond au d é p l a c e m e n t du point 
A s u r l ' a rc AiAi, de so r te que le r a c c o r d e m e n t des a rcs IU et U ( V n 'a plus lieu. La 
d i scon t inu i té est encore p lus a p p a r e n t e su r la courbe des accé l é ra t ions . 
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525.. A u t r e t r a c é d e l ' e x c e n t r i q u e t r i a n g u l a i r e . 

A cause de la co ïnc idence du s o m m e t o avec l 'axe de ro ta t ion , le p la teau qui s u p 
porte l 'excentr ique t r i angu la i r e doi t ê t re placé en por te-à-faux, à l ' ex t r émi t é de l ' a rbre . 
On peut modifier le t r acé de m a n i è r e à sup
primer cet inconvénien t . 

Décrivons d 'abord auto"." du point o une 
circonférence oA, (fig. 5i7). de d i amè t r e un peu 
supérieur à celui ae l ' a rbre , por tons en AB la 
course à p rodui re h, et déc r ivons de o comme 
centre une c i rconférence de rayon oB. F o r m o n s 
un contour curvi l igne : 

1° Par un a rc de cerc le CD de c e n t r e B , 
tangent en C à la c i rconfé rence oA, 

2 a Par un a rc de cerc le E B , égal au p récé 
dent, décrit de D c o m m e cen t r e , e t t angen t en 
E à la c i rconférence oA. 

3° Par les a rcs CE et BD de c e n t r e o. 
L 'excentr ique ainsi ob t enu p e u t ê t r e em

brassé par un cadre r ec t angu l a i r e r ig ide , car 
la distance, soit de deux t a n g e n t e s para l lè les 
menées aux arcs CE, RD, soi t de l 'un des som
mets B ou D a u n e t a n g e n t e à l ' a rc opposé , es t 
évidemment égale à BC. Enfin, en le pe r çan t 
d'un trou de cen t re o, on p e u t le ca ler en un poin t que lconque de l ' a rbre . 

On étudie comme dans le cas p r é c é d e n t les différentes phases du m o u v e m e n t de 
la tige guidée. Les posi t ions r e m a r q u a b l e s de l ' excen t r ique sont BoD, BJODJ, B 2 o D 2 , 
B 3 0 D 3 , BJÛD^, BJODJJ. Obse rvons que les pé r iodes de repos c o r r e s p o n d e n t au con tac t 

Fier. 517. 

Fig. 518. 

des arcs B D et CE a v e c les côtés du c a d r e . Leur d u r é e est p ropo r t i onne l l e à la lon
gueur de l 'arc B D . Or, la re la t ion 

BD = B C > oB 

montre que l 'arc BD es t p lus g rand que le s ix ième de la c i rconférence oB. La modifi
cation appor tée au t r a c é a donc pour r é s u l t a t d ' a u g m e n t e r la d u r é e des pé r iodes de 
stat ionnement du cadre . L e s cou rbes r e p r é s e n t a t i v e s des lois du m o u v e m e n t son t en
core formées d ' a r c s de s inuso ïdes , e t de s e g m e n t s de d ro i t e s pa r a l l è l e s à l 'axe des 
temps ou confondus avec lui (fig. 518). 

C I N É M A T I Q U E 2 , ! 

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



& 3 L 
s ;9 
B 

i 4... 
\ • ^ v v 
m i / ' ; ^ 

|L \ -Vi-
-- f l---^;--H\ 

pV ' A • 

[ \; JU_ 

dV ! \ „ - ' 
C ^ / - - -

a 

* i / • * i / 

Pie--'/ 

\ 

526. E x c e n t r i q u e T r é z e l . 
Une a u t r e modification du t r acé de l ' excen t r ique t r i angu la i r e cons is te à subs t i tue r 

aux ang les vifs, qu i s ' é m o u s s e n t r ap idemen t , de pe t i t s a rcs de ce rc l e , qui se rac
co rden t avec les a u t r e s p a r t i e s cu rv i l ignes du con tour . Nous s u p p o s e r o n s donnés : 

i" La cour se h de la t ige ; 
2° Le p lus pe t i t rayon r= oA de la 

c a m e , l é g è r e m e n t s u p é r i e u r à celui de 
l ' a rbre ; 

3° L 'angle 8 formé par les d ro i tes qui 
jo ignen t le p ied de l 'axe aux cen t r e s des 
a rcs de r a c c o r d e m e n t . N o u s le suppose
rons cons t ru i t en xoy (fig. 510), dans la 
posi t ion où la d ro i t e Z le p a r t a g e en deux 
pa r t i e s éga l e s . 

P r o l o n g e o n s oA d 'une longueur 
AB = h, d é c r i v o n s la c i r confé rence de 
r ayon oB qui coupe ox e t oy en C et D, 
et t r açons l e s t a n g e n t e s Cy, DS. Por tons 
su r une p e r p e n d i c u l a i r e à oB des lon
g u e u r s 

v r h , BR 

o l i = o F = y - L i - = — 

e t m e n o n s par l es po in t s E , F des para l 
l è l e s à oB, qu i r e n c o n t r e n t Cy e t DS aux 

Fig- 519- po in t s y e t S. P o r t o n s enfin su r Y E e t 8F 
des l o n g u e u r s yG et 5H éga le s à Cy et DS, e t jo ignons GH. C e t t e d r o i t e coupe ox e t oy 
aux po in t s a e t ¡3, qui sont les c e n t r e s des a r c s de r a c c o r d e m e n t CG, DH en m ê m e 
t e m p s que des g r a n d s a r c s l a t é r aux GL et HK. D 'après la cons t ruc t i on employée , deux 
arcs consécut i f s son t t a n g e n t s ; de p lus , la d i s t ance de d e u x t a n g e n t e s pa ra l l è l e s es t 
c o n s t a m m e n t éga le à BR, de so r t e que l ' excen t r ique peu t ê t r e compr i s dans un cadre 
r ec t angu l a i r e MNPQ, dont le côté N P = BR. 

Cons idé rons le s y s t è m e dans la posi t ion o C a D ô qui c o r r e s p o n d au débu t de la 
cou r se a s c e n d a n t e . L ' a r c A H 0 , don t le c e n t r e es t œ0, p r e s s e le bo rd s u p é r i e u r du cadre , 
e t le m o u v e m e n t de la t ige gu idée e s t i d e n t i q u e à ce lu i de la pro jec t ion du point a 0 sur 
la d ro i te Z, j u squ ' au m o m e n t où GH v i e n t p r e n d r e la pos i t ion G t I I l pa ra l l è le à Z. La 
d u r é e de ce t t e p r e m i è r e p h a s e du m o u v e m e n t e s t p r o p o r t i o n n e l l e à l ' a rc a^nly et l 'é
léva t ion c o r r e s p o n d a n t e du cadre e s t a 0 S. La came p r e s s e e n s u i t e le bord supé r i eu r 
du cadre par l 'arc de r a c c o r d e m e n t D{ I I 4 dont le c e n t r e es t [} f, j u squ ' à ce qu 'e l le oc
cupe la posi t ion o C 2 D , . La t ige se dép lace d ' ap rè s la m ê m e loi que la projec t ion du 
poin t {Jt su r Z. Ce t t e d e u x i è m e p h a s e du m o u v e m e n t , d o n t la d u r é e est p ropo r t i on 
nel le à l 'arc $L (J2, c o r r e s p o n d a u n e cour se a s c e n d a n t e égale à T(3 2. Les po in t s a.) et ¡5, 
é tan t s y m é t r i q u e s par r appor t à oE, on a 

ao ai — Pi h 
et T[3, = a 0 S 
ce qui p rouve q u e l e s d'eux pa r t i e s de l ' a scens ion sont éga le s e t de m ê m e d u r é e . 

Quand l ' excen t r ique d é p a s s e la posi t ion o C 2 D 2 , la t ige r e s t e immobi l e , pu i sque le 
c e n t r e de l ' a rc m o t e u r est a lors eu o. La d u r é e de ce repos ,^qui e s t celle du passage 
de l ' a rc C 2 D a = C 4 D t sous le côté PQ du cad re , es t p ropor t ionne l l e à l ' a rc a t [Si = <xB. 
On r e t r o u v e l e s m ê m e s phases dans le m o u v e m e n t d e s c e n d a n t . 

I l faut o b s e r v e r que la d u r é e des pé r i odes de r epos d é p e n d de l 'angle Q. On peu t 
donc la faire va r i e r en t r e c e r t a i n e s l imi t e s , ce qu i n 'a pas lieu avec les au t r e s t r acés de 
l ' excen t r ique t r i angu la i r e . 
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TROISIÈME CLASSE — DEUXIÈME GENRE 

MÉCANISMES A LIEN I1IGIDE 
DANS LESQUELS 

LE SENS DE LA TRANSMISSION VARIE PERIODIQUEMENT 

LE RAPPORT DES VITESSES EST GÉNÉRALEMENT VARIABLE 

CHAPITRE XIX 

MOUVEMENTS REGTILIGNES ALTERNATIFS 

A RETOUR RAPIDE 

hZl, Dans c e r t a i n e s m a c h i n e s , te l les que les é t aux- l imeurs , l 'outi l r eço i t un mou
vement rectiligrie a l te rna t i f qui le dép lace devan t la p i èce à t rava i l le r , A c h a q u e 
course d'aller, il en l ève un copeau de m a t i è r e , après quoi la course de r e tou r le ra
mène dans sa posi t ion p r imi t ive . P o u r acc ro î t re le r e n d e m e n t de la mach ine , on a 
recherché des d ispos i t ions p r o p r e s à a u g m e n t e r la v i t e s se de r e tou r . L 'une d 'e i les a 
déjà été décr i te c o m m e app l i ca t ion de la t héo r i e des e n g r e n a g e s à r a p p o r t de v i t e s se s 
variable. Nous en d é c r i r o n s ici q u e l q u e s a u t r e s . 

528. M o u v e m e n t a l t e r n a t i f à r e t o u r r a p i d e p r o d u i t p a r d e u x m a n i v e l l e s 
à r o t a t i o n c o n t i n u e . 

Considérons deux man ive l l e s oA et o'A' (fig. 520) qui r e m p l i s s e n t les condi t ions de 
rotation cont inue p o s é e s au p a r a g r a p h e 483. La longueur de la b ie l l e , qu i doit ê t r e 
comprise en t r e KC e t K F , peu t ê t r e supposée égale aux s e g m e n t s CD = E F , qui 
joignent aux ex t r émi t é s du d i a m è t r e C F les poin ts de r e n c o n t r e de la c i rconfé rence 
o avec la pe rpend icu la i r e é l evée su r la l igne des cen t re s par le point o', car on a 

C D > C K 

et 
EF < FK 

Articulons u n e biel le A'B, d 'une par t à la manive l le o'A', d 'au t re par t à une t ige BB 
maintenue pa r des gu ides sur la d i rec t ion oo'. Il es t c lair que la rota t ion d e s m a n i 
velles donne au point B un m o u v e m e n t rec t i l igne alternatif , dont la l ongueu r de 
course est CF = 2 o'A'. Si la manive l le mo t r i ce oA t o u r n e d'un m o u v e m e n t un i fo rme, 
dans le sens f, eu p a r t a n t de la posi t ion oD, la m a n i v e l l e condu i t e p a r t de o'C, et le 
point B commence sa course d 'al ler . Il l ' accompl i t en en t i e r p e n d a n t que le po in t A 
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pa rcou r t l 'arc DGE, dont l ' ex t r émi t é E co r r e spond à la posi t ion F du point A'. Pu is , la 

rota t ion des man ive l l e s con t inuan t , la, t ige BB' r e v i e n t en s e n s i nve r se t an t que le 

point A se m e u t su r l 'arc EKD. L e s d u r é e s des p h a s e s du m o u v e m e n t é tan t p ropor t ion

nel les aux l o n g u e u r s des a r c s DGE et EKD, le r e t o u r s'eiTeetue p lus r a p i d e m e n t que 

l ' a l ler {*). 

F i g . 520. 

' La figure 520 r e p r é s e n t e les c o u r b e s des e s p a c e s et dos v i t e s se s du m o u v e m e n t 

du point B. P o u r cons t ru i r e la p r e m i è r e , on a p r i s c o m m e or ig ine des espaces du 

(*) On p e u t a u s s i employer l ' engrenage e l l ipt ique à la production d'un m o u v e m e n t rect i -
l igne alternatif à retour rapide. 
So i en t Si et S'i (fig 521) les posi
t ions des e l l ipses pr imit ives à 
l ' instant où le grand axe de la me
née S i e s t perpendicula ire à la 
l igne des centres . A p r è s que S'i a 
accompli un quart de révolution 
dans le s e n s de la flèche, le point 
de contact M s'est transporté aux 
s o m m e t s A i e t A ' i des grands axes, 
de sorte que l 'e l l ipse menante a 
tourné de l'angle MoAi = a. II en 
est encore de m ê m e pendant le 

" quart de révolut ion suivant , qui 
v amène l e s courbes dans les pos i 

t ions S et S'. Enf in , pendant la 
/ demi-révolution restante, l'axe mo-

. / teur tourne de 2 (1: — a). S i l'on 
^ articule , en un point de l'ell ipse 

menée , une bie l le rel iée à un cou-
l i s seau g u i d é dans la direction o'Z 
perpendiculaire à la l igne des 

et l e s durées de ses deux courses seront 

F i g . 521. 

centres , celui-ci prendra un m o u v e m e n t alternatif 
a 

dans le rapport - — si le m o u v e m e n t de l 'e l l ipse motr ice est uniforme. 
TZ — a 

Le m ê m e m o u v e m e n t e s t é g a l e m e n t obtenu si l'on remplace l ' engrenage e l l ipt ique par les 
manive l l e s ant irotat ives équ iva len te s . 
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mouvement du point A la posi t ion D qui co r re spond au débu t de la cour se d 'al ler , et 
l'on a par tagé la c i r confé rence o en hui t pa r t i e s éga les . Les pos i t ions c o r r e s p o n d a n t e s 
des points A et B ont é té d é t e r m i n é e s pa r deux sé r i e s d 'a rcs de ce rc le , ayan t pour 
rayons respect i fs l es l o n g u e u r s AA' e t A'B des deux b ie l les . Enfin, la l ongueu r de la 
circonférence o, rectif iée avec ses poin ts de divisiou su r u n e dro i te Sx p e r p e n d i c u 
laire à od, r e p r é s e n t e la d u r é e d'un tou r de la manive l le mot r i ce , En m e n a n t par les 
positions success ives du poin t B des pa ra l l è les , t e l les que BM, à l 'axe des t e m p s , jus
qu'à leur in te r sec t ion avec les o rdonnées c o r r e s p o n d a n t e s , on obt ien t une sui te de 
points M dont le l ieu g é o m é t r i q u e e s t la courbe c h e r c h é e . On en dédu i t la courbe des 
vitesses par les cons t ruc t ions i nd iquées en Cinématique théorique. On voit que les 
vitesses maxima d 'a l ler e t de r e tou r son t à peu p r è s dans le r a p p o r t de 1 à 3,5, mais 
ce résultat varie avec les p ropo r t i ons des d ive r s é l é m e n t s du sy s t ème , 

On peut e x p r i m e r la v i t e s se v du point B en fonction de la v i t e s se angula i re <j de 
la manivelle mo t r i ce . En app l iquan t le t h é o r è m e de Chas les au d é p l a c e m e n t é l émen
taire de la bielle A'B, dont le c e n t r e i n s t an t ané de rotat ion es t en I, à la r encon t r e de 
o'A' et de la pe rpend icu l a i r e Bl à l a droi te Boo', on a, va' dé s ignan t la v i t e s se l inéa i re 
du point A', 

v IB o'L . . . 
~û7' ~ ~ Î A ' ~~ o'A' 1 ' 

D'autre part , le cen t r e i n s t a n t a n é de ro ta t ion d e l à biel le AA' se t r ouve à l ' in te r -
sectio.1 N des deux man ive l l e s ; on a donc , u a r e p r é s e n t a n t la v i t e s se l inéa i re du 
point A 

Va' NA' o'A' 

~v! — NA — o'P [ ' ] 

Enfin i)i = « X oA (3) 

En mul t ip l iant m e m b r e à m e m b r e les éga l i t és (1) (2; et (3), il v ien t 

o'L 
v = u X oA X - — -O F 

Pour une v i tesse mot r i ce donnée , la v i tesse du point B d é p e n d s e u l e m e n t du r a p -
j / L 
o'P 

R e m a r q u e . Pour faire v a r i e r la l ongueur de course du point B, éga le , comme 
on l'a vu, à 2 o'A', il faudrai t re l i e r la manive l le o'A' à un p la teau de c e n t r e o', e t a r 
ticuler la biel le A'B en des po in t s de ce p la teau r a p p r o c h é s du cen t r e pour les pe t i t es 
courses, é loignés p o u r les g r a n d e s . 

529. M o u v e m e n t r e c t i l i g n e a l t e r n a t i f à r e t o u r r a p i d e p r o d u i t p a r u n e 
m a n i v e l l e à c o u l i s s e . 

Le mécanisme cons t i tué par une manivel le et une coul isse peu t ê t r e employé à la 
production d'un m o u v e m e n t r ec t i l i gne al ternatif à r e t o u r r ap ide , en re l i an t par u n e 
bielle l 'extrémité de la coul i sse à une t ige gu idée . Les t ro is d i spos i t ions su ivan tes 
sont ut i l isées dans les é t aux - l imeur s . 

530. E m p l o i d ' u n e c o u l i s s e à r o t a t i o n c o n t i n u e . — P r e m i e r g e n r e de 
c o m m a n d e W h i t w o r t h . 

Dans ce m é c a n i s m e , u n e manivel le oMffig. 522) dont l ' a rbre reço i t un m o u v e m e n t 
de rotation uni forme par des roues den tées P , P', c o m m a n d e u n e coul isse o'X mobi le 
autour d'un point o' i n t é r i e u r à la c i rconfé rence déc r i t e par le point M. Une biel le AB, 
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ar t i cu lée en A à un po in t fixe de la cou l i s se , e s t re l iée à son e x t r é m i t é B au chariot 
por te -ou t i l . Celui-ci es t m a i n t e n u par des g l i s s iè res sur u n e dro i te o'Z pe rpend icu la i r e 
à la l igne des c e n t r e s . L'effet de ce t t e d ispos i t ion e s t é v i d e m m e n t d ' i m p r i m e r au 
cha r io t un m o u v e m e n t do t r ans l a t i on rec t i l igne , don t l ' ampl i tude , égale au d iamèt re 
A 0 A f d e la c i r confé rence déc r i t e par le point A, e s t double de la d i s t ance du coul is-
seau au c e n t r e de ro t a t i on de la coul isse . O n p e u t donc r é g l e r la cou r se d 'après le 
t rava i l à e x é c u t e r , par un s imple d é p l a c e m e n t du coul i sseau f ). 

P r enons p o u r o r ig ine des e s p a c e s , dans le m o u v e m e n t du poin t M, l 'un des points 
d ' in te r sec t ion de o'Z avec la c i r confé rence oM, N par exemple , pour or igine des t e m p s 

l 'heure de son p a s s a g e en N, et so ien t A a , B 0 les o r ig ines des e spaces co r r e spondan te s 
pour les m o u v e m e n t s des points A et B. Pondan t que le bouton d e l à manive l l e mo
t r ice p a r c o u r t l 'arc NE'N' , le po in t A déc r i t la demi -c i r confé rence A 0 F ' A,, et le cha
r iot effectue sa c o u r s e d 'al ler , éga le à A 0 A ] ; dans l é s o n s f ; il a ccompl i t sa cour se de 
r e tou r p e n d a n t que la man ive l l e mot r i ce p a r c o u r t l 'arc N 'EN. Les d u r é e s de ces deux 

(*) Il faut observer que, pour une même vitesse motrice, la durée totale d'un aller et d'un 
retour consécutifs reste la même quelle que soit la longueur de là course ; la vitesse moyenne 
de l'outil serait donc, dans ces conditions, d'autant moindre que la course serait plus courte. 
Aussi commande-t-on l'arbre moteur, soit par poulies étagées. soit par harnais d'engrenages 
(3!!5). de telle façon que ses plus grandes vitesses correspondent aux plus petites courses, et 
inversement. Cette remarque est applicable à la plupart des mouvements à course variable. 

(") l 'lacer la lcltre E' à l'extrémité du diamètre Eo. 
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phases de son m o u v e m e n t é tan t p ropor t ionne l l e s aux longueurs d e s arca NË'N' , N'EN", 
le re tour est p lus rap ide que l ' a l ler (*J. 

La figure. 522 r e p r é s e n t e l e s courbes des e spaces et des v i t esses du m o u v e m e n t du 
point B. Pour cons t ru i r e la p r e m i è r e , on a pa r t agé la c i rconfé rence oM en hu i t pa r t i e s 
égales à par t i r du point N, e t l'on a d e t e r m í n e l e s pos i t ions c o r r e s p o n d a n t e s du point 
A en t raçant les dro i tes o'N, o ' I , o'2... j u squ ' à l eu r s poin ts de r e n c o n t r e avec la cir
conférence o'A. Une s é r i e d ' a rcs de cerc le de rayon AB, déc r i t s des po in t s A a A ( A 2 . . . 
comme cen t res , ont d o n n é ensu i te les pos i t ions B 0 Bi B 2 . r . du po in t B ; le r e s t e de la 
figure est obtenu comme au p a r a g r a p h e p r é c é d e n t . 

La courbe des v i t e s ses r e n c o n t r e l 'axe des t e m p s B0x au point w, qui co r r e spond 
à l ' instant où le m o u v e m e n t du po in t B change de sens . Comme le po in t M es t a lors 
en N',la longueur B 0 ri es t égale à l 'arc NE ' N ' . Les o rdonnées max ima eej , e 'e ' ( m o n t r e n t 
que la v i tesse m a x i m u m es t env i ron t ro is fois p lus g r a n d e au r e t o u r qu 'à l 'a l ler . 

On peut e x p r i m e r la v i t e s se vb du char io t en fonction de la v i t e s s e mot r i ce w et 
des dimensions du m é c a n i s m e . Si to' dés igne la v i tesse angula i re de la coul isse dans 
la position o'X, e t va la v i t e s se l inéa i re du point A, on a (489), en m e n a n t Ml p e r p e n 
diculaire sur o'X 

tù' ol oM 

ut o'I o'H 

« A = U ' X o ' A 

De plus, le cen t r e i n s t a n t a n é de ro ta t ion de AB se t rouve à l ' i n te r sec t ion J de o'A 
et de la pe rpend icu la i r e BJ à o'Z ; par c o n s é q u e n t 

Vb JB _ o 'L 
Va JA o'A 

D'où, en mu l t i p l i an t m e m b r e à m e m b r e 

vb oM X o 'L 

w o i l 

et enfin VÔ = io X o M X °,}'-

On voit que la v i t e s se du poin t B es t p ropor t ionne l l e au r a p p o r t -^ ryp 

Ce genre de c o m m a n d e W h i t w o r t h e s t employé dans les é t a u x - l i m e u r s F la the r , 
dans ceux de la Soc ié té Maubeugeoise , e t c . , 

531. E m p l o i d ' u n e c o u l i s s e à r o t a t i o n a l t e r n a t i v e . — S e c o n d g e n r e d e 
c o m m a n d e W h i t w o r t h . 

La coulisse p o s s è d e un m o u v e m e n t a l ternat i f quand son cen t re es t e x t é r i e u r à la 
circonférence d é c r i t e pa r le bouton de la manive l le mot r i ce , que nous s u p p o s e r o n s 
encore an imée d'un m o u v e m e n t de rota t ion un i fo rme . Une bie l le AB (fig. 523) es t a r t i 
culée comme p r é c é d e m m e n t , d 'une p a r t en un poin t A de la coul isse , d ' au t re p a r t au 
chariot porte-out i l , que des g l i s s iè res m a i n t i e n n e n t su r u n e d i rec t ion fixe BZ p e r p e n 
diculaire à oo ' . L e poin t B reçoi t ainsi un m o u v e m e n t rec t i l igne al ternatif , dont l ' am-

(*) On pourrait changer le rapport des durées des conr&es en remplaçant la manivelle oM 
par un plateau-manivelle, de centre o. 
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pl i tude , égale à la corde de l ' a rc décr i t par le po in t A, d é p e n d à la fois de la posi t ion 
de ce point su r la coul isse , et de la longueur oM de la manive l le . 

Fig. 5-23 

P e n d a n t que le po in t M p a r c o u r t l 'arc N E ' N ' , le po in t B accompl i t sa cou r se d 'al ler 
dans le s e n s f ; sa cour se de r e t o u r s'effec
tue p e n d a n t le p a r c o u r s de l 'arc N ' E N . 
Comme les du rées de ces deux p h a s e s du 
m o u v e m e n t son t p ropor t ionne l l e s aux a rcs 
N E ' N ' , N ' E N , la s econde e s t p lu s cour te 
que la p r e m i è r e . 

La figure 523 r e p r é s e n t e les lois gra
ph iques du m o u v e m e n t du poin t B, cons
t ru i t e s c o m m e dans le cas p r é c é d e n t . On 
t rouve a i s é m e n t , par u n r a i s o n n e m e n t ana
logue à celui du p a r a g r a p h e 530, l ' expres
sion de la v i t e s se du poin t B. 

Pour faire va r i e r la cour se de l 'outi l , on 
dispose le s y s t è m e de m a n i è r e à pouvoir 
modifier à volonté la l ongueu r oM. Dans ce 
but , on subs t i t ue à la manive l le mot r i ce une 
coul isse oX (fig. 524), e t à son bouton M un 

coul isseau, que l 'on fixe su r oX à u n e d i s t ance q u e l c o n q u e du poin t o, t ou t en le 
la issant g l i sser l i b r e m e n t dans o A . La d i s tance ou' doi t ê t re s u p é r i e u r e à la p lus 
g rande va leur de oM. Un m o u v e m e n t uni forme es t c o m m u n i q u é à oX par des roues 
den tées P e t Q. 

Cet te seconde va r i é t é de c o m m a n d e W h i t w o r i h e s t employée dans les é taux-
Kmeurs s y s t è m e s Bouhey , P r a t t e t "Whitney, Gould e t E b e r h a r d t , e tc La v i t e s se 
m a x i m u m de r e tou r vau t de deux à t ro is fois cel le de l 'a l ler . 

Fig. 524. 

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



532. C O M B I N A I S O N D E S D E U X G E N R E S D E C O M M A N D E W H I T W O R T H . — M É 

C A N I S M E S À R E T O U R R A P I D E D E S É T A U X - I I M E U R S D U C O M M U N e t S C H U L T Z . 

O N E M P L O I E D A N S L E S É T A U X - L I M E U R S D U C O M M U N U N E C O M M A N D E W H I T W O R T H O ' X 

O ' A [&g. 525), D A N S L A Q U E L L E L A M A N I V E L L E D E L O N G U E U R V A R I A B L E O ' X E S T C A L É E À A N G L E 

Fig. 52G. 

D R O I T S U R U N E C O U L I S S E À R O T A T I O N C O N T I N U E O ' A ' , C O N D U I T E E L L E - M Ê M E P A R U N E M A N I V E L L E 

O M Q U I T O U R N E D ' U N M O U V E M E N T U N I F O R M E . D ' A P R È S L ' É T U D E D E S P R O P R I É T É S D U ] M É C A 

N I S M E ( O M , O ' A ' ) F A I T E A U P A R A G R A P H E 489, L A V I T E S S E A N G U L A I R E D U S Y S T È M E R I G I D E 
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A ' o ' X d é c r o î t e n t r e les l i m i t e s 

X = — • et uX—r— = 
o'wi R — d o ». R 4 - « i 

p e n d a n t que le b o u t o n M d e la manive l le mot r i ce p a r c o u r t la demi-c i rconférenco m J k , 
wR wR 

et croî t ensu i t e de —=-—:—,— à ^ p e n d a n t qu ' i l p a r c o u r t la demi-c i rconférence 
K + d R — d 1 ^ r 

p . 5 m . >0r, quand le p o i n t M occupe la posi t ion m, M' e s t en E su r la c i r confé rence o' ,et 
l ' é tude du s y s t è m e (o 'M r , o 'A) fai te au p a r a g r a p h e 490 m o n t r e que la coul i sse osci l lante 
o"A a u r a i t à ce m o m e n t s a v i t e s se m a x i m u m de r e t o u r , si ai' é ta i t r e s t ée constante . 
On conçoi t que la c o ï n c i d e n c e du m a x i m u m de t/ avec ce lu i de la v i t e s s e de re tour a 
p o u r effet de d o n n e r à ce d e r n i e r u n e v a l e u r p lus g rande que dans une commande 
W h i t w o r t h o rd ina i r e . 

Quand le point M o c c u p e la pos i t ion a, M' e s t e n E ' e t la coul i sse o"A aura i t sa 
v i t e s se m a x i m u m d 'a l ler (490), si G / é ta i t r e s t ée cons t an t e . La co ïnc idence du min imum 
d e O J ' avec te m a x i m u m de la v i tesse d 'a l ler m o d è r e é v i d e m m e n t les var ia t ions de cette 
d e r n i è r e , e t donne p lus d 'un i fo rmi té au m o u v e m e n t de l 'outil p e n d a n t la pér iode de 
t r ava i l . En o u t r e , le r a p p o r t de la v i tesse m a x i m u m de r e t o u r à cel le de l 'a l ler se 
t r o u v e a u g m e n t é . 

Les cou rbes r e p r é s e n t a t i v e s des lois du m o u v e m e n t du po in t B, cons t ru i t e s (fig. 525) 
pa r une combina i son des t r a c é s e m p l o y é s dans les d e u x c o m m a n d e s W h i t w o r t h , cor
roboren t ces conc lus ions . L a p a r t i e de la courbe des v i t e s se s qu i c o r r e s p o n d à l 'aller 
e s t t r è s ap la t i e , e t s e r a p p r o c h e s ens ib l emen t , s u r u n e assez longue é t e n d u e , d 'une 
d ro i t e para l lè le à l 'axe des t e m p s . La v i t e s se m a x i m u m de r e t o u r vau t env i ron cinq 
fois cel le de l 'a l ler . 

On ob t i en t une d i spos i t i on un peu p lus s i m p l e en p laçan t l es t ro i s c e n t r e s o, o' , o ' 
s u r la m ê m e dro i t e (flg. 526), p e r p e n d i c u l a i r e à la d i r e c t i o n BZ du m o u v e m e n t à p ro 
du i re . Dans ce cas, la cou l i s se à ro ta t ion a l t e rna t i ve o"A es t c o m m a n d é e par un tou
r i l lon M' fixé su r la cou l i s se à ro ta t ion con t inue o 'A' , qui e s t e l l e -même e n t r a î n é e par 
la manive l l e à m o u v e m e n t un i fo rme oM. En s u p p o s a n t q u e les m o u v e m e n t s s'effec
t u e n t dans les s e n s i n d i q u é s , on voit q u e w' p r e n d son m a x i m u m en m ê m e t e m p s que la 
v i t e s s e de r e t o u r de la c o u l i s s e o"A, et son m i n i m u m quand la v i t e s se d 'a l ler es t 
m a x i m u m . Les p r o p r i é t é s c a r a c t é r i s t i q u e s du m é c a n i s m e p r é c é d e n t son t donc con
s e r v é e s . 

Les figures 527 e t 528 r e p r é s e n t e n t la d ispos i t ion a d o p t é e dans les é taux- l imeurs 
Schu l tz . Un m o u v e m e n t de ro t a t i on un i fo rme , c o m m u n i q u é à l ' a rbre 9 par les poul ies 
é t a g é e s 22, e s t t r a n s m i s au p la t eau 19, mobi le a u t o u r de l 'axe fixe 7, par l es roues 
d e n t é e s 23-24. U n tour i l lon '20, ftxé au p l a t e a u 19, c o m m a n d e la cou l i s se à rota t ion 
con t inue 17-18, m o b i l e a u t o u r de l 'axe fixe 2. Dans la pa r t i e év idée de ce t t e coul isse es t 
logée u n e vis 16, don t l ' é c r o u 14 es t so l ida i re d 'un tour i l lon 1, qui gl isse l i b r e m e n t 
d a n s le l ev ie r osc i l lan t 15, mob i l e a u t o u r du c e n t r e 4. Une pe t i t e b ie l le 5-6 re l ie l ' ex 
t r é m i t é de la cou l i s se 15 au cha r io t por te -ou t i l . On r e t r o u v e ainsi tous l e s o rganes r e 
p r é s e n t é s s c h é m a t i q u e m e n t dans la figure 526. 

La cou r se de l 'outi l e s t d ' au t an t p lus g r a n d e que le tour i l lon 1 e s t p lus é loigné de 
l 'axe 2. (Ces é l é m e n t s sont d é s i g n é s par M' et o ' dans la figure 526). P o u r la r ég l e r , ou 
a calé s u r la vis 16 un p ignon con ique 12, qui e n g r è n e a v e c un p ignon égal 11 sol idaire 
de l 'axe 2. Un m o u v e m e n t d e ro ta t ion , donné à celui-ci par u n e man ive l l e p lacée en 
13, se t r a n s m e t à l a v i s 16, e t p r o v o q u e le d é p l a c e m e n t de l ' écrou 14 qui ea t r a îne 
a v e c lui le tour i l lon 1. C e t t e m a n œ u v r e p e u t s ' exécu te r p e n d a n t la m a r c h e de la 
m a c h i n e . 
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533. P r o d u c t i o n d ' u n m o u v e m e n t r e c t i l i g n e a l t e r n a t i f à r e t o u r r a p i d e 
p a r e n g r e n a g e s . M é c a n i s m e d e c o m m a n d e d ' u n e r a b o t e u s e . 

Pour produi re un m o u v e m e n t rec t i l igne al ternat i f à r e t o u r rap ide par engrenages , il 
suffit de re l ie r la p ièce mobi le à deux équ ipages de roues d e n t é e s , de ra isons diffé
r e n t e s , et de d i spose r le m é c a n i s m e de m a n i è r e que la combina i son la plus len te com
mande le m o u v e m e n t p e n d a n t la cour se de t rava i l , e t la plus r ap ide pendan t la course 
de re tour . La d isposi t ion su ivan te e s t f r é q u e m m e n t e m p l o y é e dans la c o m m a n d e des 
tables de r a b o t e u s e s . 

F i g . 529. 

La par t i e in fé r ieure de la tab le es t sol idai re de deux c r é m a i l l è r e s G et G' (fig. 529), 
m e n é e s pa r des p ignons égaux F et F ' , don t l 'axe c o m m u n Z 2 es t en t ra îné par une 
roue E, e n g r e n a n t avec deux a u t r e s p ignons D et L. Le pignon D est sol idaire d'une 
poulie G, e t le s y s t è m e CD es t t r a v e r s é à f ro t t ement doux pa r un a rb re concen t r ique Z, 
aux e x t r é m i t é s d u q u e l sont ca l ées u n e poulie A, de m ê m e d i amè t r e que C, et u n e roue 
den t ée IL Un a rb re Z, , pa ra l l è l e à Z, po r t e la r o u e L e n g r e n a n t avec E, et une seconde 

Fig. 5 3 0 . Fig . 5 3 1 . 

roue K e n g r e n a n t avec H. E n t r e les poul ies A et C es t i n t e r c a l é e une poul ie égale , 
li, folle su r l ' a rb re Z, e t i n d é p e n d a n t e des deux a u t r e s . Quand la cour ro ie mo t r i ce est 
p lacée su r C, la r o u e E es t c o m m a n d é e d i r e c t e m e n t pa r le p ignon D (fig. 531), e t le 
s y s t è m e (L, K, II, A) t o u r n e à v i d e ; la v i t e s se angu la i re &>' du p ignon F es t donnée 
par la relat ion 

hi D^ 
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ce qui correspond à une v i tesse V de l a t ab le , d i r igée dans le s e n s tp', e t égale , en va
leur absolue, à 

w DFM 
v ~ ~nr 

M désignant le modu le des p ignons e t c r é m a i l l è r e s (F, G). (F' ,G'). Si, au c o n t r a i r e , la 
courroie es t su r A, la roue E es t c o m m a n d é e p a r l ' i n t e rméd ia i r e des roues H, K, L, 
(fig. 530), et la v i tesse angula i re b>\ du p ignon F es t donnée par la re la t ion 

M'I _ HL 
~ZT — KE" 

ce qui correspond à u n e v i t e s se u ' , de la t ab le , d i r igée dans le sens <j/f, et égale à 

u H L F M 

Le rappor t des v i t e s ses est , en va leu r abso lue , 

v _ DK 
v\ ~ HL 

Si les nombres de den t s son t t e l s que l 'on ait DK < ; HL, v\ es t s u p é r i e u r e à « ; 
la courroie doit ê t r e p lacée su r la poul ie G p e n d a n t la cou r se de t rava i l , e t su r la 
poulie A pondant la course de r e tou r . Enfin, quand la cour ro ie est su r la poul ie B, la 
table n'est pas en t ra înée . 

La machine est agencée de m a n i è r e à t r ans fé re r a u t o m a t i q u e m e n t la cour ro ie de 

R U 

Fig. 532. 

A en C, ou i nve r semen t . A ce t effet, une t ige S (fig. 532), pa ra l l è l e à la d i rec t ion du 
mouvement de la t ab l e , p e u t g l i s s e r dans les gu ides U, TJ' so l ida i res du bâ t i . Son ex t ré 
mité N est re l iée à u n e b r a n c h e ON d'un lev ier coudé à cou l i s ses N o P , mobi le au tou r 
du centre fixe o. La b r a n c h e oP c o m m a n d e une t ige QR, qui g l i sse dans les gu ides XX', 
et porte une fourche t te M dans l aque l le s ' engage la cou r ro i e . Deux b u t o i r s V V sont 
fixés sur S, en avant e t en a r r i è r e de la tab le , dans d e s pos i t ions qui c o r r e s p o n d e n t aux 
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e x t r é m i t é s d e la cou r se . S u p p o s o n s , p o u r fixer les i d é e s , q u e la c o m m a n d e se fasse 
par la poul ie A, dans le sens y\. Quand la table v ien t h e u r t e r le bu to i r V ,e l l e entraîne 
la t ige S qu i , pa r l 'act ion du l ev ie r N o P , fait g l i sser QR dans le s e n s cp" (, et amène 
g r a d u e l l e m e n t la cour ro ie sur la poul ie folle B. A ce m o m e n t , la force mot r i ce cesse 
d 'ag i r su r la t ab le ; m a i s celle-ci con t inue n é a n m o i n s , en ra i son de son ine r t i e , à se 
mouvo i r d a n s l e m ê m e s e n s , de s o r t e que la cou r ro ie e s t e n t r a î n é e s u r l a poulie C. 
A p r è s un t e m p s t r è s cour t , l ' iner t ie est va incue par la force m o t r i c e qui s'exerce 
m a i n t e n a n t en s e n s c o n t r a i r e , e t le c h a n g e m e n t de m a r c h e s e p r o d u i t . 

534. A p p l i c a t i o n s . I. — Calculer les nombres de dents des roues du système 
décrit au paragraphe précédent, de telle manière que, la course de travail étant 
commandée par la poulie C : 

1° Le rapport de la vitesse d'aller à celle de retour soit égal à i /2 ; 

2 U L a vitesse d'aller soit de 8 mètres par minute. 

Les pignons de crémaillère F F ' ont 20 dents, au module 6, et les poulies de 

c o m m a n d e tournent k raison de 30 tours par minute. 

On doit avoir , d ' après les d o n n é e s 

v' DK ___l 
v\ ~ I IL — 2 

(1) 

« DF.M . . . . 
ir = — = - = , — = 8 m par m i n u t e l~) 

Il ex i s t e , en o u t r e , d e s condi t ions d e poss ib i l i t é d o n t il e s t facile de se rendre 
c o m p t e en e x a m i n a n t la v u e de profil de la figure 529. T o u t d ' abord , l es r o u e s D, L, 
q u i e n g r è n e n t a v e c B, ne do iven t pas se g ê n e r m u t u e l l e m e n t ; en éc r ivan t que leurs 
c i r c o n f é r e n c e s d ' échanf r inemen t son t e x t é r i e u r e s l ' une à l ' au t re , on a, M' dés ignant 
le modu le c o m m u n des r o u e s H , K , L , E , D 

M ' ( H • ; Kl , , , , w MMD + L - M ) , 
—ij-t (d i s tance des centres) > L

g——-—— (somme des rayons) 

ou » H 1 K > D i-L + 4 (3) 

Enfin, le t r i ang l e ZZ,Z 2 doi t ê t r e poss ib le , ce qui obl ige c h a c u n e des sommes 
D + E, E -f- L, H + K à ê t r e au p lu s éga le à la s o m m e des deux a u t r e s , e t au moins 
éga le à l eur différence. 

L ' équa t ion (2) dev ien t , en p r e n a n t le m i l l i m è t r e p o u r u n i t é de l o n g u e u r et la 
m i n u t e c o m m e u n i t é de t e m p s (u = 2 T.N = 60 n). 

6 0 , D X 2 0 X A = 8 ( ) 0 ( ) 

2 E 
d'où 

_ D _ _ 20 
E — " 9 T 

C o m m e u n e g r a n d e app rox ima t ion n ' e s t pas n é c e s s a i r e , on p e u t se con ten te r 
20 

d ' éva lue r le q u o t i e n t — a v e c une ou d e u x déc ima le s , en a r r o n d i s s a n t au besoin le 

résul tat , , afin d ' év i te r la c o n v e r s i o n en fract ion con t inue e t le calcul d e s r édu i t e s . 
On t r o u v e 

D 7 
^ - = w e n v i r o n 
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ce qui conduit à donne r aux r o u e s D, E d e s n o m b r e s d e den t s é q u i m u i t i p i e s de 7 e t 
de 10, soit D = 28 et E — 40 pa r e x e m p l e . L 'équa t ion (1) donne 

d'où 

28 K 
4 L 

K 
H L 

4̂  
'2 

1 
"56 8 X 7 

Cette équation es t vérif iée quand H = H~k, L = 7 p , à condi t ion de p r e n d r e en 
même temps K = } a . D ' au t r e pa r t , les n o m b r e s en t i e r s X et u. doivent , d ' après la r e 
lation (3), satisfaire à l ' inéga l i t é 

d'où 

8 X + l u > 3 2 + 7u. 

32 + 7 a 

8+ [i 
Si, par exemple , ¡¿ = 3, o n a l > 

dents définitifs sont 

53 
11 ou Ì ;> 5. En p r e n a n t 1 : 

les n o m b r e s de 

D = 28 :40 H = 40 K = 1 5 21 

On reconnaît a i s é m e n t que le t r i ang l e ZZ,Z 2 c o r r e s p o n d a n t â ces va l eu r s e s t 
possible. 

II. Un étuu-limeur est mené par une commande Whitworth du second genre 
(531); (es longueurs de la manivelle et de la coulisse sont respectivement r = 40 c/m, 
l = 60c/m, et le centre d'oscillation de la coulisse est à une distance d = 40 c/m de 
l'axe de la manivelle. Déterminer, en nombre de tours par minute, la vitesse x à 
donner à l'arbre de la manivelle pour que la vi
tesse moyenne du coulisseau pendant la course de 
travail soit de un décimètre par seconde, et calcu
ler la vitesse moyenne de retour. 

Soient o'A et o'A' les pos i t ions e x t r ê m e s de la 
coulisse, t angen tes à la c i r confé rence déc r i t e p a r l e 
bouton de la man ive l l e . La d i s t ance AA' m e s u r e la 
longueur c de la course , et l 'on a, dans les t r i ang les 
semblables o'oM, oA13. 

ï ) . 
d'où 

2 rl 
a Fig. 53.3. 

L'arbre de la manive l l e ayan t un m o u v e m e n t u n i f o r m e , la d u r é e d 'un tour exp r i -
\ 

mée en minutes est — : cel le de la course de t ravai l e s t par conséquen t , 6 dé s ignan t 
x 

l'angle o'oM 
180°— B 

180° 
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ce qui c o r r e s p o n d à u n e v i t e s se m o y e n n e de l 'outi l 

c 2 rlx 180° . , 

T = - d ~ x 1 8 0 ° - a
 p a r m i n u t e 

On t i re de ce t t e équa t ion 

vd 180·—6 x —• a „ i X ' 2 rl ~ 180° 

L 'angle 9 e s t d é t e r m i n é par la re la t ion 

v 
cos 0 = -j 

d 

En p r e n a n t l e c e n t i m è t r e p o u r un i t é de l ongueur , e t la m i n u t e p o u r uni té d 
t e m p s , il v i en t 

V = 600 "/m 

cos 9 = 4-
4 

9 = 7 5 ' { 

6 0 0 X 4 0 _ 104° 2 209 . . . . . 
X = 2 X 1 0 X 6 0 X - W = "T8~ = t 0 U r S 6 e n V l r ° n 

La d u r é e d 'un r e t o u r é t an t 

1 6 

fr — _ v 

x 180° 
la v i tesse m o y e n n e c o r r e s p o n d a n t e , éva luée en c e n t i m è t r e s pa r m i n u t e , es t 

, c 2rfcc 180° 2 X 1 0 X 6 0 X 2 0 9 , 180- 2 0 9 X 6 0 0 o o n , 
" = T = — X - t T = 40 X 1 8 X 7 5 M ; = 151 = 8 3 Q C / m e n V m , n ' 

2 
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C H A P I T R E X X 

S Y S T È M E S ARTICULÉS 

EMPLOYÉS DANS LES MACHINES A V A P E U R 

§ I. — Bielle et manivelle des machines à action directe. 
535. Une disposi t ion f r é q u e m m e n t emp loyée , dans les mach ine s à vapeur , pour 

transformer le m o u v e m e n t rec t i l igne a l t e r n a t i f du p is ton en m o u v e m e n t c i rcula i re 
continu du volant , cons is te à r e l i e r par une bie l le AB (fig. 534) l ' ex t r émi t é B de la t ige 
du piston au bouton d 'une man ive l l e oA so l ida i re de l ' a rb re du vo lan t . On dispose les 
choses de maniè re que la d i rec t ion BC 
passe par le point o. La cour se du point B 
étant égale à 2oA, la l ongueur de la man i 
velle doit ê tre un peu in fé r ieure à la moi 
tié de la différence en t r e la l o n g u e u r du 
cylindre et l ' épa isseur du p is ton , afin que 
celui-ci n'aille pas h e u r t e r l e s fonds à 
chaque fin de cou r se . 

Pour établ ir la re la t ion qui l ie , à u n 
instant quelconque, la v i t e s se v du poin t B Fig. 534. 
à la vitesse angulai re u de la man ive l l e , 
que nous supposerons c o n s t a n t e , app l iquons le t h é o r è m e de Chas les au d é p l a c e m e n t 
élémentaire de la b ie l l e . Le c e n t r e ins tan tané de ro ta t ion I es t l ' i n te r sec t ion de oA et 
de la perpendicula i re BI à Co, En dés ignan t par va la v i t e s se l inéa i re du point A, ou 
a donc 

13 
IB 

Va ~~" IA 
ou, en menant oH para l lè le à BI ou, en menant oH para l lè le à BI 

V oH 
Va ~~ oA 

Mais, d 'autre pa r t , Va = < o X o A 

Par conséquent V = « X o H (1) 

Cette express ion m o n t r e que la v i tesse du pis ton est p ropor t ionne l l e à o i l ; elle 
s'annule quand la manive l l e passe en A 0 et A ( , pu i squ ' à ce m o m e n t oH = 0. Ce pas
sage aux points mor t s ne p r é s e n t e r ien de r e m a r q u a b l e lo r sque la man ive l l e com
mande le piston (pompes m é n a g è r e s ) ; mais , quand le p is ton est m o t e u r , e t que la 
manivelle par t de l 'un des poin ts m o r t s , il e s t nécessa i r e d ' a s su re r la mi se en m a r c h e 
dans le sens voulu par des d i spos i t ions p a r t i c u l i è r e s . Si la m a c h i n e e s t a un seul cy
lindre, on agit à la main sur le volant , dans le sens du m o u v e m e n t à p r o d u i r e , jusqu 'à 
ce que le point m o r t soi t d é p a s s é . Dans les mach ine s à deux cy l indres , l es man ive l l e s 
sont calées à angle dro i t sur le m ê m e a r b r e , de so r t e qu ' e l l e s ne p e u v e n t pa s se r 

-jA., 

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



s i m u l t a n é m e n t à l e u r s poin ts mor t s , et que la 

* 

mise en t ra in es t tou jours possible. 
La figure 535 représente 

l e s c o u r b e s du mouvement 
du po in t B, en p r e n a n t pour 
o r ig ine des e s p a c e s le point 
Ao, et en s u p p o s a n t la vitesse 
angu la i r e du vo l an t constante. 
Pour c o n s t r u i r e la courbe des 
e s p a c e s , on a p r o c é d é comme 
dans les cas p r é c é d e n t s . Mais 
au l ieu d 'en dédu i r e la courbe 
des v i t e s s e s pa r l es t racés gé
n é r a u x e x p o s é s en Cinéma-
tique théorique, on a porté 
en o r d o n n é e s les d iverses lon
g u e u r s o l ^ , o l f j . . . du segment 
oH, qui c o r r e s p o n d e n t aux po
s i t ions c o n s i d é r é e s d e lahiel le . 
On vo i t q u e l e s d e u s phases 
d u m o u v e m e n t al ternat if sont 
s y m é t r i q u e s . 

Si la l ongueu r de la bielle 
é ta i t infinie, le m o u v e m e n t du 
p o i n t B s e r a i t i den t ique à celui 
de la p ro jec t ion du point A sur 

la d ro i t e oB, e t l es cou rbes c i -dessus 
s e r a i e n t des s i nuso ïde s . E l l e s se r a p 
p r o c h e n t d ' au t an t p lu s de ce t t e forme 
s imple que la b i e l l e e s t p lus l ongue , 
e t l'on adme t , en p r a t i q u e , q u e le 
m o u v e m e n t du p i s ton s ' a c c o m p l i t 
s u i v a n t des lois s inuso ïda les dès que 
la l o n g u e u r de la b ie l l e a t t e i n t ou 
dépasse c inq fois cel le de la man i 
ve l le . Mais on d e s c e n d s o u v e n t au-
des sous de ce t t e l im i t e . 

536. M o u v e m e n t à r e t o u r r a -
p i d e p r o d u i t p a r l e s y s t è m e b i e l l e 
e t m a n i v e l l e . 

Un m é c a n i s m e dé r ivé du p r é c é 
den t es t e m p l o y é d a n s c e r t a i n e s ra 
bo teuses p o u r d o n n e r à la table un 
m o u v e m e n t r ec t i l i gne a l ternat i f à re 
tour r ap ide . Il suffit de dép lace r la 
l igne d e m o u v e m e n t du poin t B, de 
m a n i è r e à la fa i re pa s se r à u n e ce r 
t a ine d i s t ance du c e n t r e d e la m a n i 
ve l le . L e s e x t r é m i t é s de la cour se du 
poin t B c o r r e s p o n d e n t , é v i d e m m e n t , 
aux pos i t ions du s y s t è m e pour l es 
que l les les d i r ec t ions de la manive l l e 
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et do la bielle sont confondues ou opposées . On les ob t i en t en déc r ivan t , de o c o m m e 
centre, des arcs de cerc le de r ayons respec t i f s o B 0 1 = l -f- R, oB l —- R, l e t R dés i 
gnant les longueurs de la b ie l le e t de la manive l le m o t r i c e . Si celle-ci t o u r n e d 'un 
mouvement uniforme, les d u r é e s des deux c o u r s e s a l t e rna t i ve s son t p ro p o r t i o n n e l l e s 
aux arcs A 0 A 3 A e t AA 0 . Le r e t o u r es t donc p lus r ap ide que l 'al ler . La figure m o n t r e 
les courbes r ep résen ta t ives des lois du m o u v e m e n t du point B, qui ont é t é t r a c é e s 
comme dans le cas p r écéden t . 

Pour obtenir des c o u r s e s va r i ab l e s , on r e m p l a c e la manive l le oA par un p la teau 
centré sur l 'axe o, et l 'on a r t i cu le la b ie l le à u n tour i l lon mobi le dans une r a i n u r e dia
métrale. La longueur de la cou r se d iminue a v e c la d i s t ance de ce tour i l lon au cen t r e o, 
et peut ainsi ê t r e app rop r i ée au t rava i l à exécu te r . 

537. E x c e n t r i q u e c i r c u l a i r e à c o l l i e r . 

L'excentr ique c i r cu la i r e à col l ier es t la d ispos i t ion l i
mite du mécanisme p r é c é d e n t , quand le bouton de la m a 
nivelle augmente de d i a m è t r e jusqu ' à venir eng lobe r l 'axe 
de rotation (fig. 537). Le s y s t è m e se r édu i t a lors à un d isque 
circulaire excen t ré , e m b r a s s é par deux demi-col l ie rs bou
lonnés l'un sur l ' au t re , e t don t l 'un e s t sol idai re de la b ie l le 
ou barre d'excentrique. Il fonct ionne comme u n e manive l l e Fig- ° 3 7 -
de longueur oA. 

L 'excentr ique à col l ier donne l ieu à des f ro t t emen t s cons idé rab les ; auss i n 'est- i l 
employé que dans des appare i l s l ége r s (commando du t i roir des m a c h i n e s à v a p e u r , 
par exemple). 

538.. A p p l i c a t i o n s d u s y s t è m e b i e l l e e t m a n i v e l l e a u x a p p a r e i l s de 
s errage . 

Dans le s y s t è m e b ie l le e t manive l l e des m a c h i n e s à vapeur à act ion d i r e c t e , le 

rapport — 4— des v i t e s se s l inéa i res de l ' ex t r émi té de la b ie l le e t du bou ton de la 
Va IA 

manivelle est nul quand la man ive l l e pa s se à l 'un de s e s poin ts m o r t s , e t t r è s pe t i t 
pour toutes les pos i t ions vo i s ines . 11 en résu l t e qu 'une force donnée , a p p l i q u é e à la 
manivelle, équi l ibre u n e r é s i s t ance , app l iquée en B dans la d i rec t ion Bo, d ' au tan t p lus 
grande que la manive l le e s t p lus vois ine de son point mor t . Ce t t e p r o p r i é t é es t appl i 
quée dans un t r è s g rand n o m b r e de m é c a n i s m e s . Nous en ind ique rons deux . 

539. M é c a n i s m e e m p l o y é p o u r l e b o u c h a g e d e s b o u t e i l l e s . 

On uti l ise f r é q u e m m e n t p o u r le b o u c h a g e des boute i l l es un o b t u r a t e u r cons t i tué 
par u n e masse en porce la ine E, garn ie 
à sa pa r t i e infér ieure d 'un anneau de 
caou tchouc (fig. 538). Un double l e 
v ie r ABD Bj A 1 ; formé de deux pa r t i e s 
rec t i l ignes AB, A ( B f , c o n t o u r n é e s en 
anneau à l eu r s e x t r é m i t é s B e t B f , e t 
re l i ées par une por t ion BDB, r ecour 
b é e en demi-c i rconférence , p ivote 
dans deux t rous d i a m é t r a l e m e n t o p 
posés , p e r c é s dans l ' épa i s seu r du gou
lot. Un é t r i e r BFC C, F , Bj engage ses 
e x t r é m i t é s dans les anneaux B e t B f , 
e t t r a v e r s e un condu i t C C ( c r e u s é 
dans la t ê te du bouchon . C h a q u e moi
t ié , t e l l e que ABFC, du m é c a n i s m e , 
t 
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— :>4s — cons t i tue un s y s t è m e b ie l le e t man ive l l e , don t la man ive l l e est AB. L 'opéra t ion du 
b o u c h a g e cons is te à a m e n e r AB à son poin t m o r t ; d ' après ce qui p r é c è d e , une force 
assez pe t i t e app l i quée à AB, pa r r a b a t t e m e n t de la pa r t i e r e c o u r b é e D, développe 
u n e p re s s ion cons idé rab le su r l ' anneau M, e t a s su re l ' é t anché i t é de la fermeture, 
Les d imens ions son t ca l cu lées de te l le s o r t e que , quand la par t ie D e s t r a b a t t u e en D' 
s u r le goulot , le po in t m o r t soi t un peu d é p a s s é ; l ' é las t ic i té du c a o u t c h o u c t end alors 
à r a m e n e r A B ' ve r s la gauche , ce qui s 'oppose au d é b o u c h a g e s p o n t a n é de la bouteille. 

540. A p p l i c a t i o n a u x r i v e u s e s p n e u m a t i q u e s . 

Les figures s c h é m a t i q u e s 539-540 m o n t r e n t l ' appl ica t ion du m ê m e pr inc ipe aux 
r i veuses p n e u m a t i q u e s . Le piston 
P c o m m a n d e , pa r la t ige articulée 
PC, un double l ev ie r CoA oscil
lant au tou r du cen t r e fixe o. Ce 
l ev ie r est re l ié , par u n e b i e l l e AB, 
au r iveu r R mobi le dans des glis
s i è r e s ve r t i ca l e s . Les dimensions 
des p ièces son t ca lcu lées de telle 
so r t e que , q u a n d le pis ton arrive 
a f in de c o u r s e , les d i rec t ions oA 
et AB sont à peu p r è s confondues 
a v e c la ve r t i ca le du point o. D'a-

Fig. 539. F ig . 540. p r è s ce qui p r é c è d e , l'effort exercé 

s u r le p is ton par l 'air comprimé 
envoyé dans le cy l indre es t t r a n s m i s en B, accru dans une p ropor t ion considérable. 

§ II. — Machines à vapeur à balancier. 
541. Dans les m a c h i n e s à v a p e u r a ba lanc ie r , le p is ton , au lieu d 'agi r direc 

s u r une b ie l le a r t i cu lée à u n e man ive l l e sol i 
dai re de l ' a rbre du volant , c o m m u n i q u e un 
m o u v e m e n t c i rcu la i re a l ternat i f à u n e longue 
p ièce osc i l lan te AoE (fig. 541) appe l ée b a l a n 
cier , mobi le a u t o u r de son c e n t r e o. L ' ex t r é 
mi té E du ba lanc ie r e s t r e l i ée à l ' a rbre du vo
lan t par le s y s t è m e b ie l le et man ive l l e EFo", 
qui diffère du p r é c é d e n t en ce q u e la t ra jec
to i re du poin t E, au l ieu d ' ê t re r ec t i l i gne , es t 
un a r c de cerc le de c e n t r e o. 

La l iaison de la t ige du p is ton au ba l an 
cier peu t ê t r e é tabl ie de p l u s i e u r s m a n i è r e s . 
Nous é tud ie rons en p r e m i e r l ieu le para l lé lo
g r a m m e de W a t t . 

P a r a l l é l o g r a m m e d e W a t t . 

542. P r i n c i p e d e l ' a p p a r e i l . — Cons idé rons deux lev ie rs pa ra l l è les égaux oB 
et o'C (fig. 54_2), mob i l e s a u t o u r des axes p e r p e n d i c u l a i r e s à l eur p lan qui son t projetés 
en o et o', et re l iés pa r u n e b r ide BC, a r t i cu l ée aux po in t s B e t C. N o u s nous propo
sons de m o n t r e r que le mi l ieu M de BC décr i t une courbe S, d i te courbe de Watt, 
qui , su r une assez g rande é t e n d u e c o m p r e n a n t le po in t M, diffère t r è s peu d 'une droite 
p e r p e n d i c u l a i r e à oB. 
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Tout d 'abord, une t a n g e n t e yy' en M es t pe rpend i cu l a i r e à la d i rec t ion commune 
des deux lev iers , car le c e n t r e i n s t a n t a n é de ro ta t ion de la b r ide dans la posi t ion BC 
est rejeté à l'infini, dans la d i rec t ion oB. La courbe S e s t donc no rma le en M à la pa
rallèle Mx à oB. 

Soient Cbb', Bc 'c les t angen t e s en B et C aux c i rconférences déc r i t e s par ces 
points dans le m o u v e m e n t du s y s t è m e . Supposons que les d imens ions des t iges et l'é-
cartoment des axes so ien t t e l s que la t a n g e n t e à l 'une de ces c i rconfé rences soi t sé
cante à l 'autre . Les d ro i t e s 6c, b'c' sont deux pos i t ions de la d ro i te BC ; on a, en effet, 
il cause de l 'égal i té des cordes bb', ce', dont {J et y sont les points mi l i eux 

b'(i = c'y =• cy = b{3 

Les quadr i l a tè res b ' c ' yji, bcy[} son t donc des pa ra l l é log rammes , e t par su i t e 

b' C = bc = jiy 

Mais 3y = BC comme d iagona les du r ec t ang le B[J Cy. Il s 'en sui t que 

b'c' = bc = BC 

La droite yy', qui passe par le mi l ieu de (iy et qui es t para l lè le à bb' e t ce', coupe les 
droites bc et b'c' en l eu r s mi l i eux m et rn', qu i 
appart iennent ainsi à la courbe S. Ce l le -c i _ , - ' 
rencontre donc sa t angen t e y y ' e n deux p o i n t s , h ' 
équidistants du point de con tac t M. 

Le point M é tan t é v i d e m m e n t un cen t r e 
de symétrie de la courbe S, l es deux a rcs Mm 
et Mm' sont s i tués de pa r t e t d ' au t re de yy', 
ce qui prouve que II es t un point d'inflexion. 
Si l'on suppose que l 'arc Mm 1 so i t ,par e x e m p l e , 
à droite de la t a n g e n t e , il t o u r n e d 'abord sa 
concavité vers la d ro i t e , ma i s , comme il re 
vient couper y y' en m', sa cou rbu re doit né 
cessairement c h a n g e r de s ens . Le poin t M ! où 
ce fait se p rodui t es t un n o u v e a u poin t d ' in
flexion. L'arc Mm étant , d a n s ce t t e m ê m e 
hypothèse, à gauche de yy', t o u r n e d 'abord sa 
concavité ve r s la g a u c h e , e t ne peu t r e v e n i r 
passer en m qu 'à la condi t ion de p r é s e n t e r , 
dans l ' interval le , un poin t d'inflexion M 2 , sy
métrique do Mj par r a p p o r t à M. Grâce à toutes Ç'" 
ces propr ié tés g é o m é t r i q u e s , la por t ion m M 2 - · " ' 
MMj m' de la courbe S ne diffère pas sens i - Fig. bïl-
Mement d'une d ro i t e , ce qui justifie le nom de 

courbe à longue inflexion pa r l eque l on la dés igne f r équemmen t . L ' éca r t de l 'arc 
m Mm' et de la d ro i te yy' d é p e n d des d imens ions a t t r i buées aux d ive r ses par t i es du 
système ; nous i n d i q u e r o n s p lus loin les d i spos i t ions adop tées par W a t t pour le 
rendre t rès pet i t . 

On peut comp lé t e r le s y s t è m e de man iè re à ob ten i r t o u t e une"sér ie de poin ts dont 

(") Le dess inateur a tracé, par erreur, la droite Bb' ; il faut joindre, au contraire, les 
points c' et b'. 
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le m o u v e m e n t soit, c o m m e celui d e M, sens ib l emen t r ec t i l igne . Il suffit de prolonger 
le levier oB (fig. 543) d 'une l o n g u e u r que lconque BB' , de m e n e r B'M' paral lèle à BC 

jusqu ' à son in te rsec t ion avec oM. e t enfin, de t racer M'C' 
pa ra l l è le à BB'. Le p a r a l l é l o g r a m m e BB' M'O' étant arti
cu lé à ses qua t r e s o m m e t s , SB déforme t o u t en conservant 
le pa ra l l é l i sme de ses cô tés opposés , pendan t que les 
l ev ie rs oB B', o'c t o u r n e n t a u t o u r des axes o et o'. Les 
t r i ang le s oBM, o'B'M' r e s t en t tou jours s emb lab l e s , et l'on 
a à chaque i n s t an t 

Fig. 543. oM oB , , 
- „-„ = —™- = c o n s t a n t e 
oM oB 

La t ra jec toi re du poin t M' est donc homothé t ique de cel le du point M, et présente 
les m ê m e s pa r t i cu la r i t é s g é o m é t r i q u e s . 

543. D i s p o s i t i o n d u p a r a l l é l o g r a m m e de W a t t . 

Dans la p ra t ique , on p ro longe le levier oB d 'une l ongueu r égale BBj (fig. 544), et 
l 'on cons t ru i t sur BB, et su r BC un pa ra l l é l og ramme dont le s o m m e t M' possède , d'après 
l e .p r inc ipe p r écéden t , un m o u v e m e n t ana logue à celui du point M, mais d 'ampl i tude et 
de v i tesse doubles . Le ba lanc ie r est cons t i tué par une longue p ièce méta l l ique de lon
gueur égale à 2 oB[ ; l ' ex t r émi t é opposée au point Bj reçoi t l ' a r t i cu la t ion de la bielle 
qui c o m m a n d e la man ive l l e du volan t . Dans la posit ion m o y e n n e du sy s t ème , le point 
M' se confond avec l 'axe o' du l ev ie r o'C, que l'on appel le le contre-balancier ; pour 
lui l a i s se r le l ibre pas sage , on forme le cont re-
ba lanc ie r de deux t iges s y m é t r i q u e s par r a p p o r t 
au plan de la figure, et on la i sse e n t r e e l les un 
in te rva l l e suffisant pour la manoeuvre du pa ra l l é 
l o g r a m m e . Les t i ges BC, M'C et B,M' son t auss i 
doub l ée s , de man iè re à f o rmer un e n s e m b l e qui , 
en pro jec t ion , se s u p e r p o s e au p a r a l l é l o g r a m m e 
B 4 BCM', mais qui, dans l ' e space , e s t s y m é t r i q u e 
par r a p p o r t au plan d 'osci l la t ion du ba lanc ie r 
oBB, . L e s deux s o m m e t s p ro je tés en M' son t r e 
l iés par un pe t i t axe hor izonta l , an mil ieu duque l 
on a r t i cu le l a t i g e M ' N ' du p is ton . Les mi l ieux des 
deux b r i d e s p ro je tées en BC son t auss i r éun i s 
pa r un axe , auque l on adap t e la t ige MN d 'une Fig. 544. 

pompe d 'a l imenta t ion de la m a c h i n e . D 'après ce 
qui p r écède , le m é c a n i s m e c o m m u n i q u e à ces deux dro i tes un m o u v e m e n t t rès sensi
b l e m e n t rec t i l igne , dans une d i rec t ion ve r t i ca l e si la posi t ion m o y e n n e du balancier 
es t hor izon ta le . 

544. P r o p o r t i o n s d e s d i v e r s é l é m e n t s d u s y s t è m e , d ' a p r è s W a t t . 

Soit 2 c la cou r se ve r t i ca l e du p is ton ; l es d imens ions d e s d i v e r s é l é m e n t s du 
s y s t è m e doivent ê t r e t e l l e s , q u e la cou rbe à longue inflexion d é c r i t e p a r le point M 
p r é s e n t e une por t ion s e n s i b l e m e n t r ec t i l igne de longueur 2 c. C o m m e le dép lacement 
d u poin t M' es t double d e celui du po in t M, il suffit, d ' a p r è s ce qui p r é c è d e , de faire 
en so r te que (fig, 542) mm' = c, ou 

mm' c 
h ^ ~ 2 ^ = T 
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Les r e c h e r c h e s de W a t t lui on t m o n t r é q u e les cond i t ions s u i v a n t e s d é t e r m i n e n t 
un guidage p r e s q u e parfai t : 

1° La d i s tance hor izonta le d — o o t (fig. 545) , . . - · - . . 
des axes o et o' doit ê t r e éga le à 3 c. 

2" La longueur l de la b r ide BC doi t ê t r e :':\ç_ ' · - . 

, 6 

comprise en t re c et -=- c. „ v 0 „ , 
' : B V ; - T . o 

Calculons, dans ces h y p o t h è s e s , l e s lon
gueurs oB = o'C = r d e s d e u x l e v i e r s , la 
flèche B[J =f de l 'arc sous - t endu pa r la corde 
bb' de la c i rconférence o B , e t la d i s t ance ver
ticale o{ o' — BD = h d e s axes o e t o', en fonc
tion de c, d etl. T o u t d ' abord , on a 

d = o 1 B 4 - r = 2 r - f (1) ' F i g . 515. 

De plus, le t r i ang l e r e c t a n g l e Bb'E donne la re la t ion 

4 

d'où l'on t i re 

f-

En r emplaçan t f et d pa r l eu r s va l eu r s r e s p e c t i v e s dans l 'égal i té (1), il v ien t 

3 c — 2 r • 

et par conséquent 

:f[Hr-f) = fd 

c-
ïd 12c 

c 
12 

3 c 1-
12 37 c 

2 4 " ;3) 

Le t r iangle r e c t a n g l e BDC donne enfin 

h = \/W~p = yJ V -
1 4 4 

Les formules (2i, (3) et (4) r é so lven t la ques t ion . On dédu i t d e s deux p r e m i è r e s 

37 2 
c 
24~ 

Elles mont ren t , sous ce t t e forme, que les l ongueur s r, f et c do iven t ê t r e p ropor t ion 
nelles aux n o m b r e s e n t i e r s 37, 2 e t 24. 

Dans ces condi t ions , la dévia t ion e s t t r è s pe t i t e . De Prony a t r o u v é , en p r e n a n t 
r = 2m515 et 1= l r a 524, qu 'e l le é tai t s e u l e m e n t de 2 ">/m p o u r u n e cour se de l^ôSl du 
piston. 

Des modifications ont é té a p p o r t é e s au p a r a l l é l o g r a m m e de W a t t p o u r d i m i n u e r 
encore cet é ca r t ; ce l les qui ont é té ind iquées par Tchébychef î le r édu i sen t , a v e c les 
données c i -dessus , à 0 m / m 0 5 ; ma lg ré ce t avan tage , son m é c a n i s m e n'a pas p é n é t r é 
dans la p ra t ique . 
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545. E t u d e c i n é m a t i q u e d u p a r a l l é l o g r a m m e d e W a t t . 

Nous n o u s p roposons d ' é t ab l i r u n e re la t ion en t r e la v i t e s se v du p is ton , égale à 
ce l le du poin t D (flg. 546), e t la vi tesse an
gula i re ai de la man ive l l e o"F du volant, à 
l ' i ns tan t où le s y s t è m e occupe la position 
f igurée. Il suffit, pour cela , de suivre la 
cha îne c i n é m a t i q u e d e p u i s son origine jus
qu 'à son e x t r é m i t é , en c h e r c h a n t les centres 

.^K i n s t a n t a n é s d e ro ta t ion d e s t iges r igides qui 
la composen t . 

P o u r d é t e r m i n e r ce lu i de CD, prenons 
l ' i n t e r sec t ion II de ce t t e dro i te avec la pa
ra l l è le oH à BC. Dans le m o u v e m e n t du 
s y s t è m e , le point H d é c r i t u n e circonfé-

li rencev de cen t r e o e t de rayon oH. Comme 
CH = oB = CD, le po in t H es t invariable 
s u r CD, et , d ' après le t h é o r è m e de Chasles, 
le c e n t r e i n s t a n t a n é de rota t ion che rché se 
t r o u v e en N, à la r e n c o n t r e des normales 
a u x t r a j ec to i res des po in t s C e t II. On a 

F i g . 516. 

donc, en d é s i g n a n t pa r vc la v i tesse du point C 

ND 
NC 

d) 

D 'au t re pa r t , le c e n t r e i n s t a n t a n é de ro ta t ion de la br ide BC est l ' in tersect ion G 
des dro i tes oB et o'C. P a r su i t e , on a, VÙ é t an t la v i t e s se du point B 

v^ _ _GC_ 
vi ~ GB 

Mais, à cause du p a r a l l é l i s m e de oN et de BC 

GC _ NC 
GB ~~ olB 

Vc NC ( [ ) . 
Donc 

De p lus Vb (3) 

pu i sque les d i s t a n c e s oB e t oE son t dans le r a p p o r t de 1 à 2, 
Le c e n t r e i n s t a n t a n é de ro ta t ion de la b ie l le E F es t l ' i n te r sec t ion K de oE et de 

o 'F ; par c o n s é q u e n t 
Ve _ K E 

Vf ~ KF 

ou, en t r a ç a n t o"l pa ra l l è l e à KE 

Enfin 

Ve 

Vf 

V f 

on 
o"V 

w X o"F 

(4) 

(5) 

En mul t i p l i an t m e m b r e à m e m b r e les éga l i t é s (I) (2) (3) (4) (5). il v ient , après 
s implif icat ions 

2 o B 
X o ' l x X D 
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Cette express ion ne d é p e n d q u e des deux facteurs var iab les o"I et ND ; la v i t e s se 
du piston, en supposan t que le vo lan t t ou rne d'un m o u v e m e n t un i forme, est donc 
proport ionnelle à l eur p rodu i t . 

On a r e p r é s e n t é , dans c e t t e h y p o t h è s e (fig. 547), les courbes du m o u v e m e n t du 
point f) ; les o r ig ines des t e m p s e t des e spaces c o r r e s p o n d e n t à l ' ins tan t où le p is ton 
est au point le p lus bas de sa cou r se . Ce sont , à peu de chose p r è s , des s inusoïdes* 
et les deux p h a s e s du m o u v e m e n t du pis ton sont s ens ib l emen t s y m é t r i q u e s . 

C I N É M A T I Q U E 24 
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Il f au t remarquer q u e la l a n g u e u r o 'F de la manivelle n ' e s t pas a rb i t ra i re . Figu
rons, en effet, l e s pos i t i ons extrêmes D e t D' dn po in t D (fig. 547) (la longueur DD'est 
éga le à la h a u t e u r du cy l indre , d i m i n u é e de l ' é p a i s s e u r du piston) et soient AoK, 
A ' o E ' les pos i t ions c o r r e s p o n d a n t e s du ba lanc ie r . Le s y s t è m e oEFû" est formé de deux 
man ive l l e s oE, o"F re l iées par une b ie l le , e t l 'on sai t (chapi t re XVII q u e lorsqu'une 
des manive l les passe à ses poin ts l imi t e s , la biel le e s t en l igne dro i te avec l 'autre. 
On a donc 

Eo" = E F - f o ' F 

E ' o " = E F — o " F 

d'où il r é su l t e que l ' axe o ' se t r ouve à l ' in te rsec t ion de deux a rcs de ce rc le , décrits 
de E et E ' c o m m e c e n t r e s , avec des rayons r e s p e c t i v e m e n t égaux à la s o m m e et à la 
différence des l o n g u e u r s de la b ie l l e E F e t de la manive l l e o"F. Pour que ces arcs se 
coupen t , il suffît, si la l o n g u e u r de la b ie l le dépasse E E ' , ce qui a tou jours lieu en 
p r a t i q u e , que la d i s t ance de l eu r s c e n t r e s soi t au moins éga le à la différence de leurs 
r ayons , c ' e s t -à -d i re que l 'on ait 

K E ' > 2 o ' F 

La l o n g u e u r de la man ive l l e calée s u r l ' a rb re du volant ne p e u t donc pas dé-
E E ' 

p a s s e r — r > — . 

546. P a r a l l é l o g r a m m e p o u r b a t e a u x . 

On a s u p p o s é , dans ce qui p r é c è d e , que l e ba l anc i e r é ta i t p l acé a u - d e s s u s du cy
l ind re , ce qui donne à la m a c h i n e de W a t t une hauteur 
assez c o n s i d é r a b l e . Dans l e s m a c h i n e s m a r i n e s , aux
que l l e s l ' e space es t n é c e s s a i r e m e n t m e s u r é , on évitait 
ce t i nconvén i en t de la m a n i è r e s u i v a n t e . Le balancier, 
dont l 'axe o se t r o u v e à peu p rès dans le p lan horizon
tal de base du cy l indre (fig. 548), es t formé de deux 
p ièces i d e n t i q u e s , s y m é t r i q u e s pa r r a p p o r t à un plan 
m é r i d i e n du cy l indre . A l e u r s e x t r é m i t é s sont art icu
l ée s deux b ie l les , dont les p ro jec t ions su r le plan de la 
figure son t confondues en AE ; ces b ie l l e s son t réunies 

Fig. 548. en E par une t r a v e r s e , au mi l i eu de laque l le est fixée 
la t ige du p is ton . Un p a r a l l é l o g r a m m e a r t i cu lé est 

cons t ru i t su r les d ro i tes AE, AB, de chaque côté du cyl indre Les deux b r ides pro
j e t é e s en BD sont é g a l e m e n t r e l i ées en C par u n e t r a v e r s e , su r laquel le on ar t icule le 
con t re -ba lanc ie r o'C, qui osci l le au tou r d 'un point fixe o ' so l ida i re du couverc le du 
cy l ind re . On p e u t d é t e r m i n e r les p ropo r t i ons des différentes pa r t i e s du sys tème do 
t e i l e m a n i è r e que le po in t E déc r ive u n e t r a jec to i re à t r è s peu p r è s rec t i l igne sur une 
assez g r a n d e é t e n d u e . La t h é o r i e de ce t appare i l es t ana logue à cel le du paral lé lo
g r a m m e ord ina i re . 

M a c h i n e à b a l a n c i e r d ' O l i v i e r E v a n s . 

547. P r i n c i p e e t d i s p o s i t i o n . — Quand les e x t r é m i t é s d 'une dro i te mobi le AB, 
de l o n g u e u r cons tan te , s ' appu ien t su r deux axes r ec t angu la i r e s xay (fig. 549), son 

mi l i eu C d é c r i t u n e c i rconférence- y, de c e n t r e o e t d e r ayon o C Réc i p ro q u e 

m e n t , si l'on guide la d ro i t e de te l le s o r t e que le po in t A soi t assu je t t i à se mouvoir 

s u r ox, e t le point C sur la c i r confé rence y, le point B d é c r i t une d ro i t e oy pe rpend i -

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



culaire à ox, car le t r i ang l e A'oB', d é t e r m i n é par une posi t ion q u e l c o n q u e de la droi te 
mobile, es t r ec t ang le en o, pu i sque sa m é d i a n e o C es t égale à la moi t ié du côté c o r r e s 
pondant. 

Olivier Evans a dédu i t de ce 
principe un moyen de gu ide r en 
ligne droi te la t ige du pis ton des 
machines à vapeur à ba lanc ie r . 
Le balancier AB (íig. 55Ü) e s t a r 
ticulé en B à la t ige du p i s ton , 
e t en son mil ieu C à u n e br ide 

AB 
ûG , mobi le au tou r du cen -

t re fixe o s i tué su r la ve r t i ca le du 
point B. Enfin un l ev ie r o'A, os - Pig. 549. Pig. 550. 
cillant au tour d e l 'axe fixe o', e s t 
art iculé en A à AB. Le po in t A d é c r i t ainsi un a r c de c i r con fé r ence , d ' au tan t p lus 
voisin d 'une droi te qu' i l e s t moins é t endu , e t que son rayon o'A es t p lus cons idé rab le . 
Le mouvemen t du po in t B n ' e s t donc pas r i g o u r e u s e m e n t r ec t i l igne , mais ou conçoi t , 
la possibil i té de d é t e r m i n e r les p ropor t ions des d ivers é l émen t s du s y s t è m e de t e l l e 
manière que l ' éca r t so i t nég l i geab l e . 

Pour t r a n s f o r m e r le m o u v e m e n t a l ternat i f du ba lanc ie r en m o u v e m e n t c i rcu la i re 
continu, on rel ie l 'un de s e s po in t s , pa r u n e b ie l le DE, au bou ton d 'une manive l l e o"E 
solidaire de l ' a rb re du vo lan t . 

548. E t u d e c i n é m a t i q u e d e c e m é c a n i s m e . 

Soient v la, v i t e s s e du p is ton , et 10 la v i t e s s e angu la i r e de la man ive l l e , p o u r la 
position figurée du s y s t è m e . Afin d 'é tabl i r une re la t ion e n t r e ces quan t i t é s , p a r c o u 
rons la chaîne c i n é m a t i q u e de B en E, en c h e r c h a n t l es c e n t r e s i n s t a n t a n é s de ro ta t ion 
des t iges qui la c o m p o s e n t . 

Le cent re i n s t a n t a n é de ro ta t ion du ba lanc ie r es t le point de r e n c o n t r e G des nor
males oC, o'A aux t r a j ec to i r e s des po in t s C e t A. On a donc , vd d é s ignan t la v i t e s se 
du point D 

i-i r.n. 
(1) 

13 

VU 

C E 
"GD 

Soit Vc la v i tesse l inéa i re du bouton de la man ive l l e . Le c e n t r e i n s t an t ané d e 
rotation do la biel le DE es t en F , sur la no rmale GD à la t r a jec to i re du point D, P a r 
conséquent 

vd __ FD_ 
Ve F E 

ou, en t raçant o"I para l lè le à FI) 

Vd 

Ve 

_o"I_ 
o"E <2) 

Enfin (3) 

Eu mul t ip l iant m e m b r e à .membre les éga l i tés (1)(2) e t (3 ) , il v ient , ap rès s i m 
plifications 

^ O ' I X G B 
u = : m X GD 

On voit que, si le m o u v e m e n t du vo lan t est un i fo rme , la v i t e s s e du pis ton var ie 
comme la qua t r i ème p ropor t ionne l l e en t r e o"l, GB et GD. 
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On p e u t auss i d é t e r m i n e r la v i tesse va du poin t A par la re la t ion 

ce qu i d o n n e 

v 
Va 

GB 
GA 

GA 
GB 

1 0 X 
o"I X GA 

GD 

El le var ie c o m m e la q u a t r i è m e p ropor t ionne l l e aux dro i tes o ' I , GA et GD. 
Enfin, il se ra i t faci le , en p rocédan t comme pour le p a r a l l é l o g r a m m e de W a t t , de 

t r a c e r l e s courbes r e p r é s e n t a t i v e s du m o u v e m e n t du p is ton . On cons t a t e ra i t encore 
qu ' e l l e s son t t r è s s e n s i b l e m e n t s inuso ïda les . 

M a c h i n e à b a l a n c i e r d e K l é r i t y . 

549. Ce m é c a n i s m e ne diffère du p r é c é d e n t que pa r une modification dans la liai
son du point A, des t inée à r e n d r e le gui
dage du p i s ton r i g o u r e u s e m e n t rect i -
l igne . L ' e x t r é m i t é B du ba lanc ie r est 
a r t i cu lée en un poin t de la c i rconférence 
p r imi t i ve du p ignon o 2 (fig. 5 5 1 ) , fou sur 
un axe po r t é pa r le bou ton d 'une ma
n ive l le ofij éga le à son rayon , et mo
bi le au tou r du c e n t r e fixe o ( . Ce pignon 
e n g r è n e i n t é r i e u r e m e n t avec une roue 
de rayon doub le , otK. D 'après le théo
r è m e de La H i r e , le po in t A décr i t le 
d i a m è t r e Aoi-v de la c i rconfé rence o (K, 
et, si l 'on a d i sposé les choses de telle 
m a n i è r e que ce t t e d ro i t e se confonde 

a v e c la p e r p e n d i c u l a i r e é l evée en o sur la t ige du p i s ton , le point B p r e n d un mou
v e m e n t a l te rna t i f r i g o u r e u s e m e n t r ec t i l igne su ivan t oB . P r a t i q u e m e n t , l ' engrenage 
i n t é r i e u r O J O J e s t r é d u i t à d e u x s e c t e u r s d e n t é s . 

L ' exp res s ion de la v i t e s s e du p is ton est , comme p r é c é d e m m e n t 

F i g . 551. 

o'I X GB 
GD 

Le q u a d r i l a t è r e GAoB es t a lors un r e c t a n g l e . 

I n v e r s e u r , o u l o s a n g e d e P e a u c e l l i e r . 

550. P r i n c i p e . — Soi t ABCD (fig. 5 5 2 ) un losange a r t i cu lé don t l es s o m m e t s A et 
G son t re l iés à deux l ev i e r s égaux oA, oC. Les po in t s 
oDB son t é v i d e m m e n t en l igne d ro i t e , e t y r e s t e n t 
que l l e s que so ien t les dé fo rma t ions du s y s t è m e , p u i s q u e 
l e u r s d i s t a n c e s aux po in t s À et C son t invar iab les . De 
p lu s , le p rodu i t oD x oB est cons tan t . On a, en effet 

oD = o E — DE 

oB = oE + DE 

et , pa r c o n s é q u e n t 

o D X o B ="oÊ* — DE* 

F i g . 552. 
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Mais, d 'au t re par t , on t i r e des t r i ang les r ec t ang l e s oBC, DEC, en posan t CD = a 
et oC = b 

ÔË* = 5* — C E * 

Donc enfin 
DE = a 2 — CE 

oD X oB = b i — a 2 = Cons tan te . 

Il résul te de là que si, ayan t fixé le po in t o, on fait déc r i r e au po in t D u n e oer-
taine ligne, le l ieu du point B est la figure inverse, ou la transformée par rayons vec
teurs réciproques du l ieu du point D. De là le n o m 
d'îrruersewr donné à cet appa re i l . Les poin ts D et B 
s'appellent les pôles du lo sange , et l es t iges oA.oC j ^ . 
les leviers connecteurs. I 

551. D i s p o s i t i o n d e l ' a p p a r e i l . — S y s t è m e 
posit i f . 

Supposons que le po in t D soi t re l ié par u n e t ige 
o'D (fig. 553), a r t i cu l ée en D, à un axe fixe o' equ id i s 
tant de o et D ; le l i eu g é o m é t r i q u e du point B es t 
alors une droi te Bx p e r p e n d i c u l a i r e à oB. En cons i 
dérant une seconde pos i t ion A ^ C ] ! ) , du losange , 
on a en effet 

oD X oB = o D t X oBt = b1 — a" 

D , , oD oB, 
Far consequen t — = —_ -

^ oD! oB 

Fig. 553. 

ce qui prouve la s imi l i tude des t r i ang les oDDj et o B B ( ; les ang le s h o m o l o g u e s 
oDjD, o B B u son t donc égaux , e t par su i t e BB! es t pe rpend icu la i r e su r oB. 

Si, comme dans la figure 553, b es t p lus g rand que a, le p rodu i t oD X oB = b 2 — a 2 

es t positif, ce qui a fait don
ner le n o m de système po
sitif à l ' appare i l co r r e spon 
dant . P o u r l ' app l ique r au 
gu idage du p is ton dans une 
mach ine à v a p e u r , on re l ie 
la t ige Px au pôle B du lo
sange (fig. 554). D ' ap rès ce 
qui p r é c è d e , elle e s t en t ra î 
née dans sa p r o p r e d i rec t ion 
si l'on a eu le soin de p lace r 
les cen t r e s fixes o e t o' s u r 
u n e d ro i t e p e r p e n d i c u l a i r e 
à Px, On p ro longe l 'un des 
l ev ie rs c o n n e c t e u r s d ' une 
longueur oE = oC, pu i s on 

articule en E une bie l le EF , re l i ée en F à la manive l l e o"F calée su r l ' a rbre du volant . 

552. E t u d e c i n é m a t i q u e d e c e m é c a n i s m e . 

Soient v la v i t e s s e du pis ton e t w la v i t e s se angu la i r e de la man ive l l e p o u r la po
sition figurée du s y s t è m e . P a r c o u r o n s la cha îne c i n é m a t i q u e de B e n F. Le c e n t r e ins tan-

Fig. 
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tané de rotation de BC e s t l ' intersection G de oC e t de la perpendiculaire BQ & la tige 
du pis ton ; en dé s ignan t pa r vc la v i tesse du point C , on a 

- I L —
 GÎL 

vc ~ GC 1 ' 

Les v i t e s s e s des poin ts C e t E son t égales . Le c e n t r e i n s t an t ané de rotat ion de la 
b ie l le E F é t an t H, et v/ dé s ignan t la v i tesse du poin t F , ou a encore 

Vc H E 

ou, e s t r a ç a n t o°I pa ra l l è le à oE 

Enfin 

Vf" H P 

Vc o'I 

~vf~~ o'V (2 
l Y = a ) X 0 " F (3| 

En mul t ip l ian t m e m b r e à m e m b r e les éga l i tés (1), (2) e t (3), il v ient , ap r è s simpli
fications 

^ o ' I X G B 

ce qui m o n t r e que la v i t e s se du p is ton va r ie c o m m e la q u a t r i è m e proport ionnelle 
en t r e o"I, GB et GC, si le m o u v e m e n t du volant e s t un i forme. 

Ou t r ace ra i t les c o u r b e s du m o u v e m e n t du poin t B en p r o c é d a n t co mme au pa
r a g r a p h e 545. 

553. S y s t è m e n é g a t i f d e P e a u c e l l i e r . 

Les p r o p r i é t é s g é o m é t r i q u e s du s y s t è m e de Peauce l l i e r s u b s i s t e n t quand les le

v i e r s connec t eu r s sont p lus cour t s que l e s côtés du lo

s a n g e a r t i cu l é . Dans ce cas , le po in t o e s t s i t ué en t re D et 

B, e t la re la t ion 

m o n t r e que le p rodu i t oD X oB es t a lors négatif ; pour 
ce t t e ra ison, l 'apparei l t ou t en t i e r e s t appe l é système néga
tif, afin de le d i s t inguer du p r é c é d e n t . La théor i e géné
ra le subs i s t e sans modification e s s e n t i e l l e . 

Ce t te d ispos i t ion es t quelquefois e m p l o y é e pour com
m a n d e r la t ige du pis ton d e s p o m p e s m é n a g è r e s , comme 

Fig. 555. l ' indique la figure 555. 

554. E m p l o i d e l ' i n v e r s e u r p o u r l e t r a c é d e s c i r c o n f é r e n c e s . 

On a s u p p o s é , d a a s l e s m é c a n i s m e s p r é c é d e n t s , que le po in t o' é ta i t équidis tant 
d e s poin ts o e t D ; q u a n d ee t t e condi t ion n 'es t pas r éa l i s ée , la c i r confé rence lieu du 
poin t D ne passe p lu s pa r le c e n t r e d ' invers ion o, et la t r a jec to i re du poin t B devient 
u n e c i r confé rence . 

A d m e t t o n s , p o u r fixer l es i dées , que o'U soit p lus g r a n d que oo' , e t posons , pour 
simplif ier (fig. 550) 

o ' D = p oo' =q 

Soit, de p lus , oAj B t Ci D, une pos i t ion que l conque du s y s t è m e . La p r o p r i é t é fon
d a m e n t a l e du losange a r t i cu l é (550), donne la re la t ion 
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E a prolongeant oD( jusqu'à sou point de r e n c o n t r e F avec, la circonférence l ieu 
du point D, on a auss i 

et par conséquent 

b* — a * 

oD, X oF = o D X o E = P * —<t'' 

Traçons la pa ra l l è l e 
B ,Gà o F ju squ ' à son i n 
tersect ion avec oo' . Les 
triangles s e m b l a b l e s 
oo'F, oGB, d o n n e n t la 
proportion 

oG GBj oD, 
oo o'F o F 

d'où l'on dédui t 

oG = o o ' X 

GB, = o'F X 

ou, 
o F 

d B i _ 
oF — 

ï X 

p X 

Ces égali tés m o n t r e n t que le l ieu du po in t B ( e s t u n e c i rconfé rence de cen t r e G 
et de rayon GBj . On voi t q u e , pour des l o n g u e u r s p , a e t b d o n n é e s , le rayon 0 B 4 

varie avecq , et c ro î t à m e s u r e que la différence p — q d iminue . On a cons t ru i t , d ' ap rès 
cette observa t ion , des i n v e r s e u r s qui , avec des t i ges a r t i cu lées de pe t i t e s d i m e n s i o n s , 
permet tent de t r a c e r des a rcs de cerc le de tous les r ayons imag inab l e s . 

T r a p è z e i n v e r s e u r d e H a r t . 

555. P r i n c i p e . — La t h é o r i e de ce m é c a n i s m e es t b a s é e su r le t h é o r è m e de R o -
ber t s r que nous d é m o n t r e r o n s tou t d 'abord : 

Soient quatre tiges articulées, disposées suivant les côtés égaux et les diago
nales d'un trapèze isocèle; une droite parallèle aux bases rencontre un des côtés 
égaux et les diagonales en des points qui, supposés invariablement liés au système, 
restent en ligne droite quelles que soient ses déformations, et tels que le produit des 
distances du premier aux deux autres est constant. 

Soit ABCD (flg, 557) le t r apèze i socè le a r t i cu lé , dont les cô tés égaux sont AB et 
CD ; p renons , s u r AB et s u r l e s d iagona les , t ro i s 
poin ts ol íF s i tués sur une para l lè le aux bases , e t s u p 
posons- les i nva r i ab l emen t liés au s y s t è m e . Le qua
dr i l a tè re ABCD r e s t e un t r apèze d a n s t ou t e s ses 
pos i t ions , car les t r i ang les ABC, ADC ne cessen t p a s 
d 'ê t re égaux, de so r te que BD r e s t e c o n s t a m m e n t 
pa r a l l è l e à AC. Dans la posi t ion p r imi t i ve de la 
figure,' oE e t t>F é t an t r e s p e c t i v e m e n t para l lè les à 
BD e t à AC, on a Fig. 557. 

_oA 
A1C 

AB 
AD 

n H _ _ AB 
BF ~~ B€ 
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Mais les po in t s o, E, F r e s t a n t fixes su r l es t iges auxque l l e s i ls appart iennent , 
l es t e r m e s de ces p ropor t ions sont invar iab les p e n d a n t les déformat ions du système ; 
oF et oE r e s t e n t donc r e s p e c t i v e m e n t pa ra l l è l e s à BD et à AU, et se confondent, ce 
qui é tabl i t la p r e m i è r e pa r t i e du t h é o r è m e . 

De p lus , on a, en posan t AB = a 

d'où l 'on t i re 

et , pa r su i te 

o E 
"BD 

o F 

AC 

oE X oF 

oA 
a 

oB 
a 

oA X oB 
BD X A C ~~ 

O E X O F - B D X A C X 
o A X o B 

( 1 ) 

En app l iquan t le t h é o r è m e de P t o l é m é e au quadr i l a t è re insc r ip t ib le A B C D , il vient 

A D 2 = b 2 = B D x A C + a 2 

ou B D X A C = M _ A 2 

et, en r e m p l a ç a n t dans l ' égal i té (1) 

Si 

o E X o F = ( B 2 _ a s | x . o A ^ °jjL ^ C o n s t a n t e . 

pa r exemple , le po in t o e s t s i tué au mi l ieu de AB, 

b 2 -
o E X o F = " , " 

De la re la t ion 

r é su l t e 
l ieu du 

O E X O F = Cons tan te 

que si, le point o r e s t an t fixe, on fait déc r i r e au po in t E u n e ce r t a ine l igne, le 
po in t F es t la t r ans fo rmée pa r r ayons v e c t e u r s r é c i p r o q u e s du l ieu du point E. 

556, D i s p o s i t i o n d e l ' a p p a r e i l . 
En supposan t que le point E soi t re l ié par une 

b a r r e r ig ide il un axe o' equ id i s t an t des points o et 
E (fig. 558), le l ieu g é o m é t r i q u e du poin t F e s t une 
droi te Fx pe rpend icu la i r e à oo'. On a. en effet 

oll — oF 
d'où 

O Ï L : 
o R x o F O K X O F 

0 ( T 
-— Cons tan te . 

On peu t app l ique r ce disposi t i f au guidage de la 
t ige du p is ton d 'une m a c h i n e à v a p e u r ; il suffit d'ar
t i cu le r ce t t e d e r n i è r e au poin t F . Le ba lanc ie r AB 
p rend , au tou r de l 'axe o, un m o u v e m e n t osci l la toire , 
que l 'on t r ans fo rme en m o u v e m e n t c i r cu la i r e con
t inu par une b ie l le , re l iée d 'une p a r t à un point de 
oA ou de son p ro longemen t , e t d ' au t re par t au bou
ton d 'une man ive l l e ca lée s u r l ' a rb re du volant . La 
théo r i e c inéma t ique du m é c a n i s m e ob tenu es t iden
t ique à cel le de l ' i n v e r s e u r de Peauce l l i e r . 
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§ III. — Machines à cylindre oscillant. 

557. Dans ces mach ines à v a p e u r , la t ige du pis ton, a r t icu lée d i r e c t e m e n t à la 
manivelle du volant , joue le rô le de la biel le des m a c h i n e s à connexion d i r e c t e . Les 
déviations qu 'e l le sub i t à, chaque in s t an t ne son t év idemmen t pos s ib l e s que si le 
cylindre peu t osci l ler l i b r e m e n t ; il po r t e à cet effet 
deux tour i l lons , p ro j e t é s en o' (fig. 559), e t d iamé
tralement opposés dans un plan de sec t ion dro i te . 

Il est i n t é r e s s a n t de c h e r c h e r la re la t ion qui 
existe ent re la v i t e s se re la t ive vr du pis ton d i n s le 
cylindre, e t la v i t e s s e angu la i re w du volant . Pour 
cela, dé t e rminons le cen t r e ins tan tané d e ' r o t a t i o n 
de la droite AI3 dans la posi t ion figurée. Tous ses 
points pa r t i c ipen t à d e u x m o u v e m e n t s s imu l t anés , 
savoir : un mouvement , relatif r ec t i l igne su ivant 
l'axe du cy l indre , et un m o u v e m e n t d ' en t r a înemen t 
circulaire a u t o u r du c e n t r e o'. Le point de Ali qui , 
à l ' instant ac tue l , e s t confondu avec o', r e s t e immo
bile dans le m o u v e m e n t d ' en t r a înemen t , e t le che
min é lémenta i re qu' i l p a r c o u r t pendan t un t e m p s 
infiniment pe t i t es t d i r igé su ivan t o'A. Le cen t r e 
instantané de ro ta t ion de AB se t r ouve donc à l'in
tersection K de oA e t de la pe rpend icu la i r e é levée 
en o' à o'BA. En dés ignan t par va la v i t e s se du poin t A, et par vb la v i t e s s e abso lue 
du piston, on a 

vb _ KB 
Va ~ KA 

d'où l'on t i r e 
KB ^ KB 
K A = U X O A X 1 T A -

Fig. 559. 

Vb = VaX 

Soit oH la para l lè le à KB m e n é e par le point o ; les t r i angles semblab le s AoII, AKB 
donnent la p ropor t ion 

KB oH 

Par c o n s é q u e n t 
KA — 

» •= u X oA X 

OA 

oH 
oA " 

i X o H 

La vi tesse vi>, r e p r é s e n t é e par le v e c t e u r BC pe rpend icu la i r e à BK, es t la r é s u l 
tante des v i tesses s i m u l t a n é e s du point B dans le m o u v e m e n t relatif du p is ton e t 
dans le m o u v e m e n t d ' e n t r a î n e m e n t du cyl indre ; sa c o m p o s a n t e BD m e s u r e la v i t e s se 
relative che rchée vr, don t l ' express ion est , en dés ignan t pa r a l 'angle CBD 

Vr = Vb C O S a = L> X oH C O S a 

ou, en aba issan t ol pe rpend i cu l a i r e su r AB 

D I - = u X o I 
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Pour t r a ce r les cou rbes du m o u v e m e n t relatif du p is ton (fig. 560), on a déterminé 
des pos i t ions de l ' ex t rémi té B de sa t ige , en parta
g e a n t la c i rconfé rence o A en hu i t pa r t i e s égales et 
en p o r t a n t su r les dro i tes o'O, o'i, o'2..., à pa r t i r des 
po in t s de division, des l o n g u e u r s éga les à AB. Les 
po in t s ob t enus , r e p o r t é s s u r oo" pa r des a rcs de cercle 
d e c e n t r e o', font conna î t re l e s c h e m i n s B 0 1 , T502... 
s u c c e s s i v e m e n t p a r c o u r u s p a r le po in t B dans le 
cy l indre r e n d u i m m o b i l e . Il suffit ensu i t e d'élever, 
p e r p e n d i c u l a i r e m e n t à un axe des t e m p s B 0 x par tagé 
en h u i t pa r t i e s éga les , des o r d o n n é e s r e spec t ivemen t 
éga les â c e s c h e m i n s , pour d é t e r m i n e r par points 
la courbe des e s p a c e s . 

Pour cons t ru i r e la courbe des v i t e s se s , on po r t e su r l e s o r d o n n é e s 11', 22'... des 
l o n g u e u r s 11", 22"... éga les aux p e r p e n d i c u l a i r e s , t e l les que ol , aba i s sées su r les pos i 
t i o n s succes s ive s de AB. L ' exac t i tude d e ce t r acé r é su l t e de l ' express ion 

é tabl ie p r é c é d e m m e n t . 
Vr = C) X Ol 

§ IV. — Coulisse de Stephenson. 

558. La coul isse de S t e p h e n s o n , e m p l o y é e dans les locomot ives p o u r commande r 
le m o u v e m e n t du t i ro i r , fut imag inée dans le bu t de r e n v e r s e r à vo lonté le sens de 
m a r c h e de la m a c h i n e ; mais el le p e r m e t auss i de réa l i se r une d é t e n t e va r i ab le . Pour 
en faire c o m p r e n d r e le fonc t ionnement , nous d o n n e r o n s d 'abord que lques not ions 
s o m m a i r e s su r la d i s t r ibu t ion d e la vapeur . 

559. D i s t r i b u t i o n d e l a v a p e u r . 

La v a p e u r p rodu i t e p a r l a chaud i è r e p é n è t r e dans la boî te à v a p e u r , e t de là dans 
le cy l indre par deux condui ts 
H i r (fig. 561) qui about i ssent 
r e s p e c t i v e m e n t , d 'une p a r t à 
ses fonds avan t e t a r r i è r e , et 
d ' au t re pa r t a u n e surface p lane 
BB', pa r f a i t emen t d r e s s é e , que 
l 'on appel le qlace, ou table des 

lumières. Un t r o i s i è m e con
dui t G, p e r c é dans la tab le , se r end soi t à l ' ex té r ieur , soi t au c o n d e n s e u r de la m a c h i n e . 
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Pour que le piston, supposé , par exemple , à son fond de course avant (à gaucho de 
la figure), soi t amené à se dép lace r ve r s l ' a r r i è re , il es t néces sa i r e que la l umiè re 
d'admission E F c o m m u n i q u e avec la bo î te à vapeur , et qu 'en m ê m e t e m p s la lu
mière E'F' communique avec G, pour p e r m e t t r e à la v a p e u r a c c u m u l é e dans le cylin
dre pendant la course p r é c é d e n t e de s ' échapper . L ' inverse doit avoir l ieu p e n d a n t la 
course d 'arr ière en avant . Ces r é su l t a t s sont ob tenus en p laçant dans la boî te à vapeur , 
sur la table des l u m i è r e s , une p ièce T appe lée t i r o i r , évidée i n t é r i e u r e m e n t , e t t e r m i 
née par des pat ins CD, C D ' . Dans sa posi t ion m o y e n n e , le t i ro i r couvre les deux lu*-
mières d 'admission ; il les d é p a s s e e x t é r i e u r e m e n t de quant i t és éga les CE, C E ' que 
l'on appelle les r e c o u v r e m e n t s e x t é r i e u r s , et i n t é r i e u r e m e n t de quan t i t é s égales 
DF, D'F', appe lées r e c o u v r e m e n t s i n t é r i e u r s (*), Supposons que le t i ro i r soit a r t icu lé 
à la barre d'un excen t r i que à col l ier , calé su r l ' a rbre de la man ive l l e mot r ice ; il 
prend ainsi un m o u v e m e n t r ec t i l i gne a l ternat i f dont nous al lons é tud ie r l'eflet, en 
suivant la d is t r ibut ion de la v a p e u r su r la face avant du pis ton. 

Soient oA 0 (fig. 562) la posi t ion de la manive l l e mot r i ce quand le p is ton e s t à son 
fond de course avant , e t o a n la posi t ion c o r r e s 
pondante de la man ive l l e t héo r ique o a équ iva - ^ v 

lente à l ' excentr ique du t i ro i r . Les d imens ions du ,-" *Ji* 

système sont te l les que le t i ro i r occupe à cet i n s - ^ ^ — ^ f \ 
tant une posit ion T 0 (fig. 563) l a i s san t à d é c o u v e r t 
une petite par t ie EC de la l u m i è r e E F ; la Ion- / \ A , 
gneur EC est appe lée l 'aua?ice l i n é a i r e d u t i r o i r ; _ C ^ s ^ L S 

elle indique que l ' admiss ion de la v a p e u r sur la ° . · " " 
face gauche d u p k t o n avai t c o m m e n c é un peu i 'àï^i—bf* 

avant son arr ivée à fond de cour se [ a d m i s s i o n 

anticipée). \ / 
La manivel le mo t r i ce t ou rnan t d a n s le sens f 

(fig. 562), le p o i n t a se r a p p r o c h e de a ( e t le t i ro i r ~ ' ^ 
se meut vers la d ro i t e , d é g a g e a n t ainsi de plus en Fig. 562. 
plus la lumière E F ; la v a p e u r afflue sur la gauche 
du piston, c 'est la pé r iode d'admission. E l l e a t te in t son m a x i m u m quand lo t i ro i r 
occupe la posi t ion T, (fig. 564). 

Quand le p o i n t a f ranchi t la posi t ion a t , le t i ro i r r é t rog rade vers la gauche , en 
obturant g r adue l l emen t la l u m i è r e E F (fig. 565) ; p o u r la posi t ion a 3 , s i tuée un peu au 
delà du point a 2 s y m é t r i q u e de a 0 par r a p p o r t à A 0 o , la l umiè r e est c o m p l è t e m e n t 
couverte, et l ' admiss ion n 'a p lus l ieu (fig. 566). Le m o u v e m e n t du p is ton con t inuan t 
vers l 'arr ière, le v o l u m e de la quan t i t é de v a p e u r c o n t e n u e à l ' avant du cy l indre aug
mente, et sa p ress ion d i m i n u e : c 'est la pé r iode de d é t e n t e ; e l le dure ju squ ' à ce que 
le tiroir occupe la posi t ion T 4 (fig. 567), co r r e spondan t aux posi t ions a 4 et A t de l ' ex 
centrique et d e l à man ive l l e mo t r i ce . 

Son m o u v e m e n t v e r s la gauche con t inuan t , le t i ro i r dégage le bo rd F de la lu
mière, et me t ainsi l ' avant du cy l indre en communica t ion avec le condui t G [fig. 568) ; 
la vapeur c o m m e n c e à s ' é c h a p p e r ve r s l ' ex té r ieur , b ien que le p is ton ne soi t pas 
encore arr ivé à son fond de cour se a r r i è re , C'est pourquoi l 'on donne à cet te pé r iode 
le nom d'échappement anticipé. El le dure jusqu ' à ce que la man ive l l e mo t r i ce soi t 
arrivée à son point m o r t A 0 , qui co r r e spond au c h a n g e m e n t de sens du m o u v e m e n t 
du piston. 

A part ir de cet ins tan t l ' excen t r ique , pa r t an t de a f„ con t inue à e n t r a î n e r l e t i ro i r 
vers la gauche, en dégagean t de p lus en plus le bo rd F de la l u m i è r e . C'est la pé r iode 

{') Les recouvrements extérieurs sont généralement plus grands que les intérieurs ; ceux-
ci peuvent être nuls, et il existe même des tiroirs à découverts intérieurs, 
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Fig. 563 

Distribution de la vapeur sur la face avant du piston. 

C E J ^ D L J I D D l J l l ^ ^ C ' Admission anticipée. 

Fig. 564. , J / L njm. Admission croissante. 

Admission décroissante. 

Fig. 566. c 

Fïn de ['admission. 
Début de la période de 

Fig. 5G7. Ci 

Fig. 568 

Fin de la détente. 

Début de l'échappement 

Echappement anticipé. 
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d'échappement proprement dit, p e n d a n t l aque l l e la pa r t i e avan t du cy l indre se vide 
de sa vapeur (fig, 569-570). Pu i s , le po in t a é t an t a r r ivé à a 7 . le t i ro i r c o m m e n c e à se 
mouvoir ve r s la droi te ; il occupe à un m o m e n t donné u n e posi t ion T 8 (fig. 571) à pa r t i r 
de laquelle l ' avant du cy l ind re es t c o m p l è t e m e n t s é p a r é t a n t du condui t G que de la 
boîte à vapeur . La pé r iode de compression c o m m e n c e . El le se t e r m i n e quand le t i ro i r 
occupe la posi t ion T 9 (fig, 572), l ' excen t r ique é t a n t r evenu au vois inage de a 0 . A pa r t i r 
de cet ins tant j u squ ' en a 0 , le bo rd E de la l umiè r e se dégage , et la v a p e u r c o m m e n c e 
à affluer ver3 l ' avan t du cy l indre , b ien que le p is ton ne soi t pas encore a r r ivé à son 
fond de course . C 'es t l'admission anticipée. 

Les m ê m e s p h é n o m è n e s se r e p r o d u i s e n t sur la face droi te du pis ton, avec ce t t e 
seule différence que l eu r s phases success ives ne c o r r e s p o n d e n t p a s aux pos i t ions 
déjà cons idérées de l ' excen t r ique oa. 

Avec un t i ro i r c o m m a n d é par un seu l e x c e n t r i q u e , la m a c h i n e , u n e fois mise en 
marche tou rne indéf iniment dans le m ê m e sens . P o u r r e n d r e 
le changement de m a r c h e poss ib le , il faudrai t ca ler sur l ' a rbre ovo^ 
moteur deux e x c e n t r i q u e s oa, oa' (fig, 573), s y m é t r i q u e s par . 
rapport à la man ive l l e oA, et d i sposer les choses de m a n i è r e ' : / • · . 
à pouvoir re l ier le t i ro i r avec l 'un ou l ' au t re à vo lonté ; car ,·' s~ \~~^$' 
les diverses phases de la d i s t r ibu t ion , c o m m a n d é e par o a ' 
tournant dans le sens f, son t iden t iques à ce l les qui r é s u l t e n t AS>-
de la commande par oa t o u r n a n t dans le s e n s f, de s o r t e que 
la machine, s u p p o s é e au r epos , se m e t en m o u v e m e n t dans ^ t 

le sens / si l 'on re l ie le t i ro i r à oa, et dans le sens f si on le \ v / y 
relie à oa'. •"' 

De plus, la cour se du t i ro i r e s t égale à 2 oa, e t les d u r é e s Fig. 573. 
des phases de la d i s t r ibu t ion va r i en t avec elle ; e l les dé
pendent aussi de l ' angle Aea . U n e combina i son qui p e r m e t t r a i t de c h a n g e r à volonté 
le rayon de l ' excen t r ique e t son angle de calage donne ra i t donc une dé t en t e var iab le . 
En définitive : 

1° Deux e x c e n t r i q u e s s y m é t r i q u e s par r a p p o r t à la manive l l e mot r i ce , e t d i sposés 
de manière que le t i ro i r pu i s se ê t re c o m m a n d é indi f fé remment par chacun d 'eux, per 
met tent le c h a n g e m e n t de m a r c h e , 

2° Un excen t r i que , d i sposé de m a n i è r e que l 'on pu i s se modifier son angle de ca lage 
et son rayon, a s su re une dé t en t e va r i ab le . 

Ces deux des ide ra t a son t réa l i sés par l 'emploi de la coul isse de S t e p h e n s o n . 

5 6 0 . C o u l i s s e d e S t e p h e n s o n . 

Ce m é c a n i s m e se compose de deux e x c e n t r i q u e s à coll ier égaux , sol idai res l 'un 
de l 'autre e t de m ê m e angle de ca lage , en t r a înés par l ' ess ieu m o t e u r . Nous avons r e 
présenté (fig. 574), les m a n i v e l l e s oA et oA ' auxque l l e s i ls équ iva len t t h é o r i q u e m e n t . 
L'angle AoA' est in fér ieur à 180° (*). Les b a r r e s d ' excen t r iques AB et A ' B ' son t a r t i 
culées en B et B ' aux e x t r é m i t é s d 'une p ièce c i rcu la i re , appe lée coulisse, c r eusée 
d'une r a inure dans laque l le s 'engage un coul isseau D. Ce d e r n i e r es t fixé à un l ev ie r 
FD, qui oscil le au tou r d 'un poin t fixe F du bâ t i . Une biel le E U est. a r t i cu lée en E à ce 
levier, et en U à la t ige du t i ro i r . L ' excen t r ique oA c o m m a n d e la m a r c h e de la ma
chine dans le sens f, pa r exemple , et l ' excen t r ique o A r c o m m a n d e la m a r c h e en sens 
contraire . 

La coul isse e s t s u p p o r t é e pa r une biel le CG, re l i ée au b ras GH d'un levier à t rois 

(*) On appelle avance angulaire d'un excentrique l'angle que forme la manivelle idéale 
qu'il remplace avec la perpendiculaire à la manivelle motrice (fig. 573). L'avance angulaire 
n'est jamais nulle; en la supposant de 30°, AoA' = 120*. 

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



b r a n c h e s , mobi le au tou r d 'un axe fixe H, a p p e l é arbre de relevage. Un second bras Ili 
es t a r t i cu lé à u n e l o n g u e t ige I J . appe lée b a r r e de relevage, re l iée en J au levier de 
changement de marche K J L , m o b i l e au tou r de l 'axe fixe K. En m a n œ u v r a n t ce leviar, 
soit à la ma in , soit par un volant c o m m a n d a n t une v is , le mécan i c i en fait mouvoir le 
sy s t ème L J K I H G C , et l a coul i sse se r e l è v e ou s ' aba isse , modifiant a ins i la position 
re la t ive du coul isseau D. Un con t r epo id s P , fixé a u t r o i s i è m e b r a s d u lev ier GHIP, 
équi l ibre t o u t e s les p i èces de ce s y s t è m e . 

Quand la m a c h i n e e n t r e en m o u v e m e n t , les points B e t B' se dép lacen t comme 
s'ils é t a ien t c o m m a n d é s r e s p e c t i v e m e n t par l e s s y s t è m e s b ie l l e e t manive l l e oAB, 
oA 'B ' . S i donc on aba i sse c o m p l è t e m e n t la coul isse en r a b a t t a n t l e lev ier LJK vers la 
d r o i t e , l a d i s t r ibu t ion de la v a p e u r es t cel le qui c o r r e s p o n d à la m a r c h e dans le sens f, 
pu i sque les po in t s D et B d e v i e n n e n t t r è s vo is ins , et que le t i ro i r es t a lors mené par 
l ' excent r ique oAB. Le r e l è v e m e n t c o m p l e t de la coul isse c o r r e s p o n d à la marche en 
sens con t ra i re . 

V 
F i g . 574. 

Pour une posi t ion m o y e n n e de la coul i sse , le m o u v e m e n t du point D par t ic ipe à la 
fois de ceux de B e t de B ' , e t l'effet p r é p o n d é r a n t es t p rodui t pa r cel le des deux bar res 
d ' excen t r ique d o n t il e s t le p lus r a p p r o c h é . On conçoi t donc que , p o u r t o u t e s l e s po
si t ions d e L A cou l i s se où Le poin t D es t compr i s en t r e C e t B, la d i s t r ibu t ion convient 
à L A m a r c h e dans le s e n s f, ma i s L A d o r é e d e s e s phases var ie ave-c la posi t ion du levier 
de c h a n g e m e n t de m a r c h e . De m ê m e , tou tes les pos i t ions de la cou l i s se dans lesquel les 
1B coul i sseau e s t c o m p r i s e n t r e C e t B ' , s e r appor t en t S, la m a r c h e en s e n s cont ra i re . 
Enfin, quand le coul i sseau D s e t rouve t r è s p r è s du point C, les m o u v e m e n t s oscil la
to i res du t i ro i r s o n t insuffisants p o u r d é c a c h e r les l u m i è r e s d 'admiss ion , e t la vapeur 
n e p é n è t r e p lu s dans le cy l i nd re , La m a c h i n e , a p r è s q u e l q u e s t o u r s , finit par s 'a r rê ter . 
Il es t donc poss ib le , en m a n œ u v r a n t c o n v e n a b l e m e n t la coul i sse , de réa l i se r des dis
t r ibu t ions avec a d m i s s i o n variable, d e m e t t r e la m a c h i n e à l ' a r rê t , ou enfin de ren
ve r se r la vapeu r . 

U n e é tude a t t en t ive des p r o p r i é t é s de la coul isse de S t ephenson a m o n t r é que, 
pour chaque posi t ion d u l ev ie r de c h a n g e m e n t de m a r c h e , le m o u v e m e n t du point D 
est s ens ib l emen t iden t ique à ce lu i qu ' i l p r e n d r a i t BOUS l 'act ion d 'un e x c e n t r i q u e oA ( D, 
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dont le centre A, se ra i t s i t ué , à l ' ins tant où la man ive l l e mo t r i ce oX es t à l 'un de ses 
points mor t s , sur un a r c de ce rc le de g rand rayon (à peu p r è s ass imi lable à u n e droi te) 
passant par A e t A' , e t p a r t a g e r a i t cet a r c d a n s le r appor t d e s s e g m e n t s d é t e r m i n é s 
par le point D su r B B \ L 'angle d e calage et le r ayon d e ce t e x c e n t r i q u e fictif v a r i e n t 
avec la posit ion de la coul i sse , ce qu i co r robore les ind ica t ions s o m m a i r e s données 
ci-dessus, r e l a t ivement aux admiss ions var iab les qui r é s u l t e n t de la m a n œ u v r e de 
l'arbre de re levage . En é tud ian t l a d i s t r ibu t ion qu ' i l p rodu i t , on p e u t r e p é r e r d 'avance 
les posit ions à d o n n e r au lev ier de c h a n g e m e n t d e m a r c h e pour ob ten i r n n e a d m i s 
sion dé te rminée . 

561. E t u d e c i n é m a t i q u e d e l a c o u l i s s e d e S t e p h e n s o n . 

Calculons la v i tesse m du cou l i s seau e n fonct ion de la v i t e s se angu la i r e u d e 
l'arbre o. Le point C d é c r i v a n t un a r c de ce rc le de c e n t r e G, le c e n t r e i n s t a n t a n é de 
rotation de la coul isse s e t r o u v e e n u n cer ta in point M de GC d o n t nous d é t e r m i n e r o n s 
plus loin la posi t ion r i gou reuse . En dés ignan t par w la v i t e s se du point B ' , on a donc 

Vf MB' K ' 

D'autre par t , le c e n t r e i n s t an t ané de ro ta t ion de la biel le fictive A'B' se t r o u v e à l 'in
tersection Q d e s n o r m a l e s oA', MB', aux t ra jec to i res des poin ts A' e t B'. P a r c o n s é q u e n t 

vb' __ QB' 
Va' QA' 

ou, en menan t MN' para l l è le à oA' 

Va' MN' 1 ' 

D'autre p a r t t » ' = u X o A ' (S) 

En mult ip l iant m e m b r e à m e m b r e les égal i tés (1) (2) e t (3), il v ien t 

O A ' 
W = » X M D X - ^ J R ( 4 ) • 

On t rouvera i t de m ê m e , en r a i sonnan t s u r l ' excen t r ique oAB 

oA 
W = a > X M D X - j ^ p (5) 

En égalant les va l eu r s ¡4) e t (5) de vd, on a 

oA oA' 

Cette p ropor t ion m o n t r e que l e s t ro is dro i tes AB, A'B', oM sont c o n c o u r a n t e s . Il 
en résulte que le c e n t r e in s t an tané de ro ta t ion M de la coul isse s e t r o u v e à l ' i n t e r s ec 
tion de la biel le de r e l evage GC, avec la droi te qui jo in t le po in t o au point de r e n 
contre des bar res d ' excen t r i que AB e t A'B' . 

Connaissant la v i t e s se du po in t D, o n t r o u v e fac i l ement cel le du t i ro i r , en consi 
dérant le sy s t ème a r t i cu lé qui l e s uni t . 

La coul isse d e S t ephenson a r e çu de n o m b r e u s e s modificat ions : (coulisse ren
versée de Gooch, eoul isse droi te d'AUan, e t c . ) ; la t h é o r i e de c e s a p p a r e i l s ne diffère 
pas de celle qui p r é c è d e . 
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§ V . — Commande de la distribution dans les machines 
à vapeur à grande vitesse, du Creusot {*}. 

562. MM. S c h n e i d e r et C" ont cons t ru i t pour la c o m m a n d e des dynamos destinées 
à l ' éc la i rage é l ec t r i que par i n c a n d e s c e n c e , une m a c h i n e à v a p e u r à g r ande vitesse, 
p o u r v u e de q u a t r e d i s t r i b u t e u r s . Deux t i ro i r s cy l indr iques T et T", (fig. 575, 578, 580), 
p lacés à la pa r t i e s u p é r i e u r e du cy l indre e t à ses deux e x t r é m i t é s , r èg len t l'admission 
de la v a p e u r ; deux t i ro i r s Cor l i ss U et U', d i sposés à la pa r t i e in fé r ieure , règlent 
l ' é c h a p p e m e n t , de te l le so r te que les p h a s e s de la d i s t r ibu t ion à l 'avant e t à l'arrière 
sont c o m m a n d é e s par des m é c a n i s m e s différents . Le m o u v e m e n t es t donné à ces 
o rganes par un s y s t è m e t r è s i n t é r e s s a n t d ' excen t r iques à co l l ie r e t de t iges articulées, 
dont voici la d e s c r i p t i o n . 

563. C o m m a n d e d e s t i r o i r s d ' a d m i s s i o n . 

U n e x c e n t r i q u e de rayon e t d 'angle de calage va r i ab le s , figuré par la manivelle 
fictive équ iva l en te oA (fig. 575), est 
e n t r a î n é par l ' a rbre o du volant. Sa 
b a r r e e s t a r t i cu l ée en B à une pièce 
M, mobi le au tour du c e n t r e fixe o ( , et 
p o r t a n t deux axes C C ' autour des
que ls p ivo ten t les pe t i t e s biel les CD, 
C D ' . La b ie l l e .CD es t ar t iculée en D 
à une e x t r é m i t é d 'un lev ie r coudé 
D o 2 E , osci l lant au tour de l 'axe fixe o ä ; 
l ' au t re b r a n c h e es t re l iée eu E à la 

Fig. 575. t ige du t i ro i r T. Une disposi t ion ana

logue C'D'O'ÜE ' a s su re la l iaison delà 
t ige du t i ro i r T ' e t du point C L'en

semble du m é c a n i s m e équ ivau t à un double s y s t è m e de t iges a r t i cu l ées , formé par 
oA Boj CDûjE d 'une par t , e t oA B o t C ' D ' o R

2 E ' d ' au t re par t , osci l lant au tour des centres 
fixes oo ( o 2 o ' 2 , e t dans l eque l les ang les B o ( C , ß o , C ' , Do 2 E, D 'o ' A E' s e r a i en t inva
r i ab le s . Son effet es t de t r ans fo rmer la ro ta t ion con t inue donnée à oA par 1 a rbre mo
t e u r , en un m o u v e m e n t rec t i l igne a l te rna t i f de E E ' , qui règle 
l ' admiss ion de la v a p e u r s u r les deux faces du p i s ton . On sa i t 
que l es p h a s e s de la d is t r ibut ion d é p e n d e n t du rayon oA de . · ' " 
l ' excen t r ique m o t e u r et de son angle de ca lage . Pour la i sser 
à ces é l é m e n t s la poss ib i l i té de var ie r , on a monté l ' excen t r i - .' ...... . 
que d 'admiss ion à f ro t t ement doux s u r un second e x c e n t r i q u e | :g"£'. ; _ , a A : 
<z (fig. 576), calé su r l ' a rb re du volant . Le point A peu t ainsi 
se mouvo i r s u r u n e c i rconférence de cen t r e a, et sa d i s t ance .·' 
au poin t o va r ie e n t r e les l imi tes e- f -e ' , e— e'. en dés ignan t _ . . - · ' 
p a r e e t e ' l e s d i s t ances r e spec t i ve s aA, ao. De p lus , l ' angle P i g 

que fo rme oA avec la man ive l l e mo t r i ce change avec la posi
t ion du po in t A. 

Les d é p l a c e m e n t s du point A son t a s su ré s de la façon su ivan te . L 'excent r ique 
d 'admiss ion e s t en t r a îné pa r un po in t N (fig. 578) d 'un ba lanc ie r QQ ' , a r t i cu lé par s e 3 

(*) L e s figures 578 à E82 i n c l u s sont extrai tes du journal Le Génie civil, qui nous a autorisé 
k l e s reproduire . 
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extrémités à deux l ev ie r s QK, Q R ' , dont les c e n t r e s d 'osci l la t ion R et R ' sont i nva r i a 
blement l iés à deux m a s s e s SS' , mobi les au tour des po in t s V V . Sous l 'act ion de la 
force centr ifuge d é v e l o p p é e p a r la ro ta t ion du volant , ces masses pendu la i r e s t e n 
dent à s 'écar ter de l ' a rb re m o t e u r ; e l les m e t t e n t en m o u v e m e n t le s y s t è m e a r t i cu lé 
NQR Q'R' , et p rovoquen t ainsi la ro ta t ion de l ' excen t r ique oA sur l ' excen t r ique p lus 
petit qui le suppor t e . Deux r e s s o r t s an tagon i s tes re l ien t les m a s s e s S S ' à des poin ts 
fixes du volant , e t c o m b a t t e n t l'effet de la force cent r i fuge , de sor te que le dép lace 
ment du point N es t d ' au tan t p lus p rononcé que le m o u v e m e n t de la m a c h i n e e s t p lus 
rapide. Ces masses jouen t donc le rô le de r é g u l a t e u r . 

564. C o m m a n d e d e s t i r o i r s d ' é c h a p p e m e n t . 

Un second e x c e n t r i q u e , de rayon e t d 'angle de ca lage c o n s t a n t s , e s t en t r a îné 
par l 'arbre du volant . Sa b a r r e 
FG (fig. 577-580) es t a r t i cu l ée 
en G à une p ièce t r i angu la i r e X, 
mobile au tour de l 'axe fixe o 3 . 
Deux bielles HK, H ' K ' t r a n s 
mettent le m o u v e m e n t osci l la
toire de X à des manive l l e s o 4 K, 
o'iK' sol idaires des t i ro i r s d 'é
chappement. L 'émiss ion de la Fig- 577. 
vapeur se fait toujours d ' après 
les mêmes lois, que l le que soi t l ' a l lure de la m a c h i n e . 
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565. E p u r e s d e d i s t r i b u t i o n . 

L e s figures 584 et 585 r e p r é s e n t e n t les cou rbes d 'admiss ion , et les figures 587, 588 
les courbes d ' é c h a p p e m e n t , en p r e n a n t p o u r absc i s se s les c o u r s e s du piston et pour 
o rdonnées cel les du t i ro i r . Les o r ig ines des e spaces se r a p p o r t e n t aux pos i t ions qu'oc
c u p e n t les é l é m e n t s du s y s t è m e quand le p is ton es t à son fond de cou r se avant ; la 
man ive l l e mot r i ce es t a lors à son po in t m o r t de g a u c h e . Dans l ' épu re 583, relative à 
l ' admiss ion , on a t r a n s p o r t é l ' a rb re m o t e u r , l ' excen t r ique oA et la manive l l e motrice 
p a r a l l è l e m e n t à eux -mêmes ju squ ' au po in t B 0 , p o u r r é d u i r e les d imens ions du dessin. 
A cause de la g rande l o n g u e u r de la b a r r e d ' excen t r i que , l es pos i t ions successives 
du poin t B se t r o u v e n t s e n s i b l e m e n t à l ' i n t e r sec t ion de la c i r confé rence 0[B avec les 
o r d o n n é e s t r a c é e s pa r les pos i t ions c o r r e s p o n d a n t e s du point A. On a a insi déterminé 
de p r o c h e en p roche 16 pos i t ions des po in t s B,C,D,E. Cel les du po in t E fournissent 
les c o u r s e s du t i ro i r . Les c o u r s e s du p i s ton sont o b t e n u e s de la m ê m e maniè re , en 
cons idé ran t les posi t ions s u c c e s s i v e s du bou ton Y de la man ive l l e m o t r i c e . L'angle 
de ca lage de l ' excen t r ique oA a é té s u p p o s é de 30°. 

Les figures 586, 587, 588, r e l a t ives à l ' é c h a p p e m e n t , on t é té c o n s t r u i t e s de la même 
man iè re que les p r é c é d e n t e s . L 'angle de ca lage de l ' e x c e n t r i q u e es t de 135°, 
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C H A P I T R E X X I 

SYSTÈMES DIVERS DE TIGES ARTICULÉES 

§ I . — Machine verticale à mortaiser, système Guilliet. 

566. Cet te m a c h i n e offre un e x e m p l e i n t é r e s s a n t de la p roduc t ion d 'un m o u v e 
ment rec t i l igne a l te rna t i f à cou r se va r iab le pa r l ' emplo i de t iges a r t i cu l ée s . Le p o r t e -
outil 1·' (flg. 5 8 9 ) , m o n t é s u r un cha r io t mobi le d a n s les coul i sses G, es t c o m m a n d é 
par une bielle DE, a r t i cu l ée en D à l ' ex t r émi té d'un pe t i t ba lanc ie r CD p ivo tan t au tour 
de son milieu ot. Ce b a l a n c i e r e s t mis en m o u v e m e n t par un s y s t è m e de deux b ie l les 
inégales, BC et AB, don t la d e r n i è r e es t en t r a înée par une man ive l l e oA, qui reçoi t 
un m o u v e m e n t de ro ta t ion uni forme par l ' i n t e rméd ia i r e d 'une poul ie calée s u r son 
arbre. L ' e x t r é m i t é B de la b ie l l e AB es t r e l i ée , par un levier B o 2 , à un c e n t r e o 2 que 
nous suppose rons p r o v i s o i r e m e n t fixe. Quand la poul ie mot r i ce e n t r e en m o u v e m e n t , 
le point B se dép l ace s u r un a r c de ce rc l e de cen t r e o 2 , e t t ou tes les t i ge s d u m é c a 
nisme jusqu 'à DE a c c o m p l i s s e n t des osci l la t ions qui i m p r i m e n t au cha r io t un m o u v e 
ment rec t i l igne a l ternat i f . P o u r fixer l es l imi te s de sa course , il suffit de c h e r c h e r les 
positions e x t r ê m e s du po in t E . Cel les-ci c o r r e s p o n d e n t é v i d e m m e n t aux in s t an t s où 
les direct ions oA et AB sont confondues ou o p p o s é e s . La d i s t ance oB é t an t égale , 
dans le p r e m i e r c a s , à la différence AB — oA, et , dans le second, à la s o m m e AB + o A, 
les posit ions l imi te s B et B 0 du po in t B se t r o u v e n t à l ' i n t e r sec t ion de la c i rconfé
rence o 2 B, de cen t r e o 2 , avec deux a rcs de cerc le de cen t r e o et de rayons respec t i f s 
AB — oA, AB + oA. On en d é d u i t a i s é m e n t les pos i t ions c o r r e s p o n d a n t e s CoD, C(,OiDo 
du balancier , et la c o u r s e E E 0 du char io t . 

Afin de pouvo i r modifier ce t t e d e r n i è r e su ivan t la p rofondeur de la mor t a i se à 
creuser, l 'axe oî e s t po r t é par u n e b r a n c h e o 3 o 2 d 'un t r ip l e l ev ie r r ig ide H o 3 o 2 K, mo
bile au tour du c e n t r e fixe o 3 . La seconde b r a n c h e o 3 K es t r e l i ée pa r u n e t r ing le KL à 
un levier à péda le MN", qui p e u t ê t re fixé à d i S é r e n t e s h a u t e u r s su r le s u p p o r t Q. La 
troisième b r a n c h e o 3 H por te un con t r e -po ids P , qui équ i l ib re t ou t le s y s t è m e . L o r s 
qu'on élève le l ev ie r MN, le po in t o 2 s 'é lève auss i , et l 'arc de cerc le s u r lequel se m e u t 
le point B se r a p p r o c h e de l 'hor izonta le . L ' amp l i t ude de l 'osci l lat ion du ba lanc ie r CD 
diminue, ainsi q u e la cou r se du char io t . Les pos i t ions l imi tes E Q E J du point E , dé t e r 
minées sur la figure 5 9 0 p a r l e s cons t ruc t ions i nd iquées p r é c é d e m m e n t , m o n t r e n t que 
la course de l 'out i l a va r i é de 160 ^'m à 125 m /m. Ce t te r éduc t i on es t d ' au tan t p lus 
grande que le l ev ie r MN es t p lu s r e l e v é . 

Cherchons l ' e x p r e s s i o n de la v i t e s se v du char io t , à un i n s t an t q u e l c o n q u e , en 
fonction de la v i t e s s e angu la i re w de la man ive l l e oA, supposée cons t an t e . So ien t 
Va, vb, Vc, vd, les v i t e s s e s d e s po in t s ABCD. Le c e n t r e i n s t an t ané de ro ta t ion T de la 
bielle D E (fig. 591) e s t au poin t de r e n c o n t r e d e CD et de la p e r p e n d i c u l a i r e en E à la 
direction du m o u v e m e n t r ec t i l igne . On a donc 

_v_ _ TE_ 

vd ~ TD 

ou, en menan t o ^ para l lè le à TE 
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Fig 590. 
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•ou, en t raçan t la para l lè le OJ.T à otG 
Vc 

Vb 

En cons idérant le cen t re i n s t an t ané de rota t ion t t de AT5 (situé aussi en dehor s des 
limites du dessin) , on a encore 

Va RA 

ou, en menan t la pa ra l l è l e o t j à RB 

Enfin 

1)6 

Va 

olT 

oA 

L I « = ( I ) X O A (5) 

En mul t ip l ian t m e m b r e à m e m b r e les éga l i tés (1), (2), (3), (41, (5), il v ient , après 
simplifications , ., 

, _ "» ^ o, I X o . 2 J X oU 
V — o,"D X fljB 

(Jette express ion mon t r e que la v i tesse de l'outil es t p ropor t ionne l l e à 

Qi 1 X o a J X oU 
o 2 B 

On a r e p r é s e n t é (fig. 592) les lois g raph iques du m o u v e m e n t de l 'outi l , en p r e n a n t 
pour or igines des t e m p s et des e spaces cel les qui se r a p p o r t e n t au d é b u t de la course, 
descendante (pér iode de t ravai l ) , A ce t ins tan t , le point B es t en B 0 , à une d i s t ance du 
centre o égale à AB — oA, et le point A es t en A 0 s i l r o B (fig. 591). Aprè s avoir p a r 
tagé la c i rconférence oA en hui t par t ies éga les , à pa r t i r de A 5 , on a s u c c e s s i v e m e n t 

Fig. 592. 

déterminé les pos i t ions co r r e spondan te s des points B, C, D, E. On a ensu i te p o r t é , 
pe rpend icu la i rement à un axe des t e m p s pa r t agé en hu i t pa r t i e s éga les , des o rdonnées 
égales aux d i s t ances E u 1, E ( ) 2 . . . du point E à sa posi t ion in i t ia le , ce qui a donné, la 
courbe des e spaces f l l ' 2 ' 3 ' . . . 8, dont on a dédu i t la cou rbe des v i t esses 01 "2" . . . par la 
méthode généra le . La figure m o n t r e que le m o u v e m e n t du point E es t à peu p r è s s i 
nusoïdal, et que ses deux p h a s e s sont s ens ib l emen t s y m é t r i q u e s . 
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§ II. — Pantographe. 

567. Le pan tog raphe , employé par les de s s ina t eu r s pour amplifier ou r édu i re une 
figure dans un r appor t donné , se compose e s sen t i e l l emen t d'un pa r a l l é l og ramme ar
t iculé ABCD (fig. 593), don t deux côtés adjacents AC, AB. sont p ro longés respec t ive
men t jusqu 'en a e t M ; l es d imens ions des ba r r e s ACo, ABM, sont te l les que les trois 
points oDM sont en l igne dro i te . Nous al lons d 'abord m o n t r e r que , si ce t te condition 

es t supposée r empl i e pour une posi t ion part icu
l ière du s y s t è m e , elle l 'es t e n c o r e quel les que 
so ien t ses dé format ions . On a en effet, par hypo-
t b è s e 

oO oA 
C u ~~ T C V T 

Cet te p ropor t ion subs i s t e à chaque ins tant , 
pu i sque ses t e r m e s sont i nva r i ab le s ; comme, 
d ' au t re par t , le quadr i l a t è re ABDC est toujours 
un p a r a l l é l o g r a m m e , les t r i ang les oCD, oAM 
r e s t e n t s emblab les , e t la l igne oDM ne cesse pas 
d 'ê t re d ro i te . De plus , la p ropor t ion 

oD oC 
oM oA 

mon t r e que le r appor t ^ r e s t e cons tan t , Si donc , ayan t fixé le point o, on fait décr i re 

au point M une ce r t a ine l igne S, le po in t D t r ace une l igne S' , h o m o t h é t i q u e de la pre

mière par r appor t au poin t o, avec p o u r r appor t d ' h o mo t h é t i e . 

Pour faire des dess ins à d ive r ses éche l l e s , il suffit de d é p l a c e r les po in t s d 'art i
culation B et C, tous les au t re s r e s t an t fixes, en ayan t soin que les points oDM res ten t 
en l igne droi te . Dans la p r a t i que , l es a r t i cu la t ions sont formées par des vis de press ion, 
que l'on in t rodu i t dans des t rous n u m é r o t é s p e r c é s dans l ' épa i s seur des t iges . Pour 

t r a ce r ces g radua t ions , on p rocède de la façon su ivan t e . Soit — le r a p p o r t d 'homo

thét ie à obtenir ; on a, d ' après ce qui p r é c è d e 

_oC__ _DC _ oD _ m 
oA AM ' oM p 

Les points o, A et M re s t an t fixes sur les deux t iges qui abou t i s sen t en A, les t e rmes 
')A et AM sont cons t an t s ; les t e r m e s i nconnus oC et DC son t d é t e r m i n é s par les relat ions 

^ . m. 
o C = o A X 

P 

D C = A B ^ A M X 
P 

Le point fixe o es t cons t i tué pa r u n e pointe ou une masse p e s a n t e ; on in t rodui t , 
dans des t rous p e r c é s en D et M, une poin te sèche et un crayon, don t l'un sui t le mo
dèle à r e p r o d u i r e ; l ' au t re en t r ace une r éduc t ion ou un a g r a n d i s s e m e n t , se lon que le 
crayon est placé en D ou eu M. 
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ij m. — Systèmes articulés à tiges flexibles. 
563. On emploie souven t , pour la commande des m a r t e a u x de forge, des b ie l les ou 

des balanciers flexibles, cons t i tués 
par des ressor t s à l ames mul
tiples. Dans les m a r t i n e t s «Ajux», 
par exemple (fig. 594) un mouve 
ment de rota t ion uni forme est 
communiqué à un p la teau A, en 
un point duquel est a r t i cu lée une 
bielle 110, formée de deux lames 
juxtaposées r éun ies à l eu r s ex t r é 
mités. Un ba lancier à r e s so r t s CD, 
articulé à la biel le en 0 , s u p p o r t e 
en D la masse pesan te M, et osci l le 
autour d'un axe fixe o. La par t ie 
oD est t rès l l ex ib l e ; l 'autre par t ie 
oC, cont iguë à la b ie l le , es t plus 
courte et plus r ig ide . 

Pour é tud ie r l'effet de ce t te 
disposition, su ivons le p la teau A 
pendant un tour , s'efEectuant par exemple dans le sens f, à pa r t i r de l ' ins tant où la 
masse vient de frapper sur l ' enc lume (fig. 595). La manive l l e mot r i ce , p a r t a n t de son 
point mort supé r i eu r , t i r e la b ie l le vers le bas ; à cause de l ' iner t ie du s y s t è m e 
CoDM, les deux lames 130 dev i ennen t para l lè les , et fonc t ionnent c o m m e un t i r an t 
rigide, en nr jme t e m p s que le ba lanc ie r s'infléchit ve r s l ' enc lume , ce qui évi te un 
choc au c o m m e n c e m e n t de la course a scendan te du mar t eau . 

Dès que la manive l le mo t r i ce a dépassé son point mor t in
férieur, la bielle lîC est r e p o u s s é e ve r s le hau t , t and i s que la 
masse M, en ra i son de son ine r t i e , cont inue à s 'é lever . Ce t t e 
circonstance a pour résultat , de bander le ba lanc ier à ressor t , et 
d 'écarter les deux l a m e s BC, de sor te que le sy s t ème p rend la 
disposition ind iquée figure 596. Auss i tô t que la frappe M com
mence à d e s c e n d r e , le s y s t è m e BCoD rep rend sa forme normale , 
e t l a dé ten te des r e s s o r t s ajoute son effet à celui que la manive l le 

Fig. 501. 

Fig. 595. Fi-'. 597 
motrice exe rce sur le ba lanc ie r pa r l ' in te rmédia i re de la biel le . En r é s u m é , la cons
truction spécia le du ba lanc ie r et de la biel le p e r m e t de réa l i se r : 

1° Une g rande é las t ic i té de m a r c h e , sans chocs su r les o rganes de c o m m a n d e au 
c o m m e n c e m e n t des c o u r s e s a s c e n d a n t e s de la frappe ; 
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2° Un acc ro i e m e n t de la force des coups ba t tus par une frappe d'un poids donné, 
g r â c e à l ' éne rg ie e m m a g a s i n é e par les r e s so r t s . 

L a force d e s coups d é p e n d é v i d e m m e n t de l 'angle fo rmé pa r les posi t ions ex
t r ê m e s du ba lanc ie r , c ' e s t -à -d i re de la l ongueu r de la man ive l l e mo t r i ce constituée 
p a r le p l a t eau A et le po in t d ' a r t i cu la t ion B. P o u r faire va r ie r ce t t e l ongueur , on attelle 
l a l û e l l e à un d i sque B (flg. 5*97), que Ton peu t ca ler plus ou m o i n s exeont r iquement 

su r le p la teau A, ce qui modifie la d i s t ance du po in t "B à l'axe de 
ro ta t ion. 

Enfin, la d i s tance du m a r t e a u à l ' e n c l u m e au m o m e n t où le 
coup es t frappé doit ê t re rég lée d ' ap rès la h a u t e u r d e la pièce à 
forger. Dans ce but , la biel le es t a r t i cu l ée au ba lanc ie r par l'in
t e r m é d i a i r e d 'un é t r i e r à coul isses E(fig.5'J8), qu i p e r m e t défaire 
va r i e r sa longueur , e t d ' appropr ie r la m a c h i n e aux t r a v a u x qu'elle 
doit exécu te r . 

Citons encore comme exemple de t r a n s m i s s i o n pa r balan
c ie rs flexibles, les m a r t i n e t s c ing l eu r s « Excelsior » (fig. 599) ; 
le mar t eau D es t fixé s u r un m a n c h e e n bois A, mobi le autour 
de tour i l lons s u p p o r t é s par les pa l i e r s fixes o ; la queue du man

che « s i r e l i ée à l ' e x t r é m i t é 0 d 'un r e s so r t CFE, mobi le au tou r des tour i l lons G ; 
l ' a u t r e - e x t r é m i t é du r e s s o r t es t a r t i cu l ée a u n e bie l le , a t t e l ée e l l e -même à un excen
t r i q u e à c o u r s e va r i ab le mon té sur l ' a rbre de c o m m a n d e . Celui-ci , auque l le mou
v e m e n t est donné par une pa i re de poul ies fixe e t folle P, e n t r a î n e en ou t re avec lui 

l-'ig. 598. 

Fig. 599 

u n fort volant V. La ro ta t ion de l ' a rbre m o t e u r donne aux s y s t è m e s E F C , BoA, des 
m o u v e m e n t s osc i l la to i res don t l'effet e s t de faire f rapper u n coup du mar t eau sur 
l ' enc lume à -chaque tour des poul ies P. On reconna î t a i s é m e n t que , co mme dans le 
cas p r é c é d e n t , l ' é las t ic i té du r e s so r t EFC ajoute son effet à celui du m o u v e m e n t 
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moteur pour a u g m e n t e r la force des coups . Ce t t e d e r n i è r e d é p e n d en out re de l 'am
pli tude des osci l la t ions du m a r t e a u , et , pa r su i te , de la cou r se de la b ie l le ; on p e u t la 
faire var ie r en t r e ce r t a ines l imi tes , en rég lan t le rayon de l ' excen t r ique de c o m m a n d e . 

Enfin, la h a u t e u r du m a r t e a u au -des sus de l ' enc lume à l ' i ns tan t où le coup va ê t r e 
frappé doit ê t r e modifiée su ivan t l e s p i èce s à façonner . On p e u t a r r i ve r à ce r é s u l t a t en 
changeant la l ongueu r de la b ie l le ; mais c o m m e ce r ég lage ne p e u t se faire qu 'au 
repos , et que la p ièce d iminue g r a d u e l l e m e n t d ' épa i s seur p e n d a n t le t rava i l , il es t 
nécessai re de c o m p l é t e r ce t t e d ispos i t ion pa r u n e au t r e qui pu i s se fonct ionner en 
marche . Dans ce bu t , les tou r i l lons du r e s so r t EFC s o n t m o n t é s s u r des e x c e n t r i q u e s , 
munis de s e c t e u r s d e n t é s G ; en ag i s san t s u r ces s e c t e u r s p a r l es man ive l l e s M e t les 
engrenages v is ib les en p lan (fig. 599), on é lève ou on aba isse l 'axe d 'osci l la t ion du 
ressort , ce qui modifie la h a u t e u r de f rappe . 

Cet appare i l e t le p r é c é d e n t p e r m e t t e n t , au moyen d 'une fourche t t e d ' embrayage 
qui fait passer r a p i d e m e n t la cour ro ie de c o m m a n d e de la poul ie fixe à la pou l i e folle, 
ou vice-versa, de r éa l i s e r t ou t e s les v i t e s ses de frappe compr i se s e n t r e des coups 
isolés, et un m a x i m u m de 400 coups par m i n u t e . 
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CHAPITRE XXII 
EN CLIQUET AGES 

569. Les enc l i que t ages son t des m é c a n i s m e s des t i né s à t r a n s f o r m e r le mouve
ment c i rcula i re a l ternat i f d 'un l ev ie r en un m o u v e m e n t c i rcu la i re ou rec t i l igne inter-
mi t ten t^dont le sens r e s t e invar iab le . Il en exis te de deux so r t e s : 

1° Les encliquetages à dents : 
2° Le.s encliquetages a arc-boutement. 

Nous déc r i rons d 'abord les p r e m i e r s . 

fcj I. — Encliquetages à dents. 

Fie. eoo. 

570. E n c l i q u e t a g e à s i m p l e ef fet . 

Les enc l ique t ages à den t s sont à s imple ou à double eflet, su ivan t que le mouve
ment osc i l la to i re m o t e u r en t ra îne l 'organe m e n é p e n d a n t une seu le de ses courses 
a l te rna t ives , ou p e n d a n t tou tes les deux . 

Un levier m o t e u r L (fig. 0 0 0 ) oscil le l i b r e m e n t autour 
d e l ' a rbre à condu i re o, su r l eque l es t calée une roue R à 
den t s inc l inées , di te roue à rocket. En un point fixe o' du 
l ev ie r e s t a r t i cu l ée u n e p ièce r e c o u r b é e C, appe lée cliquet, 
qui est m a i n t e n u e en con tac t avec la roue à roebe t par un 
r e s s o r t M, e t s ' engage en t r e ses d e n t s . Les faces sur l es 
que l l e s son e x t r é m i t é v i en t s ' appuyer son t rec t i l ignes , et 
cons t i t uées le plus souven t par des r ayons ; les faces op
p o s é e s sont cou rbes , e t de profil que l conque . Lorsqu 'on 

m a n œ u v r e le l ev ie r dans le sens f, le c l ique t v ien t b u t e r sur une dent , ce qui rend 
m o m e n t a n é m e n t les pa r t i e s du m é c a n i s m e sol idai res les unes des a u t r e s , et p rovoque 
l ' en t r a înement de la roue R. La sol idar i té cesse dès le débu t de la course du levier 
en sens con t ra i re ; le c l ique t g l i ssant a lors su r les faces courbes des den t s , la roue à 
rochet est abandonnée à e l l e - m ê m e . P o u r la ma in t en i r dans la posi t ion qu 'e l le vient 
d 'acquér i r , on d i spose sur un axe fixe o" un cliquet d'arrêt C , qui e m p è ; h e la rota
tion i nve r se . Ce t t e d ispos i t ion es t u t i l i sée dans ce r t a ines foreuses à la main. 

571. E n c l i q u e t a g e à d o u b l e ef fet , o u l e v i e r d e L a g a r o u s s e . 

Il es t combiné de man iè re que l ' en t r a înement de la roue à roche t se produise 
pendan t les deux p h a s e s du m o u v e m e n t al ternat if mo teu r . Le lev ier L osci l le au tour 
d'un axe fixe I (fig. 60li para l lè le à celui de la roue à roche t , et 
por te deux c l ique t s C ( e t C 2 , mobi les a u t o u r d e tour i l lons o t e t o 2 

s i tués de par t e t d ' au t re du point I. Il su i t é v i d e m m e n t de là 
que, quand l 'un des poin ts ot o 2 se r a p p r o c h e de la roue à r o c h e t ; 
l 'autre s'en é lo igne , e t que les deux c l ique t s fonc t ionnen t cha
cun pendan t l 'une des courses du lev ier de c o m m a n d e . Si l'on 
m a n œ u v r e celui-ci dans le sens f, sa so l idar i t é avec la r o u e R 
est a s s u r é e pa r le c l iquet C 2 , e t le c l ique t C ( g l isse su r l es p ro 
fils courbes des den t s qui p a s s e n t devan t lui ; dans la m a n œ u v r e 
inve r se , c 'es t le c l iquet C] qui t r a n s m e t le m o u v e m e n t . La rota-
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tion de l 'axe o s 'effectue toujours dans le sens /", e t l'on conçoi t la poss ibi l i té de 
dé te rminer pour les p ièces des d imens ions te l les , qu'il n 'y ait pas d ' i n t e r m i t t e n c e s 
sensibles . 

Comme dans l 'apparei l à s imp le effet, un c l iquet d 'a r rê t C 3 b loque la roue p e n d a n t 
les i n t e rmi t t ences , ou p e n d a n t les a r r ê t s du levier mo teu r . 

572. P r e s s o i r à l e v i e r m u l t i p l e d e M M . M a b i l l e . 

Une disposi t ion ana logue au lev ier de Lagarousse e s t u t i l i sée dans ce r ta ins p r e s 
soirs, pour c o m m a n d e r la ro ta t ion de l 'écrou qui , en t o u r 
nant au tour de la vis cen t r a l e , v ien t c o m p r i m e r la s u b s 
tance con tenue dans la c la ie . Dans le p resso i r Mabille, 
l 'écrou es t sol idai re d 'une roue à t r ous R (fig. 602), dont 
on p rovoque l a ro ta t ion en ag i s san t su r un levier L, mobile 
autour de l 'axe D s u p p o r t é par une p ièce A, appe lée cra
paud, dont nous p a r l e r o n s t o u t à l ' h eu re . Le lev ier m o 
teur est t e r m i n é par deux b ras E et E', a r t icu lés aux axes 
indépendan t s o et, o ' ; des c lave t t es en ac ier G et G' ap
pelées valets, t a i l l ées en biseau à l eu r pa r t i e in fé r ieure , 
se main t i ennen t par l e u r p r o p r e poids dans des t rous pe r 
cés aux e x t r é m i t é s des b r a n c h e s E, E', et pénè t r en t dans 
ceux de la roue R qui v i ennen t , pa r le j eu du s y s t è m e , 
se p ré sen t e r en de s sous . Fig. 00?. 

Supposons que , le c rapaud et l 'axe D é tant fixes, l 'on 
agisse sur le lev ier L dans le sens f ; l'axe o du bras E s ' avance ve r s la d ro i t e de la 
figure, tandis que l 'axe o ' s e recu le ve r s la gauche . Les deux va l e t s é tan t t o u r n é s 
comme il es t i nd iqué , le b r a s E pousse la roue H et l 'écrou dans le s e n s f ; en m ê m e 
temps, le vale t G 1, don t le b i seau gl isse sur le bord du t rou de la roue qu i le con t ien t , 
est r amené en a r r i è r e pa r le bras E', j u s q u ' à ce qu'il r e n c o n t r e un a u t r e t rou dans 
lequel il tombe . P e n d a n t le r e t o u r du l ev ie r moteur , l es m ê m e s p h é n o m è n e s se r e 
produisent , mais les ac t ions des bras E, E ' et des va le t s c o r r e s p o n d a n t s sont in te r 
vert ies ; les m o u v e m e n t s so l ida i res de la roue H et de l ' écrou s ' accompl i s sen t ainsi 
à peu près sans i n t e r m i t t e n c e s . -

L'axe du l ev ie r L a é té s u p p o s é fixe, Ce t te condi t ion ne peu t é v i d e m m e n t pas 
être rempl ie , pu i sque tou t le m é c a n i s m e de commande doit, co mme la roue à t rous , se 
déplacer p a r a l l è l e m e n t à l 'axe de la v is . Pour r e n d r e ce m o u v e m e n t poss ib le , on dis
pose les choses de te l le m a n i è r e que le c rapaud soit sol idai re de l ' écrou dans son 
mouvement de t rans la t ion , et i n d é p e n d a n t de lui dans son m o u v e m e n t de ro ta t ion. Il 
suffit pour cela de p lacer sur l 'écrou un épau l emen t P , qui s ' engage dans une r a i n u r e 
correspondante du c rapaud . Tan t que l 'écrou n 'es t pas venu en con tac t avec la subs
tance à p r e s s u r e r , le c r a p a u d fait bloc avec lui à cause de son po ids , e t tout l ' ensemble 
descend le long de la vis dans un m o u v e m e n t hél icoïdal : à un ce r t a in m o m e n t , le 
frottement dé t e rminé par la p ress ion immobi l i se le c rapaud , qui , à p a r t i r de cet ins
tant, ne par t ic ipe p lus qu 'au m o u v e m e n t de t rans la t ion . 

573. E n c l i q u e t a g e s m u e t s . 

Dans les enc l ique tages que l 'on v ien t d 'é tudier , le c l iquet ne p e u t pa s se r d 'une 
dent de la roue à roche t à une au t r e qu 'en r e t o m b a n t à chaque fois dans les c reux , ce 
qui occasionne un brui t dé sag réab le . Un g rand n o m b r e de d i spos i t ions ont é té i m a 
ginées pour r e m é d i e r à ce t i n c o n v é n i e n t : on leur donne le nom géné ra l d ' ench 'que -
tages muets. Nous en déc r i rons deux . 

Dans cel le que r e p r é s e n t e la figure 603, l 'axe D du c l iquet es t s u p p o r t é par une 
pièce coudée , folle su r l ' a rbre o de la roue à roche t . Sur la seconde b r a n c h e de ce t t e 
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pièce son t i m p l a n t é s deux t a q u e t s B e t B', en t re l e s q u e l s passe le l ev i e r moteur. 
Enfin, celui-ci e s t relié au c l ique t par une pe t i t e b ie l l e A. Q u a n d on m a n œ u v r e le 
lev ier dans le s e n s f. la t rac t ion de' la biel le r a p p r o c h e le c l ique t de la roue, et 
l ' e n t r a î n e m e n t se p rodu i t . Dans le m o u v e m e n t c o n t r a i r e , Ja b ie l le A sou lève le cliquet 
qui se dégage de la d e n t u r e ; à par t i r de l ' ins tant où le l ev i e r t o u c h e le bu to i r B, la 
p ièce coudée fait co rps avec lui, e t r a m è n e le c l ique t en a r r i è r e , pu is le m ê m e jeu 
r e c o m m e n c e à c h a q u e doub le osci l la t ion. 

L a figure COi r e p r é s e n t e un enc l ique tage m u e t d a n s leque l l e s c l ique t s s 'engagent 
dans la d e n t u r e ou s 'en dégagen t par f ro t t ement . L a r o u e à roche t , d o n t le plan est 

hor izonta l , es t den tée intér ieu
r e m e n t , e t forme u n e sor te de 
boî te s u r le fond de laquel le 
r e p o s e n t p l u s i e u r s cliquets 
CiC^C-t. Ceux-ci p ivo ten t dans 
d e pe t i t e s cav i tés c r eusées dans 
u n e p ièce P, folle sur l 'axe o 
d e la roue . Quand ce t t e pièce 
t o u r n e d a n s le s e n s f, les cli
q u e t s , qui o c c u p e n t d 'abord des 

Eig. G03. Eig- (¡01. pos i t ions a n a l o g u e s à C',, se 
r e l è v e n t à cause du l éger frot

t e m e n t qui s ' e x e r c e e n t r e eux e t le f o n d de la r o u e ; ils p é n è t r e n t a insi d a n s les creux 
de la d e n t u r e , e t l ' e n t r a î n e m e n t de R se p rodu i t dans le sens f. L o r s q u e la pièce P 
t o u r n e dans le s e n s de f, le f r o t t e m e n t r a m è n e les c l i que t s dans des pos i t ions ana
logues à C' , , e t le m o u v e m e n t de l a roue s ' a r r ê t e . 

Ces m é c a n i s m e s son t e m p l o y é s dans ce r t a ins d r i l l e s , dans des m a c h i n e s à fau
c h e r le gazon, e t c . . . L 'axe o p e u t ê t re hor izonta l ; c ' e s t a lors le poids des cl iquets 
qui les a m è n e dans la pos i t ion convenab le p o u r a s s u r e r la so l ida r i t é de la roue et de 
la p ièce P t o u r n a n t dans le s e n s f. 

574. R e m a r q u e . — Avec les enc l ique t ages à l ev ie r , l ' amp l i t ude du m o u v e m e n t 
m o t e u r es t n é c e s s a i r e m e n t assez faible, s i l 'on veu t que l 'ouvr ie r n 'a i t pas à se dé
p lace r . Dans l e m é c a n i s m e p r é c é d e n t , au con t r a i r e , le m o u v e m e n t m o t e u r pourra i t 
c o n s e r v e r indéf in iment le T n ê m e s e n s . Ce c a r a c t è r e s e r e t r o u v e dans les enc l ique
t ages à a ro -bo j i t emen t . 

§ II. — Encliquetages a arc-boutement. 

575. Nous d é c r i r o n s s e u l e m e n t l ' e n c l i q u e t a g e Dobo, qui e s t 
le type de ces appa re i l s . 

Le m o u v e m e n t m o t e u r e s t donné à u n e poul ie R (fig. 605), 
c o m p l è t e m e n t év idée , d a n s l ' i n t é r i eu r de l aque l le e s t logé un 
d i sque S, so l ida i re de l ' a rb re à condu i r e . La liaison e n t r e ces 
deux o rganes e s t a s s u r é e par des sor tes de s ec t eu r s M, mobi les 
a u t o u r de pe t i t s axes C i m p l a n t é s dans le d i sque S ; l e u r s p ro 
fils IJ , qui sont des a r c s de c e r c l e s de "rayon un p e u p l u s cour t 
que celui de l ' anneau R , s ' appu ien t s u r ce d e r n i e r s o u s l ' ac t ion 
des r e s s o r t s r. Enfin, o n a d i sposé les choses de m a n i è r e q u e , A 
d é s i g n a n t le po in t de con tac t de l 'un des s e c t e u r s avec R, on a i t 
la re la t ion 

o A < o C + C A (1) 

e t que l 'angle oAC soit in fér ieur à l 'angle de f ro t t emen t . 

j i g . r>03. 

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



Supposons que la poulie R t ou rne dans le sens f ; le m o u v e m e n t relatif du d i sque S 
consiste en une rota t ion do sens cont ra i re au tour de l 'axe o, qui ind ique la d i r e c t i o n 
tp dans l aque l l e l e g l i s s e m e n t relat if de M su r R t end à se p r o d u i r e . On sai t q u e la 
réaction de R su r M est inc l inée sur la no rma le Ao, dans le sens opposé au g l i sse
ment, d 'un angle égal à l ' ang le de f ro t t emen t ; elle p r e n d donc une d i rec t ion te l le 
que AF, et la re la t ion (1| m o n t r e que le m o u v e m e n t relatif du s e c t e u r ne p e u t pas 
s 'accompli r : l ' a r c -bou tement qui se p rodu i t r e n d chaque s e c t e u r so l ida i re de l ' anneau 
moteur, e t l ' a rb re o se t r o u v e e n t r a î n é . La t r ansmis s ion ce s se d è s que le m o u v e 
ment de R c h a n g e de sens , ca r a lors la réac t ion F "passe du côté opposé de Ao, et 
tend à éca r t e r les s e c t e u r s de la surface i n t é r i e u r e de l ' anneau. Ils son t d 'a i l leurs 
imméd ia t emen t r a m e n é s en con tac t a v e c el le p a r les r e s s o r t s r, de so r t e que l e m é 
canisme se t r ouve p r ê t à fonct ionner dès que le m o u v e m e n t m o t e u r r e p r e n d son 
sens primitif. 
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A P P A R E I L S 
S E R V A N T A L ' O B S E R V A T I O N D E S M O U V E M E N T S 

C H A P I T R E X X I I I 

COMPTEURS DE TOURS 

576. Le conduc t eu r d 'une mach ine a s o u v e n t i n t é r ê t à en conna î t re la v i t e s se , soit, 
comm e dans les chemins de i'er, pa rce qu 'e l l e ne doit fias dépas se r les l imi tes impo
sées par des ra i sons de s écu r i t é , soi t pa rce que la v i t e s se de l 'outil qu 'e l le met en 
jeu ne doit pas au con t r a i r e , t o m b e r au-dessous d 'un cer ta in m i n i m u m , fixé par la 
r é s i s t ance qu 'oppose la ma t i è r e à son t r ava i l , soit encore pour ca l cu l e r son rende
ment , e t c . . . On a donc é té condui t à imag ine r des appare i l s p r o p r e s à obse rve r et à 
e n r e g i s t r e r les m o u v e m e n t s d 'un o rgane mobi l e . Ces appare i l s , t r è s nombreux , 
p e u v e n t ê t r e p a r t a g é s en deux g r o u p e s p r i n c i p a u x : 

•1° Les compteurs de tours; 
2° Les mesureurs et les enregistreurs de vitesse. 

Nous nous occupe rons en p r e m i e r l ieu des c o m p t e u r s de t o u r s . Il en exis te de 
d ivers gen res : 

a) Compteurs de tours à mouvement différentiel produit par une vis sans fin; 
b) Compteurs de tours à équipages de roues dentées ; 
c) Compteurs de tours à engrenages intermittents ; 
d) Compteurs de tours à trains épicycloïdaux. 

Quelques t r a i n s ép icyc lo ïdaux suscep t ib l e s de cons t i t ue r des c o m p t e u r s ont é té 
é tudiés au chap i t r e XI ; auss i ne déc r i rons nous ici qu ' un appa re i l de chacun d e s 
au t re s g e n r e s . 

§ I. — Compteurs à vis sans fin-

577. C o m p t e u r d e W o l l a s t o n . 

Le p lus ancien de ces appare i l s es t le c o m p t e u r W o l l a s t o n . Une vis t angen te V 
( f i g . 606), s u p p o r t é e par deux couss ine t s fixés aux paro is de la bo î te du compteur , 
peu t ê t re re l iée m o m e n t a n é m e n t à l ' a rb re dont on veu t éva lue r la v i t e s se , soit par 
une p ièce à griffe dans le cas d'un a r b r e à po in t e , soit pa r u n e sor te de pyramide 
a iguè dans le cas d 'un a r b r e à c e n t r e , ana logues aux p ièces r e p r é s e n t é e s en A et B 
(fig. 613). El le e n g r è n e avec deux demi - roues R et R' d o n t les d i a m è t r e s primitifs 
sont égaux ; la p r e m i è r e , qui po r t e 100 d e n t s , es t c l ave tée su r un axe xx\ au tour 
duque l la seconde , a r m é e de 101 den t s , p e u t t o u r n e r à f ro t t emen t doux. Les pas de 
ces r o u e s sont donc inégaux, mais l eu r faible différence, de m ê m e o rd re de g r a n d e u r 
que le jeu , n ' e m p ê c h e pas l ' e n g r è n e m e n t a v e c la vis V. Un cad ran C, don t la c i rcon-* 
fé rence es t pa r t agée en 100 pa r t i e s éga les , e s t fixé à la roue R et t o u r n e devan t un 
i ndex I, immobi le su r la boî te du c o m p t e u r ; un second cadran C , pourvu de 101 
div is ions , es t en t r a îné par la roue R'. Enfin une aigui l le A, ca lée su r l ' a rbre xx , 
pa r t i c i pe au m o u v e m e n t de la roue R. 
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Supposons que , l ' index e t l 'a iguil le é t an t aux zéros des cadrans co r r e spondan t s , 
la vis V soit mise en m o u v e m e n t . A chaque tour qu 'e l le accompl i t , la roue R avance 
d'une dent , et le cadran C qu ' e l l e en t ra îne se dép lace d 'une division devan t l ' index I 
(fig. 008). I l s 'en sui t que le n u m é r o ind iqué pa r I sur le cadran fait conna î t re le n o m b r e 
de tours jusqu ' à 99 inc lus ivemen t , car , pour 100 tou r s , l ' index se r e t r o u v e en face du 

zéro. Mais, à cet in s t an t , la roue R', à cause de ses 101 den t s , n 'a fait que ^ de tou r ; 

{ 

l 'aiguille A, qui a fait u n tour comple t , a p r i s sur el le u n e avance de de tour , e t 

coïncide avec la divis ion 1 du cadran C (fig. 609), tandis qu 'e l le é ta i t aupa ravan t com

prise en t re 0 e t 1. C o m m e le m ê m e fait se r e p r o d u i t tous les 100 tou r s de vis, on con
clut que le, n u m é r o du cadran C supe rposé à l 'a iguil le A, ou s i tué i m m é d i a t e m e n t 
avant, indique les cen ta ines de t ou r s , et celui qui cor respond à l ' index I les dizaines 
et les un i tés . 

Il en est a insi t a n t que le d é p l a c e m e n t relatif de l 'a igui l le A n ' a t t e in t pas la c i r 
conférence complè t e du cadran C , c 'est-à-dire j u squ ' à la cen t -un ième centa ine de 
tours. A ce m o m e n t , l 'a iguil le e t l ' index son t r e v e n u s tous deux aux zéros de l eu r s 
cadrans respec t i f s . L 'appare i l p e r m e t donc de c o m p t e r le nombre de tours j u squ ' à 
10099 inc lus ivement . 

Pour r e m e t t r e le compteu r au zéro, une d isposi t ion pa r t i cu l i è re p e r m e t de s o u l e 
ver la vis V et de r e n d r e les deux roues c o m p l è t e m e n t i n d é p e n d a n t e s . On tourne a lors 
à la main la roue R jusqu ' à ce que le zéro du cadran C soit en face de l ' index I, pu is 
ensuite la roue R ' j u squ ' à ce que le zéro du cadran C coïncide avec l 'a igui l le A. 

Nous avons s u p p o s é les cadrans en r ega rd de deux faces opposées de la boî te ; 
pour faciliter les l e c tu r e s , il convien t de les t r a n s p o r t e r sur la m ê m e face, à d ro i te 
par exemple . Il suffit, pour cela , de r e n d r e le cadran C sol idaire de l 'axe xx', et de d i -
m i n u e r u n peu son d i amè t r e , afin qu 'on pu isse ape rcevo i r à la fois les deux g radua t ions . 

578. M o d i f i c a t i o n d u c o m p t e u r d e W o l l a s t o n . 

Cette modification est de s t i née à év i te r l 'emploi de deux cadrans i n d é p e n d a n t s . 
A cet effet, la roue R de 100 den ts (fig. 610) est 
montée sur un axe c reux t r a v e r s é à f ro t t emen t 
doux par l 'arbre xx' sur l eque l es t c lavetée la roue 
R' de 101 den t s . Sur la roue R es t fixé u n cadran 
C qui por te deux g radua t ions concen t r i ques , dont 
la plus pe t i te , y' (fig. 611) por te 101 divis ions 
égales, et la p lus g r a n d e , γ , 100 s e u l e m e n t . Une 
aiguille A, sol idai re de l 'axe xx', se dép lace de
vant la graduat ion γ ' , et un r e p è r e I, fixé s u r la 
boîte de l ' apparei l , fait face à la g radua t ion γ. En 
ra isonnant comme c i -dessus , on r econna î t a i sé - Fig. G10. Fig- 611. 

a i l 
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m e n t que le n u m é r o qui , su r la c i rconfé rence y, co r r e spond à l ' index I, donne le 
n o m b r e de t o u r s de vis j u squ ' à 99 i nc lus ivemen t . Aprè s 1 0 0 t o u r s , la roue II et le 
doub le cadran o n t accompli , u n e révo lu t ion complè t e , e t I se r e t rouve au zéro ; mais 

la r o u e R ' n ' ayan t fait q u e • ^ de t ou r , l 'a igui l le A r e t a r d e su r la graduat ion Y' 

de — J Q Î - de t o u r ou de 1 d ivis ion ; elle i nd ique par c o n s é q u e n t le chiffre 1 ; après 200 

t o u r s de vis , e l le i n d i q u e le chiffre 2, et ainsi de su i te , La g radua t ion Y ' fait donc con
na î t r e le n o m b r e de c e n t a i n e s de tours , e t la g radua t ion Y le n o m b r e de dizaines et 
d ' un i t é s . 

Les c o m p t e u r s Schaeffer e t B u d e n b e r g sont basés su r un p r inc ipe ana logue . 

§ II. — Compteurs À équipages de roues dentées. 

579. I m a g i n o n s un équ ipage de r o u e s d e n t é e s cons t i tué par u n e sé r i e de couples 
de r o u e s ayant r e s p e c t i v e m e n t 100 den t s et 10 d e n t s , m o n t é e s su r des axes para l lè les , 
d e te l le so r t e que c h a q u e roue de 10 den t s s e r v e de m e n a n t e à la roue de 100 dents 

qui la su i t (fig. 6 1 2 } . La pre-
Iz m i è r e roue du s y s t è m e , soit 

A, e n g r è n e a v e c une v i s sans 
I 

• fin à u n seul filet, que l'on 
p e u t r e n d r e m o m e n t a n é -

~\ m e n t so l ida i re de l ' a rbre 
f v j d o n t on v e u t m e s u r e r la vi-

t e s s e . Enfin, c h a q u e axe en
t r a îne , soi t u n e a igui l le qui 
s e dép lace d e v a n t un cadran 
fixe c o n c e n t r i q u e , soi t un 
cadran mo-bile devan t un 
i n d e x fixe. Le eadran relatif 
à l 'axe z e s t d iv i sé en 100 
p a r t i e s é g a l e s , numéro t ée s 
0 , 1 , 2!. . . . 9 de 1 0 en 1 0 ; les 

a u t r e s ne p o r t e n t que 10 d iv is ions . 
S u p p o s o n s tyutes \ e s a igui l les aux zéros de l e u r s 

cad rans respec t i f s ; à c h a q u e tour de v i s , l a roue A avance 
d 'une den t d a n s l e s e n s f, e t I 'a igm!le a qu 'e l l e e n t r a î n e 
p a r c o u r t u n e des p e t i t e s d iv is ions dti c ad ran a ; a p r è s 
1 0 t o u r s , e l l e i nd ique l e 1 , e t ainsi d e sn i t e . La pos i t ion 
qu 'e l le occupe ind ique donc le n o m b r e de t o u r s effec
t u é s , t a n t que ce lu i -c i e s t in fér ieur à 1 0 0 . 

A p r è s le c e n t i è m e tou r , l 'a igui l le a r ev ien t au zéro . 
Mais la roue A( ayan t a lors fait un tour , la r o u e B a fait 

— ~ de tou r dans le s e n s ft, e t l 'a igui l le b q u ' e l l e en
t r a îne ind ique le chiffre 1 du cadran c o r r e s p o n d a n t ¡3. 
P e n d a n t la s econde cen t a ine de t o u r s , t 'a igui l le a fonc
t ionne com m e p e n d a n t la p r e m i è r e , e t l 'aiguille b r e s t e 
c o m p r i s e e n t r e les chiffres î e t 2, e t c . . La posi t ion de b 

sur le cadran [J fait d o n c conna î t r e les cen ta ines de 
t o u r s , de sor te que le s y s t è m e des deux p r e m i e r s axes 
p e r m e t de c o m p t e r j u squ ' à 999 inc lus ivemen t . 
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En con t inuan t l e m ê m e r a i s o n n e m e n t , on conc lu t que le cadran s i tué d e v a n t l 'axe 
de la roue c o m m a n d é e par la vis sans fin ind ique les dizaines e t les u n i t é s ; le su ivan t 
indique les cen ta ines ; le t r o i s i ème les mi l le , e t c . . 11 faut obse rve r que les g r a d u a 
tions de doux cad rans consécut i fs son t n u m é r o t é e s en o rd re i nve r se , les ro ta t ions d e s 
arbres c o r r e s p o n d a n t s s 'effectuant en sens con t r a i r e s . 

M. R icha rd , c o n s t r u c t e u r à Pa r i s , a é tabl i d ' après ce pr inc ipe un c o m p t e u r por
tatif à m a i n , r e p r é s e n t é à p e u p rès en d e m i - g r a n d e u r pa r la figure 613. Ce c o m p t e u r 
ne compor te que deux axes e t deux cad rans , dont l 'un ind ique les cen ta ines , et l ' au t re 
les dizaines e t les un i t é s . P o u r s 'en se rv i r , on fixe s u r la pa r t i e E qui t e r m i n e la v i s 
sans fin, soit l a p i èce à griffe A, soi t la py ramide B, su ivan t q u e l ' a r b r e d o n t on v e u t 
mesure r la v i t e s se es t t e r m i n é en po in te , ou pe rcé d 'un t rou à son c e n t r e . Les ca 
drans sont mobi l e s d e v a n t des index fixés au châss i s . Un r e s s o r t p e r m e t de d é b r a y e r 
les roues , et de l e s r e m e t t r e s é p a r é m e n t au zéro . 

Cet appare i l peu t ê t r e emp loyé à m e s u r e r la v i tesse c i rconfôrent ie l le d 'une poul ie 
ou d 'un volant ; il suffit de p l ace r en E la rou le t t e C, dont le p é r i m è t r e p e s t connu 
t rès exac temen t , e t de l ' appuye r sur la surface de la p ièce t o u r n a n t e . Si, ap rès n s e -Np 
condes, le c o m p t e u r ind ique N tou r s , l a v i t e s s e c h e r c h é e e s t — U n fil à p l o m b D, 

dont le fil a 994 ™/m de l ongueur , ba t la s econde lorsqu ' i l e s t conver t i en p e n d u l e , e t 
permet d ' éva luer le t e m p s . 

s ITI- — Compteurs à engrenages Intermittents. 
580. Le p r inc ipe de ces appare i l s a é t é exposé au p a r a g r a p h e 474, mais les d i spo

sitions va r i en t su ivan t les c o n s t r u c t e u r s . Les c o m p t e u r s t o t a l i s a t eu r s R i c h a r d se 
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j tv ; 1 :—, ~v • 

1 ^ 
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Fig. 6» 4. 

composent d 'une sé r i e de r o u e s formant un é q u i p a g e i n t e r m i t t e n t (fig. 614), dans l e 

quel chaque m e n a n t e condu i t sa m e n é e p e n d a n t de tour , à chaque fois qu 'e l le t e r 

mine une révo lu t ion c o m p l è t e , e t en est i n d é p e n d a n t e pendan t t ou t le r e s t e de sa ro 

tati on. Toutes les m e n a n t e s succes s ives é t an t i den t iques , a insi que t ou t e s les m e n é e s , 

il suffit de d é c r i r e l e c o u p l e (A, A ) qui , d a n s la figure, l ie les a x e s consécut i fs Z e t Zt 

du compteur . 

La menan te A, ca lée s u r l 'axe Z (fig. 615), affecte la forme d 'un d i sque c i r cu la i r e , 
qui porte p e r p e n d i c u l a i r e m e n t à l 'une de ses faces un pet i t fuseau cy l indr ique F , e t , 
sur son pour tour , u n e é c h a n c r u r e E, p l acée de m a n i è r e à se p r é s e n t e r ap r è s F dans 
le plan des axes ZZ 1 . La m e n é e A' e s t d o u b l e m e n t den tée ; dix den t s t r i a n g u l a i r e s 
F'F' , . . . fo rment u n e p r e m i è r e roue qui p e u t e n g r e n e r avec F ; d ix a u t r e s d e n t s , pla
cées au mi l ieu des i n t e r v a l l e s des p r é c é d e n t e s , sont i m p l a n t é e s p e r p e n d i c u l a i r e m e n t 
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au plan du disque A' ; quand l 'une d 'e l les p é n è t r e dans l ' é chanc ru re E, le système 
1 

(A, A') forme un e n g r e n a g e dont l ' a rc de condui te est égal à -jg- de la circonférence 

pr imi t ive c o r r e s p o n d a n t e . 
Supposons que la m e n a n t e t ou rne dans le sens /, e t cons idérons- la à par t i r de 

l ' ins tant où E e t F qu i t t en t la roue A'. Celle-ci r e s t e immobi le dans la posi t ion figu-
g 

r ée , t an t que A n'a pas accompl i de tou r ; à ce m o m e n t , le ,fuseau F appuie sur 

la den t F ' et donne à la m e n é e , si e l le ne l 'occupai t pas déjà, la posi t ion qui con-

v ien t à l ' eng rônemen t de E ' dans E. Puis A' t ou rne p e n d a n t -j^- de tour , et les 

m ê m e s faits se r e p r o d u i s e n t . Les l ancés son t imposs ib l e s , car si la m e n é e , entraînée 
{ 

pa r la v i tesse acquise , t e n t a i t de d é p a s s e r le de t o u r qu 'e l le doit effectuer, elle 
se ra i t a r r ê t é e dans son élan par le c h o c de F\ su r F . 

Les axes success i fs ZZ ,Z 2 , . . du c o m p t e u r son t so l ida i res de cad rans apy. . . qui 
p o r t e n t su r leur pou r tou r les chiffres 0,1,2,3.. . 9, r é g u l i è r e m e n t e spacés , e t se dé
p l acen t d e v a n t des fenê t res l a i s s an t a p e r c e v o i r un seu l n u m é r o (*)• 

La p r e m i è r e m e n a n t e e s t c o m m a n d é e par un enc l ique tage à m o u v e m e n t alternatif 
que nous déc r i rons p lus loin, et son m o d e de l ia ison avec l ' a rbre dont on v e u t mesu-

r e r la v i t e s se es t tel qu 'un t o u r de celui-ci lui fasse faire j ^ - de t o u r . Supposons tous 

les zéros en face des f e n ê t r e s - c o r r e s p o n d a n t e s ; p e n d a n t les neuf p r e m i e r s tours de 
l ' a rbre moteur , les chiffres 1,2,3.., 9 du cadran a se s u c c è d e n t d e v a n t la fenêtre de 
d ro i t e , et les a u t r e s r e s t e n t i m m o h i l e s . A la fin du n e u v i è m e tou r , le g roupe (A, A') 
en t r e en act ion, et le chiffre zéro appa ra î t au cadran a en m ê m e t e m p s que le chiffre 1 
au cadran [} ; t ous les a u t r e s cadrans r e s t e n t au zéro . Les m ê m e s faits se reproduisen t 
j u squ ' au qua t re -v ing t -d ix -neuv ième t o u r i n c l u s i v e m e n t ; à cet ins tan t , A a fait neuf 

g 

t ou r s - j jp e t A', ainsi que la s econde m e n a n t e B qui e s t so l ida i re du m ê m e axe, a 

g 

fait de tour . Le g roupe (B, B') se t r o u v e dans la m ê m e posi t ion que le groupe 

(A, A'), de sor te que , p e n d a n t la c e n t i è m e r évo lu t i on de l ' a rbre mo teu r , les roues A, 

A', B e t IV font chacune de tour , ce qui r a m è n e les cad rans a et £J à l eu r s zéros 

e t fait a p p a r a î t r e le chiffre 1 du cadran y. Le m ê m e r a i s o n n e m e n t , é t e n d u à tous les 
axes , m o n t r e que les chiffres lus aux fenê t res r e p r é s e n t e n t les un i t é s des divers 

(") L e s fuseaux et l e s échancrures des d iverses m e n a n t e s sont p lacés de manière que l'en-
grènement avec la m e n é e se produise au m o m e n t où le chiffre 9 doit être remplacé par le 
z é r o ; la t ransmiss ion c e s s e quand cette subst i tut ion est effectuée. 

Fig. (ilo. Fig. 610. 
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ordres du nombre de tours effectués par l ' a rbre moteur . C o m m e deux a rb res consé
cutifs t o u r n e n t en sens con t r a i r e s , les cadrans c o r r e s p o n d a n t s son t g r a d u é s dans 
l 'ordre inve r se . 

La commande de la p r e m i è r e m e n a n t e es t a s su rée de la façon su ivan te . Sur son 
axe est calée une roue à roche t I I (fig. 617) 
pourvue de dix den ts t r i angu la i r e s , em
brassée par une sor te d 'ancre mobi le 
LPo, dont la par t ie P, év idée in t é r i eu 
rement , es t munie de deux den t s M, N 
fixées par des v is . Un m o u v e m e n t oscil
latoire de faible ampl i t ude es t commu
niqué au s y s t è m e L P o , et fait avance r 
R d'une d e n t à c h a q u e m o u v e m e n t de 
va-et-vient, ce qui en t r a îne la rota t ion de A et l ' enc lanchernen t successif des d ive r ses 
par t ies du c o m p t e u r . Le lev ier L peu t ê t re e x t é r i e u r à la boî te de l'appareil (fig. 616) ; 
il est alors rel ié à la ba r r e d'un e x c e n t r i q u e à col l ier , calé sur l'arbre m o t e u r , qui lui 
communique un m o u v e m e n t alternatif . Tantôt , au con t r a i r e , le s y s t è m e LPo est com
plè tement i n t é r i eu r à la boî te ; un e x c e n t r i q u e , calé s u r un axe auque l l'arbre mo
teur communique une rota t ion con t inue , appu ie sur les bo rds d'un t rou de plus g rand 
d iamèt re , c r eusé dans la par t ie X de l 'ancre mobi le , et lui donne son m o u v e m e n t 
alternatif. 
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C H A P I T R E X X I V 

APP AREILS E N R E G I S T R E U R S OU MESUREURS 

DE VITESSE 

I. — Enregistreur totalisateur de marche Richard. 

581. D e s c r i p t i o n . — Cet appare i l a é té i m a g i n é dans l e b u t de contrôler la 
m a r c h e d 'une m a c h i n e , d 'un t r a m w a y , d 'une au tomob i l e , e t c . , en en reg i s t r an t ses 
h e u r e s de m i s e en t r a in , s e s a r r ê t s , sa v i t e s se , et en to ta l i san t le n o m b r e de tours 
effectues par son a rb re m o t e u r . Son o r g a n e e s sen t i e l es t u n e came B à mouvement 
un i fo rme [fig. 018, 619, 620), i d e n t i q u e à cel le don t l ' é tude a é té faite au p a r a g r a p h e 510. 
Le m o u v e m e n t de la m a c h i n e e s t d ' abord t r a n s m i s à une poul ie P, dont l ' a rbre porte 

u n e vis sans fin A, en g ren an t avec 
une roue B. L 'axe de cel le-c i est 
fileté en C sur une, ce r t a ine é ten
due , e t son e n g r è n e m e n t avec la 
r o u e D, ca lée su r l ' a rbre de la 
came , fait t o u r n e r ce t t e dernière 
avec u n e v i t e s s e angula i re pro
por t ionne l le à cel le de l 'arbre mo
teur . Un l ev ie r F. mobi le autour 
de l 'axe fixe o, appuie par une gou
pille G s u r le contour de la came. 
L'axe o en t ra îne dans sa rotation 
le s ty le T, t e r m i n é en II par une 
p lume pa r t i cu l i è re , en con tac tavec 
une feuille de pap ie r enrou lée sur 
un t a m b o u r cy l indr ique M, auquel 
un m o u v e m e n t d 'hor loger ie com

munique une ro ta t ion un i fo rme . La p l u m e II e s t cons t i tuée pa r un gode t en forme de 
py ramide t r i a n g u l a i r e , don t u n e face es t m a i n t e n u e s u r le s ty lo par deux pe t i tes 
agrafes ; une fen te é t ro i t e , p r a t i q u é e le long d 'une a rê t e , a m è n e à la po in te , par ca
p i l l a r i t é , l ' enc r e don t le gode t es t r emp l i . Enfin, la p re s s ion de la p l u m e s u r le papier 
est r ég l ée par un bou ton m o l e t é R, p lacé à la na i s sance du s ty le . 

582. I n d i c a t i o n s d o n n é e s p a r l ' a p p a r e i l . 

Grâce à la c o m p o s i t i o n de la cha îne c i n é m a t i q u e qui rel ie l ' a rb re m o t e u r au s ty le , 
la v i t e s se de la p l u m e es t , à chaque in s t an t , p ropo r t i onne l l e à celle de la mach ine , et 
la h a u t e u r à l aque l l e el le se t r ouve s u r le t a m b o u r e s t p ropo r t i onne l l e au n o m b r e de 
t ou r s effectués. Ces r e m a r q u e s von t nous p e r m e t t r e d ' ana lyse r le fonc t ionnement de 
l ' appare i l . 

Quand le t a m b o u r r e s t e immobi l e , la p lume t r ace une l igne IJ (fig. 618), i n t e r s ec 
t ion de la surface du cy l ind re M avec cel le d'un second cy l indre , déc r i t au tour de 
l 'axe o avec un rayon égal à la l o n g u e u r du s ty le T. Une sé r i e de l ignes analogues , 

618. 
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Fig . 619. 

1 _ _ - 35û. 

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



equ id i s t an tes , e s t i m p r i m é e su r le pap i e r ; le t e m p s néces sa i r e pour que deux courbes 
consécu t ives v i ennen t se r e m p l a c e r sous la p lume d é p e n d du m é c a n i s m e d 'horloge
rie qui c o m m a n d e le t a m b o u r e t a été d é t e r m i n é p o u r chaque appare i l ; il suffit donc 
de compte r les t ra i t s IJ qui son t coupés par le d i a g r a m m e pour avoi r une mesure 
du t e m p s . 

Quand la poul ie P cesse d é t o u r n e r , la p l u m e t race u n e c i rconfé rence XY, dont 
la cote est p ropo r t i onne l l e au n o m b r e de t o u r s effectués avant l ' a r rê t de la machine . 
Une sér ie de l ignes ana logues equ id i s t an t e s sont éga l emen t i m p r i m é e s sur le papier ; 
en comptan t cel les qui se t r o u v e n t a u - d e s s o u s de la p l u m e , on p e u t donc connaître 
le nombre de révo lu t ions accompl ies , à condi t ion d 'avoir p r é a l a b l e m e n t dé te rminé le 
r appor t de la v i tesse angu la i r e de la c ame à celle de l 'arbre m o t e u r . En supposant , 
par exemple , que celui -c i t r a n s m e t t e son m o u v e m e n t à l ' apparei l par une poulie de 

7 

d iamèt re égal aux - ¡ ^ de celui de P , que les vis A et G a ient un seul filet, e t les roues 

B et D r e s p e c t i v e m e n t 175 e t 200 d e n t s , ce r a p p o r t est égal à 

- l - X - i - X - 1 - -
10 ^ 175 ^ 200 50000 

de sor te que la came fait un t o u r pour 50000 de l ' a rb re mo teu r . Si le pap ie r à dia
g ramme es t pa r t agé en 20 b a n d e s éga les pa r les c i rconférences XY, c h a c u n e d'elles 
co r re spond à 250 t o u r s . E t si la p l u m e , p a r t a n t du zéro à la mise en m a r c h e , y est 
r evenue deux fois, e t ind ique finalement le t ra i t XY por t an t le n u m é r o 10, le nombre 
de tours total es t 

50000 X 3 -r- 250 X 10 = 152500 

Enfin, quand la poul ie P e t le t a m b o u r t o u r n e n t s i m u l t a n é m e n t , le d i ag ramme est 
incl iné à la fois su r les deux sé r i e s de l ignes IJ et XY. En dés ignan t pa r a la vitesse 
l inéa i re cons t an te du t ambour , et par v ce l le de la mach ine à un ins tan t donné, le 
s e g m e n t ay (flg. 621), t r a c é p e n d a n t un t e m p s infiniment pe t i t dt, es t la r é su l t an t e d'un 

/.I 

Fig. 621. Fig. 6?-?. 

con tour t r i angu la i r e , dont les côtés aji et (5y, d i r igés su ivan t l es l ignes XY et IJ qui 
pa s sen t par la posi t ion c o r r e s p o n d a n t e de la p l u m e , ont pour va l eu r s r e spec t ives 

a.$ = adt (3y=fti ;df 

k r e p r é s e n t a n t un coefficient de p ropor t i onna l i t é qui d é p e n d des rayons des poulies 
de c o m m a n d e , du t ra in d ' e n g r e n a g e s ABCD, e t du r a p p o r t des b r a s de l ev ie r Go e t 
oH. On voi t que l ' incl inaison de xy su r XY est , pour une va l eu r donnée de a, d 'autant 
p lus grande que v es t p lus cons idé rab le . L ' a spec t du d i a g r a m m e r e n s e i g n e donc sur 
l e s var ia t ions de v i t e s se de la m a c h i n e . 
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Pour que les ind ica t ions so ien t ne t t e s , il es t ind i spensab le que le r a p p o r t - ~ - ne 

soit ni t rop g rand ni t rop pe t i t , car , dans ie p r e m i e r cas , ay se r a p p r o c h e de XY, et, 
dans le second, de IJ. De plus , la l ongueur de papier u t i l i sée dans un t e m p s donné es t 
proport ionnel le à a. P o u r ces deux ra isons , il pe.ut ê t re nécessa i r e de c h a n g e r la vi
tesse de rotat ion du t a m b o u r . Dans ce but , on a logé le mécan i sme d 'hor loger i e dans 
un double fond : l 'axe du de rn i e r rouage t r ave r se la cloison, e t po r t e un p ignon V 
(fig. 622) qui reçoi t ainsi un m o u v e m e n t un i forme. Ce pignon e n g r è n e avec u n e roue 
U, solidaire d 'une t ige Z, v i ssée au socle de l ' appare i l e t s e r v a n t d 'axe au t a m b o u r . 
Le sys tème UV forme un t ra in épicycloïdal , e t V tou rne au tour de Z en en t r a înan t 
tout le mécan i sme d 'hor loger ie . Celui-ci es t re l ié au t a m b o u r par un canon à f ro t te 
ment gras , et lui c o m m u n i q u e son m o u v e m e n t . La v i tesse angulai re . t,\0 de la roue T J , 
qui est la p r e m i è r e de ce t ra in , es t nul le ; cel le de la roue V, soi t w m , qui dépend de 
la composit ion de l 'hor loge , es t connue et cons tan te . On a, d 'après la formule de 
Wil l i s , T) dés ignan t la v i tesse angula i re du t ambour por te - t ra in 

U i % — <•» b,m — <·' 

V b)0 — U — I I ) 

d'où l'on t i re 
1 

w — t û m X —— 

; 1 

Cette express ion m o n t r e que la v i tesse du t ambour dépend du r appor t des n o m b r e s 
de dents des r o u e s U et V, de sor te que l'on peut , par une subs t i tu t ion d ' e n g r e n a g e s , 
faire var ier la d u r é e d 'une révolu t ion e n t r e ce r t a ines l imi tes . Le mode de l ia ison du 
mécanisme d 'hor loger ie et du t ambour p e r m e t de p lus , en t o u r n a n t celui-ci à la main , 
de le placer de m a n i è r e que la p lume se t rouve en r ega rd de la division IJ du pap ie r 
qui co r respond à l ' h eu re à laquel le la mach ine es t m i s e en m a r c h e . 

§ II. — Cinémomètre Richard. 

583. Aucun des appa re i l s p r é c é d e n t s ne donne, par une s imple l e c t u r e , la v i tesse 
de la mach ine à un ins tan t d é t e r m i n é . Ce t t e indica t ion est fournie avec u n e g rande 
précision par le C i n é m o m è t r e R icha rd . 

584. P r i n c i p e d e l ' a p p a r e i l . 

Deux p la t eaux para l l è les égaux H et H', dont un seul a é té r e p r é s e n t é (fig, 623), 
reçoivent , par un m é c a n i s m e que nous décr ivons p lus loin, des m o u v e m e n t s de ro ta
tion uni formes de s e n s con t r a i r e s , dont nous d é s i g n e r o n s la v i tesse angu la i re com
mune par t ù h ; i ls p r e s s e n t en t r e eux un gale t G, so l ida i re d 'une t ige E filetée s u r une 
cer taine é t e n d u e , et lui c o m m u n i q u e n t un m o u v e m e n t de ro ta t ion uni forme dans le 
sens f. La par t ie filetée est compr i s e e n t r e deux pe t i t s p ignons D et D' dont l 'un, soi t 
D', ser t s i m p l e m e n t d 'appui , e t dont l ' au t re t o u r n e , dans le sens fj , avec une v i tesse 
angulaire p ropor t ionne l l e à cel le de la mach ine , Si le s y s t è m e DD' r e s t a i t i m m o 
bile, il jouera i t , pa r r a p p o r t à E, le rôle d'un éc rou , e t le ga le t , pa r l'effet de sa ro ta 
tion, se r a p p r o c h e r a i t du cen t re J des p la teaux avec une v i t e s se p ropo r t i onne l l e à Ù>/,. 
Si, au con t r a i r e , le m o u v e m e n t de H H' vena i t à cesse r , la vis E se c o m p o r t e r a i t co mme 
une crémai l lè re pa r r appor t aux p ignons qui l ' e m b r a s s e n t (*), et le ga le t s ' é lo ignera i t 

(') Pour qu'il en soit ainsi, le filetage de E doit être tel que la vis puisse mener le pignon, 
sans réciprocité. Voir, à ce sujet, le paragraphe 3GS. 
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du point J avec une vi tesse p ropor t ionne l l e à u^ . Quand t o u t e s les pa r t i e s de l ' apparei l 
sont en m o u v e m e n t , ces deux effets con t ra i res se c o m b a t t e n t , e t le ga le t p r e n d une 
posi t ion d 'équi l ibre que nous al lons d é t e r m i n e r en ca lcu lan t sa d i s t ance X au c e n t r e J. 

So ien t r le r ayon du gale t , ae sa v i t e s se angu la i r e , e t P le pas de la vis E, qui es t 
à un seu l filet. La re la t ion 

d) e X r = TÙH X X 

ob tenue en éga lan t la v i t e s se c i rconféren t ie l le du ga le t à cel le de son poin t de con
t a c t a v e c le p la teau U, donne 

HIH X * 

La v i t e s se de t r ans la t ion de E dans le s e n s F, ca lcu lée c o m m e d a n s le s y s t è m e 
vis e t écrou (362), e s t donc 

P UE P X 

~TT = ~ 2 n r ~ 

Sa v i tesse de t r ans la t ion dans le s e n s ft 

et c r éma i l l è r e , e s t égale au p rodu i t 
ca lculée c o m m e dans le s y s t è m e pignon 

DP 
<»D X • 

de la v i t e s se de D par son rayon , ce de rn ie r 
é t an t e x p r i m é en fonction du n o m b r e des dents 
e t du pas appa ren t . On a donc, à l ' i ns tan t de 
l ' équi l ibre 

P d)¡1 X P<o<< D 

d'où 

2 -ΠΤ 

Dr 

Dr 

2 π 

- Χ ω,ί 

Le fac teur é t a n t c o n s t a n t par hvpo-
O>H 

t h è s e , on voi t que la d i s t ance du ga le t au 
cen t r e J des p la t eaux e s t p ropo r t i onne l l e à 
torf , et par c o n s é q u e n t à la v i t e s se angu la i r e 
de la m a c h i n e à l ' ins tant c o n s i d é r é . En dési

gnan t par Ν le n o m b r e de t ou r s pa r m i n u t e qu 'ef fec tuera i t ce t t e d e r n i è r e si e l le con
se rva i t sa v i t e s s e ac tue l l e , on a donc , en définit ive 

Λ · = k Ν 

h r e p r é s e n t a n t un coefficient de p ropo r t i onna l i t é qui d é p e n d de la cons t i t u t i on de l 'ap
pare i l , et que nous ca l cu l e rons tou t à l ' heure . Il r é su l t e de là que , si l 'on re l ie le 
s y s t è m e G E à u n e a igui l le mobi le d e v a n t un cad ran c o n v e n a b l e m e n t g r a d u é , on peu t 
l i re la v i t e s se ac tue l l e de la m a c h i n e , é v a l u é e en n o m b r e de t o u r s pa r m i n u t e . 

585. D e s c r i p t i o n d e l ' a p p a r e i l . 

Une poul ie P , m o n t é e sur un a r b r e Ζ (fig. 623, 624, 625), reço i t son m o u v e m e n t de 
la mach ine don t on veu t m e s u r e r la v i t e s se , e t le t r a n s m e t , d 'une pa r t à la roue C . 
so l ida i re du pignon D, par e n g r è n e m e n t a v e c la vis t a n g e n t e B, d ' au t re p a r t à un 
a rb re para l lè le Z' par les roues à friction A et K. Le m o u v e m e n t de ro ta t ion var ié que 
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p r e n d r a i t Z' e s t rendu un i fo rme pa r un pe t i t r ég u l a t eu r à force cent r i fuge e t à res
sor t R. A l ' ex t r émi t é de l ' a rb re Z ' e s t calé un p ignon I qui pénè t r e en t r e les plateaux 
H et H'. Ces d e r n i e r s , den t é s de c h a m p s u r l eu r pou r tou r , p r e n n e n t ainsi les mou
v e m e n t s un i formes de sens con t r a i r e s que nous leur avons a t t r i bués p lu s haut , en 
m ê m e t e m p s que le p ignon D t o u r n e avec u n e v i tesse p ropo r t i onne l l e à cel le de la 
m a c h i n e . Enfin, le d é p l a c e m e n t rec t i l igne du s y s t è m e GE es t conver t i en m o u v e m e n t 
c i rcula i re de l 'a iguil le I par l ' i n t e rméd ia i r e de la roue M e n g r e n a n t avec le sec teur 
den té D, so l ida i re du lev ier oF a r t i cu lé à l ' ex t r émi t é F de la t ige E. 

586. C a l c u l d u c o e f f i c i e n t k. 

Soient w et w' les v i t e s s e s angu la i r e s r e s p e c t i v e s des a r b r e s Z et Z', Q celle de la 
m a c h i n e , N le n o m b r e d é t o u r s par m i n u t e c o r r e s p o n d a n t , R le r ayon d e l à poulie 
P-, e t R ' celui de la poul ie ca lée su r l ' a rb re de la mach ine ; ca lcu lons , en fonction de 
ces données et des n o m b r e s do d e n t s des roues du s y s t è m e , les quan t i t é s to/i et o>d figu -
r an t dans l ' express ion (1) de x. Nous a u r o n s 

tàh = i»' X -jy-

et, en supposan t que la vis 13 soi t à un seu l filet, la seconde é t a n t pr i se pour un i t é de 
t e m p s 

w £2R' r.yn' 
C " OR ~ 30 OR 

Far c o n s é q u e n t 

Dr 
X "rf = w'1 X 30 CR 

x rDHR' 

30 CI w' R 
X N 

ce qui donne pour h la va l eu r 

_ irrDHR' 

3 0 C W R 

Dans l 'un des appa re i l s cons t ru i t s par M. R i c h a r d , 

7 — 4 % D = 24 11 = 144 

C = - 4 0 1 = 1 2 

Avec ces données , on a 

_ 24 TZ R' 
h ~ 25o>'R 

Sans r i en c h a n g e r aux o rganes du c i n é m o m è t r e p r o p r e m e n t dit, on peu t donc 
amplif ier ou r é d u i r e les d é p l a c e m e n t s de l 'a igui l le , en r e m p l a ç a n t la poul ie ca lée sur 
l ' a rbre de la m a c h i n e par une au t r e de rayon différent. Si , pa r exemple , on d iminue 
R' de moi t i é , k e t x d e v i e n n e n t deux fois plus pe t i t s ; il faut, dans ce cas , doub le r les 
n o m b r e s lus s u r le cadran p o u r avoir e x a c t e m e n t la v i t e s se c h e r c h é e . On ut i l ise cet te 
obse rva t ion pour m e s u r e r , avec un c i n é m o m è t r e donné , des v i t e s ses qui co r r e s 
ponden t à un n o m b r e de t o u r s par minu te p lus g rand que la l imi te s u p é r i e u r e de la 
g radua t ion du cadran . Une modification i n v e r s e p e r m e t d ' employe r l ' apparei l à la 
m e s u r e des v i t esses de m a c h i n e s l en t e s . 
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§ III. — Chronotachymètres. 

587. Les c h r o n o t a c h y m è t r e s sont des appa re i l s employés pour e n r e g i s t r e r la 
vitesse des locomot ives , le chemin p a r c o u r u , et con t rô l e r le mécan ic i en d 'une façon 
incessante . Il en ex is te de d ive r se s so r t e s ; nous en déc r i rons ici t ro i s t y p e s basés 
sur des p r inc ipes différents : 

A. Le c h r o n o t a c h y m è t r e Desdou i t s , e m p l o y é en F rance su r les c h e m i n s de fer 
de l 'État ; 

B. Le c h r o n o t a c h y m è t r e P . -L. -M. ; 
C. Le c h r o n o t a c h y m è t r e Has le r . 

A . C h r o n o t a c h y m è t r e D e s d o u i t s . 

588. Cet e n r e g i s t r e u r e s t b a s é su r ce fait que , l o r squ 'un co rps p e s a n t t o u r n e au
tour d'un axe, il exe r ce sur lui une réac t ion cent r i fuge 
proport ionnel le au ca r r é de sa v i t e s se (*). 

La locomot ive c o m m u n i q u e , par l ' i n t e rméd ia i r e d e l à 
coulisse et d 'une t ige BB' (fig. 627), un m o u v e m e n t oscil
latoire rapide à u n e p ièce XC en forme de T, mobi le 
autour de l 'axe fixe o. La pa r t i e C se r t de guide à u n e 
masse pesan te P , s u s p e n d u e en un point D d 'un l ev ie r 
mobile au tour d'un axe fixe o' i n d é p e n d a n t de la p ièce X. 
Une ex t rémi té de ce l ev ie r e s t re l iée à un r e s so r t II, e t 
l 'autre à un frein à l iqu ide F. Le poids P par t i c ipe au 
mouvement osci l la to i re de X, e t la réac t ion cent r i fuge 
qu'il déve loppe a p o u r effet de t e n d r e le r e s so r t R, e t de 
presser sur le frein F . L ' expé r i ence m o n t r e que , grâce à la 
viscosité du l iquide e t à l ' iner t ie du s y s t è m e , le l ev ie r 
o'DE, au l ieu d 'osci l ler p lus ou moins r a p i d e m e n t au tou r de 
son axe ,prend , pour c h a q u e v i t e s se d e l à m a c h i n e , u n e posi
tion à peu p r è s fixe, qui peu t p r é c i s é m e n t se rv i r à r e p é r e r 
cette v i tesse , si l 'on a g r a d u é c o n v e n a b l e m e n t l ' appare i l . 

Dans ce but , le l ev ie r o 'DE es t so l ida i re : 

1° D'une a igui l le mobi le d e v a n t un cadran divisé ; 
2° D'une pe t i t e b ie l le GH, mun ie d 'un s tyle I a p p u y a n t sur un t a m b o u r ï an imé 

d'un mouvement de ro ta t ion . 

L'aiguille ind ique au mécan ic i en la v i t e s se ac tue l le de sa m a c h i n e , e t le s ty le en 
enregistre les var ia t ions pour le cont rô le . On ne peu t t i r e r du d i a g r a m m e des ind ica
tions préc ises , qu 'à la condi t ion de conna î t re la re la t ion qu i exis te e n t r e ses o r d o n 
nées et la v i tesse à m e s u r e r . O b s e r v o n s pour cela que la v i t e s se de la p ièce osc i l lante 
X est, pour chacune de ses pos i t ions , p ropor t ionne l l e à cel le de la locomot ive . La 
réaction centr i fuge de la masse P, e t les dévia t ions angu la i r e s du lev ier o'DE qui en 
sont la conséquence , s e ra i en t donc r i g o u r e u s e m e n t p ropor t ionne l l e s au c a r r é de la 
vitesse à m e s u r e r , si la d i s t ance du c e n t r e d 'osci l la t ion o de la m a s s e P à son cen t r e 
de gravité res ta i t invar iab le . En réa l i t é , il n 'en e s t pas t ou t à fait a ins i , pu i sque le 

(,*) On sait en effet que, dans le mouvement circulaire, la composante de l'accélération i o -

taie suivant le rayon est a n = . 
P 

(") Figure reproduite d'après la Revue industrielle. 
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l ev ie r o 'DE s ' incl ine d a v a n t a g e v e r s le bas à m e s u r e que la v i t e s se a u g m e n t e . T o u t e -
fois, au po in t de vue p r a t i q u e , les d é p l a c e m e n t s de l 'a igui l le su r le cadran , ou du, 
s ty le s u r le t a m b o u r , s o n t t r è s s e n s i b l e m e n t p ropo r t i onne l l e s au ca r r é de la v i t e s s e ; 
il en r é s u l t e que les l e c t u r e s sont d ' au t an t p lus p r é c i s e s q u e le m o u v e m e n t de la lo-

. comot iye es t p lu s r a p i d e . 
Dans le modè l e adop te s u r les C h e m i n s de fer de l 'E ta t , le m o u v e m e n t de rota

t ion e s t donné au t a m b o u r e n r e g i s t r e u r pa r la locomot ive e l l e - m ê m e . A ce t effet, la 
p i èce osc i l l an te X c o m m u n i q u e son m o u v e m e n t , pa r l ' i n t e r m é d i a i r e du s y s t è m e art i 
cu lé KLMN, à u n e r o u e à r o c h e t R, s u r l 'axe d e l aque l le es t ca lée la p r e m i è r e roue 
d 'un e n g r e n a g e P Q , qui c o m m a n d e la ro ta t ion du t a m b o u r pa r la v is t angen t e V et la 
roue hé l ico ïda le U. Il r é s u l t e de là que les absc i s ses de la courbe d e s v i t e s se s , égales 
aux l o n g u e u r s de pap ie r qui p a s s e n t d e v a n t le s ty l e , ne son t pas p ropor t ionne l l e s au 
t e m p s . Ce fait ne p r é s e n t e pas d ' i nconvén ien t au po in t do vue de la m e s u r e des vi
t e s s e s , pu i squ 'on ne cons idè re que les o r d o n n é e s . On p o u r r a i t d ' a i l l eurs commande r 
le t a m b o u r par un m o u v e m e n t d ' ho r loge r i e . 

B. C h r o n o t a c h y m è t r e P . - L . - M . 

589. P r i n c i p e . — L ' e n r e g i s t r e m e n t de la v i t e s s e e s t p rodu i t pa r le choc d'un 
m a r t e a u s u r le pap ie r à d i ag ramme 
qu 'un t a m b o u r en t r a îne d'un mou
v e m e n t un i fo rme . Le mar t eau e s t 
ac t ionné pa r la locomot ive , e t 
f rappe un coup ap rè s un nombre 
d é t e r m i n é de t o u r s des roues m o 
t r i c e s . Les t r a c e s qu ' i l la isse sur 
le p a p i e r son t d ' au t an t p lus r a p 
p r o c h é e s que la v i t e s se de la l o 
comot ive e s t p lus cons idé rab le ; 
en dé s ignan t pa r N le n o m b r e de 
f rappes t r a c é e s s u r une l o n g u e u r 
L de p a p i e r , pa r l ce l le qui passe 
d e v a n t le m a r t e a u en u n e minu te , 
pa r n le n o m b r e de t ou r s qui cor 
r e s p o n d à l ' in te rva l le de deux 
f rappes c o n s é c u t i v e s , e t par C la 
c i rconfé rence des r o u e s mot r i ces , 
l ' e space p a r c o u r u pa r le train. 

p e n d a n t le t e m p s ~ e s t 

e x p r i m é e a v e c la m é m o un i t é que C 

s ^ N n C 

et sa v i t e s s e m o y e n n e à l ' h e u r e . 

LJ 

Les q u a n t i t é s n e t l d é p e n d e n t de la cons t i tu t ion du m é c a n i s m e et son t c o n n u e s , 
ainsi q u e le p é r i m è t r e C du b a n d a g e de la roue ; il suffit donc de m e s u r e r L e t de 
c o m p t e r les f rappes du m a r t e a u . On facil i te ce t t e d e r n i è r e opéra t ion en emp loyan t 
c o m m e to t a l i s a t eu r un second mar t eau , qui n ' en t r e en act ion qu ' ap rè s un nombre de 
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tours égal à un mul t ip le connu de n, et qui la isse su r le pap ie r des t r a c e s de forme 
différente. Deux a u t r e s m a r t e a u x , fonct ionnant comme les p r é c é d e n t s , se i rapportent 
à la marche en a r r i è re , ' 

590. D e s c r i p t i o n . — Le m o u v e m e n t de la locomot ive es t t r an smi s aux m a r t e a u x 
de la façon su ivan te . Su r la biel le d ' accoup lemen t B (fig. 628-029 630-632-633) es t fixée 
une tige mé ta l l ique , t e r m i n é e par un bouton qui s ' engage dans la coul isse d 'une pe t i t e 
bielle 0 , a r t icu lée à une manive l le y, so l ida i re de l 'axe horizontal ab, su r l eque l e s t 
calée une vis sans fin D. Celle-ci e n g r è n e avec un p ignon hé l ico ïda l E de 8 den t s , qu i 
entraîne un a rb re ver t ica l cKd. Deux r o u e s coniques égales è. Ï t r a n s m e t t e n t le mou
vement à un a rb re hor izonta l ef, qui por te t ro is manchons g, h, j , le p r e m i e r c l ave té , 
et les deux au t res , p lacés de chaque côté du p récéden t , fous su r l 'axe. La l iaison e n t r e 
le manchon g et les deux a u t r e s est a s su rée pa r deux enc l ique tages ¿ 1 a r c -bou temen t 
système Dobo, dont les a i le t tes son t d i sposées en sens inverse , de te l le so r te que le 
manchon J , par e x e m p l e , soit en t r a îné p e n d a n t la m a r c h e en avant , e t le manchon h 
pendant la m a r c h e en a r r i è r e . Les sur faces e x t é r i e u r e s de h et j son t filetées, et en
grènent avec des p ignons égaux h et m de 20 den t s , dont les axes p o r t e n t des t aque t s 
a, qui v iennent , a p r è s c h a q u e tour , p o u s s e r les biel les q r e l i ée s aux m a r t e a u x z. De 
plus, chacun des m a n c h o n s h e t j" po r t e , sur sa face ex t é r i eu re , une sor te de double 
manivelle ; l es bou tons n o , d i a m é t r a l e m e n t opposés , ac t ionnen t les b ie l les p des mar 
teaux Z J . Enfin, le t a m b o u r T est m û par un m é c a n i s m e d 'hor loger ie , qui lui fait faire 
un tour en 15, 10 ou 6 m i n u t e s , su ivan t la rap id i té de m a r c h e du t ra in auque l l ' appa
reil est de s t i né . Son a rb re e s t fileté sur une ce r ta ine é t e n d u e , de m a n i è r e à impr imer ' 
au papier un m o u v e m e n t hél icoïdal qui a m è n e les pa r t i e s non encore u t i l i sées eu con
tact avec les m a r t e a u x . 

Il résul te de ces d i spos i t ions : 

1° Que l ' a rbre ab et la vis D font, p e n d a n t un t e m p s donné , le m ê m e n o m b r e de 
tours que les roues mo t r i ce s ; 

2° Que les t a m b o u r s g h / f o n t u n tour p e n d a n t que les r o u e s m o t r i c e s en font hui t , 
j se mouvant p e n d a n t la m a r c h e en avant , h p e n d a n t la m a r c h e en a r r i è r e , et g dans 
les deux sens ; 

3° Que les m a r t e a u x f rappent un coup pour 4 tours des roues mo t r i ce s ; ce sont 
les en reg i s t r eu r s de m a r c h e , celui de dro i te , dans le m o u v e m e n t ve r s l ' avant , l ' au t re , 
dans l e -mouvemen t i n v e r s e . L e u r s chocs su r le pap ie r t r acen t de pe t i t s t r a i t s r ec t i -
lignes para l lè les à l 'axe du t a m b o u r ; 

4° Que les m a r t e a u x z f r appen t un coup par tour des p ignons h e t m , c 'es t-à-dire 
par 160 tours des roues m o t r i c e s . I ls l a i s sen t sur le pap ie r des m a r q u e s t r i a n g u l a i r e s , 
situées au-dessous des t r a i t s t r acés par l es m a r t e a u x z 4 . L ' in te rva l le de d e u x f rappes 
tr iangulaires consécu t ives c o m p r e n d 40 frappes rec t i l ignes , de so r te que les m a r t e a u x 
z jouent le rôle de t o t a l i s a t eu r s , ce lu i de droi te pour la m a r c h e en avant , ce lu i de 
gauche pour la m a r c h e en a r r i è r e ; 

5° Après le d é r o u l e m e n t du papier , les f rappes d 'un m ê m e m a r t e a u se d i sposen t 
suivant des d ro i tes , t r an s fo rmées des sp i res d 'hél ice déc r i t e s pa r les points c o r r e s 
pondants du t a m b o u r dans son m o u v e m e n t hé l ico ïda l . Ces d ro i t e s , t r è s peu inc l inées 
sur les bords du papier , son t t r a c é e s d 'avance . La d ispos i t ion d e s m a r t e a u x es t te l le 
que les f rappes re la t ives à la m a r c h e en a v a n t su iven t les l ignes , t and is que ce l les qui 
se rappor ten t à la m a r c h e en a r r i è r e se r a n g e n t dans les i n t e r l ignes . 

La figure 63n r e p r é s e n t e un des g r a p h i q u e s ob t enus ; les t r a i t s r ec t i l i gnes qui se 
succèdent à p a r t i r du mot « La roche » (nom de la s ta t ion de dépar t ) son t ceux qui 
correspondent à q u a t r e t ou r s de roues ve r s l ' avant ; les f rappes t r i angu la i r e s s i t uées 
au-dessous sont cel les du m a r t e a u to ta l i sa teur , e t c o r r e s p o n d e n t » 160 t o u r s . Les f rappes 
situées dans les i n t e r l i gnes en hau t e t en bas du d i a g r a m m e se r a p p o r t e n t à la m a r c h e 
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en a r r i è r e . Enfin, les t r a i t s v e r t i c a u x équ id i s t an t s s e r v e n t à m e s u r e r le t e m p s ; l eu r dis
t ance , égale au d é p l a c e m e n t du pap ie r p e n d a n t une m i n u t e , es t de 31 m /m 4 p o u r une vi
t e s s e de ro ta t ion du t a m b o u r de 1 tou r en 10 m i n u t e s . On voi t que l a m a c h i n e , sort ie 
du dépôt à T h l m , a fait d ' abord 72 t o u r s en avan t (18 f rappes r ec t i l i gnes d e A en B), 
p e n d a n t environ 3 m 1 /2 ( in te rva l le AB) ; e l le s 'es t a r r ê t é e j u s q u ' à 7 h 1 9 m , pu is a fait 80 
t o u r s en avan t (20 f rappes r ec t i l i gnes de C en D) p e n d a n t un p e u p lus de 4 minu tes . 
Son d é p a r t définitif a eu l i eu à 7 h 2 5 m . 

Ca lcu lons sa v i t e s s e m o y e n n e p e n d a n t la m i n u t e qui c o r r e s p o n d à la par t ie MN 
du g r a p h i q u e . Le n o m b r e de t ou r s des r o u e s m o t r i c e s e s t de 

160 + (9 + 3) X 4 = 208 

e t c o m m e l eu r p é r i m è t r e e s t de 6 m 1920, l ' espace p a r c o u r u est 

6 m 1920 X 208 = 1287m94 

La v i t e s se en k i l o m è t r e s à l ' heure e s t donc 

v — l k m 2 8 : 9 4 X 60 -= 77 k m 276 

C o m m e l a c i r confé rence des roues d iminue pa r l ' u sure , il faut la m e s u r e r de t emps 
en t e m p s ; l ' expé r i ence a m o n t r é que sa var ia t ion p e n d a n t un mois de s e rv i ce régul ie r 
es t à pe ine s ens ib l e . 

P o u r év i te r le ca lcul de v, on a é tabl i des éche l l e s qui d o n n e n t les d i s tances des 
f rappes t r i a n g u l a i r e s p o u r les va l eu r s m a x i m a des v i t e s ses a u t o r i s é e s dans les diffé
r e n t s cas . C h e r c h o n s c e t t e d i s t a n c e p o u r une v i t e s se v, (évaluée en k i lomèt res à 
l ' heure) , en s u p p o s a n t que le t a m b o u r fasse u n t o u r en 10 m i n u t e s e t que sa circonfé
r e n c e soi t de 314 m i l l i m è t r e s ( co r r e spondan t à 10 c e n t i m è t r e s de d iamèt re ) ; 100 tours 
des roues m o t r i c e s c o r r e s p o n d e n t à un e space p a r c o u r u 160 C ; le t e m p s employé 
es t , en m i n u t e s , 

60 X 160 C _ 9600C 
v v 

Le d é p l a c e m e n t l inéa i re du pap ie r p e n d a n t ce t e m p s m e s u r e la d i s t ance c h e r c h é e 
d. Sa v a l e u r e s t 

. „. , , 9600 C 
d = 31 " V I N 4 X 

V 

Dans les app l i ca t ions n u m é r i q u e s , C e t v do ivent ê t r e e x p r i m é s avec la même 
un i t é de l o n g u e u r , S i C = 6 m l 9 2 0 e t v = 80 k i l o m è t r e s , on a 

^ , ^ 9 6 0 0 X 6.192 " , „ 
d = 31 " " / M 4 X — 23 M / M 3 env i ron 

oUUUU 

En faisant g l i sser sous les l ignes s u c c e s s i v e s du g r a p h i q u e u n e éche l l e cons t ru i te 
d ' ap rè s ce p r inc ipe , on voi t i m m é d i a t e m e n t si l es v i t e s s e s r é g l e m e n t a i r e s ont é té 
d é p a s s é e s . 

591. D i s p o s i t i o n s p a r t i c u l i è r e s . 

1° L ' enc l ique tage Dobo qui en t r a îne le m a n c h o n j , p a r e x e m p l e , p e n d a n t la marche 
en avant , n ' e x e r c e su r lui , p e n d a n t la m a r c h e en a r r i è r e , que le l ége r f ro t t ement dû 
à l 'act ion de ses r e s s o r t s . Pour ê t re a b s o l u m e n t s û r qu ' aucun r e c u l du manchon ne se 
p rodu i ra , on p lace su r son bord une d e n t u r e dans l aque l l e s ' engage un c l ique t qui 
s 'oppose au m o u v e m e n t a r r i è r e . Une d i spos i t ion ana logue es t app l iquée au manchon h. 
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Supposons la m a c h i n e en m a r c h e ve r s l ' avant ; si sa v i tesse v ien t à d iminuer , le 
manchon j t e n d , en ra ison de son i n e r t i e , à c o n s e r v e r la v i t e s se acqu i se , e t à tou rne r 
plus r a p i d e m e n t que l ' enc l ique tage Dobo qui le m è n e . P o u r s 'opposer à ce t effet, qui 
faussera i t les ind ica t ions do l ' appare i l , on appu ie con t r e ce m a n c h o n un sabot =c en 
bois du r qui joue le rôle de frein (fig. 633). 

2° Mouvement du tambour. 

Le m o u v e m e n t d 'hor loger i e du t a m b o u r e s t r e m o n t é a u t o m a t i q u e m e n t par la lo
comot ive . A cet effet, l ' a rb re hor izonta l ef en t r a ine un p la teau e x c e n t r i q u e M (fig. 631 
à 634) qui c o m m a n d e par une coul isse un l ev ie r coudé N' , dont l ' ex t r émi t é fait oscil ler 
une t i ge ve r t i ca l e N . Ce t t e t ige po r t e à sa pa r t i e s u p é r i e u r e un c l ique t y (fig. 631) qui, 
sous l 'act ion d 'un r e s s o r t o, t e n d à faire t o u r n e r la roue à roche t tp dans laquel le il 
s ' engage . Chaque m o u v e m e n t de la t ige N p rovoque ainsi une ro ta t ion de la roue o, 
qui r e m o n t e le r e s so r t du bar i l l e t auxi l ia i re P. Celui-ci en t ra îne à son t o u r les roues 
U et U', ou V e t V", qui font mouvo i r le t a m b o u r e n r e g i s t r e u r . Le d é r o u l e m e n t du 
bar i l le t e s t r ég lé par u n e hor loge r é g u l a t r i c e Q (fig. 631), qui donne en m ê m e t e m p s 

l ' indicat ion des h e u r e s . Le r a p p o r t des r o u e s U et U' es t -jg- ; l es roues V et V sont 

égales ; su ivan t cel le des deux combina i sons qui e s t e m p l o y é e p o u r t r a n s m e t t r e le 
m o u v e m e n t au t ambour , le d é r o u l e m e n t du pap ie r se fait p lus ou moins v i te ; la p re 
miè re , qui co r r e spond à un t o u r en 10 m i n u t e s conv ien t aux t r a ins e x p r e s s , e t la s e 
conde , qui donne un tou r en 6 m i n u t e s , convient aux t r a ins r ap ides . 

3° Suspension de l'appareil. 

L'appare i l es t s u s p e n d u e n t r e d e u x sé r i e s de r e s s o r t s GG, IIII , afin de le sous 
t r a i r e a u t a n t que poss ible aux v ib ra t ions et aux chocs p rodu i t s par la m a r c h e de la 
locomot ive . P o u r p e r m e t t r e les pe t i t s d é p l a c e m e n t s ve r t i c aux r é s u l t a n t du jeu des 
r e s s o r t s , l ' a rb re ve r t i ca l cKd qui lui donne le m o u v e m e n t a dû ê t r e fait en deux pièces 
J et K (fig. 633) fixées, la p r e m i è r e au p ignon hél icoïdal E , et la s econde au chronota-
c h y m è t r e p r o p r e m e n t dit . Ces deux p ièces son t r éun i e s p a r un m a n c h o n L, qui est 
c lave té à pos te fixe sur la p ièce J, et don t le c lave tage su r la pièce K p e r m e t le dépla
cemen t long i tud ina l de ce t te d e r n i è r e . 

4° Indicateur Stroudley. 

L e s ind ica t ions du c h r o n o t a c h y m è t r e ne sont pas v is ib les pour le mécan ic ien ; 
pour r e m é d i e r à ce t inconvénien t , on adjoint à l ' appare i l une sor te de pe t i t e tu rb ine 
qui refoule un l iquide dans un t u b e g r a d u é p lacé bien en vue ( indicateur Stroudley) ; 
la h a u t e u r à l aque l le s 'é lève le n iveau fait connaî t re à chaque in s t an t la v i t e s se de la 
mach ine . 

C. — C h r o n o t a c h y m è t r e H a s l e r . 

592. Le c h r o n o t a c h y m è t r e modè l e P.-L.-M. ne donne pas la v i t e s se rée l l e de la 
locomot ive à un ins tan t d é t e r m i n é , mais s e u l e m e n t u n e v i t e s se moyenne d ' au tan t plus 
vois ine de la v é r i t é que les f rappes se s u c c è d e n t à des i n t e rva l l e s plus r a p p r o c h é s . 
Mais c o m m e , d ' au t r e par t , le d i a g r a m m e e n r e g i s t r é n 'es t l is ible que si la d i s t ance de 
deux t r a i t s consécut i fs es t a p p r é c i a b l e à l 'œi l , la p réc i s ion qu' i l e s t poss ib le d 'a t
t e i n d r e est n é c e s s a i r e m e n t l imi t ée . 

Dans les appare i l s à force cent r i fuge , au con t r a i r e , les indica t ions fournies con
co rden t e x a c t e m e n t avec la v i t e s s e r ée l l e ; mais e l les d é p e n d e n t dans u n e cer ta ine 
m e s u r e de la lubrif ication des o rganes , qui la isse la m a s s e mobi le g l i sser plus ou 
moins fac i l ement le long de son gu ide . De p lus , la g radua t ion du cadran es t empi r ique , 
e t les l ec tu re s pour les faibles v i t e s ses peu p r é c i s e s . 

Le c h r o n o t a c h y m è t r e Has l e r a é té i m a g i n é dans le bu t de r e m é d i e r à ces incon-
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vénients , en donnan t u n e v i t e s se m o y e n n e auss i r a p p r o c h é e que poss ib le de la v i t e s se 
réelle à l ' ins tant cons idé ré , e t des e n r e g i s t r e m e n t s ne t s et p réc i s que l l e que soi t l 'al-
lu re 'de la m a c h i n e . 

593. P r i n c i p e d e l ' a p p a r e i l . 

Un m o u v e m e n t de ro ta t ion , dont la v i t e s se angu la i r e est p ropor t ionne l l e à celle 
de l 'essieu moteur , es t c o m m u n i q u é à u n e vis 7 (fig. 6361 finement filetée, qui e n g r è n e 
avec un s e g m e n t d 'écrou 27 gu idé par une t ige 25. Un s y s t è m e de c a m e s e t de r e s 
sorts , que nous déc r i rons p lu s loin, ma in t i en t ce t é c r o u en contact avec l a v i s p e n d a n t 
deux secondes , pu is s u p p r i m e la l iaison p e n d a n t une seconde , et ainsi de su i te , U n e 
bague t ronquée 15, qui e m b r a s s e la vis aux t ro is qua r t s sans la t ouche r , peu t se mou
voir pa ra l l è lement à son axe. Si N dés igne le nombre de tours des roues mo t r i ce s 
pendant la du rée de l ' e n g r è n e m e n t , le n o m b r e c o r r e s p o n d a n t de t ou r s de vis es t ftN, 
et l 'écrou s 'é lève de h = h X PN, h r e p r é s e n t a n t un coefficient cons tan t qui d é p e n d de 
la liaison en t r e la vis 7, de pas P , et l 'ess ieu m o t e u r . La bague 15 s o u l ev ée par l ' é 
crou 27, en t ra îne u n e c r éma i l l è r e 19, t e r m i n é e par u n e po in te 45 en face de laquel le 
une bande de pap ie r D se dép lace dans un m o u v e m e n t de t r ans la t ion uniforme, La 
crémail lère e n g r è n e avec un s e c t e u r d e n t é 20, sol idai re d 'une aigui l le I mobile devan t 
un cadran d iv isé . L 'o r ig ine o de la g radua t ion c o r r e s p o n d à la posi t ion de repos du 
système 27-15 ; d ' ap rès ce qui p r é c è d e , l ' a rc o M est p ropor t ionne l au n o m b r e de t o u r s 
qu'ont fait les r o u e s m o t r i c e s p e n d a n t la d u r é e d ' e n g r è n e m e n t de l ' écrou 27, de so r t e 
que si, par e x e m p l e , on a d é t e r m i n é la posi t ion R du point M pour une v i t e s se de 
100 k i lomètres à l ' h eu re , et si l 'on a pa r t agé o R en 100 pa r t i e s éga les , le n o m b r e 
indiqué par l 'a igui l le su r le cadran exp r ime , en k i l o m è t r e s à l ' heure , la v i t e s se 
moyenne de la mach ine p e n d a n t les deux d e r n i è r e s s e c o n d e s . Enfin, la po in te 45, 
généra lement m a i n t e n u e un peu éca r t ée du papier , s 'en r a p p r o c h e a u t o m a t i q u e m e n t 
après des in t e rva l l e s de t e m p s égaux, e t y pe rce des 

trous d 'autant p lus é levés que la v i t e s se a t t e in t e es t 
plus grande . Ces t r o u s fo rmen t u n e l igne d iscont i 
nue qui donne l ' a spec t de la courbe des v i t esses 
moyennes de la locomot ive , pu isque ses absc i sses 
(égales aux d é p l a c e m e n t s du papier ) sont propor
t ionnelles au t e m p s , e t ses o rdonnées (égales au 
déplacement de l ' écrou 27) p ropor t ionne l l e s au 
nombre de tours effectués p e n d a n t les deux de rn iè re s 
secondes. Le c h r o n o t a c h y m è t r e Has l c r donne donc 
à la fois une ind ica t ion op t ique et u n e r e p r é s e n t a 
tion graphique de la v i t e s se . Fig. G3G. 

Les d ispos i t ions que nous venons d ' ind iquer 
seraient insuffisantes en p r a t i que , pu i sque l 'a iguil le ne s e r a i t ac t ionnée par l 'écrou 
que toutes les t ro i s s e c o n d e s . Aussi , d i spose- t -on au tou r de la vis 7 t ro i s s e g m e n t s 
d'écrou au l ieu d 'un seul ; chacun d 'eux jouan t à son tou r le rô le déc r i t p o u r le p r e 
mier, la mise en p lace de l 'a iguil le peut ainsi se faire t ou t e s les s e c o n d e s . Sa posi t ion 
indique toujours la v i t e s se m o y e n n e des deux d e r n i è r e s s e c o n d e s écou lées , c o r r e s 
pondant à l ' e n g r è n e m e n t de l ' écrou qui v i en t d 'agir sur e l le . Mais c o m m e , à cause de 
la succession des éc rous , chaque in te rva l l e de deux secondes c o m p r e n d la d e r n i è r e 
seconde de l ' in te rva l le p r é c é d e n t , la v i t e s se moyenne lue se r a p p r o c h e assez de la 
vi tesse réel le p o u r lui ê t re s u b s t i t u é e en p r a t i que . 

594. D e s c r i p t i o n : 

1° Prise de mouvement sur la machine. 

L'une d e s b ie l les d ' a ccoup lemen t es t re l iée par une pe t i t e biel le K,I (fig. 637-638) 
à une man ive l l e IJ so l ida i re d 'un arbre hor izonta l z (fig. 639), qui po r t e à ses e x t r é m i t é s 
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Fig. 644. — Coupe horizontale. Fig. 0 4 5 . — Détail .du compteur 
kilométrique. 
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deux p ignons con iques égaux A, e n g r e n a n t avec la m ê m e roue B, Un double e m 
brayage à c l ique t e t à r e s s o r t e s t d i sposé de m a n i è r e que l 'axe z en t r a îne l 'un d e s 
pignons A pendan t la m a r c h e en avant , et l ' au t re pendan t la m a r c h e en a r r i è r e . L ' a r b r e 
vertical 1 de la roue B reçoi t , dans les deux cas , un m o u v e m e n t de rota t ion de s e n s 
/, dont la v i tesse angu la i r e est éga le , à chaque ins tan t , au p rodu i t de cel le des r o u e s 

motrices par le r appor t des n o m b r e s de d e n t s . 
B 

2° Commande de la vis 7 et des écrous 27. — Mouvement d'horlogerie. 

L'arbre 1 t r a n s m e t son m o u v e m e n t par deux roues 4 et 8 (fig. 643) (por tant r e s 
pect ivement 34 et 30 dents ) , à u n e doui l le c r euse 6, su r laque l le e s t calée la vis à 
filets mul t ip les 7 qui , d ' après ce qui p r é c è d e , fait dans un t e m p s donné un n o m b r e de 

tours égal à celui d e s r o u e s m o t r i c e s mul t ip l i é pa r Chacun des t ro is s e g m e n t s 

d'écrou 27 es t guidé pa r une t ige 25 (fig. 642), fixée à sa par t ie infér ieure s u r un p e t i t 

plateau mobi le , qu 'un r e s s o r t 26 t end c o n s t a m m e n t à r a p p r o c h e r de la v is . Un a r b r e 
5 (fig. 642-643) t r a v e r s e la doui l le 6, e t r eço i t un m o u v e m e n t de ro ta t ion uni forme du 
mécanisme d 'hor loger ie figuré^par les cinq r e s so r t s 21, e t l ' é c h a p p e m e n t H (fig. 640). Il 
porte à son e x t r é m i t é in fé r i eu re u n d isque 14 (fig. 642-643-644-6461 su r la c i rconférence 
duquel sont p l acées q u a t r e c a m e s (fig. 644-647) qu i v i e n n e n t r e p o u s s e r s u c c e s s i v e m e n t 
les plateaux des t iges 25. P e n d a n t tou te la d u r é e d 'act ion d 'une de ces c a m e s , un des 
segments d 'écrou 27 se t r o u v e sépa ré de la vis 7 e t r e t o m b e en ve r tu de son po ids , 
puis il engrène de nouveau , et ainsi de su i te . D 'après le p r inc ipe exposé p lus hau t , la 
liaison de chaque éc rou e s t é tabl ie avec la vis p e n d a n t deux s e c o n d e s , e t cesse p e n 
dant une seconde ; le d i sque 14 p o r t a n t qua t r e cames , le m o u v e m e n t d 'hor loger ie doi t 
être réglé de te l le so r t e que l ' a rbre 5 fasse un tou r en douze s econdes (*). Les cinq 
ressorts 21 du bar i l l e t le font fonc t ionner pendan t une demi -heure env i ron . Au m o -

(*) L'échappement frappe 300 coups simples à la minute, et le disque 14 fait un tour pen
dant (jue le mouvement frappe 60 coups. Chaque came vient donc occuper la place de la pré
cédente avec le quinzième coup. Pendant onze de ces coups, les écrous engrènent avec la vis 7 
et, pendant les quatre autres, ils reviennent à leur position de repos. Les durées des périodes-

i 
de liaison et de dégagement sont donc exactement de 2 s 1/5 et de — de seconde. 

Fig. 646. Fig. 647. 
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m e n t de La m i s e en m a r c h e e t p e n d a n t les a r r ê t s p ro longés , le r e m o n t a g e doi t ê t re 
fait à la m a i n ; ma i s , eu c o u r » do rou te , il e s t a s s u r é a u t o m a t i q u e m e n t pa r la locomo
t ive , au m o y e n d 'une doui l le à man ive l l e 30, qu i r e n f e r m e un c l ique t à friction 2 
(flg. 644-649) o u à r e s s o r t c o m m a n d é par u n e x c e n t r i q u e ca l é s u r l ' a rb re 1. A chaque 
t o u r d e ce d e m i e s , le c l i q u e t fait avance r d 'une d e n t la r o u e 22. Q u a n d l e mécan i sme 
es t c o m p l è t e m e n t r e m o n t é , un o rgane spécia l 23 (fig. 640), fonc t ionnant co mme la croix 
de Malte d e s h o r l o g e s , a r r ê t e la roue 22, et le c l i que t 2, t ou jours en t r a îné par l 'excen
t r i q u e qui le c o m m a n d e , ne fait p lus que c o m p r i m e r le r e s s o r t à boudin r ep résen té 
en coupe (fig. 644). Après un cer ta in t e m p s , le disposit i f 23, se dégage de la roue 22, 
e t le r e m o n t a g e a u t o m a t i q u e r e c o m m e n c e . 

3° Mouvement du papier et pointage du temps, 

L'a rbre 5 c o m m u n i q u e son m o u v e m e n t de ro ta t ion un i fo rme , pa r l ' in te rmédia i re 
d ' u n e r o u e 11 (fig, (t'ii-ëi'S), à deux rou leaux cy l ind r iques 31 e t 33 (fig.640-641-642), entre 
l e s q u e l s p a s s e u n e b a n d e de pap ie r qu ' i l s d é v i d e n t d 'une bob ine 37 (fig. 640) pour la 
c o n d u i r e dans la boî te à d i a g r a m m e 34. Le rou leau 31 po r t e , à ses deux e x t r é m i t é s , des 
po in tes r é g u l i è r e m e n t e s p a c é e s (fig. 642-648) qui en a s s u r e n t le t r a n s p o r t un i forme, et 
p o i n t e n t en o u t r e les t e m p s . Les e n g r e n a g e s qui le c o m m a n d e n t son t ca lcu lés de ma
n i è re que , s u i v a n t l es appa re i l s , q u a t r e , s ix e t m ê m e h u i t m i l l i m è t r e s do pap ie r se 
d é r o u l e n t p e n d a n t une m i n u t e . En a d m e t t a n t la p r e m i è r e v i t e s s e , la d i s t ance de deux 
po in te s c o n s é c u t i v e s , qui e s t de 6 m i l l i m è t r e s , c o r r e s p o n d à 1 m i n u t e 1/2. Comme il 
y a 10 po in t e s , un t o u r c o m p l e t du r o u l e a u 31 r e p r é s e n t e un q u a r t d ' h e u r e de m a r c h e . 
Une po in te spéc i a l e , p l acée au mil ieu de l ' in te rva l le de deux a u t r e s , pe r ce u n t rou sur 

le pap ie r , v is ible en « sur le d i a g r a m m e (fig. 654), e t p e r m e t de 
l i re des d u r é e s de quinze m i n u t e s sans c o m p t e r les t r o u s in te r 
m é d i a i r e s ; elle joue ainsi le rô le de t o t a l i s a t eu r des t e m p s . 

La b a n d e d e pap ie r a 40 m è t r e s de l o n g u e u r , ce qui , dans 
l ' hypo thèse c i -dessus , c o r r e s p o n d à. un s e rv i ce cont inu de 160 
h e u r e s e n v i r o n . P o u r la r e n o u v e l e r , on t i r e le ve r rou 40 (fig. 640) 
e t on en l ève la chev i l l e 41 qui fixe la bob ine 37. Le p la teau su
p é r i e u r 38 de celle-ci es t mob i l e , de s o r t e qu 'on p e u t p lacer fa
c i l emen t un n o u v e a u rou leau tou t p r é p a r é . De p lus , le rouleau 33 
possède u n e r o u e à c l iquet , qui p e r m e t de le manoeuvrer à la 
ma in , i n d é p e n d a m m e n t du m o u v e m e n t d 'hor loger ie , e t de t r ans 
p o r t e r le bou t l ib re de la b a n d e j u s q u e dans la boî te à dia
g r a m m e 34. Celle-ci r e n f e r m e un rou leau 35, qui en rou le au to 

m a t i q u e m e n t l e p a p i e r à l 'a ide d 'un m é c a n i s m e ana logue à celui qui se r t à r e m o n t e r 
l e m o u v e m e n t d ' ho r loge r i e — c l ique t à e x c e n t r i q u e 3 (fig. 641 e t 649). 

4* Indication optique de la vitesse. 

N o u s avons m o n t r é , dans l ' exposé du p r i nc ipe , que la h a u t e u r a t t e in t e p a r chaque 
éc rou 27 es t p r o p o r t i o n n e l l e à la v i t e s se m o y e n n e d e s deux d e r n i è r e s s e c o n d e s écou
l é e s . La b a g u e t r o n q u é e 15 qu ' i l sou lève es t so l ida i re d 'un cha r io t qui g l i sse le long 
•d'une r é g l e t t e fixe (fig. 643) év idée i n t é r i e u r e m e n t . Au t r a v e r s de r é v i d e m e n t passen t 
de pe t i t e s co lonnes qui r e l i e n t le cha r io t à la c r é m a i l l è r e 19. Celle-ci fait mouvo i r le 
s e c t e u r den t é 28 (fig. 640-650) auque l e s t r ivée l 'a igui l le I, d o n t le fonc t ionnemen t a 
é t é exp l iqué p r é c é d e m m e n t , 

Au m o m e n t où le s e g m e n t d 'écrou 27 qui v ien t de c o m m a n d e r la b a g u e 15 cesse 
d 'ê t re lié à la vis 7, la c r é m a i l l è r e 19, a b a n d o n n é e à e l l e - m ê m e , t end à r e t o m b e r en 
r a m e n a n t l 'a igui l le au zéro . Des d ispos i t ions p a r t i c u l i è r e s son t e m p l o y é e s p o u r év i te r 
ce t i nconvén ien t , qui r e n d r a i t les l e c t u r e s imposs ib l e s . U n lev ie r coudé 16-16 (fig. 643-
•646) po r t e , à l 'une de ses e x t r é m i t é s , u n e rou le t t e 51 qui frot te s u r le bo rd infér ieur 
d u d i sque 14, ga rn i de douze e n c o c h e s equ id i s t an te s , e t à l ' au t re t ro i s pe t i t s c l iquets 

F i g . 648. 
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18 qui font face à la c r é m a i l l è r e . Au m o m e n t où une e n c o c h e se p r é s e n t e devan t l a 
roule t te , un r e s so r t p la t 17 force ce l le -c i à y p é n é t r e r , e t les c l ique t s 18 d é g a g e n t p e n 
dant un ins tan t la c r éma i l l è r e 19, c e qui p e r m e t à la bague 15 d e r e t o m b e r su r l ' écrou 
27 le plus é levé . Comme le d isque 14 fait un tour e n 12 s e c o n d e s , e t qu ' i l y a 12 e n 
coches, ca fait s e . r e p r o d u i t t ou t e s les s econdes , De p lu s , d ' après le m o d e de com
mande des éc rous , il y en a tou jours un qu i , à ce m o m e n t , t e r m i n e sa pé r iode d ' eng rè -
nement (*). Le cour t laps de t e m p s p e n d a n t l eque l la c r éma i l l è r e es t r e n d u e l ibre 
permet donc à l 'a igui l le d ' ind iquer la v i tesse m o y e n n e des deux d e r n i è r e s s econdes 
écoulées ; sa r e m i s e en p lace t o u t e s les s e c o n d e s lui occas ionne de p e t i t e s s ecousses 
qui ne nu i sen t pas à la l e c t u r e . 

Fig. 649. Fig. 651. 

5" Pointage de la vitesse. 

La c rémai l l è re 19 en t r a îne une t ige 46 (fig. 640), t e r m i n é e par u n e poin te 45, e t 
guidée par une r a inure p r a t i q u é e dans la p laque 43 qui s ' é tend su r la h a u t e u r du pap ie r 
a d iagramme. A la pa r t i e s u p é r i e u r e de ce t te p laque se t rouve une sor te de den t t ra
pézoïdale 50 qui forme angle dro i t a v e c el le (fig. 641-651), e t fait face et u n e roue à r o -
chet 10 sol idaire do l ' a rb re 5 (fig. 641-644-651). Tant que cet te dent , mobi le au tou r de 
l'axe du cyl indre 33, e s t a p p l i q u é e s u r un ple in de la r o u e 10, la po in te 45 frôle s eu le -

(*) Le dégagement d'im écron 27 se produit à la fin du «mzième coup de l 'échappement -es, 
le passage de la roulette 51 dans une encoche a lieu rïu dixième au onzième coup ; à la fin du 
onzième coup, la roulette sort de l'encoche, e t l 'extrémité supérieure du levier 16 se rapproche 
de la crémaillère, avec les cliquets 18 qu'elle supporte ; le système mobile 15-19 peut ainsi se 
placer au niveau de la masse 27, la plus élevée à ce moment. 
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m e n t le pap ie r ; mais dès qu 'un c reux se p r é s e n t e , le r e s so r t 42 pousse la p laque 43 et 
la t ige 46 qu 'e l le gu ide , de sor te que la po in te p ique le papier . La roue à rochet 10 
n 'ayant que q u a t r e c reux , l ' e n r e g i s t r e m e n t se fait t o u t e s les t ro i s s econdes . Il se pro
dui t dès que la c réma i l l è re , d é g a g é e d e s c l ique ts 18 (mais s e u l e m e n t u n e fois sur trois), 
a subi l 'ac t ion de la masse 27 la p lus é l evée . Le p o r t e - p o i n t e e s t à ch a rn i è r e , de sorte 
que , si le po in tage se fait p e n d a n t un a c c r o i s s e m e n t de la v i t e s se , le pap ie r ne se dé
chi re pa s . 

6° Pointage des espaces parcourus. 

P u i s q u e la doui l le 6 fait, p e n d a n t un t e m p s donné , un n o m b r e de tours propor- . 
t ionnel à celui des roues m o t r i c e s , son m o u v e m e n t p e u t ê t re u t i l i sé pour l ' enregis t re
m e n t des e spaces p a r c o u r u s , El le po r t e à ce t effet, dans sa rég ion s u p é r i e u r e , un pas 
de vis 9, qui c o m m a n d e u n e roue hé l ico ïda le 12 (fig. 642-643-645-652). 

Fig. 652. Fig. 653. 

Un e x c e n t r i q u e à b e c 52, r ivé su r ce t t e d e r n i è r e (fig. 653), t e n d l e l e v i e r à r e s so r t 13 
Ifig. 643-653) à l ' ex t r émi t é duque l e s t fixée u n e po in te 53. Aprè s chaque t o u r de la roue 
12, le r e s s o r t se dé tend , et p ro je t t e la po in te su r le pap ie r , où el le p e r c e un t rou . Evi
d e m m e n t , un tou r de la roue hé l ico ïda le ne co r re spond à un k i lomè t re pa rcouru que 
si l 'on a c o n v e n a b l e m e n t d é t e r m i n é le n o m b r e de s e s d e n t s . N o u s donne rons plus loin 
un exemple du calcul . 

595. C a l c u l d e l ' e n g r e n a g e A B . 

L ' express ion 

h = h X PN = - 4 - X PN 

de la h a u t e u r a t t e in t e pa r un des s e g m e n t s d 'écrou à la fin de son e n g r è n e m e n t , mont re 

qu 'e l le es t p ropor t ionne l l e au r a p p o r t - g - p o u r chaque va leu r de la v i t e s s e . Comme la 

région de la b a n d e de pap ie r r é s e r v é e au poin tage a une l a r g e u r de q u a t r e cen t imè t re s , 
les cons t an t e s A, B et P do iven t ê t r e t e l l es que , p o u r la p lus g r a n d e v i t e s se de la loco
mot ive , h soit au p lus égal à 4 c e n t i m è t r e s . D 'après le pas donné à la vis 7, cet te 
condi t ion se t r o u v e réa l i sée p o u r t ous les appa re i l s si le n o m b r e de tours fait en une 

m i n u t e pa r l ' a rb re 1 ne dépasse pas 75. Il faut donc d é t e r m i n e r - g - en conséquence , 

So ien t V la p lus g rande v i t e s se de la locomot ive , en k i l o m è t r e s à l ' heu re , e t D le 
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diamètre moyeu de ses roues mot r i ce s , en m è t r e s ; le n o m b r e de t o u r s de ce l les -c i 
1000V 

par minu te es t —=r-, e t l'on doi t avoir 
60 i t U 

D'où l 'on t i re 

1000 V 

60 nD 

A _ 60 X 75TTD _ TXD 

T T ~~ 1000 V ~ ~ ' J ~V~ 

Pour une v i tesse m a x i m u m de 100 k i l omè t r e s à l ' heure , et u n e c i rconfé rence de 
roues motr ices éga le à 6 m 192, on au ra i t 

A _ -4,5 X 6,192 _ 3483 
B — 100 ~ 12500 

La convers ion en fract ion con t inue donne , eu s ' a r r è t a n t à la c inqu ième r édu i t e , 

_A_ _ _17 
B ~~ 61" 

On donnera donc 17 den t s aux p ignons A, e t 61 den ts à la roue B. Le calcul doit 
être fait pour chaque t y p e de l ocomot ives , t a n t à cause de l ' inégal i té de l e u r s v i t e s s e s 
maxima que de cel le des d i a m è t r e s de l eu r s roues mo t r i ce s . 

596. C a l c u l d e l a r o u e h é l i c o ï d a l e 1 2 . 

Soit x le n o m b r e de ses d e n t s ; q u a n d la locomot ive d o n n e la v i t e s se m a x i m u m V, 
l 'arbre 1 fait 75 t ou r s pa r m i n u t e , e t la doui l le 6, qui en reçoi t le m o u v e m e n t par les 

75 X 34 
roues 4 e t 8 de 34 et 30 den t s , a ccompl i t — ^ = 85 révo lu t ions . La vis 9 n 'ayant 

qu'un filet, le n o m b r e de t ou r s pa r m i n u t e de la roue 12 e t de l ' excen t r ique à bec 52 
85 V 

est — , co r r e spondan t à un e s p a c e p a r c o u r u -gjj-, éva lué en k i l o m è t r e s . Chaque t o u r 

V 85 V X x 
de la roue 12 c o r r e s p o n d donc à un p a r c o u r s de -TTT : = k i lomè t re s ; si l'on 

1 1 60 x 6 0 X 8 5 
veut que le poin tage des e s p a c e s se fasse tous les k i l o m è t r e s , on d e v r a avoir 

V X * _ 
"60 X 85 

d'où 
60 X 85 

Si, par e x e m p l e , V — 100 k m , x = ^ ^ = 5 1 d e n t s . 
100 

La nécess i t é de d o n n e r à x u n e v a l e u r en t i è re fait g é n é r a l e m e n t c o m m e t t r e u n e 
petite e r reu r , de so r t e que les ind ica t ions k i lomé t r iques de l ' appare i l do iven t ê t r e 
corr igées. Ce t te e r r e u r es t ca l cu lée p o u r chaque cas . L 'u su re des bandages es t u n e 
autre cause do c o r r e c t i o n ; pour en a t t é n u e r l'effet, on a t t r i bue à D, dans les ca l 
culs, une va leur égale à la m o y e n n e en t r e les d i a m è t r e s d 'une roue n e u v e e t à 
limite d 'usure . 

R emarquons que , t o u t en conse rvan t le n o m b r e de d e n t s d é t e r m i n é par le ca lcu l 
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c i -dessus , on peu t d i m i n u e r de moi t ié l ' un i té 
d ' e space e n r e g i s t r é en p l açan t su r l ' excen t r ique 
52 deux becs d i a m é t r a l e m e n t opposés . 

597. D i a g r a m m e s o b t e n u s . 

La figure 654 r e p r é s e n t e un d i a g r a m m e t r a c é 
par le c h r o n o t a c h y m è t r e Has le r . P o u r facil i ter la 
l e c t u r e des v i t e s s e s , le pap i e r p r é s e n t e des r é -
g l u r e s hor izon ta les n u m é r o t é e s d ' a p r è s la v i 
t e s s e m a x i m u m que p e u t a t t e i nd re la m a c h i n e . 
On d i s t i ngue : 

I o E n h a u t e t en b a s , u n e l igne des t e m p s , 
formée de po in t s r é g u l i è r e m e n t e s p a c é s , c o r r e s 
p o n d a n t à des d u r é e s de 1 m i n u t e 5. La l igne 
in fé r ieure con t i en t en ou t r e les po in t s a to ta l i sa 
t e u r s des t e m p s , p l a c é s de man iè re à c o m p r e n d r e 
e n t r e eux des d u r é e s de 15 m i n u t e s . Dans la 
figure, le pap ie r s 'es t dé rou lé à ra ison de 4 mil l i 
m è t r e s pa r m i n u t e , e t l es po in t s les p lus nom
b r e u x sont e s p a c é s de 6 mi l l imè t r e s ; la d i s t ance 
de deux points t o t a l i s a t e u r s e s t de 60 mi l l imè t r e s . 
On p e u t donc é v a l u e r u n t e m p s , en m i n u t e s , 
s ans c o m p t e r les po in t s , en m e s u r a n t la l o n g u e u r 
c o r r e s p o n d a n t e , e t en la d iv i san t par 4, 

2U La l igne des v i t e s se s , s i n u e u s e . L e s a r r ê t s 
son t i nd iqués pa r les p a r t i e s ho r i zon ta l e s , e t la 
d u r é e peu t en ê t r e é v a l u é e c o m m e il v i e n t d ' ê t r e 
di t . Les pa r t i e s p r e s q u e v e r t i c a l e s i n d i q u e n t les 
r a p i d e s c ro i s sances ou d é c r o i s s a n c e s d e la v i 
t e s s e , à la mise en m a r c h e , aux r a l e n t i s s e m e n t s 
ou aux a r r ê t s . Les p o i n t a g e s s 'e f lec tuant t o u t e s 
les t ro i s s econdes , on p e u t con t rô le r la l igne des 
t e m p s , 

Il faut obse rve r que les po in t s t r acés p e n d a n t 
l e s a r r ê t s n e se t r o u v e n t pas e x a c t e m e n t su r la 
l igne zéro . Ce la p rov ien t de ce que l ' appare i l e s t 
r ég lé pour que la poin te 45 ne se sou lève que quand 
les éc rous ont m o n t é de 1/2 mi l l imè t r e s u r la v is . 
Il n 'y a donc pas l ieu de co r r ige r de ce 1/2 mi l l i 
m è t r e d ' éca r t les va l eu r s po in t ées de la v i t e s s e . 

3° La l igne d e s e s p a c e s e s t au bas d e l à feuil le , 
i m m é d i a t e m e n t au -dessus de cel le des t e m p s . 
Deux poin ts consécu t i f s r e p r é s e n t e n t , dans la 
figure, 1/2 k i lomè t re de p a r c o u r s . Les poin ts son t 
d ' au t an t p lus r a p p r o c h é s que les o r d o n n é e s de la 
courbe des v i t e s s e s son t p lus g r a n d e s . 

i 
en 

t > 

-
CD N ., 
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C H A P I T R E XXV 

MACHINES A TAILLER LES ENGRENAGES 

CYLINDRIQUES 

§ -T. — Généralités sur les fraises 
et sur leur emploi dans le taillage des roues cylindriques 

à dents droites ou hélicoïdales. 

AB 

F i g . 655. 

598. On donne le nom généra l de fraises à tous les ou t i l s , de formes t r è s var iables , 
qui possèden t p l u s i e u r s den t s t r a n c h a n t e s v e n a n t s u c c e s s i v e m e n t agir , à peu p rès 
de la m ê m e m a n i è r e qu 'un ou t i l de r a b o t e u s e , su r la p ièce 
à t ravai l le r . Soi t ABCD (fig. 655) la s ec t ion d ' u n e den t par 
un plan pe rpend i cu l a i r e à Taxe de la f ra ise ; l ' ang le xAy = x 
que forme la t a n g e n t e en A à la c i r confé rence o a v e c la 
direction AB du ta i l lant e s t appe lé l'angle d'incidence. Sa 
valeur, ainsi que cel le de l ' angle y A z = (J des deux faces 
de la dent , va r i e avec la d u r e t é du mé ta l à ouvre r , e t a é té 
dé te rminée e x p é r i m e n t a l e m e n t p o u r les d i v e r s e s subs 
tances e m p l o y é e s . Dans le t rava i l de l ' ac ier , a = 4° envi
ron, et p = 51". Le c o m p l é m e n t y de la s o m m e a + ¡3 est 

appelé angle de dégagement. Il vaudra i t 35* dans le cas a c t u e l . P o u r que la fraise exé
cute bien son t rava i l , il e s t i nd i spensab l e de d o n n e r à s e s den t s un angle d ' inc idence 
aussi voisin que poss ib le de la v a l e u r a s s ignée pa r l ' expé r i ence ; l ' angle |J peu t , au 

con t r a i r e , va r i e r dans de p l u s l a rges l imi tes . On p e u t 
m ê m e s u p p r i m e r l ' angle de d é g a g e m e n t , e t d i r ige r le b o r d 

— ^ AD de la d e n t su ivan t un rayon (fig. 656). Ce t t e d ispos i t ion 
x^jf es t é v i d e m m e n t favorable à la sol id i té des den t s . 

On emplo ie , dans l ' indus t r ie , deux so r t e s de f ra ises , 
qui se d i s t inguen t l 'une de l 'autre par la forme des den t s 
et le m o t d'affûtage. Ce sont : 

1° Les fraises à denture fraisée ; 

2° Les fraises à denture dégagée, ou à profil constant 
après affûtage. 

Dans les deux cas , la sec t ion de la fraise pa r le p lan mér id i en do l ' a rê te de t ê t e 
représen te , e n ple in , les c r e u x du profil à r e p r o d u i r e , e t i n v e r s e m e n t . 
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599. F r a i s e s à d e n t u r e f r a i s é e . 

Les fraises a d e n t u r e fraisée (fig. 657-659-660) son t a insi n o m m é e s pa rce qu 'el les 
sont ta i l lées avec u n e a u t r e fraise, dont le d é p l a c e m e n t es t gu idé par des cames ou 

un gabar i t a p p r o p r i é s . La sec t ion d 'une dont pa r un plan p e r p e n d i c u l a i r e à l 'axe est 
un quadr i l a tè re ABCD (fig. 656) dont l es côtés qui abou t i s sen t à l ' a rê te A forment un 
angle aigu c o m p l é m e n t a i r e de l 'angle d ' inc idence . Chaque den t e s t t r a n c h a n t e sur 

t ou t e la l ongueu r de son profil mé r id i en , qui se t rouve ainsi 
cons t i tué , dans le p lan ADo, par u n e a r ê t e v ive . Lorsque 
celle-ci v ien t à s ' émousse r , il faut l ' aviver par un affûtage, 
p r a t i qué su r le des sus de la den t en su ivan t tou t son pour tour 
(fig. 661). Ce t t e opéra t ion , r e n d u e dé l ica te e t parfois impos
s ible par le souci de conse rve r r i g o u r e u s e m e n t la forme du 
profil m é r i d i e n , néces s i t e l ' emploi de m a c h i n e s spéc ia les , et 
le t r ava i l , auque l il faut p r o c é d e r assez souven t , es t re la t ive-

Fig- G61. m e n t long et d i spend ieux . Enfin, l 'aflûtage é la rg i t la facette 

de coupe AB (fig. 656) qui , au bou t d 'un cer ta in t e m p s , vient 
p r end re la posi t ion A B ' par e x e m p l e . La fraise est a lors exposée à t a lonner , e t il faut 
la r e m p l a c e r ou la r e t a i l l e r c o m p l è t e m e n t , si son rayon n ' es t pas devenu t rop pet i t . 

Lorsque la fraise e s t de s t i née à ta i l le r des e n g r e n a g e s , le profil dans le plan mé
r id ien de t ê t e e s t celui d 'un c r eux de la roue à c o n s t r u i r e . 

600. F r a i s e s à d e n t u r e d é g a g é e , d o n t l e prof i l r e s t e c o n s t a n t a p r è s af
f û t a g e . 

C'est pour r e m é d i e r à ces i n c o n v é n i e n t s que l'on emplo ie h a b i t u e l l e m e n t aujour
d'hui les fraises à d e n t u r e dégagée (fig. 662) dont le profil dans le p lan mér id ien de 
tê te r e s t e cons tan t ap r è s affûtage. P o u r en concevoir la forme, supposons qu'i l s'a
gisse d 'une fraise à e n g r e n a g e s . Traçons dans un plan zoA (fig. 663) le profil MAN d'un 
c reux de la roue à ta i l le r , de m a n i è r e que ses deux moi t iés so ien t s y m é t r i q u e s par 
r a p p o r t au rayon oA, e t cons idé rons un a rc de sp i ra le l oga r i t hmique AB, de pôle o, 
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situé dans le plan m e n é par oA p e r p e n d i c u l a i r e à Z. Pu i s faisons t o u r n e r le plan ZoA 
autour de oZ en obl igeant le po in t A du profil MAN à r e s t e r s u r AB. Si c h a q u e den t de 
la fraise est l imi tée pa r des sur faces ana logues à ce l les que les courbes AM et AN 
décrivent dans ce m o u v e m e n t : 

1° La sec t ion d 'une d e n t par t o u t p lan p a s s a n t par l 'axe e s t iden t ique au profil MAN 
d'un c reux de la roue à e x é c u t e r ; 

2° L 'angle d ' inc idence conse rve u n e va l eu r invar iab le , égale au c o m p l é m e n t de 
l'angle cons tant que forme la t a n g e n t e en un point de-la sp i ra le l oga r i t hmique avec le 
rayon vec t eu r co r r e spondan t . 

Il suffit, pour conse rve r c e s p r o p r i é t é s , d'affûter la fraise dans un plan m é r i d i e n . 

sur le devan t de la den t (fig. 664) ; ce t t e opéra t ion se fait à la meu le , e t p r é s e n t e la 
même facilité quel le que soi t la forme du profil. Il faut avoir soin, toutefois , d ' en lever 
la même épa i s seu r de ma t i è re s u r t ou t e s les d e n t s , afin que l eu r s t ê t e s A r e s t e n t r é 
parties su r une m ê m e c i rconfé rence de cen t r e o. 

Les figures 657-658 r e p r é s e n t e n t des fraises à défoncer , e t les figures 659-662 d e s 
fraises à e n g r e n a g e s des deux t y p e s . On voit que les fraises à d e n t u r e d é g a g é e son t 
plus rés i s tan tes que les fraises à d e n t u r e fraisée ; la p lus g r a n d e é p a i s s e u r de l e u r s 
dents, l eu r mode d'affûtage e t l ' invar iabi l i té de l eu r s profils font qu 'on p e u t les u t i l i 
ser sans re ta i l lage j u squ ' à u s u r e . En r e v a n c h e , l eur ta i l lant es t moins coupant , e t l eur 
prix de rev ien t p lu s é levé . Ce d e r n i e r i nconvén ien t est d 'a i l leurs r a c h e t é par l eu r fa
cilité d'affûtage et l eur plus g rande d u r é e . 

Nous avons dit que la courbe AB du d e s s u s d 'une dent es t un a rc de sp i ra le loga
r i thmique. Il es t facile d'en t r o u v e r l 'équat ion en fonction du rayon ini t ia l R de la 
fraise et de l 'angle d ' i nc idence a. En p r e n a n t o pour pôle e t oA pour axe pola i re , ce t t e 
équation es t de la forme 

— m6 
r = he 

h et m désignant des cons t an t e s à d é t e r m i n e r . Quand 6 — o, r = h ; on doit donc avoir 

k = R 

De plus, l 'angle V de la t a n g e n t e avec le p r o l o n g e m e n t du rayon vec t eu r e s t 
donné par la formule 

— ml 

rd9 _ Re dñ _ 1 
t g V = ~~dr~ ~ ~~ ~~ ~ m 

— m R e dâ 
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Mais, d ' au t re par t , 

On a donc 

t g V = tg + — — cotg a = -

D'où m — tg i 

L ' équa t ion c h e r c h é e e s t par c o n s é q u e n t 

m 

r = Rc -6LGA 

En dés ignan t par ro e t 0 o les coo rdonnées po la i res du poin t B , le d é g a g e m e n t de 
la den t a pour v a l e u r 

R — r„ = R — Re 
— O.TGA • 0„ TG A 

) 

Dans la p r a t i que , on subs t i t ue h a b i t u e l l e m e n t au profil t h é o r i q u e du des sus de la 
den t , aoi t un a r c d e sp i ra le d 'Arch imède passan t par s e s e x t r é m i t é s , soi t même un 
a rc de cerc le ayan t p o u r cen t r e le po in t de r e n c o n t r e de la p e r p e n d i c u l a i r e au milieu 
de A B avec la n o r m a l e à la sp i r a l e l oga r i t hmique au point A. L 'angle d ' inc idence varie 
a lo r s ap r è s chaque affûtage, mais le calcul m o n t r e . q u e l ' e r r e u r d o n t il es t affecté 
n ' a t t e in t j ama i s un demi -deg ré . 

601. D i s p o s i t i o n s c h é m a t i q u e d u t a i l l a g e d ' u n e r o u e c y l i n d r i q u e d r o i t e . 

On p e u t se r e p r é s e n t e r le ta i l lage d 'une roue cy l ind r ique à den t s d ro i tes de la 
façon su ivan te . Le d i sque à fraiser , soi t A |fig. 666; p r é a l a b l e m e n t t ou rné au d iamètre 
e x t é r i e u r de la roue , es t m a i n t e n u immobi l e s u r un a rb re hor izonta l La fraise B 
t o u r n e au tour d 'un axe hor izonta l z, p e r p e n d i c u l a i r e au p r é c é d e n t , e t p lacé s u r un 
cha r io t D auque l la m a c h i n e c o m m u n i q u e un m o u v e m e n t d ' avance p a r a l l è l e m e n t à 
z, a v e c r e t o u r en a r r i è r e à l a fin de c h a q u e pas se . On règ le l a posi t ion du char io t D 
de te l le m a n i è r e que le p lan moyen de la fraise pa s se p a r z, e t que la p lu s courte 
d i s t a n c e d des deux axes soi t égale à la s o m m e des r ayons du d i sque e t de la fraise, 

d iminuée de la l ongueu r d 'une den t de la roue à cons
t r u i r e . L o r s q u e , pa r su i te d e l ' a v a n c e m e n t du char io t 
D, la fraise e n t r e en con tac t a v e c le d i sque , el le y t race 
une r a i n u r e qui , d ' ap rès ce qui p r é c è d e , affecte exac 
t e m e n t la forme d 'un c r eux de la roue , pu is elle rev ient 
à sa posi t ion p r i m i t i v e . Avan t de lui faire effectuer une 
s e c o n d e p a s s e , il faut faire t o u r n e r le d i s q u e A, au tour 

I^^TÎ^B de l 'axe z, d 'une quan t i t é égale à l ' i n te rva l le de deux 
' d en t s consécu t ive s . C e t t e opé ra t i on e s t c o m m a n d é e par 

un appa re i l d iv i seur , re l ié au char io t C, et don t l 'organe 
pr inc ipa l e s t h a b i t u e l l e m e n t un d i sque po r t an t des 

i "| s é r i e s de t r o u s r é p a r t i s sur des c i r con fé rences concen-
t • f t r i q u e s , do m a n i è r e à p e r m e t t r e la d ivis ion de la cir

conférence A en au t an t de p a r t i e s éga le s que la roue à 
cons t ru i r e doit avo i r de den t s . Dans un g rand nombre 

A 

I * 4 

Fig. 666. 

de m a c h i n e s , tous ces m o u v e m e n t s s ' a ccompl i s s en t a u t o m a t i q u e m e n t . 

602. D i s p o s i t i o n s c h é m a t i q u e d u t a i l l a g e d ' u n e r o u e c y l i n d r i q u e à d e n t s 
h é l i c o ï d a l e s . 

Les fraises à d e n t u r e fraisée ou dégagée se p r ê t e n t é g a l e m e n t au ta i l lage des 
roues hé l ico ïda les ; l e u r profil dans le p lan m é r i d i e n p a s s a n t pa r l ' a r ê t e de coupe est 
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alors celui d 'une sect ion dro i te de la d e n t u r e à cons t ru i r e , d é t e r m i n é e c o m m e on 
l'a vu dans l ' é tude g é o m é t r i q u e de ces m é c a n i s m e s . 

Soient MN (fig. 667] l ' a rc d 'hé l ice s u i v a n t l e q u e l le cy l indre 
primitif de la r o u e r e n c o n t r e la sur face d 'une den t , MT sa t a n 
gente en M, e t a l 'angle qu ' e l l e forme avec la g é n é r a t r i c e Mo. La 
fraise, mon tée s u r u n c h a r i o t i nc l inab le , es t d 'abord p lacée de 
telle sor te que s o n p lan m o y e n so i t pa ra l l è le au p lan formé par 
MT et le rayon du cy l indre qu i about i t en M. S u p p o s o n s qu 'e l l e 
reçoive, ou t re s o n m o u v e m e n t de ro ta t ion , u n e avance l inéa i re 
paral lèle à l 'axe du d i sque ; il faudra que , p e n d a n t la d u r é e d 'une 
passe, celui-ci t o u r n e s u r l u i -même , dans le sens opposé à l 'in
clinaison de l 'hé l ice MN, d 'une quan t i t é oN = h t g a. L ' a rb re qui 
le suppor te d e v r a donc ê t re c o m m a n d é par u n t ra in d ' e n g r e 
nages suscep t ib le de lui d o n n e r ce m o u v e m e n t d 'avance c i rcu la i re . En dés ignan t 
par DI sa v i tesse angu la i r e , pa r R le r ayon primit if de la roue à ta i l ler , e t par V la 
vitesse d 'avance l inéa i re de la fraise, on au ra 

oN — <» R X -y = h tg a 

d'où 
V - - " R cotg a. 

Cet te égal i té définit la re la t ion qui doi t ex i s t e r e n t r e les v a l e u r s abso lues des 
vitesses des d e u x m o u v e m e n t s d 'avance , pour r éa l i se r une d e n t u r e hé l ico ïda le inc l i 
née de l 'angle a, soit à d ro i t e , soi t à gauche , su r les g é n é r a t r i c e s du d i sque . 

Si, au con t r a i r e , la fraise ne fait que t o u r n e r au tour de son axe, le d i sque à t a i l le r 
devra recevoir un m o u v e m e n t hél icoïdal , qui le fasse s i m u l t a n é m e n t avancer ve r s la 
fraise et t o u r n e r s u r l u i -même de la quan t i t é oN p e n d a n t la d u r é e d 'une passe . La 
relation en t re les v i t e s s e s de ces d e u x m o u v e m e n t s composan t s r e s t e la m ê m e que 
c i -dessus . 

Dans les deux cas, le m o u v e m e n t de ro ta t ion du d i sque A es t i n d é p e n d a n t du 
mécanisme d iv i seur , qui fonct ionne comme p o u r le ta i l lage d 'une roue cy l indr ique à 
dents d ro i t e s . 

Ce pr inc ipe e t le p r é c é d e n t font c o m p r e n d r e q u ' u n e m ê m e mach ine pu i s se se rv i r 
à tailler ind i f fé remment d e s r o u e s d ro i tes ou hé l i co ïda les ; il suffit que le char io t 
porte-fraise soi t inc l inable à vo lonté , et que le s u p p o r t du d isque à ta i l le r soit pourvu 
du mécan i sme d ' avance c i r cu la i r e ou hél icoïdale dont il v ien t d 'ê t re ques t ion . 

§ II. — Machine à tailler les engrenages cylindriques 
droits ou hélicoïdaux 

construite par la « Société Alsacienne ». 

603. El le c o m p r e n d deux pa r t i e s d i s t inc tes : 

1° Les o rganes qui s e r v e n t à t a i l l e r des e n g r e n a g e s cy l indr iques dro i t s , pa r d é 
placement hor izonta l de la fraise ; 

2° Ceux qui p r o d u i s e n t le d é p l a c e m e n t hél icoïdal du d i sque à fraiser , e t ne 
servent que p o u r ta i l le r des roues cy l indr iques à den t s cou rbes . 

604. C o m m a n d e d u m o u v e m e n t h é l i c o ï d a l d u d i s q u e à t a i l l e r . 

Un m o u v e m e n t de ro ta t ion uni forme es t donné pa r cour ro ie à la poul ie 33 (fig. 668), 
solidaire de la vis sans fin 32, qui e n g r è n e avec la roue 31, e t fait a insi t o u r n e r l ' a rbre 
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hor izon ta l 52 po r t é par l a p o u p é e 26, d i t e s u p p o r t du m o u i j e m e n t hélicoïdal. L 'arbre 
52 en t r a îne le p ignon 34, qui c o m m a n d e deux roues éga les 35-35, ca lées sur les vis 
pa ra l l è l e s 36-37 de m ê m e p a s , don t les éc rous 38-39 son t so l ida i r e s d 'une t raverse 
40, i n v a r i a b l e m e n t l iée à la b r o c h e 3. Cel le -c i t ou rne l i b r e m e n t dans un a rb re creux 2, 
p o r t é par la p o u p é e fixe 1. El le r eço i t à son ex t r émi t é 4 le d i sque à fraiser , placé sur 
u n p la teau ou su r un m a n d r i n don t le bou t e s t s u p p o r t é par la l u n e t t e 13. L 'ensemble 
fo rmé par l es vis 36-37, l eu r s éc rous 38-39, et l es roues 34-35 est r e n f e r m é dans un 
m a n c h o n 51, appe l é boî te du mouvement liélicoïdal, p e r c é , su ivan t d e u x généra t r i ces 
o p p o s é e s , de r a i n u r e s s e r v a n t de gu ides à la t r a v e r s e 40. Ce t te b o î t e , qui suppor t e les 
e x t r é m i t é s des vis 36-37, es t mobi le , d 'une pa r t s u r le tour i l lon 27 v e n u de fonte avec 
la poupée 26, d ' au t re p a r t su r le p r o l o n g e m e n t 28 de l ' a rbre c r e u x 2 qui ser t d'axe 
à la b roche 3. On p e u t lui d o n n e r un m o u v e m e n t de ro ta t ion de la façon su ivan te . 

L 'une des roues 35 e n g r è n e avec un p ignon 56 (flg. 671), calé s u r un axe qui tra
verse , la pa ro i de gauche de la bo î te 51. L ' ex t r émi t é e x t é r i e u r e de cet axe reçoi t la 
p r e m i è r e r o u e d'un é q u i p a g e 43-44 po r t é pa r u n e t ê t e de cheva l ; la de rn i è r e roue de 
ce t r a in en t r a îne un a rb re 55 (fig. 670), mon té p a r a l l è l e m e n t à la b r o c h e su r des cous
s ine t s sol idai res de la bo î t e 51 . L ' a rb re 55 c o m m a n d e , pa r l ' i n t e r m é d i a i r e de l 'engre
n a g e hel icoidal 45-46'et d e s r o u e s d ro i t e s 47-48, la vis 30 qui e n g r è n e avec u n e roue 
29 sol idai re du d iv i seur 6. C o m m e celui-ci conse rve une posi l ion fixe p e n d a n t le frai
s a g e de chaque den t , la roue 29 s e r t d 'appui à la v is 30, don t le s u p p o r t 42 se met à 
t o u r n e r , en en t r a înan t la bo î te 51, la t r a v e r s e 40 et la b r o c h e 3. Celle-ci par t ic ipe 

donc a, deux m o u v e m e n t s s imu l t anés qui lui 
sont c o m m u n i q u é s pa r la t r a v e r s e 40 dont 
elle e s t so l ida i re , savoi r : 

I o Au m o u v e m e n t d ' e n t r a î n e m e n t cir
cula i re dont il v i en t d ' ê t re ques t ion ; 

2° A un m o u v e m e n t relat if de t ransla
t ion , p r o v e n a n t de la ro ta t ion des vis 36-37 
dans l eu r s é c r o u s . 

Le m o u v e m e n t hé l ico ïda l qui en r é 
su l te var ie a v e c l ' équ ipage de roues den
t ée s 43-44. 

605. A p p a r e i l d i v i s e u r . 

L 'appare i l d i v i s e u r c o m p r e n d u n e roue 
6 (fig. 668 e t 670) de 180 d e n t s , commandée 
pa r une doub le vis sans fin 7, m u e à la main 
par la m a n i v e l l e 8, le c o m p t e u r 9, et les 
roues de r e c h a n g e 10-11 po r t ée s par une 
t è t e de cheva l . La roue 6, m o n t é e sur l 'arbre 
c r eux 2 t r a v e r s é pa r la b r o c h e 3, es t soli
dai re d 'uue s econde r o u e 29, e n g r e n a n t 
avec la vis 30 po r t ée , c o m m e on l'a vu, par 
un pe t i t bât i 42 so l ida i re de la boî te 51. 
Chacune des r o u e s 6 et 29 p e u t ê t re menée 

pa r la vis qui e n g r è n e avec e l le , mais ces s y s t è m e s ne s o n t pas r éve r s ib l e s , de sor te 
que le m o u v e m e n t c o m m u n i q u é au g roupe 6-29 p a r l a man ive l l e 8 a pour effet d 'en
t r a î n e r le bât i 42, e t avec lui la boî te du m o u v e m e n t he l ico ida l , la t r a v e r s e 40, la 
b r o c h e 3 e t le d i sque à ta i l le r . La ro ta t ion de celui-ci é tan t , d ' après cela, égale à celle 
de la roue d iv i seu r 6, il suffit de faire accompl i r à ce t t e d e r n i è r e une fraction de tour 
•1 

n pour ta i l l e r une roue de n den t s . Si l 'on dés igne par x la f ract ion de tou r co r res -

>0 dénis 
Fig. 671. 

Tête de cheval du mouvement hélicoïdal. 
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pondante du c o m p t e u r 9, e t par t la ra ison de l ' équipage 10-11 po r t é par la t ê te de 
cheval, on a, si la vis 7 es t à un seu l filet 

n I E x 1 t 
180 — 180 

d'où l'on t i r e 

ce qui co r respond à un n o m b r e de d e g r é s égal à — ^ ^ ^ — . On d é t e r m i n e E de t e l l e 

manière que ce n o m b r e de d e g r é s soi t s imple . P o u r ta i l ler u n e r o u e de 50 den t s , par 
-, 18 

exemple , on aura i t x = 

d'où 
18 
5-v 

18 
En p renan t E = ——, la man ive l l e du c o m p t e u r devra i t faire un tou r comple t pour 

faire dép lace r le d i sque à fraiser d 'une quan t i t é éga le à l ' i n te rva l le de deux den t s , 
L'équipage à p lace r s u r la t è t e de cheva l du c o m p t e u r p o u r r a i t ê t re composé de deux 
roues, ayant des n o m b r e s de d e n t s équ imul t ip l e s de 18 e t 5. L a ' m e n a n t e , de 90 den t s 
par exemple , p r e n d r a i t la p lace de la roue 10, et la m e n é e , qui au ra i t 25 den t s , cel le 
de la roue \ 1. 

606. C o m m a n d e d e l a f r a i s e e t d e s o n a v a n c e l i n é a i r e . 

L'arbre por te fraise 16 (flg. 669) est s u p p o r t é par u n pe t i t b a n c à coul i sses p r i s 
mat iques , que l 'on peu t é c a r t e r ou r a p p r o c h e r à vo lonté de la b r o c h e 3, su ivan t le 
d iamètre des r o u e s à t a i l l e r , en ag issan t su r la v i s 15 à l ' a ide d 'une manive l l e . Un 
mouvement de ro ta t ion uni forme lui e s t t r a n s m i s par u n e cour ro ie m o n t é e su r la 
poulie 17, au moyen d 'une pai re de roues coniques 18-19 e t d 'une pa i re de r o u e s 
droites 20-21. Le m o u v e m e n t d 'avance l inéa i re lui es t donné , p a r a l l è l e m e n t à la b r o c h e 
3, par la vis 22, calée su r le p ignon 23, auque l une vis e a n s fin 24 c o m m u n i q u e la r o 
tation qu'el le reçoi t d 'une poul ie 53, Ce m é c a n i s m e es t pou rvu d'un déb rayage au to 
mat ique. Le cha r io t i n t e r m é d i a i r e 25 est, mobi le a u t o u r de l 'axe du p ignon 18, de t e l l e 
sorte qu'on p e u t inc l ine r l ' a rb re 16 sur la ve r t i ca l e , e t avec lui le p lan moyen de la 
fraise, sans quo le m o u v e m e n t de ro ta t ion donné à ce t te de rn i è r e pa r le s y s t è m e de 
roues 18-19-20-21 cesse d ' ê t re t r a n s m i s . Ce t te d isposi t ion , qui p e r m e t de p lace r la 
fraise ob l i quemen t par r a p p o r t à la b r o c h e 3, e s t u t i l i sée dans la cons t ruc t ion des 
roues hél icoïdales ; p o u r les roues d ro i tes , l ' a rbre 16 est p lacé v e r t i c a l e m e n t . Les 
angles que forme le p lan moyen de la fraise avec la b roche sont d 'a i l leurs r e p é r é s 
par un index, e t des bou lons fixent à d e m e u r e le cha r io t 23 su r la poupée 54 q u a n d il 
a reçu la pos i t ion c o n v e n a b l e . 

Soient Nj le n o m b r e d e t ou r s par m i n u t e de la poul ie 53, N ' 4 celui du s y s t è m e 
22-23, D le n o m b r e de d e n t s de la roue 23, e t P , le pas de la vis 22. On a, la vis 24 
é tant à un seul filet, 

N ' , __ 1_ 
Nj D 

d ou N i — -jj 
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La v i tesse d 'avance de la fraise est , pa r seconde , 

V, -

et, com m e D — 55, 

V, = 

N'i l J i _ N, P , 
60 60 D 

N . P , 
3300 

607. E m p l o i d e l a m a c h i n e p o u r l e t a i l l a g e d ' u n e r o u e d r o i t e . 

Dans le ta i l lage d 'une roue droi te , le d i sque à fraiser res te c o m p l è t e m e n t immo
bile p e n d a n t la d u r é e d 'une passe ; le m é c a n i s m e du m o u v e m e n t hél icoïdal n 'es t pas 
e m b r a y é , e t la fraise reçoi t , ou t re son m o u v e m e n t do rota t ion par la poul ie 17, son 
m o u v e m e n t d ' avance l inéa i re par la poul ie 53. L ' ex t r émi t é du m a n d r i n por te-pièce 
e s t a lors s u p p o r t é e p a r la c o n t r e p o i n t e 12. que l 'on s u b s t i t u e à la l u n e t t e 13, e t qui 
es t p lacée com m e el le su r la poupée mobi le 57. A la fin de chaque passe , la fraise 
é t a n t r a m e n é e à sa posi t ion p r imi t ive , on fait t o u r n e r la boî te 51 e t la b roche 3 de la 
fraction de tou r convenable , en ag i s san t su r la manive l l e du c o m p t e u r , puis le m ê m e 
jeu r e c o m m e n c e . 

608. E m p l o i d e l a m a c h i n e p o u r l e t a i l l a g e d ' u n e r o u e h é l i c o ï d a l e . 

Dans ce cas , le cha r io t 25 ayant é té inc l iné sur la ve r t i ca l e de l 'angle donné a, 
la fraise reçoi t s e u l e m e n t son m o u v e m e n t de ro ta t ion pa r la poul ie 17 ; son avance 
l inéa i re es t s u p p r i m é e . Enfin, le m é c a n i s m e du m o u v e m e n t hél icoïdal e n t r e en action ; 
p roposons -nous de d é t e r m i n e r la composi t ion de l ' équ ipage 43-44, qui doi t ê t re fixé 
su r la t ê te de cheva l de la bo i te 51. 

1° Calcul de la vitesse d'avance angulaire de la broche. 

Le s y s t è m e formé pa r l es roues 34-35, la t ê t e de c h e v a l , les roues 45-46-47-48, la 
v is 30 e t la roue 29, es t un t r a in ép icyc lo ïda l avec la bo î t e 51 p o u r châss i s ; les roues 
e x t r ê m e s son t 34 e t 29. En c o n s i d é r a n t 34 c o m m e la p r e m i è r e , et en conse rvan t les 
no ta t ions géné ra l e s a d o p t é e s au chap i t r e XI , la fo rmule de W i l l i s s e r édu i t à 

— (o 
E = 

C00 Ci) 
e t donne 

(1> 

La b r o c h e e t la bo î te 51 é tan t r e n d u e s so l ida i res l 'une de l ' a u t r e , q u a n t à la rota
t ion, par la t r a v e r s e 40, w m e s u r e la v i t e s s e d 'avance angu la i r e du d i sque à tai l ler . 
Elle dépend , par e, de la compos i t ion de l ' équipage 43-44 po r t é par la t ê t e de cheval 
du m o u v e m e n t hé l ico ïda l . En dés ignan t pa r E ( la ra ison de ce de rn i e r , on a 

_ B X n X G X L 
E — — S X H X M X N 

B, G, H, L, M, N e t S r e p r é s e n t a n t les n o m b r e s de den t s r e spec t i f s des r o u e s 34, 45, 
46, 47, 48, 29, 56 (cet te d e r n i è r e es t la roue qui , i n t é r i e u r e à la boî te 51, reçoi t son 
m o u v e m e n t de l 'une des r o u e s 35 et le c o m m u n i q u e à la t ê t e de cheva l ) . On suppose 
de p lus que la vis 30 e s t à un seu l filet. Si, pa r e x e m p l e , 

B = 20 G = H = 17 L = M = 16 N = 100 et S = 30, il vient 

E 3000 150 
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d'où, en por tan t dans la formule 11) e t en cons idé ran t s e u l e m e n t l e s igne -f- du s e c o n d 
membre (*) 

ET 

150 tOa EI 

- — (2) E , E , - | - 1 5 0 

— 1 

150 

Cette express ion m o n t r e que si E , > O , c ' e s t - à -d i r e si l ' équipage po r t é par la t ê t e 
de cheval du m o u v e m e n t hél icoïdal r en fe rme un n o m b r e impa i r d 'axes , o e t u>a sont 
de même s igne, de sor te que la b r o c h e et la roue 34 t o u r n e n t dans le m ê m e sens . Si 
au contraire E , < o , w e t w„ son t t an tô t de m ê m e s igne , t an tô t de s ignes c o n t r a i r e s , 
suivant que E , + 150 e s t < ; ou > o. 

2° Calcul de la vitesse d'avance rectiligne de la broche. 

Les roues 34-35 cons t i tuen t un t ra in épicycloïdal dont la bo î te 51 es t e n c o r e le 
châssis. En dés ignan t par la v i t e s se angula i re abso lue de la roue 35, cons idé r ée 
comme la de rn i è r e du s y s t è m e , e t par C son n o m b r e de den t s , il v ient , d ' après la for
mule de Wi l l i s : 

B d>i b) 

C lô0 G) 

ou, si B - = 2 0 e t C = 30 
2 &)( — bl 

En résolvant par r a p p o r t à *>,, on t r ouve 

5 bi0 E . 

5 ist — 2w„ E I + 150 

" « = 3 = F 

6I„ U, - 100) 
E J + 150 

La v i tesse d ' avance hor izonta le de la b roche es t donc, en fonction du pas com
mun P des vis 36 et 37 

P W | P(o 0 ( 8 , - 1 0 0 ) 
V : 

2 TT ~ 2 IT ( E, -r-150) 

Si E , > o, la va l eu r de V fournie pa r ce t te formule es t g é n é r a l e m e n t n é g a t i v e , ( E , 
étant le plus souven t in fé r i eu r à 100) ; nous lui s u b s t i t u e r o n s sa va l eu r abso lue 

P«0 ( 1 0 0 - E , ) 
v a I . a b s . V = 2 w ( l l + 1 5 0 ) ( 3) 

3° Calcul de l'équipage à fixer sur la tête de cheval du mouvement hélicoïdal 
pour tailler une roue dont les dents font avec l'axe un angle 

On doit avoir V ~ U R co tg A 

(*) Le signe de s dépend du sens des filets sur les roues hélicoïdales 45-16. Chaque machine 
est pourvue d'un double jeu de ces roues, avec des inclinaisons contraires. Nous ferons les 
calculs dans la seule hypothèse indiquée; la marche à suivre, si E I < O, est absolument 
analogue. 
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R d é s i g n a n t l e r ayon pr imit i f du disque à ta i l le r . En r e m p l a ç a n t V et a pa r leurs va
l eu r s (-2) e t (3), il v i en t 

Pcdr. (100— E . ) W 0 E , 
Jr- — R C O t g œ X 1 

d'où 

2 ^ , + 150) « " - ^ E l + 150 

ion p 
t [ ~~ P--- 2TT R cotg a 

Afin d ' é l iminer le n o m b r e i n c o m m e n s u r a b l e n, on a donné au pas des vis 30 et 37 
la va leu r 

P = 3 i t — - 9 " V m 4 2 5 . 

Il r e s t e , dans ces cond i t ions 
300 

3 + 2 R cotg a 

R d e v r a ê t r e e x p r i m é en mi l l imè t r e s . Si, pa r e x e m p l e , R = 60 m i l l i m è t r e s et ~ — 45' , 
on t r o u v e 

_ 300 _ 300 = 100 
E | ~~ 3~-J- 2 X 0 0 123" ~~ 41 

11 suffit de p lacer su r la t ê t e de cheval du m o u v e m e n t hél icoïdal une m e n a n t e de 
100 den ts (qui p r e n d la p lace de la roue 43) e t une m e n é e de 41 den t s (calée, à l 'extré
m i t é de l ' a rbre 55, à la p lace de la r o u e 44), r éun ies par u n e roue pa r a s i t e que lconque 
59. La v i tesse d 'avance angu la i re de la b r o c h e se ra , d ' ap rès la formule (2) 

100 

" o X 41" _ 2a i 0 

AT 1',° 
et sa v i t e s se d ' avance l inéa i r e , d ' après la formule (3j 

val . abs . de V 
° ^ + 1 5 0 ) 

Ï 4 fc)„ 
_ 2 5 ~ 

41 

en mi l l imè t r e s par s e c o n d e . 
Les flèches t r a c é e s su r la figure 672 i n d i q u e n t les s e n s de ces d ivers m o u v e m e n t s . 
A gauche du s u p p o r t d u m o u v e m e n t hél icoïdal (fig. 6681 se t r o u v e un manchon 

d ' embrayage 49 qui se m a n œ u v r e à la 
main ; s u i v a n t l a posi t ion qu 'on lui donne, 
il p e r m e t l ' en t r a înemen t de l ' a rb re 52 et 
de tou t le m é c a n i s m e du m o u v e m e n t hé
l icoïdal , ou i n t e r r o m p t au con t ra i re la 
l ia ison e n t r e ce t a r b r e e t le s y s t è m e 31-
32-33, qui p e u t c o n t i n u e r à t ou rne r pen
dan t que l 'ouvr ie r , avec la manivel le 
p lacée sur le bou t 50, r a m è n e la broche 
à son poin t de d é p a r t p o u r le tail lage 
d 'une .nouvelle den t . Le m é c a n i s m e di
v i seur fonct ionne de la m ê m e man iè re , 

qu'il s 'agisse d 'une roue dro i te ou d 'une roue hé l ico ïda le . 

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



S III' — Ta.illa.ge des roues cylindriques, droites 
ou hélicoïdales, par engrènement. 

609. Dans les au tomobi l e s , e t , en généra l , dans tou tes les m a c h i n e s t o u r n a n t à 
grande vi tesse , il es t n é c e s s a i r e , p o u r ob ten i r u n e m a r c h e s i l enc ieuse , crue la division 
des engrenages soi t r i g o u r e u s e , e t la forme des den t s t h é o r i q u e m e n t exac te , ' Ces 
conditions ne sont qu ' impa r f a i t emen t r e m p l i e s dans le ta i l lage des roues à la fraise 
par le procédé dont l es p r i n c i p e s ont é té exposés aux p a r a g r a p h e s 601 et 602, pour les 
raisons suivantes : 

1° Lorsqu 'on ut i l i se l e s s é r i e s de 8 ou 14 fraises par modu le , chaque fraise es t 
employée pour p l u s i e u r s n o m b r e s de den t s différents ; , les profils t h é o r i q u e s ne son t 
réalisés que pour le n o m b r e de den t s m i n i m u m , e t t o u t e s Tes a u t r e s roues ta i l lées 
avec la même fraise ont des profils a p p r o c h é s ; 

2° Après chaque passe de l 'outi l , il faut faire t o u r n e r le d isque à ta i l le r d 'une quan
tité égale au pas ; on conçoi t que la moindre i r r égu la r i t é dans l 'apparei l d iv i seur , le 
plus petit jeu dans ses o rganes , se r é p e r c u t e n t s u r la division de la roue, et nu i sen t à 
son exact i tude. 

Toutes les fois qu 'on v e u t ob ten i r des roues p réc i se s , on r e m é d i e au p r e m i e r in
convénient en employan t u n e fraise spéc ia le pour c h a q u e nombre de den ts ; mais le 
second subsis te dans les m a c h i n e s les plus par fa i tes . Tous deux son t c o m p l è t e m e n t 
évités lorsque les roues son t ta i l lées pa r e n g r è n e m e n t , au moyen d 'une roue -mère 
servant d'outil. 

Ce nouveau p rocédé de ta i l l age r epose sur l 'observa t ion su ivan te , t i rée de l ' é tude 
des t racés pour a s s o r t i m e n t s : 

Des roues de même module, tracées toutes à. profils èpicycloïdaux ou toutes à 
profils de développantes, engrènent toujours entre elles, quels que soient leurs 
nombres de dents, pourvu que leurs longueurs de faces et de flancs soient les mêmes, 
et qu'elles aient été établies avec des cercles générateurs identiques, ou avec une 
inclinaison uniforme de la génératrice des développantes sur la ligne des centres. 

Il résulte de là que , si l 'on emploie comme outil u n e roue déjà cons t ru i t e , p lacée 
à la même d is tance du d i sque à ta i l l e r que si el le engrena i t avec l u i , e t si l 'on com
munique aux deux p i èce s des m o u v e m e n t s tels q u e l eu r m o u v e m e n t relat if soi t iden
tique à celui qu 'e l les a u r a i e n t en se m e n a n t d i r ec t emen t , l e s d e n t s de l 'outil d é t e r m i 
neront dans la masse du d i sque les profils m a t h é m a t i q u e m e n t exac t s . D an s la prar-

tique, on appl ique ce t te obse rva t ion de deux façons dif férentes . 

610. C o n s t r u c t i o n d e s e n g r e n a g e s c y l i n d r i q u e s d r o i t s p a r l ' e m p l o i d ' u n e 
r o u e - m è r e . — P r i n c i p e d e la m a c h i n e d e F e l l o w . 

Dans la m a c h i n e de Fe l low, la roue-out i l A et le d i sque à ta i l ler B (hg. 673) son t 
montés sur des axes ve r t i caux Z et Z', c o m m a n d é s par des équ ipages de roues d e n t é e s 
qui les font t o u r n e r a v e c des v i t e s s e s angu la i r e s i n v e r s e m e n t p ropo r t i onne l l e s aux 
nombres de den ts de la roue à cons t ru i re et de l 'outi l . L 'a rbre Z' es t por t é p a r un cha
riot qui p e r m e t de le p l ace r à des d i s t ances va r iab les de. l ' a rbre Z, e t qui peu t r e c e 
voir un m o u v e m e n t d ' avance rec t i l igne ve r s Z. Enfin, l 'arbre Z' reço i t un m o u v e m e n t 
rectiligne al ternat if dans sa p ropre d i rec t ion ; p e n d a n t la course a s c e n d a n t e , l es d e n t s 
de la roue-out i l ag i s sen t sur la masse du d i sque c o m m e le bur in d'un é tau- l imeur , e t 
s'en écar tent p e n d a n t la cour se de scendan t e . La posi t ion du char io t es t d ' abord r ég l ée 
de telle sorte que les den t s de l 'outil affleurent la surface e x t é r i e u r e du d i s q u e à 
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t a i l l e r ; les axes son t a lors dans l e spos i t i ons Z et Z\. On c o m m u n i q u e ensu i t e à l'outil 
son m o u v e m e n t r ec t i l igne alternatif , e t au char io t son m o u v e m e n t d 'avance ve r s 'L. 
Cet te pé r iode p r é p a r a t o i r e d u r e j u squ ' à ce que l 'axe Z' ( soi t v e n u o c c u p e r la position 
Z', don t la d i s t ance à Z es t égale à i a s o m m e des rayons pr imi t i fs de la roue-mère 
et de la roue à ta i l ler , A ce m o m e n t , on s u p p r i m e le m o u v e m e n t d 'avance du chariot, 
e t l 'on donne aux deux a r b r e s l e u r s m o u v e m e n t s de rota t ion s i m u l t a n é s . Ceux-ci 
s 'effectuent d 'une façon i n t e r m i t t e n t e , s e u l e m e n t p e n d a n t la course descendan te de 
l 'outi l , de s o r t e que , p e n d a n t la c o u r s e a s c e n d a n t e , le d i sque B r e s t e immobi l e , et la 
r o u e - m è r e n 'a que son m o u v e m e n t r ec t i l i gne . Dans ces cond i t ions , les profils taillés 
dans la m a t i è r e du d i sque son t les enve loppes de ceux de l 'outil ; la roue es t t e rmi 
née q u a n d son a rb re Z a fait un tour comple t (*). 

L ' exac t i tude des profils réa l i sés sur la roue à ta i l ler dépend de celle des profils de 
la r o u e - m è r e . Si l 'on adop te le t r a c é pa r ép icyc lo ïdes , la cons t ruc t i on de l 'outil né
c e s s i t e l ' emplo i d 'un gabar i t e t d 'une mach ine à r e p r o d u i r e , car il n ' ex i s te aucune 
roue , dans ce t r a c é , dont le profil ne soi t pas épicyclo' ïdal , au moins en pa r t i e . Cet 
inconvén ien t , qui es t une cause d ' e r r eu r , d i spa ra î t si l 'on adop te le t r acé par déve 
l o p p a n t e s . Dans ce cas , en effet, la c r éma i l l è r e , dont l es profils sont e n t i è r e m e n t 
r ec t i l i gnes , p e u t ê t re c o n s t r u i t e avec u n e exac t i tude abso lue , e t si on l ' emplo ie au 
ta i l lage de la r o u e - m è r e , celle-ci r e c e v r a des profils en d é v e l o p p a n t e m a t h é m a t i q u e 
m e n t exac t s . On p r o c è d e p o u r cela de la façon su ivan t e . 

U n e den t de la c r éma i l l è r e es t cons t i t uée par u n e meu le d ' émer i (fig. 674) dont une 
face a é t é r e n d u e pa r f a i t emen t p lane . P o u r faire c o m p r e n d r e l 'act ion de ce t te meu le , 
on a r e p r é s e n t é en point i l lé le r e s t e d e l à c r éma i l l è r e imag ina i r e qu 'e l le r e m p l a c e . La 
r o u e - m è r e est p r é s e n t é e à la m e u l e e t reço i t d 'abord un m o u v e m e n t d 'avance rec t i 
l igne ju squ ' à ce que son ce rc l e pr imi t i f soi t t angen t à la l igne p r imi t ive de la c rémai l 
l è r e i m a g i n a i r e . A ce m o m e n t , on fait r ou le r la r oue -ou t i l su r la l igne p r imi t ive de la 

f) Pour une description complète de machine Fellow, consulter le Mechanical Engineer 
(18 août 1900). 

Fig. 673. Fig . 674. 
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crémaillère, de m a n i è r e à r éa l i se r le m o u v e m e n t relatif é tud ié au p a r a g r a p h e 311. Ce 
résultat es t ob tenu par l ' emplo i de l ames d 'acier , qui e n t o u r e n t un d i sque sol idai re d e 
la roue-outil, e t de m ê m e d i a m è t r e que son cyl indre primitif. La ro ta t ion cont inue d e 
la meule ayant pour effet d 'user la ma t i è r e su ivant la courbe enve loppe du profil de la 
crémaillère imagina i re , la forme en déve loppan te des den t s de l 'outil es t réa l i sée r i 
goureusement sur l 'une des faces . On r e t o u r n e ensu i te l 'out i l , et la face opposée de 
ses dents est rectifiée à son tou r . 

On peut donne r aux den t s de la roue-mère du déga 
gement pour facil i ter la coupe ; il suffit, p o u r cela, do 
lui donner une forme géné ra l e cy l indro-conique (fig. 675) 
en inclinant son axe s u r le p lan de la figure 674. Dans 
ces conditions, en effet, les d e n t s de l 'outil s ' aminc i s sen t 
graduel lement , mais c h a c u n e des sec t ions dro i tes de la 
roue-mère p r é sen t e des profils enve loppes de ceux de 
la crémail lère imag ina i re , e t p e u t e n g r e n e r avec un en
grenage à déve loppan tes de m ê m e pas . Les roues t a i l 
lées res te ront donc les m ê m e s quel le que soit la sec t ion 
prise comme outi l ; c e t t e obse rva t ion p e r m e t d'affûter 
la roue-mère sur le devant , c o m m e u n e fraise à d e n t u r e dégagée . 

La machine de Fe l low peu t ê t r e employée au ta i l lage des e n g r e n a g e s i n t é r i e u r s . 

611. E m p l o i d ' u n e f r a i s e - m è r e e n f o r m e d e v i s s a n s f in . 

Dans ce second mode d 'appl ica t ion du p r inc ipe énoncé au p a r a g r a p h e 609, on e m 
ploie comme engrenage-ou t i l une c rémai l l è re à déve loppan te s ; mais c o m m e il s e r a i t 
impossible de lui c o m m u n i q u e r , p e n d a n t le ta i l lage du d i sque , un m o u v e m e n t de t r a n s 
lation continu, on lui subs t i t ue en p r a t i q u e une vis sans fin, r e p r o d u i s a n t dans c h a q u e 
plan méridien le profil de la c r éma i l l è r e , e t c r eusée de c a n n e l u r e s pour la r e n d r e t r a n 
chante. Les par t ies c o n s e r v é e s des filets sont dégagées d ' ap rès les m ê m e s p r i n c i p e s 
que les fraises à profil cons tan t . Un m o u v e m e n t de ro ta t ion cont inu , donné à la f ra i se-
mère, produi t le m ê m e effet que le m o u v e m e n t de t rans la t ion cont inu , imposs ib le à 
réaliser, que devra i t r ecevo i r la c r éma i l l è r e idéa le qu 'e l le r e m p l a c e . Nous é tud i e rons 
le modo d 'emploi de ces fraises hé l icoïda les au p a r a g r a p h e 613. 

612. A v a n t a g e s q u e p r é s e n t e l e t a i l l a g e d e s r o u e s p a r e n g r è n e m e n t . 

Outre les avan tages déjà s igna lés , le ta i l lage des roues par e n g r è n e m e n t p o s s è d e 
encore les su ivan ts : 

1° La forme des den t s da la f ra ise-mère es t t r è s s imple , pu i sque les sec t ions m é 
ridiennes sont à profils r ec t i l i gnes . Il es t donc p lus facile de les é tab l i r e x a c t e m e n t 
que des fraises o rd ina i res à profils cons t an t s , dont les sec t ions m é r i d i e n n e s son t des 
développantes ; 

2" Le mécan i sme d iv iseur e s t s u p p r i m é . La divis ion, qui r é su l t e du m o u v e m e n t r e 
latif du disque à ta i l le r e t de la f ra ise-mère , s 'effectue d ' e l l e -même. Les den ts ne s o n t 
pas, en effet, finies une par une , mais t a i l l ées g r a d u e l l e m e n t su r t ou t e la p é r i p h é r i e 
du disque ; 

3° Une seule f ra ise-mère ta i l le t o u t e s les roues d 'un m ê m e module , e t r e m p l a c e 
un jeu de 8 (ou 14) fraises o rd ina i res , t ou t en é t an t d 'un pr ix de r e v i e n t moins é l e v é . 

613. P o s i t i o n d e la f r a i s e . — R e l a t i o n s e n t r e s a v i t e s s e a n g u l a i r e e t 
ce l l e d u d i s q u e à t a i l l e r . 

Les posi t ions des axes de la fraise e t du d isque son t r ég l ée s de te l le so r t e : 

1° Que leur plus cou r t e d i s t ance soi t égale à la s o m m e dés rayons e x t é r i e u r s 

diminuée de la p rofondeur du fraisage (2 modu les 1/6) ; 
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'1° Que la t a n g e n t e à l 'hé l ice d é t e r m i n é e par l es fileta de la f r a i s e -mère sur son 
cy l indre primit if soi t pa ra l l è le à la d i rec t ion des d e n t s de la roue à cons t ru i r e (flg. 676 
e t 677). Si l 'on dés igne par a e t i les inc l ina isons des filets de la r o u e et de la fraise 
sur, l eu r s axes r e spec t i f s , ceux-c i font u n angle égal a i — a o u à ï + a . su ivan t que, 
su r les deux p ièces , les d e n t s sont de m ê m e sens ou de s e n s con t r a i r e s . 

F I G . G 7 6 . — P O S I T I O N D E L A F R A I S E 
( R O U E S D R O I T E S ) . 

F I G . 6 7 7 . — P O S I T I O N D E L A FR, I S E 
( R O U E S H É L I C O Ï D A L E S ) . 

Qu'il s 'agisse de roues d ro i t e s ou de roues à d e n t u r e hé l i co ïda le , la fraise reçoit , 
o u t r é u n m o u v e m e n t de ro ta t ion de v i t e s se angu la i r e &>' a u t o u r de son axe , une avance 
l inéa i re de v i t e s se V, pa ra l l è l e à l 'axe du d i sque . N o u s nous p roposons de c h e r c h e r la 
re la t ion qui doi t ex i s te r , dans les différents cas, e n t r e ces q u a n t i t é s , la v i t e s se de ro
ta t ion u du d i sque , son rayon II e t le n o m b r e de den t s n qu ' i l faut e x é c u t e r . 

a) Taillugc des roues droites. 

Cons idé rons l ' i ns tan t où la p lus cour t e d i s t ance des axes Z e t Z' se t r ouve dans le 
p lan de sec t ion droi te AB du d i sque à ta i l le r (fig. 678), et 
s u p p r i m o n s p r o v i s o i r e m e n t le m o u v e m e n t d 'avance l i 
néa i r e de la fraise. Les profils du d i sque dans le plan AB 
fo rmen t avec la fraise un e n g r e n a g e de p ignon e t vis sans 
fin en t r e axes ob l iques (380) dans l eque l le r a p p o r t des vi
t e s s e s angu la i r e s est 

F I G . 0 7 8 . d'où (1) 

Cet te re la t ion subs i s t e quand on i m p r i m e à la fraise 
e t au plan AB, p a r a l l è l e m e n t à l 'axe Z, u n m o u v e m e n t de t r ans la t ion de v i tesse V. 
L 'act ion de l 'outil é t an t a insi t r a n s p o r t é e s u c c e s s i v e m e n t dans tous les p l ans de s ec 
t ion dro i te du d i sque , l es surfaces e x é c u t é e s son t les l ieux g é o m é t r i q u e s des profils 
dans le p lan AB, dép lacés p a r a l l è l e m e n t à Z, et fo rment des den t s d ro i t e s . 

b) Taillage des roues hélicoïdales. 

Lorsqu 'on s u p p r i m e le m o u v e m e n t d 'avance de la fraise, son e n g r è n e m e n t avec 
u n e sec t ion d ro i t e AB du d i sque à ta i l ler néces s i t e , c o m m e ci-
d e s s u s , que la re la t ion (1) soi t vérif iée. Le d i sque doi t donc 
r e c e v o i r un p r e m i e r m o u v e m e n t de ro ta t ion , de v i t e s s e a n 

gula i re tu! dans le sens / ( où l a v i s en t r a îne ra i t la roue 

hé l ico ïda le s u p p o s é e cons t ru i t e (fig. 679). Mais cela n ' e s t pas 
suffisant, I m p r i m o n s en effet, à la fraise e t à la sec t ion AB, 
un m o u v e m e n t de t r ans la t ion de v i t e s se V, para l lè le à l 'axe Z, 
e t cons idé rons les pos i t ions qu ' e l l e s o c c u p e n t ap rès n t o u r s 
de la f raise . Si le d i sque n ' ava i t que le m o u v e m e n t de ro ta t ion 
de v i t e s s e angu la i r e w t l le po in t de la sec t ion AB a c t u e l l e 
m e n t en con tac t avec la fraise en C a u r a i t fait à c e m o m e n t 

Jî ^1 " V 
• D O N 
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un tour complet , et o c c u p e r a i t une posi t ion te l le que C , où l 'act ion de l 'outil r e c o m 
mencerait à se p rodu i r e . C o m m e ce t t e act ion doit avoir l ieu au po in t E de l 'hél ice CD, 
il a fallu c o m m u n i q u e r au d i sque un m o u v e m e n t de ro ta t ion s u p p l é m e n t a i r e de vi
tesse (i)2, dont le sens f2 e s t , dans le cas de la figure, opposé à, ce lu i du m o u v e m e n t 
principal <j[. En dés ignan t pa r i la d u r é e de n t ou r s de f ra ise , on a 

C C = Vf 

C'E = w2ru 

Mais C'E = C C ' t g a . 

V t g a 
Par conséquen t 

R 

La vi tesse angu la i re du m o u v e m e n t définitif du d i sque au tour de son axe es t donc 

w' V t g a 
U = Lù . Cl), 

R 

d'où l'on t i re 
n V t g œ 

u = n « J r 

R 

12) 

Si, toutes choses éga les d 'a i l leurs , le s e n s de l 'hél ice CD éta i t con t r a i r e du sens 
des hélices de la fraise, il faudra i t change r le s igne de cj2, et l'on aura i t 

, n V t g i 

R 

Ce résu l ta t pouvant ê t r e ob tenu par un c h a n g e m e n t de s igne d e tg a, il suffit, pour 
rendre la relat ion (2) g é n é r a l e , de cons idére r a comme positif quand les filets de la 
roue sont incl inés dans le m ê m e sens q u e ceux d e la fraise, e t comme négatif dans le 
cas contra i re . 

614. R e m a r q u e s . — 1" Les formules ( 11 et (2) dev iennen t i den t iques quand V = o. 
Il doit bien en ê t re ainsi , car la sec t ion d é t e r m i n é e dans la roue par le p lan de sect ion 
droite qui cont ient la p lus cour t e d i s t ance des axes ZZ' fonct ionne a lors avec la fraise 
comme un eng renage hél icoïdal , dans lequel les v i t esses angula i res sont i n v e r s e m e n t 
proportionnelles aux n o m b r e s de den t s . 

2° Les formules son t enco re iden t iques quand a = o (roues dro i tes ) . 

3° On a ob tenu la re la t ion (2i en donnant au d i sque le m o u v e m e n t d 'avance c i r -
V t g a 

culaire « , = — ^ — . C o m m e le m o u v e m e n t relatif des deux p ièces impor t e seul , on 

peut aussi, dans la p r a t i q u e , l a i s se r au d isque le m ê m e m o u v e m e n t que dans le ta i l -

lage d'une r o u e d ro i t e , et c o m m u n i q u e r à la fraise un m o u v e m e n t de ro ta t ion a d d i 

tionnel de v i tesse angu la i re ™ 2 . 
R 

4° La roue cons t ru i t e et la f ra ise-mère sont du m ê m e module no rma l , soi t m . 
La pas H de la f ra ise-mère , m e s u r é pa ra l l è l emen t à l 'axe, l ' incl inaison i de ses 

filets et le modu le m son t l iés (369) par l ' équat ion 

H = ^ L 
sin i 
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§ IV. — Machine à tailler les engrenages droits ou 
hélicoïdaux par engrènement 

construite par MM. Biernatzki et C", de Chemnitz. 

615. C o m m a n d e d u d i s q u e à t a i l l e r . 

Un arbre hor izonta l 3 reçoi t , p a r l es poul ies é t agées 1 et 2 (Cg. 680-681-082), un 
m o u v e m e n t de ro ta t ion con t inu , qui e s t t r a n s m i s de la façon su ivan te au d isque b, 
s o l i d e m e n t fixé sur un p la teau sol idai re d 'un a r b r e 4 pa ra l l è le au p r é c é d e n t . Su r l 'arbre 
3 es t calée la p r e m i è r e roue 5 d 'un é q u i p a g e formé d 'un ce r ta in n o m b r e de roues 
d ro i t e s de r e c h a n g e 5-6-7-8, e t de deux r o u e s d 'angle éga les 9 e t 10. Les roues 6 et 7 
son t po r t ées par une t è t e de cheva l . La d e r n i è r e r o u e con ique 10 c o m m a n d e , par l 'arbre 
ve r t i ca l 11 et la vis 12, la g rande roue hé l ico ïda le 13 so l ida i re de la b roche 4 . Le disque 
à fraiser reçoi t a insi un m o u v e m e n t de ro ta t ion , dont la v i t e s se angu la i r e u dépend 
de cel le de l ' a rbre mo teu r , e t des n o m b r e s de den ts des d i v e r s e s roues du sys t ème . 

Soient A le n o m b r e de den t s de 13, e la ra ison de l ' équipage £-6-7-8, N le nombre 
de t ou r s de l ' a rbre 3 par m i n u t e ; en s u p p o s a n t que la vis 12 n 'ai t qu 'un filet, on a, les 
roues 9 et 10 é tan t éga les : 

w r o u e 5 X roue 7 X roue 9 X vis 12 £ 
T T N \ roue 6 X r o u e 8 X roue 1 0 X roue 1 3 A 

d o u W = 1 Ô X ( 3 ) 

La broche e s t s u p p o r t é e pa r un cha r io t à coul isses ve r t i ca le s , ce qui p e r m e t rie 
l ' app roche r ou de l ' é lo igner de la fraise su ivan t le d i amè t r e des roues à ta i l ler . 

616. D i s p o s i t i o n e t c o m m a n d e d e l a f r a i s e . 

La fraise a est ca lée a u n e e x t r é m i t é de l ' a rb re hor izonta l 2 2 (fig. 6 8 0 - 6 8 1 - 6 8 3 ) , por té 
pa r une p o u p é e 4 0 , so l ida i re du p la teau 3 9 mobi le a u t o u r de l 'axe ver t ical . 4 1 . Les pa
l iers de ce d e r n i e r font co rps avec lo cha r io t à coul isses 3 8 , qui peu t se mouvo i r pa
r a l l è l e m e n t à l ' a rbre 4 , en en t r a înan t t ou t le m é c a n i s m e fraiseur . D 'après ce qui p r é 
cède ( 6 1 3 ) , l 'outil doi t r e c e v o i r : 

i" Un m o u v e m e n t de ro ta t ion de v i t e s s e angu la i re ?i(o, p ropor t ionne l l e à cel le de 
la roue à cons t ru i r e et à son n o m b r e de den t s ; 

n V t g OL 

2° Un m o u v e m e n t de ro ta t ion add i t ionne l , de v i t e s se angu la i re ^ , qui dé

p e n d de l ' incl inaison des den ts su r les g é n é r a t r i c e s du d i sque b. Ces deux m o u v e m e n t s 

se composen t en un seu l , de v i t e s se angu la i r e 
n V tg a 

&)' — T!W-f- ^ . 

3° Un m o u v e m e n t d 'avance l inéa i re , de v i tesse V, para l lè le à la b roche 4 . 
A ce t effet, l ' a rb re m o t e u r e s t p a r t a g é en deux s e g m e n t s 3 e t 1 4 , dont le second 

est re l ié au p r e m i e r par un m é c a n i s m e différentiel qui p e r m e t de r éa l i se r à la fois les 
deux m o u v e m e n t s de ro ta t ion que la fraise doi t r e c e v o i r dans le tai l lage des roues 
hé l ico ïda les . Un m a n c h o n 2 3 (fig. 6 8 1 ) , ca lé à l ' ex t r émi té de l ' a rbre 14 , s u p p o r t e un 
pet i t axe 2 4 a u t o u r duque l t o u r n e l i b r e m e n t la roue con ique 2 5 . Cet te de rn i è r e relie 
deux roues con iques éga les 2 6 et 2 7 ; la p r e m i è r e es t so l ida i re de l ' a rbre 3 , e t la se-
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Fig. 680. 
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coude d 'une roue hé l ico ïda le 28, folle comme elle su r l ' a rb re 14. Enfin, un t ra in d 'en
grenages, formé des deux pa i res , d e r o u e s coniques 15-16, 17-18, e t d 'une pa i re de 
roues droi tes 20-21 (fig. 680-681-G83), re l ie l ' a rb re 14 à l ' a rb re 22 de la fraise, par l 'in
termédiaire des axes 41 e t 19 po r t é s , le p r e m i e r p a r l e cha r io t 38, et le second par la 
poupée 40. 

Suivant que la roue à ta i l le r es t d ro i te ou hé l ico ïda le , le sy s t ème 27-28 r e s t e com
plètement immobi le ou b ien e s t an imé d'un m o u v e m e n t de rota t ion qui se t r a n s m e t 
à la fraise, e t que l 'on ca lcu le de m a n i è r e à donner aux den t s l ' incl inaison vou lue . 
A cet effet, la roue hé l ico ïda le 28 e n g r è n e avec u n e vis t a n g e n t e 29, c o m m a n d é e pa r 
un arbre 35, a u q u e l la r e l i e n t l es r o u e s d 'angle 33-34 e t les roues cy l indr iques de r e 
change 30-31-32 (fig. 681). L ' e n g r e n a g e 28-29 n ' e s t pas r é v e r s i b l e ; l a v i s condui t la 
roue sans r éc ip roc i t é . L ' a rb re 35, fileté su r u n e ce r t a ine é t endue , s ' engage dans 
l 'écrou 37 so l ida i re du cha r io t 38, e t p rodu i t ainsi le m o u v e m e n t d 'avance de la fraise. 
Pour que celle-ci , m a l g r é son d é p l a c e m e n t r ec t i l i gne , ne cesse pas d 'ê t re c o m m a n d é e 
par le sys t ème de r o u e s 15-16-17-18-20-21, la roue 15 es t ca lée à r a i n u r e su r l ' a rbre 14, 
dont elle r e s t e so l ida i re quan t au m o u v e m e n t de ro ta t ion , t ou t en pa r t i c ipan t au 
mouvement de t r ans la t ion du char io t . Enfin, g r âce à la mobi l i t é de tou t le m é c a 
nisme fraiseur au tou r de l 'axe 41 des r o u e s 16-17, on p e u t inc l iner d 'une façon que l 
conque l 'axe de l 'outi l su r l 'axe du d i sque , sans t o u c h e r à l ' équ ipage 15-16 . . . 21 qui 
le commande . 

En dés ignan t p a r N ' le n o m b r e de t o u r s que fait la vis 35 pa r m i n u t e , et par H' 
son pas , la v i t e s se d 'avance du m é c a n i s m e f ra iseur est , pa r s econde , 

60 

617. E m p l o i d e l a m a c h i n e d a n s l a c o n s t r u c t i o n d e s r o u e s c y l i n d r i q u e s 
d r o i t e s . 

a) Calcul de la vitesse angulaire de la fraise. 

La pièce à fraiser b é t an t calée à l ' ex t r émi t é de la b r o c h e , le p la teau 39 es t tour 
né de te l le façon que l 'angle des axes 4 e t 22 soi t égal à l ' incl inaison i des filets de 
la fraise (613). Les roues de r e c h a n g e 30-31-32 son t e n l e v é e s , ce qui immobi l i se la 
vis 29, et pa r su i t e le s y s t è m e 27-28. Le g roupe de roues 25-26-27 cons t i tue un t ra in 
épicycloïdal, dont le châss i s es t formé par le m a n c h o n 23 so l ida i re de l ' a rbre 14, et 
dans lequel on p e u t r e g a r d e r 26 comme roue in i t ia le . En dés ignan t p a r &><> sa v i t e s se 
angulaire, e t par u ( cel le de l ' a rbre 14, on a, d ' après la formule de Wi l l i s , les roues 
26 et 27 é tant éga le s , e t la d e r n i è r e r e s t a n t fixe 

- 1 = 
U 0 — O Q 

d'où 

Mais IÙO e s t la v i t e s se angu la i r e de l ' a rb re m o t e u r 3, égale à ^ • (la s e c o n d e 

étant p r i se p o u r u n i t é de t emps) en fonct ion du n o m b r e de t o u r s qu' i l effectue par 
minute . Par c o n s é q u e n t 

_ * N 

U ' - ~ 6 T 

La v i tesse angu la i re o ' de la fraise es t donnée par la re la t ion 

bi' roue 15 X r o u e 17 x roue 20 

<o( roue 16 x roue 18 X roue 21 
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En s u p p o s a n t que chacun des coup le s de r envo i 15-16 et 17-18 soit composé de 
roues éga les , e t en d é s i g n a n t par B e t C les n o m b r e s de den t s respect i fs des roues 
20 e t 21, il r e s t e 

U ' = U , X - (4) 

I I N B 

bj Calcul de l'équipage 5-6-7-8, e n fonction du nombre de dents de la roue à 
construire. 

Les v i t e s s e s a n g u l a i r e s de la b r o c h e e t de la fraise son t r e s p e c t i v e m e n t 

U — 1 1 

B 

~WKc 

(3) 

(5) 

La re la t ion u' = N T U qui doit ex i s t e r en t r e e l les donne 

2 N E 

d'où 
A 

AB 
2 N C 

(6) 

Si, par e x e m p l e , on veu t cons t ru i r e u n e roue, de 50 den t s , on a, en supposant 

A = 180, B = 30, O = 40 

s _ 180 X 30 _ 9 x 3 _ 4 5 X 3 0 
E — 2 X 50 X 40 ~~ 5 x 4 — 25 X 40 

ce qui condui t à d o n n e r aux roues 5-6-7-8 les n o m b r e s de den t s respec t i f s 

(roue 5) (roue 6) (roue 7) (roue 8) 

45 d e n t s 25 d e n t s 30 den t s 40 den t s 

618. E m p l o i d e l a m a c h i n e d a n s la c o n s t r u c t i o n d e s r o u e s h é l i c o ï d a l e s . 

a) Calcul de la vitesse angulaire de la fraise. 

L' inc l ina ison des den t s a cons t ru i r e su r les g é n é r a t r i c e s du d i sque b é t an t a, on 
or ien te d ' abord le p l a t eau 39 de te l le m a n i è r e que l 'angle des axes 4 et 22 soit égal à 
i — a ou à i -p- a., su ivan t que les filets de la fraise e t c eux du d i sque son t de même 
s e n s ou de s e n s con t r a i r e s (613). On c o m m a n d e la vis 29 par un équ ipage 32-31-30 
c o n v e n a b l e m e n t d é t e r m i n é , don t nous dés igne rons la ra i son par e'. Les roues 27 et 
28 r eço iven t ainsi un m o u v e m e n t don t la v i tesse angu la i re u>m e s t donnée par la 
re la t ion 

w m _ r o u e 34 X r o u e 32 X roue 31 X vis 29 
/ U N ' \ r o u e 33 X roue 31 X roue 30 X r o u e 28 
\ ~ 3 Ô~J 
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ou, en supposan t que les roues 33 e t 34 soient égales , e t que la vis 29 n 'a i t qu 'un filet 

( j m roue 32 t' 

( i r ïS T / \ — roue 30 X roue 28 ~ roue 28 

On t i re de ce t te p ropor t ion , D r e p r é s e n t a n t le n o m b r e de den ts de la roue 28 

_ T lN ' E ' 

Mm ~1Ï0~ X D ( 7 J 

La formule de W i l l i s , app l iquée au t r a i n ép icyc lo ïda l 26-25-27, donne , avec les 
mêmes nota t ions qu 'au p a r a g r a p h e p r é c é d e n t 

_ i — t l l | w ~ 
li)0 

et par sui te 
" o 4 - w m 

La vi tesse angu la i re de la fraise es t donc , d 'après la formule (4) 

y - = w , X • X -

ou, en r emplaçan t w 0 e t wm pa r l eu r s v a l e u r s 

1 0 — \~6u~ ~~iW ~D~) 
tu B / N V \ 

= W X i r ( N + - D - ) , g ) 

b) CaZeuZ de l'équipage 3 2 - 3 1 - 3 0 . en fonction de l'inclinaison et du nombre des 

dents de la roue à construire. 

J l V t g a 

La relat ion · u> =n u -J ~ — (21 

ti 
qui doit ex is ter e n t r e les v i t e s ses du d isque b et de la fraise (613) dev ien t , après subs
titution 

tu B / N V \ nr.K t n N T f H ' t g g 

" 6 U X " C " V + ~ T T / ~ 30 A ^ 6 0 R 

On donne à la p ièce le m ê m e m o u v e m e n t que dans le t a i l l age d 'une roue d r o i t e ; 
la raison e é tan t dès lors donnée par la fo rmule (6) déjà é tabl ie , il r e s t e 

it B / N ' A _ n i t N A B n N ' H ' t g a 

6 ¥ > < " C " V ~ T T ) ~~ 30 A X 2 n G 6Ô~R 

ou, en simplifiant 
j rc lU' n l l ' t g i 
~ C D ~ ~ R 
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Cet te équat ion d é t e r m i n e la ra i son 

f _ n H ' C D t g a 

de l ' équ ipage 32-31-30 à i n t e r c a l e r pour la c o m m a n d e d e l à vis 29. R a p p e l o n s que 
l 'angle a doit ê t r e cons idé ré c o m m e positif ou négatif, su ivan t que l e s filets de la roue 
à ta i l l e r sont inc l inés c o m m e ceux de la fraise, ou b ien en s e n s c o n t r a i r e . Si, par 
exemple , n = 50, R ^ 1 2 0 , a = 45°, B = 30, C = : 4 0 , D ' - -30 , P ' = 2 i c , on t r o u v e 

, _ 50 X 2 n X 40 x 30 X 1 _ 100 _ 1 0 0 X 7 5 
1 ~ i c X 1 2 0 X 3 0 ~~ HT "~ 1» X 1» 

ce qui condui t à fo rmer l ' équ ipage par d e u x m e n a n t e s ayant r e s p e c t i v e m e n t 100 et "5 
den t s assoc iées à deux m e n é e s de 15 d e n t s . 
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C H A P I T R E X X Y I 

MACHINES A TAILLE H LES ROUES CONIQUES 

6itl . Les mach ine s à ta i l le r les e n g r e n a g e s con iques peuven t ê t r e d iv i sées , d 'après 
leur mode de t rava i l , en deux g r o u p e s p r inc ipaux , s u i v a n t qu ' e l l e s u t i l i s en t une fraise, 
ou qu 'e l les r abo ten t les sur faces des d e n t s à la façon d 'un é tau- l imeur . 

L 'emploi des f ra ises à profil c o n s t a n t ne donne pas des r é su l t a t s b ien r igoureux . 
Observons, en effet, que la forme des den t s en u n po in t M du cône pr imit i f ifig. 684} 
é tant , d 'après le t r a c é de Tredgo ld , la même, que p o u r une roue cy l indr ique cons t ru i t e 
sur un cerc le de rayon égal à la g é n é r a t r i c e MN du 
cône s u p p l é m e n t a i r e , l eur c o u r b u r e change avec la 
distance SM, ce qui es t imposs ib le à réa l i se r a v e c 
une fraise à profil invar iab le . De plus , la fraise doi t 
recevoir un m o u v e m e n t d 'avance rec t i l igne , tel que 
celui de ses po in t s qui es t su r le cône primit if d é 
crive la g é n é r a t r i c e c o r r e s p o n d a n t e . El le e n g e n d r e 
ainsi une surface cy l indr ique , a lors que , t h é o r i q u e 
ment, les c reux do iven t ê t r e cons t i tués pa r des sur 
faces coniques de s o m m e t S. Les e r r e u r s qui ré 

sul tent de ces d e u x c a u s e s son t d ' au tan t moins sen - Eig. 684. 
sibles que les den ts sont p lus cou r t e s e t p lus nom
breuses ; mais , n é a n m o i n s , l ' emploi d e l à fraise à profil n ' e s t admis s ib l e que pour 
les eng renages con iques cou ran t s ; il doi t ê t re re je té lorsqu ' i l s 'agit de t r a n s m i s s i o n s 
à grande v i t e s se . 

t a ines m a c h i n e s , on n ' emplo ie pas de gabar i t , e t le p ivo
t e m e n t du châss i s e s t c o m m a n d é par des d ispos i t ions c inéma t iques a p p r o p r i é e s . Dans 
tous les cas, ce m o u v e m e n t de p i v o t e m e n t est d é c o m p o s é on deux ro ta t ions s i m u l t a -

Fîg . 6 8 5 . 

L e s mach ines à r a b o t e r les e n g r e n a g e s con iques don
nen t tou te la préc is ion dés i r ab le . P o u r en concevoi r le 
p r i nc ipe , imag inons que le coul i sseau d 'un é t a u - l i m e u r 
soi t an imé d'un m o u v e m e n t a l ternat i f su r une d ro i t e qui 
passe à t ou t i n s t an t par le s o m m e t S du cône pr imit i f de 
la roue (fig. 685). Si ce t t e d ro i te se dép lace g r a d u e l l e m e n t , 
de m a n i è r e à dess ine r su r le plan t a n g e n t au cône de t ê t e 
ex t é r i eu r le profil ab d 'une dent , l 'outi l c r euse é v i d e m m e n t , 
dans le b loc à ta i l le r , une sa ignée con ique de d i r ec t r i ce 
ab, dont la surface es t p r é c i s é m e n t cel le qui , d ' ap rès le 
t r acé de Tredgo ld , doi t l imi te r un c r e u x de la roue , On 
ob t i en t h a b i t u e l l e m e n t ce r é su l t a t en fixant, dans un plan 
P para l lè le au plan t a n g e n t du cône de t ê t e , un gaba r i t G 
de forme iden t ique à la sec t ion d 'un c r e u x p a r le plan P , 
et en faisant p ivo te r le châss i s qu i s u p p o r t e le cou l i s seau 
au tou r du poin t S, de m a n i è r e q u e la t ra jec to i re de l 'out i l 
s ' appuie c o n s t a m m e n t su r le con tou r ABCD. Dans c e r -
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nées , qui s ' exécu ten t au tour d 'un axe ver t ica l e t d 'un axe hor izonta l passan t par le 
point S, et l 'on p e u t ind i f fé remment , soi t les d o n n e r t o u t e s deux à la m ê m e pièce, 
l 'outi l par e x e m p l e , le bloc à ta i l ler r e s t a n t fixe p e n d a n t l ' exécut ion d 'un profil, soit 
d o n n e r l ' u n e au bloc e t l ' au t re à l 'out i l . Nous déc r i rons ici u n e mach ine de chaque type : 

1° La mach ine Gibson, avec gabar i t r e p r o d u c t e u r ; 
2° La m a c h i n e Smi th e t Coven t ry , s a n s gabar i t r e p r o d u c t e u r . 

§ I. — Machine Gibson, à raboter les roues coniques, 
avec reproducteur. 

620. D i s p o s i t i o n d u b l o c à t a i l l e r (*). « 

Le b loc à t a i l l e r 1, p r é a l a b l e m e n t t o u r n é su ivan t le cône d ' échanf r inement , est 
calé su r un mandr in 2, d o n t l 'axe es t mobi le , dans un plan ver t ica l , au tou r du point S 
a v e c leque l on fait co ïnc ider le s o m m e t du cône primit if de la r o u e . L ' incl inaison de 
l 'axe du m a n d r i n s u r le plan hor izonta l es t m e s u r é e pa r un quad ran t g radué 4 ; 
lo r sque l ' angle ind iqué es t égal à la moi t i é de l 'angle au s o m m e t du cône primitif 
l 'une d e s g é n é r a t r i c e s s i t u é e s dans le plan du q u a d r a n t e s t hor izon ta le . On fixe alors 
le s y s t è m e au bât i de la m a c h i n e . Le m a n d r i n e s t sol idai re d 'une r o u e commandée 
par l ' appare i l d iv i seur 5, à l ' a ide duque l on fait t o u r n e r le b loc 1, d 'une quant i té égale 
au pas , pour ta i l l e r s u c c e s s i v e m e n t t o u t e s les den t s , 

621. D i s p o s i t i o n d e l ' o u t i l . 

Le bur in 18 e s t fixé dans un por t e -ou t i l 9, p lacé à l ' ex t r émi té du coul isseau 8. Pour 
que la t ra jec to i re de l ' a rê te ta i l lan te pa s se pa r le s o m m e t du cône primitif, la position 
de l 'outil doi t ê t r e c o n v e n a b l e m e n t d é t e r m i n é e . Un s y s t è m e de vis de rég lage , visible 
en 17 s u r la figure 686, p e r m e t de le d é p l a c e r l a t é r a l e m e n t e t en h a u t e u r , jusqu 'à ce* 
que le r é su l t a t soi t a t t e in t . 

Les g l i s s iè res du coul i sseau son t s u p p o r t é e s par un châss i s 7 qui , d 'après ce qui 
p r é c è d e , doit pouvoi r t o u r n e r à la fois au tou r d 'un axe ver t i ca l et d 'un axe horizontal 
pa s san t par S, p u i s q u e le b loc 1 r e s t e immobi l e p e n d a n t le ta i l lage d 'une dent . A cet 
effet, le châss i s es t t e r m i n é pa r une fourche 7-7, don t l e s deux b r a n c h e s po r t en t des 
tour i l lons s i tués dans le p r o l o n g e m e n t l 'un de l ' au t re ; ces tou r i l lons t o u r n e n t dans 
des couss ine t s 33-33, fixés en des poin ts d i a m é t r a l e m e n t opposés d 'un p la teau circu
la i re hor izonta l 34, don t le c e n t r e e s t en S. Ce p la t eau forme sur son bord u n e saillie 
annu la i re , qui s ' engage dans u n e coul isse concen t r ique 35, so l ida i re du bât i de la 
m a c h i n e . Grâce à ce t te d ispos i t ion , le châss i s es t mobi le à la fois au tou r de l 'axe ho
r izontal des couss ine t s 33 e t de l 'axe ve r t i ca l du p la teau 34, P a r su i te de son réglage 
p réa lab le , l 'outi l ne cesse pas de d é c r i r e u n e dro i te pa s san t pa r S, p u i s q u e s a t ra jec
to i re p ivote au tour de ce poin t en m ê m e t e m p s que le châss i s 7. 

622. G u i d a g e d u c h â s s i s . 

U n e face du bâ t i e s t d r e s s é e s u i v a n t un plan ver t ica l p e r p e n d i c u l a i r e à celui du 
q u a d r a n t 4 ; el le e s t donc para l lè le au plan t a n g e n t m e n é au cône de t ê t e ex té r i eu r 
de la roue , à l ' ex t r émi t é A de la g é n é r a t r i c e du cône pr imit i f qui a é té r e n d u e ho
r izonta le , e t p e u t r ecevo i r le gabar i t 11, Celui-ci e s t p lacé s y m é t r i q u e m e n t par 
r a p p o r t au plan ver t ica l du q u a d r a n t qu i con t i en t SA, e t de te l le m a n i è r e que le 
p r o l o n g e m e n t de ce t t e dro i te r e n c o n t r e la c i rconférence p r imi t ive . 

(*) L e s figures 684 à 691 sont extra i tes de Engineering (mars 1897). 
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A l 'opposé de la fourche 77, un p r o l o n g e m e n t du châssis por te une roule t te ou 
touche cy l indr ique 10, qui s ' appu ie s u r le con tour du gabar i t , et un jo in t sphé r ique 20 
dans la s p h è r e duque l p é n è t r e la vis 21, dont une e x t r é m i t é p ivo te dans un second 

jo in t s p h é r i q u e 27, et dont l 'autre es t sol idai re d 'un pe t i t volant 26 

s s e r v a n t de manive l l e . Un r e s so r t à boudin 13, qui r é u n i t l 'extré-
/ J mi t é du châss is à un poin t fixe du bât i de la m a c h i n e , maint ient , 

p a r son é las t ic i t é , la rou le t t e en con tac t avec le gabar i t . Il est 
/ j év iden t q u e , si l'on t o u r n e le vo lan t 26, la t o u c h e pa rcour t le 

? i profil à r e p r o d u i r e , en en t r a înan t avec e l le tout le châss is ; les 
v / J t r a jec to i res succes s ive s de l 'outil fo rment ainsi u n e surface 

I J i conique , qui dess ine s u r le b loc 1 un c r e u x l imi té par des cour-

L____ \ ! J bes h o m o t h é t i q u e s à ce l les du gabar i t , r é d u i t e s dans le rappor t 

R \ j ' " A k U ^ 8 U ^ e c o l r l m a n c ' u r l f 3 S d é p l a c e m e n t s du châss is à la 
Fio 692 \ i 

^ main pa r le vo lan t 26. on p e u t ca le r sur la vis 21 u n e roue à ro-
che t , que la mach ine fait mouvo i r a u t o m a t i q u e m e n t . 

623. C o m m a n d e d u c o u l i s s e a u . 

Le m o u v e m e n t es t donné à la m a c h i n e par les pou l ies é t agées 36, so l ida i res d'une 
poulie 37, mobi le c o m m e e l les sur un a rb re Z po r t é pa r le p l a t eau 34, e t s i tué dans le 
p ro longemen t de l 'axe 33-33. Le châss i s por te un a r b r e Z', pa ra l l è le au p r écéd en t , sur 
lequel son t ca lés un p la teau-manive l l e 38, et une poul ie 39 r éun i e à 37 par u n e cour
roie . Le bouton 15 du p la teau s ' engage dans u n e coul i sse 14, so l ida i re du coul isseau 8, 
ce qui cons t i tue le mode de t r ansmis s ion de m o u v e m e n t é tud ié au p a r a g r a p h e 493. La 
course de l 'outil es t égale au d i a m è t r e de la c i r confé rence déc r i t e par le point 15 ; on 
peu t la faire va r i e r en t r e ce r t a ines l imi tes , su ivan t l ' épa i s seur des j an t e s des roues à 
ta i l ler , en é lo ignant p lus ou moins le bouton du c e n t r e du p l a t eau -man ive l l e . 

Il faut obse rve r que la d i s t ance des axes Z et Z' r e s t e c o n s t a n t e ma lg ré la mobi
lité du châss i s 7 ; celle du cône 36 à son cône m e n a n t var ie au con t r a i r e , mais il n'en 
résu l t e aucun inconvén ien t , le d é p l a c e m e n t angu la i re du p la t eau 34 p e n d a n t le tail-
lage d 'un c r eux é t an t t r è s pe t i t . 

624. E t a b l i s s e m e n t d u g a b a r i t . 

Soien t a le demi-ang le au s o m m e t du cône primitif, et a la d i s t ance ST du point 
S au plan du gabar i t . En s u p p o s a n t que le cône primit if soi t p ro longé jusqu ' en T, la 
longueur de la géné ra t r i ce du cône de t ê t e c o r r e s p o n d a n t es t I l = a t g x . 
D'après le t r a c é de Tredgo ld , les profils des den t s de la roue 
su r le plan du gabar i t son t i d e n t i q u e s à ceux d 'un e n g r e n a g e 
cy l indr ique de m ê m e modu le cons t ru i t sur une c i rconfé rence 
pr imi t ive de rayon 11. Toutefois , ces profils ne son t pas ceux 
du gabar i t l u i -même ; on doi t l eu r s u b s t i t u e r des courbes pa 
ral lè les o b t e n u e s en t r a ç a n t l ' enve loppe d 'une sé r ie de c i r 
confé rences de m ê m e rayon que la t o u c h e , ayant p o u r c e n t r e s I 
les différents poin ts du profil t h é o r i q u e . î 

La l ongueu r a é t an t cons t an te p o u r chaque m a c h i n e , on Fig, 693. 
peu t é tab l i r à l ' avance un jeu de gabar i t s , donnan t , p o u r les 
va l eu r s p r inc ipa les de a, les profils c o r r e s p o n d a n t s aux d ive r s n o m b r e s de den ts des 
r o u e s que l 'on aura à cons t ru i r e . 
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§ II. — Machine Smith et Coventry, 
a raboter les engrenages coniques, sans gabarit. 

625. P r i n c i p e d e l a m a c h i n e . 

Avec les m a c h i n e s qui , c o m m e la p r é c é d e n t e , u t i l i sen t un gabar i t , on p e u t ta i l le r 
des roues con iques à profil q u e l c o n q u e . La m a c h i n e cons t ru i t e pa r l es a t e l i e r s Smi th 
et Covent ry s ' app l ique e x c l u s i v e m e n t au t r a c é de W i l l i s , pa r un seu l a r c de ce rc le 
(296). On sai t que , dans ce t t e m é t h o d e , le rayon AH = r de l ' a rc qui cons t i t ue le p ro 
fil d 'une den t est r=zz R cos 8, R dés ignan t le rayon primit if de la roue , e t 8 un angle 
théor iquement q u e l c o n q u e , m a i s qui , dans la p r a t i q u e , doi t ê t r e vois in de 75". En a p 
pliquant ce r é s u l t a t au cas d 'un e n g r e n a g e con ique de demi-angle au s o m m e t a, on 
trouve, pour rayon d e s profils à une d i s t ance SA = a du s o m m e t du cône primitif. 

r = oA cos 6 = a tg a cos 9 

Le cas que l 'on r e n c o n t r e le p lus f r é q u e m m e n t e s t celui de deux roues con iques 
égales eng renan t e n s e m b l e . Le rayon des profils es t a lors , en faisant a = 45° 

r — a cos 8 

Dans un bu t de s implif icat ion, on donne à 0 la v a l e u r 75° 1/2, dont le cos inus e s t 
t rès a p p r o x i m a t i v e m e n t égal à 1/4 (0,25038 à mo ins de un cen t -mi l l i ème près) ; il r e s t e 
alors 

En supposan t qu 'un b u r i n soit an imé d 'un m o u v e m e n t rec t i l igne a l ternat i f p a s s a n t 
par le point S, t ou t e la ques t i on r e v i e n t donc à dép l ace r sa t ra jec to i re de man iè re que 

son point de r e n c o n t r e avec un plan P pe rpend icu l a i r e à la g é n é r a t r i c e SA du cône 
primitif, à la d i s t ance a du s o m m e t , t r ace dans ce plan un a r c de ce rc l e , dont le r ayon 

AH = - | - soit incl iné de 75° 1/2 su r oA. Cet te condi t ion es t réa l i sée de la façon su ivan t e . 

Cons idérons , dans le p lan t a n g e n t au cône primit if le long de SA, un para l lé lo
gramme ar t icu lé ABCD (flg. 695) dont les s o m m e t s A et B sont fixes su r SA, e t d o n t 

les côtés AD et BC, égaux à , font avec SA, dans leur posi t ion m o y e n n e , un angle 
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de 75° 1/2. Les déformat ions du s y s t è m e font p a r c o u r i r au poin t D un a r c de cerc le L 
iden t ique , d ' après ce qu i p r é c è d e , à ce lu i que l 'on d e v r a i t t r a c e r dans le p lan oAX, per
pend icu la i r e à SA, pour g u i d e r le m o u v e m e n t de l 'outi l . Soi t ABC,D, u n e posi t ion du 
p a r a l l é l o g r a m m e inf in iment vo is ine de la p r e m i è r e , e t DE, D,E l e s différences entre 
les coo rdonnées des po in t s D e t D, dans le s y s t è m e d 'axes r e c t a n g u l a i r e s SAX. Ima

g inons que , p e n d a n t que le para l lé lo-
j * • g r a m m e se m e u t de ABC,D, en ABCD, le 

p lan oAX gl isse s u r l u i -même , paral lè le
m e n t à oA, de la q u a n t i t é D f E . Le point 
M , , où il é t a i t t ou t d ' abord r e n c o n t r é par 
C ,D, . v i en t p r e n d r e , s u r la pa ra l l è le à 
oA, u n e pos i t ion M', d é t e r m i n é e par la 
re la t ion M , M ' , = D , E . L 'éga l i té é v i 
den t e d e s t r i ang le s inf in i tés imaux D E D f , 
MMJM'I m o n t r e que , p e n d a n t le dépla
c e m e n t inf in iment pe t i t cons idé ré , le 
côté CD du p a r a l l é l o g r a m m e a dess iné 
dans le p lan mobi le oAX un a r c de courbe 
s u p e r p o s a b l e à DD,. Il s 'en sui t que , pour 
u n d é p l a c e m e n t fini du s y s t è m e , le lieu 
g é o m é t r i q u e des po in t s d ' in te rsec t ion de 

CD avec le plan oAX est , dans ce p lan , un a rc de ce rc le égal à L, don t le rayon moyen 
fait avec oA le m ê m e angle (de 75° 1/2) que AD fo rme , dans sa posi t ion m o y e n n e , avec SA. 

Supposons m a i n t e n a n t que le côté CD du p a r a l l é l o g r a m m e soit cons t i tué par une 
g l i ss ière G (fig. 696) dans laquel le se m e u t un cou l i s seau don t le cen t r e coïncide avec 
le po in t M . Le r a i s o n n e m e n t qui p r é c è d e es t app l i cab le a t o u t po in t N inva r i ab l emen t 
re l ié au cou l i s seau , de so r t e que si le s u p p o r t des g l i s s i è re s de. l 'out i l , mobi le au tour 
du s o m m e t S de la r o u e , e s t a r t i cu lé en N, e t si le p lan oAX gl isse s u r lu i -même 
c o m m e il a é t é dit p lus hau t , le p r o l o n g e m e n t de la t r a jec to i re de l 'out i l t r a ce , dans 
ce plan, le profil d 'une den t . U n a u t r e p a r a l l é l o g r a m m e , c o n s t r u i t su r le p ro longe
m e n t AD' de AD, c o m m a n d e de la m ê m e m a n i è r e le s u p p o r t d 'un s e c o n d out i l , dont 
la t r a j ec to i r e des s ine , dans le p lan oAX, le profil s y m é t r i q u e de la m ê m e den t . 

L e m o u v e m e n t du plan oAX es t ob t enu , ma i s s e u l e m e n t d 'une façon approx ima
t ive , en fa isant t o u r n e r le b loc à t a i l l e r au tou r d 'un axe SZ pa ra l l è l e à AX, Il r e s t e à 
c h e r c h e r la re la t ion qu i doi t ex i s t e r e n t r e la v i t e s s e angu la i r e w de ce t t e ro ta t ion e t 
cel le du l ev ie r DAD', que nous dés igne rons pa r ut'. Soit dt le t e m p s inf iniment pet i t 
p e n d a n t leque l le s y s t è m e a r t i cu lé passe de la pos i t ion AD, à la pos i t ion AD (fig. 695). 
Le d é p l a c e m e n t l inéa i re du point A dans le m o u v e m e n t de ro ta t ion du b loc es t 

to X S A dt= wadf = M , M ' , = D,E = DD, s in E D D , 

F i g . 696. 

Celui du po in t D, es t 

On a donc 

c o ' X AD . dt= < / - ^ d « = DD, 

u a = u ' T s in E D D . 
4 

d'où 

a) sin E D D , 

T 7 ~ = 4 

Ce r a p p o r t dev ra i t donc va r i e r à chaque i n s t a n t ; m a i s , c o m m e l 'a rc de ce rc le à 
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tracer est toujours de faible étendue, on peut se contenter de donnera l'angle EDO, 
la valeur 75" 1/2 qu'il prend dans la position moyenne du sys tème. Il reste alors 

fa) sin 75« 1/2 _ 0.968 

soit sensiblement 4 . 
4 

Les propriétés du parallélogramme articulé subsistent quel que soi t le demi-angle au 
sommet du cône primitif; mais le rayon du cercle tracé dans le plan oAX devant être alors 

a tg a 
a tg a cos 8 -— 4 

il serait nécessaire de donner aux côtés AD et AD' la longueur a tg a. On peut éviter 
cette modification, qui compliquerait la machine, en changeant s implement le rap-

O) 

port—y des v i t e s ses de rotation du disque et du levier DAD'. Supposons, en effet, 
û) 

que, pendant que ce dernier passe de ADj en AD (flg. 695), le g l i ssement du plan oAX 
dans le sens oA soit 

MiM\ — k. D t E 
h représentant un facteur constant à déterminer. Le lieu géométrique du point M dans 
le plan oAX est alors un arc d'ellipse (*), dont les demi-axes, dirigés suivant AX et Ao, 

sont respect ivement égaux à ^- et — j - - Suivant que h e s t supérieur ou inférieur à 

l'unité, l'axe correspondant à oA est le plus grand ou le plus petit. Dans le premier 
cas, le profil ell iptique tracé dans le plan oAX est plus aplati, dans la région utile, que 

le cercle L, de rayon -5-, qui correspondrait à une valeur de a plus grande que 45". 

Dans le second cas, au contraire, la courbure de l'arc d'ellipse est plus prononcée, et 
le profil tracé se rapproche suffisamment d'un arc de cercle de 

rayon moindre que ~ , qui correspondrait à une valeur de a t<45" ' 

pour lui être substitué en pratique. L expression du rapport — r , 

obtenue comme précédemment , est 

u _ h sin EDD 4 Fig. 697. 

soit sensiblement -r. On en tire 
4 

Si l'on convient de donner, dans tous les cas, la même vitesse angulaire u au bloc 
dans son mouvement autour de SZ, on voit qu'il suffit de ralentir le mouvement du 
parallélogramme quand le demi-angle au sommet du cône primitif dépasse 45° ( & > 1), 
et de l'accélérer dans le cas contraire. Ce résultat est obtenu en commandant l e levier 

(*) On démontre en Géométrie analytique que, si l'on réduit ou si l'on amplifie dans un 
rapport constant h les abscisses des points d'une circonférence de rayon R , en conservant les 
ordonnées, on obtient une ellipse, dont les demi-axes sont respectivement R et ftR. 
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DAD' par une biel le FH^ dont l ' ex t r émi té H s ' engage dans u n e coul isse I J . Ce t t e de r 
nière reçoi t , pa r rjes e n g r e n a g e s , un m o u v e m e n t de ro ta t ion au tou r du po in t I , en 
rapport cons tan t avec celui du b loc au tour de SZ. On p e u t donc , pour u n e va leu r don
née do iû, modifier à vo lon té la v i t e s se de AD en fixant le point H à une d i s t ance v a " 
riable du cen t r e de la cou l i s se . 

626. D e s c r i p t i o n d e l a m a c h i n e . (Fig. 698 à 701) (*). 

Le bloo à ta i l la? 1 es t calé sur un m a n d r i n hor izonta l 2, mob i l e a u t o u r de la v e r t i 
cale d 'un poin t fixe 8 , ayec lequel on fait co ïnc ider le s o m m e t d u cône primitif . Ce 
mouvement , qui p rodu i t l ' avance du plan oAX dont il a é té ques t ion dans l ' e x p o s é du 
principe, es t donné au s u p p o r t 3 du m a n d r i n par l ' e n g r è n e m e n t d ' une vis s a n s fin 4 e t 
d'un s e c t e u r d e n t é 5, so l ida i re de la t ab l e de la m a c h i n e . 

La vis 4 es t m a n œ u v r é e par deux p ignons d 'angle égaux e t une m a n i v e l l e . Si, par 
exemple , le s e c t e u r 5 po r t e u n e d e n t par deg ré , un tou r de la man ive l l e équ ivau t à un 
dép lacement angu la i re do 1 d e g r é a u t o u r du po in t S. Unu g radua t ion en d e g r é s sur le 
secteur et; iin,e) <mtre en. \j§ de mjpu te s q r l ' a rbre de la man ive l l e , p e r m e t t e n t de 
placer e x a c t e m e n t le bloc de m a n i è r e q u e le fond de sa d e n t u r e soi t dans le p lan ver
tical des ou t i l s . Un b u t o i r fixé su r la t ab le de la m a c h i n e e m p ê c h e le s y s t è m e de dé
passer ce t t e pos i t i on l im i t e . 

Le s u p p o r t 3 en t r a îne dans son c h e m i n e m e n t hor izonta l a u t o u r de S u n e ba r r e 
circulaire 6, dont le cen t r e es t su r la ve r t i ca le du point S, e t don t l ' e x t r é m i t é 7, den tée 
sur u n e ce r ta ine é t e n d u e , c o m m a n d e , — par l ' i n t e rmédia i re du s e c t e u r 8, des r o u e s co
niques 9-40, de la eoul isse IJ e t de la b ie l le H P , — l e m o u v e m e n t du s y s t è m e a r t iou lé . 
La coul isse IJ por^a u n e g radua t ion , qui p e r m e t de fixer le po in t H dans, la posi t ion 
convenable , su ivan t la v a l e u r du d e m i - a n g l e au s o m m e t du cône primit if . Enfin le 
mandr in p e u t t o u r n e r su r l u i -même , son s u p p o r t r e s t a n t fixe j oe m o u v e m e n t est r é 
glé par un appa re i l d iv i seur 11, d ' ap rès 1© n o m b r e de den t s à t a i l l e r . 

Le$ out i l s 12-12 s,outdes s,qrtes d,e couteaux, dqn.t> le profit e s t a r r o n d i s u i v a n t \e rac
cordement d 'un c reux . L e u r s s u p p o r t s cou l i s sen t dans des g l i s s i è res 19-19, qui peuven t 
tourner au tour du point S dans un p lan ver t i ca l , e t son t p r o l o n g é e s p a r deux b r a s en 
fonte 13-13. Ces d e r n i e r s p o r t e n t , à l e u r s e x t r é m i t é s , d e s q u a d r a n t s c i r cu l a i r e s 14-14, 
c reusés de r a i n u r e s d e pept^re S, e.̂  bou lonnés à, $es pqèçPSj so l ida i res d.e,s ooqliss.paqx 
M, M' qqi p a r c o u r e n t les cô tés G, G' des p a r a l l é l o g r a m m e s a r t i c u l é s . Ce t te disposi t ion 
p e r m e t de faire v a r i e r l ' angle 4^8 hr^s. et , par- s u i t e , ce lu i des t ra jectoires , d,es 
outils^ su ivan t l ' épa i sseur des den t s de la roue à ta i l le r ; les q u a d r a n t s 14 por t en t , à 
cet effet, u n a g r adua t i on . 

Les, p o r ^ - o u t i l s son t c o m m a n d é s par deux pe t i t e s b ie l l e s 15-15, a r t i cu l ées à un 
m ê m e char io t 16 qui reçoi t son m o u v e m e n t de la rqachine pa,r le s y s t è m e b ie l l e et ma
nivelle 17-18. La l o n g u e u r do la cour se d é p e n d du r ayon de la man ive l l e , ce qui p e r m e t 
de l ' appropr ie r à la h a u t e u r de la r o u e à t a i l l e r . Cel le-c i reçoi t , d ' ap rès c e qu i p r écède , 
deux m o u v e m e n t s de ro ta t ion i n t e r m i t t e n t s : l 'un, qu i s 'effectue au tou r de l 'axe du 
mandr in , p rodu i t la d iv i s ion ; l ' au t re , dont l 'axe e s t la ve r t i ca l e du po in t S, p rodu i t à 
la fois l ' avance du b loc v e r s l es ou t i l s , a t le gu idage d e ces d e r n i e r s ; il e s t d o n n é au 
suppor t du m a n d r i n , par la vis 4, à chaque fois que le b loc con ique a fait un t o u r com
plet s u r lu i -même. Il s 'en su i t que l 'act ion d e s out i ls s ' exe rce s u c c e s s i v e m e n t de la 
m ê m e man iè re su r t o u t e s les d e n t s , ap r è s quoi l a r o u a r eço i t u n e l é g è r e a v a n c e qu i , 
par un m o u v e m e n t connexe , éca r t e les g l i s s i è res G(J', et a u g m e n t e l ' i n t e rva l l e des 
deux out i l s . P u i s le b loc fait de nouveau u n t o u r s u r lu i -même, e t ainsi de su i t e , j u squ ' à 
ce que la p rofondeur voulue soi t a t t e i n t e . 

(*) Les figures 698, 699 et 700 sont reproduites d'après Th& Engineer (août 1900). 
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III- — Machine à tailler les engrenages coniques 
hélicoïdaux système Monneret. 

627. Nous t e r m i n e r o n s ce t t e é t ude r ap ide des p rocédés de ta i l lage en donnan t le 
pr inc ipe d 'une m a c h i n e qui p e r m e t de cons t ru i r e par e n g r è n e m e n t , sans appare i l d i 
viseur e t s ans gabar i t r e p r o d u c t e u r , des e n g r e n a g e s coniques hé l ico ïdaux t r acés par 
déve loppan te s de ce rc l e . Ce t te m a c h i n e e s t c a r ac t é r i s ée par deux d ispos i t ions p r i n 
cipales, dont l 'une donne au profil la forme en d é v e l o p p a n t e , e t don t l ' au t re fait la 
den tu re en hé l ice con ique en m ê m e t e m p s que la division. 

a) Mécanisme automatique donnant à la dent la forme en développante. 

Il es t basé su r u n e p r o p r i é t é des e n g r e n a g e s à d é v e l o p p a n t e s , que nous avons déjà 
ind iquée à p ropos du ta i l lage des roues cy l ind r iques : deux roues de même module 
engrènent toujours entre elles, quels que soient leurs nombres de dents, pourvu que 
la droite génératrice des développantes fasse, dans tous les cas, le même angle avec 
la ligne des centres. 

Cons idérons , en par t i cu l ie r , la roue l imi te dont le demi-angle au s o m m e t est droi t . 
Sa forme es t t r è s s imple , car le s o m m e t d u cône 
de t ê t e é tan t re je té à l'infini, les profils des 
den ts , t r acés d 'après la m é t h o d e de Tredgold , 
sont i d e n t i q u e s à ceux d 'une c r éma i l l è r e à dé
ve loppan te s , c 'es t -à-dire que l eu rs flancs sont 
rec t i l ignes . D 'après ce qui p r é c è d e , si l 'on 
donne au bloc à t a i l l e r le m o u v e m e n t qu'il 
aura i t en e n g r e n a n t avec la roue p lane , ses 
den ts p r e n d r o n t d ' e l l e s -mêmes la forme de 
déve loppan te , e t p o u r r o n t m e n e r cel les de 
n ' impor te quel au t r e p ignon cons t ru i t de la 
m ê m e man iè r e . 

P o u r a r r i v e r à ce r é su l t a t en p r a t i que , on 
peu t employer , au l ieu d 'une r o u e p lane complè te , un s imple outil à flancs dro i t s , à la 
condit ion de lui c o m m u n i q u e r : 

1° Un m o u v e m e n t rec t i l igne d i r igé ve r s le c e n t r e o de la roue p l ane , afin de lui 
faire e n g e n d r e r la surface d 'une de ses den t s . 

2° Un m o u v e m e n t de ro ta t ion au tour du po in t o, pour que ce t t e den t p r e n n e s u c 
cess ivement les m ê m e s pos i t ions que si elle eng rena i t avec le p ignon à us iner . T o u t e 
fois, comme l ' a rê te t r a n c h a n t e de l 'outil n ' e n g e n d r e la surface de la den t que par 
géné ra t r i ce s s u c c e s s i v e s , le m o u v e m e n t de rota t ion au tour du point o ne doi t lui ê t re 
donné q u ' a p r è s c h a q u e tou r du p ignon en œ u v r e , quand u n e passe a é té faite su r 
toutes les den t s . 

Soit a le demi -ang le au s o m m e t du cône primitif du pignon ; le r a p p o r t de sa vi
t e sse angula i re à celle de l 'outil es t (34Q) 

F i g . 702. 

vit , ang . out i l ^ sin a 

vit. ang. p ignon s in 90" -.- sin a 

b) Mécanisme faisant à la fois la denture en hélice et la division. 

On v ien t de voir que l 'outil doit ê t r e an imé d 'un m o u v e m e n t rec t i l igne p a s s a n t 
par le cen t r e de la roue p l a n e , avec l eque l se confond le s o m m e t du cône pr imit i f 
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du pignon à ta i l ler . S u p p o s o n s que ce d e r n i e r r eço ive un m o u v e m e n t de r o t a t i on con-

t inue au tour de son axâ, de m a n i è r e à faire ~ da tour p e n d a n t la d u r é e d 'un a l ler et 

r e t o u r de l 'out i l . Si celui-ct t rava i l l e s e u l e m e n t dans sa course d ' a l ler , ses p a s s e s suc
cess ives t r a c e n t sur le cône pr imit i f n l i gnes equ id i s t an t e s , ce qui conv ien t au ta i l lage 
d 'un p ignon de n den t s . P o u r a s s u r e r la l ia ison c i n é m a t i q u e des deux m o u v e m e n t s , il 
suffit de produi re celui de l 'out i l pa r u n e b ie l l e a r t i cu lée au m a n e t o n d 'un p la teau-
man ive l l e de rayon var iable , e t d ' i n t e rca l e r e n t r e l 'arbre du p l a t eau et celui du man
drin po r t e -p i èce un t r a in d ' e n g r e n a g e s convenab le . 

La d e n t u r e en hé l i ce es t o b t e n u e en m ê m e t e m p s que la d ivis ion, car , pa r su i te de 
la coex i s t ence du m o u v e m e n t de ro t a t i on con t inu du p ignon on œ u v r e a v e c le mou
v e m e n t rec t i l igne de l 'outi l , ce d e r n i e r t r a c e , à c h a q u e pas se , un s e g m e n t d 'hé l ice 
con ique don t le pas , en d é s i g n a n t p a r c l ' é t endue de la c o u r s e , é s t 2 w c (*). P o u r tai l ler 
le p ignon con jugué , on é t ab l i t le t ra in d ' eng renages qui l ie l ' a rb r e du p la teau-mani 
ve l le à ce lu i du mandr in d ' ap rès la nouve l le va leu r du n o m b r e de den t s , on change le 

s e n s de l 'hél ice en r e n v e r s a n t le m o u v e m e n t de ro ta t ion du b loc , et l 'on conse rve la 
m ê m e course de l 'outi l , ce qui es t na tu re l , pu i sque les den t s on t m ê m e longueu r sur 
deux r o u e s qui se condu i sen t . Nous a l lons m o n t r e r que , dans ces cond i t ions , les 
hé l i ces con iques déc r i t e s par l 'outil sur les deux cônes pr imi t i fs ont à chaque ins tan t , 
l o r sque ceux-ci r o u l e n t l 'un su r l ' au t re , un poin t c o m m u n s u r la g é n é r a t r i c e de con
tac t , e t m ê m e t a n g e n t e en ce poin t . Il suffit, p o u r cela, d 'é tab l i r que les deux courbes 
d o n n e n t la m ê m e t r ans fo rmée lo r squ 'on déve loppe les cônes pr imi t i fs su r l e u r plan 
t a n g e n t c o m m u a (355). 

Supposons d 'abord que le m o u v e m e n t de l 'outil soi t un i fo rme p e n d a n t l 'a l ler ; le 
chemin PN qu'i l pa r cou r t su ivan t une g é n é r a t r i c e es t , dans ce t t e h y p o t h è s e , p r o p o r 
t ionnel à l 'arc AN dont le cône pr imit i f a t o u r n é s i m u l t a n é m e n t , de so r t e que , si l'on 
déve loppe la Surface du cône ap rè s l 'avoir ouve r t e su ivan t SA, la t r a n s f o r m é e de la 
l igne L, l ieu du po in t P , es t une sp i ra le d 'Arch imède L,. dont l ' équa t ion , dans le 
sy s t ème de coo rdonnées po la i res défini par le pôle S, et l 'axe pola i re S iA, , es t de 
la forme O 

r = f e - H 9 

(*) La rotation du pignon pendant ufi aller de l'outil est une fraction de tour ~— ; le pas 

suivant la génératrice est donc bien 2 ne. 
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L e s coo rdonnées r e spec t ives des poin ts A ( et B t , homologues des e x t r é m i t é s de 
la spi re AB, sont 

(pour A,) r = a 8 = 0 

2 u R 
(pour B ( ) r = a — 2nc 

a 

En éc r ivan t qu ' e l l e s vérif ient l 'équat ion c i -dessus , on t rouve 

h —a 

j a n c 2 ac 

it R M 71 

de sor te que l ' équat ion de la l igne L t dev ien t 

r — a T 7 — 9 11) 
M T: 

M r e p r é s e n t a n t le module —1— de la roue à cons t ru i re . Comme les quan t i t é s M, a e t c 
n 

res ten t les m ê m e s pour deux pignons conjugués , on conc lu t que les l ignes t r a c é e s 
par l 'outil su r l e s deux cônes primit ifs ont la m ê m e t rans formée , de so r t e que l ' en-
g r è n e m e n t a b ien l ieu. 

En réa l i t é , le m o u v e m e n t de l 'outil , p rodui t par b ie l le et manive l le , n ' e s t pas 
uni forme, ma i s p é r i o d i q u e , et à peu p r è s s inusoïdal . Toutefois , c o m m e on p e u t p a r t a 
ger la d u r é e d 'une cour se en par t i es assez pe t i t e s pour que la v i tesse de l 'outil soi t 
s ens ib l emen t cons t an t e dans chacune d 'e l les , les conclus ions qui p r é c è d e n t r e s t e n t 
appl icables . 

P o u r év i t e r le t a lonnage , l 'outil doit se p r é s e n t e r t a n g e n t i e l l e m e n t à la courbe L ; 
il faut d o n c le faire p ivo te r sur lu i -même d'un angle V égal à celui que forment les 
t angen t e s à ce t t e l igne avec les g é n é r a t r i c e s co r r e spondan te s du cône primitif. Cet 
angle , qui se conse rve dans le déve loppemen t , es t donné su r la t r ans fo rmée par la 
formule 

t g y — r d 9 — r d 9 — M-rcr 
dr 2 ac _,, ~ 2 ac 

— "Vf d 6 

On voi t qu ' i l va r i e avec r ; mais comme, en p ra t ique , l ' écar t en t r e les va l eu r s de V 
aux deux e x t r é m i t é s de la course ne dépasse pas 4°, on peu t se con ten t e r d ' incl iner 
l 'outil à l ' angle du point mi l ieu de la d e n t u r e . 

U n e m a c h i n e t r è s i n g é n i e u s e , é tabl ie d 'après ces p r inc ipes , a é té cons t ru i t e par 
MM. Ernau l t . 
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