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A V E R T I S S E M E N T .  

L a  bienveillance avec laquelle les géomètres ont accueilli mes 
anciens et nomuveaux Exercices de natizdmatiques, publiés suc- 
cessivement à Paris et à Prague, ainsi que mes Résumés analy- 
tiques publiés à Turin , m'encourage à faire paraître un quatriéme 
recueil, dans lequel je traiterai encore des diverses questions 
relatives soit à l'analyse pure,  soit h la Physique mathématique. 
J e  m e  propose en particulier d'offrir ici aux Amis des sciences la 

.suite de mes recherches sur  les mouvements des systèmes de mo- 
lécules, et sur la théorie de la lumière ; des règles générales sur  la 
convergence des séries suivant lekpelle's se développent les fonc- 
tions explicites ou implicites ; des méthodes générales pour la 
détermination et la réduction des intégrales définies ou indéfinies, 
ainsi que pour l'intégration des équations différentielles, et aux 
différences partielles ; enfin de nouvelles applications du  calcul 
des rdsidus, et de  celui que, dans quelques Mémoires relatifs à 
l'astronomie, j'ai nommé le calcul des limites. U n  puissant rilotif 
de poursuivre ines travaux sur  la mécanique céleste était l'hon- 
neur que m'a fait le Bureau des Longitudes, en m'appelant , dans 
la séance d u  13 novembre 1839, à la place précédemment occu- 
pée par un  savant confrère (M. de Prony) qui jadis parut prendre 
quelque plaisir à m e  compter an  nombre de  ses élèves, et plus 
anciennement par Lagrange lui-même, par cet illustre géomètre 
qui eut aussi pour moi tant de bontés, et voulut bien guider mes 
premiers pas dans la carrière des sciences. J e  devais redoubler 

- 

d'efforts pour essayer de répondre de  mon mieux à ce témoignage 
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VI. AVERTISSEMENT. 

de considération, auquel j'attache d'autant plus de prix que je 
l'avais moins recherché, et me tenais plus à l'écart, pour me 
livrer, dans le silence d u  cabinet, à mes études favorites. L'indul- 
gence avec laquelle ont été requs mes derniers mémoires, prouve 
que l'on m'a tenu compte de ma honne volonté. Pour la consola- 
tion de ina patrie? comme j'en ai déjà fait ailleurs la remarque, 
il y a deux sentiments qu'en France on  aime à voir profondément 
gravés dans les cœurs, et auxquels, je le sais par expérience, on se 
plaît à rendre justice, je veux dire, le dévouement à l'infortune, 
et l'amour sincère de la vérité. 
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EXERCICES D'ANALYSE 

SUR LES 

Mouvements .inJiniment petits dun système de molécules sollicitées par des 
forces &attraction ou de répulsion mutuelle. 

§ ler. ~ ~ u a t i o m  déquilibre et de mouvement d'un systkme de molécules. 

Considérons un systéme de molécules sollicitées au mouvement par des 
forces d'attraction ou de répulsion mutuelle. Soient au premier instant, et 
dans l'état d'équilibre 

x,y, z ,  les coordonnées d'une moldcule m, 

x + x  ,y +y, z +z les coordonnées d'me antre molécule m, 

r le rayon vecteur mené de la molécule m à la molécule m ;  
on aura 

(1) r0 = x9 -+ y' + zP, 
et les cosinus des angles formés par le rayon vecteur r avec les demi- 
axes des coordonnées positives, seront respectivement 

Supposons d'ailleurs que l'attraction ou la répulsioti mutuelle des deux 
masses iii, m, étant proportionnelle à ces masses, et a une fonction de la 

Ex. d'An. et de Ph. M .  I 
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( 2 )  

distance r ,  soit représentée, au signe près, par 

f (r) désignant une quantité positive, lorsq~ie les molécules s'attirent, et 
négative, lorsqu'elles se repoussent. Les projections algébriques de la force 

mmf (r), 

sur les axes coordonnés seront les produits de cette force par les cosinus 
des angles que forme le rayon vecteur r avec ces axes, e t ,  en consé- 
quence, si l'on fait pour abréger 

Cela posé, les équations d'équilibre de la molécule m seront évidemment 

O - S [mx f ( r ) ] ,  
0 = s [Tf (r)] 7 

0 = s CmzJ(r>], 

la lettre caractéristique S indiquant une somme de termes semblables entre 
eux et relatifs aux diverses molécules 7n di1 système donné. 

Concevons maintenant que les molécules 

m, m ,  . . . 
viennent à se mouvoir. Soient, au bout du temps t , 

E ,  y ,  C f  
les déplacements de la molécule m, mesurés parallèlement aux axes coor- 
donnés. Soient d'ailleurs 

E + A E ,  n +an, c t At, 
ce que deviennent ces déplacenients, lorsqu'on passe de la molécule m 

à la molécule m. Les coordonnées de la molécule m, au bout du t ,  seront 

x + E ,  y+n ,  z + c ,  

tandis que celles de la molécule m seront 

X I - x i -  e + q ,  y - I -y+n+an ,  z + z + r + a c .  
Soit à cette même éipoque 

* + P  
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( 3 )  
la distance des moléciiles m, m. La distance 

r + f  

offrira pour projections algébriques, sus les axes des x,y ,  z, les différences 

entre les coordonnées des molécules nt, m ,  savoir : 

x t ~ E ,  yl-an7 z + G - .  
On  aura en conséquence 

Cela posé, pour déduire les équations du  mouvement de la molécule rn 
de ses équations d'équilibre, c'est-à-dire des formules (3), il suffira évi- 
demment de remplacer, dans ces formules, les premiers membres par 

puis de substituer à la distance 
r 

et à ses projections algébriques 

x, y, z , 
la distance 

et ses projections algébriques 
" + P  

x -fi q 7  y 4- A ,  + A r ;  

en opérant ainsi, on trouvera 

II. $quations des mouvements inJiniment petits d'un système de molécules. 

Considérons, dans le système de molécules donné, un mouvement 
vibratoire, en vertu duquel chaque molécule s'écarte trés peu de sa po- 
sition initiale. Si l'on cherche les lois du mouvement, celles du moins qui 
subsistent quelque petite que soit l'étendue des vibrations molCculaires, 
alors en regardant les déplacements 

E ,  n , . Z ,  
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( 4 )  
et leurs différences 

A E ,  An, AC, 

comme des quantités infiniment petites du  premier ordre, on pourra 
négliger les carrés et les puissances supérieures, non-seulement de ces 
déplacements et de leurs différences, mais aussi de la quantité p ,  dans 
les développements des expressions que renferment les formules (4 ) ,  (5) ,  
du premier paragraphe; et  I'on pourra encore supposer indifféremment 
que des quatre variables indépendantes 

les trois premières représentent ou les coordonnées initiales de la molé- 
cule m, ou ses coordonnées courantes qui, en vertu de l'hypothèse ad- 
mise, différeront très peu des premières. Cela posé, si I'on a égard aux 
formules (3) du 8 Pr, les formules (4) et (5) du même paragraphe donneront 

ou ,  ce qui revient au même, 

pourvu que, u désignant une fonction quelconque des variables x, y, z ,  et 

l'accroissement de o dans le cas où l'on fait croître 

x d e x ,  y d e y ,  z d e z ,  

on représente, à l'aide des lettres 

L, M, N, P ,  Q ,  R, 
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non pas des quantités, mais des caractéristiques déterminées par les for& 
mules 

Comme d'ailleurs ces diverses formules doivent servir à déterminer les 
caractéristiques 

L ,  M ,  N, P,  Q, R, 
quelle que soit la fonction de x, y, a désignée par w ,  elles peuvent être, 
pour plus de simplicité, présentées sous la forme 

Enfin, si l'on désigne, à l'aide des caractéristiques 

et de leurs puissances entières, les dérivées qu'on obtient quand on diffé- 
rentie une ou plusieurs fois de suite une fonction des variables indé- 
pendantes 

x, y, Z, t ,  

par rapport à ces mêmes variables, les équations (3) pourront s'écrire 
comme il suit 

(L -D:)4+R? + Q C =  0 ,  

( 5 )  R e  -f- (M - D,')? + PS =: O ,  

Q t + P ?  + ( N  -D:)c = o.  

Pour réduire les équations (5) à la forme d'équations linéaires aux dif- 
férences partielles, il suffira de développer les différences finies des varia- 
bles principales 

en séries ordonnées suivant leurs dérivées des divers ordres. On y par- 
viendra aisément à l'aide de la formule de Taylor, en vertu de laquelle on 
aura 

x + A x = e  xD, + Y D I + Z D ~  w, 

quelle que soit la fonction de 
X7r1 
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designee par s, e t  par conséquent 

Cela posé, dans les équations ( 5 ) ,  ramerlées à la forme d'équations aux 
différences partielles, les coefficients des dérivées des variables principales 
se réduiront toujours à des sommes de l'une des formes 

par conséquent à des sommes, dans chacune desquelles la masse m se 
trouvera multipliée, sous le signe S ,  par des puissances entières de x, y, z ,  
et par *une fonction de r. 

On pourra regarder la constitiition du système donné de molécules 
comme étant partout la même, si les sommes (8) se réduisent à des 
quantités constantes, c'est-à-dire à des quantités indépendantes des coor- 
données 

2 7  Y2 z, 

de la molécule m. C'est ce qui aura lieu , par exemple, quand le 

système donné sera un corps homogène, gazeux ou liquide ou cristallisé. 
Alors les dquations des mouvements infiniment petits du système donné, 
c'est-à-dire les équations (5) pourront être considérées comme des +a- 
tioiis linéaires aux différences partielles et a coefficients constants entre 
les trois variables principales 

%, y ,  r ,  
et les quatre variables indépendantes 

De semblables équations sont propres à représenter, par exemple, les 
mouvements infiniment petits du fluide lumineux dans le vide, ou bien 
encore les mouvements infiniment petits d'un corps élastique. 

§ III. Mouvernentssimpks. 

La solution de plusieurs problémes de Physique mathématique pou- 
vant dépendre de l'intégration des équations (3) du  paragraphe pré- 
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( 7 )  
cédent , considérées comme équations linéaires à coefficients constaries, 
nous allons rechercher ici les intégrales de ces équations, en nous bornant 
pour l'instant aux intégrales qui représentent les mouvements simples, 
définis comme on le verra ci-aprtts. 

Lorsque les sommes (8) du § II demeurent constantes, alors, pour 
satisfaire aux équations (5) du même paragraphe, il suffit de supposer les 
variables principales 

E ,  v ,  c, 
toutes proportionrielles à une même exponentielle népérienne dont l'ex- 
posant soit une fonction linéaire des variables indépendantes 

X,Y, 2, t ,  
et de prendre en conséquence 

(,) A ~ ~ ~ + " ? + ~ ~ - ~ ~  - B e ~ X +  ~ + W Z - S I  n- c e u x + y  +wz-st 
9 c =  9 

U ,  V ,  W ,  s , A ,  B,  C , désignant des constantes réelles ou imaginaires 
convenablement choisies. En effet, si l'on substitue les valeurs précé- 
dentes de 

5 ,  v 9  c 7  

dans les équations (3) du second paragraphe, tous les termes seront divi- 
sibles par l'exponentielle 

eux+vy+wz-rt 
Y 

et aprés la division effectuée, ces équations seront réduites à d'autres de 
la forme 

( e -  sa)A -+ &B + q C  = O ,  

(.) fRA $- ( X L -  sa)B + 9 C  - O ,  

TA + 9 B  + ( X  -sS)C = O ;  

les valeurs des coefficients 

J.L n, Tc?, 9 7  ?., fR, 
étant déterminées par les formules 

ou ,  ce qui revient au même , par les formules 
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( 8 )  
et les valeurs de G ,  5 étant 

Or, lorsque les sommes (8) du II demeurent constantes, on peut en dire 
autant des valeurs de 

c, m, x, 9, p, a, 
que fournissent les équations (3) jointes aux formules (4 ) ,  et qui sont dé- 
veloppables avec l'exponentielle 

en séries ordonnées suivant les puissances ascendantes de u, v, W. Donc 
alors on peut satisfaire aux équations (2) par des valeurs constantes des 
facteurs 

A ,  B, C. 
Soit maintenant 

s = o  

l'équation du 3' degré en sa que produit l'élimination des facteurs 

entre les équations (2), la valeur de s étant 

Si l'on prend pour ss une quelconque des trois racines de l7équatiori (5) ,  et 
si d'ailleurs on désigne par 

a, g, 7 ,  

des coefficients arbitraires, on pourra présenter les équations (2) sous la 
forme 

(6) 

Or, en laissant a s une valeur indéterminée, on tirera de ces dernières 
équations, résolues par rapport aux facteurs A,  B, C,  
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e t  par suite 

les' valeurs de 
$ 9  m, x,  v ,  x,  

étant 

Donc, lorsqu'on prendra pour s une racine de l'équation (5), elles véri- 
fieront les formules (a), quelles que soient d'ailleurs les valeurs attribuées 
aux constantes 

a, g, 7 ;  
et celles-ci demeurant arbitraires, les valeurs des rapports 

propres a vérifier les formules (z), seront précisément celles que fournit 
la formule (8). Si l'on suppose en particulier les constantes 

a ,  g ,  7 ,  
toutes réduites à zéro, à l'exception d'une seule, la formule (8) donnera 
successivement 

Les formules ( I ) ,  lorsqu'on y suppose les constantes 

déterminées en fonctions de 
u, f', w ,  

par i'équatiori ( 5 ) ,  jointe à la formule (8), ou, ce qui revient au même, a 
l'une des trois formules (IO), représentent ce qu'on peut nommer un sys- 
tème d'intégrales simples des équatio~is ( 3 )  du § II. Les coefficients 

u, 0 ,  w ,  
Ex.  d'An. et de Ph. M. 
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dans ces intégrales simples, restent entièrement arbitraires, ainsi que la 
constante A. De plus, les valeurs des diverses constantes 

et ,  par suite, les valeurs des variables principales 

tirées des formules (i), peuvent être réelles ou imaginaires. Dans le 
premier cas, ces variables représenteront les déplacements infiniment 
petits des molécules dans un mouvement infiniment petit compatible 
avec la constitution du système donné; dans le second cas, les parties 
réelles des variables principales vérifieront encore les équations des mou- 
vements infiniment petits, et  ce seront évidemment ces parties réelles qui 
pourront être censées représenter les déplacemelits infiniment petits des 
molécuies dans un mouvement de vibration compatible avec la constitu- 
tion du système. Dans l'un et l'autre cas, le mouvement infiniment petit, 
qui correspondra aux valeurs de e ,  v ,  5 ,  fournies par les équations ( I ) ,  
sera un mouvement simple, dans lequel ces valeurs représenteront ou les 
déplacements effectifs des molélcules, mesurés parallèlement aux axes coor- 
donnés, ou leurs déplacements symboliques, c'est-à-dire, des variables 
imaginaires dont les déplaceme~its effectifs seront les parties réelles. Les 
équations (1) elles-mêmes seront les équations finies, e t ,  dans le second 
cas, les équations finies syntboliques du mouvement simple dont il s'agit. 

Si l'on pose 

U, V, W ,  U, V, W, S,  S ,  a ,  b, c ,  A ,  p, v ,  désignant des quantités réelles; 

les formules (1) donneront 
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Or, on tire des équatioris ( 1  5j, 
10 lorsque A, ,u , v  , sont égaux 

ao lorsque A, p, v , ne sont pas égaux 

Donc la ligne décrite par chaque molécule du système est toiijours une 
droite représentée par la formule (16),  ou bien une ellipse représentée 
par les formules (1 7), cette ellipse pouvant se réduire à une circonférence 
de cercle. Le pkn invariable, auquel le plan de l'ellipse reste constam- 
ment parallèle, est d'ailleiirs représenté par l'équation 

(4 
x 
- sin (e - v )  + sin ( v  - h) + a sin (A  - p) = o. 
a ,  

Ajoutons que l'aire di.crite, au bout di1 temps t ,  par le rayon vecteur de 
l'ellipse est représentée par le prodiiit 

Enfin, dans le cas particulier où S s'évanouit, chacune de ces aires croit 
proportionnellement au temps, puisqu'on a dans ce cas 

Si, en nommant 
a, b ,  c ,  

les cosinus des angles formés par un axe fixe avec les demi-axes cles 
coordonnées positives, on nomme 

LI , 
le déplacement d'une molécule mesuré parallèlement à l'axe fixe, on aura 

(20) o = aE + bw + cc; 
et,  en posant pour abréger 

na cos A + bbcos p + cc cos u = h cos w ,  aasinh + bbsinp +cc  sin Y =  hsin m ,  

on tirera des formules (1 5), 

(4 KR-Si 
8 = he COS (ki - st + m), 
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Daiiç cette dernière équation, ainsi que dans les équations (15) .  

*, R >  

sont déterminés par les formules (14), et leurs valeurs numériques expri- 
ment les clistarices du point (x, y, z) à un second et à .un troisiè~ne plan 
invarinbb, représentés par les équations 

(22) T J X + V ~ $ . W Z = O ,  (23) ux+Vy+wz=o, 

distincts par conséquent du premier plan invariable auquel appartenait 
l'équation (1 8). n'ailleurs le produit 

représentera la demi-amplitude des vibrations moléculaires, mesurée pa- 
rallèlement à l'axe fixe que l'on considère, tandis que l'arc 

représentera la phase du mouvement simple projeté sur cet axe,  et 

le paramètre angulaire relatif à ce même axe. Ajoutons que l'exponentielle 

sera le module du mouvement simple, et que l'arc 

kr. - st 
en sera l'argument. 

Il est bon d'observer qu'en vertu des formules (15) et (%O), toutes les 
molécules situées sur une parallèle A la droite d'intersection du second 
et d u  troisième plan invariable se trouveront toujours, au même instant, 
déplacées de la même manière. 

La valeur du déplacement 8 ,  déterminée par la £ormule (2 I ) ,  s'évanouit 
lorsqu'on a 

par coiiséquent elle s'évanouit, lorsque t demeure constant, pour des 
valeurs équidistantes de G, qui forment une progression arithmétique dont 
la raison est 

et, lorsque demeure constant, pour des valeurs équidistantes de t , qui 
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forment une progression arithmétique dont la raison est 

D'ailleurs, le cosinus de la phase 

reprendra la même valeur numérique avec le même signe, ou avec uii 

signe contraire, suivant que l'on fera varier la distance ~c d'un multiple 
r pair ou impair de -, ou bien encore le temps t d'un multiple pair ou im- k 

I 

pair de -. Cela posé, si l'on prend 
3 

on conclura de la formule (2 1) ou (24) que, dans un mouvement simple, 
Ir: déplacement d'une molécule mesuré parallèlement à un axe fixe, s'éva- 
nouit, i 0  a un instant donné, pour toutes les molécules situées dans des 
plans, parallèles au second plan invariable, qui divisent le système en tran- 

ches dont I'6paisseur est 11; 2 O  pour une molécule donnée, à des instants 
2 

1 
séparés les uns des autres par des intervalles de temps égaux à T. Ces 

tranches et ces intervalles seront de première espèce ou de seconde espèce, 
suivant qu'ils répondront à des valeurs positives oii négatives de 

et du déplacement t r .  Enfin, deux tranches consécutives composent une 
oncle plane, dont l'épaisseur 1 sera ce qu'on nomme la longueur d'une on- 
dulation, et deux intervalles de temps consécutifs, pendant lesquelles 
l'extrémité! de l'arc 

kt  - st + 
parcourra la circonférence entière, composeront la durée T d'une vibration 
moléculaire. Quant aux plans qui termineront les différentes tranches et 
ondes, ils répondront thidemment, pour une valeur donnée du temps t ,  
aux diverses valeurs de qui vérifieront la formule (24). 

Si l'on fait croître, dans la formule (24), t de At et c de Av, cette foi - 
mule continuera de subsister, pourvu que l'on suppose 
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par conséquent 

la valeur de il étant 

II suit de cette observation que, le temps venant à croître, les ondes 
planes, comme les plans qui les terminent, se déplaceront, dans le système 
de molécules donnC, avec une vitesse de propagation dont la valeur sera 
celle que fournit la formule (27). 

Consid6rons maintenant en particulier le modnle du mouvement simple, 
ou l'exponentielle népérienne 

e KR- St  

q u i  entre comme facteur dans l'amplitude relative à chaque axe. On ne 
pourra pas supposer que le logarithme népérien de ce module, c'est-à-dire 
l'exposant 

K R - % ,  

croisse indéfiniment avec le temps, puisqu'il s'agit de mouvements infini- 
ment petits ; e t  par conséquent le coefficient S dans cet exposant devra 
être nul ou positif. Daris le premier cas l'amplitude des vibrations demeu- 
rera constante, et  le mouvement simple sera durable oupersistant. Dans 
le second cas, au contraire, cette amplitude décroîtra indéfiniment, et 
pour des valeurs croissantes de t ,  le mouvement s'éteindra de plus en plus. 

Quant au coefficient K ,  par lequel se trouve multipliée, daris le loga- 
rithme népérien du module, la distance R d'une molécule au troisième plan 
invariable , il pourra lui-même se réduire à zéro; e t ,  s'il n'est pas nul, on  
pourra le supposer négatif, pourvu que l'on choisisse coiivenablement le 
selis suivant lequel se compteront les valeurs positives de R. Alors, pour 
des valeurs positives et croissantes de R ,  on verra encore le module du 
mouvement simple décroître indéfiniment; ce qui montre que,  pour un 
instant donné, le mouvement deviendra de plus en plus insensible, A 
mesure que I'on s'éloignera davantage dans un certain sens du troisième 
plan invariable. 

Dans le cas particulier où I'on aurait a la fois 
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les formules (1 5) et (z 1) se réduiraient à 

(28) E = ~ c o s ( ~ ~ - s t + A ) ,  H = ~ C O ~ ( ~ . - S ~ + , U ) ,  ~ = c c o s ( ~ ~ ; - s ~ + ~ ~ ) ,  

(29) o=hcos(kz-st+w). 
Alors toutes les molécules décriraient évidemment des courbes pareilles 
les unes aux autres. Alors aussi la seconde des équations ( I  7) se réduirait 
à la formule connue 

r 5 (g)' - 2 & O  cos(p-v ) + = sin* (r - 11- 
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N O T E .  
SUR LES 

SommesJormées par  I'uddition de fonctions semblables des coordonnées de 
difl2rents points. 

Corisidérons différents points P ,  Q, R,. . . situés dans un plan ou dans 
l'espace. Soient x, y ou x ,  y, z ,  les *coordonnées rectangulaires du 
point P ,  

(1) K = qx, y ) ,  
(2) K = F ( x ,  y, 4, 

une fonction de ces coordonnées; et désignons par 

(31 x = SK, 
la somme formée par l'addition de fonctions semblables des coordonnees 
des diffirents points. Si l'on remplace les coordonnées rectang~ilaires x ,  
y,  z par des coordonnées polaires r ,  p,  q , dont la première soit le rayon 
vecteur mené de l'origine O au point P , la seconde, l'angle formé par ce 
rayon vecteur avec l'axe des x, et la troisième l'angle formé par le plan 
des xy avec celui qui renferme le même rayon vecteur et i'axe des x ; on 
aura, en supposant tous les points compris dans le plan des x ,  y, 

par conséquent 

(5 )  K = F(rcosp,  r s inp) ,  

et dans le cas contraire, 

par cons4quent 

(7) K = F( rcosp ,  r s i n p c o s q ,  rsinpsinq). 

Concevons maintenant que l'on déplace les axes coordonnés, en les 
f'disarit tourner autour de l'origine. Ce déplacement changera générale- 
ment la valeur de K et par suite celle de la somme X. Si d'ailleurs, 
comme nous le supposerons dans ce qui va suivre, K est une fonction 
continue des coordonnées x , y, ou  x , y, z , cette fonction variera par 
degrés insensibles, tandis que l'on imprimera au système des axes coor- 
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donnés un mouvement de rotation continu; d'où il résulte qu'en passant 
d'une valeur à une autre, 3t recevra successivement toutes les valeurs in- 
termédiaires. Cela posé, concevons qu'en vertu de plusieurs déplace- 
ments successifs des axes coordonnés la somme (3) acqui6re successi- 
vement diverses valeurs représentées par 

et soient 
i l ,  i", etc., 

des facteurs positifs quelconques. L'expression 

qui sera toujours comprise entre la plus petite et la plus grande des 
sommes X I ,  x", etc., représentera nécessairement une nouvelle valeur 
particulikre de X, correspondante à une position particulière des axes 
coordonnés pour laquelle on aura 

O r ,  de la formule (IO) on peut en déduire plusieurs autres, qui nous 
seront fort utiles, en suivant la marche que nous allons indiquer. 

Supposons d'abord tous les points P, Q , R,  . . . renfermés dans le plan 
des x, y. La valeur de K sera donnée par la formule ( 5 ) ,  et si l'on 
imprime à l'axe des x un moiivement de rotation rétrograde en le faisant 
tourner autour de i'origine, de manière qu'il décrive l'angle m ,  la for- 
mule (5) se trouvera remplacée par la suivante 

(I 4 K = F[rcos(p + a), r s in (p  + m)]. 

Si dans cette dernière on attribue successivement à m diverses valeurs a', 
mr', elle fournira pour K diverses valeurs KI, Kr', . . . auxquelles corres- 
pondront diverses valeurs x', X" de la somme X. Cela posé, concevons 
que du point O comme centre, avec l'unité pour rayon, l'on décrive une 
circonférence de cercle, et partageons cette circonférence en éléments 
infiniment petits. Si l'on admet, r 0  que les extrémités des arcs cp', m", 
soient respectivement situées sur ces divers éléments; a" que dans la 
formule (IO) on prenne pour valeurs de il, i". . . les éléments dont il 
s'agit, on aura 

(12) i' + i" -+. . .= 2 ~ )  

Ex.  &An. et de Ph. M. 
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' i K'+E"Kn +... = i f F [ r c o s ( p + a j ,  rsin(p+al)l + i " P [ r . c ~ s ( p + m ~ ) + ~ i ~ ~ ~ p + m ~ ~ ~ ]  +.. 
= 1:' F [r  cos ( p  + a) , r  sin ( p  + a) ]d  m , 

ou ,  ce qui revient au même 

(14)  ?Kt+ ?'KIf+.. .= fOsr F (rcosp, r s inp )dp=  1:' Kdp, 

la valeur de K étant déterminée par la formule (5). On trouverapar suite 

( I 5) i'Xf + i " ~ ' l  +. . .= lT ~ ~ ( r c o s p ,  r ~ i n ~ ) d ~ = $ ~  SKdp, 
O 

et la formule (IO) donnera 

Donc, parmi les diverses valeurs de la somme x relatives aux diverses 
positions des axes coordonnés, il y en aura toujoiirs une équivalente à 
l'intégrale 

1 1''' SKdp = - s J' F (r cos p, i1 sinp) dp. 
Sic , O O 

O r ,  i l  est important d'observer que cette intégrale dépend uniquement 
des valeurs du rayon vecteur r relatives aux différents points P, Q, R,. . . 
et reste entièrement indépendante des valeurs de l'angle p relatives à ces 
mêmes points. 

Supposons maintenant les points P ,  Q ,  K.  . . distribués d'une manière 
quelconque dans l'espace,. . . si l'on imprime au plan des y, z , i;n mou - 
vement de rotation rétrograde autour de l'origine, de manière que l'axe 
des y et le plan des xy décrivent l'angle v ,  la formule (7) se trouvera 
remplacée par la suivante 

(4 K = F[rcosp, rsiii p cos (q  + v )  , r sinp sin (q + v)] ; 

et , en attribuant à v , dans cette dernière , diverses valeurs particulières 

u t ,  u",. . . 
on obtiendra des valeurs correspondantes Kt ,  Kft , . . . de la fonction K ,  
puis on en déduira autant de valeurs X', N", . . . de l a  somme S. Cela 
posé, concevons que clans le plan des y, z, on décrive du point O comme 
centre et avec l'unité pour rayon, une circonférence de cercle, et par- 
tageons cette circonférence en éléments infiniment petits. Si l'on admet, 
1" que les extrémités des arcs. u', u". . . mesurés dans le plan y, a ,  soient 
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( 19 > 
situés sur ces divers éléments; 20 que dans la formule (IO) on prenne 
pour valeurs de i f ,  i",. . . les éléments dont il s'agit, l'équation (12) subsis- 
tera en même temps que la suivante 

(1 9) i1K'+i"Krt+. . . =IOzu ~ [ r c o s ~ ,  rsinpcos(p+u),rsinpsin(q+u)] d u ,  

et  l'on aura par suite 

!20) 
il,! + iV~ft  + ...=Sr F(rcosp,  rs inpeosq,  r s inps inq)dq ,  

i'x' + ir%' +. . . = JOa' SF (r  cos p,  r sinp cos p , r sin p sin q)  dg 

= J:,'" SKdq , 
la valeur de K étant déterminée par l'équation (7). En conséquence la 
formule (IO)  donnera 

Donc parmi les diverses valeurs de la somme X relatives aux diverses po- 
sitions des axes des y et des a ,  il y en aura toujours une équivalente h 
l'in tégrale 

1 1;- S K ~ ~  = 5 JOar SF (rcosp, r sinp cos q ,  r s inp  sin q) dy. 
2a 

Or il est important d'observer que cette intégrale dépend uniquement 
des valeurs de r et de p relatives aux différents points P, Q, R,. . . et 
nullement des valeurs de l'angle q relatives à ces mêmes points. Ajoutons 
qii'en vertu de la formule 

l' F ( rcop ,  minpeosq, ninp4ng)dq =Ir F (rcosp , r sinpcos q , r sinpsin q) d l  

+Sa* F (reosp, r sin p COS y, r sinp sin q) dg 
A 

'* =j [F(rcos p, rainp cosq, rsinp sing) + F (rcosp, - rsinpcosq, - rsinpsinq)] dp 

-- -- 
i ~ o * ~ ( r c o s p ,  rcos p (/ i  - C O S ' ~ ,  rdn p I/ i -cosap) 

+Jr~(rcosP,-rrosq (/ i -cosap, - raing I/; -rossP) dg, 

l'intégrale (23) sera une fonction des seules quantités r et cosp. 
Concevons maintenant que l'on pose pour abréger 

1 
( 2 4 )  I = - ~ o a K ~ ( r c o s p ,  2n rsinpcosq, r s i n p s i n q ) d g = & j 2 ' ~ d q  

3 .  
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L'équation (22) deviendra 

(25)  = SI ,  

et 1, qui sera uiie fonction de r e t  de p, changera de valeur avec l'anglep, 
quand on déplacera l'axe des x, en le faisant tourner autour du point O. 
Si d'ailleurs on désigne par 1', I", . . . . et par XI, Kt',. . . . les valeurs 
de 1 et de X correspondantes à diverses positions de l'axe des x ,  on  aura 

et en nommant 
j l ,  j",. . . 

des facteurs positifs quelconques, on prouvera par des raisonnements 
semblables à ceux qui ont servi à démontrer la formule (IO), qu'il existe 
ilne vaieur particulière de déterminée par i'éqixation 

Cela pos0, admettons que du point O comme centre, avec 
rayon, l'on décrive une surface sphérique, puis qu'après 

l'unité pour 
avoir divisé 

cette surface sphérique en éléments infiniment petits, on prenne, dans la 
formule (a7), pour valeurs de j', j",. . . les éléments dont il s'agit, et 
pour valeurs de I', IV,. . . celles qu'on obtient, lorsque dans 1, considéré 
comme fonction de cos p ,  on substitue les valeurs de p, correspondantes 
aux cas où i'axe des x traverse ces mêmes éléments. On aura non-seule- 
ment 

(28) j' + j" +. . .= 4rr,  

mais encore 

et par suite l'équation (27) donnera 

Si dans cette dernière formule on substitue la valeur de 1  fournie par 
l'équation ( a 4 ) ,  on trouvera définitivement 

la valeur de K étant toujours déterminée par l'équation (7). Donc, parmi 
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les diverses valeurs de la somme x correspondantes aux diverses positions 
des axes coordonnés, il y en aura toujours une équivalente à l'intégrale 

qui dépend uniquement des valeurs de r relatives aux différents points, et 
nullement des angles p, p. 

Si 1'011 désignait par a, P , 7 ,  les angles que forme la droite OP avec 
les axes coordonnés des X ,  y, z, OU plutôt avec les demi-axes des coor- 
données positives, on aurait, en supposant cette droite renfermée dans 
le plan des x, y , 
(33) COS cc = COSP, COS P = sinp, 
et dans la supposition contraire 

(34 )  cosa = cosp,  COSP = sinpcosq, c o s > =  sinpsinq. 

Par suite, les formules (5)  ,. (7) deviendraient 

(35) ?L = F(rcosoc, r cosp) ,  
(36) K = F(rcosa ,  r c o s p ,  rcosy). 

Si les diverses valeurs de r se réduisent à l'unité, les formules (35), (36) 
donneront simplement 

(37) K = F (cos a, cos ,G) , 
(35) K = F(cosa ,  cosp ,  cos>). 

Cela posé, on déduira immédiatement des formules (16), (22) et (3 J )  , 
les propositions suivantes. 

1"' Théorème. Considérons un système de droites OP, OQ, OR,. . . 
menées par le point O dans un même plan. Prenons le point O pour ori- 
gine, deux axes tracés dans le plan pour axes des x et y, et nommons p 
l'angle que forme la droite OP avec l'axe des x. Soient encore a, ,& les 
angles formés par la même droite avec les demi-axes des coordonnées 
positives, par conséquent des angles liés avec la variable p par les for- 
mules (33); IC une fonction continue des cosinus de ces angles, et 

une somme de fonctions semblables, relatives aux différentes droites. 
Tandis que l'on fera tourner les axes des x, y autour de l'origine 0, la 
somme recevra diverses valeurs dont l'une sera indépendante de p 
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et déterminée par l'équation 

Théorème. Concevons que par un point O commun à plilsieurs 
droites OP, OQ, OB,. . . or] mène arbitrairement trois axes rectangulaires 
cles x ,  y ,  z. Soient p l'angle formé par la droite OP avec I'axe des x, 
et y l'angle formé par le plan qui renferme la droite OP et l'axe des x 
avec le plan des x , y. Soient encore a, P , 2 ,  les angles formés par la 
droite OP avec les demi-axes des coordonnées positives, par conséquent 
des angles liés aux coordonnées positives p , q par les formules (34) ; K 
une fonction continue des cosinus de ces angles, et  

une sonime de fonctions semblables, relatives aux différentes droites. 
Tanclis qiie l'on fera tourner les axes des x,  y, z, autour de l'origine 0, 
la somme x recevra diverses valeurs dont l'une sera indépendante des 
variables p,  q et déterminée par l'équation 

3" Théorème. Les mémes choses étant posées que dans le théorème 
précéderit, si l'on fait tourner les axes des y et z autour de I'axe des x, 
la somme x recevra successivement diverses valeurs dont l'une sera dé- 
terminée par la formule 

et indépendante des valeiirs de q relatives aux différentes droites. 
Pour montrer une application des théorèmes qui précèdent, concevons 

qu'à partir de l'origine 0, l'on porte une longueur k sur une droite OA 
tracée de manière à former avec les demi-axes des coordonnées positives 
des angles dont les cosinus soient a, b, c. Si l'on désigne par u ,  v ,  w ,  
les projections algébriqiies de la longueur k sur les axes des x , y,  z , et 
par 6 l'angle compris entre les droites O h ,  OP, on aura 

( 4 4  c o s 6  = a c o s a  +bcosC  + c c o s y ;  
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et la quantité 

( 4 4  kcos$  = u c o s a  + vcosg + w c o s y ,  

représentera la projection de la longueur k sur la droite OP. Or, eii 

supposant K fonction de cette méme projection, c'est-à-dire en prenant 

( 4 3 )  K - F (k cos 6) = F (u cos a + v COS + w COS ?), 

et eii réduisant w et cosy à zéro lorsque les droites OA, OP, OQ, OR.. 
seront situées dans le plan des x ,  y, on tirera de la forrnlile (16) jointe 
aux équations (33 ) ,  ou des formules ( 2 2 ) ,  (31) jointes aux équations (341, 
(44) X = $sL" F(ueos.  + "cos 6) dp = ' ~ / o l ' ~ ( u c ~ ~ ~  + u sinp)dp, 

2w 
et 

2u 
F (ucosp  -/- v s i n p c o s q  + .iv sin y s i n q )  dq, 

Si maintenant on applique à la détermination de ces trois valeurs de x 
des théoréines connus dont l'un a été démontré par M. Poisson (voy. la 
4: livr. des Exercices de Mathématiques), on trouvera, i0 en supposant 
les droites OA, OP, OQ,  O R , .  . . . toutes situés dans le plan des x ,  y ,  

1 1 

(47)  "=, s[~" F (kicosp)dp = - S/  ' F (k cos p)dp; 
B O 

20. dans la supposition contraire , 
1 

(48) X = - sSar F [u cosp +(va + ru*); sinp cos g] dp 
21C O 

Le cas où la somme x rest; invariable, tandis que l'on fait tourner les 
axes coordonnés autour de l'origine, ou même seulement autour de l'axe 
des x, mérite une attention spéciale. Alors, en effet, chacune des for- 
mules ( 1 6 ) ~  (221, (31), (47)7 (@), (49),  fournit non plus une valeiir 
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particulière, mais la valeur générale de la somme 

Eii conséquence, on peut énoncer les propositions suivantes. 
4e Théorime. Concevons que,  dans un plan donné, et  par un point O 

commun h plusieurs droites OP, OQ, OR, on mène une nouvelle droite 
0 8 ;  soient k une longueur portée sur cette nouvelle droite, d\ l'angle 
compris entre les droites OP,  OA, et par conséquent k cos 6 ,  la projec- 
tion de la longueur k sur la droite OP. Soient encore 

K = F (k COS S), 

une fonction continue de la projection dont il s'agit, et 

X = SK, 

une somme de fonctions semblables relatives aux différentes droites OP, 
OQ, OR.. . . Si la somnie X demeure constaiite, tandis que l'on fait tour- 
ner la droite OA autour de l'origine 0, cette somnie sera indépendante 
des valeurs de 6 relatives aux diffkrentes droites OP, OQ, OR,. . . et 
l'on aura en vertu de l'équation (47) 

5' Théorème. Concevons que par un point O commun à plusielirç 
droites OP, OQ, OR,. . . on mène arbitrairement trois axes rectangu- 
laires des x,  y, z ,  et une nouvelle droite OA sur laquelle on mesure une 
certaine longueur k dont les projections algébriqnes et  orthogonales 
soient respectivement désignées par 

U, V ,  W. 

Enfin soieiit 

01 = p >  g, 7 ,  $ 7  

les angles formgs par la droite OP avec les demi-axes des x, y, z posi- 
tives, et avec la droite OA; q l'angle formé par le plan qui renferme la 
droite OP et l'axe des x avec le plan des x, y ;  K =  F(kcos 2) une 
fonction continue de la projection k cos 6 de la longueur k sur la droite OP, 
et X =SK une somme de fonctions semblables relatives aux droites OP, 
OQ, OR,. . . Si la somme X demeure constante tandis que l'on fait 
tourner les axes des y et z avec la droite 08 autour de l'axe des x ,  cette 
somme sera indépendante des valeurs particulières de q relatives ailx 
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droites'OP, OQ, OR,. . . et l'on aura,  en vertu de la formule (48), 

6" Théorème. Les mêmes choses étant poshes que dans le théorème 
précédent, si la somme x (demeure constante tandis que l'on fait tourner 
d'une manière quelconque les axes des x ,  y, z avec la droite OA autour 
de l'origine 0,  cette somme sera indépendante des diverses valeurs de p, 
y, relatives aux droites OP, OQ , OR,. . . et l'on aura, en vertu de la 
formule (49), 

Nota. Dans plusieurs des formules qui précèdent, comme dans le 
Mémoire lithographié sous la date d'août ,836, on a indifféremment 
placé le signe S avant ou après le signe f. A la vérité la seconde dispo- 
sition permet d'offrir certaines équations sous ilne forme plus simple, 
comme on le voit dans la formule (50); mais il est plus exact d'écrire le 
signe S le premier, comme on l'a fait dans les formules (SI), (52 ) .  

Ajoutons que si, au lieu de réduire les formules (35), (36) aux formules 
(37), (38), en supposant r = 1, on laisse varier r, on obtiendra au lieu 
des théorèmes ci -dessus énoncés, d'autres théorèmes analogues. Ainsi 
en particulier le 6" théorème pourra s'énoncer comme il suit. 

6" Théorème. Concevons qu'à partir du point O commun à un 
certain axe OA , et à plusieurs droites OP, OQ, OR,. . . on porte sur ces 
droites des longueurs r, r', r", . . . Soient d'ailleurs 6 l'angle formé par la 
droite OP avec l'axe OA, k une longueur portée sur cet axe, 

K = F (krcos 6) 

une fonction continue du  produit krcos 6, et 

x = SK 
une somme de fonctions semblables relatives aux droites OP, OQ , OR,, ., 
Si la somme 3~ demeure constante, tandis que l'on fait tourner d'une 
manière quelconque l'axe OA autour du point O,  l'on aura 

E z . * d ~ n .  et de Ph.  M .  
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i~un./or.~nation des coordonnc~ee~ rectungulawes en coordonnées polacres. 

Ld transformation des coordonnées rectangiilaires en coordonnées po- 
laires est particulièrement utile, lorsque l'or1 se propose d'évaliier I'attrac- 
t.mn exercée par un sphéroïde sur un point matériel. Or il se trouve que 
les forn~iiles auxquelles on est conduit par cette transformatioii clans le 
problème dont il s'agit, et dans un grand nombre de questions de physi- 
c p e  mathématique, peuvent être simplifiées à l'aide d'un artifice de 
c;ilcul que je vais indiquer. 

Soient 
x ,  y ,  2 ,  

les coordonnées rectangulaires d'un point matériel; 

p v q 9  r ,  
i r s  coordoiinées polaires liées aux premières par les équations 

( 1 )  x = rcosp,  y = rsinpcos q ,  a = rs inp s inq;  
K itrie fonction quelconque des coordonnées x ,  y, z ;  et 

Si 1 on transforme les coordonnées rectangulaires en coordor.iriées polaires, 
a l ' d e  des équations ( r ) ,  alors en posant 

(3) cosp = q ,  
on  obtiendra la formule coriniie 

Vais si l'on pose 

5 )  
P 4 tang = e , 

r t par conséquent 

(6) 
P + = log. tang -, 
2 

s lors, a u  heii de i'équatioii (4), on obtiendra la suivarite 

peut encore écrire comme il suit : 
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NOTE 

I'uztégration des iquations diférentielles cles nzouveinents plnnétazres 

P3ans irn Mémoire publié à Turin en r 83 I , reproduit depuis dans une 
traduction italienne, et qui, comme l'indique son titre, a spécialernent 
pour objet la mécanique céleste et un nouveau calcul applicable à un grand 
nombre de questions diverses, j'ai donné des formules à l'aide desquelles 
on peut déterminer directement chacun des coefficients numériques 
relatifs aux perturbations des mouvements planétaires, et simplifier 
des calculs qui exigent quelquefois des astronomes plusieurs années 
de travail. Pour établir les formules dont il s'agit, et d'autres formules 
analogues renfsrmées dans le Mémoire ci-dessus mentionné, il suffisait 
d'appliquer au développement de la fonction, désignée par R dans la 
.Mécanique céleste, des théorèmes bien connus tels que le théorème de 
Taylor et le théorème de Lagrange sur le développement des fonctions cles 
racines d'équations algébriques ou transcenciantes. Mais il était nt5cesçai F. 

de recourir à d'autres principes et à de nouvelles méthodes pour obtenii 
cles résultats plus importants, que je vais rappeler en peu de mots. 

En joignant à la série de Maclaurin le reste qui la complète, et pré- 
sentant ce reste sous la forme que Lagrange lui a donnée, ou sous d'au 
tres formes du même genre, on peut s'assurer, dans un grand nombre (le 
cas, qu'une fonction explicite d'une seule variahle x est développable, 
pour certaines valeurs de x,  en une série convergente ordonnée suivant 
les puissances ascendantes de cette variable, et déterminer la limite siipe- 
rieure des modules des valeurs réelles ou imaginaires de x, pour lesquels 
le développement subsiste. De plus, la théorie clu développement des fonc- 
tions explicites de plusieurs variables peut être aishîent ramenée à la 
théorie du  développement des fonctions explicites d'une seule variable 
Mais il importe d'observer que l'application des règles à l'aide desquelles 
on peut décider si la série de Maclaurin est convergente ou divergente, 
devient souvent très difficile, attendu que dans cette série le terme ge- 

4.. 
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i ié id,  ou proportionnel à la ni" puissance de la variable, renferme la 
dérivée de l'ordre n de la fonction explicite donnée, ou du moins la 
valeur de cette dérivée qui correspond à une valeur nulle de x ,  et qiie, 
hormis certains cas particuliers, la dérivée de l'ordre n prend une forme 
de plus en plus compliquée à mesure que n augmente. 

Quant aux fonctions implicites, on avait présen té, pour leurs déve- 
loppements en séries, diverses formules déduites le plus souvent de la mé- 
thode des coefficients indéterminés. Mais les démonstrations qu'on avait 
données de ces formules étaient généralement insuffisantes, i 0  parce qu'on 
n'examinait pas d'ordinaire si les séries étaient convergentes ou diver- 
gentes, et qu'en conséquence on ne pouvait dire le plus souvent dans 
quels cas les formules devaient étre admises ou rejetées; 2" parce qii'on 
ne s'était point attaché à démontrer qiie les développements obtenus 
avaient pour sommes les fonctions développées, et qu'il peut arriver 
qu'une série convergente provienne du  développement d'une fonction 
sans que la somme de In série soit équivalente à la fonction elle-même. 11 
est vrai que l'établissement de règles générales propres à déterminer dans 
quels cas les développements des fonctions implicites sont convergents, 
et représentent ces mêmes fonctions, paraissait offrir de grandes difficul- 
tés. On peut en juger en lisant attentivement le Mémoire de M. Laplace 
sur la convergerice ou la divergence de la sCrie que fournit, dans le 
mouvement elliptique d'une planète, le développement du rayon vec- 
teur suivant les piiissances ascendantes de l'excentricité. Je pensai donc 
que les astronomes et les géomètres attacheraient quelque prix à un tra- 
vail qui avait pour but d'établir sur le développement des forictions , soit 
explicites, soit implicites, des principes généraux et d'une application 
facile, à l'aide desquels on pût, rion-seulement, démontrer avec r igueu~ 
les formules, et indiquer les conditions de leur existence, mais encore 
fixer les limites des erreurs que l'on commet en négligeant les restes 
qui doivent compléter les séries. Parmi ces règles, celles qui se rap- 
portent à la fixation des limites des erreurs corninises présentaient dans 
leur ensemble un nouveau calcul que je ddsignai sous le iiom de calcul 
des limites. Les principes de ce nouveau calcul se trouvent exposés, avec 
des applications à la mécanique céleste, dans les Mémoires lithographiés 
à Turin, sous les dates du r 5 octobre 1831 , de I 832, et du 6 mars I 833. 
L'accueil bienveillant que requrent ces Mémoires, dès qu'ils eurent été 
publiés, dut m'encourager à suivre la route qui s'était ouverte devant 
moi, et a exécuter le dessein qiie j 'avais annoncé (Mémoire du  I 5 octo- 
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bre I 83 r ) de faire voir comment le nouveau calcul peut être appliqui! aux 
séries qui représentent les intégrales d'un système d'équations différen- 
tielles linéaires ou non linéaires. Tel est effectivement l'objet d'up Mémoire 
lithographié A Prague en I 835, e t  dans lequel je montre, d'une part, corn- 
nient on peut s'assurer de la convergence des séries en question ; d'autre 
part, comment on peut tiser des limites supdrieures aux modules des restes 
qui complètent ces mêmes sdries. Toutefois, quoique les résultats auxquels 
je suis parvenu dans le Mémoire de 1835 paraissent d6jà dignes de remar- 
que, cependant ils ne forment qu'une partie de ceux auxquels on se trouve 
conduit par la méthode dont j'ai fait usage. C'est ce que j'ai observé dans 
une lettre adressée à M. Coriolis, le 28 janvier 1837. Cette lettre, insérée 
dans les Comptes rendus des séances de l'Académie, renferme l'énoncé 
de quelques théorèmes importants qiie je me propose maintenant de 
développer, surtout sous le rapport de leurs applications à la mécanique 
céleste, à laquelle ils semblent promettre d'heureux et utiles perfectionne- 
ments. Je me bornerai, dans ce premier article, à donner l'énoncé précis 
et  la démonstration d'un tliéorème fondamental inséré dans la lettre dont il 
s'agit. 

Tlie5rème. x designant une variable réelle o u  imaginaire, une fonc- 
tion réelle ou imaginaire de x sera développable en une série convergente 
ordonnée suivant les puissances ascendantes de x, tant que le module de x 
conservera une valeur inférieure à la plus petite de celles pour lesquelles 
la fonction ou sa dérivée cesse d'être finie et  continue. 

Démonstration. Soit 
f (4 

une fonction donnée de la variable x. Si l'on attribue à cette variable une 
valeur imaginaire 2 dont le module soit X et l'argumentp, en sorte qu'on 
ait - - * = x e p i - 1 ,  
on aura identiauement 

Si, comme nous i'avons supposé, le module X de 2 conserve une valeur 

inférieure à la plus petite de celles pour lesquelles la fonction f (F) ou sa 

dérirée cesse d'être finie et  continue; alors, la valeur commune 
des deux membres de la formule (i) ,  savoir 
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restant finie et  déterminée, on pourra en dire autant des fonctions réelles 

et par conséquent des intégrales doubles 

Donc, puisqu'on aura identiquement 

e p V y f ( ; )  = q ( ~ ,  p) + V-i X(X,  p l ,  
l'intégrale double 

conservera elle-même une valeur finie et déterminée. D'ailleurs, la foric- 
t10n f (G) restant, par hypothèse, finie et continue pour la valeur attri- 
huée à X et pour une valeur plus petite, on aura encore 

comme on le concliira sans peine des principes établis dans le resunie 
les ILcons données a l'École Polytechnique sur le calcul dinitésimal 
Do ic, dans I'hypothese admise, l'équation ( 1 )  entraînera la formule 

§1, ae  ld foiiction j (x) s'évanouit avec x, l'kquation (2) donner 
sirny lement 
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Cela posé, si, dans la formule (3) on remplace f (2) par le produit 

x étant différent de 2, et le module de ~r: inférieur i X, on en conclura 

et par suite 

L'équation (4) suppose, comme les équatipns (2) et (3), que la fonction 

de X et de p, représentée p r  f (s), reste, avec sa dérivéef'F), finie et 
continue, pour la valeur attribuée à X et pour des valeurs plus petites 
D'ailleurs, comme le rapport - 

x - 
1 - 5  

est la somme de la progression géométrique 

qui demeure convergente tant que le module de x reste inférieur au mo- 

dule X de g; il suit de la formule (4) que 

sera développable en une série convergente ordonnée su.ivant les puis- 
sances ascendantes de x, si le module de la variable réelle ou imaginaire x, 
conserve une valeur inférieure à la plus petite de celles pour lesquelles 
la fonction f (x) et sa dérivée f(x) cessent d'être finies et continues. 

Ainsi, en particulier, puisque les fonctions 

COSX,  s i n x ,  ez, ers, COS (1-xn) ,e tc . ,  ... 
et leurs dérivées du premier ordre ne cessent jamais d'être finies et conti- 
nues, elles seront toujours développables en séries convergentes ordonnées 
suivant les puissances ascendantes de x. Au contraire, les fonctions 

I 
I x , log ( I  $- x), arc tangx, etc., . . 
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qiii , lorsqu'on attribue à x une valeur imaginaire de la forme 

cessent d'être, avec leurs dérivées du  premier ordre, fonctions continues 
de x, au moment ou le module X devient égal a I , seront certainement 
développables en séries convergentes ordonnées suivant les puissances 
ascendantes de la variable x , si la valeur réelle ou imaginaire de x offre 
un  module inférieur à l'unité ; mais elles pourront devenir et deviendront 
en effet divergentes, si le module de x surpasse l'unité. Enfin, comme les 
fonctions 

1 1 - - 1 e", ez', cos-,  etc... 
x 

deviennent discontinues avec leurs dérivées di1 premier ordre pour une 
valeur nulle de x, par conséquent, lorsque le module de x est le plus petit 
possible, elles ne seront jamais développables en séries convergentes or- 
données suivant les puissances ascendantes de x. 

On sera peut-être étonné de nous voir placer arc tang x au nombre des 
fonctions qui deviennent infinies ou  discontinues, quand le module de x 
devient égal à 1. 11 est vrai que ,  si l'on attribue à x une valeur réelle 
de la forme x = & X ,  
la fonction arc tang x lie cessera pas d'être finie et continue pour X = I .  
Mais il n'en sera plus de même, si x devenant imaginaire, on suppose 
par exemple - 

x = X d - 1 .  
Alors, en effet, la fonction 

- I ( I - X )  - l ( 1  +X) 
arc tang x = arc tang (X \/- I )  = - 

2 v= 
deviendra évidemment infinie et  discontinue, pour  la valeur I attribuée 
au module X. 

Nous remarquerons en finissant que les fonctions ci-dessus prises 
pour exemples, et  leurs dérivées du  premier ordre, deviennent toujours 
infinies ou discontinues pour les mêmes valeurs d u  module de la variable 
indépendante. Si l'on était assuré qu'il en fût  toujours aiiisi, on pourrait, 
daus le théorème énoncé, se dispenser de parler de la fonction dérivée; 
mais, comme on n'a point à cet égard une certitude suffisante, il est 
plus rigoureux d'énoncer le théorètne dans les termes dont nous nous 
sommes servis plus haut. 
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SUR LES 

Mouvements inJiniment petits de deux systèmes de molécules qui se 
pénètrent mutuellement. 

g 1". Equarions d é q u i l i h  et de mouvement de ces deux systèmes. 

Considérons deux systèmes de molécules qui coexistent dans une 
portion donnée de l'espace. Soient au premier instant, et dans I'état 
d'équilibre 

x,y, z, les coordonnées d'une molécule m du premier système, 

ou d'une molécule ml du second sydèrne, 

x+x, y+y, z+z les coordonnées d'une autre molécule rn du rer système, 
ou d'une autre molécule ml du ze systême, 

r le rayon vecteur mené de la molécule m ou m, à la molécule rn ou m, ; 

on aura 

(1) 

et les cosirius des angles formés par le rayon vecteur r avec les demi- 
axes des coordonnées positives, seront respectivement 

Supposons d'ailleurs que l'attraction ou la répulsion mutuelle des deux: 
masses m et m ou m, et m,, étant proportionnelle à ces masses, et à iiiie 
fonction de la distance r , soit représentée, au signe près, par 

nzmf(r) 

pour les molécules rn et m, et par 

twf,(r> 

pour les molécules m et m l ,  chacune des fonctions 

f(r) 9 f I ( 4  
désignant une quantité positive, lorsque les molécules s'attirent, et néga- 
tive, lorsqu'elles se repoussent. Les projections algébriques de la force 

mmf (r) ou ntm,fl(r) 
E x .  d'An. el de Phys. math. 5 
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sur les axes coordonnés seront les produits de cette force par les cosinus 
des angles que forme le rayon vecteur r avec ces axes, et,  en consé- 
quence, si l'on fait pour abréger 

elles se réduiront, pour la force mmf (r) , i 

Cela posé, les équations d'équilibre de la molécule m seront évidemment 

la lettre caractéristique S indiquant une somme de termes semblables entre 
eux et relatifs aux diverses molécules m du premier système, ou aux di- 
verses molécules m, du second systhme, 

Concevons maintenant que les diverses molécules 

nt, m ,  . . . ml, ml, . . 
viennent à se mouvoir. Soient alors, au bout du temps t ,  

4, v 7  r ,  
les déplacements de la molécule m, et 

les déplacements de la molécule m,, mesurés parallèlement aux axes coord 
dqnnés. Soient d'ailleurs 

ce que deviennent ces déplacenients, lorsqu'on passe de la molécule m 

à la molécule m ,  ou de la molécule nt, à la molécule m,. Les coordonnées 

de la molécule nt, au bout du t ,  seront 

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



( 35 
tandis que celles de la molécule m ou m, seront 

x + x +  E + A &  y + y - I - i i + ~ ? ,  z + ~ + ~ + A c ,  
ou 

x + x + t , + ~ E , ,  Y + Y  - I - ~ , + A V ~ , ,  ~ + ~ + ~ I + A C / .  

Soient à cette même époque 
r +  P 

la distance des moléciiles m, rn , et 

r d -  Pl 

la distance des molécules m, m,. La distance 

offrira pour projections algébriques, sur les axes des x,y, Z ,  les différences 

entre les coordonnées des molécules m , m  , savoir : 

tandis que la distance 
" + P, 

offrira pour projections algébriques les différences entre les coordonnées 

des molécules m, ml, savoir 

On aura en conséquence 

Cela posé, pour déduire les équations du mouvement de la molécule tn 

de ses équations d'équilibre, c'est-à-dire des formules (3), il suffira évi- 
demment de remplacer, dans ces formules, les premiers membres par 

puis de substituer à la distance 
r 

et à ses projections algébriques 
x, Y? 29 

i0 dans les premiers termes des seconds membres, la distance 
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et ses projections algdbriques 

x - i - ~ E ,  y + A n ,  4 - A C ;  
so dans les derniers termes des seconds membres, la distance 

+ Pl 

et ses projections algébriques 

x - t - f , - f - t -  a ~ , , y + n , - w + A f i , , z + C , - ~ + A C , -  

En opérant ainsi, on trouvera 

On établirait avec la même facilité les équations d'équilibre ou les 

équations de mouvement de la molécule nt,. En effet, supposons que I7at- 

traction ou la répulsion mutuelle des deux masses m, et in, ou m, et rn, 
étant proportionnelle à ces masses et à une fonction de la distance r ,  soit 
représentée, au signe près, par 

nt,m, CSr) 
pour les molécules ml et m,; elle devra être représentée par 

m,m f,(4 
pour les molécules ml et m, l'action mutuelle de ml et m étant de même 

nature que l'action mutuelle de ml et m. Donc, si 1'011 pose pour abréger 

les équations d'équilibre de la molécule un se réduiront non plus aux for- 
mules (3), mais aux suivantes : 

Concevons d'ailleurs, qu7au bout du temps t ,  la distance des molécules 

m,, m, soit représentée par 
+ Pl, 
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et celles de molécules nt,, m par 

et  les équations du mouvement de la molécule ml seront 

Si dans chacune des formules (5) on réduit le dernier terme du second 
membre à zéro,on retrouvera précisément les équations du  mouvement d'un 
seulsyst.ème de molécules sollicitées par des forces d'attraction et de répulsion 
mutuelle; et pour ramener ces équations à la forme sous laquelle je les ai 
présentées dans le Mémoire sur la Dispersion de la lumière, il suffirait d'é- 

f (r) crire rr au lieu de p, au lieu de f (r) et P COS a, r COS 6, r cos y au lieu 

d e x , y ,  z. 
Les équations qui précèdent, et celles que nous en déduirons dans les 

paragraphes suivants, doivent comprendre, comme cas particuliers, les for- 
mules dont M. Lloyd a fait mention dans un article fort intéressant, publié 
sous la date du g janvier 1837, où l'auteur, convaincu qu'on ne pouvait ré- 
soudre compléteinent le problème de la propagation des ondes, sans tenir 
compte des actions des molécules des corps, annonce qu'il est parvenu à la 
solution dans le cas le plus simple, savoir, lorsque les molCcules de l'éther 
et des corps sont ilniformément distribuées dans l'espace. [Proceedings of 
the royal Irish Acaderny, for the year 1836-37.1 

g II, &quations des mouvements injniment petils de deux systèmes de molicuks qui 
se pdnètrent mutuellement. 

Considérons, dans les deux systèmes de moléciiles qui se pénètrent 
mutuellement, un mouvement vibratoire, en vertu duquel chaque molé- 
cule s'écarte t r is  peu de sa position initiale. Si l'on cherche les lois du 
mouvement, celles du moins qui subsistent quelque petite que soit 1'4- 
tendue des vibrations moléculaires, alors en regardant les déplacements 

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



comme des quantités infiniment petites du premier ordre, on pourra 
négliger les carrés et les puissances supérieures, non-seulement de ces 
déplacements et de leurs différences, mais aussi des quantités 

P et P l ?  ,P et Pl,, 

dans les développements des expressions que renferment les formules (4) 
(5), (B), (9) du premier paragraphe ; et Von pourra encore supposer in- 
différemment que des quatre variables indépendantes 

2, y, 2, t 9  

les trois premières représentent ou les coordonnées initiales de la molé- 

cule ni ou a,, ou ses coordonnées courantes qui, en vertu de l'hypothèse 

admise, différeront très peu des premières. Cela posé, si l'on a égard 
aux formules (3) du § Ilr, les formules (4) et (5) du même paragraphe 
donneront 
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pourvu que, s désignant une fonction quelconque des variables x, y, e, ~t 

AH 

L'accroissement de u dans le cas où l'on fait croître 

x d e x ,  y d e y ,  z d e z ,  

on représente, à l'aide des lettres 

L ,  M ,  N 7  Q ,  R 1  

JA,, Ni, P,, Q I ,  R,, 
non pas des quantités, mais des caractéristiques déterminées par les for- 
mules 

t C L,W = s rn, ~ ; ( r )  + f g-] + f , ml= ... , N,= . . . , tir 

PP = s (m, ; Q, = . . ., R,= . . .. 
Comme d'ailleurs ces diverses formules doivent servir à déterminer les 
caractéristiques 

L7 M1 N, P, Q 7  fi, LI, Mi, NI$ Q , ,  Ri, 
quelle que soit la fonction de x ,  y, z désignée par 8 ,  elles peuvent être, 
pour plus de simplicitk, présentées sous la forme 

Enfin, si l'on désigne, à l'aide des caractéristiques 

et de leurs puissances entières, les dérivées qu'on obtient quand on diffé- 
rentie une ou plusieurs fois de suite une fonction des variables indé- 
pendantes 

x >  y, z,  t ,  
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par rapport à ces mêmes variables, les équations (3) pourront s'écrire 
comme il suit 

De même, en supposant les caractéristiques 

déterminées par les formules 

on tirera des formuleç (9) du § I", pour le cas où le mouvement est in- 
finiment petit, 

étant celles qui représentent le rapport entre l'action mutuelle de deux 
molécules, séparées par la distance r, et le produit de leurs masses,  dans 
le cas oii les deux molécules font partie du premier des systèmes donnés; 
2" dans le  cas où l'une appartient au premier système et l'autre au se- 
cond; 3" dans le cas où toutes deux font partie du second système. 

Pour réduire les équations (6) et (9) à la forme d'équations linéaires 
+ux différences partielles, il suffira de développer, dans les seconds mem- 
bres de ces équations, les différences finies des variables principales 

E ,  f l ,  c 7  $ 1 ,  81, C l ,  
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en séries ordonnées suivant leurs dérivées des divers ordres. 011 y par- 
viendra aisément à l'aide de la formule de Taylor, en vertu de laquelle on 

quelle qiie soit la fonction de 
2, Y ,  z 

désignée par 8, e t  par conséquent 

Cela posé, dans les équations (6) et (9) ramenées à la forme d'équations 
aux différences partielles, les coefficients des dérivées des variables prin- 
cipales se réduiront toujours à des sommes dans chacune desquelles la 
masse m ou 7 ,  se trouvera multipliée sous le signe S par des puissances 
de x, y, z ,  et par une fonction de r. Ainsi, en particulier, les coefficients 
dont il s'agit se réduiront, dans les seconds membres des équations(6), à 
des sommes de I'une des formes 

et,  dans les seconds membres des équations (g), à des sommes de I'une des 
formes 

n , n', n" désignant des nombres entiers. 
0 1 1  pourra regarder la constitiition du  second système de molécules 

comme étant partout la même, si les sommes (14) ,  (15), se rédiiisent à des 
quantités constantes, c'est-à-dire à des quantités indépendantes des coor- 
données 

x ,  Y i  0, 

de la molécule m,. C'est ce qui aura lieu, par exemple, quand le 

secorid système sera un corps homogène, gazeux ou liquide ou cFstallis6. 
Si d'ailleurs, les molécules étant dans le premier système beaucoup plus 
rapprochées les unes des autres que dans le second, les sommes ( r  z) et 
( 1  3) reprennent périodiquement les mêmes valeurs quaiid on fait croître 
ou décroître en progression arithmétique chacune des trois coordonnées 

EX. d'An. et de Ph. M. 6 
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x, y ,  z , et si les rapports des trois progressions arithmétiques,correspon- 
dantes aux trois coordorinées, sont très petits; alors, en vertu d'un théo- 
rème que nous avons établi ailleurs, on pourra substituer à ces mêmes 
sommes leurs valeurs moyennes sans qu'il en résulte d'erreur sensible dans 
le calcul des vibrations du système et des déplacemeiits moléculaires. Donc 
alors les équations des mouvements infiniment petits des deux systèmes, 
c'est-à-dire les équations (6) et (9) pourront être considérées comme des 
équations linéaires aux différences partielles et a coefficients constants 
entre les six variables principales 

& y7 c, E , ,  y, ,  t',, 
et  les quatre variables indépendantes 

x, Y ?  2 ,  t .  

De semblables équations sont propres à représenter, par exemple, les 
mouvements infiniment petits du fluide lumineux renfermé dans uii corps 
homogène, isophane ou non isopliane , opaque ou transparent. 

Comme nous venons de le dire, dans le cas où les sommes (1 z) et (1  3) 
reprennent périodiquement les mêmes valeurs, taridis que i'on fait croître 
ou décroître les coordonnées en progression arithmétique, une coiiditioii 
nécessaire pour que i'on puisse sans erreur sensible substituer à ces 
mêmes sommes leurs valeurs moyennes, c'est que les rapports des trois 
progressions arithmétiques correspondantes aux trois coordonnées soient 
très petits. Il y a plus, si l'on veut appliquer le théorème rappelé ci-dessus, 
et qiii met cette condition en évidence, A un mouvement simple carac- 
térisé par une exponentielle népérienne dans l'exposant de laquelle les 
coefficients des coordorinées soient imaginaires, on reconnaîtra que, pour 
rendre légitime la substitution dont il s'agit, on doit supposer très petits 
non-seulement les rapports des trois progressions arithmétiques, mais 
encore les produits des sommes (12) on (13) par l'un quelconque de ces 
rapports. 

g III. .U'oitvemen~s simples. 

Les équations (6) et (9) du paragraphe précédent peuvent être traitées 
comme des équations linéaires à coefficients constants, ilon-seulement 
dans le cas où,  la constitution des deux systèmes de molécules étant par- 
tout la même, les sommes (1 z) , (1 3), (14)~ ( 1  5) demeurent constantes, mais 
aussi dans le cas où ,  les sommes ( 14), (1 5) , étant corista~tes , les sonlmes 
(1  2), (13)  varient périodiquement quand on fait croître ou décroître les 
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coordonnées en progression arithmétique, pourvu que dans ce dernier cas 
les produits des sommes (12) ou (13) par le rapport de l'une quelconque 
des trois progressions arithmétiques correspondantes aux trois coordonnées 
soient très petits. Seulement, on devra, dans le dernier cas, après avoir in- 
tégré les formules (6), (g), comme si toutes les sommes ( ~ a ) ,  ( 1  3), (14), (1 5) 
étaient constantes, remplacer dans les intégrales trouvées chacune de ces 
sommes par sa valeur moyenne. C'est ainsi que I'on obtiendra, par exem- 
ple, les vibrations de la lumière dans un corps diaphane, en supposant que 
le rayon de la splière d'activité d'une molécule di1 corps, c'est-à-dire, la 
distance au-delà de laquelle cette action devient insensible et peut être 
négligée, soit peu considérable relativement a la longueur d'une ondula- 
tion lumineuse. 

La solution de plusieurs problémes de Physique mathématique pou- 
vant dépendre de l'intégration des équations (Ci) et (9) du  paragraphe pré- 
cédent , considérées comme équations linéaires à coefficients constants; 
nous allons rechercher ici les intégrales de ces équations, en nous bornant 
pour l'instant aux intégrales qui représentent des mouvements simples, 
c'est-à-dire en supposant les déplacements effectifs ou du moins les dé- 
placements symboliques tous proportionnels à une même exponentielle 
népérienne, dont I'exposarit soit une fonction linéaire des coordonnées 
et d u  temps. 

Lorsque les sommes ( I  z) , (1 3), ( 1  4),  ( I  5), du § II demeurent cons- 
tantes, alors, pour satisfaire aux équations (6) et (9) du même paragraphe, 
il suffit de supposer les variables principales 

toutes proportionnelles à une même exponentielle népérienne dont l'ex- 
posant soit une fonction linéaire des variables indépendantes 

2, y, 29 t ,  
et de prendre en conséquence 

U, V ,  W ,  S ,  A ,  B, C ,  A,,  BI, CI désignant des constantes réelles ou ima- 
ginaires converiablement choisies. En effet, si l'on substitue les valeurs 
précédentes de 

5 v s  L E , ,  l , ,  c,, 
6.. 
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dans les équations (6) et (9) du second paragraphe, tous les termes seront 
divisibles par l'exponentielle 

e~x+vy4-~z-st 
Y 

et après la division effectuCe, ces équations seront réduites à d'autres de 
la forme 

o u ,  ce qril revient au rnêrne , par les formules 
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les valeurs de 
S ,  5 ;  5 5 19, 1 5 ;  $,19 5 1 , 9  

étant respectivement 

Or, lorsque les sommes (12) , (1 3), ( 1  4), (15) du I V  demeurent cons- 
tantes, on peut eu dire autant des valeurs de 

c, m7 x, 9, 2, Cl, 3Kl,etc. ,  

que fournissent les équations ( 5 ) ,  (6), (7),  (8), jointes aux formules (g), 
(IO), (1 I), ( 1 2 ) ~  et qui sont développables avec l'exponentielle 

eux+vy+wz 

en séries ordonnées suivant les puissances ascendantes de u, v ,  W .  Donc 
alors on peut satisfaire aux équations (3) et (4) par des valeurs constantes 
des facteurs 

A ,  B, (;, A,, BI, Cl, 
Soit maintenant 

0 3 )  s = o  
l'équation du 6' degré en sa que produit L'élimination des facteuis 

~ 4 ,  B, C ,  A,,  B,, Cl, 
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entre les équations (3) et (4), la valeur de s étant 

(1 4) S =: (c-sa) (n -sa) (x - sa) (c, - sa) (n., - s2) (36, - sa)  - etc. 

Si I'on prend pour s une quelconque des racines de l'équation (13),  et si 
d'ailleurs on désigne par 

g, 3 . 9  al, Cl, 71, 

des coefficients arbitraires, ori pourra présenter les équations (3) et (4) 
sous la forme 

Or, en laissant à s une valeur indéterminée, on  tirera de ces dernieces 
équations résolues par rapport aux facteurs A ,  B, C,  A, ,  BI ,  C,, 

les nouveaux facteurs 
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étant des fonctions entières de s, toutes du 8" degré, à l'exception des 

qui seront du 5Qdegré par rapport à sa,  et du i oe par rapport à S. Donc 
les valeurs des facteurs 

A ,  B ,  C, A,, BI, C,, 
déterminées par les formules ( I  7), ( 1  8) , vérifieront gtnéralement les for- 
mules ( r  5) et (1 6). Donc, lorsqu'on prendra pour s une racine de l'équa- 
tion (13), elles vérifieront les formules (3) et (4), quelles que soient 
d'ailleurs les valeurs attribuées aux constantes 

a, g, 7 ,  C l ,  71; 
et celles-ci demeurant arbitraires, les valeurs des rapports 

propres à vérifier les formules (3) et (4) seront précisément celles que 
fournit la formule (19). Si l'on suppose en particulier les constantes 

toutes réduites à zéro, à l'exception d'une seule, la formule (19) donnera 
successivement 

Les formules (1) et (2), lorsqu'on y suppose les constantes 

déterminées en fonctions de 
u; 0, w9 
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par l'équation ( r  3) jointe à la formule ( 1  g), ou, ce qui revient au même, 
a l'une des six formules (20) et  (2 r ) ,  représentent ce qu'on peut nommer 
un  système d'intc4grales simples des équatio~is (6) et (9) du  I; II. Les coef- 
ficients 

u, Y ,  w ,  

dans ces intégrales simples, restent entièrement arbitraires, ainsi que la 
constante A. De p h ,  les valeurs des diverses constantes 

U , V , W , S ,  A , B , C ,  A, ,B / ,C , ,  

e t ,  par suite, les valeurs des variables principales 

9 , 7 f,, n,, r,, 
tirées des formules ( I ) ,  (2), peuvent être réelles ou imaginaires. Dans le 
premier cas ces variables représenteront les déplacements infiniment pe- 
tits des molécules dans un mouvement infiniment petit compatible avec 
la constitution des deux systèmes donnés. Dans le second cas, les parties 
réelles des variables principales vérifieront encore les équations des mou- 
veineiits infiniment petits, et ce seront évidemment ces parties réelles qui 
pourront être censées représenter les déplacements infiniment petits des 
molécules dans un mouvement de vibration compatible avec la constitu- 
tion des deux systèmes. Dans l'un et l'autre cas, le mouvement infiniment 
petit qui correspondra aux valeurs de 

t? c, E l 9  V I ,  r,, 
fournies par les (1) et (a) ,  sera un rnouve~nent simple, dans lequel ces va- 
leurs représenteront ou les déplacements effectifs des molécules, mesurés 
parallèlement aux axes coordonnés, ou leurs déplacements symbolipues7 
c'est-à-dire des variables imaginaires dont les déplacements effectifs sont 
les parties réelles. Les équations ( i l ,  (2) elles-mêmes seront les équations 
finies, e t  dans le second cas les équations finies synzboliques di1 mouvement 
simple dont il s'agit. 

Si l'on pose - - - 
(22) Z L = U + I I ~ - I ,  V = ~ $ - V ~ / - I ,  W = W J ~ W \ / - ~ ,  

(23) s = s + s U - I ,  - 
( 2 4 )  A = ae a v=, B = hep'-', C =  ce v VZ, 9 

-- 
A - 

(25) A, = a,eA)V-' BI = b,e'.V-' cl= c,ey~V-1, 

u , v , w 9  U7v,W, s , S ,  a , b , c ,  h , , u , v ,  a , , b , , c , ,  î, ,,Al, ",, dési- 
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gnant des quantités réelles, et si d'ailleurs on fait poiir abréger 

--- 
(26) k = v u 2  + vs + w', K = VU' + V' + Ws, 
(27) k%= U.X+ V ~ + W Z ,  KR= UX -/- Vy -)- WZ, 
les formules ( r ) ,  (2) donneront 

a e K ~ -  S t  COS(~.U-st- / -A),  

(a 8) 1' heb-St COS (kt- si! +p), 
KP.- S t  [ = ce cos(lri - s t  + v )  , 

t KR-St 
f ,  = ale cos (kt - st + A,) ; 

69) n, = b,eKR- Stcos (ki - s t + p,) , 
KR- S t  

f i  = c,e cos(k~-st + v , ) .  

Comme la forme des équations (28) reste invariable, quel que soit le second 
système de molécules, et  dans le cas même où ce second système dispa- 
raît, il en résulte qu'un mouvement simple, susceptible de se propager à 
travers deux systèmes moléculaires qui se pénètrent mutuellement, est, 
pour chacun de ces deux systèmes, de la même nature qu'un mouve- 
ment simple capable de se propager B travers un système unique, et se 
réduit toujours à un mouvement par ondes planes, dans lequel chaque 
rnolécule décrit une droite, un cercle, ou une ellipse. C'est d'ailleurs ce 
que démontrent évidemment les formules suivantes. 

On tire des équations (28) 
I O  lorsque A, f i ,  v , sont égaux 

ao lorsque A, p, v ,  ne sont pas égaux 
I f sin(,u- v )  + s i n ( v - h ) + ~ s i n ( ~ - ~ )  = 0, 

( 3 4  
cos (p - v j + (f y - ab-zSt . - e s1na( p-v). 

Pareillement on tire des équations (29), 
IO.  Lorsque A,,  pl ,  v ,  sont égaux 

2 O .  Lorsque A,, ,ut, v ,  ne sont pas égaux 
v 5, h sin (p l  - v,) +c sin (5- 2,) 4- ; sin (A, - ,u,) = 0 ,  

sina( pl - v, ) .  

Ex. BAn. cl de Ph. M .  
7 
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Donc la ligne décrite par chaque molécule du premier ou du second sys- 
tème est toi1joui.s une droite représentée par la formule (30) ou (32), 
oii bien une ellipse représentée par les formules (31) ou (33), cette ellipse 
pouvant se réduire à une circonférence de cercle. Le plan invariable, 
auquel le plan de l'ellipse reste constamment parallèle, est d'ailleurs re- 
présenté, pour le premier système de molécules, par l'équation 

et, pour le second systéme de molécules, par l'équation 
X Y Z 

(35) a sin (u, -v,) + - sin ( v ,  - A,) 3- sin (A ,  - P,) = 0. 
b, 

Ajoutons que l'aire decrite, au bout dn temps t ,  par le rayon vecteur de 
l'ellipse est représentée, dans le premier système de molécules, par 
l'expression 

s 2 k ~  -aSt 
(36) - e (1 - e ) [bka - Y) + caa%inVv - A) + aaba sin2@ - fc) 1, 

4s 
e t ,  dans le second système, par l'expression 

Donc le rapport entre les aires décrites par les rayons vecteurs des el- 
lipses, que parcourent deux molécules correspondantes des deux systèmes 
donnés, reste le même à tous les instants et dans tous les points de l'es- 
pace. Erifin, dans le cas particulier où S s'évanouit, c'est-à-dire, où le 
mouvement simple est durable et  persistant, chacune de ces aires croit 
proportionnellement au temps, puisqu'on a dans ce cas 

Si, en nommant 
a, b ,  c ,  

les cosinus des angles formés par un axe fixe avec les demi-axes des 
coordonnées positives, on riomme 

Y et n, ,  

les d6placeinents des molécules du premier et clu second système, me-  
surés parallèlement à L'axe fixe, on aura 

(35) 8 =  a e +  bn + cc ,  u ,=ae ,  + h, + c c , ,  

et, en posant pour abréger 
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( 51 
n a c 0 s h - J - b b c o s p + c c c o s v z h c o s ~ ,  a a s i n ~ +  bbsinp+ccsinv=hsinm,, 
aa,cosA, + bb,cos,u,+ cc, COSY, = 11, cosrù.,, aa,sinh,f bb,sinp, + cc,sinv,= h,sin m,, 

o n  tirera des formules (28) et (agj 
KR- S t  

(39) x = he  COS (kr. - st I f -  m), 
KR- St  

(40) x, = h,e COS (k.I - st + m,). 
En vertu de ces derniéres équation$, le déplacement d'une molécule 
mesuré parallèlement à un axe fixe quelcoiiqrie , s'évanouit pour chaque 
sjstème, I O  à un instant donné, dans une suite de plans équidistants 
parallèles au plan invariable que représente la formule t , - O OU 

i4 1) UX + VY + wz = O ,  

la distance entre deux plans consécutifs étant la moitié de la longueur 

( 4 2 )  
2a 1 = -- 
k ' 

a* pour une molécule donnée, à des 
par la moitié de l'intervalle 

instants séparés les uns des autres 

Ainsi cette distance et cet intervalle, qui représentent l'épaisseur d'une 
onde plane, ou la longueur &me ondulati~n, et la durée d'une vibration 
moléculaire, restent les mêmes pour les deux systèmes, comme le plan 
invariable auquel les plails de toutes les ondes sont parallèles. On peut 
en dire autant, non-seulement de la quantité R déterminée par la for- 
mule 

c'est-à-dire de la vitesse de propagation des ondes planes, mais aussi de 
l'exponentielle 

KR- St 
e 3 

qui représente le module du mouvement simple, et du binome 

kr. - s t ,  
qui  en représente l'argument. 

Observons encore qu'en vertu des formules (39) et (ho) ,  l'amplitude 
des vibrations moléculaires, mesurée parallèlement à un axe fixe donné 
sera représentée pour le premier système, par le produit 

e t ,  pour le second système, par le produit 
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Cette amplitude variera donc en général dans le passage d'un système à 
l'autre, avec le paramètre angulaire qui correspondra au même axe fixe, 
et qui sera représenté par cw pour le premier système, par m, pour le 
second. Toutefois le rapport des amplitudes calculées pour deux molé- 
cules correspondantes des deux systèmes, étant constammment égal au 

h 
rapport t, restera le même partout et  à tous les instants. Si K et S se 

réduisent tous deux A zéro, les formules (39), (40) se réduiront à 

et les amplitudes des vibrations moléculaires représentées par 

2h et zh, 
deviendront constantes. Enfin le mouvement s'éteindra dans les deux sys- 
tèmes pour des valeurs infinies de t, si la constante S diffère de zéro, et 
pour des valeurs infinies de R ,  si la constante K diffère de zéro. Ajoutons 
que, daris cette dernière hypothkse, les amplitudes des vibrations molé- 
culaires décroitront en progression géométrique avec le module 

e K ~ -  St 

tandis que l'on fera croître en progression arithmétique les distances au 
plan invariable reprksenté par l'équation R = O ,  oii 

D'après ce qu'on vient de dire, dans un moiivement simple de deux 
systèmes de molécules qui se pénètrent mutiiellement, il existe, pour 
chacun de ces deux systèmes, trois plans invariables, et parallèles, le pre- 
mier aux plans des coiirbes décrites par les diverses molécules, le second 
aux plans des ondes, le troisième à tout plan dans lequel se trouvent ren- 
fermées des molécules qui exécutent des vibrations de mème amplitude. 
D'ailleiirs, de ces trois plans le second reste commun, ainsi que le troi- 
sième, aux deux systèmes de molécules, mais on ne saurait, du moins en 
général, en dire autant du premier. 

Quant aux intégrales gknérales des équations (6) ,  (g), du S II, on les 
obtiendra sans peine à l'aide des méthodes qui feront l'objet du Mémoire 
suivant. 
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SCR 

L'intégration des équations linéaires. 

Considdrurions gdnkrales. 

C'est de l'intégration des équations linéaires, et surtout des équations 
linéaires à coeJîcientsconstants que dépend la solution d'un grand nombre 
de problèmes de physique mattlématique. Dans ces problèmes, les varia- 
bles indépendantes que renferment des équations linéaires difl2'rentielle.s 
ou aux diférences partielles sont ordinairement au nombre de quatre, sri- 
voir, les coordonnées et le temps; mais les inconnues ou variables prin- 
cipales peuvent être en nombre quelconque, et  la qnestion corisiste à 
trouver les valeurs générales des variables principales quand on connaît 
leurs valeurs initiales correspondantes à un premier instant, et  les valeurs 
initiales de leurs dérivées. Supposons, pour fixer les idées, ces valeurs 
initiales connues, quelles que soient les coordonnées. Alors la question 
pourrait à la rigueur se résoudre, pour un système d'équations différen- 
tielles linéaires et  à coefficients constants, à l'aide des méthodes dorinées 
p a ~ :  Lagrange, dans le cas même où ces équations offriraient pour seconds 
membres des fonctions de  la variable indépendante. Car, après avoir ré- 
duit par l'élimination les variables principales a une seule, on pourrait, à 
l'aide de ces méthodes, exprimer la variable principale en fonction de la 
variable indépendante et de constantes arbitraires, puis assujétir la va- 
riable principale et ses dérivées a fournir les valeurs initiales données ; ce 
qui  permettrait de fixer les valeurs des constantes arbitraires, à l'aide 
d'équations simultanées du premier degré. On sait d'ailleurs qii'en suivant 
la méthode de Lagrange, on obtient pour valeur gknérale de la variable 
principale une fonction dans laquelle entrent avec la variable principale 
les racines d'une certaine équation que j'appellerai l'équation caractê-is- 
t i p e ,  le degré de cette équation étant précisément l'ordre de l'équation 
différentielle qu'il s'agit d'intégrer. On peut donc dire en un certain sens, 
que la mkthode de Lagrange réduit l'intégration d'une équation différen- 
tielle liiiéaire à coefficients constants à la résoliition de l'équation caracté- 
ristique. Toutefois, on doit observer, i0 que Lagrange est forcé lui-même 
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( 54 
de modifier sa méthode dans le cas où l'équation caractéristique offre des 
racines égales; 20 qu'il est bien dur pour u n  géometre, qui veut suivre 
cette méthode, de se croire obligé à introduire dans le calcul des cons- 
tantes arbitraires qui doivent être éliminées plus tard,  et remplacées par 
les valeurs initiales de la variable principale e t  de  ses dérivées; 3 O  qu'il y 
a même quelque iricoiivénierit sous le rapport de la complication des cal- 
culs, à commencer par réduire un système d'équatioris différentielles don- 
nées à une seule, qui renferme une seule variable principale, sauf à revenir 
par un calcul inverse de la valeur générale de cette variable principale aux 
valeurs de toutes les autres. Il m'a donc paru qu'un service important à ren- 
dre non-seulement aux géomètres, mais encore aux physiciens, serait de  
leur fournir les moyens d'exprimer iinmédiatement les valeurs gén6rales des 
variables principales, qui doivent vérifier u n  système d'équations diffé- 
rentielles linkaires à coefficients constants, en fonction de  la variable in- 
dépendante et des valeurs initiales des variables principales e t  de leurs 
dt!rivées, sans avoir i dtablir aucune distinction et à s'occuper séparé- 
ment du cas où l'équation caractéristique offre deux,  trois, quatre . . . . 
racines égales. J'ai déjà fait voir, dans les Exercices de Mathématiques, 
avec quelle facilité on atteint ce but A I'aide di1 calcul des résidus, quand 
on considère une seule variable principale déterminée par une seulc 
éqilation différeritielle. J e  vais montrer dans ce Mémoire qu'a I'aide d u  même 
calcul on peut encore arriver au même but  pour un système qiielcorique 
d'équations linéaires e t  à coefficients constants. La simplicité de la solution 
est telle, qu'elle ne peut manquer, ce me semble, d'être favorablement ac- 
cueillie par tous ceux qui redoutent la longueur e t  la complication des. 
calciils, et qui attaciient quelque prix l'élégance ainsi qu'à la généralité des 
formules. II y a plus; la méthode que je propose ici peut être étendue et 
appliquée à l'iutégration d'un système d'équations linéaires aux différences 
partielles et a coefficients constants. Pour opérer cette extension, il suffit 
de recourir aux principes que j'ai développés dans le XIXe cahier du  Jour- 
nal de I%lcole Polytechnique, et dans mes lecons au Collége de France. 
En conséquence, étant donné un système d'équations liiiéaires aux diffé- 
rences partielles e t  à coefficients constants entre les coordonnées, le 
temps et pliisieurs variables principales, avec les fonctions qui représentent 
les valeurs initiales de ces variables principales e t  de leurs dérivées, on  
pourra immédiatement exprimer, a u  bout d'un temps quelconque, les 
variables principales en fonction des variables indépendantes, et des ra- 
cines d'uue certaine érruation que je continuerai de nommer l'équation 
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( 55  ) 
caractéristique. Ainsi, dans la physique mathématique on n'aura plus a 
s'occuper de rechercher séparément les int&grales qui représentent le 
mouvement d u  son, de la chaleiir, les vibrations de.s corps élastiques, etc. 
La question devra être cei~sée résolue dans tous les cas dès que l'on sera 
parveiil~ aux équations différentielles ou aux différences partielles. Seule- 
ment les intégrales obtenues seront, dans certains cas, réductibles à des 
formes plus simples que celles sous lesquelles elles stt présentent d'abord. 
Mais, comme on  le verra plus tard, et comme je l'ai déjà expliqué ailleurs, 
en traitant de l'intégration d'une seule équation linéaire, on peut &ta- 
blir, pour cette réduction meme, des règles générales. C'est aiiisi, par 
exemple, que  l'intégrale définie sextuple, à l'aide de laquelle s'exprime 
la valeur générale de la variable principale d'une seule éqiiation aux dif- 
férences partielles, se récliiit à une intégrale définie quadruple, dans le cas 
où cette éqiiation devient homogène, ou même à une intégrale double, 
quand le premier membre de l'équation caractéristique est décomposable 
en facteurs du second de@. On peut consulter à ce sujet, dans le Bu& 
letin des Sciences d'avril 1830, i'extrait d'un Mémoire que j'avais pré- 
senté cette même année à l'Académie. 

Parmi les conséquences dignes de remarque qui se déduisent de la mé- 
thode d'intégration exposée dans le présent Mémoire, je citerai la suivante. 

Étant doriné un système d'équations linéaires aux différences par- 
tielles et à coefficients constants entre les coordonnées, le temps, et 
plusieurs variables principales avec les valeurs initiales de ces variables 
principales et de leurs dérivées, on peut réduire la recherche des valeurs 
générales des variables principales à l'évaluation d'une intégrale définie 
sextuple relative à six variables auxiliaires, la fonction sous le signe $ 
étant proportionnelle a une exponentielle dont i'exposaiit est une fonction 
linéaire des variables indépendantes, et réciproquement proportionnelle 
au premier membre de l'équation caractéristique. 

En appliquant la méthode développée dans le présent Mémoire aux 
equatioiis à différences partielles qui représenteut le mouvement des 
ondes, du son, de la chaleur, des corps élastiques,. . , et généralement 
les vibrations d'un système de molécules sollicitées par des forces d'at- 
traction ou de répulsion mutuelle, on retrouve les intégrales connues, 
dont les unes ont été données par M. Poisson, et les autres par nioi- 
même, soit dans mes anciens Mémoires, soit dans ceux que j'ai présentés 
récemment à l'Académie. J'ajouterai que la inênie inéthotle? appliquée aux 
équations différentielles contenues dans mes ckrriiers Mémoires, fournira 
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généralement les intégrales des mouvements infiniment petits de deux ou 
d e  plusieurs systèmes de molécules qui se pénètrent mutuellement, dans 
le cas où l'on regarde comme constants les coefficients renfermés dans 
ces equations différeritieiles. 

5 Ier . Inrdgration d'un systkme d'éqziations d ~ y é r e n t i d e s  du premier ordre, linéaires et 
a coe#cienfs constants. 

Considérons n équations diff6rentielles du premier ordre linéaires et 
à coefficients constants, entre n variables principales 

considérées comme fonctions d'une seule variable indépendante t qui 
pourra désigner le temps. Supposons ces équations présentées sous une 
forme telle qu'elles fournissent respectivement les valeurs de 

d dq 4 - - d t >  z> di*"*; 
de sorte qu'en faisant passer tous les termes dans les premiers membres, 
on les réduise à 

011, ce qui revient a u  même, à 

<, m,. . . q,  ?j, . . . étant des coefficients constants. On vérifiera évidem- 
ment les équations (1) ou (2) si l'on prend 

15) = Ae", n = Be", . . . 
s, A ,  B,. . . désignant des constantes réelles ou imaginaires, choisies de 
manière à vérifier les formules 

(s + c)A+mB + .. . = O ,  

(41 - qA+ ( s + % ) B +  ... - O ,  

etc., 

qu'on obtient en remplaçant, dans les équations (s), D, par s, et 

g, v , . .  . par A ,  B.. , 
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D'ailleurs comme l'élimination des facteurs A ,  B,  C , . . . entre les for- 
mules (4) , fournira une équation caractéristique 

qui sera du degré n par rapport à s, la valeur de s étant 

(6) s = (s + e ) ( s + % )  ... - m~t ..... + etc., 

on pourra, dans les formules (3), prendre pour s une quelconque des n 
racines de l'équation (5). Il y a plus : comme, étant .donnés, pour les va- 
riables principales, deux ou plusieurs systèmes de valeurs propres à vé- 
rifier les équations ( I ) ,  on obtiendra de riouvelles intégrales de ces mêmes 
équations en ajoutant Vune à l'antre les diverses valeurs de chaque va- 
riable principale, il est clairqu'on vdrifiera encore les équations (1) en 
posant 

pourvu que, le signe c du calcul des résidus étant relatif aux diverses ra- 
cines de l'équation caractéristique, on prenne pour 

des fonctions entières de s, propres à vérifier les formules (4). Ch, on 
obtiendra de telles valeurs, en substituant aux équations (4) les sui- 
vantes 

(S +<)A+ mB + ... = as, 
(8) (RA+ (s + g_)B+ .. . = Cs, 

etc., 

qui s'accordent avec elles, quand on prend pour s une racine de l'équa- 
tion caractéristique, quelles que soient d'ailleurs les valeurs attribuées aux 
nouvelles constantes 

a, C, 31 ... 
Soient en conséquerice 

A = $a + +..., 
(9) B =  p+ mg +..., i et.. 
les valeurs de A ,  B, C ,  . . . tirées des formules (8), ou,  ce qu i  revient 
au même, les numérateurs des fractions qui représentent les valeurs de 
A ,  B, C, . . . déterminées par les formules 

Es. d'An. et de Ph. M. 8 
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et qui offrent s pour commun dénoininateiir. On vérifiera les équations (1)  

en prenant 

On remarquera maintenant que, dans les formules (g) ,  ledacteurs 

consid6rés comme fonctions de s, sont tous du degré n - a ,  à l'excep- 
tion de ceux qui servent de coefficients, dans la valeur de A à a, dans la 
valeur de B à g, . . . c'est-à-dire a l'exception des coefficients 

$, a,. . . 
qiii seront du degré n- 1 ,  et q u i ,  étant développés suivant les puissances 
desceildantes de s,  donneront chacun pour premier terme 

D'ailleurs le développement de 8 offrira pour premier terme sn; et l'on aura, 
en vertu des principes du calciil des résidus, I O  en prenant pour m un 
nombre entier inférieur à n - 1, 

ad en prenant m - - n - 1 ,  

Cela posé, on 'aura évidemment 

Donc les forniules (7) donneront, pour t = O, 

(1 5 )  E = a ,  1 = C ,  etc . - O ;  

et réciproquement, si l'on veut que les variables principales 

f 7  1, L* . . 
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soient assiijéties à la double condition de vérifier, quel que soit t, les 
équations (1), et de vérifier, pour t = O, les formiiles (15), il suffira de 
prendre pour ces variables les valeurs que fournissent les formules ( I  1). 

Il est bon d'observer que si l'on d tk ig~e  psi. 

les fonctions de la caractéristique D,, dans lesquelles se transforinent les 
facteurs 

g , m  ,... p , Q B , * . .  
quand on y rernplgce s par cette caractéristique, les formules ( 1  1) pour- 
ront s'iscrire comme il suit 

Donc, si l'on pose, pour abréger, 
es' 

on aura simplement 

(18) E=(UI ,+CM+...)@, n = ( u ~ + g Q +  ...) 0: etc... 

Si l'on représente par 
V 

ce que devient S, quand on y remplace la lettre s par la ~aractéristi~ué 
Dl, la fonction O déterminée par la formule (17j ne sera évidemment antre 
chose qu'une nouvelle variable principale assujétie, r0 à vérifier, quel que 
soit t , l'équation différentielle de l'ordre n , 
(19) VO = 0; 
a" à vérifier, pour t = O ,  les conditions 

Cette fonction est ce que nous appellerons IaSonction principale. Quant  
aux valeurs de 

E-J v ,  r ,  
déterminées par les formules (tS), elles ne différeront pas de celles que 
l'on déduirait par élimination des équations différentielles 

(D,+L)e+Mfi + ... = aVO, 
(21 )  P e  +( D l + Q ) n +  ... =CVO, 

etc., 
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en opérant comme si D, et V eitaierit de véritables quantités. D'ailleurs, 
pour obtenir les formules ( S I ) ,  il suffira d'égaler le premier membre de 
ehaciine des équations différentielles données, non plus à zéro, mais au 
produit de VO par ce que devient ce premier membre, quand on remplace 
les variables principales 

&, H I  I , .  . 
par zéro, et leurs dérivées par les valeurs initiales 

Q ,  g ,  7 ' .  * *  

de ces variables principales ; en d'autres termes, il suffira de remplacer, 
dans les équations différentielles données, les dérivées 

DI& m,. * 
par les différences 

D,! - aVO, D,n - CVO,. . . etc. 

Enfin, il est aisé de s'assurer que, pour passer des éqiiations différentielles. 
données à des équations intégrales qui fournissent immédiatement les va- 
leurs générales de t, n ,  r,. . . on devra suivre encore la règle que nets 

venons d'indiquer, dans le cas même où les équations données, étant li- 
néaires du premier ordre e t  à coefficients constants, ne seraient pas 
ramenées primitivement a la forme sous laquelle se présentent les équa- 
tions (1) ou (2). On peut donc énoncer la proposition suivante. 

Théorème. Supposons que les n variables principales 

v 7  < Y  O b  

soient assujéties, I O  a vérifier n équations différentielles linéaires du pre- 
mier ordre A coefficients constants, c'est-à-dire n équations dont les pre- 
miers membres soient des fonctions linéaires de ces variables principales. - 
et de leurs dér ides  

de 5 do; - 
dt ' dl' dt '" ' 

prises par rapport à la variable indépendante 6, les seconds membres étant 
nuls; 2 O  à vérifier, pour une valeur nulle de t ,  les équations de con- 
dition 

f = m ,  v = C ,  i + ~  ... 
Pour obtenir les valeurs générales de 

on écrira les d6rivées 
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( 61 > 
sous les formes . ' Dt4, D,n, DtZ,.. . , 
puis, on recherchera l'équation 

v = 0 ,  

qui résulterait de l'élimination des variables principales t ,  8 ,  r, .  . . eiitre 
les équations différentielles données si I'on considérait D, comme dési- 
gnant une quantité véritable; et à cette équation V = O ,  dont le premier 
membre V sera une fonction de D,, d ~ i  degré n ,  qui pourra être choisie de 
manière à offrir pour premier terme D,", on substituera la formule 

que l'on regardera comme une équation différentielle de l'ordre n entre 
la variable indépendante t ,  et la foriction principale O. Enfin on déter- 
minera cette fonction principale de telle sorte que, pour t = O ,  elle s'éva- 
na i s se  avec ses dérivées d'i ir i  ordre inférieiir à n- 1,  la dérivée de I'ordre 
n- r se rkduisant à l'unité; et I'on égalera le premier mernbre de chacune 
des équations diffërentielles données, non plus à zéro, mais au produit de 
VO par ce que devient 
riables principales e ,  il, 

par les valeurs initiales 

ce premier mernbre quand on y remplace les va- 
[ , . . . par zéro, et leurs dérivées 

de ces mêmes variables. Les nouvelles équations différentielles aiiisi for- 
mées, étant résolues par rapport à 

& 8 ,  c,. - .  
comme si D, désignait une quantité véritable, fourniront imniédiatemeiit - 

les valeurs générales de 5, n, r, .  . . exprimées au moyen de la fonction 
principale et de ses dérivées relatives à t. 

Ce théorème, qui ramène simplement l'iiitégratiori d'un sÿstéine d'é- 
quations différentielles linéaires, à coefficients constants et du premier 
ordre, à la recherche de la fonction principale, devient surtout utile, 
dans l'intégration des équations aux différences partielles, comme nous 
le verrons plus tard. 11 est d'ailleurs facile de l'établir directement et de 
s'assurer qu'il fournit pour les variables principales E, n ,  5, des va- 
leurs qui satisfont à toutes les coriditioris requises. En effet, dire que les 
valeurs de . 
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données par les formules (1 8), sont celles que l'on tire des équations (2 1), 

quand on opère comme si Dl était une quantité véritable, c'est dire que 
l'on a 

( ~ , + f J ( c t ~ + € h i + .  . . ) + m ( a ~ + g Q + .  . .) + . . . = a V ,  
CB(aL+CM+. . . )+(D,+t) (aP+CQ+ ... =gV, 
etc., . . . 

quels que soient a, 9,. . . ; en d'autres termes, c'est dire que l'on a iden- 
tiquemen t 

(Dr+c)L+mP+ ... = V ,  (D,+c)M+~LQ~+ O . . =  o,etc., 
(2 2) qL+(D,+%)P+ ... = O ,  q M + ( D t + T ) Q + = . - = v , e t c .  

e tc . .  . 
Or il est clair qu'en vertu des formules (19) et (22) on vérifiera les équa- 
tions (a), si l'on y substitue les valeurs de 4, 1 ,  c,. . . fournies par les 
équations (18). De plus, v étant une fonction entière de Il,, choisie de 
manière que dans cette fonction la plus haute puissance de DI, savoir, 
D:, offre pour coefficient l'unité; si i'on regarde D, comme une quan- 
tité véritable, on aura, pour des valeurs infiniment grandes de cette 

et par suite, en vertu des formules (22) divisées par DL, 

P Q p= 0' - - I ) . , .  Dg"-' 
etc. 

Donc parmi les f~nc t ion î  entières de D* désignées par 

L, M , * * .  P, Q ,  ... 
les unes, savoir 

T A ,  Q, a . .  

seront du degré 78 - I , ce offriront D:-' polir premier terme, tandis que 
les autres seront d'un degré inférieur Li n - r .  Donc, en vertu des forT 
mules (20) , on aura, pour t = O ,  

O = 1 ,  MO? O ,  .... 
PO = O ,  Q@ = 1, ,., 
etc., 
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( 63 
D, étant considéré non plus comme une quantité, mais comme une 
caractéristique, et les valeurs de 

e, r ,  . - 
fournies par les équations (18), vérifieront les conditions ( 1  5). 

§ I I .  Intc?gration d'un système d'épalions dirdrenfielles du premier ordre, linéaires et 
à coegicients cons6anls, dans le cas où les seronds mrmbres, arr lieu de se dduire 
<i. zéro, deviennent des fonctions de la variable ind&pendanie. 

Supposons que, dans les équations ( 1 )  du paragraphe I", les seconds 
membres, d'abord nuls, se transforment en diverses fonctions 

de la variable indépendante t ,  en sorte que ces équations deviennent res- 
pectivemen t 

\ etc., 

011, ce qui revient au même, 

Si t'on veut obtenir des valeurs des variables principales qui  aient la double 
propri& de vérifier ces nouvelles équations, et de s'évanouir pour t = O, 

il suffira évidemment de remplacw dans les formules (1 r )  du paragraphe 
précédent , les constantes 

a, C, ... 
par les intégrales , 

En effet, en opérant ainsi et <iésignant par 

ce que' deviennerit 

quand on y remplace 

x 3,. ... 

X, Y, ... 
la variable indépendante t par une variabIe 
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liaire 1, on trouvera 

Or il est clair, I O  que les valeurs précédentes des variables principales 
s'évanouissent pour t = O ;  a0 qu'elles vérifieront les équations (I) ,  en 
vertu des formules (14) du 5 le', si i'on a identiquement 

D'ailleurs ces dernières équations seront dectivement identiques, attendu 
que les vnleiirs de A ,  B, C. . . fournies par les équations (9) du $ Pr, vé- 
rifient les formules (4) du même paragraphe, indépendamment des va- 
leurs attribuées aux facteurs a, C,. . . et par conséquent dans le cas 
même où l'on remplacerait 

a, G,. . . par x,  3.. . 
Si mairitenant on veut obtenir pour les variables principales 

des valeurs qui aient la double propriété de vérifier, quel que soit t 7  les 
équations ( I ) ,  et de se réduire aux constantes 

a, g, 7 , .  - 0  

pour t = O, il suffira évidemment d'ajouter les valeurs de e ,  H , . . . four- 
nies par les équations ( S ) ,  à celles que donnent les formules ( r  1) du § Ier. 
On trouvera ainsi 

('j$a+QBg+ .. .)elc K(PX + @3+. . .)e<t-4dr 

m---- +& - 
((8)) 

7 

etc. 
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11 y a plus : si l'on nomme O la fonction principale déterminée par la 
formule 

et e; ce que devient cette fonction, quand on y remplace la variable in- 
dkpendante t par la différence t - T, en sorte qu'on ait 

e "t - - )  

(7) k&-. ((SI) ' 
si d'ailleurs, comme dans le S I"', on désigne par 

L , M  ,... P , Q  ,... 
les fonctions de D, dans lesquelles se transforment les facteurs 

$,rn ,... p p a  ,... 
quand on y remplace s par D,, les formules (5) donneront simplement 

D'autre part, si l'on fait pour abréger 

(9) z=(XL$-gM+ . . . ) g ,  H = ( x P + ~ Q $ -  ...) 6,etc., 

E ,  H , .  . . représenteront de nouvelles variables assujéties, I O  a vérifier, 
quel que soit t , les formules 

( D , + ~ J E S , % H +  ... = O ,  

(10) Lez + ( D , + % ) H +  ... = O ,  
etc. ; 

2. à vérifier, pour t - T = O ,  ou, ce qui revient au même, pour r = t ,  
les conditions 

(I 4 E ~ X = X ,  H = 3 = Y ,  etc ....; 
et les intégrales 

désigneront évidemment les valeurs de e, n , . . . correspondantes au cas 
particulier ou l'on aurait 

a =  O ,  C = o ,  etc. .. 
Es. d'Rn. et de Ph.  M. 9 
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Cela posé, on déduira immédiatement des formules (8) la propositiois. 
siiivante. 

Théorème. Supposons que les n variables principales 

soient assujéties, I O  à vérifier n équations différentielles dont les premiers 
membres se réduisent à des fonctions linéaires de ces variables et de l'une 
des dérivées 

3 3 
dt ' d l ' " '  

le coefficient de cette dérivée dtant l'unité, et les seconda membres 
é tan t  des fonctions 

X ,  Y , .  .. 
tle la variable indépendante t ; 20 à vérifier, pour t =O,  les conditions 

Pour obtenir les valeurs générales de 

c ,  y , *  * 

il suffira d'ajouter à. celles que l'on obtiendrait si 

X, Y,. . . 
se réduisaient a zéro, les valeurs de 9 ,  n,. . . correspoxidantes au cas 
particulier où l'on aurait 

a = o ,  g = o ,  ... 
ces dernières seront d'ailleurs de la forme 

B ,  H ,  . . . étant ce que deviennent les valeurs de e ,  n ,. . . relatives à des 
valeurs nulles de X, Y,.  . . quand on y remplace 

par les quantités 

t par t - r ,  

a. c,.. . 

dans lesquelles se transforment 

X,  Y , .  . . 
en vertu de la substitution de f à t. 
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Au reste, pour établir directement ce nouveau théorème, il suffit de 
montrer que les valeurs de 

k, n , * - *  

fournies par les équations (1 2), non-seulement s'évanouissent, comme OH 

le reconnaît à la première vue, pour t = O ,  mais encore vérifient les 
équations (1) ou (2). Or effectivement ces valeurs, substituées dans les 
équations (1) ou (2), les rédiiiront, en vertu des formules ( 1  I j ,  aux 
suivantes 

Y +[' [(@+ (D<+ %)H+. . .] ~ T = Y ,  

etc., 

e t  ces dernières seront identiques, eu égard aux équatioxis ( I O ) .  

5 I I I .  Intégration d'un système d'équations dtfférentielles linéaires et à cocfficicnts constan!s 
d'un ordre quelconque, le second membre de claque équation pouvant être ou zéro, 014 zmc 

fonction de la variable indépendante. 

Supposons que les équations différentielles données, &nt par rapport 
à une ou plusieurs des variables priricipales 

E ,  u,.** 
d'un ordre supérieiir au premier, contiennent avec ces variables priricipdes 
les dérivées de E ,  de n,. . . relatives à t ,  et dont l'ordre ne surpasse pas r i  
pour la variable t ,  n" pour la variable n , .  . . supposons cl'ailleurs que ces 
équations soient linéaires et à coefficients constants, les seconds membres 
pouvant être des fonctions de la variable intlépendaiite t. Les premiers 
membres, dans le cas le plus général, seront des fonctions linéaires, a 
coefficients constants, des quantités 

- etc., 

et les variables priricipales 
E, 1 7 -  * .  

pourront être cornplétement déterminées si 011 les asmjétit, i6  à vérifier 
9 .  
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les équations différentielles données, quel que soit t; 2" a vérifier, pour t =O+ 

des conditions de la forme 
- a, 4 1  =al,. . . $"'-II = cL(n ' -T) .  

(1) 
v=g, n ' = g ' , , . .  dn"-'1- - g(npl - 11 

Y 

etc., 

a, a',. . . ' 1 ;  , , . . . @ ' ;  etc. ,.'. . désignant des constantes 
arbitraires dont le nombre n sera 

Cela posé, les équations différeritielles données pourront être considérées 
comme établissant entre les variables 

f ,  & . .  p ' -~) ,  F n 3 ;  8 ,  v 1  ,... Wb"- 1 )  I d n t l )  ; etc. , 
des relations en vertu desquelles les dérivées des ordres les plus élevés, 
savoir p 3  ,(fi,. . 
s'exprimeront à l'aide des dérivées d'ordres inférieurs 

4 ,  E', ... E ( ~ ‘ - ' ) .  , V ,  n*, ... n(""- ' 1 ;  etc. ; 
et, pour ramener le système des équations différentielles données à un. 
système d'équations différentielles du premier ordre, il suffira de les rem- 
placer par les suivantes, 

D , t -% '=O,  D , ~ ' - ~ = o  ,... Dtp'-J - p 7  = (, ; 
D , Y I - - n t = o ,  D,nr-nl'=o ,... D,v(~"-')  - ,#O = 0 7 

etc. . . 
en prenant pour inconnues ou variables principales les n dérivées d'ordres 
inférieurs, savoir 

1 &,C ,... p"; " V  ,,.. 3 
(ni'- i ) ; etc.. . 

et supposant, comme on vient de le dire, les dérivées d'ordres supérieurs, 
savoir 

p ' )  3 ,. . . 
exprimées en fonction des autres et de la variable t par le moyen des 
équations données. Or, si les seconds membres des équations données 
s'évanouissent, les valeurs qu'elles fourniront pour 

se réduiront à des fonctions linéaires de 
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et si, après avoir substitué ces valeurs dans les équations (3), on veut 
intégrer ces dernières éqiiations, on devra, suivant ce qu'on a vu dans 
le § Ier, opérer de la manière suivante. 

I O .  On éliminera les variables 

E ,  f : .  . . e("-". , n, 3'. . . 3 (nu- I )  ; etc.. . . ; 
entre les équations (3), ou, ce qui revient au même, on éliminera les 
seules variables 

E ,  V , * - -  

entre les équations clifféren tielles données, en opérant comme si Dr dési- 
gnait une quantité véritable ; et,  après avoir ainsi trouvé une équation 
résultante 

v = o ,  

dont le premier membre D. sera une fonction entière de D, du degré n ,  on 
assujétira la fonction principale O à la double condition de vérifier, quel 
que soit t , i'équation différentielle de l'ordre n, 

(4)  90-0,  
et de vérifier, pour t = O ,  les formules 

(5) @ = O ,  D ,O=o ,  D',@GO ,... ~ ~ " - 2  O - -O ,  D ~ ~ - ~ @ = I .  

Pour satisfaire à cette double condition, il suffira de prendre 

s désignant la variable auxiliaire a laquelle le signe (; se rapporte, et s la 
fonction de s en laquelle v se transforme, quand on y remplace D, par S. 

2". Après avoir substitué dans les équations (3) les valeurs de 
p0 ,,(4 ,. . . 

exprimées en fonctions linéaires des inconnues ou variables prir~cipales 

etc.. . . ; 
on y remplacera les dérivées de ces variables, savoir, 

Dr:, D t f ' , .  . e(n ' -1) ;  

D, n , D d ,  . . . D, pl'- 1) ; 

etc.. . . ; 
par les différences 
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puis on résoudra, par rapport a 
I (na'- I )  E, e l , .  . . zg-'); n, n ,. . . n ; etc. .  . ; 

les nouvelles équations ainsi obtenues, en opérant comme si D,était une 
quantitd véritable. D'ailleurs, les remplacements dont il est ici question 
transformeront les équations (3) en celles qui suivent: 

Dr4  -T I  = avo, D,? - y  = 2 ~ 0 , .  . . Dtt(nf-~) - f(*O =a('"-'> V@ ; 

(7) \T.)ty-y'=&,4, I)tY' - ' I P  = cve,. . . Dtv(n"-ll - y(n")= C(n"-t) va, 
etc. . . 

et l'on tire immédiatement des formules (7) 

f'=D,t-av@, E1'=D:4-(af+aDt)vo,.. .~(n')=D~rk-(a(n'-~+. .. +c~'D,n'-~+aD~~'-~)vq 
y =D,y -6v0,~"- (8; [ -D:y -(Cf + GD,)v@, . . . y (n")=Dt""tp(C(n"-~f,. . +C'Dtn"-a+C;Dtn"'W~ 
e tc . .  . 

I h n c ,  pour intégrer, dans l'hypothèse admise, les équations dfléren- 
tielles données, il s u i r a  de les considérer coinme établissant des relations 
entre les quantités 

z ,  4',  Er',. . . E("'); v ,  n', ni' ,... dn") ;  etc.; 

puis d'y substituer les valeurs de 

, , . . ; d, vit,. . . dn"); etc., 

journies par les équations (8), et de les résoudre ensuite par rapport aux 
vuriables principales 

f ,  v,... 
en opérant comme si D, était une quantité véritable. Cette règle très simple 
fournira immédiatement les intégrales générales d'un système d'équations 
clifféreritielles linéaires et à coefficients constants d'un ordre quelconque, 
lorsque les seconds membres de ces équa-tions se réduiront a zéro. 

Si les seconds membres des équations différentielles données étaient 
supposés, non plus égaux à zéro, mais fonctions de la variable indépen- 
dante t. il faudrait aux valeurs de 

5, 7,. . 
obtenues comme on vient de le dire, ajouter des 
sentés par des intégrales définies de la forme 

accroissements repré- 
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Soient d'ailleurs, dans cette seconde hypothèse, 

X ,  Y ,  ... 
les valeurs de 

dn't p ' l  = - dn'l 
dlR' ' dn") = p , 

que fournissent les équations données quand on  y remplace 
1 e, E', . . . Ebf-1) ; 7 ,  ri , . . . dn"-~).  7 etc - 9  

ou, ce qui revient au même, 

par zéro ; et nommons 
xy 3> . . .  

les fonctions de r, dans lesquelles se changent 

X ,  Y, ... 
quand on y remplace la variable indépendante t par la variable aiixi- 
liaire T. Pour obtenir les valeurs de 

E ,  H,. . . 
il suffira, d'après ce qui a été dit dans le § II, de chercher ce que de- 
viennent les valeiirs générales de 

E ,  v , * . *  

relatives à la première hypothèse, quant1 on y remplace 

t par t -  T, 
et 

a, a', . . . &'-a), ab'-4; C, e, . . , &"-d, g(nf'-1;; etc. . . 
Par 

0 , O  ,... O,  X; o , o  ,... O, 3;  etc ... 
Applications. Pour montrer une application des principes que nous 

venons d'établir, proposons-nous d'abord d'intégrer une seule équation 
différentielle de l'ordre n et de la forme 

a, b ,  . . . g, h ,  k ,  désignant des coefficients constants, et X une fonction 
quelconque de t. Si l'on suppose d'abord X réduit a zéro, l'équation don- 
née deviendra 

ve  = O ,  

la valeur de V étant 
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et par suite, si l'on pose 

la fonction principale O sera déterminée par la formule 

D'ailleurs, lorsqii'on regardera la proposée comme établissant une relation 
entre les quantités 

f ,  El, . . . p-=), EN, 

elle se présentera sous la forme 

et, si l'on substitue dans cette dernière formule les valeurs de 

El, El' . . . f ( 8 8 )  , 
fournies par les équations (a), on  en conclura 

puis, en opérant comme si D, et v étaient des quantités véritables, 

Telle sera effectivement la valeur générale de e,  que l'on pourra présenter 
sous la forme 

pourvu que, dans le développement du rapport 

on remplace les puissances entières de a, savoir, 

a"= I, a', as,. . . a c m - ~ )  
par les constantes arbitraires 

C L ,  a', a", . . . &- 1). 

Si, dans la dernière valeur de E ,  on substitue la valeur trouvée de O, on 
obtiendra la formule symbolique 

à laquelle nous sommes déjh parvenus dans les Exercices de Mathéma- 
tiques. 
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Pour passer du cas où X s'évanouit au cas o ù  X est fonction de t ,  

il suffira d'ajouter à la valeur précédente de t ,  l'intégrale définie 

3 désignant ce que devient la valeur précédente de t quand on y rem- 
place 

t par t-T, 

a; a', . . . da-') par zéro, et par la fonction X en laquelle se trans- 
forme X en vertu de la substitution de T à t .  Cela posé, soit 

es (t-1) 

e= qmj 
Jl'équation en f trouvée plus haut, savoir, 

,$ = [a["-') i-( . . . ] 0 ,  
entraînera la suivante 

et', par suite, en intégrant I'équation 

de manière à vérifier, pour t = O ,  les conditions 

on trouvera 

ou,  ce qui revierit au même, 

pourvu que dans le développement du rapport qui renferme la lettre a, 
on remplace a", a[,. . . CL"-' par a, a',. . . dm-'). On se trouve ainsi ramené 
aux résultats déjà obtenus dans les Exercices de Matizémtiques. 

?reposons-nous maintenant d'intégrer les équations simultanées 
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t m, x, q, 2, désignant des coefficients constants, et 

x,  'Y, z, 
des fonctions de la variable indépendante t. Si l'on suppose d'abord ces 
fonctions nulles, les équations données se réduiront aux suivantes 

En éliminant e ,  Y ,  [ entre ces dernières, et  opérant cQmirie si D, était 
une quantité véritable, on  obtiendra une équation résultante 

V E O ,  

dont le premier membre V pourra être censé déterminé par la forniule 

v+D:-C) (D:-XL) (D:-%)-P(D,"-c)-y(Dt'-3L)-8L2(D:-%)-zCP@. 

Soit s ce que devient la valeur précédente de v quand on y remplace D, 
par s, en sorte qu'on ait 

et posons 

si l'on veut déterminer les variables principales 

4 ?  n 7  f 7  

de manière qu'elles vérifient, quel que soit t ,  les équations données, et 
polir t = O ,  les conditions 

dE dg 3- 
+ r i ,  Y+C, c = p ,  ,=ar, ,=g: & - y 1 ,  

il suffira de remplacer, dans les équations données, les dérivées du second 
ordre 

t"=D;& v"=D:w, y = D : r ,  
par les différences 

puis de résoudre par rapport à 

e7 y, c .9  

et en opérant comme si Dt était une quantité véritable, les nouvelles 
equations formées comme on vient de le dire, savoir, 
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On trouvera de cette manière 

e t ,  en posant, pour abréger, 

Si maintenant les fonctions de t désignées par 

cessent d'être nulles, et si i'on nomme 

ce que deviennent ces fonctions quand on y remplace la variable indépen- 
dante t par la variable auxiliaire T ,  alors pour obtenir les valeurs gé- 
nérales de 

t >  Y ,  c ,  
il suffira d'ajouter celles qu'on vient de trouver à celles que déterminent 
les formules 

5 = 1; (XS + m + aPn)edr, 

la valeur de 6 Ctant 
& es't-'. = ((0 
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f V .  Intégration d'un systérne d'équations linéaires, aux dzyérences partielles, et a 
coefJicienls constants, d'un ordre quelconque, Ce second membre de chaque Cguation 
pouvant être ou zéro, ou une fonction des variables indépendantes. 

Soit donné un système d'équations aux diffdrences partielles entre 
plusieurs variables principales 

F ,  n, c,.. . 
et plusieurs variables indépendantes 

que, pour fixer les idées, nous réduirons à quatre, les trois prerniéires 
x ,  y, z pouvant représenter trois coordonnées, et la quatrième t dési- 
gnant le temps. Supposons d'ailleurs que les prerriiers membres de ces 
équations soient des fonctions linéaires, à coefficients constants, des va- 
riables principales et de leurs dérivées, l'ordre des dérivées relatives à t 
pouvant s'élever jusqiiaii nombre la' pour la variable principale e,  jusqu'au 
nombre n" pour la variable principale n , jiisqu'a~i nombre n" pour la 
variable principale r , . . . Faisons, pour abréger, 

Enfin nommons 

les valeurs initiales des variables principales 

et de leurs dérivées d'ordres inférieurs Ci l'un des nombres 

nt, n", n"', . . . ; 
en sorte que ces variables soient assujéties à vérifier, quel que soit t, les 
équations données aux différences partielles, et pour t = O ,  les condi- 
tions 
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Pour ramener i'intégration des équations proposées à l'intégration d'un 
système d'équations linéaires et à coefficients constants, il suffira de re- 
courir à la formule connue 

de laquelle on tire, en remplacant successivement m(x) par W(X, y) 
et par +,Y, 4 

[u(x-~)+v(r-p)+w(.-v)ll/ -I dhdu dpdv dvdw 
m ( h . ~ 7 v ) F G F ,  

les intégrations étant effectuées entre les limites 

de chacune des variables auxiliaires 

En effet, ch.acune des équations données sera de la forme 

R désignant une fonction linéaire, et à coefficients constants, des variables 
principales 

4,  n ,  Cr 

et de leurs dérivées prises par rapport à une ou plusieurs des variables 
indépendantes. D'autre part, en désignant par 

f, g ,  h, 
des nombres entiers quelconques, et posant, pour abréger, 

on tirera généralement de la formule (4) 

Cela posé, si l'on nomme 
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le rayori incident qui passera par l'origine des coordonnées, étant per- 
pendiculaire au plan invariable représenté: par l'équation 

on aura pour ce rayon 

et par suite les nœuds de ce rayon, qui correspondront à des valeurs 
constantes de l'argument 

U' + V' u x  + vy - st = --- x - st ,  
U 

se déplaceront dans l'espace avec une vitesse dont la projection algébrique 
sur l'axe des x, sera le rapport entre des a'ccroissements AX, At, de x et 

de t ,  choisis de manière que l'accroissement de l'argument s'évai-iouiss~. 
Cette projection algébrique, déterminée par la formule 

sera donc 

et pour qu'elle soit positive, ou ,  en d'autres termes, pour que les ondes 
planes incidentes se meuvent dans le sens des x positives, comme elles 
devront le faire en approchant de la surface de séparation des deux ini- 
l ie~ix, il sera nécessaire que le coefficient u soit positif. Pour la même 
raison, le coefficient u' devra encore 4tre positif, les ondes réfractées de- 
vant évidemment s'éloigner de la surface de séparation des deux niilieiix, 
en se mouvant elles-mêmes dans le sens des x positives. 

Considérons en particulier le cas où les mouvenients simples propagés 
dans les deux milieux sont du nombre de ceux dans lesquels la densité 
reste invariable, c'est-à-dire, en d'autres termes, le cas où, dans les rayons 
incident, réfléchi, réfracté, les vibrations des molécnles sont transversalesc 
Alors les coefficients 

A ,  B ,  A,, B,, A', R', 

se trouveront liés entre eux, et avec les constantes imaginaires 

u, 0, 4 
par les fornides 
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ce que deviennent les variabIe$ principales 

.f, a, L-• 
considérées comme fonctions de x, y, z ,  t ,  quand on y remplace 

si, de plus, après avoir exprimé R à l'aide des caractéristiques 

DI ,  Dy, D., D o  

on appelle si ce que devient R , quand on remplace 

, , , par F9 i, r , . . -  
et les ptiissances entières des caractéristiques 

DZ, Dy, D., 
par les puissances semblables des facteurs 

a ,  0, w ,  
on aura évidemment 

et par suite l'équation (6) pourra être présentée sous la forme 

Or, pour que la formule (IO) soit vérifiée, il sunira que l'on ait 

R - m ( h ,  p ,  Y ,  t ) = o ,  011, ce qui revient au même, 

et cette dernière formule n'est autre chose qu'une équation différentielle 
linéaire à coefficients constants entre les inconnues 

considérées comme variables principales, et t considéré comme variable 
indépendante. Ce n'est pas tout: pour que les conditions (2) soient véri- 
fiées, il suffira, en vertu de la formule (4), que l'on ait pour t = O ,  

- - 
E = @ ( h , p , v ) ,  - ~ = x ( h , F c , v ) ,  r = J , ( h , ~ , v ) , . . .  

~ t $ =  q, (A, p, v), 4*= ~ i ( A r  P ,  ~t?=Si(h> ,A, v),... 
etc.. . . 

- - 
D ~ ~ ~ J ~ ~ ~ ' - ~ ( ~ , ~ , v ) ,  ~~"~-~r=$n~- i (h ,~ ,v ) . - .  . 
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Donc en définitive, pour que les variables priiicipales 

possédent la double propriété de vérifier, quel que soit t , les équations 
données, e t ,  pour t = O ,  les conditions (2),  il suffira que les variables 
principales auxiliaires - - F ?  n, c;. - 0  

possèdent la double propriété de vérifier, quel que soit t , un système 
d'équations différentielles semblables à la formule ( 1  I ) ,  et, pour t = O ,  

les conditions ( 1  2). On pourra donc énoncer la proposition suivante. 
Ier Théorème. Les variables principales 

assujéties l a  à vérifier, quel que soit t, un système d'équations litléaires, 
aux différences partielles, et  a coefficients constants, ces équations pou- 
vant offrir pour seconds membres ou zéro, ou des fonctions connues 
des variables indépendantes 

X ,  y ,  2, t ;  

a0 à vérifier pour t = O ,  les conditions (2), seront dans tous les cas, 
5 

initnédiatement déterminées par les formules 

\ etc. 

pourvu que l'on effectue les intégrations entre les limites 

de chacune des variables auxiliaires 

et que l'on désigne par - - 
E:, v ,  5,- 

de nouvelles variables principales assujdties, 1' à vérifier, quel que soit t, 
certaines équations différentielles, qui seront nommées les équations 
auxiliaires, à vérifier pour t = O ,  les conditions ( r  a). D'ailleurs, pour 
obtenir les équations différentielles auxiliaires, il suffira d'exprimer les, 
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dérivCes de f , Y ,  <, . . ; que renferment les premiers membres des équa- 
tions linéaires données, à l'aide des caractéristiques 

puis de remplacer dans ces premiers membres 

ou,  ce qui revient au même, par 

enfin de remplacer dans les seconds membres 

X 9  Y ,  Z par A, ,u, V .  

Considérons en particulier le cas o ù ,  dans les équations linéaires don - 
nées, les dérivées de % , r i ,  r,. . . relatives à t , se réduiraient aux dérivées 
du premier ordre 

DtC, Dtw, DtC,*. 

et se trouveraient simplement multipliées par des coefficients constants, 
indépendants de 

n,, Dy, DE. 
Alors les conditions (a), qui devront être vérifiées pour t = O ,  se rédui- 
ront à 

et  les équations auxiliaires seront des équations différentielles du  premier 
ordre, linéaires et a coefficients constants, auxquelles devront satisfaire 
les nouvelles variables principales 

assiijéties en outre à vérifier, pour t = O ,  les conditions 

O r ,  si l'on suppose d'abord que les seconds membres des équations 
linéaires données s'évanouissent, on pourra en dire autant des seconds 
membres des équations ailxiliaires; et, d'après ce qu'on a vu dans le 

5 r", les valeurs générales de E, n , . . . seront de la forme 
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O désignant la fonction principale, et 

$ 9  5w,***  p, @ , a . .  

des fonctions entières de la caractéristique D,. D'ailleurs, pour obtenir la 
fonction principale O relative aux équations auxiliaires, on devra, i0 expri- 
mer, dans les équations linéaires doniikes, les diverses dérivées de e, n,C ,... 
à l'aide des caractéristiques D,, Dy, D,, D,; 20 éliminer e,  n ,  r ,. . . 
entre ces équations, comme si 

De, D,, D,, Dl, 

désignaient des quantités véritables; 3"remplacer, dans le premier membre 
V de l'équat,ion résultante 

(15) v = o ,  
les caractéristiques D,, Dy,  D, par u ,  o ,  w, ce qui réduira V à une fonc- 
tion de la seule caractéristique D,, puis choisir O de manière $ vérifier 
quel que soit t ,  l'équation differentielle 

V O = o ,  
et, pour t = O ,  les conditions 

Si l'on nomme s ce que devient le premier membre V de l'équation (15), 
quand on y remplace non-seulement 

D,, Dy, D, p,ar ,e? u, rv, 
mais encore D, par s, 

(16) s = o  
sera ce que nous appelons l'équation caractéristique; èt la valeur de la 
fonction principale O sera 

si l'on a choisi la fonction V de manière que le coefficient de D; s'y ré- 
duise a l'unité. Cela posé, pour obtenir les valeurs générales de 

c'est-à-dire pour obteiiir les formules (i4), il suffira, en vertu des prin- 
cipes établis dans le § I"', de remplacer dans les équatiws diffkrentielles 

Et. d'An. .et de Ph. M. I I  
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auxiliaires , les variables 
D,!, ~,i,. . . 

par les différences 

V étarit considéré comme une fonction de 

puis de résoudre par rapport à - E ,  v , . . .  
les nouvelles équations ainsi formées en opérant comme si D, était ilne 
quantité véritable. 

Concevons niaintenant que, dans les équations ( i 3), présentées sous 
les formes 

\ etc., 

on substitue les valeurs de e, i,. . . tirées des formules (14) et (17); 
savoir, 

Supposons d'ailleurs qu'à chaque forme particulière d'une fonction 

Y7 4 
des trois coordonnées 

2, Y, z ,  

. on fasse correspondre une fonction de x ,  y, z ,  t ,  rlésignçe par la seule 
lettre m et déterminée par la forrnule 

Eofin nommons 
9, X,-O** 

les fonctions de x , y ,  z ,  t , dans lesquelles la se transforme, quarid on 
y remplace m(A, ,cc, v )  par 

Q(h, iu, v ) ,  ~ ( h ,  ~ c c ,  VI ,  
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de sorte qu'on ait 

etc... 

et désignons par 
L , M  ..., P , Q  ,... 

ce que deviennent 
$,a,..* p, a,*** 

quand on y remplace 
u ,  v7 W'7 

par les caractéristiques 
DI, DI 9 Q.' 

Les valeurs de E, n ,  . . . fournies par les équations ( 1  8) et (20) pourront 
évidemment s'écrire 2omrne il suit 

E = L o  + M X  +*.., 
n - P q  + Q X  +.. ., 
etc. . . 

En d'autres termes, on aura 

1 E = ao +m + ..., 
(231 n = 3'9 + ax + ..., 

etc. ; 

pourvu que i'on transforme les fonctions de u, u ,  w , D,, désignées par 

en fonctions des caractéristiques 

en y remplaçant u, v ,  w par D,, Dy, D,. ll'ailleurs, pour déduire les 
formules (23) des formules (14), il suffit de remplacer dans les formu- 
les ( 1  4 ) ,  les variables aiixiliaires 

- - 
f ,  n,-- 

par les variables principales 
k, n,*'.- 

et les produits 
@Q(h ,  y,  v ) ,  @ x ( ~ , P ,  4- 

I l . .  
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par les fonctions 
9, X,.-- 

Donc, puisqu'on arrive directement aux formules ( 1 4 ) ,  quand on résout - - 
par rapport aux variables auxiliaires 5 ,  4,. . . non pas les équations diffé- 
rentielles auxiliaires, mais celles qu'on en déduit en remplaçant 

et  considérant v comme une fonction de 

on pourra encore arriver directement aux formules (22) ou (a3), en ré- 
solvant par rapport aux variables principales 

E 7  a , * . .  
non pas les équations linéaires données, mais celles qu'ori en déduit en 
remplacan t 

DIE, Div ,. . . . 
par les différences 

DtE - Vq,  Dtv - V X , . * .  

et considérant v comme une fonction de 

D,, Dy, Da, Di. 

Dans i'un et l'autre cas on devra opérer comme si les notations Dr et D,, 
Dy, D, étaient employées pour désigner de simples 'quantités, sauf a 
regarder, dans les équations définitives (14) ou (231, chacune de ces 
notations comme indiquant une différentiation relative à l'une des 
variables indépendantes t, x , y, z. 

Si, comme nous l'avons supposé, la fonction de D,, Dy, D,, D,, dé- 
signée par V, est tellement choisieque, dans cette fonction, le coefficient, 
de DL, c'est-à-dire de la plus haute puissance de Dl, se réduise à l'unité, 
alors la fonction de u,  v ,  w, s , désignée par 3, étant développée suivant 
les puissances desceridantes de s ,  offrira pour premier terme sn. On aura 
donc, i o  pour ni < n - I , 

2 O  pour m = n -  1 ,  
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en conséquence la fonction de x, y, z ,  t, désignée par a, et déterminée 
par la formule (2 I )  , vérifiera, quel que soit t , l'équation aux différences 
partielles 

et pour t = O, les conditions 

Cela posé, il suffira de résumer ce qui a été dit ci-dessus polir établir la 
proposition suivante. 

ne Théorème. Soient données entre n variables priticipales 

et les variables indépendantes 

n équations linéaires aux différences partielles et à' coefficients constants, 
c'est-à-dire n équations dorit les premiers membres soient des fonctions 
linéaires des variables principales et de leurs dérivées, les seconds mem- 
bres étant nuls. Supposons d'ailleurs que, parmi les dérivées relatives 
au temps, celles du premier ordre, savoir 

QE, Dtfl,. 
soient les seules qui entrent daris les premiers membres des équatioiis 
données, et s'y trouvent inultipliées par des facteurs constants, sans y être 
soumises à aucune différentiation nouvelle relative aux variables x , y ,  z. 
Nommons 

Y 4, X(X, y, a ) , . . .  

les valeurs initiales des variables principales f ,  n , . . . , ces variables 6tmt 
assujéties à vérifier pour une valeiir niille de t ,  les cotiditions 

l'équation en D,, Dy, DL, D,, résiiltant de l'élimination.de 2, ri, 5 , .  . . 
entre les équations données ; et 

b = o  

l'équation caractéristique en laquelle se transforme la précédente qiiand 
on y remplace 

Ds, Dy* DL, a* 
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la fonction v qui sera du degrd n par rapport à Dt, étant d'ailleurs e h o i  
sie de manière que , dans cette fonction , le coefficient de Dln se réduise 
à l'mité. Enfin, 

4% Y7 4 
étant l'une quelconque des fonctions initiales 

~ ( ~ 9 7 7  z), X(X,Y, z ) , . . .  

désignons par r;.* une fonction de x, y, z ,  t ,  déterminée par la for- 
mule (2 I ) ,  par conséquent assujétie, J O  a vérifier, quel que soit t ,  I'éq~ia- 
tion aux différences partielles 

vm = 0 ;  

a0 à vérifier, pour iine valeur nulle de t ,  les conditions 

et nommons 
9 ,  X ,  O . .  

ce que devient m , quand on réduit m (x, y, z ) a 

Pour intégrer les équations linéaires données, de manière à remplir les 
conditions requises, il suffira d'y remplacer les dérivées 

pais de résoudre par rapport à f ,  il , . . . les riouvelles équations ainsi 
obtenues, en opérant comme si D, , Dy, D,, D,, étaient de véritables quan- 
tités. 

En raisonnant toujours de la même manière, et ayant égard aux 
principes développés dans le § III, on établira encore la proposition 
suivante : 

3' Théorème. - Soient données entre plusieiirs variables princi- 
cipales 

7 e,  v ,  5 ,  . , - 
et les variables indépendantes 

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



des équations linéaires aux différences partielles, et a coefficients cons- 
tants, en nombre égal à celui des variables principales. Çoiiicevons d'ail- 
leurs que l'ordre des dérivées de e, n , . . . relatives A t 7  puisse s'élever 
jusqu'à n' pour la variable principale e ,  jnsqu'à n" puur la variable prin- 
cipale w , . . . , les coefficients de 

&tant indépendants de D,, Dy, D,, et se réduisant en con.séquence à des 
quantités constantes. Faisons 

et-supposons les variables principales 

assujéties non-seulemerit à vérifier, quef que soit t ,  les équations linéaires 
données, mais aussi à vkrifier, pour t = O ,  les conditions 

Soient encore 
v = o  

l'équation en D,, Dy, D,, D,, résultant de l'élimination de  e ,  s, . . . 
entre les équations doniiées ; et 

- S - O  

l'équation caractéristique en laqiielle se transforme la précédente quand 

la l'onction v, qui est du degré n par rapport à D,, étant choisie de ma- 
nière que, dans cette fonction, le coefficient de D; se réduise A l'unité. 
Enfin, supposons la fooction m définie, comme dans le deuxième théo- 
rème , par conséquent déterminée par 1.1 formule (2 I ) ,  et nommons 

g, q,, q n f - x ,  

X, X,, * . X"u-'  ? 

etc..  . 
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CR que devient m quand on réduit m ( x ,  y, z )  à l'une des fonctions ini- 
tiales 

( P b ,  y, z ) ,  O,@, y, z) ,  - d a -  % - 1 ( ~ 7  y, z ) ,  

%(%Y, 4 x,@, Y9 219 * * * *  xdf-I(x, y, z), 
etc. . . 

Pour intégrer les équations linéaires données, de manière à remplir toutes 
les conditions requises, il suffira d'y remplacer les dérivées 

D&  DI.^, . . . . - D;' e; 
Dtn, D,'n, . . . . . D,""n, 
etc.. . 

par les différences 

D,e - VQ, DIn5 -v(q, +Dl?), a . . D,"'f -v(Q,4- .  . . 4- Q"'-'Q, +D,"'-'Q), 

D,n - vx, D,'? -B(& + D J ~ ,  . . . D,""H -v&-~+. . . +a ~"-'X~+D~"''-~X), 
etc. . ., 
puis de résoudre par rapport à 5 ,  n, , . . les nouvelles équations ainsi ob- 
tenues, en opérant comme si 

étaient de véritables quantités. 
Les deux théorèmes qui précèdent offrent cela de remarquable, qu'ils 

font dependre l'intégration d'un système quelconque d'équations linéaires, 
aux différences partielles, e t  à coefficients constsants de l'évaluation de la 
seule fonction m. Lorsque les variables indépendantes 

sont au nombre de quatre, savoir trois coordonnées et le temps, la fonc- 
tion m, déterrninbe par l'équation ( a l ) ,  se trouve représentée en consé- 
quence par une intégrale définie sextuple, et la valeur initiale de 

désigiiée par m(x ,  y ,  z), peut être une fonction quelconque des coor- 
données x ,  y, z. Si a u  contraire les variables indépendantes se réduisaient 
à une  seule t 7  la valeur initiale de Dln-'0 se rkluirait à une constante, 
et Son pourrait faire dépendre l'intégration des équations différentielles 
dorinées de l'évaliiation de m, en siipposant même que dans cette éva- 
luation l'on attribuât à la constante une valeur particulière, par exemple, 
la valeur I , ce qui reviendrait à prendre pour m la fonctiori principale O. 
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Cela posé, en généralisant la définition que nous avons donnée de la 
finction principale, on pourra désigner sous ce nom, pour un systènie 

b 

d'équations linéaires aux différences partielles et à coefficients constarits, 
la fonction m déterminée par la formule (21). La fonction principale ktant 
ainsi définie, on pourra dire que les théorèmes 2 et 3 ramènent I'inté- 
gration d'un système qilelconque d'équations linéaires, et à coefficients 
constants, à l'évaluation de l'intégrale définie qui représente Iri fonction 
principale. 

Au  reste, il est bon d'observer d'une part, que le a" théorème peut 
être établi directement, comme la proposition analogue énoncée dans 
le $ le'?. et relative à un système d'équations différentielles; d'autre 
part, que le troisième théorème se déduit immédiatement du second, 
par des raisonnements semblables à ceux dont nous nous sommes servi 
dans le $ III. 

Les théorèmes 2 et 3 supposent que les seconds membres des équa- 
tions linéaires données se réduisent à zéro. Si ces seconds membres de-  
venaient fonctions des variables indépendantes s, y? z , t ,  on pourrait 
appliquer à la détermination des valeurs générales de 9 ,  Y , .  . . ou le 
théorème i e r ,  on la proposition suivarite que l'on déduit de ce t l i é o r h e  
combiné avec les principes établis dans le troisieme paragraphe. 

4" Théorème. Soient données entre plusieurs variables principales 

E ,  y , *  * 

e t  les variables indépendantes 

2, y 7  z, t ,  
des équations linéaires aux différences partielles et à coefficients cons- 
tants, en nombre égal à celui des variables principales. Supposons d'ail- 
leurs que,  dans les premiers membres de ces équations, les dérivées des 
ordres les plus élevés par rapport à t soient respectivement 

4 n ' e  pour la variable principale E ,  
Dt"y pour la variable principale 3 , etc. ;. . . 

les coefficients de ces dérivées se réduisant à des quantités constantes, et 
les seconds rnenhres des équations données pouvant être des fonctions 
quelconques des variables indépendantes. ~ n f i n  supposons que les valeurs 
initiales de 

E ,  Dl&. * *  w " " " E 7  

a ,  Di?,. .. D~"-rv,  
etc. ,. . . 

Es. d'An. et de Ph.  M. 
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doivent se rkduire, pour t = O ,  à des fonctions connues de x ,  y ,  2.  

Pour intégrer sous cette condition les équations linéaires données, on 
déterminera d'abord a l'aide du second théorème, les valeurs générales 
de f , Y,. . . correspondantes au cas où les seconds membres des équations 
données s'évanouiraient; puis à ces valeurs on ajoutera celles qui auraient 
la propriété de vérifier, quel que soit t, les équations données, et de 
vérifier pour t = O ,  les conditions 

4 = O ,  Dtf = O ,  Dtnf-lE = 0 ,  

n = O ,  DIv = O ,  Df-~n = 0 ,  

etc.. . . 
Ces dernières valeurs de e,  n, .  .. seront d'ailleurs de la forme 

C 
i, , H ,. , . étant des fonctions de 

et de  la variable auxiliaire T ,  déterminées par la règle suivante, 
Soient 

X ,  Y , . .  . 
des fonctions de x, y, z, t, propres à représenter les valeurs d e  

D~"' f ,  Drn'n , * . . 
qui vérifient les équations données quand on y remplace 

f ,  D&. . . ~,"l-y, 
v ,  D,v,. . . D ~ - ' Y ~  

par zéro. Soient encore 
x, 3,.. . 

ce que deviennent 
X, Y, ... 

quand on y remplace la variable indépendante t par la variable auxiliaire r ,  
Pour obtenir les valeurs générales de 

8, H , .  . . 
il suffira de réduire à zéro les seconds membres des équations données, et 
de chercher ce que deviendront alors les valeurs de 

c,  n , . -  
fournies par le troisième théorème, quand on y remplacera 

t par t - T, 
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O ,  O , .  .. O ,  x, O ,  O , .  .. O ,  3; etc. . . 
Jusqu'b présent nous avons supposé que le premier rnemhre V del'équa- 

tion produite par l'élimination de E ,  Y , .  . . . entre les équations don- 
nées dans le cas où l'on remplace leiirs seconds membres par zéro, était 
une fonction entière de D,, Dy, D,, D,, dans laquelle on poiivait ré- 
duire le coefficient deD; à l'unité. Cette réduction est en effet possibledans 
l'hypothèse que nous avions admise, savoir, lorsqiie, dans les équatio~is 
données, les dérivées des ordres les plus élevés par rapport à t ,  se trou- 
vent multipliées par des qiiantités constantes, saris être soumises à des 

- 

différentiationç relatives aux variables x, y ,  z. Cunsidéroris maintenant 
le cas général où cette réduction ne pourrait s'effectuer sans que v ces- 
sât d'être une fonction entiére d e  D,, Dy, Il,, et d4signons par K la 
fonction de cette espèce qui représente généralement le coefficient de D;, 
dans le développement de V. Si l'on nomme X, S ,  ce que deviennent 
K ,  V, quand on y remplace D,, Dy,  D,, Dl, par u ,  v ,  w, s; si d'ailleurs 

- 

on continue de nommer jhnction principale, une fonction m d e x ,  y, z, t, 
définie par l'équation ( z r ) ,  on trouvera dans le cas général, I O  pour 

L hJ)) =gn' 
ou,  ce qui revient au même, 

et par suite la fonction principale, qui vbrifiera toujours, quel que soit t ,  
l'équation (24), vérifiera, pour une valeur nulle de t ,  non plus les condi- 
tions ( 2 5 ) ,  mais les suivantes 

O r ,  ces conditions, jointes à l'éqiiation ( 2 4 ) ,  ne suffiront pas pour dé- 
terminer complétement la fonction principale m. AU reste, la seule con- 
sidération de la formule (z i ) ,  conduit à une conclusion du même genre. 
En effet, lorsque le coefficient de Dr dans v , savoir K, sera fonction de 
Ds, Dy, D,, le coefficient de s8 dans s, savoir 

x, 
12.. 
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sera fonction de u,  v ,  w , et l'intégrale sextuple, comprise dans le second 
membre de la formule (21), ne sera plus généralement une intégrale com- 
plétement déterminée, attendu, par exiemple, que la fonction soiis Ir 
signe $ deviendra infinie pour les valeurs de u ,  u ,  w, qui  vérifieraient 
l'équation x = o. Mais on tirera de la formule (2 I ) ,  

et cette dernière sera propre à fournir une valeur compléternent déter- 
minée de la fonction Km. Si, après avoir calculé la fonction il à l'aide de 
l'équation 

on pose généralemerit 

on pourra prendre, pour valeur générale de la fonction principale m,  
l'une qixekonque decelles qui vérifieront la formule (29). A chacune d'elles 
correspondra un système de valeurs de 

k, v,.. 
que l'on pourra obtenir à l'aide di1 théorème 2, 3 ou 4 ,  et qui vérifiera 
toutes les conditions énoncées dans ces mêmes théorèmes. 

Pour montrer une application des principes que nous venons d'exposer, 
concevons qu'il s'agisse d'intégrer les équations simultanées 

d5f dg dis de = O a f d j . = %  --- dydt dx 

ou, ce qui revient au même, les équations 

D,D,! -f- Dyn = O ,  D,D,v - D,f =: 0, 

de manière que l'on ait ,  pour t - O ,  

4 = (P (x,y), 3 = X (x9y). 
On trouvera, dans ce cas, 

v = D,Dy (4' 4- r ) ,  s = UV (s' + 11, 
n = D,Dy X =  U V ;  

par suite, laforictionprincipale m ,  assujetie, i o  à vérifier, quel que soit t ,  
l'équation 

D,D, (D,' + I )  m = O;  

2 O  à vérifier pour t = O ,  les coridi tions 
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( 93 ) 
sera définie par la formule 

= t J'If[ e ~ u  + ~ ( 7 - p  )I V z  d ~ d ~  dPdv 4+)= 7 

qui n'en déterminera pas compléternerit la valeur, et pourra être l'mie 
quelconque de celles qui, s'évanouissant avec t , vérifient l'équation 

= siiit m (x,Y). 

Soient pareillement rp, X, deux fonctions de x ,  y, t , qui, s'évanouissant 
avec t ,  vérifient les équations 

Les valeurs gériérales de e ,  n , que l'on déduira des formules 

en opérant comme si D, , Dy, D,, V, désignaient de véritables quantités, 

on, ce qui revient au même, 

les intégrations relatives aux variables x, y, étant effectuées à partir d~ 
valeurs déterminées de ces variables, par exemple, à partir de 

et (x , t )  , X(y, t ) ,  désignant deux fonctions arbitraires de x , t uii de 
7, t,-assujéties à la seule condition de s'évanouir pour une valeur i i i i l le  

de t. 11 est d'ailleurs facile de s'assurer que les valeurs précédentes de e, i1, 

vérifient les deux kquations données aux différences partielles, et se ré- 
duisent respectivement à 

quand on y pose t = o. 
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g V .  Application des yr inckes  exposés dans le paragraphe prPcéden~ <i l'intégration 
des équations qui représenrent les mouvements inzniment petits de divers points 
maiériels. 

Lorsque l'on recherche les lois des mouvements infiniment petits de 
divers points matériels dont le nombre est limité ou illimité, les équa- 
tions différentielles ou ailx différences partielles que foimiissent les prin- 
cipes de la mécanique ne contiennent généralement d'autres dérivées re- 
latives au temps que des dérivées du second ordre, dont les coefficients 
se réduisent à l'unité. II est donc utile d'appliquer en particulier les théo- 
rèmes 3e fat 4' du paragraphe précédent, au  cas où l'on aurait 

Si dans ce cas on désigne par 72 ,  non plns la somme 

mais le nombre des variables principales 

on obtiendra, au lieu du 3" théoréme du $ IV, la proposition suivante. 
Théorème. Soient données entre n variables principales 

E ,  n ,  5,. 
et les variables indépendantes 

x, Y,  9, t ,  

n équations linéaires aux différences partielles et à coefficients constants, 
qui renferment avec les variables principales et leurs dérivées de divers 
ordres obtenues par des diffbrenciations relatives aux coordonnées x,y, z ,  
les dérivées du second ordre relatives au temps t , savoir, 

les coefficients de ces dernières dérivées étant égaux à l'unité. Supposons 
d'ailleurs les variables principales e ,  v , <, . . . assujkties non-seulement à 
vérifier, quel q u e  soit t, les équations données, mais aussi à vérifier, 
pour t = O ,  les conditions 

Soient encore 
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l'équation en D,, Dy, D,, Dl, résultant de l'dimination de e ,  n, r , .  . . 
entre les équations données, et 

(3) S = o  
l'équation caractéristique en laquelle se transforme la pr&cédente, quand 
on S; remplace les notations 

Di, Dy, D', DI, 

par - - 
u = u \ / - 1 ,  v = v \ / - J ,  w=w\/-1, s; 

la fonction V étant du degré zn par rapport à Dl, et  choisie de rnaniere 
que le coefficient de D,"" se réduise à l'unité. Enfin soit 

4 x ,  Y, 2) 
l'une quelconque des fonctions 

Nommons m la fonction principale déterminée par la formule 

par conséquent une fonction assujétie, I O  à vérifier, quel que soit 2, l'équa- 
tion aux différences partielles 

z0 à vérifier, pour t = O ,  les conditions 

(6) m=o , D,m TJ O , Dlam = O,. . . DI."-'m = O, D,9a-1m=m (xly, z) ; 

et désignons par 
O, x, +,.*. @, x, * , . . O  

ce que devient rn quand on réduit m(x,y, z) à l'une des fonctions 

Pour intégrer les équations linéaires données, de manière à remplir toutes 
les conditions requises, il suffira d'y remplacer les dérivées du second 
ordre 

4 '4 ,  Dl%, Q'c, . . 
par les différences 

puis de résoudre par rapport à 

E, i l?  r , -*  

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



les nouvelles équations ainsi obtenues, en opérant comme si les nota- 

désignaient des quantités véritables. 
Applications. Les équations qui représentent les mouvements irifini- 

ment petits d'un système homogène de molécules sont de la forme 

t ,  n, < étant les déplacements d'une molécule niesurés parallèlement aux 
axes coordonnQs, et les lettres 

désignant des fonctions entières des caractéristiques 

Or concevons que l'on veuille intégrer ces équations de manière à vérifier, 
pour t = Q ,  les six conditions 

par conséquent, en supposa.nt connues les valeurs initiales des déplace- 
ments et des vitesses de chaque molécule suivant des directions parallèles 
aux axes des x ,  y, z. En appliquant le théorème ci-dessus énoncé à la re- 
cherche des valeurs générales de e,  ri , <, et nommant 

C, m, %, a ,  T9 fisi, 
ce que deviennent 

L7 M ,  N, P,  Q ,  R, 
quand on y remplace 

Dz, DI, D. par u, o, w7 
on trouvera 

V=(D,'-L) (D:-M) (D:-N) - P'(D,'-LI-Q2(D:-M)-R')(D,i-N)-2 PQR, 
s =(s' -Q (sa -m) (sa -aq - P(S¶ - -T(s= - m+qsY - D L ) - ~ ~ ~ R .  

Cela posé, soient 
m' 

la fonction priiicipale, déterminée par l'équation (4) ,  et 
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ce que devient cette fonction principale, quand on remplace 

(x,Y, 4 
par l'une des fonctions initiales 

9 ( 4 ~ 9  4, x (XJ, 4 , 4 (x, Y ,  4 9 Q @,Y, 4 ' x @,Y, 4 9 *(x, Y7 2)- 
Pour intégrer les équations données, de manière à remplir toutes les 
conditions requises, il suffira de résoudre par rapport à 

t 9  n 7  ( 7  

ces équations présentées sous les formes 

(Df' - L)E - Rn - QC = V(@ + D,Q), 
- R t + ( D t ' - M ) ?  -Pr = V(X+ DIX), 

- Q E  - Pn +(D:-N')c = v(T+D,--$), 
en opérant comme si D,, Dy, D,, DE étaient de v6ritablesquantités. Alors, 
en posant pour abréger, 

$=(Dl'-M)(D,'-N)-Pa, a=(D:-N)(D,'-L)-Q', X=(D,'-L)(D,'-Ml-R', 

y=F (D: - 1,) + QR, = Q(DIs - M) + RP, %= R(D,'- N)+PQ , 
on trouvera 

e= D,(%q+ %x+ a+) + ($a 4- I X +  QW), 
f l  = Dl (XQ + Nx+ $'$ ) + (BQ + Am+ pl, 
r = Dl(QM+ vx+ a44 + (a0 + 3x4- .im.,- 

Telles sont effectivement, sous leur forme la plus simple, les équations 
des mouvements infiniment petits d'un système homogène de molécules 
sollicitées par des forces d'attraction ou de répulsion mutuelle. 

Considérons maintenant deux systèmes de molécules qui se pénètrent 
mutuellement. Les équations de leurs mouvements infiniment petits seront 
de la forme 

(L-nt')E +a? + Qr + LIE, + Ri?, +Q/C/ = 0,  

RE -+(M -D,")n + Pr+ R,E,+ Min, +PIC,  =E 0 ,  

Q f+  PH 3- (N -W)S-t  Q I & +  P,n, +W, = 0, 

1 LE+,Rn +,QC + ( L ,  -Dt7El+Rfinl +Q,,r,= o 7  
,RE + ,Mn +,Pr + R,,% + (MI, - D,f)n, +p, r ,  = 0, 

1 QE + p~ + ,Nt + Q/,t + P / , H ~ +  ( N, - Dt')C, = 
e ,  n , 5 ,  ou El, n, , &, étant les déplacements d'une molécule du premier 

Ex. d'An. et de Ph. M.. I 3 
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ou du second système mesurés parallèlement aux axes coordonnés, et 

indiquant des fonctions entières des caractéristiques 

Dz, Dy, Da. 

Or supposons que les coefficients des différents termes proportionnels à 
D,, Dy, D, ou à leurs puissances soient, dans ces mêmes fonctions, rec 
gardés comme constants, ce qu'on peut admettre, au moins dans une 
première approximation, lorsque chaque systeme de molécule est homo- 
gène, et que le rayon de la sphère d'activité d'une molécule est très petit. 
Concevons d'ailleurs que l'on veuille intégrer les six équations données, dont 
chacune est du second ordre, de manière à vérifier, pour t = O,  les douze 
conditions 

F = d x , ~ , ~ ) ,  = x(x,Y,@, C = ~ C ( X , Y , ~ ) ,  

par coriséquent, en supposant connues les valeurs initiales des déplace- 
ments et des vitesses de chaque molécule, suivant des directions parallèles 
aux axes des x, y, a. En appliquant le théorème ci-dessus énoncé à la 
recherche des valeurs générales de 

quand on y remplace 

Cela posé, soient 
a 

la fonction principale déterminée par I'équation (4) et 
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ce que devient cette fonction principale quand on remplace 

par l'une des fonctions initiales 

Pour intégrer les équations données de manière à remplir toutes les con- 
ditions requises, il suffira de résoudre par rapport à 

E 7  f l ,  el? ' 1 7  C l 9  

ces équations prdsentées sous les formes 

étaient de véritables quantités. On trouvera de cette manière 

indiquant des fonctions entières des caractéristiques 

et la forme de ces nouvelles fonctions se déduisant immédiatement de 
celle des fonctions représentées par 
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Nota. Étant donné, entre les  mia ables principales , , , . . . et les 
variables indépendantes x , y, z , t , un système d'équations lindaires 
aux différences partielles, et à coefficients constants, écrites à L'aide des 
caractéristiqnes D,, Il,, D,, D, ; si, en supposarit les seconds membres 
de ces équations linéaires réduits à zéro, on élimine entre elles toutes les 
variables principales à i'exception d'une seule e, ou  n , ou 5,. . . or1 
obtiendra une équation résultante de l'une des formes 

c = O ,  V n  P O ,  V r =  O,.. . 
V étant une fonction eiitière de D,, Dy, D,, 4, qui restera la même, 
quelle que soit la variable principale coiiservée, et qui sera précisément 
le premier membre de l'équation (15) du $j IV. Ainsi chacune des varia- 
bles principales devra vérifier, quel que soit t ,  une équation aux diffé- 
rences partielles semblable à celle que vérifie la fonction principale 0 , 
c'est-à-dire de la forme Vm = O; 
et il est clair qu'on pourra en dire autant d'une fonction linéaire quel- 
conque o des variables principales et de  leurs dérivées, en sorte qu'on 
devra encore avoir V 8  = o. 
Si,  dans les équations linéaires données, l'ordre des dérivées relatives à t 
s'élève jusqu'à n' pour la variable principale f ,  jusqu'à n" pour n ,  jus- 
qu'à nl" pour <, . . . la plsis haute puissance de D, renfermée dans V sera 
en général le nombre n déterminé par la formule 

n = .' + nrr + nrrr + . . . 
Toutefois, il peut arriver, dans certains cas, que l'exposant de cette plus 
haute puissance de D, s'abaisse au-dessous de la somme n'+nf'+n'"+. . . , 
ou bien encore que V u  = O ,  ne soit pas l'équation aux différences par- 
tielles, la plus simple à laquelle satisfasse la valeur générale de 8. Dans 
des cas semblables, les méthodes ci-dessus exposées ne cessent pas d'être 
applicables à l'intégration des .équations linéaires données. Seulement il 
convient de les appliquer de manière que les valeurs générales de t ,  v ,  
c,. . . n, se présentent sous la forme la plus simple possible. Iles moyens 
qui peuvent conduire à ce but seront l'objet d'un autre Mémoire. 

Nous remarquerons, en finissant que, dans le cas où les seconds mem- 
bres des équations linéaires données se réduisent, non pas à zéro, mais 
à des fonctions des seules variables x ,  y, z,  en demeurant indépendants 
de la variable t , le quatrième théorème du IV fournit la seconde partie 
de la valeur générale de chaque variable principale sous la forme à la- 
quelle on serait conduit par une règle très simple qu'a donnée M. Liou- 
 ill le dans son Journul de Mathématiques (août i 838). 
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SUR LES 

Mouvements inzniment petits dont les équations pre3entent une jorme 
indépendante de la direction des trois axes  coordonnés, supposés 
rectangulaires, ou seulement de deux de ces axes. 

Comme on l'a vu dans les précédents Mémoires, les mouvements infini- 
ment petits, d'un ou de plusieurs systèmes de molécules, peuvent être 
représentés par des équations linéaires aux différences partielles entre 
trois variables principales, savoir, les déplacemerits d'une molécule, me- 
surés parallèlement à trois axes coordonnés rectangulaires, et quatre 
variables indépendantes, savoir, les coordonnées et le temps. 11 y a plus: 
dans ces équations, les coefficients des variables principales et de leurs 
dérivées deviennent constants, lorsque I'on considère un  système unique 
et homogène de molécules, ou bien encore, lorsque l'on considère deux 
systémes homogènes de molécules, et que I'on s'arrête à une première 
approximation. Dans l'un ou l'autre cas, les coefficients dont il s'agit, et  
par conséquent la forme des équations linéaires dépendront en général, 
non-seulement de la nature du système ou  des systèmes moléculaires, 
mais encore de la direction des axes coordonnés. Néanmoiris il n'en est 
pas toujours ainsi. La constitution du système oii des systèmes de mo- 
lécules donnés, peut être telle que les coefficients renfermés dans les 
équations des mouvements infiniment petits ne soient pas altérés quand 
on fait tourner &une manière quelconque les trois axes coordonnés 
autour de l'origine ; et alors il est clair que la propagation de ces mouve- 
ments devra s'effectuer en tous sens suivant les mémes lois. C'est ce qu i  
arrive , par exemple, lorsque le son se propage dans un gaz ou dans un 
liquide. C'est ce qui arrivera encore, si l'un des systèmes de motécules 
donnés étant le fluide éthéré, l'autre système compose ce que dans la 
théorie de la lumière nous appelons un corps isophane. Ce n'est pas tout: 
la constitution du système ou des systèmes de molécules donnés, peut 
être telle que les coefficients renfermés dans les équations des mouve- 

Ex. dAn. et de Ph. M. 14 
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ments infiniment petits, ne soient pas altérés, quand,  l'un des axes 
coordonnés demeurant fixe, on fait tourner les deux autres autour du 
premier; et alors il est clair que la propagation du mouvement devra 
s'effectuer en tous sens suivant les mêmes lois, non plus autour d'un 
point quelconque, mais seulement autour de tout axe parallèle à l'axe 
fixe. C'est ce qui arrivera, par exemple, si ,  le premier système de molé- 
cules étant le fluide éthéré, l'autre système compose ce qu'on nomme 
dans la théorie de la lumière un cristal à un seul axe optique. 11 est donc 
important d'examiner ce que deviendront les éqiiations des mouvements 
infiniment petits d'un oii de deux systèmes homogènes de molécules, 
quand elles acquerront la propriété de ne pouvoir être althées, tandis 
que 1'011 fera tourner les trois axes coordonnés autour de l'origine, ou 
bien encore deux de ces axes autour du troisième supposé fixe. J'ai déjà 
traité cette question, en considérant un seul système de molécules, 
i0 pour le cas où les équations sont homogènes, dans les Exercices de 
Mathématiques; a' pour le cas général, dans un Mémoire relatif à la 
Théorie de la Lumière, et lithographié sous la date d'août I 836. Mais 
d'une part ce dernier Mémoire, tiré à un petit nombre d'exen~plaires, 
est assez rare aujourd'hui; et d'ailleurs, en réfléchissant de nouveau sur 
la même question, je suis parvenu à rendre la solution plus simple. J7ai 
do i~c  tout lieu d'espérer que les géomélres accueilleront encore avec 
intérêt ce nouveau Mémoire, qui permettra d'établir et  d'exposer facile- 
ment quelques-unes des théories les pliis délicates de la Physique ma- 
théma tique. 

Parmi les divers paragraphes dont le Mémoire se compose, le premier 
est consacré au développement de quelques théorèmes relatifs à la trans- 
formation des coordonnées rectangulaires, le second à la recherche des 
conditions nécessaires pour qu'une fonction de deux o u  de  trois coor- 
données rectangulaires, reste indépendante de la direction des axes 
coordonnés ; et c'est la connaissance de ces conditions qui me conduit 
dans les paragraphes siiivants, à la soluticm de la question ci-dessus in- 
diquée. 

5 le'. Sur quelques tht!orèrnes relatifs à lu lransforrnntio~ des coordonndes rerian- 

gulaires. 
Soient 

5, Y7 0, 

les coordonnées rectangulaires d'un point P ,  relatives à trois axes rec- 
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ce que deviennent ces coordonnées, quand on a fait tourner d'une iiia- 
niere quelconque le système de ces trois axes autour de 170rigirie. On 
aura, comme I'on sait, 

1 
x = nx + by + cz, 

(1) y = n'x + b y  +- c'z , 
z = a"x + bl'y + crtz,  

a, b,  c ; a', b', c f ;  a", b", c'l désignant neuf coefficients, dont six pour- 
ront se déduire des trois autres, attendu qu'on doit avoir, quels que 
soient x ,  y, z ,  

et par suite 

as + a" + arts = I , 6' + b" + b"' = 1, C' + da  + c"' = r ,  
(3) ( b c + W+ bf'cfl = O,  ca +c'a'+ c'la" s O, ab +a'bt+ avb" = o. 

De plus ou tire des équations (I), jointes aux formules (3), 

x = ax + a'y + nrtz, 
y = bx + b'y + b"z, 
z = cx + c'y + cflz; 

puis de ces dernières, jointes a la formule (a), 

a' + b* + cn = I ,  a#' + bls + , 1 , dl*+bf~l+~~l .  - - ' 7  

b'bV+ ctc" = O,  afta+ bttb + c"c = O, au'+ bb'+ cc' = o.  

Enfin, si L'on nomme 
x,9 Y,q 2 4 9  

et 
X I ,  Y,, z,y 

les coordonnées d'un nouveau point Q , relatives au premier et au second 
système d'axes coordonnés, on aura 

et des formules ( 6 ) ,  jointes aux équations (3), i'on tirera 

(7) XX/ + yy, + zz, = 2x1 + YY, 3, zz'. 
14.. 
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Donc la transjormation des coordonnées n'altère point la valeur de Id 

so1nn2e 
XXl -t- 27, + ZY,. 

Cette somme représente effectivement une quantité indépendante de la 
direction des axes coordonnés, savoir, le produit des rayons vecteurs, 
menés de l'origine aux points P, Q, par le cosinus de l'angle que ces 

rayons vecteurs comprennent entre eux. 
Soit maintenant u une fonction quelcorique des coordonnées primi- 

tives 
x, y9 2.. 

Si l'on passe du cas où ces coordonnées sont prises pour variables iridé- 
pendantes au cas oh l'on prend pour variables indépendantes les coor- 
données nouvelles 

x ,  y ,  2, 

on aura, en vertu des formules (4), 

par conséquent 
D, = aD, + bDy -f- CD,, 

(8) Dy = alDz + b'Dy + cJD,, 
D, = a"D, + buDy -t- c''Dl ; 

puis on tirera de ces dernières, eu égard aux formules (3), 

Enfin l'on tirera des formules (a), ou bien encore des formules (g), 

Or les formules (8), (9) sont entièrement setnblables aux formules ( i ) ,  

(4), et  la formule (10) à la formule (2). Par conséquent dans la tramfor- 
rnntion des coordonnées rectangulaires, les relations qui subsistent entre 
les coordonnées 

x ,  y, et x, y ,  z ,  

relatives à deux systèmes d'axes, subsistent pareillement entre les cnrac- 
térist iques 

k, D,, D, et Dx, Dy, Dz, 

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



qui indiquent des diféreentiations efectuées par rapport aux coordonnées 

considérées comme variables indépendantes. 
Au reste, on ne doit pas oublier que les formules (8), (g), (1 O ) ,  et 

celles qii'on peut en déduire, sont des formules symboliques, que l'on 
transforme en équations véritables, en placant une fonction quelconque 8 

à la suite des .expressions symboliques renfermées dans chaque membre. 
Ainsi en particulier la formule (IO) n'est autre chose que la représenta- 
tion symbolique de l'équation 

8 désignant une fonction quelconque des coordonnées x ,  y, z ou x, y, z. 
Si l'on combine les équations (6), non plus avec les équations ( I ) ,  

mais avec les formules (8), alors, au lieu de la formule (7), on obtiendra 
la suivante 

( 1 2 )  xlDX + ydDJ t zlDz = x ~ S  $. YiD, + a,Ds' 

Donc une transformation de coordonnées rectangulaires n'altérera point 
un produit symbolique de la Jorme 

Les équations: (6), et par suite les formules (7) et (ra), continueront 
évidemment de subsister, si, en nommant toujours 

les coordonnées primitives ou nouvelles du point P, on désigne les 
coordonnées primitives ou nouvelles d'un second point Q, non plus par 

en sorte que 
1 1  , ou XI, y,, Zl, 

représentent les projections algébriques de la distance PQ sur les axes 
coordonnés des x ,  y, z OU des x,  y ,  z. Cela posé, soient 
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une fonction quelconque des coordonnées x ,  y, e du point P, er 

l'accroissement que r e ~ o i t  cette fopction, quand on  passe du point P am 
point Q , c'est-à-dire, quand on fait croître x de x,, y de y,, z de z,, 

ou, ce qui revient au même, x de x,, y de y,, z de z,. On aura, en vertu 
du théorème de Taylor, 

u + A g = e  X . ~ ~ - F Y ~ ~ ~ + ~ , D ~  % = ,.Px +Y,DY+~Pz =, 

Donc la caractéilistique A, considérée successivement comme fonction des 
caractéristiques 

Dl7 Dy, D a ,  

et comme fonction des caractéristiques 

D x ,  D,, Da, 
sera représentée, dans le premier cas, par l'expression symboIique 

,zrDz+J',Dy 9zJL - = 7 

et dans le second cas par I'ekpkeSsiofi symbolique 

e k,DX 4- r ; ~ ,  + z,D. - , . 
Or, il résulte de la formule (1  a)  que, pour passer de la première expres- 
sion symbolique à la seconde, il suffit de chercher ce que devient la 
première quand on opère la transformation des coordonnées. On peut 
donc énoncer la proposition suivante. 

Theorème. Soient 
x ,  Y, . z ,  

les coordonnées rectangulaires d'un point mobile P, et désignons à I'aide 
de la caractéristique 

A 

l'accroissement que reçoit une fonction de X ,  y ,  z ,  quand on passe du 
point P à UII autre point Q, en attribuant aux coordonnées du premier 

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



point certains accroissements 

Soient d'ailleurs 
X ,  y,  z et x,, y,, z,,  

ce que deviennent 
X, y, 2 et x,, Y,, Zr,  

quand on a l'ait tourner autour de l'origine d'une manière quelconque . 
le système des trois axes coordonnés. Si l'on veut déduire l'une de l'autre 
les deux valeurs que le théorème de Taylor fournit immédiatement pour 
la caractéristique A ,  considérée d'abord comme fonction de D,, Dy, D,, 
puis comme fonction de D,, D,, D,, il suffira d'avoir égard aux formules 
qui servent à opérer la transformation des coordonnées rectangulaires 
avec un changement simultané de variables indépendantes. 

Les diverses formules établies dans ce paragraphe, s'étendent évideni- 
ment au cas où l'on passerait d'un premier système de coordonnées à un 
second, en faisant tourner seulement les axes des x et des y autour de 
l'axe des z. Alors c ,  c' seraient nuls ainsi que a", b", et les formules ( I ) ,  
(2), (41, (7),  (8), (cj), ( 1  a), pourraient s'écrire comme il suit 

(15) x = x c o s u  + y s i n a ,  y = y c o s a  - xsina , .  

(16) xs 3- y' = x' +yB, 

(18, XX, + gy, = .'X:x, + yy, , 
(19) D, = cos rtD, + sin aD,, DJ = cos xD, - sin MD,, 

(20) D, = COS aD, - sin aD,, D, = cos uD, + sin aD,, 

(21) D: + D; = Dr + D> 

$ I I .  CondiLion que doit remplir une fonclion de deux ou de trois coordonnées rectarr- 

gulaires, pour devenir indépendante de la direction des axes coordonne's. 

Pour arriver facilement à la condition dont il s'agit, nous aurons re- 
cours à une proposition qui est évidente par elle-même, et dont voici 
l'énoncé. 

ler Théorème. Si une équation entre plusieurs variables indépendantes 

et plusieurs paramètres ou constantes arbitraires 
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doit subsister, quelles que soient les valeurs réelles attribuées à ces v a  
riables et  à ces paramètres, elle continuera de subsister, quelles que 
soient Les variables x , y,  z , . . . quand on établira des relations entre ces 
variables et les paramètres a, C , . . . en transformant ces paramètres 
ou seuletnent quelques-uns d'entre eux en fonctions de x ,  y, z. 

On consoit en effet, qu'une équation qui se vérifie indépendamment 
des valeurs attribuées à diverses quantités, subsiste par cela même, daus 
le cas où l'on établit entre ces quantités des relations quelconques. 

D'ailleurs le théorème qu'on vient d'énoncer entraîne évidemment la 
proposition suivante. 

2' Théorème. Soient 
x, y ,  z,.. 

plusieurs variables indépendantes, et 

des fonctions qui, renfermant avec ces variables certains paramètres 

a, g,. . . 
se réduisent à 

x ,  y ,  z , .  

pour des valeurs particulières de ces paramètres. Enfin, supposons que 
des relations corivenables, dtablies entre les paramètres a, C,. . . et les 
variables iiidépendantes x ,  y, s,. . . puissent faire évanouir toutes les 
fonctioris 

x, y7 z , * - *  

à l'exception d'une seule, de x, par exemple, en r6dui.sarit celle-ci à une 
fonction déterminée R de x , y , z.. . . Si l'expression 

considérée comme fonction de x ,  y, z,. . . conserve la même forme, 
quelles que soient les valeurs attribuées aux paramètres 

a, 6, ... 
en sorte que l'équation 

soit iden tique, on aura encore identiquement 

Pour montrer une application de ce dernier théorème, rapportons le9 
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différents points de l'espace à trois axes rectangulaires des x, y,  z, et 
considérons l'un des points auxquels appartiennent les deux coordonnées 

x, y- 
Si I'on fait tourner les axes des x et des y autour de i'axe des z , les deux 
coordonnées 

x, .? ' 
se trouveront remplacées par deux coordonnées noiivelles 

liées aux deux premières par deux équations linéaires et de la forme 

(1)  x = ~ c o s a + y s i n a ,  y = y c o s c i -  x sin a. 

Cela posé, pour qu'une expression de la forme 

f(x, Y) 
devienne indépendante de la direction des axes mobiles, il faudra que 
l'on ait constamment 

(4 f(x, y) = f!x, 3% 
OU, en d'antres termes, 

(3) f ( x c o s a + y s i n a ,  y c o ~ a - x ~ i n a ) r = f ( ~ , ~ ) ,  

quelles que soient les valeurs non-seulement de x et de y, mais encore 
de l'angle a. D'ailleurs pour faire évanouir y, il suffira d'admettre, entre a, 
x et y ,  la relation exprimée par la formule 

y c o s a  - x s i n a  = O ,  

de laquelle on tire 
COS b l  -- sin ir I --- 
3 Y - =f= ;, 

et par suite 
x = * r ,  

la valeur de r étant 

(4) r = v x 8  + y'. 

Donc l'équation (2) , lorsqu'elle se vérifiera pour des valeurs quelconques 
de x , y, quel que soit le paramètre a, entraînera la suivante 

et par conséquent les deux suivantes 

(6) f(-r ,  y )  = fh 01, 
(7) f(r, o ) = f ( - r , o ) .  

Es. d'An. et de Ph. M .  
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Or les formules (6), (7) comprennent évidemment le théoréme que nous 
allons énoncer. 

3 Théorème. Pour qu'une fonction 

f(x, Y) 
de deux coordonnées x ,  y ,  d'un même point, relatives à deux axes 
rectangulaires, ne soit point altérée, tandis que l'on fait varier ces coor- 
données, non en changeant la position d u  point, mais en faisant tourner 
les deux axes dans leur plan, autour de l'origine, il est r~écessaire qiie 
f (x, y) se réduise à une fonction d u  rayon vecteur r mené de l'origine 
à la projection du point donné siir le plan des x,  y,  et' même à une 
fonction de r qui ne varie pas quand on y remplace r par - r. 

On démontrerait encore facilement le théor6me qui précède, en 
substituant aux coordoiinées rectangulaires 

x , y  ou % , Y ,  
deux coordonnées polaires 

dont la première r serait toujours le rayon vecteur ci-dessus mentionné, 
la seconde p ou  p désignant l'angle formé par ce rayon vecteur avec le 
demi-axe des x o u  des x positives. Alors eu effet, on aurait entre x, J 

et r, p, ou x ,  y et r , p, des équations de la forme 

(8) x = r c o s p ,  y' = rs inp,  

(9) x = rcosp ,  y = r s i n p ,  

la valeur de p étant elle-même de la forrne 

(14 P = F - u ;  
et l'équation (2) deviendrait 

(1 1) f ( rcosp ,  rsin p) = f ( r c o s p ,  rsinp). 

Or ,  il résulte de cette dernière formule que la fonction des variables x 9  
y, OU r ,  p ,  représentée par 

f (x, y )  = f (r cosp, rsin p) , 
rie varie pas qaand on fait varier p ,  et se réduit en conséquence i la 
fonction de h en laquelle elle se transforme quand on pose p'=o o u  p=ir, 
c'est-à-dire à 
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le double signe pouvant être réduit arbitrairement au signe + ou au 
signe -. 

Supposons maintenant que l'on fasse tourner aiitour de l'origine, d'une 
manière quelconque, les trois axes rectangulaires des x, des y et des z. 
Les trois coordonnées 

-r, y ,  z ,  

d'un point tlontié, se trouveront remplacées par trois coordoniiées non- 
velles 

X ' y,  z ,  

liées aux trois premières par trois équations de la forme 

s =  nx + b y  + cz, 

( 1 4  y = n'x + b'y + c'z 
z = d'x + buy. + cf%, 

dans lesquelles six des neuf coefficients 

a, O ,  c , a', b', c',  a'', bu, cf', 

pourront se déduire des trois autres,  en vertu des formules (3) ou (5) 
du f) Ier, en sorte qu'on aiira identiquement 

Cela posé, pour qu'une expression de la forme 

f(x, Y ,  4 
devienne indépendante de la direction des axes mobiles, il faudra que 
l'on ait constamment 

( 1 4 )  fb, y,  2) = fk y ,  4, 
quelles que soient les valeurs non-seulement de  

mais encore de trois des neuf coefficients 

a ,  6 ,  c ,  a',  b', cl, a", b", c", 

dont on pourra disposer de manière à faire évanouir y et z. D'ailleurs, si 
l'on nomme r le rayon vecteur mené de l'origine au point donné, on aura 

et l'équation ( 1  3), i'eduite à 
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donnera, pour des valeurs nulles de y et de z ,  

(1 7) x = - C r .  
Donc la formule (14) entraînera la suivante 

(4 f ( ~ ,  y ,  Z) = f ( - b  I V ,  O ,  o ) ~  

par conséquerit les deux suivantes 

(19) f ( x ,  y, a) = f ( r ,  0, O ) ,  

(20) f ( r ,  O ,  O) = f ( -  r ,  O ,  O). 

Or les formules (ig), (20) comprennent évidemment le théorème q u e  
noiis allons énoncer. 

he Thdoréme. Pour qu'une fonction 

f(x7 y ,  4 7  

de trois coordonnées x ,  y, z ,  d'un même point, relatives i trois axes 
rectangulaires, ne soit point altérée , tandis que l'on fait varier ces 
coordonnées; non en changeant la position d u  point, mais eii faisant 
tourner le système des trois axes rectangulaires autour de l'origine, 
il est nécessaire que f(x,  y ,  z) se réduise à une fonction du rayon 
vecteur I* mené de l'origine au point donné, et même a une fonction 
de r qui  rie varie pas quand on y remplace r par - r. 

Au reste, on démontrerait encore facilement le théorème qui précède 
eii substituant aux coordonriées rectangulaires 

x ,  y ,  z ou x9 y ,  =, 
des coordonnées polaires 

'-7 p7 4 0'1 '-, p ,  q ,  
liées aux premières par des équations de la forme 

x = r c o s p ,  y =  rsiripcosp, z = rsinpsiriq,. 
OU 

x = r c o s p ,  y = r s inpcosq ,  z s r s inps inq .  

En effet, en vei-tu de cette substitution, la formule (14) deviendrait 

f (rcos p,  r sin p cos q, r sin p sin q) = f (rcos p, rsin pas rsinp sinq). 

Or, comme, la direction des nouveaux axes étant complétement arbitraire, 
on pourrait en dire autant des valeiirs des variables p , q , on conclurait 
de la formule précédente que la fonction 

f ( x ,  y, z) = f(rcosp, r siiip cos (I , r sin y sin 
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ne varie pas avec p et q ,  mais seulement avec r,  et se réduit a la valeur 
de 

f(rcosp,  rsinpcosq, r s i i i p s i ~ ~ q ) ,  

correspondante ii p =O oii p = n- , c'est-à-dire à 

f (  rk r, O, O). 

Lorsque les fonctions de x, y ou de x, y, z ,  désignées dans les 
théorèmes 3 et 4 ,  par 

sont des fonctions entières composées d'un nombre fini ou infini de 
termes, alors 

f ( r , o )  OU f(r, O ,  O )  

est pareillement une fonction entiére de r ,  et même, en vertu de la for- 
mule (7) ou (zo), une fonction entière de  r', c'est-à-dire de 

Cotnme d'ailleurs toute fonction entière de r ou de r' remplit évidein- 
ment la condition mentionnée dans le troisième ou le quatrième théorbme, 
ii en résulte qu'on peut encore énoncer les propositions suivantes. 

5" Tlzéorème. Pour qu'une fonction entiére 

f(x, Y )  
de deux coordonnées X ,  y d'un même point, relatives i deux axes recd 
tangulaires, ne soit point altérée, tandis que l'on fait varier ces coordon- 
nées, non en changeant la position du point, mais en faisant tourner les 
deux axes dans leur plan autour de i'origine, il est nécessaire et il 
siiffit que f (x, y )  se réduise à une fonction entière de 

6' Théorème. Pour qu'une fonction entière- 

Ses trois coordonnées x, y,  z d'un même point, relatives à trois axes 
rectangulaires, ne soit point altérée, tandis que l'on fait varier ces 
coordonnées, non en changeant la position du point, mais en faisant 
tourner le système des trois axes coordonnés autour de l'origine, il est 
nécessaire et il suffit que f (x, y, z) se réduise à une fonction entière de 
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( 114 1 
Nous avons vu ,  dans le 1'' , que si l'on nomme 

X' ,  y, z et x, y7 z7 

les coordonnées d'un même point, relatives à un premier et à un second 
système d'axes rectangulaires, les caractéristiques 

Dr7 Dy, Da, 

s'exprimeront en fonction des caractéristiques 

Dm Dy, Da, 

de la même manière que les nouvelles coordonnées 

x, y ,  2 7  

en fonction des coordoiinées primitives 

x, y, 0. 
En conséquence, on pourra, dans les théorèmes 5 et 6, remplacer les 
coordonnées x ,  y ,  z ,  par les caractéristiques 

et l'on obtiendra ainsi les propositions nouvelles que nous allons énoncer. 

7" Théorème. x, y Gtant deux coordonnées rectangulaires, et 

Dr,  Dy7 

les caractéristiques qui indiquent des différentiations relatives a ces coor- 
données; pour qu'une fonction entière de ces caractéristiques ne soit 
point altérée, tandis que l'on fait tourner, dans le plan des x, y, les axes 
coordonnés autour de l'origine, il est nécessaire et il suffit que cette 
fonction se réduise à une fonction entière de 

U: + DJ. 

8" Théorème. x, y, a étant des coordonnées relatives à trois axes 
rectangulaires, et 

D,, Dy, D*, 

les caractéristiques qui indiquent des différentiations relatives à ces coor- 
données; pour qu'une fonction entière de ces caractéristiques ne soit 
point altérée , tandis que l'on fait tourner d'une manière quelconque les 
axes coordonnés autour de l'origine, il est nécessaire et il suffit que cette 
fonction se réduise à une fonction entière de 

D: + DJ + D:. 
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$ III.  De la forme que prennent les e'quations des mouvements it?j?niment pe1it.v 
d'un sysléme homogène de moldcules, d a m  le cas où ces iqua~ions  devic.nnen~ 
entièrement indd'y endan tes de la direciion des axes coordonnés. 

Les équations des iiioi~venients infiniment petits d'un système hoino- 
gène de molécules, renferincnt, avec les déplacements moléculaires t ,  n, c ,  
mesurés parallèlemeait à trois axes rectar~gulaires, quatre variables indé- 
pendantes, savoir, les coordoniiées x ,  y,  z ,  relatives aux trois axes clont 
il s'agit, et le temps t .  Ces mêmes équations, d'après ce qu'on a vu daris 
un  autre Mémoire, peuvent s'écrire comme il suit 

(L - D:)e -+ Rn + Q,Y = O ,  

( I )  Re + (M - D;)n + P r =  O ,  

Qr t Pn + (N - D:)r = o ,  

L , M ,  N, P ,  Q, R ,  étant des fonctions entières de 

et s i ,  comme l'ont fait quelques géomètres (*) , on emploie, pour re-  
présenter les caractéristiques 

G ,  H étant deux fonctions de u, v ,  w, entières, mais généralement com- 
posées d'un nombre infini de termes. En conséquence, les formules (2) 

donnerorit 

pourvu que l'on effectue d'abord sur H, considéré comme fonction de u ,  

(*) On peul citer particulikreinent à ce sujet un Rléiiîoire de M. Poisson sur l'intc- 
gration de quelques équations linéaires aux différences partielles, etc., lu à l'Académie 
des Sciences le 19 juillet 1819, et où cet illustre g4oinèti.e diffiientie e t  intègre des 
fonctions qui renferiiient des caractéristiques. 
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( 116 > 
v ,  w, les différentiations indiquées par les caractéristiques 

Du, D " ,  D w ;  
puis sur e ,  n , 9, considérés comme fonctions -de x, y ,  z ,  les différentia- 
tions indiquées par les caractéristiques u, v ,  W.  Quant aux valeurs de 

C ,  H ,  
considérés comme fonctions de 

u = D , ,  v = D , . ,  w = D , ,  

on les obtiendra de la manière suivante. 
x ,  y, z étant les coordonnées reclançulaires d'une molécule nt du sys- 

tème que l'on considère, nommons rn une seconde molécule séparée de 
la première par la distance r; 

x, y, z7 

les projections algébriques de  cette distance r sur les axes coordonnés; 
et 

mmr f (1.1 
l'action mutuelle des deux molécules m, m, prise avec le signe + ou le 

signe -, suivant que ces deux molécules s'attirent ou se repoussent. 
Enfin, 8 étant une fonction quelconque de x ,  y, z ,  désignons par 

l'accroissement que preiid cette fonction quand on passe de la molécule m 

à la molécule m. On aura non-seulement 

011, ce qui revient au même, 

mais encore 
Gn = S [m f (r )  An], 

H ~ = S  { ~ ~ [ A ~ - ( x u + ~ Y + z w ) ~ -  ( X U  + Y V  2 + Z I Y ~  -3 1 
le signe S indiquant ilrie somme relative aux diverses molécules na voi- 

sines de m ; par conséquent 
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ou ,  ce qui revient au même, 

Or en vertu de la formule ( r  2) dii § T e r 7  dans laquelle x,, y,, z, sont des 
quantités analogues à celles que nous désignons ici par x ,  y, z , les valeurs 
de G, H ,  fournies par les équations (6), (7), seront, aussi bien que la 
valeur de A (voir le théorème placé vers la fin du § I"), indépendantes 
de la direction des axes coordonnés. Seulement, dans les développements 
de G,  H  suivant les puissances ascendantes de 

t a, Dy, a, 
les coefficients de ces caractéristiques pourront varier, en même temps 
qu'elles, avec la direction des axes; et 

G7 H ,  
considérés comme fonction de 

D,, Dy, Da, 
pourront alors prendre successivement diverses formes, sans néanmoins 
changer de valeurs. 

Considérons maintenant le cas particulier où, la direction des axes coor- 
donnés venant à varier, G 7  H , qui ne changeront pas de valeurs, ne 
changeraient pas non plus de forme. Il est clair que, dans ce cas parti- 
culier, la forme des équations des mouvements infiniment petits reste- 
rait elle-même invariable et  indépendante de la direction des axes 
coordonnés. II y a plus: pour que la forme des équations du mouvement 
reste invariable, il est nécessaire qu'en développant les valeurs de 

L,  1 \ 1 9  N, P,  Q ,  R ,  

fournies par les équations (z), suivant les puissances ascendantes des ca- 
ractéristiques 

u = D x ,  u = D y ,  IV = D a ,  

on trouve pour coefticients de ces puissances des quantités indépendantes 
de la direction des axes coordonnés. Or, si cette dernière condition est 
remplie, non-seulement 

L? RI, N, P7 (2, R, 
Ex. d A n .  et de P h .  M .  
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considérés comme fonctions de u, v, w, présenteront une forme invariable, 
mais on pourra encore en dire autant des expressions 

c'est-à-dire des dérivées partielles de la fonction G , relatives à u , v , W, 

par conséquent de sa différentielle totale, et de cette fonction elle-même 
qui, en vertu des formules (5) et (6), devra s'évanouir avec A , quand on 
y remplacera u ,  v ,  w par zéro. Ce n'est pas tout : la forme de la fonc- 
tion G étant invariable, en même temps que les formes de 

on conclura des formules (2), que les six déirivées partielles du second 
ordre de la fonction H, savoir 

présenteront elles-mêmes dans l'hypothèse admise des formes invariables. 
Donc l'on pourra en dire autant de la différentielle totale du second 
ordre de H considéré comme fonction de u,  v ,  tv ; et puisque, en vertu 
des formules (5) et (7 ) ,  la fonction H s'évanouit avec sa différentielle 
totale du premier ordre, pour des valeurs nulles de u,  v ,  w, nous devons 
conckure que,  dans l'hypothèse admise, cette fonction H offrira elle-même 
une forme invariable. 

Ainsi, en résumé, p u r  que les équations des mouvements infiniment 
petits d'un système homogène de inolécules offrent une forme indépen- 
dante de la direction des axes coordoniiés , c'est-à-dire, en d'autres 
termes, pour que les valeurs de 

D:z, U:n, Dir,  

fournies par ces équations, soient des fonctions invariables des dépIace- 
ments e ,  n, c, et de leurs dérivées de divers ordres, prises par rapport 
a x, y, z, il est nécessaire et il suffit que les fonctions de D,, Dy, D,, 
représentées par G, H,  et déterminées par les formules (6) et (7) ou (6) 
et (8), conservent non-seulement, comme il arrive toujours, la même va- 
leur,mais aussi la même forme, aprés un changement de variables indépen- 
dantes corresponciant à une transformation de coordonnées rectangulaires. 
U'ailleurs , pour que cette dernière condition soit remplie, il sera néces- 
saire et il suffira, en vertu du 8" théorème du $ 11, que G ,  H se réduid 
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sent à des fonctions de la somme 

DS + D,: + D:. 

Ou peut donc énoncer la proposition suivante. 
Théorème. Pour que les équations des mouvements infinirnetit pétits 

d'un système homogéne de molécules soient indépendantes, dans leur 
,forme, de la direction attribuée aux axes coordonnés, il est nécessaire et 
il suffit que les fonctions de 

u =D, ,  v = D , , ,  w = D , ,  
.représentées par 

G ,  H, 

et déterminées par les formules (6) et (7) ou (6) et (81, se réduisent à des 
fonctions de 

us + va + tvn = D: + il; + D:. 

Posons maintenant, pour abréger, 

Lorsque G , H se réduiront à des fonctions de us+ v' + ws, par consé- 

on tirera des formules (2), 

L =  E + Fu", M = E + Fv', N = E  -+ Fw', 
P = Fvrv, Q - F ( w ,  K = Fuv, 

ou, ce qui revient au même, 

Donc alors les formules (1) se réduiroiit aux suivantes 

Au reste, à l'aide des principes établis dans le § II, on s'assurera saus 
peine qu'effectivement les équations (13) ne changent pas de forme 
quand on change la direction des axes coordonnés. 

Il est bon d'observer que, si l'on pose 
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la nouvelle variable v représentera toujours, abstraction faite du signe, la 
dilatation ou la condensation du volume, mesurée au point (x, y,  z), 
dans le système de molécules donné. Cela posé, les équations (13) pour- 
ront être présentées sous la forme 

et l'on tirera de ces mêmes dquations, respectivement multipliées par 

puis combinées entre elles par voie d'addition, 

(16) [D; - E - F(D; + D; + D:)]v = o. 

Lorsque, daris un système homogène de molécules, les équations des 
mouvements infiniment petits prenneut une forme indépendante de la 
direction des axes coordonnés, ce système est évidemment du nombre 
de ceux où la propagation du mouvement s'effectue en tous sens suivant 
les mêmes lois. Or, d'après ce qu'on vient de dire, les mouvements in- 
finiment petits d'un semblable système peuvent être représentés par 
les équations ( 1  3), dans lesqueIles 

E et F 

sont deux fonctions déterminées de 

D', + o.; 3- D:, 

ou bien encore, par les formules (15) jointes à l'équation (16). D'ailleurs 
il est important d'observer, i0 que la dilatation du volume peut. se dé- 
duire immédiatement de l'intégration de la seule équation (1 6) ; zo que, 
cette dilatation une fois connue, les valeurs de t ,  de n et de r ,  se trou- 
veront déterminées chacune séparément par les trois formules (15).  

Nous observerons encore que des formules (15),  combinées entre elles, 
on tire 
(1 7) (D:-E)(D,n-DY<)=o, (D:-E)(D,!-D,F)=o, (DI-E)(D,t-D,v)=o. 

§ I V .  De la forme que prennent les équations des mouvements injniment petits d'un 
système homogène de mol&culcs, dans le cas où elles deviennenl ind6pendantes de 
la direction assignée deux des trois axes coordonnés. 

Après avoir réduit les équations des mouvements infiniment petits d'un 
système homogène de molécules aux équations (1) du § III, concevons 
que l'on fasse tourner deux des axes coordonnés autour du troisième, 
par exemple, les axes des x et des y autour de l'axe des z, et considé- 
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rons en particulier le cas où, pendant cette rotation, G ,  H,  qui ne 
geront pas de valeur, ne changeraient pas non plus de forme. 11 est clair 
que,  dans ce cas, la forme des équations des mouvements infiniment 
petits restera elle-même invariable, pendant la rotation des axes des x 
et des y. Il y a plus: pour que cette rotation ne fasse pas varier la forme 
des équations dri mouvement, il sera nécessaire qii'elle laisse invariables 
les formes de 

L,  M ,  N ,  P ,  Q ,  R, 
exprimés en fonction des caractéristiques 

u = D , ,  v = D y ,  w = D , ,  

à l'aide des formules (2) du  5 III, jointes aux formules (51, (6) et (7) di1 
même paragraphe; par conséquent il sera nécessaire qu'elle laisse inva- 
riable la forme des fonctions de D,, Dy,  D,, représentées par C ,  H. 
C'est du moins ce que i'on démontrera sans peine, par des raisonnements 
entièrement semblables à ceux dont nous avons fait usage dans le troi- 
sième paragraphe. 

Ainsi, en résumi, pour que les équations des moiivements infiniment 
petits d'un système homogéne de niolécules offrent une forme indépen- 
dante de la direction assignée, dans le plan des x ,  y, aux axes rectangu- 
laires des x et des y ,  il sera nécessaire et il suffira que les fonctions de 

D=, Dy, DE, 
représentées par 

G ,  H ,  
et déterminées par les formules (6), (7) du Cj III, conservent non-seule- 
ment, comme il arrive toujours, la même valeur, mais aussi Iamême forme, 
après le changement de deux variables indépendantes, correspondant au 
déplacement de deiix des trois axes coordonn6.s. D'ailleurs, pour que cette 
dernière condition soit retnplie, il sera nécessaire, et il suffira, en vertu 
du 7' théorème du § II, que G ,  H se réduisent à des fonctions de la 
somme 

D', + D,z, 

si les axes déplacés sont ceux des x et des y ,  par conséquent à des 
fonctions de la somme 

D; + D: , 
si les axes déplacés sont au contraire ceux des y et des z. On peut 
donc énoncer la proposition suivante. 

Théorème. Pour que les équations des mouvements infiniment petits 
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d'un système homogène de. molécules offrent une forme indépendante de 
la direction assignée, dans le plau des y ,  s,  aux axes coordonnés rec- 
tangulaires des y et des z, il est nécessaire et il suffit que les fonctions 
de 

u = D , ,  v = D , , ,  w = D , ,  

représentées par G, H ,  et déterminées par les formules (61, (7) du § III, 
se réduisent à des fonctions de 

0' + w3 = DJ + Di. 

Posons maintenant, pour abréger, 

Lorsque G,  H se réduiront à des fonctions de u" et de 0'3.  w', par con- 
séquent à des fonctions de u et de h, alors, en prenant 

on tirera des formules (2) du $ III 

ou, ce qui revient au même, 

! M = E + F D J ,  N = E + F D S ,  
( 4 )  1 P= I?DyDz, Q = K R ,  R = KD,. 

Donc alors les formules (1) du 5 III se réduirorit aux suivantes 

D'ailleurs on tire des formules (6),  ion-seulement 

niais encore 

(8) (D; - E) (Dg -. Dyc) = O ;  

puis des formules (5) et (7) ,  combinées entre elles, 

Lorsque, dans un système homogène de molécules, les équations des 
mouvements infiniment petits prennent une forme indépendante de la 
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direction attribuée aux axes rectangulaires des y et des z ,  ce système 
est évidemment du nombre de ceux dans lesquels la propagation du 
mouvement s'effectue de la même manière en tous sens autour d'un axe 
quelconque parallèle à l'axe des x. Or, d'après ce qu'on vient de dire, 
les équations des mouvements infiniment petits d'un semblable système 
peuvent être représentées par les équations (5) et (6), dans lesquelles 

sont des fonctions déterminées de 

D; + D; - 
Observons d'ailleurs que les deux variables 

et  Dy? -t DX, 
dont la seconde représente la dilatation superficielle du système molécu- 
laire dans un plan parallèle au plan des y, z ,  se trouvent simultanément 
déterminées par les formules ( 5 ) ,  (7) ,  tandis que la variable 

se trouve déterminée par la seule fornw.de (8). 

$ V.  De la forme que prennent les équations des mouvements infiniment petits de 
deux systémeo homogènes de molécules qui se pénètrent mutuellement, dans le 
cas où ces équalions deviennent inddpendantes de la direction des axes coordonnts. 

Les équations des mouvements infiniment petits de deux systèmes de 
molécules, qui se pénètrent mutuelleinent? renferment avec les déplace- 
ments moléculaires 

9  9 c ou E l ,  3,7 c,, 
mesurés dans le premier ou dans le second système, parallèlement a trois 
axes rectangulaires, quatre variables indépendantes, savoir, les coordon- 
nées x, y, z,  relatives aux trois axes dont il s'agit, et le temps r .  Ces 
mêmes équations, d'après ce qu'on a vu dans un précédent Mémoire, 
peuvent s'écrire comme il suit 
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( 1 2 4  ) 
L,  M 7  N,  P,  Q ,  R, L,, M t , .  . . QI,, RII, désignant des fonctions des ca- 
ractéristiques 

Dz, Dy 3 D. 

I)'ailleiirs, comme on l'a prouvé, si l'ou développe ces fonctions suivant 
les puissances entiéres de D,, Dy, D,, les coefficients de ces puissances 
ou de leurs produits gourrorit, dans beaucoup de cas, &ire, sans erreur 
sensible, considérés comme constants. C'est ce qui pourra en effet arriver, 
si, le second système de molécules étant homogène, le rapprochement 
des niolécules est beaucoup plus considérable, dans le premier système 
que dans le second. Alors les sommes qui représenteront les coefficients 
dont il s'agit seront les unes constantes, les antres variables, e t ,  pour 
que l'on puisse, sans erreur sensible, substitiier aux sommes variables leurs 
valeurs moyennes, il suffira que ces sommes reprennent périodiquement 
les mêmes valeurs, quand on fera croître en progression arithmétique 
chacune des trois coordonnées x, y, z ,  et que les produits de ces sommes 
par les rapports des trois progressions arithmétiques correspondantes 
aux trois coordonnées soient très petits. 

Les coefficients que renferment les fonctions 

étant regardés comme constants; si, pour représenter les caractéristiques 

on emploie de siinples lettres 

désignaiit huit fonctions entières de D,, Dy, D,, composées chacune 
généralement d'un nombre infini de termes. 
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Si l'on nomme 
2 7  y7 2, 

les coordonnées rectangulaires d'une moldcule 

m OU m,, 

du premier ou du second système; 
P 

la distance de cetté molicule n ou y ,  à une molécule voisine m ou ni, 

x, y, 2 7  

les projections algébriques de la distance r; 

m mrf (rl 
I'action mutuelle de deux molécules m, m du premier système, prise avec 
le signe -+- ou avec le signe -, suivant que ces molécules s'attirent ou 
se repoussent ; 

1 et m, mr.L (r) 
I'action mutuelle d'une molécule m ou m du premier système, et d'une 

molécule nt, ou m, du second; enfin 

m, m,tf, (d 
I'action mutuelle de deux molécules ml et m, du second système; alors, 
en posant, pour abréger, 

(7) * = ,X~+Y"+ZW - 
r 9  

on trouvera 

Ex. BAR. et de Ph. M. 17 
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le signe S indiquant. une somme de termes semblables entre eux, et 
relatifs aux diverses molécules m ou m,, voisines de m ou de m,. 

Concevons maintenant que ,  pour opérer un changement de variables 
indépendantes, on  fasse tourner ou les trois axes coordonnés d'une ma- 
nière quelconque autour de l'origine, ou les axes des y et e autour de 
l'axe des x. 11 suit évidemment des formules (3), (4), (5), ( 6 ) ,  que la 
rotation dont il s'agit ne changera pas la forme des équations des mou- 
vements infiniment petits, si elle ne change pas les formes de 

De plus, par des raisonnements semblables à ceux dont nous nous 
sommes servis dans les paragraphes III et IV,  on démontrera sans peine 
que, si le déplacernerit des axes coordonnés laisse invariable la forme des 
équations du mouvement, il laissera pareillement invariables les formes 
des différentielles totales d u  premier ordre de 

considérées comme fonctions de u , v ,  w , et les formes des différentielles . . 
totales du second ord1.e de 

H , H, , p, Hl1. 

Donc alors les fonctions 
G ,  G - 1 ,  ,G, Cl,, 

qui se réduisent respectivement à 

quand on y remplace u ,  v ,  w ,  par zéro, rie changeront pas de forme; et 
l'on pourra encore en dire autant, I O  des fonctions 

H ,  Hl,, 

qui s'évanouiront avec leurs différentielles totales du premier ordre, 
quand on y remplacera u, v ,  w par zéro; 20 de la somme des termes qui, 
dans chacune des fonctions . 

H,, ,H 9 

seront, par rapport à u, u, w , d'un ordre supérieur au premier. 
Ainsi, en résumé, pour que la rotation des trois axes coordontiés 

autour de l'origine, ou des axes des y et des z autour de l'axe des x ,  
n'altère pas la forme des équations ( r ) ,  (2), il sera nécessaire et il suffira 
que cette rotation n'altère ni les formes de 

G ,  G , ,  1% Cr,,, H, Hl,, 
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considérées comme fonctions de u ,  v ,  w ,  ni les formes des expressions 
auxquelles se réduisent les deux fonctions 

Hl7 ,H, 
lorsque, dans ces dernières, on conserve seulement les termes d'un degré 
supérieur au premier. D'ailleurs, pour que ces dernières conditions soient 
remplies, il suffira, en vertu des théorèmes 7 ou 8 du $ II, que les six 
fonctions 

G ,  G,, ,G, G/,> H i  Hl,, 
et les parties conservées des deux fonctions 

Hl, 1 6  

se réduisent à des fonctions de la somme 

D: + Dy + D: = us + us + w', 
ou de la somme 

0; + D: = u' + wa. 

On peut donc énoncer les propositions suivantes. 
i er  Théorème. Pour que les équations (1) et (2) soient indépendantes, 

dans leur forme, de la direction des axes coordonnés, supposés rec- 
tangulaires entre eux, il est nécessaire et il siiffit que les six fonctions 
de Z L ,  v ,  w ,  représentées par 

G7 G,, ,G, G,, ,  H ,  Hl,, 

et les sommes des termes du second degré ou d'un degré plus élevé, 
renfermées dans chacune des fonctions 

H,, ,H, 
se réduisent à des fonctions de la somme 

us -f- -+ W =  = n: -t- D; + D;. 

2C Théorème. Pour que les équations (1) et (2) offrent une forme 
indépendante de la position assignée, dans lc plan des y ,  z ,  aux axes 
coordonnés rectangulaires des y et des z ,  il est nécessaire et il suffit que 
les six fonctiotis de.u, v, rv, reprbsentées par 

G. ,G, ,  ,G, G,,, H, HI,, 

et les sommes des termes du second degré, ou d'un degré plus élevé, 
renfermées dans chacune des fonctions 

HI et 1% 

se réduisent à des fonctions de u et de la somme 

vC + w2 == D; + D:. 
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Posons maintenant, pour abréger, 

Lorsque les six fonctions 

G ,  G , ,  IG, G,,,  H ,  Hi,, 
et les sommes des termes du second degré ou d'un degr4 supérieur clans 
les fonctions 

Hi, ,JK 
se réduiront à des fonctions de u '+vS+~ ' ,  par conséquent à des fonc- 
tions de A ;  alors, en raisonnant comme dans le § III, on trouvera 

N = E + FDZ, 
R = FDsDy; 
N, = El + F,D:, 
R, = FiDrDy; 
,N = E + ,FD:, 
R., = ,FD,Dy, 
NI, = El, + FI, DS , 
RiI = FIID"D,, 

E ,  F ,  E,, F,, ,E, )?, El,, F,,, désignant des fonctions entières de la somme 

DE + D; + D1, 

mais généralement composées d'un nombre infini de termes; et par suite, 

les équations ( 1 )  et (2) deviendront 

On tire d'ailleurs des équations (17) ou (IS), respectivement multipliées 

puis combinées entre elles par voie d'addition, 
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Les nouvelles variables, qui sont ici représentées par u, u,, et qui peuvent 
être séparément déterminées à i'aide des formules (19), ne sont autre 
chose que les dilatations de volume mesurées, au point (x, y, z), dans les 
deux systèmes de molécules que l'on considère. Ces dilatations étant cal- 
culées, si l'on nomme 

a, b ,  c ,  
les cosinus des angles formés par un axe fixe avec les demi-axes des 
coordonnées positives, et  

8 7  

les déplacements moléculaires, mesurés dans les deux systèmes de molé- 
cules parallèlement à cet axe; alors des formules 

combinées avec les équations ( r 7 )  et (1 a), on tirera les suivantes 

et l'on pourra déduire immédiatement de ces dernières les valeurs des 
déplacements cr , u, . 

Si l'on élimine v ,  ou v entre les formiiles ( ~ g ) ,  et y ou 8 entre les 
fornîules (2 1) , alors, en posant pour abréger 

on trouvera 

( 2 5 )  v"0 = O ,  v"u, = O ,  

et de plus 

(4 Vis = (an. + bD, + c D ~ ( o u + -  0,v1), 
v1wî = (a + bD, + CD') (,a u + OIIV/Z 

Enfin, si l'on pose 

(2 7) V'V" = v,  
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( 130 
ou tirera des formules (25) et (26) 

et par conséquent 
V E  = O ,  V H  = O ,  Vi: = O ,  

(29) - O ,  Vn! = O ,  VC, = O. 

Lorsque, dans un double système de molécilles, les équations des 
niiouvemerits infiniment petits, prenant une forme indépendante de la 
direction des axes coordorinés, se rkduisent aux fortnules (17)  ou (18), 

ce double système est évidemment d u  nombre de ceux dans lesquels la 
propagation du  mouvement s'effectue en tous sens suivant les mêmes lois. 
Alors, après avoir déterminé les dilatations de volume 

u7 Ul, 
à l'aide des formules (25) ,  on pourra obtenir les valeurs des déplace- 
ments 

v7 

eii intégrant les seules formules (21) OU (aG). Au reste, les déplacemerits 

surit, en vertu des formules (281, (29), des intégrales d'une même équa- 
tion aux diffkrences partielles, dont la forme dépend de la caractéris- 
tique V. - 

Nous observerons encore que des formules ( 1  7) 011 ( 1 8 ) ~  combinées 
entre elles, on tire 

(321 [ Vt(D,v -DJ)=o ,  V1(D,r -D,~ )=o ,  V1(D,t -D,v)= O, 

V1(D,n, - Dyr,)= O ,  V' (D,C,- D&)= O, V1(DYf, - D,ui,) = 0. 

Corisidérons maintenant le cas où les six fonctions 

G ,  G, ,  ,G, G1,i H, Hl19 
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et les sommes des termes du second degré oud'iiri degré supérieur, ren- 
fermées dans les fonctions 

H l ,  ,H, 

se réduisent à des fonctions de u et de os+ w 2 ;  alors, eri raisonrisnt 
comme dans le (j I V ,  on trouve 

et par suite 

E , F , K , L ;  E , , F , , K , ,  LI; ,E, ,F, ,K,  IL; El,, ~ , l , K 1 , , L , , ~ ~ ~ s i g n ~ n t ~ e ~  
fonctions entières de u = D,, et de la somme 

mais gdnéralement con~posées chacune d'un nombre infini de termes. 
D'ailleurs on tire des formules (38) et ( 4 0 ) ,  non-seulement 

mais encore 

puis des formules (ha) ,  combinées entre elles, 

[ (D: - E) (D: - E,) - ,I3E,] (Dan- Dyc) = O ,  

[(D: - E) (Di - El,) -pl] (Da,- Dy(,) = 0- 
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Lorsque, dans uii double système do molécules, les équations des 
mouvements infiniment petits, prenant une forme indépendante de la 
direction assignée aux axes rectangulaires des y et z ,  se réduisent aux 
formules (37) ,  (38), (39), (do), ce doiible système est évidemment du 
nombre de ceux dans lesquels la propagation du mouvement s'effectue en 
tous sens suivant les mêmes lois autour d'un axe quelconque parallèle à 
l'axe des x. Alors les sommes 

Dyv 3- D z C y  Dzvl + DY<,; 
représentent les dilatations en surface, mesurées, pour les deux systèmes 
de molécules, dans un plan parallèle au plan des y, z ;  et les équations (37), 
(391, (41) dkterminent séparément ces dilatations, avec les déplacements 
nioléculaires 

E 9  E , ?  
mesurés parallèlement ail m4me plan. 

Quant aux équations ( 4 3 ) ,  elles déterminent séparément les deux dif- 
férences 

Dail - DL Davl  - DYrl , 
et se confondent avec la première et la seconde des formules (32). 

Les diverses formules, rappelées ou obtenues dans ce paragraphe, pa- 
raissent spécialement applicables à la recherche des lois suivant les- 
quelles les ondulations de l'éther se propagent à travers les différents 
corps solides ou fluides. Dans cette recherche, les équations ( r 7),  ( r  8), 
doiveiit correspondre aux corps isophanes , les équations (37), (38), 
(39) , (ho), aux cristaux qui offrent un seul axe optique, et les équa- 
tions ( r ) ,  (2), aux cristaux qui présentent deux axes optiques distincts 
l'un de l'autre. 
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SUR LA 

ReJflexion et la reyraction d'un mouvement simple transmis d'un systeme de 
molécules à un autre, chacun de ces deux systèmes étant supposé honzo- 
gène et tellement constitué que lu propagation des mouvenzents injniment 
petits s i .  efectue en tous sens suivant les rné'mes lois. 

Consid&rations générales. 

Pour résoudre un grand nombre de problèmes de Physique mathéma- 
tique, et en particulier le problème de la réflexion ou de la réfraction 
d'un mouvement simple, il fallait d'abord trouver un moyen d'obtenir 
les équations de condition relatives aux limites des corps considérés 
comme des systèmes de molécules. Tel est l'objet d'un Mémoire que j'ai 
publié il y a quelques mois, et qui a pour titre Méthode générale propre 
à fournir les équations de condition rektives aux limites des corps, etc. 
(Voir les Comptes rendus des séances de l'Académie pour le premier 
semestre de l'année 1839, et aussi l'ouvrage intitulé, Recueil de ~Mé~noires 
sur divers points de Physique mathématique.) Je me propose maintenant 
d'appliquer la méthode générale, exposée dans le Mémoire que je viens 
de rappeler, à la recherche des lois suivant lesquelles un niouvernent 
simple, propagé dans u n  système homogène de molécules, se trouve 
réfléchi ou réfracté par la surface qui sépare ce premier systeme d'un 
second. Pour fixer les idées, je considère spécialement ici le cas où chacun 
des systèmes donnés est du  nombre de ceux daris lesquels les équations 
des mouvenients infiniment petits prennent une forme indépendante 
de la direction des axes coordori.nés, et dans lesquels, en conséquence, 
la propagation du mouvement s'effectue en tous sens suivant les 
mêmes lois. Je suppose encore qu'on peut, sans erreur sensible, réduire 
les équations dont il s'agit, a des équations homogènes, comme on le fait 
dans la théorie de la lumière, lorsqu'on néglige la dispersion. Enfin, je 
considère un mouvement simple dans lequel la densité reste invariable. 
Cela posé, en joignant aux équations des mouvements infiniment petits, 
les équations de condition relatives i la surface de séparatioii des deux 
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( 1.34 ) 
systèn~es, j'établis les lois de la réflexion et de la réfraction des mou- 
vements infiniment petits. Ces lois sont de deux espèces. Les unes, iridé- 
pendantesde la forme des équations de condition, ont été déjà développhes 
dans un Mémoire antérieur sur la réfiexion et la réfractioii de la lumière. 
Elles sont relatives aux changements qu'éprouvent les épaisseurs des oncles 
planes et les directions de leurs plans, qiiarid on passe des ondes inci- 
dentes aux ondes réfléchies ou réfractées. Les autres lois dépendent de 
la forme des équations de condition, et se rapportent aux changements 
que les amplitudes des vibrations des molécules, et les paramètres ari- 
giilaires, propres à déterminer les positions des plans qui terminent ces 
ondes, éprouvent en vertu de la réflexion et de la réfraction. Elles sont 
exprimées par des équations finies qui renferment avec les angles d'inci- 
dence et de réfraction, non-seulement les amplitudes et les paramètres 
angulaires relatifs à chaque espèce d'ondes, mais encore deux constantes 
correspondantes à chaque milieu. Lorsque I'on suppose ces équations 
finies applicables à la théorie de la lumière, il suffit de réduire à l'unité la 
seconde des deux coristantes dont nous venons de parler, et d'attribuer 
à l'autre ilne valeur réelle pour obtenir les formules de Fresnel, relatives 
à la réflexion et à la réfraction opérées par la première ou la seconde 
surface des corps transparents; et alors il existe toujours un angle de 
polarisation complète , c'est-à-dire un angle d'incidence pour lequel la 
lumière est complétement polarisée dans le plan de réflexion. Lorsqu'en 
réduisant la seconde constante à l'unité, on attribue à la première une va- 
leur imaginaire, on obtient les formules dont il est question dans une lettre 
que j'ai adressée de Prague à M. Librï, et qui a été insérée dans les 
Comptes rendus des séances de l'Académie des Sciences en l'année i 836. 
(Voir la séance du 2 mars); formules dont plusieurs ne diffèrent pas au 
fond de celles que M. Mac-Cullagh a données dans un article publié sous 
la date du 2 4  octobre de la même année. Enfin, lorsqu'en supposant la 
première constante réelle ou imaginaire, on suppose la seconde différente 
de l'unité, alors, en considérant les formules auxquelles on arrive comme 
applicables a la théorie de la lumière, on trouve, dans la réflexion opérée 
sur la siirface d'un corps transparent, une polarisation qui demeure in- 
complSte sous tous les angles d'incidence, comme l'est effectivement la 
polarisation produite par le diamant, et l'on obtient, pour représenter les 
rayons réfléchis ou réfractés par un corps opaque, des formules distinctes 
de celles que j'avais trouvées en 1836. Des expériences faites avec beau- 
coup de soin pourront seules nous apprendre si les phénomènes, déjà 
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représentés avec une assez grande précision par les anciennes formules, 
le seront mieux encore par les autres. 

Un résultat de mon analyse qui paraît digne d'être remarqué, c'est que, 
dans le cas où la polarisation par réflexion devient complète, la dilatation 
du volume de l'éther en un point donné, différentiée deux fois de suite 
par rapport ail temps, offre une dérivée du second ordre égale à zéro, 
dans chacun des milieux que l'on considère. Donc, si cette dilatation et 
sa dérivée de premier ordre s'évanouissent partout A l'origine du mouve- 
ment, excepté dans une très petite portion de l'espace, elles s'évanoui- 
ront encore au bout d'un temps quelconque. Il  en résulte aussi que, dans 
l'éther considéré isolément ou contenu par des milieux qui polarisent 
complétement la lumière, les vibrations dirigées dans le sens des rayons 
lumineux, ont une vitesse de propagation nulle. On peut donc admettre 
que les vibrations de cette espèce ne se propagent pas, et demeiirent cir- 
conscrites dans l'espace où elles ont pris naissance. C'est du moins le ré- 
sultat auquel on parvient lorsqu'on suppose les équations des mouvements 
infiniment petits réduites à des équations homogènes, c'est-à-dire lorsque 
dans la théorie de la lumière, on s'arrête à la première approximation. 

La bienveillance avec laquelle les géomètres et les physiciens ont 
accueilli mes précédents Mémoires, m'encourage à leur présenter avec 
confiance ce nouveaii travail, dans lequel se trouve traité, pour la pre- 
mière fois, par des méthodes rigoureiises siibstituées A des formules em- 
piriques ou A des hypothèses plus ou moins gratuites, le problème de 
la réflexion et de la réfraction des mouvements infiniment petits. 

P. ,?&putions des mouvements infiniment petils d'un s y s h n e  homogène de molécules. 
Rc'duction de ces dyuations, dans le cas où elles deviennent indépendantes de la direc- 
tion des axes coordonnés. 

Pour obtenir, sous la forme la plus simple, les équations des mouve- 
ments infiniment petits d'un système homogène de molécules, il suffit de 
réduire à zéro les variables e, , n, , c,, dans les équations (6) de la page 
qui deviennent alors 

(L -D; ) f+Ry+QC=o ,  

(1) RE+(M -Di)?+ P r - 0 ,  
Q ~ + P V + ( N - D = ) + O .  

Dans ces équations 
F ,  n >  c, 

1 B.. 

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



( 136 1 
sont les trois déplacements d'une molécule, considérés comme fonctions 
du temps t et des coordonnées rectangiilaires x, y, z; tandis que 

L,  M, N, P, Q, R, 
peuvent être censés représenter des fonctions entières des caractéristiques 

DI 9 Dy 7 Da- 

Seulemerit-, dans Ie cas général , ces fonctions entières , développées sui- 
vant les puissances ascendantes de D,, Dy, D, , sont composées d'un 
nombre infini de termes. 

Dans le cas où les équations (1) prennent une forme indépendante de la 
direction des axes coordonnés (voir les pages ror et suivantes, et aussi 
le Mémoire sur  la théorie de la lumière, lithographié sous la date 
d'août I 836, pages 55 et 59) , on a 

E ,  F , désignant deux fonctions entières du trinome 

D: t- D; $- DZ; 
et par suite, 

u désignant, pour le point (x, y, z), la dilatation du volume déterminée 
par la formule 

(3) = ~ , e  + nyqq + D,:, 

de laquelle on tire, en la combinant avec les équations (a) 

(41 [DI - E - (D: +D:+ D:)F]v = o .  

Soient d'ailleurs 
a ,  b ,  c ,  

les cosinus des angles fornlés par un axe fixe, prolongé dans un certain 
sens, avec les demi-axes des x ,  y, z ,  positives; et o le déplacement d'une 
molécule, mesuré parallèlement à cet axe. On aura 

et l'on tirera des formules (2) 
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puis de celle-ci, combinée avec la formule (4, 

Lorsque la dilatation u, et sa dérivée du premier ordre, relative à t, 
savoir, D,v, sont nulles à l'origine du mouvement, elles sont toujours 
nulles, en vertu de la formule (4). Alors la densité du système de molé- 
cules donné reste invariable pendant la durée du mouvement ; et c'est ce 
qui paraît avoir lieu à l'égard des mouvements infini,ment petits de l'éther 
qui, dans des corps isophanes, occasionent la sensation de la lumière. 
Alors aussi la formule (3) donne 

et les formules (2) se réduisent à 

Lorsque les équations des mouvements infiniment petits sont liomo- 
gènes, E devient proportionnel à D: + l3; + D:, et F se riduit à une 
constante. On petit donc alors supposer 

1, f désignant deux constantes réelles. Cela posé, les formules (2), (4) et (7) 
donneront e 

1 
[D:-i(D:+D;+D;)]t = ifD,v, 

( 1 2 )  [D: - r (Dr + DJ + D:)] v = i f D p ,  
[D;-~(D~+ D;+D:)-J~ = m,~; 

( l 3 )  [Di - I (x+f)(D:+Dj+D:)] u = O ,  

(14) [Di - I ( ~ + D J + D : ) ]  [Di-r(i  + f )  (D:+D;+DL)]@=o. 

§ I I .  &quations symbolipues des mouvements injnirnear p e t i ~ s .  Mouvements simples. 

Les équations ( I ) ,  ( a ) ,  (3), (4), (7 ) ,  . . . du paragraphe précédent se 
trouveront vérifiées, si l'on prend pour 

Ies parties réelles de variables imaginaires. 
- - - - -  
f z  n, r ,  s ,  v ,  

propres à vérifier des équations de mème fornie. Ces nouvelles variables 
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sont ce qu'on peut appeler les &placements symboliques, mesurés Pa- 
rallèlement aux axes coordonnés ou à un axe fixe, et la dilatation 
symbolique du volume. Les nottvelles équations dont il s'agit peuvent être 
pareillement désignées sous le nom d'équations symboliques. Dans le cas 
où les équations des mo~ivements infiniment petits deviendront indé- 
pendantes de la direction des axes coordonnés, on aiira, en vertu des 
formules (2) et (3) du  $1" , - 

(11  (D:-E)+FD~,  (DZ-E)>;=FD,u, (D;-E)I=FD,;; 

la valeur de étant 

Un moyen fort simple d'obtenir un système d'intégrales particulières 
des équations (3), ou ce qui revient au même, des équations (1) et (a) ,  
est de supposer 

et par suite 

U ,  V ,  W ,  S ,  A,  B , C , étant des constantes réelles ou imaginaires, 
propres à vérifier les formules 

(5' - &') A = $Fu (UA + vB + W C ) ,  

(6) (S. - 8) B = $Fv (UA + VB + WC), 
(s' - 8) C = $Fw(uA + VB + WC);  

dans laquelle 
8 9  9,  

représentent ce que deviennent 
E, F,  

quand on y remplace les lettres caractéristiques 

D1, Dy, D., D1, 
par les coefficients 

U ,  O, W ,  S. 

D'ailleurs on pourra toujours supposer que, dans les formules (41, la 
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partie imaginaire de la constante s est le produit de v- i par iirie 

quantité positive. 
Eii posant, pour abréger 

on tire des équations (6 ) ,  respectivement multipliées par u ,  v ,  W. pilis 
combinées entre elles par voie d'addition 

(8) (s' - & - s k ' ) [ u A  t VB + WC)  = O ;  

et à l'aide de cette dernière formule, on reconnaît facilement y lie, pour 
satisfaire aux équations (6) ,  on devra supposer ou 

(9) s'= 8, U A  + v B  + w C = o ,  

On arriverait aux mêmes conclusions en observant que, si l'or1 nomme 

a, b ,  c ,  

les cosinus des angles formés par un axe fixe, avec les demi-axes des x, 

y, z positives, u le déplacement mesuré parallèlement a cet axe, et a le 

déplacement symbolique correspondant, on aura,  en vertu des fortuu- 
les ( 5 ) ,  (7) du Ier', 

(1 1) = az + bi  + cT, 

(14 (D:- E)[D:-E-(%+D;+D:)E]LI = 
et que de ces dernières, combinées avec les formules (4 ) ,  ori tirera 

Le système d'intégrales particulières des équations (3), représente 
par les équalions (4) jointes aux formiiles (9) ou (IO), est ce que nous 
appeIons un système d'intégrales simples; et le mouvement représenté 
par ces inthgrales simples, est un mouvement simple. Dans un semblable 
mouvement, si l'on pose pour abréger 

( 1 4 )  ah+ bB +CC = 0, 

la valeur de déterminée par la formule (1 1) sera 

(15) 
; = ( ) e u " + v ~ f w ~ - s t *  

Cela posé, soient 
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n, v,  w ,  s ,  U, V ,  W ,  S, h, m, désignant des constantes réelles, parmi 
lesquelles 

S, h, 
peuvent être censées positives, et prenons encore 

(19) k = V U * + V ~ + W ~ ,  K = \ / G ~ + v ~ + w * ,  
(20 )  k o  = y x +  v y + w z ,  K R -  U x + V y + W z .  
Les valeurs numériques de 

2 7  R1 

exprimeront les distances $une molécule aux deux plans invariables, 
représentés par les 6quations 

puis on en conclura 

En vertu de cette dernière formule, le déplacement cr s'évanouit, io pour 
une molécule donnée, à des instants séparés les uns des autres par des 
intervalles dont le double 

est la durée dune  vibration moléculaire, 2' à un instant donné, pour 
toutes les molécules comprises dans des plans dquidistants, parallèles au 
plan invariable que représente l'équation (2 r ) ,  et séparés les uns des 
autres par des intervalles dont le double 

est la longueur dune ondulation, ou l'épaisseur d'une onde plane. L'expo- 
ponentielle 

,KR - S t  

~eprésente le module du mouvement simple , 
K ,  S 
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étant les coeflcients d'extinction relatifs à l'espace et au temps; m ddksigne 
le paramètre angulaire relatif à l'axe fixe que i'on considère, 

he&- St 

la demi-amplitude des vibrations relatives au même axe, et 

h 

la valeur initiale de cetle demi-amplitude en chaque point du plan iriva- 
riable représenté par l'équation (22). Enfin la vitesse de propagation 
des ondes planes est déterminée par la formule 

Dans un mouvement simple, déterminé par le système des formules 
(4) et (9) , l'équation (5) donne 

- 
(28) U = 0 ,  

par conséquent 

Donc, dans un semblable mouvement, la dilatation du voluiiie est nulle, 
ou, en d'autres termes, la densité demeure constante. Tels paraissent être, 
dans les corps isophanes, les mouvements de l'éther qui donnent nais- 
sance aux phénomènes lumineux. 

De la seconde des formules (9) ou ( I O )  jointe aux formules (4) on tire 

D'ailleurs la formule (30) ou (3 1) entraîne la suivante, 

5 5 = r = -  
U v iv' 

I a lorsque les coefficients u, v, w sont réels ; no lorsque ces coefficients 
n'offrent pas de parties réelles. Dans le premier cas, les formules (32) et 
(33) donneront 

(34)  Ut + Vn + WC = O, 

Ex. dAn. et de Ph. M .  '9 
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dans le second cas elles donneront 

En conséquence les vibrations moléculaires, représentées par les équa- 
tions (4) jointes aux formules (9) ou (1 O ) ,  seront, dans le premier cas pa- 
rallèles ou perpendiculaires au  plan invariable représenté par l'équatioii 
(22), et dans le second cas parallèles ou perpendiculaires au plan invaria- 
ble représenté par l'équation (21). 

Si les équations des mouvements infiniment petits deviennent homo- 
gènes, on aura, en vertu des formules (IO), ( I  1) du $ ler, 

r , f  désignant des constantes réelles, et par conséquent les valeurs de s' 
que fourriissent les équations (g), (1  O) deviendront 

ou,  ce qui revient au même 

( 4 4  sa = ;(ua+va+ we),  sa = 1 ( 1  + f)(ldL + va + w*). 

III. Sur les perturl>alions guTéprouvent les mouvements simples,  lorsque leséqua~ions 
des moiivemerrls in&imentpeths sont altdrées dans le voisinage d'une surface plarre. 

Concevons que,  les molécules qui composent le système donné étant 
tontes situées d'un même côté d'un plan fixe, la constitution di1 sys- 
tème, et par suite les équations des mouvements infiniment petits se 
trouvent altérées dans le voisinage de ce plan. Supposons, par exemple, 
que, toutes les molécules étant situées du côté des x positives, les équa- 
tions des mouvements infiniment petits conservent constamment la même 
forme pour des valeurs de x positives et sensiblement différentes de zéro, 
mais que, dans le voisinage du plan des y, z, ces équations changent de 
forme sans cesser d'être linéaires, et  de telle sorte que les coefficients des 
variables principales 

E, g,  c 7  

et de leurs dérivées, devenus fonctions de la coordonnée x, varient 
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très rapidement avec elle entre les limites très rapprochées 

Supposons d'ailleurs que,  dans ces mêmes équations, transformées d'abord 
en équations différentielles par la méthode développée dans un précédent 
Mémoire, puis ramenées au premier ordre, et résolues par rapport a 

les produits des coefficients ou pliitôt des variations par la distance o 
restent très petits. Alors un ou pliisieurs mouvements simples , propagés 
séparément ou simultanément dans le système donné, éprouveront dans 
le voisinage du plan fixe des y, z ,  des perturbations en vertu desquelles 
les valeurs des déplacements effectifs 

t ,  v ,  c, 
et par suite des déplacements symboliques 

- - 
f ,  3 ,  

se trouveront altérées pour de très petites valeurs positives de x ;  mais, 
à l'aide des principes établis dans le Mémoire dont il s'agit, on prouvera 
que les valeurs altérées et les valeurs non altérées sont liées entre elles 
par certaines équations de condition qui subsistent dans le voisinage du 
plan fixe, et spécialement pour une valeur nulle de la coordonnée x. 
Entrons a ce sujet dans quelques détails. 

a 
Considérons, pour fixer les idées, le cas où ,  avant d'être altérées, les 

équations des mouvements infiniment petits sont homogènes et indépen- 
dantes de la direction des axes coordorinés. Alors les équations symbo- . 

liques de ces mouvements, c'est-à-dire les équations (3) du §II, seront, 
pour des valeurs de x positives et sensiblement différentes de zéro, dé- 
terminées par des équations de la forme 

[Di*-i(D= + D,.' + D.')]@ = lfIl=(D.'iC + + D.& 

( 1 )  ( - - 
[Dis -j(DZD + Dya -+ D;)] 11 = i fDy(~St  + + D a ,  
[DI'-(DSg +Drs +Da9)]:= ~ ~ D , ( D ~ ~ + D , ~ + D , ~ .  

Alors aussi les déplacements symboliques, correspondants à un mouve- 
ment simple, seront, pour des valeurs de x positives et sensiblement 
différentes de zéro, déterminées par des équations de la forme 

les constantes 
U, V ,  W ,  S r  A ,  B, C, 

19.. 
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étant assujéties à vérifier I'un des deux systèmes d'équations 
(3) s" = i (ua 3, Y* + w'), uA+vB+wC=o,  

(4 )  s==1(1+f)(ur+v1+w9, 
A B C  -- - 
L--- 

U v W '  

dans lesquels r ,  f représentent deux quantités réelles. Le mouvement 
simple dont il s'agit sera du nombre de ceux qui ne s'éteignent point en se 
propageant, si les coefficients d'extinction relatifs à l'espace et au temps 
s'évanouissent, c'est-à-dire, en d'autres termes, si les coefficients 

u, ('2 W ?  $ 9  

des variables indépendantes dans l'exponentielle 

n'offrent pas de parties réelles, par conséquent, si l'on a 

u, v, w, s étant des quantités réelles. Le même mouvement simple sera 
du  nombre de ceux daris 1esqueIs la densité de l'éther reste invariable, s i  
tes valeurs précédentes de 

u, 0 ,  w ,  5, 

vérifient la première des équations (3), réduite h 

i )  ce qui suppose la constante r positive. C'est ce qui aura lieu, par exemple, 
si en posant pour abréger 

(7) k = \ / u s +  va+?, a=(;, 
on prend 

(8) 
Alors, le mouvement simple sera représenté par le système des équations 

jointes à la formule (8) et à la  seconde des formules (3), ou,,ce qui revieiit 
au même, à la suivante 

( IO)  u A + v B + w C = o .  
Si d'ailleurs on pose 

(11) ux + vy + wz = kc, 
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a ,  b , c , désignant des qiiaritités positives, et A ,  p , v , des arcs réels, les 
formules (9) deviendront 

et l'on en conclura 

(14) = a COS (kv-st+h) , r = b cos (ku-st+~~), < = c COS (kv-st+v). 

Soient maintenant 

ce que deviennent, pour x = O, les valeurs des variables principales 

déterminées par Ie système des formules (14) et (15), ou (13) et (16), 
quand on commence par modifier ces valeurs, de manière qu'elles véri- 
fient non plus les équations ( I ) ,  mais ces équations altérées par la va- 
riation que subissent les coefficients des variables principales et de leurs 
dérivées dans le voisinage du plan des y, z. En vertu des principes éta- 
blis dans le Mémoire ci-dessus rnentionnd , les différences 

vérifieront certaines équations de condition, e t ,  pour obtenir celles-ci, 
on devra d'abord chercher les divers systèmes d'intégrales simples que 
peuvent représenter les équations (2) , jointes aux formules (3) ou (41, 
quand Qn. y regarde les coefficients 
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comme invariables, et devant acquérir, dans chaque système d'intégrales 
simples, les valeurs fournies par les trois dernières des équations (5) .  
Or,  dans cette hypothèse, on tirera des équations (3) ou (4), jointes à 
la formule (6 ) ,  et à la première des formules (7), 

Il en résulte que, dans un mouvement simple correspondant aux va- 
leurs imaginaires données de v ,  w ,  s ,  le coefficient u peut acquérir 
quatre valeurs distinctes, puisqu'on peut satisfaire à la première des 
équations (1 7 ) ,  en prenant non-seulement 

(19) U = u q - I ,  
mais encore 

(4 
puis à la première des équations (18), en prenant 

si l'on a 

et en prenant au contraire 

Observons à présent que, si la formule (22) se vérifie, aucune des quatre 
valeurs de u n'offrira de partie réelle, et qu'en conséquence aucune d'elles 
n'offrira de partie réelle négative, ou ,  en d'autres termes, inférieure à 
celle de 

Donc alors, en vertu des principes établis dans le Mémoire ci-dessus 
rappelé, les valeurs de 

E ,  i, i ,  , %, 4, 
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relatives au mouvement simple qui correspond à la valeur precédente 
de Z L ,  vérifieront pour x = O ,  les équations de :condition 

Si au contraire la formule (24) se vérifie, alors des quatre valeurs de u ,  
celle que détermine la seconde des équations (23), offrira seule une partie 

réelle négative. Donc alors les valeurs de , i ,  . . . relatives au mouve- 
ment simple dont il s'agit, vérifieront pour x = O les équations de con- 
dition que l'on obtiendra en supposant dans la formule 

les constantes 
U, V ,  W ,  A ,  B, C ,  

choisies de manière que l'on ait 

la valeur de 0 étant 

on aura, dans ce cas, pour x t. O , 

Avant d'aller plus loin, cherchons à reconnaître d'une manière pré- 
cise, dans quels cas subsistent les diverses formules ci-dessus établies. 

Pour y parvenir, nous remarquerons d'abord que les diverses puis- 
sances des caractéristiques 

D,, D,, DS, 

renfermées dans les équations symboliques des 
petits se transformen~ en puissances, de mêmes 

u, " 7  w, 

mouvements infiniment 
degres, des coefficients 

quand on suppose ces mouvements infiniment petits réduits a des mou- 
vements simples, c'est-à-dire quand on suppose les déplacements sym- 
boliques proportionnels à une seule exponentielle de la forme 
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Alors les fonctions de D,, D, , D,, représentées par 

dans les équations ( r )  du Ier, se transforment en des fonctions de u, 
u , w ,  désignées par 

C, m, x, (0, t, A, 
dans les précédents Mémoires. Dans cette hypothése , réduire, comme 
nous l'avons fait, les équations des mouvements infiniment petits à des 
équations du second ordre, ou en d'autres termes, réduire 

L, M, N ,  P ,  Q ,  R, 
à des fonctions qui soient du  second degré par rapport au système des 
caractéristiques D, , Il,. , D., c'est évidemment réduire 

-e, m ,  x, Q, s, A, 
à des forictions qui soient d u  second degré par rapport au système des 
coefficients u, v ,  W .  D'ailleurs, comme on l'a vu dans le Mémoire sur 
les mouvements infiniment petits d'un système de molécules, si l'on 
nomme 

x ,  y, 2,  

les coordonnées d'une molécule m du système donné, et  

les coordonnées d'une autre molécule m, les valeurs de 

c, x, 9, 2, a, 
seront représentées par des sommes de termes correspondants aux di- 
verses molécules m  voisines de m , et dont chacun , considéré comme 
fonction de  u ,  v ,  w, sera proportionnel à la différence 

mais s'évanouira sensiblement hors de la sphère d'activité de la molécule m. 

Donc réduire les équatioris des mouvements infiniment petits au second 
ordre, c'est négliger dans le développement de cette différence, c'est-à-dire 
dans la somme 

(UX + v y  + w z ) ,  (UX + vy + W Z ) ~  
ux + vy + wz + --- + - + etc. , . . . 

1 . 2  i -2.3 

les puissances du trinome 

ux + vy + wz, 
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d'un degré supérieur au second. Or, il sera généralement permis de né- 
gliger ces puissances, au moins dans une première app~oximation , si le 
module du trinome 

ux + vy + wz 

reste très petit pour tous les points situés dans l'intérieur de la sphère 
d'activité sensible d'une molécule; et cette dernière condition sera rem- 
plie elle-même, si le rayon de la sphère dont il s'agit est très petit, par 
rapport aux longueurs d'ondulations mesurdes dans un mouvemerit sim- 
ple qui ne s'éteigne pas en se propageant. En effet, dans un semblable 
mouvement, u, v ,  W ,  seront de la forme 

u, v, w, désignarit des constantes réelles; et le plan d'une onde, paral- 
lèle au plan invariable représenté par l'équation 

formera avec les demi-axes des coordonnées positives des angles dont 
les cosinus seront respectivement proportionnels à 

tandis que l'épaisseur d'une onde sera représentée par 

la valeur de k étant 
k = ~ Ü q Z q W . .  

D'autre part, si l'on nomme r le rayon vecteur mené de la molécule m a 
la molécule m ,  et d\ l'angle formé par le rayon vecteur r avec la perpeii- 
dicidaire au plan d'me onde, on aura 

r = V X S + ~ ~ + ~ ; ,  
r 

ux + vy + wz e krcos6  r 2a cos 6; 
et il est clair que le produit 

ir f cos, 

deviendra très petit en même temps que le rapport 

Donc le module du trinome 
'CX + oy + wz, 

Ex. $An. et de Ph. M. 
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représenté dans le mouvement simple que l'on coiisidère par la valeur 
numérique de la somme 

ux + vy +. wz = 27rf cos 6, 

restera très petit, si le  rayon vecteur r, supposé inférieur ou  égal au 
rayon de la sphère d'activité sensible d'une molécule, est très petit par 
rapport à la longueur d'une ondulation. 

Lorsque la coiidition ici énoncée sera remplie, et qu'en conséquence 
les équations des mouvements infiniment petits pourront être, sans er- 
reur sensible, réduites à des équations du second ordre, ces dernières 
renfermeront généralement des termes du premier ordre et  des termes d u  
second ordre. Il semblerait au premier abord que ceux-ci devraient encore 
être considérés comme très petits par rapport aux autres. Mais on  doit 
observer que les coefficients des dkrivées du premier ordre seront des Som - 
mes composées de parties, les unes positives, les autres négatives, et qui, 
dans beaucoup de cas, se détruiront réciproquement. C'est ce qui arrive 
en particulier, quand le système de molécules est constitué de telle rna- 
nière, que la propagation du mouvement s'effectue en tous sens suivant 
les mêmes lois. Il eri résulte que, loin de négliger les termes (lu second 
ordre vis-à-vis des termes du premier ordre, on devra plus généralement 
négliger ceux-ci vis-à-vis des termes du second ordre, ce qui sufira 
pour rendre homogènes les équations du second ordre auxquelles o n  sera 
parvenu. * 

Considtkons maintenant en particulier les conditions relatives aux 
points situes dans le plan fixe des y, z. D'après ce qu'on a dit, ces coridi- 
tions supposent qu'oq obtient des produits très petits en rniiltipliarit la 
constante E ,  c'est-à-dire la distance ai; plan fixe, en-deqà de laquelle les 
perturbations des inauveinerits infiniment petits deviennent sensibles, par 
certains coefficients renfermés dans ces mêines equations. D'ailleurs en 
vertu des principes développés dans le Memoire qui a pour titre : Méthode 
générale propre à fournir les équations de condition relatives aux limites 
des corps, les coefficients dont il s'agit seront généralement ceux par les- 
quels se trouveront niiiltipliées les variables principales 

È, i, r ,  m ,  x, 3, 
dans les équations symboliques des mouvements infiniment petits, trans- 
formées d'abord en équations différentielles par la substitution des cons- 
tantes 
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v, w ,  S 
aux caractéristiques 

Dy, Da, D,, 
puis ramerlées au premier ordre par l'adjonction des variables principales - - -  
Q, X; 4, aux variables principales , i, r ,  et résolues par rapport à 

Mais il est important d'observer que, si, dans un mouvement simple, l'é- 
paisseur 1 des ondes planes clevient très petite, les constantes 

offriront de  très grands modules comparables à la quantité 

Alors les dérivées 

seront elles-mêmes comparables aux produits 

k), ki, k t ;  
et comme, dans les équations des mouvements infiniment petits réduites 
à des équations homogènes du  second ordre, puis transformées en équa- 
tions diff6reu tielles , les divers termes resteront tous comparables les uns 
aux autres, les coefficients qui,  multipliés par 6 ,  devront fournir des 
produits très petits, seront, dans les valeurs de 

exprimées en fonctions linéaires de 

E T  ., , 7 2 ,  J ,  
les coef6cients de 

ou ceux de 
k z ,  kn, kt .  

On peut ajouter que les coefficients de @ dans la valeur de 3,  de 
dx 

d i  dans la valeur de h, etc. . . , auront, dans le mouvement troublé des va- 
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leurs comparables a celles qu'ils acquièrent dans le mouvement simple et 
non troublé, c'est-à-dire au coefficient u,  par conséquent à la constante k. 
Donc, en définitive, pour que la valeur de la distance E permette aux 
conditions relatives à la surface de subsister, il suffira que le produit 

reste très petit, ou, en d'autres termes, que la distance s soit très petite 
relativement à la longueur d'une ondulation. 

Cette condition, étant supposée remplie, les formules (as) ou (27) 
subsisteront, pour z = o ,  dans les circonstances que nous avons indiquées, 
si les variables 

g ,  11, 4.9 

~eprésentent les déplacements symboliques relatifs à un mouvement simple 
pour lequel on aurait - 

u=ufl-1. 

Il y a plus : en vertu des principes établis dans le Mémoire déjà cité, on ar- 
rivera encore aux formules ( 2 5 )  ou (27), si les variables 

- - 
f ,  f l ,  Ft 

représentent les déplacements symboliques relatifs à un mouvement [simple 
pour lequel on aurai.t - 

u=-UV- 1, 

ou même les dép1acement.s symboliques relatifs à un mouvement résultant 
de la superposition de deux mouvements simples, pour l'un desquels on 
aurait 

tandis qu'on aurait pour l'autre 
-- 

u = - u + r .  

Cela posé, on pourra énoncer la proposition suivante. 
The'orèrne. Considérons un système homogène de molécules situé par 

rapport au plan desy,  z du côté. des x positives, et pour lequel les équa- 
tions des mouvements infiniment petits, indépendantes de la directiori des 
axes coordonnés, puissent se réduire, sans erreur sensible, à des équations 
homogènes du second ordre, par conséquerit aux formules (Y). Supposons 
en outre que, dans le voisinage du plan des y, z ,  et entre les limites très 
rapprochées 

z=0, x=t, 
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ces équations changent de forme, les coefficients des déplacements effec- 
tifs ou des déplacements symboliques et de leurs dérivées devenant alors 
fonctions de la coordonnée x. Nommons - 

?, i l  4, 
les dérivées premières de 

6 G 3  8, 
relatives à x ,  et - -  - 

Eo, io, CO, qo, XO, ?Co, 
ce que deviennent, pour x = O, les valeurs de 

correspondantes à un mouvement infiniment petit, propagé dans le système 
de molécules donné, quand on a égard aux perturbations de ce moiive- 
ment indiquées par l'altération des équations (1) dans le voisinage du plan 
des y, a. Enfin, supposons que le mouvement dont il s'agit soit un mouve- 
ment simple qui ne s'éteigne point en se propageant, ou bien encore qu'il 
résulte de la superposition de deux niouvements simples de cette espèce, 
correspondants aux mêmes valeurs imaginaires des coefficients 

mais à des valeurs imaginaires de u ,  qui, étant égales au signe près, se 
trouvent affectées de signes contraires. Si d'ailleurs la distance e est très - 
petite relativement à la longueur d'une ondulation, les valeurs de 

calculées comme si le mouvement simple n'éprouvait aucune perturbatiou 
dans le voisinage du plan des y, z , vérifieront, pour x = O ,  les conditions 
(25)  ou (a7), savoir les conditions 

ka -- > v a +  w', 
1 4 - f  

eL les conditions 

si l'on a 
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Les mêmes principes peuvent servir encore à établir les équations de 
condition auxquelles devraient satisfaire, pour x = O, les valeurs de 

e, ., 9 9 x, T, 
relatives soit à des mouvements qui s'éteindraient en se propageant, soit à 
des mouvements accompagnés d'un changement de densité. Mais, nous bar- 
nant pour l'instant a indiquer ces diverses applications de nos formules 36- 
nérales, nous allons nous occuper plus spécialement des formules particu- 
lières que nous venons de trouver et développer les conséquences qui s'en 
déduisent. 

Les valeurs de v ,  w étant 

(28) 
1- 

- 
v = Y \ / - 1 ,  W = wq-1, 

la formule (a7) peut s'écrire comme il suit 

D'ailleurs on tire de  cette dernière, non-seulement 

par conséquent 
- - - - - - - - 

(30) wVi-v~=wM0-v~,, ~ - w % = $ , - w ~ , ,  v ~ - ~ = v ~ , - Y , , ;  

mais encore 

quels que soient les facteurs a, 6, et par siiite 

si l'on choisit a? C de manière A vérifier la formule 
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5 1V. Sur les conditions géndrales de la coexistence de moiivements siinples, que 
Pon suppose yropagks dans deux portions diy2renfes d'un systéme molécuhire, 
diversement constitrrdes et séparies l'une de l'autre par une su facc plane. 

Considérons deux systèmes homogènes de molécules, séparés par une 
surface plane que nous prendrons pour plan des y, a ,  ces deux systèmes 
n'étant autre chose que deux portions différentes d'un même système dont 
la constitution change quand la coordonnée x passe du négatif au positif, 
et reste sei~siblement invariable de chaque côté de la surface de sépara- 
tion, excepté dans Ie voisinage de cette surface. Soient 

les déplacements effectifs et symboliques d'une molécule, correspondants 
à un ou à plusieurs moiivements simples propagés dans le premier des 
systèmes donnés, que nous supposerons situé du côté des x négatives; 
et nommons 

c7 x, 4 ou !, X, S, 
les dérivées de ces déplacements effectifs ou symboliques, prises par rap- 
port à z. Soient pareillement 

, a ,  et p, v i t ,  TT', 
les déplacements effectifs ou symboliques correspondants a un ou plusieurs 
mouvements simples propagés daris le second systéime, situé du côté des 
x positives; et nommons encore 

les dérivées de ces déplacements effectifs ou symboliques7 prises par rap- 
port à x. Soient enfin 

t o i  y01 Co, $ 0 ,  XO, So, 
OU - - -  - - 7- 

O 0 O q07 x07 4 0 7  

ce que devierineiit les cléplacements effectifs ou symboliques et leurs dé- 
rivées pour les points situés dans le plan desy,  z. Si les deux espèces de 
mouvements simples que l'on suppose propagés dans les deux syst+mes 
donnés de inolécides peuvent coexister, alors, en raisonnant comme dans 
le § III, on obtiendra, i 0  entre les différences 

- - - - 
g - c o ,  i-io, c - & 7  6 - ? o ,  X - X O ~  +- 4w 
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20 entre les différences 

p-&, L n . ,  3-&, +q0, 
des équations de condition qui devront se vérifier pour une valeur nulle 
de x ;  puis, en éliminant 

entre ces deux espèces d'équations de condition, on en obtiendra d'autres 
entre les seules variables 

Les nouvelles équations de condition, ainsi obtenues, devront, comme les 
précédentes, subsister seulement pour une valeur nulle de x ;  et les unes 
comme les a,utres seront linéaires par rapport aux déplacements symbo. 
liqiies et à leurs dérivées. En conséquence, après l'élimination de 

la forme la plus génerale d'une équation de condition sera 

( 1 )  r + 1 - 5 0 ,  

r désignant une fonction linéaire des variables 

composée de six termes respectivement proportionnels à ces mêmes va- 
riables, et r' une fonction de la même espèce, mais composée avec les 
variables 

Si l'on suppose qu'un seul mouvement simple se propage dans le 
système de molécules situé du côté des x négatives, les valeurs de 

correspondantes à une valeur nulle de  x,  seront de la forme 

U, V ,  W ,  S, A ,  B , C , dksignant des constantes réelles ou imaginaires ; et 
par suite, la valeur de r correspondante à x = O, sera de la forme 

vy+ we-st T = i e  9 

y désignast une nouaelle constante. Si au contraire plusieurs moiivements 
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( 157 
simples, superposés les uns aux autres, se propagent simultanément dans 
le premier des systèmes donnés, et si l'on admet que les déplacements 
symboliques deviennent proportionnels, dans l'un de ces mouvements 
simples, à l'exponentielle 

e uy* w E - s t )  

dans un autre à l'exponentielle 
, u,x -f- V,Y f w,s - s,t , etc., 

la valeur de r, correspondante à x= O ,  sera de la forme 

(2) 
r = 2'e vy + ""st + y/, .,Y + w p  - s,t el-..., 

7, il,. . . désignant diverses constantes. Pareillement, si divers mouve- 
ments simples se propagent dans le second système de molécules, et si 
l'on admet que les déplacements symboliqiies deviennent proportionnels, 
dans l'un de ces mouvements simples, à l'exponentielle 

u'x + dy + W'E - s't 
9 

dans un autre à l'exponentielle 
& Pz + v ' 9  -1- w"z - s"t 

7 

etc. . . , la valeur de I", correspondante à x = O ,  sera de la forme 

(3) y1 = ),le Y'Y + w'z -s't +.... 
Cela posé, l'équation (r) ,  réduite à 

entraînera la formule 

à laquelle elle se réduira identiquement si l'on a 

Il y a plus : si les constantes 

7 ,  y,,. . . 2 ' ' * * - $  

diffèrent de zéro, l'équation (4) ,  qui doit subsister quelles que soient les 
valeurs attribuées aux variables indépendantes y, z ,  t ,  entraînera toujours 
non-seulement l'dquation (5),  en laquelle elle se trarisforme, quand on ré- 

Ex. d'An. et de Ph. M. 2 1 
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d u i t y ,  z et t à zéro, niais encore les formules (6). C'est ce que l'on dé- 
montrera sans peine à l'aide des considérations suivantes. 

L'équation (4, devant subsister, quels que soient y, a et t , donnera, 
pour z = o  et t = o ,  

Si, dans cette derniére équation, et dans ses dérivées des divers ordres, 
relatives à y, on pose y = O,  or1 trouvera 

Or, il est facile de s'assurer que les équations (71, dont on petit supposer 
'le nombre égal à celui des coefficients 

entraînent la première des formules (6). En effet, admettons, par exemple, 
que ces coefficients se réduisent à trois 

7 ,  7 , ,  7'. 
Alors, en éliminant deux d'entre eux des équations ( T ) ,  c'est-à-dire, deç 
formules 

3/ +>, +?' = O r  

3.V + I / V /  4- fv' = O, 

?va + 3/,vIa 4 ps = 0, 
on txouvera successivement 

et par suite, si 
3 . 9  3 . 1 ,  7 ' 7  

diffèrent de zéro, les trois différences 

Y- V , ,  O- of, V, - O, 

devront s'évanouir, en sorte que la première des formules (6 )  devra être 
vérifiée. Eu égard à la forme des équations (7), la même démonstratioii 
reste applicable, quel que soit le nombre des coefficients 7, 7,,. . . T I , .  . .; 
et d'ailleurs on pourra évidemment établir de la même manière la seconde 
et la troisième des formiiles (6). 

Lorsqu'un mouvement simple propagé dans un système de moléciiles 
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( '59 ) 
atteint uue surface plane qui sépare ce premier système d'un second, il 
donne très souvent naissance à d'autres mouvements simples, les uns ré- 
fléchis, les autres réfractés, qui coexistent tous ensemble, mais qui ne 
pourraient plus coexister, dans le double système de molécilles que l'on 
considère, si l'on venait à supprimer quelques-uns d'entre eux. Ainsi, par 
exemple, lorsque ces deux systèmes sont tels qu'un mouvement simple, 
propagé jusqu'a leur surface de séparation, donne naissance à deux mouve- 
ments de cette espéce, l'un réfléchi, l'autre réfracté, on ne saurait conce- 
voir deux de ces trois mouvements propagés seuls dans le double système 
de molécules. Donc alors l'équation ( 1 )  ou (4) ne peut subsister, lorsqu'on 
supprime l'un des trois mouvements simples; ce qui aurait lieu toutefois, 
si l'une des constantes 

27 îI,? 24 
venait à s'évanouir. Donc, si l'on applique L'équation ( r )  ou (4) A la ré- 
flexion et à la réfraction des mouvements simples, elle entraînera généra- 
lement les fortnules (6). 

Supposons l'équation (4) effectivement appliquée à la réflexion et à 
la réfraction d'un mouvement simple; et soient dans cette même équation 

le terme qui correspond aux ondes incidentes, 

ceux qui corresporident aux ondes réfléchies ; enfin 
v'y + w 'z-SC' 

'le , etc.. . . . 
ceux qui correspondent aux ondes réfractées. Si l'on pose, comme dans 
le § II, 

P - 
(8) u=U-+u\'-1, o = V + v q = ,  w = W + w \ / - 1 ,  - 
(9) s = S + S V - r ,  

(10) k = Vu'+va+w", K = \/u~-/-v'+w', 

u , V ,  W ,  s , U, V, W, S, d-signant des quantit6s réelles, parmi lesquelles 
s pourra être censée positive; les constantes réelles 

K ,  S,  
2 1 . .  
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représenteront, clans le mouvement incident, les coefficients d'extinction 
relatifs à l'espace et au temps, et 

T 

la durée des vibrations moléculaires, tandis que 

1 
représentera l'épaisseur des ondes planes, et  

n 
leur vitesse de propagation. De plus, les plans des ondes étant tous pa- 
rallèles au plan invariable représenté par l'équation 

et la constante u devant être positive dans le cas où, comme on doit le - 

supposer, les ondes incidentes en se propageant se rapprochent du plan 
des y, z; si l'on nomme r l'angle d'incidence, c'est-à-dire l'angle aigu 
formé par une droite perpendiculaire aux plans des ondes avec l'axe des x, 
on aura, dans le cas do& il s'agit , 

et par suite 

puis on en conclura 

( ~ 4 )  u = kcos r ,  Vv4+ws  = ksinr .  
Quant au plan invariable représentd par l'équation 

il sera celui duquel s'éloignent de plus en plus les molécules dont les 
vibrations deviennent de plus en plus petites, et disparaîtra si le mouve- 
ment incident est du nombre de ceux qui rie s'éteignent point en se 
propageant. 

Soient maintenant 

ce que deviennent les constantes réelles 
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( 161 ) 
quand on passe des ondes incidentes aux ondes réfléchies ou réfractées. 
Les formules (6), jointes aux équations (8), (g), (1 o), (1 I ) ,  (1 2), (1 4), 
entraîneront évidemment les suivantes 

On tirera d'ailleurs de la formule (1 7), 

et des formules ( 1  6), 

ou, ce qui revient au même, 

(4 k s i n ~  = k,sinr,  =. . .= k'sin T'. . . , 
et par suite 

( 2 4  
sin 7 - S I U T ,  - sin r' 

1 =-  I.. .= 7. .. 
1, 1 

Il résulte d e  la formule (20) que la durée des vibrations moléculaires 
reste la même dans les mouvements incident, réfléchis et réfractés. Il 
résulte de la formule (22) que I'angle d'incidence r ,  l'angle de rgexion 
r,, . . . l'angle de reclfraction r',. . . offrent des sinus respectivement pro- 
portionnels aux épaisseurs 1, 1, ,. . . Y,. . . des ondes incidentes, réfléchies 
et réfractées. De plus, comme les plans invariables, représentés par les 
formules (13) et ( J  5), ont pour traces sur le plan des y ,  z ,  les droites 
représentées par les équations 

(23) vy + wz = O, 

(24) vy +wz = O ,  

il résulte des formules (16) et (18), que ces traces restent les mêmes, 
quand on passe du mouvement incident aux mouvements réfléchis ou 
réfractés. Donc les plans des ondes iricidentes, réfléchies et réfractées 
coupent le plan des y, z ,  ou en d'autres termes, la surface réfléchissante 
suivant des droites qui sont toutes parallèles les unes aux autres; et, si 
par un point donné de la même surface on mène des perpendiculaires 
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( 16% ) 
aux plans de ces différentes espèces d'ondes, ces perpendiculaires seront 
toutes renfermdes dans un plan unique que l'on peut appeler indiffé- 
remment le plan dincidence, oii le plan de reyexion ou le plan de ré- 
jiactign. 

On tire des formules (22) 

sin T 1 - sin r - 1 - et  -, 
sin 7,  1, SIt1T -Ta*' ' 

Donc le rapport dz~ sinus d'incidence au sinus de reyexion est en mgme 
temps le rapport entre les épaisseurs des ondes incidentes et réJIéchies, 
tandis que le rapport entre les sinus dincidence et de reyraction se confond 
avec le rapport entre les épaisseurs des ondes incidentes et rejactées. Le 
premier de ces rapports est ce que nous nommerons i'indice d'incidence, le 
second est celui qu'on nomme l'indice de réfkction. 

Lorsque le premier système de molécules sera du nombre de ceux dans 
lesquels la propagation cl~i mouvement s'effectue en tous sens suivant les 
mêmes lois, et que pour cette raison nous appellerons isotropes, s de- 
viendra fonction de la somme ug+v+ TV', à laquelle s" sera même propor- 
tionnel, si les équations des mouvements infiniment petits sont homogènes. 
Alors le mouvement incident, que nous supposerons simple, pourra donner 
naissance à un seul mouvement simple, réfléchi ; et l'équation 

s = S, 
entraînera la suivante 

Celle-ci, jointe aux équations 

V = v,, w =  W , ,  

U' = u,'; 

et,  comme on ne pourrait supposer à la fois 

sans rendre parallèles les plans des ondes incidentes et réfléchies, ce qui  ne 
permettrait plus de vérifier les équations de condition, et ce qui est effecti- 
vement contraire a toutes les expériences, la formule (26) entraînera l'é- 
quation 
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par conséquent aussi L'équation 

Or de cette dernière, jointe aux formules 

on tirera - vu; + Y,= + wIa = V'U' + va ++, 

et par suite 

(344 
Cela posé, la première des formules (25) donnera sin r, = sinr , 

Donc, dans un milieu isotrope, l'angle de reyexion est toctjours égal 
à l'angle d'incidence. 

Supposons maintenant le second système de molécules isotrope, 
comme le premier. Aloi-s le mouvement incident, étant simple, pourra 
donner naissance d'une part à un seul mouvement simple, réfléchi, 
d'autre part à un  seul mouvement simple réfracté. Si d'ailleurs ces trois 
mouvements simples sont du nombre de ceux qui ne s'éteignent pas en 
se propageant, on aura 

Dans ce cas particulier, s étant fonction de 

à une valeur déterminée de s, et par suite de s'= s, correspondront des 
valeurs déterminkes non-seillement de k ,  mais aussi de k', quel que soit 
d'ailleurs l'angle d'incidence T. Donc alors, Z'indice de reyraction, savoir, 

sera independant de litngle d'incidence. 
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§ V. Sur les lois de la réjexion et de la rdfraction des mouvements simples dans les 
milieux isotropes. 

Pour obtenir compléternent les lois de la réflexion e t  de la réfraction 
des mouvements simples dans les milieux isotropes, il faut joindre aux 
lois générales établies dans le paragraphe précédant, celles qui résultent 
de la forme particulière sous laquelle se présentent les équations de con- 
dition relatives à la surface de séparation de deux semblables milieux. 
Pour fixer les idées, nous nous bornerons ici à considérer le cas où,  
dans chaque système de moléc~iles, les équations des mouvements infini- 
ment petits peuvent être réduites sans erreur sensible à des équations 
homogènes du second ordre; et nous supposerons que le mouvement 
incident, étant simple, donne naissance d 'me  part à un seul mouvement 
simple réfléchi, d'autre part à un seul mouvement simple réfracté ; ces 
trois mouvements étant du nombre de ceux dans lesquels la densité reste 
invariable. Enfin nous prendrons la surface réfléchissante pour plan 
des y ,  z. Cela posé, soient pour le premier milieu, situé du côté des x 
négatives, 

les déplacements symboliques d'une tnolécule, et leurs dérivées relatives 
à x ,  daus le mouvement incident, ou dans le mouvement réfléchi, ou 
bien encore dans le mouvement résultant de la superposition des ondes 
incidentes et  réfléchies. Soient au contraire, pour le second milieu sitiié 
d u  côté des x positives , 

p, if, c, $, 2, Ti7  
les déplacements symboliques d'une molécule et leurs dérivées relatives 

à x dans le rayon réfracté. Les valeurs de 2, i, i, relatives au mouve- 
ment incident, seront de la forme 

- (,) = ~ ~ ~ x + ~ y + w z - s t  - , B ~ U ~ - V Y + W Z - S ~  
9 c =  cei*r+vufwr-s t  

9 n -  7 

les constantes réelles ou imaginaires u , v, w ,  s, A, B,  C,  étant liées 
entre elles par les équations 

(4 3' -  l(un + v s +  wl), A u + B v +  C W = O ,  
et la lettre r désignant une constante réelle. Si maintenant on passe di1 
mouvement incident au mouvement réfléchi ou réfracté, les valeurs de 

v ,  w7 Sv 
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resteront les mêmes, d'apres ce qii'on a vu dans le § IV; mais on ne 
pourra en dire autant des coefficients 

qui feront place à d'autres représentés par 

ou par 
UI, A,, B, C l ,  

u', A', BI, C i ,  
la valeur de u, étant 

- - 
En conséquence, les valeurs de 2, n , c, relatives au mouvement réfléchi, 
seront de la forme 

- A FUZ-!-VY~WS-S~ - (4) E - , =+V~+-WZ-S~,  = C ; l c ~ + ~ y + ~ ~ - s r  , n L B,e- 7 

les coefficients A,, B,, C,, étant liés à u ,  v ,  w ,  par la formule 

et pareillement les valeurs de F ,  2, p, reIatives au mouvement réfracté, 
seront de la forme 

les constantes ut, v,  TV, s, A', Bi, Cf, étant liées entre elles par les équations 

(7) sS = /(u" + V' + wS), A'U' + B'V -+ C'W = O ,  

et r' étant ce que devient la constante réelle r qiiand on passe du pre- 
mier milieu au second. Ajoutons que, si, dans le premier milieu, on con- 
sidère à la fois les ondes incidentes et réfléchies, la superposition de ces 

- - 
ondes produira un mouvement dans lequel les valeurs de f, n, c, de- 
viendront 

- g , ~ ~ u r + v ~ + w z - s t  + A , ~ U S + V Y + W Z - S ~  

(8) ( i = 
9 

~ e u + v ~ + w z - ~ t  + B~~-=+VY+WZ -SC 

9 
f - C e u z + v Y + w z - s t  - + C,~-UX+VY+WZ-S~. 

- - - -  
C'est entre les valeurs de t ,  n, c, Q, X, $ et de p ,  2 ,  c, $, 2, T, 
tirées des formules (6) et (8), que devront subsister, pour x = O ,  les 
équations de condition relatives à la surface réfléchissante. 

Considérons spécialement le cas où Les mouvements incident, réfléchi, 
et réfractk sont du nombre de ceux qui ne s'éteignent pas en se propa- 

Ex. d'An. et de Ph. M. s 2 
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geant , 

(9) [ 
et où l'on a par suite 

U ,  v , W, S ,  TJ', désignant des quantités réelles. Posons d'ailleurs 

Comme les formules (2) et (7),  jointes aux formules (9) et (IO), dontie- 
ront 

sa s2 
I C -  k" l' = F, 

il est clair que les constantes réelles r ,  r' seront positives. Soient mainte- 
nant 

ce que deviennent les déplacements symboliques d'une molécule et 
leurs dérivées relatives à x,  en un point de la surface réfléchissante, 
quand on tient compte des perturbations qu'éprouvent dans le voisinage 

les mouvements infiniment petits. On obtiendra, pour 
expressions 

de cette surface 
x = O ,  entre les 

des kquations de condition représentées par les formules (25)  ou (27) 

du § III. Donc alors, si la constante réelle que nous avons désignée par f 
est telle que I'on ait 

(4 
ka - 

1 + f  
> va +w", 

on trouvera 

Si au contraire I'on a 

alors les équations de condition se trouveront comprises dans la formule 
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la valeur de 0 étant 

Pareillement, si, en nommant f' ce que devient f quand on passe du  
premier milieu au  second, l'on a 

on trouvera 
- - - - - .- 

(17) et = tO7 )II= i lo,  r)= ro ,  + = @ O ,  2 = XO, .Sr = Se. 
Si l'on a au contraire 

( W  
on trouvera 

la valeur de 'O' étant 

Comme on ne connait pas à priori la loi des actions inoléculaires, 
ni par suite les valeurs des constantes f ,  fr ,  le seul moyen de savoir si ces 
constantes vérifient les formules (1  1) et (16) ou (1 3) et ( 18), est de cher- 
cher les conséquences qui se déduisent de l'une et l'autre supposition, et 
de les comparer aux résultats de l'expérience. Or, si l'on admet les for- 
mules (1 r )  et (16), alors les conditions ( r  2) jointes aux conditions ( 1  

donneront, pour x = O ,  

De ces dernières équations, cornhinées avec les formules (6) ,  (8), or, 
tirera 

A + A , =  At ,  B + B , = B ' ,  C + C l = C t ,  f u(b-A')=ulA', u ( B - B , ) = u l B ' ,  u ( C - C , ) = u r C ' ;  

et par suite 
A, - B I -  Cl u - u '  - - B - C = - 7  

puis de ces dernières, jointes aux formules (2), (5) et (7 ) ,  on conclura 
22.. 
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D'ailleurs on tire des formules (25) 

puis de celles-ci, combindes avec les formules (9) et (')y 

Enfin, pour satisfaire à la première des équations (29), il faut supposer 
que l'on a 

(30) .U = u1 = O, 

c'est-A-dire que les plans des ondes incidentes et réfractées sont paral- 
lèles au plan des y, z, ou que l'on a 

(3 1) f = O, 

c'est-à-dire qiie les vibrations des molécules sont perpendiculaires ii i'axe 
des x. Donc, lorsque les formules ( I  1) ou (1 6) se vérifient, un mouve- 
ment incident, que nous supposons simple, ne peut donner naissance à 
un seul mouvement simple réfléchi, et à un seul mouvement simple 
réfracté, que dans des cas très particuliers, savoir, lorsque les plans des 
ondes ou les directions des vibrations moléculaires sont parallèles à la 
siirface réfléchissante. 

Au contraire, un mouvement simple pourra se réfléchir et se réfracter, 
quelle qiie soit la direction des plans des ondes ou des vibrations molé- 
culaires, si l'on suppose vérifiées non plus les formules (1 1) et (16), mais 
les formules ( 1  3) et (18). Alors les variabIes 

d'une part, et les variables 

C, n', a, c; 2: .J: 
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d'autre part, se trouveront liées à 

par les formules ( 1 4 ) ~  ( ~ g ) ,  dont chacune coniprendra cinq équations 
distinctes; et l'élimination de 

entre les dix équations, dont le système est représenté par ces deux for- 
mules, fournira, entrq les seules variables 

quatre équations de condition qui devront subsister pour x = o. Pour 
obtenir ces équations de condition, on observera qu'en raisonnant comme 
dans le § III, on tire des formules ( 1  4) et (1 9) non-seulement 

mais encore 

c - 6 - 
$1 + aE' + ; n' = $0 f .Eo + ; no,  

pourvu que l'on choisisse cc, g , de manière à vérifier simultanément les 
deux formules 

On devra donc avoir alors, pour x = O ,  

De plus, comme, en vertu des équations (32), TI, 0' sont les deux ra- 
cines de l'équation du second degré 
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on aura nécessairement 

et par suite la formule (34) pourra être réduite à 

Les formules (33) et (36) seront précisément les quatre équations de con- 
d ition dernaridées. 

Avant d'aller plus loin, il est bon d'observer qu'en vertu des formiiles 
(6), (8)' les équations (33) peuvent être réduites aux trois suivantes 

desquelles on tire évidemment 

ou, ce qui revient ail inênie, 

Les forniules (39) sont précisément les trois premières des quatre formules 
que j'ai données en 1836 comme propres à représenter les équations de 
condition relatives à la surface réfléchissante. (Voir les Nouveaux Exer 
c i c ~ s ,  page 203 . )  

Ajoutons que l'équation (36) peut s'écrire comme il suit 

Observons encore qu'en vertu des formules (1) et (a) ou (4) et (5) ,  on 
vérifiera l'éqüation 

( 4 4  n,$ $- D ~ K +  D& O,  

en  supposant les cléplacements symboliques 

relatifs au mouvement incident, ou au mouvement réfléchi, par consé- 
querit aussi, en supposant ces déplacements symboliques relatifs au mou- 
vement résultant de la superposition des ondes incidentes et réfléchies. 
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Pareillement, il suit des formules (6 )  et (7) que les déplacements sym- 
boliques 

relatifs au mouvement réfracté, vérifient la formule 

A u  reste, les formules (41)  et (42) entrainent les deux suivantes 

qui se déduisent immédiatement de l'hypothèse admise, puisqu'elles ex- 
priment que les mouvements propagés dans chaque système de molécules 
ont lieu sans changement de densité. On tirera d'ailleurs des forniiiles 

( 4 1 )  9 ( 4 4  
D= (5  - %') + D, (n - 2) + 0, (4 - 5') = O ,  

ou,  ce qui revient au même, eu égard aux éqiiatioiiç (6) et (8), 
- 

D,(: - E l )  + v &  - d )  + w(r  - c l )  = O ,  

et par conséquent 

quelles que soient les valeurs attribuées aux variables z, y ,  a. 

Les quatre équations de condition (37) et (4o)peuvent être remplacées 
par d'autres que l'on déduit aisément des formules (1 4 )  et (19) combinées 
avec les équations (44). En effet, les formules (14)  et ( I ~ )  donneut, nori- 
seulement 

et uar suile 

mais encore 
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et par suite 

pourvu que l'on suppose 

a = 0 -+ Q', g = 00'. 

Or les formules ( 4 5 )  et (46) ,  qui ne diffèrent pas au fond des formules 
( 3 3 ) ,  (34)' donneront d'abord 

s-s' - <-5' - ' 4-4' - -  XX,- 
v IV ' 1i W ' 

ou, ce qui revient au même, 

puis, eu égard aux formiiles (id), 

et par conséquent 

ou, ce qixi revient a u  même, eu égard aux formules ( 3 5 ) ,  

D'ailleurs on tirera immédiatement des formules (48) et (50), 

Les équations de condition ( 5  1) et (52) offrent cela de remarquable, que 
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( 173 ) 
les deux dernières renferment seulement les déplacements e ,  e' mesurés: 
dans l'un et l'autre milieu, suivant des droites perpendiculaires à la sur- 
face réfléchissante, tandis que les deux premières renferment seulement 
les déplacements n ,  r ,  ou nt, c', mesurés suivant des droites parallèles à 
cette siirface. 

Posons maintenant pour abréger 

(53) k us + vs + tua = - k" et k" = z t s  + os + w* = - kt'. 
Les conditions (48) ,  (50), qui doivent subsister pour x =O, étant jointes 
aux formules (6) ,  (81, donneront 

Bw - Cv + B,w - C,v = B'w - C ' v ,  

u [(Bw - Cv) - ( B p  - C,v)] = ut(B'w - C'V), 

k" (A + A,) = KsA' ,  

ou, ce qui revient au même, 

A' A +  A .  A - A  

par conséquent 

U - ur 
B,w - C,V = - (Bw - CV) ,  

u + u' 
2U B'w - C'V =: - (Bw - CV),  ' 

U + IC' 

Ex.  d'An. et de Ph. M. a 3 
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Comme, en vertu des formuIes (53), on a 

Il est clair que les équations (55) peuvent s'écrire comme il suit 

Les équations (54) et (53) ou (56), jointes aux formules (5) et (7), suffi- 
sent pour déterminer compléternent les valeurs des coristantes 

A , , B , , C ,  et d , A f , B ' , C ' ,  

relatives aux mouvements réflhchi et réfracté, quand an connaît les va- 
leurs des constantes 

U ,  V ,  CV, S ,  A ,  B, C, 

relatives au mouvement incident. 
Si l'on veut, dans les valeurs de  

A, B, C ,  A', B', C', 

introduire les coefficients réels 

a la place des coefficients imaginaires 

11 suffira d'avoir égard aux formule (9). Alors les formules (54) et (56), 
jointes aux formules (5) et (y), donneront 
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Les calculs se simplifient, lorsqu'on suppose l'axe des z parallèle aux 
traces des plans des ondes sur la surface réfléchissante. Alors, la for- 
mule (13)  du s IV devant se réduire à 

y = O ,  

on aura nécessairement 

et par suite les formules ( 1) , (4), (6) deviendront 

Alors aussi, les valeurs des déplacements symboliques étant indépen- 
dantes de a ,  dans chacun des mouvements incident, réfldchi et réfracté, 
les dérivées de  ces déplacements, relatives à z ,  s'évanouiront dans les 
formules (48) e t  (50) qui se réduiront aux suivantes 

(D: + D;)E = (D: 4- q ) F t  

CD=-DJ (;+$+&)]a= [D~-D;(;+$+&)~'. 

Comme on pourra d'ailleurs, dans celles-ci, remplacer Dy par v ,  les for- 
mules (63) donneront - r = c, Ils< = DST, 

23.. 
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ou, ce qui revient au même, 

- - r = f ,  4 = $ .  

Ces dernières, qui se trouvent déjà comprises parmi les conditions ( n  i ) ,  

donneront encore 

C + C, = Cl ,  u(C - C,)  = ufC', 

par coriséqueiit e 

et l'on tirera des formules (64) 

D'autre part, en vertu des formules ( a ) ,  ( 5 ) ,  (7) et (53), on aura non- 
seulement 

F7) A u  + Bv = O 

et 

(68) - A,u + B,v = O ,  A'u' + B'v = O ,  

mais encore 

Nous avons supposé, dans ce qui précède, que les mouvements inci- 
dent,  rkfléchi, et réfracté sont du nombre de ceux qu i  ne s'éteignent 
pas en se propageant. Alors les valeurs de u ,  v ,  s , u' ,  sont de la forme 

et par suite la partie réelle de ut s'évanouit, aussi bien que la partie réelle 
de u. Mais les formules trouvées s'étendent à des cas inêmes où cette 
condition ne serait pas remplie. Ainsi, en particulier, si l'on a 

k'< k, 
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la valeur de u", déterminée par l'équation ul1 -+ os + wL = A", ou 

pourra s'écrire comme il suit, 

et cette valeur deviendra positive quand on aura 

un < ka - k". 
Donc alors l'équation (71) fournira pour u' deux valeurs réelles, qui ne 
s'évanouiront pas, savoir, 

e t ,  comme de ces deux valeurs réelles la première sera négative, elle in- 
diquera un mouvement réfracté qui s'éteindra en se propageant dans le 
second milieu. Cela posé, si l'on a 

et Dar suite 

il est clair que des valeurs de ut, fournies par i'équation (7 1) et par la 
suivante 

une seule, savoir, la racine négative de l'6quatiori (741, sera inférieure à 
la racine négative de l'équation (7 I ) ,  c'est-à-dire à la valeur de u' fournie 
par la première des formules (72). Donc alors, en vertu des principes 
établis dans le Mémoire sur les équations de condition relatives aux 
limites des corps, les valeurs de 

8 ,  B, C, A,, B,, C,, A', BI, Cl, 

correspondantes aiix mouvements incident, réfléchi , réfracté , seront 
encore liées entre elles par les formules (54) et (56). 
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M É M O I R E  

La transformation et la r&duction des intdgrales gdndrales d'un 
système d'dq uations lint?aires aux d~ff&rences partielles. 

. Considérations générales. 

Considérons un système d'équations linéaires aux différences par- 

tielles entre plusieurs variables principales 

E ,  n, c, a - - 
et des variables indépendantes 

qui ,  dans les problèmes de mécanique, représenteront, par exemple, 
trois cuordonnées rectangulaires et le temps. Comme je l'ai prouvé dans 
un précédent Mémoire, on pourra, en supposant connues les valeurs 
initiales des variables phcipales  et de quelques-unes de leurs dérivées, 
réduire la recherche des intégrales générales des équations proposées à 
l'évaluation d'une seule fonction des variables indépendantes, que j'ai 
nommée la jonction principale. Cette fonction principale n'est autre chose 
qu'une intégrale particulière de l'équation unique aux différences par- 
tielles, à laquelle doit satisfaire chacune des variables principales, ou 
même une fonction linéaire quelconque de  ces variables; e t ,  si, dans tous 
les termes de cette équation aux différences partielles, on efface la lettre 
employée pour représenter la fonction principale, on obtiendra entre les 
puissances des signes de différentiation 

R,  Dy, Da, D,, 
ce qu'on peut appeler l'équation caracte'ristiqw. Ajoutons, I O  que l'ordre 
n de cette équation caractéristique est généralement la somme des nom- 
bres qui ,  dans les équations données, représentent les ordres des dérivées 
les plus élevées des variables principales, différentiées par rapport ail 

temps t ;  2 O  que la fonction principale ; assujétie à s'évanouir au premier 
instant, c'est-à-dire pour t = O, avec ses dérivées relatives au temps et d'un 
ordre inférieur à n - r , doit fournir une dérivée de l'ordre n - 1, qui 
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se réduise alors à une fondtion de x, y, z, choisie arbitrairement. Ainsi 
déterminée, la fonction principale peut toujours étre représentée par une 
intégrale définie sextuple , relative a six variables auxiliaires, et qui reri- 
ferme sous le signe f une exponentielle trigonométrique dont l'exposant 
est m e  fonction linéaire des variables indépendantes. 

Observons maintenant que, dans beaucoup de cas, on peut abaisser 
l'ordre de l'équation caractéristique. De plus, l'intégrale définie sextuple, 
qui représente la fraction principale, peut souvent être remplacée par des 
intégrales d'un ordre moindre, ou se réduire même à une expression en 
termes finis. En conséquence, les intégrales générales d'un système d'é- 
quations linéaires peuvent admettre des transformatioiis et des réductions 
qu'il est bon de connaître, et dont nous allons maintenant nous occnper. 

5 Ier. Sur La rdduction de I'équation caractéristique. 

Concevons, comme dans le MAmoire ci-dessus mentionné, que les va- 
riables indépendantes 

X,Y ,  = >  t ,  

représentent trois coordonriées et le temps; et considérons en particulier 
le cas ou, dans les équations données, les dérivées des ordres les plris éle- 
vés par rapport au temps t se trouvent multipliées par des quantités 
constantes, sans être soumises à des différenciations relatives aux coor- 
données x, y, z. Si I'on nomme cr l'une quelconque des variables prin- 
cipales, et  si I'on élimine toutes les autres entre les équations linéaires 
données, en supposant les seconds membres réduits à zéro, on obtiendra 
une équation résultante 

dans laquelle V sera une fonction entière des caractéristiques 

et I'on vérifiera l'équation (1) en prenant pour u ,  rion-seulement l'une 
quelconque des variables priricipaks, mais encore une fonction liiiéaire 
quelconque de ces variables. 

Cela posé, nous appellerons équation caractéristique la formule syrn- 
bolique 
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à laquelle on parvient en effaqant la variable principale 8 dans le premier 
membre de l'équation (1); ou bien encore, l'équation 

qu'on obtient en remplacant , dans la formule ( I ) ,  

Dc, Dy, Ds, Dt 
par de simples lettres 

z1, O, W, S. 

Si la fonction symbolique V est du degré n par rapport à Di, ou pourra 
y supposer le coefficient de D: réduit à l'unité, et le nombre n représen- 
tera l'ordre ou le degré de l'équation caractéristique. Si d'ailleurs on 
nomme 

m ( x ,  y,  4 
une fonction quelconque des trois coordonnées ' x  , y, z ; 

des variables auxiliaires et réelles; 

des variables imaginaires liées à u, v, w par les formules 

et a la fonction principale, on trouvera 

le signe & du calcul des r4siclus étant relatif à la variable s considérée 

comme racine de l'équation 

et les intégrations étant effectuées par rapport à chacune des variables 
auxiliaires 

A ,  p, v ,  u, v ,  w, 

entre les limites - CO, +a. Ajoutons que la fonction principale m, 
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dont la formule (4) fournit la valeur, sera compléternent déterminée par 
la double condition de vérifier, quel que soit t ,  l'équation aux différences 
partielles 

e t ,  pour une valeur nulle de t ,  les formules 

Cela posé, nous allons indiquer les avantages que peut offrir la récluc- 
tion de l'équation caractéristique 

V = o  

à une autre plus simple et de la même forme. 
Admettons d'abord que chacune des équations linéaires données ait zéro 

pour second membre. Alors, les valeurs initialesdes variables principales c,  
i l ,  r ,  . . . et d'un nombre suffisant de leurs dérivées relatives à t , étant 
supposées coiinues ; les valeurs générales de 

par conséquent aussi la valeur générale d'une fonction linéaire 8 de ces 
variables et de leurs dérivées, se composeront de termes de la forme 

désignant une fonction entière de 

et m(x ,  y, a) l'une des valeurs initiales données des variables principales 
ou de leurs dérivées relatives à t. Or le terme 

pourra être réduit à une forme plus simple, si O et V ont un corn- 
mun diviseur algébrique. C'est ce que i'on prouvera sans peine, en 
cherchant l'intégrale définie sextuple qui, eu égard a la formule ( 4 ) ,  
devra représenter mm,  ou bien encore, en raisonnant comme il suit. 

Soit un commun diviseur algébrique de V et de 0 ,  représenté par 
une fonction entière des caractéristiques 
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en sorte qu'an ait  
V s D V ,  et n =Do , ,  

0, , 0, désignant encore deux fonctions entières des memes caractéristl- 
ques. Si l'on nomine n, le degré de V, par rapport à D,, 12 - 71, sera celui 
de p, et l'on pourra, dans les fonctioris symboliques D, V I ,  comme dans 
la fonction V , supposer les coefficients des puissances de D, les plus éle- 
vées réduits à l'unité. Cela posé, il est clair d'une part que l'équa- 
tion (5) prendra la forme 

( 7 )  V,Dm = O ,  

et que les conditions (6) ,  relatives à une valeur nulle de t ,  entraîne- 
ront les suivantes 

d'antre part ,  qiie l'on aura identiquement 

Faisons maintenant, pour abréger, 

Dis = ml : 
l'équation (7) deviendra 

et, en vertu des conditions (a), on aura, pour une valeur nnlle de t , 

tandis que la formule 
flm = n , ~ m  

donnera 

D'ailleurs les formules (g), ( I O ) ,  qui suffisent pour déterminer coin- 
plktement la fonction CF,, sont entièrement semblables aux formiiles(5), (6j, 
qui déterminent la fonction m; e t ,  pour passer des unes aux autres, i l  
suffit de réduire, dans la recherche de la fonction principale m oou m,, 
l'équation caractéristiqiie 

V = o  
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à l'équation caractéristique plus simple 

dont le pr2mier membre es[ par rapport à D,, rion plus d u  degré n, mais 
seulement du degré rz,. En conséquence, la formule (1  11  entraîiiera la 
proposition suivante. 

ier Thiorème. Soit donné entre les variables pri~icipales 

4 .  y, C, ... 
et les variables indépendantes 

X, y? Z, t ,  

un système dXquations linéaires aux différences partielles et A coefficieiits 
constants, dans lesquelles les dérivées des ordres les plus élevés par rap- 
port à t se trouvent multipliées par des constantes, sans être soumises ?I 
des différenciations relatives aux coordonnees x , y, a; on pourra sup- 
poser, dans le premier membre de l'équation caractéristique, le coefficient 
de la puissance de Ds In plus élevée réduit à l'unité. Cela posé, soit 

l'un des termes dont se composera la valeur générale de l'une des variables 
principales, ou  d'une foriction linéaire o de ces variables et de  leurs déri- 
vées, la lettre m 'dh ignan t  dans ce même terme la fonction principale. S'il 
existe un commun diviseiir algébrique D entre Ie premier membre de 
l'équation caractéristique ei la fonction de  

désignée par , on  pourra, dans la recherche de la fonction principale m, 
qui correspond au terme mm, réduire l'éqiiation caractéristique a une 
forme plus simple, e n  divisant par le premier membre de  cette équa- 
tion, pourvu que l'on divise aussi par D la valeur trouvée de U. 

Corollaire. Si D, étant diviseur de V, c'est-à-dire d u  premier membre de 
l'équation caracteristique, est aussi diviseur de  n dans chacun des termes 

dont se compose la valeur générale d'une fonction linéaire x des variables 
principales et de  leurs dérivées; alors, dans la recherche de la fonction 

24.. 
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principale correspondante à chaque terme de la valeur générale de u , on 
pourra réduire le premier membre V de l'équation caractéristique au 
rapport 

v - = V , ,  
3 

pourvu que l'on divise aussi par 3, dans chaque terme Dm, la valeur de O. 
Mais alors 8 pourra être représenté par une somme des termes de la 
forme 

0, m,, 

pour chacun desquels la fonction principale m vérifiera la formule 

et par suite oh aura encore, quel que soit t ,  

Le cas où la réduction indiquée s'appliquerait à tous les termes com- 
pris dans la valeur de 8, est donc précisément le cas où des équations li- 
néaires données, jointes à la formiile qui détermine a  en fonction de 

e ,  v ,  G ,  . . . . , on pourrait déd~iire par élimination, non- seulement 
l'équation 

V a  = O,  

mais encore une équation plus simple 

V,  étant le quotient de V par un diviseur algébrique p. Réciproque- 
ment, si la variable 8 satisfait en général non-seulement à i'équation 

mais encore à une équation plus simple 

V , u  = O ,  

dans laquelle on ait 

le troisième théorème du § IV d u  Mémoire sur l'intégration des équa- 
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tions linkaires pourra être appliqué à la détermination des variables 
principales E , II, r, .  . . et par suite a la détermination de la variable u , de 
telle sorte que chaque terme de 8 se présente successivement sous la fornie 

puis sous la forme plus simple 

Il en résulte évidemment qu'on pourra substituer au théorème dont 
il s'agit la proposition suivante. 

2" Théorème. Soient données entre plusieurs variables principales 

f ,  89 c, * . *  

et les variables indépendantes 

X, y, z . 9  t ,  

des équations linéaires aux différences partielles et à coefficients cons- 
tants, en nombre égal à celui des variables principales. Concevons d'ail- 
leurs que l'ordre des derivées de c ,  ?, r , . . . , relatives à t , puisse s'élever 
jusqu'h n' pour la variable principale f ,  jusqu'à n" pour la variable prin- 
cipale n ,  . . . les coefficients de 

étant indépendants de D,, Dr, D,, et se réduisant en conséquence à des 
quantités constantes. Supposons les variables principales 

assiijéties non-seulement à ~ér i f ie r , .~ue l  que soit t, les équations linéaires 
données, mais aussi à vérifier, pour t = O ,  les conditions 

une fonction linéaire des variables principales e ,  n ,  r,  . . . , et de leurs 
dérivées des divers ordres; et 

V u  = O 
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l'équation différentielle la plus simple à laquelle tc doive généralement sa- 

tisfaire en vertu des équations données, V étant une fonction entière des 
caractéristiques 

DZ> Dy> 

tellement choisie que le coefficient de la puissance de D, la plus élevée s'y 
réduise à l'unité. Enfin, supposoris la fonction principale m détertninke 
de manière que l'on ait, I O  quel que soit t , 

v m  = 0 ;  
2' pour t = O ,  

i désignant le degré de V par rapport à D,; et nommons 

ce que devient m quand on réduit m ( x ,  y, z) à i'une des fonctions 

Pour obtenir, dans l'hypothhe admise , la valeur générale de M , i l  suf- 
fira de remplacer, dans les équations linéaires données, les dérivées 

D:C, D i t , .  . . , Dn"-~  t ,  
D l  D . . .  D:-V, 
etc. 

par les différences 

D,E-Vq, D ~ f - V ( ~ , + D , ~ )  ..., Dr1-' E-V(p ,,,,+...+ D:'-'q,+D:'-'q), 
n,~-V y,, D:V-V(X,+ D,x) ..., DI"-' ~-V(X,,.- I+...+D;''-ax,+D:f' -'x), 
etc., 

puis d'éliminer c ,  n ,  c,. . . entre les nouvelles équations ainsi obtenues 
et celle q u i  fournit la valeur de u, en opérant comme si 

étaient de véritables quantités. 
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Corollaire. Le théorème précédent offre le moyen d'obtenir sousune forme 

plus sinlple les valeurs générales des variables principales elles-mémes , 
lorsque l'équatiori aux différences partielles la plus simple, à laquelle 
chacune de ces variables piiisse satisfaire, est, par rapport à t, d'un ordre 

inf6rieiir à la somme 
7~ = n' + nri + . , . 

Si, comme il arrive ordinairement dans la mécanique, les équations 
linéaires données ne contiennent d'autres dérivées relatives au temps que 
des dérivées d u  second ordre dont les coefficients se réduisent à l'unité, 
alors, au lieu du 2" théorème, on obtiendra la proposition suivante. 

3' Théorème. Soient données entre n variables principales 

E ,  v ,  c7 O * -  

et les variables independantes 

n éqiiatioris linéaires aux différences partielles et à coefficients constants, 
qui renferment, avec les variables principales et leurs dérivées de divers 
ordres obtenues par des différenciations relatives aux coordonnées x, y, x ,  
les dérivées du second ordre relatives au temps, savoir 

les coefficients de ces dernières dérivées étant égaiix a l'iinit6. Siipposons 
d'ailleiirs les variables principales 

assujéties rion-seulement à vérifier, quel que soit t , les équations don- 
nées, mais aiissi à vérifier, pour t = O ,  les coiiditions 

Soient encore 
8 

l'une quelconque des variables principales 
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ou bien une fonction linéaire de ces variables et de leurs dérivées de divers 
ordres ; et 

v o  = O 

l'équation aux différences partielles la plus simple à laquelle o doive gé- 
néralement satisfaire, en vertu des équations données, V étant une fonc- 
tion entière des caractéristiques 

tellement choisie que le coefficient de la puissance de D, la plus élevée 
s'y réduise à l'unité. Enfin, soit i le degré de cette puissance, qui  pourra 
ètre ou égal ou inférieur à 2n; supposons la fonction principale a dé., 
terminée d e  manière que l'on ait ,  i 0  quel que soit t , 

et nommons 
P,  x, 4, 'P* x ,  9, 

ce que devient m quand on réduit m ( x ,  y, z) à l'une des fonctions 

Pour obtenir, dans l'hypothèse admise, la valeur générale de u ,  il suffira 
de remplacer, dans les équations linéaires données, les dérivées de secoud 
ordre 

D:e, Din, D:l, ... 
par les différences 

puis d'éliminer t, v ,  c, . .. entre les nouvelles équations ainsi obtenues 
et  celle qiii fournit la valeur de u, en opérant comme si 

étaient de véritables quantités. 
Les théorèmes 2' et 3" supposent que les seconds membres des équa- 

tions linéaires données se réduisent à zéro. Si ces seconds membres deve- 
naient fonctions des variables indépendantes 
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on pourrait appliquer à la détermination des valeurs générales de 

le 4e théoréme du $ IVdu Mémoire sur l'intégration des équations linéaires, 
en combinant ce 4. théorème avec les propositions nouvelles que nous ve- 
nons d'établir. 

S I I .  Sur la décomposition de la fonction principale. 

La fonction principale a, relative à un système d'équations linéaires 
aux différences partielles, peut être, comme on l'a dit, représentée par une 
intégrale définie sextuple, savoir, par celle qui constitue le second membre 
de l'équation (4) du $ Io'. Dans cette intégrale, la fraction rationnelle 

1 - 
S 

dépend des variables auxiliaires 

u7 0, w, s, 

et se décompose en fractions plus simples, lorsque le polynome s, consi- 
déré comme fonction de s, est lui-même décomposé en facteurs de degré 
moindre. Or, la décomposition de la fraction rationnelle 

en plusieurs autres, entraîne évidemment la déconiposition correspon- 
dante de l'intégrale sextuple qui représente ou la fonction principale m, 
ou l'une de ses dérivées, prises par rapport au temps, en d'autres intégrales 
de même esphce. Il peut d'ailleurs arriver que ces dernières représentent 
de nouvelles fonctions principales correspondantes à de nouvelles équa- 
tions caractéristiques, ou que, sans les représenter, elles leur soient res- 
pectivement proportionnelles. C'est ce qui aura lieu, par exemple, si, le 
degré n de l'équation caract6ristique étant un nombre pair, le premier 
membre V de cette équation se présente sous la forme 

G ,  H,. . . désignant des fonctions qui renferment seulement 

et qni soient entre elles dans des rapports constants. En effet, supposons 
EZ. d'An. et de Ph. M. 25 
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que, m étant un nombre entier quelconque, on différentie m fois par rap- 
port à t ,  la fonction principale rn déterminée par l'équation (4) du $ l e r .  

On trouvera 

les intégrations étant toujours effectuées entre les limites - a, + w , des 
variables auxiliaires 

O ,  V ,  W, A,  P?, v ,  

dont les trois premières sont liées à u, u, w, par les formules 

et le signe L du calcul des résidus étant relatif aux diverses racines de 
l'équation 

s = o. 
D'autre part, si 1'011 nomme 

9 ,  5, etc-, 
ce que deviennent 

G, H ,  etc., 
quand on y remplace 

Ds, Dy, D, par u, v, w ,  

on aura, en vertu de la formule (1), 

et par conséquent 

les nunlérateurs g, h, . . . désignant , en général, ainsi que g , 5,. . . des 
fonctions des seules variables u, v, W .  Mais ce qu'il importe de remarquer 
c'est que, dans I'hypothese admise, où les fonctions G, H,. . . et par suite 
les fonctions 9,  5,. . . sont entre elles dans des rapports constants, le nu- 
mérateur g, ou la véritable valeur acquise par la fraction 

quand on pose s p = 9 ,  se réduira simplement à une constante si l'on 
prend 

r n - n - n ,  
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attendu qu'alors 
S 

s.I et (sa-$)...=- 
sa - 9 

R 

deviendront proportionnels à ~ i - ' .  La même remarque étant apF 
chacun des numérateurs 

g ,  h* - 9  

il est clair que, si, dans les équations (a) et (4), on pose m = n - 2, on 
en tirera 

Soient d'ailleurs 
<a,, m a , .  . 

les fonctions principales correspondantes, non plus à l'équation caracté- 
ristique 

V = 0, 

mais aux suivantes 

Di - G = o ,  D i -H=o ,  etc. 

Il est clair que, pour obtenir les valeurs de 

exprimées par des intégrales définies, il suffira de remplacer successive- 
ment dans la formule (4) du § Iep, la fonction 

s 
par chacun des binomes 

sa- , 5'- 3, etc.. . . 
On aura donc encore 
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et par suite la formule (5) donnera 

(7) D y l a  = gm, + hm, -+ etc.. . . 
Donc, si l'on différentie n - 2 fois, par rapport à t ,  la fonction princi- 
pale a correspondante à l'équation caractéristique 

V = 0, 

la dérivée ainsi obtenue se composera de plusieurs termes respectivement 
proportionnels aux fonctions principales 

ml, ms.. . 
Observons d'ailleurs, i 0  que la fonction principale m est compléternent 
determinée par la double condition de vérifier, quel que soit t ,  l'équation 

et pour t = O, les formules 

(9) w = O ,  D,m = O ,... D j m  = O, Dr-'m = ~ ( x ,  y,z ) ;  

2" que pareillement les fonctions principales W.,  m,, ... sont compléternent 
déterminées pour la double condition de vérifier, quel que soit t , les équa- 
tions 

(14 (D: - ~ ) m ,  = O, (D; - H)w,= O ,  etc .,... 
et pour t = O ,  les formules 

Cela posé, si l'on indique à l'aide des caractéristiques 

DL', DT~, Dr3, etc.,. . . 
une, deux, trois ... intégrations effectuées par rapport a t, à partir de l'ori- 

gine t = O ,  on tirera évidemment de la formule (7) 

Il est bon de remarquer encore que, dans le cas où ,  rn étant égal à n-a, 
les numérateurs g, h ,  deviennent constants dans la formule (4)  cette for- 
mule entraîne la suivante 
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+ etc. . . . 
Effectivement, lorsque les fonctions 

représentées par g, h ,. . . sont entre elles dans des rapports constants, 
il résulte de la formule (1) qu'on peut satisfaire à l'équaiion (13), en attri- 
buant à g , h, des valeurs constantes. Ces valeurs sont précisément celles 
qu'il convient d'employer dans la formule (7) ou (12). 

Au reste, sans recoiwir à la transformation de la fonction principale l l i ~  

en intégrale définie, on peut établir directement la formule (7) ou ( r  2), 
en prouvant que la valeur de m, déterminée par la formule (12), vérifie 
non-seulement les conditions (g), mais encore l'équation (8); et d'abord 
il est clair que cette valeur et ses dérivées, prises par rapport au temps, 
mais d'uri ordre inférieur h n - 1, s'évanouiront pour t = o. De plus, 
on tirera de la formule (1 2) , I O  quel que soit t 

20 pour t = O, en ayant égard aux formules ( r  I), 

DL'm = ( g  + h $- . . .) m (x, y, 2); 

et, comme d'autre part on conclura de l'équation (13), en réduisant les 
deux membres au même dénominateur, 

on peut affirmer que la valeur de m, déterminée par l'équation (12), 
vérifiera encore la dernière des conditions (9). II reste à prouver que la 
même valeur vérifiera, quel que soit t ,  l'équation (8). Or considérons, 
par exemple, le cas où l'on aurait n = 4. Dans ce cas, la formule (13), 
réduite à 

donnera, non-seulement 
g + h = i ,  

mais encore 
gH -+ AG = O ,  hG = - gH ; 
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et de L'équation (71, réduite h la forme 

puis, en ayant égard aux formules (IO),  

et, en intégrant deux fois de suite, à partir de t = o, 

Si maintenant on combine entre elles les formules ( 1 4 ) ~  ( I  5), on en con- 
clura 

(D:- G)m = ( g  + h)% 

et par suite, eu égard à la seconde des formules (IO),  

Or l'équation (16) est précisément celle a laquelle se réduit l'équation (8), 
dans le cas où l'on suppose n == 4 : par conséquent 

V = (Dl. - G) (D: - H); 

et il est aisé de s'assurer que des raisonnements semblables suffiraient pour 
déduire l'équation (8) de l'équation ( 1  2) dans le cas même où le nombre n 
deviendrait supérieur à 4. 

Ajoutons que la proposition contenue dans la formule (12)  peut être 
généralisée ; et en effet, on peut établir, à l'aide des niêmes raisonnements, 
celle que nous allons énoncer. 

Théorème. Supposons que , daris l'équation caractéristique 

la plus haute puissance de D, ait pour coefficient L'unité, et  que le pre- 
mier membre V de cette équation soit décomposable en facteurs de 
même forme, en sorte qu'on ait 

V = V'Vf' . . . 
Soient d'ailleurs 

m ,  m,, mp,. . 
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les fonctions principales correspondantes aux équations caractéristiques 

Si l'on a identiquement 

g , h , . . . désignant des quantités constantes, on en conclura 

DLm = gm, + hm, +. . . , 
et par conséquent 

$ I I I .  Transformation de la fonction princbale. 

Soit 
v = qJL ,  Dy, De, Dl) 

le premier membre de l'équation caractéristique correspondant à un sys- 
tème d'équations linéaires qui renferment les variables indépendantes 

3, Y, z, t .  Soit encore n l'ordre de cette équation, dans laquelle nous 
supposerons le coefficient de Dr réduit à l'imité; et nommons 

ce que devient le premier membre V, quand on y remplace 

Dr, Dy, Da, Dt, 
par de simples lettres 

U ,  O, W ,  S. 

Enfin, représentons par 

six variables auxiliaires, dont les trois premières soient liées avec u, v ,  w , 
par les formules 

et considérons s comme une fonction de u ,  v, rv, déterminée par l'équa- 
tion 

Ainsi que nous i'avons déjà dit, la fonction principale m,  assujétie à vé- 
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rifier, quel que soit t ,  l'équation linéaire 

V@ = 0, 

et pour t = O ,  les conditions 

sera déterminée par la formule 

toutes les intégrations étarit effectuées entre les limites -CO, +CO des 
variables auxiliaires 

U, V, W, A , P ,  v ,  

et le signe & du calcul des résidus étant relatif aux différentes valeurs de s 

qui vérifient l'équation (3). Par suite, si l'on nomme m un nombre entier 
quelconque, on trouvera 

Or les valeurs prkcédentes de la fonction principale m, et de sa dérivée de 
l'ordre m, c'est-à-dire de D r a ,  peuvent subir des transformations diverses 
que nous allons indiquer. 

Si l'on considère les trois variables auxiliaires 

comme représentant des coordonnées rectarigulaires, on pourra les trans- 
former en trois coordonnées polaires, dont la première sera le rayon vec- 
teur k même de l'origine au point (u, v, w), c'est-à-dire au point qui  a pour 
coordonnées rectarigulaires u,  v, w , à l'aide d'équations de la forme 

(6) u = kcosp,  v = ksinpcosq,  w = ksinps inq.  

Pareillement, si i'on considère les trois variables auxiliaires 

A,  Fc ,  
ou plutôhles trois différences 

comme représentant des coordonnées rectangulaires, on pourra les tram- 
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former en trois coordonnées polaires, dont la première soit le rayon vec- 
teur p même du point (x, y, z)  au point (A, p, Y), OU plutôt de l'origine 
au point (h - x, p - y, v - z), à l'aide d'équations de la forme 

Soit d'ailleurs 6 l'angle compris entre les rayons vecteurs k, p; on aura 

o u ,  ce qui revient au même, 

Cela posé, comme, en désignant par 

une fonction quelconque des trois variables x, y, z, on aura généralement, 
eu égard aux formules (6), 

= + J' JrJS,if(tr, v, W) ka sin p d p  dq dk , 
-w O 

et ,  eu égard aux formules (7), 

l'équation (4) donnera 

les intégrations étant effectuées, 

par rapport à k et p ,  entre les limites - oo , + oo , 
par rapport à p et 0 ,  eiitre les limites O ,  n-, 
par rapport à q et T ,  entre les limites 0 ,  2 r ,  

Ex. dAn. et de Ph. M .  26 
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et le signe & du calcul des résidus étant toujours relatif aux diverses va- 

leurs de 6 qui vérifient i'équation (3). 
On tirera pareillement de la formule (5) 

'srn-i+, p, r) ~t -kpos$ \ /=Ï  dp dq dk d0 di dp 
e k" ps sin p sin 6 - 

(21~)~ * 

Admettons maintenant que 

soit une fonction homogène de 

D*, Dy, Da, D,. 
Alors, si l'on pose 

la formule (I), jointe aux équations (2), (6) et (1  r ), donnera 

s = (k \'=I)' F(cos p, sin p COS q, sin p sin q, w )  ; 

e t  par sui te l'expression 

se transformera dans la suivante 

lorsqu'on supposera le signe & relatif, non plus à la variable r, mais à e 

considéré comme racine de l'équation 

( 14 F (cos p, sin p cosq, sinp sin q, a) = O 

(voir le tome Ier des Exèrcices de Mathématiques, page 17 1). Cela posé, 
la formule ( 1  O )  donnera 

- m-a+3 k ( ~ t - p c o s ~ )  v-7 aimpysin psi118a(~, p,v)dpdqdkdOdr& 
O L S J I S S S ( k  v - 1) e  cos p, sin pcosq,.sin psin q, r ) ~ *  
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( 199 ) 
Si, dans cette dernière équation, l'on prend 

afin de réduire à zéro i'exposant de kdz, on trouvera simplement 

et si, daris la formule (14) ,  on remplace 

on devra en même temps, pour que les limites de l'intégration relatives 
à k ne soient pas interverties, quand cos $ changera de signe, remplacer 

dk dk par - 
/cos.$ 

En conséquence, la formule (14) donnera encore 

- 
1 L j -  (sj-~) Y-1 an-)p sin p sin e = <A, p, Y, tip dq ùk do -- d7 dp 

z5z3 e ((F(cosp, sinp cosq, sinpsintq, 0 ) ) )  \ / T a  ' 

D'autre part, si l'on désigne par r une quantité quelconque, et parj '(r)  
une fonction quelconque de r, on aura, en vertu d'une formule connue, 

et par suite, en ayant égard aux équalions 

qui se déduisent immédiatement des formules (7), on trouvera 

0'1" rd d &Jt = ~ Z - - ; - ~ ( . T + ~ C O S ~ ,  cos 9 Y+-sin0 cos 6 cosr ,  ~ + ~ ~ s i n O  siiir)  

Donc I'éqiiation ( 1  5) entraînera la suivante 

( 1 7) D:&%=- l c l f l  ( ~ ' - ~ t ' s i n  p siu 8 ;D (A, p, r )  dp dq do dr 
2 1  el ((F(cos p, sin p cos q, sin p sin q, r r ) ) )  cos a b i ~ o s ' ~ '  
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( a00 ) 

les iritégrations étant toujours effectuées 

par rapport aux variables p et  O ,  entre les limites o,a ,  
par rapport aux variables q et .r , entre les limites o,27r, 

le signe étant relatif aux diverses valeurs de o q u i  vérifient I'éqiia- 

tion (rz) ,  et les valeurs de A ,  p,  Y étant données, non plus par les for- 
inules ( r 6), mais par celles-ci 

iut <ut ml 
(r8) h=x+ -cos 0 ,  j+ -sin 0 cos-r, v=z+ -sinOsin T. cos 6 cos b cos d' 

On tirera d'ailleurs de l'équation ( r  7), 

iun-'t' sin p sinom (A, p,  Y) dp dq do dl (19) m=--- - 
24 wa D'-cn-3)LJ~J~~(I?(cos p,sin cosq, s b p  sin q, a) 1) cos ' d ' v a  - 

la caractéristique 
Dfe3 

devant être remplacée par l'unité dans le cas où l'on aurait 

l n = 3 ,  
et indiquant, lorsqu'on suppose 

n > 3 ,  

n-  3 intégrations effectuées par rapport à t, à partir de i'origine t = o .  
Si l'on supposait 

n < 37 
par conséquent, 

l'équation (14) ,  réduite à la forme 

D13-n on-'t' sin p siil €'=(A, p, f i )  dp dq do dr 
(20) w=- - 

2' 2 a CJfl((F(P(cos p, sin p cos q, sin p sin q. a))) coaad'\/GZ+' 

continuerait de subsister, et  se déduirait directement, à l'aide des raison- 
nements dont nous avons fait usage, non plus de l'équation (IO), rnais de 
la formule (5). 
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5 IV. De Zrc foncfion principale qui  correspond rl une équation carac réristique homogène 
et du second ordre. 

Considérons en particulier le cas où, l'équation caractéristique étant 
homogène et du second ordre, la formule 

vm = O 

se réduit à 

(1) D:m = (aD; + 6 Dy $- CD: $- 2dD,D, $- 2eD,D, -/- 2f D,D,) m, 

a, b,  c,  d,  e,  f; désignaht des quantités constantes. On aura, dans ce cas, 

v = F(D,, Dy, a, D,) 

E D: - (aD: + bD; + CD: + 2dD,D, + zeD,D, + zJD,D,); 

par conséquent 

F (x, y, a ,  t )  = t'- (ass + byn + czn+ adyz + aezx + aaf;y); 

et comme on devra poser x = z dans la formule ( I  5) du § III, cette for- 
mule donnera 

les valeurs de  A ,  p, Y et de cos 6 étant 

ut ut ut (3) A = x + ~ ~ c o s ! $   p pi nec os^, v=z+-s in8s in~,  COS s 

(4) COS 6 = COS p COS 0 + sin p cos q. sin Ocos T + sin p sin q. sin fl sin +r ; 
les intégrations devant toujours être effectuées 

par rapport à p et à 4 entre les limites O, T, 

par rapport à q e t  à r entre les limites O ,  a n ;  

et le signe étant relatif aux deux valeurs de o qui vérifient la formule 

( 5 )  F   COS^, sinpcosq, sin psinq, w )  = o. 

Lorsque le polynome 

axo+ bys+ czs + adyz + nezx + z f x y  

Ex. d'An. et de Ph. M.  27 
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( 20a 1 
conserve une valeur positive pour des valeurs réelles quelconques de x ,  
y, z ,  les deux valeiirs de cd fournies par l'équation (5),  sont réelles. Alors, 
si l'on désigne par fi celle des deiix valeurs qui est positive, la valeur né- 
gative sera - $2 ; e t ,  comme on aura 

F (cosp, sin pcosq, sin psin q, w )  = oa- R a ,  

on trouvera 

(6) & m 

((F(cos p, sin p cos q, s i n  p s i n q ,  a ) ) )  'i.J (7% P,  4 
Y w t cvt m l  = & ((a1- aa)) m ( r  +-eos&y+-sinecusr, COS& COS b  sinesin es in^) 

at nt at = + m (x + - cos8, y + Fa s i n ~ c o s ~ ,  z + - sin8siii.r) 
cos b cos 6 
nt at nt + + m (x - =- cos8, y - - si nec os^, z - - sin0sin.r). 

cos b cos S 

D'ailleurs, si les quantités 

cosp, sinpcosq, s inpsinq,  

viennent à changer de signe, cos 6 changera de signe, mais R ne variera 
pas; et comme, en supposant les intégrations effectuées par rapport aux 
angles p, q entre les limites 

on a généralement, quelle que soit la fonction f ( x ,  y, z), 

llf( cosp, sinpcosq, sinpsinq) s inpdpdq 

= 11 f (-cos p, -sin p cos q, -sin p sin q) sin p dp dq , 
on trouvera encore 

nt at s i n p d p d q  
sin 0 COST, z+ - sin Osinr) -- cos b cos d C O S ~ & ~  3 6  

at dt nt s i n  p d p d q  = JJ&(X- -- COS o , ~ -  sin 0 cosr, z- - sin os in^) 
cos d' COS 6 cos26 da' 

cela posé, on tirera évidemment de l'équation (a), jointe la formule (6) 

dp dq rlo d~ 
(71 - m = - 2 J"l' t1 sin p sin O rn (A, ,CA, v )  -- 

24,' c 0 s " J - i  cosa> ' 
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( 203 
les valeurs de A, p, v étant 

Concevons maintenant que les formules 

en vertu desquelles x ,  y, z ,  sont des fonctions linéaires de X ,  Y ,  Z ,  étant 

résolues par rapport h x, y, z ,  on en tire 

X = ax + fy + ez, 

J = fx + by + dz, 
z == ex + dy + .cz; 

et posons, pour plus de commodité, 

Si l'on fait pour abréger 

les coefficients 
a,  b ,  c ,  d ,  e ,  f,  

contenus dans la fonction B(x, y, z, t), se déduiront des coefficients 

a ,  b ,  c ,  d,  e , f ,  

contenus dans la fonction F (X  ,y, 2, t) ,  l'aide des formules 

et, comme les deux polynomes 
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( 204 1 
seront égaux l'un et l'autre A la somme 

xx +yy +- zz, 
il est clair qu'ils Seront égaux entre eux, et que, si le premier reste positif 
pour des valeurs réelles quelconques des variables qu'il renferme, on 

pourra en dire autant du  second. Cela posé, on pourra satisfaire a la for- 
mule 

(1 11 $ (cos 0 ,  sin 0 cosr,  sin esin T, 0) = O 

par une valeur réelle et positive de O. Si l'on adopte cette valeur, et si 
l'on observe d'ailleurs qu'en vertu de l'équation (4) et de la suivante 

(12) F(cosp, sinpcosq, sinpsinq, R) = O ,  

cos 6, Rn sont deux fonctions homogènes des monornes 

cosp, sinpcosq, sinpsinq, 

l'une du premier degré, l'autre du second ; alors, en désignant par f(x) 
une fonction quelconque de x, on tirera d'une formule établie dans la 
4ge livraison des Exercices de Mathématiques [voir la 5" année, page 16, 
formule (47) 1, 

puis, en remplaçant 

on trouvera 

sin pdp dq 2~ sin p dp 
- 7 '  (14) r[  COS'$^/^ = 5 jiT (Sp) .i ,sap Vcos.p 

et par suite l'équation (7) donnera 

*' fnlTc t' sin p sin 0 m ( A ,  k ,  v )  y dp d0 dr (15) a=- - 
2% (Q O 

0. cos2 p i c i p  ? 

les valeurs de A ,  ,a, v étant 
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( 
D'autre part, on aura encore 

t sinpdp D, S' f (-) -, 
0 cosp  COS'^ 

<n 

sin p dp 

e sinpdp 
= S.'[P(&) - f+-EOSP)lTqT 

Donc, si la fonctiou f (x) s'hvanouit pour des valeurs infinies de a, ou si 
du moins elle acquiert pour x = - m et pour x t:= CO deux valeurs 
égales au signe près, mais affectées de signes contraires, on aiira 

sin p dp f (4  + f(- t )  
t 

Si dans cette dernière formule on remplace 

on trouvera 

sin p dp - = - t  

Donc la formule (14) en traînera la suivante 

sin p dp dq 2 t 

pourvu que le produit 
xa f (x) 

s'évanouisse quand x devient infini, ou du moins change 'alors de signe 
avec x , en conservant au signe près la même valeur. Donc, par suite, si 
le produit 

s'évanouit pour des valeurs infinies de t ,  ou si du moins il acquiert 
pour t = - CO et pour t = CO deux valeurs égales au signe près, mais 
affectées de signes contraires, la formule (7) donnera 
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e t ,  comme les deux termes compris dans le second membre de la for- 
mule (19) seront évidemment égaux entre eux, on pourra rdduire sim- 
plement cette formule à la suivante 

de eir 
.P = & [ L t s i n  0m (A, p, v) 

les valeurs de A ,  ,u , v ,  étant 

t t t! 
(2i) A = X + ~ C O S ~ ,  C = y + e s i n & J ~ ~ s ~ ,  v = a f g  sindsinr. 

Les méthodes dont j'ai fait usage, dans le précédent paragraphe et dans 
celui-ci, pour réduire l'intégrale sextuple qui représente la fonction prin- 
cipale d'abord à une intégrale quadruple, quand l'équation caractéristique 
est homogène, puis à une intégrale double, quand cette équation homo- 
gene est du second ordre, sont'précisétnent les méthodes qui déjà se trou- 
vaient appliquées à de semblables réductions, dans un Mémoire présenté 
à l'Académie en l'année (830, et dans un article que renferme le Bulletin 
des Sciences du mois d'avril de la même année. J'ai d'ailleurs indiqué dans 
cet article les conséquences remarquables qu'entraînent les réductions dont 
il s'agit, et  le parti qu'on peut en tirer pour déterminer la forme des ondes 
sonores, lumineuses, etc., qui se propagent dans l'espace, sans laisser de 
traces de leur passage, quand l'équation caractéristique, étant homogène, 
se rapporte à une question de physique mathématique. Au reste, c'est là 
un sujet que je me propose de traiter avec plus de détail dans un nou- 
veau Mémoire. 

Observons encore que la formule (20) est analogue à celle par laquelle 
je suis parvenu à représenter l'intégrale de l'équation (I) ,  dans le xxe cahier 
du Journal de l'École Polytechnique. 

Dans le cas particulier où les constantes a, b,  c, d, e,  f vérifient les 
conditions 

a = b = c ,  d = e = J S = o ,  

axa + bys+ czs+ adyz + zezx + zfxy, 

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



( a07 ) 
réduit à la forme 

ab '+  y* + 2%) 1 

ne peut obtenir une valeur constamment positive qu'autant que la cons- 
tante a est elle-même positive. Alors aussi la formule ( [a )  donnera 

e n  sorte que l'équation (1) deviendra 

et comme on trouvera 

par conséquent 
1 F ( x ,  y , z ,  t) = ts-  - 
a (xP + y' + zZ), 

il est clair qu'à l'équation caractéristique (az) correspondra une valeur de 
la fonction principale m déterminée, non plus par l'équation (zo), mais 
par la suivante 

les valeiirs de A, ,u, v étant 

La valeur précédente de la fonction principale rn conduit immkdiate- 
ment à la forme sous laquelle M. Poisson a obtenu , en I S I  g, l'intégrale de 
l'équation linéaire aux différences partielles, généralement considérée 
comme propre à représenter le mouvement des fluides dastiques (voir le 
tome III des fiiémoires de I'dcadémie des Sciences). 
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§ V .  - Application des princiyes établis dans les paragraphes prèctden~s à l'in& 
grafiotr des équations litdaires qui reprksentent les mouvements injniment petits d'un 
système isotrope. 

Comme nous l'avons prouvé dans un précédent Mémoire (page I tg); 
les équations qui représentent les mouvements infiniment petits d'un 
systéme isotrope de molécules sollicitées par des forces d'attraction ou 
de répulsion mutuelle, sont de la forme 

e ,  n , [ désignant les déplacements d'une molécule, mesurés parallèlement 
aux axes des x, y, a au bout du temps t ,  et 

E7 F, 
étant deux fonctions de 

0: + Dy -k D: 

entières, mais généralement composées d'un nombre infini de termes. Cela 
posé, le premier membre V de i'équation caractéristique sera de la forme 

V = V'V", 

les valeurs de V', V" étant 

Soit d'ailleurs 
cp. 

la fonction principale correspondante à l'équation caractéristique 

v = o. 
Désignons par 

les valeurs initiales de 

E 9 n , r , Dt4 ? Dtn , QG 
et par 

($7 2, +, 0 ,  x ,  9 ' 7  
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ce que devient la for~ction principale a, quand on y remplace successive- 
illent la fonction arbitraire 

(x, y, 4 
par chacune des fonctions (2). Pour obtenir les valeurs générales des 
variables principales f , n, C, il suffira de  résoudre, par rapport à ces va- 
riables, les équations ( I ) ,  après avoir remplacé les seconds membres par 

En opérant ainsi, I'on trouvera, pour intégrales générales d'un système 
isotrope, les équations suivantes : 

la valeur de ïi étant 

Si, pour abréger, on désigne par 

les fonctions principales qui correspondraient séparément aux deux équa- 
tiom caractéristiques 

V' = 0, vw = 0 ,  

on aura 
v = , V'm = m,; 

ce que devient la fonction principale 

quand on remplace successivement la fonction arbitraire 

par chacune des fonctions (2), on verra les formules (3) se réduire aux 
Es. d'An. et de Ph.  M. 2 8 
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Si les équations des mouvements infiniment petits deviennent homo- 
gènes, on aura ( page I 37) 

E = r ( D S + D J + D : ) ,  F = r f ,  

r, f désignant deux constantes réelles, et par suite 

Donc alors la formule (1  a)  du $11 donnera 

et la valeur de GT se déduira immédiatement de celles des fonctions 

dont chacune, en vertu de la formule (8) du $IV, se trouvera représentée par 
une intégrale double. Cela posé, les intégrales (5), dans le cas particulier 
que nous considérons ici, deviendront analogues à celles qu'a données 
M. Poisson dans les tomes VI11 et X des Mémoires de Z'dcadémie. Si l'on y 
pose f = 2 ,  elles coïncideront précisément avec celles que j'avais moi- 
même obtenues à l'époque où je m'occiipais de la théorie des corps élas- 
tiques, et qui ne diffèrent qu'en apparence des inthgrales données par 
M. Ostrogradsky. Mais, si l'on admet la supposition f = - I , a laquelle 
iious sommes conduits, comme on le verra plus tard, dans la théorie de la lu- 
mière, la formule (6) donnera simplement 

et se déduira immédiatement de l'équatioxi 

yuisqu'on aura, dans cette supposition , 
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Remarque. 

En vertu des principes établis dans ce mémoire, on peut souvent trans- 
former la fonction principale correspondante à un système d'équations aux 
différences partielles et par suite les intégrales de ce système, en leur 
faisant subir des réductions qui ne diminuent en rien leur généra- 
lité. Mais, outre ces rédiictions, il en est d'autres qui tiennent à des 
formes spéciales des fonctions arbitraires introduites par l'intégration. 
Lorsqu'on adopte ces formes spéciales, on obtient non plus les intégrales 
générales des équations données, mais des intégrdes particulières qui  
peuvent quelquefois se présenter sous une forme très simple, et même s'ex- 
primer en termes finis. Telles sont, par exemple, les intégrales qui repré- 
sentent ce que nous avons nommé les mouvements simples d'un ou de plu- 
sieurs systèmes de molécules. Au reste Ies mouvements simples, et par ondes 
planes, ne sont pas les seuls dans lesquels les variables principales puissent 
être exprimées par des fonctions finies des variables indépendantes. Il existe 
d'autres cas où cette condition se trouve pareillement remplie. Ainsi en 
particulier, lorsque dans un  système isotrope les équations des mouve- 
ments infiniment petits deviennent homogènes, des intégrales en termes 
finis peuvent représenter des ondes sphkriques di1 genre de celles que j'ai 
mentionnées dans le no 19 des Comptes rendus des séances de l'Académie 
des Sciences pour l'année J 836 ( I  er semestre), savoir, des ondes dans les- 
quelles les vibrations molécnlaires soient dirigées suivant les éléments 
de circonférences de cercles parallèles tracées sur des surfaces sphériques, 
ces vibrations étant semblables entre elles, et isochrones pour tous les 
points d'une même circonférence. De plus, si ce qu'on appelle la sur- 
face des ondes est un ellipsoïde, des intégrales en termes finis repré- 
senteront encore des ondes ellipsoïdales danslesquelles les vibrationsmolé- 
culaires resteront les mêmes pour tous les points situés sur une mème 
surface d'ellipsoïde, ces vihrations étant alors dirigées suivant des droites 
parallèles. Au reste, je reviendrai plus en détail dans un autre Mémoire 
sur ces diverses espèces d'ondes qui se propagent en conservant constam- 
ment les mêmes épaisseurs. 
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SCP, LES 

Ruyons simples qui se propagent dans un syslèrne isotrope de 

moldcules, et  sur ceux qui se trouvent rPJIt?chis ou réfractés 
par In surface de sdparation de deux semblables systèmes. 

§ ler . Rayorrs simples. Polarisa lion de ces rayons. 

Dans un système de molécules sollicitées par des forces d'attraction ou 
de répulsion mutuelle, un mouvement sirnple est, comme on l'a prouvé, 
un mouvement par ondes planes, les plans qui terminent les ondes étant 
des plans parallèles qui renferment à un instant donné les molécules dont 
les déplacements, mesurés parallèlement à un axe fixe, s'évanouissent, et 
l'épaisseur Zune onde plane ou la longueur d'une ondulation étant le double 
de la distance qui sépare deux plans coiisécutifs de cette espèce. Dans un 
mouvement simple, lorsqu'il est di~rable et persistant, chaque moléciile 
décrit une droite, un cercle, ou une ellipse, et la durée d'ztne vibrution 
moléclclaire reste la même, non-seulement à toutes les époques, inais en- 
core pour toutes les molécules du système que l'on considère. En divisant la 
longueur d'une ondulation par cette durée, on obtient pour quotient la 
vitesse de propngation d'une onde plane. De plus, lorsque chaque molé- 
cule décrit une courbe plane, savoir, un cercle ou une ellipse, le rayon 
vecteur mené du centre de la courbe à la molécule, trace des aires pro- 
portionnelles au temps. Alors aussi les plans des courbes décrites par les 
diverses molécules sont tous parallèles à un certain plan invariable, niené 
par l'origine des coordonnées, et généralement distinct d'un second plan 
invariable, qui serait parallèle à ceux par lesquels se terminent les ondes. 
Quant à l'amplitude des vibrations rnole'culaires, mesurée par la portion de 
droite que parcourt une molécule, ou par le grand axe de l'ellipse décrite; 
elle ne reste la même pour les différentes molécules, que dans le cas où le 
mouvement simple se propage sans s'affaiblir. Dans le cas contraire, cette 
amplitude décroît en raison inverse de la distance des molécules à un troi- 
sième plan invariable. 

Il  est essentiel d'observer qu'une droite étant menée par les deux points 
qui indiquent la position initiale d'une moléciile quelconque, et  la posi- 
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tion de la même molécule à un instant donné, le déplacement de la ino- 
lécule, mesuré à cet instant, parallèlement à un axe fixe, s'évanouira, si cet 
axe est perpendiculaire à la droite dont il s'agit. Il en résulte que, dans uii 
mouvement simple d'un système de molécules, lin plan mené par un point 
quelconque parallèlement au premier plan invariable, peut être corisidéré à 
chaque instant comme le plan qui termine une certaine onde. On peut donc 
nomtrier plans des ondes, tous les plans parallèles au premier plan inva- 
riable. 

Lorsque le système de molécules devient isotrope, alors dans un mouve- 
ment simple qui se propage sans s'affaiblir, les vibrations moléculaires 
sont toi~jours, ou comprises dans les plans des ondes, ou perpendiculaires i 
ces mêmes plans. Alors aussi nous nommerons rayon simple ilne file de 
inolécules originairement situées sur une droite perpendiculaire aux plans 
des ondes, l'axe de ce rayon n'étant autre chose que la droite même dont il 
s'agit. Cela posé, il est clair que, si, dans un système isotrope, un motive- 
ment simple se propage sans s'affaiblir, les vibrations de chaque molécule 
pourront être, ou dirigées suivant le rayon dont elle fait partie, oii corn- 
prises dans un plan perpendiculaire à ce même rayon. Ainsi l'hypothèse, 
adniise par Fresnel, des vibrations transversales, c'est-à-dire perpendicu- 
laires aux rayons, devient une réalité; et il reste prouvé, comme j'en ai fait 
le premier la remarque dans les tomes IX et X des ~Whoires  de i'dcadémie, 
que les vibrations transversales sont compatibles avec la constitution d'un 
système isotrope de molécules qui s'attirent ou se repoussent mutuellement. 
A la vérité, les idées de Fresnel sur  cet objet ont été vivement combattues 
par uri ill~istre académicien, daris plusieurs articles que renferment les 
Annales de Physique et de Chimie, et  dont l'un est relatif au mouvement de 
deux fluides superposés. Mais l'auteur de ces articles, en discutant les inté- 
grales des équations considérées par M. Navier et  par lui-même, comme 
propres à représenter les mouvements infiniment petits d'un système iso- 
trope, a finaIetnent reconnu qu'au moment où  les ondes, occasionées par 
un ébranlement d'abord circonscrit dans un très petit espace , parviennent 
a une distance du centre d'ébranlement assez grande pour que les surfaces 
qui les terminent deviennent sensiblement planes, il ne reste, en effet, que 
deux espèces de vibrations moléculaires dirigées les unes suivant les 
rayons, les autres perpendiculairem,ent à ces mêmes rayons. Quant aux dif- 
Grences qui subsistent encore entre les résultats obtenus par M. Poissori 
et ceux auxquels j'arrive, elles tiennent à ce que M. Poisson est parti des 
équations aux différences partielles indiquées en I 821  par M. Navier, 
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équations qui me paraissent propres A représenter seulement dans un cas 
particulier, et dans une première approximation, les mouvements infini- 
ment petits d'un système isotrope de molécules. Dans le cas général, les 
équations de ces mouvements ne sont pas homogènes comnie celles que 
M. Poisson a intégrées, et si on les rend homogènes, en négligeant les 
termes d'un ordre supérieur au  second, le rapport entre les vitesses de 
propagation des deux espèces d'ondes pourra différer notablement du rap- 
port obtenu par M. Poisson, c'est-à-dire de la racine carrée de 3.11 pourra 
même, comme on le verra dans ce Mhmoire, devenir inférieur à l'unité 
et se réduire à zéro. 

Parlons maintenant des phénomènes qui se rapportent à ce que, dans 
la théorie de la lumière, on a nommé la polarisation. Si dans un rayon sim- 
ple, défiui comme ci-dessus, les vibrations moléculaires sont trarisversales, 
ce qui constituera le mode de polarisation sera la nature de la ligne droite 
ou courbe décrite par chaque molécule. Le rayon sera polarisé rectiligne- 
ment, si chaque molécule décrit une droite. Alors on pourra le désigner 
encore sous le nom de rayon plan, piiisqu'à un instant qnelconque la série 
des molécules qui feront partie de ce rayon figurera clans l'espace une 
courbe plane. Au contraire, le rayon sera polarisé circulairement ou ellQ- 
tiquement, si chaque molécule décrit un cercle ou une ellipse. rilors la sé- 
rie des molécules q u i  foni: partie du rayon, figure, à un instant quelconque, 
une hélice tracée sur un cylindre à base circulaire ou elliptique, qui a pour 
axe l'axe même de ce rayon. Lorsque la base est un  cercle, le rayon vec- 
teur, mené du centre du cercle au point cle la circonférence occupé par la 
molScule que l'on considère, décrit en temps égaux, non-seulenient des 
aires égales, mais encore des angles égaux; et par suite chaque molécule se 
meut, sur la circonférence qii'elle parcourt, avec une vitesse constante 
égale au rapport de cette circonférence à la durée d'une vibration molé- 
culaire. Donc, pour se faire une idée des vibrations des molécules dans un 
rayon polarisé circulairement, il suffira, comme l'a dit Fresnel, de faire tour- 
ner l'helice qui représente un tel rayon, avec le cylindre qui la porte, en 
imprimant à ce dernier une vitesse angulaire constante autour de son axe. 

Quant au rayon plan, ou polarisé en ligne droite, il présente une 
courbe plane et sinueuse, composée d'arcs alternativement situés de part 
et  d'autre de la direction primitive du rayon; et, pour obtenir cette courbe, 
il suffit, comme on  le verra ci-aprés, de projeter sur le plan qu i  la ren- 
ferme une hélice propre à représenter un rayon doué de la polarisation 
circulaire. Dans un rayon plan, considéré à une époque quelconque du mqu- 
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vement, quelques molécules conservent leurs positions primitives, c'est-à- 
dire les positions qu'elles occupaient dans l'état d'équilibre ; les autres s'en 
écartent à droite ou à gauche. Les nœuds du rayon, comme ceux d'une 
corde vibrante, sont à chaque instant les points où les molécules conser- 
vent ou reprennent leurs positions initiales. Seulement ces noeuds, qui 
sont fixes dans une corde vibrante, se déplacent d'un moment à l'autre 
dans le rayon lumineux. Ces nœuds sont, d'ailleurs, de deux espèces dif- 
férentes, chaque nœud étant de première ou de seconde espèce, suivant que 
les molécules desquelles il s'approche en se déplacant dans l'espace, se 
trouvent situées d'un côté ou de l'autre par rapport à la direction primi- 
tive du rayon. Enfin, les distances qui séparent les nœuds de même espèce 
sont toutes équivalentes A l'épaisseur d'une onde plane, ou ,  en d'autres 
termes, à la longueur d'une ondulation; et pareillement la vitesse de pro- 
pagation avec laquelle chaque nœud se déplace, en passant d'une molécule 
à une autre, n'est autre chose que la vitesse de propagation des ondes 
planes. 

Observons encore que, dans un rayon polarisé en ligne droite, on doit 
soigneusement distinguer le plan du rayon, c,'est-à-dire le plan q z d i  2e 
renfime> et le plan suivant lequel le rayon est polarisé, ou ce qu'on nomnie 
le plan de polarisation, ce dernier plan étant toujours perpendiculaire à 
l'autre, et passant de même par l'axe du rayon. 

Si, dans un mouvement simple d'un système de molécules, on désigne au 
bout du temps t , par 

les déplacements d'une molécule n mesurés parallèlement à trois axes rec- 

tangulaires de x, y, z, et par. 

E ?  n, 4, 
les déplacements symboliques correspondants, c'est-à-dire trois variables 
dont les déplacements effectifs soient les parties réelles; ces derniers, en 
vertu de la définition même des mouvements simples, seront proportion- 
nels à une seille exponentielle népérienne dont l'exposant sera une fonc- 
tion linéaire des variables indépendantes. On aura donc 

u,  v, w, s, A, B, C désignant des constantes réelles ou imaginaires. Si le 
mouvement simple dont il s'agit est du nombre de ceux qui se propageut 
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sans s'affaiblir, 
Zl, O, W ,  s 

seront de la forme 

u, v, w, s désignant des constantes réelles dont la dernière pourra être cen- 
sée posf tive. Si, d'ailleurs, en nommant 

les modules de 

et A ,  14 , v des arcs réels, on pose 

alors, en faisant pour abréger 

on tirera des formules ( r j  

(a) 5 = a  cos(k~-st+A), n =bcos(kv-st+p), {=ccos(kt-st+v). 

Alors aussi les plans des ondes seront parallèles au plan invariable repré- 
senté par l'équation 

I sera la distance d'une molécule à ce plan, ou, ce qui revient au même, 
la distance de l'origine des coordonnées au plan d'une onde mené par le 
point (x, y, z); la longueur 1 d'une ondulation, la durée T d'une vibra- 
tion moléciilaire, et la vitesse de propagation fi des ondes planes, seront 
respectivement 

enfin, 
a ,  b ,  c, 

représenteront les demi-amplitudes des vibrations moléculaires, mesurées 
parallèlement aux axes des x,y, z, et la phme du mouvement simple pro- 
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( 217 ) 
jeté sur chacun de ces axes deviendra successivement égale à chacun des 
trois angles 

k v - s t + A ,  k ~ - s t + , p ,  b - s t + v ,  

dans lesquels la partie variable 

représentera l'argument du mouvement simple, tandis qiie la constante 

représentera le paramètre angulaire, correspondant à l'axe des x ,  ou des 
y, ou des z. Cela posé, comme le cosinus d'un angle ne varie pas, lorsque 
l'angle est augmenté ou diminué d'une ou de plusieurs circonférences, il 
est clair qu'on pourra, sans inconvénient, augmenter ou diminuer chaque 
phase et par suite chaque paramètre angulaire d'un multiple du nom- 
bre wr. 

Si chaque molécule se meut en ligne droite, les déplacements 

E 7  8 ,  t .9 

devront conserver entre eux des rapports constants, ce qui suppose rem- 
plies les conditions 

dont deux entraînent la troisiéme, et réduisent les équations (2) aux 
suivantes, 

Mais si, chaque molécule décrit un cercle ou une ellipse, le plan de ce 
cercle ou de cette ellipse sera parallèle au plan invariable représenté par 
l'équation 

(61 
x z - sin (p- v )  +f sin (u-  A) + sin (h - p) u) o. 
a 

Lorsque le système de molécules donné sera isotrope, les vibrations des 
molécules seront comprises dans les plans des ondes. Donc alors le se- 
cond plan invariable, représenté par l'équation (3), devra coïncider avec le 
premier, représenté par l'équation (6), et l'on aura 

au cw -- - bv - 7 - 
sin ( r  - v )  sin (r -A )  sin (A-,u)* 

AIors aussi les équations (a) représenteront un rayon simple qui sera PO- 

Ex. d'An. et de Ph. M. 2g 
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larisé rectilignement, si les conditions (4) sont remplies, e t  circulairement 
ou elliptiquement dans le cas contraire. 

Pour qiie la polarisation soit circulaire, il est nécessaire et il suffit qiie le 
déplacement absolu d'une molécule, c'est-à-dire le radical 

se réduise à une cpantité constante. Or, comme on aura généralement 

cosa(ku-st+l) = + f f-. cosz(kt-st+A), etc., 

il est clair que le radical dont il s'agit deviendra constant ou kariidde avec 
la somme 

4'"+ 8'+P7 
suivant que le trinome 

offrira lui-même une valeur constante ou variable. D'ailleurs, ce trinome 
étant une fonction continue de i'arc kpl-st, et changeant toujours de signe 

quand cet arc reqoit un accroissement égal à ?,s'évanouira nécessairement 
a 

pour une certaine valeur de t que l'on pourra supposer comprise, par 
exemple, entre les limites 

Donc, pour qu'il offre une valeur constante, il sera nécessaire et il suffira 
qu'il se réduise constamment a zéro. Dans cette hypothèse, en attribuant 
à kt - s t  les deux valeurs 

on trouvera successivement 

(9) aOcosah+b'cos zp+c'cos 2u = O, a' sinzh+ba sin ap-$-cssin av=o, 

et par suite. 

Réciproqüement, si les conditions (g), dont le système équivaut à la for- 

mule (IO), se vérifient, le trinome (8) sera constamment nul; et, comme on 
aura Dar suite 
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( 219 
il est clair que chaque molécule décrira une circonférence de cercle ins- 
crite au carré qui aura pour diagonale le double de la longueur 

Vas + ba +c". 

Les formules qui précèdent se simplifient dans le cas où l'on fait coïn- 
cider' le plan des x, y, avec le second plan invariable, ori, ce qui revient au 
même, I'axe des z avec une droite perpendiculaire aux plans des ondes. 
Alors, l'équation (3) devant se réduire à 

et par suite, en vertu de la formule (7), 

Donc alors, comme on devait s'y attendre, la dernière des équations (a) 
se réduit à 

[ - 0 ,  

et les vibrations de chaque molécule, comprises dans un plan perpendi- 
culaire à l'axe de a ,  se trouvent déterminées dans ce plan par le système 
des deux équations 

(14 t = a c o s ( k t - s t + ~ ) ,  v = b c o s ( k t - s t + , u ~  

qui, eu égard à la formule 

pourront s'écrire comme il suit: 

.( 13) = a cos (wz - st+ A), n = b cos (wz- st -I- p). 

Si la polarisation est rectiligne, la dernière. des conditions (4 ) ,  savoir, 

réduira les équations (12) à la forme 
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( ) 
et ,  si le plan du rayon simple devient parallèle au plan des x ,-a, alors, n 
étant constamment nul aussi bien que r, on pourra représenter ce rayon 
par la seule formule 

Si, au contraire, le plan du rayon simple devenait parallèle au plan des 
y, a ,  alors étant constamment nul aussi bien que n ,  on pourra repré- 
senter ce rayon par la seule formule 

Si la polarisation devient circulaire, les conditions (g), réduites aux sui- 
van tes 

b'cosa,u=-aacosnh, bssin2p=-a 's inzh,  

donneront 
b4= a4, b s a ,  

et 
cos 2,u = - COS ah, sin 2,u = - sin sh ; 

par conséquent ,. 
2p= 2h4- (zn+ 1) T, 

et 

n désignant, au signe près, un nombre entier. Donc alors les formules (1 z )  
deviendront 

Dans la seconde des formules (19), le double signe doit se réduire au signe 
+ ou au signe -, suivant que,  pour décrire l'hélice propre à représenter 
a un instant donné le rayon simple, un point mobile doit tourner dans un 
sens ou dans un autre, en s'éloignant du plan des x, y. 

Dans le rayon simple représenté généralement par le système des équa- 
tions (1  2) ,  les déplacements d'une molécule, mesurés parallèlement à l'axe 
des x, sont les mêmes que dans le rayon plan représenté par la seule 
équation (16), et les déplacements parallèles W l'axe des y, les mêmes que 
dans le rayon plan représenté par la seule équation ( I ~ ) .  C'est ce que l'on 
exprime en disant que le premier rayon résulte de la superposition des deux 
autres. D'ailleurs, les plans de ces deux derniers peuvent coïncider avec 
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( 1 
deux plans rectangulaires menés par l'axe clil premier. Donc un rayon quel- 
conque, doué de la polarisation rectiligne, ou circulaire, ou elliptique, 
peut toujours être censé résulter de la superposition de deux rayons po- 
larisés rectilignement, et  renfermés, le premier dans un plan fixe donné , 
le second dans un plan perpendiculaire. Ces deux derniers rayons, appelés 
rayons composantsj offriront en général des phases distinctes, représentées, 
dans les formules (12), par les angles 

La différence entre ces deux ~ h a s e ç  a été elle-même désignée par quel- 
ques auteurs sous le nom de phase; mais, pour éviter toute équivoque, 
nous l'appellerons l'anomalie du rayon résultant. Cette anomalie, comme 
chacune des phases, peut être, sans inconvénient, augmentée ou di- 
minuée d'un multiple di1 nombre a ~ ;  par conséqiient, elle peut être 
réduite à zéro ou au nombre T, en vertu de la formule (1 4), lorsque la po- 

1 
larisation est rectiligne, et à - zr ou à - 5 T ,  en vertu de la formule ( I  8) , 

a a 

lorsque la polarisation est circulaire. Mais lorsque la polarisation devient 
elliptique, l'anomalie peut varier avec la direction du plan fixe que l'on 
considère. Concevons d'ailleurs que, dans chacun des deux rayons com- 
posants, on nomme nœun's de première espèce, ceux qui précèdent des mo- 
léciiles dont les déplacements sont représentés par des quantités positives, 
Alors, le rapport de l'anomalie a la constante k représentera, au signe près, 
la distance entre un nœud de l'un des rayons composants et un nœud de 
même espèce de l'autre. Ainsi, en particulier, si I'on prend pour plan fixe le 
plan des x, z , les nœiids de première espèce du premier rayon composant 
pourront être censés correspondre aux valeurs de c pour lesquelles le dé- 
placement 

=acos(kc-st+ A) 

s'évanouit, en passant, lorsque t vient à croître, du négatif au positif; en 
d'autres termes, les nœuds de première espèce du premier rayon compo- 
sant correspondront aux valeurs de t comprises dans la formule 

n désignant, au sigiie près, un noinbrc entier. Pareillement les nœuds de 
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première espèce du second rayon composant pourront être censés corres- 
pondre aux valeurs de r; pour lesquelles le déplacement 

s'évanouit, en passant, lorsque c vient à croître, du nCgatif au positif, par 
conséquent aux valeurs de 5 comprises dans la formule 

Donc, pour passer d'un nœud de première espèce du premier rayon com- 
posant à un nœud de première espèce du second rayon, il suffira de par- 
courir, sur l'axe commun des deux rayons, une longueur représentée, au 
signe près, par le rapport - h 

k '  

qui est précisément la différerice eqtre des valeurs de t fournies par les 
formules (20) et (25).  Cela posé, faire croître ou diminuer l'anomalie d'il11 

multiple de z ~ ,  revient évidemment à faire croître ou diminuer la première 
ou la seconde valeur de II d'une ou de plusieurs épaisseurs d'ondes, par 
conséquent à remplacer, pour l'un des rayons composants, un iiœud de 
première espèce par un autre nœud de même espèce. Alors aussi, quand 
le rayon résultant sera polarisé en ligne droite, l'anomalie pourra être ré- 
duite à zéro, ou au nombre z, suivant qu'un nœud donné de l'un des 
rayons composants viendra se placer sur un nœud de même espèce, ou 
sur un nœud d'espèce différente, appartenant à l'autre. 

Il est bon d'observer que l'on tire des formules (19), non-seulement 

et par suite 

mais encore 

4: 1 cos(kc -st +A) = 
V ' K '  

sin (b - s t  + A )  = =t P. 
b'p +v2 

Donc, dans un rayon doué de la polarisation circulaire, la phase du mou- 
vement projeté sur l'axe des x, savoir, 

peut être censee se confondre, au signe près, avec l'un quelconque des 
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angles qrii ont  poiir cosinus et siniis les rapports 

par conséquent avec l'angle compris entre le demi-axe des x positives et 
le rayon vecteur mené du centre du cercle A la molécule déplacée. En 
d'autres termes, la phase relative à un axe fixe peut alors être censke se 
confondre, au signe prés, avec la distance angulaire de la molécu!e à cet 
axe fixe. 

Observons encore que si l'on décompose un rayon quelconque, repré- 
senté par les équations (12), en deux rayons renfermés dans deux plans 
rectangulaires, tels que les rayons représentés par l'équation (16) et pais 
i'équation ( r  7), ces deux derniers seront précisérncnt les projections du 
premier sur les deux plans rectangulaires. Comme, d'ailleurs, rien n'em- 
pêche de supposer le premier rayon doué de la polarisation circulaire, il 
en résulte qu'un rayori plan, par exemple le rayon représenté par l'équa- 
tion (16)' se réduit toujours à la projection orthogonale d'un rayon polarisb 
circulairement sur un plan mené par l'axe de celui-ci. On en conclut, que, 
pour obtenir à un instant quelconque la phase d'un rayori plan, corres- 
pondante ii un point donné de son axe, il suffit de, construire une circon- 
férence de cercle qui ait pour diamètre l'amplitude des vibrations exécu- 
tees par la molécule dont ce point était la position initiale ; puis de 
chercher la distance angiilaire entre ce diamètre, prolongé du côté ou se 
mesurent les déplacements positifs , et le point de la circonférence qui , 
étant projeté sur le même diamètre, offre pour projection la position de la 
molécule à i'instant donné. 

On appelle souvent azimut l'angle formé par un plan variable avec un 
plan fixe: par exemple, en astronomie , l'angle formé par le méridien d'un 
lieu avec le plan d'un cercle vertical. Nous conformant sur ce point à l'usage 
établi, lorsqu'un rayon simple sera polarisé en ligne droite, nous appelle- 
rons azimut de ce rayon l'angle aigu b r m é  par le plan qui le renferme avec 
un plan fixe. Si d'ailleurs le plan fixe passe, cornme nous le supposerons 
généralement, par l'axe du rayori simple, et si ce rayon est considéri. 
comme résultant de la superposition de deux autres, polarisés l'un suivant 
le plan fixe, l'autre perpendiculairement à ce plan; l'azimiit du rayori ré- 
sultant et l''azimut de son plan de polarisation seront les deux angles corri- 
plémentaires i'un de l'autre , qui auront poiir tangentes trigonométriques 
les rapports direct et inverse des amplitudes des vibrations moléculaires 
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dans les deux rayons composants. Ainsi, en particulier, si, en siipposant 
un rayon plan représenté par les équations (13) ou (rs), on nomme m 
l'azimut de ce rayon par rapport au plan des x, z, on aura 

Si un rayon simple cesse d'être polarisé rectilignement, rien n'empêchera 
d'appeler encore azimut de ce rayon relativement à un plan fixe, l'azimut 
qu'on obtiendrait dans le cas où, après avoir décornp.osé ce rayon en deux 
autres polarisés, l'un suivant le plan fixe, l'autre perpendiculairement à 
cc plan, on ferait varier l'un des paramètres angulaires, sans changer les 
amplitudes, et de manière à replacer les nauds  de l'un des rayons com- 
posants sur les nœuds de l'autre. Ainsi rléfini,'l'azimut d'un rayon simple, 
par rapport a un plan fixe, sera toujours l'angle aigu qui a pour tangente 
trigonométrique le rapport entre les amplitudes des vibrations n~oléculaires 
du rayon composant, polarisé suivant le plan fixe, et du rayon polarise per- 
pendiculairement à ce plan ; de sorte que ,  dans lin rayon représenté par 
les équations (1 3), l'azimut m ,  relatif au plan des x, a ,  sera toujours dé- 
terminé par la formule (22). Cela posé, lorsque le rayon résultant sera doué 
de la polarisation circulaire, son azimut sera la inoitié d'un angle droit, 
quelle que soit d'ailleurs la direction du plan fixe auquel cet azimut se rap- 
porte. Mais, si le rayon résultant est doué de la polarisation elliptique, 
l'azimut dépendra de la position du plan fixe, et changera de valeur avec 
cette position en même temps que l'anomalie. 

I I .  Rayons rd!&chis ou rdfractds par la surface de sépara~ion de deux milieux 
isotropes. 

Supposons deux systèmes isotropes de molécules séparés par une 
surface plane que nous prendrons pour plan des y, z ;  et concevons 
qu'lm mouvement simple ou par ondes planes, mais sans changement de 
densité, se propage dans le premier milieu situé du côté des x négatives. 
Si le mouvement simple dont il s'agit, a l'instant où il atteint la surface 
de séparation, donne toi~jours naissance à un seul mouvement simple ré- 
fléchi, et à un seul mouvement simple réfracté, les lois de  la réflexion 
et de la réfraction se déduiront salis peine des formules que nous avons 
données dans un précédent Mémoire. Entrons à ce sujet dans quelques 
détails. 
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Soieiit an bout du temps t ,  et pour le point (2, y ,  3), 

les déplacemeiits effectifs d'une molécule , mesurés parallèlement aux 
axes rectangulaires des x ,  y, z ,  et les déplacements symboliques corres- 
pondants, c'est-Sire les variables imaginaires dont les déplacements 
effectifs sont les parties réelles , i O dans un rayon incident, qui rencontre 
la surface de séparation de . . deux milieux isotropes; 2 O  dans le rayon 
réfléchi par cette surface; 3" dans le rayon .réfracté. Si l'on prend pour 
axe des z une droite parallèle aux traces des ondes incidentes sur la sur- 
Face de séparation des deux milieux; les trois rayons seront représentés 
par trois systèmes d'équations symboliques de la forme 

u , v ,  d, s , A ,  B ,  C , A,, B,, C l ,  A', B', Cf, dksignant des constantes qui 
pourront être imaginaires. Si les trois rayons, comme nous le supposerons 
dans ce paragraphe, se propagent sans s'affaiblir, on aura nécessairement 

U,  V ,  S ,  U' désignant des constantes réelles. On poilrra m&me supposer 
toutes ces constantes réelles, positives. En effet, chaque déplaceineiit 
symbolique pouvant être l'une quelconque de deux expressions imagi- - 
naires conjuguées, qui ne diffèrent entre elles que par le signe de \/-r, 
on pourra toujours admettre que, dans l'exponentielle népérienne à la- 
quelle chaque déplacement symbolique est proportionnel, le coefficient - 
de t \/-1, représenté par la quantité s, est positif. De plus, pour que le 
coefficient v de y soit positif, ainsi que s , il suffira de choisir convena- 
blement le demi-axe siiivant lequel se compteront lesy positives. Enfin, 

Ex.  &An. r i  de Ph.  Malh. 30 
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(5)  Au + Bv = O, 

(6) - A,u + B,v = O ,  A t '  + B'v = o. 

et faisons, pour abréger, 
- 

(8) k = - 1 ,  J c f =  k t \ / C i .  

On aura non-seulement 

mais encore, en supposant les équations des mouvements infiniment petits 
des deux milieux réduites à des kquatioris homogènes, et  désignant par 
1,; deux constantes qui dépendront de la nature de ces milieux, 

Or, après avoir déterminé k', à l'aide de la seconde des deux formides (IO), 
on déduira facilement de la seconde des équations (7) la valeur de 

Si d'ailleurs il existe un rayon réfléchi e t  un rayon réfracté, quels que 
soient la direction et le mode de polarisation du rayon incident; alors, 
en vertu des principes développés dans un précédent Mémoire (voir la 
page I 76), on pourra des valeurs de 

supposées connues, déduire les valeurs de 

A,, B'7 C,, A', B', Cf, 

à l'aide des formules (6) ,  jointes aux formules (4), (1 1) et aux suivantes 
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les valeurs de O ,  o', étant données par tes équations 

dans lesqiielles O, o', désignent encore deux constantes réelles qui  dé- 
pendent de la nature du premier et du second rriilieu. 

Si cians les formules (12) et (13), on substitue aux constantes iinagi- 
naires 

24, O ,  l î ,  u', 

leurs valeurs tirées des équations (4) et (8) , on aura siniplement 

La coristante s ,  comprise clans les formules (4) et  ( IO) ,  est, cotnme 
on sait, liée à la durée T des vibrations moléculaires par la forinule 

et i'on a pareillement 

1, 1' désignant les lorzgueurs dondulation ou les plus courtes distances 
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entre deux nœuds de même espèce, t O dans le rayon incident ou réfléchi, 
2O clans le rayon réfracik. Si d'ailleiirs on nonime 

les vitesses de propagation des nœuds ou des ondes plaiies dans le premier 
et le second inilieu, on aiira 

et par suite, 
an = 1 ,  na=(. 

Enfin, si l'on nonirne r ,  T' les angles d'incidence e t  de réfraction, c'est- 
à-dire les angles aigus formés par les directions des rayons incident et 
réfracté avec la normale à la surface de séparation des deux milieux, on aura 

u = k cos T, v = k siil r ,  
(17) U' = k' cos T', v1 = v = lc' sin o', 

puis oii en conclura 

UU' - vm = kkl cos (r + T') , uu'+vB= kk' cos(r-TI), 

(u'+n)v=kkt sin (r+rl), (d -u )v=kk ' s in  (r -T' ) ,  

et par suite, en posant pour abréger 

on tirera des formules ( 1  5), (16), jointes aux équations (14) , 

sin (T - T) C' 2 sin r' cos r 
(19) %=-- C s i u ( T + ~ ) '  C  sin(^'+^)' 

- - - 

Soient maintenant 
v ,  Y', il', 

les déplacements d'une molécule mesurés dans les rayons incident, réflé- 
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chi et réfracté, parallèlement au plan d'incidence, et 

- - -  
y > 8,) y', 

les déplacements symboliques correspondarits , chacun des déplacements 
effectifs x, n,, u', étant positif ou négatif, suivant que la molécule déplacée 
est transportée du côté des x positives, ou du côté des x négatives. 
Comme les déplacements 

x ,  x,, 8'7 

lorsqu'ils seront positifs , auront pour projections algébriques siir l'axe 
des x 

4, %,, t?; 
on aura nécessairement 

= 8 sin r, El = 8, sin r, f' = x' sin T', 

ou, ce qui revient au  même, 

et par suite 
k k k' 

8= -e ,  8,=;f, ,  y '=-f l .  
v v 

On pourra donc prendre 

de sorte, qu'en posant, pour abréger, 

on tirera des équations (11, (2), (3), 

Si, main tenant, on nomme 
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les modules des expressions imaginaires 

et si l'on pose en conséqiience 

p, V ,  p l ,  pl ,  ,u8, v ' ,  cI4signant des arcs réels; les formules ( n a ) ,  (d), (24) 

donneront 

Le système des formules (a6) représente le rayon incident; o et k désignant, 
dans ce rayon, les déplacements d'une molécule mesurés parallèIemen~ au 
plan d'incidence et perpendiculairement à ce plan. Si l'un de ces déplace- 
ments venait à s'évanouir, le rayon incident deviendrait un rayon plan ren- 
fermé dans le plan d'incidence, ou polarisé suivant ce même plan, et qui 
pourrait être représenté, dans le premier cas, par la seule formule, 

dans le second cas, par la seule formiile 

Coinme le rayon représenté par le système des formules (a6), offre tout-h.la- 
fois les deux espèces de déplacements moléculaires, observés dans les rayons 
plans que représentent les formules (29) et (30) prises chacune à part, on 
peut dire que le premier rayon résulte de la superposition des deux autres. 
Chacun des rayons.réfléchi et réfracté peut, d'aiIleiirs, aussi bien q u e  le 
rayon incident, être considéré comme résultant de la superposition de deux 
rayons plans ; l'un de ces derniers étant renfermé dans le plan d'incidence, 
ou, ce qui revient au même, polarisé perpendiculairement à ce plan, et 
l'autre étant, au contraire, polarisé suivant ce même plan. Cela posé, après 
la réflexion ou la réfraction, le rayon plan, renfermé dans le plan d'inci- 
dence, sera représenté par la première des formules (27) OU (28), et le 
rayon polarisé suivant le plan d'incidence par la seconde. 
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Observons encore que, dans les formules (aG), (27) , (a8) , les demi- 
amplitudes des vibrations et les paramétres nnguiuires se trouvent: repré- 

pour les rayons renfermés dans le plan d'incidence; et par 

pour les rayons polarisés suivant le niêrne plan. 
Au point oii le rayon incident rencontre la siirface réfléchissante, on a 

ce qui réduit les formules (2aJ ( d ) ,  (24) ,  aux suivantes : 

et les formules (261, (27), (28) ,  aux suivantes : 

(34) t t = h c o s ( r y - s t t p ) ,  ~ = c c o s ( v y - s t + u ) ,  

(35)  cr, = h,cos(v y - s t  + ,xi), c, :,= c, cos(vy - s l  f- Y,), 

(36) u' = hlcos(vy - st  + pl), c'= c'cos (vy - st  + ut). 

11 suit des formules (31), (32), (33)  que la réflexiori ou la réfraction (]'un 
rayon simple renfer~né dans le plan d'incidence, ou polarisé suivant ce 
plan, fait varier dans ce rayon le déplacement symbolique 

dans un rapport constant. Ce rapport, qui sera (l'ailleurs imaginaire, est 
ce que nous nommerons le coeBcient de r@exion ou de reyraction. Si on le 
désigne par 

Ï ou il 

poiir le rayon plan renfermé dans le plan d'incidence, et par 

5 011 F, 
pour le rayon polarisé suivant ce plan; on aura 
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e t  par suite, eu égard aux formules (tg), (20), 

-  sin(^'-) - 2 sin T' cos T 
J = J' = 

sin (T'+T) ' sin (T'+T) 

les valeurs de e;, el étant toujours données par les équations (') 

(*) Il est bon d'expliquer comment il arrive que les valeurs de O, '0' ou de 6, G' 
fournies par les équations (14) O U  (18), sont affectées de signes contraires, les valeurs 
de O', 6' étant positives e t  celles de 0, G négatives. En voici la raison. 

En vertu des principes établis dans le Mémoire qui a pour titre Méthode générale 
propre b fournir les épuafions de condition relatives aux limites des corps, on doit, 
dans la formule (27) de la page 147, supposer la valeur de T) positive e t  déterminée 
par l'équation (26) [ibidem], lorsque i'on considère un système de molécules situe, 
par rapport au plan des y ,  z, du côté des x positives. Dire alors que l'on doit avoir 

c'est dire,  en Zautres termes, que l'exponentielle 

doit devenir sensiblement nulle, dans ce systèiiie, à de grandes distances d u  plan des 
J, z ;  et  cette dernière condition est effectivement l'une de  celles que, suivant la théorie 
développée dans le Mémoire, il importe de vérifier. Mais, pour que la même expo- 
nentielle 

,- ax  

devienne sensiblement nulle, à de grandes distances du  plan des y ,  z, dans un 514- 

EX.  d'An. et de Ph. M. 3 r 
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11 suit des formules ( 3 . 4 ,  (35), (36), qiie la réflexion ou la refraction 

d'un rayon simple, renfermé dans le plan d'incidence ou polarisé suivant 
ce plan, fait varier, dans ce rayon, l'amplitude des vibrations moléculaireii 
dans u n  certain rapport donné, et ajoute en même temps au paramètre 
angulaire un certain angle. Ce rapport e t  cet angle sont ce que nous nom- 
merons le module et l'argument de rgexion ou de reyraction. Si l'on désigne 
le module et  l'argument de réflexion ou de réfraction par 

I e t i ,  oupa r  I ' e t i ' ,  

pour le rayon renfermé dans le plan d'incidence, et par 

J e t j ,  ou par J'etj', 

poiir le rayon polarisé suivant ce même plan ; les constantes positives 

seront, en vertu des formules (37), les modules des expressions imaginaires 

- 
Ï, II, J ,  J', 

tandis que les arcs réels 

représenteront les arguments de ces mêmes expressions. On aura donc 

Ces dernières formules, jointes aux équations (38) et (39), suffiront poiir 
déterminer compléternent les valeurs des modules et  des arguments de 
réflexion et de réfraction. 

tème de niolécules sit:é du côté des x négatives, il faudra au contraire que l'on ait 

Cela posé, en considérant deux milieux au lieu d'un seul, et posant d'ailleurs iv = O ,  

on doit évidemment B l'équation (26) de la page 147 substituer les formules ( 1 4 ) .  

Par la inênie raison on devra, dans la formule (15) de la page 167, remplacer 
'(3 par - '(3. 
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Si l'on compte à partir du plan d'incidence l'azimut du  rayon incident, 

ou réflCchi, ou réfracté, la tangente de cet azimut sera le rapport entre les 
amplitudes de vibration mesurées dans les deux rayons composants e t  po- 
larisés, l'un suivant le plan d'incidence, l'autre perpendiciilairement i ce 
plan, tandis que î'anomalie sera la différence entre les paramètres an-  
gulaires de ces mêmes rayons coniposants. Donc alors, dans le rayon iri- 
cident, ou réfléchi, ou réfracté, la tangente de l'azimut se trouvera repré- 
sentée, en vertu des notations ci-dessus admises, par le rapport 

et l'anomalie par la différence 

Cela posé, la tangente de l'azimut et  l'anomalie, mesurées dans le rayon 
réfléchi ou réfracté, se déduiront aisément de la tangente de I'azimiit 
et de l'anomalie mesurées dans le rayon incident. 0x1 tirera en effet des 
formules (40) e t  (4 1) 

- J c  c' J ' c  
- c _  K - Ï p  h t - 1 ,  G *  

On doit siirtout remarquer le cas où l'anomalie du rayon incident se réduit 
a zéro, et la tangente de son azimut à l'unité, en sorte que ce rayon soit 
non-seulement doué de la polarisation rectiligne, mais de plus renfermé 
dans un plan qui forme avec le plan d'incidence un angle égal a la moi- 
tié d'un angle droit. Nous appellerons nno~nalie et azimut de rejleron ou 
de reyraction ce que deviennent, dans ce cas particulier, l'anomalie et 
l'azimut du rayon réfléchi ou réfracté. Si l'on désigne par 

les azimuts, et par 
6, CJ", 

les anomalies de réflexion et de réfraction; alors, en posant dans les for- 

mules (43) et (44) 
- .- h -  1 ,  Y - p = o ,  

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



( 236 ) 
on en tirera 

J J' 

(45) 
tang a s i '  tangm' s F; 

d \ =  j - i, J" = j' - 2 ;  

et, en vertu de  ces dernières, on réduira les Cquations ( 4 3 ) ,  (44) à la 
forme 

Observons encore qu'en vertu des formules (42) et (451, l'on aura 

et que, pour déterminer à l'aide des formiiles (47) les valeurs de 

m, a', 6, d", 

il suffira d'y substituer les valeurs des rapports 
- - 
J J' - - i '  F9 

tirées des équations (39). 
Avant de terminer ce paragraphe, nous ferons une remarque iinpor- 

tante. Nous avons déjà observé que chacun des rayons incident, réfléchi, 
réfracté, peut être ce& 1-ésiilter de la superposition de deux rayons po- 
larisés rectilignemerit, dont l'un est renfermé dans le plan d'incidence, et 
l'autre dans un second plan perpendiculaire au premier. Or, parmi les for- 
mules (3 t ) ,  (32), (33), ou (34) ,  (35), (36), ainsi que  parmi les fornlules 
(37), (38), (39), (40), ( 4 r ) ,  (@), les unes se rapportent excliisivement aux 
rayons composants renfermés dans le premier plan, c'est-à-dire dans Ie 

- - 

plan d'incidence, les autres aux rayons composants renfermés dans le se- 
cond plan. Il y a plus : les amplitudes de vibration et les paratnètres an- 
gulaires des rayons renfermés dans l'un de ces plans, entrent uniquement 
dans les formules relatives a ces rayons. Donc les modifications qu'éproii- 
vent, en vertu de la réflexion ou de la réfraction, les rayons reuferrnGs 
dans l'un des plans dont il s'agit, sont entièrement indépendantes des mo- 
difications qu'éprouvent les rayons reriferinés dans l'autre, et de la nature 
de ces derniers rayons. On peut donc énoncer la proposition suivante, 
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Théordme. Supposons qu'un mouvement simple et par ondes ptanes 

rencontre la surface de séparation de deux milieux isotropes, et considé- 
rons le rayon incident, dont l'axe aboutit à u ~ i  point donné de la surface, 
comme résiiltant de la superposition de deux rayons plans, l'un renfermé 
dans le plan d'incidence, l'autre polarisé suivant ce même plan. Ces deux 
derniers rayons se trouveront réfléchis et réfractés indépendamment i ' i i r i  

de l'autre. 
Nous observerons encore qu'en vertu des équations (38)' (39) et (@), 

jointes aux formules (18), les quantités 

1 et i, J et j ,  

1' et i', J' et j', 

c'est-h-dire les modules et les arguments de réflexion ou de réfraction, re- 
latifs à chacun des rayons composarits, dépendent uniquement de l'angle 
(l'incidence T, de l'angle de réfraction T', et des deiix coristantes 

f, f'. 

Ces dernihres constantes dépendent elles-mêmes, ainsi'que les constantes 

comprises daris les formules (171, de la nature des deux milieux que l'on. 
considère. Comnie on a ,  d'ailler irs , en vertu des formules (1 7) ,  

Ir sin T = li' sin T', 

et par suite 

sin 7 k' - -  
sint' - k ' 

l'angle de réfraction sera complétement détermiiié quand on connaîtra 
l'angle d'incidence et le rapport constant 

qui s'appelle, comme l'on sait, l'indice de reFaction. Donc en définitive 
les modules et  les arguments de réflexion ou de réfraction, et par suite 
les amplitudes ainsi que les paramètres angulaires des rayons réfléchis ou. 
réfractés, pourront être consirlérés comme ddpendants uniquement de. 
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l'angle d'incidence, et des valeurs que prendront les trois constantes 

k' 
k ' f ,  f'. 

Les forinules établies dans ce paragraphe comprennent, comme cas 
particulier, celles que Fresnel a donriées pour représenter les lois de la 
réflexion et de la réfraction de la lumière à la première et à la seconde sur- 
face des corps transparerits, lorsqu'il existe lin angle d'incidence pour le- 
quel un rayon simple est toujours après la réflexion compléternent polarisé 
dans le plan d'incidence. Elles montrent aussi les modifications que doivent 
subir ces mêmes lois, dans la supposition contraire. C'est là en effet ce qui 
résulte des considérations qui seront développées dans les paragraphes 
suivants et dans d'autres Mémoires. 

§ I I I .  Sur les deux espèces de mouvements simples gui, dans un milieu isotrope, pruveizt 
se propager sans s'afaiblir. 

Avant de développer les conséquences des principes établis dans le pa- 
ragraphe précédent, il sera bon d'examiner de nouveau la nature des 
mouvements simples qui, dans un  système de poirits matériels homogène 
e t  isotrope, peuvent se propager sans s'affaiblir. 

D'après ce qui a été dit dans un autre Mémoire, si l'on nomme 

les déplacements d'une molécule mesurés, au point (2, y, z) , parallèle- 
ment aux axes coordonnés et rectangulaires des x, y et z ,  les équations 
des mouvements infiniment petits d'un milieu homogène et isotrope se- 
ront de la forme 

E, F désignant deux fonctions entières d u  trinome 

et u la dilatation du  volume, déterminée au point (x, y, z )  par la forniule 

En d'autres termes, on aura 
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Soit n'ailleurs v le déplacement d'une molécule mesuré parallèlement P un 
axe fixe quelconque. On tirera des équatioris (1 )  et (z), ou, ce qui re- 
vient au même, des forniules (3) , non-seulement 

mais encore 

Soient maintenant - - 
E f  v ,  f, 

les déplacements symboliques d'une niolécule. Ces déplacements symbo- 
liques, dont les déplacenients effectifs 

E 9  8 ,  r, 
représenteront les parties réelles, seront déterminés, dans un mouvement 
simple (voir les pages 138 et 13g), par des équations de la forme 

les constantes réelles ou imaginaires 

U, V? W ?  S? A ,  B, c ,  

étant assujéties à vérifier l'un des deux systèmes d'équations 

dans lesquels on représente par ka la somme us + va + ws, et par 

8, %, 
ce que deviennent 

E, F, 
quand on y substitue à D,, Dy, DL les lettres u ,  v, w, par conséquent 
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la somme 

Lorsque les équations desmouvements infiniment petits du système de mo- 
lécules deviennent homogènes, E devient proportionnel A D: + D; + D;, 
et F se réduit à une quantité constante. On peut donc alors supposer 

I ,  f, désignant deux constantes réelles; et par suite les formules (3), (41, (5) 
se réduisent à celles-ci : 

Alors aussi, les formules (IO) entraînent les suivantes 

( 1 4 )  & = 1 k f i ,  $j%=rf ,  
la première des équations (7) se réduit a 

et la première des équations (8) à 

Considérons maintenant un mouvement simple qui, dans un système 
homogène de molécules, se propage sans s'affaiblir. Alors, dans les équa- 
tions (6), (7), (8), les constantes imaginaires 

devront perdre leurs parties réelles, de rna~iiere à se présenter sous les 
formes 

- - - - 
(17) u = u d - I ,  v = v \ / - I ,  w = w V - 1 ,  S = S V ' - I ,  

u ,  v, w, s désignant des quantités réelles; et l'équation du second plan 
invariable, c'est-à-dire d u  plan mené par i'origine parallèlement aux plans 
des ondes, sera 
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Or, comme, en joignant les formules (6) et (1 7 )  à la seconde des équations 
(7)r 011 a la seconde des équations (a), on en tire dans le premier cas 

uE + v l  + WC = O, 

par conséquent 

et dans le second cas 

par conséquent 

il résulte des formules (tg) e t  (201, comparées à l'équation ( 1  8j, que les 
vibrations moléculaires, représentées symboliquement par les équations 
(6), sont, dans le premier cas, parallèles aux plans des ondes, ou transoer- 
sales par rapport aux rayons simples, et  dans le second cas perpentli- 
ciilaires aux plans de ces ondes, ou koizgitudinales, c'est-à-dire dirigées dans 
le sens des .rayons. Si d'ailleurs on prend 

et de  plus 

1 représentera la longueur d'une ondulation, T la durée d'une vibration 
moléculaire, R la vitesse de propagation d'une onde plane; et i'on pourra 
supposer, dans la formule (g), 

- 
(23) k =: k v - - ~ .  

Cela posé, la premihre des formules (7) ou (8) établira généralement une 
relatiori entre s et k ,  ou, ce qui revient au même, entre 1 et T, c'est-A- 
dire entre la lorigueur d'ondulation et la durée des vibrations rnolécu- 
laires. Cette relation est précisément celle qui, daris la théorie de la l u -  
mière, fournit l'explication et les lois du phénomène de fa dispersion (voir 
le Mémoire s u r  la Dispersion et les nouveaux Exercices, de Mathéma- 
tiques). 

Dans le cas particulier où les équat.ions des mouvements infiniment pe- 
Ex. d'An. rr de Ph. MalF. 3 a 
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tits deviennent homogeries, la première des équations (7) ou (8) se trouve 
remplacée par la formule ( 1  5) ou (16), de laqiielle on tire, eu Cgard aux 
équations ( 1  7), (ai ), (22), 

Donc alors la vitesse de propagation des vibrations transversales se réduit à 

et la vitesse de propagation des vibrations longitudinales a 

( 2 5 )  R = \ / r ( i  f f ) .  

Ces deux vitesses étant alors indépendantes de la durée des vibrations mo- 
léculaires, e t  de la longueiir d'ondulation, cette longueur et cette durée 
sont proportionnelles l'une à i'autre, en vertu de la formule 

et le phénomène de la dispersion n'a plus lieu. Alors aussi le rapport entre 
la vitesse de propagation des vibrations longitudinales et la vitesse de pro- 
pagation des vibrations transversales sera, en vertu des formules (24) et 
(25), la racine carrée de 

1 + f. 
Donc ce rapport deviendra nul ou infini, avec la vitesse de propagation 
des ondes longitudinales, si l'on suppose 

Dans la première supposition, les formules ( 1  I ) ,  (rz), ( r  3) donneraient 

Ajoutons que les vibrations' transversales disparaîtraient, au moins i de 
grandes distances des centres d'ébranlement, si la constante r devenait 
négative, et les vibrations longitudinales, si le produit r ( I  + f )  devenait 
néigatif, 
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5 IV.  Des milierrx dont les sirrfaces de sépararion polarisenf , suivant le plan dinci- 
dence, les rayons r4jUchis sous rrn cerfairi angle. 

Considérons, comme dans le second paragraphe, deux systèmes de 
molécules homogènes et isotropes, séparés par une surface plane que 
nous prendrons pour plan des y, z. Concevons encore qu'un mouvement 
simple, mais sans changement de densité, se propage dans le premier 
milieu situé du côté des x négatives, et qu'à l'instant où ce mouvement 
atteint la surface de séparation, il donne généralement naissance à un seul 
mouvement simple réfléchi, et à un seul mouvement simple réfracté. En- 
fin, prenons pour axe des z une droite parallèle aux traces des plans des 
ondes sur la surface réfléchissante; nommons T l'angle d'incidence, ri 
l'angle de réfraction; et regardons le rayon incident comme résultant de 
la superposition de deux rayons polarisés rectilignement, l'un suivant le 
plan d'incidence, l'autre perpendiculairement à ce plan. Ces deux der- 
niers rayons se trouveront réfléchis et réfractés indépendamment l'un de 
l'autre. Si l'on considère eri particulier celui des rayons composants qui 
se trouve polarisé suivant le plan d'incidence, ou, en d'autres termes, le 
rayon dans lequel les vibrations des molécules sont parallèles à la surface 
réfléchissante; si d'ailleurs, pour ce rayon, l'on nomme 

le module de rejlexion ou de reyraction, c'est-à-dire le rapport suivant 
lequel la réflexion ou la réfraction fait varier l'amplitude des- vibrations 
moléculaires, et  

j OU j' 

l'argument de rej(Zexion ou de rgraction, c'est-à-dire l'angle que la ré- 
flexion ou la réfraction ajoute au paramètre angulaire; les valeurs des 
quantités 

J et j ,  ou J' et j ' ,  
se déduiront de l'équation 

dans laquelle le coeflcr'ant de rejzexion J ou le coeficient de ~$iinction f', 
sera déterminé par la forrnule 

- sin (TI - P) - 2 sin T'COS T 

J = 0. (4)  J' 7 
sin (r' + r) sin (TI+ T) ' 
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Si au contraire l'on considère celui des rayons composants, qui se trouve 
renfermé dans le plan d'incidence, et  si l'on nomme, pour ce rayon, 

le module et l'argument de réflexion ou de réfraction, l'on aura 

le coefficient de réflexion Ï ou le coefficient de réfraction Ï' étant déter- 
miné par la formule 

- - - (1 + 66') cos ( r  -f- t') + (6 + 6') sin (7 + 7')  v- I - 
(7) I =  - J I  (E + 66') cos (r  - r f )  + (6 + 6') sin (t - T') v- r 

- n + GEr - 
(8) 1' = - - Jc, 

(1 -b G6') cos (r - tf) + (6 + 6') sin (r - a r t )  v- I 

et les valeurs de 6, 6' étant de la forme 

Ajoutons que l'angle de réflexion T et l'angle de réfraction T' se trouve- 
ront liés l'un à l'autre, conformément à la l o i  de Descartes, par la for- 
mule (48) du §. II, oii ce qui revient au même, par la suivante 

sin r --  
sin TI - 8 7  

0 désignant l'indice de re'jraction , dont la valeur sera. 

Dans les formules qui prdcèdent, les trois constantes réelles 

dépendent de la nature des deux systèmes de molécales proposés. 
Pour que la réflexiorr fasse disparaître le rayon polarisé suivant le plan 

d'incidence, ou le rayon polarisé perpendiculairement à ce plan; il est 
nécessaire et il suffit que, dans ce rayon, la clerni-amplitude des vibra- 
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dons moléculaires se rédnise à zéro après la réflexion, et  par suite, que 
le module de réflexion 

J ou I ,  

s'évanouisse avec le coefficient de réflexion 

Pour que l'un de ces mêmes rayons ne se trouve point modifié par la 
réfraction, il est nécessaire et il suffit que l'amplitude des vibrations, et 
le paramètre angulaire, oii du moins le sinus et le cosinus de ce para- 
mètre, restent les mêmes avant et après la réfraction; par conséquent, il 
est nécessaire et il suffit que le module de réfraction 

J' ou 1', 

se réduise i i'unité, et l'argument de réfraction 

j' ou i', 

à zéro ou à un miiltiple de circonférence 2 ~ .  Au reste cette double con- 
dition peut être remplacée par une seille, savoir que le coefficient de ré- 
fraction 

T ou fl ,  
soit équivalent à l'unité. 

Lorsqu'on suppose l'indice de réfraction réduit à l'unité, c'est-à-dire. 
lorsqu'on a 

et par suite 
k' = k, 

la formule (IO) donne 

et alors, le coefficient de réflexion 

se réduisant à zéro, en vertu de la formule (3) ou (7), on voit compléte- 
ment disparaître le rayon réfléchi. Alors aussi le coeficient de réfraction. 

J' ou Ï', 
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se réduit à l'unité, en vertu de la formule (4) ou (a), et par suite le 
rayon réfracté ne diffère point du  rayon incident. La supposition que 
nous venons de faire comprend évideinment le cas où les deux systèmes 
proposés seraient de même nature. Dans ce cas, on aurait non-seulement 

mais encore 

et ,  puisque les deux systèmes proposés pourraient être considérés comme 
n'en formant plus qu'un seul, il serait tout naturel que le rayon réflkhi 
disparût, et que le rayon incident ne fût pas altéré par la réfraction. 

Si la condition ( I  2) n'est pas remplie, la condition ( I  3) ne le sera pas 
non plus, à moins que r ne s'évanouisse, et  par siiite l'équation (3) four- 

nira généralement pour le coefficient de réflexion 5 une valeur différente 
de zéro. On ne doit pas même excepter le cas où l'angle 1 s'évanouirait, 
attendu que,  dans ce cas, on tirerait des formules (3) et ( r  O) 

Donc, lorsque l'indice de réfraction 0 différe de l'unité, un rayon inci- 
dent, polarisé suivant le plan d'incidence, se trouve toujours réfléchi par la 
surface de séparation des deux milieux. S'agit-il au contraire d'un rayon 
incident renfermé dans le plan d'incidence? Il ne pourra disparaître aprés 
la réflexion que pour des valeurs de 

propres à faire évanouir le coefficient de réflexion Ï, et par conséquent à 
vérifier l'équation 

( C  + 667 COS(T +- r') + (e+ cl) sin(?. +. TI) v z  = O ,  

de laquelle on tire 

(15) ( I  + 66') COS(T -+ r l)  = O ,  (6 + el) sin (r -+ T') = o. 

Il y a plus; comme des deux rapports 
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l'un ne peut devenir infini sans que l'autre s'évananisse, il est clair pue 
pour chaque valeur de r ,  l'un d'eux au moins conservera une valeur finie; 

et par suite l'expression imaginaire Ï, qui, en vertu de l'équation (7) ,  peut 
être présentée à volonté sous l'une ou l'autre des formes 

t5 + el - cos (7 + r') + - sin (L + r') v-1 
1 = I 4-66' - 

e+ef - cos(r - TI) + -- sin (r - +)v- I 
1 $-. 66' 

I -+ G 6 '  - 
-- + 6l eos( i  + 7') + sin (r + 7') I- I 

ne pourra s'évanouir, sans que T, T' vérifient l'une des deux conditions 

D'ailleurs, 0 étant différent de l'unité, Ï ne se réduirait point à zéro si l'on 
supposait 

sin (T + r ') E O. 

Car de cette supposition, jointe à la formule ( IO) ,  on conclurait 

s i n r ' i & s i n r ,  ( r = k O ) s i n r = o ,  s i n ~ = o ,  T = T ' = o ,  
et par sriite 

- - 9 - 1  
e = e ' = 0 ,  I = - J = - -  

6 + 1  

Donc, si la condition ( l a )  n'est pas remplie, les angles r, r' vérifieront, 
non la seconde, mais la première des formules (16), de laquelle on tirera 

tandis que la seconde des équations (15) donnera 

ou, ce qui revient au même, eu égard aux formules (9) et ( IO) ,  
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et, en vertu de la formule (1 I ) ,  

La condition (1 7) peut toujours être remplie pour une certaine valeur de T, 
que l'on déduira sans peine des forrnules (17) et (IO), en vertu desquelleç 
on aura iiori-seulement 

sin T' = -COS T, 
mais encore 

On peut remarquer d'ailleurs qu'au moment où î'angle d'incidence T vé- 
rifiera la formule (zo), l'angle 

compris entre les rayons incident et réfracté, deviendra précisément égal ii 
s -. Donc la formule ( 1  7) sera vérifiée au moment ou le rayon réfracté de- 
2 

viendra perpendiculaire au rayon incident. 

Quant à la condition ( ~ g ) ,  elle peut être ou n'être pas remplie siiivant 
la nature des deux systémes. Si elle se trouve effectivement vérifiée, 
alors, sous l'incidence .r déterminée par la formule (20), un rayon ren- 
fermé dans le plan d'iiicidence, et polarisé perpendiculairement à ce plan, 
disparaîtra toujours après la réflexion, et  par suite un rayon incident 
qiielconque sera transformé par la réflexion en un rayon compléternent 
polarisé suivant le plan d'incidence. Pour cette raison, l'on nomme, dansle 
cas dont il s'agit, angle de poZarisarion complète, ou simplement angle 
de polarisation, l'angle T déterminé par la formule (20). Si l'on désigne 
par q cc même angle, on aura, en vertu de la formule (20), 

Lorsque la condition (19) se vérifie, alors 

étant nids, les équations (7) et (8) se réduisent aux.suivantes 
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Alors aussi les modules et les arguments de réflexion ou de réfraction sont 
donnés immédiatement par les formules (1) et (2) jointes aux formules 
(3), (4) ,  (22) et (23). Seulement il convient ici de distinguer deux cas dif- 
férents, savoir, le cas où, l'indice de réfraction O étant supérieur à l'unité, 
oii a par suite, en vertu de la formule ( IO) ,  

et le cas où,  l'indice de réfraction 6 étant inférieur à l'unité, on a par suite, 
en vertu (le la formule ( i  O), 

r < T'. 
Or, siipposoris d'abord 

Dans ce cas, en vertu de la formule (I), jointe aux équations (3) et (aa ) ,  
le module et l'argument de réflexion pourront être réduits, pour le rayon 
polarisé suivant le plan d'incidence, aux deux quantités 

sin (T - T') 
J = 

sin (T + T) ' j = 7 ;  

e t ,  pour le rayon renfermé dans le plan d'iticidence, I O  lorsque r sera 
compris entre les limites O ,  q ,  aux deux quantités 

2" lorsque T surpassera l'angle cp, aux deux quantités 

tang (T - T') 1 = z = 7r. 
tang ( n  - 7- 7')' 

Considérons maintenant le cas où l'on aurait 

Dans ce cas, le module et l'argument de réflexion pourront être réduits, 
pour le rayon polarisé suivant le plan d'incidence, aux deux quantités 

si n (7'- T) 
J = j = O ;  

s i n  (TI+ 7 )  ' 

et, pour le rayon renfermé dans le plan d'incidence, r 0  lorsque T sera 
E3. d'An. et de P h .  M. 3 3 
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comp~is  entre les limites O ,  9 , aux deux quantités 

tang (2-T) . 1 = 2 = 
tang (TI+ T) ' r ,  

2" lorsque T surpassera l'angle q, , aux deux quantités 

tang (r' - T) 1 = z i Or 
~ a n g ( ~  - 7-4)' 

Dans l'iin et l'autre cas, en vertu de la formule (2) ,jointe aux équations 
(4)  et (a3) ,  le module et l'argument de réfraction pourront être réduits, 
pour le rayon polarisé suivant le plan d'incidence, aux deux qriantités 

2 sin T' COST J' = -- 
sin (T f 7') ' j' = O, 

et, pour le rayon renfermé dans le plan d'incideuce, aux deux quantités 

2 sint' cüs r  1' = i' = O, 
sin (T + T' )  COS (T - T') ' 

On peut observer que, dans les formules précédentes, l'argument de 
réfraction se réduit toujours à zéro. Donc, si, dans un rayon incident po- 
larisé siiivant le plan d'incidence ou perpendiculairement à ce plan, on 
considère un nœud quelconque de première ou de seconde espèce, à 
l'instant où ce nœud, en vertu de son mouvement de propagation, at- 
teindra la surface réfringente, il passera immédiatement, sans changer 
d'espèce, dans le rayon réfracté. II passera aussi, sans changer d'espèce, 
dans le rayon réfléchi, si, l'indice de réfraction étant supérieur à l'unité, 
le rayon incident est polarisé suivant le plan d'incidence e t  tombe siir 

la surface réfléchissante, sous une incidence inférieure a l'angle de pola- 
risation complète, ou si, ces deux conditions n'étant pas sirnultanéme~it 
remplies, l'indice de réfraction devient supérieur à l'unité. Dans les autres 
hypothèses, l'argument de réflexion se réduisant à la demi-circonfé- 
rence ou au nombre T,  on peut affirmer qu'à i'instant où un nœud d u  
rayon incident atteindra la surface réfléchissante, il changera d'espèce en 
passant dans le rayon réfléchi. C'est au reste ce que l'on peut encore ex- 
primer en disant qu'alors un nœud d'espéice donnée se trouvera déplace 
par la réflexion, et transporté en avant de la position qu'il occupait, à une 
distauce égale à la moitic5 de la longueur d'une ondulation. 

Nous ajouterons que, pour passer des formules (di), (261, (27 j, qui SUP- 
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posent 8 3 1, aux formules (29), (30), (3 r ) , qui supposent 8 < I ,  il suffit 
Cvidemment d'écrire, dans les valeurs des modules de réflexion 1 et J, 

T' - T au lieu de r - Tt, 

et de faire croître ou diminuer les arguments de réflexion i et j d'un angle 
égal à la demi-circonférence n-. 

Les modules et les arguments de réflexion ou  de réfraction étant déter- 
minés comme ci-dessus, les azimuts 

m, ~ ' 9  

et les anomalies 
6, d" 

de réflexion ou de rkfraction, se déduiront immédiatement (voir la p. 236) 
des formules 

J tang c r ~ .  = - tangmf - J' 
1 ' - F, 

ou, ce qui revient au même, des formules 

. De ces dernières, jointes aux formules (22), (d), on tirera 

COS (1 - 7'') 
cos ('c + 7') ' (38) tang mf . e" v-l=cos (7-f). 

Or on vérifiera la formule (37) ,  i 0  lorsque l'angle d'incidence T sera com- 
pris entre les limites O ,  g, en siipposarit 

COS (1 - T') 
tangm = 

COS (7 + I') ' 

2" lorsque i'angle d'incidence T surpassera 
supposant 

d ' = = C : r ;  

l'angle de polarisation g, en 

CO8 (T - 7') 
tangm = 6 = o. 

COS (m-r - 1')' 

Quant à la formule (38), on la vérifiera, dans tous les cas, en prenant 

(41) tang mf = cos (T - r'), 6' = o. 
33.. 
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Ainsi, Z'anonsalie de r$raction d" pourra torrjours être censée réduite ci 
zéro, et Z'anolnalie de reyexiort 6 p o u m  être censée réduite h zéro ou a n, 
suivant que Z'angZe d'incidence sera supériezcr ou inférieur à I'angle de 
polarisation. I l  en résulte qu'un rayon plan, mais polarisé suivant un plan 
quelconque, sera encore doué de la polarisation rectiligne lorsqu'il aura 
été repéchi ou rgi-acté par la sugace de séparation des deux milieux que 
Ion considère. Ajoutons qu'en vertu des formules (4 r ) et  (39) ou  (40), les 
azimuts de reyraction et de @exion, m' et a, oûj'iront des tangentes 
respectivement égales, rune au cosinus de la difërence entre les angles 
d'incidence et de re!raction, L'autre a la valeur numérique du rapport de 
ce cosinus au cosinus de la sornnze des mé~nes angles. La dkterminatiori de 
ces azimuts fera connaître immédiatement les variations qiie la réfraction 
et la réflexion occasionnent dans l'azimut du rayon incident, ou, si celui-ci 
est doué de la polarisation rectiligne, ce qu'on nommc le mouvement du 
plan de polarisationc 

Une reinarque importante à faire, c'est qiie, dans le cas où l'indice de 
réfraction deviendra inférieur à l'unitk, l'équation ( I O ) ,  ou 

sin T 
sin r' = - 

8 '  

ne pourra fournir une valeur réelle de r', si l'angle d'incidence T n'a pas 
une valeur inférieure à celle que détermine la forinule 

( 4 3 )  sin r = O. 

Nommons 4 cette dernière valeur, et prenons en  conséquence 

Pour que les formules ci-dessiis établies soient applicables, il faiidra que 
l'on ait 

Suivant que la coiitlition (45) sera o u  ne  sera pas remplie, le mouvemeiit 
incident pourra ou  non donner naissance à u n  mouverrient réfracté qui se 
propagera dans le second milieu saris s'affaiblir. Le r a p n  simple, corres- 
pondant à ce mouvement réfracté, sera donc un  rayon réfracté qui pourra 
ou  non se propager darns le secorid inilieli saris s1aff:4iblii., suivant que l'angle 
d'incidence sera inférieur ou supérieur à la limite +. Ce rayon réfracté, 
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qui  ne subsistera que pour certaines incitleiices, du moins à une grande 
distance de la surface réfléchissante, est ce que nous nommons le rayon 
émergent. L'angle 4 , ou la limite que n e  peut dépasser l'angle d'incidence 
sans que le rayon émergent vienne à s'éteindre, sera l'angle d'émersion. 
Cet angle surpasse nécessairement l'angle de polarisation auquel répond 
toujouïs une valeur réelle de T', donnée par la formule ( I ~ ) ,  savoir, 

C'est d'ailleurs ce qiie l'on démontrera sans peine à l'aide des formules 
(2 1 )  et ( 4 4 ,  desquelles on tire 

Les formiiles que noiis avons établies dans ce paragraphe, en supposant 
la condition (19) vkrifiée, ne diffèrent pas au fond de celles que Fresnel 
a données pour représenter les lois de la réflexion et de la réfraction des 
rayons lunlineux à la première et à la seconde siirface des corps transpa- 
rents. La formule (20) ou  (2 1) fournit imniédiatement la loi dkcouverte par 
M. Brewster, e t  suivant laquelle l'angle de polarisation conzplète des rayons 
lumineux, rewchis par Ta surfdce de séparation de dez~x  lnilieux trrtns- 
parents et isophanes, a généralement pour tangente i'indice de reyraction. 
JA détermination des quantités 

J, 1, JI, II, 

c'est-i-dire des modules de réflexion e t  de  rbfractiori , conduit, comme on 
le sait, e t  comme noiis l'expliquerons dans uri autre Mémoire, 8 la déternii- 
nation de l'intensité de  la lumière dans les rayons réfléchis et réfractks. 
Enfin, dans la réflexion e t  la réfraction des rayons 1111iiineux doués de la 

polarisatiori rectiligne, le mouvement du  plan de po!arisation, détermine 
à l'aide des formules (39) ou (40), e t  (4 r ) ,  s'accorde d ' m e  manière trés re- 
marquable avec les nombreiises observations relatives à ce plan, et publiées 
par divers physiciens, siirtout par Fresnel et par M. Brewster. 

Dans les diverses applications que l'on peut faire des formules ci-dessu4 
établies, il importe de ne jamais perdre de vue la signification des quari- 
tités qu'elles renferment. On devra se rappeler en particulier que le motlule 
de réflexioik 

I ou J 
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représente le  rapport 

entre les amplitudes des vibrations moléculaires, mesurées dans les rayons 
réfléchi et incident, qui se trouvent polarisés ou suivant le plan d'incidence, 
ou perpendiculairement a ce plan. On devra se rappeler encore que i'ar- 
gument de réflexion 

i ou j 
reprcsente la différence 

p , - P ,  ou ",- " 9  

entre les paramètres arigdaires, mesurés dans ces mêmes rayons. Cela posé, 
on conclura immédiatement des formules ( 3 4 ,  (35) du second paragra- 
phe, qu'en chaque point de la surface réfléchissante les déplacements 
moléculaires 

I< et 8, OU [ et r, 
sont, dans les rayons incident et réfléchi, affectés du même signe quand 
on a 

et affectés de signes contraires quand on a 

n'ailleiirs les déplacements 
c 9  c , 9  

mesurés perpendiculairement au plan d'incidence, seront affectés du même 
signe, ou de signes contraires, suivant qu'ils se compteront dans le même 
sens, ou en sens contraires, à partir de ce plan. Quant aux déplacements 

mesurés dans le plan d'incidence, et liés aux déplacements 

(voir la page 230) par les deux formules 

E; Y sin T, e, = 8, sin r , 
ils seront, camme et e,, affectés du même signe oii de signes contraires, 
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suivant qu'ils feront passer les molécules primitivement situées en un point 
de la surface réfléchissante, d'un même côté de cette surface ou de deux 
côtés opposés. Il y a plun: comme, en adoptant les notations du second 
paragraphe, on trouvera 

n = cr cos r, v,  = - o, cos r ,  

il est clair que les déplacements 

seront encore affectés du m h e  signe, ou de signes contraires, suivant que 
les déplacements 

v ,  v , 7  

mesurés dans le plan d'incidence, à partir d'une droite normale à la surface 
réfléchissante, se compteront en sens opposés ou dans le même sens. En 
conséquence il deviendra facile, dans tous les cas, d'interpréter celles des 
forniules j25), (26), (27), (29) , (30), (3 i )  qui renferment les arguments 
de réflexion 

i ou j. 

Ainsi, en particulier, on conclura des formules (25) et (29) que, dans les 
rayons incident et  réfléchi, les déplacements moléculaires, mesurés siir la 
surface réfléchissante perpendiculairement au plan d'incidence, se conlp- 
teront de deux côtEs opposés à partir de ce plan, si l'indice de  réfrac- 
tion 4 surpasse i'unitS, et du méme côté si l'on a 8 < r .  Pareillement on 
conclura des formules (26) et (27)7 oti (30) et (31) ,  que, dans les rayons 
incident et réfléchi, les déplacements moléculaires mesurés perpendiculai- 
rement à la surface réfléchissante pour une molécule sitiiée sur la sur- 
face, se compteront de deux côtés opposés a partir de cette mêtne siirface , 
si l'on suppose 

8 > r 7  ~ > q ,  011 8 < 1 ,  r < p ,  

et du même côté si l'on suppose 

Au con traire les déplaceinents molécu!aires mesurés dans le plan d'incidence 
et sur la surkce réfléchissante, à partir d'une droite normale à cette surface, 
se compteront du même côté, pour les rayons incident et réfléchi, dans les 
deux premières suppositions, et de côtCs opposés dans les deux dernières. 

Observons maintenant qu'on devra réduire à zéro les déiplacements me- 
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siirés siir la normale à la surface réfléchissante, si le rayon incident devient 
perpendiculaire à cette surface, et les déplacements mesiirés sur la siirface 
dans le plan d'incidence, si le rayon incident rase la surface dont il s'agit. 
De cette observation, jointe aux conclusions précédentes, il résulte irnmé- 
diatemerit que les déplacements molécnlaires, mesurés siir iin axe quel- 
conque, se compteront en sens opposés, dans les rayons iiicidents et ré- 
fléchi, si, i'indice de réfraction étant supérieur A i'innité, le rayon incident 
devient perpendiculaire à la surface réfléchissante ou rase cette surface; 
tandis qu'ils devrorit se compter dans le même sens, si, le rayon incident 
étant perpendiculaire a la surface, l'indice de réfraction devient infériew 
a l'unité. 

Observons encore que, si le rayon incident est perpendiculaire a la sur- 
face réflécliissante , on pourra prendre polir plan d'incidence un plan quel - 
conque mené arbitraireiilent par l'axe du  rayon. Si d'ailleurs ce rayon est 

doué de la polarisation rectiligne, alors, en vertu des principes que nous 
venons d'établir, les déplacements absolus d'une molécule, mesurés sur la 
siirface réfléchissante, d'une part dans ce rayon, d'autre part dans le rayoir 
réfléchi, se compteront en sens opposés, ou dans le même sen$, suivant 
que l'on aura 

8 > r ,  ou 8 < 1 .  

Si l'on suppose en particdier 

8 >  1, 

les déplacements absolus dont il s'agit se compteront en sens opposés, & 

cette circonstance pourra ètre indiquée ou par la seule formule 

si l'on prend pour plan d'iricidence le plan même dii rayori , ou par la 
seule formule 

j = r, 

si l'on prend pour plan d'incidence le plan de polarisation. La différence 
qui existe entre les arguments de réflexion i et j, déterminés par ces deux 
formules, peut sembler d'autant plus singulière au premier abord que, dans 
l'hypothèse admise, on reste complétement libre de prendre pour plan 
d'incidence un plan parallèle ou un plan perperdiculaire aux directioris 
des vibrations des moléciiles. Toutefois, pour se rendre compte de cette 
diffhrence, et de la réduction de i à zéro, il siiffit de considérer le cas où 
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( a57 
de rayon incident, polarisé dans le plan d'incidence, serait, non plus ri- 
goureusement, mais sensiblement perpendiculaire à la surface réfléchis- 
sante. En effet, dans ce cas, les paramétres angulaires 

Pt IU,, 
liés à i par la formule 

i = P , - w ,  

se rapporteront aux déplacements 

4, 4 1 9  

mesurés parallèlement à la surface; et ,  cornnie, en vertu des deux formiiles 

on aura 

= ~c sin r, e, = 8, sin r ,  

? = 8 C O S I ,  V I  = - 8, COS T, 

il est clair que les déplacements 

4 ,  El1 

seront affectés du même signe, si les déplacements 

sont affectés des signes contraires. Or cette dernière condition sera cer- - 
tainement remplie, si l'on a 

e >  I ;  

et alors, en supposant le rayon incident sensiblement perpendiculaire la 
surface réfléchissante, on trouvera, pour cbaque point de cette surface, 

Donc alors missi l'on aura, en chaqiie point de la surface réfléchissante, 

5. > O ,  et par suite i = o. f 
Les arguments de réflexion j et i étant connus pour les rayons polarisés 

suivant le plan d'incidence et perpendiculairement à ce plan, on pourra 
en déduire immédiatement, en vertu de la première des formules (35), 

Ex. &An. et de Ph. M. 34 
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l'anomalie de réflexion, telle que la dorme la seconde des équations (39) 
ou (4d). Cette anomalie pouvant d'ailleurs être augmentée ou diminuée 
d'un multiple de la circonférence a7s, on peut,  lorsqu'elle est représentée 
par f l ,  la représenter aussi par 

et il en résulte que dans la seconde des forindes (39), on peut iudiffé- 
remment réduire le double signe soit au signe +, soit au signe -. 

Si du rayon réfléchi l'on passe au rayon réfracte, alors aux formules 
(46) ou (47 ) ,  on devra substituer la seconde des formules @a) ou (33), 
savoir, 

Or il résulte de  ces dernières qu'en chaque point de la surface réfringente 
les déplacements d'une inolécule, mesurés dans le plan d'incidence ou per- 
pendiculairement à ce plan, se compteront dans le même seris, soit avant, 
soit après la réfraction. Par suite l'anomalie de réfraction sera nulle, comme 
on en a déjh fait la remarque, et comme l'indique la secoiide des formu- 
les (4 1). 

Il nous reste à déduire des formules obtenues les valeurs des arguments 
et des azimuts de réflexion ou de réfraction, pour certaines incidences 
qui méritent une attention spéciale. 

 orque le rayon incident sera perpendiculaire à la surface réfléchis- 
sante, on pourra en dire autant du rayon réfléchi ou réfracté, et l'on 
aura 

sin T 
'r = O ,  T' = O,  2 = -  = O .  

r ' sin r 

Donc alors, en vertu des formules ( a s ) ,  (26) ou (28), (29), on trouvera, 
i0  en supposant l'indice de réfraction 8 supérieur à l'uiiité, 

2" en siipposant l'indice de réfi-action 6 inférieur à l'unité, 

et l'on aura, dans l'une ou l'autre supposition, non-seulement, en vertu dea 
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formules (333, (33), 

a 
( 5 2 )  

Il= J f =  - - 
1 + O  

- 1 - tang(q - 3; 
mais encore, en vertu des formules (39) ou (40), 

en sorte que l'azimut de réflexion ou de réfraction se trouvera réduit à 
l a  moitié d'un angle droit. Les formules (50), (si), (5a) coïncident avec 
celles que M. Young a données pour le cas de l'incidence perpendiculaire. 

Lorsque l'angle d'incidence sera précisément l'angle de polarisation, 
l'on aura 

rn 
(55) T = Q T - - Q s i n r ' =  cosr ,  cos+ = sinr .  a 

Donc alors on trouvera, I O  en supposant I'indice de réfraction 4 siipCrieur 
à l'unité, 

0 0 -  1 (56) I = o ,  J = -  - 
ga + 1 

- sin ( 2 ~  - E)  = - cos î~ ; 

a" en supposant l'indice de réfraction inférieur à l'unité, 

et l'on aura, dans l'une ou l'autre supposition, non-seulement 

Lorsque, l'indice de réfraction étant inférieur à l'unité, l'angle d'inci- 
dence r sera prhcisément l'angle d'émersion, l'on aura 

Donc alors on tirera des formules (29) et (31) 

(64 I = J = r ,  
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et des formules (3a),  (33), (34) 

Enfin, lorsque, l'indice de  réfraction 8 étant supérieur à l'unité, le rayon 
incident rasera la surface réfléchissante, on aura 

?r 1 
T = - sin r' - 

2 '  - ë. 

Donc alors les formules (25), ( 2 7 ) ,  entraîneront de nouvew les équations 
(62) et  (64); mais on tirera des formules @a) ,  (33) et (41) 

Sur les relations qui existent enire l'azimut et Panonznlie rllm 
rayon simple doud de lu polarisation elliptique. 

Considérons, dans un système isotrope de molécules, un niouvernerit 
simple, ou par ondes planes, qui se propage sans s'affaiblir. Prenons pour 
plan des x, y un plan invariable parallèle aux plans des ondes. Une mo- 

lécule quelconque m fera tonjoiirs partie d'un rayon sinlpfe perpendiculaire 

au plan invariable. Cela posé, soient, au bout du temps t, 
f , n, les déplacements de la molécule mesurés parallèlement aux axes 

rectangulaires des x, y, 
Z. la distance mes~irée siir le rayon simple entre le plan invariable et 

la molécule m, cette distance étant regardée comme positive, quand elle 

se compte dans le sens de la vitesse de propagation des ondes planes. 
Si l'on nomme T la durée des tibratioiis moléculaires, et  1 la longiieur 
d'une ondulation, le mouvement de la molécule sera représenté par des 
équations de la forme 
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dans lesquelles on aiira 

2% k = -  s = E- 
l ' T ' 

tandis que les constantes positives a ,  b désigneront les demi-amplitudes 
des vibrations d'une niolécule, mesurées parallèlement à l'axe des x, ou à 
l'axe des y, et A ,  ,u les paramètres angulaires relatifs aux mêmes axes. 
Comme d'ailleurs les équations (1) donneront 

on en tirera, moyennant l'élimination de l'une des ligties trigonométriques 
sin (kt - st), cos (kc - st) , 

puis, en combinant ces dernières formules par voie d'addition, après avoir 
élevé chaque membre au carré, et posant, pour abréger, 

d ' = ~ - ~ ,  
on trouvera 

L'équation (2) représente généralement une ellipse; et,  comme cette ellipse 
se transformera, I O  en ligne droite, si I'on a 

20 en circonférence de cercle, si I'on a 

(4)  c o s d ' = o ,  B = a ,  

il est clair que la polarisation, généralement elliptique, deviendra recti- 
ligne dans le premier cas, et circulaire dans le secoud. 

Le rayon représenté par le système des équations (1  8) peut être censé 
rtsulter de la superposition de deux rayons plans, représentés séparément 
par chacune d'elles. L'anomalie du rayon rksultant et son azimut, relatifs 
au plan des x, a,. sont, d'une part, la différence 
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entre les paramètres angulaires P,  A des rayons composants, renfermés 
dans les plans des y, z et des X ,  Z; d'autre part, l'angle 

(6) 
b a = arc tang-, 
a 

qui a pour tangente le rapport entre les amplitudes des vibrations 2b, na, 
correspondantes à ces mêmes rayons. Comme, dans les équations ( I ) ,  
chacun des paramètres angulaires h,  p peut être sans inconvénient aug- 
menté ou  diminué d'un multiple de la circonférence 27r, on doit en dire 
autant de l'anomalie 6, qui ,  en vertu des formules (3), (4, pourra être 

réduite i zéro ou à .~r dans un rayon plan, et  à =!= dans un  rayon doué 

de la polarisation circulaire. Quant à l'azimut m ,  il sera toujours compris 
C entre les limites O, - et, en vertu des formules (d), (G), il se réduira, pour 
a' 

un rayon polarisé circulairement, ii E ,  c'est-à-dire, en d'autres termes, 

à la moitié d'un angle droit. 
4 

On tire de l'équation (6) 

b sin P cusw sin zr I - - - tangm = - - E - =  
a COSP' a b i iqZ7'  

et par suite 

(7) a = h COSW, b h s i n m ,  

la valeur de h étant 

Le double de la longueur h , détepminée par l'équation (a), est, pour une 
valeur nulle de l'anomalie, l'amplitude du rayon plan représenté par les 
équations (1); et, dans tous les cas, 2h exprime ce que nous appelons 
l'amplitude quudrntique de ce même rayon. 

Si l'on nomme r le rayon vecteur mené du centre de l'ellipse décrite 
par une molécule au point avec lequel cette molécule coïncide au bout 
du  temps t ,  et p l'angle polaire formé par le rayon vecteur avec l'axe 
des x ,  on aura 

(9) 4 - r c o s p ,  v = r s i n p ,  
4 

i 4 ra = es + va, tangp = - t '  
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Si d'ailleurs le demi-axe des y positives est tellement choisi que le mou- 

vement de la molécule ln, autour du centre de l'ellipse qu'elle décrit, soit 

un mouvement de rotation direct, la vitesse angulaire de cette molécule 
sera 

et sin 6 devra être une quantité positive. Alors aussi l'aire décrite par le 
rayon vecteur r pendant le temps t ,  ayant pour différentielle 

' 1 ' r a d p  = - abs s inbd t ,  
2 2 

sera proportionnelle au temps, et  représentée par le produit 

Donc l'aire décrite pendant la durée T d'une vibration nroléculaire, ou la 
surface entière 3 de  kellipe, aura pour valeur 

et chacune des quatres parties, dans lesquelles cette aire est divisée par les 
deux axes de l'ellipse, sera décrite pendant un temps égal au quart de la 
durée d'une vibration. 

Observons maintenant que si l'on nomme 

.y, n', r', 
ce que deviennent 

E> n 1  r ,  

1 quand on fait croître le temps t de - T, ou sl! de R ,  on aura non-seule. 
4 2 

ment 

r = a s i n ( k ~ - s t + h ) ,  d =  bs in (kv - s t+p) ,  
rIa = + v 'a ,  

et par suite 
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mais encore 

Chacune des formules (14) se rapportant à l'un des rayons plans dont la 
superposition produit le rayon simple donné, on conclura généralement 
de ces formules que, dans un rayon plan, les déplacements absolus dune 
rno&cule, mesurés, I " à un instant donné, 20 ci un second instant séparé 
du premier par le quart de la durée d'une vibration moléculaire, fournis- 
sent des carrés dont lu sonme est le carré de la demi-amplitude. On con- 
clura au contraire de la formule ( 1  5), que, dans tout rayon simple, la 
derni-amplitude quadratique n gour carré la somme des carrés des rayons 
vecteurs, qui joignent une molécule au centre de 2'ellipse qu'elle décrit, à 
deux instants séparés l'un de I'autre par un intervalle égal au quart de 
la durée n'une vibration moléculaire. Donc cette demi-amplitude quadra- 
tique a pour carré la somme des carrés des deux demi-axes de l'ellipse, 
et rie dépend nullement de la position des axes rectangulaires des x et y. 
Enfin, en vertu de l'équation (16), comparée à la formule ( i z ) ,  les 
rayons vecteurs qui joignent une mole'cule au centre de l'ellipse qu'elle 
décrit, à deux instants séparés l'un de I'autre par un intervalle du quart 
de la durée d'une vibration, sont les deux côtés d'un triangle dont la sur- 
face doublée est à la surface entière de l'ellipse dans le rapport de I à T. 

Il est bon d'observer encore qu'en ayant égard aux formules (7 ) ,  on ti- 
rera de la formule ( I  a) 

Nous avons dit que,  dans un  rayon simple, l'amplitude quadratique h 
demeure indépendante de la position des axes coordonnés. Il n'en est 
pas de même de l'azimut m et de l'anomalie 6, qui varient lorsqu'on f a i t  

tourner, dans le plan de i'ellipse décrite, les axes rectarigulaires des x 
et y. Cela posé, si l'on nomme plan principal lin plan qui renferme 
axec l'axe du rayon simple un des axes de l'ellipse décrite, et azimut 
principal, ou anomalie principale, un azimut oii une anomalie qui cor- 
responde à un plan principal, on reconnaîtra aisément qu'une anomalie 
principale peut toujours être rédurle, au signe prèsJ à un angle droit. En 
effet, pour que l'équation (2)  soit celle d'une ellipse rapportée à ses 

. axes, il faut que l'on ait 
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Doric, en nommant h l'anomalie principale, on aura A = & -  

2 ' 
si l'on suppose, conme on a droit de le faire, 6 toujours renfermé entre 

C 
les limites - e, + T. On aura en particulier A = -  

2' 

si l'on adniet, comme ci-dessus, que la quantité sin d' reste positive; et 
alors, eri nommant i'i l'azimut principal, on tirera de la formule (17)  

(4 
I 

S = - ha sin an. 
2 

Or de la formule ( 1  B),  jointe à la formule (1  7 ) ,  on conclut 

(19) sin 2m sin S = sin a n .  

En laissant le siglie de sin J' arbitraire, on aurait trouvé plus généra- 
lement, au lieu de i'équation (1 7 ) ,  la suivante 

9r 
& S = - h a  sinsmsind', 

2 

et, ail lieu de l'équation ( r 8) , la suivante 

(20) sin 2m sin 6 i= sin a i l  sin A. 

Cette dernière , dont le second membre se réduit à sin zi i  , ou -sin 2!J, 
n a 

suivant que l'on a A = -, ou Ci = - - entraîne évidemtnent le ttiéoreme 
2 2' 

que nous allons énoricer, 
re' Théorème. Dans un rayon doué de la polarisation elliptique, le doulile 

de l'azimut relatif à un plan fixe, et le double d'un azimut principal, 
c'est-à-dire de l'azimut relatif à l'un des plan principaux, offrent des 
sinus dont le rapport est le sinus de l'anomalie relative au plan fixe, ou 
ce sinus pris en signe contraire, suivant que l'anomalie principale est ré- 

r 
ductible a + ou à - -. 

2 

Ail reste l'azimut et l'anomalie relatifs à un plan fixe, dans un rayon sim- 
pledoiié de la polarisation elliptique, satisfont encore à d'autres théorèmes 
qii'ori peut établir à l'aide des considérations suivantes. 

On tire des équations (1) jointes aux formules ( 7 )  

(21) = h cosm cos(kI - st $- A), n = h sin rn COS (lic - s t  +p). 

Si d'ailleurs on prend pour axes coordonnés des x, y les axes de l'ellipse 
décrite par une molécule située dans le plan invariable, e t  si l'on choisit le 
demi-axe des y positives de manière que le mouvement de la tnotécule 
autoiir du centre de l'ellipse soit lin monverrient de rotation direct, i'ano- 

rit 
malie J'= p- v sera réductible a l'aiiomalie principale A = -,et, comme 

E r .  d'An. et  de Ph. M. 35 
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on aura par suite 
7T 

GY = n ,  = 4- 
les éqiiations (2 J )  donneront 

Enfin, si l'on considère u n e  1-110lécule située, rion plus daris le plan iriva- 
riable, mais à une distance I de ce plan cltkermiriée par la formule 

les équations (22) deviendront simplement 

Au reste, la nouvelle molécule dont il s'agit sera évideminent l'une de celles 
qui, à l'origine d u  mouvement, c7est-à-dire pour une valeur nulle de t ,  se 
trouvaient situées sur l'axe des x et du côté des x positives. On peut d'ail- 
leurs disposer du plan des x, y de manière qu'il renferme cette molécule, 
et par cons5quent de manière qu'elle corresponde A ilne valeur niille de t. 

Supposons niaintenant que, dans le plan invariable des x, y ,  on im- 
prime un mouvement direct de rotation aux axes coordonnés, en faisant 

décrire à l'axe des x lin certain angle, désigné par r .  En nommant t,, n, 
ce que deviendront, après la rotation effectuée, les variables c ,  I I ,  I'ori 
trouvera, au lieu des formules (9) 

et, comme on aura d'ailleurs 

COS ( p -  r )  =: cosp cos I 4- sinp sin r ,  sin (p - r )  = sinp cos r - cosp sin r ,  

les forrnules ( 2 4 )  jointes aux équations (y), donneront 

( 2 5 )  f ,  = e c o s r  + vsinr, îi, = vcosr - f si111, 

o u 7  ce qui  revient au même, eu égard aux formules (23), 

G - 11 (cosr cosn cosst + siil r sirin sin st), 
(26) 

I I  - 
= h (cos I sin ll sinst - sin r cosil cosst). 

Or, comme les valeurs de f ,  , n,, données par les équations (26), représen- 
tent les déplacenients d'une molécule mesurés parallèlement à deux axes 
rectangulaires tracés arbitrairement dans le plan invariable, ces valeurs 
doivent être de la même forme que les valeurs de t ,  v fournies par les 
équations (20). Donc les paramètres angulaires A ,  p,  relatifs à ces 
nouveaux axes, et l'azimut m relatif au nouvel axe des x, vérifieront les 
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formules 

cosm cos(kr; - st + A) = cos i cosn cosst -/- sin r sirin sin st, 
siri (a cos(kti - st + p) = cos r sin n sinst + sin r cosn cosst, 

que l'on pourra réduire à 
cos m cos (st - A)  = cos r cosn cos st + sin r sin II sin st ,  
sin m COS (st - p) = cos r sin n sin si? - sin r cos il cos s t  , 

en choisissant le plan des x, y de manière à faire Bvanouir la distance 7,. 

Or, en posant successivemerit 
7 I t = o ,  t = - =  
2s 4 T, 

on tirera des formules ( a 7 )  

c o s m c o s h =  C O S ~ C O S ~ ,  c o s m s i n h = s i n ~ s i r i n ,  
sin r c ~  cosp = - sinrcosn, s inms inp  cccos r s inn ;  

et comme, en nommant 6 l'anomalie relative aux nouveaux axes, on aura 

on trouvera défiriitivement 
sinan -cosan sin n cos n 

cos d' = sin r cosr - s in8  = 
sin= cosm sinm cosm ' 

O U ,  ce qui revient ail même, 

(29) sin am cos $ = - sin a r cos zn, sin am sin 6 = sin 2n. 

On tirera encore des formiiles (28) 

cosam = COS'I cosSn + sin'r siri4n, 
sirlSm = sirPr cosoii + cos'r sinon, 

et par suite cosSm - sinam = (cossi - sin'r) (cos'ff - sirian), 

ou,  ce qui revient au même, 

(30) COS a m  i cos ar cos an. 
Enfin, l'on tirera des formules (29) 

(31) cot d' = - sin 21. cotzn. 

Les formiiles (27), et celles que nous en avons déduites, supposent le 
demi-axe des y positives choisi de manière que le mouvement de la rno- 
lécule m, autour d u  centre de l'ellipse décrite, soit un mouvement clexota- 
tion direct; en d'autres termes, elles supposent la valeur de I'arioinalie 

7r 
principale A réductible à celle que donne la forn~ule A = ;. Si 1'011 slip- 

posait au contraire 
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alors, en raisoilant toujours de la même manière, on se trouverait conduit 
à remplacer sinst par - sinst, dans la seconde des formules (23), par 
conséquent à changer, daiis les seconds membres des formules (27), le si- 
gne di1 produit s inn sin st, et à remplacer s inn par - sin n dans les 

7L- 
formules (28). Comme on a d'ailleurs pour A = ; 

s ina  = r ,  

11 suit de ce qu'on vient de dire, qu'en laissant arbitraire le signe de A,  et 

posant en conséquence A = & ?  a ' 
on devra, dans les formules (28), remplacer sin il par le produit; sirin sin A. 

On trouvera ainsi généralement 

COS m cos h = cos1 cosn,  cosw sin h = siru sin il sin A ,  
132) f . sin m cosp  = - sin r cosïi, sin m sinp cc cosr s inn  sin A. 

Or de ces dernières équations, jointes à la formule s i n a  = -C 1 ,  on 
déduira encore la première des formules (zq), et l'équation (30). Mais, nu 
lieu de la secoride des équations (29), on obtiendra l'éqiiation (20), et au 
lieu de la formule (3 I )  la suivante 

c3 3! c o t a  = - sinzr.cotzïi. sinA. 

Nous avons déjà énoncé le théorème que renferme la seconde des éqiia- 
tioris (29), on plutôt l'équation (ao). Quant aux formules (30) et (33), elles 
renferment encore deux propositions remarquables, dont nous avons 
doriné d'autres démonstrations dans le Mémoire siIr la réflexion et la ré. 
fraction de la lumière (voir le Recueil de Mémoires sur divers points de 
PIysique mathématique), et dont voici les énoncés. 

. 2' 'Théorème. Dans un rayon doué de la polarisation elliptique, le 
tlouhle de l'azimut relatif A i i r i  plan fixe, et le double d'lin azimut pri~i- 
c,ipal, offrent des cosiiius dont; le rapport est le cosi~ius du double de l'angle 
formé par le plan fixe avec le plan principal que l'on considère. 

3" Théorème. La cotangente de l'anomalie relative à un plan fixe est 
proportionnelle au sinus du tloiible de l'angle formé par le plan fixe avec 
I'iin des plans priiicipaux , et se réduit, au signe prcs, au produit de ce 
cinus par La colangente clri double de l'azimut principal relatif au dernier 
de ces plan?. 
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NOUVELLES 

S U R  

LA. THÉORIE DES SUITES 
ET S U R  L E S  

LOIS DE LEUR CONVERGENCE. 

Parmi les théorenies nouveaux, que  contiennent mes Mémoires de I 83 r 
et I 832 , sur la Mécanique céleste, 1711n des plus singuliers, et en même 
temps l'un de ceux auxquels les géomètres paraissent attacher le plus de 
prix, est celui qui donne immédiate men^ les règles de la convergence des 
séries fournies par le développemeiit des fonctions explicites, e t  réduit sim- 
plement la loi de  convergence à la loi de continuité, la définition des 
fonctions continues n'étant pas celle cjiii a été long-temps admise par les 
auteurs des traités d'algèbre, mais bien celle que j'ai adoptéle dans moi1 
Analyse algébrique, e t  suivant laquelle une fonction est continue entre des 
limites données de la variable, lorsque entre ces limites elle conserve cons- 
tamment une valeur finie et déterminée, et qu'à un accroissemerit infini- 
ment petit de la variable correspond u n  accroissement irifiriirnent petit de 
la fonction elle-même. Comme le remarquait dernièrement un savant, que 
je m'horiore d'avoir vu assister autrefois a mes lecons, M. l'abbé Moigno, le 
théorème que je viens de rappeler est si fécond en résultats utiles pour 
le progrés des sciences mathématiques, et il est d'ailleurs d'une applica- 
tion si facile, qu'il y aurait de grands avantages à le faire passer dans 
le caIcul différentiel, et à débarrasser sa démonstration des signes d'in- 
tégration qui ne  paraissent pas devoir y entrer nécessairement. Ayant 
cherché les moyens d'atteindre ce but ,  j'ai e u  la satisfaction de recoiinaître 
qu'on pouvait effectivement y parvenir, l'aide des principes établis dans 
mon Calcul dzJérentie1, et  dans le Résume des lecons que  j'ai dorinées, 
1 '~cole Polytechnique, sur le calcul infinitésimal. En effet, a l'aide de 

E X .  J A ~ .  et de ph. M .  3 6 

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



( a 7 0  1 
ces principes, on démontre aisément, comme on le verra dans le premier 
paragraphe de ce Mémoire, diverses propositions parmi lesquelles se trouve 
le théorème que je viens de citer; et l'on peut alors, non-seulement re- 
connaitre dans quels cas les fonctions sont développables en séries conver- 
gentes, ordonnées suivant les puissances ascendantes dés variables qu'elles 
renferment, mais encore assigner des limites aux erreurs que l'on corn- 
inet en négligeant, dans ces mêmes séries, les termes dont le rang sur- 
passe lin nombre donné. 

Le secorid paragraphe d u  Mémoire se rapporte plus spécialement au 
développement des fonctions implicites. Pour développer ces sortes de  
fonctions, on a souvent fait iisage de la méthode des coefficients indéter- 
minés. Mais cette méthode, qui suppose l'existence cl'un développement et 
même sa forme déjà connues, ne peut servir à constater ni cette forme, 
ni cette existence, et détermine seulement les coefficients que les déve- 
loppements peuvent contenir, sans iridiquer les valeurs entre lesquelles 
les variables doivent se renfermer pour que les fonctions restent déve- 
loppables. 11 est clair, par ce motif, que beaucoup de ïlémonstrations, 
admises aut~efois sans con-testation , doivent être regardées comme in -  
suffisantes. Telle est, en particulier, la démonstration que M. Laplace a 
donnée de la forinule de Lagrange, et que tagrange a insérée dans la 
Théorie des fonctions aruzZytiques. Des démonstrations plus rigoureiises 
de la même formule sont celles où l'on commence par faire voir que 1:i 
multiplication de deux séries semblables à la série de Lagrange reproduit 
ilne série de même forme, et celle que j'ai dorinée dans le Mémoire sur la 
Mécanique celeste, publié en 1832. Mais de ces deux démonstrations, la 
premiere est assez longue, et la seconde exige l'emploi des intégrales défi- 
nies. Or, comme la formule de Lagrange et d'autres formules analogues ser- 
vent à la solution d'un grand nombre de problètnes, j'ai pensé qu'il serait 
utile d'en donner une démonstration très simple, et en quelque sorte 
élémentaire. Tel est l'objet que je me suis proposé dans le second para- 
graphe du présent Mémoire. 

ANALYSE. 

S lm. Déveiopperneni des fonctions en skries convergentes. R&le sur la convergence 
de ces d('veloppernents, et limites des 1-estcs. 

La théorie di1 développement des foiictions en séries ordoriiiées sui- 
vant les priissances ascendantes des variables, est une conséqiience immé- 
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diate de deux théorèmes, dont la démonstration se déduit, comme on va 
le voir, des principes établis dans mon Calcul d@rentiel et des pro- 
priétés connues des racines de l'unité. 

I er Théorème. Soit 
x = re p V - 7  

une variable imaginaire dorit le module soit r et  l'argument p. Soit encore 

la T 4  
une fonction de la variable x qui reste finie et continue, airisi que sa 
dérivée ml(x) ,  pour des valeurs du module r comprises entre certaines 
limites 

r r ,  r = R .  

Enfin nommons n un tiombre entier, susceptible de croître indéfiniment, 
et prenons 

B représentera une racine primitive de l'équation 

et si, en attribuant à r l'une qiielconque des vale~irs comprises entre le, 
limites ro, R, on pose 

6 s'évanouira sensiblement pour de très grandes valeurs de n; par consé- 
quent la moyenne arithmetique entre les diverses valeurs du produit 

correspondan tes aux valeurs 

du nombre rn, se réduira sensiblement à zéro, en même temps que f. 
Démonstration. En effet, si l'on nomme i un accroissemerit attribué 

à une valeur de x dans le voisinage de laquelle la fonction m (x )  et sa dé- 
rivée ml(x) restent finies et continues, on aura, pour des valeiirs de i 
peu différentes de zéro (voir le Calcul dflérentiel) , 

m(x + i) - w(x)  G i [ml(x)  + j ] ,  
36.. 
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j devant s'évanouir avec t. On aura donc par suite 

m(6r) - ~ ( r )  = (6- 1)r [mr(r)  + JO], 
m(Oar)- m(4r) = (6 - r ) r .  [ b f ( 8 r ) +  a,], 

(21 etc.. . . . . . . 
m (P r )  -m(8"'r.)= (0 - 1 )  r [8.-1.m'(6n-l r) + J,,,,] , 

d',, d'., . . . 6,-, devant s'évanouir avec 8 - 1, O U ,  ce qui revient au même, 

avec y ; guis, eri posant, pour abréger, 
n 

c'est-à-dire, en représentant par - 6 la moyenne arithmétique entre les 
expressions imaginaires 

on tirera des équations (2) 

Enfin, comme on aura précisément 

€ln = I , m(Onr) = m ( r )  , 
l'équation (3) se réduira simplement à I'équation (1). D'autre part, comme 
la somme de plusieurs expressions imaginaires offre uri module inférieur 
à la somme de leurs modules, la moyenne -6 offrira un module inférieur 
au plus grand des modules de 

JO, d',, . . . . 6 ,-,. 
Donc 6 s'évanouira en même temps que chaciin d'eux, c'est-à-dire en 

1 
même temps que  - ce qui démontre l'exactitude du théorème ier .  

n ' 
2" Théorème. Les mêmes choses étant posées que dans le théorème le', 

si l'on fait, pour abréger, 

c'est-à-dire, si l'on représente par il ( r )  la moyeiine arithmétique entre 
les diverses valeurs de . 

rn ( P r )  
correspondantes aux valeurs 

du nombre m ;  alors, pour de grandes valeurs de n ,  la fonction IT(r) 
restera sensiblement invariable entre les limites r -i r,, r = R .  

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



Démonstration. Supposons qu'à une valeur de r comprise eiitre les 
limites r,, , K, on attribue un accroissement p assez petit pour que r+p 
soit encore compris entre ces limites. Les accroissements correspondants 
des divers termes de la suite 

mer), m(Or),. . . m(OR-'r), 
seront de la forme 

E,, E,, . . . B,,, , désignant des expressions imaginaires qui s'évanoi~iront 
1 

avec - ; et par suite la moyenne arithmétique entre ces mêmes accroisse- 
n 

ments ou la différence 
w r  4- p l  - n ( r ) ,  

se trouvera déterminée par la formule 
2 (r) +- e d  (er) +. . .+ e n - l . ~ ~ ' ( 6 ~ - ' r )  

n --+ Ç ] ~  

On aura donc, eu égard à la formule ( 1 ) ,  

ou, ce qui revient au même, 

(8) n ( r 4 - p )  - I V " )  = ip, 
I représentant la différence e-6, et devant,cornme t et 6, s'évanouir avec i. 

On conclura facilement de la formule (8), que,  pour de grandes -va- 
leurs de n , la fonction n(r) reste sensiblement invariable entre les limites 
r = r,, r F R ,  en sorte qu'on a par exemple, sans erreur sensible, 

Effectivement, pour établir cette dernière équation, il siiffira de partager 
la différence 

R - r, 

en éléments très petits égaux entre eux, et la différence 
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eri éléments correspondaiits, puis d'observer que,  si l'on prend pour p 
IIII des éléments de la première diffGrence, la seconde différence sera, en 
t ertu de la formule (a), le produit de p par la sonime des valeiirs de r , 
ou, ce qui revient au même, le produit de R - r ,  par une moyenne 
arithmétique entre les diverses valeurs de 1. Soit 1 cette moyenne arith- 
métique ? on aiira 

n(R) - n ( r , )  = I ( R  - r , ) ;  

et, comme le module de 1 ne pourra surpasser le plus grand des modules 
1 

de i, il est clair que 1, tout comme r ,  devra s'évariouir avec ;. Donc le 

produit 
I ( R  - G) 

devra lui-même s'évanouir sensiblemerit pour de grandes valeurs de  n , 
du moins tant que R conservera une valeur finie. On prouverait de la même 
manière que, si la valeur de r est comprise entre les limites r,, R ,  on aura 
sensiblement, pour de pandes valeurs de n ,  

Nota. Le second membre de la formule (4) n'est autre chose que la 
moyenne arithmétique entre les diverses valeurs de la fonction 

J 
qu i  correspondent à un même module r de la variable x, et a des valeiirs 

de - représentées par les diverses racines de l'unité du degré n, La limite vers 
r 

laquelle coriverge cette moyenne arithmétique, tandis que le nombre n 
croît indéfiniment, est ce qu70ir pourrait appeler la valeur moyenne de la 
fonction m (x), pour le module donné r de la variable x. Lorsyu'on ad- 
met cette définition, le théoi-ème î peut s'énoncer d e  la manière suivante: 

Si  Ia fonction m ( x )  et sa de'riuée m1 ( x )  restent Jînies et coutinues 
pour un module r de x renfermé entre les limites r , ,  R , la valeur 
moyenne de m (x) correspondante au module r, supposé cornpris entre 
les limites , R , sera independante de ce module. 

Corollaire lac. Les mêmes choses étant posées que dans les théorèmes 
I et 2 ,  si la fonction m (x) et sa dérivée restent encore continues, pour 
un module r de x renfermé entre les limites O ,  R,  on aura sensiblement, 
pour un semblable module et pour de grandes valeurs de n ,  
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Corollaire srne. Les mêmes choses étant posées que dans le corollaire ltr, 

si la fonction m(x) s'évanouit avec x, on pourra en clire autant de la 
fonction ï ï  (x ) ,  et par suite on aura sensiblement, pour de grandes va- 
leurs de n,  

( 1  2) n(p> = o. 

Coroliaire 3me. Concevons maintenant que I'ori pose 
f (z) - f ( x )  

m(z) = 
2 - x  2, 

f(z) désignant une fonction de 2; qiii reste finie et continue avec sa 
dérivée f'(z), pour un module r de z compris entre les limites O ,  R. 
n (z), ainsi que rn (z), s'évanouira pour une valeur nulle de z ;  et si, eii 
posant pour abréger 

ce que devient n (a] quand on remplace m(z) par ~ ( z )  ou par 4 (z), alors, 
en vertu de la formule ( I  2 ) ,  on aura sensiblement, pour de grandesvaleurs 
de n ,  et pour un module r de a ,  inférieur à R,  

D'autre part, si l'on suppose le modiile r de a supérieur au niodule de x, 
on aura 

z - = 1 + z-'X + 2-'x9 + * .  . = Zz-*xm, 
3 - x  

et par suite, en vertu de la formule (4 ) ,  
1 + 8 - ~ + 6 - ~ ~  +.... 8-(a-r)m 

9 ( r )  = f (x) 2 
n r-mx71' 7 

le signe Z s'étendant à toutes les valeurs entières, nulles ou positives de i n .  

D'ailleurs, comme le rapport 

se réduira toujours évidemment ou à l'unité ou à zéro, suivant que m sera 
ou lie sera pas divisible par n ;  la valeiir précédente de * ( r )  deviendra 

Donc, le module de étant inferieur à l'unité, on aura sensiblement, pour 
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de grandes valeurs de 

et par suite, en vertu 

(16) 

n ? * (r) = f(x), 

de la formule (15), 

on,  ce qui revient au même, 

En vertu de cette dernière équation, qiii devient rigoureuse quand n de- 
vient infini, la fonction f(x) pourra htre généralement représentée par 
la valeur moyenne du produit -- f (z) 

2 - x  

correspondante au module r de lavariable z, si, le module de x étant iu- 
férieur au module r de z, la fonction f(z) et sa dérivée fl(z) restent finies 
et continues pour ce modiile de z ou pour un module plus petit. D'ail- 
leurs la fraction 

z - 
z -3 '  

et par suite le produit ( 1  8), seront, polir un module de  x inférieur au 
inodule r de z ,  développables en séries convergentes ordonnées suivant les 
puissances ascendantes de s. On pourra doric en dire autarit du second 
membre de la formule (1  7) et de la fonction f(x), quand le module de x 
sera inférieur au plus petit des modules de z pour lesquels la fonction f(z) 
cesse d'être finie et continue. On peut doric énoncer la proposition sui- 
vante. 

3"" Théorème. Si l'on attribue à la variable x un inodiile inférieur au 
plus petit cle ceux pour lesquels une des deux foiictions f (x), f'(x) cesse 
d'être finie et continue, la fonctiori fjx) pourra être représentée par la 
valeur moyenne du produit 

"- f (z) , z - x  

correspondante à un inodule r de z, qui surpasse le inodulc donné de x;  
et sera pas conséquent développable en série convergente, ordonnde sui- 
vaut les piiissances ascendantes de la variable x. 

Nota. Comme en supposant la fonction f(x) développable suivant les 
puissances ascendantes de x ,  et de la forme 
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on tirera de l'équation (19) et de ses dérivées relatives à x 

il est clair que le développement de f(x), déduit du théorème 3, ne diffé- 
rera pas de celui que fournirait la formule de Taylor. On arrive encore aux 
mêmes conclusions en observant que le produit 

développé suivant les puissances ascendantes de x, donne pour dévelop- 
pement la série 

f (4 f (4 f(z), x T,  x s  -, etc. . 2" 

Donc, dans le développement de f (x), le terme constant devra se réduire 
à la valeur moyenne de f ( z ) ,  laquelle, en vertu du a-héorème , est pré- 

f (3) cisément f (O); le coefficient de x, a la valeur moyenne dii rapport 7, ou, 

ce qui revient au même, du rapport 

et par conséquent à la valeur commune f '(O), que prennent ce rapport 
et la fonction f'(z), pour z = O; etc. 

Quant au reste qui devra compléter la série de Taylor, réduite à ses 
n premiers termes, il se déduira encore facilement des principes que nous 
venons d'établir. En effet, puisqu'on aura 

et, par suite, 

il est clair que le reste dont il s'agit sera la valeur moyenne du produit 

considéré comme fonction de z, pour un module r de z supérieur au mo- 
dule donné de x. Donc, si l'on nomme si le plus grand des modules de 
f(z) correspondants au  module r de z ,  et X le module attribué à la va- 
riable x, le reste de la série de Taylor aura pour module un nombre in- 

E x .  d'An. et de Ph. Math. 3 7 
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férieur au produit 
xn 

r u - l ( r - X )  fi, 

par conséquent irifkrieur au reste de la progression géométrique que I'on 
obtient en dBveloppant suivant les puissances ascendantes de x, le rap- 
port 

0 1 1  peut donc énoncer encore ln proposition suivante : 

he T/iéorèrne. Les mêmes choses étant posées ,que dans le théorème 3, 
si 1701r arrête le développement de la fonction f (x) après le nme terme, 
le reste qui devra compléter le développement sera la valeur moyenne 
dri produit 

pour un module r de z supérieur au module donni: de x. Si d'ailleiirs 
on nomme A le plus g a n d  des  modules de f(z) correspondants au mo- 
dule r de z ,  et X le module attribué à x, le modiile du reste ne surpas- 
sera pas le produit 

n - I 

Les principes ci-dessus exposés, particulièrement, les notions des va- 
leurs moyennes des fonctions pour des rnoduies .donnks des variables, et ' 

les divers théorèmes que nous venons d'établir, peuvent être irnniédiate- 
ment étendus et appliquks à des fonctions de plusieursvaiiables. On ohtien- 
cira de cette manière de nouveaux énoncés des propositions que renferme 
le RIémoire sur la céleste, publié en 1 832 ; et l'on arrivera, 
par exemple, au théorème suivant. 

5" Théorème. Soient x , y, z, . . . plusieurs variables réelles ou irna- 
ginaires. La fonction f (x, y, z ,  . . . ) sera développable par la formule de 
Maclaurin, étendue au cas de plusieurs variables, en une série convergente 
ordonnée suivant les puissances ascendantes de x, y, z ,  . . . si les mo- 
dules X ,  Y, Z , .  . . des variables x ,  y, 2.. . . conservent des valeim 
inférieures celles pour lesquelles la fonction reçte finie et continue. 
Soient r, r' ,  r", . . . ces dernières valeurs ou des valeurs plus petites, 
et fi le plus grand des modules de f (x, y, z, . . . ) correspondants au 
module r de x,  au modiile r i  de y, au module r" de a. . . . Les modules 
du terme général et d u  reste de la série en question seront iespectivement 
inférieurs aux triodules du terme général et  du reste de la série qui a 
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pour somme le produit 

§ I l .  D6ueloppement des fonctions impliciies. Formule dc Lngrangr. 

Les principes établis dans le t>aragraphe précédent peuvent être ap- 
pliqués rion-seulement au développement des fonctions explicites, inais 
encore au développement des fonctions implicites, par exemple, de celles 
qui représentent les racines des équations algébriques et transcendantes. 
Alors la loi de convergence se réduit encore à la loi de continuité. Conce- 
vons, pour fixer les idées, que la variable x soit déterminée en fonction 
de la variable E par une équation algébrique 011 trariscendante de la 
forme 

(1) x = am(x), 
m(x)  étant une fonction explicite et donnée de x qui i-ie renferme point s, 
et ne devienne point nulle ni infinie pour s = o. Parmi les racines de. 
l'équation (1), il en existera une qui s'évanouira en même temps que s 
O r  cette racine, si l'on fait croître le module de E par degrés insensibles, 
variera elle-même insensiblément, ainsi qiie sa dérivée relative à E, en res- 
tant fonction continue de la variable 6 ,  jusqu'à ce que cette variable ac- 
quière une valeur pour laqiielle deux racines de l'équation (1) devien- 
nent égales (*), pourvu toutefois que dans l'intervalle la valeur de  rn (x), 
correspondante à la racine dont il s'agit, ne cesse pas d'être continue. 
Donc, si la fonction m (x) réste continue pour des valeurs quelconques 
de x ,  celle des racines de I'équation ( 1 )  qui s'évanouit avec s sera déve- 
loppable en série convergente ordonnée suivant les puissances ascendaiites 
de E, pour tout module de la variable E inférieur au plus petit de ceux 
qui introduisent des racines égales dans .l'équation (1), et rendent ces 
racines comrnunes à l'équation ( 1 )  et à sa dérivée 

(3) 1 = E ~ ' ( x ) ,  

(+) Lorsque la variable e .acquiert une valeur pour laquelle la plus petite racine c!e 
l'iquation (1) cesse d'être une racine simple, la dérivée de cette racine, relative à 6 , 
devient infinie et par conséquent discontinue. Eu effet, on tire généralement de l'equa- 
tion (1) 

et  il est clair que cette valeur de D,x se présente sous la forine +, quand on choisit e de 
manière à vérifier l'équation (2). 

37.. 
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par conséquent, pour tout module de e inférieur au plus petit de ceux 
qui répondent aux équations simultanées 

Ainsi, par exemple, la plus petite racine x de l'équation 

( 4 )  x = S C O S X ,  

sera développable en série convergente ordonnée suivant les puissances 
ascendantes de e ,  pour tout module de e inférieur au plus petit de ceux 
qui répondent aux équations simultanées 

(5) 
X COS x - 

e = -  - - - sin x, 
C 0 S X 7  Z 

dont la seconde peut être réduite à 

(6) C O t X  = - x, 
ou bien encore remplacée par la formule 

e o s x  +- x s i n x  = O ,  

qui, iorsqu'on développe s inx  et cosx  , devient 

(7)  

Or ,  si l'on 
module du 

nomme X le module de la variable réelle ou imagiiiaire x,  le 
polynome 

xa 1 x5 . l x6 

ne pourra surpasser la somme des modules de ses divers termes, savoir 
X' 1 x4 - + -- 1 X6 
2 1.. 4 + T B  +. ..; 

d'où il résulte que i'équation (6) ou (7) u'admettra point de racines réelles 
ou imaginaires, dont les modules soient inférieurs à la racine positive 
unique de l'équation 

ou ,  ce qui revient au même, de l'équation 

ex + e-X ex - e-X - X - 
2 2 

- 0 ,  

présenter sur l'une ou l'autre des deux formes 
2 

X = l + = ,  

a X - I ( X +  I )  + l ( X -  1) = O ,  
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la lettre 1 indiquant un logarithme népérien. D'ailleurs cette racine X, 
supérieure A l'unité en vertu de la formule (IO), sera, en vertu de la for- 
mule (8) , inférieure a la racine positive de l'équation 

c'est-à-dire, au nombre 

et si l'on pose, dans l'équation (8) ou (1  I ) ,  

i sera renfermé entre les limites - 0,2 et O, 1. Cela posé, en considérant 
i , a  comme une première valeur approcliée de la racine positive X de 
l'équation (B), on obtiendra facilement par la méthode de Newton, oii 

par l'emploi de la formule de Taylor, de nouvelles valeurs de plus en plus 
approchées, et  l'on trouvera (*), en poussant l'approxiination jusqu'aux 
millionièmes iiicliisiveme~it , 

Cette dernière valeur de X représente donc une limite inférieure que 

(*) Si L'on désigne par F (X) le premier membre de l'équation (1 i), par a  la valeur 
approchée I ,a de l a  racine X , et  par a + i sa valeur exacte, on aura 

F ( X ) = F ( a  + i) = F(a) + iFf(a+6ii) ,  

û &signant un nombre inférieur à l'unité, et  les valeurs de F'  (X)  , F' ( a  f di), étant 

Cela posé, l'équation 
F ( X )  ,= O 

donnera 
1 - (a + ai)-' 

z = -  
a F (4 ; 

et, comme on aura encore 

on trouvera definitivement 

En vertu de cette dernière équation, non-seulement i sera négatif, mais de plus sa 
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ne peuvent dépasser les modules des valeiirs de x qui vérifient I'équa- 
tion (6) ou (7). Mais ces modules peuvent atteindre la limite dont il s'a- 
git, piiisqu'on satisfait à l'équation (7) en supposant 

et prenant pour X la racine positive de l'équation (8). Ce n'est pas torit : 
comme, en vertu des formules (6,, on aura 

- 1 - -  E = -  - 
cos x sin x 

0 1 1  en conclura 

par conséquent 

Or, si 1'011 suppose le module X de x égal ou supérieur au noiiibre 

1,199678,. . . 
alors, en vertu de la formule ( I  a),  le module correspondant de sera 
égal ou supérieur à la différence 

et le module de E sera égal ou supérieur i 

dx2- 1 ,  

par conséquent a ia limite 

qu'il atteindra si l'or1 suppose 

x = 1, J 99678.. . \/Z. 

valeur numérique sera inférieure au produit 

et  par suite supérieure au produit 

1 - < I  ,z - 0,0003216)-' 
0,002105 = 0,0003212 .... 

2 

Doric, en poussant 17approxiinatioii jusrju'aux millioriièines, on a.ura i= -0 ,00032 t ... 
X = 1 , 2  - 0,000321.. . = 1,199678..  . . 
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Donc le plus petit des modules de e qui répondent aux équations (5) sera 

et  par conséquent la plus petite racine de l'équation 

sera dheloppable en série convergente ordonnée suivant les puissarices 
ascendantes de r ,  pour tout module de e inférieur au nombre 0,662742 ... 
On se troiive ainsi ramené irnmédicitement à un résultat auquel M. La- 
place est parvenu par des calculs assez longs dans son Mémoire sur la 
convergence de la série que fournit le développement d u  rayon vecteur 
d'une planète suivant les puissances ascendantes de l'excentricité. 

Il nous reste à indiquer une méthode très simple, à l'aide de laquelle 
or1 peut souvent construire avec une grande facilité les développements 
des fonctions implicites. Pour ne pas trop allonger ce Mémoire, nous nous 
contenterons ici d'appliquer cette méthode. au développement de la plus 
petite racine x de l'équation ( I ) ,  ou d'une fonction de cette racine. 

Nommons OL celle des racines de l'équation (1) qui s'évanouit avec 6, 
et que nous supposons être une racine simple. On aura ideiltiquement 

n(x)  désignant une fonction de x qui ne deviendra point nulle ni infinie 
pour .z=o. Or, de l'équation (13) ,  jointe à sa dérivée, on dckluira la sui- 
vante 

I - c m '  (x )  I =-  11' (x) 
r - m ( x )  x - & l - m *  

que l'on obtiendrait immédiatement en'prenantles dérivées logarithiniques 
des deux membres de l'équation (13). On aura donc par suite 

D'ailleurs, pour des valeiirs de x suffisamment rapprochées de zéro, la 
fonction 

sera géri6ralement développable en une série convergente ordonnée suivant 
les piiissances ascendantes, entières e t  positives de x. Ainsi ,' en particulier, 
si il (x) ést ilne fonction entière de x ,  et si l'on nomme C, y ,  . . . les ra- 
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cines de l'équation 

(16) n(x) = 
on aura identiquement 

( 1 7 )  n ( ~ ) =  la ( x -  g )  (X - y )  ..., 
k désignant un coefficient indépendant de x ;  et par suite 

9- 1 1 
I- + cy n(z) x-a $- . . . etc. 

Donc alors on aura, pour tout module de x inférieur aux modiiles des 
racines C, y, . . . 

Donc aussi le second membre de l'équation (1 5) devra être développable, 
pour des modules de x qui ne dépasseront pas certaines limites, en une série 
convergente ordonnée suivant les puissances ascendantes, entières et posi- 
tives de x. Or il semble au premier abord que, pour de très petits modules 
de e , ou ,  ce qui revient au même, pour de très petits modules de a, ce 
cléveloppement ne  puisse s'effectuer. Car, si le module de ~ devient infk- 

rieur à celui de a, et 

pour abréger, 

(20) 
1 

X - a  

1 - 6 '  ( x )  - 1 
I - 

x le module de E à celui de - alors, en posant, 
(4 ' 

X r '  X2 fi - tD=(;)- - D= ($) - etc.. . 

De plus, en désignant par r uii iiombre infiniment petit que l'on devra 
réduire à zéro, après les différentiations effectuées, et par a ce que de- 
vient .X quaiid on remplace x par r ,  on aura encore, en vertu de la for- 
miile de Maclaurin , 

2' x x1 
(za) x=s+~D,J+-D:J+... 1 . 2  , X8=3'+;D.3'-+- I .Z D:sS+. . . , etc.; 
et  

et par suite le secorid membre de la formule ( 1 5 ) ,  développé suivant les 
puissances ascendantes de x ,  renfermera en apparence non-seulement 
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des puissances positives, mais encore des puissaiices négatives de x ;  ces 
dernières même étant, à ce qu'il semble, en nombre infini. Toutefois il 
importe d'observer qu'en supposant le module de ci très petit,on pourra 
développer e ,  es,. . . et par suite les seconds membres de formules (2 I )  et 
(151, suivant les puissances ascendantes de a. Alors le second membre de 
la forinule ( I  5), développé suivant les puissances ascendantes de x et de a, 
offrira, il est vrai, des puissances positives et des puissances négatives 
de x ,  mais seulement des piiissances positives de a; et le coefficient d'une 
puissance quelconque de a ,  par exemple de am, dans ce second membre, 
sera la somme u, d'une série qui renfermera un nombre infini de puis- 
sances positives de x , avec les seules puissances négatives 

D'autre part, en vertu des principes établis dans le paragraphe précédent 

(5. théorème), la fonction -sera développable en une série convergente 
n (4 

ordonnée suivant les piiissances ascendantes, entières et positives, de x 
et de a, tant que les modules de x et de a rie dépasseront pas les limites 
au-delà desquellescette fonction cesse d'être continue; et le coefficient de am, 
dans le développement, sera la somme v, d'une série qui renfermera seu- 
lement les puissances entières et positives de x. Donc, puisque deux 
développements, ordonnés suivant les puissances ascendantes,entières et 
positives, de cc, ne peuvent devenir égaux sans qu'il y ait égalité entre les 
coefficients des mêmes puissances, les deux coefficients de am que nous 
avons désignés par u,, v,, et qui représentent les sommes de deux séries 
ordonnées suivant les puissances ascendantes de x ,  seront égaux; d'où il 
resulte que, dans la première de ces deux séries, chacun des m premiers 
termes, proportionnels à des puissances négatives de .T, devra s'évanouir. 

I Doncle terme proportionnel à - en particulier, s'évanouira dans la série 
xl' 

dont la somme u,,, sert de coefficient à a", quel que soit d'ailleurs le 

nombre in; d'où il résulte que la somme des termes proportionnels à 2- 
xz 

s'évanouira elle-même, dans le développement du second membre de la 
formule (15) suivant les puissances ascendantes de x et de a. Or cette 
somme, en vertu des formules ( ~ g ) ,  (ao), (a3) , sera évidemment 

Ex. d'An. el de Ph. M. 35 
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la valeur de r devant être réduite à zéro, après les différenciations effectuées. 
La formule (24), qui subsiste tant que a et sa dérivée relative à e restent fonc- 
tions continues de e ,  est précisément la formule donpée par Lagrange pour 
le développement de a suivant les puissances ascendantes de e. Si l'on 
égalait b zéro ,dans le développement du second membre de la formule ( 1  5 ) ,  

1 non plus le coefficient de z,  mais ceux de 5, de 2- etc., . . . on obtien- 
x k' 

drait immédiatement les formules données par Lagrange pour le dévelop- 
pement de us, a3, etc., . . . suivant les puissances ascendantes de e. Enfin, 
si l'on égalait les coefficients des puissances positives 

à ceux qui affectent les mêmes puissances dans le second membre de la 
formule ( Y  g), on obtiendrait les valeurs des sommes 

développees encore suivant les puissances ascendantes entières et posi- 
tives de 6. 

Soit maintenant f(x) une fonction qu i  ne devienne pas infinie pour 
x = o. Après avoir multiplié par l e  rapport 

les deux membres de la formule (15), on pourra, tant que la fonction f(x) 
ne deviendra pas discontinue, développer l e  second membre suivant les 
puissances ascendantes de x; e t ,  comme, dans ce développement effectué A 
l'aide des équations ( ~ ~ o j ,  (2 I ), (23) ou de formules analogues, 4e coefi- 

1 
cient de - devra disparaître, on en conclura facilement 

xa 

la valeur de r devant être réduite a zéro après les différenciations effec- 
tuées. On retrouve encore ici la formule donnée par Lagrange pour le 
développement de f(u). Il est bon d'observer que, dans cette formule, le 

E 
coefficient de n , déterminé par la méthode qu'on vient d'exposer, sera 
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le coefficient de f dans le développement du produit 

ou, ce qui revient au même, le coefficient 3 dans le développe~nent de 

la fonction 

Mais comme la dérivée du second ordre d'un développement ordonné 
suivant les puissances ascendantes et entières de I A ~ ,  rie peut renfermer 

1 
la piiissance négative - cette puissance disparaîtra dans le développe- 

xa ' 
ment de 

d'di il suit qu'elle sera multipliée par un  même coefficient dans les déve- 
loppements de i'expression (26) et de la suivante 

xnff (x) Ils -a 

xn 
f m  Donc, dans le second membre de la formule ( a s ) ,  le coefficient de ; devra 

se réduire, comme nous i'avons admis, à 

r devant être remplacé par zéro après les différenciations. 
La même méthode, comme je l'expliquerai plus en détail dans un autre 

article, peut servir à développer, suivant les puissances ascendantes d'un 
paramètre contenu dans une équation algébrique ou transcendante, la 
somme des racines q u i  ne deviennent pas infinies quanti le paramètre s'é- 
vanouit, ou plus généralement la somme des fonctions semblables de ces 
racines. On retrouve alors les résultats obtenus dans le Mémoire de 1831. 

On pourrait, ail reste, démontrer rigoiireusemeiit la formule de 
Lagrange, en combinant la méthode que M. Laplace a suivie avec la 
théorie que nous avons exposée dans le premier paragraphe. 
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SUR LES 

DEUX ESPÈCES D'ONDES PLANES 

QUI PEUVENT SE PROPAGER 

DANS UN SYSTÈME ISOTROPE DE POINTS MATÉRZELS. 

J'ai doriné le premier, dam les Exercicesde Mathématiques, les éqiia- 
tions générales aux diffkrences partielles qui représentent les mouvements 
infiniment petits d'un système de points matériels sollicités par des forces 
d'attraction et de répulsion mutuelle. De plus, dans divers Mémoires, que 
j'ai publiés, les uns par extraits, les autres en totalité, dans lesannées I Szg 
et 1830, j'ai donné des intégrales particulières ou générales de ces mêmes 
équations, et j'ai conclu de mes calculs que les équations du mouvement 
de la lumière sont renfermées dans celles dont je viens de parler. D'ail- 
leurs, parmi les mouvements infiniment petits que peut acquérir un sys- 
tème de molécules, ceux qu'il importait surtout de connaître étaient les 
mouvements simples et par ondes planes, qiii peuvent être considérés 
co'mme les éléments de tous les autres. Or ,  ayant recherché directement, 
dans IesExercices de Mathématiques, les lois des niouvements simples pro- 
pagés dans un système de molécules, j'ai trouvé, pour chaque système, 
trois mouvements de cette espèce, et  j'ai remarqué que ,  dans le cas où 
le système devient isotrope, ces trois mouvements se réduisent à deux, 
les vibrations des molécules étant transversales pour i'un, c'est-à-dire, 
comprises dans les plans des ondes, e t  longitudinales pour l'autre, c'estr 
à-dire, perpendiculaires aux plans des ondes. Enfin, cornme les vibrations 
transversales correspondent à deux systèmes d'ondes planes, qui se con- 
fondent en un  seul, ou se séparent, suivant que le système de points ma- 
tériels est isotrope ou non isotrope, je suis arrivé, dans les Mémoires. 
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pbl iés  en 1829 et 1830, à cette conclusion définitive que, dans la propa- 
gation de la lumière a l'intérieur des corps isophanes, les vitesses des rno - 
lécules éthérées sont transversales, c'est-à-dire , perpendiculaires aux 
directions des rayons lumineux. Je me crus dès lors autorisé à soutenir, et 
à considérer comme seule admissible, cette hypothèse proposée par Fresnel, 
et a i'aide de laquelle s'expliquent si facilement les phénoniènes de pola- 
risation et d'interférences. 

Le Wmoire qu'mi va lire est relatif aux deux espèces d'ondes planes 
qui peuvent se propager dans un système isotrope de points matériels, et 
aux vitesses de propagation de ces mêmes ondes. Ce qu'il importe surtout 
de remarquer, c'est qu'a l'aide des inétliodes exposées dans les Nouveaux 
Exercices de Mutheinatiques, et dans le Mémoire lithographié sous la 
date d'août 1836, on peut, sans réduire au second ordre les équations 
des nlouvements iofiniment petits, et en laissant au contraire B ces équa- 
tions tonte leur généralité, parvenir à déterminer complétement les vitesses 
dont il s'agit, et à les exprimer, non par des sommes ou intégrales triples, 
mais par des sommes ou intégrales simples aux différences finies. Si l'on 
transforme ces mêmes sommes en intégrales aux différences infiniment 
petites, la. première, celle qui représente la vitesse de propagation des 
vibrations transversales, s'évanouira, lorsqu'on supposera l'action mu- 
tuelle de deux molécules réciproquement proportionnelle au cube de leur 
distauce r, ou plus généralement à une piiissance de r intermédiaire entre 
la seconde et la quatrième puissance. Mais cette vitesse cessera de s'éva- 
nouir, en offrant une valeur réelle, si l'action moldculaire est une force 
attractive réciproquement proportionnelle au carré de la distance r, 011 

une force répulsive rkciproquement proportionnelle, au moins dans le 
voisinage du contact, au biearré de r ;  et alors la propagation de vibra- 
tions, excitées en un point donné du système qne l'on considère, sera 
due principalement, dans la. premiere hypothèse, aux molécules très 
éloignées, dans la seconde hypothese , aux molécules très voisines 
de ce même point. Ajoutons que, pour un mouvement simple, la vi- 
tesse de propagation de vibrations transversales sera, dans la première 
hypothèse, proportionnelle à l'épaisseur des ondes planes, e t ,  dans la 
seconde hypothèse, indépendante de cette épaisseur. Quant aux vibrations 
longitudiniiles , elles rie pourront, dans la première hypothèse, se propager 
sans s'affaiblir. Enfin, dans la seconde hypothèse, le rapport entre les vi- 
tesses de propagation des vibrations longitiidinales et des vibrations traiis- 
versales se présentera sous la forme infinie +, à moiris que l'on ne prenne 
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pour origine de l'intégrale relative à r, non rine valeur nulle, mais la dis- 
tance entre deux molécules voisines. 

Observons encore que, supposer la vitesse de propagation des ondes 
planes indépendante de leur épaisseur, c'est, dans la théorie de la lumière, 
supposer que la dispersion des couleurs devient insensible, comme elle 
paraît l'être, quand les rayons lumineux traversent le vide. Donc la nullité 
de la dispersion dans le vide semble indiquer que, dans le voisinage du 
contact, l'action miituelle de deux moléciiles d'éther est répulsive et réci- 
proquement proportionnelle au bicarré de la distance. Au reste, cette in- 
dication se trouve confirmée par les considérations suivantes. 

Supposons que, l'action mutiielle de deux molécules étant répulsive et 
réciproquement proportionnelle, au  moins dans le voisinage du  contact, 
au bicarré de la distance, les vitesses cle propagation des vibrations trans- 
versales et des vibrations longitudinales puissent être, sans erreur sen- 
sible, expritnées par des intégrales aux différences infiniment petites. 
Alors, d'après ce qui a été dit ci-dessus, la seconde de ces deux vitesses 
deviendra infinie, ou  du moins très considérable par rapport à la pre- 
mière; et c'est même en ayant égard acette circonstance, que, d'mie méthode 
exposée dans Ia première partie du Mémoire lithographié de I 836, j'avais 
déduit les conditions relatives à la surface de séparation de deux milieux, 
telles qu'on les trouve clans la 7. livraison cles Nouveaux Exercices de ma- 
thémztiques, publiée vers la même époque. M. Airy a donc eu raison de 
dire que mes formules donnent pour la vitesse de propagation des vibra- 
tions longitudinales une valeur infinie; et cette conséquence est confortne 
aux remarques que j'ai consignées, non-seulement dans une lettre adressée 
à M. l'abbé Moigno le 6 octobre 1 8 3 7 ,  mais même dans une lettre anté- 
rieure adressée de Prague à M. Ampère, le 1 a février 1836, et insérée dans 
les Conaptes rendus de cette même année. Or, lorsque la vitesse de propa- 
gation des vibrations longitudinales devient infinie pour deux milieux sé- 
parés l'un de l'autre par uiie surface plane, les vibrations transversales 
peuvent être réfléchies sous un angle tel, que le rayon résultant de la rk- 
flexion soit compléternent polarisé dans le plan d'incidence, et  l'angle dont 
il s'agit a p u r  tangente le rapport du sinus d'incidence au sinus de ré- 
fraction. D'ailleurs, la polarisation des rayons lumineux sous ce même angle 
est précisément iin fait constaté par l'expérience, et c'est en cela que con- 
siste, comme l'on sait, la belle loi découverte par M. Brewster. Par consé- 
qtient notre théorie établit un rapport intime entre les deux propriétés 
que posskdent les rayons lumineux de se propager, sans dispersion des 
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couleurs, dans le vide, c'est-à-dire dans l'éther considéré isolénient, et de 
se polariser compléternent sous l'angle indiqué par M. Brewster, quand ils 
sont réfléchis par la surface de certains corps ; en sorte que,  le pre- 
mier phénomène Etant donné, l'autre s'en déduit immédiatement par le 
calcul. 

Au reste, comme je i'ai dit, c'est en supposant les sommes aux diffé- 
rences finies transformées en intégrales aux différences infiniment petites, 
que j'ai pu déduire de la théorie la propriété que l'éther isolé parait offiir 
de transmettre avec la même vitesse de propagation les rayons diversement 
colorés. La possibilité d'une serriblable transformation résulte de la lui de 
r6pulsion que j'ai indiquée, ut du rapprochement considérable qui existe 
entre deux molécules voisines dans le fluide éthéré. Mais quelque grand 
que soit ce rapprochement, comme on ne peut supposer la distance de 
deux molécules voisines réduite absolume~it à zéro, il est naturel de penser 
que, dans le vide, la dispersion n'est pas non plus rigoureusement nulle, 
qu'elle est seulement assez petite pour avoir, jusqu'à ce jour, éichappé aiix 
observateurs. S'il y avait possibilité de la mesurer, ce serait, par exemple, 
à l'aide d'observations faites sur les étoiles ptfriodiqiies, particulièrement 
sur celles qui paraissent et disparaissent, et sur les étoiles temporaires. En 
effet, dans l'hypothèse de la dispersion, les rayons colorés qui,  en partant 
d'une étoile, suivent la même route, se propageraient avec des vitesses 
inégales, et  par suite des vibrations, excitees au même instant dans le 
voisinage de i'étoile, pourraient parvenir à notre œil à des époques séparées 
entre elles par des intervalles de temps d'autant plus considérables que  
l'étoile serait plus éloignée. Ainsi, dans l'hypothèse dont il s'agit, la clarté 
d'une étoile venant à varier dans un temps peu considérable, cette variation 
devrait, à des distances siiffisainment grandes, occasionner un changenient 
de couleur qui aurait lieu dans un sens ou dans un autre, suivant que l'étoile 
deviendrait plus ou moins brillante, une même partie du spectre devant 
s'ajouter, dans le premier cas, à la lumière propre de l'étoile dont elle 
devrait être soustraite, au contraire, dans le second cas. 11 était donc im- 
portant d'examiner sous ce point de vue les étoiles périodiques, et en 
particulier Algol, qui passe dans un temps assez court de la secoide gran- 
deur à la quatrième : c'est ce qu'a fait M. Arago dans le but que nous 
venons d'indiquer. Mais les observations qu'il a entreprises sur Algol, 
comme celles qui avaient pour objet l'ombre portée sur Jupiter par ses 
satellites, n'ont laissé apercevoir aucune trace de la dispersion des couleurs. 

Aux.considérations qui précèdent, je joindrai une reniarque assez cu- 
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rieuse. Si l'on parvenait à mesurer la dispersion des couleurs dans le vide, 
et si l'on adoptait comme rigoureuse la loi du bicarré de la distance, la 
théorie qiie nous exposons dans ce Mémoire fournirait le moyen de calculer 
approximativement la distance qui sépare deux molécules voisines dans le 
fluide éthéré. Déjà même, en partant de la loi dont il s'agit, nous pouvons 
calculer une limite supérieure à cette distance. En effet, comme la 
lumière d'Algol perd en moins de quatre heures plus de la moitié de son 
intensité, nous pouvons admettre, sans crainte de nous tromper, que les 
observations faites sur cette étoile parviendraient à rendre sensible la 
dispersion des couleurs dans le vide, si l'intervalle de temps, renfermé 
entre les deux instants qui nous laissent apercevoir des rayons rouges et 
violets partis simultanément de l'étoile, s'élevait seulement à un quart 
d'heure. D'ailleiirs, vu la distance considtrable qui sépare de la terre les 
étoiles les plus voisines, distance que la lumière ne peut franchir eii moins 
de trois ou quatre annéles, le quart d'heure dont il s'agit n'équivaut pas 
assurément à la cent-millième partie du temps qiie la lumière emploie 
pour venir d7Algol jusqu'à nous, et  par conséquent il indiquerait entre les 
vitesses de propagation des rayons violets et rouges, un rapport qui sur- 
passerait l'unité au  plus d'un cent-millième. Enfin, en admettant ce rap-  
port, on trouverait, pour la distance entre deux molécules voisines .du 
fluide éthéré, environ 3 millionièmes de millimètre, ou, ce qui revient 
au même, environ & de la longueur moyenne d'une ondulation lumi- 
neuse. Donc la longueur d'une ondulation lumineuse doit être considérable 
à l'égard de la distance qui sépare deux molécules voisines. Cette conclusion 
s'accorde au reste avec les remarques déjà faites dans un autre Mémoire. 
(Voir les pages I 50 et I 52.) 

5 Ier. Vibrations transversales ou Iongitudinaks des molécules, dans un sy~tèrne 
isotrope. 

Considérons un système isotrope de points matériels, et soient, dans 
l'état d'dquilibre , 

x ,  y, z ,  les coordonnées rectangulaires d'une première molécule m ; 

x + x,  y + y, z +  z, les coordonnées d'une seconde molécule m;  

r = \/Xs+ ja +- za, la distance qui sépare les deux molécules m, m; 

.m mr f (r) ,  I'action mutuelle des deux molécules m, m, prise avec le 
signe $- ou avec le signe -, suivant que ces deux molé- 
,cules s'attirent ou se repoussent; 
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enfin, u étant une fonction quelconque des coordonnées x , Y, z , dési- 
gnons par 

A M  

I'accroissement que prend cette fonction quand on passe de la mol6cde m 
à la molécule m ,  c'est-à-dire, en d'autres termes, quand on attribue aux 
coordonnées 

2, y, 27 
les accroissements 

On aura généralement 

par conséquent 
A e x D = + ~ D , + z D I  - 

Donc, en représentant, comme on l'a fait chacune des carac- 
léristiques 

Dr, Dy, D., 

par une seille lettre, et posant en  conséquence 

Concevons maintenant que le système des -molécules rn, m ,  na', . . . 
vienne à se mouvoir; et soient, au bout du temps t ,  

les déplacements de la molécule m mesurés parallèlement aux axes coor- 

dontii;~. D'après ce qui a été dit préckdetnment (page I I y), les équations 
des mouvements infiniment petits du système supposé isotrope seront 
de la forme 

1 ( E - D ; ) ~ + F D , ( D , ~ + D y f l + D z t ) = o ,  
( E - D ~ ) n + F D , ( ~ z ~ + ~ y ~ + D z C )  = O ,  

( E - ~ : ) ~ + F D * ( D z E +  Dyn+D=C)= 0, 

E , F ,  étant deux fonctions déterminées du trinome 

0: + D; + DZ 
Ex. d'An. el de Ph. Math. 
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que nous désignerons pour abréger par kY, en sorte qu'on aura 

(3) ka = un + v9 + wQ. 
Ajoutons que, si, en indiquant par le signe S une sommation relative aiix 

moléciiles m, m', . . . on pose 

G ,  H se réduiront, dans l'hypothèse 
quelles on déduira E, F à l'aide des 

admise, a deux fonctioris de k., des- 
formules 

Soient maintenant 

les angles que forme le rayon vecteur r avec les demi-axes des coordon- 
nées positives. On aura 

par conséquent le trinome 
xu + yv + zw, 

dont G,  H représentent des fonctions, en vertu des formiiles ( 1 )  et (4 ) ,  
sera équivalent au produit 

D'ailleurs, G ,  H devant se réduire identiquement à des foiictioiis de 

on pourra opérer généralement cette réduction, et dans cette opération 
il importe peu que i'on considère u, v ,  w, comme des caractéristiques ou 
comme des quantités véritables. Seulement, dans le dernier cas, on devra 
laisser les valeurs de u ,  v ,  w,  entièrement arbitraires. Or, lorsque i'ori 
considère 

u ,  0 ,  w, 
coinme des quantités vkritables , alors, en supposant 

et nommant 6 un certain angle formé par le rayon vecteur r ayec une 
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droite OA menée par l'origine O des coordonnées, perpendiculairement au 
plan que reprbsente I'équation 

(6) ucosu $- vcosg + wcosy = k c o s d ' ,  

par conséquent, 
ux + vy 4- wz = krcosd'. 

Donc alors, en vertu des formules ( 1 )  , ( 4 ) ,  les sommes G , H , réduites à 

G = s [m f ( r )  (ekreOsC- 1 > I  9 

'7'\H = SCP:q(.Voa' - - a 

sont I'une et l'autre de la forme 

et dire qii'elles doivent se réduire à des fonctions de k', c'est dire qu'elles 
demeurent constantes, tandis que l'on fait varier dans chaque terme 
l'angle 6, en faisant tourner d'une manière quelconque l'axe OA autour 
du point O. D'ailleurs lorsqu'une somme de la forme 

remplit la condition que nous venons d'énoncer, on a ,  en vertu d'un 
théorème précédemment démontré ( page 2 4  ) , 

ou,  ce qui revient au même, 

la valeur de 0 étant 
Q = COS d'. 

Donc, en remplaqant successivement la fonction $(kg) par les deux 
suivan tes 
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et ayant égard aux formules 

on tirera des équations (7) 

Les équations (IO),  jointes aux hrmules (5) et à la suivante 

suffisent pour déterminer compléternent les valeurs des caractéristiques E ,  
F que renferment les formules (2), en fonction de la caractéristique 

En effectuant les diflérentiations relatives à k,  l'on trouve 

Si d'ailleurs on pose, pour abréger, 

en sorte que l'action niutuelle de deux molécules m, m soit représentée sim- 

plement par 

m m  f (4 2 

la première des équations ( 1  a) pourra encore être présentée sous la forme 
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Si, au lieu de développer E,  F, en séries, on se borne A substituer dans 

les formules (5) les valeurs de G,  H fournies par les équations ( I O ) ,  on 
trouvera 

e k r  - e - k r  

zkr 
+ e -  kr  - 3 -- 

2 k Y r .  + 3 -- 

Ces dernières formules, cornine on devait s'y attendre, s'accordent avec les 
équations ( 1  a) et (1  3). 

Soient maintenant -- - - 
t 7  v, c, 

les déplacements symboliques des molécules dans un mouverrierit simple 
oii par ondes planes. Ces déplacements symboliques seront de la forme 

pourvu qrie les lettres 
u, Y, w, 

cessant de représenter les caractéristiques 

, D , , D , , D . ,  
désignent avec les lettres 

A ,  B,  C ,  8 ,  

des constantes réelles ou imaginaires ; et les équations (2), qui devront en- 
core être vérifiées, quand on y remplacera 

A B C  - 
u = u = -  1v' 

E, F désignant encore des fonctions de u,  v ,  w, déterminées par les for- 
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mules ( 1 4 ) ~  et la valeur de k dans ces formules étant toujours choisie de 
manière que l'on ait 

k. - us + v' + rua. 

Si le mouvement simple que l'on considère est du nombre de ceux qu i  se 
propagent sans s'affaiblir, on aura 

- 
u = * V - r ,  V = V  \ j - I ,  w = w ~ - I ,  s = s V - 1 ,  

u ,  v ,  w,  s , désignant des quantités réelles ; e t ,  si l'on pose encore 

k sera lui-même une quantité réelle liée à u ,  v ,  w, par la formule 

Ajoutons que, dans le cas dont ils'agit, la durée T d'une vibration, la lori- 
gueur 1 d'une ondulation, et la vitesse de propagation des ondes planes, 
seront respectivement 

et que le plan invariable parallèle aux plans des ondes sera représenté par 
la formule 

TIX V y  W Z  = O. 

Comme d'ailleurs la seconde des formules (16) ou (17), jointe aux equa- 
fions (1  5) et (1  8) , donnera ou 

il est clair que les vibrations moléculaires seront ou transversales, c'est-a- - 
dire comprises dans les plans des ondes, ou longitudinales, c'est-à-dire 
perpendiculaires à ces mêmes plans. Enfin de la première des formules (16) 
OU ( 1  71, jointe aux équations (1  4) et aux formules 
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on conclura que le carré de la vitesse de propagation est, pour les vi- 
brations transversales , 

et pour les vibrations longitiidinales , 
 in kr s(:D,[(~ Lky- zcoskr-krsiiikr+;k9i*') ~ ( r ) ] )  

siil kr f (r) +$ S [ m  (coskr - -- kr )TI. 
Les valeurs de IR, fournies par les équations (21), ( 22), sont précisé- 

ment les deux vitesses de propagation relatives aux deux espèces d'ondes 
planes qui peuvent ktre propagées par un milieu isotrope. Si, dans ces 

s 
équations, l'on remplace Cl par i; , elles se réduiront aux formules (66) et 

(74) d u  7 e  paragraphe d u  Mémoire lithographié, sous la date d'août I 836. 
~ n f i n ,  si I'on développe en séries les seconds membres des éqiiations (20) 
et (2 r ) ,  on trouvera, pour les vibrations trai~sversaleç, 

et pour les vibrations longitudinales, 

ce que I'on pourrait aussi coriclure des formules (12) et (13) jointes aux 
éqiiations ( I  6), (1 7), ( r  g )  , et ce q u i  s'accorde avec les formules données 
dans les nouveaux Exercices de Mathétnatiques. 

Il importe d'examiner ce que deviennent les formules précédentes, dans 
le cas particulier où les sommes indiquées par le signe S peuvent être, sans 
erreur sensible, remplacées par des intégrales aux différences infiniment 
petites. O r ,  en désignant toujours par r. le rayon vecteur mené de 
la molécule m à la molécule rn, nommons p l'angle compris entre le 
rayon vecteur r et l'axe des x ,  q i'aiigle formé par le plan de ces deux 
droites avec le plan des x ,  y, et A une quantite réelle ou une expression 
imaginaire dont la valeur change avec la position de la molécule ln. Enfin 
soit 8 la densité, supposée constante, dii système de molécules que l'on 
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considere. A pourra être regardke coinme une foriction des trois coordoii- 
nées rectangiilaires x ,  y ,  z, ou bien encore comme une fonction des trois 
coordonnées polaires 

P9 q ,  r? 

liées aux trois angles a ,  g, 7 ,  par les équations 

et si l'on suppose que la sommation indiquée par le signe S s'étende a 
toutes les molécules 

ln, m',.. . 
distinctes de m , on aura sensiblement, dans le cas particulier dont il s'agit 

( en vertu des formules bien connues), 

les intégrations étant effectuées, par rapport aux angles p ,  q ,  entre les 
limites 

p = o ,  p = v ,  q = o ,  q = 2 7 T 7  

et par rapport à r entre deux limites - 

dont la premiere soit nulle, ou bien équivaletite à la plus petite distance 
qui sépare deux molécules voisines, la seconde infinie, ou du moins assez 
grande pour que dans l'expression 

la somme des termes correspondants à des valeurs plus considérables de r, 
puisse être négligée sans erreur sensible. Par suite, en indiquant les limites 
des intégrations, et placant le facteur constant a avant les signes $, on 
trouvera 

Si la foriction n devient indépendante des variables p, g , c'est-à-dire, en 
d'autres termes, si fi est simplement fonction de r ,  alors, en ayant égard 
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aux deux formules 
'S J. sinpdp = 2 ,  ["dg = mr, 

O r U  

on tirera de l'équatiori ( 2 5 )  

Donc, en vertu des formules (20) et (2 I ) ,  le carré de la vitesse de pro- 
pagation a se réduira, pour les vibrations transversales, à 

et, pour les vibrations longitudinales, à 

sin k r  
R' = 4g~0 ~,[(a - s cos k r  - k r  siri k r  + ; k ' ~ )  f ( r ) ]  dr 

( n R )  sin kr 
+ *? k1 (cas kr  - F) r f ( r )  dr. 

ro 

Les formules (27) ,  (a8) siipposent, I O  que Ie système de molécules donné 
est isotrope ; 20 que, dans ce système, les mouvements simples se propa- 
gent sans s'affaiblir; 3 O  que dans la détermination des vitesses de propa- 
gation des mouvements simples, on peut, sans erreur sensible, snbstituer 
aux sommations indiquées par le signe S des intégratioris aux diffirences 
irifiniment petites. Or il.est bon d'observer que de ces trois suppositions, 
les deux dernières entraînent toujours la première, et conduisent directe- 
ment aux formules (q), (&), sans l'intermédiaire de la formule (9). En 
effet, lorsque les mouvements simples se propagent sans s'afhiblir, on  a ,  
dans les équations (15), ( 1  6) et ( I 7 ) ,  

u, v,  w,  k désignant des quantités réelles qui vérifient la formule (1 8); 
et par suite le carré de la vitesse de propagation ST est, en vertu des 
formules (n 6) ,  ( I  7) et (20) , pour les vibrations transversales, 

et pour les vibrations longitiiditiales, 

(30) 
E Rs = -- 3- F7 
k * 

Ex. 8 A n .  el de I'h. M .  

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



les valeurs de E, F ,  G,  H étant données par les équations (5) et (7 ) ,  des- 
quelles on tire 

(3 1 )  E = G -  
1 dI'I ,G) 
j - j - ,  F = -  k d k  ' 

G = S [m f (r ) (e  k r  cos 6 v=Ï - 111' 
'"1 1 H = S ~ ~ d { ~ ) ( e k r c O s ~ ~ ~  - 1 - krcos d' G+ k-') 1 
Dans les deux dernières forinules , l'angle 6 est lié aux angles a, g, 7 ,  par 
i'équation (6) , de laquelle on tire 

ou ,  ce qui revient au même, 

(33) kcos$= ucosp+vsinpcosq+ wsinpsinq. 

Si d'ailleurs on peut substituer aux sommations indiquées par le signe S 
des intégrations aux différences infiniment petites, les forrniiles (h), jointes 
à l'équation (25), donneront 

kr cos 6 v-7 - 1 )  r ' f  (r) sin y dpdpdr, 

- k3r"cos7 
-1-krcas&/-I+- r-  

2 d) T:' sinpdpdpdi. 

Mais, en supposant l'angle 6 lié aux angles p, q, r par la formule (33), 
on a ,  en Gertu d'un théorème donné par M. Poisson (voir la 49" livraison 
des Exercices de Mathématiques, page r 7 ) ,  

~ ( k  cos 6) sinp rlp dp = zx S. P(k cos 6) sili $da, 

ou,  ce qui revient au même, 

la valeur de €l étant 
O = COS 6. 

Donc, en remplaqant successivement la fonction $(kg) par ies deux sui- 
vantes 

k r 0 V - I  i i r e V = Ï  - kar n Or e , e - I - 1 ~ 9  &/- 1 + y ,  
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et ayant égard ailx formules 

on tirera des équations (34) 

A ces dernières valeurs de G, H, correspondront, en vertu des formules (31), 
des valeurs de E, F, qiii, substituées dans les équations (29) et: (30), feront 
coïncider celles-ci avec les éqiiations (27) e t  (28). D'ailleurs les seconds 
membres des formules (36) sont, ainsi que le second membre de la for- 
mule (351, des fonctions de la seule quantité k,  qui changent de signe 
avec elle, par conséquent des fonctions de la seule quantité Ir'; ce qui ne 
peut avoir lieu que pour un système isotrope de molécules. 

11 nous reste à discuter les valeiirs de ICZ' fournies par les équations (27) 

et (28). 

La premikre de ces valeurs, ou celle qui corresporid aux vibrations 
transversales, est, en vertu de l'équation (27), le produit de 

4 7 @ ,  
par la diîfkrence entre les deux valeurs qu'acquiert l'expression 

I sin kr r - (cos kr - -Fp +- linrs) f ( 1 9 ,  
IL+ 

qiiand on y pose successivement 

sin kr 
(cos kr - tp + kara) 

se réduit serisiblement, pour de 

r = r, , r= r,. D'ailleurs le produit 

très grandes valeurs de r, à 

et ,  pour de très petites valeurs de r, à 

1 1-4 I - - = - r 4 ,  
5 i.a.3 30 
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Donc, r,, désignant une tres petite et r, une tres grande valeur de r ,  la 
formule (27) donnera sensiblement 

L'équation (37) fournit pour ha une valeur finie, positive et différente 
de zéro, dans deux cas dignes de remarque, savoir: I O  quand le produit 
rSf(r) se réduit, pour une valeur infiniment grande de la distance r ,  
à une constante finie, mais positive; a0 quand le produit r4f (r) se 
réduit, pour une valeur infiniment petite de r, à une constante finie, 
maispnégative. 1.e premier cas aura lieu, par exemple, si l'action mutuelle 
de deux inolécules est une force attractive, réciproquement proportion- 
nelle au carre de la distance. Alors f(r) serait de la forme 

g désignant une constante positive; e t ,  cornme de la formule (37). jointe 
à l'équation 

s = Clk, 
on tirerait sensiblement 

la durée 
27 T = -  

S 

des vibrations moléculaires deviendrait, ainsi que s ,  indépendante des 
quantités 

2% k et 1 = r3 

par conséquent de la longueur des ondulations. Pareillement, le second 
cas aura lieu, si l'action mutuelle de deux molécules est une force ré- 
pulsive, réciproquement proportionnelle au bicarré de la distance. Alors 
f (r) sera de la forme 

(40) 
h f(r) = - - 
ri  ' 

h désignant encore une constante positive; et, en vertu de l'équation (37), 
on aura sensiblement 
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Donc alors la vitesse de propagation R des vibrations moléculaires devien- 
dra indépendante de k et de s ,  ou,  ce qui revient au même, de T et de 1, 
c'est-à-dire de la durée de  ces vibrations, et de l'épaisseur des ondes 
planes. Alors aussi l'on conclura de la formule 

que cette épaisseur et cette durée conservent toujours entre elles le même 
rapport. 

Au reste, pour obtenir la formule (39), il n'est pas absolument néces- 
saire d'attribuer à la fonction f (r)  la forme que présente l'équation (38); 
il suffirait de  supposer 

(4 f (r) = - 
ra  

$(r) étant une nouvelle fonction de r, qui se réduise à la constante posi- 
tive g pour une valeur infinie de r, saris devenir infinie pour r = o. Pa- 
reillement, pour obtenir la formule (41), il suffirait de supposer 

S(r) étant une fonction de r ,  qui se réduise pour r = O ,  à la constante 
positive h,  salis devenir infinie pour r= 00. C'est ce qui arriverait en 
particulier, si l'on posait 

9(r) = he-°', ou B(r) = he-"'cosbr, ... 
et par suite 

he-llr f (r) = - -- heeBr cos b r  
r4 , ou f(r) = - -- ,.4 9 " '  

a, b désignant des constantes réelles dont la première serait positive. 
Il importe d'observer que, la formule (37) pouvant s'écrire comme il suit 

la valeur de Rs, donnée par cette formule, e t  relative ;iux vibrations 
transversales, est la différence entre les deux termes 
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respectivement proportionriels aux deux quantités 

dont la première dépend de l'action rnutuelle de inolécules situées à de 
grandes distances les unes des autres, et la seconde de l'action mutuelle 
de deux molécules très voisines. Ces deux termes s'évanouiraient sinnul- 
tanément, si l'on supposait 

(46 
C fb9 = +, 

c désignant une quantité positive ou négative, et m un exposant renfermé 
entre les limites 2 et 4. Par conséquent la vitesse de propagation des vi- 
brations transversales se réduirait à zéro, si l'action rnutuelle de deux 
moldcules était réciproqriement proportionnelle au cube de la distance r, 
ou plus généralement à une puissance de r intermédiaire entre la seconde 
et la quatrième puissance. Mais cette vitesse cessera de s'évanouir, eri 
offrant une valeur réelle, si l'on suppose m = z ,  c étant positif, ou m=4, 
c étant négatif, c'est-à-dire, si l'action moléculaire est une k c e  attrac- 
tive, rkciproquement proportionnelle au carré de r, oii une force répul- 

C 

sive, réciproquement proportionnelle au bicarré de r; et alors, en vertu 
de l'observation que nous faisions tout-à-l'heure, la propagation de vibra- 
tions excitées en un point donné di1 systéme que l'on considére, sera due 
principalement, dans la première hypothèse, aux niolécules très éloignées, 
dans la seconde hypothèse, aux molécules très voisines de ce meme point. 
Au reste, la différence si marquante, q u i  existe, sous ce rapport, entre les 
deux hypothèses, n'a rien qui nous doive étonner. En effet, divisons le 
système de molécules en tranches très minces et d'égale épaisseur, par des 
surfaces sphériques équidistantes qui aient polir centre commun une mo- 
léciile dorinée m. Les portions élémentaires de ces tranches, interceptées 
par la surface extérieure d'lin cône ou d'une pyramide qui aurait pour 
sommet la molécule m, offriront des volumes dont chacun sera sensille- 
ment représenté par un produit de la forme 

ara Ar, 

r, r+  Ar ktant les rayons des deux surfaces spliériqiies entre lesquelles 
la tranche se troiive comprise, et ar' la portion de la première surface 
interceptée par le c6ne dont il s'agit. Concevons maintenant que ce cône 
devienne très étroit, O U ,  ce qui revient au même, que la constante a soit 
très petite. La portion de tranche, dont le volume est; serisiblement égal 
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au produit 

ara Ar, 
et la masse au produit 

a8r9 AI', 

étant la densité du systéme, exercera sur la molécule m une action 

représentée à très peu près par l'expression 

qui varie, avec la distance r, dans le même rapport que le produit r' f (1.). 

1 
Or, ce produit décroîtra rapidement avec , , pour des valeurs crois- 

santes de r, si l'on suppose f (r) réciproquement proportionnel au bi- 
carré de r: Dotic alors les actions exercées sur la molécule m, et  dans 
une même direction, par des portioris élémentaires e t  correspondantes 
de tranches d'égale épaisseur,deviendront de pliis en plus faibles, à mesure 
qiie I'on s'éloignera de la molécule; en sorte que l'action des tranches si- 
tuées à des distances considérables pourra être négligée sans erreur sen- 
sible. Mais si l'on suppose, au contraire, f (r) réciproquement proportionnel 
au carré de r, alors, le produit 

r a f  (r) 

se réduisant à une constante, l'expression (47) deviendra indépendante 
de la distance r;  et ,  cornme par suite la même action sera exercée sur la 
molécule 772, dans une direction donnée, par les portions élémentaires des 
diverses tranches, celles qui se trouveront plus éloignées seront, en 
raison de leur tioiribre très consid6rable et même infiniment grand, celles 
qui contribueront principalement à la production des phénomènes. 

Concevons maintenant que R désigne la vitesse de propagation, riori 
pliis des vibrations transversiiles, mais des vibrations 1ongitiidinaLes. Le 
carré de R sera diterminé par l'équation (28j, que I'on peut encore 
écrire cornine il suit : 

Or, dans la formole (28) ou ( 4 8 ) ,  le premier terme d u  second membre est 
le produit de 4-03 par la différence entre les deux valeurs qu'acqiiie~t 
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I kr 
(a sin - 2120s k r  - krsin kr +;ka,.*) f(r), 

quand on y pose successivemerit r = r,, r = ro. De plus, le produit 
* 

sinkr I 
cos kr - - + k*? sin kr I r' kr 

b(3 Lp - ~ c o s k r - k r s i n k r + ~ k ' r ~ )  ==Il, r >' 

que l'on peut encore présenter sous la forme 

se réduit sensiblement, pour de très grandes valeurs de r, a 

et poiir de très petites valeurs de r, à 

Donc, ro désignant une très petite, et r, une très grande valeur de r ,  la 
formule (48) donne à très peu près 

Cherchons en particulier ce que devient la valeur de ils, fournie par 
l'équation (49), dans les deux hypothèses que nous avons précédemment 
considérées. Si d'abord nous supposons l'action miituelle de deux molé- 
cules réciproquement proportionnelle au carré de la distance r, alors, la 
valeur de f(r) étant donnée par la formiile (38), on tirera sensiblement de 
la formule (49), 

sin kr 

D'un autre côté, comme le rapport 

se réduit l'unité poiir une valeur niille, et à zéro pour une valeur in- 
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finie de r, on aura encore à très peu prés 

e t ,  par suite, la formule (50) donnera 

Enfin, poilr que les vibrations longitudinales puissent se propager saris 
s'affaiblir, il est nécessaire que l'équation (5 1) fournisse une valeur réelle 
de a, par conséquent une valeur positi;e de il2; ce qui exige que g 
soit négatif, et l'action mutuelle de deux molécules répulsives. Donc, lors- 
que cette action est une force attractive, réciproquement proportionnelle 
au carré de la distance, il devient impossible d'admettre que des vibra- 
tions longitudinales se propagent sans s'affaiblir. 

Passoris maintenant au cas où l'action mutuelle de deux molécules est 
iirie force répulsive, réciproquement proportionnelle au bicarré de la dis- 
tance. Alors la valeur de f(r)sera déterminée par la formule (40), la cons- 
tante h étant positive; et l'équation (49) donnera sensiblement 

On aura d'ailleurs 

et comme, en intégrant par parties plusieurs fois de suite, on trouvera 

siukr + l c o s k r  d r = - -  
3 r 3  

- dr,  
r 

par conséqueut 

on aura encore 

3krj 

r 
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D'autre part, le trinome 
sin kr coskr sin k r  --- 
k F k ~ ~ =  $- 

devient nul à 
la variable r; 
variable, il se 

Donc, si l'on 

très peu près, pour ilne trks grande valeur r, , attribuée à 
tandis que, pour une très petite valeur r, de cette même 
réduit sensiblement à 

effectue I'inténratiori relative à la variable r ,  entre les li- - 
mites r,, , de cette variable, on trouvera, sans erreur sensible, 

et par suite la formule ( 5 2 )  donnera 

Il est aisé de s'assurer quel'intégrale renfermée dans le second membre 
de l'équation (53) a une valeur très considérable. Eri effet, quand on 
pose r, = O ,  r, = CO , cette intégrale devient 

c dr. 

Or, en désignant. par 6 un  nombre positif, on a généralement 

et par suite 

puis on en coilclut, en intégrant par rapport à k ,  et à partir de l'ori- 
gine k = O, 

- cos kr 
r 2 

On aura donc 
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Si maintenant on réduit E à zéro, on tirera de la derriiere formule 

Donc, puisque l'intégrale 

La 0a;- cir 
offre une valeur infinie, ~ ' i n&~ra le  

deviendra infiniment grande quand on attribuera, comme on le siippose, 
une valeur très petite à ro, et une valeur très considérable à r,. 

Pour déduire directement les mêmes conclusions de l'équation (49), il 
suffirait de recourir à la considération des intégrales singulières, et aux 
principes Btablis dans le résumé des leqons données à 1'École Polytech- 
nique sur le calcul infinitésimal (voir la ase leçon). En effet, en vertu de 
ces principes, si le produit 

r2f(r) 

rie devient pas infini, pour une valeur infinie,de r, l'intégrale coriiprise dans 
le second membre de l'équation (hg),  savoir 

sera finie ou infiniment grande, suivant que l'intégrale singulièi)e 

sin k r sin k r J: f(r) Dr dr = [ ' (cos kr - T) i f  (r) &, 

dans laquelle a désigne un nombre infiniment petit, sera elle-même finie 
ou infinie. D'ailleiirs, pour de très petites valeurs de r, le binome 

sin k r 
cos k r  - - 

k r 
est le produit de 

par un facteur très peu différent de l'unité, et en conséquence l'intégrale 

sin k r  1 ' (cos kr - - i - )  r f (r) dr 
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est le produit d'un semblable facteur par la suivante 

- 1' r3f (r) dr, 
3 O 

pourvu que la fonction f(r), étant toujours continue pour des valeurs po- 
sitives de r, ne s'évanouisse pas avec r. Donc, si la fonction f (r), supposée 
continue, remplit la double condition de fournir une valeur finie du pro- 
duit rSf (r) pour une valeur infinie de r, et de ne pas s'évanouir pour r=o, 
la valeur de R' déterminée par I'équation (hg), sera finie ou nori en 
m ê q e  temps que l'intégrale singulière 

( 5 4 )  * fOs r f (r) dr, 

et affectée d'un signe contraire ;bu signe de cette intélgrale. Donc, piiis- 
qu'en supposant 

h 
f(r) = - - 

ri ' 
on trouve pour r = m 

r2 f ( r )  =: O ,  

et de plus 

nous devons conclure que, dans cette hypothèse, et pour des valeurs po- 
sitives de h, la valeur de ils, fournie par I'équation (49). sera une quan- 
tité positive qui deviendra infinie quand on posera r,= o. et par con- 
séquent infiniment grande quand on attribuera simplement à r, une 
valeur trks petite. 

Les memes raisonnements et les mêmes conclusions seraient encore 
évidemment applicables au cas où la fonction f i r j  se trouverait déter- 
minée non plus par la formule (401, mais par la formule (43),  par exemple 
au cas où la valeur de f(r) serait l'une de celles que fournissent les équa- 
tions (44). 
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3 I I .  Sur la relation gui exisre, dans k s  vibrations r r  ansversales d'un système isotrope 
de tnoldcules, entre la longueur des ondulations et la vitesse de propagation dm 
ondes planes. 

Soient, comme dans le § Pr, 

in une moltScule donnée d'un système isotrope, 

m l'une quelconque des autres molécules, 

et m m  f(r) l'action mutuelle des deux molécules m , m ,  prise avec le 
signe + oii avec le signe -, suivant que ces deux molécules 
s'attirent ou se repoussent, 

Concevons d'ailleurs que, des vibrations transversales étant propagées 
dans le système dont il s'agit, I'on nomme 

1 la longueur d'ondulation, ou,  ce qui revient ail même, l'épaisseur 
commune de toutes les ondes planes, 

et 52 leur vitesse de propagation. 
Si i'on pose, pour abréger, 

(1) 
2 8  k = -  
1 ' 

les deux quantités L2 et 1 ou k se troiiverorit liées entre elles par l'éqna- 
tion (z r )  du  § P, c'est-à-dire par la formule 

le signe S indiquant une somme de termes semblables relatifs aux diverses 
molécules m, m', . . . ; de sorte qu'oii aura 

F'(r) désignant la dérivée de la fonction F ( r )  déterminée par la formule 

(4 )  
I sin kr 

F (r)  = h< (COS lir - - + f ka r ) f (r) .  
kr 

Concevons maintenmt que l'on décompose le système de mol6cules 
en couches infiniment minces, terminées par des surfaces de sphères qui  

aient pour centre commun la molécule m. Si l'on nomme 

la densité du système supposé homogène, 
et A r  un sccroissernek infiniment petit attribué à la variable r,  les mo- 
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Iécules comprises dans la cooche renfermée entre les deux surfaces sphé- 
riques qui auront pour rayons r  et r +  Ar, offriront une somme de 
masses représentée à très peu près par le produit 

@ @ r s A r ;  

et par suite les termes correspondants a ces molécules, dans la somme 

fourniront une somme partielle qui sera généralement peu différente du 
produit 

4 r a r a F ' ( r ]  Ar. 

Or, si l'on admet que l'on poisse, sans erreur sensible, substituer gé- 
néralement ce dernier produit a la somme des termes dont il s'agit dans 
le second membre de l'équation (3), cette équation deviendra 

( 5 )  f la  = 4 r r ~ D S  [ F f ( r )  ~ r ] .  

D'autre part, comme on aura, en vertu de la formule de Taylor, 

F ( r + A r ) - F ( r )  = F 1 ( r )  Ar+ +F"(r)Arl  +... , 
on en conclura 

S[F(r + Ar)  -F(r ) ]  = SIF1(r)Ar.] + : S [ F " ( r ) A r g ]  +. . . 
Donc, eii supposant le signe S étendu à toutes les valeurs de r ,  et 
dbsignant une tres petite valeur de r  par r,, une tres grande par r - ,  
on aura sensiblement 

(6) F ( I , ) - F ( ~ J = S [ F ' ( ~ ) A ~ ] + ~ S [ F " ( ~ ) A ~ ' ] +  ... 
Si dans cette dernière formule on néglige les ternies qui renferment deç 
puissances de Ar supérieures à la seconde, elle donnera pour valeur ap- 
prochée de la somme 

S [ F 1 ( r )  Ar]  
l'expression 

F(r,) - F(r,) - : S [ F v ( r ) ~ r 2 ]  ; 

et par suite la formule (5) deviendra 

Pour montrer une application des formules qui précèdent, considérons 
en particulier le cas où l'action mutuelle des deux molécules nt, rn serait 
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une action répulsive, réciproquement proportionrielle au bicarré de la 
distance. Alors la fonction f ( r ) ,  déterminée par l'équation (40) du § Ier, 
serait de la forme 

h désigrlant une constante positive, et Yéquation (4) donnerait 

11 F ( r )  = - -(cos k4r4 kr - -F 

- I I  _--- I ksr' 
5 1.2.3 7 "33.5 - etc. 

011 aiirait donc, en  réduisant r, à zéro, et r, à l'infini positif, 

De plus, comme , dans ce même cas, F (r) deviendrait fonctioii du pro- 
duit k r ,  on aurait encore 

rsD:F(r)  = kSD;F(r), 
et par suite 

kz 
Ff'(r)=D:F(r) = FD;F(r). 

Donc la formule (7) donnerait 

Si maintenant on suppose les diverses valeurs de A r  égales entre elles et 
à la distance 6 qui sépare deux molécules voisines, les diverses valeurs 
de r, dans la somme indiquée à l'aide du signe S, pourront être censées 
réduites aux divers termes de la progression arithmétique 

et, en posant, pour abréger, 

sin kr 
(Ia > K = ~ [ ( k c o s k r -  -+fk3ra);], r 

on tirera de la formule (9) 
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Il ne reste plus rnaintenaiit qu'a déterminer la valeur de la quantité K 
en fonction de Ir. Or, on tire de l'équation ( ~ a )  

k 
DkK = s [(kr - sin kr) 

par conséquent 

puis, en différentiant trois fois de mite cette dernière formule par rap- 
port à k ,  on en conclut 

cos kr (16) D*(li-'D,K) = s(,)= >(coskf+- 2' 

D'ailleurs, pour des valeurs de x comprises entre les limites - a, + xr , 
011 a généralement, comme l'on sait, 

cosax  cos 3s 
COS X - - ,, + -,I +. ..=- 

(voir le second volume des Exercices de Mathématiques, page 309). Donc, 
en rernplacant x par zr - ka, on aura encore 

cos zkc cos 3kt 
c ~ s k i + ~ +  2 -ji+...=- ' ( a r ' - 3 ~ k ~ + k ~ i ~ ) ,  

4 3 
et la formule (16) donnera 

les valeurs de a ,  b ,  c ,  étant 
7Ta r 1 

a i -  
6t1 ' b = -  C = 4' 

Pour déduire de l'équation (17) la valeur de k-'DkK, il suffira d'intégrer 
le second membre trois fois de suite par rapport à k ,  et à partir de k=o, 
puisqu'en vertu de l'équation (is), le produit 

k-'DkK, 

devra être divisible par k3, aussi bien que la différsnce 

k3r k5r5 
kr-sinkr = - - 

1.2.3 1.2.3.4.5 -+ .... 
En opérant ainsi, i'on trouvera 
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par conséqiient 

(19) 
k4 

D k K = a -  k5 k6 - b  ---+ C -  r .2.3 2 . 3 . 4  3.4.. 5' 

Enfin, pour obtenir la valeur même de  K ,  il suffira d'intégrer le second 
membre de la formule (1  9) par rapport à k , et à partir de k = o,  puis- 
qn'en vertu des éqi~ations (9) et ( 1 3 ) ,  la quantité K ,  proportionnelle au 
prodnit k5 F (r) , sera, comme ce produit, divisible par k5. On aura donc 

et par suite 

Donc la formule (14) donnera 

(20) 

la valeur de a étant 

(2 1)  

L'équation (20) établit une relation digne de remarqi luanti- 
2% 

tés il et k ou 1 = k ,  c'est-à-dire entre la vitesse cle propagation des ondes 

planes, et l'épaisseur de ces mêmes ondes dans un systéme de vibrations 
transversales. 

La distance E qui sépare deux molécules voisines devant être généra- 
lement considérée comme très petite, on pourra en dire autant, à plus 
forte raison, de la quantité positive a, déterminée par la forrnule (21). 

Cela posé, on aura sensiblement 

1 -- 
r -+ rk' - 1 - ak6, 

et, en divisant par I + ak les deux membres de la formule (20), 

D'autre part, si, en nommant T la durée d'une vibration moléculaire, on 
pose 

on aura, conformément à la dernière des forniules (19) du 5 Ier, 

(24) s = hh, 
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et par suite l'équation (22) pourra etre réduite a 

Soient maintenant 
n, et s, 

ce que donnent 
R et s 

pour un second système de vibrations transversales, distinct de celui que 
I'on considérait d'abord, mais toujours propagé dans le même système de 
moléciiles. On aura encore 

et de cette dernière équatiori, jointe a la formule ( a s ) ,  on tirera 

par conséqiient 

ou, ce qui revient au même, eu égard a la valeur de a,  

L'équation (26) fournit le moyen de calculer approximativement la valeur 
de r, quand on connaît les vitesses de propagation des ondes planes et 
les durées des vibrations moléculaires, dans cieux systèmes de  vibrations 
transversales. 

Il est bon d'observer qu'en désignant par T, la durée des vibrations 
dans le second système de vibrations transversales, on aura généralement 

et  qu'en conséqiience l'équation (26) peut s'écrire comme il suit 
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On aura donc 

A l'aide de cette dernière formule, étant données les valeurs de R et T, 
correspondantes A deux systèmes de vibrations transversales, on pourra 

determiner immédiatement la valeur de i ,  c'est-à-dire le rapport qui 

existe entre la distance de deux molécules voisines, et la longueur d'on- 
dulation relative à l'un cle ces deux systèmes. 

5 111. Sur la dispersion des coderrrr dans le v ide .  

Si l'on attribue les phénomènes lumineux à des vibrations transversales 
de l'éther, et si l'on admet, la théorie porte à le croire, que dans 
le vide, c'est-A-dire dans l'éther isolé, les rayons de diverses couleurs se 
propagent avec des vitesses qui ne soient pas rigoi~reusement égales; alors 
il suffira que la clarté d'une étoile varie dans un temps peu considérable, 
pour qu'à des distances suffisamment grandes, cette variatioti occasionne 
un changement de couleur. Cette proposition remarquable est due à 
M. Arago. On peut l'établir, comme il l'a fait lui-même, par la méthode 
analytique qui, dans les é16ments d'algèbre, sert à résoudre la question 
connue sous le nom de problème des deux couriers. En effet, considérons 
une étoile bl.anche q u i  paraisse et disparaisse périodiquement; et, pour plus 
de simplicité, supposons que cette étoile, après avoir constamment brillé du 
même éclat pendant un certain temps 6 ,  reste invisible pendant un autre 
temps encore égal à 6. Admettons d'ailleurs que ces deux phénomènes se 
reproduisent l'un après l'autre indéfiniment, et que la couleur blanche de 
l'étoile résulte de la superposition de deux rayons simples dont les couleurs 
soient conipléinentaires, par exemple, d'un rayon rouge et d'lin rayon 
vert. Enfin supposons que, les vitesses de propagation de ces deux rayons 
n'étant pas rigoureusement égales, la plus petite soit représentée par R ,  
la plus grande par a,, en sorte qu'on ait 

n désignant un ~ioinbre très considérable. Les temps que ces deux rayons, 
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partant sÇimiiltari6ment de l'&toile dans une direction commune, devront 
employer, pour se propager en ligne droite jusqu'à un point donné de 
l'espace, seront réciproqueinent proportionnels à leurs vitesses de propa- 
gation. En d'autres termes, ces teinps seront entre eux dans le rapport 
de fi à O,, ou de n a n + 1 .  Donc, si, à partir de l'étoile, on porte, sur la 
direction commune des deux rayons, des longueurs égales, dont chacune 
soit parcourue par le rayon doué de la plus grande vitesse a,, dans un 
intervalle de temps représenté par 

n 6, 
e t ,  si l'on nomme 

El ,  IL, Es,  E4,.  

les divers points auxquels aboutissent les extrémités de ces diverses lon- 
gueurs, le rayon doué de la moindre vitesse parcourra chacune de 
ces inêtries longueurs dans un intervalle de temps représenté par le 
produit 

(n-/ -I)G = ne;+& 

Donc, pour des observateurs placés aux points 

-El7 Es, E3, 4,- 
le retard d'un rayon sur l'autre se trouvera successivement exprimii par 

ou ce qui revient au même, par les divers termes de la progression 
arithmétique 

6 ,  2 6 ,  36,  46 ,  etc. 

Cela posé, puisqu'au point de départ E les deux rayons restent simulta- 
nément visibles, oii simultanément invisibles, pendaut des intervalles de 
temps qui sont toiis égaiix a 6, on peut affirmer qu'il en sera de n~êrrie, 
aux points où le retard de l'un des rayons sur l'autre se trouvera repré- 
senté par l'un des nombres 

26, 46, .... 
c'est-à-dire aux points 

En, * ,  

séparés de l'étoile E par des distances que le rayon doué de la plus grande 
vitesse parcourt en temps égaux aux divers termes de la progression arith- 
métique 

2126, 4726,. . . 
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,4u contraire, les deux rayons se montreront successivement et toiijoiirs 
l'un sans l'autre, aux points où le retard de l'un à l'égard de l'autre se 
trouvera exprimé par l'un des nombres 

c'est-à-dire aux points 
E , ,  Es,. . . 

séparés de l'étoile E par des distances que le rayon doué de la plus 
grande vitesse parcourt en temps égaux aux divers termes de la progres- 
sion arithmétique 

nb, 3726,. . . 
En général, vue d'un point quelconque de I'espace, l'étoile paraîtra pé- 
riodique, 2~ étant la durée de la période ail bout de laquelle les mimes 
phénomènes se reproduiront; et  de plus l'aspect de ces phénomènes va- 
riera périodiquement avec la distance qui séparera le spectateur de l'é- 
toile. Si cette distance est celle de l'un des points 

c'est-à-dire celle q u e  parcoiirt le rayon clou6 de la plus grande vitesse, 
dans un temps représenté par un mdtiple pair de n6; alors, d'après ce 
qu'on vient de dire, l'étoile paraitra blanche durant une moitié de la pé- 
riode au bout de laquelle les rnêmes phénomènes se reproduisent, et dis- 
paraîtra complétement durant l'autre moitié. Si au contraire la distaiice di1 
spectateur à l'étoile est celle de l'iiri des points 

c'est-à-dire 'celle que parcourt le rayon doué de la plus graiide vitesse, 
dans uri temps représenté par un multiple impair de n6, l'étoile restera 
toujours visible; mais elle paraitra rouge durant une moitié de la période, 
et verte durant l'autre moitié. Enfin, si la distance du spectateur a i'btoile 
n'est celle d'aucun des points 

l'étoile, visible et blanche durant une partie de la période, disparaîtra du- 
rant une autre partie, et ces deux parties égales entre elles, mais dont 
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chacune sera inférieure à la demi-période , se trouveront séparées l'une de 
l'autre par des intervalles de temps égaux, pendant lesquels l'étoile se 
montrera colorée tantôt en rouge, et  tantôt en vert. 

Dans l'hypothèse que nous venons de considérer, les points d'où l'on 
observe les mêmes phénomènes, par exemple, les points pour lesqiiels 
l'étoile reste invisible durant une moitié de la période et brille de  tout son 
k l a t  durant l'autre moitié, sont évidemment situés siIr des surfaces de 
splières concentriques, qui, ayant I'6toile pour centre commun, renferment 
entre elles des couches dont i'épaisseur est la distance que parcourt le 
rayon dorie de la plus grande vitesse durant un temps 

égal ail produit de la période 26 par le nombre n. En d'autres termes, 
pour obtenir la distance mesurée siir la direction'd'un rayon, et ail bout 
(le laquelle les mêmes phénomènes se reproduisent, il suffit de multiplier 
le nombre 

par la distance a laquelle se propage, durant le temps même de la période, 
le rayon doue de la plus grande vitesse. Cette dernière distance sera tou- 
jours très considérable, et dejh elle s'élèverait à plus de six mille millions 
de lieues, si la durée de la période se réduisait ri un aeul jour. La distance 
au bout (le laqrielle les mêmes phénomènes se reproduiront sera beau- 
coup pliis considérable encore, puisqu'elle sera le produit de i'autre dis- 
tance par le nombre n ,  dont la valeiir, en vertu de la formule (2), de- 
viendra d'autant plus grande que la différence entre les vitesses fl et a,  
deviendra plus petite. 

On arriverait encore à des résultats semblables, si, la durée de la période 
restant égale à 26, les deux rayons simples, dont la superposition est cen- 
sée produire la couleur blanche de l'étoile, s'éteignaient périodiquement, du-  
rantdes intervalles de temps égaux entre eux, mais inférieurs ou supérieurs 
a la moitié de  la période; ou si ces deux rayons, sans s'éteindre complé- 
tement, perdaient périodiquement une partie de leur éclat. Alors la distance, 
au bout de laquelle se reproduiraient les mêmes phénomènes, serait tou- 
jours celle que nous venons de calculer. Alors aussi,vue de certains points, 
l'étoile à certaines époques paraîtrait colorée, tandis que, pour des obser- 
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vateurs placés en d'autres points, elle se montrerait toujours blaliche lors- 
qu'elle ne serait pas invisible. Seulement, dans la nouvelle hypothèse, les 
deux cotileurs pourraient ètre mêlées de blanc, et les intervalles de temps, 
pendant lesquels l ' h i l e  paraîtrait blanche ou colorée, seraient plus longs 
oii plus courts que dans la première supposition. 

On arriverait toujoiirs à des c~nclusions du même genre, si la lumière 
blariche de l'étoile résiiltait de la superposition de plus de deux rayons 
simples; et, dans ce cas encore, comme dans les hypothèses ci-dessus ad-  
niises, l'étoile, vue de loin, devrait le plus ordinairement paraître colorée. 
Il y a plus, il faudrait alors supposer remplies certaines conditions parti- 
culières, pour qu'à de très grandes distances les phénomènes observés 
dans le voisinage de l'étoile parvinssent à se reproduire exactement. 
Admettons, pour fixer les idées, que la lumière blanche de l'étoile résulte 
de la superposition de trois rayons qui se propagent avec des vitesses 
representées par . 

a ,  a,, a,,; 

soit toujours 26 la durée d e  la période, et posons 

Si les nombres n, n t ,  qu'on doit supposer très grands l'uri et l'autre, sorit 
cornmerisurables entre eux, c'est-à-dire en d'autres termes, h i  le rapport 
n' - est rationnel, on pourra déterminer I L K I ~  distance au boiit de laquelle 
n 

se reproduiront exactement les mêmes phénomènes, et  cette distance sera 
celle que parcourt le rayon cloué de la vitesse R, dans irn temps égal ail 

plus petit des multiples de 

n' 
qui soit aussi un multiple de nn'6. Mais; si le rapport devient irratiori- 

nel, il deviendra impossible de trouver un multiple de m e  qui soit en 
même temps un multiple de zn'e;; et il deviendra pareillement impossible 
de trouver une distance au bout de laquelle les mêmes phénomènes se 

reproduisent exactement pendant toute la durée de la période 26. Alors. 
par exemple, les phénomènes que l'on observe dans le voisinage de l'étoile 
ne poiirront plus se reproduire en d'autre.: points de l'espace, et  pour u n  

43. 
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observateur placé loin de l'étoile, celle-ci ne pourra demeurer constam- 
ment blanche tant qu'elle sera visible. 

Eii résumé, si dans-le vide les vitesses de propagation de rayons diver- 
sement colorés ne sont pas rigoureusement égales, lin changement pé- 
riodique de clarté dans une étoile suffira pour occasionner à de grandes 
distances des changements de couleur. Or, parmi les astres dont la clarté 
varie périodiquement, on doit surtout distinguer Algol ou P de Persée, 
dont L'éclat ordiriaire, étant celui d'une étoile de deuxième grandeur, 
reste tel pendant 2j r 4 " ,  puis décroît soudain, de telle sorte qu'au bout 
d'environ 3h 4 ,  i'étoile se trouve rkdiiite à la quatrièmegrandeur, salumiere 
ayant alors perdu plus de la moitié de son intensité. Alors aussi l'étoile 
recommence à croître, pour reprendre au bout de son éclat habituel, 
l'étendue entière de sa période étant d'environ 2j 2oh 48m. Cela posé, 
coricevons que l'ori observe attentivement la couleur d'Algol, tandis que 
son éclat diminile. Si l'iritervalle de temps, rerifermi: entre les deux instants 
qui noris laissent apercevoir des rayons rouges et violets partis simulta- 
nément de l'étoile, s'élevait seulement à. un quart d'heure, elle changerait 
de couleur d'une manière assez notable pour que le changement pût être 
remarqué. En effet, puisque i'astre aura perdu plus de la moitié de sa lu- 
mière en 3" f ,  la perte moyenne de lumière en un quart d'heure sur- 

passera le rapport @ ou &; et il n'est pas douteux que Cette perte, 
3 $ 

subie, dans l'hypothèse admise, par un seul des deux rayons rouges et 
violets, occasionnât ilne variation appréciable dans la couleur. To~itefois 
cette variation est demeurée insensible dans les expériences entreprises 
par M. Arago pour la constater. Cherchons maintenant ce que l'on peut 
cn conclure relativement à l'intervalle qui sépare deux molécules voisines 
di1 fluide éthéré. 

Vil la distance considérable qui sépare de la terre les étoi!es les plus 
rapprochées, distance que la lumière rie petit franchir en moins de trois 
ou quatre arini3es, un quart d'heure n'équivaut pas, cornme on l'a déjà 
dit, à la celit-niillieme partie du' temps que la luniiere emploie pour 
venir d'Algol j iisqu'a nous. Donc, en admettant que deux rayons, I'un rouge, 
i'autre violet, partis simultariément de cette étoile, se suivent d'assez près 
pour que I'uri rie soit pas cl'uii quart d'heure en retard sur l'autre, nous 
admettons par cela même, non-seulement que le rapport entre les vitesses 
de propagation de ces deux rayons diffère très peu de l'unit&, mais encore 
que la différence est au-dessous d'un cent-millième. Cela posé, si 1'011 adopte 
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comme rigoureuse, pour l'éther considéré isolément, la loi de répulsion 
précédemment énoncée, c'est-à-dire si l'on suppose que l'action mutuelle 
de deux molécules d'éther soit répulsive et réciproquement proportion- 
nelle au bicarré de la distance, la formule (27) du $ II fournira le moyen 
de calculer une limite supérieure à l'intervalle qui sitpare deux molécules 
voisines du fluide éthéré. EII effet, désignons par 

les longueurs d'ondiilatian et les durées des vibrations moléculaires ;!ans 
les rayons rouges et vio1et.s; et par 

les vitesses de propagation de ces rayons dans le vide. Les rapports entre 
les durées T ,  T', et l'intervalle de temps qui résulte de la division d'une 
seconde sexagésimale en mille millioiis de millions de parties égales, se- 
ront représentés a très peu près par les nombres 

en sorte qu'on aura sensiblement 

Cela posé, la formule (27) du § II donnera, pour le rapport entre la dis- 
tance e de deux molécules d'éther voisines e t  la longueur 1, 

ou à très peu près, puisque 5 diffère très peu de l'unité, n 

Pour que la valeur de 6 reste réelle, on devra évidemmeiit, dails la for- 
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mille (4 ) ,  supposer le rapport 

supérieur I'iinité. Si d'ailleurs on suppose la différence entre ce rapport 
et l'unit6 réduite à un cent-millième, alors de l'équation (4) ,  jointe à la 
formule 

on conclura 

1 
En vertu de cette dernière formule, E serait environ cinq milliemes ou - 

200 

de la longueiir d'ondulation des rayons rouges, c'est-à-dire environ 3 mil- 
lionièmes de nii1liineti.e. On voit ainsi quelle est la petitesse de la limite 
supérieure à la distance qui sépare deux molécules voisines d'éther, lors- 
qu'en adoptant la loi d'une répulsion réciproquement proportionnelle au  
bicarré de la distance, on part de ce fait, que I'observation dYAlgol ne 
fouriiit point de traces de la dispersion des couleurs dans le vide. 

Il est bon de remarquer qu'en vertu de la formule ( 5 ) ,  la vitesse de 
propagatioli des rayons violets surpasserait celle des rayons rouges, en 
sorte que les rayons qui se propagent plus rapidement dans les corps, se 
propageraient au contraire avec plus de lenteur dans le vide. 
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SUR 

L'INTEGRATION 

DES ÉQ~UATIONS DIFFERENTIELLES". 

1,e nombre des équatioris différentielles que l'on peut iiitdgrer en 
termes finis étant très peu considérable, on a depuis long-temps essayé 
de substituer, pour de semblables cL?quations, l'intégration par série à l'in- 
tégration directe. Ainsi, par exemple, étant donnée une équation difféi- 
rentielle du premier ordre entre x et y considéré cornnie fonction de x ,  
avec la valeur particuliére y, de la fonction y, correspondante à la va- 
leiir particulière x, de la variable x, on a supposé la fonction y cféve- 
loppée par la formule de Maclaurin, en une série ordonnée suivant 
les puissances ascendantes et  entières de la variable x ;  et ,  comme 
on pouvait facilement déterminer les coefficients des diverses puis- 
sances de x dans cette série, en les déduisant des valeurs connues 
des quantités x,, y,, ii l'aide de l'équation donnée et de ses dérivées des 
divers ordres, et en laissant d'ailleurs arbitraire la constante y,, on en a 
conclu qiie toute équation différentielle du premier ordre entre x et y 
admettait une intégrale générale, et que cette intégrale se trouvait repré- 
sentée par la série de Maclaurin, c'est-à-dire par la somme de cette série, 
les coefficients étant déterminés, comme on vient de l'expliquer, en fonc- 
tion de x, et de la constante arbitraire y,. Toutefois, les considérations 
précédentes ne donnaient nulle certitude qiie l'on eût effectivement inté- 

(') Ce Méiiioire, déjà lithographié en 1835, n'a été tiré la première fois qu'à un 
petil ooriibre d'exempiaires; c'est ce qui nous engage à la reproduire ici tel qu'il a eté 
rédige à cette époque. 
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gr4 1'équai.ion proposée, iii même que cette équatiori admit une iiitégrale. 
Car, d'une part, rien ne prouvait que la série obtenue fût convergente, 
et Son sait que les séries divergentes n'ont pas de sommes; d'autre part, 
une série même convergente, qui provient du développement d'une fonc- 
tion effectué a l'aide de la formule de Rlaclaurin , ne représente pas tou- 
jours la fonction dont il s'agit. Ainsi, en particulier, si l'on applique la 
formule de Maclaurin à la fonction 

1 -- 
e - x' + e  "', 

on obtiendra pour développemeut la série convergente 

qui représente, riori la fonction donnée, mais seulement son premier 
terme. L'intégration par série des équations différentielles était donc il- 
lusoire, t an t  qu'on lie fourriissait aucun moyen de s'assurer que les séries 
obtenues étaient convergentes, et '  que leurs sommes étaient des fonctions 
propres à vérifier les éq~iations proposées; en sorte qu'il fallait néces- 
sairement ou trouver iiri tel moyen, ou chercher une autre méthode i 
i'aide de laquelle on pût établir généralement l'existence de fonctions 
propres h vérifier les équations différentielles, et calculer des vnleiirs 
indefiniment approchéies de ces inêmvs fonctions. La première et peut-être 
jusqii'a présent la seule méthode qui remplisse ce double but, pour un 
système quelconque d'équations diffkrentielles, me paraît être celle que 
j'ai piihliée dans mes Lecons de seconde année pour l',i!?cole royzle Po&- 
technique. Suivant cette méthode, étaiit donnée, pour x x:=z x,, , la va- 
leur y, de la fouction y déterminée par une équation différentielle de la 
forme 

si la supposition 
= O  y = y o ,  

rie rend itifinie aiicurie des deux fonctions 

alors, pour calculer approximativement une autre valeur Y de y, cor- 
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respondante à une autre valeur X de x ,  on interposera entre les limites 

urie série croissante ou décroissante de nouvelles valeurs de x, puis on 
leur fera correspondre une série de nouvelles valeurs de y tellement cal- 
culées que, deux valerirs consécutives de x étant représentées par 

et les valeurs correspondantes de y par 

Y7 Y + *Y, 
i'on ait généralement 

On démontre que la dernière des valeurs de y ainsi calculées, ou celle qui 
correspond à la valeur X de x, converge, lorsqu'on fait décroître indéfi- 
niment les valeiirs numériques de A x ,  vers une limite fixe qui est fonc- 
tion continue cle y, et de X ,  pourvu toutefois que la valeur numérique 
de la différence 

x - xo 
ne devienne pas trop considérable, et supérieure à celle qu'une certaine 
condition détermine. Cela posé, en nommant 

la limite dont il s'agit, on prouvera aisément que la fonction 

(4) Y = W )  
a la double propriété de verifier l'équation ( r ) ,  et de se réduire à y, pour 
x= x,. Il  y a plus, on déterminera sans peine les limites des erreurs 
que l'on peut commettre en prenant pour P ( X )  la dernière des valeurs 
de y calciilées à l'aide de la formule (3), dans le cas où chacune des 
valeurs de Ax est inférieure, abstraction faite du signe, à un trés petit 
nombre donné 6. 

Si l'on désigne par 
A ,  C, 

deux nombres respectivement supérieurs aux valeurs numériques des 
fonctions (2); si de plus on désigne par 

une quantité positive ou négative, choisie de telle manière que, pour des 
Ex.  d'An. et de Ph. Math. 44 
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valeurs de x renfermées entre les limites 

et pour des valeurs de y renfermées entre les limites 

y0 - Aa, y, + Aa, 
les fonctions (2) restent continues par rapport aux variables x, y, et 
renfermées, la première entre les limites 

- A ,  + A ,  
la seconde entre les limites 

- c, + c; 
la condition ci-dessus mentionnée, et à laquelle devra satisfaire la diffé- 
rence X - x,, sera que cette différence demeure comprise entre les 
limites O ,  a ,  ou ,  en d'autres termes, que la valeur X de x demeure elle- 
même comprise entre les limites 

Alors, si l'on nomme H la valeur numérique de X - xo, et (û la plus 
grande valeur nurnérique que puisse recevoir la quantité 

tandis que l'on fait varier 0 et O entre les limites O ,  a; x et x k  06 entre 
les limites x,, xo+a; enfin y et y & @Ad' entre les limites y,, y0*Aa; 
l'erreur que l'on commettra, en supposant chacune des valeurs numéri- 
ques de Ax inférieure à 6, e t  prenant pour 9 ( X )  la dernière des valeurs 
de y calculées à l'aide de la formule (3), sera plus petite que le produit 

e désignant la base des logarithmes ndpériens. Ajoutons que, si, pour toutes 
les valeurs de x, y, comprises entre Ies limites 

X o ,  3, + a ;  y0 - A n ,  y, + .4a, 
la fonction 

reste finie, continue, et inférieure abstraction faite du signe, au nombre 

B ,  
le facteur (û ne pourra surpasser le produit 

(7) (B + AC) 6. 
La valeur de y que la forniule (4) détermine étant fonction continue, 
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nori-seulement de la variable x, mais encore de la constante y,, devient, 
lorsque cette constante est considérée comme arbitraire, ce qu'on appelle 
l'intégrale générale de l'équation (1). La méthode précédente fournit donc 
le moyen non-seulement d'établir l'existence de l'intégrale générale d'une 
équation différentielle du premier ordre, mais encore de calculer, avec tel 
degré d'approximation qu'on le desire, la valeur Y de y correspondante 
à une valeur donnée X de la variable x,  en supposant déjà connue une 
première valeur x, de x. Ce calcul s'étend même à des valeurs de X non 
renfermées entre les limites 

X,, 3- a. 
Car: après avoir déduit de la première valeur de y représentée pary , ,  
une seconde valeur Y, on peut de celle-ci en déduire une troisième, et 
continuer de la sorte, jusqu'à ce que la valeur de y devienne infiniment 
grande ou rende infinie l'une des fonctions (2). 

La méthode que je viens de rappeler se trouve rigoureusement établie, 
et rendue plus sensible par des exemples numériques dans les Lecons déjà 
citées. J'ai montré dans les rii&mes Leqons comment on pouvait étendre 
cette méthode à l'intégration d'équations différentielles simultanées du 
premier ordre, quel que fût le nombre des variables, et  comment or1 
pouvait obtenir, nori-seulement les intégrales générales et  particulières de 
ces équations, mais encore leurs intégrales singulières. On sait d'ailleurs 
que l'intégration d'équations différentielles d'un ordre quelconque peut 
toujours être ramenée à l'intégration d'équations différentielles simultanées 
du premier ordre. 

$ 11. 

Les avantages qu'offre la méthode ci-dessus rappelée se retrouvent avec 
d'autres encore dans celle que je vais maintenant exposer. 

Le beau Mémoire ou M. Harniltoii a fait dépendre l'intégration des 
équations différentielles que l'on rencontre en dynamique, d e  la détermi- 
nation d'une seule fonction, représentée par une intégrale définie qiii 
satisfait à deux équations du second ordre ailx différences partielles, a 
reporté mes idées vers un point qui m'avait paru depuis long-temps digne 
d'être examiné avec une attention particulière. J'avais pensé qu'il y aurait 
peut-être quelque avantage à réduire l'intégration d'un système d'équations 
différentielles à l'intégration d'une seule Cquation aux différences par- 
tielles du premier ordre. Or cette réduction peut toujours être facilemerit 
effectuée, comme on va le voir. 

44- 
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Soient x, y, z ,.. . des fonctions inconnues de la variable t  , déterminées 
par des équations différentielles du premier ordre , en vertu desquelles les 
différentielles 

dx, dy, dz ,.... , d t ,  
des variables 

X ,  y , z  ,...... , t9 

soient respectivement proportionnelles à des fonctions connues 

de ces mêmes variables. Les équations diffirentielles dont il s'agit seront 
comprises dans la formule 

et se réduiront aux suivantes 

qui rie perdront rien de leur généralité, si i'on fait disparaître le dénomi- 
nateur 6, en prenant simplement 6 = 1. Or supposer que les équations (a) 
sont intégrables, c'est admettre que x, y, z,. .., t ,  peuvent varier simul- 
tankment de manière à les vérifier. Dans cette hypothèse, x, y, z, ... variant 
avec t ,  si t  prend une nouvelle valeur T ,  x, y, z recevront des valerlrs 
correspondantes e ,  w ,  r ,  ... qui ne pourront dépendre que de r ,  et des 
valeurs primitivement attribuées à x, y, z ,..., t : par conséquent e ,  n, ,... 
seront des fonctions de x, y, z ,  ..., t et r , qui se réduiront, pour r =: t ,  
à X, y, z ,... , en sorte qii'on aura 

les lettres caractéristiques Q ,  y,,  $, ... désignant des fonctions détermi- 
nées qui vérifieront les conditions 

Les équations (2) ne sont censées intégrées généralement qu'aiitant que I'ori 
est parvenu à exprimer e ,  v , c , . , .  en fonction de T , par des équations de 
la forme (3), quelles que soient d'ailleurs les valeurs primitivement attri- 
buées à 

x, y ,  z,. .., t .  
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; 333 ) 
Alors les équations (31, ou des équations équivalentes, c'est-à-dire pro- 
pres à fournir les mêmes valeiirs de 

sont ce qu'on appelle les intégrales générales des équations différeutielles 
données. A L'aide de ces intégrales, on peut déterminer, pour une valeiir T 
de la variable indépendante renfermée dans les équations (2),  les valeurs 
correspondantes t ,  n , r ,  ... des variables dépendantes que contiennent les 
mêmes équations, quand on connaît un autre système de valeurs x,y,  z, ... 
de ces dernières variables correspondant a une autre valeiir t de la première; 
et comme, en partant des valeurs e,  n, <, ... qui correspondent à la va- 
leur r de la variable indépendante, on devrait retrouver, pour la valeur t 

de cette variable, les valeurs des variables dépendantes représentées par 
x, y, z ,  ..., il est clair que les équations (3) continueront de subsister, si 
l'on y échange entre eux les deux systèmes de valeurs des variables dé- 
pendantes et iiidépendarites , représentés par 

Donc les intégrales générales des équations (2 j  pourront encore se pro- 
duire sous la forme 

D'ailleurs les formules (4, étant identiques pour des valeurs quelcoriques 
de x, y ,  z , .  . ., t ,  entraîneront les suivantes 

en sorte que les valeurs de x , y, z, . . . fournies par les équations ( 5 ) ,  se 
réduiront, comme on devait s'yattendre, à t ,  n, r ,  ... quand on supposera 

Lorsqu'on attribue à T une valeur constante, 

deviennent, dans les intégrales générales (3) ou (5 ) ,  d'autres constantes 
que l'on peut choisir arbitrairement, et que l'on nomme pour cette raison 
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coristantes arbitraires. Si l'on fait d'ailleurs, pour abréger, 

les équations (3) deviendront 

X, Y, Z ,... étant des fonctions de x, y, z ,..., t ,  qui se réduiront, la pre- 
mière a x, la deuxiéme à y, la troisième à Z ,  ... pour t = T, et qui ne 
renfermeront aucune des constantes arbitraires E ,  V ,  c,.... Entin si l'on 
désigne par 

une fonction déterminée des seules variables x,  y, z,.. . , et par 

ce que devient la fonction u quand on y remplace les variables x, y, a, ... 
i 0  par les constantes arbitraires e,  ~ i ,  c, ...; 1 O  par les fonctions X, Y, Z,,. .;  

ainsi que X, Y, 2, ..., dépendra ilniquement des quantites 

et se réduira, pour t = r, àla nouvelle constante arbitraire désignée par v .  

De plus les intégrales générales des équations (2), o u  les formules (8) en- 

traîneront évidernrrient la suivante 

qui sera une nouvelle intégrale générale et  comprendra comme cas parti- 
culiers les fornaules (S), avec lesquelles on la ferait coïncider en posant 
successivement 

f ( ~ ,  y, ,... )=x, f(x, y, z,. . .)  = y ,  f(x, y, z ,... ) = z ,  etc. 

Concevons maintenant que, 
U 
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( 335 
désignant une fonction quelconque des quantités 

x , y , z  ,..., t e t r ,  

mais une fonction qui ne renferme aucune des constantes arbitraires 

il s'agisse de savoir si les équations (2) admettent une intégrale générale 
de la forme 

( 1 4 )  U = constante. 

Cela revient à savoir si les valeurs de x, y, z ,... , tirées des équations (5) 
ou ( B ) ,  réduisent U à une fonction de t ou à une constante arbitraire. Or 
la différentielle de cette fonction ou de cette constante sera, eu égard aux 
équations (a ) ,  ce que devient l'expression 

quand on y substitue pour x,  y, z ,  .. . leurs valeurs tirées des équations 
(5) ou (8). Donc ces valeurs vérifieront ou non, quel que soit t , la formule 

suivant que les éiquations différentielles proposées admettront ou nori une 
intégrale générale de la forme ( 1 4 ) .  D'ailleurs, si la formule (16) n'était 
pas identique, elle établirait entre les seilles quantités renfermées dans les 
fonctions 

X , 3 , % , . . , , 6 , U y  

c'est-à-dire, entre les quantités 

une relation qui devrait être une conséquence nécessaire des équations (8). 
Or cette dernière hypothèse ne saurait être admise; car on vérifie les 
équations (8) par des valeurs de x ,  y, z ,... , t et T , arbitrairement choi- 
si&, et par des valeurs de 

E ,  n ,  c,-- 
déduites, à l'aide de ces mêmes équations, des valeurs attribuées a 
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Jla formule (16) ne peiit donc être qu'une équation identique, exprimant 

que 

est une intégrale particulière de l'équation aux différences partielles 

Ajoutons que, si l'on nomme v la valeur particulière que prend la fonc- 
tion U quand on y pose 

celle des intégrales générales des équations (a) ,  qui sera de la forme (14), 
se réduira nécessairement a 

Alors aussi la formule 

sera, en même temps que la formule ( r  7), une intégrale particulière de 
l'éqiiation ( 1  8). En conséquence, on peut énoncer la suivante. 

I er Théorème. Les équations (2) étant supposées généralement inté- 
grables, et U désignant une fonction qui ne renferme que les seiiles 
variables 

X, y, Z,..., 8 ,  

ou cesvariables avec une valeur particulière r de la variable t; pour savoir 
si les équations (2) admettent oii n'admettent pas une intégrale générale 
de la fornie ( 1  g), il suffira d'examiner si la formule ( r  7 )  ou (20) fournit 
ou non une intégrale particulière de l'équation (18). 

Cela posé: veut-on obtenir celle des intégrales générales qui serait de la 
forme (19), v désignant une constante arbitraire, et U une fonction des 
variables x, y, z,. . . , t, qui aurait la propriété de se séduire pour une 
valeur particulière r de la variable t ,  à une fonction donnée de x ,  y, z, ..., 
savoir à 

U = f (2, y, z, . . .  ); 

il suffira d'égaler à zéro la valeur de s qui a la double propriété de repré- 
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senter une intégrale de l'équation (1 8), et de se réduire à 

U - U  

pour t = T; OU bien encore, il suffira d'égaler à u celle des intégrales de 
l'équation ( 1  8) qui a la propriété de se réduire à zs, pour t = r .  

Si, poixr fixer les idées, on veut obtenir les intégrales générales des 
équations (2) sous la forme (8), de sorte qu'étant donné IIII système de 
valeurs des variables 

X, y, ZY.7 t ,  

ces intégrales fournissent immédiatement les nouvelles valeurs 

que prennent les variables dépendantes pour une nouvelle valeur 

de la variable indépendante, il suffira de chercher les diverses intégrales 
particulières de l'équation (1 8) , qui ont la propriété de se réduire, pour 
t  = T, à l 'me des variables 

2, 3 - 7  z,*-  
Si l'on désigne par 

ces. intégrales particulières dans lesquelles X, Y, Z,  ... ne peuvent renfer- 
nier que les seules quantités 

X ,  y , z  ,..., t e t r ,  

on vérifiera encore l'équation (1 8), en attribuant à s l'une des valmrs 

et ,  en égalant à zéro ces dernières valeurs de s,  on obtiendra sous la 
forme (8) les intégrales générales des équations (2). 

Jusqu'a présent nous avons supposé, sans le démontrer, que les équa- 
tions (2) étaient gériéralem.erit intégrables. Mais, sans admettre à priori 
cette supposition, on peut faire voir que l'intégration générale de I'équa- 
tion (18) entraîne l'intégration générale des équations (2), et même que, 
pour obtenir les intégrales générales de ces dernières équations, il suffit 
d'égaler à des constantes arbitraires 

X, Y, z ,  ... 
Ex. BAn. et de Ph.  M.  
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de u, qui ont la double propriété de vérifier l'équation (18), et de se 
réduire à x ,  y, z ,... pour t = T. Effectivement on obtiendra de cette 
manière les équations (8) ,  en  vertu desquelles 

*x, y, z,. .. 
seront des fonctions de t q u i  se réduiront respectivement à 

f '  7 ,  c 7 . 3 -  

pour t =  r. Or, en faisant varier x ,  y, z ,  ... avec t ,  en observant d'ailleurs 
que X est une intégrale 'particiiliére de l'équation (ra), et vérifie en con- 
séquence la formule 

on tirera de la pretnière des équations (8) 

puis, en éliminant de cette dernière 

à l'aide de la formule (d), et opérant de la méme manière pour chacuiie 
des équations (8), on trouvera 

etc. 

Supposons maintenant que l'on combine eiitre elles par voie d'addition 
les formules (m!j), aprés les avoir multiplikes par des facteurs choisis de 
manière que toutes les diffdrences 

se trouvent éliminées a l'exception d'une seule. On substituera ainsi aux 
équations (24) d'autres équations de la forme 
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la valeur de K étant 
d X  dY rlz d X  dY dZ * * .  -- -- K =  - - 
d y  dz  z . . . $- etc. ; 

dx d y  d~ 

et,  comme la fonction de x ,  y, z ,..., t ,  représentée ici par K ,  ne saurait 
être génhralement nulle7 piiisqu'elle se réduit à l'unité, ainsi que 

pour t = T ,  les formules ( 2 5 )  entraîneront les équations (2). Donc celles- 
ci auront pour intégrales gknérales les équations (a), et l'on peut énoncer 
la proposition suivante. 

2" Théorème. L'intégration de l'équation (18) entraîne celle des équa- 
tions (a); e t ,  pour obtenir les intégrales générales de ces dernières. il 
suffit d'égaler à des constantes arbitraires c ,  v ,  c, ... les intégrales parti- 
culières 

S = X, S = Y, s = z, ... 
de l'équation (18), qui ont la propriété de se réduire respectivement a 
X ,  y, a ,... pour t = ~ .  

Les intégrales générales des équations (a) étant obtenues comme on 
vient de le dire, et représentées par les formules (8) ,  la formule ( 1  g) ,  
dans laquelle 

u = f (X, Y, Z, ...) 

désigne une fonction quelconque de X ,  Y, Z, ..., représentera une nori- 

velle intégrale générale des équations (a) ; et, pour obtenir cette nouvelle 
intégrale, il suffira [voyez le ier  théorème] d'égaler à une constante 
arbitraire v celle des intégrales particuliéres de l'équation (18) qui a la 

propriété de se réduire à 

pour t = T. Ajoutons que, si l'on se sert d i 1  signe caractéristique 

pour indiquer un système d'opérations effectuées sur une fonction quel- 
conque s de x ,  y, z ,... , t ,  et définies par la formule 

t X ds 3 ds % rls 
Vs = - T (--+--+- G dx 6 dy 6 -+...) dz dt ,  

on tirera de l'éqwtion (r6), intégrée par rapport à t , et à partir de t=r, 
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ou,  ce qui revient au mhme, 

(29) u = u + vu. 
Si dans le second membre de l'équation (29) on  substitue une ou plusieurs 
fois de siiite à la fonction U sa valeur tirée de cette équation même, alors, 
en écrivant pour abréger 

V'U, V3U, etc., 
au lieu de 

VVU, VVVU, etc., 
on trouvera 

U = u + Vu + Vau 
= u +- Vu + V'u + v3u 
= etc.; 

et généralement 

(30) U = u + Vu+ V'u -+ V" + ,.. + vu-'u + Vau, 

n étant un nombre entier quelconque. Si, dans l'équation (30), le terme 

décroît indéfiniment pour des valeurs croissantes de n ,  la série 

( 3 4  U ,  V U ,  V'U,  v 3 u ,  etc., 

sera convergente, et cette équation donnera 

par siiite !a formule ( ~ g ) ,  propre b représenter une intégrale générale 
quelconque des équations ( 2 )  , deviendra 

(33) u +BU+ Vau + V3u + etc,.. = v : 

et, comme, dans le cas où v désignerait non plus un système d'opérations 
a effectuer sur une fonction donnée, mais une quantité véritable, i'oii 
aurait 

l'intégrale générale dont il s'agit pourra être présentée sous la forme 
symbolique 

D'ailleurs, comme on tire de l'équation (32) 

V U = V ( u + V u + v S u +  ...) = v u +  V'u + V 3 u + . . . = U - u ,  
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il est clair q i ie  la valeur de U fournie par cette kquation vérifiera la for- 
mule (&), par conséquent la formrile (18), tant que la série (31) sera 
convergente. 011 peut donc énoncer encore le thdorème suivant. 

3" Théorème. Tant que la série (31) est convergente, la formule (33) ou 
(35) est propre à représenter l'une quelconque des iniégrales générales 
des équations (2). 

Si l'on pose, pour abréger, 

l'équation (27) donnera 

Lorsque X, 3 ,  b, ... 6 rie renferment pas explicitement la variable inclé- 
pendante t ,  mais seulement les variables dépendantes x, y, z ,  ... , alors, 
en substituant à s ,  dans l'équation (37) , la fonction u qui ne renferme 
pas non plus la variable t ,  on tire successivement de cette équation 

etc., 

et généralement 

En vertu de cette dernière formule, l'équation (33) deviendra 

et comme, dans le cas où CI représenterait non plus un système d'opéra- 
tions à effectuer sur une fonction donnée, mais une quantité véritable, 
I'on aurait 

r - t  (r - 1)' ( 7 4  O 
Cia + ... = e 7 

I'équation (39) pourra encore être présentée sous la forme synibolique 

(41) e(~-t) u u = ,, , 

Ainsi le 3Yhéorème entraîne le suivant : 
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4" Théorème. Lorsque les fonctions 

ne renferment pas explicitement la variable indépendante t , i'équation (39) 
ou (41 ) est propre à représenter l'une quelconque des intégrales générales 
des équations ( a ) ,  tant que la série 

est convergente. 
Si des formules (35) ou (41) on veut déduire les iritégrales générales 

des équations (2) présentées sous la forme (B),  o u ,  en d'autres termes, les 
valeurs des quantités E, n , r ,... qui sont ce que deviennent x, y, z ?... 

considérées comme fonctions de la variable indépendante t ,  quand cette 
variable indépendante recoit une nouvelle valeur T ,  il suffira de poser 
successivement dans la formule (35) ou (41)  

puis 

puis 

etc. 

En conséquence les intégrales générales des équations (z) ,  etant réduites 
à la forme (E;), seront représentées dans tous les cas par les forinules 

e t ,  dans le cas où x, 3, %, ..., 6, ne renfermeraient pas explicitement 1:t 

viariable t , par les formules 

Si, pour fixer les idées, on suppose que les équations (2) se rédiii- 
sent a 

(45) dx = xdt, y 5 ydt, dz = zdt ,... , 
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on tirera de la formule (36) ,  en y remplaqant s par u,  

Si d'ailleurs on prend pour u une fonction homogèrie du premier degré 
en  x,  y, z ,... , on aura identiquement 

par conséquent l'équation (46) donnera 

et l'on pourra poser sirnplemen t E = I dans les formules (4 1 )  , (44), qui 
deviendront respectivement 

Telles sont en effet les intégrales générales des équations (45), intégrales 
qu'on peut encore écrire comme il suit 

et dans lesquelles f , n , r,. .. peuvent &re considérées comme représen- 
tant les constantes arbitraires introduites par l'intégration. 

Lorsqu'on remplace s par u dans la formule (36), on en tire 

Si x, 3, %, . . . , 6,  ne renferment pas explicitement la variable t ,  alors, 
en désignant par k une quantité constante, et choisissant la fonction u 

de manière à vérifier l'équation 

on aura identiquenient 

(52) OU = ku,  
et la formule (41) ,  réduite à 

= U e k ( " - f )  
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ou,  ce qui revient au même, à 

sera propre a représenter une intégrale générale des équations (2). 

Pour montrer une application des formules (5 1) et (53), supposons que 
les équations (2) soient de la forme 

dx-(a ,x  + b , y +  c,z +...) d t ,  

(54) 
d y = ( a , x + b , y + c , z +  ...) d t ,  
dz = (n,x + O,y + c,z +. . .) d t  , 
etc., 

a , ,  b , ,  c l , .  . ., a,, b,, c,,. . ., a,, b3, c,,. . . ., etc.,. . . étant des quantités 
constantes. L'équation (51) deviendra 

et on la vérifiera en posant 

pourvu que A ,  p, v ,... désignent des facteurs constants propres à rem- 
plir les conditions 

n,h -+ a,w $. n3v + ... = k h ,  

(57) 
b,h + b,p  + b,v $- ... = k p ,  
c,h -+ c,p + c3v + ... = k v ,  
etc. . . , 

OU 

1 (a, - k)A + a.p + a3v +...= O ,  

(58) 
btA + ( b ,  - k ) p  q- b3v +... s O ,  

c J  + C,,U -1- (c3 - k ) v  +. . .= 0 7 

etc., 

desquelles on déduit, par l'élimination de A,  p ,  v ,... l'équation 
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qui renferme la seule inconnue Zi, et dont le degré est égal au nomhre des 
variables x, y, z ,  ... Les diverses racines de l'équation (59) fourniront le 
système des iritégrales générales dcs éqiiations (54), et ces iritégrales gé- 
nérales se trouveront tontes comprises dans la formule (53), ou 

Si aux éqiiations (54) on substitue les suivantes 

dx = [a,x + bly -t- c,z + ... + f, ( t ) ]  d t ,  
dy = [a,x + b,y + c,a + ... + f,(t)fdt, 

(61) ch = [ a , ~  + bsy + c3z 4- ... 4- f3 ( t ) ]d t ,  
etc. , 

f, ( t ) ,  f, ( t ) ,  f, ( t )  ,... étant des fonctions quelconques de la variable t ;  
alors, en supposant toujours la foriction zl déterminée par la formule (56), 
choisissant les quantités 

A ,  p,  v,...,  k, 

de manière vérifier les conditions (58), (59) , et faisant, pour abréger, 

( 6 4  nfi ( t )  + ,dm (t) + vf, ( t)  + ... = f ( t ) ,  

on tirera des formules (36), (37), 

OU = ku + f(t), 
par conséquent 

ka (7 - t) l  
v S u  = - lt k ( r -  t)ou.dt=----- I .a u - J,' k (7 - t )  f ( t )  dt , 

, etc. 

Donc l'équation (33) donnera 

1 .2  1.2 +...] f (f) di, 

o u ,  ce qui revient au m h e  

k(.T-i) 
v = u e  f ( t )  dt. 

Ex. d'An. et de Ph. Illalh. 
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Li  formide (64) peut encore s'écrire comme il suit 

et donne, quand on y transporte les valeurs de u et de f(t) ,  tirées des 
équations (56) et (62), 

Les diverses équations que comprend la formule (66), eu égard aux di- 
verses valeurs qu'on peut attribuer à la constante K ,  présentent le système 
des intégrales générales des équations (6 I ) ,  Si, après avoir substitué, dans 
la même formule, les valeurs des quantités A,  p,  v , .  . . ou plut8t de 
leurs rapports exprimées en fonctions de k ,  on suppose que deux, trois, ... 
racines de l'équation (59) deviennent égales entre elles ; les deux, trois, ... 
équations correspondantes à ces racines coïncideront, et devront être rem- 
placées, comme il est facile de le prouver, par l'une d'entre elles, jointe 
à l'équation dérivée du premier ordre, ou aux deux équations dérivées du 
premier et du second ordre,. . . , qu'on obtiendra en différentiant une ou 
plusieurs fois de suite les deux membres de l'équation conservée par 
rapport à la seule quantité k. 

Pour montrer une dernière application de la formule (33), supposons 
les équations (2) réduites à une seule qui soit du premier degré par rap- 
port a x, ou cle la forme 

f (t)  F (t) , étant deux fonctions qiielconques de t. Alors la formule (27) 
donnera 

t du 
V u  = - [f(tj + s F ( t ) l Z  ch, 

et par suite on tirera de la formule (33), en y posant u = x ,  

f = s [ i  -L '~ ( t )n t+ [ '~ ( t )S '~ ( t ) r l t  .dl -etc. 
(68) '7 O 1 

--J; '~(t)dt+ f O t ~ ( t ) J ~ ' ~ ( t  dt. dt-etc. 11. 
D'autre part, F (t) étant la dérivée deL t I? ( t )d t ,  on aura 
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etc., 
et par suite 

Donc la forrnule(68j, qui représente l'intégrale générale tle l'équation (+), 
pourra être réiduite à 

Dans les divers exemples que nous venons de  passer en revue, la for- 
mule (33) fournit, pour les éqiiatioiis différentielles proposées, les mêmes 
intégrales qui étaient déjà connues, et auxquelles on avait été conduit par 
diverses méthodes que nous nous dispenserons de rappeler. 

Il est facile de prouver que la formule (39) ou (41) continiiera de re- 
présenter une intégrale g é n h l e  des équations (z), si, u devenant une 
fonction explicite cle toutes les variables x, y, 2,. . . , t ,  on détermine CI u 
non plus A l'aide de l'équation (50), mais à i'aide de la suivante 

pourvu toutefois que la série (42) reste convergente , et que l'on désigne 
par v la valeur de u correspondante ailx valeurs 

E >  H l  c,. ., T? 
des variables 

X ,  y , z  ,..., t .  
Effectivement, si, dans cette dernière hypothèse, on pose 

comme on aiira gériéralerrient 

r (7 - 1)" (r - t y  (7 - f)"- '  un+' 11 - 
I 2 ..n - onu, 

1 . z .  . . (n- 1 )  
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on en conclura 

o u ,  ce qui revient au même 

Donc, dans i'hypothèse admise, 
s = u 

sera une intégrale particulière de l'équation ( r  8); et la formule (rg), qui 
coïncidera, en vertu de l'équation ( 7  r ) , avec la formule (39) ou (411, 
sera [woyez le 1 "' théorème] une intégrale générale des équations (2). Au 
reste on peut, dans l n  même hypothèse, déduire directement des équa- 
tions (2) la formule (39) ou (41) ,  à l'aide de la formule de Taylor. Effec- 
tivement, rt étant une fonction quelconque de la variable indépendante t, 
et des variables x ,  y, z,  ... liées à t par les équations (z), on aura , en  
vertu de ces éqiiations jointes à la formule ( 7 0 ) ,  

du = OU.&. 
On trouvera de même 

dmu y O".&, 
dosu = 03u .d t ,  

etc.; 
~t l'on aiira par suite . 

D'ailleurs, si l'on nomme u une nouvelle valeur de u ,  correspondante à 
une nouvelle valeur T de la variable indépendante t ,  la formule de  Taylor 
donnera, pour les valeurs de la différence r -  t qui permettront de dé- 
velopper u eii une série ordonnée suivant les puissances ascendantes et en- 
tières de cette différence, 

(75) 
(7 - 0% d + (7 - G3 v = u +  T z t d u +  -- 

dt 1 .z dt2 1 . 2 . 3  dls d 'U + etc. 

Or, en substituant dans l'équation (75) les valeurs de 

du, d2u, dSu, etc., 

tirées cles formules (74) ,  on retrouvera précisénient la formule (3c~). 
Pour vérifier sur un exemple très simple la formiile'(3g), dans le cas 
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où l'on y suppose Ou déterminé par la formule (70) ,  concevons que les 
équations (a) se rkduisent à 

et par conséquent 

lorsque u deviendra une fonction homogène du premier degré en x ,  y, 
a ,  ..., t. Mais alors, O U  étant une fonction homoghe d'un degré nul, on 
tirera de l'équation (77), en y remplaqant u par Ou, 

donc, par suite, 
nSu = O ,  0424 = O ,  etc. 

Cela posé, la formule (39) donnera simplement 

ou ,  ce qui revient ail même, 

Si, dans cette dernière formule, or1 réduit successivement la fonction u 
aux  variables x, y, s, ..., il faudra en même temps attribuer à la cons- 
tante arbitraire u I'iine des valeurs e,  v ,  <, ..., et l'on obtiendra ainsi les 
intégrales des équations (76) sous la forme 

On arriverait directement à ces dernières en intégrant les deux membres 
de chacune des équations (76) présentées sous la forme 

On pourrait généraliser encore la forriide (39), en y remp@nt la va- 
riable iridépendante t ,  et la quantité r, par une fonction donnée r des 
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variables x ,  y, z,..., t ,  et par la valeur particulière p de r correspondante 
à t= r. Effectivement, r et u étant deux forictions quelconques de x, 
y, z, ..., t, les équations différentielles ( z ) ,  qui se trouvent comprises 
dans la fornmle (1), obligent 

par conséquent aussi les fonctions 

à varier simultanément; et ,  si l'on nomme 

deux valeurs correspondantes de ces fonctions, u sera ce que devient la 
fonction u quand la variable r reçoit I'accroissement p - r. Or, en admet- 
tarit que v soit développable par la formule de Taylor en une série or- 
donnée suivant les puissances ascendantes de cet accroissement, on aura 

du - 
dr ' dr , .. représentant les rapports entre les différentielles totales des 

fonctions 
du 

U ,  -- dr 9 etc. 7 

et la différentielle totale de r. D'autre part, en se servant deslnotations 

pour désiguer les dérivées partielles de r et de u considérées comme fonc- 
tions de 

x, y7 z,..., t ,  
on aura identiquement 
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et I'ori tirera de la formiile (1)  

Donc, si i'oii fait pour abréger 

du du du du 
xd;+3G+% bf ...+epi 

(83 O U  = rlr dr dr dp ' 
' X - 3 - 3 -  + %  - +...-pz 

dx d y  dz 

on aiira simplement 
du 
d;, = Ou. 

On en conclura 

-- dr - - dr = O'u, etc., 

et par suite I'éqiiation (8aj  donnera 

ou, si l'on emploie la forme symbolique , 

J'ajoiite que l'équation (86) représentera une intégrale générale des éqiia- 
tions différentielles proposées, tant que la série 

sera convergente. Effectivement, si, dans cette hypothèse, or1 fait pour 
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abreger 

coinrne 011 aura, en vertu de l'équation (as), 
o r =  1 ,  

et par suite 

on trouvera 

par conséquent 

Donc 
s = U  

sera une intégrale particulière de l'équation (1  a),  et la formule (1 g) , gui 
coïncidera, en vertu de l'équation (89), avec la formule (86), sera [voyez 
le ier théorème] une intégrale générale des équations (a). On peut donc 
énoncer la proposition suivante. 

se Théorème. Tant que la série (88) est convergente, 1'6quation (86) est 
propre à représenter une intégrale générale des 6quations (2). 

La formule (86), ainsi que la formule (33) ou (391, ne cesse pas de 
représenter iine intégrale générale des équations (a), lorsqu'on y change 
entre eux les deux systèmes de quantités 

9 ,  n ,  L.. -, l - O  

Quelquefois l'échange dont il s'agit .reproduit précisément la mênie for- 
mule. C'est ce qui arrive en particulier relativement aux équations (48) ,  
(601, (66), (80), ($1). 

Il ne sera pas iniitile d'indiquer ici une forme digne de remarque, sous 
laquelle on peut offrir l'équation (33). Si, en supposant u fonction des 
(;eules variables x, y, z,. . , , et l'expression au définie par LI formule (3G], 

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



011 nomme 
o h ,  ol'u, 0 " ' ~ ~ .  . . 

ce que devient O U  lorsque, dans les quantités 

x ~ , s  ,..., e ,  

corisidkr6es comme foiictions de 

on retnplace la seule variable t , par des noiivelles variables 

t', t", t", . . . , 
on aura évidemment, en vertu des forrnules (36) et (37), 

etc. ; 

et par suite la formule (33) deviendra 

(92) v = u - ~ t . O ' u  d l  + ~~f 0'0"u d r " d r ' - ~ t ~ ' ~ T t " ~ ' ~ o ~ m u  dP'drnd' + etc. 

Lorsque les fonctions X, 3 ,  b ,... , 6 ne renferment pas explicitement la 
variable t ,  on a 

par conséquent 

et de plus 

Donc alors la formule (92) se trouve réduite, comme on devait s'y attendre, 
A la formule (39). 

Er .  d'An. ei de Ph. M .  4 7 
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La formule (92) fo:irnit le iiioyen d'écrire sous une forme très simple 
Irs intégrales ghérales des équations différentielles qui représentent les 
mouvenients simultanés du soleil, des planètes et de leurs satellites. 

Il est bon d'observer que, dans le cas où l'on considère seulement deux 
variables x et t ,  et où l'équation (16) devient 

la diffirentielle con~plète de la fonction U ,  savoir, 

d u  se réduit, quand on y substitue pour - sa valeur tirée de la formule (941, 
dt 

à un  produit de la fornie 

la valeur de V étant 

X 
V (ds - nt) , 

Donc, la fonction U étant déterminée par l'une des formules (32) OU (B9), 
dU 

le facteur Y = sera propre à rendre intégrable le premier membre 

d'une équation différentielle entre x et t ,  préseuthe sous la forme 

Effectivement l'équation (94),  différentiée par rapport a LE, doline 

et la fortnule (98) exprime la condition d'i~itégrabilité du produit (95). 
Cette formiile peut d'ailleurs étre considérée comme une équation aux 
différences partielles, propre à déterminer le facteur V en fonctiori des 
variables x et t .  

Si, à la place des kquations (2) qui sont du premier ordre, l'on consi- 
dérait une ou plrisierirs équations différentielles d'ordres supérieurs, pour 
réduire celles-ci a n'être plus que des équations différentielles du premier 
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( 355 ) 

ordre, il suffirait de leur adjoindre quelques-unes des formules 

c'est-à-dire de nouvelles équatioiis différentielles, qui seraient elles-mêmes 
du premier ordre dans le cas où l'on prendrait pour inc.onriues non-serile- 
ment x, y, z,... , mais encore quelques-unes des fonctions dérivées 

x ,  x , . . ,  y', y",.. ., z', a" ,..., etc. 

,4 l'aide de cet artifice, on déduira sans peine de la forniille (66) i'iiité- 
grale générale sous forme finie d'une équation linéaire de l'ordre n a  coef- 
ficients constants avec iin second membre variable, c'est-à-dire d'une 
équation de la forme 

11 nous reste a faire voir comment on peut s'assurer généralement que 
les sitries (3r), (da) ,  (88) du paragraphe précédent sont convergentes, di1 
moins pour des valeiirs de la différence t - T ou T - t suffisamment rap- 
prochées de zéro, et comment on peut alors fixer des limites siipérieiires 
aux erreurs que l'on commet en coiiservant seulement dans chaque série 
les n premiers termes. Le nouveau çalciil que j'ai désigné sous le nom de 
calcul des limites dans un Mémoire sur la Mécanique céleste, lithographie 
à Turin,  et t r a h i t  en langue italienne par les savants éditeurs des Opus- 
coti mathematici e Jisici qui se publient à Milan, fournit diverses mé- 
thodes à l'aide desquelles on peut atteindre ce double but. Je me bornerai 
pour le moment à indiquer l'une de ces méthodes, me proposant de re- 
venir sur cet objet dans [in autre Méinoire. 

Soient r une quantité positive, p i in arc réel, T le rapport de la cir- 
conférence ai: diamètre, et f (x )  une fonction quelconque de la variable 
réelle ou imaginaire x .  Dans l'expression imaginaire 

rePv-' - - - r(cosp -+ \/-I sinp), 
O 

r ,  ou la racine carrée de la somme qu'on obtient en ajoutant les carrés de 

la partie réelle et du coefficient de v-, sera ce qu'on nomme le mo- 

47.. 

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



dule; et l'on aura évidemment 

Or, si l'on intègre les deux membres de l'équation précédente, i 0  par 
rapport à r, et à partir de r s o ;  2O par rapport à p entre les limites 
y = - T , 13 = T ; et si l'on siippose que la fonction de x , r et p, repré- 
sentée par 

reste finie et continue, quel que soit p, pour la valeur attribuée a r et 
pour une valeur plus petite, on trouvera 

ou, ce qui revient au même, 

puis on en conclura 

Si l'on différentie la fixmule (3), n fois de suite, par rapport à x, on en 
tirera 

puis, en intégrant par parties le secorid membre de cette dernière n fois de 
suite, on aura 

Concevons maintenant qu'ayant posé 

on adopte les notations du calcul des limites, et que l'on désigne en 
conséquence par 

la plus grande valeur que puisse acquérir le [nodule de la fonction ima- 
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ginaire f(x + G) ,  lorsque dans 

on fait varier l'angle p sans changer le module r. Dans l'intégrale que ren- 
ferme le second memlwe de l'équation (4, la fonction sous le signe j' 
offrira toujours un module inférieur oii tout au plus égal au produit 

et, en multipliant ce produit par 

on en obtiendra un autre qui sera supérieur au module ou à la valeur 
iiumérique de l'intégrale elle-même. Par suite, si l'on indique le module 
ou la valeur iiumérique d'une expression imaginaire ou réelle à l'aide de 
l'abréviation 

mod. 

placée devant I'expression dont il s'agit, on tirera de la formule (4) 

D'ailleurs, comme on aura généralement 

l'éqiiation (7) poiirra encore s'écrire comme il suit 

dm ( 1 - 1 )  mod. P) (x) < (- 1)' d, rAf ( x +  xj; 

et ,  sous cette forme, elle subsistera même pour n = O ,  de sorte qu'on 
aura encore 

(9). tnod. f (x) < Af(x + s), 
comme on peut le conclure directement de l'équation (3). Il est hon de 
rappeler que, dans les seconds mernbres des formules (8) et (Q), la valeur 
de r devra toujours être telle que la fonction 

reste finie et coiitiiiiie, quel que  soit p, pour cette même valciir de r, et 
pour une valeur plus petite. 
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Cela posé, considérons d'abord l'une des séries qui représeritent l'irité- 
grale d'urie seule Cquation différentielle de la forme 

Si, 

etant une fonction de  x seule, on peut eri dire autant de la fonction X, 
en sorte qu'on ait 

l'intégrale de l'équation (10) sera fournie par la formule (39) du II, c'est- 
à-dire, par l'équation 

dans laquelle on aura 

ou, ce qui revient au même, 

Or de ces dernières équations, combinées avec les formi~les (8) et (9), on 
tirera évidemment 

rn0d.0 f'(x)< A , .  r~S(x+%). r ~ j { . z f  s), 
rnod. 0 % ~ )  < as [rA$(x+ 41.. r A  f (x + T) ,  
mod. oy(x) < A, [rh$(x + 2) IS. r A f ( x  + g), 

etc., 

fi,, a,, a,, . . . étant des fonctions de r déterminées par les équations 
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i d (r-') - $LI = r-' - 
d r  ' 
d (r-1) 

A, = (r--lln - d (r-') d (r-l) 
+TI- - 

dr" dr d r '  

\ etc., 

et la valeur de r devant être telle que chacune des fonctions 

demeure finie et continue, quel que soit p, pour cette même valeur 
de  r et pour une valeur plus petite. D'ailleurs les valeurs de 

fournies par les équations ( 1 7 ) ,  sont ce que deviemerit les valeiirs de 
oJ(x), O' f (x) , u3f(x), . .., fournies par les équations (1 51, quand, après 
y avoir posé 

(19) (x)  = f (x) = x-, 

on y remplace la variable x par le module r; et il ne pouvait en être aii- 
trement, puisque, dans le second membre de la forinule (a), le coefficient 
du produit 

r A f ( x  + x), 
est, abstractiori faite du signe, ce que devient f cn) (x) quand, après avoir 
posé 

f ( x )  = x-', 

on substitue r à x. Donc les formules (16) donnerout génhalement 

(- r)"a, étant ce que devient la valeur de  

n U f ( 4 ,  
corresporidante aux valeurs de P(x), f (x), données par la formule (19), 
quand on reniplace x par r. Or on tire de l'équation (14),  jointe à la 
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etc. ; 
et en général 

On aura donc 

(21) an = I .3.5.. . (an- ~ ) r  -(an+[) 
9 

et la formule (20) donnera 

Enfin, comme on a évidemment 

la formule (22) pourra encore s'écrire comme il suit 

Cela posé, le terme général de la série comprise dans le second membre 
de la formule ( 1 3 ) ~  savoir, 

(4 
(T - qn 
1.2...n nn&>, 

offrira une valeur numérique inférieure à celle du produit 

par conséquent à celle du produit 

attendii que I'on a certairiernent 
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Donc les différents termes de 1:i série en question offriront des valeurs 
numériques inférieures à celles des termes correspondants de  la progres- 

'sion géométrique q u i  aurait poiir terme général l'expressiori (26). Or 
cette progression sera convergente, si l'on a 

ou, ce qui  revient au meme, 

et alors, si l'on remplace la somme de la &rie par la somme de ses n 
premiers termes, le reste de la série, ou i'erreur commise, sera inférieur 
(abstraction faite d u  signe) à la somme des valeurs nurnériques que 
présentent dans la progression géoinétrique le terme (26) et les siiivarits, 
c'est-à-dire inférieur au produit 

Supposoris en particulie-r 
J(x) = x; 

alors i'éqiiation (1 3) donnera 

(T - i)' 
E = x + ( r - t ) ~ x f  7 0.3 +- e3 1.2.3 a3x+ etc., 

et le reste de la série comprise dans le second membre de la formule (30) 
sera inférieur, abstraction faite du signe, à 

On peut donc énoncer la proposition suivante. 
ter Théorème. Supposons que, la variable t et la fonction x de cette 

variahle étant liées entre elles par l'équation différentielle 

( 3 4  dx c l(x) nt, 
Ex. d'An. et de Ph.  M.  48 
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J'on nomme une nouvelle valeur de  la fonction x correspondante à une 
iiouvelle valeur r de la variable t ; % sera développable par la formule(30) 
en une série convergente ordorinée suivant les puissances ascendantes de 
la différence T - t ,  si la formule (28) est vérifiée, c'est-à-dire si la valeur 
numérique de  r- t est inférieure à celle q u e  détermine l'équation 

la valeur du  module r de 

étant assujétie à la seule condition que la fonction 

reste finie e t  continue, quel que soit I'anglep, polir cette valeur et pour 
une valeur plus petite. Alors le reste de la série réduite à ses n premiers 
termes sera inférieur, abstraction faite d u  signe, au produit (31). Alors, 
aussi une fonction quelcoriqiie de E ,  &signée par f ( % ) ,  sera elle-même 
développable en  une série convergente ordonnée suivant les puissances 
ascendantes de T - t ;  e t  le reste de  cette dernière série sera inférieur, 
abstraction faite du signe, a a  produit (q), si la valeur du module r est 
assujétie à la double condition que les deux fonctions 

demeurent finies et continues, quel que soit l'angle p, pour cette valeur 
de r et pour une  valeur pliis petite. 

11 est avantageux de choisir le rnodule r de >, de telle sorte que la liniite 
assignée par la formide (28) à la valeur numérique de T - t , et  repré- 
sentée par le second membre de cette formule ou de l'éqiiatiori (33), de- 
vienne la pliis g r a d e  possible. On y parviendra, en réduisant la quantits 

à la plus petite valeur, qu'elle puisse acquérir, c'est-à-dire a ce que nous 
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avons nommé, dans un autre Mémoire, le module principal de l'expression 

considérée comme fonction de x. 
Pour montrer sur un exemple très simple une application des foriiiules 

qui précèdent, concevons que l'équation (32) se réduise à 

i clésignarit une constante positive. On aura dans ce cas 

(x) = xi; 

et, si l'on suppose x positive, afin que 4 (x) soit réelle, la fonction 

rie restera continue, pour des valeurs fractionnaires ou irrationnelles de 
l'exposant i, qu'autant que l'on aura 

Alors on trouvera 

h ( x + X ) = x  + r ,  ~ ( x + G ) ~ = ( x + r ) ' ,  
et par suite 

La plus petite valeur que puisse acquérir cette dernière quantité, eu égard 
à la condition (35), sera, I O  si l'on suppose i < 2 ,  la valeur qui correspond 
à r = x , savoir, 

. . 
(37) 2 1 x L - I  . 

9 

2" si i'on suppose i > a ,  la valeur qui correspond à la formule 

- .x - O ,  OU r = - 
dr i - r '  
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( 364 : 
Donc, en vertu du théoréme le', et r désignarit des valeiirs qu'a~quié- 
rent simultanément les variables x et t assujéties à vérifier l'éqiiatioti ( 3 ~ ) ~  
f sera développable en une série convergente ordoniiée suivant les puis- 
sances ascendantes de la différence r - t ,  tarit que la valeur numériqae 
de r- t restera inférieure h la moitié du rapport 

si l'on a i < 2 ,  et à la moitié du  rapport 

si l'on a i > 2. Or en effet on tire de l'équation (34 ) ,  divisée par x;, et 
intégrée directement, 

par cotiséquent 
1 

(43) = X [ I  -(i- I ) X ~ - ~ ( T - ~ ) ] ' - ' ;  

et la puissance 
1 - 

[I  - (i- I )x~- '  (T - t)]'-i, 
sera développable en une série convergente ordonnée siiivaiit les puis- 
sances ascendantes de la 
différence est inférieure 

( 4 3 )  

différence T - t, si la valeur numérique de cette 
à celle du rapport 

D'ailleim il est clair que ce dernier rapport surpassera toujours, abstrao 
tion faite du signe, le rapport (39) et à plus forte raison sa moitié, si l'on 
suppose i < 2 ,  le rapport (40) et à plus forte raison sa moitié, si l'on s u p  
pose i > a. E u  effet on aura, dans la premiere hypothèse, 

1 .  1 
mod. - i - I  > I > -  2' ' 

et dans la seconde hypothèse, ii > (i - I ) ~ ,  par conséquent 
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( 365 ) 
Doncle tt~éoreiiie l e r  se vérifie à L'égard de l'équation ( 3 4 ) ;  et même de 
ce qu'on vient de dire il rCsiilte que, pour une équation différentielle de 
cette forme, on obtiendra encore une limite supérieure à la valeur iiumé- 
rique que r - t  peut acquérir dans la formule (30), si à L'équation (33) 
on substitue la suivante 

mod. (r- t) = 1 

$ (z + G)' 
A - 

Cette remarque s'applique pareillement aux équations différentielles 

dx = ~ - ~ c l t ,  dx = eizdt, d x  = e-'"dt, etc., 

dont il est facile de calculer directement les intégrales. 
Concevons à présent qoe, dans le second membre de I'équatioii ( I O ) ,  

la foriction X renferme à la fois x et t ,  en sorte qu'on ait 

(45) X = q x ,  t ) .  

Alors l'intégrale de l'équatiori ( I O )  sera fournie par la formule (33) oii 
(92) du 5 II, c'est-à-dire, par l'équation 

dans laquelle on aura, i 

3" 
0"1J(x) = kf (x , t '" ) j7 (x) > et par suite 

o V o y ( , ~ ) = k f ( 5 ,  tfl)$(x, f l f " ( 3 c )  f $(x, tv)c(?1) 
dx f ( X I ?  

o 'of 'p f (x)  = 4 (x, t') 4(x, t") 4 (x , t'")y" (x) 

(49) 

\ etc. 
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D'autre part, comme, dans les intégrales définies que renferme le seconcl 
membre de la formule (46), les variables 

t', t", t",. . . 
devront rester comprises, la première entre les limites T et t ,  la seconde 
entre les limites r et  t', la troisième entre les limites T et t", . . ., i l  est 
clair que ces variables resteront toutes comprises entre les limites T et t ;  
d'où il suit qiie chacune d'elles pourra être représentée par une expres- 
sion de la fornie 

t  + - t ) ,  

g désignant un nombre renfermé entre les limites O ,  1. Cela posé, si, la 

valeur de 2 étant toujours celle que dkterrnioe la formule ( 5 ) ,  on repré- 
sente par 

la plus grande valeur que puisse acquérir le module de la fonction irnagi- 

riaire $[x + X, t + O(T - t ) ]  , lorsque dans 2 on fait varier l'angle p, 
sans changer la valeur de  r, ni celle de O ; si d'ailleurs on nomme O celle 
des valeurs de 8 pour laquelle le module (50) devient le plus grand pos- 
sible, et n un nombre entier quelconque, on tirera successivement de la 
formule ( 5 )  

d n P ( x ,  t " )  d (r- l ) niod. a- 1). -pi--- r ~ g [ x + G ,  t+@(r- t ) ] ,  

\ etc.; 

puis de ces dernières formules combiiiées avec les équations ( 4 7 ) ,  (@), 
(4 9) , . . . , on conclura 

mod. O l f ( x ) < & , . r ~ $ [ x + &  t + @ ( r - t ) ] .  rhj(x4$,  

mod. nln"J(x) < r . ( r~$  [x+,, t + @ ( ~ - t ) ]  ) r ~ j ' ( x + i ) ,  

mod. o'o"o'"~(.T) < 9 1 3 { r ~ ~ [ î c + > ,  t+@(r-t ) ] )  r ~  f (x-G) ,  
etc., 
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( 367 ) 
a,, A,, As ,. . . étant des fonctions de r qui coïncideront avec celles que 
fournissent les équatioris (1  ;). 11 ne pouvait d'ailleurs en être autrement ; 
car, lorsqii'on réduit la foiiction s (x, tj  à 9(x), les formules ( 5 2 )  doivent 
coïncider avec les formules (16); et cela arrive effectivement, mais sous 
la condition que les valeurs de A , ,  A,, A,, . . . restent les mêmes dails 
ces deux systèmes de formules. Donc, clans les fortnules (32) ,  conlnle 
dans les forniules (16), la valeur générale de A, sera celle q u e  fournit la 
formule (a I ) ,  et les formiiles (52) donneront, pour une valeur quelconque 
de n ,  

ou, ce qui revient au même, 

Donc, eu égard aux formules (93) du  5 II, le terme général de 1:i serie 
comprise dans le second membre de la formule (46) offrira une valeur 
numérique inférieure à celle du produit 

et à plus forte raison à celle du produit 

Donc enfin la série en questioii sera convergente, si l'on a 

et alors le reste de la série réduite à ses n premiers termes offrira utie 

valeur numérique inférieure a u  produit 

II est important d'observer que le module r de X doit être tel, quechacuiie 
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des fonclions 

demeure finie et continue, quel que soit l'angle p, pour la valeur attribuée 
à ce module et pour une valeur plus petite. Il sera d'ailleurs avantageux 
de choisir ce même module, de telle sorte que la limite assignée par la for 
mule (57) à la valeur numérique de  r - t soit la plus grande possible. 

Si l'on pose en particulier f (x) = x, l'équation (46) donnera 

et le reste de la série comprise daris le second membre de la formule (60) 
sera inférieur, abstraction faite du signe, à 

On peut donc énoncer la proposition suivante. 
2" Théorème. Slipposons que,  la variable t et la fonction x de cette va- 

riable étant liées entre elles par l'équation différentielle 

l'on nomme une nouvelle valeur de la fonction X ,  correspondante à une 
noiivelle valeur T de la variable t ;  sera développable par la formule (60) 
cn une série convergente, si la formule (57) est vérifiée, c'est-&-dire si la 
valeiir numérique de la différence T - t est inférieure à celle que déter- 
mine I'équatioii 

la valeur du module r de 2 étant assiijétie à la seiile condition que la 
fonction 

~ [ x + G ,  t +  e ( ~ - t ) l  

demeure finie et continue, quel que soit l'angle p :  pour cette valeur de r, 
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( 3% 
et pour une valeiir plus petite. Alors le reste de la série réduite à ses n 
premiers termes sera inférieur, abstraction faite du signe, au produit (61). 
Alors aiissi une fonction qrielcorique de t, désignée par 

sera elle-même développal~le par la formule (4G) en iine série convergente, 
et le reste de cette série sera inférieur, abstraction faite (111 signe, au 
produit (08),  si le modiile r est assujéti à la double condition que les deux 
fonctions 

f ( x t &  +x, t +  q- t ) ]?  
demeurent finies et continues, quel que soit l'angle p ,  pour la valeur at- 
tribuée à ce modiile et pour une valeur plus petite. 

Pour montrer une application des formules qu'on vient d'établir, con- 
cevons que l'équation (62) se réduise à 

i désignant iine quantité positive quelconque. On aura, dans ce cas, 

Si l'on suppose x + t positif, afin que 9 (x, t) soit réelle, et 

,l- < t ;  
la fonctiori 

ne restera continue pour 8 = O,  qu'autant que l'on aura 

Alors on trouvera 

et, en nommant O la valeur de 8 pour laquelle l'expression !c7) devient la 

plus grande possible, on aura O = r , 

La plus petite valeur que puisse acquérir  cette dernière quantité, eu 

Ex. d'An. ri de Ph. M a ~ h .  49 
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( 37" ) 

Gard à la condition (66), sera celle qui correspond à r = x i- t ,  savoir, 

ou celle qui correspond à r = - + T  savoir, 
L- 1' 

" +* c'est-à-dire, en suivant que x + t sera inférieur ou supérieur à - 
2 -  1 '  

d'autres termes, suivant que le nombre i sera inférieur ou supérieur à 
l'expression 

Si, pour fixer les idées, on suppose le nombre i inférieur :à a ,  il sera 
inférieur, à plus forte raison, à l'expression (71); e t ?  en remplacarit dans 
la formule (63) le coefficient de T -t par le produit (69), on réduira 
cette formiile à 

L'équation (7a) est évidemment vérifiée par une valeur positive de T com- 
prise entre les limites r = t , r = a , qui, substituées dans le premier 
membre, le rendent successivement nul et infini. II y a p h :  comme on 
a gknéralement 

(a.: +t+~>'+'- (zx + 2t)'+' 

i+ i 
= J * ( 2 r + t + : ~ ) ~ d r  ( ( T - t ) ( x r +  t +  r f ,  

il est clair que la valeur de T propre à vérifier la formiile (72) sera infé- 
rieure a celle qui vérifie la condition 

c'est-à-dire à la limite 
1 - 

i + x  . i+ I 

4 
'2-2(3.+tJ-i] - ( 3 ~ + t ) ;  

donc elle sera comprise entre t et cette dernière limite, ce qui permettra 
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de la calculer facilement polir chaque système de valeurs attribiiées aiix 

variables x et t. Or, pour toute valeur de r inférieiire à celle qui vérifie 
l'équation (7a), mais silpérieiire a t ,  la série comprise dans le second 
membre de la formule (60) deviendra convergente, et offrira lin reste i i i -  

férieiir, abstraction 
m&me, à 

(73) 

faite du signe, à l'expression (61), ou, ce qui revient nu 

- t ) ( z x + t +  

[Ih 5 + 1  "il 
-. ( 2 2  + t ) .  

2 (T - 1)  (SX + t+ 7)' 
1--  

x 3 - 1  

Donc alors la Eormule (60) fournira l'intégrale générale de l'éqiiatiori (64), 
et; l'on pourra dire combien de termes on doit conserver dans le second 
membre de cette formule, pour obtenir la valeur de  avec un degré donné 
d'approximation. Ces conclusions siibsistent, quel que soit le nombre dé- 
sigué par i. Toutefois, dans le cas où ce nombre devient considérable, il 
est avantageux de remplacer dans la formule (63) le coefficient de T - t ,' 
non par le produit (69), mais par le produit (70). En opérant ainsi, à la 
place de l'équation (72), on obtient la suivante 

que vérifie une valeur de r inférieure à celle qui remplit la condition 

par conséqcient une valeur de T inférieiire à la limite 
1 

La valeur de .r en question surpassera notablement, si i devient consi- 
dérable, celle qui vérifierait l'équation (72); et une valeur plus petite, 
mais supérieure à t ,  rendra convergente la série que renferme la for- 
mule (60). Ajoutons que le reste de la même série sera inférieur, abstrac- 
tion faite du signe, au produit 

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



( 372 1 
, L'application des principes ci-dessiis exposés peut etre facilement 

étendue à un systènîe quelconque d'équations différentielles entre une 
variable indépendante t et des fonctions z, y, z , .  . . de ces ménies va- 
riables. Effectivement, soit 

f(.r, y,  Zr..) 

ilne fonction quelconque des variables réelles ou imaginaires 

Soient d'ailleurs - - -  
2, y, z , .  . . 

des variables imaginaires dont les modules soient respectivement 

r, rl,  r",. . . , 
en sorte qu'on ait 

,UV=; - #V" - 
z = re , y = r'e , z = rue 

yvv= 
(76)  > - - -  7 

p, pl, p",. . . étant des arcs réels; et supposons les modules r, r', r",. . ., 
choisis de maniire que la fonction 

reste finie et continue, quels que soient les arcs p, p', p", . . . , pour les 
valeurs attribuées à ces modiiles ou pour des valeurs plus petites. On tirera 
successivemerit de la formule (3) 

etc., 

par conséquent 

Pareillement on tirera de la formule (4, en désignant par A ,  k, I ,. . . des 
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nombres entiers quelconques, 

puis en indiquant, suivant l'algorithme du  calciil des limites, à l'aide de  
la caractéristique A et par la notation 

la plus grande valeur que puisse acquérir le niodu!e de la fonction ima- 
ginaire 

f(x+rr:, y+>, z + L . . ) ,  
- a -  

lorsque J a n s  x, y, z , .  . . on fait varier les angles p, p', p",. . . sans chan- 
ger les niodules r, r', r", . . . , oii conclura de la formule (78) 

o u ,  ce qui revient au  même, 

dh+k+l.*. ~(x,Y,z,.. ,) -<(-, ) h+-k+l ... dh+ktZ. . . (rrJ, .~.  , .)-r 

ta') &IL dJln dzt, - rr'r "...- ... A f(x+x,y+y, z+i..,). 
drh dr 'kdr"l .  . . 

Cette dernière formule subsiste, lors même que les nombres etitiers 12, 
A., 1,. . . ou  quelques-uns d'entre eux se réduisent à zéro. Il est d'ailleurs 
une remarque irnportante faire. C'est que,  pour obtenir au signe près le 
second niembre de la formule (8r), il siiffit de prendre 

rr 'r".  . . 
f(xt y, z , .  . .) - -- 

x y z . .  . R '  

puis d'effectuer Ies tlifféreiitiations indiquées dans l'expression 

e t  relatives aux variables 2, y ,  x ,  . . . , comme si R désignait une constmte 
011 iine quantité indépendante de ces variables, sauf à poser après les 
di fférentiations effectuées 

(83) R = ~ f ( r + z ,  y+F "+;, . . . ) ,  

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



( 374 1 
et hors de la fonction R ,  

Considérons maintenant unsystème d'équations différentielles de la forme 

(85) dx = xdt,  dy = gdt, dz = %dt, ... 
Si, 

(86) U = f'(x, y, z,. . .) 
étant une fonction des seules variables x ,  y, z ,  . . . , on peut en dire au- 

tant des fonctions 
X , T , %  ,..., 

en sorte qu'on ait 

une intégrale générale des équations (85) sera fournie par la formule (39) 
du II, c'est-à-dire par l'équation 

dans laquelle on aura 

Cela posé, il est clair que, clans le polynome représenté par o"J(x, y,  z, ...), 
un terme quelconque sera le produit de plusieurs facteurs égaux ou  iné- 
gaux dont chacun coïricidera soit avec l'une des fonctions 

(90) Jlx, Y,  " v a . ) ,  @ (x, Y, +-) 7 X (x, Y, z ,...) , * (x,  y, z ,... ), etc. , 

soit avec l'une de leurs dérivées des divers ordres prises par rapport à une 
ou à plusieurs des variables x, y,  3 , .  . . ; et, pour obtenir une limite 
supérieure au moclule de ~ " j ' ( x ,  y,  2 , .  . .), il suffira évidemment de 
remplacer chacun des facteurs en question par une limite supkrieure a 
son module. On y parviendra, à l'aide de la formule (8 r ) ,  et  en substi- 
tuant successivenient dans cette formule, ail lieu de f (x, y, 2,. . .), cha- 
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eune des fonctions (89). En opérant ainsi, l'on obtiendra pour limite su- 
périeure ,ail module du polynome représenté par 

un second polynome que nous désignerons par 

et qui, en vertu de la remarque précédemnierit faite, se déduira facilement 
d u  premier. En effet, pour avoir, au signe près, la valeur de K ,  il suffira 
de chercher ce que devient 

quand on y pose, avant les différeiitiations relatives à x, y, 2 , .  . , 
rr'r".. . 
XJZ ... A, 

puis, aprè9 les différentiations, 

D'autre part, comme, en ayant égard aux formules (gr) et (92), on trou- 
vera le polynome O" f (x, y, 2,. . . ) composé de termes tous positifs ou 
tous négatifs, suivant que n sera pair ou impair, il est clair qu'il suffira 
de multiplier par (- 1)" la valeur trouvée de na f (x, y, 2,. . .), pour 
en déduire celle de K. Si, pour abréger, on pose 

rr'r". . . 
S I - ,  

xyz. .  . 
o u  tirera de ta formule (89), jointe aux équations (92), 
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Alors aussi l u  formule [g 1 )  donnera 

J ( x ,  y ,  z ,...) = AS, 
et l'on en concl~ira 

nn f (x, y, z ,...) = AOns = Aj'(x+ 2 ,  z + . ,  ...). uns 

Par suite on aura 

(97) K = S , ~ f ( x + s ,  z + ;  ,... ), 
pourvu que l'on désigne par s, ce que devient l'expression 

(93) (- 1)" 0"s 

quand on a égiird aux formules (961, (84) ,  (93) et (94). Il reste à déter- 
miner 8,. Or, si l'on représente par u , v, -  w , . . . des fonctions quelcon- 
ques de x, y,  a , .  . . , on tirera non-seiilement de la formule (96), mais 

encore de la formule (8g), ou même des formules (36), (70), (85) du TI, 

(99) o ( u + v + w +  ...) =nu+uv+aw+ ..., 
( 1 00) O  (UV)  = UOV + vou, 

et de la formule (96) en particulier 

(101) osn = - ns" (2 

On trouvera en conséquence 

puis on en concliira, en posant, hors des fonctions A ,  c,. . . , 
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etc. , 

les valeiirs de W L ,  a, C, ... iitant déterminées par les formules 
part, comme oti aiira évidemment 

(94). D'autre 

les formules ( 1  0 4 )  dorineront 

S, = A l h i B e  
+ - m .  ' 

u5 e 
( 106) 3% < 3c;+;, + F  +-. .y,  

vd e 3 

8 3  < 15(;+7,+7+...), 

etc., 
et généralement 

~ P J  e 
('07) 3" < (; .+ 7 + + + ...y, 
N désignant le ni*"' t e m e  de la suite 

1 ,  2 $- i = 3 ,  6 + 7 + 2 = 1 5 ,  etc., 

c'est-à-dire -la somme des coefficieiits numériques compris dans le second 
membre de la ni'"' des équations (103). Or, ces coefficients conservant les 
mêmes valeiirs, ciuel que soit le nombre des variables 

2, y, 2 ,*m., 

il suffira, pour obtenir le nombre N ,  de consitlérer le cas où les for- 
mules (95), (96) se réduisent à 

EX. d'An. et de Ph .  IlTath. 
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Alors la n i c u l #  des équations (103) donnera 

( 1 09) (- 1)" on$ = Nsn+I (:y, 
et ,  cornnie on tirera directement des formules (108) 

on  conclura des formules ( r  og), ( i IO) comparées entre elles 

Cela posé, la formule (107)  deviendra 

et l'on tirera de  la formule (97) 

les valeurs de  .A,, a, G, ... étant toujours celles que déterminent les for- 
mules (94). Ainsi, K,  qui représente une limite supérieure au rnodule 
de nnf'(x, y, a,...), ne pourra surpasser le second membre de la for- 
mule ( 1  13), qui représentera encore une semblable limite. Il en résulte 
qiie le terme général de la série qui constitue le second niembre de l'é- 
quation (88), savoir, 

offrira une valeur nuniérique inférieure a celle du produit 

par conséquent A celle du produit 

Donc les différents termes de  la sbrie en question offriront des valeurs 
numériques inférieures à celles des termes correspondants de la progres- 
sion géométrique qui aurait pour terme général le produit ( I  16). Or cette 
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progression sera convergente, si 1'011 a 

ou,  ce qui revient au niême, eu égard aux formules (94,  

et alors, si l'on remplace la somme de la série par la somme de ses n 
premiers termes, le reste la série, ou L'erreur cornmise, sera inférieur, 
abstraction faite du signe, au reste de la progression géométrique, c'est- 
à-dire à 

Si l'on suppose en particulier 

f (x, y, z,...) = x, 
la formule (88), réduite à 

(r - 1)' 
(lad) ~ = x + ( T - ~ ) o x + -  1.2  O'X + (y3 1 . 2 . 3  a32 + etc., 

deviendra semblable à la formule (30), et le reste de la série comprise 
dans le second membre offrira un module inférieur à 

On peut donc énoncer la proposition suivante. 
3' Théorème. Supposons que la variable t et des forictioiis 

(le cette variable, étant liées entre elles par les équations diff6rentielles 

(1 22) dx= (x,  y , z ;  ...) dt ,  dy=X(x ,  y, z ,... )dt, dz=*(x,y,z ,... )nt ,..., 
50.. 
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1'011 nomme 
E ,  f l ,  c:. . 

de  nouvelles valeurs de 
2, y, z,..- 

correspondantes à une ~iouvelle valeiir T de la variable indépendante t ;  

seront développables par la formule (120) et autres sembtables en séries 
convergentes ordonnées suivaut les puissances ascendantes de la différence 
T - t, si la formule ( r  18) est vkrifiée, c'est-à-dire si la valeur numérique 
de la différence T - t est inférieure à celle que détermine l'équation 

les modules r, r', r", ... des expressions imaginaires 

étant choisis de nianière que les fonctions 

demeurent finies et continues, quels que soient les angles p, pl, pl1, ... 
pour les valeurs attribuées à ces moduïes et  pour des valeurs plus petites. 
Alors le reste de chaque série, réduite à ses n premiers termes, sera infé- 
rieur, abstraction faite du signe, au produit ( I ~ I ) ,  ou à celui qu'on en 
déduirait en remplapnt 

(2 + 2 )  
par l'une des quantités 

Aloi~s aussi une fonction qiielconque de e ,  il, ,... désigilke par 

sera elle-même développable en une &rie convergente ordonnée suivant 
les puissances ascendantes de T - t , et le reste de cette série sera infé- 
rieur, abstraction faite du signe, au produit ( 1  rg), si pour les valeurs 
attribuées aux modules r ,  r', r",.,. oii polir des valeurs plus petites, la 
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fonction - 
j'(x-i-2, y +  y, z-1- z, ...j 

demeure finie et  continue, aussi bien q u e  les fonctions ( r  2 4 ,  quels que 
soient d'ailleurs les angles p, p?, p", .... 

Si, dans les formules (85), les fonctions 

renfermaient explicitement la variable t, des raisonnements pareils à ceux 
par lesqiiels nous avons établi le théorème 2 fourniraient, au lieu du  
3e théorème, celui que nous alloris honcer .  

4" Théorème. Supposons que, la variable t et des fonctions x , y, 2,. .. 
de cette variable étant liées entre elles par les écpations différentielles 

dx = @(x7 y, z ,..., t )& ,  dy = X ( x ,  y, a ,..., t )d t ,  
(1.a f 

d 
dz = 9 ( x ,  y7 z ,..., t ) d t ,  etc., 

correspondqntes à iine nouvelle valeur T de la variable t. Coiicevons d'ail- 
leiirs que 

u =$(x, y, z , . . . )  

4tant une fonction quelconqiie de x , y, z ,  on pose, pour abréger, 

et que l'on désigne par 

d u ,  O"U, O ~ U ,  etc., 

ce que devient OU quand à la variable t on substitue d'autres variables 

t', t", t1'I,. . . 
Soient encore 

O ,  or ,  d", . . . 
des nombres inférieurs à l'unité, et supposons les modules 
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des expressions imaginaires 

- pv'Y - , +v= - 
x =  re , y = r e  , z = r e  , etc., 

, P" v=Ï 

choisis de manière que chacune des fonctions 
- 

op+;, y + z +  2 ,-.., t 3. 9(.r - t)],  - 

('27) X[x +O%,  y +j, z + z ,..., t +P(r - t)],  - 
*[x+%, y + j - ,  z + z ,..., t + O " ( r -  t ) ] ,  

etc. 

demeure finie e t  continue, quels que soient les angles p, p', p",. . ., pour 
les valeurs attribuées à ces modules et pour des valeurs plus petites. Enfin 
posons 

A indiquant, suivant la notation d u  calcul des limites, le plus grand mo- 
dule que puisse acquérir chaque fonction, quand on  fait varier les angles 
p, p', P'' ,..., sans changer r, r', ru,.  . ., et 

O, O', O", . . . , 
représentant les valeurs qu'il faut attribuer à 

pour que chaque module devienne le pliis grand possible. 

E ,  v ,  c,..., 
seront développables en series convergentes par la formule 

et autres semblables, si la valeur numérique de T - t  est inférieure a 

celle que détermine l'équation 

Alors le reste de chaque série réduite à ses n premiers termes sera infé- 
rieur, abstraction faite d u  signe, au  produit ( I  2 I )  , oii a celui qu'on eri 

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



déduirait en remplaqant 

A ( X + X )  
par l'une des quantités 

les valeurs de A ,  a, e, ... étant toujoiirs déterminées par les équations 
(128). Alors aussi la fo~ictiori 

sera elle-même développable en série convergente par la forn~ule 

et le reste de cette dernière série sera inférieur, abstraction faite du signe, 
au produit (1 I 9) , si pour les valeurs attribuées aux modules r, r', r ",. . . , 
ou pour des valeurs plus petites, la fonction ' 

demeure finie et continue aussi bien que les fonctions ( l a : ) ,  quels que 
soient d'ailleurs les angles p , p', pu, .... 

Dans l'application des théorèmes 3 et 4, il est avantageux de choisir les 
niodules r, r', r", ..., de telle sorte que la limite assignée au module de T-t, 

e t  cléterminée par la formule (123) OLI (130), soit la plus grande possible. 
Les principes a l'aide desquels nous avons établi le 3" tliéorème four- 

nissent encore le moyen de fixer des limites supérieures aux valeurs 
numériques que peuvent acquérir les quantités représentées par T - t et 
par p - r dans les formules (7 1 )  et (86) du § II, sans que les séries com- 
prises dans ces formules cessent d'être convergentes, ainsi que des limites 
supérieures aux restes de ces mêmes séries. On obtiendrait alors de nou- 
veaux théorèmes entièrement semblables au théorème 3. Ajoutons que  ces 
nouveaux théorèmes, coirime ceux que nous avons ici énoncés, peuvent 
être facilement étendus au cas où les variables et les fotictioiis comprises 
dans les équations différeritielles données deviendraient imaginaires. 

En résumé, les formules qni précèdent transforment eri une théorie 
compléternent rigoureuse l'intégration par série d'un système quelconque 
d'équations diffc5rentielles. 

Dans de nouveaux Mémoires je montrerai comment on peut déclilire 
du calcul des limites diverses méthodes analogues à celle que je viens 
d'exposer, et comme elle propres à fournir des règles sur la convergence 
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des séries qui représenteiit les intkgrales des équations différentielles, 
ainsi que des limites supérieures aux restes de ces mêmes séries; j'établi- 
rai d'ailleurs de nouveaux tliéorèmes relatifs à la détermination des qrian- 
tités que je désigne B l'aide de la caractéristique A. Enfin j'appliquerai la 
métliode ci-tlessiis exposée, et le 4' théorème en particulier, à I'intégra- 
tion des équations différentielles qui expriment les mouvements simul- 
tanés des astres dont se compose notre système planétaire. 

Post scriptum. - DaiisJes Comptes rendus des séances de L'Académie des 
Sciences, j'ai (loriné quelques nouveaux développements aux principes que 
rekiferrne le précédent Mémoire, lithographié à Prague en l'année 1835. 
J'ai désignk, sous le noin d'équation caract~ristique, l'équation dérivle 
partielle qui peut remplacer un système d'équations différentielles, et soiis 
le nom d'intégrales principales, les intégrales générales de ce système, re- 
prksentées par des intégrales particulières de l'équation caractdristiqiie. 
Ainsi, par exemple, siiivant ces définitions, la formule(r8), dans le second 
paragraphe, sera l'équation caractéristique corresporidante au système des 
équations (2), et chacune des forinules ( 8 )  du même paragraphe, sera Urie 
des intégrales principales de ce système, toutes comprises sous la forme 
que présente l'équation ( 1  3). Eri d'autres termes, une intégrale principale 
d'un système d'éqiiations différentielles réduites à des équations du pre- 
mier ordre, sera une intégrale générale qui donnera la valeur d'une serile 
constante arbitraire exprimée en fonction des diverses variables. 

On peut voir, dans le 3" chapitre d!i second livre de la Mkanique céleste, 
avec que!le facilitél'intégration d'me seule équation aux dérivées partielles 
hnrriit cinq intégrales générales di1 mouvement elliptique. On a ainsi, dans 
l'Astronomie, un premier exemple des avantages que présente la considé- 
ration de l'éqiiation linéaire que j'appelle caractéristique. La lecture di1 
précédent Mémoire siiffira, je l'espère, pour montrer tout le fruit que l'on 
peut retirer (le cette considération. Si d'ailleiirs l'on songe à la rigueur et 
i la sirnplicitk cles méthodes appliquées ci-dessus a l'intégration par séries 
des équations linéaires, or1 se trouvera naturellemerit amené à cette coii- 
clusiori , q u e ,  daris l'exposition des principes d u  calcul intégral, L'intégra- 
tion d'une équation différentielle, ou d'une équation aux dérivées par- 
tielles, qui renferme une seule -fonction incoiiriiie d'une ou de plusieurs 
variables, doit précéder l'intégration des équations simultanées qui ren- 
ferment plusieurs fonctions inconriues même d'une seule variable, et qu'en 
oiitre l'intégration cles équations linéaires d%t  toujoiirs précéder celle des 
équations non liiiéaires. 
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L'ÉLIMINATION D'UNE VARIABLE 

ENTRE DEUX ÉQUATIONS ALGÉBRIQUES. 

Considérations générales. 

Euler et Bezout ont reconnu que, dans l'élimination d'une variable 
entre deux équations algébriques, Ia multiplication peut être substituée à 
la division. Il y a plus : ces auteurs ont exposé trois méthodes remarquables 
d'élimination, toutes trois indépendantes de la division algébrique. 

Une première méthode d'élimination, qui se trouve exposée par Euler 
dans les Mémoires de l'Académie de Berlin des l'année I 748, et qui, au 
jugement d'Euler, pourrait être attribude à Newton lui-même, consiste à 
remplacer deux équations algébriques d'un même degré n par deux équa- 
tions algébriques du degré immédiatement inférieur n - 1. Si, avec un 
auteur anglais M. Sylvester, on nomme équations dérivées, toutes celles 
qui se déduisent du système des deux équations données, les deux nou- 
velles équations seront deux dérivées du degré n - I ;  savoir, celles qu'on 
obtient lorsque I'on combine entre elles, par voie de soustraction, les 
deux équations algébriques données, après avoir multiplié chacune d'elles 
par le premier et par le dernier des coefficients que renferme l'autre. 

Cette première méthode est d'ailleurs applicable au cas même où les 
degrés des équations algébriques données sont inégaux, attendu qu'une 
équation d'un degré inférieur à n peut être considérée comme une équa- 
tion du  degré n, dans laquelle les coefficients de quelques termes se ré- 
duisent à zéro. 

Suivant une seconde méthode, donnée à Paris par Bezout et à Berlin 
par Euler dans les Mémoires de l'Académie de 1764, pour éliminer une 

E x .  d'An. et de Ph. Math. 5 i 
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inconnue x entre deux équatious algébriques données dorit les degrés sont 
n et rn, il suffit de  combiner ces équations entre elles par voie d'addition, 
après les avoir respectivement multipliées par deux polynomes dont le pre- 
mier soit dti degré m- I ,  le second du degré n - I ; puis de choisir les coef- 
ficients de ces polynomes de manière à faire disparaître dans l'équation 
résultante toutes les puissances de xL L'élimination de x entre les deux 
équations algébriques données se réduit donc à l'élimination des coefti- 
cients dont nous venons de parler, entre les équations linéaires auxquelles 
ces mêmes cofficients doivent satisfaire, c'est-à-dire, en d'autres termes, 
au calcul d'une fonction alternée, formée avec les coefficients des deux 
équations algébriques, et l'on est ainsi conduit immédiatement à la règle 
d'élimination énoncée par M. Sylvester, dans le numéro i O I du Philoso- 
phicul Magazine (février 1840). La fonction alternée dont il s'agit est d'ail- 
leurs, comme l'a remarqué M. Richelot, et comme on devait s'y attendre, 
celle qrii se déduit directement d e  t'éliminatiori des diverses piiissances 
de x entre les équations algébriques données et ces mêmes équations 
respectivement multipliées par celles de ces puissances dont les degrés 
sont inférieurs aux nombres rn ou n. 

En examinant de prés les deux méthodes d'élimination que nous ve- 
nons de rappeler, et  les comparant l'une à l'autre, on reconnaît aisément 
que la première méthode introduit dans le premier membre de l'équation 
finale des facteurs qui sont naturellement 6tranger.s à cette même équa- 
tion. Il rîen est pas de même de la seconde méthode. Mais la fonction 
alternée, dont celle-ci exige la formation, résiiltera. d'une élimination ef- 
fectuée entre m -f- n équations linéaires, m, n étant les degrés des équa- 
tions algébriques données; et sera par conséquent de l'ordre m + n ,  si l'on 
mesure l'ordre d'une fonction alternée par le nombre des facteurs con- 
tenus dans chacun des termes dont elle se compose. D'ailleurs, pour une 
fonction alternée de l'ordre n, le nombre des termes serait égal au produit 

Donc, pour une fonction alternée de l'ordre n + in, le nombre des termes 
sera représenté généralement par le produit 

1.2.3. . . ( m + n ) .  

Or ce produit devient très grand pour des valeurs même peu considérables 
de m et de n. Si, fixer les idées, on suppose 
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c'est-à-dire, si les équations algébriques données sont l'une et l'autre dii 
quatrième degré, ~e-~rernier membre de l'équation finale sera une fonc- 
tion alternée du  huitième ordre, e t  qui, en raison de  cet ordre, devrait 
renfermer 

1.2.3.4.5.6.7.8 =ho320 

termes. Il est vrai que sur ces 40320 termes beaucoup s'évanouissent. Mais 
la recherche des valeurs et  surtout des signes des termes qui rie s'éva- 
nouissent pas demandera trop d'attention, et le nombre même de ces 
termes sera encore trop considérable pour que l'on n'arrive pas sans beau- 
coup de peine à former la fonction alternée du  huitième ordre, qu'il s'agis- 
sait d'obtenir. 

Comme le nombre des termes d'une fonction alternée décroît très ra- 
pidement avec l'ordre de cette fonction, il est clair que, si le premier 
membre de l'équation finaIe peut être représenté par deux fonctions alter- 
nées d'ordres différents, formées avec deux systèmes de quantités déter- 
minées, ceIfe de ces deux fonctions, qui sera d'un ordre moindre, sera 
aussi généralement la plus facile à calculer. Or, comme Bezout I'a fait voir 
dari son Mémoire de 1764, Ie problème de l'élimination d'une inconnue x 
entre deux équations algébriques données peut être réduit ?I la formation 
d'une fonction alternée dont l'ordre ne surpasse pas le degré de chacune 
de ces équations, et  cette réduction peut être effectuée sans qu'aucun fac- 
teur étranger se trouve introduit. C'esr même par un procédé très simple 
qiie Bezout rédiiit généralement l'élimination de x entre deux équations 
algébriques du  degrkn, à la formation d'une seule fonction alternée de 
l'ordre n. Si, pour faciliter les calculs, on dispose en carré les diverses quan- 
tités dont cette fonction alternée se compose, les quantités situées sur une 
diagonale seront les seules qui ne se trouveront pas répétées, et les autres 
seront deux à deux égales entre elles, deux quantités égales étant toujours 
placées symétriquement de part et d'autre de la diagonale dont il s'agit. En 
conséquence l'équation finale, telle qiie Bezout l'obtient, a pour premier 
membre une fonction alternée de l'ordre n ,  formée avec des quantités 
dont le nombre se trouve représenté simplement par la somme 

Par suite aussi le nombre des termes distincts, dont se cornposecette foric- 
tion alternée, s'abaisse au-dessous du produit 
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plusieurs de ces termes étant Cgaux deux à deux, et deux termes égaux 
pouvant être toujours réunis l'un à l'autre, de manière à former un seul 
terme qui renferme l'un des facteurs numériques 

Si, pour fixer les idées, on suppose que les deux équations algébriques 
données soient du quatrième degré, le premier membre de l'équation 
finale, obtenue comme on vient de le dire, sera représenté non plus par 
une fonction alternée du  huitième ordre, c'est-à-dire de l'ordre de celles 
qui renferment généralement 4 d a o  termes, mais par une fonction alter- 
née du quatrième ordre, et qui en raison de cet ordre, devra renfermer 
seiilemerit 24 termes. Ajoutons même que ces a4  termes se réduiront ii I 7, 
quatorze étant deux à deux égaux entre eux. 

Il est encore essentiel d'observer que la fonction alternée dont il s'agit 
est du genre de celles que l'on obtient quand on élimine diverses varia- 
bles x ,  y, s, ..., entre les diverses dérivées d'une équation homogène du 
second degré, et par conséquent, du genre de celles qui expriment que 
l'un des demi-axes d'une ellipse ou d'un ellipsoïde devient infini, i'ellipse 
se transformant alors en une droite,. ou i'ellipsoïde en lin cylindre. 

C'est d'abord aux deux méthodes d'élimination ci-dessus rappelées, puis 
ensuite à la méthode abrégée de Bezout, que se rapporteront les deux pre- 
miers paragraphes de ce Mémoire. Dans le dernier paragraphe, je déduirai 
d'un théorème donné par Euler une quatrième méthode qui offre de grands 
avantages, quand les degrés des équations données ne se réduisent pas à 
des nombres peu considérables. 

5 1". Milhodes d'élimination, de Bezour et d'Euler. 

Soient 

(11 f(x) = O ,  F ( x ) =  O, . 
deux équations algébriques, la première du degré n , la seconde du degré 
m = ou < n. Suivant la méthode donnée à Paris par Bezout et à Berlin 
par Euler en l'année 1764, pour éliminer x entre les deux équations don- 
nées, il suffira de les combiner entre elles par addition, après les avoir 
respectivement multipliées par deux polynomes 
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dont le premier soit du degré m - I , le second du degr4 la - 1 ,  puis de 
choisir les coefficients de ces polynomes de manière à faire disparaître, dans 
l'équation résultante, toutes les puissances de x.  Supposons, pour fixer 
les idées, que les fonctions f (x), F (x) soient l'une du troisième degré, 
l'autre du second, en sorte qu'on ait 

Alors u ,  v devront être de la forme 

et, si l'on élimine x entre les deux équations 

l'équation résultante sera précisément celle qu'on obtiendra, lorsqu'on 
choisira les coefficients 

P, Q, r7 P, Q 
de manière à faire disparaître x de la formule 

par conséquent de la formule 

que l'on peut encore écrire comme il suit : 

Les valeurs de 
pi ~7 r7 P, Q 

qui remplissent cette condition sont celles qui vérifient les équations li- 
néaires 

a P  + *P - 0 9  

bP + aQ + B p  + Aq - - 0 ,  
(4) cP 7. b Q +  C p  + B q  + A r =  O ,  

dP + cQ + C q + B r = o ,  
' dQ + C r  = o. 

Donc, pour obtenir la résultante cherchée, il suffira d'éliminer les coef- 
ficients 

P, Q ,  p, Q, r, 
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entre les éqtrationç (41, ou, ce qui revient an même, d'égales à zéro la fonc- 
tion alternée formée avec les quantités que prdsente le tableatr 

On arriverait encore ailx mêmes conclusions en partant de la formule (3). 
En effet, choisir les coefficients P, Q, R, y,  q, r, de manière à faire disparaître 
de cette formule les diverses puissances 

de la variable x, c'est éItiminer ces puissances des cinq équations 

C'est donc égaler à zéro la fonction alternée formée avec les quantités que 
présente le tabIeau 

a, b, c, d, 0, 

0 7  a, 67 c,  d, 
(f-9 A, B, C, 0, 0, 

O, A, B, C, 0, 
0, O, A, B, C. 

Or cette fonction alternée ne différera pas de celle que nous avons déjà men- 
tionnée, attendu que, pour passer du tableau (5) an tableau (S), il suffit 
de remplacer les lignes horizontales par les lignes verticales, et récipro- 
quement. Ainsi la niéthode d'élimination indiquée à la fois par Bezout et par 
Euler en r 764, conduit précisément à la rkgle énoncée par M. Sylvester dans 
le no IO r du Philasophical Mdgazine (février I 840). On potlrrait même con- 
sidérer la règle dont il s'agit comme établie par Bezout dans le Mémoire 
de 1764, page 3 I 8. D'ailleurs la caasidération des équations (6) ou (7), 
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qui subsistent toujours en même temps que les équations ( r ) ,  et s'en dé- 
duisent immédiatement, fournit de cette règle une démonstration telle- 
ment simple, qu'elle peut étre introduite sans inconvénient dans les élé- 
ments d'Algèbre. 

Observons toutefois que l'ordre ou le degrk de la fonction alternée, 
dont cette règle exige la formation, c'est-à-dire le nombre des quantitésqui 
entrent comme facteurs dans chacun des termes dont cette fonction se com- 
pose, est toujours égal à la somme rn + n des degrés des deux équations 
données. Cette même somme, diminuée seulement d'une unité, représente- 
rait le nombre des puissances de x qui doivent être &minées des équa- 
tions (6) ou d'autres semblables, ainsi que le degré de deux de ces équations. 
On peut demander s'il ne serait pas possible d'arriver à l'équation résultante, 
à l'aide de  miiltiplications algébriques, enopérant de manière à ne pas intro- 
duire dans le calcul des puissances dexsupérieures à celles que renferment les 
deux équations proposées. Cette dernière condition se trouve effectivement 
remplie, lorsque l'on se sert pour effectuer l'élimination d'une ancienne 
méthode indiquée par Euler dès I'antiée r748 dans les Mémoires de 1'Aca- 
tlémie de Berlin. Suivant cette ancienne méthode, qu'Euler semble attri- 
buer à Newtori dans le Mémoire de 1764, étant données deux éqiiatioris 
en x d'un mème degré n ,  par exemple, les deiix suivantes 

ori commencera par leur substituer deux équations du degré ?z - 1 ,  

savoir, celles que l'on obtient en combinant par voie de souslrac- 
tion les deux premières, respectivement mizltipliées l'une par A , l'autre 

K k par a ,  ou  l'une par --, l'autre par -. Après avoir ainsi remplacé les deux 
X 

équations proposées par les deux suivantes 

(Ab -aB)xn-+ (hc -aC)~~-~+ .  . . +(Ah-aH)x+Ak-aK=o,  

(Ak -aK)xn-'4- (Bk - bK)xn-l+. . . + (Gk - gK)x + Hk- hK = O,  

on remplacera celles-ci à leur tour, à l'aide d'un semblable procédé, par 
deux équations du degré n - 2 ; et,  en continuant de la sorte, on finira par 
obtenir une seule équation du degré zéro qui sera la résultante cherchée. 

Pour s'assurer que la même méthode reste applicable à l'élimination 
de la variable x entre deux équations de degrés inégaux n et rn < n ,  il 
suffit d'observer qu'une équation de degré inférieur à n peut être envissgée 
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comme une équation du  degré n , dans laquelle les premiers coefficients se 
réduiraient à zéro. 

En examinant les deux formes sous lesquelles peut se présenter l'équa- 
tion résultante ou finale, suivant que l'on emploie pour l'élimination de x, 
l'une ou l'autre des deux méthodes que nous venons de rappeler, on re- 
connaîtra que le premier membre de cette équation, considéré comme 
fonction des coefficients 

a , b , c  ,..., b , B , C  ,..., 
est, dans le cas où  l'on se sert des polynomes multiplicateurs u et v,  une fonc- 
tion d u  degré m + n , et par suite, quand on suppose m = n,  une fonction 
du degré m. Au contraire, l'ancienne méthode substitue successivement 
à deux équations données, dont les premiers membres sont du degré n par 
rapport à la variable x, et du premier degré par rapport aux coefficients 

a , b , c  ,..., A , B , C  ,..., 
des équations diverses dont les premiers membres sont d'abord du degré 
n - I par rapport à x , et du second degré par rapport aux mêmes coeffi- 
cients ; puis du degré n - 2 par rapport à x, et du quatrième degré par 
rapport aux coefficients, etc. Donc i'écpation finale, déduite de l'ancienne 
méthode, sera du degré am par rapport aux coefficients 

a , ,  . A , B , C  ,... 
Donc, lorsque n surpasse 2,  I'ancienne méthode introduit dans l'équation 
finale un facteur étranger dont le degré est 

2" - Zn. 
On trouve dans l'ouvrage d'Euler qui a pour titre : dntroductio in ana- 
lysin inanitorum, et mieux encore, dans un Mémoire de M. Gergonne, 
l'indication de procédés que l'on peut employer pour débarrasser le pre- 
mier membre de l'équation finale du facteur étranger, ou même pour 
éviter l'introduction de ce facteur. Mais ces procédés exigent que l'on 
s'élhve graduellement du cas où l'on suppose n = a ,  au cas où l'on sup- 
pose n = 3, puis de ce dernier au cas où l'on suppose n = 4, etc.; et l'on 
peut, comme Bezout l'a fait voir, substituer aux deux méthodes d'élimi- 
nation ci-dessus rappelées, une troisième méthode qui, sans introduire 
aucun facteur étranger dans le premier membre de l'équation finale, ré- 
duit la détermination de ce premier membre à la formation d'une fonction 
alternée dont i'ordre ne surpasse jamais le degré de chacune des équations 
donnees. 
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5 I I .  Mhthode abrégée de Bezout. 

Soient toujours 

(1) f (x )  = O,  F(x)=o,  

deux équations algébriques, la première du degré n ,  la seconde du degré 
in = ou < n. On pourra supposer généralement 

f ( x )  = aoxn+ a,xn-'+.  .. .+a,,,x + a,, 

F ( x )  = boxn + b,  xn-' +. . . .+ ha-,x + bn, 

un ou plusieurs des coefficients , 

bo, bt, L..* 
devant être réduits à zéro, dans le cas oh l'on aurait m < n ;  et l'équa- 
tion finale, qui résultera de l'élimination de la variable x entre les 
formules (i), exprimera simplement la condition à laquelle les coeffi- 
cients 

a o ,  7 ,  a n ;  60, h , .  s a ,  bu, 

devront satisfaire, pour que les équations (1) soient vérifiées par une 
seule et même valeur de x. Voyons maintenant comment on devra s'y 
prendre pour effectuer cette élimination, c'est-à-dire pour éliminer des 
deux formules 

les puissances de la variable x ,  représentées par les divers termes de la 
suite 

xn, a.-,. . ., x. 
J'observerai d'abord que, pou? éliminer xn entre les équations (z), il 

suffit de combiner entre elles, par voie de division, ces deux kquations 
présentées sous les formes 

a,xn+a,xn-a + ... -f-aixl=-(al+,xx+t+ ...+ an-,x+a,), 

boxn + b, xn-1 + ... $I bl xi= - (bl+, x1+'+ ... + b,,, x + b,), 

i désignant l'un quelconque des nombres 

O ,  1, 2 ,...., n - 2 ,  n-1 .  

Es. d'An. et de Ph. Math. 
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On trouvera ainsi 

puis, en faisant disparaître les dénominateurs, 

Si, pour abréger, on désigne par 
Ak, 1 

le coefficient de xn-+, dans le premier membre de l'équation (4, on aura 
non-seulement , quels que soient k et Z, 

mais encore, pour k < 1, 

A o , i =  aobi+1- b o a l + l ,  
A l  , I  = a161+, - bl + A,, r + ~  
L,z = a S b l + l  - k a I + l  + A 1 j ~ + 1 9  

etc ..., 
et l'équation (4) deviendra 

Si, dans cette derniére équation, de laquelle laltihe puissance d e s s e  
trouve effectivement éliminée, on attribue successivement à Z les valeurs 

on obtiendra le système des formules 
.d 

A o , o x n - l  + A,,,  2"-' + - *+ An-,,, x t A,-, , ,  = O,  

A O , , x n - '  + A , , .  X ~ - ' + . . . + A , , ' _ , , ,  X + A . - , , ~  = O ,  1 etc.. . , - A,,,-,xn-'+ .A ,,.-, xn-'+. - .+ A ,-,,.-. xi- A, -, , ,- ,  - O ,  

dont la première et la dernière sont précisément celles que l'on emploie 
dans l'ancienne méthode d'élimination dont nous avons déjà parle (page 39 1). 

Cela posé, il est clair que I'on pourra éliminer d'un seul coup, entre les 
équations (8), les puissances de x représentées par les divers termes de la 
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progression géométrique 

L'équation finale, résultante de cette élimination, sera de la forme 

s étant la fonction alternée de l'ordre n, formée avec les quantités que ren- 
ferme le tableau r A O , O ,  A0,1,. . - .* ,  A 0 , n - . ,  A0 , "-1, 

A,,, t ,  A l ,  1 9 -  . . * , Ar , m-s, Al , n-1, 
( 1 4  . . . . . . . . a . . .  e . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .  

Ao , n-, Al, n-s 7 7 An-s, "-6, Ais-, , FA-1 9 

AO, "-1 AI,  n-1, - An-,, n-,, L I ,  "-1. 

C'est en effet ce que l'on conclura immédiatement des équations (8) , 
jointes à la formule (5). 

La méthode abrégée d'élimination, que nous venons de rappeler, ne 
diffère pas au fond de celle que Bezout a indiquée dans le  Mémoire de 

'764,  page 319. 
Il est facile de voir quel sera le degré de la quantité s ,  déterminée 

par cette méthode, et  considérée comme fonction des coefficients 

En effet, chaque terme de s renfermant n facteurs de la forme A,, l ,  e t  
chacun de ces facteurs étant du second degré, en vertu des équations ( 6 ) ,  
s ou le premier membre de l'équation finale sera nécessairement du de- 
gré an, tout comme dans le cas où l'on applique la règle énoncée par 
M. Sylvester. Il y a plus : on peut déjà pressentir la réalité d'une asser- 
tion qui sera plus tard changée en certitiide, savoir, que la valeur de s, 
fournie par la méthode abrégée, coïncide, au signe près, avec celle que 
fournirait la règle dont il s'agit. Effectivement, d'après cette règle, lors- 
qu'on suppose m = n, le premier membre de l'équation finale renferme 
une seule fois le terme 

a," b:. 
Or ce même terme, pris avec son signe ou avec un signe contraire, se re- 
trouve encore une seule fois dans la fonction aIternée & s formée à 
l'aide du tableau (IO), savoir, dans la partie de + s qui est représentée 
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et même dans la partie de ce produit qui, en vertu des formules 

se réduit simplement à la puissance 

11 importe d'observer que, dans le carré figuré par le tableau (6), 
les termes de la forme 

Al ,  I 

se trouvent tous situés sur une même diagonale, et que les autres termes 
sont égaux deux à deux, les termes égaux étant placés symétriquement par 
rapport à la diagonale dont il s'agit. Cette propriété du tableau (6) est une 
cons6quence immédiate de la formule ( 5 ) ,  et entraîne à son tour la propo- 
sition suivante. 

Théorème. L'équation finale (9) , qui résulte de l'élimination de x entre 
les équations (CI), est aussi celle que l'on obtiendrait en éliminant n va- 
riables 

x, y, 2 9 .  

entre les diverses dérivées d'une équation du second degré 

dans laquelle on aurait 

L'équation fg) est donc celle que l'on obtiendrait en assujétissant les va- 
riables x , y, a , .  . . à la condition 

(13) s = constante, 

et cherchant la relation qui doit exister entre les coefficients 

Q O , O , A O ,  ,,Ao,a,..., Al,  l , A l , . , . . .  7 A.. a , - * . ,  

gour qu'une valeur maximum ou minimum de la-fonction r, déterminée 
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par la formule 

devienne infinie. 

$ I I I .  Usage des fonctions symétriques dans h théorie de I'diminalion. 

Dans les paragraphes précédents, nous avons rappelé trois méthodes 
d'élimination; et, quoique deux de ces méthodes n'introduisent dans l'équa- 
tiori finale aucun facteur étranger, toutes deux, même la plus concise, la 
méthode abrégée de Bezout, deviennent a peu près impraticables, lorsque 
les degrés des équations données s'élèvent au-delh du  cinquième ou di1 

sixième; à moins que l'on n'ait recours, pour la formation des fonctians 
alternées, à des artifices de calcul qui  permettent, comme nous l'expli- 
querons dans un autre Mémoire, d'évaluer ces fonctions, sans calculer sé- 
parément chacun de leurs termes. De semblables artifices ne deviennent 
point nécessaires, lorsqu'on fait servir à I'élimitiation une quatrième mé- 
thode fondée sur un théorème d'Euler et sur la considération des fonctions 
symétriques. Entrons à ce sujet dans quelques détails. 

Soient toujours 

(11 f (x )  = O, F(x) = O ,  

deux équations algébriques, la première d u  degré n, la seconde du de- 
gré n; et supposons, pour plus de commodité, les coefficients des plus 
hautes puissances de x ,  dans ces mêmes équations, réduits à l'unité; en 
sorte qu'on ait, par exemple, 

Enfin désignons respectivement par 

les racines de la première et de la seconde des équations (1), de sorte 
qu'on ait encore 

Pour que les équations (1) subsistent simultanément, ou, en d'autres 
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termes, soient vérifiées par une même valeur de x, il sera nécessaire et il 
suffira que les coefficients 

~ , * - . ~ p ,  q ;  L , g . m ,  P, Q ,  
soient liés entre eux, de manière que les racines 

satisfassent à Vune des conditions 

a = h ,  a = p ,  a = v  ,..., 
A ,  c e , ,  c = v  ,..., 
7 -  A,  7 =,cc, 7 = v , . .  ., 
etc,, 

par conséquent A la condition 

la valeur de s étant 

Donc, si l'on adopte cette valeur de s , L'équation ( 2 )  devra s'accorder, ou 
même coïncider avec l'équation finale que produirait l'élimination de x 
entre les équations (1). C'est en cela que consiste le théorème d'Euler. 

Il est facile de s'assurer que la valeur de s détermide, comme on vient 
de le dire, sera une fonction entière des coefficients 

29.- *, p, q;  L , - * * )  P, Q* 
En effet cette valeur se réduit, au signe près, au dernier terme de l'équa- 
tion qui aurait pour racines les binornes 

ol-A, a - p ,  a-v,.. ., g-A,  g-p, g-Y,. . ., ?-A, y-p, >-Y ,... 
Donc elle sera une fonction entière des quantités de la forme 

S., S.,, . , sa,, 
si l'on pose généralement 
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D'ailleurs, en développant les puissances de binomes renfermées dans la 
formule (3), et posant, pour abréger, 

on tirera généralement de cette formule 

Donc, puisqu'en vertu de formules connues, s i ,  Si peuvent être exprimés 
en fonctions entières des cofficients 

on pourra en dire autant de Si, et par suite de S.  

La série d'opérations que nous venons d'indiquer, en prouvant que le 
premier membre de Péquation (2) peut être réduit à une forictiori entière 
des coefficients 

9 .  * 9 p q L,. ., P, Q ,  
fournit de plus un moyen d'effectuer cette réduction, et constitue par 
conséquent une méthode d'élimination de la variable x entre les équa- 
tions (1). D'ailleurs la formule (4) qui, dans cette méthode, se trouve 
combinée avec d'autres formules déjà connues, comprend comme cas par- 
ticulier une formule analogue, à l'aide de laquelle, dans son Traité de la 
résolution des Équations ninéripues, Lagrange passe d'une équation don- 
née à une autre qui a pour racines les carrés des différences entre les ra- 
cines de la première. 

Observons encore qu'en vertu des deux équations identiques 

f (x) = (x - a) (x - C) (x - y ) .  . . , 
F(x) x) (x - h)(x  - p ) ( x  - Y). .  . 

la formule 

peut être réduite, comme Euler l'a remarqué, à l'une quelconque des deux 
suivantes 

(6) s = F(a) F(g) F(y). . ., 
(7) s = (- 1)"" f(h) f(hyf(v).. . 

Or, pour transformer l'une que1,conque de ces deux dernieres valeurs de S, 
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la première, par exemple, en une fonction entière des coefficients 

il suffit de suivre ou la marche indiquée par Euler dans les Mémoires dc 
- 

Berlin de 1748, ou mieux encore celle que j'ai indiquée moi-même dans 
un Mémoire présenté à l'Académie le g août r 824, et de convertir d'abord 
le produit 

F(u) F(C) U?). . . 
=(am+Lam-'+ ... + ~ a + Q ) ( g ~ $ i L & ' - ~ +  ... + P g + Q ) . . .  

en une fonction entière des sommes de la forme 

puis chacune de ces sommes, moyennant le développement des puissances 
des polynomes, en une fonction entière de 

Le premier membre de l'équation (2), transformé comme on  vient de 
le dire en une fonction entière des coefficients 

ne renfermera-t-il aucun facteur étranger à l'équation finale, et représenté 
lui-même par une fonction entière de ces coefficients, quelles que soient 
les valeurs qu'on leur attribue? On levera^,facilement tous les doutes que 
l'on pourrait conserver à cet égard en s'appuyant sur la proposition sui- 
vante. 

I TMordme. Les coefficients 

étant supposés quelconques et indépendants les uns des autres, la fonction 
entière de ces coefficients qui représentera la valeur du produit 

formé avec les différences entre les racines de  la première et de la seconde 
des équations (1) , ne pourra être généralement et algébriquement décom- 
posée en deux facteurs, représentés tous deux par des fonctions entières 
de ces mêmes coefficients. 
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Démonstration. En effet, supposons généralement 

s r ,  S" désignant, s'il est possible, deux fonctions entières de 

En vertu des relations q u i  existent entre les coefficients des éq~iations ( r )  
et leurs racines, oii pourra exprimer 

si, S" 

en fonctions entières de 

et alors on aura identiquement 

(8) sisri = 
(a-A) (a-,u)[a- v ) .  . . ( g - ~ > ( g - ~ ) ( C - v )  ... (3/ -~)(7-~)(7-v) . . .  

Cette dernière équation devant subsister indépendamment des valeurs at- 
tribuées aux racines 

a, g, 7 , -  m . ,  A7 FC, t ,  

se vérifiera encore, Jorsqu'ori établira entre ces racirles des relations quel- 
conques, par exerriple, lorsqu'on supposera 

Mais alors le second membre de l'équation (8) étant nul, le premier 
devra l'être aussi. Donc, en prenant a = A ,  on fera évanouir le produit 
s'Q", et par suite l'un des facteurs s', 8". Concevons, pour fixer les idées, 
que ce soit le premier. K9cteur S' qui s'évanouisse, en vertii de la silppo- 
cilion 

a = A. 

s', considéré comme fonction de a ,  sera divisible algébriquement par 
a - A. D'autre part, S' pouvant être regardé comme une fonction entière, 
non-seulement des coefficients 

mais encore des coefficients 

L7. -, p, Q ,  
E x .  d A n .  et de Ph. M .  
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sera par suite une fonction symétrique, non-seulement des racines 

a, C l  ? , a . . ,  

mais encore des racines 
A ,  P ,  v , . . .  

Donc s', algébriqiiement divisible par le binome 

aura pour facteur non-seulement ce binome, mais encore tous ceux que 
l'on en déduit en rernplaqant la racine a par l'une quelconque des autres ra- 
cines C, y, .  . . , de l'équation fix) = O ,  et la racine h par l'une quelconque 
des autres racines p,  Y , .  . . de l'équation F (x) = o. Observons maintenant 
qu'en vertu de I'équatiori (a), le produit 

considéré comme u n e  foriction des racines 

sera une foriction d i 1  degré mn. Donc rnn représentera la sommedes degrés 
des facteurs 

S' et S" 

considérés comme fonctions de ces rnêrnes racines. Mais, d'après ce qu'on 
vient de voir, le facteur s', c'est-à-dire, celui des facteurs s', 8'' qiii s'éva- 
nouit qiiand on suppose 

a = A ,  

sera divisible algébriquement par chacun des biriornes que  renferme le 
second membre de l'équation (8). Donc, puisque ces binomes sont géné- 
ralement distincts et indépendants les uns des autres, 8' sera divisible par 
le produit de tous ces binonies dorit le nombre est mn, et ,  si l'on con- 
sitldre s' comme une fonction des racines 

le degr6 de 3' ne  pourra généralement s'abaisser ail-dessous de tnn. Donc le 
degré de I'autre facteur s" ne pourra s'élever au-dessous de zéro ; et cet 
autre facteur ne pourra être qu'un facteur nurnériqiie, indépendant des 
racines des équations (1) , et par conséquent des coefficients que renf'er- 
nient ces équations. Donc, tant qu'aucune relation -particulière ne se 
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o u ,  ce qui revient au même, entre les racines 

il est impossible de décomposer la fonction d en deux facteurs qui soient 
I'un et l'autre des fonctions entières de 

Corollaire ler .  Si, contrairement à l'énoncé du théorème, lés coef'ficients 

devaient satisfaire à certaines conditions particulières, s i ,  par exemple, 
quelques-uns de ces coefficients se réduisaient à zéro, la valeur de sr 
considérée comme fonction des coefficients 

pourrait devenir décornposable en facteurs représentés par deux fonctions 
entières de ces inèmes coefficients. 

Corollaire a". Supposo~is, pour fixer les idées, les équations (1) réduites 
aux deux équations du second degré 

et par suite, eu égard aux formules 

ou plus Simplement 
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Or, tant que les coefficients 

p ,  y1 p, O, 
ne seront assujétis à aucune relation, à aucurie condition particuliére, 
alors, conformément au théorème établi, la valeur précédente de s ne 
pourra être décomposée en deux facteurs représentés tous deux par des 
fonctions entières de ces coefficients. Mais le nîêine théorènie pourra ne 
plus subsister dans le cas contraire ; et si, par exemple, on annulle deux 
des coefficients, eri posant 

c'est-à-dire, en d'autres ternies, si l'on réduit les équations proposées aux 
deux suivantes 

alors la valeur de s déterminée par la formule 

(13)  = (Q - q)', 

sera décornposable en deux facteurs égaux à Q - q  , ou , ce qui revient 
au même, en deux facteurs dont chacun sera une fonction entière des 
coefficients y ,  Q. Alors aussi, pour éliminer x entre les deux équations 
proposées, il suffira cle retrancher l'une de l'autre; et l'éqiiation finale 
ainsi obtenue, savoir, 

Q - 4 - 0 3  

offrira un premier membre éqiiivalent, non plus à la fonction s ,  mais 
seulement à sa racine carrée. II est au reste facile de voir couimerit il ar- 
rive que la ~lémonstratiori ci-dessus exposde du théorème en question, 
devient, dans ce cas, inadmissible. En effet, lorsque p ,  P s'évanoriis- 
serit, les formules 

a + g = p ,  h + p = P ,  
doiinent 

6 = -  a ,  p = - ~ .  
On a donc alors 

et par suite, pour qu'une fonction des racines 
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soit alors algébriquernent divisible par chacun des quatre binomes 

il suffit qu'elle soit alg6briqueoient divisible par les deux premiers. 
CorolZaire 3". Ilorsque, dans les équations ( i ) ,  les coefficients 

p ,  q L , a - . ,  P ,  Q ,  

ne soiit assujétis à aucurie relation, à aucune condition partici~lière , 
le premier membre de la formule ( 2 )  ne peut renfermer aucun facteur 
étranger à l'équation finale, et représentk par une foiictiori entière des 
coefficients dont il s'agit, puisqu'il est alors impossible de décomposer 
ce premier membre en deux facteurs dont chacun soit une fonction en- 
tière de ces mêmes coeflicients. 

11 est facile de trouver à quel degré s'élève 3 considéré, soit comme 
fonction des coefficients 

l9-. , p ,  q , 
soit comme fonction des coefficients 

I> ,,.. , P, Q. 

En effet, S pouvant être représenté par une fonction entiére de tous les 
coefficients 

b , . . . , ~ ,  9 ;  IL,..., P ,  Q, 
le degré de cette fonction, par rapport aux seuls coefficients 

rie variera pas, si l'on exprime, comme on peut le faire, les coefficierits 

z,... 2 p ,  q 
à l'aide des racines 

a ,  g ,  3. , . . -  

Mais alors la valeur obtenue de s devra coïiicitler , quels que soient 
L ,... , P, Q et a, &, 7 ,..., avec celle que fournit l'équation (6); en sorte 
qu'on aura identiquemeiit 

Donc, s étant le produit de n facteurs, dont chacun sera du premier 
degré par rapport aiix coefficients 

L.., P ,  Q ,  
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le degré de s par rapport a ces mêmes coefficients sera précisément le 
nombre IL. 

On conclura de même de i'kquation (7) que le degré de 8 par rapport 
aux coefficients 

l , . . .  7 p 7 Y 
est précisément le nombre m. 

On peut être curieiix de connaître généralement la partie de la fonc- 
tion 3 qui dépendra uniquement des termes constants des équations ( 1 )  , 
c'est-à-dire des coefficients q et Q .  Or cette partie sera évidemment ce 
que deviendra la fonction 8 quand on supposera tons les autres coefficients 

, p L ,..., P 

réduits à zéro. D'ailleurs, dans cette supposition, les équations ( r )  de- 
viendront 

et ,  en conséquence, la formule ( 1 4 )  donnera 

II y a plus : les rapports 
a 6 - - Y 
a' 9 & ? * "  

étant respectivement égaux aux diverses raciries de l'équation 

les mièmes puissances de ces rapports, ou les fractions 

seront respectivement égales aux diverses racines de l'équation 

si l'on appelle w le plus grand commun diviseur des nombres 

m9 n, 

et par suite respectivement égales aux divers termes de la progression 
géométrique 
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si l'on nomme O une racine primitive de l'équation 

Cela pose , la formule ( r  6 )  donnera 

e t ,  comme on aura identiquement 

Q on en conclura, en remplacant 2 par - - 
am ' 

puis, eu égard à cette dernière formule, on trouvera définitivement 

Jusqu'ici, pour plus de simplicité, rious avons supposé que, dans les 
équations ( r ) ,  les coefficients des pius hautes puissances de x se rédui- 
saient A i'imité. Admettons maintenant la supposition contraire, en sorte 
qu'on ait, par exemple, 

Pour ramener les équations ( 1 )  à la forme précédemment adoptée, il siif- 
fira de diviser la première par a ,  la seconde par A ; par conséquerit , il 
suffira de prendre 

O h k d =  ;, ...., P =  a ,  q = a .  

B H K I,= - 
A ' ".' , P z -  Q = -  

A ' A- 

Cela posé, comme la valeur de s fournie par chacune des équatioiis ( 5 ) ,  
( 1 4 ) ,  sera du degré m relativement aux quantités 
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et d u  degré n relativement aiix quantités 

couîme d'ailleurs, dans cette valeur de S , la partie qui  dépendra iinique- 
ment des coefficients q ,  Q ,  se réduira, en vertu de la formule ( r  7 ) ,  à 

il est clair que, pour transformer cette même valeiir de 8 en une  fonction 
entiere des coefficients 

a , , h k..; A ,  B ,..., H ,  K ,  

il sera nécessaire et  suffisant de la multiplier par le produit 

Or, dans la fonction eritiere ainsi obtenue, la partie q u i  dépendra des seuls 
coefficients 

a ,  A ,  k ,  K 
sera évidemment 

De cette remarque, jointe au théoréme le', on déduira aisément la propo- 
sition suivante. 

2" Théorème. Les coefficients 

a ,  , , h,  k,.. , A ,  R ,..., H ,  K 

étant supposés quelco~iques et indépendants les uns des autres dans les 
deux équations algébriques 

et les racines de ces équations étant respectivement 

4 y, ,.**, 
si l'on preiid 
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alors s sera une fonction entière des coefficients 

qui ne pourra être gdnéralement et algébriquement décomposée en deux 
facteurs représentés tous deux par d'autres fonctions entières de ces 
m6mes coefficients. 

Démonstration. Lorsqii'on suppose 

(20) 
b = a Z ,  ...., I . = a p ,  k = q ,  
B - A L  ,...., H z  AP, K = A Q ,  

et par suite 

les équations ( r  8)  se réduisent aux deux formules 

et alors, comme il suffit de multiplier par le produit 

la valeur de S que donne l'équation (5) ,  pour obtenir celle que donne 
l'équation (rg),  cette dernière se réduit, d'après ce qui a été dit ci-dessus, 
à une fonction entière des coefficients 

J'ajoute que cette fonction entière ne pourra être généralement et a&- 
briquement décomposée en deux facteurs représentés par d'autres fonc- 
tions entières des mêmes coefficients. En effet, soient, s'il est possible, 

S ' ,  8" 

deux semblables facteurs. Eu vertu des formules (ao) ,  jointes à celles qui 
serviront a exprimer les coefficients 

, . . , , q ;  L ,...., P , Q  

des équations (22) en fonction des racines 

a, g, 7 ,  ....; A ,  p, Y,...., 

Ex. dAn,  et de Ph. Math. 
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on pourra considérer les deux facteurs 5 ', s" comme des fonctions entieres 
cle ces racines et des deux coefficients 

a ,  A. 
Cela posé, la formule 

devant subsister, quelles que soient les valeurs attribuées aux racines 

et aux deux coefficients 
a ,  A ,  

an prouvera, en raisonnant comme noils l'avons fait pour démontrer le 
théorème reC,  qu'un des facteurs s', sr', le facteur S' par exemple, est algé- 
briquement divisible par le produit 

Donc, parmi les facteurs simples que renferme le second membre de la 
formule (as), les seuls qui pourront entrer dans la composition de sr' se- 
ront les coefficients 

a ,  A ,  

dont l'un au moins devra être facteur de s", puisque, dans IYhypothèse 
admise, S" ne doit pas se réduire à un facteur numérique. Mais, pour que 
s" pût devenir proportionnel à une puissance entiére de l'un des coef- 
ficients 

a ,  A ,  

sans dépendre d'ailleurs, en aiiciirie manière, des racines 

par conséquent sans dépendre, en aucune manière, des coefficients 

l , . . . . ,  ~7 q ;  L,....,  P ,  Q ,  
ou, ce qui revient au m&me, des coefficients 

b ,...., h 4 k ;  B ,...., H , K ,  

il faiidrait qiie chacun des coefficients a ,  - A ,  ou au moins l'un d'eux, en 
trât comme facteur algébrique dans la fonction entière des quantités 
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à laquelle peut se réduire le second membre de l'équation (a3). Or cette 
condition n'est certainement pas rem.plie, puisque, dans la fonction entière 
dont il s'agit, la partie qui déperid uniquement des coefficients 

a, A ,  k,  K 
se réduit à l'expression 

qui n'est algébriquement divisible ni par A ,  ni par a. Donc I'hypothese 
admise ne peut subsister, et  le 2" théorème est exact. 

Corollaire. Puisque en vertu des formules ( 2 0 )  ou (2 1) les équations ( r  8) 
coïncident avec les équations (22), l'équation finale qni résultera de l'éli- 
mination de x entre les équations (18 )  pourra être réduite ?i la formule 

la valeur de s étant déterminée par la formule (5). D'autre par t ,  conime 
la valeur de a déterminée par la formule (5) ne peut s'évanouir, sans que 
la valeur de S déterminée par la formule ( ig)  s'évanouisse pareillement, 
l'équation finale dont il s'agit entraînera encore la formule (2)' si l'on 
prend polir s la'fonction des coefficients 

à laquelle peut se réduire le second membre de la formule (19). J'ajoute 
qu'alors, si ces coefficieiits ne sont assujetis à aucune relation, à aucune 
condition particulière, le premier membre 8 de la formule (2) ne ren- 
fermera aucun facteur étranger à l'équation finale, et représenté par 
une fonction entière de ces m&mes coefficients. C'est là, en effet, ilne 
conséquence immédiate du  ze théorème, en vertu duquel il sera inipos- 
sible de décomposer s en deiix facteurs dont chacun soit une fonction 
entière des coefficients 

a , ,  . h ,  A , B  ,...., H , K .  

Puisque la valeur de 8 déterminée par la formule ( 5 ) ,  c'est-à-dire le 
produit 

(a-A) (a-p) (a- v ) .  . .(g-A) (cou)  (g- V )  . . .(?-A) (pop) (3.- Y)-  - 
54.. 
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se réduit à une fonction entière des rapports 

la valeur de s que déterminera la formule (19) ne sera pas seulement, 
comme on l'a déjà remarqué, une fonction entière des coefficients 

elle sera, de plus, une fonction homogène et du degré rn relativement aux 
coefficients 

a ,  b ,.... , 1 2 ,  k ;  

elle sera encore une fonction homogène et du degré n relativement aux 
coefficients 

A , B  ,..., H , K ;  

donc elle sera, par rapport au système de tous les coefficients 

une fonction entière et homogène d u  degré m+ n. Désignons cette 
même fonction par 

m(a ,  b ,...., h ,  k ;  A ,  B ,...., H , K ) ;  

on aura identiquemerit, eu égard aux formules (ao), 

( a  b , . .  , k; A ,  B ,..., H, K ) =  amAmm(r, Z ,..., p ,  q;  1, I,,..., P7 Q), 

et l'équation finale résultante de l'élimination de x entre les équations 
donriées pourra être présentée sous la forme 

si les équations données sont les formules ( l a ) ,  ou même sous la forme 

si les équations données sont réduites aux formules (22). 

Ajoutons que, le second membre de la formule (19) devant être équi- 
valent au produit 

amAmm(i,  i; ..., p, q ;  J , L ?  ...., P, Q ) ,  

les relations subsistantes entre les coefficients 

1 . p ;  L ,...., P , Q  
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devront entraîner la formule 

m ( ~ ,  Z,.,.., p., q ;  1 ,  L 3.*g. ,  P,  Q )  = 
(a-A)  (a-,u) (a- v )  . . . (g-A) (g-p) (g- v )  (?-A) (Y-P) (?-Y) 

On peut vouloir comparer l'équation finale (24) ou (25) à celle 
obtiendrait si la méthode d'élimination dont nous avons ici fait usage 
on en substituait d'autres, par exemple, celles qui se trouvent expo- 
sées dans les S 1 et II. On établira sans peine, à ce sujet, les propo- 
sitions suivantes. 

3' Théorème. Lorsque les coefficients 

renferniés dans les équations 

entre lesquelles on se propose d'éliminer la variable x ,  demeurent arbi- 
traires et indépendants les uns des autres; alors toute fonction entière de 
ces coefficients, propre à représenter le premier membre de I'éqilation 
finale produite par une méthode quelconque d'élimination , se réduit né- 
cessairement à la fonction 

ou au produit de celle-ci par une autre fonction entière des coefficients 

Démonstration. En effet, supposons que l'éliminatiori de x entre les 
équatioiis ( l a ) ,  étant effectuée par une méthode quelconque, nous ait 
conduits à une équation finale de la forme 

désignant une fonction entière des coefficients 

A l'aide des relations qui existent, d'une part, entre les coeflicierits 

et les racines 
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d'autre part, entre les coefficients 

et les racines 

on pourra transformer 3 en une fonction entière et symétrique des di- 
verses racines de chacune des équations (22). D'ailleurs l'équation 

résultante de l'élimination de x, devra être vérifiée toutes les fois qu'on 
établira entre ces racines une  relation qui permettra de satisfaire par 
une même valeur de x à la première et à la secoride des équations ( a z ) ,  
par exemple, lorsqu'une des racines 

a, g , 79.- 
deviendra égale à l'une des racines 

A ,  fA, v....  

Donc la fonction entière des racines 

9 9 7 ;  A ,  p, v ,  

en laquelle pourra se transformer le premier membre s de  l'équation finale 

devra s'évanouir avec chacun des binomes 

a-A, CC-p, a-v ,...; g-A, g-,,u, g-v ,... ; 7-A,  7-p, 2-v ,... , 
et être algébriquement divisible par leur produit. Donc cette fonction sera 
de la forme 

(26) ~=&(a-~)(a-p)(a-v)  ...( g-~)(C-p)iC-v) . . . ( y -  A ) ( Y - ~ ) ( ~ - V ) . . . ,  

A désignant une nouvelle fonction entière des racines 

qui, comme la fonction 8, et comme le produit 

aura, en vertu de la formule (a6), la propriété de rester invariable, tandis 
qu'on échangera entre elles, ou les racines 

ou les racines 
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En d'autres termes, ÉA sera une nouvelle fonction entiére et symétiiqiie 
des diverses racines de chacune des équations (22). Par conséquent, dans 
le second membre de la forrriule (26), le facteur pourra être, aussi bien 
que le produit de tous les binomes, transformé en une fonction entiere 
des coefficients 

Z ,..., p, q ;  L, ...; P, Q, 

Or, comme, après cette double transformation., la formule (26) donnera 

(27) ~ = ~ i m ( ( r ,  Z ,  ..., y ,  q ;  I ,  L ,  ..., P, QI,  

il est clair que le premier membre s de l'équation finale se réduira défiiii- 
tivement, si l'on a 

A =  1 ,  

à la fonction entière 

m (1, l 7 - * * 7  p, q ;  1, I-v*., P7 Q ) ,  
et dans le cas contraire, au produit de cette fonction par une fonction en- 

Au reste, le dernier cas comprend le premier; e t ,  lormsque le degrk de la 
fonction entière représentée par fi se réduit à zéro, cette fonction se change 
en un facteur numérique qui peut être l'unité même. 

Corollaire. La valeur la plus simple que l'on puisse, dans la formule (27), 
attribuer à la fonction fi ,  étant 

a= 1 ,  

l'équation ( 25 )  offre dvidemment la forme la plus simple à laquelle on  puisse 
réduire généralement le premier membre de l'équation finale, en le sup- 
posant représenté par une fonction entière des coefficients 

7 ,  p q L,..., p, Q ,  
renfermés dans les équations (22). 

4e Thkorème. Lorsque les coefficients 

renfermés dans les équations 

entre lesquelles on se propose d'éliminer la variable x, denleiirent arbi 
traires et  indépendants les uns des autres, alors toute fonction entière de 
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ces coefficients, propre à représenter le premier membre de l'équation fi- 
nale produite par une méthode quelconque d'élimiriatisn, se réduit néces- 
sairement à la fonction 

( a ,  b,... , k; A ,  B ,..., H ,  K j ,  

ou au produit de celle-ci par une autre fonction entière des coefficients 

Démonstration. En effet, supposons que l'élimination de x entre les. 
équations (1  8), étant effectuée par une méthode qiielconque, nous ait con- 
duits à une équation finale de la forme 

3 désignant une fonction entière des coefficients 

a , ,  . k A , B  ,..., H , K .  

On réduira les équations (18) aux équations (22), en posant 

et à l'aide de ces dernières formules jointes aux relations qui existent d'une 
part entre les coefficients 

b-. 9 P, q 
et les racines 

a, c ,  7,.--, 
d'autre part entre les coefficients 

L ..., P, Q 
et les raciiies 

a, P7 v , . . . ,  
on pourra transformer s en  une fonction entière de toutes les racines 

7 , ; A, P,  v , . . . ,  
et des deux coefficients 

a, A. 

Il y a plus : la valeur de 8 ,  que l'on obtiendra ainsi, devant être une fonction 
symétrique des racines de chacune dés équations ( a z ) ,  on prouvera., par 
des raisonnements semblables à ceux dont nous avons fait usage dans la 
démonstration du théorème 3, que cette valeur de 8 peut être représentée 
par un produit de la forme 
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A désignaut une fonction entière, non plus seidement des coefficients 

' 2  p,  q L , . . . ,  P,  Q ,  
mais aussi des deux coeficients 

a ,  A. 

Comme on aura d'ailleurs identiquemerit 
a ( a , b  ,..., h ,  k ;  A , B  ,..., H ,  K )  

( 1  p ,  1, L , S . . ,  P , Q ) =  a * A~ 1 

la valeur transformée de e ne différera pas de celle que donne la formiile 

(28) 
4L 

S = -  
a m  Am ( a . . ,  h, k ;  A , B  ,..., H, K). 

Soit maintenant 

ce que deviendra la fraction 
8-i 

amAIll 

quand on y remplacera les quantités 

par les rapports équivalents 

O ne pourra être qu'aine fonction entière des coefficients 

a , b , . , , k ;  A , B  ,..., H , K ,  

divisée ou non divisée par certaines puissances entières et positives des 
quantités a, A ;  et, si i'on considère a comme une fonction entière des 
mêmes coefficients 

a , b  ,..., h 7 k ;  A , B  ,..., H , K ,  

la formule (28) donnera identiquenient, c'est-à-dire, quelles que soient les 
valeurs attribuées aux coefficients dont il s'agit, 

(29) s=@m(a,  b ,..., h ,  k ;  A ,  B ,..., H, K). 

D'autre part, la fonction 

( a ,  , , k ;  A ,  B ,..., H ,  K), 

qui, en vertu du ze théorème, n'est algébriquement divisible ni par a, ni 
Ex. d'An. et de Ph. M. 5 5 
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par A ,  ne pourra s'évanouir ni avec a ,  ni avec A. Donc la fonction 

O =  
e, 

*(a, 6 ,..., h ,  k ;  A , R  ,..., H ,  K ) '  

exprimée à i'aide des seuls coefficients 

a , b  ,..., h , k ;  A , B  ,..., H , K ,  

ne pourra devenir infinie pour une valeur nulle de a ou de A ; donc cette 
fonction n'admettra point de diviseurs représentés par des puissances en- 
tières et positives des quaiitités a, A ,  et  ne pourra être qu'une fonction 
entière des coefficients 

a , b  ,..., h , k ;  A , B  ,..., H , K .  

Si le degré de cette foi~ction entière se réduit à zéro, elle se transformera 
en un facteur numérique qui pouria être l'unité même, et alors la valeiir 
de 8, fournie par L'équation (29) , se réduira au premier membre de la for- 
mule (24). 

Corollaire r e r .  La valeiir la plus simple que L'on puisse, dans la for- 
mule (zg), attribuer à la fonction @, étant 

0 = 1, 

l'équation (24) offre évidemment la forme la plus simple à laquelle on 
puisse réduire généralement le premier membre de l'équation finale, en le 
supposant représenté par une fonction entière des coefficients 

a , b ,  ..., h ,  k ;  A ,  B ,... , H ,  K ,  

reufermCs dans les éqiiations (18). 
Corollaire a. La fonction 

( a , b , . . h , ;  A , B , , . . , H , K )  

étant, par rapport aux coefficients 

a , b  h ,  A , B  ,..., H , K ,  

une fonction entière et homogène du degré in + n, la valeur de s fournie 
par l'équation (29), ou le premier membre de l'équation finale produite par 
une méthode quelconque d'élimination, sera d'un degré représenté par un 
nombre ou égal ou supérieur à m + n ,  suivant que O sera ou un facteur 
numérique, ou une fonction entière d'un degré supérieur à zéro. Dans le 
pretnier cas, les deux fonctions 

S et ( a , ,  . h ,  A , B  ,..., H , K )  
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se trouveront composées de termes correspondants et proportionnels, le 
rapport entre deux termes correspondants de la première et de la seconde 
étatit précisément la valeur de O. 

Corollaire 3. Si deux valeurs de 8 ,  foiirriies par dellx rnéthodes diverses 
d'élimination, et représentées par deux fonctions entières des coefficients 

sont l'une et l'autre du degré rn + n ,  elles seront toutes deux proportion- 
nelles à la fonction 

de laquelle on les déduira en multipliant celle-ci par deux facteurs numé- 
riques. Donc aussi elles seront proportionnelles l'une à l'autre, l'une étant 
le produit de l'autre par un troisièine facteur numérique égal au rapport 
des deux premières. Par suite, ces deux valeurs de 8 seront composées de  
termes correspondants et proportionnels, et  deviendront égales, au signe 
près, si deux termes correspondants de i'une et de l'autre sont Pgaux ou 
ne diffèrent que par le signe. 

.Les déinonstrations que nous avons données des théorèmes 3 et 4 re- 
posent sur ce principe : que l'équation finale, produite par l'élimination 
de x entre deux équatioris données, se vérifie toujours quand on établit, 
entre les racines ou les coefficients de celles-ci, des relations qui leur font 
acquérir des racines communes. Ce principe, admis par Euler, ne saurait 
être contesté en aucune manière, et s'étend au cas même où les équations 
données, cessant dY8tre algébriqiies, prendraient des formes qiielconques. 
Eh effet, dire que i'élimination de x entre deux équations algébriqiies ou 
transcendantes 

f ( x ) = o ,  F ( x ) = o ,  

produit l'équation finale 
$ = O ,  

dans laquelle s est indépendant de x ,  c'est dire que les deux premières 
équations, considérées comme pouvant subsister simultanément, entrai- 
nent la troisième : c'est donc, en d'autres termes, dire que la troisième 
équation subsiste toutes les fois que les deux premières acquièrent des ra- 
cines communes. 

Au reste, les méthodes d'élimination appliquées dans les deus premiers 
paragraphes de ce Mémoire à des équations algébriques, fournissent, 
comme on devait s'y attendre, des résultats conformes au yrjiicipe que 

55.. 
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nous venons de rappeler. En effet, suivant la première des méthodes ex- 
posées dans le § Pr, le premier membre de l'équation finale produite par 
l'élimination de x entre deux équations algébriques 

f ( x ) = o ;  F ( x ) = o ,  

se présentera immédiatement sous la forme 

q x )  + V F  (2) 7 

u ,  v désignant deux fonctions entières de la variable x et des coefficients 
qiie renferment les équatioris données. Donc ce premier membre, éqiii- 
valent, quel que soit x, à la somme 

u f  (x) 4- V F  (x) , 
s7évatioiiira si les valeurs des coefficie~lts permettent d'attribuer à x Urie 
valeur qui fasse évanouir simultariément f (x) et F (x). 0x1 arrivera encore 
aux mêmes conclusioris, si l'on adopte ou la seconde des méthodes exposées 
dans le § le*, ou la méthode abrégée de Bezout, attendu que, dans l'une et 
dans l'autre hypothèse, les diverses équations successivement déduites des 
équations données, e t  par suite l'équation finale elle-même, seront toii- 
jours de la forme 

u f (x )  $- v F (x) r= a ,  

u ,  v représentant ou deux fonctions entières de x et des coefficients 
renfermés dans f (x) , F (x) , ou les quotients qu'on obtient en divisant 
deux semblables fonctions par une certaine puissance de la variable x. 

Lorsque, pour éliminer x entre deux équations algébriques de la forme 

on ernploie ou la méthode exposée dans ce paragraphe et fondée sur 
la considération des fonctions symétriques, ou la première des iné- 
thodes rappelées dans le § Ier, o u  , en supposant m s: n ,  la méthode 
abrégée de Bezout, le premier membre 8 de i'équation finale, repré- 
senté par une fonction entière des coefficients 

n , b  ,..., h , k ;  A , B  ,..., H , K . ,  

est toujours, par rapport a ces coefficients (voir les pages 391, 395 et 
4 1 8 ) ,  du degré m+ n, pm conséquent, lorsque m devient égal à n, 
du degr6 an. Donc, en vertu du je corollaire d u  théorème 4 ,  les trois 
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valeurs de s ,  fournies par les trois méthodes, seront proportionnelles 
l'une à l'autre, l'une étant le produit de l'autre par un facteur numériqrie. 
J'ajoute que ce facteur numérique se réduira constamment à + I ou a 
- 1. En effet, la valeur de 8 ,  que foiirnira la première des méthodes 
rappelées dans le $ Ier, renfermera une seule fois le terme 

am K". 

Or, ce même terme se retrouve, avec le même signe, dans le développe- 
ment de l'expression 

nz m w 

( - ~ ) " [ a ; ( - ~ ) ; - A i ( - k ) . ]  

qui, lorsqu'on a recours à la méthode fondée sur la considération des 
fonctions symétriques, représente la partie de s dépendante des seiils 
coefficients 

a ,  A ,  k, K. 

Enfin, lorsqu'on supposera rn = n , le même terme 

sera encore, au sigiie près (voir la page 395), l'un des termes coiiteiiiis 
dans la valeur de s que fournira la méthode abrégée de Bezout. Donc les 
trois valeiirs de s fournies par les trois méthodes seront, ail signe près, 
égales entre elles; et l'assertion émise à la page 395 se trouve compléte- 
ment démontrée. 

Remarquoiis encore que, dans le cas particulier où les degrés ln, n des 
équations données sont des nombres premiers entre e u x ,  et où 1'011 a par 
suite 

W = 1 ,  

la partie de 8 ,  qui dépend des seuls coefficietits 

dans l'équation finale réduite à sa forme la plus simple, est représeiitPe 
par le binome 

dm K" - A" km. 

D'après ce qui a été dit dans ce p:iragraphe, peur éliminer x entre 
deux équations algébriques données, il suffit de joindre l'équation (4) aux 
formules qui  servent à déduire des coefficients d'une équation algébrique 
les sommes des puissances entières des racines, ou de ces sommes les 
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cotifficleiits eux-memes. Ou peut d'ailleurs, pour atteindre ce but,  em- 
ployer deux sortes de formiiles qui déterminent les unes successivement, 
les autres d'uii seid coup et d'une manière explicite, chacune des incon- 
nues, c'est-à-dire chacune des sommes ou chacun des coefficients cher- 
chés. Les formules de la première espèce sont celles q u i  ont été données 
par Newton, et dont la démonstration la plus élémentaire se trouve clans 
la Résolutiorz des l?quations nuinéripes de  Lagrange ( page i 33 ) . Quant 
aux formules de la seconde espèce, on pourrait les déduire des premières 
par une marche analogue a celle qii'a siiivie M. Libri dans un Mémoire publié 
en mhg, qui eu rappelle deux autres présentés par le même auteur a 
l'Académie des Sciences en I $23 et 1835. Mais alors ces formules, propres 
a détertnirier immédiatement chaque inconnue, ne se présenteraient pas 
soiis la forme la plus simple; et, pour diminuer autant que  possible lc 
riombre de leurs termes, il convient de les établir directement a l'aide de 
considérations analogues à celles dont j'ai fait usage dans l'extrait litho- 
graphié d'un Mémoire présenté à l'Académie le g août r 824. C'est a u  reste 
ce que j'expliqiierai plus en détail dans u n  autre article. 
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Un résultat.. . 

O =  
- 
f 

à laquelle nous soiuines 
conduits, comme on le 
verra plus tard, dans la 
théorie de la lumière, 

inférieur à i'unité 

se réduire à zéro 

on pourra 

+ sin r cos ïi cos st 

. (6 )  

D" -' 

COHRECTIOKS. 

v" 
Supprimez ce[ alinéa 

, ( k r - s t t w ) ~ ~  

Supprimez ces mols 

supérieur à toute limite 

acquérir une valeur infinie. 

on pourrait 

(21) 

- sin 6 cos cos st 

(5) 

DY " 
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