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AVERTISSEMENT.

La bienveillance avec laquelle les géométres ont accueilli mes
anciens et nouveaux FEwxercices de mathématiques, publiés suc-
cessivement a Paris et 4 Prague, ainsi que mes Résumés analy-
tiques publiésa Turin, m’encourage a faire paraitre un quatriéme
recueil, dans lequel je traiterai encore des diverses questions
relatives soit a 'analyse pure, soit & la Physique mathématique.
Je me propose en particulier d’offrir ici aux Amis des sciences la
.suite de mes recherches sur les mouvements des systémes de mo-
lécules, et sur la théorie de la lumiére; des régles générales sur la
convergence des séries suivant le‘squelle's se développent les fonc-
tions explicites ou implicites; des méthodes générales pour la
détermination et la réduction des intégrales définies ou indéfinies,
ainsi que pour 'intégration des équations différentielles, et aux
différences partielles; enfin de nouvelles applications du calcul
des résidus, et de celui que, dans quelques Mémoires relatifs a
Pastronomie, yai nommé le calcul des limites. Un puissant motif
de poursuivre mes travaux sur la mécanique céleste était 'hon-
neur que m’a faitle Bureau des Longitudes, en m’appelant, dans
la séance du 13 novembre 1839, a la place précédemment occu-
pée par un savant confrére (M. de Prony) qui jadis parut prendre
quelque plaisir & me compter au nombre de ses éléves, et plus
anciennement par Lagrange lui-méme, par cet illustre géométre
qui eat aussi pour moi tant de bontés, et voulut bien guider mes
premiers pas dans la carriere des sciences. Je devais redoubler
d’efforts pour essayer de répondre de mon mieux a ce témoignage
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VI AVERTISSEMENT.

de considération , auquel j’attache d’autant plus de prix que je
lavais moins recherché, et me tenais plus & I'écart, pour me
livrer, dans lesilence du cabinet, 4 mes études favorites. L’indul-
gence avec laquelle ont été recus mes derniers mémoires, prouve
que 'on m’a tenu compte de ma bonne volonté. Pour la consola-
tion de ma patrie, comme j’en ai déja fait aillears la remarque,
1l y a deux sentiments qu’en France on aime & voir profondément
gravés dans les cceurs, et auxquels, je le sais par expérience, on se
plait & rendre justice, je veux dire, le dévouement & l'infortune,
et 'amour sincére de la vérité.
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EXERCICES D’ANALYSE

ET DE

PHYSIQUE MATHEMATIQUE.

MEMOIRE

SUR LES

Mouyements infiniment petits d'un systéme de molécules sollicitées par des
Jorces dattraction ou de répulsion mutuelle.

§ 1. Equations d' équilibre et de mouvement d’'un systtme de molécules.

Considérons un systeme de molécules sollicitées au mouvement par des
forces d’attraction ou de répulsion mutuelle. Soient au premier instant, et

dans I’état d’équilibre
x,¥, 2, les coordonnées d’'une molécule m,
X%,y 47y, 242z les coordonnées d’une antre molécule m,
r le rayon vecteur mené de la molécule m & la molécule m;
on aura
(1) rt=x*4y 42
et les cosinus des angles formés par le rayon vecteur r avec les demi-
axes des coordonnées positives , seront respectivement

zZ
r r r

»

Supposons d’ailleurs que Vattraction ou la répulsion mutuelle des deux
masses #, mm, étant proportionnelle 4 ces masses, et & une fonction de la
Ex. d dn. et de Ph. M. I

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1



(2)
distance r, soit représentée, au signe prés, par
mmf(r)
f(r) désignant une quantité positive, lorsque les molécules s'attirent, et
négative, lorsqu’elles se repoussent. Les projections algébriques de la force
wmf(r),

sur les axes coordonnés seront les produits de cette force par les cosinus
des angles que forme le rayon vecteur r avec ces axes, et, en consé-

quence, si 'on fait pour abréger
f
) = =10,

elles se réduiront a

mmx f(r), wmmyf(r), wmzf(r),
Cela posé, les équations d’équilibre de la molécule m seront évidemment
o = S[mxf{r)],
(3) o =S5 [myf(r)],
o ==S[mzf(r)],
la lettre caractéristique S indiquant une somme de termes semblables entre

eux et relatifs aux diverses molécules m du systeme donné.
Concevons maintenant que les molécules

m, m, ...
viennent a se mouvoir. Soient, au bout du temps ¢,
27 N, §y

les déplacements de la molécule wr, mesurés parallélement aux axes coor-
donnés. Soient d’ailleurs

E"I"AE’ n =+ an, {4 A7,
ce que deviennent ces déplacements, lorsqu’on passe de la molécule m
a la molécule m. Les coordonnées de la molécule t, au bout du ¢, seront
x=+g, y=+n 241,
tandis que celles de la molécule m seront

xt+x+E+af, yHy-tun-don, z4z4-0-4 a0

Soit & cette méme époque

r—p
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(3)
la distance des molécules w, m. La distance

r-p
offrira pour projections algébriques, sur les axes des x, 7, 2, les différences
entre les coordonnées des molécules m, m, savoir:

x4 88, y 4+ an, z-+4 Al
‘On aura en conséquence
- (4) (retp) = (x+ a8 4 (y +an)+ (2 -+ 80
Cela posé, pour déduire les équations du mouvement de la molécule m
de ses équations d’équilibre, c’est-a-dire des formules (3), il suffira évi-
demment de remplacer, dans ces formules, les premiers membres par
a5 &y dy

de’  dn’ dr’
puis de substituer a la distance

r
eta ses projections algébriques
i %5y 2,
la distance
r—p

et ses projections algébriques

X"I“AE,7 y+A”, Z+AZ:;
en opérant ainsi, on trouvera
= SIm(x+af)fr+p],
d’y
S [m(y =+ an) f(r+p)],

(5) ar
= = S[m(z480) f(r+p)]

I

a*¢

§ 11. Equations des mouvements infiniment petits d’'un systéme de molécules.

Considérons, dans le systeme de molécules donné, un mouvement
vibratoire, en vertu duquel chaque molécule s’écarte trés peu de sa po-
sition initiale. Si I'on cherche les lois du mouvement, celles du moins qui
subsistent quelque petite que soit I'étendue des vibraticns moléculaires,
alors en regardant les déplacements

Ea ”7'(7
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(4)
et leurs différences
A%, An, AZ,

comme des quantités infiniment petites du premier ordre, on pourra
négliger les carrés et les puissances supérieures, non-seulement de ces
déplacements et de leurs différences, mais aussi de la quantité p, dans
les développements des expressions que renferment les formules (4), (5),
du premier paragraphe; et on pourra encore supposer indifféremment
que des quatre variables indépendantes

X, Y, 2, L,

les trois premiéres représentent ou les coordonnées initiales de la molé-
cule m, ou ses coordonnées courantes qui, en vertu de Ihypothése ad-
mise, différeront trés peu des premiéres. Cela posé, si 'on a égard aux
formules (3) du § I**, les formules (4) et (5) du méme paragraphe donneront

(1 p = Etydntael
et
= 8[m f(NAE] + s [m L0 xp],
(2) g;:! = S[m f(r)An] + S | m fim yp:],
@y

% =SImf(Nag] + 8 [mLD df("> vl

ou, ce qui revient au méme,

= 1£ + R + QC,
3) &1 = Rg +Mn + P,
d*{

7 = Q€ + Pn 4 N,
pourvu que, s désignant une fonction quelconque des variables x, y, z, et
As
Paccroissement de ¢ dans le cas ou 'on fait croitre
xdex, ydey, zdegz,
on représente, a I'aide des lettres
L, M, N, P, Q, R
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(35)

non pas des quantités, mais des caractéristiques déterminées par les for-

mules
L8=S{m[f(r)+§;4£’(‘r)]A3},M=..., N=...,
P8=S{m%‘-z-%9ms}, Q=..., R=...,

Comme d’ailleurs ces diverses formules doivent servir a déterminer les
caractéristiques

L’ M’ N’ P’ Q’ R’

quelle que soit la fonction de x, ¥, z désignée par &, elles peuvent étre,
pour plus de simplicité, présentées sous la forme

L=S§ln[f(ﬁ)+¥d‘{i£r) A}, M=..., N=...,

— Y2 4(r) —
P—S{m;E—A}, Q—.-., R

4)

.o ey

Enfin, si U'on désigne, a I'aide des caractéristiques
D., O,, D,, D,,
et de leurs puissances entiéres, les dérivées qu’on obtient quand on diffé-
rentie une ou plusieurs fois de suite une fonction des variables indé-
pendantes
Xy )y B L,
par rapport a ces mémes variables, les équations (3) pourront s’écrire
comme il suit
(L—D)é+Rn+4+ Q= o,
(5) RZ~4 (M — D)n - P{ = o,
Qt+Pr+ (N —D){ =o.
Pour réduire les équations (5) a la forme d’équations linéaires aux dif-
férences partielles, il suffira de développer les différences finies des varia-
bles principales

g, 1, ¢

en séries ordonnées suivant leurs dérivées des divers ordres. On y par-
viendra aisément a I'aide de la formule de Taylor, en vertu de laquelle on
aura

8+A8= exD¢+yD,+zD,8,

quelle que soit la fonction de
Xy, ) %
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(6)

designee par s, et par conséquent

(6) 1 +A=exD=+yD,+zI),,

— XDy +yD, 42D, — (xD; + yD, + zD,)?
(7) AmeHDrFD oD 4§D, 2D 2

—+-etc...
Cela posé, dans les équations (5), ramenées a la forme d’équations aux
différences partielles, les coefficients des dérivées des variables principales
se réduiront toujours a des sommes de I'une des formes

.d
smgron, s [yt

par conséquent a des sommes, dans chacune desquelles la masse m se
trouvera multipliée, sous le signe S, par des puissances entieres de x, y, z,
et par une fonction de r. .

On pourra regarder la constitution du systéme donné de molécules
comme étant partout la méme, si les sommes (8) se réduisent a des
quantités constantes, c’est-a-dire a des quantités indépendantes des coor-
données

Xy Y %

de la molécule m. C'est ce qui aura lien, par exemple, quand le

systéme donné sera un corps homogeéne, gazeux ou liquide ou cristallisé.
Alors les équations des mouvements infiniment petits du systeme donné,
c’est-a-dire les équations (5) pourront étre considérées comme des équa-
tions linéaires aux différences partielles et a coefficients constants entre
les trois variables principales

Ea ", C,

et les quatre variables indépendantes

Xy ¥, B, L

De semblables équations sont propres a représenter, par exemple, les
mouvements infiniment petits du fluide lumineux dans le vide, ou bien
encore les mouvements infiniment petits d'un corps élastique.

§ 1. Mouvements simples.

La solution de plusieurs problemes de Physique mathématique pou-
vant dépendre de lintégration des équations (3) du paragraphe pré-
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(7)
cédent , considérées comme équations linéaires a coefficients constants,
nous allons rechercher ici les intégrales de ces équations, en nous bornant
pour l'instant aux intégrales qui représentent les mouvements simples,
définis comme on le verra ci-apres.
Lorsque les sommes (8) du § II demeurent constantes, alors, pour

satisfaire aux équations (5) du méme paragraphe, il suffit de supposer les
variables principales
g, L,

toutes proportionnelles a une méme exponentielle népérienne dont Tex-
posant soit une fonction linéaire des variables indépendantes

X,y %, ¢
et de prendre en conséquence

(I) 2 — Aeux+vy+wz—st, n == Beux+vy+wz—st’ c — Ceux+py+wz_st’

u, v,w,s, A, B, G, désignant des constantes réelles ou imaginaires
convenablement choisies. En effet, si on substitue les valeurs précé-

dentes de
g, n, ¢,

dans les équations (5) du second paragraphe, tous les termes seront divi-

sibles par 'exponentielle

UX A0y 4= Wz-—st
4 ’

et apres la division effectuée, ces équations seront réduites & d’autres de
la forme

(L—s)A + &B 4+ 3C = o,
(2) KA 4 (M — s*)B 4 2C = o,
2A 4+ @B 4+ (9 —5")C = o;

les valeurs des coefficients
‘(__’ mb 2 m’ b @ b Q,’
étant déterminées par les formules

[f[( )..|_"r dj;ff)] (@t =, o=,

@ __,__S{ Yzllf(") (ux+vy+wz I)}, 2 =, Re==..

ou, ce qui revient au méme , par les formules

(3\ 't. g+du5,’ _"g-l-‘ da’ g+d5,
)
&5 _ &5 __ &5
=i = o’ A= Tk
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(8)

et les valeurs de G, § étant

g =S [mfir) ("7 —1)],
@ {5 =5 { 2L entrrm i (untoypway— R,

Or, lorsque les sommes (8) du § II demeurent constantes, on peut en dire
autant des valeurs de
(,9 M, I, QE’, Q_v R,
que fournissent les équations (3) jointes aux formules (4), et qui sont dé-
veloppables avec I'exponentielle
eux+vy+wz

en séries ordonnées suivant les puissances ascendantes de u, v, w. Donc
alors on peut satisfaire aux équations (2) par des valeurs constantes des

facteurs
A, B, C.

Soit maintenant
§=o
Péquation du 3° degré en s* que produit I'élimination des facteurs
A, B, C,
entre les équations (2), la valeur de s étant
(8) $m=(s"— ) ("I (5 90— (s — ) — IR )— A3 (*—I0) — 28R A,

Si 'on prend pour s* une quelconque des trois racines de 'équation (5), et
si d’ailleurs on désigne par

2, 6, ¥
des coefficients arbitraires, on pourra présenter les équations (2) sous la

forme
5(s=—()A-—aB — 9C = a8,
— RA 4 (s — M) B — C = &8,

6)
( | — 24— 9B+ (s —9) € = 48,

Or, en laissant 4 s une valeur indéterminée, on tirera de ces derniéeres
équations, résolues par rapport aux facteurs A, B, C,

;A-:f“‘*' ”g‘f"‘@?’

B = %z 4 mg"‘ ‘m]}”

(7)
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(9)

et par suite

8 _ B C
La4+BE+Q) Rat+-ME4Py ™ Qa4 P+ 1)’

les valeurs de

£, a4, u, 9, 0,%,

étant _
( ){ﬁ—(s -)(s*-96)—E%, P=(s*-90)(s*~L )-2’, W=(s*-L)(s*-om)-&%
M B=2 (s — £) 428, O=29(s"—M)4-AR, R=& (s*~— 9T) 4 £3.

Donc, lorsqu’on prendra pour s une racine de 'équation (5), elles véri-

fieront les formules (2), quelles que soient d’ailleurs les valeurs attribuées
aux constantes

a, 6, ¥;
et celles-ci demeurant arbitraires, les valeurs des rapports
2 B C
) A’ A?

propres a vérifier les formules (2), seront précisément celles que fournit
la formule (8). Si 'on suppose en particulier les constantes

a, 6,9,

toutes réduites & zéro, a I'exception d’'une seule, la formule (8) donnera
successivement

A _ B _C
£ % [
(10) A _ B _C
ki m P’
A B _C
[N ] n
Les formules (1), lorsqu’on y suppose les constantes
B C
Sy A A’
déterminées en fonctions de
Uy, vy, w,

par équation {5), jointe & la formule (8), ou, ce qui revient au méme, a
I'une des trois formules (10), représentent ce qu'on peut nommer un sys-
teme d’intégrales simples des équations (3) du §II. Les coefficients

u, v, w,
Ex., d'An. et de Ph, M. 2
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(10)
dans ces intégrales simples, restent entiérement arbitraires, ainsi que la
constante A. De plus, les valeurs des diverses constantes

u, v, w,s, A, B,C,
et, par suite, les valeurs des variables principales

g, n, ¢,
tirées des formules (1), peuvent étre réelles ou imaginaires. Dans le
premier cas, ces variables représenteront les déplacements infiniment
petits des molécules dans un mouvement infiniment petit compatible
avec la constitution du systéme donné; dans le second cas, les parties
réelles des variables principales vérifieront encore les équations des mou-
vements infiniment petits, et ce seront évidemment ces parties réelles qui
pourront étre censées représenter les déplacements infiniment petits des
molécules dans un mouvement de vibration compatible avec la constitu~-
tion du systeme. Dans l'un et lautre cas, le mouvement infiniment petit,
qui correspondra aux valeurs de £, », {, fournies par les équations (1),
sera un mouvement simple, dans lequel ces valeurs représenteront ou les
déplacements effectifs des molécules, mesurés parallélement aux axes coor-
donnés, ou leurs déplacements symboliques, c’est-a-dire, des variables
imaginaires dont les déplacements effectifs seront les parties réelles. Les
équations (1) elles-mémes seront les équations finies, et, dans le second
cas, les équations finies symboliques du mouvement simple dont il s’agit.

Si 'on pose

u=U4uvV—1, v=Vvy—1, w=W-w\/—I,
(1) { s=S8S--s\V—1,
(12) A==aerV—, B=berV—1, C=ce'V—1,
v, v,w, U,V,W, 5,8, a,b,c, A,u,», désignant des quantités réelles;
et si d’ailleurs on fait, pour abréger,
(13) k = Vv + v* + w*, K = VU* 4 V* Wy,
(14) ko= vz + vy +4 wz, Kr==Ux—+4Vy+ Wz,
les formules (1) donneront
3 ae®* 5 cos (ke—st - A) 5
(15) " bef* 5 cos (ke — st 4 4)>
4 R sfcos(kv. —st )

>

I

l

l
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(1)

Or, on tire des équations (15},

1° lorsque A, u, v, sont égaux

(16) é_z_g.

a__ b~ ¢’

2° lorsque A, u, v, ne sont pas égaux
sin (s — v) + Lsin(r— A) - Ssin(A— ) = o,

(%) —2 %g cos (u —») + (g) = sin®( p=—).

Donc la ligne décrite par chaque molécule du systéme est toujours une
droite représentée par la formule (16), ou bien une ellipse représentée
par les formules (17), cette ellipse pouvant se réduire a une circonférence

de cercle. Le plan invariable, auquel le plan de Dellipse reste constam-
ment paralléle, est d’ailleurs représenté par I'équation

(17)

(18) 2 sin (u—) % sin () —A) +Zsin (A — x) = o.

Ajoutons que Paire décrite, au bout du temps £, par le rayon vecteur de
Iellipse est représentée par le produit

s 2Kr —aSt . ) .
(19) -=e (1 —e b?c®sin®(pe — v) - ¢*a’sin® (v — A atbh® sin*(a — .

9 4S It i “
Enfin, dans le cas particulier ou S s'évanouit, chacune de ces aires croit
proportionnellement au temps, puisqu’on a dans ce cas

—aS¢

J—e

25 = 7.

Si, en nommant
a, b’ C7
les cosinus des angles formés par un axe fixe avec les demi-axes des
coordonnées positives, on nomme

€,

le déplacement d’'une molécule mesuré parallélement a I'axe fixe, on aura
(20) ¢ = af + bn + c{;
et, en posant pour abréger

aa cos A 4 &b cos g =4~ cc cos vy = h cos =, a@asina 4+ bbsin g 4 cesiny = hsinw,
on tirera des formules (15),

(a1) ¢ = he" > cos (kv — st 4 @),
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(12)

Dans cette derniére équation, ainsi que dans les équations (15).

¢y R,
sont déterminés par les formules (14), et leurs valeurs numériques expri-
ment les distances du point (&, ¥, ) 2 un second et a un Zroisiéme plan
invariable , représentés par les équations '

(22) ux =+ vy~ wz=o, (23) Ux = Vy+4+Wz=o0,
distincts par conséquent du premier plan invariable auquel appartenait
P'équation (18). D’ailleurs le produit
Kr—St
he

représentera la demi-amplitude des vibrations moléculaires, mesurée pa-
rallelement a 'axe fixe que 'on considére, tandis que l'arc

ki — st = =
représentera la phase du mouvement simple projeté sur cet axe, et
@

le paramétre angulaire relatif a ce méme axe. Ajoutons que I'exponentielle
népérienne
Kr—S:¢
e

sera le module du mouvement simple, et que l'arc
ke — st
en sera 'argument.

Il est bon d’observer qu’en vertu des formules (15) et (20), toutes les
molécules situées sur une paralléle & la droite d'intersection du second
et du troisiéme plan invariable se trouveront toujours, au méme instant,
déplacées de la méme maniere.

La valeur du déplacement &, déterminée par la formule (21), s’évanouit
lorsqu’on a

(24 cos (kv — st 4 @) = o;
par conséquent elle s’évanouit, lorsque ¢ demeure constant, pour des
valeurs équidistantes de v, qui forment une progression arithmétique dont

la raison est

7".
X’

et, lorsque « demeure constant, pour des valeurs équidistantes de ¢, qui
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(13)
forment une progression arithmétique dont la raison est

7w
S

D’ailleurs, le cosinus de la phase
ki — st o4~ &

reprendra la méme valeur numérique avec le méme signe, ou avec un
signe contraire, suivant que l'on fera varier la distance « d'un multiple

pair ou impair de ]’{, ou bien encore le temps ¢ d'un multiple pair ou im-
7
. v 4 , [T
pair de . Cela posé, si 'on prend
27 27
(25) 1 = T (26) T = <>
on conclura de la formule (21) ou (24) que, dans un mouvement simple,
le déplacement d’une molécule mesuré parallelement a un axe fixe, s’éva-

nouit, 1° 4 un instant donné, pour toutes les molécules situées dans des
plans, paralléles au second plan invariable, qui divisent le systéme en tran-

e . 1 , , . .
ches dont I'épaisseur est ;l; 2° pour une molécule donnée, & des instants

’ . ’ 1 ]
séparés les uns des autres par des intervalles de temps égaux a 5 T. Ces

tranches et ces intervalles seront de premiére espéce ou de seconde espéce,
suivant qu’ils répondront & des valeurs positives ou négatives de

cos (ke — st - @)

et du déplacement &, Enfin, deux tranches consécutives composent une
onde plane, dont P'épaisseur | sera ce qu’on nomme la longueur d'une on-
dulation, et deux intervalles de temps consécutifs, pendant lesquelles
Pextrémité de I'arc

ke — st -}~ @

parcourra la circonférence entiére, composeront la durée T d'une vibration
moléculaire. Quant aux plans qui termineront les différentes tranches et
ondes, ils répondront évidemment, pour une valeur donnée du temps ¢,
aux diverses valeurs de « qui vérifieront la formule (24).

Si Ton fait croitre, dans la formule (24), ¢ de At et « de Av, cette for-
mule continuera de subsister, pourvu que I'on suppose

kAv — sAt=o,
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par conséquent

la valeur de  étant

(27) Q=] =

Il suit de cette observation que, le temps venant & croitre, les ondes
planes, comme les plans qui les terminent, se déplaceront, dans le systeme
de molécules donné, avec une vitesse de propagation dont la valeur Q sera
celle que fournit la formule (27).
Considérons maintenant en particulier le module du mouvement simple,
ou l'exponentielle népérienne
eKn—St

qui entre comme facteur dans 'amplitude relative 4 chaque axe. On ne
pourra pas supposer que le logarithme népérien de ce module, c’est-a-dire

Pexposant
Kr — S¢,

croisse indéfiniment avec le temps, puisqu’il s’agit de mouvements infini-
ment petits; et par ¢conséquent le coefficient S dans cet exposant devra
étre nul ou positif. Dans le premier cas Pamplitude des vibrations demeu-
rera constante, et le mouvement simple sera durable ou persistant. Dans
le second cas, au contraire, cette amplitude décroitra indéfiniment, et
pour des valeurs croissantes de ¢, le mouvement s’éteindra de plus en plus.

Quant au coefficient K, par lequel se trouve multipliée , dans le loga-
rithme népérien du modaule, la distance r d’'une molécule au troisiéme plan
invariable , il pourra lui-méme se réduire a zéro; et, s’il n’est pas nul, on
pourra le supposer négatif, pourvu que 1'on choisisse convenablement le
sens suivant lequel se compteront les valeurs positives de r. Alors, pour
des valeurs positives et croissantes de r, on verra encore le module du
mouvement simple décroitre indéfiniment; ce qui montre que, pour un
instant donné, le mouvement deviendra de plus en plus insensible, a
mesure que l'on s’éloignera davantage dans un certain sens du troisiéme
plan invariable.

Dans le cas particulier ou 'on aurait a la fois
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( 159)

les formules (15) et (21) se réduiraient &

(28) £==acos(kv—st--A), n=Db cos(kv—st—-u), {=ccos(ke—st-4y),
(29) 8 == h cos (ke — st 4 @).

Alors toutes les molécules décriraient évidemment des courbes pareilles
les unes aux autres. Alors aussi la seconde des équations (17) se réduirait
a la formule connue

(30) (l—;’)2 — 2 ”Bg cos (p—1) - (E) = sin* (u—7).
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NOTE

SUR LES

Sommes formées par Uaddition de fonctions semblables des coordonnées de
différents points.

Considérons différents points P, Q, R,... situés dans un plan ou dans
lespace. Soient &, y ou x, y, 2, les 'coordonnées rectangulaires du
point P,

(1) K = F(x, ),

(2) - K = F(x, 5, 2),
une fonction de ces coordonnées; et désignons par
(3) X = SK,

la somme formée par 'addition de fonctions semblables des coordonnees
des différents points. Si I'on remplace les coordonnées rectangulaires x,
7, z par des coordonnées polaires r, p, ¢, dont la premiére soit le rayon
vecteur mené de I'origine O au point P, la seconde, 'angle formé par ce
rayon vecteur avec l'axe des &, et la troisiéme l'angle formé par le plan
des xy avec celui qui renferme le méme rayon vecteur et I'axe des x; on
aura, en supposant tous les points compris dans le plan des x, y,

(4) x = recosp, y = rsinp,
par conséquent

(5) K = F(rcosp, rsinp),

et dans le cas contraire,

(6) X == rcosp, y = rsinpcosq, z == rsinpsing,
par conséquent

(7) K = F(rcosp, rsinpcosq, rsinpsing).

Concevons maintenant que on déplace les axes coordonnés, en les
faisant tourner autour de l'origine. Ce déplacement changera générale-
ment la valeur de K et par suite celle de la somme ot. Si d’ailleurs,
comme nous le supposerons dans ce qui va suivre, K est une fonction

continue des coordonnées x, y, ou x, ¥, z, cette fonction variera par
degrés insensibles, tandis que l'on imprimera au systéme des axes coor-
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(17)
donnés un mouvement de rotation continu; d’ou il résulte qu’en passant
d’'une valeur 4 une autre, 3 recevra successivement toutes les valeurs in-
termédiaires. Cela posé, concevons qu’en vertu de plusieurs déplace-
ments successifs des axes coordonnés la somme (3) acquiére successi-
vement diverses valeurs représentées par

(8) o’ = SK/, " = SK", etc.,

et soient
! >’
v, 1, etc.,

des facteurs positifs quelconques. L'expression

P = ... S@K'4 K" +...)
(©) P =

qui sera toujours comprise entre la plus petite et la plus grande des
sommes %', &”, etc., représentera nécessairement une nouvelle valeur
particuliéere de ot, correspondante & une position particuliere des axes
coordonnés pour laquelle on aura
(10) R — i’f)C’.f{- i'.’f)C"-[-... —_ S(i’l§'+.i”K"+...).
P41 ... U4

Or, de la formule (10) on peut en déduire plusieurs autres, qui nous
seront fort utiles, en suivant la marche que nous allons indiquer.

Supposons d’abord tous les points P, Q, R,... renfermés dans le plan
des x, y. La valeur de K sera donnée par la formule (5), et si I'on
imprime a 'axe des & un mouvement de rotation rétrograde en le faisant
tourner autour de I'origine, de maniére qu’il décrive I'angle @, la for-
mule (5) se trouvera remplacée par la suivante

(r1) K = F[rcos(p 4+ @), rsin(p -+ @)].

Si dans cette derniere on attribue successivement 4 @ diverses valeurs @',
@', elle fournira pour K diverses valeurs K', K",... auxquelles corres-
pondront diverses valeurs 3, 3" de la somme 2. Cela posé, concevons
que du point O comme centre, avec I'unité pour rayon,'on décrive une
circonférence de cercle, et partageons cette circonférence en éléments
infiniment petits. Si 'on admet, 1° que les extrémités des arcs @', =",
soient respectivement situées sur ces divers ¢éléments; 2° que dans la
formule (10) on prenne pour valeurs de #, ... les éléments dont il
s’agit, on aura

(12) i " o= 27,
Ex. d' An. et de Ph. M. 3

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1



(18)
et

’

iK'+i'K" 4 .=i'F[reos(p+="), rsin(p+w1)] +i"F[reos(p+a’) - rsin(p+a")] + .
(‘3)% —_.—f:r Flrcos(p +®), rsin(p 4+ @)]ld=,

\

ou, ce qui revient au méme
o o) [} 2T . 2T
(14) {K'+1"R"+.. =/; F (rcosp, rsinp)dp= fo Rdp,
la valeur de K étant déterminée par la formule (5). On trouvera par suite

(15) i "o .= fh SF (rcosp, rsinp)dp =f"w SKdp,
e o
et la formule (10) donnera
1 ar X 2r
(16) o= - [ SKdp = - [ Kdp.
Donc, parmi les diverses valeurs de la somme 3¢ relatives aux diverses

ositions des axes coordonnés, il v en aura toujours une équivalente a
’ )
Iintégrale

(17) - 1:” SKdp = 2i7‘_Sf:fr F(rcosp, rsinp)dp.

27

Or, il est important d'observer que cette intégrale dépend uniquement
des valeurs du rayon vecteur r relatives aux différents points P, Q, R,.
et reste entierement indépendante des valeurs de I'angle p relatives a ces
mémes points.

Supposons maintenant les points P, Q, R... distribués d’'une maniere
quelconque dans Pespace,. .. si 'on imprime au plan des y, z, un mou-
vement de rotation rétrograde autour de Porigine, de maniére que l'axe

des y etle plan des xy décrivent 'angle v, la formule (7) se trouvera
remplacée par la suivante

(18) K =F[rcosp, rsin pcos (¢ 4 v), rsinpsin(g - v)];
et, en attribuant & v, dans cette derniére , diverses valeurs particulieres
/ /]
o, v,
on obtiendra des valeurs correspondantes K', K”,... de la fonction K,
puis on en déduira autant de valeurs &', ”,... de la somme 9. Cela
posé, concevons que dans le plan des y, z, on décrive du point O comme
centre et avec l'unité pour rayon, une circonférence de cercle, et par-

tageons cette circonférence en éléments infiniment petits. Si Pon admet,
1° que les extrémités des arcs v’, v"... mesurés dans le plan y, z, soient
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(19)
situés sur ces divers éléments; 2° que dans la formule (10) on prenne

pour valeurs de ', i,. .. les éléments dont il s’agit, I'équation (12) subsis-
tera en méme temps que la suivante

(19) IK'4i"K'4-.. .=f" F[rcos p, rsinpcos(qg4-v),rsinpsin(q-4-v)] dv,
et 'on aura par suite

(20) 7K' 4 K" 4...= f” F(rcosp, rsinpcosq, rsin psinq)dg,
TR A P -, = f“ SF (rcos p, rsinpcosq, rsin p sinq)dg

= [ SKdy,

la valeur de K étant déterminée par 'équation (7). En conséquence la
formule (10) donnera

(22) #= — [7sKdg =5 [ Kdg.

Donc parmi les diverses valeurs de la somme ¢ relatives aux diverses po-
sitions des axes des y et des z, il y en aura toujours une équivalente 4
intégrale

(21)

(23) —;—Wfo” SKdg = -;—;f:m SF (rcos p, rsinpcosq, rsinpsing)dg.

Or il est important d’observer que cette intégrale dépend uniquement
des valeurs de r et de p relatives aux différents points P, Q, R,... et
nullement des valeurs de I'angle g relatives a4 ces mémes points. Ajoutons
qu'en vertu de la formule

/m F (rcosp, rsinpcosq, rsinpsing)dg =/ﬁrr F(rcosp, rsinpcosq, rsinpsin q)dg
4} o
2 . .
+j F (rcosp, rsinpcosg, rsinpsing) dg
k3

=f” [F (rcos p, rsinpcosg, rsinp sing) 4- F (rcosp, — rsinpcosq, — rsinpsing)|dg
o

= "F(rcosp, reosq {1 —cos*p, rsing {/ 1 —cos® p)
(]

+fEF(rcosp,—rcosq V/ 1—cos'p, —rsing V1 — cos? p) dg,
[o]

I'intégrale (23) sera une fonction des seules quantités r et cosp.
Concevons maintenant que l'on pose pour abréger

I

() 1 =21 :”F(rcosp’ rsinpcosgq, rsinpsinq)dq= ;_"fo"‘”Kd‘I
3.
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(20 )
L'équation (22) deviendra
(25) X = SI,
et I, qui sera une fonction de retde p, changera de valeur avec I'angle p,
quand on déplacera I'axe des x, en le faisant tourner autour du point O.
Si d’ailleurs on désigne par I', I",.... et par o, &",,... les valeurs
deI et de o€ correspondantes & diverses positions de I'axe des x, on aura
(26) K = SI'’, A" = SI", etc.;...
et en nommant

i g
des facteurs positifs quelconques, on prouvera par des raisonnements
semblables a ceux qui ont servi a démontrer la formule (10), qu'il existe
une valeur particuliére de 9 déterminée par 'équation
(27) 90 — j’Z)ﬂ' -:l-—]";“}ﬁ"—f- R S(j:,I'+']:I"I"+. . .).
J+7 . J+r+-..

Cela posé, admettons que du point O comme centre, avec l'unité pour
rayon, l'on décrive une surface sphérique, puis qu’aprés avoir divisé
cette surface sphérique en éléments infiniment petits, on prenne, dans la
formule (27), pour valeurs de j', j”,... les éléments dont il s’agit, et
pour valeurs de 1', I",... celles quon obtient, lorsque dans I, considéré
comme fonction de cos p, on substitue les valeurs de p, correspondantes
aux cas ou 'axe des x traverse ces mémes éléments. On aura non-seule-
ment

(28) j+j 4= b,

mais encore

(29) U 4+ 1" 4...= f:mf: Isinpdpdg= 27rf: Isin pdp,
et par suite 'équation (27) donnera

(30) N = %jo SIsin pdp = ;Sf: I sin pdp.

Si dans cette derniére formule on substitue la valeur de 1 fournie par
I'équation (24), on trouvera définitivement

(31) N = ﬁf:mf: SKsinpdpdg = ésf:”f: Ksinpdpdy ;

la valeur de K étant toujours déterminée par Péquation (7)- Donc, parmi
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(2v)
les diverses valeurs de la somme 9t correspondantes aux diverses positions
des axes coordonnés, il y en aura toujours une équivalente i Iintégrale

I 27 pw 1 r 1
(32) — f f SKsinpdpdg = — f f SF(rcosp, rsinpcosq, rsinpsing)sinpdpdq ,
4"" o 1] 471' o 0

qui dépend uniquement des valeurs de r relatives aux différents points, et
nullement des angles p, g.

Si Pon désignait par «, B, 7y, les angles que forme la droite OP avec
les axes coordonnés des x, y, 3, ou plutét avec les demi-axes des coor-
données positives, on aurait, en supposant celte droite renfermée dans

le plan des x, 7,
(33) cosa == cosp, cosf3 = sinp,
et dans la supposition contraire
(34) cosa = cosp, cosf = sinpcosq, cosy == sinpsing.
Par suite, les formules (5), (7) deviendraient
(35) K = F(rcose, rcosfg),
(36) K = F(rcosa, rcosf, rcosy).
Si les diverses valeurs de r se réduisent & l'unité, les formules (35), (36)
donneront simplement
(37) K = F(cos 2, cos ),
(38) K = F(cos «, cos 3, cos?).
Cela posé, on déduira immédiatement des formules (16), (22) et (31),
les propositions suivantes.

1°* Théoréme. Considérons un systéme de droites OP, OQ, OR,...
menées par le point O dans un méme plan. Prenons le point O pour ori-
gine, deux axes tracés dans le plan pour axes des x et y, et nommons p
Fangle que forme la droite OP avec I'axe des x. Soient encore a, B les
angles formés par la méme droite avec les demi-axes des coordonnées

positives, par conséquent des angles liés avec la variable p par les for-
mules (33); K une fonction continue des cosinus de ces angles, et

X = SK,

une somme de fonctions semblables, relatives aux différentes droites.
Tandis que Pon fera tourner les axes des x, y autour de lorigine O, la
somme X recevra diverses valeurs dont I'une sera indépendante de p
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(22)

et déterminée par I'équation

(16) = ["SKdp =5 ["Kdp.

2° Théoréme. Concevons que par un point O commun & plusieurs
droites OP, OQ, OR,. .. on méne arbitrairement trois axes rectangulaires
des &, y, z. Soient p I'angle formé par la droite OP avec I'axe des x,
et ¢ l'angle formé par le plan qui renferme la droite OP et I'axe des a
avec le plan des &, y. Soient encore a, B, 7, les angles formés par la
droite OP avec les demi-axes des coordonnées positives, par conséquent
des angles liés aux coordonnées positives p, g par les formules (34); K
une fonction continue des cosinus de ces angles, et

* = SK

une somme de fonctions semblables, relatives aux différentes droites.
Tandis que Uon fera tourner les axes des x, y, z, autour de lorigine O,
la somme % recevra diverses valeurs dont I'une sera indépendante des
variables p, g et déterminée par I'équation

(31} H = 4LW/:’rf:SKsinpdpdq=Z';Sf;wi/‘:Ksinpdpdq.

3¢ Théoréme. Les mémes choses étant posées que dans le théoreme
précédent , si l'on fait tourner les axes des y et z autour de l'axe des x,
la somme 3t recevra successivement diverses valeurs dont 'une sera dé-
terminée par la formule

1 27 1 27
(22) %= [TsKdg = s [ Kdy,

et indépendante des valeurs de g relatives aux différentes droites.

Pour montrer une application des théorémes qui précédent, concevons
qu’a pactir de l'origine O, 'on porte une longueur £ sur une droite OA
tracée de maniére a former avec les demi-axes des coordonnées positives
des angles dont les cosinus soient a, b, c. Si l'on désigne par u, v, w,
les projections algébriques de la longueur £ sur les axes des x, y, z, et
par &' angle compris entre les droites OA, OP, on aura

(39) E= (@ + o + o7,
(40) u=ka, v==rb, w=ke,
(4r) cosd = acosa = bcos€ + ccosy;
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et la quantité

(42) kcosd = ucose 4 vcos€ + wcosy,

représentera la projection de la longueur k sur la droite OP. Or, en
supposant K fonction de cette méme projection, c'est-a-dire en prenant

(43) K = F(kcosd) = F(ucosa - vcos6 + wcosy),

et en réduisant w et cosy a zéro lorsque les droites OA, OP, 0Q, OR..
seront situées dans le plan des &, y, on tirera de la formule (16) jointe
aux €équations (33), ou des formules (22), (31) jointes aux équations (34),

1 27 1 27 .
44 3€=2—WSL F(ucosu-{-vcosé’)dp:;‘_S/; F(uzcosp 4 v sin p)dp,
et

45) 8){‘=;—WSf:”F(uc05u+vcos€+wcos-y)dg

27
=-2I;Sfo F (ucosp - vsinpcos g 4 wsin psing) dg,

27T T
(46) 3{=4LWSf ﬁ F(ucosa - vcos €+ wcosy)sinpdpdy
°
=ﬁsf%fnl?(ucosp+ vsin pcos ¢ 4 wsinp sing) sinp dp'dg.
1) o

Si maintenant on applique a la détermination de ces trois valeurs de 5t
des théorémes connus dont 'un a été démontré par M. Poisson (voy. la
4¢ live. des Exercices de Mathématiques), on trouvera, 1° en supposant
les droites OA, OP, OQ, OR,.... toutes situés dans le plan des x, »,

(47) =y [ F(kjcos p)dp= 18 [ "F (k cos p)dp;

2°. dans la supposition contraire ,

(48) H = 217;8 :’ F [u cosp = (v* + w*)* sin p cos ] dg
= 71: Sf(':r F[ueosp + (k* — u’)% sin p cos ¢ dq,

et
(49) n= 4%_ f:‘f:F(kcosp)sinpdpdq:::;S fok F (& cos p)sin pdp.

Le cas ot la somme ot reste invariable, tandis que I'on fait tourner les
axes coordonnés autour de 'origine, ou méme seulement autour de I'axe
des x, mérite une attention spéciale. Alors, en effet, chacune des for-

mules (16), (22), (31), (47), (48), (49), fournit non plus une valeur
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particuliére, mais la valeur générale de la somme
a = SK.

En conséquence, on peut énoncer les propositions suivantes.

4 Théoréme. Concevons que, dans un plan donné, et par un point O
commun & plusieurs droites OP, OQ, OR, on méne une nouvelle droite
OA; soient k une longueur portée sur cette nouvelle droite, d' I'angle
compris entre les droites OP, OA, et par conséquent k cos d', la projec-
tion de la longueur £ sur la droite OP. Soient encore

K = F (kcos d),
une fonction continue de la projection dont il s'agit, et
® = SK,

une somme de fonctions semblables relatives aux différentes droites OP,
0Q, OR.... Si la somme X demeure constante, tandis que P'on fait tour-
ner la droite OA autour de l'origine O, cette somme sera indépendante
des valeurs de J' relatives aux différentes droites OP, OQ, OR,... et
Ion aura en vertu de I'équation (47)

(50) ® =28 [“F(kcosd)dd = - [ atdd.

5¢ Théoréme. Concevons que par un point O commun a plusieurs
droites OP, OQ, OR,... on mene arbitrairement trois axes rectangu-
laires des x, 7, z, et une nouvelle droite OA sur laquelle on mesure une
certaine longueur £ dont les projections algébriques et orthogonales
soient respectivement désignées par

u, v, w.
Enfin soilent

“=P1€77?J\’

les angles formés par la droite OP avec les demi-axes des x, y, z posi-
tives, et avec la droite OA; g 'angle formé par le plan qui renferme la
droite OP et l'axe des x avec le plan des x, y; K=F(kcosd') une
fonction continue de la projection % cos d'de la longueur £ surla droite OP,
et % =SK une somme de fonctions semblables relatives aux droites OP,
0Q, OR,... Si la somme 3 demeure constante tandis que l'on fait
tourner les axes des y et z avec la droite OA autour de l'axe des x, cette
somme sera indépendante des valeurs particuliéres de g relatives aux
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droites OP, OQ, OR,... et l'on aura, en vertu de la formule (48),
(51) n = ;I_-Sf“F[uCOSp—{—(lS’-—u'); sinpcosq]dg.

6° Théoréme. Les mémes choses étant posées que dans le théoréme
précédent, si la somme 3¢ demeure constante tandis que I'on fait tourner
d’'une maniére quelconque les axes des x, y, z avec la droite OA autour
de Porigine O, cette somme sera indépendante des diverses valeurs de p,
¢, relatives aux droites OP, OQ, OR,... et l'on aura, en vertu de la
formule (49),

(52) o = -8 [ "F(kcos &)sin §dJ.

Nota. Dans plusieurs des formules qui précédent, comme dans le
Mémoire lithographié sous la date d’aout 1836, on a indifféremment
placé le signe S avant ou aprés le signe f. A la vérité la seconde dispo-
sition permet d’offrir certaines équations sous une forme plus simple,
comme on le voit dans la formule (50); mais il est plus exact d’écrire le
signe S le premier, comme on l'a fait dans les formules (51), (52).
Ajoutons que si, au lieu de réduire les formules (35), (36) aux formules
(37), (38), en supposant r= 1, on laisse varier r, on obtiendra au lieu
des théorémes ci-dessus énoncés, d’autres théoremes analogues. Ainsi
en particulier le 6° théoréme pourra s'énoncer comme il suit.

6° Theéoréme. Concevons qu’a partir du point O commun a un
certain axe OA, et a plusieurs droites OP, OQ, OR,... on porte sur ces
droites des longueurs r, ', r",. .. Soient d’ailleurs J' 'angle formé par la
droite OP avec I'axe OA, £ une longueur portée sur cet axe,

K = F (krcos d')
une fonction continue du produit krcosd', et
x = SK
une somme de fonctions semblables relatives aux droites OP, 0Q, OR,..,

Si la somme 9 demeure constante, tandis que lon fait tourner d’une
maniére quelconque 'axe OA autour du point O, 'on aura

(52) R = —; S f: F (krcos &) sin d'dd.

Exz.'d An. et de Ph. M. 4
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NOTE

SLR LA
tran. formation des coordonndes rectangulaires en coordonnées polawres.

La transformation des coordonnées rectangulaires en coordonnées po-
laires est particulierement utile, lorsque 'on se propose d’évaluer l'attrac-
tion exercée par un sphéroide sur un point matériel. Or il se trouve que
les formules auxquelles on est conduit par cette transformation dans le
probleme dont il s’agit, et dans un grand nombre de questions de physi-
que mathématique, peuvent étre simplifiées a4 l'aide d’un artifice de
calcul que je vais indiquer.

Soent
Xy ¥y 2,
les coordonnées rectangulaires d’'un point matériel ;
Py 45T,
ses coordonnées polaires liées aux premiéres par les équations
(1) x = rcosp, y == rsinpcosq, z = rsinpsing;
K une fonction quelconque des coordonnées x, y, z; et
(2) S=% + 0 + T

Silon transforme les coordonnées rectangulaires en coordonnées polaires,
a Vaule des équations (1), alors en posant

3) cosp = 9,
on obtiendra la formule connue
dl (s —"CP’)
__1d(rK) . 1 [ d'K [
() S_; dr? +Fl——:p dq
Mais si 'on pose
5) tang{—: = ¢,
et par conséquent
(6) o= Iog.t:ilnglaJ ,
alors, au hieu de Péquation (4), on obtiendra la suivante
T d (rK) et +e— d&’K
o s=itE + () ()
gu'on peut encore écrlre comme il suit :
_ (rK, e"’ + e~ d (r]s) d (rK)
(‘8) 5 = dr ) [ d.)*
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NOTE

TR

Pwitégration des équations différentielles des mouvements planétaires

Théoréme fondamental

Dans un Mémoire publié a Turin en 1831, reproduit depuis dans une
traduction italienne, et qui, comme l'indique son titre, a spécialement
pour objet lamécanique céleste et un nouveau calcul applicable a un grand
nombre de questions diverses, j’al donné des formules a l'aide desquelles
on peut déterminer directement chacun des coefficients numériques
relatifs aux perturbations des mouvements planétaires, et simplifier
des calculs qui exigent quelquefois des astronomes plusieurs années
de travail. Pour établir les formules dont il sagit, et d’antres formules
analogues renfermées dans le Mémoire ci-dessus mentionné, il suffisait
d’appliquer au développement de la fonction, désignée par R dans la
Mécanique céleste, des théoremes bien connus tels que le théoreme de
Taylor etle théoréme de Lagrange sur le développement des fonctions des
racines d’équations algébriques ou transcendantes. Mais il était nécessar e
de recourir a d’autres principes et a de nouvelles méthodes pour obtenn
des résultats plus importants, que je vais rappeler en peu de mots.

En joignant a la série de Maclaurin le reste qui la complete, et pré-
sentant ce reste sous la forme que Lagrange lui a donnée, ou sous d'au
tres formes du méme genre, on peut s’assurer, dans un grand nombre de
cas, qu'une fonction explicite d'une seule variable x est développable,
pour certaines valeurs de x, en une série convergente ordonnée suivant
les puissances ascendantes de cette variable, et déterminer la limite supe-
rieure des modules des valeurs réelles ou imaginaires de x, pour lesquels
le développementsubsiste. De plus, la théorie du développement des fonc-
tions explicites de plusieurs variables peut étre aisément ramenée a la
théorie du développement des fonctions explicites d’une seule variable
Mais il importe d’observer que Papplication des régles a l'aide desquellcs
on peut décider sila série de Maclaurin est convergente ou divergente,
devient souvent tres difficile, attendu que dans cette série le terme ge-

4-.
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néral, ou proportionnel & la n*™ puissance de la variable, renferme la
dérivée de lordre n de la fonction explicite donnée, ou du moins la
valeur de cette dérivée qui correspond & une valeur nulle de x, et que,
hormis certains cas particuliers ,la dérivée de I'ordre n prend une forme
de plus en plus compliquée a mesure que n augmente.

Quant aux fonctions implicites, on avait présenté, pour leurs déve-
loppements en séries, diverses formules déduites le plus souvent de la mé-
thode des coefficients indéterminés. Mais les démonstrations qu’on avait
données de ces formules étaient généralement insuffisantes, 1° parce qu’on
n’examinait pas d’ordinaire si les séries étaient convergentes ou diver-
gentes, et quen conséquence on ne pouvait dire le plus souvent dans
quels cas les formules devaient étre admises ou rejetées; 2° parce qu'on
ne s’était point attaché a démontrer que les développements obtenus
avaient pour sommes les fonctions développées, et qu’il peut arriver
qu’une série convergente provienne du développement d’une fonction
sans que la somme de la série soit équivalente a la fonction elle-méme. 11
est vrai que l'établissement de régles générales propres a déterminer dans
quels cas les développements des fonctions implicites sont convergents,
et représentent ces mémes fonctions, paraissait offrir de grandes difficul-
tés. On peut en juger en lisant attentivement le Mémoire de M. Laplace
sur la convergence ou la divergence de la série que fournit, dans le
mouvement elliptique d’une planéte, le développement du rayon vec-
teur suivant les puissances ascendantes de ’excentricité, Je pensai done
que les astronomes et les géomeétres attacheraient quelque prix a un tra-
vail qui avait pour but d’établir sur le développement des fonctions, soit
explicites, soit implicites, des principes généraux et d’une application
facile, a l'aide desquels on put, non-seulement, démontrer avec rigueur
les formules, et indiquer les conditions de leur existence, mais encore
fixer les limites des erreurs que l'on commet en négligeant les restes
qui doivent compléter les séries. Parmi ces regles, celles qui se rap-
portent  la fixation des limites des erreurs commises présentaient dans
leur ensemble un nouveau calcul que je désignai sous le nom de calcul
des limites. Les principes de ce nouveau calcul se trouvent exposés, avec
des applications a la mécanique céleste, dans les Mémoires lithographiés
a Turin, sous les dates du 15 octobre 1831, de 1832, et du 6 mars 1833.
L'accueil bienveillant que regurent ces Mémoires, des qu’ils eurent été
publiés, dut m’'encourager a suivre la route qui s’était ouverte devant
moi, et a exécuter le dessein que j’avais annoncé (Mémoire du 15 octo-
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bre 1831) de faire voir comment le nouveau calcul peut étre appliqué aux
séries qui représentent les intégrales d’un systéme d’équations différen-
tielles linéaires ou non linéaires. Tel est effectivement I'objet d’'un Mémoire
lithographié a Prague en 1835, et dans lequel je montre , d’une part, com-
ment on peut sassurer de la convergence des séries en question ; d'autre
part, comment on peut fixer des limites supérieures aux modules des restes
qui complétent ces mémes séries. Toutefois, quoique les résultats auxquels
je suis parvenu dans le Mémoire de 1835 paraissent déja dignes de remar-
que, cependant ils ne forment qu’une partie de ceux auxquels on se trouve
conduit par la méthode dont jai fait usage. Clest ce que j’ai observé dans
une lettre adressée a M. Coriolis, le 28 janvier 1837. Cette lettre, insérée
dans les Comptes rendus des séances de I'Académie, renferme 1’énoncé
de quelques théorémes importants que je me propose maintenant de
développer, surtout sous le rapport de leurs applications & la mécanique
céleste, & laquelle ils semblent promettre d’heureux et utiles perfectionne-
ments. Je me bornerai, dans ce premier article, 2 donner I'énoncé précis
et la démonstration d’un théoréme fondamental inséré dans la lettre dontil
sagit.

Théoréme. x désignant une variable réelle ou imaginaire, une fonc-
tion réelle ou imaginaire de x sera développable en une série convergente
ordonnée suivant les puissances ascendantes de &, tant que le module de x
conservera une valeur inférieure a la plus petite de celles pour lesquelles
la fonction ou sa dérivée cesse d’étre finie et continue.

Démonstration. Soit

S ()

une fonction donnée de la variable . Si l'on attribue a cette variable une
valeur imaginaire & dont le module soit X et I'argument p, en sorte qu'on
ait _ v

— XV 1
on aura identiquement iXJ =X ’

(1) d_-f@ =1 @.
dX Xy —1 dp

Si, comme nous P'avons supposé, le module X de x conserve une valeur
inférieure 4 la plus petite de celles pour lesquelles la fonction f(x) ousa
dérivée f'(x) cesse d’étre finie et continue; alors, la valeur commune
des deux membres de la formule (1), savoir

eV )= V= f(XePV ),
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restant finie et déterminée, on pourra en dire autant des fonctions réelles
= PV V=1 -V =i
(X, p) = 1[N p(xVT) 4+ VT pxeV T,
 §

12X, p) = —= [PV 7 (xerV ™) — VT pr(xe V)],

2V

et par conséquent des intégrales doubles
o X X px
J2 S o0 praxdp = [ [7 o0, pdpax,

[7 [P, pasdp = [T [T x(X, p)dpdx
Donc, puisquon aura identiquement
VT @ = (%, p) + V=1x(X, P
I'mtégrale double
I ffef"’: f(@) dXdp = jX I V= f (@) dpdx
comservera elle-méme une valeur finie et déterminée. D'ailleurs, la fonc-

tion f(x) restant, par hypothese, finie et continue pour la valeur atiri-
huée 4 X et pour une valeur plus petite, on aura encore

Xy = X df(x) —
foe 14 fl(x)dxzjo X dX = f(x)——- f(o),
Y 2= ' = dftx),
ST p@dp = o= [ Vg =0,
comme on le conclura sans peine des principes étabhs dans le resume

les lecons données a 'Ecole Polytechnique sur le calcul infinitésimal
Doc, dans Phypothese admise, I'équation (1) entrainera la formulc

7L f@ — fo)]dp = o,

J_f@ dp = [ jio)dp,
ou enfin
) T f@dp=27f(o)

Si, ae plus. la fouction f (x) s’évanowmt avec x, 'équation (2) donner
simplement

3) J_ 1@dp=o
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Cela posé, s1, dans la formule (3) on remplace f (x) par le produit

—f(x) f(x)

x—x

x étant différent de x, et le module de x inférieur 3 X, on en conclura

I @ g =/ xf(")dp__j(x)j (1+—+~+ Ydp=27 f(x)

L - X

et par suite

) Ja@y=2 [ = dp.

——
I.’équation (4) suppose, comme les équations (2) et (3), que la fonction

de X et de p, représentée par f(x), reste, avec sa dérivée f'(x), finie et
continue , pour la valeur attribuée a X et pour des valeurs plus petites
D’ailleurs, comme le rapport

x

X —-— T

est la somme de la progression géométrique
xr x*
Ty 2o ;_,,etc.,
qui demeure convergente tant que le module de & reste inférieur au mo-
dule X de x; il suit de la formule (4) que

JS(®)

sera développable en une série convergente ordonnée suivant les pus-

sances ascendantes de x, si le module de la variable réelle ou imaginaire ,

conserve une valeur inférieure a la plus petite de celles pour lesquelles

la fonction f(x) et sa dérivée f'(x) cessent d’étre finies et continues.
Ainsi, en particulier, puisque les fonctions

cos x, sinx, e, e, cos (1—x*), etc., ...

etleurs dérivées du premier ordre ne cessent jamais d’étre finies et conti-
nues, elles seront toujours développables en séries convergentes ordonnées
suivant les puissances ascendantes de x. Au contraire, les fonctions

b ¢
(1), , log (1-x), arc tang x, etc.,. .

1 x
1—2x’ 14+ Vi1 —
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qui lorsqu’on attribue 4 & une valeur ima inaire de la forme
b4

cessent d’étre, avec leurs dérivées du premier ordre, fonctions continues

de x, au moment ou le module X devient égal 4 1, seront certainement

développables en séries convergentes ordonnées suivant les puissances

ascendantes de la variable , si la valeur réelle ou imaginaire de x offre

un module inférieur & I'unité ; mais elles pourront devenir et deviendront

en effet divergentes, sile module de x surpasse 'unité. Enfin, comme les
:

fonctions
I 1

ex, e=, cosi, etc...

deviennent discontinues avec leurs dérivées du premier ordre pour une
valeur nulle de x, par conséquent, lorsque le module de x est le plus petit
possible, elles ne seront jamais dévelop pables en séries convergentes or-
données suivant les puissances ascendantes de a.

On sera peut-étre étonné de nous voir placer arctang x au nombre des
fonctions qui deviennent infinies ou discontinues, quand le module de x
devient égal a 1. 1l est vrai que, si I'on attribue 4 o une valeur réelle
de la forme x = =*=X,
la fonction arc tang x ne cessera pas d’'étre finie et continue pour X=r.
Mais il n’en sera plus de méme, si o devenant imaginaire,on suppose
par exemple

X = X\/—-—_I-
Alors, en effet, la fonction
[—X)—1(1 +X)
2y —1 B
deviendra évidemment infinie et discontinue, pour la valeur 1 attribuée
au module X, .

Nous remarquerons en finissant que les fonctions ci-dessus prises
pour exemples, et leurs dérivées du premier ordre, deviennent toujours
infinies ou discontinues pour les mémes valeurs du module de la variable
indépendante. Si I'on était assuré qu’il en fiit toujours ainsi, on pourrait,
dans le théoréme énoncé, se dispenser de parler de la fonction dérivée;
mais, comme on n’a point & cet égard une certitude suffisante, il est
plus rigoureux d’énoncer le théoreme dans les termes dont nous nous
sommes servis plus haut.

arc tang x = arc tang (X \V/—1) =
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MEMOIRE

SUR LES

Mouvements infiniment petits de deux systémes de molécules qui se
peénétrent mutuellement.

§ 1. Equations d’équilibre et de mouvement de ces denzx systéemes.

Considérons deux systémes de molécules qui coexistent dans une
portion donnée de l'espace. Soient au premier instant, et dans I'état
d’équilibre
x,%, 2, les coordonnées d’une molécule m du premier systeme,

ou d’'une molécule m, du second sys%éme,

x--x, ¥y, 2z les coordonnées d’'une autre molécule m du 1 systéme,
ou d’'une autre molécule m, du 2°systéme,

r le rayon vecteur mené de la molécule m ou m, ala molécule m ou m,;
on aura
(1) P =xt eyt 2

et les cosinus des angles formés par le rayon vecteur r avec les demi-
axes des coordonnées positives, seront respectivement

Y Z
’ r’

x
r r’

Supposons d’ailleurs que lattraction ou la répulsion mutuelle des deux
masses m et m ou w, et m,, étant proportionnelle a ces masses, et a une
fonction de la distance r, soit représentée, au signe pres, par

wimf(r)
pour les molécules # et m, et par
wmn,f(r)
pour les molécules w et m,, chacune des fonctions
t(n), £(r)

désignant une quantité positive, lorsque les molécules s’attirent, et néga-
tive, lorsqu’elles se repoussent. Les projections algébriques de la force

mmf(r) ou numf(r)
Ex. d’ An. et de Phys. math. 5
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sur les axes coordonnés seront les produits de cette force par les cosinus

des angles que forme le rayon vecteur r avec ces axes, et, en consé-
quence, si on fait pour abréger

(2) D=y, 2=

elles se réduiront, pour la force wmf(r), a

wof(r)y mmyf(r), wmz f(r)

et, pour la force wmf(r), a

wnxf(r), wmyf(r), mmzf(r)
Cela posé, les équations d’équilibre de 1a molécule w seront évidemment
0 =S8 [mxf(n)] + S mxf(r)],

(3) o =S [myf(r] + S[myf(r)],
o =S[mzf(r)] =+ S[mzf,(r)],

la lettre caractéristique S indiquant une somme de termes semblables entre
eux et relatifs aux diverses molécules m du premier systéme, ou aux di-
verses molécules m2, du second systeme.

Concevons maintenant que les diverses molécules
My My vee Wy My <ue

viennent a4 se mouvoir. Soient alors, au bout du temps ¢,

£y, ¢,
les déplacements de la molécule m, et
El’ 71I’ CI’

les déplacements de la molécule m,, mesurés parallélement aux axes coor-
dennés. Soient d’ailleurs

£+AE» ”+AW1:+AEa
Zl-l- AE,? 7’/"" An,’ §,+AZ1’

ce que devienuent ces déplacements, lorsqu’on passe de la molécule m

et

a la molécule m, ou de la molécule i, & la molécule m,. Les coordonnées
de la molécule m, au bout du £, seront

x5, y4n, 324,
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tandis que celles de la molécule m ou m, seront
xodxE408E, yH+ydn+4an, z4z+{4 az,
ou
zx+E, 40, yty o, 242+ 407,
Soient A cette méme époque
r—-p
la distance des molécules #t, m, et
r=p,
la distance des molécules m, m,. La distance
r-p
offrira pour projections algébriques, sur les axes des x, ¥, 2, les différences
entre les coordonnées des molécules m, m, savoir:
x~=2%, y-+an, z-+af,
tandis que la distance
r+p,
offrira pour projections algébriques les différences entre les coordonnées
des molécules m, m,, savoir
x = 2/_2 +AEI7 y+n—n +A”17 Z+C/— C+AC1'
On aura en conséquence
) {("‘HJ)’ = (x4 a5+ (y +any+ (2 + a2)",
(rtp) = (x4-E—E+ 22 )+ (y+n,—n4-an, ) (2L —(+ a7 )"
Cela posé, pour déduire les équations du mouvement de la molécule m

de ses équations d’équilibre, c’est-a-dire des formules(3), il suffira évi-
demment de remplacer, dans ces formules, les premiers membres par

2 da Ay
dr’  dp’  de’

puis de substituer & la distance
eta ses projections algébriques
%Y %

1° dans les premiers terimes des seconds membres, la distance

r+p
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et ses projections algébriques
X = A%, yA An, z =+ af;
a* dans les derniers termes des seconds membres, la distance

r—top

et ses projections algébriques
X5, —EE 4 af,yF+n —n-4 o0,z 4 —{ + AL

En opérant ainsi, on trouvera

TS [ m(x-28) f(r+p) ] +S[m(x 4-£,— E+BE) f(r+p)]5

di
(5 pr= ST (y-+n) flr-t )15 [y - 1, —n+ an) fi(r+6.)],
2 SLm (- A0) S (r o S [m (-, — L 8L, ) fi(r4-1,) ]

On établirait avec la méme facilité les équations d’équilibre ou les
équations de mouvement de la molécule . En effet, supposons que I’at-
traction ou la répulsion mutuelle des deux masses m, et m, ou m, et m,
étant proportionnelle a ces masses et & une fonction de la distance r, soit
représentée , au signe prés, par

s f,(r)
pour les molécules m, et m ; elle devra étre représentée par

mmir)
pour les molécules #, et m, 'action mutuelle de 1, et m étant de méme
nature que laction mutuelle de m, et m. Donc, si 'on pose pour abréger

©) fil) =2,

les équations d’équilibre de la molécule m se réduiront non plus aux for-
mules (3), mais aux suivantes :

0 =S [m, x /()] + S [m x (1],
(7) o =5 [m y f,()] + S [m x f;()],
o =581[m zf,0)] +8 [mx /(]

Concevons d’ailleurs, qu’au bout du temps ¢, la distance des molécules

,, m, soit représentée par

r -t p,
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et celles de molécules m , i par
r— p-
On aura
(@)= BBy o 0 o+ du o (1 21
(r+ .2 = (x 4= E—E A= AL (y+n—n+ S+ =L+ AL
et les équations du mouvement de la moléeule m, seront
Z}‘E’—sw (xoFBZ,)f, ()] +-S[m(x-E—E, + AV, (r )]
() dt» 2 =S [m,(y -+ an)f,, (r-+p,) 1= S [m(y =1 —n, =+ An) [ (r 4 p)],

=S [m, (2 L), (1 ) 1S [ m(s L — 4+ BOf(r+,0) ]

Si dans chacune des formules (5) on réduit le dernier terme du second
membre & zéro, on retrouvera précisément les équations du mouvementd’un
seulsystémede molécules sollicitées pardes forces d’attraction et derépulsion
mutuelle ; et pour ramener ces équations a la forme sous laquelle je les ai
presentees dans le Mémoire sur la Dispersion de la lumiére , il suffirait d’é-

crire er au lieu de p, —= ( 10 au lieu de f(r)etrcose, rcos €, rcos?y au lieu

dex,y, z

Les équations qui précédent, et celles que nous en déduirons dans les
paragraphes suivants, doivent comprendre, comme cas particuliers, les for-
mules dont M. Lloyd a fait mention-dans un article fort intéressant, publié
sous la date du g janvier 1837, ou 'auteur, convaincu qu’on ne pouvait ré-
soudre complétement le probléme de la propagation des ondes, sans tenir
compte des actions des molécules des corps, annonce qu'il est parvenu a la
solution dans le cas le plus simple, savoir, lorsque les molécules de I'éther
et des corps sont uniformément distribuées dans espace. [ Proceedings of

the royal Irish Academy, for the year 1836—37.]

§ 1. Equations des mouvements infiniment petits de deux systémes de molécules qui
se pénétrent mutuellement.

Considérons, dans les deux systémes de molécules qui se pénétrent
mutuellement, un mouvement vibratoire, en vertu duquel chaque molé-
cule s'écarte trés peu de sa position initiale. Si Pon cherche les lois du
mouvement, celles du moins qui subsistent quelque petite que soit I'é-
tendue des vibrations moléculaires, alors en regardant les déplacements

g’ n7 :7 2/7 ”4’ CI’
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et leurs différences
Ag, A, A7, AZ,, an,, A%

CYR]
comme des quantités infiniment petites du premier ordre, on pourra
négliger les carrés et les puissances supérieures, non-seulement de ces

déplacements et de leurs différences, mais aussi des quantités
petp, ,petp,
dans les développements des expressions que renferment les formules (4)
(6), (8), (9) du premier paragraphe; et on pourra encore supposer in-
différemment que des quatre variables indépendantes
Xy ¥, 2, Ly

les trois premiéres représentent ou les coordonnées initiales de la molé-
cule w ou , ou ses coordonnées courantes qui, en vertu de lhypothese
admise, différeront trés peu des premiéres. Cela posé, silon a égard

aux formules (3) du § I*r, les formules (4) et (5) du méme paragraphe
donneront

xaF 4+ yAq - zA(:

p =
() p—_‘— E—E+Af)+y(» ——a+Av)+Z(Z—'C+AC)
et
2% = S[mf()ag] + 8 [m L0 %]
S E— & + 215 [m, Ly ]
L2 = S [m fIA) 4+ S [ m O g
) S0 —n+ an)) 8 [m, Ly ],
28 — Sims ()af] =+ [m L 5]

o+ S[mf, () €=+ 80145 [m, L0, 7];
ou, ce qui revient au méme,
dt,—LE+Rn -+ Q¢ + LE, + R+ QL
(3) dt, = RE = Mn+4-PE + RE +Mpn+PZ,

%—Q§+P” +NZ +QE =Py, ~+NZ,,
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pourvu que, # désignant une fonction quelconque des variables x, 7, 2, et
As
'accroissement de & dans le cas ou l'on fait croitre
xdex, ydey, zdez,

on représente, a l'aide des lettres

L ? M ? N I P 2 Q ) R 7

L,7 Mn N;a P,’ Qn R

non pas des quantités, mais des caractéristiques déterminées par les for-
mules

L = {m I:f(r) --f--x df(r)]Au}—S[m,j,'(r)B],l\I..—_ vers N=...,

P8=S§mE@Aug Q=..., R=...,
Ly = { m £+ % "f("):](g_;_m)}, M=..., N=...,
Pg = S{lnlgdgjr)g, Q=..., R=...

Comme d’ailleurs ces diverses formules doivent servir a4 déterminer les
caractéristiques

L) M’ N7 P) Q) R? Ln Mn Nn’ Pn Q,7 R/’

quelle que soit la fonction de x,y, z désignée par s, elles peuvent étre,
pour plus de simplicité, présentées sous la forme

L...S{ml:f(r)—l-x A0 A}_S[(m,/;(r)], M=..., N=...,

Do =sinioa), Q= R
L=S {m [fkr)'i‘x df(r)__](l'FA)}’ M=..., N=...,
(5) pl=S{m,Y7“%(:)('+A)}v Q=..., R=...,

Enfin, si Yon désigne, a 'aide des caractéristiques

D:’ D}‘) Dz, DH
et de leurs puissances entiéres, les dérivées qu'on obtient quand on diffé-
rentie une ou plusieurs fois de suite une fonction des variables indé-

pendantes
X'y f, 2, t’
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par rapport a ces mémes variables, les équations (3) pourront s’écrire
comme il suit

(L—D)E+Rn+Q +LE, 4Ry, +Qf, = o,
©) RE 4 (M—D/*n +P{+RE, +Mn+PZ, = o,
QE + Pn + (N - D:)C+Q/§/+ Pl”/ +NI§/ = O.

De méme, en supposant les caractéristiques

L Mu’ Nn’ P/n Qm Bu)

"
/L’ /lw7 N’ ,Pa ;Q: ,R7

]

déterminées par les formules

L, _.S m l:.f"(r)-—l-X df(r)]A }—-S{mf,(r)], M,=..., Ny=...,

&)
P“=S{ﬂlly72gdf—";§‘—2 }: Qn=“'7 Rll=""
x3 df(r
®) L=s{m[f)+7 %P J0+a)  M=., N=.o
8
p=sfm LLO (4}, Q=..., R=..,

on tirera des formules (9) du § I*, pour le eas ou le mouvement est in-
finiment petit,

/LE -+ /R -+ IQC -+ (Lu — D7) f; + R{A”/ +Q{,=o,
(9) 3 BE =+ Mn+ PC -+ RE -+ M, —D)n - Pl =o,
QE —+ Pn + NC+ Q/:f;'*‘ Ry~ (N,— D;){,=o.

On ne doit pas oublier que, dans les formules (4), (6), (7), (8), on a
f(")

(10) =2, fn="2 fin="12,

les fonctions
£(r), f,(n, £,(1)s

étant celles qui représentent le rapport entre I'action mutuelle de deux
molécules, séparées par la distance r, et le produit de leurs masses, 1*dans
le cas ou les deux molécules font partie du premier des systémes donnés;
2° dans le cas ou l'une appartient au premier systeme et l'autre au se-
cond; 3° dans le cas ol toutes deux font partie du second systéme.

Pour réduire les équations (6) et (9) & la forme d’équations linéaires
aux différences partielles, il suffira de développer, dans les seconds mem-
bres de ces équations, les différences finies des variables principales

E,m Ly gn 5 Cps
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en séries ordonnées suivant leurs dérivées des divers ordres. On y par-
viendra aisément a l'aide de la formule de Taylor, en vertu de laquelle on
aura
8 - As == ¢ 0=+ YDy +D:

quelle que soit la fonction de
x, ), 3
désignée par @, et par conséquent

XDz + yDy +zD5

(11) 14 A =eWPetWr+D 4 — ¢ —_1.

Cela posé, dans les équations (6) et (g) ramenées a la forme d’équations
aux différences partielles, les coefficients des dérivées des variables prin-
cipales se réduiront toujours a des sommes dans chacune desquelles la
masse m ou m, se trouvera multipliée sous le signe S par des puissances
de x, y, z, et par une fonction de r. Ainsi, en particulier, les coefficients
dont il sagit se réduiront, dans les seconds membres des équations(6),a
des sommes de 'une des formes

(12) S [mxry*z2'f(r)], S [mx yra L0 f(") ,
(13) S [m X y"'z"f(r)] S [n? yn'znvdf (1) ,

et, dans les seconds membres des équations (9), a2 des sommes de I'une des
formes

Adf (n)
(14 S [mxy"27f, (0], S [”’w%}]
(15) s peywfi)], 8 [yt L0,

n, n', n" désignant des nombres entiers.

On pourra regarder la constitution du second systeme de wmolécules
comme étant partout la méme, si les sommes (14), (15), se réduisent a des
quantités constantes, c’est-a-dire 4 des quantités indépendantes des coor-
données

X, YV, %
de la molécule m,. Cest ce qui aura lieu, par exemple, quand le
second systéme sera un corps homogene, gazeux ou liquide ou cristallisé.
Si d’ailleurs, les molécules étant dans le premier systéme beaucoup plus
rapprochées les unes des autres que dans le second, les sommes (12) et
(13) reprennent périodiquement les mémes valeurs quand on fait croitre
ou décroitre en progression arithmétique chacune des trois coordonnées
Ex.d An. etde Ph. M. 6
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x, 5, %, etsilesrapports des trois progressions arithmétiques, correspon-
dantes aux trois coordonnées, sont trés petits; alors, en vertu d’un théo-
réme que nous avons établi ailleurs, on pourra substituer a ces mémes
sommes leurs valeurs moyennes sans qu’il en résulte d’erreur sensible dans
le calcul des vibrations du systéme et des déplacements moléculaires. Donc
alors les équations des mouvements infiniment petits des deux systémes,
c’est-a-dire les équations (6) et (9) pourront étre considérées comme des
équations linéaires aux différences partielles et a coefficients constants
entre les six variables principales

E,n 0 €, L,

et les quatre variables indépendantes

X, Y, %, L.
De semblables équations sont propres a représenter, par exemple, les
mouvements infiniment petits du fluide lumineux renfermé dans un corps
homogéne, isophane ou non isophane , opaque ou transparent.

Comme nous venons de le dire, dans le cas ou les sommes (12) et (13)
reprennent périodiquement les mémes valeurs, tandis que l'on fait croitre
ou décroitre les coordonnées en progression arithmétique, une condition
nécessaire pour que l'on puisse sans erreur sensible substituer a ces
mémes sommes leurs valeurs moyennes, c’est que les rapports des trois
progressions arithmétiques correspondantes aux trois coordonnées soient
trés petits. Il y a plus, si'on veut appliquer le théoréme rappelé ci-dessus,
et qui met cette condition en évidence, 4 un mouvement simple carac-
térisé par une exponentielle népérienne dans I'exposant de laquelle les
coefficients des coordonnées soient imaginaires, on reconnaitra que, pour
rendre légitime la substitution dont il s’agit, on doit supposer trés petits
non-seulement les rapports des trois progressions arithmétiques, mais
encore les produits des sommes (12) ou (13) par I'un quelconque de ces

rapports.
§ ITL. Mouvements simples.

Les équations (6) et (9) du paragraphe précédent peuvent étre traitées
comme des équations linéaires a coefficients constants, non-seulement
dans le cas ou, la constitution des deux systémes de molécules étant par-
tout la méme, les sommes (12), (13), (14), (15) demeurent constantes, mais
aussi dans le cas ou, les sommes (14), (15), étant constantes, les sommes
(12), (13) varient périodiquement quand on fait croitre ou décroitre les
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coordonnées en progression arithmétique,, pourvu que dans ce dernier cas
les produits des sommes (12) ou (13) par le rapport de P'une quelconque
des trois progressions arithmétiques correspondantes aux trois coordonnées
soient tres petits. Seulement, on devra, dans le dernier cas, aprés avoir in-
tégré les formules (6), (), comme si toutes les sommes (12), (13), (14), (15)
étaient constantes, remplacer dans les intégrales trouvées chacune de ces
sommes par sa valeur moyenne. C’est ainsi que 'on obtiendra, par exem-
ple, les vibrations de la lumiére dans un corps diaphane, en supposant que
le rayon de la sphére d’activité d’une molécule du corps, c’est-a-dire, la
distance au-deld de laquelle cette action devient insensible et peut étre
négligée, soit peu considérable relativement a la longueur d’une ondula-
tion lumineuse.

La solution de plusieurs problémes de Physique mathématique pou-
vant dépendre de l'intégration des équations (6) et (9) du paragraphe pré-
cédent, considérées comme équations linéaires a coefficients constants;
nous allons rechercher ici les intégrales de ces équations, en nous bornant
pour linstant aux intégrales qui représentent des mouvements simples,
C’est-a-dire en supposant les déplacements effectifs ou du moins les dé-
placements symboliques tous proportionnels & une méme exponentielle
népérienne, dont 'exposant soit une fonction linéaire des coordonnées
et du temps.

Lorsque les sommes (12), (13), (14), (15), du § II demeurent cons-
tantes, alors, pour satisfaire aux équations (6) et (g) du méme paragraphe,
il suffit de supposer les variables principales

E’ ”’ Z’ E:’ ”l’ Zl’

toutes proportionnelles a une méme exponentielle népérienne dont I'ex-
posant soit une fonction linéaire des variables indépendantes

X5 7 3, 4
et de prendre en conséquence
(I) g — Aeux+vy+wz—st, N = Beux+ﬂy+wz -.st, < — Ceux..;.uy.a.wz_.“,
—_ ux 40y +wz —st —_ UX vy wz—st — (" SUXtVYH+wI—st
(@) g=Ac , n=De LGy ,

u,v,w,s, A, B, G, A, B,, C, désignant des constantes réelles ou ima-
ginaires convenablement choisies. En effet, si I'on substitue les valeurs
précédentes de

g’ ", g, E/’ N, ;s
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dans les équations (6) et (9) du second paragraphe, tous les termes seront
divisibles par l'exponentielle

U~y - Wi —sT
€ ]

et apres la division effectuee ces équations seront réduites & d’autres de
la forme
('Q_ ‘52)A + !B -+ QC‘ -+ "Q;Al -+ ”ﬁlB; -+ @./C‘/ = 0,
(3) RA 4 (M— 5B 4 EC 4 RA, 4 NB, 4 2C, = o,
9A 4 &B 4 (% —s)C -+ 2,4, 4 2B, + 9, = o;

LA 4+ AB 4 RC 4 (£, — )4, +°ﬁ“B -+ @n ; = 0,
4) SA A JR’B'{" C 24,4+ (0, — 5B, 4+ 4,C = o,

/QA + /@B +Igt°c +6\)./UAI+ q’)uBl + (%H - Sz)Cl = O"
les valeurs des coefficients
£, M, &K, z, 2, &y L) mbp BICHN @,a 2 &y
AL M, 6, 1@’ s R Ly My, 3,y & w s Ry
étant déterminées par les formules

i vy-+wz
£ _-S m [f[( )_{.); {Iﬁ )] (e"x"' Y+ -_x)g -—S[mlﬁ(r)], M=..., N==...,
S{ y2 4 f(r) ux+wy+w7 I)}

I

AL =y R=1..,

:S {n Ef( )+X flﬂl_') ux+v)’+w2§’ DT(,’::...,J)GI:,..,
z d| UX Py W

=S {mlyr f'(l X-py$- z}’ 9 )=y R,
’{ — {" [f( )+X df (f‘) ux+vy+wz}, ’Sn':".’ I%_______“.,

2 = {myz af, (r) eux+vy+wz} 9 =..., A=
3 TUT Ry

d ux vy 4wz

:S{ﬂ Ef“(>+}\ /:, (r'):} (¢ +oy+ ——I)}, mb”:,...%“::_,.,
o 0 (). st

ou, ce qui revient an méme , par les formules

2 dz) 2
g4 m‘u:_—g_{dﬁ?, 0% = g 4 L8

5) dw’ dw?’
( J q? . (12(5—_. Q—H {]2‘5 R — d’5 '
 dvdw’ " dwdu T dudp?
a5 , a
= g/ + n):' 3\'(/-—9, + dﬁl gt’l= I+ (7:’5‘,/’
(6 .
? = dzi:L Q =] —ii-i"-)L- R = d"ﬁl .
" dudw’ ! dwdy’ ! dudy ’
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&5 &5 &
L=G+ 75 M=6+ > ,ac=,g+d1'v5,,
(7) a5 a2 d
5 a8 _ @y,
&= dvdw’ R = Jwdi' &A= dutllv’
( i) &5 a
g L= Gu+ QZ#’ M= G, + _dv_::’ o= Gyt T‘p“’
e _ @5 _ 25, a = &5
T dydw? iy = dwdu’ T dudy’?

les valeurs de

gs 55 g,, 5[1 ,g’ /5:) gll’ 5/[’
étant respectivement
G =S [mfir)(e™ ™+ —1)] — 8 [m, f(r),
9) 5=S { m df(r) ewxtytwz ——(ux~+-vy—+wz)— (—————uH'V):LWZ)j} 3

r dr

G="5 [ m,f(r)e v+,
(l 0) 5/ - S [% ‘_i/‘d,_r(r_) eux+vy+’WZ] 5
{ G= 5T f{r) eror,

('l) _ m df(r) ustoyws |,
15—8[—"‘—({"—8 +ort ]’

G= S rml‘/;l(’ ) (eux+vy+wz —I)] —S [m./ / (' )] ’
(x2) by=5 { mT %@[e“““"v‘-#w—l——(ux+cj)’+wz)—————~(u£+vi+wz)ﬂ]} .

Or, lorsque les sommes (12), (13), (14), (15) du § IV demeurent cons-
tantes, on peut en dire autant des valeurs de

L, M, &%, %, 2, Ry, L, M, etc.,

que fournissent les équations (5), (6), (7), (8), jointes aux formules (),
(10), (11), (12), et qui sont développables avec I'exponentielle
eu,x+vy+‘wz

en séries ordonnées suivant les puissances ascendantes de #, ¢, w. Donc
alors on peut satisfaire aux équations (3) et (4) par des valeurs constantes

des facteurs
A,B,C, A,B,C,

Soit maintenant
(13) §=o
I'équation du 6° degré en s* que produit 'élimination des facteurs
A,B,C, A,B,C,
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entre les équations (3) et ([;) , la valeur de 8 étant
(1) 8 = (L") (AR —") (96 — &) (¢, — o) (IR, —°) (96, — ) — etc.

Si 'on prend pour s une quelconque des racines de I'équation (13), et si
d’ailleurs on désigne par

@, C, 7 &%, cn 717

des coefficients arbitraires, on pourra présenter les équations (3) et (4)
sous la forme

KA + (mb -—s’)B + ®C - J{/A,-l- :m,B,+ @ICI = 38,
@,A + %B + (gt’ - SQ)C '+' Q_IAI+ 1+3'G = 78'
§/QA+/$B + R0 + (g, — s)A-{—&’L“,—I—QJ‘C_aS,

(16)

% (£ — s)A + &B 4 o€ - LA 4+ &B,+ 20, = a3,
(15)

RA 4+ MB 4 ECH KA, + (M, —s)B,+ £,C,= B3,
R2A + B + 5%C+42 A, + 4B+ (9%, — 5*) C,= y8.

Or, en laissant 4 s une valeur indéterminée, on tirera de ces dernieres
équations résolues par rapport aux facteurs A, B, C, A, B,, C,,

A=fFz+ R + Oy 4 F2, + BE + Oy,
(17) ;

B = Rz + ME 4+ Py + Nz, +m€ + P
C =@z + P+ W)+ Qo + PE, + Ny,
Al=£d+ “C+®}’+£ut+“u/+®u}l’

(18) % B, = Rz + ME+ P+ R +ME + P
G = ®z+mc+ My + @"a, + Y6, + Wy,

et par suite
A
Faot- B + @) + Lo, + RE +0O,
B

& RE + Py + B, FRE, + Py,
(19) @.d—l— ‘mg + m}’ +®I“l +v1gl + ml?/

= fe+ BRE+ ®7+ 1I,,a +16 4+ Q,,

W=

ad’ + mc‘; + /”3’ + 1&/: [ +mu€l + ”/17'

l®z+ I”C +/m? + ®111’ + vuc/ + mﬁ?l’

les nouveaux facteurs

£,8,0,9,0 8,8, A4, ec...,
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étant des fonctions entiéres de s, toutes du 8 degré, i 'exception des
seuls facteurs

£, m: .m; ﬂ‘u’ mu’ mu’

qui seront du 5° degré par rapport a s*, et du 10° par rapport a s. Donc
les valeurs des facteurs

A,B,GC,A,B,C,

déterminées par les formules (17), (18), vérifieront généralement les for-
mules (15) et (16). Donc, lorsqu’on prendra pour s une racine de I'équa-
tion (13), elles vérifieront les formules (3) et (4), quelles que soient
d’ailleurs les valeurs attribuées aux constantes
@ € ¥y 2 605 755
et celles-ci demeurant arbitraires, les valeurs des rapports
B C A B C
A’A’A? A’ A?
propres a vérifier les formules (3) et (4) seront précisément celles que
fournit la formule (19). Si 'on suppose en particulier les constantes
@, 6,9, 2,6, %,

toutes réduites a zéro, a 'exception d’une seule, la formule (19) donnera
successivement

A B _C_ A _ B _C
A R T
A_ B _ C_ A _ B _G

(20) ET) — m m -al ml = 1“1,
A _ B _C _ A _ B __ G
@y uT oY u,’
A _ B _C _A_ B _ G
AT a0 £, 78, T @

(21) A _ B _C _ A B __C
Ia lm ,” %u ’mll ‘”II,
l‘m' fiﬂ 4"RI @D’u ”u mu.

Les formules (1) et (2), lorsqu'on y suppose les constantes
B C A B G,

"A'A’ A’ A A

déterminées en fonctions de

S

U, vy W,
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par I'équation {13) jointe a la formule (1g), ou, ce qui revient au méme,
a l'une des six formules (20) et (21), représentent ce qu’on peut nommer
un systeme d’intigrales simples des équations (6) et (g) du S II. Les coef-
ficients
u, v, w,

dans ces intégrales simples, restent entiérement arbitraires, ainsi que la
constante A. De plus, les valeurs des diverses constantes

u,v,w,s, A, B,C, A, B,C,
et, par suite, les valeurs des variables principales

E’ n’ .C’ 2/’ n/’ Z,’

tirées des formules (1), (2), peuvent étre réelles ou imaginaires. Dans le
premier cas ces variables représenteront les déplacements infiniment pe-
tits des molécules dans un mouvement infiniment petit compatible avec
la constitution des deux systemes donnés. Dans le second cas, les parties
réelles des variables principales vérifieront encore les équations des mou-
vements infiniment petits, et ce seront évidemment ces parties réelles qui
pourront étre censées représenter les déplacements infiniment petits des
molécules dans un mouvement de vibration compatible avec la constitu-
tion des deux systémes. Dans P'un et 'autre cas, le mouvement infiniment
petit qui correspondra aux valeurs de

E’ N, c’ E/’ ”/’ Z/’

fournies par les (1) et (2), sera un mouvement simple, dans lequel ces va-
leurs représenteront ou les déplacements effectifs des molécules, mesurés
parallelement aux axes coordonnés, ou leurs déplacements symboliques,
c’est-a-dire des variables imaginaires dont les déplacements effectifs sont
les parties réelles. Les équations (1), (2) elles-mémes seront les équations
finies, et dans le second cas les équations finies symboliques du mouvement
simple dont il s’agit.
Si I'on pose

(22) u=U4vV—1, o=V vV/I, w=W-w/=I,

(23) s=84+sV—i,
(24) A= aelv—'. B:be”v—'a C-'_—ceyv:'—,
(25) A=aehV—r B,=D " V= C=ce V-1

v,v,ww, U V,W, s,8, a,b,e, A,u,v, a,b,,c, Ayt v, dési-
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gnant des quantités réelles, et si d’ailleurs on fait pour abréger
(26) k = \/u* 4+ v* + w?, K = VU -+ V' - W3
(27) ke=vx vy +wz, Kr= Ux~4-Vy 4 Wz,
les formules (1), (2) donneront

£ = aeX" 5 cos (ke— sz 4= A),

Kee

(28) " be™* ™5 cos (ke — st 4= 1),
ce® =5t cos (ke — st == 1),
a,eK“_S'cos(kr— st42A);
(29) " = b,eK“' St cos (ke st 4 1,),

£ = ¢, "5 cos (kv—st 47,).
Comme la forme des équations (28) reste invariable, quel que soit le second
systéme de molécules, et dans le cas méme ou ce second systeme dispa-
rait, il en résulte qu'un mouvement simple, susceptible de se propager a
travers deux systémes moléculaires qui se pénetrent mutuellement, est,
pour chacun de ces deux systémes, de la méme nature qu'un mouve-
ment simple capable de se propager i travers un systéme unique, et se
réduit toujours a un mouvement par ondes planes, dans lequel chaque
molécule décrit une droite, un cercle, ou une ellipse. C’est d’ailleurs ce
que démontrent évidemment les formules suivantes.

On tire des équations (28)

1° lorsque A, u, v, sont égaux

(30) E_»_¢

o5
l

2° lorsque A, u, v, ne sont pas égaux

%sin(,u— e %sin(v—A)+§sin(A—;4) = o,

2\ 1 ¢ : Zy KrR—2S¢ .

(\B) - 208 (/"—"’)"*‘(E) = ™" ‘sm’(,u—»).

Pareillement on tire des équations (29),
1°. Lorsque A, u,, v, sont égaux

(32) e 7

(31)

2°. Lorsque A,, u#,, v, ne sont pas égaux

g, . 7 ol C, 1
(33) a, sin (p, —»,) +Bj sin (4, — 2,) + ¢ SmA, —u)=o,
LAY 1, £, Y 2Ke—25
(b—, - E;?OS(M’_V’)-!-(_C-,) =e ' tSin‘(Mlgvl)‘

Ex. & An. ¢t de Ph, M, 7
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Donc la ligne décrite par chaque molécule du premier ou du second sys-
téme est toujours une droite représentée par la formule (30) ou (32),
ou bien une ellipse représentée par les formules (31) ou (33), cette ellipse
pouvant se réduire a une circonférence de cercle. Le plan invariable,
auquel le plan de I'ellipse reste constamment paralléle, est d’ailleurs re-
présenté, pour le premier systéme de molécules, par I'équation

xr . . zZ .
(34) ;sm(u—v)-{—'%sm(v——?\)+Esm(7\-—-,u =o,
et, pour le second systeme de molécules, par I'équation
x . . z .
{35) = sin (p,‘—v,)-l-blsm (vl—-hl)-l——é-sm (A, —nm) = o.
Ajoutons que laire décrite, au bout du temps £, par le rayon vecteur de

Vellipse est représentée, dans le premier systeme de molécules, par
Fexpression

s 2Kn —a2S¢ . . .
(36) IS e (1 —e ) v [bc’sin?(ge — ») -} c2a’sin® (y — 2) - a*b? sin’(A — ) ],
et, dans le second systéme, par Pexpression

s 2K —25¢ . . .
397 4—Se (x —e6 ) V[bjeisin®(u,—>») + cia)sin*(v,— 2 ) 4-a’bsin* (A, — g )].
Donc le rapport entre les aires décrites par les rayons vecteurs des el-
lipses, que parcourent deux molécules correspondantes des deuxsystemes
donpés, reste le méme a tous les instants et dans tous les points de Des-
pace. Enfin, dans le cas particulier ou S s’évanouit, c’est-a-dire, ou le
mouvement simple est durable et persistant, chacune de ces aires croit
proportionnellement au temps, puisquon a dans ce cas

—aSt
Y = ¢

23

™~

S1, en nommant
a, b, c,

les cosinus des angles formés par un axe fixe avec les demi-axes des
coordonnées positives, on nomme
¥ et =,

les déplacements des molécules du premier et du second systeme, me-
surés parallelement & I'axe fixe, on aura

(38) ¢ = af 4+ bn -+ c{, s = af, + bn, + cZ,,

et, en posant pour abréger
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aa cos A -} bb cos g -}~ ¢cc cos y = h cos =, aasina =4 bbsinu 4 ccsiny=hsin=z,,
aa,cosa, + bb cosp, 4 ce,cosy,=h, cosw,, aasina—+ bbsing, 4 ccsinv, = h sin @,

on tirera des formules (28) et (29)

(39) ¢ = he > cos (ke — st = @),

(40) 8 = heKR—St cos (ke — st = @).

/ /
En vertu de ces derniéres équations, le déplacement d’une molécule
mesuré parallelement 4 un axe fixe quelconque, s’'évanouit pour chaque
systéeme, 1° 4 un instant donné, dans une suite de plans équidistants

paralleles au plan invariable que représente la formule * == o ou

(41) v 4= vy - wz = o,
la distance entre deux plans consécutifs étant la moitié¢ de la longueur
2%

2° pour une molécule donnée, & des instants séparés les uns des autres
par la moitié de l'intervalle

{43) T = 2{.

Ainsi cette distance et cet intervalle, qui représentent I’épaisseur d’une
onde plane, ou la longueur d'une ondulation, et la durée d'une vibration
moléculaire, restent les mémes pour les deux systemes, comme le plan
invariable auquel les plans de toutes les ondes sont paralleles. On peut
en dire autant, non-seulement de la quantité Q déterminée par la for-
mule

1
I 5 __1
(44) a=}=q,

c'est-a-dire de la vitesse de propagation des ondes planes, mais aussi de

Iexponentielle
Kr—St
)

qui représente le module du mouvement simple, et du binome
ke — st,
qui en représente Uargument.
Observons encore qu’en vertu des formules (39) et (40), 'amplitude
des vibrations moléculaires, mesurée parallelement a un axe fixe donné
sera représentée pour le premier systéme, par le produit

Kr—S¢
oshe

et, pour le second systeme, par le produit

’
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Ke—S¢
a2he

; .
Cette amplitude variera donc en général dans le passage d'un systéme 2
lautre, avec le paramétre angulaire qui correspondra au méme axe fixe,
et qui sera représenté par @ pour le premier systéme, par @, pour le
second. Toutefois le rapport des amplitudes calculées pour deux molé-
cules correspondantes des deux systémes, étant constammment égal au

h A \ . .
rapport o, restera le méme partout et a tous les instants. Si K et S se

réduisent tous deux a zéro, les formules (39), (40) se réduiront a

(45) ¢«=h cos(ki—st}a),

(46) ¢, =h, cos (kv — st 4 =),

et les amplitudes des vibrations moléculaires représentées par
2h et 2h,

deviendront constantes. Enfin le mouvement s’éteindra dans les deux sys-
témes pour des valeurs infinies de ¢, si la constante S différe de zéro, et
pour des valeurs infinies de =, si la constante K différe de zéro. Ajoutons
que, dans cette derniére hypothése, les amplitudes des vibrations molé-
culaires décroitront en progression géométrique avec le module

eKR— St

tandis que l'on fera croitre en progression arithmétique les distances au
lan invariable représenté par 'équation r==o0, ou
P q ’

(47) Ux = Vy ~+ Wz =o.

D’aprés ce qu'on vient de dire, dans un mouvement simple de deux
systemes de molécules qui se pénetrent mutuellement, il existe, pour
chacun de ces deux systémes, trois plans invariables, et paralléles, le pre-
mier aux plans des courbes décrites par les diverses molécules, le second
aux plans des ondes, le troisitme a tout plan dans lequel se trouvent ren-
fermées des molécules qui exécutent des vibrations de méme amplitude.
Diailleurs, de ces trois plans le second reste commun, ainsi que le troi-
siéme , aux deux systémes de molécules, mais on ne saurait, du moins en
général, en dire autant du premier.

Quant aux intégrales générales des équations (6),(9), du § 1I, on les
obtiendra sans peine a l'aide des méthodes qui feront I'objet du Mémoire
suivant.
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MEMOIRE

SCR

L’inte’gration des équations linéaires.

Considérations générales.

Cest de lintégration des équations linéaires, et surtout des équations
linéaires & coefficients constants que dépend la solution d’un grarnd nembre
de problémes de physique mathématique. Dans ces problémes, les varia-
bles indépendantes que renferment des équations linéaires différentielles
ou aux différences partielles sont ordinairement au nombre de quatre, sa-
voir, les coordonnées et le temps; mais les inconnues ou wariables prin-
cipales peuvent étre en nombre quelconque, et la question consiste a
trouver les valeurs générales des variables principales quand on connait
leurs valeurs initiales correspondantes & un premier instant, et les valeurs
initiales de leurs dérivées. Supposons, pour fixer les idées, ces valeurs
initiales connues, quelles que soient les coordonnées. Alors la question
pourrait a la rigueur se résoudre, pour un systéme d’'équations différen-
tielles linéaires et & coefficients constants, a I'aide des méthodes données
par Lagrange ,dans le cas méme ol ces équations offriraient pour seconds
membres des fonctions de la variable indépendante. Car, aprés avoir ré-
duit par Pélimination les variables principales & une seule, on pourrait, a
I'aide de ces méthodes, exprimer la variable principale en fonction de la
variable indépendante et de constantes arbitraires, puis assujétir la va-
riable principale et ses dérivées a fournir les valeurs initiales données; ce
qui permettrait de fixer les valeurs des constantes arbitraires, a Iaide
d’équations simultanées du premier degré. On sait d’ailleurs qu’en suivant
la méthode de Lagrange, on obtient pour valeur générale de la variable
principale une fonction dans laquelle entrent avec la variable principale
les racines d’'une certaine équation que j'appellerai Véquation caracteris-
tique , le degré de cette équation étant précisément lordre de I'équation
différentielle qu’il s’agit d’intégrer. On peut donc dire en un certain sens,
que la méthode de Lagrange réduit l'intégration d’'une équation différen-
tielle linéaire & coefficients constants a la résolution de I'équation caracté-
ristique. Toutefois, on doit observer, 1° que Lagrange est forcé lni-méme
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de modifier sa méthode dans le cas o 'équation caractéristique offre des
racines égales; 2° qu’il est bien dur pour un géomeétre, qui veut suivre
cette méthode, de se croire obligé a introduire dans le calcul des cons-
tantes arbitraires qui doivent étre éliminées plus tard, et remplacées par
les valeurs initiales de la variable principale et de ses dérivées; 3° qu’il y
a méme quelque inconvénient sous le rapport de la complication des cal-
culs, & commencer par réduire un systeme d’équations différentielles don-
nées a une seule, qui renferme une seule variable principale, sauf 4 revenir
par un caleul inverse de la valeur générale de cette variable principale aux
valeurs detoutes les autres. 1l m’a donc paru qu’un service important 4 ren-
dre non-seulement aux géometres, mais encore aux physiciens, serait de
leur fournir les moyens d’exprimer immédiatement les valeurs générales des
variables principales, qui doivent vérifier un systéeme d’équations diffé-
rentielles linéaires a coefficients constants, en fonction de la variable in-
dépendante et des valeurs initiales des variables principales et de leurs
dérivées, sans avoir a ¢tablir aucune distinction et a s’occuper séparé-
ment du cas ou l'équation caractéristique offre deux, trois, quatre . . . .
racines égales. J’ai déja fait voir, dans les Exercices de Mathématiques,
avec quelle facilité on atteint ce but a aide du calcul des résidus, quand
on considére une seule variable principale déterminée par une seulc
éqhiation différentielle. Je vais montrer dans ce Mémoire qu’a I'aide du méme
calcul on peut encore arriver au méme but pour un systeme quelconque
d’équations linéaires et a coefficients constants. La simplicité de la solution
est telle, qu’elle ne peut manquer, ce me semble, d’étre favorablement ac-
cueillie par tous ceux qui redoutent la longueur et la complication des.
calculs, et qui attachent quelque prix a 'élégance ainsi qu’a la généralité des
formules. 1l y a plus; la méthode que je propose ici peut étre étendue et
appliquée a I'intégration d’un systeme d’équations linéaires aux différences
partielles et a coefficients constants. Pour opérer cette extension, il suffit
de recourir aux principes que j'ai développés dans le XIX* cahier du Jour-
nal de I'Ecole Polytechnique, et dans mes lecons au Collége de France.
En conséquence, étant donné un systéme d’équations linéaires aux diffé-
rences partielles et a coefficients constants enire les coordonnées, le
temps et plusieurs variables principales, avec les fonctions qui représentent
les valeurs initiales de ces variables principales et de leurs dérivées, on
pourra immédiatement exprimer, au bout d’'un temps quelconque, les
variables principales en fonction des variables indépendantes, et des ra-
cines d’'une certaine éauation que je continuerai de nommer l'équation
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caractcristique. Ainsi, dans la physique mathématique on n’aura plus a
soccuper de rechercher séparément les intégrales qui représentent le
mouvement du son, de la chaleur, les vibrations des corps élastiques, etc.
La question devra étre censée résolue dans tous les cas dés que l'on sera
parvenu aux équations différentielles ou aux différences partielles. Seule-
ment les intégrales obtenues seront, dans certains cas, réductibles a des
formes plus simples que celles sous lesquelles elles se présentent d’abord.
Mais, comme on le verra plus tard, et comme je I'al déjaexpliqué ailleurs,
en traitant de lintégration d’'une seule équation linéaire, on pent éta-
blir, pour cette réduction méme, des regles générales. C’est ainsi, par
exemple, que lintégrale définie sextuple, a l'aide de laquelle s’exprime
la valeur générale de la variable principale d’une seule équation aux dif-
férences partielles,se réduit a une intégrale définie quadruple, dans le cas
ou cette équation devient homogéne, ou méme a une intégrale double,
quand le premier membre de I'équation caractéristique est décomposable
en facteurs du second degré. On peuat consulter a ce sujet, dans le Bul-
letin des Sciences d’avril 1830, lextrait d'un Mémoire que javais pré-
senté cette méme année a I’Académie.

Parmi les conséquences dignes de remarque qui se déduisent de la mé-
thode d’intégration exposée dans le présent Mémoire , je citerai la suivante.

Etant donné un systéme d'équations linéaires aux différences par-
tielles et a coefficients constants entre les coordonnées, le temps, et
plusieurs variables principales avec les valeurs initiales de ces variables
principales et de leurs dérivées, on peut réduire la recherche des valeurs
générales des variables principales a I'évaluation d’une intégrale définie
sextuple relative & six variables auxiliaires, la fonction sous le signe f
étant proportionnelle a une exponentielle dont I'exposant est une fonction
linéaire des variables indépendantes, et réciproquement proportionnelle
au premier membre de I’équation caractéristique.

En appliquant la méthode développée dans le présent Mémoire aux
équations a différences partielles qui représentent le mouvement des
ondes, du son, de la chaleur, des corps élastiques,... et généralement
les vibrations d’un systéme de molécules sollicitées par des forces dat-
traction ou de répulsion mutuelle, on retrouve les intégrales connues,
dont les unes ont été données par M. Poisson, et les autres par moi-
méme, soit dans mes anciens Mémoires, soit dans ceux que j'ai présentés
récemment a I’Académie. Jajouterai que la méme méthode, appliquée aux
équations différentielles contenues dans mes derniers Mémoires, fournira
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généralement les intégrales des mouvements infiniment petits de deux ou
de plusieurs systtmes de molécules qui se pénétrent mutuellement, dans

le cas ou 'on regarde comme constants les coefficients renfermés dans
ces équations différentielles.

§ I*r. Intégration d'un sysiéme d'équations différentielles du premier ordre, linéaires et
& coefficients constants.

Considérons n équations différentielles du premier ordre linéaires et
a coefficients constants, entre n variables principales

£y My Lyens

considérées comme fonctions d’'une seule variable indépendante ¢ qui
pourra désigner le temps. Supposons ces équations présentées sous une
forme telle qu’elles fournissent respectivement les valeurs de

g d oL
de’ de’ oAttt
de sorte qu’en faisant passer tous les termes dans les premiers membres ,
on les réduise a

I
°

LN QR PR
(1 N A K U

etc.,

I
°

ou, ce qui revient au méme, a

Dy g)g = mn 4 ... = o,
(2) % 4+ (D, 2t ... =

etc.,

£, M,... ®, 2,... étant des coefficients constants. On vérifiera évidem-
ment les équations (1) ou (2) si 'on prend

(3) £ = Ae*, n = Be",..

s, A, B,...désignant des constantes réelles ou imaginaires, choisies de
maniére a vérifier les formules

(s LAF+MB o= ... = o,
(4) A4 (s +2 )B4 ... = o,
etc.,

qwon obtient en remplacant, dans les équations (2), D, par s, et
£, y... par A, B..,
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D’ailleurs comme D’élimination des facteurs A, B, C, ... entre les for-
mules (4), fournira une équation caractéristique

(5) §= o0

qui sera du degré n par rapport a s, la valeur de 8 étant

(6) S =(s+g)E 4+ 2)... —om®..... + etc.,

on pourra, dans les formules (3), prendre pour s une quelconque des n
racines de 'équation (5). Il y a plus : comme, étant .donnés, pour les va-
riables principales, deux ou plusieurs systémes de valeurs propres a vé-
rifier les équations (1), on obtiendra de nouvelles intégrales de ces mémes
équations en ajoutant I'une 4 'autre les diverses valeurs de chaque va-
riable principale, il est clair . quon vérifiera encore les équations (1) en
posant

g Aen g Ben
(7) Z‘_ L ((S))’ n= {; ((S))’ etc. PRI

pourvu que, le signe ¢ du calcul des résidus étant relatif aux diverses ra-
cines de I'équation caractéristique , on prenne pour

A,B,GC,...

1

des fonctions entiéres de s, propres a vérifier les formules (4). Or, on
obtiendra de telles valeurs, en substituant aux équations (4) les sui-
vantes

(s +£)A4 B ... = as,
(8) A+ (s + 2 )B4 ... = 63,
etc.,

qui s'accordent avec elles, quand on prend pour s une racine de 'équa-
tion caractéristique, quelles que soient d’ailleurs les valeurs attribuées aux
nouvelles constantes :
a,6,9%...
Soient en conséquence
A= fa-4 W6 +...,
(9) B='iﬁa+ (1Yo -+ ...

etc.

les valeurs de A, B, C,... tirées des formules (8), ou, ce qui revient
au méme, les numérateurs des fractions qui représentent les valeurs de
A, B, C,... déterminées par les formules

Ez.d An. et de Ph. M. 8
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g (s +OA+ B -+ ..

I
o

(10) ®A4 (s + 2 )B4 ..

etc.,

et qui offrent § pour commun dénominateur. On vérifiera les équations (1)
en prenant

I . (fi+mg+..)e" _ (ma_’_mg -+ ..)eu
() g=¢ ©) yn=& o) ,

On remarquera maintenant que, dans les formules (g), les facteurs

ﬂ,m,--- ”,@,---.

considérés comme fonctions de s, sont tous du degré n — 2, a lexcep-
tion de ceux qui servent de coeflicients, dans la valeur de A 4 «, dans la
valeur de B 4 €, ... clest-d-dire a I'exception des coefficients

£ 0,...

qui seront du degré n—1, et qui, étant développés suivant les puissances
descendantes de s, donneront chacun pour premier terme

etc. .

ne—1

s,
D'ailleurs le développement de 8 offrira pour premier terme s™; et 'on aura,

en vertu des principes du calcul des résidus, 1° en prenant pour m un
nombre entier inférieur a n — 1,

Sn

(12) £@=o-
2%en prenant me=n-—1,
(13) L ®=;.

Cela posé, on-aura évidemment

£ , &
” @ ®

¥ _ ..
5((5))  Ea="

Donc les formules (7) donneront, pour ¢ = o,

=o,etC.,...

(15) E=a, n=¢,etc..;
et réciproquement, si lon veut que les variables principales
gy Csen
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solent assujéties a la double condition de vérifier, quel que soit ¢, les
équations (1), et de vérifier, pour ¢z = o, les formules (15), il suffira de
prendre pour ces variables les valeurs que fournissent les formules (11).
Il est bon d’observer que sil'on désigne par

L, M,... P, O,...

les fonctions de la caractéristique D,, dans lesquelles se transforment les
facteurs

£,M,... 9,0,...

quand on y remplace s par cette caractéristique, les formules (11) pour-
ront s’écrire comme il suit

(16) £=(al +EM+..

N &
(%)
Donc, st 'on pose, pour abréger,

©= i,
< ((8)

,n=(aP~4 €Q+...) & ((‘;—s)tj,etc. ..

on aura simplement
(18) £=(L+6M+4...)0, n1=(aP4+6Q-4...)O, etc...

Si l'on représente par

v
ce que devient 8, quand on y remplace la lettre s par la caractéristique
D,, la fonction ® déterminée par la formule (17) ne sera évidemment autre
chose qu'une nouvelle variable principale assujétie, r° a vérifier, quel que
soit ¢, 'équation différentielle de lordre n,
(r9) VO = o;
2° a vérifier, pour £ = o, les conditions

=3 =1
(20) ®=o, %:o,...%:o, ‘th=l.
Cette fonction est ce que nous appellerons la fonction principale. Quant
aux valeurs de

Esm T,

déterminées par les formules (18), elles ne différeront pas de celles que
Pon déduirait par élimination des équations différentielles

(D, 4+L)EMn o ... = aVO,
(a1) §P£+(D.+Q)n+.--=€V®,

etc.,
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en opérant comme si D, et V étaient de véritables quantités. D’ailleurs,
pour obtenir les formules (21), il suffira d’égaler le premier membre de
chacune des équations différentielles données, non plus a zéro, mais au
produit de VO par ce que devient ce premier membre, quand on remplace,
les variables principales
Ean, 0y o

par zéro, et leurs dérivées par les valeurs initiales
ay, 65 Yae o

de ces variables principales; en d’autres termes, il suffira de remplacer,
dans les équations différentielles données, les dérivées
D,E, Dyn,...
par les différences
D, — aV®, Dy — €VO,... etc.

Enfin, il est aisé de s’assurer que, pour passer des équations différentielles
données a des équations intégrales qui fournissent immédiatement les va-
leurs générales de £, »,Z,... on devra suivre encore la régle que nous
venons d’indiquer, dans le cas méme ou les équations données, étant li-
néaires du premier ordre et a coefficients constants, ne seraient pas
ramenées primitivement 4 la forme sous laquelle se présentent les équa-
tions (1) ou (2). On peut donc énoncer la proposition suivante.

Théoréme. Supposons que les r variables principales

Ev Ny zr' o

soient assujéties, 1° a vérifier n équations différentielles linéaires du pre-
mier ordre & coefficients constants, c’est-a-dire n équations dont les pre-
miers membres soient des fonctions linéaires de ces variables principales
et de leurs dérivées

@ a4

dt’ dt’ at’tte
prises par rapport a la variable indépendante ¢, les seconds membres étant
nuls; 2° A vérifier, pour une valeur nulle de ¢, les équations de con-
dition
_ f=a, 1=6, {=1y...
Pour obtenir les valeurs générales de

gy Lyeen

dF dy L
P7REE TR TR

on écrira les dérivées
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sous les formes
D,£, Din, D.Z,. . .5
puis, on recherchera I'équation '
. V = o,

qui résulterait de I'élimination des variables principales £, #, Z,. .. entre
les équations différentielles données si I'on considérait D, comme dési-
gnant une quantité véritable; et a cette équation V=0, dont le premier
membre V sera une fonction de D,, du degré n, qui pourra étre choisie de
maniérelz‘l offrir pour premier terme D,", on substituera la formule
VO = o,

que l'on regardera comme une équation différentielle de 'ordre n entre
la variable indépendante ¢, et la fonction principale ®. Enfin on déter-
minera cette fonction principale de telle sorte que, pourz=o, elles’éva-
nouisse avec ses dérivées d’'un ordre inférieur & n— 1, la dérivée de l'ordre
n—1 se réduisant a lunité; et 'on égalera le premier membre de chacune
des équations différentielles données, non plus a zéro, mais au produit de
V@ par ce que devient ce premier membre quand on y remplace les va-
riables principales £, #, {,... par zéro, et leurs dérivées

£ &

dr’ d’ A’

par les valeurs initiales

a, € 9,...
de ces mémes variables. Les nouvelles équations différentielles ainsi for-
mées, étant résolues par rapport a

£y 1y 8y -
comme si D, désignait une quantité véritable, fourniront immédiatement
les valeurs générales de £,7, {,... exprimées au moyen de la fonction
principale et de ses dérivées relatives a ¢.

Ce théoreme, qui raméne simplement lintégration d'un systéme d’é-
quations différentielles linéaires, a coefficients constants et du premier
ordre, a la recherche de la fonction principale, devient surtout utile,
dans lintégration des équations aux différences partielles, comme nous
le verrons plus tard. 1l est d’ailleurs facile de I'établir directement et de
s'assurer quil fournit pour les variables principales £, n, {, des va-
leurs qui satisfont a toutes les conditions requises. En effet, dire que les
valeurs de

ZRTEST
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données par les formules (18), sont celles que 'on tire des équations (21),

quand on opére comme si D, était une quantité véritable, c'est dire que
I'on a

(DAL) (2L 4 EM4-.. )4 (2P +EQ+ ... ) + ... = aV,
2L+ M 4. ..) 4+ (D4 2) (eP+6Q+...)+ ... =€V,
etc.,...
quels que soient @, &,...; en d’autres termes, c’est dire que l'on a iden-
tiquement

D4+ OL4mP ... =V, (D4 {M4-MQ~-...=0,elc,
(22) { L4+ (D, + 9P+ ... =0, M+ (D, 4 2)Q —...=V,etc.
etc. ..
Or i est clair qu'en vertu des formules (19) et (22) on vérifiera les équa-
tions (2), si 'on y substitue les valeurs de £, n,{,... fournies par les
équations (18). De plus, v étant une fonction entiére de D,, choisie de
maniére que dans cette fonction la plus haute puissance de D,, savoir,
D/, offre pour coefficient I'unité; si I'on regarde D, comme une quan-
tité véritable, on aura, pour des valeurs infiniment grandes de cette
quantité,
v

pr=1

et par suite, en vertu des formules (22) divisées par D,

L M
= =

t

P Q
ﬁ_-‘=0 =1,.,.
D‘n Y Dlu—l ’
etc.

Donc parmi les fonctions entiéres de D, désignées par

L,M,... P,Q,...
L, Q,...

seront du degré n — 1, et offriront D,"~" pour premier terme, tandis que
les autres seront d’'un degré inférieur & » — 1, Donc , en vertu des for-
mules (20), on aura, pour ¢ = o,

@ =1, MO =,,...
P@:O, Q@:x,..,
th.,

les unes, savoir
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D, étant considéré non plus comme une quantité, mais comme une
caractéristique, et les valeurs de

g, n g, ..

fournies par les équations (18), vérifieront les conditions (15).

§ 1I. Intégration d’un systeme d’équations différentielles du premier ordre, linéaires et
a coefficients constanis , dans le cas oit les seconds mcmbres, au lieu de se réduire
& zéro, deviennent des fonctions de la variable indépendante.

Supposons que, dans les équations (1) du paragraphe I, les seconds
membres, d’abord nuls, se transforment en diverses fonctions
X, Y,Z,...

de la variable indépendante ¢, en sorte que ces équations deviennent res-
pectivement

%+Qf+mn+... = X,
(1) %+frg+%n+...=Y,
etc.,

ou, ce qui revient au méme,

D+ e+ 4 ... =X,
(2) @ o+ (D, + 2+ ... =Y,
etc.

Si 'on veut obtenir des valeurs des variables principales qui aient la double
propriété de vérifier ces nouvelles équations, et de s'évanouir pour ¢ = o,
il suffira évidlemment de remplacer dans les formules (11) du paragraphe

précédent, les constantes
a, G, s 0

[ Xemrde, [ Yot
4] (/]

En effet, en opérant ainsi et désignant par

par les intégrales

X, J,u..
ce que deviennent
X’ Y’ e 0

quand on y remplace la variable indépendante ¢ par une variable auyi~
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liaire T, on trouvera

ft (Sx 4 AT+ .. Jest—=dr

- E=¢ (C) I
[ipx4+@3+...)et=dr
n= ((S)) —, etC....

Or il est clair, 1° que les valeurs précédentes des variables principales
s’évanouissent pour t==o0; 2° qu’elles vérifieront les équations (1), en
vertu des formules (14) du § T, si 'on a identiquement

(FQO)Ex T4 . )+ MNP+ QT +..)+ ...=0,
(4) %@(ﬂb@-{—jﬁﬁ'-{-...)+(s+Q)(‘iﬂQG+®?Y+ o)+ Lio=o0,

etc.

D'ailleurs ces derniéres équations seront effectivement identiques, attendu
que les valeurs de A, B, C... fournies par les équations (g) du § I*", vé-
rifient les formules (4) du méme paragraphe, indépendamment des va-
leurs attribuées aux facteurs «, €,... et par conséquent dans le cas
méme ou I'on remplacerait

a,€,... par X, J...

Si maintenant on veut obtenir pour les variables principales

Eo n, C,-'-

des valeurs qui aient la double propriété de vérifier, quel que soit z, les
équations (1), et de se réduire aux constantes

a, 6, ¥5...

pour ¢ =0, il suffira évidemment d’ajouter les valeurs de Z, #,... four-
nies par les équations (3), a celles que donnent les formules (11) du § I°.
On trouvera ainsi

(Fat-ME+...)ex f (£% = PAT ... )est—dr

g=¢ ©) + 1©) ’
(5) (Pat-@E + ...)ex f:(iﬁ!;)@,+®€7+...)e'(‘—-'r)dr
=& ©) + (©) ’

etc.
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Il y a plus: si 'on nomme ® la fonction principale déterminée par la
formule

. eSl
(6) ®=L((T))’

et € ce que devient cette fonction, quand on y remplace la variable in-
dépendante ¢ par la différence ¢t — 7, en sorte qu'on ait

est—n)
(7) e=J NOXE

si d’ailleurs, comme dans le § I*, on désigne par
L, M,... P,Q,...

les fonctions de D, dans lesquelles se transforment les facteurs
£, Mm,... 9, 0,...

quand on y remplace s par D,, les formules (5) donneront simplement
\ £ = (aL - €M -+ ...)®+ﬁ'(mL+gM+ ...)edr,
®) ? "= (aP+6Q+...) 0+ [ (¥P +5Q 4 ...) edr,

etc.
D’autre part, si 'on fait pour abréger
) E=(XLA4-IM+...)8, H=(XP 4 IJQ 4 ...)&, etc.,
Z, H,... représenteront de nouvelles variables assujéties, 1° a vérifier,
quel que soit £, les formules

; (De4 Q)24 MH 4 ... =0,

(10) 22 +~(Di42)B4 ... =0,

etc.;

2* & vérifier, pour ¢— T==0, ou, ce qui revient au méme, pour T == ¢,
les conditions
(11) =X =X, H=J=Y, etc...

4 t
f zdr, f Hdr,. ..
(4] o

désigneront évidemment les valeurs de Z, #,... correspondantes au cas
particulier ou l'on aurait

et les intégrales

a=o0, 6=o0, efc...
Ex. d dn. etde Ph. M, 9
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Cela posé, on déduira immédiatement des formules (8) la propositionr
suivante.
Théoréme. Supposons que les » variables principales

g, ny...

soient assujéties, 1° 4 vérifier rn équations différentielles dont les premiers
membres se réduisent a des fonctions linéaires de ces variables et de 'une
des dérivées -

&

dt? dt? "

le coefficient de cette dérivée étant l'unité, et les seconds membres
étant des fonctions

X, Y,...
de la variable indépendante £ ; 2° & vérifier, pour £==o, les conditions
f=—a, n=86,...

Pour obtenir les valeurs générales de

£, ...
il suffira d’ajouter & celles que I'on obtiendrait st
X, Y,...

se réduisaient a zéro, les valeurs de £, #,... correspondantes au cas

particulier ou l'on aurait
a=o0, 6=o0,...

ces derniéres seront d’ailleurs de la forme

(12) E::ftidfr, u=ftHd1-)...
° o

E, H,... étant ce que deviennent les valeurs de £, »,... relatives & des
valeurs nulles de X, Y,... quand on y remplace

tpaxri—r,

«, €,...

et

par les quantités
%, J,...

dans lesquelles se transforment
X, Y,...

en vertu de la substitution de 7 a ¢
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Au reste, pour établir directement ce nouveau théoréme, il suffit de
montrer que les valeurs de
gy myens

fournies par les équations (12), non-seulement s’évanouissent, comme on
le reconnait a la premiére vue, pour {=o0, mais encore vérifient les
équations (1) ou (2). Or effectivement ces valeurs, substituées dans les
équations (1) ou (2), les réduiront, en vertu des formules (11), aux
suivantes

X+ [ [ Q= +omn . Jdr =X,
Y—{-Lt [(®z+ D+ Q)H ... ] de=Y,

etc.,

et ces derniéres seront identiques, eu égard aux équations (10).

§ II1. Intégration d’un systéme d’équations différenticlles linéaires et & cocfficients constants
d’un ordre quelconque, le second membre de chaque équation pouvant étre ou zéro, ot unc
fonction de la variable indépendante.

Supposons que les équations différentielles données, étant par rapport
a une ou plusieurs des variables principales

E,on,..

d’un ordre supérieur au premier, contiennent avec ces variables principales
les dérivées de £, de n,. .. relatives & ¢, et dont 'ordre ne surpasse pas »’
pour la variable £, »” pour la variable #,. .. supposons d’ailleurs que ces
équations soient linéaires et & coefficients constants, les seconds membres
pouvant étre des fonctions de la variable indépendante ¢. Les premiers
membres, dans le cas le plus général, seront des fonclions linéares, a
coefficients constants, des quantités

z d: wy  d”
g, p=% =02 g=LF

d
dy dy " d”’y
[ "—_ (") et
Ny W= W= g0y 1 )—F’
- ete.,

et les variables principales
£, Myen

pourrent étre complétement déterminées si on les assujétit, 1° a vérifier
9.
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les équations différentielles données, quel que soit ¢; 2° a vérifier, pour t==o0,
des conditions de la forme
f=ua, f=d,... E("’_' D= (=)
(1) 1=6, v =6&,... "=V =E""—0,
etc.,

a, &, .. a0 € €,... €'Y etc.,... désignant des constantes
arbitraires dont le nombre n sera
(2) na=n'4 ... =n.
Cela posé, les équations différentielles données pourront étre considérées
comme établissant entre les variables

E, &)e. E¥T0 EO g s ™D 5 ete.,
des relations en vertu desquelles les dérivées des ordres les plus élevés,
savoir

£ 4,
s'exprimeront 4 aide des dérivées d’ordres inférieurs
EyElyees BT my o 0™ Y5 etens

et, pour ramener le systéme des équations différentielles données a un
systéme d’équations différentielles du premier ordre, il suffira de les rem-
placer par les suivantes,

Df—%¢ =0, DE —E&"=o0,... D,f("’—I) — 2("’) =03

(3) { Dy v = 0o, D =—n"=o0,... D,n("”"')__ 71) = o,

etc...

en prenant pour inconnues ou variables principales les 7 dérivées d’ordres

inférieurs, savoir
’ n'—1), ! n'—1) |
£,¢,... E( ), I PO ), etc. ..
el supposant, comme on vient de le dire, les dérivées d’ordres supérieurs,

savoir
é(n )’ n("')

90 00

exprimées en fonction des autres et de la variable £ par le moyen des
équations données. Or, si les seconds membres des équations données
s’évanouissent, les valeurs qu’elles fourniront pour
W)
gV, .
se réduiront a des fonctions linéaires de

E8 BT e " ete.
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et si, aprés avoir substitué ces valeurs dans les équations (3), on veut
intégrer ces derniéres équations, on devra, suivant ce qu’on a vu dans
le § I, opérer de la maniére suivante.
1°. On éliminera les variables

E,8,. . T o ™Y eten. ..

entre les équations (3), ou, ce qul revient au méme, on éliminera les
seules variables
£, n,...

entre les équations différentielles données, en opérant comme si D, dési-
gnait une quantité véritable; et, aprés avoir ainsi trouvé une équation
résultante

V =o,
dont le premier membre v sera une fonction entiére de D, du degré n, on
assujétira la fonction principale ® 4 la double condition de vérifier, quel
que soit ¢, I'équation différentielle de I'ordre 7,

(4) VO =o,
et de vérifier, pour ¢ = o, les formules
(5) ®=o0, DO®=0, D*®@=o0,... D" °O =o, DTTO=1.
Pour satisfaire a cette double condition, il suffira de prendre
st
6 O=J°_
s désignant la variable auxiliaire a laquelle le signe ¢ se rapporte, et s la
fonction de s en laquelle v se transforme, quand on y remplace D, par s.

2°. Apreés avoir substitué dans les équations (3) les valeurs de
f(n')’ n(ﬂ")’.

exprimées en fonctions linéaires des inconnues ou variables principales

g, E,r . E(nl—l);
my 0. T
ete....;

on y remplacera les dérivées de ces variables, savoir,
D,£, D,Z,... D"
D,n, Der'ye.o D™ Y;

etC.,. .
par les différences

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1



(70)
D —aVO, D —a've, D" —d"Vve;
Dn— CV@, D,n' — g'V@, D,?)(""—‘) — C(""—I) Vo,
etc...;

puis on résoudra, par rapport a

£, 8L BTy o AT eten L
les nouvelles équations ainsi obtenues, en opérant comme si D, était une
quantité véritable. D'ailleurs, les remplacements dont il est ici question
transformeront les équations (3) en celles qui suivent:
DE—F =av0, DF —F =daVo,... DEN-Y)—EW) =a"ve;
(7 {Diw—y' =6v3, Dyy' — 4" =Cv0O,... Dy — y0D==C0"=1 yg,
etc. ..

et on tire immédiatement des formules (7)

£=Df-av0,£" =D f~(a' +aD)v0O,.. £ I=D" E~(a¥=V4-... 4 &'D¥ *4-«D," V0,

#'=D,5-CV0, 5"=D 2y ~(& +6D)vO,...y"")=D,*" y=(((»"—ef=,.. F-£'D,*"—*-}-(D "~ IVO
ete. ..

®)

Donc, pour intégrer, dans Uhypothése admise, les équations différen-

tielles données, il suffira de les considérer comme établissant des relations
entre les quantités

E, 8, 8" EU oy o, o 0 eteg
puis d’y substituer les valeurs de
£ e B W WL 1)) ete,

Jfournies par les équations (8), et de les résoudre ensuite par rapport aux
variables principales
Zy Nyun.

en operant comme si D, etait une quantité véritable. Cette régle trés simple
fournira immeédiatement les intégrales générales d’un systéme d’équations
différentielles linéaires et a coefficients constants d’'un ordre quelconque,
lorsque les seconds membres de ces équations se réduiront a zéro.

Si les seconds membres des équations différentielles données étaient

supposés, non plus égaux & zéro, mais fonctions de la variable indépen-
. . -
dante ¢, il faudrait aux valeurs de

£, Mynn

obtenues comme on vient de le dire, ajouter des accroissements repré-
sentés par des intégrales définies de la forme

t t
f =dr, f ndr, ete...
o o
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Soient d’ailleurs, dans cette seconde hypothése,

X, Y,...
les valeurs de
’ E o day
£r) = e n(")_w,

que fournissent les équations données quand on y remplace
[ ] l— . , Il— .
£, &, .. EW'=n)s oy, o .. ™05 et

ou, ce qui revient au méme,

dn'—! dn“'—l”
57 dl dlm_En ", 71’10'- F; etc...,
par zéro; et nommons
Xy, Jyenn
les fonctions de T, dans lesquelles se changent
X,Y,...

quand on y remplace la variable indépendante ¢ par la variable auxi-
liaire 7. Pour obtenir les valeurs de

E, H,...
il suffira, d’aprés ce qui a été dit dans le §1I, de chercher ce que de-
viennent les valeurs générales de

£, ...
relatives & la premiére hypothése, quand on y remplace

t par t — T,
et
a,a,...an'=2) a—1; 6 &, ... 60—, ("—1; etc.

par

0,0, ... ©0, X; 0,0,... o0, J; etc...
Applications. Pour montrer une application des principes que nous

venons d’établir, proposons-nous d’abord d’intégrer une seule équation
différentielle de 'ordre n et de la forme

pARR i SN R AT N N

a,b,...g h,k,désignant des coefficients constants, et X une fonction
quelconque de . Si Fon suppose d’abord X réduit a zéro, 'équation don-
née deviendra

VZ = o,
la valeur de V étant

V = D} 4 aDj~ 4 bD~ 4 .... 4 gD; 4 kD, + £;
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et par suite, si I'on pose
8§ = s" = as"F o= bs"2 = L. A= gs* o ks o k= F(s),

la fonction principale © sera déterminée par la formule

0 — J: est ' é: est

@) = “(Foy)
D’ailleurs, lorsqu’on regardera la proposée comme établissant une relation
entre les quantités
E’ 2,7 et E(ﬂ—-l)’ E\n),

elle se présentera sous la forme
En) = qg—1) ofu b= = ... - gE" 4 KE - kf =
et, si 'on substitue dans cette derniére formule les valeurs de
I A O
fournies par les équations (8), on en conclura
vE={[at=D ... -’ D} FaD;* ]+ ... - g(e/ - aD,) + ha} vO;

puis, en opérant comme si D, et v étaient des quantités véritables,

£ = {[ar4 ...+ D 4 aD""] ... + g(a' 4 eD,) -+ ha}O.
Telle sera effectivement la valeur générale de £, que l'on pourra présenter
sous la forme

F(D,) — F(a
E——(D?—_:()@

pourvu que, dans le développement du rapport
F(Dt) - F(d)
D’ —_—
on remplace les puissances entiéres de a, savoir,
a==1, a', a%... at—",
par les constantes arbitraires
a, o, a’,... a®D,

Si, dans la derniére valeur de £, on substitue la valeur trouvée de ®, on
obtiendra la formule symbolique
_ g F)—F(a) e*
=8 == @y
a laquelle nous sommes déja parvenus dans les Exercices de Mathéma-
tiques.
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Pour passer du cas ou X s'évanouit au cas ou X est fonction de ¢,
il suffira d’ajouter a la valeur précédente de £, I'intégrale définie

¢
f Edr,
0

= désignant ce que devient la valeur précédente de £ quand on y rem-
place

t par t —r,

a,a,... a®* par zéro, et al—=" par la fonction % en laquelle se trans-
forme X en vertu de la substitution de T a ¢ Cela posé, soit

& es{t—r)
— “(F®)y
I’équation en £ trouvée plus haut, savoir,
g=[a"V4...]0,
entrainera la suivante
es(t—m)

s=se=xL qrgy):

et par suite, en intégrant I'équation

dn
dt§+ dt"'E—I_ dt""§+ +gd§ E+I‘£—X

de maniere a vérifier, pour ¢ =o, les conditions

dn—lE
’
, E-—-CL,..- E[‘"_,

= a

= af—1) y

on trouvera

F@D)—F(2) g
F=—p—p ®+foaee;dr,

ou, ce qui revient au méme,
&F(s)—F(a) oot +£ f Nest—1) dr
s—ea ((F®) T@e)
pourvu que dans le développement du rapport qui renferme la lettre «,
on remplace a°, &*,... a™' par &, 2/,. .. ®. On se trouve ainsi ramené

aux résultats déja obtenus dans les Exercices de Mathématiques.
Proposons-nous maintenant d’intégrer les équations simultanées

e — Lt UFX,
d:’ RE - Mn+ B¢ + Y,

dt
P =W 07 2,
Ex. & An. et de Ph. M. io
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£, o, %, 9, & désignant des coefficients constants, et
X, Y, 1Z,

des fonctions de la variable indépendante ¢ Si I'on suppose d’abord ces
fonctions nulles, les équations données se réduiront aux suivantes

(=Dt +afn+2¢ =0,

RE 4= (U —D)n - @Z'—: 0,

2§+ @1 - (% — D) =o.
En éliminant £, #, { entre ces derniéres, et opérant comme si D, était
une quantité véritable, on obtiendra une équation résultante

V=o,

dont le premier membre V pourra étre censé déterminé par la formule
V=D —2 ) (D —N) (D —96)—E(Ds— £ )—2* (D —IT)- A3(D e )28 IA.
Soit § ce que devient la valeur précédente de v quand on y remplace D,
par s, en sorte qu'on ait
8 = (s"—L) (s*—IM) (s*—9T) — %&* (s> —L ) — 2*(5"—IM) — KR2(s*—I)—2%IR,

et pOSOHS
est

0=
={® ©F
si 'on veut déterminer les variables principales

Ea n, {’

de maniére qu'elles vérifient, quel que soit £, les équations données, et
pour £ == 0, les conditions

— _ . dE_ A
E'—'d7 ”*—'67 C—-—% d—t ’dt—g’ dl 7’7

il suffira de remplacer, dans les équations données, les dérivées du second

ordre
E!I::D:E, 7|"=D?71, Z"=D:Z)

par les différences
D;¢ —(¢'4aD,) VO, D4 — (6’4 E€D,) VO, D;{ — (3 + 9 D,) VO,

puis de résoudre par rapport a
21 4, {y

et en opérant comme si D, était une quantité véritable, les nouvelles
équations formées comme on vient de le dire, savoir,
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(D — L — & — 97 = (¢ + «D,)VO,
— RE4 (D} —M)y— 2¢ = (€' 4+ €D)VO,
—E— % + (D} — w){= (' + yD)Ve.
On trouvera de cette maniére
£ = [(D; —om) (D; — %) —%](a' - aD,)®
+ [&(D; — %) 4 %3] (& - €D,)O
+ [2(D — m) + &%) (' + D)0,

etc.,
et, en posant, pour abréger,
E=(D:-m)(Di—0)-¢* F=(D;- ) Dj— ), M=(Di— L J( Di- M )—4,
P=2Di—)+28, @=9(D:—M)+ a2, B= & (D} — %) 423,
on aura simplement

E=[a +eD)f 4 (6' + ED)R + (' + D) @0,
n = (&' + «D)JR 4 (€' + €ED)M~ (o' + HD,)P]0,
{ = [(¢/ + aDj@+ (€' + ED)YP + (&' + yD)Uje.

Si maintenant les fonctions de ¢ désignées par
X,Y,Z,
cessent d’étre nulles, et si 'on nomme
%, J, %,

ce que deviennent ces fonctions quand on y remplace la variable indépen-
dante ¢ par la variable auxiliaire T, alors pour obtenir les valeurs gé-
nérales de

27 n, &,

il suffira d’ajouter celles qu’on vient de trouver a celles que déterminent
les formules

¢ = [ (x£ + T8 + 2@)cdr,
n = [ (% + T8+ % P)eds,
¢ = f:(ac@-l- TP -+ M )edr,

la valeur de & étant

e5(t=7)
6=£KW‘

10..
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§ 1IV. Intégration d’un systeme d’égquations lindaires, aux différences partielles, et a
coefficients constants , dun ordre quelconque, le second membre de chaque équation
pouvant étre ou zéro, ou une fonction des variables indépendantes.

Soit donné un systéme d’équations aux différences partielles entre
plusieurs variables principales

éa Ny Cyen

et plusieurs variables indépendantes
w’ j’ Z’ e t’

que, pour fixer les idées, nous réduirons a quatre, les trois premieéres
x, ¥, % pouvant représenter trois coordonnées, et la quatriéme ¢ dési-
gnant le temps. Supposons d’ailleurs que les premiers membres de ces
équations soient des fonctions linéaires, & coefficients constants, des va-
riables principales et de leurs dérivées, 'ordre des dérivées relatives a ¢
pouvant s'élever jusqu’au nombre 7 pour la variable principale £, jusqu’au
nombre n” pour la variable principale #, jusqu’au nombre »° pour la
variable principale {,... Faisons, pour abréger,

(¥) n=n -4 n"~n" 4 .....
Enfin nommons
@(xaf, Z‘), X(xvfﬁ Z)v \L(x,.y, z),...
o.(x, 7, %), Xl(x7f7 z)7 '\L(x,f, Z)?"'
etc...

iy (X3 ¥y 2)y Nwr—n (X5 ¥y 2), '\I’(n"’-—!) (2, 75 2)y e s

les valeurs initiales des variables principales

E,m, 8, ..
et de leurs dérivées d’ordres inférieurs 4 'un des nombres
n, nl, n™ ...
en sorte que ces variables soient assujéties a vérifier, quel que soit ¢, les
équations données aux différences partielles, et pour £ = o, les condi-
tions
g =0(x, 3, n = x(x, ) 2), { = d(x 7, 2),.

(2) DRE =¢l(x’ Y z); D:" = Xl(x7f; Z), D:C = '\Irl(x’j’ Z),...
etc...

DT =@, (x, 7, 2), D" =Y, 7,2), DI = '\an—x(x,)’, Z)uuse
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Pour ramener l'intégration des équations proposées a l'intégration d'un
systeme d’équations linéaires et 4 coefficients constants, il suffira de re-
courir 4 la formule connue

(3) @'(x) = fiomf:owe“(x—k)\/—l (7\) dAdU

de laquelle on tire, en remplacant successivement frer(x) par @ (x, ¥)
et par @ (x,y, z)

@(x, y) = ffffe[tx(z—-h)+v£7—ﬂ)]V_——I'@_(A, 0 d;f,u dZ:v7
(4) @(x, y,2)== ffffffe[“(’-")"'v(f—p)-l-w(z—-v)]\/_'-_1 @, V)dz—‘:f@d’:’w,

puis en écrivant @ (x, 7, 2, t) au lieu de = (x, 7, 2),

(5) @(x,7,2t)= f f f f f f [o(@-2)v (- )+ W(z-)] YV =1 (A, t)dAdU d,udv dvdw ,

27

les intégrations étant effectuées entre les limites
—®, =}
de chacune des variables auxiliaires
A, y v, U, V, W,
En effet, chacune des équations données sera de la forme
(6) R = =(x,, 2, t),
R désignant une fonction linéaire, et a coefficients constants, des variables
principales
£, &y

et de leurs dérivées prises par rapport a une ou plusieurs des variables
indépendantes. D’autre part, en désignant par

S8k
des nombres entiers quelconques, et posant, pour abréger,
(7) u=vyIy, v=vyIE, we=wy,
on tirera généralement de la formule (4)
(8) DIDED; @ (x, 7, 2) =

oo s o,y e e
Cela posé, si 'on nomme
Eymy Cpeen
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le rayon incident qui passera par l'origine des coordonnées, étant per-

pendiculaire au plan invariable représenté par I'équation

uxX =+ vy = o,

on aura pour Ceé rayon

a1y

J
v

et par suite les nceuds de ce rayon, qui correspondront a des valeurs
constantes de I'argument

U2 + v?
U VY — St = —— x —
x - Yy - x st,
se déplaceront dans I'espace avec une vitesse dont la projection algébrique
sur I'axe des a, sera le rapport entre des accroissements ax, At, de x et
de ¢, choisis de maniére que I'accroissement de l'argument s’évanouisse.
Cette projection algébrique, déterminée par la formule

TV Ax — sat = o,

sera donc
Ax S
— U .
Ot el SR &

et pour quw'elle soit positive, ou, en d’autres termes, pour que les ondes
planes incidentes se meuvent dans le sens des x positives, comme elles
devront le faire en approchant de la surface de séparation des deux mi-
lieux, il sera nécessaire que le coefficient u soit positif. Pour la méme
raison, le coefficient v’ devra encore étre positif, les ondes réfractées de-
vant évidemment s’éloigner de la surface de séparation des deux milieux,
en se mouvant elles-mémes dans le sens des x positives.

Considérons en particulier le cas ou les mouvements simples propagés
dans les deux milieux sont du nombre de ceux dans lesquels la densité
reste invariable, c’est-a-dire, en d’autres termes, le cas ou, dans les rayons
incident, réfléchi, réfracté, les vibrations des molécales sont transversales.

Alors les coefficients
A,B, A,B, A, ¥,

se trouveront liés entre eux, et avec les constantes imaginaires

u, v, uy
par les formules
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cé que deviennent les variables principales

g, ¢, ...

considérées comme fonctions de &, y, z, ¢, quand on y remplace

Xy, Y 2,

Pal'
A, my s

si, de plus, aprés avoir exprimé R a l'aide des caractéristiques
b., b,, D,, D,,
on appelle & ce que devient R, quand on remplace
Ey My lyee. par £y Wy Lye o
et les puissances entiéres des caractéristiques
DS’ D” D ’
par les puissances semblables des facteurs

u, v, w,
on aura évidemment

0 R [

et par suite Péquation (6) pourra étre présentée sous la forme

(10) f f f f f f [& = @A, ps7, 1)] eu(x_k)*_v(y—ﬂ)-‘-w(z_v) d—;ﬂ' 5‘1—;‘? d;—j_v-v = 0.

Or, pour que la formule (10) soit vérifiée, il suffira que 'on ait

R — @ (A, p, v, 1) =0, ou, ce qui revient au méme,
(11) K= @A, t, v, 1),

et cette derniére formule n’est autre chose qu’une équation différentielle
linéaire a coefficients constants entre les inconnues

E, m Cyune

considérées comme variables principales, et ¢ considéré comme variable
indépendante. Ce n’est pas tout: pour que les conditions (2) soient véri-

fiées, il suffira, en vertu de la formule (4), que I'on ait pour z =o,
g=¢(7\7 My V)a _;‘-ZX(A’ M ")’ §="I’ (Aa/",”)r'-
(12) D.t=o, (A &y v), D= KAy 1y v), Drf=¢x(7\: 22 ) P

etc....

D18 =@ —1(A ), D= ==t mr—a( A )y Dtn"—z:"!‘n"'—l(;\’/‘:”)" -
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Donc en définitive, pour que les variables principales

E’ ", ,

possédent la double propriété de vérifier, quel que soit £, les équations
données, et, pour £=o0, les conditions (2), il suffira que les variables
principales auxiliaires

£, 1y (5enn
possédent la double propriété de vérifier, quel que soit ¢, un systeme
d’équations différentielles semblables a la formule (11), et, pour t=o,
les conditions (12). On pourra donc énoncer la proposition suivante.
I Théoréme. Les variables principales

E,m 0yt
assujéties 1° a vérifier , quel que soit ¢, un systéme d’équations linéaires,
aux différences partielles, et a coefficients constants, ces équations pou-
vant offrir pour seconds membres ou zéro, ou des fonctions connues
des variables indépendantes

X, 7, % L
2° a vérifier pour ¢==o0, les conditions (2), seront, dans tous les cas,
immédiatement determmees par les formules

£ f f f f f LLEE—NHV—p)+w(e—n)]V = z d)\:irn d::v d;iw,
| n = [ g

Z —_ ffffffe["\x—h)+¥'(y—-y.)+w =]V =1 Z dxdu dpadv dvdW

etc.

pourvu que Pon effectue les intégrations entre les limites

_ ®, ©,
de chacune des variables auxiliaires

A, My ¥, U, V, W

et que 'on désigne par

g, 1 Coeen
de nouvelles variables principales assujéties, 1° a vérifier, quel que soit ¢,
certaines équations différentielles, qui seront nommeées les édquations
auxiliaires , 2° & vérifier pour ¢ = o, les conditions (12). D'ailleurs, pour
obtenir les équations différentielles auxiliaires, il suffira d’exprimer les-
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dérivées de £, 1, {,..+ que renferment les premiers membres des équa-
tions linéaires données, a I'aide des caractéristiques

D, D,, D., D,
puis de remplacer dans ces premiers membres
Eymylyune par £, M, Lyene
D., D,, D,

et
par
u, v, w,
ou, ce qui revient au méme, par
vV—1, vV—1, wV—1,

enfin de remplacer dans les seconds membres

X, ¥, % par A, u, .

Considérons en particulier le cas oli, dans les équations linéaires don -

nées, les dérivees de £,n, ,. .. relatives a ¢, se réduiraient aux dérivées
du premier ordre

D%, Dm, DZ,...

et se trouveraient simplement multipliées par des coefficients constants,
indépendants de
D,, D,, D

Alors les conditions (2), qui devront étre vérifiées pour ¢ =o, se rédui-
ront

E=o0(x, 7, 2), n=x(x,7,3, {= '\L(x, Yy B)yeee

et les équations auxiliaires seront des équations différentielles du premier
ordre, linéaires et a coefficients constants, auxquelles devront satisfaire
les nouvelles variables principales

Ey 0y Coen
assujéties en outre a vérifier, pour £= o, les conditions
E=o0@, u,9), n=x@®, #,1), (=R, p,)...

Or, si l'on suppose d’abord que les seconds membres des équations
linéaires données s’évanouissent, on pourra en dire autant des seconds
membres des équations auxiliaires; et, d’'aprés ce qu'on a vu dans le

§I”, les valeurs générales de £, #,... seront de la forme
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E= [0 my ) E + %A, 1, N A +...]0,
n

= [o(A, , NP + %, 1, 9) © +...]0,
etc.,

(14)

® désignant la fonction principale, et

£, M,...9p 0,...
des fonctions entiéres de la caractéristique D,. D'ailleurs, pour obtenir la
fonction principale © relative aux équations auxiliaires, on devra, 1° expri-
mer, dans les équations linéaires données, les diverses dérivéesde £, n,7,...
a laide des caractéristiques D,, D,, D,, D,; 2° éliminer &, n, Z,...
entre ces équations, comme si
n,, b,, D,, D,,

désignaient des quantités véritables; 3°remplacer, dans le premier membre
V de I'équation résultante

(15) V=o,

les caractéristiques D,, D,, D, par «, ¢, w, ce qui réduira V a une fonc-

tion de la seule caractéristique D,, puis choisir ® de maniere A vérifier
quel que soit ¢, Iéquation différentielle

VO = o,
et, pour ¢= o, les conditions
®=o0, D@®=o0,... D[7'@=0, D;7'O=1.
Si 'on nomme 8 ce que devient le premier membre V de I'équation (15),
quand on y remplace non-seulement

b,, D,, D, par u, »,w,
mais encore D, par s,

(16) =o0
sera ce que nous appelons U'équation caractéristique; et la valeur de la
fonction principale © sera

e"
(7) °=L Gy
si 'on a choisi la fonction V de maniére que le coefficient de D s’y ré-
duise a l'unité. Cela posé, pour obtenir les valeurs générales de

£, 1,0,
Cest-a-dire pour obtenir les formules (14), il suffira, en vertu des prin-

cipes établis dans le § I, de remplacer dans les équatious différentielles
Ez. d An. et de Ph. M. 11
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auxiliaires , les variables _
D&, Da,...
par les différences
DZ — oA, 1, v)VO, Dy —x(A, ©,)VO,.,.
V étant considéré comme une fonction de
uy, v, w, Dy,
puis de résoudre par rapport a
£y Nyens
les nouvelles équations ainsi formées en opérant comme si D, était une
quantité véritable.
Concevons maintenant que, dans les équations (13), présentées sous

les formes
E — ffffffeu:(.t—x)-l-v(y—p)-pw (z—) gd)\du dpdv dvdw
27 2% or
(18) " = /‘fffffeu(r—»)w;(r—n)-;-w(s—v)  rdy dudy dvdw
« 2% 25 27

etc.,

on substitue les valeurs de £, ,... tirées des formules (14) et (17);
savoir, '

£ = LD ) E o+ XAy )BT
(10) 15 = Llat s )P + X0 0@ ] 5,
etc...

Supposons d’ailleurs qu’a chaque forme particuliére d’une fonction

a(x, ¥, 2)
des trois coordonnées
X, 7y %
. on fasse correspondre une fonction de x, y, z, £, désignée par la seule
lettre @ et déterminée par la formule

i = L[ R s

((5)) 27 2% 27

Py Xy eoes
les fonctions de x, 7, 2, ¢, danslesquelles @ se transforme, quand on
y remplace @(A, %, v) par

O(A, my ¥)y X(Ay s ¥)yens

Enfin nommons
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de sorte qu’on ait

o = LI E et g i

n = I e e SR

etc...

et désignons par
L,M..., P, Q,...

£,m,--' ”g @v,q..

ce que deviennent

quand on y remplace
u’ 0’ u”
par les caractéristiques
b,, D,, D..
Les valeurs de £, #, ... fournies par les équations (18) et (20) pourront
évidemment s’écrire comme il suit

£ =L@ + My ~+...,
7 =P@+Qx .y

etc. .

(22)

En d’autres termes, on aura

E= fo +Myx + ...,
n= Po+Qx + ...,

etc.;

(23)

pourvu que I'on transforme les fonctions de %, ¢, w, D,, désignées par
g’ m,-o- m, m,...
en fonctions des caractéristiques
Dl” D” D" Dl’

en y remplacant %, v, w par D,, D,, D,. Dailleurs, pour déduire les
formules (23) des formules (14), il suffit de remplacer dans les formu-
les (14), les variables auxiliaires

—E, ;1,..-

g, My
Op (A, uy 1)y OX(A, my 1), ..

par les variables principales

et les produits

11..
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par les fonctions
o, Koo

. . . 4
Donc, puisquon arrive directement aux formules (14), quand on résout
par rapport aux variables auxiliaires £, #,... non pas les équations diffé-
rentielles auxiliaires, mais celles qu’on en déduit en remplacant

DE, Di,. ..
par les différences

Dg -— V[®¢(7‘v My ")]v Du;’ — V[QX(A’ M ")]v"
et considérant y comme une fonction de
u, v, w, D,;

on pourra encore arriver directement aux formules (22) ou (23), en ré-
solvant par rapport aux variables principales

E, ”,o-o

non pas les équations linéaires données, mais celles qu'on en déduit en
remplacant

D, Dy,. ...
par les différences
D‘E _— VQ, Dg” -_— Vx,"-

ct considérant y comme une fonction de
D,, D,, D,, D.

Dans I'un et autre cas on devra opérer comme si les notations D, et D,,
D,, D, étaient employées pour désigner de simples quantités, sauf a
regarder, dans les équations définitives (14) ou (23), chacune de ces
notations comme indiquant une différentiation relative a Yune des
variables indépendantes ¢, x, 7, z.

Si, comme nous l'avons supposé, la fonction de D,, D,, D,, D,, dé-
signée par v, est tellement choisie que, dans cette fonction, le coefficient,
de D, c'est-a-dire de la plus haute puissance de D,, se réduise a I'unité,
alors la fonction de u, v, w, s, désignée par 8, étant développée suivant
les puissances descendantes de s, offrira pour premier terme s”. On aura
donc, 1 pourm < n —1,

sm
(@)
s’l—l

((_S‘))-—-

2°pour m=n—1,

l
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en conséquence la fonction de x, y, z, ¢, désignée par @, et déterminée
par la formule (21), vérifiera, quel que soit £, 'équation aux différences
partielles

(24) V@ = o,
et pour ¢t=o, les conditions
(25) w=o0, D=0, Dimw=1,... Di"’@ =0, D/"'@w =a(x, y, 2).

Cela posé, il suffira de résumer ce qui a été dit ci-dessus pour établir la
proposition suivante.
2¢ Théoréme. Soient donuées entre n variables principales

Ey My Lsen
et les variables indépendantes
L9y 2y 8,

n équations linéaires aux différences partielles et a coefficients constants,
c'est-a-dire n équations dont les premiers membres soient des fonctions
linéaires des variables principales et de leurs dérivées, les seconds mem-
bres étant nuls. Supposons d’ailleurs que, parmi les dérivées relatives
au temps, celles du premier ordre, savoir

DEZ, Da,...

soient les seules qui entrent dans les premiers membres des équations
données, et s’y trouvent multipliées par des facteurs constants, sans y étre
soumises 4 aucune différentiation nouvelle relative aux variables x, y, z
Nommons '

¢(x, 7,3, x(x,r7, 2),...
les valeurs initiales des variables principales £, #,. .., ces variables étant
assujéties a vérifier pour une valeur nulle de ¢, les conditions

E - @(x’.}" z), N == x(x,y, Z)...
Soient encore
vV = o
Péquation en D,, D,, D,, D,, résultant de I'élimination. de E, n,0,. ..
entre les équations données; et
§ = o0

Péquation caractéristique en laquelle se transforme la précédente quand

on y remplace b D D. D
=) Y (¥} (R]
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par

w, v, w, §;
la fonction v qui sera du degré n par rapport a D,, étant d’ailleurs choi-
sie de maniére que, dans cette fonction, le coefficient de D,* se réduise
a 'unité. Enfin,

@'(x, Y 2)
étant 'une quelconque des fonctions initiales

¢ (x, Y 2), x(x, 7, 2),-..
désignons par @ une fonction de x, y, z, £, déterminée par la for-
mule (21), par conséquent assujétie, 1° 4 vérifier, quel que soit ¢, 'équa-
tion aux différences partielles
V@ = 0,
2° & vérifier, pour une valeur nulle de ¢, les conditions
@ =o0,D@=o0, D@ =o0,.... D*w=0, D"'@w=a (x,7,2),

et nommons

@y Xs -

ce que devient @, quand on réduit @ (x, y, z) &
<p(x, T Z)) X(x,_}', Z), e

Pour intégrer les équations linéaires données, de maniére a remplir les
conditions requises, il suffira d’y remplacer les dérivées
DZ, Din, ...
par les différences
Ser
D — ve, Din — gy, ...

puis de résoudre par rapport & £, #, ... les nouvelles équations ainsi
obtenues, en opérant comme si D,, D,, D,, D,, étaient de véritables quan-
tités.

En raisonnant toujours de la méme maniére, et ayant égard aux
principes développés dans le § III, on établira encore la proposition

suivante :
3¢ Théoréme. — Soient données entre plusieurs variables princi-

cipales
g, 450

et les variables indépendantes
x’ ]‘7 z, t;
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des équations linéaires aux différences partielles, et a coefficients cons-
tants, en nombre égal a celui des variables principales. Concevons d’ail-
leurs que Pordre des dérivées de £, »,... relatives 4 £, puisse s’élever
jusqu’a r’ pour la variable principale £, jusqu’a n” pour la variable prin-
eipale #, ..., les coefficients de

Dg, Di'u,....

étant indépendants de D., D,, D,, et se réduisant en conséquence a des
quantités constantes. Faisons

n=n 4+ n 4...

et-supposons les variables principales

gy 5 Lye--

assujéties non-seulement a vérifier, quel que soit ¢, les équations linéaires
données, mais aussi a vérifier, pour £ = o, les conditions

£ =o0(x, 7 2), DE=20fx, 2),.. D&
n = X(xv Y Z), D;n 'X,,(.r, 7 z),“. D:""—'”
ete. ..

¢n’—x (x f’ Z«);
Xn”-—x(x9 ,)’, Z),

Il
Il
I

I
|

Soient encore
vV=o0
Péquation en D,, D,, D,, D,, résultant de 'élimination de £, », ...
entre les équations données; et
S = o
Iéquation caractéristique en laquelle se transforme la précédente quand

on y remplace
DS’ D’, Dl’ D"
par

u, v, w, s;

la fonction v, qui est du degré r par rapport a D,, étant choisie de ma- .
niére que, dans cette fonction, le coefficient de D} se réduise a l'unité.
Enfin, supposons la fonction @ définie, comme dans le deuxiéme théo-
réme, par conséquent déterminée par la formule (21), et nommons

@y @y o0 Purmrs

X’ X/’ LA Xn”—x ’
etc...
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ce que devient @ quand on réduit @ (x, ¥, 2) a l'une des fonctions ini-
tiales

o(xy 72 2), Oy 05 2)y-cns Pu(, s 2)s

w(®s s 2)y %X 7 2)y eees Xwroo(Zy s 2)s

etc. ..
Pour intégrer les équations linéaires données, de maniere 4 remplir toutes
les conditions requises , il suffira d’y remplacer les dérivées

Dz, D2%, ..... DV E;
D,in, D21y oo Dn,
etc...

par les différences

D‘Z—v¢’ D"E '—‘V(@, +Dt¢)’ ‘e D‘mg _v(¢n—1+ .. .+D,"""(pl+ I"'—'<p),

Dt — v, D2n—g(x,+Dx), .- - D' =y Xoerd=... D 7% 4D x),
etc. ..,

puis de résoudre par rapport 4 £, #, ,.. les nouvelles équations ainsi ob-
tenues, en opérant comme si

D., b,, D,, D,,

étaient de véritables quantités.

Les deux théorémes qui précédent offrent cela de remarquable, qu'ils
font dépendre Pintégration d’'un systéeme quelconque d’équations linéaires,
aux différences partielles, et & coefficients constants de I’évaluation de la
seule fonction @. Lorsque les variables indépendantes

Ty Yy 3y L
sont au nombre de quatre, savoir trois coordonnées et le temps, la fonc-

tion @, déterminée par I'équation (21), se trouve représentée en consé-
quence par une intégrale définie sextuple, et la valeur initiale de

D‘l—l @ ,

désignée par @ (x, 7, z), peut étre une fonction quelconque des coor-
données x, y, z. Si au. contraire les variables indépendantes se réduisaient
a une seule £, la valeur initiale de D,* '@ se réduirait a4 une constante,
et l'on pourrait faire dépendre l'intégration des équations différentielles
dounées de I'évaluation de @, en supposant méme que dans cette éva-
luation P'on attribuit a la constante une valeur particuliére, par exemple,
la valeur 1, ce qui reviendrait 2 prendre pour @ la fonction principale ©.
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Cela posé, en généralisant la définition que nous avons donnée de la
fonction principale , on pourra désigner sous ce nom, pour un systéme
d’équations linéaires aux différences partielles et a coefficients constants,
la fonction @ déterminée par la formule (21). La fonction principale étant
ainsi définie, on pourra dire que les théorémes 2 et 3 raménent l'inté-
gration d’'un systéme quelconque d’équations linéaires, et a coefficients
constants, 4 I'évaluation de l'intégrale définie qui représente la fonction
principale.

Au reste, il est bon d’observer d’une part, que le 2° théoreme peut
étre établi directement, comme la proposition analogue énoncée dans
le § I*, et relative & un systéme Jd’équations différentielles; d’autre
part, que le troisiéeme théoréme se déduit immédiatement du second,
par des raisonnements semblables a ceux dont nous nous sommes servi
dans le § ITI.

Les théorémes 2 et 3 supposent que les seconds membres des équa-
tions linéaires données se réduisent 4 zéro. Si ces seconds membres de-
venaient fonctions des variables indépendantes x, y, z, ¢, on pourrait
appliquer a la détermination des valeurs générales de £, »,... ou le
théoréme 1°7, ou la proposition suivante que l'on déduit de ce théoréme
combiné avec les principes établis dans le troisiéeme paragraphe.

4" Théoréme. Soient données entre plusieurs variables principales

£, %y
et les variables indépendantes
x’ .7’ z, t)
des équations linéaires aux différences partielles et a coefficients cons-
tants, en nombre égal a celui des variables principales. Supposons d’ail-
leurs que, dans les premiers membres de ces équations, les dérivées des
ordres les plus élevés par rapport a ¢ soient respectivement

D¢ pour la variable principale Z,
D/n pour la variable principale », etc.;. ..

les coefficients de ces dérivées se réduisant a des quantités constantes, et
les seconds membres des équations données pouvant étre des fonctions
quelconques des variables indépendantes. Enfin supposons que les valeurs
initiales de

£, DE,... g,

1, Dyn,.oo D=1,

etc.,...

Ezx.d An. et de Ph. M. X2
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doivent se réduire, pour ¢=o0, 4 des fonctions connues de x, y, z.
Pour intégrer sous cette condition les équations linéaires données, on
déterminera d’abord a l'aide du second théoréme, les valeurs générales
de Z, ,... correspondantes au cas ou les seconds membres des équations
données s'évanouiraient; puis a ces valeurs on ajoutera celles qui auraient
la propriété de vérifier , quel que soit £, les équations données, et de
vérifier pour ¢ = o, les conditions

£=o0, D =0, DY E = o,
¥ = o0, Dme= o, D = o,
etc....

Ces derniéres valeurs de £, n,... seront d’ailleurs de la forme

t | 3
£ f Hdr, n = f Hdr,...
o o
, H,... étant des fonctions de
x’ r ) Z, t,

et de la variable auxiliaire T, déterminées par la régle suivante.
Soient

I

X, Y,...
des fonctions de x z, t, propres a représenter les valeurs de
2 7 » Prop P
’ o
D" &, D"n,...
qui vérifient les équations données quand on y remplace
n'—3
£, D&,... D7,
1, Dy,... D" 'n,
par zéro. Soient encore
m’ g, « o 0
ce que deviennent
X, Y,...
quand on y remplace la variable indépendante # par la variable auxiliaire r.
Pour obtenir les valeurs générales de
=, H,...
il suffira de réduire a zéro les seconds membres des équations données, et
de chercher ce que deviendront alors les valeurs de

£y n,...

fournies par le troisiéme théoréme, quand on y remplacera
t par L — T,
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et les valeurs initiales de
/o / . n_
£,D&,...D" 7, D" &; n, Dy,. .. D, Tn, DNy ete. .
par

0o, O,... o, X, 0, O0,... o, J;  etc...
Jusqu’a présent nous avons supposé que le premier membre V del’équa-
tion produite par l'élimination de £, #,.... entre les équations don-

nées dans le cas ol 'on remplace leurs seconds membres par zéro, était
une fonction entiére de D,, D,,D,, D,, dans laquelle on pouvait ré-
duire le coefficientde D,* a 'unité. Cette réduction est en effet possible dans
Ihypothése que nous avions admise , savoir, lorsque, dans les équations
données, les dérivées des ordres les plus élevés par rapport a ¢, se trou-
vent multipliées par des quantités constantes, sans étre soumises a des
différentiations relatives aux variables x, y, z. Considérons maintenant
le cas général ol cette réduction ne pourrait s’effectuer sans que y ces-
sAt d’étre une fonction entiére de D,, D,, D,, et désignons par K la
fonction de cette espéce qui représente généralement le coefficient de Dy,
dans le développement de . Si l'on nomme o¢, 8, ce que deviennent
K, v, quand on y remplace D, D,, D,, Dy, par u, ¢, w, s; si d’ailleurs
on continue de nommer jfonction principale , une fonction @ de x, y, z, ¢,
définie par I'équation (21), on trouvera dans le cas général, 1° pour

mn—1i1,
Sln
! = — = 03

Q)

2°pour m=n--—1I,
é; s"—l . ‘_l
. . (&) =

ou, ce qui revient au meme,

:)‘C,S"—'

— - == 13

(©) ’

et par suite la fonction principale, qui vérifiera toujours, quel que soit ¢,
Péquation (24), vérifiera, pour une valeur nulle de £, non plus les condi-
tions (25), mais les suivantes

(26) @=0, D=0, Dim—=o0,... D@ =0, KD["o==(x, 7, 2).
Or, ces conditions, jointes 4 I'équation (24), ne suffiront pas pour dé-
terminer complétement la fonction principale @. Au reste, la seule con-
sidération de la formule (21), conduit a une conclusion du méme genre.
En effet, lorsque le coefficient de D} dans vy, savoir K, sera fonction de
D., D,, D,, le coefficient de s* dans $, savoir

H

’
2.
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sera fonction de u, v, w, et l'intégrale sextuple, comprise dans le second
membre de la formule (21), ne sera plus généralement une intégrale com-
plétement déterminée, attendu, par exemple, que la fonction sous le
signe [ deviendra infinie pour les valeurs de u, v, w, qui vérifieraient
'équation % = o. Mais on tirera de la formule (21),

(27) K = affffffeu(x—x)-l—» y_“)+W(z—V)+“@(7\,M,V) ((}5)) d:ju d,::v d;c;w )

et cette derniére sera propre a fournir une valeur complétement déter-
minée de la fonction K@. Si, aprés avoir calculé la fonction IT a 'aide de
I'équation

_ U(z—A)40 (1= p)+w(z—y) +st 3)(’_ dadu dudv dvdw
(28 ) = é‘/ffffff ()‘ My ) ar 27 27 °

on pose généralement
(29) Ke = 11,
on pourra prendre, pour valeur générale de la fonction principale @,

l'une quelconque decelles qui vérifieront la formule (29). A chacune delles
correspondra un systeme de valeurs de

g, Ny
que I'on pourra obtenir al'aide du théoréme 2, 3 ou 4, et qui vérifiera
toutes les conditions énoncées dans ces mémes théoréemes.
Pour montrer une application des principes que nous venons d’exposer,
concevons qu’il s’agisse d’intégrer les équations simultanées
d*y dE

&f
dxdt+ © Zar T ar = °.

ou, ce qui revient au méme, les équations
D.D% 4+ Dy = o, DDy — D,§ = o,
de maniére que l'on ait, pour ¢ = o,
E=0 (x,7), n=12%x (%)
On trouvera, dans ce cas,
v=D,D, (D7 + 1), s=u (s + 1),
n = D.D, K= uv;

par suite, lafonction principale @, assujétie, 1° & vérifier, quel que soit ¢,
I'équation

D.D, (D 4 1) @ = o;
2° & vérifier pour £ = o, les conditions

@ =0, D.DD@ = @ (x,7),
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sera définie par la formule

A)Fo(r—p)t-st

@ = Lff ff wEry T A s

= sin¢ ffffe["("‘“)"'"(f—ﬂ)]‘/—r (A, )dAdu dudy
24U 2av "’

qui n’en déterminera pas complétement la valeur, et pourra étre une
quelconque de celles qui, s'évanouissant avec ¢, vérifient 'équation

r— — g drdu  dpdv
D,D,w:costffff oL o) ¥ = IV @ (A, n) - -

2%
= sint @ (x,7).

Soient pareillement @, X, deux fonctions de x, 7, ¢, qui, s'évanouissant
avec ¢, vérifient les équations

DD, = sint¢(x, ), DD,y = sinty (x, 7).
Les valeurs générales de £, v, que lon déduira des formules

D,DE == Dyn = D,ve, D,Dm — D.f = D,vx,

en opérant comme si D, D,, D,, v, désignaient de véritables quantités,

seront
E — D,(Dth¢ - DyX); n = Dz (DyDtX + Dz@)’

ou, ce qui revient au meéme,
£ = cost @(x, y) — sint D,/x(x, y)dx — X (7, ?),
n = cost x(x, ) 4 sint D.fo(x, y)dy -+ ®(x, 1),
les intégrations relatives aux variables x, y, étant effectuées a partir de
valeurs déterminées de ces variables, par exemple, a partir de
x =0, y=o0,

et ®(x, ), X(7, t), désignant deux fonctions arbitraires de x, ¢ ou de
7, t,-assujéties a la seule condition de s’évanouir pour une valeur nulle
de . 1 est d’ailleurs facile de s’assurer que les valeurs précédentes de £, »,
vérifient les deux équations données aux différences partielles, et se ré-
duisent respectivement &

o(x, ), Xy )
quand on y pose ¢ = o
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§ V. dpplication des principes exposés dans le paragraphe précédent & Uintégration
des équations qui représenient les mouvements infiniment petits de divers points
matériels.

Lorsque l'on recherche les lois des mouvements infiniment petits de
divers points matériels dont le nombre est limité ou illimité, les équa-
tions différentielles ou aux différences partielles que fournissent les prin-
cipes de la mécanique ne contiennent généralement d’autres dérivées re-
latives au temps que des dérivées du second ordre, dont les coefficients
se réduisent 4 'unité. Il est donc utile d’appliquer en particulier les théo-
remes 3° et 4° du paragraphe précédent, au cas ou 'on aurait

n'=n"=n’”=...=2.

Si dans ce cas on désigne par 7, non plus la somme

nl+nll+nl”+'..,

mais le nombre des variables principales

g, ¢, ..

on obtiendra, au lieu du 3° théoréme du { IV, la proposition suivante.
Théoréme. Soient données entre n variables principales
£, 0y o
et les variables indépendantes
x’ ‘77 3 ’ t,
n équations linéaires aux différences partielles et a coefficients constants,
qui renferment avec les variables principales et leurs dérivées de divers

ordres obtenues par des différenciations relatives aux coordonnées x, y, z,
les dérivées du second ordre relatives au temps ¢, savoir,

Dc’é» D.n, D:’C’ see

les coefficients de ces derniéres dérivées étant égaux a I'unité. Supposons
d’ailleurs les variables principales £, 1, {,... assujéties non-seulement &
vérifier, quel que soit ¢z, les équations données, mais aussi a vérifier,
pour ¢ == o, les conditions

{ £ =0(x,03), n=x(x72), Z;-—-w!,(x,j,z),......
(M D% = 0(x,7,2), Dn=X(x,7,2), D =¥(x, y,2).c00...

Solent encore

(2) V=o0

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1



(95)

Iéquation en D,, D,, D,, D,, résultant de I'élimination de £, #,7,...
entre les équations données, et

(3) §=—o0
Péquation caractéristique en laquelle se transforme la précédente, quand
on y remplace les notations

D-‘L" Dy’ Dz’ D"
par
U=U\V—=1, v =V V=1, w=w \/—I, s;

la fonction V étant du degré 27 par rapport a D,, et choisie de maniére
que le coefficient de D,*" se réduise a 'unité. Enfin soit

@(x, ¥, 2)
Pune quelconque des fonctions
P(x, 752), 'X.(x’f,z)’ ﬁkx’ J1B) g (D(-x, 75 %), X(x,r,2), \P(x’.)’az)’ e

Nommons @ la fonction principale déterminée par la formule

O =L [ [ R bt

par conséquent une fonction assujétie, 1° averlﬁer, quel que soit ¢, I'équa-
tion aux différences partielles

(5) V@ = 0;
2° A vérifier, pour £ = o, les conditions
(6) =0, D@ =o, Dm=o0,... D" *m = o, D" o= (x,7,2);

et désignons par
@ Ar Voo O, X, ¥,

ce que devient @ quand on réduit @(x,¥, z) a 'une des fonctions
0%, 5 2)s X(X1 75 2), -\L(x,)',z),. o Oy, 2), X(,7,2), (2, 7,2)0 s

Pour intégrer les équations linéaires données, de maniére 4 remplir toutes
les conditions requises, il suffira d’y remplacer les dérivées du second
ordre

Dx’sy D:n, D7, ..

parles différences

D5—v(@+D,0), Don—v(X-+Dix), D{—v(¥=+Dnl),...
puis de résoudre par rapport a

E, Ny Lyeve
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les nouvelles équations ainsi obtenues, en opérant comme si les nota-
tions
D” Dy’ Dl’ D"
désignaient des quantités véritables.
Applications. Les équations qui représentent les mouvements infini-
ment petits d’'un systeme homogéne de molécules sont de la forme

(L — DA + Rn+Qf =o,
RZ 4+ (M — D®)n+ P = o,
Q%+ Py 4+ (N—D2)Y = o,
£, n, { étant les déplacements d’'une molécule mesurés parallélement aux
axes coordonnés, et les lettres
L, M, N, P, Q,R,
désignant des fonctions entiéres des caractéristiques
D,, D,, D..

Or concevons que 'on veuille intégrer ces équations de manieére a vérifier,
pour ¢ = o, les six conditions

£=¢x,7,2), n = x(x7,2), L =~(2,7,%),

Df = ®(x,y,2), Dn=X(x,y,2), D{= ¥(x,7,2);
par conséquent, en supposant connues les valeurs initiales des déplace-
ments et des vitesses de chaque molécule suivant des directions paralléles

aux axes des x, 7, z. En appliquant le théoréme ci-dessus énoncé a la re-
cherche des valeurs générales de £, #, {, et nommant

. 't_,’ m’ gc” @7 Q_,’ a’
ce que deviennent

L,M,N, P QR,
quand on y remplace
D., D,, D, par u, ¢, w

?
on trouvera

V=(D;—L)(D;;~—M)[D,—N)—P*(D,”—~L)—Q*(D,*—M)—R*(Ds—N)—2PQR,
§ =(5* —L)(s* —IM) (8* =) —8*(s* ~— L) —Q2(s* — M)—RK*(s* —T)—2 %I K.
Cela posé, solent

@

la fonction principale, déterminée par 'équation (4), et

?, X» ""7 ‘pa X7 "P,
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ce que devient cette fonction principale,, quand on remplace
@ (x,¥, 2)
par l'une des fonctions initiales
0 (%.752), %(%.7,2), (2, 7,3), @(x,7,2), X(=,7,7), ¥(x, 7, 3).
Pour intégrer les équations données, de maniére a remplir toutes les
conditions requises, il suffira de résoudre par rapport a
£, 1, ¢,
ces équations présentées sous les formes
(D‘. - L)E —BRn— Q¢ V((D -+ D:¢);
—RE—-}—(D,’—-M)”—PZ VX + DX),
—Qf —Pn (D2 —N){ = V(¥4 Dn)),
en opérant comme si D, D,, D,, D, étaient de véritables quantités. Alors,
en posant pour abréger,
£ (D~ M)(D—N)~P*, (D —N)(D*~L)—Q?, H=(D;~L)(D,~M)-R?,
P=P (D’ —L)+QR, @=Q(D*- M)-RP, R=R(D*-N)-4PQ,

on trouvera
£=D,(fo+ Bx+ OY) + (£0 + WX+ OF),
n =D, (o + Rx+ Pi) + (WO -+ MX+ P¥),
{ =D(@p+ P+ Ud) + (OO PX- UY¥)
Telles sont effectivement, sous leur forme la plus simple, les équations
des mouvements infiniment petits d’'un systéme homogéne de molécules
sollicitées par des forces d’attraction ou de répulsion mutuelle.
Considérons maintenant deux systémes de molécules qui se pénetrent
mutuellement. Les équations de leurs mouvements infiniment petits seront

de la forme
(L—DNE +Rn + Q + LE + R, +Q, = o,
RE +(M —D)n + PL~+ RZ 4 Mpn, +P {, = o,
QG+ Pn 4+ (N—D* )+ Q&+ P,n,+ N, = o,
ILE + IRn +IQZ + ( LII —D")El+ Bll”l +Qll ZI = 0’
RE+ Mn+ P + RE 4+ (M, —D2)n, +P,Z, = o,
/QE -+ P + N{ - Qué + Pu"/ -+ (Nu - D:’)Z, = 0,
E.n,l,0uf,m,{,, étant les déplacements d’'une molécule du premier
Ex.d An. et de Ph. M. 13
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ou du second systtme mesurés parallélement aux axes coordonnés, et
les lettres
L,M,N,P,Q,R, L, M, etc.,
indiquant des fonctions entieres des caractéristiques
D., D,, D,.

Or supposons que les coefficients des différents termes proportionnels a
D., D,, D, ou a leurs puissances soient, dans ces mémes fonctions, re-
gardés comme constants, ce qu'on peut admettre, au moins dans une
premiere approximation, lorsque chaque systéme de molécule est homo-
géne, et que le rayon de la sphére d’activité d'une molécule est tres petit.
Concevons d’ailleurs que I'on veuille intégrer les six équations données, dont
chacune est du second ordre, de maniére i vérifier , pour £= o, les douze
conditions

E=0(x, 7,2, n=ux(x,7,%), ¢ = (=, 7,%),
E=0(x 058, n=x/%1:3), { = (%, 7,2)s
D& =®(x, y,3), Dm=X(x,y,2), D= '{'(x,_y,z),
Df=(x,y,%), Dy=X/(x,7,%), DL, =¥(x,7,2);
par conséquent, en supposant connues les valeurs initiales des déplace-
ments et des vitesses de chaque molécule, suivant des directions paralléles

aux axes des x, 7, z. En appliquant le théoréme ci-dessus énoncé 2 la
recherche des valeurs générales de

27 ”7 C7 EI’ ”-/7 Cn

LM, B, B, 9, &, L,,MN; eteo,... Ly Ko
ce que deviennent

L7 M’ N) P, Q) R7 Ln Ml’ etc')"' Qll’ Rn’
quand on y remplace

et nommant

D,., D,, D, par ¥, ¢, w,
on trouvera

V =(D*—L) (D /—M) (D;/—N) (D/—L,) (D;—M,) (D~ ) —etc. ..
§ = (s*—g) (s*—IM) (s*~=30) (s*—L,) (s*=0m,) (s3—00,)—=etc. ..

Cela posé, soient
@

la fonction principale déterminée par 'équation (4), et

P, X '\!” @r Xi> '\!’n
(D, X., ¥, Qn X’I’ "P'I,
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ce que devient cette fonction principale quand on remplace
@ (X, 75 2)

par I'une des fonctions initiales

o, 752), X(Xs5%), '\L(x:]’,z)a Qx5 752)s X%, 732), '\Ll(x,,}’,z),

Oz, 7,5)s X(2,712), ¥(x, 7,2), ®(X,755), X(2:7:5)s ¥,(%,75%)-
Pour intégrer les équations données de maniére a remplir toutes les con-
ditions requises, il suffira de résoudre par rapport a

Ea N, :1 E/? N Zn

ces équations présentées sous les formes

(D& — L)E — Ry — Q _L;E/_Rl”l —Q Zl =V ((D -+ Do),
—RE-{— (D,'—M)n — P —lel-—M,n,—-Pl , =V (X -+ DX),
—QE Py 4 (D* — N —Qf,—Pn,—N, ¢ =V (¥ + Dd),
—ILE—IR” _/QZ + (Dt‘ '_'Ln) E/ '—'R,,”,—Q,,c, =V ((D/ +Dl¢,)7

""sz - an - IPZ - R/AEI.-'- (Dts - Mn)”/ —Puzl =V (Xl -+ Dt%,)a
—;QE— P — INC - an,_ Pu”l -+ (D‘. - Nu) g/ v (?/"," D"‘!’/)’

en opérant comme si

D., D,, D,, D,,
étaient de véritables quantités. On trouvera de cette maniére
E= L (@ +Do)+ R (x+Dp)+ Q+DA)+ £ (¢,4-Dip)+ B,(x,+ D )+ @ (¥ 4D.L ),
1 = R@o+D2)+ M (x+Dix)+ PE+D)+ R (0,4De)+ M (X + D )+P,+,4 Db,
{=Q@+De)+ P & +Du)+ NE+D)+@ (04D )+ P, (x4 D)+ W (¥ +D),
= S @+Dp)+ R (4D + O +D)+ £, (0,4Dp )+ R, (X, 4D )+ D, ¢, 4D ),
1,=,R(@4Dig)+ M x+D)+, PE4D)+ 1 (0 4-Dip )+ M (X, +Dx )+ P+, 4D ),
L=,0(04D0)+,P x+Dx)+ V¥ +D)+Q (04D )+ P, 5, +Dx)+ W, ¥, 4D,

les lettres
£, in, m, v, ®, %, £I’ .jn,,.... @r“, ”.”,
indiquant des fonctions entiéres des caractéristiques
D,, Dw D,, D,

et la forme de ces nouvelles fonctions se déduisant immédiatement de
celle des fonctions représentées par

L’ M’ N’ P’ Q’ B) L/, MI""' Q”, R”.
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Nota. Etant donné, entre les variables principales £, #,¢,... etles
variables indépendantes x,y, z, £, un systtme d'équations linéaires
aux différences partielles, et a coefficients constants, écrites a l'aide des
caractéristiques D., D,, D,, D,; si, en supposant les seconds membres
de ces équations linéaires réduits a zéro, on élimine entre elles toutes les
variables principales a l'exception d’une seule £, ou 7, ou {,... on
obtiendra une équation résultante de 'une des formes

£=o0, Vn=o0, V{=o,...
V étant une fonction entiére de D,, D,, D,, D,, qui restera la méme,
quelle que soit la variable principale conservée, et qui sera précisément
le premier membre de I'équation (15) du § IV. Ainsi chacune des varia-
bles principales devra vérifier, quel que soit ¢, une équation aux diffé-
rences partielles semblable a celle que vérifie la fonction principale =,
c’est-a-dire de la forme Vo = o;
et il est clair qu'on pourra en dire autant d’une fonction linéaire quel-
conque & des variables principales et de leurs derlvees, en sorte quon
devra encore avoir Vs = o.
Si, dans les équations linéaires données, 'ordre des dérivées relatives a ¢
s'éléve jusqu’a n' pour la variable principale £, jusqu’a n" pour #, jus-
qu'a n™ pour,... la plus haute puissance de D, renfermée dans V sera
en général le nombre 7 déterminé par la formule

n=n’+n”+n”’+

Toutefois, il peut arriver, dans certains cas, que I'exposant de cette plus
haute puissance de D, s’abaisse au-dessous de la somme 7'—-n"r""--.
ou bien encore que V¢ =o0, ne soit pas '’équation aux différences par-
tielles, la plus simple & laquelle satisfasse la valeur générale de =. Dans
des cas semblables, les méthodes ci-dessus exposées ne cessent pas d’étre
applicables a I'intégration des équations linéaires données. Seulement il
convient de les appliquer de maniére que les valeurs générales de &, »,
Z,- . .8, se présentent sous la forme la plus simple possible. ILes moyens
qui peuvent conduire & ce but seront objet d’'un autre Mémoire.

Nous remarquerons, en finissant que, dans le cas ou les seconds mem-
bres des éqnations linéaires données se réduisent, non pas a zéro, mais
a des fonctions des seules variables x, y, z, en demeurant indépendants
de la variable ¢,le quatrieme théoréme du § IV fournit la seconde partie
de la valeur générale de chaque variable principale sous la forme a la-
quelle on serait conduit par une régle trés simple qua donnée M. Liou-
ville dans son Journal de Mathématiques (aotit 1838).
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MEMOIRE

SUR LES

Mouvements infiniment petits dont les équations présentent une forme
indépendante de la direction des trois axes coordonnés, supposés
rectangulaires , ou seulement de deux de ces axes.

Considérations générales.

Comme on I'a vu dans les précédents Mémoires, les mouvements infini-
ment petits, d'un ou de plusieurs systémes de molécules, peuvent étre
représentés par des équations linéaires aux différences partielles entre
trois variables principales, savoir, les déplacements d'une molécule, me-
surés parallélement & trois axes coordonnés rectangulaires, et quatre
variables indépendantes, savoir, les coordonnées et le temps. 1l y a plus:
dans ces équations, les coefficients des variables principales et de leurs
dérivées deviennent constants, lorsque I'on considére un systéme unique
et homogéne de molécules, ou bien encore, lorsque 'on considére deux
systemes homogénes de molécules, et que I'on s'arréte a une premiére
approximation. Dans 'un ou l'autre cas, les coefficients dont il s'agit, et
par conséquent la forme des équations linéaires dépendront en général ,
non-seulement de la nature du systeme ou des systemes moléculaires,
mais encore de la direction des axes coordonnés. Néanmoins il n’en est
pas toujours ainsi. La constitution du systéme ou des systéemes de mo-
lécules donnés, peut étre telle que les coefficients renfermés dans les
équations des mouvements infiniment petits ne soient pas altérés quand
on fait tourner d’'une maniére quelconque les trois axes coordonnés
autour de l'origine; et alors il est clair que la propagation de ces mouve-
ments devra s’effectuer en tous sens suivant les mémes lois. Cest ce qui
arrive , par exemple, lorsque le son se propage dans un gaz ou dans un
liquide. C'est ce qui arrivera encore, si I'un des systémes de molécules
donnés étant le fluide éthéré, Pautre systéme compose ce que dans la
théorie de la lumiére nous appelons un corps isophane. Ce n’est pas tout:
la constitution du systéme ou des systémes de molécules donnés, peut
étre telle que les coefficients renfermés dans les équations des mouve-
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ments infiniment petits,, ne soient pas altérés, quand, I'un des axes
coordonnés demeurant fixe, on fait tourner les deux autres autour du
premier; et alors il est clair que la propagation du mouvement devra
seffectuer en tous sens suivant les mémes lois, non plus autour d’un
point quelconque, mais seulement autour de tout axe paralléle a I'axe
fixe. C’est ce qui arrivera, par exemple, si, le premier systéme de molé-
cules étant le fluide éthéré, lautre systéme compose ce qu'on nomme
dans la théorie de la lumiére un cristal 4 un seul axe optique. Il est donc
important d’examiner ce que deviendront les équations des mouvements
infiniment petits d'un ou de deux systemes homogenes de molécules,
quand elles acquerront la propriété de ne pouvoir étre altérées, tandis
que l'on fera tourner les trois axes coordonnés autour de l'origine, ou
bien encore deux de ces axes autour du troisieme supposé fixe. Jai déja
traité cette question, en considérant un seul systtme de molécules,
1° pour le cas ou les équations sont homogenes, dans les Exercices de
Mathématiques ; 2* pour le cas général, dans un Mémoire relatif a la
Théorie de la Lumiére , et lithographié sous la date d’aout 1836. Mais
d'une part ce dernier Mémoire, tiré & un petit nombre d’exemplaires,
est assez rare aujourd’hui; et d'ailleurs, en réfléchissant de nouveau sur
la méme question, je suis parvenu a rendre la solution plus simple. Jai
donc tout lieu d'espérer que les géomelres accueilleront encore avec
intérét ce nouveau Mémoire, qui permettra d’établir et d’exposer facile-
ment quelques-unes des théories les plus délicates de la Physique ma-
thematique.

Parmi les divers paragraphes dont le Mémoire se compose, le premier
est consacré au développement de quelques théorémes relatifs a la trans-
formation des coordonnées rectangulaires, le second a la recherche des
conditions nécessaires pour qu'une fonction de deux ou de trois coor-
données rectangulaires, reste indépendante de la direction des axes
coordonnés ; et c’est la connaissance de ces conditions qui me conduit
dans les paragraphes suivants, a la solution de la question ci-dessus in-
diquée.

§ 1. Sur quelques théorémes relatifs a la transformation des coordonndes recian-
gulaires.
Soient
‘x" ]’ z’

les coordonnées rectangulaires d’'un point P, relatives a trois axes rec-
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tangulaires, et
X, ¥, 2,
ce que deviennent ces coordonnées, quand on a fait tourner d’une ma-
niére quelconque le systéme de ces trois axes autour de Porigine. On
aura, comme l'on sait,
X == ax +- by + cz,
(1) y = adx+ by 4 ¢z,
z =a"x + by 4+ ¢z,
a,b,c;a', ¥, c';a", b", c" désignant neuf coefficients, dont six pour-
ront se déduire des trois autres, attendu quon doit avoir, quels que
soient x, v, z,

(2) X' 4y o4 2t = x4yt o4 2,
et par suite

(3) { ata*+a* =1, b4 b* - b" =1,c* 4" + " =1,
be4bc'+bV'c" = o0, cad=c'a' 4 "a"= o0, ab4a'b'4 a"b" = o.

De plus on tire des équations (1), jointes aux formules (3),

x = ax -} a'y -+ a"z,
(4) y = bx + by + bz,
z = cx 4 'y =4 "z

puis de ces derniéres, jointes a la formule (2),

) { a =+ b+ ¢t =1, a* 4o+ =1, a"4b"4-c" =,
ad'+4b'b'4+c'c"=o0, a'a4-b"b+c"c=o0, ad4-bb'4cc' = o.

Enfin, si Pon nomme

xl’ .}’4’ zl’
et
XI’ YI’ Zl’

les coordonnées d’'un nouveau point Q, relatives au premier et au second
systeme d’axes coordonnés, on aura

x, = ax, 4+ by, + c3z,
(6) y, = dx,+ by, + ¢z,
z, = a"x/"'" b'.'}’/—l— 23

et des formules (6), jointes aux équations (3), I'on tirera

(7) xx, 4 yy, + 7z, = xx, 4 ¥y, -+ 23,
14..
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Donc la transformation des coordonnées r'altére point la valeur de la
soinme )

xxl +Jf7'/ + %3

Cette somme représente effectivement une quantité indépendante de la
direction des axes coordonnés, savoir, le produit des rayons vecteurs,
menés de l'origine aux points P, Q, par le cosinus de l'angle que ces
rayons vecteurs comprennent entre eux.
Soit maintenant # une fonction quelconque des coordonnées primi-
tives
x, ¥, 2
Si P'on passe du cas ou ces coordonnées sont prises pour variables indé-
pendantes au cas ou on prend pour variables indépendantes les coor-
données nouvelles
X%y z,

on aura, en vertu des formules (4),

D = aD,s + D + D = (@D, + D, -+ ¢D,)s
etc.,...

par conséquent
D aD, + bD, ++ ¢D,,

(8) D, = aD, 4+ D, + cD,,
D, = a'D, + 4D, + ¢

puis on tirera de ces derniéres, eu égard aux formules 3),

z

H I

D, = aD, + a'D, + 4'D,,
(9) D, = D, + &D, + &'D,,
D, = ¢D, + ¢'D, + ¢'D

Enfin l'on tirera des formules (8), ou bien encore des formules (9),
(10) D: 4 D 4 D! = D + D: 4 D2,

Or les formules (8), (9) sont entiérement semblables aux formules (1),
(4), et la formule (10) a la formule (2). Par conséquent dans la transfor-
mation des coordonnées rectangulaires, les relations qui subsistent entre
les coordonnées
x,¥Y, 2 et x,Yy; 2z,
relatives a deux systemes d'axes , subsistent pareillement entre les carac~
téristiques
D, D, D, e Ds D, D,
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qui indiquent des différentiations efféctuées par rapport aux coordonnées
Xy, 2 ou Xx,Yy, z,

considérées comme variables indépendantes.

Au reste, on ne doit pas oublier que les formules (8), (9), (10), et
celles qu'on peut en déduire, sont des formules symboliques, que I'on
transforme en équations véritables, en placant une fonction quelconque s
a la suite des expressions symboliques renfermées dans chaque membre.
Ainsi en particulier la formule (10) n’est autre chose que la représenta-
tion symbolique de I'équation

(D: 4 D} 4 DJs = (D> + D: 4 D;#,

ou
d’s d‘s d’s d’s d's d’*s
(11) 'd_{*+d_y°+@_’fi?+if+ﬁ?’

s désignant une fonction quelconque des coordonnées x, 7, z ou x, y, z.

Si I'on combine les équations (6), non plus avec les équations (1),
mais avec les formules (8), alors, au lieu de la formule (7), on obtiendra
la suivante

(12) D, 4+ yD, + 2D, = xD, + yD, 4+ 3D.
Donc une transformation de coordonnées rectangulaires Waltérera point
un produit symbolique de la forme '
xlD, —I— )’IDY -+ Z,Dv
Les équations) (6), et par suite les formules (7) et (12), continueront
évidemment de subsister, si, en nommant toujours
x,y,% ou X,Y,3,
les coordonnées primitives ou nouvelles du point P, on désigne les

coordonnées primitives ou nouvelles d'un second point Q, non plus par

_ X, ¥, 3% oupar X, Y, %
mais par

&£ - 2x,y + ¥, 2+ 2 oupar x4+ x,y+vy,z+ 2z,
en sorte que
X9 Yy % O1 X, 75,72,

représentent les projections algébriques de la distance PQ sur les axes
coordonnés des x, y, z ondes x,y, z. Cela posé, soient

-3
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une fonction quelconque des coordonnées x, 7, z du point P, et
Ax

Yaccroissement que recoit cette fonction, quand on passe du point P au
point Q, c'est-a-dire, quand on fait croitre x de x,, y de y,,z de z,,
ou, ce qui revient au méme, x de x,, y de y,, z de z. On aura, en vertu
du théoréme de Taylor,

8 + As = ex'D1+j‘DY+z’D' 8 = exlD1+YIDY+z4Dl g,

par conséquent

(13) 1 - A = ex‘D"+-r/D-"+z/D= == ex:Dx + ¥,Dy+2z,D. ’
et
(4 8= eDetrDrabe Dty DydaD

Donc la caractéristique 4, considérée successivement comme fonction des

caractéristiques
D., b, D,,

et comme fonction des caractéristiques
Dx ’ Dy’ Dz ’
sera représentée , dans le premier cas, par 'expression symbolique

ex,D,-f-J'lDy-{-z‘D,, — 1,

et dans le second cas par Pexpression symbolique

ek D;+y,Dy+2zD, — .

Or, il résulte de la formule (12) que, pour passer de la premiére expres-
sion symbolique a la seconde, il suffit de chercher ce que devient Ia
premiére quand on opére la transformation des coordonnées. On peut
donc énoncer la proposition suivante.
Theoréme. Soient
Xy ) 2,

les coordonnées rectangulaires d’'un point mobile P, et désignons i l'aide

de la caractéristique
A

laccroissement que recoit une fonction de x, 7, 2, quand on passe du
point P a un autre point Q, en attribuant aux coordonnées du premier
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point certains accroissements
. 5 . Ly Vs %
Soient d’ailleurs

) X,yY,2 et X,5y, %,
ce que deviennent

x,y,% et x,7, 2,

quand on a fait tourner autour de lorigine d’'une maniére quelconque .
le systéme des trois axes coordonnés. Sil'on veut déduire I'une de l'autre
les deux valeurs que le théoréme de Taylor fournit immédiatement pour
la caractéristique A, considérée d’abord comme fonction de D,, D,, D,,
puis comme fonction de D,, D,, D,, il suffira d’avoir égard aux formules
qui servent a opérer la transformation des coordonnées rectangulaires
avec un changement simultané de variables indépendantes.

Les diverses formules établies dans ce paragraphe, s’étendent évidem-
ment au cas ou 'on passerait d’un premier systéme de coordonnées a un
second, en faisant tourner seulement les axes des x et des y autour de
laxe des z. Alors ¢, ¢’ seraient nuls ainsi que a”, 3", et les formules (1),
(2), (4)> (7), 8),(9), (12), pourraient s'écrire comme il suit

(15) X = xcosa - ysina, y = ycosa — rsina,
(16) X Ayt = 2t 4,

(17) X = xcosa — ysine, ) = ycosa -4 xsina,
(18) Xx, =+ yy, = xx, -+ )7,

(19) D, = cosaD, -~ sinaD,, D, = cosaD, — sinaD,,
(20) D, = cosaD, — sinaD,, D, = cosaD, 4 sinaD,,
(21) D: 4+ D; = D + D.

§ I1. Condition que doit remplir une fonction de deux ou de trois coordonnées rectan-
gulaires, pour devenir indépendante de la direction des axes coordonnés.

Pour arriver facilement a la condition dont il s'agit, nous aurons re-
cours a une proposition qui est évidente par elle-méme, et dont voici
Pénoncé. .

1* Théoréme. Siune équation entre plusieurs variables indépendantes

X, .7 3 Byens

et plusieurs paramétres ou constantes arbitraires

«, €,...
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doit subsister, quelles que soient les valeurs réelles attribuées a ces va-
riables et a ces paramétres, elle continuera de subsister, quelles que
soient les variables x, 7, z,... quand on établira des relations entre ces
variables et les parameétres «, €,... en transformant ces paramétres
ou seulement quelques-uns d’entre eux en fonctions de x, 7, z.

On congoit en effet, qu'une équation qui se vérifie indépendamment
des valeurs attribuées i diverses quantités, subsiste par cela méme, dans
le cas ou I'on établit entre ces quantités des relations quelconques.

D'ailleurs le théoréme qu’on vient d’énoncer entraine évidemment la
proposition suivante.

2* Théoréme. Soient

X, Fy Byeoo

plusieurs variables indépendantes, et
X, ¥, Zyeoo
des fonctions qui, renfermant avec ces variables certains parameétres

a, 6,...
se réduisent a
Ly ¥y Byon-

pour des valeurs particuliéres de ces paramétres. Enfin, supposons que
des relations convenables, établies entre les paramétres «, €,... et les
variables indépendantes x, y, z,... puissent faire évanouir toutes les
fonctions

X, ¥y Zyueo

a I'exception d’une seule, de x, par exemple, en réduisant celle-ci a une
fonction déterminée R de x, y, z.... Silexpression

f(x, y, z,...),
considérée comme fonction de x, y,z,... conserve la méme forme,
quelles que soient les valeurs attribuées aux paramétres

a, &,...
en sorte que |’équation

f(x, y,.2z,...) = f(x, ¥, 2,...)
soit identique, on aura encore identiquement
f(x, 7, z,...) = f(R, 0, 0,...).

Pour montrer une application de ce dernier théoreme, rapportons les
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différents points de I'espace a trois axes rectangulaires des x, y, z, et
considérons P'un des points auxquels appartiennent les deux coordonnées
x, 7.
Si l'on fait tourner les axes des x et des » autour de l'axe des z, les deux

coordonnées
X, ),

se trouveront remplacées par deux coordonnées nouvelles
%%
lides aux deux premiéres par deux équations linéaires et de la forme
(1) X = xcosa - ysina, y == ycosa — xsina.

Cela posé, pour qu'une expression de la forme

f(x, y)
devienne indépendante de la direction des axes mobiles, il faudra que
Pon ait constamment
(2) f(x, ) = f(z, ),
ou, en d’autres termes,
(3) f(x cose - ysina, pycosa — xsina) = f(x, y),
quelles que soient les valeurs non-seulement de & et de y, mais encore
de I'angle «. D’ailleurs pour faire évanouir y, il suffira d’admettre, entrea,
x et y, la relation exprimée par la formule

ycosa — xrsine = o,

de laquelle on tire

coSw 3in « ]
= = = -,
x Na r
et par suite
x === r,

la valeur de r étant
(4) r=\Vx*+ y*

Donc P'équation (2), lorsqu’elle se vérifiera pour des valeurs quelconques
de x, y, quel que soit le paramétre «, entrainera la suivante

(5) f(x, y) =f( =% r, o),
et par conséquent les deux suivantes

(6) f(x, y) = f(r, o),
(7) f(r, o)=f( —r, o).
Ex.d An. et de Ph. M. 15
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Or les formules (6), (7) comprennent évidemment le théoréme que nous
allons énoncer.
3¢ Théoréme. Pour qu'une fonction

flz, 7)

de deux coordonnées x, y, d'un méme point, relatives a deux axes
rectangulaires, ne soit point altérée, tandis que l'on fait varier ces coor-
données, non en changeant la position du point, mais en faisant tourner
les deux axes dans leur plan, autour de lorigine, il est nécessaire que
f(x, »)se réduise a une fonction du rayon vecteur r mené de Porigine
a la projection du point donné sur le plan des x, y, et méme & une
fonction de r qui ne varie pas quand on y remplace r par — r.

On démontrerait encore facilement le théoreme qui précede, en
substituant aux coordonnées rectangulaires

x, y ou x,y,
deux coordonnées polaires
r,p ou r,p,
dont la premiere r serait toujours le rayon vecteur ci-dessus mentionné,
la seconde p ou p désignant I'angle formé par ce rayon vecteur avec le

demi-axe des & ou des x positives. Alors en effet, on aurait entre x, y
et r, p,ou X,y etr, p, des équations de la forme

(8) x = rcosp, y = rsinp,
ou
(9) X = rcosp, y = rsinp,

la valeur de p étant elle-méme de la forme
(10) p=p — ;
et Péquation (2) deviendrait
(11) f(rcosp, rsinp) = f(rcosp, rsinp).
Or, il résulte de cette derniére formule que la fonction des variables x
Y, our, p,représentée par
f(x, y) = f(rcosp, rsinp),
ne varie pas quand on fait varier p, et se réduit en conséquence a la

fonction de r en laquelle elle se transforme quand on pose p=o ou p=m,

c'est-a-dire 3
f( &= r, o),
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le double signe pouvant étre réduit arbitrairement au signe -~ ou au
signe —.

Supposons maintenant que I'on fasse tourner autour de l'origine, d'une
maniére quelconque, les trois axes rectangulaires des x, des y et des z.
Les trois coordonnées

x, r, z,
d’un point donné, se trouveront remplacées par trois coordonnées nou-
velles

X, y, z,

liées aux trois premiéres par trois équations de la forme

Xx=ax + by + cz,
(12) y=dx+ by+ ¢z
z = ad'x- bV"y+ "z,

dans lesquelles six des neuf coefficients
a, byc, a,¥b,c, a",b" ",

pourront se déduire des trois autres , en vertu des formules (3) ou (5)
du § I’*, en sorte qu'on aura identiquement

(13) X* 4yt A4zt = x4 gt 4 2
Cela posé, pour qu'une expression de la forme
f(x, y, 2)

devienne indépendante de la direction des axes mobiles, il faudra que
Pon ait constamment

(14) f(x, y, z; = f(x, y, 2),
quelles que soient les valeurs non-seulement de
x, ¥, 3,

mais encore de trois des neuf coefficients
a,b,c, a,¥b,c, a",d", ",

dont on pourra disposer de maniére a faire évanouir y et z. Dailleurs, si
Yon nomme r le rayon vecteur mené de l'origine au point donné, on aura

(15) r= 4yx* 4+ y 4+ z,
et I'équation (13), reduite a
(16) X2 4y A4 ozt = r,

15..
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donnera, pour des valeurs nulles de y et de z,

(17) x===r.

Donc la formule (14) entrainera la suivante

(18) f(x, y,2) =f(=*r, o0, 0),
par conséquent les deux suivantes

(19) f(x, 7, 2) = {(r, 0, 0),

(20) f(r, 0,0 = f{—r, 0, o)

Or les formules (19), (20) comprennent évidemment le théoréme que
nous allons énoncer.
] s 1 ’ .
4° Théoréme. Pour qu'une fonction

f(x, 7, 2),

de trois coordonnées x, y, z, d'un méme point, relatives & trois axes
rectangulaires, ne soit point altérée , tandis que lon fait varier ces
coordonnées; non en changeant la position du point, mais en faisant
tourner le systéme des trois axes rectangulaires autour de Dorigine,
il est nécessaire que f(x, y, z) se réduise a une fonction du rayon
vecteur r mené de lorigine au point donné, et méme a une fonction
de r qui ne varie pas quand on y remplace r par —r.

Au reste, on démontrerait encore facilement le théoréme qui précede
en substituant aux coordonnées rectangulaires

x, y,% ou Xx,Yy,z,
des coordonnées polaires

r,p,q ou r,p,q,
liées aux premiéres par des équations de la forme

X = rcosp, y == rsinpcosq, 2z == rsinpsingq,
ou
X == rcosp, y == rsinpcosq, z == rsinpsinq.

En effet, en vertu de cette substitution, la formule (14) deviendrait
f(reosp, rsinpcosq, rsinpsin q) == f(rcosp, rsinpcosg, rsinpsing).
Or, comme, la direction des nouveaux axes étant complétement arbitraire,

on pourrait en dire autant des valeurs des variables p, ¢, on conclurait
de la formule précédente que la fonction

f(x, y, z) = f(rcosp, rsinpcosq, rsinpsing),
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ne varie pas avec p et ¢, mais seulement avec r, et se réduit a la valeur

de
f(rcosp, rsinpcosq, rsinpsing),

3

correspondante 4 p =0 ou p =7, cCest-a-dire a
f( %= r, o, o).

Lorsque les fonctions de x, y ou de x, y, z, désignées dans les
théoremes 3 et 4, par

f(x, y) ou [(x, y, 2),
sont des fonctions entiéres composées d’'un nombre fini ou infini de
termes, alors

f(r, o) ou f(r, o, o)
est pareillement une fonction entiére de r, et méme, en vertu de la for-
mule (7) ou (20), une fonction entiére de r*, c’est-a-dire de

x* 4+ y* oude x* -} y* - 22
Comme d’ailleurs toute fonction entiére de r ou de r* remplit évidem-
ment la condition mentionnée dans le troisieme ou le quatriéme théoréeme,
il en résulte qu'on peut encore énoncer les propositions suivantes.

5¢ Théoréme. Pour qu'une fonction entiére

f(x, 7)
de deux coordonnées &, y d’'un méme point, relatives 2 deux axes rec+
tangulaires, ne soit point altérée, tandis que 'on fait varier ces coordon-
nées, non en changeant la position du point, mais en faisant tourner les
deux axes dans leur plan autour de lorigine, il est nécessaire et il
suffit que f(r, y) se réduise a4 une fonction entiére de

= x* -4 y.
6¢ Théoréme. Pour qu'une fonction entiére
f{x, 7, 2)

des trois coordonnées x, y, z 'un méme point, relatives a trois axes
rectangulaires, ne soit point altérée, tandis que l'on fait varier ces
coordonnées, non en changeant la position du point, mais en faisant
tourner le systéme des trois axes coordonnés autour de lorigine, il est
nécessaire et il suffit que f(x, y, z) se réduise & une fonction entiére de

1* = x* -l-]" -z
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Nous avons vu, dans le § I*", que si 'on nomme
x, y,z et x,vy, 1z,
les coordonnées d’un méme point, relatives 2 un premier eta un second
systéme d’axes rectangulaires, les caractéristiques
Da:s Dy, Dz?
s'exprimeront en fonction des caractéristiques
D., b,, D,,
de la méme maniére que les nouvelles coordonnées

X, ¥, %,

en fonction des coordonnées primitives

X, ¥, Z

En conséquence, on pourra, dans les théoremes 5 et 6, remplacer les
coordonnées x, y, z, par les caractéristiques

Dz; Dy7 Dz?

et 'on obtiendra ainsi les propositions nouvelles que nous allons énoncer.

7¢ Théoréme. x, y étant deux coordonnées rectangulaires, et
D., D,,

les caractéristiques qui indiquent des différentiations relatives a ces coor-
données; pour qu'une fonction entiére de ces caractéristiques ne soit
point altérée, tandis que I'on fait tourner, dans le plan des x, y, les axes
coordonnés autour de lorigine, il est nécessaire et il suffit que cette
fonction se réduise a une fonction entiere de

D2 + D2

8° Théoréme. x, y, z étant des coordonnées relatives & trois axes
rectangulaires, et

D,, D,, D,,

les caractéristiques qui indiquent des différentiations relatives a ces coor-
données; pour qu'une fonction entiére de ces caractéristiques ne soit
point altérée , tandis que l'on fait tourner d'une maniére quelconque les
axes coordonnés autour de l'origine, il est nécessaire et il suffit que cette
fonction se réduise a une fonction entiéere de

D: + D2 4 D
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§ 1Il. De la forme que prennent les équations des mouvements infiniment pelits
d’un sysitme homogeéne de molécules, dans le cas ol ces équations devienncnt
entiérement indépendantes de la direction des axes coordonnés.

Les équations des mouvements infiniment petits d’'un systéme homo-
géne de molécules, renferment, avec les déplacements moléculaires £, », ¢,
mesurés paralléelement a trois axes rectangulaires, quatre variables indé-
pendantes, savoir, les coordonnées x, y, z, relatives aux trois axes dont
il s’agit, et le temps £ Ces mémes équations, d’aprés ce qu'on a vu dans
un autre Mémoire, peuvent s'écrire comme il suit

(L —D)& 4+ Rn 4+ Qf = o,
(1) RZ + (M — D})n 4 PC
QZ + Pn+ (N — D¢

L,M,N, P, Q, R, étant des fonctions entiéres de
D,, Dy7 D.;

1

. > : 4 A * " -
et si, comme lont fait quelques géométres (*), on emploie, pour re
présenter les caractéristiques

D.t) Dy) Dz)
de simples lettres
u, v, w,
on aura
() L=G+DH, M=G+ DH, N=G + D*H,
{ P = DDMH, Q = D,DH, R = DDH,

G, H étant deux fonctions de u, v, w, entiéres, mais généralement com-
posées d’'un nombre infini de termes. En conséquence, les formules (2)
donneront

(G — D:)£ + D, (DHE 4 DHn + DHL) = o,
3) { (G —D})n + D, (DHE + DHx + D,HUZ)
(G — D + D,(DHE + DHy - D,H) =

pourvu que l'on effectue d’abord sur H, considéré comme fonction de «,

l

l
g

(*) On peut citer particuliérement 4 ce sujet un Mémoire de M. Poisson sur U'inté-
gration de quelques équations linéaires aux différences partielles, etc., lu & PAcadémie
des Sciences le 1g juillet 1819, et ou cet illustre géometre différentie et intégre des
fonctions qui renferment des caractéristiques.
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v, w, les différentiations indiquées par les caractéristiques
D"’ Dv) Dw;
puis sur £, n, {, considérés comme fonctions de x, y, z, les différentia-
tions indiquées par les caractéristiques z, ¢, w. Quant aux valeurs de
G, H,
considérés comme fonctions de
u=D,, v=D, w=D,,

on les obtiendra de la maniére suivante.

x, 7, z étant les coordonnées rectangulaires d’'une molécule m du sys-
teme que l'on considére, nommons m une seconde molécule séparée de
la premiére par la distance r;

X, ¥ %,
les projections algébriques de cette distance r sur les axes coordonnés;
et

wmmr f(r)
Paction mutuelle des deux molécules m, m, prise avec le signe~} ou le

signe —, suivant que ces deux molécules s’attirent ou se repoussent.
Enfin, ¢ étant une fonction quelconque de x, y, z, désignons par

As
Paccroissement que prend cette fonction quand on passe de la molécule m
a la molécule m. On aura non-seulement

A8 — (e‘Dx'H'D.r-i-ZD- — I) 8,
par conséquent
(4) A — exD=+yD,+zD. — 1,
ou, ce qui revient au méme,
(5) A= ey

mais encore
Gs = S[mf(r)As],

He=3S§ {?@%[As-—(xu+yv+zw)s

2

(xu + yyv 4 zw)* s] }
- ’

le signe S indiquant une somme relative aux diverses molécules m voi-

sines de m; par conséquent

(6) G = S[mf(r)a],
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et

(7) H=S{"7' ij% [A—(xu +yo +zw) — (___x"'*'y"“”ﬂj} ,

2

ou, ce qui revient au méme,

d D,
®) H=5{7 L0 A —(xD, + yD, 4 b, — (Let ¥y 7D

2

Or en vertu de la formule (12) du § I, dans laquelle x,, y,, z, sont des
quantités analogues a celles que nous désignons ici par x, y, z, les valeurs
de G, H, fournies par les équations (6), (7), seront, aussi bien que la
valeur de A (voir le théoréme placé vers la fin du § I*), indépendantes
de la direction des axes coordonnés. Seulement, dans les développements
de G, H suivant les puissances ascendantes de

’ D, D,, D.,

les coefficients de ces caractéristiques pourront varier, en méme temps
qu'elles, avec la direction des axes; et

G, H,
considérés comme fonction de
D., Dys Dn

pourront alors prendre successivement diverses formes, sans néanmoins
changer de valeurs.

Considérons maintenant le cas particulier ou, la direction des axes coor-
donnés venant & varier, G, H, qui ne changeront pas de valeurs, ne
changeraient pas non plus de forme. Il est clair que, dans ce cas parti-
culier, la forme des équations des mouvements infiniment petits reste-
rait elle-méme invariable et indépendante de la direction des axes
coordonnés. Il y a plus: pour que la forme des équations du mouvement
reste invariable, il est nécessaire qu’'en développant les valeurs de

L, M, N, P, Q, R,

fournies par les équations (2), suivant les puissances ascendantes des ca-
ractéristiques

u=D,, v=D w = D,,

y?

on trouve pour coefficients de ces puissances des quantités indépendantes
de la direction des axes coordonnés. Or, si cette derniére condition est
remplie, non-seulement

L,M, N, P, Q,R,
Ex. d An. et de Ph. M. 16
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considérés comme fonctions de u, v, w, présenteront une forme invariable,
mais on pourra encore en dire autant des expressions

DG = bM — DR = DN — D,Q,
DG = DN — D,P = DL — D,R,
D,6 = D,L — D,Q = DM — DP,

I
I

I

c’est-d-dire des dérivées partielles de la fonction G, relatives a u, v, w,
par conséquent de sa différentielle totale, et de cette fonction elleméme
qui, en vertu des formules (5) et (6), devra s'évanouir avec a, quand on
y remplacera u, v, w par zéro. Ce n’est pas tout : la forme de la fonc-
tion G étant invariable, en méme temps que les formes de

Lr MJ N: P, Q’ R:

on conclura des formules (2), que les six dérivées partielles du second
ordre de la fonction H, savoir

D:H, D’H, D°H, DD,H, D,D,H, D.DM,

présenteront elles-mémes dans ’hypothése admise des formes invariables.
Donc l'on pourra en dire autant de la différentielle totale du second
ordre de H considéré comme fonction de u, ¢, w ; et puisque, en vertu
des formules (5) et (7), la fonction H s’évanouit avec sa différentielle
totale du premier ordre, pour des valeurs nulles de u, v, w, nous devons
conclure que, dans 'hypothése admise, cette fonction H offrira elle-méme
une forme invariable.

Ainsi, en résumé, pour que les équations des mouvements infiniment
petits d’'un systéme homogene de molécules offrent une forme indépen-
dante de la direction des axes coordonnés, c’est-a-dire, en d’autres
termes, pour que les valeurs de

£, Din, DT,
fournies par ces équations, soient des fonctions invariables des déplace-
ments £, v, {, et de leurs dérivées de divers ordres, prises par rapport
ax, 7, 2, 1 est nécessaire et il suffit que les fonctions de D,, D,, D,,
représentées par G, H, et déterminées par les formules (6) et (7) ou (6)
et (8), conservent non-seulement, comme il arrive toujours, la méme va-
leur, mais aussi la méme forme, aprés un changement de variables indépen-
dantes correspondant 4 unetransformation de coordonnées rectangulaires.
Drailleurs, pour que cette derniére condition soit remplie, il sera néces-
saire et il suffira, en vertu du 8° théoréme du § 1I, que G, H se rédui-
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sent 2 des fonctions de la somme
D: + D; + D
On peut donc énoncer la proposition suivante.

Théoréme. Pour que les équations des mouvements infiniment petits
d’un systéme homogéne de molécules soient indépendantes, dans leur
forme, de la direction attribuée aux axes coordonnés, il est nécessaire et
il suffit que les fonctions de

vu=D,, v=0D,, w=D,,
représentées par
G, H,
et déterminées par les formules (6) et (7) ou (6) et (8), se réduisent a des
fonctions de

u 4 vt == a* = D] 4 D; 4 D;.
Posons maintenant, pour abréger,
(9) k= u 4 v* =4 a* = D2 4 D 4 D..
Lorsque G, H se réduiront 4 des fonctions de z*—- ¢* 4 w*, par consé-

quent de £°, alors, en prenant
dy

d(i_
\ ~ 1 dH 1 k dk
(10) E=C+31% T=i—a >
on tirera des formules (2),

L=E+4+Fwt, M =E ~+4 Fo*, N =
(r1) { P = Fyw, Q == Fwu, R = Fuy,

ou, ce qui revient au méme,
L=E+FD:, M=E+ FD!, N=E + FD;,
(3 {5 FD,D.,, Q=TDD,, R = FD,D,
Donc alors les formules (1) se réduiront aux suivantes
( (E—D)% 4+ FD,(D.¢ +~ Dy 4+ D,Z) = o,

(13) 3 (E—D)n + FD,(D.£ 4+ Dy + D.Y) o,
\ (E—D)¢ + FD,(D,Z + D,» + D)) = o.
Au reste, & laide des principes établis dans le § II, on s’assurera sans
peine qu’effectivement les équations (13) ne changent pas de forme
quand on change la direction des axes coordonnés.
Il est bon d’observer que, si I'on pose

(14) v = D.Z + Dm + D.,

I

10..
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la nouvelle variable v représentera toujours, abstraction faite du signe, la
dilatation ou la condensation du volume, mesurée au point (x, ¥, z),
dans le systéme de molécules donné. Cela posé, les équations (13) pour-
ront étre présentées sous la forme

(15) (D;—E)£=FD,v, (D;—E)n=FDpw, (D;—E){=FD,,

et 'on tirera de ces mémes équations, respectivement multipliées par

D,, D, D,,
puis combinées entre elles par voie d’addition,
(16) D —E—FD:+ D 4 D)]v=o.

Lorsque, dans un systéme homogéne de molécules, les équations des
mouvements infiniment petits prennent une forme indépendante de la
direction des axes coordonnés, ce systéme est évidemment du nombre
de ceux ou la propagation du mouvement s’effectue en tous sens suivant
les mémes lois. Or, d’aprés ce quon vient de dire, les mouvements in-
finiment petits d’'un semblable systéme peuvent étre représentés par
les équations (13), dans lesquelles

EetF

sont deux fonctions déterminées de

D + D) + D,
ou bien encore, par les formules (15) jointes a I'équation (16). D'ailleurs
il est important d’observer, 1° que la dilatation du volume peut se dé-
duire immédiatement de l'intégration de la seule équation (16); 2° que,
cette dilatation une fois connue, les valeurs de £, de n et de ¢, se trou-
veront déterminées chacune séparément par les trois formules (15).

Nous observerons encore que des formules (15), combinées entre elles,
on tire

(17) (D}—E)(D#—D,{)=o0, (D;—E)(D.—D.%)=0, (D;—E)(D,£—Dn)=o.

§ 1IV. De la forme que prennent les équations des mouvements infiniment petits d’'un
systtme homogéne de molécules, dans le cas oi elles deviennent indépendantes de
la direction assignée & deux des trois axes coordonnés,

Aprés avoir réduit les équations des mouvements infiniment petits d’un
systeme homogéne de molécules aux équations (1) du § III, concevons
que l'on fasse tourner deux des axes coordonnés autour du troisiéme,
par exemple, les axes des x et des » autour de l'axe des z, et considé-
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rons en particulier le cas ou, pendant cette rotation, G, H, qui ne chan-
geront pas de valeur, ne changeraient pas non plus de forme. 1l est clair
que, dans ce cas, la forme des équations des mouvements infiniment
petits restera elle-méme invariable, pendant la rotation des axes des x
et des 7. Ily a plus: pour que cette rotation ne fasse pas varier la forme
des équations dn mouvement, il sera nécessaire qu’elle laisse invariables
les formes de
L, M, N, P, Q, R,
exprimés en fonction des caractéristiques
vu=D, ¢v=D, w=D,

a l'aide des formules (2) du § III, jointes aux formules (5), (6) et (7) du
méme paragraphe; par conséquent il sera nécessaire qu'elle laisse inva-
riable la forme des fonctions de D,, D,, D,, représentées par G, H.
C’est du moins ce que 'on démontrera sans peine, par des raisonnements
entiérement semblables 4 ceux dont nous avons fait usage dans le troi-
siéme paragraphe.

Ainsi, en résumé, pour que les équations des mouvements infiniment
petits d’'un systéme homogéne de molécules offrent une forme indépen-
dante de la direction assignée, dans le plan des &, y, aux axes rectangu-
laires des x et des 7, il sera nécessaire et il suffira que les fonctions de

o D., D,, D,
representees par
G, H,
et déterminées par les formules (6), (7) du § III, conservent non-seule-
ment, comme il arrive toujours, la méme valeur, mais aussi laméme forme,
apres le changement de deux variables indépendantes, correspondant au
déplacement de deux des trois axes coordonnés. D'ailleurs, pour que cette
derniére condition soit remplie, il sera nécessaire, et il suffira, en vertu
du 7° théoréme du § II, que G, H se réduisent a des fonctions de la
somme
D. + Dy,
si les axes déplacés sont ceux des x et des y, par conséquent a des
fonctions de la somme
D, + DI,
si les axes déplacés sont au contraire ceux des » et des z. On peut
donc énoncer la proposition suivante.
Théoréme. Pour que les équations des mouvements infiniment petits
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d’un systeme homogeéne de molécules offrent une forme indépendante de
la direction assignée, dans le plan des y, z, aux axes coordonnés rec-

tangulaires des y et des z, il est nécessaire et il suffit que les fonctions
de
vu=D,, v=D, w=D,,

représentées par G, H, et déterminées par les formules (6), (7) du § III,
se réduisent a des fonctions de

v* + w* = D; 4 D.
Posons maintenant, pour abréger,
(1) h* = ¢* 4 w* = D; 4 D..

Lorsque G, H se réduiront a des fonctions de »* et de ¢v*~-w*, par con-
séquent a des fonctions de « et de %, alors, en prenant

ai Gam) (; 7).
(2) E=6G4,57, F=;—5=, K=
on tirera des formules (2) du § 111
3 { M= E ~ Fo*, N = E + Fn?,
P = Fow, Q = Kw, R = Ky
ou, ce qui revient au méme,
{ M =E - FD;, N = E < FD;,
@ | p= FDD,, Q = KD,, R = KD,.
Donc alors les formules (1) du § III se réduiront aux suivantes
(5) (D ~ L) — K(Dy =+ D) = o,

(6) { (D; — E)n — D, [KE + F(D,» + D)} = o,
D — E)¢t — D, [KEZ 4= F(D,n + D.{)] = o.

D’ailleurs on tire des formules (6), non-seulement
(7) [D} —E—F(D; -+ D)](Dyn 4D, ) —K(D; + D) & =o,
mais encore
(8) (D; — E)(Dan — DY) = o;
puis des formules (5) et (7), combinées entre elles,
(9 {@D:—E—F(@D;+D;)] (D —E)— KD} +Di) }f=o0.
Lorsque, dans un systéme homogéne de molécules, les équations des
mouvements infiniment petits prennent une forme indépendante de la
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direction attribuée aux axes rectangulaires des y et des z, ce systeme
est évidemment du nombre de ceux dans lesquels la propagation du
mouvement s’effectue de la méme maniére en tous sens autour d’'un axe
quelconque paralléle & 'axe des x. Or, d’aprés ce quon vient de dire,
les équations des mouvements infiniment petits d’'un semblable systeme
peuvent étre représentées par les équations (5) et (6), dans lesquelles

E, F, K, L,
sont des fonctions déterminées de
D: + D:.
Observons d'ailleurs que les deux variables
£ et Dm - DI,
dont la seconde représente la dilatation superficielle du systéme molécu-

laire dans un plan paralléle au plan des y, z, se trouvent simultanément
déterminées par les formules (5), (7), tandis que la variable

D,n — D,¢

se trouve déterminée par la seule formule (8).

§ V. De la forme que prennent les équations des mouvements infiniment petits de
deux systtmes homogénes de molécules qui se pénétrent mutuellement, dans le
cas oit ces équations deviennent indépendantes de la direction des axes coordonnés.

Les équations des mouvements infiniment petits de deux systemes de
molécules, qui se pénétrent mutuellement, renferment avec les déplace-
ments moléculaires

E? ”7€ ou 21’ ”/’ Cl’
mesurés dans le premier ou dans le second systéme, parallelement a trois
axes rectangulaires, quatre variables indépendantes, savoir, les coordon-
nées x, ¥, 2, relatives aux trois axes dont il s'agit, et le temps ¢. Ces
mémes équations, d’aprés ce qu'on a vu dans un précédent Mémoire,
peuvent s’écrire comme il suit

(L - DZ)E + Ry + Q: + L,E/ + R;”; + Q/C; = 0,
(1) RE4A M —D))n 4 P 4+ RE 4 My, 4 P,{, = o,
Q + Pr + (N — D)0 + QF, + Py, 4+ N{, = o;
,Lf’: + ’R’H + le + (Lu - D:) £l+ Ru"t + Q/:CI =
(2) % IBE+ an+ IPC + R/AE/ + (* /] - D:) ”1+ PI,C, == 07
ng—l— IP” + INZ + Qng/ + Pll ”f + (Nn - Dt)<;= 0;
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L,M,N, P, Q, R, L, M,...Q,R
ractéristiques

. désignant des fonctions des ca-

D, D,, D.

D’ailleurs , comme on l'a prouvé, si Pon développe ces fonctions suivant
les puissances entiéres de D,, D,, D,, les coefficients de ces puissances
ou de leurs produits pourront, dans beaucoup de cas, étre, sans erreur
sensible, considérés comme constants. C’est ce qui pourra en effet arriver,
si, le second systéme de molécules étant homogeéne, le rapprochement
des molécules est beaucoup plus considérable dans le premier systéme
que dans le second. Alors les sommes qui représenteront les coefficients
dont il s’agit seront les unes constantes, les autres variables, et, pour
que l'on puisse, sans erreur sensible, substituer aux sommes variables leurs
valeurs moyennes, il suffira que ces sommes reprennent périodiquement
les mémes valeurs, quand on fera croitre en progression arithmétique
chacune des trois coordonnées x, 7, z, et que les produits de ces sommes
par les rapports des trois progressions arithmétiques correspondantes
aux trois coordonnées soient tres petits.
Les coefficients que renferment les fonctions

L, M, N: P7 Q') Ri Ln Mn Qm Rm

étant regardés comme constants; si, pour représenter les caractéristiques

Dz’ Dy) Dn
on emploie de simples lettres
u, v, W,
on aura
G) {L:G-I—D;H, M=G-+ DH, N=G -4 DH,
P = DDH, Q= DDH, R = D,DH;
(4) { L, =G, + DiH, M, = G, + DH, N, =G, + D.H, ;
P, = DDH, Q = D.DH, R, = D,DH,;
(5) { L=,6+DH, M=, 4 DH, N= G+ D,H,
P = DD,H, Q= DDH, R = DDH;
(6) { L,=6G,+DH, M, =G,+ DH,, Nn = G,~+D.H,,
P, = D.DH, Q, = DDH,, Nu = D,DH,;

G,H,G,H, G, B,G, H,

désignant huit fonctions entiéres de D,, D,, D, composées chacune
généralement d’un nombre infini de termes.
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Si 'on nomme
x, y, s,

4 . ’
les coordonnées rectangulaires d’'une molécule

m ou m,,

du premier ou du second systéme;

P
la distance de cette molécule # ou #,, 4 une molécule voisine m ou m,
XYy, z,
les projections algébriques de la distance r;
wmmr f(r)
Paction mutuelle de deux molécules #, m du premier systéme, prise avec

le signe -}- ou avec le signe —, suivant que ces molécules s'attirent ou
se repoussent;

mmyr f,(r) et wmmrf(r)
'action mutuelle d’'une molécule  ou m du premier systéme, et d’'une

molécule 1, ou m, du second; enfin
ml m/./u (I’)
'action mutuelle de deux molécules m, et m, du second systéme; alors,
en posant, pour abréger,
(”) p= b g

on trouvera
G = S[mf(r)a] — S[m, f,(1)],
@ § = ${ZLO[ A — (quteyoam) — b2,
= S[m, f,(r)(1 + a)],
=s[Z L0 4 4)];
= S[mf,(r)(1 4+ a)],
= S[’; -‘1{—1”_—(’2 (1 + A)];
G, = S[m, [, (na] — S[mf, ("],

/]
d )
H=—S 3"3’ % [A_(xu_,_yv.,_m)_ﬂt_y_:_tﬁ]},

D)

’

(9)

R

4

_

&
PN —— et e et
-

|

Ex, & An. et de Ph. M. 17
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le signe S indiquant une somme de termes semblables entre eux, et
relatifs aux diverses molécules m ou m,, voisines de m ou de m,.

Concevons maintenant que, pour opérer un changement de variables
indépendantes, on fasse tourner ou les trois axes coordonnés d'une ma-
niére quelconque autour de l'origine, ou les axes des y et z autour de
laxe des a. 1l suit évidemment des formules (3), (4), (5), (6), que la
rotation dont il s’agit ne changera pas la forme des équations des mou-
vements infiniment petits, si elle ne change pas les formes de

G, H, G,, H,, G, H, G, H,

De plus, par des raisonnements semblables & ceux dont nous nous
sommes servis dans les paragraphes Illet IV, on démontrera sans peine
que, si le déplacement des axes coordonnés laisse invariable la forme des
équations du mouvement, il laissera pareillement invariables les formes
des différentielles totales du premier ordre de

G, G, G, G

"

n?

considérées comme fonctions de u, ¢, w, et les formes des différentielles
totales du second ordre de

H, H,, H, H"
Donc alors les fonctions

G, G, G, G,

qui se réduisent respectivement i

— S[m, f,(N], S[m fi(N], S[mfi(r)], — S[m,f, ()]
quand on y remplace «, v, w, par zéro, ne changeront pas de forme; et
Yon pourra encore en dire autant, 1° des fonctions

H,H,

qui s'évanouiront avec leurs différentielles totales du premier ordre,

quand on y remplacera «, v, w par zéro; 2° de la somme des termes qui,
dans chacune des fonctions

H, H,
seront, par rapport a #, v, w, d’un ordre supérieur au premier.

Ainsi, en résumé, pour que la rotation des trois axes coordonnés
autour de lorigine, ou des axes des y et des z autour de l'axe des x,
n’altére pas la forme des équations (1), (2), il sera nécessaire et il suffira
que cette rotation n’altére ni les formes de

G’ Gn 1G7 Gu’ H7 Hln
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considérées comme fonclions de z, ¢, w, ni les formes des expressions
auxquelles se réduisent les deux fonctions

H, H,
lorsque, dans ces derniéres, on conserve seulement les termes d’'un degré
supérieur au premier. D'ailleurs, pour que ces derniéres conditions soient
remplies, il suffira, en vertu des théorémes 7 ou 8 du § II, que les six
fonctions

G? G/’ :G7 Gu’ H7 HIH
et les parties conservées des deux fonctions
H,, H,

se réduisent a des fonctions de la somme
D; =4 D; - D} = u* + ¢v* 4+ w,
ou de la somme
D: - D2 = o* + wt.
On peut donc énoncer les propositions suivantes.

1* Théoréme. Pour que les équations (1) et (2) soient indépendantes,
dans leur forme, de la direction des axes coordonnés, supposés rec-
tangulaires entre eux, il est nécessaire et il suffit que les six fonctions
de u, v, w, représentées par

G, G, G, G

u? H ’ Hu’
et les sommes des termes du second degré ou d’un degré plus élevé,

renfermées dans chacune des fonctions
H,, H,
se réduisent a des fonctions de la somme
u + 0t o Wt = D + D + D
2¢ Théoréme. Pour que les équations (1) et (2) offrent une forme
indépendante de la position assignée, dans le plan des , z, aux axes

coordonnés rectangulaires des y et des z, il est nécessaire et il suffit que
les six fonctions de u, v, w, représentées par

G, G, G, G, H H

7 (/K
et les sommes des termes du second degré, ou d’un degré plus élevé,
renfermées dans chacune des fonctions
H et H,
se réduisent a des fonctions de u et de la somme
p* 4 w* = D; 4 D,
17..
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Posons maintenant, pour abréger,
B =u < ¢ 4+ w* =D 4 D; + D=
Lorsque les six fonctions
G, G, G, G, H, H,,
et les sommes des termes du second degré ou d’un degré supérieur dans

les fonctions
H, H,

17 1

se réduiront 4 des fonctions de w*~}-¢*+w*, par conséquent & des fonc-
tions de 4; alors, en raisonnant comme dans le § IIT, on trouvera

(12) {L=E+FD;, M = E + FD:, N = E -+ FD;,
P = FD,D,, Q = FD.D,, R = FD.D,;

(13) { L=E + FD:, M,=FE + FD;, N = E, + FD:,
P,= FD,D,, Q, = FD,D,, R, = FD.D,;

(g (L =E- FDi, M =F-4 FD;, N =FE 4 FD,
P = FD,D,, Q = FD,D,, R, = FD,D,,

(5) { L,=E, + ED, M, =E, + FD:, N, =E, + F,DI,
P“= F,D,D,, Q, = F,D.D,, R, = F D.D,,

E,F,E,F, E, F,E,F,, désignant des fonctions entiéres de la somme

D; + D} + D,
mais généralement composées d’'un nombre infini de termes; et par suite,
sil'on pose, pour abréger,
(16) { v = D, 4+ Dy + DJ,
v,= D.§,+ Dy, -+ D,
les équations (1) et (2) deviendront
(D —E).— E¢ = D, (Fu 4+ Fp,),
{ D,(Fuv 4 Fu,),
D, (Fv 4+ Fy,);

(D — E)n— E,»,
(D: —E){—EZ

(17)

Il Il I

0 — El:)gz— EZ D,(Fv + F,u,),
('8) 3 (D" - Eu) n,— IE” D.(Fv + F“U )’
(D: - EM)ZI.— IE D (FU + I /)

On tire d’ailleurs des équations (17) ou (18), respectivement multipliées

par
D., Db,, D,

puis combinées entre elles par voie d’addition,
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O [Df —E — F(D:+ DDl —[F 4T, (DD D) Ju, =,

[D; —E,—F,(D;+D;+D})]v,— [E+ F(D:+D; +D*)]v =o.
Les nouvelles varlables, qui sont ici représentées par v, v, et qui peuvent
étre séparément déterminées & l'aide des formules (19), ne sont autre
chose que les dilatations de volnme mesurées, au point (x, y, z), dans les
deux systémes de molécules que 'on considére. Ces dilatations étant cal-
culées, si 'on nomme

a, b, c,
les cosinus des angles formés par un axe fixe avec les demi-axes des
coordonnées positives, et
8, 8/’

les déplacements moléculaires, mesurés dans les deux systémes de molé-
cules parallelement a cet axe; alors des formules

(20) {8=“2+b”+6‘§a
8l= asl+ 6n/_l_ c:/’
combinées avec les équations (17) et (18), on tirera les suivantes
(21) { (D; — E)s —Eg, = (aD, + 4D, + ¢D,) (Fv 4 Fp,),
(D; — E,)s, — Es = (aD, + bD + cD)(,Fu + F,),
et 'on pourra déduire immédiatement de ces derniéres les valeurs des
déplacements &, s,.

Si l'on élimine v, ou v entre les formules (19), et 8, ou & entre les
formules (21), alors, en posant pour abréger
(22) V= (D2 - E) D — E) - /EE/’

3y {Vu==[Di—E—F[D:+D ;D) [D: —E, —F,(D: +D;+D;) ]
(23) { — [E,+ F,(D: + D + D)) [ E4 F(D:+D+D)],
et
F(D; — E) + FE, 0, = F,(D — E) + EE,
FO; — E) 4 EF, 0, = F,(DI — E) + EF,

ey {5

on trouvera

I

(25) Vv = o0, V", = o,

et de plus

(a6) Vis = (aD. + 8D, + ¢D,)(pv+ OY )
{ Vs, = (aD, + bD -+ CD)(DU+ Ov,)-

Enfin, si 'on pose

(27) VvV =V,
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on tirera des formules (25) et (26)
(28) Ve = o, V¥ = o,
et par conséquent
{ VZ = o, Vn
Vg, = o, Vn,
Lorsque, dans un double systéeme de molécules, les équations des
mouvements infiniment petits, prenant une forme indépendante de la
direction des axes coordonnés, se réduisent aux formules (17) ou (18),
ce double systeme est évidemment du nombre de ceux dans lesquels la

propagation du mouvement s’effectue en tous sens suivant les mémes lois.
Alors, apres avoir déterminé les dilatations de volume

o, V{=o,
o, V{,=o.

(29)

U’ Ul’

a Paide des formules (25), on pourra obtenir les valeurs des déplace-
ments

8, ¥

) ¢?
en intégrant les seules formules (21) ou (26). Au reste, les déplacements

¥, 81’

E’ ny C’ E/’ ”/’ C/’

sont, en vertu des formules (28), (29), des intégrales d'une méme équa-
tion aux différences partielles, dont la forme dépend de la caractéris-
tique V.

Nous observerons encore que des formules (17) ou (18), combinées
entre elles, on tire

g (D; —E)(Da — D)= ED,n, — D,Z),

et

(30) (D‘2 —E )(Dr{ - D.g) = EI(D&'ZI - DZE/)’
(D: —E)(D,g — D.n) = E(D,5, — Den);
(D: —E/) (D’S”/'— Dyg/) = E (Dan — Dr():

i (D! —E,) (DL, — D)= E(D.f — D&),
(D; —E,) (D5, — D.n) = E(DE — D.n);

(31)

et par suite
(32) { V:(Dzn —DJl)=o, V(DL —D.E)=0, V(D) —D.n)=o,
V(D —D,)=0, V' (D,{,— D, )=0, V(D) —~D.n)=o0.
Comnsidérons maintenant le cas ou les six fonctions
G,G, G,G,; H, H,

2 "y
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et les sommes des termes du second degré oud’un degré supérieur, ren-
fermées dans les fonctions
H, H,
se réduisent a des fonctions de u et de ¢*~ w?; alors, en raisonnant
comme dans le § IV, on trouve .
(33) M =E + FD!, N = E + FD:,
P= FD,D,, Q R =

, = KD,, KD,;

(34) M, =E+FD;, N,=E 4 FD;,
P, = FD,D.,, Q = KpD,, R,= KD,;

@) M= E-FD;, N= E- FD,
P = FD,D,, Q= KD,, R = KD,;

(36) { M, = E,+FD;, N=E, +FD;,
£ = FDD, Q, = K,D., R,=KD,;

et par suite

379  (L—=D)E+ K@D +DZ) + LE +K,(D,+DiL)=o,

(38) { (E _Dta) y + D}' [KE + F(DY’]+D1~C)] +E/”1 +D}'[K421+Fl (D,V”,+ DZCI)] =0,
(E—D}) + D, [KE + F(D,s +D.0)] +E, +D.fK £ +F, (D +D.L )] = o3

(39) (L,,_D?)E,"‘ K/l(Dy”,+ ch,) -+ ,LE +,K (Dy" + D{) =o,

(4o) { (B,—D&)s,+Dy[K £ +F,(Dys,4+-D.L )]+ Er+ D, [KZ 4 F(Dyn+ D) =0,

(E,—D)L,+ D[KE+F,(Dyn,+D.L))]+ EL +D. [KE+ F (D, +Dl)] =0

E,F,K,L; E,F,K,L; E, F, K, L;E, F

/3 "ny ~u?
fonctions entiéres de u =1D,, et de la somme

w 4 v = D; + Di,

K,, L, , désignant des

mais généralement composées chacune d’'un nombre infini de termes.
D’ailleurs on tire des formules (38) et (40), non-seulement

| [Di— E —TF (D; +D)](Dyn +DL)—K (D;+Dj) &
5 - [E, -+ F; (D; -+ D:)] (Dynz + Dl:l)_ K/ (D; -+ D:) 2/ =0y
(4) Y [D; = E,—F,(D; 4+ D2)] (D1, -+ D.L) —K, (D3 D,
—[E-+ FO;+D)]Dy +DZ)— K(D;4D)£ =o,
mais encore
(42) % (D — E)(Dg — Dy ) —E, (D‘nl —DJZ,) = o,
(D; — E) (D, — D) — E(D.n — D,{) = o;

puis des formules (42), combinées entre elles ,

(43) { L(D: - E) (D — Eu) - /EE/] (D‘”_ D/C) = 0,
[(D: - E) (D: - En) — EE/] (D‘”l_ Dycl) = 0.
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Lorsque, dans un double systéme de molécules, les équations des
mouvements infiniment petits, prenant une forme indépendante de la
direction assignée aux axes rectangulaires des y et z, se réduisent aux
formules (37), (38), (39), (40), ce double systéme est évidemment du
nombre de ceux dans lesquels la propagation du mouvement s'effectue en
tous sens suivant les mémes lois autour d’'un axe quelconque paralléle a
Paxe des ax. Alors les sommes

Dy -+ D¢, Da, 4 DJZ;;
représentent les dilatations en surface, mesurées, pour les deux systémes

de molécules, dans un plan paralléle au plan des y, z; etles équations (37),

(39), (41) déterminent séparément ces dilatations, avec les déplacements
moléculaires
27 Zl’

mesurés parallelement au méme plan.

Quant aux équations (43), elles déterminent séparément les deux dif-
férences

Do — DZ, Da, — DY,
et se confondent avec la premiére et la seconde des formules (32).

Les diverses formules, rappelées ou obtenues dans ce paragraphe, pa-
raissent spécialement applicables & la recherche des lois suivant les-
quelles les ondulations de I'éther se propagent a travers les différents
corps solides ou fluides. Dans cette recherche, les équations (17), (18),
doivent correspondre aux corps isophanes, les équations (37), (38),
(39), (40), aux cristaux qui offrent un seul axe optique, et les équa-

tions (1), (2), aux cristaux qui présentent deux axes optiques distincts
Pun de lautre.
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MEMOIRE

SUR LA

Réflexion et la réfraction dun mouvement simple transmis d'un systeme de
molécules a un autre , chacun de ces deux systémes étant supposé homo-
geéne et tellement constitué que la propagation des mouvements infiniment
petits s’y effectue en tous sens suivant les mémes lois.

Considérations générales.

Pour résoudre un grand nombre de problémes de Physique mathéma-
tique, et en particulier le probléme de la réflexion ou de la réfraction
d’'un mouvement simple, il fallait d’'abord trouver un moyen d’obtenir
les équations de condition relatives aux limites des corps considérés
comme des systémes de molécules. Tel est I'objet d'un Mémoire que jai
publié il y a quelques mois, et qui a pour titre Méthode générale propre
a jfournir les équations de condition relatives aua limites des corps, etc.
(Voir les Comptes rendus des séances de I'Académie pour le premier
semestre de lannée 1839, et aussi ouvrage intitulé, Recueil de Mémoires
sur divers points de Physique mathématique.) Je me propose maintenant
d'appliquer la méthode générale, exposée dans le Mémoire que je viens
de rappeler, a4 la recherche des lois suivant lesquelles un mouvement
simple, propagé dans un systéme homogéne de molécules, se trouve
réfléchi ou réfracté par la surface qui sépare ce premier systéme dun
second. Pour fixer les idées, je consideére spécialement ici le cas ol chacun
des systéemes donnés est du nombre de ceux dans lesquels les équations
des mouvements infiniment petits prennent une forme indépendante
de la direction des axes coordonnés, et dans lesquels, en conséquence,
la propagation du mouvement s'effectue en tous sens suivant les
mémes lois. Je suppose encore qu'on peut, sans erreur sensible, réduire
les équations dont il s’agit, a des équations homogenes, comme on le fait
dans la théorie de la lumiére, lorsqu’on néglige la dispersion. Enfin, je
considére un mouvement simple dans lequel la densité reste invariable.
Cela posé, en joignant aux équations des mouvements infiniment petits,
les équations de condition relatives 4 la surface de séparation des deux

Ex. & An. et de Ph. M, 18
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systémes, j’établis les lois de la réflexion et de la réfraction des mou-
vements infiniment petits. Ces lois sont de deux espéces. Les unes, indé-
pendantesde la forme des équations de condition, ont été déja développées
dans un Mémoire antérieur sur la réflexion et la réfraction de la lumiére.
Elles sont relatives aux changements qu’éprouvent les épaisseurs des ondes
planes et les directions de leurs plans, quand on passe des ondes inci-
dentes aux ondes réfléchies ou réfractées. Les autres lois dépendent de
la forme des équations de condition, et se rapportent aux changements
que les amplitudes des vibrations des molécules, et les paramétres an-
gulaires, propres a déterminer les positions des plans qui terminent ces
ondes, éprouvent en vertu de la réflexion et de la réfraction. Elles sont
exprimées par des équations finies qui renferment avec les angles d'inci-
dence et de réfraction, non-seulement les amplitudes et les paramétres
angulaires relatifs 4 chaque espéce d’ondes, mais encore deux constantes
correspondantes & chaque milieu. Lorsque I'on suppose ces équations
finies applicables a la théorie de la lumiere , il suffit de réduire a I'unité la
seconde des deux constantes dont nous venons de parler, et d’attribuer
4 Pautre une valeur réelle pour obtenir les formules de Fresnel, relatives
a la réflexion et a la réfraction opérées par la premiére ou la seconde
surface des corps transparents; et alors il existe toujours un angle de
polarisation compléte, c’est-a-dire un angle d’incidence pour lequel la
lumiére est complétement polarisée dans le plan de réflexion. Lorsqu’en
réduisant la seconde constante 4 'unité, on attribue a la premiére une va-
leur imaginaire, on obtient les formules dont il est question dans une lettre
que j’ai adressée de Prague a M. Libri, et qui a été insérée dans les
Comptes rendus des séances de I'Académie des Sciences en Pannée 1836.
(Voir la séance du 2 mars); formules dont plusieurs ne difféerent pas au
fond de celles que M. Mac-Cullagh a données dans un article publié sous
la date du 24 octobre de la méme année. Enfin , lorsqu’en supposant la
premiére constante réelle ou imaginaire, on suppose la seconde différente
de l'unité, alors, en considérant les formules auxquelles on arrive comme
applicables a la théorie de la lumiére, on trouve, dans la réflexion opérée
sur la surface d’un corps transparent, une polarisation qui demeure in-
compléte sous tous les angles d’incidence, comme lest effectivement la
polarisation produite par le diamant, et 'on obtient, pour représenter les
rayons réfléchis ou réfractés par un corps opaque, des formules distinctes
de celles que j’avais trouvées en 1836. Des expériences faites avec beau-
coup de soin pourront seules nous apprendre si les phénomenes, déja
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représentés avec une assez grande précision par les anciennes formules,
le seront mieux encore par les autres.

Un vésultat de mon analyse qui parait digne d’étre remarqué, c’est que,
dans le cas ou la polarisation par réflexion devient compléte, la dilatation
du volume de I'éther en un point donné, différentiée deux fois de suite
par rapport au temps, offre une dérivée du second ordre égale a zéro,
dans chacun des milieux que I'on considére. Donc, si cette dilatation et
sa dérivée de premier ordre s’évanouissent partout a l'origine du mouve-
ment, excepté dans une trés petite portion de l'espace, elles s’évanoui-
ront encore au bout d'un temps quelconque. Il en résulte aussi que, dans
Iéther considéré isolément ou contenu par des milieux qui polarisent
complétement la lumiére, les vibrations dirigées dans le sens des rayons
lumineux, ont une vitesse de propagation nuile. On peut donc admettre
que les vibrations de cette espéce ne se propagent pas, et demeurent cir-
conscrites dans I'espace ou elles ont pris naissance. C’est du moins le ré-
sultat auquel on parvient lorsqu’on suppose les équations des mouvements
infiniment petits réduites 4 des équations homogenes, c'est-a-dire lorsque
dans la théorie de la lumiére, on s’arréte a la premiére approximation.

La bienveillance avec laquelle les géométres et les physiciens ont
accueilli mes précédents Mémoires, m’encourage a leur présenter avec
confiance ce nouveau travail, dans lequel se trouve traité, pour la pre-
miére fois, par des méthodes rigoureuses substituées a des formules em-
piriques ou A des hypothéses plus ou moins gratuites, le probleme de
la réflexion et de la réfraction des mouvements infiniment petits.

§ I, Equations des mouvements infiniment petits d'un systéme homogéne de molécules.
Réduction de ces égquations, dans le cas oi elles deviennent indépendantes de la direc-
tion des axes coordonnés.

Pour obtenir, sous la forme la plus simple, les équations des mouve-
ments infiniment petits d’'un systéme homogene de molécules, il suffit de
réduire a zéro les variables Z,, n,, {,, dans les équations (6) de la page
qui deviennent alors

(L—D)Z+RnQ =o,
(1) RE4-M —D))n+4P{ =0,
Q¢+Pn~+(N—D){=o.

Dans ces équations

Za n, &,
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sont les trois déplacements d’une molécule, considérés comme fonctions
du temps ¢ et des coordonnées rectangulaires x, y, z;tandis que
L’ M’ N’ P’ Q’ R’
peuvent étre censés représenter des fonctions entiéres des caractéristiques
D., b,, D..

Seulement, dans le cas général, ces fonctions entiéres, développées sui-
vant les puissances ascendantes de D, D,, D,, sont composées d’un
nombre infini de termes.

Dans le cas ou les équations (1) prennent une forme indépendante dela
direction des axes coordonnés (voir les pages 101 et suivantes, et aussi
le Mémoire sur la théorie de la lumiére, lithographié sous la date

d’aolit 1836, pages 55 et 59), on a

L=E+FD:,, M=E FD!, N=E - FD;,
= FD,D,, Q=FD,D,, R =FD,D,,

E, F, désignant deux fonctions entiéres du trinome
D; + D; + Dj;
et par suite,
(2) (@;—E)£=FD,», (D;—E)n=FDy, (D;—E){=FD,u,
v désignant, pour le point (x, y, z), la dilatation du volume déterminée
par la formule

(3) v=D,% 4 Dy 4 D.J,
delaquelle on tire, en la combinant avec les équations (2)
(4) [D; — E — (D = D; 4 D)F]v ==o.

Soient d’ailleurs
a, b, c,

les cosinus des angles formés par un axe fixe, prolongé dans un certain
sens, avec les demi-axes des x, 7, z, positives; et # le déplacement d’une
molécule, mesuré parallelement & cet axe. On aura

(5) ¢ =af -+ bn -4 cg,
et l'on tirera des formules (2)
6) (D} — E)¢ = (aD, -}~ bD, -+ ¢D,)Fu,
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puis de celle-ci, combinée avec la formule (4),
(7) (D — E) [D; —E — (D3 + D} + D)F]s = o.

Lorsque la dilatation v, et sa dérivée du premier ordre, relative a ¢,
savoir, D, sont nulles & l'origine du mouvement, elles sont toujours
nulles, en vertu de la formule (4). Alors la densité du systeme de molé-
cules donné reste invariable pendant la durée du mouvement; et c’est ce
qui parait avoir lien a I'égard des mouvements infiniment petits de I'éther
qui, dans des corps isophanes, occasionent la sensation de la lumiére.
Alors aussi la formule (3) donne

(8) D, + Dy 4 DL = o,
et les formules (2) se réduisent &
(9) (D:—E), = o, (D; —E)n=o0, (D;—E){ =o.

Lorsque les équations des mouvements infiniment petits sont homo=
génes, E devient proportionnel a D; -+~ D} == D;, et ' se réduit a une
constante. On peut donc alors supposer

(10) E=(D; +4 D; 4 D?),
et
(Il) F = f,

i, f désignant deux constantes réelles. Cela posé, les formules (2), (4) et (7)
donneront

[D; —%(D: 4D D)) = +£D,v,

(12) [D: — 1(Di+ D; -+ D})]n = +{D,y,
D} — (D4 D; +D:)]¢ = sfD;
(13) [D} — i (14-f)(D:4D;~+D2)]u = o,

(14) D = #(D:+D; 4 D:)] [D; —s(1 =4 f) (D2 4+ D; D) e = o.

§ 1I. Equations symboliques des mouvements infiniment petits. Mouvements simples.

Les équations (1), (2), (3), (4), (7),... du paragraphe précédent se
trouveront vérifiées, si 'on prend pour

57 n, {, %, v,

les parties réelles de variables imaginaires
E% ", C’ g, U,

propres a vérifier des équations de méme forme. Ces nouvelles variables

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1



(138)

sont ce quon peut appeler les déplacements symboliques, mesurés pa-
rallelement aux axes coordonnés ou 4 un axe fixe, et la dilatation
symbolique du volume. Les nouvelles équations dontil s’agit peuvent étre
pareillement désignées sous le nom d’équations symboliques. Dans le cas
ou les équations des mouvements infiniment petits deviendront indé-
pendantes de la direction des axes coordonmés, on aura, en vertu des

formules (2) et (3) du § I+,

(1) (D;—E)E=FD,v, (D; —E)n=TFDu, (D —E){ =FD,y;
la valeur de v étant

(2) v =D, 4+ Dy 4 DJ;
ou, ce qui revient au méme
(D; — E) = FD, (D.£ + D,n + D),
3) (D: — E)» = FD,(D.£ + Dy + DJ),
(D; — E)Z = FD, (D.£ 4+ Dy -4 D,0).

Un moyen fort simple d’obtenir un systéme d’intégrales particuliéres

des équations (3), ou ce qui revient au méme, des équations (1) et (2),
est de supposer

( 4) '2_ —A eux+0.7+.wz—st , ;l — Bew+r+twz—st , (’ — Cew*+r+ws—st ;

et par suite
(5) v == (A = ¢B - wC)e = Hr+vi=s

u, v,w, s, A, B, G, étant des constantes réelles ou imaginaires,
propres a vérifier les formules

(s* — &)A = FHu(A 4 vB 4+ wC),
6) (s* — &) B = v (uA + vB =4 w(),

(s* — &) C = FwuA -+ ¢B 4 wC);
dans laquelle

&y F,

représentent ce que deviennent
E, F,
quand on y remplace les lettres caractéristiques

i D.ﬂ Dy’ D., Dn
par les coefficients

U, v, w, S

Dailleurs on pourra toujours supposer que, dans les formules %), la
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partie imaginaire de la constante s est le produit de \/—1 par une
quantité positive.
En posant, pour abréger
7 w0t = k2,

on tire des équations (6), respectivement multipliées par u, v, w, pus
combinées entre elles par voie d’addition

(8 (s* — & — Fk*) (uA + vB 4 wC) = o;
et a I'aide de cette derniere formule, on reconnait facilement que, pour
satisfaire aux équations (6), on devra supposer ou

(9) s$*= &, uA + vB 4+ wC = o,
ou

. .« A_B__C
(10) o= gtoh, t="1=C

On arriverait aux mémes conclusions en observant que, si 'on nomme
a’ b’ C,
les cosinus des angles formés par un axe fixe, avec les demi-axes des x,

¥, % positives, # le déplacement mesuré parallelement a cet axe, et s le
déplacement symbolique correspondant, on aura, en vertu des formu-

les (5), (7) du § I,

(1) ¢ = af + bn + &,

(12) (D: — E)[D — E— (D%~ D: D) E]¢ = o,

et que de ces derniéres, combinées avec les formules (4), on tirera
(13) (s* — &) (s* — & — Fhk*) = o.

Le systeme d'intégrales particuliéres des équations (3), représente
par les équations (4) jointes aux formules (9) ou (10), est ce que nous
appelons un systeme d’intégrales simples; et le mouvement représenté
par ces intégrales simples, est un mouvement simple. Dans un semblable
mouvement, si 'on pose pour abréger

(14) aA -+ bB -} ¢C = O,
la valeur de # déterminée par la formule (11) sera
(15) & = Qe 7wy

Cela posé, soient
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(16) u=U4+uvy—1,v=V4v/e1, w=W4w\/—=1,
(17) s =8 4+ s\V—1,
(18) 0 = he"V—1,

v, v,w,s,U, V,W, S h, @, désignant des constantes réelles, parmi
lesquelles

I

I

s, h,
peuvent étre censées positives, et prenons encore
(19 k= Vot v4w', K= VU4 VW,

(20) ke = vxr 4+ vy 4+ w3z, Kr= Ux+4 Vy4 Wz

Les valeurs numériques de

ty R,

exprimeront les distances d’une molécule aux deux plans invariables,
représentés par les équations

(21) tr+4-vy +wi=o, (22) Ux 4 Vy 4+ Wz=o,
et la formule (14) donnera

(23) % == heKr—5¢ , (kv—stt-w) | /

puis on en conclura
(24) g = heKr—5¢ cos (ky — st + @)

En vertu de cette derniére formule, le déplacement « s’évanouit, 1° pour
une molécule donnée, a des instants séparés les uns des autres par des
intervalles dont le double

(25) T=2

est la durée dune vibration moléculaire, 2° a un instant donné, pour
toutes les molécules comprises dans des plans équidistants, paralleles au
plan invariable que représente I'équation (21), et séparés les uns des
autres par des intervalles dont le double

27
(26) I = T

est la longueur d'une ondulation , ou I'épaisseur d’une onde plane. L'expo-

ponentielle
e Br — Sz

représente le module du mouvement simple ,
K, S
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étant les coefficients d'extinction relatifs 4 I'espace et au temps; @ désigne
le paramétre angulaire relatif a I'axe fixe que Pon considére,

heKK — St

la demi-amplitude des vibrations relatives au méme axe, et
h

la valeur initiale de cette demi-amplitude en chaque point du plan inva-
riable représenté par I’équation (22). Enfin la vitesse de propagation Q
des ondes planes est déterminée par la formule

s 1
(27) Q=p=7
Dans un mouvement simple, déterminé par le systéme des formules

(4) et(9), I'équation (5) donne

(28) v = 0,
par conséquent
(29) v = o.

Donc, dans un semblable mouvement, la dilatation du volume est nulle,
ou, en d’autres termes, la densité demeure constante. Tels paraissent étre,
dans les corps isophanes, les mouvements de I'éther qui donnent nais-
sance aux phénomeénes lumineux.

De la seconde des formules (g) ou (10) jointe aux formules (4)on tire

(30) uf + vn 4 wl = o,

ou o 3

(39 i=l=u
D’ailleurs la formule (30) ou (31) entraine la suivante,
(32) ufg + vn 4+ wi = o,

ou

(33 i=l=

1° lorsque les coefficients u, v, w sont réels; 2° lorsque ces coefficients
n'offrent pas de parties réelles. Dans le premier cas, les formules (32) et
(33) donneront

(34) UZ 4+ Vi + WZ = o,
Ex.d An. et de Ph. M. 19
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ou :
, — o __ &
(35) T= ¥ W
dans le second cas elles donneront
(36) U+ v 4 W =0
ou

E__» __ ¢
(37) = T =

En conséquence les vibrations moléculaires, représentées par les équa-
tions (4) jointes aux formules () ou (10), seront, dans le premier cas pa-
ralléles ou perpendiculaires au plan invariable représenté par I’équation
(22), et dans le second cas paralléles ou perpendiculaires au plan invaria-
ble représenté par 'équation (21).

Si les équations des mouvements infiniment petits deviennent homo-
génes, on aura, en vertu des formules (10), (11) du {1,

(38) E= 1k, &= f,

+,f désignant des constantes réelles, et par conséquent les valeurs de s*
que fournissent les équations (9), (10) deviendront

(39) s =1k, s* =u(1 4 £)A,
ou, ce qui revient au méme
(40) s* = (v w*), s* = 1(t + f)(u* 4 v* + ).

§ U1, Sur les perturbations qu’éprouvent les mouvements simples, lorsque les équations
des mouvements infiniment petits sont altérées dans le voisinage d'une surface plane.

Concevons que, les molécules qui composent le systéeme donné étant
toutes situées d'un méme coté d’un plan fixe, la constitution du sys-
teme, et par suite les équations des mouvements infiniment petits se
trouvent altérées dans le voisinage de ce plan. Supposons, par exemple,
que, toutes les molécules étant situées du coté des x positives, les équa-
tions des mouvements infiniment petits conservent constamment la méme
forme pour des valeurs de x positives et sensiblement différentes de zéro,
mais que, dans le voisinage du plan des y, z, ces équations changent de
forme sans cesser d'étre linéaires, et de telle sorte que les coefficients des
variables principales

g, ¢,

et de leurs dérivées, devenus fonctions de la coordonnée x, varient
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trés rapidement avec elle entre les limites trés rapprochées
X =0, x=¢t

Supposons d’ailleurs que, dans ces mémes équations, transformées d’abord
en équations différentielles par la méthode développée dans un précédent
Mémoire , puis ramenées au premier ordre, et résolues par rapport a

X

dr’ "
les produits des coefficients ou plutot des variations par la distance ¢
restent tres petits. Alors un ou plusieurs mouvements simples 5 propagés
séparément ou simultanément dans le systéme donné, éprouveront dans
le voisinage du plan fixe des y, z, des perturbations en vertu desquelles
les valeurs des déplacements effectifs

g, n, ¢,

et par suite des déplacements symboliques

£, 0, 4
se trouveront altérées pour de trés petites valeurs positives de x; mais,
a laide des principes établis dans le Mémoire dont il s’agit, on prouvera
que les valeurs altérées et les valeurs non altérées sont liées entre elles
par certaines équations de condition qui subsistent dans le voisinage du
plan fixe, et spécialement pour une valeur nulle de la coordonnée‘x.
Entrons a ce sujet dans quelques détails.

Considérons, pour fixer les idées, le cas ou, avant d’étre altérées, les
équations des mouvements infiniment petits sont homogénes et indépen-
dantes de la direction des axes coordonnés. Alors les équations symbo- .
liques de ces mouvements, c’est-a-dire les équations (3) du §1II, seront,
pour des valeurs de x positives et sensiblement différentes de zéro, dé-
terminées par des équations de la forme

D —i(D,* +D,* +D,*)]& =D D, + Dyn +D,7),
(1) [D;* —i(D,*+4D,* + D,*)] n==fD,/D.£ 4+ D,n 4 D),
[Dy* —«(D,* 4+D,* 4 D,*)]Z = ifD,(D,Z +D,» =+ D,?).
Alors aussi les déplacements symboliques, correspondants a un mouve-
ment simple, seront, pour des valeurs de x positives et sensiblement
différentes de zéro, déterminées par des équations de la forme

(2) ’£=Aeux+ V_r-l-wz—st, ;,=Beux+y_r+wz—st, Z=Ceux+vy+ws—u’

les constantes
u, v, w, 8, A: B) C’
19..
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étant assujéties a vérifier I'un des deux systémes d’équations

(3) s* = (u® - v* 4 w*), uA 4 B 4~-wC=o,
4) sr=1(1 + f) (1* 4= 0* 4 w?), %:?:g,

dans lesquels 4, f représentent deux quantités réelles. Le mouvement
simple dont il s’agit sera du nombre de ceux qui ne s’éteignent point en se
propageant, si les coefficients d’extinction relatifs 4 I'espace et au temps
s'évanouissent, c’est-a-dire, en d’autres termes, si les coefficients
U, v, w, 8,
des variables indépendantes dans I'exponentielle
eu+vf+wz—st’

n’offrent pas de parties réelles, par conséquent, si 'on a

(5) u=u\V—1, v=vV—1, w=w\V—1, s =5 \/—1,
u, v, W, s étant des quantités réelles. Le méme mouvement simple sera

du nombre de ceux dans lesquels la densité de I'éther reste invariable, si
les valeurs précédentes de

u, v, w, s,
vérifient la premiére des équations (3), réduite &
6) =4V W);

ce‘(r]ui suppose la constante s positive. C’est ce qui aura lieu, par exemple,
si en posant pour abréger

(7) k=vv+vt+w, Q=Vi,
on prend
(8) s = Qk.

Alors, le mouvement simple sera représenté par le systéme des équations

b

g — Ae(u.z:+ vr4+wz —s) V' =1
© B Ll
Z = Ce (vz vy + we —s0) V' 3 ’
jointes a la formule (8) et ala seconde des formules (3), ou, ce qui revient

A Y h
au méme, a la suivante

(10) tA+4 vB+4 wC =o.
Si d’ailleurs on pose
(11) vx 4 vy + wz = ke,
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et
(12) A=a"", B=beV~, C= ce'V =T,

a, b, ¢, désignant des quantités positives, et A, u, v, des arcs réels, les
formules (9) deviendront

(13) E_=ae(kn—st+7\) vV—1 - e(kz—-st—}-y) vV —i 7 ce(kv—st-ln-v) V—1 ,

, »=b =
et U'on en conclura
(14) & =acos(kv—st4-2), n = b cos (kve—st-}-11), { = ccos(ke—st-+r).

Soient maintenant

a4 dy ag
(15) E; =0, dr — ’ ZZ'. _— '\[/,
et

d? -~ dy 4 —
(16) HEE:‘P’ I;=x’ 3;='\L;

et nommons

an Moy {o, Qo5 Xos "1’07

ou
Zos Mo Los Pos Xoy "1’0’
ce que deviennent, pour & == 0, les valeurs des variables principales

E? 7” Z’ @7 x’ +’

2’ ", ga ¢, X» "!‘7
déterminées par le systéme des formules (14) et (15), ou (13) et (16),
quand on commence par modifier ces valeurs, de maniére qu’elles véri-
fient non plus les équations (1), mais ces équations altérées par la va-
riation que subissent les coefficients des variables principales et de leurs
dérivées dans le voisinage du plan des y, z. En vertu des principes éta-
blis dans le Mémoire ci-dessus mentionné, les différences

ou

E—%y " — My £ —0oy @ — @ X — Xoy '\L_ "Lm
vérifieront certaines équations de condition, et, pour obtenir celles-ci,
on devra d’abord chercher les divers systémes d’intégrales simples que
peuvent représenter les équations (2), jointes aux formules (3) ou (4),
quand on y regarde les coefficients

v, w, s,
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comme invariables, et devant acquérir, dans chaque systéme d’intégrales
simples, les valeurs fournies par les trois derniéres des équations (5).
Or, dans cette hypothése, on tirera des équations (3) ou (4), jointes a
la formule (6), et a la premiére des formules (7),

(17) ‘w = — v*, uA + (vB 4+ wC)V—1 = o,
ou

s — o2 . k? A __ B C
(18) u = v +W——I-Tf., u—vV:—wV:'

Il en résulte que, dans un mouvement simple correspondant aux va-
leurs imaginaires données de ¢, w, s, le coefficient z peut acquérir
quatre valeurs distinctes, puisqu'on peut satisfaire & la premiére des
équations (17), en prenant non-seulement

(19) u= o\y/—1,

mais encore

(20) U= — v/—1,

puis & la premiére des équations (18), en prenant

(21) u—(-k;—v" —w %\/:; ou U= — L——v’—w’)z—'\/—fr
T\ f ) ’ - 14 f ’

si 'on a

(22)

et en prenant au contraire

k’ ] ]
oy - e

1

k* \7 k2
. — 2 L —— 2 | S ——
(23) u=(v+w ——l-f-f)’ ou u= (v + w '+f),
st 'on a
kn
LY 3
(24) v + w > [ -+ £
Observons a présent que, si la formule (22) se vérifie, aucune des quatre
valeurs de « n’offrira de partie réelle, et qu'en conséquence aucune d’elles
noffrira de partie réelle négative, ou, en d'autres termes, inférieure
celle de

u = oy/=7.

Donc alors, en vertu des principes établis dans le Mémoire ci-dessus
rappelé, les valeurs de

é) -”: E; @, 7—Cv ’\_";
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relatives au mouvement simple qui correspond & la valeur précédente
de u, vérifieront pour x = o, les équations de'condition

(25) §=éw "= o, (=1, ? = 0, X = Yo» 5=Zo‘

Si aun contraire la formule (24) se vérifie, alors des quatre valeurs de u,
celle que détermine la seconde des équations (23), offrira seule une partie
réelle négative. Donc alors les valeurs de £, ,... relatives au mouve-

ment simple dont il s’agit, vérifieront pour a==o les équations de con-
dition que l'on obtiendra en supposant dans la formule

E_go —_ ;";o _ g'—'Co__ 6—50 —_— 7;—720 —_ 4’_"170
A ~ B T C T wA T B T wC

les constantes
u, v, w, A, B, G,
choisies de maniére que l'on ait

- — A B C
U=—0, u=vV—1, w=wV—1, T ywWE T wy =

la valeur de © étant
k* \3
(26) o=(v+v =37

on aura, dans ce cas, pour x = o,
(27) E=be_ r—n  I=L ——5_‘3": ’7"’;"_:- v —1, .
S T WS T e o —VOy -1 —wo,/—x

Avant d’aller plus loin, cherchons a reconnaitre d’'une maniére pré-
cise, dans quels cas subsistent les diverses formules ci-dessus €tablies.
Pour y parvenir, nous remarquerons d’abord que les diverses puis-
sances des caractéristiques
D.n Dya Dl’
renfermées dans les équations symboliques des mouvements infiniment
petits se transforment en puissances, de mémes degrés, des ccefficients

u’ V’ w’
quand on suppose ces mouvements infiniment petits réduits a4 des mou-

vements simples, c’est-a-dire quand on suppose les déplacements sym-
boliques proportionnels a une seule exponentielle de la forme

eur+vy+wz =5t
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Alors les fonctions de D, D,, D,, représentées par
L, M, N, P, Q, R,

dans les équations (1) du § I*, se transforment en des fonctions de ,
v, w, désignées par '
* ‘Q, 3]1:, Q'G, @’ Q,) R,

dans les précédents Mémoires. Dans cette hypothése, réduire, comme
nous l'avons fait, les équations des mouvements infiniment petits a des
équations du second ordre, ou en d’autres termes, réduire

L,M, N, P, Q, R,
a des fonctions qui soient du second degré par rapport au systeme des
caractéristiques D,, Dy, D,, cest évidemment réduire

L, M, %, 2,9, 4,
a des fonctions qui soient du second degré par rapport au systeme des
coefficients u, ¢, w. Dailleurs, comme on I'a vu dans le Mémoire sur
les mouvements infiniment petits d'un syst¢éme de molécules, si l'on
nomme

2] f’ 2,

les coordonnées d’'une molécule m du systéme donné, et

x -+ X, .)’+y, Z+Z,
les coordonnées d’'une autre molécule m, les valeurs de
£, Mm, K, €, 2, K,
seront représentées par des sommes de termes correspondants aux di-

verses molécules m voisines de m, et dont chacun, considéré comme
fonction de u, v, w, sera proportionnel 2 la différence

eux+vy+wz — 1,

mais s’évanouira sensiblement hors de la spheére d’activité de lamolécule .

Donc réduire les équations des mouvements infiniment petits au second
ordre, c’estnégliger dans le développement de cette différence, c’est-a-dire
dans la somme

ux - vy -+ wz -4

les puissances du trinome

(ux+vy+“’"z)‘+ (”x+"y+wﬁ -+ etc.,...

1.2 1.2.3
ux 4 vy - wz,
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d’'un degré supérieur au second. Or, il sera généralement permis de né-
gliger ces puissances, au moins dans une premiére approximation, si le
module du trinome

ux 4+ vy 4= wz
reste trés petit pour tous les points situés dans l'intérieur de la sphére
d’activité sensible d’'une molécule; et cette derniére condition sera rem-
plie elle-méme, si le rayon de la sphére dont il s’agit est trés petit, par
rapport aux longueurs d’ondulations mesurées dans un mouvement sim-
ple qui ne s’éteigne pas en se propageant. En effet, dans un semblable
mouvement, u, v, w, seront de la forme
u=uv\V—1, v =v\—1, w= wV—1;

u, v, W, désignant des constantes réelles; et le plan d’'une onde, paral-
léle au plan invariable représenté par I'équation

X = vy - wz = o,
formera avec les demi-axes des coordonnées positives des angles dont
les cosinus seront respectivement proportionnels a
U, V, W,
tandis que I’épaisseur d’une onde sera représentée par

27

X’

]l =
la valeur de k étant
k = /v*+ v* - w'
D’autre part, si Yon nomme r le rayon vecteur mené de la molécule m a

la molécule m, et J' I'angle formé par le rayon vecteur r avec la perpen-
diculaire au plan d’'une onde, on aura

r= \/X’._—I—F-—}—?,
UX == vy = wz = krcosd' = zw;cos d';
et il est clair que le produit
2w ;cos d
deviendra trés petit en méme temps que le rapport

r
i
Donc le module du trinome
ux -} vy -+ waz,
Ezx. d'An. et de Ph. M. 20
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représenté dans le mouvement simple que Pon considere par la valeur
numérique de la somme
,

Ux+vy4—wz.—_.‘z'7rl

cos d',

restera trés petit, si le rayon vecteur r, supposé inférieur ou égal au
rayon de la sphere d’activité sensible d’une molécule, est trés petit par
rapport 4 la longueur d’une ondulation.

Lorsque la coundition ici énoncée sera remplie, et qu'en conséquence
les équations des mouvements infiniment petits pourront étre, sans er-
reur sensible, réduites 4 des équations du second ordre, ces derniéres
renfermeront généralement des termes du premier ordre et des termes du
second ordre. Il semblerait au premier abord que ceux-ci devraient encore
étre considérés comme trés petits par rapport aux autres. Mais on doit
observer que les coefficients des dérivées du premier ordre seront des som-
mes composées de parties, les unes positives, les autres négatives, et qui,
dans beaucoup de cas, se détruiront réciproquement. Cest ce qui arrive
en particulier, quand le systéme de molécules est constitué de telle ma-
niére, que la propagation du mouvement seffectue en tous sens suivant
les mémes lois. Il en résulte que, loin de négliger les termes du second
ordre vis-a-vis des termes du premier ordre, on devra plus généralement
négliger ceux-ci vis-a-vis des termes du second ordre, ce qui suffira
pour rendre homogeénes les équations du second ordre auxquelles on sera
parvenu.

Considérons maintenant en particulier les conditions relatives aux
points situés dans le plan fixe des y, z. D’apres ce quon a dit, ces condi-
tions supposent qu’on obtient des produits trés petits en multipliant la
constante ¢, cC’est-a-dire la distance au plan fixe, en-deca de laquelle les
perturbations des mouvements infiniment petits deviennent sensibles, par
certains coefficients renfermés dans ces mémes équations. D’ailleurs en
vertu des principes développés dans le Mémoire quia pour titre : Méthode
générale propre & fournir les équations de condition relatives aux limites
des corps , les coefficients dont il s’agit seront généralement ceux par les-
quels se trouveront multipliées les variables principales

Es ny 05 @5 X5 s
dans les équations symboliques des mouvements infiniment petits, trans-
formées d’abord en équations différentielles par la substitution des cons-
tantes
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v, w, §
aux caractéristiques
Dy’ Dn Dn

puis ramenées au premier ordre par I'adjonction des variables principales
®, %, ., aux variables principales Z, n, ¢, et résolues par rapport a
g dy di do dy di
dx’ dz’ dx’ dz’ dz’ dz’
Mais il est important d’observer que, si, dans un mouvement simple, I'é-
paisseur 1 des ondes planes devient trés petite, les constantes

u, v, w,

offriront de trés grands modules comparables a la quantité
k= EF
Alors les dérivées

a::D,g:ué,T/g:D,;:u;, «!,:D, =u’

>?

seront elless-mémes comparables aux produits

k%, kn, kZ;
et comme, dans les équations des mouvements infiniment petits réduites
a des équations homogeénes du second ordre, puis transformées en équa-
tions différentielles, les divers termes resteront tous comparables les uns
aux autres, les coefficients qui, multipliés par ¢, devront fournir des
produits trés petits, seront , dans les valeurs de

do dy di

dx’ dx’ dx’

exprimées en fonctions linéaires de

les coefficients de

® %> ¥
ou ceux de

kZ, kn, kZ.

On peut ajouter que les coefficients de ¢ dans la valeur de g, de %

d .
dans la valeur de Zg’ etc..., auront, dans le mouvement troublé des va-

20..
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leurs comparables a celles qu’ils acquiérent dans le mouvement simple et
non troublé, c’est-a-dire an coefficient #, par conséquent a la constante k.
Donc, en définitive, pour que la valeur de la distance ¢ permette aux
conditions relatives a la surface de subsister, il suffira que le produit

ke=2fn‘%,

reste trés petit, ou, en d’autres termes, que la distance ¢ soit tres petite
relativement a la longueur d’'une ondulation.

Cette condition étant supposée remplie, les formules (25) ou (27)
subsisteront, pour x==o0, dans les circonstances que nous avons indiquées,
si les variables o

f: ny £,
représentent les déplacements symboliques relatifs 4 un mouvement simple
pour lequel on aurait
u=u\—r1.
Il y a plus: en vertu des principes établis dans le Mémoire déja cité, on ar-
rivera encore aux formules (25) ou (27), si les variables
£y Z,
représentent les déplacements symboliques relatifs a un mouvement [simple
pour lequel on aurait
U=—u\V—i,
ou méme les déplacements symboliques relatifs 3 un mouvement résultant
de la superposition de deux mouvements simples, pour 'un desquels on
aurait *
u=uvy/—1,
tandis qu’on aurait pour lautre
u=—u\—r.
Cela posé, on pourra énoncer la proposition suivante.

Théoréme. Considérons un systéme homogeéne de molécules situé par
rapport au plan des y, z du c6té des x positives, et pour lequel les équa-
tions des mouvements infiniment petits, indépendantes de la direction des
axes coordonnés, puissent se réduire, sans erreur sensible , a des équations
homogeénes du second ordre, par conséquent aux formules (1). Supposons
en outre que, dans le voisinage du plan des y, z, et entre les limites tres
rapprochées
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ces équations changent de forme, les coefficients des déplacements effec-

tifs ou des déplacements symboliques et de leurs dérivées devenant alors
fonctions de la coordonnée x. Nommons

53 i, :L,
£y 15 )
goy 7701 fo’ 50’ 720: '\To,

ce que deviennent, pour x=o, les valeurs de
£y 1y Ly @5 %> s

correspondantes 4 un mouvement infiniment petit, propagé dans le systéme
de molécules donné, quand on a égard aux perturbations de ce mouve-
ment indiquées par l'altération des équations (1) dans le voisinage du plan
des 7, z. Enfin, supposons que le mouvement dont il s’agit soit un mouve-
ment simple qui ne s’éteigne point en se propageant, ou bien encore qu’il
résulte de la superposition de deux mouvements simples de cette espéce,
correspondants aux mémes valeurs imagimaires des coefficients

les dérivées premiéres de

relatives a x, et

V’ w’ S’
mais a des valeurs imaginaires de %, qui, étant égales an signe pres, se
trouvent affectées de signes contraires. Si d’ailleurs la distance ¢ est tres

petite relativement & la longueur d’une ondulation, les valeurs de
£y 15 5 @5 X» ’\L:
calculées comme si le mouvement simple n’éprouvait aucune perturbation

dans le voisinage du plan des y, z, vérifieront, pour x=o, les conditions
(25) ou (27), savoir les conditions

§=§o; ;=-;’o7 Z=Zo’ a=éo, 7?-:5&07 "1’=’\I’o7

si l'on a
k2 .
S Tl
et les conditions
-—-Eo —_— ;l-— ;l-o —_ Z—ZO —_— a—ao —_— ;6—;2;_ = ‘T’—'Eo
—07 ywW=ST owy =y 0* vy =1 —owy =
si I'on a
k’ : 3 : 3
I—_'F-f L V=Wt

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1



(154)

Les mémes principes peuvent servir encore & établir les équations de
condition auxquelles devraient satisfaire, pour & = o, les valeurs de
Ey m &5 @5 Xy b
relatives soit & des mouvements qui s’éteindraient en se propageant, soita
des mouvements accompagnés d’'un changement de densité. Mais, nous bor-
nant pour l'instant a indiquer ces diverses applications de nos formules gé-

nérales, nous allons nous occuper plus spécialement des formules particu-

"y ’ [}
lieres que nous venons de trouver et développer les conséquences qui sen
déduisent.

Les valeurs de ¢, w étant
(28) v =vV—1, W= w\—1,

la formule (27) peut s'écrire comme il suit

— —_—

E—Eo __n—no__L{—lo__ 0—00__ x—zx0 _ ¥—Vo
(29) -0 — w VT =y T —Ow’

Drailleurs on tire de cette derniere, non-seulement
;'— 70 __ C - Co

o w

et

E___ g _;—;o_¢—¢o
°TT v T w
par conséquent

— —_— —

(30) wn— v =wn,—vZo, | —WE=o—wE,, vE— X =Eo—0}
mais encore

- = - - ?—0. + (E_E)_'_g(i— f—)
1 E—Fo__p—po_ PP ° o T
v —0 v, T 0V — a0 46 ’
quels que soient les facteurs «, €, et par suite

7N —

< |-

-~ - ¢- - — [~
(3l) ¢+u2+;”=¢o+aso +;”o’
si 'on choisit ¢, € de maniére 4 vérifier la formule

(32) 0 - a0 4 6 = o.
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§ 1V. Sur les conditions générales de la coexistence de mouvements simples, que
Von suppose propagés dans deux poriions différentes d’un systéme moléculaire,
diversement constitudes et séparées Uune de Uautre par une surface plane.

Considérons deux systémes homogénes de molécules, séparés par une
surface plane que nous prendrons pour plan des y, z, ces deux systémes
n’étant autre chose que deux portions différentes d’'un méme systéme dont
la constitution change quand la coordonnée x passe du négatif au positif,
et reste sensiblement invariable de chaque coté de la surface de sépara-
tion, excepté dans le voisinage de cette surface. Soient

Z, n, { et éa ;’a.Z’

les déplacements effectifs et symboliques d’une molécule, correspondants
a un ou a plusieurs mouvements simples propagés dans le premier des
systemes donnés, que nous supposerons situé du coté des x négatives;
et nommons

¢, X, "!‘ ou 51569 '\L,

les dérivées de ces déplacements effectifs ou symboliques, prises par rap-
port & x. Soient pareillement

2'7 W, Z, et fl’ ", Z
les déplacements effectifs ou symboliques correspondants 4 un ou plusieurs

mouvements simples propagés dans le second systéme, situé du coté des
x positives; et nommons encore

o, x's 4 ou @y x5 ¥y
les dérivées de ces déplacements effectifs ou symboliques, prises par rap-
port a a. Soient enfin

Eov Moy Co7 @o> xoa '\!’oa

Eoo %os Loy Pos Xos "”o’
ce que deviennent les déplacements effectifs ou symboliques et leurs dé-
rivées pour les points situés dans le plan des y, z. Si les deux espéces de
mouvements simples que P'on suppose propagés dans les deux systémes
donnés de molécules peuvent coexister, alors, en raisonnant comme dans
le § TIT, on obtiendra, 1° entre les différences

ou

—

—Z.:n 5_503 —?Z‘—';(-o; -’\;_""\1101

E—"goa 7_'_7'—07 C
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2° entre les différences
z z o y P e ! -~ 17
‘Z'—Eo, ”"—'"o’ : —CM @ — Qo, X""Xm ’\l‘ '—""ov
des équations de condition qui devront se vérifier pour une valeur nulle
de x; puis, en éliminant
207 Moy coy @os Xoo '\Ifo’

entre ces deux especes d’équations de condition, on en obtiendra d’autres
entre les seules variables

R A R P A R A N 1

fa N, L, @y X,y ""7 E’ "y §y @5 % '\!'
Les nouvelles équations de condition, ainsi obtenues, devront, comme les
précédentes , subsister seulement pour une valeur nulle de x; et les unes

comme les autres seront linéaires par rapport aux déplacements symbo-
liques et a leurs dérivées. En conséquence, apres I'élimination de

goa ;701 zoy aoa -7207 "1‘07
la forme la plus générale d’'une équation de condition sera
(1) I+I'=o,
T déstgnant une fonction linéaire des variables
E’ 7’, Z’ a’ 72, \l"’
composée de six termes respectivement proportionnels 4 ces mémes va-

riables, et T’ une fonction de la méme espéce, mais composée avec les
variables

2,7 nr’ C': ¢'1 XG '\!"-
Si l'on suppose qu'un seul mouvement simple se propage dans le
systéme de molécules situé du c6té des x négatives, les valeurs de

E’ Ny C, @ X '4‘7
correspondantes a une valeur nulle de x, seront de la forme
§=A8 vj+wz—st, ';1=Bevj+wz—3t, 2=Cevj+ws—:t

H
5=Auevr+ws—st’ x=Buew+wz—st,'¢= Cuevy-}-wz—u’

u,v,w,s, A, B, C, désignant des constantes réelles ou imaginaires ; et
par suite, la valeur de T correspondante & x = o, sera de la forme

—_ BY = WZ st
9 désignant une nouvelle constante. Si au contraire plusieurs mouvements
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simples, superposés les uns aux autres, se propagent simultanément dans
le premier des systémes donnés, et si 'on admet que les déplacements
symboliques deviennent proportionnels, dans I'un de ces mouvements
simples, a I'exponentielle

ux - vy 4 wz —st
€ )

.

dans un autre & I'exponentielle
eulx+v,y+w,z—s,t’ etc.,

la valeur de T, correspondante a x==o0, sera de la forme

(2) I‘=ye vy+wz—5t+7evly+w,z—slt+ ,
f

¥s Y3+« » désignant diverses constantes. Pareillement, si divers mouve-
ments simples se propagent dans le second systéme de molécules, et si
I'on admet que les déplacements symboliques deviennent proportionnels,
dans P'un de ces mouvements simples, a 'exponentielle

Wt vVy4-wz—s't
e ’

dans un autre a 'exponentielle

eu"1.‘+V"J'+w"z-s”t
’

etc. .., la valeur de I, correspondante 4 &r==0, sera de la forme
(3) rl=7lev'y+w'z—s't+ te e e
Cela posé, I'équation (1), réduite a
(4) erJ‘-l-wz—st_’_;/ el Fw =t +7lev’7+w’z—s’t+ =o,
’ ca e =<
entrainera la formule
(5) y+r=+. . .+9Y4...=o0,
a laquelle elle se réduira identiquement si I'on a

ceez=¢ ..,
v =w...,

coo=s....

v =9,
©6) we=w,
s =s,

i

Ily a plus: si les constantes
Vo Vyseeo ¥ eeny

different de zéro, I'équation (4), qui doit subsister quelles que soient les

valeurs attribuées aux variables indépendantes y, z, ¢, entrainera toujours

non-seulement I'équation (5), en laquelle elle se transforme, quand on ré-
Ex.d An. et de Ph, M. 21
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duit y, z et ¢ & zéro, mais encore les formules (6). Cest ce que l'on dé-
montrera sans peine i 'aide des considérations suivantes.

L’équation (4) , devant subsister, quels que soient y, z et ¢, donnera,
pour z==0 et =0,

e et 4 ... 4 e ... = o.

Si, dans cette derniére équation, et dans ses dérivées des divers ordres,
relatives & y, on pose y = o, on trouvera

y +7 + ... +2 +...=o
(7) W9 A4 .+ Y 4 ... =0,
W39+ oo YV L = o,

etc.

Or, il est facile de s’assurer que les équations (%), dont on peut supposer
le nombre égal 4 celui des coefficients

Vs Yyreer Vyooo
entrainent la premiére des formules (6). En effet, admettons, par exemple,
que ces coefficients se réduisent a trois
¥ Y V-
Alors, en éliminant deux d’entre eux des équations (7), c'est-a-dire, des

formules

y +2 -+ 7/ =0y

}V + 7’/01 + 7")’ = 0’

¥ 4 y92 9V =0,
on trouvera successivement

¥ (v—v,) (v—v")=0, 3, (v~9')(v—9v)==0, Y (¥'—9)(¥'—v)=0;

et par suite, si
Y Vi ¥
différent de zéro, les trois différences

v—y, v—¢, v —¢,
devront s'évanouir, en sorte que la premiére des formules (G) devra étre
vérifiée. Eu égard 4 la forme des équations (7), la méme démonstration
reste applicable, quel que soit le nombre des coefficients ¥, ¥,,.. . %/,--
et d’ailleurs on pourra évidemment établir de la méme maniére la seconde

et la troisieme des formules (6).
Lorsqu'un mouvement simple propagé dans un systéme de molécules
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atteint une surface plane qui sépare ce premier systéme d’un second, il
donne trés souvent naissance a d’autres mouvements simples, les uns ré-
fléchis, les autres réfractés, qui coexistent tous ensemble, mais qui ne
pourraient plus coexister, dans le double systéeme de molécules que 'on
considére, si I'on venait & supprimer quelques-uns d’entre eux. Ainsi, par
exemple, lorsque ces deux systémes sont tels qu'un mouvement simple,
propagé jusqu’a leur surface de séparation, dorine naissance 4 deux mouve-
ments de cette espéce, I'un réfléchi, autre réfracté, on ne saurait conce-
voir deux de ces trois mouvements propagés seuls dans le double systéme
de molécules. Donc alors I'équation (1) ou (4) ne peut subsister, lorsqu’on
supprime I'un des trois mouvements simples; ce qui aurait lieu toutefois ,
si I'une des constantes ' '
) Y1 %0 Vs

venait & s’évanouir. Donc, si I'on applique I'équation (1) ou (4) a la ré-
flexion et & la réfraction des mouvements simples, elle entrainera généra-
lement les formules (6).

Supposons I'équation (4) effectivement appliquée a la réflexion et a
la réfraction d'un mouvement simple; et soient dans cette méme équation

vy 4+ w2 ~— st

ye
le terme qui correspond aux ondes incidentes,

g’ TTET S et ..

ceux qui correspondent aux ondes réfléchies ; enfin

o ot
TV eten.

ceux qui correspondent aux ondes réfractées. Si l'on pose, comme dans
le §1I,

(8) u=U+uvyV~—1, V=V+VV-:—T,W=W+W\/:-I—,

(9) s =S + s\/:——!,
(10) k= Vo'4v+w, K= VO+V+W,
(rr1) | = 2—;5, T = 2?7’,
s i
(12) Q = [ = 7

u,v,w,s, U, V, W, S, désignant des quantités réelles, parmi lesquelles
s pourra étre censée positive; les constantes réelles
K, S,
21,,
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représenteront, dans le mouvement incident, les coefficients d’extinction

relatifs a I'espace et au temps, et
T

la durée des vibrations moléculaires, tandis que
1

représentera 'épaisseur des ondes planes, et
Q

leur vitesse de propagation. De plus, les plans des ondes étant tous pa-
ralléles au plan invariable représenté par I'équation

(13) X - vy - wz = o,

et la constante v devant étre positive dans le cas ou, comme on doit le
supposer, les ondes incidentes en se propageant se rapprochent du plan
des y, z; si lon nomme 7 langle d'incidence , c’est-a-dire l'angle aigu
formé par une droite perpendiculaire aux plans des ondes avecl’'axe desx,

on aura, dans le cas dont il s’agit,
U

COS T — m———
Vv wr

— U

et par suite

. ;/v’ ot W2 Vv’ -+ w?

SINT = ter—————, == ————
Voetv4w k

puis on en conclura

(14) v == keost, \/v*-w* = ksinT.
Quant au plan invariable représenté par I'équation
(15) Ux + Vy + Wz = 1,

il sera celui duquel s’éloignent de plus en plus les molécules dont les
vibrations deviennent de plus en plus petites, et disparaitra si le mouve-
ment incident est du nombre de ceux qui ne s'éteignent point en se
propageant.

Soient maintenant

U/’ V,, W/, Sty U/7 V/’ W,, Sn kn K/’ l/’ T/’ Q;, Tn etc.....
ou

v, vV, w,d, U, V, W, S, kK, K, I, T, Q, 7, etc.....
ce que deviennent les constantes réelles

v,v,w,s, U, V,W,S,k, K, , T, Q, 7, etc,...
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quand on passe des ondes incidentes aux ondes réfléchies ou réfractées.
Les formules (6), jointes aux équations (8), (9), (10), (11), (12), (14),
entraineront évidemment les suivantes

(16)
(17) § =5, =..

(:8)

S veey

V= V,=...= V...,
{ W=W,=...= W'...,

(19) S=8§,=...=5....
On tirera d’ailleurs de la formule (17),
(20) T=T =...="T...,

et des formules (16),

VY 4w = \/V w =...= VV* 4w,

ou, ce qui revient au méme,

(21) ksint = k,sint, =...= k'sin7'...,
et par suite
(22) sing __ sing, ____ sind’

l — l — b g —— l, o

1l résulte de la formule (20) que la durée des vibrations moléculaires
reste ]a méme dans les mouvements incident, réfléchis et réfractés. It
résulte de la formule (22) que langle dincidence v, Uangle de réflexion
T,,... Uangle de réfraction +',... offrent des sinus respectivement pro-
portionnels aux épaisseurs 1, 1,,... I',... des ondes incidentes, réfléchies
et réfractées. De plus, comme les plans invariables, représentés par les
formules (13) et (15), ont pour traces sur le plan des ¥, z, les droites

représentées par les équations

(23) v -+ wz = o,

(24) Vy +Wz = o,

il résulte des formules (16) et (18), que ces traces restent les mémes,
quand on passe du mouvement incident aux mouvements réfléchis ou
réfractés. Donc les plans des ondes incidentes, réfléchies et réfractées
coupent le plan des y, z, ou en d’autres termes, la surface réfléchissante
suivant des droites qui sont toutes paralléles les unes aux autres; et, si
par un point donné de Ia méme surface on meéne des perpendiculaires
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aux plans de ces différentes espéces d’ondes, ces perpendiculaires seront
toutes renfermées dans un plan unique que Von peut appeler indiffé-
remment le plan dincidence, ou le plan de réflexion ou le plan de ré-
Jractign.

On tire des formules (22)

sinz 1 sin= 1
25 — =r,... € —=5....
( ) sinz, 1? sinz’ ¥

/

Donc le rapport du sinus d'incidence aw sinus de réflexion est en méme
temps le rapport entre les épaisseurs des ondes incidentes et réfléchies,
tandis que le rapport entre les sinus d'incidence et de réfraction se confond
avec le rapport entre les épaisseurs des ondes incidentes et réfractées. Le
premier de ces rapports est ce que nous nommerons lindice d’incidence , le
second est celui qu’on nomme l'indice de réfraction.

Lorsque le premier systeme de molécules sera du nombre de ceux dans
lesquels la propagation du mouvement s’effectue en tous sens suivant les
mémes lois, et que pour cette raison nous appellerons isotropes, s de-
viendra fonction de la somme #*+-¢*~+ w?, & laquelle s* sera méme propor-
tionnel, si les équations des mouvements infiniment petits sont homogeénes.
Alors le mouvement incident, que nous supposerons simple, pourra donner
naissance & un seul mouvement simple, réfléchi; et ’équation

s=s,
entrainera la suivante

a 2 2 — H ] 3 ; 2
W wrt=ut v 4w
Celle-ci, jointe aux équations

Yy =9 w=w,,

donnera
(26) ure=up
et, comme on ne pourrait supposer a la fois

u=u, v=v, w=w,

sans rendre paralléles les plans des ondes incidentes et réfléchies, ce qui ne
permettrait plus de vérifier les équations de condition, et ce qui est effecti-
vement contraire a toutes les expériences, la formule (26) entrainera I'é-
quation

(27) Uy=—u,
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par conséquent aussi I'équation
(28) U, == — 0.

Or de cette derniére, jointe aux formules

V,=V, W,=W,

on tirera
VO v + W= Vv 4w,
ou
(29) k, =k,
et par suite
(30) l, =L
Cela posé, la premiére des formules (25) donnera sin r, =sinrT,
(31) T, = T.

Donc, dans un miliew isotrope, Uangle de réflexion est toujours égal
a langle dincidence.

Supposons maintenant le second systéeme de molécules isotrope,
comme le premier. Alors le mouvement incident, étant simple, pourra
donner naissance d’une part 2 un seul mouvement simple, réfléchi,
d’autre part a un seul mouvement simple réfracté. Si dailleurs ces trois
mouvements simples sont du nombre de ceux qui ne s’éteignent pas en
se propageant, on aura

(32) {u=u\/E,v=vVE,w=w\/§,s=s\/E,
U= v\—=r1, V=V Va1, W= wy—1, s=s"V/—1.
Dans ce cas particulier, s étant fonction de
w4 v+ W= — (0 V4 W) = — k*,
et s' fonction de
u* 4 v W= — (U4 V4 W)= — k7,

4 une valeur déterminée de s, et par suite de s'== s, correspondront des
valeurs déterminées non-seulement de k, mais aussi de k', quel que soit
d'ailleurs angle d'incidence t. Donc alors, lindice de réfraction , savoir,

sin ¢ l kK’
— =5 =
sing Y k

sera indépendant de Uangle d'incidence.
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§ V. Surles lois de la réflexion etde la réfraction des mouvements simples dans les
milieux isotropes.

Pour obtenir complétement les lois de la réflexion et de la réfraction
des mouvements simples dans les milieux isotropes, il faut joindre aux
lois générales établies dans le paragraphe précédent, celles qui résultent
de la forme particuliére sous laquelle se présentent les équations de con-
dition relatives a la surface de séparation de deux semblables milieux.
Pour fixer les idées, nous nous bornerons ici a considérer le cas ou,
dans chaque systéme de molécules, les équations des mouvements infini-
ment petits peuvent étre réduites sans erreur sensible & des équations
homogénes du second ordre; et nous supposerons que le mouvement
incident, étant simple, donne naissance d’'une part 4 un seul mouvement
simple réfléchi, d’autre part & un seul mouvement simple réfracté; ces
trois mouvements étant du nombre de ceux dans lesquels la densité reste
invariable. Enfin nous prendrons la surface réfléchissante pour plan
des 7, z Cela posé, soient pour le premier milieu, situé du coté des x
négatives, -

£:m 8%, 0, % '4';

les déplacements symboliques d’'une molécule, et leurs dérivées relatives
a a, dans le mouvement incident, ou dans le mouvement réfléchi, ou
bien encore dans le mouvement résultant de la superposition des ondes
incidentes et réfléchies. Soient au contraire, pour le second milieu sitné
du coté des x positives,

g,y 0 e %V
les déplacements symboliques d’une molécule et leurs dérivées relatives

3 o dans le rayon réfracté. Les valeurs de £, n, {, relatives au mouve-
ment incident, seront de la forme

(l) g — A euz+vy+4wz—.st’ — B eux+vy+wz—st, 2 — C eur-i—v_r-f-rwl-—st’

les constantes réelles ou imaginaires u, v, w, s, A, B, C, étant lides
entre elles par les équations

(2) s = 1(u* + v 4+ w*), Au -+ By 4 Cw =o,

et la lettre s désignant une constante réelle. Si maintenant on passe du
mouvement incident au mouvement réfléchi ou réfracté, les valeurs de

v, W, 5
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resteront les mémes, d’aprés ce qu’on a vu dans le § IV; mais on ne
pourra en dire autant des coefficients

u, A, B, C,
qui feront place a d’autres représentés par

u, A, B, C,
ou par

W, A, B, C,
la valeur de u, étant
(3) U, = — u.

En conséquence, les valeurs de &, , {, relatives au mouvement réfléchi,
seront de la forme

(4) E —_— Ale—uz+of+4wz—st’ N = B/ e—uz+v]+wz—sz’ Z = C e—ur+v_r+wz—st’

- 4
les coefficients A,, B,, G,, étant liés 4 u, v, w, par la formule

(5) — Au+ By 4+ Cw = o,

et pareillement les valeurs de &', #', {’, relatives au mouvement réfracté,
seront de la forme

> > ! - N, ! e, ) i ! —
(b) E’ — Aleux+vy+wz st’ nr —_ B/eux+vf+wz st, gl — C,eux+vy+wz u’

les constantes &/, v, w, s, A’, B/, C/, é1ant liées entre elles par les équations
8 — (7,8 3 2 Au B’ (o4 J—

(7) st = (U 4 o* 4 ), u 4 By 4+ Cw = o,

et 4 étant ce que devient la constante réelle s+ quand on passe du pre-

mier milieu au second. Ajoutons que, si, dans le premier milieu, on con-

sidére a la fois les ondes incidentes et réfléchies, la superposition de ces

ondes produira un mouvement dans lequel les valeurs de Z, , 7, de-

viendront

_— Aeux+vy+wz—st + A; e—u.r+vr+ws-—:t ,

(8)

UL~y +wz——st —~— UL =) etz — st
Be -+ Be 5

Ay :I&I
I

Ceuz+v_y+wz—st + C e—u.r+vf+wz—st
y .

Cest entre les valeurs de £, 9, {, 0, X,y etde &, 4,7, ¢, %, 4/,
tirées des formules (6) et (8), que devront subsister, pour x=o, les
équations de condition relatives a la surface réfléchissante.
Considérons spécialement le cas ou les mouvements incident, réfléchi,
et réfracté sont du nombre de ceux qui ne s’éteignent pas en se propa-
Ez. d An. et de Ph. M. 22
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geant, et ou I'on a par suite

@ [V eSYVER wswyET a=svE
) d=vvV—1,

v, v,w, s, v, désignant des quantités réelles. Posons d’ailleurs
(10) k= vVoe+viw, K= Vi"v+w.

Comme les formules (2) et (7), jointes aux formules (g) et (10), donne-

ront

§? . 52

't = X

il est clair que les constantes réelles 1, +/ seront positives. Soient mainte-
nant

I =

gm 7_’0’ an 601 5(,-07 @07

ce que deviennent les déplacements symboliques d’une molécule et
leurs dérivées relatives & a, en un point de la surface réfléchissante,
quand on tient compte des perturbations qu’éprouvent dans le voisinage
de cette surface les mouvements infiniment petits. On obtiendra, pour
x == o0, entre les expressions

£, n, Za aa 729 _'\I:a
EO‘) :-n-o’ 20’ 60’ &0’ JD,

des équations de condition représentées par les formules (25) ou (27)
du § III. Donc alors, si la constante réelle que nous avons désignée par f
est telle que l'on ait

et

(11) e e vt 4w,

on trouvera

b

(12) §=§0’ ;=”0)5=50’ é=607%=7—60,'\T=’\L0-
Si au contraire I'on a

(13) Ik ;< VP W

alors les équations de condition se trouveront comprises dans la formule
4 E—go —_ ;_;0 —_ Z—Zo —_— 5""'50 — /';_;Cu e \F—‘J’-o
(14) -0 ™" v T w T T =0y T —Ow’
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la valeur de O étant
O = 3 S
(15) (V +w— -

Pareillement, si, en nommant f ce que devient f quand on passe du
premier milieu au second, I'on a

k'
(16) Py A e )

on trouvera

(17) §I=§oy ;'= ;10, E'=Zo’él=éo7 il‘:?zo’ "_l;,= "‘T‘.O'
Sil'on a au contraire

(18) —_— L VW,

on trouvera

(19) E’—EO —_ ”’_”0 — ’ Lo @ — @ —_ X Xo — "1’,—‘1’0

—0 v w
la valeur de ©' étant
K2 \%
0 = (v L,
(20) (v + wr— - ~ f,)

Comme on ne connait pas a priori la loi des actions moléculaires,
ni par suite les valeurs des constantes f, f’, le seul moyen de savoir si ces
constantes vérifient les formules (11) et (16) ou (13) et (18), est de cher-
cher les conséquences qui se déduisent de l'une et 'autre supposition, et
de les comparer aux résultats de I'expérience. Or, si I'on admet les for-
mules (11) et (16), alors les conditions (12) jointes aux conditions (17)
donneront, pour x =o,

(21) é:?,;: ", (=17, 0= ¢, x=2%, ;;:;’
De ces derniéres équations, combinées avec les formules (6), (8), on

tirera
(22) { Ao A = A, B - B =D, C+ C =10,
22 L u(A—A)=4dA, uB—B)=uF, uC—C)=uC,

et par suite

A,_ B __C _u—u
(23) AT BTC T usu
A B (o4 2u
(24) ITE = CTix D
puis de ces dernieres, jointes aux formules (2), (5) et (7), on conclura

22.,
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Au <= Bo o Cw = 0>
(25) —Au 4 By 4+ Cw = 0
Av' 4 By 4 Cw = ©-

D’ailleurs on tire des formules (25)

(26) Au = AW = o, By 4+ Cw =0,
puis de celles-ci, combinées avec les formules (9) et (1),
(27) Au = A" = o, Bv 4 CGw = o,
et _

(28) UE_ = U’E = o0, v + W, = o,
par conséquent

(29) v =v% =o, w4 W =o.

Enfin, pour satisfaire 2 la premiére des équations (29), il faut supposer
que I'on a

(30) v =1 = o,

Cest-a-dire que les plans des ondes incidentes et réfractées sont paral-
léles au plan des y, 3, ou que 'on a

(31) : £ = o,

Cest-a-dire que les vibrations des molécules sont perpendiculaires i I'axe
des x. Donc, lorsque les formules (11) ou (16) se vérifient, un mouve-
ment incident, que nous supposons simple, ne peut donner naissance a
un seul mouvement simple réfléchi, et 4 un seul mouvement simple
réfracté, que dans des cas trés particuliers, savoir, lorsque les plans des
ondes ou les directions des vibrations moléculaires sont paralleles a la
surface réfléchissante.

Au contraire, un mouvement simple pourra se réfléchir et se réfracter,
quelle que soit la direction des plans des ondes ou des vibrations molé-
culaires, si 'on suppose vérifiées non plus les formules (11) et (16), mais
les formules (13) et (18). Alors les variables

£, 1505 @5 %5 ¥

d’une part, et les variables
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d’autre part, se trouveront liées a

507 Yo, Zoy ¢oa Xos '\1'07
par les formules (14), (19), dont chacune comprendra cinq équations
distinctes ; et 'élimination de

EO’ No) (oa Doy Aoy '\l'w
entre les dix équations, dont le systéme est représenté par ces deux for-
mules, fournira, entre les seules variables

E » Ny Ty @, X '\I' ’
Ela ”’, g'a (P’, X', '\l’ ’
quatre équations de condition qui devront subsister pour & = o. Pour

obtenir ces équations de condition, on observera qu’en raisonnant comme
dans le § ITI, on tire des formules (14) et (19) non-seulement

Wy — 02 =W;o —_ VZO, “T’ —W_é:@o = WTC‘O’ V—E—i="§o_io
et

wn' — o = wr, — "Zo, ‘\T/’ — Wg,"':':]:o - wgo, vg'—7?="§o — Xo»
mais encore

— = ¢ - - = ¢ -

¢+“E+;n=¢o+“20+; %o
et

' ¥4 €, > 3 € -

@+¢£+;”=¢o+ “Eo"l"{,”o,

pourvu que l'on choisisse «, €, de maniére a vérifier simultanément les
deux formules

(32) 0 — a0+ € =0, V*—a04€=o.

On devra donc avoir alors, pour x = o,
(33) wn — ol =wi — o', L—wi=J —w, F—x=vF—Y,
et
P = ¢ Y = € -
(34) ¢ +af + =0 Faf 4.

De plus, comme, en vertu des équations (32), ©, © sont les deux ra-
cines de I'équation du second degré

X —ax -+ E=o,
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on aura nécessairement
(35) a = P + (V8 € = 0o/,

et par suite la formule (34) pourra étre réduite a
—_ — fo,ol - _ _ /-
(36) B (0O 4+ n= 4 (0 + O+ 2

Les formules (33) et (36) seront précisément les quatre équations de con-
dition demandées.

Avant d’aller plus loin, il est bon d’observer qu’en vertu des formules
(6), (8), les équations (33) peuvent étre réduites aux trois suivantes

(37) Dyi—D,F=D,7—D,7,D F—DE=D.F—D., D, E—D,7=D, D7,
desquelles on tire évidemment

(38) Dyp—D,7=Dx'—D,7’, D,{—D.f=D,'—D.£",D,£~D_n=D,£'—D.,
ou, ce qui revient au méme,

3g) & A0 _df _dl A __dE _dy _dE dE _dn _dE

— —— % — —— -

A dy dz  dy’ dxz di dz  ds’ dy dz_ dy dr

Les formules (39) sont précisément les trois premiéres des quatre formules
que j’ai données en 1836 comme propres a représenter les équations de
condition relatives & la surface réfléchissante. (Voir les Nouveaux Exer
cices, page 203.)

Ajoutons que I'équation (36) peut s’écrire comme il suit
— 1 1 D, = - 1 I DI =
(1) 14D, (5 +5— o) E =7 +D,(5 +i&+ o

Observons encore qu’en vertu des formules (1) et (2) ou (4) et (5), on
vérifiera I'équation

(41) D.Z 4Dy D7 = o,
en supposant les déplacements symboliques
Eyms

relatifs au mouvement incident, ou au mouvement réfléchi, par consé-
quent aussi, en supposant ces déplacements symboliques relatifs au mou-
vement résultant de la superposition des ondes incidentes et réfléchies.
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Pareillement, il suit des formules (6) et (7) que les déplacements sym-
boliques

ot Tt ot

E s 158
relatifs au mouvement réfracté, vérifient la formule
(42) D2 + Dy + DL = o.

Au reste, les formules (41) et (42) entrainent les deux suivantes

D.£ 4+ Dy~ DL = o,
% D.£'"+ D' 4-D.l'= o,

qui se déduisent immédiatement de I'hypothése admise, puisqu’elles ex-
priment que les mouvements propagés dans chaque systéme de molécules
ont lieu sans changement de densité. On tirera d’ailleurs des formules

an, 4 ]
D.E— &)+ D, — M)+ D.C— ) = o,

ou, ce qui revient au méme, eu égard aux équations (6) et (8),
Dz(g - ?) + v(;’ - ;’) -+ W(Z"_Z’) = 0,

et par conséquent

@ [rETHErE—f =D
v(x—x)+ w({—)= —D:(§—2),
quelles que soient les valeurs attribuées aux variables x, y, z.

Les quatre équations de condition (37) et (4o)peuvent étre remplacées
par d’autres que l'on déduit aisément des formules (14) et (1g) combinées
avec les équations (44). En effet, les formules (14) et (1g) donnent, non-
seulement

(43)

g _E - ;—7—5-0__ ";—-‘4:0 =% ___ g""Co
° v w ! vy w0

, ’ - 2

- - — — — —_

- % — xo Y'—1o , T ¢ Co,
1Y w Vv w

et par suite

- -y

&

(45) E—f=t1=

— -
¥ w @ w

mais encore

- - e - - = - -, =, 6, - _ c-
Ptaz 4 1=0.+ afo <oy @' + B 4 == o+ afq + = 1,
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et par suite
(46) 9 — 0+ a2 ~F) +(r—1) =o,
pourvu que I'on suppose

=0 0, €= 00.

Or les formules (45) et (46), qui ne différent pas au fond des formules
(33), (34), donneront d’abord

47) L S T T

v w v w
ou, ce qui revient an méme,
(48) Do —DZ=Dy—D/, D,(Da—D])=D, (D —D,7);

puis, eu égard aux formules (44),

z = ta—)+wd—9) _ _ DiE—
2 - E - V‘+W" -_— v? +
=T __ pvl—m)F+w@=L)_ o D:li=t)
(++D.)E—E)= =€ =g i) e 2,

et par conséquent

| D: 4 v* 4+ o) (E — E) = o,
4o) { [QD, — (v 4 o*)(a + D)](E — &) = o,

ou, ce qui revient au méme, eu égard aux formules (35),
(D: + D; + D¢ = (D: 4 D; 4 D)) &',
) {[D:—(D;+D:>(%+é+é%)]?=[D:—(D;+D:)(%+{if,,+(%;')]'z'-
D’:;lilleurs on tirera immédiatement des formules (48) et (50),
(51) Dg—DZ=Du —DY', D.(Dn—DY)=D,(Ds—DJ),
(D: + D; + D’)E = (D: + D; 4+ D3) &,
(2) %[D DD aos) Je= DA+ D) 5+t -

Les équations de condition (51) et (52) offrent cela de remarquable, que

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1



(173)
les deux derniéres renferment seulement les déplacements £, £’ mesurés,
dans P'un et 'autre milieu, suivant des droites perpendiculaires & la sur-
face réfléchissante, tandis que les deux premiéres renferment seulement

les déplacements 7, £, ou #', {’, mesurés suivant des droites paralléles a
cette surface.

Posons maintenant pour abréger
(53) FP=w4v+aow=—k e Ir=u*+ v+ o*=—k"

Les conditions (48), (50), qui doivent subsister pour x=o, étant jointes
aux formules (6), (8), donneront

Bw — Cy 4= Bw — Cy = Bw — Cly,
u[(Bw — Co) — (Bw — Cp)] = « (B'w — Clv),
“ k(A 4 A) = K*A',
u(1—="E) A—A)— (5 +5) +oN A +4)
=[u’—(v’+ w*) (,(19 -+ g;—, + 6%):] A,
ou, ce qui revient au méme,

Bw—Cv  (Bw—Cv)+ Bw— Cy) __ (Bw —Cv)— (Bw—Cp)
- 9

u u - u
A A4-A, A=A,
Fu (1 VLHT) Ko ( —To0v ‘:9-@1?2 Fu'{ 1— ,+w Kr—Fk) (v’ +w°) (@ ’O),
par conséquent
Bw — Cp == 2% =2 (Bw — Cv),
(54)
Bw — Cy =
( wu— oty (1= ZEE) — = 1) 0+ ) (54 )
A = vi4 w A,
W ko) (1= L) b (o= B 0 o w) (5 + 0)
(55) ( b + w
zk’u(l -_
A=
(k'nu'+k'zu)( —_ ’O*O’ )+ (k" kn) (V’+‘W° (’O 'O)
Ex, d’4n. et de Ph. M. 23
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Comme, en vertu des formules (53), on a
k” —_— kn — (u, — u) (u/ + u),
A:"u—?r’u’ =(9‘+W’—-uu’) (u_u; , lc"u+k’u'= (v‘+W'+uu')(u+u’),
il est clair que les équations (55) peuvent s’écrire comme il suit

twm ) (1 = D) + 0 k9 (5 + )

A

T dwrd wy (1= ZED) pwmn e v (5 + &)

u—u'

(56) e
N e (‘ ~T5- .
P e (1= SR e o4 ) (5 ) T

Les équations (54) et (55) ou (56), jointes aux formules (5) et (7), suffi-
sent pour déterminer complétement les valeurs des constantes

A,B,C e u,A, B, C,

relatives aux mouvements réfléchi et réfracté, quand en connait les va-

leurs des constantes
“, v, w,s, A, B, C,

relatives au mouvement incident.
Si 'on veut, dans les valeurs de

A, B, C, A, B, C,
introduire les coefficients réels
U, v, w, 0,
a la place des coefficients imaginaires

’
u, v, w, u,

d suffira d’avoir égard aux formules (g). Alors les formules (54) et (56),
jointes aux formules (5) et (7), donneront

BIW——C,v U~
Bw —Cv — v + v’
(57) Bw—C'y %}

T m—
BW—C & 0 40’

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1



(175)

s, o) (1= o) e (5 SIS
I _— - e
(v’+w’+uu)(l— o )+('3"—U) (""+W’)(,O ’O)‘/ o
(58) . v - we
A k ('_ 0V’ vt—v
A - 2 2 — 2
(v* 4w—uu’) (1 —_— vo_t; ) + (U'—v) (VW )(,O 'O’)‘/ e
et
—Auv+4 Byv 4+ Cw = o,
(59) {0 ¥ 4 o = o

Les calculs se simplifient, lorsqu’on suppose 'axe des z parallele aux
traces des plans des ondes sur la surface réfléchissante. Alors, la for-
mule (23) du § IV devant se réduire a

y = o,

on aura nécessairement
W = 0, w:w\/—l:o,

et par suite les formules (1), (4), (6) deviendront

(60) g =A euz_'-v'r_“, n =B errHer—st , { =C et — sz’

(6[) g — A'l e—u1‘+v.7—st, ; — B, e—wf—l-&:r-—sl, C — C/ e——uz‘+gy—;¢’
= 4 - ’ — — ’ _

(62) Fle= Nty = BT, U= Ol

Alors aussi, les valeurs des déplacements symboliques étant indépen-
dantes de z, dans chacun des mouvements incident, réfléchi et réfracté,
les dérivées de ces déplacements, relatives a z, s’évanouiront dans les
formules (48) et (50) qui se réduiront aux suivantes

(63) DZ = Dy, D,DJ = D,D,
D 4+ D) = (D: + D) £,
[0 (54 &+35) Je= [D—m G+ 2) F

Comme on pourra d’ailleurs, dans celles-ci, remplacer D, par v, les for-
mules (63) donneront

6 |

{=1{, D =DJC,
23..
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ou, ce qui revient au méme,
Z =, 4 =4

Ces derniéres, qui se trouvent déja comprises parmi les conditions (21),
donneront encore

C+C =0, u(C—C)=ul,
par conséquent .

G u —u C 2u
(65) a—=u+u" E—'u-}-u”

et l'on tirera des formules (64)

iy (1= E) + 0 0 (5 )

N u—u
w ) el g arg)
N & (l—,o"—,o,) 2u

p?

PR (o)t () T

D’autre part, en vertu des formules (2), (5), (7) et (53), on aura non-
seulement

(67) Au 4 Bv = o
et
(68) — Au 4+ By =o0, Au 4+ Byv=o0,

mais encore

6 k’=u’+"'=£, lf"=u"+v’=£.
9 3

:

Nous avons supposé, dans ce qui précéde, que les mouvements inci-
dent, réfléchi, et réfracté sont du nombre de ceux qui ne s'éteignent

pas en se propageant. Alors les valeurs de u, v, s, u', sont de la forme
(70) w=v \V—1, 9=V V—1, s=s5 V—1, =10 V—1,

et par suite la partie réelle de &’ s’évanouit, aussi bien que la partie réelle
de . Mais les formules trouvées s’étendent 4 des cas mémes ou cette
condition ne serait pas remplie. Ainsi, en particulier, si I'on a

K <k,
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la valeur de u'*, déterminée par Péquation u'® -4 ¢* 4= w* = 4", ou
(71) Ut = v* -} w* — k",
pourra s’écrire comme il suit,

wWi—=ks — k' — u;,

et cette valeur deviendra positive quand on aura
u® < k* =Kk,

Donc alors I'équation (71) fournira pour &' deux valeurs réelles, qui ne
s'évanouiront pas, savoir,

(72) W=—\v4w—k, d=Vvt+w—k*

et, comme de ces deux valeurs réelles la premiére sera négative, elle in-
diquera un mouvement réfracté qui s’éteindra en se propageant dans le
second milieu. Cela posé, si I'on a

(73) ;‘:l__ﬁ <,
et par suite
k" ’s
R I+f’ < k ’

il est clair que des valeurs de &/, fournies par I'équation (71) et par la
suivante

\ s 2 2 k™
(74 ) u't == v* == W? - T

une seule, savoir, la racine négative de I'équation (74), sera inférieure &
la racine négative de I'équation (71), c’est-a-dire ala valeur de &’ fournie
par la premiére des formules (72). Donc alors, en vertu des principes
établis dans le Mémoire sur les équations de condition relatives aux
limites des corps, les valeurs de

A,B,C, A,B,C, A,B,C,

correspondantes aux mouvements incident, réfléchi, réfracté, seront
encore lides entre elles par les formules (54) et (56).
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MEMOIRE

SUR

La transformation et la réduction des intégrales générales d'un
systéme d équations linéaires aux différences partielles.

.Considérations générales.

Considérons un systéeme d’équations linéaires aux différences par-
tielles entre plusieurs variables principales

Eymy Cyon

et des variables indépendantes
X, ¥, 2, t,

qui, dans les problémes de mécanique, représenteront, par exemple,
trois coordonnées rectangulaires et le temps. Comme je l'ai prouvé dans
un précédent Mémoire, on pourra, en supposant connues les valeurs
initiales des variables principales et de quelques-unes de leurs dérivées,
réduire la recherche des intégrales générales des équations proposées a
Pévaluation d’'une seule fonction des variables indépendantes, que jai
nommée la fonction principale. Cette fonction principale n’est autre chose
qu'une intégrale particuliere de I’équation unique aux différences par-
tielles, a laquelle doit satisfaire chacune des variables principales, ou
méme une fonction linéaire quelconque de ces variables; et, si, danstous
les termes de cette équation aux différences partielles, on efface la lettre
employée pour représenter la fonction principale, on obtiendra entre les
puissances des signes de différentiation

Dza Dya Dl’ Dn

ce quon peut appeler U'équation caractéristique. Ajoutons, 1° que l'ordre
n de cette équation caractéristique est généralement la somme des nom-
bres qui, dans les équations données, représentent les ordres des dérivées
les plus élevées des variables principales, différentiées par rapport au
temps £; 2° que la fonction principale, assujétie & s'évanouir au premier
instant, c’est-a-dire pour ¢ == o, avec ses dérivées relatives au temps et d’'un
ordre inférieur 2 n — 1, doit fournir une dérivée de l'ordre n — 1, qui

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1



(179 }
se réduise alors a une fonction de x, y, z, choisie arbitrairement. Ainsi
déterminée, la fonction principale peut toujours étre représentée par une
intégrale définie sextuple, relative a six variables auxiliaires, et qui ren-
ferme sous le signe /" une exponentielle trigonométrique dont 'exposant
est une fonction linéaire des variables indépendantes.

Observons maintenant que, dans beaucoup de cas, on peut abaisser
Yordre de I'équation caractéristique. De plus, lintégrale définie sextuple,
qui représente la fraction principale, peut souvent étre remplacée par des
intégrales d’un ordre moindre, ou se réduire méme a une expression en
termes finis. En conséquence , les intégrales générales d’'un systéme d’é-
quations linéaires peuvent admettre des transformations et des réductions
qu’il est bon de connaitre, et dont nous allons maintenant nous occuper.

§ I, Surla réduction de I'équation caractéristique.

Concevons, comme dans le Mémoire ci-dessus mentionné, que les va-
riables indépendantes
X, 7, %, t,

représentent trois coordonnées et le temps; et considérons en particulier
le cas ou1, dans les équations données, les dérivées des ordres les plus éle-
vés par rapport au temps ¢ se trouvent multipliées par des quantités
constantes, sans étre soumises a des différenciations relatives aux coor-
données x, 7, z. Si 'on nomme = I'une quelconque des variables prin-
cipales, et si 'on élimine toutes les autres entre les équations linéaires
données, en supposant les seconds membres réduits a zéro, on obtiendra
une équation résultante

(1) Vs = o,
dans laquelle V sera une fonction entiére des caractéristiques
D::’ Dy'; Dl, Dt;

et Pon vérifiera I’équation (1) en prenant pour s, non-seulement l'une
quelconque des variables principales, mais encore une fonction linéaire
quelconque de ces variables,

Cela posé, nous appellerons équation caractéristique la formule sym-
bolique

(2) Ve=o
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a laquelle on parvient en effagant la variable principale ¢ dans le premier
membre de I'équation (1); ou bien encore, I'équation

3) 5= o
qu'on obtient en remplacant, dans la formule (1),

D,, D, D,, D,
par de simples lettres
Uy, v, W, S.

Si la fonction symbolique V est du degré » par rapport a D, on pourra
y supposer le coefficient de D} réduit 4 'unité, et le nombre n représen-
tera lordre ou le degré de l'équation caractéristique. Si d’ailleurs on
nomme

@ (x, 7, 2)
une fonction quelconque des trois coordonnées ' x, y, z;
Ay, v, U, Vv, W,

des variables auxiliaires et réelles;

u, v, w,

des variables imaginaires liées 4 v, v, w par les formules

u=uvV—1, v=v{V—=1, w=wV — 1;

et @ la fonction principale, on trouvera

W) @ = &) T o e e e

le signe & du calcul des résidus étant relatif a la variable s considérée

comme racine de P'équation
§ = o,

et les intégrations étant effectuées par rapport a chacune des variables
auxiliaires
Ay oy ¥y T, Vy W,

enlre les limites — o, -~ . Ajoutons que la fonction principale @,
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dont la formule (4) fournit la valeur, sera complétement déterminée par
la double condition de vérifier, quel que soit ¢, I'équation aux différences
partielles )

(5) Vo = o,
et, pour une valeur nulle de £, les formules
(6) @=0, D@=o0,.... D7’ =o, DI7'@=w=(x, y, 2)

Cela posé, nous allons indiquer les avantages que peut offrir la réduc-
tion de I'équation caractéristique
V=o0
a une autre plus simple et de la méme forme.

Admettons d’abord que chacune des équations linéaires données ait zéro
pour second membre. Alors, les valeurs initiales des variables principales Z,

#, {y ... et d’'un nombre suffisant de leurs dérivées relatives a ¢, étant
supposées connues; les valeurs générales de
g, 1,0, ..

par conséquent aussi la valeur générale d’'une fonction linéaire « de ces
variables et de leurs dérivées, se composeront de termes de la forme

D,
0 désignant une fonction entiére de
Dz7 Dy? Dz’ Dn

et @(x, y, z) lune des valeurs initiales données des variables principales
ou de leurs dérivées relatives a z. Or le terme

Oz

pourra étre réduit & une forme plus simple, si O et V ont un com-
mun diviseur algébrique. C’est ce que l'on prouvera sans peine, en
cherchant lintégrale définie sextuple qui, eu égard a la formule (4),
devra représenter (1@, ou bien encore, en raisonnant comme il suit.

Soit P un commun diviseur algébrique de V et de O, représenté par
une fonction entiére des caractéristiques

D::.-a Dy; Du Dn
Ex.d An. et de Ph. M. 24
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en sorte qu'on ait
V=2V, et 0=Dq,

V,, 1, désignant encore deux fonctions eutieres des mémes caractéristi-
ques. Si Uon nomme 7, le degré de V, par rapport aD,, n — n, sera celui
de I, et 'on pourra, dans les fonctions symboliques 3, V,, comme dans
la fonction V, supposer les coefficients des puissances de D, les plus éle-
vées réduits a P'unité, Cela posé, il est clair d'une part que P'équa-
tion (5) prendra la forme

(7) Vdzw = o,

et que les conditions (6), relatives a une valeur nulle de £, entraine-
ront les suivantes

(8) Do = o, DDw = 0,...0/ " De=o0, D/ 'Pw=a@(x,y,3);
d’autre part, que l'on aura identiquement
Ow — D/ﬂlm‘.
Faisons maintenant, pour abréger,

Do = @, :

'équation (7) deviendra

(9) V&, = o,

1

et, en vertu des conditions (8), on aura, pour une valeur nulle de ¢,
(10) @, =o, D@, ,=o,... D/'"*®, =0, D! '@ =& (x,y, z);

tandis que la formule
e = 0,D=
donnera

(r1) Ow = 0@,

Dailleurs les formules (g), (10), qui suffisent pour déterminer com-
plétement lafonction @, sont entiérement semblables aux formules(5), (6),
qui déterminent la fonction @; et, pour passer des unes aux autres, il
suffit de réduire, dans la recherche de la fonction principale @ ou @,,

I'équation caractéristique
V=o0

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1



(183 )

a I'équation caractéristique plus simple

V, = o,

dont le prémier membre est par rapport & D,, non plus du degré n, mais
seulement du degré n,. En conséquence, la formule (11) entrainera la
proposition suivante.

1% Théoréme. Soit donné entre les variables principales

g.m L,y ...
et les variables indépendantes

Ly Jr 2y b

un systeme d’équations linéaires aux différences partielles et a coefficients
constants , dans lesquelles les dérivées des ordres les plus élevés par rap-
port a ¢ se trouvent multipliées par des constantes, sans étre soumises a
des différenciations relatives aux coordonnées x, ¥, z; on pourra sup-
poser, dans le premier membre de I'équation caractéristique, le coefficient
de la puissance de D, la plus élevée réduit & unité. Cela posé, soit

0w

un des termes dont se composera la valeur générale de I'une des variables
principales, ou d'une fonction linéaire & de ces variables et de leurs déri-
vées, la lettre @ désignant dans ce méme terme la fonction principale. §il
existe un commun diviseur algébrique I entre le premier membre de
I'équation caractéristique et la fonction de

D., b, D,, D,,

désignée par O, on pourra, dans la recherche de la fonction principale @,
qui correspond au terme O, réduire 'équation caractéristique a une
forme plus simple, en divisant par 3 le premier membre de cette équa-
tion, pourvu que l'on divise aussi par 3 la valeur trouvée de 0.
Corollaire.Si 3, étant diviseur de V, c’est-a-dire du premier membre de
Iéquation caractéristique , est aussi diviseur de J dans chacun des termes

D@

dont se compose la valeur générale d’une fonction linéaire « des variables
principales et de leurs dérivées; alors, dans la recherche de la fonction

24..
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principale correspondante 4 chaque terme de la valeur générale de ¢, on
pourra réduire le premier membre V de I'équation caractéristique au
rapport

v
p=""

pourvu que lon divise aussi par I, dans chaque terme O, la valeur de 0.

Mais alors s pourra étre représenté par une somme des termes de la
forme

a,@,,
pour chacun desquels la fonction principale @ vérifiera la formule
V,w, = o;
et par suite oh aura encore, quel que soit #,
V,s = o.

Le cas ou la réduction indiquée s’appliquerait a tous les termes com-
pris dans la valeur de s, est donc précisément le cas ou des équations li-
néaires données, jointes a la formule qui détermine # en fonction de
g, %, {y.+..., on pourrait déduire par élimination, non- seulement

I'équation
Vs = o,
mais encore une équation plus simple

Vs = o,

V, étant le quotient de V par un diviseur algébrique . Réciproque-
ment, si la variable s satisfait en général non-seulement & P'équation

V8 — O,
mais encore a une équation plus simple

V/ 8 — O,
dans laquelle on ait

vV, = %,
le troisiéme théoreme du § IV du Mémoire sur lintégration des équa-
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tions linéaires pourra éire appliqué a la détermination des variables
principales&, #, {,... et parsuite ala détermination de la variable =, de
telle sorte que chaque terme de & se présente successivement sous la forme

g Vo = 0w,
puis sous la forme plus simple
gf Vo =0,z = 0O,,

Il en résulte évidemment qu’on pourra substituer au théoréme dont
il s’agit la proposition suivante.
2° Théoreme. Soient données entre plusieurs variables principales

E,ny L, ...

et les variables indépendantes
Xy Yy 2, L,

des éguations linéaires aux différences partielles et 2 coefficients cons-
q
tants, en nombre égal a celui des variables principales. Concevons d’ail-
leurs que 'ordre des dérivées de £,#,7, ..., relatives a £, puisse s'élever
q sy ’ ’
jusqu’a 7' pour la variable principale £, jusqu’a »"” pour la variable prin-
cipale n, . .. les coefficients de '

D:lf E , Df"n

PRI

étant indépendants de D,, D,, D,, et se réduisant en conséquence a des
quantités constantes. Supposons les variables principales

f,",f,--- R

assujéties non-seulement a vérifier,.quel que soit ¢, les équations linéaires
données , mais aussi a vérifier, pour ¢ = o, les conditions

E=(p(xﬂf’z)1 D.Z =¢fx, 7, Z)y ens D?/—lfchn’—!(x’f’ z),
n =x(x, 7,2), Dn=x(x,7 2),... D 'n = Y (X ¥y 2),
etc.

Soient encore
-3

une fonction linéaire des variables principales £, 7, ¢,..., et de leurs

dérivées des divers ordres; et
Ve — o
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'équation différentielle la plus simple i laquelle s doive généralement sa-
tisfaire en vertu des équations données, V étant une fonction entiere des

caractéristiques
Dz) Dya Dz, Dn,

tellement choisie que le coefficient de la puissance de D, la plus élevée s’y
réduise a I'unité. Enfin, supposons la fonction principale @ déterminée
de maniere que l'on ait, 1° quel que soit z,

V@ = o;
2° pour t = o,

@ =o0, Dw=o0,... Di77@ = o, Di7' & = @-(x,], z),
i désignant le degré de V par rapport a D,; et nommons

2, (ply cve Quiss
Ko Xis =or Anrers

etc.

ce que devient @ quand onréduit @(x, y, 2) 4 I'une des fonctions

@(1’, f7 Z), (p/(l‘, f, Z))'t") @lt’-x(x, f) Z)’

X (X s By XLXy Fy B)yenes Xwea(®y J5 2), -

etc.
Pour obtenir, dans Phypothése admise, la valeur générale de «, il suf-
fira de remplacer, dans les équations linéaires données , les dérivées

D¢, D;¢,..., D" &,
D,n, Din,..., D n,
etc.

par les différences

D,£—Vo,D;f—V (o 4D.0) .., DI E—=Y (¢, . +..=D?' 0, 4-D:' "' 0),
D,V,‘—V Xo D"Ln-—V( xl+ D'X)’ D?”—l ”—VOCH”—- ,+...+D:‘"_’X,+DL"" —IX)i
etc.,

puis d’éliminer £, n, {,... entre les nouvelles équations ainsi obtenues
et celle qui fournit la valeur de &, en opérant comme si

Dr, Dy; Dz7 Dt)

étaient de véritables quantités.
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Corollaire, L théoreme précédent offrele moyen d’obtenirsousune forme
plus simple les valeurs générales des variables principales elles-mémes ,
lorsque I'équation aux différences partielles la plus simple, 4 laquelle

chacune de ces variables puisse satisfaire, est, par rapport a ¢, d’'un ordre
inférieur a la somme

n=mn4+n4 ...

Si, comme il arrive ordinairement dans la mécanique, les équations
linéaires données ne contiennent d’autres dérivées relatives au temps que
des dérivées du second ordre dont les coefficients se réduisent a I'unité,
alors, au lieu du 2° théoréme, on obtiendra la proposition suivante.

3¢ Theoréme. Soient donnges entre n variables principales

E, M, z:a o

et les variables indépendantes

Xy )y %, t,

n équations linéaires aux différences partielles et & coefficients constants,
qui renferment, avec les variables principales et leurs dérivées de divers
ordres obtenues par des différenciations relatives aux coordonnées x, y, z,
les dérivées du second ordre relatives au temps, savoir

D%, D, DY,...

les coefficients de ces derniéres dérivées étant égaux a I'unité. Supposons
d’ailleurs les variables principales

Eyny Ly on

assujéties non-seulement a vérifier, quel que soit ¢, les équations don-
nées, mais aussi & vérifier, pour = o, les conditions

E=o0(x,7,2), n=x(x,r,z2), {=A(x,7,3),...
D =®(x,7,2), Dn=X(x,y,2), D{=¥ux,r3...

Soient encore
8

Pune quelconque des variables principales

g,y Cy o e
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ou bien une fonction linéaire de ces variables et de leurs dérivées de divers
ordres ; et
Ve = o

Péquation aux différences partielles la plus simple a laquelle  doive gé-
néralement satisfaire, en vertu des équations données, V étant une fonc-
tion entiére des caractéristiques

D,, b,, D,, D,,

tellement choisie que le coefficient de la puissance de D, la plus élevée
s’y réduise & I'unité. Enfin, soit i le degré de cette puissance, qui pourra
étre ou égal ou inférieur a 27m; supposons la fonction principale @ dé-
terminée de maniere que l'on ait, 1° quel que soit ¢,

Vo = o,

2° pour £ = o0,
@=o0, D@m=o0, .... Di’@m=0, Di7'® = =(r,y,z)
et nommons
@y %y Ly onr. X, ¥,
ce que devient @ quand on réduit @ (x, y, z) 4 l'une des fonctions
o(x, 7, 2), X (2,7, 2), (2.7, 2),... 0(x, 7,2), X(x, 7,3), ¥(x,7, ).

Pour obtenir, dans ’hypothése admise, la valeur générale de ¢, il suffira
de remplacer, dans les équations linéaires données, les dérivées de second
ordre

D&, Din, DY, ...
par les différences

D}£—V(® +D,0), D;n—V (X4D,x), D:I{ — V(¥ +D,), ...

puis d’éliminer Z, n, £, ... entre les nouvelles équations ainsi obtenues
et celle qni fournit la valeur de ¥, en opérant comme si

Ds; Dy7 Du Dt

étaient de veritables quantités.

Les théorémes 2° et 3° supposent que les seconds membres des équa-
tions linéaires données se réduisent 4 zéro. Si ces seconds membres deve-
naient fonctions des variables indépendantes

Xy, Y, % ¢
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on pourrait appliquer a la détermination des valeurs générales de

syl e

le 4° théoréme du § IV du Mémoire sur I'intégration des équations linéaires,
en combinant ce 4° théoréme avec les propositions nouvelles que nous ve-
nons d’établir.

§ I1. Sur la décomposition de la fonction principale.

La fonction principale @, relative 4 un systéme d’équations linéaires
aux différences partielles, peut étre, comme on 'a dit, représentée par une
intégrale définie sextuple, savoir, par celle qui constitue le second membre
de I'équation (4) du § I". Dans cette intégrale, la fraction rationnelle

I
B
dépend des variables auxiliaires
u, v, w, S,

et se décompose en fractions plus simples, lorsque le polynome §, consi-
déré comme fonction de s, est lui-méme décomposé en facteurs de degré
moindre. Or, la décomposition de la fraction rationnelle

I

3
en plusieurs autres, entraine évidemment la décomposition correspon-
dante de lintégrale sextuple qui représente ou la fonction principale @,
oul'une de ses dérivées, prises par rapport au temps, en d’autres intégrales
de méme espece. Il peut d’ailleurs arriver que ces derniéres représentent
de nouvelles fonctions principales correspondantes a de nouvelles équa-
tions caractéristiques, ou que, sans les représenter, elles leur soient res-
pectivement proportionnelles. C'est ce qui aura lieu, par exemple, si, le
degré n de Péquation caractéristique étant un nombre pair, le premier
membre V de cette équation se présente sous la forme

(1) V=D — G D — H)...,
G, H,... désignant des fonctions qui renferment seulement
Dz7 Dys Dl‘l

et qui soient entre elles dans des rapports constants. En effet, supposons
Ex.d An. et de Ph. M. 25
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que, m étantun nombre entier quelconque, on différentie m fois par rap-
port 4 ¢, la fonction principale @ déterminée par I'équation (4) du §1+.
On trouvera

) D0 = L[ o) e

les intégrations étant toujours effectuées entre les limites — o, - o, des

variables auxiliaires
U, V, Wy A, &, 7,

dont les trois premiéres sont liées a u, v, w, par les formules
U =—=0\V=—1i, v = V\/——l, w = W\/—l;

et le signe & du calcul des résidus étant relatif aux diverses racines de

I'équation

§ = o.
D’autre part, si 'on nomme

G, §, etc.,
ce que deviennent

G, H, etc.,

quand on y remplace
D., D,, D, par u, ¢, w,

on aura, en vertu de la formule (1),
6 $=(s* =) (5 —5)-.+s

et par conséquent

4) 3—=s-—g+ 5+

les numérateurs g, k,... désignant, en général, ainsi que g, 5,... des
fonctions des seules variables z, v, w. Mais ce qu’il importe de remarquer
C’est que, dans ’hypothése admise, ou les fonctions G, H,. .. et par suite
les fonctions G, §,. . . sont entre elles dans des rapports constants, le nu-
mérateur g, ou la véritable valeur acquise par la fraction

5"(s*—G) s™
8 (=5

quand on pose s*=¢, se réduira simplement & une constante si 'on

prend

m=n-—z2z,
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attendu qu’alors
8

=G

s et (8*—8)... =

n
. . A -—I A r . \
deviendront proportionnels2 G* . La méme remarque étant applicable 4
chacun des numérateurs

g, hye.o,

il est clair que, si, dans les équations (2) et(4), on pose m=nr—2, on
en tirera

D = g&fj:/‘/‘fjw(a, foy ) LN A= ) wla—n)st dxdu dudv dydw

(( * g)) kY 27 27
(%) = ké‘/ f f f f f (i (:”“ ‘f’))’ ; QHE N — p)Fw(—n)tst d::’” d:;iv d; iw

-} etc.

Soient d’ailleurs
@y Wyyers

les fonctions principales correspondantes, non plus a4 I'équation caracté-
ristique

V = o,
mais aux suivantes

D;—G=o, D;—H==o0, etc
Il est clair que, pour obtenir les valeurs de
@y @yyeo o

exprimées par des intégrales définies, il suffira de remplacer successive-
ment dans la formule (4) du § I*, la fonction

$
par chacun des binomes

§*— G, s$*— §, etc....
On aura donc encore

@, = & f f jf f / @ (A #y 1) QUE—NFU T —p)F W(s—r)tst drdu dudv dvdW’

((.,n._ g)) Taw 25 27
6 _ "0 (w2 gy v) w(z—A)A-o(r—p)+w(s—)+st  drdu dudy dydw
() T = Lfff./f ((s*—fj)) 2% 2% om )
etc. ;
25..
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et par suite la formule (5) donnera
(7) D"w = g@, + h@, 4 etc....

Done, si I'on différentie n — 2 fois, par rapport & ¢, la fonction princi-
pale @ correspondante a I'équation caractéristique

V = o,

la dérivée ainsi obtenue se composera de plusieurs termes respectivement
proportionnels aux fonctions principales

@y Wy o -

Observons d’ailleurs, 1° que la fonction principale @ est complétement
déterminée par la double condition de vérifier, quel que soit ¢, 'équation

8) V@ = o,
et pour £=o, les formules
(9 @ = o, D@ = 0,... D@ = o, D@ = @(x, ¥, 3);

2° que pareillement les fonctions principales @, @,,... sont complétement
déterminées pour la double condition de vérifier, quel que soit ¢, les équa-
tions

(10) (D} — G)@, = o0, (D] — H)w, = o0, etc.,...

et pour £=o, les formules

(11) { D,Z:

Cela posé, si 'on indique a4 'aide des caractéristiques

0, @,=0, etCyes.
Dw, =...= @(x, ), )

Il

D, D, D7, etc.,...

une, deux, trois ... intégrations effectuées par rapport i ¢, a partir de l'ori-
gine £ = 0, on tirera évidemment de la formule (7)

(12) @ = D" (gw, 4 h @, 4 ...)

1l est bon de remarquer encore que, dans le cas ou, m étant égal A n—a,
les numérateurs g, &, deviennent constants dans la formule (4), cette for-
mule entraine la suivante
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Dn—-z B
13 —_— = £ . ceee
(13) v br—c t pr—m T ¢
Effectivement, lorsque les fonctions

D,, Db,, D,,

représentées par g, k,... sont entre elles dans des rapports constants,
il résulte de la formule (1) qu'on peut satisfaire a I'équation (13), en attri-
buant a g, %, des valeurs constantes. Ces valeurs sont précisément celles
qu’il convient d’employer dans la formule (7) ou (12).

Au reste, sans recourir 4 la transformation de la fonction principale &
en intégrale définie, on peut établir directement la formule (7) ou (12),
en prouvant que la valeur de @, déterminée par la formule (12), vérifie
non-seulement les conditions (g), mais encore I'équation (8); et d’abord
il est clair que cette valeur et ses dérivées, prises par rapport au temps,
mais d’'un ordre inférieur & n— 1, s’évanouirent pour ¢=o. De plus,
on tirera de la formule(12), 1° quel que soit ¢

D@ = gD.=, 4+ hD,w, -+ ...;
2° pour ¢ == o, en ayant égard aux formules (1),
Dire =(g+ h+ ...)w (x 7 2);

et, comme d'autre part on conclura de 'équation (13), en réduisant les
deux membres au méme dénominateur,

g+h+ ... =1,

on peut affirmer que la valeur de @, déterminée par I'équation (12),
vérifiera encore la derniere des conditions (g). 1l reste a prouver que la
méme valeur vérifiera, quel que soit ¢, I'équation (8). Or considérons,
par exemple, le cas ou l'on aurait n=14. Dans ce cas, la formule (13),
réduite a
D;? _ r:4 + h
O;—G)(D;—H) ~_ D}—G D;—H’

donnera, non-seulement

g + =1,
mais encore

gH + kG = o, G = — gH;
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et de P'équation (7); réduite 4 la forme
(14) Diw = g=, + her,,
on tirera

GDi# = G (gw, + hw,) = gGm, — gHam,,

puis, en ayant €gard aux formules (10),

DiGw = Dig (@, — @,),
et, en intégrant deux fois de suite, & partir de ¢ = o,
(15) G =g (=, — @,).

Si maintenant on combine entre elles les formules (14), (15), on en con-
clura

D — G)w = (g + h)w,,
et par suite, eu égard a la seconde des formules (10),

(16) (D: — G) (D: — H) @ = o.

Or léquation (16) est précisément celle a laquelle se réduit 'équation (8),
dansle cas ol 'on suppose n = 4 : par conséquent

V = (D;— G) (D — H);

etil est aisé de s’assurer que des raisonnemeunts semblables suffiraient pour

déduire I’équation (8) de I'équation (12) dans le cas méme ol le nombre n
deviendrait supérieur a 4.

Ajoutons que la proposition contenue dans la formule (12) peut étre

généralisée; et en effet, on peut établir, a 'aide des mémes raisonnements,
celle que nous allons énoncer.

Théoréme. Supposons que , dans Péquation caractéristique
V = o,

la plus haute puissance de D, ait pour coefficient 'unité, et que le pre-

mier membre V de cette équation soit décomposable en facteurs de
méme forme, en sorte qu'on ait

vV = V/'v"...
Soient d’ailleurs

Wy Wyy Woys oo
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les fonctions principales correspondantes aux équations caractéristiques
V=0, V=0, V"= o, etc.

Si 'on a identiquement

D' __ g /3
([7) _V-—_‘?+67+“.,

g, k,... désignant des quantités constantes, on en conclura

Die = gw, + hw, +...,

et par conséquent
(18) @ = D™ (g=, -+ hw, +...).
§ L. Transformation de la fonction principale.

Soit
V = F{D,, D, D,, D)

le premier membre de I'équation caractéristique correspondant 4 un sys-
teme d’équations linéaires qui renferment les variables indépendantes
x, ¥, 3, t Soit encore n l'ordre de cette équation, dans laquelle nous
supposerons le coefficient de D; réduit a U'unité ; et nommons

(1) $ = F(u, v, w, s)
ce que devient le premier membre V, quand on y remplace

D:’ Dy? Da’ Dt’
par de simples lettres
u, v, w, s.
Enfin, représentons par

U, V, Wy A, iy 0,

six variables auxiliaires, dont les trois premiéres soient liées avec u, v, w,
par les formules

(2) U=U0\V—1, v =VV—1, w=wV—1;

et considérons s comme une fonction de u, ¢, w, déterminée par I'équa-
tion

(3) 8 = o.

Ainsi que nous Pavons déja dit, la fonction principale @, assujétie a vé-

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1



(196 )

rifier, quel que soit £, I'équation linéaire
V& = o,
et pour t=o0, les conditions
w=0, D@=o0.... DI7@=o, D;"":w:tw(x, Y z),

sera déterminée par la formule

(4) A‘/ fffff @ (X ) v) ue—r)to(y—p)+wia—1)+st dadu dudv dy dw,

(5 )) Tox  aw 2%

toutes les intégrations étant effectuées entre les limites — o, - des
variables auxiliaires
U, vV, W, A, u, v,

et le signe & du calcul des résidus étant relatif aux différentes valeurs de s

qui vérifient 'équation (3). Par suite, si 'on nomme m un nombre entier
quelconque, on trouvera

(5) Dre = {/ f f f f ffs'"@ (2yeey7) "("—")'4"’(-7'"# Fwiz—i)+st dado dﬂdv dvdW

(s)) “ox 2x om

Or les valeurs précédentes de la fonction principale @, et de sa dérivée de
Pordre m, c’est-a-dire de D@, peuvent subir des transformations diverses
que nous allons indiquer.

Si I'on considére les trois variables auxiliaires

g, v, W,

comme représentant des coordonnées rectangulaires, on pourra les trans-
former en trois coordonnées polaires, dont la premiére sera le rayon vec-
teur k méme de l'origine au point (v, v, w), ¢’est-a-dire au point qui a pour
coordonnées rectangulaires v, v, w, 4 aide d’équations de la forme

(6) u = kcosp, v == ksinpcosq, w = ksinpsing.
Pareillement, si 'on considére les trois variables auxiliaires

Ay oy v,
ou plutot les trois différences

A—x, p— 9 V—2,
comme représentant des coordonnées rectangulaires, on pourra les trans-
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former en trois coordonnées polaires, dont la premiére soit le rayon vec-
teur p méme du point (x, ¥, z) au point (A, u, »), ou plutét de l'origine
au point (A —x, u— 7, v — z), a l'aide d’équations de la forme

(1) A —x = pcosh, w — y = psinfcosT, v — z = psinfsint.

Soit d’ailleurs d' I'angle compris entre les rayons vecteurs k, p; on aura

c0s & — U(’--"z')’l"v(ll;—f)‘*‘w('—z)

ou, ce qui revient au méme,

(8) cos &' = cos p.cos§ - sinpcosq.sinfcosT - sinpsing.sinfsinT.
Cela pos¢, comme, en désignant par

Sz, 7, 2)

une fonction quelconque des trois variables x, 7, z, on aura generalement
eu égard aux formules (6),

[ =7 fov,wydedvdw= [~ [* [" f(s, v, w) k*sin pdpdqdk
=4 [ [ [ S, w) ksinpdpdqdk,
et, eu égard anx formules (7),
S S =, p—y, v —2) drdud
= [°[" [ foo—x, u—y, v—z) rsinfdf drdp
%f_if f Sr—x, u—y, v—3z) p*sinbdl dr dp;

I

Péquation (4) donnera

0 @ = ST T psinpsing B,

les intégrations étant effectuées,

par rapport & k et p, entre les limites — oo, 4 o,

par rapport a p et §, entre les limites o, x,
par rapport a q et T, entre les limites o, a7,
Ex. & An. et de Ph. M. 26
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et le signe & du calcul des résidus étant toujours relatif aux diverses va-
leurs de &' qui vérifient I'équation (3).
On tirera pareillement de la formule (5)

(10) D'"far_lg ffffﬂ smzr((();),),, v) n—k'cosd‘\/ fk,P sinpsin § pdqa(’l;;i)@jdf_df.

Admettons maintenant que
F(D,, D,, D,, D))
soit une fonction homogeéne de

D,, D,, D,, D,
Alors, si 'on pose

) s = koV/=T,

la formule (1), jointe aux équations (2), (6) et (11), donnera
$ == (k \/—1)*F(cos p, sin p cos g, sin p sin q, w) ;

et par suite I'expression

Q) ©®)°

se transformera dans la suivante

s™ sds am (kY —q)mah katly/ 3
{/ KST) ¢ &= L ((F(cosp sin p cosq, sinpsing, a))) € !

lorsqu’on supposera le signe relatif, non plus a la variable s, mais 3
g ’ ’

considéré comme racine de I'équation
(12) F(cosp, sinp cosq, sinp sinq, @) =

(voir le tome I~ des Exercices de Mathématiques, page 171). Cela posé,
la formule (10) donnera

(13) Dra

1! » —— =3 k(at—pcosd) 1/ =1 o"psin psindz(a, y,v)dpdqdder‘b
2573 &fjffff(k‘/—l) ((F(cos p, sinpcosq, sinpsin ¢, o 5
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Si, dans cette derniére équation, 'on prend

m=n — 3,

afin de réduire a zéro I'exposant de k\/—1, on trouvera simplement

(14) Dre=-—5& ffffffek(m—pcosn V=3 & Spsinpsing w(r,prr)dpdqdhdided;.

((F(cosp, sin pcos q, sin pcosq, «))) ’

et si, dans la formule (14), on remplace

k par

cosd’
on devra en méme temps, pour que les limites de Fintégration relatives
4 k ne soient pas interverties, quand cos J' changera de signe, remplacer

dk par

V cosd

En conséquence, la formule (14) donnera encore

(15) D@ =

(‘; (cosJ‘ p)V—1  an=3p sinpsinf@ (A, ge,7)  dpdqdkdodrds
25 3 ffffff ((F(cosp, sinp cosq, sinpsing, #))) V cos*d

D’autre part, si 'on désigne par r une quantité quelconque, et par f(r)
une fonction quelconque de r, on aura, en vertu d’une formule connue,

[2 = 5 &V dkdp = am f(r);

et par suite, en ayant égard aux équalions

(16) A=ax = pcosf, mw=y +psinfcost, v=2z-4psinfsinr,

qui se déduisent immédiatement des formules (7), on trouvera

wt S
S oe &)= p’rw(A, 1y v) dkdp

= o —— rw(x—{- cose, I+ = sm9 coST, 24~ J\sme smr).

cos ’J‘

Donc 'équation (15) entrainera la suivante

(17) D} = ;Tl;&ffff ,n—ns‘sin psiné z'.-r(A, F"’ v) dpdqdo dr

((F(cos p, sin p cos q, sin p sin q, #))) cos *d}” cos Dy
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les intégrations étant toujours effectuées

par rapport aux variables p et §, entre les limites o,x,
par rapport aux variables q et 7, entre les limites 0,27,

le signe {, étant relatif aux diverses valeurs de @ qui vérifient I'équa-
tion (12), et les valeurs de A, u, » étant données, non plus par les for-

mules (16), mais par celles-ci

— _sinfsinT.

(IS\A_x-l-—cosB ,u.._]—l- smecosr y=—z— — sJ‘

On tirera d’ailleurs de I'équation (r7),

(19) @ __QL("'s)(f;ffff "% sin p sin 6@ (&, g, ) dpdqdéds
9 ((F(cos p,sinp cos q, sinp sin q, @) )) cos *d}/ cos* ¢ ’

la caractéristique
Dn —_3
&

devant étre remplacée par l'unité dans le cas ou 'on aurait

' n =3,
et indiquant, lorsqu’on suppose

n> 3,

n— 3 intégrations effectuées par rapport a ¢, a partir de l'origine t=o.
Si 'on supposait

n <3,

par conséquent,
n=1 ou n= 2,

I'équation (14), réduite a la forme

3—n Pk TP in @ .
(20) @_=_D‘ Lfffj tsinpsinb=(a, g, 1) dpdqdo dr

24,2 ((F(cosp, sin p cos q, sinp sing, ))) cos*d}/ cos'd’

continuerait de subsister, et se déduirait directement, a I'aide des raison-

nements dont nous avons fait usage, non plus de 'équation (10), mais de
la formule (5).
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§ IV. De la fonction principale qui correspond & une équation caractéristique homogene
et du second ordre.

Considérons en particulier le cas ou, I’équation caractéristique étant
homogéne et du second ordre, la formule

Vo = o
se réduit a

(1) D@ = (aD: + bD; 4 cD; 4 2dD,D, ~ 2eD,D, 4 2f D.D,) =,
a,b,c,d, e, f, désignant des quantités constantes. On aura, dans ce cas,
V =F(D,, D, D,, D,)

= D; — (aD; -+ bD; + ¢D: 4+ 2dD,D, 4 2¢D,D, 4 2/D.D,);
par conséquent

F(x, 7,2 t) = t*— (ax* -+ by* -+ cz* 4 2dyz -+ 2e3x + 2ofxy);

et comme on devra poser & = z dans la formule (15) du § ITI, cette for-
mule donnera

(2) &= — D, &fffj’ w®sinpsin 0 @ (a, g, v) dp dqdb dr

2tz ((F(cosp, sinpcos q, sinpsingq, #))) cos*d y/ cos'd’

les valeurs de A, g, v et de cos J" étant

ot ot . at . .
(3) 7\_.x+mc059, ,u__f—l—msmgcosq', y a= 2+ ——sinfsin T,

(4) cos & == cospcosf = sinpcosq. sinfcost - sinpsinq. sinBsint;
les intégrations devant toujours étre effectuées

par rapport & pet 4 § entre les limites o, 7,

par rapport a g et at entre les limites o, 27;
et le signe & étant relatif aux deux valeurs de @ qui vérifient la formule
(5) F (cosp, sinpcosq, sinpsing, @) = o.
Lorsque le polynome

ax* 4 by* 4 cz* + adyz 4+ 2ezx + 2fxy
Ex. d' 4n. et de Ph. M. 27
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conserve une valeur positive pour des valeurs réelles quelconques de «,
7, 2, les deux valeurs de o fournies par I'équation (5), sont réelles. Alors,
silon désigne par Q celle des deux valeurs qui est positive, la valeur né-
gative sera — ; et, comme on aura

F (cosp, sinpcosq, sinpsing, o) = &*— Q2

on trouvera

(6) & ((F(cos p, sin p cos g, sinp sing, #))) T (A’ #r7)

{/m (x-{— 0059 y+—511190051, z+——smesm'r)
ta (x 4+ E?ta‘ cose, 7y <+ m sinfcost, z - chI‘ sinfsinT)

(x 2 cosd 2 SinfcosT, 2 — — sinfsinT)
@ cos & 4 ¢ ’ cos '

+ 0sd"

N

Dailleurs, si les quantités
cosp, sinpcosq, sinpsing,

viennent & changer de signe, cos & changera de signe, mais Q ne variera
pas; et comme, en supposant les intégrations effectuées par rapport aux
angles p, q entre les limites

p=o, p=w7 q=0, =27,
on a généralement, quelle que soit la fonction f(x, ¥, z),
fff( cosp, sinpcosq, sinpsinq) sinpdpdq
= fff(—cosp, ~sinpcosq, —sinpsing) sinpdp dq,

on trouvera encore

jj (x+ cose ]‘—I— sm 6 cosT, z-{-._ sinfsint) Sinpdp_c_i_q_

s o cos* &Y/ cos*d
Q. . sinp dpdy
— @ x——- COSO — sm e COST, Z—— —— smesm‘r —_—
fj ( 4 ’ cos & ) c0s’d |/ cos*d”

Cela posé, on tirera évidemment de 'équation (2), jointe a la formule (6)

D,

\ — dpdqdids
(7) & = — 24

- — 7
c0s*d'}/ cos*

tsinpsind @ (A, u, )
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les valeurs de A, u, v étant
Qt . ot . .
8 A=ua- o5 cosf, p=y 4 C_Zita\ sinBcosT, y=1z- CO/sg\smesm'r.

Concevons maintenant que les formules

X = qx + fr + ez,
y = fx + by + dz,
z = ex -+ dy -+ cz,

en vertu desquelles x,y, 2, sont des fonctions linéaires de x, 7, 2, étant
résolues par rapporta x, », z, on en tire

x ax -+ fy - ez,
r fx 4 by + dz,
z=ex+dy+‘cz;

Il

et posous, pour plus de commodité,

F(%, ¥, 2, t) = #* — (ax* <} by* -~ cz* 4 2dyz 4 2ezx -+ afxy).
Si 'on fait pour abréger
() ® = (abc — ad*— ber — cf* 4 2def),
les coefficients

a, b, e, d, e, f

-

contenus dans la fonction $(x, ¥, Z, t), se déduiront des coefficients
a, b, ¢ d’ €, ,f’
contenus dans la fonction F (x,7, %, t), 4 I'aide des formules

be—a* b — ca—e’ __ ab—f?

= D = 7@
(10) d= I=d o Jizbe o de—of

et, comme les deux polynomes

ax* 4+ by* -+ cz*+ 2dy; ~+ 2ezx 4 2fxy,
ax* 4 by* 4 cz* + 2dy; -+ 2ezx -} afxy,
a7..
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seront égaux l'un et I'antre a la somme
X =+ 7y + 2z,

il est clair qu'ils éeront égaux entre eux, et que, sile premier reste positif
pour des valeurs réelles quelconques des variables qu’il renferme, on
pourra en dire autant du second. Cela posé, on pourra satisfaire a la for-
mule

(11) % (cosf, sinfcosT, sinbsint, ®) = o

par une valeur réelle et positive de ©. Si 'on adopte cette valeur, et si
Pon observe d’ailleurs qu’en vertu de Péquation (4) et de la suivante

(12) F (cosp, sinpcosq, sinpsing, Q) = o,
cos &', Q2 sont deux fonctions homogeénes des monomes
cosp, sinpcos(, sinpsing,

l'une du premier degré, l'autre du second; alors, en désignant par f(x)
une fonction quelconque de x, on tirera d’une formule établie dans la
49 livraison des Exercices de Mathématiques [voirla 5° année, page 16,

formule (47)],
aw w o sinpdpd 5 [r )
w3 [ f(L‘;_)Sgn_%r)_E:%j; £ (® cosp) sinpdp;

puis, en remplacant

f () par x“‘;; f(xi),

on trouvera

27 sin pdp dq 27 sinp dp
(14) f f (cosa\ COS°J‘Vcos’ - ./ (® cOSP) ©3cos? chos p

et par suite 'équation (77) donnera

N D‘ 27 @ pw . d dod’l"
(15) = m— = f ff tsinpsinf @ (A, u,» ___p__
2'7® Jo Jo Jo P (As 1, ©%cos? py/ cos* p

les valeurs de A, &, v étant

t
6 =X ——-—COSG = _t- 1 — ¢ i in 7.
(16) A + Geowp )y 4 J‘-l—@cospsmecosf, y==ge SpsmGsmr
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D’autre part, on aura encore
D fvr f( t ) sinpdp f ( ) sinpdp
*Jo cosp/ /cos'p €03 p/ cos p y/ cos®p

= () — ()
= 1) +(=5)] - o + f=y

Donc, si la fonction f(x) s’évanouit pour des valeurs infinies de z, ou si
du moins elle acquiert pour x = — o et pour x = w deux valeurs
égales au signe prés, mais affectées de signes contraires, on aura

p, [Tf(-L)snede — __ (O + (=9
(17) ﬁ (COS p) ‘/COS'JP t

Si dans cette derniére formule on remplace

f(x) par x’f(g),

on trouvera

Do ] e (oas) e = — ¢ [1(5) + 1(=3)]

cos*py/ cos’p

Donc la formule (14) entrainera la suivante
af sinpdpdq —_ 27t ot
(18) D f f ¢ (COSJ\ cos’d“/co?} [f (@ + f ( )]

pourvu que le produit

x* f (x)

s’évanouisse quand x devient infini, ou du moins change ‘alors de signe
avec x, en conservant au signe prés la méme valeur. Donc, par suite, si

le produit

@ (x -} tcosl, y + ¢sinficost, z + ¢sinfsinT)

s’évanouit pour des valeurs infinies de ¢, ou si du moins il acquiert
pour = — o et pour £ =oo deux valeurs égales au signe prés, mais
affectées de signes contraires, la formule (7) donnera
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= fnwfwtsinezr(x-{-tcow tsi 8cos t . 0 db dr
22® Jo Jo 5 ,_7+6 n 01,z+6s1n sm:-)F

1 n . t L. t . . 0
-+ b jo j:’ tsinf = (r — —cos0, r—s sinf cosw, =5 sinf sins) %‘:T;

et, comme les deux termes compris dans le second membre de la for-
mule (1g9) seront évidemment égaux entre eux, on pourra réduire sim-
plement cette formule a la suivante

. 1 2 P didr
(20) fw=mfo | tman()\,,u,v)—eT,

les valeurs de A, ¢, v, étant

(21) A=x+—éc056, ,u:]'-]--;—sinecosr, v=z+-%sin95in1‘.

Les méthodes dont jai fait usage, dans le précédent paragraphe et dans
celui-ci, pour réduire l'intégrale sextuple qui représente la fonction prin-
cipale d’abord & une intégrale quadruple, quand I'équation caractéristique
est homogéne, puis & une intégrale double, quand cette équation homo-
gene est du second ordre, sont précisément les méthodes qui déja se trou-
vaient appliquées a de semblables réductions, dans un Mémoire présenté
a ’Académie en Tannée 1830, et dans un article que renferme le Bulletin
des Sciences du mois d’avril de la méme année. Jai d’ailleurs indiqué dans
cetarticle les conséquences remarquables qu’entrainent les réductions dont
il s’agit, et le parti qu’on peut en tirer pour déterminer la forme des ondes
sonores, lumineuses, etc., qui se propagent dans l'espace, sans laisser de
traces de leur passage, quand I'équation caractéristique , étant homogene,
se rapporte a une question de physique mathématique. Au reste, c'est la
un sujet que je me propose de traiter avec plus de détail dans un nou-
veau Mémoire.

Observons encore que la formule (20) est analogue i celle par laquelle
je suis parvenu a représenter 'intégrale de I'équation (1), dans le xx* cahier
du Journal de UEcole Polytechnique.

Dans le cas particulier ou les constantes @, b, ¢, d, e, f vérifient les
conditions

a=6.—.—_c, d=e=f=o,
le polynome

ax® - by* <4 cz* 4 2dyz + 2ezx 4 of xy,
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réduit A la forme

a(x+ gt 4 2,

ne peut obtenir une valeur constamment positive qu’autant que la cons-
tante a est elle-méme positive. Alors aussi la formule (12) donnera

Q=a, Q=a;
en sorte que I'équation (1) deviendra
(22) Diw = Q*(D; + D; 4 D) @,

et comme on trouvera

e

Qs

[
|l
-
Il
(]
I
\‘I
o
I
(¢
I
L)
I
‘O
e
I
Q
I

par conséquent
F(x,y,2,1) = 88— % (@ + y* + 29,

=, 0 =1,

0

Q=

®O% = 1,

il est clair qu'a I'équation caractéristique (22) correspondra une valeur de
la fonction principale @ déterminée, non plus par I'équation (20), mais
par la suivante

(23) &= Zl;fo”l/:tsiDG@-(A,M, v) df dr,
les valeurs de A, u, v étant

(24) A=x+4Qtcosl, u=y-4Qtsinfcost, v=z-Q¢sinfsint.

La valeur précédente de la fonction principale @ conduit immédiate-
ment & la forme sous laquelle M. Poisson a obtenu, en 1819, 'intégrale de
Péquation linéaire aux différences partielles, généralement considérée
comme propre a représenter le mouvement des fluides élastiques (voir le
tome N1 des Memoires de ' Académie des Sciences).
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§ V. — Adpplication des principes établis dans les paragraphes précédents & linté-
gration des équations lintaires qui représentent les mouvements infiniment petits d'un
systeme isotrope.

Comme nous l'avons proflvé dans un précédent Mémoire (page 119);
les équations qui représentent les mouvements infiniment petits d’'un
systéme isotrope de molécules sollicitées par des forces d’attraction ou
de répulsion mutuelle , sont de la forme

(E — D¢ + FD, (D,£ 4 Dy 4 DY) = o,
(1) (E — D?)n + FD, (D,£ 4+ Dy 4+ D,{) = o,
(E — D:)¢ -+ ID, (D.£ -+ Dn + DY) = o,

Z,n, { désignant les déplacements d’'une molécule, mesurés parallelement
aux axes des x, 7, z au bout du temps £, et

E b F7
étant deux fonctions de

D: + D; + D

entiéres, mais généralement composées d’'un nombre infini de termes. Cela
posé, le premier membre V de 'équation caractéristique sera de la forme

V= VvV,
les valeurs de V', V* étant
V/'=D;—E, V"=D; = E — (D:=D: +D?) F.
Soit d’ailleurs
@

la fonction principale correspondante 4 I'équation caractéristique

V = o.
Désignons par

(2) o(x752), x(%, 7, 2) "!‘(xvf> z), ® (z, y,2), X(x, 7, %), ¥ (x,7, 2),
les valeurs initiales de

g, n, ¢, _ Dt, Dy, DZ,
et par

®, %> 7, o, X, ¥,
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ce que devient la fonction principale @, quand on y remplace successive-
ment la fonction arbitraire

o (x,y,2)
par chacune des fonctions (2). Pour obtenir les valeurs générales des

variables principales £, #, ¢, il suffira de résoudre, par rapport a ces va-
riables, les équations (1), aprés avoir remplacé les seconds membres par

V(@+D,0), V(X+Dyx), V(¥+D-+),

En opérant ainsi, 'on trouvera, pour intégrales générales d'un systeme
isotrope , les équations suivantes :

£ = V'@ + Do) + FD,II,
(3) n= V(X 4+ Dyx) -+ F D,II,
{ = V'(¥ + D,4)+ F D,I,

la valeur de IT étant

(4) N=D,(®+Dg)+ D, (X-+Dx)~+D, (¥ -+ Dn)
Si, pour abréger, on désigne par
wl, @.ﬁ 9

les fonctions principales qui correspondraient séparément aux deux équa-
tions caractéristiques
V' = o, V" = o,
on aura
Ve = @, Vo = a,;
et, en nommant

Bis Xy Vs @), X, ¥,
ou

Bus Xas Yoy 0oy X, ',

ce que devient la fonction principale
@, ou @,,

quand on remplace successivement la fonction arbitraire
@ (x, ¥, 2)

par chacune des fonctions (2), on verra les formules (3) se réduire aux
Ezx.d An. et de Ph. M. 28
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sulvantes )
£ =0, 4+ D, ¢, 4 FD,II,
(5) n = X, + D, %, -+ FD,II,
{ =¥ -+ D ’\!/1 -+ FD,II.

Si les équations des mouvements infiniment petits deviennent homo-
genes, on aura (page 137)

E=i(D: 4+ D} 4+ D;), F=f,
1, f désignant deux constantes réelles, et par suite

D} __ 1 4f 1 1 1

—_— —— —

v f v f ¢

6) @ = poth m—=

et la valeur de % se déduira immédiatement de celles des fonctions
@l ? @.I b

dontchacune, en vertu de la formule (8) du §IV, se trouvera représentée par
une intégrale double. Cela posé, les intégrales (5), dans le cas particulier
que nous considérons ici, deviendront analogues & celles qu’a données
M. Poisson dans les tomes VIII et X des Mémoires de U Académie. Si Yon y
pose f=12, elles coincideront précisément avec celles que j'avais moi-
méme obtenues a P'époque ou je m’occupais de la théorie des corps élas-
tiques, et qui ne différent qu'en apparence des intégrales données par
M. Ostrogradsky. Mais, si 'on admet la supposition f= —1, a laquelle
nous sommes conduits, comme on le verra plus tard, dans la théorie de la lu-
miere , la formule (6) donnera simplement

i t
(7) z=D"w = [ f @, didt,
L] o
et se déduira immédiatement de I’équation
Ve ==,
puisquon aura, dans cette supposition,
V = D}
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Remarque.

En vertu des principes établis dans ce mémoire, on peut souvent trans-
former la fonction principale correspondante 4 un systéme d’équations aux
différences partielles et par suite les intégrales de ce systéme, en leur
faisant subir des réductions qui ne diminuent en rien leur généra-
lité. Mais, outre ces réductions, il en est d’autres qui tiennent a des
formes spéciales des fonctions arbitraires introduites par Pintégration.
Lorsqu’on adopte ces formes spéciales, on obtient non plus les intégrales
générales des équations données, mais des intégrales particuliéres qui
peuvent quelquefois se présenter sous une forme trés simple, et méme s’ex-
primer en termes finis. Telles sont, par exemple, les intégrales qui repré-
sentent ce que nous avons nommé les mouvements simples d’un ou de plu-
sieurs systémes de molécules. Aureste les mouvements simples, et par ondes
planes, ne sont pas les seuls dans lesquels les variables principales puissent
étre exprimées par des fonctions finies des variables indépendantes. 1l existe
d’autres cas ou cette condition se trouve pareillement remplie. Ainsi en
particulier, lorsque dans un systeme isotrope les équations des mouve-
ments infiniment petits deviennent homogénes, des intégrales en termes
finis peuvent représenter des ondes sphériques du genre de celles que jai
mentionnées dans le n° 19 des Comptes rendus des séances de I'’Académie
des Sciences pour 'année 1836 (1°* semestre), savoir, des ondes dans les-
quelles les vibrations moléculaires soient dirigées suivant les éléments
de circonférences de cercles paralléles tracées sur des surfaces sphériques,
ces vibrations étant semblables entre elles, et isochrones pour tous les
points d'une méme circonférence. De plus, si ce qu'on appelle la sur-
Jace des ondes est un ellipsoide, des intégrales en termes finis repré-
senteront encore des ondes ellipsoidales danslesquelles les vibrations molé-
culaires resteront les mémes pour tous les points situés sur une méme
surface d’ellipsoide, ces vibrations étant alors dirigées suivant des droites
paralleles. Au reste, je reviendrai plus en détail dans un autre Mémoire
sur ces diverses especes d’ondes qui se propagent en conservant constam-
ment les mémes épaisseurs.

28..
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MEMOIRE

SUR LES

Rayons simples qui se propagent dans un systéme isotrope de
molécules, et sur ceux qui se trouvent réfléchis ou réfractés
par la surface de séparation de deux semblables systemes.

§ 1*c. Rayons simples. Polarisation de ces rayons.

Dans un systéme de molécules sollicitées par des forces d’attraction ou
de répulsion mutuelle, un mouvement simple est, comme on I'a prouvé,
un mouvement par ondes planes, les plans qui terminent les ondes étant
des plans paralléles qui renferment & un instant donné les molécules dont
les déplacements,, mesurés parallelement & un axe fixe, s’'évanouissent, et
Vépaisseur d'une onde plane ou la longueur d'une ondulation étant le double
de la distance qui sépare deux plans consécutifs de cette espéce. Dans un
mouvement simple, lorsqu’il est durable et persistant, chaque molécule
décrit une droite, un cercle, ou une ellipse, et la durée d'une vibration
moléculaire reste la méme, non-seulement a toutes les époques, mais en-
core pour toutes les molécules du systéme que I'on considére. En divisant la
longueur d’'une ondulation par cette durée, on obtient pour quotient la
vitesse de propagation d’'une onde plane. De plus, lorsque chaque molé-
cule décrit une courbe plane, savoir, un cercle ou une ellipse, le rayon
vecteur mené du centre de la courbe a la molécule, trace des aires pro-
portionnelles au temps. Alors aussi les plans des courbes décrites par les
diverses molécules sont tous paralléles a un certain plarn invariable, mené
par lorigine des coordonnées, et généralement distinct d’'un second plan
invariable, qui serait paralléle a ceux par lesquels se terminent les ondes.
Quant & Vamplitude des vibrations moléculaires, mesurée par la portion de
droite que parcourt une molécule, ou par le grand axe de Pellipse décrite;
elle ne reste la méme pour les différentes molécules, que dans le cas ou le
mouvement simple se propage sans s’affaiblir. Dans le cas contraire, cette
amplitude décroit en raison inverse de la distance des molécules & un troi-
siéme plan invariable.

11 est essentiel d’observer qu'une droite étant menée par les deux points
qui indiquent la position initiale d'une molécule quelconque, et la posi-
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tion de la méme molécule & un instant donné, le déplacement de la mo-
lécule, mesuré i cet instant, parallélement 4 un axe fixe,s’évanouira, si cet
axe est perpendiculaire a la droite dont il s’agit. Il en résulte que, dans un
mouvement simple d’un systéme de molécules, un plan mené par un point
quelconque parallélement au premier plan invariable, peut étre considéré a
chaque instant comme le plan qui termine une certaine onde. On peut donc
nommer plans des ondes, tous les plans parall¢les au premier plan inva-
riable. '

Lorsque le systéme de molécules devient isotrope, alors dans un mouve-
ment simple qui se propage sans s’affaiblir, les vibrations moléculaires
sont toujours, ou comprises dans les plans des ondes, ou perpendiculaires a
ces mémes plans. Alors aussi nous nommerons rayon simple une file de
molécules originairement situées sur une droite perpendiculaire aux plans
des ondes, 'axe de ce rayon n’étant autre chose que la droite méme dont il
sagit. Cela posé, il est clair que, si, dans un systeme isotrope, un mouve-
ment simple se propage sans s’affaiblir, les vibrations de chaque molécule
pourront étre, ou dirigées suivant le rayon dont elle fait partie, ou com-
prises dans un plan perpendiculaire & ce méme rayon. Ainsi 'hypotheése,
admise par Fresnel, des vibrations transversales, c’est-a-dire perpendicu-
laires aux rayons, devient une réalité; et il reste prouvé, comme j'en ai fait
le premier la remarque dans les tomes IX et X des Mémoires de I’ dcadémie,
que les vibrations transversales sont compatibles avec la counstitution d’'un
systeme isotrope de molécules qui s’attirent ou se repoussent mutuellement.
A la vérité, les idées de Fresnel sur cet objet ont été vivement combattues
par un illustre académicien, dans plusieurs articles que renferment les
Annales de Physique et de Chimie, et dont 'un est relatif an mouvement de
deux fluides superposés. Mais l'auteur de ces articles, en discutant les inté-
grales des équations considérées par M. Navier et par lui-méme, comme
propres a représenter les mouvements infiniment petits d'un systéme iso-
trope, a finalement reconnu qu’au moment ou les ondes, occasionées par
un ébranlement d’abord circonscrit dans un trés petit espace , parviennent
i une distance du centre d’ébranlement assez grande pour que les surfaces
qui les terminent deviennent sensiblement planes, il ne reste, en effet, que
deux espéces de vibrations moléculaires dirigées les unes suivant les
rayons, les autres perpendiculairement 4 ces mémes rayons. Quant aux dif
férences qui subsistent encore entre les résultats obtenus par M. Poisson
et ceux auxquels j'arrive, elles tiennent 4 ce que M. Poisson est parti des
équations aux différences partielles indiquées en 1821 par M. Navier,
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équations qui me paraissent propres & représenter seulement dans un cas
particulier, et dans une premiere approximation, les mouvements infini-
ment petits d’'un systéme isotrope de molécules. Dans le cas général, les
équations de ces mouvements ne sont pas homogénes comme celles que
M. Poisson a intégrées, et si on les rend homogeénes, en négligeant les
termes d’un ordre supérieur au second, le rapport entre les vitesses de
propagation des deux espéces d’ondes pourra différer notablement du rap-
port obtenu par M. Poisson, c’est-a-dire de la racine carrée de 3. Il pourra
méme , comme on le verra dans ce Mémoire, devenir inférieur a l'unité
et se réduire a zéro.

Parlons maintenant des phénoménes qui se rapportent a ce que, dans
la théorie de la lumiére, on a nommé la polarisation. Si dans un rayon sim-
ple, défini comme ci-dessus, les vibrations moléculaires sont transversales,
ce qui constituera le mode de polarisation sera la nature de la ligne droite
ou courbe décrite par chaque molécule. Le rayon sera polarisé rectiligne-
ment, si chaque molécule décrit une droite. Alors on pourra le désigner
encore sous le nom de rayon plan, puisqu’a un instant quelconque la série
des molécules qui feront partie de ce rayon figurera dans I'espace une
courbe plane. Au contraire, le rayon sera polarisé circulairement ou ellip-
tiguement, si chaque molécule décrit un cercle ou une ellipse. Alors la sé-
rie des molécules qui font partie du rayon, figure, a un instant quelconque,
une hélice tracée sur un cylindre & base circulaire ou elliptique, qui a pour
axel'axe méme de ce rayon. Lorsque la base est un cercle, le rayon vec-
teur, mené du centre du cercle au point de la circonférence occupé par la
molécule que l'on considére, décrit en temps égaux, non-seulement des
aires égales, mais encore des angles égaux; et par suite chaque molécule se
meut, sur la circonférence qu’elle parcourt, avec une vitesse constante
égale au rapport de cette circonférence a la durée d’une vibration molé-
culaire. Donc, pour se faire une idée des vibrations des molécules dans un
rayon polarisé circulairement, il suffira, comme I'a dit Fresnel, de faire tour-
ner 'hélice qui représente un tel rayon, avec le cylindre qui la porte, en
imprimant a ce dernier une vitesse angulaire constante autour de son axe.

Quant au rayon plan, ou polarisé en ligne droite, il présente une
courbe plane et sinueuse, composée d'arcs alternativement situés de part
et d’autre de la direction primitive du rayon; et, pour obtenir cette courbe,
il suffit, comme on le verra ci-aprés, de projeter sur le plan qui la ren-
ferme une hélice propre a représenter un rayon doué de la polarisation
circulaire. Dans un rayon plan, considéré a une époque quelconque du mou-
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vement, quelques molécules conservent leurs positions primitives, c’est-a-
dire les positions qu’elles occupaient dans I'état d’équilibre ; les aulres s’en
écartent 4 droite ou 4 gauche. Les ncoeuds du rayon, comme ceux d’'une
corde vibrante , sont a chaque instant les points ou les molécules conser-
vent ou reprennent leurs positions initiales. Seulement ces nceuds, qui
sont fixes dans une corde vibrante, se déplacent d’un moment a lautre
dans le rayon lumineux. Ces nceuds sont, d’ailleurs, de deux espéces dif-
férentes, chaque nceud étant de premiére ou de seconde espéce, suivant que
les molécules desquelles il s’approche en se déplacant dans I'espace, se
trouvent situées d’'un coté ou de lautre par rapport a la direction primi-
tive du rayon. Enfin, les distances qui séparent les noeuds de méme espece
sont toutes équivalentes a I'épaisseur d’une onde plane, ou, en d’autres
termes, & la longueur d’une ondulation; et pareillement la vitesse de pro-
pagation avec laquelle chaque noeud se déplace, en passant d’'une molécule
a4 une autre, n’est autre chose que la vitesse de propagation des ondes
planes.

Observons encore que, dans un rayon polarisé en ligne droite, on doit
soigneusement distinguer le plan du rayon, c’est-a-dire le plan qui le
renferme, et le plan suivant lequel le rayon est polarisé, ou ce qu’on nomme
le plan de polarisation, ce dernier plan étant toujours perpendiculaire &
lautre, et passant de méme par l'axe du rayon.

Si, dans un mouvement simple d’un systéme de molécules, on désigne au
bout du temps ¢, par

Esm, 8y

les déplacements d’une molécule 1 mesurés parallelement a trois axes rec-
tangulaires de x, », z, et par

£, ¢,
les déplacements symboliques correspondants, c’est-a-dire trois variables
dont les déplacements effectifs soient les parties réelles; ces derniers , en
vertu de la définition méme des mouvements simples, seront proportion-

nels & une seule exponentielle népérienne dont I'exposant sera une fonc-~
tion linéaire des variables indépendantes. On aura donc

(I) g ] Ae“z""’-" +wz—st 7=1B euar+vy+wz—st
= , o

, E — Ceux+9.7+wz—:t,

u, v, w, s, A, B, C désignant des constantes réelles ou imaginaires. Si le
mouvement simple dont il s’agit est du nombre de ceux qui se propagent
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sans s'affaiblir,
i, Vv, W, $
seront de la forme

U\/:——Y, V\/—" W\/—I, S\//:_I—,

u, v, W, s désignant des constantes réelles dont la derniére pourra étre cen-
sée positive. Si, d’ailleurs, en nommant

a, b, c,
les modules de
A, B, C,

et A, u, v des arcs réels, on pose

A = 2e*Y™", B=bet — C=ce'V,

’

alors, en faisant pour abréger

k= \ovFw, k=uvr+vy+ws,
on tirera des formules (1)
(2) &=acos(ke—st}2), n=Dhcos(ke—st--p), ¢=ccos(kv— st-4v).

Alors aussi les plans des ondes seront paralleles au plan invariable repré-
senté par I'équation

(3) UL 4 Vy - wz =0}

v sera la distance d’une molécule a ce plan, ou, ce qui revient au méme,
la distance de l'origine des coordonnées au plan d’'une onde mené par le
point (xx, ¥, z); la longueur 1 d’une ondulation, la durée T d’une vibra-
tion moléculaire, et la vitesse de propagation Q des ondes planes , seront
respectivement
l = i T= Esf’ Q= ﬁl:;
enfin,
a, b, c,

représenteront les demi-amplitudes des vibrations moléculaires, mesurées
parallélement aux axes des x, 7, z, et la phase du mouvement simple pro-
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jeté sur chacun de ces axes deviendra successivement égale a chacun des

trois angles
kv —st4-2, ke—st4-p, ki—stdev,

dans lesquels la partie variable
ke —st
représentera l'argument du mouvement simple, tandis que la constante
A, ou u, ou vy,

représentera le paramétre angulaire, correspondant & T'axe des x, ou des
7, ou des z. Cela posé, comme le cosinus d’un angle ne varie pas, lorsque
Pangle est augmenté ou diminué d’une ou de plusieurs circonférences, il
est clair qu’on pourra, sans inconvénient, augmenter ou diminuer chaque
phase et par suite chaque parameétre angulaire d’un multiple du nom-
bre 27r.

Si chaque molécule se meut en ligne droite, les déplacements

g, 1, ¢,

devront conserver entre eux des rapports constants, ce qui suppose rem-
plies les conditions

(4) sin(g—v) =o0, sin(—A)=o0, sin(A—pu)==o,

dont deux entrainent la troisieme, et réduisent les équations (2) aux
suivantes,

() £==acos(ke—st—+-1), n==Fbcos(ke—st+41), ¢==ccos(ke—st+2).

Mais si, chaque molécule décrit un cercle ou une ellipse, le plan de ce
cercle ou de cette ellipse sera paralléle au plan invariable représenté par
I'équation '

6) Zsin (p—»)+7 sin(v—A) + Zsin (A — p) = oo

Lorsque le systéme de molécules donné sera isotrope, les vibrations des
molécules seront comprises dans les plans des ondes. Donc alors le se-
cond plan invariable, représenté par I'équation (3), devra coincider avec le
premier, représenté par 'équation (6), et 'on aura

av bv cwW

(7) =

sin(e —v) ~ sin(r—2) = sin (A—ge)’

Alors aussi les équations (2) représenteront un rayon simple qui sera po-

Ex. dAn. etde Ph. M. 29
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larisé rectilignement, si les conditions (4) sont remplies, et circulairement
ou elliptiquement dans le cas contraire.

Pour que la polarisation soit circulaire, il est nécessaire et il suffit que le
déplacement absolu d’une molécule, c’est-a-dire le radical

\/Ez -+ + .Zz,
se réduise & une quantfté constante. Or, comme on aura généralement
cos*(ke —st-4-1) =} 4= 1 cos2(ke—st 4 1), etc.,

il est clair que le radical dont il s'agit deviendra constant ou variable avec
la somme
Bobr L

suivant que le trinome 4
(8)  a®cos2(ke—st—4-2) 4-b* cos a(ks — st =) 4 ¢* cos 2(ke —st 4-v)

offrira lui-méme une valeur constante ou variable. D’ailleurs, ce trinome
étant une fonction continue de I'arc kv — sz, et changeant toujours de signe

. . , N , . . .
quand cet arc recoit un accroissement égal a ;,s’evanoulra nécessairement

pour une certaine valeur de ¢ que 'on pourra supposer comprise, par

exemple, entre les limites

o et Z=1T.

2§ 4
Donc, pour qu'il offre une valeur constante, il sera nécessaire et il suffira
qu’il se réduise constamment a zéro. Dans cette hypothese, en attribuant

a ke — st les deux valeurs
b3
o et -,
2

on trouvera successivement
(9) a*cosaA--b?cos auf=c*cos2r==0, a*sinaA--b*sinap—-c*sinar=o,

et par suite -

(10) a? _ . bz _ c?
sin 2(g =)~ sin 200 — 3) T osin2(a — )

Réciproquement, si les conditions (9), dont le systéme éguivaut a la for-
mule (10), se vérifient, le trinome (8) sera constamment nul; et, comme on
aura par suite

(11) w0 =
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il est clair que chaque molécule décrira une circonférence de cercle ins-
crite au carré qui aura pour diagonale le double de la longueur

»

Va* + b* + ¢

Les formules qui précedent se simplifient dans le cas ou I'on fait coin-
cider le plan des x, ¥, avecle second plan invariable, ou, ce qui revient au
méme, I'axe des z avec une droite perpendiculaire aux plans des ondes.
Alors, P'équation (3) devant se réduire a

z = o0,
on a nécessairement

U=O, v=0o0, W=ik;
et par suite, en vertu de la formule (7),
c = 0.

Donc alors, comme on devait s’y aitendre, la derniére des équations (2)

se réduit 3
{ = o,

et les vibrations de chaque molécule, comprises dans un plan perpendi-
culaire a P'axe de z, se trouvent déterminées dans ce plan par le systeme
des deux équations

(12) £ = acos(ke = st 4 A), n=Db cos(ke— st + w)
qui, eu égard i la formule
ke =wz, ou ==z,

pourront s'écrire comme il suit:
(13) fg=acos(wz —st}+2), n=b cos(wz-—.st-!‘,u)-

Si la polarisation est rectiligne, la derniére des conditions (4), savoir,
(14) ) sin(A — u) = o, |
réduira les équations (12) i la forme

(15) t =acos(ke —st4-2), n=-bcos(ks —st~41);
29..
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et, si le plan du rayon simple devient paralléle au plan des x, z, alors, #
étant constamment nul aussi bien que £, on pourra représenter ce rayon
par la seule formule

(16) £ ==a cos (ke — st 4 A).

Si, au contraire, le plan du rayon simple devenait paralléle au plan des
7, 3, alors £ étant constamment nul aussi bien que #, on pourra repré-
senter ce rayon par la seule formule

(17) n=b cos (ke — st -~ ).

Si la polarisation devient circulaire, les conditions (9), réduites aux sui-
vantes

b* cos 2 == —a* cosaA, b*sinou = — a*sin 22,
donneront
b¢=a%, b=—a,
et
COS 244 = — COS2A, sin2u = —siN2A;

par conséquent,

2= 2A = (2n+4-1) 7,
et

(18) p= A~ (2n- l)z,

n désignant, au signe prés, un nombre entier. Donc alors les formules (12)
deviendront

(19) £ ==acos(ke—st-}-1), »==tasin(ke—st+4-12),

Dans la seconde des formules {19), le double signe doit se réduire au signe
- ou au signe —, suivant que, pour décrire ’hélice propre a représenter
a un instant donné le rayon simple, un point mobile doit tourner dans un
sens ou dans un autre, en s’éloignant du plan des x, 7.

Dans le rayon simple représenté généralement par le systeme des équa-
tions (12), les déplacements d’'une molécule, mesurés parallélement a I'axe
des x, sont les mémes que dans le rayon plan représenté par la seule
équation (16), et les déplacements paralléles a I'axe des y, les mémes que
dans le rayon plan représenté par la seule équation (17). C'est ce que P'on
exprime en disant que le premier rayon résulte de la superposition des deux
autres. D’ailleurs, les plans de ces deux derniers peuvent coincider avec
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deux plans rectangulaires menés par 'axe du premier. Donc un rayon quel-
conque, doué de la polarisation rectiligne, ou circulaire, ou elliptique,
peut toujours étre censé résulter de la superposition de deux rayons po-
larisés rectilignement, et renfermés, le premier dans un plan fixe donné,
le second dans un plan perpendiculaire. Ces deux derniers rayons, appelés
rayons composants, offriront en général des phases distinctes, représentées,
dans les formules (12), par les angles

ke —st4-2, ke—st—p.

La différence entre ces deux phases a été elle-méme désignée par quel-
ques auteurs sous le nom de phase; mais, pour éviter toute équivoque,
nous Pappellerons 'anomalie du rayon résultant. Cette anomalie, comme
chacune des phases, peut étre, sans inconvénient, augmentée ou di-
minuée d’un multiple du nombre 27; par conséquent, elle peut étre
réduite A zéro ou au nombre 7, en vertu de la formule (14), lorsque la po-

. . e 1 | 1
larisation est rectiligne, et & S7oua— -7, en vertu de la formule (18),

lorsque la polarisation est circulaire. Mais lorsque la polarisation devient
elliptique, I'anomalie peut varier avec la direction du plan fixe que l'on
considere. Concevons d'ailleurs que, dans chacun des deux rayons com-
posants, on nomme nceuds de premiére espéce, ceux qui précedent des mo-
lécules dont les déplacements sont représentés par des quantités positives.
Alors, le rapport de Panomalie 4 la constante k représentera, au signe pres, -
la distance entre un noeud de I'un des rayons composants et un nceud de
méme espéce de I’autre. Ainsi, en particulier, si 'on prend pour plan fixe le
plan des x, z, les noeuds de premiére espece du premier rayon composant
pourront étre censés correspondre aux valeurs de « pour lesquelles le dé-

placement
¢t =acos(ke—st4 1)

g'évanouit, en passant, lorsque « vient a croitre, du négatif au positif; en
d’autres termes, les nceuds de premiére espéce du premier rayon compo-
sant correspondront aux valeurs de « comprises dans la formule

ke — st 4= A=2anm,
ou

(20) v — anx +kst —_— ).’

n désignant, au signe pres, un nombre entier. Pareillement les nceuds de
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premiére espece du second rayon composant pourront étre censés corres-
pondre aux valeurs de = pour lesquelles le déplacement

7 =D cos (ke — st -} )

s'évanouit, en passant, lorsque « vient a croitre, du négatif au positif, par
conséquent aux valeurs de v comprises dans la formule

2nz = st —
(2 I) U= ,‘a
k
Donc, pour passer d’'un noeud de premiére espéce du premier rayon com-
posant & un nceud de premiére espéce du second rayon , il suffira de par-
courir, sur 'axe commun des deux rayons, une longueur représentée, au

signe pres, par le rapport
w—Axr
k 3

qui est précisément la différence entre des valeurs de « fournies par les
formules (20) et (25). Cela posé, faire croitre ou diminuer I'anomalie d’'un
multiple de 277, revient évidemment a faire croitre ou diminuer la premiere
ou la seconde valeur de « d'une ou de plusieurs épaisseurs d’ondes, par
conséquent a remplacer, pour I'un des rayons composants, un nceud de
premiére espéce par un autre nceud de méme espéce. Alors aussi, quand
le rayon résultant sera polarisé en ligne droite, 'anomalie pourra étre ré-
duite & zéro, ou au nombre 7, suivant qu'un nceud donné de 'un des
rayons composants viendra se placer sur un nceud de méme espéce, ou
sur un noeud d’espéce différente, appartenant a Pautre.
Il est bon d’observer que Uon tire des formules (19), non-seulement

£t =
et par suite
a= Vg4,

mais encore

cos(ke —st4-A) = £ _ sin (ke — st 4-A) ===

Donc, dans un rayon doué de la polarisation circulaire, la phase du mou-
vement projeté sur ’axe des x, savoir,
ke — sz - 2,

peut étre censée se confondre, au signe pres, avec 'un quelconque des
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angles qui ont pour cosinus et sinus les rapports

g "
Vitr VE+

par conséquent avec I'angle compris entre le demi-axe des x positives et
le rayon vecteur mené du centre du cercle 2 la molécule déplacée. En
d’autres termes, la phase relative a un axe fixe peut alors étre censée se
confondre , au signe prés, avec la distance angulaire de la molécule a cet
axe fixe.

Observons encore que si 'on décompose un rayon quelconque, repré-
senté par les équations (12), en deux rayons renfermés dans deux plans
rectangulaires, tels que les rayons représentés par I'équation (16) et par
Iéquation (17), ces deux derniers seront précisément les projections du
premier sur les deux plans rectangulaires. Comme, d’ailleurs, rien n’em-
péche de supposer le premier rayon doué de la polarisation circulaire, il
en résulte qu’un rayon plan, par exemple le rayon représenté par I'équa-
tion (16), se réduit tonjours a la projection orthogonale d’un rayon polarisé
circulairement sur un plan mené par 'axe de celui-ci. Onen conclut, que,
pour obtenir 4 un instant quelconque la phase d’un rayon plan, corres-
pondante 4 un point donné de son axe, il suffit de construire une circon-
férence de cercle qui ait pour diameétre amplitude des vibrations exécu-
tées par la molécule dont ce point était la position initiale; puis de
chercher la distance angulaire entre ce diamétre, prolongé du coté ou se
mesurent les déplacements positifs , et le point de la circonférence qui,
étant projeté sur le méme diametre, offre pour projection la position de la
molécule a l'instant donné.

On appelle souvent azimut 'angle formé par un plan variable avec un
plan fixe: par exemple, en astronomie , 'angle formé par le méridien ¢’un
lieu avec le plan d’un cercle vertical. Nous conformant sur ce point a I'usage
établi, lorsqu’un rayon simple sera polarisé en ligne droite, nous appelle-
rons azimut de ce rayon angle aigu formé par le plan qui le renferme avec
un plan fixe. Si d’ailleurs le plan fixe passe, comme nous le supposerons
généralement, par Paxe du rayon simple, et si ce rayon est considéré
comme résultant de la superposition de deux autres, polarisés 'un suivant
le plan fixe, l'autre perpendiculairement a ce plan; 'azimut du rayon re-
sultant et lazimut de son plan de polarisation seront les deux angles com-
plémentaires 'un de I'autre , qui auront pour tangentes trigonométriques
les rapports direct et inverse des amplitudes des vibrations moléculaires
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dans les deux rayons composants. Ainsi, en particulier, si, en supposant
un rayon plan représenté par les équations (13) ou (15), on nomme @
'azimut de ce rayon par rapport au plan des x, z, on aura

.

R

(22) tang o =

Si un rayon simple cesse d’étre polarisé rectilignement, rien n’empéchera
d’appeler encore azimut de ce rayon relativement & un plan fixe , Pazimut
qu’on obtiendrait dans le cas o, aprés avoir décomposé ce rayon en deux
autres polarisés, 'un suivant le plan fixe, 'autre perpendiculairement a
ce plan, on ferait varier I'un des parameétres angulaires, sans changer les
amplitudes, et de maniére & replacer les noeuds de I'un des rayons com-
posants sur les nceuds de l'autre. Ainst défini, Tazimut d'un rayon simple,
par rapport a un plan fixe, sera toujours l'angle aigu qui a pour tangente
trigonométrique le rapport entre les amplitudes des vibrations moléculaires
du rayon composant, polarisé suivant le plan fixe, et du rayon polarisé per-
pendiculairement & ce plan; de sorte que, dans un rayon représenté par
les équations (13), Pazimut @, relatif au plan des x, z, sera toujours dé-
terminé par la formule (22). Cela posé, lorsque le rayon résultant sera doué
de la polarisation circulaire, son azimut sera la moitié d'un angle droit,
quelle que soit d’ailleurs la direction du plan fixe auquel cet azimut se rap-
porte. Mais, si le rayon résultant est doué de la polarisation elliptique, ‘
Pazimut dépendra de la position du plan fixe, et changera de valeur avec
cette position en méme temps que l'anomalie.

§ II. Rayons réfléchis ou réfractés par la surface de séparation de deuxr milieux
isotropes.

Supposons deux systémes isotropes de molécules séparés par une
surface plane que nous prendrons pour plan des y, z; et concevons
qu'un mouvement simple ou par ondes planes, mais sans changement de
densité, se propage dans le premier milieu situé du coté des x négatives.
Si le mouvement simple dont il s’agit, a I'instant ou il atteint la surface
de séparation, donne toujours naissance a un seul mouvement simple ré-
fléchi, et 4 un seul mouvement simple réfracté, les lois de la réflexion
et de la réfraction se déduiront sans peine des formules que nous avons
données dans un précédent Mémoire. Entrons a ce sujet dans quelques
déuails.
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Soient au bout du temps ¢, et pour le point (x, y, 3),

24 ”75 et 27 ”-fcv

ou

E:’ n:’ Z/ et E.l‘ ;717 Z:J’
Ela ”,’ él et é,s 7-7,7 i’)

les déplacements effectifs d’une molécule, mesurés parallélement aux
axes rectangulaires des &, ¥, 2, et les déplacements symboliques corres-
pondants,, c'est-a-dire les variables imaginaires dont les déplacements
effectifs sont les parties réelles, 1° dans un rayon incident, qui rencontre
la surface de séparation de deux milieux isotropes; 2° dans le rayon
réfléchi par cette surface; 3° dans le rayon réfracté. Si I'on prend pour
axe des z une droite parallele aux traces des ondes incidentes sur la sur-
face de séparation des deux milieux; les trois rayons seront représentés
par trois systemes d’équations symboliques de la forme

(1 £ =
(2) g — A —uz:+v_y-st, —_— B — ULy —st z' —
C) Z

u,v,,s, A,B,C, A, B, C, A, B, C, désignant des constantes qui

pourront étre imaginaires. Si les trois rayons, comme nous le supposerons

dans ce paragraphe, se propagent sans s’affaiblir, on aura nécessairement
2 )

“) _{u:uv:, o= v\V—1, s=s\V—1,

U=uvV—1,

ou enfin

ux vy —st

ux vy —st e ,

2 bt ’

C
N =YL Vy—st
Ce y

_Al ur+v_y—st B/ wxdvy—st ~

f e 1 W vy —st
N =C'e L]

7 =

U, v, s, 0’ désignant des constantes réelles. On pourra méme supposer
toutes ces constantes réelles, positives. En effet, chaque déplacement
symbolique pouvant étre I'une quelconque de deux expressions imagi-
naires conjuguées , qui ne différent entre elles que par le signe de \/—r,
on pourra toujours admettre que, dans I'exponentielle népérienne a la-
quelle chaque déplacement symbolique est proportionnel, le coefficient
de ¢ \/—1, représenté par la quantité s, est positif. De plus, pour que le
coefficient v de y soit positif, ainsi que s, il suffira de choisir convena-
blement le demi-axe snivant lequel se compteront les y positives. Enfin,

Ex.d An. ¢t de Ph, Math. 30
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(5) Au + By = o,
(6) — Au 4+ By = o, AW -+ Bv=o.
Soient maintenant
(7 k= Vv, k= Vi
et faisons, pour abréger,
) k=kV—=1, ¥ =¥KV—1
On aura non-seulement
(9) BP=uw4 v, I*=u 4 v,

mais encore, en supposant les équations des mouvements infiniment petits
des deux milieux réduites a des équations homogeénes, et désignant par
1, ¥ deux constantes qui dépendront de la nature de ces milieux,

(10) k* = i, k'* = i

Or, aprés avoir déterminé k', a 'aide de la seconde des deux formules (10),
on déduira facilement de la seconde des équations (7) la valeur de

(11) v = Vk'*— 2

Si d’ailleurs il existe un rayon réfléchi et un rayon réfracté, quels que
solent la direction et le mode de polarisation du rayon incident; alors,
en vertu des principes développés dans un précédent Mémoire (voir la
page 176), on pourra des valeurs de

u, v, s, A, B, C,
supposées connues, déduire les valeurs de
/ ! ’
A, B, G, A B, C,

a l'aide des formules (6), jointes aux formules (4), (11) et aux suivantes

8

w4 u’ C  u+4u”’

C —u c au
(12) c= —

Jo..
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A (v* — uu) (1 -7@‘;(‘)') 4 (1 S u) v (%5 + %I) o
e
(v* <+ uu')(l —79%,>+ (W —u)o® (%+é> w4 u?

les valeurs de ©, ©', étant données par les équations

Pl

I

1 1
X2 z . k" 2
Jr— 1 —_— s —
(14) {9_ v 1 + f ’ Y —_ (V 1 + fl L]

dans lesquelles ©, ¥, désignent encore deux constantes réelles qui dé-
pendent de la nature du premier et du second milieu.

Si dans les formules (12) et (13), on substitue aux constantes imagi-
naires

w, v, k, u,
leurs valeurs tirées des équations (4) et (8), on aura simplement

G v—vu’ c 2u
(15) U+U" E_U+U',

s, = (g o5 )Ferov(g+Hva
o6 : 4o (14 55) +@ —ov(g+ —)x/_"'“’”
1
éi _ K (l +-'0_'0'> u—v
S =

(v "U”)(l+ 70.O,>+(u—u)v*(_ —)\/_ v’

La constante s, comprise dans les formules (4) et (10), est, comme
on sait, liée & la durée T des vibrations moléculaires par la formule

et Pon a pareillement
27 2%
l — -.E', ]l — 17 >
1, I désignant les longueurs dondulation ou les plus courtes distances
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entre deux nceuds de méme espece, 1° dans le rayon incident ou réfléchi,
2° dans le rayon réfracté. Si d'ailleurs on nomme

Q, Q,

les vitesses de propagation des nceuds ou des ondes planes dans le premier
et le second milieu, on aura

S l '__S __l’
Q=i=r7 Y=r=r
et par suite,
Qr =, Q* =/

Enfin, si on nomme 7, 7'les angles d'incidence et de réfraction, cest-
a-dire les angles aigus formés par les directions des rayons incident et
réfracté avec la normale a la surface de séparation des deux milieux , on aura

) { v =Kk cost, v=ksinT,
i .
(17 v=XKkKcost, vV=v=Kk'sint,

puis on en conclura

v’ — v* =kk' cos (v + 7'), vo'4-v* = kk’ cos (r —1'),
(v 4-v)v=kk sin (v47"), (v"—u)v=Ekk sin(r— 1),

et par suite, en posant pour abréger

1
-

2 ' i -—;
(18) —( (1+f)sm’ ) , = l_.(|+f’)sin"-a-'> ’
on tirera des formules (15), (16), jointes aux équations (14),
C, _sin@@—9) C _ 2sin?cosw
(‘9) C ™ sm (= -FT)’ C ~ sin 4+’
é_, . — (x1+®8) cos (t+1)+ (E+&)sin (v +1) V—1 C,
T = !

(1 486 cos (r — ) (B4 &)sin (r —7) y =1 C’
Ak 1+ 66" «

(14 86) cos (t —7) + (B &)sin(r — ) V—1 C’

(20)

g

Soient maintenant

4
¥, ¥, 8,

les déplacements d’'une molécule mesurés dans les rayons incident, réflé-
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chi et réfracté, parallélement au plan d’incidence, et

o o ol
8, 8,8,

les déplacements symboliques correspondants, chacun des déplacements
effectifs , 8, ¢, étant positif ou négatif, suivant que la molécule déplacce
est transportée du cOté des x positives, ou du coté des x négatives,
Comme les déplacements

4

g, 8

8’ 7,7

?

lorsqu’ils seront positifs , auront pour projections algébriques sur I’axe

des x )
f’ En £I§

on aura nécessairement
£=—wusint, £ =¢,sint, £ =+'sin7,
ou, ce quirevient au méme,
v v v
. 7 Fe /
E=1¢ g/—'kgn f—-p",

et par suite

8=

k k ;X

. =

On pourra donc prendre
€= - ¢

de sorte, qu'en posant, pour abréger,

k
A, H=:A, H==Xy,

/

(21) H=

on tirera des équations (1), (2), (3),

> —st - —
(22) 8=Heuz+v] s , E__:Ceuz-l-vj’ :t’
p - — —ux+vy—st > — —
(9.3)) sl_..Hle , Z;=C,e ur4py .rt,
(24) g — H’eu’x-!-"!—“ , ZI=CIeu’.z-+u.r—st'

Si, maintenant, on nomme

h, ¢, b,c, W,
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les modules des expressions imaginaires
! ]
H7 C, H/, C,, H, C,
et si 'on pose en conséquence

5 H:he'av:, H,= hle""v:, H =h'e” V:;,
(29) C=ce'V:', C,=cle"‘/:'_, C'=cle "'V:‘,
Vs M,y ¥,y Wy vy désignant des arcs réels; les formules (22), (23), (24)
donneront
(26) 8 = h cos(v x4-vy—st+u), { =c cos(vax~+vy—st+v),

(27) ¢,= h,cos(—uv x4vy—st-+p,), { ==ccos(—uvx-+|vy—st+4y),
(28) ¢ = h’ cos(v'ax4-vy—st-+p'), {' = c'cos(v xx-vy—st+').

Le systéme des formules (26) représente le rayon incident; s et £ désignant,
dans ce rayon, les déplacements d’une molécule mesurés parallélement au
plan d’incidence et perpendiculairement a ce plan. Si 'un de ces déplace-
ments venait 4 s’évanouir, le rayon incident deviendrait un rayon plan ren-
fermé dans le plan d’incidence, ou polarisé suivant ce méme plan, et qui
pourrait étre représenté, dans le premier cas, par la seule formule,

(29) % == h cos (vx + vy — st -+ u),
dans le second cas, par la seule formule
(30) , { = ¢ cos (v -}~ vy — st ).

Comme le rayon représenté par le systéme des formules (26), offre tout-a.la-
fois les deux espéces de déplacements moléculaires, observés dans les rayons
plans que représentent les formules (29) et (30) prises chacune a part, on
peut dire que le premier rayon résulte de la superposition des deux autres.
Chacun des rayons, réfléchi et réfracté peut, dailleurs, aussi bien que le
rayon incident, étre considéré comme résultant de la superposition de deux
rayons plans; Pun de ces derniers étant renfermé dans le plan d’incidence,
ou, ce qui revient au méme, polarisé perpendiculairement a ce plan, et
Pautre étant, au contraire , polarisé snivant ce méme plan. Cela posé, aprés
la réflexion ou la réfraction, le rayon plan, renfermé dans le plan d’inci-
dence, sera représenté par la premiére des formules (27) ou (28), et le
rayon polarisé suivant le plan d’incidence par la seconde.
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Observons encore que, dans les formules (26), (27), (28), les dem:-
amplitudes des vibrations et les pammetres angulaires se trouvent repré-

sentés par
h, hn W, et M Mgy JZ8

pour les rayons renfermés dans le plan d’'incidence ; et par

c,c,c, et v, v,V

pour les rayons polarisés suivant le méme plan.
Au point ol le rayon incident rencontre la surface réfléchissante , on a

X = 0,

ce qui réduit les formules (22), (23), (24), aux suivantes :

(1) ¢« =He” ™" {=Ce""
(32) 8 =He? =% 7 =Ce""%
(33) 8 — HI vy—st E/ — Cleuj— st,

et les formules (26), (27), (28), aux suivantes :

(34) ¢ = hcos(vy — st + n), { == ccos(vy — st -4 1),
(35) 8, == hcos(vy — st 4+ ), {,= c,cos(vy — st 4 »),
(36) 8 = h'cos(vy — st + '), {'= c'cos(vy — st 4 ).
11 suit des formules (31), (32), (33) que la réflexion ou la réfraction d'un

rayon simple renfermé dans le plan d’incidence, ou polarisé suivant ce
plan, fait varier dans ce rayon le déplacement symbolique

& ou (,

dans un rapport constant. Ce rapport, qui sera d’ailleurs imaginaire, est
ce que nous nommerons le coefficient de réflexion ou de réfraction. Si on le
désigne par

I oult

pour le rayon plan renfermé dans le plan d’incidence, et par

I ou ¥,
pour lerayon polarisé suivant ce plan; on aura
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c’ R
3
H A’ 7 TH T kA

et par suite, eu égard aux formules (1g), (20),

= sin (3’ —= =  o2sin+ coss

(38) T= ey V=
__ — (488 cos (r47") + (E+EF)sin(r )V =1 ¢
(30) T (148F) cos (v =) + (B+8) sin (r—) Y/ =1
e 14 &6 _

(14+88') cos (3—7") + (E+&)sin (v—7") | —1

]

¥,
les valeurs de &, &' étant toujours données par les équations (*)

(18’ &= —< (x +f)51n 'r)—%’ &' = (l — (1_-}-1'!)?n‘—;’)—Lz

(* 11 est bon d’expliquer comment il arrive que les valeurs de 0, O ou de &, &
fournies par les équations (14) ou (18), sont affectées de signes contraires, les valeurs
de O', & étant positives et celles de O, & négatives. En voici la raison.

En vertu des principes établis dans le Mémoire qui a pour titre Méthode générale
propre & fournir les équations de condition relatives aux limites des corps, on doit,
dans la formule (27) de la page 147, supposer la valeur de © positive et déterminée
par ’équation (26) [ibidern], lorsque l'on counsidére un systeme de molécules situé,
par rapport au plan des y, z, du c6té des x positives. Dire alors que 1’on doit avoir

0V > o,

C’est dire, en d’autres termes, que 'exponentielle

— Ox
doit devenir sensiblement nulle, dans ce systéme, 4 de grandes distances du plan des
Jy2; et cette derniére condition est effectivement ’une de celles que, suivant la théorie

développée dans le Mémoire, il importe de vérifier. Mais, pour que la méme expo-
nentielle

e Vx

devienne sensiblement nulle, & de grandes distances du plan des y, z, dans un sys-
Ex, & An. et de Ph. M. 3¢
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1L suit des formules (34), (35), (36), que la réflexion ou la refraction
d’un rayon simple, renfermé dans le plan d’'incidence ou polarisé suivant
ce plan, fait varier, dans ce rayon, amplitude des vibrations moléculaires
dans un certain rapport donné, et ajoute en méme temps au parametre
angulaire un certain angle. Ce rapport et cet angle sont ce que nous nom-
merons le module et largument de réflexion ou de réfraction. Si Ton désigne
le module et 'argument de réflexion ou de réfraction par

Ieti, oupar I'et?,
pour le rayon renfermé dans le plan d’incidence, et par
Jetj, oupar Jetj,
pour le rayon polarisé suivant ce méme plan ;les constantes positives
b c <

h
(40) I = i;" I'= B’ J = E", V= —,

[V

seront, en vertu des formules (37), les modules des expressions imaginaires

tandis que les arcs réels
(41) = py—p, I=p—p, j=r,—, jl=7vV—y,
représenteront les arguments de ces mémes expressions. On aura donc
& — —
I =1eiV=E, j=yelV—,
(42) = v/, - TV
T=1eV"", = V.

Ces derniéres formules, jointes aux équations (38) et (39), suffiront pour

déterminer complétement les valeurs des modules et des arguments de
réflexion et de réfraction.

téme de molécules situé du c6té des x négatives, il faudra au contraire que on ait
.

0 < o.

Cela pos€, en considérant deux milieux au lieu d’un seul, et posant d’ailleurs w = o,
on doit évidemment & I'équation (26) de la page 147 substituer les formules (14).
Par la méme raison on devra, dans la formule (15) de la page 167, remplacer
O par — 0.
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Si Pon compte a partir du plan d’incidence 'azimut du rayon incident,
7 3 . 7, 7 .

ou réfléchi, ou réfracté, la tangente de cet azimut sera le rapport entre les
amplitudes de vibration mesurées dans les deux rayons composants et po-
larisés, 'un suivant le plan d'incidence, l'autre perpendiculairement a ce
plan, tandis que I'anomalie sera la différence entre les parameétres an-
gulaires de ces mémes rayons composants. Donc alors, dans le rayon in-
cident, ou réfléchi, ou réfracté, la tangente de I'azimut se trouvera repré-
sentée, en vertu des notations ci-dessus admises, par le rapport
cl

cl
FAk ou o

7

¢ ou
L’

et anomalie par la différence
¥ — e, ou vy, — p, ou ¥ — u.

Cela posé, la tangente de l'azimut et Panomalie, mesurées dans le rayon
réfléchi ou réfracté, se déduiront aisément de la tangente de l'azimut
et de I'anomalie mesurées dans le rayon incident. On tirera en effet des

formules (40) et (41)
(43) o=

’

I
e

bt G
=
=le
-

Ele
5 e

et
44) v, —u=0=0+0—p), V—p=(G =)+ (—un

On doit surtout remarquer le cas ou 'anomalie du rayon incident se réduit
a zéro, et la tangente de son azimut 4 l'unité, en sorte que ce rayon soit
non-seulement doué de la polarisation rectiligne, mais de plus renfermé
dans un plan qui forme avec le plan d'incidence un angle égal a la moi-
tié d’'un angle droit. Nous appellerons anomalie et azimut de réflexion ou
de réfraction ce que deviennent, dans ce cas particulier, I'anomalie et
Pazimut du rayon réfléchi ou réfracté. Si l'on désigne par

w, @',
les azimuts, et par

g dY

les anomalies de réflexion et de réfraction; alors, en posant dans les for-

mules (43) et (44)

31..
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on en tirera
t =1 tang@ = 7,
(45) ang @ = i, g@ =y,
J‘=i—i, & =j —;
et, en vertu de ces dernicres, on réduira les équations (43), (44) a la
forme

.

Cc
(46) b i tang @, v f tang =,
V/_"/“/"'—"V_M-I'J\’ V’—/",=V_M+J\"

C c Cc

Observons encore qu'en vertu des formules (42) et (45), I'on aura

(47) o= tang@'.eJV:;, — tang@-’_ef"‘/—_l;

1] ey
]!

et que, pour déterminer 4 l'aide des formules (47) les valeurs de
@.’ @.” J\7 J‘”

il suffira d’y substituer les valeurs des rapports

e Rl
=) =

tirées des équations (39).

Avant de terminer ce paragraphe, nous ferons une remarque impor-
taute. Nous avons déja observé que chacun des rayons incident, réfléchi,
réfracté, peut étre censé résulter de la superposition de deux rayons po-
larisés rectilignement, dont I'un est renfermé dans le plan d'incidence, et
I'autre dans un second plan perpendiculaire au premier. Or, parmi les for-
mules (31), (32), (33), ou (34), (35), (36), ainsi que parmi les formules
(37), (38), (39), (49), (41), (42), les unes se rapportent exclusivement aux
rayons composants renfermes dans le premier plan, c'est-a-dire dans le
plan d’incidence, les autres aux rayons composants renfermés dans le se-
cond plan. Il y a plus:les amplitudes de vibration et les paramétres an-
gulaires des rayons renfermés dans I'un de ces plans, entrent uniquement
dans les formules relatives & ces rayons. Donc les modifications qu’éprou-
vent, en vertu de la réflexion ou de la réfraction, les rayons reufermés
dans I'un des plans dont il s’agit, sont entiérement indépendantes des mo-
difications qu’éprouvent les rayons renfermés dans l'autre, et de la nature
de ces derniers rayons. On peut donc énoncer la proposition suivante,
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Théoréme. Supposons qu'un mouvement simple et par ondes planes
rencontre la surface de séparation de deux milieux isotropes, et considé-
rons le rayon incident, dont I'axe aboutit 4 un point donné de la surface,
comme résultant de la superposition de deux rayons plans, I'un renfermé
dans le plan d’incidence, I'antre polarisé suivant ce méme plan. Ces deux
derniers rayons se trouveront réfléchis et réfractés indépendamment 'un
de l'autre.

Nous observerons encore qu’en vertu des équations (38), (39) et (42),
jointes aux formules (18), les quantités

Teti, J etj,
ou
e, Jetj,

c’est-a-dire les modules et les arguments de réflexion ou de réfraction, re-
latifs a chacun des rayons composants, dépendent uniquement de Pangle
d'incidence T, de T'angle de réfraction 7', et des deux constantes

’
f, f’.
Ces derniéres constantes dépendent elles-mémes, ainsi que les constantes
/
k, kK,

comprises dans les formules (17), de la nature des deux milieux que l'on-
considére. Comme on a, d’ailletrs, en vertu des formules (17),

ksint = k'sin7/,
et par suite

(48) BTk,

langle de réfraction sera complétement déterminé quand on connaitra
I'angle d’'incidence et le rapport constant

l

kl

I3 [

qui s'appelle, comme Yon sait, Vindice de réfraction. Donc en définitive

les modules et les arguments de réflexion ou de réfraction, et par suite

les amplitudes ainsi que les paramétres angulaires des rayons réfléchis ow
P P 8 Y

réfractés, pourront étre considérés comme dépendants uniquement de:
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I'angle d’incidence, et des valeurs que prendront les trois constantes

kl

v bt

Les formules établies dans ce paragraphe comprennent, comme cas
particulier, celles que Fresnel a données pour représenter les lois de la
réflexion et de la réfraction de la lumiére a la premiere et a la seconde sur-
face des corps transparents, lorsqu’il existe un angle d'incidence pour le-
quel un rayon simple est toujours apres la réflexion complétement polarisé
dans le plan d’incidence. Elles montrent aussi les modifications que doivent
subir ces mémes lois, dans la supposition contraire. C’est la en effet ce qui
résulte des considérations qui seront développées dans les paragraphes
suivants et dans d’autres Mémoires.

§ 11L. Sur les deux espéces de mouvements simples qui, dans un milieu isotrope, peuvent
se propager sans s affaiblir.

Avant de développer les conséquences des principes établis dans le pa-
ragraphe précédent, il sera bon dexaminer de nouveau la nature des
mouvements simples qui, dans un systéme de points matériels homogene
et isotrope, peuvent se propager sans s’affaiblir.

D’aprés ce qui a été dit dans un autre Mémoire, si 'on nomme

£, ¢,

les déplacements d’'une molécule mesurés, an point (x, y, z), paralléle-
ment aux axes coordonnés et rectangulaires des x, y et z, les équations
des mouvements infiniment petits d’'un milien homogene et isotrope se-
ront de la forme

(1) D;—E) =FD,v, (D} — Exn=FDy, (D;—E)X = FD,,
E, F désignant deux fonctions entiéres du trinome
D: + D; + D;,
et v la dilatation du volume, déterminée au point (x, 7, z) pér la formule
(2) v =D,% 4 Dy - D, L.
En d’autres termes, on aura
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(D — E)f = FD,(D,£ 4+ D, 4 D,),
3) (D; — Eyr = FD,(D.£ + D, + D.L),
| (D! — E)} = FD,(D.£ + D,;n + D).

Soit d’ailleurs & le déplacement d’'une molécule mesuré parallélement & un
axe fixe quelconque. On tirera des équations (1) et (2), ou, ce qui re-
vient au méme, des formules (3), non-seulement

(4) [D: — E — (D: + D; 4 D;)Flu = o,
mais encore
) (D: — E)[D: — E — (D: + D} 4 D)f]s = o.

Soient maintenant
Esmy
les déplacements symboliques d’une molécule. Ces déplacements symbo-
liques, dont les déplacements effectifs

E’ ", {,

représenteront les parties réelles, seront déterminés, dans un mouvement
simple (voir les pages 138 et 139), par des équations de la forme

(6) £ = Aewtw+ws—st y == Bewstw+wi—st [ — Ceuetwtws—st,
les constantes réelles ou imaginaires
u, v, w, s, A, B, G,
étant assujéties a vérifier I'un des deux systémes d’équations
(7) =&, uA 4+ vB 4 wC = o,
(8) ¢ =& + ik, t=l=2

dans lesquels on représente par &* la somme u* - ¢* 4 w* et par
&, &,
E, F,
quand on y substitue a D,, D,, D, les lettres u, v, w, par conséquent i

D 4 D; + D;

te que deviennent

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1



( 240 )
la somme .
(9) w0t Wt = ke
Lorsque les équations desmouvements infiniment petits du systéme de mo-
lécules deviennent homogénes, E devient proportionnel 4 D -+ D; 4Dz,
et F se réduit 4 une quantité constante. On peut donc alors supposer
(10) E = D: 4 D; 4+ D), F =,

1, f, désignant deux constantes réelles; et par suite les formules (3), (4), (5)
se réduisent a celles-ci :

[D; — (D2 -} D; 4 D)]¢ = «fD,v,
(11) [D; — ¢(D: 4 D 4 D)]n = «fDy,
[D} — «(D. + D; 4 D:)J¢ = fD,v;
(12) D} — s(x + £)(D: 4+ D; + D3)Ju = o;

(13) .[Di — (D~ D) 4 D2)] [D} — s(x = f) (D = D; + D)Js =o.
Alors aussi, les formules (10) entrainent les suivantes

(14) & = 1k, o =.f,
la premiere des équations (7) se réduit &

(15) $* = 1k,
etla premiere des équations (8) a

(16) s* = (1 + )k

Considérons maintenant un mouvement simple qui, dans un systeme

homogéne de molécules, se propage sans s’affaiblir. Alors, dans les équa-
tions (6), (7), (8), les constantes imaginaires

u, v, w, s,
devront perdre leurs parties réelles, de maniére & se présenter sous les
formes

- _— _ J—
(17) u= uV—1, v=vy—1, w=wV—1, s=s\—,

u, v, w, s désignant des quantités réelles; et 'équation du second plan
invariable, c’est-a-dire du plan mené par l'origine parallélement aux plans

des ondes, sera

(18) ur o4 vy - Wz = o.
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Or,comme, en joignant les formules (6) et (17) & la seconde des équations
(7), ou a la seconde des équations (8), on en tire dans le premier cas

u§+v;+wf=o,

par conséquent

(19) g 4 w4 W = o,

et dans le second cas

I
< x|
I
ivlﬁl

s ey

par conséquent

(20) % =- =

’

Sjrx

<l

il résulte des formules (:9) et (20), comparées a I'équation (18), que les
vibrations moléculaires, représentées symboliquement par les équations
(6), sont, dans le premier cas, paralléles aux plans des ondes, ou transver-
sales par rapport aux rayons simples, et dans le second cas perpendi-
culaires aux plans de ces ondes, ou longitudinales, c’est-a-dire dirigées dans
le sens des rayons. Si d’ailleurs on prend

(21) k = Vo 4 v* -+ w»
et de plus

7 1
(22) l=—2f-, T=2T’ 'Q:li;:T"

I représentera la longueur d’une ondulation, T la durée d’une vibration
moléculaire, Q la vitesse de propagation d’'une onde plane; et 'on pourra
supposer, dans la formule (g),

(23) k= kvV—1.

Cela posé, la premiere des formules (7) ou (8) établira généralement une
relation entre s et k, ou, ce qui revient au méme, entre 1 et T, c'est-a-
dire entre la longueur d’ondulation et la durée des vibrations molécu-
laires, Cette relation est précisément celle qui, dansla théorie de la lu-
miére, fournit I'explication et les lois du phénoméne de fa dispersion (voir
le Mémoire sur la Dispersion et les nouveaux Exercices de Mathéma-
tiques).

Dans le cas particulier o1 les équations des mouvements infiniment pe-

Ex.d An. et de Ph. Mauik, 32
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tits deviennent homogénes, la premiére des équations (7) ou (8) se trouve
remplacée par la formule (15) ou (16), de laquelle on tire, eu égard aux
équations (17), (21), (22),
s* = ik?, Q* =,
ou
s* = (1 4 )k, Q* = (1 ).

Donc alors la vitesse de propagation des vibrations transversales se réduit &

(24) Q =V
et la vitesse de propagation des vibrations longitudinales a
(25) Q = Vi1 ).

Ces deux vitesses étant alors indépendantes de la durée des vibrations mo-
léculaires, et de la longueur d’ondulation, cette longueur et cette durée
sont proportionnelles 'une 4 I'autre, en vertu de la formule

1
T= Q,

et le phénomene de la dispersion n’a plus lieu. Alors aussi le rapport entre
la vitesse de propagation des vibrations longitudinales et la vitesse de pro-
pagation des vibrations transversales sera, en vertu des formules (24) et
(25), la racine carrée de

1 <4 f.
Donc ce rapport deviendra nul ou infini, avec la vitesse de propagation
des ondes longitudinales, si 'on suppose

(26) f= — 1, ou (27) f =4
Dans la premiére supposition, les formules (11), (12), (13) donneraient

[D; — (D> 4+ D; +D})]& +D,u=o0,

(28) [D; —(D: -+ D, +4D;)] n+ iD,u=o0,
[D; —#(D: =4 D; +D;)] { 4 D,v=0,

(29) D;v = o,

(30) - [D: — (D 4 D; + D)]D;e = o.

Ajoutons que les vibrations™ transversales disparaitraient, au moins a de
grandes distances des centres d’ébranlement, si la constante s devenait
négative, et les vibrations longitudinales, si le produit i (1 4 f) devenait
négatif.
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§ IV. Des milieux dont les surfaces de séparation polarisent, suivant le plan d'inci-
dence, les rayons réfléchis sous un certain angle.

Considérons, comme dans le second paragraphe, deux systémes de
molécules homogenes et isotropes, séparés par une surface plane que
nous prendrons pour plan des y, z. Concevons encore qu’'un mouvement
simple, mais sans changement de densité, se propage dans le premier
milieu situé du coté des x négatives, et qu’a I'instant ol ce mouvement
atteint la surface de séparation, il donne généralement naissance a un seul
mouvement simple réfléchi, et 4 un seul mouvement simple réfracté. En-
fin, prenons pour axe des z une droite paralléle aux traces des plans des
ondes sur la surface réfléchissante; nommons 7 l'angle d’incidence, 7’
'angle de réfraction; et regardons le rayon incident comme résultant de
la superposition de deux rayons polarisés rectilignement, I'un suivant le
plan d’incidence, l'autre perpendiculairement a ce plan. Ces deux der-
niers rayons se trouveront réfléchis et réfractés indépendamment I'un de
J'autre. Si 'on considére en particulier celui des rayons composants qui
se trouve polarisé suivant le plan d’incidence, ou, en d’autres termes, le
rayon dans lequel les vibrations des molécules sont paralléles a la surface
réfléchissante; si d’ailleurs, pour ce rayon, I'on nomme

Joul¥y

le module de réflexion ou de réfraction, c'est-a-dire le rapport suivant
lequel la réflexion ou la réfraction fait varier Pamplitude des vibrations
moléculaires, et
jouj’
largument de réflexion ou de réfraction, cest-a-dire Pangle que la ré-
flexion ou la réfraction ajoute au parameétre angulaire; les valeurs des
quantités
Jetj, ou et j,

se déduiront de I'éqaation

(1)

dans laquelle le coefficient de réflexion J oule coefficient de réfraction,
sera déterminé par la formule

FV=r

1V =7 ou (2) e =7,

7 __ sia(@ —r) T __ 2sinzcosr
3) sin (z" =+ 7) o (4) V= sin (v ~47)°
3a..
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Si au contraire 'on considére celui des rayons composants, qui se trouve
renfermé dans le plan d'incidence, et si 'on nomme, pour ce rayon,

Ieti, ou ¥ et?,

le module et l'argument de réflexion ou de réfraction, I'on aura

(5) Ie V= =1, ou (6) eV =1 ,
le coefficient de réflexion I ou le coefficient de réfraction T étant déter-

miné par la formule

(7) I == (1 €8 cos (t 4=1") - (& 4 &) sin (7 -}~ 1') V=1 3
(1 8 cos (z — ) + (648 sin (r —7) Y/ — 1 *

ou
(8) f’ - I + G@’
T (14 68) cos (t — 1) - (B 4=&)sin (r — 1) V— 1

¥,

et les valeurs de &, & étant de la forme

(9) 6=—(I - (l_-i-ﬁ)—’—r) ;’ —( (x+f)sm-r)-%'

Ajoutons que Vangle de réflexion 7 et I'angle de réfraction 7’ se trouve-
ront liés 'un a4 lautre, conformément 4 la loi de Descartes, par la for-
mule (48) du § II, ou ce qui revient au méme, par la suivante

(IO) : sin-r —_ 9’

sins’

8 désignant I'indice de réfraction , dont la valeur sera:

k’
(11) = o
Dans les formules qui précédent, les trois constantes réelles

ea f; f”

dépendent de la nature des deux systémes de molécules proposés.

Pour que la réflexiou fasse disparaitre le rayon polarisé suivant le plan
d’incidence, ou le rayon polarisé perpendiculairement a ce plan, il est
nécessaire et il suffit que, dans ce rayon, la demi-amplitude des vibra-
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tions moléculaires se réduise & zéro apres la réflexion, et par suite, que

le module de réflexion
Joul,

s’évanouisse avec le coefficient de réflexion

Joul.

Pour que 'un de ces mémes rayons ne se trouve point modifié par la
réfraction, il est nécessaire et il suffit que 'amplitude des vibrations, et
le parameétre angulaire, ou du moins le sinus et le cosinus de ce para-
metre, restent les mémes avant et apres la réfraction; par conséquent, il
est nécessaire et il suffit que le module de réfraction

J oul,
se réduise a unité, et 'argument de réfraction
j ou i,

a zéro ou 4 un multiple de circonférence a7r. Au reste cette double con-
dition peut étre remplacée par une seule, savoir que le coefficient de ré-
fraction
¥ out,
soit équivalent a I'unité.
Lorsqu'on suppose l'indice de réfraction réduit a lunité, c’est-a-dire-
lorsqu’on a

(12) 8

et par suite

ll

kl

I
\.Wf

la formule (10) donne

(13) T =T

et alors, le coefficient de réflexion
Joul

se réduisant a zéro, en vertu de la formule (3) ou (7), on voit compléte--
ment disparaitre le rayon réfléchi. Alors aussi le coefficient de réfraction.

¥ oul,
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se réduit a l'unité, en vertu de la formule (4) ou (8), et par suite le
rayon réfracté ne difféere point du rayon incident. La supposition que
nous venons de faire comprend évidemment le cas ol les deux systemes
proposés seraient de méme nature. Dans ce cas, on aurait non-seulement

k' = k,
mais encore

" = f;

et, puisque les deux systémes proposés pourraient étre considérés comme
n’en formant plus qu'un seul, il serait tout naturel que le rayon réfléchi
dispartit, et que le rayon incident ne fat pas altéré par la réfraction.

Si la condition (12) n’est pas remplie, la condition (13) ne le sera pas
non plus, & moins que T ne s'évanouisse, et par suite l'équation (3) four-
nira généralement pour le coefficient de réflexion J une valeur différente
de zéro. On ne doit pas méme excepter le cas ou I'angle T s’évanouirait,
attendu que, dans ce cas, on tirerait des formules (3) et (r0)

F— 1 — 6

(14) ;T-,=0, J=-r'+-r_'1+6‘

Donc, lorsque lindice de réfraction § différe de I'unité, un rayon inci-
dent, polarisé suivant le plan d’incidence, se trouve toujours réfléchi par la
surface de séparation des deux milieux. Sagit-il au contraire d’un rayon
incident renfermé dans le plan d’incidence? Il ne pourra disparaitre apreés
la réflexion que pour des valeurs de

f, t', 7,

propres a faire évanouir le coefficient de réflexion I, et par conséquent a
vérifier I’équation

(x = &) cos(t = 7) o (B4 &) sin(r 4 ¥) V=1 = o,
de laquelle on tire
(15)  (x = &) cos(t 4 T) = 0, (B8 4 &)sin(r 4 ') = o.
Il'y a plus; comme des deux rapports

& -8 1 &5
T3-%6” G0
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§ devenir infini ‘autre ¢ isse, i lai
un ne peut devenir infini sans que laulre s’évanouisse, il est clair que

pour chaque valeur de 7,1'un d’eux au moins conservera une valeur finie ;

et par suite 'expression imaginaire I, qui, en vertu de I’équation (7), peut
¢tre présentée a volonté sous I'une ou Pautre des formes

—cos(t 4+ )+ —— c+% . sin (r4V—1
]l = + 3,
cos(t — ') + +6‘€' sin (t — 1)V —1
-— IE-:_ &7 €os(7 == 1) == sin (7 4-17) V=1
= I,
1o

Tre cos(r—t’) ~+ sin(z — NV =1

ne pourra s’évanouir, sans que 7, T’ vérifient I'une des deux conditions
(16) cos(t <41y = o0, sin(r+417) = o.

Diailleurs, § étant différent de T'unité, T ne se réduirait point a zéro si Fon
supposait

sin (v« 7) = o

Car de cette supposition, jointe 4 la formule (10), on conclurait

sin’r'=:bsin'r, (:ié)sinr:o, sin1'=o, 1'=1"=o,
et par suite
N el 6 —1
= & = = —J = _—
& = o, 1 J P

Donc, si la condition (12) n’est pas remplie, les angles 7, 7' vérifieront,
non la seconde, mais la premiére des formules (16), de laquelle on tirera

(17) T 4T = ;—:,
tandis que la seconde des équations (15) donnera
& 4 & =
ou, ce qui revient au méme, eu égard aux formules (g) et (10),
A o
(18) 6 = TET
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et, en vertu de la formule (11),

k» k’z
(19) i

La condition (17) peut toujours étre remplie pour une certaine valeur de ,
que l'on déduira sans peine des formules (17) et (10), en vertu desquelles
on aura non-seulement

sin 1/ == cos T,
mais encore

(20) tangt = 0.

On peut remarquer d’ailleurs qu’au moment ou l'angle d’incidence 7 vé-
rifiera la formule (20), 'angle

x—T — T,

compris entre les rayons incident et réfracté, deviendra précisément égala
Z. Donc la formule (17) sera vérifiée au moment ou le rayon réfracté de-

viendra perpendiculaire au rayon incident.

Quant a la condition (19), elle peut étre ou n’étre pas remplie suivant
la nature des deux systémes. Si elle se trouve effectivement vérifiée,
alors, sous l'incidence v déterminée par la formule (20), un rayon ren-
fermé dans le plan d'incidence, et polarisé perpendiculairement a ce plan,
disparaitra toujours aprés la réflexion, et par suite un rayon incident
quelconque sera transformé par la réfiexion en un rayon complétement
polarisé suivant le plan d’incidence. Pour cette raison, ’on nomme, dansle
cas dont il s’agit, angle de polarisation compléte, ou simplement angle
de polarisation, 'angle T déterminé par la formule (20). Si I'on désigne
par ¢ cc méme angle, on aura, en vertu de la formule (20),

(21) ¢ = arctang.
Lorsque la condition (19) se vérifie, alors
&, &

étant nuls, les équations (7) et (8) se réduisent aux. suivantes
(22) [ = — 0+m5 (3) V= _———1T.
1

cos(r — )"’ cos(z —7) " "
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Alors aussi les modules et les arguments de réflexion ou de réfraction sont
donnés immédiatement par les formules (1) et (2) jointes aux formules
(3), (4), (22) et (23). Seulement il convient ici de distinguer deux cas dif-
férents, savoir, le cas ou, I'indice de réfraction § étant supérieur a I'unité,
on a par suite, en vertu de la formule (10),

4
T>T,

et le cas o1, I'indice de réfraction 8 étant inférieur a 'unité, on a par suite,
en vertu de la formule (10),

T 1.
Or, supposons d’abord

(24) b>1, >

Dans ce cas, en vertu de la formule (1), jointe aux équations (3) et (22),
le module et 'argument de réflexion pourront étre réduits, pour le rayon
polarisé suivant le plan d'incidence, aux deux quantités

(25) =2t j=m

et, pour le rayon renfermé dans le plan d’incidence, 1° lorsque T sera
compris entre les limites 0, @, aux deux quantités

__ tang(r—7) .
(26) = gt L= O
2° lorsque T surpassera angle @, aux deux quantités

__ tang(r—7)
(27) T tang(r —r—7)’

i == 7.

Considérons maintenant le cas ou 'on aurait
{28) <1, v 1.

Dans ce cas, le module et I'argument de réflexion pourront étre réduits,
pour le rayon polarisé suivant le plan d'incidence, aux deux quantités

sin(z'— ) .
(29) = ::m:)’ ] =05

et, pour le rayon renfermé dans le plan d’incidence, 1° lorsque T sera
Ezx.d dn. etde Ph. M. 33
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compris entre les limites o, @, aux deux quantités

__ tang(#F'—s) .
(30) = g T 7

2° lorsque T surpassera 'angle ¢, aux deux quantités

(1) [ = tang (v —7) .

~, I = O.
tang(wx —r—1")’

Dans I'un et Pautre cas, en vertu de la formule (2), jointe aux équations
(4) et (23), le module et Pargument de réfraction pourront étre réduits,
pour le rayon polarisé suivant le plan d’incidence, aux deux quantités

2 sin+’ cosr .
sin(z 4 7') ’

(32) V=

_— O,
et, pour le rayon renfermé dans le plan d’incidence, aux deux quantités

’ asin+ cosz .
= - 1
(33) sin (v 47') cos(r —7')?

—_— O

On peut observer que, dans les formules précédentes, I'argument de
réfraction se réduit toujours a zéro. Donc, si, dans un rayon incident po-
larisé suivant le plan d'incidence ou perpendiculairement a ce plan, on
considere un nceud quelconque de premiére ou de seconde espece, a
I'instant ou ce nceud, en vertu de son mouvement de propagation, at-
teindra la surface réfringente, il passera immédiatement, sans changer
d’espéce, dans le rayon réfracté. Il passera aussi, sans changer d'espeéce,
dans le rayon réfléchi, si, I'indice de réfraction étant supérieur a I'unité,
le rayon incident est polarisé suivant le plan d’incidence et tombe sur
la surface réfléchissante, sous une incidence inférieure a I'angle de pola-
risation compléte, ou si, ces deux conditions n’étant pas simultanément
remplies, I'indice de réfraction devient supérieur a 'unité. Dans les autres
hypotheéses, l'argument de réflexion se réduisant a la demi-circonfé-
rence ou au nombre 7, on peut affirmer qu'a I'instant ot un nceud du
rayon incident atteindra la surface réfléchissante, il changera d’espéce en
passant dans le rayon réfléchi. C'est au reste ce que 'on peut encore ex-
primer en disant qu'alors un noeud d’espéce donnée se trouvera déplacé
par la réflexion, et tramsporté en avant de la position qu’il occupait, & une
distance égale a la moitié de la longueur d’une ondulation.

Nous ajouterons que, pour passer des formules (25), (26), (27), qui sup-
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posent § > 1, aux formules (29), (30), (31), qui supposent §< 1, il suffit
évidemment d’écrire, dans les valeurs des modules de réflexion T et J,

¥ — 7 aulieude 7T — 7',

et de faire croitre ou diminuer les arguments de réflexion ¢ et j d’un angle
égal a la demi-circonférence 7.

Les modules et les arguments de réflexion ou de réfraction étant déter-
minés comme ci-dessus, les azimuts

@, @,

d, 4"

et les anomalies

de réflexion ou de réfraction, se déduiront immédiatement (voir la p. 236)
des formules

(34) tang @ = %, tang @’ = i_:,
(35) d=j—i, M=j—=17,

ou, ce quirevient au méme, des formules

(36) tang @ VT =

, tang@-'e‘lv_‘ = =,

]| Comef |

De ces derniéres, jointes aux formules (22), (23), on tirera

cos (7 — )

(37) tang w . CJ\V—-I———-— m ’

(38) tang@’. e’ V=== cos (r—1').

Or on vérifiera la formule (37), 1° lorsque I'angle d'incidence t sera com-
pris entre les limites o, @, en supposant

(7 —7')
(39) tangw:-z%:—m;)-, &=k 7;

2° lorsque l'angle d’incidence T surpassera I'angle de polarisation @, en
supposant

cos(r — 7') )

(40) tang @ = s,

= 0.

Quant a la formule (38), on la vérifiera, dans tous les cas, en prenant

(41) tang@’ = cos(r —1'), J/ = o.
33..

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1



( 252 )

Ainsi, Panomalie de réfraction d' pourra toujours étre censée réduite a
zéro, et Lanomalie de réflexion J' pourra étre censce réduite & zéro ou a 7,
suivant que Uangle d’incidence sera supérieur ou inférieur a Uangle de
polarisation. 11 en résulte qu'un rayon plan, mais polarisé suivant un plan
quelconque, sera encore doué de la polarisation rectiligne , lorsqu’il aura
été réfléchi ou réfracté par la surface de séparation des deux milieux que
Uon considére. Ajoutons qu’en vertu des formules (41) et (3g) ou (4o), les
azimuts de réfraction et de réflexion, @' et @, offriront des tangentes
respectivement égales, Uune au cosinus de la différence entre les angles
d'incidence et de réfraction, Uautre a la valeur numeérique du rapport de
ce cosinus au cosinus de la somme des mémes angles. La déterminatiou de
ces azimuts fera connaitre immédiatement les variations que la réfraction
et la réflexion occasionnent dans 'azimut du rayon incident, ou, si celui-ci
est doué de la polarisation rectiligne, ce qu’on nomme le mouvement du
plan de polarisation.

Une remarque importante a faire, c’est que, dans le cas ou l'indice de
réfraction deviendra inférieur a I'unité, I’équation (10), ou

sin

(42) sint! = ——,

ne pourra fournir une valeur réelle de 7/, si 'angle d’incidence T n'a pas
une valeur inférieure a celle que détermine la formule

(43) sint = #.
Nommons ~ cette derniére valeur, et prenons en conséquence

(44) ) = arc sin §.

Pour que les formules ci-dessus établies sotent applicables, il faudra que
Pon ait

(45) <A

Suivant que la condition (45) sera ou ne sera pas remplie, le mouvement
incident pourra ou non donner naissance & un mouvement réfracté qui se
propagera dans le second milieu sans s’affaiblir. Le rayon simple, corres-
pondant a ce mouvement réfracté, sera donc un rayon réfracté qui pourra
ou non se propager dans le second milieu sans s’affaiblir, suivant que I'angle
d'incidence sera inférieur ou supérieur a la limite 4. Ce rayon réfracté,
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qui ne subsistera que pour certaines incidences, du moins & une grande
distance de la surface réfléchissante, est ce que nous nommons le rayon
émergent. 1’angle ] , ou la limite que ne peut dépasser I'angle d’'incidence
sans que le rayon émergent vienne i s’éteindre, sera I'angle d’émersion.
Cet angle surpasse nécessairement P'angle de polarisation auquel répond

toujours une valeur réelle de 1/, donnée par la formule (17), savoir,
P __
v = - 0.

Cest d'ailleurs ce que I'on démontrera sans peine a l'aide des formules
(21) et (44) , desquelles on tire

0
tangp = f, tang = "7'?—_—0-1> tang ¢,

et par suite

4 >0

Les formules que nous avons établies dans ce paragraphe, en supposant
la condition (19) vérifiée, ne different pas au fond de celles que Fresnel
a données pour représenter les lois de la réflexion et de la réfraction des
rayons lumineux a la premiére et a la seconde surface des corps transpa-
rents. La formule (20) ou (21) fournit immédiatement la loi découverte par
M. Brewster, et suivant laquelle 'angle de polarisation compléte des rayons
lumineux , refléchis par la surface de séparation de deux milieux trans-
parents et isophanes, a généralement pour tangente Uindice de réfraction.
La détermination des quantités

J’ I’ J/’ I”

c’est-32-dire des modules de réflexion et de réfraction, conduit, comme on
le sait, et comme nous P'expliquerons dans un autre Mémoire, & la détermi-
nation de Tlintensité de la lumiére dans les rayons réfléchis et réfractés.
Enfin, dans la réflexion et la réfraction des rayons lumineux doués de la
polarisation rectiligne, le mouvement du plan de polarisation, délerminé
a Taide des formules (39) ou (40), et (41), s’accorde d’'une maniére trés re-
marquable avec les nombreuses observations relatives a ce plan, et publiées
par divers physiciens, surtout par Fresnel et par M. Brewster.

Dans les diverses applications que 'on peut faire des formules ci-dessus
établies, il importe de ne jamais perdre de vue la signification des quan-
tités qu’elles renferment, On devra se rappeler en particulier que le module

de réflexion
I ou J
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représente le rapport

/

T ou
h

ele

entre les amplitudes des vibrations moléculaires, mesurées dans les rayons
réfléchi et incident, qui se trouvent polarisés ou suivant le plan d’incidence,
ou perpendiculairement a ce plan. On devra se rappeler encore que l'ar-
gument de réflexion

i ou j
représente la différence
B,— pm, ou v, —7,

entre les paramétres angulaires, mesurés dans ces mémes rayons. Cela posé,
on conclura immédiatement des formules (34), (35) du second paragra.
phe, quen chaque point de la surface réfléchissante les déplacements
moléculaires

ety ou ety

sont, dans les rayons incident et réfléchi, affectés du méme signe quand
on a

(46) i=o0 ou j=o,
et affectés de signes contraires quand on a
(47) i=7# ou j=m.

Dailleurs les déplacemems

Z 4o

mesurés perpendiculairement au plan d’incidence, seront affectés du méme
signe, ou de signes contraires, suivant qu’ils se compteront dans le méme

sens, ou en sens contraires, a partir de ce plan. Quant aux déplacements
8’ 8/7

mesurés dans le plan d’incidence, et liés aux déplacements

E’ g])

(voir la page 230) par les deux formules

&H

£ =wesint, § = s sinT,

ils seront, comme £ et £,, affectés du méme signe ou de signes contraires,
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suivant qu’ils feront passer les molécules primitivement situées en un point
de la surface réfléchissante, d’'un méme coté de cette surface ou de deux
cOtés opposés. 11 y a plus: comme, en adoptant les notations du second
paragraphe, on trouvera

N = ¥COST, N, == — ¥,COST,

il est clair que les déplacements

¥, ¥,

/

seront encore affectés du méme signe, ou de signes contraires, suivant que

les déplacements
" bl M/ g

mesurés dans le plan d’incidence, a partir d’'une droite normale a la surface
réfléchissante,, se compteront en sens opposés ou dans le méme sens. En
conséquence il deviendra facile, dans tous les cas, d'interpréter celles des
formules (25), (26), (27), (29), (30), (31) qui renferment les arguments
de réflexion
i ou j.

Ainsi, en particulier, on conclura des formules (25) et (29) que, dans les
rayons incident et réfléchi, les déplacements moléculaires, mesurés sur la
surface réfléchissante perpendiculairement an plan d’incidence, se comp-
teront de deux cotés opposés a partir de ce plan, si indice de réfrac-
tion § surpasse I'unité, et du méme coté si 'ona § < 1. Pareillement on
conclura des formules (26) et (27), ou (30) et (31), que, dans les rayons
incident et réfléchi, les déplacements moléculaires mesurés perpendiculai-
rement a la surface réfléchissante pour une molécule située sur la sur-
face, se compteront de deux cotés opposés a partir de cette méme surface;
si lon suppose

§>1, >0, on <1, T<0,

et du méme coté si lon suppose

0>, 1<0, ou <1, >0

Au contraire les déplacements moléculaires mesurés dans le plan d'incidence
et sur la surface réfléchissante, & partir d’une droite normale a cette surface,
se compteront du méme coté, pour les rayons incident et réfléchi, dans les
deux premieéres suppositions, et de cotés opposés dans les deux derniéres.

Observons maintenant qu'on devra réduire a zéro les déplacements me-
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surés sur la normale 4 la surface réfléchissante, si le rayon incident devient
perpendiculaire 4 cette surface, et les déplacements mesurés sur la surface
dans le plan d’incidence , si le rayon incident rase la surface dont il s'agit.
De cctte observation, jointe aux conclusions précédentes, il résulte immé-
diatement que les déplacements moléculaires, mesurés sur un axe quel-
conque, se compteront en sens opposés, dans les rayons incidents et ré-
fléchi, si, 'indice de réfraction étant supérieur a I'unité, le rayon incident
devient perpendiculaire 4 la surface réfléchissante ou rase cette surface;
tandis qu’ils devront se compter dans le méme sens, si, le rayon incident
étant perpendiculaire a la surface, 'indice de réfraction devient inférieur
a l'unité.

Observons encore que, si le rayon incident est perpendiculaire a la sur-
face réfléchissante, on pourra prendre pour plan d’incidence un plan quel-
conque mené arbitrairement par I'axe du rayon. Si d’ailleurs ce rayon est
doué de la polarisation rectiligne, alors, en vertu des principes que nous
venons d'établir, les déplacements absolus d’'une molécule, mesurés sur la
surface réfléchissante,, d’'une part dans ce rayon, d’autre part dans le rayon
réfléchi, se compteront en sens opposés, ou dans le méme sens, suivant
que 'on aura

§>1, ou <.

Si I'on suppose en particulier

6> 1,

les déplacements absolus dont il s’agit se compteront en sens opposés, et
cette circonstance pourra étre indiquée ou par la seule formule

si 'on prend pour plan d’incidence le plan méme du rayon, ou par la

seule formule
] = T,

si 'on prend pour plan d’incidence le plan de polarisation. La différence
qui existe entre les arguments de réflexion i et j, déterminés par ces deux
formules, peut sembler d’autant plus singuliére au premier abord que, dans
Phypothese admise, on reste complétement libre de prendre pour plan
d'incidence un plan paralléle ou un plan perpendiculaire aux directions
des vibrations des molécules. Toutefois, pour se rendre compte de cette
différence, et de la réduction de i a zéro, il suffit de considérer le cas ou
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ie rayon incident, polarisé dans le plan d'incidence, serait, non plus ri-

goureusement, mais sensiblement perpendiculaire 4 la surface réfléchis-
sante. En effet, dans ce cas, les paramétres angulaires

. . . IL" IL‘L4,
liés & ¢ par la formule

i = M, == M
se rapporteront aux déplacements

£, &

mesurés parallélement & la surface; et, comme, en vertu des deux formules

£ =ssinT, £, = s sinT,
% == ¥COST, ¥, == — ¥ COST,
on aura
& "
£ "’

il est clair que les déplacements
£, &,

seront affectés du méme signe, si les déplacements
n, ",

sont affectés des signes contraires. Or cette derniére condition sera cer-
tainement remplie, si 'on a

0> 1;

et alors, en supposant le rayon incident sensiblement perpendiculaire 4 la
surface réfléchissante, on trouvera, pour chaque point de cette surface,

%‘—<o, %<o, j = .

Donc alors aussi 'on aura, en chaque point de la surface réfléchissante,
g—’> o, etparsuite = o.
Les arguments de réflexion j et i étant connus pour les rayons polarisés
suivant le plan d’incidence et perpendiculairement a ce plan, on pourra
en déduire immédiatement, en vertu de la premiére des formules (35),

Ex. d An. et de Ph. M. 34
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I'anomalie de réflexion, telle que la donne la seconde des équations (3g)
ou (40). Cette anomalie pouvant d’ailleurs étre augmentée ou diminuée
d’un multiple de la circonférence 27, on peut, lorsqu’elle est représentée
par @, la représenter aussi par

N — 2 = — 7,

et il en résulte que dans la seconde des formules (39), on peut indiffé-
remment réduire le double signe soit au signe -}, soit au signe —.

Sidu rayon réfléchi on passe au rayon réfracté, alors aux formules
(46) ou (47), on devra substituer Ia seconde des formules (32) ou (33),
savoir,

(48) i'!=o0, ou j =o.

Or il résulte de ces derniéres qu’en chaque point de la surface réfringente
les déplacements d’'une molécule, mesurés dans le plan d’incidence ou per-
pendiculairement a ce plan, se compteront dans le méme sens, soit avant,
soit apres la réfraction. Par suite anomalie de réfraction sera nulle, comme
on en a déja fait la remarque, et comme l'indique la seconde des formu-
les (41).

Il nous reste & déduire des formules obtenues les valeurs des arguments
et des azimuts de réflexion ou de réfraction, pour certaines incidences
qui méritent une attention spéciale.

Lorsque le rayon incident sera perpendiculaire & la surface réfléchis-
sante, on pourra en dire autant du rayon réfléchi ou réfracté, et I'on
aura

'

(49) T=o0, T =0, 5= =4

sin+’

Donc alors, en vertu des formules (25), (26) ou (28), (29), on trouvera,
1° en supposant lindice de réfraction 8 supérieur & I'unité,

(50) I=JJ= g—:—: = tang((p-—%);

2° en supposant l'indice de réfraction 8 inférieur 4 l'unité,

Il

1 —0 »
(51) I=17J T tang(z—q)),
et I'on aura, dans Pune ou lautre supposition, non-seulement, en vertu des
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formules (32), (33),

(52) I’= J'= 13—6=1-— tang(¢_%;
mais encore, en vertu des formules (3g) ou (40),
(83) tangw = 1, @ = %,
(54) tange’' = 1, @ = %;

en sorte que 'azimut de réflexion ou de réfraction se trouvera réduit a
la moitié d’un angle droit. Les formules (50), (51), (52) coincident avec
celles que M. Young a données pour le cas de I'incidence perpendiculaire.

Lorsque I'angle d’incidence sera précisément l'angle de polarisation,
P'ou aura

(55) T=19, =z —9, sint = cosT, cost' = sin.

Donc alors on trouvera, 1° en supposant l'indice de réfraction § supérieur
a l'unité,

(56) I=o J = 2= :.—sin(z(p—f):— cos 20;
2 0a + 1 2 b
2° en supposant l'indice de réfraction inférieur a I'unité,
1 — |2
(57) I=o0, J= TFE = cos2Q;

et 'on aura, dans I'une ou l'autre supposition, non-seulement

(58) I =

I — r 2 —
F = cotg, J = Tre 2C0s*Q,

mais encore

(59) tang@ = %, @ =z,
(60) tang @' = %ﬂ- = sin 20.

Lorsque, 'indice de réfraction étant inférieur a I'unité, Vangle d’inci-
dence T sera précisément l'angle d’émersion, I'on aura

18

(61) Te=+, =7, sint =1, cost = o.

Donc alors on tirera des formules (29) et (31)

(62) I =1 =,
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et des formules (32), (33), (34)

2
(63) I'= ;= ﬁ, V = 2,
(64) tnge =1, @ = %,
(65) tangm’' = 0§ = sinl.

Enfin , lorsque, l'indice de réfraction f étant supérieur a 'unité, le rayon
incident rasera la surface réfléchissante, on aura

T =2, sint = ~
-—-—2, ———9-.

Donc alors les formules (25), (27), entraineront de nouveau les équations
(62) et (64); mais on tirera des formules (32), (33) et (41)
(66) =Y

(67) tangw’ = sint’ =

Il

D - (o)

= cot?o.

Sur les relations qui existent entre Uazimut et I'anomalie d'un
rayon simple doué de la polarisation elliptique.

Considérons, dans un systéme isotrope de molécules, un mouvement -
simple, ou par ondes planes, qui se propage sans s’affaiblir. Prenons pour
plan des &, 7 un plan invariable paralléle aux plans des ondes. Une mo-
lécule quelconque m fera toujours partie d’'un rayon simple perpendiculaire
au plan invariable. Cela posé, soient, au bout du temps ¢,
£, n, les déplacements de la molécule mesurés parallélement aux axes

rectangulaires des x, 7,
¢ la distance mesurée sur le rayon simple entre le plan invariable et

la molécule m, cette distance étant regardée comme positive, quand elle

se compte dans le sens de la vitesse de propagation des ondes planes.
Si on nomme T la durée des vibrations moléculaires, et 1 la longueur
d'une ondulation, le mouvement de la molécule sera représenté par des
équations de la forme

(1) £ = acos(kv — st 4 A), n = bcos'ke— st + u),
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dans lesquelles on aura
2 2
k=2, s= —Tf;
tandis que les constantes positives a, b désigneront les demi-amplitudes
des vibrations d’une molécule, mesurées parallélement & I'axe des x, ou a
I'axe des y, et A, w les paramétres angulaires relatifs aux mémes axes.
Comme d’ailleurs les équations (1) donneront

§= cos(ke—st)cosA—sin(ke —st)sinA, %: cos(ke—st)cospu—sin(ke—st)sinp,

on en tirera, moyennant ’élimination de I'une des lignes trigonométriques
sin (ke — s2), cos (ke — st),

gcos,u — %cosv = sin (ke — st) sin (e — A),
3

. n . _ . . . .
2sin g — siny = cos (ke — st) sin (1 — A);

puis, en combinant ces derniéres formules par voie d’addition, apres avoir
élevé chaque membre au carré, et posant, pour abréger,

& = m— A,
on trouvera

(2) (§’>2 — 2 gibcosé“ +(Zb>2 = sin*d.

a

L'équation (2) représente généralement une ellipse ; et, comme cette ellipse
se transformera, 1° en ligne droite, sil'on a

3) sind = o,
2° en circonférence de cercle, sil'on a
(4) cosd = o0, b = a,

il est clair que la polarisation, généralement elliptique, deviendra recti-
ligne dans le premier cas, et circulaire dans le second.

Le rayon représenté par le systéme des équations (18) peut étre censé
résulter de la superposition de deux rayons plans, représentés séparément
par chacune d’elles. L'anomalie du rayon résultant et son azimut, relatifs
au plan des x, z, sont, d'une part, la différence

(5) d=p—r
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entre les paramétres angulaires ¢, A des rayons composants, renfermés
dans les plans des y, z et des x, z; d’autre part, Pangle

(6) @ == arc tangg ,

qui a pour tangente le rapport entre les amplitudes des vibrations 2b, aa,
correspondantes & ces mémes rayons. Comme, dans les équations (1),
chacun des paramétres angulaires A, u peut étre sans inconvénient aug-
menté ou diminué d’un multiple de la circonférence 27, on doit en dire
autant de 'anomalie J', qui, en vertu des formules (3), (4), pourra étre

réduite 2 zéro ou i 7 dans un rayon plan, et & i; dans un rayon doué
de la polarisation circulaire. Quant a I'azimut @, il sera toujours compris
entre les limites o, ;—:, et, en vertu des formules (4),(6), il se réduira, pour
un rayon polarisé circulairement, a z, clest-a-dire, en d’autres termes,
a la moitié d'un angle droit.

On tire de I'équation (6)

— tne@ = sinm  cosw sinw _ !

- 8 cos=’ a — b Va“ b*’
et par suite
(7) a=hcosw, b= hsinw,

la valeur de h étant
(8) h = \/a*4b".

Le double de la longueur h, déterminée par I’équation (8), est, pour une
valeur nulle de Fanomalie, I'amplitude du rayon plan représenté par les
équations (1); et, dans tous les cas, 2h exprime ce que nous appelons
Pamplitude quadratique de ce méme rayon.

Silon nomme r le rayon vecteur mené du centre de lellipse décrite
par une molécule au point avec lequel cette molécule coincide au bout
du temps ¢, et p 'angle polaire forme par le rayon vecteur avec l'axe
des x, on aura

(9) g

(10) rs

I'COSP, N = I'Siﬂp,

£ 4 v, tangp =

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1



( 263 )
Si d’ailleurs le demi-axe des y positives est tellement choisi que le mou-
vement de la molécule 1, autour du centre de lellipse qu’elle décrit, soit

un mouvement de rotation direct, la vitesse angulaire de cette molécule
sera

qu dt
([1) .t_i£___ a " Ta =ahsin3‘5
dt— ;'n_*_”z re ?

et sind' devra étre une quantité positive. Alors aussi aire décrite par le
rayon vecteur r pendant le temps ¢, ayant pour différentielle

)
- rdp = X abs sind\dt,
2 2
sera proportionnelle au temps, et représentée par le produit
) 4 . t .
5 abs¢ sind' = 7ab Tsmd’.

Donc l'aire décrite pendaut la durée T d’une vibration moléculaire, ou la
surface entiere 8 de i’ellipse, aura pour valeur

(12) 8 = 7rabsind';

et chacune des quatres parties, dans lesquelles cette aire est divisée par les
deux axes de lellipse, sera décrite pendant un temps égal au quart de la
durée d’'une vibration.

Observons maintenant que si 'on nomme
! ’ !
E ’ " ? r ’

Eym, 1,

ce que deviennent

X

quand on fait croitre le temps ¢ de 4T, ou st de Z, on aura non-seule=

ment

(13) {Z' = asin(ke — st -+ 2), # = bsin(kv — st 4 ),
r's — sfs + 11",

et par suite

(14) Er e £r = @), 9 - 4* = b,

(15) r‘+r"=a“+b’=h‘;
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mais encore
(16) gn — &'n" = absind\.

Chacune des formules (14) se rapportant & I'un des rayons plans dont la
superposition produit le rayon simple donné, on conclura généralement
de ces formules que, dans un rayon plan, les déplacements absolus dune
molécule, mesurés, 1° a un instant donné, 2> a un second instant séparé
du premier par le quart de la durée d'une vibration moléculaire, fournis-
sent des carrés dont la somme est le carré de la demi-amplitude. On con-
clura au contraire de la formule (15), que, dans tout rayon simple, la
demi-amplitude quadratique a pour carré la somme des carrés des rayons
vecteurs, qui joignent une molécule au centre de Uellipse qulelle décrit, a
dewx instants séparés Uun de Uautre par un intervalle égal au quart de
la durée d’une vibration moléculaire. Donc cette demi-amplitude quadra-
tique a pour carré la somme des carrés des deux demi-axes de Uellipse,
et ne dépend nullement de {a position des axes rectangulaires des x et y.
Enfin, en vertu de 'équation (16), comparée a la formule (12), les
rayons wvecteurs qui joignent une molécule au centre de Uellipse qu'elle
décrit , a deux instants séparés Uun de Uautre par un intervalle du quart
de la durée dune vibration, sont les deux c6tés d'un triangle dont la sur-
Jface doublée est a la surface entiére de Uellipse dans le rapport de 1 a .

Il est bon d’observer encore qu’en ayant égard aux formules (7), on ti-
rera de la formule (12)

(17) 8 =§h’sin2@'siné‘.

Nous avons dit que, dans un rayon simple, lamplitude quadratique h
demeure indépendante de la position des axes coordonnés. Il n’en est
pas de méme de I'azimut @ et de 'anomalie &, qui varient lorsqu’on fait
tourner, dans le plan de lellipse décrite, les axes rectangulaires des x
et y. Cela posé, si 'on nomme plan principal un plan qui renferme
axec I'axe du rayon simple un des axes de lellipse décrite, et azimut
principal, ou anomalie principale, un azimut ou une anomalie qui cor-
responde 4 un plan principal, on reconnaitra aisément quune anomalie
principale peut toujours éire réduite, au signe pres, a un angle droit. En

effet, pour que I'équation (2) soit celle d’une ellipse rapportée a ses
. axes, il faut que l'on ait

cosd' = o.
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Donc, en nommant A Panomalie principale, on aura A ==£;,

st lon suppose, comme on a droit de le faire, d' toujours renfermé entre

les limites — @, - 7. On aura en particulier A= Z,

si 'on admet, comme ci-dessus, que la quantité sind reste positive; et
alors, en nommant IT l'azimut principal, on tirera de la formule (17)
(18) 8 =§h’ sin 2IL
Or de la formule (18), jointe 4 la formule (17), on conclut
(19 sin 2@ sind = sin 2Il.
En laissant le signe de sind' arbitraire, on aurait trouvé plus généra-
lement, auliea de I'équation (14), la suivante

=+ 8 _—_Eh’ sin 2@ sin d',
et, au lieu de 'équation (18), la suivante
(20) sin 2@ sind' == sin 2l sin A,
Cette derniére , dont le second membre se réduit a sin 2IT, ou a — sin 21,
suivant que 'ona A = E, ou A = ——;—r, entraine évidemment le théoréme

que nous allons énoncer.

1" Théoréme. Dans un rayon doué de la polarisation elliptique, le double
de Pazimut relatif & un plan fixe, et le double d’'un azimut principal,
cest-a-dire de Pazimut relatif 4 I'un des plan principaux, offrent des
sinus dont le rapport est le sinus de 'anomalie relative au plan fixe, ou

ce sinus pris en signe contraire, saivant que l'anomalie principale est ré-

. \ w \ ®
ductible a +; ou a — -

Au reste l'azimut et Panomalie relatifs a un plan fixe, dans un rayon sim-
pledoué dela polarisation elliptique, satisfont encore 4 d’autres théorémes
qo’on peut établir a Vaide des considérations suivantes.

On tire des équations (1) jointes aux formules (7)

(21) £ = hcosa cos(ke — st 4~ 1), » = hsin@ cos (ke — st 4 u).

St d’ailleurs on prend pour axes coordonnés des x, y les axes de l'ellipse
décrite par une molécule située dans le plan invariable, et si 'on choisit le
demi-axe des y positives de maniére que le mouvement de la molécule
autour du centre de Pellipse soit un mouvement de rotation direct, 'ano-

. ) , . \ . . T
malie &' = p—» sera réductible a I'anomalie principale & = -, et, comme

Ex. & An. et de Ph. M. 35
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on aura par suite

a
=1, u=2-+ 3,

les équations (21) donneront
(22) £ = h cosIT cos(st — ke — A), n = hsinil sin (st — kv — 7).

Enfin, si I'on considére une molécule située, non plus dans le plan inva-
riable , mais & une distance © de ce plan déterminée par la formule

ke -+ A= o,
les équations (22) deviendront simplement
(23) £ = hcosllcosst, n = hsinllsinst.

Aureste, la nouvelle molécule dont il s’agit sera évidemment 'une de celles
qui, a Porigine du mouvement, c’est-a-dire pour une valeur nulle de #, se
trouvaient situées sur I'axe des x et du c6té des x positives. On peut dail-
leurs disposer du plan des x, y de maniére qu'il renferme cette molécule,
et par conséquent de maniére qu’elle corresponde & une valeur nulle de «.
Supposons maintenant que, dans le plan invariable des x, y, on im-
prime un mouvement direct de rotation aux axes coordonnés, en faisant
décrire a I'axe des x un certain angle, désigné par +. En nommant £, »,
ce que deviendront, aprés la rotation effectuée, les variables £, », l'on
trouvera, au lieu des formules (g),
(24) £, = rcos(p—1), n, = rsin(p—1);

et, comme on aura d’ailleurs

cos(p—1) == cosp coss ~f-sinp sin4, sin(p—i)==sinp cossi—cosp sin,
les formules (24) , jointes aux équations (g), donneront

(25) £, = Ecoss -4 nsint, u, = ncoss — £ siny,

ou, ce qui revient au méme, eu égard aux formules (23),

o/
n, == h(cos: sinIl sinst — sins cosII cosst).

(26)

Or, comme les valeurs de £,, »,, données par les équations (26), représen-
tent les déplacements d'une molécule mesurés parallelement a deux axes
rectangulaires tracés arbitrairement dans le plan invariable, ces valeurs
doivent étre de la méme forme que les valeurs de £, » fournies par les
équations (20). Donc les paramétres angulaires A, g, relatifs & ces
nouveaux axes, et lazimut @ relatif au nouvel axe des @, vérifieront les

{ £, = h (cos: cosn cosst ~ sins sinll sinst),
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formules
cos@ €os(ke — st == A) = €0S COSIT COSSt~|- sins sinII sinst,
sin@ cos(ke— st -} ) = coss sinnl sinsz - sin¢ cosII coss¢,

que I'on pourra réduire a
cos @ Cos (st — A) = €0s4 cosH cosst - sins sinIl sinsz,
(27) { sin @ cos (Sz — p) = cos4 sinII sin st — sins cosIlI cos s¢,
en choisissant le plan des x, y de maniére a faire évanouir la distance «.
Or, en posant successivement

T
=90, I =—=
28

T,

N0 -

on tirera des formules (27)
COST COSA == €0S4 coSII, c€osa SINA == sins sinll,
(28) { sin@ cosu = — sini cosll, sin@ sinp == coss sinlIl;
et comme, en nommant J' I'anomalie relative aux nouveaux axes, on aura

S = M —_-v,
cosd = COSA cosu = sinAsing, sind = sinw cosA — sinA cosu:
on trouvera définitivement
. sin®[1— cos®II . sinIl cos I1
cosd = sins €084 —————-, sind = ——,
Sinz COSw sin@ COSw

ou, ce qui revient au méme,
(29) sin2wcosd' = = sin2i cos2Il, sina2wsind = sin2f.

On tirera encore des formules (28)
costar == cos®s cos*IT ~- sin®ssin®II,
sin*@ == sin* cos*I1 - cos®s sin®II,

et par suite cos*@w — sin*w = (cos®s — sin*s) (cos*IT — sin*IT),

ou, ce qui revient au méme,
(30) €08 2@ == COS 24 COS 2II.

Enfin, Uon tirera des formules (29)
(31) cotd = — sin2i. cotall

Les formules (27), et celles que nous en avons déduites, supposent le
demi-axe des y positives choisi de maniére que le mouvement de la mo-
lécule m, autour du centre de Iellipse décrite, soit un mouvement de rota-
tion direct; en d’autres termes, elles supposent la valeur de 'anomalie

principale A réductible 4 celle que donne la formule A = Z Si 'on sup-

posait au contraire
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L
A =71,
alors, en raisonant toujours de la méme maniére, on se trouverait conduit
a remplacer sinsz par — sins¢, dans la seconde des formules (23), par

conséquent & changer, dans les seconds membres des formules (27), le si-
gne du produit sinII sinst, et & remplacer sinll par —sinm dansles

formules (28). Comme on a d’ailleurs pour o = ’—;
sina = 1,

et paur A= —

ISEE ]

sinA = — 1,

1l suit de ce quwon vient de dire, qu’en laissant arbitraire le signe de 4, et

3
posant en conséquence A === -,
2

on devra, dans les formules (28), remplacer sinIT par le produit sinII sin a.
On trouvera ainsi généralement

(32) |

Or de ces derniéres équations, jointes a la formule sinA = == 1, on
déduira encore la premiere des formules (29), et U'équation (30). Mais, au
lieu de la seconde des équations (29), on obtiendra 'équation (20), et au
lieu de la formule (31) la suivante

cosa coSA =  coss cosIl, cosa sinA == sins sinll sina,
sin@ cospu = — sins cosll, sin@ sinu = coss sinllsinA.

(33) cotd = — sin2i.cot2ll. sinA.

Nous avons déja énoncé le théoréme que renferme la seconde des équa-
tions (29), ou plutot I'équation (20). Quant aux formules (30) et (33), elles
renferment encore deux propositions remarquables, dont nous avons
douné d’autres démonstrations dans le Mémoire sur la réflexion et la ré-
fraction de la lumiere (voir le Recueil de Mémoires sur divers points de
Physique mathématique), et dont voici les énoncés.

2" Théoréme. Dans un rayon doué de la polarisation elliptique, le
double de Pazimut relatif & un plan fixe, et le double d’'un azimut prin-
cipal, offrent des cosinus dont le rapport est le cosinus du double del'angle
formé par le plan fixe avec le plan principal que I'on considére.

3¢ Théoréme. La cotangente de I'anomalie relative 2 un plan fixe est
proportionnelle au sinus du double de I'angle formé par le plan fixe avec
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