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Sulla teoria
delle equazioni differenziali lineari.

(Memoria di F. Brioscu, in Miano.)

1.° C’onsideriamo una equazione differenziale lineare dell’ordine m 4 1:

Yo+ poy® + Py e A Py =0 (1)
@ sieno ¥i, Ysy..+ Ym+1, m 4 1 integrali fondamentali di essa. Supponiamo che
in quella equazione le derivate sieno prese rispetto ad una variabile z, della
quale sono funzioni le pi, Poy... Pmrs. Sia f(yi, ¥2y... Ymss) una forma ad
m.- 1 variabili, dell’ordine » ed a coefficienti costanti, si avra:

W1y Yoyeee Ymes) =[(@)
e la funzione f(z) dovrd soddisfare ad una equazione differenziale lineare del-
I’ ordine:

(D nA2) - (n+m)
g= 1:2-8..-m

i coefficienti della quale saranno funzioni delle p,, ps,... Pm+: € loro derivate.
Per determinare questa equazione differenziale dell’ordine g si pud pro-
cedere nel modo seguente. Si considerino le ¢ funzioni di #, che indicheremo
con:
[Py Togeer 7m) (Fiy #2yeee T'm=0, 1, 2,... 7n)
e per le quali sussistono le relazioni:
[07 0,... 0] = f({L')
[h, Toyerso Tm] =0 per r=r,+r,t+--Frm>n
d[rh 7'2,... Vo
dx

S 2)
=zls7~s [7'17 7'27--. 7'3—1, 7’3.{.! +1,.-- 7’m]+
) m-+1

+—=n)[ri+1, . rm]—TmZI]sps[h, Payerr Fmesi+ Lyen. rm—1]

notando che in quest'ultima espressione il coefficiente di pi & [ry, 75,... #m].
Annali di Matematica, tomo XIIL 1
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2 Brioschi: Sulla teoria delle equazioni differenziali lineari.

Le funzioni [7, #:,... ] sono evidentemente in numero g¢; eliminando
colla derivazione successiva e colla formola ricorrente superiore g —1 fra esse,
si giungerd alla equazione differenziale lineare dell’ordine ¢ alla quale deve
soddisfare la [0, O,... 0], ossia la f(z).

Supponendo nota la funzione f(x) il problema che rimane a risolversi si
& quello di determinare i valori delle ¥, #s,... ¥m+. in funzione di essa, dei
coefficienti della equazione (1) e delle loro derivate. Ora questo problema pubd,
in generale, farsi dipendere da un altro, quello cioé di determinare i valori
dei covarianti della forma f(y., ... Y¥m+s) in funzione della f(z), delle p,,
P2ye-r Pmta © loro derivate.

2.° Nel caso di m =1, ciod delle equazioni differenziali lineari del
secondo ordine, ho gid esposto alcuni anni sono un metodo per la determi-
nazione di quei covarianti (*), metodo che qui riassumo brevemente.

E noto per la teorica delle forme binarie: 1.° Che se nella forma f(yi, ¥.)
si sostituiscono alle ¥y, y, le:

1d
yixt'—fz%, yzxi'l‘fixz; (]CA:E"Z?C)
si ottiene una forma dell’ennesimo ordine in #,, 2, la quale indicherd con:
—1
t, 2 +nt1x7_‘x2+m§—)tzx;’—2x§+ ooty

ed in essa i coefficienti #,, ¢,,... ¢, sono covarianti della forma f(y., y.).
2.° Che qualunque altro covariante della forma f(y,, y,) moltiplicato per una
potenza della forma stessa & eguale ad una funzione razionale, intera, di quei
primi covarianti 4, £i,... %x.

Vediamo ora come si possano determinare i valori di 4, #,... ¢, in fun-
zione di f(x), dei coefficienti p,, p, e delle loro derivate. Le funzioni indicate
sopra con [ry, 7a,... m] sono in questo caso ad un solo indice, e denotandole
con 2, §1 avranno le:

X = [(x), Antr =10
1 ar,
Dpgy = — [dx + 7Pk 7 P2 7\¢_‘].
Inoltre dalle:

y;ft"l"yzfz:)‘o; y’afi‘["y,zfz:ki

(3)

(") La théorie des formes dans U intégration des équations différentielles linéaires
du second ordre. Mathematische Annalen, Bd. 11.
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Brioschi: Sulla teoria delle equazion: differenziali linears. 3

si deducono le:
Af1=y'27‘o—y2117 —'Aﬁ:y,llo—yi)‘i
posto A=y, 4, — ¥, ¢',; si avranno quindi le relazioni:
to'-:Xo, t1=0’ t2'—_'(10 )2 )\f)"'

t"+‘=—)\—'[)r7\r+4 9‘+ lzr —1), A, _l_(_r_il)_rzr_zkz ‘l‘(_ 1) ___;\r+1:|

A 1

ossia per la formola ricorrente (3) si otterrd la seguente:
Atpy= = [f@) tr — o f @) 1] + 7

(r_4:i):——.”; dalla quale si dedurranno i valori di &, #i,... &,

b 4
b )

essendo p, =

quando sia noto quello di .
Se si pone:

tr = Zr-2 f e
e si introduce una variabile v legata alla 2 dalla g Aza la (4) trasformasi
fr
nella: _
1 dz,._
z,_1=n_r[ (ZU2+7(M—1)2~,_3] ()
e si avra:
d 2, ., ;
0=m—+n(n——_l)zzn_3 (6)

PN

nelle quali si & scritto 2z in luogo di z,.
Si giunge cosi al teorema: « Indicando con 2 la espressione seguente, di
» f(x), pi, p. e loro derivate:

L A == D a4 (5

T (n—
» le espressioni 2,, 2s,... 2,— si otterranno per mezzo della formola ricorrente
» (b) e la 2 dovrad soddisfare ad una equazione differenziale non lineare del-
» I’ordine #» — 1 rappresentata dalla (6) ».
Se infine si indicano con:

h=31(ffh t=20R, 1=y  w=(D), ec
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4 Brioschi: Sulla teoria delle equazioni differenziali lineari.

covarianti della forma binaria f(y,, y.) dell’ordine n, essendo:
fhmt, ft=t, f{l=Ft+38&  2f o=Ft;,+24Ht, ecc.

si avranno le:

2(n—2) 3 n—2) 2(n—1)

h=f " -2, t=f" ‘&, I=f" (=+32)

3n—10
w=3%f " (&+2z22),...
3.° Passiamo ora a considerare 1l caso in cul m = 2. Le funzioni

[, 72)... m] sono a due indici, le indicheremo con 2, e si avranne per
esse le:

doo = [ (), As=0 per r+s>n
A, E (M
Tz P Aot 541 T (n —r—8) b8 S (104 Aes =+ Do dets,s—1 + Ds lr,s—l)- '

Sia:

fu Te fo . \
By, Yoy y)=| fu fo fu (frs= - (nl_ l)d;(;ys)
fu fo [
I’ hessiano della forma f(y,, y., ¥s) e:
Yo Y2 Y
A=" 9 9. Y
Yy Y

moltiplicando % due volte per A colla ordinaria regola della moltiplicazione
dei determinanti, si ottiene:

Aoo 7‘10 on
h A= 7\10 keo )u (8)
)\01 >Lu )\02

Siccome secondo covariante della forma f(y,, y,, y;) consideriamo la forma:

' ]‘;1 fm fxs Iy

fzi fzz ]‘;3 hz . 1 ah
k(ys yo yo) = £i fo fo by (h=m@—)
h; hz k3 O ‘
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Brioschi: Sulla teoria delle equazioni differenziali lineari. 5.

dell’ ordine 2(4n — 9). Kssa pure moltiplicata per A* nel modo suindicato
conduce alla:

!

|
kAz—i Ao Rep Ay Ko
|
i

9
hot  Ayg Doe o1 ( )
oo 10 Mot 0
essendo:
oo = b (), prs=0 per r+s>3n—2) ,
e
duw .
-‘ﬁ. =7 (l«r—i,'s-lji + (3 n—=06—r— 8) Prt,s — (10)

- 3(]71 Pr,s + Do prra, 51 +P3 A, s-—i)- ‘

Il valore della espressione poi=y"s h, + y"s hy 4+ 43 hs si pud ottenere diret-

tamente differenziando h(y1, ¥, ys) rispetto ad y,, y,, ¥, e moltiplicando op-
portunamente i differenziall per A%; si giunge cosi alla:

)\00 x10 )\01 )\00 llO )'01
% A? = Aot A oz + Ao A Ap (11)
Zii )\21 )\12 ).02 )\12 ).03
Se infine indichiamo con:
fo £ fo
¢ = Rk kR 1 dk
Y1y Yo, Yo) = vt e R kr=mﬁ
k. k, ks, ) e

il covariante dell’ordine 3(4n—9) della f(y,, ¥, #.) si ottiene tosto molti-
plicando per A:

)‘00 oo Yoo

110 10 Vio (12)

)‘04 For You

tA =

nella quale:

mo=k@, © we=0 per rts>2(tn—09
av,.,
%=7’W-1.s+1+(8n—-18—-7‘——s) VTH’\?— (13)

~

—_8 (pi Yrs +.p2 Vi“H,s-—l + ps Ve, 3"’)'
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6 Brioschi: Sulla teoria delle equazion: differenziali linears.

Anche il valore della espressione vy, = 4" ki + 4"k + 4" ks si pud ottenere
direttamente dalla %(y,, ¥:, ¥s) in funzione delle 2. ¢, p, s € si ottiene:

doo hio Aox Fro1

2(47%—9) A? 2(8n—17) Ao 220 Ay iy
L Ay, =0T .
n—2 " %—2 Aor Aur Aoz Mhos

oo #10 Fos 0 (14)

7\00 A Age oo

102 7Ho o0 7(01 )\u Yoo
Aso Aoy Ay £10

+ "I"Hoo Az Ay a0 —+ A Aoy 10
Ao Az Aos o1

(”—Q)Hoo K10 Phot 0

Le formole precedenti conducono quindi al seguente teorema:
« Se il valore di una forma f(y,, ¥., ¥s) dell’ordine n, di tre integrali
» fondamentali di una equazione differenziale lineare del terzo ordine, si sup-

» pone noto ed eguale ad f(z), ed indicando con h, k, ¢ i tre covarianti della
» medesima sopra stabiliti, si pone:

h(Ysy Yey Ys) =0 (2), k@i Yz Ys) = k(2), LYy Yoy o) =t(2)

» le funzioni A(z), k(x), £(x) si possono ottenere espresse colla f(x), i coeffi-
» cienti della equazione differenziale e le loro derivate. »

4.° Supponiamo dapprima f(x) = 0. Per la sussistenza di questa equa-
zione dovrd evidentemente essere soddisfatta una relazione fra le p, p., ps ©
le loro derivate. Allorquando questa abbia luogo, i valori generali di A (%),
k(x), t(x) sono i seguenti:

hos iy Hot hoz Ais Hos

By =— 1y
_ 2fp,dx . 6n*—24n 423,
E@)=— " x| o —— b o il ) Pl +
. (15)
+[510?+6(n—1)f*—5"]k’§
n—1 pdz ’ ’
t(x)=6(n_2)(4n_ ef 1[2(4n—9)kk—3(n—2)hk]
nelle quali A=2%y, Ap =12y, Av =125, ed ' _d_’ K = - La prima di queste

formole fu gid fatta conoscere dal prof. Fucms (¥).

(") Sitzungsberichten der K. Akademie zu Berlin, 8 Juni 1882,
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Brioschi: Sulla teoria delle equazioni differenziali lineari. 1

I valori delle tre funzioni indicate con 2, p, v si ottengono nei vari casi
particolari per mezzo delle relazioni (7).

Supporremo in questo paragrafo p, =0, la quale ipotesi non altera la

generalitd dei risultati nel caso che qul si considera. Porremo inoltre p, = a,
P:= b ed:

a=a —2b, B=9ac*—6aa’+ Ta?

a, B sono cosl gli snvarianti della equazione differenziale lineare del terzo
ordine.

Dalle relazioni (7) si ottengono tosto le:
do=0, Ao=0, n=—(m—1)1, p=—2"
et (B—2hy=—2"Fak, (r—2)k =31, (16)
(7 — 2)[3 dor + (m — 3) Ay] = 32"

e cosl di seguito. Sia ora:

n =3, si hanno le:

dy=1%",  de=—2% Fak, Ap=3¥

ma Ja equazione (7) da: |

d
d_;5=2)\12'—(a7\30+b7‘20);

d Xy,

T2 =)\,2—2(a7\“—l—b7\0,)

e quindi si hanno per A, i due valori:
2he=21"+3a) +bk; w=—21"—aX 4@ —4b)2
ossia A dovrd soddisfare alla equazione:
| M faN i@ —La)r=0.
Ma per la stessa (7):

dA,
dz

Ao _

=t —2(@kFb%), —FE=—3(le+bl)

percid deducendo dalla prima il valore di ;s e sostituendolo nella seconda si

avrd una seconda equazione differenziale in 1, evidentemente del quinto or-

dine, la quale abbassata d’ordine, per mezzo della precedente, diventa la:
X Lo N+ (o +9aa) A =0.

Da queste equazioni differenziali con abbassamenti successivi si ottengono le

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1



g Brioschi: Sulla teoria’ delle equazioni differenziali linears.

due del primo ordine:

m’+§(‘@'—-7'53‘ a3)x=o an

p ' , 7.38% | y /" 72.8¢ ;
(2728 —88s'— T 44)x+7(21aﬁ —8pa" —T2aaf— a.3a))t=0

ed eliminando X si otterrd la relazione fra i coefficienti della equazione diffe-
renziale e le loro derivate, relazione gid nota per le ricerche del sig. Har-
pHEN (¥). Soddisfatta questa equazione, dalla prima delle precedenti si otterra
il valore di 1 e quindi quelli di &(z), k(z), ¢(x). .

5.° Sia in secondo luogo f(z) =0 ed h(z) = Cost.® =1, dalle (15) si
dedurranno le:

A= — ! _2_8_%fp,dm’
(n—1)3
1 .e_fp‘dx 5 o
k() = — 7T R+ 60— 1 —54]
(n— 1)
. (M-——l)}g -‘—fp‘d;v ﬁ vqe
O =3@m=wn s (18)
e quindi X = —2p, . Le relazioni (7) conducono facilmente in questo caso

alle seguenti: ' .
M=—4p%  A=0, = 3kt (n—3)k=0
hoe (0 — 2) hoy=— 3 (p's + 5 P{ — 3 o) 2
(7 — 2) hie = Voo + 2 (D1 Joe + P2 Aus + 5 25,)
2 die -+ (1 — 3) s = X'os 4 Pu hat + Ps Ao, Nop=4% 4 mn—42%,
e cost via. Se n= 3? sard Ay =0, ossia p==0 e:
| = — (40— 3 )

ed i"valori di k(«), £(x) saranno in questo caso:

Hh o2 ,d ’ 1 4 z Ak
k(x) o= — T esfp 2 [p/‘_’_ %pf_ 3}72], t(x) =z T e3fp1d . g‘x“
93.6 92,3

- () Sur les multiplicateurs des équations différentielles linéaires. Comptes Rendus de-
I'Académie des Sciences, 31 Décembre 1883,
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Brioschi: Sulla teoria delle equazioni differenziali linears. 9

Inoltre essendo A, =3 ps2, si avrd la:
Noe 2P doe— 2piPe A —§ps 2 =0

nella quale sostituendo per 2, il suo valore, si otterrd fra i coefficienti p,, p.,
ps la relazione:

Pt Ipp it api— P3Pt 1P =0
ossia ponendo:
@=—pi— 30+
b=—3p"s+Epi— PP+
ed a=a'—2b come sopra; si avra:
P =

Infine essendo X3 =+ p's 4, si otterrh la seconda relazione fra i coefficienti
dalla:

orjro

-

1’03 + 3 (Zh )\03 +p2 )\12 +p3 l 2) = O
ossia la:

Plstipps—Qpi+Epi—9p)p.=0.

Supponiamo p, = %%; dalla prima relazione si ha:

e dalla seconda:

2’4 5 90 9p.—3% 132 o
2)3+2? 3+ D (P+2CP2
dalla quale supponendo %3= —% si ha tosto _p2=%%; e sostituendo nella
3
precedente p3=—-,ﬁ%- Si ha quindi il teorema: 1'equazione differenziale

lineare del terzo ordine (*)

! n

2y +3¢y Hi¢' Y —a¢ y=0
nella quale ¢ & una funzione di x, ha la proprietd: che indicando con y,, y,,

Y, tre integrali fondamentali di essa, esiste fra i medesimi una relazione del
terzo ordine a coeficienti costanti, e che rappresentando con f(y., ¥., ¥s)=0

(") Vedi la Memoria del sig. HaLPHEN citata piu sopra.
Annali di Matematica, tomo XIII, 2
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10 Brioschi: Sulla teoria delle equazioni differenziali lineari.

questa relazione, 1'hessiano della forma f & costante ed i covarianti denominati
k, t hanno i valori:

5 1 5 UEY
k@, Yy ys)=—2—%—6:9 y o Yy Y Yy =— 59" Ve

La nota relazione algebrica fra le forme f, &, k, ¢ ed i due invarianti di f
deve essere soddisfatta dalla funzione .
Osserviamo da ultimo come ponendo:

g=p+5pi—3p. (19)

alla prima delle relazioni trovate fra i coefficienti p,, p:, ps e loro derivate,
pud darsi la forma:

¢ +3pg+5p=0
e quindi che in generale i valori di %(xz), £(x) possono rappresentarsi colle:

k@ =— iy, =Ll

2%.6

3.

Ora siccome dalla equazione (18) si ha:

i, t(@)  F()
ST TV )

si avranno le:

ry
8k _ 6-25EkR"
=337’ 1% 5

e quindi i valori delle p,, p,, p; in funzione di %(x), ¢(zr) e loro derivate.
Sostituendo questi valori nella seconda delle relazioni di condizione, si giunge
ad una equazione tosto integrabile che conduce alla nota equazione:

4 2L B =Ck4 D

nella quale C, D sono due costanti.
6.° Passiamo ora a considerare il caso in cui n =4, nelle stesse ipotesi
di f(x)=0 h(z)=1. Si avranno come precedentemente le:

-t -
N=—2p1, lu=—3p2, dao =10

poi le:
Mo =— 3y, Vie=42% e quindi A=—3I%y,

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1



Brioschi: Sulla teoria delle equazioni differenziali lineari. 11

e le: :
oo + 22y =— 3 (s + 3pI — 3 ps) A
2 e =Nz 4 2 (Py Roz 4 P2 Aus + Ps Ror)
2he =T Vot + pidos + Psdso.

Da queste prime relazioni, rammentando essere 2, = A g, A; = Av, si ottengono
le due seguenti:
B g =4 a—p) (20)
v=—2p—5@+5pi—3p)
e quindi:
k) =— ¢ /M (28 4 3]
33
nella quale ¢ ha il valore superiore (19). Si osservi che la funzione q ha la
proprietd espressa dalla relazione:
¢ +3pg=—3(+2p)
si ‘avrad quindi:
1

el (149 5, — %), @)

t(x)=

9

I coefficienti pi, p:, ps e le loro derivate dovranno anche in questo caso sod-
disfare a due relazioni. Per determinare queste relazioni si procede nel modo
seguente. Essendo note, per le equazioni superiori, in funzioni di %, e di 2 1
valori di 2;, e di 2,,, dalle:

Nig==hos + 290 — 2(Pr Ase -+ Pe hey + Ps Ay)

Noy =3 dgp — (Pr Ay + P2 o + P2 2s1)
si ricavano quelli di 2, ?25; ed essendo:
Nog = hig — 3 (D1 Ros + P2 his + Ps 202)
Vg = 2 hyp — 2(Py Ao + P2 har + Pshai)
si hanno due valori per 2,; che eguagliati fra loro conducono alla determina-

zione del valore di p: si ha cosi:
M

-4

&YL-

P.=
posto: ‘
M=m"+zpm' —5(Ts+3a)ym—39(Fa—p)

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1



12 Brioschi: Sulla teoria delle equazioni differenziali linears.

nella quale m =p; — %a; @, ¢, hanno i valori superiori ed:
s=p'i+ 39l — 3.

Si avrd quindi, rammentando la (20), la prima relazione richiesta sotto la
forma:

My 6 , M ' ,

(3] +3mF—t@a—p)=0. (22
La seconda relazione si ottiene osservando che posto A,; =2g, dall’uno o dal-

Paltro dei valori di 2,, si deduce essere:

=—3PS %I' +N
posto:
N=35["+3pd —3(Ts+3a)e] + 5 [pGG e — P+ q(Ga—p)l;
ora dalle (7) si hanno le ultime due equazioni:
doa =43 4 3(Ps iz + P2 hoe + P 2i2)
Xow + 4 (P has -F Pohis + Psdos) = 0

dalla prima delle quali ricavando il valore di 1, e sostituendolo nella seguente,
si giungera alla seconda relazione fra i coefficienti pi, p., p; e loro derivate.
Applichiamo le formole trovate alla risoluzione del seguente problema.
Supponendo come sopra f(x)=0, h(x) =1 e noti i valori di k(z), {(z); de-
terminare quelli dei coefficienti p,, p,, ps.
Osserviamo dapprima che dalla equazione (18) si ha in generale, qua-
lunque sia il valore di n, che:
v, __dlogt  dlogk
AT T adn

(23)

e quindi sard determinato il valore di p,; una seconda equazione si deduce
dalla (21), ossia la:

142 p—Ta=2.7.96 7% 1(x); (24)

infine le due relazioni esistenti fra p,, p,, ps e loro derivate condurranno alla
risoluzione del problema propostoci e ad una relazione fra le &, ¢ e loro de-
rivate.

E noto che la teoria delle funzioni ellittiche offre una equazione diffe.

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1



Brioschi: Sulla teoria delle equazioni differenziali lineari. 13

renziale lineare di questa specie mnella ipotesi che sieno:

A
B

k(x)=k, x%’ t@)=t,(x—1)

e ko, t, due coefficienti di cui il rapporto ’ti°-= 2.7. 3%. La relazione (23)
da per p, il valore: '

_ 1 Tx—14
b= Px(x—1)
e la seguente (24) conduce alla:
f
—¥y=2.7.9 —2__.
1421’3 5&—-—2 7 gxz(x_l)

Suppongasi:
— P
b= ?*(x—1)
essendo p una costante indeterminata; si avrd e =——2— ¢ fra le 4, p, %

. . a*(x—1)
sussisterd la relazione:

142P—¥d0=2'7‘9't0- (25)

Per questi valori di p; e di «, dalla espressione di « in funzione di p, p., Ps
e loro derivate, si ha tosto:

’ 2 1 27
Petipp=snpn—pEat+2Te+ o+ 2]

e quindi dovra essere:
s lx—1
P=533 (x—1)
nella quale:

l=20,4+2Tp+ 1. (26)
Per questi valori si ottiene la:
M__H,
«  x(x—1)

nella quale:
Mo=%%[8lpf53p—?§lao+é4_’8“o]

e dalla prima relazione (22) fra i coefficienti pi, P2; Ps e loro derivate si de-

duce la:
M, =" (x%—5p)

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1



14 Brioschi: Sulla teoria delle equazioni differenziali lineari.

Si ha cosl una prima relazione la quale deve essere soddisfatta dai coefficienti
indeterminati I, p; ossia la:

4.83.9*—4.251.78 +8.T0.8°4+60y—11.15.0=0  (27)
posto:
l—T=y 27p=0.

La seconda relazione fra I e p ottenuta nel modo indicato & la seguente:
32.47.9°—2.11443-9*—15.283 -y —43-160-»*d 4 100-677-y o +
+64.-72-702+15.773.4—2.7-1861 -3 = 0.

Dalla (27) e da quest'ultima si deduce la:
o=4y 7 (28)

essendo:
N=14-64.4"+3-337 -y 4200, D=56.64-924+4.1781.y+45.391

e quindi: .
D—4N=5-7-11-(8y + 3).

Sostituendo il valore (28) di ¢ nella (27) si ottiene per y una equazione del
quinto grado quale risulta dal prodotto dei cinque seguenti fattori:

@y+5)87+3)(327+17) (56 y 4 5) (128  + 23) = 0

sussistono cio¢ cinque equazioni differenziali lineari del terzo ordine, gli inte-
grali fondamentali ¥, ¥., ys di ciascuna delle quali soddisfanno le condizioni
del problema. La forma comune di queste equazioni differenziali & quella delle
ipergeometriche del terzo ordine (*), per cui:

sl=1+a+a+a+a.a+aataa, p=aaa

ed:
. ai+a2+a3=‘%’, b;=§, b2=';"o
Posto:
1 1 1
o, =3+3,@rts), a=3—3-Qstr) G=3+z-(—r)

i valori di @y, a., as per ciascuna delle cinque equazioni differenziali si otten-

(") Goursar, Sur les fonctions hypergéoméiriques d’ordre supérieur. Annales de
I’Ecole Normale Supéricure. Aout 1883.

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1



Brioschi: Sulla teoria delle equazioni differenziali lineari. 15

gono come segue:

pel fattore 2y 4 5=0, m=2, r=1, §=2

» 8y+ 83=0, m=3, r=1, s=1
» 32y4+17=0, m=4, r=2, s=1
" 56y 4+ 5 =0, m="T, « r=2, s=1

»  128y4+23—0, m=8, r=3, s—L

Dalle equazioni (26) (25) &i deducono poi pei valori dei coefficienti indeter-
minati «,, ¢, le espressioni

a0=33.—2m3(2r—|—s)(2s+r)(s—r)

gs . o=%[1—i%(r’-1—32—}-1‘8)]—';—;;85(2”"*‘S)(23+'r)(3—'r)

ne

e fra i tre covarianti h(y,, 4., ¥s), K(Y1, Y2y ¥s)y Ly ey ¥s) della forma
biquadratica f(¥:, ¥s, ¥s) si avra la relazione:

8:9-Th [ty Yoy ¥) + & Wy Yoy Yo)] =8 (15 Y25 s)-
Se infine notasi che posto:

4 pde ’ ' 1 | pdz ’ 4
Z;=e3‘rpd 2 Y's—ys y's) zz=esfpd @Y — YY)

4 xz ' ’
o= " (g — )
le 2., 2,, 2, sono integrali fondamentali della equazione differenziale del terzo
ordine:

24 p 2+ pd (et p)e=0

e che il valore di «, + p si ottiene da quello di p permutando le », s, si de-
duranno dalle superiori altrettante equazioni differenziali lineari del terzo or-
dine di cui saranno noti gli integrali quando lo sieno quelli delle stesse.

7.° Alcune fra le equazioni differenziali considerate sopra sono cono-
sciute o possono dedursi da altre note. Il sig. Harprex nel suo importante
lavoro premiato dall’Accademia delle Scienze (*) ha, fra gli altri, considerato
il caso in cui m =2, r =2, s =1 che conduce ad una relazione del terzo

(") Mémoires sur la réduction des équations différentielles linéaires aux formes
intégrables, pag. 141, 235.
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16 Brioschi: Sulla teoria delle equazioni differenziali lineari.

ordine fra gli integrali, ed il caso m = 4, r =2, s =1 ciod il terzo dei sopra
indicati. Il quarto si presenta nella trasformazione del settimo ordine delle
funzioni ellittiche e la equazione differenziale corrispondente trovasi gid nella
mia Memoria: Sulla teoria delle funzioni ellittiche (*). Infine nel secondo caso,
la funzione f, & il quadrato di una forma quadratica.

Rimangono cosi quattro forme biquadratiche f(y,, ¥, ¥;) che soddisfano
alle condizioni del problema, alle quali corrispondono le quattro equazioni dif-
ferenziali ipergeometriche del terzo ordine sopra definite, e le altre che pos-
sono dedursi da ciascuna di esse nel modo seguente. Si indichino con »,, nsy 75
tre integrali fondamentali di una equazione differenziale del terzo ordine, e
suppongasi che fra gli integrali stessi e gli y., ¥:, ¥: sussistano le tre rela-
zioni:

mYs +neYe FmsYs =u

mYsFnys Fnsys =0

n ?/Ilt - 7. ?/”z 1 ys=w
essendo w, v, w tre funzioni della variabile x. Se si indicano con U, V, W
i tre determinanti: :

U=3(% uv,w,), V=3 (% uv, ws), W=Z2(% u, v, w,)
nei quali:
uy=u —p,u—0, V=0 —Pv—W, Wy=w 4P, v+ psu

e le u,, v,, w, sono formate colle u,, v,, w,; le us, vs, w, colle u,, v,, w,
come le u,, vy, w, colle u, v, w; I'equazione differenziale in n & la seguente:

A= (U +pU)n" +[V+2p U =B+ p) Uln' —
—[W+px V= =M U + @ —pp'i—p) Uln=0.
Per cid se supponiamo che le %, v, w soddisfacciano alle condizioni:
U+2pU=0 V= [ ?(; +3p,+5p]
(29)
Wy +in ey + 2 Anr+2n|U

() Aunali di Matemalica, T. XII, Serie II, pag. 65,
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Brioschi: Sulla teoria delle equazioni differenziali linears. 17

I’equazione differenziale superiore diventa:
@—D1"+:((z—Hhan" +3Ghz—1n +pn=0
ciod una equazione ipergeometrica del tipo delle equazioni differenziali consi-

derate fino qui.
Dalla prima delle relazioni (29) si ha tosto:
. c
Toat(x— 12

essendo C una costante, e siccome il determinante U, posto ¢ = w’ + p, w + ps,

pud seriversi:
s} , 1 G
U=w [1 — (ﬁ) + (pz +Ps Zﬁ)]

¢
xz(z—1)

sl avrd:

w=3

e le costanti ¢, C saranno date dalle equazioni:
2+ c(1+4y)4+¢@+3¢)=0
WC=—(2c+3)(c+9) ;

nelle quali si ha come sopra & = 27p, y =1 — 7. Determinati cosi i valori
di U e di w, le altre due r1elazioni (29) daranno quelli di Z,, p,. Posto
l,—T=y,, 21p=24, si ha cosl una prima equazione alla quale per la prima
delle (30) pud darsi la forma: '

4(y —y)c=3@3Bc+27)

o se indichiamo con 7y, s, i valori di r, s per la nuova equazione ipergeo-
metrica, si avra:

7'§+3§+7‘05'o—(7”2+82+rs)=m2[% +§J.

[4

(30)

Il valore di ¢, trovasi essere:
do=—0—3¢
e quindi:
@Cro+8)(28 -+ 1) (s5o—1) —Qrf8)Rs 4 r)(s—7r)=
=%m3(4c—3)(§+ %)

Per queste relazioni a ciascuno dei valori di ¢ forniti dalla (30) si otterranno
i corrispondenti valori di r,, s,.
Annali di Matematica, tomo XITL 3
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18 Brioschi: Sulla teoria delle equazioni differenziali linears.

Limitandoci a considerare il caso in cui m =17, essendo pel medesimo:
5 5.17

= m————

3 — g8’ r=2, s=1

sl avranno le:
5

C=r7-27

To=4, So=1

e siccome dalla equazione (11) si ha:

_ 2 y—143
bt =0T 2z — 1)

sard pe = 9w, cioé gli integrali »,, »., »; saranno in questo caso eguali ad
hiy hyy hsy come ha gid indicato recentemente il sig. Harpurx in una lettera
indirizzata al prof. Kuew (*). Gli integrali della equazione differenziale per la
quale r, = 1,"s, = 4, saranno pel teorema dimostrato sul finire del precedente
paragrafo:

ST Wy — by, P — by, Pk — T 1)

08813,

fl fz ﬁ; hy by his hig by by
£, = hﬂ 7122 hzs ) £y = fi fz ﬁs ’ &, = ku hzz hn
hyy hag by sy Mgy gy f; f2 fs .

8.° L’equazione (30) d& tre valori reali di ¢ per ciascuna coppia di
valori di y e di d. Pel caso in cui m = 7 i due valori non ancora considerati
50NO0 :

' 5.17 17

-1 CTIr

CcC =

ai quali corrispondono i seguenti valori per r,, $,:
r,=38, 8§ =2; r, =26, 8 =3.
Supponiamo:
m=akfi+bkh, m=akfrt+blPh, m=akfi4blh

nelle quali @, b sono coefficienti numerici a determinarsi, e gli integrali 5,
vy 7 sono forme ternarie del 17° ordine, ciod tanto mell'uno che nell’altro
caso dell’ordine 2 (r, + 2s,) — 7.

(") Mathematische Annalen, Fd. XXIV, prg. 4C3.
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Brioschi: Sulla teoria delle equazioni differenziali lineari. 19

Evidentemente si avranno le:
w=>0, v=0, w=akl + bh®yuy,

e supponendo b =1 come precedentemente, si avra:
1

EEE

5-9—17-11.4q).

Le espressioni »y, ., n; sopra indicate saranno quindi integrali della equazione
ipergeometrica del terzo ordine per la quale 7,=38, s, =2 allorquando sia

2:5-13 . .
4= ——7 b=1, ed integrali dell’altra per la quale r,=86, s,=3 se
4 .
a——-lT, b=1.
Infine se gli integrali »., »., #7: sono le k,, ks, ks, si avranno le:
U == Vg V = vy, W= vp
ossia:
4 A _z2 —
u=kzx® v= {” R w—ro PT—4_
2-3-17 .9 3
z3(x—1)

essendo p, g due coefficienti numerici. Operando come si & fatto piu addietro,
la prima delle equazioni (29) da due equazioni del terzo grado, 'una per la
determinazione di p, I'altra per quella di ¢. Il fattore della prima che corri-
sponde al caso qul considerato & 28 p + 41 = 0, e I’equazione in ¢ ha questa
semplice forma: :
@g+1)(g+ 1) (g + 14 =0;

e le altre due equazioni (29) conducono ai valori », =28, s, =1.

I risultati ottenuti fin qui dimostrano I'analogia esistente, per m = 17, fra
questa equazione differenziale ipergeometrica del terzo ordine e quella del se-
condo ordine denominata dall’icosaedro. '

9.° Nel caso di m =5, il sig. Harenex nella sua Memoria pitt volte
citata, ha determinati i valori degli integrali della equazione differenziale del
terzo ordine, per r =2, s=1; r =3, s =1, in funzione del rapporto di due
integrali fondamentali della equazione ipergeometrica dell’icosaedro. Indicando
con v,, v, questi ultimi integrali e ponendo 2z =1v,v,V5 la z & radice dell’e-
quazione modulare Jacobiana:

2241028 — 122322 +5=0
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20 Brioschi: Sulla teoria delle equazioni differenziali lineari.

e, come & noto, si hanno i seguenti sei tipi di radici di equazioni Jacobiane:
1
fo =2, ‘P*=Z(35‘_5); g = (2 + 9)2°

b= +Da, = (E+5), =2

Ora ciascuna di queste funzioni & integrale di una equazione differenziale iper-
geometrica del terzo ordine, nella quale @, +a; + a3 =4 b, =3, b =3 e si
hanno per ¢,: #=s5=1 e per §4: r=5=2; poi per ¢,: r =3, s=1 ed
r=.1, s =3 per ¢,: infine per ¢,: r =1, s=2 e per ¢,: r =2, s =1: ciod
la 2z, come si & gid detto, e la (2® 4 7) 2z sono funzioni quadratiche di due
integrali fondamentali delle equazioni ipergeometriche del secondo ordine per
le quali 7&=§-, (x=£—, u::-;—- I casi in cui r=s=238, r=s=4 si otten-
gono per mezzo di relazioni lineari delle ¢, ¢; nel primo caso la relazione

4 4
lineare corrispondente & la 3 ¢, 4+ 1222 ¢,; e nel secondo la 12 ¢, + 1227 o,.
Queste varie espressioni si possono facilmente formare in funzioni omogenee
di v, vs, osservando essere:

f=00,0 =0 —110jv}) =1

1z
3.

h=v2 + v + 228 v} v} (v1° — v,°) + 494 0" V) = 12 2%,

si avrebbe quindi, ad esempio, per:

=L posoreg— 11 =B @6 101+ 00 o)

e per:
b =V5 (14 9} 0 + 0" — 0})
e cosl di seguito.
10.° Vogliamo da ultimo, in questo paragrafo, accennare ad una tras-

formazione di integrali che si ottiene facilmente da alcune delle formole sta-
bilite in addietro.

Indicando con ¢,, ¢., ¢; tre costanti se moltiplichiamo il determinante
valore di t(y” Yo Y ys) (pag. B) per (=% ¢, y,y's) nella ipotesi di f(z)=0,
qualunque sia n, si ottiene:

(£ e 195)
__?cin‘z—?'/'s‘— "(P-oo Viop — o Voo)
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Brioschi: Sulla teoria delle equazioni differenziali lineari. 21

ossia per la (12):

(£ e, ?/’3)= A
2ef, Aoy
ma:
Ath = 1Ly
n—'l 01

quindi si ha la formola di trasformazione dovuta al prof. Fucms (*):

4

S(Eeyayy) 1 (é)a .
S . - 1

e hy n—1)7 h

Supponiamo ora che n =4 ed h =1, cioé le ¥,, ¥., ¥, sieno gli integrali fon-
damentali dell’equazione differenziale considerata in addietro; si avra:

S(E ey, vy
1 Yo U 3 = Cost. »

do
== Cost.® »* (w) T

ES
2

4

essendo: 5 (o) = ¢ 11, (1 — ¢*) od anche (**):
n () =330, o)

(‘') Acta Mathematica, Ueber lineare homogene differentialgleichungen, etc. An, 1882
(") Huewirz, Mathematische Annalen, Bd. XXV, pag. 184,
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Un problema
sulle espressioni differenziali.

(Nota del prof. Gasriere ToreLLi, @ Napoli.)

1. Il Prarr (*) fece dipendere I'integrazione delle equazioni alle deri-
vate parziali di prim’ordine dal problema seguente che porta il suo nome:

n
Essendo data I'espressione differenziale lineare ¥ a;dzs, in cui i coeffi-
1

cienti @ sono funzioni delle » variabili #, trasformarla in un’altra del tipo
n-1

w» Xiciduy, dove i coefficienti ¢ sono funzioni delle » — 1 variabili «, le quali
1

alla loro volta, come pure p, dipendono dalle z.
Il Ricer in una recente Memoria (**) ha esposta la ricerca delle condi-
zioni necessarie e sufficienti, affinché 1 espressione differenziale quadratica

n n—1
s as,s, das, d s, sia trasformabile in un’altra del tipo ¥icy, i, dus dus,, e ha
1 1

indicato il modo come effettuare la riduzione, allorché & possibile.
Nella T parte della presente Nota io tratterd il problema generale:
Essendo data una espressione differenziale di grado »

n

? = lEs as| ...8’, dxs‘-on dxsr’

dove il gruppo d’indici s,...s, & una delle disposizioni con ripetizioni dei
numeri 1, 2,..., » ad r ad r, la sommatoria va estesa a tutte le disposizioni,
ed ogni coefficiente as,...s & una funzione delle % variabili # che rimane im-

(") PraFF, Methodus generalis, aequationes differentiarum partiarum, ete. Mémoircs
de Berlin, 1814-15, pag. 76.

(") Ricc1, Principii di una teoria delle forme differenziali quadratiche. Annali di
Matematica, Serie II, Tomo XII, pag. 135,
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24 Torelli: Un problema sulle espressioni differenziali.

mutata se varia soltanto I'ordine degli » indici s, cercare le condizioni ne-
cessarie e sufficienti affinché I'espressione ¢ sia trasformabile in un’altra del
tipo

n—1

- 2{1 .. l’.duz‘... duzr,

dove i coefficienti ¢ son funzioni delle # — 1 variabili , le quali alla loro
volta, come pure p, dipendono dalle » variabili z: effettuare la trasformazione,
se & possibile, e vedere infine quando e come la ¢ si possa rendere identica a

n—1
gz cl‘_,,z‘.duz‘... dulr'

Risolverd il problema seguendo una via diversa da quelle che battono i due
Autori su nominati nel trattare i casi particolari pit sopra enunciati. Cosl il
calcolo riesce forse pi simmetrico, e relativamente pilt semplice.

Ma il problema di Prarr si pud anche generalizzare da un altro punto
di vista. Consideriamo gli » gruppi ognuno di » variabili indipendenti

Thi Tha e« Thn (h==1, 2,..., 1)
e I'espressione differenziale

44=

sas

s

‘.,.srdxw‘... dz,s ,

dove il gruppo d’indici s,...s, & una delle disposizioni con ripetizioni dei nu-
meri 1, 2,..., » ad » ad », la sommatoria va estesa a tutte le disposizioni,
ed ogni coefficiente as,...s, & una funzione delle nr variabili z (Ja quale perd
ora generalmente varia al mutare sia il valore che !'ordine degl’indici s). Tale
espressione & lineare rispetto ai differenziali di ciascun gruppo di variabili z;
ecco perché la chiamerd espressione differenziale polilineare, o pili propria-
‘mente 7-lineare. Possiamo quindi proporci la quistione:
Data 1 espressione differenziale 7-lineare

n
‘«P = Es As,...s, dxis‘--- dmrs,.,
1

cercare le condizioni necessarie e sufficienti affinche essa, mediante » distinte
sostituzioni degli » gruppi di variabili z, sia trasformabile in un’altra del tipo

n—~1

e e, v dug ,
1
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Torelli: Un problema sulle espressioni differenziali. 25

dove i coefficienti ¢ son funzioni delle (w — 1) variabili «, le quali alla loro
volta, come pure p, dipendono dalle nr variabili z; effettuare la trasforma-

zione, se & possibile, e vedere infine quando e come la ¢ si possa rendere
identica a

n—l1

Siey,..0 dug,... du, .
1

La risoluzione di questo problema che procede in un modo del tutto analogo
a quella del precedente, forma I'oggetto della II parte di questa Nota.

2. Nella espressione differenziale di grado r

q) = H‘s as‘_“s,_ dxsl ) d.’vsr
1
cambiamo le variabili x nelle variabili « legate alle prime dalle relazioni
xs_—“xs(u‘, ug’--., un)’ (s=1, 2,..., n). (1)

I differenziali d2 sono espressi in funzione dei differenziali du per mezzo del
cigstema

no0xs

dxs:;l—az—udul’ (S=1, 2,..., n) (2)

Percid V'espressione ¢, fatta la sostituzione (1), diventa

n 0 s, 0

= Yao =AUy, dug;
? ‘51(81 Siees S, a“ll aulr l‘ l'_y
cioé ponendo
n 8 .l'sl 0 Zs
a —_— e s s r —] b 3
Zs Speen S, aull 3ulr Lol ( )
si ha
n‘
= Wby, .. duy...du . (4)
1
Or per esaminare se la ¢ sia trasformabile nell’altra
n—‘-l
ptzz 01‘_,_zrduz‘... duz 3
1 r
Annali di Matematica, tomo XIII 4
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26 Torelli: Un problema sulle espressioni differenziali.

occorre in primo luogo trovar le condizioni necessarie e sufficienti acciocch®
b

el
peeody
bi,...1, by,...», coeficienti di due termini contenenti i rimanenti differenziali du.
Per la ricerca delle prime condizioni basta applicare il noto teorema: Affinche
n funzioni di » variabili sian legate da una relazione indipendente dalle n
variabili, & necessario e sufficiente che il loro Jacobiano sia identicamente
nullo.

Ed in vero immaginiamb che 1l sistema (1) risoluto rispetto alle w dia

dalla (4) sparisca du,, e poi quelle affinch® sparisca u, da » essendo

Uy =U(Ts, Tsyerry Tn) (=1, 2,.., n); ®)
poniamo

0 0 tn
Jw= z i —ax‘ LI axn _— z -_’: u“--o un’n’
e indichiamo come al solito con U il complemento algebrico di wi in J.
Differenziamo le prime #» — 1 equazioni (5), otterremo

n ﬁul

\l o

dup = _‘,a—dxs, (=1, 2,...,, n—1).

1 Ts
Affinché la ¢ sia esprimibile soltanto per mezzo di du,, dus,..., du,_,, & De-
cessario e sufficiente che considerando du,, du,,..., du,—,, ¢ come funzioni
di dz,, dz,,..., dz, riguardate come variabili, il loro Jacobiano sia identica-
mente nullo, ciod & necessario e sufficiente che

n

n
Un‘ %‘3 as.._‘; idx‘g‘.-- dxsr_l + LR + Unn };‘s as"__sr_ln dﬂ&'s‘... dxsr_ = Oo

r—1 1

Ora poiché le z son variabili indipendenti, ]a precedente relazione dovra sus-
sistere identicamente, ciod dovranno esser nulli i coefficienti dei diversi prodotti
ds,...dxs_ . Percid dovrd aversi

Umﬂs‘...s,_,i‘i"""‘Unnas,.. s,,*ln=0; (S,,..., 3r—i=17 21"’7 n) (6)

Per ottenere tutte le equazioni distinte contenute nel precedente sistema basta
porre nella equazione tipo in luogo del gruppo d’indici s,...s,—, tutte le com-
binazioni con ripetizione dei numeri 1, 2,..., n ad ¥ — 1 ad » — 1. Si hanno

cosl (n j—r—1—2) equazioni distinte. Ora per la coesistenza di queste equazioni
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Torelli: Un problema sulle espressioni differenziali. 27

¢ necessario e sufficiente che tutti 1 determinanti contenuti nella matrice

Qi Oy e 0 G un

a Oy, 120 Qi 122 * i, 12

® o o & 8 ¢ o e e s e e o 0 @

AQn..nm1 An.. .z * An,. . nnn

. . . . .. .. neyr—2

sieno identicamente nulli. Queste condizioni, che si riducono ad ( +rl )-n +1
r—

distinte, sieno indicate brevemente con

a=0. (7

Supposte verificate queste condizioni, i complementi algebrici degli elementi
d’una linea in uno qualunque dei determinanti della matrice, nel quale tale
linea figura, variano proporzionalmente sia al mutare del determinante che al

mutare della linea; percid dinotando con Ay, .. p 1y Ap..p_ syeeey Ap,...p_in

r—1

i complementi algebrici degli elementi della linea ay,..p 1y p,...p,_ 25.e+)
ap,...p,_,n in qualsivoglia di quei determinanti si ha dal sistema (6)

Um — Uni L — Unn .
Ap,.. p,_1 Ap,...p,_,¢ Ap ...p,_n’
ma & noto che
0xi
| Ui = Jo 25 ®)
percid
o x 0 e 0 Ln
ou ou on
A i — A i — 1—4——”—- . (9)
PPyt Py-Pp PyeeePp ®

Dunque si ricava che se la sostituzione (1) & quella che fa sparire du,, il
sistema (1) considerando w,, #,,..., #,—, come costanti, verifica il sistema di
equazioni differenziali simultanee (9). Ora in questo essendovi n -— 1 equazioni
ed n -+ 1 variabili, possiamo assegnare arbitrariamente il valore di una delle
0 dxn

derivate Suo ber esempio i (oppure I’ espressione di #,), ed integrando poi
il sistema ricavare le espressxonl di z,, %2y..., Tn—y. Si abbia cosl

Zs = Ps(Ciy Cayeery Cnoyy Un)y (s=1, 2,..., n),

dove le ¢ sieno costanti arbitrarie. Se in queste consideriamo oltre la , anche
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28 Torelli: Un problema sulle espressioni differenziali.

le ¢ come variabili, e differenziamo, otteniamo

”-1 8 Xs 0 xe

das = d l+a (s=1, 2,..., n),

le quali paragonate colle due (2) ci mostrano che scelte le wu,, #;,..., %n-,
rispettivamente eguali alle ¢,, ¢s..., ¢4—y Si sard trovata la richiesta sostituzione.

In fine giova osservare che dinotando con p il valor comune dei rapporti
(9) avremo

Uni=PJwAp....p,,_li- (10)
.. . ) by, .1, .
3. La condizione che occorre e basta affinché 11 quoziente s
1 ety
possa esprimere per mezzo di #;, %s,..., %n—, & che il Jacobiano di u,, #s,-..,
b .1 . . . . s
Un—1, bl * sia identicamente nullo. Tale Jacobiano &
3,
1 n gby...1 n ?31)1,..‘1,.)
boon S Uiy 8y el 11)
R A s P vt gt i ) (
Ora
0by,...1, % 0as,...s, 0Zs, drs, —=n 0 s, Oxs,_, 0*us,
—_— - —— t a R e —
D xi ‘i‘s 0 xi auzl 8ul'_ + AdST 5y aul: 8“l a“l au

Q‘ 81‘3, 5173, 82.l‘sl
Vot Us,ovs, 7t A U
+ 45T Dy, dwy, Qui Que

Se moltiplichiamo ambo i membri per Ui, sommiamo rispetto ad ¢ da 1 ad =,
e teniamo presenti le (10) e le identitd

n n
\TT . CTT g s
%i Lm’“ti=0; (tZﬂ)g }1;1. Umum—l zy
deduciamo
n obi...1 n 0 Ts Oxs, n Oas .5
YUl = J o Yy b —— ¥, LT 4 i
Ldt TN By » ‘D‘T‘saull du, 21” oxi Pree Br
n d.frs' ax.ﬁ‘ 1 52.%
+ Ay Qs < e = T
&8 T r0u, duy,_, 0ur 0un (12)
+ .......... .. s .«
g 5.27;_ axsr 321'.;‘ i
+\‘sas s'—’f"'_"_‘_\'
oIS Gy, oy, Oy Dy ‘
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Torelli: Un problema sulle espressioni differenziali. 29

Ora nel sistema (6) sostituendo per le U i valori dati dalle (8) si ha

n
1 r
2, Usys, g8, 70 =0

0xs, . .
derivando rispetto ad ; e tenendo presente 5 Ap, ...p, s, sl ricava
»n T
n_‘ . 82”03,. _ n‘ a((sl___sr ax,: .
‘1‘8' :,...s,_ls,_aunaulr = P ls'.z D zi a”l, Pro- Py S
0xs 0xs
moltiplicando per —~--. ——' e sommando rispetto ad si,..., $—, da 1 ad
p 31{ a ) ?
. . ll ulr—l
n s1 ottiene
{'v‘ a aﬂ'}sl . Bxsr_, 02 s, n 8(1531 8933,,_, oxi 3as,...s,.
s Ws,,..s * = — : see »

T 0w, Qu,_ Duy, Dun P‘i““ dw, dw,_, 0w, 0 PreeePra Sy

e finalmente scambiando nel termine, che figura come tipo al secondo membro,
gl'indici ¢ ed s, il che evidentemente non altera il valore del 2° membro, si ha

ﬁ 0 Zs, 0 Zs,_, 5’:03’_ n 0 ms, 0 Zs, 1 3 As,...s, ;1 A
s s,... =— . i
S Quy, Quy_ Ou Oun Pt Pu, " ouy, 3 i o Proat

Abbiamo cosi trasformata la seconda sommatoria che figura al secondo membro
della (12); se cosl facciamo anche per le seguenti e poniamo

aas,...sr_li 2611'31.'..8,. 8asl .8, 9 1 ,]
W—*-‘”J[_ dxs, T T om o= )[
e
n‘ S1...8,
%i Ap,...p,._,i[ ! ; ]=ws,...s,
otteniamo
n obr,...1 n 0 s 0s
i Uni = — - N ts, .5 S -
;iUz 0 xi 2(r l)pr‘l‘ Psiesy 0w,  Ouy (12)

Per mezzo di questa relazione e della (3) I'espressione (11) del Jacobiano si
trasforma in

),..,lr

(@ . 4 on, ) 0 s, 0ws, 0%, 05,
so' a...6 Ws ... T Wy ... . v :
A“ 1ee 0, 08y » 3 L Wy 81!; aulr all)1 all)r
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30 Torelli: Un problema sulle espressioni differenziuli.

Lol , .
3 sparisca %, €
2

Y

Dunque la condizione necessaria e sufficiente affinchd da

7 0 s, 0 Ts, 0 L3, 0zs

Al r—
%“(a“‘"-’r 05,5, — U5, .5, 05, ..0) 0 uy, dui, 0,  Duw, 0

Sviluppando la sommatoria, che sta al primo membro, rispetto a o, e poi fa-
cendo successivamente A.= 1, 2,..., n si ha un sistema di equazioni lineari
rispetto alle sommatorie che restano indicate, e poiché i secondi membri sono
tutti nulli, e il determinante del sistema & il Jacobiano delle z rispetto alle u,
che non & nullo, poiche le z sono indipendenti, si ricava che ognuna delle
sommatorie che resta indicata & nulla. E eosl continuando a sviluppare il tipo
generale delle ‘sommatorie che si deducono successivamente rispetto a o,—y,...,
d1y Srye.ry Sy € ragionando ad ogni sviluppo come pocanzi, si perviene a con-
chiudere che

as ..o, Ws,. s — as

f .5, Os, ur=0,

.
ciod

vale a dire

< $1...8 n PRy

) Apl...pr_‘i[’ ; r] ZiA_pl...pr_,i[‘ . 7}

1 1 ? -
= (15)

1-ee S, Qs ...0,

Gs
(81500ey Sr=1, 2,..., n).

Nella (14) abbiamo dato alle [ e 1 il valore #n; pud parere a prima vista non
esser ¢id lecito giacch® in questo § 3 con &y, ..1, by,...», abbiamo indicati coef-
ficienti di termini non contenenti du,. Ma nell'ipotesi di una o pilt delle o
X eguali ad n essendo

oh...i. 0o,

owi | om !

il fattore fra parentesi della espressione (11) & nullo, e quindi la (14) regge
anche se alle 2 o A si da il valore n. E perd fra le relazioni (15) ve ne ha
un certo numero che non sono condizioni nuove, ma sono conseguenze delle
(7) e (9) combinate colle rimanenti equazioni del sistema (15). E propriamente

=0, e

bi..1,="0,..)

r

. 7y . n+4r—1 - . .
in tal sistema vi sono( +r )— 1 equazioni; di esse verificatesene
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Torelli: Un problema sulle espressioni differenziali. 31

n+r—2
r
guenze delle precedenti combinate colle (7) e (9); e .cid potea prevedersi,

)-—1 si troveranno soddisfatte le altre (n fi—l- 2) come conse-

poiche (n - : o 2) ¢ il numero dei coefficienti  generalmente diversi fra loro,

e da zero.
Laonde si deduce che le condizioni necessarie e sufficienti affinché da
C,...1, Sparxsca %, SONO

g St...8r z G1...Gr
§1 Ap,...p, 1’[ i ] -?iAPr'-Pr—I’[ 4
==

Qas

1o S, ds,...q, ’ (16)

(84902ey Sp==1, 2,...;, n—1).

R facile ora determinare il fattore p.
Deriviamo rispetto ad x; la relazione

bi,.....=pc. . .1;

moltiplichiamo per U,; e sommiamo rispetto ad ¢ da 1 ad n; otterremo, dopo
aver tenuto conto che il Jacobiano di u,, us,..., 4y, ¢ ..z & nullo,
n 37/[ l n aU-
\ U e y Iy
. . = $ . U .
2141 ni D .. 1, sz ni 2 ’

ed in virth delle (8)
n ab
Zt Unt il

—c""-’r‘f””am )

e questa in forza delle (13) e (3) si riduce a

n - . af" ?awsl axs'_
2|20 = Dppos..o F 5~ ors Jw,  ou =9

r

ed applicando a tale relazione un ragionamento analogo a quello fatto sulla
(14) si deduce

Os,...5, 1 dlogy.
s, — 2(r—l)p Oun ] (17

donde

4]
PreePpa’ H
x (Uyyeery Uney) —2(r— l)f pdun

k= : (18
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32 Torelli: Un problema sulle espressioni differenziali.

—_—

nella quale y (us,..., #n-,) indica una funzione arbitraria delle u,,..., #,_, co-
stante rispetto ad wu,, che s’introduce mediante I'integrazione indicata.
Dunque ricapitolando conchiudiamo: .
Le condiziont necessarie e sufficienti affinché U espressione differenziale
di grado r

n
¢ = %}s As,...s ALs0 . A2y

sia trasformabile nell’ altra

n—1

ygzcl‘,_ zrdul,... dulf

sono le (7) e (16); la sostituzione atta ad esequire la trasformazione si ricava
integrando ¢l sistema (9), e scegliendo le n — 1 costanti arbitrarie come va-
1iabili W, Uyyee.y Un-y; € finalmente il valore di w ¢ fornito dalla (18).

4. Si tratti ora delle condizioni affinch® I’ espressione differenziale ¢ sia
riducibile all’altra

Le (7) sono le condizioni necessarie e sufficienti affinché sparisca du,, e I'in-
tegrazione del sistema (9) fornird la sostituzione. Per ottenere le condizioni
necessarie e sufficienti acciocché dai coefficienti della espressione ridotta spa-
risca u,, basta supporre nelle (17) w=1, e si conchiude che le condizioni
richieste sono '

(3

“‘ SteeeSy
;,-Ap,,__p,,_,,-[’. ]:0, (19)
(81yeeey Sr,=1, 2,00, n—1).

Queste equazioni reggono ancora se ad alcune o a tutte le s si da il valore
n, ma le nuove equazioni sono conseguenze delle precedenti combinate colle
() e (9).

Allo stesso risultato si potrebbe pervenire direttamente arrestando il cal-
colo del § 3 alla formola (13), e ragionando su di questa come si & fatto
sulla (14).

Le condizioni (7) e (19) per # =2 si riducono alle equazioni (I) e (II)
della citata Memoria del Rrccr.
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II.

5. Nella espressione differenziale r-lineare
n‘
\p = zs as‘..,sr da’:”‘... dxrg’_
1

cambiamo le variabili z nelle variabili » legate alle prime dalle relazioni
The = Ths (Un1y Unayeory Unn)y  ($=1, 2,y 03 B=1, 2,..., 7). (1)

Posto
n 8 ﬂhsl 0 Xrs »

gsas‘...s,m"'m=bl,...l, 3
I’espressione differenziale ¢ diventa
b= b, du.. dun,. 4)
Per esaminare se la ¢ sia trasformabile nell’ altra
pth:; €yt Qb e dy

occorre in primo luogo cercare le condizioni necessarie e sufficienti acciocch®
dalla (4) spariscano du,,, dtsn,..., dttpy, € poi quelle affinché spariscano u,y,
bi,...1

1000 by

b

1000 A

Usnyeeoy Uen da -

Poniamo

0 0 Uhn
Jh$= 2 =+ .6%21. see 61;27,' = E + uh“..-uhnn, (h= l) 21"'7 7'),

e indichiamo con Uy, il complemento algebrico di #pzs in Jie.
Ragionando come nel § 2 si trova che le condizioni necessarie e suffi-
cienti acciocche sparisca du,, dalla (4) sono

Umxaisg...sr+“'+U1nn amz---s,-:O) (S2yeeey 8, =1, 2,..., m). (6,)

Per ottenere tutte le equazioni contenute nel precedente sistema basta porre
nella equazione tipo in luogo del gruppo d’indici s,...s, tutte le disposizioni
con ripetizioni dei numeri 1, 2,...,n ad » —1 ad » — 1. Si hanno cosl #*
equazioni distinte. Ora per la coesistenza di queste equazioni & necessario e
Annali di Matematica, tomo XIIIL, 5
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34 Torelli: Un problema sulle espressions differenziali.

sufficiente che tutti i determinanti contenuti nella matrice o' del sistema sieno
identicamente nulli. Queste condizioni che si riducono ad n™—! — n + 1 distinte
sieno indicate brevemente con

a =0. (1)
Supposte verificate queste condizioni dinotiamo con A’y .p, A'sp,...p ,eers
A'np,...p, 1 complementi algebrici degli elementi della linea ayp,...p 5 Gap,...p yeery
@np,...p. in qualsivoglia dei determinanti della matrice &'; si ha quindi dal
sistema (6,)

Uos U  Un
Awyp,...p. Aswp,.p, - T Alnp,..p,]
ma &
Uini = oo G | (8)
percid .
02 _B_aﬁ . 0Zin
Ouin —_ O0Uin — Otin ) (9’)
Ala‘pi.. D, Alepn..,p’. Alnp2 .2,

Chiamando p, il valor comune di questi rapporti si ricava
Umi"—‘Pa Jiw Alt'pg...p,- (101)

L’ integrazione del sistema (9,) fornisce la sostituzione atta a fare sparire duw,y,
scelte che si sono quali novelle variabili s, %is,..., tn—y le espressioni delle
costanti arbitrarie introdotte mediante I'integrazione. )

Ragionando analogamente sugli altri gruppi di variabili nell’intento di
fare sparire dalla (4) d#sn,..., du., si perverrd a stabilire delle relazioni ana-
loghe alle (6.), (7.), (8s), (9:), (10,), che indicheremo occorrendo cogli stessi
numeri muniti perd successivamente degl’indici 2,..., 7.

Notiamo infine che, nel caso particolare in cui ogni coefficiente @ rimane
immutato al variare dell’ordine dei suoi indici, le equazioni (7,), (75),..., ()
diventano tutte identiche alla equazione (7) della I parte.

br. .1
6. La condizione che occorre e basta affinché il quoziente b‘ = sl
. _ Ao,
possa espritpere per mezzo di %y, %iey..., Uin—, & che il Jacobiano di uy,
b...1 . .
“Uigyeney Uin, bl " sia identicamente nullo. Tale Jacobiano &
A Aeeid,
1 ¢ n obi,...1, n 0., '
o, bl,*..'. K;gi Umi a.lhi- - bl,.. Z %‘i mi'_a‘—'x‘i . (1],)
1"
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Se si trasforma questa espressione tal quale come 1’espressione (11) della
I parte, si pone

8ais,...sr 3as,...s, ,
=0 58

0 'J?Asl i 0 &3

’ ’ ’
‘ngip,...preslt =W,

il Jacobiano (11,) si riduce a

_ PIJ!.Z‘ i (a o —a o 8x4s,” 8@73’8%”1 9xm,.
B3y, TN S TS Gy, 0 url, Qun, Oury,
" .. i ) L...1, ) .
Percid la condizione necessaria e sufficiente affinch® da Sparisca %, ©
b,... P
peeed,
n . a.’ms 0 Zrs 8xaa 8xm
\} ! ! 1 ”* 1 r
Qs ® g, —_—s,. .s Dg,., oo - ce e f— 0 14
1s°( oS T T S N Dua, Quer, Qun, Oum, (14
dalla quale come dalla (14) della I parte si trae
n n
;iAipz...presli EiAipz...preﬂ,i
=2 ’ (155)
ds;...s, Qg,...q,

(81yeey Sr=1, 2,..., n).

Nel sistema (15,) vi sono n” — 1 equazioni, perd di esse verificatesene (n — 1y —1
si troveranno soddisfatte le rimanenti come conseguenze delle precedenti e di
tutte le (7) e le (9). Laonde si deduce che le condizioni necessarie e sufficienti
affinché da Cy,...1, sparisca u,, sono

n n
21:i A'ip,...p 05 i ;i Aip,...p Vo
= > 16
ds,...s, Qs,...0, ( ’)

(S1yeney S»=1, 2,..., n—1).

Procedendo come nel § 3 della I parte si perviene ad esprimere i rapporti
(15,) per mezzo di p mediante la formola

n
\FVIA v,
21‘1 4 1p2...p,.6 st

As,...
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che pud anche scriversi

i awu'

.48 .

?les‘l—au—ln _ Blogy‘ 17
as s - 8um ’ ( ‘)

Ripetendo il medesimo calcolo per gli altri gruppi di variabili si troverebbero
delle condizioni analoghe alle (15,), (16,), (17,), che occorrendo dinoteremo coi
medesimi numeri muniti successivamente degl’indici 2,..., 7.

7. Dalle (17,),..., (17,) si trae che

’ 3’041 (r) axm
Zzeszau“l ze'BLaurn
—dlog(«c———as—-d m + '—d (“)

Per avere una conferma dei calcoli finora eseguiti proveremo che il se-
condo membro dell’ultima eguaglianza & un differenziale esatto.
A tale scopo basta dimostrare 1'eguaglianza

z O’S ;22 K 241' (r), 0 Tri
0 ‘T‘ 0 un 0 4 Durn ®)
= ’
3um Us,...s, aum asl...sr

poiche evidentemente collo stesso ragionamento si provano le rimanenti con-
dizioni d’integrabilita.

Esprimendo le ¢ per mezzo delle b, i coefficienti di d#,n, dth.n in () si
trasformano rispettivamente nei rapporti

& oby...1, Juwt,  Our g‘ Owmi,  Ourl o)
l "o : . —_— e e
‘1‘ Ouin 0 Tis 0 s, ‘fl bl 0 s, . Zrs, %
n o 0by...1 Owt,  Ourl, £ 8 wy O, 5
l o e 0 l _ * &0 - .
1 0 Urn 8 L1, 0 xrs e s, 8 Lrs, ( )

Ora dalla b;,...; = pcy,...1,, ricordando che ¢;,...; non contienc u,,, si ricava

ob,...,. o
Do Cl...1, Tuim
donde
1 Ohy, 1 g 1 0hy,
bi...1, Own TR Ouwn by Oum
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e percid la sommatoria

0bi,...1, 0b,...5,

IR 0

n
A

gy oun, Oury, Ousl, Purl, Py
42t O30,
1

3x4s, 8xrsr 390131 ers 0$rt 6um

0 tin

¢ identicamente zero. Quindi la derivata rispetto ad u,,, del rapporto () &

1 2 *by...1,  Oby..a, 0by...1 ) 0un, Oury, Ou, Ourt,
- anb;,.._x

as...s, 1 " Ouin OUrn aumv 0 Urn

0 L1s, 0 xrsr 0 Lis, 0 Lrs,

Evidentemente la derivata del rapporto (d) & identica a quest’ ultima espres-
sione, dunque la (8) & soddisfatta.
Dalla () si ricava

_ e

x=f(u“,..., um_i,..., uy‘,-;-’ u,-n_,),

f essendo una funzione arbitraria.
8. Nell’equazione (17,) diamo successivamente alla s, i valori 1, 2,..., n,
si ha allora il sistema lineare

n .
;,—e’,,,‘%‘i=—asfs, aa]‘ff, (=1, 2,..., n). ©
Il determinante di questo sistema A'= % +6',,8';...6' 0 & evidentemente gobbo
simmetrico. Se » & pari niente vi & da osservare; ma se n & dispari, essendo
A’ nullo, affinche il sistema (¢) sia possibile & necessario che i numeratori dei
e 0Zin
61'411 ) Bum
con @ i complementi algebrici in A" degli elementi ¢ si ha per una nota pro-
prietd dei determinanti gobbi simmetrici

(r)

0
du|n+ -+ pn "_—'_"d“rn)

, (18)
dove

valori che si ricavano da tal sistema per sieno nulli. Indicando

Ow__ O¢ . . .__%m .
—VO'u VO —\®%n
Laonde per la possibilitda del sistema (¢) e quindi delle (16,) si deve avere
allorch® »n & dispari

21:" (_ 1)1' Qis,. .18, v_(:): = 0. (CL)

Per la possibilith delle (186,),..., (16,) devono aver luogo altrettante relazioni
analoghe alle (¢,) che indicheremo con (&,),..., ().
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Dunque ricapitolando conchiudiamo:
Le condizioni necessarie e sufficienti affinché la espressione differenziale
r-lineare

n
4) p— 2;8 aS| __.3‘. dx“‘... (lxrsr
sia trasformabile nell’ alira
n—1

ng ¢y,...1, Aty oo Ayl

sono le (1)),..., (T,), (16)),..., (16,); alle quali se n & dispar: bisogna aggiun~
gere le (&)y..., (&). Le sostituzioni aite ad esequire la trasformazione si
ricavano integrando 1 sistemi (9.),..., (9), e scegliendo le n— 1 costanti
arbitrarie dei rispettivi sistemi integrali come variabili (4ysy..., Uin—y),«..,
(Upsyeney Upn—y), € finalmente <l valore di p e fornito dalla (18).

9. S8i tratti ora delle condizioni affinch® la espressione differenziale
r-lineare  sia riducibile all’altra

n 1
N\
% ey, .1 Aty Aty

Le (7.),..., (7,) sono le condizioni necessarie e sufficienti acciocch® possano
sparire dony.e., dUyn, € la integrazione dei sistemi (9) fornird le sostituzioni.
Per ottenere le condizioni necessarie e sufficienti acciocche dai coefficienti della
espressione ridotta spariscano #,,,..., #,, basta supporre nelle (17) u=1, e
si ha che le condizioni richieste sono

21;,- Oridipy..p =0y 3 0si Ay p =0, (19)

(S1yeeey Sr=1, 2,..., n —1).

Queste equazioni reggono ancora se ad alcune o tutte le s si da il valore #,

ma le nuove equazioni sono conseguenze delle precedenti combinate con tutte
le (7) e (9).

Napoli, settembre 1884,
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Sopra una classe di sistemi tripli di su-
perficie ortogonali, che contengono un
sistema di elicoidi aventi a comune
I’asse ed il passo.

(Nota di Luier Biaxcar, a Pisa.)

In occasione di una mia Nota: Sui sistemi tripli ciclici di superficie
ortogonali, recentemente pubblicata nel Giornale di Barraerini, il sig. WEin-
6ARTEN mi ha gentilmente comunicato un suo teorema relativo alle superficie
a curvatura costante e ai sistemi tripli ortogonali di cui fanno parte. Cercando
di estendere questi interessanti risultati ad altre classi di superficie sono stato
‘condotto a stabilire 1’ esistenza dei sistemi tripli, contenenti un sistema di eli-
coidi, che formano 1’ oggetto della presente Nota. Essi sono curatterizzati dalla
proprietd che, assunti a sistema di- coordinate curvilinee dello spazio, danno
all’elemento lineare la forma: :

. a8*=Hidyi+ Hidy, + Hidy;,

dove i coefficienti H,, H;, H, sono funzioni di y; e di y, + ¥., le y, = cost.®
cssendo le elicoidi.

La loro ricerca dipende dall’integrazione di un’equazione a derivate par-
ziali del 2° ordine (¥). Un integrale particolare di questa equazione corrispon-
dente al caso in cui le elicoidi sono congruenti per rotazione attorno all’asse,
da luogo ad un sistema triplo ortogonale che mi sembra molto notevole. Esso
& costituito da tre sistemi di superficie elicoidali col medesimo asse; due dei
sistemi sono a curvatura costante negativa e il terzo a curvatura costante po-
sitiva. L’elemento lineare dello spazio assume in questo sistema di coordinate

(") Equazione (7) della Nota.
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la forma caratteristica:

A8t = 42 s (Yo + o + yo) dyt + B en (o + g + y) Ay +
Crdnt (y, + 9. + ya) d 3,

A, B, C essendo tre costanti legate col modulo arbitrario % delle funzioni
ellittiche dalla relazione:

ks L2 1

TTETT
Questo sistema ed un suo caso limite, contenente due sistemi di elicoidi svi-
luppabili, sono gli unici sistemi tripli ortogonali, pei quali H,, H;, I risultano
funzioni di y, -+ ¥, + ¥s.

§ 1.

Dalle ricerche del Cavyiey (*) & noto che la distanza infinitesima fra due
superficie consecutive S, S’ di un sistema di superficie, al quale possono asso-
ciarsene altri due ortogonali al primo e fra loro, soddisfa ad un’equazione
caratteristica alle derivate parziali seconde. Se I'elemento lineare della super-
ficie S, riferito alle linee di curvatura u = cost.®, v = cost., assume la forma:

ds*= Edu* + G dv,
I’equazione citata & la seguente:

ofp 1 NE ¢ 1 9\VG 0p
f}uav_\/f ov B_z[—l—-\/_‘cf ou 0v 1)

dove p indica il tratto infinitesimo di normale elevata nel punto (u, v) alla S
e limitata alla superficie consecutiva S'. Viceversa se per tutte le superficie S
del sistema la (1) & soddisfatta, il sistema stesso fa parte di un sistema triplo
ortogonale.

L’ osservazione che serve di base allo studio seguente consiste in ¢id che,
supposta la S applicabile sopra una superficie di rotazione, si pud sempre tro-
vare un integrale particolare della (1), facendo uso del seguente teorema:

(") On curvature and orthogonal surfaces. Philosophical Transactions CLXIIT. — Cfr,
anche SaLMoN-FiEDLER, Geomeirie des Raumes, 2, Auflage, pag. G40 ¢ soguenti,
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che contengono un Sistema di elicoidi, ece. 41

Se si trasforma Uelemento lineare ds* = da* 4 r*d s (*) di una super-
ficie di rotazione in coordinate curvilinee orfogonali qualunque u, v, di guisa
che st abbia:

dst=do? +r*dpt= Edu* + G dv*, 2)

la jfunzione ¢ =jrda soddisferd all equazione a derivate parziali:

02y 1 VEoy | 1 Gy ©)

Buav VE 0v Ou \/G Pu v

Nel caso che le linee u — cost.’, » = cost.® siano le linee di curvatura della
superficie S nella sua forma attuale, il teorema pud facilmente dedursi dai
risultati del § 12 della mia Nota sopra citata. Ma & ben facile dimostrarlo
direttamente ricorrendo alle note condizioni di trasformabilits di due forme
differenziali quadratiche (**). Se nella (2) riguardiamo infatti «, 3 come fun-
zioni di u, v atte a soddisfarla, avremo:

ota dr 9B 0B _ 1 OVE 9= 1 9\G ou

Tudv | dx dudv VE dv du V—_G" ou v’

la quale, avuto riguardo all’altra Z“ g“ + 7t op SB , pud anche scriversi:

, 0ta dr fo O 1 VE 0« 1 NG aoc

" gude T Tadudv yE ov ' ou g ou ' de

e dimostra appunto che ¢ = f rda soddisfa la (3).

§ 2.
Supponiamo che la superficie S sia un’elicoide e quindi (pel teorema di
Bour) applicabile sopra una superficie di rotazione, i cui paralleli sono le de-
formate delle eliche. La funzione Lp=frda del paragrafo precedente sard co-

stante lungo le eliche. Ne segue che portando sopra ciascuna normale alla S,
a partire dal suo piede, la lunghezza infinitesima p = ¢, dove ¢ & una costante

(') = denota 1'arco di meridiano, » == f(«) il raggio del parallelo,  la longitudine.
(") Cfr. CuristorreL. Journal von Crelle, 70 Band, pag. 46, formole (9).

Annali di Matematica, tomo XIIL 6
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infinitesima, la superficie S* luogo degli estremi sard una nuova elicoide col
medesimo asse e collo stesso passo della S. Ripetendo Ja medesima costruzione
sopra S" otterremo una nuova elicoide S’, da questa una quarta S” ece., co-
struiremo ciod un sistema di elicoidi, aventi a comune I'asse ed il passo, che
fard parte (§ 1) di un sistema triplo ortogonale.

Studiamo ora analiticamente il legame esistente fra le elicoidi del sistema.
Per questo assumiamo I'asse comune delle elicoidi per asse delle z e suppo-
niamo che

z=90), (=Vr*t+y)

sia 'equazione del profilo meridiano dell’elicoide iniziale. Passando da una
elicoide del sistema ad un’altra, varierd in generale la forma del profilo, cid
che possiamo esprimere analiticamente, scrivendone 1'equazione sotto la forma:

) 2=19¢(p, ¥)

dove ¢ & un parametro variabile, i cui singoli valori determinano i profili me-
ridiani delle successive elicoidi.

Se con z, y, z indichiamo le coordinate Cartesiane ortogonali di un punto
mobile sopra una qualunque di queste elicoidi, avremo:

Z=pcosw, y=psenw, 2=9(p, )+ mo, 4)

» essendo 1'angolo del piano mobile del profilo col piano z2z, m il parametro
del moto elicoidale, e ¢ avendo il valore fisso che conviene all’elicoide con-
siderata.

L’elemento lineare di questa elicoide riferito alle eliche p = cost.® e alle
traiettorie ortogonali v = cost.® & dato da (*):

09\2
e
= (89) dpz_l_(Pz_l_mz)dvz’

ds® = o
sicchd la funzione ¢ del § 1 diventa nel caso attuale:
09\
=|\/p* 24 o2l =) dp. 5
¢ f\/p + +P(ap) P (®)

Ora per passare da un punto P=(p, w) dell’elicoide ¢ al punto corrispon-
dente P’ sull’elicoide £+ d¢, dobbiamo spostarci sulla normale in P all’eli-

- (') Vedi per cs. BerTrAND, Calcul Difiérentiel, pag. 758.
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coide ¢ di un tratto infinitesimo PP’ proporzionale a ¢. Assumendo quindi
in modo conveniente il parametro #, possiamo porre:

PP =ydt.

Se con X, Y, Z indichiamo i coseni di direzione della normale in P sopra
considerata, troviamo:

msenco—-pcosm?g mcosw—}—pseno)@-
X= %, Y=— O, gL,
o9 ) oy
d¢ 9 Op

per cui, denotando con dz, dy, dz gli accrescimenti subiti da z, y, 2 nel
passare da P a P', avremo manifestamente:

o9 d9
MSen© — pCOS W =~ mcosn -+ psenw—a—p-
dx = ) -pdt, dy = — T Jdi,
op 0p
—.L.
dz == 20 ydi
dp

Ma se dp, dw rappresentano similmente gli accrescimenti di p, , abbiamo
dalla (4):
dr=coswdp —psenwdw, dy=senwdp -+ pcosudw,
_ 09 o9 mdo:
dz—%dp—{— T dt + mdw;

fra queste e le precedenti eliminando dz, dy, dz, dp, dw, d¢ troviamo:
oY 09

Yo =P %’ (6)
la quale per la (5) equivale all’altra:
: 9@2
0 0t 0o\
=\ e+ (5E): 0

op | . de
et o) *
La funzione incognita ¢(p, ) deve dunque soddisfare all’equazione (7) alle
derivate parziali del 2° ordine. Viceversa se la (7) & soddisfatta la distanza
infinitesima dn fra due elicoidi successive & data da dn = ¢dt e il sistema
stesso appartiene quindi ad un sistema triplo ortogonale.
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§ 3.

Assumiamo uno qualunque dei sistemi tripli ortogonali, la cui esistenza
¢ stata sopra dimostrata, a sistema di coordinate curvilinee dello spazio. Sjano
Y1y Yo, Ys 1 parametri del sistema triplo e supponiamo che 1’elemento lineare
dS dello spazio assuma la forma:

A8 = H: dy: + Hidy + H:dy?, ®)

le y;, = cost.® essendo le elicoidi del sistema. Se sopra una determinata elicoide
Ys=1Y's, le eliche hanno per equazione

(4., ¥s) = cost.’,

esse avranno su tutte le elicoidi la medesima equazione, poiché alle eliche
dell’una elicoide corrispondono le eliche dell’altra. D’altronde I'intero sistema
ammettendo il moto elicoidale in s& medesimo, & chiaro che tutte le quantita
relative al sistema triplo, in particolare H,, H,, H; e i raggi principali di
curvatura delle superficie del sistema dovranno essere costanti lungo ciascuna
elica del sistema, ciod queste quantith saranno funzioni di y, e ¢ seltanto, in
particolare

H=H(y), H=H1y) H=ILG ).

Ma se ry indica il raggio principale di curvatura della y; = cost.® relativo alla
linea di curvatura per la quale varia solo yg, si ha (*):

1 _ 1 8Hk
rie.  H;Hp Oyi @
e perd
1 - 1 9H b= 1 1 aH o=
re  Hily 0% 0m’ ra Hidy 07 Oy
ov

ot
dovranno essere funzioni di 7, ¥, soltanto, ciog ~— e funzioni della sola r.

oy
Dunque = & funzione di una comhinazione ]meare ay,+by2 di y,, ¥, con
a, b diverse da zero (*¥), ovvero, cangiando ay,, by, in yi, ¥., funzione di

Y+ Y.

(') Lawg, Legons sur les coordonnées curvilignes, pag. 51, formole (24).
(") Se una delle costanti @, b fosse zero le clicoidi si ridurrebbero a superficic di ro-
tazione, caso che escludiamo,
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Viceversa si vedrd facilmente che se nella (8) H,, H,, H; si suppongono
funzioni di ¥, + ¥., ¥s, le y, = cost.® saranno elicoidi, aventi a comune I'asse
ed il passo, e le eliche dell’'una corrisponderanno alle eliche dell’altra, talche
il sistema triplo ortogonale apparterrd alla classe di quelli del § 2. Ne con-
cludiamo:

I sistemi tripli ortogonali trovati sono caratierizzati dalla proprietes che,
assunts a sistema di coordinate curvilinee, danno all’elemento lineare dello
spazio la forma (8), dove H,, H,, H, sono funzioni di y, -+ vy, e di y,.

§ 4.

La determinazione di questi sistemi tripli ortogonali dipende dall’integra-
zione dell’equazione (7) a derivate parziali. Limitiamoci qui a ricercare se la
(7) ammette una soluzione particolare che sia la somma di due funzioni, I'una
di p Palira di ¢; ciod della forma

=9+ F(),

il che equivale geometricamente alla questione se fra i sistemi elicoidali del
§ 2 ne esistono di quelli composti di elicoidi congruenti, di guisa che si ottenga
I’intero sistema, facendo rotare una delle elicoidi attorno al suo asse. X chiaro
dalla (7) che dovrd essere F'(£) funzione lineare di ¢, poniamo

F{t)=ht
con % costante e la (7) stessa diventa:
_ 1 — Eo'l; | = ~1. )
Jrvm o)t ()

11 1° membro esprime la curvatura totale dell’elicoide ed abbiamo quindi il
risultato: La condizione necessaria e sufficiente perché il sistema elicoidale
conste di elicoidi congruenti é che la curvatura delle elicoids sia costante.

Non fa difetto il caso di A = oo e la generazione del sistema triplo orto-
gonale & in questo-caso semplicissima. Basta infatti tracciare sopra un cilindro
circolare retto due sistemi di eliche ortogonali fra loro; le elicoidi sviluppabili
aventi per spigoli di regresso le eliche tracciate e i piani tangenti al cilindro
formano il sistema triplo in discorso (Cfr. § 6.).
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Occupiamoci del sistema triplo ortogonale corrispondente al caso di % finito.
B indifferente supporre h posilivo o negativo poichd, come ora vedremo, il
sistema triplo consta di tre sistemi di elicoidi congruenti a curvatura costante
per due dei quali & & positivo, essendo negativo pel terzo, e d’altra parte
ciascuna di queste elicoidi & generale nella sua specie contenendo tre costanti

arbitrarie. Per fissare le idee supporremo % negativo e porremo A = — R*; la
(9) integrata dara:
R2 o — (a2 — %) (o? 2
‘P(P)=fv et (\7“2 __PP) (* 4 m )d (10)

dove a indica una nuova costante arbitraria.

§ 5.

Cangiando ¢ in 712—23/3, essendo b una nuova costante e y, un nuovo pa-
rametro, le (4) diverranno nel nostro caso
r=pcCoSw, y=pseDw, 2=9(p)—Dby;-+ Mme

e per I’elemento lineare dello spazio calcolato in coordinate curvilinee p, o, y,
avremo:

dS?=|14¢"(p)| dp*+ (i* + m*) dw? + b2 dy: +2m¢ (p)dp dw —
—2b¢' (p)dpdys —2bm dw dys.

Se indichiamo con y., ¥, due nuovi parametri e cangiamo le superficie coor-
dinate p = cost.’, = cost.?, ponendo

p=F+y:+1), o=Fy+y.+ys)+ay.+ By

potremo determinare le funzioni F(z), f(r) dell’argomento r =1y, + 9, + s e
le costanti «, 8 di guisa che ne risulti:

dS*=Hidy,+ H;dy; + H;dy;, (1)

ciod le superficie y, = cost., y, = cost.” siano quelle degli altri due sistemi,
Basta percid assumere

(1) = 2o (p) , _ bm
P 9’+m’+9’<{>”(9) re= ot + m2 -+ p* 9% (p) (12)
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417
e le costanti «, 8 legate fra loro dalle relazioni:
b2 2 | nt— R?
afp=—15> atp= g_‘,:m—' (13)
Indicando con £ la radice reale, positiva e <<1 dell’equazione
aRk*—(a*+m*+ R)k+aR =0
si soddisfano le (13) prendendo
ak— R a—EkR
a=b—g— E=blmr (14)

La 1* delle (12) si pud scrivere

1 o2+ w2 pto?
r=1 f ELr e g,
sicche a causa del valore (10) di ¢(p) basterd porre

a*—p*=akRsn(z, k) (15)
quando a b? si attribuisca il valore

= Rs. k .
a
Successivamente froviamo:

(16)

bmk snttdr
0)==x Rk ?
1— Ts'n”L

che si potrebbe subito esprimere per I'integrale ellittico di 3* specie II(r, a)
di Jacosr, indi -

b k. [/
w=f(‘r)+”:lR Yyt mkaR Yo —

b
m @1+ 72).

Le formole che esprimono le coordinate Cartesiane per i parametri ¥1) ¥2» Ys
del sistema triplo ortogonale sono quindi:

*=\a*— akRsn*rcosw, y=\a*—akRsn®rseno,

ab H bak ba
St KRS SR 7 17
bml 7 d 17
r=y+ 9+ 4, o= an;tcj‘ SZ’Z T + (17
1——sntv
a
bak ba

b
+m—gy‘+myz—;,;(yl+yz),
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la funzione Z(z) e le costanti H, K avendo il solito significato che loro si
attribuisce nella teoria delle funzioni ellittiche (*).
La formola che da la z si pud scrivere anche sotto una delle due forme:

ab H bm2k . snitdrT 1—%2 ma
e=""NZ () — .,;_ +ab ¥, +
Vi 1 R(a— kL) 1—Rak smiv a—ERNTaER®
H bmeke snttdr 1—17%e mak
2 +ab—— Yo+ »
K K(ak — R) 1 _Iiak sndT B—ak)k ak— R

e queste ci dimostrano che tanto le superficie y, = cost.® quanto le y, = cost.®
sono elicoidi congruenti aventi per asse ’asse delle 2z, le prime col parametro

man ) . .
a—7 bel movimento elicoidale, le seconde col parametro ;:ikR > dicche
avendosi — "8 _ . _mak __ — @, le eliche dell’une girano in senso opposto

u—kBR uk— R
alle eliche dell’altre.
Se ora si calcolano i coefficienti H,, H,, H, dell’elemento lineare (11)
dello spazio nelle attuali coordinate curvilinee ., ¥., ¥, si trova

ds*=DBcn*rdy;+ C*dntzdy; + A*sn*c dys; : (18)
dove le costanti 4, B, C sono date dalle formole

a=ri, B=2EyITa, =L\FTRErE  (9)

e sono legate quindi, a causa delle (13), al modulo % delle funzioni ellittiche

dalla relazione:
ks

TR TG (19)

Indicando con K,, K, K, le curvature assolute delle superficie y, = cost.®,
Y. = cost.®) 45 = cost.® rispettivamente, otterremo dalla (18), applicando le for-

ki3

) Ir= k*fz-ﬂlL:P—_, K—J
A vl —A%sen®q \/1 —k‘buu‘

Z(’r):%r—k’J snitdr,

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1



che confengono un sistema di elicoids, ecc. 49 -

mole sopra citate di Lamg (vedi § 3)

k2 1 f2 1
== K=—g K=fF=5

Ne segue: Il sistema triplo orfogonale definito dalle formole (17) consta di
tre sistemi di superficie elicoidali aventi lo stesso asse. Due dei sistemi sono
a curvatura costunte negativa ed il terzo a curvatura costante positiva. Le
elicoidi di ciascun sistema sono congruenti fra loro.

I chiaro poi per la discussione precedente che ogni elicoide a curvatura
costante di luogo ad un sistema triplo ortogonale di questa specie.

§ 6.

La forma (18) dell’elemento lineare dello spazio presenta la particolarita
che i coefficienti H,, H,, H, sono funzioni della somma %, + 9, -+ %, delle tre
coordinate curvilinee. Possiamo ora domandare se tale proprietd & esclusiva al
sistema triplo trovato, o si presenta per altri sistemi.

Supponiamo che I’elemento lineare dello spazio abbia la forma:

dS*=Hidy;+ H; dy; + H;dy;
e H,, H,, H, siano funzioni di r =y, 4 ¥, + ¥s. Le 6 equazioni differenziali
stabilite da Lam# (*) pei coeflicienti H,, H,, H, diventano nel nostro caso:
_HLH's | Il

v __H'iﬂ'e H'y  H's "
o= Hs + Hs; ? ', = Hs + o’ 90
I{” _H,3H’l +H’3H,2 ( )
2= H, H,
H’ H" 1 1 1 T
AT +(Tﬁ"ﬂ‘§ H%)H‘H2 0,
o’ H", 1 1 1 S
T L

avendo indicato per brevitd cogli apici le derivate prese rispetto a =. In forza

(*) L. c., pag.’ 76-78, formole (8) e (9).
Annali di Matematica, tomo XIII 7
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delle tre prime le tre seconde si riducono all’unica:
H:Hs A HsH: A HiH':
H, + H, + H;

=0; 21)
d’altronde supposto dapprima che nessuno dei coefficienti I sia costante, inte-
grando le (20) otteniamo:

H’4=a1H2H-3; H'y= azﬂan H’s———asHAm, (22)

dove a., @;, @; sono tre costanti, fra le quali sussiste a causa della (21) la
relazione:

1,11
=0 (23)

Delle tre costanti a,, @;, @; una si pud dunque supporre positiva e le altre
due negative (*). Se a; & la positiva si soddisferd nel modo pilt generale pos-
sibile alle (22) ponendo

H,= Be¢n(r, k), ,=Cdn(Ar, k), Hy=Asn(ir, k),

dove £ indica il modulo arbitrario delle funzioni ellittiche e X & una nuova
costante arbitraria che possiamo tuttavia supporre =1, cangiando semplice-

mente ¥y, ¥;, ¥s in %i ) %’-, yT‘* Si avrd allora:
2 2 1
2==-k— H B2= k ’ C’:
aidsz — Qe 03 — 1 as

e A, B, C rimangono quindi costanti arbitrarie legate fra loro dalla relazione
(19) mentre I’elemento lineare assume la forma (18). Il sistema triplo orto-
gonale corrispondente & adunque quello del paragrafo precedente (**).

Resta da considerarsi il caso in cui qualcuno dei coefficienti H sia una
costante, per esempio

H3=C.

Dalla (21) segue allora che dovrd essere costante H, o H,; supponiamo
H,=b
(") E chiaro che se due fossero positive e una negativa basterebbe cangiare il segno
di H,, II,, Iy p'r ritornare a questo caso.

(") E noto che dati i coefficienti H,, H,, H, dell’elemento lincare, il sistema triplo
ortogonale corrispondente ¢ individuato a meno di movimenti nello spazio.
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e le (20) si ridurranno all’unica H", =0, cio®

H1=a(?/4+?/2+y3)+a'-
Se a & nullo, il sistema consta evidentemente di tre sistemi di piani paralleli
ortogonali fra loro. Se =0, si pud porre a'=0 e alla forma

A8 =a'(y. + 9. +ys) dyl + b dy; -t dy;
dell’elemento lineare corrispondono le formole di trasformazione:

x = k_i {eos(ky) + k(y. + vy. + ys) sen(ky.)],

y=1l—sen(y) + k@t +yeos(ky),  e=7

e 1@
‘Eys_ 5 %;

dove k=% \6* 4 ¢*. Esse definiscono appunto il sistema triplo accennato al

§ 4 costituito dai due sistemi di elicoidi sviluppabili y, = cost.’, ¥s = cost.® e
dai piani y, = cost.® che toccano il cilindro centrale

w? + y! pr— Z_j_
luogo dei loro spigoli di regresso.

B chiaro che la discussione precedente comprende in sé il caso in cui
H,, H,, H, sono funzioni di una medesima combinazione lineare ay, 4 8. + yy;
dei tre parametri ¥, ¥:, ys quando nessuna delle costanti «, 8, y & zero. Se
una di esse & nulla, e pilt in generale quando H,, H,, H, dipendono da due
sole coordinate, si vede facilmente che il sistema triplo appartiene alla classe
ben nota, contenente due sistemi di superficie di rotazione attorno al mede-
simo asse.

Dunque: Esclusi ¢ sistemi di superficie di rotazione, gli unici sistemi tripli
ortogonali, pei quals H,, H,, H, risultano funzioni di una combinazione li-
neare delle coordinate, sono ¢ sistems (17), (24).

OSSERVAZIONE.

Fra i sistemi tripli ortogonali che corrispondono alla forma (18) dell’ele-
mento lineare dello spazio, & notevole, per la sua semplicita, quello che appar-
tiene al valore limite =1 per il modulo delle funzioni ellittiche. Allora la
(18) diventa:

1
as*= cosh? (s + y2 + ys) | B senb®(y: + 9 + 9o dyi + B dys 4 C* dy
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e la relazione (19) fra le costanti:

1 1 1
BTG
Le formole che definiscono il sistema triplo sono le seguenti (¥):
R n 6 R n
B cos ;'yz—ﬁys n nyz Rys

cosh (s + y2 + y3) y=2% cosh(ys + s+ ys)
=R ltgh(y+ 9. + ) — s},

ove sl & posto #n = \C* — 42 Le superficie ¥, = cost.® %, = cost.® sono elicoidi
del Divi, aventi per profilo meridiano la curva delle tangenti costanti = B
(trattrice) e per asse I’assintoto, mentre i parametri dei rispettivi moti elicoi-

— IR

dali sono, » n; per le une ciod le eliche sono destrorse, per le altre sini-

strorse. Le superficie y; = cost.® sono, in questo caso limite sfere di raggio
= I coi eentri distribuiti sull’asse.

Pisa, dicembre 1884.

() Possono essere dedotte con passaggio al limite dalle (17) ovvero stabilirsi direttamente,
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Sopra alcune trasformazioni involutorie
del piano.

(Memoria del dott. Virrorto MarTiNeTTI, 70 Mantova.)

In un lavoro testé pubblicato negli Annali di Matematica (*) ho esposta
la configurazione dei punti fondamentali e la costruzione delle involuzioni di
3% e 4* classe, continuando cosl le ricerche fatte in questo senso dal sig. Ber-
it (*¥).

Lo scopo che qui mi propongo si & di dimostrare, come le involuzioni,
da me allora unicamente enumerate, siano tutte le possibili involuzioni, a punti
fondamentali distinti, di 3* e 4* classe.

Partendo dalle formole, che hanno condotto il sig. Bertint a stabilire le
involuzioni di classe v=1, v=2, ed applicandole in casi v =3, v =4 verrd
a trovare i sistemi (Q) possibili nelle dette involuzioni, le posizioni speciali che
dovrebbero avere i punti fondamentali ed uniti, ed infine la costruzione colla
quale si potrebbero ottenere. Si vedrd in ogni caso come applicando la costru-
zione trovata, si giunga effettivamente ad involuzioni della classe e specie che
si considera, dalle quali resterd in tal modo dimostrata I’ esistenza.

Preliminari.

1. Una curva generale del sistema (Q) in una involuzione di classe v &
dell’ordine 2v 41, ed & segata da un’altra curva del sistema in 2v punti
variabili.

(") Le involuziont di 3° ¢ 4* classe. Serie II, tom, XII, — Colgo questa occasione per
avvertire, che il lavoro qui citato & un estratto della mia Tesi di Laurea presentata alla
R. Universitd di Pavia.

(*") Sopra alcune involuzioni piane. Rendiconti del R. Istituto Lombardo, serie II,
vol. 16° fase, 2 e 3.
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54 Martinetti: Sopra aloune trasformazions involutorie del piano.

Siano 7; e ; il numero dei rami coi quali passano pel punto fondamentale
¢ rispettivamente le curve C, (della rete omaloidica, che determina 1'involu-
zione considerata) e la curva I' punteggiata unita; ed indichiamo con a;x la
molteplicita della curva fondamentale ¢”¢ nel punto fondamentale k (che &
anche la molteplicitd della k74 curva fondamentale, nel punto ). Allora si sa
che le curve Q passano per il punto fondamentale ¢ con 7; — A; rami dei quali
@3 — A; hanno direzioni fisse (*).

Sussistono in oltre le seguenti relazioni:

Jriri—x)=@v+ 1) (n—1); )
ai; =1r;— v+ i (2)
li=r,-—u—6‘,-+2e,-; (3)
epperd:
ri—di=v+0i—2¢; (4)
aii—}i=2d\i—2€i; (5)

dove i numeri ¢, ¢; soddisfano le condizioni:
0<&<v—1, d&i=ze=0(*). (6)

Da queste formole prenderemo le mosse per ricercare le involuzioni di

3" e 4™ classe e scoprire la posizione speciale che debbono avere i punti fon-
damentali ed uniti.

2. Per le nostre ricerche saranno molto utili le osservazioni seguenti:

@) Sommando le relazioni (2) e (3) del numero precedente deduciamo;

2e,=2v—27r;+ a;; -+ .

Il secondo membro diviso per 2 da (***) il numero delle coppie di punti
corrispondenti, che giacciono sopra una retta arbitraria uscente per 7, quindi
la curva d’ordine 2v 4-1 —r;, la quale costituisce la Q relativa al punto fon-
damentale ¢, & segata in 2¢; punti, fuori del punto ¢ da una retta arbitraria
per ¢; per la qual cosa si avra:

2v+1—r;i>2¢

(") V. BertiNt, Sopra una classe di trasformazioni univoche involutorie. Annali di
Matematica, serie II, tom. VII, n.° 10. — CaporaL1, Sulle trasformazioni univoche piane
involutorie. Rendiconti della R. Accademia di Napoli, fasc. 9, settembre 1879.

(") Sopra alcune involuziont piane. Rendiconti del R. Istituto Lombardo, 1. c.

(*"") CaporaLl, L ¢, n° 7.
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donde
ri<2v41—2¢.

Se ha luogo il segno d’uguaglianza, ciot se &
ri=2v+4+1—2¢
sara anche per la (2):
a=v+d—2¢+ 1.

Essendo ¢;>¢; dovra essere necessariamente oz <<« per tutti i valori di j
(altrimenti ne verrebbe a;; -+ a;j >7;) e quindi (¥) #;=7r;. Se dunque si rico-
nosce che esiste un punto fondamentale di molteplicitd superiore ad »; conclu-
deremo senz’altro che:

r;<2v41—2¢.

b) B da notarsi il caso ¢;=0. Allora dovra la curva Q relativa ad ¢
spezzarsi in un certo numero di rette (unite) passanti per ¢, e percid la curva
fondamentale corrispondente ad ¢ [che insieme a quelle rette deve costituire
la curva Q del sistema avente in ¢ un punto (r; — X; 4 1)uplo] deve passare
per ciascuno degli altri punti fondamentali collo stesso numero di rami coi
quali vi passa una Q qualunque, ovvero con uno solo di meno, ed allora per
lo stesso punto passa una delle rette unite.

¢) Dalla formola (2) vediamo che &:

ri— o =v— 0

epperd la curva fondamentale corrispondente ad 7, & incontrata in v — d¢; punti
variabili da una curva qualunque del sistema (Q).

d) Data una involuzione d’ordine # e classe » per ottenere da essa con
continuitd un’altra involuzione della stessa classe e specie (*¥), chiaramente
basta imaginare che un sistema di punti fondamentali venga a disporsi in
modo che per essi passi una curva C (spezzata o no) la quale per questo fatto
si stacchi da tutte le curve della rete omaloidica ed insieme dalla curva pun-
teggiata unita, senza perd che le Q abbiano a spezzarsi. Una tal curva C
altro non pud essere che un sistema di rette. Infatti una curva Q arbitraria

(") BerTINI, Sulle trasformazioni, ecc. Rendiconti del R. 1stituto Lombardo, serie II,
vol. 13° fase. 14. . -

(*’) Due involuzioni si diranno della stessa specie quando i relativi sistemi () sono
della stessa natura. )
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non ha fuori dei fondamentali alcun punto comune colla curva punteggiata
unita, quindi neppure, al limite, colla curva C, allora la curva o ciascuna sua
parte entra come parte fissa in un fascio di Q; essa & dunque upa retta od
un sistema di rette (¥).

Da una involuzione generale dedurremo adunque tutte le involuzioni della
medesima specie d’ordine inferiore considerando successivamente tutti quegli
allineamenti di punti fondamentali, compatibili coi legami esistenti fra i punti
stessi, pel quali le Q non si spezzano, ma si spezzano invece le curve della
rete omaloidica e la curva punteggiata unita.

I sistemi (Q) nelle involuzioni di 3* elasse.

3. Se nelle formole del n.° 1 si pone v =3, si vede che pei punti fon-
damentali, nelle involuzioni di 3" classe, si possono presentare sei casi, come
dal seguente specchio:

J & ri— A | ap— @i A; |
I 2 0 ) 4 ri—1 r;—D5
II 1 0 4 2 r,—2 | r,—4
I 0 0 3 0 ri—3 | r;—3
1V 2 1 3 2 r;—1 1 7r—3
v 1 1 2 0 r,—2 | r—2
VI 2 2 1 0 ri—1 1| r,—1

Le curve Q sono del 7° ordine e posseggono 43 intersezioni fisse.
4. Supponiamo che avvenga per un punto fondamentale, che chiamerd
1 il I caso, supponiamo ciod che le curve Q posseggano un punto quintuplo
in comune.
1] punto 1 & certamente il punto di massima molteplicitd; infatti la curva
fondamentale corrispondente ad 1 deve passare con un solo ramo per altri

() BerTiNg, Sopra alcune involuzioni piane, 1. c., n.° 6.
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2(r,—1) punti fondamentali (avendosi a,, =, — 1) quindi per ogni valore
di ¢ sard e, >a-+ 1, sicchd: #,>r; (*¥). Segue che le rimanenti curve fon-
damentali non posseggono punti multipli. Sono dunque coniche o rette. Se vi
fosse una conica fondamentale, essa potrebbe passare al pilt per un punto fonda-
mentale semplice, quindi od esistono tre punti fondamentali doppi e tre semplici,
ovvero solo 5 punti fondamentali doppi, e questo & assurdo, poiché devono esi-
stere, come vedemmo, oltre al punto 1 altri 2(r, —1)>8 punti fondamentali.

Concludiamo che gli altri 2(», — 1) punti fondamentali devono essere sem-
plici (caso VI) e quindi la trasformazione involutoria deve essere di JoxquikrEs.
Ed & noto appunto che le involuzioni di Jonquutres di 3" classe presentano il
sistema (**):

Q@ =(1523... 15),.
Queste involuzioni verranno chiamate di 14 specie.

5. Il caso IT pud presentarsi per un solo punto fondamentale 1. Se sup-
poniamo che questo avvenga in una certa involuzione d’ordine n, dovrad la
curva fondamentale d’ordine »,, corrispondente ad 1, passare con #, — 2 rami
per 1, e quindi possedere », —2 punti doppi in altri punti fondamental:
2, 3,..., r,— 1 e passare semplicemente per 5 altri.

I punti fondamentali 2, 3,..., », — 1 sono almeno tripli, le curve corri-
spondenti dovendo possedere un punto doppio in 1. Sono poi tripli o doppi per
le @ avendosi ¢ ==0 [0.° 2, b)] percid saranno della specie III, IV o V.

Ma si riconosce immediatamente che solo il caso V & possibile, giacchd
nel III caso si avrebbe «;;>>2 (perché ¢;=0) e cid non pud essere, e nel
1V risultercbbe o 4+ o;; > ;.

I 5 punti poi pei quali passa semplicemente la curva corrispondente ad
1 sono semplici o doppi per le Q perché ¢, = 0. Notiamo ancora che 1 punti
semplici delle @ sono od uniti o fondamentali semplici, perche se fossero doppi
[n.° 2, @)] le coniche corrispondenti dovrebbero essere segate in un solo punto
variabile dalle Q [n.° 2, ¢)], passando pel punto cui corrispondono, e c¢id ma-
nifestamente & impossibile. .

Le Q hanno raccolte nel punto 1 18 intersezioni fisse, ne posseggono an-
cora 25 distribuite almeno in », - 3>T7 punti. Se adunque il caso V si pre-
senta per « punti dovrd essere

(") Bermint, Sulle trasformazioni, ecc., 1. e.
(") BerTiNi, Sopra alcune involuzioni piane, 1, c., nt 18, 22, 20,

Annali di Matematica, tomo XIIL 8
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- —— —— ————

i=h
La formola (1) (n.° 1) insieme alla relazione fondamentale ¥ 7;=3(n—1)

=t
ci da
3r, + griﬂ =4(n—1).

’ 7
Considerando la cubica (1223456 7), si deduce 2r, + X7, <3n, e quindi

sottraendo dalla precedente:
i=71
r— N r>n—4.
i=o-+2

D’altra parte si ha r, <n— 3, dunque sara:
«=6 od a=H5.

Se fosse « =6 le Q possiederebbero ancora un punto semplice 8 a comune,
il quale necessariamente dovrebbe essere fondamentale semplice. La curva fon-
damentale corrispondente ad 1 deve passare, come gid notammo, semplicemente
per altri 4 punti fondamentali i quali sono doppi per le Q; & quindi neces-
sario che delle rette unite passanti per 1 [vedi n.° 2, b)] contengano insieme
4 dei 6 punti doppi delle Q, e questo non & possibile se si osserva che le
rette unite non debbono essere segate in punti variabili dalle curve Q (¥).
6. Si conclude che se in una involuzione di 3" classe si presenta per
un punto fondamentale il caso II, devono le Q possedere 5 punti doppi, e b

semplici a comune, ciod essere:
(Q)=(1;2°3242526278910 11),.

La relazione che abbiamo trovata:
r,—7r, g n—4

(essendo 7,>0, ed 8 almeno i punti fondamentali) ci dice che dobbiamo
avere:
r,=mn—3, Ty =13 =3, Pye=1g = 1.
Le cubiche che corrispondono a 2 e 3 passano semplicemente pei punti
corrispondenti ed hanno un punto doppio in 1, possiamo supporre che siano

rispettivamente
(12234567),, (1223456 8),.

(') Bertizt, Sopra alcune involuzioni piane, 1. c., n.° 6.
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Ma la curva unita passa pure semplicemente per questi due punti, sicché per
un noto teorema (*) avremo che le cubiche dei due faseci

(1°34567),, (1*24568),

sono unite. Se l'involuzione esiste si costruira con questi due fasci.
Se anche i punti 4, 5, 6 fossero tripli sarebbero unite le cubiche dei
fasci
(122356 9),, (1*234610),, (1*234511),

per la stessa ragione. Ma se alcuni di questi punti sono doppi si pud vedere
che questa proprietd non cessa. Infatti poniamo che il punto 6 sia fondamen-
tale doppio, esso sard semplice per la curva corrispondente ad 1, e ¢id vuol
dire che la retta (1 6), deve essere unita e passare quindi per uno dei punti
semplici delle Q, che diremo 11 il quale sard unito per I'involuzione [n.° 2, d)].
La conica (12 3 45), deve essere la corrispondente del punto 6, talché avremo
r.+re+ 7.+ 7,4 rs=2n. Adunque ad una cubica (1223 45 11), corrisponde
una curva d'ordine 3n—2r, 47t rst+ry+r)=n—r =3, la quale
passa per 1 con 3r, —(2a, + an + as + oy + a) =3 —3) — (n — 5H) —
—2(n—3)=2 rami, e passa semplicemente per i punti 2, 3, 4, 5, 11 e
per le intersezioni della cubica data colla curva punteggiata unita, le quali
sono in numero di:

5 5
3(n—6)— 2% — X =38(n—6)— 2(r,—4) — N(r;—2) = 1;
2 2

la cubica considerata coincide adunque colla curva corrispondente, quindi ece.

Le rette (12),, (13), sono necessariamente fondamentali e corrispondono
ai punti 7 e 8 quindi le cubiche dei cinque fasci che passano per 7 e per 8
devono contenere rispettivamente le rette (12),, (13).. Adunque i gruppi di
6 punti

1,4,5,6,7,8 1,356,179, 1,2,56 89, 1,3, 4,6 7, 10;
1,2,4,6,810; 1,8, 4,5 7 11; 1,2, 4,5, 8, 11

devono giacere sopra altrettante coniche, dall’esistenza delle quali segue poi
anche quella delle tre altre:

(12341011), (1235911), (12369 10)..

() CaroraLL, L c., n.° 5.
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7. Sciegliamo in un piano affatto arbitrariamente 8 punti, ¢ denomi-
niamoli 1, 2, 4, 5, 6, 9, 10, 11; e determiniamone tre altri 3, 7, 8 come in-
terseziont delle coniche:

(126910)2)3 (13569)2?7 (125609))
(12410 11), ) (1346 10), ) (1246 10), )

Stabiliamo coi due fasci
(122 356 9), (122346 10),

una trasformazione involutoria facendo corrispondere ad un punto del piano
I ulteriore intersezione delle cubiche dei due fasci, che passano per esso.

Con questa costruzione si ottengono, come si vede facilmente, le involu-
zioni di 3* classe che hanno il sistema di curve Q ora considerato e che chia-
meremo di 2% specie (*¥). La pilt generale & del 10° ordine, ed i casi particolari
si ottengono dando posizioni speciali ai punti fondamentali che possono essere
scielti arbitrariamente, secondo I’ osservazione fatta al n.° 2, d).

8. Se in una involuzione le Q posseggono dei punti tripli in comune,
ma non punti di molteplicitd superiore, questi punti devono essere tutti della
medesima specie cioe della III o IV. Infatti se fossero ad es. i punti 1 e 2
Puno di IIT e Paltro di IV specie si avrebbe 7, — 1 == a;, perd «,,<<2 ed
invece essendo ¢, =0 dovrebbe essere a;, =3 ovvero =2 [n.° 2, b)].

Se « ¢ il numero dei punti di III specie esistenti in una involuzione, gli
altri punti fondamentali saranno delle specie V o VI, e dalla formola (1) (n.° 1)
si deduce (se f8 somo i punti di V specie)

i=a i=o4pB i=a i=h
22;7",'-{-‘27',;:4(%—1), z¢i=”—"1+ E r;
i=1 i=at1 i=1 i=a+tp+1
perd «>1; d’altra parte «<Cb sicché potremo supporre solamente « =4,
a=3, a=2.

9. Sia « = 4. Allora 4817, cioé =1 ovvero f=0. Non pud essere
B8 =1 altrimenti la conica (12 3 45), non sarebbe incontrata dalle Q in punti
variabili, cosa impossibile (**); dunque dobbiamo avere:

(Q)=(1°223°4567891011),.

() Le involuzioni di 3= ¢ 4 classe, 1. c., dal n.° 2 al n.° 6.
(*") BermiNI, Sopra alcune involuzioni piane, 1. c., n.° 6; detta conica non pud spez-
zarsi in due rette senza che si spezzino le Q.
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Siccome le curve che corrispondono ai punti 1, 2, 3, 4 devono avere tre
punti doppi almeno [n.° 2, b)] cosl i punti stessi sono almeno quadrupli per
V'involuzione, sicchd per i punti 5, 6, 7, 8 necessariamente passano le curve
corrispondenti ad 1, 2, 3, 4, segue che i punti 5, 6, 7, 8 sono doppi [n.° 2, a)].
Per essi passano le coniche corrispondenti; e la curva punteggiata unita, per
la qual cosa il fascio (123 4), & di coniche unite (¥).

Le curve Q relative ai punti 5, 6, 7, 8 sono curve del 5° ordine, che
hanno quattro punti doppi nei punti 1, 2, 3, 4, e passano semplicemente per
gli altri punti 5, 6, 7, 8, 9, 10, 11. Due di queste quintiche si segano in altri
due punti «,, @, 1 quali essendo corrispondenti I’uno all’altro giacciono sopra
una conica del fascio (1234),; i punti 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, 9, 10, 11 sono
percid sopra una medesima cubica.

Un fascio qualunque di quintiche (1222324256 78910 11), & formato da
curve unite e con esso ed il fascio di coniche (123 4), si pud stabilire una
trasformazione involutoria la quale, come si riconosce immediatamente, & della’
specie considerata. Le involuzioni che nascono in questo modo verranno chia-
mate di 3% specie (*¥).

10. Se 1 punti di III specie sono tre, non & possibile che i punti sem-
plici delle Q siano fondamentali doppi, non esistendo alcuna conica passante
per un punto semplice delle Q e per altri 4 punti fondamentali che sia segata
in un sol punto variabile dalle Q stesse [n.° 2, ¢)]. Dunque tali punti, se fon-
damentali, sono semplici ed al massimo in numero di 3 (le rette fondamentali
dovendo unire due dei punti tripli). Anche qui la curva fondamentale corri-
spondente ad un punto triplo delle @ ha almeno un punto doppio negli altri
due punti tripli, sicch® questi sono almeno quadrupli per I'involuzione, e le
corrispondenti curve passeranno certamente per piu di 7 punti fondamentali,
senza poter contenere tre punti fondamentali semplici. Dunque le Q possiede-
ranno almeno tre punti doppi. Piu di tre non ne possono poi esistere giacche
i punti fondamentali sarebbero 7 soltanto, dunque avremo 8= 3. Le formole
del n.° 8 danno:

i=3 i=6 i=3 i=h
227',;—]—27’,;:4(”—1) 'Zr,-=n—1—|-2ri,
i=4 =4 i= i=7

pero:

i=6 i=h
Yri=2n—2+2¥r)=2n—8.
=4 =7

(") Caporair, 1. ¢, n.° B,
(") MarTINETTI, Le involuzioni di 3 ¢ 4° classe, 1. ¢., dal 7 al n.° 14,
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Ed essendo r,=r,=r,=4 ed r,=r, (il segno uguale non potendo
aver luogo contemporancamente in questa e nella relazione precedente) si vede
come la fatta ipotesi conduca all’assurdo

i=5

ri>2n.
=1

11. Esaminiamo I’altro caso, che ancora ci resta a considerare, ciod
che esistano due punti tripli 1, 2, per le Q pei quali abbia luogo il caso III.
Le formole del n.° 8 danno:

i=h
rdra=n—1+ % 7,
i=a+3
quindi dei punti semplici delle Q o nessuno & fondamentale, oppure uno solo
¢ fondamentale semplice, in ogni caso nessun punto fondamentale & di molte-
plicith maggiore di r, ed 7,. 7, che supponiamo >, non pud essere triplo,
ché se cid fosse la cubica corrispondente non passerebbe per 1 ed avrebbe un
punto doppio in 2, cosa impossibile, percid sard r,>>4 ed esisteranno almeno
8 punti fondamentali, ciod sard 8=05 od = 6. Se fosse 8 =D5 esisterebbe un
punto fondamentale semplice pel quale non dovrebbero passare le curve corri-
spondenti ai punti 3, 4, 5, 6, 7, queste saranno dunque o cubiche o coniche.
Avendosi 7,>>3 le cubiche fondamentali avranno il loro punto doppio in 1
od in 2 se r,=r,, epperd sono due al pi, ma supponendo tanto r,=3
ri=trs=1r,=r;=2 quanto r,=r,=38 r,=1r=1r;=2 si ha un assurdo,
giacch® nel primo caso le coniche fondamentali passerebbero per due punti
doppi e non per altri due, nel secondo certamente una conica fondamentale
passerebbe pel punto corrispondente.
Il solo caso che possiamo ammettere ¢ adunque

(Q) =(122°3%4252 6 7° 8 9),.
1l punto 9 & o fondamentale semplice, oppure unito.
Consideriamo separatamente i due casi:
Se 9 & fondamentale semplice avremo r, 4 r, =n.

Una cubica qualunque del fascio (123456 78), ha per corrispondente
una curva d’ordine

i=8
3In—ri=3n—8n—4)=4,
=1
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che passa per un punto fondamentale ¢ con

k=8
3ri— Nan=3r—@Bri—1—ay)=1+4a;
k=1

rami, ciod passa due volte per 1 e 2 e semplicemente per tutti gli altri punti
3, 4,..., 9.

La cubica considerata sega la curva punteggiata unita, d’ordine » — 6,
fuori dei fondamentali in

Nw—&—éh=3@—ﬁ%%n—@—@p—&—3&%—%:4

punti pei quali deve anche passare la curva corrispondente, questa adunque
deve spezzarsi nella cubica data e nella retta fondamentale (1 2),, ciod tutte
le cubiche del fascio (123456 78), sono unite e passano pel punto fonda-
mentale 9.

Con identiche considerazioni si dimostra che le quartiche della rete
(1*2*34 567 8), sono unite.

Se il punto 9 & unito, le curve fondamentali corrispondenti ad 1 e 2 non
passano per 9 e questo vuol dire che i punti 1, 2, 9 sono sopra una mede-
sima retta unita [n.° 2, b)] e si avrd »,fr,=n—1.

Come precedentemente si dimostra, che le cubiche del fascio (12345678),
sono unite, quindi il residuo punto base, dovendo essere punto unito & 9.

Qui ancora le quartiche della rete

(1*2:345678),
sono unite.
Vediamo adunque che posto il sistema

(Q) = (1° 2° 3¢ 4* 52 62 T2 8 9),

si possono avere involuzioni di 3* classe solo quando <9 punti 1, 2,..., 9
siano punti base di un fascio di cubiche; e la costruzione loro si avrd colla
rete di quartiche unite:

(12223456 78),.

Ora questa costruzione conduce effettivamente ad involuzioni di terza classe
che noi chiameremo di IV specie (*).

(") MarmiNeTTI, L c. dal n.° 15 al n° 22,
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12. In una involuzione di 3" classe non possono i punti fondamentali
presentare unicamente i casi V e VI, poiche la formola (1) (n.° 1) darebbe:

i=o t=h
23+ Y ri=Tn—1)

i=1 i=at1
donde 1’assurdo

‘E‘ri =4(n—1).

Dunque se oltre alle gid trovate esistono ancora delle involuzioni di 3* classe
devono necessariamente esistere in esse dei punti fondamentali di IV specie.
Se tale & il punto 1, dovremo avere:

oy =171y — ]. qlli]]di o4z < 2-

Se fosse r, >3 seguirebbe 7, > #;, sicché », sarebbe il punto di massima mol-
teplicitd, ed ogni altro punto fondamentale semplice o doppio (le corrispondenti
curve passando semplicemente pel punto di massima molteplicita). Il caso IV
si potrebbe quindi presentare per un unico punto cosa impossibile (n.° 8).
Percid dovrd essere #,=3, ed il caso IV dovrd presentarsi almeno per un
altro punto fondamentale 2 pel quale sard pure r, =3. Dico anzi che non
v'hanno altri punti tripli per le Q; infatti se ne avessero un altro (e pilt non
ne potrebbero avere pel fatto che sono 43 sole le loro intersezioni fisse) ne
verrebbe, che i punti semplici delle Q@ non potendo essere fondamentali doppi
o tripli (le curve fondamentali corrispondenti non verrebbero segate in un sol
punto variabile dalle Q) sarebbero semplici od uniti, ed al massimo in numero
di tre; le Q non potrebbero avere punti doppi, perché ad essi corrispondereb-
bero curve non passanti pei punti semplici, e quindi dovrebbero passare tutte
per soli 5 punti fondamentali, se di punti doppi ve ne hanno due, e per 4 se
ve n'ha uno solo, e questo & impossibile. Sicchd i punti fondamentali sarebbero
solo tre punti tripli ed al pill tre semplici, cosa assurda.
I punti di IV specie saranno due solamente, e si avrd

i=p i=h
3(ri+r)+2¥ i+ Y ri=Tn—1)
i=1 i=B+3

i=h
rihry=n—1— 3 r.
i=f+3

Dei punti semplici delle Q uno solo pud essere fondamentale semplice, quindi,
avendosi 7, 4-7, =6 sard n =17 od n == 6.
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Dalle tavole di Cremona (*) si vede che le sole soluzioni
r=r,=1r;=r,=3 Vs =Tg== 07 = 2 per n="1
7',=?‘2=3 7’4=1'5=T6=2 7‘7=1 peI‘ ’n=6

soddisfano a queste condizioni, La prima & da escludere giacch® esisterebbe
almeno una conica fondamentale passante pel punto fondamentale corrispon-
dente e cid non deve essere. Quindi pud esistere una sola involuzione di 3* classe
che possegga punti di IV specie, essa & del 6° ordine con due punti tripli,
quattro doppi ed uno semplice, e di luogo al sistema

Q) =(1323324252627891011),..
Questa involuzione, che diremo di 5% specie esiste infatti e si costruisce per
mezzo di due fasci di coniche in involuzione (**).
Cosi resta dimostrato che tutte le involuzioni di 3* classe, si possono divi-
dere in cinque specie, quelle di una stessa specie si ottengono colla medesima

costruzione, I'una non differendo dall’altra che per la posizione speciale dei
punti fondamentali.

I sistemi () nelle involuzioni di 4° classe.

13. Le formole del n.° 1 per » =4 danno luogo ai seguenti casi:

J; & ri—>X | ag—X % 2
1 | 3 0 7 6 ri—1 | r—"1T
IT 2 0 6 4 r,—2 | r,—6
11T 1 0 5 - 2 ri—3 | r,—5H
v 0 0 4 0 ri—4 | r,—4
A\ 3 1 5 4 ri—1 1| r,—>
VI 2 1 4 2 r,—2 | ri—4

(') CremoNa, Sulle trasformazioni geometriche delle figure piane. Memoria II. —
Memorie dell’Accademia di Bologna, 1865.
(') MarmINETTI, L c., n.° 23,

Annali di Matematica, tomo XIII, Y]
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J; & ri—X | ay-—X & Aig ’
VII 1 1 3 0 »; — 3 r;— 3
VIII 3 2 3 2 ri—1 | r,—3
IX 2 2 2 0 r; — 2 - 2
X 3 3 1 0 ri—1 | r,—1

Le curve Q sono del 9° ordine ed hanno 73 intersezioni fisse.
14. Notiamo anzitutto che non possono esistere involuzioni nelle quali
si presentino i casi II, V ed VIII.

Infatti supponiamo che pel punto 1 abbia luogo il caso II. La curva fon-
damentale corrispondente ha un punto », — 2 in 1 e quindi passerd semplice-
mente per 5 punti fondamentali ed avrd r, — 2>4 punti doppi in altri punti
i quali saranno almeno tripli per I'involuzione e doppi per le @ [n.° 2, b)].

Se le Q posseggono punti tripli, questi saranno della VII specie, poiche
se fossero dell’ VIII ne verrebbe a; =+ a; >7;. In ogni punto di VII specie
sono riunite 9 intersezioni fisse percid (ricordando che devono esistere oltre
ad 1 almeno altri 9 punti fondamentali dei quali 4 di molteplicitd superiore
a 2) 1 punti di VII specie sono due al massimo.

I 5 punti pei quali passa semplicemente la curva corrispondente ad 1 sono
semplici o doppi per la trasformazione ed anche per le Q. Se ve n’ha di doppi
le coniche corrispondenti non possono passare per essi, esistendo certamente
5 punti di molteplicith maggiore di 2, percid devono essere anche doppi per
le Q, e le coniche fondamentali saranno dunque segate in 2 punti variabili
dalle Q stesse [n.° 2, c)]; questo non avviene se non esistono due punti tripli
per le Q, ma allora ¢ assurdo supporre che esse posseggano ancora piu di due
punti doppi.

Rimane adunque da esaminare la sola ipotesi che i punti fondamentali,
pei quali passa semplicemente ]a curva corrispondente ad 1, siano fondamen-
tali semplici. Le rette che loro corrispondono uniranno 1 con cinque punti
2, 3, 4, 5, 6 di molteplicith n — », e certamente doppi per le Q [n.° 2, ¢)].
Questi punti sono di molteplicita »,>>3, poiché se fosse r;=3 si avrebbe
I’assurdo che la cubica fondamentale corrispondente ad ¢ passerebbe per un
punto semplice e non pel punto ¢ D’altronde avendosi per =2, 3,..., 6
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wi=2=a;==r;—2 non pud essere r; >4, talche avremo necessariamente
ro=mn—4, ro=1r3="-..=1s=4, r;<4 per ¢>6.

Le quartiche corrispondenti ai punti 2, 3,..., 6 formano il gruppo coordinato
al gruppo dei punti semplici e questa osservazione mostra I'impossibilitd del-
I'ipotesi fatta; poich® i due punti doppi che ancora devono avere queste quar-
tiche dovrebbero essere in due punti quadrupli, perchd gli altri punti fonda-
mentali sono di molteplicita inferiore, ed invece le quartiche devono passare
collo stesso numero di rami pei punti quadrupli.

Il caso V si potrd presentare per il solo punto 1. Essendo oy, =»r,—1>4
si avrd a; <2 quindi », >r;. Poiche adunque tuite le curve fondamentali
(la 1* eccettuata) passano semplicemente pel punto di massima molteplicitd
(sicché non hanno punti multipli) cosi queste curve saranno coniche o rette,
epperd per i punti 2, 3,... & si presenteranno esclusivamente i casi IX e X.
Ma per la (1) del n.° 1 ne verrebbe: :

i=a41
4r,+ X ri=6(n-—1)
i=2

37'1=3(n—-1)—!—.i§l ;

i=o41
donde seguirebbe 1’'assurdo

ritry>mn.

Se il caso VIII avviene ad esempio pel punto 1 sard r,>3. Per , >3
abbiamo ay >2 «,; <<2 quindi 1 & il punto di massima moltiplicitd, e tutti’
gli altri punti fondamentali sono doppi o semplici, cosa assurda poich¢ ver-
rebbe, come precedentemente:

ry=3(n—1).
Se poi 7, =3 nessun altro punto sard di molteplicitd superiore (avendosi

a;y == 2) cio® le Q non possono avere che punti tripli, doppi e semplici, in
numero rispettivamente di «, 3, y. Allora deduciamo:

i i=otL+y

. gcr,-=3(n——-1)-|— X

] i=o+84+4

I
-

la quale ci dice che tutti i punti fondamentali sono tripli per le Q@ e quindi
anche tripli per I'involuzione, necessariamente di VIII specie (poiche se ve
ne fossero anche di VII le cubiche corrispondenti dovrebbero avere un punto
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doppio in un punto triplo e non passare pel punto triplo corrispondente e cid
non pud essere). Il numero di questi punti fondamentali deve essere 7; ma
allora le Q hanno pitt di 73 intersezioni fisse. Cosl & dimostrato, come siano
impossibili i casi II, V ed VIIL

Esaminiamo gli altri casi.

15. Supponiamo che in una involuzione si presenti il caso I per un
punto fondamentale 1, che sara dunque settuplo per le Q; talché queste curve
non potranno avere a comune che punti semplici o doppi. La curva che cor-
risponde ad 1 ha un punto (r, — 1)-plo in 1 e passerd semplicemente per altri
2 (r, — 1) punti fondamentali i quali saranno semplici o doppi per l'involu-
zione, Ma nessun punto fondamentale pud essere doppio, perché esisterebbe
una conica fondamentale almeno, che dovrebbe essere segata in uno o due
punti variabili dalle Q (secondoche il punto corrispondente & semplice o doppio
- per le curve stesse [n.° 2, ¢)]) ed & cid manifestamente impossibile. Sicche le
Q dovranno possedere 18 punti semplici fissi e la trasformazione sara di Jon-
quires. D’altronde si sa che esistono tre involuzioni di 4* classe, che verranno
dette di 1% specie, di Jonquikres (¥) per le quali il sistema delle curve Q &

appunto
Q) =(1;23...19),.

16. In una involuzione pud esistere un unico punto di III specie 1,
ed allora nessuno dei rimanenti punti fondamentali pud dar luogo al caso IV
o VI; poiché per un punto di IV specie sarebbe a;=4 od =5 [n.° 2, d)]
ed invece la curva fondamentale corrispondente ad 1 pud avere al pill un
punto triplo in ¢ (essendo a,, =17, — 3); e per un punto di VI specie verrebbe
a;=1;—2 ed & questo assurdo avendosi a;;=3 od = 4.
Insieme al caso III potranno dunque avvenire soltanto i casi VII, IX e X.
Se non si presentasse il VII caso, i punti semplici delle @ non potreb-
bero essere fondamentali, poich® o sarebbero semplici o doppi ed invece non
esistono né rette né coniche segate in un punto variabile dalle @ [n.° 2, a), ¢)]
per la qual cosa si dovrebbe avere, chiamando $ il numero dei punti di IX
specie, [n.° 1, (1)]:

i=p4+1
br,+1 ¥ ri=9(n—1),

i=2

donde 37, =3(n — 1), quindi r, + »; >n.

(") BerTiNi, Sopra alcune involuzioni piane, 1. ., ni 18, 22, 26.
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Le Q possiedono adunque dei punti tripli di VII specie.

Anche in questo caso notiamo che i punti semplici delle & non possono
essere doppi, giacch® mai si avrebbero coniche, passanti per un punto semplice,
segate in un punto variabile dalle Q, al contrario possono essere fondamentali
semplici, ed allora le rette fondamentali devono unire uno dei punti tripli col
punto quintuplo.

Le @ devono avere fuori del punto quintuplo ancora 46 intersezioni fisse,
sicché (dovendo i punti fondamentali essere 8 almeno) i punti tripli delle Q
saranno «<<4. I punti doppi siano B ed i semplici y, allora si avra

9t 4B+ y=46 (1)
t=o+1 i=adpg+1 t=h
Sr+8 ¥t X nt X ni=9n—1) @)
l—a:—l—z i=o+p+42
t=of1 i=xd8
dr+2 3 it 2‘+ ri="6(n— 1). (3)
i=a+2

Se fosse «<C3 si avrebbe 47',—[—2 Z 7',< 4n e seguirebbe dalla (3)

i=o-t 341
N

ri=2n—6, e dalla (3) stessa insieme alla relazione fondamentale
e
Yri=3n—1):
i=1 ih

rn=>n—3+ X n

izatpt2

per la qual cosa non dovrebbero esistere punti fondamentali semplici, e tutti
1 punti fondamentali, eccettuato 1, dovrebbero essere di molteplicita inferiore
a tre e questo & contrar:o all’1potes1 fatta, che abbiano ad esmtere punti tripli
per le Q.

Dunque « pud avere i soli valori 4 e 3. Ma per a =4 & §=2. La curva
fondamentale corrispondente ad un punto doppio delle 2 non deve passare pei
punti fondamentali semplici, e quindi al massimo passarebbe per 7 punti fon-
damentali (quando 3=2) ma allora & una cubica od una conica, la quale
dovrebbe essere segata in due punti variabili dalle & [n.° 2, ¢)] e questo ma-
nifestamente non pud avvenire. Non pud cosl supporsi che 8=0, ma anche
allora viene un assurdo, poiché le curve corrispondenti ai punti tripli delle Q
non dovrebbero passare che per 6 punti al massimo.

Dunque dobbiamo porre « =3 quindi 8<4; ma non pud essere §<<4,
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giacch® abbiamo in tal caso

21}—{-)?,—{-.:{ r<3n

e se ha luogo il segno = deve essere =3 e la cubica (123456 7); fon-
damentale e corrispondere ad uno dei punti 5, 6 o 7 sicché verra

rotre s+ r,<<2n—2;

e se non ha luogo il segno = dovrd essere 7,47, +r,+7,<2n—2, in
ogni modo avremo:

=4 =gt
3ri+2xr+ X ri<bn—2
i=2 “1=3

sicche dalla (3) deduciamo 7,>n — 4. Ma non potrd essere che r,=n—3,
ry=1rs=1r,=3, rs =2, ecc., ed & manifestamente impossibile che le cubiche
corrispondenti ai punti tripli non passino pei punti corrispondenti.

17. Dunque il solo sistema di curve Q possibile nell’ipotesi che esse
posseggano un punto quintuplo &

(Q) = (1527 3 42 52 62 72 3: 9 10 11),.

La curva fondamentale corrispondente a 5 non pud essere del 5° ordine,
perché avrebbe un punto triplo in 5 e quindi dovrebbe passare per altri 8
punti fondamentali ed invece sappiamo che non pud passare per alcuno dei
punti 9, 10, 11. Non pud neppure essere del 4° perché nessuna quartica con
un punto doppio in 5 & segata in due soli punti variabili dalle Q, cosi dicasi
dei punt1 , 7 ed 8, percid concludiamo che le curve fondamentah corrispon-
denti ai puntl 5, 6, 7, 8 sono cubiche o coniche.

Se 5 & fondamentale triplo la cubica corrispondente ha un punto doppio
in 1 e passa semplicemente per 2, 3, 4, 5 e per due altri dei punti 6, 7, 8, che
supporremo siano 6 ed 8. Allora & triplo anche 6, giacche se 6 ed 8 fossero
contemporaneamente doppi le coniche corrispondenti dovrebbero passare per
1, 2, 3, 4, 5 e quindi coinciderebbero. La cubica che corrisponde a 6 non
passerd per 8 ma per 7, per cui, in certo modo, i punti 5, T e 6 8, sono
coniugat.

Se 5 e 6 sono tripli avremo (*) che i due fasci

(1223468), (1223457,

sono di curve unite e con essi si potrd costruire I'involuzione.

(") Caporanr, L c., n.° 5.
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Ma se 5 & doppio, epperd anche 6, 7 ed 8, vuol dire che la curva fon-
damentale corrispondente ad 1 passa semplicemente per essi, cioe [n.° 2, b)]
la retta che unisce 1 con 5 deve essere unita quindi deve passare per un
altro punto doppio delle 2 che chiamo 6, cioé deve aver luogo l'allineamento
(156), come anche (17 8),.

La conica che corrisponde a 5 sard (123 48), quella che corrisponde
a6 (12347), dunque avremo

ritretrst+r,=2n—2
ritrs+ri=r+4=n—1.
Dopo questo & facile vedere che i due fasci

(1°23468), (1:23457),

sono egualmente di cubiche unite.

Come gia notammo i punti 9, 10, 11 sono o fondamentali semplici, -aventi
per rette corrispondenti rispettivamente le (1 2),, (13),, (14),, od uniti, ma
allora la retta che li unisce ad 1 passa anche per uno dei punti tripli. Per
questo le cubiche dei due fasci che passano per 9, 10, 11 si spezzano rispet-
tivamente nelle rette (12), (13), (14), ed in coniche contenenti i gruppi di
6. punti (*): '

1, 2, 3, 5, 7, 11, 1, 2, 3, 6, 8, 11, 1, 2, 4, 5, 7, 10;
1, 2, 4, 6, 8, 10; 1, 3, 4, 6, 8, 9; 1,3, 4,5, 7 9.

Le condizioni che ora trovammo essere necessarie per I’esistenza delle invo-
luzioni in cui il sistema delle @ & (132°3°425°6*728*91011),, e che moi
diremo di 2* specie (*¥), suno anche sufficienti, perche applicando la detta
costruzione si giunge appunto ad involuzioni di 4* classe’ della specie qui
considerata.

18. Le curve  non possono possedere contemporaneamente punti qua-
drupli i quali presentino i casi IV e VI; poiche la curva fondamentale corri-
spondente ad un punto di IV specie avrebbe almeno un punto triplo in un

(") Se il punto 11 ad esempio fosse unito dalla cubica (17234 6 8 11), si stacca la
retta (14 11), e rimane la conica unita (123 6 8) la quale ¢ segata dalla detta retta,
pure unita, in un solo punto, che sard o fondamentale od unito, 4 od 11; 4 non pud essere
altrimenti la (1 2 3 4 6 8), sarebbe parte fissa in un fascio di & cosa impossibile (BErTINI,
Sopra alcune involuzioni piane, 1. c., n.° 6) perd sulla conica giace il punto 11,

(") MarTiNeTTI, L ¢, dal n,° 26 al 30.
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punto di VI (avendosi ¢; = 0) mentre la curva corrispondente a quest’ultimo
non potrebbe avere nel primo che un punto doppio (perchd «; = r; — 2). Percid
se le Q posseggono punti quadrupli saranno tutti di IV o di VI specie.

La formola (1) n.° 1 d3, nel caso che vi siano « punti quadrupli, 8 tripli,
y doppi e ¢ semplici'

i=2tB4y
32rt+2 27‘,—{— r,=6(n—1)
i=a+1 i=atp+l
epperd:
t=o i=at i=h
23ri+ 3 ,_3(n—1)+ S o
= i=adt =atp+yH
ed ancora:
isx  i=aifty i=h
E Y= r; + 2 z r:.
=1 i=at B+ i=at+pty+i

Dovendo essere poi

16a+94-+4y+3<T3

deduciamo:
«< 4.

19. Se « =4 1 punti quadrupli debbono essere di IV specie, ed avremo

g=0 y=0 d=09.
Le curve fondamentali corrispondenti ad uno dei punti quadrupli 1, 2, 3, 4

ha almeno dei punti tripli negli altri tre, perd sard

ri=>6 per ¢<b.

I punti semplici per le @ possono essere fondamentali semplici o doppi

[0.° 2, @)]; di semplici ve n’ha al massimo tre percid alcuni dei punti sem-
plici delle € sono fondamentali doppi.

Le coniche del fascio (1 23 4), sono unite, essendo le coniche (12 3 4 5),
(123 46), fondamentali e corrispondenti rispettivamente a 5 e 6.

Una quintica qualunque del fascio

(122:324°78910111213)
ha per corrispondente una curva di 9° ordine
(142434445262 78 9 1011 12 183),.

Se K indica il numero delle intersezioni della quintica considerata colla
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curva punteggiata unita fuori dei fondamentali; sard:
i=4 i=h
K=5n—8—2¥r—4)—X@;—1).
i=1 i=7

Se seriviamo:
=13

K' =5(n—8)— 2i2i(7'i —4)— ;#r,- —1)

avremo: K = K’ quando nella involuzione non esistano punti uniti, cio& siano
13 i punti fondamentali; ma se esistono dei punti uniti sard K'=K + u,
u essendo il numero dei punti uniti. Siccome poi due curve corrispondenti,
5e passano per un punto unito, ivi si toccano, cosl possiamo dire in ogni caso
che le curve considerate si incontrano fuori dei punti fondamentali ed uniti
in K’ punti ancora, e perche K'=:8 avremo che la curva di 9” ordine con-
siderata si spezza nella quintica cui corrisponde e nelle due coniche fonda-
mentali (12345), (12346),, e questo vuol dire che tutte le quintiche del
fascio considerato passano anche per 5 e per 6 e sono unite.

Questo fascio di quintiche e quello di coniche unite (123 4), danno la
costruzione di involuzioni di 4* classe che posseggono per curve Q il sistema:

(Q)= (14234456789 1011 1213),

@ che noi chiameremo di 3% specie (*).

20. Se poniamo « =23 mnon potrd essere 4=>2, altrimenti la conica
{123 45), sarebbe parte fissa in un fascio di curve Q, cosa impossibile; si
avrd quindi =1 ovvero f=0.

Se =1, un punto semplice delle Q non pud essere fondamentale doppio,
poiche la conica corrispondente, che passerebbe per esso e pei punti 1, 2, 3, 4,
non verrebbe segata in un sol punto variabile dalle Q; potra perd essere fon-
damentale semplice ed allora la retta fondamentale deve unire due dei tre
punti quadrupli, sicché dei punti semplici delle © al piu tre sono fondamen-
tali e semplici per I'involuzione.

La curva fondamentale corrispondente a 4 & di ordine »,>3 e non passa
pei punti fondamentali semplici; siccome poi per #,>>3 il numero dei punti
pei quali deve passare la curva considerata & 8 almeno, ed & 7 per 7,=3
ma allora & «, =0, cosl vediamo che devono esistere 4 punti doppi per le
le quali allora hanno tutte le intersezioni fisse raccolte nei tre punti quadrupli,

(") MarmiNeTTI, 1 ¢, dal n° 31 al 38.
Annali di Matematica, tomo XIII. 10
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nel punto triplo e nei quattro doppi. I punti quadrupli devono poi esscre di
IV specie, non potendo le Q avere direzioni fisse. Questo fa vedere come
nessuna involuzione renda soddisfatte queste condizioni. Infatti I’ultima delle
relazioni trovate al n.° 18 da

rifretrs=ritritr,+rs.

Il primo membro & > 18, giacche i puntt di IV specie sono almeno se-
stupli per l'involuzione (n.° 19) e ne verrebbe cosi I'assurdo 7, =7r;=>5
[n.° 2, a)].

21. Se dunque le © hanno tre punti quadrupli non possono avere ancora
che punti doppi e semplici in comune. Anche in questo caso dei punti sem-
plici delle ©, tre al pil possono essere fondamentali, necessariamente semplici.

Un punto doppio per le Q non pud essere che fondamentale doppio. In-
fatti se fosse triplo la cubica corrispondente passerebbe due volte per uno dei
punti quadrupli, semplicemente per gli altri due e per quattro punti doppi
delle Q, e non verrebbe allora segata da queste curve in due punti variabili.
Se fosse quadruplo, la curva corrispondente (non passando per punti fonda-
mentali semplici) avrebbe un punto doppio nel punto cui corrisponde, altri
due in due punti quadrupli, passerebbe semplicemente pel terzo e per altri
cinque purti doppi per le Q, sicché queste curve dovrebbero avere sei punti
doppi fissi, e cosl i punti quadrupli sarebbero di IV specie, allora & assurdo
che la quartica fondamentale abbia un punto doppio nel punto corrispondente,
e passi semplicemente per un punto che & almeno sestuplo. Per la stessa ra-
gione un punto doppio delle Q non pud essere fondamentale quintuplo. Dunque
i punti doppi delle 2 sono anche doppi per I'involuzione, ed il loro numero
deve essere tre, giacche le coniche fondamentali non passando pei punti cor-
rispondenti formano un gruppo coordinato a quello dei punti doppi.

L’ultima delle relazioni date al n.° 18 diviene:

i=h
7’1+7'2+7'3=7'4+7‘5+7'6+2E77'i
1=
dalla quale vediamo non essere possibile che i punti quadrupli 1, 2, 3 siano
di TV specie, poiché se cosl fosse il primo membro sarebbe > 18 ed invece,
per quanto si disse, 1l secondo & < 12. Si conclude: che i punti 1, 2, 3 sono
di VI specie, e sono fondamentali quadrupli, e che esistono tre punti semplici.

) .
Avremo cosl 7y ==7, =1;= 5 =4 cio¢ n=38.

-~
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Adunque se le Q hanno tre punti quadrupli fissi, pud aver luogo una
sola involuzione di 4* classe, essa sard dell’8° ordine con tre punti quadrupli,
tre doppi e tre semplici ed il sistema delle curve Q dovrd essere:

(Q) = (1424344252627 89 10 11 12 13),.

Questa involuzione esiste diffatti e la diremo di 4* specie (*).

22. Supponiamo che le Q posseggano due soli punti quadrupli. In questo
caso uno solo dei punti semplici delle Q potra essere fondamentale ed allora
& semplice.

Devono esistere almeno due punti tripli poichd dalla seconda delle rela-

zioni poste al n.° 18 ricaviamo: -
i=pig i=h
2ri+r)+ X ri=3wb—01D4+ ¥ r
=3 i=35 B4y

ed avendosi
et retrtr<2n—2

risulta
i=pi2 i=h
rofere+ Y ri—r—rz2n—14 X 7

la quale dice appunto che il valore di 8 deve essere due almeno.

Ma poiche i punti fondamentali non semplici devono essere piu di 7 (le
curve corrispondenti ai punti tripli delle 2 non passano pel punto semplice
se esiste, né pel punto cui corrispondono se sono cubiche) cosl i punti tripli
al massimo saranno tre, ma se cosl fosse, la curva fondamentale corrispon-
dente ad uno dei tre punti doppi, che in tal caso dovrebbero possedere le ©,
deve essere segata in due soli punti variabili dalle  stesse, dunque non &
una conica e neppure una quartica, non potrebbe essere del 5° ordine, poichd
potrebbe passare per soli 8 punti fondamentali, ed invece le quintiche fonda- -
mentali che posseggono un punto friplo passano necessariamente per 9 punti
fondamentali; solo potrd essere una cubica passante due volte per un punto
quadruplo e semplicemente per I'altro, pei tre punti tripli e per due dei doppi
quello cui corrisponde ed un altro; ma & manifestamente impossibile che questo
fatto avvenga per tutte e tre le cubiche fondamentali corrispondenti ai tre
punti doppi delle €.

23. Adunque se le @ hanno a comune due punti quadrupli, devono
necessariamente avere anche due punti tripli, ed almeno altri 4 punti doppi.

(") MarmiNgTTI, L €., 1n.° 39,
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Questi possono essere fondamentali doppi, perché le coniche che passano
per 1 due punti quadrupli e tripli e per uno dei doppi sono segate in due
punti variabili dalle 2 (allora il numero dei punti fondamentali doppi & pari)
ed invece non potrebbero essere curve del 3° 4° o 5° ordine. Dunque se il
caso che consideriamo & possibile, devono esistere 4 punti doppi per le @, i
quali poi sono fondamentali doppi. Il sistema (Q) al quale siamo cosi condotti
¢ adunque

(Q) = (1423242526272 89 10 11),.

L’ultima delle relazioni del n.° 18 ci da

rFre=8-42r,.

Essendo poi 7y +r,=mn ry=1 ovvero r,+7r,=n—1 r,=0 avremo n=10
od n=09.

I punti 10 ed 11 sono uniti, 9 pud essere fondamentale od unito.

I punti 3 e 4 non possono essere tripli, altrimenti le cubiche fondamen-
tali dovrebbero passare pei punti doppi e non pel punto triplo corrispondente.
D’altra parte abbiamo 7,<r, r,<l7; se ro=1ed r, <&, 7, <7y 88 r,=0
quindi dovremo avere necessariamente 7, =4 r,=4 e le curve che corrispon-
dono a 3 e 4 saranno

(122234*5678); (12232456 7 8);

laonde le curve dei fasci
(1*2:425678), (1°2:325678),

saranno unite (¥). Segue di qui l'esistenza delle due cubiche:

(12456789), (123°567809).

Alla cubica (123457910 11), corrisponde la curva
(1323242526 728 9 10 11),,

la quale tocca la prima nei punti 10 ed 11, e se 9 & fondamentale passa pei
due punti in cui la cubica data sega la curva punteggiata unita, e se invece
9 & unito passa pel punto in cui la cubica sega la curva punteggiata unita,
e tocca la cubica stessa in 9; percid in ogni caso la detta curva si spezza

nella cubica data e nelle due coniche fondamentali (123 45); (12347).
Dunque gli 11 punti 1, 2, 3,..., 11 si trovano sopra una medesima cubica.

(") CaporaLl, 1 c., n.° 5,
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Allo stesso modo si riconosce che i punti 1, 2, 3, 4, 10,11; 1, 2,5, 6, 7, 8
giacciono sopra due coniche le quali insieme alla curva (12), (1234...11),

determinano un fascio
(12223456 781011),

di curve, che sono unite e che pud servire insieme ad uno dei due gia trovati
a generare le involuzioni della natura considerata.

Questa costruzione da appunto due involuzioni di 4* classe e sono-quelle
che chiamammo di 5" specie (*).

24. Ci resta ancora a considerare il caso « =1, quello cio® in cui le

Q hanno un unico punto quadruplo. .

Qui nessuno dei punti semplici delle @ pud essere fondamentale, e le for-
mole del n.° 18 danno:

i=p41
2r 4 3 r=3(@n—1)
=
t=f4y+1
1“ = 1',,
i=342

e sard sempre 7, -+ r; <n (per ¢ diverso da 1).

Le Q posseggono certamente punti tripli e doppi ed il loro numero com-
plessivo sard almeno 7, talché avremo 8 <b.

Ma se fosse B<<5 verrebbe un assurdo perchd avendosi:

=341
i=2
risulterebbe :
7’,;1’&—3, 7‘,-]—7‘,2%.

Le Q oltre al punto quadruplo ed ai 5 punti tripli avranno due o tre
" punti doppi a comune.

Se ne hanno due soli, i punti fondamentali della involuzione sono 8 sol-
tanto, e si avrd, che ad una cubica qualunque per questi 8 punti corrisponde
una cubica per gli stessi punti; e perché
i=8 i=6
}_‘,‘li =r—4+X0r;—3)+r—24r—2=3n—1)—23
1= 1=t
la cubica considerata corrisponde a s& stessa segando la curva punteggiata
unita in due punti fuori dei fondamentali.

(') MarTINETTI, L c., ni 40, 41, 42,
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11 nono punto base del fascio delle cubiche passanti pei punti fondamen-
tali, dovrd essere percid un punto unito isolato, ciod un punto semplice per
le Q; ma allora una curva Q & segata in tre punti variabili dalle cubiche
unite di questo fascio, ed invece dovrebbe il numero delle intersezioni variabili
essere pari, perche le Q sono unite e non segano in punti variabili la curva
punteggiata unita. L'ipotesi fatta non & adunque possibile.

25. Siano pereid tre i punti doppi comuni alle Q, le quali non avranno
cosl altre intersezioni, nd direzioni fisse, sicch® il punto 1 sard di 1V specie.

Avendosi:

ro=r;+1rs+7r,>6
non pud essere ;=5 per i=1T, 8, 9 [n.° 2, a)] e se fosse ;=4 la curva
fondamentale corrispondente non potrebbe essere segata in due soli punti va-
riabili dalle Q@ per la qual cosa sard

ri=3 od 7r,=2 per ¢=T,8, 9.
Se ;=23 la curva corrispondente a 7 sara

(1223456 7)]
e se 7,==2 Invece sard:
(12345 6);.
Nel primo caso le cubiche del fascio
(1223 456),

sono unite (¥); nel secondo dovrebbe la retta (17), passare pel punto triplo
4 [n.° 2, b)] e si vede allora che anche in questo caso il fascio (1223 45 6),
¢ di curve unite. '

Una cubica qualunque del fascio

(12345678),

ha per corrispondente una curva d’ordine 3 -+ 7,, cioe del 6° o del 5° secon-

3

dochd 7, =3 od ==2; questa curva & rispettivamente:
(1222 3242 5% 62 7 8 9°),, (1222324252678 9),

e passa per i punti d'intersezione colla curva punteggiata unita, il cui nu-
mero e

3(n——8)—§i7«,-=3(n—8)— {(r,—4)+§i(r,-—3)—|—r,—2-|—1'8—21 =

=3(n—8)— [3(n— 1) —r,— 23] =2 + 7.

(") CaporaLl, L c., n.° 5,
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Dunque la cubica qualunque del fascio considerato ha per corrispondente
s¢ stessa e la curva fondamentale corrispondente a 9, ossia 9 & il residuo
punto base del fascio di cubiche unite

(123456 78),.

Questo fascio e altro gid trovato danno, nel solito modo, alcune involu-
zioni le quali sono appunio di 4* classe, ammettono per sistema di curve Q:

(Q) _— (14 9333435363728 92)9;

e noi le chiameremo di 6% specie (*).
26. Le Q non possono avere soli punti doppi e semplici a comune

giacchd la formola (1) n.° 1 darebbe I'assurdo " ri=6(n—1) (se « & il nu-

mero dei punti doppi). Perd se esistono ancora delle involuzioni di 4 classe,
olire alle specie gia trovate, devono necessariamente risultare dal supporre che
le @ posseggano « punti tripli, e poi punti doppi e semplici a comune. Se
cid avviene dovrd essere [n° 1 ()]

=a4p i=h
3wl+22 ri+ ¥ ri=9n-—1)
i=a+f i=a+ 841

dunque sard anche:
Zh—?)(”—l)-l- V 7;
i=a B

la quale ci dice che i soli punti fondamentali dell’involuzione sono gli « punti
tripli per le Q.

11 valore massimo di « & 8; ma poiché per r; =3 & ;=0 e per r,>>3
i punti fondamentali per cui passa la curva fondamentale corrispondente ad ¢
sono 8 almeno, si conclude dover essere:

(Q) = (17 2° 37 47 5% 62 T2 82 9),.

Le cubiche passanti per gli 8 punti fondamentali sono unite avendo, per
corrispondenti, cubiche per gli stessi punti le quali passano inoltre pei

3(n—8) —3(m—1)+24=3

punti intersezione della curva punteggiata unita colla curva cui corrispondono.
Il nono punto base del fascio deve essere unito, ed & quindi il punto 9.

(") MarmiNeTTI, L c., dal n° 43 al 48.
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-

Le sestiche del sistema oo® (122?32 4 5 62 T* 8%), sono, per la stessa ra-
gione, unite e per mezzo di questo sistema potremo costruire (*) tutte le invo-
luzioni della specie qui considerata.

La detta costruzione, non imponendo altri vincoli ai punti fondamentali,
conduce alla nota involuzione di 17° ordine con 8 punti sestupli, ed i casi
particolari si hanno ponendo successivamente in linea retta tre degli 8 punti
fondamentali [n.° 2, d)]. Cosi si ottengono le involuzioni che diremo di 7°
specie (*¥).

Le involuzioni di 4* classe si dividono adunque in 7 specie ciascuna delle
quali si pud generare con una medesima costruzione.

Per le posizioni speciali date nel citato lavoro: Sulle involuzioni di 3¢ e
42 classe ai punti fondamentali, le costruzioni nostre non divengono mai illu-
sorie, per questo siamo certi dell’esistenza di tutte le involuzioni cold enume-
rate. Si vede poi facilmente, che di ciascuna specie furono considerate tutte
le involuzioni di tutti i possibili ordini, essendosi fatti successivamente tutti
quegli allineamenti, compatibili coi legami esistenti fra i1 punti fondamentali,
per 1 quali dalle curve della rete omaloidica e dalla curva punteggiata unita
veniva a staccarsi una retta, senza che per queste le Q si spezzassero.

Mantova, settembre 1884.

() BerTiNi, Ricerche sulle trasformgziont, ecc., § 5. Annali di Matemalica, S.ri: II,
Tomo VIII,
("*) MarmNeTTI, L c., dal n.° 49 al 56.
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Sulla superficie del quarto ordine
avente una conica doppia ™.

(Memoria di L. Berzonari, ¢ Pavia.)

La superficie di 4° ordine dotata di una conica doppia & stata 1’oggetto
di studi importanti fino dal 1863; ed il primo ad occuparsene fu il sig- Kon-
MEr (**), a cul & dovuta la proprietd fondamentale che esistono cinque coni
di 2° grado, i cui piani tangenti sono bitangenti per la superficie. Altre pro-
prietd furono aggiunte in seguito dai sig. C. Jorpay, Geser, R. Sturm, Cre-
MoNA, ZeuTHEN e segnatamente da Creescm, il quale ebbe sopra tutto in mira
di dare un nuovo esempio del sussidio che reca la rappresentazione piana allo
studio della superficie. Sono poi ancora da ricordare i numerosi lavori dei
sigi Mourarp (**¥), Darsoux (****) Lacuerre, Casey, Maxwerr, LEmonsiER,
Reve, ecc., sulla ciclide, ciod sulla superficie di 4° ordine avente per’ linea
doppia il cerchio imaginario all’infinito, al qual caso pud sempre del resto
ridursi il caso generale con una trasformazione omografica.

(") Memoria presentata per la Laurea alla Facoltd delle Scienze della R. Universita
di Pavia il 14 ottobre 1884,

(') Ueber die Flichen vierten Grades, auf welchen Schaaren von Kegelschnitten
liegen. Monats, der Berliner Akad., 16 giugno 1863; riprodotta nel Journal von Crelle-
Borchardt, Bd. LXIV, pag. 66.

(") L’accennata proprietd trovata dal sig. Kummer fu ritrovata 1’anno dopo (1864)
dal sig. MouTaRD insieme con molte altre e indipendentemente dal lavoro precedente in due
Memorie: Sur la transformation par rayons vecteurs réciproques, e Sur les surfaces
anallagmatiques du quatriéme ordre (Nouvelles Annales de Math, 2° série, 1.° III, 1864).
— Una superficie si dice anallagmatica quando, assoggettata ad una conveniente trasforma-
zione per raggi vettori reciproci, essa si trasforma in sé stessa. Il sig. Mourarp ha trovato
che la ciclide gode di questa proprieta quando il polo sia situato in uno qualunque dei ver-
tici dei cinque coni di KuMMER.

(") Al sig. Darsoux & dovuta (1864) la scoperta delle rette giacenti sulla superficie.
Una gran parte de’suoi studi, che datano fino dal 1864, furono raccolti da lui stesso nel
1873 in un volume intitolato: Sur une classe remarquable de courbes et de surfaces
algébriques, ete.

Annali di Matematica, tomo XIII. 11
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Alcuni casi particolari della superficie di cui si tratta furono studiati dallo
stesso sig. Kumuer nel lavoro citato, nonchd dai sig.i DarBoux, Casey, Korx-
porFER, R. SturM, Cremona, Crone, Bira Torossy, di cui gli ultimi tre si
occuparono pilt specialmente della superficie di 4° ordine a conica cuspidale.
Infine, quando il presente lavoro era gia stato consegnato per la Laurea, sono
comparse successivamente sullo stesso argomento la Memoria del sig. Loria (*)
e quella del sig. Seere (**), nonche una breve Nota del sig. Veronese (**¥*).
Nel primo lavoro sono studiate e classificate le ciclidi considerandole, come gia
avevano fatto i sigl Lig, Kuewn e Reve, quale luogo dei punti-sfere di un
complesso quadratico di sfere, e da questo punto di vista I’ Autore ottiene 18
specie di ciclidi non mutabili I'una nell’altra mediante trasformazioni projet-
tive, o per raggi vettori reciproci. Invece il sig. Seere, basandosi sopra un
teorema dovuto al sig. KN, considera la superficie come una projezione cen-
trale nello spazio ordinario della intersezione di due varietd quadratiche (a tre
dimensioni) dello spazio lineare a quattro dimensioni, e perviene cosl a dare
la teoria e la classificazione completa delle superficie del 4° ordine aventi una
conica doppia o cuspidale, generale o decomposta (****),

Nel presente lavoro mi sono sempre limitato al caso generale della super-
ficie di 4° ordine a conica doppia, ed ho cercato in primo luogo di dimostrare
direttamente e colla pura geometria le pilt importanti proprietd delle sue rette
e delle sue curve (*****) proprieth che per la massima parte furono trovate
da Cressce nel suo ricco lavoro: Ueber die Flichen vierten Ordnung, welche
eine Doppelcurve zweiten Grades besitzen (¥*****). Pertanto nel § 1 ho stu-
diata la configurazione delle rette, dimostrando le proprietd gia note e qualche

(") Ricerche intorno alla geometria della sfera e loro applicazione allo studio ed
alla classificazione delle superficie di quarto ordine aventi per linea doppia il cerchio
tmaginario all’ infinito. Mem. dell’Accad. delle Scienze di Torino, Serie II, t. XXXVI.

(") Etude des différentes surfaces du 4° ordre d conique double ou cuspidale (géné-
rale ou decomposée) considérées comme des projections de U intersection de deux varidtés
quadratiques de ['espace d quatre dimensions. Math. Ann., Bd. XXIV, pag. 313.

(**) Di una costruzione della superficie del 4° ordine dotata di conica doppia. Atti
del R. Istit. Veneto, Serie VI, vol, II.

(**") Non entro in altri particolari sulla storia dell’argomento, perché questa é pre-
sentata in modo completo nel lavoro del sig. SEGrE.

(""**") La possibilitd di tener questo metodo era gia stata annunziata dal sig. R. Sturm
(1871) nella sua Memoria: Ueber die Flichen mit einer endlichen Zahl won (einfachen)
Geraden, vorzugsweise die der vierten und funften Ordnung. Math, Ann,, Bd. IV, pag. 249,
e piu specialmente pag. 265. ’

'(""") Journal von Crelle-Borchardt, Bd. LXIX, pag. 142, 1868.
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———— e e PO -

altra forse non ancora osservata, e facendo rilevare nei luoghi opportuni 1’a-
nalogia colla superficie di 3° ordine; mentre nel § 2 ho stabilite I'esistenza
e le proprietd dei cinque doppi sistemi di coniche scoperti dal sig. Kumuer,
rilevando !’intimo loro legame colle rette della superficie. Il § 3 contiene alcuni
modi semplici per generare la superficie mediante forme projettive, e nel § 4
¢ fatta la ricerca di tutte le curve del 3° 4° e 5° ordine esistenti su essa, con-
siderandole come parziali o totali intersezioni della superficie stessa con altre
passanti per la conica doppia, e fondandosi essenzialmente ed esclusivamente
sulle proprieta dimostrate nei primi due paragrafi: dopo di che & anche fatto
cenno brevemente della rappresentazione della superficie sopra un piano.

Nei tre ultimi paragrafi & ripreso lo studio della configurazione delle 16°
rette e dei 40 piani tritangenti, e sono risolte alcune delle questioni che ven-
nero gia trattate a pilt riprese per la superficie generale del 3° ordine "dai
sig.i Cremowa e SturM, e recentemente dal sig. Bermni. B gia nota da lungo
tempo, dietro i lavori dei sig. C. Jorpan, DarBoux, GEser, Cremona (¥), I'in-
tima analogia che passa fra le due superficie nominate, pel fatto che quella
del 4° ordine avente una conica doppia & sempre deducibile da una generale
del 3° mediante una trasformazione quadratica. Da cid segue che la configu-
razione delle 16 rette della prima & la stessa di quella delle 16 rette della
seconda appoggiate ad una conica della medesima, ed & per questa ragione
che in nessuno dei lavori ricordati pill innanzi, neppure nei pil recenti 13
accennati, s1 & approfondito maggiormente lo studio della configurazione me-
desima. Tuttavia non mi sembra privo di interesse il fatto da me notato fra
gli altri, che colle 16 rette della superficie si possono formare dei sistemi aventi
un perfetto riscontro con alecuni dei pilt importanti sistemi format: con tutte
le 27 rette della superficie di 3° ordine: resta con cid stabilita, per la superficie
generale di 3° ordine, un’intima analogia, non ancora, credo, notata, fra tutte
le 27 rette e le 16 rette che si appoggiano ad una sua conica qualunque. Per
quanto riguarda la configurazione dei 40 piani tritangenti non si & fin qui, credo,
andato piu oltre della proprieta, fornita dal teorema del sig. Kumuer, che essi si
scindono a formare cinque angoli ottaedri. In questa questione, che si presenta
molto pilt complicata della precedente, I’analogia colla superficie del 3° ordine
& meno spiccata, come del resto & da prevedersi, perche la simmetria viene tur-
bata pel fatto che in ognuno dei piani tritangenti della superficie di 4° ordine
a conica doppia esistono due rette ed una conica.

() Jorpan, Comptes Rendus, 15 marzo 1869; Darsoux, id, 7 giugno 1869; GEISER,

Journal von Crelle-Borchardt, Bd. LXX, 1869; CreEmona, Rendic. Istit. Lomb., Serie III,
t. IV, 9 marzo 1871,
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Nel § 6 vengono adunque determinati brevemente tutti i possibili molti-
lateri gobbi composti con rette della superficie, mostrandone la stretta relazione
coi sistemi gobbi di rette studiati nel § 1. Nel § 5 & stabilito 11 concetto di
quaderna di quadrilateri, cioé sistema di quattro quadrilateri gobbi contenenti
tutte le rette della superficie: si dimostra che ve ne sono di tre specie ben
distinte, ¢ se ne trovano le relazioni coi cinque coni bitangenti del sig. Kuuuer,
nonchd cogli otfaedrs, ciod coi sistemi di otto piani (tritangenti) contenenti
tutte le rette della superficie. Sono poi studiate pitt a fondo le quaderne che
ho chiamate dz 12 specie, e che presentano un perfetto riscontro colle terne di
coppie di triedri conjugati considerate nella superficie di 3° ordine per la prima
volta da Steiner, ed in seguito dagli Autori sopra citati. In particolare ho
stabilita una corrispondenza fra queste quaderne e le coppie di biquadruple
conjugate (dovute a Cresscr), deducendo poi anche da alcune nuove proprieta
di queste ultime I'importante teorema (pure dovuto a Cresscm) che la ricerca
delle 16 rette dipende da una equazione di 5° grado e da altre di gradi infe-
riori. Infine nel § 7 & fatta la ricerca di tutti i poliedri principali (seguendo la
denominazione adottata dal prof. Bermini) che si possono formare coi piani tri-
tangenti; si trovano cosi due specie di esaedri, sette di ettaedri e sei di ottaedri,
e ne sono dimostrate alcune proprietd. In particolare si trova una specie inte-
ressante di esaedri principali, contenenti dei pentaedri che hanno moltissima
analogia con altri a cui & giunto il prof. CreMoNa in occasione affatto differente.

Quanto al metodo da me tenuto nel trovare e dimostrare i teoremi, mi
sono valso, si pud dire, esclusivamente delle proprietd esposte nel § 1 sulla
configurazione delle rette della superficie.

§ 1. Le rette giacenti sulla superficie; loro raggruppamenti.

1. In tutto cid che segue si suppone semplicemente !’esistenza di una
superficie I, del 4° ordine dotata di una conica doppia D,, e sfornita di ogni
altra singolaritd, ciod tale che la sua sezione con un piano arbitrario sia una
quartica con due punti doppi (di genere 1).

11 metodo pit semplice per istabilire I’esistenza di rette sulla superficie (*)
& certamente quello accennato dal sig. Sturm al principio del lavoro citato, e

(*) Ai 88 3 e 6 dove sono esposti alcuni modi di generazione della superficie, é pur
dimostrata ogni volta, in base ad essi, 1’esistenza delle 16 rette,
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da lui poscia svolto per la superficie di 3° ordine nella Memoria: Zur Theorie
der Flichen dritter Ordnung (*): in tal modo, considerando le rette che si ap-
poggiano in punti distinti alla conica doppia ed a tre sezioni piane, si trova che:
- La superficie possiede sedici rette, appoggiate alla conica doppia.

In modo analogo, sostituendo ad una delle sezioni piane una di queste
rette, si ricava che:

Ciascuna delle sedici rette é secata da altre cinque, che ¢ due a due non
8t secano.

Due delle 16 rette non possono secarsi in un punto di D,, altrimenti il
loro piano taglierebbe ulteriormente F, in una conica con un punto doppio,
cioé in un pajo di rette, e vi sarebbero quattro rette della superficie in un
plano.

2. Una sezione piana qualunque della superficie ha due punti doppi
nei punti comuni al suo piano e a D,; se il piano contiene una retta della
superficie, la rimanente sezione & quindi una cubica (razionale) passante pel
punto comune alla retta e a D, ed avente un punto doppio 1a dove il piano
taglia di nuovo D,; ogni tal piano é dunque bitangente alla superficie, e i
due punti di contatto sono i due punti comuni alla retta ed alla cubica, non
situati sopra D,. Se il piano passa per due rette della superficie, la rimanente
sezione & una conica (che non pud mai spezzarsi) passante pei due punti in
cui le rette incontrano D,. Un tal piano & tritangente alla superficie, ed i
punti di contatto sono il punto comune alle due rette, e i due punti in cui
le rette secano la conica, fuori di D,. Con cid si esauriscono tutti i piani
tritangenti, eppero:

16-5

2

La superficie possiede = 40 pians tritangenti, cioé secanti la super-

ficie in due rette ed una conica.

3. D’ora innanzi si dird coppia ferna, quadrupla, quintupla, (Dupel,
Tripel, Quadrupel, Quintupel secondo le denominazioni del sig. Sturw) il si-
stema di 2, 3, 4, 5 rette della superficie formanti un sistema gobbo, cioé non
secantisi a due a due; invece si dird che due rette della superficie formano
un pajo (Paar di Cieescm e Sturm) quando si secano. Due paja si diranno
gobbe fra loro quando le rette dell’uno non tagliano quelle dell’altro. Di pin
si dird r-secante di un sistema di rette (o di una curva), una retta che si
appoggi ad r rette del sistema (o alla curva in » punti).

(7) Journal von Crelle-Borchardt, Bd. LXXXVIII, pag. 213, 1.
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Si & veduto che una retta della superficie ha 5 secanti (*) e 10 zerose-

canti; colle 16 rette si possono quindi formare 10-16_ g9 coppie, e col me-

2
todo sopra indicato si trova che ognuna ha 2 bisecanti, 6 unisecanti, 6 zero-

secanti. Ogni coppia appartiene quindi a 6 terne; epperd colle 16 rette si
80-6 )

possono formare =160 terne. Ognuna di esse ha una trisecante, 3 bise-

0-3
4

Su questi ultimi sistemi & bene fermarsi alquanto. Sia («, a; a;) una terna
avente ¢, per trisecante, e sieno b,, by le altre rette appoggiate a ¢,: allora
la coppia (b, bs) ammette un’altra bisecante ¢,, la quale non pud tagliare al-
cuna delle a;, altrimenti si formerebbero delle terne (per es. la a, b,5,) con due
trisecanti. Le due quadruple (a, @, a; b,), (@, a» a5 b;) ammettono dunque ciascuna
una quadrisecante, ciot la ¢,, mentre la quadrupla (a, @, s ¢;) non ne ammette,
perché ¢, e ¢, non si incontrano. Risulta quindi che, date una ferna, delle
sue tre zerosecanti una taglia le altre due; essa appartiene percid a tre qua-
druple, di cui due ammettono una quadrisecante, e la terza no. Dunque (**¥):

Vi sono due specie di quadruple: una quadrupla della 1% specie non am-
mette quadrisecanti; una quadrupla della 2% specie ne ammette unu (sola).

Una quadrupla non pud avere due quadrisecanti, altrimenti una terna
avrebbe due trisecanti.

Se una quadrupla (a, a; a; a,) ammette una quadrisecante q, essa ammette
anche una ed una sola zerosecante, e reciprocamente. Una zerosecante della
quadrupla & manifestamente la quinta retta appoggiata a ¢. Che non ve ne
siano altre si riconosce osservando che, se ve ne fosse un’altra m, questa non
potrebbe secare ¢, epperd la coppia (m ¢) avrebbe due bisecanti, cid che &
assurdo perche le a;, che tagliano g, non tagliano m.

Reciprocamente suppongasi che la quadrupla (e, a, a; @) ammetta una
zerosecante p,; si consideri la terna (a,a,a;) e sia p’, la terza sua zerose-
cante appoggiata, per quanto si vide, alle altre due a,, p,. Allora la coppia
formata da queste due rette ha una seconda bisecante m, e poiche le tre terne

canti, 6 unisecanti, 3 zerosecanti. Vi sono dunque 1602 _ 190 quadruple.

(*) Parlando di r-secanti si intende, naturalmente, che esse giacciano sulla superficie.
Le loro proprietd saranno svolie, oltre che in questo, anche nel § 6.

(") CuemscH, 1. c., § 7, pag. 157. Per la superficie generale di 3° ordine sussiste la
proprieta analoga relativamente alle quintuple, cioé esse sono di due specie, secondo che
hanno una oppure due cinquisecanti. Cfr. Sturm: Synthetische Untersuchungen uber Fid-
chen dritter Ordnung. 1867, pag. 40 e seg.
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(@i a,p,o), (@, aip,), (asa,p,) hanno ciascuna una trisecante, che deve appog-
giare ad @, e p,, essa non pud essere che . In altri termini, per una qua-
drupla la esistenza di una zerosecante e quella di una quadrisecante sono
Puna conseguenza dellaltra.

Si ricava inoltre che una ferna appartiene ad una quadrupla di 1% specie
e a due di 2% Vi sono dunque 40 quadruple di 1* specie ed 80 di 2°. Una
quadrupla di 1* specie non ha quadrisecanti, ha 4 trisecanti, una per ciascuna
delle sue 4 terne, non ha bisecanti; ha 8 unisecanti, due per ciascuna delle
sue rette; non ha zerosecanti. Essa non da quindi luogo a quintuple. Invece
una quadrupla di 2* specie ha 1 quadrisecante, O trisecanti, 6 bisecanti, 4
unisecanti, 1 zerosecante. Ognuna di esse appartiene quindi ad una quin-

N

1 _ 16 quintuple: ognuna & coordinata ad una

tupla; e percid vi sono 80

retta della superficie, ciod a quella che ne & la cinquisecante. K importante
per il seguito osservare che, data una quintupla e la sua cinquisecante, le altre
10 rette si ottengono cercando le seconde bisecanti delle sue 10 coppie.

4, Se si indica con w; il numero delle ¢-secanti di un dato sistema
gobbo, le proprietd trovate si riassumono nel quadro:

Numero| w, | w, | u, | wu; | w, | wg
Retta , .. ........... 16 |10 5
Coppia. . .. .......... 80 6| 6 2
Terna . .. .. ...... .o.l180 | 3] 6] 3| 1
Quadrupla di 1* specie . ... | 40 0| 8] 0] 4
Quadrupla di 2% specie . ... | 80 1 6 0
Quintupla . . ... ....... 16 o| o100 0 O 1

5. Si vide al n.° 3 che una terna appartiene ad una quadrupla di 1*
specie e a due di 2. Se & data invece una coppia (@ b), per vedere a quante
quadruple di 1* e a quante di 2* specie essa appartiene, si indichi con (p g)
la coppia delle sue bisecanti, con m,, m,, m, le altre tre secanti di p, e con
Ny, My, 73 le altre tre secanti di g: & chiaro che queste sei rette sono tutte
fra loro distinte, e non sono altro che le sei zerosecanti della coppia data.
Allora (n.° 8) una retta n; deve tagliare due delle rette della quintupla

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1



88 Berzolari: Sulla superficie del quarto ordine

(@ b m, m, ms), ciod due delle m;; dal che segue che per formare colle a, b
delle quadruple di 2* specie si devono prendere o sole rette m, o sole rette
n, e se ne hanno cosl 6 in tutto; per avere invece le quadruple di 1* specie
si deve combinare una retta m con quella delle #» da cui non & tagliata, e se
ne hanno cosl 8. Dunque una coppia appartiene a tre quadruple di 1 specie,
ed a sei di 2°.

Data infine una retta a, avendo 10 zerosecanti, essa appartiene a 10

coppie; quindi, per cid che precede, una retta appartiene a 3;0 =10 qua-
druple di 1% specie, ed o 8 '310 =20 di 2.

Analogamente si trova che wuna ferna appartiene ad una quintupla, una
coppia o due, una retta a cinque.

6. TrorEMA. — Le quatiro trisecanti di una quadrupla di 1% specie
formano pure una quadrupla di 1% specie (*). Sia infatti (a, a; a;a,) la qua-
drupla data, e sieno b,, b,, b;, b, le sue quattro trisecanti, in modo che ogni
retta b seghi le rette @ aventi indici diversi. Due rette & non possono coinci-
dere in una sola retta, perché questa sarebbe quadrisecante delle a; due rette
b noh possono tagliarsi, perche cid accadrebbe anche delle due rette a secate
da esse due; infine & chiaro che le b non hanno quadrisecante, c. d. d.

Dunque ogni quadrupla di 1* specie ne ha un’altra conjugate; recipro-
camente questa ha per conjugata la prima, perché entrambe sono nelle stesse
condizioni. L’insieme di due tali quadruple si dird biquadrupla (Doppelvier
di Cresscr).

Le biquadruple sono in numero di 20.

7. TrorEMA. — Le offo rette escluse da una biquadrupla jformano una
nuove biquadrupla (**). Per dimostrare questa importante proprieta, indico con

a, @ a;

bi bg bg 1)4

la biquadrupla data, dove si conviene che due rette poste in una stessa linea
o in una stessa colonna non si taglino. Se di ciascuna delle quattro coppie

(") CuesscH, L c., § 7, pag. 157. Per la superficie del 3° ordine vale il teorema ana-
logo, fornito dalla notissima proprieta, dovuta al sig. ScHLAEFLI, che le sei cinquisecanti di
una sestupla formano una nuova sestupla,

(*) Cresscw, L c., § 7, pag. 157. Questa simmetria, com’é noto, non ha luogo nella
superficie di 3° ordine.
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(a: b;) si cercano le due bisecanti s, m;, & chiaro che queste otto rette sono
precisamente le rette escluse dalla biquadrupla. Ora se si considera per es. la
terna (a, a;, m,), essa ha tre zerosecanti, di cui due, formanti una coppia, sono
ai, M3, € la terza, che deve secare queste due, non pud manifestamente essere
che m, od n,, ed essendo ancora arbitraria la loro notazione si pud supporre
che sia la m,. Con questo metodo si conclude che le m;, n; formano la bi-
quadrupla

I T I )

[ ny N N3 Ny
Due biquadruple che in questo modo contengono tutte le 16 rette della super-
ficie si dirauno conjugate. Le coppie di biquadruple conjugaie sono 10.

8. Si ottengono altri raggruppamenti che, a mio credere, non furono
ancora osservati, cercando tutte le possibili relazioni che possono avere fra
loro due biquadruple qualunque. Questa ricerca & esaurita mediante il seguente

TroreMA. — Due biquadruple qualunque non possono avere in comune
che nessuna, oppure quatiro rette formanti o un quadrilatero gobbo o due paja
gobbe fra loro. Che il primo caso possa avvenire, e in quanti modi, si & ve-
duto nel numero precedente. Per dimostrare la seconda parte della proposi-
zione, si supponga di avere una biquadrupla

a, d, 0as; au
| ba be bs b4 [’

¢ di volerne costruire un’altra B’ avente comune colla prima una retta, per es.
la a,: si vedrd che B e B’ devono averne in comune altre tre od altre sette.
Invero, poiché la @, compare in entrambe le biquadruple, essa verrebbe cosi
a secare sei rette, epperd qualcuna delle rette che essa seca nella B deve
coincidere con qualcuna delle &,, bs;, b,. Si possono dunque dare tre casi:

I. Le tre rette che a, seca in B’ coincidono una per una colle b,, b;, b;
allora le due biquadruple si possono indicare come segue:

B=

4, a, ds Gy
by b, b b,

Ma in tal caso la coppia (b, ) ha le tre bisecanti a,, ai, ¢, cid che &
assurdo, a meno che due di esse coincidano; e poiché @, non pud coincidere
né con a,, n& con ¢,, coincideranno fra loro le a;, ¢,. Analogamente coinci-
dono a,, ¢;; a5, ¢s, © quindi b,, d,, ciot anche B, B’ coincidono.

Annali di Matematica, tomo XIIL 12

C; € €4

B= b, b b,

B= "
) == ‘ d1
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II. Delle tre rette che a, seca in B’ due sole coincidono rispettivamente
per es. con by, by; la B’ si pud allora indicare cosl

a € € €4

BI
d b, b d, |’

i

e come sopra si conclude che a, e ¢, devono coincidere. In generale poi non
avviene altro, perche, se B e B’ avessero un’altra retta comune, coincidereb-
bero esse stesse. Si vede che le quatéro rette comuni formano un quadrilatero
gobbo. Di questi quadrilateri formati colle 16 rette & chiaro che ve ne sono 40,
perché ognuno & individuato da una qualunque delle due coppie che contiene.
E anche facile vedere nelle B e B’ che le otto rette non comuni formano una
biquadrupla, che &

by ¢. ¢ b,

)
di a, as dy

di modo che le B, B’ e quest'ultima biquadrupla hanno a due a due un
quadrilatero comune: per brevitd si dird che esse formano una terne di biqua-
druple associate, dicendo associate due biquadruple aventi un quadrilatero co-
mune. Tornando alle B, B, ciascuna delle rette a,, b;, b;, a, & secata da altre
cinque rette, ma per ciascuna finora se ne sono considerate soltanto quattro;
rimangono dunque da considerare quattro rette, evidentemente distinte, che
indico ordinatamente con m,, m,, m;, m,. Considerando allora le cinque rette
by, b, by, di, m, appoggiate ad a,, la m, deve tagliare, oltre a b,, un’altra
di esse, e questa dev’essere m,, altrimenti si avrebbe una coppia con piu di
due bisecanti. Analogamente si trova che m, taglia m,, e che m; taglia m,
ed m,, e quindi non m,; si ha cosl il quadrilatero gobbo m, m, m, m;, ossia
le quattro rette escluse formano un quadrilatero. Si riconosce pure sdibito che
le quattro rette comunt e le quatiro escluse formano una biquadrupla. Laonde
un quadrilatero appartiene a tre, e tre sole, biquadruple: un tal sistema di
biquadruple aventi un quadrilatero comune comprende tutte le 16 rette. Colle
rette di una biquadrupla si possono formare 6 quadrilateri; quindi una bigua-
drupla ne ha 2 - 6 = 12 associate, e appartiene percid a 6 terne di biquadruple
6-20
3
rette escluse da una terna formano un quadrilatero; da cid che precede segue
anche reciprocamente che: le dodici rette escluse da un quadrilatero gobbo
st possono disporre, in un solo modo, in una terna di biquadruple associate.

associate. Vi sono dunque = 40 di tali terne. Si & veduto che le quattro
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Resta con cid stabilita una corrispondenza univoca fra queste 40 terne ed i
40 quadrilateri. I infine utile notare la proprieta evidente: due biguadruple
conjugate hanno le stesse associate. In seguito (nt 52, 53) tornerd di nuovo
su questi sistemi di biquadruple associate, mostrandone altri raggruppamenti
e le relazioni con altri sistemi che 13 verranno considerati (¥).

III. Delle tre rette che @, seca in B’ una sola coincide per es. con b,.
Questa retta taglia in B, oltre ad a,, altre due rette, e siccome tre delle sue
secanti compajono gia in B, per non ricadere in alcuno dei due casi gid con-
siderati, si devono porre in B’ le altre due, che dird ¢, e ¢,, in modo che sia

a, C; € C4
d, b, dy d,

Allora se si osserva come sono formate le B, B', si vede senza difficolta che
la terna (a,c;c,) non & tagliata da aleuna delle rette @, ., bi, ¢, epperd
¢; deve coincidere con una delle altre rette, e, poich® non taglia b,, coinci-
derd con b,. Ma allora b, viene a tagliare le sei rette a,, as, a3 di, ds, d,
quindi almeno una delle tre prime deve coincidere con una delle altre tre; e
si vede agevolmente che devono necessariamente coincidere le @, di. Si ha
allora:

B =

B a, b, ¢ ¢, '
ag bg d3 d4

Anche qui in generale non accade altro; perd questo caso & essenzialmente
diverso dal precedente, perché qui le quatiro rette comuni formano due paja
gobbe fra loro. Non & possibile disporre, come dianzi, le otto rette non comuni
di B e B’ in una nuova biquadrupla poiche si riconosce facilmente che esse
si dispongono, in un solo modo, in quattro paja gobbe fra loro (**); infine le
quattro rette escluse formano due paja gobbe fra loro, e colle due paja comuni.

(*) Le proprietd sopra trovate presentano un perfetto riscontro con cid6 che accade per
la superficie di 3° ordine. Per questa infatti si dimostra (CrEmona, Teoremi stereometrici
dai quali st deducono le proprietd dell’ esagrammo di Pascal, Mem. dell’Accad. de’ Lincei,
Serie III, vol, I, 8 aprile 1877, n.° 43) che se due bissestuple hanno 6 rette comuni, le
loro altre 12 rette formano una nuova bissestupla; di modo che si formano delle terne di
bissestuple associate (in numero di 120), cioé aventi a due a due 6 rette comuni. Le nove
rette rimanenti della superficie sono contenute in una coppia di triedri conjugati di STEINER.
Questa analogia fra le bissestuple e le biquadruple, e fra le coppie di triedri conjugati e i
quadrilateri apparird anche piu spiccata nelle ricerche seguenti,

(") Questo risulta immediatamente anche da un teorema che sara dimostrato nel nu-
mero seguente, :
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Ricordando (n.° 2) che colle 16 rette si possono formare 40 paja, risulta
anche reciprocamente: le dodici rette escluse da due paja gobbe fra loro si
dispongono, in un solo modo, in due biquadruple aventi in comune quattro
rette formanti pure due paja gobbe fra loro e colle paja date.

9. Le proprieta trovate nel III dei casi considerati nel numero prece-
dente mettono in chiaro il vantaggio di studiare pilt da vicino quei sistemi
di paja.

Se m, n sono le rette di un pajo, poich® entrambe hanno altre quattro
secanti, vi sono sei rette p,, p.,..., ps zerosecanti del pajo stesso. Di queste
una non pud secarne altre duej si supponga infatti che p, tagli p, e p.; al-
lora la terna (m p, p,) ha una (sola) trisecante, che, dovendo essere una delle
due bisecanti della coppia (p,p.) e non potendo essere p;, sard una certa
retta k. Ma la terna (n p,p,) ha pure una (sola) trisecante, che non pud es-
sere k, e deve quindi essere ps, il che & contro I'ipotesi. Di pid, siccome le
sei rette p; non possono formare un sistema gobbo, si pud supporre per es.
che p, tagli p,. Le quattro rette ps, pi, ps, ps, avendo due zerosecanti, ciod
le m, n, non possono pure formare un sistema gobbo, e si pud percid sup-
porre per es. che p, tagli p,; e, per quanto si & premesso, le rette p,, psy Ps, P4
non sono incontrate da altre vette p; che le ora accennate. Ne segue che
anche le p, e p, devono incontrarsi, altrimenti si avrebbero le due quintuple
(m py ps ps Ps)y (1 psyps Ps po), epperd la quadrupla (p, ps p, ps) avrebbe due qua-
drisecanti.

Si ha dunque la proprieta (*):

Un pajo di rette della superficie ha sei zerosecanti, che si distribuiscono,
in un modo solo, in tre altre paja gobbe fra loro e col pajo dato.

Riflettendo che in ogni piano tritangente esiste anche una conica della
superficie, & chiaro che il teorema ora dimostrato si pud anche presentare
sotto I'aspetto seguente, che verrd utile in seguito: ‘

Ognuna delle coniche poste nei 40 piani tritangenti é tagliata da otto
rette, che si distribuiscono, in un solo modo, in quattro paja gobbe fra loro.
' 10. La proprietdh ora dimostrata fa dunque vedere che le 40 paja di
rette si spezzano in 10 gruppi di 4 paja, che chiamerd quaderne di paja, es-
sendo le quattro paja di una quaderna gobbe fra loro; ogni quaderna é indi-
viduata da uno qualunque delle quattro paja in essa conlenute.

Sieno (a, @,), (b1 bs), {ci¢;), (did,) le paja di una quaderna; sieno m,, M.,

(') Cuesscu, L. c., § 2, pag. 145.
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ms, m, le altre quattro secanti di a,, ed n,, n,, 5, n, le altre quattro secanti
di a,. Delle m; intanto una non pud secare due delle n;, chd se per es. m,
secasse 7, My, la terna (a,m,mn,) avrebbe due trisecanti, ciod a, ed m,. Di
pi, poich® la coppia (m, a,) ba due bisecanti, e I'una & a,, V'altra deve tro-
varsi fra le n;. Dunque si vede che ogni retta m; taglia una ed una sola
retta n;, e queste otto rette si distribuiscono quindi, in un solo modo, in una
quaderna di paja. Questa quaderna e la data esauriscono tutte le 16 rette;
due tali quaderne si diranno conjugate. Riassumendo, si ha il teorema impor-
tante dovuto a Cwuemscm (l. c., § 2, pag. 145):

Le 40 paja si distribuiscono in 10 quaderne, composta ciascuna di quattro
paja gobbe fra loro; le 10 quaderne si spezzano di nuovo in 5 coppie di
quaderne conjugate, ognuna delle quali contiene tutte le 16 retie.

Questo teorema mostra che I'equazione del 16° grado, da cui dipende la
ricerca delle 16 rette della superficie, & risolubile col mezzo di un’equazione
(generale, come ha notato Cresscr al § 10 del lavoro citato) del 5° grado, e
di altre di gradi inferiori, cioé quella ricerca non introduce altre trascendenti
che le ellittiche (*).

11. Se (a1 as), (b bi’); (¢4 c2), (d, dz); (@' a's), (bli blz), (c's clz), (d'yd’;) sono
due quaderne non conjugate, le 16 rette che qui compajono non possono essere
tutte fra loro distinte, e si avrd per es. ¢, =a',. Ma una retta @, non pud
avere che 10 zerosecauti, mentre cosi ne avrebbe 12, ciot le b,, b,, ¢, ¢,
diy doy 0’4y b5y €4y ¢'sy d'yy d's; epperd due delle prime sei rette devono coin-
cidere con due delle altre sei, e queste due rette non possono formare un
pajo, altrimenti (n.° 10) le due quaderne coinciderebbero. Sia per es. b, =1',,
¢; =¢';. Ma la terna (, b, ¢,) non ha che tre zerosecanti, epperd, come sopra,
sara per es. d, = d',. Le quattro rette a,, b, ¢;, d, comuni alle due quaderne
formano una quadrupla, che dico essere di 1* specie; e invero una qualunque
di esse, per es. la a,, taglia due delle 12 rette (ciod «, e a’) che si sono con-

() 1l Cuessce ha pure stabilita direttamente (§ 12) I’equazione del 16° grado da cui
dipendono le 16 rette, ed ha mostrato (§ 15) come la sua risoluziéne dipenda dalla risolu-
zione completa di quella euazione di 5° grado, e da quella di quattro equazioni quadratiche
i cui coefficienti contengono razionalmente le quattro corrispondenti radici di quella del
50 grado. In seguito il prof. CrEMonA nella Nota: Sulla superficie di quart ordine dotata
di una conica doppia (Rendie. Istit. Lomb., 9 marzo 1871) col mezzo di una trasformazione
razionale quadratica dello spazio ha dimostrate le stesse proprietd, facendo vedere che quel-
I'equazione di 5° grado non é altro che quella da cui dipende la ricerca dei cinque piani
tritangenti ad una superficie del 3” ordine passanti per una retta della medesima,
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siderate, epperd taglierd tre delle quattro rette escluse. Cid mostra anzi di pilt
che le rette comuni e le rette escluse formano una biquadrupla. Dunque:

Due quaderne qualunque non conjugate hanno sempre in comune quattro
rette formanti una quadrupla di 1% specie; le quatiro rette escluse formano
una seconda quadrupla di 1% specie, che si compone colla prima in una bi-
quadrupla.

12. Prima di passare ad altri argomenti, credo utile di accennare bre-
vemente ad una notazione molto semplice delle 16 rette, affatto analoga a
quella data dal sig. ScavaerLr per le 27 rette della superficie del 3” ordine,
e gid indicata dal prof. Cremoxa nella Nota citata nel numero precedente. Si
indichi con @ una qualunque delle 16 rette della superficie, e con b,, b,, bs, b,, b;
le sue cinque secanti; allora le 10 zerosecanti di & si possono opportunamente
indicare con cik, essendo gli indici ¢, % variabili da 1 a 5, dove si conviene
che la retta ci si appoggia alle b;, by (cfr. la fine del n.° 3); come per la
superficie di 3° ordine, due rette ¢ si incontrano o no secondo che i loro sim-
boli non hanno od hanno un indice comune.

Riguardo a questa notazione le quadruple di 1* specie sono di tre tipi:
ve ne sono 10 del tipo (a cir cin crr), 20 del tipo (b; cux crhm crn), 10 del tipo
(bi by by cmn)- Le quadruple di 2* specie sono invece di 5 tipi, ciod ve ne sono
20 del tipo (@ cix cin Cim), D del tipo (b; by bpby), 5 del tipo (cin Cik Cim Cin)y 20
del tipo (i can Chm Chm), 30 del tipo (b; bk coun can). Le biquadruple sono di soli
due tipi: ve ne sono 10 del tipo

| a Cik  Cih  Chn
Comn bh bk bi ’

10 del tipo

bi Chr Cmk  Can

b Chi Cmi  Cni

Finalmente le 40 paja sono di tre tipi, ciot 5 del tipo (ab;), 20 del tipo
(bicix), 15 del tipo (cik cmn); invece 1 40 quadrilateri gobbi sono di due tipi,

bic

ciod 10 del tipo , € 30 del tipo , colla quale scrittura si

k Cik Cin Cmn
intende che si tagliano fra loro due rette poste in una stessa linea od“in una
stessa colonna.
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§ 2. Cono circoseritto da un punto alla smperficie.
Coniche giacenti sulla superficie. — Teorema di Kummer.

13. Ogni punto della conica doppia D, ammette ivi due piani tangenti
alla superficie, I'uno all'una, I'altro all'altra delle due falde della superficie;
la sezione di F, con un tal piano & una curva (razionale) del 4° ordine avente
nel punto di contatto un punto triplo, di cui due rami appartengono alla falda
toccata e il terzo, che ha ivi per tangente la tangente di D,, appartiene al-
Ialtra falda. Ora, preso un punto arbitrario O dello spazio, i punti di D, che
sono di contatto per piani tangenti uscenti da 0 devono giacere sulla quadrica
polare di O, epperd sono quattro. Dunque (*) la sviluppabile formata dalle
coppie di piant tangenti ad F, nei punti di D, é della 4% classe.

Se 0 & ancora un punto arbitrario dello spazio, la sua prima polare &
una superficie del 3° ordine passante per D,, e secante quindi ¥, ulteriormente
in una linea dell’8” ordine: essa non & altro che la linea di contatto del cono
circoscritto da O alla superficie, quindi: ¢ cono circoscritto alla superficie da
un punto esterno & dell’8° ordine (*). B noto che le prime polari di tutti i
punti dello spazio si toccano fra loro e toccano la superficie data nei punti
cuspidali della linea doppia; nel caso presente quella linea di contatto, essendo
dell’8° ordine, taglia D, in 8 punti, di cui quattro sono di contatto pei quattro
piani tangenti uscenti da 0, e gli altri quattro sono quindi i punti cuspidali;
ciod la conica doppia contiene quatiro punti cuspidale (**).

Se si prendono due punti arbitrari 0, 0" dello spazio, le loro prime polari
si secano lungo D, ed una ulteriore curva del 7° ordine (e di genere 5), che,
pel teorema sopra ricordato, deve passare pei quattro punti cuspidali e pei
due punti di D, che sono di contatto per le tangenti condotte a D, dal punto
comune alla retta 00" ed al piano di D,. Se si trovano dunque le intersezioni
di F'; con questacurva, i primi quattro punti contano ciascuno per tre, e gli altri
due per due; epperd la classe della superficie ¢ 4-7— 4.3 —2.2=12 (*).
Se si considera di nuovo un punto O dello spazio, si sa che i punti di con-
tatto delle rette che escono da O ed osculano la superficie sono i punti comuni
ad I, e alle due prime polari di 0, ossia sono (nel caso presente) i punti

(") V. R. SturM, Mem. cit. Math. Ann,, Bd. IV, n.° 4, — Cfr. anche SaimoN-FIEDLER,
Amnalytische Geometrie des Raumes, Bd. 1I, 3* ediz., 1880, pag. 686.
(*") CresmscH, L. c., § 9, pag. 162.
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comuni, e fuori di D,, alla suddetta curva dell’8° ordine e alla quadrica po-
lare di 0. Poiché questa curva passa pei quattro punti di contatto dei piani
condotti da 0 a toccare in punti di D,, e pei medesimi punti passa anche la
quadrica polare di 0, segue che da un punfo esterno partono 2-8 — 4 =12
rette osculatrici alln superficie (¥). Conoscendo questi tre numeri relativi al
cono circoscritto da 0, le formole di Priicker danno i rimanenti. Si trova cosi
che da un punto esterno partono 4 tangenti doppie, 24 piani stazionari e 26
piani bitangenti alla superficie (¥).

Un piano bitangente taglia la superficie F, o in una retta ed una cu-
bica, o in due coniche; I'ultimo numero dice dunque che da wn punfo qua-
lunque dello spazio partono 10 piani che secano la superficie secondo due
coniche.

Sarebbe molto facile trovare le particolarith che intervengono quando il
punto O acquista posizioni speciali. Se per es. esso giace sopra una retta della
superficie, questa giace sulla prima polare di 0, epperd la curva di contatto
si spezza in questa retta ed in una curva del 7’ ordine, che deve incontrare
la retta in tre punti; perocché un piano qualunque passante per la retta seca
la F, ancora In una cubica razionale, che & quindi della 4" classe; il che
dice che la curva del 7° ordine taglia quel piano in soli quattro punti fuori
della retta. Se il punto 0 & comune a due rette della superficie, la curva di
contatto si spezza in esse ed in una residua curva del 6° ordine, di eui le
rette sono corde, ecc.

14. Coniche della superficie. Si & gia detto che in ciascuno dei 40
piani tritangenti vi & una conica; questa taglia D, in due punti, epperd per
essa e per D, passano infinite quadriche, di cui ognuna taglia ulteriormente
la F, in una conica. B dunque accertato che sulla superficie esistono infinite
coniche. Ora si ha il

TeoremMa. — Ogni conica della superficie & tagliata da ofto rette della
medesima formanti una quaderna di paja. Se la conica & situata in un piano
tritangente, la proprietd fu gia dimostrata al n.° 9. In caso diverso, nel piano
della conica data C vi ¢ una seconda conica C’ della superficie: allora & chiaro
che a C’ non possono appoggiarsi tutte le 16 rette, altrimenti I’iperboloide
passante per D;, C' e per una di esse conterrebbe anche le 5 rette appoggiate
alla retta presa. Cid mostra che alla conica C si appoggia almeno una retta a.
L’iperboloide passante per D, C, a seca ancora I, in una retta o', che deve

() V. R. Stury, 1. ¢. Math. Ann., Bd. IV, n° 4,
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tagliare @, altrimenti esso conterrebbe anche le due bisecanti di ¢ ed a'. Le
altre quattro rette della superficie appoggiate ad a, e le altre quattro appoggiate
ad &' non tagliano dunque la C, epperd tagliano C’, e ciascuna delle prime
(§ 1, n.° 10) seca una delle seconde in modo da formare una quaderna di paja.
Ragionando sopra una di queste paja, si conclude lo stesso per C; c. d. d.

Due coniche di F, non aventi punti comuni sono tagliate dalle medesime
otto rette; infatti le otto rette che tagliano I'una C delle due coniche date
non possono tagliare l'altra conica posta nel piano della seconda conica data
C’, epperd devono tagliare C'. Due coniche di F, aventi due punti comuni
“non hanno sopra Iy alcuna secante comune, perche questa giacerebbe sopra
I'iperboloide determinato dalle due coniche e da D,. Infine due coniche di F,
aventi un punto comune hanno sopra F, quattro secants comuni jformanti una
quadrupla di 1% specie, e quatiro zerosecanti comuni jformanti una seconda
quadrupla di 1% specie, che si compone colla prima a formare una biqua-
drupla. La biguadrupla conjugata & costituita dalle altre quattro secanti del-
Puna conica e dalle altre quattro secanti dell’ altra. Sieno infatti C e C' le
due coniche aventi un punto comune, e sieno C,, C’, le altre due coniche
contenute ancora rispettivamente nei loro piani. Se (ab) & una delle quattro
paja appoggiate a C, la quadrica passante per D,, C ed o contiene anche ?,
quindi C’" non pud secare entrambe le a, b, altrimenti giacerebbe su quella
quadrica. Neppure pud accadere che (' non tagli alcuna delle a, b, altrimenti
la C';, che pure ha un punto comune con C, taglierebbe entrambe le a, b.
Dunque C’ seca una retta di ciascuna delle quattro paja appoggiate a C. Le
quattro rette secanti comuni formano una quadrupla, che & di 1* specie;
invero siano (a, b,), (a:b,), (asbs), (a.b,) le quattro paja appoggiate a C, e
siano @y, ds, a3, a, le secanti comuni di C e C'; queste quattro rette non
possono avere zerosecanti comuni, perche le rette rimanenti si hanno cercando
per una qualunque di quelle quattro paja le altre secanti delle sue due rette.
Se ora (a,b'), (@ b5), (a:0'5), (a.b')) & la quaderna appoggiata a C’, la by,
secando @,, non pud secare &',; invece, non secando alcuna delle a,, as, a4,
deve, per I'osservazione ora fatta, secare le b5, 5, b's. E si ha quindi la
biquadrupla

b, b, b, b,

by, b, by b,
Considerando analogamente le C,, C', che pure hanno un punto comune, le

loro quattro secanti sono le zerosecanti di C e (', epperd queste formano
Annali di Matematica, tomo XIIIL 13
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una quadrupla di 1* specie, che deve di pill comporsi in una biquadrupla
colla quadrupla delle secanti comuni; c. d. d.

In generale si pud dunque dire che due coniche di I, aventi « punti
comuni hanno 4 (6 — «) secanti comuni (*). In modo analogo si trova che #re
coniche di Fy aventi « + B+ y punti comuni hanno 2 (4 — a — B — ) secanti
comuni (*).

15. Valgono anche le proprietd reciproche delle precedenti. Se a,, «a,
sono due rette della superficie che si incontrano, le quadriche passanti per
esse e per D, formano un fascio e ciascuna di esse taglia ulteriormente la
superficie in una conica appoggiata in un punto a ciascuna delle a,, a,; in
particolare fra queste coniche vi & anche quella contenuta nel piano delle due
rette, nonch® quattro paja, formate ciascuna di due rette, di cui I'una taglia
a, e laltra a,, e costituenti una quaderna. Pel numero precedente ognuna di
queste coniche & secata da otto rette formanti una quaderna di paja, fra cui
vi & (a,a,), e che & la conjugata della precedente. Siccome poi (n.° 10) una
quaderna & determinata da un suo pajo, qualunque sia il pajo da cui si parte
si ottengono sempre le stesse coniche. Ricordando le proprietd dimostrate sopra
si conclude:

Esistono sulla superficie cinque coppie di sistemi conjugati semplicemente
infinite di coniche, essendo ogni coppia coordinata ad una delle cinque coppie
d¢ quaderne conjugate di paja: ogni conica dell’un sistema é appoggiata alle
otto rette di una quaderna, mentre ogni conica del sistema conjugato ¢ appog-
giata alle etto rette della quaderna conjugata; le quatiro paja dell’ una qua-
derna appartengono all’ un sistema e si appoggiano a tutte le cowiche del si-
stema conjugato.

Due coniche dello stesso sistema non si tagliano, altrimenti non potrebbero
essere appoggiate alle stesse otto rette; due coniche di sistemi conjugati hanno
due punti comuni, perché non hanno alcuna secante comune; se dunque si
imaginano le coniche di un sistema, quelle che sono contenute ulteriormente
nei loro piani appartengono al sistema conjugato; infine due coniche di sistemi
diversi e non conjugatc hanmo un punto comune per la proprietd dimostrata
nel n.° 11 (*¥),

(') CuesscH, L c., § 3, pag. 146-7. — R. Sturm, L c., n.° 22,

(") La scoperta dei 10 sistemi di coniche é dovuta al sig. Kummer (L. c., § 3); le altre
relazioni sono dovute a Cremsch (1. ¢., § 3) che le trovd per mezzo della rappresentazione
della superficie sopra un piano.
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16. 8ia 0 un punto qualunque della superficie I, e sia (¢, @,) un pajo
di rette della medesima, (a',a’s) un altro pajo gobbo col primo, cioé appar-
tenente alla quaderna conjugata. Se nel fascio di quadriche avente per base
D,, a,, a, si determina quella che passa per 0, essa seca ulteriormente la su-
perficie in una conica passante per O ed appoggiata in un punto alle a,, a,
e quindi alle altre sei rette della quaderna corrispondente; analogamente passa
per O una conica del sistema conjugato, ciod appoggiata alle o'y, @', ed alle
altre sei rette della quaderna corrispondente. Cio& per ogni punto della super-
ficie passano due piani che secano F), in coniche appartenenti ad un medesimo
doppio sistema: la sviluppabile formata da questi piani ¢ dunque della 2* classe.
Concludendo si ottiene il teorema fondamentale dovuto al sig. Kuumer (l. ¢., § 3):

I piani che tagliano la superficie in coppie di coniche si distribuiscono
in cinque serie, ciascuna delle quali é coordinata ad una delle cinque coppie
di quaderne; 4 pioni di una stessa serie passano per un punto ed inviluppano
un cono di¢ 2° grado. Le generatrici dei cinque coni cosi ottenuti toccano la
superficie in due punti; ed ¢ coni stessi tagliano quindi la superficie ciascuno
i una linea del 4° ordine e di 1% specie (di genere 1) passante pei quattro
punti cuspidali della conica doppia (V. n.° 13).

Questi coni saranno detti in seguito coni di¢ Kummer, ed i loro vertici
punti di Kummer. La ricerca dei cinque coni di Kumuer dipende da un’equa-
zione di 5° grado, che & manifestamente la stessa da cui dipendono sostan-
zialmente le 16 rette (V. n.° 10).

In particolare il teorema precedente da la seguente proprietda, che sard
utilissima in seguito:

I 40 piani tritangenti formano cinque angoli ottaedri, in ognuno dei
quali sono contenute tutte le 16 rette, disposte in una delle cinque coppie di
quaderne conjugate.

La esposta dimostrazione geometrica del teorema del sig. Kumuer si rac-
comanda per la semplicith e per la sua indole, direi, affatto elementare.

Il sig. Zeurnes (*) ha pure date due dimostrazioni geometriche della stessa
proprietd considerando la projezione della superficie fatta da un punto della

(") Om Flader af fierde Orden med Dobbeltheglesnit, Memoria scritta per il IV cen-
tenario della fondazione dell’Universitd di Kopenhagen, 1879. Collo stesso metodo della pro-
jezione da un punto della conica doppia sono dedotte in questo lavoro le principali proprieta
gia note della superficie; perd lo scopo principale di esso & lo studio e la classificazione
della superficie stessa dal punto di vista della connessione, e della reality o immaginarieta
de’ suoi elementi. Lo stesso metodo era gia stato utilizzato da CrEBscH nel § 9 della sua
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conica doppia; anche il sig. Seere (l. ¢., n.° 5, pag. 327-8) ha dimostrato geo-
metricamente lo stesso teorema, facendo uso del metodo di cui si & gid accen-
nato. Le dimostrazioni date dai sig.i Zrureex e SeerE non presuppongono la
conoscenza delle rette della superficie.

§ 3. Due modi di generazione della superficie.

17. Le proprietd sopra trovate delle coniche situate sulla superficie con-
ducono immediatamente a due modi semplicissimi di generazione della me-
desima.

1.° Siano C, e C, due coniche della superficie appartenenti ad uno stesso
sistema e non aventi quindi alcun punto comune, e si concepiscano i due fasci
di quadriche aventi per basi (D,, C)) e (D;, C,). Ogni quadrica del primo fascio
taglia ancora la F', in una conica appoggiata in due punti a D, e in due a
C,, ciod appartenente al sistema conjugato di quello di C,, C,; essa taglia
quindi in due punti anche C;, e giace in una quadrica determinata del se-
condo fascio. Questi due fasci sono per tal modo posti in corrispondenza pro-
jettiva, e colle loro mutue intersezioni generano la superficie F',. Reciproca-
mente & manifesto pel principio di corrispondenza di Cuastes che la superficie
generata da due fasci projettivi di quadriche posti nelle precedenti condizioni
& del 4° ordine, contiene C, e C, ed ha D, per conica doppia (¥).

Cerchiamo ora le 16 rette della superficie. Si concepisca per ¢id la su-
perficie gobba formata dalle rette che si appoggiano in punti distinti alle
Ci, C:y D,: essa & dell’8° grado, ha D, per curva quadrupla, e C,, C, per
curve doppie. Questa superficie taglia ulteriormente la F, in una linea dell’8°
ordine che si spezza manifestamente in 8 rette. Se si indica con m una di
esse, un piano variabile intorno ad m seca ulteriormente le D, e C, ciascuna
in un punto, e la congiungente di questi due punti genera una superficie di
2° grado. Essa & secata da C; in quattro punti, di cui uno & fuori di m e
di D,, epperd fra quelle otto rette ve ne & una ed una sola appoggiata ad m;

Memoria: Ueber den Zusammenhang einer Klasse won Flichenabbildungen mit den
Zweitheilung der Abel’schen Functionen (Math. Ann., Bd. IIT) per ottenere la rappresen-
tazione della superficie sopra un piano doppio.

(") Questo modo di generazione & dovuto al sig. DURRANDE (Sur les surfaces du qua-
trieme ordre, Comptes Rendus, 1870, t. LXX, pag. 920). — Cfr, il lavoro citato del
sig., STurM nei Math. Ann., Bd. IV, n.° 23.

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1



avente una conica doppia. 101

vale a dire le otto rette formano una quaderna di paja. Per trovare le altre
otto rette della superficie, si indichino con C';, C’, le altre due coniche di F,
poste nei piani di C,, C, rispettivamente, e si considerino due fasci projettivi
di quadriche aventi per basi (D,, C")) e (D:, C';), essendo la corrispondenza
determinata in modo che alla quadrica composta dei piani di D, e delle C,,
C’, corrisponda la quadrica del secondo fascio contenente C), alla quadrica
del secondo fascio composta dei piani di D, e delle C,, C’, corrisponda nel
primo la quadrica contenente (,, e che alla quadrica del primo fascio deter-
minata da un punto 0 di F, corrisponda nel secondo la quadrica pure deter-
minata da 0. Viene cosl generata una superficie che manifestamente coincide
colla prima; vi devono dunque essere sopra I, otto rette formanti una qua-
derna di paja ed appoggiate a C’;, C’; e non a C,, C;. Si hanno cosi le 16
rette, ed & chiaro che non se ne hanno altre.

18. 2.° Sia C una conica qualunque della superficie, I1 il suo piano,
K il cono di Kumuer a cui IT & tangente, e si consideri il fascio di quadriche
avente per curva base (D,, C): ogni quadrica di questo fascio taglia ulterior-
mente la F, in una conica appartenente al sistema conjugato di quello di C,
e il cui piano & quindi pure tangente a K. Reciprocamente ogni piano tan-
gente di K seca F, in due coniche di cui una appartiene al sistema conjugato
di quello di C, e quindi seca C in due punti e giace sopra una determinata
quadrica del fascio (D;, C). Il cono K e il fascio suddetto sono dunque riferiti
projettivamente, e colle intersezioni dei loro elementi corrispondenti generano
la F,. In tale corrispondenza al piano IT corrisponde la quadrica formata dal
piano II e dal plano della conica doppia.

Viceversa se si riferiscono projettivamente le quadrlche di un fascio ai
piani tangenti di un cono quadrico, posti nelle precedenti mutue condizioni,
il principio di CmasLEs mostra che (tralasciando il piano I[I) la superficie ge-
nerata & del 4° ordine, contiene C ed ha D, per conica doppia (*).

Per ritrovare anche qui le 16 rette basta imaginare una qualunque delle
coniche della superficie, generata come dianzi, e la conica ulteriore che giace
nel piano II; esse non hanno punti comuni e si & allora ricondotti al 1° caso.
Del resto si potrebbe anche cercare, col principio di Crastes, quante volte un
plano di K & tangente alla sua quadrica corrispondente del fascio (D,, C).

19. La generazione di F, esposta nel n.° 16 porge modo di trovare il
numero delle condizioni lineari (Costantenzahl) che valgono a determinare una

(") Ofr. CresscH, L c., § 11, pag. 167-8. — Sturwm, L c., Math, Ann., Bd IV, n.° 23.
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superficie del 4° ordine avente una conica doppia. La conica D, & determinata
da 8 condizioni, le Ci, C,, che secano D, ma non si secano fra loro, invol-
gono altre 2 (8 — 2) =12 condizioni; la projettivita fra i due fasci (D,, C,)
e (D, C,) dipende da 3 condizioni, e d’altra parte si & visto che vi & una
doppia infinitd di coppie di coniche come C, e C;, epperd:

Le superficie del 4° ordine aventi una conica doppia data formano un
sistema 21 — 8 = 13 volte infinito; se la conica doppia non é data, esse for-
mano un sistema 21 volte infinito. .

Il semplice ragionamento esposto & dovuto al sig. Sturm (¥); ma la prima
parte del risultato si poteva dedurre anche dal fatto notato dai sig.! Griser e
Cremona (**), che si pud stabilire una corrispondenza univoca fra le superficie
del 3° ordine passanti per una conica fissa D,, e le superficie del 4° ordine
aventi D, per conica doppia e passanti per un punto fisso.

§ 4. Curve giacenti sulla superficie,

20. Nella Memoria piu volte citata (§§ 5, 6, 7, 8, 9) il Cresscy, col
mezzo della rappresentazione piana, ha studiate a fondo le curve gobbe del 3°
e del 4° ordine situate sulla superficie, e ne ha trovate varie interessanti pro-
prieta. In seguito il sig. Sturm nel lavoro citato poc’anzi (Math. Ann., Bd. XXI,
pag. 507 e seg.) ha esposto un metodo generale per determinare le curve di
tutti gli ordini esistenti sulla superficie, trovandone inoltre i numeri pilt impor-
tanti. Tuttavia varie propriethd di tali curve, considerate in s& stesse o come
giacenti sopra una superficie generale del 3° ordine, erano gid note in grazia
dei numerosi lavori specialmente del sig. Cremona e dello stesso sig. Sturm
sulla detta superficie. In questo paragrafo ho studiato direttamente e con me-
todo geometrico le curve gobbe della superficie (supposte prive di punti doppi
o di altre particolaritd) fino al 5° ordine inclusivamente, dimostrando, in par-
ticolare, tutte le proprietd stabilite dal CrEssca.

Prima di entrare nella considerazione particolareggiata delle curve dei
singoli ordini, credo opportuno esporre alcune generalitd sulle medesime. Se-

(") Ueber die Curven auf der allgemeinen Fliche dritter Ordnung. Math, Ann,
Bd. XXI, 1883, pag. 511.

(") Geiser, Ueber die Flichen vierten Grades, welche eine Doppelcurve zweiten
Grades haben, Giornale di Crelle, Bd. LXX, pag. 249. — Cremona, l. ¢., Rend. Istit.
Lomb,, 1871. — Cfr. anche 1’opera di DarBoux, pag. 165,
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guendo il sig. Sturxy, indicherd con u, il numero dei parametri atti a deter-
minare nello spazio una curva (che si considera, ben inteso, sulla F,), ossia
la sua molteplicitd (die Mdchtigkeit) nello spazio; con v, la molteplicita delle
superficie #, passanti per la curva; con ¢, la molteplicita su F, delle curve
della natura considerata; infine con f; il numero dei punti (arbitrari) che la
curva deve avere sopra F), per esservi contenuta interamente. Si useranno gli
stessi simboli coll'indice 3 ad indicare gli stessi elementi relativi ad una su-
perficie del 3° ordine. Allora si ha evidentemente:

Uy =ty = [+ b= Fi + . (1)

Se si indica con n l'ordine della curva e con p il suo genere, col mezzo di
superficie rigate si ha pure (*) la relazione:

t4 =N +_p -_ 1-
Infine si1 ha:
v,=21 —f, 2)

perchd (n.° 19) una F, & determinata da 21 condizioni. Se la curva giace
anche sopra una (o pilt) superficie di 3° ordine, ricordando le formole analoghe
date dal sig. Sturwm, si hanno le notevoli relazioni:

f3=f41 te = 1, v, =03+ 2.

To ammetterd come noto il valore di u;=wu,, che si trova nelle tavole del
sig. Sturm, ed anche in quelle contenute nei lavori premiati dei sig.! HavpreN
¢ Noerser sulle curve gobbe algebriche; trovando poi direttamente il valore
di £, la (1) d quello di fi, e quindi la (2) quello di v,.

Siccome non avrd che a considerare curve parziali intersezioni (oltre a D)
di F, con una superficie d’ordine u(==2, 3) passante per la conica doppia,
ognuna di queste curve taglierd D, in tanti punti quant’® il suo ordine, cioe
in 4 (x — 1) punti. Poiche la curva & supposta priva di punti multipli effettivi,
indicando con 7 il suo rango (ordine della sviluppabile osculatrice, ossia nu-
mero delle sue tangenti incontrate da una retta arbitraria), con A il numero
de’ suoi punti doppi apparenti, le formole di CayrLey danno:

-2

(n—1) — (n—1 —2
hzn\n 2) r p=n )2(n )—k. 3)

(') SturM, L c., pag. 459 e B08. — Per queste ed altre relazioni efr. anche la Me-
moria dello stesso Autore nel Bd. LXXXVIII del Journal von Crelle-Borchardt, V, pag. 232
e seguenti, :
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Per trovare il valore di » seguird sempre il metodo esposto dal sig. STurM nel
n.° 59 delle sue Synthetische Untersuchungen, ete., ricordando soltanto che
questo numero, espresso da - 2, deve essere diminuito di 2 unitd per ogni
punto comune alla curva e a D, [cioé di 24 (un— 1) unitd], e pure di 2 unitd
per ogni punto comune alle varie parti in cui la curva si possa spezzare.

21. Cubiche gobbe. Se C; & una cubica gobba posta sulla superficie,
quella fra le oo® superficie di 2° grado passanti per la curva, che contiene
anche D,, taglia ulteriormente F', in una retta a, che, come & noto, deve
appoggiare a C; in uno od in due punti. Ora se appoggiasse in un solo punto,
tutte le rette dell’altro sistema della quadrica vi si appoggierebbero in due e
giacerebbero sopra F',. Dunque la retta & una bisecante di Cj, e sopra F, non
ve ne sono altre, perché anche queste sarebbero contenute nella detta quadrica.
Per la stessa ragione le cinque rette di F', appoggiate ad @ sono zerosecanti
della cubica. Infine le 10 zerosecanti di @ poste su F, secano ciascuna la -C;
in un punto, ed invero la quadrica passante per D,, per @ e per una di queste
10 rette seca ancora F', in due rette zerosecanti di C;; questa taglia dunque
la quadrica in sei punti, di cui tre sono sopra D, e due sono sopra a, il sesto
deve quindi essere sull’altra retta.

Reciprocamente, data una retta di F',, per essa e per D, passano o® qua-
driche, di cui ognuna taglia ancora la superficie in una cubica gobba appog-
giata in due punti alla retta: le altre 15 rette si comportano rispetto alla cu-
bica come si & detto sopra (*). Epperd:

Esistono sulla superficie 16 sistems doppiamente infiniti di curve gobbe
del 3° ordine: ogni sistema @& coordinato ad una retta della superficie, che ne
seca ogni curva in due punti; le dieci zerosecanti della retfa me secano ogni
curva in un punto, le sue cinque secanti non le tagliano affatto (**).

E noto (***) che per una cubica gobba si ha w, = u, = 12, epperd, sic-
come si & ora trovato che #, =2, si avrd f, =10, e quindi », = 11, mentre
v, =19—f,=09.

Ognuna delle oo® quadriche passanti per una cubica di ¥, taglia ancora

(') La via da me tenuta per trovare le cubiche (e cosi, come si vedrd in seguito, le
quartiche) della superficie coincide nella sostanza con quella seguita dal sig. SEGRE nel la-
voro citato (n.i 8, 9); egli perd, nel seguire il suo metodo generale, ha dovuto introdurre
il concetto di uno spazio a 4 dimensioni e la susseguente projezione nello spazio ordinario,
cid che (nel presente caso, si badi) non & necessario.

(") CresscH, L c., § 6, pag. 154-5,

(") Sturm, Giornale di Crelle-Borchardt, 1. ¢., n.° 30.
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questa superficie in una curva gobba del 5° ordine passante pei tre punti co-
muni alla cubica e a D,, ed avente un punto doppio nel quarto punto comune
a D, ed alla quadrica.

Credo inutile accennare alle possibili degenerazioni di questi 16 sistemi
di cubiche, perche sono affatto ovvie, e del resto sono indicate nel lavoro di
CreBsch.

22. Quartiche gobbe di 1% specie. Ogni quadrica passante per D, taglia
ulteriormente la F, in una curva gobba del 4° ordine, che deve essere di
1* specie, perch® & secata da ogni retta della quadrica in due punti. Recipro-
camente ogni quartica di tal natura esistente sopra F', seca D, in quattro punti,
epperd giace sopra una (sola) quadrica passante per D,. Dunque (*):

Lsiste sopra la superficie un sistema quattro wvolte infinito di curve gobbe
del 4° ordine e di 1% specie (di genere 1), di cui ciascuna giace sopra una
(sola) quadrica passante per D,. Ognuna di tali curve taglia ogni retta della
superficie in un punto, ogni conica in due, ogni cubica in ire, ogni quartica
n quattro punti.

Il modo stesso con cui sono generate queste quartiche mostra che per
quattro punti arbitrart di F, ne passa una ed una sola; due qualunque di esse
si tagliano in quattro punti, posti in un piano, pei quah ne passa una sem-
plice infinitd, e di cui tre qualunque individuano il quarto.

Per questa curva si ha dunque #, = 4, poi si ha (**) u; = u, = 16, ep-
perd sard f, =12, v,=9, mentre v;="T.

23. Si supponga di avere sulla superficie una quartica avente un punto
doppio in un punto P di D,; se P & biplanare, quella fra le oo’ quadriche
passanti per la curva, che contiene D,, ha in P per piani tangenti i due piani
che quivi toccano le due falde della superficie F',; questa quadrica & dunque
un cono avente il vertice in P, e poiché da esso si deve quindi staccare il
piano della conica doppia, il piano rimanente deve contenere la quartica. Se
invece P & uno dei quattro punti cuspidali di D, (dal che segue che la quar-
tica ha in P una cuspide), il cono quadrico che da P projetta la curva taglia
ulteriormente la ¥, in una quartica avente pure in P una cuspide e appog-
giata a D, negli stessi due punti in cui & appoggiata la quartica data. Cid
mostra che le due quadriche passanti per D, e per le due curve si toccano in
P ma non in tutti i punti di D,, epperd si secano in una seconda conica pas-

(") Cuesscw, L c., pag. 1567. — Cfr. SgerE, 1. ¢., n.° O, pag. 333.
(") Sturm, Giornale di Crelle-Borehardt, 1. ¢., n.° 30,

Annali di Matematica, tomo XIIIL. 14
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sante per P ed avente in comune con F, quattro punti non giacenti sopra D,
e che manifestamente sono comuni alle due quartiche. Questa conica giace
dunque nel cono suddetto, ciod si spezza in due rette passanti per P, ciascuna
delle quali contiene, oltre P, due punti di ciascuna delle due curve: queste
sono dunque piane. Concludendo si ottiene (*):

Una quartica della superficie, che possegga un punto doppio sopra la
conica doppia, & necessariamente piana, ciod ha un secondo punto doppio.

24. Se si indica con 0 un punto qualunque della superficie, una qua-

lunque delle oo’ quadriche passanti per la conica D, e tangenti in O alla su-
perficie, taglia questa in una quartica (razionale) avente in 0 un punto doppio,
ed imaginando in O il piano tangente alla F,, le due tangenti in 0 alla quar-
tica sono manifestamente le due rette secondo cui quel piano taglia la quadrica
suddetta. Queste coppie di tangenti formano dunque un’involuzione, di cui i
raggi doppi corrispondono alle due quartiche aventi in O un regresso. Se fra
quelle quartiche si considera quella che & tagliata dal piano tangente in 0 ad
F,, le due tangenti nel punto doppio sono le rette osculatrici alla superficie,
ciod quelle che segnano le direzioni delle linee assintotiche. Inoltre, se si ima-
gina una delle 10 coniche della superficie passanti (n.° 16) per 0, e che indico
con C, e nel fascio di quadriche avente per base (C, D,) si considera la qua-
drica passante per un punto di F', infinitamente vicino ad O in direzione diversa
da quella di C, essa taglia F; secondo un’altra conica C’ passante per O, e
appartenente al sistema conjugato di C. B chiaro che le cinque coppie di tan-
genti a queste coniche appartengono pure all’anzidetta involuzione; alla me-
desima appartengono infine anche le due rette che toccano in O la F, e si
appoggiano a D,.

Riassumendo si pud dire (**):

Per ogni punto della superficie passa un sistema semplicemente infinito
di quartiche gobbe aventi in quel punto un punto doppio e giacenti sulla su-
perficie; fra esse ve ne sono due aventi in quel punio un regresso, e cinque
che si spezzano in due coniche. Le coppie di tangenti nel punto doppio formano
un’ involuzione di cui < raggi doppi sono le tangenti alle curve con regresso,
e queste giacciono armonicamente colle direzioni delle linee assinfotiche.

Si pud cercare per quali punti della superficie accade che le due suddette
tangenti alle curve con regresso coincidono: ora, se si indica con @ la retta

() CresscH, L c., § 8, pag. 160.
(") Cresscw, 1 c., § 8.
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in cui esse coincidono, la involuzione precedente & degenere, ciodé le sue coppie
sono costituite dalla retta m e da una retta qualunque del piano tangente alla
F, nel punto considerato. Cid significa che tutte quelle quadriche passano non
solo per D,, ma anche per m; epperd m taglia D, in un punto. E siccome
le rette osculatrici in 0 ad F', formano un fascio armonico con quelle due tan-
genti alle curve con regresso, la retta m sard osculatrice alla superficie, epperd,
avendo con questa in comune cinque punti, vi giacerad per intero. La reciproca
¢ evidente. Dunque (*):

I soli punts delle 16 rette sono tali che per essi passa una sola quartica
della superficie avente tvi un regresso; le quartiche aventi ivi un punio doppio
st spezzano nella retta ed in una cubica gobba.

Se il punto preso & l'intersezione di due rette della superficie, le quartiche
aventi ivi un punto doppio si spezzano nelle due rette e in un sistema di co-
niche appoggiate ad entrambe le rette; non vi & mai un regresso, perché le
tangenti del punto doppio sono fisse, essendo le due rette stesse. La curva
acquista un punto triplo in 0 quando la conica passa per O.

25. Una quartica C, di 1* specie appartenente alla superficie taglia D,
in quattro punti, e in vicinanza di questi la si pud concepire come situata in
una certa falda della superficie, che dird 1. Se si imagina il fascio di quadriche
avente per base C,, una sua quadrica qualunque @ seca ulteriormente la su-
perficie in una quartica di 1° specie C’; la quale taglia D, negli stessi quattro
punti di C,. Siccome poi la @ & qualunque, ciod non tocca alcuna falda della
superficie in punti di D,, in vicinanza dei quattro punti suddetti la C’, si dovra
concepire come situata sull’altra falda, che dird 2. Partendo in modo analogo
da C’; si trovano oo’ quartiche di 1* specie passanti pel medesimi quattro
punti di D, e poste nella falda 1. Ora & facile vedere che le C; e C’, si ta-
gliano, oltre che sulla D;, in altri quattro punti. Invero C', taglia la quadrica
contenente D, e C, in otto punti, di cui quattro sono quelli che le due quar-
tiche hanno in comune sopra D,, e gli altri quattro debbono percid essere
sopra C;; e si noti che questi non possono sovrapporsi ai precedenti, altrimenti
C, e C', si toccherebbero in quei punti ciod la @ passerebbe pei punti cuspi-
dali della conica doppia, cid che per ora si esclude. Si pud anzi aggiungere
(cfr. n.° 22) che questi altri quattro punti comuni a C, e C’, sono in un piano,
e invero da cid che precede risulta che le due quadriche passanti per D;, Ci
e per Dy, C’, hanno in comune, oltre a D,, un’altra conica diversa da Ds,
e questa taglia F,, oltre che su D,, nei quattro punti di cui si tratta.

(') CresscH, L c., § 8.

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1



108 Berzolari: Sulla superficie del quarto ordine

Se ora sono C',, C”, due quartiche di 1* specie (situate nella stessa falda
2 della superficie) ottenute da C; con due quadriche @' e @, esse passano pei
medesimi quattro punti di D, per cui passa C, ed hanno di pil in comune
con C, altri quattro punti ciascuna; questi sono distinti dall’una all’altra curva,
perché se C,, C',, C", avessero un punto comune, in esso due quadriche del
fascio avente per base C, toccherebbero la F'y, il che & assurdo. Ne segue che
C’, e C”, non hanno, fuori di D,, altri punti comuni, altrimenti C”, seghe-
rebbe @' in pilt di otto punti e vi giacerebbe per intero. Le C’, e C”, non
giacciono quindi sopra una quadrica, e le due quadriche contenenti D,, C', e
D,, C’; si toccano in tutti i punti di D,.

Sia infine I', una quartica qualunque di 1* specie posta sulla superficie,
e passante pei quattro punti di D, pei quali passano C, e C',: dico che T,
giace in una quadrica con una (sola) di queste due curve. Se infatti si indica
ancora con @ la quadrica che le contiene, la T, taglia @, oltre che nei quattro
punti di D,, in altri quattro punti che devono essere complessivamente sopra
le C,, C',. Ma essi devono essere tutti su C,, o tutti su C',; perocche se per
es. due fossero sull’una e due sull’altra, la quadrica del fascio C, determinata
da uno dei due punti posti su C', taglierebbe I', in otto punti, di cui, essendo
quattro sopra D,, due sopra C, e uno sopra C’,, I'ultimo dovrebbe essere o
sopra C,, o sopra C',, e poich® la quadrica non passa pel secondo punto co-
mune a I, e C'y, su C, vi sarebbero tre punti di T, contro l'ipotesi. La T,
giace quindi sopra una quadrica con quella delle C,, C’; con cui ha otto punti
comuni. Riassumendo si ha la proprietd (¥):

Urna quartica qualunque di 1 specie posta sulla superficie taglia D, in
quattro punti, pei quali passa un sistema semplicemente infinito di tali curve
appartenenti ad una medesima falda della superficie; per gli stessi quattro
punti passa pure un sistema semplicemente infinito dv quartiche di 1% specie
poste sull’ altra falda; ed ogni curva del primo sistema giace in una deter-
minata quadrica con ogni curva del secondo.

Non & perd da credere che per quattro punti qualunque di D, passi una
quartica di 1% specie, epperd infinite; perocché le quartiche di 1% specie pas-
santi, in una determinata falda della superficie, per tre punti arbitrart di D,
passano per un suo quarto punto pienamente determinato dai primi tre (*).

Se infatti sono 4, B, C tre punti qualunque di D,, e si fissano sulla su-

(') Cuesscw, L c., § 8.
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perficie in una falda determinata (*) tre punti infinitamente vicini ad essi, ma
in direzioni che facciano angoli di grandezza finita colla direzione di D,, per
essi e per D, passa un fascio di quadriche, la cui curva base & la D, stessa
contata due volte, ciod futfe queste quadriche si toccano lungo D,. Se allora
@ © una di esse, questa taglia ', in una quartica C, di 1* specie passante per
A4, B, C ed appoggiata a D, in un quarto punto M. Un’altra quadrica qua-
lunque del fascio, dovendo toccare @ in M, tocea quivi anche la falda di F,
che & qui toccata da @Q; c. d. d.

26. In particolare si supponga che i tre punti 4, B, C siano tre dei
quattro punti cuspidali della conica doppia; le guartiche di 1" specie passanti
per essi secano tutte la D), in un quarto punto fisso M, e tutte le quadriche
passanti per esse e per D, toccano in 4, B, C tanto I'una quanto I'altra delle
due falde della superficie, epperd lo stesso deve accadere nel punto M, altri-
menti si potrebbero avere due quartiche passanti per 4, B, C (e quivi toc-
cantisi) e per M, ma situate ’una nell’una, I’altra nell’altra falda di F, in
vicinanza di M, e le due quadriche passanti per esse e per D, si tocchereb-
bero nei punti 4, B, C e quindi anche in M, cid che nell’ipotesi fatta non
sarebbe possibile. Dunque M & il quarto punto cuspidale. Si ha cosl Ja pro-
prietd (**):

Pei quattro punti cuspidali della conica doppia passa un sistema sempli-
cemente infinito di quartiche gobbe di 1% specie, due qualunque delle quali si
toccano net punti cuspidali e giacciono quindi in una quadrica; le quadriche
passanti per esse e per D, si toccano tutte lungo D, ed hanno per piani tan-
genti net punti cuspidali ¢ piani che in essi toccano la superficie.

Di qui segue stbito che ¢ piani tangenti alla superficie nei quattro punti
cuspidali passano per uno stesso punto (***). Al suddetto fascio di quadriche
che tagliano I”, in quartiche passanti pei punti cuspidali appartengono il piano
della conica doppia contato due volte, ed il cono avente il vertice nel punto
comune ai quattro piani tangenti alla superficie nei punti cuspidali.

(") Pongo sempre questa condizione, perché la quartica non potrebbe passare dall’una
all'altra falda della superficie se non attraverso D,, cid che non pud fare che avendo sopra
D, un punto doppio.

(') CresscH, L c., §§ 9, 10.

(™) Creescn, L. c., § 10. Egli ha pur trovato che ¢ vertici dei cinque coni di Kummer
ed il punto comune ai guattro piani tangenti nei punti cuspidali sono sopra wna cubica
gobba, che taglia il piano della conica doppia nei tre punti diagonali del quadrangolo
formato dai punti cuspidali, — Varie interessanti proprietd di questa cubica furono dimo-
strate in seguito dal sig. DarBoux nel suo Mémoire sur les surfaces cyclides, Annales
Scient. de 1’ Ecole Normale Supérieure, 2° série, t. I, 1872, pag. 281 e seg.
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27. Si indichi con (D,) il fascio di quadriche toccantisi lungo D;; sia
C, una quartica di 1* specie passante pei punti cuspidali, e fra le quadriche
passanti per C, si imagini quella che tocca F', in un punto O della stessa C,:
essa taglia ulteriormente la superficie in una quartica C’, di 1* specie passante
per O e pei punti cuspidali. La quadrica del fascio (D;) passante per O deve
allora contenere entrambe le C, e C’,, epperd queste coincidono; vale a dire
esiste una (unica) quadrica che tocca F' in tutti i punti di C,, ciog le cui ge-
neratrici toccano F'; nei due punti in cui esse si appoggiano a C,. Data sulla
superficie una C, qualunque passante pei punti cuspidali, le generatrici della
quadrica tangente ad F, lungo la quartica si possono costruire una per una
nel modo seguente. In ogni punto M di C, condotto il piano tangente alla
superficie, esso taglia la superficie stessa in una curva (razionale) del 4° ordine
avente tre punti doppi, due sopra D, ed uno in M, e che percid & della 6
classe; da M le si possono quindi condurre due tangenti altrove. Costruendo
per ogni punto M di C, queste due rette (che, per quanto si & detto, sono
bisecanti di C, e bitangenti di F',) si ha la quadrica cercata, come si potrebbe
provare anche direttamente.

Si vuole ora trovare quante di queste quadriche passano per un punto
arbitrario 0 dello spazio. Se 0 A B & una qualunque delle quaitro bitangenti
(n.° 13), in 4 e B, alla superficie passanti per 0, la quadrica del fascio (D)
passante per A taglia F, in una quartica passante per A e pei quattro punti
cuspidali; e dalla costruzione ora esposta segue che la retta 0 4 B appartiene
a questa quadrica.

L’altra retta della quadrica passante per O sard pur’essa bitangente alla
superficie. Le altre due bitangenti condotte da 0 ad F, danno una seconda
quadrica passante per 0, ciog per ogni punto dello spazio passano due di quelle
quadriche. Concludendo si ha (¥):

Pei quattro punti cuspidali passa una semplice infinitt di quartiche gobbe
di 12 specie poste sulla superficie, la quale & toccata lungo ognuna di esse da
una superficie di 2° grado; tutte queste superficie formano una serie razionale
d’indice 2. Fra quelle quartiche vi sono manifestamente anche le curve di con-
tatto dei cinque coni bitangenti di Kummer.

28. Sulla F, esistono ancora cinque curve gobbe notevoli del 4° ordine
e di 1% specie, e si ottengono considerando per ognuno dei cinque coni di
Koumer i punti di contatto delle coniche dei due corrispondenti sistemi con-

(*) Cressch, L c., §§ 9, 10.
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jugati. Se K & uno qualunque di questi coni, ¥ il suo vertice e C, una conica
qualunque il cui piano sia tangente a K, per avere fra le coniche del sistema
conjugato quelle che toccano C,, bisogna condurre da V7 le due tangenti a C:,
e per queste condurre gli altri due piani (oltre quello di C;) tangenti a K:
ognuno di essi taglia allora F), in due coniche, di cui una tocca C,. Si vede
dunque che i punti di contatto di queste coniche sono i punti della linea di
contatto del cono circoscritto semplicemente (cioé astrazion fatta dal cono K
che dev’essere contato due volte) da V alla superficie. Questa linea, essendo
la ulteriore intersezione di F', colla prima polare di ¥, quando se ne tolga
la D, e la quartica di contatto di K, & pur essa una linea del 4° ordine. Essa
taglia I’iperboloide passante per D, e per la curva di contatto di K in otto
punti, di cui quattro sono sopra D,, e gli altri quattro sono quindi su quel-
I'altra curva. Ora & facile vedere che il rango della curva complessiva &
5.8 — 2.8 = 24; sottraendo il rango 8 della quartica di 1* specie che & di
contatto fra K ed F',, e richiamando la regola del n.° 20, si trova che il rango
di questa seconda quartica & 24 —8 —2.4=38, epperd anch’essa & di 1°
specie. Ma non passa, come la prima, pei punti cuspidali, sibbene taglia D,
nei quattro punti che sono di contatto pei piani condotti da ¥ a toccare I
in punti di D,. Si ha pertanto la proprietd (*):

Sulla superficie esistono cinque speciali quartiche gobbe di 1% specie, che
sono il luogo dei punti di contatto delle coppie di coniche fra loro tangenti
in ciascuno dei cinque doppi sistemi.

29. Quartiche gobbe di 2* specie. Sia sempre indicata con C, una tale
quartica, con S, la (unica) quadrica passante per essa, e con C’, 1'ulteriore
intersezione di S, con F',, che & pure una quartica di 2" specie. Allora ogni
retta di F, taglia S; in due punti, che devono giacere complessivamente sulla
curva (C,, C',). Supponendo anzitutto che una retta m di F, tagli C, in due
punti e quindi non tagli C',, nessuna delle cinque rette di ¥, appoggiate ad
m pud bisecare C,; se infatti si ammette che » sia una tal retta, facendo ruo-
tare un piano intorno ad m ed in ogni sua posizione congiungendo i due ul-
teriori punti che esso ha comuni con C,, si ottiene una superficie gobba di
3° grado avente m per retta doppia, e secante F),, oltre che nelle C,, m, n,
D,, in una retta residua. Vi dovrebbe dunque essere una seconda retta n' ap-
poggiata ad m e bisecante di C,, e la quadrica passante per D, n, n' con-
terrebbe quindi pure m e C,, cid che & assurdo. Se invece m & una retta di

(*) CrEsscH, L ¢., § 9.
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F, che non seca C,, nessuna delle cinque rette di F, appoggiate ad m pud
essere zerosecante di C,, altrimenti essa ed m sarebbero bisecanti di C',. Infine
se m & una bisecante di C, posta sopra F,, non possono le cinque rette appog-
giate ad m essere tutte zerosecanti di C,, altrimenti, considerando le interse-
zioni di C, cogli iperboloidi determinati da D, e due di queste secanti di ,
si concluderebbe che tutte le dieci zerosecanti di m sono bisecanti di C,, cid
che & assurdo, perch® con esse si possono formare delle paja.

Questo dimostra che frale 16 rette di F, ve ne & almeno una che taglia C,
in un punto solo, e sia la retta a: allora si pud far vedere che delle sue cinque
secanti una almeno deve essere zerosecante della quartica. Invero supponendo,
nel caso piu sfavorevole, che tutte cinque ne siano unisecanti, la superficie
gobba formata dalle rette che appoggiane in punti distinti a D, C,, a, ed a
cui appartengono manifestamente quelle cinque rette, & del 6° grado e contiene
C, semplicemente, ¢ come quadrupla e D, come tripla, epperd la sua sezione
con F, & dell’ordine 5 + 4444 2-2.3 =25, che & assurdo. Facendo lo
stesso ragionamento su C’,, di cui @ & pure unisecante, si conchiude che fra
le cinque rette appoggiate ad @ una almeno & zerosecante ed una almeno &
bisecante di C, (e cosi per C’). Non vi possono poi essere appoggiate ad a
due bisecanti (né due zerosecanti) di C,, altrimenti 1'iperboloide determinato
da esse e da D, conterrebbe C, (o C')). Dunque delle cinque rette appoggiate
ad @ una & zerosecante, una & bisecante, e tre sono unisecanti di C,. E fa-
cendo gli stessi ragionamenti per queste tre unisecanti, si trova che vi & una
biquadrupla, le cui rette sono unisecanti della curva, mentre nella biquadrupla
conjugata I'una quadrupla & formata di bisecanti, e I’ altra di zerosecanti della
curva stessa.

Queste proprieta ammettono le loro reciproche. Se

Q¢ Ay O3 04

b b, b b,
¢ una biquadrupla qualunque, e per D, e per le rette a, b., bs, b, si conduce
una qualunque delle oo® superficie del 3° ordine passanti per esse, e che indico
con S;, la residua intersezione di F', ed S; & una linea C, del 4° ordine. Per
trovarne il rango, e quindi la specie, basta trovare in quanti punti appoggia
alle quattro rette prese. Per questo se si denotano con s, €y, iy le tre rette
di S, poste rispettivamente nei piani tritangenti Ibg, a_j):, m, esse non
tagliano D,, e tagliano ciascuna due delle quattro rette prese, percid secano
F, in altri due punti situati sopra C,. E poiché¢ ognuno dei piani a,b, ¢,,

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1



avente vna conica doppia. 113

a, bs ¢i5y @b, ciy seca C, in quaftro punti, su ciascuna delle tre paja (a,b,),
(a1 bs), (@, b)) vi sono complessivamente due punti di C,, il che conduce ai tre
seguenti casi possibili: che ognuna delle a,, b,, bs;, b, sia unisecante di C,;
che a, ne sia zerosecante e le altre tre bisecanti; che @, ne sia bisecante e
le altre ire zerosecanti. Ora se si concepisce la quadrica passante per D, e
a, b,

pel quadrilatero gobbo

w b poiché la retta a,, secando S; in tre punti
4 2
posti su D,, bs, b,, non seca C,, la C, seca quella quadrica in otto punti, di
cui quattro sono sopra D,, e gli altri quattro devono giacere complessivamente
sul sistema (@, b:b,); e questo mostra che ha luogo il secondo dei casi accen-
nati. Dunque C, appoggia in due punti a ciascuna delle b;, b3, b, e non seca
a,. Quindi il rango, per la solita regola, & 6, ciod C, & di 2° specie (razionale).
Ed & facile vedere che colle rette rimanenti di F, essa si comporta come si
disse sopra. E siccome si vide che ognuna di tali quartiche pud concepirsi
generata, in quattro modi diversi, in questa maniera, si conchiude:

Esistono sulla superficie 40 sistemi triplamente infiniti di curve gobbe
del 4° ordine e di 2% specie, ognuno coordinato ad una date quadrupla di
1@ specie, le cui rette ne somo bisecanti, mentre le rette della quadrupla con-
Jugata ne sono zerosecanti, e le rette della biquadrupla conjugata ne sono uni-
- secanti (*).

Si ha dunque ¢, = 3, e poiché (**) u, = u, = 16, si avra f, = 13, v, =8,
mentre v; = 6.

30. Imaginando per ognuna di queste quartiche condotta la quadrica
corrispondente, si ottiene per ogni sistema un sistema di quartiche che dird
conjugato al primo; allora & ovvio che le quartiche di un sistema hanno le
stesse unisecanti che quelle del sistema conjugato; mentre le eerosecanti delle
prime sono bisecanti delle alire, e le bisecanti somo le zerosecanti.

Si dicano infine contrapposti ai primi due quei due sistemi che sono coor-
dinati alle quadruple della biquadrupla conjugata. Se sono C, e C’, due quar-
tiche dello stesso sistema, e si imagina una delle quattro superficie cubiche
che, nel modo esposto, danno origine a ,, essa & secata da C’, in 12 punti,
da cui se si escludono i quattro posti su D, ed i sei posti sulle tre note rette,
risulta che C, e C’, hanno due punti comuni. Quindi due quartiche di uno
stesso sistema hanno due punti comuni; allo stesso modo si trova che due

(") Cueesc, 1. ¢., § 7.

(") Sturm, L c., n.° 30.
Annali di Matematica, tomo XIII. 15
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quartiche di sistemi conjugati si tagliano in sei punti, e due quartiche di si-
stemi contrapposti in quatiro punti (*).

Col metodo precedente, e riflettendo al modo con cui si comportano rispetto
ad una quadrupla di 1* specie le rimanenti 39, si arriva agevolmente all’altra
proprietd stabilita da Creescm (l. ¢., § 7); come pure & facilissimo trovare in
quali e quanti modi i detti sistemi di quartiche possano degenerare; ma per
brevitd ometto di cid fare.

31. B noto (**) che esistono quattro specie di curve gobbe del 5° or-
dine, di cui due sono parziale intersezione di due superficie, una del 2° I'altra
del 3° ordine; ma & chiaro che nessuna di queste due specie pud giacere
sopra i, perché anche D, giacerebbe su quella quadrica. Restano da consi-
derare le altre due specie, la prima di genere 0, ciod con sei punti doppi
apparenti, che si pud pensare come ulteriore intersezione di due superficie del
3° ordine aventi in comune una quartica gobba (degenere) con quattro punti
doppi apparenti; la seconda di genere 1, ciod con cinque punti doppi apparenti,
che si pud pensare come ulteriore intersezione di due superficie del 3° ordine
aventi in comune una quartica gobba di 2% specie.

_ Curve gobbe del 5° ordine e di genere 0. Queste curve furono studiate
dal sig. Sturx nelle sue Synthetische Untersuchungen, ete. (pag. 209, 217, 233),

e da lui furono stabilite alcune notevoli proprietd, che, insieme con altre,

furono poi trovate di nuovo direttamente nel 1881 dal prof. Berrmu (**¥),

Se C; & una quintica gobba razionale posta sopra F,, la superficie gobba
formata dalle sue trisecanti & (****) dell’8° grado, contiene C; come curva tripla,
e come quadrupla la (unica) quadrisecante della curva. Questa quadrisecante
non pud appoggiarsi a D,, altrimenti D, giacerebbe su quella superficie gobba,
cid che non pud accadere, avendo il sig. Berrint dimostrato (J. c., pag. 318,
n.” 10) che su essa non esiste alcuna conica. La superficie gobba taglia quindi
D,, fuori di C;, in 2.8 —3-5=1 punto, il che dice che vi & una, ed una
sola, trisecante della curva appoggiata a D, e quindi giacente su F,. Se questa
retta si indica con g, & facile vedere che sopra F, non vi sono bisecanti della
curva appoggiate a ¢; imaginando infatti un piano ruotante intorno a g, ed
in ogni sua posizione congiungendo le due ulteriori intersezioni con C;, si

(") CrEBscw, 1. c., § 7.

(") Cfr. SaLMoN-FIEDLER, Analyt. Geom. des Rawmes, Bd. II, 3* ediz., 1880, pag. 141.

(") Sulle curve gobbe razionali del 5° ordine. Collectanea Mathem. in memoriam
D. CrELINI, pag. 313,

(") Berming, L c., p. 316.
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ottiene una superficie gobba del 4° grado, che contiene g come retta tripla,
e Os semplicemente, e che & quindi secata da D, in otto punti che sono tutti
situati su ¢g e su Cs, cid che dimostra 1'asserto. Di piu le cinque rette di F,
appoggiate a ¢ mon possono essere tutte zerosecanti della curva; si & veduto
infatti (n.° 3) che le 10 zerosecanti di ¢ non sono altro che le altre bisecanti
(oltre g) delle 10 coppie che si possono formare colle cinque rette appoggiate
a ¢; imaginando ciascuno dei 10 iperboloidi passanti per D, e per questi 10
quadrilateri aventi tutti la retta ¢ comune, si vede che le 10 zerosecanti di g
dovrebbero tutte bisecare la C;. Ma se si imagina un quadrilatero contenente
una delle secanti di g e tre delle sue zerosecanti, la C; seca I iperboloide
determinato da esso e da D, in 5+ 2.3 =11 punti, che & assurdo. Cid
porta a concludere che fra le cinque secanti di ¢ una almeno, che indico con
a, seca la curva in un punto; e come precedentemente si dimostra che le altre
quattro secanti di ¢ non possono tutte tagliare C;. Ora se oltre alla retta a vi
fosse una seconda retta @' appoggiata a ¢ ed a C;, mentre le tre altre rette
secanti di ¢ non secassero Cy, I'altra bisecante della coppia (¢ a’) ne sarebbe
una zerocante, epperd imaginando il quadrilatero determinato da questa retta
e da una delle tre rimanenti rette (zerosecanti di C;) appoggiate a ¢, delle
altre due rette del quadrilatero una dovrebbe essere almeno trisecante della
curva, cid che non pud essere. Lo stesso si potrebbe dire se si supponesse che,
oltre ad @, vi fosse pilt di un’altra retta (non perd altre quattro, come si &
notato sopra) appoggiata a g ed alla quintica. Dunque delle cinque rette ap-
poggiate a g una & unisecante e quattro sono zerosecanti della curva. E for-
mando 1 10 soliti quadrilateri con queste cinque secanti di g e considerando
gli iperboloidi corrispondenti passanti per D,, si trova che delle dieci rette ri-
manenti quattro sono unisecanti e sei sono bisecanti della quintica. Imaginando
allora due delle bisecanti di C; che si incontrano, per esse, per g, D, e C;
passa una (sola) superficie del 3° ordine (*), epperd, siccome colle rette di F,
si possono formare tre di tali sistemi, si vede che ogni Cy si pud, nel modo
ora detto, ottenere in tre maniere diverse come parziale intersezione di F, con
una superficie cubica passante per D, (**).

32. Reciprocamente se si indica con ¢ una retta di F,, e con m, m'’

(") 1 sig. Sturm nelle Synth. Unters., etc., pag. 233 trova che v, = 3.

(") Colla notazione data al n.° 12, se si chiama « la trisecante, #, una unisecante, e
quindi b,, b,, b,, b, le zerosecanti, sono ¢, Ciz1 Cus s unisecanti, © Cyg» Cays Casy oy
Css» Cgs bisecanti. I tre modi di generazione corrispondono alle re paja (CosCys)s (Ca4 Ca5)s
(C25 C54) 8obbe fra loro: il pajo che completa la quaderna ¢ (ab,).
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due altre sue rette formanti un pajo, ma non appoggiate a g, per esse e per
D, passa un sistema oo* di superficie cubiche, ed una qualunque F, di esse
seca ulteriormente F, in una linea Cs del 5° ordine. Le due involuzioni qua-
dratiche projettive determinate sopra ¢ da un piano variabile intorno ad essa
hanno (oltre al punto comune a g e D, che deve manifestamente essere escluso)
tre elementi comuni, pei quali deve passare la Cs. La terza retta di F, posta
nel piano m m' non taglia D,, sibbene taglia g, m, m', epperd seca la quintica
in un punto solo; questa deve quindi avere complessivamente quattro punti
sulle 7, m'. Non possono perd esservene pilt di due sopra alcuna di esse, altri-
menti \'iperboloide determinato da D, g e da questa retta conterrebbe anche
la quintica. La curva Cs & dunque del rango 5.8 — 2.8 — 2.8 = 8, epperd
¢ di genere 0. Data upa retta g della ', si possono formare 15 paja come
(m m"), epperd:

Esistono sulla superficie 16 sistemi quattro volte infiniti di curve gobbe
razionali del 5° ordine, ciascuno coordinato ad una retta della superficie, che
¢ trisecante di ogni curva del sistema; ognuno dei 16 sistemi si scinde in
altri 15, ognuno coordinato ad un pajo di iette zerosecanti della retta con-
siderata.

Si ha percid ¢, = 4; e poiche (¥) u, = u, = 20, sard f,= 16, e quindi
v,=D5; si & gid detto invece che v; = 3.

33. Curve gobbe del 5° ordine e di genere 1. Queste curve furono stu-
diate dal sig. R. Stuen nelle Synth. Unters., etc. (pag. 208, 209, 211, 214-7,
233), dove egli ha trovato, fra le altre proprieth, che v, =4 (pag. 233). Se
Cs & una tale curva posta sopra F,, & noto (**) che la superficie gobba for-
mata dalle sue trisecanti & del 5° grado, e contiene Ja quintica come doppia;
essa & quindi tagliata da D, in 10 punti tutti appartenenti a C;, epperd si
conclude che sulla ¥, non esistono trisecanti della quintica. Di qui segue che
non vi pud essere sulla superficie pilt di una zerosecante della curva, ché se
ve ne fossero due, imaginando un quadrilatero contenente queste due rette e
I'iperboloide passante per esso e per D,, si vedrebbe col solito metodo che
delle altre due rette una dovrebbe essere almeno trisecante. Se si imaginano
gli iperboloidi passanti per D, e per due quadrilateri gobbi non aventi in co-
mune alcuna retta della superficie, lo stesso metodo fa vedere che sopra F,

(’) SturM, Giornale di Crelle-Borchardt, 1. c., n.° 30.
(*) V. per es. Geiser, Ueber die dreifuchen Secanten einer algebraischer Raum-
curve, Collectanea Mathem., etc., pag. 301, e la fine del Capo IV,
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vi sono almeno due rette (una per ciascuno dei due quadrilateri) bisecanti la
curva, epperd, imaginando un quadrilatero in cui entrino queste due rette,
delle altre due rette una deve essere zerosecante di Cy. E dunque dimostrato
che sopra F', esiste una (sola) zerosecante, che dird g¢,, della quintica. Se si
imagina dunque un iperboloide determinato da D, e da un quadrilatero in cui
entri ¢,, delle altre tre rette due saranno bisecanti, e le dird g5, ¢”,, ed una
sara unisecante e la dird g,, per cui una almeno delle ¢', ¢", seghera g,, per
es. la ¢';. Ora anche ¢, deve tagliare g,, ed invero, se cid non fosse, le due
rette ¢'s, g, si taglierebbero, ed imaginando un quadrilatero che le contenga,
senza perd contenere né g, né ¢,, si avrebbe un’altra zerosecante oltre g,. Per-
tanto, data sopra F', una quintica di genere 1, delle 16 rette della superficie
una ne & zerosecante, le cinque rette ad essa appoggiate ne sono bisecanti, e
le dieci rette rimanenti ne sono unisecanti. Imaginando una coppia di bisecanti
e I'unisecante ad esse appoggiata, fra le oo* superficie del 3° ordine passanti
per Cs ve ne & una sola contenente D, e le tre rette; una tale quintica si

. b4 .
pud dunque ottenere a questo modo in -5 = 10 maniere.

Reciprocamente se siano b,, b, due rette gobbe della superficie ed ¢ una
loro secante comune, e sia F; una delle oo® superficie del 3° ordine passanti per
esse e per D,, e sia Cy I'ulteriore quintica comune alle due superficie, 1’ altra
retta di F, che & bisecante della coppia (b, b;) & manifestamente zerosecante
della quintica; epperd imaginando )iperboloide determinato da D, e dal qua-
drilatero formato da a, ., b, e da questa retta, si vede che sulla curva (a b, b;)
vi sono cinque punti della quintica. Ma la terza retta di F; posta nel piano
a b, & bisecante della curva, dunque su (ab,) vi sono tre punti della mede-
sima, e cosl tre ve ne sono sopra (a b;), cioé a deve essere unisecante, e le b,,
b, bisecanti di (. La quintica dunque & del rango 5.8 —2.8 — 2.2 =10,
epperd & di genere l; le altre rette di F, si comportano nel modo sopra
esposto. Dato un quadrilatero, la costruzione precedente si pud fare in quattro
modi, ed ogni quintica & coordinata, nel senso esposto, a dieci quadrilateri,
quindi:

Lisistono sulla superficie 20 _ 16 sistemi cinque volte infiniti di curve

10
gobbe del 5° ordine e di genere 1, ognuno coordinato ad una retta della su-
perficie che é zerosecante di ogni curva del sistema, mentre le cinque rette

appoggiate ad essa ne sono bisecanti, e le altre dieci me sono unisecanti,
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Dunque ¢,=>5, e poiche (¥) u, =u, = 20, sard f, =15, quindi v, = 6;
si & gia detto invece che v, = 4.

34. Rappresentazione piana della superficie. Lo studio delle curve gobbe
del 5° ordine e di genere 1 situate sopra ¥, conduce tosto ad una trasforma-
zione razionale dello spazio S in cui giace la F,, dalla quale si deduce im-
mediatamente la rappresentazione d’ordine minimo della superficie stessa sopra
un piano. Infatti si vede agevolmente che le superficie del 4° ordine aventi
in comune una conica doppia ed una quintica di genere 1 formano un sistema
omaloidico, che pud quindi servire ad una trasformazione del 4° ordine; & perd
pill conveniente partire dalla trasformazione inversa, che & del 3" ordine (**).

Se in uno spazio = sia data una curva gobba I, del 5° ordine e di ge-
nere 1, ed un punto arbitrario O, le superficie del 3° ordine ®, passanti per
I, e per 0 formano, come si & gid notato, un sistema lineare tre volte infinito.
Due qualunque di esse hanno in comune, oltre a T, una curva gobba razio-
nale del 4° ordine I', passante per 0 e appoggiata in dieci punti a I'y (***).
Se quindi si considerano tre superficie @, due di esse si secano in una T,
la quale taglia la terza in 12 punti, di cui dieci cadono su T, uno & 0, e
quindi uno solo & variabile. Dunque le superficie ®;, formano un sistema oma-
loidico e si possono quindi far corrispondere punto per punto ai piani di un
secondo spazio S. B chiaro che alle rette di S corrispondono in 3 le quar-
tiche razionals T,.

Cerchiamo la Jacobiana de] sistema delle ®,; se si considera una super-
ficie qualunque di questo sistema, fra le sue 27 rette & noto che ve ne sono
cinque trisecanti della T, e poich® queste non incontrano le @, in punti va-
riabili, ad esse corrispondono cinque punti posti nel piano corrispondente della
®; nello spazio S. Il luogo di quelle rette & la superficie gobba H luogo delle
trisecanti di I';, che, come si & gid detto, & del 5° grado ed ha I'; per curva
doppia; questa superficie fa parte della Jacobiana delle ®,, ed il luogo dei
punti corrispondenti alle sue generatrici & dunque una curva gobba Cs dello
spazio S, fondamentale per questo spazio, e, come T, del 5° ordine e di

(") Srurm, Giornale di Crelle-Borchardt, 1. c., n.° 30.

(") Questa trasformazione presenta, come si vedra, moltissima analogia con quella che
fu studiata dal sig. CaporaLI nella Memoria: Sulla superficie del 5° ordine dotata di una
curva doppia del 5° ordine, Annali di Matem. Serie II, t. VII, pag. 149. Di essa pero si
fa menzione, ch’io sappia, soltanto nella Memoria del prof. CrREMoNA: Ueber die Abbildung
algebraischer Flichen, Math., Ann., Bd. IV, pag. 225.

(""") SturmM, Synth. Unters., ete., pag. 216-7,
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genere 1: essa & contenuta semplicemente dalle superficie del sistema omaloi-
dico dello spazio S. K anche noto che fra le 27 rette di una ®, ve ne sono
due che non tagliano T; i piani che le projettano d# O secano ulteriormente
@, in due coniche, ciascuna delle quali taglia I's in cinque punti e passa per 0,
e non incontra quindi le @, in punti variabili. A queste coniche corrispondono
dunque in S due punti. Tutte le coniche analoghe formano un sistema sem-
plicemente infinito, il cui luogo & una superficie K, che fa pure parte della
Jacobiana delle @,, e ad essa corrisponde in S una conica D, doppia per le
superficie del rispettivo sistema omaloidico. I facile vedere che la K, non &
altro che la (unica) superficie del sistema delle @, che ha in 0 un punto doppio;
infatti una conica qualunque generatrice di K, secando I'y in cinque punti e
passando per 0, giace per intero su quella superficie di 3° ordine. Si puo anche
aggiungere una proprietad che verrd utilizzata fra poco. Delle sei rette di K
passanti pel punto doppio 0, cinque sono le corde di T, uscenti da 0, e la
sesta, che indico con «, ne & una zerosecante. Imaginando dunque una qua-
lunque superficie ®;, le sue due rette zerosecanti di I'y non possono essere
appoggiate ad alcuna delle prime cinque rette di K,, epperd le oo’ coniche
generatrici di K, devono tutte giacere in piani passanti per la sesta retta a.

Le superficie H; e K; formano insieme la intiera superficie Jacobiana
delle @, che deve appunto essere dell’8° ordine. Lo spazio S non ha quindi
altre curve fondamentali che la quintica semplice C; e la conica doppia D;.

Poiche alle rette di S corrispondono in X le quartiche T, a¢ pioni di =
corrispondono in S le superficie F, del 4° ordine aventi in comune la conica
doppia D, e la quintica Cs; queste curve hanno cinque punti comuni, cid che
risulta anche dalla trasformazione.

B anche facile vedere che la Jacobiana delle F,, che deve essere del
12° ordine, & costituita dal piano della conica doppia contato due volte (e che
corrisponde al punto 0), e dalla superficie gobba del 10° grado formata dalle
rette che appoggiano in due punti alla Cs ed in un punto a D, (e che corri-
sponde a T;): essa & di genere 1, contiene la D, come quadrupla e la C;
come tripla.

Alle rette di = corrispondono le cubiche gobbe appoggiate in tre punti
a D,, ed in cinque a Cs; esse sono le intersezioni delle superficie F, a due
a due. Alle rette di = passanti per O corrispondono co* coniche che incon-
trano D, in un punto e C; in cinque; essi corrispondono rispettivamente ai
punti in cui la retta per O taglia K; ed H;. Ai piani di 3 passanti per O
corrispondono le oo? superficie cubiche passanti per D, e C;. Alle rette di S
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appoggiate a D, corrispondono in = le coniche cinquesecanti di I'; alle rette
che appoggiano a D, e C, corrispondono le corde di T%, ecec.

35. La rappresentazione piana di una superficie F, & fornita dalla cor-
rispondenza univoca stabilita nel paragrafo precedente fra i suoi punti ed i
punti del suo piano corrispondente IT di =. Le imagini delle sezioni piane sono
dunque le sezioni di TI col sistema delle ®;, cioé sono curve del 3° ordine pas-
santi per cinque punti fissi (i punti comuni a II ed a I'); e poichd le sezioni
piane di F', sono curve di genere 1, questa & la rappresentazione minima di
F,. Le 16 rette della superficie hanno manifestamente per imagini la conica
contenente i cinque punti fondamentali, i cinque punti fondamentali stessi (ima-
gini di una quintupla avente per cinquesecante la retta rappresentata dalla co-
nica precedente), e le loro dieci congiungenti a due a due.

L’imagine della conica doppia D, & I'intersezione di II con K,, ed &
quindi una curva del 3° ordine passante pei punti fondamentali, come & ben
naturale, essendo D), una sezione piana di F,. Un punto di D, & rappresen-
tato da una coppia di punti di questa cubica, ciot dai due punti in cui la
conica corrispondente in ¥ (e generatrice di K;) seca II; e poiché i piani di
queste coniche passano per la retta o di K;, le rette che congiungono le coppie
di punti corrispondenti ai punti di D, passano per uno stesso punto dell’ ima-
gine di D, (il punto comune a IT ed «) (*); le rette di questo fascio corrispon-
dono per tal modo univocamente ai punii di Ds.

Se si imaginano due coniche generatrici di Kj, esse non hanno, oltre 0,
altri punti comuni, e ciascuna si appoggia in cinque punti alla Ty; per esse
e per Iy passa quindi un fascio di superficie del 3° ordine (appartenenti al
sistema omaloidico). Tagliando col piano IT si ha I'altra proprietd pure dovuta
a Cuesscr (l. c., § 4):

Due coppie qualunque di punti che siano imagini di due punti della co-
nica doppia formano insieme coi cinque punti fondamentali dellu rappresen-
tazione © nove punti base di un fascio di cubiche, che lutte appartengono al
sistema delle imagini delle seziont piane.

Non credo opportuno ‘di proseguire lo studio di questa rappresentazione,
che & svolto ampiamente nel lavoro di Cressch.

(") CreescH, L c., § 4.
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§ 5. Quaderne di quadrilateri gobbi formati colle 16 rette.
Sistemi di piani tritangenti contenenti {utte le rette della superficie.

36. Dird v-edro il sistema di v piani tritangenti di F, contenenti un
numero 2 » di rette tutte distinte della superficie. In questo paragrafo non oc-
correrd che la considerazione dei diedri e degli ottaedri.

Esistono tre specie di diedri: nella 1° specie ogni retta dell’ un piano
taglia una retta dell’altro: nella 2* specie una sola retta di un piano taglia
una retta dell’altro piano; nella 3% specie nessuna retta dell’un piano taglia
rette dell’ altro.

Le due coniche contenute nei due piani di un diedro di 1* specie hanno
due punti comuni. Poich® ogni piano appartiene a 4 di tali diedri, v¢ sono in

tutto 4'240=80 diedri di 1 specie. Se sono (a,b,), (4.b,) 1 due piani del

diedro e si suppone che si taglino fra loro ay, a, e b,, b,, si ottiene il diedro
conjugato formato dai piani (a,a,), (b,b,), che & pure di 1* specie; e si ha
ay

b, b,
piani (@, b,), (a:b,) e le due poste nei piani (@, @), (b, b,), tanto le prime che
le seconde, avendo due punti comuni, giacciono in una quadrica passante per
D,. E poiché una conica posta in un piano tritangente taglia D, nei punti
comuni a questa e alle due rette del suo piano, ne segue che le due prime
coniche e le altre due-formano due quartiche di 1* specie aventi in comune
con D, i medesimi quattro punti; siccome poi esse non hanno altri punti
comuni, le due quadriche suddette devono toccarsi lungo D,, cid che si rico-
nosce del resto anche direttamente (*).

Le due coniche contenute nei piani di un diedro di 2* specie hanno un
solo punto comune, e formano insieme una quartica di 2* specie. Ogni piano
appartiene a 24 di tali diedri, per cui il numero totale dei diedri di 2* specie ¢
24 - 40

— = 480.

cosl il quadrilatero gobbo - . Se si imaginano le due coniche poste nei

(") Se quindi sono =, =0, =, =0 le equazioni dei piani (a, b)), (a, 5,), ¢, =0, 6,=0
quelle dei piani (a, ,), (b, b,), e sono N, =0, £, =0 le equazioni delle due guadriche,
I'equazione della superficie F, si pud scrivere:

Ty My 2y =0 0 My,
e ci0 é possibile in 40 modi, corrispondentemente ai 40 quadrilateri gobbi.

Annali di Matematica, tomo XIII. 16
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Le due coniche poste nei piani di un diedro di 3% specie non hanno punti
comuni. Ogni piano appartiene a tre di questi diedri, quindi ¢/ numero totale

dei diedri di 3+ specie ¢ 2522 = 60. Vi sono dunque in tuito 620 diedri,

ed ogni piano tritangente ne da 31 (¥).

317. Considero in particolare i diedri della 1 specie, che, come si vede,
sono in intima relazione coi quadrilateri gobbi. Siccome talvolta sard utile
verificare i risultati ottenuti per mezzo della notazione data al n.° 12, cosl
serivo qui appresso con quella notazione i 40 quadrilateri, apponendovi un
numero d’ordine per comodo di denominazione: ‘

a b, I a b, a b | a b \
= 9 2 = ’ 3 = ) 4 = ?
b, ¢ | bs c¢is | b, ¢4 ‘ bs ¢is ‘
a b, I a b, la b, a b,
5 — . 6= L 1= . 8= ,
by Cys | by ¢y | bs ¢y by cu
a b a by by e by ¢
9— , 10— St 12 ,
bs ¢ bs ¢y Ci3 C45 Cig C3;
b, ¢ b, ¢ b, ¢ b, ¢
13 — 1 Cis ’ 14— 1 131’ 15 — 1 Ci3 ‘7 16——‘ 1 Cy 7
Ci5 C3y Ciy4 Cos Cys Coy , C15 Ca3
17 — b, ¢ 7 (8 — by cCi ’7 19 — b, cr ’7 90 — by € )7
Coz Cys Coy C35 | Cos C3q Coy Cyy
b, ¢ b, cu | | by ey L b, e
91 — 2 Ca3 , 99 — 2 Cy , 23:‘ 3 Ci3 . 94 — 3 43“
Cos Cya Cog Cy3 i Caz Cg5 | €34 Co5 )
90F — by cis ’ 26='b3 Ca3 , 27=i by cy 17 98 — b, Cul,
C3; Coy C34 Cis | C3 Cuy C35 Ci
by, ¢ by, ¢ b, ¢ b, ¢
99 — 1 Cu ) 30=1 4 14” 31:I s Cuy ’ 32=| 4 Hl,
Coq C33 C3s Cop Cy5 Co3 | €34 Cis

(') Queste tre specie di diedri godono, come si vedrd anche in appresso, di molte pro-
prietad del tutto analoghe a quelle delle tre specie di triedri che si presentano nella super-
ficie di 3” ordine, e che furono considerate dal prof. BerTini nella sua Memoria che ha
per titolo: Coniribuzione alla teoria delle 27 rette e dei 45 piani tritangenti di wuna
superficie di 3° ordine, Annali di Matem., Serie II, t. XIIL, § 6,
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bi cu by Cu bs ¢ bs cis
33 = , B4= , 35= . 36— ,
Cyz Ci3 Cy5 Ci2 Cos Cay C3s Co4
b ¢ by cas b; cys bs cCss
37 — . 38— . 39 = 40— ,
Cis Co3 C3s Cuy Cys Cu3 Cis Cyp

Riguardo ai quadrilateri si pud osservare la relazione seguente molto
semplice e pressoché evidente: rispetto ad un quadrilatero qualunque gli altri
39 si distribuiscono in tre gruppi di 15, 12, 12 rispettivamente: i quadrilateri
del primo gruppo hanno col dato nessun piano (e nessuna retta) in comune;
quelli del secondo gruppo hanno col dato un piano (e due rette) in comune;
quelli del terzo gruppo hanno col dato nessun piano (ed una retta) in comune.

38. Si dird che quattro quadrilateri formano una gquaderna, quando
essi contengano insieme tutte le rette della superficie; & chiaro che in una
quaderna entrano 8 diedri di 1* specie e 16 piani.

a, a,
Se

¢ un quadrilatero, ogni retta ¢ deve secare, oltre le sue due
as Gy

laterali, altre tre rette; e si hanno cosi 3 -4 =12 rette tutte distinte, che
colle quattro @ danno tutte le rette della superficie. Epperd:

Dato un quadrilatero gobbo qualunque, ciascuna delle dodici rette escluse
taglia una ed una sola delle sue rette.

Su questa semplicissima proprietd si pud dire che & fondato tutto cid che
segue sulle quaderne. B utile intanto notare altre proprietd che seguono da
essa e che saranno pure utilissime in seguito. Se si hanno tre quadrilateri
contenentl dodici rette tutte distinte della superficie, le quattro rette rimanenti
formano pure un quadrilatero; infatti ognuna di queste rette seca una retta
in ciascuno dei tre quadrilateri, e deve quindi secarne due delle escluse.

Se si suppongono dati due quadrilateri

by b,
bg b4

contenenti otto rette distinte, & facile vedere che sono possibili due soli casi:
che per es. ogni retta a; tagli la retta omologa b;; oppure che le a4, a, ta-
glino rispettivamente le bd,, b,, e invece le as, a, taglino rispettivamente le
b,, bs. Nel primo caso & chiaro che i due quadrilateri si compongono nella
a; by by a,

a a
)

as oy

biquadrupla . Reciprocamente, data una biquadrupla, colle sue

by a, as b,
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rette si possono formare sei quadrilateri, che si dividono in tre coppie in
guisa che ogni coppia contiene tutte le rette della biquadrupla, e i due suoi
quadrilateri sono sempre nelle condizioni del primo caso. Nel secondo caso
quindi i due quadrilateri non si possono mai comporre in una biquadrupla.
39. Se i due piani (@, b,), (@, b,) formano un diedro di 1% specie, le due

paja (a, b)), (@: b,) di rette formano due coniche di uno stesso sistema, epperd
quei due piani toccano un medesimo cono di Kummer. Per cui in due qua-
drilateri che siano nelle condizioni del primo dei due casi considerati al nu-
mero precedente, i quattro piani orizzontali sono tangenti ad uno stesso cono
di Kummer, ed i quattro piani verticali ad un altro; nel secondo caso invece
1 soli quattro piani orizzontali hanno questa proprietd. Avendosi pertanto una
quaderna di quadrilateri & sempre possibile scriverla in modo che gli otto
piani orizzontali (per es.) passino per uno stesso punto di Kummer toccandune
il cono rispettivo.

Si & dimostrato al n.° 16 che i 40 piani tritangenti si possono distribuire
in cinque angoli ottaedri, di cui ciascuno contiene tutte le 16 rette; colla no-
tazione solita essi sono i seguenti:

a b |la b, |a b |a b |a b
by cio | by € | by €3 | by € | by Cis
bs Cis | b3 co3 | ba Cos | by o | b2 €
by € | by co | by Cay | by Ca | by €
by €5 | bs € | bs Cas | bs cis | by €5
Co3 Ci5 | Ci3 Ca5 Cip Cg5 | Cip Cs5 | Cyp €34

Cog C35 | Cyy C35 | Cyy Co5 | Cy3 €5 | Cy3 Coy

Cos C34 | Ci5 C34 Cis Coy | Cy5 Ca3 | Ciy Cog

40. Si vuole ora cercare quante e quali specie di quaderne si possono
formare. Se

a, b, a, b, '
¢, d, ¢, d,

sono due quadrilateri contenenti otto rette distinte, e si suppone che si taglino
due rette rappresentate da una stessa lettera, essi si compongono in una bi-
quadrupla, e le otto rette rimanenti si dispongono, in tre maniere diverse, in
una coppia di quadrilateri pure del tipo scritto; i due quadrilateri apparten-
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gono dunque intanto a queste tre quaderne. Per vederne la natura, si indichi
con a, una delle altre due secanti di a, (oltre d,, ¢, @,): le due coppie (b, a;),
(c,a;) hanno ciascuna un’altra secante oltre alla @, ed & facile vedere che

nessuna di esse & contenuta nei quadrilateri dati.

a, O ) a, b,

Infatti poiché nei quadrilateri la a, seca gia la retta ay,

¢ Cy l a, b,

secare nessuna delle rette u,, b,, ¢;, e

essa non pud nel quadrilatero P
Cs Qo

seghera quindi la retta d.. Allora se si considera per es. la coppia (b, a;),
I"altra bisecante non pud essere ¢,, perché questa non seca b,, né d, poiché
a; nel primo quadrilatero seca gid a,, né alcuna delle a,, b;, ¢, perché a; nel
secondo quadrilatero seca d,, né d, perché questa non seca b,. Siano dunque
bs e ¢; quelle due rette; volendo allora completare il quadrilatero contenente
le rette ¢s, as, bs, la quarta retta deve essere una delle rette escluse, come
si dimostra con un metodo analogo al precedente, e sia ds, in modo da avere

b

il quadrilatero le cui rette secano quelle del primo rappresentate

Cs Qs
dalle stesse lettere. Le quattro rette rimanenti formano un quadrilatero che

a,

dird , @ siccome questo si compone col precedente in una biquadrupla,

cl 4
si pud supporre che le rette dell'uno taglina quelle dell’altro rappresentate

dalle stesse lettere. Si ha cosl una quaderna i cui piani orizzontali passano per
un medesimo punto di Kummer, e i verticali per un altro, quaderna che dird
di 1% specie.

Tornando ai due quadrilateri dati, per formare con essi altre quaderne,
si deve porre la a; in un quadrilatero con una delle sue secanti &;, ¢; e colla
terza sua secante k, appoggiata manifestamente a d,. Ponendovi le rette b, £,
a, by | a, by, | as b;
e dy | e dy | Ky
quadrilatero, che non & contenuta nei primi- due, sia .

Allora le quattro rette rimanenti formano un quadrilatero, che col terzo
si compone in una biquadrupla, e che si pud quindi disporre in modo che le
sue rette seghino le rette rispettivamente omologhe, per cosi dire, del terzo.
Si ottiene a questo modo una quaderna i cui piani orizzontali passano per un
punto di Koumer, i quattro primi verticali per un altro, e i quattro ultimi
verticali per un terzo. Una tale quaderna si dird di 2% specie. Se nel terzo

ho la terna (incompleta) , € la quarta retta del terzo
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quadrilatero si pone @, con %, ¢; si ottiene analogamente una quaderna di
2* specie, salvo che i piani formanti un angolo ottaedro sono i verticali. K
chiaro che non si hanno altre quaderne a cui appartengano i due quadrila-
teri dati.

41. Siano ora invece

a, b

c, d,

Qs b2|

ds ¢,

due quadrilateri aventi otto rette distinte, secantisi quando sono rappresentate
dalle stesse lettere, e posti quindi nel secondo dei casi considerati nel n.® 38.
Se a;, a, sono le altre due secanti di ay, le due coppie (b, @), (b: @,) hanno
clascuna una seconda bisecante oltre ad a,, e come nel numero precedente si
dimostra che queste due rette non sono contenute nei due quadridrilateri dati;
si indichino con b;, b, queste rette e si consideri la quaderna (incompleta)
ay b, | a, b, | as b | a, b,

e d, | d; ¢
taglia a,, cosl nel secondo dei quadrilateri dati la @, non pud tagliare nessuna
delle a,, b;, epperd seghera una delle ¢,, d.; analogamente la a, deve secare
una delle ¢,, d;, ed essendo permesso di scambiare fra loro le a,, @, (purche
s1 scambino anche le b;, b,), si pud supporre per es. che a, tagli d,, e quindi
a, tagli c,, epperd che b, seghi ¢, e b, seghi d;. Allora a; ha ancora due se-
canti e dicendole per un istante p e. ¢, la retta che completa il quadrilatero
contenente le rette as, p, ¢ deve essere la b, la quale non seca alcuna delle

a b !
. Siccome mnel quadrilatero i bi I la retta a
Ay 0z |

altre tre secanti a,, bs;, d, di ¢;. Dunque nel quadrilatero

la ¢,, non
g b
secando ne a; né b,, dovrd secare una delle p, ¢ che ora dird ¢;. Il quadri-

as b,

latero ¢ completato da una retta che deve essere fra le escluse, come

C3
si vede col solito metodo, e si ottiene quindi una quaderna tale che le rette
del primo quadrilatero secano le rette omologhe del terzo. Gli otto piani oriz-
zontali passano dunque per uno stesso punto di Kummer, e lo stesso accade
dei quattro piani verticali del primo e del terzo quadrilatero, laonde i quattro
piani verticali del secondo e del quarto dovranno passare per un terzo punto

a .

di Kummer, e la quaderna & quindi di 2 specie. Sia essa la seguente:
as b a. b,

¢, d,

a, b,
¢; dy

a, b,

1)

d. ¢, ¢ dy
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Nel primo quadrilatero la ¢, non pud tagliare n& a, né b; perché queste nel
quarto tagliano rispettivamente le a,, b,, dunque ¢, taglia una delle ¢,, d,; il
¢y dy
¢s d3

o la a;, 0 la b;. Ora ¢, non pud tagliare ¢;, altrimenti nei due quadrilateri
estremi si segherebbero le rette omologhe, e la quaderna sarebbe di 1* specie;

quadrilatero mostra quindi che ¢, nel terzo quadrilatero deve tagliare

a3

quindi nel quadrilatero la retta ¢, taglia a,.

¢ €

Per formare altre quaderne a cui appartengano i due quadrilateri dati si
pud porre nel terzo quadrilatero la ¢, colle as, ¢; in modo da avere la qua-
a, b‘ (129 bg as bg ay 64

¢ dy | dy 0y |
quadrilatero non pud essere che la d,, come si vede facilmente considerando
una per una tutte le altre rette alla solita maniera; infine la a,, non potendo
nel terzo quadrilatero della quaderna (1) tagliare le a,, b;, deve tagliare una

derna (incompleta)

. La quarta retta del terzo

/2

delle ¢;, d»; ma nel quadrilatero taglia gid a,, dunque essa deve ta-

C: C3
gliare ds, epperd b, deve tagliare ¢;. Si ha dunque anche la quaderna

a; b, ay by |

a, b,
’
¢ d, } dy ¢ l

d: ¢,

a, b,
e, d,

(2)

in cui gli otto piani orizzontali, che sono ancora quelli della (1), passano per
un medesimo punto di Kummer. Per giudicare dei piani verticali basta con-
frontare la quaderna (2) colla (1); i piani verticali dei due primi quadrilateri
di (2) passano intanto per punti di Kummer diversi; poi nella (1) 1 piani (as c;),
(bs d;) appartenevano allo stesso cono di Kumuer che i piani (a,¢,), (b, d)), ep-
perd i piani (as;c,), (b;d,) del terzo quadrilatero di (2) apparterranno ad un
altro cono, avendo rispettivamente con quelli in comune una retta della super-
ficie; analogamente i piani (asc,), (b: d,) appartengono a coni diversi dei piani
(as d5), (bzcs), e lo stesso dicasi dei piani (e, ds), (b, ¢s). Dunque gli otto piani
verticali di (2) passano a due a due (due appartenenti ad un medesimo qua-
drilatero) per gli altri quattro punti di Kummer oltre a quello per cui passano
tutti 1 piani orizzontali. Una quaderna siffatta si dird di 3% specie.

I due quadrilateri dati non appartengono ad altre quaderne; infatti in
caso contrario nel terzo quadrilatero la @, dovrebbe essere accompagnata dalle

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1



128 Berzolari: Sulla superficie del quarto ordine

a, b, | a, b,
e, d, | dy ¢p | e,
Ora delle cinque secanti a,, dg, bs, ¢, ¢, di as la retta b, non taglia né «,,
né d,, n¢ b,, epperd deve tagliare ¢, e c,, ciot deve completare il quadrilatero
ds C3

. . ,e as €
due secanti ¢;, ¢, e si avrebbe la terna (incompleta)

; quella terna (incompleta) non da dunque luogo a quaderne. Si ottiene

4
pertanto il notevole risultato:

Le quaderne di quadrilateri gobbi sono di tre specie: ¢ 16 piani che com-
pajono in una quaderna di 1% specie si spezzano in due angoli ottaedri aventi
i loro wertict in due punti di Kummer; ¢ 16 che compajono in una quaderna
di 2% specie si spezzano in un angolo oftaedro e in due angoli tetraedri avent:
¢ loro vertici in tre punti di Kummer; i 16 che compajono in una quaderna
di 3% specie st spezzano in un angolo ottaedro avente per vertice un punto di
Kummer e in quatiro angoli diedri, i cui spigoli passano ordinatamente pei
quattro rimanenti punti di Kummer.

Appare quindi come queste quaderne sono in intima relazione coi cinque
punti di Kummer.

42. Vediamo a quante quaderne appartiene un quadrilatero qualunque
ay by

d ’, dal che sard facile dedurre quante quaderne di ciascuna specie esi-
€ 4y

stono. La retta a, ba, oltre alle b, e ¢,, altre tre secanti, di cui una sia a,;
la coppia (b,a,) ha una seconda bisecante, che dico b, oltre alla a,, e cosl
la coppia (¢, @) ha una seconda bisecante che dico c;; le rette c,, a;, b, de-
terminano un quadrilatero, le cui rette tagliano le rette omologhe del dato;
laonde questa coppia di quadrilateri appartiene a tre quaderne, una di 1* specie
e due di 2% Oltre alle tre rette a,, bs, ¢, la retta a, & tagliata da due altre
rette m, n, e le rette m, a,, b,; n, a,, b, determinano due quadrilateri di cui

Qs

siano m,, n, le quarte rette. 11 primo di essi, cio® , mostra che la m

m m,
non pud tagliare n& @, n& b,, quindi m nel quadrilatero dato deve tagliare
una delle ¢,, d,; ma non pud tagliare ¢, perchd la coppia (c; a,) ha gid per
bisecanti le a,, ¢,, dunque m taglia d,, ed m, tagla c,; analogamente n seca
a. b | a: b, ay by | as b, |
c, d, | mm, e, d, | n n
che appartengono al secondo dei casi considerati nel n. 38, dinno quindi luogo
ciascuna a due quaderne, una di 2* e I'altra di 3" specie. Ponendo ¢, in luogo

d,, ed n, seca ¢,. Le due coppie di quadrilateri ,
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avente una conica doppia. 129

di b, si hanno altre quattro quaderne, due di 2* e due di 3* specie. Cio¢ un
quadrilatero qualunque appartiene ad 11 quaderne, di cui una é di 1% specie,
sez sono di 2% e quattro sono di 3% Epperd si conclude:

E'sistono in tutto 110 quaderne, di cui 10 sono di 1% specie ed ognuna &
individuata da un suo quadrilatero qualunque; 60 sono di 2% specie e 40
sono di 3°.

Le quaderne di 1% specie corrispondono, come si riconoscerd anche in
seguito, per la superficie del 3° ordine alle 40 terne di coppie di triedri con-
jugati, di cui ognuna & determinata da una sua coppia qualunque, e che furono
considerate per la prima volta da Steixer (¥*) e studiate poscia dal prof. Cre-
mova nella Nota: Sulle ventisette rette di una superficie del terzo ordine (Ren-
diconti Istit. Lomb., Serie II, vol. III, 24 marzo 1870) ed ultimamente dal
prof. Bertint nei primi quattro paragrafi della Memoria citata. Gli enneaedri
di 1* specie considerati in questi due lavori hanno per corrispondenti nella I’
1 cinque ottaedri di cui ho dato il prospetto al n.” 39.

Do qui la tabella delle 110 quaderne di quadrilateri, apponendovi un nu-
mero d’ordine per comodo di denominazione; i quattro numeri posti fra le pa-
rentesi sono 1 numeri d’ordine dei quattro quadrilateri contenuti nella quaderna,
secondo lo specchio del n.° 37; infine i numeri seritti con cifre romane indi-
cano la specie delle quaderne stesse.

a b by ci3 | by € | bs 5

1 ==(1, 23, 29, 35 I
( ) by €12 | Co3 €5 | Caa €35 | €5 Cay ( ’ ’ ' )
a bl b3 Ci3 b4 Ci14 b5 Ci5
2 = (1, 23, 30, 36 II
( ) by 1o | Cos €5 | €34 €5 | C35 Cag ( ! ’ ! )

| b
) Zz by | bs i3 | by e | bs co = (1, 23, 32, 38) II

2 Clg | C23 Cg5 | C34 C15 | C35 Ciyg

b b b .

) Z Dot be ) beow | bs Gy gy a9, 37y 11
2

Ciz | Cag Co5 | C24 C35 | Ci5 Cog

a by | by cs| ba g | bs c5
6 |
2

2 Ciz | C31 Co5 | €45 Ca3 | C35 Co4

—=(1, 24, 31, 36) I1I

(") Gesammelte Werke, Berlin, 1882, Bd. II, pag. 665. Queste terne sono pero tatte
di una medesima specie.
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130 Berzolari: Sulla superficie del quarto ordine

@ by | by cis | by e | b5 ey
= (1, 25, 30, 37 11T

©) by Cio | €35 Coy | €34 C5 | €5 Ca3 ¢ ’ ’ )

. a b by ¢ by ¢ b, ¢ e

M 1 3 Ci3 4 Cla 1 —(1, 25, 31, 35) I

by Cia | €35 s | €55 €23 | €25 C34

b 1 by e | b by c.
(8) @ 01} 0 G| On O 5| (1, 26, 29, 39) II

by Cio | Cay Ci5 | € €35 | €55 €13

a b b; ¢ by ¢ bs ¢
9) by PR R TR (1, 26, 33, 38) III

Cig | €34 Ci5 | €3 Ci3 | €335 Ciy

b by € | by o | b5 e
oy | T BT Tt g 97 39 39) 10l

bo cia | €35 Cla | C3u €15 | €55 Ci3

b by C3 | by e | b5 ¢
any | e 51, 21, 33, 35) I

Qo Cig | €35 Ciy | €5 €13 ) Cos €34

a b b, ¢ by ¢ bs e
(12) PpEREPE R R @) 17, 29, 35) II

bs 13 | €3 €5 | Coy €35 | €5 €3y

a b b, ¢ by ¢ b; ¢
(13) : Epr ©l=(2, 17, 30, 36) I

by cis | €3 €5 | €34 €35 | Ca5 Cyy

a by | by e | by x| by e
14 =(2, 17, 32 I
( ) b3 Cis C Cy5 C3y €3 €35 Cuy ( ] 9 38)

- a b b cg b C b5 05
(15) . 1| b2 e | ba oy P l=(2, 18, 30, 37) I

Cig | Ca €35 | €34 €5 | Cg5 €y

a b | by ez | by e | bs e
6 = 5
(16) bs ci3 | € €35 | €5 Cs | €35 €3y (2, 18, 31, 35) H

a b | b e | by ¢ by ¢
(17) R ® 1= 19, 29, 37) I

bs ci3 | €25 €34 | €24 €35 | €5 €33

a b b, ¢ by ¢ by ¢
as) |, A A I " l=(, 19, 31, 36) Il

Ciz | €5 €34 | Cg5 €3 | C35 Cyy
a by | by e | by e | bs css
19 > =(2, 20, 30, 40 1L
( ) by €13 | € 15 | €34 Co Cis Cro ( ’ ’ ’ )
@ by | by e | by sy | bs e

(20)
by ¢3 | ca €15 | 45 €12 | €35 Ciy

= (2, 20, 34, 38) III
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(21)

a b lbz Cas ’ by ca bs ¢y

by cy3

o o | o oo | o o | = 21, 82, 40) 111
@ nalanlaalanl-emnem | o
(23) Z; 214 I;‘; :2 Z Z?’ i ZZ —(3, 17, 24, 36) II
ey |, f; Ic’; o f: iy 52 | =G, 17, 25, 35) 111
25) ’; e R ) 18, 23, 35) 11

Cig ' Cpq C35 | Co3 Ci5 | Cp5 O

b 5 .
(26) a b | by ci2 | b3 3 | bs Ci5 =(3’ 18, 24

by ciy l Cog C35 | C34 Ca5 | Cy Cag ’

a b | b e bs ¢35 | b5 ¢
@7) " 1 2 Cl2 3 C23 25 —(3, 18, 26, 39) I

Cig | C2q4 C35 | C3q C15 | Cg5 Cp3

a by | by ¢ by ¢ b; ¢
(28) 1 2 12 3 13 15 =(3, 197 237 36) III

by Cla | Co5 Caq | Co3 Cu5 | €35 €

a b b c b, ¢ bg,
29) O I I IR PE N T L 1I

by ey | €5 C3a | a5 €y | €5 €3

by [ by 5| B b; ¢
B |, |2 =6, 0, 2 10 I

by cig | caq €15 | €34 a5 | €5 Cio

b c» | b bs ¢
IV O Bl Il Bl PR (RPN ) 1

by | e ci5 | C5 02| Cis Ci3

b by x| Ds ¢
B |ttt Bt g g 96, 40 I

by €ia | €25 Ciz3 | €34 €15 | Cy5 Cr2

(33 | @ 0| Peca] e o fhs o] g o9 98 37) II

by e1u | o5 013 | €35 Cro | Cy5 O3

by [ by e2| by €3] by €14

(34) — (4, 17, 25, 30) II

S8

Cis Caz Cyy C35 Caq C3q4 €3

K

O R ol Kl Bl BRIV UAETRE D) It

€15 1 Ca3 Cg5 ) Cog Cz5 | Caq C33

i

o>
ot
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132 Berzolari: Sulla superficie del quarto ordine

s o | b
I e el Bl B PR U TR R ) 1

bs c15 | Caq C35 | Cos Ci5 | C3u C25
b b by ¢ by ¢
37) a 0 2 Ci2 3 C13 4 Cuy _ (4, 18, 24, 31) 0

bs c15 | Cos €35 | C3q Co5 | Ci5 Ca3

by | b b by ¢
(38) a 0 2 Ci2 | U3 Ci3 | 04 Cu — (4, 19, 23, 29) I

Ds 15 | € C34 | Coz Cg5 | Cay C35

b b b
(39) o b 2 Ci2 | U3 Ci3 | U1 Cu — (4, 19, 25, 31) I

bs ci5 | €95 C34 | C35 Cas bss Cos

b | b, b b
(40) @00 Gr ) Bs G B Bl g9 97 33) I

bs €15 | Cos €34 | €35 Cla | Co5 Ci3

by | b b b
(41) Z 1 2 Co3 | U3 Ci3 | U4 C34a — (4, 21, 25, 34) 1

5 Ci5 | Coy Cig | C35 Caq | Cg5 Cro

a b b ¢ b ¢ by ¢
(42) 1 2 Cz3 3 034 1 C24 — (4, 21, 28, 33) I

by €15 | Cos €1y | €35 €12 | Ci5 €13

a b b ¢ by ¢ by ¢
(43) 1 2 24 3 23 4 34 =(47 22, 27’ 34) III

by c15 | co5 C13 | €35 €14 | Ci5 Cie

a b bo 2, ] b5 ¢ by, ¢
(44) PR LT T (g 99 98 31) 11

bs ¢15 | Cos €13 | C35 C1e | Ca5 g

@ 1)2 bl Cy2 b4 Cl14 b5 Cis
45 5 11 99, 35
( ) b3 Cag C13 Cy4 Coy Cyy Cos Ca4 (07 1 y 2:)7 30) II
(46) 2 1 Ci2 | Oy Cua | U5 Cp5 = (5, 11, 30, 36) II

bs €y | €13 Cy5 | Cay Co5 | €35 Oy

a by | b ¢ by cu | bs cx
(47) 2 1 Cie 4 Cz 5 02 =(57 11, 32, 38) I

bs €23 | €13 €55 | €3y €15 | €55 €1y

a b b ¢ b, ¢ bs ¢
) |, TR RS " 5 19, 32, 39) II

Caz | C1y C35 | €35 C15 | Cg5 Cy3

a b2 bl Ci2o ‘ b4 Cay b- Cis

49 5 _ :

( ) b3 Cos C14 C3 Cy Ci3 Cor C3y (57 12; 3?, 35) III
a b2 bl Ci2 b4 C14 b5 Cor,

50 _

SO AP e | e cm | Co o | — 01 13 29, 39) 11
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B | b s
|5y en | e | o en | e | =15 35,39 I
By | b o | b
S PR D P g BT .
b | b ,
I R P Dl D ECRTETEU R
by | b b -
o e lanloalonl-emno |
(55) Zs i’; Z;, Z‘i i’; 24 i le = (5, 15, 34, 38) It
b, | b s en | bs o
(56) ZL ol e 22 3; le 235 zi — (6, 11, 26, 39) It
(57) Z f; 'c’; i‘:‘; g; Zi‘ zzs Z: — (6, 11, 27, 35) 111
(58) Z4 324 lc'; :2 233 23 i Zi — (6, 12, 23, 35) I
9 oo leverl el cen =@ 122090 .
I P P el B BT I
o |nelealaalaal-omms | m
(62) 10:4 i’i l;: Zz ﬁ; zi 315 le — (6, 13, 27, 39) i
(63) Z f; I;; 23 ’c’; 213 I; zl — (6, 14, 26, 40) 1L
(64) Zl fi 24 23 i’; 2: 25 z‘: — (6, 14, 28, 37) 111
o [heeh e amne | om
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134 Berzolari: Sulla superficie del quarto ordine

@ by | b ey | by by 5 |
= (6, 16, 28, 39 1I
(66) by €24 | €15 €3 | €5 Cr2 | €5 €13 ( ’ » e )
@ by | by €2 | b3 € | by cus
= (7, 11, 26, 29 111
(67) bs €5 | €13 €5 | €34 C15 | €y C35 ( Yo )
@ by | by cio | b3 cos | by 0y
' = (7, 11, 27, 32 I
(68) bs Cos | €13 €5 | €35 C1a | Cay €13 ( e ’ )
@ by | by e | bs s | by ey

(69) 2 — (1, 12, 23, 32) III

bs c5 | €1y €55 | Co3 €5 1 €3 €15
o by | by cio| by €| by on S

(70) == (7, 12, 26, 33) 1I
bs €5 | c1q €35 | € €15 | C5 €3

b b
(1) 2 G 1 O G713 93, 29) I

S
o
L
>
-
S
"
™

bs €5 | €15 €31 | Co3 €5 | Coy C3s
(72) Zs 2; ﬁ; Z‘i i’: Zi :: Z: —@1, 13, 25, 31) I
o ool eo s | oo | =00 18 27,59 :
b , .
o [punalnalhnlannn | o
O PR R A L B PP
a |y f: 25 o Z: o i’j =0, 16, 25, 34) 1
OB f: z; z: IZ iy 2;‘ o=, 16, 28, 33 II
b , |
@ | om0, 59 I
| b .1 b, o
(79) Z ‘. Z; Z 2 ‘;i 2355 z; =(8, 11, 21, 36) III
0|5 o b e en L on | oo =5 12,20, 00 n
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avenle una conica doppia. 185
@ by | by o | bs cau | b5 gy _ .
81) by esa ) Cip 035 1 €5 €13 | €45 o =8, 12, 22,’ 37) III
@ by | by cis| bz co | bs 35
82) by €34 1 Cu Co5 | o8 Cus | 35 €4 = (8, 14, 17, 36) II
@ by | by cig | be e | b5 c15
(83) by €34 | €14 Cos | Cog €351 Cg5 oy =G, 14, 18, 37) I
. a by | by ez | by cos | b5 css
(84) by €3 | Cua €25 | € €15 | Ci5 Ci2 - (8’ 14’ 20’ 40), I
a b3 b1 Ci3 b2 Ci2 b5 Co
(85) by €34 ' €15 € | Co3 Cy5 | C35 Cis = 15’ 17’ 38) 111
@ by | bz | by ocs| by s : ;
(%) by c3g | €5 Cou | €5 €1a | €5 12 | @, 15, 21, 40) 1I
a by | by ocia| b2 g b; ¢ '
(87) by €34 | €15 €3 | Cog 35 | Ca5 C13 o (8’ 16’ 18? 39) I
@ by | by | bz bs ¢35
= 4
(88) by c35 | €15 €23 | €5 C13 | Ci5 Ci2 @, 16, 22’ O) 11
a by (b co | by €5 | by s |’
(89) bs 0:5 Ci3 Cg5 | C C15 | Caq 3 - (9’ 11’ 20, 30) I
@ by | by cio| b2 €3 | by Cu " . ¢
=(9, 11, 21, 32 I
40 bs €55 | Ci3 Cis | €25 Cla | C3t Ci5 ( o ) I
91 a by | b | beoalbe | g oqa 01 g3 II
&) bs ¢35 | €15 €34 | Cos Q1 | Ci5 C13 U
bs | b iz | b2 ca by G _ N
(92) 5 C35 015' C34 | Co5 Ci3 | Cg5 Cos =0 137 2, 31) 1
a b b1 Ci3 b2 C12 by Cau _ '
(93) b, c; P DU D (9, 14, 17, 32) 11t
94 a by | b ez | bz Cos by € _ (9\ 14 20‘ 34) II
44 Dy €5 | Cry Cos | Cou Ci5 1 Ci5 Cr2 | PR T
0 |20 bt | B C | By O = (9, 15, 17, 30) I
bs x5 | Ci5 Cog | €23 Ci5 | O34 C25
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136 Berzolari: Sulla superficie del quarto ordine

a by | by c3 | be ca | by Cu

CONN I il bl Dl EICRER LR 11
CUR R Dot ol PR ECR L I
COR T Dt bl O ECEER LY I
00 [oeloalainlnol-omns .
wo [hln s hn b l-mnmnn |
(101) ZS 2’: i; 2“; 2 Z: :; Zz — (10, 12, 22, 26) 11
(102) 2‘5 f; 2’1‘5 ‘;Z i’; ‘c"i' ’:: Z: — (10, 13, 21, 25) I
(103) ‘;5 i’; 2 z: 2: 21: 'c’: Zi — (10, 13, 22, 27) I
aoy |7 ” " 5 » o ” | =10, 14, 15, 2) I
(105) ZS i’; 'c’; 23 224 le Z Zj: — (10, 14, 20, 28) I
(106) ZS 2:5 25 ZZ Ic’z Z l:s 'Z,i =(10, 15, 19, 27) III
(107) Z 2; i; ZZ Ic)j Zi 2"5 2: = (10, 15, 21, 28) 1T
b | b .

(108) Zs o 61‘5 Z: ’;; 2: z; 2: = (10, 16, 18, 24) I
(109) Z;, f; 25 :; ’Z Zz i; Zi = (10, 16, 19, 25) 11
o b . .

(110) Zs o 25 2: i’; Z: i’: z‘:’: = (10, 16, 22, 28) I
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avente una conica doppia. 137

43. Considero una quaderna di 1* specie, e poich® fu dimostrato che
essa deve essere necessariamente di un certo tipo, di cui gi sono stabiliti net-
tamente i caratteri distintivi, a fine di riconoscere in un solo tratto le rela-
zioni che vi hanno fra loro le 16 rette, adopero la golita notazione del n.° 12,
avvertendo perd che i ragionamenti ne sono affatto indipendenti. La quaderna
considerata sia ad es. la (1), ciod

a b, by ¢4 64 Ciy by ¢

(1)

bz Cio Caz3  Cy3 Co C3s Cos  Cay

Considerando in essa per es. i soli otto piani orizzontali (formanti uno dei
cinque angoli ottaedri), essi si possono disporre in pil altre guise in modo da
dare nuove quaderne; cid si ottiene infatti scambiando il piano superiore (a b))
del 1° quadrilatero con ciascuno degli altri tre piani superiori. Una qualunque
delle tre quaderne che cosl si ottengono ha in comune colla data gli otto
piani orizzontali e quattro piani verticali (formanti un angolo tetraedro); gli
altri quattro suoi piani verticali formano dunque pure un angolo tetraedro, e
le tre nuove quaderne sono tutte di 2* specie. In una qualunque delle quattro
quaderne che cosl si hanno si tenga ora fisso il quadrilatero contenente la retta
& ¢ uno qualunque degli altri tre, e nei due rimanenti si scambino fra loro
1 piani orizzontali superiori (o inferiori, che & lo stesso); per tal modo da
ognuna delle quattro quaderne ne nascono altre tre, che, come & manifesto,
sono tutte distinte fra loro e dalle date. Di queste dodici quaderne le tre de-
dotte dalla data hanno comuni con essa i piani orizzontali e quattro piani
verticali, epperd sono tutte di 2* specie; per riguardo alle altre, si consideri
una qualunque delle tre quaderne che si dedussero primieramente dalla (1),
per es. la
b‘ Ciyq bs Cis

a ;b by ¢

) - (12)

by ¢ Cy3  Cy5 Coy Css Cys  Cay

che, come si & notato, & di 2 specie: se in essa si tengono fissi il 1° ed il
2° quadrilatero si ottiene una quaderna di 1* specie, ciot la (13); tenendo
fissi i1l 1° quadrilatero ed uno degli altri due si ottengono invece due quaderne
di 3% specie, ciod le (16), (17). Infine dalla quaderna data (1) e da ciascuna
delle tre quaderne da essa primamente dedotte, cio¢ le (12), (25) e (38), si
possono dedurre altre due quaderne tenendo fisso soltanto il quadrilatero che
contiene la retta ¢, e combinando fra loro i sei rimanenti piani orizzontali.
Per tal modo dalle quattro quaderne precedenti si deducono rispettivamente
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138 Berzolari: Sulla superficie del quarto ordine

le (5), (6); (15), (18); (23), (29); (34), (87), di cui le due prime sono di 3*
e le altre quattro di 2* specie. E non si hanno che queste 24 quaderne: esse
si possono evidentemente distribuire in quattro gruppi, di cui ognuno contiene
una quaderna di 1* specie, tre di 2* e due di 3%

44. Credo utile osservare fin d’ora, poiché se ne presenta I’occasione,
che le quattro quaderne di 1* specie sopra trovate, ciod le (1), (13), (26), (39)
hanno i medesimi piani orizzontali; un tal sistema di quattro quaderne di
1* specie aventi in comune un angolo ottaedro si dird quaderna di quaderne.
In una qualunque di esse, oltre agli otto piani dell’ottaedro, compajono altri
32 piani, che si possono supporre i verticali; e questi sono tutti fra loro di-
stinti, perché se due coincidessero, siccome per una retta della superficie non
passa che un solo piano (tritangente) tangente ad un determinato cono di
Kumuer, dovrebbero coincidere anche i due quadrilateri relativi, cid che &
- incompatibile col modo sopra tenuto per generare la quaderna di quaderne.
8i conclude quindi:

In una quaderna di quaderne compajono tutti ¢ 40 piani tritangenti.

Di questi sistemi mi occuperd pilt a lungo in seguito (¥).

45. Se si considera di nuovo la quaderna (1) di 1* specie, coi 16 piani
tritangenti che in essa compajono si possono formare 16 ottaedri nel senso
dichiarato in principio del paragrafo, ed & facile riconoscere che due di essi
(ciod quelli costituiti dai piani orizzontali e dai verticali) formano un angolo
ottaedro, otto costituiscono ciascuno un angolo esaedro ed un diedro, e sei co-
stituiscono due angoli tetraedri.

Si & gid veduto nel n.° 43 in quali e quanti modi si possono disporre in
una quaderna i piani di un ottaedro della 1* specie. Considero ora un ottaedro
della 2% specie, per es. quello formato dai piani orizzontali della quaderna {1).
di 1% specie, in cui si sia rovesciato l'ultimo quadrilatero:

~

a b b: ¢ by cu by " Cos

. (1)

by ¢ Caz  Css .Gy €35 .Gy C3y ,

(") Anche dalle poche cose ora dimostrate sopra queste quaderne di quaderne si pud
scorgere la grande analogia che ha luogo con cid che accade per la superficie del 3° or-
dine. Per questa infatti & noto (Cremona, L. ¢.; Bertini, L. ¢.) che, data una terna di
coppie di triedri conjugati (di STEINER), si possono scegliere in essa, in quattro modi di-
versi, nove piani (formanti un enneaedro di 1* specie) contenenti tutte le 27 rette della
superficie, e che si possono disporre in altri tre modi in una terna di coppie di triedri con-
jugati; in ognuna delle quaderne cosi ottenute compajono tutti i 45 piani tritangenti della
superficie, . ' o
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Con un metodo del tutto analogo a quello seguito nel n.” 43 si trova senza
difficoltd che coi piani di un tale ottaedro si possono formare altre cinque
quaderne, ciod le (12), (25), (7); (16), (24) di cui le tre prime sono di 2% le
altre due di 3* specie.

Se si considera infine un ottaedro della 3" specie, quale & quello formato per
es. dalle orizzontali della (1) in cui siano rovesciati i due ultimi quadrilateri:

by Ca bs ¢y
| e )

Ciy C3s

a b . by ¢

by ¢ Coz Oy Cis  C3y

¢ pur facile vedere che co’ suoi piani si possono formare altre tre quaderne
di 2% specie, ciod le (3), (12), (14).
46, Considerando una quaderna di 2% specie per es. la

a bi b3 Ci3 bl Cia b5 Cyx

: @)

by ¢ -Co3  Cus C34  Cos Css  Coy

& evidente che co’ suoi 16 piani si possono formare 16 ottaedri, di cui uno & di
1* specie (cio® & propriamente un angolo ottaedro, ed & quello formato dai piani
orizzontali), quattro sono di 2* specie, tre sono .di 3* specie, e i rimanenti otto
sono tali che i loro piani costituiscono un angolo tetraedro e due diedri (¥).
Tuttavia questi ultimi godono di proprieta differenti rispetto alle quaderne (**)
e si distinguono in due gruppi di quattro ottaedri, come si rileva dal quadro
seguente, dove gli ottaedri di cui si tratta sono costituiti dai piani orizzontali:

@ by | bs Coa | by €| s c @ b b cis | bi e | s s
by i | Cis Cis | Cu 0o C35 Cy ’ bi Cio |-Cys Cis | Cuu Cos | €5 Cou :
a be- by € | by cCu bs_ Cs5 a b, by ¢ | by Cus bs ¢
by ¢ .Ci3 C45 | Cy 025 - Cis G |’ 1 b, ’(-/'12 cz; Cis | Cas Co5 | Cus 02; !
@ by | by cos ’b4 Cu | bs Cs @ by by o | Ui ) bs ey
bs i, "Cig Cas | Cuy .czsA c.aé 024_ ! be 1o | €13 €45 | €y cés 03; Coy !
@ by Lbs-cis | by co | bs e JERI by [ by coa | by | bs €y
b, ¢, €3 Cis | Cas Co5 | Cis Cou |’ be Cio | €13 Cis | ot Cos | €15 Cas

- (") Qui, come anche altrove in questo paragrafo, uso talvolta per brevitd la parola
diedro per indicare un diedro il cui spigolo passi per un punto di KumMER, cioé un diedro
di 1* o 'di 3* specie.

(") Questo fatto & tanto pitt notevole in quanto che si vedra pin innanzi che queste due
specie di ottaedri, che pure sono ben differenti, hanno inoltre, in ugual numero, i diedri ed
i triedri delle medesime specie,
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Nel gruppo a sinistra gli ottaedri si possono disporre in una seconda
quaderna di 2" specie ed in nessun’altra; laddove nel gruppo a destra essi si
possono disporre, oltre che nella quaderna data di 2* specie, in una di 3%
Questi ottaedri si diranno rispettivamente della 4* e della 5* specie.

47. Se si ha da ultimo una quaderna di 3* specie, per es. la

lab1

by ¢y

by ¢ b, cu bs cus

’ (®)

Ca1  Cos Cis  Co3 Cs  Cyu

¢ chiaro che co’ suoi piani & possibile formare un ottaedro di 1* specie (quello
dei piani orizzontali), quattro di 2%, sei di 5% e cinque di 67 ciod tali che i
-loro piani formano quattro diedri, costituendo percid un vero ottaedro non dege-
nere. Un siffatto ottaedro & dato ad es. dai piani verticali della quaderna pre-
cedente, ed & ovvio che i suoi piani non si possono disporre in altre quaderne.

48. Si pud dimostrare facilmente che oltre ai precedenti non vi sono
altri ottaedri, ciod che ¢ piani di un ottaedro qualunque si possono sempre di-
sporre almeno in una gquaderna (*). Siano invero (a,b,), (a; bs),..., (asbs) i
piani di un ottaedro, e si supponga anzitutto che con due de’suoi piani si possa
formare un diedro di 1* specie, per es. il diedro (a,b,), (a. b;) di modo che si

abbia il quadrilatero . Allora la a;, tagliando la b, e una di queste

a; 0
quattro rette, deve tagliare tre delle dieci rette rimanenti, che dovranno tro-
varsi in tre piani distinti dell’ottaedro. Lo stesso dicasi della retta &;, epperd
fra i cinque piani rimanenti ve ne dovrd essere almeno uno che con (a;b;)

b,

forma un diedro di 1* specie, e si avrd per es. il quadrilatero . Collo

a by
stesso metodo si dimostra che vi deve essere almeno un piano fra i tre rima-
nenti, il quale con (a;b;) forma un diedro di 1* specie, in modo da avere

per es. il quadrilatero , e allora 1 due piani rimanenti devono (n.° 38)

Qs Og
pure formare un diedro di 1* specie; e si ottiene almeno una quaderna. Si
supponga ora invece che con due piani del dato ottaedro si possa formare un

(") Per la superficie del 3° ordine ha luogo la proprietad affatto analoga, poiché si di-
mostra (CREMONA, 1. ¢.; BErTINI, L. ¢.) che vi sono soltanto due specie di enneaedri (sistemi
di nove piani contenenti tutte le 27 rette della superficie), ciascuna delle quali da luogo
almeno ad una terna di coppie di triedri eonjugati. Queste terne perd, come si & gia ricor-
dato, sono di una sola specie.
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diedro di 2* specie, per es. il diedro (2,3.), (a.b.), dove a, taglia a,. La a,
deve tagliare, oltre alle a,, b,, altre tre rette, e la &,, oltre alla a,, altre
quattro rette, e, come sopra, vi sard quindi almeno un piano dell’ottaedro che
col piano (a, b,) forma un diedro di 1* specie; si torna dunque al caso pre-
cedente. Siccome poi & affatto ovvio che un ottaedro non pud contenere diedri
soltanto della 3" specie, il teorema & dimostrato.

Da tutto quanto si & detto negli ultimi cinque numeri si traggono le
seguenti proprietd:

Coi 40 piani tritangenti della superficie si possono in tutto formare 705
ottaedri, di cui 5 di 1 specie e formanti un angolo oftaedro, il cui vertice
¢ un punto di Kummer; 80 di 2% specie, che si spezzano in un angolo esaedro
avente per vertice un punto di Kummer e in un diedro il cui spigolo passa
per un altro punto di Kummer; 60 di 3* specie, che si spezzano in due an-
goli tetraedri aventi ¢ loro wertici in due punti di Kummer; 120 di 4 ¢ 240
di 5% specie che si spezzano in un angolo tetraedro avente per vertice un
punto di Kummer e in due diedri i cui spigoli passano per altri due punti
d¢ Kummer; 200 di 6% specie, che si possono dividere in quattro diedri, ¢ cui
spigoli passano per quatiro diversi punts di Kummer. Soltanto questi ultimi
sono veri ottaedri non degeners.

I piani di un ottaedro di 1% specie si possono disporre, in 4 modi di-
verse, in una quaderna di 1% specie, in 12 modi in una di 2%, in 8 modi in
una di 3%; ¢ piani di un oftaedro di 2 specie si possono disporre, in un solo
modo, tn una quaderna di 1% specie, in 3 modi in una di 2%, in 2 modi in
una di 3%; ¢ piani di un ottaedro di 3 specie si possono disporre, in un solo
modo, tn una quaderna di 1% specie, ed in tre mods in una di 2%; essi non
possono mai formare ¢ piani di una quaderna di 3% specie; © piani di un
ottaedro di 4% specie si possono disporre in due sole quaderne, entrambe di
2% specie; 1 piani di un oftaedro di 5% specie si possono disporre in due sole
quaderne, una d¢ 2% e Ualira di 3% specie; < piani di un ottacdro di 6% specie
s¢ possono disporre in una sola quaderna, che & di 3% specie.

Inoltre coi piani di una quaderna di 1% specie st possono formare 2 ot-
taedri di 1% specie, 8 di 2%, 6 di 3%; coi piani di una quaderna di 2% specie
se ne possono jformare 1 di 1% specie, 4 di 2%, 3 di 3% 4 di 4, 4 di 5%;
coi piani di una quaderna di 3% specie se me possono formare 1 di 1* specie.
4 di 22, 6°di 52, 5 di 6.

Qualohe altra proprietd degli ottaedri verré, considerata piu tardi.

49, 8i possono cercare le relazioni che una quaderna qualunque ha

Annali di Matematica, tomo XIII. 19
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colle rimanenti 109. Siccome perd questa ricerca non presenta difficolts e
d’ altra parte, nella sua generalitd, non ha interesse per il seguito, mi limito
a dare le relazioni che una quaderna di 1* specie ha colle rimanenti quaderne:

Rispetto ad una quaderna di 1% specie le altre 109 quaderne si distribui-
scono in 3 gruppi di 12, 16, 81 rispettivamente; quelle del 1° gruppo hanno
in comune colla data due quadrilateri, un ottaedro di 1% specie e quattro altri
piant formanti un angolo tetraedro; quelle del 2° gruppo hanno comune colla
data un solo quadrilatero, un ottaedro di 1% specie e due piani formanti un
diedro; quelle del 3° gruppo non lLanno comune colla data nessun quadrila-
tero, e s¢ suddividono in B sotlogruppi di 18, 6, 24, 24, 9 rispettivamente:
quelle del 1° hanno in comune colla data un ottaedro di 1 specie; quelle del
2° un ottaedro di 3* specie; quelle del 3° quatiro piani formanti due diedri;
quelle del 4° quattro pians formanti un angolo tetraedro; quelle del 5° non
hanno colla data alcun piano comune.

Le due prime parti della proposizione si dimostrano molto facilmente; per
brevitd di linguaggio suppongo di aver disposta la quaderna data in modo che
i due ottaedri di 1" specie in essa contenuti siano costituiti dai piani orizzon-
tali e dai piani verticali. Ora si & gid veduto che in una quaderna di 1* specie
le sei coppie di quadrilateri sono tutte nel primo dei due casi considerati nel
n.° 38, e si & anche dimestrato (n.° 40) che una tale coppia appartiene a tre
quaderne; se dunque non si conta Ja data, si hanno 6 - 2 = 12 quaderne aventi
colla data due quadrilateri comuni. Imaginandone una, avente colla data in
comune per es. i due primi quadrilateri, I’ ottaedro di 1* specie in essa con-
tenuto sard uno dei due contenuti nella quaderna data, per es. quello delle
orizzontali; le due quaderne hanno dunque in comune questo ottaedro e i
quattro piani verticali dei due primi quadrilateri.

Si & anche veduto che un quadrilatero appartiene ad 11 quaderne; non
contando dunque le quaderne precedenti aventi colla data due quadrilateri
comuni, rimangono 4 .10 — 6 .4 =16 quaderne aventi colla data un solo qua-
drilatero comune. Una di esse ha dunque in comune colla data quaderna uno
degli ottaedri di 1% specie contenuti in questa, per es. quello delle orizzontali,
e i due piani verticali del quadrilatero comune. Con ragionamenti analoghi si
dimostra 1'ultima parte del teorema, come pure si trovano tutte le altre rela-
zioni che hanno fra loro le varie quaderne.

50. 8i & mostrato al n.° 44 che le dicci quaderne di 1* specie si possono
aggruppare a quattro a quattro in quaderne di quaderne, avendo le quattro
quaderne di un gruppo un ottaedro di 1* specie comune. Ogni quaderna di
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1® specie, contenendo due di questi ottaedri, appartiene a due di quei gruppi,
eppero: :

. 10
Vi sono

2 . .
=5 quaderne di quaderne, ed ognuna corrisponde ad uno

det cinque oftaedri di 1% specie, cioé a quello che le quattro quaderne hanno
in comune. La loro ricerca dipende da un’equazione di 5° grado, che & ma-
nifestamente la stessa di quella da cui si vide dipendere la determinazione dei
cinque coni di Kouuer,

Le 10 quaderne di 1* specie si possono opportunamente indicare col sim-
bolo Qix, dove gli indici ¢ e £ variabili da 1 a 5 denotano i due ottaedri di
1* specie contenuti nella quaderna. Data una quaderna di 1* specie, per es.
la Q,., le altre nove si distribuiscono in due gruppi di sei e tre: le prime
hanno comune colla data un (angolo) ottaedro, e sono le @5, Q.sy Qisy Qesy Qo
Q.s; le altre non hanno colla data alcun piano comune, e sono Qg Qu, Qis.
Da qui segue che se si considerano i quattro quadrilateri di ognuna delle qua-
derne di 1* specie si vengono ad esaurire tutti i 10 - 4 := 40 quadrilateri gobbi.

Dird associate due quaderne aventi un ottaedro (si intende di 1* specie)
comune. Se due quaderne (come Q,, e Q) sono associate, i loro due ottaedr:
non comuni sono conlenuti in una terza quaderna (Q.) associata ad entrambe.
Si hanno per tal modo %= 10 ferne di quaderne associate; una & per es.
formata dalle quaderne Q., Q., Qu.

51. Sia ¢ una quaderna qualunque di 1* specie, e siano &, ¢”, 8" le
tre che con essa formano una quaderna relativamente ad un oftaedro O di
1* specie; siano inoltre dy, J;, J; le tre quaderne che con ¢ formano la qua-
derna relativa all’altro ottaedro 0" di 1* specie contenuto in ¢. Se sopra o si
opera come si & ora operato sopra ¢, si ottengono due quaderne di quaderne,
di cui una & la prima delle due precedenti, e poiche nella seconda le tre altre
quaderne devono contenere, oltre all’altro ottaedro 0” contenuto da ¢, gli altri
tre ottaedri 0', 0, 0'”, la prima di esse sard ancora J,; le altre due invece
sono nuove e le indico con &y, . Se si opera allo stesso modo sopra ¢" si
ottengono due quaderne di quaderne, di cui una &, al solito, quella formata
dalle ¢, J', 0", &'’ e I’altra contiene ¢, d,, ¢, ed una nuova quaderna che
indico con d";. Infine operando allo stesso modo su 0" si ottengono nella se-
conda quaderna di quaderne ‘di nuovo le d;, d',, ¢”/;. Si vede dunque come
dalla data quaderna ¢ si possono ottenere successivamente tutfe le alire.

Se invece si parte da un ottaedro di 1* specie (per es. I oftaedro che
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dird 1), le dieci quaderne @ si ottengono nel modo seguente. L'ottaedro
& comune a quattro quaderne (@, @, Qu, @) formanti una quaderna;
ognuna di queste contiene un secondo ottaedro di 1* specie (che dird 2, 3,
4, 5), e ciascuno di questi appartiene a tre nuove quaderne (@, Qe, @)
Qrey Qssy Qssy Quoy Dizy Dis; Qszy Qssy Osi), di cui perd ognuna viene ripetuta

due volte. In questo modo si hanno le 4 -+ 3—;5 = 10 quaderne Qi (*).

52. La notazione stabilita nel penultimo numero mostra che ¢ 16 piani
tritangenti esclusi da una terna di quaderne associate (come Q.2 Qus, Qi)
sono contenuti in un’ altra quaderna (Qu), cioé st scindono a formare i due
ottaedri (4 e 5) mon contenuti nelle tre quaderne date. Reciprocamente 7 24
pians tritangenti esclusi da una quaderna di 1° specie (per es. Q) si possono
distribuire, in un modo solo, in una terna di quaderne associate (Qz, Qs Qs

Queste proprietd stabiliscono una corrispondenza univoca fra le dieci qua-
derne di 1" specie e le dieci terne di quaderne associate che con esse si pos-
sono formare, e sono affatto analoghe a quelle che si sono trovate al n.° 8
per le terne di biquadruple associate.

Si pud anzi stabilire una corrispondenza molto semplice fra le quaderne
e le biquadruple. Considero invero una coppia di biquadruple conjugate

A G A3 a, a, a, a, a,

B= B =
bi b2 b3 b4 ’ II b i b,Z b,3 bll '
dove posso supporre che le rette a’;, b’; taglino le a;, b; in modo da formare
i i
il quadrilatero v | A questo modo si formano quattro quadrilateri co-

stituenti una quaderna, che & di 1* specie perch® una coppia qualunque dei
suoi quadrilateri & nelle condizioni del primo dei casi considerati al n.° 38.
Reciprocamente se & data una quaderna di 1* specie

ai b4 1 ag bg ag bg
¢, dy ¢ d; ¢ ds
la coppia (a,d,) determina una biquadrupla ove a,, d, sono rette conjugate,
e di cul le tre altre coppie di rette conjugate sono una in ciascuno dei tre

ultimi quadrilateri. Considerando invece la coppia (b, ¢,) si ottiene la biqua-
drupla conjugata alla precedente.

a, b,
?

c, d,

" (‘) Ofe. Bermin, . c., § 4.
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Una quaderna di 1* specie e una coppia di biquadruple conjugate che
si determinino vicendevolmente a questo modo si dicano corrispondenti. Si ha
allora la proprieta:

Se due biquadruple sono associate, le due quaderne corrispondenti sono
pure associate; e reciprocamente se due quaderne sono associate, ciascuna delle
due biquadruple corrispondenti all’una & associata a ciascuna delle due biqua-
druple corrispondenti all’ altra. Se siano infatti

a L m b
B= l , B'=
ny ¢ d p

a U m, b

n, ¢ d p,

le due biquadruple associate, aventi in comune il quadrilatero , poiche

l, & nella biquadrupla conjugata di B, essa deve tagliare in B due rette con-
jugate, le quali, guardando le B e B, si vede tosto che devono essere m, e
d, ecc. Per cui le due quaderne corrispondenti alle B, B’ sono (incompleta-
mente):

a p:

ny

P d

dl,

my

¢ My b n, d m, | ¢ m
li pl ll l2

e queste, essendo entrambe di 1" specie ed avendo quattro piani comuni, de-
vono (n.° 50) essere associate, cioé avere in comune un intero ottaedro di
1* specie. In modo analogo si dimostra la veritd reciproca.

Ad una terna di biquadruple associate corrisponde dunque una terna di
quaderne associate, mentre ad una di queste ultime terne ne corrispondono
quattro delle prime.

53. In virt della corrispondenza ora stabilita si possono per le dieci
coppie di biquadruple conjugate usare gli stessi simboli usati per le quaderne
eorrispondenti; le indicherd pertanto col simbolo Ci, essendo ¢ e £ permutabili
fra loro e variabili da 1 a 5: questa notazione condurrd al tempo stesso a
nuove proprietd, non ancora osservate, delle biquadruple.

Due coppie rappresentate da simboli aventi un indice comune sono tali
che ogni biquadrupla dell’'una & associata ad ogni biquadrupla dell’altra. Ep-
perd se si hanno le tre coppie C,,, Cis, C;; aventi a due a due un indice co-
mune, combinando in tutti i modi possibili le biquadruple dell’una coppia con
quelle di un’altra, resta determinata una biquadrupla della terza coppia che
colle altre due forma una terna di biquadruple associate; 1'altra biquadrupla
della terza coppia contiene invece il quadrilatero comune alle prime due, e
forma con queste un sistema. contenente tutte le 16 rette.

b p,

ny

a P
Mo

? ?

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1



146 Berzolari: Sulla superficie del quarto ordine

Se si considera una coppia qualunque di biquadruple conjugate (ad es. la
C,,), combinando in ciascuna di queste le rette che fra loro si incontrano, si
ottengono in tutto 24 piani tritangenti, e questi si scindono in tre ottaedri di
1* specie (gli ottaedri 3, 4, b) che sono quelli esclusi dalla quaderna (Q.,)
corrispondente alla coppia data.

_Avendosi quattro coppie Ciy Cuy Cuy Cis ¢ cui simboli hanno un indice
comune, gli otto piani iritangenti da esse esclusi jformano un ottaedro di
12 specie (Vottaedro 1), e precisamente quella che é comune alla quaderna
delle quaderne corrispondenti.

Se allora si combinano fra loro a due a due in tutti i modi possibili quelle
quattro coppie e ogni volta si trova la coppia associata ad entrambe si otten-
gono tutte le dieci coppie Ci.

Si hanno dunque cinque di queste quaderne di coppie di biquadruple
conjugate, ed ognuna & relativa ad un certo ottaedro di 1* specie, come si
disse or ora; la loro ricerca dipende quindi dalla solita equazione di 5° grado,
da cui dipendono i coni di Kummer. Anche colla considerazione delle biqua-
druple si & dunque potuto giungere a questo risultato.

F anche utile osservare che, data una delle cinque quaderne precedents
(per es. quella costituita dalle coppie Cp, Cysy Cu, Cis) se da ciascuna delle
sue quattro coppie si sceglie una biquadrupla, le quattro biquadruple che cosi
si ottengono hanno in comune una retla ed una sola, ed in questo modo si
ottengono le 2* =16 reite della superficie.

54. Di qui si pud ricavare una notazione delle 16 rette abbastanza
semplice, e simmetrica rispetto a ciascuna di esse. Indico con 1, 1'; 2, 2;
3, 8'; 4, 4" le quattro coppie di biquadruple conjugate che costituiscono una
delle cinque quaderne precedenti. Le 16 rette si possono allora rappresentare
prendendo in tutti i modi possibili quattro numeri, uno da ‘ciascuna di quelle
quattro coppie, e cid per la proposizione precedente. Per passare dalla nota-
zione del n.° 12 alla attuale, basta porre, per es., le equazioni:

a =(1234), b, =(1'2"3" 4,
b, =(1'234), b, =(12'34),
by, =(123 4), bs = (123 4),
co=(12'34), co=(1'2314),
cu=01'234), cs=(12'84),
e ==(1'2'3 4), ca=(1'234),
s = (123 4), e =(12'3"4),
C3; = (1 2’8 4,), . O = (1 23 4')
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Due rette st incontrano se ¢ loro simboli hanno zero o tre numeri comun,
non si incontrano se ¢ loro simboli hanno uno o due numeri comuns, ritenendo
differenti due numeri, di cui uno sia accentato e 1'altro no.

5b. Considerando infine due coppie i cui simboli non hanno indici co-
muni, esse hanno in comune otto piani formanti un ottaedro di 1% specie, e
precisamente quello escluso dalle due quaderne corrispondenti. Per es. le due
coppie Ci, Cy contengono la prima i piani degli ottaedri 3, 4, 5, la seconda
quelli degli ottaedri 1, 2, 5, epperd hanno in comune I’ottaedro 5 escluso
dalle quaderne corrispondenti @, Q.

B poi evidente che si le quaderne di quaderne di quadrilateri, che le
quaderne di coppie di biquadruple conjugate sono in istretta relazione colle
coppie di quaderne di paja di cui si & parlato nel § 1, e tutti questi sistemi
si connettono intorno alla proprietd fondamentale dovuta al sig. Kummer.

§ 6. Moltilateri gobbi formati colle 16 reite delle superficie.

56. Si dird moltilatero gobbo o semplicemente moltilatero il sistema di
pilt rette della superficie F; concepite in un determinato ordine, e di cui cia-
scuna taglia la precedente e la.susseguente e non altre; ometto di parlare dei
quadrilateri, perché questi furono gid studiati.

Dal § 1 si desume che la configurazione delle 16 rette di F, coincide
con quella delle 16 rette di una superficie cubica che non si appoggiano ad
una data retta della medesima. B percid che la massima parte dei risultati
contenuti in questo paragrafo si trovano gid in sostanza in un lavoro inserito
dal sig. Arrorter nel Bd. LVI dell’ Archiv di Grunert-Hoppe, e in una re-
cente Memoria del sig. Sturm: Ueber die 27 Geraden der cubischen Fliche
(Math. Ann., Bd. XXIII, 1884, pag. 289), entrambi i quali hanno trattata la
stessa questione per la superficie di 3° ordine. Mi sembra utile tuttavia far
vedere brevemente come collo stesso metodo seguito dall'ultimo degli Autori
citati si possono stabilire con prontezza e facilita gli analoghi risultati anche
per la F,.

Sia @ una retta della superficie b,, b,..., b5 siano le sue secanti, e ¢
lo sue zerosecanti (V, n.° 12) che sono le ulteriori bisecanti delle dieci coppie
(b: bx); poiché una quintupla non ha zerosecanti, colle dieci rette e; non si
possono formare delle quintuple. Ognuna di queste rette & tagliata da altre
tre, ed esse giacciono quindi a due a due in quindici piani (tritangenti).
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I facile persuadersi che (*):

Colle diec relte cin si possono formare sei doppi pentalater: (Doppel-
JSiinfseit) ; delle tre rette ¢ che sono incontrate da una retta di uno di questi
pentalaters, due sono suoi lati adjacenti, e la terza giace nell’ altro pentala-
tero. Questi sei doppi pentalateri sono i seguenti:

Ciz € Ci5 Cy3  Cysy €z Cy Ci3 Cy Cyy
€1 €y Cos Cig  Cysy Cis Cuu Cpz €5 Coyp
€z Cy O35 Cy Oy, Cis Coy €31 C3  Cyyy
Cse € Ci5 Coz  Cy5, Cis Cyy Ci3 Coiz  Cyy)
Cs2 € C51 Co3 Cyyy C31 Cy O3 €y Cpy,
Cis C3¢ Cip Cs3 Oy C32 G5y Ciz Csy  Cyye

Con questo metodo si ottengono tutti i possibili pentalateri formati colle 16
rette; se infatti & (@, a; @; @, as) uno qualunque di essi, la coppia (a;a;.,) am-
mette, oltre alla @;+., una seconda bisecante che indico con ¢; ;4., € si hanno
in tal guisa altre cinque rette cy, i, Cu, €, ¢3; formanti una quintupla.
Dunque la cinquisecante di questa quintupla & zerosecante delle rette del pen-
talatero, e ne & anzi la sola, perche, formando tutti i quadrilateri analoghi

@y Ay

ad , 81 scorge che in essi una zerosecante del pentalatero deve ne-

Qs Cos
cessariamente tagliare tutte le rette c¢. S7 possono dunque jformare in tutto
16 - 12 = 192 pentalateri, che a due a due si accoppiano in 96 doppi penta-
lateri (**). -

A questi numeri si poteva del resto anche pervenire osservando che una
retta appartiene a 10.6 = 60 pentalateri gobbi.

Dato un doppio pentalatero, ogni retta di uno de’suoi due pentalateri
giace in un piano (tritangente) con una, ed una sola, dell’altro; ciod le zero-
secanti di una retta della superficie restano per tal guisa distribuite, in sei
modi differenti, in un pentaedro. Ma su tali pentaedri avrd occasione di fer-
marmi pilt a Jungo in seguito. :

57. Dato il pentalatero (a, a; a; ¢, as), si pud cercare il suo conjugato,
cioé quello che con esso forma un doppio pentalatero. Poiche la a, taglia le

(') ArroLrER, STURM, L. c.
(") Sturm, L. e
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rette a@,, a; e le due che sopra si sono indicate con ¢, ¢y, Vi & una quinta
retta b, tagliata da @, e da nessun’altra retta del pentalatero; e analogamente
si hanno le rette b, bs;, b,, b, secanti rispettivamente le a;, a;, a,, a;5. Si

ottiene allora il quadrilatero Z; :: , in cui b,, non tagliando alcuna delle

@i, @, as, deve tagliare ¢,,; si ha dunque pure il quadrilatero Zz 2“ I, il

quale mostra come la b,, tagliando gid la a,, non pud tagliare la 22, ‘e’cosi

neppure pud tagliare bs. Invece il quadrilatero Z: j: fa vedere che ¢,
b ¢y

taglia &, e non b;, e quindi dal quadrilatero segue che b, taglia b,

a a,
e analogamente taglia b,. Laonde si ha il pentalatero (b, &;b;b,0,) che & il
conjugato del dato. -
58. Quello che si & detto sopra conduce siibito ad una generazione della
F', che & la generalizzazione immediata di quella dovuta a StriNER-AFFOLTER (¥)
per la superficie del 3° ordine. Data la F,, un suo pentalatero gobbo e la sua
retta zerosecante, ogni cubica (razionale) della superficie esistente in un piano
passante per questa retta & determinata dal dover passare per le cinque tracce
dei lati del pentalatero 'sul piano, e pel punto comune alla zerosecante ed alla
conica doppia D,, e dall’avere inoltre un punto doppio nell’altro punto comune
al piano e a D,. Reciprocamente, data una conica D,, una retta ed un pen-
talatero gobbo ad essa appoggiati, le cubiche (razionali) generate nel modo
esposto danno una superficie passante manifestamente per tutte le linee ora
accennate. Ma le superficie del 4° ordine aventi D, per conica doppia formano
(n.° 19) un sistema lineare co'*; ne esiste quindi una sola che contenga quella
retta ed il pentalatero, ed & questa la superficie che si & dianzi generata.
Conservando ancora le denominazioni del n.° 57, e chiamando m la ze-
rosecante del pentalatero, si possono con costruzion: linear: determinare le
altre dieci rette della F', generata coi dati precedenti. Per costruire infatti una
delle cinque rette ¢, per es. la c,;, basta ricordare che essa si appoggia a D,
e alla terna (a, a; m), epperd basta trovare il quarto punto comune a D, e al-
Viperboloide determinato da quelle tre rette; conducendo per questo punto la
generatrice appoggiata a queste tre rette si ha la ¢,2; e analogamente si otten-
(') ArFoLTER, STURM, L. c,
Annali di Matematica, tomo XIII. 20

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1



150 Berzolari: Sulla superficie del quarto ordine

gono le altre ¢. Per costruire le cinque rette b basta ricordare, che, per es.,
b, taglia a,, ¢,, ¢ formanti un sistema gobbo; si deve dunque procedere
come Sopra.

59. Considero ora una coppia (a,d,), di cui sia (b, d,) la coppia delle

bisecanti; pel quadrilatero e per D, passa una (sola) superficie di

ay 0,
b, a,
2° grado, per cui le 6, 6 rette che tagliano 1, O rette delle a,, a, tagliano ri-
spettivamente 0, 1 rette delle b,, b,. Le sei zerosecanti delle @ non sono altro che
le tre ulteriori secanti di b, e le tre ulteriori secanti di b;, e le indico rispettiva-
mente con m,, my, my; m'y, m's, M, dove, per una proprietd gia veduta, posso
supporre che ognuna delle m tagli le due m' aventi indici diversi. Lo stesso si
dica per le sei unisecanti delle @, perch® esse sono zerosecanti delle b, e le in-
dico con n,, 7y, ng; n'y, 1y, n's, dove, come sopra, posso supporre che ognuna
delle » tagli le due n’ aventi indici differenti. La retta m, taglia le m'y, m's, b,,
quindi deve tagliare due altre rette che si troveranno fra le n, n'; ma, poiche le
a,, b, formano un pajo, ognuna delle altre quattro rette appoggiate ad a, deve
tagliare una (sola) delle altre quattro rette appoggiate a b,, e poiché m, non ta-
glia b, dovra tagliare una delle n,, n,, n,, che supporrd sia n,; cio¢ posso sup-
porre in generale che m;, m'; taglino n;, n’;, Da tutto cid risulta che le rette m,
m' come pure le n, n’ formano i due (soli) esalateri gobbi (m,m’y mym’,m,m’y),
( Wy my 'y mym’y): essi formano un doppio esalatero (Doppelsechsseit), e si di-
ranno conjugati; ogni retta dell’uno ne taglia due dell’altro. Dato un esalatero
qualunque (a, @, a; a, as as), le superficie del 4° ordine passanti pe’suoi lati e
aventi D; per conica doppia formano un fascio, la cui curva base & completata
dalle due altre rette b,, b, (che si ottengono ciascuna linearmente) che tagliano
rispettivamente D;, @y, s, as; D, as, @, a5, ¢ queste due rette formano una
by b,

ay Q,

aventi tre rette comuni. Non essendovi oltre alle b,, b, alira retta

coppia, perche se si tagliassero si potrebbero formare i due quadrilateri
by b
a, ag
della superficie che goda di quella proprietd, si vede che gli esalateri ottenuti
col metodo sopra esposto sono tutti e soli ¢ possibili. Essi sono dunque tanti
quante sono le coppie, ciog 80, e si pud anche dire che essi corrispondono a
coppie (formanti un doppio esalatero) ai 40 quadrilateri gobbi, di guisa che
ognuno dei 40 doppi esalateri & formato colle dodici rette escluse dai singoli
40 quadrilateri.

Questi numeri si possono anche trovare cercando di quanti esalateri fa

1
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parte una retta. Indicando la reita con a,, e con (a, as) una delle dieci coppie
che si possono formare colle sue secanti, la a; oltre alla a, ed all’altra bise-
cante della coppia (a; a;) ha ancora tre secanti, di cui una sia a;. La a, ha
pure cinque secanti, di cui una & a@,, un’altra taglia anche a, e due altre ta-
gliano anche as, e tutte queste non servono allo scopo; la quinta retta a;
tagliata da a, & appoggiata a cinque rette, di cui una & a,, due tagliano anche
as e due tagliano anche a;; ma di queste due ultime una seca pure a,, epperd
il moltilatero si chiude da sd, e in modo unico, con una retta @, appoggiata
ad a; e ad a;. Pertanto non si possono formare moltilateri avents pits di ser
lati (*); di pih ogni retta della superficie appartiene a 30 esalateri, € il nu-
16 - 30 — 80.

60. Dato un esalatero, per costruirne il conjugato basta cercare la
coppia delle sue zerosecanti, e trovare di essa le sei unisecanti. Ma si pud
anche procedere cosl: sia (a4 a; a, a5 a5) 1’ esalatero, e siano d,, b, le sue se-
canti: ognuna delle tre coppie di lati opposti (a, a,), (a: as), (@s as) ha due bi-
secanti, e queste sei rette formano 1’esalatero conjugato al dato.

61. Sia data ora una terna (b,b,b;) avente @ per trisecante: le tre
ulteriori bisecanti ¢,, ¢,, ¢, delle tre coppie (b; bs), (b;d.), (s b;) formano pure
una terna, che dird comjugate alla prima, e che si unisce con questa a for-
bi b2 ba

mero totale dei medesimi & quindi

mare la biterna (Doppeldre:) . La terna data ha pure sei unise-

1 G Cs
canti, due per ciascuna delle sue rette, ed ognuna di esse taglia anche la retta
conjugata dell'altra nella biterna, cosi che le due terne conjugate delle b e
delle ¢ hanno le stesse unisecanti, che dird m',, m",; m’,, m'",; m's, m"s, es-
sendo m;, m”; le bisecanti della coppia (b;¢;). B poi chiaro che la trisecante
a della terna delle b & una zerosecante della terna delle ¢; infine delle tre
zerosecanti ¢, ¢, ¢ delle by, una, ad es. la g, taglia le altre due, epperd a

’

taglia ¢, ¢” e non g, di modo che si ha il quadrilatero . La trise-

"

9 9
cante delle ¢;, dovendo essere zerosecante delle b;, sard una delle g, g, 9';

C3

ma nel quadrilatero le ¢’y ¢" tagliano gia la a per cui la trisecante

2
delle ¢; & la retta g. Epperd le ¢; hanno per zerosecanti le a, ¢/, ¢, di cul

(") Lo stesso vale per la superficie di 3° ordine. V. AFFoLTER, STURM, L C.
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by by bs g

€L C C3 0
Riassumendo le due terne conjugate delle b; e delle c; hanno le stesse sei

unisecanti, ¢ le stesse due zerosecanti che sono secate dulla terza; la terza

zerosecante dell’ una & invece trisecante dell’ altra e reciprocamente.

Ora si dimostra facilmente che ogni m'; taglia una delle m'y, m"; e una
delle m'y, m'"x (¢, hy k=1, 2, 8), ed essendo arbitraria la notazione si pud
supporre che la m'; tagli le due m” aventi indici diversi, col che si ottiene la
m'y my my

la prima taglia le altre due. Si ha quindi la biquadrupla

biterna . Le due terne conjugate delle m’;, m"; hanno ciascuna

m', m', m'y
una trisecante, che, dovendo essere zerosecante sia delle b;, che delle ¢;, si
pud supporre sia rispettivamente ¢', g”, potendosi ancora scambiare le m';
colle m”;. Infine le zerosecanti delle m'; sono le due trisecanti @, g delle b;
e ¢; rispettivamente, e la trisecante g” delle m";; invece le zerosecanti delle
m"; sono le @, g, ¢’. Da tutto cid si raccoglie che la biterna delle b;, ¢;, da
Iesalatero gobbo (b, c;bs¢,b:¢5), e la biterna delle m';, m”; da I'esalatero
conjugato (m',m”; m'sm” m'y m'";); le due zerosecanti del primo sono g', ¢,
e le sue due secanti sono a, g. Ogni terna di dunque un solo esalatero; ma
colle rette di un esalatero si formano due terne, quindi si trova di nuovo che

vi sono %: 80 esalateri.

B inutile fermarsi a considerare le quadruple, perch® & manifesto che
quelle di 1* specie condurrebbero alle biquadruple e ai quadrilateri, e quelle
di 2" specie di nuovo ai pentalateri.

§ 7. Poliedri formati coi 40 piani tritangenti della superficie.

62. Si & gid chiamato (§ 5, n.° 36) poliedro il sistema (*) di pil piani
tritangenti, due qualunque dei quali non si taglino in una retta della superficie;
si dird ordine del poliedro il numero de’suoi piani; poliedro principale un po-
liedro non contenuto in altri d’ordine superiore al suo; piano conjugato un
piano contenente due rette poste in due piani distinti del poliedro; infine po-

(") Le denominazioni che qui adopero sono le stesse ehe ha usate il prof. BERTINI nei
§§ 6 e 7 della Memoria citata, dove ¢ fatfa la stessa ricerca per la superficie del 3° ordine,
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liedro conjugato ad un altro (dello stesso ordine) un poliedro che ne’ suoi piani
‘contenga, in modo diverso, le rette contenute nei piani dell’altro.

Un v-edro (v=8) contiene 2v rette distinte della superficie, per cui ne
rimangono altre 16 — 2v: se il poliedro & principale queste rette escluse de-
vono formare un sistema gobbo, quindi deve essere

16—2y=D5, ossia v=6;

dunque non esistono poliedri principali aventi meno di sei piani. Si vedrd poi
fra breve che esistono effettivamente di tali poliedri aventi 6, 7, 8 piani. Ma,
siccome occorrera in seguito e del resto si pud fare molto facilmente, premetto
la ricerca di tutti i possibili triedri.

63. Triedri. Per costruire tutti i possibili triedri, il modo pil ovvio ed
anche pill semplice & quello di considerare un diedro di ciascuna delle tre
specie, ed aggiungergli un piano in tutti i modi possibili. Nel far questo sard
utile tener presenti le due seguenti proprietd che derivano immediatamente
dalle cose dette nel § 2:

Coi piani di uno stesso ottaedro di 1% specie (che d’ora innanzi dird sem-
plicemente ottaedro) non si possono formare diedri di 2% specie, ma soltanto
di 1% e di 3¢ ‘

Due piani appartenenti a due diversi ottaedre formano sempre un diedro
di 2 specie. ‘ o

Premesso questo, siano (@, a;), (b, ;) i piani di un diedro di 1* specie,
appartenenti all'ottaedro 0,; per formare con essi dei triedri si possono, in
primo luogo, aggiungere i sei piani rimanenti di 0,, ed ognuno di essi formera
con uno dei due piani dati un diedro di 1* specie e coll’altro un diedro di 3"

a4 az)

Si ottengono cosl sei triedri del tipo ( ( b, ), dove 1 tratti di linea sono

€1 G,

qui, come sempre in seguito, impiegati a denotare che le rette da essi con-
giunte si tagliano. Un triedro di questa natura, contenente due diedri di 1° e
uno di 3* specie, si dird di 4% specie. Se si chiama 0, I'ottaedro cui appar-
tengono 1 due piani conjugati (a, by), (a; b;), aggiungendo ai due piani dati

(a, az‘)
ciascuno dei sei piani rimanenti di 0;, si hanno sei triedri del tipo (( L b

¢y "0
Un triedro di questa natura, contenente un diedro di 1* e due di 2* specie,
si dird di 5 specie. Se si ricorda che per una retta della superficie passa un
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golo piano di ciascuno dei cinque ottaedri di 1* specie, si vede sibito che a
formare triedri col diedro dato non rimangono che 12 piani appartenenti tutti
agli altri tre ottaedri, di cui non si & ancor fatto parola.

Se (¢, ¢,) & uno qualunque di essi e si suppone che nel quadrilatero

a a
b, b,
la ¢, tagli per es. la a,, la ¢, dovrd tagliare b;, altrimenti il piano (¢, c,) ap-
parterrebbe ad uno degli ottaedri 0,, 0,. Si hanno dunque 12 triedri del tipo

a; a, '
((b, 62). Un tal triedro, contenente un diedro di 1* e due di 2 specie, si
€ G
dird di 6% specie.

Se & dato ora un diedro di 2* specie (Z’ Zg, i cui piani appartengono

i Y2

quindi a due diversi ottaedri, la retta ¢, ha altre tre secanti, di cui una taglia
anche la b., e le altre due no. Indicando con ¢, la prima di queste rette, per
essa passa un solo piano (c,¢,) dell’ottaedro a cui appartiene il piano (g, a,),
epperd ¢, taglia @;, e si ha cosl un triedro della 5* specie. Se invece & m,
una delle altre due secanti di @, ed (m, m,) il piano appartenente all’ottaedro
cui appartiene (a, az), la m, taglia a,, poi deve tagliare una delle b,, b; perche
il piano (m,m,) & in un ottaedro diverso da quello a cui appartiene il piano
(b1 b,), e precisamente deve tagliare b,, altrimenti i piani (u, b,), (m,m,) fareb-
bero parte di un medesimo ottaedro. Si hanno dunque due triedri della 6 specie.
Nell’ottaedro a cui appartiene (a,a,) si hanno da ultimo due altri piani, che
non contengono rette appoggiate ad a., € che col piano (a,a;) formano percid
un diedro di 3% specie.

Se (cic;) & uno di questi due piani, esso ed il piano (a,b,), essendo in
due ottaedri diversi, formano un diedro di 2* specie, epperd b, deve tagliare

a @,

una delle ¢,, ¢; e si avrd un triedro della specie b, b,. Un triedro di questa

- €y Cy
natura, contenente due diedri di 2* speeie ed uno di 3% si dird di 72 specie.
Lo stesso si pud ripetere considerando I'ottaedro a cui appartiene il piano
(b, b,). Se ora considero i piani appartenenti all’ottaedro 0 a cui appartiene il
piano (a,b,), essi danno triedri in cui vi sono tre diedri di 2* specie. La retta
a, taglia altre tre rette, di cui una, come gid si disse, taglia anche ,; il piano
di 0 passante per una tal retta contiene quindi anche &;, epperd non & da con-
siderarsi. Se invece & m, una delle altre due rette ed (m, m,) il piano di 0-
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passante per essa, la m, dovra tagliare b,, e si hanno cosi due triedri del tipo

o @,
((5, b,. Un tale triedro si dird di 8 specie. Nell ottaedro O restano altri tre
¢y NG,
piani, che non contengono rette tagliate da @,, e quindi contengono ciascuno
una retta tagliata da @, e nessuna retta tagliata da b,. Ora la coppia (a, b,)
ha due bisecanti e i piani di O passanti per esse danno quindi due triedri del

a, ay
tipo (b1 bg) e che dird di 2% specie.

G 02)

Considerando infine la quinta retta appoggiata ad a,, il piano di O che
passa per essa contiene un’altra retta che taglia b,, e si ha cosl un triedro

@, A
del tipo (bl bg) e che dird di 3% specie. Considero adesso i piani dei due
€ NGy

ottaedri non ancora presi in esame, di cui indico con 0 uno qualunque. Il
piano di O passante per I'altra bisecante della coppia (@, b,) dd manifestamente
un triedro dell’8" specie. Delle altre due secanti di a,, una & tale che il piano
di O passante per essa contiene la retta a,, quindi non serve allo scopo; rimane
un’altra retta, per la quale il piano appartenente ad 0 da un triedro che &
della 2% specie. Se si considerano finalmente le tre rette secanti a, (oltre a
quella che in O darebbe un piano contenente @,) una taglia pure la b,, e da
quindi un triedro ancora dell’8" specie; invece una qualunque delle altre due
si indichi con ¢, e sia (c,¢,) il plano di O passante per essa; allora poiche i
piani (a,b,), (¢, ¢c,) appartengono ad ottaedri diversi e la @, non seca nessuna
delle ¢,, ¢;, dovrd una di queste essere secata da b,, ma non gid la ¢, perche
il piano passante per la bisecante della coppia (¢, b,) fu gid considerato. Si
hanno dunque due altri triedri della 2* specie.

Considero infine un diedro di 3* specie i cui piani appartengono

ay 0
‘ b, b,’
quindi ad uno stesso ottaedro 0. La retta a, taglia altre quattro rette, e 1
piani di O passanti per esse formano col piano (a,a,) un diedro di 1* specie.

a, a, . .
da cui st

Se (cyc;) & uno di tali piani si ha dunque il quadrilatero . e
1 2

rileva che anche il piano (b, b,) deve formare un diedro di 1* specie col piano
(cic.). Si hanno cosl quattro triedri di 4* specie. Gli altri tre piani dell ot-
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‘taedro 0 non contengono rette tagliate da a@,, quindi neppure rette tagliate
a, a,
da a,, n¢ da b,, nd da b, e si hanno con cid tre triedri del tipo &, b.. Un
C, Ce
tal triedro & definito dal dover contenere tre diedri tutti di 3* specie, e si dira
di 1% specie. Se infine & (¢, ¢;) un piano qualunque dei quattro ottaedri rima-
nenti, dovendo esso col piano (a, a;) formare un diedro di 2" specie, una delle
sue rette, per es. la ¢,, dovra tagliare una delle a,, a,, per es. la a,. Allora
i piani (a,c,), (b,5,) sono in ottaedri diversi, quindi ¢, deve tagliare b, e si
hanno con c¢id 16 triedri della 7* specie.
Riassumendo: un diedro di 1° specie appartiene a 6 triedri di 4* specie,
6 di 5% 12 di 6°; un diedro di 2% specie appartiene a 6 triedri di 2* specie,
1di3?% 24di5% 4di6% 4 di 7 6 di 8°; un diedro di 3" specie appartiene
a 3 triedri di 1* specie, 4 di 4* 16 di 7* Le 8 specie di triedri sono ordi-

natamente le seguenti:
(a, a, @, ag)‘ (a, az)
bx bz ] bl bz b bl b2 )
/

a, as (a, a,
b, bz; b, bz),

Cl 02 [‘C& 62 ci 02 C, Cg Cl Cg
(ai ag) (a‘ @5 (a, a,
b, b, b, by, b, b,.
€y € 01 Cp € 0

Vi sono dunque in tutto 4780 triedri, di cui 60 di 1% specie, 960 di 2¢,
160 dz 32, 240 di 4, 480 di 59, 960 di 6, 960 di 7%, 960 di 8. All'infuori
di quelli della 1" specie, tutti hanno almeno 2 e al pilt 4 piani conjugati;
soltanto quelli della 3* e 5" specie ammettono un triedro conjugato, che & della
stessa specie. B poi facile vedere che: Due piani qualunque di un triedro di
32 specie determinano il ferzo, come accade per i triedri di Stever della su-
perficie del 3° ordine.
64. Trorema. — Se a, b, ¢ sono ¢ pians di un triedro di 2* specie, e
sono a, b, ¢ ;a,b,c;a,b,cipiani di tre triedri di 3° specie, anche ¢ piani
a, b, ¢ formano un triedro di 3* specie (*).

(") Questa proprietd & la stessa di quella che il prof. Berrint (. ¢., § 6, r.° 17) ha
dimostrato aver luogo nella superficie di 3° ordine pei triedri da lui chiamati di 2° e
3* specie, e che anche sotto aliri aspettl si vedra che presentano molta analogia con quelli
ora trovati nella F.

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1



avente una conica doppia. 157

Sia infatti

a
b
¢

{a, a,
b bz) W
(C; Ce

il triedro dato di 2° specie. Se coi piani a, b si determina il piano ¢’ formante
il triedro di 3' specie (@ b¢), esso deve contenere la retta ¢,. In esso deve
infatti esistere una retta che taglia, nei piani a e b, la a, e nessun’altra retta;
ora delle cinque secanti di a,, una & a, che si deve escludere, un’altra & 1'altra
bisecante (oltre a,) della coppia (a, b,), e due altre sono le bisecanti della coppia
(a, b,), epperd non rimane che la c,. Si ha dunque necessariamente il triedro

di 3* specie
(a, a,
by b1, @)

a
b
¢ ¢, e,

dove la ¢, & una retta affatto determinata, essendo quella bisecante della
coppia (b, ¢;) che non taglia @,. Dati i piani a, ¢, il piano (unico) & che con
essi forma un triedro di 3" specie non pud contenere né b, né¢ b,, perché b,
taglia entrambe le a,, ¢,, mentre b, non ne taglia alcuna. Quel triedro sard

dunque:
a ay Q
b’ (b’, b’z) . : (3)
¢ e, ¢

Valendo infine formare il triedro di 3" specie coi piani b, ¢, si & ancora nel
primo dei casi precedenti, ciod il piano o’ deve contenere la retta a., e si ha
il triedro:

a a, a,
b (b,\bg : (4)
c €y Cy

Allora si pud dimostrare che o', taglia una delle ¥,, b’,. Invero cerco la retta

’ ’

che completa il quadrilatero : questa retta non pud essere a,, perche

¢y
per la (1) essa non taglia ¢,, non pud essere a, né b, per la stessa ragione,
ne pud essere by, perché questa tagliando a, non pud tagliare la &', per la (3);
non pud essere c;, perchd per la (3) non seca &', né infine & la a’, 0 la ¢,
per la (4). Quella retta sard dunque una certa » non compresa fra le prece-
Annali di Matematica, tomo XIII, 21
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/ !
. . .« s . 2
denti, e si avra il quadrilatero

. | Allora la retta ¢, non secando quivi
i

alcuna delle ¢,, ¥',, &', dovrd secare m, epperd o', non potrd tagliarvi la m,
perche taglia a,, e non potendo tagliarvi la ¢, taglierd una delle ¥',, ;. Ma
a, a,
b,d,
di cui nessuna retta sarebbe tagliata da ¢,. Dunque si conclude che a', taglia
b's. Anche la ¢, deve tagliare una delle &',, &',; cercando infatti la retta che

! 1

non & possibile che o', tagli ¥',, perchd si formerebbe il quadrilatero

completa il quadrilatero , con un metodo del tutto simile al prece-

a,
dente si trova che essa & una delle rette non ancora considerate, e sia k, talch®

’ r
b
i R ’
wk | La ¢,, non secando alcuna delle a,, V', U,
i

si abbia il quadrilatero

deve qui tagliare la k, quindi ¢, deve tagliarvi una delle ¥',, I’;. Ma non pud
@
be
taglierebbe alcuna retta. Questo dimostra che i tre piani @', b', ¢’ formano il

triedro di 3* specie
a, a',)
b, by, e d d

¢, Ny

tagliarvi b, altrimenti si avrebbe il quadrilatero

b's .
, |, di cui a, non
(2

a
b/

’

Si pud anche far vedere che delle sei rette non considerate una taglia le altre
cinque (*). Infatti se si guardano le (1), (2), (3), (4) si scorge che delle rette
considerate la @, taglia le sole a;, by, b's, epperd essa avra fra le sei rette
escluse due secanti p,, p.. Analogamente la retta ¢, taglia le a,, ¢, ¢'s, epperd
deve tagliare due delle rette escluse, di cui una deve tagliare anche a, e sard
per es. la p,, Ualtra sard una certa retta p,. Cosl b, taglia le rette by, o', c',,
quindi deve tagliare due delle rette escluse; ora la terna (a,c. b;) ha una tri-
secante, la quale, non essendo a,, dovrd essere I'altra bisecante della coppia
(as¢,), ciod la p,; sia poi p, I'altra retta appoggiata alla b;. Si ha allora il

a, pi

in cui la b, non potendo tagliare n& a, n& b, ne ¢,
a2 Cg

quadrilatero ,

(") Circa la proprietd analoga che vale per la superficie del 3° ordine (BerTinI, L. ¢.) si
pud similmente dimostrare che le dodici rette che non entrano nei triedri ld considerali
formano una bissestupla.
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deve tagliare p,. Dunque p, delle rette finora nominate taglia ai, b., ¢, s,
quindi deve tagliare una delle due rimanenti ps, ps, e sia ad es. la ps. Questa
retta p, non taglia a,, come si vede osservando il quadrilatero precedente,
neppure taglia by, altrimenti la coppia (b, p,) avrebbe tre bisecanti, ciod a,, b,
P,, € neppure taglia &, altrimenti la coppia (b'y p,) avrebbe le tre bisecanti
a;, by, ps; dunque essa deve tagliare le altre due secanti di a, ciod p, e p,.
Collo stesso metodo si dimostra che p, taglia p. e p, e quindi anche p;, c. d. d.

65. Prendo ora a considerare i poliedri principali cominciando dagli
esaedri. Qui vi sono due casi da distinguere, a seconda che le quattro rette
escluse formano una quadrupla di 1* oppure di 2* specie; in corrispondenza a
questi due casi I'esaedro si dird d¢ 1* oppure di 2% specie.

Esaedro principale di 1% specie. Sia (a, @, a; @,) una quadrupla di 1°
specie, e (b, b, b:b,) la sua conjugata, che colla prima da luogo alla biqua-
a1 @ a5 Oy @y as dsd,
b, by by b, by b, by b
di modo che le rette a;, b; taglino in B’ le rette o';, b';. Per formare degli
esaedri ne’ cui piani vi siano tutte e sole le rette b, a';, b'; bisogna combinare
ciascuna delle b; con una delle @';, b'; che essa taglia in B', ma in modo che
le quattro rimanenti di B’ si possano disporre in due piani. Questo non si pud
fare se non combinando colle b; le rette di uno qualunque de'sei quadrilateri
che entrano in B, ed ognuna di tali combinazioni fornisce poi due esaedri.
Dunque: R

Le rette escluse da una quadrupla di 1% specie si possono disporre in
12 modi nes piani di un esaedro (di 1* specie). Quindi gli esaedri principale
di 1% specie sono in numero di 4012 = 480.

1l modo stesso con cui & generato un esaedro di questa specie ne pone
in evidenza la conformazione necessaria; laonde per farla meglio risaltare con-
viene usare la notazione del n.° 12, colla quale un esaedro di 1* specie & per
es. il seguente:

drupla B = ; sia B' = la biquadrupla conjugata,

bs  Cas
Gz Cu
a b

Cis  Cas
Ciz  Ca
Ci3  Cyy

E facile riconoscere che: Un esaedro di 1% specie si spezza, in un modo solo,
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in tre diedri, di cui uno & di 1% specie e due sono di 3%; tutti gli altri 12
diedri contenuti nell’ esaedro sono di 2% specie.

Se si indicano con z,, y, i piani del diedro di 1* specie, e con s, ¥s;
25, ¥'s quelli dei due diedri di 3%, prendendo un piano per ciascuno di questi
tre diedri in tutti 1 modi possibili si formano otto triedri, che a due a due si
accoppiano in modo da esaurire tutti i piani dell’esaedro; due di queste quattro
coppie constano di triedri di 2* specie, una terza contiene due triedri di 3
specie, e I'ultima due di 8. Combinando invece i due piani zi, ¥, con cia-
scuno degli altri quattro si ottengono quattro triedri tutti di 6* specie; i rima-
nenti otto triedri sono di 7* specie. Epperd:

Un esaedro di 1 specie si pud spezzare, in due modi, in due triedri di
22 specie, e in un modo solo in due triedri di 3%, oppure di 8% specie. Esso
si pud anche spezzare, in un modo solo, in un diedro di 1% specie e in un
tetraedro < cui quattro triedri sono di 7% specie. Infine © piani di un esaedro
principale di 1% specie passono due per un punto di Kummer, due per un altro
e due per un terzo, di modo che si ha un vero esaedro non degenere.

66. Esaedro principale di 2% specie. Sia (b, b, bs b,) una quadrupla di

2% specie, a la sua quadrisecante e b5 la quinta retta appoggiata ad a: se esi-
stono esaedri contenenti nei loro piani le dodici rette escluse dalla quadrupla,
uno dei loro piani deve essere necessariamente il piano (a b;). Ora si & veduto
al n.° 56 che le altre dieci rette (zerosecanti di a) formano sei doppi penta-
lateri, ognuno dei quali da luogo ad un pentaedro contenente quelle dieci rette;
aggiungendo ad esso il piano (a b;) si ottiene uno degli esaedri cercati.

Per dimostrare che questi sono gli unici, indico con (a, a,), (b, b,), (¢, c),
(dy ds), (myms), (nym;) i piani di un esaedro qualunque contenente le rette
escluse “dalla quadrupla (p, ps p:p,) di 2* specie avente @, per quadrisecante.
Allora & chiaro che a, non taglia altre rette che le p; e a;, mentre a;, non
potendo tagliare alcuna delle p;, deve tagliare (oltre ad a,) altre quattro rette
poste in quattro piani distinti dell’esaedro, e che si pud supporre siano le b,
Csy dyy m,. Poiche le rette a,, n, formano una coppia, devono avere due se-
canti comuni, eiod n, deve tagliare due delle rette b,, c,, d;, m,, che si pud
supporre siano le by, m,; per la stessa ragione la n, deve tagliare due di quelle
quattro retie, che devono percid essere le due rimanenti d,, ¢,. Ed & facile
vedere che le n,, n; non possono tagliare altra retta contenuta nell’esaedro,

poiché se per es. la m, tagliasse ¢, si avrebbe il quadrilatero , in cui

Ny Ny
2

fa vedere che b, deve

@, non taglierebbe alcuna retta. Il quadrilatero -
2 2
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——— -

tagliare una delle rette c,, d, e poich® queste si possono anche scambiare fra

2 a?
4 | mon pud essere com-
2
pletato che dalla retta d,, epperd d, taglia b,, e quindi b, non taglia d,. La
b,, la quale seca gia le a;, by, di, 7y, non pud tagliare altra retta dell’ esaedro,

loro, suppongo che b, tagli c,. II quadrilatero

b, a
altrimenti le p; avrebbero due zerosecanti. Il quadrilatero d2 dz ‘ mostra che
i 2

¢, deve tagliare una delle dy, d;, che deve essere d,, perché si ha pure il qua-

. a, d . . . .
drilatero | ° * [. La ¢, invece non taglia n& d, n¢ d,. Vediamo ora quale

Cy Ty

¢ la retta che completa il quadrilatero : non dovendo essere tagliata

€y
da a,, sard una retta dell’esaedro, e poiche dev’essere tagliata da a, sard una
delle rette b,, d,, m,; ma si vide poc’anzi che ¢, non taglia d,, di piu il qua-

drilatero mostra che ¢, e b, non si tagliano, dunque la retta che si

c2 a?
cerca & m,. Pertanto m, taglia ¢,, e quindi m, non taglia ¢,. Allora dal qua-

drilatero risulta che m, seca d,, e quindi m, non taglia né d, nd d,;

Ny C,

m
* | mostra che b, taglia una delle m,, m,, e questa

infine il quadrilatero.
2 m2
¢y

non pud essere m,, perche si ha il quadrilatero , dunque b, taglia m,,

¢
2 2
e quindi b, non taglia n& m, né m,. L’esaedro ha dunque la conformazione
espressa, mediante la notazione solita, nel modo seguente:

Ciy  Cssy

ciod & uno di quelli che si sono trovati precedentemente. Il doppio penta-
latero corrispondente & (b, ¢y n; 2 m,), (b, mym;c,d)), ossia, colla notazione,
(Cas Cus €35 Cou Cis)y (Cos Cuy €5 €54 C1s)- Concludendo si ha:
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Le rette escluse da una quadrupla di 2% specie si possono disporre in se
modi nei piani di un esaedro (di 2* specie). Quindi gli esaedri principali di
2¢ specie sono in numero di 80 -6 == 430.

67. Si & dunque veduto che un esaedro di 2% specie si spezza, in un
modo solo, in un piano y e in un pentaedro (x, ; 2; 2, #;). Fra 1 piani del pen-
taedro ve ne & uno, ed uno solo, che accoppiato col piano y da un diedro di
3" specie, mentre gli altri 14 diedri sono tutti di 2" specie. Se & (y, ;) il diedro
di 3* specie, 1 quattro triedri (y 25 2,), (y %5 %,), (y s %), (y : @5) sono di 7°
specie; invece, dei sei triedri che si ottengono aggiungendo ad y i piani z,,
T, %4, s & due a due, due sono di 2* specie e quattro di 8%; gli altri dieci
triedri sono di 2* specie. Si hanno pertanto le seguenti proprieta:

Un esaedro principale di 2% specie si pud spezzare, in un solo modo, in
un diedro di 3% specie ed in un tetraedro i cui quatiro triedri sono tutti di
22 specie. Esso si pud anche spezzare, in due modi, in due triedri di 2% specie.

Infine un esaedro di 2 specie si spezza, in un modo solo, in un piano
e in un pentaedro, © cut dieci triedri sono di 2% specie. Reciprocamente ogni
poliedro contenente un tale penfaedro & un esaedro principale di 2% specie.

Questa reciproca si pud manifestamente enunciare anche dicendo:

Se ¢ triedri confenuti in un pentaedro sono tutti di 2% specie, le dieci
rette contenute ne’ suoi piani sono le zerosecanti di una certa retta della su-
perficie (*), e sotto questa forma se ne pud dare pilt facilmente la dimostrazione.

Intanto dall’ipotesi fatta segue che tutti 1 diedri contenuti nel pentaedro
sono di 2 specie. Siano allora (a, a,), (b, ), (¢s ¢2), (d,ds), (m,m,) i piani del
pentaedro, e suppongo che lo si possa spezzare, secondo I'ipotesi, in un triedro

(“‘ o d, d

b, b;\ di 2* specie e in un diedro 2) pure di 2" specie. La a, non pud

¢ cz) my My
tagliare le b,, ¢,, né pud tagliare alcuna retta del diedro, chd, se tagliasse ad
es. la d,, dovendo il piano (@, a.) formare un triedro di 2" specie con due qua-
lunque dei tre piani (b, b,), (d.d.), (cics), le rette b,, di, ¢, si taglierebbero a
due a due. Questo fa anche vedere che una retta qualunque del pentaedro non
pud tagliarne piu di altre tre. Poichd tutti i diedri contenuti nel pentaedro
sono di 2* specie, la a, deve dunque tagliare una retta in ognuno dei due piani
(didy), (mym,); ma non taglia né d, n& m,, perché se tagliasse per es. la d,

" (") Nell’enunciato non si & detto: Se i diedri, ecc., perché & facile persuadersi che ¢id
pud accadere senza che abbia luogo la proprieta che si vuol dimostrare,
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Gz Ay .
si avrebbe il triedro (d2 d, di 8" specie, contro I'ipotesi. Dunque a, taglia
my M,
d, ed m,. Ora dico che nessuna delle d,, m, pud tagliare alcuna delle b,, ¢,;
b, a .
invero se b, tagliasse per es. d, si avrebbe il quadrilatero di ai in cui m,
i 2

non taglierebbe alcuna retta. Dunque le rette b,, ¢,, d,, m, formano una qua-
drupla, e si pud dimostrare che & di 2* specie. Infatti la coppia (b, ¢,) ha,
oltre ad a,, un’altra bisecante p che deve manifestamente essere fuori del pen-
taedro; cosl la coppia (d, m,) ha una seconda bisecante ¢ che deve coincidere
ai bi a2 di
! m q
di essi tanto la d, quanto la m, non tagliando alcuna delle a,, b,, ¢, dovreb-
bero tagliare p, ciod p segherebbe due rette del secondo quadrilatero. Sia
dunque p la quadrisecante della quadrupla (b, ¢, d, m,). Ricordo ora che, aven-
dosi due rette (come a,, a,) formanti un pajo, delle altre quattro secanti del-
I’una, ciascuna taglia una (sola) delle altre quattro secanti dell’altra. Pertanto
le altre due secanti di a, e le altre due di @, formano (come le b,, ¢; d,, m,)
una quadrupla, che & pure di 2* specie avendo la zerosecante p. La p e queste
nuove quattro rette formano una quintupla, la cui cinquisecante, esclusa dal
pentaedro, & precisamente la zerosecante delle rette del pentaedro stesso; c. d. d.

In uno qualunque dei pentaedri ora considerati i diedri sono tutti di
2* specie, quindi % swoi piani passano ad wuno ad uno pei cinque punti di
Kummer. Pertanto ¢ piant di un esaedro di 2% specie passano due per un punto
di Kummer, e gli altri quattro ad uno ad uno pei quattro rimanenti punti di
Kummer; si ha cost un esaedro non degenere.

68. B utile soffermarsi ancora su questi notevoli pentaedri, allo scopo
principalmente di mettere in evidenza la stretta analogia che corre (cfr. n.° 64)
fra il sistema delle dieci rette (e dei quindici piani che le contengono a due
a due) zerosecanti di una retta data di F,, e il sistema delle quindici rette
(e dei quindici piani che le contengono a tre a tre) escluse da una bissestupla
di una superficie del 3° ordine. Si giunge cosl a vedere che i pentaedri sopra
trovati tengono lo stesso posto di quelli a cui & pervenuto il sig. CrEmona nella
Memoria intitolata: Teoremi stereometrici dai quali si deducono le proprietd
dell’ esagrammo di Pascal (*).

con p, altrimenti si avrebbero i due quadrilateri , e nel primo

(") Memorie della R. Accad. de’ Lincei, Serie 1II, vol. T, 8 aprile 1877,
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Indico con @ una retta della superficie, con R le sue dieci zerosecanti,
con P i quindici punti comuni alle rette B a due a due, con t i quindici piani
(tritangenti) contenenti le quindici paja di rette R. E evidente che per ogni
punto P passano un solo piano = e due rette E contenute in esso piano; sopra
ogni piano t vi sono due rette B e cinque punti P; per ogni retta B passano
tre piani =. Ogni piano ¢ forma un diedro con altri 10; coi piani ¢ si possono

- 10
dunque formare -1

= T5 diedri, ed & chiaro che fra essi non ve ne pos-

sono essere di 1% specie, altrimenti le quattro rette contenute nei due piani
formerebbero un quadrilatero, di cui @ non taglierebbe alcuna retta. Per tro-
vare invece quanti di quei diedri sono di 2* e quanti di 3" specie, si osservi
che se (@, b,) & uno qualunque dei piani r, la retta @, sard tagliata da altre
due rette B che dico a,, a;, e la retta b, da altre due che dico b;, bs. Con-
siderando per es. la a,, essa (olire che da @) & tagliata da altre due rette R,
di cui nessuna pud secare b, per la ragione detta poc’anzi; ognuna di esse
insieme con @, determina un piano r che col piano (a, b) forma un diedro di
22 gpecie. Se in luogo di @, si considera a,, il piano (@, b,) determina due
nuovi diedri di 2* specie. Analogamente si hanno quattro diedri di 2* specie
di cui fa parte (a,0,) e che nel piano conjugato contengono b,. Per trovare
ora i diedri di 3* specie osservo che le quattro rette a,, @, b, b formano
una quadrupla, perché se per es. a, tagliasse b, si otterrebbe il quadrilatero

gobbo { 32 22 formato con rette B. Allora, indicando con m una qualunque
£} 1

delle quattro B non ancora considerate, essa non pud non secare alcuna delle
rette della quadrupla, altrimenti le cinque rette formerebbero una quintupla la
cui cinquisecante non potrebbe essere una retta R. Suppongo pertanto ad es.
che m tagli a,; dico di pid che m deve tagliare una delle b,, bs; invero se
¢id non avvenisse si avrebbe la quadrupla (m a, b, b;) priva di quadrisecante,
poiché questa dovrebbe essere la b,, mentre b, non taglia m; la quadrupla non
ha dunque neppure zerosecanti, cid che & assurdo, perché & formata di sole
rette R. E poiché m non pud tagliare pil di due delle rette a,, as, b,, bs, la
. terza retta R tagliata da essa sard una delle altre tre non ancora considerate.
La m e queste tre rette sono dunque tali che ciascuna seca una, ed una sola,
delle rimanenti, cio® sono contenute in due piani 7, e in due soltanto: ognuno
di essi col piano (a, b,) forma un diedro di 3* specie. Si conclude che:

Un piano t appartiene ad otto diedri di 2% specie e a due di 3%; coi piant

L8 B2 1543

t 8t possono dunque formare == 60 diedri di 2° specie, e
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In modo del tutto analogo si trova che:
Un diedro di 2* specie formato coi piani © appartiene a tre triedri di

60 -3
3 = 60

e specie e ad uno di 3%; coi piani v si possono dunque formare

triedri di 2% specie, e % = 20 d¢ 3. Le due suddette specie di triedri sono

le uniche formate cot piani t, e contenenti soltanto diedri di 2* specie.

69. Come & ben naturale, le due suddette specie di triedri si compor-
tano affatto diversamente rispetto alle rette B non contenute nei loro piani.
Perocche le quatiro rette R non contenute in un triedro di 3* specie sono tali

@, Qs
che tre di esse tagliano la quarta. Se infatti (b, b2J ¢ il triedro di 3* specie,
Cy" Cy
e sono m,, m,, My, my le altre quattro rette R, la retta @, taglia, oltre alle
a,, b,, una terza retta I che sard una delle #, per es. la m,; ora i piani (o, b,),
(¢, ¢,) appartengono allo stesso ottaedro di 1* specie, perch® formano un diedro
di 3" specie, quindi il piano (@, m,) che, avendo con (e, b,) la retta ¢, comune,
appartiene ad un ottaedro diverso da quello cui appartiene (a,b,), forma col
piano (¢, ¢;) un diedro di 2* specie, e poiché a, non taglia n& ¢, né ¢;, una
di queste due rette sara tagliata da m,. Questa retta poi non & ¢,, altrimenti

(123

si formerebbe il quadrilatero ; dunque m, taglia ¢,, ed oltre a questa

1 Ce
e alla a, non taglia altra retta del triedro; essa deve dunque tagliare una delle
tre altre rette m, per es. la m,. I evidente che questa retta m, non taglia
alcuna retta del triedro, epperd, oltre ad m,, dovrad tagliare le m;,, m,; c. d. d.
Reciprocamente se si considera una retta R e le sue tre secanti, le sei rette B
rimanenti sono contenute in una coppia di triedri conjugati di 3% specie. Se
infatti sieno m,, m,, m,, m, le quattro rette date, di cui la prima tagli le altre
tre, una qualunque @, delle altre sei rette B non pud tagliare m,, e neppure
due fra le m,, ms, m,, epperd deve tagliare due delle cinque rette B non an-
cora considerate, e due soltanto, altrimenti non taglierebbe alcuna delle m; e
darebbe luogo alla quadrupla (a, m;m;m,) di 1* specie (perché @, non taglia m,),
cid che & assurdo, avendo la solita retta @ per zerosecante. Siano dunque a,,
b, le due rette tagliate da a,; per la stessa ragione la a, deve secare (oltre
ad @, e ad una delle m,, m;, m,) una terza retta R _che indico con b, e che
manifestamente non taglia ne a, né b,. Se infine si chiama b, la terza retta B
tagliata da b,, essa non pud tagliare né a, né b,, perch® se tagliasse b,, ognuna
Annali di Matematica, tomo XIII. 22
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delle cinque rette ., b,, @,, bs, b; ne taglierebbe gia altre due, e la sesta retta R,

non ancora considerata, non potrebbe secarne alcuna; esiste adunque una retta

s, che non fu ancora presa in esame, la quale seca ad un tempo b, e b;; e si
a; b, ay QA

ha quindi la coppia di triedri conjugati di 3* specie (a2 b. |’ (bi bs ], c. d. d.
as” by as” by

70. Se si considerano invece i triedri di 2* specie, si hanno le seguenti

proprietd che servono allo scopo, e che sono del tutto somiglianti a quelle che

valgono (Crenmona, 1. ¢., n.° 9) per la superficie del 3° ordine:
Le quattro rette B escluse da un triedro di 22 specie si dispongono in

(ai ag
uno, e in uno solo, diedro di 2% specie, e reciprocamente. Se infatti & ‘b{ bz)
Ci 02

un triedro di 2" specie, e sono m,, m,, ms, m, le altre quattro rette R, la b,
taglia le tre rette a,, b, ¢, epperd le altre sei rette R, ciot le a,, ¢, m,,
Mg, Mz, My, sono disposte, per la proprietd del numero precedente, nei piani
di una coppia di triedri conjugati di 3* specie; se dunque si imagina quello
di questi due triedri a cui appartiene il piano (a.¢;), si vede che le quattro
rette m; sono nei piani di un diedro di 2* specie.

. .. . . (Mame
Per dimostrare la proposizione reciproca suppongo che sia ( il diedro
my M,

di 2* specie; la bisecante della coppia (m,m,) che non taglia @ & una retta R
e sia designata con b,, mentre sia b, la terza retta B appoggiata a b,: allora
& chiaro che &, non pud tagliare alcuna delle m, epperd taglierd altre due
rette R, che dird a,, ¢,. Se si indicano con a,, ¢, le due rimanenti rette R,
poiche b, taglia le tre rette a,, b,, c;, le sei rette rimanenti, pel numero pre-
cedente, devono essere disposte in due triedri, fra loro conjugati, di 8* specie,
e poiché le m; sono in due piani di un diedro di 2" specie, le due rette residue
a, e ¢, devono essere in un piano. Di queste due rette una poi deve essere,
per le solite proprietd, appoggiata ad @, e I'altra a ¢,, e si ha cosl il triedro

ay a; :
(unico) di 2* specie b, bg), c. d. d.
€1 C;

71. La proprietd dimostrata nel numero precedente stabilisce una cor-
rispondenza univoca fra i 60 diedri di 2* specie e i 60 triedri di 2" specie,
essendo corrispondenti due poliedri che contengano insieme le dieci rette E.
Se si concepiscono un diedro e il suo triedro corrispondente, si ottiene quindi

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1



avente una conica doppia. 167

un sistema di cinque piani = che secano la superficie secondo le dieci rette B
e queste soltanto (non tenendo conto delle cinque coniche situate nei piani
stessi). La generazione di un tal pentaedro & dissimmetrica, ma & facile vedere
che ogni suo spezzamento in due e tre piani fornisce un diedro e un triedro
entrambi di 2* specie. Siano infatti (1, 2), (3, 4, 5) il diedro e il triedro pri-
mitivi: se nel nuovo spezzamento il diedro consta di due piani del triedro, per
es. dei piani 3 e 4, gli altri tre piani, per le proprieta dei due numeri pre-
cedenti, devono formare un triedro di 2* specie. Se invece il diedro che nasce
contiene un piano del primo diedro e uno del primo triedro, come il diedro
(1, 8), i piani residui 4 e 5 del primo triedro formano un diedro di 2° specie,
quindi (1, 3, 4) & un triedro di 2* specie, epperd (1, 3) & un diedro di 2* specie,
e per conseguenza (2, 4, 5) un triedro pure di 2* specie.

72. Per comodo si dird retta p lo spigolo di uno dei diedri di 2* specie,
punto K il vertice di uno dei triedri di 2* specie, punto 8 il vertice di uno
dei triedri di 3% specie. Esistono 60 rette p, 60 punti K, 20 punti S a due
a due conjugati, dicendo conjugati due punti S che sono vertici di due triedri
conjugati. In uno qualunque dei pentaedri trovati vi sono dieci punti K e dieci
rette p, e sono vertici e spigoli ordinatamente opposti del pentaedro stesso.
Ogni retta p corrisponde ad un determinato punto K e reciprocamente, essendo
corrispondenti una retta ed un punto che siano rispettivamente spigolo e ver-
tice di un diedro e di un triedro di 2* specie fra loro corrispondenti. Poich?
un punto K non pud mai essere un punto di Kummer, cosl ogni punfo K in-
dividua un triedro di 2* specie, e quindi anche un pentaedro. I numero dei
pentaedri ¢ dunque sei. In questi sei pentaedri si hanno sei distribuzioni che
si possono formare coi quindici piani r in modo da comprendere tutte le dieci
rette . E non ve ne sono altre; se infatti se ne imagina una qualsivoglia,
due qualunque (a,b,), (@; b,) de’suoi piani non possono formare, come si & gi
veduto, un diedro di 1* specie, quindi una almeno delle a,, b, non taglierd
aleuna delle a,, b,, e sia per es. la a,. Questa retta a, taglia quindi altre due
rette R oltre alla &,, e siano m,, m,, che saranno poste in due piani distinti
fra 1 tre rimanenti. Analogamente la b,, oltre ad a,, deve tagliare altre due
rette B, che evidentemente non possono essere né m,, m, né alcuna delle due
rette della distribuzione data situate nei piani in cui giacciono le m,, m,, e
poiché queste due rette formano una coppia, una di esse sard o la a., o la b,
epperd il diedro o b & di 2" specie.
az b,
73. Considerando uno qualunque dei sei pentaedri, ciascuno de’suoi
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piani, combinato cogli altri quattro, da quattro diedri di 2" specie; ma si &
trovato (n.° 68) che ogni piano ¢ appartiene ad otto di questi diedri, quindi:

Due qualunque de’ sei pentaedri hanno un piano comune; ogni piano v
appartiene a due di quei pentaedrs.

Questo fa vedere che per i sei pentaedri trovati si pud usare la stessa
notazione adoperata dal prof. Cremona (l. ¢., n.° 14) per i sei pentaedri a cui
egli & giunto, ciod si possono indicare coi numeri romani I, II,..., VI, e allora
accoppiando a due a due questi simboli, si possono con queste quindici com-
binazioni denotare i quindici piani z: per es. il simbolo I -II indicherd il piano
v comune ai pentaedri I e II. Cosl pure si indicherd con I (II.III) la retta p
spigolo del pentaedro I e comune ai piani I-II e I-IIT; econ I (II.III.1V)
il punto K vertice del pentaedro I e comune ai piani I.II, I.III, I-IV; il
punto K indicato da I (II.III-IV) ha per spigolo opposto nel pentaedro I la
retta p indicata da I (V- VI). Se si prendono due piani come I.II, I.III,
1 cui simboli hanno un indice comune, essi determinano (n.° 63) un unico triedro
di 3* specie; il simbolo del terzo piano deve avere un indice comune con en-
trambi i precedenti, ma non avere I’indice I, altrimenti si otterrebbe un triedro
di 2% specie, quindi il triedro avrd per terzo piano quello rappresentato da
II - ITI; il triedro conjugato & formato dai piani IV.V, V. VI, VI.IV. Due
piani 7 i cui simboli non hanno indici comuni o formano un diedro di 3* specie
o_si tagliano in una retta R; quindi i sei pentaedri non conducono ad una
notazione simmetrica delle rette B, contrariamente a cid che accade per la
superficie del 3° ordine.

Credo inutile fermarmi sopra altre proprietd della configurazione ottenuta,
e perche valgono in generale le stesse dimostrazioni date dal prof. Cremoxa
(. c., nl 15. 16, 17, 20) e perché uscirebbero fuori dell’argomento.

4. Ettaedri principali. Se un ettaedro & principale, le due rette non
contenute ne’suoi piani devono formare una coppia. Per agevolare il lin-
guaggio ed ajutare la memoria nella ricerca a cui mi accingo, adopero la
notazione del n.° 12, avvertendo perd che 1 ragionamenti ne sono affatto in-
dipendenti.

Se sono by, b; le rette della coppia che si considera, prendendole come
conjugate, esse determinano una coppia di biquadruple conjugate, che ¢ la
seguente:

by €z Cou Cos

B

Il

‘, B =

by € Cy 3y
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Per formare degli ettaedri colle 14 rette escluse dalla coppia si possono an-
zitutto combinare in tre piani le rimanenti sei rette di B, e in altri quattro
le rette di B'; si vede perd che questa seconda operazione si pud eseguire in
due modi differenti, cid che porta quindi a due specie ben distinte di ettaedri,
che sono per es. i seguenti:

Ciz Cy Ci2  Cyy
Ce5 Ci3 Cys  Cy3
Coq Css Cos Oy
a b, a by
Coz  Cys Coz  Cys
b4 Cyiy b1 Ciy
by Cisy bs ¢,

e che dird rispettivamente di 1% e di 2% specie.

In quelli della 1* specie i primi tre piani sono determinati da uno qua-
lunque di essi, invece i quattro ultimi da due qualunque di essi. Si ottengono
quindi 2-3 =6 di questi ettaedri. In quelli della 2 specie i primi tre piani
sono determinati, come dianzi, da uno qualunque di essi, e i quattro ultimi da
due qualunque di essi; per cui si hanno 2-2-3 =12 di questi ettaedri.

Per avere altre specie di ettaedri bisogna combinare le rette dell’una bi-
quadrupla con parte di quelle dell’altra; non si possono perd combinare tutte
le sei rette rimanenti di B con sei di B, altrimenti le rette a, ¢,; resterebbero
escluse dall’ettaedro. Comincio anzitutto a combinare due rette conjugate di
B con due rette pure fra loro conjugate di B’ e secanti le precedenti; poi com-
bino fra loro le rette di B (cid che si pud fare in un solo modo) e fra loro le
rette rimanenti di B’ (cid che si pud fare in due modi). Ora, fissate le due
coppie di rette conjugate in B e B', per es. le (¢ Cs5), (Cuabs), la loro combi-
nazione si pud fare in due modi, ciascuno dei quali fornisce due ettaedri, e
poichd di quelle coppie di coppie di rette conjugate se ne hanno tre, cosi vi
sono 2:2-3 =12 di questi ettaedri che dird d¢ 3% specie, Uno di essi & il
seguente:
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Cos  Cuy
Css by
Ciz O3y
Ca1 Ci3
a b,
Coz  Cy5
b, cy.

Quando, come si fece ora, si combina una coppia di rette conjugate di B con
una coppia di rette pure conjugate di B’, & chiaro che non si possono poi
combinare fra loro altre coppie analoghe; si hanno perd altre combinazioni
che forniscono nuove specie di ettaedri. Se si sono per es. combinate le ¢y, ¢
rispettivamente colle ¢y, b5, si possono poi combinare fra loro le ¢,s, ¢, € po-
scia combinare le ¢y, ¢ rispettivamente colle 4y, ¢5, e quindi le a, ¢ colle
b, ¢33 oppure si possono combinare fra loro ancora le ¢35, ¢y, ma poi le ¢y,
¢34 rispettivamente colle c5, by, € quindi le a, ¢ colle b,, c;;. Si hanno cosi
ordinatamente gli ettaedri:

Cx Cyy Cos  Cuy
s bs css  bs
Ci3  Cyy Ci3 Oy
¢ b Ciz Cyi5
Cy Ci Cay by
a b, a b,
Cis  Cagy Ces  Cusy

che dird rispettivamente di 4% e di 5% specie.

La loro differenza consiste in cid che mentre nel primo di essi le due
rette ¢y, ¢, formanti una coppia, di B tagliano le rette ¢, b,, formanti un
pajo,” di B’, nel secondo invece esse tagliano le due rette ¢, ¢,s formanti pure
una coppia; e lo stesso vale per le rette cs, ¢5 di B formanti un sistema gobbo.
Di ciascuna di queste due specie se ne hanno 3-.2.2=12. Vi ¢ un ultimo
modo di appajare le rette escluse dalla coppia che si considera, e consiste nel
combinare due rette secantisi di B rispettivamente con due rette secantisi di
B, e le quattro rimanenti di B fra loro, ¢ quindi pure le sei rimanenti di B’
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fra loro. Questo si pud perd fare in due modi differenti come appare per es.
dai due ettaedri che scrivo:

a b, a b
Cos Cys Caz Cys
¢s by Cos  Cuy
C3s  Cyy € b,
Ciz Cq Ci2  C3
Cay  Ca5 Ciz  Co
bs Ci5y bs Cis5,

e che dird rispettivamente di 6% e di 7% specie.

La loro differenza proviene da cid, che in quelli della 6* specie le due
bisecanti @, c;; della coppia esclusa si appajano rispettivamente colle rette c,s,
b, formanti un pajo, mentre nella 7% specie esse si appajano rispettivamente
colle rette ¢,s, b, formanti una coppia. Per vedere il numero di questi ettaedri
s1 osservi che nella B vi sono sei paja come (cie €35), a ciascuno delle quali se
ne possono far corrispondere due di B’ come (b, ¢y); allora le rette di B re-
stano combinate in un solo modo, mentre quelle di B’ lo restano in due; ep-
perd vi sono 6-2.2 =24 ettaedri della 6* specie. Nella 7* specie invece una
volta fissato il pajo di B e il pajo corrispondente di B, le rette di B, come
pure quelle di B, si dispongono in una sola maniera; laonde della 7* specie
vi sono 6 -2 =12 ettaedri. '

Riassumendo e ricordando che colle 16 rette si formano 80 coppie si ha:

Le 14 rette escluse da una coppia s¢ possono disporre in 90 modi nei
pians di un ettaedro; di quests ettaedri (principali) 6 sono di 1% specie, 12
di 22, 12 di 3%, 12 di 4%, 12 di 5%, 24 d¢ 62, 12 di 7 Esistono dunque in
tutto 1200 ettaedri principali, di cui 480 di 1% specie, 960 di 22, 960 d¢ 32,
960 di 4%, 960 di 5¢, 1920 di 62, 960 di 74.

75. 1l modo con cui sono state generate le sette specie di ettaedri prin-
cipali ne mostra anche la conformazione, e non ¢ difficile trovare quali e quanti
diedri e triedri contenga ciascuna di esse. Ho fatta questa ricerca non solo
per gli ettaedri, ma anche per ognuna delle sei specie di ottaedri a cui sono
giunto nel § 5; per abbreviare e presentare ad un tempo i risultati in modo
pill prospettivo, scrivo i numeri che ho ottenuti nella tavola seguente, in cui
ho poste per maggior compitezza anche le due specie di esaedri principali;
nell’ultima colonna a destra i numeri indicano quanti piani del poliedro con-
siderato passano per ciascun punto di Kumueg.
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NiyMero p 1 TRIEDRI DI SPECIE

Povriepri NUDL::}IERO Dmhg::;ig b1
PRINCIPALI PoLiEDRI
prINCIPALI| 18 2a 8a
hspec'xe specie specie
Esaedro di 12 specie 480 1 12 2
» 28, 480 - 14 1
Ettaedro di 12 specie 430 6 11 4
'» AR 969 4 15 2
> 32 960 3 17 1
» 4@ 960 2 19 -
» 5 » 960 4 15 b
N 62 1920 3 17 1
» L 960 3 17 1
, Ottaedro di 12 specie 5 16 - 12
» 22 » 80 10 12 6
» 31 » 60 8 16 4
» 42y 120 6 20 2
» 58 » 240 6 20 2
» 63 » 200 4 24 -

12

PL]

4

12

12

32

42 | 5a
9 4
2| 6
1, 2
-1 3
1+ 3
1 4
1 5
48 —
18 | 12
8 16
4 12
4 . 12
-1 6

02

10

11

12

16

16

16

18

12

16

10

11

18

Passaacio
PElI PUNTI DI
Kummer

Come si & gia fatto osservare nel n.° 46, & notevole che i due ottaedri

di 4" e 5* specie abbiano nella presente tavola gli stessi numeri, mentre ri-
spetto alle quaderne di quadrilateri essi si comportano del tutto diversamente.
76. Ricordando la genesi delle differenti specie di poliedri, e avendo
riguardo alla tavola del numero precedente si potrebbero senza difficoltd rica-
vare diverse loro proprietd, relative per es. ai loro pill importanti spezzamenti
in altri poliedri di ordine inferiore, come se ne ebbero gid esempi per gli
esaedri. Ma per non dilungarmi troppo mi limito ad accennarne soltanto alcuni.
Se si considera 1'ettaedro principale di 1% specie, i due triedri T";, T,

di 2* specie in esso contenuti hanno in comune un diedro di 2" specie, e com-
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prendono quindi in tutto quattro piani, mentre i tre piani rimanenti formano
un triedro 7' di 4 specie, e i due piani non comuni sono contenuti nell’unico
triedro T', di 1* specie contenuto nell’ettaedro. Invece i due triedri T's, T"s
di 8* specie hanno in comune il diedro stesso comune a 1";, T'";, mentre i
tre piani rimanenti formano il triedro 7',, e i due piani non comuni sono con-
tenuti in T,. I triedri T, e T, hanno allora in comune il terzo piano, e questo
coi due piani comuni alle due coppie di triedri T",, T",; T's, T"s forma il
triedro T’ (unico) di 3% specie contenuto nell’ettaedro. Ricordando la genesi
dell’ettaedro stesso data al n.° T4, si vede che il triedro T, contiene ne’ suoi
 piani le sei rette ulteriori della biquadrupla B; i quattro piani rimanenti, con-
tenenti le rette di B', formano un tetraedro i cui quattro triedri sono tutti di
4* specie. I cinque piani dell’ettaedro, che si ottengono tralasciando il diedro
di 2* specie comune a T,, 7", ed a T";, T"s, formano un pentaedro i cui
dieci triedri sono il triedro 7', di 1* specie ed i nove triedri di 4* specie.

77. Se si considera invece un ettaedro di 2* specie, esso contiene un
unico triedro di 3* specie contenente ne’ suoi piani le residue sei rette di B,
mentre gli altri quattro piani formano un tetraedro i cui triedri sono tutti di
5* specie. Gli altri due triedri di 5* specie non hanno in comune alcun piano,
per cui un ettaedro di 2* specie si pud spezzare, in un solo modo, in un piano
e in due triedri di 5 specie. Esso si pud anche spezzare, in un solo modo,
in un piano, che & ancora il precedente, e in due triedri di 4* specie: il piano
stesso appartiene al triedro di 3" specie. Ognuno dei due triedri di 4* specie
ha comune un diedro di 1* specie con uno dei due triedri di 5* specie, ed
ha comune coll’altro il terzo piano. Ece.

78. Venendo agli ottaedri, uno di essi che appartenga alla 1* specie si
pud scindere, in una sola maniera, in una coppia di tetraedri i cui triedri sono
tutti di 1% specie, ed in 18 maniere in una coppia di tetraedri i cui triedri
sono tutti di 4* specie. Si pud notare un’altro carattere, oltre quello osservato
nel n.° 46 rispetto al modo di comportarsi colle quaderne di quadrilateri, per
il quale riescono di natura ben differente gli ottaedri di 4* e 5 specie. En-
trambi invero contengono un tetraedro i cui triedri sono i quattro triedri di
4* specie in essi contenuti; ma nell’ottaedro di 4* specie il tetraedro residuo
contiene triedri soltanto di 5" specie, mentre in quello di 5* specie il tetraedro
residuo contiene triedri soltanto di 6* specie.

Infine ognuno dei 200 ottaedri di 6* specie (che sono i soli non degeneri)
si scinde, in una sola maniera, in quattro diedri di 1* specie, che sono gli
Annali di Matematica, tomo XIIL 23
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unici in esso contenuti, e, pure in una sola maniera, in un diedro di 1* specie
ed in una coppia di triedri di 3* specie. Ece., ecc.
79. Da tutto quanto precede si ricava il seguente risultato generale:
Tutti ¢ poliedri che si possono formare coi 40 piani tritangenti sono ¢

poliedri principali fin qui studiati e quelli contenuti in ess.
La determinazione perd di questi ultimi condurrebbe ad un grandissimo

numero di specie differenti, come agevolmente si capisce anche a priori, epperd
avrebbe meno interesse.

Pavia, 12 dicembre 1884.
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Sopra i sistemi tripli ortogonali
di Weingarten.

(Memoria di Luvier Biancmi, a Pisa.)

INTRODUZIONE.

Il presente lavoro contiene la teoria generale di quei sistemi tripli orto-
gonali di superficie, ai quali appartiene un sistema di superficie colla medesima
curvatura costante positiva o negativa. Una classe interessante di questi sistemi
era conosciuta fin dal 1870 per i lavori del sig. Risavcour (¥). Nei Rendiconti
del 15 Febbraio scorso della R. Accademia dei Lincei ho pubblicato 1I’enun-
ciato di un teorema comunicatomi dal sig. Wemeartes e col quale mediante
costruzioni infinitesimali successive, partendo da una superficie nota a curva-
tura costante, si perviene ad una serie oo* di tali superficie, che fanno parte
di un sistema triplo ortogonale.

Nel corso delle ricerche da me fatte su questi sistemi, che ho chiamato
sistemi di Weingarten, ho osservato che essi sono i sistemi pilt generali pos-
sibili della specie menzionata in principio, sicchd il teorema di WemvaarTeN
risolve completamente, per le superficie colla medesima curvatura costante,
Iimportante problema di associarle in serie appartenenti a sistemi tripli or-
togonali.

Tutti i teoremi, che ho enunciato nella mia Nota sopra citata e nella
successiva del 15 Marzo, si trovano dimostrati in questo lavoro. 11 § 2 con-
tiene la ricerca fondamentale della forma, che assume 1’elemento lineare dello
spazio riferito ad un sistema di Wemvearten. Nel successivo § 3, mediante il
teorema di. WeiNaarTEN, si perviene all’effettiva dimostrazione dell’ esistenza di

(") Comptes Rendus de 1'Académie, t. LXX.
Annali di Matematica, tomo XIII, 24
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questi sistemi. Il § 5 tratta delle condizioni iniziali geometriche necessarie e
sufficienti per individuare un sistema di WemearTEN. Rispetto a queste ultime
dimostrazioni (§§ 3 e 5) & da notare che dal punto di vista analitico peccano
di rigore, come quelle che ammettono 1'esistenza del limite in una costruzione
geometrica infinitesimale. Esse hanno percid un carattere provvisorio, finche i
progressi della teoria delle equazioni a derivate parziali non permettano di
dimostrare 1'esistenza di funzioni che soddisfano a date equazioni di questa
specie con determinate condizioni ai limiti. Per le equazioni che qui si pre-
sentano, le (I) o (II) § 2, sembra ben difficile che c¢id possa farsi.

Del resto questa lacuna non influisce in aleun modo sugli altri principali
risultati della Memoria e in particolare sono rigorosamente dimostrati i teoremi
dei §§ 8, 9, ove quelle trasformazioni geometriche, che gid hanno dato risultati
importanti, applicate a superficie di curvatura costante negativa (pseudosferiche)
isolate, vengono applicate simultaneamente a tutte le superficie pseudosferiche
di un sistema di WeivearTEN e danno il modo di dedurre infiniti nuovi sistemi
di questa specie da uno noto. Analiticamente cid significa che, nota una so-
luzione delle equazioni simultanee a derivate parziali (I), si possono costruirne
infinite nuove e precisamente, nel caso della trasformazione al § 8, con soli
calcoli di derivazione e nel caso del § 9, sotto le ipotesi ivi fatte, con suc-
cessive quadrature.

I sistemi di Wemearten che ho chiamato a flessione costante (§ 6) mi
sono sembrati meritevoli di studio speciale, come quelli che pili si avvicinano
al sistemi gid noti di Risavcour, e percid ho loro dedicato i due §§ 6, 10
del lavoro.

Ho poi creduto utile di premettere (§ 1) quelle formole fondamentali re-
lative ai sistemi tripli di superficie ortogonali, il cui uso frequentemente ricorre
e di dare (§ 4) la dimostrazione di un notevole teorema di RiBiucouwr, che,
sebbene non indispensabile in queste ricerche, le collega con altre anteriori
relative ai sistemi tripli ciclici ortogonali.

Per i sistemi di WewearTEN a curvatura positiva, all'infuori della loro
esistenza e delle formole fondamentali che vi si riferiscono, ben pochi sono i
risultati contenuti nel presente lavoro. Essi potranno formare oggetto di studl
ulteriori.
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§ 1.

Generalitd sui sistemi tripli di superficie ortogonali.

1. Sia
ds*=H:dw + Hidv' + H:dw* (1)

il quadrato dell’'elemento lineare dello spazio riferito ad un sistema di coor-
dinate curvilinee ortogonali u, v, w. I coefficienti H?, H?, H? sono quantita
essenzialmente positive e in tutto lo spazio, o in quella regione di spazio, a
cui dovremo limitare le nostre considerazioni, differenti da zero (*). Con H,,
H,, H, intenderemo sempre le loro radici positive, cosicch® se per direzione
positiva dell’arco delle linee, lungo le quali varia soltanto il parametro u, v
o w, si assume quella secondo cui cresce il parametro corrispondente, i loro
incrementi positivi d’arco saranno rigpettivamente:

H,du, H,dv, H, dw.

La medesima direzione si assumerd anche come direzione positiva della nor-
male alle rispettive superficie

w=cost.5, v=cost’, w=cost®

del sistema triplo ortogonale.

Il raggio principale di curvatura della superficie # = cost.® lungo la sua
intersezione (linea di curvatura) colla w = cost.® sarad indicato con 7,,, il 1° in-
dice rappresentando la superficie cui il raggio » & relativo ed il 2° il para-
metro che varia lungo la corrispondente linea di curvatura. Avremo cosi i 6
raggi principali di curvatura:

u = cost.® v = cost.® w = cost.’
P12y T3 P21y 7o V31, 7,'32

e ciascuno di essi sard contato positivamente o negativamente secondo che la
direzione, che va dal rispettivo centro di curvatura al piede della normale cor-
rispondente coincide colla direzione positiva della normale o colla opposta. I

(*) Cfr. BeLtrami: Delle variabili complesse sopra una superficie qualunque. Annali
di Matematica, Serie II, t. I.
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coefficienti H;, I,, H, soddisfano alle 6 equazioni fondamentali di Lang (*):

0 1 0H: 1 0H,; 1 0H:, 0 Hs

a_(ﬂi au)+ 8v(Hz 8D)+H2 7w Tw =0

0 1 0H; 0 1 0H, 1 0H: 0 Ha

T(Hg a@)+ aw(yg aw)'l“fléWW:O @
0 (1 0L 1 0 H; 1 011 01,

a—@(m Bw)+ au(m du)+'u_§'a—v_37=0

P _ L 0H O | 1 0H O
dvow He 0v 0w ' Hy 0w 0w
0% Hs 1 0H: 0Hs 1 0H. 0 H,
fwon M 0w 0w TH ou 0w ®)
0® 3 1 aHsaHA 1 0H, 01I:

Jwuov  H: ou 0v " He 0v ou |

S

Viceversa se queste 6 equazioni sono soddisfatte esiste un sistema triplo orto-
gonale, che da all’elemento lineare dello spazio la forma (1) e questo sistema
& perfettamente individuato a meno di movimenti nello spazio (**).

Se poi con z, y, 2 indichiamo le coordinate Cartesiane ortogonali del

punto (u, v, w) dello spazio saranno z, ¥, 2 funzioni di u, v, w, che soddis-
feranno alle equazioni:

0 (1 0z\ _ 1 0H, 0 1 0H: 0z
au(Em) ~ IR0 90 I dw 7w’
0 (1 0z 1 0H: 0z 0 (1 ox\ 1 0Hs oz
—97(217753)=MW%’ m(mm)—MWaw
0 1 0z _ 1 0H: 0x 1 0H: 0
W(E—%)——ngm?ﬁ_ﬂ?a_uﬂ’ 4
0 (1 0x 1 0H; ox 0 (1 0x\ 1 9H ox )
a_(Hz av) H:Hs 0v ow’ W(TEW)_IEWW
0 (1 0z\ _ 1 0Hs 0z 1 0H; 0z
w(_—) T H: 0w 0w H: 0v ov’
1 8H1 0w 0 (1 oz 1 0H. 0x
(H3 aw) H:H dw ou’ W(‘E; aw) H:He 9w 0v

e alle altre che si ottengono cangiando « in % ed in 2.

() Legons sur les coordonndes curvilignes, pag.® 76-78.
(") Vedi per es. DarBoux: Sur les surfaces orthogonales, Annales de 1’Ecole Nor-

male Supérieure, t. III, 1866, § 8 e LiouviLLeE: Note VI a U'Application de I Analyse a
la Géométrie par Monge.
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2. Indicando con X,, Y,, Z, i coseni di direzione positiva della nor-
male alla superficie « = cost.® avremo:

1 0z
Xi—Ea—u’ Y1="—l'——’

e per le convenzioni fatte rispetto ai segni

?ﬁ_i@_ﬁ 8Y1 li)y 6Z1___ 1 32
ov —712 312, 80 hzav ov ri2 00

da cui ponendo mente alle (4):

11 i
712 HH: ou
Per gli altri b raggi di curvatura avremo formole perfettamente simili, ciod (*)
1 _ 1 em 1 1 pE 1 _ 1 i
re  HiHe 0u res HeHi 0v rss HsHi 0w 5)
L1 om 1 1 am, 1 1 ¢H
re  H L 0w res  HeHs 0v rs2  HsHs Ow

Siano ora (cosa,, cosB;, cosy,), (cos&,, cosn,, cost,), (CosiA,, cosm,, cosy,) i

rispettivi coseni di direzione positiva della tangente, normale principale e bi-

normale della linea, lungo la quale varia « soltanto e il cui arco elementare

& ds,= H,du, come pure p,, T, i suoi raggi di 1* e 2* curvatura. Abbiamo:
1 9w 12y 19

cosm=—ﬁ;a—u, cosf3 = A 3:

e derivando queste formole rispetto ad w, tenendo conto delle (4) e delle note
formole di SErger, troviamo:

cosEi__i_l_ax_i_L% cosns 1 1 9y 1 10y
ot re He Dv  ra Hs 0w’ ot ra Hy 0v  ra Hs 0w’
cosly 1 192 1 1 9z
Pt =T vnH, 0v  ra Hs 0w’
da cui quadrando e sommando
1 1 1
o T + 5

(*) Lamg, L c., pag. 50.
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Le precedenti possono dunque scriversi:

costmm —m 2 102 w102

1 VT§1+7§£ He v vrgi-i_’r%i Hs gw’

731 1 0y 72 1 oy

oSy =— ———— e e ————— . — =
" TRt Lo gt I 0w ©

731 1 9z Yo 1 02

COSY = — ———— = — T——— " =

Vs £ 7, Hedo  \oy fri, Hsiw
e ne risulta

P N 1 0z 731 10z
et ———— s )
\/rzi“l"rsi Hy 9v V’ga + % s 0w
o 1 0y 734 10y

cos e e e s
TV T Eov gt Dow
008y, = re1 _I__a_f_ 731 ) 10z

le quali ultime, derivate rispetto ad # moltiplicate ordinatamente per cosé,,
08y, cosg; e sommate danno per le (4) e per le (6):

1 1 0 31
T Hou® g
Usando notazioni analoghe per gli altri due sistemi di curve, lungo le quali

varia solo » o w, avremo dunque le formole:

1 1 1 1 1 1 1 1 1

= il o . e _ *
AsatE gTatas gmmRtm O 0
1 _ 10 to (2L 1 — to (22
1— 18uarc g(u), _T—s_H‘zavar g(sz)’
1 1 9 ®)
(2]
Ts=Ea—warctg(m)

() Lams, 1, c., pag. 65,
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§ 2.

Sistemi tripli ortogonali che contengono un sistema di superficie
colla medesima curvatura costante.

3. Supponiamo che nel sistema triplo ortogonale di superficie, definito
dalla forma (1) dell’elemento lineare dello spazio, le superficie w = cost.® ab-
biano la medesima curvatura costante K, che per semplicita porremo = = 1.
Escludiamo perd il caso che esse siano superficie di rotazione, poiché i corri-
spondenti sistemi tripli ortogonali sono allora ben noti (*). Come nelle citate
comunicazioni alla R. Accademia dei Lincei, chiamerd questi sistemi tripli orto-
gonali sistemi di Weingarten e intenderd per loro curvatura la curvatura delle

superficie del sistema w. Distinguiamo i due casi di K=—1¢e K=-1e
cominciando dal primo supponiamo quindi
1 -1
731732
1 1 .
Potremo porre allora o= — tgo, = cotd, ciod per le (5):
1 0H 1 0H:
WG ow =~ 8% g e Ot ©)

dove il significato geometrico di ¢ & ben semplice. Esso rappresenta infatti,
a causa della formola

tgd = — Iz,

r31

P’angolo formato dalle assintotiche di un sistema sopra una superficie w = cost.®
colle linee di curvatura v = cost.® Cid posto, per le (9) le due prime (3) di-
verranno

DM _ w090 1 0Hh _cont 00
Hi v cos0dv H: 0w~ senf ou

e integrate daranno
H, = cos0 - ¢ (u, w), H, =sengd - ¢(v, w), (10)

dove ¢ & funzione di u, w soltanto e ¢ di v, w.

(’) Fra questi sistemi speciali soltanto quelli generati dalla traslazione della superficie
pseudosferica lungo il suo asse di rotazione appartengono alla classe dei sistemi di WEIN-
GARTEN. E infatti si verifica facilmente che la forma caratteristica (12) n.° 4 per 1’elemento
lineare dello spazio si ha solo in questo caso,
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Vogliamo ora dimostrare che ¢ e ¢ sono indipendenti da w, ciod

0 0
=0, o, (@

e per questo ricaveremo dalle (9) (10):
08 , 0l

. 0ge) __ _ ?ﬁ ology
H, =tg¢ 00td ~— + ——= }_.—cotej tg0 5 + — - (11)

da cul
tgd

0logg dlogy
T + cotd o =0.

Questa, se le (a) non sussistessero, c¢i darebbe

M, v)
“ N, w)’ )

dove M & funzione di u, w e N di », w. Ora consideriamo una speciale su-
. . ) ? oy g
perficie pseudosferica del sistema w, sia w = ¢ e indichiamo con

ds? = Eduw 4 Gdv*

il suo elemento lineare, riferito alle linee di curvatura; se cangiamo i para-

tg 0

metri #, v rispettivamente in f ¢ (u, c)du, fq: (v, ¢)dv, avremo per le (10)

E = cos?4, G =sen®d

e per la (b)
tgo =12
go= V’
essendo U funzione della sola # e V di v. D'altra parte, la curvatura della
superficie essendo = — 1, dovra ¢ soddisfare alla equazione
22@—?‘2 — 22762 == §en g cos?d,

il che & impossibile col valore precedente di & a meno che non sia costante
Uo V (*); ma allora la superficie sarebbe di rotazione contro I’ipotesi.

(") E infatti questa equazione diventerebbe:
UII V/l .
T+7)(UZ+VZ)=U2+T2+2U”+§2V’2, (@)

gli apici indicando derivate. Facendone la derivata 2* rispetto ad » e v, otteniamo
Uy pr viy U '0
() v+ (5)- o=,
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Sussistono dunque le (¢) e perd ¢ & funzione solo di # e ¢ di v, per cui can-
giando i parametri , v rispettivamente in f ¢ du, fqz dv avremo per le (10) (11):
00

4. Per i valori ora ottenuti di H,, H,, H, la 1* e la 2* delle (3)
sono identicamente soddisfatte e le quattro rimanenti si riducono alle tre di-
stinte:

H,=cos6, H,=sent, H,

Zz—uez—%%=sen6cos6
o (1 26 29 1 60 200
%(Ma—uaw)=c°sem+m%a—vaw @

030 _005039 020 _seneﬁ 030
Oudvdw senddudvow  cosbdv duow

poiche¢ la 42, ciot la 2% delle (2):
0 ( 1 0%

ov \senb Jvow

00 1 06 o026
)=sen9%_m3_ﬁau8w (L)
& una facile conseguenza delle due prime (I).

a) Abbiamo dunque il risultato: AIVelemento lineare dello spazio ri-

ferito ad un sistema di Weingarten a curvatura K=—1 si pud dare la

da cui

U’/ ’— y V’/ ’— ,
(_U_) — RO, (_V‘) —— VY,

k essendo una costante. Di qui integrando segue
U kU v EV?

Y Y '
+ C, = o) +C

U 2

RU*
U =" +2CU 4,

. BV )
2V = — = 20V 4 O,

eon C, C’, C;, C', nuove costanti e per la («) si avrebbe
(C'—=C~NHUPH+(C=C'=1V2=C 4 C,

equazione impossibile a verificarsi se non & costante U o V.
Annali di Matematica, tomo XIIL, 25
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forma .
ds? = cos*ddu® + sen*ddv* 4 (%%)2 dw?, (12)
dove la funzione 6 di u, v, w soddisfa le equazioni (I) alle derivate parziali.

E questa la forma stessa, trovata da Darsoux per i sistemi di Risav-

cour (*¥). Per i raggi principali di curvatura abbiamo poi dalle (5)

11 00 1 1 09 1 — —ted
e son0du ra . cosBov 8
020 020 (13)
1 _ 1 fuiw 1 _ 1 ovow — —coté
713_0086 86 ? m_sene 80 ? 7‘32_
dw ow

Notiamo inoltre che, sopra ogni superficie pseudosferica del sistema w, le
equazioni delle linee assintotiche sono

e _ e
© — v = cost.”, % - v = cost.®,

e se si riguardano come punti corrispondenti sopra due superficie del sistema
w quelli che corrispondono alla medesima coppia di valori (, v) dei para-
metrl u, v (ciod i punti d’intersezione colla medesima traiettoria ortogonale
del sistema w) si ha quindi il teorema:

b) Sopra due superficie pseudosferiche di un sistema di Weingarten si
corrispondono, oltre le linee di curvatura, le assintotiche e ¢ loro_archi corri-
spondenti sono equali (**).

Per i sistemi di WEeNeArTEN a curvatura positiva K= 4 1 (***), i cal-
coli possono farsi in modo perfettamente simile, ponendo
L _tghy, % — coths,

731

e si trova allora per I'elemento lineare dello spazio:

d s* = cosh?6dw? -+ senh*6dv® 4 (g—i})z dw?,

(') Comptes Rendus; t. XCVII, pag. 894, formola (6).

(") Vedi la nota in fondo al lavoro.

("") Qui intendiamo perd escluso il caso in cui tutte le superficie del sistema 0 sono
sfere di raggio =1.
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dove 6 soddisfa alle equazioni:
020
3u2+d 2

0 1 029 09 1 06 026

8u(cosh@8u?)z)+ OSh68w+senh6 8—030810:0 (1D

030 _senh@@ 020 coshegq 020
Buavaw—cosheavbuaw+senh6 oudvow

0 1 020 00 1 296 026
%(senhe ov ?3w)+senha%+coshe uduow =0, (I1a)

delle quali perd la (II;) & conseguenza delle due prime (II).

Viceversa, se supponiamo che la funzione 6 soddisfi le (I) o le (II), le
6 equazioni fondamentali di Lams, per I’elemento lineare (12) o (14), saranno
soddisfatte e quindi:

¢) Ad ogni funzione 6 di u, v, w, che soddisfa le (I) o le (II), corri-
sponde uno ed uno solo sistema di Weingarten, che da all’ elemento lineare
dello spazio la forma (12) o (14).

5. Supponiamo di avere un sistema di WEemearTEN e per fissare le idee
consideriamo il caso, in cui K= —1 e valgono quindi le formole (12), (I),
(I.), Yaltro caso (K = + 1) potendosi trattare in modo perfettamente simile.

L’arco elementare delle curve traiettorie ortogonali delle superficie pseu-
dosferiche & dato da

-{— senhg coshd =0

=0,

dsy =2 dw
0w
e quindi, sopra una individuata superficie w = cost.?, 'equazione
06 o
T cost.

rappresenta quel sistema di linee, lungo ciascuna delle quali & costante la
distanza normale (*) infinitesima della superficie considerata dalla successiva.
Ora possiamo dimostrare I'importante teorema:

a) Sopra ogni superficie a curvatura costante del sistema le linee

g—?v= cost.® costituiscono un sistema di circoli geodetici paralleli.

Per questo basta stabilire che il parametro differenziale primo di queste

() Ciog il tratto infinitesimo intercetto sulla normale alla 1* superficie dalla successiva,
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linee

00 AL BT
A (?J_Q_)__\/S‘enm(@uaw) -}—cos*@(auaw)
“\ow) seu B cos

’ 1 . L4 * .
e la loro curvatura geodetica 7 Sono costanti lungo le linee stesse, ciodé sono

funzioni di %S—U (*). Ora ponendo

DL (NF L @6y, 1 [ a0}
A*[Ai(a—w” __00329(5%@10) +seu?9 (avaw)

e derivando, coll’'osservare le (I), (I,), troviamo

9y _ 500 20 DA 00 20
ou " O0wluow ~ Jv Qwovow
oA 24
ndi | 2 %" |0, il che dimosira Ja 1° assersione. So caleo
e quindi = serzione. Se calco-
q 990 520 , i1 che dimosira la 1* as c
duow’ Jv dw
liamo poi la curvatura geodetica :Rl— colla formola di Boxser
_1.__-_-_-__ 1 0 sen 6 . 00 +i cosf 020
R senfcosh {0u cos0 - A, (8_‘7_) Buaw] dv [sen@ A’(@)Bvan
ow ow
avendo riguardo alle precedenti ed alle (I) troviamo:
Al
1 ow
T
Ag (%)
il che dimostra la 2* asserzione. Se perd K= -+1 troviamo invece dalle
0f
1 Jw : Coa
(1) 7=+ © possiamo quindi scrivere
(e
0w
2
14 0w per K= % 1. (15)

e

(") Cfr. il § 9 della mia Nota R*; Sui sistemi ciclici, Giornale di Napoli, vol. XXIL
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Da un teorema di Lie & noto che le geodetiche ortogonali ai circoli
%:cost.e si determinano con quadrature e perd abbiamo il risultato:
b) Sopra le superficie o curvatura costante di un sistema noto di Wein-
garten le geodetiche si determinano con quadrature.
Osservazione. — L’ equazione differenziale di queste linee geodetiche
per K=—1¢:
cosf 020 __senf 26
senbovow " cosd gu ow

dv=20

e per mezzo del teorema citato e della formola (15), ponendo per brevitd

= —aae—, si trova subito per un fattore integrante di questa equazione

0w
o Yay
M f(Al‘P

sicché 1’equazione ridotta alle quadrature per le geodetiche in questione é:

pdy

cos 0 26 sen 0 20 _‘J‘(A,up) . ,
fisen9A1¢‘8ya¢0 du_cosOAuP.auaw E = cost” (15

Del resto si potrebbe ora verificare facilmente, per mezzo delle formole svilup-
pate, che I'espressione sotto il segno integrale in (15") & un differenziale esatto.
Analogamente dicasi per K= + 1.

§ 3.
Teorema di Weingarten.

6. I risultati ora ottenuti rendono naturale la domanda, se in un si-
stema triplo ortogonale della specie considerata pud scegliersi arbitrariamente
una superficie iniziale a curvatura costante e sopra di essa arbitrariamente
quel sistema di circoli geodetici paralleli, lungo i quali deve essere costante
la distanza normale della superficie scelta dalla consecutiva del sistema. A
tale domanda risponde appunto affermativamente il teorema di WriNaARTEN,
di cui ora andiamo a trattare.

L’enunciato di questo teorema nella forma comunicatami dall’Autore pud
leggersi nella mia Nota del 15 Febbraio, gid sopra citata. Qui ve ne sosti-
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tuird un altro, alquanto modificato, in vista delle distinzioni ulteriori, che con-
verra fare per applicare il teorema alle superficie pseudosferiche.
Sia S una superficie a curvatura costante K= *1 e

ds* =dao* 4+ r*d @ r = funzione di «
il quadrato del suo elemento lineare, riferito ad un sistema qualunque di circoli
geodetici paralleli « = cost.® ed alle geodetiche ortogonali 8 = cost.® In ogni
punto P della S eleviamo la normale e stacchiamone un segmento infinitesimo
PP =¢y,

dove ¢ indica una costante infinitesima e ¢ una funzione di «. Se supponiamo,
che la superficie S’ luogo degli estremi P’ appartenga insieme con S ad un
sistema triplo ortogonale di Wemaartex (n.i 4, 5), avremo

09
V=70
e per la curvatura geodetica dei circoli geodetici « = cost.® sulla S
dr 00
1 da _ ow ¢ :
—1-{ = — 'y - W = — m [Vedl formola (15)]
Ay | =—
ow
Ma essendo K== +1 quindi r = F % e A= % ne segue
dr
kP = k -d—OC ’
dove k£ & una costante e perd:
PP =¢ d—:c =er.

Inversamente dimostriamo:
Trorema p1 WEweARTEN. — 1.° Se ¢ segmento infinitesimo di normale

PP’ si assume dato dalla legge PP = e7', la superficie S’ luogo degli estremi
avrd la medesima curvatura K= * 1 (a meno d’infinitesimi d’ordine supe-
riore ad ).

2.° Ripetendo sopra S’ la stessa costruzione, poi di muovo sulla suc-
cessiva ottenuta, e cost via si otterrd una serie oo' di superficie colla me-
desima curvatura costante K== 1, che faranno parte di un sistema triplo
ortogonale.
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Essendo K=+ 1, quindi r= 57" e fr de = F ', da quanto ho dimo-

strato nel § 1 della mia Nota precedente in questi Annali (*), risulta che la
2% parte del teorema enunciato & una conseguenza della 1* e percid di questa
soltanto dovremo occuparci. Dimostrata questa, le osservazioni premesse ci
assicurano che i sistemi tripli ortogonali cosi costruiti sono i pilt generali pos-
sibili, che contengano una serie di superficie colla medesima curvatura co-
stante.

7. Serbando le notazioni del lavoro citato e sotto le ipotesi ivi fatte la

funzione up=frda, oltre alla equazione (3) ivi stabilita, soddisfa anche alle

due seguenti:
02y 1 0FE oY 1 0EQY

bt T 2E oudu TG0 " L y
P 1060V 1060 _ L, (49
o ve 9FE duou 2G 0vov ’

cid che si verifica nel medesimo modo, ricorrendo alle condizioni di trasfor-
mabilith delle espressioni differenziali quadratiche:

do® -+ r2d B2, Edw + Gd.

Ora se le linee %, v sono le linee di curvatura della S, »,, 7, 1 suoi raggi
principali di curvatura e X, Y, Z i coseni di direzione della normale, le coor-
dinate «', 4, 2 del punto P, che sopra la S’ corrisponde al punto P di S,
saranno date dalle formole:

v =x+e- X, y=9y+ep-Y, 2=zt 7

e quindi, trascurando le potenze superiori di ¢, avremo per ’elemento lineare
di '

ds'2=E(1+-275f-)du2+a(1+2—::*—)dve.

Venendo al caso nostro speciale, supponiamo dapprima K = —1; potremo
porre allora, come & noto:

F = cos?0 G = sen??¢

7, = cotf ry=—1gb,

(") Fascicolo 1°, pag. 40-41 di questo volume.
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dove ¢ soddisfa all’equazione

ZL:; — gg—f— = seng cosd,
e troveremo quindi
d s = cos?8, du® + sen?f, d v*
con
61 = 9 - ‘P-

Ma dalle (16) sottratte, essendo =17, ricaviamo

Zij; ZZ}; ¢ (cos2 ¢ — sen?d)
e per conseguenza
920 020
a—u:——av—:= sen 6, cos é,

il che dimostra appunto che la superficie S’ ha la curvatura K — _ 1. Ana-
logamente, se K = -}- 1, potremo porre

E = cosh?s G =senh?4
ry=-coth¢ r, = tgho,

dove ¢ soddisfa all’equazione %%?E + gz—vz +senhocoshf =0 eqd gyremo per
la 8

ds'? = cosh?6,du? + senh? 9, d v?
con

Oy=0+cq.

Ma le (16) sommate, essendo ¢ = — 7', danno
| ajz—}-aj: = — ¢ (cosh?¢ + senhz )
é perd anche

0t0, 020,

— e +senhg, cosho, =0,

ciod S’ ha la curvatura K=-+1, e. d. d.
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§ 4.

Teorema di Ribaucour.

8. Alla dimostrazione precedente del teorema di WeincarTEN, che com-
bina in sostanza con quella comunicatami pil tardi dall’Autore stesso, ne ag-
giungerd un’altra fondata sulla considerazione dei sistemi ciclici. Per questo
premetterd la dimostrazione di un teorema dovuto a RiBaucour (¥), che da
una proprietd generale dei sistemi tripli ortogonali.

Sia
dst= Hdw+ H:dv*+ Hidw®
I'espressione dell’elemento lineare dello spazio riferito ad un sistema triplo or-
togonale (4, v, w) e in ciascun punto di una delle superficie w == cost.’, sia
w = ¢, costruiamo il circolo osculatore della linea dintersezione delle altre
due superficie; sussiste allora il teorema:

11 sistema oo* di circoli costruito ammette una serie oo' di superficie
ortogonali.

Se indichiamo infatti con w I’angolo, che la normale principale alla detta
linea (u, v), diretta verso il centro di curvatura corrispondente, forma colla
direzione positiva della linea v = cost.’, avremo

1 3.17 5 E .}n?ﬁ
cOSm=Ecos&'3-Eﬂs Senw == 2 CO8&3 7~ 5,

quindi per le formole (6) n.° 2:

OOSm=--—Pi7 senm=—-f,3- (17)
713 Y23
Ponendo ora
Hs == (IIJ, = - IOgH-s;

la 3* delle (7) n.° 2 dara

0®\2 0 d\2
l=v2au aD =A‘(I)-
%] Hi He

Confrontando queste formole con quelle al § 4 della mia Nota sui sistemi ci-

(") Comptes Rendus, 1870, t. LXX,
Annali di Matematica, tomo XIIIL 26
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clici, citata al n.° 5, si vede subito che H; == ¢ soddisfa all’equazione ivi se-
gnata (15) e prendendo
BR=p, =0,

si soddisfano le (16) ibid., il che dimostra il teorema di Riaucour. In forza
poi dell’altro teorema di RiBaucour dimostrato al § 7 (I. c.) le superficie or-
togonali ai circoli faranno parte di un sistema triplo ciclico di superficie orto-
gonali, che chiameremo ¢! sistema ciclico osculatore del sistema triplo dato
lungo la superficie w=c. B chiaro che questi due sistemi hanno a comune,
oltre la superficie w = ¢, anche la consecutiva del sistema w.
9. Ora se consideriamo un sistema triplo ortogonale di WEiNeARTEN e

il suo sistema ciclico osculatore lungo una delle superficie a curvatura costante,
vediamo subito che questo appartiene alla classe di sistemi ciclici considerati
al § 14, 1. ¢. E inversamente sard dimostrato il teorema di WEeearTEN, quando
gl provi che nei sistemi ciclici in discorso la superficie ', infinitamente vicina
alla iniziale S a curvatura costante, ha la medesima curvatura.

Per questo, se osserviamo le formole 20, 1. ¢., § 8 e con 75, 7', indi-
chiamo i raggi principali di curvatura della S’ per la quale si ha

9 =T 7]’ 4
dove » & un infinitesimo (di 1° ordine), otterremo:
\/E' cos o
=R+
\/Ecos<p (\/Ecos? +3logR) ’

7e R ou

\/(:rsencp(l + )
\Gsen ? (\/G sen @ + 0 log R)

’

7'4=-‘R

e
Ora se con 1; indichiamo la curvatura geodetica delle ¢ = cost.® abbiamo
§ 9 1 ec)
\/bcosqz_l_ﬁlovR \/_Iz—'costp, \/Gsen<p+8logR \/Gsenq)

r A
quindi .
14 E 1-+m= E
’ = 72 U 71
2 — 1_‘.“ I 1 —1 " ]
72 r 74 r
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da cui
s 7’1'

7

Supponiamo K = 41, ciod r,7, =41 e potremo porre

ot y=reri - n(r 4 1) iR +

7 = C0Sa ¢ ==sena
R'=—-—=—tga, :7=tgac

da cui segue 7'y, = -+ 1. Similmente per r, 7, = —1 si trova ', 7', = — 1.

§ 5.

Caratteristiche dei sistemi di Weingarten.

10. Occupiamoci ora di riconoscere il grado di arbitrariethd che resta
nei sistemi tripli ortogonali di WemearTEN. Per questo ci saranno utili-le con-
siderazioni seguenti.

Indichiamo con = le superficie a curvatura costante K = * 1 del sistema,
con =, Z; le superficie degli altri due sistemi e infine con C le curve inter-
sezioni delle 3,, 3,, ciot le traiettorie ortogonali del sistema 3. Da ogni punto
P di una qualunque delle = esce una curva C, la cui normale principale in P
& diretta nel piano tangente a = e forma colla linea v = cost.® I’angolo » de-
finito dalla formola (17), § 4, cioé & perpendicolare alla linea

— 99 _ cost?
H,= = 008t
sopra = che passa per P. Ma nel nostro caso (n.° 5) le linee 29 . cost® sono

dw
circoli geodetici paralleli, dunque:

a) Le normali principali delle curve C nei punti d’incontro con una

superficie = tnviluppano sopra = le geodetiche G ortogonali ai circols g% = cost.’

Ora per la curvatura geodetica dei circoli g—z)=cost.° abbiamo trovato

la (15) § 2 e per il valore assoluto della flessione %‘- della curva C

00
1 1, 1 A‘(%)_
?

P3 72 3, 00
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per conseguenza
f‘pg = i 1,

dove naturalmente si prenderd il segno 4 o — a seconda che le direzioni,
che vanno dal punto P ai rispettivi centri di curvatura assoluta per la curva

C e di curvatura geodetica per la %?;:cost.e coincidono o sono opposte. Un

accurato esame dei segni mnelle formole precedenti da
rps=-+1 per K=—1
rpp=—1 » K=-+1
e del resto ¢id risulta anche subito osservando un caso particolare per es. quello

delle superficie di rotazione. Ne concludiamo:
b) In ogni punto P di una superficie = ¢ raggi di curvatura assoluta

e geodetica della curva C e del cerchio geodetico g—z) = cost.’, che passano per

P, sono Uinverso U uno dell altro, e coincidono in direzione o sono opposti, se-
condo che K=—10 K=+1.

Quando poi K = — 1, conviene distinguere tre casi secondo che le geode-
tiche G sopra la superficie = escono da un punto reale a distanza finita, da
un punto reale all'infinito o da un punto ideale. A seconda dei tre casi, pren-

dendo per linee coordinate sopra 2 1 circoli geodetici % = cost.’ (« = cost.®)
e le geodetiche G (B = cost.?), abbiamo per I'elemento lineare
dst =da® 4 senh®ad f? ds?=da® 4 e*d 3, dst = d«® -+ cosh?ad ?

. 1 1
e corrispondentemente per R
3

\
;=cotha, i—=1, %:tgha (
. . (18)
1 . _
F3=1:gho¢, P—s—l, Es—cotha ()

In quest’ultimo caso & da mnotarsi inoltre che tutte le geodetiche @, ciod
le 3 = cost.®, sono ortogonali ad una medesima geodetica (x = 0). Lungo que-
sta geodetica si ha —;—= o, ciod essa & un luogo di cuspidi per le curve C.

3
11. In forza dell’ ultimo teorema b), se in un punto P d’incontro di una
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curva C con una superficie S nota si conosce il centro di curvatura di C, il

. . . 00 . . T
circolo geodetico del sistema Pt cost.’ e con esso l'intero sistema di circoli

geodetici e delle loro geodetiche ortogonali ne verrd completamente indivi-
duato, poiche di questo circolo geodetico si conoscera in grandezza e direzione
il raggio geodetico. Cid posto, potremo stabilire geometricamente il teorema:

A) Scelta arbitrariamente una superficie iniziale 3, a curvatura costante
e una curva C,, uscente da un suo punto P, normalmente alla superficie, esiste
sempre uno ed un solo sistema di Weingarten, al quale appartiene la super-
ficie scelta 3, e che fra le curve C, ortogonali alle superficie del sistema 3,
contiene la curva data C,.

E infatti, supposto dapprima che un tale sistema esista effettivamente, per
le osservazioni precedenti conosceremo sopra =, il sistema di geodetiche G e
con esso il sistema ciclico osculatore lungo 3, (n.° 8), sicché la superficie =’y
infinitamente vicina a Z,, comune al sistema di WemesrtEN ed al sistema ci-
clico osculatore, ne risultera perfettamente individuata. Essendo poi la ', nelle
medesime condizioni della Z,, anche la successiva 3", ne sard determinata e
cosi via.

Il ragionamento precedente che, sotto le condizioni date ai limiti, prova
unicitd del sistema, ne dimostra anche |'effettiva esistenza. Basta infatti cs-
servare che la superficie 3, & ortogonale alla curva data C, nel punto P’, suc-
cessivo a P, e si trova quindi nelle medesime condizioni iniziali della Z,.

Agli elementi precedenti, caratteristici per i sistemi di WeiNeARTEN, pos-
siamo anche semplicemente sostituire la curva stessa C; ed una delle linee
di curvatura I', di =, uscente da P,. E infatti conosceremo allora in P, la
normale a 2, e perd anche lungo tutta la linea di curvatura T, di 3, le nor-
mali alla superficie stessa saranno determinate. Per un teorema dimostrato
dal sig. BickLuxp al § 3 della sua Memoria: Om ytor med konstant negativ
krokning (*), la superficie 3, a curvatura costante K = =+ 1, che passa per T,
ed ha lungo di essa le normali assegnate, esiste ed & pienamente determinata.
Sussiste quindi V'altro teorema.

B) Due curve arbitrarie C,, Ty che s’ incontrano ad angolo retto in un
punto P, determinano uno ed un solo sistema di Weingarten, che fra le linee
di curvatura delle superficie a curvatura costante contiene Ty, e fra le traiet-
torie ortogonali del sistema X la curva data C,.

(") Annali del'a Universitad di Lurd; t. XIX, 1883
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B chiaro che questa costruzione geometrica di un sistema di WeiNearTEN
per mezzo dei suoi successivi sistemi ciclici osculatori & perfettamente simile
a quella di una curva considerata come inviluppo dei suoi circoli osculatori.
(Vedi del resto I'avvertenza nella Prefazione.)

§ 6.

Sistemi di Weingarten a flessione costante.

12. Se per brevitd chiamiamo flessione di un sistema di WEINGARTEN
in ogni punto P dello spazio la flessione %; nel punto P di quella curva C

che vi passa, le formole (18) n.° 10 ci mostrano che per un sistema di Wrix-
GARTEN a curvatura negativa K= —1 (sistema di WemearTEN pseudosferico
di raggio = 1) la flessione sara

<1, =1, o >1,

secondo che le geodetiche G sopra = usciranno da un punto reale e a distanza -
finita, da un punto all’infinito o da un punto ideale.

Fermiamoci al caso intermedio al quale corrisponde, come ora vedremo,
un gruppo (*) interessante di sistemi di Wemcarten. Per cid supponiamo che
una delle curve C abbia costante =1 il raggio di 1* curvatura; allora dalle
(18) risulta che sopra tutte le superficie 3 le geodetiche G sono parallele e i

circoli % = cost.® sono oricicli paralleli colla curvatura geodetica = 1, dunque:

Se una delle curve C ortogonali alle superficie pseudosferiche di raggio
=1 di un sistema di Weingarten ha costante = 1 il raggio di¢ 1¢ curvatura,
lo stesso accade per tutte le altre curve C.

Questi sistemi speciali di WemwearTex li diremo sistemi a flessione co-
stante. 11 loro grado di arbitrarietd risulta dai teoremi A4), B), del paragrafo
precedente, quando per C, si assuma una curva a flessione costante = 1. Essi
comprendono come casi particolari i sistemi ciclici di RimBavucour. Se infatti
per C, si assume un circolo di raggio =1 esiste un sistema ciclico di Riav-

(') Tale denominazione della teoria delle sostituzioni é qui usata in vista del modo di
comportarsi di questi sistemi rispetto alla trasformazione complementare e di BiAckLunp
(cfr. pin avanti §§ 8, 9).
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cour che soddisfa alle condizioni iniziali del teorema 4) (*) e sard pel teorema.
stesso I'unico sistema di Risavcour che vi soddisfi. Cid dimostra che se una
delle curve C & un circolo di raggio =1, tutte le altre curve sono circoli
eguali.

T3 ‘chiaro poi che ogni sistema di WrivearTEN a flessione costante ha per
sistemi cicliei osculatori lungo le superficie pseudosferiche altrettanti sistemi
di RiBavcour.

Osservazione. — Pel teorema dimostrato al § 3 della Nota citata si
pud enunciare I'altro:

~ Se in_un sistema triplo ortogonale le curve d’intersezione di due der si-

stems hanno la medesima flessione costante, il sistema stesso & un sistema di
Weingarten (a flessione costante) teorema che ci da una proprietd caratterl-
stica dei sistemi di WENearTEN a flessione costante.

13. B interessante ricercare come si modificano le formole del n.° 4
pei sistemi attuali. Per cid osserviamo che se w indica ’angolo che ogni geo-
detica G del sistema parallelo nella sua direzione positiva (cioé nel senso stesso
del parallelismo) forma colla direzione positiva delle linee » = cost.® avremo
per le (17) § 4, essendo p,=1:

1 1
COSw = == —>» Benw = ——
713 723
e perd le (13) § 2 daranno
09 00 00 09
m=—comoos9%, Toam = — Senwsend - . (19)
Con queste formole le (I) § 2 diventano
g—;% - 22—2= sendcosf (20)
30) . - \
-[- 8 == §eN » €0sf [ :
@1)
av-i—%—-—cos(osene S

Le due ultime sono compatibili, appunto in forza delle (20), e se da esse si
elimina 8 si ottiene:

e fe -
W —_ 5@—2— 5€nw CoSw,

() Cfr. 1 § 3 e 14 della mia Nota 2*: Sui sistemi ciclici.
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come anche

0t oo 0o ) ,
Tud = cose cosea—u—), Toin = Senw sené o> (22)
dopo di che si vede subito che la funzione w(w, v, w) soddisfa tutte le con-
dizioni (I) e definisce percid un nuovo sistema triplo ortogonale di WrivaarTEN

(a flessione costante), che da all’elemento lineare dello spazio la forma
dst = cos’w du? 4 sen’w dv® 4 (Z—‘;)zdw“.

La dipendenza geometrica di questo nuovo sistema (w) dall’iniziale (6) sard
spiegata pit avanti (n.° 23).
1

Qui osserveremo ancora che la torsione delle curve C a flessione co-

T
stante ha in questo caso speciale I'espressione semplice [v. § 1 formole (8)]
de
1 ow
=g 23)
dw

Nel caso dei sistemi ciclici di Riavcour si ha [ia =0, ciot w indipendente
da w (¥).

§ 7.

Sistema triplo elicoidale e sistemi di superficie di Enneper.

14. Prima di procedere ad ulteriori ricerche sui sistemi di WEeiNgArTER
mi sembra utile discutere alcuni casi speciali pitt semplici. Un esempio molto
notevole di tali sistemi & fornito dal sistema triplo elicoidale discusso nella mia
Nota precedente in questi Annali. La forma dell’elemento lineare dello spazio,
riferito a questo sistema & data da

ds*=bsn?(u + v+ w)du 4 a?cn?(u + v 4+ w)do* + c*dn(u + v + w)dw?,

dove le costanti a, b, ¢ sono legate al modulo % delle funzioni ellittiche dalla

(") Cfr. DarBoux, L. c.
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relazione
ke k2 1

b2 ar e
Le rispettive curvature delle elicoidi

w=cost.’, w=cost.®,  w=cost.

S0N0 daté da

2 2
m=%, m=—%, K—=—1,

c?

.

e in questo sistema abbiamo quindi nello stesso tempo un esempio per i sistemi
di WENeARTEN a curvatura negativa e per quelli a curvatura positiva. Se lo
consideriamo- come un esempio per il 1° caso e poniamo, per accordo colle

formole al n.° 4, ¢ =1 basterd cangiare u, v rispettivamente in ;}-’—, g— per

ottenere
ds? = cn’(:—:- + % + w)alu2 + sn?(% + % + w)dv? + dn?(g- +5+ w) dw'.

Ponendo adunque -
B—amf‘-—l—g—]-w k E-—If-—[—l
- a ' b » P b a2

tutte le (I) saranno soddisfatte. A questa soluzione delle (I) saremmo pervenuti
direttamente, cercando di soddisfarvi con una funzione di una combinazione
lineare delle variabili #, v, w.

. 1 . . .
Per Ia flessione — dell’attuale sistema di WEINGARTEN §i trova

P3
1 k4 —_— [,z
7=t e

sicche, se si vuole un sistema di WemwcarTen a flessione costante, basta fare

L2
b= k?) a4 = ]'0—, .
Calcolando dalla (23) la torsione delle curve C troviamo

1 I .
— i ;
Ts dne (v + % u 4 w)

k2

quindi le curve C sono veramente a doppia curvatura e il sistema non dege-
nera in uno ciclico di RiBavcour.
Annali di Matematica, tomo XIIL 27
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15. Fra le superficie a curvatura costante quelle che hanno un sistema
di lince di curvatura piane sono state studiate da Exxerer (¥) e pid- tardi dal
Dint (**). Per ogni tale superficie (superficie di Exseper) i piani delle linee di
curvatura di un sistema passano per una retta fissa nello spazio, I'asse della
superficie di Exxeper, e le linee di curvatura del 2° sistema sono tracciate
sopra sfere 3, che la tagliano ortogonalmente ed hanno i centri distribuiti sul-
P'asse. Ne risulta che se si fa ruotare una superficie di Exseper attorno all’asse
si ottiene un sistema oo! di superficie 3, colla medesima curvatura costante, che
incontra ortogonalmente e lungo linee di curvatura il sistema di sfere =,. Per
il noto teorema di DarBoux (¥**) esiste quindi un terzo sistema 3,, che insieme
a 2, 3, formerd un sistema triplo ortogonale {(di WEIN@ARTEN).

Per ricercare la forma effettiva della funzione 6 nelle formole (12) o (14)
§ 2 corrispondenti a questo caso, ci possiamo servire delle formole di Exneper
e di quelle che Bockworpr (****) e Lenz (*****) hanno sviluppato nelle loro
dissertazioni. T bens) vero che tali formole non convengono ad alcune superficie
limiti, le cui coordinate dipendono soltanto da funzioni ecircolari e iperboliche,
come recentemente ha dimostrato Kvex (*¥****): perd il metodo qui adoperato
si applica nel medesimo modo a tali superficie limiti e le formole corrispon-
denti si trovano con eguale facilita.

16. Cominciamo dalle superficie di Exnerer a curvatura costante positiva
=1 e indichiamo con #', v i parametri delle linee di curvatura, le linee
u' = cost.® essendo le linee di curvatura piane. I valori di E, G nell’espres-
sione dell’elemento lineare saranno allora (Bockworpr, L. ¢.)

= 1

vE:sen(U—{- V)’
dove U, V sono funzioni la 1* di «' soltanto, Ja 2* di v, determinate dalle
equazioni '

VG = cot(U+ V)

au __ -
= VAcos2U — C—1,

av _ VC — Acos2V,
dv

(") Gottinger Nachrichten, 1868, pag. 258.

(**) Sulle superficie che hanno un sistema di linee di curvatura piane. Pisa, tipo-
grafia Nistri, 1869.

(") Annales de I’Ecole Normale, t. III, pag. 110.

(""") Ueber die Enneper’schen Flichen mit constantem positivem Krimmungsmaas.
Inangural-Dissertation. Gottingen, 1878 bei Dieterich.

(") Ueber die Enneper’'schen Flichen constanten negativen Krimmungsmaasses.
Ibid. 1879,

¢ ) Sitzungsberichte der mathematisch-physikalischen Classe, Miinchen, 1884, Heft. II
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le 4, C essendo costanti arbitrarie. Se inoltre indichiamo con z, ¥, 2 le coor-
dinate di un punto mobile sulla superficie e poniamo

p=VNo+y, g=arctgl,
avremo

___VAcosQU—U 00 0 V4 —Cz?

P_\/A’—-U’sen(U—l—V)’ _17=0’ o4~ Acos2U—C

Facciamo rotare la superficie di Exxeper di un angolo w attorno all’asse z
(asse della superficie) e indicando con £, », & le coordinate del punto, in cui
viene trasportato per la rotazione il punto (z, y, 2) della superficie, avremo:

§=xcosw — ysenw, n = Zsenw - 4 cosw, E==z.
Di qui calcolando Y elemento lineare dello spazio
ds*=d& +dy* +d&?
in coordinate #', v, w, troveremo:

ds*=Edu*+ Gdv® 4 p*dw* + 2p2-§%dw dw

e ponendo
W =u— -—'——_w___. ’
V Az — Oz
lo ridurremo, tenendo conto delle precedenti, alla forma ortogonale
dst — du? Acos2U—C—1 du?

=t T UV + o e+ 7 ¢
Basta ora porre
1

coshs = m ’

senhd ==cot(U+ V)

per accertarsi che si ha

AN VAcos2U —C—1
w  \JA*— C2sen(U+ V)

D

e la formola precedente rientra nella (14) § 2.
17. Per le superficie di Esxeper a curvatura negativa K= —1 pro-
cederemo in modo del tutto simile, facendo uso delle formole della Memoria
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di Lexsz, ciod:
\/_— 1 V~— senh(U - V)
~ cosh(UF+7)’ Cosh(UF V)’
dove U, V sono funzioni rispettivamente di #', V date dalle formole
au

du

—\CF dcosh2U—1, -‘fl—’:= VC—=AcoshaV

e p, ¢ dall’altre
_ VO F Acosh2U 3(9 =0 @_ Vor—
P= VO — Atcosh (U + V) v ! ou 0+Aweh2U

Troveremo cosi per I’elemento lineare dello spazio, riferito al sistema di Weis-
GARTEN corrispondente:

_ du? R C+ Acosh2U—1
ds* = cosh*(U+ V) +tgh (U+V)dvz+(C’—A2)cosh'(U—l— V) dut

con
' =u w

u TG
la quale formola si riduce alla (12) § 2 ponendo

1

0085=m’ sen&::tgh(U—{—V).

Osserviamo poi che per i raggi 7, 7. abbiamo dalle (13)
l=—-VC—Acosh2V, ;_=_Asenh(V—U)—}—(C—l)senh(U—{— V)
713 T2s VC+ Acosh2lU—1

e quindi per la flessione o del sistema, con semplici trasformazioni, troviamo
3

1 {(C—1)— A’}cosh’(U-{-V)
2 r* +723—1+ C+ Acosh2U—1

Di qui risulta che il sistema di WENeARTEN sard a flessione costante nei soli casi

ma allora Ja superficie di Exxeeer diventa la trasformata complementare di
una superficie pseudosferica di rotazione (*) e il sistema degenera in uno ciclico

(") Cfr. Kuex, L. c., pag. 202,
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di RiBAucour, come si pud subito verificare per mezzo delle nostre formole
generali osservando che in tal caso

—l-—iiarct 20
Ts  Hs dw gns—— )

Infine per quelle superficie pseudosferiche accennate al n.° 15, alle quali le
formole sopra adoperate non sono applicabili, si hanno le altre (¥)

— 1 —
VE=mmrye VE=tehU+7)
U _orta;7—1 Y _vo—a=
M_WO+A6—L mer—Aﬂ
O+ 4av 09 _ o9 ¢
P=Ceosn(U+ V) v ' Bu_C+Ael
e per I'elemento lineare dello spazio si ottiene
) Uv__.
dst=—— L igh (U4 V)dor T A8 =1 gy

~cosk (U V) Cteosht(U + V)

con

’ w
w=t—-

Similmente, calcolando la flessione del sistema, risulta

1 e cosh2(UH-T)
'@E—l"'(o VT aar—1

ed anche qui si conclude che la flessione & costante nel solo caso limite C =1,
al quale corrisponde la trasformata complementare della pseudosfera e quel
sistema ciclico di RiBavcour che ho considerato al n.° 5 della mia Nota 1* sui
sistemi ciclici.

Osservazione. — Se riavviciniamo i risultati ora ottenuti per le super-
ficie di Exneper al teorema generale b) § 2 n.° 5, otteniamo I'altro, che non
sembra sia stato osservato fino ad ora:

Sopra ogni superficie di Enneper @ curvatura costante le linee geodetiche
st determinano con quadrature.

(") Kuen, L c., pag. 204 V.
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§ 8.

La trasformazione complementare.

18. Nella mia tesi d’abilitazione, presentata alla R. Scuola Normale
Superiore di Pisa (Tip. Nistri, 1879) e successivamente nel vol. XVI dei Ma-
thematische Annalen, ho fatto conoscere una costruzione per dedurre da una
superficie pseudosferica nota S nuove superficie pseudosferiche col medesimo
raggio. Per cid, se il raggio di S & = R, basta considerare sopra S un sistema
di geodetiche parallele e sopra ciascuna tangente ad ogni singola geodetica

del sistema staccare (nel senso del parallelismo) un segmento PP’ = R a par-
tire dal punto di contatto P; il luogo degli estremi P’ & una nuova superticie
pseudosferica di raggio B (¥). '

Ho chiamato S’ la complementare di S ed ora indicherd col nome di
trasformazione complementare la costruzione sopra riferita per cangiare S
nella S’

La trasformazione complementare ha poi acquistato per i lavori del si-
gnor Lie (**) molta importanza, specialmente per il fatto che la sua successiva
applicazione alle superficie pseudosferiche via via ottenute non richiede altri
calcoli d’integrazione che quadrature.

Ora mi propongo, invece che a superficie pseudosferiche isolate, di appli-
carla simultaneamente alle oot superficie pseudosferiche di un sistema di Weix-
eARTEN e di mostrare: come essa permetta di dedurre da ogni sistema noto di
Weingarten infiniti nuovi sistemi della stessa specie senza alcun calcolo d’in-
tegrazione.

A questo scopo mi saranno utili le formole date da DarBoux nei Comptes
Rendus, 1883 (l. ¢., n.° 4), formole che possono stabilirsi nel modo seguente.

19. Sia S una superficie pseudosferica di raggio ==1, al cui elemento
lineare, riferito alle linee di curvatura u, v, si potrd quindi dare la forma:

ds® = cos*0 du® + sen®d dv?,

(") Solo piu tardi quando, non conoscendo i lavori di Risaucour, fui condotto dal canto
mio ai sistemi ciclici ortogonali, avvertii che tale costruzione é nna facile conseguenza dei
teoremi trovati per la prima volta da questo geometra.

(") Zur Theorie der Flichen constanter Kriymmung. Archiv for Mathematik og Na-
turvidenskab, Christiania, 1880,
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dove 6 soddisfa all’equazione a derivate parziali'

020 09

our 0ot
Consideriamo sopra la S un sistema qualunque oo! di geodetiche parallele (con-
correnti in un punto all'infinito) e indichiamo con ¢ I'angolo che la direzione
positiva (*) della geodetica uscente dal punto (u, v) forma colla direzione po-
sitiva della linea » = cost.® Se du, dv indicano gli incrementi di #, ¥ quando

dal punto (#, v) ci si sposta lungo la detta geodetica al punto successivo
(w4 du, v+ dv), si avrd identicamente:

= gend coss.

seng cosf du — cosg send dv = 0. (24)

Ma se d¢ indica similmente I'incremento ricevuto da ¢, dovrd essere soddis-
fatta I'equazione differenziale delle geodetiche

VEqua—l—a—Ed 126

5 a0 00

ciod nel caso nostro

09 00
d?=—(8—ﬁdv+8_vdu)’

(au +au)d +( +81)d v=0.
Per la (24) questa diventa '

0 00 0 09
(5% + a—v)sene cos ¢ -+ (d% + a—d)cosesenq) = 0. (25)

ossia

Ora !'equazione differenziale delle geodetiche  essendo la (24), quella delle loro
traiettorie ortogonali sard

cosfcospdu -+ senfsengdv =0

e per ipvotesi la curvatura geodetica di queste linee (oricicli) deve essere co-
stante = 1. La formola di Bomxer ci da quindi

1

—S—en—ec—%—eia (senecosgo)-l-8 (cosesenqo)f—_-;

cloé

- b
(g_z + 3_3) senfseny — (Z_z— + 27) cosf cosp = =+ send cosé.

(") Nel senso cioé del parallelismo. Cfr. n.° 13.
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Da questa e dalla (25) ricaviamo
]
= + -
au + 8 =+ cosfseng, o + = F senf cose.

Per decidere, dietro le convenzioni fatte rispetto al senso positivo delle geo-
detiche, quali sono i segni da scegliersi basta considerare un caso particolare
per es. quello della pseudosfera, ponendo

cosd =tghu, senf = —-—
e assumendo per geodetiche parallele i meridiani stessi, il cui senso di paral-
lelismo & quello del parametro % crescente, e porre quindi ¢ =0, dopo di che
si vede che i segni da scegliersi sono i superiori.

Abbiamo dunque il risultato:

Se o indica Uangolo che la direzione positiva delle geodetiche di un sistema
parallelo forma colla direzione positiva delle linee v = cost.®, la funzione ¢
soddisfa le eguazz'oni a derivate parziali di Darboux:

0¢

— o9 4 08
E + 6 coséseng, T + 5q = —sendcosg. (26)

Viceversa si vedrd subito che se ¢ soddisfa queste equazioni definisce sopra S
un sistema di geodetiche parallele nella loro direzione positiva.

20. Supponiamo ora di avere un sistema triplo ortogonale di Wrix-
GARTEN a curvatura negativa K= —1, che assunto a sistema di coordinate
curvilinee dello spazio dia all’elemento lineare la forma (12) § 2

d st = cos?0du® + sen?ddv® -+ (2—?”)2 du?,

dove § soddisfa alle equazioni fondamentali (I). Di ciascuna superficie pseudo-
sferica w = cost.® del sistema assumiamo la complementare rispetto ad un par-
ticolare sistema di geodetiche parallele e vediamo se & possibile determinare
questi sistemi di geodetiche parallele in modo che le oo! superficie pseudosfe-
riche complementari delle w == cost.® appartengano ad un nuovo sistema di
WEINGARTEV

¢(u, v, w) indica I'angolo, che la direzione positiva delle geodetlche
supposte sopra una superficie % = cost.® forma colla direzione positiva delle
v = cost.?, dovrd intanto ¢ soddisfare le equazioni (26). Indicando ora con &,
n, ¢ le coordinate del punto della superficie complementare della w = cost.® che
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corrisponde al punto (z, y, 2) di questa, avremo per la costruzione stessa:

oz

E*”+°°S?cseau+se ?send 3o
_ oy 1 oy
n—y—l—cos?m%+sen?s—m—ea—v
1 92 02
c=z+003?m%+sen?m%'

(27)

Di qui derivaﬁdo, coll’aver riguardo alle formole (4) § 1, che valgono per ogni
sistema triplo ortogonale, ed alle (26) che supponiamo soddisfatte da ¢, otte-

niamo:
0& . 0x 1 1 0z
7 = 008 q;cose 6 5 +- seng cosg €08H — —|— COSpSend ~ 26 o
ow
0¢& 1 oz 0z 1 0x
7, — Sengcosgsend —p 4 +sen’gosen9 6 55 — Sengcosd 29 7w
08 do 1 0z do 1 0x ow
w = " %" G ost ou T % G sent o T
cos¢ 0?0 seng 020 09
cos b 8u8w+sen6 ovow +8w 0x
+ b ow
. ow |
e analogamente per », ¢ Abbiamo per conseguenza:
0EY
( ) == C08%¢ 2(37) =sen*g,
E: (o9 cnscp 020 seng 020 o0
(8_) - 9_) cosh dudw + senl dvow + WE
& 0 E_ cosp 00 seng 920 . 00
23_8—_ 3__5— cos?sen@jcosﬂ dudw = senl dvow +87)§
0§08 _ !coscp 0 senp 00
dvow — seng cos? o0s 8uaw+sen6 808w+%i'
Se adunque, oltre che alle (26), potremo con ¢ soddisfare all’altra
coso 920 seng 020 99 ® ¢
cosh gudw = senb dvow + aw_o ) (28)
(") Nella mia Nota ai Lincei, 15 Febbraio, ¢ cangiato ¢ in ¢ 4 =,
Annali di Matematica, tomo XIII, 28
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avremo

dst =d& 4 dn* + dgt ==cos’pdu® 4 sen*qdv® + (%)2 dw?
e le (27) ci daranno le coordinate &, », ¢ dei punti dello spazio espresse pei
parametri %, v, w di un nuovo sistema triplo ortogonale di WEeiNeARTEN, le cui
superficie pseudosferiche w = cost.® saranno complementari di quelle dell’ antico
sistema.

Restera dunque soltanto da verificarsi che se ¢ soddisfa la (28), soddisfa -
anche le (26). Per cid basta derivare la (28) una prima volta rispetto ad w,
una seconda rispetto a v, tenendo conto delle equazioni fondamentali (I) sod-
disfatte da 6 e si trovano appunto le (26).

21. Dobbiamo ora completare 1'interpretazione geometrica del risultato
precedente, cercando di caratterizzare sopra ciascuna superficie w = cost.® del-
I’antico sistema di WemvearTEN il sistema di geodetiche parallele, definito dalla
funzione ¢ che soddisfa la (28).

Per cid, osservando le (13) § 2, scriveremo la (28) sotto la forma

cos® | seno 1
713 723 '

Ma se » indica I'angolo che la direzione positiva della normale principale alle
curve C (§ b) dell’antico sistema di WeNearten forma colla corrispondente
linea v = cost.® sulla superficie pseudosferica w = cost.®, per le (17) § 4 abbiamo

1 cos & 1 senw

) —_—=

713 ps Te3 o
e la precedente pud quindi scriversi A

cos(p— ) =ps. B
Cid dimostra intanto che 1'angolo ¢, definito dalla (28), & reale soltanto quando
ps =1, ciod per quei sistemi di WEemwearTEN la cui flessione ;1: & =1, o almeno
soltanto per quella regione dello spazio in cui tale condizione & verificata. Il
Caso ;}3—= 1 sard trattato a parte (al n.° 23); qui supposto ?13->1 avremo che
le geodetiche G inviluppate dalle normali principali delle curve C lungo una

superficie 3 saranno ortogonali ad una medesima geodetica y (n.° 10). Assu-
mendo allora sopra una superficie = a linee coordinate le geodetiche G e le
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loro traiettorie ortogonali, I’elemento lineare di = prendera la forma
ds® = da® + cosh?adpe.

Ora se con Q indichiamo l'angolo che la direzione definita dalla (28) forma
in un punto P di = colla geodetica G (8= cost.®) che vi passa, avremo evi-
dentemente Q =¢ —w e perd la (30) diverrd

c0sQ = p; =tgha,

dove « sard precisamente la distanza geodetica del punto P dalla geodetica y
(e =10). Ma questa formola non & altro che quella ben nota, che fornisce I’ an-
golo di parallelismo relativo al punto P ed alla geodetica y sulla superficie
pseudosferica = (*), ciod I'angolo formato da ciascuna delle due geodetiche
parallele a y, uscenti da P, colla geodetica calata da P normalmente a j.
Cosl resta nuovamente confermato che I’angolo ¢, dato dalla (28), definisce ve-
ramente sopra 3 un sistema di geodetiche parallele e di pil troviamo che queste
geodetiche sono quelle parallele, in un senso o nell’altro (**), alla geodetica y.
Possiamo quindi formulare il teorema:

Dato un sistema di Weingarten a curvatura K= —1 e o flessione _Pl_> 1,
3

8¢ consideri sopra ogni superficie pseudosferica X del sistema quella geodetica y,
a cut tutte le geodetiche G, inviluppate dalle normali principali delle curve
C (n.° 10), sono ortogonali. Sopra = si tracci il sistema T' di geodetiche pa-
rallele nell'un senso o nell’ altro a v, e si costruisca la superficie =) comple-
mentare di 5 rispetto a T'; le superficie 20 cost costruite faranno parte di
un nuovo sistema di Weingarten, che s dird coMPLEMENTARE del primifivo.

22. Ogni sistema 3 di Wemweartey a flessione > 1 ha quindi due si-
stemi complementari 3, =1, le cui equazioni in termini finiti si ottengono
da quelle note per = colle formule {(27) cioé senza caleoli d’integrazione. Ora
possiamo facilmente stabilire ehe ciascuno di questi sistemi & ancora a fles-
sione > 1. E infatti dalle (26) e dalla (28) segue:

1 0% 09 020 1 020
cosp Oudw —-0035 -{—sengosen@ ose ouow — cosgsend = senf 0vdw
1 0% 8cp 1 020
seng Jvow eneﬁw Senzpcosﬁcoseauaw—l—cos?cosﬁ enf gvdw

(") Cfr. BeLrramr: Saggio di geometria non-euclidea, § IV (9). -
(") E chiaro che la (28) definisce due direzioni distinte, le quali corrispondono appunto
all’'uno o all’altro dei punti all'infinito di y.
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e quadrando e sommando
1 ( 32? 2+ 1 ¢ az(P z_(d—? z_
cos?p \duodw) ' sen%o (Bvﬁw ow)

_1(5262 1 (20 (90)
T costt\Qu dw +sen26 (81)3w) “\ow)’

formola notevole, che ci dimostra essere I’espressione

1 010 )2 1 020 2 (00
cos? 0 \0udw + sen?f (ﬁvﬁw) - (9_5)

un ¢nvariante rispetto alla trasformazione complementare (*). Introducendo le

(31)

. .1 1 . . - . .
due flessioni —, P del corrispondenti sistemi di WemvearTEN abbiamo la for-
3 3

G- -G e

mola richiesta
che dimostra 1’asserzione fatta.
Per le formole superiori abbiamo inoltre

cosf 0%o senf 0%¢ do __
cos<p?3u8w+ —8w_0’

seng 0vdw

che & perfettamente simile alla (28), cangiato ¢ in ¢ e ¢ in w4 4. Cid di-
mostra (come del resto & chiaro geometricamente) che se del nuovo sistema
2® si assumono i due complementari, uno di essi & I’antico sistema = e 1altro
sard un nuovo sistema 2@ Cosl procedendo, con successive trasformazioni
complementari si costruirdh dal sistema noto = un’intera serie di sistemi di

‘WEINGARTEN
LW 20, 3 =0, 3, 30, 36, 30,
estendentesi all’infinito nei due sensi. Dunque:

Da ogni sistema nolo di Weingarten a curvatura K=—1 e a fles-
sione > 1 possono dedursi, senza calcoli d’integrazione, infiniti nuovi sistems
della medesima specie.

23. Per i sistemi di WrmesrtEN a flessione costante, esclusi dalle con-
siderazioni al n.° 21, i risultati ottenuti si modificano, particolarizzandosi nel
modo seguente. La (30) o la (28) dd per ¢ I'unica soluzione ¢ =a e il si-
stema dato ha quindi un unico sistema complementare 2. Questo & di nuovo

(") Vedi al seguente n,° 28 la proprietd analoga per la trasformazione di Bickrnuwp.
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un sistema di WemvearTeN a flessione costante = 1 in forza della (31%%). Del
resto cid risulta anche dall’ osservare che, per la costruzione stessa, le curve C
traiettorie ortogonali delle nuove superficie =) sono i luoghi dei centri di
curvatura delle curve C ed hanno quindi, come le C, costante =1 il raggio
di 1* curvatura. Ed anzi da questa osservazione e dalle note proprietd della
trasformazione complementare si pud facilmente dedurre una dimostrazione pu-
ramente geometrica del teorema, che ora ci occupa, e che enuncieremo cosi:

Dato un sistema 3 di Weingarten a flessione costante, se delle curve C,
traiettorie ortogonali delle superficie pseudosferiche =, si assumono le linee C)
luogo dei loro centri di curvatura, queste ammettono una serie di superficie
pseudosferiche ) ortogonali, che fanno parte di un nuovo sistema di Wein-
garten, complementare di .

E chiaro poi che nel caso attuale la relazione fra i sistemi 3, 3() & re-
ciproca, ciod il sistema complementare di = & = (Cfr. n.° 13).

In fine & da notarsi che se il sistema = & di RiBaucour, ciod se le curve
C sono cireoli, il sistema complementare =) si riduce ad una superficie pseu-
dosferica unica, il luogo dei centri dei circoli. Cid si rileva anche analiticamente
dalla formula (23), osservando che allora Tl’g =0, ciod » & indipendente da w.

24. Se applichiamo il metodo ora trovato ai sistemi speciali di Wei-

earTEN studiati al § 7, troviamo che essi presentano la particolaritd di ripro-
durre sistemi complementari appartenenti al medesimo gruppo.

Per il sistema triplo elicoidale (n.° 14) abbiamo infatti

ds* =cntrdu® + snitdv +dn2r dw?
s e

=gt pegtl

e per la sua flessione
1 k4 — b2

x =g
Supposto 1_> 1 potremo porre b = k* sna, essendo « una costante reale
ps

; %%, Se si calcola I'elemento lineare dello spazio riferito
nao

al sistema complementare per mezzo della (28) e si fa uso delle formule d’ad-
dizione per le funzioni ellittiche, si trova:

dst=cn*(r £ ) du* +sn*(r £ ) dv* +dnt(r £ o) duw?
ed & facile concluderne che il nuovo sistema si ottiene dal primitivo facendo
rotare quest’ultimo di un angolo conveniente attorno all’asse elicoidale.

e ne seguird @ = k*
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Similmente, se si considera il sistema di WEwearTEN composto di super-
ficie di Enxerer (n.° 17), e si applicano le formole ivi date, si verifica facil-
mente che i suoi sistemi complementari constano nuovamente di superficie di
Exserer, congruenti per rotazione attorno all’asse.

In tal caso perd il sistema complementare differisce per la sua forma dal
sistema primitivo. Per convincersene geometricamente basta osservare che, nel
caso limite di un sistema ciclico di Risavcour, il sistema complementare si
riduce ad un’unica superficie di rotazione, differente quindi per la forma dalle
superficie di Exnerrr del sistema ciclico. Rispetto alla trasformazione comple-
mentare i sistemi di WemvearTeEN constanti di superficie di Exxerer si suddivi-
dono quindi in gruppi (efr. pitt avanti n.° 28).

Cost per i sistemi di WeiNearTEN, che fin qui conosciamo, la trasforma-
_zione complementare non conduce che a sistemi gid noti del medesimo gruppo;
ma presto potremo trovarne dei nuovi pei quali tale particolarita non ha
pilt luogo.

§ 9.

La trasformazione di Bicklund.

25. Nel lavoro citato al n.° 11 il sig. BackLusxp ha felicemente gene-
ralizzato la trasformazione complementare. Questa trasformazione pili generale
(trasformazione di Backronp) serve egualmente per dedurre da una superficie
pseudosferica nota infinite nuove ed ora vogliamo dimostrare che essa puo,
come la complementare, applicarsi simultaneamente alle superficie pseudosfe-
riche di un sistema di WemearTEN, per dedurre nuovi sistemi di questa specie.

B utile dare alle formole relative alla trasformazione di BickLuxp una
forma analoga a quelle di DarBoux per la trasformazione complementare (n.° 19),
il che servira nello stesso tempo di dimostrazione ai teoremi di Backuuxp.

Sia S una superficie, pseudosferica di raggio == 1, riferita alle sue linee

di curvatura,
ds® = cos*ddu? | sen®6dv?

il quadrato del suo elemento lineare, dove 6 soddisfa all’ equazioﬁe

26——éf?g=sen9cosﬁ- 32)
out 0v? !

siano inoltre . .
r, = — tgé, 7y = cotd
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i suoi raggi principali di curvatura, #, %, 2 le coordinate correnti di un suo
punto, X, ¥, Z i coseni di direzione positiva della normale.

Indicando ora con ¢ una costante arbitraria, supponiamo che I’angolo o,
formato da un certo sistema di linee sopra S colle v = cost®, soddisfi, invece
che alle (26) n.° 18, alle equazioni pilt generali seguenti

9 + 09 _ senocosf 4 senscospsenf
ou ' v cosa (33)
09 + 08 _ cospsen - sencsengcosh
ov ' ou - cos 6 ’
o cid che torna lo stesso all’equazione a differenziali totali:
dg— (sempcose + senccospsenf @_) du +
CoSo dv :
(33)

cosgsenf - senssenocosh . 90
- (Fonpentf sencsengeos? 4 H)av—o.

Osserviamo anzitutto che cid & possibile, essendo la condizione d’integra-
bilita della (33") identicamente soddisfatta in forza della (32); potremo quindi
soddisfarvi con una funzione ¢ (u, v), che contenga, oltre o, una costante ar-
bitraria C.

Derivando la 12 delle (33) rispetto ad w, la 2* rispetto a v e sottraendo
si trova che anche ¢ soddisfa I’equazione

02

ou?

09
—

-

== 8en¢pCos . (34)

»

Cid posto, possiamo formulare il teorema di Bickruxp nel modo seguente:
Per ciascun punto P della superficie pseudosferica data S e nel piano

tangente in P si conduca un segmento costante PP = cosa, inclinato sulla
linea di curvatura v = cost.® dell’ angolo ¢, che soddisfa le (33); la superficie S’
luogo degli estremi P’ ¢ una nuova superficie pseudosferica di raggio =1 (*).

Per dimostrare questo teorema,; osserviamo che se 2, %', 2’ sono le coor-
dinate di P/, %, y, # quelle di P si avrd per la costruzione stessa

(cospdx | seng 0x

r=2-4cose — —
+ cosf du senf Jv

(") Usando le denominazioni di Kummer, la S e la S’ sono le superficie focali del si-_
stema oo' di raggi formato dalle rette PP,
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e analogamente per y, 2. Di qui derivando, coll’aver riguardo alle note for-
mole sussistenti per ogni superficie, riferita alle sue linee di curvatura (*), ed
alle (33) troviamo:
' : 1 oz
% — (08 pCos§ — senasen pcosgsent) wsioaT

1 oz
+ (seno cos®gsend 4 sengcos¢cosb) 050 cosgcospsend X

’ 1 oz
%: (senosen®pcosd - sen pCOSpsen 9) o7 +

1 0z
-+ (sen®gsend — senosenpcos peost) — 7 5 -+ cosasengcosd X,

e quindi per I'elemento lineare di S’
ds'® = cos® gd u? 4 sen*gd v’ (35)

Osservando la (34), si vede quindi subito che anche S’ & a curvatura costante
negativa K=—1 c¢. d. d. : ,
926. Se calcoliamo i coseni di direzione X', Y’, Z’ della normale alla S

troviamo

0% _ Gosa oS _L 0z —senq X, (36)

X' = cososeny ——r o
cosH du senfd Jv

il che dimostra che il segmento PP’ & tangente in P’ alla S, come lo & in

P alla S. Le due normali in P, P' a S, S’ formano fra loro I'angolo 23 —a,
poicht — 3 X X' =sens (Cfr. Backrusp, 1. ¢.).

(") Le formole qui accennate sono:

91 \JE ou —‘EWE%_T‘X
i(ia_w)=__1_9¢‘fLaﬁz_E;;
90 \yG 00 VE 0% Jgov n
1(_Laﬁ)=J_MJ_Qf
ov\ya ov] & 0o JF du
i(L?_x)=_1_M 19z
ov VE 0 \/—b— ou 7’(,: )
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Dalle (36) derivando, otteniamo:

2 Y > RN VR VA T
EITECE A P ou 895y on 8 Gy

0X 0w oY’ oy 0Z 07
F e r A it o P PR o PR

le quali dimostrano che le linee u, » sono anche sopra S’ linee di curvatura.
Dopo di cid segue subito dalla (35):

La trasformazione di Bicklund conserva le linee di curvatura, le assin-
{otiche ¢ gli archi di assinfotica (Bickrusp, L. c., § 4).

Rispetto all’ equazione (33"), osserviamo con BackLuxp che, ponendo

tgél—cp = A, si riduce alla forma
dA + {aA + DA Fcldu+ [a’A2 -V A F¢'ldo=0,

dove a, b, ¢, o', ', ¢’ sono funzioni note di #, v e se ne & noto un integrale
particolare A = A,, facendo la posizione A=A, + A’ si riduce alla forma
lineare

dA + (@A + B)du + (A +)dv=0

e si integra con quadrature. Se adunque & nota wuna trasformata di BackLuxp
a costante ¢ di S, tutte le altre si determinano con quadrature. Per ciascuna
di queste conosciamo poi un integrale particolare della corrispondente equa-
zione (33"), quello che corrisponde alla superficie iniziale S, sicchd la succes-
siva applicazione della medesima trasformazione di BackLusxp B, a costante o
alle nuove superficie via via ottenute non richiede pilt altro che quadrature.

La trasformazione complementare si ottiene evidentemente da quella di
Backwusn B;, facendo ¢ = 0, e pud indicarsi con B,.

27. Applichiamo ora la trasformazione di Backruxp B, simultaneamente
alle superficie pseudosferiche di un sistema di WemearTEN, come abbiamo fatto
al n.° 20 per la trasformazione complementare B,. Ritenendo le notazioni ivi
adottate, trasformiamo ciascuna superficie pseudosferica = del sistema dato di
‘WrineARTEN con una trasformazione di Bickrusp B, in una nuova 3. Se
¢(u, v, w) indica I’angolo corrispondente a questa trasformazione di Bickruxp
sopra ogni singola superficie 2, (w = cost.®) (*) e soddisfa quindi alle (33), le
coordinate ', y', 2 di un punto di 3 si otterranno da quelle z, ¥, 2 del punto

(") Vedi n.° 25.
Annali di Matematica, tomo XIIL . 29
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corrispondente sopra = colle formole
_ cosp 0z , seng 9z
@' =z + cosa CosO 0u ' senb 0o
e analogamente per ¥, 2
Di qui derivando e facendo uso delle formole fondamentali (4) § 1 e delle

(33), troviamo:

' 1 0
%-x— (oos’q>cose—senasenqacos¢seﬂ9) eaz + \
. dx |, coscsenfcosp oz
+ (seno cos®g send -+ seng cosg e0st) 7 5=+ 75— 7
ow
1
—aa—- (sencsen®pcosd + senqacos?senﬁ) 7 gz +
| 5 cosf 0
+ (sen®psend — senc seng cosg cosd) —7 —s _ST: __ cos cgse sen @ Z’%
aw
oz’ _ cos58en@ 0 0« + cosscosp 0p 0z +
aw cose awa_u. Sene awav
cosccosp 0%0 cosasenp 00 v
cosf 8u3w+ sen 0 3vaw+awa_x_.
70 ow

ow
Se adunque la funzione ¢(x, v, w), oltre che alle (33) soddisferd all’altra:

09 __ cosGeoso 020 _I_cosasenq) 00

SO0 5 cos Ouow sen 6 3uaw+%g

— (37)

otterremo

dz* 4+ dy*® 4 dz* = costpdu® 4 sen*p dv* 4 (gi:v)zdw*

e le superficie X', trasformate di Backrusp delle =, faranno quindi parte di un
nuovo sistema di ‘WEINGARTEN.
Alle equazioni (38) (37) possiamo sostituire ¥ unica a differenziali totali:

__(sengcosf 4 senccospsen ﬁ)
dy ( COS6G ov du +
cosp sen 6 -}- sencsen ¢ cosd
+( €08 G +3 )dv+ (38)

1 (cosecosp 20 cosssenp 020 ;
+sena[ cos 9u3w+ senf 31'3w+3wd
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Ora le tre condizioni d’integrabilita (*¥) per questa equazione, ovvero per le
(33), (87), si trovano identicamente soddisfatte in forza delle equazioni (I) § 2
cui soddisfa 6; esiste quindi un integrale ¢(u, v, w, C) della (38) contenente,
oltre o, una costante arbitraria C. Dunque:

Applicando ad ogni superficie pseudosferica di un sistema di Weingarten
una trasformazione di¢ Bicklund a costante o, definita dalla (38), si ottiene
un nuovo sistema di Weingarten.

Rispetto alla equazione (38) si possono ripetere le osservazioni stesse del
numero precedente per la (33") e si pud quindi stabilire I'ulteriore risultato:

Se uno dei sistemi di Weingarten, trasformato di un sistema dato per
mezzo della trasformazione di Bicklund B., é noto, la successiva applicazione
della medesima trasformazione B, ai sistemi di Weingarten che via via si
ottengono st effettua con quadrature.

28. I sistemi di WremcarTen a flessione costante si comportano rispetto
alla trasformazione di BackLuxp come rispetto alla complementare (n.° 23), ciod
si cangiano in sistemi della stessa natura. In altre parole essi formano nella
totalith dei sistemi di WEmeArTEN un sotfogruppo invariabile per trasformazioni
di Bacgruxp.

Per dimostrarlo stabiliremo che 1’ espressione stessa

1 (826 * 1 020 ¢ (00
cos2 8u8w) +seu26 dvow —(5—1/0 ’

di cui abbiamo riconosciuto il carattere invariantivo rispetto alla trasformazione
complementare (n.° 22), & anche un nvariante rispetto alla trasformazione di

BackLunD.
E infatti dalle (33) (37) deduciamo:

coss 0% 09 Al
cosg Judw —cosaa—w—l—senacose o™ +
1 90 1 026
+COSO'SBII(PSGH¢9 550 Sudmw — €080 C0sgSend — Y m -
cse 0 _ eatp - sen sené?ae - )
seng 0vow =S 5w d ow
— C0Sg 8eN ¢ o8 —— - 2336 -+ cosg co8pCcosd —= 1 o8

cos0 Qu senl gvow

(') Come & noto queste tre condizioni si ottengono esprimendo che i due valori ottenuti
per ciascuna delle derivate seconde

%% e, 0o
pupv ovow owou
dalle (33) (37) stesse coincidono.
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da cui quadrando e sommando:

1 82? 2+ 1 aicp 2
cosp Judw seng gvow

0 002 1 020 )
+ (sena 5% + %) -+ cos’s sen“qu(— ——) -+

cos?o

— costo (22}
_coﬁc(%)—k

cosf dudw

1 220 e senpcosp 930 020 09y
2 2 — — ? - ?
+ cos*a cos SD(sene avﬁw) 2cos's senlcosd Jugw goow 0 a(@u‘) ’

ovvero per la (37)

1 09 )z_l_ 1 ( 020 \ 8({)) 1 ( 00 )2+
cos?o \dudw sen?q 8v8w) (8w cos?f \Judw
1 020 26\ ~
+ senze(avaw) (%) e. d d.

Ne segue che la formola

1 29\? 1 ZAAN
=) =G (o
vale anche in questo caso e perd:
Ogni sistema di Weingarten a flessione costante si cangia per trasfor-
mazioni d¢ Bicklund in sistemi della medesima specie.
Indicando poi in questo caso con » la funzione, che corrisponde al sistema

complementare di quello dato (n.i 18 e 23), e con ¢ quella del sistema com-
plementare del trasformato, otteniamo dalle (39)

cosa cos O -+ sen e sen 6 sen (9 — w) — cosf cos (¢ — w)
1 — cosacos(p — )

- COS({/ =
(41)
coss sen® — sena cos O sen(p — ») — sen 0 cos(p — 0))
1 — cosscos(p — w)

— sem,b =

dalle quali, derivando rispetto a w, risulta

0y senc 9o
Jw 1 —cosccos(p— o) ow
a(") a [N [¢] .
Dunque se %=O, anche %}=O, cioé (n.° 13):

I sistemi ciclici di Ribaucour si cangiano per trasformazioni di Béicklund
in sistems della stessa natura.
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Essi formano ciod nel gruppo dei sistemi di WemearteEn a flessione co-
stante un ulteriore sotfogruppo invariabile per trasformazioni di BackLuwxp (¥).
29. Per dare almeno un esempio dell’effettiva applicazione di questi
risultati ad un caso particolare, partiamo da quel sistema di WemeArTEN sem-
plicissimo, considerato alla fine della mia Nota precedente in questi Annali,
e che & formato da due sistemi di elicoidi del Dixt e da un sistema di sfere.
Scriviamo le formole, che danno le coordinate dei punti dello spazio espresse
per i parametri %, v, w del sistema triplo ortogonale sotto la forma

osf3 sen 3

= Séng
Y cosha ?

c
X = C0sc ]
cosha

= u + cosotgha,

dove o & una costante e per brevitd si & posto

a=w-4tgc.-v— ) B=v—1tgs w.

Co84a

La corrispondente forma dell’elemento lineare dello spazio & data da
1 e
ds® = ——y {senh®adu® + dv* + dw?!.

Se ora applichiamo a questo sistema di WemNearTEN la trasformazione di Ba-
cKLUND a costante o, per integrale generale della corrispondente equazione (38)
a differenziali totali (38) troveremo

O
M
cosha

1
g5 9=
ove per brevitd si & posto

w v

Q=u-tga+ + C  (C costante arbitraria).

sena Co8 7

(") Questa denominazione di gruppi e sottogruppi, come gia ho osservato al n.° 12, &
scelta appositamente per rilevare I’analogia di questi risultati colla teoria generale dei gruppi
di operazioni. Le operazioni che qui si presentano sono le trasformazioni di BAcKLUND e
gli enti geometrici a cui si applicano ¢ sistemi di Weingarten.

Esaminando la (40) si vede subito che ogni sistema di WEINGARTEN, la cui flessione sia
costantemente >>1 o <C1 si cangia per trasformazioni di BACKLUND in sistemi della mede-
sima specie, il che pone gid fuori di dubbio che nella totalitd dei sistemi di WrINeGARTEN,
oltre ai gruppi formati dai sistemi a flessione costante e da quelli di Riavucour, esistono
ulteriori sottogruppi. Lo studio e la classificazione di questi sottogruppi sarebbe certamente
interessante, tanto sotto il punto di vista geometrico quanto sotto quello analitico della in-
tegrazione del sistema (I) d’equazioni a derivate parziali.

In quest’ordine d’idee si pud osservare che i sistemi studiati al § 7 formano appunto,
rispetto alle trasformazioni complementari, dei sottogruppi.
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Le formole relative al nuovo sistema triplo di WEeNaARTEN sono quindi

' 2 cose

T Q*+ cosh?a

, 2cosc

?/ — ———————
Q* 4 cosh?a

x {(cosha — sena Qsenha)cosB — cosa - Qcoshasenf)

[(cosha —seno - Qsenha)sen 8 4 cosa - QeoshacosB] ) (42)

2co85 (
== _— . 0
2 =u-t - {senhacosha 4 sens - 2,
dove
a=w—|—vtga—i, B=v—1tgc-w Q=utge + o __° + C.
COoSG ! o sens  COSG

8 facile verificare che questo sistema & differente da quelli considerati al § 7
e inoltre la formola (40) ci mostra che, come quello da cui I’abbiamo dedotto,
esso ha la flessione >> 1. Potremmo quindi applicarvi la trasformazione com-
plementare come pure con successive quadrature la trasformazione di Bickrunp
a costante a.

Infine osserviamo che al limite, per ¢ =0, il sistema (42) si riduce ad un
sistema ciclico di RiBavucour e precisamente al sistema considerato al n.° 5 della
mia Nota 1* sui sistemi ciclici.

§ 10.
Le superficie ipercicliche.

30. Fino ad ora nei sistemi tripli ortogonali di WEeiveArRTEN abbiamo
diretta la nostra attenzione soltanto alle superficie a curvatura costante del
sistema. Ma & chiaro che per ben conoscere la loro natura bisognerad anche -
studiare le superficie degli altri due sistemi e tale studio inizieremo appunto
in questo ultimo paragrafo, limitandoci perd al caso dei sistemi di Weingarten
a flessione costante.

In un sistema di questa specie ciascuna delle superficie ortogonali alle
pseudosferiche gode evidentemente della proprietd che un suo sistema di linee
di curvatura & formato di curve colla medesima flessione costante. Se diamo
11 nome di superficie cicliche di raggio B a quelle che hanno per linee di cur-
vatura di un sistema circoli di raggio R, potremo chiamare superficie iperci-
. clica di raggio R una superficie le cui linee di curvatura di un sistema hanno
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la flessione costante =—11? (*). Potremo quindi dire che un sistema di Wei-

-11? & composto di un sistema di superficie a curva-
1

tura costante negativa — e da due sistemi di superficie ipercicliche di

@ARTEN a flessione costante

raggio R.
Qui noteremo subito che in coordinate cartesiane si pud facilmente formare
I'equazione a derivate parziali, caratteristica per le superficie ipercicliche di
raggio R; essa & perd un’equazione del 3° ordine di forma complicata. Cid
nonostante le teorie che abbiamo svolte ci permettono di stabilire alcune no-
tevoli proprieta di queste superficie. Come vedremo, queste proprietd sono inti-
mamente connesse con quelle dei sistemi di WemearTEN a flessione costante e
dipendono dal fatto che ogni superficie iperciclica pud inserirsi in un tale si-
stema. Per le superficie cicliche (le canali escluse) tale asserzione si dimostra
facilmente, osservando che le normali nei centri dei circoli inviluppano una
curva evoluta dalla curva C, luogo dei loro centri; facendo allora passare per
la curva C una superficie pseudosferica S; le cui normali lungo C siano le
rette ora dette (**), il sistema ciclico di RiBavcour che ha per superficie cen-
trale (complementare) (vedi n.° 23) la S, contiene appunto la superficie ciclica
data. Ma per le superficie ipercicliche non ci & possibile per ora dimostrarlo
che con considerazioni infinitesimali. Per cid nei due numeri seguenti tratte-
remo separatamente quelle proprietd delle superficie ipercicliche che possono
stabilirsi con un’analisi rigorosa, riserbando per I'ultimo numero I'uso delle
considerazioni infinitesimali (cfr. I'avvertenza nella prefazione e il n.° 11).
31. Sia S una superficie iperciclica di raggio =1 e ritenendo le solite
notazioni, riferiamo la S alle sue linee di curvatura #, v e di queste suppo-
niamo che le v = cost.° abbiano la flessione costante = 1. Il quadrato della
flessione di ogni linea tracciata sopra una superficie essendo eguale alla somma
dei quadrati delle sue curvature normale e geodetica, dovremo avere per
ipotesi:
1 o\VEY
R (: aVU ) —1.

(*) 1ntendiamo escluse da queste considerazioni e denominazioni le superficie canali di
raggio R; per queste non soltanto il raggio di curvatura della linea di curvatura (circolo),
ma benanco il raggio principale di curvatura della superficie & costante = R.

(') Cfr. BackLuwp, 1. c
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Possiamo quindi porre

1 1 NE
S = sena, W—a—v——cow, (43)

ma perchd I'elemento lineare ds* = Edu® 4 Gdv® appartenga ad una superficie
di cui #, v siano le linee di curvatura e r,, 7, 1 raggi principali di curvatura,
& necessario e sufficiente (*) che siano soddisfatte le 3 condizioni seguenti

1

G"“%aEWE_aZ_ﬁ
n  r:) 0v ov
51
(L_%mmﬁ4 " _o (44)
o 7 ou ou

1 1zi(1 a\/J)_]Li(La\/'EI_
rire VEG (0u\VE 0Ou ov \/@_37) |
La 1" ci da per le (43)

1

— =seno

4 TG e 00
e per conseguenza la 2

o0
dua +VGLOSw——O

Dopo cid la 3" diviene

3(1 NG

ou \JE 824)+VEG 0.

Poniamo ora 6=fVi‘7du e considerando VG come funzione di ¢, », avremo

dalla precedente

D
o

VG LG =0
I +V ,

da cui integrando

VG =TVeos(6 + V),

dove V, V, sono fanzioni di v soltanto. Di questa la 1" si pud porre =1 can-

() Cfr. la mia tesi di laurca: Sulle superficie applicabili. Pisa, Nistri, 1878, n.° 17,
pag. 36.
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~

giando v inJVdv e la 2* V, =0, includendola in 6. Avremo dunque
00

VE=3—J’ VG = cos? .
O NP B ”
o P R N T
dove 0, » soddisfano le equazioni simultanee a derivate parziali
920 20 0 Do
Tu00 —COSwCOSBa—u—O, m—'—COSmCOS@%:O. (46)

Viceversa colle (45) (46) le (44) sono identicamente soddisfatte, dunque:
Allelemento lineare di ogni superficie iperciclica di raggio ==1, riferita
alle sue linee di curvatura si pud dare la forma

dst = (%)2 du?® + cos*6dv?,

dove le v = cost.® hanno costante =1 il raggio di 1% curvatura. I suot raggi
principali di curvatura sono dati dalle (45), le funzioni 6, w essendo legate

dalle (46).
Osservazione. — Alle medesime formole saremmo giunti partendo da
un sistema di WEeNGARTEN a flessione costante (§ 4) e facendo nella formola

ds® = cos?fdu® 4 sen*6dv® + (g_z))z dw?

v = cost.®, col cangiare poi % in » e w in w.
32. Per la simmetria delle (46) in 6, w & chiaro che anche I'elemento
lineare

u

ds:=cos’wdv® 4 (Zm)g dw?

appartiene ad una seconda superficie iperciclica S, di raggio =1, le cul linee
di curvatura v = cost.® hanno la flessione costante = 1.
Le formole che danno le coordinate (z, ¥: 2,) del punto P, di S,, che

corrisponde al punto P=(x, ¥, 2) di S, sono

xi—x-—COSw—lz.a—x-——SGDwX
VG?)?}
1 0y
= — % _genwY
Y=Y COSw\/,C_%_a w
2,=2—CO0S® -}:Q—Senwz,
VG v

Annali di Matematica, tomo XIII, 30
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come agevolmente si verifica calcolando di qui I'elemento lineare
ds! =dx+ dy: + dz;.

Geometricamente esse significano che il punto P, & il centro di curvatura
relativo al punto P di quella curva » = cost.® che passa per P sopra S e perd
abbiamo il teorema:

A) Ogni superficie iperciclica S ha una superficie iperciclica coniugata
S., che ¢é il luogo dei centri di curvatura delle sue linee di curvatura o fles-
sione costante. Inversamente la coniugata di S, é S.

Se la S & una superficie ciclica, la sua coniugata S, si riduce, come &
chiaro, ad una linea.

Come nel teorema precedente viene utilizzata in sostanza la trasforma-
zione complementare, cosl possiamo anche stabilire un risultato pid generale
servendoci della trasformazione di Bickruxp. Basterd formulare il teorema cor-
rispondente e le verifiche si faranno con somma facilith:

B) Data una superficie iperciclica S di raggio =1, per ogni suo punto
P si conduca un segmento rettilineo costante PP = coss, normale alla linea
di curvatura v ==cost.® e inclinato sull’altra dell’angolo ¢, che soddisfa al-
Pequazione a differenziali totali:
1 06
sena -5;

do— l—I—COSGCOS(qa—a));—

sen 9 cos0 — sen o cos g sen
cos s

(47)

-+ cosfsenw +g—‘:idv= 0;

il luogo degli estremi P' sard una nuova superficie iperciclica di raggio =1,
che avréd per elemento lineare

ds®= (g-:-)z du® + cos®9dv®.

Qui osserveremo che per le (46) la condizione d’integrabilitd della (47)
¢ identicamente soddisfatta, sicch® ¢ conterrd, oltre o, una costante arbitraria.
Inoltre se #', ', 2’ sono le coordinate di P’ si avra per la costruzione stessa

, 1 9z
¥ =ux-+ cos:z(cos?v—ia—v + sench)

e analogamente per ', 2. Di qui derivando e tenendo conto della (47) si
verificano agevolmente le asserzioni del teorema.
In fine noteremo che la (47), come la (33") n.° 25, si riduce alle qua-
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drature, noto un integrale particolare e quindi se della S si conosce una delle
superficie ipercicliche derivate, I’ applicazione successiva del teorema B) richie-
derd soltanto quadrature.
33. Occupiamoci ora delle caratteristiche delle superficie ipercicliche e
dimostriamo il teorema:
Date ad arbitrio due curve C, C' che s’incontrino ortogonalmente in un

punto M e delle quali la prima sia « flessione costante 1—13, esiste una ed una

sola superficie iperciclica di raggio R, che passa per le curve C, C' e le am-
mette per linee di curvatura.

Supponiamo dapprima che la superficie cercata S esista; la sua normale
in M sard determinata come la normale comune a C, C' e per conseguenza
lungo le linee di curvatura C, C’ si conosceranno le normali di S. Sia ora C,
la linea di curvatura del medesimo sistema di C e infinitamente vicina a questa.
Per ogni punto P di C passa una linea di curvatura del 2° sistema, che in-
terseca C, nel punto corrispondente P,. I segmenti rettilinei infinitesimi PP,
sono normali in P alla curva iniziale C' e prolungati inviluppano una delle
evolute della curva C. Poniamo

PP, =< /(s)
essendo ¢ una costante infinitesima e f(s) una funzione dell’arco s di C che
risulterd determinata dall’ipotesi fatta, che ciod la curva C, luogo degli estremi
P, abbia la medesima flessione costante %

E infatti, ritenendo per la curva C le denominazioni usate da SerrET e
indicando con i, ¥, 2, $,... gli elementi corrispondenti relativi alla curva

C,, e ponendo ¢ =f%,s- + g avremo (¥):

x, == 2 + ¢ f(cosrcosé -} sent cos )

e similmente per y., 2,; la costante g risultera determinata dalla direzione
iniziale MM, del segmento PP, in M. Di qui derivando abbiamo

(") Serret C. D.
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e quindi, trascurando le potenze superiori di e:

o_l_si coST
as B

c0Sa, = c08a -+ ¢’ cosz cosé 4 ¢f sent cos ).

=1—¢f

Derivando di nuovo colla medesima avvertenza si ha:

cos £,

. Sfl (_1_ " L "
—E-_—Ecosrcos‘x-i— | T +e(f -I—R,)cosz- cosé + ef"sentcos A

e introducendo I’ipotesi B, = R avremo
f ’ + % = 01

da cui f(s) = Acos (I% + B). La costante A4 si pud porre = 1, includendola

in ¢ e la B risulta determinata, osservando che la C, deve essere normale in
M, alla curva C'. Cosi dunque la linea di curvatura C determina la succes-
siva C,, questa la successiva C, e cosi via. D’altra parte il ragionamento stesso
prova che se le curve C, C' sono date e le successive curve C,, C;... si co-
struiscono nel modo anzidetto, il loro luogo sard la superficie iperciclica cercata.

Da questo risultato, paragonato col teorema B) n.° 11, si ottiene subito
I’ altro:

Ogni superficie iperciclica individua un sistema triplo ortogonale di Wein-
- garten a flessione costante, cui essa appartiene.

E chiaro che, volendo far uso di questo teorema, i risultati dei due numeri
precedenti potevano pilt semplicemente stabilirsi.

NOTA.

La 2* parte del teorema &) n.° 4, cui questa nota si riferisce, & una con-
seguenza della 1®. Stabilito infatti che sopra le superficie pseudosferiche di
un sistema di WemvesrTEN le linee assintotiche si corrispondono, si osserverd
che le curve C, traiettorie ortogonali del sistema =, uscenti dai punti di una
assintotica, hanno per luogo una superficie 4, le cui intersezioni L colle su-
perficie pseudosferiche 3 sono assintotiche per le = e quindi geodetiche per la
A. Le traiettorie ortogonali delle geodetiche L sopra 4 sono curve C e perd
gli archi di due curve L compresi fra due curve C sono eguali ¢. d. d.
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Le linee L sono a torsione costante =1 (teorema di Ennerer) sicché la
superficie A ha un sistema di linee geodetiche a torsione costante. Se poi il
sistema 3 & a flessione costante, le superficie A godono dell’ ulteriore proprieta
che le curve C traiettorie ortogonali delle geodetiche L a torsione costante
=1 sono a flessione costante = 1.

Per queste superficie 4, che si trovano cosl intimamente legate ai sistemi
tripli ortogonali di WEeiNeARTEN, potremmo stabilire proprietd analoghe a quelle
svolte nell’ultimo paragrafo del lavoro per le superficie ipercicliche e in parti-
colare applicarvi la trasformazione complementare e di Backrunxp, le quali
cangiano evidentemente ogni superficie 4 in una superficie della medesima
specie.

Qui mi limiterd ad osservare che se nella formola

dst = cos?0du® -+ sen*6d v + (2_2))2 dw*

che da I'elemento lineare dello spazio riferito ad un sistema di WEmNeARTEN,
si fa
%40 =2« u—v=20,

a, B sono gli archi di assintotica delle superficie pseudosferiche e ne risulta
dst = da + 2c0s20da df + A + (g—i)zdw

Di qui facendo B = cost.’, si ha per l'elemento lineare della corrispon-
dente superficie A

e AR
ds—docz—]—(%) du.

Pisa, Marzo 1885.
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APPENDICE.

Applicazione simultanea della trasformazione complementare e di Bicklund.

Essendo = un sistema di WemwearTEN a flessione 0 =1, indichiamo con 3
3

un sistema derivato da = con una trasformazione di Bickruxp B, (vedi n.° 27).

Per la flessione % di ' avremo pure, a causa della (40) n.° 28, ;—E 1, e
3 3

potremo quindi applicare tanto a 3 quanto a 3’ la trasformazione comple-

mentare (n.° 22). Supposto :~3>1, otteremo da = un gruppo infinito T' di si-
stemi complementari di WEiNeARTEN
I‘———(---Z—z, 2—1, 2’ Z‘, 22.-‘)

e medesimamente da =’ un gruppo
’ = (. .. 2’.—2, Z’—” EI, 2’1’ 2'2 .o .),

mentre nel caso di = 1 i gruppi T, I consteranno ciascuno di due soli si-
3

stemi di WemearTEN (a flessione costante) (*). In ogni caso avremo il teorema:

Ad ogni sistema 3; del gruppo T corrisponde nel gruppo I' un sistema
3'; legato a 3; dalla medesima trasformazione di Bicklund B, che trasforma
il sistema iniziale = in T nell’ iniziale 3 in T,

In altre parole la trasformazione di Bickruxp B, cangia I'intero gruppo
T in I, sicch® (per usare un noto vocabolo della teoria delle sostituzioni) i
gruppi di sistemi complementari di WemearTEN formano, rispetto alle trasfor-
mazioni di Backrunp, dei sistems d’imprimitivita.

Simbolicamente esprimeremo questa proprietd colla formola

¥i=DB.3;, ovvero I'=DB,T

(') Cfr. i ni 22, 23.
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e in particolare avremo 3',= B,3,, ciod
B,B;2=B,B,2,

il che dimostrerd in certo senso la permutability delle operazioni B, (trasfor-
mazione complementare) e B, (trasformazione di Bickrunp) applicate ai sistemi
di WevearteN (*).

i chiaro che basterd dimostrare la proprieth enunciata per due sistemi
3, 2, contigui a =, X, la dimostrazione stessa potendosi poi ripetere per i
successivi.

Indichiamo con 6, ¢, w gli angoli che definiscono la forma (12) n.° 4 del-
I’elemento lineare dello spazio riferito rispettivamente ai sistemi

2, >p 2y .
di guisa che ¢ soddisferd all’equazione a differenziali totali (38) .0 27 ed o
alle (28) n.° 20, ciod:

cosw 00 + senw 00
cost Judw ' senf dvow

e |
+2—o. @

B facile allora vedere che le stesse formole (41) n.° 28, le quali nel caso
dei sistemi di WrvearTEN a flessione costante definiscono 1’angolo ¢ corri-

spondente all’unico sistema ', complementare di X', nel caso attuale (: > 1)
3

definiranno wno dei due sistemi complementari di ', che indicheremo appunto
con X,. Tale verifica si fard sostituendo i valori (41) di cosy, sen¢ nell’e-
quazione
cosy 0% seny 9’9
cosQoudw = seng Jvow

09 _
+5,=%

costruita con ¢, ¢ come la (@) con ¢, w, la quale si troverd cosl, per le (39)
e per la (@) stessa, identicamente soddisfatta.

Cid posto, consideriamo quattro superficie pseudosferiche corrispondenti
S, 8’y 8,, §', nei quattro sistemi di Wemeartes 2, ', 2,, ', e sopra di esse
quattro punti corrispondenti P, P’y P,, P’,, le cui coordinate indicheremo ri-
spettivamente con (z, v, 2), (', ¥, &), (%:, ¥, 2.), (&4, ¥'1, 2'1). Dobbiamo
dimostrare che S’, si deduce da S, colla medesima costruzione di Backrunp

(*) Non bisogna dimenticare che la trasformazione B, contiene oltre ¢ un’altra costante
arbitraria C (0.° 27); la formola sopra scritta vale soltanto, quando le due costanti che en-
trano in B, nel 1° e nel 2° membro hanno fra loro una relazione determinata,
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B, che trasforma S in §’, ossia che insieme alle formole (n.° 27)

1 0
o:—x-l—cosaicos? 08 —|— seueé%g’ \

Yy —?/—I-GOSaicos? eg”—rsen selegz <
z —4+COSaZcos§o 165 -+ sen Seiegjg /
per passare da P a P’ sussistono le analoghe
xr‘___x,-l-cos”cosq,:coiwaaf; ‘!Jse:lm%l’
2=z + cos::jcos(p Colsm aa‘i: + seng Se:m ?aivag

per passare da P, a P/,.
Ora abbiamo:

1 oz 1 0=z
Ty =1 +cos:»—cose %-—l-senms—en(j e

x' =2+ cosy 1o« sengbLa—ai (n.° 20)

cosQ Ju seng 0v
e dalle (b) segue inoltre per le (36%) n.° 27:
1 04 1
cosp Tu = (cosg cosd — sena sendsen ¢) ol %’i— +
ox
+ (seno cosg send 4 cosfsen go) - -~ 3 2t cososend ge
ow
1 9« 1 oz
sonp 7o (seno sen ¢ cosé +- send cos¢) w30 7u +
0x

ox

1 0w
sen¢send — se .
4 (seng g C0S 6 COS ) ——r 50 73 cos<:cost986

w
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Sostituendo nella (d) otteremo quindi

&'y — 2, == {6085 Co8p —- cosw - €0Sg COS(Y — 6) -}- senosengsen(y (¢ —o) le g”
Cos u
-+ |cosa senp —senw + seng cos(y — 6) —sens cospsen(y — 6)| Sele gf [
n
r |
—OOScsen(gb—G)g—%ev
ow /
e analogamente per y'; — y., ¢, — 2,. D’altra parte dalle (26%) n.° 20 risulta
0x
1 9 oz 310 \
= 00008 1 2 - senweos ) i 2% 4 seng 2 |
ow |
3x
1 ox 0z
o 7o cos:»sen@c S07u —I—senwsene 2070 cose86
w
ki)
Dw 1 1 0=z
75 == gy + o g
0

oz

e, risolvendo rispetto a —1—-2—3—‘”— —1—6—93 @
’ Peo & i u  senbov  00°

ow
021
1 ¢ 81‘1 1 a.)fl %
vyl cosmo%m—a———l—comsen@s——gﬂ—senma—(;
w
RN
1 oz 1 0x 1 ox w
g - cos
sonf 7 senw cosy P —|—senwsen9 o -+ ma_
ow
o0x
ow 1 om 1 da
&= —_— " cosh il
00 sen 6cosco ou €087 Sene 90 /
0w
Annali di Matematica, tomo XIII, 31

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1



234 Bianchi: Sopra © sistemi tripli ortogonali di Weingarten.

- —_—

Sostituendo nella (¢), coll’osservare le formole (*)

sens sen (9 — )

_ cos(¢p — @) — cosa
1 —cosscos(p — )’

1 —cosccos(p—0)

cos(¢ — 6) sen(y — ) =

che seguono dalle (41), si vedrd subito che la (¢) si cangia appunto nella prima
delle (¢), le quali risultano cost dimostrate.

(") Possiamo sostituire a queste due formole 1’ unica

1
tgu—,c'tgé(¢—°)=tg%—(<9—w)'
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Etude moyenne
du plus grand commun diviseur
de deux nombres.

(Par Erxest Cesiro, étudiant, & Torre Annunziata.)

1. (u, v) désignant le plus grand commun diviseur de u et v, et F'(u, v)
étant une fonction quelconque de (#, v), tAchons d’évaluer la somwme des va-
leurs que prend F'(u, v), lorsque % et v varient séparément de 1 & n. A cet
effet, observons que, pour avoir (¥, v) =p, il faut et il suffit que 'on ait
w=pu', v=pv, les entiers u' et v’ étant premiers entre eux. 11 en résulte
que, dans la somme considérée, F'(p) entre autant de fois qu’il y a de couples

n

de nombres premiers entre eux, non supérieurs & [—] = qp. Par conséquent,
p

-si I(x) est le nombre des fractions irréductibles, dont les termes ne surpassent
pas , on a

BF@, 0= X F ()1 M)
D’aprés des principes connus (*), si I'on pose
V(e)=F(1) + F@)+ F@) + - + F(@)

et d’autre part, si 'on représente par ¢(x) le nombre des fractions irréductibles,
dont un terme au moins est égal & x, de telle sorte que 1'on ait

I(@) = i(1) 4 9@2) + () + - - - + (),

on peut écrire, au lieu de (1),
p=n
SF(, o) = %i(1) ¥ (gy) @

=

2. Les formules (1) et (2) ne sont pas toujours faciles & utiliser dans
I’étude moyenne du plus grand commun diviseur de deux nombres. Aussi,
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allons-nous les transformer, de maniére & pouvoir en tirer le plus grand profit
possible. A cet effet, observons que la fonction ¢(x) n'est que le double de o(x),
sauf pour z=1; car ¢(1)=2¢(1) — 1. Conséquemment

i@) 4+ i@) +i@)+---=2n—1,

a,b,c,... étant tous les diviseurs de #. De cette identité on déduit (*) 1'identité
plus générale

F@i(3) + FOi(3)+ Fil%) +---
—@en—) 24 @)D p@n—o) D ..., 9 N
ou bien
or()sior - —ee-vrf) res-ori) -
pourvu que

f@Q+1®)+ 1)+ =F®).

Si, dans la premitre de ces identités, on change successivement n en n —1,
n—2,... 3, 2, 1, on obtient, par addition,

p=n
=1

p=n
2 F (D15 = X0/ (p)
L’autre identité donne, par le méme procédé,

XY (an) =3 2p— D4y,
en posant
¢@) =M +7Q+7B)+ - +f()
On peut done, aux identités (1) et (2), substituer les suivantes:
IF @, v)=¢if(1) + 3@+ ¢:f3) + - + (), (4)
YF(u, ) =¢(@) +3¢(¢)+5¢(@) +-- - +C@n—D¢(g), ()

qu'il est facile d’obtenir directement, ainsi qu’'on le verra dans une autre
Note (**).
3. Chacun des membres de (3) est une certaine fonction &(x), définie
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par 'une ou I'autre des égalités
E(n) =2 Ecy(a)F(:—;—) —F)=23a f(;_‘) — F(n).
D’aprés ce qui a été dit dans le paragraphe précédent, on peut écrire

2F @, ) =51 +E@)+EB) + -+ +Em), (6)

de sorte qu'une double série se trouve mise sous la forme d’une série simple.
Ainsi, pour f(z) =1, on a d’abord

F@)=6@), @=2[z—s@) *);
puis:
$6(u, v)=2(f1+f2+--.+fn)_[9(1)+e(2)+-.-+e(n)].
De cette fagon, I’évaluation moyenne des doubles sommes que nous étudions
se trouve ramenée & I'évaluation moyenne des sommes simples, dont nous nous

sommes occupé dans le Premier Mémoire. Dans le dernier exemple, on sait
que, si I’on néglige les quantités d’un ordre inférieur & celui de #2, on a

2

S6(u, v)= 'g—nz.

9

ot « 4.
Done, en moyenne, 6(u, v) = 5’ ¢'est-a-dire que: « Deux nombres quelconques

2

iv . .
admettent, en moyenne, Ts" diviseurs communs ».

De méme, soit f(x) =z, et, par suite,

F(x) =fx, E(x) = 2206(x) ——fx;

la formule (6) donne
[ =200 +20@) + - +no0i] - ([14+[24 - +[n).

Asymptotiquement :

EJ (u, v) = n*logn.

On satisfait & cette égalité en prenant, en moyenne, f(u, v) = log \uv.
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4. On peut aller plus loin, dans la derniére évaluation. Dans le Pre-
mier Mémoire nous avons, en effet, énoncé, sans démonstration, la proposition

suivante:
« La moyenne somme des diviseurs communs & deur nombres quelconques

est égale au demi-logarithme naturel du produit de ces nombres, augmenté de

la constante 0,83196....»
Ici, les formules (4) et (5) sont insuffisantes. Il faut avoir recours & la

transformation asymptotique connue (*)
19:\(7{ \ p=\n _
LF(w, v)= 2 6:/(P)+ % @p—Dygs) — ng({n). U
Pour f(z)=1x, on a d’abord
Fa=[e, 4@)=2510,
puis la formule (7) devient
v ( . 2 “ ‘, 17 n 1 1
), 0)=23p9—5 qp+/.‘p9p 5 ulp— 5 +\/_ﬁ)°
Or, en négligeant les quantités d’un ordre inférieur & celui de »?, on trouve
\/V‘IT 2 2\/;;1 1 2 2
fpg.”:n ;—=§n logn + Cn?,

3 T
— n? “ _— e — 2.
qp p 6 n

Les deux autres sommes sont négligeables vis-a-vis de n®. Conséquemment

gf(u, v)=nglogn—l—(20—-%—-%)n?. ®)
Téachons de satisfaire & cette égalité en posant
f(u, v) = Klog(uv) + K'. (9)

Faisant varier séparément # et », dans la dernitre égalité, depuis 1 jusqu’a »,

on trouve, par addition,

[, v)=2Knlog(1-2-3... w)+ K'n,
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ou bien, asymptotiquement,
};f(u, v) =2 Kntlogn + (K’ — 2K) .

Par comparaison avec (8), on obtient

1

, =? 1

5
L’égalité moyenne (9) devient donc
1 = 1
j(u, v)=é—log(uv) + 20’—5 + 35>
ou bien, approximativement,

f(u, v) = log \wo + 0,83196.... (10)

5. On pourrait chercher directement la moyenne somme des diviseurs
de (u, v), multiples de . A cet effet, aprés avoir fait f(x)=2, pour z mul-
tiple de «, et f(r) =0, dans les autres cas, on trouverait d’abord

AN )
¢(z) = g[;] [;]4‘157
et I’on emploierait, ensuite, la formule (7), ainsi qu’il a été fait dans le para-

graphe précédent. Mais nous suivrons une voie indirecte, beaucoup plus aisée,
et nous résoudrons, en méme temps, une question plus générale. Soit

— 2, si z est un multiple de «
4z, sl « a la forme Ma 47

0, dans les autres cas.

flo) =

Ici, et, en général, dans tous les cas ou il " agit de trouver une valeur moyenne
constante, la formule (4) suffit. Elle donne

3@, ) —2f(, 1) =rgi—ags + (1)l — 2l + o

o

Nous désignons par fx la somme des diviseurs de x, qui, divisés par o, donnent

r

le reste r: nous supposons, en outre, que » soit toujours positif, de sorte que
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les multiples de « répondent au cas de » = a. Asymptotiquement, la dernicre
formule devient

zﬁmvy-%&h@=m%}_§+air_§%+”j.

7

Done, en moyenne,

ﬁmm—ﬂm@=;_§ﬂg} (11)

pourvu que l'on représente par H(x) la fonction harmonique, c'est-d-dire la
fonction

(11— g® 1 1 1 1 1
- l+x+2 2+x+3 3—}—x+ ’

dont 11 a été question dans le Premier Mémoire. Le second membre de (11)
peut aussi &tre mis sous la forme

1 r—a
_1 H( )
/4 o
On en déduit que: « Si Ion considére les diviseurs communs & deux nombres
quelconques, Uexcés de la somme de ceux qui, divisés par o, donnent le reste r,
sur la somme de ceux qui sont divisibles par o, est égal, en moyenne, &
o =T
1(t1—0o “ do
o 1—09 L
%
?
Par exemple, pour ¢ = 2, =1, on a:

Par conséquent: « La somme des diviseurs impairs, communs & deux nombres
quelconques, surpasse, en moyenne, de 0,6931... la somme des diviseurs pairs. »
6. On a aussi, en vertu de propriétés connues (*),

J-J= (- )l e

De 13, une nouvelle proposition.
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7. Reprenons la formule (11). En y faisant varier », de 1 & «, on
obtient, par addition,

[ -4 = L) 2 ()

¢’ est-a-dire (¥):

Jﬁ(u, v) — af(u, v) = loga;
d’ol, en tenant compte de (10),
f(u, v)=};10g\/%+§(20——+——1oga) (12)

Telle est la moyenne somme des multiples de «, diviseurs communs de deux
nombres quelconques. Ainsi, pour « = 2, on trouve que: « la somme moyenne
des diviseurs pairs, communs & deux nombres, est égale au quart du logarithme
naturel du produit des deux nombres, augmenté de la constante 0,06940... »
I1 reste, pour la moyenne somme des diviseurs smpairs, le quart du logarithme,
augmenté de la constante 0,76254...

8. En tenant compte de (12), la formule (11) donne
—1

1 — 1 | — ]
f(u, v)=glog\/uv+;(20_ﬁ_ *—log‘a—f 1-<P(P )
Par exemple, pour « = 4,
f(“ ”)—-[log\/“v+20—u+ +Zsin T}~ 1y +cosfzi}1og2].

Faisant successivement » =1, 2, 3, 4, on trouve les égalités moyennes sui-
vantes:

f(u, v) = T logyu + 0,77397..
1

f(u, W)= +020799...

f(u, )= 0 —001142...
3
I(u, W)= »  —0,13858...
Annali di Matematica, tomo XIIL. 32
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9. Nous avons dit que la formule (4) suffit pour la recherche des va-
leurs moyennes constantes. Pour en donner encore un exemple, nous ferons

1 . ‘ .
f(x) = e de maniére que F'(x) représente la somme 6_,,(x) des inverses des
mémes puissances des diviseurs de . La formule (4) donne
D0-m(uy V) =128n1s,
. . . 1
Sm désignant toujours la somme de la série 1—|-él—m +omt Donc, en

moyenne, 6_,, (%, v) == Smi,. Ainsi, pour m =1, on trouve que: «la somme
des inverses des diviseurs, communs & deux nombres, est moyennement égale

@ 1,202056... » La derniére égalité moyenne peut prendre cette autre forme:
Oyn(lt, 'U)
T oy

Om(x) étant la somme des m®™e puissances des diviseurs de x; mais on ne
pourrait en déduire I’expression moyenne de 6,(#, v), méme en connaissant
celle de (u, v)™.

10. Dans bien des cas, on peut employer, pour le calcul d’une expression
moyenne, la formule (5), alors que la formule (4) est insuffisante. Nous allons
prendre comme exemple la recherche de I'expression moyenne de 6.(%, v).
La formule (4) donne

2om(u, ©) = pmaj-

Or, on a:
nzpm—z —_ anm—i -l—}?m <pm9§ 2 nzpm—s;

puis, en négligeant les quantités d’un ordre inférieur & celui de n™+,

e L2 4 1
m—1 m m—+1

Il est done impossible d’obtenir, par cette voie, 1'expression cherchée. Em-
ployons, au contraire, la formule (5). Elle donne

Som(, )= 3(2p — Don(ay), (19)

nm+i

)< Som, <

m—1

en posant
om(@) = 1m - 9m 4 3o g,

Remarquons d’abord, que l'on a

n nmn —
onl3) = 3 <ot Zon (3}
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Par conséquent, en vertu de (13),

r 2
Ser— (3] - w35

L < S0, v)<?(2p—1)am( )

La différence entre les deux limites étant d’un ordre inférieur 3 celui de nmt,
tant que s > 1, on peut la négliger. Done, asymptotiquement,

2, v) = 320 — Don(2);
Cela revient & prouver que, dans la formule (13), il est permis de remplacer

gp par 12: - En outre, & cause de

am+t xm m -1

om(e) = m—|——1+ Tt

on peut écrire, asymptotiquement,

s pMH & 210 —1 nm+e .
26m(uy 0) = m 1 ‘?“ prt m 1 (28m = Simt). (14)
Il est donc permis de poser I'égalité moyenne
Om(t, ©) = K (Juvyr-1,
qui donne
: 4K
¥ —_ 1
.HQWL(u7 /v) - (,'" + 1)4 0,
De la comparaison avec (14) résulte la valeur de K; puis:
1 —
ity 0) = "L @80 — s00) (s
Par exemple:
b, (u, ¥) = —3-1,202056.. \/uv

4

Ainsi: « la somme des carrés des diviseurs, communs & deux nombres, est
moyennement égale & la moyenne géométrique de ces mombres, multiplice par
la constante 1,56585..

11. Les consequences qu’il est possible de tirer des identités (4) et \5)
sont tellement nombreuses, les moyens d’y parvenir sont si faciles & entrevoir,
que nous ne croyons pas utile 'y insister davantage, d’autant plus que nous
nous proposons de donner, dans une Note ultérieure, des développements d’une
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plus grande généralité (**). Cependant, nous ajouterons encore quelques con-
sidérations sur la maniére dont on pourrait traiter les questions analogues aux
précédentes, mais relatives au plus petit commun multiple [u, v] des nombres
u et v. On sait que

(u, v)[u, v] =wuv. : (15)

Cela étant, cherchong de combien de maniéres il est possible d’avoir [«, v]=mn.
Il faut d’abord que (u, v) soit égal & un diviseur de n: soit @ ce diviseur. L’é-

galité (15) devient an = uv. On sait, en outre, que les quotients %a EU’ dont

le produit est s-, doivent &tre premiers entre eux. Le systtme des équations
[, v]=n, (4, v) = a,
admet donc autant de solutions qu’il y a de maniéres de décomposer :% en un

produit de deux facteurs, premiers entre eux. Fideéles & nos notations habi-

tuelles, nous désignerons par w(z) le nombre de maniéres de décomposer x en

un produit de deux facteurs, premiers entre eux; ou, ce qui revient au méme,

le nombre des diviseurs de x, qui n’ admettent pas de diviseurs carrés, autres
! ) )

ue 'unité. Cela posé, si 'on égale successivement (u, v) & tous les diviseurs
q pose, g )

n n »

—s g o de n, on trouve que le nombre des solutions de I'équation

[#, v]=mn est

0(@) + o) + 6(d) + - - = ().
Conséquemment: « lg quotité des couples de nombres, qui admettent n pour
plus petit commun multiple, est égale au nombre des diviseurs de n® ». Par

exemple, les seuls couples de nombres, qui admettent 10 pour plus petit mul-
tiple commun, sont

(1, 101, 2, 5], (2, 10], [5 2], [5, 10],
[10, 1], [10, 2], [10, 5], (10, 10].

Leur nombre est égal & 9, nombre des diviseurs de 100.
12. On peut démontrer autrement le méme théoréme. Soit f(n) le nombre
des solutions de I'équation [u, v] =n. Il est évident que la somme

Flo)+ £ +f(0) + - -

exprime la quotité des couples de nombres, qui admettent n pour multiple
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commun, ou, ce qui revient au méme, le nombre des maniéres dont on peut
accoupler deux diviseurs quelconques de n, égaux ou inégaux. Or, ce nombre
est évidemment 6°(n). Par conséquent

@)+ 10+ 1) + - - =5 (),
d’olt, par comparaison avec une formule connue (¥*),
f(m) = 6 ().
13. 8i I'on veut développer la somme Y F[u, v], on voit qu'une pre-
miere partie est }‘;a(pz)F(p), mais 1'autre partie, correspondant aux valeurs

de [u, v], supérieures & n, parait assez difficile & évaluer. Pour le moment,

nous devons nous borner & faire observer que, si la fonction F'(z) est con-
stamment positive, on a

2P F(p) < XF[u, v]<< ;9(1)?)17(10)-
On peut done écrire, asymptotiquement,
NE[u, v]=6) 1)+ 64 FR)+6(NF3B)+--->
toutes les fois que la série du second membre est convergente. Soit, par exemple,

F(x)= L. On trouve
xm

1 = 0(p?) s3
T T T O
Or, si 'on pose
1 K

Lo, o] (wop’

on obtient
1 2
S = Ks}.

4 Sm : M ] 2 . .
11 en résulte, d’abord, K= 5 puis, on voit que 'on peut écrire, moyen

nement,

— e——— 8 ——

En particulier:
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Conséquemment: « le carré de Iinverse du plus petit multiple, commun & deux
nombres, est égal, en moyenne, au carrd de Uinverse du produit des deux nom-
bres, multiplié par la constante 1,5198...»

14. En tenant compte d’autres formules connues, on trouve que, si r
ne peut recevoir que les valeurs

1, 4, 6, 9, 10, 14, 15, 16, 21, 22, 24, 25,...,
composées d’un nombre pair de facteurs premiers, égaux ou inégaux, et si 1'on
ne donne & s que les valeurs

2, 3, 5, 17, 8, 11, 12, 13, 17, 18, 19, 20,...,
composées d’un nombre émpair de facteurs premiers, égaux ou inégaux, on a

N\ 1 ’ 1 \ e(rz) 6(82) ng
b —_ =Y —_ —
b [u, W}m E [u’ v]m dd ym 2 sm S,sn ’

les sommes Y, 3 se rapportant respectivement aux valeurs [, v], qui appar-
tiennent & la premiére ou & la seconde des séries ci-dessus. La combinaison

des formules

3
- 1r 7 S NG ’ Som
TN NI R L Y/

d diad Sem nd s:n
donne
"__ 'Ssn + Sim A\ Sy — Som
“ T sy, A Dsmsy,
Par exemple:
o 1 183 , 1 17,

~d [u,v_]2=6007r’ u, wJ*_GUOT“

Ainsi: « la somme des inverses des carrés des plus petits communs multiples
133
250
somme, c'est-G-dire 2,18776..., se rapportent aux plus petits muliiples, com=
posés d’un nombre pair de factewrs premiers, égaux ou inégaux. Il reste
1,92457... pour les plus petits multiples, composés d’un nombre impair de
Sacteurs premiers, égaux ou inégaux. »

15. Le développement de X, F'[u, v] n’est pas absolument nécessaire
pour le caleul des expressions moyennes, relatives au plus petit multiple commun
de deux nombres quelconques. Bien souvent, les formules (4) et (5), ou des for-
mules analogues, suffisent, pourvu que l'on ait égard a la relation (15). Ainsi,

de tous les couples de nombres possibles est 4,11233.... Les de cette
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par exemple, par un procédé analogue & celui qui nous a servi pour établir
la relation (4), nous trouvons

1 2 )
ZuvF(u, v)=7 Xp*q;(gp + 17 f(p)- (16)

En particulier, pour f(x)=r'—(5%?@ (***), on a F(x)=% (*), et la derniere

formule devient

S = 1 X0+ = (D) 9(p)

ou bien, en vertu de (15), et asymptotiquement,

S o = §T00,

Or, on sait (*) que

G (P)o () __ smmt
f pm Sm—2
Done

3 s
2w, v] =50t
D’autre part, si I’on pose [#, v] = Kuw, on trouve

Sty ] =K (1424 +np="Tnt

On doit done prendre K = G?Sf-, et Uon peut dire que: « Le plus petit mul-

tiple, commun & deux nombres, est égal, en moyenne, au produit de ces nom-
bres, multiplié par la constante 0,73076... »
16. En général, on a

SwrvnFu, v) = Spmoi(a) (D) (17)
Supposons que la fonction f soit telle que I’on ait toujours
1
F@+FO) + 1)+ = - (18)
Alors F(x)=;1n7, et la formule (17) devient
X[, o] = Zp (@) (). (19)
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Or, on sait que
‘p2m4-2 P RZax] 2m -+ 3

O =TT wsT Temrn e T

On peut done, au lieu de (19), écrire la formule asymptotique

- &f(p)
S e VR T

parceque les ordres de “f(p ), N f(p), etc. ... sont respectivement inférieurs

a ceux de n, n? etc....

Cela est évidemment vrai pour 7 = 0, comme pour m =1, et, & plus
forte raison, pour toute valeur positive de m. D’aprés les principes exposés
dans le Premier Mémoire, 1'identité (18) donne lieu & la formule

) _
pr

r _‘ mtre
1

Par conséquent
6 Sm+2 nEM+2

e .(m—}—l)g.

Xlu, v]" =
Or, si ’on pose
[, v]" = K (uv)™,

on trouve
242

2 [u, ?’]m=K°31(")=K'(m—_I:-172'

Done, moyennement,

[, o] = 222 (wo,

Par exemple:

=2
[u7 ,v]z = 15 (uv)z,

¢’ est-d-dire que: « le carré du plus petit commun multiple de deux nombres
est moyennement égal au carré du produit des deux nombres, multiplié par
la constante 0,65797... »

17. Il y a plusieurs autres maniéres de développer M F'[u«, v], parmi
lesquelles nous signalerons la suivante: — Il est clair que les quotients, par #,
des nombres

[1, =], [2,n], [3 n],... [n, n],

sont égaux, dans un certain ordre, aux nombres premiers avec les diviseurs
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de n, et respectivement inférieurs ou égaux & ces diviseurs. Il en résulte que,
si 'on pose

gn(@)=F(na)+ Fnp)+ Fny) +-- -»

ol «, B, 7,... sont les nombres non supérieurs et premiers & «, on a

_‘ Fp, n] = ga(a) + ga(d) + gulc) + - -

=

En particulier, si la fonction F' est telle que I'on ait

Fay)=F@)F(y),

et si I'on pose

Gr)=F)+F@E+F@) +--»

on a:
IF(p, 0] =F() |G@)+ GO+ GO+
Par conséquent, si I'on représente par ¥(x) la somme )EF(p), on peut écrire
i
p=n
T, o] =2F 6 F @)Y 0 — Y0

18. En particulier, pour F'(x) = 2™, on a ¥(x) = am(x), G (x) = gm(2),
et la derniére formule devient

S, o1 =2 S p"en()om(as) — om(n). (20)

Mais celle-ci ne se préte pas, aussi facilement que la formule (19), aux transfor-
mations asymptotiques. Par exemple, pour m =1, on frouve

Xy, v]= :; ap 9p(gr + ¢ (p)-
Asymptotiquement:

pALA ]— - ?(10) +e- 2.109(10),

¢ étant moindre que I'unité, en valeur absolue. Ici, le second terme n'est pas
négligeable, car nous avons démontré ailleurs (*) les égalités asymptotiques

’"‘ rn? n
2e(=3>  Zpen)=7;
Annali di Matematica, tomo XIIL 33
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Conséquemment:

31¢
Z[u) v] = 2-:2 'n4’
C'est tout ce que I’on peut affirmer. Comme vérification, comparons ce résultat
& celui qui a été trouvé dans le paragraphe précédent. Nous trouvons

e =3(1 — s;) = 0,60616...

Enfin, il est intéressant de comparer les égalités (19) et (20). On retrouve, &

I'aide de quelques trasformations simples, les propriétés des fonctions ¢, étu-
diées dans le Premier Mémoire.

(") Voyez Premier Mémoire d’ Arithmétique.

() Sur le plus grand commun diviseur de plusieurs nombres.

(") Dans cette Note et dans les suivantes, 0(x) désignera constamment le nombre des
diviseurs de x, et =(x) le produit des facteurs de x, chacun d’eux étant pris négativement,
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Le plus grand diviseur carré.

(Par Erxest Crsaro, étudiant, & Torre Annunziata.)

1. Soit fm(z) une fonction de z, égale & 0 ou & 1, suivant que z admet
‘ou n’admet pas des diviseurs, autres que 1'unité, qui soient des puissances meémes
parfaites. Si @m, b, Cm,... sont les diviseurs de z, puissances m®™e parfaites,
et dn(x) le plus grand de ces nombres, il est clair que, parmi les nombreg

T x &

— —_— — 93 sy

am bm Cm

le seul qui n’admette pas de facteurs, puissances m®mes, est - Conséquem-

() + (i) + o) 4o =1 (®)

2. Dans cette égalits, attribuons & x les valeurs 1, 2, 3,... n, et addi-
tionnons. Il vient:

ment:

Fu(qem) + Fu(@em) + Fu(gen) + + - - =1 @)
Nous avons posé

Fon(@) = fun(1) + fn(2) + Fn(3) + - - - + fin (@),

de sorte que Fu(x) représente la quotité des nombres, non supérieurs 3 x, non
divisibles par des m®™* puissances. Si I’on tiche de satisfaire & (2), au moyen
de F,,(x)= Kz, on trouve

1 1
d’oi K=—"- On a donc, en moyenne,
1

conformément & ce qui a 6t6 trouvé, avec rigueur, dans une autre Note (¥).
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3. Par exemple, F;(x) est le nombre des entiers, non supérieurs & z,
n’admettant .pas de facteurs cubes. Ainsi, en dessous de 200, on trouve, par
le caleul direct, qu’il y a 167 de tels nombres. Or, on vérifie facilement que
167 exprime, par exces, le quotient de 200 par 1 + % + 517— + -

4. Si T'on pose

. G(x) = g [dm(@)], )
on peut écrire

g Fn(q) + 9@ Fn(gem) + g 3™ Fm(gm) + -+ = @

= G+ G@ + -+ Gn).
En effet, parmi les valeurs 1, 2, 3,... n, de x, les seules qui donnent d,,(z) = p™
sont celles pour lesquelles Z)% est un des nombres entiers, non supérieurs & gy,

non divisibles par des m®¢ puissances. L’égalité (2) est un cas particulier de
(4), correspondant & g(z) = 1. Si ’on donne & g(z) d’autres formes, on obtient
d’autres égalités. Par exemple, pour g(z) ==, on trouve

Fn(guw) + 2" Fm(gen) + 3" Fin(gsm) + -+ = dn(1) + dn(2) + - -+ + dm ().
1
De méme, pour g(2) =6[z"], G(x) devient égale au nombre T),(2) des divi-
seurs de x, puissances més et 'on a

B(I)Fm(%) + 6(2)Fm(92'”) + 9(3)Fm(q3m) + .=
= Twn(l)+ Tu(@) 4 - - + Tm(n); ete., ete.

Toutes ces formules peuvent étre utilisées dans la théorie des moyennes.
5. Soit 7, (x) une fonction de z, égale & 1 ou & 0, suivant que z est
ou n’est pas une puissance 7™ parfaite. La relation (1) peut étre écrite ainsi:

(@) fn() + 1m@Fn(5) + m@Fn (£ 4+ =1,

a, b, c,... étant tous les diviseurs de z. Plus généralement

@9 @Fn(3) + @9 OF(F) + - = 6(@) ®)
la fonetion G étant définie par (3). Par addition, on obtient
3@ g @ Fu(g) = 360 ©)

Cest la relation (4).
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6. Les nombres g: %, %, -+ ne différant pas de @, b, c,..., on peut,

au lieu de (), écrire
n@7m(2)9(Z) + Fn@ra(3)a(3) + - = G0
Dans ce cas, si 'on pose

R@)=g10)+ 9@+ 9@+ -+ g(&"]™),

on obtient, par addition, au lieu de (6),

x=n ' ‘E::ﬂ

3 Fn@) Rlg) = 2 G @), 0
Faisons, par exemple, L
g@)=1, CG@)=1, R@)=[z"].

Nous trouvons que: « s¢ «, 8, y,... Sont les entiers, non supérieurs & n, non
divistbles par des m*™* puissances, et si pj(x) est la plus haute puissance m™®,

n
conlenue dans — > on a:
X

Pm(d) + Pm(ﬁ) + Pm(}') G i=n. »

Par exemple, les nombres non supérieurs & 10, privés de facteurs carrés, sont
1, 2, 8,5,6, 7, 10. En divisant 10 par ces nombres, on trouve que les plus
grands carrés, contenus dans les quotients sont 9, 4, 1, 1, 1, 1, 1. La somme
de leurs racines est 34+2+1+1+41+4+1+4+1=10. En donnant & g¢(z)
d’autres formes, on peut se servir des égalités (6) et (7) pour évaluer moyen-
nement les fonctions d, 7m, etc.... A leur tour, les expressions moyennes
obtenues peuvent servir & résoudre certaines questions de probabilités.
7. De !'identité

2rm(a) = T () (8)
on déduit (**) la formule
T'm
2 xliw) = Sk Smk, 9)

dans laquelle I’entier # varie de 1 & l'infini. Par exemple, pour m =k = 2,

Te(1) T:(2) T:(3) __ w8
T el M Rk AR T
Si ¢(z) est une fonction telle que 'on ait toujours
¢(=) ¢ () = $(2y), (10)
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on peut, au lieu de (8), écrire

24@ sb(%j-) a(2) = 4@ T¢<x);

puis:
d’ ol
Tm m

8. Soit, par exemple, 4;(x)=)\(x) (***). La relation (10) est évidemment
vérifiée, et 'on a
1, si m est pair
l(xm) — lm (x) = . . .
A(x), si m est smpair.

Si I'on se rappelle (**), en outre, que

2M=%,

xm Sm

on voit que la relation (11) devient

Ssk Smk o .
A(&) T () e 2 M est par
M) ImA) 12
X xk Sk Semk (12)

s 81 m est tmpair.
Sk Smk

Par exemple, pour k=m =2,

L) T1:2)  Te() | T _I:06) | To(6) =
1 2 5 T 16 25 36 T 1850

T (x) représentant le nombre des diviseurs carrés de x. Pour k=2, m =3,
on trouve

Ts(l)  Ts(2) ﬂ®+ﬂm_ﬂm+%® . _1382mu
1 8 64 125 216 - 212837625

T:(x) étant le nombre des diviseurs cubes de z; ete., ete....
9. Soient «, B, y,... tous les nombres entiers, composés d’un nombre

impair de facteurs premiers, égaux ou inégaux. Ces nombres sont les termes
de la série
2, 8, b5, 7, 8 11, 12, 13, 17, 18, 19, 20,...,
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qui comprend tous les nombres premiers, hors I'unité. La combinaison des for-
mules (9) et (12) donne

1 Smk .
= (8% — 8op) —
5 (sk — 1) 5 0 bour m pair

2 T'm (0() _
ak 82,82 — Sek Sekm

2 Sk Smk

» pour m ¢mpair.

Par exemple, pour k=2,

. 50 Sem (m pair)
Tm(2) , Tim(3) , Tm(®) , Twm(T) 20 “m?
1 + o T Tt T =

En particulier, si I’on fait m = 1, on trouve

6(2) , 0(3) , 8(3) , 9(7) , 0(8) Tmt
T Tyt T Tt =%

ete., ete....

10. Les mémes calculs s’appliquent & la fonction f.., et I'on obtient
d’abord

s . (13)

zk Smk
On trouve aussi
Sk, (m pair)
v M@)fm(@) _ | SkSmk
gk Sek Smk

. (m impair).

En combinant ces deux formules, on démontre que, si «, B, 7,... sont tous
les nombres composés @’ un nombre impair de facteurs premiers, égaux ou iné-
gauz, et v’ admettant pas de diviseurs, puissances m*™, quires que Punité, on a:
st — Sek ,

1 2 8k Smk

(m pair)

5% Sehm — Sk Sk
2 Sk Smk Samk

s (m impair).

Supposons, par exemple, que «, 8, y,... soient les termes de la gérie
2, 3, 5 1, 11, 13,..., 29, 30, 31,...,

qui sont tous des nombres premiers, ou des produits de nombres premiers, iné-
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gaux, en nombre impair. La derniére formule donne

1 1 1 1 $% — Sak
wrwtmtwt = o
En particulier:
9
22+52+52+72+ B

11. La fonction f,, peut étre définie au moyen d’une autre fonction gy,
analogue & p, égale & 41, ou & — 1, suivant que  est le produit d’un nombre
pair ou d’un nombre impair de puissances m®™ de facteurs premiers, inégauz.
Dans les autres cas, um(x)=0. On trouve facilement

(@) + pm(B) + pm (€) + -+ = fn ()- (14)

A son tour, la fonction f,, peut servir, de la méme manitre, & définir une
importante fonction, par 1'égalité

@)+ Ful) F ful0) - = (), ()

0 () représentant le nombre des diviseurs de z, privés de facteurs qui soient
des puissances m*™* parfaites. Cette fonction sera étudiée dans une autre Note.
Pour le moment, remarquons que les relations (14) et (15) donnent, eu égard
2 (13),

ww om(@) _ k|
2= Sk 2 T om
Par exemple:
(1) 02(2) 0z (3) ws(4)

b
Dpedpedp el =2
On obtient, tout aussi facilement,

n pai
v X@pm(@) _ Sk A @)on(@) (m pair)

Lk T o2, d ’
“ i = 2k (m impair);
Semk
ete., ete....

Ultérieurement, nous aurons besoin de cette fonction pn, qui dépend, d’ail-
leurs, fort simplement de p. En effet, on peut écrire

1
(@) =1, (@) p.(=™).

12. Reprenons la formule

So6n Pl ] = Zo 1), @
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et transformons-la au moyen de la relation

el (2o + a3k s b+
En ordonnant le premier membre de (4), par rapport aux quotients [xlm],

. h e n
on reconnait aisement que le coefficient de [x—m-] est

9@(2)+ 90m(5) + 9eu(2) + - = 1@ (16)
Done

29(.@) = 3[ 5] (a7

13. La relation (16) peut, d’ailleurs, en vertu de la loé d’inversion (¥***),
étre mise sous cette autre forme:

h(@)+ h(0) + 5(e) 1 - - =g(z"), (18)

et ’on peut, alors, en déduire facilement la formule (17). En effet, observons
que les racines m' ¢ de a,, b,, Cn,... ne sont autres que fous les diviseurs
de la m® racine de d,(z). On peut done, au lieu de (18), écrire

1 1 1
h(d@n) + h®n) + hca) + - = g[du(®)]-
Il suffit de faire, dans cette égalité, x=1, 2, 3,... n, et additionner, pour
avoir la formule (17).
14. Si le second membre de (17) est de I'ordre de », on peut, & [x’—;] )

i
substituer 56%, toutes les fois que A(1)+4 2(2) 4 - - + k[n™] est, en valeur

absolue, d’un ordre inférieur & celui de ». Alors, nous pourrons établir, en
1

remplagant g(z) per g(x””), r gahte asymptotique

3 @] =n$ 3o,

pourvu que la série du second membre soit convergente. Mais de I'égalité (18)
on déduit aussi

JAC

; AN

o § 1)

ry
Annali di Matematica, tomo XIII. 34

X
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Done:

Sl - 2§10,

En d’autres termes:

(19)

lim - % 3g [dn D]+ gldn @]+ +g [df(n)]f = —17; 2“’,53.) ’

pour n infini. En particulier:
« 8 0(z) est la racine carrde du plus grand diviseur carré de x, on a:

fim- g B+ g B@L+ o+ g B = 5 S 42

15. En donnant & g(x) différentes formes, on obtient une infinité de
relations intéressantes. Pour g(x) =z, la formule (19) donne

(20)

.
lim. = Bdr @) =22, (m>2).
n i Sm

Par exemple, pour m =3, on voit que: « la racine cubique du plus grand
diviseur cube d’un nombre quelconque est moyennement égale & 1,3684... ».

Pour g(x)= ;lz" la formule (20) donne

.12 1 6 &1 i
Im === —=
n ‘;32(90) w2 24‘904 15

Donc: « Uinverse du plus grand diviseur carré d’un nombre quelconque est
moyennement égale & 0,6579...». De méme, on trouve facilement que les
fonctions

, g, 62, WE, Tk,...

1
relatives au nombre dj; (x), sont moyennement égales &

Sm_1 s S Sm s
—_— n — — mbyes
sZ " Sem Smk !

© 2

Pour g(z) = 6(«*), on voit que le nombre des diviseurs de dj, (z) est égal, en
2

moyenne, & —= . En particulier: « le nombre des diviseurs du plus grand

L

, . g. ) n
carré qui divise un nombre quelconque, est moyennement égal 5 " Enfin,
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supposons ¢ (z) = v(zx) (***). Il vient, en moyenne,

1
n 1 g v(x) 1 & logzx
En particulier:
36 ¢ logx
v[o(x)] = — }i‘ = 0,3464...

On doit se rappeler (**) que »(x) est moyennement égale & I'unité. Les der-
nitres égalités sont utiles pour I'étude de la distribution des nombres premiers,
dans la série o(1), 8(2), ¢(3),...

16. Nous allons faire quelques applications de la formule (19) a la re-
cherche de certaines probabilités. Soit, d’abord, g(z) =1, pour z =k, mais
g(x) =0, dans les autres cas. Le premier membre de (19) exprimera la pro-
babilité Py que, parmi les puissances m*™ parfaites, k™ soit lu plus grande,
qut divise un nombre quelconque, pris au hasard. La formule (19) donne im-
médiatement

Pp=—

== kmsm .

On peut arriver directement & ce résultat, en employant un raisonnement ana-
logue & celui dont nous nous sommes servi ailleurs (**), pour des questions
semblables. Si, au lieu de considérer Zous les nombres entiers, on considére
seulement les multiples de k™, le nombre total des cas devient ™ fois moindre,
mais le nombre des cas favorables reste le méme; car tout nombre, qui se
trouve dans les conditions désirées, est nécessairement un multiple de ™. Done,
la probabilité que k™ soit la plus haute puissance m®™¢, qui divise un muléiple
de k™, pris au hasard, est Py- k™. Mais cette probabilité ne differe pas de
celle qu'un nombre quelconque ne soit pas divisible par des m®™e puissances;
car, la condition nécessaire et suffisante pour que £ soit la plus haute puis-
sance mi, qui divise r - k™, est précisément que » n’admette pas de diviseurs,
autres que Y unité, puissances m*™** parfaites. Conséquemment:
. Py-km= 13
puis:

Pt Pt Pot o =Pl g+ g o) = Pisas

Mais le premier membre représente la certitude: il est donc égal & I unité.

Il en résulte
1 1
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17. Pour g(x) = rx(z), on a
1
. 12 m Sm
lim - - S [d5 (@) = .T,: :

1
Telle est 1a probabilité que d2 () soit une puissance k"¢ parfaite. En parti-

2
culier, pour m =% = 2, le second membre devient %, et I'on voit que: « I7

y a environ 25 & parier, contre 13, que la racine carréde dw plus grand di-
viseur carré d’un nombre entier, pris au hasard, est elle-méme un carré ». Ce

, : L1 \ 2
résultat ne nous étonnera pas si nous réfléchissons que, dans prés des 3 des

cas, c'est I'unité qui est le sewl diviseur carré, et sa racine carrée est, natu-
rellement, un carré.
18. Faisons g(x) =0, en général, mais g(z) =1 lorsque z a la forme
Mo+ 7. En observant que ‘
1 1 1 (=l amtH(E)
Q +x)m+(2+w)m+(3+x)m+ T m—N! damt )

on trouve, aprés quelques transformations simples,

1 1 ® e
P'=ocm3m .(m—l)!J‘ T—er? ‘- (21)
0
4

Telle est la probabilité que d-(z) ait la forme Ma-r. En particulier,
om — 1

P, =, résultat évident. Si o est pair, P, = ; etc. Comme exemple,
am

o

2
prenons le cas de « =4, et faisons m = 2. La formule (21) donne

1, G 3
P’=3(§+?)’ b=

1 @G 1
P3=3(§-—-7-§)7 P4=E'

Comme d’habitude, G représente la constante 0,915965594... Approximative-
ment, on peut remplacer % par %, et ’on voit que: « Les probabilités que

la .racine duw plus grand carré, diviseur d’un nombre pris au hasard, ait
Uune des formes

4p+1, 4p+2, 4u+ 3, 4u,
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sont & pew pres proportionnelles aux nombres
450, 129, 66, 43.»

19. Examinons d’une manidre spéciale le cas de m = 2. La formule
(20) donne
6 (1 1 1

B=almteromtoars g_wwﬂ'(’_l)

H'(x) étant la dérivée de la fonction harmonique (**). On sait que

H@—1)+H (2=

BIn? 7 x
Par suite:

-Pr+Pa.—r= 6

— (0 <r<a).

a?sin? —

Nous avons une curieuse application de cette formule pour « =10. Alors P,
représente la probabilité que r soit le dernier chiffre de d(x), en supposant
pris au hasard. Soit, de méme, p, la probabilité que d*(x) se termine par le
chiffre . On a:

3

Py, + Py = 50 cos® (r - 18Y) )

En particulier:
p,=P.+ P, =2—‘°:_) (3 + \5) = 0,6283281....,

—P,+ P, = 125 2 (5 +5) = 0,1736656..
=P, P = % (3 —\/5) = 0,0916718...,

= P, + P, = —= (5 — \(5) = 0,0663343..

125
ps=P; =003, p,=P,=0,0L

Il en résulte aussi

pr4-pe __ ps+ps __ po4ps

1
8 6 1 25

Conséquemment: « Ayant pris, aw hasard, un nombre entier, on considére le
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plus grand carré qui le divise:
1.° Il y o 18 & parier, contre T, que le dernier chiffre est 1 ou 9,
2° » 6 ” » 19, " ” 4 n 6;
3.2 » 1 » » 24, » " 0 » 5o

20. Pour g(x) = A(w), on trouve

1
| R i 8
m ﬁ;l[d’"(m]=—:§'
En d’autres termes, si P"” et P sont les probabilités que l[d (x)] soit +1
ou —1,o0na

1 ’ Sam,
P'—P =_:f'
D’autre part P’ 4 P'= 1. Donc
lI__l_ _Sirib_ /_l _iz_r_n_ .
Pelfr) el
En particulier, pour m = 2,

7
P'=— P=_—.
10’ 10
Par conséquent: « Il y a T & parier, contre 3, que la racine carrée du plus
grand diviseur corré d’un nombre entier, pris au hasard, est composée d’un
nombre pair, plutdt que d’un nombre impair de facteurs premiers, égaux ou
inégaux ».

21. Soit P, la probabilité que, ayant pris au hasard un nombre z, on

1
ait p[df(x)] =7, oll » n’est susceptible que des valeurs +1, —1, 0. Pour
9 (@) = p(z), la formule (19) devient

.Pg -_ .P.—;_ = si2 .

(22)

Si g(x) = f2(x), on sait que les fonctions y et f, s’annulent simultanément;
mais que, si x n’est pas nul, f; a toujours la valeur 1. Par conséquent, la
formule (19) peut s'écrire ainsi:

1

PL+P—-4=§;—' (23)
Les formules (22) et (23) donnent

P=ti+3) P =;(_1__ ).

Sem Sm
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Enfin, & cause de P,+ P_,+ P,=1, on a aussi

1
Po=1——.
Sem

Par exemple, pour m = 2, on obtient

63 27 90
Pi=?, P_,=?a Po'—l—-g'

Conséquemment: 4
1.° « Il y a environ 42 & parier, contre 23, que la racine carrée du
plus grand diviseur carré d’un nombre quelconque, pris au hasard, est le
produit de factewrs premiers, inégaux, en nombre pair ».
2.° « Il y a environ 47 & parier, contre 18, que la racine carrée du
plus grand diviseur carré d’un nombre entier, pris au hasard, w'est pas un
produit de nombres premiers, inégaux, en nombre impair ».
3.2 « Il W'y a que 1 & parier, contre 12 environ, que la racine du plus
grand carré, qui divise un entier, pris au hasard, est divisible par un carré ».
En comparant entre elles les valeurs de P, et P_,, on voit encore que:
« St la racine du plus grand diviseur carré d’un nombre, pris au hasard, est
un produit de nombres premiers, inégaux, il y a T & parier, contre 3, que
ceux-ci sont en nombre pair, plutét qu’en nombre impair ».
22. Soit
A(z), si z est divisible par «,
g9(@)=

0, dans le cas contraire,

et distinguons respectivement par les lettres II et P les probabilités relatives
1

aux cas o d7(z) est ou #’est pas divisible par «. La formule (19) donne

W= LMD 2@ @) M@ s

sm 2 (@z)m @ sm zui gm  am g}
D’autre part:
y pese ] 1 e=®0 1 1
nm4m=— = =
Sm a=i (x )™ o™ S g—g XM am
Done
1 Seim ' Sam
U=l @5 o= 2aml—7\(a) g

En tenant compte des résultats obtenus plus haut, on trouverait facilement les
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expressions de P” et de P’. En particulier, pour m = 2,
I 5122 (@) pr_ 1 _84+20@

10z 10 10 <2
, 5 —2%(a) , 3 5—2%\(a)
I = 10 a2 ? P _1—0-_ 10 a2 )

Par exemple, en faisant « =2, on trouve
"o PP 1
3 7 2 5 40
Par conséquent: « Ayant pris, au hasard, un nombre entier, si I’on considére
la racine carrée de son plus grand diviseur carré:
1.° 11 y a seulement 3 & parier, contre 37, qu’elle est un nombre pair,

composé de facteurs premiers, égaux ow inégaux, en nombre pair.
2.° Il y a seulement T & parier, contre 33, qu’elle est un nombre pair,

composé de facteurs premiers, égaux ou inégaux, en nombre tmpair.
8.° Il y a 5 & parier, contre 3, qu’elle est un nombre impair, composé
d’un nombre pair de facteurs premiers, égaux ou inégaux.
4° Il y a seulement 1 & parier, contre T, qu’elle est un nmombre im-
pair, composé d’un nombre impair de facteurs premiers, égaur ou inégaux ».
La comparaison des valeurs de I1°, II', ou de II', P", ete...., fournit
quelques autres propositions. Par exemple: « Si le plus grand carré, qui divise
un nombre, pris aw hasard, est impair, il est cing fois plus probable que sa
racine est composée d’un nombre pair, plutdt que d’un nombre impair de fa-
cleurs premiers, égaur ow inéqaux ».
23. Supposons encore
@ n(x), si x est divisible par le nombre premier ,
g\x)=

D’aprés (19):
1
Hi—H—1=-§n— Z‘I“x_(jf)-a .P;"‘P—-i—— 2 H(x)

0, dans le cas contraire.

ol les sommes Y, ¥ se rapportent respectivement aux valeurs de z, divi-
sibles ou non par =. Or, on sait que, si @,, @y @,... est la série des nombres
premiers, supérieurs & 1'unité, on a

$20-(1- - (- )
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Mettant en évidence, dans le second membre, le facteur 1 — — on peut écrire

p(2) v L@

w(x) ) am 1 «~ gm
3 _— ’
xm l—i wm 1-—-i
om

et I'on reconnait immédiatement que les deux parties du second membre sont

précisément les valeurs des sommes ¥, ). Ainsi

 p(z) o () (x)
zy‘wm Um__lzy‘(w)’ 24 y-wm == __]_EH
Par conséquent:
1 1 il
L, P‘_P"=w————'?$,,"

m—1, = ——
! ! om—1 g2

D’autre part, pour
fz(x)7 si ¢ est divisible par @,

dans le cas contraire,

()=

7

la méme formule donne
1 wn fol 1 «, fof
m4,=—3E0,  pip,_Llwls

Or, on sait que
)

$E0=(1+ ) i+ 5

En opérant comme ci-dessus, on trouve
’ f’(w) fi(w) 1 f2(x) 1 fa(2)
) xm ‘wm—{-l2 2‘ gm mm—l—lzmm'
Par suite, en ayant égard & la formule (13),
om 1

1 1
—_— P’+ —‘-—;m.;,;.

11

1
H;+H—-;+Ho='m—,,“n’ P4 P+ P = p—

Faisant varier m et = on obtient une infinité de propositions. En particulier,
35

Enfin, les valeurs de 1I,, P, se déduisent des relations évidentes

Annalt di Matematica, tomo XIII,
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si m=2, .
3v2—7 9 T2 —3 9 1 1 90
L=a—7% =0T L=g—arma=
78 —3 9 313*—7._9_’ P0=m*—1 o 90

ob—1 7 oi—1 Tt

.P1=m’——c'_7 P—1=Gg

Par exemple, pour w = 2,

1 72 3 96
110=-(1——), P,,=I(1—;t7)-

On en déduit que: « S¢ Uon considére la racine du plus grand carré, qui
divise un entter pris au hasard:

1.° Il y a seulement 2 & parier, contre 63 environ, qu'elle est un pro-
duit pair de factewrs premiers, inégaux, en nombre pair, ¢’ est-a-dire qu’elle
appartient & la série

6, 30, 14, 22, 26, 34, 38,.., 210,...
2.° Il y a seulement 2 & parier, contre 11 environ, qu'elle est un pro-

duit pair de facteurs premiers, inégaux, en nombre impair, ¢’est-t-dire qu'elle
appartient & la série

2, 30, 42, 66, 70, 718, 102,..., 2310,...
3.° Il y a environ 8 & parier, contre 5, qu'elle est Uunité, ou un entier

impair, produit de facteurs premiers, inégoux, en nombre pair, ¢ est-d-dire
qu'elle appartient & la série

1, 15, 21, 33, 35, 39, bl,..., 1155,...
4° Il y a environ BT & parier, contre 8, qu'elle n’est pas un produit

de nombres premiers, inégauz, en nombre impair, ’est-a-dire qu’elle w’appar-
tient pas & la série

8, 5 7, 11, 13, 117, 19,..., 105,...n.

De méme, les valeurs de II, et P, montrent que:
« Il y a environ 243 & parier, contre 17, que la racine du plus grand
diviseur carré d’wn nombre entier, pris au hasard, n'est pas un nombre pair,
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admettant un diviseur carré autre que Uunité. Il y a 257 & parier, contre 3
environ, qu’elle n’est pas un nombre impair, jouissant de la méme propriété ».
24. On voit que la formule (19) se préte avec la plus grande facilité

1

aux recherches de probabilités, relatives & la fonction d(z). En donnant 3

g(x) les valeurs 1 ou O, suivant que z appartient ou n’appartient pas & un

certain systéme de nombres, la formule (19) donne immédiatement la proba-
1

bilité pour que dj () appartienne au méme systéme. Proposons-nous, comme
1

dernier exemple, de chercher la probabilité P, pour que dZ(x) appartienne &
la série des nombres triangulaires:

1, 3, 6, 10, 15, 21, 28, 36, 45,...
D’apres (19):

om 1
Pa= Yot
Observons que, si I'on pose
(=1)m
o=t
on a:
wm(x:— 1ym =En— Om,1Em-1 4 Oty 28mg — -+ & Com—s, m—1£1.
Or:
wzz‘.lzm = |1 4 (= 1)} s — (— 1)
Par suite:

P = (_ 1)m _Qm_! E_ 5 sz—1 m—t + sz—s m—152
02m—5, m—184 + sz-—7, m—18 -+ - g .
Par exemple, pour m =2, on trouve

P,=8(1—%),

¢’ est-d-dire que: « Il y a environ 12 & parier, contre 5, que la racine du plus
grand diviseur carré d’un nombre, pris au hasard, est un nombre triangulaire ».
De méme, pour m =4, on obtient

P, = 32(1_]_1_50__ 1575

) 0,936..
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ete., ete.... La grandeur considérable de ces résultats est dle & la présence
de I'unité, dans la série que I'on considere. Si 'on veut exclure cette valeur,

. . 1 N P
on doit, de I'expression de P,, retrancher = Aprés cela, il vient seulement
m

00 0490
p=8—10—0006..; p=32420 20 —0,013...

etc., ete.... Comme on devait s’y attendre, les probabilités sont considéra-
blement atténuées. En particulier: « Il y a environ 46 & parier, contre 5, que
la racine du plus grand diviseur carré d'un nombre, pris aw hasard, w'est
pas un nombre triangulaire, différent de Uunité ».

(") Voir, dans les Nouvelles Annales, notre Généralisation de U identité de MM. Tché-
bychew et Polignac.

(") Voir le Premier Mémoire d Arithmétique.

("*") Dans cet article, et dans les suivants, A(«) représentera constamment une fonction
de o, égale & * 1, suivant que « est décomposable en un nombre pair ou en un nombre
impair de facteurs premiers, égaux ou inégaux. Quant & v(x), cette fonction est généra-
lement nulle, sauf pour x =™, © étant premier. Dans ce cas, v(x) =log ®.

(") Voyez, dans le Journal de Bartacrini, notre article: Sull’ inversione delle iden-
titd aritmetiche.
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Eventualités
de la division arithmétique.

(Par Erwest Criird, 8tudiant, & Torre Annunziata.y

1. On a beaucoup étudié la fonction [#], qui représente le plus grand
nombre entier, eontenw dans x; mais on n’a pas suffisamment fait attention

dux propriétés de i(x), nombre entier le plus proche de x. Lorsque & =n -+ % )

n étant entier, nous conviendrons de prendre 7(z)=n -+ 1. Il est facile d’ex~
primer ¢(x) au moyen de [z]. En effet, remarquons que 7(z) — [] est 0 ou 1,

suivant que 2 — [x] est inférieur ou non & -;— Or, on sait que la fonction”
[22] — 2[x] jouit de la méme propriété. Par suite:
i(x) = [22] — [z].

[x]=i(§)+i(f)+i(“—’)+--- ey

La fonction [x] est définie par les propnetés d’&tre un nombre entier et de
satisfaire aux conditions

Inversément:

[£]Z e <[+] + 1.

De méme, la fonction 7(x) est définie par les propriétés d’étre un nombre en-
tier, et de satisfaire aux conditions

i) — 3 S <i@) + 5 -

que I'on peut écrire ainsi:

s — 1 e
1@2x+5<d@+L
On voit, maintenant, que )
i(x) = [x + ;—], [z] = z(fc - 1—) (2)
Annali di Matematica, tomo XIIL 36
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2. Nous ne nous arréterons pas & étudier les propriétés de la fonction ¢,
car notre but est seulement d’utiliser cette fonction dans I'étude de certaines
questions de moyennes et de probabilités. Néanmoins, nous ferons observer que
les égalités obtenues permettent de déduire facilement les propriétés de 7(x) de
celles de [z]. Nous ferons aussi quelques remarques, relatives aux mémes éga-
lités. D’abord, la comparaison de (1) avec (2) donne la relation

W=[5+5]+[F+3]+[5+2]+ ©)
qui en fournit beaucoup d’autres. Une de ses conséquences est que, si I'on
considére les excés des quantités g——{— % ’ 15—1— % s g—i— % »++»» non inférieures
& I'unité, sur-les plus grands nombres ertiers qu’elles renferment, le rapport
de leur somme au logarithme de « tend vers l'inverse du logarithme de 4,

lorsque # augmente sans limite. La moyenne valeur des mémes différences est
—;—- Autre remarque: lorsque 2 est un entier n, la relation (3) prend la forme
% 1 i+ 3
Y e P t(p)'l‘ut(p):n:
Iy 2 n4d
pourvu que I’on pose

ba) = 1, pour z=2, 4, 8, 16,...

0, dans les autres cas.

Si I'on observe que, entre » et 2#, il y a une puissance de 2, et une seule,
on obtient

L 1
32+ ]m=n—1
11 est facile (*) de transformer cette formule, en posant
T(@)=¢1)+ @)+ ¢(3)+ -+ (),

2n
2y —1

L B @)

. On trouve alors

et en observant que, de g—}—%-:y, on tire x =

T(x) est I'exposant de la plus haute puissance de 2, non supérieure & z, et
peut étre mis sous la forme suivante:

T(r) = []og x]

log2
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Si, dans I'identité (4), on change n en » — 1, on obtient, par soustractxon,_

la relation évidente
() + o)+ o)+ =1

ol @, ¥, ¢,... sont tous les diviseurs impairs de 2n. D’autres relations, plus
générales, peuvent étre obtenues en faisant 2 =% dans I'égalité (3), en mul-

tipliant les deux membres par f(p) et en additionnant, aprés avoir fait p = 1,
2, 3,..., n. Par exemple, pour f(z)=1, il vient

35 +5 0= se[5225] = 2an,

pourvu que I'on représente par e(¥) I'exposant de la plus haute” puissance-de
2, qui divise z, et par €(x) la somme e(1) + ¢(2)+ -+ + ¢(2). Si V'on opére
comme plus haut on reconnait que la derniere identité prend son origine dans

I’identité emdente .
2 2 2
5(7?) + e(—an)-[- E(-C—Zz) 4o = 6(n).
On obtient d’autres relations, en faisant f(x) = A(x), p(#), ¢(x),... Par exemple:

(5P @i =2 oy, 3i(2)ewn() =,
2(5)e 0= 2i(2)ew =2 3[2] -

3. Pour chercher la valeur asymptotique de

i) ) )

il faut nous rappeler (*) que la somme

son[g o [+

est asymptotiquement égale 3 A
E, =nlogn 4+ @2C—1)n.

[2:] [%B =Ep—E,—n.

I, =nlogn + (log4 +2 0 —2)n.

Or:
L=%
i

Par suite:
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4. Une autre expression qu’il nous faut évaluer asymptotiquement, pour
les besoins des recherches ultérieures, est

s [-+--

Souvent nous avons affirmé (*) que cette expression est asymptotique & 7 - g,

mais nous n’avons jamais donné, de cela, une démonstration rigoureuse. On
peut écrire -
Ay = “[ ]sm—-p >
? 2

ou bien, par la transformation habituelle (*¥),

v n
a=3F[5)
en posant
L . wmx 1 1 T T
Fx)= ;sm - =3 + E(sm — ~—cos ?)

En d’autres termes, F(x) est 1, si z a I'une des formes 4u 41, 4p 4 2, et
O dans les autres cas. En combinant les deux formules trouvées, on sait (¥)

que P'on peut écrire, asymptotiquement,

B

Si F(x) était tOl]_]OllI‘S 1, la deuxiéme somme se réduirait & Vn, et serait, par
conséquent, négligeable vis-3-vis de m. A plus forte raison cela a-t-il lieu,
puisque F'(r) ne quitte la valeur 1 que pour s’annuler. De méme, dans la

premiére somme, il est permis de remplacer [—g] par g; car on vient & né-

gliger ainsi une quantité d’un ordre non supérieur A celui de {n. Par suite

1 1 1
An=”(1—§+g—'7f’+”')= .Z.

a

7

5. Cela posé, voyons dans combien de cas, pour x=al_z s %, la

valeur de ¢(z) est émpasre. Pour que I'on ait i(’—l)=2k— 1, il faut et il
b
suffit que
2k —22t< 2k— g
2<p ’
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d’ol
2n — 9%
=1 <P<gp—3’

7
)

Les valeurs de p, pour lesquelles z'(l)=2k—1, sont donc

2n 2n 2n 2n
[4/c—l]+l’ [4/;—1]+2’ [4k—1]+3"" [470—-3]'

Leur nombre est [ 21 ]—[ 2 ] Faisant varier k, depuis 1, on obtient

4k —3 45 —1

- )=

qui représente la quotité des termes ¢mpairs, dans la série indéfinie

€ )

Voulant nous arréter au n’m* terme, observons que les #n termes suivants sont
égaux & 1, et les autres sont nuls, d’ol il suit que nous devons, de la somme
ci-dessus, retrancher n, si nous voulons la quotité des termes ¢mpairs, dans
la série des n premiers nombres (5). Par conséquent, la probabilité que I'un
de ces nombres, pris au hasard, soit impair, est

I’ expression

Asn
P, =— .
n 7 ""’1

Si n augmente indéfiniment,

P=Z —1=0,701... (6)

En d’autres termes: « St Pon divise un nombre trés-grand par un nombre plus
petit, pris au hasard, il y a 4 environ & parier, contre 3, que le quotient le
plus approché est impair ».

6. Soit :)i une fraction quelconque, dont les termes ne surpassent pas #.

Quelle est la probabilité que le plus grand nombre entier qu’elle renferme est

impair? Apres avoir donné & v une valeur fixe p, faisons varier # de 1 & n.
Pour

=5, p+1, p+2,..., 2p—1,
3p, 3p+1, 3p+2,... 4p—1,

L N A L D IR TR B Y R K 2R T I T ]
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% sera impair. On ne doit pas aller au deld de u=n=pgp+r. Si g, est
pair, il y aura, pour u, ;—gp séries de p valeurs. Si ¢, est émpair, il y en
aura %(qp—l) de p valeurs, et une de r -1 valeurs. Le nombre des cas

Javorables est done, dans chacun de ces cas,
1 . 1 1
5 Pdp) n+1—§l’—‘2‘1’9p’

ou bien, en une seule expression,

1 —1)% 1
;—(”+1)—IP+£—§—)— Pep+ 50—+ 1)

Par conséquent, si P est la probabilité cherchée,
3 1 1 +1g
nP=gnt 45 Ipg(— D% + 7 3p(— D == X0 ()

en supprimant toujours, dans le second membre, les quantités d’un ordre infé-
rieur & celui de »®.

7. Cela étant, transformons le second membre de (7) par les moyens
habituels (*). Posons .

§=3(—1ppgs U= X(—1rg,

T= 3(—1)?pgp, V= 3(—1)?¢p,

F()=f1)+ @)+ @) +- - + @)
Pour f(x) =(—1)*(2z —1), on a F(x)=(~1)?-2. Donc

1
Spgp(— 1% = X(—1pep— 2B ED g4 72U+ V).

et soit

De méme, sl f(fl?) —_ — ], pour x = l, et f(x) — 2(— 1)‘”, dans tout autre cas,
on a d’abord F'(z) = (— 1)?; puis:

Sp(— e =23 (— hplelet Dy n kDo y oy

Enfin: .
M= D=23(—1)Pg, +n=2V +n.

Substituant dans (7), on trouve

n"P—.—_:;—(S-{— T)—aV. (8)
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8. Kvaluons asymptotiquement S, T, V. Observons d’abord que

n ( 1 V. +1 :
%pQP 9P2+ )=2%pq_1i@2__)_%’
ou bien
Jp 2D ey — 2 %nelogn+(0—_)ne
i

Par suite:

L3 1 1 1 1 1
S 1pp 2@ D — e(Liogn+ 0 F)+w(3log s + 0~ )

¢’ est-d-dire
: S+ T'=—nlog2.
De méme, on sait que
iqp =nlogn 4 (2C — 1)n.
On en déduit

S 1= —nllogn +20— 1)+ n(log " 20— 1),

¢’ est-a-dire
= —nlog2.

Asymptotiquement, la formule (8) devient

ntP = —-—12—n’]og2 + n?log2 = ;— nlog 2,
d’ou:
P=1log\2==0,3465...
Ainsi: « Il y a 115 & parier, contre 61 environ, que le quotient obtenu dans
une division quelconque est pair plutét qu’ impair ».

Considérons, par exemple, les 2500 fractions, dont les termes ne surpassent
pas 50. Les plus grands nombres entiers contenus dans 887 de ces fractions
sont ¢mpairs. Or, le quotient de 887 par 2500 est 0,3548, et ne différe pas
beaucoup du logarithme de V2.

9, Faisons la méme recherche pour c(z—) Siv=p, z(ﬁ) sera smpair

] b
pour les valeurs suivantes de u:

g, w#+1, 2, pt+p—1,
pt+2p,  p+2p+1,.., p+3p-—1,

--------------------------
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p+1

On a posé p _[ ] En raisonnant comme précédemmment, on trouve, pour

%, un nombre de valeurs, donné par le tableau suivant:

i(ﬁ) air 1'('—') impair
» P p P

[g] Paz‘r‘ ;_p'qp ”+1—y—;—pqp
[%] impa;'r | »  + 15’ ) n g_ .
En observant que [” j‘ ]]___ 15’ _,_‘%_ (-—4I)p , on peat berire, on uno seule
expression, | .
( o+ m) [P 1%+ —Jﬁ(pqp—n— 2.0 p)
Conséquemment: ' ~ - .

wP ="y — L Sp(— 1% + L Spga(— 1yl
' &)

vy Bt syt

~ 2314 L xpe

/

10. Transformons asymptotiquerhent les sommes du second membre.
Nous avons déja trouvé :

7:2

1
vp(_ )tlp—-a.__+ N(— I)qu (——E)n’. ‘(10?
La somme :‘._,‘_(— 1) (1') est évidemment V'excés de n sur la double quotité des

4

' . . Lo Y .n . .
termes ¢mpairs de la série z(T), z(;),--- z(n , ¢’est-d-dire:

3 (— 1)i(§)=n_2¢(g_1)=—»(x--3)n. (11)

De méme, si a, B, 7,... sont foutes les valeurs de p, pour lesquelles z(%) est.
impair, on a

n {2 - n . n‘ 7 P
%‘,p(—l)(l')—-—-}_l, —3za+2%(n—[—p)=§n’—z}_,a.
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Or, d’aprés une remarque faite précédemment
2n]_[2n 2] _[2»
sy 2] pHIjs]_ffJﬂ%]_th
2] _ 2n

D’ ailleurs t .
p=s8- v -— 12 —_—
p2=41<s—p+1)--s +22
Par suite:
\ 1([2x] 2 2
I G R E
Finalement:
n il = 8G —17
$pnlHl-_80=7 12)

11 nous resterait & transformer la somme
n\ i 7_,/ @1 ; 1
Xpep(—1) (?)=,2;.p9p—22aqa;

mais, ici, les formules ordinaires semblent impuissantes, de sorte que nous de-
vons nous borner & écrire

Suge =t {3 —1) [ 2e— 2 ),

¢ étant une fraction proprement dite. Puis:

Sp0l— 0 = [ —r b2 b e0g =) 13)
Au moyen des relations (10), (11),! (12), (13), la formule (9) donne
P=i+i_a+s(2a—§), (14)

valeur comprlse entre 0,45 et 0,79. Nous arriverons au résultat exact par une
autre voie; mais nous ne supprlmerons pas les calculs qui précédent, soit parce-
qu’ils nous ont donné des expressions asymptotiques importantes, soit parceque
Ion peut arriver, par la méme voie, & des formules plus générales, qu’il serait
impossible d’obtenir par le moyen spécial dont nous allons parler.

11. Considérons, d’abord, les plus grands nombres entiers contenus dans

. u ,
les fractions >’ dont les ‘termes ne dépassent pas n. Changeons # en rn, r

Annali di Matematica, tomo XIII, 37
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étant un nombre déterminé et fini. Ld mombre des cas favorables, qui était
nt P, , devient 1*n? P,,. Si I'on considére seulement les fractions dont un terme,
au moins, est égal & ny c'est-d-dire les fractions”

'g n n n

1’ 2’ 3’ n—1 n (15)
, - — -9

1 c2 5y — — n—1 - n

1, 2, 2,7, ,

n 7 1 n

quel est le nombre des cés favorables correspondant? Dans la seconde ligne,
il 'y en a aucun. Dans la premitre, on sait qu'il y en a asymptotiqguement
nlog2. Done

Put Py —*Py=n+1)+@n+2)+- -+ rnjlog2;
d’olt ~ s

1Py — P, =" L1og2,

Lorsque » augmente indéfiniment, P,. et Pm tendenf, vers Ta méme limite P
et 'on a -

P=log\?,
Goriformément 3 ce qui a été trouvé plus haut.

. A JJu
12. Faisons la méme recherche pour les nombres @(—)- Dans la pre-

miére ligne de (15), il y a n(§ —1) cas favorables, et ~dans la seconde. En

— 1 e Donc

*‘i"*Pm—‘nPn=l(n+1)+(n+2)+--°+rn}-”§-} :

tout

Enfin:
P=

=0,5353... (16)

Conséquemment: « Il y a 15 & parier, contre 13 environ, que le nombre entier
le plus proche d’une quantité commensurable, prise au lzasmd est impair ».

Ainsi, parmi les nombres entiers les plus proches des 2500 fractlons,
dont les termes ne surpassent pas 50, il y en a 1358 impairs. Dans ce cas,
P =0,5432. La vomparaison des valeurs (14) et (16) montre que

1 1 (=2

T T --02646..

& ==
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Maintenant, on peut écrire

Sage = (% +7— G) 1t = 0,48628... n*

De méme

9

qup(—l)() (26'———%)"’ — 0,15009... 2,

etc., ete. Toutes ces formules semblent assez difficiles & obtenir directement.
13. En raisonnant comme nous I'avons fait dans les paragraphes pré-
cédents, on peut arriver & un résultat plus général. Soit f(x) la fonction indi-
catrice (**) d'un systéme Q de quantités.
« La probabilité que le nombre entier le plus proche d’ une quantité com-
mensurable, prise au hasard, appartienne & Q, est

P=g L+ /O + 1) (17)

Dans cette formule, I, represente la fréquence de Q dans la série z(l) (;3)
V) (Z)a ¢'est-a-dire que

nosm QR+ D)

14. Sil'on considére des fonctions quelconques des plus grands nombres
. . “u i .
entiers contenus dans les fractions 5’ 00 trouve, en répétant les raisonnements

employés plus haut, I'importante formule
33| = 27— Spafar— Trran +

+ @+ D X + 2L 1)
pourvu que l'on p‘ose' F@)=f1)+f(@) 4+ + f(z). De la méme manidre,

si l'on veut évaluer la somme des quantités f [1 (:)J, on trouve d*abord, pour-
v=7p, Pt ”(' 1)[%]
F 1) — =

P (qp)+§(n+ ) — P —|* 2~J) (p+ )+t (19)

+H[B o

11 suffit, maintenant, de chéuigef p en 1, 2, 3,..., n, et additionner.

(18)
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15. Pour f(x)==, la formule (18) donne
Z[§]=(n'+1)2]qp-——‘“pqp g 2PIp-

Or, d’aprés des formules connues (¥),
Y9 =mnlogn+@2C—1)n,

qup——”2
2 1
ng% = nﬂogn + (2 C— 1—7;‘ _ '-Z.)nz.
Done
Z[Z_‘] ~ L wlogn— (Z_ — O)n". (20)

16. De méme, pour f(x)=.x, r expr‘ession (19) devient
o 1 -, 1 P
4+ 1Dp— 5%+ 5P — [ - ]qp,
lorsque p n'est pas un des nombres «, B, y,..., non supérieurs @ n, pour les-

quels [219] est smpair: Dans ce cas, il faut encore ajouter

(1) —pgp— [ 2] e

Par conséquent '
.. 1o
L%(%)=nqu—gzpqp+R,

en négligeant les quantités d’un ordre inférieur 3 celui de n®, et en appelant
R la somme des quantités analogues & (21). On a done

3i(s) =g wosn+ (=i + )42

Pour caleuler B,. observons d’abord -que le nombre asymptotitiue des quantités
« est 2n+log2 —n. Remarquons aussi que

[27"] =2¢a+1.
Par suite:

o

= (fogd ~1yn'— 3 [2 ”]
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Cela étant, on a vu que
ISP~ D =8+T- LU+ V)—(——Iog2)n’

Si Pon distingue respectivement par des accents ' et ” les sommes relatives
aux valeurs de p, pour lesquelles ¢, est émpair ou pair, on peut écrire

= (l0g2———) 3
D’autre part:

Par suite;

Puis, successivement,

== (log2 —_——— %)n’
Enfin: .
};i(%) — Lutlogn + (log2 4 C — 1y 22)

17, On peut comparer les formules (20) et (22) &4 la suivante:
3% =204 D gey— Litogn + 3 o, (23)
Soustrayant (20) de (23) on a
lim. Ly ‘1_[2]2___2_ o = 0,46130...

n“‘"‘?v v

Tel est le moyen excés d’une quantité commensurable quelconque sur le plus
grand nombre entier qu’elle renferme. De méme,

Jim - —z)_—z(")}—1—1og2—_=001824

e

Tel est le moyen excés d’une quantité commensurable quelconque sur le nombre
entier qui s'en rapproche le plus. La petitesse du dernier résultat est due &

ce que la différence :—:-—z( ) n'est pas toujours positive. 11 y aurait & cher-

cher la moyenne valewr de la différence absolue des deux quantités.
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18. Enfin, les égalités (22) et (23) donnent
. 1 ) . . . . } - 1
lim - 72., (U)—[}]f:log2—4—=o,44314... (24)

Telle ést la inoyenne valeur“ de la différeﬁce Ii(ﬁ)——[ﬁ]a toujours égale 3 0
ou & 1. Ayant pris deux entjers, au hasard, si on les divise I'un par I’autre,

le second membre de (24) represente aussi la probablhte d’avoir z( t)—[—}—- 1.

N
En d’autres termes: ‘
«Il y a environ 49 & pamer contre 39, que dans une dwzszon guel—

conque, le guotzent le plus approché est celui par défaut ».

On arrive au méme résultat en employant un raisonnement analogue 3
celui qui nous a servi pour établir la formule (17). On trouve facilement que,
st L et A sont les ﬂeguem‘es d'une certaine condition dans les séries

O e B )
R e A

la probabilité que, en lprériani‘u“’et v au hasard, f(;—‘) satisfasse & la méme

(25)

condition, est égale’' & la moyenne arithmétique des deux fréquences.. Ainsi:
=L+ (26)

On retrouve (17) comme cas particulier. Soit f(x) = ¢(x). La condition & vé-.
rifier par chaque nombre ¢(z) est d’étre plus grand que la quantité z corre-
spondante. Cela étant, il est clair’ que " -

m= ()~ (2] = 2L

L = lim 717 (B —2 By —n =logd— 1.

»l:,g

ou bien

, .
D allleur§! ,

[

A =

-
-

- L

Done

hg .
i
§a1 r—l

(logém—];-l- )~log2~%-
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19. La forthule (26) trouvera d’intéréssantes applications dans tne pro-
chaine Nofe (***). Pour le moment, nous nous bornerons & résoudre une cus
riease question de probabilités. On sait (*) que, pour f(z)= z, dans la premiere
des séries (25), la fréquence des termes qui, réduits’ en décimales,, ont>r~poup
premier chiffre aprés la virgule, est -

+1\ "y r
o= 1(5) - ()
D’autr’e'pari;, dans 1a secondd des séries.(25), chaque chiffro est &galement
fréquent. Donc, "d’aprés (26), on peut affirmer que: « Dans une division quel-
conque, la probabilité que le premier chz'ﬁ”re‘décz’mal soit 1, est

AO+,[

En faisant usage des propriétés de la Sonction harmomgue (*), on arrive .%t ce
curieux résultat:

« La probabilité que, dans une division quelconque, le premier ckq?‘re
décimal soit un 4 ou un 5 est ' -

(Pto ?9+r d? ”'_

611\/25-— 10\/5 —19

Plus généralement, la probablhté que o premler chiffre décimal soit inférieur
& 5-+m, mais non. & 5.—m, est

™, ®°m m 75 -} m?

Pour m = 1, on obtient la proposition qui precede Pour m=4:
« La probabzhte’ que, dans une dwaswn guelconque le p; emzer chiffre dé-
cimal soit O ow 9 est

Wi““"‘ 4551295 5

ete., ete.... D'ailleurs, il n’est’ pas difficile de généraliser ces propositions; car
il est alsé de .démontrer que: « Dans une division. guelcongue la probabilité

que 16 ke chiffre décimal soit r est
10k 11— % .
Bt T e rden
0 -

Leés pétits chiffres sont toujours plus” probables” que les “grards, et ils Je sont
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d’autant plus qu'ils se trouvent plus prés de la virgule; mais, 4 mesure qu'on
g'en ¢loigne, tous les chiffres tendent & devenir également probables.

20. Revenons & la formule (18), et transformons-la au moyen des fon-
ctions g, h, définies par les égalités

$I@=f@ @) =of() @0
On sait (*) que ‘
SpFlgn) =3 22D ), Spg,flgn) = 32D ),

Sof@) =3 22I000) 316 = a9
Done .
2f|8] = 22 LED 4 () + 0+ D g0 () + HE=D p),
en posant
$(@) = £@) — h(z) — g (a).

Or, les relations (27) donnent
hiz) = (@) + (¢ — 1) g(2).
4@ = — 29 ().

Par suite:

Enfin:

Ef[%] + 13000 — & Zpag(p) —

=(n
28)
1 ( (
— L 3pgg() + =D )
formule facile & obtenir directement.
21. Par exemple, pour g(x)=1, on a f(z)=1, et les formules (18)
et (28) coincident. Si g(z) =(—1)"*, f(z) est 1 ou 0, suivant que z est impair

ou pair. En appelant P la plobablhte pour que [ ] soit ¢mpair, la formule (28)

donne immédiatement
1
n*P=(n+1)3(—=1)rrgp— 5 (= 1)P+'pg; — ;1; X(=1)r+pgy,
¢'est-a-dire:

. 1 1
P=lim- . |(n+ 1)nlog2—-2-nzlog2_...§=;_1og2.

En général, toutes les fois que f est une fonction indicatrice, 1a formule (28)
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est plus commode que (18), parceque, dans la premitre, la fonction f ne dépend
pas des quantités g.
22. D’apres (19),
i )] = 3pF @) + 0+ D3l — Zpasflad —. )

—2[”T“Lf]f(qp)+{(n+1)—[’?j [0+ 7, |

Y LG/ N R SR A

en. appelant «, B, 7;.w. les nombres -Mon. supérieurs & m, pour lesquels[ :},\

(29)

ol

[2;], [Eyﬁ], sont impairs. On calculera B & part, dans chaqu_e cas. .

. . u c s . .
23. Parmi les fractions " considérons seulement celles qui se rapprochent

plus du nombre entier immédiatement supérieur que de celui immédiatement
inférieur,-et distinguons -par un accent les sommes correspondantes. Pour ces

fractions, la différence z(;—'J _—[%],' nulle dans tout autre cas, est égale & 1'u-

RULCIEILOIEE
ou bien, en vertu des formules (18) et (29),
xg[i(4)) = 2pre — B[22 @ + B 61

en supposant-f(0) = 0. De 13 on pourrait déduire la formule (24).

24. Du’ reste, les applications de-la formule (31) sont extrémement noms
breuses. Bornons-nous & signaler la suivante. Soit g(x) = 22 — 1, et, par suite,
f@) =2 En observant que, d’aprés (24), le nombre asymptothue des fractions

nité. Par suite

considérées est (log2 —i)n’ on obtient

2 3i(%) = (1og2 — ) = 2pai~5 56 +5 30 + B,

d’olt: C
z@( )—"_nzlogn+ (log4 14 20~ )+ R

Annali di Matematica, tomo XIIL 38
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[P — - - =

Pour’ calculer R, 1a formule (30) donne, en ge rappelant que le nombre ASymp-
totique des quantités a est (log4 — )n, .
= (log4 —1)nt—2 vagu —2 “aqa + 2n2qa — —2,«

’

Ealsa,nt attention que qmiég[zr] 1}, on trouve sans ‘peine

IS
) [2”T+ Szl

On voit que le caleul de R est ramens 3 la détermination des Sommes habi-
tuelles. Nous n’irons pas plus loin, pour le moment, parceque les moyens or-
dinaires sont impuissants pour calculer asymptotiquement les sommes en que~
stior, avec I’approximation nécessaire. II faudrait pouvoir déterminer les sommes

259 2P0
jusqu'aux quantités de Vordre de #?, inclusivement, et la somme Y,¢% jusqu aux
quantités de V’ordre de n, inclusivement. Nous reviendrons sur cetté question,
en cherchant des procédés d’approximation plus délicats. Une fois la question
résolue, il sera facile de chercher, par les formules qui précédent, la moyenne
valeur de la différence absolue entre une quantité commensurable quelconque

et le nombre entier le plus proche. On pourra résoudre une foule de questions
analogues, en employant la formule évidente
)

s1li0)]-20C)-[)

qui est surtout utile dans les t questions de probabilité;, forsque f est une fon-
¢tion indicatrice, convenablement choisie.
25. On sait que, si

sW)=f@)+{®+f)+---»  Sw)y=s1)+s@)+---+s)
a, b, c,... étant tous les diviseurs de n, on a '
s ={1]rw + [r@ 4+ +[3]re.
De méme

seny=2]rmy+ 2w + e+ [B2] o0 + Fn) - Foo.
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Par soustraction:
Li(2)r) = 52~ Sy~ |F@n) — Fon} 62)
Cette formule donne beaucoup d’expressions moyennes importantes. Par exemple:
i@( )9(10) (L - j—)n,

ete. Lorsque f est une fonetion indicatrice, telle ‘que 2, p, Ap, ete...., la for-
mule (32) permet de résoudre une foule de questions de probabilités. Quelque-
fois, il est utile de la transformer comme il suit:

S =2 [5+3]ro - tren—Fe) = SFf
De la méme manitre on trouve
. o 1 2n ; :
Sr[i()] = 2o} +5]-nrw =3[ 55 ) —nF @ 39)
ete., ete.
26. Toutes ces relations sont fort utiles. Ainsi la dernidre, pour f{z)=
(—=1)#+, donne immédiatement la formule (6). Faisons, plus généralement,

F(x) égale &1 ou & 0, suivant que le'reste de la division de «, par le nombrg
fixe a, est ou n’est pas r. Au moyen de la formule (33) on obtient sans peine
_ 2 2 2 2
L= F(1)+2r——-1 2r -1 +1(r—{-—a)-——l 2(r a)+1+
2
t3¢ F2a)—1

e T
=1

ou bien
1 1 2
L=—F()+~ (__ +Hs 1+ﬂ+2+5_2+n+...),

en posant

‘2r—-1 27 +1
8= ? = .

Q2a 2a

Enfin:
L =1 (Hi— 1y— Hie— 1)) = F(1).

Telle est, dans la série z(%), z('—;), ooy i(%)’ la fréquence des tfermes qui ont
la forme Ma-+-v. "
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Dans la série z(%), 7 (727), . z(%), il est clair que la fréquence analogue est
-1
A= F(),
en supposant dz’ﬂ"e’reht de zéro. Conséquemment:

« La probabilité que le nombre entier le.plus proche d’une quantité com-
mensurable, prise aw hasard, ait la forme Ma+r, est

11— -2
-2__" ].——qj;sor 2d?’
0

pourvw que r>1. Si r=1, il faut encore retrancher % ».

27. Soit P, la probabilité dont il s’agit. On peut la laisser sous la forme

P,=%(3H(2r2j 1)—H(2’—1)§+ 2__lra. @

2a 47r: —

Cette formule est vraie pour r=1, 2, 3,..., a — 1. Quelle est la valeur de
P,? Remarquons que

ennt R (- 2 n()
d’olt

: T T 1

1—P°=22—0100t%—z.
Telle est la probabilité que le nombre entier le plus proche d’une quantité
commensurable, prise au hasard, ne soit pas divisible par o.

Enfin, si & est un nombre pair 2m, supérieur & 2, la formule (34) donne

™ ™
Pun=nte

Par exemple, pour m=2: « La probabilité que le nombre entier le plus proché
d’ une quantité commensurable, prise aw hasard, ait la forme 4p 2, est
égale &

;i(\/fz —1)=0,1626...%

De méme,. pour m =25, on voit que: « La probabilité que, dans une division

quelconque, le quotient le plus approché se termine par un 5 est -2W—0-tg_9.‘{ "
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28. Nous rappellerons, & titre de simple renseignement, que des fon-
ctions assez étroitement liées avec notre fonction 4(x) sont fort connues en
Analyse. Ainsi Riemaxy a imaginé une fonction p(z), généralement égale &
I'excés de z sur le plus proche entier, mais égale a zéro lorsque x est égale-
ment éloigné des deux nombres entiers qui le comprennent. En d’ autres termes:

0, en général

[

r)=2x—1(x
p(x) . () + 5 si 2z est un entier impair..

Lorsqu’on introduit cette fonction dans les recherches asymptotiques, on ren-
eontre la fonction de Riemann, somme de la série

ox) | p0) %:—fnx)

D’aprés la série de Fom'z’er, il existe pour p(z) une expression analytique, 3
savoir:

p(x)=-}c- sin21rx—%sin4nx +%sin6nx_. A

Si 2 est une fraction, dont les deux termes ont été pris au hasard, on a vu
que, en moyenne,
p(@) = 0,01824..

Une autre fonction, extrémement intéressante, a été imaginée par M. Tcre-
sycuew. C'est la plus petite quantité T(x), qu'il faut ajouter ou retrancher
a x, pour obtenir un nombre entier. T(x) est donc la wvaleur absolue de p(x),
sauf pour = également éloigné des deux entiers qui le comprennent: dans ce

cas T(x)= ;—, mais p(x) =0, par convention. En d’autres termes:
e(r)= [z —i@)] [2[] — 2¢(2) + 1.
M. Tcrésycrew a donné cette curieuse formule
V(l)@($)+fl(3)@(3x) + P(5)@(5»v)+

4

qui en engendre d’autres. Par exemple:
Ry e(pr)
p‘é‘t »?

) . . =N
De méme, considérons les diviseurs de x, congrus avec * r; (mod. n, r<§)-

4.,
sm .
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Soit e (x) Vexcés du nombre de ceuxr qui sont composés d’un nombre pair de
Sacteurs premiers, inégaux, sur le nombre de cewx qui sont premiers, ou com-
pousés de fucteurs premiers, inégaux, en nombre impair. Posons

f(x) = Ei(x) + 252(3(3) + 353(x) + ..

On a:

f( | @) f3) =2, T
.1_+ 4 + g =g st

Nous reviendrons sur les séries de Riemanx et de M. Terésycaew, pour en faire
quelques applications asymptotiques. Nous démontrerons aussi que, en conce-
vant = comme engendré par la division de deux entiers, pris au hasard, on
a, en moyenne,

2(2) = 5 +log \/2_? = 0,245782...

("} Voyez notre Premier Mémoire d’ Arithmétique.

(") Nous appelons ainsi toute fonction susceptible de prendre telle ou telle autre valeur
constante, suivant que la variable appartient & tel ou tel systéme de nombres. Ces fonctions
seront 'objet d’un article spécial, ou nous étudierons aussi les groupes de nombres.

(") Sur la distribution des quantités commensurables.
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Sur le plus grand commun diviseur
de plusieurs nombres.

k4 .

(Par Erxssr Cesiro, efudiant, & Torre Annunziata.)

1. Soit (%14 T3y 25,...y Tm) le plus grand commun diviseur des nombres
L1y Tzyeery Tm. Pour évaluer la somme de toutes les quantités, analogues &
F(x,, %,y..., ®m), lorsque chaque x varie, indépendamment des autres, depuis
1 jusqu’a #, on pourrait ordonner le résultat par rapport & F (1), F(2), F(8),...,
en cherchant combien de groupes de m nombres, égaux ou inégaux, non supé-
rieurs & n, admelttent p pour plus grand commun diviseur. Mais il est plus
facile d’imaginer une fonction f, telle que l'on ait

@+ ) +1@) +-+:=F), 1)

a, b, c,... étant tous les diviseurs de x, et d’ordonner la somme .copsidérée
par rapport & f(1), £(2), £(3),... En effet, le coeficient de f(p) exprimera com-
bien de groupes de m nombres, égaux ou inégauz, non supérieurs & n, admettent
p pour diviseur commun, que celui-ci soit ou non le plus grand. Or, puisque
chaque « n’est susceptible que des valeurs p, 2p, 3p,..., ¢pp, le coefficient
cherché est g. Il en résulte

ZF @iy Toy Tayey 2) =7 f(1) T2 f@)+ g3 fB) +--- @)
A cette formule -on peut (¥) substituer la suivante;
SF @y iy Toyenss E) = $(@) + @7 =140 + Gm—2M4(@) + > (3)
pourvu que I'on pose
Vo) = O+ 1@ +1@) + - + (@)

_Les formules (2) et (3) sont fort utiles dans les recherches asymptotiques, re-
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292 Cesiro: Sur le plus grand commun diviseur

latives au plus grand commun diviseur de 7 nombres. Mais 'on verra plus
loin pourquoi nous ne nous y arrétons pas.
2. On peut écrire

nm nm-1

e étant une fraction proprement dlte Le second membre de (2), divisé par n™,
prend done la forme

5 (p) _ em?SE f(p)
;:‘1 ™ n p=45m—" ' @

Si la fonction f(x) reste entre deux limites finies, lorsque z varie de 1 & + oo,

n
il est clair que la somme 2,%2:—2 n’est pas d'un ordre supérieur d celui de

o 1
2 — - Lors, done, que 7 est superleur a l'unité, la somme en question est de
1

Pordre des constantes, au moins. Dans le cas de r=1, elle n'est pas “d'un
ordre supérieur & celul de logn, et son rapport & n tend, par conséquent, vers
zéro. 1l en résulte que, pour » indéfiniment croissant, I'expression (4) tend vers
la limite de son premier terme, pourvu que m>2 Conséquemment,

lim - Py 0y Bayeney Bn) = 3 L )

wn p=1"pm
. 3. Pour appliquer la formule (5), il faudrait chercher, chaqueé fois, la
fonction f, qui dépend de la fonction .donnée F par la relation (1); mais nous
pouvons nous affranchir de cela, en observant que, d’aprés les principes exposés
dans le Premier Mémoire, l’identité (1) donne lieu & la formule

L () AR F(p)

.»pﬂi m pﬂl o p‘ut pm

Par suite:

o - ~ F .
lim n—sz(“’H Tay Tayeery Zm) = E 1%4 P(’f) " ©

4. La formule (6) est d’une extréme souplesse pour -la résolution .des
questions de probabilités, concernant le plus grand commun diviseur de
nombres, pris au hasard. Veéut-on savoir, par exemple, quelle probabilité il y
a pour.que ce diviseur soit précisément nn-nombre .donné k? Faisons F'(x) = 1;
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pour x =k, mais F'(r) =0, en général. La formule (6) donne immédiatement

1 (**)

]Gm Sm

P =

En particulier, pour =1 et m = 3:
« La probabilité que trois nombres, pris aw hasard, soient premiers entre
eux, est 0,83190... », ete., etec....

5. Si nous donnions d’autres applications de la formule (6), cette Note
ferait, en quelque sorte, double emploi avec une des Nofes qui précédent. En
effet, d’apres la formule (19) de notre article « Le plus grand diviseur carré »,
on a:

L ' I
PPN €1 I - FSUR -1

A w

Par conséquent:

« La probabilité que la m®® racine de la plus haute puissance m®™, qui
divise un nombre entier.pris au hasard, appartienne & un certain systéme de
nombres, ne différe pas de la probabilité que le plus grand commun diviseur
de m entiers, pris au hasard, appartienne au méme systéme ».

Ailleurs (**), nous avons donné P'explication, extrémement simple, de ce
fait curieux.

6. Il n'y aurait donc & faire autre chose, pour terminer cet article, que
1

de transcrire I'article cité, en remplagant partout la fonction dy (x) par (z,
Zsyee., Zp). Aussi, nous bornerons-nous & énoncer quelques propositions:

1.° « La probabilité que le plus grand commun diviseur de m nombres,

. . , Sam
pris au hasard, soit un carré, est —
m
2° «Ily a T & parier, contre 3, que le plus grand commun diviseur
de deux nombres, pris aw hasard, est composé d’un nombre pair, plutdt que
d’un nombre impair de facteurs premiers, égaur ou inégaux ».

3

3.° « Il est trois fois plus probable que le plus grand commun divi-
seur de deux entiers, pris aw hasard, soit impair plutdt que pair ».

4°a) Il y a 18 & parier, contre T, que le plus grand commun di-
viseur de deux entiers, pris aw hasard, s¢ termine par un chiffre impair,
autre que 5.

Annali di Matematica, tomo XIII, 39
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b) Il y a 3 & parier, contre 97, qu’il se termine par 5; et 1 seule-
ment, contre 99, qu’il se termine par O.

¢) 1l y a 6 & parier, contre 19, qu'il se termine par un chiffre pair,
différent de 0. '

5. On a, en moyenne,

2 90
Mz, -7/):5 ? Az, y)f*(”; Y)= P

36 24 .
p(, -7/)=—7'-_I’ u(r, P, y)E}":;TSln‘T”’

etc., ete. ...

(") Voyez Premier Mémoire d’ Arithmétique.
(") Maruests, 1884: Probabilité de certains faits arithmétiques.
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Sur la distribution
des quantités commensurables.

(Par Erwest Cesiro, étudiant, & Torre Annunziata.)

1. La question que nous nous proposons de résoudre ne présenterait
aucune difficulté, si nous ne voulions considérer les valeurs commensurables
qu’'a un point de vue entierement abstrait, c’est-a-dire sans tenir compte de la
maniére dont elles sont engendrées. Supposons, en effet, que, ayant une valeur
commensurable z, il faille ajouter dz, nécessairement commensurable, pour
obtenir la valeur commensurable, ¢mmédiatement supérieure. Il est clair que:
1° 2 4 dz sera commensurable; 2° entre 2+ dz et 24 2dz il n'y aura pas
de valeurs commensurables; car §'il y en avait une, en en retranchant dz on
obtiendrait une valeur commensurable, comprise entre z et z -} dz, ce qui est
contraire & 'hypothése. La distribution des quantités commensurables, consi-
dérées indépendamment de leur génération, est donc wuniforme. Mais 1’on peut
demander que l'on tienne compte de la maniére dont ces valeurs ont été engen-
drées. Imaginons, par exemple, que, ayant porté, sur une droite indéfinie, &
partir d’un point fixe, et dans le méme sens, toutes les longueurs entiéres, on
divise chaque intervalle en n parties égales, et supposons que I'on attribue suc-
cessivement & n les valeurs 2, 3, 4,..., jusqu’a I'infini. On vient ainsi & repré-
senter, sur la droite, foufes les quantités commensurables. Il est clair que, dans
chaque intervalle, la distribution se reproduit d’une maniére identique: il suffit
donc de rechercher ce qui se passe dans Iintervalle 01. Or, par la division de
cet intervalle en » parties égales, aprés les divisions successives en 2, 3,...;
n — 1 parties, les seuls points mouveaux que l'on introduit correspondent aux
¢(n) fractions irréductibles, de dénominateur #, inférieures & I'unité. Le nombre
total des points de division devient done

9@ +¢(3) L o)+ o) =2n (%),
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Cela étant, prenons, entre O et 1, une quantité e, si petite qu'on le veut, mais
fixe et différente de zéro. Si ¢(n, n’) est le nombre des entiers, premiers avec
n et non supérieurs & »', il est clair que, parmi les ¢(n) fractions irréductibles,
considérées plus haut, il y en a ¢(n, ne) non supérieures & <. Or, on sait que

on, 1) =[]t + [ ]e@ + [Ze + -
a, b, ¢,... étant tous les diviseurs de n. Par suite, si I'on pose
f@) =[] 4 [2e] + [3<] + - 4 o],
le nombre des points de division, compris dans I'intervalle O¢, est
(20, pe) =p()f(g) +p@)F(2) + 2B f(g:) + -

Or, on peut écrire

nI:ln

f@) =5

en négligeant les quantités de l'ordre de x. On en déduit, comme d’habitude,
I'égalité asymptotique

()
Zav (p, p) =5 el 2)

. — n?
1)2 =¢ '112 ?

ol la quantité négligée n’est pas d’un ordre supérieur & celui de nlogn. La
probabilité qu'un point de division tombe dans I'intervalle O: est donc e. Par
conséquent, la densité des valeurs commensurables est constante dans tout I’in-
tervalle 01, les points extrémes exceptés. En effet, les raisonnements qui pré-
cédent ne subsisteraient plus si la quantité ¢ était nulle ou indéfiniment petite;
si, par exemple, elle tendait & zéro de manitre que en = 1. Pour ¢ =0, re-

marquons que le point de division le plus proche de O est ’]—l Apres 117, il vient,

7 séparé de 717 par un intervalle de I'ordre de 1]—2 )

13

. . 1
certainement, le point -

dont le rapport & lintervalle 01— tend, par conséquent, vers zéro. En consé-
Pp " » P q )

quence, si la densité est représentée par 1 dans tout un intervalle, elle est O
aux points extrémes, mais seulement en ces points; car, si petit que I’on prenne
e, du moment que 'on fixe sa valeur, la probabilité qu’un point de division
tombe & I'intérieur de Oc ne cesse d’étre c. En d'autres termes, la densité se
présente ici sous forme d’une fonction, admettant une dlscontmulte ordinaire
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pour toutes les valeurs entitres de la variable. Mais c’est exclusivement au
point de vue arithmétique que nous voulons étudier la distribution des quantités
commensurables. Aussi, dans tout ce que nous allons dire, nous supposerons
constamment que ces quantités soient engendrées par la division de deux en-
tiers, pris au hasard.

2. Dans notre article « Sur les éventualités de la division arithmétique »,
nous avons fait voir que, si L et A sont les fréquences d'une propriété dans

les séries
Q) A i)
o) G RO R (O]

la probabilité que, en prenant x et y au hasard, f (g-) jouisse de la propricte

1)

considérée, est
p— bt 2)
2
Cela étant, soit h(r) une fonction généralement nulle, mais égale & 1'unité
pour z=k. On a (*):

p:‘n I)Z‘"
2 h(gp) = X 909(p),
p=l p=1

pourvu que
gD +9@)+9B) + -+ glx) = h(w),
d’ou:
0, en général,
g(x)= 1, pour z =k,
' —1, pour z=1F+ 1.
Done

Zsh(%’) =4k — Jr+1.

Par conséquent, si f(z) = [z] dans les séries (1), la fréquence de la valeur %
dans la premiere de ces séries est

1

] 1
._V —_— ———
L =1lim " 2h(gp) = (k4 1)

Si k& n’est pas nul, la fréquence de k£ dans la seconde des séries (25) est évi-
demment A — 0. En conséquence: « la probabilité que k soit le quotient par
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L. 1 A
défaut, dans une division quelconque, est S De méme, on a

i (2] =S5 + 5] - nr @ = 2[5225]90) - )

d’oll, pour f(x)=¢(x) dans la premiére des séries (1),

2 2
L=2k—1_2k+1_ha)

D’autre part, A = h(l) En conséquence:

2 h(1)
P“4W—1— T

Ainsi: « la probabilité que k soit Uentier le plus proche d’une quantité com-

mensurable, prise au hasard, est ——— 7 sauf pour k=1, k = 0. Dans ces

2
].
5 1
cas, la probabilité est = i
3. D’aprés ce qui vient d’étre dit, il est facile de §’imaginer, sommai-
rement, la distribution des quantités commensurables dans le systéme des quan-

tités réelles, positives. En réunissant les résultats obtenus, on trouve qu’elle
peut étre figurée comme ci-aprés:

2,2 ,3° 6 10,15 M 28 36 A5 , 55 oo
0 i 3 3 & 5

Les nombres écrits & c6té des demi-intervalles sont, & partir du troisitme, les
nombres triangulaires. Ils sont inversement proportionnels aux nombres des
quantités commensurables, comprises dans les demi-intervalles respectifs. Il est
bon de rappeler ici, une fois pour toutes, que nous considérons les quantités
commensurables comme obtenues en prenant, au hasard, deux entiers, et en
les divisant I'un par I’ autre.

4. Pour compléter I'étude de la distribution, qui nous occupe, cherchons
d’abord la probabilité qu'une quantité commensurable quelconque soit comprise
entre k — e et k —e 41, ¢ étant une fraction proprement dite, et £ un nombre
entier. 11 suffit de faire f(x) = [z + ¢] dans les séries (1), en continuant & con-
sidérer les mémes fonctions g et 4. On trouve sans peine

G2+~ 22+ =2 Jro -

ne
1 —Sk(1)7
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d’ol, en posant k— e =z,

1 1 £
L=s—mpi ="
D’autre part A = ¢k(1). En conséquence:
1 e (1)

P= 22(e+1) 1—¢ 2

Telle est la probabilité qu’'une quantité commensurable quelconque soit com-

prise entre 2 et 2z + 1. La probabilité qu’elle ne surpasse pas z est done
1
IE)=1—>

pourvu que z ne soit pas inférieur & 1. Enfin, la probabilité qu’elle soit com-
prise entre z et 2 -+ dz est donnée par

Nz +de)— () =+

On peut énoncer ce résultat en disant que: « La densité des quantités commen-
surables, autour de z, est inversement proportionnelle & 2* ». En représentant
par D(z) une fonction proportionnelle & la densité des quantités commensu-
rables, autour de 2, on peut donc écrire

D(z):zl .

2
Dans le cas de 2<C1, on trouve immédiatement
n@=3%> DE=1

La variation des probabilités et des densitds peut étre représentée par les dia-
grammes suivants:

el 1 2 z 0 i 2 2

(Diagramme des probabdilités.) (Diagramme des densités proportionnelles.)

5. Nous avons tenu & montrer que les propositions précédentes pouvaient
étre déduites des formules démontrées dans la Note: Sur les ventualités de lo
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division arithmétique; mais il est possible de les établir simplement, par une
voie toute différente. Dans ce but, prenons, au hasard, deux entiers z et y.
Nous supposerons, d’abord, que x soit pris parmi les nombres entiers compris
entre 0 et 1, et nous devrons alors adopter pour y le méme champ de varia-
tion. Nous ferons, ensuite, augmenter » indéfiniment. Or, si

g] N Zc>1 I'on considére z et ¥y comme les coordonnées d’un point du
M/Z<1 plan, prendre au hasard.-x et y ¢’est prendre au hasard un

/ - point & coordonnées entiéres parmi tous les points d’un carré
ek de cdté n, indéfiniment grand. La distribution des points &

coordonnées entieres étant uniforme dans le plan, il est clair
que le rapport entre les nombres de ces points, compris & I'intérieur de deux
aires indéfiniment grandes est le méme que le rapport des deux aires. Par

suite, si 'on veut, par exemple, la probabilité que % soit moindre que 2, (z<1),

le probleme se réduit & chercher le rapport de I'aire du triangle O AM, com-
prenant les points favorables, & 1'aire totale du carré. Si 2>>1, 'aire favorable
est celle du traptze O ACN. On retrouve ainsi les formules

1
0E)=%, 0@E=1—5;

et les densités proportionelles seront, si 'on veut,
1
DE=1, D)= (3)

6. Chaque quantité commensurable 2, obtenue par la division de deux
entiers, pris au hasard, peut &tre représentée, sur une droite, par un point,
situé & la distance z d’un point fixe de la droite. Remarquons que, inverse-
ment, tout point de celle-ci représente une infinité de quantités commensurables,
ou n’en représente aucune. Ayant, pour ainsi dire, condensée sur une droite
la représentation des quantités commensurables, nous pouvons, d’une maniere
analogue, passer a I'étude des systemes de deux quantités commensurables. Pour
abréger le discours, nous dirons que le nombre complexe 2= 4 y\—1 est
commensurable, lorsque z et y sont commensurables. Quelle est, dés lors, la
distribution des nombres commensurables dans le plan? 1l est clair que la den-
sit6 de ces nombres, autour de z, c’est-d-dire dans le rectangle infinitésimal
dz dy, est D(x) D(y). Elle est donc inversement proportionnelle aux carrés des
coordonnées, supérieures & I'unité. Ayant conduit les paralleles aux axes, a la
distance 1, on partage la portion du plan, contenant les points & coordonnées
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positives, en quatre régions, comme le montre la figure ci-contre. Dans la région
limitée, la densité est 1: dans les régions illimitées suivant un seul axe, elle est
représentée par I'inverse du carré de la coor-
donnée correspondante & cet axe. Enfin, dans la 7]

région doublement illimitée, la densité est leyz'
Nous avons tracé, sur la méme figure, des lignes
isobariques, ou lieux des points & densité con-
stante: elles sont constituées par des arcs d’hy-
perboles équilatéres, asymptotiques aux axes, &
dans la région doublement illimitée, et par des o ¥
segments rectilignes, paralleles aux axes, dans les deux régions simplement
illimitées. Quant & la région limitée, elle est partout isobarique.

7. Le principe précédemment employé pour la recherche directe des
formules (3) peut encore s’appliquer ici, et méme & des adres finies, parceque
la quotité des nombres commensurables, contenus dans une aire finie, ‘est in-
finie: seulement, il faut tenir compte de la densité. Dans ce but, & un point
quelconque M faisons correspondre un point u, dont chaque coordonnée soit
directement ou inversement égale & la coordonnée correspondante de M, sui-
vant que celle-ci est inférieure ou supérieure & 1'unité. De cette fagon, le point
p est foujours situé dans la région limitée. Il est facile de s assurer que le
rapport des éléments superficiels, pris autour de p et de M, est proportionnel
a la densité des quantités commensurables, autour de M. Si M et p décrivent
des aires S et o, la probabilité qu’un nombre commensurable, pris au hasard,

1

. 1 .
soit contenu par S est i En vertu de cette transformation nous pouvons,

étant donnée une aire S quelconque, en rapprocher les poinis commensurables,
jusqu’'d ce que la densité devienne 1. En d’autres termes, nous pouvons rendre
isobarique toute aire qui ne l'est pas. Observons que chaque région a pour
transformée la région isobarique, d’ol il résulte qu'un nombre commensurable
peut tomber, avec une égale probabilité, dans une quelconque des quatre ré-
gions, ce qui est évident.

8. Les considérations qui précédent nous permettent de trouver la pro-
babilité pour qu'une fonction quelconque de deux quantités commensurables,
prises aw hasard, satisfasse & une certaine condition. Supposons, par exemple,
qu'un nombre commensurable, pris au hasard, doive tomber & I'intérieur de
I'aire limitée par les axes et par la ligne A BCD, figurée ci-aprées (fig. 1).

Annali di Matematica, tomo XIII 40
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Pour fixer les idées, nous supposerons que la ligne ait la forme générale, in-
diquée par la figure, et qu’elle soit symétrique par rapport aux axes, de sorte
que son équation est, indifféremment, y = f(x) ou = f(y). La ligne ABCD
se transforme en «f3yd, et il est clair que les figures LCD, LMAC, LNBD,

B
\D I "

)

Nt - N N
C B
i ‘3/>\ )
[1] 0] ¢« M A 0 AM
(Fig. 1.) (Fig. 2.) (Fig. 3.)

OLMN, qui constituent O ABCD, se transforment respectivement en Lyd,
LMeay, LNBS, OLMN. La moyenne arithmétique des aires de ces derniéres
figures nous donnera la probabilité cherchée. On trouve, moyennant quelques
transformations simples,
1 1 (tdx 1 (f) dzx
ary 20 @ 4] 2@ ®
Lorsque ABCD ne traverse pas la région doublement illimitée, c’est-a-dire si

elle se trouve dans un des cas indiqués par les fig. 2 et 3, on obtient ces deux
autres formules:

3 1 (f 1 (f0) dz
P=4Tf(1)—z1 f(x)dx—g @) 5)
0
1 (F0
P=; f f(@)dz. (6)
0
Les deux premitres donnent la valeur remarquable
3 1 tdx
P=t—; [ @

1]
dans le cas ol la ligne passe per L. Par exemple, lorsque la ligne est I’hy-

perbole équilatére représentée par xy =1, on a f(x) = :—:; puis la formule (7)

donne P=%, ce qui doit étre, comme on peut le voir ¢ priori. Plus géné-

ralement, si 'équation de ABCD est zy =22, les formules (4), (5), donnent

log — A —
P=1--1t28% 51;  RPi=@-—lg)ys (KD O
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Telles sont les expressions de la probabilité que, ayant pris, au hasard, deux
quantités commensurables, leur produit soit inférieur & 3*. Si ABCD est une
droite, de sorte que f(¥) =2A—z, on obtient

1 - 1 I
P;=1—-4—0\—_—1—)—10g\/1+(1+ﬁ)10g\/7«—1, (A=2);

)
PA=—:—;xe+x—§—log\/i @S2 1); PA=;—R” A=,

Telles sont les expressions de la probabilité que la somme de deux quantitds
commensurables, prises au hasard, soit moindre que X. Les deux premiéres
formules concordent pour 2 = 2; les deux derniéres, pour A= 1. Elles donnent:

P,=1(3—logd)=04034...; P=g=0,12.

. . _— . 1
Comme dernier exemple, soit f(x) = {2*—22. Si 'on pose sinw = 5> on trouve

P=1— %(m + sinwcosw), (A=>V2);

P=2 |(4u—m)cotta + 12c0to + 120— 5, P=1%, {(10)
V2=2r>1), A=D).
Ainsi, pour A =2, les deux premitres formules donnent
3 T
P=z—%"

c’est-d-dire que: « Il y @ 9 & parier, contre 5 environ, que la somme des carrés
de deux quantités commensurables, prises au hasard, est supérieure & 2 ».
9. A leur tour, les formules (8), (9), (10), permettent de résoudre une
foule d’autres questions de probabilités. Par exemple, d’aprés (8), la probabilité
que zy soit compris entre deux nombres entiers conséeutifs, # et n 4 1, est

_ p__ 1N 1 1(logn log(n-+1)
pa=Bizzi = P = (5 — 5y + 3 (22 — 1222 0),

Il en résulte
10:+ps+ps+'“=10g\/§+£—,
en désignant par s la somme de la série

log1 log2 |, log3 log4
i 2 T3 e
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Cela étant, il est clair que, si 'on fait
log 3 logn

log1 log 2
n = f + 2 + 3 +".+ n ’

on a, en supposant » pair,

Sn=Sn—(101E2+ log4+'”+ logn);-gn_s,_,_]{(g).]ogg_

2

Or, on sait que

1
Sn=4 +§(]0gn)2+Rn7

A étant une constante, et B, une fonction de », qui tend & zéro pour # infini.
On en déduit

1
$n = = (log2) — iﬂ(g) — log  [1og2 + Fn — R;
puis, pour % infini,

§= —;—(Iog 2y — Clog 2.

Conséquemment: « la probabilité que le plus grand nombre entier, contenu dans
le produit de deux quantités commensurables, prises au hasard, soit impair, est

5 10g 2 + 2 — C)log V2 = 0,30660... ».

10. Avec la méme facilité on résout les questions relatives & des sy-
stemes de #rois quantités commensurables. Si I'on veut savoir, par exemple,
quelle probabilité il y a pour que le produit de trois

cf B quantités commensurables, prises au hasard, soit in-
férieur & une quantité donnée 2%, on raméne immé-
A 0 diatement la question & la cubature de certains vo-
lumes. Soit, pour fixer les idées, 2> 1. La surface

9. représentée par xyz = A* traverse sept des huit ré-
gions de l'espace, qu’il y a lieu de considérer. Le
- z volume compris entre cette surface et les plans coor-
donnés se trouve divisé en huit parties. Une d’elles

est la région isoburique, dont le volume est 1. La

partie limitée par la portion de la surface, qui se trouve dans la région triple-
ment illimitée, se transforme en un volume 0'«Sy, que nous appellerons ». Un

¢}
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calcul simple donne
__ 24 6logk + 9(log)®

u=1 220

Les portions de surface, contenues dans les trois régions doublement illimitées,
se transforment dans les paraboloides hyperboliques BCBy, CAya, ABaf,
limitant, dans le cube isobarique, du c6té des arétes O'A’, O'B, O' (', trois
volumes égaux & ». On trouve

Enfin, les portions de surface, contenues dans les régions simplement illimitées,
ont pour transformées les paraboloides hyperboliques BCa, CAB, ABy, limi-
tant, du cOté des arétes 04, OB, OC, trois volumes isobariques, égaux & w.
On trouve

Done:

Pel(14804 80 4u)=1— SF1NE2+900ed",

Par exemple: « La probabilité que le produit de trois quantitds commensu-
rables, prises au hasard, surpasse le nombre e, est %n.

11. En général, on peut étudier ces questions dans un espace & & di-
mensions, dont on partage la partie positive en régions, moyennant les plans
r,=1, ,=1,... zx = 1, de sorte que, dans une région r fois illimitée, » des
coordonnées d'un point quelconque sont supérieures & I'unité. Le nombre de
ces régions est Cr,, et le nombre total des régions est 2k La densité des
nombres, (k — 1 fois complexes), commensurables, varie toujours en raison in-
verse du produit carré des coordonnées supérieures & I'unité. Cette idée des
transformations arithmétiques des espaces mérite d’étre amplement développée.
Outre ses applications & des questions de probabililds et & des questions de
moyennes, qui se rameénent toujours & des déterminations barycentriques, elle
est surtout utile pour Vétude des distributions, qu’il s’agisse ou non de quan-
tités commensurables. Pour cela, elle doit s’aider du principe de la conden-
sation des espaces. La droite sur laquelle nous avons commencé & étudier les
quantités commensurables nous a offert un premier exemple de condensation.
Nous en avons déduit des espaces & densité variable, et, en particulier, un
plan, qui est la condensation d’une figure d’'un espace & quatre dimensions.
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Ce plan pourra subir une nouvelle condensation, et ainsi de suite. L’utilité de
ces condensations est visible. D’abord des questions, relatives & des espaces ina-
bordables par la pensée, sont reconduites dans les espaces réels. D’autre part,
les quantités arithmétiques, représentées géométriquement, sont répandues d’une
maniére discontinue, de sorte qu'on ne peut leur appliquer les formules du
Calcul intégral. Aprés condensation, cet inconvénient di-

/c sparait, car les points représentatifs se rapprochent, coin-
2 L cident, et créent ainsi un espace & densité variable, non

e continu, mais & discontinuités infinitésimales. Pour mon-
. /! —— trer un exemple de condensations successives, reprenons

le plan, sur lequel nous avons représenté les mombres
complexes commensurables. Si z et y sont deux quantités commensurables,

prises au hasard, pour calculer la probabilité que % soit moindre que z, il

faut transformer d’abord la droite 0 A C, de manidre & rendre isobarique I’aire
COz. On voit immédiatement que 04, A B, BC se transforment en 04, 48,
BO. Par le calcul habituel on trouve

I (2) = i-(z —log2) (z<<1).
8i 2>1, il est clair que II(¢) s’obtient en retranchant de 1 l'expression pré-

. 1 .
cédente, aprés y avoir changé 2z en > Par conséquent

2+ logz

N =1-— w

(z>D.
La représentation étant ainsi condensée sur une droite, la densité en chaque
point sera donnée par une des deux formules qui suivent:

D(@)=1—logz, D(z)=lﬂf-

il

Par extension au plan, nous pourrons résoudre, avec la plus grande facilité,
une foule de questions, relatives & huit nombres entiers, pris au hasard, c’est-
a-dire des questions, qui, par les procédés habituels, exigeraient une représen-
tation dans un espace & hwuif dimensions.

12. Dans la formation d’une quantité commensurable, au moyen de
deux nombres entiers 2 et y, on a accordé, jusqu’ici, pleine liberté de variation
aux deux entiers. Mais il peut se faire que, par la maniére méme dont on pose
la question, les deux champs de variation viennent & se limiter mutuellement,
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Supposons, par exemple, que les deux nombres, au lieu d’étre pris tout & fait
au hasard, aient été obtenus par décomposition arbitraire, en deux parties en-
titres, d’'un nombre entier, pris au hasard. Alors, le champ de variation, au
lieu d’étre un carré, sera un triangle rectangle, isosctle, de c6tés n indéfini-

ment grands. On voit que la probabilité d’avoir %<z a pour expression unique

e = 5
Par suite
1
PO=gara

Si Pon étend la représentation au plan, on voit que la densité en un point
quelconque est I'inverse de (1 4 x)*(1 4+ %)®. La transformation & employer,
pour rendre isobarique une aire donnée, est définie par les relations

' 1 ' 1
TEITTe YTy

Ici aussi toutes les figures transformées sont contenues par un carré de coté 1.
Si ¢ est la transformée de S, la probabilité qu’un point tombe & 1'intérieur
de S est o. Les applications seraient faciles: nous les omettons.

13. Dans une Nofe précédente, nous avons rencontré certaines questions,
que les formules ordinaires, dans leur état actuel, ont été impuissantes & ré-
soudre. Il n’en est pas ainsi de la représentation géométrique. Celle-ci nous
fournira, plus tard, les moyens d’approximation qui nous manquent. Pour le
moment, nous I'appliquerons 3 la résolution de quelques questions de moyennes,
en faisant observer que la comparaison des résultats que nous allons obtenir,
avec les formules écrites dans les Notes précédentes, conduit & des détermina-
tions asymptotiques importantes, dont nous parlerons une autre fois. D’abord,
si la valeur moyenne de f(2) est constante, elle sera évidemment donnée par

ff(z)p(z)dz
M= 2— 11
f D(2)de ()

0

Lorsque z est une quantité commensurable, prise au hasard, cette formule
devient

m=1r@d+i [ @5 (12)
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Si T'on veut, par exemple, la moyenne valeur de #z —[2], on a

m= ~f zdz —|— 5 q; JQH(z—_q)-Z;,

ou bien

m=2+%2§1°g(1+1§) q+1§_‘_“

conformément 3 ce qui a été trouvé dans une Nofe antérieure. De méme, pour
f(2)=2z—1(2), on a d’abord

4

m—g[ zde+; f(z-l)dz——f(z—ndi '——VJ (z—q)

1
i 1 ¢4
puis:

1, 2¢+1 1 1 ,
m_2(1 log2)+ — Ejlog — (2q_1+2q+1)g 1— log2—?

résultat connu. Venons, maintenant, & un probléme qui nous intéresse, et sup-

posons que f(2) soit la valeur absolue de la différence z —i(2). On voit aisé-
~ ment que

=;_f‘zdz+§f‘(1—z)dz—%f(l—z)§+

5; U(q—z) +f (z—q)-f

q— —
c’est-d-dire

11 1w, 2g—1 2¢--1 1 1)

== — —— —_ —‘9 . - b

Me=g—51—log2)+5 2 ilog 5¢  2g +(2q——1 2q+1)5
d’olt, en vertu de la jormule de Wallis, .

=1 log 2 —0245782...
8 =

Telle est la valeur moyenne de la différence absolue entre une quantité com-

mensurable quelconque et le nombre entier qui s’en rapproche le plus. Tel est

aussi, dans une division quelconque, le moyen rapport du plus petit reste au
diviseur.
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14. Cherchons la moyenne valeur r,, du m®¢ chiffre décimal, dans une
division quelconque. Il est clair que, dans la formule (12), la somme des inté-
grales correspondante au chiffre » est le produit de r par

g—1 7+ N o
g=10"=" g™ " g=o0 10m=1 7 gom
z J dz 4+ 2 iz ’
q=! 9= 2*
g-1 r
T o
c’est-a-dire: e w ?
75+ 10m=trf B (1071 — 14258 — mf1om 1 4+ ).
10 10 10
Conséquemment:

o = 2 4 lom 210H(10m—1) — 2 H(lom .14 )f

ou, enfin,
Fm=g - = 310g 10 — H(10m) + H(lOm—*)E

7= 5log10 — 'WTQZ — 4,1230..

Par exemple:

Telle est la moyenne valeur du premier chiffre décimal, dans wune division
quelconque. Si m augmente indéfiniment, »,, tend vers 4 4 % .

15. Quelle est la valeur moyenne du dernier chiffre? Kvidemment, d’a-
prés (12),

. gq=00 r=q 10g+r41
M= L Y rf as
2 =0 =1 2%
ou bien 10g+r
lese( 1 1 —
m=§q2—_‘1(10q+1+10q—|—2+ +10q—|—10 g+1)_l°g\/10'

Ainsi: « dans une division quelconque, le dernier chiffre du quotient est moyen-
nement égal & 1,15179... » La petitesse du résultat est due & ce que, dans la
moitié des divisions, le quotient est zéro.

16. Lorsque f est une jfonction indicatrice, I'expression de M sert &
résoudre des questions de probabilités. Par exemple, la probabilité que » soit
le dernier chiffre du quotient est, pour r>0

1 9= rl0g+r+l g2 r ._l_. 1 r
S I T R S
10g+r
Annali di Matematica, tomo XTIII 41
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Pour » =0,
1 1 1
Ph=5+5H (1_0")
On trouve encore
™ sin 1890
PT+P9_,=_2.6-Sinwr sin”(’”"'”, (r>0)
10 10

et
P4 Py=1 — 55 cot 18°,

Par exemple: « la probabilité que, dans une division quelconque, le dernier

chiffre du quotient soit 4 ou 5, est %tng" n.

17. D’une maniére générale, la formule (12) permet d’affirmer que si,
ayant pris au hasard deux entiers, on divise le plus grand par le plus petit,
la probabilité que le quotient par défaut appartienne & un certain systeme Q est

_ O, re ., e, ., .

P=iateztsztist o
f(x) étant 1 ou 0, suivant que z appartient ou n’appartient pas a Q. Si, par
exemple, Q est le systtme des nombres carrés, on trouve

Telle est la probabilité que dans la division d’un nombre quelconque, par un
nombre plus petit, le quotient soit un carré. De méme, la probabilité que, dans
la méme division, le quotient le plus approché appartienne & Q est

fa, @), 1
P—4 4 I D2y ray;
etc., etc. ... Les applications, fort nombreuses, sont trop faciles pour que nous
insistions davantage.

18 L’expression de #1, prise entre des limites finies, est destinée & de-
venir de la plus grande importance dans la théorie des moyennes; car nous
I'emploierons & déterminer le premier terme de toute représentation moyenne
ou asymptotique. Cependant, il est bon d’observer que la formule (11), sous sa
forme actuelle, constitue déja un moyen de détermination asymptotique, plus
délicat que les formules dont nous faisons usage habituellement. Supposons, par
exemple, qu'il s’agisse d’évaluer moyennement, jusqu’aux quantités de l'ordre
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de n, la somme 3 g;. Une induction fort simple permet d’affirmer que I’ex-
pression cherchée a la forme

ﬁ]q}, = %2%2-1— Anlogn + Bn,
1

ou A et B sont des constantes & déterminer. D’ailleurs

ne
2

~L 4=
I

= 77_2 2y \ " —
=W —n ;“p nlogn 4+ Cn,
en négligeant les quantités d’un ordre inférieur & celui de #. En conséquence:
)j”—' 44 —q§K=(AC—B— 1)n.
T \p? p
D’autre part:
¥
3|
.Par suite, d’aprés (2),
m=1(;+3)+54Cc-B-D
REACEEEY '
pourvu que f(2) = 2?4 Az —[2]°. Donc, en vertu de (12),
1 2 g=% rq+i d
(_+ §)+(Ao— B—1) ==f (2 +49de+'3 [ @+ 45— g9 22,
q=—
(V] q

1’:+A1_’__[1_’]2

n? n

3

ou bien
AC—B—1=3 Alog(l + )+—;
g=1 g+1
o 1
— 4811 )~ RIS L

‘?‘ € +q q+1;+( th& q—l-l
Dans le second membre, la premiére serie est convergente, et a pour somme
1 — C; mais la seconde est divergente. On doit donc prendre 4 = —1. La
derniére relation devient alors B = — 2(. Conséquemment

n

-
Vo2 = — n*— nlogn — 2Cn.
TJQP 6 g

Par combinaison avec

f]qp = nlogn + (2C — )n,
on trouve

n leorl e
3p=3p0o—; 30 +; Sn=1;
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Done, en moyenne,

_m 1

19. Rappelons-nous aussi que nous n’avons pu obtenir directement la
valeur de la constante 4 dans la somme

%n‘np.‘lp (— 1)i(£) = An’.

Maintenant, si Uon fait f(2) = (— 1)"(3)-[37]» dans (12), on obtient immédia-

tement

. oty
a=3{[ v [T G
q q+_
¢’est-a-dire:
leg 8 T e
"5%‘ 1)y Ne (q+1)2 (2g+1)2g=2G_§—Ez£'

20. Autre appllcatlon. x(x) étant le logarithme du plus petit commun
multiple des x premiers nombres naturels, on sait (*) que, asymptotiquement,

zl“x(qp) = nlogn — n.
Par suite:
22w =a+om

Puis:

o (g g (@)

— - =% log 1 )~ _1(@_

QE‘J [ X(Q)} ‘f‘ BVt T+

d’oli, en introduisant la fonction v(x), et en observant que, pour » infini, %n)

tend vers I'unité,
lim- (logn — [* 4+ 22 4 22 44 20—

pour # infini. Sous une autre forme, en désignant par @i, @,, o;,... oy la série
des nombres premiers 2, 3, b,..., non supérieurs & n, on peut écrire

T=13- logm'r' g— C

=1 ’51'1-——1

lim-!logn —

résultat important, connu (¥).
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21. En changeant le mode de génération des quantités commensurables,
I'égalité (11) prend d’autres formes. Ainsi, en employant une génération, 3
laquelle il a été fait allusion plus haut, on a:

f(z)dz
o= f £ (13)

Par exemple, soit f(2) égal & 1 ou & 0, suivant que ¢(z) est ¢mpair ou pair.
On obtient

& 1 o
M= EI (1+z)2’=22f(4q—1 4q+1)—2

2q— =

I

Done: « On divise Uune par Uautre les deux parties entiéres, arbitraires, d’un

nombre entier, pris au hasard. La probabilité que le quotient le plus approché
soit pair est 0,57079... »

Veut-on la moyenne valeur de z— [2]? La formule (13) donne immédia-
tement

2~ lel= J”(Hr)zl)d = $log(1+7) — pyj=1-¢

De méme
9 dz &, 1 .
@ -l=5 =28l s =gt — 1.

q——_
Done: « Lorsqu’on divise Uune par Uautre les deuwx parties entiéres, arbi-
traires, d’un entier, pris aw hasard, il y a 27 & parier, contre 17 environ
que le quotient le plus approché est celui par défaut ».

(") Voyez Premier Mémoire d’ Arithmétique.
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Sur le role arithmétique de sin~"-

(Par Erxest Cgsaro, dtudiant, & Torre Annunziata.)

1. Le sinus de 7129_1:, pour z entier et positif, est égal & 1, suivant

que z a 'une des formes 4%+ 1: il est nul dans les autres cas. Une telle
fonction jouit de propriétés arithmétiques remarquables, qui n’offrent, d’ailleurs,
qu’un exemple isolé des applications des fonctions trigonométriques & la théorie
des Nombres. Sur ces applications nous reviendrons & plusieurs reprises, dans
le cours de ces articles, soit en traitant de 1’expression trigonométrique de
certaines fonctions arithmétiques, soit en donnant plus d’extension aux résultats
du présent article, au moyen de la théorie des indices et des résidus. Ici nous

b 0y A . . . ™%
nous bornerons & I'étude du réle remarquable que joue la fonction sin - dans

certaines sommations de séries arithmétiques, et dont l'origine doit é&tre re-
cherchée dans ce fait, que la fonction dont il s’agit jouit de la propriété ex-
primée par la relation

$(@) ¢ () = ¢ (2y)- M
De plus, pr(n) étant le nombre des solutions entiéres et positives de 1'équation
xt 4 a2+ -+ 2t =mn, on sait que

sin 2% 4 sin 22 4 sin T2 4+ = pu(n) + () @)

a, b, c,... étant, comme d’habitude, tous les diviseurs de n.

2. Les deux propriétés que nous venons de signaler vont nous conduire
rapidement & un résultat analytique intéressant. Nous allons, en effet, déter-
miner la valeur de la double série
"I V(@)

»S' =
m wAz‘l y‘/:l (xz + y2)m ’

¢(x) étant une fonetion qui jouit de la propriété (1). En réunissant, dans S,
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316 Cesaro: Sur le role arithmétique de sin %

tous les termes pour lesquels #? 4 4® = n, nous trouvons d’abord

S “ q;(n) pg(n)

nm

oit n doit parcourir la série des valeurs entieres et positives. Or, en ayant
égard a (1), I'égalité (2) peut &tre mise sous la forme suivante:

*(S)Wsi“? + “”(%)Wb)sin% o= gam) F e Mpn). ()

Par application des principes exposés dans notre Premier Mémoire d’ Arith-
métique, nous en dedumons

W) v““(")s’“ 5 40 | 5 Y0 Y )

nm nn

pourva que les séries, qui entrent dans cette égalité, soient convergentes. Par
suite, si 'on pose

BRTONRT TG o) 3y, )

(3)
Sm 1m 9m =+ Im = 1m 3m § Bm

on a
Sm = 8, 0m — Sam- (4)

3. Soit, par exemple, ¢(x) = 1. La formule (4) devient

szoy= ] 11 11
D Y \ _ _ e [EnEE
2 ettt )1 =gt ) )

1,1 S ©)
_(1+47{+97.+"'>'
En particulier, pour m =2,
2=00 y=00 1 w2 w2
P e G Rl et
4. Pour {(x)= 2(x), on trouve
A(n)sin i
A 2 o)
Sp= E wn E nm - 2‘ nam (6)
Or, d’aprés une propriété connue,
2(0) +20) - M)+ = pu(),
d’olt -
1 A(n 1(n :
P T ™
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De méme
. TN
)(a)sm sm— + }(b)sm sm2—b- + - - = p.(n)sin 77
d’out
N . TN . TN
“)\(M)S]D—Q— . Sln?_—“ Pi(n)s"l'_g-_s‘ 1 _(1 1 v 1 (3
d 2 pm d pm _d(gn_l)zm— T Am |z ( )
A Yaide de (7) et de (8), la formule (6) devient
N IRE M A7) 1) $im  Sm
A w3 Il _—— — ) 9
1‘-,-:‘1 y‘i (12 ‘I‘ y?)m ( 4m) Sm Om Sem ( )
pourvu que Pon pose
1 1
Sm—1+2m+ + 0m=1_—3—m 5—77;—"' (10)

5. Dans la formule (9), nous pouvons donner & m des valeurs surpas-
sant I'unité d’aussi peu qu'on le désire. A la limite, nous obtenons
m=voo Y= )\(%2 + ys) _ 2
=i 5

Sm étant le premier membre de (9), nous pouvons mettre cette égalité (9) sous
la forme suivante:

B

[

Sam
SN U R W
m—1 4 | opm (e — 1) $m
On sait que, si m — 1 tend vers zéro, (m — 1)s,, tend vers I'unité. Par con-
séquent, pour m = 1, la derniere formule devient

’ 24 ’ 4 ' w3
S{+'W_284_582=—13_
Les accents indiquent les dérivées relatives & m. En d'autres termes:
"I log (@ + %) - Ma2 Ay 4 > log n_ logn =2
w1 =1 z2 4 y? B ne T2 nA 12

6. Dans la relation (4) nous pouvons attribuer & ¢ (z) toute forme, pour
laquelle la condition (1) soit remplie. Or, parmi les fonctions qui jouissent de

cette propriété nous avons précisément celle qui fait 'objet de cette Note. Dans
ce cas, la formule (4) devient

Annali di Matematica, tomo XIII, 42

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1
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Si 'on attribue aux sommes S, om, la signification que leur donnent les éga-
lités (10), on peut écrire

1
S = (1= 55 Jsmm — oom: (1

Les valeurs de z® 4 %, qui entrent dans le premier membre, doivent étre im-
paires: elles y entrent toutes positivement, puisque une somme de deux carrés,
de parités différentes, ne saurait avoir la forme 4% — 1. Le premier membre S,
de la formule (5) se décompose donc en trois parties, dont I'une est la somme
Y., donnée par (11), et les autres, A,, et By, sont celles pour lesquelles
et y parcourent simultanément la série des nombres impairs, ou bien celle des
nombres pairs. La somme B,, est facile & calculer; car

L S W
m= 4_71_1_ 1‘:‘1 y‘—-‘i (x2+ ?/2)777,—. ;Tn— me

1 Jseme
d’oll, en tenant compte de (5) et de (11),

1 1
Am = (1 _ 47) (Smam—' 82m) - (1 - ﬁ)s;no'm + O'zm,

On a done

¢’est-a-dire:
=2 Y= 1 1 (sm - .
D (it _ 1
= y"}‘i [(2z — 1)z 2y — 1)2)m (1 2’")1 om (1 +2m)s2mg+°?m-

7. Outre leurs applications & I'évaluation de certaines séries doubles,
les égalités (1) et (2) donnent naissance & une foule d’identités arithmétiques,
plus ou moins intéressantes. Toute identité de la forme

f@+fO)+f)+---=Fn

peut &tre écrite ainsi:
Zf(a)sm sm — = F(n)s1n—2— )
et 'on en déduit

1 1 f(1) _f3), f(5
(1_3_m+5_m__...)§ 1m__3m_|_5m_...g_ )
F F F
1(;) 95;?) l (O)

Par exemple, pour f(x)=21(x), on a F(ac) = p,(x); puis:

MO M) L AMB) NN (1__) Som

1m 3 T m am ) om
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En particulier:

AMD A3 A3 AN R
1 3 5 7

Pour f(x) = 1(z)w(z), on a F(x)=2(z); puis:

ADo(l)  AB)e(3) , A(5)e(5) (1 1) sem
1m - am + s —'(1 4m) cZ, .
En particulier:
7\(1)&(1)_)\(3).@(3)+)\(5)m(5)_.“=2'
1 3 )
Pour f(x) = ¢(x), on a F(x)=z; puis:
() _ 9B 9B) _ oM, _ omu
Ta T gm T pm T qm T T o
En particulier:
?(1)_‘?(3}+‘°(5)_‘P(7)+---=—W-=0,8574...;

1 9 25 49 4G

ete., ete. ...
8. Plus généralement, I'identité

9@()+ 9@h(5) + 9@n (2) +- = F 0 (13)
donne lieu & la formule

g(n)sin % Ji(n)sin TQ—" F (n) sin ”7”
by b = E -

ned nin * ud pm nm

Par exemple, pour ¢g(z) = i(x), %(2x) = w(z), on a d’abord F(x)=1; puis:

o(l)  ©(3) , o) _ 4me,
1m  3m + pm (4m — 1) sem ’ (14)
En particulier:
o(l) ©(3) , «(b) _ 1
T "3 T3 T

etc., ete. ...
9. Soit p un nombre premier. Si r est une racine primitive de la con-
gruence
rPi=1, (mod. p)
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320 Cesaro: Sur le rile arithmétique de sin =7

la fonction I 0, siz=0,
P(x)_ ind.:c, si =0,

jouit, évidemment, de la propriété (1). Ces fonctions I, analogues & sm—x.
sont fort 1mp0rtantes Pour p =3, 5,..., on trouve successwement

(mod. p)

Li(z)= 0, si 2=0, I (2) = 0,81 £=0,
I 1, » z=1, (mod. 3), I, » z=1,
—1, » =2, ¢, » x=2, (mod. H).
—1, » =3,
—1, » =4,

ete., etc. En introduisant les fonctions I dans la formule (5), on obtiendrait beau-
coup d’autres relations intéressantes. Des fonctions analogues existent aussi
dans le cas de p composé. Par exemple, la fonction I,,(x) est * 1, suivant que
z a l'une des formes 10k % 1: elle est * ¢, suivant que  a I'une des formes
10k £ 3: elle est 0, dans les autres cas.

10. Toute identité, telle que (13), donne lieu a I'identité semblable

29@L@h(3) B(3) = Fm o)
T F(n)Iy(~
vq(n)fp(n) S,h(n) p(n)=E (m)Ip(n) (15)

nm sk nm nm

d’olt l'on déduit

Si, par exemple, p=>5, on a d’abord, quelle que soit la fonction ¢,
oY) L) _re(dBa4-1)  ¢(Gr4) $B6r+2) ¢(5n+3)
Eﬂ nm S (Gr41ym (Bn-t4ym S ((Gn+2m  Gnf3m)
Dans cette égalité, désignons respectivement par Ay, By, la partie réelle du
second membre, et le coefficient de 7; puis, faisons successivement ¢(x) = ¢(z),
h(z), F(x). Par substitution dans la relation (15), celle-ci se décompose en
deux autres, & savoir:
AgAh—BgBh=AF, AgBh—I—AhB_q:BF. (16)

11. Ainsi, pour g(z) = 1, h(z) = X(z), on a d’abord F(x) = p,(x); puis,

s1 I'on pose

m (1= ) ) e )
om (= ) )

1 1 1 1 1 1 1
(“W“WJFM)JF(m‘m“s—%‘*w)*“’

n=oc

7m
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on obtient, d’ aprés (16),
g)\(ﬁn—l-l) A(Bn+4) Uzn')/m
A (Bnt1yn Gty a2 g2’

" x(on+2)_m(5n+3)z B Ym
A Gntoym T GatamiT o 6

Pour m =1, on trouve sans peine

0 3 i 2% =2
a‘='500t3’ 161=5‘-00t?’ 71=

Par conséquent:

T o
25 sin —sm—
b )

A1) A(4) |, A(6)  A(9) A(11) A(14) 0 1T =
Tt ot +"'—§§\/5+2\/57
XM2Y  A(3) , MY A(8) A(12) A(13) 0% T~
T — + —— 3 + 5 — 13 +"'_—ﬁ‘/5_2\/5'

De méme, pour g(z) =A(z), h(z) = (), et, par suite, F(x)=1, on a
n—wiw(on+1) m(5n+4)§= ain—ﬁ?n,
GnA41)m  (5n - 4)" Ym
"=°°§o)(5n+2)_w(5n—{—3)z= 2°ﬁm?)m.
= ((Bn-2)m  (bn 4 3)m Ym

=0

Par exemple:

0(l) o(d) , o(6) «f9) m(ll)__w(14) o
—3 Tt T T w1

1 4
0(2) o(3) , o(7) ©(8) co(12)_o)(13)_l_.”__1_
2 3 7 8 12 13 T2
On trouve aussi
"=y°° 51.(5%—[—1)_}/.(57&—{—4) ___ m ,
Tz‘oj(w-l-l)"' (5n +4) A
n=x,y,(5n+2)_p.(5n+3)g=_ B .
= ((Bn+2)"  (5n+3)" o, -+ P
En particulier:
p(1) w4 |, w6 w9, pA)  p(14) V254 10\5
Tt 9 T T = 2%
p(2) (3) y(7) p(8) |, p(12) _ p@8) , V25 —10y5
2 + 8 + 12 13 + 27

ete., etc....
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322 Cesaro: Sur le role arithmétique de sin =%,

12. Pour le moment, toutes ces formules ne semblent avoir qu’un in-
térét de pure curiosité. Cependant, nous allons en faire une application & la
recherche de la probabilité d’un fait arithmétique. Soit P, la probabilité que,
ayant pris m entiers au hasard, leur plus grand commun diviseur soit un
nombre de la forme 4% + », n’admettant pas de facteurs carrés. Il est évident
que P, = 0. La fonction A(z)u(x) est égale & I'unité seulement dans le cas ol
x est dépourvu de facteurs carrés: elle est nulle dans le cas contraire. On a
donc, en vertu des formules établies dans les articles précédents,

‘ 1 e dmpn) 1
P1+P2+P3—;;;T_£.
D’ailleurs,
’ 1 A@mp(2n) 1 g Aimp(m) 1
P2—sm ‘?‘ 2n)™ T Mgy, n" T M,

Cela étant, si 'on a égard & (14), la formule (12) donne

ADp@) 23 pB) , 2B p6) m
T M o =@ =D

17IL
Par suite
4m Cm

(4" — 1) Sm Sem

Pi‘—Pg:

Ces trois équations fournissent les valeurs de P,, P., P;. Par exemple, pour
m =2, on trouve

P, =0, P, = ;L (15x 4 128.G) = 0,6208...

P, = > — 0,2309 Py = (157 — 128G) = 0,0720

e=7 =Y s—m( = ) =0, e
Telles sont les expresstons de la probabilité que le plus grand commun divi-

seur de deux entiers, pris au hasard, est dépourvu de facteurs carrés, et donne,
dans la division par 4, un reste déterminé.
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Sur la fonction z—[z].

(Par Erxest Cesiro, étudiant, & Torre Annunziata.)

1. Par des opérations définies, effectuées sur les nombres d’un certain
systéme, on engendre un nouve] ensemble Q de quantités, dont la distribution,
dans le systtme des valeurs réelles, n’est pas, généralement, wniforme. Soit
D(2) la densité des quantités de Q, autour de la valeur 2. Il est évident que
la moyenne arithmétique des valeurs d’une fonction f(2), relatives a tous les
nombres de Q, est

M= f @) D(2)de. 1)

Nous avons déja donné des applications de cette formule en supposant le sy-
stéme primitif constitué par tous les nombres entiers, et le systéme Q par toutes
les quantités commensurables, considérées comme engendrées par la division
de deux nombres, pris au hasard dans le premier systéme. D’autres modes de
génération sont possibles; mais c’est en adoptant celui qui vient d’étre indiqué
que l'on a trouvé, dans la Note « Sur la distribution des quantités commen-

surables » que la densité D(2), égale & ;—, lorsque 2 est compris entre 0 et 1,

1 . " . . . .
est o— pour z supérieur & I'unité. C’est ainsi que nops avons pu établir 1'im-
& .

portante formule

=1 [tz +5 [T Da @)
0 1

Nous allons faire une nouvelle application de la formule (1) aux quantités
2 — [#], représentant les excés des fractions z sur les plus grands nombres
entiers qu'elles renferment. On continuera & concevoir z comme engendré par
la division de deux nombres entiers, pris au hasard, de sorte que z — [2] re-
présente aussi le rapport du reste au diviseur, dans une division quelconque.
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324 Cesaro: Sur la jfonction z— [2].

2. Soit L(c) la fréquence des valeurs inférieures & e, dans la suite

n n n n n n n 7 )
ol 13 S o O S Y SO SO R
Naturellement, ¢ est une fraction proprement dite. D’aprés une remarque, due
& DiricHLET, on a
1, si z2—[2]<e
0, » » Se.

- ==

Le nombre des quantités (3), inférieures & ¢, est done

o=~

11 suffit d’évaluer, de deux manieres différentes, la quotité des couples de nom-

bres z, y, entiers et positifs, satisfaisant & la condition z(y 4 ¢) Z#, pour se
convainere immédiatement que I'on peut aussi écrire

o =L |G-l

Par conséquent, pour # infini,
1 1 1
LE=1— 1 L

E I e A v @

En conservant les notations habituelles on a done

.mo=H@=fﬁ:i@.

3. Remarquons, en passant, que les propriétés de la fonction harmo-

nique donnent
1z (1—a\ Tr 4z
1) 25 e

1
Par exemple, pour z = 5

3 1 8
)-ol-et
Telle est, pour n indéfiniment grand, la fréquence, dans la série (3), des valeurs

comprises entre }I et % Comme 'a montré M. Bereer, dans ses « Applica-
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tions de la fonction gamma & la théorie des mombres », on peut employer ces
formules pour le calcul de certaines transcendantes. Ainsi, la derniére formule
permet de calculer =, et il est remarquable que les valeurs obtenues par cette
voie sont précisément celles qui résultent du calcul des réduites successives,
dans le développement de = en fraction continue. En effet, pour n =21, la
série (3) devient

1 1 1 1 5 1 1 10

—, 0. —, =, = 2, 2, =, 22
% 3% 5 30 % 5 3 0 W
308 1 2 5 4 1 2 1
4’ 1372757 167 177 67 197 20

. . . . . . 1 3
Parmi ces fractions, il y en a diz qui sont comprises entre T Done,

approximativement,

8 10 232
=sta— 7

Cest le rapport d’Archiméde. Pour n==339, M. BereEr trouve le rapport
de Métius

[ep]
-t
[ L]
w

5 .

=

nw =

1
""3

w| oo

3

o
b
—
[4%)
-

ete., ete. ...
4. Quelle est, dans la série

1 1 2 2 3 3 n n
A
la fréquence A () des termes non supérieurs & ¢? Il est évident que
nA @)= [ne] 4 1.
Par suite, » augmentant indéfiniment,
AQ) =. ®)

Cela posé, appelons P(«, ) la probabilité que Uexcés d’une fraction quelconque
sur le plus grand nombre entier qu’elle renferme soit compris enire « et f.
D’aprés ce que nous avons dit dans la Note « Sur les éventualitds de la di-
vision arithmétique », et en ayant égard aux formules (4) et (5), on a:

PO, =5+ H). (6)
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Plus généralement:

1 1 1
W, =" =t emars e Teroem o

En particulier:

?

1})(1-2—93 1-42—27):2 0 L 3 - a2

1
Par exemple, pour z = 5

Conséquemment: « Il y a 43 & parier, contre 41 environ, que, dans une di-

vision quelconque, le rapport du reste aw diviseur n’est pas compris entre

1
Zet

u;lw

5. Par dérivation de (6) nous obtenons

DO=z+5HG M

Sous une autre forme

En particulier:

4_

DO)=Z 41 =13224..., D()=7;=08224...,
1 7 3
D(g) == % 00674

A chaque propriété de la fonction harmonique correspond une propriété de la
fonction D. Clest ainsi que l'on trouve

D(l—x)+D(1—{—x)=2 e $1—4 11—t

2 f T (1 — a2
CO8 -—2—
Par exemple:
D(l-) + D(?i) — L _19807..
4 4
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On a aussi
p%;lD(p)- 33 )(n-{—l)+(%ZI_2)2+(T_T_‘§)Z+“'K;
ete., ete. ...

6. En vertu de (7), la formule (1) devient

1952 1 f(2)d2 )

m_"ff(z)d o8] G ®

Si la fonction f admet la période 1, on a
[z —[e) =71(2),

et, par conséquent, sa valeur moyenne, relative au systéme des quantités 2 — [2],
ne differe pas de celle qui se rapporte aux quantités z. En d’autres termes,

les formules (2) et (8) doivent coincider. C’est ce qu’il est aisé de vérifier.
En effet

i) f@)ds v (24 f(z — p)ds I,

2 ) (e+pr & z* z®
v P

Il est done superflu de s’occuper de ces formes particulieres de la fonction f:
elles nous reconduiraient aux résultats obtenus dans la Note « Sur la distri-
bution des quantités commensurables ».

7. Veut-on la moyenne valeur de 2 — [2]? Pour f(2) =2, la formule

(8) devient
1 1
e(1+) )

et 'on trouve ainsi P'égalité moyenne connue

1 ::o

m__

e—le]=2—Y=04613...
De méme, pour f(z)= 2%
M= +

Done, en moyenne,

o — [z]}e=g_g_log\/ﬂ—_-o,ml...

:JO

2 — —+—1 — 2p10g(1 —l—%);

D’ailleurs, la formule (8), & laquelle nous sommes parvenus directement, n’est
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qu’un cas particulier de (2). Il suffit de changer, dans celle-ci, f(2) en f(z — [2]),
pour obtenir (8). Cela devait étre, puisque les fonetions de z —[2] ne sont,
aprés tout, que des fonctions particulitres de z. Il est inutile de multiplier les
exemples: il nous suffit d’avoir montré que toutes les difficultés de la recherche
de la valeur moyenne d’une fonction quelconque, par rapport au systéme des
quantités z — [2], se réduisent au caleul de certaines intégrales, et & la som-
mation d’une série. 11 en est ainsi de toute recherche asymptotique, concernant
un systeme €2 quelconque, et capable de conduire & un résultat constant, pourvu
que Yon ait eu soin de calculer, préalablement, la densité des éléments de Q
aux environs de toute valeur, dont ces éléments soient susceptibles.
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Sur la fonction @)

(Par Erxest Cesiro, dtudiant, & Torre Annunziata.)

1. Cette fonction, citée précédemment & propos d'une formule de
M. Tcagsycuew, représente la plus petite quantité qu’il jfaut ajouter ou re-
trancher & z pour obtenir un nombre entier. Nous allons d’abord chercher une
fonction de z, qui soit propre a indiquer, par les valeurs qu'elle prend, si la
fonction @(2) est inférieure ou supérieure & une certaine quantité e, comprise

entre 0 et % Si T(2)>¢, il est évident que
e<lz—[e2] <<l —c.
On en déduit
[ete]l=1[e], =~ [e—<]l=[]
Si, au contraire, ¢(2)<e¢, deux cas peuvent se présenter:
1.° 2 —[2] <k, et, par suite, [z +¢]=[2], [¢— <] =[z] — 1;
2.° 2 —[¢]>1—c¢, et, par suite, [¢+c]=[e]+ 1, [¢ —¢] =[2].

Il en résulte que
1, 81 @(z)<e
2 —Jz—¢]= 1
lotel—le—d 0, si E(2)>-. @
Il convient de considérer & part le cas de T(2)=¢c. La différence [z +¢] —
[z —¢] est, alors, 1 ou 0, suivant que la fonction 2 — [2] est ou n’est pas in-

férieure 3 ~. Cela ne doit pas nous préoccuper, parceque les formules que

<

N

nous allons établir ont une portée purement asymptotique, et, par conséquent,
il est permis d’y négliger les valeurs de 2 pour lesquelles la fonction T(2) est
précisément égale & ¢: celles-ci sont, tn effet, infiniment moins nombreuses que
les autres,
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330 Cesaro: Sur la fonction T(2).

2. Il est aisé de déterminer les fréquences L(c), A(c) des valeurs infé-
rieures & e, dans chacune des séries

) o)
B )

En effet, en vertu de (1),
ol »_ ,
nL(s) = _\: Z[ + ] [p ~}5 Ni-i(n). @)

Nous désignons par N.(n) le nombre des valeurs de p, entiéres, positives et
. - n n (s ;

non supérieures & n, pour lesquelles la différence i [1—7] est précisément égale

3 e Il est clair que, si ¢, nécessairement commensurable, est représenté par

. ., . o . 4 . . .
la fraction irréductible —, le nombre N.(n) indique aussi combien de diviseurs

B

de n sont congrus avec «, (mod. 8). L’ordre de la fonction N.(n) est donc
1

celui du logarithme de n?. Clest pourquoi dans ce qui suit nous considérons
N.(n) comme négligeable vis-a-vis de n.

3. Si l'on calcule, de deux maniéres différentes, la quotité des couples
de nombres z et y, entiers et positifs, satisfaisant & chacune des conditions
xr(y —e)Zn, x(y + <) <n, on reconnalt que 'on peut écrire identiquement

On obtient, par soustraction,

A"\_]l [g_l—e:l—[;_:—e] + 1!241- [nip_l—s]_!_

p=n— [1+] 3)

+ 2 mﬂ]ﬁn[p"—e] =

Des trois séries du premier membre, la derniére ne renferme que des termes
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. ne . ” 0.
nuls. Dans la deuxieme, les [ ] 8] premiers termes sont égaux & I'unité: les

autres sont nuls. Par conséquent la formule (3) devient

Rt e e e

N p=i
Lorsque » augmente indéfiniment, il vient

p=> 1 1 £ 1—2¢
L(E)=p‘§1!p—e_p+s;—1 1+

—c e(l—c¢)
Par exemple

— mcotme. 4)

1 11
L(Z) = n—0,525074..

4. Avec beaucoup plus de facilité on obtient
A(e) = 2. (5)

Cela étant, désignons par §(«, f) la probabilité que la plus petite quantité,
qu’il faut ajouter ou retrancher & une fraction quelconque prise au hasard,
pour obtenir un nombre entier, soit comprise entre o et . Clest aussi la pro-
babilité que, dans une division quelconque, le rapport du plus petit reste au
diviseur soit compris entre « et 3. On a, en vertu de principes connus, et en
ayant égard aux formules (4) et (5),

PO, ) =c+= +25(1 2’) Z cotre. 6)

Si I'on observe que
P(a, B) =100, ) — PO, )
on obtient le résultat plus général
1 1 wsinw(f — «)
2= + 2sin7ca-sin7:B'

af (I—a)(1—f)

-4

1})(“7 ‘B) =B_—;_

Par exemple

1 3 1111
m(g, §)=Tc— 1L 0,496354..

c’est-d-dire que: « dans une division quelconque, il y a environ 209 & parier,

contre 211, que le plus petit des deux restes est compris entre :3— et Z— du

diviseur ».
5. En concevant 2 comme engendré par la division de deux entiers,
pris au hasard, il est clair que la densité D(c) des valeurs de T(2), aux en-
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332 Cesaro: Sur la fonction € (2).

virons de ¢, est exprimée, dans le cas actuel, par la demi-dérivée de (0, ),
relative & ¢. D’aprés cela, la formule (6) donne

D(e)———l- _1_5_1__.[_;; 4]

4sm2*ts 4ler P (1—ep
Par exemple:
D(O) =T 4 1 = 1,072467...; DG) — % — 3 _0967401...
1 2
D(Z)=3 — 1 0,990357..

On sait que la connaissance de la densité est essentielle, si 'on veut établir
une formule générale, donnant les valeurs moyennes des fonctions de €(z), pour
autant que ces valeurs soient constantes. Dans le cas actuel, la formule

. ff(z)D(z)dz
B [D()as
fournit I'égalité moyenne
18] = f f@)dz+ 5 j e ver LICLEAN G

pourvu que l'on ait égard & (7).

6. D’ailleurs, ces formules ne sont pas essentiellement nouvelles: elles
sont des conséquences nécessaires de celles qui ont été établies pour les fon-
ctions des quantités z, engendrées par la division de deux entiers, pris au
hasard; car, toute fonction de €(2) est, en définitive, une fonction de z. Aussi
la formule (8) doit pouvoir se déduire de la relation moyenne générale

1t 1 (> d
— 1 [ reae+ ] [T 1O,
(1} i
dans laquelle on remplace f(?) par f[e(2)]. Effectivement, on a:

fRE] = ff(z)der Jf(l—z)dz_l_ z . 2M+

z?
2 p=1

173° 1’+‘f(p+1—z)dz
5% 22

»+

W)
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ou bien

3
)

: ; 1 1
1@l ff(z)d”' 5 orstorio

»—1
0

fe)dz =

? 1 1 1 1 1
=J ﬂz)dz_l_gof 2(1’1‘3)2+(2——ﬁ)2+(2—f—z)2+(3_2)2+"'gf(z)dz-

On retrouve done la formule (8). Par exemple, pour f(2) =2, on a, en moyenne,

PO 91’+1 2p +1 l 1, .4
()_ + 28 eyt T8

7. La méme observation doit étre faite en ce qui concerne les densités.
Reprenons le diagramme des densités, relatif aux quantités 2:

e 9

T T 2§ & s 5% 3 %

=)
{7} MR-
B
(12

Si I'on veut, par exemple, la densité des quantités 2z — [2] autour de ¢, il faut
accumuler au peint ¢ tous les points 1 4 ¢, 2 4-¢, 3 4¢,..., chacun avec sa
propre densité. Conséquemment, la densité cherchée est

1 1 1 1

i targtersTere TP
conformément & ce qui a été trouvé dans I'article précédent. Pour avoir, main-
tenant, la densité de €(2), autour de ¢, il faut encore accumuler sur e les
points 1 —e, 2—¢, 3 —e¢,... Une telle condensation se faisant sur un espace
moitié moindre, le résultat doit étre divisé par 2. On retrouve ainsi la formule

1 1 1 1

PO=;+iliretemgtarateat ol
qui ne différe pas de (7).

8. La notion de la densité est indispensable pour l'extension des con-
sidérations qui précedent aux systtmes de plusieurs valeurs de @(2), prises au
hasard. Elle permet de résoudre des problemes, qui paraissent inabordables par
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334 Cesiro: Sur la fonction T(2).

toute autre voie. Par exemple, un systeme de deux valeurs de €(2) étant re-

présenté par un point dont les coordonnées sont égales & ces valeurs, tous les
Ll

: < arg 1 .
points analogues sont renfermés dans un carré, de c6té 7 La densité autour

du point (z, %) est D(x) D(y). L'intégrale
[[p@D@dzdy,

’ H 2 r L ] 4 M
étendue & tout le carré est égale 2 T étendue & une aire fermée, contenue

dans le carré, elle représente le quart de la probabilité que, ayant pris au
hasard deux fractions quelconques, les valeurs correspondantes de la fonction
T soient les coordonnées d’un point, situé & I'intérieur de I’aire considérée.
D’aprés cela, nous pouvons résoudre des questions semblables & la suivante:
« Ayant effectué, & Uaide de deux couples d’entiers, pris au hasard, deux di-
vistons, quelle probabilité y a-t-tl que la somme des rapports des plus petits

.. . , 1 . .
restes aux diviseurs correspondants soit moindre que -2-? n Ici, Vaire favorable

est constituée par la moitié du carré, limitée par la diagonale qui ne passe pas
par P'origine. La probabilité cherchée est done

P— 4I%Jé”wD(x)D(y)dxdy.

On peut ramener la question & une intégration simple, en substituant les fon-
ctions P aux fonctions D. On trouve immédiatement

P:f;p(o, %—x);g'(o, z)dz.

Au point de vue arithmétique, le probléme doit étre considéré comme résolu;
car nous savons exprimer la quantité soumise au signe d’intégration, en nous
servant de la formule (6). Ce qui reste & faire est du ressort du Calcul intégral.

9. Les questions que nous venons de traiter sont susceptibles d’extension
dans un autre sens, en supposant, par exemple, que la division soit effectuée

N 1 Y . *12 "y, . ’ .
a — pres. Alors, au lieu de considérer les quantités 2 — [2], on doit étudier,
2

plus généralement, les exces des quantités z sur les nombres de la forme « + %
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qui, par défaut, s’en rapprochent le plus. Ces exces sont évidemment exprimés

[n2]

par g ——" 81 D,(c) est leur densité autour de la quantité ¢, nécessaire-

. 1 . . . . <2
ment comprise entre 0 et —» la simple inspection du diagramme des densités,

relatif aux quantités 2, donne immédiatement
1
Du() =5+ 5 H(ne+n—1).

Par intégration entre deux limites quelconques, on obtient la % partie de la

[n 2]
”

probabilité que la différence 2z — soit comprise entre les mémes limites.

On peut avoir intérét & connaitre ce qui arrive lorsque » augmente indéfini-
ment. Alors ¢ doit nécessairement tendre & zéro de maniére que le produit ne
ait pour limite une fraction proprement dite 6. Si B, est le péme des Nombres
de Bernoulli, définis par I'égalité symbolique (B - l)P—BP—- p, la théorie
de la fonctlon H donne
(B—6)p

ne

- E IS

¢’est-a-dire:
Dn(e_)_1+1—ze 1—664-600  0(1—0)(1 —20)

in + 12 n? 43 +

On voit que, si 'on effectue les divisions avec une exactitude de plus en plus
grande, le systétme des rapports des restes aux diviseurs correspondants tend

o
nous montre que,

\ . . , 1—
a devenir wuniformément dense. Cependant, le terme

avant qu'une telle homogénéité soit atteinte, la tendance des restes & &tre
moindres que la moitié des diviseurs persiste jusqu'a la limite, en méme temps
que le rapport 6, autour duquel on a la densité moyenne, croit et se rapproche

de plus en plus de %
1 2]

. e, ‘<, 7
10. Connaissant la densité des quantités z — [—;;-, nous pouvons pro-

céder, sans difficultés, & leur évaluation moyenne. Nous avons d’abord

[n 2]

f D.(2)- 2dz,
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d’ou
. 1 193 1 Mt 1 Pz DBy
3 = — | (B—=9Podog==-11—% P+ (/
nz—[rel=g+3 &4 an( ) 21— & Gy
c’est-a-dire
1
[nz]_nz——+)4n o o

o oy 1
On voit bien que nz — [nz] tend, en moyenne, vers —

5+ D’ailleurs, sous une

forme concise,

s S (s )~ Gt )
Par exemple:
e— [l =2 — T —o0,461392...
o— AT _OA12_ g o50813...
e By 02183 o 169086..

.......................

La combinaison de ces égalités en fournit d’autres, fort intéressantes. Par
exemple:

1] —nle) = ——+3 Hogn — Hw|.
1l faut remarquer que le premier membre est égal au reste de la division de

[n2] par n. Ainsi, pour n=2, la fonction [22] —2[2] est O ou 1, suivant
que [22] est pair ou ¢mpair. La valeur log2 ——i— représente donc la proba-

bilité que le plus grand nombre entier, contenu dans 2z, soit impair. Plus gé-
néralement, la probabilité que [2nz] soit impair est

i—+n§log2—(n—:~l+n—{—2+ +2n)g

Elle croit sans cesse, et tend vers %, lorsque » augmente indéfiniment. De

méme, la différence [10%*2] — 10*[2] n’est autre chose que le 1*™ chiffre, dans
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le développement de 2 en fraction décimale. La formule ci-dessus donne dohc,

pour n=10% la valeur moyenne du k?m¢ chiffre décimal, dans une division
quelconque.

11. Au lieu de prendre, dans les divisions & i— pres, les quotients par

défaut, prenons les quotients les plus approchés, et appelons @,(z) les diffé-
rences absolues entre ces quotients et les valeurs des frautlons correspondantes.
11 est évident que

@n( ) = ’(E(nz)

Or, en appelant ¢ une quantité comprise entre O et 2in’ le diagramme des

densités montre que la densité des valeurs de @,(2), autour de ¢, est

1 1
Dn(&) - '2— ;mn(E) + mn(;" _ E)g .
Par conséquent

DY) = § + B @ o — )+ H (0 —0),

¢ étant compris entre 0 et % En développant le second membre suivant les
puissances ascendantes de ;1; on obtient
»e (B +0— 1y
D (_)_ 141 17 p) (_+__1,
c’est-a-dire
b 1—60(1—0) 1350021 — 02
D(_)=1+T_— 60 14 LI

La densité tend & devenir uniforme, & mesure que l'on effectue des divisions
de plus en plus exactes.

12. Connaissant D,, on obtient, par le procédé habituel, 1'égalité
moyenne
lpiﬂ" (4p+t — 1) Bopte . 1 )
2,5 @Cp+1)Cp+2) @uyr

Una) = +

. P 1 <o <
On voit que, pour » infini, le second membre tend vers ;> °e qui était a pré-

voir. D’ailleurs, la théorie de la jfonction gamma permet de mettre la derniére
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égalité sous la forme que voici:

1. . n 2n+1.2n+1.2n+3'2n+3 1.
@(”z)“‘8+2l°gi Sn 2nt2 2n+2 Znt+4 Y

ou bien sous celle-ci:

%(nz)::; + nlog

1
yru 1-
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Sur 'inversion de certaines séries.

(Par Ersest Cesiro, dtudiant, a Torre Annunziata.)

1. En 1851, dans le Journal de Liouville, M. TertycaEw s’est occupé
du probleme suivant: « Deux fonctions étant lices par une équation de I’une
de ces trois formes:

F(z) = f(@) + (22) + {(32) + f(42) + fB2) +---»
F(@) = f(x) + {(3%) + [(32) + [(T2) + f@2) + - -
F@) = f@) — [(32) + [(52) — [(T2) + f(92) — - - >

exprimer la fonction f moyennant la fonction F ».

En résolvant cette question, M. TcrmEsvcaew est parvenu & des résultats
fort curieux, qui sont de la plus grande utilité pour I'étude des faits arithmé-
tiques de I'infini: c’est ce qui nous engage & reprendre le probléme posé par
M. Tcngsyceew, en nous élevant & un point de vue tellement général, qu’il
nous soit permis de découvrir le lien existant entre les recherches que l'on
vient de rappeler et celles que le méme savant a publiées, une année apres,
en collaboration avec M. Porienac, et qui sont restées célebres par leur appli-
cation a I'étude de la répartition des nombres premiers.

2. Imaginons une suite de fonctions

& (2) & (2), & (), &(@);eee)
telles que l'on ait

e [63(%)] = eap(2), ¢))

pour tout systéme de valeurs, entitres et positives, de « et 3, ce qui exige,
avant tout, que ¢, (z) coincide constamment avec x. Soient

¢@ =Yg [@], H@= 3 b0, )
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et évaluons la somme
h(DG (@) +2@) Gle ()] + 2 (3) G ()] + - - -
Il est évident que f[en(x)] se trouve seulement dans
Gla@)],  Glao@)],  Gle@])-s
ol a, b, c,... représentent fous les diviseurs de n: ses coefficients, dans cha-

cune de ces sommes, sont respectivement g(g), g("b) g(’j),---: son coeflicient

total, dans la somme considérée, est donc

1@g(y)+ 4@ 9(5)+r@g(5)+- = F . ®

Conséquemment B
) @la@)] = 3 FO)feal)] (4

Si 'on observe que l'échange des lettres g et h, dans I'égalité (3), n’altere
pas la fonction F', on peut écrire aussi

n=x n=-

90 He@] = 3, F)f en(a)]- ©

3. Veut-on opérer 1'inversion des séries (2), c’est-d-dire exprimer la
fonction f moyennant G ou H? Les formules (4) et (5) résolvent la question,
dés que I'on prend F'(z) = 1, pour x = 1, et F(x) =0, en général. On obtient
alors

f@) =3 h0) G len(@)] = X g Hwa ()], )

les fonctions g et 2 dépendant 'une de Vautre par la relation

e R R G Ll P
On sait que I'on peut prendre
g@=1, k@) =p@)
Plus généralement, si la fonction g satisfait & la condition
9@ g() = g@y), ®)
on doit prendre k(z) = g(z)u(z). D'aprés cela, I'inversion de la série
G(x)=gO)f[e@] + 9@ [=@] + 9O)f[es(@)] + - (9)
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est immédiatement opérée par I'égalité

f(@) =pMgM G @] + (@9 @) Gle(®)] 4 pB)9B) Gles(@)] +---» (10)
pourvu que la fonction g vérifie (8).

4. Les fonctions ¢ jouiront de la propriété (1), si nous prenons ¢,(x) = nz.
Nous aurons alors le couple de séries inverses

6@ = 9@f(na),  [@)= 3 pn)g(n) Glna), (1)
qui, en particulier, pour ces trois formes de g(x):
1,  Gll—(=1p, "0, (12)

donne les trois couples que voici:

n=o0o

G@)= X f(na) fl@)= 3 p(1) G (na), (13)
G@)="3fl2n—1)a, fa)=3p@n—1G(@n—Dal, (14

G)=3 (—-f(@en—1a), @)= 3 (— 1g(@n— LGi(En—Daj. (15)

Ceux-ci sont les seuls que M. TcufBycrEW ait considérés dans sa Nofe. Nous
ne tarderons pas & en faire d’intéressantes applications.

5. Le cas ou la fonction ¢ satisfait & (8) est celui qui se présente ordi-
nairement dans les applications, et nous avons vu qu’il suffit pour retrouver
les trois exemples généraux, traités par M. Tcrgsycrew. Il est cependant utile
de faire observer que les cas ol la fonction ¢ est quelconque peuvent étre ra-
menés au précédent. Pour ne pas trop compliquer nos formules, nous nous bor-
nerons a opérer l'inversion de la série

G(z) = f(x) — f2x) + f(32) — f(da) + - --

Ici, la fonction g(r) n’est autre que (—1)*+!, de sorte qu’elle ne jouit pas de
la propriété (8); mais nous trouvons sans peine

B G@ ) = @)+ 1@9) + [Ba) + -

puis, en vertu de (13),

f&)= E 229 () G2/ i), (16)
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Pour mettre le second membre sous sa forme normale, il faut chercher toutes
les solutions entiéres et positives de I'équation ¢- 2/~ = n. On trouve ainsi que
le coefficient de G'(nx) est

20 (3) 4 2074 (200) 4 - - F 1 (2% dy),

ol J, est le plus grand divisewr impair de n, tandis que e, représente l'ex-
posant de la plus haute puissance de 2, qui divise n. Dans la derniére somme,
tous les termes qui suivent les deux premiers sont nuls, parceque les nombres
soumis au signe p admettent des facteurs carrés. Le coefficient de G (nx) est

done
260 () + 261 (20) = 2% (J)

pourvu que # soit pair. Si n est impair, le coefficient cherché est p(n). D’aprés
cela, la formule (16) devient

fl£) = %18+ (= 1y 262 (3,) G (n2). (7

6. On a une application de la formule (17), en prenant la série

I sindwx sin6wx sin8wx

.
7T¢t(x)=m] g T3 T Tt

ol €(x) représente l'excés de x sur le plus proche entier: si x est & égale
distance de deux entiers consécutifs, on doit faire €(z) = 0. La formule (17)
donne immédiatement

sin2rx = 71:”?:0 3+ (: it . y'g\sn) €(nzx).
n=1 n

De méme, si f(r) jouit de la propriété (8), on trouve

n=00 4
3 — 1\r+1l D¢, — .
A3+ 200 = i = e =

Par exemple:

" (=1 (@) 1

— 4 on  log2

7. Naturellement, les séries de Fourier sont celles qui donnent lieu aux
applications les plus curieuses. Ainsi, on a

%231—4&@)1 cos2rx+aﬁ6r_x+cos107r$ 4, (18)
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ou bien, aprés une transformation simple,

sin?3wx sin®drwx

w2 sin’wmx
L TP AL L LAARELLE LA (19)

Comme d’habitude, nous représentons par T(z) la plus petite quantité, qu’il
Jaut ajouter ou retrancher & x, pour obtenir un nombre entier. Cela étant, on
trouve, en vertu de (14),

(1) T L(3)2 (3
z()lg(x)_*_y()ﬁg( )

n(5)T(5 2)
52

+

4 .,
+ .= —sin’*n2.
4

Cette formule en engendre d’autres. Remarquons, en effet, que, si I'on pose

on a

" 1L (2 2
S@) = s(@) + 3, LE AR

Or, il est évident que p(2n) est O ou — p(n), suivant que n est pair ou im-

pair. Par suite:

S(x) = s(x) — 8(2 x)

Si, par exemple, on fait
r=2, f(x) =2(z),

on a
s(x)=;4-£sin27zx, S(z) = _i(smzmc—%sm?21roc)=-._i sin‘ma.
Conséquemment
y.(])@(x)_*_ . (2)@(2x)+ p(3)@(3x) e éSin‘rrx.

L’inversion de la derniéere série, au moyen de (13), donne encore

sintwx sint2= 2 sind3wax

—@( ) 12 + D + 3¢

Ce résultat est, d’ailleurs, facile & déduire directement de la formule (19).
8. Soit encore f(x)= 9%, de sorte que, pour mod. ¢<<1, G(z) prend
une de ces formes:
1—gz’  1—¢g=’  1fgw
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On a, d’aprés (13), (14), (15), et pour z =1,

'
Neen) " enie@e—1) PR (= Drtg e (e — 1)

-— \}

= T —gn 1 — gin-2 | 14 gin-2
En d’autres termes, chacune des séries
q ¢ ¢ ¢ ¢ ¢ I
l—gq 1—¢* 1—¢° 1—a5+1—a6 l—q’+1—2‘° ’
q gs qS q7 q“. qiS q‘S
1_qz—1_&e— 1— g 1—g 1—g2 1—q26+ 1—go 7

q q3 95 q q“. 013 915
l+q2+l—l—gﬁ—l—{—q“’+l+q“ 1+g22—1+q96 14 ¢%

LY

est éqale o q.
9. Reprenons les séries (11). Pour les appliquer, nous pouvons utiliser

tout développement tel que
V(@) =xp(l)g() +2°¢@)g(2) +2¢@)gB) + - >

ol la fonction ¢ jouit, comme g, de la propriété (8). Ce développement peut
étre écrit comme il suit:

YY) = 9D$@07 + 9@ QD) + g (B4 B2 + -+
de sorte que nous pouvons prendre

G@)=¢@)¥(@g?)  fl@)=9¢().

I1 en résulte
1= 3 6 () (Mg (1) ¥(g)- (20
Les exemples du paragraphe précédent répondent au cas de ¢(x) = 1. Faisons
encore ¢ (x) =$ - Les formes de W(x), correspondant aux formes (12) de g(x),
sont
log -1—_17 »  log \/?—j—_:; > arctgz.

Par suite:

n=% u.(n) 1 7o p(2n — 1) 1+ gon-t
=y &2, = lo =
q n‘;‘i " lo I—qgr & In—1 1 — g2n-1

2O (— -t (2n—1)
= arctg g™,
| 2n—1 g4
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Sous une autre forme:
1 Ky 1 1l
_ (=90 —¢h° (L — g9 (L — g™ 1 — g .

et L 1 1 1 1
A=) A —¢)*A—¢)° (1 —q7)7 (1 — gttt ..

’

i 1 ES 4 1 A
e?‘1=(1+q 1—¢3%\3 1_(15)5 1—gq7 1 — g\t (1 — gis\02 1—l—q‘5’5._.,
o\t e) el ive) T i) \T=e

q = arctgq + % arctgq® — :1)_ arctgq® 4 ;— arctgq” -+

1 | 1 4

1 1 1 1 1
Sm=1+§;"+3;7‘+> .Um=§,—,;+3—,,{+ﬁ+'“:

la seconde somme est étendue & tous les nombres premiers, la premidre & tous
les nombres entiers. Il est évident que

11 1 1
- . . cees
L1 11

i 1T T ITm

3m=

d’oli, en prenant les Jogarithmes naturels, et en développant,
10g8m=cm+%—72m+ ;—cgm—}—---
Par suite, en vertu de (13), nous avons
om = p(D]ogsn + E% log s:m + &;—3) log Sgm + - - -

Par exemple, lu somme des inverses des carrés de tous les nombres premiers est

=2 \J90 (/954 {93555
log —_— \/ N . ‘/ 2
6 2 =2 7

...Z)=0,45224...

M. Tcnésycrew s occupe, dans sa Note, de quelques autres séries du méme
genre. Il trouve, par exemple,

g__5__|_7__|__1_1__ﬁ___l?_l_ig_|_...=0,3§)‘498...‘,

chaque nombre étant pris avec le signe 4 ou le signe —, suivant qu’il est
de la forme 4k —1 ou 4% 4 1.
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11. Jusqu’ici nous avons supposé constamment e, () = nz; mais I'on
est libre de prendre, pour e,(x), toute fonction jouissant de la propriété (1).
Voyons, par exemple, s’il est possible d’avoir

oy x2U(w)
en(?) = | —2 V(n)’

en disposant convenablement des fonctions U et V. Pour satisfaire & (1), il
faut que
Ux)U@)=U@p),  V(UE) + V()= V(=h).

Si la fonction U(x) n’est pas constamment égale & 1’ unité, la seconde condition
nous oblige & prendre

Vie)=k|U(@)— 1,

k étant une constante. Si U(x) =1, on doit faire V(z) = klogz. D’aprés cela,
on trouve, par exemple, que la série

F@) =@+ (25 + (25 + () + (s )+

a pour inverse la série

f@y=TF) = F(l im»’”) - F(l —L%Zx) - F(L_j_ii) + F(l —&gx) -

De méme, la série

P@) = @)+ f (=) + =) +

zlog3

+ =)+ i)+

xlog 4, zlogh

a pour inverse -

@)= F@) — Fly—i ) - P(—ts) -

£ log 2 1—xlog3

1 x x
_F(l—xlogb) +F(l———£log6)—

Nous laisserons de coté les applications.
12. Une autre forme importante de e,(%) est ; On a, par exemple,

le couple de séries inverses

o =312 ro=3emr()- (21)
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Ainsi, I'identité de Tchébychew et Polignac
(5] + 2[5+ a[5 ]+ =tostny (22

permet de prendre, simultanément,

F@y=yxlal,  F(z)=logi[]!].

[+

Si x est un nombre entier n, on voit que le plus petit multiple commun des
n premiers nombres naturels est

i 6] ) [5] [5s)
ﬂm=h'6'lg'5';a;;.
K ! ﬁ ! z ! .’1 ! ._n_ !
VBB E
On a, de méme, le couple de séries inverses
FO=220f(2) & =Zrmum (%) @)
Or, d’aprés une formule connue,
fpo+;le+[5pe+-=wa,
d’olt il résulte que l'on peut prendre simultanément

f@)y=[z], F(z)=1[].

Par suite, en vertu de (23),

=1 5 L )

Dans le second membre, les nombres 1, 2, 3, 5, 6,... sont fous les nombres
dépourvus de facteurs carrés. Enfin, dans le couple

FO=3f55) 0= Yeen—r( ),

faisons f(w)—low(l—-——) 11 vient d’abord

F(x)= log(l — —) (1 - %) (1 — ;D—x_é) -+ =1log - cosz;

Done, d’aprés (21),

2] =3 p(n)log
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La formule (4) devient
390 G len(@] = 3, 9 0)logn[ea(w)]

Nous prendrons ¢,(x) = nx, bien que les développements qui suivent subsistent
pour toute forme de ¢,(z), satisfaisant & (1). Réunissons, dans le premier
membre, les termes de rang p, p?, p%..., p étant premier. Pour ces termes,
la fonction v est égale, par définition, & logp: le coefficient de logp, dans le
second membre, est donc

£(p, ©)y=y(P)G(p2) + g(p") G(p°z) + 9(P)G(P°2) + - >
o, d’apres (2),
G(r) =g @)+ 92)f2x)+ g(B)f(Bx) + - -~ (26)

Conséquemment:

n=o0
2 9fna)logn = 2£(p, 7)logp.
Pour ¢g(z) =1, et =1, on obtient la formule (25).

16. Pour finir, nous appellerons l'attention du lecteur sur l'excessive
fécondité de la formule (4). Tout ce qui a été dit jusqu'd présent repose, en
effet, sur cette relation, et se rapporte & deux formes, trés-particulieres, de F'(x).
Pour chaque nouvelle forme de F'(x), on obtient une infinité d’autres résultats.
Ainsi, soit A(z) = g(z)A(x), ol g(z) satisfait & (8). La fonction F(r), généra-
lement nulle, coincide avec ¢ (), lorsque z est un carré. Cela étant, nous trou-
vons que, si Yon définit la fonction G par I'égalité (26), on a:

S Gna) = 3, g0 ().

Par exemple, pour

.. WX
Sin —

2, f@=g¢o,

9(@) =

€T

et 2 =1, on trouve que la série elliptique q +q°+ ¢* 4 ... dquivaut & la
série

1 1 1
arctgq + T arctgg® — g aretg q® + & arctgq” + ;— aretg¢® 4 1_11~ arctg gt — - ..
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puis:

COSZ - €08 — + cos'x 008 = + €08 —
1_49c2 15 21 .33 35

e

COS 2 . COS = + COS = + COS — - COS
3 5 7 11 13

13. Actuellement, il nous convient d’introduire dans nos calculs une
nouvelle fonction, dont I'importance ne tardera pas & se faire sentir dans la
suite de ces recherches. Supposons que le nombre n soit décomposé en ses
facteurs premiers:

n = uvful...
La fonction que nous voulons employer est

J (1) = (— 1y=tb+r4ee (@4+e+y+-!

AR
En particulier, nous supposerons j(1) = 1. Observons que
(1) = (= pyeserems A AT D) % (n)
NG = (x— 1)1 Iyl =~ TEr T+

d’olt il résulte
N (N S n .
i)+ ()45 () + =i,
D’apres cela, nous pouvons, dans (7), supposer

1, si x est premier

h(x) = y o 9(@)=7()

0, en général
Les formules (6) deviennent
flo)= ZjO Hla@] = 26 @)

la dernitére somme est étendue & tous les nombres premiers, y compris I'unité,
et les fonctions &, H, sont définies par les égalités

=X/la@] @)= Yjf @)
Il en résulte, par exemple, que, pour opérer ’inversion de la série

G@)=jf@) +j@[Cx)+jB)fBa) + /B (4a) + >

on a la formule

f(@) = G(@) + G@2z) 4 G3x) + GB 1) + G(T2) + G(11z) + --
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14. On utiliserait de la m&éme manidre le cas de ¢, () =, ce qui nous
reconduirait & quelques-unes des formules données précédemment. Une identité
générale, qui demande pour e,(x) I'emploi simultané des formes nz et 27, a
été donnée, en 1878, au Congrés de Paris, par M. Tcrfsycrew. Ayant posé
successivement

G@)= X fnz),  Fl)=3 G@), (24)
on a:

2 f()logn = SF(p)logp. (25)

Cette formule, pour ainsi dire intuitive, est une féconde source de résultats
curieux. En particulier, elle renferme la formule (22), pour f(z)=1, si 2 = N,
et f(z) =0, si > N, comme I'a fait observer M. Tcanesycaew. On sait aussi
que M. Tcafsycrew se sert de la méme formule pour démontrer que les nom-
bres premiers, de la forme 4k -1 1, sont infiniment plus nombreux que ceux
de la forme 4k — 1. Si Yon se donne f(x), la détermination de F'(x) peut se
faire de plusieurs maniéres, parceque cette fonction se présente sous la forme
d’une double série:

-“OO j—00

F@)=3, 3 fli)

On peut se donner F'(z), et alors la détermination de f(x) s'effectuera par les
formules d’inversion, démontrées dans cette Nofe. En effet, I'inversion des sé-
ries (24), au moyen de (13) et de la formule analogue, relative au cas de
¢n(2) = 2, donne

Gw)= XemF@), @)= 3 u0)Gna).

Ces formules permettent d’exprimer la fonction f, au moyen de F, par I'éli-
mination de la fonction auxiliaire G.

15. Dans le t. IV de la Nouwelle Correspondance Mathématique, M. Ca-
TALAN a démontré fort simplement la formule (25). Nous tenons a faire voir
que cette égalité est un cas extrémement particulier de notre formule (4). Ima-
ginons, a cet effet, deux fonctions quelconques, f et g, la derniére étant douée
de la propriété (8). D’apres (3), et en tenant compte des propriétés de la fon-
ction », nous pouvons supposer

M) =g@s(@), F@)=g@loge.
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De méme, pour
sint w
2
wz

gy=1  f@=

on trouve que la série

sinwx\4 sind wz\4 sin 9w\ sinl16 & z\4 sin 25 w4
e e e e 3

o
multiplide par 4 équivaut a
p par — > equivé

) T(22) _ T(32)
1 1 9

C4x) T(Bx) , TL6x) T(Ta)
T T T s w

Fixe pen Tono XIIL® (Serie IL%)
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