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Sulla teoria 
delle equazioni differenziali lineari. 

C 1." 'onsideriamo una equazione differenziale lineare dell' ordine m + 1 : 

Y("+" + p l  y'"' +pz y'"-" + - . +pîn+, y = O (1) 
e sieno y l ,  y,, . . . y,+, , m + 1 integrali fondamentali di essa. Supponiamo che 
in quella equazione le derivate sieno prese rispetto ad una variabile x, della 
quale sono funzioni le pi, p , ,  ... p,+,. Sia f ( y , ,  y ,,... y,,,) una forma a.d 
m.+ 1 variabili, dell' ordine n ed a coefficienti costanti, si avrà : 

f ( y i ,  ~ 2 , . - -  Y , + $ ) =  f ( x )  

e la funzione f(x) dovrà soddisfare ad une equazione differenziale lineare del- 
1' ordine : 

( f i  $ 1 )  ( f i  + 2) - -(fi.+ m) 
g =  1 . 2 . 3 . . - m  

i coefficienti della quale saranno funzioni delle pi, p,, . . . P , + ~  e loro derivate. 
Per determinare questa equazione differenziale dell'ordine y si pub pro- 

cedere ne1 modo seguente. Si considerino le g funzioni di x, che indicheremo 
con : 

[ri7 re , . . -  rm] ( r i ,  Y ~ , . . .  rm-= O ,  1, 2,  ... n) 

e per le quali sussistono le relazioni: 

[ O ,  0 01 = f ( x )  

notando che in quest'ultima espressione il coefficiente di pi è [ri, r, , .  . . Y,]. 
A m d i  di  Afatematica, toho XIII .  1 
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2 B r i o s  c hi :  S d l a  teoria delle equaxz'oni difirenxiali lineuri. 

Le  funzioni [Y,, r,, . .. r,] sono evidentemente in numero g ;  eliminando 
colla derivazione successiva e colla formola ricorrente superiore g- 1 fra esse, 
si giungerà alla equazione differenziale lineare dell'ordine g alla quale deve 
soddisfare la [O, 0 ,... O], ossia la f(x). 

Suppo~iendo nota la funzione f(x) il problema che rimane a risolversi si 
è quello di determinare i valori delle y,, y,, ... y,+, in funzione di essa, dei 
coefficienti della equazione (1) e delle loro derivate. Ora questo problema pub, 
in generale, farsi dipendere da un altro, quello cioè di determinare i valori 
dei covarianti della forma f(y,, y,, ... y,+,) in funzione della f(x), delle pl, 
pz , .  .. e loro derivate. 

2." Ne1 cas0 di m = 1, cioè delle equazioni differenziali lineari del 
secondo ordine, ho già esposto alcuni anni sono un metodo per la detcrmi- 
nazione di quei covarianti (*), metodo che qui riassumo brevemente. 

È noto per la teorica delle forme binarie: 1." Che se nella forma f(y,, y,) 
si sostituiscono alle y,, y, le: 

si ottiene una forma dell'ennesimo ordine in x,, x, la quale indicherb con: 

ed in essa i coefficienti t,, t, ,... t ,  sono covarianti della forma f(y,, y,). 
2." Che qualunque altro covariante della forma f(y,, y,) moltiplicato per una 
potenza della forma stessa è eguale ad una funzione razionale, intera, di quei 
primi covarianti to7 t,, ... t,. 

Vediamo ora corne si possano determinare i valori di t,, t, ,  ... t, in fun- 
zione di f (x), dei coefficienti pi, p, e delle loro derivate. Le funzioni indicate 
sopra con [Y,, r2,... ');n] sono in questo caso ad un solo indice, e denotandole 
con 1, ai avranno le: 

I A0 = f(4, L+i = 0 

Inoltre dalle : 

(') L a  théorie des formes dans i'intbgration des épations diffërentielles lirzéaires 
clu second ordre. Mathematische Annalen, Bd. 11. 
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Brios c h i : Szclln teoria delle epuaxiolzi differenxiali Zheari. 3 

ossia per la formola ricorrente (3) si otterrà . la seguente: 

( ' + 1 } % - 2 ~  
essendo p, = ; dalla quale si dedurranno i valori di t,, t,, . . . t, 

12 

quando sia noto quel10 di t,. 
Se si pone: 

tr = Zr-2 f P r  

cl u A 
e si introduce una variabile u legata alla x dalla - = e, la (4) trasformasi 

d x  f x  

nella : 

&-, = -qd+ 12 - + Y(% - l ) z z , 3  1 (5) 
o si avrà: 

d ~ * . ~  O=- + f i  (n - 1) x x12-3 
d u  (6) 

nelle quali si è scritto x in luogo di x , ,  
Si giunge cos1 al teorema: u Indicando con x  la espressione seguente, di 

.n f (x), pi, p, e loro derivate: 

n le espressioni x i ,  x,, . . . 2,-, si otterranno per mezzo della formola ricorrente 
n (5) e la z dovrà soddisfare ad una equazione differenziale non lineare del- 
,, l'ordine rz - 1 rappresentata dalla (6) >. 

Se infine si indicano con: 

h = ; ( f f ) , ,  t = 2 ( f h ) ,  Z = $ ( f f ) , ,  w = ( f l ) ,  etc. 
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4 Brioschi: Sulla teoria delle equaxioni diffe~enxiali lineari. 

covarianti della forma binaria f ( y ,  , y,) dell' ordine n , essendo : 

f h = t , ,  f t = t 3 ,  f 4 1 = f t l + 3 t i ,  2 f l r * , = f t 5 + 2 t z t 3 ,  ecc. 

si avranno le: 

3." Passiamo ora a considerare il caso in cui m = 2. Le funzioni 
[Y,, r, ,  . . . r,] sono a due indici, le indicheremo con A,, , e si avranno per 
esse le: 

hoo=f(x) ,  ],,=O per r + s > n  1 
I V 8  -- - r A,--j,.s+4 + (fi - r - S) A r ~ , , $  - s ( p l  lr+ +pz ~ ~ + i , ~ - i  + ~3 ~ , s - i ) .  

d z  
(7) 

l'hessiano della forma f ( y , ,  y, ,  y,) e: 

Sia : 

! Yz Y 3  

A = y l i  y'z y13 

1 yl ' i  yr12 y"3 

(yi, y2) $3) = 

fil fi2 f i 3  

f2i f 2 P  f23 

f31  fa f33 

Siccome secondo covariante della forma f ( y i ,  y,, y,) consideriamo la forma: 

moltiplicando h due volte per A colla ordinaria regola della moltiplicazione 
dei determinanti, si ottiene: 

/ fli  fie fi3 hi 

h A2 = 

f i ,  fi* f23 h2 

k(yi, y3) = 

1 0 ,  L o  A,, 

hi, A,, Ail 

A01 hi, ho, 

(8) 
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Briosc h i :  Sulla teoriu delle equazioni diferenxiali Zinearii, 5 .  

dell' ordine 2 (4 n - 9). Essa pure moltiplicata per A2 ne1 modo suiiidicato 
conduce alla : 

essendo : 
poo = h(x), p , ~  = O per r + s > 3 (1.1 - 2) , 

e : 

dra8 - 
d a: ~ ~ v - I , s + ~  + ( 3 n -  6 -Y - s ) p , t i , , -  1 (10) 

- s (PI P r , .  + Pz p r t 1 , s - 1  + p3 pv, S-1). 

I l  valore della espreesione poi = y",  hi + ytf2  hz + y r r g  113 si pub ottenere diret- 
tamente differenziando h ( y i ,  y,, y,) rispetto ad y, ,  y,, 1/5 e moltiplicando op- 
portunamente i differenziali per A" si giunge cosi alla: 

À i i  1 2 1  A,, 

Se infine indichiamo con: 

t(z/i, y,, y,) = 

fi f 9  f 3  

hl z Th 

El Ic, k ,  
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6 B r i o s  c h i :  Szclla teoria delle equaxioni differerzxidi lirteari. 

Anche il valore della espressione Y,, = y", Tc, + y", k, + y", k, si pub ottenere 
direttamente dalla ,%(y,, y,, y,) in funzione delle I, . , , ,  p.,. e si ottiene: 

Le formole precedenti conducono quindi al seguente teorema: 
u Se il valore di una forma f(y,, y,, y,) dell'ordine n ,  di tre integrali 

n fondamentali di uua equazione differenziale lineare del terzo ordine, si sup- 
n pone noto ed eguale ad f(x), ed indicando con h., k ,  t i tre covarianti della 
n medesima sopra stabiliti, si pone: 

h(y,,Y2,%)=h(x),  k (y i ,Y2 ,~3)=k(x ) ,  t @ i , Y 2 , ~ 3 ) = W  
n le funzioni h(x), k(x), t(x) si possono ottenere espresse colla f(x), i coeffi- 
n cienti della equazione differenziale e le loro derivate. n 

4." Supponiamo dapprima f(x) = O .  Per la sussistenza di questa equa- 
zione dovrà evidentemente essere soddisfatta una relazione fra le pl, p,, p3 e 
le loro derivate. Allorquando questa abbia luogo, i valori generali di A(x), 
k(x), t(x) sono i seguenti: 

h(x)=-(n-1)"e dx la \ 

formole fu già fatta conoscere da1 prof. FUCHS (*), 

(*) Sitzungsberichten der K. Akademie zu Berlin, 8 Juni 1882, 
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B r i o s  c IL i :' Sulla teoria delle equaxioni differenziali  Zineart. 7 
- 

1 valori delle tre funzioni indicate con A ,  p,  v si ottengono nei ~ a r i  casi 
particolari per mezzo delle relazioni (7). 

Supporremo in questo paragrafo p, = O ,  la quale ipotesi non altera la 
generalità dei risultati ne1 caso che qui si considera. Porremo inoltre p, = a,  
p,=b ed: 

a = a r - Z b ,  p = 9 a a e - 6 a a r ' + 7 c i ' 2 ;  

a, p sono cos1 gli i w a r i n n t i  della equazione differenziale lineare del terzo 
ordine. 

Dalle relazioni (7) si ottengono tosto le: 

l o o  = O, A,, = O, loi = - ( n  - 1) A ,  A l i  = - 
Aoz + (n - 2) A,, = - A" + a A ,  (n - 2) 1 3 0  = 3 A', 

(n - 2) [3 A,, + ( n  - 3) ho] = 3 1'' 

e cos1 di seguito. Sia ora: 
n = 3, si hanno le: 

lei = A", Aoz = - 2 À 1 ' + a A ,  h = 3  A' 

ma la equazione (7) dà: 

e quindi si hanno per A,, i due valori: 

- - 2 1 ' " - a h ' + ( a l - 4 b ) A  2 A,, = X" + 3 a A' + b 1.; Ale - 
ossia A dovrà soddisfare alla equazione: 

A" + a  A' $ + ( a f -  -; a) A = 0. 

Ma per la stessa (7): 

percib deducendo dalla prima il valore di AO3 e sostituendolo nella seconda si 
avrà una seconda equazione differenziale in A ,  evidentemente del quinto or- 
dine, la quale abbassata d' ordine, .pei meizo della precedente, diventa l a  :- 

. . 
Da quede equazioni differenziali con abbassamenti successivi si ottengono le 
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8- Br iosc h i:' Szclla teoria' delle equaxioni differenxiali lineuri. 

due del primo ordine: 

ed eliminando h si otterrà la relazione fra i coefficienti della equazione diffe- 
renziale e le loro derivate, relazione già nota per le ricerçhe' del sig. HAL- 
PHEN (*). Soddisfatta questa equazione, dalla prima delle precedenti si otterrà 
il valore di h e quindi quelli di hcx), k (x), t(x). 

' 

5." Sia in secondo luogo f (x) = O ed h(x) = CosLe = 1, dalle (15) si 
dedurranno le : 

e quindi 1' = - 4 pi 1. ' Le relazioni (7) conducono facilmente in questo caso 
alle seguenti: 

?i ,=-+piA,  & , = O ,  - 312,+ (n-3)A,,=O 

e cos1 via. Se f i  = 3, sarà Asi == O, ossia p =.= 0 e: . - ,  
Y = - $ ( p 1 ,  + + p i -  3pJ 

ed irvalori di k(k) ,  t (z)  saranno in questo caso: 

- (') Sur les multiplicateurs des r'quatiom diffërentielles linéaires. Comptes Rendus de 
l'Académie des Sciences, 31 Décembre 1883. 
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Brioscki:  Sulla teoria delle epuazioni diferemiali lineuri; 9 

nella quale aostituendo per A,, il suo valore, si otterrh fra i coefficienti p,, p,, 
p, la relazione: 

$ p " r + $ ~ i p ' i + $ ~ ~ - p ' e - $ ~ i p e f  $ p 3 = 0  

ossia ponendo: 
a==- $ 4 - + p i + &  

b = - $p"i + , ' ,&-$pipp +p3 

ed a = a' - 2 b corne sopra; si avrà: 

Infine essendo A,, = 4 pr3 h ,  si otterrà la seconda relazione fra i coefficienti 
dalla: 

1'03 + 3 (pi 1 0 3  t p* A i 2  4 P 3  1 2) = 0 
ossia la: 

pr'3 + 4 P i  p r 3  - (2 pri 4- p: - 9 p 2 ) ~ 3  = 0. 
1 

Supponiamo pi = - - dalla prima relazione si ha: = Q' 

e dalla seconda: 

P ' P ' 
n 

dalla quale supponendo 2 = - - si ha tosto p, = $1, e sostituendo nella 
II, 
2% 9 <P 

precedente ps = - ' -?-, Si ha quindi il teorema: l'equazione differenziale 
9 

lineare del terzo ordine (*) 
+ + ? I p r  + $ y' - ,'i y = 0, 

nella quale g, è una funzione di r, ha la proprietà: che indicando con y,, y,, 
y, tre integrali fondamentali di essa, esiste fra i medesimi una relazione del 
terzo ordine a coefficienti costanti, e che rappresentando con f (y,, y*, y,) = O 

('1 Vedi la Memoria del sig. HALPHEN citata piu sopra. 
Anrcali d i  Matematica, tom0 XIII. 
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10 Brio SC hi :  Sulla teoriu delle epuazioni differenzialz' tineuri. 

questa relazione, l'hessiano della forma f B costante ed i covarianti denominati 
k, t hanno i valori: 

La nota relazione algebriea fra le forme f i  h ,  k, t ed i due invarianti di f 
deve essere soddisfatta dalla funzione y. 

Osserviamo da ultimo come ponendo: 

q -p'i +<p: - 3pe (19) 

alla prima delle relazioni trovate fra i coefficienti pi, p,, p, e loro derivate, 
pub darsi la forma: 

q ' + + p i q + ? p 3 = 0  

e quindi che in generale i valori di k(x) ,  t(x) possono rappresentarsi colle: 

Ora siccome dalla equazione (18) si ha: 

t' (x) k" (x) ---- + p i -  t @ )  k' (x) 
si avranno le: 

e quindi i valori delle pi ,  p,, p3 in funzione di k (x), t (x) e loro derivate. 
Sostituendo questi valori nella seconda delle relazioni di condizione, si giunge 
ad una equazione tosto integrabile che conduee alla nota equazione: 

1 - 
63 2 3  t 2 + - k 3 = C k + D  

5 

nella quale C, D sono due costanti. 
6." Passiamo ora a considerare il caso in cui n = 4, nelle stesse ipotesi 

di f(x) = O h(x) = 1. Si avraniio come precedentemente le: 

À 1 =  - 5 ~ ~ 1 ,  I l i  = - $pJ, )%30 " 0 

poi le: 
h o  = - 3 121, 3 - 1  h l o  = 4 l.,, e quindi A,, = - - , A 21 
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Brios c h i :  Sukla teoria delle epuazioni diferenziali lineuri. 11 

Da queste prime relazioni, rammentando essere = 1, p, ho, = A V ,  si ottengono 
le due seguenti: 

p ' +  tp1p = + ( + a  -p3) (20) 
y = -  2 p - + ( p r i + + p : - 3 p J  

e quindi: 
1 $ J P , ~ .  

k(x) = - 7 [28 p + % Y] 
3" 

nella quale q ha il ralore superiore (19). Si osservi che la funzione p ha la 
proprietà espressa dalla relazione: 

q l + ; p i q = - 3 ( o : + 2 p 3 )  
si 'avrà quindi : 

1 
t(x) = - 

2.7-9 
esp4" [142 p3 - 7 a ] .  (21) 

1 coefficienti p , ,  pz, p  e le loro derivate dovranno anche in questo caso sod- 
disfare a due relazioni. Per determinare queste relazioni si procede ne1 modo 
seguente. Es~endo note, per le equazioni superiori, in funzioni di A,, e di 1, i 
valori di A,, e di A,,, dalle: 

si hanno due valori per li3 che eguagliati fra loro conducono alla determina- 
zione del valore di p: si ha cos]: 

posto : 
M = m " + 3 p i m f - + ( 7 s + 3 a ) m - + g ( + a - p 3  
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12 Brios c h i  : Sulla teoria delle egzcnzioni diferenziali Zineari. 

2 nella quale m = p3 - a; a, q ,  hanno i valori superiori ed: 

Si avrà quindi, rammentando la (20), la prima relazione richiesta sotto la 
forma : 

La seconda relazione si ottiene osservando che posto lia = h y, dall'uno O dal- 
l'altro dei valori di Al3 si deduce essere: 

ora dalle (7) si hanno le ultime due equazioni: 

dalla prima delle quali ricavando il valore di A,, e sostituendolo nella seguente, 
si giungerà alla seconda relazione fra i coefficienti pi, p,, p, e loro derivate. 

Applichiamo le formole trovate alla risoluzione del seguente problema. 
Supponendo corne sopra f (x) = O, h (x) = 1 e noti i valori di k (x), f (x); de- 
terminare quelli dei coefficienti pi, p,, Pa. 

Osserviamo dapprima che dalla equazione (18) si ha in generale, qua- 
lunque sia il valore di n, che: 

d log t d log k' +pi=--- 
d a  d x 

e quindi sarà determinato il valore di y,; una seconda equazione si deduce 
dalla (21), ossia la: 

infine le due relazioni esistenti fra pi, p,, p3 e loro derivate condurranno alla 
risoluzione del problema propostoci e ad una relazione fra le k ,  t e loro de- 
rivate. 

È noto che la teoria delle funzioni ellittiche offre ona equazione diffea 
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B r i o s c h i :  Sulla teoria delle equazioni di$érenxiulz' lheari .  13 

renziale lineare di questa specie nella ipotesi che sieno: 

k e 
e k,,  to due coefficienti di cui il rapport0 0 = 2 7 -3". La relazione (23) 

to 
dà per pi il valore:. 

7 2 - 4  
pl = + x(x - 1) 

e la seguente (24) conduce alla: 

CI essendo p una costante indeterminata; si avrà a = -A e fia le t , ,  ?, 
2' (x - 1) 

sussisterà la relazione: 
1 4 2 p - ~ a o = 2 . 7 ~ 9 * t o .  (25) 

Per questi valori di p, e di a ,  dalla espressione di a in funzione di pi, p,, p, 
e loro deriuate, si ha tosto: 

e quindi dovrà essere: 
* l x - 1  

Pz = 7 (x - 1) 
nella quale: 

Z = Y a , + 2 7 p + 7 -  

Per questi valori si ottiene la: 

nella quale: 
1 ~ ~ ~ - [ 8 1 ~ - 5 3 ~ - q ~ a o f  ' ?ao ]  

9 

e dalla prima relazione (22) fra i coefficienti $1, ps, p3 e loro derivate si de- 
duce la: 

Mo = !: (ao - 5 p). 
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14 B r i o s  c IL i :  SzilEa teoria delle epuazioni differenziali lineuri. 

Si ha cos1 una prima relazioiie la quale deve essere soddisfatta dai coefficienti 
indeterminati 1 ,  p; ossia la: 

posto : 
Z - 7 = y  2 7 p = d .  

La seconda relazione fra Z e p ottenuta ne1 modo indicato è la seguente; 

3 2 ~ 4 7 ~ y 3 - 2 ~ 1 1 4 4 3 - ~ 2 - 1 5 ~ 2 8 3 ~ y - 4 3 ~ 1 6 0 ~ y ' d + 1 0 0 - 6 7 7 ~ y ~ +  

+ 6 4 . 7 2 . y 8 e + 1 5 . 7 7 3 * d - 2 * 7 . 1 8 6 1 . 2 e = 0 .  

Dalla (27) e da quest'ultima si deduce la: 

e quindi: 
D - 4 N = 5 - 7 . 1 1 . ( 8 7 +  3). 

Sostitueudo il valore (28) di 8 nella (27) si ottiene per y una equazione del 
quinto grado quale risulta da1 prodotto dei cinque seguenti fattori: 

(2 y + 5)(8 y + 3)(32 y -k 17)(56 y + 5) (128y  $ 23) = O  

sussistono cioè cinque equazioni differenziali lineari del terzo ordine, gli jnte- 
grali fondamentali y,,  y,, y, di ciascuna delle quali soddisfanno le condizioni 
del problema. La forma comune di queste equazioni differenziali è quella delle 
ipergeometriche del terzo ordine (*), per cui : 

i valori di a,, a,, a, per ciascuna delle cinque equazioni differenziali si otten- 
- 

(*) GOURSAT, Sur les fonctwns hypergéométriqg.ues d'ordre supérielcr. Annales de 
l'École &ormale Supérieure. Aoiit 1883. 
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B r i o s c k i :  Sulla teoria delle eguazioni differenziali lineuri. 15 

gono come segue: 

Dalle equazioni (26) (25) s i  deducono poi pei valori dei coefficienti indeter- 
minati a,, t,, le espressioni 

le z,, a,, 2, sono integrali fondamentali della equazione differenziale del terzo 
ordine : 

d" f P ~ z " $ P ~ x '  +(a + p 3 ) ~ = O  

e che il valore di a, + p si ottiene da quel10 di p permutando le r ,  s ,  si de- 
duranno dalle superiori altrettante equazioni differenziali lineari del terzo or- 
dirie di oui saranno noti gli integrali quando 10 sieno quelli delle stesse. 

7." Alcune fra le equazioni differenziali considerate sopra sono cono- 
sciute O possono dedursi da altre note. Il sig. HALPHEN ne1 suo importante 
lavoro premiato dall'bccademia delle Scienze (*) ha, fra gli altri, considerato 
il cas0 in cui m = 2, r = 2,  s = 1 che conduce ad una relazione del terzo 

(') Mémoires sur la réduction des dquativns différentielles linéaires au% formes 
intégrables, pag. 141, 235. 
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ordine fra gli integrali, ed il caso m = 4 ,  r = 2 ,  s = 1 cioè il terzo dei sopra 
indicati. Il quarto si presenta nella trasformazione del settimo ordine delle 
funzioni ellittiche e la equazione differenziale corrispondente trovasi già nella 
mia Memoria: Szilla teoria delle funzioni ellittiche (*). Infine ne1 secondo caso, 
la funzione f ,  è il quadrato di una forma quadratica. 

Rimangono cosi quattro forme biquadratiche f (y,, y2, yS) che soddisfano 
alle condizioni del problema, alle quali corrispondono le quattro equazioni dif- 
ferenziali ipergeometriche del terzo ordine sopra definite, e le altre che pos- 
sono dedursi da ciascuna di esse ne1 modo seguente. Si indichino con v i l  qz, q3 
tre integrali fondamentali di una equazione differenziale del terzo ordine, e 
suppongasi che fra gli integrali stessi e gli yi, y,, y, sussistano le tre rela- . . 
zioni : 

qi yll $ 4% i 2  + >13 $3 = 

V I  yl'i 4- Yl* y''* -t- 4 3  ytr3 = W 

essendo u1 v, w tre funzioni della variabile x. Se si indicano con U, V, W 
i tre determinanti : 

U =  2 (+ u u, w,), v = Z (4 u v* w,), w = 2, (i u, Ur 20,) 

nei quali : 

e le u,, v,, w, sono formate colle u,, v , ,  w,;  le u,, v,, W, colle u,, v, ,  w2 
come le u, , vi, wi colle u ,  v, w ;  1' equazione differenziale in q è la seguente: 

Per cib se supponiamo che le zc, v, w soddisfacciano alle condizioni: 

703-1 
u r + 2 p , u = o  V=[I x2 (x - 1) + 3 pli + 5 Pi] u 

Po 1,x-1 
(29) 

W C -  
[z>(x- 1) + +pi na(z -  1)  +P''* + 4pid1 + W]U 

(') Annali di Maternatica, T. XII, Serie II, pag. 65. 
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1' equazione differenziale superiore diventa : . 

x 2 ( x - l ) y l r " + $ ( 7 x - 4 ) x y j " + ~ ( 1 ' , x -  1 )qr+pO q = O  

cioé una equazione ipergeometrica del tipo delle equazioni differenziali conai- 
derate fino qui. 

Dalla prima delle relazioni (29) si ha tosto: 

essendo C m a  costante, e siccome il determinante U, posto c = w' t pi w f p,, 
pub scriverai : 

si avrh: 

e le costanti c, C saranno date dalle equazioni: 

nelle quali si ha corne sopra B = 27 p ,  y = 1 - 7. Determinati cosi i valori 
di  U e di w,  le altre due ielazioni (29) daranno 'quelli di Z,, p,. Posto 
1, - 7 = y o ,  27 p = Bo si ha cos1 una prima equazione alla qunle per la priina 
delle (30) pub darsi la forma: 

O se indichiamo con r,, s, i valori di r ,  s per la nuova equazione ipergeo- 
metrica, si avrà: 

Il valore di tJ0 trovasi essere: 

8,=-.8-3c 
e quindi : 

Per queste relazioni a ciascuno dei valori di c forniti dalla (30) si otterranno 
i corrispondenti valori di r,, s,. 

Annnli di Afnfemntico, tomn STTI. 3 
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Limitandoci a considerare il cas0 in ciii m = 7, essendo pel medesirno: 

si avranno le: 
5 

C s -  
4 - 7"' r o = 4 ,  s o = l  

e siccome dalla equazione (11) si ha: 

2 y - 1 4 8  
poi = - 27 X ( X - 1 )  

sarà poi = 9 w ,  cioè gli integrali q , ,  q,, q3 saranno in questo cas0 eguali ad 
h i ,  h, ,  h3, corne ha già indicato recentemente il sig. HALPHEN in una lettera 
indirizzata al prof. KLEIN (*). Gli integrali della equazione differenziale per la  
quale r ,  = 1,-s,  = 4 ,  saranno pel teorema dimostrato su1 finire del precedente 
paragrafo : 

&JP, d- 
( 2  ' 3  - h3 h ) ,  e 

"Jp, d3: 
4fp1dx(~3h'4-hih13), e 3  ( h i K 2 - h z h r 4 )  

8." L'equazione (30) dà  tre valori reali di c per ciascuna coppia di 
valori di y e di 8. Pel caso in cui m = 7 i due valori non ancora considerati 
sono : 

5 . 1 7  
C=-- 

17 
4 . 7 2  ' C5- 4. 

ai quali corrispondono i seguenti valori per r,, s,: 

r o = 8 ,  s 0 = 2 ;  r o = 6 ,  s o E 3 .  
Supponiamo : 

nelle quali a ,  b sono coefficienti numerici a determinarai, e gli integrali V ,  ? 

q,, 7, sono forme ternarie del 17" ordine, cioh tanto nell'uno che nell'altro 
caso dell'ordine 2 (r, -/- 2 s,) - 7. 

('1 Mat3ematie< lie Annalen, Fd. XX IV, p i;. 4L3. 
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Evidentemen te si avranno le : 

u = b ,  v = O ,  w = a k h , ,  + b h Z p , ,  

e supponendo b = 1 come precedentemente, si avrà: 
1 c = - ( 5 . 9 - 7 . 1 1 . a ) .  

4 - 7 2  

Le espressioni ai, v, ,  as sopra indicate saranno quindi integrali della equazione 
ipergeometrica del terzo ordine per la quale r, = 8, s, = 2 allorquando sia 

2 . 5 - 1 3  
a =  b = 1 ; ed integrali dell' altra per la quale r, = 6, s, = 3 se 

7 - 1 1  

Infine se gli integrali q,,. YI*, sono le A,, k,, Fc,, si avranno le : 

essendo p, p due coefficienti numerici. Operando come si è fatto più addietro, 
la prima delle equazioni (29) dà due equazioni del terzo grado, l 'ma  per la 
determinazione di p, l'altra per quella di q. II fattore della prima che corri- 
sponde al caso qui considerato è 28 p + 41 = O ,  e l'equazione in g ha questa 
semplice forma : 

(2 q + l ) ( q  -t- l ) ( q  + 14)  = 0; 

e le altre due equazioni (29) conducono ai valori r, = 8, s, = 1. 
1 risultati ottenuti fin qui dimostrano l'analogia esistente, per m = 7, fra 

questa equazione differenziale ipergeometrica del terzo ordine e quelia del se- 
condo ordine denominata dall'icosaedro. 

9." Ne1 cas0 di m = 5, il sig. HALPHEN nella sua Memoria più volte 
citata, ha determinati i valori degli integrali della equazione differenziale del 
terzo ordine, per r = 2,  s = 1 ; r = 3, s = 1, in funzione del rapport0 di due 
integrali fondamentali della equazione ipergeometrica dell' icosaedro. Indicando 
con v , ,  v, questi ultimi integrali e ponendo z = v, v2 d5 la z è radice dell'e- 
quazione modulare Jacobiana : 
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20 Brio s c  hi: S d l a  teoria delle epuuzz'oni diff'erenxiaZi ~ i n e i r i .  

e, come è noto, si hanno i seguenti ~ e i  tipi di radici di equazioni Jacobiane: 

Ora ciascuna di queste funzioni é integrale di una equazione difîerenziale iper- 
geometrica del terzo ordine, nella quale ai + a, + a, = $ 6 ,  = 5 ,  6, = $ e si 
hanno per y,: r-= s = 1 e per +,: r = s = 2; poi per y,: r = 3, s = 1 ed 
r = . l ,  s - 3 p e r  y,: infine per 9, :  r = 1 ,  s = 2  e p e r  +,: r = 2 ,  s = 1 :  cioè 
la x ,  come si è gih detto, e la (z6 + 7) x sono funzioni quadratiche di due 
integrali fondamentali delle equazioni ipergeometriche del secondo ordine per 

1 r 1 le quali I = - , p = - v == - . 1 casi in cui r = s = 3, r = s = 4 si otten- 
Y 5 2 

gono per mezzo di relazioni lineari delle y ,  +; ne1 primo cas0 la relazione 
i i 

lineare corrispondente è la 3 + 12 xT+, ; e ne1 secondo la 1 2  y,  + 12 x" y 2 .  
Queste varie espressioni si possono facilmente formare in funzioni omogenee 
di v,, u,, osservando essere: 

f=9,ve(v:0-v;- 11v:v;)=1 

si avrebbe quindi, ad esempio, per: 

e per: 
+, = J5 (1 4 v: v: + vi0 - viO) 

e cosi di seguito. 
10." Vogliamo da ultimo, in questo paragrafo, accennare ad una tras- 

formazione di jntegrali che si ottiene facilmente da alcune delle formole sta- 
bilite in addietro. 

Indicando con ci ,  c,, c, tre costanti se moltiplichiamo il determinante 
valore di t (y,, y,, y,) (pag. 5) per ~ ( 1  c, y, y',) nella ipotesi di f (x) = O, 
qudunque sia N ,  si ottiene : 
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ossia per la (12) : 

ma: 
1 A"=- 

n-1 x i  

quindi si ha la forrnola di trasformazione dovuta al prof. FUCHS ("1: 

Supponiamo ora che rz = 4 ed h = 1 ,  cioè le y,, y,, y, sieno gli integrali fon- 
damentali dell'equazione differenziale considerata in addietro; si avrà: 

* r j  !/z ?1'3) - 1 d m  -  COS^.^ -- c0stse q4 (w) - 
2 pif; zs (x - 1)" d x  

1 

essendo : (a) = q E  n, (1 - q") od anche (**) : 

q3((W = + fr i  (0, a). 

(') Acta Rlathematica, Ueber Zineare homogene differentialg2eichecngen, etc. An.  185'1. 
(") H U ~ W I T Z ,  Mathematische Annalen, Bd. XXV, pag. 184. 
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Un problema 
sulle espressioni differenziali. 

(Nota der prof. GABBIELE TORELLI, a Napoli.) 

1. 1 1 PFAFF (*) fece dipendere l'integrazione delle cquazioni alle deri- 
vate parziali di prim'ordine da1 problema seguente che porta il suo nome: 

n 
Essendo data 1' espressione differenziale lineare 2, a, d xs , in cui i coeffi- 

1 

cienti a sono funzioni delle lz variabili x, trasformarla in un'altra del tipo 
n-1 

cl dzlz, dove i coefficienti c sono funzioni delle n - 1 variabili u ,  le quali 
p? 
alla loro volta, come pure p ,  dipendono dalle x. 

11 RICCI in una recente Memoria (**) ha esposta la ricerca delle condi- 
zioni necessarie e sufficienti, affinché I'espressione differenziale qua.dratica 
n n-1 

dxsI  d x 4  sia trasformabile in un'altra del tipo xi ci, r ,  d u ~ ,  dui,, e ha 
1 

indicato il modo come effettuare la riduzione, allorchk B possibile. 
Nella 1 parte della presente Nota io tratterb il problema generale: 
Essendo data una espressione differenziale di grado r 

dove il gruppo d' indici s,. . . s, è una delle disposizioni con ripetizioni dei 
numeri 1, 2, ..., n ad r ad r ,  la sommatoria va estesa a tutte le disposizioni, 
ed ogni coefficie~ite a,,...,v è una funzione delle fi  variabili x che rimane im- 

(') PFAFF, Methodus generalis, aequationes clifferentiarum partiarum, etc. Mémoircs 
de Berlin, 1814-15, pag. 76. 

(") R i c c ~ ,  Principii d i  una teoria delle forme dij9erenaiaZi quadratiche. Annali di 
Matemat,ica, Serie II, Tomo XII, pag. 135. 
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mutata se varia soltanto l'ordine degli r indici s ,  cercare le condizioni ne- 
cessarie e sufficienti affinchè l'espressione q, sia trasformabile in un'altra del 
tipo 

n-1 

pzzcz,. .  z,.dw, . . .d HZ,., 
1 

dove i coefficienti c son funzioni delle n - 1 variabili u, le quali alla loro 
volta, corne pure p, dipendono dalle n. variabili x: effettuare la trasformazione, 
se è possibile, e vedere infine quando e corne la (p si possa rendere identica a 

Risolverb il problema seguendo una via diversa da quelle che battono i due 
Autori su nominati ne1 trattare i casi particolari più sopra enunciati. Cod il 
calcolo riesce forse pih simmetrico, e relativamente più semplice. 

Ma il problema d i  PFAFF si pub anche generalizzare da un altro puiito 
di vista. Consideriamo g!i r gruppi ognuno di lz variabili indipendenti 

e l'espressione differenziale 
n 

dove il gruppo d'indici s, . . , s, è una delle disposizioni con ripetizioni dei nu- 
meri l ,  2 , .  . . , n ad 9 .  ad Y, la sommatoria va estesa a tutte le disposizioni, 
ed ogni coefficiente a,, è una funzione delle n r  variabili x (la quale perb 
ora generalmente varia al mutare sia il valore che l'ordine degl'indici .s). Tale 
espressione è lineare rispetto ai differenziali di ciascun gruppo di variabili x; 
ecco perchè la chiamerb espressione differenziale polilineare, o più propria- 
'mente r-lineare. Possiamo quindi proporci la quistione: 

Data l'espressione differenziale Y-lineare 

cemare le condizioni necessarie e sufficienti affinché essa, mediante r distinte 
sostituzioni degli r gruppi di variabili x ,  sia trasformabile in un'altra del tipo 
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dove i coefhienti c son funzioni delle (fi - l ) r  variabili u ,  le quali alla loro 
volta, come pure p, dipendono dalle nr variabili x; effettuare la trasforma- 
zione, se è possibile, e vedere infine quando e come la p si possa rendere 
identica a 

La risoluzione di questo problema che procede in un modo del tutto analogo 
a quella del precedente, forma l'oggetto della II parte di questa Nota. 

2. Nella espressione differenziale di grado r 
n 

p = p a s  ,.. ,,,dxr, ... d$sr 

cambiamo le variabili z nelle variabili zc legate alle prime dalle relazioni 

zs -' xs (u,, ut, .  . . , u,,), (s = 1 ,  2 ,  ..., f i ) .  (1) 

1 differenziali d a  sono espressi in funzione dei differenziali du per rnezzo del 
pistema 

" 3 2 s  
dx,= 21- duz,  (s  = 1 ,  2 ,..., n). a 11 ,  

(2) 

Percib I'espressione y ,  fatta la sostituzione (l), diventa 

cioè ponendo 

Or per esaminare se la p sia trasformabile nell'altra 

Annali di Matematica, tom0 XIII. 
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occorre in primo luogo trovar le condizioni necessarie e sufficienti acciocché 
hl, ...5 

dalla (4) sparisca du,, e poi quelle affinchè sparisca u, da - essendo 
hl...l, 

bl, ... 5 ,  bx, . .. ll coefficienti di due termini contenenti i rimanenti differenziali du. 
Per  la ricerca delle prime condizioni basta applicare il noto teorema: Affinchè 
?z funzioni di n variabili sian legate da una relazione indipendente dalle n 
variabili, é necessario e sufficiente che il loro Jacobiano sia identicamente: 
nullo. 

E d  in ver0 immaginiamo che il sistema (1) risoluto rispctto alle u dia 

e indichiamo come al solito con Ul, il complemento algebrico di uls in J,. 
Differenziamo le prime lz - 1 equazioni (5), otterremo 

Affinchè la q, sia esprimibile soltanto per mezzo di du, ,  du,, . . ., du ,-,, è ne- 
cessario e sufficiente che considerando du,, d u  ,,... , du  ,-,, g, come funzioni 
di dx,, dx,, ..., dx, riguardate come variabili, il loro Jacobiano sia identica- 
mente nullo, cioè è necessario e sufficiente che 

Ora poichè le x son variabili indipendenti, la precedente relazione dovrà sus- 
sistere identicamente, cioè dovranno esser nulli i coefficienti dei diversi prodotti 
dx ,,... dxs+ .-,. Percib dovrà aversi 

Per  ottenere tutte le equazioni distinte contenute ne1 precedente sistema basta 
porre nella equazione tipo in luogo del gruppo d'indici si .. . sVei tutte le com- 
binazioni con ripetizione dei numeri 1, 2 , .  . . , lz ad r - 1 ad r - 1. Si hanno 

n t r -  
cosl ( - 2, equazioni distinte. Ora per la coesistenza di p e s t e  equazioni 
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è necessario e sufficiente che tutti i determinanti contenuti nella matrice 

11 ~ n . ,  , nn i  an ... nne an , .  .nnn I I  
sieno identicaniente nulli. Queste condizioiii, che si riducono al 

distinte, sieno indicate brevemente con 

a = 0 .  

Supposte verificate queste condizioni, i complementi algebrici degli elementi 
d'una linea in uno quslunque dei determinanti della matrice, ne1 quale tale 
linea figura, variano proporzionalmente sia al mutare del determinante che al 
mutare della linea; percib dinotando con Ap, . . . p  ,,-, , , Ap, . . .p , - le  ,. . . , Apl 
i complementi algebrici degli elementi della linea aPi .. .P,-l 1, u p , .  . .p,-, s,. . . , 
apc .. .l]r-l in qualsivoglia di quei determinanti si ha da1 sistema (6) 

ma è noto che 

Dunque si ricava che se la sostituzione (1) è quella che fa sparire du,, il 
sistema (1) considerando u,, u,,. .., 26,-, corne costanti, verifica il sistema di 
equazioni differenziali siniultanee (9). Ora in questo essendovi n -- 1 equazioni 
ed n + 1 variabili, possiamo assegnare arbitrariamente il valore di una delle 

8% 8 S.?% derivate -, per esempio ,- (oppure l'espressione di z,), ed integrando poi a U ,  C I f l a  

il sistema ricavare le espressioni di x i ,  s2 ,. . . , x,-, . Si abbia cos1 

dove le c sieno costanti arbitrarie. Se in queste consideriamo oltre la un anche 
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le c corne variabili, e differenziamo, otteiiiamo 

(s = 1, 2 ,..., n), 

le quali paragonate colle due (2) ci rnostrano che scelte le u,, u,, ..., ZC,.-~ 

rispettivamente eguali alle c,, c2,.. ., cndi si ôarà trovata la richiesta sostituzione. 
I n  fine giova osservare che dinotando con p il valor comune dei rapporti 

(9) avremo 
Uni = P Js Apl ...Pr-, i . (10) 

hl, . . .  1,. 
3. L a  condizione che occorre e basta affinchè 11 quoziente - si 

hi.,. j,. 

possn esprimere per mezzo di u,,  u .,..., un-,, è che il Jacobiano di z~,, ut,. .., 
bz; ... zY 

un-i, - sia identicamente nullo. Tale Jacohiano è 
01 I . . . ) . r  

Ora 

Se moltiplichiamo ambo i membri per Uni, sommiamo rispetto ad i da 1 ad n ,  
e teniamo presenti le (10) e le identità 

n n xi Uni tlti = O ,  ( t  n); Ei Uni uni = aJ3C7 
1 1 

n 8 x,, a .x~,-,  32 + ys a,, , , . -- . * --- -- 
1 a a 1(1,-, a ulr a U, 
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Ora ne1 sistema (6) sostituendo per le U i valori dati dalle (8) si ha 

a XS,. 
derivando rispetto ad ul,. e tenendo presente che - -. p t 4 p ,  ., *,,, si ricava a 2 1 , ~  

axS l  adSr-, 
moltiplicando per - . . . -- e sommando rispetto ad si,..., s,, da 1 ad a t Z l  a U1l.-l 
n si ottiene 

e finalmente scambiando ne1 termine, che figura come tipo al secondo membro, 
gl'indici i ed s, il che evidentemente non altera il valore del 2' membro, si ha 

Abbiamo cos3 trasformata la seconda sommatoria che figura al secondo mernbro 
della (12); se cos1 facciamo anche per le seguenti e poniamo 

aa2,...~,-,i a ais, .'. . sr 2 US,. . . S, SI. . . .s, 

an, A-- 

a XS,. axi - 2  i ] 

otteniamo 
n a h 1 . . . ~  n 8 a x ,  

-- 2 ( r -  l ) p J s ~ s o ~ s , . . . s  -...-. xi uni - 
1 1 a ul, a 1(1, 

Per mezzo di questa relazione e della (3) l'espressione 
trasforma in 

(11) del Jacobiano si 
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bl, . . . Zr 
Dunque la  condizione necessaria e sufficiente affinchk da  - sparisca un è 

bl, . .Ar 

Sviluppando la sommatoria, che sta al primo membro, rispetto a a, e poi fa- 
cendo suacessivamente l,. = 1 , 2,. .. , n si h a  un sistema di equazioni lineari 
rispetto alle sommatorie che restano indicate, e poichè i secondi membri sono 
tutti nulli, e il determinante del sistema è il Jaoobiano delle x rispetto alle u ,  
che non è nullo, poichè le x sono indipendenti, si ricava che ognuna delle 
sornmatorie che resta indicata è nulla. E cos1 continuando a sviluppare il tipo 
generale delle -sommatorie clie si deducono successivamente rispetto a u ~ . - ~  ,.. ., 
O , ,  s,, .. . , si e ragionando ad ogni sviluppo come pocanzi, si perviene a con- 
chiudere che 

au,.  . . usI. . s,. - a.$, . asl,. sr = O, 
cioè 

OS,. . . Sr Wb,. . . d,. -- -- 
U S , .  . . sr aul .. .Ur 

vale a dire 

esser cib lecito giacchè 
ficienti di termini non 
À eguali ad  n essendo 

hl . . 2,. = 

il fattore fra parentesi 
anche se alle 1 O À si 

Nella (14) ahbiamo dato alle l e h il valore n ;  pub parere a prima vista non 
I in questo $ 3 con hll . . c l  bx, .  ..L abbiamo indicati coef- 
contenenti dzc,. Ma nell'ipotesi di  una O più delle Z O 

della espressione (11) è nullo, e quindi la (14) regge 
dà il valore n. E perb fra le relazioni (15) ve ne ha 

un certo numero che non sono condizioni nuove, ma sono conseguenze delle 
(7) e (9) combinate colle rimanenti equazioni del sistema (15). E propriamente 

in ta1 sistema vi sono ( - ) - 1 equazioni ; di esse verificatesene 
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(n + : - *) - 1 si troveranno soddisfatte le altre (" :IT *) corne conse- 

guenze delle precedenti combinate colle (7) e (9); . e cib  prevedersi, 
n + r - 2  poichè ( ) B il numero dei coefficienti b generalmente diversi fra 101-0, 

e da  zero. 
Laonde si deduce che le condizioni necessarie e siifficienti affinchè da  

CI, .. . z,. sparisca un sono 

f3 f a d e  ora determinare il fattore p. 
Deriviamo rispetto ad xi la relazione 

moltiplichiamo per Uni e sommiamo rispetto ad i da 1 ad n; otterremo, dopo 
aver tenuto conto che il Jacobiano di u,, u ,,..., u ,-,, cl, . .zr  B nullo, 

ed in virth delle (8) 

e questa in forza delle (13) e (3) si riduce a 

ed applicando a tale relazione un ragionamento analogo a quel10 fatto sulla 
(14) si deduce 
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32 T o r e  1 2  i : Un problema sulle espressioni differenxiuli. 

nella quale ~ ( u  ,,... , un--,) indica una funzione arbitraria delle u , , .  .., un-, co- 
stante rispetto ad u,, che s'introduce mediante l'integrazione indicata. 

Dunque ricapitolando conchiudiamo : 
Le condizioni necessarie e suficienti afinchb 1' espessione differenziale 

da' grudo r 

sia tras fonnabile nell' ultra 

sono le (7) e (16 ) ;  la sostituxione atta ad eseguire la trasformaxione s i  ricava 
integrando i l  sistema (9), e scegliendo le n - 1 costanti arbitrarie conze va- 
9-iabili u , ,  u ,,..., un-,; e finalmente il valore d i  r. è fornito dalla (18). 

4. Si tratti ora delle condizioni affinchb l'espressione differenziale y sia 
riducibile all'altra 

n-1 

EZCZ, . . E ,  duz, . . .~ , . .  
1 

Le  (7) sono le condizioni necessarie e sufficienti aftinchè sparisca du,, e l'in- 
tegrazione del sisterna (9) fornirà la sostituzione. Per  ottenere le condizioiii 
necessarie e sufficienti acciocchè dai coefficienti della espressione ridotta spa- 
risca u,, basta supporre nelle (17) p = 1, e si conchiude che le condizioni 
richieste sono 

Queste equazioni reggono ancora se ad alcune O a tutte le s si dà il valore 
n ,  ma le nuove equazioni sono conseguenze delle precedenti combinate colle 
(7) e (9). 

Al10 stesso risultato si potrebbe pervenire direttamente arrestando il cal- 
col0 del § 3 alla formola (13), e ragionando su di questa corne si è fatto 
sulla (14). 

Le condizioni (7) e (19) per r = 2 si riducono alle equazioni (1) e (II) 
ilella citatn Memoria del Rrccr. 
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T o r e l l i :  Urz probbma sulle espressioni differerzziali. 3 3 

II. 

5. Nella espressione differenziale r-lineare 
n 

+= &as , . , , s rd~is ,***  d ~ r s ,  
1 

cambiamo le variabili x nelle variabili zc legate alle prime dalle relazioni 

Posto 

l'espressione differenziale diventa 
n + = 21 62, ... 1,. duil,.. d%l, 
1 

Per esaminare se la $J sia trasformabile nell'altra 

occorre in primo luogo cercare le condizioni necessarie e sufficienti acciocchb 
dalla (4) spariscano du,,, du,,,.. . , du,,, e poi quelle affinchè spariscano u,,, 

Poniamo 

e indichiamo con Uhls il complemento algebrico di uhzs in Jhr . 
Ragionando corne ne1 5 2 si trova che le condizioni necessarie e suffi- 

cienti acciocchè sparisca du,, dalla (4) sono 

Uiniai,,...sr+ + Uinn ans, ... s r =  0, ( 1 2 ,  ) (61) 

Fer ottenere tutte le equazioni contenute ne1 precedente sistema basta porre 
nella equaeione tipo in luogo del gruppo d'indici s , . . .  sr tutte le disposizioni 
con ripetizioni dei numeri 1, 2 ,. . . , 42 ad r - 1 ad r - 1. Si hanno cos) nr-' 
equazioni distinte. Ora per la coesistenza di queste equazioni è necessario e 

Anaali di  Matematica, tom0 XIII. 5 
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34 Tore 2 1 i : Un problema sdle espressiaii differenzial:. 

sufficiente che tutti i determinanti contenuti nella matrice a' del sistema ~ i e n o  
identicamente nulli. Queste condizioni che si riducono ad w - ~  - n + 1 distinte 
sieno indicate brevemente con 

a' = 0. (7,) 
Supposte verificate queste condizioni dinotiamo con Arw Arqp r , . . . ,  

A'np, . . .p, i complementi algebrici degli elementi della linea uip ,.., p,., .p ,  ,... , 
anp, .pr in qualsivoglia dei determinanti della matrice a'; si ha quindi da1 
sistema (6,) 

percib 

Chiamando p, il valor comune di questi rapporti si ricava 

L'integrazione del sistema (9,) fornisce la sostituzione atta a fare sparire du,,, 
scelte che si sono quali novelle variabili u, , ,  u ,,,..., u ,,-, le espressioni delle 
costanti arbitrarie introdotte mediante I'integrazione. 

Ragionando analogamente sugli altri gruppi di variabili -11ell'intento di 
fare sparire dalla (4) du,,, . . . , du,, si perverrà a. stabilire delle relazioni ana- 
loghe alle (6,), (7,), @,), (9,),  (IO,), che indicheremo occorrendo cogli stessi 
numeri muniti perb successivamente degl' indici 2,. . . , r .  

Notiamo infine che, ne1 caso particolare in cui ogni coefficiente a rimane 
immutato al variare dell'ordine dei suoi indici, le equazioni (7,), (7,), . . ., (7,) 
diventano tutte identiche alla equazione (7) della 1 parte. 

61,. . z,. 
6. La  condizione che occ.orre e basta affinchè il quoziente - si 

bl l. . .l , .  

possa esprimere per mezzo di u,, , zc ,,,. . . , zc,,-,, B che il Jacobiano di u,, , 
hl]... Z,. 

H i e ) . . . )  - sia identicamente nullo. Tale Jacobiano é 
h,..Jr , . - 
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T o r e  l l à  : Un prohlema sulle espressioni differertziali. 35 

Se si trasforma questa espressione ta1 quale come l'espressione (11) della 
1 parte, si pone 

aaisr . .Sr   US^...^,. - = ers, i aziS, . a xii 

il Jacobiano (11,) si riduce a 

61 
Percib la condizione necessaria e sufficiente affinchè da - sparisca u,, è 

hl,.. . A,. 

dalla quale come dalla (14) della 1 parte si trae 

1 - 1 - > 
US,. . . Sr un, m..g 

Ne1 sistema (153 vi sono H~ - 1 equazioni, perb di esse verificatesene (rt - 1)'- 1 
si troveranno soddisfatte le rimanenti coine conseguenze delle precedenti e di 
tutte le (7) e le (9). Laonde si deduce ohe le condizioni necessarie e sufficienti 
affinchè da cl4 , . . 2,. sparisca w,, sono 

Procedendo come ne1 5 3 della 1 parte si perviene ad esprimere i rapporti 
(15J per mezzo di p mediante la formola 
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3 6 Tore l 1 i : Un probletna sutle espressioni differemiali. 

che pub anche scriversi 

Ripetendo il medesirno calcolo per gli altri gruppi di variabili si trovercbbero 
delle condizioni analoghe al1e (15,), (16,), (17,), che occorrendo dinoteremo coi 
medesimi 

7.  
numeri muniti successivamente degl' indici 2,. . . , r. 
Dalle (l7,), ..., (17,) si trae che 

Per avere una conferma dei calcoli finora eseguiti proveremo che il se- 
condo membro dell'ultima eguaglianza è un differenziale esatto. 

A tale scopo basta dimostrare l'eguaglianza 

poichè evidentemente col10 stesso ragionamento si provano le rimanenti con- 
dizioni d' integrabilità. 

Esprimendo le a per mezzo delle 6 ,  i coefficienti di du,,, du,, in (a) si 
trasformano rispe ttivamente nei rapporti 

Ora dalla 61,. , , lr = p q  ,... l,., ricordando che q .. ,z, non contienc u,,, si ricava 

a al,. . .Z r  - -- a t* 
a UA, C l ,  ... 1, - a u,, 
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T o r e  11 i :  Urt problema sui2e espressioni differenziali. 3 7 

e percib la sommatoria 

è identicamente zero. Quindi la derivata rispetto ad u,., del rapporto ( y )  è 

a .  Z .  abx ,  ... xr a hl, ... a U I ~ ,  a w,. a 2 1 î z 1  a U,Z, 
ZX bx, ... 1,. 7- - ---- - - . . . - - . . . - . ' d l . . . s r  F I 8 üin 8 ilrn i'  in 8 uni i' s i s ,  axrS,. a%rsV 

Evidentemente la derivaia del rapporto (8) è identica a quest'ultima espres- 
sione, dunque la (P) è soddisfatta. 

Dalla (a) si rjcava 
si...+ 4.. . .+ 

- J [ P ~  
dulm + .. + p.' -- (ta, ... s durn)  

p = e  I (1 8) 
dove 

x = f ( ~ i i ~ * * . ~  %m-i7*-*7 %i7**.> uvn-i), 

f essendo una funzione arbitraria. 
8. Nell'equazione (17,) diamo successivamente alla si i valori 1 ,  2 , ,  . . , n, 

si ha allora il sistema lineare 

Il determinante di questo sistema A' = 2 f Or, ,  Or,, . . . O f n ,  è evidentemente gobbo 
simmetrico. Se rz è pari niente vi è da osservare; ma se n é dispari, essendo 
A' nullo, affinchè il sistema ( E )  sia possibile è necessario che i nurneratori dei 

a211 a xin valsri che si ricavano da ta1 sistema per - , . , - sieno nulli. Indicando a 8 uin 
con 0' i complementi algebrici iq A' degli elementi 8' si ha per una nota pro- 
prietà dei determinanti gobbi simmetrici 

Laonde per la possibilità del sistema ( E )  e quindi delle (16,) si deve avere 
allorohè 1.1 è dispari 

Per la possibilità delle (l6,), ..., (16,) devono aver luogo altrettante relazioni 
analoghe alle (c,) che indicheremo con (Q,. .., (C,). 
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38 T o r e 1  Ei: Ulz problema sulle espressior~i differelaziali. 

Dunque ricapitolando conchiudiamo: 
L e  cotzdizioni necessarie e suficienti  af)znchè lu espressione differemiale 

r-lineare 

sia tras formabile nell' a l t ra  

sono le (7,), . . . , (7,.), (l6,), . .. , (16,); alle quali se 1û è dispari bisoglza aggian- 
gere le (ci), . .. , (Cr). L.e . sostituxioni atte ad eseyuire la &as formaxione s i  
ricuvano integrando i sistemi (g,),.. . , (gr),  e scegliendo le n - 1 costuni5 
arbitrarie dei rispettivi sistemi àntegrali corne variabili (u, ,  , . . . , a,,-,), . .. , 
(u,.,, ... , urn-,), e finalmente i l  valure d i  p d fornito dalla (18). 

9. Si tratti ora delle condizioni affinchè la espressione differenziale 
r-lineare $ sia riducibile all'altra 

Le (7,), . . . , (7,) sono le condizioni necessarie e sufficienti acciocchè possano 
sparire da,,, ..., dzl,,, e la integrazione dei sistemi (9) fornirà le sostituzioni. 
Per ottenere le condizioni necessarie e sufficienti acciocchè dai coefficienti della 
espressione ridotta spariscano ec,, , . . . , u,, basta supporre nelle (17)  p = 1 ,  e 
si ha che le condizioni richieste sono 

(si ,..., s,. = 1, 2 ,..., f l -  1). 

Queste equazioni reggono ancora se ad alcune O tutte le s si dà il valore n,  
ma le nuove equazioui sono conseguenze delle precedenti combinate con tutte 
le (7) e (9). 

Napoli, settembre 1884. 
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Sopra una classe di sistemi . tripli d i  su- 
perficie ortogonali, che contengono un 
sistema di elicoidi aventi a comune 
l'asse. ed il passo. 

(Nota d i  Loior BIANCHI, a Pisa.) 

I n  occasions di uns. mia Nota: Sui sistemi tripli eielici di superjcie 
ortogonali, recentemente pubblicata ne1 Giornale di BATTAGLI~~I, il sig. WEIN- 
GIARTEN mi ha gentilmente comunicato un suo teorema relativo alle superficie 
a curvatura costante e ai sistemi tripli ortogonali di cui fanno parte. Cercando 
di estendere questi interessanti risultati ad altre classi di superficie sono stato 
condotto a stabilire l'esistenza dei sistemi tripli, conterienti un sistema di eli- 
coidi, che formano l'oggetto della presente Nota. Essi sono curatterizxati dalla 
proprietà che, assunti a sistema di. coordinate curvilinee dello spazio, danno 
all'elemento lineare la forma: 

dove i coefficienti Hi, H,, H3 sono funzioni di y, e di y, +y,, le y, = c o ~ t . ~  
cssendo le elicoidi. 

L a  loro ricerca dipende dall'integrazione di un'equazione a derivate par- 
ziali del 2" ordine (*). Un integrale particolare di questa equazione corrispon- 
dente al cas0 in cui le elicoidi sono congruenti per rotazione attorno all'asse, 
dà luogo ad un sistema trip10 ortogonale che mi sembra molto notevole. Esso 
è costituito da tre sistemi di superficie elicoidali col medesimo asse; due dei 
sidemi sono a curvatura costante negativa e il terzo a curvatura costante po- 
sitiva. L'elemento lineare dello spazio assume in questo sistema di coordinate 

(') Equazione (7)  della Nota. 
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40 Bialzc h i :  Sopra uaa classe d i  sistemi tripli d i  supe~ficie ortogonali, 

la forma caratteristica: 

A ,  B, C essendo tre costanti legate col modulo arbitrario k delle funzioni 
ellittiche dalla relazione: 

16' 7;' 1 
-"-+F* A.¶ BZ 

Questo sistema ed un suo caso limite, contenente due sistemi di elicoidi svi- 
luppabili, sono gli unici sistemi tripli ortogonali, pei quali Hi, .Hz, H, risultano 
funzioni di y, + y, + y,. 

DalIe ricerche del CAYLEY (*) è noto che la distanza infinitesima fra due 
superficie consecutive S, S' di un sistema di superficie, al quale possono asso- 
ciarsene altri due ortogonali al primo e fra 101-0, soddisfa ad un'equazione 
caratteristica alle derivate parziali seconde. Se l'elemento lineare della super- 
ficie S, riferito alle linee di curvatura u = cosLe, v = cost.", assume la forma: 

dsg = E d u z  + Gdv2, 

l'equazio~ie ,citata è la seguente: 

dove p indica il tratto infinitesirno di normale elevata ne1 punto (u,  v )  alla S 
e limitata alla superficie consecutiva 8'. Viceversa se per tutte le superficie S 
del sisiema la (1) é soddisfatta, il sistema stesso fa parte di un sistema trip10 
ortogonale. 

L'osservazione che serve di base al10 studio seguente consiste in cib Che, 
supposta la S applicabile sopra una superficie di rotazione, si pub sempre tro- 
vare un integrale particolare della (1): facendo uso del seguente teorema: 

(') 012 czcg4vature and orthogoizal surfaces. Pliilosophical Tranwctions CLXIII. - Cfr. 
anche SALMON-FIEDLER, Geornetrie des Raumcs. 2. Auilage, pag. 640 c svg:ic:iti. 

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



che eontengono un sistema d i  elicoidi, ecc. 4 1. 

Se  si trasforwza Z'eZemento lineare d s e  = d as + rZ d O"*) d i  una  super- 
ficie di rotaxz'one irt coordinate curvilinee ortogonali yualunpue u, v, di guisa 
clte si abbia: 

dsg= d a 2  $ r2dp2= E d u 2  + Gdvs, PI 
l a  fun,zione + = rd a soddisferà all' equaxione a derivate parxiali: J 

Ne1 cas0 che le linee a = cost.", v = cost." siano le linee di curvatura della 
superficie S nella sua forma attuale, il teorema pub facilmente dedursi dai 
risultati del § 12 della mia Nota sopra citata. Ma è ben facile dimostrarlo 
direttamente ricorrendo alle note condizioni di trasformabilità di due forme 
differenziali quadratiche (**). Se nella (2) riguardiamo infatti a,  ,8 corne fun- 
zioni di u,  v atte a soddisfarla, avremo: 

a &  a&  
azc  a u  

a ' - O, pub anche scriversi : la quale, avuto riguardo all'altra - - + rS - - - a u  av  

e dimostra appunto che + = r d a  soddisfa la (3). I 

Supponiamo che la superficie S sia un'elicoide e quindi (pel teorema di 
BOUR) applicabile sopra una superficie cli rotazione, i cui paralleli sono le de- 

formate delle eliche. La  funzione + = r d a  del paragrafo precedente sarà co- J 
stante lungo le eliche. Ne segue che portando sopra ciascuna normale alla S, 
a partire da1 suo piede, la lunghezza infinitesima p = E $ ,  dove E é una costante 

(') oc denota l'arc0 d i  meridinno, r 5 f ( a )  il raggio del parallelo, (3 la  longitudine. 
(") Cfr. CHRISTOFFEL. Journal von Crelle, 70 Band, pag. 46, formo!e (9). 

Annali di Maternatica. tomo XIII. 6 
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42 B i a n c  h i: Sopra w a  classe d i  sistemi tripli d i  superJicie ortogonal2; 

infinitesima, la superficie S' luogo degli estremi sarà una nuova elicoide col 
medesimo asse e col10 stesso pasio della *S. Ripetetendo la medesima costruzione 
sopra S' otterremo una nuova elicoide Sn, da questa una quarta S" ecc., co- 
struiremo cioé un sistema di elicoidi, aventi a cornune l'asse ed il passo, che - 

farà parte (§ 1) di un sistema trip10 ortogonale. 
Studiamo ora analiticamente il legame esistente fra le elicoidi del sistema. 

Per questo assumiamo l'asse comune delle elicoidi per asse delle z e suppo- 

sia l'equazione del profil0 meridiano dell'elicoide iniziale. Passando da una 
elicoide del sistema ad un'altra, varierà in generale la forma del profilo, cib 
che possiamo esprimere analiticamente, scrivendone l'equazione sotto la forma: 

dove t é un parametro variabile, i oui singoli valori determinano i profili me- 
ridiani delle successive elicoidi. 

Se con x ,  y, z indichiamo le coordinate Cartesiane ortogonali di un punto 
mobile sopra una qualunque di queste elicoidi, avrenio: 

o essendo l'angolo del pian0 mobile del profilo col piano xx, m il parametro 
del moto elicoidale, e t avendo il valore fisso che conviene all'elicoide con- 
siderata. 

L'elemento lineare di questa elicoide riferito alle eliche p = c o ~ t . ~  e alle 
traiettorie ortogonali v - cost." è dato da (*): 

sicché la funzione + del 5 1 diventa ne1 caso attuale: 

Ora per passare da un punto P=(p, w) dell'elicoide t al punto corrispon- 
dente P' sull'elicoide f + d t,  dobbiarno spostarci sulla normale in P all' eli- 

(') TT3di per CS. BERTRAND, Calcul Difi~'entie1, pag. 758. 

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



che contengono un sistema d i  elicoidi, ecc. 43 

- 
coide t di un tratto infinitesimo P P' proporzionale a #. Assumendo . quindi 
in modo conveniente il parametro t ,  possiamo porre: 

- 
PP' = +dt.  

Se con X, Y, Z indichiamo i coseni di direzione della normale in P sopra 
considerata, troviamo : 

a 9 ntseno-pcosw- wcoso + psenw - a? 
X =  a G 

a p ,  Y = -  a 4 

per cui, denotando con d x ,  dy, dx  gli accrescimenti subiti da x ,  y ,  x ne1 
passare da P a Pr, avremo manifestamente: 

Ma se dp,  d o  rappresentano similmente gli accrescimenti di p ,  o, abbiamo 
dalla (4): 

d x =  c o ~ w d ~ - ~ s e n o d o ,  d y  =senadp f pcosodw, 

fra queste e le precedenti eliminando dx, d y, d a ,  d p ,  dm, d  t troviamo: 

la quale per la (5) equivale all'altra: 

La funzione incognita cp(p,  t) deve dunque soddisfare all'equazione (7) alle 
derivate parziali del 2' ordine. Piceversa se la (7) è soddisfatta la distanza 
infinitesima dw fra due elicoidi successive è data da dfi = + d t  e il sistema 
stesso appartiene quindi ad un sistema trip10 ortogonale. 
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A4 Bianchi:  S o p a  uns classe d i  sistemi t r i p t i  d i  superficie or toyoaal i ,  

Assumiamo urio qualunque dei sistemi tripli ortogonali, la cui esistenza. 
è stata sopra dimostrata, a sistenia di coordinate curvilinee dello spazio. Sjano 
y,,  y,, y3 i parametri del sistema triplo e supponiamo che l'elemeiito lineare 
d S  dello spazio assuma la forma: 

le yf = cost.' essendo le elicoidi del sistema. Se  sopra una determinata elicoidc 
y, = yf3, le eliche hanno per equazione 

esse avranno su tutte le elicoidi la medesima equazione, poichè alle eliche 
dell'una elicoide corrispondono le eliche dell'altra. D'altronde I'intero sistema 
ammettendo il moto elicoidale in sè medesirno, è chiaro che tutte le qunntità 
relative al sistrma triplo, in particolare Hi, H,, H, e i raggi principali di 
curvatura delle superficie del sisteina dovranno essere costanti lungo ciascuna 
elica del sistema, cioè queste quantità saranno funzioni di y, e r soltanto, iii 
particolare 

Hi = Hi ( y ,  = Hz (7, ~ 3 ) ,  H3 = H3 (r, y3). 

Ma se r ik  indica il raggio principale di curvatura della yi = ~ o s t . ~  relativo alla 
linea di curvatura per la quale varia solo yk, si ha  (*): 

87 a7 dovranno essere funzioni di r, y, soltanto, cioè - , - funzioni della sola r. ayi dys 
Dunque r è funzione di una comhinazione lineare a y i  $ b y ,  di y, ,  y,  con 
a ,  b diverse da zero (**), ovvero, cangiando a yi ,  b  y, in y,, y,, funzione di 
yi + yo* 

(') L A ~ I É ,  Leçons sur les coordo~znées cî~rz;ilipzes, p g .  51, dwmcilc ('24). 
(") Se una dclle costnnti a, b fcssc zero le clicoidi si ridurrebbcro a superficie di ro- 

tazione, caso che escludiamo. 
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che contengano un sistema d i  elicoidi, ecc, 45 

Viceversa si vedrà facilmente che se nella (8) Hi, H,, H, si suppongono 
funzioni di y ,  + y,, y,, le y, = cosLe saranno elicoidi, menti a comune l'asse 
ed il passo, e le eliche dell'una corrisponderanno alle eliche dell'altra, talchè 
il sistema triplo ortogonale apparterrh alla classe d i  quelli del tj 2. Ne con- 
cludiamo : 

1 sistemi tr+li ortoyomli trovati sono caratterizxati dalla proprietic che, 
assunti a sistemu di coordinote curvillnee, danno all'elemento litteara dello 
spazio ka forma (B), dove H,, H,, H, sono funzioni di y, +y ,  e di  y3. 

La determinazione di questi sistemi tripli ortogonali dipende dall'integra- 
zione dell'equazione (7) a derivate parziali. Limitiamoci qui a ricercare se la 
(7) ammette una solukone particolare che sia la somma di due funzioni, l'una 
di p l'altra di t ;  cioè della forma 

il che equivale geometricamente alla questione se fra i sistemi elicoidali del 
3 2 ne esistono di quelli composti di elicoidi congruenti, di guiea che si ottenga 
l'inter0 sistema, facendo rotare una delle elicoidi attorno al suo asse. È chiaro 
dalla (7) che dovrà essere F ( t )  funzione lineare di t ,  poniamo 

con h costante e la (7) stessa diventa: 

Il  1" membro esprime la curvatura totale dell'elicoide ed abbiamo quindi il 
risultato: L a  condz'xione necessuria e suficiente perckè i l  sistema elicoidale 
consti di elicoidi congruenti è che la curvatura delle elicoidi sia costante. 

Non fa difetto il cas0 di A = ao e la generazione del sistema triplo orto- 
gonale è in questo. caso sernplicissima. Basta infatti tracciare sopra un cilindïn 
circolare retto due sistemi di eliche ortogonali fra Ioro; le elicoidi sviluppabili 
aventi per spigoli di regresso le eliche tracciate e i piani tangenti al cilindro 
formano il sistema triplo in discorso (Cfr. tj 6.). 
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46 Ria nclz i :  Sopra m a  classe d i  sistemi tripli di superficie ortogonali, 

Occupiarnoci del sistema trip10 ortogonale corrispondente al caso di k finito. 
È indilferente supporre h positivo O negativo poichk, corne ora vedremo, il 
sistema trip10 consta di tre sistemi di elicoidi congruenti a curvatura costante, 
per due dei quali h è positivo, essendo negativo pel terzo, e d'altra parte 
ciascuna di queste elicoidi è generrile nella ma  specie contenendo tre costanti 
arbitrarie. Per fissare le idee supporreino h negativo e porremo h = - Re; la 
(9) integrata darà: 

dove a indica una nuova costante arbitraria. 

b 
Cangiando t in y,, essendo b una nuoya costante e y, un nuovo pa- 

rametro, le (4) diverranno nel nostro caso 

x=pcoso,  y=pseno,  ~ = = y ( ~ ) - b y ~ + w t ~  

e per 1' elemento lineare del10 spazio calcolato in coordinate curvilinee p, o, y, 
avremo : 

dS" 11 +rfle(p)I d p ~ + z + m e ) d o 2 + b 2 d y ~ + 2 m Q ' ( P ) d p d o -  

-2by '(p)dpdy3-2bmdody3.  

Se indichiamo con y,, y, due nuovi parametri e cangiamo le superficie coor- 
dinate p = costee, o = ~ o s t . ~ ,  ponendo 

p = F ( y i  +yz+  ~ 3 ) )  ~ = f ( ~ i  +Y, + Y ~ ) + ~ Y ~ + P Y Z  

potremo determinare le funzioni F(r), f(r) dell'argomento r = yi + yn + y, e 
le costanti a, /3 di guisa che ne risulti: 

d S 2 =  Hidy :+  Hpdy:+ HQdyf, (11) 

cioè le superficie yi = c ~ s t . ~ ,  y, = cosLe siano quelle degli altri due sistemi. 
Basta percib assumere 

~'U& - , hm F r ( r )  = b -- P' + wZ + pz ?le (PI f (TI= p$+,+ pt.,lz(pj (12) 
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che contengono ~ r r z  sdstema di elicoidi, ecc. 4 7 

e le costanti a, 0 legate fra loro dalle relazioni: 

Indicando con k la radice reale, positiva e < 1 dell'equazione: 

si soddisfano le (13) prendendo 

La la delle (12) si pub scrivere 

sicch& a causa del valore (10) di basterà porre 

quando a bg si attribuisca il valore 

Successivamente troviamo : 

che si potrebbe subito esprimere per l'integrale ellittico di 3a specie n(r, 0) 
di JACOBI, indi . 

b n k  ba b 
= f ( + t , y , + ,  Yz - , ( ~ î  + YS 

Le formole che esprimono le coordinate Cartesiane per i parametri Yi, Ys, Y3 

del sistenia triplo ortogonale sono quindi: 

ab H b a k  b a  z = K I z ( T ) - g r / +  T y î  + = Y <  

b m k  s n s ~ d ~  
r = ~ i + ~ z + y s ,  U--/ nii 4- 

1-- su9 7 
a 
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48 B i a n  c h i :  Sopra ana classe d i  sidemi tripli d i  superjczé ortogonali, 

1s funzione Z(r) e le costanti B, K avendo il solito significato che loro si 
attribuisce nella teoria delle funzioni ellittiche (*). 

L a  formola che dà la x si pub scrivere anche sotto una delle due forme: 

al, n 1 - k' nzak 

Z = ~ \ Z ( ~ )  - Z r ] -  H (ale - fi) + a b ( ~ - a ~ ) ~ c ~ z + m m  
a 

e queste ci dimostrano che tanto le superficie yi = cost.' quanto le y, = cosLe 
sono elicoidi congruenti aventi per asse l'asse delle x ,  le prime col parametro 

911 rr 9. n k 
a - k f C  P el movimento elicoidale, le seconde col parametro - ak-R 9 dicchè 

n e  n rn f i  k avendosi - . - = - a', le eliche dell'une girano in senso opposto 
u - k K  u k - H  

alle eliche dell'altre. 
.Se ora si calcolano i coefficienti Hi, Hz, H3 dell'elemento lineare (11) 

dello spazio nelle attuali coordinate curvilinee y,, y,, y, si trova 

dove le costanti A ,  B, C sono date dalle formole 

A = R k ,  Rk R B=-\/b2+ b R2az, C=T\1b2+ R P '  (18') 

e sono legate quindi, a causa delle (13), al modulo k delle funzioni eIlittiche 
dalla relazione: 

Indicando con Ki, K2, K, le curvature assolute delle superficie y, = cost.", 
y2 = code, ys == c o ~ t . ~  rispettivamente, otterremo dalla (18), applicando le for- 
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che contengorzo un sistema d i  eZicoidi, ecc. 49 - 

9 

mole sopra citate di  LAM^ (vedi § 3) 

Ne segue: Il  sistema triplo ortogotzale defirzito dalle forrnole (17) corzsta. d i  
tre  sistemi di superficie elicoliciali aventi 10 stesso asse. Due  dei sistemi sol20 
a curvutura eostante azegativa ed i l  terxo a czcrvatura costavzte posiéiua. L e  
elicoidi di ciascurz sistema sono congruenti f i a  loro. 

È chinro poi per la discussione precedente che ogni elicoide a aurvatura 
costante dà luogo ad un sistema triplo ortogonale di questa specie. 

La  forma (18) dell'elemento lineare del10 spazio presenta la particolarità 
che i coefficienti Hi, H2, H3 sono funzioni della somma y, + y, $ y, delle tre 
coordinate curvilinee. Possiamo ora domandare se tale proprietà é esdusiva al 
sistema trjplo trovato, a si presenta per altri sistemi. 

Supponiamo clie 17elemento lineare del10 spazio abbia la forma: 

e Hi, Hg, H, siano funzioni di r = y, + y, + y,. Le 6 equazioni differenziali 
stabilite da LA MI!^ (*) pei coefficienti Hi, Hz, H3 diventano ne1 nostro cas0 : 

avendo indicato per brevità cogli apici le derivate prese rispetio a r. In  forza 

(') L. c., pag: 76-78, formole (8) e (9). 
A.nnali di dlatematica, tomo XIII. 
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50 B i a n c h i :  Sopra zlna classe d i  sistemi tr$i d i  superficie ortogonalî, 

delle tre prime le tre seconde si riducono all'unica: 

H'e H'a H'3 H'i H'i H'n - - 
+ Hz 

+-= 
Hi H3 0; 

d'altronde supposto dapprima che nessuno dei coefficienti H sia costante, inte- 
grando le (20) otteniamo: 

dove a,, a2, as sono tre costanti, fra le quali sussiste a causa della (21) la 
relazione : 

Delle tre costanti ai, a,, a, una si pub dunque supporre positiva e le altre 
due negative (*). Se a, è la positiva si aoddisferà ne1 modo più generale pos- 
sibile alle (22) ponendo 

= c ( ? )  H z - C d n ( l t , k ) ,  H , = A s ? z ( h t , k ) ,  

dove k indica il modulo arbitrurio delle funzioni ellittiche e h è una nuova 
costante arbitraria che possiamo tuttavia supporre = 1 ,  cangiando semplice- 

mente y,, y,, y, in '' . Si avrà allora: a Y h ' T  

e A,  B, C riinangono quindi costanti arbitrarie legate fra loro dalla relazione 
(19) mentre l'elemento lineare assume la forma (18). Il  sistema triplo orto- 
gonale corrispondente 15 adunque quel10 del paragrafo precedente (**). 

Resta da considerarsi il caso in cui qualcuno dei coefficienti H sia una 
costante, per esempio 

H3 = c. 

Dalla (21) segue allora che dovrà essere costante Hi O H,; supponiamo 

H, = b 

(') È chinro clie se due fossero positive e una ncgativa bastcrebbe caagiare il segno 
di a,, II,, h', p1 r ritornare a questo caso. 

(") E noto clie dati i coefficienti H l ,  Hz,  H, dell'elemento lincarc, il sisteina triplo 
ortogonale corrispondente é individuato a meno di moviinenti nello spazio. 
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che contengono un sistema d i  elicoidi, ecc. 51 

e le (20) si ridurranno all' unica H", = 0, cioé 

Z = d y , + y 2 + y 3 ) + a ' .  
Se a è nullo, il sisteina consta evidentemente di tre sistemi di piani paralleli 
ortogonali fra loro. Se a O, si pub porre a' = O e alla forma 

dS"aa"y,+ y ,  + y,)"dyl+ b 2 d y i + c g d y l  

dell'elemento lineare corrispondono le formole di trasformazione: 

a - dove k = - \1b2 + c2. Esse definiscono appunto il sistema triplo accennato al 
b c 

5 4 costituito dai due sistemi di elicoidi sviluppabili y, = c o ~ t . ~ ,  y3 = cosLe e 
dai piani yi = cost." che toccano il cilindro centrale 

luogo dei loro spigoli di regresso. 
k chiaro che la  discussione precedente comprende in sè il caso iii cui 

Hi, Hz, H3 sono funzioni di una medeciima combinazione lineare a y i  $ B yz + y y3 
dei tre parametri y,, y,, ys quando nessuna delle costanti a ,  P ,  y è zero. Se 
una di esse è nulla, e pih in generale quando H,, Hz, H3 dipendono da due 
sole coordinate, si vede facilmente che il sistema triplo appartiene alla classe 
ben nota, contenente due sistemi di superficie di rotazione attorno al mede- 
simo asse. 

Dunque: Esclusi  i sistemi d i  superficie d i  rotaxione, g l i  unici sistemi tr ipl i  
ortogonali, pei quaii Hi, Hz, H, risultano fulzzioni d i  una  combinaxione Zi- 
neare delle coordinate, sono i sistemi (17), (24). 

O S S E R V A Z I O N E .  

Fra  i sistemi tripli ortogonali che corrispondono alla forma (18) dell'ele- 
mento lineare del10 spazio, è notevole, per la sua semplicità, quel10 che appar- 
tiene al valore limite k = 1 per il modulo delle funzioni ellittiche. Allora la 
(18) diventa: 
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5 2 Bianchi: Sopa m a  classe d i  sistemi tripli, eec. 

e la relazione (19) fra le costanti: 

Le formole che definiscono il sistema trip10 sono le seguenti (*): 

-- 
ove si B posto n = \IC2 - A2. Le superficie y, = C O S ~ . ~  y, = C O S ~ . ~  sono elicoidi 
del DINI, aventi per profil0 meridiano la curva delle tangenti costanti = R 
(trattrice) e per asse l'assintoto, mentre i parametri dei rispettivi moti elicoi- 

- R2 dali sono, - , n ;  per le une cioè le eliche sono destrorse, per le altre sini- 
7z 

strorse. Le superficie yg   COS^.^ sono, in questo caso limite sfere di raggio 
= R coi eentri distribuiti sull'asse. 

Pisa, dicenibre 

('1 Possono essere 

1884. 

dcdotte con paasaggio al limite dalle (17) ovvero stabilirsi direttamentc. 
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Sopra alcune trasformazioni involutorie 
del piano. 

(Mernoria del dott, VITTORIO MARTINETTI, in Mantova.) 

I n  un lavoro testè pubblicato negli dnnali di Yaternatica y) ho esposta 
la configurazione dei punti fondamentali e la costruzione delle involuzioni di 
3a e 4a classe, coutinuando cos1 le ricerche fatte in questo senso da1 Sig. BER- 
TINI (**). 

Lo scopo che qui mi propongo si è di dimostrare, come le involuzioni, 
da me allora unicamente enurnerate, siano tutte le possibili involuzioni, a punti 
fondamentali distinti, di 3a e 4" classe. 

Pnr tend~ dalle formole, che hanno condotto il sig. BERTINI a stabilire le 
involuzioni di classe u = 1, u = 2,  ed applicandole in casi u = 3, u = 4 verrb 
a trovare i sistemi (fi) possibiii nelle dette involuzioni, le posizioni speciali che 
dovrebber~ avere i punti fondamentali ed uniti, ed infine la costruzione colla 
quale si potrebbero ottenere. Si vedrà in ogni caso come applicando la costru- 
zione trovata, si giunga effettivamente ad involuzioni della classe e specie che 
si considera, dalle quali resterà in ta1 modo dimostrata l'esistenza. 

Preliminari, 

1, Una curva generale del sistema (fi) in una involuzione di classe v è 
dell'ordine 2 v + 1 ,  ed è segata da un'altra- curva del sistema in 2 v punti 
variabili. 

(') Le involuzioni di  3" e 4" classe. Serie II, tom. XII. - Colgo questa occasione per 
avvertire, che il lavoro q u i  citato B un estratto della mia Tesi di Laurea presentata alla 
R. Uiiiversith di Pavia. 

(") Sopra alcune involuzwozi piane. Rendiconti del R. Istituto Lombardo, serie I I ,  
vol. 16", fasc. 2 e 3. 
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54 Mar t in  e t t i : 8opra alcune trasformazioni involutorie del piano. 

Siano ri e Ai il numero dei rami coi quali passano pel punto fondamentale 
i rispettivamente le curve C, (della rete omaloidica, che determina l'involu- 
zione considerata) e la curva ï' punteggiata unita; ed indichiamo con aik la 
molteplicità della curvn fondamentale ima ne1 punto fondamentale k (Che è 
anche la molteplicith della Tema curva fondamentale, ne1 punto i). Allora si sa 
che le curve Q passano per il punto fondamentale i con ri - Ai rami dei quali 
aii - hi hanno direzioni fisse (*). 

Sussistono in oltre le seguenti relazioni: 

epperb : 

dove i numeri Bi, ~i soddisfano le condizioni: 

Da queste formole prenderemo le mosse per ricercare le involuzioni di 
3" e 4" classe e scoprire la posizione speciale che debbono avere i punti fon- 
damentali ed uniti. 

2. Per le nostre ricerche saranno molto utili le osservazioni seguenti: 
a) Sommando le relazioni (2) e (3) del numero precedente deduciamo; 

II secondo membro divis0 per 2 dà (***) il numero delle coppie di punti 
corrispondenti, che giacciono sopra una retta arbitraria uscente per i, quindi 
la curva d'ordine 2 v + 1 - r i ,  la quale costituisce la relativa al punto fon- 
damentale i ,  è segata in 20i punti, fuori del punto i da una retta arbitraria 
per i; per la qua1 cosa si avrà: 

(') Y. BERTIN, Sopra una classe di  trasformazwni univoche iwolutorie. Annali di 
Matematica, serie II, tom. VII, n." 10. - CAPORALI, Sulle trasformazioni univoche piane 
involutorie. Rendiconti della R. Accademia di Napoli, fasc. 9, settembre 1879. 

(") Sopra alcune involuzioni piane. Rendiconti del R. Istituto Lombardo, 1. c. 
("') CAPORALI, 1. c., n.' 7. 
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Mart in  e t  t i: Sopra alcane trasformaxZoni invo2uto~zé. de8 piano. 55 

Se ha luogo il segno d'uguaglianza, cioè se B 

r i = 2 u + 1 - 2 e i  
sarà anche per la (2): 

aii = u $ di - 2 + 1. 

Essendo d é l e i  dovrà essere necessariamente a ,  <ai ;  per tutti i valori di j 
(altrimenti ne verrebbe ai; + aij > ri) e quindi (*) ri 2 r j .  Se dunque si rico- 
nosce che esiste un punto fondamentale di molteplicità superiore ad ri conclu- 
deremo senz' altro che: 

r i < 2 v +  1 - 2 ~ i .  
. . 

6 )  h da notarsi il caso r i =  O. Allora dovrti la curva fi relativa ad i 
spezzarsi in un certo numéro di rette (unite) passanti per i, e percib la curva 
fondamentale corrispondente ad i [che insieme a quelle rette deve costituire 
la curva i2 del sistema avente in i un punto (ri - A; + 1) uplo] deve passare 
per ciascuno degli altri punti fondamentali col10 stesso numero di rami coi 
quali vi passa una Q qualunque, ovvero con uno solo di  meno, ed allora per 
10 stesso punto passa una delle rette unite. 

c )  Dalla formola (2) vediamo che 8 :  

epperb la curva fondamentale corrispondente ad i, è incontrata in u - di punti 
variabili da una curva qualunque del sistema (fi). 

d) Data una involuzione d'ordine rc e classe u per ottenere da essa con 
continuità un'altra involuzione della stessa classe e specie (**), chiaramente 
basta imaginare che un sistema di punti fondamentali venga a disporsi in 
modo che per essi passi una curva C (spezzata O no) la quale per questo fatto 
si stacchi da tutte le curve della rete omaloidica ed insieme dalla curva pun- 
teggiata unita, senza perb che le i2 abbiano a spezzarsi. Urva ta1 curva C 
altro non pu6 essere che un sistema di rette. Infatti una curva i2 arbitraria 

(') BERTINI, Sulle trasformazioni, ecc. Rendiconti del R. lstituto Lombardo, serie II, 
vol. 1 3 O ,  fasc. 14. - .  

(") Due involuzioni si diranno della stessa specie quando i relativi sistemi (Q) sono 
della stessa natura. 
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56.  M a r t i n  6 t t i : Sbpiia ltlcune trasformaxhni invo lzctorzé del piano; 

non ha fuori dei fondamentali alcun punto comune colla curva punteggiatd 
unita, quindi neppure, al limite, ,colla curva C, allora la curva O ciascuna sua 
parte entra come parte fissa in un fascio di It; essa è dunque una retta od 
un sistema di rette (*). 

Da una involuzione generale dedurremo adunque tutte le involuzioni della 
medesima specie d'ordine inferiore considerando successivamente tutti quegli 
allineamenti di punti fondamentali, compatibili coi legami esistenti fra i punti 
stessi, pei quali le Q non si spezzano, ma si spezzano invece le curve della 
rete ornaloidica e la curva punteggiata unita. 

1 sistemi (a) nelle invoIuzioni di 3" cIasse. 

3. Se nelIe formole del n.O 1 si pone v = 3, si vede che pei punti fon- 
darnentali, nelle involuzioni di 3' classe, si possono presentare sei casi, come 
da1 seguente specchio : 

Le curve 12 sono del 7" ordine e posseggono 43 intersezioni fisse. 
4. Supponiamo che avvenga per un punto fondamentale, che chiainerb 

1 il 1 caso, supponiarno cioè che le curve il posseggano un punto quintupla 
in comune. 

Il punto 1 E certamente il punto di massima molteplicith; infatti la curva 
fondamentale corrispondente ad 1 deve passare con un solo ramo per altri 

('j BERT IN^, Sopa alcujze involuzioni piane, 1. c., n P  0. 
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Mart ine t  ti: Sopa atcune trasformaxioni irzvol~ctorie del piuna. 57 

2 (r, - 1) punti fondamentali (avendosi a,, = ri - 1) quindi per ogni valore 
di i sarà a,, > a,, + 1, sicchè: r i  > ri (*). Segue che le rimanenti curve fon- 
damentali non posseggono punti multipli. Sono dunquo coniche O rette. Se vi 
fosse una conica fondamentale, essa potrebbe passare al più per un punto fonda- 
mentale semplice, quindi od esistono tre punti fondamentali doppi e tre semplici, 
ovvero solo 5 punti fondamentali doppi, e questo è assurdo, poichè devono esi- 
stere, come vedemmo, oltre al punto 1 altri 2 (Y, - 1) 2 8 punti fondamentali. 

Concludiamo che gli altri 2(r, - 1) punti fondamentali devono essere sem- 
plici (caso VI) e quindi la trasformazione involutoria deve essese di JONQUIÈREB. 

E d  è noto appunto che le involuzioni di JONQUI~RES di 3' classe presentano il 
sistema (**): 

(n) = (1; 2 3 . . .  1 5 ) ~ .  

Queste involuzioni verranno chiamate di l a  specie. 
5. Il cas0 II pub presentarsi per lin solo puuto fondamentale 1. Se sup- 

poniamo che questo avvenga in una certa involuzione d'ordine n., dovrà la 
curva fondamentale d'ordine r,, corrispondente ad 1, passare con Y, - 2 rami 
per 1, e quindi possedere r,  - 2 punti doppi in altri punti fondameiital; 
2 ,  3,. . . , ri - 1 e passase semplicemente per Ci altri. 

1 punti fondamentali 2 ,  3 , .  .. , ri - l sono almeno tripli, le cuïre corri- 
spondenti dovendo possedere un punto doppio in 1. Sono poi tripli o doppi per 
le a2 avendosi E, - 0  [na0 2, b)] percib saranno della specie III, I V  o V. 

Ma si riconosce immediatamente che solo il caso V k pot.sibile, giacchè 
ne1 III caso si avrebbe al i>  2 (perchè ci = O) e cib non pub essere, e ne1 
1V risultercbbe a,i + > ri. 

1 5 punti poi pei quali passa semplicemente la curva corrispondente ad 
1 sono semplici O doppi per le perchè c, - O. Notiamo nncora che i punti 
semplici delle Q sono od uniti O fondamentali semplici, perchè se fossero doppi 
[n." 2, a)] le coniche corrispondenti dovrebbero essere segate in un solo punto 
variabile dalle i2 [nao 2 ,  c ) ] ,  passando pel punto cui corrispondono, e cib ma- 
nifeshmente è impossibile. 

L e  hanno raccolte ne1 punto 1 18 intersezioni fisse, ne posseggono an- 
cora 25 distribuite alrneno in r i  $- 3 - 2 7 punti. Se adunque il caso V si pre- 
senta per a punti dovrà essere 

(') BERTINI, Sulle trnsforinnzioni, eec., 1. c. 
(") BERTIN, Soprn nlcune involuzioni piane, 1. r., n.1 18, 32, 26.  

Annali di  Matematicn, tomo XIII. 

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



58 MU r t i n  e t t i : Sqra alctine tras fortnazioni involutorie del piuno. 
- - - - _ _ _  _ _  - ---- -- 

i = h  
L a  formola (1) (n.0 1) insieme alla relazione fondamentale 2 ri = 3 (fi - 1) 

i=l 
ci dà 

7 
Considerando la cubics ( 1 2  2 3 4 5 6 7), si deduce 2 r, + 2 r i  5 3 a, e quindi 

3: 

sottrnendo dalla precedente: 
i = 7  

D'altra parte si ha r, _< .n - 3, dunque sarà: 

Se  fosse = 6 le $2 possiederebbero ancora un punto semplice 8 a comune, 
il quale necessariamente dovrebbe essere fondamentale semplice. L a  curva fon- 
damentale corrispondente ad 1 deve yassare, corne già notammo, semplicemente 
per altri 4 punti fondamentali i quali sono doppi per le 11; è quindi neces- 
sario che delle rette unite passanti per 1 [vedi n." 2 ,  b)] contengano iiisierne 
4 dei 6 punti doppi delle $2, e questo non è possibile se si osserva che le 
rette unite non debbono essere segate in punti variabili dalle curve 12 (*). 

6. S i  conclude che se in una imoluzione di 3" classe si presenta per 
un punto fondamentale il caso II, devono le Q possedere 5 punti doppi, e 5 
semplici a cornune, cioè essere: 

L a  relazione che abbiamo trovata: 

(essendo r,>O, ed S almeno i punti fondamentali) ci dice che dobbiamo 
avere : 

vi = n- 3,  r, = r, = 3, r7=v8  = 1 .  

Le cubiche che corrispondono a 2 e 3 passano semplicemente pei punti 
corrispondenti ed hanno un punto doppio in 1 ,  possiamo supporre che siano 
rispettivamente 

(12 2 3 4 5 Ci 7j3, (1'2 3 4  5 6 8),. 

(') DELTINI, Sopra alcune invoEuzioai piane, 1. c., n.' 6. 
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Martinet t i :  Sopra alcune trasformaxioni involzctorie del piano. 59 

Ma la curva unita passa pure semplicemente per questi due punti, sicchè per 
un noto teorerna (*) avremo che le cubiche dei due fasci 

sono unite. Se l'involuzione esiste si costruirà con questi due fasci. 
Se anche i punti 4, 5, 6 fossero tripli sarebbero unite le cubiche dei 

fasoi 
( l e 2 3 5 6 9 ) , ,  ( 12234610) , ,  ( 1 e 2 3 4 5 1 1 ) 3  

per la stessa ragione. Ma se alcuni di questi piinti sono doppi si pub vedere 
che questa proprietà non cessa. Infatti poniamo che il punto 6 sia fondamen- 
tale doppio, esso xarà semplice per la curva corrispondente ad 1, e cib vu01 
dire che la retta (1 6)' deve essere unita e passare quindi per lino dei punti 
semplici delle fi, che diremo 11 il quale sarà unito per l'involiizione [n." 2, b ) ] .  
La conica (1 2 3 4 5), deve essere la corrispondente del punto 6, talchè avremo 
ri + r0 + r3 + rl + r5 = 2 n. Adunque ad una cubica (12 3 4 5 Il) ,  corrisponde 
una curva d' ordine 3 rn - (2 r ,  + Y, + r ,  + Y, + r j )  = n - = 3, la quale 
passa per 1 con 3 r , - ( 2 ~ , , + ~ , , + ~ , , + a ~ ~ + ~ , , ) = 3 ( ~ ~ - 3 ) - ( n - 5 ) -  
- 2(?2- 3) = 2 rami, e passa ~empli~emente per i punti 2,  3, 4, 5, 11 e 
per le intersezioni della cubica data colla curva punteggiata unita, le quali 
sono in numero di: 

li 5 

3 ( n  - 6) - 2 A, -XIi = 3(n - 6) - 2(r, - 4) - z(ri - 2) = 1 ;  
I a 

la cubica considerata coincide adunque colla curva corrispondente, quindi ecc. 
Le rette (12),, (13), sono necessariamente fondamentali e corrispondono 

ai punti 7 e 8 quindi le cubiche dei cinque fasci che passano per 7 e per 8 
devono contenere rispettivamente le rette (12),, (ls), . Adunque i gruppi di 
6 punti 

devono giacere sopra altrettante coniche, dall'esistenzrt delle quali segue poi 
anche quella delle tre altre: 
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7. Sciegliamo in un piano affatto arbitrariamente 8 punti, e denomi- 
niamoli 1, 2 ,  4,  5, 6, 9, 10, 11; e determiniamone tre altri 3, 7, 8 conie in- 
tersezioni delle coniche : 

Stabiliamo coi due fasci 

ulia trasformazione involutoria facendo corrispondere ad un punto del piano 
l'ulteriore iizteisezione delle cubiche dei due fasci, che passano per esso. 

Con questa costruzione si  ottengono, corne si vede facilmente, le involu- 
zioni di 3a classe che hanno il sistema di curve ora considerato e che chia- 
meremo di 2" specis (*). L a  più generale è del 10" ordine, ed i casi particolari 
si ottengono dando posizioni speciali ai  punti fondamentali clle possono essere 
scielti arbitrariamente, secondo l'osservazione fatta al n." 2,  d). 

8. Se in una involuzione le il posseggono dei punti tripli in comune, 
ma  non punti di molteplicità superiore, questi punti devono essere tutti della 
medesima specie cioè della III O IV. Infatti se fossero ad es. i punti 1 e 2 
l'uno di III e l'altro di I V  specie si avrebbe r ,  - 1 - a,, perb a,, ( 2  ed 
invece essendo E ,  = O dovrebbe essere a,, = 3 ovvero = 2 [n.' 2, b)]. 

Se  a è il numero dei punti di I I I  specie esistenti in una involuzione, gli 
altri punti fondamentali saranno delle specie V O VI, e dalla formola (1) (n." 1) 
~i deduce (se P sono i punti di V specie) 

peïb a > 1; d'altra parte a < 5 sicchè potremo supporre solamente a = 4 ,  
a = 3 ,  a = 2 .  

9. Sia a = 4. Allora 4 P  5 7, cioè P = 1 ovvero /3 = O. Non pub essere 
B = 1 altrimenti la  conica (1 2 3 4 5),  non sarebbe incontrata dalle fi in punti 
variabili, cosa impossibile (**); dunque dobbiamo avere: 

( 1 2 ) = = ( 1 3 2 s 3 3 4 5 5 6 7 8 9 1 0 1 1 ) ~ .  

(*) Le involuzioni di  3. e 4" classe, 1. c . ,  da1 n.' 2 al n." 6. 
(") BERTINI, Sopa  alczcne inaoluzioni piane, 1. c., n.' 6; detta coiiica non pu6 spez- 

zarsi in due rette sema che si spezzino le 8. 

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



Mar  t i n e  t t i: Sopra alcune trnsformazioni i~wolzdo~"lé del piano. 61 

Siccome le curve che corrispondono ai  punti 1, 2, 3, 4 devono avere tre 
punti doppi almeno [n." 2,  b)] cos) i punti stessi sono alnieno quadrupli per 
l'involuzione, sicchè per i punti 5, 6, 7, 8 necessariamente passano le curve 
coïrispondenti ad 1, 2 ,  3, 4,  segue che i punti 5, 6, 7, 8 sono doppi [n.' 2 ,  a)] .  
Per  essi passano le coniche corrispondenti; e la curva punteggiata unita, per 
la qua1 cosa il fascio (1 2 3 4), è di coniche unite (*). 

L e  curve il relative ai punti 5, 6, 7, 8 sono curve del 5" ordine, che 
hanno quattro punti doppi nei punti 1, 2, 3, 4 ,  e passano semplicemente per 
gli altri punti 5, 6, 7, 8, 9, 10, 11. Due di queste quintiche si segano in altri 
due punti a,, a, i quali essendo corrispondenti l'un0 all'altro giacciono soprn 
una conica del fascio (1 2 3 4)-; i punti 1, 2 ,  3, 4 ,  5, 6, 7, 8, 9, 10, 11 sono 
percib sopra uiia medesima cubica. 

Un fascio qualunque di  quintiche (12 2e 3e 4e 5 6 7 8 9 1 0  è foïmato da 
curve imite e con esso ed il fascio di coniche (1 2 3 4), si pub stabilire una 
trasformazione involutoria la quale, come si riconosce immediatamente, è della' 
specie considerata. Le involuzioni che nascono in questo modo verranno chia- 
mate di 3" specie (**). 

10. Se i punti di III specie sono tre, non è possibile che i punti sem- 
plici delle Q siano fondamentali doppi, non esistendo alcuna conica passante 
per un punto semplice delle (1 e per altri 4 punti fondamentali che sia segnta 
in un sol punto variabile dalle LI stesse [na0 2,  c)]. Dunque tali punti, s e  fon- 
damentali, sono semplici ed al massimo in nurriero di 3 (le rette fondamentali 
dovendo unire due dei punti tripli). Anche qui la curva fondamentale corri- 
spondente ad un punto triplo delle 12 h a  almeno un punto doppio negli altri 
due punti tripli, sicchè questi sono almeno qua,drupli per l'involuzione, e le 
corrispondenti curve passeranno certamente per più di 7 punti fondamentali, 
senza poter contenere tre punti fondamentali semplici. Dunque le a1 possiede- 
ranno almeno tre punti doppi. Più di tre non ne possono poi esistere giacchè 
i punti fondamentali sarebbero 7 soltanto, dunque avremo P = 3. L e  formole 
del n." 8 danno: 

('1 CAPORAI.I, 1. c., n.' 5. 
(.') MARTINETTI, Le i?zvoluaioni di 3 e 4" classe, 1. c., da1 7 al n.' 14. 
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Ed essendo r i  s- r, 2 r, 5 4 ed r ,  6 r3 (il segno uguale non potendo 
aver luogo contemporancamente in questa e nella relazione precedente) si vede 
come la fafta ipotesi conduca all'assurdo 

11. Esaminiamo l'altro caso, che ancora ci resta a considerare, cioè 
che esistano due punti tripli 1, 2 ,  per le pei quali abbia luogo il caso III. 

Le formole del n." 8 danno: 

quindi dei punti semplici delle O nessuno è fondamentale, oppure uno solo 
è fondamentale semplice, in ogni caso nessun punto fondamentale B di molte- 
plicità maggiore di r ,  ed Y,. ri che supponiamo > - r, non pub essere triplo, 
chè se cib fosse la cubica corrispondente non passerebbe per 1 ed avrebbe un 
punto doppio in 2 ,  cosa impossibile, percib sarà r i  2 4 ed esisteranno almeno 
8 punti fondamentali, cioh sarà B = 5 od = 6. Se fosse f i  = 5 esisterebbe un 
punto fondamentale semplice pel quale non dovrebbero passare le curve corri- 
spondenti ai punti 3, 4, 5, 6, 7, queste saranno dunque O cubiche O coniche. 
Avendosi r ,  > 3 le cubiche fondamentali avranno il loro punto doppio in 1 
od in 2 se r ,  =r,, epperb sono due al più, ma supponendo tanto r, = 3 
r4 = r5 = rB = r, = 2 quanto r ,  = r, = 3 Y, = r, = r, = 2 si ha un assurdo, 
giacchb ne1 primo caso le coniche fondamentali passerebbero per due punti 
doppi e non per altri due, ne1 secondo certamente una conica fondamentale 
passerebbe pel punto corrispondente. 

Il solo caso che possiamo ammettere è adunque 

Il  punto 9 è O fondamentale semplice, oppure unito. 
Consideriamo separatamente i due casi: 
Se 9 è fondamentale semplice avremo ri + r, = n. 
Una cubica qualunque del fascio (1 2 3 4 5 6 7 8), ha per corrispondeute 

una curva d'ordine 
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che passa per un punto fondamentale i con 

rami, cioè passa due volte per 1 e 2  e semplicemente per tutti gli altri punti 
3, 4 ,..., 9. 

La  cubica considerata sega la curva punteggiata unita, d'ordine n - 6, 
fuori dei fondamentali in 

punti pei quali deve anche passare la curva corrispondente, questa adunque 
deve spezzarsi nella cubica data e nella retta fondamentale (1 2),, cioè tutte 
le cubiche del fascio (1 2 3 4 5 6 7 8), sono unite e passano pel punto fonda- 
mentale 9. 

Con identiche considerazioni si dimostra che le quartiche della rete 
(1q2 3 4 5 6 7 8), sono unite. 

Se il punto 9 è unito, le curve fondamentali corrispondenti ad 1 e 2 non 
passano per 9 e questo vu01 dire che i punti 1, 2 ,  9 sono sopra una mede- 
sima retta unita [ne0 2 ,  b)] e si avrà r ,  + r ,  = n - 1. 

Corne precedentemente si dimostra, che le cubiche del fascio (1 2 3 4 5 6 7 3), 
sono unite, quindi il residuo punto base, dovendo essere punto unito è 9. 

Qui ancora le quartiche della rete 

(12 2'3 4 5 6 7 8)r 
sono unite. 

Vediamo adunque che posto il sistema 

si possono avere involuzioni di 3" classe solo quando i 9 punti 1, 2, . .  ., 9 
siano punti base di un fascio di cubkhe; e la costruzione loro si avrà colla 
rete di quartiche unite: 

( 1 2  23 3 4 5 6 7 8)(. 

Ora questa costruzione conduce effettivainente ad involuzioni di terza classe 
che noi chiameremo di IV specie (*). 
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12. In una involuzione di 3" classe non possono i punti fondamentali 
presentare unicamente i casi V e VI, poichè la formola (1) (na0 1) darebbe: 

donde 1' assurdo 

Dunque se oltre alle già trovate esistono ancora delle involuzioni di sa classe 
devono necessariamente esistere in esse dei punti fondamentali di IV specie. 
Se tale è il punto 1 , dovremo avere : 

a = ri - 1 quindi a,i < 2. 

Se fosse r i >  3 seguirebbe ri > r i ,  sicchè ri sarebbe il punto di massima mol- 
teplicità, ed ogni altro punto fondamentale semplice O doppio (le corrispondenti 
ciirve passando semplicemente pel punto di massima molteplicità). I l  cas0 IV 
si potrebbe quindi 'presentare per un unico punto cosa impossibile (n." 8). 
Percib dovrà essere r ,  = 3, ed il caso IV dovrà presentarsi almeno per un 
altro punto fondamentale 2 pel quale sarà pure r, = 3. Dico anzi che non 
v'hanno altri punti tripli per le Q;  infatti se ne avessero un altro (e più non 
ne potrebbero avere pel fatto che sono 43 sole le loro intersezioni fisse) ne 
~errebbe,  che i punti semplici delle il non potendo essere fondamentali doppi 
O tripli (le curve fondamentali corrispondenti non verrebbero segate in un sol 
punto variabile dalle fi) sarebbero semplici od uniti, ed al massimo -in niimero 
di tre; le Q non potrehbero avere punti doppi, perchè ad essi corrispondereb- 
bero curire non passanti pei punti semplici, e quindi dovrebbero passare tutte. 
per soli 5 punti fondamentali, se di pnnti doppi ve ne hanno due, e per 4 se 
ve n'ha uno solo, e questo é impossibile. Sicchè i punti fondamentali sarebbero 
solo tre punti tripli ed al più tre semplici, cosa assurda. 

1 punti di IV specie saranno due solamente, e si avrh 

Dei punti semplici delle il uno solo pub essere fondamentale semplice, quindi, 
avendosi ri $- r, = 6 sarB n = 7 od n == 6. 

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



Mar t irze t t i: Sopra alcune trasformazioni involutorie de2 pia.no. 65 

Dalle tavole di CREMONA (*) si vede che le sole soluzioni 

soddisfano a queste condizioni. La  prima è da escludere giacchè esisterebbe 
almeno una conica fondamentale passante pel punto fondamentale corrispon- 
dente e cib non deve essere. Quindi pub esistere una sola involuzione di 3a classe 
che possegga punti di IV specie, essa è del 6" ordine con due punti tripli, 
quattro doppi ed uiio semplice, e dB luogo al sistema 

(O) = (le 2; 3'4' 52 62 7 8 9 10 Il) , .  . 

Questa involuzione, che diremo di 5a specie esiste infatti e si costruisce per 
mezzo di due fasci di coniche in involuzione (**). 

Co$ resta dimostrato che tutte le involuzioni di 3a classe, si possono divi- 
dere in cinque specie, quelle di una stesva specie si ottengono colla medesima 
costruzione, l'una non differendo dall'altra che per la posizione speciale dei 
punti fondamentali. 

1 sistemi (a) nelle involuzioni di 4" classe. 

13. Le formole del n." 1 per u - 4 danno luogo ai seguenti casi: 

1 
II 
III 
IV 
V 
VI  

('1 CREMONA, Sulle trasformazio~zi geometriche delle figure pinne. blcmoria I I .  - 
hfernorie dcll'Accademia di Bologna, 1565. 

('*) MARTINETTI, 1. c., n.' 23. 
Annnli d i  1CIczternatica, tomo XIII. D 
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L e  curve il sono del 9' ordine ed hanno 73 intersezioni fisse. 
14. Notiamo anzitutto che non possono esistere involuzioni nelle quah 

si presentino i casi II, V ed VIII. 
Infatti supponiamo che pel punto 1 abbia luogo il caso II. L a  curva fon- 

damentale corrispondente ha un punto ri - 2 in 1 e quindi passerà semplice- 
mente per 5 punti fondamentali ed avrà r ,  - 2 2 - 4 punti doppi in altri punti 
i quali saranno almeno tripli per l'involuzione e doppi per le fi [n." 2, b ) ] .  

Se le 11 posseggono punti tripli, questi saranno della TI1 specie, poiché 
se fossero dell' VI11 ne verrebbe ai, + aii > r i .  I n  ogni punto di VI1 specie 
sono riunite 9 intersezioni fisse percib (ricosdando che devono esistere oltre 
ad 1 almeno altri 9 punti fondamentali dei quali 4 di molteplicità fiuperiore 
a 2) i punti di VI1 specie sono due al massirno. 

1 5 punti pei quali passa semplicemente la curva corrispondente ad 1 sono 
semplici O doppi per la tsasformazione ed anche per le 12. Se ve n 'ha di doppi 
le coniche corrispondenti non possono passare per essi, esistendo certamente 
5 punti di molt,eplicith maggiore di 2 ,  percib devono essere anche doppi per 
le 61, e le coniche fondamentali saranno dunque segate in 2 punti variabili 
dalle Ci stesse [n." 2 ,  c)]; queçto non avviene se non esistono due punti tripli 
per le (2, m a  allora è nssurdo supporre che esse posseggano ancora più di due 
punti doppi. 

liimnne adunque da esaminare la sola ipotesi clle i punti fondamentali, 
pei quali p s s a  semplicemente la  curva corrispondente ad 1, siano fondarnen- 
t d i  semplici. L e  rette che loro corrispondono uniranno 1 con cinque punti 
2, 3, 4,  5, 6 di molteplicità rz - ri e certamente doppi per le Q [ne0 2,  c)] .  
Questi punti sono di molteplicità ri> 3, poichè se fosse ri = 3 si avrebbe 
l'assurdo che la cubica fondamentale corrispondente ad i paaserebbe per un 
punto semplice e non pel punto i. D' altronde avendosi Fer i = 2, 3,. .. , 6 
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ail  = 2 2 oii =-- ri - 2 non pub essere ri > 4; talcliè avremo necessariamente 

L e  quartiche corrispondenti ai  punti 2, 3 , . .  ., G forinano il gruppo coordinat0 
al gruppo dei punti semplici e questa osservazione mostra l'impossibilità del- 
l'ipotesi fatta; poichè i due punti doppi che ancora devono avere queste quar- 
tiche dovrebbero essere in due punti quadrupli, perchè gli altri punti fonda- 
mentali sono di molteplicità inferiore, ed invece le quartiche devono passare 
col10 stesso Iiurnero di rami pei punti quadrupli. 

I l  cas0 V si potrà presentare p9r il solo punto 1. Essendo a , ,  = p.,- 1 2 4 
ai avrà ai, < 2  quindi r ,  >ri.  Poichè aduoque tutte le curve fondamentali 
(la la eccettuata) passano semplicemente pel punto di massima molteplicità 
(sicchè non hanno punti multipli) cos1 queste curve saranno coniche O rette, 
epperb per i punti 2 ,  3,. .. h si presenteranno esdusivamente i casi IX e X. 
Ma per la  (1) del n." 1 ne verrebbe: 

donde seguirebbe 1' assurdo 
ri + ro > 12. 

Se il caso VI11 avviene ad esempio pel punto 1 sarà r ,  2 3. Per r ,  > 3 
abbiamo a,, > 2 a,i < 2 quindi 1 è il punto di  massims moltiplicit&, e tutti' 
gli altri punti fondamentali sono doppi O semplici, cosa assurda poichè ver- 
rebbe, corne precedentemente: 

Se poi ri = 3 nessun altro punto sarà di molteplicità superiore (avendosi 
a,, = 2) cioè le IZ non possono avere che punti tripli, doppi e semplici, in  
numero rispettivamente di a ,  p ,  y. Allora deduciamo: 

la qiiale ci dice che tutti i punti fondamentdi sono tripli per le !2 e quindi 
anche tripli per l'involuzione, necessariamente di VI11 spccie (poichè se ve 
ne fossero anche di VI1 le cubiche corriapondenti dovrebbero avere un punto 
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doppio in un punto triplo e non passare pel punto triplo corrispondente e cib 
non pub essere). Il numero di questi punti fondarnentali deve essere 7 ;  ma 
allora le Q hanno più di 73 intersezioni fisse. Cos1 è dimostrato, come siano 
impossibili i casi I I ,  V ed VIN. 
- Esaminiamo gli altri casi. 

15. Supponiamo che in una involuzione si presenti il cas0 1 per un 
punto fondamentale 1, che sarà dunque settuplo per le Q; talohè queste curve 
non potranno avere a cornune che punti seinplici O doppi. L a  curva che cor- 
risponde ad 1 ha un punto (ri - 1)-plo in 1 e passerà semplicemente per altri 
2 (ri - 1) punti fondamentali i quali saranno semplici O doppi per l'involu- 
zione. Ma nessun punto fondamentale pub essere doppio, perché esisterebbe 
una conica fondamentale almeno, che dovrebbe essere segata in uno O due 
punti variabili dalle (secondoché il punto corrispondente è semplice O doppio 
per le curve stesse [n." 2 ,  c)]) ed è cib manifestamente impossibile. Sicchè le 
R dovranno possedere 18 piinti semplici fissi e la trasformazione sarà di JON- 
QUIÈRES. D'altronde si sa che esistono tre involuzioni di 4" classe, che verranno 
dette di la specie, di JONQUIP~ES (*) per le quali il sisterna delle curve il è 
appunto 

(Il) = (17,2 3 . .  . 19)9. 

16. In una involuzione pub esistere un unico punto di III specie 1, 
ed allora nessuno dei rimanenti punti fondamentali pub dar luogo al cas0 IV 
O VI ;  poichè per un punto di IV specie sarebbe a,i = 4 od = 5 [IL' 2, b)] 
ed invece la  curva fondamentale corrispondente ad 1 pub avere al più un 
punto triplo in i (essendo a,,  = ri  - 3); e per un punto di QI specie verrebbe 
crii = r i  - 2 ed è questo assurdo avendosi aii = 3 od = 4. 

Insieme al caso III potranno dunque awenire soltanto i casi QII, IX e X. 
Se non si presentasse il VI1 caso, i punti semplici delle non potreh- 

bero essere fondamentali, poichè O sarebbero semplici O doppi ed invece non 
esistono nè rette né coniche segate in un punto variabile dalle Q [na0 2, a), c)] 
per la qua1 cosa si dovrebbe avere, chiamando P il numero dei punti di IX 
specie, [na0 1, (l)]: 

i=pi - l  
5 r, + 1 2 ri = 9 (n - l), 

i = 2  

donde 3 ri = 3 (n - l), quindi ri + r i  > n. 

(') BERTINI, Sopra alcune involuzioni piane, 1. c., n.i 18, 22, 26. 

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



Martinet  ti: Sopa alcune iras formazioni involzctorz's det  piano. 69 

Le fl possiedono aduiique dei piinti tripli di VI1 specie. 
Anche in questo caso notiamo che i punti semplici delle Q non possono 

essere doppi, giacchè mai si avrebbero coniche, passanti per un punto semplice, 
segate in un punto variabile dalle 13, al contrario possono essere fondamentali 
semplici, ed allora le rette fondamentali devono unire uno dei punti tripli col 
punto quintuplo. 

Le fi devono avere fuori del punto quintuplo ancora 46 intersezioni fisse, 
sicchè (dovendo i punti fondamentali essere 8 almeno) i punti tripli delle 62 
saranno a <  - 4. 1 punti doppi siano P ed i semplici y, allora si avrà 

i=a+I 
Se fosse a < 3 si avrebbe 4 r ,  + 2 2 ri 5 - 4 n e seguirebbe dalla (3) 

i = 2  
i=p- t@+l  

2 ri 2 2 n - 6, e dalla (3) stessa iiisieme alla relazione fondamentale 
i=a+% 

per la qua1 cosa non dovrebbero esistere punti fondamentali semplici, e tutti 
i punti fondamentali, eccettuato 1, dovrebbero essere d i  molteplicità inferiore 
n tre e questo è contrario all'ipotesi fatta, che abbiano ad esistere punti tripli 
per le Cl. 

Dunque a pub avere i soli valori 4 e 3. Ma per a = 4 è r 2. La curva 
fondamentale corrispondente ad un punto doppio delle Q non deve passare pei 
punti fondamentali semplici, e quindi al massimo passarebbe per 7 punti fon- 
damentali (quand0 0 = 2) ma allora è una cubica od una conica, la quale 
dovrebbe essere segata in due punti variabili dalle il [n." 2,  c)] e questo ma- 
nifestamente non pub avvenire. Non pub cos1 supporsi che B = O, ma anche 
allora viene un assurdo, poichè le curve corrispondenti ai punti tripli delle Cl 
non dovrebbero passare che per 6 punti al massimo. 

Dunque dobbiamo porre CC = 3 quindi P 4; ma non pub essere /3 < 4, 
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giacchè abbiamo in ta1 cas0 

e se h a  luogo il segno = deve essere p = 3 e la cubica (1' 2 3  4 5 6 7), fon- 
damentale e corrispondere ad uno dei punti 5, 6 O 7 sicchè verrà 

e se non ha luogo il segno = dorrà essere r ,  + r2 + r, + r ,  < - 2 n  - 2,  in 
ogni modo avremo: 

i = 4  i=b3+% 

3 r , $ 2 2 r i +  ;i, r i < 5 n - 2  
i=% , ' 8 = o  

sicchè dalla (3) deduciamo ri > lz - 4. Lia non potrà esscre che r ,  = n - 3, 
r2 = r3 = Y,  = 3, r5 = 2, WC., ed è manifestnmente impossibile che le cubiche 
corrispondenti ai  punti tripli non passino pei punti corrispondsnti. 

17. Dunque il solo sistema di curve (1 possibile nell'ipotesi che esse 
posseggano un punto quintuplo è 

(0) = (1: 23 33 4, 5% 6' 7' 8' 9 1 0  

La curva fondamentale corrispondente a 5 non pub essere del 5' ordine, 
perchè avrebbe un punto trip10 in 5 e quindi dovrehbe passare per altri 8 
punti fondamentali ed invece sappiamo che non pub passare per alcuno dei 
punti 9, 10, 11. Non pub neppure essere del 4" perchè nessuna quartica con 
un punto doppio in 5 è segata in due soli punti variabili dalle fl, cosi dicasi 
dei punti ô, 7 ed 8, percib concludiamo che le curvc fondamentali corrispon- 
denti a i  punti 5, 6, 7, 8 sono cubiche O coniche. 

Se 5 è fondamentale triplo la  cubica corrispondente ha un punto doppio 
in 1 e passa semplicemente per 2,  3, 4, 5 e per due altri dei punti 6, 7, 8, che 
supporremo siano 6 ed 8. ,411ora è triplo anche 6, giacchè se 6 ed 8 fossero 
contemporaneamente doppi le coniche corrispondenti dovrebbero passare per 
1, 2, 3, 4, 5 e quindi coinciderebbero. La cubica che corrisponde a 6 non 
passerà per 8 ma per 7, per cui, in certo modo, i punti 5, 7 e 6 8, sono 
coniugati. 

Se 5 e 6 gono tripli nvremo (*) che i due fasci 

sono di curve unite e con essi si potrà costruire l'involuzione. 

(*) C A P O R A ~ . ~ ,  1. c., n.' 5. 
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Ma se 5 è doppio, epperb anche 6, 7 ed 8, vu01 dire che la curva fon- 
damentale corrisponde~ite ad 1 passa semplicemente per essi, cioè [a0 2,  b)] 
la retta che unisce 1 con 5 deve essere unita quindi deve passare per un 
altro punto doppio delle 51 che chiamo 6, cioè deve aver luogo l'allineamento 
(1 5 6), corne anche (1 7 S),. 

La  conica che corrisponde a 5 sarà (1 2 3 4 quella che corrisponde 
a 6 (1 2 3 4 7)2 dunque avremo 

Dopo questo B facile vedere che i due fasci 

sono egualmente di cubiche unite. 
Corne già uotammo i punti 9, 10, 11 sono O fondamentali semplici, .aventi 

per rette corrispondenti rispettivamente le (1 2),, (1 3),, (1 4),, od unitj, ma 
allora la retta che li unisce ad 1 passa anche per uno dei punti tripli. Per  
questo le cubiche dei due fasci che passano per 9, 10, 11 si spezzano rispet- 
tivamente nelle rette (1 2), (1 3), (1 4), ed in coniche coritenenti i gruppi di 
6- pupti (*): 

Le condizioni che ora trovammo essere necessarie per l'esistenza delle invo- 
luzioni in cui il sistema delle II è (1: 2, 33 43 57 62 7% S2 9 10 Il),, e che noi 
diremo di 2' specie (**), sono anche sufficienti, perchè applicando la detta 
costruzione si giunge appunto ad involuzioni di 4" classer della apecie qui 
considerata. 

18. Le curve fi non possono possedere contemporaneamente punti qua- 
drupli i quali presentino i casi IV e VI; poichè la curva fondamentale corri- 
  pond ente ad un punto di IV specie avrebbe almeno un punto trip10 in un 

(') Se il punto 11 ad esernpio fosse uni10 dalla cubica (15 2 3 4 6 8 111, si stacca la 
ret ta (1 4 Il), e riinane la conica unita (1 2 3 6 8) là quale è segata dalla detta re t ta ,  
pure unita, in un  solo punto, che sarh O foridamentale od unito, 4 od 11; 4 non pub essere 
altrimenti la (1 2 3 4 6 S), sarebbe parte fissa in un fascio di 52 cosa impossibile (BERTINI, 
Sopra alcune involuzioni piane, 1. c., n.' 6) perb sulla conica giace il punto 11. 

(") MARTINETTI, 1. C. da1 n." 26 a l  30. 
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punto di VI (avendosi ci = O) mentre l a  curva corrispondente a quest'ultimo 
non potrebbe avere ne1 primo che un yunto doppio (perché aii = ri - 2). Percib 
se le II posseggono punti quadrupli saranno tutti di IV O di YI specie. 

La formola (1) n.O 1 dà, ne1 cas0 che vi siano a punti quadrupli, B tripli, 
y doppi e 8 semplici: 

epperb : 
i=a i=a+p i= h 

2 z r i +  L, r i = 3 ( n - 1 ) +  2 ri 
i= l  i=u+t 

-, 
i = a + / 3 t ~ + I  

ed ancora: 

Dovendo essere poi 

1 6 a + 9 P - t 4 y $ B i 7 3  - 
deduciamo : 

a 5 4. - 

19. Se = 4 i punti quadrupli debbono essere di  IV specie, ed avremo 

L e  curve fondamentali corrispondenti ad uno dei punti quadrupli 1, 2, 3, 4 
lia almeno dei punti tripli negli altri tre, perb sarà 

ri  > 6 per i <  5 .  

1 punti sernplici per le Q possono essere fondamentali semplici O doppi 
Ln.' 2 ,  a)] ; di seniplici ve n' ha8 al massimo tre percib alcuni dei punti sem- 
plici delle C! sono fondamentali doppi. 

L e  coniche del fascio (1 2 3 4), sono anite, essendo le coniche (1 2 3 4 5), 
(1 2 3 4 6), fondamentali e corrispondenti rispettivamente a 5 e 6. 

Una quintica qualunque del fascio 

ha  per corrispondente una curva di 9' ordine 

Se K indica il numero delle intersezioni della quintica considerata colla 
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curva punteggiata unita fuori dei fondamentali; sarh: 

Se scriviamo : 

avremo: K = Kr quando nella involuzione non esistano punti uniti, cioè siano 
13 i punti fondamentali; ma se esistono dei punti uniti sarà K' = K + u,  
u essendo il riumero dei punti uniti. Siccoine poi due curve corrispondenti, 
se passano per un punto unito, ivi si toccano, cos1 possiamo dire in ogni caso 
che le curve considerate si incontrano fuori dei punti fondamentali ed uniti 
in Kr punti ancora, e perchè K' = 8 avreirio che la, curva d i  9' ordine con- 
siderata si spezza nella quintica cui corïisponde e nelle due conkhe fonda- 
mentali (1 2 3 4 5), (1 2 3 4 6),, e questo vu01 dire che tutte lc quintiche del 
fascio considerato passano anche per 5 e per 6 e sono unite. 

Questo fascio di quintiche e quel10 di coniche unjte (1 2 3 4), danno la 
costruzione di involuzioni di 4" classe che posseggono per curve I? il sistema: 

h che noi chiameremo di 3" specie (*). 
20. Se poniamo a = 3 non pot& essere P >  - 2, altrimenti la conica 

(1 2 3 4 5), sarebbe parte fissa in un fascio di curve 12, cosa impossibile; si 
avrh quindi P = 1 ovvero P = 0. 

Se = 1, un punt,o semplice delle !2 non pub essere fondamentale doppio, 
poichè la conica corrispondente, che passerebbe per esso e pei punti 1, 2, 3, 4, 
non verrebbe segata in un sol punto variabile dalle fi; potrà perb esseïe fon- 
damentale semplice ed allora la retta fondamentale deve unire due dei tre 
punti quadrupli, sicchè dei punti semplici delle 12 al più tre sono fondamen- 
tali e semplici per l'involuzione. 

La  curva fondamentale corrispondente a 4 è di ordine r4 2 - 3 e non passa 
pei punti fondamentali semplici; siccome poi per r4> 3 il numero dei punti 
pei quali deve passare la curva considerata è 8 almeno, ed è 7 per r4 = 3 
ma allora è a,, = 0, cos1 vediamo che devono esistere 4 punti doppi per le il  
le quali allora hanno tutte le intersezioni fisse raccolte nei tre punti quadrupli, 

(') MARTINETTI, 1. C. da1 n.' 31 al 38. 
Annnli di AIatematica, tom0 XIII. 
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ne1 punto triplo e nei quattro doppi. 1 punti quadrupli devono poi essere di 
I V  specie, non potendo le i! avere direzioni fisse. Questo fa vedere come 
nessuna involuzione renda soddisfatte queste condizioni. Infatti l'ultima delle 
relazioni trovate al n.' 18 dà 

Il  primo membro è 2 - 18, giacchè i punti di I V  specie sono almeno se- 
stiipli per l'involuzione (n.' 19) e ne verrebbe cosi l'nssurdo r, = r, = 5 
[n." 2 ,  a)]. 

21. Se dunque le !? hanno tre punti quadrupli non possono avere ancora 
che punti doppi e semplici in comunp. Anche in questo caso dei punti Sem- 
plici de!le 0, tre al più possono essere fondamentali, necessariamente semplici. 

Un punto doppio per le 11 non pub essere che fondamentale doppio. In- 
fatti se fosse triplo la cubica corrispondente passerebbe due volte per uno dei 
punti quadrupli, semplicemente per gli altri due e per quattro punti doppi 
delle Q, e non verrebbe d o r a  segata da  queste curve in due punti vasiabili. 
Se fosse quadruplo, la curva corrispondente (non passando per punti fonda- 
mentali semplici) avrebbe un punto doppio ne1 punto cui corrisponde, altri 
due in due punti quadrupli, passerebhe semplicemente pel terzo e per altri 
cinque puuti doppi per le 12, sicchè queste curve dovrebbero avere sei punti 
doppi fissi, e cos1 i punti quadrupli sarebbero di IV specie, allora è assurdo 
che la quartica fondamentale abbia un punto doppio ne1 punto corrispondente, 
e passi semplicemente per un punto c,he è almeno sestuplo. Per  la stessa ra- 
gione un punto doppio delle il non pub essere fondamentale quintuplo. Dunque 
i punti doppi delle 11 sono anche doppi per l'involuzione, ed il loro numero 
deve essere tre, giacchè le coniche fondainentali non passando pei puriti cor- 
rispondenti formano un gruppo coordinat0 a quel10 dei punti doppi. 

L'ultima delle relazioni date al n." 1 8  diviene: 
i = h  

Y, + rz + Y, = r4 + r5 + r6 + 2 3 ri 
1 = 7  

dalla quale vediamo non essere possibile che i punti quadrupli 1, 2,  3 siano 
di TV specie, poichè se cos1 fosse il primo membro sarebbe > 18 ed invece, 
per quanto si disse, il secondo è 5 - 12. Si conclude: che i 1, 2, 3 sono 
di VI specie, e sono fondamentali quadrupli, e che esistono tre punti semplici. 
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Adunque se le II hanno tre punti quadrupli fissi, pub aver luogo una 
sola involuzione di 4" classe, essa sarà dell' B3 ordine con tre punti quadrupli, 
tre doppi e tre semplici ed il sistema delle curve IZ dovrà essere: 

Questa involuzione esiste diffatti e la diremo di 4' specie (*). 
22. Supponiamo che le (1 posseggano due soli punti quadrupli. In  questo 

caso uno solo dei punti semplici delle 12 potrà essere fondamentale ed allora 
é semplice. 

Devono esistere almeno due punti tripli poichè dalla seconda delle rela- 
zioni poste al na0 18 ricaviarno; v 

la quale dice appunto che il valore di deve essere due almeno. 
Ma poichè i punti fondamentali non semplici devono essere più di 7 (le 

curve corrispondenti ai punti tripli delle il non paesano pel punto semplice 
se esiste, nè pel punto cui corrispondono se sono cubiche) cosi i punti tripli 
al massimo saranno tre, ma se cosi fosse, la curva fondamentale corrispon- 
dente ad uno dei t,re punti doppi, che in ta1 caso dovrebbero possedere le 11, 
deve essere segata in due soli punti variabili dalle 0 stesse, dunque non E 
una conica e neppure una quartica, non potrebbe essere del 5' ordine, poicliè 
potrebbe passare per soli 8 punti fondamentali, ed invece le quintiche fonda- - 
mentali che posseggono un punto trip10 passano necessariamente per 9 punti 
fondamentali; solo potrh essere una cubica passante due volte per un punto 
quadruplo e semplicernente per l'altro, pei tre punti tripli e per due dei doppi 
quel10 cui corrjsponde ed un altro; ma è manifestamente impossibile che questo 
fatto avvenga per tutte e tre le cnbiche fondamentali corrispondenti ai  tre 
punti doppi delle 12. 

23. Adunqiie se le Q hanno a comune due punti quadrupli, devono 
necessariamente avere anche due punti tripli, ed almeno altri 4 punti doppi. 
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Qiiesti possono essere fondamentali doppi, perché le coniche che passano 
per i due punti quadrupli e tripli e per uno dei doppi sono segate in due 
punti variabili dalle !2 (allora il iiumero dei punti fondamentali doppi è pari) 
ed invece non potrebbero essere curve del 3O, 4' O 5' ordine. Dunque se il 
caso che consid&tmo B possibile, devono esistere 4 punti doppi per le a, i 
quali poi sono fondamentali doppi. Il sistema (fi) al quale siamo cos1 condotti 
6 adunque 

(12) = (1; 2% 33 43 5' 62 7' 8' 9 10 

L'ultima delle relazioni del n.' 18 ci dà 

Essendo poi ri + r, = n r,  = 1 ovvero r, + r ,  = n - 1 r, = O avremo n = 10 
od f i  = 9. 

1 punti 10 ed 11 sono uniti, 9 pub essere fondamentale od unito. 
1 punti 3 e 4  non possono essere tripli, altrimenti le cubiche fondamen- 

tali dovrebbero passare pei punti doppi e non pel punto trip10 corrispondente. 
D'altra parte abbiamo Y, < r, r, < r, se = 1 ed r,  5 r, r, r, se rg = O 
quindi dovremo avere necessariamente r, = 4 r ,  = 4 e le curve che corrispon- 
dono a 3 e 4 saranno 

laonde le curve dei fasci 

saranno unite (*). Sogue di qui l'esistenza delle due cubiche: 

( 1 2 4 % 5 7 8 9 ) 3  ( 1 2 3 ' 5 6 7 8 9 ) , .  

Alla cubica (1 2  3 4 5 7 9 10 Il), corrisponde la curva 

(13 23 33 43 52 6 7 , s  9 10 Il),, 

la quale tocca la prima nei punti 10 ed 11, e se 9 B fondamentale passa pei 
due punti in cui la cubica data aega la curva punteggiata unita, e se invece 
9 è unito passa pel punto in cui la cubica sega la curva punteggiata unita, 
e tocca la cubica stessa in 9; percib in ogni caso la detta curva si spezza 
nella cubica data e nelle due coniche fondamentali (1 2  3 4 5): (1 2 3  4 7):. 
Dunque gli 11 punti 1, 2 ,  3,. .. , 11 si trovano sopra una medesima cubica. 
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Al10 stesso modo si riconosce che i punti 1, 2, 3, 4, 10, 11; 1, 2, 5, 6, 7, 8 
giacciono sopra due coniche le quali insieme alla curva (1 2)' (1 2 3  4...  Il), 
determinano un fascio 

( 1 2 ' 3  4 5 6 7 8 10 1l)r 

di curve, che sono unite e che pub servire insieme ad uno dei due già trovati 
a generare le involuzioni della natura considerata. 

Questa costruzione dà, appunto due involuzioni di 4" classe e sono-quelle 
che chiamammo di 5" ~pecie (*). 

24. Ci resta ancora a considerare il caso a = 1, quel10 cioè in cui le 
Il hanno un unico punto quadruplo. . 

Qui nessuno dei punti semplici delle il pub essere fondamentale, e le for- 
mole del n.' 18 danno: 

i=p+i  
2 r i +  r i = 3 ( n -  1) 

( = a  

e sarà sempre r ,  + r i  < n (per i diverso da 1). 
Le Q posseggono certamente punti tripli e doppi ed il loro numero com- 

plessivo sarh almeno 7, talchè avremo f i  5 5. 
Ma se fosse < 5 verrebbe un assurdo perchè avendosi 

i=$+i 
ri 3 L; r i h 2 n ,  

1-2 

risulterebbe : 
3  r i + r 2 2 f i .  

Le n oltre al punto quadruplo ed ai 5 punti tripli avranno due O tre 
punti doppi a comune. 

Se ne hanno due soli, i punti fondamentali della involuzione sono 8 sol- 
tanto, e si avrà, che ad una cubica qualunque per quedi 8 punti corrisponde 
una cubica per gli stessi punti; e perché 

la cubica considerata corrisponde a sè stessa segando la curva punteggiata 
unita in due punti fuori dei fondamentali. 
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I l  nono punto base del fascio delle ciibiche passanti pei punti fondamen- 
tali, dovrà essere percib un punto unito isolato, cioè un punto semplice per 
le Q; ma allora una curva il è segata in tre punti variabili dalle cubiche 
unite di questo fascio, ed invece dovrebbe il numero delle intersezioni variabili 
essere pari,, perchè le I l  sono unite e non segano in punti variabili 1% curva 
punteggiata unita. L'ipotesi fatta non è adunque possibile. 

25. Siano percib tre i punti doppi cornuni alle fi, le quali non avranno 
cos1 altre intersezioni, nè direzioni fisse, sicchè il punto 1 sarà di IV specie. 

Avendosi : 
rl  = y7 + r8 $ r9 L - 6 

non pub essere ri 2 5 per i = 7, 8, 9 [n." 2, a)] e se fosse r i  = 4 la curva 
fondamentale corrispondente non potrebbe esaere segata in due soli punti va- 
riabili dalle Q per la qua1 cosa sarà 

ri = 3 od ri = 2 per i = 7, 8, 9. 

Se r, = 3 la curva corrispondente a 7 sarà 

(le 2 3 4 5  6 7); 
e se r, = 2 invece sarà : 

(1 2 3 4 5 6);. 

Ne1 primo caso le cubiche del fascio 

sono unite (*); ne1 secondo dovrebbe la retta (1 Y), passare pel punto trip10 
4 [a0 2, b)] e si vede allora che anche in questo caso il fascio (lP 2 3 4 5 6)3 
è di curve unite. 

Una cubica qualunque del fascio 

( 1 2 3 4 5 6 7 8 ) ,  

ha per corrispondente una curva d'ordine 3 + r,, cioè del 6' O del 5' secon- 
dochè r, = 3 od = 2 ; questa curva è rispettivamente: 

e passa per i punt,i d'intersezione colla curva punteggiata unita, il cui nu- 
mero è 
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Dunque la cubica qualunque del fascio considerato ha per corrispondente 
sè stessa e la curva fondamentale corrispondente a 9, ossia 9 B il residuo 
puuto base del fascio di cubiche unite 

( 1 2 3 4 5 6 7 Q .  

Questo fascio e l'altro già trovato dànno, ne1 solito modo, alcune involu- 
zioni le quali sono appunto di 4" classe, ammettono per sisteina di curve (2: 

e noi le chiameremo di 6a specie (*). 
26. Le 12 non possono avere soli punti doppi e semplici a comune 

i= er 

giacchè la formola (1) na0 1 dareblne 1' assurdo 2 ri = 6 (n - 1) (se u è il nu- 
i=  l 

mero dei punti doppi). Perb se esistono ancora delle involuzioni di 4 classe, 
oltre alle specie già trovate, devono necessariamente risultare da1 supporre che 
le Q posseggano u punti tripli, e poi punti doppi e semplici a oomune. Se 
cib avviene dovrà essere [a0 1 (l)] 

dunque sarà anche: 
i=a  i = h  
Z r i = 3 ( f i -  1 ) +  y v ri 
i- 1 i=u .+P+l  

la quale ci dice che i soli punti fondamentali dell'involuzione soho gli u punti 
tripli per le 12. 

I l  valore massimo di a é 8; ma poichè per ri == 3 è aii = O e per ri> 3 
i punti fondamentali per cui passa la curva fondamentale corrispondente ad i 
sono 8 almeno, si conclude dover essere: 

(Q) = (13 23 33 43 53 63 73 8 3  9)9. 

Le cubiche passanti per gli 8 punti fondameritali sono unite avendo, per 
corrisponderitj, cubiche per gli dessi punti le quali passano inoltre pei 

3 ( n - 8 ) - 3 ( ~ - 1 ) + 2 4 = 3  

punti intersezione della curva punteggiata unita colla curva cui corrispondono. 
Il nono punto base del fascio deve essere unito, ed è quindi il punto 9. 
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Le sestiche del sistema m3 (14 2° 3e 4q5' 6g 7"e)b sono, per la stessa ra- 
gione, unite e per mezzo di questo sistema potremo cûstruire (*) tutte le invo- 
luzioni della specie qui considerata. 

La detta costruzione, non imp~nendo altri vincoli ai punti fondamentali, 
conduce alla nota involuzione di 17' ordine con 8 punti sestupli, ed i casi 
particolari si hanno ponendo successivamente in linea retta tre degli 8 punti 
fondamentali [na0 2 ,  d)]. Cosi si ottengono le involuzioni che diremo di 7" 
specie (**). 

Le involuzio~ii di 4" classe si dividono adunque in 7 specie ciascuna delle 
quali si pub generare con una medesima costruzione. 

Per le posizioni speciali date ne1 citato lavoro: Szclle zizvoluzioni di 3~ e 
classe ai punti fondamentali, le costruzioni nostre non divengono mai illu- 

sorie, per questo siamo certi dell'esistenza di tutte le involuzioni colà enurne- 
rate. Si vede poi facilmente, che di ciascuna specie furono considerate tutte 
le involuzioni di tutti i possibili ordini, essendosi fatti successivamente tuttj 
quegli allineamenti, compatibili coi legami esistenti fra i punti fondamentali, 
per i quali dalle curve della rete omaloidica e dalla curva punteggiata unita 
veniva a staccarsi una retta, senza che per queste le 12 si spezzassero. 

Ihntova,  settembre 1884. 

(') BERTI'~I, Ricerche s d l e  trnsfur,i&oui, ecc., $j 5. Annali di Matenialica, %ri.: 11, 
Tomo VTII. 

("1 MARTINETTI, 1. c., da1 na0 49 al 56. 
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Sulla superficie del quarto ordine 
avente una conica doppia (2 

(Mernoria di L. BERZOLARI, u Paoia.) 

L a  superficie di 4" ordine dotata di una conica doppia é stata l'oggetto 
di studi importanti fino da1 1863; ed il primo ad occuparsene fu il sig- KUM- 
MER (**), a cui è dovuta la proprietà fondamentale che esistono cinque coni 
di 2" grado, i cui piani tangenti sono bitangenti per la superficie. Altre pro- 
prietà furono aggiunte in seguito dai sig.' C. JORDAN, GEISER, R. STURM, CRE- 
MONA, ZEUTHEN e segnatamente da CLEBSCH) il quale eblie sopra tutto in mira 
di dare un nuovo esempio del sussidio che reca la rappresentazione piana al10 
studio della superficie. Sono poi ancora da ricordare i numerosi lavori dei 
Sig.i MOUTARD (***), DARBOUX (****), LAGUERRE, CASEY, MAXWELL, LEMONNIER, 
REYE, ecc., sulla ciclide, cioè sulla superficie di 4" ordine avente per' linea 
doppia il cerchio imaginario all'infinito, al qua1 caso pub sempre del resto 
ridursi il caso generale con una trasforniazione omografica. 

(') Memoris presentata per la Laurea alla Facolta delle Scienze della R. Universita- 
di Pavia il 14  ottobre 1884. 

(") Ueber die E'lachen vierten Grades, auf welcheri, Schaaren von Kegelschnitten 
tiegen. Monats. der Berliner Akad., 1 6  giugno 1863; riprodotta ne1 Journal von Crelle- 
Borchardt, Bd. LXIV, pag. 66. 

("") L'accennata proprieth trovata da1 sig. KUMMER fu ritrovata l'anno dopo (1864) 
da1 sig. MOUTARD insieme con molte altre e indipendentemente da1 lavoro precedente in diie 
Memorie: S u r  la trarasformation par rayons vecteurs réciproques, e Sur les surfaces 
anallagrnatiques d u  quatrième ordre (Nourelles Annales de Math ,  2e série, III, 1864). 
- Una superficie si dice anallagrnatica quando, assoggettata ad una conveniente trasforma- 
zione per raggi vettori reciproci, essa si trasforma in sé stessa. I l  sig. MOUTARD ha trovato 
che la ciclide gode di questa proprieta quando il polo sia situato in uno qualunque dei ver- 
tici dei cinque coni di KUMMER. 

("") Ai sig. DARBO~JX é dovuta (1864) la  scoperta delle rette giacenti suila superficie. 
Una grau parte de'snoi studi, che datano fino da1 1864, furono raccolti da lui stesso ne1 
1873 in un volume intitolato: Sur  une clusse remarquable de  courbes et  de surfaces 
algdbriques, etc. 

Annali d i  Matematka,  tom0 X I I I .  11 
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Alcuni casi particolari della superficie di cui si tratta furono studiati dallo 
stesso sig. KUMMER ne1 lavoro citato, nonchè dai sig.' DARBOUX, CASEY, KORN- 
DORFER, R. STURM, CREMONS, CRONE, BALA TOTOSSY, di cui gli ultimi tre si 
occuparono più specialmente della superficie di 4" ordine a conica cuepidale. 
Infine, quando il presente lavoro era già stato consegnato per la Laurea, sono 
comparse successivamente sullo stesso argomento la Memoria del sig. LORIA (*) 
e quella del sig. SEGRE (**), nonchè una breve Nota del sig. VERONESE (***). 
Ne1 primo lavoro sono studiate e classificate le ciclidi considerandole, come già 
avevano fatto i sig.' LIE, KLEIN e REYE, quale luogo dei punti-sfere di un 
complesso quadratico di sfere, e da questo punto di vista 1'Autore ottiene 18 
specie di ciclidi non mutabili l'una nell'altra mediante trasformazioni projet- 
tive, o per raggi vettori reciproci. Invece il sig. SEBRE, basandosi sopra un 
teorema dovuto al sig. KLEIN, considera la superficie come una projezione cen- 
traIe ne110 spazio ordinario della intersezione di due varietà quadratiche (a tre 
dimensioni) del10 spazio lineare a quattro dimensioni, e perviene cos1 a dare 
la teoria e la classjficazione completa delle superficie del 4" ordine aventi una 
coriica doppia O cuspidale, generale O decomposta (****). 

Ne1 presente lavoro mi sono sempre limitato al caso generale della super- 
ficie di 4" ordine a conica doppia, ed ho cercato in primo luogo di dimostrare 
direttamente e colla pura geometria le più importanti proprietà delle sue rette 
e delle sue curve (*****), proprietà che per la massima parte furono trovate 
da CLEBSCH ne1 suo ricco lavoro: Ueber die Flachen vzérten Ordnung, welche 
sirte Doppebcwve zweiten Grades besitxen (******). Pertanto ne1 3-1 ho stu- 
diata la configurazione delle rette, dimostrando le proprietà già note e qualche 

(') Ricercl~e iiztorno a l ln  yeometriu della sf ira e Zoro npplicauione al10 studio ed 
alla classificazione delle superficie d i  quarto ordine aventi per linea doppia i l  cerchio 
imaginario all ' infinito. Mem. dell'hccad. delle Scienze di Torino, Serie II, t. XXXVI. 

('*)  tud de des diffdrentes surfaces du  4" ordre à conique double ou cuspidale (gdnd- 
rale ou  decomposée) considerdes coinme des projections de 1' intersection de d e u x  variétds 
puadratiques de l ' e spce  a quatre dimensions. Math. Am.,  Bd. XXIV, pag. 313. 

("') Di unrc costruzione della superficie del 4" ordine dotatu d i  conica doppia. Atti  
del R. Istit. Veneto, Serie VI,  vol. II. 

("") Non entro in altri particolari sulla storia dell'argomento, perché questa é pre- 
sentata in modo completo ne1 lavoro del eig. SEGRE. 

(""') La poasibilith di tener questo metodo era gi8 stata annunziata da1 sig. R. STURX 
(1871) nella sua Memoria: Ueber die Fliichen mit einer endlichen Zahl  +von (einfachen) 
Gera&@, vorzuysweise die der vierten und fiinften Ordnung. Math. Ann., Bd. IV, pag. 249, 
e piil specialmente pag. 265. 

'(c***") Journal von Crelle-Borchardt, Bd. LXIX, pag. 143, 1868. 
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altra forse non ancora osservata, e facendo rilevare nei luoghi opportuni l'a- 
nalogia colla superficie di 3" ordine; mentre ne1 § 2 ho stabilite l'esistenza 
e le proprietà dei cinque doppi sistemi di coniche scoperti da1 sig. KUMMER, 
rilevando l'intimo loro legame colle rette della superficie. Il  3 contiene alcuni 
modi semplici per generare la superficie mediante forme projettive, e ne1 $j 4 
è fatta la ricerca di tutte le curve del 3", 4" e 5" ordine esistenti su essa, con- 
siderandole come parziali O totali intersezioni della superficie stessa con altre 
passanti per la conica doppia, e fondandosi essenzialmente ed esclusivamente 
sulle proprietà dimostrate nei primi due paragrafi: dopo di che è anche fatto 
cenno brevemente della rappresentazione della superficie sopra un piano. 

Nei tre ultimi paragrafi è ripreso 10 studio della configurazione delle 16' 
rette e dei 40 piani tritangenti, e sono risolte alcune delle questioni che ven- 
nero già trattate a più riprese per la superficie generale del 3" ordine 'dai  
sig.' CREMONA e STWY, e recentemente da1 çig. BERTINI. È già nota da lungo 
tempo, dietro i lavori dei sig.' C. JORDAN, DARBOUX, GEISER, CREMONA (*), l'in- 
tima analogia che passa fra le due superficie nominate, pel fatto che quella 
del 4' ordine avente una conica doppia è sempre deducibile da una generale 
del 3" mediante una trasformazione quadratica. Da cib segue che la configu- 
razione delle 16 rette della prima è la stessa di quella delle 16 rette della 
seconda appoggiate ad una conica della medesima, ed è per questa ragione 
che in nessuno dei lavori ricordati più innanzi, neppure nei più recenti là 
accennati, si è approfondit0 maggiormente 10 studio della configurazione me- 
desima. Tuttavia non mi sembra privo di interesse il fatto da me notato fra 
gli altri, che colle 16 rette della superficie si possono formare dei sistemi aventi 
un perfetto riscontro con alcuni dei più importanti sistemi Jormati cota t.utte 
le 27 rette della superficie di 3" ordine: resta con cib stabilita, per la superficie 
generale di 3" ordine, m'intima analogia, non ancora, credo, notata, fra tutte 
le 27 rette e le 16 rette che si appoggiano ad una sua conica qualunque. Per 
quanto riguarda la configurazione dei 40 piani tritangenti non si è fin qui, credo, 
andato più oltre della proprietà, fornita da1 teorema del sig. KUMMER, che essi si 
scindono a formare cinque angoli ottaedri. In questa questione, che si presenta 
molto più complicata della precedente, l'analogia colla superficie del 3" ordine 
è meno spiccata, come del resto è da prevedersi, perchè la simmetria viene tur- 
bata pel fatto che in ognuno dei piani tritangenti della superficie di 4" ordine 
a conica doppia esistono due rette ed una conica. 

-- 

(') JORDAN, Comptes Rendus, 1 5  marzo 1869; DARBOUX, id., 7 giugno 1869; GEISER, 
Journal von Crelle-Borchardt, Bd. LXX, 1869; CREMONA, Rendic. Istit. Lomb., Serie III, 
t. IV, 9 marzo 1871. 
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Ne1 $ 6 vengono adunque determinati brevemente tutti i possibili molti- 
lateri gobbi composti con rette della superficie, mostrandone la stretta relazione 
coi sistemi gobbi di rette studiati ne1 $ 1. Ne1 $ 5 è stabilito il concetto di 
qzcaderna di quadrilateri, cioè sistema di quattro quadrilateri gobbi contenenti 
tutte le rette della superficie: si dimostra che ve ne soqo di tre specie ben 
distinte, e se ne trovano le relazioni coi cinque coni bitange&i del sig. KUMMER, 
nonchè cogli ottaedri, cioè coi sistemi di otto piani (tritangenti) contenenti 
tutte le rette della superficie. Sono poi studiate più a fondo le quaderne che 
ho chiamate d i  la specie, e che presentano un perfetto riscontro colle terne di 
coppie di triedri conjugati considerate nella superficie di 3" ordine per la prima 
volta da STEINER, ed in seguito dagli Autori sopra citati. In particolare ho 
stabilita una corrispondenza fra queste quaderne e le coppie di biquadruple 
conjugate (dovute a CLEBSCH), deducendo poi anche da alcune nuove proprietà 
di queste ultime l'importante teorema (pure dovuto a CLEBSCH) che la ricerca 
delle 16 rette dipende da una equazione di 5" grado e da altre di gradi infe- 
riori. Infine ne1 3 7 è fatta la ricerca di tutti i poliedri principali (seguendo la 
denominazione adottata da1 prof. BERTIN) che si possono formare coi piani tri- 
tangenti; si trovano cosi due specie di esaedri, sette di ettaedri e sei di ottaedri, 
e ne sono dimostrate alcune proprietà. In  particolare si trova una spec.ie inte- 
ressante di esaedri principali, contenenti dei pentaedri che hanno moltissima 
analogia con altri a cui è giunto il prof. CREMONA in occasione affatto differente. 

Quanto al metodo da me tenuto ne1 trovare e dimostrare i teoremi, mi 
sono valso, si pub dire, esclusivamente delle proprieth esposte ne1 $j 1 sulla 
configurazione delle rette della superficie. 

1. Le rette giacenti snllii superficie; loro raggruppimeiiti. 

1. In tutto cib che segue si suppone semplicemente l'esistenza di una 
superficie F, del 4" ordine dotata di una conica doppia Do, e sfornita di ogni 
altra singolarità, cioè tale che la sua sezione con un piano arbitrario sia una 
quartica con due punti doppi (di genere 1). 

Il metodo più semplice per istabilire l'esistenza di rette sulla superficie (*) 
é certamente quel10 accennato da1 sig. STURM a1 principio del lavoro citato, e 

(') Ai 39 3 e 6 dove sono esposti a lc~ in i  morli di generaazione della superficie, è pur 
dimostrata ogni volta, in hase ad essi, l'esistenza delle 16 rette. 
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da lui poscia svolto per la superficie di 3' ordine nella Mernoria: Zur Theorie 
der Fiachen dritter Ordnzlng (*): in ta1 modo, considerando le rette che si ap- 
poggiano in punti distinti alla conica doppia ed a tre sezioni piane, si trova che: 

- La  superjicie possiede sedici rette, appoggiate alla conica doppia. 
In  modo analogo, sostituendo ad una delle sezioni piane una di queste 

rette, si ricava che: 
Ciascuna delle sedici rette è secata da nitre cinque, che a due a due notz 

si secano. 
Due delle 16 rette non possono secarsi in un punto di D,, altrimenti il 

loro piano taglierebbe ulteriormente F, in una conica con un punto doppio, 
cioè in un pajo di rette, e vi sarebbero quattro rette della superficie in un 
piano. 

2. Una sezione piana qualunque della superficie ha due punti doppi 
nei punti cornuni al suo piano e a D,; se il piano contiene una retta della 
superficie, la rimanente sezioiie è quindi una cubica (razionale) passante pel 
punto comune alla retta e a D, ed avente un punto doppio là dove il piano 
taglia di nuovo D,; ogni ta1 piano è dunque bitangente alla superficie, e i 
due punti di contatto sono i due punti comuni alla retta ed alla cubica, non 
situati eopra D,. Se il piano passa per due rette della superficie, la rimanente 
sezione è una conica (che non pub mai spezzarsi) passante pei due punti in 
cui le rette incontrano D,. Utz ta1 piano è tritavtgevtte alla superJicie, ed i 
punti di contath sono ii punto comuoe alle due rette, e i due puoti in cui 
le rette secano la conica, fuori di D,. Con cib si esauriscono tutti i piani 
tritangenti, epperb : 

16.5 - 40 piani tritangenti, cioè secanti la super- L a  superjîcie possiede - - 
2 

ficie in  due rette ed una conica. 
3. D'ora innanzi si dirà copia terna, puadrup2a) quintupla, (Dupel, 

Tripel, Quadrupel, Quintupel secondo le denominazioni del sig. STURM) il si- 
stema di 2, 3, 4, 5 rette della superficie formanti un sistema gobbo, cioè non 
secantisi a due a due; invece si dirà che due rette della superficie formano 
un pajo (Paar di CLEBSCH e STURM) quando si secano. Due paja si diranno 
gobbe fra loro quando le rette dell'uno non tagliano quelle dell'altro. Di più 
si dirà r-secante di un sistema di rette (O di una curva), una retta che si 
appoggi ad r rette del sistema (O alla curva in r punti). 

(') Journal von Crelle-Borchardt, Bd. LXXXVIII, pag. 213, 1. 

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



86 B e  r x O 1 a r i: Sulla superficie del quarto ordifie 

Si è veduto che una retta della superficie ha 5 secanti (*) e 10 zerose- 
10.16  canti; colle 16 rette si possono quindi formare - = 80 coppie, e col me- 

2 
todo sopra indicato si trova che ognuna ha 2 bisecanti, 6 unisecanti, 6 zero- 
secanti. Ogni coppia appartiene quindi a 6 terne; epperb colle 16 rette si 

possono formare -- 'O ' - 160 terne. Ognuna di esse ha una trisecante, 3 bise- 
3 

160 .3  
canti, 6 unisecanti, 3 zerosecanti. Ti sono dunque - = 120 quadruple. 

4 

Su questi ultimi sistemi è bene fermarsi alquanto. Sia (a ,  a, aJ) una terna 
avente q ,  per trisecante, e sieno b , ,  b, le altre rette appoggiate a q , :  allora 
la coppia (b, b,) am~nette un'altra bisecante q,, la quale non pub tagliare al- 
cuna delle ai ,  altrimenti si formerebbero delle terne (per es. la a ,  b, b,) con due 
trisecanti. Le due quadruple ( a ,  a, a, b,), (a ,  a, a, b5) amtnettono dunque ciascuna 
iina quadrisecante, cioè la q , ,  mentre la quadrupla (a ,  a, a, q,) non ne ammette, 
perchè q ,  e q, non si incontrano. Risulta quindi che, data una terna, delle 
sue tre xerosecanti una taglia le altre due; essa appartiene percib a tre qua- 
druple, di cui due amvettono una quadrisecante, e la terza no. Dunque (**): 

'Vi sono due specie d i  quadruple: una quadrupla dellu la specie îzon am- 
mette qzludrisecanti; una quadrupla della 2a specie ne ammette unu (sola). 

Una quadrupla non pub avere due quadrisecanti, altrimenti una terna 
avrebbe due trisecanti. 

Se una quadrupla (a, a, a, ad)  ummette m~ quadrisecante q, essa ammette 
anche u?za ed una sola zerosecante, e reciprocamente. Una zerosecante della 
quadrupla è manifestamente la quinta retta appoggiata a y. Che non ve ne 
siano altre si riconosce osservando che, se ve ne fosse un'altra m ,  yuesta non 
potrebbe secare q, epperb la coppia (m q) avrebbe due bisecanti, cib che è 
assurdo perché le ai, che tagliano q, non tagliano m. 

Reciprocamente suppongasi che la quadrupla (a, a, a, a,) ammetta una 
zerosecante p,; si consideri la terna (a,  a ,  a,) e sin p', la terza sua zerose- 
cante appoggiata, per quanto si vide, alle altre due a,, p,. Allora la coppia 
formata da queste due rette ha una seconda bisecante m,  e poichè le tre terne 

(*) Parlando di r-secanti si intende, naturalmente, che esse giacciano sulla superficie. 
Le loro proprietlr saranno svolte, oltre che in questo, anche ne1 '3 6. 

(") CLEBSCK, 1. c., 3 7, pag. 157. Per  la superficie generale di  3' ordine sussiste la 
proprietlr analoga relativamente alle quintuple, cioé esse sono di due specie, secondo che 
hanno una oppure due cinquisecanti. Cfr. STURM: Synthetische Untersucilun~en iiber Fla- 
chen dritter Ordnung. 1867, pag. 40 e seg. 
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(ai a, p,), (a, a,p,), (as a, p,) hanno ciascuna una trisecante, che deve appog- 
giare ad a, e p,, essa non pub essere che m. In altri termini, per una qua- 
drupla la esistenza di una zerosecante e quella di una quadrisecante sono 
I'una conseguenza dell'altra. 

Si ricava inoltre che unu terna appartiene ad una quadrupla d i  Z a  specie 
e a due d i  2a. Vi sono dunque 40 quadruple di la specie ed &O di 2". Una 
quadrupla di la specie non ha quadrkecanti, ha 4 trisecanti, una per ciascuna 
delle sue 4 terne, non ha bisecanti; ha 8 unisecanti, due per ciascuna delle 
sue rette; non ha zerosecanti. Essa non dà quindi luogo a quintuple. Invece 
una quadrupla di 2" specie ha 1 quadrisecante, O trisecanti, 6 bisecanti, 4 
unisecanti, 1 zerosecante. Ognuna di esse appartiene quindi ad una quin- 

80 1 tupla; e percib vi sono - = 16 quintuple: ognuna è coordinata ad una 
5 

retta della superficie, cioé a quella che ne è la cinquisecante. È: importante 
per il seguito osservare che, data una quintupla e la sua cinpuisecante, le altre 
10 rette si ottengono cercando le seconde bisecarzti delle sue 10 coppzé. 

4. Se si indica con ui il numero delle i-secanti di un dato sistema 
gobbo, le proprietà trovate si riassumono ne1 quadro: 

R e t t a  . . . . . . . . . . . . . .  
. . . . . . . . . . . . . .  Coppia 

Terna . . . . . . . . . . . . .  
Quadrupla di la specie . . . .  
Quadrupla di 3" specie . . . .  

. . . . . . . . . . . .  Quintupla 

5. Si vide al n.' 3 che una terna appartiene ad una quadrupla di la 
specie e a due di 2a. Se B data invece una coppia (ab), per vedere a quante 
quadruple di la e a quante di 2a specie essa appartiene, si indichi con ( p  q) 
la coppia delle sue bisecanti, con mi, m,, m, le altre tre secanti di p, e con 
n,, n,, n, le altre tre secanti di q: B chiaro che queste eei rette sono tutte 
fra loro distinte, e non sono altro che le sei zerosecanti della. coppia data. 
Allorn (na0 3) una retta ni deve tagliare due delle rette della quintupla 
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(ab I I ? ,  m, m,), cioè due delle mi; da1 che segue c.he per formare colle a, b 
delle quadruple di 2a specie si devono prendere O sole rette m, O sole rette 
n ,  e se ne hanno cos1 6 in tutto; per avere invece le quadruple di la specie 
si deve combinare una retta rn con quella delle n da cui non è tagliata, e se 
ne hanno cosi 3. Dunque una coppia appartiene a tre quadruple di 1" specie, 
ed a sei d i  2". 

Data infine una retta a ,  avendo 10 zerosecanti, essa appartiene a 10 
3 -  IO 

coppie; quindi, per cib che precede, una retta appartierze a .- = 10 qua- 
3 

6 10 
3 
- 20 d i  2". drupie d i  1" specie, ed a - - 

Analogamente si trova che una terrna appartiene ad una quiwhpla, una 
coppia a due, ana retta a Cinque. 

6. TEOREMA. - Le quattro trisecanti d i  una quadr@pla d i  ia specie 
formano pure una quadrupla di l a  specie (*). Sia infatti (a, a, a, a,) la qua- 
drupla data, e sieno b,, b,, b,,  b, le sue quattro trisecanti, in modo che ogni 
retta b seghi le rette a aventi indici diversi. Due rette b non possono coinci- 
dere in una sola retta, perchè questa sarebbe quadrisecante delle a;  due rette 
b noil possono tagliarsi, perchè cib accadrebbe anche delle due rette a secate 
da esse due; infine è chiaro che le b non hanno quadrisecante, c. d. d. 

Dunque ogni quadrupla di la specie ne ha un'altra conjugata; recipro- 
camente questa ha per conjugata la prima, perchè entrambe sono nelle stesse 
condizioni. L'insieme di due tali quadruple si dira biquudrupla (Doppelvier 
di CLEBSCH). 

Le biquadruple sono in numero di 20. 
7. TEOREMA. - Le otto rette escluse da unu biyzcadrupla formano m a  

rzuova biquadrupla (**). Per dimostrare questa importante proprietà, indico con 

la biquadrupla data, dove si conviene che due rette poste in una stessa linea 
O in una stessa colonna non si taglino. Se di ciascuna delle quattro coppie 

('1 CLEBSCH, 1. c., § 7, pag. 157. P e r  l a  superficie del 3' ordine vale il teorema ana- 
logo, fornito dalla notissima proprieth, dovuta a l  sig. SCHLAEFLI, che le sei cinquisecanti di 
una sestupla forrnano una nuova sestupla, 

(") CLEBBCH, 1. c., 3 7, pag. 157. Questa simmetria, com'è noto, non ha luogo nella 
superficie di 3' ordine. 
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(a;Fù si cercano le due bisecanti mi, ni, è chiaro che queste otto rette sono 
precisamente le rette escluse dalla biquadrupla. Ora se si considera per es. la 
terna (a ,  a ,  m3j, cssa h a  tre zerosecanti, di cui due, formanti una coppia, sono 
u4,  n3, e la  terza, che deve secare queste due, non pub manifestamente essere 
clie m, od n,, ed essendo ancora arbitraria la  loro notazione si pub supporre 
che sia la m,. Con questo metodo si conclude che le nz;, ni formano la bi- 
quadrupla 

Due biquadruple che in questo modo contengono tutte le 16  rette della supeï- 
ficie si dirarino conjzrgate. L e  coppzé d i  biquadrzrple conjugate sono 10. 

8. Si ottengono altri raggruppamenti che, a mio credere, non furono 
ancora osservati, cercando tutte le possibili relazioni che possono avere fra 
loro due biquadruple qualunque. Questa ricerca è esaurita mediante il seguen te 

TEOREMA. - Due biquadruple qualunque rzotz possono avere i n  comune 
clze vzesswza, oppure quattro rette for~nanti  O un quadrilatero gobbo O due paja 
gobbe fra loro. Che il primo caso possa avvenire, e in quanti modi, si è ve- 
duto ne1 numero precedente. Per  dimostrare la seconda parte della proposi- 
zione, si supponga di avere una biquadrupla 

e di volerne costruire un'altra B' avente comune colla prima una rettta, per es. 
la a,: si vedrà che B e B' devono averne in comune altre tre od altre sette. 
Invero, poicbè la a ,  compare in entrambe le biquadruple, esaa verrebbe cos1 
a secare sei rette, epperb qualciina delle rette che essa seca nella B deve 
coincidere con qualcuna delle b,, b,, b,. Si possono dunque dare tre casi: 

1. L e  tre rette che a ,  seca in Br coincidono una per una colle b,, 6,, B , ;  
allora le due biquadruple si possono indicare corne segue: 

Ma in ta1 caso la coppia (b, O,) ha le tre bisecanti a,, a,, c,, cib che è 
assurdo, a meno che due di esse coincidano; e poichè a, non pub coincidere 
nè con a,, nè con c,, coincideranno fra loro le a,, c4. Analogamente coinci- 
dono a,, c,; a,, c3, e quindi b,, d l ,  cioè anche B, B' coincidono. 

Annaii di Mntcmatica, tom0 XIII. 13 
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per es. con h, ,  6,; la B' si pub 

Br-1 

II. Delle tre rette che a ,  seca in B' due sole coincidono rispettivamente 
allora indicare cos1 

e come sopra si conclude che a ,  
avviene altro, perchè, se B e B' 

e c, devono coincidere. In  generale poi non 
avessero un'altra retta comune, coincidereb- 

- 

ber0 esse stesse. Si vede che le quattro rette comuni formano u n  puadrilutero 
gobbo. Di questi quadrilateri formati colle 16 rette è chiaro che ve ne sono 40, 
perchè ognuno è individuato da una qualunque delle due coppie che contiene. 
È: anche facile vedere nelle B e B' che le otto rette lzon cornuni fortnuno una 
biquadrzcpla, che è 

bi  Cz Cs  br 

di a2 a, 4 l 7 

di modo che le B, B' e quest'ultima biquadrupla hanno a due a due un 
quadrilatero comune: per brevità si dirà che esse formano una t e m a  d i  tiquu- 
druple associate, dicendo associate due biquadruple aventi un quadrilatero co- 
mune. Tornando alle B, B', ciwscuna delle rette a i ,  b, ,  b,, a ,  è secata da altre 
cinque rette, ma per ciascuna finora se ne sono considerate soltanto quattro; 
rimangono dunque da considerare quattro rette, evidentemente distinte, che 
indico ordinatamente con m,, rn,, m,, m,. Considerando allora le cinque rette 
b,, b,, b,, d,, nz, appoggiate ad a,,, la m, deve tagliare, oltre a b,, un'altra 
di esse, e questa dev'essere m,,  altrimenti si avrebbe una coppia con più di 
due bisecanti. Analogamente si trova che m ,  taglia m,, e che rn, taglia m, 
ed m,, e quindi non m,; si ha cosi il quadrilatero gobbo mi m, m, rn,, ossia 
le quattro rette esclusa formano un puadrilatero. Si riconosce pure subito che 
le quattro rette comuni e le quattro escluse formano unu bipuadrupla. Laonde 
un quadrilatero appartiene a tre, e tre sole, biquadruple: un ta1 sistema di 
biquadruple aventi un quadrilatero comune comprende tutte le 1 6  rette. Colle 
rette di una biquadrupla si possono formare 6 quadrilateri; quindi una b ipa -  
drupla ne ha 2 . 6 = 12 associate, e appartiene percib a 6 terne d i  biquadruple 

6 20 associate. Fi sono dunque - = 40 d i  tal i  terne. Si è veduto che le quattro 
3 

rette escluse da una terna formano un quadrilatero; da cib che precede segue 
anche reciprocamente che: le dodici rette escluse da  zcn quadrilatero gobbo 
s i  possono disporre, in un solo ?nodo, in una terna d i  biquadruple associate. 
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Resta con cib stabilita una corrispondenza univoca fra queste 40 terne ed i 
40 quadrilateri. fi infine utile notare la proprietà evidente: due biquadruple 
conjuyate hamo le stesse associate. In  seguito (n.' 52, 53) tornerb di nuovo 
su questi sistemi di biquadruple associate, mostrandone nltri raggruppamenti 
e le relazioni con altri sistemi che là verranno considerati (*). 

III. Delle tre rette che a l  seca in B' una sola coincide per es. con b,. 
Questa retta taglia in B', oltre ad a,, altre due rette, e siccome tre delle sue 
secanti compajono già in B, per non ricadere in alcuno dei due casi già con- 
siderati, si devono porre in B' le altre due, che dirb c, e cl, in modo che sia 

Allora se si osserva come sono formate le B, B', si vede senza difficoltà che 
la terna (a, c, c,) non è tagliata da alcuna delle rette a,, a,, b,, c,, epperb 
c, deve coincidere con una delle altre rette, e, poiche non taglia b,, coinci- 
derà con b,. Ma allora b, viene a tagliare le sei rette a,, a,, a,; di, d,, d,, 
quindi almeno una delle tre prime deve coincidere con una delle altre tre; e 

Anche qui in generale non accade altro; perb questo caso è essenzialmente 
diverso da1 precedente, perchè qui le quattro rette comuni formmo due puja 
gobbe fra loro. Non è possibile disporre, come dianzi, le otto rette non comuni 
di B e B' in una nuova biquadrupla poichè si riconosce facilmente che esse 
si dispongono, in un solo modo, in quattro paja gobbe fra loro (**); infine le 
quattro rette escluse formano due paja gobbe fra loro, e colle due paja comuni. 

si vede sgevolmente che devon0 necessariamente coinoidere le a,, di. Si  ha 
allora : 

(') 1,e proprieth sopra trovate presentano un perfetto riscontro con ci6 cbe accade per 
l a  superficie di 3" ordine. P e r  questa infatti si  dimostra (CREMONA, Teoremi stereometrici 
dai q u d i  si deducono le proprietà dell'esagrammo d i  Pascal, Mem. dell'Accad. de' Lincei, 
Serie III, vol. 1,  8 aprile 1877, n." 43) che se due bissestuple hanno 6 ret te  comuni, l e  
loro al t re  12 ret te  formano una nuova bissestupla; di modo che si formano delle terlze d i  
bissestuple associate (in numero di 120), cioé aventi a due a due 6 ret te  comuni. L e  nove 
re t t e  rimanenti della superficie sono contenute in una coppia di triedri conjugati di STEINER. 
Questa analogia f ra  le  bissestuple e le  biyuadruple, e fra le  coppie d i  t r iedri  conjugati e i 
quadrilateri apparirà anche più spiccata nelle ricerche seguenti. 

(") Questo risulta immediatamente anche d a  un teorema che sarà  diffiostrato ne1 nu- 
mcro segaente. 

B' a, bi c, c4 

a, 6, d3 4 1 
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Ricordando (n.' 2) che colle 16 rette si possono formare 40 paja, risulta 
anche reciprocamente: le dodici rette escluse da due paja gobbe fra loro si 
dispongono, in un solo modo, it; due biquadruple aventi i n  cornune quattro 
rette formanti pure due paja gobbe fra loro e colle paja date. 

9. Le proprietà trovate ne1 III dei casi considerati ne1 numero prece- 
dente mettono in chiaro il vantaggio di studiare più da vicino quei sistemi 
di paja. 

Se m, n sono le rette di un pajo, poichè entrambe hanno altre quattro 
secanti, vi sono sei rette pi ,  p2, ..., p6 zerosecanti del pajo stesso. Di queste 
una non pub secarne altre due; si supponga infatti che p, tagli pl e p,; al- 
10ra la terna (m pip2)  ha una (sola) trisecante, che, dovendo essere una delle 
due bisecanti della coppia (p,p,) e non potendo essere p,, sarà una certa 
retta k. Ma la terna (ta p,p,) ha pure una (sola) trisecante, che non pub es- 
sere k, e deve quindi essere p,, il che è contro l'ipotesi. Di più, siccome le 
sei rette pi non possono formare un sistema gobbo, si pub supporre per es. 
che pi tagli p,. Le quattro rette p,, p,, p,, p,, avendo due zerosecanti, cioé 
le m ,  n, non possono pure formare un sistema gobbo, e si pub percib sup- 
porre per es. che p, tagli p,; e, per quanto si è premesso, le rette p,, p,, p,, y, 
non sono incontrate da altre rette pi che le ora accennate. Ne segue che 
anche le p, e p, devono incontrarsi, altrimenti si avrebbero le due quintuple 
(nz p, p3 p5 p,), ( f i  p, p, p, p,), epperb la quadrupla ( p i  p3 p,p,) avrebbe due qua- 
drisecanti. 

Si ha dunque la proprietà (*): 
Un pajo di  rette della szcperj'îczé ha sei zerosecanti, ehe si distribuiscono, 

in zin modo solo, in tre altre paja gobbe f r a  loro e col pajo dato. 
Riflettendo che in ogni piano tritangente esiste anche una conica della 

superficie, è chiaro che il teorema ora dimostrato si pub anche presentare 
sotto l'aspetto seguente, che verrà utile in segiiito: 

Ognuna delle coniche poste nei 40 piani tritangenti è tagliuta <a otto 
rette, che si  distribuiscono, in ulz solo modo, i n  quattro paja gobbe fra loro. 

10. L a  proprietà ora dimostrata fa dunque vedere che le 40 paja di 
rette si spezzano in 10 gruppi di 4 paja, che chiamerb quaderne d i  paja, es- 
sendo le quattro paja di una quaderna gohbe fra loro; ogni quaderna è indi- 
viduata da uno qualunpue clelle putattro paja in essa conle~iute. 

Sieno (a ,  a,), (bi b,), (ci c,), (dl d,) le paja di una quaderna; sieno mi, m,, 
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V I , ,  m, le altre quattro secanti di a , ,  ed n, ,  no, r ~ , ,  n, le altre quattro eecanti 
di a,. Delle mi intanto una non pub secare due delle ni, chè se per es. nz, 

secasse ni ,  la,, la terna (a, ni n,) avrebbe due trisecanti, cioè a, ed mi. Di 
più, poichè la coppia (mi a,) ha due hiseca~iti, e l'una è a,, I'altra deve tro- 
varsi fra le ni. Dunque si vede che ogni retta nti taglia una ed una soln 
retta ni,  e queste otto rette si distribuiscono quindi, in un solo modo, in una 
quaderna di paja. Questa quaderna e la data esauriscono tiitte le 16 rette; 
due tali quaderne si diranno conjugate. Riassumendo, si ha il teorema impor- 
tante dovuto a CLEBSCH (1. c., $ 2 ,  pag. 145): 

Le 40 paja si distribuis.cono in 10 qfiaderne, composta ciascuna di qzlattro 
poja gobEe fra  loro; le 10 quaclerne s i  spexxuno di nuovo in 5 coppie d i  
quaderne conjugate, ognuna delle quali contiene tutte le 16 rette. 

Questo teorema mostra che l'equazione del 16' grado, da cui dipende la 
ricerca delle 16 rette della superficie, è risolubile col mezzo di un'equazione 
(generale, come ha notato CLEBSCR a1 § 10 del lavoro citato) del 5" grado, e 
di altre di gradi inferiori, cioè quella ricerca non introduce altre trascendenti 
che le ellittiche (*). 

11. Se (a, a,), (bi b,), (ci 4, ( 4  cl,); (ati af2), (b', bf2), (cfI c'~), (d', $4 sono 
due quaderne non conjugate, le 16 rette che qui compajono non possono essere 
tutte fra loro distinte, e si avrà per es. a, = a',. Ma una retta a, non pub 
avere che 10 zerosecardi, mentre cos1 ne avrebbe 12,  cioè le bl, b,, ci, c,, 
di, d,; b',, b',, cfi, e t z ,  d',, d',; epperb due delle prime sei rette devono coin- 
cidere con due delle altre sei, e queste due rette non possono formare un 
pajo, altrimenti (n.' 10) le due quaderne coinciderebbero. Sia per es. b, = b',, 
ci = cfi .  Ma la terna (a, b, c,) non ha che tre zerosecanti, epperb, come sopra, 
sarà per es. d, = d',. Le quattro rette a,, b , ,  c,, di comuni alle due quaderne 
formano una quadrupla, c,he dico essere di la specie; e invero una qualunque 
di esse, per es. la a , ,  taglia due delle 12 iette (cioè a, e a'-) che si sono con- 

(') Il CLEBSCH ha pure stabilita direttamente (§ 12) l'equazione del 16' grado da cui 
dipendono le 16 rette, ed ha mostrato (§ 15) come la sua risoluzi6ne dipenda dalla risolu- 
zione cornpleta di quella ejuazione di 5' grado, e da quella di quattro equazioni quadratiche 
i ciii coefficienti contengono razionalinente 19 quattro corrispondenti radici di quella del 
5 O  grado. I n  seguito il prof. CREMONA nella Nota: Sulla superficie d i  quart'ordine dotatn 
d i  una conica doppia (Rendic. Istit. Lomb., O marzo 1871) col m5zzo di una trasformazione 
razionale quadratica del10 spazio ha dimostrate le stesse proprietà, facendo vedere che quel- 
l'equazione di 5' grado non è altro che quella da cui dipende la ricerca dei cinyue piani 
tritangenti ad una superficie del 3" ordine passanti per una retta della medesima, 
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siderate, epperb taglierà tre delle quattro rette escluse. Cib mostra anzi di più 
che le rette comuni e le rette escluse formano una biquadrupla. Dunque: 

Due quaderne yualtcnque non conjugate hanno sempre in comme quattro 
rette formanti unu guadrz~pia di l a  specie; le quattro rette escluse formano 
una seconda quadrupla d i  la specie, che si compone colla prinza ir, unu bi- 
y uadrupla. 

12. Prima di paesare ad altri argomenti, credo utile di accennare bre- 
veinente ad una notaziorie molto semplice delle 16 rette, affatto analoga n 
quella data da1 sig. SCHLAEPLI per le 27 rette della superficie del 3" ordine, 
e già indicata da1 prof. CREMONA nella Nota citata ne1 numero precedente. Si 
indichi con a una qualunque delle 16 rette della superficie, e con b,, O,, b,, b,, b5 
le sue cinque secanti; allora le 10 zerosecanti di u si possono opportunamente 
indicare con cik, eesendo gli indici i, E variabili da 1 a 5, dove si conviene 
che la retta Cik si appoggia alle b;, bk '(cfr. la fine del n.' 3); corne per la 
superficie di 3%rdine, due rette c si incontrano O no secondo che i loro sim- 
boli non hanno od hanno un indice comune. 

Riguardo a questa notazione le quadruple di la specie sono di tre tipi: 
ve ne sono 10 del tipo (a cik cih Ckh), 20 del tip0 (bi Chk Chm ~hn), 10 del tipo 
(bi bk bh cm,). Le quadruple di 2" specie sono invece di 5 tipi, cioè ve ne sono 
20 del tjpo (a cik c;h ci,), 5 del tipo (bi bk bh b,), 5 del tipo (c& Cik Cim  in), 20 
del tipo (bi chk Chln ckm), 30 del tipo (bi bk crnh cnh). Le biquadruple sono di soli 
due tipi: ve ne sono 10 del tipo 

Finalmente le 40 paja sono di tre tipi, cioè 5 del tipo (a bi), 20 del tipo 
(bi c;k), 15 del tipo (cik cmn); invece i 40 quadrilateri gobbi sono di due tipi, 

a bi 
cioè 10 del tipo 1 :ih ::n 1 , colla quale scrittura si 

intende che si tagliano fra loro due rette poste in una stessa linea od'in una 
stessa colonna. 
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$ 2. Cono circoscritto da nu punto alla snperficie. 
Coniche giacenti sulla superficie. - Teorema di  Kummer. 

13. Ogni punto della conica doppia D, ammette ivi due piani tangenti 
alla superficie, l'un0 all'una, I'altro all'altra delle due falde della superficie ; 
la sezione di F4 con uii ta1 piano è una curva (razionale) del 4" ordine avente 
ne1 punto di contatto un punto triplo, di cui due rami appartengono alla falda 
toccata e il terzo, che ha ivi per tangente la tangente di D,, appartiene al- 
l'altra falda. Ora, preso un punto arbitrario O dello spazio, i punti di D, che 
sono di contatto per piani tangenti uscenti da O devono giacere sulla quadrica 
polare di 0 ,  epperb sono quattro. Ihnque (*) la sviluppabile formuta dalle 
coppie d i  piani tungenti ad F4 nei pwti d i  D, è della 4a classe. 

Se O è ancora un punto arbitrario del10 spazio, la sua prima polare é 
una superficie del 3" ordine passante per D,, e riecante quindi F, ulteriormente 
in una linea de11'8' ordine: essa noii è altro che la linea di contatto del cono 
circoscritto da O alla superficie, quindi: il coino circoscritto alla superjkie da 
un punto esterno d delZ'80 ordine (*). È noto che le prime polari di tutti i 
punti dello spazio si toccmo fra loro e toccano la superficie data nei punti 
cuspidali della linea doppia; ne1 caso presente quella linea di contatto, essendo 
dell'SO ordine, taglia D, in 8 punti, di cui quattro sono di contatto pei quattro 
piani tangenti uscenti da O, e gli altri quattro sono quindi i punti cuspidali; 
cioè la co.nica doppia ccntiene quattro punti cuspidali (**). 

Se si prendono due punti arbitrari O, O' dello spazio, le loro prime polari 
si secano lungo D, ed una ulteriore curva del 7' ordine (e di genere 5), che, 
pel teorema sopra ricordato, deve passare pei quattro punti cuspidali e pei 
due punti di D, che sono di contatto per le tangenti condotte a D, da1 punto 
comune alla retta O ed al piano di D,. Se si trovano dunque le intersezioni 
di F, con questa-curva, i primi quattro punti contano ciascuno per tre, e gli altri 
due per due; epberblla classe della superficie d 4 7 - 4 .  3 - 2 - 2  = 12 (*). 
Se si comidera di nuovo un punto O dello spazio, si sa che i punti di con- 
tatto delle rette che escono da O ed osculano la superficie sono i punti comuni 
ad F, e alle due prime polari di O ,  ossia sono (ne1 caso presente) i punti 

(') V. R. STURM, Rlem. cit. Math. Ann., Bd. IV, n.' 4. - Cfr. anche SALMON-FIEDLER, 
Analytische Geornetrie des Raumes. Bd. II, 3& ediz., 1880, pag. 686. 

(") CLEBSCH, 1. c., § 9, pag. 162. 
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comuni, e fuori di D,, alla suddetta curva de11780 ordine e alla quadrica po- 
lare di O. Poichir questa curva passa pei quattro punti di contatto dei piani 
condotti da O a toccare in punti di  D,, e pei medesimi punti passa anche la 
quadrica polare di O, segue che da url punto esterno partofzo 2 .  8 - 4 = 12 
rette osculatrici alla superficie (*). Conoscendo questi tre numeri relativi al 
cono circoscritto da O, le formole di PLÜCKER dànno i rimanenti. Si trova cosi 
che da un punto ester,no partono 4 ta~zgenti doppie, 24 piani stazionart e 26 
piani bitangent2 alla supe~ficie (*). 

Un piano bitangente taglia la superficie F, O in una retta ed una cu- 
bica, O in due coniche; l'ultimo numero dice dunque che da u n  punto qzm- 
lz~nyzle dello spaxio partono 10 piani che secano la suyerJicie seco9ado due 
col-zicl~e. 

Sarebbe molto facile trovare le particolarità che intervengono quando il 
punto O acquista posizioni speciali. Se per es. esso giace sopra una retta della 
superficie, questa giace sulla prima polare di 0, epperb la curva di contatto 
si spezza in questa retta ed in una curva del 7 '  ordine, che dere incontrare 
In retta in tre punti; peroccliè un piano qualunque passante per la rettn seca 
la E', ancora in una cubica razionale, che B quindi della 4" classe; il che 
dice che la curva del 7' ordine taglia quel piano in soli quattro punti fuori 
della retta. Se il punto O è cornune a due rette della superficie, la curva di 
contatto si spezza in esse ed in una residua curva del 6" ordine, di cui le 
rette sono corde, ecc. 

14. ConicAe della superficie. Si è già detto che in ciascuno dei 40 
piani tritangenti vi è una conica; questa taglia D, in due punti, epperb pei 
essa e per D, passano infinite quadriche, di cui ognuna taglin ulteriormente 
la F4 in una conica. È dunque xcertato che sulla superficie esistono infinite 
coniche. Ora si ha il 

TEOREMA. - Ogni conica della superficie è tagliata da oito reite della 
medesinilu forrnanti una quadema d i  paja. Se la c0nic.a B situata in un piano 
tritangente, la proprietà fu già dimostra.ta al n.' 9. In cas0 diverso, ne1 piano 
della conica data C vi è una seconda conica C' della superficie: allora è chiaro 
che a C' non possono appoggiarsi tutte le 16 rette, altrimenti 17iperboloide 
passante per De, C' e per una di esse conterrebbe anche le 5 rette appoggiate 
alla retta presa. Cib mostra che alla conica C si appoggia almeno una retta a. 
L7iperboloide passante per Do, C, a seca ancora fi in una retta a', che deve 

(') V. R. STURM, 1. c .  Matll. ~ n n . ,  Bd. IV, n.' 4. 
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tagliare a, altrimenti esso conterrebbe anche le due bisecanti di a ed a'. Le 
altre quattro rette della superficie appoggiate ad n, e le altre quattro appoggiate 
ad a' non tagliano dunque la C, epperb tagliano Cf, e ciascuna delle prime 
($ 1, n.' 10) seca una delle seconde in modo da formare una quaderna di paja. 
Ragionando sopra una di queste paja, si conclude 10 stesso per C; c. d. d. 

Due coniche di F, non aventi punti comuni sono tagliate dalle wedesime 
otto rette; infatti le otto rette che tagliano l'una C delle due coniche date 
non possono tagliare l'altra conica posta ne1 piano della seconda conica data 
C', epperb devono tagliare Cr. Due coniche di  F, aventi due punti comuni 
Non hanno sopra F4 alcuna secante cornune, perchè questa giacerebbe sopra 
I'iperboloide determinato dalle due coniche e da Dg. Infine due coniche di  P4 
aventi un punto comune hanno sopra F, quattro secanti comuni forrnavati 94na 
puadrupla d i  la specie, e puuttro zerosecanti cornuni formanti una seconda 
quadrupla d i  1" specie, che s i  compone colla p ~ i m a  a fo~mare zcna biqua- 
drupla. L a  biquadrupla conjugata è costituita dalle altre quattro secanti del- 
Puna conica e dalle altre quattro secanti dell'altra. Sieno infatti C e Cf le 
due coniche aventi un punto comune, e sieno Ci, Cf, le altre due coniche 
contenute ancora rispettivamente nei loro piani. Se (a b) è una delle quattro 
paja appoggiate a C, la quadrica passante per D,, C ed a contiene anche b, 
quindi Cf non pub secare entrambe le a ,  b, altrimenti giacerebbe su quella 
quadrica. Neppure pub accadere che Cr non tagli alcuna delle a,  b, altrimenti 
la C',, che pure ha un punto c,omune con C, taglierebbr? entrambe le a ,  b. 
Dunque Cr seca une retta di ciascuoa delle quattro paja appoggiate a C. Le 
quattro rette secanti comuni formano una quadrupla, che è di la specie; 
invero siano (a, b,), (a, b,), (a, b,), (a, b,) le quattro paja appoggiate a C, e 
siano a,, a,, a,, a, le secanti comiini di C e Cr ;  queste quat,tro rette non 
possono avere zerosecanti comuni, perchè le rette rimanenti si hanno cercando 
per u.na qualunque di quelle quattro paja le altre secanti delle sue due rette. 
Se ora (a, b',), (a, b',), (a, b',), (a, b',) è la quaderna appoggiata a Cf, la b,, 
secando a, ,  non pub secare b',; invece, non secando alcuna delle a,, a, , a<, 
deve, per l'osservazione ora fatta, secare le b',, b',, br4. E si ha quindi la 
biquadrupla 

8, b 2  b3 6 4  

bfi bf2 bI3 b'r 

Considerando analogamente le Ci, Cf, che pure hanno un punto comune, le 
loro quattro secanti sono le zerosecanti di C e Cf,  epperb queste formano 
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una quadrupla di la specie, che deve di più cornporsi in una Fiquadrupla 
colla quadrupla delle secanti cornuni; c.. d. d. 

In generale si pub dunque dire che due soniche di F, aventi a punti 
comuni lralzno 4 (6 -. oc) secanti cornuni ("). In modo analogo si trova che tre 
coniche di F, aventi a + + y punti comuni hanno 2 (4 - a - B - y )  secanti 
comuni (*). 

15. Valgono anche le proprietà reciproche delle precedenti. Se a,, a, 
sono due rette della superficie che si incontrano, le quadriche passanti per 
esse e per D, formano un fascio e ciascuna di esse taglia ulteriormente la 
superficie in una conica appoggiata in un punto a ciascuna delle a,, a,; in 
particolare fra queste coniche vi è anche qiiella contenuta ne1 piano delle due 
rette, nonchè quattro paja, formate ciascuna di due rette, di cui l'una taglia 
ai e l'altra a,, e costituenti una quaderna. Pel numero precedente ognuna di 
queste coniche è secata da otto rette formanti una quaderna di paja, fra cui 
vi è (a, a,), e che è la conjugata della precedente. Siccome poi (ne0 10) una 
quaderna è determinata da un suo pajo, qualunque sia il pajo da cui si parte 
si ottengono sempre le stesse coniche. Ricordando le proprietà dimostrate sopra 
si conclude: 

Esistono sulla superficie cinque coppzé di sistemi conjugati semplicerizente 
infiniti di coniche, essendo ogni coppia coorclinata ad una delle cinqtce coppie 
d i  quaderne conjugate di paja: ogni conica dell'un sistema è appoggiata alle 
otto rette di zcna puaderna, mentre ogni conica del sistema conjugato è appog- 
giuta alle ~ t t o  rette della quaderna conjugata; le yuattro paja dell'una qua- 
derna appartengono all'un sistema e si appoggiano u tutte le coniche del si- 
stema conjugato. 

Due coniche dello stesso sistema non si tagliano, altrimenti non potrebbero 
essere appoggiate alle stesse otto rette; due coniche di sistemi conjugati hanno 
t h e  punti comuni, perchè non hanno alcuna secante comune; se dunque si 
imaginano le coniche di un sistema, quelle che sono contenute ulteriormente - 

nei loro piani appartengono al sistema conjugato; infine due coniche d i  sisterni 
diversi e non conjuyati harcno un punto comune per la proprietà dimostrata 
ne1 n.O 11 (**). 

(') CLEBSCH, 1. C., § 3, pag. 146-7. - R. STURM, 1. C., ll.' 22. 
(") La scoperta dei 10 sistemi di coniche é dovnta al sig. KUMMER (1. c., § 3); le altre 

relazioni sono dovute a CLEBSCH (1. c., § 3) che le trovo per mezzo della rappresentazione 
della superficie sopra un piano. 
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16. Bia O un punto qualunque della superficie F,, e sia (u, a,) un pajo 
di rette della medesima, (a', a',) un altro pajo gobbo col primo, cioè appar- 
tenente alla quaderna conjugata. Se ne1 fascio di quadriche avente per base 
D,, a,, a, si determina quella che passa per 0 ,  essa seca ulteriormente la su- 
perficie in una conica passante per O ed appoggiata in un punto alle a , ,  a, 
e quindi alle altre sei rette della quaderna corrispondente; analogamente passa 
per O una conica del sistema conjugato, cioè appoggiata alle a' , ,  a', ed alle 
altre sei rette della quaderna corrispondente. Cioè per ogni punto della super- 
ficie passano due piani che secano F4 in coniche appartenenti ad un medesimo 
doppio sistema: la sviluppabile formata da questi piani è dunque della 2" classe. 
Concludendo si ottiene il teorema fondamentale dovuto al sig. KUMMER (1. c., $ 3): 

I piani  che tagliano la superficie in coppie d i  coniche si distribuiscono 
in cinque serie, ciascuna delle quali è coord i~a ta  ad una  delle cinque coppie 
d i  quaderne; i piani d i  una  stessa serie passano per u n  punto ed inviluppano 
u n  con0 d i  2" grado. L e  generatrici dei cinque coni cosi ottenuti toccano la  
superjcie in due punti; ed i coni stessi tagliano quindi la super.ficie ciascuno 
in una linea del 4 O  ordine e d i  la specie (di genere 1) passante pei p u a t t ~ o  
punti  cuspidali della conica doppia ((V. n.' 13). 

Questi coni saranno detti in seguito coni d i  Kmzmer ,  ed i loro vertici 
yunt i  d i  Kumrner. La  ricerca dei cinque coni di KUMMER dipende da un'equa- 
zione di 5" grado, che é manifestamente la stessn da cui dipendono sostan- 
zialmente le 1 6  rette (V. n.' 10). 

In particolare il teorema precedente dà la  seguente proprietà, che sarà 
utilissima in seguito: - 

1 40 piani tritangenti formaxo cinque angoli ottaedri, in ognuno dei 
quali sono contenude tutte le 16 rette, disposte i n  una  delle cinque coppie d i  
quaderne conjuga te. 

La  esposta dimostrazione geometrica del teorema del sig. KUMMER si rac- 
comanda per la semplicith e per la sua indole, direi, affatto elementare. 

Il sig. ZEUTHEN (*) ha pure date due dimostrazioni geometriche della stessa 
proprietà considerando la projezione della superficie fatta da un punto della 

(') 01% F l a d e r  af  fierde O r d e n  med DobbeEthegles.i~it, Memoria scritta per il IV cen- 
tenario della fondazione cleli'Universit8 di Kopenhagen, 1879. Collo stesso metodo della pro- 
jezione da un punto della conica doppia sono dedotte in questo lavoro le principali proprietà 
gih note della superficie; perb Io scopo principale di esso è 10 studio e l a  classificazione 
della superficie stessa da1 punto di vista della connessione, e della realit8 O immaginarieta 
de'suoi elementi. Lo stesso metodo era già stato utilizzato da CLEBSCH ne1 3 9 della sua 
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conica doppia; anche il sig. ~ E G R E  (1. c., n.' 5, pag. 327-8) ha  dimostrato geo- 
rnetricamente 10 stesso teorema, facendo uso del metodo di cui si è gih accen- 
nato. Le dimostrazioni date dai sig.' ZEUTHEN e SEGRE non presuppongono la 
conoscenza delle rette della superficie. 

3 3. Due modi d i  generazione della saperflcie. 

17. L e  proprietà sopra trovate delle coniche situate sulla superficie con- 
ducono immediatamente a due modi semplicissimi di generazione della me- 
desima. 

1." Siano Ci e Cé due coniche della superficie appartenenti ad uno stesso 
sistema e non aventi quindi alcun punto comune, e si concepiscano i due fasci 
di quadriche aventi per basi (D,, Ci) e (D,, C',). Ogni quadïica del primo fascio 
taglia ancora la P, in una conica appoggiata in due punti a D, e in due a 
C,, cioè appartenente al sistema conjugato di quel10 di Ci, C,; essa taglia 
quindi in due punti anche C,, e giace in una quadrica determinata del se- 
condo fascio. Questi due fasci sono per ta1 modo posti in corrispondenza pro- 
jettiva, e colle loro mutue intersezioni generano la superficie F,. Reciproca- 
mente é manifesto pel principio di corrispondenza di CHASLES che la superficie 
generata da due fasci projettivi di quadriche posti nelle precedeuti condizioni 
è del 4' ordine, contiene C, e C, ed ha D, per conica doppia (*). 

Cerchiamo ora le 16 rette della superficie. Si concepisca per cib la su- 
perficie gobba formata dalle rette che si appoggiano in punti distinti alle 
C,, C,, D,: essa è de11'8' grado, ha D, per curva quadrupla, e Ci, C, per 
curve doppie. Questa superficie taglia ulteriormente la F, in una linea de11'8' 
ordine che si spezza manifestamente in 8 rette. Se si indica con m una di 
esse, un piano variabile intorno ad m seca ulteriormente le D2 e Ci ciascuna 
in un punto, e la congiungente di questi due punti genera una superficie di 
2' grado. Essa è secata da C, in quattro punti, di cui uno B fuori di m e 
di D,, epperb fra quelle otto rette ve ne è una ed una sola appoggiata ad rn; 

Memoria: Ueber den Zusamrnenhang einer KEasse von Flachenabbildungen mit den 
Zweitheilung der Abel'schen Functionen (Math. Ann., Bd. III) per ottenere la  rappresen- 
tazione della superficie sopra un piano doppio. 

(*) Questo modo di generazione é dovuto al sig. DURRANDE (Sur les surfaces du qua- 
trième ordre, Comptes Rendus, 1870, t. LXX, pag. 920). - Cfr. il lavoro citato del 
sig, STURM nei Math. Ann., Bd. IV, n.' 23. 
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vale a dire le otto rette formano una quaderna di paja. Per trovare le altre 
otto rette della superficie, si indichino con Cf,,  Cr, le altre due coniche di F, 
poste nei piani di Ci, C, rispettivamente, e si considerino due fasci projettivi 
di quadriche aventi per basi (D,, C'J e (Dz, Cf2), essendo la corrispondenza 
determinata in modo che alla quadrica composta dei piani di D, e delle Ci, 
Clr corrisponda la quadrica del secondo fascio contenente Ci, alla quadrica 
del secondo fascio composta dei piani di D, e delle C,, Cr, corrisponda ne1 
primo la quadrica contenente C,, e che alla quadrica del primo fascio deter- 
minata da un punto O di F4 corrisponda ne1 secondo la quadrica pure deter- 
minata da O. Viene cos1 generata una superficie che manifestamente coincide 
colla prima; vi devono dunque essere sopra F, otto rette formanti una qua- 
derna di paja ed appoggiate a Cli, Cl2 e non a Ci, C2. Si hanno cosi le 16 
rette, ed è chiaro che non se ne hanno altre. 

18. 2." Sia C una conica qualunque della superficie, ïï il suo piano, 
K il cono di KUMMER a cui Ii è tangente, e si consideri il fascio di quadriche 
avente per curva base (D,, C): ogni quadrica di questo fascio taglia ulterior- 
mente la F4 in una conica appartenente al sistema conjugato di quello di C, 
e il cui piano è quindi pure tangente a K. Reciprocamente ogni piano tan- 
gente di K seca B4 in due coniche di cui una appartiene al sistema conjugato 
di quello di C, e quindi seca C in due punti e giace sopra una determinata 
quadrica del fascio (D,, C). Il cono K e il fascio suddetto sono dunque riferiti 
projettivamente, e colle intersezioni dei loro elernenti corrispondenti generano 
la F4. In tale corrispondenza al piano II corrisponde la quadrica formata da1 
piano II e da1 piano della conica doppia. 

Viceversa se si riferiscono projettivamente le quadriche di un fascio ai 
piani tangenti di un con0 quadrico, posti nelle precedenti mutue condizioni, 
il principio di CHASLES mostra che (tralasciando il piano il) la superficie ge- 
nerata è del 4" ordine, contiene C ed ha D, per conica doppia (*). 

Per ritrovare anche qui le 16 rette basta imaginare una qualunque delle 
coniche della superficie, generata corne dianzi, e la conica ulteriore che giace 
ne1 piano il; esse non hanno punti comuni e si è allora ricondotti al 1" caso. 
Del resto si potrebbe anche cercare, col principio di CHASLES, quante volte un 
piano di K è t.angente alla sua quadrica corrispondente del fascio (D,, C). 

19. L a  generazione di F, esposta ne1 n." 16 porge modo di trovare il 
numero delle condizioni lineari (Costantenxahl) che valgono a determinare una 

(') Cfr. CLEBSCH, 1. c., § 11, pag. 167-8. - STURM, 1. c., Math. Ann., Bd. IV, n." 23. 
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superficie del 4" ordine una conica doppia. La  conica D, è determinata 
da 8 condizioni, le Ci, C,, che secano D, ma non si secano fra loro, invol- 
gono altre 2 (8 - 2) = 12 condizioni; la projettivith fra i due fasci (D,, Ci) 
e (D,, C2) dipende da 3 condizioni, e d'altra parte si è visto che vi è una 
doppia infinith di coppie di coniche come Ci e C,, epperb: 

Le superficie del ordine aventi una conica doppia duta formano un 
sistemu 21 - 8 = 13 volte infinito; se la conica doppia rnon è data, esse for- 
mano un sistema 21 volte irtjnito. - 

Il semplice ragionamento esposto è dovuto al sig. STURM (*); ma la prima 
parte del risultato si poteva dedurre anche da1 fatto notato dai sig.' GEISER e 
CREMONA (**), che si pub stabilire una corrispondenza univoca fra le superficie 
del 3" ordine passanti per una conica fissa D,, e le superficie del 4" ordine 
aventi D, per conica doppia e passitnti per un punto fisso. 

5 4. Cnrve giacenti sulla superficie, 

20. Nella Memoria più volte citata ($5 5, 6, 7, 8, 9) il CLEBSCH, col 
mezzo della rappresentazione piana, ha studiate a fondo le curve gobbe del 3" 
e del 4" ordine situate sulla superficie, e ne ha trovate varie interessanti pro- 
prietà. In seguito il sig. STURM ne1 lavoro citato poc'anzi (Math. Ann., Bd. XXI, 
pag. 507 e seg.) ha esposto un metodo generale per determinare le curve di 
tutti gli ordini esistenti sulla superficie, trovandone inoltre i numeri più irripor- 
tanti. Tuttavja varie proprietà di tali curve, considerate in sè stesse O come 
giacenti sopra una superficie generale del 3" ordine, erano già note in grazia 
dei numerosi lavori specialmente del sig. CREMONA e del10 stesso sig. STUEN 
sulla detta superficie. In questo paragrafo ho studiato direttanlente e con me- 
todo geometrico le curve gobbe della superficie (supposte prive di punti doppi 
O di altre particolarith) fino al 5" ordine inclusivamente, dimostrando, in par- 
ticolare, tutte le proprietà stabilite da1 CLEBSCH. 

Prima di entrare nella considerazione particolareggiata delle curve dei 
singoli ordini, credo opportuno esporre alcune generalità sulle medesime. Se- 

(*) Ueber die Curven auf der allgemeinen Flüehe dritter Ordnzcng. Math. Ann., 
Bd. XXI, 1853, pag. 511. 

(") GEISER, Ueber die Flüchen vierten Grades, welche eine Doppelcwve azueiten 
Grades haben. Gicirnale d i  Crelle, Bd. LXX, pag. 249. - CIIEMONA, 1. c., Rend. Istit. 
Lomb., 1871. - CG= anche l'opera di DARBOUY, p a s  165. 
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guendo il sig. STURN, indicherb con u, il numero dei parametri atti a deter- 
minnre nello spttzio una curva (che si considera, ben inteso, sulla F4), ofisia 
la sua molteplicità (die Mgchtigkeit) nello spazio; con v4 la molteplicità delle 
superficie F4 passanti per la curva; con t4 la moltepliciià su Fi delle curve 
della natura considerata; infine con f4 jl numero dei punti (arbitrarî) che la 
curva deve ttvere sopra F, per esservi contenuta interamente. Si useranno gli 
stessi simboli col17indice 3 ad indicare gli stessi elementi relativi ad una su- 
perfic.ie del 3" ordine. Allora si ha evidentemente: 

Se si indica con n l'ordine della curva e con p il suo genere, col mezzo di 
superficie rigate si ha pure (') la relazione: 

Infine si ha: 

perché (n.' 19) una F, è determinata da 21 condizioni. Se la curva giace 
anche sopra una (O più) superficie di 3' ordine, ricordando le formole analoghe 
date da1 sig. STURM, si hanno le notevoli relazioni: 

Io ammetter6 come noto il valore di u, = u,, che si trova nelle tavole del 
sig. STURM, ed anche in quelle c.ontenute nei lavoïi premiati dei sjg.' HALPHEN 
e NOETHER sulle curve gobbe algebriche; trovando poi direttamente il valore 
di t,, la (1) dà quello di f,, e quindi la (2) quello di v,. 

Siccome non avrb che a considerare curve parziali intersezioni (oltre a D,) 
di F, con una superficie d70rdine p (== 2 ,  3) passante per la conica doppia, 
ognuna di queste curve taglierà D, in tanti punti quant7è il suo ordine, cioè 
in 4 (1* - 1) punti. Poichè la curva è supposta priva di punti multipli effettivj, 
indicando con r il suo rango (ordine della sviluppabile osculatrice, ossia nu- 
mer0 delle sue tangenti incontrate da una retta arbitraria), con h il numero 
de' moi punti doppi apparenti, le formole di CAYLEY dànno: 

(') STURM, 1. c., pag. 459 e 508. - Per queste ed altre relazioni cfr. anche la Me- 
moria del10 stesso Autore ne1 Bd. LXXXVIII del Journal von Crelle-Borchardt, V, pag. 333 
e seguenti. 
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Per trovare il valore di r seguirb sempre il metodo esposto da1 sig. STURM ne1 
ne0. 59 delle sue Synttietische Untersuchungen, etc,, ricordando soltanto che 
questo numero, espresso da p + 2, deve essere diminuito di 2 unità per ogni 
punto comune alla curva e a D2 [cioè di 2 4 ( p  - 1) unità], e pure di 2 unith 
per ogni punto comune alle varie parti in cui la curva si possa spezzare. 

21. Cubiche gobbe. Se C3 è una cubica gobba posta sulla superficie, 
quella fra le ~"uperficie di 2" grado passanti per la curva, che contiene 
anche D,, taglia ulteriormente F, in una retta a ,  che, come è noto, deve 
appoggiare a C'? in uno od in due punti. Ora se appoggiasse in un solo punto, 
tutte le rette dell'altro sistema della quadrica vi si appoggierebbero in due e 
giacerebbero sopra F,.  Dunque la retta è una bisecante di C3, e sopra F, non 
ve ne sono altre, perchè anche queste sarebbero contenute nella detta quadrica. 
Per la stessa ragione le cinque rette di F4 appoggiate ad a sono zerosecanti 
della cubica. I n h e  le 10 zerosecanti di a poste su F, secano ciascuna la .Cs 
in un punto, ed invero la quadrica passante per D,, per a e per una di queste 
10 rette seca ancora F4 in due rette zerosecanti di C3; questa taglia dunque 
la quadrica in sei punti, di cui tre sono sopra D, e due sono sopra a ,  il sesto 
deve quindi essere sull' altra retta. 

Reciprocamente, data una retta di F4, yer essa e per D, passano we qua- 
driche, di cui ognuna taglia ancora la superficie in una cubica gobba appog- 
giata in due punti alla retta: le altre 15 rette si comportano rispetto alla cu- 
bica come si è detto sopra (*). Epperb: 

Esistono sullu superficie 16 sistem,i doppiamente hfiniti d i  czcrve gobbe 
del 30 ordine: ogni sistema è coordinato ad ulza retta della superficie, che ne 
seca ogni curva in due punti; le dieci zerosecanti della retta ne secano ogni 
curzla in un punto, le sue cinque secanti lzon le tagliano affatto (**). 

È noto (***) che per una cubica gobba si ha u, = u4 = 12 ,  epperb, sic- 
come si è ora trovato che t, = 2 ,  si avrà f4 = 10, e quindi v, = 11, mentre 
v , = l 9 - & = 9 .  

Ognuna delle 00' quadriche passanti per una cubica di F, taglia ancora 

(') La via da me tenuta per trovare le cubiche (e cosi, come si vedra in seguito, Ie 
quartiche) della superficie coincide nella sostanza con quella seguita da1 sig. SEGRE ne1 la- 
voro citato (n.i 8, 9); egli perb, ne1 seguire il suo metodo generale, ha  dovuto introdurre 
i l  concetto di uno spazio a 4 dimensioni e la susseguente projezione nello spazio ordinario, 
cib che (ne1 presente caso, si badi) non é necessario. 

(") CLEBSCH, 1. c., § 6, pag. 154-5. 
("') STURM, Giornale di Crelle-Borchardt, 1. c., n.' 30. 

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



avente una conzêa doppia. 105 

questa superficie in una curva gohba del 5' ordine passante pei tre punti co- 
muni alla cubica e a D,, ed avente un punto doppio ne1 quarto punto comune 
a DI ed alla quadrica. 

Credo inutile accennare alle possibili degenerazioni di questi 16 sistemi 
di cubiche, perchè sono affatto ovvie, e del resto sono indicate ne1 lavoro di 
CLEBSCH. 

22. Quartiche go6be d i  la specie. Ogni quadrica passante per D, taglia 
ulteriormente la F4 in una curva gobba del 4" ordine, che deve essere di 
la specie, perchè è secata da ogni retta della quadrica in due punti. Recipro- 
cnmente ogni quartica di ta1 natura esistente sopra F, seca D, in quattro punti, 
epperb giace sopra una (sola) quadrica passante per D,. Dunque (*): 

Esiste sopra la superficie urb sistenza quattro volte in$nito di curve gobbe 
del i0 ordine e d i  l a  speczé (d i  genere 1)) d i  cui ciuscuna qiace s o p a  uB,a 
(soia) quadrica passante per D,. Ognuna d i  tali curve taglia ogrzi retta della 
superficie in un punto, ogni conicn in  due, ogni cuOica in tre, ogrzi quartica 
in quattro punti. 

11 modo stesso con cui sono generate queste quartiche mostra che per 
quattro punti arbitrari di F, ne passa una ed una sola; due qualunque di esse 
si tagliano in quattro punti, posti in un piano, pci quali ne passa una sem- 
plice infinità, e di cui tre qualunque iiidividuano il quarto. 

Per questa curva si ha dunque t, = 4, poi si ha (**) u, = u4 = 16, ep- 
~ e r b  sarà f 4  := 12, v, = 9, mentre u, = 7. 

23. Si suppoiiga di avere sulla superficie una quartica avente un punto 
doppio in un punto P di D,; se P è biplanare, quella fra le m' quadriche 
passanti per la curva, che contiene D,, ha in P per piani tangenti i due piani 
che quivi toccano le due falde della superficie F,; questa quadrica è dunque 
un cono avente il vertice in P, e poichè da esso si deve quindi staccare il 
piano della conica doppia, il piano rimanente deve contenere la quartica. Se 
invece P è uno dei quattro punti cuspidali di D, (da1 che segue che la  quar- 
tica ha in Y una cuspide), il cono quadrico che da P projetta la curva taglia 
ulteriormente la F, in una quartica avente pure in P una cuspide e appog- 
giata a D, negli stessi due punti in cui è appoggiata la quartica data. Cib 
mostra che le due quadriche passanti per D, e per le due curve si toccano in 
P ma non in tutti i punti di D,, epperb si secano in una seconda conica pas- 

(') CLEBSCH, 1. c., pag. 157. - Cfr. SEGRE, 1. c. ,  n.' 9, pag. 333. 
(") STURM, Giornale di Crelle-Borchardt, 1. c . ,  n.' 30. 
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sante per P ed avente in comune con F, quattro punti non giacenti sopra DE, 
e che manifestamente sono comuni alle due quartiche. Questa conica giace 
dunque ne1 con0 suddetto, cioè si spezza in due rette passanti per P, ciascuna 
delle quali contiene, oltre P, due punti di ciascuna delle due curve: queste 
sono dunque piane. Concludendo si ottiene (*): 

Una quartica della superjcie, the possegga an pzcnto doppio sopra la 
conica doppia, è necessariamente piana, ci02 ha un secondo punto doppio. 

24. Se si indica con O un punto qualunque della mperficie, una qua- 
lunque delle cio' quadriche passanti per la conica D, e tangenti in O alla su- 
perficie, taglia questa in una quartica (razionale) avente in O un punto doppio, 
ed imaginando in O il piano tangente alla F,, le due tangenti in O alla quar- 
tica sono manifestamente le due rette secondo cui quel piano taglia la quadrica 
suddetta. Queste coppie di tangenti formano dunque un' involuzione, di cui i 
raggi doppî corrispondono alle due quartiche aventi in O un regresso. Se fra 
quelle quartiche si considera quella che è tagliata da1 piano tangente in O ad 
F,, le due tangenti ne1 punto doppio sono le rette osculatrici alla superficie, 
cioè quelle che segnano le direzioni delle linee assintotiche. Inoltre, se si ima- 
gina una delle 10 coniche della superficie passanti (n.' 16) per 0, e che indico 
con C, e ne1 fascio di quadriche avente per base (C, D,) si considera la qua- 
drica passante per un punto di F, infinitamente vicino ad O in direzione diversa 
da quella di C, essa taglia F, secondo un' altra conica C' passante per 0, e 
appartenente al sistema conjugato di C. È chiaro che le cinque coppie di tan- 
genti a queste coniche appartengono pure all'anzidetta involuzione ; alla rne- 
desima appartengono infine anche le due rette che toccano in O la F, e si 
appoggiano a D,. 

Riassumendo si pub dire (**): 
Per ogni punto della superficie passa un sistema semnplicemente &finit0 

di quartiche gohbe aventi in quel purzto un punto doppio e yiacenti sulla su- 
perjicie; fra esse ve ne sono due aventi in quel punto un  regresso, e cinque 
che si spexxano in due coniche. Le coppie d i  tungenti ne2 punto doppio formano 
un'involuuione di  cui i raggi doppi sono le tangenti alle curve con regresso, 
e queste giacciono armorzicamente colle direxioni delle linee assifitotiche. 

Si pub cercare per quali punti della superficie accade che le due suddette 
tangenti alle curve con regresso coincidono: ora, se si indica con m la retta 

(') CLEBSCH, 1. c., 5 8, pag. 160. 
(") CLEBSCH, 1. c., § 8. 
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in cui esse coincidono, la involuzione precedente è degenere, cioè le sue coppie 
sono costituite dalla retta rn e da una retta qualunque del piano tangente alla 
F4 ne1 punto considerato. Cib significa che tutte quelle quadriche passano non 
solo per D,, ma anche per m; epperb m taglia D, in un punto. E siccome 
le rette osculatrici in O ad F4 formano un fascio armonico con quelle due tan- 
genti alle curve con regresso, la retta m sarà osculatrice alla superficie, epperb, 
avendo con questa in comune Cinque punti, vi giacerà per intero. La  reciproca 
è evidente. Dunque (*): 

I soli punti delle 16 rette sono tali clze per essi passa una sola quartica 
della superficie avente iui zcn regresso; le quartiche aventi ivi un punto doppio 
si sîlezxnno aella retta ed in una cubica gobba. 

Se il punto preso è l'intersezione di due rette della superficie, le quarticlie 
aventi ivi un punto doppio si spezzano nelle due rette e in un sistema di co- 
niche appoggiate ad entrambe le rette; non vi Q mai un regresso, perchè le 
tangenti del punto doppio sono fisse,. essendo le due rette stesse. La  curva 
acquista un punto trip10 in O quando la conica passa per 0. 

25. Una quartica C4 di la specie appartenente alla superficie taglia D, 
in quattro punti, e in vicinanza di questi la si pub concepire come situata in 
una certa falda della superficie, che dirb 1. Se si imagina il fascio di quadriche 
avente per base C,, una sua quadrica qualunque Q seca ulteriormente la su- 
perficie in una quartica di la specie CJ4 la quale taglia D, negli stessi quattro 
punti di C4. Siccome poi la Q è qualunque, cioè non tocca alcuna falda della 
superficie in punti di D,, in vicinanza dei quattro punti suddetti la Cf4  si dovrà 
concepire come situata sull'altra falda, che dirb 2. Partendo in modo analogo 
da Cl4 si trovano oo' quartiche di la specie passanti pei medesimi quattro 
punti di D, e poste nella falda 1. Ora è facile vedere che le C4 e CI4 si ta- 
gliano, oltre che sulla D,, in altri quattro punti. Invero Cl4 taglia la quadrica 
contenente D, e C4 in otto punti, di cui quattro sono quelli che le due quar- 
tiche hanno in comune sopra D,, e gli altri quattro debbono percib essere 
sopra C4; e si noti che questi non possono sovrapporsi ai precedenti, altrimenti 
C4 e Cr, si toccherebbero in quei punti cioè la Q passerebbe pei punti cuspi- 
dali della conica doppia, cib che per ora si esclude. Si pub anzi aggiungere 
(cfr. n.' 22) che questi altri quattro punti comuni a C e Cl4 sono in un piano, 
e invero da cib che precede risulta che le due quadriche passanti per D,, C4 
e per D,, Cl4 hanno in comune, oltre a D,, un'altra conica diversa da Dp, 
e questa taglia F,, oltre che su D,, nei quattro punti di oui si tratta. 
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Se ora sono Cf, ,  C", due quartiche di la specie (situate nella stessa falda 
2 della superficie) ottenute da C, con due quadriche Q' e Q", esse passano pei 
medesirni quattro punti di D, per cui passa C4 ed hanno di più in cornune 
con C4 altri quattro punti ciascuna; questi sono distinti dall'iina all'altra curva, 
perchè se C,, Cf4 ,  C", avessero un punto comune, in esso due quadriche del 
fascio avente per base Cd toccherebbero la F,, il che è assurdo. Ne segue che 
Cf4  e C", non hanno, fuori di D,, altri punti comuni, altrimenti C", seghe- 
rebbe Q' in più di otto punti e vi giacerebbe per intero. Le Cf, e Crt4 non 
giacciono quindi sopra una quadrica, e le due quadriche contenenti D,, C', e 
D,, Cu4 si toccano in tutti i punti di D,. 

Sia infine r4 una quartica qualunque di la specie posta sulla superficie, 
e passante pei quattro punti di D, pei quali passano Cd e Cf,: dico che r, 
giace in una quadrica con una (sola) di queste due curve. Se infatti si indica 
ancora con Q la quadrica che le contiene, la r4 taglia Q, oltre che nei quattro 
punti di D,, in altri quattro punti che devono essere cornplessivamente sopra 
le C4, Cf4. Ma essi devono essere tutti su C,, O tutti su Cf4; perocchè se per 
es. due fossero sull'una e due sull'altra, la quadrica del fascio C, determinata 
da uno dei due punti posti su Cl4 taglierebbe r4 in otto punti, di cui, essendo 
quattro sopra D,, due sopra C4 e un0 sopra Cl4, l'ultimo dovrebbe essere O 

sopra C,,  O sopra Cf4, e poichè la quadrica non passa pel secondo punto co- 
mune a r, e Cl,, su Ca vi sarebbero tre punti di rd, contro l'ipotesi. L a  r, 
giace quindi sopra una quadrica con quella delle C,, C', con cui ha otto punti 
comuni. Hiassumendo si ha la proprietà (*): 

Una quartica qualulaque di l a  speczé posta sulla superficie tnglia D, it2 

quattro punti, pei quali passa un sistema semplicemente infinito d i  tali curve 
uppartenenti ad una medesima falda della superjîcie; per gli stessi quattro 
puk5 passa pure un sistewa semplicemente infiiito d i  quurtiche di 1' specie 
poste suil'altra falda; ed ogni curva del primo sistema yiace in una deter- 
minata quadrica con ogni curva del secondo. 

Non è perb da credere che per quattro punti qualunque di D, passi una 
quartica di 1" specie, epperb infinite; perocchè le quartiche di  1" specie pas- 
santi, in  una determinata falda della superjcie, per tre punti arbitrarz" di D, 
passano per un suo quarto punto pienamente determirnato dai prémi tre (*). 

Se infatti sono A, B, C tre punti qualunque di D,, e si fissano sulla su- 

(') CLEBSCH, 1. c., § 8- 
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perficie in una falda determinata (*) tre punti infinitamente vicini ad essi, ma 
in direzioni che facciano angoli di grandezza finita colla direzione di D,, per 
essi e per D, passa un fascio di quadriche, la cui curva base è la D, stessa 
contata due volte, cioè tutte queste puadriche si toccano lungo D,. Se allora 
Q B una di esse, questa taglia F, in una quartica Ca di la specie passante per 
A, B, C ed appoggiata a D, in un quarto punto M. Un'altra quadrica qua- 
lunque del fascio, dovendo toccare & in M, tocca quivi anche la falda di F, 
che è qui toccata da Q;  c. d. d. 

26. In  particolare si supponga che i tre punti A ,  B, C fiiano tre dei 
quattro punti cuspidali della conica doppia; le quartiche di 1Qpecie passanti 
per essi secano tutte la D, in un quarto punto fisso M, e tutte le quadriche , 

passanti per esse e per D, toccano in A ,  B, C tanto l'una quanto l'altra delle 
due falde della superficie, epperb 10 stesso deve accadere ne1 punto M, altri- 
menti si potrebbero avere due quartiche passanti per A ,  B, C (e quivi toc- 
cantisi) e per M, ma situate l'una nell'una, l'altra nell'altra falda di F4 in 
vicinanza di M, e le due quadriche passanti per esse e per D, si tocchereb- 
bero nei punti A ,  B, C e quindi anche in M, cib che nell'ipotesi fatta non 
sarebbe possibile. Dunque M è il quarto punto cuspidale. Si ha cos1 la pro- 
prietà (**): 

Pei quattro punti cuspiduli della conica doppia passa u n  sisterna sempli- 
cemente infinito di quartiche gobbe di  1" specie, due palunque delle quali si 
toccano nei punti cuspidali e giacciono quindi i n  una quadrica; le quadriche 
passanti per esse e per D, si toccano tutte lungo D, ed hanno per piani tan- 
yenti nei punti cuspiduli i piani che .in essi toccano la. superJcie. 

Di qui segue subito che i piani tangenti alla superficie nei quattro punti 
cuspidali passano per uno stesso punto ("*"). A1 suddetto fascio di quadriche 
che tagliano F, in quartiche passanti pei punti cuspidali appartengono il piano 
della conica doppia contato due volte, ed il cono avente il vertice ne1 punto 
comune ai quattro piani tangenti alla superficie nei punti cuspidali. 

(') Pongo sempre q ~ ~ e s t a  condizione, perche la quartica non potrebbe passare dall'una 
all'altra falda della superficie se non attraverso D,, cib che non pu6 fare che avendo sopra 
D, un punto doppio. 

(") CLEBSCH, 1. c., $9 9, 10. 
('") CLEBSCH, 1. c., 3 10. Egli ha  pur trovato che i vertici dei  cinque coni d i  Kummer 

ed it punto comune a i  quattro piani  tangenti nei  punti  cuspidali sono sopra acna cubica 
gobba, che taglia i l  piano della conica doppia ne i  tre punt i  ddiagonali del quadrangolo 
forrnato dai  punti cuspidali. - Varie interessanti proprieth di quasta cubica furono dimo- 
strate in seguito da1 sig. DARB~UX ne1 S L ~ O  Mémoire sur les surfaces cyclides, Annales 
Scient. de l'École Noririsile SupBrieure, F série, t. 1, 1872, pag. 281 e seg. 
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27. Si indichi con (D,) il fascio di quadriche toccantisi lungo D,; sia 
C, una quartica di la specie passante pei punti cuspidali, e fra le quadriche 
passanti per C4 si imagini quella che tocca B', in un punto O della stessa C,: 
essa taglia ulteriormente la superficie in una quartica C', di la specie passante 
per O e pei punti cuspidali. La  quadrica del fascio (D,) passante per O deve 
allora contenere entrambe le C, e C',,  epperb queste coincidono; vale a dire 
esiste una (unica) quadrica che tocca F ,  in tutti i punti di C,, cioè le cui ge- 
neratrici toccano F4 nei due punti in cui esse si appoggiano a C4.  Data sulla 
superficie una C, qualunque passante pei punti cuspidali, le generatrici della 
quadrica tangente ad F, lungo la quartica si possono costruire una per una 
ne1 modo seguente. In ogni punto M di Cr, condotto il piano tangente alla 
superficie, esso taglia la superficie stessa in una curva (razionale) del 4" ordine 
avente tre punti doppi, due sopra Dz ed uno in M, e che p e r d  B della 6a 
classe; da M le si possono quindi condurre due tangenti altrove. Costruendo 
per ogni punto M di C4 queste due rette (che, per quanto si è detto, sono 
bisecanti di C4 e bitangenti di F,) si ha la quadrica cercata, corne si potrebbe 
provare anche direttamente. 

Si vuole ma trovare quaiite di queste quadriche passano per un punto 
a.rbitrario O del10 spazio. Se O A B è una qualunque delle quattro bitangenti 
(n." 13), in A e B, alla superficie passanti per 0,  la quadrica del fascio (D,) 
passante per A taglia F4 in una quartica passante per A e pei quattro iunti 
cuspidali; e dalla costruzione ora esposta segue che la retta O A B  appartiene 
a questa quadrica. 

L'altra retta della quadrica passante per O sarà pur'essa bitangente alla 
superficie. Le  altre due bitangenti condotte da O ad F4 dànno una seconda 
quadrica passante per 0, cioè per ogni punto del10 spazio passano due di quelle 
quadriche. Concludendo si ha (*): 

Pei quattro punti cuspidali passa una semplice inpnità di quartiche gobbe 
d i  1" specie poste szclla superjcie, la quale è toccata lungo ognuna d i  esse da 
una szcperJic2e d i  20 grado; tutte queste superficie formarzo una serie razionale 
d'indice 2. Fra pelle quartiche vi sono manifestamente anche Ee curve di colz- 
tatto dei cifique coni bitanyenti d i  Kummer. 

28. Sulla F4 esistono ancora cinque curve gobbe notevoli del 4" ordine 
e di la specie, e r;i ottengono considerando per ognuno dei cinque coni di 
KUMMER i punti di contatto delle coniche dei due corrispondenti sistemi con- 

(') CLEBSCH, 1. c., 33 9, 10. 
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jugati. Se K é uno qualunque di questi coni, V il suo aertice e C, una conica 
qualunque il cui piano sia tangente a K, per avere fra le coniche del sistema 
conjugato quelle che toccano C,, bisogna condurre da P le due tangenti a C,, 
e per queste condurre gli altri due piani (oltre quel10 di CJ tangenti a K: 
ognuno di essi taglia allora F, in due coniche, di cui una tocca C,. Si vede 
dunque che i punti di contatto di queste conic,he sono i punti della linea di 
contatto del con0 circoscritto sernplicemente (cioè astrazion fatta da1 cono K 
che dev7essere contato due volte) da V alla superficie. Questa linea, essendo 
la ulteriore intersezione di F, colla prima polare di V, quando se ne tolga 
la D, e la quartica di contatto di R, è pur essa una linea del 4' ordine. Essa 
taglia 17iperboloide passante per D, e per la curva d i  contatto di K in otto 
punti, di cui quattro sono sopra DG e gli altri quattro sono quindi su quel- 
17altra curva. Ora è facile vedere che il rango della curva cornplessiva è 
5 8 - 2 . 8 = 24; sottraendo il rango 8 della quartica di la specie che è di 
contatto fra R e d  F,, e richiamando la regola del n." 20, si trova che il rango 
di questa seconda quartica é 24 - 8 - 2 - 4  = 9, epperb anch7 essa é di la 
specie. Ma non passa, corne la prima, pei punti cuspidali, sibbene taglin De 
nei quattro punti che sono di contatto pei piani condotti da 7 a toccare F4 
in punti di D,. Si ha pertanto la proprieth (*): 

Sul la  superJicie esistono cinque speciali quurtiche gobbe d i  la speczé, chc 
sorco i l  luogo dei punti  d i  contatto delle coppie d i  caniche fra loro tangelzti 
in ciascuno dei cinque doppi sisterni. 

29. Quartiche gobbe d i  2" specie. Sia sempre indicata con C4 una tale 
quartica, con S, la (unica) quadrica passante per essa, e con C', 17ulteriore 
intersezione di con F,,  che è pure una quartica di 2" specie. Allora ogni 
retta di F, taglia S, in due punti, che devono giacere cornplessivamente sulla 
curva (C,, Cf4). Supponendo anzitutto che una retta m di F, tagli C4 in due 
punti e quindi non tagli C',, nessuna delle cinque rette di appoggiate ad 
.rn pub bisecare C,;  se infatti si ammette che n sia una ta1 retta, facendo ruo- 
tare un piano intorno ad m ed in ogni sua posizione congiungendo i due ul- 
teriori punti che esso ha cornuni con C4, si ottiene una superficie gobba di 
3' grado avente m per retta doppia, e secante F4, oltre che nelle C,, m ,  n,  
D,, in una retta residua. Ti dovrebbe dunque essere una seconda retta n' ap- 
poggiata ad m e bisecante di C4, e la quadrica passante per D,, l z ,  n' con- 
terrebbe quindi pure m e C4, cib che è assurdo. Se invece m è una retta di 

(C) CLEBSCH, 1. c., 3 9. 
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F4 che non seca C,, nessuna delle cinque rette di F, appoggiate ad m pub 
essere zerosecante di C,, altrimenti essa ed m sarebbero bisecanti di C',. lnfine 
se m è una bisecante di C, posta sopra F,, non possono le cinqus rette appog- 
giate ad m essere tutte zerosecanti di C4, altrimenti, considerando le interse- 
zioni di C, cogli iperboloidi determinati da D, e due di queste secanti di m,  
si concluderebbe che tutte le dieci zerosecanti di m sono bisecanti di C,, cib 
che B assurdo, perche con esse si possono formare delle paja. 

Questo dimostra che fra le 16 rette di F, ve ne è almeno una che taglia C4 
in un punto solo, e sia la retta a :  allora si pub far vedere che delle sue cinque 
secanti una almeno deve essere zerosecante della quartica. Invero supponendo, 
ne1 caso piti sfavorevole, che tutte cinque ne siano unisecanti, la superficie 
gobba formata dalle rette che appoggiano in punti distinti a De, C4, a ,  ed a 
cui appartengono manifestamente quelle cinque rette, è del 6" grado e contiene 
C, semplicemente, a corne quadrupla e D, corne tripla, epperb la sua sezione 
con F, è dell'ordine 5 + 4 + 4 $- 2 2 . 3 = 25, che è assurdo. Facendo 10 
stesso ragionamento su C',, di cui a è pure unisecante, si conchiude che fra 
le cinque rette appoggiate ad a una almeno è zerosecante ed una almeno è 
bisecante di C4 (e cosi per C',). Non vi possono poi essere appoggiate ad a 
due bisecanti (nè due zerosecanti) di C, , altrimenti 1' iperboloide determinato 
da esse e da D, conterrebbe C4 (O C',). Dunque delle cinque rette appoggiate 
ad a una è zerosecante, uria è bisecante, e tre sono unisecanti di C,. E fa- 
cendo gli stessi ragionamenti per queste tre unisecanti, si trova che vi è una 
biquadrupla, le cui rette sono unisecanti della curva, mentre nella biquadrupla 
conjugata l'una quadrupla è formata di bisecanti, e l'altra di zerosecanti della 
curva stessa. 

Queste proprietà ammettono le loro reciproche. Se 

é una biquadrupla qualunque, e per D, e per le rette a,, 6 2 ,  6,, b, si conduce 
una qualunque delle w3 superficie del 3" ordine passanti per esse, e che indico 
con S,, la residua intersezione di F4 ed S3 è una linea C, del 4" ordine. Per 
trovarne il rango, e quindi la specie, basta trovare in quanti punti appoggia 
alle quattro rette prese. Per questo se si denotano con ci*, ci3, ci4 le tre rette -- 
di S3 poste rjspettivamente nei piani tritangenti Tb,, a, b3, a, b4, esse non 
tagliano D,, e taglinno ciascuna due delle quattro rette prese, percib secano 
& in altri due pu& situati sopra C,. E poichè ognuno dei piani a, h, ci,, 
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-- 
ai  b:, C i 3 )  a ,  b4 c,, seca C4 in quattro punti, su ciascuna delle tre paja (a ,  b,), 
(a,  b,), (a, b,) vi sono complessivameote due punti di C4, il -the conduce ai tre 
seguenti casi possibili: che ognuna delle a,, b,, b,, b4 sia unisecante di C4; 
che a ,  ne sia zerosecante e le altre tre bisecanti; che a, ne sia bisecante e 
le altre ire zerosecanti. Ora se si concepisce la quadrica passante per D, e 

pel quadrilatero gobbo , poiche la retta a,, secando S, in tre punti 

posti su D2, b3 ,  b,, non seca C4,  la C, seca quella quadrica in otto punti, di 
cui quattro sono sopra D,, e gli altri quattro devono giacere cornplessivamente 
su1 sistema ( a ,  b, b,); e questo mostra che ha luogo il secondo dei casi accen- 
nati. Dunque C4 appoggia in due punti a ciascuna delle b,, b,, b, e non seca 
a , .  Quindi il rango, per la solita regola, è 6, cioè C4 è di 2" specie (razionale). 
Ed è facile vedere che colle rette rimanenti di F, essa si comporta corne si 
disse sopra. E siccome si vide che ognuna di tali quartiche pub concepirsi 
generata, in quattro modi diversi, in questa maniera, si conchiude: 

Esistono sulla superficie 40 sistemi triplamente in$niti d i  curve gobba 
del 4 O  ordine e d i  Ba specie, ognuno coordinato ad una  data quadrupla d i  
la specie, le cui rette ne sono bisecanti, mentre le 9.ette della quadruplu con- 
jugata ne  sono xerosecanti, e le rette della biquadrupla conjugata ne sono uni- 
secanti (*). 

Si ha dunque t, = 3, e poichè (**) u, = u, = 16, si avrà f, = 13, v, = 8, 
mentre v3 = 6. 

30. Imaginando per ognuna di queste quartiche condotta la quadrica 
corrispondente, si ottiene per ogni sistema un sistema di quartiche che dirb 
conjugato al primo; allora è ovvio che le quartiche di  un sisterna hanno le 
stesse unisecanti cke quelle del sisterna conjuguto; mentre le serosecanti delle 
prime sono biseca.vrti delle altre, e le bisecanti sono le xerosecanti. 

Si dicano infine contrapposti ai primi due quei due sistemi che sono coor- 
dinati alle quadruple della biquadrupla conjugata. Se sono C, e C', due quar- 
tiche del10 stesso sistema, e si imagina una delle quattro superficie cubiche 
che, ne1 modo esposto, dànno origine a C,, essa è secata da Cr4 in 1 2  punti, 
da cui se si escludono i quattro posti su D, ed i sei posti sulle tre note rette, 
risulta che C, e C', hanno due punti comuni. Quindi due quartiche di  uno 
stesso sistema hanno due punt i  comuni; al10 stesso modo si trova che due 

(*) CLEESCH , 1. c., § 7. 
(") STURM, 1. c.,  n.' 30. 

Annuli di Matemutica, tom0 XIII. 

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



114 Ber  zo lur  i: Szslla superficie del quarto ordine 

quavtiche di siste& conjugati si taglkno .in sei punti, e due quartiche di si- 
stemi contrapposki in qunttro punti (*). 

Col metodo precedente, e riflettendo al modo con cui si comportano rispetto 
ad una quadrupla di la specie le rimanenti 39, si arriva agevolrnente all'altra 
proprietà stabilita da CLEBSCH (1. c., 8 7); corne pure è facilissimo trovare in 
quali e quanti modi i detti sistemi di quartiche possano degenerare; ma per 
brevità ometto di cib fare. 

31. fi noto (**) clie esietono quattro specie di curve gobbe del 5" or- 
dine, di cui due sono parziale intersezione di due superficie, una del 2", I'altra 
del 3" ordine; ma é chiaro che nessuna di queste due specie pub giacere 
sopra FA, perché anche D, giacerebbe su quella quadrica. Restano da consi- 
derare le altre due specie, la prima di genere 0 ,  cioè con sei punti doppi 
apparenti, che si pub pensare come ulteriore intersezione di due superficie del 
3" ordine aventi in comune una quartica gobba (degenere) con quattro punti 
doppi apparenti; la seconda di genere 1, cioè con cinque punti doppi apparenti, 
che si pub pensare come ulteriore intersezione di due superficie del 3" ordine 
arenti in comune una quartica gobba di 2a specie. 

Cu~ve gobbe del 5 O  ordine e d i  genere O. Queste curve furono studiate 
da1 sig. STURM nelle sue Synthetische Untersucliwzgen, etc. (pag. 209, 217, 233), 
e da lui furono stabilite alcune notevoli proprietà, che, insieme con altre, 
furono poi trovate di nuovo direttamente nel. 1881 da1 prof. BERTINI (***). 

Se Cg è una quintica gobba razionale posta sopra F,, la superficie gobba 
formata dalle sue trisecanti è (*""*) dell'BO grado, contiene C, come curva tripla, 
e come quadrupla la (unica.) quadrisecante della curva. Questa quadrisecante 
non pub appoggiarsi a D,, altrimenti D, giacerebbe su quella superficie gobba, 
cib che non pub accadere, avendo il sig. BERTINI dimostrato (1. c., pag. 318, 
n." 10) che su essa non esiste alcuna conica. La superficie gobba taglia quindi 
D,, fuori di C,, in 2 . 8  - 3 - 5 = 1 punto, il che dice che vi è una, ed una 
sola, trisecante della curva appoggiata a D, e quindi giacente su F,. Se questn 
retta si indica con y, è facile vedere che sopra Ir, non vi sono bisecanti della 
curva appoggiate a y; imaginando infatti un piano ruotante intorno a g, ed 
in ogni sua posizione congiungendo le due ulteriori intersezioni con Cs, si 

(*) CLEBSCH, 1. c., 3 7. 
(") Cfr. SALMON-FIEDLER, Analyt .  Georn. des Raumes, Bd. I I ,  3" ediz., 1880, pag. 141. 
("') Sulle  curve goabe razionali de l  50 ordine. Collectanea Mathem. in  memoriam 

D. CHELINI, pag. 313. 
("") BERTINI, 1. c., p. 316. 
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ottiene una superficie gobba del 4' grado, che contiene y come retta tripla, 
e C/5 semplicemente, e clle B quindi secata da D, in otto punti che sono tutti 
situati su g e su C5, cib che dimostra l'asserto. Di più le cinque rette di F, 
appoggiate a y non possono essere tutte zerosecanti della curva; si è veduto 
infatti (n." 3) che le 10 zerosecanti di g non sono altro che le altre bisecanti 
(oltre g) delle 10 coppie che si possono formare colle cinque rette appoggiate 
a y ;  imaginando ciascuno dei 10 iperboloidi passantj per D, e per questi 10 
quadrilateri aventi tutti la, retta g coinune, si vede che le 10 zerosecanti di g 
dovrebbero tutte bisecare la C,. Ma se si imagina un quadrilatero contenente 
una delle secanti di y e tre delle sue zerosecanti, la C, seca l'iperboloide 
determinato da esso e da D, in 5 $ 2 .  3 = 11 punti, che è assurdo. Cib 
porta a concludere che fra le cinque secanti di y una almeno, che indico con 
a, seca la curva in un punto; e come precedentemente si dimostra che le altre 
quattro secanti di g non possono tutte tagliare C,. Ora se oltre alla retta a vi 
fosse una seconda retta a' aypoggiata a y ed a C,,  mentre le tre altre rette 
secanti di y non secassero C,, l'altra bisecante della coppia (a a') ne sarebbe 
una zerocante, epperb imaginando il quadïilatero detertninato da questa retta 
e da una delle tre rimanenti rette (zerosecanti di C,) appoggiate a g, delle 
altre due rette del quadrilatero una dovrebbe essere almeno trisecante della 
curva, cib che non pub essere. Lo stesso si potrebbe dire se si supponesse che, 
oltre ad a ,  vi fosse più di un'altra retta (non perb altre quattro, come si B 
notato sopra) appoggiata a y ed alla quintica. Dunque delle cinque rette ap- 
poggiate a g una è unisecante e quattro sono zerosecanti della curva. E for- 
mando i 10 soliti quadrilateri con queste cinque secanti di y e considerando 
gli iperboloidi corrispondenti passanti per D,, si trova che delle dieci rette ri- 
manenti quattro sono unisecanti e sei sono bisecanti della quintica. Imaginando 
allora due delle bisecanti di C5 che si incontrano, per esse, per y, D, e C5 
passa una (sola) superficie del 3' ordine (*), epperb, siccome colle rette di F4 
si possono formare tre di tali sistemi, si vede che ogiii C, si pub, ne1 modo 
ora detto, ottenere in tre maniere diverse come parziale intersezione di F, con 
una superficie cubica passante per D, (**). 

32. Reciprocamente se si indica con y una retta di F4, e con m,  m' 

(') I l  sig. STURM nelle Synth. Unters., etc., pag. 233 trova che v, = 3- 
(") Colla notazione data a l  n.O 12, se si chiama a la trisecante, bl una unisecante, e 

quindi b,, b,, b,, b, le zerosecanti, sono cl,, c,,, c,, , c,, unisecanti, e C 2 3 i  C 2 4 ,  C 2 5 ,  Cs49 

c,;, c,, bisecanti. 1 t re modi di generazione corrispondono alle t re  paja (cz3 cg5), ( ~ $ 4  cas)> 
(c,, c,,) gobbe fra loro; il pajo che completa la quaderna é (ab,) .  
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due altre sue rette formanti un pajo, ma non appoggiate a 9, per esse e per 
D, passa un sistema m4 di superficie cubiche, ed una qualunque F3 di esse 
seca ulteriormente 6 in una linea C, del 5' ordine. Le due involuzioni qua- 
dratiche projettive determinate sopra g da un piano variabile intorno ad essa 
hanno (oltre al punto comune a y e D, che deve manifestamente essere escluso) 
tre elementi comuni, pei quali deve passare la CE. La  terza retta di F3 posta 
ne1 piano m m' non taglia D,, sibbene taglia y, rn, m', epperb seca la quintica 
in un punto solo; questa deve quindi avere cornplessivamente quattro punti 
sulle m, m'. Non possono perb esservene più di due sopra alcuna di esse, altri- 
menti l'iperboloide determinato da D,, g e da questa retta conterrebbe anche 
la quintica. La  curva C, é dunque del rango 5 8 - 2 . 8  - 2 . 8  = 8, epperb 
è di genere O. Data una retta y della F, si possono formare 15 paja come 
(m m'), epperb : 

Esistono sulla superficie 16 sistelni quattro volte zizfiniti d i  curve gobbe 
7.axionali del 50 ordine, ciasczlno coordi~ato ad una retta dellu superficie, che 
è trisecante d i  ogni curva del sistema; ognuno dei 16 sisferni si scinde in 
altri 15, ognuno coordinat0 ad un  pujo di  i-ette xerosecanti della retta con- 
sidera ta. 

Si ha percib t ,  = 4; e poichè (") u,  = u, = 20, sarà f, = 16, o quindi 
v4 = 5; si è già detto invece che v3 = 3. 

33. Curve gobbe del 50 ordine e d i  yenere 1. Queste curve furono stu- 
diate da1 sig. R. STURM nelle Synth. Unters., etc. (pag. 208, 209, 211, 214-7, 
233), dove egli ha trovato, fra le altre proprietà, che v3 = 4 (pag. 233). Se 
C, è una tale curva posta sopra F4, é noto (**) che la superficie gobba for- 
mata dalle sue trisecanti é del 5" grado, e contiene la quintica come doppia; 
essa è quindi tagliata da D, in 10 punti tutti apparteneiiti a C,,  epperb si 
conclude che sulla F, non esistono trisecanti della quintica. Di qui segue che 
non vi pub essere sulla superficie più di una zerosecante della curva, chè se 
ve ne fossero due, imaginando un quadrilatero conteneilte queste due rette e 
l'iperboloide passante per esso e per D,, si vedrebbe col solito metodo che 
delle altre due rette una dovrebbe essere almeno trisecante. Se si imaginano 
gli iperboloidi passanti per D, e per due quadrilateri gobbi non aventi in co- 
mune alcuna retta della superficie, Io stesso metodo fa vedere che sopra F4 

(') STURM, Giornale di Crelle-Borchardt , 1. c., n.' 30. 
(") V. per es. GEISER, Ueber die dreifitchen Secantert einer alyebruischer Ruum. 

curve. ~ollectanea Wathem., etc., pag. 301, e la fine del Capo IV, 
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vi sono almeno due rette (una per ciascuno dei due quadrilateri) bisecanti la 
curva, epperb, imaginando un quadrilatero in cui entrino queste due rette, 
delle altre due rette una deve essere zerosecante di C,. È dunque dimostrato 
che sopra F, esiste una (sola) zerosecante, che dirb go, della quintica. Se si 
imagina dunque un iperboloide determinato da D, e da un quadrilatero in cui 
entri go,  delle altre tre rette due saranno bisecanti, e le dirb y',, y",, ed una 
sarà unisecante e la dirb g, ,  per cui una almeno delle g',, g", segherà q,, per 
es. la g',. Ora anche y", deve tagliare go, ed invero, se cib non fosse, le due 
rette g',, g", si taglierebbero, ed imaginando un qiiadrilatero che le contenga, 
senza perb contenere nè y, né g,, si avrebbe un'altra zerosecante oltre y,. Per- 
tanto, data sopra F, una quintica di genere 1, delle 16 rette della superficie 
una ne è zerosecante, le cinque rette ad essa appoggiate ne sono bisecanti, e 
le dieci rette rinianenti ne sono unisecanti. Imaginando una coppia di bisecanti 
e l'unisecante ad esse appoggiata, fra le superficie del 3" ordine passanti 
per C, ve ne è una sola contenente D, e le tre rette; una tale quintica si 

5.4 pub dunque ottenere a questo modo in - = 10 maniere. . 2 
Reciprocamente se siano b , ,  b, due rette gobbe della superficie ed a una 

loro secante comune, e sia F3 una delle 005 superficie del 3' ordine passanti per 
esse e per D,, e sia C, l'ulteriore quintica comune alle due superficie, I'altra 
retta di F, che è bisecante della coppia (b, b,) è manifestamente zerosecante 
della quintica; epperb imaginando l'iperboloide determinato da D, e da1 qua- 
drilatero format0 da a ,  b,, b, e da questa retta, si vede che sulla curva (a O, O,) 
vi sono cinque punti della quintica. Ma la terza retta di F, posta ne1 piano 
a b, è bisecante della curva, dunque su (ab,) vi sono tre punti della mede- 
sima, e cos? tre ve ne sono sopra (a b,), cioè a deve essere unisecante, e le b,, 
b, bisecanti di C,. L a  quintica dunque è del rango 5 - 8 - 2 8 - 2 2 = 10, 
epperb B di genere 1; le altre rette di F, si comportano ne1 modo sopra 
esposto. Dato un quadrilatero, la costruzione precedente si pub fare in quattro 
modi, ed ogni quintica è coordinata, ne1 senso esposto, a dieci quadrilateri, 
quindi ': 

4 - 40 Xsistono sulla superjîcie - = 16 sistemi cinque volte infiniti d i  curve 
1 O 

gobbe del 50 ordine e d i  genere 1, ognuno coordinato ad una retta della su- 
perficie che è zerosecante d i  ogni wrva del sistema, mentre le cinque rette 
appoygiate ad essa ne sono bisecanti, e le altre dieci ne sono wisecanti, 
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Dunque t, = 5, e poichb (") 24, = u, = 20, sarà f, = 15, quindi v, = 6 ;  
si è già detto invece che v3 = 4. 

34. Rappresentaxione piana della superficie. Lo studio delle curve gobbe 
del 5' ordine e di genere 1 situate sopra F, conduce tosto ad uria trasforma- 
zione razionale dello spazio S in cui giace la F,,  dalla quale si deduce im- 
mediatamente la rappresentazione d'ordine minimo della superficie stessa sopra 
un piano. Infatti si vede agevolmente che le superficie del 4' ordine aventi 
in comune una conica doppia ed una quintica di genere 1 formano un sistema 
ornaloidico, che pub quindi servire ad una trasformazione del 4' ordine; è perb 
pih conveniente partire dalla trasformazione inversa, che B del 3" ordine ('"1. 

Se in uno spazio 2 sia data una curva gobba r, del 5' ordine e di ge- 
nere l ,  ed un punto arbitrario O, le superficie del 3' ordine @, passanti per 
r, e per O formano, come si è già notato, un sistema lineare tre volte infinito. 
Due qualunque di esse hanno in cornune, oltre a r,, una curva gobha razio- 
nale del 4' ordine r, passante per O e appoggiata in dieci punti a r, (***). 
Se quindi si considerano tre superficie as, due di esse si secano in una ï,, 
la quale taglia la terza in 12 punti, di cui dieci cadono su r,, uno è O, e 
quiridi uno solo è variabile. Dunque le superficie @, formano un sistema oma- 
Zoidico e si possono quindi far corrispondere punto per punto nt piani d i  un 
secondo spazio S. È chiaro che alle rette di S corrisponduno in 2 b p a r -  
tiche rauionali r,. 

Cerchiamo la Jacobiana del sistema delle @,; se si considera una super- 
ficie qualunque di questo sistema, fra le sue 27 rette è noto che ve ne sono 
cinque trisecanti della r,, e poichè queste non incontrano le @, in punti va- 
riabili, ad esse corrispondono cinque punti posti ne1 piano corrispondente della 
a, nello spazio S. Il luogo di quelle rette è la superficie gobba H, luogo delle 
trisecanti di r,, che, corne si è già detto, é del 5' grado ed ha r5 per curva 
doppia; questa superficie fa parte della Jacobiana delle (D,, ed il luogo dei 
punti corrispondenti alle sue generatrici è dunque una curva gobba C, dello 
spazio 8, fondamentale per questo spazio, e, come r,, del 5' ordine e di 

(') STURM, Giornale di Crelle-Borchardt, 1. c., n.' 30. 
(") Questa trasformazione presenta, come si vedrh, moltissima analogia con quella che 

f u  studiata da1 sig. CAPORALI nella Memoria: SuSulla superficie del 9 ordine dotata d i  una 
czcrva doppia clel 5" ordine, Annali di Mateni. Serie II,  t. VII, pag. 149. Di essa perd si 
fa menzione, ch'io sappia, soltanto nella Memoria del prof. CREMONA: Ueber die Abbilduny 
algebraischer Fliichen, Math. A m . ,  Bd. IV, pag. 225. 

("') STURM, Synth. Unters., etc., pag. 216-7, 
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genere 1: essa è contenuta semplicemente dalle superficie del sistema omaloi- 
dico del10 spazio S. È anche noto che fra le 27 rette di una cD, ve ne sono 
due &e non tagliano r,; i piani che le projettano d S 0  secano ulteriormente 
Q3 in due coniche, ciascuna delle quali taglia r, in cinque punti e passa per 0, 
e non incontra quindi le in punti variabili. A queste coniche corrispondono 
dunque in S due punti. Tutte le coniche analoghe formano un sistema sem- 
plicemente infinito, il cui luogo è una superficie K, che fa pure parte della 
Jacobiana delle Q,, e ad essa corrisponde in S ilna conica D, doppia per lé 
superficie del rispettivo sistenia omaloidico. f3 facile vedere che la K, non é 
altro che la (unica) superficie del sistema delle <P, che ha in O un punto doppio; 
infatti una conica qualunque generatrice di K,, secando r, in cinque punti e 
passando per 0, giace per intero su quella superficie di 3' ordine. Si pub anche 
aggiungere una proprietà che verrà utilizzata fra poco. Delle sei rette di Ii, 
passanti pel punto doppio O ,  cinque sono le corde di ï', uscenti da O ,  e la 
sesta, che indico con a ,  ne è una zerosecante. Imaginando dunqiie una qua- 
lunque superficie @,, le sue due rette zerosecanti di r, non possono essere 
appoggiate ad alcuna delle prime cinque rette di K,, epperb le no' coniche 
generatrici di K, devono tutte giacere in piani passanti per la sesta retta a. 

Le superficie H, e K3 formano insietne la intiera superficie Jacobiana 
delle a,, che deve appunto essere de11'8' ordine. Lo spazio S non ha qiiindi 
altre curve fondamentdi che la quintica semplice C, e la conica doppia D,. 

Poichè alle rette di S corrispondono in 2 le quartiche r,, ai piani d i  2 
cowispondolzo in S le superficie F, del 40 ordine aventi in comune la conica 
doppia D, e ln quintica Cs; queste curve hanno cinque punti comuni, cib che 
risulta anche dalla trasformazione. 

$ anche facile vedere che la Jacobiana delle F,, cche deve essere del 
12" ordine, è costituita da1 piano della conica doppia contato due volte (e che 
corrisponde al punto O), e dalla superficie gobba del 10' grado formata dalle 
rette che appoggiano in due punti alla C, ed in un punto a Il, (e che corri- 
sponde a r,): essa è di genere 1, contiene la D, come quadrupla e la Cf5 
come tripla. 

,411e rette di 2 corrispondono le cubiche gobbe appoggiate in tre punti 
a D,, ed in cinque a C5; esse sono le intersezioni delle superficie F, a due 
a due. Alle rette di 2 passanti per O corrispondono m2 coniche che incon- 
trano D, in lin punto e C, in cinque; essi corrispondono rifipettivamente ai 
punti in cui la retta per O taglia K3 ed H,. Ai ~ i a n i  di 1 passanti per O 
corrispondono le oo-superficie cubiche passanti per D2 e Cg. Alle rette di S 
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appoggiate a D, corrispondono in 2 le coniche cinquesecanti di r,; alle rette 
che appoggiano a D, e C, corrispondono le corde di r,, ecc. 

35. L a  rappresentazione piana di una superficie F, è fornita dalla cor- 
rispondenza univoca stahilita ne1 paragrafo precedente fra i suoi punti ed i 
punti del suo piano corrispondente di 2. Le imagini delle sezioni piane sono 
dunque le sezioni di T i  col sistema delle a,, cioè sono curve del 3' ordine pas- 
santi per cinque punti fissi (i punti comuni a Ii ed a r,); e poichè le sezioni 
piane di F, sono curve di genere 1, questa è la rappresentazione minima di 
F,. Le 16 rette della superficie hanno manifestamente per imagini la conica 
contenente i cinque punti fondamentali, i cinque punti fondamentali stessi (itna- 
gini di una quintupla avente per cinquesecante la retta rappresentata dalla co- 
nica precedente), e le loro dieci congiungenti a due a due. 

L'imagine della conica doppia Dz è I'intersezione di II con .Us, ed è 
quindi una curva del 3' ordine passante pei punti fondamentali, come è ben 
naturale, essendo D, una sezione piana di F,. Un punto di D, è rappresen- 
tato da una coppia di punti di questa cubica, cioè dai due punti in cui la 
conica corrispondente in 2 (e generatrice di K,) seca II; e poichè i piani di 
queste coniche passano per la retta O: di K,, le rette che congiungono le coppie 
d i  punt i  corrispondenti a i  punt i  d i  D, passuno per zcno stesso punto de l l ' i~~za-  
qine d i  D, (il punto comune a ïï ed a) (*); le rette di questo fascio corrispon- 
dono per ta1 modo univocamente ai punti di Dg. 

Se si imaginano due coniche geiieratrici di I(,, esse non hanno, oltre O, 
altri puilti comunj, e ciascuna si appoggia in cirique punti alla r,; per esse 
e per r, passa quindi un fascio di superficie del 3" ordine (appartenenti al 
sistema omaloidico). Tagliando col piano ïi si ha l'altra proprietà pure dovuta 
a CLEBSCH (1. c., 3 4): 

Due  coppie qualunque d i  punt i  che siano imagin i  d i  due punt i  della co- 
nica doppiu formnno insienze coi cinque punti fondamentali dellu ruppresen- 
taxione i noue punti base d i  un fascto d i  cubiche, clze Éutte appartengono al 
sistema delle imagini  delle sexioni piane. 

Non credo opportuno 'di proseguire 10 studio di questa rappresentazione, 
che è svolto ampiamente ne1 lavoro di CLEBSCH. 
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5 5. Qunderne di quadrilateri gobbi formati colle 16 rette. 
Sistemi di piani tritangenti conteneuti lutte le  re t te  della superficie. 

36. Dirb Y-edro il sistema di u piani tritangenti di F4 contenenti un 
numero 2 L di rette tutte distinte della superficie. In questo para.grafo non oc- 
correrà che la considerazione dei diedri e degli ottaedri. 

Esistono tre  specie d i  diedri: nella la specie ogni retta del l 'un piano 
tagliu una ?-ettu delt'altro: nella 2a specie una  sola retta d i  un piano taglia 
unu retta dell'nltro piano; nella 3" syecie nessuna retta del17un piano taglia 
rette dell' altro. 

Le due coniche contenute nei due piani di un diedro di la specie hanno 
due punti comuni. Poichè ogni piano appartiene a 4 di tali diedri, v i  sono i n  

4 - 40 tutto - - 
2 
- 80 diedri d i  la specie. Se sono (a, b,), (a, b,) i due piani del 

diedro e si suppone che si taglino fra loro a, ,  a ,  e b,, b,, si ottiene il diedro 
coykgato  format0 dai piani ( a ,  a,), (b, b,), che è pure di la specie; e si ha 

cosi il quadrilatero gobbo . . Se si imaginano le due coniche poste nei 

piani (a ,  b,), (u,  b,) e le due poste nei piani (a, a,), (6, b,), tanto le prime che 
le seconde, avendo due punt.i comuni, giaccioiio in una quadrica passante per 
D,. E poichè una conica posta in un piano tritangente taglia D, nei punti 
comuni a questa e alle due rette del suo piano, ne segue che le due prime 
coniche e le altre due.formano due quartiche di 1" specie aventi in comune 
con D, i medesimi quattro punti; siccome poi esse non hanno altri punti 
cornuni, le dile quadriche suddette devono toccarsi lungo D,, cib che si rico- 
nosce del resto anche direttamente (*). 

Le due coniche contenute nei piani di un diedro di 2" specie hanno un 
solo punto comune, e formano insieme una quartica di 2" specie. Ogni piano 
appartiene a 24 di tali diedri, per cui i l  numero totale dei diedri d i  2 a  specie è 

(') S e  quindi sono n, = O ,  x,  = 0 le equazioni dei piani (a ,  b,) ,  (a ,  b,), u, = O ,  a, = O 
quelle dei piani (a, a,), ( 6 ,  b,), e sono il,, = 0, LI, = O le  equazioni delle due  quadriche, 
l'equazione della superficie F4 si pu6 scrivere: 

711 7% Lie = "1 a2 

e ci6 6 possibile in 40 modi, corrispondentemente ai  40 quadrilateri gobbi. 

Annali di Matematica. tom0 XI I .  16 
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L e  due coniche poste nei piani di un diedro di 3" specie non hanno punti 
comuni. Ogni piano appartiene a tre di questi diedri, quindi il numew totale 

3 - 40 
dei  diedri d i  3" specie è - - 

2 
- 60. Vi sono dunque in tutto 620 diedri, 

ed ogni piano tritangente ne dà 31 (*). 
37. Considero in particolare i diedri della 1 specie, che, corne si vede, 

sono in intima relazione coi quadrilateri gobbi. Siccome talvolta sarà utile 
verificare i risultati ottenuti per mezzo della notazione data al n.' 12 ,  cos] 
scrivo qui appresso con quella notazione i 40 quadrilateri, apponendovi un 
numero d'ordine per comodo di denominazione: 

1 bi e t 3  

l4 = 1 c,, c,5 I 

(') Queste t r e  specie di diedri godono, corne si vedrh anche in appresso, di molte pro- 
prieth del tutto analoghe a quelle delle t r e  specie di triedri che si presentano nella super- 
ficie di 3" ordine, e che furono considerate da1 prof. BERTINI nella sua  Memoria che h a  
per  titolo: Contribuzione al la teoriu delle 27 rette e dei  45 piani tritangenti d i  m a  
superficie d i  3Qordine, Annali di Matem., Serie I I ,  t. XII, § 6. 
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Riguardo ai quadrilateri si pub osservare la relazione seguente molto 
sernplice e pressochè evidente: rispetto ad un quadrilatero qualunque gli altri 
39 si distribuiscono in tre gruppi di 15, 12, 12 rispettivamente: i quadrilateri 
del primo gruppo hanno col dato nessun piano (e nessuna retta) in comune; 
quelli del secondo gruppo hanno col dato un piano (e due rette) in comune; 
quelli del terzo gruppo hanno col dato nessun piano (ed una retta) in comune. 

38. Si dirà quattro quadrilateri formano una quaderna, quando 
essi contengano insieme tutte le rette della superficie; è chiaro ohe in uiia 
quaderna entrano 8 diedri di 1" specie e 16 piani. 

è un quadrilatero, agni retta a deve secare, oltre le sue due 

laterali, altre tre rette; e si hanno cos1 3 4 = 12 rette tutte distinte, che 
colle quattro a dànno tutte le rette della superficie. Epperb: 

Dato un quadrilatero gobbo palunque,  ciusczcna delle dodici rette escluse 
taglia unu ed una sola delle sue rette. 

Su questa semplicissima proprietà si pub dire che è fondato tutto cib che 
segue sulle quaderne. $ utile intanto notare altïe proprietà che seguono da 
essa e che saranno pure utilissime in seguito. Se si hanno tre quadrilateri 
contenenti dodici rette tutte distinte della superficie, le quattro rette rimanenti 
formano pure un quadrilatero; infatti ognuna di queste rette seca una retta 
in ciascuno dei tre quadrilateri, e deve quindi secarne due delle escluse. 

Se si suppongono dati due quadrilateri 

contenenti otto rette distinte, è facile vedere che sono possibili due soli casi: 
che per es. ogni retta ai tagli la retta omotoga Z l i ;  oppure che le a, ,  a, ta- 
glirio rispettivamente le b,, b,, e invece le a3, a,  taglino rispettivarnente le 
b,, b,. Ne1 primo cas0 è chiaro che i due quadrilateri si compongono nella 

. Reciprocamente, data una biquadrupla, colle sue biquadrupla 
ai bJ b2 a4 

b4 a, as b, 
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rette si possono formare sei quadrilateri, che si dividono in tre coppie in 
guisa che ogni coppia contiene tutte le rette della biquadrupla, e i due suoi 
quadrilateri sono sempre nelle condizioni del primo caso. Ne1 secoiido caso 
quindi i due quadrilateri non si possono mai comporre in una biquadrupla. 

39. Se i due piani (a, b,), (a,  b,) formano un diedro di 1" specie, le due 
paja (a, b,), (a, b,) di rette formano due coniche di uno stesso eistema, epperb 
quei due piani toccano un medesimo con0 di KUMMER. Per cui in due qua- 
drilateri che siano nelle condizioni del primo dei due casi considerati al nu- 
mero precedente, i quattro piani orizzontali sono tangenti ad uno stesso con0 
di KUMMER, ed i quattro piani verticali ad un altro; ne1 secondo cas0 invece 
i soli quattro piani orizzontali hanno questa proprietà. Avendosi pertanto una 
quaderna di quadrilateri è sempre possibile scriverla in modo clie gli otto 
piani orizzontali (per es.) passino per uno stesso punto di KUMMER toccandone 
il cono rispettivo. 

Si è dimostrato al n." 16 che i 40 piani tritangenti si possono distribuire 
in cinque angoli ottaedri, di cui ciascuno contiene tutte le 16 rette; colla no- 
Iazione solita essi sono i seguenti: 

40. Si vuole ora cercare quante e quali specie di quaderne si possono 
formare. Se 

sono due quadrilateri contenenti otto rette distinte, e si suppone che si taglino 
due rette rappresentate da una stessa lettera, essi si compongono in una bi- 
quadrupla, e le otto rette rimanenti si dispongono, in tre maniere diverse, in 
una coppia di quadrilateri pure del tipo scritto; i due quadrilateri apparten- 
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gono dunque intanto a queste tre quaderne. Per vederne la natura, si indichi 
con aJ una delle altre due secanti di a, (oltre b , ,  ci, a,): le due coppie (b, a,), 
(c1a3) hanno ciascuna un'altra secante oltre alla a, ed è facile vedere che 
nessuna di esse è contenuta nei quadrilateri dati. 

essa non pub ne1 quadrilatero secare nessuna delle rette cc,, b,, c,, e 

- 

segherà quindi la retta d,. Allora se si considera per es. la coppia (b, a,), 
l'altra bisecante non pub essere ci, perchè questa non seca b , ,  né d, poichè 
a, ne1 primo quadrilatero seca già a,, nè alcuna delle a,, b,, c, perchè a, ne1 
secondo quadrilatero seca d,, nè d, perchè questa non seca 6,. Siano dunque 
b, e c, quelle due rette; volendo allora completare il quadrilatero contenente 
le rette c,, a3, b3 ,  la quarta retta deve essere una delle rette escluse, corne 
si dimostra con un metodo analogo al precedente, e sia d,, in modo da avere 

a3 b3 
il quadrilatero le cui rette secano quelle del primo rappresentate 

la a, seca già la retta a , ,  Infatti poichè nei quadrilateri 

dalle stesse lett'ere. ~ e '  quattro rette rimanenti formano un quadrilatero che 

a, a, 1 ai b, 
c, c2 1 a2 b2 

a, b, dirb 1 1 ,  e siccome questo si compone col precedente in una biquadrupla, 
6, d* - - .  

si pub supporre che le rette dell'uno taglina quelle dell'altro rappresentate 
dalle stesse lettere. Si ha cos) una quaderna i cui piani orizzontali passano per 
un medesimo punto di KUMMER, e i verticali per un altro, quaderna che dirb 
di  1" speczé. 

Tornando ai due quadrilateri da.ti, per formare con essi altre quaderne, 
si deve porre la a, in un quadrilatero con una delle sue secanti b,, c, e colla 
terza sua secante k, appoggiata manifestamente a di. Ponendovi le rette b, ,  k, 

0, a 2 b 2  a 3 h  
ho la terna (incomplets) , e la quarta retta del terzo 1 c, 4 1 c2 d, 1 
quadrilatero, che non è contenuta nei primi, due, sia m. 

Allora le quattro rette rimanenti formano un quadrilatero, che col terzo 
si compone in una biquadrupla, e che si pub quindi disporre in modo che le 
sue rette seghino le rette rispettivamente omologhe, per cos1 dire, del terzo. 
Si ottiene a questo modo una quaderna i cui piani orizzontali passano per un 
punto di KUMMER, i quattro primi verticali per un altro, e i quattro ultimf 
verticali per un terzo. Una tale quaderna si dirà di 2" specie. Se ne1 terzo 
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quadrilatero si pone a, con k,, c3 si ottiene analogamente una quaderna di 
2" specie, salvo che i piani formanti un angolo ottaedro sono i verticali. È 
chiaro che non si hanno altre quaderne a cui appartengano i due quadrila- 
teri dati. 

41. Siano ora invece 

due quadrilateri aventi otto rette distinte, secantisi quando sono rappresentate 
dalle stesse lettere, e posti quindi ne1 secondo dei casi considerati ne1 n.' 38. 
Se as, a, sono le altre due secanti di a,, le due coppie (b,  a,), (b, a,) hanno 
ciascuna una seconda hisecante oltre ad a,, e corne ne1 numero precedente si 
dimostra che queste due rette non sono contenute nei due quadridrileteri dati; 
si indichino con b,, b4 queste rette e si consideri la quaderna (incornpleta) 
ai b, a,  b2 a3 63 l 1 ! 2 2 l I b4 I . Siccorne ne1 quadrilatero 1 u: ", i la e t  a, 

taglia a,, cosi ne1 secondo dei quadrilateri dati la a, non pub tagliare nessuna 
delle a,, b,, epperb segherà una delle c,, d,; analogamente la a, deve secare 
una delle c,, d,, ed essendo permesso di scambiare fra loro le a,, C I ,  (purchè 
si scambino anche le 6,, b,), si pub supporre per es. che a, tagli d,, e quindi 
n, tagli c,, epperb che b, seghi c, e b, seghi d,. Allora a, ha ancora due se- 
canti e dicendole per un istante p e, y,  la retta che completa il quadrilatero 
contenente le rette a,, p,  q devc essere la b2 la quale non seca alcuna delle 

altre tre secanti a,, b,, d, di a3. Dunque ne1 quadrilatero 1:'; 1 la ci, non 
. - 

secando nè a, nè 6,, dovrà secare una delle p, p che ora dirb c,.  Il quadii- 
US b3 

latero 1 c3 1 i completito da una rettx che deve essere Ira le escluse, corne 

si vede col solito metodo, e si ottiene quindi una yuaderna tale che le rette 
del primo quadrilatero secano le Yette oinologhe del terzo. Gli otto piani oriz- 
zontali passano dunque per uno stesso puiito di KUMMER, e 10 stesso accade 
dei quattro piani verticali del primo e del terzo quadrilatero, laonde i quattro 
piani verticali del secondo e del quarto dovranno passare per un terzo punto 
di KUMMER, e la quaderna è quindi di 2" specie. Sia essa la seguente: 
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Ne1 primo quadrilatero la c, non pub tagliare né a ,  nè b, perchè queste ne1 
quarto tagliano rispettivamente le a,, b,, dunque c, taglia una delle ci, d,; il 

ci dl 
quadrilatero / c3 d3 1 mostra quindi che c, ne1 terzo quadrilatero deve tagliare 

O la a,, O la b,. Ora c4 non pub tagliare c l ,  altrimenti nei due quadrilateri 
estremi si segherebbero le rette omologhe, e la quaderna sarebbe di la specie; 

a i  a,, 
quindi ne1 quadrilatero 1 ci c3 1 la retta taglia a,. 

Per  formare altre quaderne a cui appartengano i due quadrilateri dati si 
pub porre ne1 terzo quadrilatero la c, colle a,, c, in modo da avere la qua- 

derna (incornpleta) . L a  quarta retta del terzo 

quadrilatero non pub essere che la d,, corne si vede facilmente considerando 
una per una tutte le altre rette alla solita maniera; infine la a,, non potendo 
ne1 terzo quadrilatero della quaderna (1) tagliare le a,, B,, deve tagliare una 

delle c,, d,; ma ne1 quadrilatero taglia già a,, dunque essa deve ta- 

gliare d,, epperb b, deve tagliare cs. Si ha dunque anche la quaderna 

in cui gli otto piani orizzontali, che sono ancora quelli della (l), passano per 
un medesirno punto di KUMMER. Per giudicare dei piani verticali basta con- 
frontare la quaderna (2) colla (1); i piani verticali dei due primi quadrilateri 
di (2) passano intanto per punti di KUMMER diversi; poi nella (1) i piani (a, c,), 
(b, d,) appartenevano alIo stesso con0 di KUMMER che i piani (a, c,), (hi d,), ep- 
perb i piani (a, c4), (b, d,) del terzo quadrilatero di (2) apparterranno ad un 
altro cono, arendo rispettivamente con quelli in comune una retta della super- 
ficie; analogamente i piani (a, c,), (b, d,) appartengono a coni diversi dei piani 
(a2 d,), (b, c,), e 10 stesso dicasi dei piani (a, a,), (b, c,). Dunque gli otto piani 
verticali di (2) passano a due a due (due appartenenti ad un medesirno qua- 
drilatero) per gli altri quatt,ro punti di KUMMER oltre a quel10 per cui pnssano 
tutti i piani orizzontali. Una quaderna siffatta si dirà di 3a specie. 

1 due quadrilateri dati non appartengono ad altre quaderne; infatti in 
cas0 contrario ne1 terzo quadrilatero la a, dovrebbe essere accompagnata dalle 
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due secanti c3, C, e si avrebbe la terna (incompleta) 

Ora delle cinque secanti a , ,  d,, b,, c3, c, di a, la retta h, non taglia né u , ,  
né d,, nè b, ,  epperb deve tagliare c, e c , ,  cioè deve completare il quadrilatero 

( z: 1;  quella terna (incompleta) non dk dunque luogo a quaderne. Si ottiene 

pertanto il noterole risultato: 
L e  quaderne d i  quadrilateri gohbi sono d i  tre s~ecie:  i 16 piani che com- 

pajono in una gucsderna d i  l a  specie si spexxano in due angoli otfaedri aventi 
i loro vertici in due punti d i  Kummer; i 16 che compajono i n  unu quadernn 
d i  Za specie s i  spexxano in u n  angolo ottaedro e i n  due angoli tetruedri aventi 
i loro vertici in  tre punti d i  Kummer; i 16 che compajono i n  una quaderna 
d i  3 a  specie si spezzano i n  un ango70 ottaedro avente per vertice un punto d i  
Kummer e quattro angoli diedri, i cui spigoli passano ordinatamente pei 
quattro rimanenti punti d i  Kummer. 

Appare quindi corne qiieste quaderne sono in intima relazione coi cinque 
punti di EUYMER. 

42. Vediamo a quante quaderne appartiene un quadrilatero qualunque 
ai bi , da1 che sarà facile dedurre quante quaderne di ciascuna specie esi- 

stono. La  retta ai ha, oltre alle b, e ci ,  altre tre secanti, di cui una sia a,; 
la coppia (b, a,) ha una seconda bisecade, che dico b,, oltre alla a , ,  e cos] 
la coppia (cia,) ha una seconda bisecante che dico c,; le rette c,, a,, h ,  de- 
terminano un quadrilatero, le cui rette tagliano le rette omologhe del dato; 
laonde questa coppia di quadrilateri appartiene a tre quaderne, una di Sa specie 
e due di 2". Oltre alle tre rette a,, b, ,  c, la retta a ,  è tagliata da due altre 
rette m,  n ,  e le rette m ,  a,, b,;  n ,  a,, b, determinano due quadrilateri di cui 

a2 b 2  
siano mi, ni le quarte rette. Il primo di essi, cioè 1 mi 1, moitra die la m 

non pub tagliare nè a,  nè b , ,  quindi m ne1 qua.drilatero dato deve tagliare 
una delle ci, di ;  ma non pub tagliare ci perchè la coppia (ci a,) ha già per 
bisecanti le a, ,  c,, dunque m taglia d i ,  ed mi taglia ci; analogamente n seca . , - - 1 a. bi 1 a2 bt 1, 1 ai bi 1 a, b2 1 
di ,  ed ni seca c,. Le due coppie di quadrilateri 

ci d l  m mi ci di n ni 
che appartengono al secondo dei casi considerati ne1 n. 38, dhnno quindi luogo 
ciascuna a due quaderne, una di 2a e l'altra di 3" specie. Ponendo c, in luogo 
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di b, si banno altre quattro quaderne, due di 2" e due di 3a specie. Cioè utz 

guudrilatero qualzazque appartiene ad 11 quaderne, di cui wna è di  la specie, 
sei sono d i  2 a  e quattro sono d i  3". Epperb si conclude: 

Esistono .ile tutto 110 puadertte, d i  cui 10 sono d i  l a  sperie ed ognzina è 
hdividuata da un suo qeiadvilnte~o qualiinque; 60 sono d i  2" specie e 40 
sono rli 3a. 

L e  quaderne di la specie corrisponduno, corne si riconoscerà anche in 
seguito, per la superficie del 3" ordine alle 40 terne di coppie di triedri con- 
jugati, di cui ognuna è deterininata da una sina coppia qualunque, e che furono 
considerate per la prima volta da STEINER (*) e studiate poscia da1 prof. Cm- 
MONA nella Nota: Sd7e  ~ent i se t te  rette di ubza superficie del terxo ardine (Ren- 
diconti Istit. Lomb., Serie II, vol. III, 24 marzo 1870) ed ultimammte da1 
prof. BERTINI nei primi quattro paragrafi della Menioria citata. Gli enneaedri 
di la specie considerati in qiiesti due lavori lianno per corrispondenti nella li', 
i cin'que ottaedri di ciii ho dato il prospetto al n.' 39. 

Do qui la tabella delle 110 quaderne di quadrilateri, apponendovi un nu- 
mero d'ordine per comodo di denominazione; i quattro numeri posti fra le pa- 
rentesi sono i numeri d'ordine dei qiïattro quadrilateri contenuti nella quaderna, 
secondo Io specchio del n." 37; infine i numeri scritti con cifre romane indi- 
Cano la specie delle quaderne stesse. 

1 

II 

II 

II 

III 

(') Gesnmmelte W'erke, Berlin, 1882, Cd. I I ,  pag. 665. Qaeste terne sono per6 tiitte 
di una medesirna specie. 
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III 
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II 

II 
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III 

II 

II 

III 

11 

I 

11 

III 

I I  

11 

III 

III 

II 

II 
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11 

II 

III 

III 

II 

II 

III 

II 

II 

1 

III 

II 

II 

III 

III 

Awmli  di  Matematica, tomo XIII. 
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43- Considero una quaderna di la specie, e poichè fu dimostrato che 
essa deve essere necessariamente di un certo tipo, di cui si sono stabiliti net- 
tamente i caratteri. distintivi, a fine di riconoscere in un solo tratto le rela- 
zioni che vi hanno fra loro le 16 rette, adopero 1s solita notazione del n.' 12, 
avvertendo perb che i ragionamenti ne sono affatto indipendenti. L a  quaderna 
considerata sia ad es. la (l), cioè 

Considerando in essa per es. i soli otto piani orizzontali (formanti uno dei 
cinque angoli ottaedri), essi si possono disporre in più altre guise in modo da 
dare nuove quaderne; cib si ottiene infatti scambiando il piano superiore (a b,) 
del Io quadrilatero con ciascuno degli altri tre piani superiori. Una, qualunque 
delle tre quaderne che cos1 si ottengono ha in comune colla data gli otto 
piani orizzontali e quattro piani verticali (formanti un angolo tetraedro); gli 
altri quattro suoi piani verticali formano dunque pure un angolo tetraedro, e 
le tre nuove quaderne sono tutte di 2a specie. In  una qualunque delle quattro 
quaderne che cos1 si hanno si tenga ora fisso il quadrilatero contenente la retta 
a e uno qualunque degli altri tre, e nei due rimanenti si scambino fra loro 
i piani orizzontali superiori (O inferiori, che è Io stesso); per ta1 modo da 
ognuna delle quattro quaderne ne nascono altre tre, che, come è manifesto, 
sono tutte distinte fra loro e dalle date, Di queste dodici quaderne le tre de- 
dotte dalla data hanno comuni con essa i piani orizzontali e quattro piani 
verticali, epperb sono tutte di 2a specie; per riguardo alle altre,'si consideri 
una qualunque delle tre quaderne che si dedussero primieramente dalla (1), 
per es. la 

che, come si è notato, & di 2' specie: se in essa ~i tengono fissi il 1' ed il 
2" quadrilatero si ottiene una quaderna di la specie, cioè la (13); tenendo 
fissi il 1" quadrilatero ed uno degli altri due si ottengono invece due quaderne 
di 3a specie, 'ioè le (16), (17). Infine dalla quaderna data (1) e da ciascana 
delle tre quaderne da essa primamente dedotte, cioè le (12), (25) e (38), si 
possono dedurre altre due quaderne tenendo fisso solt,anto il quadrilatero che 
contiene la retta a, e combinando fra loro i sei rimanenti piani orjzzontali. 
Per ta1 modo dalle quattro quaderne precedenti si deducono rispettivammte 
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le (5),  (6); (15), (18); (23), (29); (34), (3'1), di cui le due prime sono di 3" 
e le altre quattro di 2" specie. E non si hanno che queste 24 quaderne: esse 
si possono evidentemente distribuire in quattro gruppi, di cui ognuno contiene 
uns quaderna di la specie, tre di 2' e due di 3". 

44. Credo utile osservare fin d'ora, poichè se ne presenta l'occasione, 
che le quattro quaderne di 1"pecie sopra trovate, cioé le (l), (131, (26), (39) 
hanno i medesimi piani orizzontali; un ta1 sistema di quattro quaderne di 
la specie aventi in comune un angolo ottaedro si dirà puaderna di quaderne. 
In una qualunque di esse, oltre agli otto piani dell'ottaedro, compajono altri 
32 piani, che si possono supporre i verticali; e questi sono tutti fra loro di- 
stinti, perchè se due coincidessero, siccome per una retta della superficie non 
passa, che un solo piano (tritangente) tangente ad un determinato cono di 
KUMMER, dovrebbero coincidere anche i due quadrilateri relativi, cib che è 
incompatibile col modo sopra tenuto per generare la quaderna di quaderne. 
Si conclude quindi: 

Iiz una quaderna di quaderne compajono tutti i 40 piani tritangenti. 
Di questi sistemi mi occuper6 più a lungo in seguito (*). 

45. Se si considera di nuovo la quaderna (1) di la specie, coi 16 piani 
tritangenti che in essa compajono si possono formare 16 ottaedri ne1 senso 
dichiarato in principio del paragrafo, ed è facile riconoscere che due di essi 
(cioè qiielli costituiti dai piani orizzontali e dai verticali) formano un angolo 
ottaedro, otto costituiscono ciascuno un angolo esaedro ed un diedro, e sei co- 
stituiscono due angoli tetraedri. 

Si è già veduto ne1 n.U 43 in quali e quanti modi si possono disporre in 
una quaderna i piani di un ottaedro della la specie. Corisidero ora un ottaedro 
della 2a specie, per es. quel10 format0 dai piani orizzontali della quaderna (1) 
di la specie, in cui & sia rovesciato l'ultimo quadrilatero: 

(') Anche dalle poche cose ora dimostrate sopra queste qaaderne di quaderne si pub 
scorgere la grande analogia che ha luogo con ci6 che accade per la superficie del 3' or- 
dine. Per questa infatti è noto (CEEMONA, 1. c.; BERTINI, 1. c.) che, data una terna di 
coppie di triedri conjugati (di STEINER), si possono scegliere in essa, in quattro modi di- 
versi, nove piani (formanti un enneaedro di la specie) contenenti tutte le 27 rette della 
superficie, e che si possono disporre in altri t r e  modi in una terna di coppie di triedri con- 
jugati; in ognuna delle quaderne ooei ottenute compajono tutti i 45 piani tritangenti.della . . superficie. 
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- Con un metodo del tutto analogo a quello seguito ne1 n.9 43 si trova senza 
difficolth che coi piani di u.n ta le  ottaedro si possono formare altre cinque 
quaderne, ci05 le (12), (25),  (7); (16), (24) di cui le tre prime sono di 2", le 
altre due di 3% specie. 

Se si considera infine un ottaedro della 3% specie, quale B quello farmato per 
es. dalle orizzontali della (1) in cui siano rovesciati i due ultimi quadrilateri: 

6 pur facile vedero che CO' suoi piani si possono formare altre tre quaderne 
di 2" specie, cioè le (3)) (12), (14). 

46. Considerando una quaderna di 2a specie per es. la 

è evidente che CO' suoi 16 piani si possono formare 16 ottaedri, di cui uno è di 
la specie (cioè è propriamente un angolo ottaedro, ed è quello format0 dai piani 
orizzontali), quattro sono di 2" specie, tre sono .di 3' ipecie, e i rimanenti otto 
sono tali che i loro piani costituiscono un angolo tetraedro e due diedri (*). 
Tuttavia questi -ultimi godono di proprietà differenti rispetto alle quaderne (**) 
e si distinguono in due gruppi di quattro ottaedri, corne si rilera da1 quadro 
seguente, dove gli ottaedri di oui si tratta sono costituiti dai piani orizzontali: 

(') Qui, corné anche altrove in questo paragrafo, uso talvolta per brevita la parola 
diedro per indicare un diedro il cui spigolo passi per un punto di KUMMER, Ci06 u n  diedro 
di la o d i  3a specie. 
- ("1 Questo fatto & tanto più notevole in quanto che si vedrh pid innanzi che queste due 
specie di ottaedri, che pure sono ben differenti, hanno inoltre,. in ugual numero, i diedri ed 
i triedri delle medesime specie. 
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Ne1 gruppo a sinistra gli ottaedri si possono disporre in una seconda 
quaderna di 2% specie ed in nessun'altra; laddove ne1 gruppo a destrn essi si 
possono disporre, oltre che nella quaderna data di 2" specie, in una di 3a, 
Questi ottaedri si diranno rispettivamente della 4" e della 5a specie. 

47. Se si ha da ultimo una quaderna di 3" specie, per es. la 

è chiaro che CO' suoi piani ê possibile formare un ottaedro di la specie (quel10 
dei piani orizzontali), quattro di 2", sei di 5", e chque di 6", cioé tali che i 
loro piani formano quattro diedri, costituendo percib un ver0 ottaedro non dege- 
nere. Un siffatto ottaedro è dato ad es. dai piani verticali della quaderna pre- 
cedente, ed è ovvio che i suoi piani non si possono disporre in altre quaderne. 

48. Si pub dimostrare facilmente che oltre a i  precedenti non vi sono 
altri ottaedri, cioè che i piani d i  un ottaedro qual~~nque si possono sempre di- 
sporre alnzeno .in una quaderna (*). Siano invero (a, b,), (a, b,), . . . , (as b,) i 
piani di un ottaedro, e si supponga anzitutto che con due de'suoi piani si possa 
formare un diedro di la specie, per es. il diedro (a, b,), (a, b,) di modo che si 

a ,  b1 
abbia il quadrilatero . Allora la a,, tagliando la b3 e una di queste 

quattro rette, deve tagliare tre delle dieci rette rimanenti, che dovranno tro- 
varsi in tre piani distinti dell'ottaedro. Lo stesso dicasi della retta b,, epperb 
fra i cinque piani rimanenti ve ne dovrà essere almeno uno che con (a, b,) 

forma un diedro di la specie, e si avrà per es. il quadrilatero 

stesso metodo si dimostra che vi deve essere almeno un piano fra i tre rima- 
nenti, il quale con (a, b,) forma un diedro di la specie, in modo da avere 

per es. il quadrilatero , e allora i due piani rimanenti devono (n.O 38) 

pure formare un diedro di la specie; e si ottiene almeno una quaderna. Si 
supponga ora invece che con due piani del dato ottaedro si possa formare un 

(') Per la superficie del 3' ordine ha  luogo la proprieth affatto analoga, poich8 si di- 
mostra (CREMONA, 1. c.; BERTINI, 1. e.) che vi sono soltanto due specie di enneaedri (sistemi 
di nove piani contenenti tutte le 27 rette della superficie), ciascuna delle quali dà luogo 
alrneno ad una terna d i  coppie di triedri eonjugati. Queste terne per6, corne si é giA ricor- 
dato, sono di una sola specie. 

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



avente una conica doppia, 141 

diedro di 2& specie, per es. il diedro (a, b,), (a, b,), dove a, taglia a,. L i  a, 
deve tagliare, oltre alle a,, b,, altre tre rette, e la h , ,  oltre alla a,, altre 
quattro rette, e, come sopra, vi sarà quindi almeno un piano dell'ottaedro che 
col piano (a, bi) forma un diedro di 1" specie; si torna dunque al caso pre- 
cedente. Siccorne poi é affatto ovvio che un ottaedro non pub contenere diedri 
soltanto della 3" specie, il teorema è dimostrato. 

Da tutto quanto si é detto negli iiltimi cinque numeri si traggono le 
seguenti proprietà : 

Coi 40 piani tritangenti della superjîcie si possono in  ttutto formare 703 
ottaedri, di  clri 5 di la speck e formanti un angolo ottaedro, i l  cui vertice 
è un pzlnto di Kummer; 80 di 2~ specie, clze si spexxano in  un  angolo esaetl~w 
avente per certice un  punto di Kummer e in un diedro i l  cui spzj.olo passa 
per un altro punto di Kumnzer; 60 di 3" specie, clze si spexxano in due an- 
goli tetraedri menti i loro vertici in due punti di  Kummer; 120 di 4" e 240 
di 5a specie che si spexxarço in un ungolo tetraedro avente per vertice un 
punto di Kummer e Cn due diedri i cui spigoli passano per altri due punti 
di Kunznzer; 200 di  6a specie, clle si possono dividere in  quattro diedri, i cui 
spigoli pussano per quattro diversi punti di lirummer. Soltanto pues t i  ultilni 
sono veri ottaedri non degefieri. 

1 piani di zrn ottaedro di 1" specie si possom disporre, in  4 nzodi di- 
versi, i f z  una quaderna di  1" specie, in  12 lnodi in una di 2a, i n  8 modi in  
m a  di 3a; i piani di un oitaedro di 2" specie si gossono disporre, in un solo 
modo, i n  una quaderna di  2" specie, in 3 modi in  unn di  2a, i n  2 modi in  
una di 3"; i piani di  un ottaedro di 3" specie si possono disporre, i n  un solo 
modo, i r r  una quaderna di l a  specie, ed in  tre modi i n  una di 2a; essi non 
possono mai formare i piani di una quuderna di  3" specie; i piani d i  un 
ottaedro d i  4" specie s i  possono disporre in due sole quaderne, entramhe di 
2" specie; i piani di un ottaedro d i  5 a  specie si possono disporre in  due sole 
quaderne, una d i  2a e l'ultra di 3a specie; i piani di  un ottacdro di  6" specie 
s i  possono disporre in una sola quaderua, che è di 3" specie. 

Inoltre coi piuni di  una puaderna di la specie si possono formare 2 ot- 
taed~i  di l a  specie, 8 di 2", 6 di 3a; coi pia.ni di una quadernn d i  2" specie 
se ne possono formare 1 d i  1" specie, 4 di  2", 3 di  3a, 4 di 4a, 4 di 5a; 
coi piani di una quaderna di  3" speczé se ne possono formare 1 di  ia speczé. 
4 d i  Ra, 6 ' d i  La, 5 di  6". 

Qualche altra proprietà degli ottaedri verrà considerata piii tardi. 
49. Si possono cercare le relazioni che una quaderna qualunque ha 

Annazi di Matematica, tomo XIII. 19 
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colle rimanenti 109. Siccome perb questa ricerca non presenta difficoltà e 
d'altra parte, nella sua generalità, non ha interesse per il seguito, mi limito 
a dare le relazioni che una quaderna di la specie ha colle rimanenti quaderne: 

Rispetto ad una paderna di 1" specie le altre 109 quciderne si distribui- 
scono Zla 3 gruppi d i  12, 16 ,  81 rispettivamente; quelle del Io  gruppo Imlno 
in colnune colla data due quadrilateri, uun ottaedro di la specie e quattro aitri 
piani formanti un angolo tetruedro; quelle del 20 g~.uppo lranno cornuîle colla 
data un solo quadrilatero, un ottaedro di  la specie e due piaîzi fownauti U H  

diedro; quelledel 30 gruppo non banno conzune colla data nessun quadrilu- 
two, e si suddividono ifl 5 sotiogruppi di 18, 6, 24, 24, 9 rispettiuamente: 
quelle del 10 lzanno iin comune colla data un ottaedro di lu specie; quelle del 
2" un ottaedro di 3 a  specie; quelle del 3" quattro piani for~nanti due diedri; 
quelle del 40 quattro pia& formafzti zw angolo tetraedro; quelle del 50 non 
hanrlo colla data alcun pialzo comune. 

Le due prime parti della proposizione si dimostrano molto facilmente; per 
brevità di linguaggio suppongo di aver disposta la, quaderna data in modo che 
i due ottaedri di la specie in essa contenuti siano costituiti dai piani orizzon- 
tali e dai piani verticali. Ora si è già veduto che in una quaderna di la specie 
le sei coppie di quadrilateri sono tutte ne1 primo dei due casi considerati ne1 
n." 38, e si è anche dimestrato (n.' 40) che una tale coppia appartiene sr tre 
quaderne; se dunque non si conta la data, si hanno 6 2 = 12 quaderne aventi 
colla data due quadrilateri comuni. Imaginandone una, avente colla data in 
comune per es. i due primi quadrilateri, l'ottaedro di la specie in essa con- 
tenuto sarà uno dei due contenuti nella quaderna data, per es. quello delle 
orizzontali; le due quaderne hanno dunque in comune questo ottaedro e i 
quattro piani verticali dei due primi quadrilateri. 

Si  è anche veduto che un quadrilatero appartiene ad I l  quaderne; non 
contando dunque le quaderne precedenti aventi colla data due quadrilateri 
comuni, rimangono 4.10 - 6 . 4  = 16 quaderne aventi colla data un solo qua- 
drilatero comune. Una di esse ha dunque in comune colla data quaderna uno 
degli ottaedri di la specie contenuti in questa, per es. quello delle orizzontali, 
e i due piani verticali del quadrilatero comune. Con ragionamenti analoghi si 
dimostra l'ultima parte del teorema, come pure si trovano tutte le altre rela- 
zioni che hanno fra loro le varie quaderne. 

50. Si è mostrato al n.' 44 che le dicci quaderne di la specie si possono 
aggruppare a quattro a quattro in pziuderne di quaderne, avendo le quattro 
quaderne di un gruppo un ottaedro di la specie comune. Ogni quaderna di 
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la specie, cantenendo due di questi ottaedri, appartiene a due di quei gruppi, 
epperb : 

10- 2 
Vi sono - = 5 qzcaderne d i  quaclerne, ed ognuîta corrisponde ad uno 

4 
dei cirque ot taed~i  di  la specie, ci02 a quel10 che te guuttro quaderne hanno 
in comune. L a  loro ricerca dipende da un'equazione di 5' grado, che è rna- 
nifestamente la stessa di quella da cui si vide dipendere la determinazione dei 
 inq que coni di KUMMER. 

Le 10 quaderne di la specie si possono opportunamente indicare col sim- 
bolo Q i k ,  dove gli indici i e k variabili da 1 a 5 denotano i due ottaedri di 
la specie contenuti nella quaderna. Data una quaderna di la specie, per es. 
la Q,,, le altre nove si distribuiscono in due gruppi di sei e tre: le prime 
hanno comune colla data un (angolo) ottaedro, e sono le Q,,, &,,, Q,,, Q,,, Q,,, 
Q,,; le altre non hanno colla data alcun piano comune, e sono Q,,, Q,,, Qd5. 
Da qui segue che se si considerano i quattro quadrilateri di ognuna delle qua- 
derne di la specie si vengono ad esaurire tutti i 10 . 4  == 40 quadrilateri gobbi. 

Dirb nssociute due quaderne aventi un ottaedro (si intende di la specie) 
comune. Se due quaderne (corne O,, e Q,,) sono associate, i l o ~ o  due ottaedri 
fzon comulzi sono contenuti in una terza quaderna (Q,,) associata ad entrambe. 

6 - 1 0  Si hanno per ta1 modo - = 10 terne d i  quaderne associute; una è per es. 
2 . 3  

formata dalle quadernc Q,,, Q,,, Q i 3 .  

51. Sia 6 una quaderna qualunque di la specie, e siano a', a'', 8'" le 
tre che con essa formano una quaderna relativamente ad un ottaedro O di 
la specie; siano inoltre ai ,  a,, 6, le tre quaderne che con 8 formano la qua- 
derna relativa all'altro ottaedro O' di la specie contenuto in $. Se sopra 8' si 
opera coine si è ora operato sopra d,  si ottengono due quaderne di quaderne, 
di cui una è la prima delle due precedenti, e poichè nella seconda le tre altre 
quaderne devono contenere, oltre all'altro ottaedro O" contenuto da cl', gli altri 
tre ottaedri Of, O"', O"', la prima di esse sarà ancora ai; le alt,re due invece 
sono nuove e le indico con dri, $',. Se si opera alIo stesso modo sopra 6" si 
ottengono due quaderne di quaderne, di cui una è, al solito, quella formata 
dalle 6, $', a", 8"' e l'altra contiene d", 8,) 8, ed m a  nuova quaderna che 
indico con au1. Infine operando al10 stesso modo su 6"" si ottengono nella se- 
conda quaderna di quaderne .di nuovo le $,, $',, d"',. Si vede dunque corne 
dalla data quaderiia 8 si possono ottenere successivamente tutte le altre. 

Se invece si parte da un ottaedro di la specie (per es, l'ottaedro che 
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dirb l), le dieci quaderne Qik  si ottengono ne1 modo seguente. L'ottaedro 
è comune a quattro quaderne (Q,,, Q,,, Q,,, Qlj) formanti una quaderna; 
ognuna di pes t e  contiene un secondo ottaedro di la specie (che dirb 2, 3, 
4, 5), e ciascuno di questi appartiene a tre nuove quaderne (Q,,, Q,,, Q,,; 
Q.,,, Q,,, Q,,; & 4 2 )  Q k 3 ,  QIj  j & 5 Z )  QS3, &Cd)) di cui perb ognuna viene ripetuta 

3 . 4  
due volte. In questo modo si hanno le 4 + -;L = 1 0  quaderne Qii (*). 

52. La  notazione stabilita ne1 penultimo numero mostra che i 16 piani 
tritangerztz' esclusi d a  una terna d i  quademe associate (come Q,, , & 1 3 ,  Q,,) 
sono contenzctz' ifi un'al tra yuaclernu (Q,J, cioè si scindono a formare i due 
ottaedri (4 e 5)  non  contenuti nelle tre quaderne date. Reciprocamente i 24 
piani tritangeinti esclusi da  m a  puaderna d i  1" specie (per es. Q,,) si  possoîlo 
distribuire, in zcn modo solo, i n  una terna d i  pziuderne associate (QB4, QS5,  Qi5). 

Queste proprieth stabiliscono una corrispondenza univoca fra le dieci qua- 
deïne di la specie e le dieci terne di quaderne associate che con esse si pos- 
sono formare, e sono affatto analoghe a quelle che si sono trovate al n.' 8 
yer le terne di biquadruple associate. 

Si pub anzi stabilire una corrispondenza molto seinplice fra le quaderne 
e le biquadruple. Considero invero una coppia di biquadruple conjugate 

dove posso supporre che le rette ali, bri taglino le ai, ha in modo da formare 
ai 

il quadrilatero . A questo modo si formano quattro quadrilateri co- I bfi  bi I 
stituenti una qiaderna, che è di la specie perche una coppia qualunque dei 
suoi quadrilateri è nelle condizioni del primo dei casi considerati al na0 38. 

Reciprocamente se è data una quaderna di la specie 

la coppia (a, d,) determina una biquadrupla ove a,, d ,  sono rette conjugate, 
e di cui le tre altre coppie di rette conjugate sono una in ciascuno dei tre 
ultimi quadrilateri. Considerando invece la coppia (b, r,) si ottiene la biqua- 
drupla conjugata alla precedente. 

(') Cfr. BERTINI, 1. c., !j 4. 
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Una quaderna di la specie e una coppia di biquadruple conjugate che 
si determinino vicendevolmente a questo modo si dicano corrispondenti. Si ha 
allora la proprietà: 

Se due tipuadruple sono associate, le due quaderne corrispondenti sono 
pure associate; e reciprocamente se due guaderne sono associate, ciascuna delle 
due bipuadruple corrispondenti all'vna è associata a ciascuna delle due bipua- 
druple corrispondenti all 'altra. Se siano infatti 

le due biquadruple associate, aventi in cornune il quadrilatero , poichè 

B nella biquadrupla conjugata di B, essa deve tagliare in B due rette con- 
jugate, le quali, guardando le B e B', si vede tosto che devono essere m, e 
d ,  ecc. Per cui le due quaderne corrispondenti alle B, B' sono (incompleta- 
mente): d 

e queste, essendo éntrambe di la specie ed avendo quattro piani comuni, de- 
vono (n." 50) essere associate, cioé avere in comune un intero ottaedro di 
la specie. In modo analogo si dimostra la verità reciproca. 

Ad une terna di biquadruple assooiate corrisponde dunque una terna di 
quaderne associate, mentre ad una di queste ultime terne ne corrispondono 
quattro delle prime. 

53. In virtù della corrispondenza ora stabilita si possono per le dieci 
coppie di biquadruple conjugate usare gli stessi simboli usati per le quaderne 
eorrispondenti; le indicherb pertanto col simbolo Cik, essendo i e k permutabili 
fra loro e variabili da 1 a 5: questa notazione condurrà al tempo stesso a 
nuove proprietà, non ancora osservate, delle biquadruple. 

Due coppie rappresentate da simboli aventi un indice comune sono tali 
che ogni biquadrupla dell'una è associata ad ogni biquadrupla dell'altra. Ep- 
perb se si hanno le tre coppie C,,, C,,, C,, aventi a due a due un indice co- 
mune, combinando in tutti i modi possibili le biquadruple dell'una coppia con 
quelle di un'altra, resta determinata una biquadrupla della terza coppia che 
colle altre due forma una terna di biquadruple associate; l'altra hiquadrupla 
della terza coppia contiene invece il. quadrilatero comme alle prime due, e 
forma con queste un sistema contenente tutte le 16 rette. 
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Se si consideru una coppia qualtmpue d i  biquadruple conjugate (ad es. la 
C',,}, combinando in ciascuna d i  queste le rette che f ra  loro si incontrano, si 
ottengono in tutto 24 piani tritangenti, e questi si scindono in  tre ottaedri di 
la specie (gli ottaedri 3, 4 ,  53 che sono yuelli esclusi dalla puadcrna (Q,,) 
corrisponden te n lla coppia data. 
- Avendosi quattro coppie Cie, CL,, C;1) Ci5 i cui simboli hanpzo un indice 
comune, gli otto piani tritangenti da esse esclus% formano un ottaedro di 
la specie (l'ottaedro l), e precisantente puella che è comune alla quaderna 
delle quuderne corrispondenti. 

Se allora si combinano fra loro a due a due in tutti i modi possibili quelle 
quattro coppie e ogni volta si trova la coppia associata ad entrarnbe si otten- 
gono tutte le dieci coppie Cik. 

Si hanno dunque cinque di queste quaderne di coppie di biquadruple 
conjugate, ed ognuna è relativa ad un certo ottaedro di la specie, corne si 
disse or ora; la loro ricerca dipende quindi dalla solita equazione di 5" grado, 
da cui dipendono i coni di KUMMER. Anche colla consideraziane delle biqua- 
druple si è dunque potuto giungere a questo risultato. 

È anche utile osservare che, data una delle cinque quaderne precedenti 
(per es. quella costituita dalle coppie Cl,, C,,, C i d ,  C15) se da ciascuna delle 
sue quattr.0 coppie si sceglie una bipadrupla, le puuttro biquadruple che cosi 
si ottengono ?i.anno i n  comune m a  retta ed una ûola, ed in questo modo si 
ottengono le 2' = 16 rette della superficie. 

54. Di qui si pub ricavare una notazione delle 16 rette abbastanza 
semplice, e simmetrica rispetto a ciascuna di esse. Indico con 1, 1'; 2, 2'; 
3, 3'; 4, 4' le quattro coppie di biquadruple conjugate che costituiscono una 
delle cinque quaderne precedenti. Le 16 rette si possono allora rappresentare 
prendendo ii-i tutti i modi possibili quattro numeri, uno da xiascuna di quelle 
quattro coppie, e cib per la proposizione precedente. Per passare dalla nota- 
zione del n." 12 alla attuale, basta porre, per es., le equazioni: 

a = (1 2 3 4), 
b, = (1' 2 3 4), 
b, = (1 2 3' 4), 
ci, = (1 2' 3' 4'), 
c,, = (1' 2' 3 4'), 
cz3 == (1' 2' 3 4), 
Css = (1' 2 3 4'), 
c,; = (1 2' 3 49, 

bi = (1' 2' 3' 4'), 
b, = (1 2' 3 4), 
a, = (1 2 3 4'), 
c, = (1' 2 3' 47, 
C,s = (1' 2' 3' 4), 
c2, = (1' 2 3' 4), 
c,, = (1 2' 3' 4), 
C& = (1 2 3I4l). 
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Dzce rette si incontrano se i loro simboli hanno zero O tre numeri comuni, 
fzon si incontrano se i loro simboli hanno uno O due nunzeri comuni, ritenendo 
differenti due numeri, di cui uno sia accentato e l'altro no. 

55. Considerando injine due copptè i czli simboli non hmnno indici co- 
muni, esse hanno in comune otto piani formanti un ottaedro d i  l a  specie, e 
precisamente quel20 escluso dalle dzie quaderne corrispondenti. Per es. le due 
coppie Ci,, C,, contengono la prima i piani degli ottaedri 3, 4, 5, la seconda 
quelli degli ottaedri 1, 2,  5, epperb hanno in comune l'ottaedro 5 escluso 
dalle quaderne corrispondenti Q,, , Q,, . 

È poi evidente che SI le quaderne di quaderne di quadrilateri, che le 
quaderne di coppie di biquadruple conjugate sono in istretta relazione colle 
coppie di quaderne di paja di cui si B parlato ne1 $ 1, e tutti questi sistemi 
si connettono intorno alla proprietb fondamentale dovuta al sig. KUMNER. 

5 6. lolt i lnleri  gobbi formati colle 16 rette delle superficie. 

56. Si dirà rnoltilatero gobbo O semplicemente rnoltilatero il sistema di 
pih rette della superficie F, concepite in un determinato ordine, e di cui cia- 
scuna taglia la precedente e 1a.susseguente e non altre; ometto di parlare dei 
quadrilateri, perchè questi furono già studiati. 

Da1 5 1 si desume che la configurazione delle 16 rette di F, coincide 
con quella delle 16 rette di una superficie cubica che non si appoggiano ad 
una data retta della medesirna. È percib che la massima parte dei risultati 
contenuti in questo paragrafo si trovano già in sostanza in un lavoro inserito 
da1 sig. AFFOLTER ne1 Bd. LVI delllArchiv di Grunert-Hoppe, e in una re- 
cente Memoria del sig. STURM: Ueber die 2!7 Geraden der cubischen Plache 
(Math. Ann., Bd. XXIII, 1884, pag. 289), entrambi i quali hanno trattata la 
stessa questione per la superficie di 3" ordine. Mi sembra utile tuttavia far 
vedere brevemente corne col10 stesso metodo seguito dall'ultimo degli Autori 
citati si possono stabilire con prontezza e facilità gli 'analoghi risultati anche 
per la 27,. 

Sia a una retta della superficie h i ,  b,,  ... , b, siano le sua secanti, e c;k 

le sue zerosecanti (V, n." 12) che sono le ulteriori bisecanti delle dieci coppie 
(bi bk) ;  poichè una quintupla non ha zerosecanti, colle dieci rette cik non si 
possono formare delle quintuple. Ognuna di queste rette B tagliata da altre 
ire, ed esse giacciono quindi a due a due in quindici piani (tritarigenti). 
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& f a d e  persuadersi che (*): 
Colle dieci rette cih si possono f o m a r e  sei doppi pentalateri (Doppel- 

fünfsei t ) ;  delle tre rette c che sono incontrate da  una  ret ta  d i  uno d i  p e s t i  
pentalateri, due sono suoi la t i  adjacenti, e l a  terza giace nell 'altro pentala- 
tero. Questi sei doppi pentalateri sono i seguenti: 

Con questo metodo si ottengono tutti i possibili pentalateri formati colle 16 
rette; se infatti è (a, az a3 a, a5) un0 qualunque di essi, la coppia (ai ait ,)  am- 
mette, oltre alla ui+, , una seconda bisecante che indico con ci, i,,, e si hanno 
in ta1 guisa altre cinque rette ci,, cil, C 4 1 )  cP5, c3: formanti una quintupla. 
Punque ln cinquisecante di questa quintupla è zerosecante delle rette del pen- 
talatero, e ne b ami  la sola, percliè, formando tutti i quadrilateri analoghi 

ai a ,  

ad 1 c25 1 , si scorge che in essi una zerosecante del pentalatero deve ne- 

cessariamente tngliare tutte le rette c. Si possorzo dunque fortuare in tzitto 
16 12 = 192 pentalateri, che a due a dzbe s i  accoppiano in 96 doppi penta- 
lateri (**). 

A questi numeri si poteva del resto anche pervenire osservando che una 
retta appartiene a 10 6 = 60 pentalateri gobbi. 

Dato un doppio pentalatero, ogni retta di uno de' suoi due pentalateri 
giace in un piano (tritangente) con una, ed una sola, dell'altro; cioh le zero- 
secanti di una retta della superficie restano per ta1 guisa distribuite, iii sei 
niodi clifferenti, in un pentaedro. Ma su tali pentaedri avrb occrisione di fer- 
marmi pih a Iiingo in seguito. 

57. Dato il pentalatero (a, à' a, u4 a,), si pub cemare il suo conjugato, 
cioè quel10 che con esso forma un doppio pentalatero. Poichè la a, taglia le 
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rette a,, a; e le due che sopra si sono indicate con C13) C L 4 )  r i  è una quinta 
retta b, tagliata da a ,  e da nessun'altra retta del pentalatero; e analogamente 
si hanno le rette b,, b,, b,, b, secanti rispettivamente le a,, a,, a,, as. Si 

ottiene allora il quadrilatero , in cui b,, non tagliando alcuna delle 

a,, a,, a j ,  deve tagliare ci4; si ha dunque pure il quadrilatero 1 i: 1, il 

quale mostra corne la b,, tagliando già la a, ,  non pub tagliare la b,, e cos1 
a2 c24 

neppure pub tagliare b,. Invece il quadrilatero 1 a, 1 fa redere che a, 

61 Cer 
taglia bi e non b,, e quindi da1 quadrilatero 1 , 1 segue che 6, taglia 6, 

e analogamente taglia 6,. Laonde si ha il péntalaterb (b,  b,B, 6, b,) che è il 
conjugato del dato. 

58. Quel10 che si 6 detto sopra conduce subito ad una generazione della 
F4 che è la generalizzazione immediata di quella dovuta a STE~NER-AFFOLTER (*) 
per la superficie del 3" ordine. Data la F,, un suo pentalatero gobbo e la sua 
retta zerosecante, ogni cubica (raziouale) della superficie esistente in un piano 
passante per questa retta è determinata da1 dover passare per le cinque tracce 
dei lati del pentalatero 'su1 piano, e pel punto cornune alla zerosecante ed alla 
conica doppia D,, e dall'avere inoltre un punto doppio nell'altro punto comune 
al piano e a D,. Reciprocamente, data una conica D,, una retta ed un pen- 
talatero gobbo ad essa appoggiati, le cubiche (razionali) generate ne1 modo 
esposto dàiino una superficie passante manifestamente per tutte le linee ora 
accennate. Ma le superficie del 4" ordine aventi D, per conica doppia formano 
(n.' 19) un sistema lineare 0d3; ne esiste quindi una sola che contenga quella 
retta ed il pentalatero, ed è questa la superficie che si è dianzi generata. 

Conservando ancora le denominazioni del n." 57, e chiamando nz la ze- 
rosecante del pentalatero, si possono con costruxioni lineari deterniinare le 
altre dieci rette della F, generata coi dati precedenti. Per costruire infatti una 
delle cinque rette c, per es. la ci,, basta ricordare che essa si appoggia a D, 
e alla terna (a, a, m), epperb basta trovare il quarto punto comune a D, e al- 
l'iperboloide determinato da quelle tre rette; conduceudo per questo punto la 
gener~trice appoggiata a queste tre rette si ha la ci,; e analogamente si otten- 
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gono le altre c. Per costruire le cinque rette b basta ricordare, che, per eB., 
6, taglia a,, c,,, c,, formanti un sistema gobbo; si deve dunque procederc 
come sopra. 

59. Considero ora una coppia (a, a,), di cui sia (b, b,) la coppia delle 

bisecanti; pel quadrilatero e per D, passa una (sola) superficie di 

2' grado, per oui le 6, 6 ritte che tagliano 1, O rette delle u,, a, tagliano ri- 
spettivamente 0, 1 rette delle b , ,  b,. Le sei zerosecanti delle a non sono altro che 
le tre ulteriori secanti di b, e le tre ulteriori secanti di b,, e le indico rispettiva- 
mente con ml,  m,, m,; m',, m',, m',, dove, per una proprietà già veduta, posso 
supporre che ognuna delle m tagli le due m' aventi indici diversi. Lo stesso si 
dica per le sei unisecanti delle a, perchè esse sono zerosecanti delle b, e le in- 
d i c ~  con n,, n,, n,; n',, nt,, n',, dove, come sopra, posso supporre che ognuna 
delle la tagli le due n' aventi indici differenti. La retta m, taglia le m',, ml3, b , ,  
quindi deve taglinre due altre rette che si troveranno fra le n, n'; ma, poichè le 
a , ,  b, formano un pajo, ognuna delle aitre quattro rette appoggiate ad a, deve 
tagliare una (sola) delle altre quattro rette appoggiate a b,, e poichè m, non ta- 
glia b, dovrà tagliare una delle n,, n,, n,, che supporrb sia n,; cioè posso sup- 
porre in generale che mi, W J ' ~  taglino n i ,  n',. Da tiitto cib risulta che le rette nt, 

m' come pure le n ,  n' formano i due (soli) esalateri gobbi (m,ml, W Z , ~ ' ,  m,ml,), 
(n, n', n., nt, n, a',): essi formano un tloppio esulatero (Doppelsechsseit), e si di- 
ranno conjugati; ogni retta dell'uno ne taglia due dell'altro. Dato un esalatero 
qualunque (a, u, a, a, a5 as), le superficie del 4' ordine passanti pe' suoi lati e 
aventi D, per conica doppia foimano un fascio, la cui curva base è completata 
dalle due altre rette b,, b, (che si ottengono ciascuna linearmente) che tagliano 
rispettivamente D,, a,, a,, a,; D,, a,, a,, a,, e queste due rette formano una 

coppia, perchè se si tagliassero si potrehbero formare i due quadrilateri 
6, b2 I a ,  a, Il 

aventi tre rette comuni. Non essendovi oltre alle b,, 6, altra rettn 

della superficie che goda di quella proprietà, si vede che gli esalateri ottenuti 
col metodo sopra esposto sono tutti e soli i possibili. Essi sono dunque tanti 
quante sono le coppie, ci08 80, e si pub anche dire che essi corrispondono a 
coppie (formanti un doppio esalatero) a i  40 quadrilateri gobbi, di guisa che 
ognuno dei 40 doppi eçalateri è format0 colle dodici rette escluse dai singoli 
40 quadrilateri. 

Questi numeri si possono anche trovare cercando di quanti esalateri fa 
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parte una retta. Indicando la retta con a , ,  e con (a, a,) una delle dieci coppie 
che si possono formare colle sue secanti, la aB oltre alla a, ed all'altra bise- 
cante della coppia (a, a,) ha ancora tre secanti, di cui una sia a,. La  a, ha 
pure cinque secanti, di cui una è a,,  un'altra taglia anche a, e due altre ta- 
gliano anche a,, e tutte queste non servono al10 s c ~ p o ;  la quinta retta a, 
tagliata da a, è appoggiata a cinque rette, di cui una è a,, due tagliano anche 
as e due tagliano anche a,; ma di queste due ultime una seca pure a l ,  epperb 
il moltilatero si chiude da sè, e in modo unico, con una retta a, appoggiata 
ad as e ad a,. Pertanto fion si possono formare rnoltilateri aventi più d i  sei 
lati (*); di più ogni retta della superficie appartiene u 30 esalateri, e il nu- 

'16 - 30 
wero totale dei medesimi è qukdi  - = 80. 

6 
60. Dato un esalatero, per costruirne il conjugato basta cercare la 

coppia delle sue zerosecanti, e trovare di essa le sei unisecanti. Ma si pub 
anche procedere cos]: sia (a, a, a, a, a, a,) l'esalatero, e siano b,, b, le sue se- 
canti: ognuna delle tre coppie di lati opgosti (a, a,), (a, as), (a3 as) ha due bi- 
secanti, e queste sei rette formano l'esalatero conjugato al dato. 

61. Sia data ora una terna (b, b, b,) avente a per trisecante: le tre 
ulteriori bisecanti ci, c, ,  c, delle tre coppie (6, b,), (b, b,), (b, b,) formano pure 
uns terna, che dira conj~gata alla prima, e che si unisce con questa a for- 

mare la biterna (Doppeldrei) . La terna data ha pure sei unise- 

canti, due per ciascuna delle s;e rette, ed ognuna di esse taglia anche la retta 
conjugata dell'altra nella biterna, cos1 che le due terne conjupate delle b e 
delle c hanno le stesse unisecanti, che dira ml,? m",; mi ,  m",; ml,, mlt,, es- 
sendo mli, m"i le bisecanti della coppia (bici). E poi chiaro che la trisecante 
u della terna delle b è una zerosecante della terna delle c;  infine delle tre 
zerosecanti g, y', 9" delle bi, una, ad es. la g, taglia le altre due, epperb a 

taglia y', y" e non g, di modo che si ha il quadrilatero 1 ir1 :' 1. ~o trise- 

eante delle c i ,  dovenùo essere zeroseoante delle bi, sarh una delle g, y', 9"; 
bi C3 

ma ne1 quadrilatero 
l u  b 2 1  

le g', y" tagliano già la a per cui la trisecante 

delle ci è la retta g. ~ ~ ~ e r i  le ci hanno per zerosecanti le a, gr, g", di oui 

(') Lo stesso vale per la superficie di 3' ordine. V. AFFOLTER, STURI, 1. 
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b,  b, b3 g 
la prima taglia le altre due. Si ha quindi la biq'uadrupla 

Riassumendo le due terne conjugate delle bi e delle ci hanno le stesse sei 
unisecanti, e le stesse due xerosecanti che sono secate dalla terza; la terza 
wrosecante dell'una è invece trisecante clell'altra e reciprocamente. 

Ora si dirnostra facilmeute che ogni mli taglia una delle mlh, wirh e una 
delle mlrk (i, h,  k = 1, 2, 3), ed essendo arbitraria la notazione si pub 
supporre che la mfi tagli le due m" aventi indici diversi, col che si ottiene la 

una trisecante, che, dovendo essere zerosecante sia delle bi,  che delle ci, si 
pub supporre sia rispettivamente g', gr', potendosi ancora scambiare le mli 
colle mVi.  Infine le zerosecanti delle mli sono le due trisecanti a ,  g delle bi 
e ci rispettivamente, e la trisecante g" delle mui; invece le zerosecanti delle 
mui sono le a, g, g'. Da tutto cib si raccoglie che la biterna delle bi ,  ci, dà 
l'esalatero gobbo (b, c, b ,  ci b, c,), e la biterna delle mri, dS l'esalatero 
conjugato (m', nt", rn', m", rn', mu3); le due zerosecanti del primo sono gr, g", 
e le sue due secanti sono a, y. Ogni terna dà dunque un solo esalatero; ma 
colle rette di un esalatero si formano due terne, quindi si trova di nuovo che 

160 
vi sono - = 80 esalateri. 

2 
È inutile fermarsi a considerare le quadruple, perchè é manifesto che 

quelle di la specie condurrebbero alle biquadruple e ai quadrilateri, e quelle 
di 2' specie di nuovo ai pentalateri. 

. Le due terne conjugate delle mVi hanno ciascuna biterna 

7. Poliedri formati coi 40 piani tritangenti della superficie. 

mli m', m', 

mrri m", rn", 

62. Si B già chiamato ($ 5, n." 36) poliedro il sistema (*) di più piani 
tritangenti, due qualunque dei quali non s i  taglino in una retta della superficie; 
si dirà ordine del poliedro il numero de'suoi piani; poliedro principale un po- 
liedro non contenuto in altri d'ordine superiore al suo; piano conjugato un 
piano contenente due rette poste in due piani dietinti del poliedro; infine po- 

(') Le denominazioiii che qui adopero sono le stesse che ha  usate il prof. BERTINI nei 
$5 6 e 7 della Mernoria citata, dsve B fatta la stessa ricerca per la superficie del 3" ordine, 
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liedro eonjugato ad ccn altro (del10 stesso ordine) un poliedro che ne' moi piani 
'contenga, in modo diverso, le rette contenute nei piani dell'altro. 

Un Y-edro (v 5 8) contiene 2 u rette distinte della superficie, per cui ne 
rimangono altre 16 -,- 2 v :  se il poliedro B principale queste rette escluse de- 
vono formare un sistema gohbo, quindi deve essere 

1 6 - 2 ~ ~ 5 ,  ossia ~ 2 6 ;  

dunque non esz'storto poliedri prlizcipali aventi meno d i  sei piani. Si vedrà poi 
fra breve che esistono effettivamente di tali poliedri aventi 6, 7, 8 piani. Ma, 
siccome occorrerà in seguito e del resto si pub fare molto facilmente, premetto 
la ricerca di tutti i possibili triedri. 

63. Trieclri. Per costruire t.utti i possibili triedri, il modo pih ovvio ed 
anche più sernplice è quel10 di considerare un diedro di ciascuna delle tre 
specie, ed aggiungergli un piano in tutti i modi possibili. Ne1 far questo sarà 
utile tener presenti le due seguenti proprietà che derivano immediatainente 
dalle cose dette ne1 $ 2: 

Coi piani d i  uno stesso ottaedro d i  la specie (che d'ora innanzi dirb seni- 
plicemente ottaedro) non si possono formare diedri d i  2" specie, m,a soltanto 
di  la e d i  3". 

Due piarzi appartenenti a due diversi ottaedri formano sentpre zcn diedro 
di  2" specie. 

Prernesso questo, siano (a, a& (b. a,) i piani di un diedro di la specie, 
appartenenti all'ottaedro 0,; per formare con essi dei triedri si possono, in 
primo luogo, aggiungere i ~ e i  piani rimanenti di Oi, ed ognuno di essi formerà 
con uno dei due piani dati'un diedro di la specie e coll'altro un diedro di 3". 

a, a2 
Si otiengono CO* sri triedii del tipo ((t, b ) ) ,  dove i traiti di linel *On0 

C l  C2 

qui, corne sempre in seguito, impiegati a. denotare che le rette da essi con- 
giunte si tagliano. Un triedro di que& natura, contenente due diedri di la e 
uno di 3a specie, si dirà di 4" specie. Se si chiama 0, l'ottaedro cui appar- 
tengono i due piani oonjugati (a, bi), (a, b,), aggiungendo ai due piani dati 

ciascuno dei eei piani rimanenti di O,, si hanno sei triedri del tipo b, b,, . i" cic, Oz' 

Un triedro di questa natura, contenente un diedro di la e due di 2" specie, 
s i  dira di 5" specie. Se si ricorda che per una retta della superficie passa un 
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solo piano di ciascuno dei cinque ottaedri di la specie, si vede subito che a 
formare triedri col diedro dato non rimangono che 12 piani appnrtenenti tutti 
agli altri tre ottaedri, di cui non si é ancor fatto parola, 

Se (ci c,) é uno qualunque di essi e si suppone clie ne1 quadrilatero 1 ;: ;: l 
la c,  tagli per es. la a, ,  la c, dovr5 tagliare 6,, altïimenti il piano (c,c,) ap- 
parterrebbe ad uno degli ottaedri Oi, O,. Si hanno dunque 12 triedri del tipo 

b, b, . Un ta1 triedro, contenente un diedro di la e due di 2' specie, si ii: J 
dirà di 6 a  specie. 

Se è dato ora un diedro di 2" specie , i cui piani appartengono 

quindi a due diversi otta,edri, la retta a, ha altre tre secanti, di cui unit taglia 
anche la b n ,  e Ee altre due no. Indicando con ci la prima di queste rette, per 
essa passa un solo piano (c, c,) dell'ottaedro a cui appartiene il piano (a, a,), 
epperb c, taglia a2, e ei ha cos1 un triedro della 5" specie. Se invece è m, 
una delle altre due secanti di a, ed (ml m,) il piano appartenente all'ottaedro 
cui nppartiene (a, a,), la ?n2 taglia a,, poi deve tagliare una delle b,, 6, perché 
il piano (mi rn,) è in un ottaedro diverso da quel10 a cui appartiene il piano 
(b, b,), e precisamente deve tagliare b,,  altrimenti i piani (a, b,), (mi m,) fareb- 
ber0 parte di, un medesimo ottaedro: Si hanno dunque due triedri della 6a specie. 
Nell'ottaedro a cui appartiene (ai a,) si hanno da ultimo due altri piani, che 
non contengono rette appoggiate ad a,, é che col piano (a, a,) formano percib 
un diedro di 3a specie. 

Se (ci c,) è uno di questi due piani, esso ed il piano (a, b,), essendo in 
due ottaedri diverai, formano un diedro di 2a specie, epperb b, deve tagliare 

lai az una delle ci, c, e si avrà un triedro della specie b, b, . Un triedro di questa 

!û cz 
natura, contenentc due diedri di 2" speeie ed uao di 3', si dirà di 7 a  specie. 
Lo stesso si pub ripetere considerando l'ottaedro a cui appartiene il piano 
(O, b,). Se ora considero i piani appartenenti all'ottaedro O a cui appartiene il 
piano (ai b,), essi dànno triedri in cui vi sono tre diedri di 2" specie. La  retta 
a, taglia altre tre rette, di cui ma,  corne già si disse, taglia anche b,; il piano 
di O passante per una ta1 retta contiene quindi anche b,, epperb non è da con- 
siderarsi. Se invece è ml una delle altre due rette ed (mi m,) il piano di O .  
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passante per essa, la m, dovrà tagliare b,,'e si hanno cos: due triedri del tipo 

(jb:,;;. Un tale triedro si dirh di 80 specie. Nellottaedro O rest&o altri tre 

C i  Cz 

piani, che non contengono rette tagliate da a,,  e quindi contengono ciascuno 
una retta tagliata da a,  e nessuna retta tagliata da b,. Ora la coppia (a, b,) 
ha due bisecanti e i piani di O passanti per esse dànno quindi due triedri del 

tipo ri b, O ) )  b, e che dirb di 2" specie. 
C l  C2 

Considerando infine la quinta retta appoggiata ad a,, il piano di O che 
passa per essa contient: un'altra retta che taglia b,, e si ha cos1 un triedro 

del tipo b ,  b, e che dirb di 3" specie. Considero adesso i piani dei due " cl'c* "1 
ottaedri non ancora presi in esame, di cui indico con O uno qualunque. Il 
piano di O passante per l'altra bisecante della coppia (a i  b,) dà manifestamente 
un triedro dell'Sa specie. Delle altre due secanti di a,, una è tale che 11 piano 
di O passante per essa contiene la retta a, ,  quindi non serve al10 scopo; rimane 
un'altra retta, per la quale il piano appartenente ad O dà un triedro che è 
della 2" specie. Se si conside~ano finalmente le tre rette secanti a, (oltre a 
quella che in O darebbe un piano contenente a,) una taglia pure la t,, e dà 
qu;ndi un triedro ancora de11'8" specie; invece una qualunque delle altre due 
si indichi con c, e sia (c, c,) il piano di O passante per essa; allora poichè i 
piani (a ,  b,), (cl C J  appartengono ad ottaedri diversi e la a, non seca nessuna 
delle c, , c,, dovrà uiia di queste essere secata da b,, ma non già la c, perche 
il piano passante per la bisecante della coppia (a, b,) fu già considerato. Si 
hanno dunque due altri triedri della 2' specie. 

ai a, 
Considem infine un diedro di 3" specie , i cui piani appartengono 

6, b, 
quindi ad uno stesso ottaedro O. La retta a, taglia altre quattro rette, e i 
piani di O passanti per esse formano col piano (a ,  a,) un diedro di la specie. 

ai a2 
Se (c,c,) è uno di tali piani si ha dunque il quadrilatero 1 c2 1 da cui si 

rileva che anche il piano (b, b,) deve formare un diedro di ia specie col piano 
(c, c,). Si hanno cos1 quattro triedri di 4a specie. Gli altri tre piani dell' ot- 
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taedro O non contengono rette tagliate da a,, quindi neppure rette tagliate 
ai a2 

da üe, nè da b,, nè da b, e si hanno con cib tre triedri del tipo b, 6*. Un 
ci CL 

ta1 triedro è definito da1 dover contenere tre diedri tutti di 3a specie, e si dirà 
di 1" specie. Se infine è (c, ce) un piano qualunque dei quattro ottaedri rima- 
nenti, dovendo esso col piano (a, a,) formare un diedro di 2" specie, una delle 
sue rette, per es. la c,,  dovrh tagliare una delle a , ,  a2, per es. la a,. Allora 
i piani (a, c,), (b, b,) sono in ottaedri diversi, quindi ci deve tagliare bi e si 
hanno con cib 16 triedri della 7a specie. 

Riassumendo: un diedro di la specie appartiene a 6 triedri di 4a specie, 
6 di 5", 1 2  di 6'; un diedro di 2a specie appartiene a 6 triedri di 2a specie, 
1 di 3', 2 di 5a, 4 di 6a, 4 di 7a, 6 di Ba; un diedro di 3" specie appartiene 
a 3 triedri di la specie, 4 di 4a, 16 di Ta. Le 8 specie di triedri sono ordi- 
natamente le seguenti: 

Vi sono dunque i n  tutio 4780 triedri, d i  cui 60 d i  l a  specie, 960 di  2 a ,  

160 di  3a, 240 di  4 a ,  480 d i  5a, 960 di  6a, 960 d i  74 960 d i  8B.  All'infuori 
di quelli della 1" specie, tutti hanno almeno 2 e al pih 4 piani conjugati; 
soltanto quelli della 3" e 5hpec ie  ammettono un triedro conjugato, che è della 
stessa specie. fi poi facile vedere che: Due piani qualunque d i  un triedro d i  
3. specie determinano i l  terzo, corne accade per i triedri di S T B ~ E P  della SU- 

perficie del 3" ordine. 
64. TEOREYA. - Se a ,  b ,  c sono i piani d i  un triedro d i  2a specie, e 

sono a ,  b, c'; a ,  b', c; a', b ,  c i piani d i  tre tr2edt.i d i  3" specie, anche i piani 
a', O:, c' fornzano un trieclro d i  3" specie (*). 

(') Questa proprieth & l a  stessa di quella che il prof. BERTIN (1. c., § 6, rd0 17) ha 
dimostrato aver luogo nella superficie di 3' ordine pei triedri da l u i  chiamati di 2a e 
3' specie, e che anche sotto altri aspettl si vcdrà che presentano molta analogia con quelli 
ora trovati nella F,, 
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Sia infatti 

il triedro dato di 2a specie. Se coi piani a ,  b  si determina il piano c' formante 
il triedro di 3' specie (ab c'j, esso deve contenere la retta c , .  In  esso deve 
infatti esistere una retta che taglia, nei piani a e b, la a, e nessun'altra retta; 
ora delle cinque secanti di ae, una é a, che si deve escludere, un'altra è l'altra 
bisecante (oltre a,) della coppia (a, h,) ,  e due altre sono le bisecanti della coppia 
(a, b,), epperb non rimane che la c,. Si ha dunque necessariamente il triedro 
di 3a specie 

dove la  c', è una retta affatto determinata, essendo quella bisecante della 
coppia (b, c,) che non taglia ai. Dati i piani a, c, il piano (unico) b' che con 
essi forma un triedro di 3" specie non pub contenere né b ,  nè b, ,  perchè b ,  
taglia entrambe le a, ,  c , ,  nientre b,  non ne taglia alcuna. Quel triedro sarà 
dunque : 

Valendo infine formare il triedro di 3" specie coi piani b, c ,  si è ancora ne1 
primo dei casi precedenti, cioè il piano a' deve contenere la retta a,, e si ha  
il triedro: 

(4) 
c 

Allora si pub dimostrare che a', taglia una delle b',, b',. Invero cerco la retta 
b', b'* 

che completa il quadrilatero I C i l  
: questa retta non pu5 essere a,, perchè 

per la (1) essa non taglia c i ,  non pub essere a, nè b, per la stessa ragione, 
né pub esscre h i ,  perché questa tagliando a, non pub tagliare la  b', per la (3); 
non pub essere c,, perchè per la (3) non seca b',, nè infine è la a', O la c', 
per la (4). Quella retta sarà dunque una certa m non compresa fra le yrece- 

Annali di AiTatematica, tomo XIII. 21 
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denti, e si avrà il quadrilatero . Allora la retta a, non secando quivi 

alcuna delle c,, b',, b', dovrà secare m,  epperb a', non potrà tagliarvi la m l  
perchè taglia a,, e non potendo tagliarvi la ci taglierà una delle b', ,  b',. Ma 

non é possibile che a', tagli b',, perche si formerebbe il quadrilatero l ;:i 5,l 
di cui nessuna retta sarebbe tagliata da c,. Dunque si conclude che a', taglia 
6',. Anche la c', deve tagliare una delle b',, b',; cercando infatti la retta che 

b', br2 
cornpleta il quadrilatero 

l a ,  1 , con un metodo del tutto simile al prece- 

dente si trova che essa è una delle rette non ancora considerate, e sia k ,  talchi: 
b', brz 

si abbia il quadrilatero 
I u i k  1 . La c, ,  non secando alcuna delle a, ,  b',, b', 

deve qui tagliare la k, quindi c', deve tagliarvi una delle t',, b',.  Ma non pub 
a', brs 

tagliarvi b', , altrimenti si avrebbe il quadrilatero 1 1 ,  di cui a, non 

Si pub anche far vedere che delle sei rette non considerate una taglia le altre 
cinque (*). Infatti se si guardano le (11, (2), (3), (4) si scorge che delle rette 
considerate la a, taglia le sole a,, b,, b',, epperb essa avrà fra le sei rette 
escluse due secanti pi, p,. Analogamente la retta C2 taglia le a,, ci, c', , epperb 
deve tagliare due delle rette escluse, di cui una deve tagliare anche a, e sarà 
per es. la p,, l'altra sarà una certa retta p,. Cos) b, taglia le rette b , ,  a',, cf,, 
quindi deve tatliare due delle rette escluse; ora la terna (a, c, b,) ha una tri- 
secante, la quale, non essendo a,, dovrà essere l'altra bisecante della coppia 
(a, c,), cioè la pi; sia poi p, l'altra retta appoggiata alla 13,. Si ha allora il 

taglierebbe alcuna retta. Questo dimostra che i tre piani a', b', c' formano il 
triedro di 3" specie 

quadrilatero 1 1 ,  in cui la bm, non potendo tagliare nè a ,  nè C, nè el ,  

a' 
b' 
cf 

(') Circa la proprieth analoga che vale per la superficie del 3' ordine (BERTINI, 1. c.) si 
pub similmente dimostrare clie le dodici rette che non entrano ne i  triedri Id consideraii 
for~nuno u n a  bissestup 20. 

(;; 3, c. d. do 
C, \di 
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deve tagliare pi. Dunque p, delle rette finora nominate taglia a,, b,, c2, brl, 
quindi deve tagliare una delle due rimanenti p,, p,, e sia ad es. la p,. Questa 
retta p, non taglia a,,  corne si vede osservando il quadrilatero precedente, 
neppure taglia b , ,  altrimenti la coppia @,pi) avrebbe tre bisecanti, ciob a,, b , ,  
p,, e neppure taglia b',, altrimenti la coppia (bf,p,) avrebbe le tre bisecanti 
a,, b',, p6 j dunque essa deve tagliare le altre due secanti di ai ,  cioh p, e p,. 
Col10 stesso metodo si dimostra che p, taglia p, e p,  e quindi anche p,, c. d. d. 

65. Prendo ora a considerare i poliedri principal.i corninciando dagli 
esaedri. Qui vi sono due casi da distinguere, a seconda che le quattro rette 
escluse formano una quadrupla di la oppure di 2" specie; in corrispondenza a 
questi due casi l'esaedro si dirà di l a  oppure di Za syecie. 

Esaedro principale di la specie. Sia (a, a2 a, a,) una quadrupla di la 
specie, e (b, b, b, b,) la sua conjugata, clie colla prima dà luogo alla biqua- 

di modo che le rette ai, bi taglino in B' le rette a'i, b I i .  Per formare degli 
csaeelri ne' cui piani vi siano tutte e sole le rette bi ,  di, bri bisogna combinare 
ciascuna delle bi con una delle a'i, b'i che essa taglia in B', ma in modo che 
le quattro rimanenti di B' si possano disporre in due piani. Questo non si pub 
fare se non combinando colle bi le rette di uno qualunque de' sei quadrilateri 
che entrano in B', ed ognuna di tali combinazioni fornisce poi due esaedri. 
Dunque : - 

Le rette escluse da una quadrupla (lz' l a  specie s i  possono disporre irt 
12 modi nei p i m i  di  un esaedro (di 1" speczé). Quindi g i i  esaedri principali 
di la specie sono in numero di 40 12 = 480. 

Il modo stesso con cui è generato un esaedro di questa specie ne pone 
in evidenza la conformazione necessaria; laonde per fada meglio risaltare con- 
viene usare la notazione del n." 12, colla quale un esaedro di la specie è per 
es. il seguente: 

b5 C25 

c35 Ci4  

a b4 

1 ai 1 i sia BI 1 a', a', a', a', 

c i2  6 4  

Ci3 C24. 

È facile rioonosîere che: Un esaedrv di  la specia si spezza, in un modo solo, 

drupla B = 
hi b2 b3 b 4  b'i b', br3 bt4 

la biquadrupla conjugata, 
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in tre diedri, d i  cui zlno d d i  1" specie e due sono d i  3a; t u t t i  g l i  al tr i  12 
diedri  contenuti neli' esaedro sono d i  2" specie. 

Se si indicano con x i ,  yi i piani del diedro di 1" specie, e con X J ,  YB; 
x',, y', quelli dei due diedri di 3", prendendo un piano per ciascuno di questi 
tre diedri in tutti i modi possibili si formano otto triedri, che a due a due si 
accoppiano in modo da esaurire tutti i piani dell'esaedro; due di queste quattro 
coppie constano di triedri di 2' specie, una terza contiene due triedri di 3a 
specie, e l'ultima due di 8". Combinando invece i due piani xi ,  9, con cia- 
scuno degli altri quattro si ottengono quattro triedri tutti di 6' specie; i rima- 
nenti otto triedri sono di 7a specie. Epperb: 

U n  esaedro d i  1" s~eczé  s i  pub spexzare, in due modi, in due triedri d i  
2" specie, e i n  un modo solo i r t  due triedri d i  3", oppure d i  8a specie. Esso 
s i  pub anche spexxare, in un modo solo, in u n  diedro d i  la specie e in un 
tetraedro i cui quattro tr iedri  sono d i  7 a  specie. Infine i piani  d i  un esaeilro 
principale d i  1" s ~ e c i e  passano dzce per un punto d i  Kummer ,  due per un altro 
e due per un terxo, d i  modo cAe s i  ha un vero esaedro non degenere. 

66. Esaedro principale d i  2" specie. Sia (b, 6 ,  bs b,) una quadrupla di 
ga specie, a la sua qiiadrisecante e b, la quinta retta appoggiata ad a: se esi- 
stono esaedri contenenti nei loro piani le dodici rette escluse dalla quadrupla, 
uno dei loro piani deve essere necessariamente il piano ( a  b,). Ora si è veduto 
al n.' 56 che le altre dieci rette (zerosecanti di a )  formano sei doppi penta- 
lateri, ognuno dei quali dà luogo ad un pentaedro contenente quelle dieci rette; 
aggiungendo ad esso il piano (a b5) si ottiene uno degli esaedri cercati. 

Per  dimostrare che questi sono gli unici, indico con (a ,  a,), (b ,  b,), (ci c,), 
(d ,  d,), (m, m,), (nIn,) i piani di un esaedro qualunque contenente le rette 
escluse -dalla quadrupla (p,p,p,p,) di 2" specie avente a, per quadrisecantc. 
Allora è chiaro che a,  non taglia altre rette che le pi e a,, mentre a*, non 
potendo tagliare alcuna delle pi, deve tagliare (oltre ad a,) altre quattro rette 
poste in quattro piani distinti dell'esaedro, e che si pub supporre siano le b,, 
c2 ,  d,, m,. Poichè le rette a,, ni formano una coppia, devono avere due se- 
canti comuni, cioè n, deve tagliare due delle rette b,, c,, d,, m,, che si pub 
supporre siano le bz, m,; per la stessa ragione la n ,  deve tagliare due di quelle 
quattro retie, che derono percib essere le due rimanenti d,, c,. E d  è facile 
vedere che le s,, ,nz non possono tagliare altra retta contenuta nell'esaedro, 

poichè se per es. la f i ,  tagliasse ci si avrebbe il quadrilatero 1 * 1, in cui 

a, d2 
n, non taglierebbe alcuna retta, 11 quadrilatero 1 c2 n2 1 fa vedere che b, deve 
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tagliare una delle rette c,, d, e poiché queste si possono anche scambiare fra 

loro, suppongo che tri tagb c,. Ii quadrilatero 1 b2 1 non essere com- 

pletato che dalla retta di, epperb di taglia b, ,  e quindi b ,  non taglia d,. La  
b,, la quale sec& già le a2, bi, di, n,, non pub tagliare altra retta dell' esaedro, 

altrimenti le pi avrebbero due zerosecanti. Il quadrilatero 1 d, 2 1 mostra che 

c, deve tagliare una delle di, d,, che deve essere d,, perchè si ha pure il qua- 
a, 4 drilatero ( 1. La cz invece non taglia nb d, nè à,. Vediamo ora quale 
cz f i 2  

è la retta che completa il quadrilatero 1 1 : non dovendo essere Isgliata 

da a,,  sarà una retta dell'esaedro, e poichè dev'essere tagliata da a, sarà una 
delle rette b,, d,, ?,z,; ma si vide poc'anzi che ci non taglia d,, di più il qua- 

bi b, 
drilatero 1 1 mostra che c, e b2 non si tagliano, dunque la retta che si 

c2 a, . - 

cerca b m,. Pertanto m, taglia ci, e quindi m i  non taglia c,. Allora da1 qua- 

drilatero risulta che mi seca d,, e quindi m, non taglia nè di nè d,; 

infine il quadrilatero mostra che b, taglia una delle ml, m,, e questa 

m, C l  
non pub essere m,, perché si ha il quadrilatero 1 c2 1, dunque b, taglia mi, 

e quindi b, non taglia né 92, nè m,. L'esaedro ha dunque la conformazione 
espressa, mediante la notazione solita, ne1 modo seguente: 

b2 

cioè è uno di quelli che si sono trovati precedentemente. 11 doppio penta- 
latero corrispondente è ( b ,  ci n, d2 ml), (b, n, m, ci d,), ossia, colla notazione, 
(c,; cl, C ~ Ç  C24 ci3), (c23 ci( cZj c3, ~15). Concludendo si ha: 
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L e  rette escluse da  una  quadrupla d i  2 a  specie s i  yossono dlsporre i n  sei 
nzot7i nei  piani  d i  u n  esaedro (di  2a specie). Q u h d i  g l i  esaedri princ-ali d i  
2" specie sono i n  ttumero d i  80 .6 - 480. 

67. Si è dunque veduto che un esaedro di 2 '  specie si spezza, in un 
modo solo, in un piano y e in un pentaedro (xi x, r ,  x, 2,). Fra  i piani del pen- 
taedro ve ne è uno, ed uno solo, che accoppiato col piano y dà un diedro di 
3" specie, mentre gli altri 14 diedri sono tutti di 2' specie. Se è (y, x,) il diedro 
di 3" specie, i quattro triedri ( y  x, xi), ( y  x, x,), ( y  2, x,), ( y  xg x5) sono di 7' 
specie; invece, dei sei triedri che si ottengono aggiungendo ad y i piani x,, 
x,, x,, x5 a due a due, due sono di 2' specie e quattro di 8"; gli altri dieci 
triedri sono di 2" specie. Si hanno pertanto le seguenti proprietà: 

U n  esaedro principale d i  2" specie s i  pub spaxxure, i n  ujz solo modo, &a 
u n  diedro d i  3" specie ed in un tetraedro i cui quattro tlsiedri sono tu t t i  d i  
2" specie. Esso  s i  pu6 anche spexxare, in due modi, i n  due triedri d i  za specie. 

Infine u n  esaedro d i  2" specie s i  s jezxa,  i n  u n  wodo solo, in un piano 
e in u n  pentaedro, i cui dieci triedri sono d i  2a specie. Reciprocamente ogni 
poliedro contenente u n  tale penfaedro è u n  esaedro principale d i  2" s~ec i e .  

Questa reciproca si pub manifestamente enunciare anche dicendo: 
Se  i triedri covztenuti i n  u n  yentaedro sono tu t t i  d i  2a specie, le dieci 

rette contenute ne'suoi piani sono le xerosecanti d i  una  certa retta della su- 
perficie (*), e sotto questa forma se ne pub dare più facilmente la dimostrazione. 

Intanto dall'ipotesi fatta segue che tutti i diedri contenuti ne1 pentaedro 
sono di 2" specie. Siano allora (a, a,), ( b ,  O,), (c,  c,), (dl d,),  (mi m,) i piani del 
pentaedro, e suppongo che 10 si possa spezzare, secondo l'ipotesi, in un triedro 

(([: !!) di 2a specie e in un diedro pure di 2' specie. La  a,  non pub 
mi m2 

tagliare le b,, c,, nè pub tagliare alcuna retta del diedro, chè, se tagliasse ad 
es. la d,, dovendo il piano (a,  a,) formare un triedro di 2" specie con due qua- 
lunque dei tre piani (b ,  b,), (d,d,), (cl c,), le rette b,, d i ,  c, si taglierebbero a 
due a due. Questo fa anche vedere che una retta qualunque del pentaedro non 
pub tagliarne più di altre tre. Poichè tutti i diedri contenuti ne1 pentaedro 
sono di 2' specie, la a, deve dunque tagliare una retta in ognuno dei due piani 
( d ,  d,), (mi m,); ma non taglia né d, nè m,, perchè se tagliasse per es. la d,  

. (*) Nell'enunciato non si é detto: Se i diedri, m., perché é facile persuadersi che cià 
pub accadere senza che abhia luogo la propiet8 cbe si vu01 dimostrare, 
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si avrebbe il triedro di 8' specie, contro l'ipotesi. Dunque a, taglia 

di ed rn,. Ora dico che nessuna delle di, m, pub tagliare alcuna delle b , ,  ci; 
- 

invero se b, tagliasse per es. di si avrebbe il quadrilatero 4 ai 1 a, 1 in cui ai, 

non taglierebbe alcuna retta. Dunque le rette b,, ci,  di, m, formano una qua- 
drupla, e si pub dimostrare che è di 2% specie. Infatti la coppia @, ci) ha, 
oltre ad a,, un'altra bisecante p che deve manifestamente essere fuori del pen- 
taedro; cosi la coppia (di m,) ha una seconda bisecante q che deve coincidere 

con p, altrimenti si avrebbero i due quadrilateri e ne1 primo 

di essi tanto la di quanto la m, non tagliando alcuna delle a,, hi ,  c,  dovreb- 
bero tagliare pl cioè p segherebbe due rette del secondo quadrilatero. Sia 
dunque p la quaclrisecante della quadrupla (b ,  ci di mi). Ricordo ora che, aven- 
dosi due rette (come a,, a,) formanti un pajo, delle altre quattro secanti del- 
l'una, ciascuna taglia una (sola) delle altre quattro ~ecant i  dell'altra. Pertanto 
le altre due secanti di a, e le altre due di a, formano (come le b, ,  ci; di, m,) 
una quadrupla., che è pure di 2" specie avendo la zerosecante p. L a  p e queste 
nuove quattro rette formano una quintupla, la cui cinquisecante, esclusa da1 
pentaedro, è precisamente la zerosecante delle rette del pentaedro stesso; c. d. d. 

In uno qualunque dei pentaedri ora considerati i diedri sono tutti di 
2" specie, quindi i suoi piani passano ad uno ad uno pei cinque p u d i  di  
Hunznzer. Pertanto i piani di un. esaedro d i  2" specie passano due per un punto 
di  Eumme~,  e gli altri quattro ad uno ad uno pei quattro rimanenti punti d i  
Kummer; si ha cos1 un esaedro non degenere. 

68. È utile sofferrnarsi ancora su questi notevoli pentaedri, al10 scopo 
principalmente di mettere in evidenza la stretta analogia che corre (cfr. n." 64) 
fra il sistema delle dieei rette (e dei quindici piani che le contengono a due 
a due) zerosecanti di una retta data di F,, e il sistema delle quindici rette 
(e dei quindici piani che le contengono a tre a tre) escluse da una bissestupla 
di una superficie del 3" ordine. Si giunge cos1 a vedere che i pentaedri sopra 
trovati tengono 10 stesso posto di quelli a cui è pervenuto il sig. CREMONA nella 
Memoria intitolata: Teorerni stereornetrici dai quali si deducono Fe proprieth 
dell'esagrammo di Pascal (*). 

(') Memorie della R. Accad. de'lincei, Serie III, vol. 1 ,  8 aprile 1877. 
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Indico coh a una retta della superficie, con R le sue dieci zerosecnnti, 
con P i quindici punti comuni alle rette R a due a due, con .r i quindici piani 
(tritaogenti) contenenti le quindici pxja di rette R. fi evidente che per ogni 
punto P passano un solo piano r e due rette R contenute in esso piano; sopra 
ogni piano r vi sono due rette R e cinque punti P; per ogni retta R passano 
tre piani r. Ogni piano r forma un diedro con altri 10; coi piani r si possono 

15 -10  diinque formare - - 
2 

- 75 diedri, ed é chiaro che fra essi non ve ne pos- 

sono essere di la specie, altrimenti le quattro rette contenute nei due piani 
formerebbero un quadrilatero, di cui a non taglierebbe alcuna retta. Per tro- 
vare invece quanti di quei diedri sono di 2' e quanti di 3bpec ie ,  si osservi 
che se (a, t.,) è uno qualunque dei piani r, la retta a, sarà tagliata da altre 
due rette R che dico a,, a,, e la retta 6, da altre due che dico b,, b,. Con- 
siderando per es. la a,, essa (oltre che da a,) è tagliata da altre due rette R, 
di cui nessuna pub secare b,  per la ragione detta poc' aiizi; ognuna di esse 
insieme con a, determina un piano r che col piano (a, 6,) forma un diedro di 
Za specie. Se in luogo di a, si considera a,, il piano (a, b,) determina due 
nuovi diedri di 2" specie. Analogamente si hanno quattro diedri di 2" specie 
di cui fa parte (a, b,)  e che ne1 piano conjugato contengono b,. Per trovare 
ora i diedri di 3a specie osservo che le quattro rette a,, a,, 62, b, formano 
una quadrupla, perché se per es. a, tagliasse b, si otterrebbe il quadrilatero 

gobbo I bz 1 format0 con rette R. Allora, indicando con nr una qualunque I "i 4 
delle quattro R non ancora considerate, essa non pub non secare alcuna delle 
rette della quadrupla, altrimenti le cinque rette formerebbero una quintupla la 
cui cinquisecante non potrebbe essere una retta B. Suppongo pertanto ad es. 
che m tagli a,; dico di più che m deve tagliare una delle 6,, 6,; invero se 
cib non avvenisse si avrebbe la quadrupla (ma, b, b,) priva di quadrisecante, 
poichè questa dovrebbe essere la b,, mentre b, non taglia m; la quadrupla non 
ha dunque neppure zerosecanti, cib che è assurdo, perché é formata di sole 
rette R. E poichè ~ > , t z  non pub tagliare più di due delle rette a,, a,, b,, b,, la 
terza retta R tagliata da essa sarà una delle altre tre non ancora considerate. 
L a  nz e queste tre rette sono dunque tali che ciascuna seca una, ed una sola, 
delle rimanenti, cioè sono contenute in due piani 7, e in due soltanto: ognuno 
di essi col piano (a, b,) forma un diedro di 3" specie. Si conclude che: 

Un piatzo 1 appurtzéne ad otto diedri di 2" specie e a due di 3"; coi piani 

t si possolzo dunque formare - l5 ' - - 60 diedri d i  2a specie, e " = 15 di 3'. 
2 2 
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In modo del tutto analogo si trova che: 
Un diedro d i  2" specie format0 coi piani  t appartiene a tre triedri d i  

- 

60 3 2 a  specie e ad uno d i  3"; coi piani r s i  possono dunyue formare - = 60 
3 

triedri d i  2" specie, e !?-!. = 20 d i  3.. L e  due suddette specie d i  triedri sono 
3 

le m i c h e  Jormate coi piani r, e contenenti soltanto diedri d i  2" specie. 
69. Corne è ben naturale, le due sudclette specie di triedri si compor- 

tano affatto diversamente rispetto alle rette R non contenute nei loro piani. 
Perocché le yuattro rette R non contenute in un triedro d i  3" specie sono tal i  

a ,  a,,' 

clle tre d i  esse tagliano la puarta. Se infatti b, b, B il triedro di 3" specie, 
( c i / c 2  1 

e sono m, ,  m,, m,, m, le altre quattro rette R, la retta a, taglia, oltre alle 
a,, b,, una terza retta R che sarà una delle m l  per es. la mi; ora i piani (a ,  b,), 
(ci c,) appartengono al10 stesso ottaedro di la specie, perchè formano un diedro 
di 3" specie, quindi il piano (a, mi) che, avendo con (a,  b,) la retta a, comune, 
appartiene ad un ottaedro diverso da. quel10 cui appartiene (a ,  b,), forma col 
piano (c,  c,) un diedro di 2" specie, e poichè a ,  non taglia nè ci nè c,, uria 
di queste due rette sarà tagliata da rn,.  Questa retta poi non è c,, altrimenti 

a, a2 
si formerebbe il quadrilatero ; dunque mi taglia ci, ed oltre a questa 

e alla a, non taglia altra retta del triedro; essa dere dunque tagliare una delle 
tre altre rette rn, per es. la m,. È evidente che questa. retta m, non taglia 
alcuna retta del triedro, epperb, oltre ad m,, dovrà tagliare le m,, m,; c. d. d. 
Reciprocamente se s i  considera una retta R e le sue tre secalzti, le sei rette R 
rirnanenti sono contenute in una coppia d i  triedri conjugati d i  3 a  specie. Se 
infatti sieno mi, rn,, m3, m, le quattro rette date, di cui la prima tagli le altre 
tre, una qualunque a, delle altre sei rette R non pub tagliare m,, e neppure 
due fra le m,, m.,, m4, epperb deve tagliare due delle Cinque rette R non an- 
cora considerate, e due soltanto, altrimenti non taglierebbe alcuna delle m; e 
darebbe luogo alla quadrupla (a, m,m, m,) di la specie (perchè a ,  non taglia mi) ,  
cib che è assurdo, avendo la solita retta a per zerosecante. Siano dunque a,, 
b,  le due rette tagliate da a,; per la stessa ragione la a, deve secare (oltre 
ad a, e ad una delle m,, 1H3, m,) una terza retta R h  indico con b, e che 
manifestamente non taglia nè a,  nè b,. Se infine si chiama b, la terza retta R 
tagliata da b,, essa non pub tagliare né a, né b,, perchè se tagliasse b,, ognuna 

Annali di Matematica, tomo XIII. 22 
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delle cinque rette a,, b, ,  a,, b,, 6, ne taglierebbe già altre due, e la sesta retta R, 
non ancora considerata, non potrebbe Eiecarne alcuna; esiste adunque una retta 
a,, che non fu ancora presa in esame, la quale seca ad un tempo b, e b,; e si 

" ) ri <), ha quindi la coppia di triedri conjugati di 3"pecie a, O, b c. d. d. 
a3'b3 a3/bp 

70. Se si considerano invece i triedri di 2" specie, si hanno le seguenti 
proprietà che servono al10 scopo, e che sono del tutto somiglianti a quelle che 
valgono (CREMONA, 1. c., n.' 9) per la superficie del 3" ordine: 

Le quattro rette R escluse da un triedro d i  2" specie si dispongono in 

uno, e in uno solo, diedro di  2 a  specie) e reriprocamente. Se infatti & b, b, '" "i L i  c, 
un triedro di 2" specie, e sono m,, m,, m,, m, le altre quattro rette R, la b, 
taglia le tre rette a,, b,, ci, epperb le altre sei rette R ,  cioè le a,, c,, m,, 
m,, m,, m,, sono disposte, per la proprietà del numero precedente, nei piani 
di una coppia di triedri conjugati di 3a specie; se dunque si imagina quel10 
di questi due triedri a cui appartiene il piano (a, c,), si vede che le quattro 
rette mi sono nei piani di un diedro di 2a specie. 

Per dimostrare la proposizione reciproca suppongo che sia (mi m2 il diedro 
m3 m, 

di 2" specie; la bisecante della coppia (m, m,) che non taglia a è una retta R 
e sia designata con b,, mentre sia 6, la terza retta R appoggiata a b,: allora 
è chiaro che b, non pub tagliare alcuna delle m,  epperb taglierà altre due 
rette R ,  che dirb a,, ci. Se si indicano con a,, c, le due rimanenti rette R,  
poichè b, taglia le tre rette a, ,  b,, ci, le sei rette rimanenti, pel numero pre- 
- 

cedente, devono essere disposte in due triedri, fra loro conjugati, di 3a specie, 
e poichè le mi sono in due piani di un diedro di 2" specie, le due rette residue 
a, e c, devono essere in un piano. Di queste due rette una poi deve essere, 
per le solite proprieth, appog&ata ad a,-e 17altra a ci, e si ha cos1 il triedro 

(unico) di 2' specie 
Ic, c,l 

71. L a  proprietà dimostrata ne1 numero precedente stabilisce m a  cor- 
rispondenza univoca fra i 60 diedri di 2a specie e i 60 triedri di 2% specie, 
essendo corrispondenti due poliedri che contengano insieme le dieci rette R. 
Se si concepiscono un diedro e il suo triedro corrispondente, si ottiene quindi 
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un sistema di ciiique piani r che secano la superficie secondo le dieci rette R 
e queste soltanto (non tenendo conto delle cinque coniche situate nei piani 
stessi). La  generazione di un ta1 pentaedro è dissimmetrica, ma é facile vedere 
che ogni suo spezzamento in due e tre piani fornisce un diedro e un triedro 
entrambi di 2" specie. Siano infatti (1, 2), (3, 4, 5 )  il diedro e il triedro pri- 
mitivi: se ne1 nuovo spezzamento il diedro consta di due piaiii del triedro, per 
es. dei piani 3 e 4, gli altri tre piani, per le proprietà dei due numeri pre- 
cedenti, devono formare un triedro di 2" specie. Se invece il diedro che nasce 
contiene un piano del primo diedro e uno del primo triedro, come il diedro 
(1, 3), i piani residui 4 e 5 del primo triedro formano un diedro di 2" specie, 
quindi (1, 3, 4) è un triedro di 2a specie, epperb (1, 3) è lin diedro di 2' specie, 
e per conseguenza (2, 4,  5) un triedro pure di 2" specie. 

72. Per comodo si dirà retta p 10 spigolo di uno dei diedri di 2" specie, 
punto K il vertice di uno dei triedri di 2" specie, punto S il vertice di uno 
dei triedri di sa specie. Esistono 60 rette p, 60 punti K, 20 punti S a due 
cc due conjzqiti, dicendo conjugati due punti S che sono vertici di due triedri 
conjugati. In uno q~ialunque dei pentaedri trovati vi sono dieci punti K e dieci 
rette p, e sono vertici e spigoli ordinatamente opposti del pentaedro stesso. 
Ogni retta p corrisponde ad un determinato punto K e reciprocamente, essendo 
corrispondenti una retta ed un punto che siano rispettivamente spigolo e ver- 
tice di un diedro e di un triedro di 2" specie fra loro corrispondenti. Poichè 
un punto K non pub mai essere un punto di KUMMER, cosi ogni punto K in- 
d iv idu~  un trkdro di 2" specie, e quindi anche un pentaedro. It numero dei 
pentaedri è dunque sei. In questi sei pentaedri si hanno sei distribuzioni che 
si possono formare coi quindici piani r in modo da comprendere tutte le dieci 
rette B. E non ve ne sono altre; se infatti se ne imagina una qualsivoglia, 
due qualunque (a, b,) ,  (a, b,) de'suoi piani non possono formare, come si è già 
veduto, un diedro di la specie, quindi una almeno delle a,,  b, non taglierà 
alcuna delle a,, b,, e sia per es. la a,. Questa retta a, taglia quindi altre due 
rette R oltre alla b,, e siano mi,  m,, che saranno poste in due piani distinti 
fra i tre rimanenti. Analogamente la b,, oltre ad a,, deve tagliare altre due 
rette R, che evidentemente non possono essere né mi, m, nè alcuna delle due 
rette della distribuzione data situate nei piani in cui giacciono le mi, m,, e 
poichè queste due rette formano una coppia, una di esse sarà O la a2 ,  O la b,, 

epperb il diedro 
ai 6, 

é di 2" specie. 
a2 6, 

73. Considerando uno qualunque dei sei pentaedri, ciascuno de' m o i  
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piani, combinat0 cogli altri quattro, dà quattro diedri di 2" specie; ma si è 
trovato (n." 68) che ogni piano r appartiene ad otto di questi diedri, quindi: 

Due yualunque de'sei pentaedri hanno un piano comune; ogni piano r 
appartiene a due d i  quei pentaedri. 

Questo fa vedere che per i sei pentaedri trovati si pub usare la stessa 
notazioiie adoperata da1 prof. CREMONA (1. c., 11.' 14) per i sei pentaedri a cui 
egli è giunto, cioè si possono indicare coi numeri romani 1, II,. . . , VI, e allora 
accoppiando a due a due questi simboli, si possono con queste quindici com- 
binazioni denotare i quindici piani r: per es. il simbolo 1 a II indicherà il piano 
r comune ai pentaedri 1 e II. Cod pure si indicherà con 1 ( I I .  I I I )  la retta p 
spigolo del pentaedro 1 e comune a i  piani 1 - II e 1 . III; con 1 (II  - III 1V) 
il punto K vertice del pentaedro 1 e comune ai  piani 1 . II, 1 III, 1 - IV; il 
puuto K indicato da 1 (II . III IV) ha per spigolo opposto ne1 pentaedro 1 la 
retta p indicata da 1 (V . VI). S e  si prendono due piani come 1 .  II, 1. III, 
i cui simboli hanno un indice comune, essi determinano (n." 63) un unico triedro 
di 3" specie; il simholo del terzo piano deve avere un indice comune con en- 
trnmbi i precedenti, ma non avere l'indice 1,  altrimenti si otterrebbe un triedro 
di 2" specie, quindi il triedro avrà per terzo piano quel10 rappresentato da 
II III; il triedro conjugato è format3 dai piani IV.  Y, V . V I ,  V I  . IV. Due 
piani r i mi sirnboli non hanno indici comuni O formano un diedro di 3" specie 
O si tagliano in una retta R; quindi i sei pentaedri non conducono ad una 
notazione simmetrica delle rette R ,  contrariamente a cib che accade per la 
superficie del 3" ordine. 

Credo inutile fermarmi sopra altre proprietà della configurazione ottenuta, 
e perchè valgono in generale le stesse dimostrazioni date da1 prof. CREMONA 
(1. c., n.' 15. 16, 17, 20) e perchè uscirebbero fuori dell'argomento. 

74. Ettaedri principali. Se un ettaedro è principale, le due rette non 
contenute ne7suoi piani devono formare una coppia. Per  agevolare il lin- 
guaggio ed ajutare la memoria nella ricerca a cui mi accingo, adopero la 
notazioiie del n." 12, avvertendo perb che i ragionamenti ne sono affatto in- 
dipendenti. 

Se sono b,, b, le rette della coppia che si considera, prendendole come 
conjugate, esse determinano una coppia di biquadruple conjugate, che è la 
seguente : 
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Per formare degli ettaedri colle 14 rette escluse dalla coppia si possono an- 
zitutto combinare in tre piani le rimanenti sei rette di R, e in altri quattro 
le rette di Br;  si vede perb che questa seconda operazione si pub eseguire in 
due modi differenti, cib che porta quindi a due specie ben distinte di ettaedri, 
che sono per es. i seguenti: 

e che dirb rispettivamente di la e di 2 a  specie. 
In quelli della la specie i primi tre piani sono determinati da uno qua- 

lunque di essi, invece i quattro ultimi da due qualunque di essi. Si ottengono 
quindi 2 . 3 = 6 di questi ettaedri. In quelli della 2" specie i primi 'tre piani 
sono determinati, come dianzj, da uno qualunque di essi, e i quattro ultimi da 
due qualunque di essi; per cui si hanno 2 - 2 .  3 = 12 di questi ettaedri. 

Per avere altre specie di ettaedri bisogna c,ombinare le ret,te dell'una bi- 
quadrupla con parte di quelle de117altra; non si possono perb combinare tutte 
le sei rette rimanenti di B con sei di Br, altrimenti le rette a, c,, resterebbero 
escluse dall'ettaedro. Comincio anzitutto a combinare due rette conjugate di 
B con due rette pure fra loro conjugate di B' e secanti le precedenti; poi com- 
bino fra loro le rette di B (cib che si pub fare in un solo modo) e fra loro le 
rette rimanenti di B' (cib che si pub fare in due modi). Ora, fissate le due 
coppie di rette conjugate in B e B', per es. le (c,, czs), (c,, b5), la loro combi- 
nazione si pub fare in due modi, ciascuno dei quali fornisce due ettaedrj, e 
poichè di quelle coppie di coppie di rette conjugate se ne hanno tre, cosi vi 
sono 2 - 2  . 3  = 12 di questi ettaedri che dirb d i  3" syecie, Uno di essi è il 
seguente : 
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Quando, corne si fece ora, si combina una coppia di rette conjugate di B con 
una coppia di rette pure conjugate di B', è chiaro che non si possono poi 
combinare fra loro altre coppie analoghe; si hanno perb altre combinazioni 
che forniscono nuove specie di ettaedri. Se si sono per es. combinate le c,,, c,, 
rispettivamente colle ci4, b 5 ,  si possono poi comhinare fra loro le ci,, cZ4 e po- 
scia combinare le ci2, C3, rispettivamente colle b , ,  ci,, e quindi le a ,  c4, colle 
b4, c,,; oppure si possono combinare fra loro ancora le ci,, c24, ma poi le c,,, 
c , ~  rispettivamente colle c,,, b4 ,  e quindi le a ,  c23 colle b , ,  ci5. Si hanno cogi 
ordinatamente gli ettaedri: 

c26 C ~ 4  

C35 6 5  

ci3 c 2 4  

C i 2  bi 

C34 Cl5 

a 64 

c4; c23) 

che dirb rispettivamente d i  da e di 5 a  specie. 
La  loro differenza consiste in cib che mentre ne1 primo di essi le due 

rette c,,, ci,, forrnanti una coppia, di B tagliano le rette ci,, b , ,  formanti un 
pajo; di Br, ne1 secondo invece esse tagliano le due rette c,,, c,, formanti pure 
una coppia; e 10 stesso vale per le rette c,,, c,, di B formanti un sistema gobbo. 
Di ciascuna di queste due specie se ne hanno 3 2 2 = 12. Vi B un ultimo 
modo di appajare le rette escluse dalla coppia che si considera, e consiste ne1 
combinare due rette secantisi di B rispettivamente con due rette secantisi di 
B', e le quattro rimanenti di B fra loro, e quindi pure le sei rimanenti di B' 
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fra loro. Questo si pub perb fare in due modi differenti corne appare per es. 
dai due ettaedri che scrivo: 

a b4 a b, 

C34 C25 ci3 c24 

b5 C15) b5 Ci5) 

e che dirb rispettivnmente d i  6 a  e d i  7 a  specie. 
La  loro differenza proviene da cib, che in quelli della 6" specie le due 

bisecanti a, c,, della coppia esclu.sa si appajano rispettivamente colle rette c,,, 
b, formanti un pajo, mentre nella Ta specie esse si appyano rispettivamente 
colle rette cA5, bi forrnanti una coppia. Per vedere il numero di questi ettaedri 
si osservi che nella B vi sono sei paja corne (cd* c 3 4  a ciascuno delle quali se 
ne possono far c,oïrispondere due di B' come (6, ci,); allora le rette di B re- 
stano combinate in un solo modo, mentre quelle di B' 10 restano in due; ep- 
perb vi sono Ci . 2 . 2 = 24 ettaedri della 6a specie. Nella 7" specie invece una 
volta fissato il pajo di B e il pajo corrispondente di B', le rette di B, come 
pure quelle di B', si dispongono in una sola maniera; laonde della 7" specje 
vi sono 6 2 = 12 ettaedri. 

Riassumendo e ricordando che colle 16 rette si formano 80 coppie si ha: 
L e  14 rette escluse da una coppia s i  possono dispowe i n  90 rnodi nei  

piani d i  un ettaedro; d i  questi ettaedri (principali) 6 sono d i  la specie, 12 
d i  Za, 12 d,i 3", 12 d i  4a, 12 d i  5 a ,  24 d i  6a7 12 d i  Ya. Esz'stono dunque in 
tutto 7200 ettaedri principali, d i  cui 480 d i  l a  specie, 960 d i  2a7 960 d i  3a7 
960 di  4", 960 d i  5ffi, 1920 d i  6a, 960 d i  7". 

75. Il modo con cui sono state generate le sette specie di ettaedri prin- 
cipali ne mostra anche la conformazione, é non è difficile trovare quali e quanti 
diedri e triedri conteoga ciascuna di esse. Ho fatta questa ricerca non solo 
per gli ettaedri, ma anche per ognuna delle sei specie di ottaedri a cui sono 
giunto ne1 5 5; per abbreviare e presentare ad un tempo i risultati in modo 
più prospettivo, scrivo i nuineri che ho ottenuti nella tavola seguente, in cui 
ho poste per maggior compitezza anche le due specie di esaedri principali; 
nell'ultima colonna a destra i numeri indicano quanti piani del poliedro con- 
sidcrato passano per ciascun punto di KUMMER. 
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- 

Esaedro di la specie 

a 2a  w 

Ettaedro di la specie 

>) ;a 960 3 

Otiaedro di la specie 5 16 

D 2" SO 10 

» 3a n 60 8 

Il 120 / 6 

- 
2= 

pecie 
- 

12 

14 

11 

15 

17 

19 

15 

17 

17 

- 

12 

16 

20 

?O 

21 

FI, pecie 

-- 

2 - 
1 - 

4 1 

2 - 

1 - 
- - 

2 - 

1 - 
1 - 

12 8 

6 2 

4 - 
2 - 
2 - 
- - 

Corne si è g i i  fatto osservare ne1 n.O 46, è notevole che i due ottaedïi 
di 4" e 5" specie abbiano nella presente tavola gli stessi numeri, mentre ri- 
spetto alle quaderne di quadrilateri essi si comportano del tutto diversamente. 

76. Ricordando la genesi delle differenti specie di poliedri, e avendo 
riguardo alla tavola del numero precedente si potrebbero senza difficoltà rica- 
vare diverse loro proprietà, relative per es. ai loro più importanti spezzamenti 
in altïi poliedri di ordine inferiore, corne se ne ebbero già esempi per gli 
esaedri. Ma per non dilungarmi troppo mi limito ad accennarne soltanto alcuni. 

Se si considera l'ettaedro principale di la specie, i due triedri T',, T'le 

di 2" specie in esso contenuti hanno in comune un diedro di 2' specie, e com- 
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prendono quindi in tutto quattro piani, mentre i tre piani rimanenti formano 
un triedro T, di 4" specie, e i due piani non comuni sono contenuti nell'unico 
triedro Ti di la specie contenuto nell'ettaedro. Invece i due triedri T',, Trlg 
di Sa specie hanno in comune il diedro stesso comune a Tl,, T",, mentre i 
tre piani rimanenti formano il triedro Ti, e i due piani non comuni sono con- 
tenuti in Tp. 1 triedri Ti e Tp hanno allora in comune il terzo piano, e questo 
coi due piani comuni alle due coppie di triedri T'z, Tls, forma il 
triedro T, (unico) di 3' specie contenuto nell'ettaedro. Ricordando la genesi 
dell'ettaedro stesso data al n." 74, si vede che il triedro T3 contiene ne'suoi 
piani le sei rette ulteriori della biquadrupla B; i quattro piani rimanenti, con- 
tenenti le rette di BI, formano un tetraedro i cui quattro triedri sono tutti di 
4' specie. 1 cinque piani dell'ettaedro, che si ottengono tralasciando il diedro 
di 2" specie comune a T',, T", ed a T',, Tu,, formano un pentaedro i cui 
dieci triedri sono il triedro T, di la specie ed i nove triedri di 4" specie. 

77. Se si considera invece un ettaedro di 2a specie, esso contiene un 
unico triedro di 3" specie contenente ne' suoi piani le residue sei rette di B, 
mentre gli altri quattro piani formano un tetraedro i cui triedri sono tutti di 
5" specie. Gli altri due triedri di 5" specie non hanno in comune alcun piano, 
per cui un ettaedro di 2" specie si pub spezzare, in un solo modo, in un piano 
e in due triedri di 5" specie. Esso si pub anche spezzare, in un solo modo, 
in un piano, che è ancora il precedente, e in due triedri di 4' specie: il piano 
stesso appartiene al triedro di 3" specie. Ognuno dei due triedri di 4" specie 
ha comune un diedro di la specie con uno dei due triedri di 5a specie, ed 
ha comune coll'altro il terzo piano. Eco. 

78. Venendo agli ottaedri, uno di essi che appartenga alla la specie si 
pub scindere, in una sola maniera, in una coppia di tetraedri i cui triedri sono 
tutti di la specie, ed in 18 maniere in una coppia di tetraedri i cui triedri 
sono tutti di 4" specie. Si pub notare un'altro carattere, oltre quello osservato 
ne1 n." 46 rispetto al modo di comportarsi colle quaderne di quadrilateri, per 
il quale riescono di natura ben differente gli ottaedri di 4' e 5" specie. En- 
tramhi invero contengono un tetraedro i cui triedri sono i quattro triedri di 
4" specie in essi contenuti; ma nell'ottaedro di 4" specie il tetraedro residuo 
contiene triedri soltanto di 5" specie, mentre in quello di 5a specie il tetraedro 
residuo contiene triedri soltanto di 6" specie. 

Infine ognuno dei 200 ottaedri di 6" specie (che sono i soli non degeneri) 
si scinde, in una sola maniera, in quattro diedri di 1" specie, che sono gli 

Annuti di  Maternaticu, tomo XIII. 23 
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unici in esso contenuti, e, pure in una sola maniera, in un diedro di 1" specie 
ed in una coppia di triedri di 3" specie. Ecc., ecc. 

79. Da tutto quanto precede si ricava il seguente risultato generale: 
Tutti i poliedri che si possono formare coi 40 piani tritangenti sono i 

poliedri principali Jin qui studiati e quelli contenuti in essi. 
La determinazione perb di questi ultimi condurrebbe ad un grandimirno 

numero di specie differenti, corne agevolmente si capisce anche a priori, epperb 
avrebbe meno interesse. 

Pavia, 12 dicembre 1884. 
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Sopra i sistemi tripli ortogonali 
di Weingarten. 

I N T R O D U Z I O N E .  

Ii presente lavoro contiene la teoria generale di quei sistemi tripli orto- 
gonali d i  superficie, ai quali appartiene un sistema di superficie colla medesirna 
curvatura costante positiva O negativa. Una classe interessante di questi sistemi 
era conosciuta fin da1 1870 per i lavori del sig. RIBAUC~UR (*). Nei Rendiconti 
del 15 Pebbraio scorso della R. Accademia dei Lincei ho pubblicato l'enun- 
ciato di un tcorema comunicatorni da1 sjg. WEINGARTEN e COI @ale mediante 
costruzioni infinitesimali successive, partendo da una superficie nota a curva- 
tura costante, si perviene ad una serie mi di tali superficie, che fanno parte 
di un sistema trip10 ortogonale. 

Ne1 corso delle ricerche da me fatte su qiiesti sistemi, che ho chiamato 
sistemi di Wezizgarten, ho osservato che essi sono i sistemi più generali pos- 
sibili della specie menzionata in prinoipio, sicchb il teorema di W E I N R ~ T E N  
risolve completamente, per le superficie colla medesima curvatura costante, 
l'importante prohlerna di associarle in serie appartenenti a sistemi tripli or- 
togonali. 

Tutti i teoremi, che ho eniinciato nella mia Nota sopra citata e nella 
successiva del 15 Marzo, si trovano dimostrati in questo lavoro. I l  5 2 con- 
tiene la ricerca fondamentale della forma, che assume l'elemento lineare del10 
spazio riferito ad un sistema di WEINGARTEN. Ne1 successivo § 3, mediante il 
teorema di. WEIN~ARTEN, si perviene all'effettiva dimostrazione dell'esistenza di 

(") Comptes Rendus de I'Acaddmie, t. L X X  
Annali di  Matematica, tom0 XIII. 

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



178 Biartc h i :  Sopra i sistemi tripli ortogonali d i  Weirtgarten. 

questi sistemi. II § 5 tratta delle condizioni iniziali geometriche necessarie e 
sufficienti per individuare un sistema di WEINBARTEN. Rispetto a queste ultime 
dimostrazioni ($5 3 e 5) B da notare che da1 punto di vista analitico peccano 
di rigore, come quelle che ammettono l'esistenza del limite in una costruzione 
geometrica infinitesimale. Esse hanno perciù un carattere provvisorio, finchè i 
progressi della teoria delle equazioni a derivate parziali non permettano di 
dimostrare l'esistenza di funzioni che soddisfano a date equazioni di questa 
specie con determinate condizioni a i  limiti. Per  le equazioni che qui si pre- 
sentano, le (1) O (II) § 2 ,  sembra ben difficile che cib possa farsi. 

Del resto questa lacuna non influisce in alcun modo sugli altri principali 
risultati della Memoria e in particolare sono rigorosamente dimostrati i teoremi 
dei 5s 8, 9, ove quelle trasformazioni geometriche, che già hanno dato risultati 
importanti, applicate a superficie di curvatura coatante negatira (pseudosferiche) 
isolate, vengono applicate simultaneamente a tutte le superficie pseudosferiche 
di un sistema di WEINGARTEN e danno il modo di dedurre infiniti nuovi sistemi 
di questa specie da uno noto. Analiticamente cib significa che, nota una so- 
luzione delle equazioni simultanee a derivate parziali (I), si possono costruirne 
infinite nuove e precisamente, ne1 caso della trasformazione al 5 8, con soli 
calcoli di derivazione e ne1 caso del 5 9, sotto le ipotesi ivi fatte, con suc- 
cessive quadrature. 

1 sistemi di WEIKGARTEN che ho chiamato a flessione costante (§ 6) mi 
sono sembrati meritevoli di studio speciale, come quelli che più si avvicinano 
ai sistemi già noti di RIBAUCOUR, e percib ho loro dedicato i due $3 6, 10 
del lavoro. 

Ho poi crediito utile di premettere (5 1) quelle formole fondamentali re- 
lative ai  sistemi tripli di superficie ortogonali, il cui uso frequentemente ricorre 
e di dare ( 5  4) la dimostrazione di un notevole teorema di R I B A U C O ~ ,  che, 
sebbene non indispensabile in queste ricerche, le collega con altre anteriori 
relative ai sistemi tripli ciclici ortogonali. 

Pe r  i sistemi di WEINGARTEN a curvatura positiva, all'iilfuori della loro 
esistenza e delle formole fondamentali che vi si riferiscono, ben pochi sono i 
risultati contenuti ne1 presente lavoro. Essi potranno formare oggetto di studî 
ulteriori. 
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Generalità sui sistemi tripli di superficie ortogoiiali. 

1. Sia 
ds2= H:du2$H:dv?+ A : d w 2  (1) 

il quadrato dell'elemento lineare del10 spazio riferito ad lin sistema di coor- 
dinate curvilinee ortogonali u ,  v ,  W. 1 coefficienti Hf, He, H: sono quantità, 
essenzialmente' positive e in tutto 10 spazio, O in quella regione di spazio, a 
oui dovremo limitare le nostre considerazioni, differenti da zero (*). Con II4, 
H,, H, intenderemo sempre le loro radici positive, cosicchè se per direzione 
positiva dell'arco delle linee, lungo le quali varia soltanto il parametro u ,  v 
O w, si assume quella secondo cui cresce il parametro corrispondente, i loro 
incrementi positivi d' arc0 saranno rispettivamente : 

La medesima direzione si assumer& anche corne direzione positiva della nor- 
male alle rispettive superficie 

del sistema trip10 ortogonale. 
Il raggio principale di curvatura della superficie u = cost.8 lungo la sua 

intersezione (linea di curvatura) colla w = cost." sarà indicato con r,., il 1' in- 
dice rappresentando la superficie cui il raggio r é relativo ed il 2" il para- 
metro che varia lungo la corrispondente linea di curvatura. Avremo cos1 i 6 
raggi principali di curvatura : 

e ciascuno di essi sarà contato positivamente O negativamente secondo che la 
direzione, che va da1 rispettivo centro di curvatura al piede della normale cor- 
rispondente coincide colla direzione positiva della normale O colla opposta. 1 

(') Cfr. BELTRAMI: Delle variabili cornplesse sopra zcrca superficie qualu~zque. Annali 
di Matematica, Serie II, t. 1. 
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coefficienti Hl, H,, H3 soddisfano al10 6 equazioni fondamentali di  LAM^^ (*): 

Viceversa se queste 6 equazioni sono soddisfatte esiste un sistema trip10 orto- 
gonale, che dà all'elemento lineare dello spazio la forma (1) e questo sistema 
è perfettamente individuato a meno di movimenti nello spazio (**). 

Se poi con x,  y, x indichiamo le coordinate Cartesiane ortogonali del 
punto (u, v ,  w) dello spazio saranno a,  y, x funzioni di zc, v , w , che soddis- 
feranno alle equazioni : 

e alle altre che si ottengono cangiando x in y ed in x. 

(*) Leçons sur les coordonndes curvilignes, ~ a g . ~  76-78. 
(") Vedi per es. DARBOUX: Sur  les surfaces orthogonales; Annales de l'École Eor- 

male Supérieure, t. III, 1866, 5 8 e LIOUVILLE: Note VI à l'Application de E'Analyse à 
la Géométrie par Monge. 
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2. Indicando con Xi, Y,, 2, i coseni di direzione positiva della nor- 
male alla superficie u = cost." avremo: 

e per le convenzioni fatte rispetto ai segni 

da cui ponendo mente alle (4): 

Per gli altri 5 raggi di curvatura avremo formole perfettamente simili, cioè (*): 

Sian0 ora (cosa,, cosBi, cosy,), (cos[,,  COS^^, cosCi),   CO SA^, cospi,  COSY^) i 
rispettivi coseni di direzione positiva della tangente, normale principale e bi- 
normale della linea, lungo la quale varia u soltanto e il cui arc0 elementare 
è ds,  = Hi du, corne pure pi, Ti i suoi raggi di la e 2" curvatura. Abbiamo : 

1 8% 1 az/ cosai = - - , cospi = - - , i a z  
H~ au H( a u  cosy, = -- 

HI a u  
e derivando queste formole rispetto ad u, tenendo conto delle (4) e delle note 
formole di SERRET, troviamo : 

da cui quadrando e sommando 

(*) LAMÉ, 1. c., pag. 50. 
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Le precedenti possono dunque sc,riversi: 

e ne risulta 

9-21 
COS pi - 1 ay  

a - - -  
1 871 r3L . - 

VY;,+r:, H z . 8 ~  ~ 3 8 ~ '  

COS Y, = i a #  rai .--- 1 a~ 
r3i .-- 

Y ; ,  + Y H a J.;, + ES a w ' 

le quali ultime, derivate rispetto ad zl moltiplicate ordinatamente per cos 5 , , 
cosq1, cOgi e sommate danno per le (4) e per le (6): 

i l a  -=-- 
Ti ~~a~~ arc tg (5) . 

Usando notazioni analoghe per gli altri due sistemi di curve, lungo le quali 
varia solo v O w, avremo dunque le formole: 

1 1  -- -- 1 1 1  1 1 -- -- 1 

?",rz"i 
+ 7' 

31 P",L --+z2 P : - K + ~  1 (*) (7) 

i l a  - - --- --- 
T H I ~ ~  a r c t g ( z ) ,  r21 

1 -- --- l a arc tg ($) - 
T 3  Hz a w 

(') LAMB, 1. c., pag. 65. 
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Sistemi tr ipli  ortogonali che contengono un sistema di  superficie 
colla medesima curvatnra costante. 

3. Supponiamo che ne1 sistema trip10 ortogonale di  superficie, definito 
dalla forma (1) de117elemento lineare dello spazio, le superficie w = cost." ab- 
biano la  medesima curvatura costante K, che per semplicità porremo = $r 1. 
Escludiamo perb il cas0 che esse siano superficie di rotazione, poichè i corri- 
spondenti sistemi tripli ortogonali sono allora ben noti (*). Come nelle citate 
comiinicazioni alla H .  Accademia dei Liricei, chiamerb questi sistemi tripli orto- 
gonali sisterni di Wei~gartelz e intenderb per loro curvatura l a  curvatura delle 
superficie del sistema W. Distinguiamo i due casi di E= - 1 e K = -+ 1 e 
corninciando da1 primo supponiamo quindi 

1 - = - 1. 
Y s i  Y s e  

1 1 Potremo porre allora - = - tge, - = cote, cioè per le (5): 
9'3i y32 

dove il significato geometrico di 9 è ben semplice. Esso rappresenta infatti, 
a causa della formola 

l'angolo formato dalle assintotiche di un sjstema sopra una superficie w = ~ o s t . ~  
colle linee di curvatura v = c0st.e Cib posto, per le (9) le due prime (3) di- 
verranno 

1 aH4 sen0 a fJ 1 ôHz cos9 8 0  --- --- 
H z a u  s e n f J a u  

e integrate daranno 

Hi = cos e iJI (a, w), H, = sen e . cp (v, .w), 

dove # è funzione di zc, w soltanto e y di v ,  W.  

(') Fra  questi sistemi speciali soltanto quelli generati dalla traslazione della superficie 
pseudosferica lungo il suo asse di rotazione appartengono alla classe dei sistemi di WEIN- 
GARTEN. E infatti si verifica facilmente che la forma caratteristica (12) n.' 4 per i'elemento 
lineare dello spazio si ha solo in questo caso. 
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Vogliamo ora dimostrare che p e + sono indipendenti da w, cioè 

e per questo ricaveremo dalle (9) (10): 

ae aiog? H, = tg0  CO^ e - ae  a ~ o g +  [ aw+a;b)=-COtsI- tge-+-19 a w  aw (11) 

da cui 
a h 7  + tge % + cots - - - O. a a w 

Questa, se le (a) non sussistessero, ci darebbe 

dove M è funzione di u, w e N di v, W.  Ora consideriamo una speciale su- 
perficie pseudosferica del sistema w, sia u? = c e indichiamo con 

ds2 = Edu" +due 

il su0 elemento lineare, riferito alle linee di curvatura; se cangjamo i para- 

metri u, v rispettivamente in + (u, c) du, p (v, c)dv, avremo per le (10) S S 
E = cosz 8, G = sen" 

e per la (b)  
U tg6 = -9 
V 

essendo U funzione della sola u e P di 9. D'altra parte, la curvatura della, 
superficie essendo = - 1, dovrà û soddisfare alla equazione 

il che é impossibile col valore precedente di û a meno che non sia costante 
U O V (*); ma allora la superficie sarebbe di rotazione contro l'ipotesi. 

(') E infatti questa equazione diventerebbe: 

(g + Y )  (LIP + V Z )  = u2 + r p  + 2 U t P  +p VI2, (g) 

gli apici indicando derivate. Facendone 1s deritata Za rispetto ad u e v ,  otteniamo 
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Sussistono dunque le (a) e perh è funzione solo di u e g, di u, per cui can- 

giando i parametri u, v rispettivamente in 9 du, q ds  avremo per le (10) (11): S S 

4. Per i valori ora ottenuti di Hi, H,, H, la la e la 2" delle (3) 
sono identicamente soddisfatte e le quattro rimanenti si riducono alle tre di- 
stinte: 

a o e  a e e  ---- - sen B cos0 

poichè la 4a, cioè la 2" delle (2): 

è una facile conseguenza delle due prime (1). 
a) Abbiamo dixnque il risultato: Alb'elemento Zineare de80 spazz0 ri- 

ferito ad un sistema d i  Weingarten a curoatura E = - 1 si pub dure la 

da cui 

k essendo una costante. Di qui integrando segue 

Utl  k U 2  -=- VIr k V 2  
u 2 

+c,  -=- v - + C' 
2 

con C, CI, C l ,  Cl, nuove costanti e per la (a )  si avrebbe 

( C l - C - 1 ) U 2 + ( C - C I - 1 ) V 2 =  C , + C 1 ,  

equazione impossibile a verificarsi se non è costante U O V. 
Anrcali di  Matematica, tomo XII .  
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forma 

dove la funxione 8 d i  21, v, w soddisfa le equaxioni (1) alle derivate parxiali. 
È questa la forma stessa, trovata da Dinioox per i sistemi di Risau- 

COUR (*). Per i raggi principali di curvatura abbiamo poi dalle (5) 

Notiamo inoltre che, sopra ogni superficie pseudosferica del sistema w ,  le 
equazioni delle linee assintotiche sono 

e se si riguardano corne punti corrispondenti sopra due superficie del sistema 
w quelli che corri~pondono alla medesima coppia di valori (u, v) dei para- 
metri u ,  v (cioè i punti d'intersezione colla medesima traiettoria ortogonale 
del sistema w) si ha quindi il teorema: 

6 )  Sopra due superficie pseudosferiche d i  un sistema d i  Weingartelz si 
corrispondono, oltre le linee di  czcrvatura, le ussintotiche e i loro - archi corri- 
spondenti sono eguaii (**). 

Per i sistemi di WEINUARTEN a curvatura positiva E= + 1 (***), i cal- 
coli possono farsi in modo perfettamente simile, ponendo 

e si trova allora per l'elemento lineare del10 spazio: 

(') Comptes Rendus; t. XCVII, pag. 894, formola (6). 
(") Vedi la nota in fondo al lavoro. 
("') Qui intendiamo pero escluso il cas0 in cui tutte le superficie del sistema 20 sono 

sfere di raggio = 1. 
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dove û soddisfa alle equazioni: 

delle quali perb la (II,) è conseguenza delle due prime (II). 
Viceversa, se supponiamo che la funzione 9 soddisfi le (1) O le (II), le 

6 equazioni fondamentali di LAMI$ per l'elemento lineare (12) O (14), saranno 
soddisfatte e quindi : 

c) Ad ogni funxione 9 di u, v, w, che soddisfa le (1) O le ( I I ) ,  corri- 
sponde uno ed u.rzo solo sisterna d i  Weingarten, c h  dà all'elemento lineare 
del10 spaxio la forma (12)  O (14). 

5 .  Supponiamo di avere un sistema di WEINGARTEN e per fissare le idee 
consideriamo il caso, in cui K= - 1 e valgono quindi le formole (12), (1), 
(I,), l'altro caso (K= $1) potendosi trattare in modo perfettamente simile. 

L'arco elementare delle curve tra,iettorie ortogonali delle superficie pseu- 
dosferiche è dato da 

e quindi, sopra una individuata superficie w = cost.", I'equazione 

rappresenta quel sistema di linee, lungo ciascuna delle quali ê costante la  
distanza normale (*) infinitesima della superficio considerata dalla successiva. 
Ora possiamo dimostrare l'importante teorema : 

a) Sopra ogini supervficie a aurvatura costante del sistema le linee 
a e - = cosLe costituiscono zcn sistema di ciraoli geodetici paralleli. a w  

Per  questo basta st,abilire che il parametro differenziale primo di qiieste 

(') Cioé il tratto infinitesimo intercetto sulla normale alla la superficie dalla successiva, 
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linee 

1 
e la loro curvatura geodetica sono costanti lungo le linee stesse, ciob sono R 

a e funsioni di - (*). Ora ponendo 
aw 

e derivando, coll'osservare le (I), (I,), troviamo 

1 liamo poi la curvatura geodetica - colla formola di BONNET n 

a h  a 4 

avendo riguardo alle precedenti ed alle (1) troviamo: 

e quindi 

il che dimostra la 2" asserzione. Se perb fC= + 1 troviamo invece dalle 
a e 

3 % '  R 1 
a a 0  a a e  i 

= O, il che dimostra la la asserzione. Se calco- 

- 
1 a~ (II) H = + - e possiamo quindi scrimre 

a e 

('1 Cfr. il f3 9 della mia Nota 2"; Sui sisaemi ciclici, Giornale di Napoli, vol. XXII. 
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Da un teorema di LIE è noto che le geodetiche ortogonali ai circoli 
a e - = c o k e  si determinano con quadrature e perb abbiamo il risultato: 
i3 ru " --  

b) Sopra le superficie a curvatura costante d i  un sistenia rzoto d i  Wein- 
garten le geodetiche s i  determinano con quadratur.e. 

Osservaxione. - L'equazione differenziale di queste linee geodetiche 
per K= - 1 è: 

COS e a e e  -- s en0  8 0  
du---dv=O 

s e n 0  8v ôw cos8 a u  ôw 
e per mezzo del teorema citato e della formola (15), ponendo per brevità 

a e $ = - 7  si trova subito per un fattore integrante di questa equazione a tu 

sicchè l'equazione ridotta alle quadrature per le geodetiche in questione è: 

Del resto si potrebbe ora verificare facilmente, per mezzo delle formole svilup- 
pate, che l'espressione sotto il segno integrale in (15') è un differenziale esatto. 
Analogamente dicasi per K = + 1. 

Teorema di Weingarten. 

6. 1 risultati ora ottenuti rendono naturale la domanda, se in un si- 
stema trip10 ortogonale della specie considerata pub scegliersi arbitrariamente 
m a  superficie iniziale a curvatura costante e sopra di essa arbitrariamente 
quel sistema di circoli geodetici paralleli, lungo i quali deve essere costante 
la distanza normale della superficie scelta dalla consecutiva del sistema. A 
tale domanda risponde appunto affermativamente il teorema di WEINUARTEN, 
di cui ora andiamo a trattare. 

L'enunciato di questo teorema nella forma comunicatami dall'rlutore pub 
leggersi nella mia Nota del 15 E'ebbraio, già sopra citata. Qui ve ne sosti- 
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tuirb un altro, alqusnto modificato, in vista delle distinzioni ulteriori, che con- 
verrà fare per applicare il teorema alle superficie pseudosferiche. 

Sia S una superficie a curvatura costante K= + 1 e 

ds2 = daf $ r2 dp2, Y = funzione di u 

il quadrato del suo elemento lineare, riferito ad un ~iistema qualunque di circoli 
geodetici paralleli u = cost." ed alle geodetiche ortogonali P = cost." In ogni 
punto P della S eleviamo la normale e stacchiamone un segmento infinitesirno 

dove E indica una costante infinitesima e + una funzione di a.  Se supponiamo, 
che la superficie S' luogo degli estremi P' appartenga insieme con S ad un 
sistema trip10 ortogonale di WEINGARTEN (n.i 4, 5), avremo 

e per la curvatura geodetica dei circoli geodetici a = cost." sulla S 

1 d a  aw 
B 9- 

[Vedi formola (l5)]. 

der 
Ma essendo E = + 1 quindi r = a e Ai + = 2 ne segue 

dove k é una costante e perb: 

Inversamente dimostriamo : 
TEOREMA DI WEINGARTEN. - 1." Se il segmento infinitesho di norwde - - 

P P' si assume dato dalla legge PP' = e r', la superficie S' luogo degli estremi 
avrà la medesima curvatura K= f 1 (a meno d'infinitesimi d'ordine supe- 
riore ad E). 

2." R-etendo sopa S' la stessa costruxione, poi d i  nuovo sulla suc- 
cessiva ottenuta, e cos% via si otterrà una serie c d  d i  superficie colla me- 
deska  curvatzcra costante K -  f 1, che faranno parte di zcn sistema trip10 
ortogonale. 
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Essendo K= + 1, quindi r = ru e r d a  = T r', da quanto ho dimo- 5 
strato ne1 5 1 della mia Nota precedente in questi Annali (*), risulta che la 
2a parte del teorema enunciato è una conseguenza della la e percib di questa 
soltanto dovrcmo occuparci. Dimostrata questa, le osservazioni premesse ci 
assicurano che i sistemi tripli ortogonali cosi costruiti sono i più generali pos- 
sibili, che contengano una eerie di superficie colla medesima curvatura CO- 

stante. 
7. Serbando le notazioni del lavoro citato e sotto le ipotesi ivi fatte la 

funzione rJI = r d a ,  oltre alla equazione (3) ivi stabilita, soddisfa anche alle J 

cib che si verifica ne1 medesimo modo, ricorrendo alle condizioni di trasfor- 
mabilità delle espressioni differenziali quadratiche: 

da3+r2dp" E d u g + G d v e .  

Ora se le linee u, v sono le linee di curvatura della 8, r,, r, i suoi raggi 
principali di curvatura e X, Y, Z i coseni di direzione della normale, le coor- 
dinate x', y', x' del punto P:, che sopra la S' corrisponde al punto P di 8, 
saranno date dalle formole : 

x ' = x + E $ . ~ ,  y f = $ / + ~ $ . Y ,  z ' = z + E $ * ~  

e quindi, trascurando le potenze superiori di E ,  avremo per l'elemento linearo 
di S' 

Venendo al cas0 nostro speciale, supponiamo dapprima E = - 1 ; potremo 
porre allora, come è noto: 

(') Fascicolo 1°, pag. 40-41 d i  questo volume. 
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dove O soddisfa all'equazione 

e troveremo quindi 
Ci st2 = cos2 Oi d u2 + sen2 8, d v" 

con 
8 , -  O - & # .  

Ma dalle (16) sottratte, essendo += r', ricaviamo 

e per conseguenza 
a 2  e, ----- a' el - sen e,  cos O, , 
a z 1 2  a v e  

il che dimostra appunto che la superficie S' ha la curvatura K,, 1 
logamente, se K = $ 1, potremo porre 

E = c o s ~ ~ ~  G = s e n h 2 e  

Ana- 

a 2 0  a'e dove e soddisfa all' equazione - + a;; + sen h 8 cos h O - 0  ,d a u2 avremo Per 
la 8' 

d s'2 = COS h2 O ,  d u2 + sen h2 ei d ~2 

con 
e, = e  

Ma le (16) sommate, essendo # = - r', danno 

e perb anche 

ciob S' ha la curvatura K= + 1, c. d. d. 
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Teoïems di Ribancour. 

8. Alla dirnostrazione precedente del teorema di WEIRGARTEN, che com- 
bina in sostanza con quella comunicatnmi più tardi dall'Autore stesso, ne ag- 
giungerb un'altra fondata sulla considerazione dei sistemi ciclici. Fer questo 
premetterb la dimostrazione di un teorema dovuto a RIBAUCOUR (*), che dà 
una proprieta generale dei sistemi tripli ortogonali. 

Sia 
dst = Hidu2 + H,"dv2 $ E i d w Z  

I'espressione dell'elemento lineare del10 spazio riferito ad un sistema trip10 or- 
togonale (a, v ,  w )  e in ciascun punto di una delle superficie w = cost.", sia 
w = c, costruiamo il circolo osculatore della linea d'intersezione delle altre 
due superficie; sussiste allora il teorema : 

Il sistema ao2 d i  circoli costruito ammette una serzè mi d i  superficie 
ortogonali. 

Se indichiamo infatti c h  w llangolo, the la normale principale alla detta 
linea (u, v), diretta verso il centro di curvatura corrispondente, forma colla 
direzione positiva della linea v = cost.", avrerno 

quindi per le formole (6) n." 2:  

la 3" delle (7) n." 2 darài 

Confrontando queste formole con quelle al 3 4 della mie Nota sui sistemi ci- 

(') Comptes Rendus, 1870, t. LXX. 
Annali di Mutematica, tomo XIII. 
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c h i ,  citata al n." 5, si vede subito che H3 - # soddisfa all'equazione ivi se- 
gnata (15) e prendendo 

R=p, p=o, 

si soddisfano le (16) ibid., il che dimostra il teorema di RIBAUCOUR. In  forza 
poi dell'altro teorema di ris au cou^ dimostrato al 5 7 (1. c.) le superficie or- 
togonali ai circoli faranno parte di un sistema triplo ciclico di superficie orto- 
gonali, che chiameremo il sistema ciclico osculatore del sistema triplo dato 
lungo la superficie w = e. È chiaro che questi due sistemi hanno a comune, 
oltre la  superficie w = c, anche la consecutiva del sistema W. 

9. Ora se consideriamo un sistema triplo ortogonale di WEINGARTEN e 
il suo sistema ciclico osculatore lungo una delle superficie a curvatura costante, 
vediamo subito che questo appartiene alla classe di sistemi ciclici considerati 
al $ 14, 1. c. E inversamente sarà dimostrato il teorema di WEINGARTEN, quand0 
si provi che nei sistemi ciclici in discorso la superficie S', infinitamente vicina 
alla iniziale S a curvatura costante, ha, la medesima curvatura. 

Per  questo, se osserviamo le formole 20, 1. c., 3 8 e con r',, r', indi- 
chiamo i raggi principali di curvatura della S' per la quale si h a  

dove è un infinitesirno (di 1" ordine), otterremo; 

1 Ora se con - indichiamo la curvatura geodetica delle # = cost? abbiamo 
r 
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Supponiamo K= + 1, ciob r2 ri = + 1 e potremo porre 

1 R . = - = -  1 - = tga 
A i  log + tg% 

da cui segue T' ,  rIi = 3. 1. %milmente per r ,  r ,  = - 1 si trova r', Y', = - 1. 

Carntteristiche dei sistemi di Weingarten. 

10. Occupiamoci ora di riconoscere il grado di arbitrsrietà che resta 
pei sistemi tripli ortogonali di WEIN~ARTEN. Per questo ci saranno utilile con- 
siderazioni seguenti. 

Indichiamo con 2 le superficie a curvatura costante K= f 1 del sistema, 
con El,  2, le superficie degli altri due sistemi e infine con C le curve inter- 
sezioni delle &, &, cioé le traiettorie ortogonali del sistema 2. Da ogni punto 
P di una qualunque delle Z esce una curva C ,  la cui normale principale in P 
è diretta ne1 piano tangente a 2 e forma colla linea v = ~ o s t . ~  l'angolo 61 de- 
finito dalla formola (17), § 4, cioè è perpendicolare alla linea 

a e sopra 2 che passa per P. Ma ne1 nostro caso (na0 5) le linee - = costne sono 
aw 

circoli geodetici paralleli , dunque : 
a) Le normali prirtc$aii delle c w v e  C ryei punti d'incontro con unu 

a e szqerficie 2 hvi l~ppano sopra 2 le geodetiche G ortogonali ai circoli - = c ~ s t . ~  aw 
a e Ora per la curvatura geodetica dei circoli - = cost: abbiamo trovato aw 

1 
la (15) § 2 e per il valore assoluto della flessione - della curva C 

P3 
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per conseguenza 
rpO= + 1 ,  

dove naturalmente si prenderà il segno + O - a seconda che le direzioni, 
che vanno da1 punto P ai rispettivi centri di curvatura assoluta per la curva 

a e C e di curvatura geodetica per la - = cost? coincidono O sono opposte. Un 
a m  

accurato esame dei segni nelle formole precedenti dà 

r p s = + l  per K=-1 

rp3 = - 1 n K = $ l  

e del resto oib risulta anche subito osservando un caso particolare per es. quello 
delle superficie d i  rotazione. Ne concludiamo: 

b)  Ir, ogni panto P d i  unu superjîcie 2 i raggi d i  cuvuatzcra assoluta 
a e e geodeticlr; della curva C e del cerchio geodetico - = cost.", che passano per aw 

9, sono l'inverso l'zcno dell'altro, e coincidono in direxione O sono opposti, se- 
condo clze .E= - l O K= + l .  

Quando poi K= - 1, conviene distinguere tre oasi secondo che le geode- 
tiche G sopra la superficie 2 escono da un punto reale a distanza finita, da 
un punto reale all'infinito O da un punto ideale. A seconda dei tre casi, pren- 

a e dendo per linee coordinate sopra 2 i circoli geodetici - = cost." (a = cost?) aw 
e le geodetiche G (P = cost."), abbiamo per l'elemento lineare 

1 l .  e corrispondentemente per - - . 
1. F3 

1 1 1 \ 
A - = rnth n. - 1 .  - = t ~ h a  I 

1 -= 1 1. 1 
= tgha, - = cotha. 

F 3 

I n  quest'ultimo caso è da notarsi inoltre che tutte le geodetiche G, cioè 
le p = cost.", sono ortogonali ad una medesima geodeticn (U = O). Lungo que- 

l 
sta geodetica si ha - = w, cioè essa è un luogo di cuspidi per le curve C. 

P3 

11. In forza dell'ultimo teorema b), se in un punto P d'incontro di una 
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curva C con una superficie 2 nota si conosce il centro di curvatura di C, il 
a e circolo geodetico del sistema - = c o ~ t . ~  e con esso l'inter0 sistema di circoli a w  

geodetici e delle loro geodetiche ortogonali ne verrà completamente indivi- 
duato, poichè di questo circolo geodetico si conoscerà in grandezza e direzione 
il raggio geodetico. Cib posto, potremo stabilire geometricamente il teorema: 

A) Scelta arbitrariamente una superJicie kixiale 2, a curvatura costante 
e una curva Co, uscente da un suo punto Po rzormalmente alla su~erjîcie, esiste 
sempre uno ed un solo sistema d i  Weingarten, al quale appartiene la super- 
Jicie scelta 8, e che fra le curve C, ortogonali alle suferjcie del sistemu 2, 
contiene la curva data Co. 

E infatti, supposto dapprima che un tale sistema esista effettivamente, per 
le osservazioni precedenti conosceremo sopra 2, il sistema di geodetiche G e 
con esso il sistema ciclico osculatore lungo 2, (n.' E;), sicchè la superficie 2, 
infinitamente vicina a 8,, comme al sistema di WEINGARTEN ed al sistema ci- 
clico osculatore, ne risulterà perfettamente individuata. Essendo poi la 2', nelle 
medesime condizioni della Z,, anche la successiva I;", ne sarà determinata e 
cosi via. 

I l  ragionamento precedente che, sotto le condizioni date ai limiti, prova 
l'unicitb del sistema, ne dimostra anche l'effettiva esistenza. Basta infatti cs- 
servare che la superficie Y, è ortogonale alla curva 'data Co ne1 punto P', suc- 
cessivo a Po e si trova quindi nelle medesime condizioni iniziali della 8,. 

Agli elementi precedenti, caratteristici per i sistemi di WEINGARTEN, POS- 

siamo anche semplicemente sostituire la curva stefisa Co ed una delle linee 
di curvatura r, di 2, uscente da Po. E infatti conoscerenio allora in Po la 
normale a 2, e perb anche lungo tutta la linea di curvatura r, di 2, le nor- 
mali alla superficie stessa saranno determinate. Per un teorema dimostrato 
da1 sig. BACKLUND al 5 3 della sua Memoria: Om y tor med konstunt negativ 
krokning (*), la superficie 2, a curvatura costante K= rC 1, che passa per r, 
ed ha lungo di essa le normali assegnate, esiste ed è pienamente determinata. 
Sussiste quindi l'altro teorema. 

B) Due curve arbitrarie Co, r, cke s'incontrano ad angolo retto in un 
punto Po determinano uno ed un solo sistema d i  Weingarten, che fra le linee 
d i  curvatura delle superficie a curvatura costante contiene r, e f ra  le traiet- 
torie ortogonali del sistenza 1 la curva data Co. 

(') Annnli del!a Univeraità di Lucd; t. XIY, 1883. 
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fi chiaro che questa costruzione geometrica di un sistema di W~NGARTEN 
per mezzo dei suoi successivi sistemi ciclici osculatori é perfettamente simile 
a quella di uiia curva considerata come inviluppo dei suoi circoli osculatori. 
(Vedi del resto l'avvertenza nella Prefazione.) 

9 6. 

Sistemi di Weingarten a flessione costnute. 

12. Se per brevith chiamiamo jessz'ona di un sistema di WEINGARTEN 
1 

in ogni punto P del10 spazio la flessione - ne1 punto P di quella curva C 
P3 

che vi passa, le formole (18) n.O 10 ci mostrano che per un sistema di WEIN- 
GARTEN a curvatura negativa K= - 1 (sistema di WEINGARTEN pseudosferico 
di raggio = 1) la flessione sarh 

secondo che le geodetiche G sopra 2 usciranno da un punto reale e a distanza 
finita, da un punto all'infinito O da un punto ideale. 

Fermiamoci al caso intermedio al quale corrisponde, come ora vedremo, 
un gruppo (*) interessade di sistemi di WEIH~ARTEN. Per cib supponiamo che 
una delle curve C abbia costante = 1 il raggio di la curvatura; allora dalle 
(18) risulta che sopra tutte le superficie 2 le geodetiche G sono parallele e i 

a e circoli - = cost." sono oricicli paralleli colla curvatura geodetica = 1, dunque: aw 
Se m a  delle curve C ortogonali alle superficie yseudosferiche d i  raggio 

= 1 d i  ivn sisterna d i  Weingarten ha costante = 1 il raggio d i  1" czcrvatzcra, 
10 stesso accade per tutte le altre curve C. 

Questi sistemi speciali di WEINGARTEN li diremo sistemi a jessione CO- 

stante. Il  loro grado di arbitrarietà risulta dai teoremi A), B), del paragrafo 
precedente, quando per Ca si assuma una curva a flessione costante = 1. Essi 
comprendono come casi particolari i sistemi ciclici di RIBAUCOUR. Se infatti 
per Co si assume un circolo di raggio = 1 esiste un sistema ciclico di RIBAU- 

(') Tale denominazione della teoria delle sostituzioni é qui usata in vista del modo di 
comportarsi di questi sistemi rispetto alla trasformazione complementare e di BACKLUND 
(cfr. phi avanti 39 8, 9). 
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COUR c.he soddisfa alle condizioni iniziali del teorema A) (*) e sarà pel. teorema- 
stesso l'unico sistema di RIBAUCOUR che vi soddisfi. Cib dimostra che se una 
delle curve C è un circolo di raggio = 1, tutte le altre curve sono circoli 
eguali. 

È ohiaro poi che ogni sistema di 'CVENGARTEN a flessio-ne costante ha  per 
sistemi ciclici osculatori lungo le superficie pseudosferiche altrettanti sistemi 
di RIBAUCOUR. 

Osservazione. - Pel teorema dimostrato al 5 3 della Nota citata si 
pub enunciare l'altro: 

Se irt. uq sistema tr$o ortogonale le curve d'intersezio;o.ne d i  due de2 si- 
stemi hanno la medesha flessiotze costante, il sistema stesso è u n  sistema d i  
Weingarten (a flessiolze costante) teorema che ci dà una proprietà caratteri- 
stica dei sistemi di WEINQARTEN 8 flessione -costante. 

13. È: interessante ricercare corne ai modificano le forrnole del n." 4 
pei sistemi attuali. Per cib osserviamo che se w indica l'angolo che ogni geo- 
detica G del sistema parallelo nella sua direzione positiva (cioè ne1 senso stesso 
del parallelismo) forma colla direzione positiva delle linee 2, = cost." avremo 
per le (17) 5 4, essendo p s =  1: 

1 coso=-- 1 Bei l~=- -  
ris rrs 

e perb le (13) 4 2 daranno 

Con queste formole le (1) 5 2 diventano 

Le due ultime soso compatibili, appunto in forza delle PO), e se da esse si 
dimina 8 si ottiene : 

('1 Cfr. i 3 3 e 14 delle mia Nota 2&: S i  sistemi cidici .  
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corne anche 

dopo di che si vede subito che la funzione w (u, V ,  w) soddisfa tutte le con- 
dizioni (1) e definisce percib un nuovo sistema triplo ortogonale di WEINQARTEN 
(a flessione costante), che dà all'elemento lineare dello spazio la  forma 

d g =  C O S ~ W  du0+ s e n 2 ~ d v e +  - dw2. (; or 
L a  dipendenza geometrica di questo nuovo sistema (o) dall' iniziale (8)  sarà 
spiegata più avanti (n.' 23). 

Qui osserveremo ancora che 

stante ha in questo caso speciale 

1 la torsione - delle curve C a Aessione co- 
1'3 

l'espressione semplice [v. 3 1 formole (B)] 

1 Ne1 cas0 dei sistemi ciclici di RIBAUC~UR si ha - = 0, cioè w indipendente 
i r 3  

da w (*). 

Sistema triplo elicoidale e sistenii di superficie di Enneper. 

14. Prima di procedere ad ulteriori ricerche sui sistemi di WEINGARTEI 
mi sembra utile discutere alcuni casi speciali più semplici. Un esempio molto 
notevole di tali sistemi è fornito da1 sistema triplo elicoidale discusso nella mia 
Nota precedente in questi Annali. L a  forma dell'elemento lineare dello spazio, 
riferito a questo sistema è data da 

dove le costanti a ,  b ,  c sono legate al modulo k delle funzioni ellittiche dalla 

(') Cfr. DARBOUX, 1. c. 
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relazione 

Le  rispettive curvature delle elicoidi 

sono date da 
7P 7cz 1 Ki=-, 62 K,=--, ae K 3 = - -  c2 ' 

e in questo sistema abbiamo quindi ne110 stesso tempo un esempio per i sistemi 
di WEINBARTEN a curvatura negativa e per quelli a curvatura positiva. Se  10 
consideriamo- corne un esempio per il 1" cas0 e poniamo, per accord0 colle 

v ZG 
formole a1 n.' 4, c = 1 basterà, cangiare u, v rispettivamente in - 9  - per 

b a 
ottenere 

Ponendo adunque 

tutte le (1) saranno soddisfatte. A questa soIuzione delle (1) saremmo pervenuti 
direttamente, cerc,ando di soddisfarvi con una funzione di una combinazione 
lineare delle variabili zc, v, w. 

1 Per Ia fiessione - dell'attuale sistema di WEINGARTEN si trova 
P3 

1 k4 - L' y = 1 + - >  
S3 OZdn2-r 

sicchè, se si mole  un sistema di  WEINGARTEN a flessione costante, basta fare 

Calcolando dalla (23) la torsione delle curve C troviamo 

1 -- - h ' 
T3 v + Ic'u 7 

quindi Ie c u r e  C sono veramente a doppia curvatura e iI sistema non dege- 
nera in uno ciclico di  RIBA~~COUR. 

dnnuli di Matematica, tono XIII. 27 
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15. F ra  le superficie a curvatura costante quelle che hanno un sistema 
di linee di curvatura piane sono state s'tudiate da ENNEPER (*) e più. tardi da1 
DINI (**). Per ogni tale superficie (superficie di ENNEPER) i piani delle linee di 
curvatura di un sistema passano per una retta fissa nello spazio, l'clsse della 
superficie di ENNEPER, e le linee di curvatura del 2" sistema sono tracciate 
sopra sfere 2, che la tagliano ortogonalmente ed hanno i centri distribuiti sul- 
I'asse. Ne risulta che se si fa ruotare una superficie di ENBEPER attorno all'asse 
si ottiene un sistema mi di superficie 2, colln medesima curvatura costante, che 
incontra ortogonalmente e lungo linee di curvatura il sistema di sfere 2 , .  Fer 
il noto teorema di DARBOUX (***) esiste quindi un terzo sistema &, che insieme 
à 8 ,  2, formerà un sistema trip10 ortogonale (di WEINGARTEN). 

Per  ricerca.re la forma effettiva della funzione 0 nelle formole (12) O (14) 
fi 2 corrispondenti a questo caso, ci possiamo servire delle fortnole di ENNEPER 
e di quelle che BOCKWOLDT (****) e LENZ (*****) hanno sviluppato nelle loro 
dissertazioni. ~ ben$ vero che tali formole non convengono ad aloune superficie 
limiti, le cui coordinate dipendono soltanto da funzioni circolari e iperboliche, 
coine recentemente ha dimostrato EUEN (*"***); perb il metodo qui adoperato 
si applica ne1 medesimo modo a tali superficie lirniti e le formole corrispon- 
denti si trovano con eguale facilità. 

16. Conlinciamo dalle superficie di ENNEPER a curvatura costante positiva 
= + 1 e indichiamo con ut, u i parametri delle linee di curvatura, le linee 
zc' = ~ o s t . ~  essendo le linee di curvatura piane. 1 valori di E, G nell'espres- 
sione dell'elemento lineare saranno allora (BOCKWOLDT, 1. c.) 

1 
YË= sen (u+ v) , \iG= C O ~ ( V + V >  

dove U, V sono funzioni la la di zc' soltanto, la 2" di v ,  determinate dalle 
equazioni 

dV - VC- a c o s z v ,  % = ~ A C O S ~ U - C - ~ ,  d u  d;- 

(') Giittinger Nachrichten, 1865, pag. 258. 
(") SulZe superlt;cie che hanno un  sistema di linee d i  curvatura piane. Pisa, tipo- 

grafia Nistri ,  1869. 
("*) Annales de llÉcolz Normale, t. III, pag. 110. 
("") Ueber die Enneper'schen E'lachen mit constantem positivem Krümwmngsmaas. 

Inaiigural-Dissertation. Giittingen, 1878 bei Dieterich. 
(""') Ueber die Enne$er'schen FliEchen constaaten negativen K~ümmungs~nnusscs. 

Ibid. 18'79. 
(""") Sitzungsberichte der mathematiscli-pliysikalischen Classe. Niinchen, 1884, Heft. I I  
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le A, C essendo costaiiti arbitrarie. Se inoltre indichiamo con x, y, x le coor- 
dinate di un punto mobile sulla superficie e poniamo 

Y 
,O = \ (XZ + yO, y = arc tg  - 

x 
avremo 

Facciarno rotare la superficie di ENNEPER di un angolo w attorno all'asse x 
(asse della superficie) e indicando con 5 ,  v ,  Ç le coordinate del punto, in cui 
viene trasportato per la rotazione il punto (x, y, x )  della superficie, arremo: 

Di qui calcolando l'elemento lineare del10 spazio 

dss  = d l 2  + dV2  + d C 2  

in coordinate u', v, w, troveremo: 

e ponendo 

10 ridurremo, tenendo conto delle precedenti, alla forma ortogonale 

Basta ora porre 
1 

(30s h 6 = 
sen (U + Y )  

senhe -- cot(U+ V )  

per accertarsi che si ha 

e la formola precedente rientra nellw (14) 3 2. 
17. Per le superficie di ENNEPER a curvatura negativa K= - 1 pro- 

cederemo in modo del tutto simile, facendo uso delle formole della Memoria 
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dove U, V sono funzioni rispettivamente di  zc', V date dalle formole 

du -- dV 
d 21' 
- ( i ~ +  A C O S ~ ~ U -  1,  - = Jc- Acosh2V 

e p, y dall'altre 

Jc + ~ c o s h 2 U  a 'P --=O, -- a T (IV - A0 

P = ~ - ~ ~ c o s h ( ~ +  v)' a v au1 -  C +  ~ c u s h 2 ~  ' 

Troveremo cos? per l'elemento lineare del10 spazio, riferito al sistema di WEIN- 
GARTEN corrispondente: 

con 

la quale formola si riduce alla (12) 5 2 ponendo 
1 

 COS^ = 
cosh(U+ v)' sen8 =; tg h ( U  + V). 

Osserviamo poi che per i raggi r,s, rz3 abbiamo dalle ( 1 3 )  

l e quindi per la flessione - del sistema, con semplici trasformazioni, troviamo 
P3 

1 1  -- 1 ((C - 1)s - As) cos l i e ( U  + V) 
--f s = 1 +  

P: p h  T m  C f  Acosh2U-  1 

Di qui risuha che il sistema di WEINGARTEN sar i  a flessione costante nei soli casi 

C = I + A ,  C = 1 - A ;  

ma allora la superfic,ie di ENNEPER diventa la trasformata complementare di 
una superficie pseudosferica di rotazione (") e il sistema degenera in uno ciclico 

(') Cfr. KUEN, 1. c., pag. 202. 
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di RIBAUCOUR, corne si pub subito verificare per mezzo delle nostre formole 
generali osservmdo che in ta1 caso 

Infine per quelle superficie pseudosferiche accennate al n.O 15, alle quali le 
forrnole sopra adoperate non sono applicabili, si hanno le altre (*) 

e per l'elemento lineare del10 spazio si ottiene 

Similmente, calcolando la flessione del sistema, risulta 

ed anche qui si conclude che la flessione è costante ne1 solo cas0 limite C =  1, 
al quale corrisponde la trasformata complementare della pseudosfera e quel 
sistema ciclico di RIBAUCOUR che ho considerato al n." 5 della mia Nota 1" sui 
sistemi ciclici. 

Osservaxione. - Se riavviciniamo i risultati ora ottenuti per le super- 
ficie di ENNEPER a1 teorema generale 6 )  $ 2 n." 5, otteniamo l'altro, che non 
sembra sia stato osservato fino ad ora: 

Sopra ogni superficie dz' Enneper a curvatura costante le linee geodetirhe 
si determinano colô quadrature. 

(') KUEN, 1. c., pag. 204 TT. 
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La trasformazione complementare. 

18. Nella mia tesi d'ahilitazione, presentata alla R. Scuola Normale 
Superiore di Piaa (Tip. Nistri, 1879) e successivamente ne1 vol. XVI dei Ma- 
thematische Annalen, ho fatto conoscere una costruzione per dedurre da una 
superficie pseudosferica nota S nuove mperficie pseudosferiche col medesimo 
raggio. Per cib, se il raggio di 6' è = R ,  basta considerare sopra S un sistema 
di geodetiche parallele e sopra ciascuna tangente ad ogni singola geodetica - 
del sistema staccare (ne1 senso del parallelismo) un segment0 PP' = R a par- 
tire da1 punto di contatto P; il luogo degli estremi P' B una nuova superficie 
pseudosferica di raggio R (*). 

Ho chiamato 8' la complementare di S ed ora indicherb col nome di 
trasformaxione complementare la costruzione sopra riferita per cangiare S 
nella SI. 

La  trasformazione complementare ha poi acquistato per i lavori del si- 
gnor LIE (**) molta importanza, specialmente per il fatto che la sua successiva 
applicazione alle superficie pseudosferiche via via ottenute non richiede altri 
calcoli d'integrazione che quadrature. 

Ora mi propongo, invece che a superficie pseudosferiche isolate, di appli- 
carla sirnultaneamente alle mi superficie pseudosferiche di un sistema di WEIK- 
GARTEN e di mostrare: come essa permetta d i  dedurre da ogni sistema noto d i  
Weingurten infiniti nuovi sisterni della stessa specie sema alcun calcolo d'in- 
tegraxione. 

A questo ecopo mi saranno utili le formole date da DARBOUX nei Comptes 
Rendus, 1883 (1. c., n.' 4), formole che possono stabilirsi ne1 modo seguente. 

19. Sia S una superficie pseudosferica di raggio = 1, al cui elemento 
lineare, riferito alle linee di curvatura u ,  v, si potrà quindi dare la forma: 

(') Solo piu tardi quando, non conoscendo i lavori di RIBAUCOUR, fui condotto da1 canto 
inio ai sistemi ciclici ortogonali, avvertii che tale costruzione é una facile conseguenza dei 
teoremi trovati per la prima volta da questo geomctra. 

(") Zw Theorie der Fliichefi constanter Kriimnzzcng. Arcliiv for Mrztliematik og Na- 
turvidenskab, Cliristiania, 1880. 
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dove 9 soddisfa all'equazione a derivate parziali 

Consideriamo sopra la S un sistema qualunque'oo' di geodetiche parallele (con- 
oorrenti in un punto all'infinito) e indichiamo con y l'angolo che la direzione 
positiva (*) della geodetica uscente da1 punto (u, v) forma colla direzione pod 
sitiva della linea v = cosLe Se du, dv indicano gli incrementi di u, v quando 
da1 punto (u, v) ci si sposta lungo la detta geodetica al punto successivo 
(zc + dzc, v + dv), si avrà identicamente: 

sen? cos0 d u  - cosy sen0 du = O. (24) 
Ma se dp  indica similmente l'incremento ricevuto da y ,  dovrà essere soddis- 
fatta 1' equazione differenziale delle geodetiche 

cioé ne1 caso nostro 

ossia 

Per la (24) questa diventa 

(2 + g) senecosy+  (a: - + - au)  cosgseng. =o. 

Ora l'equazione differenziale delle geodetiche- essendo la (24), quella delle loro 
traiettorie ortogonali sarà 

cos8c0s~d.u + senBsenydv = O 

e per ipotesi la curvatura geodetica di queste lime (oricicli) deve essere co- 
stante = l., La  formola di BOBNET ci dà quindi 

a 
- (sen 0 cos 9) $ - (cos O sen y )  = 7 1, 

s e i i ~ c o s ~  l 1, a u  a v 1 
cioé 

(') Ne1 senso cioé del parallelismo. Cfr. n.' 13. 
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Da questa e dalla (25) ricaviamo 

Per decidere, dietro le convenzioni fatte rispetto al senso positivo delIe geo- 
detiche, quali sono i segni da scegliersi basta considerare un cas0 particolare 
per es. quello della pseudosfera, ponendo . 

1 cos0 = tghu, sen8 = - 
cos h u 

e assumendo per geodetiche parallele i meridiani stessi, il cui senso di paral- 
Ielismo è quello del parametro u crescente, e porre quindi y = 0, dopo di che 
si vede che i segni da scegliersi sono i superiori. 

Abbiamo dunque il risultato: 
S e  y indica l'angulo che l a  direxione positiva delle geodetiche d i  u n  sistema 

parallelo forma colla direxione positiva delle linee v = cost?, la funxione p 
soddisfa le epuuxiuni a derivute parxiali  d i  Darboux: 

a? ae - +a; = cos9senp, sen 9 cos (p. 

Viceversa si vedrà subito che se p soddisfa queste equazioni definisce sopra S 
un sistema di geodetiche parallele nella loro direzione positiva. 

20. Supponiamo ora di avere un sistema trip10 ortogonale di WEIN- 
GARTEN a curvatura negativa K = - 1, che assunto a sistema di coordinate 
curvilinee del10 spazio dia all'elemento lineare la forma (12) S 2 

dove 8 soddisfa alle equazioni fondamentali (1). Di ciascuna superficie pseudo- 
sferica tu = cost." del sistema assumiamo la complementare rispetto ad un par- 
ticolare sistema di geodetiche parallele e vediamo se è. possibile determinare 
questi sistemi di geodetiche parallele in modo che le cm1 superficie pseudosfe- 
riche complementari delle w = cost.' appartengano ad un nuovo sistema di 
WEIN~ARTEN. 

Se rp(u, v ,  w) indica l'angolo, che la direzione positivs delle geodetiche 
eupposte sopra iina superficie w = cosLe forma colla direzione positiva delle 
v = cost.", dovrh intanto p soddisfare le equazioni (26). Indicando ora con 5 ,  
q, < le coordinate del punto della superficie complementare della w = cost." che 
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corrisponde al punto (x, y, x) di questa, avremo per la  costruzione stessa: 

v=y+cosg,-- cos l 0 ô zc ay+seny- -  1 3 ,  ( s e n e a v  \ 

Di qui derivando, coll'aver riguardo alle formole (4) 5 1, che valgono per ogni 
sistema trip10 ortogonale, ed alle (26) che supponiamo soddisfatte da y ,  otte- 
niamo : 

a t 1 ax i a $  - = cos2pcosB - - + senycosy cos0 - - 1 a x  
82.4  COS^ 8% sen0  ô v  8 6  ÔW 

+ c0s.p sen B - - 
- 
a w  

a E i a x  1 a x  - = sencpcoscpsen5- - $ sen"senR- - - 1 8 %  
a v coso a u  sent) a u  ae a w  sen? cos5 - - 

- 

e analogamente per v ,  t. Abbiamo per conseguenza: 

Se adunque, oltre che alle (26), potremo con rp soddisfare all'altra 

W .  

(') Nella mia Nota ai Lincei, 15 Pebbraio, é cangiato y in p + x. 

Anrcnli d i  Matemnticrt, tom0 XIII. 28 
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avremo 

e le (27) ci daranno le coordinate 5 ,  q, dei punti dello spazio espresse pei 
parametri u,  v, w di un nuovo sistema trip10 ortogonale di WEIN~SRTEN, le cui 
superficie pseudosferiche w = cost." saranno complementari.di quelle dell'antico 
sistema. 

Resterà dunque soltanto da verjficarsi che se rp soddisfa la (28), soddisfa 
anche le (26). Per cib basta derivare la (28) una prima volta rispetto ad zc, 
una sec6nda rispetto a v, tenendo conto delle equazioni fondamentali (1) sod- 
disfatte da 0 e si trovano appunto le (26). 

21. Dobbiamo ora completare l'interpretazione geometrica del risultato 
precedente, cercando di caratterizzare sopra ciascuna superficie w = cost." del- 
l'antico sistema di WEINGARTEN il sistema di geodetiche parallele, definito dalla 
funzione rp che soddisfa la (28). 

Per cib, osservando le (13) 5 2 ,  scriveremo la (28) sotto la forma 

Ma se w indica I'angolo che la direzione positiva della normale principale alle 
curve C (5  5) dell'antico sistema di WEINGARTEN forma colla corrispondente 
linea v = cost.Qulla superficie pseudosferica w = cost.", per le (17) § 4 abbiamo 

1 cos w 1 sen CI> -=--, ---- - 
1'13 P 9-23 P' 

e la precedente pub quindi scriversi 

Cib dimostra intanto che l'angolo y ,  definito dalla (28), è reale soltanto quando 
1 

p3 G 1 , cioè per quei sistemi di WEINGARTEN la cui flessione - è 1, O alnîeno 
Pt 

soltanto per quella regione dello spaaio in cui tale condisione è verificata. Il 
1 1 

caso - = 1 sarà trattato a parte (al n." 23); qui supposto -> 1 avïemo che 
P3 P3 

le geodetiche G inviluppate dalle norrnali principali delle cume C lungo una 
superficie 2 saranno ortogonali ad una medesima geodetica y (na0 10). Assu- 
rnendo allora sopra una superficie E a linee coordinate le geodetiche G e le- 
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10r0 traiettorie ortogonali, l'elemento lineare di 2 prenderà la forma 

Ora se con fi indichiamo l'angolo che la direzione definita dalla (28) forma 
in un punto P di 2 colla geodetica G (B = cost.") che vi passa, avremo evi- 
dentemente 12 = g, - w e perb la (30) diverrà 

dove a sarà precisamente la distanza geodetica del punto P dalla geodetica y 
(U = O). Ma qilesta formola non è altro che quella ben nota, che fornisce l'an- 
go10 di parallelismo reletivo al punto P ed alla geodetica y sulla superficie 
pseudosferica 2 (*), cioè l'angolo fosmato da ciascuna delle due geodetiche 
parallele a y, uscenti da P, colla geodetica calata da P noimalmente a y. 
Cosi resta nuovamente confermato che l'angolo y ,  dat,o dalla (28), definisce ve- 
ramente sopra 2 un sistema di geodetiche parallele e di piii troviarno che queste 
geodetiche sono quelle parallele, in un senso O nell'altro (**), alla geodetica y. 
Possiamo quindi formulare il teorema: 

1 
Dato un. sistema d i  Weingarten a czcrvatura K = - 1 e a Jiessione - > 1, 

P3 

si consideri sopra ogni superficie pseudosferica 2 del sistema quella geodetica y, 
a cui tutte le geodetiche G, inviluppate dalle normuli principali delle curve 
C (n.' IO), sono ortogonali. Sopra 2 si tracci il sistema r di geodetiche ya- 
rullele nell'un senso O nell'altro a y, e si costruisca la superficie B1) comple- 
mentare di 2 rispetto a r; le superjicie 81') cos3 costvuite furanno parte di 
un nuovo sistema di Weingarten, che si dirh COMPLENENTARE del primihbo. 

22. Ogni sistema 2 di WEINGARTEN a flessione > 1 ha quindi due si- 
stemi complementari Si), x(-'), le cui equazioni in termini finiti si ottengono 
da quelle note per L colle formule (27) ci06 senza calcoli d'integrazione. Ora 
possiamo facilmente stabilire çhe ciascuno d i  questi sistemi é ancora a fles- 
sione > 1, E infatti dalle (26) e dalla (28) segue: . 

1 --- . a ?  1 c iee  1 a20 -oos~-+senipsene--- cos y sen O - - 
COSY 3 ~ 8 ~  aw  COS^ au 6~ sen0  a v  û t ~  

1 @ y  --- a ?  i a 2 e  - sen0 - - sencpcosB - - i a e e  

a zu 
$ cosy cos0 -- 

sen?  avâw c o s ~  a~~ aw sen0 a u  2w 

(') efr. BEL TRAM^: Saggio d i  geometria non-emlidea, 5 IV (9). - 
(") È chiaro che la (23) definisce due direzioni distinte, le quali corrispondono appunto 

all'uno O all'altro dei punti all'infinito di y. 
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e quadrando e sommando 

formola notevole, che ci dimostra essere l'espressione 

un invariante rispetto alla trasformazione complementare (*). Introducendo le 
1 1  due flessioni -, - dei corrispondenti sistemi di WEINGARTEN abbiamo la for- 

@ pl3 

mola richiesta 

che dimostra l'asserzione fatta. 
Per le formole superiori abbiamo inoltre 

che è perfettamente simile alla (28), cangiato 8 in cp e i, in n + 8. Cib di- 
mostra (corne del resto è chiaro geometricamente) che se del nuovo sisterna 
Zci) si assumono i due complementari, uno di essi è l'antico sistema Z e l'altro 
sarà un nuovo sistema 8(2). COSI procedendo, con successive trasformazioni 
cornplementari si costruirà da1 sistema noto 2 un'intera serie di sistemi di 
WEINGARTEN 

.. I g ( 4 ,  ~(4 ,  $4) 2, ~ ( i ) )  z(e), $ 3 ) * , .  

estendentesi all'infinito nei due sensi. Dunque: 
Da ogni sistema noio d i  Weingarten a curl;atura K =  - 1 e a fles- 

sione > 1 possono dedursi, senxa calcoli d'integraxione, injniti  nzcovi sistemi 
della midesima specie. 

23. Per i sistemi di WEINGARTEN a flessione costante, esclusi dalle con- 
siderazioni al n." 21, i risultati ottenuti si modificano, particolarizzandosi ne1 
modo seguente. La (30) O la (28) dà per i, l'unica soluzione 9 = 61 e il si- 
stema dato ha quindi un unico sistema complementare Si). Questo è di nuovo 

(') Vedi al seguente n,' 28 la proprieth analoga per la trasformazione di BACKLUND. 
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un sistema di WEIN~ARTEN a flessione costante = 1 in forza della (31bis). Del 
resto cib risulta anche dall' osservare che, per la costruzione stessa, le curve C(l) 

traiettorie ortogonali delle nuove superficie Z(') sono i luoghi dei centri di 
curvatura delle curve C ed hanno quindi, corne le C, costante = 1 il raggio 
di 1" curvatura. Ed ami da questa osservazione e dalle note proprietà della 
trasformazione complementare si pub facilmente dedurre una dimostrazione pu- 
ramente geometrica del teorema, che ora ci occupa, e che enuncieremo CO&: 

Dato un sistema 2 di Wezizgarten a flessione costante, se delle curve C, 
traiettorie ortogonali delle superjcie pseudosferiche 8, si assumono le linee C(' )  
luogo dei Zoro centri d i  curvatura, pueste ammettono una serie d i  su~erficie 
psezdosfericke 8(') ortogonali, che fanrzo parte d i  un nuovo sistenta d i  Fein- 
garten, complementare d i  8. 

È chiaro poi che ne1 caso attuale la relazione fra i sistemi Z, St) è re- 
ciproca, cioè il sistema complementare di Si) è Z (Cfr. n." 13). 

In fine è da notarsi che sc il sistema z è di RIBAUCOUR, c,ioè se le curve 
C sono circoli, il sistema complementare S i )  si riduce ad una superficie pseu- 
dosferica unica, il luogo dei centri dei circoli. Cib si rileva anche analiticamente 

1 dalla formula (23)) osservando che a l h a  = O, ciob o è indipendente da W .  

24. Se applichiamo il metodo ora trovato ai sistemi speciali di WEIN- 
~ A R T E N  studiati al § 7, troviamo che essi presentano la particolarità di ripro- 
durre sistemi complementari appartenenti al medesimo gruppo. 

Per il sistcma trip10 elicoidale (n." 14) abbiamo infatti 
ds2 = c9z2tdu2 + s n 2 r  due + d n 2 r  d w 2  

e per la sua flessione 
1 -- 764 - be 1=-. 

P: O2d910T 

1 Supposto - > 1 potremo porre 6 = k 9 n  c c ,  essendo cc una costante reale 
P3 

S f i  d e ne seguirh a = ka -. Se si calcola l'elemento lineare dello spazio riferito 
d n  a 

al sistema complementare per mezzo della (28) e si fa uso delle formule d'ad- 
dizione per le funzioni ellittiche, si trova: 

d s r = c n ~ ( r  f a ) d u 5 + s n e ( r k a ) d v 2 + d n 2 ( r  +:a)dw2 

ed é facile concluderne che il nuovo sistema si ottiene da1 primitivo facendo 
rotare quest'ultimo di un angolo conveniente attorno all'asse elicoidale. 
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Similmente, se si considertl, il sistema di WEINBARTEN composta di imper- 
ficie di ENNEPER (n.' 17), e si applicano le formole ivi date, si verifica facil- 
mente che i suoi sistemi complementari constano nuovamente di superficie di 
ENNEPER, congruenti per rotazione attorno all' asse. 

I n  ta1 caso perb il sistema complementare differisce per la sua fornia da1 
sistema primitivo. Per  convincersene geometricamente basta osservare che, ne1 
caso limite di un sistema ciclico di RIBAUCOUR, il sistema complementare si 
riduce ad un'unica superficie di rotazione, differente quindi per la forma dalle 
superficie di ENNEPER del sistema ciclico. Rispetto alla trasformazione comple- 
mentare i sistemi di WEINGIARTEN constanti di superficie di ENNEPER si suddi~i-  
dono quindi in gruppi (cfr. più avanti n.' 28). 

Cosi per i sistemi di WEINGARTEN, che fin qui conosciamo, la trasforma- 
. zione complementare non conduce che a sistemi già noti del medesimo gruppo ; 
ina presto potremo trovarne dei nuovi pei quali tale particolarità non lia 
più luogo. 

La trasformazione di Ilacklund. 

25. Ne1 lavoro citato al n.' 11 il sig. BACKLUND ha felicemente gene- 
ralizzato la trasformazione complementare. Questa trasformazione più generale 
(trasformazione di BACKLUND) serve egualmente per dedurre da  una superficie 
pseudosferica nota infinite nuove ed ora vogliamo dimostrare che essa pub, 
corne la complementare, applicarsi sirnultaneamente alle superficie pseudosfe- 
riche di un sistema di WEINGARTEN, per dedurre nuovi sistemi di questa specie. 

fi utile dare alle formole relative alla trasformazione di B~CKLUXD una 
forma analoga a quelle di DARBOUX per la trasformazione complementare (n." 19), 
il che servirà nello stesso tempo di dimastrazione a i  teoremi di BACKLUND. 

Sia S una superficie, pseudosferica di raggio == 1, riferita alle sue linee 
di curvatura, 

ds2 = C O S ~ @ ~ Z C ~  + s e ~ ~ B d v ~  

il quadrato del suo elemenio lineare, dove 8 soddisfa all'equa.zione 

siano inoltre 
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i suoi raggi principali di curvatura, x, y, x le coordinate correnti di un suo 
punto, X, Y, Z i coseni di direzione positiva della normale. 

Indicando ora con o una costante arbitraria, supponianio che l'angolo p., 
format0 da un certo sistema di linee sopra S colle v = coste,- soddisfi, invsce 
che alle (26) n.d 18, alle equazioni più genèrali seguenti 

a p  8 6  sebcqcos6 4- senacosysen0 au+%=- COS G 

a 9  86 cos p sen 8 + sen a sen cos 0 
(33) 

a;+%=- COS a 9 

O cib che *orna Io stesso all'equazione a differenziali totali: 

+ 
(cos p sen 6 + sen G sen Eos O 4 - E \ d v = 0 .  

' COS d ' 8 ~ )  

Osserviamo anzitutto che cib è possibile, essendo la condizione d'integra- 
bilità .della (33') identicamente 'soddisfatta in forza della (32); potremo qujndi 
soddisfarvi con uiia funzione p. (u, v), che contenga, oltre o, una costante ar- 
bitraria C. 

Derivando la la delle (33) rispetto ad zt, la 2" rispetto a v e sottraendo 
si trova che anche q, soddisfa l'equazione 

Cib posto, possiamo formulare il teorema di BACKLUND ne1 modo seguente: 
Yer ciascun punto P della superjîcie pseudosferica datn S e ne1 piano 

tangente in P si cortdtm an segmento costinte p= FOSO, i,nelinato szdla 
linea di curvatura v = cost." dell'angolo p., che soddisfa le (33); lu suyerjcie S r  
luogo degli estremi Pt è ujza nuova sztperjîcie pseudosferica d i  raggio = 1 (*). 

Per dimostrare questo teorema; osserviamo che se x', y', x' sono le c,oor- 
dinate di P', x, y, x quelle di P si avrà per la costruzione stessa 

(') Usando le denominazioni d i  HUMMER, la ,s e la S' sono le superficie focali del si- 
stema CU' di raggi f~rrnato dalle rette PP'. 
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e analogamente per y', z'. Di qui derivando, coll'aver riguardo alle note for- 
mole sussistenti per ogni superficie, riferita alle sue linee di curvatura (*), ed 
alle (33) troviamo : 

a XI -- I a~ 
a u  - (senosene? cos0 + sen ycoscp sen 8) - - coso a u  4- 

l + c o s m e n p c o s ~ x ,  $ (senPcpsen B - senoseng, cos pcosd) a a, 
e quindi per l'elemento lineare di S' 

= cosy d c12 + sen" d d2. (33) 

Osservando la (39,  si vede quindi subito che anche 8' è a curvatura costante 
negativa K = - 1 c. d. d. 

26. Se calooliarno i coseni di diresione X', Y', 2' della normale alla S' 
troviamo 

i ax 1 a x  X' = cosasenp - - - CO SUC OS^ - - -sencX, 
coso au  sen0 a v  (36) 

il che dimostra che il segment0 PP' è tangente in P' alla S', come 10 è in 
7C 

P alla S. Le due normali in P, P' a S, S' formano fra loro l'angolo 5 - o, 

poichb - Z X X '  = sen= (Cfr. BACICLUND, 1. c.). 

(') Le formole qui accennate sono: 
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Dalle. (36) derivxndo, otteniamo: 

a xf -=- a XI cotg, - aY' -=- a Y' 
a v  av a v cotg, - a u  

le quali dimostrano che le linee u ,  v sono anche 
Dopo di cib segue subito dalla (35): 

L a  trasformaxione d i  Bücklund conservn le 

sopra S' linee di curvatura. 

linee di curvatura, le assin- 
totidie e g l i  archi d i  assintotica (BACKLUND, 1. c., $ 4). . 

Rispetto all' equazione (33'), osserriamo con BACKLUND che , ponendo 
1 

tg y = A ,  si riduce alla forma 

dove a ,  b ,  c ,  a', b', c' sono funzioni note di u, v e se ne è noto un integrale 
particolare A = A , ,  facendo la posizione A = A, + A' si riduce alla forma 
lineare 

dA' $ (an' @dz6 + (rA' $ 8 ) d v  = 0 

e si integra con quadrature. Se adunque è nota una trasformata di BACKLUND 
a costante 5 di S, tutte le altre si detcrminano con quadrature. Per ciascuna 
di queste coiiosciamo poi un integrale particolare della corrispondente equa- 
zione (333, quel10 che corrisponde alla superficie iniziale S, sicchb la succes- 
siva applicazione della medesima trasformazione di BACKLUND B, a costante o 

alle nuove superficie via 'via ottenute non richiede più altro che quadrature. 
La  trasformazione complementare si ottiene evidentemente da quella di 

B~CKLUND B,, facendo u = O,  e pub indicarsi con Bo. 
27. Applichiamo ora la trasformazione di B A C K I ~ D  B, simultaneamente 

alle superficie pseudosferiche di un sistema di WEINCIARTEN, come abbiamo fatto 
al n." 20 per la trasformazione complementare B,. Ritenendo le notazioni ivi 
adottate, trasformiamo ciascuna superficie pseudosferica 2 del sistema dato di 
WEINC~ARTEN con una trasformazione di BACKLUND Bo in una nuova 8'. Se 
y(u,  v ,  W )  indica l'angolo corrispondente a questa trasformazione di B~CKLUED 
sopra ogni singola superficie 8, (w = cost.") (*) e soddisfa quindi alle (33, le 
coordinate x', y', x' di un punto di 2' si otterranno da quelle x ,  y, x del punto 
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corrispondente sopra 2 colle formole 

e analogamente per y', 5'. 
Di qui derivando e facendo uso delle formole fondamentali (4) 5 1 e delle - 

(33), troviamo : 

a x t  i ax  - = (cos" cos 0 - sen o sen g, cosy sen 8) - - 
au coso a u  + 

1 a x  c o s ~ s e n 8 c o s c p 8 x  + (seno cos2p sen0 + sen p cos? cose) a a, + a 0  - aw 
a w  

a XI 1 a x +  
- = (seno sen2 cos8 + sen g, cos p sene) - - a v coso a u  

Se adunque la funzione y(%, v, w), oltre che alle (33) soddisferà all'altra: 

e le superficie Y, trasformate di BACELUND delle 2 ,  faranno quindi parte di un 
nuovo sistema di WEINGARTEN. 

Alle equazioni (33) (37) possiamo sostituire l'mica a differenziali totali: 

c o s c p s e n ~ + s e n a s e n p c o s 8  
COS G 
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Ora le tre condizioni d'integrabilità (*) per questa equazione, oirvero per le 
(33), (Yi), si trovano identicamente soddisfatte in forza delle equazioni (1) 5 2 
cui soddisfa 8; esiste quindi un integrale y(@, v ,  w, C) della (38) contenente, 
ûltre cr, una costante arbitraria C. Dunque: 

Applicando ad ogni superjcie psezcdosferica d i  un sistema di Weingarten 
m a  trasformaxione di Backlund a costante a, definita dalla (38), si ottiene 
un nuovo sistema d i  Weingurten. 

R.ispetto alla equazione (38) si possono ripetere le osservazioni stesse del 
numero precedente per la (33') e si pub quindi stabilire l'ulteriore risultato: 

Se uno dei  sistemi d i  Weingarten, trasformato d i  un sistema dato per 
mezzo della trasformazione d i  BGcklzcnd B G ,  è noto, Ea successiva applicaxione 
della medesim.~ trasformaxione B, ai ' sistemi di Weingarten che via via si 
nttengono si effettua con quadrature. 

28. 1 sistemi di WEINGARTEN a flessione costante si comportano rispetto 
alla trasformazione di BACKLUND come rispetto alla complementare (n." 23), cioè 
si cangiano in sistemi della stessa natura. In  altre parole essi formano nella 
totalith dei sistemi di WEINGARTEN un sottogruppo invariabile per trasformazioni 
di BACKLUND. 

Per dimostrarlo stabiliremo che l'espressione stessa 
1 

di cui abbiamo riconosciuto il carattere invariantivo rispetto alla trasformazione 
complementare (n." 22), é anche un invariante rispetto alla trasformazione di 
BACKLUND. 

E infatti dalle (33) (37) deduciamo: 
COS 15 --- a? a O -cos,-+sengoos*-+ 
cos? a u a w  a w  a w  

1 a'ze + cosasencpsene-- - cosocosrfsen8 - -  COS^ a i d a w  sen0 8 ~ 8 ~  
COS G --- a'p a e -sen,-+senusen,-- 
sen?  a v a w  a w  aw 

(') Corne é noto queste tre condizioni si ottengono esprirnendo che i due valori ottenuti 
per ciascuna delle derivate seconde 

.aZ? a2 9 
Y .Y 

a210 

a w  a v  a w  a l v a .  

dalle (33) (37) stesse coincidono. 
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da cui qiiadrando e sommando: 

ovvero per la (37) 

Ne segue che la formola 

vale anche in questo caso e pero: 
Ogni sistelna d i  Weingarten a $cssio~ze costante si cangia per trasfor- 

~îzazioni d i  Bücklund in sisterni della medesinzu specie. 
Indicando poi in questo caso con w la funzione, che corrisponde al sistema 

complementare di quel10 dato (n.' 13 e 23), e con $ quella del sistema com- 
plementare del trasforrnato, otteniamo dalle (39) 

c o s ~ c o s e  + sen~senOsen(p- w)-cos8cos(p -wj - cos$ = 
1 - cos 0 cos (p - O) 

coscsen8 -sen~cosOsen((p - o) -senOcos(p -63) 
(41) 

- sen$ = 
1 - cosricos(cq - O )  

? 

dalle quali, derivando rispetto a w, risulta 

a 6) a 3 Dunque se - = O ,  anche - = 0 ,  cioè (n." 13) : a U) a IU 
I sistemi ciclz'ci d i  Ribaucour si cangiano per trasformaxz'oni d i  Backlund 

i,t sisterni della stessa natwa.  
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Essi formano cioè ne1 gruppo dei sistemi di WEINGARTEN a flessione CO- 

stante un ulteriore sottogruppo invariabile per trasformazioni di B~CKLUND (*). 
29. Per dare almeno un esempio dell'effettiva applicazione di questi 

risultati ad un caso particolare, partiamo da quel sistema di WEINUARTEN sem- 
plicissimo, considerato alla fine della mia Nota precedente in questi Annali, 
e che è format0 da due sistemi di elicoidi del DINI e da un sistema di sfere. 
Elcriviamo le formole, che danno le coordinate dei punti del10 spazio espresse 
per i parametri zc, u, w del sistema trip10 ortogonale sotto la forma 

cos fi sen P x = COSU- y = s e n ~ -  z = zc + c o ~ o t g h a ,  
cos h a COS h a 

dove u è ilna costante e per brevità si è posto 

U 
a = ~ + t g ~ . v - -  3 p = v - t g ~ w .  

COS 5 

La corrispondente forma dell'elemento lineare del10 spazio è data da 

ds2 = - Isenh2adu2+dv?+dw'I.  
cos h' a 

Se ora applichiamo a questo sistema di WE:NQARTEN la trasformazione di BA- 
CKLUND a costante U ,  per integrale generale della corrispondente equazione (38) 
a differenziali totali (38) troveremo 

ove per brevità si B post,o 

20 2i n=u.tgm+---+ c 
seIl .; cos r 

(C costante arbitraria). 

(') Questa denominazione di gruppi e sottogruppi, come gi8 ho osservato al n.' 12, é 
scelta appositamente per rilevare l'analogia di questi risultati colla teoria generale dei gruppi 
di operazioni. Le operazioni che qui si presentano sono le trasformazioni di BACKLUND e 
gli enti geometrici a cui si applicano i sistemi di Weinyarten. 

Esaminando la (40) si vede subito che ogni sistema di WEIKUARTEN, la  cui flessione sin 
costantemente > 1 O < 1 si cangia per trasformazioni di BACKLUND in sistemi della mede- 
sima specie, il che pone gih fuori di dubbio che nella totalith dei sistemi di WEINGARTEN, 
oltre ai gruppi formati dai sistemi a flessione costante e da quelli di RIBAUCOUR, esistono 
ulteriori sottogruppi. Lo studio e la classificazione di questi sottogruppi ssrebbe certamente 
interessante, tanto sotto il punto di vista geometrico quanto sotto quel10 analitico della in- 
tegrazione del sistema (1) d' equazioni a derivate parziali. 

In quest'ordine d'idee si pu6 osservare che i sistemi studiati al § 7 formano appunto, 
rispetto alle trasformazioni complementari, dei sottogruppi. 
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Le formole relative al nuovo sistema trip10 di WEINUARTEN sono quindi 

2 cos a x' .= ((cosha-sena f2senha)cosP-coso. d2coshasenpI 
, nz+cosh2a 

2 cos a 
Y' = CP + cosliza 

 COS^^ -senu. f2senha)senB + coso. Q C O S ~ ~ C O B P ~  

2 cos (7 
x ' = u +  (senhucosha $ seno !Il, 

R' + cos h g  a 

dove 
?A w ! 1) 

u = w + v t g u - -  B = v - t g o - w ,  12=utg~+-  -- 
cos O s e n ~  c o s ~  + c. 

E facile verificare che questo sistema è differente da quelli considerati al $ 7 
e inoltre la formola (40) ci mostra che, come quel10 da cui l'abbiamo dedotto, 
esso' ha la flessione > 1. Potremmo quindi applicarvi la trasformazione com- 
plementare come pure con successive quadrature la trasformazione di BACKLUND 
a costante o. 

Infine osserviamo che al limite, per u = O, il sistema (42) si riduce ad un 
sistema ciclico di RIBAUCOUR e precisamente al sistema considerato al n." 5 della 
mia Nota la sui sistemi ciclici, 

Le superficie ipercicliche. 

30. Fino ad ora nei sistemi tripli ortogonali di WEINGARTEN abbiamo 
diretta la nostra attenzione soltanto alle superficie a curvatura costante del 
sistema. Ma è chiaro che per ben conoscere la loro natura bisognerb anche 
studiare le superficie degli altri due sistemi e tale studio inizieremo appunto 
in questo ultimo paragrafo, limitandoci perà al caso dei sistemi di  Wezizgarten 
a flessione costante. 

In un sistema di questa specie ciascuna delle superficie ortogonali alle 
pseudosferiche gode evidentemente della proprietà che un suo sistema di linee 
di curvatura è format0 di curve colla medesima flessione costante. Se diamo 
il nome di superficie cicliche di raggio R a quelle che hanno per linee di cur- 
vatura di un sistema circoli di raggio R, potremo chiainare superficie iperci- 
cliclc di  r-aggio R una superficie le cui linee di curvatura di un sistema hanno 
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1 la flessione costante = - (*). Potremo quindi dire che un sistema di WEIN- 
1i 

edg~m B flessione costante ' Q oomposto di un sistema di superficie a curva- 
II 

e da due sistemi di superficie ipercicliche di tura costante negativa - - K" 
raggio R. 

Qui noteremo subito che in coordinate cartesiane si pub facilmente formare 
l'equazione a derivate parziali, caratteristica per le superficie ipercicliche di 
raggio R; essa è perb un'equazione del 3" ordine di forma complicata. Cib 
nonostante le teorie che abbiamo svolte ci permettono di stabilire alcune no- 
tevoli proprietà di queste superficie. Corne vedremo, queste proprietà sono inti- 
mamente connesse con quelle dei sistemi di WEINWRTEN a flessione costante e 
dipendono da1 fatto che ogni superficie iperciclica pub inserirsi in un tale si- 
stema. Per le superficie cicliche (le canali escluse) tale asserzione si dimostra 
facilmente, osservando che le normali nei centri dei circoli inviluppano una 
curva evoluta dalla curva C, luogo dei loro centri; facendo allora passare per 
la curva C una superficie pseudosferica S; le cui normali lungo C siano le 
rette ora dette (**), il sistema ciclico di RIBAUCOUR che ha per superficie cen- 
trale (complementare) (vedi n." 23) la 8, contiene appunto la superficie ciclica 
data. Ma per le superficie ipercicliche non ci è possibile per ora dimostrarlo 
che con considerazioni infinitesimali. Per cib nei due numeri seguenti tratte- 
rerno separatamente qiielle proprietà delle superficie ipercicliche che possono 
stabilirsi con un'analisi rigorosa, riserbando per l'ultimo numero I'uso delle 
considerazioni infinitesimali (cfr. I'avvertenza nella prefazione e il n." 11). 

31. Sia S una superficie 3perciclica di raggio = 1 e ritenendo le solite 
notazioni, riferiamo la S alle sue linee di curvatura u ,  9 e di queste suppo- 
niamo che le v = cost." abbiano la flessione costante = 1. Il quadrato della 
flessione di ogni linea tracciata sopra una superficie essendo eguale glla somma 
dei quadrati delle sue curvature normale e geodetica, dovremo avere per 
ipotesi : 

(") lntexidiamo escluse da queste considerazioni e denominazioni le superficie canali di 
raggio R; per queste non soltanto il raggio di curvatura della linea di curvatura (circolo), 
ma benanco il raggio principale di curvatura della superficie é costante = R. 

(") Cfr. BACKLUND, 1. C. 
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Possiamo quindi porre 

1 - = senw, 
1 --- v~ av - coso; 

V t  

ma perchè l'elemento lineare ds? = E d u 2  + Gdv2 appartenga ad una superficie 
di cui zc, v siano le linee di curvatura e r,, r, i raggi principdi di curvatura, 
è necessario e sufficiente (*) che siano soddisfatte le 3 condizioni seguenti 

l a -  \ 
--- av -0 

1 a-  
i aiogdF rc +-=O 

(44) (5) au a u  

La 1" ci dB per le (43) 
1 -- i ab) 
- senw +-- 

ri V G ~ U  
e conseguenza la 2" 

Dopo cib la 3" diviene 

Poniamo ora 9 = @du e considerando vG corne funzione di 0 ,  v, avremo 

clalla precedente 
S 

da cui integrando 
VG = vcos (0 $. V,), 

dove V, V4 sono funzioni d i  v soltanto. Di questa la la si pub porre = 1 can- 

(') Cfr. la mia tesi di  lanrca: SuZEe superficie applicabili. Pisa, Nistri, 1875, n.' 17, 
png. 36. 
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giando v in J Vdv e la 2' V, = O, includendola in 8. Avremo dunque 
A a 0 

E (G=cos8  

1 -- - senu, 1 -- 1 aU i (45) 
-sen@+-- 

r2 Ti coso a v  
dove 0, u soddisfano le equazioni simultanee iz derivate parziali 

808 -- a 0 a% 
C O S ~ C O S ~  - = O, au 

a u a v  au auav a ze (46) + cos w cos8 - = o. 
Viceversa colle (45) (46) le (44) sono identicamente soddisfatte, dunque: 

All'elemento lineare d i  ogni superficie iperciclica d i  raggio - 1, riferita 
alle sue linee d i  curvatzlra s i  pub dure la forma 

dove le v = cosLe halzno costante = 1 i l  raggio d i  la cur.vatura. I suoi raggi 
principali d i  curvatzlra son,o dati dalle (45), le funxioni 8, w essendo legate 
dalle (46). 

Osservaxione. - Alle medesime formole saremmo giunti partendo da 
un sistema di WEIN~ARTEN a flessione costante (§ 4) e facendo nella formola 

v = cost.", col cangiare poi 21 in v e w in u. 
32. Per la simmetria delle (46) in 8, w è chiaro che anche l'elemento 

lineare 

appartiene ad una seconda superficie iperciclica S, di raggio = 1, le cui linee 
di curvatura v = coshe hanno la flessione costante = 1. 

Le formole che danno le coordinate (xi yl x i )  del punto Pi di fi,, che 
corrisponde al punto P= (x, y, x )  di S, sono 

l a$ Zi=Z-cOSoi--sen~~~,  1 
V G  

,4nizali di  Matematica, tomo XIII. 
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come agevolmente si verifica calcolando di qui l'elemento lineare 

dsi = dxt+ dg:+ dz:.  

Geometricamente esse significano che il punto Pi è il centro di curvatura 
relativo al punto P di quella curva v = cost." che passa per P sopra S e perb 
abbiamo il teorema: 

A) Ogni stdperjcie iperciclica S ha una superficie iperciclica coniugata 
S,, che d i l  luogo dei centri di  curvatura delle sue lilzee d i  curvatura a $es- 
sione costante. Inversamente la coniugata d i  Si 2 S. 

Se la S è una superficie ciclica, la sua coniugata Si si riduce, come 6 
chiaro, ad una linea. 

Come ne1 teorema precedente viene utilizzata in sostanza la trasforma- 
zione complementare, cos1 possiamo anche stabilire un risultato più generale 
servendoci della trasformazione di BACKLUND. Basterà formulare il teorema cor- 
rispondente e le verifiche si faranno con somma facilità: 

B) Data una superficie @erciclica 8 di  raggio = 1, per ogni suo punto - 
P si conduca zcn segment0 rettilineo costunte PP' =  cos^, norrnale alla l i ~ e a  
di  curvatura v = cosLe e inclinuto sull'altra delkangolo p, che soddisfa al- 
l'equaxione a differenxiali totali: 

-'el,+ d p  sen . rôu  

- /senpcosû -senacospsenfI 
COS u 

- cos5cos(p - 
' s e n l r d u (  ' 

- /senpcosô -senacospsenfI 
COS u 

i l  luogo deyli estremi P' sarà una nuova superficie iperciclica dé rayyz'o = 1, 
che avrà per elemento Eineare 

Qui osserveremo che per le (46) la condizione d'integrabilità della (47) 
è identicamente soddisfatta, sicchè rf conterrà, oltre Û, una costante arbitraria. 
Inoltre se x', y', x' sono le coordinate di P' si avrà per la costruzione stessa 

e analogamente per y', 2'. Di qui derivando e tenendo conto della (47) si 
verificano agevolmente le asserzioni del teorema. 

I n  fine noteremo che la (47), come la (33') noo 25, si riduce alle qua- 
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drature, noto un integrale particolare e quindi se della S si conosce una delle 
superficie ipercicliche derivate, 1' applicazione suwessiva del teorema B) richie- 
derà soltanto quadrature. 

33. Occupiamoci ora delle caratteristiche delle superficie ipercicliche e 
dimostriamo il teorema: 

Date ad arbitrio due czcrve C, C' che s'iwori.trtko ortogonalmente in un 
1 putato M e delle puali la prima sia a Jlessiofie costunte -, esiste u.rza ed ulza R 

sola superficie iperciclica d i  raggio R, che passa per le clarve C, Cr e le am- 
mette per linee d i  curvatura. 

Supponiamo dapprima che la superficie cercata S esista; la sua normale 
in M sarà determinata corne la normale comune a Cl Cr e per conseguenza 
lungo le linee di curvatura C, Cf si conosceranno le normali di S. Sia ora Ci 
la linea di curvatura del medesimo sistema di C e infinitamente vicina a questa. 
Per ogni punto P di C passa una linea di curvatura del 2" sistema, che in- 
terseca Ci ne1 punto corrispondente Pi. 1 segmenti rettilinei infinite~imi PP, 
sono normali in P alla curva iniziale C e prolungati inviluppano una delle 
evolute della curva C. Poniamo 

essendo E una costante infinitesima e f (s) una funzione dell'arco s di C che 
risulterà determinata dall'ipotesi fatta, che cioè la curva C, luogo degli estremi 

1 Pi abbia la medesima flessione costante H. 
E infattj, ritenendo per la curva C le denominazioni usate da SERRET e 

indicando con xi, yi, xi ,  si.. . gli elementi corrispondenti relativi alla curva 

Ci, e ponendo r = 1 $ + g avremo (3: 

xi = x + c f  (COS~COSE + senrcosh) 

e similmente per yi, xi; la costante g risultcrà determinata dalla direzione 
iniziale MM, del segment0 in M. Di qui derivando abbiamo 

-=Il d XI -.f R ] c o a a + r f ' c o s r ~ o s ~ + r f ' ~ e n r o o s ~  cos T 
d s  
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e quindi, trascixrando le potenze superiori di e : 

Derivando di nuovo colla medesima avvertenza si ha: 

e introducendo l'ipotesi R, = R avremo 

da oui f (s)  = Acos (i + B). La costante A si pub porre = 1, includendola 

in 5 e la B risulta determinata, osservando che la Ci deve essere normale in 
Mi alla curva C'. Cos) dunque la linea di curvatura C determina la succes- 
siva Ci, questa la successiva Cz e cosi via. D'altra parte il ragionamento ste~so 
prova che se le curve C, C' sono date e le successive curve C,, C,. .. si co- 
struiscono ne1 modo anzidetto, il loro luogo sarà la superficie iperciclica cercata. 

Da questo risultato, paragonato col teorema B) n.' 11, si ottiene subito 
1' altro: 

Og9zi superficie iperciclica individzcu u n  sistema triplo ortogonale d i  Wein- 
garten a $essione costante, cui essa appartiene. 

È chiaro che, voleodo far uso di questo teorema, i risultati dei due nurneri 
precedenti potevano più semplicemente stabilirsi. 

N O T A .  

La 2" parte del teorema 6) n.' 4, cui questa nota si riferisce, è una con- 
seguenza della la. Stabilito infatti che sopra le superficie pseudosferiche di 
un sistema di WEINGARTEN le linee assintotiche si corrispondono, si osserverà 
che le curve C, traiettorie ortogonali del sistema 2, uscenti dai punti di una 
assintotica, hanno per luogo una superficie A, le cui intersezioni L colle su- 
perficie pseudosferiche 2 sono assintotiche per le 2 e quindi geodetiche per la 
A. Le traiettorie ortogonali delle geodetiche L sopra ,4 sono curve C e perb 
gli archi di due curve L compresi fra due curve C sono eguali c. d. d. 
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L e  linee L sono a torsione costante = 1 (teorema di ENNEPER) sicchè la 
superficie A ha un sistema di linee geodetiche a torsione costante. Se poi il 
sistema Z è a flessione costante, le superficie A godono dell'ulteriore proprietà 
che le curve C traiettorie ortogonali delle geodetiche L a torsione costante 
= 1 sono a flessione costante = 1. 

Per queste superficie A, che si trovaiio cos1 intimamente legate ai  sistemi 
tripli ortogonali di WEIN~ARTEN, potremmo stabilire proprietà analoghe a quelle 
svolte nell'ultimo paragrafo del lavoro per le superficie ipercicliche e in parti- 
colare applicarvi la trasformazione complementare e di BACKLUND, le quali 
cangiano evidentemente ogni superficie A in una superficie della medesima 
specie. 

Qui mi limiterb ad osservare che se nella formola 

che dà l'elemento lineare del10 spazio riferito ad un sistema di WEINGARTEN, 
si fa 

u + v = 2 a  U - v = 2 B ,  

cc, p sono gli archi di assintotica delle superficie pseudosferiche e ne risulta 

Di qui facendo f i  = cosLe, si ha per l'eleniento lineare della corrispoii- 
dente superficie A 
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APPENDICE. 

Applicazione simnltanea della trasformnzione complementare e d i  Biicklund. 

1 Essendo Z un sistema di WEINGARTEN a flessione 2 1, indichiamo con 2' 
P3 

uo sistema derivato da  2 con una trasformazione di B ~ C K L U N D  B. (vedi n." 27). 
1 1 

P e r  la  flessione di 2' avremo pure,  a causa della (40) n." 28, 1, e 
P 3 P 3 

potremo quindi &$icare tanto a 2 quanto a 2' la  trasformazione comple- 
1 mentare (n." 22). Supposto - > 1, otteremo da Z un gruppo infinito r di si- 
P3 

stemi complementari di W E ~ N ~ A R T E N  

r . .  - 2 ,  x i ,  2 ,  2 Z2...) 

e medesimamente da  8' un gruppo 

r l = ( . . ' ,  2 ,  2, Zfi, Li...), 

1 mentre ne1 caso di  -= 1 i gruppi r, r' consteranno ciascuno di due soli si- 
P3 

stemi di WEINGARTEN (a flessione costante) (*). In ogni caso avremo il teorema: 
Ad ogni sisterna zi del gruppo r corrisponde ne1 gruppo r' un sistema 

~ ' i  legato a Bi dalla medesima trasformaxione di Backlzcnd B,, clze trasforma 
i l  sistema inizide Z i n  r nelb'inkiaale 2' in Fr. 

In altre parole la  trasformazione di BACKLUND Bm cangia l'inter0 gruppo 
r in r', sicchè (per usare un noto vocabolo della teoria delle sostituzioni) i 
gruppi di sistemi complementari di WEINGARTEN formano, rispetto alle trasfor- 
mazioni di BACKLUND, dei sistemi d'imprimitività. 

Simbolicamente esprimeremo questa proprietà colla formola 

zfi Bo Bi, ovvero I" E Ba l? 

(') Cfr. i n.i 22, 23. 
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e in particolare avremo z', G B, 2, , cioè 

il che dimostrerà in certo senso la permutabilità delle operazioni Bo (trasfor- 
mazione complementare) e B, (trasformazioiie di BACKLUND) applicate ai sistemi 
di WEIN~ARTEN (*). 

f3 chiaro che basterà dimostrare la proprietà enumiata per due sistemi 
L,, 8', contigui a 8, Z', la dimostrazione stessa potendosi poi ripetere per i 
successivi. 

Indichiamo con 8, y ,  w gli angoli che definiscono la forma (12) n." 4 del- 
l'elemento lineare del10 spazio riferito rispettivamente ai  sistemi 

2 ,  2; Li, 
i 

di guisa che g soddisferà all'equazione a differenziali totali (38) n." 27 ed m- 

alle (28) n.' 20, cioè: 

È facile allora vedere che le stease forrnole (41) n." 28, le quali ne1 caso 
dei sistemi di WEINOARTEN a flessione costante definiscono l'angolo + corri- 

spondente all'unico sistema 2, complementare di 2', ne1 caso attuxle 
(P3 > 

definiranno uno dei due sistemi complementari di 2, che indicheremo appuntb 
con Zr,. Tale verifica si farà sostituendo i valori (41) di cos#, s en t  nell'e- 
quazione 

C O S # ~ ~ P ,  s e n d ( ô 2 y  8 9  -- -- OosPauaw +sen? a v a w  + a ; ; = O j  

costruita con p, $ corne la (a) con 8, w, la quale si troverà cos), per le (39) 
e per la (a) stessa, identicamente soddisfatta. 

Cib posto, consideriamo quattro superficie pseudosferiche corrispondenti 
S, S', Si, SI, nei quattro sistemi di WEINGARTEN Z, Y, &, ZtI e sopra di esse 
quattro punti corrispondeiiti P, Pr, Pi, Pti, le cui coordinate indicheremo ri- 
spettivamente con (x, y, z), (x', y', z'), (x,, y,, z,), ( x ' , ,  y',, xrJ.  Dobbiamo 
dimostrare che Sr, si deduce da Si colla medesima costruzione di BACKLUND 

(') Non bisogna dimenticare che la trasformazione B, contiene oltre a un'altra costante 
arbitraria C (n.' 27); la  formola sopra scritta vale soltanto, quando le due costanti che en- 
trano in B, ne1 1' e ne1 2' rnembro hanno fra loro una relazione determinata. 
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B, che trasforma S in S', ossia che insieme alle formole (n.O 27) 

i a s  
2' = s + coso cosy- - 

C O S ~  + sen%a 1 z I 
per passare da P a P' sussistono le analoghe 

1 axi xt,=xi+ COSG cos$ -- +sen+-- I C ~ S O ~ Z C  s e n o  a v  

1 aai  z '~  = zi + COSU COS$ -- 1 coso a u  +senilJ--\ s e n ~  a u  ,J 
per passare da Pi a P t , .  

Ora abbiamo: 

e dalle (b) segue inoltre per le (36bis) n." 27: 

i a x l  i ax - - = ( c o s p ~ 0 ~ 0 -  senuseneseny) - - + 
cos? au  COS^ a u  

ax - 
1 a$ aw + (seno cosy sen0 $- cos8 sen y) - - $ cos= sen B - 

s e n 0  au a b  - aw 
I axl  --- i 8 x  - (senu sen y cos B + sen 8 cos y) - - 

sen? av  COS^ a u  4- 
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Sostituendo nella (d) otteremo quindi 

+ Icoso senp - senw $ senp cos(+ - 0) - seno cosy sen(+ - O)\ - - 
a x - aw - cososen(+ - 8) - a e 

e analogamente per y', - y, ,  x', - x , .  D'altra parte dalle (26bia) n.' 20 risulta 

1 a x ,  --- 1 a~ - cosw8ene-- i a x  $ senosene - - - cos0 - 
seno, a v  cos 6 8 zc sen8  au a e 

1 a i a $  Zü 
e, risolvendo rispetto a - - - - > - 2  

cos0 8% sen8 au a 0  

i i jz  i axi  i axi  - - = C O S ~ C O S O - -  + cos@ sen0 - - - senw - 
coso a u  coso au s e n o  au 

- 
1 a s  i ax, 1 a x ,  - senwcos8 - - + senw sen0 - - sen6 Z - au s e n o  a v  

aw 
a x  i 

Annali d i  Maternaticn, tomo XII .  31 
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- - -- 

Sostituendo nella (e), coll' osservare le formole (*) 

cos ( y  - w) - cos G sen a sen (rg - o) 
cos($ - O )  = , sen($-O)= 1 -cosocos(rg-L<)) 1 - cos~cos(rg - w) ' 

ehe seguono dalle (41), si vedrh subito che la (e) si cangia appunto nella prima 
delle (c), le quali risultano cosi dimostrate. 

(') Possiamo sostituire a queste due formole l'unica 

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



Étude moyenne 
du plus grand commun diviseur 

d e  d e u x  nombres .  

(Par ERNEST CESARO, étudianti à Torre Annurzxiata.) 

1. (u, v) désignant le plus grand commun diviseur de u et v, et F(u, o) 
étant une fonction quelconque de (u,  v), tâchons d'évaluer la somme des va- 
leurs que prend F(u, v), lorsque u et v varient séparément de l à n,. À cet 
effet, observons que, pour avoir (u, v) = p ,  il faut et il suffit que l'on ait 
u =pu1,  v =puf ,  les entiers u' et v' étant premiers entre eux. I l  en résulte 
que, dans la somme considérée, F(p) entre autant de fois qu'il y a de couples 

de nombres premiers entre eux, non supérieurs à [:] = g p .  Par conséquent, 

si I(x) est le nornbre des fractions irréductibles, dont les termes ne surpassent 
pas X, on a 

D'après des principes connus (*), si l'on pose 

et d'autre part, si l'on reprhsente par i(x) le fiombre des fractions irréductibles, 
dont urz terme au moins est égal 

I(x) = i(1) + 
on peut écrire, au lieu de (l), 

XF(zc, 

2. Les formules (1) et (2) 
l'étiide moyenne di1 plus grand 

à 2, d e  telle sorte G e  1' on ait 

i(2) f i(3) + . . . + i ( x ) ,  

ne sont pas toujours 
commun diviseur de 

faciles à utiliser dans 
deux nombres. Aussi, 
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allons-nous les transformer, de manière à pouvoir en tirer le plus grand profit 
possible. À cet effet, observons que la fonction i(z) n'est que le double de y(%), 
sauf pour x = 1 ; car i(1) = 2q3(1) - 1. Conséquemment 

a ,  b ,  c , .  . . étant tous les diviseurs de in. De cette identité on dSduit (*) l'identité 
plus géndrale 

ou bien 

pourvu que 

f (a) + f (b)  + f (c)  f - = F (n). 

Si, dans la première de ces identitk, on change successivement 9% en n - 1, 
n - 2, .  .. 3, 2, 1, on obtient, par addition, 

L'autre identité donne, par le même procédé, 

On peut donc, aux identités (1) et (2), substituer les suivantes: 

qu'il est facile d'obtenir directement, ainsi qu'on le verra dans une autre 
Note (**). 

3. Chacun des membres de (3) est une certaine fonction t(.n), définie 
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par l'une ou l'autre des 6galités 

D'après ce qui a été dit dans le paragra.phe précédent, on peut écrire 

L W ,  ~ ) i ) = t ( l ) + 5 ( 2 ) + 5 ( 3 ) + . . ~  + 5 ( 4  (6) 

de sorte qu'une double série se trouve mise sous la forme d'une série simple. 
Ainsi, pour f (x) = 1, on a d' abord 

F(x) = 8 (x), E (x) - 21% - 8 (x) (***) ; 

puis: 

De cette f a~on ,  l'évaluation moyenne des doub!es sommes que nous étudions 
se trouve ramenée à l'évaluation moyenne des sommes simples, dont nous nous 
sommes occupé dans le Premier Mémoz're. Dans le dernier exemple, on sait 
que, si l'on néglige les quantités d'un ordre inférieur à celui de n2, on a 

7c2 
Donc, en moyenne, 8(u , v) = - c'est-à-dire que : u Deux nombres quelconques 

6 

admettent, en moyenne, diviseurs communs n.  

De même, soit f(x)  = x, et, par suite, 

F ( ~ ) = [ Z ,  & + = 2 x ~ ( z ) - ~ x ;  

la formule (6) donne 

Asymptotiquement: 

y (u, v )  = n210gn. 4 - 
On satisfait à cette 6gnlit8 en prenant, en moyenne, ((u, pi) = l o g ~ u v .  
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4. On peut aller plus loin, dans la dernière évaluation. Dans le Pre- 
mier Mémoire nous avons, en effet, énoncé, sans démonstration, la proposition 
suivante: 

u La moyenne somme des diviseurs communs à deux nombres quelconques 
est égale au demi-logarithme naturel du produit de ces nombres, augmenté ds 
2a constante 0,83196 ... . n 

Ici, les formules (4) et (5) sont insuffisantes. Il faut avoir recours à la 
transformation asymptotique connue (*) 

Pour f(x) = x,  on a d'abord 

puis la formule (7) devient 

Or, en négligeant les quantités d'un ordre inférieur à celui de n" on trouve 

Les deux autres sommes sont négligeables vis-à-vis de 1t2. Conséquemment 

(zc, o ) = n ~ o g l z +  

Tâchons de satisfaire à cette égalité en posant 

Faisant varier séparément u et v, da.ns la derriiitre bgalité, depuis 1 jusqu'à pz, 

on trouve, par addition, 
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ou bien, asymptotiquement, 

Par comparaison avec (8)) on obtient 

L'égalité moyenne (9) devient donc 

ou bien, approximativement, 

5. On pourrait chercher directement la moyenne somme des diviseurs 
de (a,  v), multiples de a. À cet effet, après avoir fait f(x) = x,  pour x mul- 
tiple de a ,  et f(x) = O, dans les autres cas, on trouverait d'abord 

et l'on emploierait, ensuite, la formule (7), ainsi qu'il a été fait dans le para- 
graphe précédent. Mais nous suivrons une voie indirecte, beaucoup plus aisée, 
et nous résoudrons, en même temps, une question plus générale. Soit 

- x,  si x est un multiple de a 

f (x)= $3, si x a la forme i%ia+r 

O ,  dans les autres cas. 

Ici, et, en général, dans tous les cas où il s' agit de trouver une valeur moyenne 
constafite, la formule (4) suffit. Elle donne 

Nous désignons par x la somme des diviseurs de x, qui, divisés par a, donnent I 
'r 

le reste r: nous supposons, en outre, que r soit toujours positif, de sorte que 
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les multiples de a répondent au cas de r = a. Asymptotiquement, la  dernière 
formule devient 

Donc, en moyenne, 

pourvu que l'on représente par H ( x )  la fonction hamzonipe, c'est-à-dire la 
fonction 

dont il a 8 6  question dans le Prernie~ Illèmoire. Le second membre de (11) 
peut aussi être mis sous la forme 

On en &duit que: CC Si l'on considère les diviseurs contrnzins ù deux nornbres 
quelconques, l'excès de la somrne de ceux qui, divisés par a ,  donnent le reste r, 
sur la somme de ceux qui sont divisibles pur a, est égal, en moyenne, à 

Par exemple, pour a = 2,  r. = 1 ,  on a : 
i - ' 1 - '9-9 , - log 2. ;J mm-- - 

O P" 

P a r  conséquent: u La somme des diviseurs impairs, communs à deux rnoilzbres 
quelconques, surpasse, an moyenne, de 0,6931.. . la somme des diviseurs pairs. n 

6. On a aussi, en vertu de propriétés connues (*), 

De là, une nouvelle proposition. 
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7. Reprenons la formule (11). En y faisant varier r ,  de 1 à a ,  on 
obtient, par addition, 

c' est-à-dire (*) : 

d'où, en tenant compte de (IO), 

Telle est la moyenne so?nnze des multiples de a ,  diviseurs communs de deux 
nombres quelconques. Ainsi, pour a = 2 ,  on trouve que : u la somme moyenne 
des dàvisews pairs, eovtrnzlns deux nombres, est égale azc quart du logarithme 
naturel du produit des deux nombres, augmenté de  la constante 0,06940.. . n 

Il reste, pour la moyenne sornme des diviseurs impairs, le quart du logarithme, 
augmenté de la constante 0,76254.. . 

8. E n  tenant compte de (12), la formule (11) donne 
r - 1  

Par exemple, pour a = 4,  . 

Faisant successivement r = 1, 2 ,  3, 4, on trouve les égalités moyennes sui- 
vantes: 

[ (u ,  D )  = logv& + 0,77397.. . 
1 

S (u ,  v) = n + 0,20799 ... 
2 

l(% V) = n .  - 0,01142.. . 
3 

- 0,13858 ... 

A ttnali di ikIutematica, tomo XIII. 
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9. Nous avons dit que la formule (4) suffit pour la recherche des va- 
leurs moyennes constantes. Pour en donner encore un exemple, nous ferons 

1 f(x) =, 9 de manihre que F ( x )  représente la somme O-,(%) des inverses des 
wdmes puissances des diviseurs de x. L a  formule (4) donne 

Ze-,(u, V) = T P S ~ + ? ,  

1 1 
s, désignant toujours la somme de la série 1 + - + + . Donc, en 

2" 
moyenne, 8-,(u, v) = sm+,. Ainsi, pour m = 1, on trouve que : u .la somme 
des invers~s des diviseurs, communs ù deux nombres, est moyennement égale 
à 1,202056.. . 7, La dernière égalité moyenne peut prendre cette autre forme: 

flnz(~4, V )  
(. , V)"' = sm+r 

B,(x) étant la somme des m.""" puissances des diviseurs de x;  mais on ne 
pourrait en déduire l'expression moyenne de Bm(u, v) ,  même en connaissant 
celle de (21, v)m. 

10. Dans bien des cas, on peut employer, pour le calcul d'une expression 
alors que la formule (4) est insuffisante. Nous allons 
la recherche de l'expression moyenne de 8,(u, v). 

moyenne, la formule (5),  
prendre comme exemple 
L a  formule (4) donne 

Or, on a :  
n Z ~ m - 2  

puis, en négligeant les quantités d'un ordre infdrieur à celui de nm+', 

Il est donc impossible d'obtenir, par cette voie, l'expression cherchée. Em- 
ployons, au  contraire, la formule (5). Elle donne 

Remarquons d'abord, que l'on a 
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- 

Par conséquent, en vertu de (13), 

L a  différence entre les deux limites étant d'un ordre infkrieur à celui de ngn+*, 
tant que m> 1, on peut la négliger. Donc, asymptotiquement, 

Cela revient à prouver que, dans la formule (13), il est permis de remplacer 
.n 

yp par - En outre, + cause de 

on peut écrire, asymptotiquement, 

Il est donc permis de poser l'égalité moyenne 

qui donne 

De la coniparaison avec 

Qm (u, 

Pa.r exemple : 

~Bm(zc, u)'= 
4 .K 

(nr f 1)" 
nm+*. 

(14) résulte la valeur de R, puis: 

nz + 1 
9)  = - 

4 
(2  sna - sm+i) ( J G ) m - i .  

Ainsi: u la somme des carrés des diviseurs, communs à deux nomgres, est 
moyennement égale à la moyenne géométrique de ces nombres, multipliée par 
la constante 1,56585 ... n 

Il. Les conséquences qu'il est possible de tirer des identités (4) et (5 )  
sont tellement nombreuses, les moyens d'y parvenir sont si faciles à entrevoir, 
que nous ne croyons pas utile d'y insister davantage, d'autant plus que nous 
nous proposons de donner, dans une Note ultérieure, des développements d'une 
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plus grande généralité (**). Cependant, nous ajouterons encore quelques con- 
sidérations sur la manière dont on pourrait traiter les questions analogues aux 
précédentes, mais relatives au plus petit commun multiple [u,  u] des nombres 
u et v. On sait que 

(u ,  v) [u, v] = U V .  (15) 

Cela étant, cherchond de combien de manières il est possible d'avoir [u, v] =n. 
Il, faut d'abord que (u, v) soit égal à un diviseur de in: soit a ce diviseur. L'é- 

U v galité (15) devient a n  = u,n. On sait, en outre, que les quotients - 9 - dont 
a a 

'12 
le produit est - 9 doivent être premiers entre eux. Le systhme des équations 

a 

12 
admet donc autant de solutions qu'il y a de manières de décomposer - en un 

11 

produit de deus facteurs, premiers entre eux. Fidèles à nos notations habi- 
tuelles, nous désignerons par w(x) le nombre de manières de décomposer x elz 

un produit de deux facteurs, premiers entre eux; ou, ce qui revient au même, 
le nombre des diviseurs de x, qui n'admettent pas de diviseurs currés, autres 
que l'unit& Cela posé, si l'on égale successivement (u, v )  à tous les diviseurs 
12 n n - - , - , de n,  on trouve que le nombre des solutions de l'équation 
a b c  
[u ,  v] = n est 

.(a) + w ( b )  $- ~ ( c )  + . . = B(nP). 

Conséquemment: u la quotité des couples de nombres, qui admettent n pour 
plus petit commun multiple, est égale au nombre des diviseurs de ne 8 .  Par 
exemple, les seuls couples de nombres, qui admettent 10 pour plus petit mul- 
tiple commun, sont 

Cl, 101, [2, 517 P, 101, F, 21, [5,  101, 

[IO, 11, P O ,  21, 110, 51, [IO, 101- 

Leur nombre est égal à 9, nombre des diviseurs de 100. 
12. On peut démontrer autrement le même théorème. Soit f(n) le nombre 

des solutions de l'équation [u, v] = n. Il est évident que la somme 

exprime la quotité des couples de nombres, qui admettent lz pour multiple 
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commun, ou, ce qui revient a u  même, le nombre des manières dont on peut 
accoupler deux diviseurs quelconques de n ,  égaux ou inégaux. Or, ce nombre 
est évidemment tic (a). P a r  conséquent 

d'oh, par comparaison avec une formule connue (*), 

f (n) = 0 (nz). 

13. Si l'on veut développer la  somme x F [ u ,  o], on voit qu'une pre- 
n 

mière partie est Se(pZ)Fip), mais l'autre partie, correspondant aux valeurs 
1 

de [u, VI, supérieures à n, parait assez difficile à évaluer. Pour le moment, 
nous devons nous borner à faire observer que, si la fonction F(x)  est con- 
stamment positive, on a 

On peut donc écrire, asymptotiquement, 

~ F [ u ,  VI = e ( l ) F ( l )  + e ( 4 ) ~ ( 2 )  + ~ ( 9 1 ~ ~ 3 )  t . - -, 
toutes les fois que la  serie du second membre est convergente. Soit, par exemple, 

1 F(x)  = - On trouve 
xm 

1 K -=- 
[th, vp (U 21)" 

on obtient 

I l  en résulte, d'abord, K= * ; puis, on voit que l'on peut écrire, moyen- 
Pnnz 

nement, 

E n  particulier: 
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Conséquemment : u le carré de l'inverse dzc plus petit. mu.ltiple, comvzun à deux 
nombres, est égal, en moyenne, au carré de l'inverse du produit des deux nom- 
bres, multiplt2 par la constante 1,5198. .. n 

14. En tenant compte d'autres formules connues, on trouve que, si r 
ne peut recevoir que les valeurs 

composées d'un nombre pair de facteurs premiers, égaux ou inégaux, et si l'on 
ne donne à s que les valeurs 

compos4es d'un nombre impair de facteurs premiers, égaux ou inégaux, on a 

les sommes x', 2' se rapportant respectivement aux valeurs [u, u], qui appar- 
tiennent à la première ou B la seconde des séries ci-dessus. La combinaison 
des formules 

Ainsi: u la somme des inverses des carrb des plus petits cornmulas multiples 
133 de tous les couples de laombres possibles est 4,11233 ... . Les - de cette 
2 50 . 

somme, c'est-à-dire 2,18776 .. . , se rapportent aux plus petits ri2ult@les, corn- 
posés d'un nombre pair de facteurs premiers, e'gaux ou in6gaux. II reste 
1,92457 ... pour les plus petits multiples, composés d'un nombre impair de 
facteurs premiers, éguux ou Znéguux. n 

15. Le développement de x F [ u ,  u] n'est pas absolumeiit nécessaire 
pour le calcul des expressions moyennes, relatives au plus petit multiple comniun 
de deux nombres quelconques. Bien souvent, les formules (4) et (5), ou des for- 
mules analogues, suffisent, pourvu que l'on ait égard à la relation (15). Ainsi, 
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par exemple, par un procedé analogue à celui qui nous a servi pour établir 
la relation (4)) nous trouvons 

1 
z(x)p'x) (***), on a F(z) = - (*), et la dernihre E n  particulier, pour f (x) = 

2% x 
formule devient 

ou bien, en vertu de (15), et asymptotiquement, 

Or, on sait (*) que ' 

Donc 
3 s3 Z [ u ,  v] = -fi4. 
2 7T" 

D'autre part, si l'on pose [u, v] = Kuv,  on trouve 

6 ss 
On doit donc prendre K= ;;,-, et  l'on peut dire que: u Le plus petit mul- 

tiple, conzrnult à deux nombres, est dgal, en moyenne, au poduit de  ces nont- 
bres, multiplié par la constante 0,73076 ... n 

16. En général, on a 

zuTnvmF(u ,  v) = jp2nt&(qp)f(p). 
1 

Supposons que l a  fonction f soit telle que l'on ait toujours 
1 

f(a>+f(b)+f(c)+..-=-• 12 ?" 

1 
Alors F(x) = - , et la formule (17) devient 

xm 
n 

[ZC, VI  = 2m ga(~p) m. Y Y' 
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Or, on sait que 

On peut donc, au lieu de (19), écrire la formule asymptotique 

nom+2 , f (p) I;;[u, vIm = J - 9  

(na + 1) i pe 

f (21) parceque les ordres de , - , 3 f (p) ,  etc. . . . sont respectivement inférieurs 
I P  i - 

h ceux de n ,  n2, etc. ... 
Cela est évidemment vrai pour wi = O ,  comme pour m = 1,  et, & plus 

forte raison, pour toute valeur positive de m. D'après les principes exposés 
dans le Premier Ji&moire, l'identité (18) donne lieu à la formule 

Par  consbquent 
6 Sm+o '>lem+' 1)[u, VI"=--. 

7i0 (m + 11% 
Or, si  1' on pose 

[u, v]ln = R ( u v ~ ~ ,  
on trouve 

Donc, moyennement, 

[u, 2 1 1 ~ ~ ~  = - (UV)'. 

Par  exemple : 
z-2 

[u, vIe = - (UV)~, 
1 5  

c'est-à-dire que: u le carré du plus petit commurz multiple de deux nombes 
est moyennemefit égal au cawe' du produit des deux nombres, multiplié par  
la constante 0,65797.. . a 

17. Il y a plusieurs autres manières de développer XF [u, VI, parmi 
lesquelles nous signalerons la suivante: - Il est clair que les quotients, par lz, 

des nombres 
[l, 4, [2, 4, [3, nl,.. .  [ f i ,  4, 

sont égaux, dans un certain ordre, aux nombres premiers avec les diviseurs 
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de n,  et respectivement inférieurs ou égaux à ces diviseurs. Il en résulte qqe, 
si l'on pose 

g&) = F ( 4  + F ( M )  + F(fiy) + , 
où a ,  p, y , . . .  sont les nombres non supérieurs et premiers B x, on a 

En  particulier, si la fonction F est telle que l'on ait 

F(xY) = F(x)F(Y), 
et si l'on pose 

G(x) = F(a) + F(P) + F(r) +. . - 3 

2 

Par conséquent, si l'on représente par Y(x) la somme v F ( p ) ,  on peut écrire Y 

18. E n  particulier, pour F (x) = xm, on a Y (x) = om(x), G(x) = y,(x), 
et la dernière formule devient 

Mais celle-ci ne se prête pas, aussi facilement que la formule (19), aux transfor- 
mations asymptotiques. Par  exemple, pour m = 1, on trouve 

1 m, VI = - 2 L;' o~2qP(qP 4- l ) l f ( ~ ) -  

Asymptotiquement: 

E Stant moindre que l'unité, en valeur absolue. Ici, le second terme n'est pas 
nbgligeable, car nous avons démontré ailleurs (*) les égalités asymptotiques 

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



250 Cesàr O :  $tude moyenne du plus grand commun diviseur, etc. 

C'est tout ce que l'on peut affirmer. Comme vérification, comparons ce résultat 
à celui qui a été trouvé dans le paragraphe préc6dent. Nous trouvons 

E = 3(1 -sa) = 0,60616 S. .  

Enfin, il est intéressant de comparer les égalités (19) et (20). On retrouve, à 
l'aide de quelques trasformations simples, les propriét6s des fonctions C, étu- 
diées dans le Premier Mémoire. 

(') Voyez Premier Mdmoire d'ilrithmdtique. 
(") Sur  le plus grand commun diviseur de plusieurs nombres. 
("*) Dans cette Note e t  dans les suivantes, O($) désignera constamment le nomhre des 

diviseurs de z, et x ( x )  le produit des facteurs de x, chacun d'eux Btant pris négativement. 
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Le plus grand diviseur carré. 

(Par ERWE~T CES~RO,  étudiant, à Torre Annunziata.) 

1. S o i t  f,(x) une fonction de z, Qgale B O ou 2 i  1, suivant que x admet 
.ou n'admet pas des diviseurs, autres que l'unité, qui soient des puissances mimes 

parfaites. Si a,, b,, cm, .. . sont les diviseurs de x, puissances mèmM parfaites, 
et dm(x) le plus grand de ces nombres, il est clair que, parmi les nombres 

x le seul qui n'admette pas de facteurs, puissances mèmm"; est -. Conséquem- 
(.lm (5) 

ment: 

2. Dans cette égalité, attribuons à x les valeurs 1, 2, 3,.. . r c ,  et addi- 
tionnons. Il vient: 

de sorte que Fm(x) représente la quotité des nombres, non supérieurs à x, non 
divisibles par des mème8 puissances. Si l'on tâche de satisfaire à (Z), au moyen 
de .Fm(x) = Kx , on trouve 

1 
d'où K = - a  On a donc, en moyenne, 

Sm 
2 1 

Fm(%) = ,y fm(@ = , 9 

conformément à ce qui a été trouvé;, avec rigueur, dans une autre Note (*). 
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3. Par  exemple, F 3 ( x )  est le nombre des entiers, non supérieurs à x ,  
n'admettant .pas de facteurs cubes. Ainsi, en dessous de 200, on trouve, par 
le calcul direct, qu'il y a 167 de tels nombres. Or, on vérifie facilement que 

1 1  
167 exprime, par excès, le quotient de 200 par 1 + + - + . . - 

27 
4. Si l'on pose 

G ($1 = Y [dm (a , 
on peut écrire 

En effet, parmi les saleurs 1, 2, 3, ... n ,  de s, les seules qui donnent dm(%) =pm 
x sont celIes pour lesquelles - est un des nombres entiers, non supérieurs à q,~,  

Pm - 

non divisibles par des mèma puissances. L'égalité (2) est un cas particulier de 
(4), correspondant à g ( x )  = 1. Si l'on donne à g(x)  d'autres formes, on obtient 
d'autres égalités. Par exemple, pour g ( x )  = x, on trouve 

F m ( ~ i - )  + 2mFm(qsm) + 3mFm(43-) + . . = dm(1)  + dm(2)  + . . . + dm(n).  
4 

De même, pour g ( x )  = e[xG], G ( x )  devient &gale au nombre T m ( x )  des divi- 
seurs de x ,  puissances rnèmea, et l'on a 

Q(l)Fm(qa)  + 8(2)Frn(qsm) + 9(3)Fm(pam) + . . . = 

= T m ( 1 )  + T m ( 2 )  + . . - + Tm(n) ;  etc., etc. 

Toutes ces formules peuvent être utilisées dans la théorie des moyennes. 
5. Soit r m ( x )  une fonction de x, égale à 1 ou à O,  suivant que x est 

ou n'est pas une puissance mème parfaite. La  relation (1) peut être écrite ainsi: 

a, b ,  c,  ... étant tous les diviseurs de x. Plus généralemeni 

la fonction G étant définie par (3). Par addition, on obtient 

C'est la relation (4). 
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2 x 2  
6. Les nombres a 2 b ,  ; 2 . ne différant pas de a, 6 ,  c ,..., on peut, 

au lieu de (5),  écrire 

Dans ce cas, si l'on pose 
1 

on obtient, par addition, au lieu de (6), 

Faisons, par exemple, I 

9(x)  = 1, G(z) = 1 , R (x)  = [x"] . 
NOUS trouvons que: u si a ,  P ,  y, . .  . sont les entiers, norc supérieurs à n, non 
divisibles par des m"md pzlissances, et  si p:(x) est la plus haute puissance mèm6, 

12 
contenue dans - on a : x 

Par exemple, les nombres non supérieurs à 10, privés de facteurs carrés, sont 
1, 2, 3, 5, 6, 7, 10. En divisant 10 par ces nombres, on trouve que les plus 
grands carrés, contenus dans les quotients sont 9, 4 ,  1, 1, 1, 1, 1. La somme 
de leurs racines est 3 + 2 + 1 + 1 $- 1 f- 1 + 1 = 10. En donnant à g(e) 
d'autres formes, on peut se servir des égalités (6) et (7) pour évaluer moyen- 
nement les fonctions d m ,  p.,, etc. ... A leur tour, les expressions moyennes 
obtenues peuvent servis 5 rbsoudre certaines questions de probabiliti.,~. 

7. De l'identité 
2 rln (a) = Tm (4 (8) 

on déduit (**) la formule zy = S k S m k ,  (9) 

dans laquelle 1' entier x varle de 1 à l'infini. Par exemple, pour m = k = 2, 

Si +(x) est une fonction telle que l'on ait toujours 
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on peut, au lieu de (B), écrire 

puis : 

d7 oh 

8. Soit, par exemple, +(x) = A(%) (***). La relation (10) est évidemment 
vérifiée, et l'on a 

si na est pair 

h(x), si m est impair. 

Si l'on se rappelle (**), en outre, que 

on voit que la relation ( I l )  devient 

Par  exemple, pour k = m = 2,  . 

"'2 T m  "(1 - - 
xk 

T2(x) représentant le nombre des diviseurs carrés de x. Pour k = 2 ,  m = 3, 
on trouve 

Sek S m k  si m est pair 
S k  

Sek S ~ m k  si m est impair. 

T3(x) étant le nombre des diviseurs cubes de x; etc., etc. . . . 
9. Soient a ,  p ,  y , .  . . tous les nombres entiers, composés d'un nombre 

impair de facteurs premiers, égaux ou inégaux. Ces nombres sont les termes 
de la série 

Sk Smk 
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qui comprend tous les nombres premiers, hors l'unité. L a  combinaison des for- 
mules (9) et (12) donne 

1 Smk 2 (si - s2rJ - Y pour m pair 
Sk 

S; sWlc - Sok Sekm 
Y pour m impair. 

2 ~ k ~ o n k  

Par exemple, pour k = 2,  

En particulier, si l'on fait m = 1, on trouve 

etc., etc. ... 
10. Les mêmes calculs s'appliquent A la fonction f,, et l'on obtient 

d' abord 

On trouve aussi 

En combinant ces deux formules, on démontre que, si a ,  P, y , . .  . sont tous 
les nombres composds d'un nombre impair de facteurs premiers, égaux ou iné- 
gaux, et n'admettant pas de diviseurs, puissances mèm@,autres pue l'unité, on a: 

T' 1 (x )  fm ( x )  
d 

xk 

- 3 (m pair) 
Sk 'mk 

Sek Smk 
9 (m impair). 

Sk Sekm 

SUPPOSO~S, par exemple, que a ,  P, y, .. . soient les termes de la série 

2, 3, 5, 7, 11, 1 3 ,  29, 30, 31 ,..., 
qui sont tous des lzombres premiers, ou des produits de premiers, irae'- 

S; - Szk 
1 F - -  

3 (m pair) 
2 Sk Smk 
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gaux, en nombre impair. La derniére formule donne 

E n  particulier : 
1 1 1 1  9 
F+,+5i+?;+.' =-- 2 7ce 

11. La fonction fm peut être définie au moyen d'une autre fonction pm, 
analogue à p, égale à + 1, ou à - 1, suivant que x est le produit d'un nombre 
pair ou d'un nombre impair de puissances mèmea de facteurs premiers, inégaux. 
Dans les autres cas, pm(x) = O. On trouve facilement 

À son tour, la fonction fm peut servir, de la même manière, 8. définir une 
importante fonction, par l'égalité 

w,(x) représentant le nombre des diviseurs de  x, privés de facteurs qui soient 
des puissances mhe"arfaites. Cette fonction sera étudiée dans une autre Note. 
Pour le moment, remarquons que les relations (14) et (15) donnent, eu égard 

à (13), 
m x 1 o m  (x) - sk 

2 7 - s ,  rizk-s,k' 
Par  exemple : 

ug(l) az(2)  ~ e ( 3 )  ~ ( 4 )  5 
- f T  1 +--+,+... = - O  2 

On obtient, tout aussi facilement, 

Smk - (?fi impair); 
S m k  

etc., etc. ... 
Ultérieurement, nous aurons besoin de cette fonction p,, qui dépend, d'ail- 

 leur^, fort simplement de p. En effet, on peut écrire 
4 

pm (4 = rm (x) p (xG). 
12. Reprenons la formule 
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et transformons-la au moyen de la relation 

En ordonnant le premier membre de (4), par rapport aux quotients [s] 3 

on reconnait aisement que le coefticient de [;] eest 

13. La relation (16) peut, d' ailleurs, en vertu de la loi d'inversion (****), 
être mise sous cette autre forme: 

h (a) + h (b)  + h (4 + . . . = .g (xm), (18) 

e t  l'on peut, alors, en déduire facilement la formule (17). En effet, observons 
que les racines naèmes de a,, b,, cm,. .. ne sont autres que tous les diviseurs 
de la m2"9acine de d,(x). On peut donc, au lieu de (18), écrire . 

4 i 1 

h ( a i )  + h(b-c) + h(cF) + =g[d,(x)]. 

Il suffit de faire, dans cette égalité, x = 1 , 2, 3,. . . n ,  et additionner, pour 
avoir la formule (17). 

14. Si le second membre de (17) est de l'ordre de n ,  on peut, à 
4 

substituer toutes les fois que h (1) + A (2) + . , . + h [mm] est, en valeur 

absolue, d'un ordre 

remplaçant g ( x )  per 

inférieur à celui de n. Alors, nous pourrons établir, en 
I 

y(@), l'égalité asymptotique 

pourvu que la série du second membre soit convergente. Mais de l'égalit6 (18) 
on déduit aussi 

Anrcali di Matematicn, tomo XIII. 34 
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Donc : 

E n  d ' a u t r ~  termes: 

. 
pour n infini. E n  particulier: 

u Si 8(x) est la racine carrée dzc plus grand diviseur carré de x, on a :  

15. E n  donnant à y($) différentes formes, on obtient une infinité de 
relations intéressantes. Pour g(x) = x7  la formule (19) donne 

4 
1 "  - Sm-c 

lim . - 2 d: (x)  = -, (m > 2). 
i Sm 

Par exemple, pour m = 3, on voit que: u la racine cubique du plils grand 
diviseur cube d'uua fiombre quelconque est moyennement égaie à 1,3684 ... n.  

1 
Pour g(x) = - la formule (20) donne 

x2 

Donc: u l'inverse du plus grand diviseur carré d'un nombre quelconque est 
moyenfiement égale à 0,6579.. . n. De même, on trouve facilement que les 
fonctions 

9,  8 ,  fi2, Ok, Tk ,..a 

1 

relatives au nombre dz(x) ,  sont moyennement &gales à 

Sm-i - sln - Sm 
Sm - 

2 ' Smk,. .. 
Sm S a n  Smk 

2 

Pour g(x) ; O(x2), on voit que le nombre des diviseurs de d i ( z )  est égal, en 

moyenne, B E n  particulier: u le nowdre des diviseurs du plus $rand 
San 

5 carré qui divise un nombre quelconque, est moyennement égal à - n. Enfin, 
2 

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



Oe s à r O : Le plus grand divisezlr carré. 259 

supposons g ( x )  = Y (x) (***). Il vient, en moyenne, 

.." 
En particulier : 

On doit se rappeler (**) que ~ ( x )  est moyennement égale à l'unité. Les der- 
niLres égalités sont utiles pour l'étude de la distribution des nombres premiers, 
dans la série 6(1), $(2), 8(3), ... 

16. Nous allons faire quelques applications de la formiile (19) à la re- 
cherche de certaines probabilités. Soit, d' abord, g ( ~ )  = 1, pour x = k, mais 
g(x) = O ,  dans les autres cas. Le premier membre de (19) exprimera la pro- 
babilitS Pb que, parmi les puissances rnèmeS parfaites, km soit tu plus yra.il.de, 
gui divise uru nombre quelconque, pris au hasard. La  formule (19) donne im- 
médiatement 

On peut arriver directement à ce résultat, en employant un raisonnement ana- 
logue à celui dont nous nous sommes servi ailleurs (**), pour des questions 
semblables. Si, au lieu de considérer tous les nombres entiers, on considère 
seulement les multiples de P, le nombre total des cas devient km fois moindre, 
mais le nombre des cas favorables reste le même; car tout nombre, qui se 
trouve dans les conditions désirées, est nécessairement un multiple de km. Donc, 
la probabilité que km soit la plus haute puissance mème, qui divise un multz$e 
de km, pris au hasard, est Pk km. Mais cette probabilité ne differe pas de 
celle qu'un nombre quelconque ne soit pas divisible par des mème8 puissances; 
car, la condition nécessaire et suffisante pour que km soit la plus haute puis- 
sance mème, qui divise r - km, est précisément que r n'admette pas de diviseurs, 
autres que 1' unité, puissances mème8 parfaites. Conséquemment : 

P k e k m = p l ;  
puis : 

1 1 
Pi+ P,+ P,+ . . =P4(1+2m + + . a . ) =  Pib*  

Mais le premier membre représente la certitude: il est donc Bgal à l'unit& 
Il  en résulte 
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17. Pour y (x)  = rk(x), on a 

Telle est la 

culier, pour 

y a environ 

4 

probabilité que d i ( z )  soit une puissance Pme parfaite. En parti- 
+ 

m = k = 2 ,  le second membre devient -, et l'on voit que: u Il 15 
25 à parier, contre 13, que la ruche carrée du plus grnlzd di- 

viseur carrd d'un nombre entier, pris au hasard, est elle-même un carrt? n.  Ce 
2 résultat ne nous étonnera pas si nous réfléchissons que, dans près des - des 
3 

cas, c'est l'unité qui est le seui diviseur carrél, et sa racine carrée est, natu- 
rellement, un carré. 

18. Faisons g(x) = O ,  en général, mais g(x) = 1 lorsque z a la forme 
a u  + r. En  observant que 

on trouve, après quelques transformations simples, 

4 

Telle est la prohahilitt? pue dz(s )  ait la forme fia + r. En particulier, 
1 2'n - 1 Pa=- 9 résultat évident. Si u est pak, Pa = - - ; etc. Comme exemple, 
a2n am 

2 

prenons le cas de a = 4 ,  et faisons m = 2.-La formule (21) donne 

Comme d'habitude, G représente la constante 0,915965594.. . Approximative- 
G 4 ment, on peut remplacer - par -, et l'on voit que: u Les probabilités pue 
7Fz 4 3 

la _racine du plus grand carré, div2seu.r d'urt nombre pris au hasard, ait 
l ' m e  des formes 

4 ~ + 1 ,  4 ~ + 2 ,  4 p + 3 ,  4? ,  
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sont à peu près proportionnelles aux nombres 

19. Examinons 
(20) donne 

450, 129, 66, 43. n 

d'une manière spéciale le cas de m = 2. La formule 

H'(x) étant la dérivée de la fonction harmoniyue (**). On sait que 

z z  H ' ( x  - 1) + H' (- X) = - 
sin2 x x 

Par suite: 

Nous avons une curieuse application de cette formule pour - 10. Alors P, 
représente la probabilité que r soit le dernier chifre de c?(x), en supposant x 
pris au hasard. Soit, de même, p, la probabilité que P(x) se termine par le 
chiffre r. On a: 

3 
' 5 9  + = 5 ,  cos2 . I B O )  . 

En particulier : 

Il en résulte aussi 

Conséquemment: u Ayant pris, au hasard, un nombre entier, on considère le 
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plus grand carré qui le divise: 

1." Il y u 18 à parier, contre 7 ,  yue le dernier chiffre est 1 ou 9;  

20. Pour g(x) = l (x) ,  on trouve 
1 

l n  - Sem 
1im.- Yh[dE(x j ]=- ,  

fi  7' 8911 
1 

En d'autres termes, si P" et Pf sont les probabilités que 1 [dZ(z)] soit + 1 
OU -1, on a 

pli - pr - . 
sk 

D'autre part P" + P' - 1. Donc 

En particulier, pour rn = 2 ,  

Par  conséquent: u I l  y a 7 à pltrier, contre 3, que la racine carrée du plus 
grand diviseur carrd d'un nombre entier, pris au hasard, est composée d'un 
rtombre pair, plutôt que d'un nombre impair de facteurs premiers, égaux ou 
inégaux n. 

21. Soit Pr la probabilité que, ayant pris au hasard un nombre z, on 
1 

ait p [ d i ( x ) ]  = r ,  oh r n'est susceptible que des valeurs + 1, - 1, O. Pour 
y (x) = p (x), la formule (19) devient 

Si g (rc) = f,(x), on sait que les fonctions p et f i  s' annulent simultanément; 
mais que, si p n'est pas nul, f ,  a toujours la valeur 1. Par  conséquent, la 
formule (19) peut s'écrire ainsi: 

1 P, + P-, =-- 
Seni 

(23) 

Les formules (22) et (23) donnent 
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- - - - -- - - ----- 

Enfin, à cause de PL + P+ + Po = 1, on a aussi 

Par exemple, pour nz - 2, on obtient 

Conséquemment: 
1." u Il y a environ 42 h parier, contre 23 ,  que la racine carrée du 

plus grand diviseur carré d'un nombre quelconque, pris au hasard, est le 
produit de facteurs premiers, inégaux, en nom6re pair n. 

2." u Tl y a environ 47 à parier, contre 18, q,ue la racine carde du 
plus grund diviseur carrd d'un nombre entier, pris au hasard, n'est pus un 
produit de nombres premiers, inégaux, en nombre ilnpair n. 

3." u 11 n'y a que 1 à parier, contre 12 environ, que la racine du plus 
grand carré, qui divise un entier, pris au hasard, est divisible par urz carre n. 

En comparant entre elles les valeurs de Pi et P-,, on voit encore qiie: 
u Si  la racine du plus grand diviseur carré d'un nombre, pris au hasard, est 
ulz prodd de ,nombres premiers, idgaux, il y a 7 à parier, contre 3, que 
ceux-ci sont en nombre pair, plutôt qu'en nombre impair n. 

22. Soit 
h(x) ,  si x est divisible par a ,  

O, dans le cas contraire, 

et distinguons respectivement par les lettres Il et P les probabilités relatives 
4 

aux cas où d z ( x )  est tu n'est pas divisible par a. L a  formule (19) donne 

Donc 

En tenant compte des résultats obtenus plus haut, on trouverait facilement les 
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expressions de Pr' et de P'. En  particulier, pour na = 2, 

Par  exemple, en faisant a = 2, on trouve 

Par conséquerit: u Ayant pris, au hasard, un rcombre entier, si l'on considère 
la racine carrée de son plus grand (Siviseur carré: 

1." Il y a seulement 3 ù parier, contre 37, qu'elle est un nomhre pair, 
composé de facteurs pemiers, égaux ou inJgaux, erc nombre pair. 

2.0 Il y a seulemerd 7 à parier, contre 33, qu'elle est un nom6re pair, 
composé de facteurs premiers, égaux ou inégaux, en nombre impair. 

3.0 Il y a 5 à parier, contre 3, qu'elle est un nombre impair, cornposé 
d'un nombre pair de facteurs premiers, égaux ou inégaux. 

4." I l  y a seulement 1 ù parier, contre 7 ,  qu'elle est ulz nombre im- 
pair, composé d'un nombre impair de facteurs premiers, égaux ou inégaux n. 

La comparaison des valeurs de ZI", II', ou de Il", P", etc. . . . , fournit 
quelques autres propositions. Par  exemple: u Si le plus grand carrd, qui divise 
un nombre, pris au hasard, est impair, il  est ciriq fois plus probable que sa 
racine est composée d'un %ombre pair, plutôt que d'un nombre impair de fa- 
cteurs premiers, dgaux oz4 z'négaux n. 

23. Supposons encore 

,u(x), si x est divisible par le nombre premier a ,  1 O, dans le cas contraire. 
D'aprés (19) : 

oh les sommes Zr', se rapportent respectivement aux valeurs de x, divi- 
s ible~ ou non par a. Or, on sait que, si a,, go, a3,. . . est la série des nombres 
premiers, supérieurs à l'unité, on a 
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1 Mettant en (vidence, dans le second membre, le facteur 1 - ,y on peut Bcrire 

et l'on reconnaît immédiatement que les deux parties du second membre sont 
précisément les valeurs des sommes Et', x. Ainsi: 

Par conséquent : 

D'autre part, pour 
f2(x), si x est divisible par m, 

O ,  dans le cas contraire, 
la même formule donne 

Or, on sait que 

En  opérant comme ci-dessus, on trouve 

Par  suite, en ayant égard à la formule (13), 

Enfin, les valeurs de il,, Po, se déduisent des relations évidentes 

Faisant varier na et a on obtient une infinité de propositions. En  particulier, 
Anttali di Maiemalica, tom0 XIII. 35 
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Par exemple, pour a = 2, 

On en déduit que: u Si Fon considère la racine du plus grand carré, qui 
divise UN entier pris au hasard: 

1.' I l  y a seulement 2 à parier, contre 63 environ, qu'elle est un pro- 
dzcit pair de facteurs premiers, inégazcx, en nombre pair, c'esbà-dire qzc'elle 
appartient à la série 

6 ,  30, 14, 22, 26, 34, 38 ,..., 210 ,... 
2." I l  y a seulement 2 à parier, contre 11 environ, qu'elle est un pro- 

duit pair de factsurs premiers, inégaux, en nombre impair, c'est-à-dire qu'elle 
appartiefit à la série 

2 ,  30, 42, 66,  70, 78, 1 0 2 , .  2310 ,... 
3.0 Il y a environ 8 à parier, contre 5, qu'elle est l'unité, ou un entier 

impair, produit de factezcrs premiers, inégaux, en lzombre puir, c'est-à-dire 
qu'elle appartient à la série 

1 ,  15, 21, 33, 35, 39, 51 ,..., 1155, ... 
4," 12 y a environ 57 à, parier, contre 8, p'elle n'est pas zcrz produit 

de nombres premiers, inégaux, en nombre impair, c'est-à-dire qu'elle n'appar- 
tient pas b la série 

3, 5, 7, 11, 13, 17, 1 9 , .  105 ,... n. 

De même, les valeurs de II,, et Po montrent que: 
;t Il y a environ 243 à parier, contre 17, que la racine du plus grand 

diviseur carrd d'sri hombre entier, pris au hasard, dest pas un fiombre pair, 
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adrndttant un dàtGseur carré autre que l'unité. I l  y a 257 à parier, contre 3 
envirolz, qu'elle n'est pas un nombre impair, jozcissant de la même propriété n. 

24. On voit que la formule (19) se prête a.vec la plus grande facilité 
4 

aux recherches de probabilités, relatives à la fonction d z ( x ) .  En donnant Ir. 
g(x) les valeurs 1 ou O, suivant que x appartient ou n'appartient pas à un 
certain systkme de nombres, la formule (19) donne immédiatement la proba- 

1 

bilit6 pour que dm ( x )  appartienne au même système. Proposons-nous, comme 
4 

dernier exemple, de chercher la probabilitt? Pm pour que dz (x )  appartienne à 
la série des lnombres triangzslaires: 

D' après (1 9) : 

Observons que, si l'on pose 

1 = tm - Cm, 1 Em-i + Cm+i, 2 Em-s - . f Gm-2, m-i E i e  
2"(x + l )m 

Or: 

Par exemple, pour m = 2 ,  on trouve 

c'esbà-dire que: u Il y a environ 12 à parier, contre 5, que la racine du plus 
grand diviseur carré d'un nombre, pris aazc hasard, est un nombre triangulaire n. 

De même, pour m = 4, on obtient 
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etc., etc. . .. La grandeur considérable de oes résultats est dOe à la présence 
de l'unit&, dans la série que l'on considhre. Si l'on veut exclure cette valeur, 

1 
on doit, de l'expression de Pm, retrancher -. Après cela, il vient seulement 

Sm 

etc., etc. ... Comme on devait s'y attendre, les probabilitds sont considéra- 
blement atténuées. E n  particulier: u Il y a environ 46 à parier, contre 5, que 
la racine du plus grand diviseur carré d'un nombre, pris au hasard, n'est 
pas un nombre triangulaire, différent de E'unitd a .  

(') Voir, dans les Nouvelles Annales, notre Généralisation de Z'identitd de MM. Teh& 
6ychew et Polignac. 

(") Voir le Premier Mémoire d'Arithmétique. 
("*) Dans cet article, et dans les suivants, A(x) représentera constamment une fonction 

de x, égale B f 1, suivant que x: est décomposable en un nombre pair ou en un nombre 
impair de facteurs premiers, égaux ou inégaux. Quant A Y(%), cette fonction est généra- 
lement nulle, sauf pour x = mm, a étant premier. Dans ce cas, v (x) = log a. 

("") Voyez, dans le Journal de BATTAGLINI, notre article: Sull'inverswne delle iden- 
tita aritmetiche. 
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Eventualités 
de la division arithmétique. 

(Pa? ERNEST C F , $ ~ R ~ ,  &udiattf, & T o r r e  dfinurtxz'ata.) 

1. O n  a beaucoup 6tudiB la fonction [XI, qui représente le plvs 
nbînbre entier, contenu duns x ;  mais on n'a pas suffisamment fait àttention 

AUX propiét& de i(x), fi0rnh-e entier. le plus proelie de x. Lorsque x = n -t ' 9 
a 2  

n étant entier, nous conviendrons de prendre i(x) = n + 1. Il est facile d'ex.. 
primer i(x) au moyen de [XI. En effet, remarquons que i ( ~ ) - - [ x ]  est O OU 1, 

1 
suivant que x - [XI est inférieur ou non à -. Or, on sait que la fonction: 

2 
[Zx] - 2[x] jouit de l a  même propriélé. Par suite: 

; (x) = [2 x] - [[rc] . 
Inversément: 

La fonction [XI est dé@zie par Ies propriét6s d'être un nombre entier et de 
satisfaire aux conditions 

1x1 7 x < [xf -+ 1. 
De même, la fonction i ( x )  est cldfînzé par les propriétés d'être un nombre en- 
tier, et de satisfaire aux conditions 

1 = 1 
i ( x )  -: < X  < i ( x )  + 9 

que l'on peut écrire ainsi: 

On voit, maintenant, que 
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2. Nous ne nous arrêterons pas à étudier les propriétés de la fonction il 
car notre but est seulement d'utiliser cette fonction dans l'étude de cert,aines 
questions de moyennes et de probabilités. Néanmoins, nous ferons observer que 
les égalités obtenues permettent de déduire facilement les propriétés de i ( x )  de 
celles de [XI. Nous ferons aussi quelques remarques, relatives aux mêmes éga- 
lités. D'abord, la comparaison de (1) avec (2) donne la relation 

qui en fournit beaucoup d'autres. Une de ses conséquences est que, si l'on 
x l x  l x  1 considère les excès des quantités - + -- - +- - 3 - + - , . - non inférieures 
2 2 4  2 8  2 

à 1' unité,. sur. les plus grands nombres entiers qu'elles renferment, le rapport 
de leur somme au logarithme de x tend vers l'inverse du logarithme de 4, 
lorsque x augmente sans limite. La  moyenne valeur des mêmes différences est 
1' 
- Autre remarque: lorsque x est un entier n, la relation (3) prend la forme 
2 

1, pour x =  2,. 4, 8, 16  ,... 
O, dans les autres cas. 

Si l'on observe que, entre lz et 2~2, il y a une puissance de 2 ,  et une seule, 
on obtient 

Il  est facile (*) de transformer cette formule, en posant 

n 1 2 n et en observant que, de , + - = y, on tire x = - On trouve alors 
2 2 y - 1  

T(x) est l'exposant de la plus haute puissance de 2 ,  non supérieure à x ,  et 
peut être mis sous la forme suivante: . 
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Si, dans l'identité (4), on change ta en n - 1, on obtient, par soustraction, . .. 
& .  la relation kvidente 

t ( y ) + t ( ? ) + t ( Y ) + . . - = l ,  

oh a', b', c', . . . sont tous les diviseurs impairs de 2 12. D'autres relations, plus 
12 générales, peuvent être obtenues en faisant x = - dans l'égalité (3), en mul- 
P 

tjpliant les deux membres par f(p) et en additionnant, après avoir fait p -, 1, 
2 ,  3 ,.,., m. Par exemple, pour f(x) = 1, il vient 

. . < .  
pourvu que l'on représente par E ( X )  l'exposant de la plus haute-puissance-dè 
2 ,  qui divise x ,  et par @(x) In somme e ( l )  + E (2) + . . + E (x). Si 1' on opère 
comme plus haut, on reconnaît que la dernière identité prend son origine dans 
l'identité évidente 

On obtient d' autres relations, en faisant f (XI = A(%), p (x), E (x), . . . Par exemple : 

3. Pour chercher la valeur asymptotique de 

il faut nous rappeler (*) que la somme 

est asymptotiquement égale b 

En = nlogn + (2C- 11%. 
Or : 

I - T ?  -;/[Y]-[$]]=E~.-E.-N. I - 

Par mite : 
I,=nlogrt + (log4 + - 2 O i . 2 ) ~ .  
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4. Une autre expressiou qu'il nous faut évaluer asymptotiquement, pour 
les besoins des recherches ultérieures, est 

'rc 
Souvent nous avons affirme (*) que cette expression est asymptotique à m .  4' 
mais nous n'avons jamais donné, de cela, une démonstration rigoureuse. On 
  eut écrire 

A. = 2 [t] sin 7 , 
ou bien, par la transformation habituelle (*), 

en posant 
* x x  1 F(X)= z s i n - = - + -  en--cos-). 
4 2 2 s  7- r: 2 

En d'autres termes, F(x) est 1, si x a l'une des formes 4 p  $- 1, 4y  + 2, et 
O dans les autres cas. En combinant les deux formule8 trouvées, on sait (*) 
que l'on peut écrire, asymptotiquement, 

Si F(x) était toujours 1, la deuxième somme se reduirait à \I;, et serait, par 
conséquent, négligeable vis-à-vis de n. h plus forte raison cela a-t-il lieu, 
puisque P(x) ne quitte la valeur 1 que pour s'annuler. De même, dans la 

92 première somme, il est permis de remplacer par - car on vient à né- [-Pl P I  

gliger ainsi une quantité d'un ordre non sup6rieur à celui de \lz. Par suite 

IZ n la 5. Cela posé, voyons dans combien de cas, pour x = - , - 
1 2  

- la 
n 

valeur de i ( x )  est impaire. Pour que l'on ait i = 2 k  - 1, il faut et il 

suffit que 
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Les valeurs de p, pour lesquelles i = 2 k - 1 ,  sont dono (3 

[ a  :: 33] [ p  ,c21 Faisant varier k, depuis 1, on obtient Leur nombre est - - - 
1' expression 

qui représente la quotité des termes impairs, dans la série indéfinie 

Youlant nous arrêter au nèmqerme, observons que les n termes suivants sont 
égaux à 1 ,  et les autres sont nuls, d'où il suit que nous devons, de la somme 
ci-dessus, retrancher 32,  si nous voulons )a quotité des termes im.pui~s, dans 
la série des rt premiers nombres (5). Par conséquent, la probabilité que l'un 
de ces nombres, pris au hasard, soit impair, est 

Arn Pn=--1. 
12 

Si n augmente indéfiniment, 
7i P s  - 1 = 0,570 7...  (6)  

En d'autres termefi: u S i  Z'on divise un nombre très-grand pur un nombre plus 
petit, pris au hasard, il y a 4 environ à parier, contre 3, que le quotient le 
pEus approcli4 est impair a. 

6. Soit - une fraction quelconque, dont les termes ne ~urpassent pas n. 
'V 

Quelle est la probabilité que le plus grand nombre entier qu'elle renferme est 
impair? Après avoir donné h v une valeur fixe p, faisons varier u de 1 à n. 
Y our 

u =P, ~ + 1 ,  p+2,..., 2 p -  1,  

3 p ,  3 p + 1 ,  3pf 2 ,*** ,  4p -1 ,  
. . * . * . - . , . . . , . . . . . . . . . . . . .  
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U - sera impair. On ne doit pas aller au deIà de u = n =pqp + r. Si qp est 
v 

1 pair, il y aura, pour u ,  2qp séries de p valeurs. Si qp est impair, il y en 
1 aura o_(qp  - 1) de p valeurs, et une de r + 1 valeurs. Le mmbre des cas 

favorables est donc, dans chacun de ces cas, 

ou bien, en une seule expression, 

Par conséquent, si P est la probabilité cherchée, 

en supprimant toujours, dans le second membre, les quantités d'un ordre infé- 
rieur à celui de fi2. 

7. Cela étant, transformons le second membre de (7) par les moyens 
habituels (*). Posons 

Pour f (x) = (- 1)"(2 x - l), on a F(x) = (- 1)" . x. Donc 

De même, si f(x) = - 1, pour x = 1, et f(x) = 2(- l )" ,  dans tout autre cas, 
on a d' abord F(x) = (- 1)"; puis: 

x p  (- l ) q p  = 2 (- l ) p  q p ( q p + l )  n(n- l - l ) - l  
2 

+----na+u+v. 
2 2 

Enfin : 
v(- l ) q p  = 25(- 1 ) p q P  + 5 2V+ fi. Y 

Substituant dans (Y), on t r o k  - 
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8. &vahona asymptotiquement S, T, P. Observons d'abord que 

ou bien 

Par suite : 

c' est-à-dire 
S+ T =  -n210g2. ' 

De même, on sait que 

On en déduit . . 

c' est-à-dire 
v= - rtlog2. 

Asgmptotiquement, la formule (8) devient 

Ainsi: u Il y a 1 1  5 à parier, contre 61  environ, que le quotient obtem dans 
une division quelconque est pair plutôt qzc'i~npair n. 

Considérons, par exemple, les 2500 fractions, dont les termes ne surpassent 
pas 50. Les plus grands nombres entiers contenus dans 887 de ces fractions 
sont impairs. Or, le quotient de 887 par 2500 est 0,3548, et  ne diffère pas 
beaucoup du logarithme de i%, 

9. Faisons la même recherche pour i 

pour les valeurs suivantes de u: 
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? .  [y '1 E n  raisonnant comme prkekdemment, on trouve, pour On a pose p= - 
u,  un nombre de valeurs, donné par le tableau suivant: 1 i(f) f a i r  1 2 *(;) - impair 

i (-- w En observant que , on peut Qcrire, en une seule 

expression, 

Conséquemment ! 

10. Transformons asymptotiqueihent les sommes du second membre. 
.Nous avons déjà trouvé. 

La somme i(- l)<(i) est Bvidemrnent I'exo6s de n sur la double quotité des 
1 

termes impairs de la série i ri), i(:) i(::) , c'est-à-dire : 

De tnême, si a ,  f i ,  y,... sont toutes les valeurs de p, pour lesquelles i 

impair, on a 

7 ip(-l)i(i)=+ yP - 3 2 a + 2 $ ( n + p ) = -  2 h2 - '2 Y ~ .  " 
1 
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Or, d'après une remarque faite précddemment 

D' ailleurs 
s=s-t + s e - t z  S - t  
?; ( ~ - p + l ) e - - $ ~ .  

p=l 2 
Par  suite : 

Finalement: 
n2. 

- 2  . 
Tl nous resterait à transformer la somme 

mais, ici, les formiiles ordinaires semblent impuissantes, de sorte que nous de- 
vons nous borner à écrire 

E étant une fraction proprement dite. Puis: 

Au moyen des relations (IO), (Il) ,  (12), (131, la formule (9) donne 

valeur comprise entre 0,45 et 0,79., Nous arriverons au résultat exact par une 
autre voie; mais n k s  ne supprimerons pas les calculs qui soit parce- 
qu'ils nous ont donné des expressions asymptotiques importantes, soit parceque 
l'on peut arriver, par la même voie, à des formules plus générales, qu'il serait 
impossible d'obtenir par le moyen spécial dont nous allons parler. 

11. bonsidérom, d'abord, les plus grands nombres entiers contenus dans 
26 les fractions - dont les 'termes ne dépassent pas n. Changeons n en r n ,  r 
V 
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étant un nombre déterminé et fini. Lé 'nombre d e ~  c a s  favorables; qui était 
n'Yn, devient Pn2P,,. S i  l'on oonsidère seulement les fractions dont un terme, 
au moins, est . - égal .à -- n; c'e'st-&dire les' fractions' 

? .  

n 12 12 'n 
- Y 
1 

- 2  
2 3 ' " ' :  f i-1 9 n 

. . 7 - > 
1 . 3 2  

!J "- - 
- 3 . .  ' 

12 -,1 - 12 
(15) 

- > - 9 % Y 
n 12 11 t t  

quel est le nombre dei-ciis fav&&h-correspondant? Dans la seconde ligne, 
il n'y en a aucun. Dans la premiére, on sait qu'il y en a asymptotiguemeiif 
%log 2. Donc 

. . .  . .  
~ - , --. . 

Lorsque n augmente indéfiniment, Pn et Pm tendent vers la même limite P, 
et l'on a 

. . 

conformément h ce qui a été trouvé plus haut. 

12. Faisons 13 même recherche pour. les Dans la pre- 

mière ligne de (15), il y a n c a s  favorables, et dans la. seconde. En 
2 - i .  

x - 1  
tout - * - -  2 

12, Donc; - .  

Enfin: 
x - 1  P = = O,5353.,. 

Conskquemment: u 12 y a 15 à parier, contre 13 ntoig.~n, que le nom& entier 
je pltrs proclic d'une quantitk eomrnensurabl~, prise au hasard, est impnir n t  

Ainsi, parmi les nombres entiers les plus proches des 2500 fractions, 
dont les termes ne surpassent pas 50, il y en a 1358 impairs. Dans ce cas, 
P.= 0,5432. La comparaison des valeurs (14) et (16) montra que 
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Cesàro:  Évt?ntualitt?s de la division arithmitipe., 27% 

Maintenant, on peut écrire 

etc., etc. Toutes ces formules semblent assez difficiles à obtenir directement. 
13. En raisonnant comme nous l'avons faii dans les paragraphes pré- 

cédents, on peut arriver à un résultat plus général. Soit f ( x )  la fonction indi- 
catrice (**) d'un système 62 de quantités. 

Lu probubilitd que le nombre entier le plus proche d'une quantité com-: 
mensuralde, prise au hasard, appartienne à II, est 

Dans cette formule, L représente la frkquence de !1 dans la série it;) 3 i i(),..- 
. . 

i(:) 3 c'est-à-dire que - 
- \ 

=1i- . ' j f [ i(;)]+f[ i(;)]. 12  f[i(;)] + : + f [ ; ( X ) ] [ .  
14. Si l'on considère des fonctions quelconques des plus grands nombres 

entiers contenus dans les fractions - 9 on trouve, en répétant les rsitl~nnements 
'8 - 2 -  - 

employés plus haut, 17iyportante formule 

pourvu que l'on pose ' F(x) = f (1) + f (2) + . . + f (x). De fa m h e  maniére, 

si l'on veut Qvaluer la somme des quantités f d'abord, pour  

" = P ,  

Il  suffit, maintenant, de changer p en 1, 2, 3 ,..., n ,  et additionner. 
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15. Pour f (x) = x,  la formule (18) donne 

Or, d'après des formules connues (*), 

Zrp =rtloglz+(2C- l)n, 

16. De même, pour f(x) = x, l'expression (19) devient 

lorsque p n'est pas un des nombres a,  19, y,. . . , non s~gxfrieurs à n, lep 

est impa&; Dans ce cas, .il faut encore ajouter 

(a + 1) -.aqP -[q]- (21) 

Par conséquent 
1 - 

en négligeant les quantités d'un ordre inférieur à celui de n" et en appelant 
B la somme des quantités analogues à (21). On a donc 

Pour calculer R,. observons d'abord .que le nombre asymptotique des quantités 
a est 21a log2 - n. Remarquons aussi que 
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Ces àr o : Éventualitb de la division aiithm&ique. 281. 
- - . -  - 

Cela étant, on a vu que 
1 ?iP 

xppp(- l ) q p - S +  T- s . ( ~ +  v)= (z-log2)nt 

Si l'on distingue respectivement par des accents ' et " les sommes relatives 
aux valeùrs de p, pour lesquelles qp est im2air ou pair, on peut écrire 

D' autre part: - 

Par suite: 

Puis, successivement, 

Enfin: 

17. On peut comparer les formules (20) et (22) à In suivante: 

Soustrayant (20) de (23) on a 

Tel est le moyelz ,excès d'une quantitd corn~~ensurable quelconque sur le plus 
grand nombre entier qu'elle renferme. De même, 

Tel est le moyen ezcès d'une quantité cornnaensurable quelconque sur le rtombre 
entier qui s'epz rapproche le plus. La petitesse du dernier résultat est due h 

ce que la différence 2 - i (g )  n'est pas toujours p~sitiue. Il y aurait à cher- 
O 

cher 18 moyenne valeu* de la diffdrence a&olue des deux quantitbs. 
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18. Enfin, les égalités (22) et (23) donnent 

. .  . ., .. , . 

Telle moyenne, valeur de la d i ~ r e n c e  i(:) -.[FI. t&jours égale U 

ou à 1. Ayant pris deux entiers, L- au . ha~ard,  s i  on les divise l 'un par l'autre, 

le second membre de (24) représente 'aussi la probabilité d'avoir i(:) [:] = 1' 

E n  d'autres termes: . - 
u Il y a environ 49 h parier, contre 39, que,- dans une divi+iom. guel- 

conque, le quotient le plus approché est celui par défaut n .  

On arrive au même résultat en  employant un raisonnement analogue h. 
celui qui nous a servi pour établir la formule (17). On trouve f8cilement que, 
si L et A sont les frkpences d'une certaine conditioii dans les séries 

la ~robabilité que, en brërïa~tu'-el u au hosard, f - safigf«.sse à la même (: 1, 
condition, est dg& 'à -19 moyenne arithmétique des deux ;frépuences..'.Ainsi: 

On retrouve (17) comme cas particulier. Soit f ( r )  = i (x) ,  La .condition à vé-a 
rifier par chaque nombre i ( x )  est d'être plus grand que la quantité x corre- 
spondante. Cela était, il est clair -que - . . b 
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19. La forrhule (26) trouvera d'intérémahtes applicaticins dans iine pro- 
chaine 3Tote (***). Pour le moment, nous nous bcirnerons à résbudre 'une cud 
riease question de probabilités, On sait (*) que, pouP f(x)'- x, dans la première 
des séries (25), la fréquence des termes qui, réduits: en décimales,, ànk;r-pou0 
premier chiffre après la virgule, est - 

D7au@e'*a.rt, dans I&.secbndè des séries .(Bq, ohque  ohiffre est-6galernent 
fréquent. Donc, 'd'après (26), on peut affirmer que: u Dans une divisio~z quel- 
conque, la proba6iEiti que le pem'er c?ifre.d&imal soif r; sst 

En faisant usage des propriétés de la fonction 
curieux résultat : 

u La probabilité pue; danT ulze %vision 
décimal soit un 4 ou un 5 esi 

iiarmoi+te (*), An arrive x . , . -  B -,..., ce 

puelconpuer le premier cbiffni 

Plus généralement, la probabilité: que le premier chiffre décimal soit inférieui 
à 5 + m, mais non. à 5-- M, est -- - %- 

Pour m = 1, 'on obtient la proposition qui précède: Pour n; =,4:,, 
u La prob~hdit& pue, dans une divisiek &&on pue, le' $*ek'er 'c! l i fre  d&- . .  - .- . 

cinza t soit O" ou -9 ' est ' . . 
' 

etc., etc. .. . D'ailleurs, il n'est" pas difficile de généraliser ces- propositions; cac 
il est ais6 de.ddmontrer que: u Dons mie di~ision~quelco~zque, l a  probabilifé 
que le kème chifre décimal soit 1. est . 

Les petits chiffres- Gont toujmig p1Ùs- prob&fesP que 'les g i a d r ,  e t '  il; 1'e:soRi 
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d'autant plus qu'ils se trouvent plus près de la virgule; mais, à mesure qu'on 
s'en éloigne, tous les chiffres tendent à devenir également probables. 

20. Revenons à la formule (18), et transformons-la afi moyen des fon- 
ctions y, h ,  définies par les égdités~ 

jY(X))=f(%),  +' %&(%)=zf(x). (27) 

On sait (*) que 

Z P q p  f (!?Pl. = 2 q~ ( q p  + '1 
( p ) ,  2 2 

Or, les relations (27) donnent 

h ( 4  = f (4 -t (x - ~ ) Y ( x >  
Par  suite : 

9 (4 = - Tg (4. 
Enfin : 

1 ~ $ 1  =(a  t ~ ) Z W ( P )  - SP*:&) - 

' 

formule facile à obtenir directement. 
21. Par  exemple, pour g(z) = 1, on a f(x) = x, et les i 

et (28) coïncident. Si g(x) =(- l)"+', f(x) est 1 OU O, suivant que x est impair 

ou pair. En  appelant P la probabilité pour que [il soit impair, la formule c28) 
* - 

donne immédiatement 

c'est-à-dire : 
1 

( l a +  l ) n l o g 2 - - ~ z ~ l o g 2 - . . .  
2 

En générsl, toutes les fois que f est une fonction indicatrice, l a  fortiule (28) 
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est plus commode- que (18); parceque, dans la première, la fonction f n e  dépencf 
pas des quantités q. 

22. D'.après - (19), 

I .  

en. appelpa~t a ,  B, y,. .,. les nombres,. Mn supérieurs à rt, pour lesquels - 4 
. . [") ' . .  [1<]. [y], . s&t imp&s. On cakulera. R h . p i t ,  dans chaque cas: . 

23. Parmi les fractions - considérons seulement celles qui se iapprochent 
v 

plus du nombre entier immédiatement supérieur que de celui immédiatement 
infér-ieur,.et distinguons -par un accent- les sommes correspondantes. Pour ces 

fractions, la différence i (V) - -[:]; nulle dans tout autre cas, est Qgale & Yu-' 

nité. Par  suite . - 

ou bien, en vertu des formules (18) et (29), - 

en supposant-f(0) = 0. De là on pourrait déduire la formule (24). 
24. Du' reste, les  application^ de la formule (31) sont extrêmement nom7 

breuses. Bornons-nous B signaler la sivante.  Soit g(x) = 21: - 1, &,.par suite, 
f(x) 7 x'. En observant que, d' après .(24), le nombre asymptotique des fractions. .. . 
cons&rées est (log 2 - i) nt, on ,. , obtient 

5 .  
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Pour.Ealcder R, 1 i  foimulé (30) dbnne,?en se rappelant que le nombre asymp- 
totique des quantités a est (log4 - l ) n ,  

, - 

I ..- 
f '  

Faisant attention que p - - , on trouve sans peine 
r 

voit que le calcul dé R est ramene B la determinatiori des àohim~s'habi- 
tuelles. Nous n'irons pas plus loin, pour le moment, parceque les moyens or- 
dinaires sont 'impuissants pour calculer asymptotiquement les sommes en que- 
stioir, avec l'approximatioh nécessaire. II faudrait pouvoir déterminer les sommes 

v 3 T ' e n  . 
Y ~ P ?  YI' h 3  

jusqu'aux quantités de l'ordre de n" inclusivement, et la somme xq: jusqueaux 
quantités de l'ordre de rz, inclusivement. Nous reviendrons sur cette question, 
en cherchant des procédés d'approximation 'plus délicats. Une fois la question 
résolue, il sera facile de- cherclier, par les formules qui précèdent, la moyenne 
valeur de la différence  absolu^ entre une quantité commensurable quelconque 
et le nombre entier le plus proche. On pourra'réijiouare une foule de questions 
analogues, en employant la formule duidente 

. . ,  - .  . - ? 

qui est surtdut ut ie  dans les questions de lorsque f est une fon- 
ction indicatrice, convenablemen t choisie. 

25. -)n sait que, si 

a ,  b, c ,... étant tous les diviseurs de a, on a 
, - 

De même 
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$?es à r O: $ventualitks $e la division àritbnzétigue, 28% 

Par soustraction : 

Cette formule donne beaucoup d'expressions moyennes importantes. Par  exemple: 

etc. Lorsque f est une fonction indicatrice, telle 'que 1, p, ),p, etc.'.. . , la for- 
mule (32) permet de résoudre use foule de quest.ions de probabilités. Quelque- 
fois, il est utile de la transformer comme il suit: 

De l a  m&e mqière  on trouve' 

etc., etc. 
26. Toutes ces relations sont fort utiles. Ainsi la dernière, pour f l x F  

(- i)"+', donne immédiatement la formule (6)- Faisons; plus' gbdralement, 
F(z)  égale B i  ou à O, suivant que le'reste de la division de x ,  par le norul>r$ 
fixe a ,  est ou n'est pas r. Au moyen de la formule (33) on obtient sans pein-e 

en posant 
. 2 r - l  2r4-1 

3 . .  YI=-* .2cc 
Enfin: 

. . . -  
Telle est, dans la série i(f), >(a), a . > i(:) la fr6quence destirmes qui ont 

la forrne<Ba! 4-4. 
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~ s n s  la  serie i(k), i(i),.-. i(:), il est clair que 1s fréquence analogie est 

en -supposant r différent de zéro. Conséquemment: 
u La probabilitd que' k nombre elztier Ze.plus proche d'une quantité COM- 

mensurable, prise azc hasard) ait la forme itta + r, est 

1 pourvu que r > 1. Si r = 1, il faut encore retrancher - n. 
4 

27. Soit P, la  probabilité dont il s'agit. On peut la laisser sous la forme 

Cette formule est vraie pour i = 1, 2,  3, .. . , a - 1. Quelle' est la valeur de 
Po? Remarquons que 

1 3 1 
pi +p2 + p3 + - .  . + P.-, =, /~ ( l -&) -  H(&)/ + - 2, 3 

Telle est la probabilité que te nombre entier le plus proche d'une quantité 
comrnensurable, prise au hasard, ne soit pas divisib2e par a. 

Enfin, si 6: est un nombre pair 2 m ,  supérieur à 2,  la formule (34) donne 

Par exemple, pour rn = 2: u La probabilité que le nombre entier te plus proche 
d'une quantité commenszcrable, . - prise au. hasard, ait la forme 4p f 2,  est 
kgale à 

De même,. pour , m , = 5, on voit que: . .  u .  La . probabilité . gue, dans zcne division 
X quelconpue, le quotient le plus approché se termine par un. 5 est tg.9.4 n. : 
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Ces il r O : $ventkZitds de la div&ion aritkmlipus. 289 

28. Nous rappellerons, titre de simple reneeignement, que dss fon- 
Ctions asscz étroitement liées avec notre fonction i(x) sont fort connues en 
Analyse. Ainsi R m ~ i n n  a imaginé une fonction p(x), ghéralement égale B 
l'excès de x sur le plus proche entier, mais égale à zéro lorsque x est égale- 
ment éloigno des deux nombres entiers qui le comprenned. En  d'autres termes: 

Lorsqu'on introduit cette fonction dans les recherches asymptotiques, on ren- 
oontre la fonction .de Riemann, somme'de la série - 

( ) = - ( )  

D'après la série de Fourier, il existe pour p(x) une expression analytique, à 
savoir : 

1 1 1 
p(z)=;(sin2rrx--sin4nxf 2 - s inônx- - - a  3 

O,  en gén6ral . . .  
1 
- 3  si 22 est un entier impair. 
2 

Si x est une fraction, dont les deux termes ont été pris au hasard, on a vu 
que, en moyenne, 

p(x) = 0,01824 ... 
Une autre fonction, extrêmement intéressante, a ét6 imaginée par M. TCRI% 
BYCHEW. C'est la plus petite quantité 0(x), qu'il faut ajouter ou. retrancher 
a x, pour obtenir urz nombre entier. %(x) est donc la valeur absolue de p(x), 
sauf pour z également éloigné des deux entiers qui le comprennent: dans ce 

1 cas 0 (x) - - mais p (x) -- 0, par convention. E n  d'autres termes : 
- 2  

M. TCH~BYCHEW a donne cette curieuse formule 

qui en engendre d'autres. P a r  exemple: 

- 

De même, considérons les diviseurs de x, congrus acec 5 r; 
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299 Cesàro: Ihefituulitt?~ de la division arithmétique: 

Soit E,.(Z) l'excès du fiombre de cmx yui sont camposés d ' m  nombre pair de 
facteurs premiers, inégaux, sur le nombre de ceux qui sont premiers, ou com- 
posés de facteurs premiers, i~zéguux, P Î Z  ~onzbre impair. Posons 

Nous reviendrons sur les séries de RIEMANN et de M. TCHÉBYCREW, pour en faire 
quelques applications asymptotiques. Nous démontrerons aussi que, en conce- 
vant x comme engendré par la division de deux entiers, pris au hasard, on 
a ,  en moyenne, 

1 2 
%(x) = g + log - = 0,245782.. . \I. 

(') Voyez notre Premier Méinoire d'drithrnétique. 
(") Nous appelons ainsi toute fonction susceptible, de prendre telle o u  telle autre valeur 

constante, suivant que la variable appartient ii tel ou tel système de nombres. Ces fonctiiins 
seront l'objet d'un article spécial, où sous etudierons aussi les groupes de .nombres. 

("*) Sur la distribution des qtmatitis commensur~liles. 
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Sur le plus grand commun diviseur 
de plusieurs nombres. 

C -- . 

(Par EENEST CES~RO, dtudiant, -à Torre Annunziata.) 

1. 8 oit (xi, x2, x3,. . . , xmj le plus grand commun diviseur des nombres 
x; ,  x,,..,, x,,,. Pour évaluer la somme de toutes les quantités, analogues b 
F(x,, x,, ..., G,), lorsque chaque x varie, ind4pendamment des autres, depuis 
1 jusqu'à n, on pourrait ordonner le résultat par rapport à F( l ) ,  F(2), F(3), . . ., 
en cherchant combien de groupes de m no~bres ,  égaux ou inégaux, fiera supé- 
rieurs à f i ,  admetteizt p powr plus grand cornmun diviseur. Mais il est plus 
facile d'imaginer une fonction f, telle que l'oh ait 

a ,  6,. cl. .  . étant tous les diviseurs de x,  et d'ordonner la somme -coqsid&ée 
par rapport, 8. f (i), f (2), f (3), . . . En effet, le coefficient de f ( p )  exprime'ra coln- 
bien de groupes de m nombres, diaux ou iw'gaux, non supérieurs à n, admettent 
p pour diviseur cornmun, que celui-ci soit ou non le plus grand. Or, puisque 
chaque x n'est susceptible que des valeurs p, 2p, S p ,  . . ., q,p, le coefficient 
cherché est qy. Il en résulte 

À cette formule son peut (*) substituer la suivante: 

xi(&, x ~ , x . , . . ~ ,  ~ ~ ) = + ( q ~ ) + & - ~ ) + ( 4 . ~ ) + ( 3 ~ - 2 ~ ) + ( ~ ~ ) + . . .  , (3) 

Jl(x) -c f (1) + f (2) + f (3) + * * + f (4- 
. Les k'omiiles @) et (3) sont fort utiles dans les recherches anym~tot i~ ies l  te- 
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292 Ce s à r  O :  Sur te plus grand commun diviseur 

- 
C - 

latives au plus grand commun diviseur de m nombres. Mais l'on verra plus 
loin pourquoi nous ne nous y arrêtons pas. 

2. On peut écrire 

r étant une fraction propremelit dite. Le second membre de (2), divisé par nm, 
- 

prend donc la forme 

Si la fonction f (x )  reste entre deux limites finies, lorsque x varie de 1 à + m, 

il est clair que la somme if- n'est- pas d'un ordre supérieui8 celui de 
i tr 

m * 3 2. Lors, donc, que r est supérieur B l'unité, la somme en question est d e  
1 Pr 

l'ordre des constantes, au moins. Dans le cas de r = 1, elle n'ebt pas .d'un 
ordre supérieur à celui de logn, et son rapport à n tend, par conséquent, vers 
zéro. Il en résulte que, pour n' indéfiniment croissant, l 'expressii (4) tend ver; 
la limite de son premier terme, pourvu que m 5 2. ConsBquemmeat, 

3. Pour appliquer la formule -(5), il faudrait chercher, chaqüe .fois, la: 
fonction f ,  qui dépend de la fonction .donnée F ' p a r  la relation (1); mais nous 
pouvons nous affranchir de cela, en observant que, d'après les principes exposés 
dans le Premier Mémoire, l'identité (1) dorme lieu à la formule 

Par  suite: 

4. L a  formule (6) est d'une extrême souplesse pour -1a résolution.. des 
questions de probabilités, concernant le plus grand commün diviseùr dé ni 
nombres, pris au h & a h  Vétit-on savoir, par e&&le, probabilith il y 
a pour..que ce diviseur . soit . précisément un. nombre . .  <donné . k?  Faisons F(x) = lj - 
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de plusieurs nombres. 293 

pour x = k ,  mais F(x)  = O, en gdnéral. La formule (6) donne immédiatement 

En particulier., pour Tc = 1 et m = 3 : 
u La  probabilité que trois nonzbres, pris au hasard, soient premiers e~ztre 

eux, est 0,83190.. . 7 7 ,  etc., etc. ... 
5 .  Si nous donnions d'autres applications de la formule (6), cette Note 

ferait, en quelque sorte, double emploi avec une des Notes qui précèdent. ELI 
effet, d'après la formule (19) de notre article u Le plus grami diviseur carre' 77,  

on a :  
1 4 

Par  conséquent : 
u La probabilitt? que la ?n2lne racine de la plus haute puisslrnce rnè1l le ,  qui 

divise un nombre entier.pris au hasard, appartienne à un certain système de 
nornbres, ne diffère pas de la probabilité que le plus grand commun divisetir 
de nz entiers, pris uu hasard, apyartienne a,u mhne systèwze n .  

Ailleurs (**), nous avons doriné l'explication, extrêmement simple, de ce 
fait curieux. 

6. Il n'y aurait donc à faire autre chose, pour terminer cet article, que 
4 

de transcrire l'article cité, en remplaçant partout la fonction dm (2) par (s,, 
x2 , .. . , xm). Aussi, nous bornerons-nous B énoncer quelques propositions: 

1." u La probabilité que le plus grand cormwun diviseur de m nombres, 

pris rru hasard, soit un carré, est 2 n .  
Sm 

2.' u Il y a 7 à parier, contre 3, que le plus grand comfnurz diviseur 
de deux nombres, pris au hasard, est composé d'un nombre pair, plutôt que 
d'un nombre impair de facteurs premiers, égaux ou inégaux n .  

3.' u Il est trois fois plus probable que le plus grand commun divi- 
seur de deux entiers, pris au hasard, soit impair plutôt que paiv n .  

4.' a) Il y a 18 à parier, contre 7 ,  que le p l z ~  grand commurz di-  
viseur de deux en f ie~s ,  pris au hasard, se termine yar un chiffre impair, 
autre gue 5. 

Anml i  di iMatematica, tomo XIII. 39 
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b) I l  y a 3 à parier, contre 97, qu'il se termine par 5 ;  et 1 seule- 
ment, contre 99,  qu'il se termine par 0. 

c) II y a 6 à parier, contre 19, qu'il se termine par un chvre pair, 
différent de O.  

5." On a, en moyenne, 

etc., etc. . . . 

(') Voyez Premier Mémoire d'Arithmétique, 
(") MATHESIS, 1884: Probabilité de certains faits arithmétiques. 
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Sur la distribution 
des quantites commensurables. 

(Par ERNEST CES~RO, k t ~ d i a n t ~  26 Torre Arznunziata.) 

1. L a  question que nous nous proposons de résoudre ne presenterait 
aucune difficulté, si nous ne voulions considérer les valeurs commensurables 
qu'à un point de vue entièrement abstrait, c'est-à-dire sans tenir compte de la 
manière dont elles sont engendrées. Supposons, en effet, que, ayant une valeur 
commensurable x,  il faille ajouter dx, nécessairement commensurable, pour 
obtenir la valeur commensurable, immédiatement supérieure. Il  est clair que: 
1" x + dx sera commensurable; 2" entre x + d x et x + 2 dx il n'y aura pas 
de valeurs commensurables; car s'il y en avait une, en en retranchant d x  on 
obtiendrait une valeur commensurable, comprise entre x et x f dx, ce qui est 
contraire à l'hypothèse. La  distribution des quantités commensurables, consi- 
dérées indépendamment de leur génération, est donc wiforme. Mais I'on peut 
demander que l'on tienne compte de la manière dont ces valeurs ont ét6 engen- 
drées. Imaginons, par exemple, que, ayant porté, sur une droite indéfinie, à 
partir d'un point fjxe, et dans le même sens, toutes les longueurs entières, on 
divise chaque intervalle en n parties égales, et supposons que l'on attribue suc- 
cessivement à n les valeurs 2,  3, 4,. . . , jusqu'à 1' infini. On vient ainsi à repré- 
senter, sur la droite, toutes les quantités commensurables. Il  est clair que, dans 
chaque intervalle, la distribution se reproduit d'une manière identique: il suffit 
donc de rechercher ce qui se passe dans l'intervalle 01. Or, par la division de 
cet intervalle en n parties égales, après les divisions successives en 2, 3,. . . ; 
n - 1 parties, les seuls points nouveaux que I'on introduit correspondent aux 
g (n) fractions irréductibles, de dénominateur n , inférieures à 1' unité. Le nombre 
total des points de division devient donc 
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Cela ktant, prenons, entre O et 1, une quantité a ,  si petite qu'on le veut, mais 
fixe et diffél-ente de zéro. Si cf(%, n') est le nombre des entiers, premiers avec 
n et non supérieurs B n', il est clair que, parmi les cf(n) fractions irréductibles, 
considkrées plus haut, il y en a cf(jz, n . ~ )  non supkrieztres à E. Or, on sait que 

a ,  b, c, .  .. cStant tous les diviseurs de n. P a r  suite, si l'on pose 

f(.) = [cl -t- [2&] + 1 3 6 1  + . ' . + [ X E ] ,  

le nombre des points de division, compris dans l'intervalle c, est 

Or, on peut écrire 
E 

f (x) = - x', 
2 

en négligeant les quantités de l'ordre de x. On en déduit, comme d'habitude, 
l'égalité asymptotique 

où la quantité négligée n'est pas d'un ordre supérieur à celui de nlogn. L a  
probabilitb qu'un point de division tombe dans l'intervalle est donc E .  P a r  
conséquent, la densité des valeurs commensurables est constante dans tout l'in- 
tervalle 01, les points extrêmes exceptés. E n  effet, les raisonnements qui pré- 
cèdent ne subsisteraient plus si la quantité E était nulle ou indéfiniment petite; 
si, par exemple, elle tendait 3, zéro de manière que E ~ Z  = 1. Pour s = O ,  re- 

1 1 marquons que le point de division le plus proche de O est -. Après -, il vient, 
n 12 

1 certainement, le point - 1 1 , séparé de - par un intervalle de l'ordre de , 
92 - 1 n Ir - 

1 
dont le rapport à, l'intervalle 0- tend, par conséquent, vers zéro. E n  consé- 

12 

quence, si la densité est représentée par 1 dans tout un intervalle, elle est O 
aux points extrêmes, mais seulen~ent en ces points; car, si petit que l'on prenne 
E ,  du moment que l'on fixe sa valeur, la probabilité qu'un point de division 
tombe à l'intérieur de OÉ ne cesse d'être E. E n  d'autres termes, la densité se 
présente ici sous forme d'une fonction, admettant une discontinuité ordinaire 
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pour toutes les valeurs entières de la vnriable. Mais c'est exclusivement au 
point de vue aritlm&tique que nous voulons étudier la distribution des quantités 
comrnensurables. Aussi, dans tout ce que nous allons dire, nous supposerons 
constamment que ces quantités soient engendrées par la division de deux en- 
tiers, pris au hasard. 

2. Dans notre article u Szcr les éuelztualités de la divz'siofi aritkmétique n ,  

nous avons fait voir que, si L et A sont les fréquences d'une propriété dans 
les séries 

lu probabilité que, erc prenant x et y au hasard, f jouisse de ln propriéte 

considérée, est 

Cela étant, soit h(x) une fonction généralement nulle, mais égale h l'unité 
pour x = k. On a (*): 

Donc 

g(x)= 

Par conséquent, si f ( x )  = [x] dans les séries (l), la frEquence de la valeur k 
dans la première de ces séries est 

l , p o u r x = k ,  

- 1, pour x = k + 1. 

Si 3c n'est pas nul, la frbquence de k dans la seconde des séries (25) est évi- 
demment A = O .  E n  conséquence: u la probabilité que k soit le qzcotient par 
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d&fiut, dans zme division quelconque, est (k + i) n. De mîirne, on a 

d'où, pour f(x) = i ( x )  dans la première des séries (1)) 

h ( l )  D'autre part, A = - . En  conséquence: 
2 

Ainsi: u la probabilité que k soit l'entier le plus proche d'une quantité com- 

~nensurable, prise au hasard, est 
2 , sauf pour le = 1, k = O. Duns ces 

4k2-1 
5 1 cas, la probabilité est - n. 

4 
3. D'après ce qui vient d'être dit, il est facile de s'imaginer, sommai- 

rement, la distribution des quantités commensurables dans le système des quan- 
tités réelles, positives. En réunissant les résultats obtenus, on trouve qu'elle 
peut être figurée comme ci-apr&s: 

Les nombres écrits à côté des demi-intervalles sont, à partir du troisième, les 
nombres triangulaires. Ils sont inversement proportionnels aux nombres des 
quantités commensurables, comprises dans les demi-intervalles respectifs. 11 est 
bon de rappeler ici, une fois pour toutes, que nous considérons les quantitbs 
commensurables comme obtenues en prenant, au hasard, deux entiers, et en 
les divisant l'un par l'autre. 

4. Pour compléter l'étude de la distribution, qui nous occupe, cherchons 
d7 abord la probabilité qu'une quantité commensurable quelconque soit comprise 
entre k - E et k - E + 1, E étant une fraction proprement dite, et k un nombre 
entier. Il suffit de faire f (x) = [x + E ]  dans les séries (l), en continuant à con- 
siddrer les mêmes fonctions g et h, On trouve sans peine 
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d'où, en posant k - E = z,  

D' autre part A = E h (1). E n  conséquence : 

Telle est la probabilité qu'une quantité commensurable quelconque soit corn- 
prise entre x et x + 1. La probabilité qu'elle ne surpasse pas x est donc 

pourvu que z ne soit pas inférieur à 1. Enfin, la probabilité qu'elle soit corn- 
prise entre x et x $ d x  est donnée par 

On peut énoncer ce rdsultat en disant que: u La densité des quantitds commen- 
surables, autour de x, est inversement proportionnelle b x2 n .  En reprdsentarit 
par D(z) une fonction proportionnelle 1; densité des quantités cornmensu- 
rables, autour de x ,  on peut donc écrire 

Dans le cas de x < 1, on trouve immédiatement 

La variation des probabilités et des densités peut être représentée par les dia- 
grammes suivants: 

(Diagramme des probabilités.) (Diagramme des densités proportionnelles.) 

5. Nous avons tenu à montrer que les propositions précédentes pouvaient 
être déduites des formules démontrées dans la Note: Sur les éventualités de la 
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division aritknzétique; mais il est possible de les établir simplement, par une 
voie toute différente. Dans ce but, prenons, au hasard, deux entiers x et y. 
Nous supposerons, d'abord, que x soit pris parmi les nombres entiers compris 
entre O et n ,  et nous devrons alors adopter pour y le même 'champ de varia- 

tion. Nous ferons, ensuite, augmenter la indéfiniment. Or, si 17A l'on considère x et y comme les coordonnées d'un point du 
plan, prendre au hasard x et y c'est prendre au hasard un 
point à coordonnées entières parmi tous les points d'un carr6 
de côt6 n,, indéfiniment grand. La  distribution des points à 

O n .A coordonnées entières étant uniforme dans le plan, il est clair 
que le rapport entre les nombres de ces points, compris à l'intérieur de deux 
aires indéfiniment grandes est le même que le rapport des deux aires. Par 

suite, si l'on veut, par exemple, la probabilité que soit moindre que z,  (z< 1), 
X 

le problème se réduit à chercher le rapport de l'aire du triangle OAM, com- 
prenant les points favorables, à l'aire totale du carré. Si x > l ,  l'aire favorable 
est celle du trapèze 0A.CN. On retrouve ainsi les formules 

et les densités propo~tionelles seront, si l'on veut, 

6. Chaque quantité commensurable x, obtenue par la division de deux 
entiers, pris au hasard, peut être représentée, sur une droite, par un point, 
situé à la distance x d'un point fixe de la droite. Remarquons que, inverse- 
ment, tout point de celle-ci représente une infinité de quantités commensurables, 
ou n'en represente aucune. Ayant, pour ainsi dire, condeensée sur une droite 
la représentation des quantités commensurables, nous pouvons, d'une manière 
analogue, passer à l'étude des systèmes de deux quantités commensurables. Pour - 
abréger le discours, nous dirons que le nombre complexe x = x + y d- 1 est 
coinmensurable, lorsque x et y sont commensurables. Quelle est, dès lors, la 
distribution des nombres commensurables dans le plan? Il est clair que la den- 
sité de ces nombres, autour de x, c'est-à-dire dans le rectangle infinitésimal 
d o  dy ,  est D(x)  D ( ~ ) .  Elle est donc inversement proportionnelle aux carrés des 
coordonnées, supérieures à l7unit6. Ayant conduit les parallèles aux axes, à la 
distance 1, on partage la portion du plan, contenant les points à coordonnées 
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positives, en quatre r&gions, comme le montre la figure ci-contre.  ans la région 
limitée, la densité est 1: dans les régions illimitées suivant un seul axe, elle est 
représentée par l'inverse du carré de la coor- , 
dGn6e correspondante B cet axe. Enfin, dans la 

1 région doublement illimitée, la densité est - - 
xS ?le 

Nous avons tracé, sur la même figure, des lignees 
isobariques, ou lieux des points à densité c o , ~  
stante: elles sont constituées par des arcs d'hy- 
perboles équilatères, asymptotiques aux axes, 01 4h 4 

x 
dans la région doublement illimitée, et par des 
segments rectilignes, parallèles aux axes, dans les deux régions simplement 
illimitées. Quant à la région limitée, elle est partout isobarique. 

7. Le principe préckdemment employé pour la recherche directe des 
formules (3) peut encore s'appliquer ici, et même à des aires $nies, parceque 
la quotité des nombres commensurables, contenus dans une aire finie, .est in- 
finie: seulement, il faut tenir compte de la densité. Dans ce but, à un point 
quelconque M faisons correspondre un point p, dont chaque coordonnée soit 
directement ou inversement égale à la coordonnée correspondante de M, sui- 
vant que celle-ci est infkrieure ou supérieure à l'unité. De cette façon, le point 
p est toujours situé dans la région limitée. Il est facile de s'assurer que le 
rapport des éléments superficiels, pris autour de p et de Ml est proportionnel 
à la densité des quantités commensurables, autour de M. Si M et p décrivent 
des aires S et a, la probabilité qu'un nombre commensurable, pris au hasard, 

1 
soit contenu par S est -o. En vertu de cette transformation nous pouvons, 

4 
étant donnée une aire S quelconque, en rapprocher les points commensurables, 
jusqu'à ce que la densité devienne 1. En d'autres termes, nous pouvons rendre 
isobarique toute aire qui ne l'est pas. Observons que chaque région a pour 
transformée la région isobarique, d'oh il résulte qu'un nombre commensurable 
peut tomber, avec une égale probabilité, dans une quelconque des quatre ré- 
gions, ce qui est évident. 

S. Les considBrations qui précèdent nous permettent de trouver la pro- 
babilitd pour qu'une fonction quelconque de deux yuantités commensurables, 
prises au hasard, satisfasse à une certaine condition. Supposons, par exemple, 
qu'un nombre commensiirable, pris au hasard, doive tomber à l'intérieur de 
l'aire limitée par les axes et par la ligne A BCD, figurée ci-après (6g. 1). 
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Pour fixer les idées, nous supposerons que la ligne ait la forme générale, in- 
diquée par la figure, et qu'elle soit symétrique par rapport aux axes, de sorte 
que son équation est, indifféremment, y = f (x) ou x = f (y). La  ligne A B  CD 
se transforme en ab yd, et il est clair que les figures L C D ,  L MA C, LNB D, 

(Fig. 4.) (Fig. 2.) (Fig. 3.) 

O L MN, qui constituent O A B  CD, se transforment respectivement en L yd, 
L M a Y ,  LNPd,  OLMN.  La moyenne arithmétique des aires de ces dernières 
figures nous donnera la probabilité cherchée. On trouve, moyennant quelques 
transformations simples, 

Lorsque AB C D  ne traverse pas la région doublement illimit6e, c'est-à-dire si 
elle se trouve dans un des cas indiqués par les fig. 2 et 3, on obtient ces deux 
autres formules : 

Les deux premières donnent la valeur remarquable 

dans le cas où la ligne passe per L. Par  exemple, lorsque la ligne est l'hy- 
1 

perbole &quilathe représentée par x y = 1, on a f (x) = - ; puis la formule (7) 
2 

1 donne P = s- 2 ce qui doit être, comme on peut le voir a priori. Plus géné- 

ralement, si l'équation de AB CD est x y = Xg, les formules (4), (5), donnent 

1 + log1 1 2  Px=l -  
2 AD 

, 0 5 1 ) ;  P A = ( I - ~ O ~ ~ ) ~ ,  1 .  (8) 
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Telles sont les expressions de la probabilité que, ayant pris, au hasard, deux 
quantités commelzsurables, leur produit soit ififkrieur à 1'. Si AB CD est une 
droite, de sorte que f(x)  = 1 - x, on obtient 

Telles sont les expressions de la probabilité que ln somme de deux quantités 
commensurables, prises au hasard, soit moindre q21e A. Les deux premières 
formules concordent pour A = 2; les deux dernières, pour A = 1. Elles donnent: 

1 
Comme dernier exemple, soit f (x) = \II? - xz. Si l'on pose sin w = -, on trouve A 

Ainsi, pour A = \/2, les deux premières formules donnent 

c'est-à-dire que: u II? y a 9 à parier, contre 5 environ, pue la somtne des carrés 
de deux quantités cornmensuratles, prises au hasard, est supérieure h 2 n. 

9. À leur tour, les formules (€9, (9), (IO), permettent de résoudre une 
foule d'autres questions de probabilités. Par exemple, d'après (B), la probabilité 
que x y  soit compris entre deux nombres entiers consécutifs, fi  et n + 1, est 

Il  en résulte 
S 

~ i + p 3 + p 5 + * . . = l o g v S + ~ ,  

en designant par s la somme de la série 
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Cela étant, il est clair que, si l'on fait 

log 1 log 2 log 3 Sn - - log ?a 

1 +T+T+..+ - 9  n 

on a, en supposant n pair, 

A étant une constante, et Rn une fonction de n ,  qui tend à zéro pour n infini. 
On en déduit 

puis, pour ta infini, 
1 s = -(log2)e - Clog2. 
2 

Conséquemment: u la probaBiZité que le plus grand nombre en tkr, contenzc dans 
te produit de deux quantités commenszcrables, prises au hasard, soit impair, est 

10. Avec la même facilité on résout les questions relatives à des sy- 
stèmes de trois quantités commensurables. Si l'on veut savoir, par exemple, 

quelle probabilité il y a pour que le produit de trois 
quantités commensurables, prises au hasard, soit in- 
férieur à une quantité donnée h3, on ramène immé- 
diatement la question à la cubature de certains vo- 
lumes. Soit, pour fixer les idées, A >  1. La surface 
représentée par z y x  = h3 traverse sept des huit ré- 
gions de l'espace, qu'il y a lieu de considérer. Le 
volume compris entre cette surface et les plans coor- 
donnés se trouve divisé en huit parties. Une d'elles 
est la rdgion isobarique, dont le volume est 1. La 

partie limitée par la portion de la surface, qui se trouve dans la rdgion triple- 
ment illimitée, se transforme en un volume O'upy ,  que nous appellerons u. Un 
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calcul simple donne 
2 + 6logh $, 9 ( l o g l ) "  % = 1 -  

2 A3 

Les portions de surface, contenues dans les trois régions doublement illimitées, 
se transforment dans les paraboloïdes hyperboliques B CP Y, CA y a, ,4 Ba , 
limitant, dans le cube isobarique, du côté des arêtes O'A', O'B', O'C', trois 
volumes Pgaux B v. On trouve 

Enfin, les portions de surface, contenues dans les régions simplement illimitées, 
ont pour transformées lcs paraboloïdes hyperboliques B Ca, CAP, AB7,  limi- 
tant, du côté des arêtes OA, OB, OC, trois volumes isobariques, égaux à W. 

On trouve 

Donc : 
1 8 + 151ogh + 9(logA)s P = g ( 1 + 3 ~ + 3 ~ + l i ) = l -  16 A3 

Par exemple: u La probabilité que le produit de trois quantités commensu- 
2 rables, prises au hasard, surpasse le nombre e, est - n. 
es 

11. En général, on peut étudier ces questions dans un espace à k di- 
mensions, dont on partage la partie positive en régions, moyennant les plans 
xi = 1, xZ = 1 , .  . . xk = 1, de sorte que, dans une région r fois illimitée, r des 
coordonnées d'un point quelconque sont supérieures à l'unité. Le nombre de 
ces régions est Ck,?, et le nombre total des régions est 2" La  densité des 
nombres, (k  - 1 fois complexes), commensurables, varie toujours en raison in- 
verse du produit carré des coordonnées supérieures à l'unité. Cette idée des 
transformations urithmétiques des espaces mérite d'être amplement développée. 
Outre ses applications à des questions de probabilités et à des questions de 
moyertnes, qui se ramènent toujours à des déterminations barycentriques, elle 
est surtout utile pour l'étude des distributions, qu'il s'agisse ou non de quan- 
tités commensurables. Pour cela, elle doit s'aider du principe de la conden- 
sation des espaces. La droite sur laquelle nous avons commencé à étudier les 
quantités commensurables nous a offert un premier exemple de condensation. 
Nous en avons déduit des espaces à densité variable, et, en particulier, un 
plan, qui est la condensation d'une figure d'un espace à quatre dimensions. 
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Ce plan pourra subir une nouvelle condensation, et ainsi de suite. L'utilité de 
ces condensations est visible. D'abord des questions, relatives à des espaces ina- 
bordables par la pensée, sont reconduites dans les espaces réels. D'autre part, 
les quantités arithmétiques, représentAes géométriquement, sont répandues d'une 
manière discontinue, de sorte qu'on ne peut leur appliquer les formules du 

Calcul intégral. Après condensation, cet inconvénient di- 

&. aparait, car les points représentatifs se rapprochent, coïn- 
cident, et créent ainsi un espace à densité .variable, non 
continu, mais à discontinuités infinitésimales. Pour mon- 
trer un exemple de condensations successives, reprenons 
le plan, sur lequel nous avons représenté les nombres 

complexes commensurables. Si x et y sont deux quantités commensurables, 

prises au hasard, pour calculer la probabilitb que - soit moindre que z ,  il 
2 

faut transformer d'abord la droite OAC,  de maniére à rendre isobarique l'aire 
C O x .  On voit immédiatement que O A ,  A B, B C se transforment en O A,  A P ,  
BO. Par le calcul habituel on trouve 

Si s) 1, il est clair que n(x) s'obtient en retranchant de 1 l'expression pré- 
1 cédente, après y avoir changé z en --  Par conséquent 
I 

La représentation étant ainsi condensée sur une droite, la densit6 en chaque 
point sera donnée par une des deux formules qui suivent: 

1 + log s D(x)=l - logz ,  D(x)= 
z e 

Par  extension au plan, nous pourrons résoudre, avec la plus grande facilité, 
une foule de questions, relatives à huit nombres entiers, pris au hasard, c'est- 
à-dire des questions, qui, par les procédés habituels, exigeraient une représen- 
tation dans un espace à huit dimensions. 

12. Dans la formation d'une quantité commensurable, au moyen de 
deux nombres entiers x et y, on a accordé, jusqu'ici, pleine liberté de variation 
aux deux entiers. Mais il peut se faire que, par la maniére même dont on pose 
la question, les d e u ~  champs de variation viennent à se limiter mutuellemerit, 
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Supposons, par exemple, que les deux nombres, au lieu d'être pris tout à fait 
au hasard, aient été obtenus par décomposition arbitraire, en deux parties en- 
tibres, d'un nombre entier, pris au hasard. Alors, le champ de variation, au 
lieu d'être un carrC, sera un triangle rectangle, isoscèle, de côtés n indéfini- 

ment grands. On voit que la probabilité d'avoir : < z a pour expression unique 

82 
U(X)  = - . 

1 + s  
Par suite 

Si  l'on étend la représentation au plan, on voit 
quelconque est l'inverse de (1 + x)"l + L a  
pour rendre isobarique une aire donnée, est définie par les relations 

que la densité en. un point 
transformation à employer, 

Ici aussi toutes les figures transformées sont contenues par un carré de côté 1. 
Si o est la transformée de S ,  la probabilité qu'un point tombe 5 l'intérieur 
de S est o. Les applications seraient faciles: nous les omettons. 

13. Dans une Note précédente, nous avons rencontré certaines questions, 
que les formules ordinaires, dans leur état actuel, ont été impuissantes S ré- 
soudre. Il n'en est pas ainsi de la représentation géométrique. Celle-ci nous 
fournira, plus tard, les moyens d'approximation qui nous manquent. Pour le 
moment, nous l'appliquerons à la rdsolution de quelques questions de moyennes, 
en faisant observer que la comparaison des résultats que nous allons obtenir, 
avec les formules écrites dans les Notes précédentes, conduit à des détermina- 
tions asymptotiques importantes, dont nous parlerons une autre fois. D'abord, 
si la valeur moyenne de f ( x )  est constante, elle sera évidemment donnée par 

Lorsque x est une quantité commensurable, prise au hasard, cette formule 
devient 
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Si l'on veut, par exemple, la moyenne valeur de z - [ x ] ,  on a 

OU bien 

conformément à ce qui a été trouvé dans une Note antérieure. De même, pour 
f  (x )  = x - i (x) ,  on a d'abord 

puis : 

résult~t connu. 'Venons, maintenant, à un problème qui nous intéresse, et sup- 
posons que f ( x )  soit la valeur absolue de la diffdrence x  - i ( z ) .  On voit aisé- 
ment que 

c'est-à-dire : 

d'où, en vertu de la formule de Wallis, 
1 2 an = - + log - = 0,245782 ... 
8 d z  

Telle est la valeur moyenne de la différence absolue entre une quarntité com- 
mensurable quelconyue et le nonzbre entier qui s'en rapproclie le plus. Tel est 
aussi, dans une division quelconque, le moyen, rapport du plus petit reste au 
diviseztr. 
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14. Cherchons la moyenne valeur r,  du mhe chiffre décimal, dans une 
division quelconque. Il est clair que, dans la formule (12), la somme des inté- 
grales correspondante au chiffre r est le produit de r par 

q=! q = l  
9-1 +r - 9-4 T 

4-t-+- 
40"'~' 40'" tom-' 10m 

c'est-à-dire : 

Conséquemment: 

ou, enfin, 
9 10m 

r, = + [log IO - ~ ( 1 0 ~ )  + ~ ( i o m - i ) ] .  

Par  exemple: 3727 ri= 51og10--- 
504 

-- 4,1230.. . 

Telle est la moyenfie valeur du premier chiffre décimal, dans une division 
1 

quelconque. Si m augmente indéfiniment, r, tend vers 4 + - . 
2 

15. Quelle est la valeur moyenne du dernier chiffre? Évidemment, d'a- 

près (1% 
> 

q=O r=L 
ou bien 409-t~ 

1 ¶=," 1 1 1  1  

"=2>i(10g+1+ 1O9+2 + ' . a +  i O n + i O - ~ )  == log \1n. 
Ainsi: u dans une division quelcompe, le dernier chiffre du quot;efit est moyen- 
nement égal à 1,15179 ... n La  petitesse d u  résultat est due à ce que, dans la 
moitié des divisions, le quotient est zéro. 

16. Lorsque f est une fonction indicatrice, l'expression de sert à 
résoudre des questions de probabilités. Par  exemple, la probabilité que r soit 
le dernier chiffre du quotient est, pour r > O ,  
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Pour r=O,  

On trouve encore 
7c sin 1 8 O  

P,+P,-,=-. 20 
T T  

sin - . sin 
r ( r  + 1)  ' 

1 O 1 O 

P a r  exemple: « la probabilité que, dans une division quelconque, le dernier 

chiffre du quotient soit 4 ou 5, est $ tg18"n. 

17. D'une manière générale, la formule (12) permet d'aflirrner que si, 
ayant pris a u  hasard deux entiers, on divise le plus grand par le plus petit, 
la probabilité que le quotient par défaut appartienne B un certain système IZ est 

f ( x )  étant 1 ou O,  suivant que x appartient ou n'appartient pas à Q. Si, par 
exemple, IZ est le système des nombres carrés, on trouve 

Telle est la probabilité que dans la division d'un nombre quelconque, par un 
nombre plus petit, le quotient soit un carré. D e  même, la probabilité que, dans 
la même division, le quotient le plus approché appartienne à Q est 

etc., etc. . . . Les applications, fort nombreuses, sont trop faciles pour que nous 
insistions davantage. 

18 L'expression de fhl, prise entre des limites finies, est destinée à de- 
venir' de la plus grande importance dans la théorie des moyennes; car nous 
l'emploierons à déterminer le premier terme de toute représentation moyenne 
ou asymptotique. Cependant, il est bon d'observer que la formule (I l) ,  sous sa 
forme actuelle, constitue déjà un moyen de détermination asymptotique, plus 
délicat que les formules dont nous faisons usage habituellement. Supposons, par 
exemple, qu'il s'agisse d'évaluer moyennement, jusqu'aux quantités de l'ordre 
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de tz, la somme Z&. Une induction fort simple permet d'affirmer que l'ex- 
pression cherchée a la forme 

où A et B sont des constantes à déterminer. D'ailleurs 
Yb9 7 i 9  - = - -  Cn, 

6 

en négligeant les quantités d'un ordre inférieur à celui de n. En conséquence: 

D' autre part : 

. Par suite, d' après (2), 
A 1 + - - ) + - ( A C - -  B -  1). a 3  2 2 

pourvu que f ( z )  = e2 $ Az - 1~1%. Donc, en vertu de (12), 

ou bien 

Dans le second membre, la première serie est convergente, et a pour somme 
1 - C; mais la seconde est divergente. On doit donc prendre A = - 1. La 
dernière relation devient alors B = - 2C. Conséquemment 

12 ' ,t 

xql, = - nL nlogn - 2 Cn. 
4 6 

Par  combinaison avec 
n 

$q,, = nlogn f (2 C - l ) n ,  

on trouve 
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Donc, en moyenne, 

19. Rappelons-nous aussi que nous n'avons pu obtenir directement la 
valeur de la constante A dans la somme 

[DI Maintenant, si l'on fait f (z) = (- l)i("). - dans (12), on obtient immédia- 
B 

2 qt + 
c'est-à-dire : 

20. Autre application: X ( x )  étant le logarithme du plus petit commun 
multiple des x premiers nombres naturels, on sait (*) que, asymptotiquement, 

n 

Tx(qP)  = nlogn - n. 

P a r  suite: 

Puis: 
d z  

~ + C = ~ ~ ~ ~ ~ + ' ~ S - ~ ( ~ ) ~ , = *  log 1 + -  - ( 9 )  1 ( Y )  q ( q + l j  p=l 
Y 

x (n i  d'où, en introduisant la  fonction u(x), et en observant que, pour n infini, - 
n 

tend vers l'unité, 

pour n infini. Sous une autre forme, en désignant par al, a,, w,, ... n3 la série 
des nombres premiers 2 ,  3, 5,. . . , non supérieurs à n ,  on peut écrire 

"4 log a, 
l im.  /log n - 2 -1 = C ,  

r=i % - 1 

résultat important, ,connu (*). 
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21. En changeant le mode de géndration des quantiths commensurables, 
l'égalité (11) prend d'autres formes. Ainsi, en employant une génération, à 
laquelle il a été fait allusion plus haut, on a: 

Par  exemple, soit f ( x )  égal à 1 ou à O,  suivant que i ( z )  est impair ou pair. 
On obtient 

Donc: u On divise l'une par l'autre les deux parties entières, arbitraires, d'un 
nombre entier, pris azc hasard. La probabilitd que le quotiertt le plus a~proché 
soit pair est 0,57079.. . n. 

Veut-on la moyenne valeur de z - [x]? La formule (13) donne immédia- 
tement 

De même 

Donc: u Lorspzc'on divise l'une par l'autre les deux parties entières, ctrbi- 
traires, d'un entier, pris au Izasurd, i l  y a 27 à parier, contre 17 environ, 
yue le quotient le plus approcht? est celui par defaut n. 

(') Voyez Premier Mémoire d'Arithmétique. 
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(Par  ERNEST CESARO, &tudiunt, à Torre Anttunziata.) 

1. L e sinus de - 9  pour r entier et positif, est 4gal B * 1, suivant 
2 

que x a l'une des formes 4 k  + 1: il est nul dans les autres cas. Une telle 
fonction jouit de propriétés arithmétiques remarquables, qui n'offrent, d'ailleurs, 
qu'un exemple isolé des applications des fonctions trigonométriques à la théorie 
des Nombree. Sur ces applications nous reviendrons à plusieurs reprises, dans 
le cours de ces articles, soit en traitant de l'expression trigonométrique de 
certaines fonctions arithmétiques, soit en donnant plus d'extension aux résultats 
du présent article, au moyen de la théorie des indices et des résidus. Ici nous 

7Cx nous bornerons à l'étude du rôle remarquable que joue la fonction sin - dans 
2 

certaines sommations de séries arithmétiques, et 'dont l'origine doit être re- 
cherchée dans ce fait, que la fonction dont il s'agit jouit de la propriété ex- 
primée par la relation 

+ ( x ) ~ ( Y )  = +(*Y). (1) 
De plus, p ( n )  étant le nombre des solutions entières et positives de l'équation 
x: + xi + . - $ xi = n, on sait que 

7in 7Tb T C  
sin- + sin- +sin - 4- =p,(n) $ pz(%), 2 2 2 

a ,  b ,  c ,... étant, comme d'habitude, tous les diviseurs de fi. 
2. Les deux propriétés que nous venons de signaler vont nous conduire 

rapidement à un résultat analytique intéressant. Nous allons, en effet, d6ter- 
miner la valeur de la double série 

+(x) étant une fonction qui jouit de la propriété (1). En  réunissant, dans Sm, 
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tous les termes pour lesquels xe + ye = n ,  nous trouvons d'ahord 

où rz doit parcourir la série des valeurs entières et posit,ives. Or, en ayant 
égard à (l), l'égalité (2) peut être mise sous la forme suivante: 

Par  application des principes expoaBs dans notre Premier Mémoire d7Aritii- 
métique, nous en déduisons 

a r .  z12 + (n) sin - 
444. 2 A , +(4 p i  (12) + (n) pe (in) 

y -  ?Lm - Y  nrn 4-2 ,m 

pourvu que les séries, qui entrent dans cette égalité, soient convergentes. Par 
suite, si l'on pose 

3. Soit, par exemple, +(x) = 1. La  formule (4) devient 

En particulier, pour m = 2,  

4. Pour +(x) = 1 (x), on trouve 

Or, d'après une propriété connue, 
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- - - - -- - - 

De même 
7ta . 7tn 7ib z n  7t n 

A(a)sin-sin-$A(b)sin-sin-+ 2 2 a  . .  =p,(fi)sin-, 2 2 b  2 
d'oh 

7i 12 . r n  nn 
A(12) sin - 2 p i  (n) sin - 

3' 
2 2 = Y  1 

Y ILna 2y- -2  ',.pz A (2 92 - 1)"n 
À l'aide de (7) et de (S), la formule (6) devient 

pourvu que l'on pose 

5. Dans la formule (9), nous pouvvns donner à m des valeurs surpas- 
sant l'unité d'aussi peu qu'on le désire. À la limite, nous obtenons 

Sm étant le premier memhre de (9), nous pouvons mettre cette égalit6 (9) sous 
la forme suivante: 

Stm 
Sm + - 

1 
m - 1  cm (nb - 1) ~m 

On sait que, si m - 1 tend vers zéro, (m - l)s, tend vers l'unité. Par  con- 
séquent, pour m = 1, la dernière formule devient 

Les accents indiquent les dérivées relatives à nz. En d'autres termes: 

6. Dans la relation (4) nous pouvons attribuer à +(x) toute forme, pour 
laquelle la condition (1) soit remplie. Or, parmi les fonctions qui jouissent de 
cette propriété nous avons précis6ment celle qui fait l'objet de cette Note. Dans 
ce cas, la formule (4) devient 
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Si l'on attribue aux sommes sm, c,, la signification que leur donnent les éga- 
lités (IO), on peut écrire 

P - 1,- Am-(  ;m)smcm-~*m. (11) 

Les valeurs de xg + y" qui entrent dans le premier membre, doivent être im- 
paires: elles y entrent toutes positivement, puisque une somme de deux carrés, 
de parités différentes, ne saurait avoir la forme 4 k - 1. Le premier membre Sm 
de la formule (5) se décompose donc en trois parties, dont l'une est ln somme zm, donnée par (Il), et les autres, A ,  et B,, sont celles 
et y parcourent simultanément la série des nombres impairs, 
nombres pairs. La  somme Bm est facile B calculer; car 

pour lesquelles x 
ou bien celle des 

d'oh, en tenant compte de (5) et de (Il), 

7. Outre leurs applications à l'évaluation de certaines séries doubles, 
les égalités (1) et (2) donnent naissance à une foule d'identités arithmétiques, 
plus ou moins intdressantes. Toute identité de la forme 

f (4 + f (6) + f (4 + . . . =: F(n)  
peut être Qcrite ainsi: 

r u .  ZN 2 f (a) sin - sin - = F(n) sin - , 
2 2 a  2 

et l'on en dQduit 

Par  exemple, pour f(x) = A(x), on a F(x) = p,(x); puis: 
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En particulier: 

Pour f(x) = h(z)w(x), on a F(x)= A(%); puis: 

En particulier: 

Pour f (x) = cf (x), on a F(x) = x; puis: 

En particulier: 

etc., etc. ... 
8. Plus généralement, l'identité 

donne lieu à la formule 

zn 7in 7~n 
g (12) sin - 

2 
h (n) sin - 

2 
F(n) sin - 

P .2 ;  - - 9  2 
Y nrn nm - mm 

Par  exemple, pour y(%) = A@), h(x) = ~ ( x ) ,  on a d' abord F(x) = 1 ; puis: 

etc., etc. . . . 
9. Soit p un nombre premier. Si r est une racine primitive de la con- 

gruence 
xP-l= 1 

7 (inod. p) 
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la  fonction O ,  si x = O ,  
IP 0 )  = 1 i n , ,  - , S1 X =I= O ,  (mod. PI  

d'où l'on déduit , g(n) Ip ( 9 2 )  h ( i t )  Ip (99) - F(n) lp 
u 2 ' Z ,,m lzm (15) - 

jouit, évidemment, de la propriété (1). Ces fonctions I, analogues sin- . 
2 

sont fort importantes. Pour p = 3,  5, ..., on trouve successivement 

Si, par exemple, p= 5, on a d'abord, quelle que soit la fonctioil $, 

( x ) =  O , s i x = O ,  ( x )  
1 , n x - 1, (mod. 3), 

-1, n  XE^, 

Dans cette égalité, désignons respectivement par A+,  Bg, la partie r4elle du 
second membre, et le coefficient de i; puis, faisons successivement $(x) = cj(x), 
h(x), F(x). P a r  substitution dans la relation (15), celle-ci se décompose en 
deux autres, à savoir: 

A g A h - B g B h = A F 7  A g Q h + A ~ L B s = B F .  (16) 

11. Ainsi, pour g(x) = 1, h(x) = A(x), on a d'abord F ( x )  = ?,(x); puis, 
si l'on pose 

O , s i x r O ,  
1 ,  n x = 1 7  
i, n X - 2 ,  (mod. 5). 

- i, 71 X E  3 ,  

-1, n x z 4 ,  
etc., etc. En introduisant les fonctions 1 dans la formule (5),  on obtiendrait Eeau- 
coup d'autres relations intéressantes. Des fonctions analogues existent aussi 
dans le cas de p composé. P a r  exemple, la fonction I,,,(x) est + 1, suivant que 
x a l'une des formes 10k 5 1: elle est f i, suivant que x a l'une des formes 
10 k i- 3: elle est 0,  dans les autres cas. 

10. Toute identité, telle que (13), donne lieu à l'identité semblable 
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on obtient, d'aprbs (16), 

Pour m - 1, on trouve sans peine 
n n n 2 7 ~  ~2 

a , = -  cot5a P < = - c o ~ - ,  y,= 
5 5 5 n Sr 35sin -sin- 

Par conséquent : 5 5 

De même, pour g(x) = X(x), h(x) = o(x), et, par suite, F(x)  = 1, on a 

etc., etc. . . . 
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12. Pour le moment, toutes ces formules ne semblent avoir qu'un in- 
térêt de pure curiosité. Cependant, nous allons en faire une application à la 
recherche de la probabilité d'un fait arithmétique. Soit P, la probabilité que, 
ayant pris ?n entiers au hasard, leur plus grand commun diviseur soit un 
nombre de la forme 4 k  + r, n'admettant pas de facteurs carrés. Il est évident 
que Po = O. L a  fonction h(x) F(x) est égale à l'unité seulement dans le cas où 
x est dépourvu de facteurs carrés: elle est nulle dans le cas contraire. On a 
donc, en vertu des formules établies dans les articles précédents, 

Dl ailleurs, 
1 m X ( 2 n ) p ( 2 n )  1 9 A(f i ) l* (n)  p,=-y--=- 1 

z ---- 
s ( 2 n l m  2 m s m i  1zrn 2 n z ~ ~ m  

Cela étant, si l'on a égard à (14), la formule (12) donne 

1"" 

Par  suite 

Ces trois équations 
m = 2, on trouve 

Po = O ,  

fournissent les valeurs de .P,, P,, P,. Par  exemple, pour 

Telles sont les expressions de la probabilité que le plus grand commun divi- 
seur de deux entiers, pris au hasard, est dépourvu de facteurs carrés, et donne, 
dans la division par 4, un reste déterminé. 
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(Par ERNEST CESARO, étudiant, à Torre Annunxiata.) 

1. P ar des opérations définies, effectuées sur les nombres d'un certain 
système, on engendre un nouvel ensemble Q de quantités, dont la distribution, 
dans le système des valeurs réelles, n'est pas, généralement, uniforme. Soit 
D(x) la densité des quantités de 12, autour de la valeur x. Il est évident que 
la moyenne arithmétique des valeurs d'une fonction f ( x ) ,  relatives à tous les 
nombres de fi, est 

Nous avons déjà donné des applications de cette formule en supposant le sy- 
sterne primitif constitué par tous les nombres entie~s, et le système iZ par toutes 
les quantités commensurables, considérées comme engendrées par la division 
de deux nombres, pris au hasard dans le premier système. D'autre8 modes de 
génération sont possibles; mais c'est en adoptant celui qui vient d'être indiqué 
que l'on a trouvé, dans la Note u Sur la distribution des quantités commen- 

1 
surables n que la densité D(z) ,  égale A a 9 lorsque s est compris entre O et 1, 

est pour î. supérieur B l'unité. C'est ainsi que nous avons pu Btablir l'im- 
2 e" 

portante formule 

U I 

Nous allons faire une nouvelle application de la formule (1) aux quantités 
x - [x], représentant les excès des fractions x sur les plus g~ands fiombres 
entiers pz$elles renferment. On continuera à concevoir z comme engendré par 
la division de deux nombres entiers, pris au hasard, de sorte que x - [x] re- 
présente aussi le rapport du reste au diviseur, dans une division quelconque. 
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2. Soit L(E) la fréquence des valeurs inférieures à E ,  dans la suite 

Naturellement, E est une fraction proprement dite. D'après une remarque, due 
à DIRICHLET, on a 

Le nombre des quantités (3), inférieures à E ,  est donc 

Il  suffit d'évaluer, de deux maniéres différentes, la quotité des couples de nom- 
bres x,  y, entiers et positifs, satisfaisant B la condition x(y + E )  ,fi, pour se 
convainme immédiatement que l'on peut aussi écrire 

Par  conséquent, pour ri infini, 

En conservant les notations habituelles on a donc 

3. Remarquons, en passant, que les propriét6s de la fonction Iiarmo- 
nique donnent 

1 Par exemple, pour x = - , 
2 

Telle est, pour n indéfiniment grand, la fréquence, dans la série (3), des valeurs 
1 3  

comprises entre - et -. Comme l'a montré M. BERGER, dans ses u Applica- 
4 4 
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tions de  la fonction gamma à la théorie des nombres n, on peut employer ces 
formules pour le calcul de certaines transcendantes. Ainsi, la dernière formule 
permet de calculer x, et il est remarquable que les valeurs obtenues par cette 
voie sont précisément celles qui résultent du calcul des réduites successives, 
dans le développement de x en fraction continue. E n  effet, pour n = 21, la 
série (3) devient 

1 3  
Parmi ces fractions, il y en a dix qui sont comprises entre - et - Donc, 

4 4 
approximativement, 

8 10 2% 
7C=-+-=- .  

3 21 7 

C'est le rapport d'Archimède. Pour n -1 339, M. BER~ER trouve le rapport 
de Mdtius 

etc., etc. ... 
4. Quelle est, dans la série 

la fréquence A(€) des termes non supérieurs à e ?  11 est évident que 

n A(&) = [ne] + 1. 

Par  suite, n augmentant indéfiniment, 

Cela posé, appelons # ( a ,  P)  la probabilité que l'excès d ' m e  fraction quelconque 
sur le,plzrs grasld nombre entier qu'elle renferme soit co?npris entre a et P. 
D'après ce que nous avons dit dans la Note u Sur les éventualités de la  di- 
vision arithmétiqzce r ,  et en ayant égard aux formules (4) et (5), on a: 

Annuli di Matematica, tomo XIII. 43 
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Plus généralement: 

1 P a r  exemple, pour x = - 
2 

Conséquemmerit: u 11 y a 43 à parier, contre 41 environ, que, d a m  une di- 
vision quelconpe, le rapport du reste au diviseur n'est pas comnprz's entre 

5. P a r  dérivation de (6) nous obtenons 

Sous une autre forme 

E n  particulier : 

h chaque propriété de la fonction harmonique correspond une propriété de la 
fonction D. C'est ainsi que l'on trouve 

P a r  exemple: 
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011 a aussi 

etc., etc. . . . 
6. En vertu de (y), 1s formule (1) devient 

Si la fonction f admet la période 1, on a 

f ( x  - [XI) = f(4, 
et, par conséquent, sa valeur moyenne, relative au système de s quantité s 2- [x], 
ne diffère pas de celle qui se rapporte aux quantitks x. En d'autres termes, 
les formules (2) et  (8) doivent coïncider. C'est ce qu'il est aisé de vérifier. 
En effet 

II est donc superflu de s'occuper de ces formes particulières de la fonction f :  
elles nous reconduiraient aux résultats obtenus dans la Note u Sur l a  distri- 
bution des quantités commensuraEles n. 

7. Veut-on la moyenne valeur de x - [x]? Pour f(x) = x ,  la formule 
(8) devient 

et  l'on trouve ainsi l'égalité moyenne connue 

De même, pour f(x) = z2, 

Donc, en moyenne, 
5 C I X -  [z]\"- -- - 
Y 2 log rjsn = 0,4591.. . 

D'ailleiirs, la formule (8), ?i laquelle nous sommes parvenus directement, n'est 
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qu'un cas particulier de (2). 11 suffit de changer, dans celle-ci, f ( z )  en f ( x  - [z]),  
pour obtenir (8). CeIa devait être, puisque les fonctions de x - [x] ne sont, 
après tout, que des fonctions particulières de z. 11 est inutile de  multiplier les 
exemples: il nous suffit d'avoir montré que toutes les difficultés de la recherche 
de la valeur moyenne d'une fonction quelconque, par rapport au système des 
quantités x -  [x], se réduisent au calcul de certaines intégrales, e t  à la som- 
mation d'une série. I l  en est ainsi de toute recherche asymptotique, concernant 
un système !1 quelconque, et capable de conduire à un rQsultat constant, pourvu 
que l'on ait eu soin de calculer, préalablement, la densité des éléments de i! 
aux environs de toute valeur, dont ces éléments soient susceptibles. 
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(Par ERNEST CESÀRO, étudiant, à Torre Annunziata.) 

1. c ette fonction, citée précédemment à propos d'une formule de 
M. TCIIÉBYCHEW, représente lu plus petite quantité qu'il faut ujoecter ou T e -  

trancher à x pour obtetzir un nombre entier. Nous allons d'abord chercher une 
fonction de z ,  qui soit propre à indiquer, par les valeurs qu'elle prend, si la 
fonction 0 ( z )  est inférieure ou supérieure à une certaine quantité E ,  comprise 

1 entre O et T .  Si ~ ( z )  > E ,  il est évident que 

E<X-[ i ]< l -E .  
On en déduit 

[Z-t-&]=[XI, . [ Z - . & ] = [ i l .  
Si, au contraire, %(z)  < E ,  deux cas peuvent se présenter: 

1.' z - [x] < E ,  et, par suite, [z + a ]  = [z] ,  [a - E ]  = [z] - 1 ;  

2." x - [ x ] > l - E ,  et, par suite, [ z + E ] : = [ x ] $  1, [ z - E ] = [ z ] .  

Il en résulte que 

Il convient de considérer à part le cas de O(z) = E .  La différence [x + E ]  - 
[ x  - E ]  est, alors, 1 ou O, suivant que la fonction x - [x] est ou n'est pas in- 

1 férieure à -. Cela ne doit pas nous préoccuper, parceque les formules que 
2 

nous allons établir ont une portée purement asymptotique, et, par conséquent, 
il est permis d'y négliger les valeurs de x pour lesquelles la fonction %(x) est 
précisément égale à a :  celles-ci sont, ên effet, infiniment moins nombreuses que 
les autres, 
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2. Il est aisé de déterminer les frtquences L(E), A(&) des valeurs inf6- 
rieures à E ,  dans chacune des sGries 

En effet, i n  vertu de (l), 

Nous désignons par N,(n) le nombre des valeurs de p, entières, positives et 

[il est précisément égaie non supérieures à n, pour lesquelles la différence - - 
1' 

à E. I l  est clair que, si É, nécessairement commensurable, est représenté par 

la fraction irréductible o, le nombre N,(n) indique aussi combien de diviseurs 
B 

de 1% fiont congrus avec a ,  (mod. B). L'ordre de la fonction N,(n) est dom 
4 

celui du logarithme de nB. C'est pourquoi dans ce qui suit nous considérons 
N,(n) comme négligeable vis-à-vis de n. 

3. Si  l'on calcule, de deux manières différentes, la quotité des couples 
de nombres x et y, entiers et positifs, satisfaisant à chacune des conditions 
x(y - & ) T H ,  x(y + E) < n ,  on reconnaît que l'on peut dcrire identiquement 

On obtient, par soustraction, 

p=n =[cl-% 
*=t p=l 

Des trois séries du premier membre, la dernière ne renferme que des termes 
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[ly premiers termes sont égaux 3 l'unité: les nuls. Dans la deuxième, les - 

autres sont nuls. Par  conséquent la formule (3) devient 
l p=,n / [~]-[n]l- i[iJ- -. N,-, ( I Z )  

n ,=I L P -  E p + ~  n 1- 12 

Lorsque n augmente indéfiniment, il vient 

Par  exemple 
11 L(:) = 3 --a = 0,525074 ... 

4. Avec beaucoup plus de facilité on obtient 

Cela étant, désignons par P ( a ,  p) la probabilité que la plus petite quantité, 
qu'il faut ajouter ou retrancher à u,ne fraction puelconyue prise au hasard, 
pour obtenir un nombre entier, soit comprise entre u et p. C'est aussi la yro- 
babilité que, dans une divisiorb quelconque, le rapport du plus petit reste au 
diviseur soit compris entre a  et P. On a, en vertu de principes connus, et en 
ayant égard aux formules (4) et (5),  

obtient le résultat plus général 

Par exemple 
1111 
420 

- 0,496354.,.; 

c'est-à-dire que: u dans une division quelconque, il y a environ 209 à papier, 
1 3  contre 211, que le plus petit des deux restes est compris entre - et 8 du 
8 

diviseur n . 
5. En concevant x comme engendré par la division de deux entiers, 

pris au hasard, il est clair que la densité D(s) des valeurs de % ( x ) ,  aux en- 
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virons de E ,  est exprimée, dans le cas actuel, par la denzi-dérivée de $(O, E ) ,  

relative à E .  D'après cela, la formule (6) donne 

Par  exemple: 

On sait que la connaissance de la densité est essentielle, si l'on veut établir 
une formule générale, donnant les valeurs moyennes des fonctions de a@), pour 
autant que ces valeurs soient constantes. Dans le cas actuel, la formule 

M =  p (4 
fournit l'égalité moyenne 

pourvu que l'on ait égard à (7). 
6. D'ailleurs, ces forindes ne sont pas essentiellement nouvelles: elles 

sont des conséquences nécessaires de celles qui ont été établies pour les fon- 
ctions des quantités x ,  engendrées par la division de deux entiers, pris au 
hasard; car, toute fonction de Z(z) est, en définitive, une fonction de x. Aussi 
la formule (8) doit pouvoir se déduire de la relation moyenne génbrale 

dans laquelle on remplace f ( x )  par f [ % ( x ) ] .  Effectivement, on a : 
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ou bien 

On retrouve donc la formule (8). Par  exemple?, pour f ( x )  = x ,  on a, en moyenne, 

1 1p="O 2 p + 1  2p+1  1 1 4 -- +- log - .  a(.) = - + - 2 log ---- . --- - 
8 2 .=i 2 p  2 p j - 2  8 2 x 

7. L a  même observation doit être faite en ce qui concerne les densités. 
Reprenons le dingramme des densitb, relatif aux quantités x :  

Si l'on veut, par exemple, la demit6 des quantités x - [x] autour de E ,  il faut 
accumuler au point E tous les points 1 $ E ,  2 + E ,  3 + ê, . . . , chacun avec sa 
propre densité. Conséquemment, la densité cherchée est 

conformément à ce qui a dtd trouvé dans l'article prdcédent. Pour avoir, main- 
tenant, la densité de %(z), autour de &, il faut encore accumuler sur E les 
points 1 - E ,  2 - E ,  3 - E ,  . . . Une telle condensation se faisant sur un espace 
moitié moindre, le résultat doit être divisé par 2. On retrouve ainsi la formule 

qui ne diffère pas de (7). 
8. La notion de la densité est indispensable pour l'extension des con- 

sid6ratiuns qui précédent aux systèmes de plusieurs valeurs de %@), prises au 
hasard. Elle permet de résoudre des problèmes, qui paraissent inabordables par 

Annali d i  Matematica, tom0 XII .  44 

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



334 
- 

tmte autre voie. Par  
présent6 par un point 

points analogues sont 

exemple, u n  système de deux valeurs de C ( ( z  &tant re- 
dont les coordonnées sont égales à ces valeurs, tous les 

m 1 renferm6s dans un carré, de côté -. L a  densité autour 
2 

du point (x, y) est D(x) D(y). L'intégrale 

1 étendue à tout le carré est égale à. -: étendue à une aire fermée, contenue 
4 

dans le carré, elle représente le quart de la probabilité que, ayant pris au 
hasard deux fractions quelconques, les valeurs correspondantes de la fonction 

soient les coordonnées d'un point, situé à l'intérieur de I'aire considérhe. 
D'après cela, nous pouvons résoudre des questions semblables à la suivante: 
u Ayant effectué, à l'aide de deux couples d'entiers, pris au hasard, deux di- 
visions, quelle probabilitk y a-t-il pue la sornlne des rapports des plus petits 

1 
restes aux diviseurs correspondants soit moindre que - ?  71 Ici, l'aire fuvorable 

2 
est constituée par la moiti6 du carré, limitée par la diagonale qui ne passe pas 
par l'origine. L a  probabilité cherchée est donc 

On peut ramener la question à une intégration simple, en substituant les fon- 
ctions g aux fonctions D. On trouve immédiatement 

Au point de vue arithmétique, le problème doit être consid6ré comme résolu; 
car nous savons exprimer la quantité soumise au signe d'intégration, en nous 
servant de la formule (6). Ce qui reste à faire est di1 ressort du Calcul intégral. 

9. Les questions que nous venons de traiter sont susceptibles d'extension 
dans un autre sens, en siipposant, par exemple, que la division soit effectuée 

1 - près. Alors, au lieu de considérer les quantmités x - [x], on doit étudier, 
n 

B plus généralement, les excès des quantités z sur les nombres de la forme a f ; 
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qui, par défaut, s'en rapprochent le plus. Ces excès sont évidemment exprimés 

par s - M. Si F,(c) est leur densité autour de la quantité r ,  ndcessaire- 
1L 

1 ment comprise entre O et - la simple inspection du diagramme des dcnsités, 
I I  

relatif aux quantités a, donne immédiatement 

Par  intégration entre deux limites quelconques, on obtient la  nèm6 partie de la . 
rq2 21 probabilité que la différence x - - soit comprise entre les mêmes limites. 

?L 

On peut avoir intérêt à connaître ce qui arrive lorsque n augmente indéfini- 
ment. Alors E doit iiécessairement tendre à zéro de manière que le produit ne 
ait pour limite une fraction proprement dite 8. Si Bp est le p è m e  des Nombres 
de Ber.noulli, définis par l'égalité symbolique (B f l ) p  - BP = p ,  la théorie 
de la fonction H donne 

c'est-à-dire : 

On voit que, si l'on effectue les divisions avec une exactitude de plus en plus 
grande, le système des rapports des restes aux diviseurs correspondants tend 

1 - 2 8  
à devenir ulziformément dense. Cependant, le terme - nous montre que, 

4 %  
avant qu'une telle homogénéité soit atteinte, la tendance des restes à être 
moindres que la moitié des diviseurs persiste jusqu'à la limite, en même temps 
que le rapport 8,  autour duquel on a la densité moyenne, croît et se rapproche 

1 de plus en plus de -. 
2 

yv1.1 
10. Connaissant la densité des quantités x - - noua pouvons pro- 

!& 

ceder, sans difficultés, à leur évaluation moyenne. Nous avons d'abord 
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d'où 

c'est-à-dire 

On voit bien que n x - [nx] tend, 

forme concise, 

1 en moyenne, vers -. D'ailleurs, sous une 
2 

Par exen~ple : 

La combinaison de ces égalités en fournit d'autres, fort intéressantes. Par  
exemple : 

11 faut remarquer que le premier membre est égal au  este de la division de 
[nx] par n. Ainui, pour rb = 2, la fonction [2 x ]  - 2 [ x ]  est O ou 1, suivant 

1 
que [2 Z] est pair OU impair. La  valeur log 2 - - reprdsente donc la proba- 

4 

bilité que le plus grand nombre entier, contenu dans 23,  soit impair. Plus gé- 
néralement, la probabilité que [2 nx] soit impuir est 

1 Elle croft sans cesse, et tend vers s, lorsque n augmente indéfiniment. De 

même, la différence [lokx] - I@[z] n'est autre chose que le l P e  chiffre, dans 
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le développement de x en fraction décimale. La formule ci-dessus donne donc, 
pour n = l O k ,  lu valeur moyenne du kème chiffre décimal, dans une division 
quelconque. 

1 11. Au lieu de prendre, dans les divisions à - près, les quotients par 
12 

défaut, prenons les quotients les plus approchés, et appelons 'ia,(x) les diffé- 
rences absolues entre ces quotients et les vdeurs des fractions correspondantes. 
Il est évident que 

1 Or, en appelant E une quantité comprise entre O et r ,  le diagramme des 
Ln. 

densités montre que la densité des valeurs de Qn(x) ,  autour de E ,  est 

Par  conséquent 

1 
8 étant compris entre O et . En développant le second membre suivant les 

puissaiiees ascendantes de ' on obtient 
12 

c'est-à-dire 
1 - F ; 8 ( 1 - 0 1  1-306e(l-0)2 

~ n t ) = l +  i 2 , 2  -- 60 114 +.  .. 
La densité tend à devenir uniforme, mesure que l'on effectue des divisions 
de plus en plus exactes. 

12. Çonnaissant D,, on obtient, par le ~rocéd6 habituel, l'égalité 
moyenne 

1 
On voit que, pour n infini, le second membre tend vers - , ce qui était à pré- 

4 
voir. D'ailleurs, la théorie de la fonctio~z gamma permet de mettre la dernière 
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égalité soris la forme que voici: 

ou bien sous celle-ci: 
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Sur l'inversion de certaines séries. 

(Par ERNEST CES~RO,  étudiarvt, à Torre Annunziata.) 

1. E n 1851, dans le Journal de Liouville, M.  TCHÉBYCHEW s'est occupé 
du problème suivant: u Deux fonctions étant liées par une t?pation de I'zcne 
de ces trois formes: 

exprimer la fonction f moyennant la fonctiofi F n. 

E n  résolvant cette question, M. TCH$BYCHEW est parvenu à des résultats 
fort curieux, qui  sont de la plus grande utilité pour l'étude des faits arithmé- 
tiques de l'infini: c'est ce qui nous engage à reprendre le problème posé par 
M. TCHI~BYCHEW, en nous élevant à un point de vue tellement général, qu'il 
nous soit permis de découvrir Io lien existant entre les recherches que l'on 
vient de rappeler et celles que le même savant a publiées, une année après, 
en collaboration avec M. POLI~NAC, et qui sont restées cblèbres par leur appli- 
cation à l'étude de la répartition des nombres premiers. 

2. Imaginons une suite de fonctions 

telles que l'on ait 
CEP (x)I = (XI, 

pour tout système de valeurs, entières et positives, de a et B, ce qui exige, 
avant tout, que Q ( X )  coïncide constamment avec x.  Soient 
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où a, 6 ,  c ,  ... représentent tous les diviseurs de n:  ses coefficients, dans cha- 

cune de ces sommes, sont respectivement g (:) 9 (;) > g  (:) 9 . . : son coe~cien t  

total, dans la somme considérée, est donc 

Si l'on observe que l'échange des lettres g  et h,  dans l'égalité (3) ,  n'altère 
pas la fonction F, on peut écrire aussi 

n=x) 
2 (n)  H [ c n ( ~ ) ]  =-TF(%) f [cn (x)]  . 
n=l n=l 

(5 )  

3. Veut-on opérer l'inversion des séries (2), c'est-à-dire exprimer la 
fonction f moyennant G ou H? Les formules (4) et ( 5 )  résolvent la question, 
dès que l'on prend F ( x )  = 1, pour x = 1, et F ( x )  = O, en général. On obtient 
alors 

les fonctions y et h dépendant l'une de l'autre par la relation 

1 ,  pour n = 1 

O ,  en général. 

On sait que l'on peut prendre 

g ( x ) = = l ,  ~ ( X ) = ~ ( X ) .  

Plus généralement, si la fonction g satisfait à la condition 
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est immédiatement opérée par l'égalité 

pourvu que la fonction g ~ér i f i e  (8). 
4. Les fonctions B jouiront de la propriétk (l), si nous prenons E,(x) = nx. 

Nous aurons alors le couple de séries inverses 

qui, en particulier, pour ces trois formes de g(x): 

donne les trois couples que voici: 

Ceux-ci sont les seuls que M. T C H ~ Y C H E W  ait considérés dans sa Note. Nous 
ne tarderons pas à en faire d'intéressantes applications. . 

5. Le  cas où la fonction g satisfait à (8) est celui qui se présente ordi- 
nairement dans les applications, et nous avons vu qu'il suffit pour retrouver 
les trois exemples généraux, traités par M. TCHEKYCHEW. II est cependant utile 
de faire observer que les cas où la fonction y est quelconque peuvent être ra- 
menés au prkédent. Pour ne pas trop compliquer nos formules, nous nous bor- 
nerons à opérer l'inversion de la série 

G(x) = f (x) - f (2 X) + f (3 X) -- f (4 X) 4- - - 
Ici, la fonction g(x) n'est autre que (- l)x+i, de sorte qu'elle ne jouit pas de 
la propriét6 (8); mais nous trouvons sans peine 

puis, en vertu de (13), 
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Pour mettre le second membre sous sa forme normale, il faut chercher toutes 
les solutions entières et positives de l'équation i . 2j-fi = n. On trouve ainsi que 
le coefficient de G(rzx) est 

où an est le plus grand diviseur impair de n,  tandis que e, représente l'ex- 
posant de la plus haute puissance de 2 ,  qui divise n. Dans la dernière somme, 
tous les termes qui suivent les deux premiers sont nuls, parceque les nombres 
soumis au signe p admet,tent des facteurs carrés. Le coefficient de G(nx) est 
donc 

2e~l /j. (an) 2e1r' 11. (2 8%) = 2e*-i p (an), 

pourvu que n soit pair. Si rz est impair, le coefficient cherché est p(n). D'après 
cela, la formule (16) devient 

6. On a une application de la formule (l'i), en prenant la série 

où @(x) représente l'excès de x sur le plus proche entier: si x est à égale 
distance de deux entierri consécutifs, on doit faire G(x) = O. La formule (17) 
donne immédiatement 

3 + (- l)n+i p. (8,) sin2.rrs=x 2 .- 
4 

c f  (n x). 
n=l an 

De même, si f(x) jouit de la propriété (€9, on trouve 

7. Naturellement, les séries de Fourier sont celles qui donnent lieu aux 
applications les plus curieuses. Ainsi, on a 
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ou hien, après une transformation simple, 

Comme d'habitude, nous représentons par O(%) la plus petite quantité, qu'il 
faut ajouter ou retrancher à x, pour obtenir un nombre entier. Cela étant, on 
trouve, en vertu de (14), 

4 .  y ( l ) a (h  + i*(3)%(3x) + 1*(5)%(5x) + + . , *  = -sinPaz. 

l9 Y=- 5 ÎT2  

Cette formule en engendre d'autres. Remarquons, en effet, que, si l'on pose 

Or, il est &vident que p(2n) est O ou - p(n), suivant que n. est p a i r  ou iw- 
pair. P a r  suite: 

4 2  x) S(x) = s(x) - 7. 
Si, par exemple, on fait 

r = 2 ,  f(x)=9(x),  
on a 

Conséquemment 

L'inversion de la dernière série, au moyen de (13), donne encore 

Ce résultat est, d'ailleurs, facile à déduire directement de la formule (19). 
8. Soit encore f(x) = gx,  de sorte que, pour mod. q < 1, G(x)  prend 

une de ces-formes: 
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On a, d'après (13), (14), (15), et pour x = 1, 
I 

En d'autres termes, chacune des s4ries 

est dgde à p. 
9. Reprenons les séries (11). Pour les appliquer, nous pouvons utiliser 

tout développement tel que 

'Y@) = x W g ( 1 )  + x 2 W g ( 3 )  + x"S(3)g(3) + .. . 
où la fonction $ jouit, comme g, de la propriété (8). Ce développement peut 
être écrit comme il suit: 

de sorte que nous pouvons prendre 

Les exemples du paragraphe prkcédent rdpondent au cas de +(x) = 1. Faisons 
1 

encore $(x) = - Les formes de Y(x), correspondaut aux formes (12) de g(x) ,  
5 

sont 
1 log - 

1 - x  
9 o arctgr. 

1 - x  
Par suite : 

n="d p (n) 1 n=w p(2 ta - 1 )  q = x  -. -- 1 + p-' - 
- Z - 

n=l It 1 - p n - î  
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Sàus une autre forme: 

1 1 1 
q = arctgq f arctgps - - arctgp5 + arctgp7 + 

5 

10. Soient 

la seconde somme est étendue à tous les nombres p~emiars, la première 
les nombres entiers. I l  est évident que 

. . ' Y 

à tous 

d'où, en prenant les logarithmes naturels, et en dé.veloppant, 

Par suite, en vertu de (13), nous avons 

0, =p(l)logs, + ~ l o g s , , + ~ ~ l o g s , ,  + . 
Par exemple, ?u somme des itzverses des carris de tous les nombres premiers est 

M. TCBEBYCEEW s'occupe, dans sa Note, de quelques autres séries du même 
genre. 11 trouve, par exemple, 

chaque nombre étant pris avec le signe + ou le signe -, suivant qu'il est 
de la forme 4 k -  1 9u 4k + l .  
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Il. Jusqu' ici nous avons supposé constamment ~,(xj  = n x ; mais l'on 
est libre de prendre, pour ~,(x),  toute fonction jouissant de la propridté (1). 
Voyons, par exemple, s'il est possible d'avoir 

en disposant convenablement des fonctions U et 
faut que 

U(a) U(0) =. U(a O), V ( a )  U(Pj f 

Si la fonction U(x)  n'est pas constamment égale à 
nous oblige à prendre 

V ( x )  = k ] U ( x )  - 11, 

7. Pour satisfaire à (l), il 

V(p) = V ( a  0).  

1' unité, la seconde condition 

k étant une cons tante. Si U(x) - 1, on doit faire P(x)  = klog x. D'après cela, 
on trouve, par exemple, que la série 

a pour inverse la série 

De même, la série 

a pour inverse 

Nous laisserons de côté les applications. 
x 

12. Une autre forme importante de &(x) est . On a ,  par exemple, 

le couple de skies inverses 
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Ainsi, l'identitd de Tchébychew et Polignac 

permet de prendre, simultanément, 

f(x)=x[xI, F(x)=logI[xl!I. 
Donc, d'après (21), 

%=CO 

X [ X I =  n=4 z ~(+T#]!I. 

Si x est un nombre entier n ,  on voit que le plus petit mult-le colnmun des 
n premiers nombres naturels est 

[ Y ] !  [FI! [G]! [fi]! [SI!. . . 
e ~ ( n )  = - - - - - - . 

[ E ] !  [if! [;]! [FI! [fi]!. . . 
On a, de même, le couple de séries inverses 

Or, d'après une formule connue, 

d'où il résulte que 1'011 peut prendre simultanément 

f (x) = [XI, F(z )  = [\lx]. 
Par suite, en vertu de (23), 

Dans le second membre, les nombres 1, 2 ,  3, 5, 6,.  . , sont tous les nombres 
dépourvus de facteurs carrés. Enfin, dans le couple 

faisons f (x) = log 1 - - - 11 vient d' abord ( ") 
F(x) = log(1- 5) (1 - g) (1 - $$). - = log . cosî.; 
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La formule (4) devient 

Nous prendrons E,(x) = nx,  bien que les développements qui suivent subsistent 
pour toute forme de E,(x), satisfaisant h (1). Réunissons, dans le premier 
membre, les termes de rang p, pz, p3,. . ., p étant premier. Pour ces termes, 
la fonction Y est égale, par définition, à logp: le coefficient de logp, dans le 
second membre, est donc 

où, d'après (2), 

Conséquemment: 

Pour g(x) = 1, et x = 1, on obtient la formule (25). 
16. Pour finir, nous appellerons l'attention du lecteur sur l'excessive 

fkcondité de la formule (4). Tout ce qui a été dit jusqu'tc présent repose, en 
effet, sur cette relation, et se rapporte à deux formes, très-particulières, de F(z). 
Pour cliaque nouvelle forme de F(x), on obtient une infinité d'autres résultats. 
Ainsi, soit h(x) = g(x) A(%), où g(x) satisfait à (8). La  fonction F(z),  généra- 
lement nulle, coïncide avec y($), lorsque s est un carri. Cela étant, nous trou- 
vons que, si l'on définit la fonction G par l'&alité (26), on a: 

2 h ( in) g (92) G (n x) = 1) y ( f i2 )  f (fi2 x). 
n=l TL= 1 

Par exemple, pour 
zx 

sin - 
2 

y(2) = - x f ( 4 = s X ,  
et x = 1, on trouve que la série elliptiyue 2 + q" qZ5 + . . . dquivaut à la 
s&ie 
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puis: 

- 
5 2  x 2 x 3G LE 

COS - COS- . COS - . COS - . 
3 5 7 11 1 3  

COS- . . '  

13. Actuellement, il nous convient d'introduire dans nos calculs une 
nouvelle fonction, dont l'importance ne tardera pas à se faire sentir dans la 
suite de ces recherches. Supposons que le nombre in soit décomposé en ses 
facteurs premiers: 

in = zc"uPwr ... 
La fonction que nous voulons employer est 

En  particulier, nous supposerons j (1)  = 1. Observons que 

d'où il résulte 

D'après cela, nous pouvons, dans (7), supposer 

1, si x est premier 

O ,  en général 7 Y ( X ) = ~ ( X ) .  

Les formules (6) deviennent 

f ( x )  =--Z! (n) H [ E ~  (x)] = 2 G [$ (x)] ; 
n=L P 

la dernière somme est étendue B tous les nombres premiers, y 
et les fonctions G, H, sont définies par les égalités 

compris 1' unité, 

11 en résulte, par exemple, que, pour opérer l'inversion de la série 

G(x)  = j ( l ) f ( x )  + j ( 2 ) f W  - t -+j(3)f(3x)  t j ( 4 ) f ( 4 z )  + 
on a la formule 

f ( x )  = G ( x )  + G(2x)+  G(3a)  + G ( 5 x )  + G(7x)  $ Q(11x) f 
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14. On utiliserait de la même maniBre le cas de en($) == xn, ce qui nous 
reconduirait à quelques-unes des formules données précédemment. Une identité 
générale, qui demande pour E,(x) l'emploi simultané des formes lzx et xn, a 
été donnée, en 1878, au Congrès de Paris, par M .  TCHI~BYCHEW. Ayant posé 
successivement 

Cette formule, pour ainsi dire intuitive, est une féconde source de résultats 
curieux. E n  particulier, elle renferme la formule (22), pour f ( x )  = 1, si x 7 N; 
et f(x) = O, si x > N, comme l'a fait observer M. TCEÉBYCHEW. On sait aussi 
que M. TCH~BYCFIEW se sert de la même formule pour démontrer que les nom- 
bres premiers, de la ]Onne 41c + 1 ,  sont inJiniment plus nornbreux que ceux 
de la Jorme 416 - 1. Si l'on se donne f(x) ,  la détermination de F(x) peut se 
faire de plusieurs manières, parceque cette fonction se présente sous la forme 
d' une double série: 

i=X, j-Co 

F(x) = L, 3 f ( ix j ) .  
i=i j=i 

On peut se donner F(x), et alors la détermination de f (x) s'effectuera par les 
formules d' inversion, démontrées dans cette Note. En  effet, l'inversion des sé- 
ries (24), au moyen de (13) et de la formule analogue, relative au cas de 
En (x) = Xn, donne 

n-O0 rl=w 

G(x) = n=i 2 p. (n) F(xn), f (x) - n=i 2 p. (VZ) G (n x). 

Ces formules permettent d'exprimer la fonction f, au moyen de F, par l'éli- 
mination de la fonction auxiliaire G. 

15. Dans le t. IV de la Nouvelle Correspondance Mathématique, M .  CA- 
TALAN a démontré fort simplement la formule (25). Nous tenons à faire voir 
que cette égalité est un cas extrêmement particulier de notre formule (4). Ima- 
ginons, à cet effet, deux fonctions quelconques, f et g, la dernière étant douée 
de la propriété (8). D'après (3), et en tenant compte des propriétés de la. fon- 
ction Y, nous pouvons supposer 

II (x) = y (x) (x), Y(%) = y (x) log x. 
A m a l i  d i  Jfute~nat ica,  tomo XIII. 46 
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De même, pour 
sin4 n x 

9 ( 4 = l ,  f ( 4 = 7 >  
on trouve que la série 

4 multipliée par - , équivaut à 
ïs 
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