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LECONS

SUR LA

THEORIE DE L’ELASTICITE

GHAPITRE PREMIER
ETUDE CINEMATIQUE DES DEFORMATIONS

1. La théorie de 'élasticité a pour objet 'étude des défor-
mations des corps sous l'action des forces. De méme qu'en
mécanique, nous distinguerons une partie cinématique et
une partie dynamique. Nous commencerons par étudier les
déformalions au point de vue cinématique, c’est-a-dire sans

nous occuper des causes qui les produisent.

2. Hypothéses. — Considérons un point M du corps, de
coordonnéesx, y, z; aprés la déformation, il occupe la position
M’ et ses coordonnées sont: = + &, y 4, 2+ ¢.

Les quantités &, , { sont les projections sur les trois axes
du vecteur MM’ qui représerite le déplacement du point M.

Nous les supposerons assez petites pour qu’on puisse
négliger leurs carrés. C'est ce qui arrive en général pour un
milieu indéfini ou un corps dont toules les dimensions sont

finies. Ce n’est pas vrai pour des plaques minces ou des verges

£vAsTICITE. 1
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2 LECONS SUR LA THEORIE DE L’ELASTICITE

de section faible, c’est-a-dire pour des corps dont une oun deux
dimensions sont trés petites.

Nous supposerons aussi §, +, § fonctions continues de
@, ¥y, z; 81 ces fonctions étaient discontinues, il y aurait
rupture du corps.

Nousconsidérerons les dérivées de £, v, §{ comme des fonc-
tions continues de x, y, 2, sans quoi les réactions élastiques
seraient trés grandes; les forces appliquées au corps, qui leur
font équilibre, le seraient également, ce que nous ne supposons
pas. '

3. Considérons deux points M et M, dont les coordonnées
sonl respectivement x, y, # et @ 4 3z, y 4~ 3y, # -}~ 32: Nous
les supposerons suffisamment voisins pour qu’on puisse né-
gliger les carrés de 3z, 3y, 3z.

Aprés la déformation, ces points viennent en M’ et M', ; leurs
nouvelles coordonnées sont :

x5 ¥+ z 4%
et .

@A tw+EH %, y+ oy, 248G+ 8
Développons § - 35 par la formule de Taylor
E—-I—SE"‘E—I—d 3z 4 ’Sy—}—d 3z + o

les termes non écrits étant négligeables puisqu’on néglige les
carrés de 3z, dy, 3z.

Faisons maintenant:

dx = —
Sy =—mn
32 = — §
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ETUDE CINEMATIQUE DES DEFORMATIONS 3

les coordonnées du point M, sont  —§, y —'71, z — 1. Gelles
de M', seront:

w4, y4m, e
et Pon aura ;

e BB
=T e Ydy T "dz

et les égalités analogues donnant 3+ et 3%.

£
Les quantités § et fl%—a sont du premier ordre, 3£ est donc du

second ordre, et par suite on pleut le négliger. La méme
remarque s'applique & 3n et & 8¢,

Donc, si la déformation améne le point (, ¥, 2) 4 coincider
avec le point (x 4 &, y + n, # -+ ¢), elle ameénera le point
(@ — &, y —m, 2 — ) & coincider avec le point (z, y, 2).

Cetle remarque nous sera utile plus loin,

4, Dilatations et glissements. — Supposons que le
segment MM, soit paralléle & ox, et soit 32 sa longueur: quel
est 'allongement que lui fait subir la déformation?

Nous avons:

MW, = (30 - 887 4+ (b + )2 + (32 + 802,

Mais ici 3y et 3z sont nuls, puisque MM, est paralléle a
Paxe des @; d’aulre part, 84 et 8¢ sont du second ordre (1),

3n? el 32 sont donc du quatriéme ordre. En les négligeant

(%) Je dis du second ordre parce que je considérs §x comme un infini-
meut petit du premier ordre de méme que &; mais je ferai remarquer que,
comme ces deux quantités sont indépeadantes l'une de l'autre, il n’y a
aucune raison pour les regarder comme dn méme ordre, et que, si je le fais,
c'est en vertu d’une convention arbitraire.
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4 LEGONS SUR LA THEORIE DE L'ELASTICITE

nous avons:
MM, = sz 4 8.

Or 8y et 3z étant nuls, & se réduit & ;l—z 2. Done:
&£
M i3
MM, = 8 (1 +——dx>

t
et%; est 'accroissement de I'unité de longueur prise parallé-

lement & oz, c’est-a-dire la dilatation linéaire suivant cette

direction. Nous poserons c% = «,; les coefficients de dila-

tation suivant oy et 0z seront de méme

an _ X _
(—Jl_'_y _‘a2 et a2z = 0.

5. Nous allons étudier la déformation d'un rectangle infi-
niment petit dont les cOtés sont paralléles aux axes ox et oy.

Soit MNPQ ce rectangle, nous poserons :

, MN = %z
MP =3y

Aprés la déformation, MNPQ devien-

dra un quadrilatére curviligne assimi-

lable & un parallélogramme rectiligne
M'N'P'Q’,s0it¢la valeur de'angle P'M'N’
D’aprés ce que nous avons vu dans le paragraphe précédent

ona.
INY —_ 5 dE\
MN' = 5% (1 +dx>

MP = sy (1 +Zl—;)-
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ETUDE CINEMATIQUE DES DEFORMATIONS
Les coordonnées de Q seront # -+ 3, y + 3y, 2z, donc:

WQ? = (30 -+ 852 + (3y -+ b)2 + 322

puisque 3z = o ; négligeons 3¢?, qui est du quatri®me ordre,
et remarquons que l'on a:

ow+8£—om+ s +fﬁs,
c’est-a-dire :
a8
w8 = M + 22 3y

Nous en conclurons en continuant & ne pas tenir compte
des infiniment petits du quatriéme ordre :

(b2 4 382 =M'N"* 4- 2 fl—; sy . MN'.
D’autre part:

a

.y & dyg,
dy NP = %+,

dy dy

On peut donc, & l'ordre d’approximation de nos calculs,
remplacer:

&4 \rpr
@oy par @MP,

ce qui donnera :

(b - 32 = WR2 2% WV . WP

on aura de méme :

e o & = v
(ay+sn)2=M'P'2+2%*-‘o. NN . MP.
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6 LECONS SUR LA THEORIE DE L'ELASTICITE

Donc:

W = N 4+ WP +2 (G + 50) . N P
Mais on a aussi:
WQ* = TN? +WP? 4 2 cosg . N . WP,
11 s’ensuit:
cosg = Z—Z + %

On voit que cosg est infiniment petit, I'angle ¢ est donc

voisin de %7 et en négligeant les termes du développement

de sin <% — (P) qui suivent le premier, on a:

_ & dy

[T
]

L’ang]e P'MIN', qui était au début égal a '%.7 est devenu aprés.

x dt . dn\,
P (o + @)

pour cette raison, la quantité 0%5 + é% est appelée dilatation

la déformation

angulaire,
Nous désignerons les trois dilatations angulaires par §;,

Ba, B3» c'est-d-dire que nous poserons :

dg | dy
‘34 cTy+dz
_&E @
pz—dz_i_dm
_ &
‘\B"_dm_l_dy

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1



ETUDE CINEMATIQUE DES DEFORMATIONS 7

Quelquefois aussi on appelle ces quantités glissements. La
raison en est simple.

Pour passer de 4MNPQ au parallélogramme M'N'P'Q’, on
peut procéder de la maniére suivante

1° Allonger les cOtés du rectangle dans le rapport 1 - «,
pour MN, 1 4 «, pour MP;

20 Déformer le rectangle ainsi obtenu M,N,P,Q, supposé
articulé, de fagon que la projection de P,Q, sur M,N, glisse
sur cette droite de la quantité B, >< M,P, qui aux infiniment
petits du second ordre prés est aussi §; . MP.

Si donc MP est égal a l'unité de longueur, il faudra faire

glisser cette projection de la quantité B,.

6. Que devient la surface du rectangle?

Avant la déformation, elle était Sz . 3y, aprés elle sera
MN . WP’ sin % '
L’angle ¢ est voisin de g; donc sing = 1 & des infiniment

petits prés du second ordre.
L’aire du parallélogramme sera donc :

Sw.3y (1 + %) (4. + Z—D,

c’est-a-dire :

& | d
Sw.5y (1 +24 d—;> = 328y (1t oy + u);

ce qui exprime que la dilatation superficielle dans un plan
est égale & la somme des dilatations linéaires relatives a deux

directions rectangulaires prises dans ce plan.

7. Considérons un parallélipipéde rectangle d’arétes paral=
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8 LEGONS SUR LA THEORIE DE L’ELASTICITE

leles aux axes. Supposons que les longueurs de ces arétes
soient MM, = 3z, MM, = 3y, MM; = 8z. Aprés la déforma-
tion, il est assimilable & un parall¢lipipede oblique dont les

arétes ont pour longueurs :

@ (14 ay), 8y (1 4 ay), 32 (1 4 o)

et font entre elles des angles égaux &

k19 T T
g—pniz'—‘ﬁzaé—ﬁa'

Que devient le volume de ce parallélipipéde ?

Il est égal au produit de sa base par sa hauteur; or celte
hauteur est égale 8 M'M avx infiniment petits prés du troisieme
ordre (on I'obtient en effet en multipliant M'M} par le cosinus
d’'un angle infiniment petit du premier ordre). Donc le
volume cherchié est :

Sz.8y (1 + o, 4 ap) 32 (1 - ay),

© ¢'est-a-dire :

8u.8y.82 (1 + oy + ay F o).

Nous poserons: 6 ='w, -+ a, - ay, el I'expression du
volume sera: 32.3y.5z (1 -+ 6).

8. Considérons un volume infiniment petit » de forme quel-
conque. Ce volume peut étre décomposé par des plans paral-
léles aux plans coordonnés en une infinité de parallélipipédes
rectangles infiniment pelits, non seulement d'une maniére
absolue, mais encore par rapport au volume v». La déforma~
tion aura pour effet de multiplier le volume de chacun d'cux
par 1 4 0; donc le volume v deviendra v (1 -}~ 6).
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ETUDY. CINEMATIQUE DES DEFORMATIONS 9

La quantité ¢ s’appelle dilatation cubigue. D'apréssa défini-
tion, elle est indépendante du choix des axes. Donc,en un point
donné, la somme des trois dilatations linéaires relatives & trois

axes rectangulaires quelconques est constante.

9. Ellipsoide des déformations, — Cherchons ce que
devient par la déformation une sphére de rayon infiniment
pelit e.

Soit M le centre, M; un point quelconque de la sphére;
aprés la déformation, M vient en M’ et M, en M.

Soienta, y, 2 les coordonnées de M'; x4 82,y 4 3y, z 48z,
celles de M{; d’aprés une remarque faite plus haut, les coor-
données du point M seront & — &, y — v, 2 — {, et celles
de M,

w4 8w —E— 3%,y Sy —n — 3, 2+ 8z — ¢ — .

Les projections du vecleur MM, sur les trois axes sont
S — 8, 3y — 3y, 3z — 8¢ ; écrivons que ce vecteur est égal

au rayon ¢ de la sphére:

(6w — B2+ (by — Bn)? -+ (b — &P = o2,

Mais :

d 43 dt
485_d—w8w—|—dy8y +58z.

Donc:
dd dt e 2
o 357 = (1 — 5 b0 — G5 20 — G )

ou, en développant el négligeant {les termes du quatrime
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10 LECONS SUR LA THEORIE DE L'ELASTICITE

ordre infinitésimal :

2 at dt df '
_ = 52 9 2\__.9=2 —9 2
(Sw 8E> = iz (1 -2d> 2dy S By de dx.82.

Nous avons donc :

i3 dn a1 _o%
Sar? (1 —9 dw) 1 3y? (1 2 dy) 4 322 (1 dz) 2
=t
o8y 5z % g dn\ _ a8y dt dn ﬂ§> ]
28y'°z<dy+dz> 28z.8w<d2—{— dx)—-—%w.Sy(dw-l—dy

c’est-a-dire avec les notations adoptées:

2(1 — 2a,) 322 — 22[34 Sy.dz = €%

Mais 8z , 3y, 82 sont les coordonnées de M par rapport &
des axes paralléles aux premiers ayant pour origine M’.

Le lieu de M| est par conséquent un ellipsoide. On V'appelle
ellipsoide des déformations.

10. Dilatations principales. — Parmi loutes les direc-
tions issues de M’,ily en a {rois qui sont particuliérement
remarquables, ce sont celles des axes de I'ellipsoide. Les
dilatations linéaires suivant ces axes sont dites dilatations
principales ; on les désigne par 3, , 3, , §,.

Les longueurs des axes de I'ellipsoide sont alors :

e (14 3,) e(1+3,) e (1 4-3;).

Si l’on/désigne par s une racine de 1'équation en s relative

a Dellipsoide, I'axe correspondant ¢ sera donné par la rela-
tion:
e? 2

S = =

2= (18-1- R

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1



ETUDE CINEMATIQUE DES DEFORMATIONS 1
en dénotant par 3 la dilatation linéaire relative & cet axe.
Négligeons les puissances de 3 supérieures b la premiére,
nous aurons, puisque

-2 2 2’32 .....
A+o-r=1—3s 47504

la relation:
s =1 — 23

L'équation qui donne s étant ici:

1 — 2y —s — B —By
— By 1 — 205 —s — B =0
— B — B 1 —2¢5—s

celle qui donnera 3 sera :

23 — 29 — By — By
_ pa 28 —_— 2(12 ' —_— p‘ = 0.
— B, — B 25 — 214

Les trois dilatations principales sont indépendantes du
choix des axes. Donc les coefficients de I'équation en & ne
changent pas lorsqu’on change la direction des axes.

Cetle équation développée s’écrit :
(28)° — A, (28 4- Ay () — Ay =0,
ol Ay, Ay A, désignent les polyndmes suivants:
Ay =2(y +°~2+?‘3)=201
Ay = 2(4“4“2_ Ba)?
2a, Bs Ba

Ayg=— Ba ‘ 2a, Bs
Ba Bs 2ay

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1



12 LECONS SUR LA THEORIE DE I'ELASTICITE

On retrouve donc le fait que la quantité dénotée par 6 est
indépendante du choix des axes de coordonnées.

Si T'on prenait comme axes les axes de l'ellipsoide des dé-
formations, les termes rectangles disparaitraient de son équa-
tion. Cela montre que les glissements sont nuls dans les trois
plans principaux de I'ellipsoide.

Il y a donc, en général, un systéme de plans formant un
triedre trirectangle el tels que les glissements soient nuls pour

ces plans.

14. Trois diaméires rectangulaires de la sphére deviennent
aprés la déformation trois diamétres conjugués de Uellipsoide.

11 résulte des hypothéses faites sur la continuité des fonc-
tions £, v, { el de leurs dérivées que, si deux surfaces sont
tangentes 'une 4 Pautre avant la déformation, elles le sont
encore 'aprés la déformation. Considérons donc trois dia-
métres rectangulaires de la sphére et les plans tangents &
leurs extrémités, ils forment un cube circonscrit a la sphére.
Aprés la déformation, la sphére devient un ellipsoide, le cube
un parallélipipéde oblique dont les faces restent tangentes &
Vellipsoide. Ces faces sont donc paralléles & trois plans dia-
métraux conjugués de l'ellipsoide ; les diamétres correspon-
dants qui proviennent des diamétres reclangulaires de la
sphére sont donc conjugués.

Les calculs faits plus haut montrent d’ailleurs que la sphére
dérive dc I’ellipsoide par une transformation homographique
conservant le plan de 1’inﬁhi, et on sait qu’une telle transfor-
mation fait correspondre un systéme de diamétres conjugués

3 un systéme de diamétres conjugués,

12, Composition des déformations. — Considérons

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1



ETUDE CINEMATIQUE DES DEFORMATIONS . 13

un’ point M, soit M’ sa position aprés une premiére défor-
mation. Une autre déformation améne M en M” et M" en M".
Sil'on fait subir au corps successivement ces deux défor-
mations, le point M viendra en M”. Les deux points M et M’
sonl infiniment voisins; donc les vecteurs MM” et M'M" qui
représentent les déplacements de ces pointé peﬁvent étrere-
gardés comme égaux et paralltles. Le quadrilatére MM'M"M”
est donc un parallélogramme, c’est-d-dire que MM” est la
somme géométrique des déplacements MM” et M"M” qu’éprouve
le point M quand on soumet Je corps successivement anx deux

déformations.

13. Supposons que le corps conserve une forme invariable;
il n’y a plus & proprement parler de déformation, mais un
simple déplacement. Ce déplaéement peul se décomposer en
une translation et une rotation, la translation étant égale et
paralléle au déplacement £, v, ¢, de l'origine, et la rotation
ayant lieu autour d’un axe passant par cette méme origine.
Cette rotalion pourra étre remplacée par trois autres p, ¢, »
eflectuées autour des axes coordonnés. Les formules qui

donnent le déplacement du peint (2, ¥, z) sont donc :

E=8%+g9z—ry
=g +re — pz
=% +py—qa
Les dilatations et les glissements sont nuls dans un tel
mouvement. )
La réciproque n'est pas évidente ; nous allons la démontrer,
c’est-3-dire faire voir que, si les dilalations et les glissements
sont nuls, le corps se déplace & la fagon d’un solide inva-

riable.
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14 LECONS SUR LA THEORIE DE L’ELASTICITE

Notre hypothése est que l'on a les relations :

i3 g | dn
dw - ° dy+dz
dn _ gk 4t
dy_o dz+dw °
ag dy | dE
2= ° dw+dy

Différencions la premiére des équations du dernier groupe
par rapport & «, la seconde par rapport & y, la troisiéme par
rapport & z, et nous aurons :

a2t dy .
dwdy " dzdw - °

%A
dydz + Zody dady ©
d?y a¥
dzdz ' dydz °

On en déduit immédiatement :

A d% dMy
dady — dydz ~ dzde

= 0.

La relation &‘% == o nous apprend que £ ne dépend que de

y et z, et la relation = o0 monire que § est la somme

2
dydz
d’une fonction de y et d’une fonction de z.

On a donc : :

8=+ e (3)

et de méme :
= /3 (3) -+ 93 (4},
(@) + 3 (¥)
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BTUDE CINEMATIQUE DES DEFORMATIONS 15

Transportons ces valeurs de &, m, { dans les équations qui

expriment que les glissements sont nuls::

_L_‘Z_C_ %—— o ! I —_— A
dy 7z = 0 donnerag; (y) + 7 (2)=o0x

ce qui exige
93 (y) =—173(3) = p,

2 étant une constante.
On aura de la méme raniére :

91 (a) =— 3 @) =¢
ga(@)=—"ri ) =r
el en intégrant et portant les valeurs trouvées dans les for-

mules qui donnent &, n, §{ on obtient :

§E =8 +qz—ry
néﬂo+rw—pz
C:%+m%—w

€0» Moy Gp Blant trois constantes d'intégration. Ge sont bien 1a

les formules du déplacement d'un solide invariable, C. Q. F. D.

14. Rotation moyenne., — Considérons une déforma-

lion quelconque, et posons :

[ & _dn g .
dy dz
d A
dz dz
dn._ dE ’
de  dy T~
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16 LECONS SUR LA THEORIE DE L’ELASTICITE

Le vecteur dont les composantes sont p, ¢, 7, s’appellera la
rotation moyenne.

Ce vecteur est indépendant du choix des axes. Nous allons
en effet en indiquer une interprétation purement mécanique.

Soient : MM’ le déplacement du point M qui a pour coor-
données @, ¥, z; MR la rotation moyenne en ce point M

Considérons une sphére de rayon infiniment petit ¢ ayant
son centre au point M. Supposons-la remplie d’'une matiére
homogene et chacun de ses points animé d’'une vitesse repré-
sentée par le vecteur MM’ de composantes &, v, §, qu'on sait
étre indépendant du choix des axes (*).

Cherchons le moment de la -quantité de mouvement de la
sphére par rapport & son cenire. Ce moment est un vecteur
dont les composantes suivant les axes sont les moments des
quantités de mouvement de la sphére par rapport 3 ces axes,

Considérons un élément de cetle sphére, appelons p. sa
masse, & + 3@, y -+ 8y, # 4~ 3z ses coordonnées. Si on rap-
porte cet élément & des axes menés par le point M paralle-
lement aux axes primitifs, ses coordonnées seront 3z, 3y, 3z,
et sa vitesse aura pour composantes § - 8¢, v -4 3y, { - 8C.

Le moment de la quantité de mouvement du point par
rapport & MA sera

w [By (& 38) — 8z (y + ¥v)]

el celui de la sphére tout entiére sera

N3y (€4 88— 32 (n + 30)].

(1) Pour que le vecteur MM’ représente & la fois un déplacement et une
vitesse il faut supposer 1'unité de temps déterminée.

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1



"ETUDE CINEMATIQUE DES DEFORMATIONS 17

Evaluons cette somme :
218 dt dg
Sty @+ 30 =3y (¢ + F 30 + T o + 525)
dg n dt dg
=1 Npdy + o WNusydw + &y Dusy? + - D usyaz.
Mais nous avons :
ZMB?J =0,

car M est le centre de gravilé de la sphére,

Eg&way = Zp.SySz = o car Mz et Mw sont deux axes
principaux d’'inertie de la sphére, relatifs au point M.

Enfin Ey.ay’ = QI, I étant le moment d’inerti‘e de la sphére

par rapport & un de ses diamétres.

Done :
%1
2wy L+ =55
et de méme :
dn 1
Dusa (43 =1 5

Le moment de la quantité de mouvement de la sphére par
rapport & MA est donc :

&ty
2\dy dz/

Les projections sur les axes du moment de la quantité de
.mouvement de la sphére par rapport au point M sont donc
Ip, Ig, Ir. |

ELASTICITE,

19
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18 LEGONS SUR LA THEORIE DE L’ELASTIGITE

La rotation moyenne, qui a pour composantes p, g, *, est
par suite, comme ce moment, une quantité indépendante du

choix des axes.

15. Considérons le point M et une sphére infiniment petite
ayant ce point pour centre. Aprésla déformation, M vient en M’,
la sphére devient un ellipsoide. Trois diamétres rectangulaires
de la sphére deviennent trois diamétres conjugués de V'ellip-
soide; done, en général, il y a un triédre trirectangle et un
seul qui demeure trirectangle aprés la déformation: c’est
celui qui correspond aux axes de l'ellipsoide.

‘onsidérons ce triédre: on peut Pamener de sa position an-
cienne & la nouvelle par un simple déplacement, c’est-a-dire
par une translation suivie d’'une rotalion autour du sommet.
Nous allons montrer que cette rotation est la rotation moyenne
au point M,

1° Si la rotation moyenne est nulle au point M, le triédre
reste paralléle a Jui-méme.

En effet, prenons comme origine le point M et pour axes

les arétes du triedre. Les dilatations angulaires sont nulles:
ag | dn _
T &E="

Mais on a aussi, puisque la rotation moyenne est nulle :

di  dr
gy dz =0
11 s’ensuit:
. ag_dn_
dy — dz~ '

et les égalités obtenues par permutation circulaire,
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Cela posé, une aréte quelconque du triedre, MM, parexemple,
qui est paralléle & ox reste paralléle & o.

En effet, soient @, 'y, 2 les coordonnées de M; @ Sw; Y, z
celles de M,. ‘

Désignons par M’ et M/ les positions nouvelles de M et de M,.
M’a pour coordonnées x --§£, y + u, # + ¢; done MM/ a
pour projections 3z - 38, 8y -4 87, 3z -+ 8¢; 3y et 3z sont
nuls par hypothése. .

.D’autre part, 8= % e, d—; est nul, 8v I'est donc aussi; il

en sera de méme de 5%.
' Le vecteur M'M| ades projections nulles sur oy et oz il est
paralléle & ox;
2° Considérons, en second lieu, le déplacement d’un solide
invariable. On a entre les déplacements&, v, § et les rotations

P, ¢, r les relations :

=% + gz —ry
= + 7% — pz
§=128 +py—qu

on en déduit :

c’est-a-dire:

C. Q. F.D.

Examinons le cas général.
Soient: D la déformation considérée ;
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D’ une rotation dont les composantes soient celles de la
rotation moyenne au poinl M;

T’ -1 la rotation inverse.

Désignons par DD'—' l'ensemble des deux opérations D

et D’— ! faites successivement, on aura :
D= (DD'-") D
Ainsi la déformation D est la résultante de deux autres
DD’ -1t et D',

et la rotalion moyenne (p, g, #) est la somme géométrique
des rotations moyennes partielles dues aux deux déforma-

tions composantes

DD’ -1 et D',

La rotation moyenne due & DD'~ 1 est nulle, car c’est la
somme des rotations moyennes dues 4 D et & D'—1. Done,
par cette opération le tri¢dre reste parallele a lui-méme.

La rotation du triedre est alors due uniquement 3 D', et ses
composantes sont bien celles de la rotation moyenne en M.

C. Q. F. D.

16. Polynémes isotropes. — Considérons un polyndéme
homogéne par rapport aux neuf dérivées:

g d& df dn

I e

o-{;,dy’dz dz’

nous dirons qu’il est isotrope si sa forme ne dépend pas du
choix des axes. Cherchons les polyndmes isotropes du second

degré.

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1



ETUDE CINEMATIQUE DES DEFORMATIONS 21

Nous savons déja que 6 = -i— est indépendant

du choix des axes, donc 62 est un polynbme isotrope du
second degré :

di\ 2 dE dn
2 — V(&%=
? _E<dx> + 220100 dy
‘On a vu également plus haut que
[
Ay =14 2“4“2 - 2@%'
c'est-h-dire:
— s E dn &N % dn
A= 426{0& dy 2<dy> - 2Zdy dx
est aussi un polyndme lsotrope.

Enfin la rotation moyenne étant un vecteur indépendant

du choix des axes, le carré de sa longueur

B=p'+¢' +7

-85 -85

est un troisiéme polyndéme isotrope.

ou

Toutes les combinaisons linéaires de 62, A, et B seront
isotropes. Parmi toutes ces combinaisons nous remarquerons
les deux suivantes:

A —}—B dt d dt
G== Z(da) d; d_:‘c dy)

c’est-d-dire :

£, m)
ED(w,;
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et
0 —n 20 =3(Z) + X(3)"

Y a-t-il d'autres polyndmes isotropes du second degré
linéairement indépendants des trois premiers ? A

Considérons un polynéme isotrope du second degré par
rapport aux neuf dérivées partielles,

Quand on change 4 la foisz, y,zen —ao,—y,—2
et§,m,len—E&,—mu, —{ les dérivées ne changent pas,
donc le polynéme ne change pas.

Le polyndéme ne doit pas changer non plus quand on fait
tourner les axes; faisons tourner le triédre d’un angle = au-

tour de oz, cela revient & changer
@, yen—w, —yetk, n en — &, — N

Donc le polynéme ne doit pas changer quand on change
z et { en — z et — { et par suite dans chaque terme l'en-
semble des lettres z et { entre un nombre pair de fois.

Tl en est de méme de w et &, y et v.

On s’assure aisément que les seuls termes salisfaisant &
cette condition sont de I'une des quatre formes suivantes :

(&) (&), Lo L

dz)’ dy. do dy’ dy dx

On peut donc partager les termes des polyndmes en quatre
groupes. D’ailleurs le polyndme ne devant pas changer quand
on permute les axes de toutes les maniéres possibles, comme
dans cette opération les termes d’'un méme groupe s'échan-
genl entre eux, ils doivent tous avoir méme coefficient. Un
polyndme isotrope du second degré sera donc une combi-
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n aison linéaire des quatre sommes:
ey & dn
Z <daa> ’ E dae dy
dz\? & dn
Z(dy) ’ Zdy dw
Nous connaissons trois de ces combinaisons linéaires. S'il

y en avait ‘plus de trois linéairement indépendantes, on en

conclurait que les quatre sommes sont isotropes.
. © e . at\?
Il est facile de voir qu’il n’en est rien et que 2<%>
n’est pas isotrope. Il suffit de faire tourner les axes des @ et
des y dell: dans le plan des ay. Cf. Théorie mathématique

de la lumigre (page 20).

1Y7. Déformations transversales et longitudinales. —
On dit qu'une déformation est transversale quand la dilata-

tion cubique qui en résulte est nulle
_ By dny db
‘=mtayta="

Un volume quelconque est donc conservé en tant que vo-
"lume par la déformation. '
Une déformation est longitudinale quand la rotfation

moyenne est nulle, lorsque I'on a par conséquent:

@& _dn__,
dy dz

&_day_
dz dx ™
de dy

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1



24 LEGONS SUR LA THEORIE DE L’ELASTICITE

ou, en d'autres termes, lorsque {daw + mdy - {dz esi une
différentielle exacte.

Nous poserons alors :
tdw 4 ndy - {dz = dg.

On peut se demander, en adoptant cette définition, si une
déformation peut étre & la fois longitudinale et transversale.

Si elle est longitudinale on a:

FAYs

Il
& S5 §l&

),
( = ds

la condition de transver:zalilé devienl alors Ag = o en po-

R

sant:
d? d? d?e
Ap = #; + gﬁ + 7
Il suffit donc que ¢ satisfasse & I’équation de Laplace.
Cela [ne serait Jpas possible pour un milieu indéfini, si on
suppose que la déformation est nulle & Vinfini. On sait en
effet que, si une fonction ¢ salisfait dans tout l'espace &
Péquation
Ap=o0

et si ses dérivées s’'annulent & Yinfini, elles sont identique-
ment nulles, car la fonction se réduit & une constante,

Il en est de méme pour un milieu limité, si on suppose la
déformation nulle & la surface.
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Une déformation quelconque peut toujours étre considérée
comme la résultante de deux autres, I'une longitudinale,
'autre transversale, c'est-a-dire que, quelles que soient les
quantités &, v, {, on peut trouver d’autres quantités &,,m, &;;

E2y Mg, ¢, satisfaisant aux équations:

E=¢ 4§
n=7n+ 7,
{=¢ 44

et aux _deux conditions:
d54 flm + 5 d_Q
E,dw 4 mady + C2dz = différentielle exacte.
Nous avons posé:

C
da‘+

donc ici 6 se réduit a:

dEQ + d712

by 02
dz
Mais si nous supposons :

§adw + mydy + Gydz = dy,

%3y Mg ¢y seront les trois dérivées partielles de g.
Donc on aura :
0 = Ag.

9 est une fonction donnée quelconque de @, y, z; il suffit de
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troaver la fonction ¢ satisfaisant a:

Ap =0,

Considérons une matiére attirante de densité {;e, le poten-

tiel d& & celte matiére, qu'on suppose agir suivant la loi de
Newton, satisfera précisément & la condition imposée.

£ Mg (g élant ainsi délerminés, on aura §,, m,, & par les

formules
Eq == E b Eg
MW=N—m"
C; ={— Cg

et le probléme sera ainsi complétement résolu.
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CUAPITRE II

ETUDE DES FORCES ELASTIQUES

18. 1l y a un trés grand nombre de théories de 1'élasticité.
Elles peuvent se ramener 3 deux classes: dans la premiére
classe nous rangerons les théories fondées sur des hypothéses
moléculaires ; dans la seconde, celles dont les auteurs ont
cherché & s'affranchir de toute hypothése sur la constitution -
intime des corps; ces derniéres théories sont en général basées
sur la Thermodynamr:que.

Nous commencerons par étudier les théories de la premiére
classe: d'abord ce sont les premiéres en daie, et de plus elles
nous aideront & mieux comprendre les autres. Nous consi-
dérons les corps comme formés de molécules de dimensions
trés petites par rapport aux distances qui les séparent, Ces
molécules se comportent par suite comme des points matériels
sur lesquels s’exercent des forces, fonction de leurs coor-
données; parmi ces forces, nous distinguerons les forces
extérieures et les forces intérieures, c’est-a-dire celles qui
résultent des actions des molécules les unes sur les autres.

19. Equations de Péquilibre. — Soient # molécules
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My, Mayeess Ma; X1, Yy, 33 les coordonnées de la molécule me;
dans sa position d’équilibre naturel (c’est-d-dire dans la
position qu’elle occupe avant toute déformation). Supposons
que le corps sc déforme ; les coordonnées de m; deviennent
w; -+ & y:-+m, 2+ G Nousappellerons A;, B;, G; les
composantes suivant les trois axes de coordounées de la
force, agissant sur m;, qui provient de l'action des autres
molécules ; A;, B;, C; sont des fonctions des coordonnées de
toutes les molécules, @y + &, y2 + May 22 + L3 Pi, Qi Ry
seront les composanies de Ja résultante de toutes les forces
extérieures agissant sur m;, dans la position d'équilibre
naturel. Dans une autre position d'équilibre (que nous appelle-
rons position d'équilibre contraint) les forces extérieures
auront pour composantes P; 4 X, Q; 4~ Y;, R; -+ Z;.

Les équations de 1'équilibre naturel seront: ‘

A+ Pi=o
s B4+ Q:=o
( C.+R:=o

puisque toutes les forces qui agissent sur chaque molécule
doivent se faire équililire,

Si les forces extérieurcs varient, 'équilibre sera troublé et
le corps se déformera jusqu’a ce que A;, B;, C;, qui sont des
fonctions de la déformation, aient pris des valeurs telles
qu’elles fassent équilibre aux forces extérieures. Les équations

de I'équilibre contraint seront par suife :

Ai+Pi+Xi=0
Bi+Qt+Y1=0
| G+ R +Z; =0
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20. Etude des forces intérieures. — La premiére hypo-
thase en date, qui est celle de Poisson et de Cauchy par
exemple, est I'hypothése des forces centrales : deux molécules
quelconques exercent I'une sur I'autre une attraction ou une
répulsion réciproque, dirigée suivant la droite qui les joint
et dépendant seulement de leur distance. C’est cette hypothése
qui parait la plus naturelle, et on s’y est arrété longtemps.

Lamé a fait une hypothése plus particuliére encore: il
suppose l'attraction nulle dans 'état d'équilibre naturel; si
les molécules se rapprochent & partir de cette position d’équi-
libre, il se développe une force répulsive ; si elles s'élcignent,
une force attractive ; de maniére que la force tende toujours
& ramener la molécule dans la position d'équilibre naturel.
Dans I'hypothése de Lamé, l'équilibre naturel est donc

caraciérisé par les équations:

A;=0 B;,=o0o (C =o,
et par suite aussi par les relations:

Pr=o0o Q=0 R;,=o.

La position d’équilibre naturel correspond done au cas ol
il n'y a pas de forces extérieures, mais la réciproque n'est
pas vraie. Si 'on suppose les forces extérieures nulles dans
'état d'équilibre naturel, il n’en résulte pas que les attrac-
tions des molécules sont toutes nulles; car il pourrait se
faire que les diverses attractions se fissent équilibre sans étre
nulles séparément. Il n’y a donc aucune raison pour adopter
cette hypothése de Lamé qui, d'ailleurs, ne simplifie ni les
calculs ni les résultats.

L’hypothése des forces centrales n’est elle-méme qu'une
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hypothése particuliére ; prenons pour A;, B, C; des fonctions

quelconques des @ + &xy Y& -+ Wi, %x - Cx, et supposons
que &, m;, {; subissent des accroissements d&;, dwi, di;; le
travail des forces intérieures est :

) (A 4- Bidy, -+ Cidty).

Le principe de la conservation de l'énergie exige que ce
travail soit une différentielle exacle ; nous poserons en
conséquence

Y, (At + Bidng + Cydlty) = dU;

U sera une fonction des coordonnées de toutes les molécules:

U= f(mlc + Eln y/c+ Ny Bk + tln ----- )
et on aura
dU
A, = —d_i—,
_du
L d-’li
dau
C; = -
P Ay

La seule hypothése nécessaire est donc que les forces inté-
rieures dérivent d’un potentiel.

.

24. Etude des forces extérieures. — Ces forces
forment deux groupes distincts; il pent d’abord se faire
qu'elles agissent snr toutes les molécules du corps, aussi
bien sur les molécules intérieures que sur les molé-
cules superficielles ; tel est, par exemple, le cas'de la
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pesanteur. Il est d’autres forces, inutiles 4 énumérer toutes
ici, qui n'agissent qu'a la surface. Pour en donner un exemple,,
supposons un gaz renfermé dans une enceinte; il exerce une
pression sur la paroi, et celle-ci, en vertu du principe de
I'égalité de I'action et de la réaction, réagit sur le gaz. Celle
pression de la paroi sur le gaz est une force extérieure
appliquée seulement aux molécules superficielles.

Le choix de la position d'équilibre naturel semble & peu
prés arbitraire ; par suile, il peut parailre simple de choisir
la position que prend le corps en l'absence de toute force
exlérieure. Cela n’est pas toujours possible; nous avons en
effet supposé les déformations trés petites, et toute la théorie
repose sur cette hypothése; il nous faut donc choisir une
position d’équilibre naturel différant trés peu de la position
d’équilibre contraint que nous avons A étudier; c’est pour
cela que nous conservons P;, Q;, R; dans nos formules, c’est-
a-dire que nous ne supposons pas les forces exlérieures nulles
dans 'état d’équilibre naturel.

Pour bien en montrer |'utilité, reprenons I’exemple du gaz
renfermé dans une enceinte et soumis & une pression prove-
nant de la réaction de la paroi; on ne pourrait pas supposer
celte pression nulle dans 1'état d’'équilibre naturel, car le
volume correspondant serait infini et la déformalion serait

par suite aussi infinie (')."

22. Etude de la fonction des forces. — Revenons
aux forces intérieures; pour les connaitre, il nous faut étudier
(1) Celte assimilation d'un gaz & un corps élaslique n'est pas lout a fait
rigoureuse, caronal'habitude de considérerles gaz comme formés de molécules

en mouvement; il s’agit d’un état dynamique. el non d’un état slatique;
mais elle suffit pour faire comprendre la juslesse de notre remarque.
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la fonction U. Si on la développe par la formule de Taylor,
en considérant §, v, { comme les accroissements de @, y, %
ona:

U=U+U,+0, +T;+ ...

U, sera une constante: c'est U (w;, yi, 2:); U, renferme les
termes du premier degré par rapport a §, v, {; Uj: les termes
du second degré, etc.

Comme les quantités &, =, { sont supposées trés petites, nous

négligerons leurs cubes, et nous arréterons le développement
3 U,. On aalors

=U,+ U, + U,
et par suite

dU dU

Ar= de, + 3

dU
——2
-I- dm

dU.
=T, + 5 &

car U, ne dépend pas des &, 4, ! est indépendant des &;

C, di

0;[,1 est homogéne et du premier degré par rapport aux § et,

par suite, s’annule dans la position d’équilibre naturel; on a
alors simplement :

dU
—
Ad dt;
dU
— &
‘ B= 0
_qU
C; = —idti
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Les équations de ’équilibre naturel deviennent donc:

aU
1 —
A P=o

g;u--l— Q=o

Dans la position d'équilibre contraint, on aura:

dU'-|- 24Pyt Xi= o0
Bt Y=o
dc'+ﬂ2+n 7z =0
On en déduit:
dU2+Xi_O

dU
—2 I —_—
d?]i Yl' =0

ozU2+Zi_0

Ce sont ces derniéres équations qui déterminent les déforma-
tions; nous nous donnons les forces déformantes X;, Yy, Zs,
¢’est-a-dire les forces qui s’ajoutent & celles qui existaient dans
la position d'équilibre naturel ; nous avons alors 3z équations
linéaires pour déterminer les 3» inconnues &, v;, §. Le pro-
bléme est donc théoriquement résolu et d’une maniére trés

simple; mais le nombre extrémement grand des molécules
ELASTICITE. 3
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rend cette solution absolument impraticable, nous sommes

donc obligés de recourir & d’autres considérations.

23. Cherchons une autre expression de la fonction U.
Cette fonction changée de signe est I'énergie potentielle dve:
aux actions mutuelles des molécules; elle ne peut done
dépendre que des distances des molécules, car, si le corps se
déplace a la facon d’un solide invariable, il est évident que
les actions mutuelles des molécules ne produisent aucun
travail ().

Considérons deux molécules quelconques m, et m,; appe-
lons @, y, z les coordonnées de la molécule 7, dans la pusi-
tion d’équilibre naturel, # 4 &, ¥ 4+ m, # 4~ § les coordon~
nées de }la méme molécule dans la position d’équilibre con-
traint ; les coordonnées de m, dans la position d'équilibre
naturel seront # -~ D, y 4+ Dy, 2z -} Dz (en employant la
notation Dz pour désigner une différence qui, du moins jus-
qu'a nouvel ordre,n’est pas supposée infiniment petite) ; elles.

seront dans la position d’équilibre contraint :
o4+Do4-E4DE y+Dy4 Dy, #+4Dz{4DL

Les projections du vecteur m,m, sur les trois axes, qui
sont Dw, Dy, Dz, dans I'équilibre naturel, deviennent dans.
I'équilibre contraint Dz 4 D&, Dy - Dy, Dz -}~ D{. Soit R.
le carré de la distance m,m, dans la position d’équilibre-
naturel; R 4~ o le carré de cette méme distance dans la

(1) Pour s’en convaincre, on peul remarquer que si, par exemple, une roa—
tion d'un angle 2—-‘":produisait un travail, en la répétant ¢ fois on produi~

rait un travail q fois plus grand, et cependant le corps reviendrait a sa
position initiale; ce qui est impossible,puisqu’il y & une fonction des forces-
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position d’équilibre contraint; nous avons:
R = Da? 4 Dy? +- Dz? = Y\ Da?,
R+ ¢ =))(Dw + D
Par suite:
p = 221)901)5 + YDz,
Nous poserons: *
¢1 = 2 DDk + DyDy + DsDY,
pa = DE* 4 Dy? -+ DZ?,
et il viendra:
p=rp;+ pa.

Les déplacements £, v, ¢ gont supposés infiniment petits dur
premier ordre; il en est nécessairement de méme de leurs
différences D%, Dy, D; par suite p, est infiniment petlt do
premier ordre et py du second ordre.

U est une fonction des quantités R -} p.....

=F (R4 B 4 ¢

Développons cetle expression par la formule .de Taylor,

nous aurons :

U=F (R, ¥, +2dRp+QZdR.,p“’+Z,deR,pp+

Nous avons déja négligé les infiniment petits du troisieéme
ordre dans l'expression de U; nous devons donc limiter e

développement de U aux termes du second ordre. Nous allons
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comparer ce développement avec celui quenous avons trouvé
plus haut.

Pour cela, remplagons p par sa valeur:

= pi 1 pa
Ona:
p2 = o1 + 2pipy + el
Nous négligerons p,p, €t p3 qui sont respectivement du
troisiéme et du quatriéme ordre infinitésimal; de méme no -

remplacerons pp’ par p,p{, et il viendra

2
=F ¢ Edﬂm +2d392 22d339' +Zd§ldﬁﬁ.9.94

Un quelconque des cinq groupes de termes de U est homo-
géne par rapport aux §, m, §; sinous identifions avec I'expres-
sion déja obtenue

0=0U,+U,+ 1,

nous arrivons aux relalions

U,=F(R,R,..... )
dr
U, = Edl{ ]
da*F .
U, = dR Pz 2 Zd[{‘* 9? i aRdRY Pala-

U, est la somme de trois groupes de lermes; nous allons
montrer que, dans I’hypothése des forces centrales, le troi-
sitme groupe disparait idenliquement, ¢’est-a-dire que 'on a
dans ce cas:

d?F
anaw =
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En eflet, les actions des différentes molécules se réduisent
alors aux attractions mutuelles des molécules deux a deux;
lattraction ne dépend que de la distance des deux molécules
considérées et reste la méme si 'on en introduit d’autres.
Donc I'énergie potentielle totale U est la somme des énergies
potentielles dues a tous les couples de molécules, considérés

successivement, c¢'est-a~dire que 'on a:

U=F®+0+F ®+¢)+ .

chacune des fonctions ne dépendant que d'un argument;
par suite: '
d?*U

— = (.

dRdR

C’est 13 un point important; nous en conclurons plus tard
que dans 'hypothése des forces centrales il doit y avoir une
relation numérique entre les coefficients d’élasticité A et p. de
Lamé, ce qui fournit une méthode expérimentale pour
rechercher si I'hypothése des forces centrales est conforme a
la réalité.

24. Nous avons supposé jusqu’a présent que toutes les mo-
lécules étaient libres; dans certaines théories, an contraire,
on les suppose assujetties & des liaisons. Pour trouver dans
cette hypothése les équations d'équilibre, il suffit d’appliquer
la méthode de Lagrange. Nous avons écrit les équations

A£+Pl+Xi=0
Bi+0i+Yi:0
CG+R+Z =0

qui expriment que la molécule est en équilibre sous 'action
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des forces intérieures et extérieures seules. Supposons qu'il y

ait des liaisons définies par les équations :

Li==o0

L,=o0
{

Ly=o

les équations d’équilibre seront d’aprés des principes connus:

dL dL dL
AP+ X 4 ) f;‘}")‘z d_zé?"l"--"}‘)‘p'?af:o

B, Q1+Y; l‘lt—l—)\zli-l—...—l—)\pli_o

. dL dL dL
Ci+Ri""li‘l“)‘l'd_cil‘l‘)‘:’?lﬁ‘l‘-"'l‘)‘pd—‘cf:

35, Ay . 2, étant des constantes inconnues; nous avons
ainsi introduit p inconnues nouvelles, mais nous avons aussi
p équations de plus, les p équations de liaison.

Il semble, au premier abord, qu'en introduisant cette hypo-
thése nous pourrons étudier des phénoménes plus généraux;
c'est-d-dire que I'hypothése de molécules entiérement libres
restreint la généralité; ce n'est qu'une apparence. .

Prenons, par exemple, la liaison la plus simple : supposons
deux molécules assujetties & rester & une distance invariable
7o 'une de 'aulre. Tout se passe comme s'il existait entre
elles une force attractive ou répulsive dirigée suivant la
droite qui les joint et fonction seulement de leur distance,

cetle force étant supposée nulle pour » = r,, trés grande et
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répulsive pour » = r; — ¢, trés grande et altractive pour
r=ry e .

La force de liaison apparait donc, dans cet exemple simple,
comme un cas limite de la force ordinaire. On pourrait faire
une étude analogue pour les liaisons quelconques, et T'on
arriverait au méme résullat. On ne généralise donc pas en
introduisant des liaisons; nous reviendrons d’silleurs plus
loin sur ce sujet & I'occasion des théories qui leur attribuent
an role important. .

Indiquons simplement la réponse a une question qui se
pose naturellement. Si I'introduction de liaisons ne donne pas
une plus grande généralité, si, par conséquent, on peut arri-
wver A des résultals tout aussi étendus en n'introduisant que
des forces ordinaires, & condition de ne pas préciser la nature
de ces forces, comment se fait-il qu’on ait créé des théo-
ries différentes en faisant usage de liaisons? La raison en est
simple : il est certains esprits auxquels répugne la conception
d'actions & distance autres que des forces centrales ; dans los
cas o I'hypothése des forces centrales ne rend pas compte
des faits observés, ils introduisent des liaisons qui leur per-
‘mettent d'expliquer ces faits sans renoncer & leur hypothése

fondamentale.

25. Rayon d’activité moléculaire; expression nou-
velle de la fonction U. — Pour continuer les calculs, il
faut introduire une nouvelle hypothése: nous allons supposer
que les actions moléculaires ne s’exercent qu’a des distances
trés faibles, de sorte qu’elles\ deviennent insensibles lorsque
la distance dépasse une longueur extrémement petite appelée

rayon d’activité moléculaire.
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df . d2F
aR° d[{‘
la distance YR des deux molécules ne soit inférieure au rayon

Par suite — seront 5upposés trés petits, & moins que

d’activité moléculaire.

Pourlestermes tels que ~=——, R” il y a quelque chose de plus;

de
soient m,, m, les molécules dont la distance est VR; mg, m,,

les molécules dont la distance est VR'; le terme d—% est né-

gligeable, & moins que les molécules m,, m,, mq, m, ne soient
toules les quatre & Vintérieur d’une sphére de rayon trés pelit
(il ne suffit pas pour cela que R et R’ soient trés petits, il
faut que les auires cOlés du quadrilatére m, my m,y m, le
soient aussi); ces conditions sont absolument nécessaires.
Divisons le volume du corps en deux volumes partiels V' et
V”; supprimons dans U, tous les termes pour lesquels VR
est supérieur au rayon d’activité moléculaire; nous distingue-
rons dans U, trois groupes de termes. Dans le premier, nous
rangerons les termes tels que les deux molécules correspon-
dantes m, et m, soienl toutes deux & l'intérieur du volume V;
soit U] la somme de ces termes; dans le second, nous place-
rons de méme les termes tels que les molécules m, et my
soient toutes deux dans le volume V¥, et nous désignerons leur
somme par U7 ; enfin, le troisiéme groupe comprendra tous
les aatres termes, c’est-a-dire ceux pour lesquels, des deux
molécules m, et m,, I'une est dans le volume V', I’autre dans
le volume V”; en appelant U/ la somme des termes du troi-

siéme groupe, nous aurons
U,=Uj+Uf U7,

Dans U,, nous effectuerons une décomposition analogue;
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dF d

2F
.les termes tels que 7R’ 7RE correspondent 3 un couple de

—d2—F-‘ a deux couples de mo--
dRdR’ P

lécules, c’est-a-dire & trois ou qualre molécules. 1l faut que

molécules; les termes tels que

les deux, trois ou quatre molécules soient toutes & Uintérieur
d'une sphére trés petite. Nous rangerons encore dans un
premier groupe les termes tels que les molécules correspon-
dantes soient Zoutes dans le volume V', et nous désignerons
leur somme par U} ; nous définirons de méme Uj ; enfin Ug
comprendra les lermes tels que les molécules correspondantes
soient les unes & lintérieur de V’, les autres & l'intérieur

de Y”; nous aurons alors:
U, = U§ + Uf 4 Uy

Nous allons simplifier les expressions de U, et U,. Occu-
pons-nous d’abord de U, ; les termes qui entrent dans UY sont
excessivement moins nombreux que ceux qui forment U|
ou UjJ. Ce sont en effet des termes tels que le vecteur me,m,
ail ses extrémités 'une dans le volume V', 'autre dans le
volume V”. Ce vecteur est supposé inférieur au rayon d’acti-
vité moléculaire ; donc la distance de la molécule 7, a la sur-
face de séparation est plus petite que ce rayon; il en est de
méme pour /2,. Les molécules considérées sont donc comprises
dans une zone étroite de part et d’autre de la surface de
séparation et dont le volume est du méme ordre de grandeur
que le rayon d’activité moléculaire ; car nous supposons, bien
entendu, que I'aire de la surface est finie. Le volume de la zone

est donc trés petit par rapport aux volumes V' et V”, et nous
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pouvons négliger U} par rapport & U] et U{, cest-a-dire

écrire

U, = U] + UL

Un raisonnemenl analogue donnerait I'égalité exacte au

méme degré d’approximation:
U,= U4 4 Uj.

Ces égalités expriment que, pour avoir les valeurs de U,
et de U, relatives 3 un volume V' 4~ V”, il suffit de faire la
somme des valeurs relatives aux deux volumes partiels V
el V7,

Le théoréme subsiste évidemment encore si 'on a un plus
grand nombre de volumes partiels, & condition toutefois que
ces volumes partiels soient trés grands par rapport & la sphére
d’aclivité moléculaire; sinon la démonstration ne s’applique-
rait plus.

Nous avons dit que nous supposions le rayon d’activité
moléculaire trés petit, sans préciser davantage; nous admel-
trons qu'il I'est suffisamment pour qu'on puisse partager le
corps en éléments trés petits d’une maniére absolue et cepen-
dant trés grands par rapport au rayon d'activité rr'lolécula‘ire.
Quand nous parlons d’éléments irés petits d’'une maniére
absolue, cela veut dire, d’abord, qu’ils sont {rés petits par
rapport aux dimensions du corps; ensuite, qu'a l'intérieur de
chacun de ces volumes élémentaires nous aurons le droit de

considérer £, v, { et leurs dérivées e dy’ =, comme des

constantes. Soit dr un de ces volumes, W,dz la valeur de U,
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correspondante, W, dr la valeur de U,. Comme les volumes
sont trés petits, nous pouvons, sans erreur sensible, rem-

placer le signe de sommation par le signe d'inlégration et an

lieu de:
U, =Y\W,ds
U, =Y, Wyde
&crire:
U, = f W, dx
Uy = [W,ds

les intégrations s'étendant a tous les éléments dr du volume
du corps,

Les expressioﬁs de W,dr, W,dr sont les suivantes:
dF
Wide =Y\ ¢4
_\dF 1QqdF , AT )
Wsz—EdR P2+ 9 2%2‘ P1 +ZdeR' Pafi

les sommations ne se rapportant qu’aux systémes de molécules

entierement situés A l'intérieur du volume dr.

26. Etude de 1s fonction W,. — Nous allons maintenant
chercher les expressions de W,dz, Wydr; cela devient facile,
car Dz, Dy, Dz sont maintenant des quantités trés petites,
puisqu’elles sont supposées de I'ordre du rayon d'activilé
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moléculaire. Nous pouvons donc écrire:

DE_—D —I—d—D —'—EZD
_ dn dn
Dy= p Dz 4+ =~ D +d Dz

Dt =2 Do +d Dy 2 De

en négligeant les carrés de Dz, Dy, Dz.

Calculons la valeur de p, ; nous avons posé :
ps = 2 (DxDZ 4 DyDy + DzDY).

On a donc:

a d
pp =27 Da’4-2 “'1D2+2 - Da? -2 ( +"£)DyDz
9( =2 dE DzDer 2 “’1
+ dw + x Doch
ou avec les notations adoptées:

py =2 (2, D2%? 4~ a,Dy? 4-a, D23 4 B, DyDz - {32Dsz+ﬁ3Dny)

Nous observons que p, est un polyndme homogéne ot
lindaire par rapport aux quantités o et B; mais W, dr egt
homogéne et du premier degré par rapport aux p, ; done
W,dr est homogéne et du premier degré par rapport aux o
et aux B. Nous allons calculer ses coefficients. On peut écrire,

pour abréger:

pr = 2 3 Da? + 2 B, DyDz,
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et on a alors:

W,de = 22a423—g Da? 22@2% DyDz;

les premiers signes de sommation se rapportent aux trois
axes de coordonnées; les autres, aux couples de molécules
renlermdées & 'intérieur du volume dr.

Supposons que dans l'état d'équilibre naturel les forces

extérieures soient nulles; on aura:

11 en résulte que U, est identiquement nul; c’est en effet
un polynéme homogene et du premier degré par rapport aux
£, m, ¢, et le théoréme d’Euler donne :

dU dU au
— Z1 Z4 1),
U, -—2<5i 7 + po + & dCz)
Done, dans ce cas, W,dv est identiquement nul; les coeffi-

cients de ce polyndme sont alors tous ruls, et nous avons les

six relations :

dF dF dF
—_— 2 — Pl 2 — . 2 —
dRD'” =o0 dRDy =o0 dRDz =0
dF dF dF '

Do Dybe=o JaDDw=0 ¥ - Daby=o.

Ce soat les conditions nécessaires et suffisantes pour que
les forces extérieures soient nulles dans I'état d'équilibre

naturel.
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27. Etude de la fonction W,. — Occupons-nous main-
tenant de W,dv; nous avons réparti ses termes entrois groupes.
Considérons les termes du second et du troisiéme groupe,

c'est-a-dire:
da2r
3 Ed[{‘ et + 2 anam fio1

Cet ensemble de termes est homogéné et du second degré
par rapport aux quantités p, ; par suile, il est homogeéne et du
second degré par rapport aux « et §, Il y a donec 21 coeffi-
cients dans ces deux groupes de termes. :

Pour calculer les termes du premier groupe, cherchons la
valeur de p,. On a:

pr = D2 + Dy? + D22,
D'ailleurs:

Ds—_—E%Dw

Di2 = ()D2+22dEdEDwD
( w) Do 2+2Ed*'d’“ DaDy

Dg? = (?)Daq-az;“z;mn

Done, si nous posons

o= (32) + (22) + (&)
dE df | dngdn , AL

Iy dydz+dez+dydz

ou, quels que soient u et v:
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nous aurons

ps = MzzDa? -4 I1,,Dy? 4 II,,D2? |-
2I1,.DyDz - 21, DzDx 4 211, DxDy,

c'est-d-dire que p, est une combinaison linéaire des six poly-
nomes II. Le premier terme de W,dv seradonc aussi une com-
binaison linéaire de ces six polyndmes, et renfermera par suite
six coefficients. .4

1l entre donc dans l'expression de W,dr 21 -} 6 = 27
coefficients arbitraires, L'expression « coefficients arbitraires »
signifie simplement que ces coefficients sont indéterminés si
'on ne précise pas la nature du corps, mais il est bien clair
que, pour un corps donné, ces coefficients ont des valeurs
parfaitement définies.

W,dr est un polyndme homogéne et du second degré par
rapport aux neuf dérivées partielles de , v, {; mais ce poly-
ndme n'est pas quelconque, car un polynéme homogéne du

9. 10
2

coefficients distincts, et 'onvient de voir qu'il n’y en a que 27.

second degré A neuf variables renferme en général =45

Ces vingt-sept coefficients sont en général des fonctions de
@, y, 2 ; si le corps est homogéne, ce que nous supposerons
presque toujours, ces coefficients sont des constantes.

28. Leur nombre peut se réduire considérablement dans

divers cas. Lorsque les forces sont centrales, on a:

i
dRdR = ©

et les termes du troisieme groupe disparaissent. Si les forces

extérieures sont nulles dans 1'élat d’équilibre naturel, ¢’est
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le premier groupe qui disparait; c’est en effet une com-
binaison linéaire des polyndmes II ; le coefficient de II;, est:

df =
d——RDw

et le coefficient de 2IT,,

o dF

7R DyDz,

et nous avons vu que ces coefficients sont nuls dans le cas
qui nous occupe.

11 y a donc trois groupes de termes en général; le troisieme
disparait dans le cas des forces centrales, le premier dans le
cas ol I'on suppose les forces exiérieures nulles dans l'équi-
libre naturel, le second subsiste toujoars.

Cherchons quelles simplifications sont apportées par la
suppression du premier ou du troisiéme groupe; pour cela
étudions de plus prés le second. C'est une combinaison
linéaire des quantités p3; or p} est un polynome du second
degré par rapport aux « et aux B, dont les vingt ct un coef-
ficients sont fonctions seulement de Do, Dy, Dz. Ces vingt et
un coefficients sont donc liés par dix-huit relations. Parmi
ces relations, celles qui ne sont pas linéaires ne subsistent pas

Jorsqu’on multiplie les p} par des quantités arbitraires felles

que ZRF; et qu'on les ajoute; au contraire, celles qui sont
lindaires ont encore licu entre les coefficients du groupe de
termes que nous considérons. Nous obtiendrons donc le
nombre de coefficients distincts que renferme le second groupe
de termes de Wydv en retranchant de vingt et un le nombre

des relations linéaires qui existent entre les coefficients de ¢%.
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Ona:

oy =22\, Da? + 2)'8,DyDa,

»

et on voit facilement qu'il existe six relations linéaires entre
les coefficients de p} ; trois de ces relations sont de la forme:
coeff, de 2x;2, = coeff, de p32,-
et les trois autres de la forme:
coeff. de 28,8, = coeff. de stﬁz.
Donc il y a six relations linéaires entre les vingt.et un
coefficients du second groupe, et par suite il n’en reste que

quinze réellement distincts. Nous pouvons dés lors résumer

les résultats obtenus dans le tableau suivant :

IL SUBSISTE LES |GT LE NOMBRE DES

8I L'ON SUPPOSE : GROUPES DE COEFFICIENTS
DISTINCTS EST
. | TERMES SUIVANTS:|  gaar A

Les forces eTllé- .
feures non nulles
dans état: @de 1, 2% 3 .o
quilibre unaturel. h
Les forces .
intérieures
non centrales

Les forces ex-
térieures nulles
dang I'état d’équi-
libre natural.

for, 20 a1

Les forces ex-
térieures non
nulles dans I'étal 2, 3¢ 21
d’é juilibre natu-

Les forces rel.

intérieures
centrales

Les forces ex-
térieures nulles | ae 15
dans I'état dé-{ - - ’ k
quilibry naturel,

ELasTICITE, 4
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On peut remarquer que dans le cas ot les forces extérieures
sont supposées nulles dans 1'état d'équilibre naturel, W, ne
dépend que des « et des B, c’est-d-dire de la déformation;
maisil n'en est pas de méme si Pon ne fait pas cette hypothése
particuliere. Il n’y a pas 13 de paradoxe, car si les forces
extériecures ne sont pas nulles et si le corps se déplace
sans se déformer, c’est-d-dire comme un solide invariable
de la mécanique rationnelle,.les « et les B sont nuls et
cependant les’ forces extérieures produisent en général un

travail.

29, Cas des corps isotropes. — Nous sommes arrivés &
P’expression suivante de la fonction U':

U=Uo+fW,d-r+fW2dr,

les intégrations élant étendues & tous les éléments dr du
volume du c&rps ; W,est un polynOme homogéne et du premier
degré par rapport aux « et aux B; W, est la somme d'un
polyndme homogene et du second degré par rapport & ces
mémes quantités, et d’une combinaison linéaire des six poly-
némes II.

Si le corps est isotrope, les polynémes W, et W, doivent
étre eux-mémes isotropes. Le seul polyn6me isotrope du pre-
mier degré est la dilatation cubique:

di |, dn-, dt
°=“4+°‘2+°‘3=0E+'&2+d—zf

On a donc nécessairement:

W, =
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‘W, est homogéne et du second degré par rapport aux neuf
‘dérivées; nous avons vu qu'il existe trois polynémes isotropes
du second degré linéairement indépendants; nous pouvors

prendre par exemple les trois snivants:

dE . dm , dO\?
1o 02=<d—w+d-72+%>,
g eﬂ—-h—l—aa:EZ(%)"ﬂ
30 B=p? + ¢* 1%

"0, g, r étant les composantes de la rotation moyenne ; nous
allons remplacer le troisitme par une combinaison linéaire

des deux derniers ; nous avons ;

\ ;_i dr dqg\?
SR P44 —Zz<d—y'_d_2>_
B+t o= N (S5

Done:
By RN R RN T |
:[(5) + (@) + @) + @) +@) + &)
I'etpa'rsuite: . . o
SR —olptgrotrt)=ad +odohag LIS

Nous prendrons don les troié polynomes isotropes suivants

1° e£;(°£4 + °‘2+°‘3)2
. 2 2
20 H=a?+ag+ag+ﬁ?+%+p3

3 Iy 4 I, I, =22<§%)2;
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- et ces trois polyndmes étant linéairement indépendants, W,
en sera une combinaison linéaire, que nous écrirons, en adop-

tant les notations de Lamé :
. .
Wy = — 2% — uH v (Iye + Ty 4 ).

80. Nous avons trouvé plus haut que W, est la somme
de trois groupes de lermes, le premier disparaissant lorsque
les forces extérieures sont nulles dans I'étatd’équilibre naturel,
et le troisiéme lorsque les forces intérieures sont centrales.
Le premier groupe est une combinaison linéaire des poly-
nomes II et I'ensemble des deux autres un polynéme homo-
géne et du second degré par rapport aux « et aux B renfermant
vingt et un coefficients arbitr:aires.

Il est aisé de voir que W, ne peut se mettre sous celte
forme que d’nne seule maniére, c'est-a-dire qu’il n’y a pas
de relation linéaire entre les polynodmes II d'une part et les
carrés et produits deux & deux des o et des p d'autre part.
En effet, cette relation renfermerait nécessairement les IT, car
les carrés et produits deux & deux des « et B sont indépendants;
si nous annulons les «’et les B, il en résultera une relation
entre les I1. Pour annulerles « et §, supposons par exemple que
le corps subisse uns rotation infiniment petite, & la facon
d’un solide invariable, ¢'est-a-dire posons

E_dy_ &
de™ dy = dz
g _dn_
T a2 PR
&
dz= dw" ¢
dn___ & _
"= ="
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nous trouverons

Oy = ¢* +:’I‘2
IIy; = —qr

et des valeurs analogues pour les autres polynOmes II; on
voit bien qu’ils sont indépendants. ‘

Or, dans l'expression donnée pour W,, dans le casdes corps
isotropes, & et H ne dépendent que des o« et des f; don'c le
terme o '
v (n:cx ‘]‘ Hyy + sz)

correspond au premier groupe des termes de W, tel que nous

lav10ns défini; et I'ensemble des termes
Lo h2
— A 5 pH

correspond aux deux autres groupes.

Nous avons vu que le coefficient de «, dans W,dr est

22—1) 22

et que le coef"ﬁcient de M, dans Wz(lr est

S NV9F g
dRD.v

’

D’autre part, dansle cas des corps isotropes, on a posé:

\V4=76=Y °‘4+°‘z;+°‘3)
Wy =v(laz+...) +

On a donc: - - -

.
[Ss24
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Dans le cas ol les forces extérieures sont nulles dans I'état

d’équilibre naturel, on a:

0

¥

et par suite : vy=o0

Il

C’est le cas particulier qu’ont considéré Lamé et Clebsch ;, .
nons n’avons pas cru devoir nous y restreindre.
Dans le cas des forces centrales, nous avons trouvé les’

relations des deux types

Coeff. de 8, = coeff. de 2u,u,
Coeff. de 28,8, = coeff. de 22,8,

Les relations du second type sont satisfaites d’elles-mémes,
car les deux coefficients sont nuls; celles du premier de-

viennent :

YOI

ou:

Dans le cas des corps isotropes, il y a done, en général,
trois coefficients arbitraires, qui se réduisent & deux ou & un
seul dans les cas ol les 27 coefficients du cas général se rédui-
raient & 21 ou & 15 ().

(1) Pour plus de détails sur les questions traitées dans ce chapilre,jo
renverrai & ma Théorie mathématique de la Lumiére, pages 1 & 32.
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EQUATIONS D'EQUILIBRE. — PRESSIONS

31, Pour avoir les équations d’équilibre, nous allons ap-
pliquer le principe des vitesses virtuelles, ¢’est-a-dire, puisque
les molécules sont supposées libres, écrire que la somme des
travaux virtuels de toutes les forces, extérieures et intérieures,
est nulle, quels que soient les déplacements virtuels 3§, 3v, 8¢,

La somme des travaux des forces intérieures est 8U; quant
aux forces extérieures, nous les diviserons en deux classes :

1° Les forces appliquées a toutes les molécules du corps
(telles que la pesanteur). Soit dv un élément de volume ; les
forces appliquées aux diverses molécules de cet élément ont
une résultante dont nous désignerons les composantes par
Xdx, Ydz, Zdr, car elle est du méme ordre de grandeur que
I'élément de volume. Nous la supposerons appliquée au centre
de gravité de 'élément. L’on voit facilement que le coupQIe“
résultant est, dans ces conditions, infiniment petit d’ordre su-

périeur et par suite négligeable.
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Nous poserons:

X=X, +X,
Y=Y, +7,
1=1,+1,

X,, Y,, Z, étant les valeurs de X, Y, Z dans V'état d’équilibre
naturel; X,, Y,, Z, sont les forces additionnelles qui font
- passer le corps élastique de I'état d’équilibre naturel & 1'état
d’équilibre contraint: ce sont les forces déformantes;
2° Les forces appliquées seulement aux molécules superfi-
cielles. Soil dw un élément de la surface du corps; nous dé-
signerons par Pgdw, Pydw, P.dw les projections de la résul-
tante des forces appliquées & cet élément (le couple résultant
étant nul comme précédemment).
*.Ecrivons 1'équation des vitesses virtuelles. Le travail des

forces intérieures est :
30 =3 [(W, + W) dr =[5 (W,+ W) dr,

celui des forces extérieures est:

- (X% + You o Z50) de + [ (Padk 4 Pybn 4 P3Y) doo

la premiére intégrale étant étendue & tout le volume, la
seconde & toute la surface du corps élastique. L’équation
s’écrira done :

[ (W, 4 W) de - [ (X85 - Yo 4 220) de

+ [[1P22% - By + Pt) do = 0
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82. Transformation de l'équation. "—‘—' L’expression
W, + W, est un polyndme du deuxiéme degré par rapport
df - dt

aux neuf dérivées partiél_les Tw T Désignons» par

A B, CA..C

ses dérivées par rapport a ces nenf quantités, de facon que
'on ait: '

S(W,—{—W,_,):Aa%—o-}-Ba +GS——+ _|_cﬂ~__

Kerivons, pour simplifier, I'équation des vitesses virtuelles .
en supposant 8y = 8 = o (puisque les déplacements virtuels

sont arbitraires, cela esl légitime). Nous aurons puisque:

S _
d» T dx

f( L ‘i’fj+c >dv + [ Xt + [Putido = 0

" Nous allons transformer la premiére' intégra.le en intégrant
par parties. Pour cela rappelons une formule importante en
physique mathématique : soient F une fonction quelconque,
dz un élément de volume pris a U'intérieur d'une surface fer-
mée, do un élément de cette surface, I, m, n les cosinus di-
recteurs de la normale & cet élément, dirigée vers l'extérieur;

ona:

S e ledw_f i L.
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En Posant F == UV cette formule devient :

av ., (. au
fU%dt_flUVdm—\/V%dr.

On a donc:

ot (. aa
f = [1adido — [ &0 dr,

et par suile:

d3g g A8
./(A,dw'*’B @"‘C%) dr
dA  dB  dC
= [ (A —_ — == .
[ (824 B - Cn) BEdw f(dw+dy+dz> SEds
L’équation des vitesses virtuelles devient alors :

f (Al+ Bm + Cn -+ P,) 8tdw

Cette équation devant avoir lieu quels que soient les dépla-

cements, on en conclut:

Al4+Bm 4 Cn+4P, =0
dA , dB  dG

la premiére équation devant étre satisfaite sur toute la sur-
face du corps et la seconde dans tout le volume.
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On obtiendrait de méme:

Al +Bm+4+n+4P,=0
AMl+ Bm4-Cn4+P; =0
dA' | dB | dC
% -]— -@' -l- % — Y=o

d 14 dB” (ZC”

d Tay T =

83. On peut se demander ce que deviennent nos équations

d’équilibre quand on suppose que les molécules du corps:
élastique, au lieu d’étre libres, sont soumises & des liaisons,,
Supposons, pour simplifier, qu’il y ait une seule équation de:
liaison '

J = o,

J dépendra des dérivées partielles de &, v, §{; nous pourrons
supposer, par exemple, qu'il dépend seulement des neuf déri-
vées du premier ordre, et que c’est une fonction linéaire de-
ces neuf dérivées.

L’équation d’équilibre du N° 31 s'écrivait:

() _/' 5 (W, + W,) dr 4 f (X3E + Yon4-230) ds
- f (Po8E + P8y 4 P.3%) do = o;

et dans le cas ol les molécules étaient supposées libres, elle
devait 8tre satisfaite quels que soient les accroissements vir-
tuels 8%, 8, 3.

$'ily a ure liaison, celte équation devra encore étre satisfaile

mais seulement quand les accroissements virtuels 3, 8w, 3
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seront compalibles avec la liaison c’est-a-dire tels que:
3] =o.

On aura alors, quel que soit A :

(@) [3 (W, + W, + N) de + [ (X85 -+ Yon + Z80) d=
. f (P43 4 P,5n 4 P.3%) do = o0

f;es principes du calcul des varialions nous apprennent
alors que l’on peut trouver une fonction A de @, y, z telle
que l'équation (2) soit salisfaile quels que soient les accrois-
sements virtuels 3%, 3w, 3¢ el quand méme ils ne seraient pas
compatibles avec la liaison.

J'ajoute que X dépend de x, y, #, mais non de§, 4, §, de
telle facon que 3X est toujours nul,

L'équation (2) pourrait ensuile é&tre transformée comme
I'équation (1) I'a été dans le N° 32. Dans ce N° nous avons
posé :

A — d (W, jz_r WQ): ele.
i

Nous poserons de méme ici:

A — W, + Wy 4 3)
df
d 2=
dx

s ele.

Des raisonnements tout pareils & ceux du N° 32 nous con-

duiraient alors aux mémes équations d'équilibre :
Al4+Bm+Cn+Pr=0

dA  dB | dC .
E.’;? +@+d—z = }x, elce.
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1l suffit donc pour obtenir les nouvelles équations d’équi-
libre de remplacer dans les anciennes W, 4+ W, par:

W, + W, + M.

~ Nous avons alors une fonction inconnue-de plus qui est

A, mais en revanche nous avons une équation de plus qui est:
J=o.

1l est alors aisé de comprendre que nous ne restreignons
pas la généralité en supposant qu'il n’y a pas de liaison.

En effet, si nous avons une équation de liaison
J=o,

nous arrivons au méme résultat en supprimant cette équalion
et en remplacant W, + W, par W, - W, 4 2J%, 7 étant
un nombre trés grand. Pour que I'énergie reste finie, il faut
d’abord que J soit trés pelit, d’oa I'on déd'uit:

J=o.

D’autre part, il vient:
A— d(W, + W, 4 2J?) _ d(W, -l— W, +- 9] dJ
Y Y3 &
dx o dx dx

ou en posant 2i] = )\':

_d(W, W, + N)
A= ’
. dE

d 2=
dx

ce qui est ’équation trouvée plus haut. Le nombre % est trés

grand, J trés petit et le proluit 22 = X est fini.
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Le cas particulier le plus intéressant est celui des corps
incompressibles, Dans ce cas J = 6 (Cf. Théorie mathéma-
tique' de la Lumiére. Théorie de la double Réfraction de
Fresnel, page 230).

34. Les théories qui précédent ont un inconvénient gréve:
elles.reposent sur un certain nombre d’hypothéses molécu-
laires qui peuvent étre révoquées en doute. Il n'en est pas de
méme des théories fondées sur la thermodynamiqﬁe, et qui
d’ailleurs conduisent aux mémes équations.

Supposons 1'équilibre alteint et considérons une déforma-
tion virtuelle quelconque, telle que les composantes §, v, § du
déplacement subissent des accroissements virluels 3¢, ¥y, 3.
D’aprés le principe de la conservation de I'énergie, I'accrois-
sement 3U de I'énergie interne sera égal au travail 3V des
forces extérieures, plus la chaleur 8Q empruntée au dehors,

multipliée par 1’équivalent mécanique de la chaleur. J'écris :
3U = 3V - E3Q.

Nous avons évidemment :
BV = /(8% - Yon - 250) dx -+ [[(Pad% + Py + P} ”

Soient, d’'autre part, S I'entropie, T la température absolue.
La déformation doit étre réversible; car nous supposons
que la limite d'élasticité n’est pas dépassée ; on a donc :

- 8Q = T38.

D’autre part, T doit étre supposé constant et 3T = o;
sans cela, les déformations dues & 1'élaslicité se trouveraient

compliquées de celles qui sont produites par la dilatatlion
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thermométrique. On en conclut:

3Q = 3 (ST)
et o o
§V 43 (EST — U) = o.

Cherchons l’expression de EST — TU. C'est ce que M. Dﬁhem

appelle le potentiel thermodynamique. '
_ Ce potentiel dépend évidemment des déformations subies
par le corps. Mais 'expérience nous apprend que deux petites
portions du corps situées & une distance finie 'une de l'autre
(¢’est-a~dire plus grande que ce que I'on est convenu d’appeler
le rayon d’activité moléculaire) ne peuvent avoir ’une sur
I'autre aucune action. .

in raisonnant comme nous I'avons fait plus haut, on peut
décomposer le corps en un trés grand nombre d’éléments de
volume trés pelits que nous appellerons d=, et écrire:

) 'EST—U=der,
‘W étant une fonction dépendant seulement de la déformation
subie par le petit volume dr.

Décomposons & son tour l'élément dr en volumes encore
plus petits. Soit R le carré de la distance de deux de ces
volumes dans I’état d’équilibre naturel, R - ¢ ce.que devient
ce carré dans V'élat d’équilibre contraint. Il est clair que W
doit étre une fonction des p, et comme ces quantités sont lrés
petites, il est naturel de supposer que W est développable
suivant les puissances des p; nous négligerons d’ailleurs,comme
nous l'avons fait jusqu'ici, les cubes de ces quantités. On
reconnaitrait alors par un raisonnement tout semblable a
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celui des numéros précédents et en faisant attention que les

dimensions de I'élément dr sont trés petites, que:
W =W, - W,,

W, et W, étant deux polynOines homogenes, le premier
linéaire, le second quadratique par rapport aux neuf dérivées
partielles de &, m, { par rapport A @, y et z, et de la forme
indiquée plus haut. .

Nous retrouvons alors (en remplacant 3V et EST — U

par leurs valeurs) I'équation du N° 31.

JB (W, 4+ W) ds + S (x8% - Yon - Z82) de
+ f (P23 - Pydy - P3¢} dow = o.

Ces raisonnements, qui ne s'appuient que sur les principes
fondamentaux de la thermodynamique, conduisenl done aux
mémes équations d’équilibre que les hypothéses moléculaires
ordinairement admises. La concordance des résulials expé-
rimentaux avec ces équations ne peut donc étre invoquée
comme une preuve de la 1égitimité de ces hypothéses.

385. Pressions. — Nous avons supposé les intégrations
étendues au corps tout entier; ce fait ne joue aucun role
dans les démonstrations; nous aurions trouvé les mémes
équalions en considérant une portion seulement du corps
élastique. Soit = la surface fermée qui limite cetle portion;
si nous supprimons toules les molécules extérieures & X et que

nous appliquions & tous les éléments de 3 des forces

P.dw, P,dw, P.dw,
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I'équilibre ne sera pas troublé si nous supposons P, P,, P;

déterminés par les équations :

Al4+Bm+GCn4-Pr=o0
Al4+Bm+Cn+Py=0
A'l4Bm+Cn+P,=o0

{, m, n désignant maintenant les cosinus directeurs de la
normale & I'élément dw de 2. Les quantités P, P,, P, définies
ainsi sont dites composantes de la pression par unité de
surface.

Nous allons les étudier d'abord dans l'état d’équilibre
naturel. ’

Cherchons en premier lieu les pressions sur les éléments
perpendiculaires aux axes de coordounées ; si on suppose dw

perpendiculaire & ox, on a :

=1 m =0 n =20
et par suite:

P,= —A.

— A est donc la composante norinale de la pression qui
g'exerce sur un élément perpendiculaire & oz, — A’ et — A”
en sont les composantes tangentielles. Nous connaissons
maintenant Vinterprétation physique .des neuf quantités
A C”; nous allons indiquer des relations importantes
qu’elles vérifient dans cerlains cas.
Nous avons posé :
y — A0V + W)
. ’ dw.

ELASTICITE, 3
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nous écrirons :

_aw, _dW,

A= d_E Az—-d—ig

dx dx
A=A, 4 A,.

Les A, sont des constantes, les A, sont homogénes et du
premier degré par rapport aux neuf dérivées.

W, ne dépend que des « et B, il en résulte :

aw, _ dW, dB, _ dW,

dE T dp, L dE T dp
ddy d &y

dW, dW, dB, dW,

d n B, d dn dfs
dz dx

dt |, d
car B, = ay + Zl_;l; 'et les autres « et 8 ne dépendent pas de

ces deux dérivées, On a donc les relalions :
Al=B, Aj=0(C, Bi=C(y,

c’est-3-dire que le déterminant des A forme un tableau symé-
trique.

Pour qu'il en soit de méme du déterminant des A,, il faut
que W, ne dépende que des a et 8, c'est-h-dire que les poly-
noémes I, ..... disparaissent dans son expression, ce qui
exige que les forces extérieures soient nulles dans I'état d’équi-
libre naturel. Nous ne faisons pas en général celte hypothése;
le déterminant des A,, et par suite celui des A, n'est donc pas
en général symétrique.

Mais il 'est toujours dans 1'état d’équilibre naturel, car les
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neuf dérivées partielles sont alors nulles; il en est de méme
des A,, qui sont des fonclions linéaires et homogénes de ces
neuf dérivées, et les A se réduisent aux A,. On a donc dans

I’état d’équilibre naturel :

A=B A"=0C B =C.

36. Démonstrations élémentaires. — On peut démon-
trer facilement ces égalités en cherchant les conditions
d’équilibre d’un parallélipipéde infiniment petit, ayant ses
arétes paralléles aux axes.

Ecrivons que la somme des moments de toules les forces
pax‘ rapport & un axe paralléle a oz et passant par le centre
du parallélipipéde est nulle, en ne conservant que les termes
du troisiéme ordre. Le bras de levier sera infiniment petit du
premier ordre au moins ; nous devons donc négliger les forces
du troisiéme ordre, par exemple la force Xdr, Ydr, Zdr.

Parmi les pressions qui sont du second ordre, il n’y a
pas & tenir compte de celles qui rencontrent oz ou lui sont
paralléles; en les éliminant, il ne reste que les composantes
paralléles & oy sur les faces perpendiculaires & ox et les com-
posantes paralléles & oz sur les faces perpendiculaires & oy.
On a ainsi deux couples; en écrivant qu'ils se font équilibre,
on obtient :

B=A,

et on aurait de méme les autres égalilés.
Nous emploierons désormais les notations de Lamé; c’est-
A-dire nous posons :
A=—N, B=—N, C=—N,
B”:CI—_—_—'I‘l A”:-G:'-'—T2 AI:B:—T3
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et les équations d’équilibre s'écrivent:

P, = IN, -+ mT,; -+ #T
= ITy + mN, + =T,

"o
w

P; = 1T, + mT, —-l— nN,
&, | dT,. _
da + X=o0
dr, dN dT

Gla g &N, oy

dx dy s TY=0

I, m, n sont les cosinus direcleurs de la normale extérieure,
de sorte que, lorsque les quantités N,, Ny, N, sont positives,
ce sont non des pressions, mais des tensions,

On peut démontrer ces équations d’une maniére élémentaire.

Considérons d’abord un tétraédre oABC, dont les arétes
oA, oB, oG sont paralléles aux axes; soient do la surface de
ABG, et I, m, n les cosinus directeurs de la normale extérieure;
les surfaces de 0BG, oCA, 0AB sont ldw, mdw, ndw ; en écri-
vant que la somme des projections des forces appliquées an
tétraédre est nulle, et en négligeant la force extérieure qui est
He I'ordre du volume, c¢'est-a-dire du troisiéme ordre, on a :

Pzdw — N,ldo — Tymdo — Tyndw = o
c'est-a-dire :
P, =N, + Tym + Tyn.

Pour le second groupe d’équations, considérons un parailé-
lipipéde, et écrivons que la somme algébrique des projections
des forces sur ox est nulle. Pour I'une des faces perpendicu-
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laires & ox, on a — N,dydz et sur l'autre

+ <N —|- Al dx)dydz,

car les forces sont appliquées aux centres de gravité des faces.

On obtient ainsi :
Xdc-}—--——‘dwdyd—l— dydd —|— 2olzoloooly—-o,

et puisque dv = dadydz on a précisément 'équation qu’il

s’agit de démontrer. .
Cherchons les expressions des N et des T.
W, est homogéne et du premier degré par rapport aux o

et aux §,etl'ona:

— N =2V AL
« Nt - dx; - Tl - dﬁi
Done
W, = —Z(Nm + Ti:)
Or: ’

W, dr —Zdﬁ PI

Si I'on se rappelle I'expression de p, en fonction des « et

des B, on voit que le coefficient de «, est

92 an D

et celui de B,

dF .
22-‘5{’1)_1/[)_&
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Nous avons donc :
Nt = — 22% Da?

Tyde = — 23 98 DyDz

87.. Ellipsoide des pressions. — Soit M un point de
coordonnées @, ¥, z; M’ un point voisin ¢ + dz, y 4 dy,
%z - dz. Posons:

N,da? 4 N,dy? +N,dz? + 2T, dyd.z-+2T, dzdaw-+-2T,dady=—¢?,

¢ élant une conslante quelconque. Le point M’ sera sur un
ellipsoide que l'on appelle ellipsoide des pressions relatif au
point M.

Les composantes de la pression par unité de surface sur un-
élément plan dont la normale a pour cosinus direcleurs

a, 8, 1, sont:

Nya + Tg8 + Tyy
Tgo 4 Nof -+ Tyy
Ty 4 T)B 4 Nyy

Sa direction est le diamétre conjugué du plan par rapport
a T'ellipsoide des pressions. Cet ellipsoide a donc une signifi-
cation physique, il est par svile indépendant du choix des
axes. '

Dans le cas particulier ou le corps est homogéne et isotrope
et les forces extérieures nulles dans 1'élat d’équilibre naturel,
on peut donner & son équation une forme simple, sur laquelle

cetle derniére propriété est en évidence.
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On a alors :
W,=o0
92
W2:——A'§—{J.H
N, =20+ 2 2

(%
Ti=p (dy + dz)
Soit MM’ = dS; aprés le déplacement, MM’ devient

MM/ = dS - da.

Le rapport =¢ do est infiniment petit du méme ordre de gran-
deur que &, +, §; nous négligerons son carré. Nous avons alors-

“dS? = da? |~ dy? - dz?
dSds = dadt - dydn - dzdl

et 'équation de V'ellipsoide des pressions devient
=100y’ +-dig?) -2 (d drit = < Rty ——dwdz)

—l—-2y.< dwdy—]— Ly 4 5 dydz) .

2= MdS? 4 2u (didx + dndy + didz)
€2 == A0dS? ~}- 2udSds

et sous cette forme, d'ailleurs utile et intéressante en elle-

méme, on voit bien qu’il ne dépend pas du choix des axes.

38. Autres définitions de la pression. — On dit quel-
quefois pour définir la pression: soit une surface X intérieure

au corps élastique ; supprimons la partie du corps exiérieure
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4 X; la pression sur un élément do de X est la force qu'il faut
lui appliquer pour remplacer 'aclion de la partie supprimée,
Cette définition a un double défaut:

1° Il n’est pas évident qu’il est possible de rétablir I'équi-
libre en appliquant & chaque élémeni do de 3 une force
auxiliaire (car on ne considére pas des corps rigides comme
en mécanique rationnelle). Il n’est surtout pas évident que,
si l'on considére deux surfaces tangentes T el X', )a définition
donnera la méme valeur pour la pression sur I'élément de
contact dw, qu’on le suppose apparlenir & ¥ ou & ¥';

2° En admettant qu'il soit possible de rélablir I'équilibre
par ces forees, il faudrait encore prouver que cela n’est pos-
sible que d’une seule maniére; sans quoi, les pressions ne

seraient pas définies.

89. Définitions de Navier et de Lamé. — Considérons
un élément de surface dw et deux molécules m, et m, situées
de part et d’autre de cet élément, de telle fagon que la droite
qui les joint perce I'élément dw.

Navier appelle pression sur I'élément dw, la résultante des
actions de toutes les molécules telles que m, sur toutes les
molécules telles que m,, ces forces étant supposées transpor-
tées au cenlre de gravilé de l'élément. L'élément apparte-
nant & une surface fermée, on considére 'action des molé-
cules extérieures sur les molécules intérieures.

Lamé procéde un peu differemment; il prolonge le plan
de do et considére le cylindre droit ayant pour base dw
et situé d'un coté de ce plan. Soit m; une molécule de ce
cylindre; m,, une molécule située au-dessus du plan; on com-

posera toutes les actions telles que celle de m, sur m,.
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On pourrait aussi considérer un cylindre droit indéfini,
divisé en deux par I'élément dv, et composer les actions des
molécules d’une moitié du cylindre sur celles de I'autre moitié.

Ainsi, sur la figure, j'ai représenté en ab l'élément dw, en
ay le plan de cet élément prolongé, en a'b'a’d” le cylindre
droit qui a cet élément pour base.

Le couple m,m, figure dans les trois définitions, le couple

o« dans celles de Navier et de Lamé, mais non dans la troi-

i
/ 8

a7 v
IEM A

sitme, le couple 3 dans celle de Lamé, mais non dans celle
de Navier, le couple e dans celle de Navier, mais non dans
celle de Lamé, J'ajoute d'ailleurs que, pour qu'un seul couple
de molécules puisse figurer dans la troisiéme définition, il
faut qu'il figure dans les deux autres.

Ces trois définitions sont en apparence trés différentes; il
est cependant aisé de voir qu’elles reviennent au méme quand
on suppose l'élément dw trés grand Ipar rapport au rayon
d’activité moléculaire.

Observons en effet que les distances m,mg, o8, 8,

doivent étre plus petites que ce rayon.
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Or parmi les couples de molécules que I’on considére il y
en a un trés grand nombre comme m,m, qui sont communs
aux trois définitions. Les autres comme «8, 3, { sont tels
que la distance de chacune des molécules qui les composent
au périmétre de dw est moindre que le rayon d’activité molé-
culaire ; leur nombre est donc irés petit par rapport au
nombre total, et par suite la valeur obtenue pour la pression
est la méme quelle que soit celle de ces définitions qu’on
adopte, puisque les termes qui figurent dans 'une et non dans
I'autre sont toujours négligeables.

Nous allons calculer cette valeur en partant de la troisiéme
définition, et véritier qu’elle est identique avec celle que nous
avons trouvée en appliquant le principe des vitesses virtuelles.

Désignons par Njdw, T {dw, Tjdw ses composantes sur un
élément dw perpendiculaire & ox. L'attraction de deux molé-

cules m, et m, est avec les notations adoptées

dF 7] -

les cosinus directeurs de m,m, sont

Dz Dy Dz
VR VR VR
On a donc :
dF
Njdw = — 2207{{ Dx
' oy s daF
Tido = — 2 )} 75 Dy
ay
Tidw = - 2207E Dz
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les sommations s'étendant aux couples de molécules spéceifiés
dans la définition; c’est-a-dire que pour la troisiéme défini-
tion il faut prendre pour m, toutes les molécules situées dans
le cylindre droit de base dw, d’'un c6té de dw et pour m, les
molécules situées dans le méme cylindre de Pautre coté de do,

Considérons la portion de ce cylindre renfermée entre deux
sections droites trés voisines, de distance %, comprenant entre

elles I’élément dw. Soient:

¢ == @,
w=uw,+h

les équations de ces sections droiles ;

’

=
I'équation du plan dw; et enfin et # - D les abscisses de
myet my; ona:

(o) <o <o+ Dx

Nous pouvons donc poser :
: dF
! —_— —
Njdo =—2 S edRDm,

la sommation étant étendue & tous les couples de molécules
comprises & l'intérieur de I'élément de volume dv = Ado;
mais ¢ étant 6gal A un lorsque les inégalités (x) sont vérifiées,
et & zéro dans le cas contraire. Multiplions par da’ et inté-
grons de z, & a, -} 2; il viendra

xo+ R Io-&;‘
N!dode' = — 22 / e o Dada.
v T

U o
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Nous supposerons dz assez petit pour qu’'a I'intérieur de cet
élément le corps puisse étre considéré comme homogéne. N

est alors une constante, et on a

Zo 4k

To+
N/dwdx' = N/dw | do’ =Nhdw = N/dr.
Mt H e H 1

On a ensuite :

o + h o + Dz d
SN ) SN
€ d—RDxdw = i Daxdx’ = ] Da2,

car ¢ est nul lorsque «' n’est pas compris entre x et « -}~ Do
et égal & un dans le cas contraire.

On suppose, bien entendu, que m, et m, sont toutes deux 3
I'intérieur de V'élément dv; mais les couples de molécules
comme m my, mimj pour lesquels cette condition n’est pas

réalisée sont beaucoup moins nom-

‘” , 8  breux que les autres et par suite
mj
/ négligeables. On a donc:
c a
i
.Z; I N,’dr_—_-—?ZEjTg Da? = N,dr
a ]
/ Donc:
2
my Ny =Ny,
o7 L
° / / ce qui est bien I’égalité que nous
™3 avions en vue.
ot o Sur la figure a'd'a”b” représente

nolre cylindre indéfini, ab une sec-
tion droite quelconque dw, cd et ¢f les deux bases du cylindre
Umité dx.
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Le couple m,m, figure dans la définition de N| et dans celle
de N, ; les couples m[mg et m{m] ne figurent pas dans la
définition de N, ; mais ils figurent dans celle de N{ quand on
suppose que la section droite do vient en a,b, (ou en azb,), de
maniére & couper les droitesm my (ou m{m§); cela ne peut
avoir lieu que si la distance de la section droite dw & l'une
des bases est plus petite que le rayon d'activiié et par consé-

quent trés petite par rapport a la hauteur.

40, Pressions dans P’équilibre contraint. —Nous avons
vu qu’'on n’a pas en général (lorsque W, renferme les poly-
ndmes II) les égalités

AA=B A’'=C B =C.

11 semblerait donc que la projection sur 'axe des y de la
pression qui s’exerce sur un élément perpendiculaire & ox n’est
pas égale & la projection sur ox de la pression qui s'exerce
sur un élément perpendiculaire & oy.

Cela parait assez invraisemblable, car cette égalité a lieu
dans l'état d'équilibre naturel que nous avons choisi arbitrai-
rement et que rien ne distingue des états d’équilibre que nous
appelons contraints. D’autre part, nous en avons donné une
démonstration élémentaire, d’ailleurs classique, qui s’applique
4 tous les cas.

Il est aisé d’expliquer cette apparence de paradoxe. Il n'est
pas vrai que — Adw, — A'dw, — A”dw soient les projections
sur les axes de la pression sur un élément, d'aire dw, perpen-
liculaire & oz ; ce sont les composantes de la pression qui
s’exerce sur un élément qui avant la déformation avait pour

aire dw et élait perpendiculaire & ox.
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. La déformation change l'aire et la direction de cet élément.
Supposons que ce soit un rectangle dydz de cOtés paralléles

aux axes. Les projections des cOtés qui élaient

o, dy, 0
0, 0, dz
deviennent
dt dy dt
&y dy, (1 + dy> dy, &y dy
& dn (1+%)
o dz, e dz, 1+ T dz,

et les projections sur les plans de coordonnées de V'aire du
parallélogramme formé par ces deuxdroit es sont, d’aprés une
formule connne,

dn dy & d dt , , d
14 = - = —= 1
d d d: d d, d
. vy |0 Y iy, dy . Y ayaz,
o @ 1L @ & i dy
dz dz dz dz dz dz

c'est-a-dire, en négligeant les carrés des dérivées (sur le plan),

dy dg
des yz do <1 + dy +~dz>
des zx — dow %
df
des zy — do =

Il est donc facile d'exprimer A, A, A”, en fonction des
pressions qui s’exercent sur les éléments perpendiculaires aux

axes, el que nous continuerons & désigner par N et par T (les
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pressions tangentielles étant égales deux & deux d’aprés la

démonstralion élémentaire qui a été donnée). Nous aurons :

& &
——A::N,(l-]- +dz> LT g

g &
—.& <1+dy+dz>— 2d—g/—1‘dz

dn ﬂ]
- < + + dx> Ta dz — N dz

On voit bien que I'on n’a pas A" = B.
On pourrait vérifier ces relations en calculant directement
A, A’... d’'une part, les N et les T d’autre part.

Dans I'état d’équilibre naturel on avait :

E’Z——- Da?

Ny =

Pour appliquer ceite formule dans I'état d’équilibre con-
traint, il faut y remplacer «, y, gpare &y 40248

dv devient alors dv (1 - 6) est une fonction de R, R’ qui

deviennent R 4 p, R" 4 ¢"... ;- il faut donc remplacer dg par
dF

7R + Sd—[i’ en posant :

5 GE_ &°F _AF_
dR — dR2°® JRaR

et négligeant les carrés des p, p’
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On a ainsi :

— 22(% + a%) (Dw -+ DE)?
=T+ 0

N, =
De méme :

— 23\ (57 + 3 35) (D2 + D Dy + Dr)
dr 149

La symétrie de l'expression de T, par rapport & wet Y

Ty =

montre bien que les composantes tangentielles sont égales
deux & deux.
En effectuant les calculs et négligeant les carrés des déri-

. :
vées o%c ... on obtient N, et T; en fonction linéaire des déri-

vées. Par exemple :'

dF
2 2 Dad (4 — iy
Ndv =—2 [ Da? (1 0)—}—2dRDmDE+8dRDw2]
On pourrait calculer aussi A et A’

A,h_:d!le:Y‘g!d'r
a &
dx

dF : d?F
(W, +W,) dT:ZEﬁ (o4t p2) +§ dﬂ" Pa +2deR’ papi

On peut ainsi vérifier directement les relations que nous
avons écrites; mais cette méthode exige d’assez longs calculs.

41, Lamé et Clebsch onl toujours supposé les forces exté-
rieures nulles dans l'état d’équilibre naturel. Nous ne nous

sommes pas borné A ce cas, et cela pour plusieurs raisons.
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D’abord, il y a en optique des théories de la double réfrac-
tion, celles de Cauchy et de Fresnel par exemple, ol V'on
éuppose due dans 'état d’équilibre naturel, c’est-a-dire en
I’absence de tout mouvement lumineux, l'éther est soumis &
une pression (Gf. Théorie Mathématique de la Lumiére,
page 239). . '

Ensuite, pour I'étude des gaz, on ne peut pas supposer la
pression dans I'état d’équilibre naturel nulle, car on»sait que
le gaz tendrait & occuper un volume infini.

Une derniére raison est la suivante : la fonction W, repré-
sente l'énergie potentielle .interne du corps élastique; en
optique, c'est celle de 1'éther; dans la théorie électromagnsé-
tique de lalumiére, c’est % (a2 4 2 4~ y?) (Cf. Electricité et
Optique, tome I, page 67), «,B,y étant les composantes de
la force magnétique. Ceci, traduit en langage optique, fait
correspondre & «? -4~ B2 4-'y? une expression de la forme
const. > (p? 4 ¢* 4 r?), p,q,r étant les composantes de la
rotalion moyenne.

Si donc on veut conserver V'espoir de ratlacher la théorie
électromagnétique de la lumiére a D'élasticité de 1'éther, il
faut que W, puisse prendre la forme (p% -} ¢* 4~ #2?) >< const.,
ce qui est impossible en supposant les forces extérieures
nulles dans I'6tat d’équilibre naturel, car alors W, ne dépend
plus que des « et des 8.

Néanmoins, dans I'étude des solides, qui est un des buts
principaux de la théorie de 1'élasticité, on a le droit de sup-
poser la pression dans I'état d’équilibre naturel nulle.

Il y a bien, cependant, la pression atmosphérique, mais
elle est trés petite et négligeable par rapport aux actions a

exercer sur le solide pour obtenir des déformalions sensibles.
ELASTICITE, 6
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Nous aurons donc dans les solides une expression de W, ne
renfermant que les o et les B; il en résulte

A' =B.

De pIus, les pressions dans I’équilibre contraint seront par
suite trés petites, du méme ordre de grandeur que les o et B.

En négligeant les quantités d’ordre supérieur, on aura:

A =—N,
A=—T,

‘ L . .

Désormais, par conséquent, nous nous bornerons au cas de

v = 0, et nous supposerons de plus le corps isotrope.

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1



CHAPITRE IV

\

- ETUDE DE QUELQUES CAS PARTICULIERS D'EQUILIBRE

42, Nous supposons dans tout ce qui va suivre les forces
extérieures nulles dans I'état d’équilibre naturel et le corps
élastique homogéne et isotrope. On aura alors, A et u étant
des constantes :

W=W,=—2 %;-—- v H
L LY

»

3

b=a; + g4 H—°‘4

Au degré d'approximation indiqué, on a :

dW
N=—A=— daq )\0—[—..11.1,
, . , dW,
IL=—B"=—4GC :_d4 —P-p4

_ Ou, en remplagant les « et § par leurs valeurs:

o di
Ny=204-2 5 T, = (dy-{-dz
oy _ 114
N, =30+ 20 5 To=p <dz+dw>
d o dn | d
Ny=20 - Qudc I‘azl.;.(d;—{—dy
dw+ +dz
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43. Equations d’équilibre. — Les éjuations a la surface
deviennent trois équations aux dérivées partielles du premier

ordre entre les £, v, {; par exemple

ou :

=D\6-|—p~<l%+ + dw)-H*( dm+ dy+n%>

g, =, { sont les projections du déplacement d’une molécule
sur les axes de coordonnées; & 4 mm -} nf est la projection
de ce déplacement sur la normale & la surface (le sens positif
étant celui de la normale extérieure); nous le désignerons
par v (il ne peut pas y avoir de confusion avec le sens tout

différent dans lequel celte lettre a é1é6 employée). On a alors

dn g __dv
+ d+dm dz

en spécifiant bien que pour prendre la dérivée Z—:c on consi-

dére !, m, n comme des constanles, c'est-d-dire la normale
‘comme un axe fixe, lorsqu’on passe 4 un point voisin {(qui
n’est d'ailleurs pas sur la surface) de coordonnées # -} dw,
/I

. d it , . . .
En désignant par aN la dérivée d’une fonction estimée sui-

vant la normale, on a d'ailleurs

_ &
dx+ df'” =uN
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Les équations & la surface prennent alors la forme simple

Iy dE
Px_l)\e—]-y(;;—l—zﬂ—\-l)
0 Py =m0 4 (5 + 5

v
( P;—”M-I-H(d“z-l-d—lo
On peut en déduire la formule
dap
+—y+dz (+P)dN+PAV)

qui se rapproche par sa forme des équations que nous allons
obtenir pour 1’équilibre inlérieur.

Nous avions :

dT
dac +dz+Y__0

d \
Tl_l_filt_l_‘_iﬁa_l_z_o

Or

dN do d2 db d dE d%
oy a0, , d% ., db LA a%
dw—xdw—l_"P'daﬂ—)‘dw_i_”dwdw-l—*‘dwz
dly, _ d  [dE  dy ddy 0%
d?/‘dy“<d—y+oﬁ>— “awdy T
aTy, 4 a | dk d dg d%
z_dz“(_ac+3;>— b Imds T

A% | d% d”E)

dNI dT; dT d@
Tt T T L= n e 0t it
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Les équations de D’équilibre intérieur deviennent par

suite :
(4 1) D At = —X
(1) O+ w) G+ ebn=—Y
O+ 1) 2 pal = — 2

Ce sont trois équations aux dérivées partielles du second
ordre qui, avec les conditions aux limites exprimées par les
équations & la surface (I), doivent déterminer complétement
£, v, {. Mais V'intégration générale de ces équations présente
des difficultés insurmontables. On peut seulement traiter

quelques cas particulierement simples.

44, Cas d’'un milieu indéfini. — Supposons que le
milieu élastique soit indéfini et que X, Y, Z s’annulent & l'in-
fini; &, », { s’annulent aussi & linfini et les conditions aux
limites disparaissent.

Ii suffit alors de trouver pour le systéme (II) des iniégrales
£, m, { s’annulant a linfini.

Pour cela différencions la premlere des équations (II) par
rapport & o, la seconde par rapport & y, la troisiéme par rap-
port & z, et ajoutons.

11 vient :
O ) (dw2+j;§+dz)+w(j—i+j—“+§§)
<dm+ +dz>
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Ou
(A+2u)Ae=_(%+%+%>

9 satisfait d’ailleurs aux conditions de Dirichlet.
C’est donc le potentiel d’'une matiére attirante dont la den-
sité serait
1 dX . dY | dZ
=i (Tt E)

.car ce potentiel satisfait & 'équation de Poisson

A = — 47rp.
Connaissant 9, on a

db
phE = — X — (L p) 2

€t on obtient £ de la méme maniére.

Cette solution suppose essentiellement

A4+24 %0
p#0

Pour les corps solides X et . étant positifs, ces conditions
sont satisfailes d’elles-mémes: ’hypothése p. = o correspond
aux fluides parfaits ; les équations prennent alors une forme
plus simple et toute |différente et leur é6tude ne fait pas partie
de 'objet de ce cours. '

L’hypothése

7\—]—2;1.:0

est plus intéressante; c’est en effet celle que Fresnel a faite
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implicitement sur 1'éther lumineux en admettant qu'il est
incapable de transmetire les vibrations longitudinales. La

combinaison considérée des trois équalions se réduit alors &

d d dZ
£+75+@=&

I1 faut supposer que les forces vérifient cetie relalion; sans
quoi l'équilibre est impossible. Lorsque cette condition est
remplie, les trois équatlions se réduisent & deux; on peut ‘
prendre ¢ arbitrairement et on déduit des trois équations les
valeurs correspondantes de &, v, .

On peut donc toujours trouver des fonctions salisfaisant
aux équations de I'élasticité & Vinlérieur du corps élastique;
mais elles ne vérifient pas, en général, les équations a la

surface.

45. On peut se servir de ce résullat pour simplifier, au
moins en apparence, le probléme général de 1'élasticité ; mais
la solution en reste également difficile.

Nous allons montrer qu’on peut, sans allérer en rien la
généralité, supposer ou bien que X, Y, Z sont nuls, ou bien
que P, P,, P, sont nuls. En d’autres termes, on peut ramener
le probléme général soil au cas ol les forces superficielles
existent seules, snit au cas ol elles n’existent pas.

Montrons d’abord que I'on peut toujours supposer X, Y, Z
nuls.

Pour cela posons

E=E,+E”
="+
(=00
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et d’'une maniére générale, F élant une fonction linéaire quel-

conque de §, 1, { ou de leurs dérivées
F=F4F,

F’ ou F” étant ce que devient F quand on y remplace §, ,§
par EI’ 'ﬂ,, tl ou E”’ Tl”, cll.
Les équations deviennent alors

, dor doll , Y
O+ o) (T ) wY + pa¥=—X

(At 1) (%-l—%)-i—vAn'ﬂ-vAn":—Y

de’ . do” w
0+ w) (G5 55) - wal 4 ol = — 2

et :
1 (N + N§) 24 (T4 + T4) m 4 (T§ 4 T4) » = P,

Nous savons trouver des fonclions £, v”, {” satisfaisant aux

équations :

a L,
/(1+H)%+P~AE =—X
do” -
A _— Ay = —Y

O+ ) g+ wha

dy” ”
A+ ) gt pal'=—12
Si alors nous posons :

( P, =P, — NjI—Tim —Tjn
n " W
Pé:Py—T:&l_sz— 471,

- P! =P, —Ti — Tim — Nin
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Les équations deviendront :

o’
b0 par =0

Nil 4 Tgm + Tin =Pz
T4l 4 Njm 4 Tin =P}
T4l + T{m 4 Nin = P}

C’est-a-dire que &, v, § sont les déformations que
subirait le corps considéré s'il était soumis seulement & des
forces superficielles égales & Py, P, P/, c’est-é.-'dire 3 des

fonctions parfaitement déterminées de «, y, z. Nous aurons
ensuite !

=€I+Ell 7]=71/I+7]II chl_l_tll

On peut de méme ramener le probléme au cas on les
forces superficielles sont nulles; la marche est la méme.

Donnons-nous trois fonctions 3, ", ¢”, assujetties & satisfaire

aux équations :

Py — Nyl — Tim — Tin
P, — T§l — Nim — Tin

P, — T§l — Tim — Nin = o

1l

qui doivent étre vérifiées seulement & la surface du corps.
On peut se donner arbitrairement les fonctions §’, v*, {” sur

la surface ; leurs dérivées sur la surface et suivant des direc-
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tions tangentielles sont alors déterminées et ces équalions
font connaiire leurs dérivées suivant la normale.

On connait alors en tous les points de la surface les trois
fonctions &%, v”, ¢’ et leur neuaf dérivées premiéres ; ces condi-
tions ne suffisent évidemment pas pour déterminer ces trois
fonctions pdur les points intériears du corps, mais on peut
y satisfaire d’une infinité de maniéres, Soient donc ¥, 4", ¢’
un quelconque des systémes de trois fonctions qui y salis-
font, A ’

Si nous raisonnons comme dans le cas précédeni, nous
verrons que &, %, {’ sont les déformations dueé a des forces
intérieures données X', Y, Z', les forces superficielles

Pz, P,, P/ élant nulles.

46, Equilibre d'un parallélipipéde dans un cas simple. —
Considérons un parallélipipéde rectangle et supposons-le
soumis uniquement & des forces superficielles. Nous admet-
trons de plus que sur chaque face la pression esl constante en
grandeur et en direction et que les pressions sur des faces
opposées sont égales, paralléles et de sens contraires.

Supposons les axes paralléles aux arétes du parallélipipéde
et désignons d’une maniére générale par P,.dwla projection
sur un axe ou de la pression qui s’exerce sur un élément dw
perpendiculaire & un axe ov.

On netroublera pas I'équilibre en introduisant des liaisons
_nouvelles; or si on suppose que le parallélipipéde devienne un
solide invariable, on voit facilement que, pour qu'il soit en

équilibre dans sa position actuelle, il faut que I'on it :

P, = P,
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Puisqu’il n’y a pas de forces exlérieures non superficielles,

les équations d’équilibre sont:

~ aN, | dTy | dly_
by + dy dz = °
d'l‘a __2 ary _

+ dz

&+@ aNy _
dz

de plus N, par exemple esl constant en tous les points des
- faces perpendiculaires 4 ox.
On vérifie ces équations en prenant des constantes pour
N,, Ny, N5, T, T,, T5. Ces coustantes sont d’ailleurs égales
aux composantes des pressions données :

N4 =sz ..... T3=ny

Pour calculer les « et les 8, on a d’abord :

N,+ N, +N
—_ 2T 3
N, - N, 4 Ny = (3% + 2u)8 0=

N; = A0 - 2y Ti = phi

= Ne— 28 Y,

"= 2. pl—l-’*

On a ainsi les x et les § par des formules toujours accep-
tables, car pour les solides A et 1 sont essentiellement positifs,
Connaissant les « et les B, on peut calculer les dérivées
des £, w, ¢; il y a indétermination puisque I'on a 6 équations
pour déterminer 9 dérivées; de plus, lorsqu’'on connait les
dérivées, il entre encore une constanle arbitraire dans I'expres-
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sion de chacune des quantités &, v, ¢.
: dt df dt
¥ — I | k] l -—
? 0T Ve TY dy 23z

di dt

. df
puisque o dy dz sont des constantes,

Il y a en tout 6 constantes ; mais, d’aprés ce que I'on a vu,
si les « et les B sont déterminés, ces diverses solutions corres-
pondent & une méme déformation, suivie d'un déplacement
quelconque.

D'une maniére générale, si on avail un corps soumis 4 une
pression normale constante P, on satisfera aux équations en

prenant

Il

p

o]

J.|=N2=N3

T, =T, =T,

47. Sphére. — Considérons une sphére & lintérieur de
laquelle se trouve une cavilé limitée par une sphére concen-
trique. Supposons que les forces se réduisent & une pression
normale et constante — P, sur la surface extérieure et une
pression normale et constante — P, sur la surface intérieure
(Po et P, sont positifs, car nous considérons les tensions
comme positives et les pressions comme négatives).

Soient: O le centro des sphéres, M un point du corps solide,
OM = r. On a évilemment :

£ = (1
n =y (r)
=z ()

car le déplacement a lieu dins la direction du\-rayon, par
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raison de symétrie. On en conclut :
Edaw + wdy + tdz = ¢ (). rdr = dp (r).

Cherchons & déterminer la fonction ¢ (); on aura :

.
dx dy dz
6 ._.AAcP.
L'équation
do

devient

d
()\—I—Qp)d—-wmp:o |

el puisque A - 2u n’est pas nul, on a :

d d ’ d
%Aq;_o d—yAcp_-O zAcp-—O
Done :
Ao = G,

D’autre part ¢ n’est fonclion que de r; on a donc-:

r3
p=" 4 -
¢ n’intervenant que par ses dérivées, il est inutile d’ajouier
une constante arbitraire. )

Il resle & déterminer « et G; pour cela il faut se servir des
conditions données a la surface. Soient r; le rayon de la sphére
inlérieure, 7, celui de la sphére extérieure; considérons les
points

M, x=7r,

w
Il
W
i

@
Il
N
Il
© o

M, Tw= 1y
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et écrivons que les pressions en ces points sont respectivement

P, et P,. Les pressions sont égales & N, puisque les éléments

pressés sont normaux & ox et que la pression est normale. Or
.ona:

N, =2+ Qy. dE

dw

d?
= Mg + 2p g%

=G+ 2 [ (3:”2 —4>+gJ |

En faisant o = r = rj, puise =r=—r, ona:
rs)erty
(1+.ﬁ>c+u_

On tire de ces équations les valeurs de o et C.
Le probléme est donc complétement résolu.
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CHAPITRE V
PETITS MOUVEMENTS D'UN CORPS ELASTIQUE

48, Nous ne nous sommes occupés jusqu’ici que du pro-
bleme statique, c’est-d-dire de l'état d'équilibre d'un corps
élastique soumis & des forces données. Nous allons mainte-
nant chercher quels sont les mouvements que peuvent prendre
les molécules d'un pareil corps, dévié de sa position d’équi-
libre et soustrait & toute force extérieure.

En appliquant le principe de d’Alembert, on voit que les
forces extérieures se réduisent aux forces d'inertie, il faut donc

2
remplacer Xdz par — Z—; dm, dm étant la masse de I'élément
de volume dr. On a donc dm = pdr, p élant la densité ; et les

équations du mouvement sont

df 2
‘(A+md—x+ws=p%§

] s , a2
O+ gtedn=p=3

J9 2
(\(l-i-v)d—z-i-p.AC:p%tg
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On a trois équations aux dérivées partielles du second
ordre pour délerminer &, 4, {. De plus, pour ¢ = 0, &, u, §
sont des fonctions données de @, y, z, & l'intérieur du cbrpé.
1l en est de méme de leurs dérivées premiéres par rapporta ¢.
Ilreste & connaitreles conditions 4 la surface. Si I'on suppose
qu'il 0’y a pas de forces extérieures superficielles, la pression
sur tous les éléments superficiels des corps doit étre nulle, ce

qui donne les équations
. dv .
P- <;j;+—ﬁ> +n0=o
dv  dn Y
v (G +GR) Fmio=o
v dar _
i <dz+ dN) + nh = o

Ce n'est pas toujours ainsi que le probléme se présente;
par exemple,\si I'on suppose que le corps est encastré dans un
solide invariable, il se produit des réactions; la pression n’est
pas nulle surla partie encastrée ; mais les déplacements§, v, {
sont nuls. a

En pratique, le corps est encastré dans un autre corps
lui-méme élastique, et c'est beaucoup plus complexe.

Nous n’avons pas tenu compte de la pression atmosphé-
rique ; elle est en général négligeable par rapport aux forces
qui produisent des déformations appréciables, Cepéndant, par
exemple, pour un diapason qui vibre, elle peut avoir pour
effet d’'amortir les mouvements. Nous traiterons plus loin un
probléme simple ol elle intervient; mais’ jusqu’da nouvel

ordre nous regarderons la pression extérieure comme nulle,

49, Vibrations périodiques. — Les solutions les plus
BLASTICITE. ‘ 7
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intéressantes des équations du mouvement sont celles qui
correspondent & des mouvements périodiques simples. Cher-’

chons si I'on peut avoir des-expressions de la forme :

E=2E, cosk,t
n =, coskt
=.§, cos k¢

& myy §; étant fonction seulement de 2, y, z
On déduit de ces formules :

ar a2 d2
A=—ME =k E=—A

et les équations du mouvement deviennent, en supprimant le

facleur commun, cos %,t et posant

dt Zdt

—_ _1 a6y

+ dy j: dz

(A +P~) d +HA5(——- L

do

(x + P-)Qj + pldny = — pkin,
do

(" + P’)'Ej + pAf = — Pk?Q

De méme pour les équations aux limites, cos % sera en

facteur et on aura:

d
05, +u (G + ) =0
q )
mas, 4+ (G + ) =0
5 d: di
w0+ (G G5) = o
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1l faut trouver 3 fonclions &, =y, &, de o, y, z et un nombre
£, satisfaisant a ces equahons, nous allons montrer qu’il

existe des solutions en nous appuyant sur un lemme qui peut
étre considéré comme une généralisation du théoréme de

Green.

50, Lemme, — Soient :
£, m, ¢, trois fonctions quelconques de x, ¥, z;
8, une surface fermée. :

Nous posons :
et @éﬂ#ﬁ)?%(%)ﬂ (&) +(@) +2(@5) ]
=P+
x:—o-md—ﬁ—uﬁ

et nous définissons de méme Y Z, Py, Py, P, par des équa-
tions identiques aux équations d’équilibre d'un. corps élas~

- lique.
Nous prenons trois autres fonctions quelconques¥’, »', ¢/, et

nous formons de méme les fonctions :
Wi, o, X, Y, Z, PL, P, P
Cela posé, on sait que les équations qui définissent
X, Y,Z Py Py, P,

ont été obtenues en partaﬁt de P'équation des vitesses vir-

tuelles :

f W - f (X34 Yo 1-280) dit- [ (P3P, Sm-PodY) du=o
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. Or:

5 95
b T

QU
o7
oy

3W, = E
2

: &l,&%L’ %I&L2
Sy

Cette équation a lieu quels que soient 3§, 84, 8%, qui sont

arbitraires. Si nous prenons par exemple : « - . . ¢
ot =1t M= =1,

I'éguation des vitesses virtuelles devient :

dW d& U ! VAd
fz_(i-gdwdc+f(>xi+Yn+é=)df K

c T [P P + P de =0
" De méme : '
d\r T . ,
Jf & dvtﬂw+wn+7m
dao

+wa+Pn+Pﬁ

Mais W, étant une forme quadralique des neuf dérivées,

on a, d'aprés un théoréme connu ;

ZdW' dE' dW’ ds
A3 dw— d.z,
CeaT A T
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Par suite :
SIE 4 Yoy - 28) — (K4 Yo+ Z%)] o=
+ f (Pt + Py’ + P.X) — (P4E + Pim + PLY)] do = o.

C'est I’équation que nous avions en vue,

Pour en déduire le théoréme de Green, il suffit de faire

A4p=o0 ni‘n':t:t’:o
On a alors : X = — pAk
dt
Px*p’oﬁ‘l

et 'équation devient
[ (At —eag) de = f (v &~ %) do.

51, Application au probléme dynamique. — Nous
avons supposé les forces superficielles nulles et nous avons
admis que les forces extérieures se réduisent aux forces d'iner-
tie ; I'équation devient alors en supprimant le facteur p et
remarquant que, les P étant nuls, la seconde intégrale

disparaitl :

Y S S N W
f(’é anr - dt2+c de _E'ﬁ—nﬁ —q dﬂ)dt_oi

Cette équation est vraie aussi si ’on suppose le corps en-
castré dans une masse rigide, car &, v, ¢, &, v/, {’ sont alors

nuls & la surface, et la seconde intégrale disparait encore. -
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Considérons deux vibrations simples possibles, c’est-a-dire

posons:
E = E‘ COSk4t E' — EE cos kﬂt
n =, cosk,t 7 = mq COs Kyt
{ = ¢, coskyt U = ¢y coskyt

I’équation devient :

(1 — 1) [ - + W) de =0

et, en supposant les vibrations de périodes différentes :

f(EE' + "+ ) dv=o.

On peut supprimer le facteur cos %,¢ cos &,¢ et écrire :

f(ElE2 + ume + 48,) dr = o.

Cette équation démontre qu'un corps solide limité n’est pas
susceptible‘de vibrations dont la période varie d'une maniére
continue ; il ne peut émettre que des harmoniques discrétes
{il faut supposer le corps limité pour que les intégrales aient
certainement un sens, le théoréme ne serait donc plus appli-
cable & un corps indéfini dans un ou plusieurs sens).

En effet, si &, pouvait varier d’'une maniére continue jus-
qu'a devenir égal & %, B3, w3, §, varieraient aussi d’une
maniére continue. L'intégrale

‘/‘(5452 + nima + 48) dr

gerait donc une fonction continue de %;. Or elle est nulle
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pour foutes les valeurs de %, non égales & %, ; elle serait
donc nulle pour %y = %, ce qui est absurde puisquelle se

réduit alors &:
JE + 1+ 1) ae.

Un corps solide limité ne peut done pas émettre des vibra-
tions formant, si 'on peut ainsi dire, un spectre contina,

mais seulement des vibrations formant un spectre de raies.

52. Cherchons maintenant des mouvements vibratoires
simples. Supposons pour sfmpliﬁer p = 1; nous avons &

dntégrer les équations :

]
(k—l-u)fl%-l-wi:—k?&

avec les conditions 4 la surface correspondantes.

Mais il est plus simple de considérer 1'équation unique qui
résulte de I'application du principe des vitesses virtuelles. Le
travail des forces intérieures correspondant & des déplace-

f SWydr.

Le travail des forces d'inertie est

ments 3§, 3q, 3 est

@ @ 2
f(XSw-—l—YSn—I-ZBt) d‘c=—f<0—lt—fﬁﬁ+-g£8n-|—ﬁ3t)dr

= i f ZESEdr.
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Nous avons doune

f SWyelt 4+ k2f2535dr = 0.

Il suffit d’ailleurs que les équations soient satisfaites pour
¢ = o; car sinous supposons §, v et { proportionnels a cos ¢,
comme nous l'avons fait plus haut, le premier membre se
réduit & cos?k¢t multiplié par une quantité indépendante de ¢.

Nous poserons :

AW, d ,

dx

et nous remarquerons que 'on a d'aprés des propriétés con-

nues des formes quadratiques:

; F{E &)= F.(En g)
F (&) = 2W,
De plus:
8W2 '= F (E) BE)'

Ces préliminaires étant établis, soient §, v, { trois fonctions

de @, y, 7 assujetties & vérifier la relation

@ [t =Y =1,

I'intégration étant étendue & tout le volume du corps consi-
déré, '
Considérons V'intégrale

— f W,dx
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W, étant la fonction de &, =, § prééédemment définie; W, est
essentiellement négatif (car nous supposons X et p. positifs
puisqu’il s'agit d'un corps solide). Cette intégrale a done un
minimum lorsque les fonctions §, w, { varient de maniére a
vérifier la relatioﬁ (). Supposons les fonctions , v, { choisies
de maniére & atteindre ce minimum ; d’aprés les principes du
caleul des variations, on a alors :

‘/‘SWer + k2f2585dr =0

quels que soient 3¢, 8, 3¢, A* étant un nombre convenable-
. ment choisi.

Appelons &, w,, {, les trois fonclions et %, la valeur cor-
respondante de %. Nous avons :

— f F (8, o) dr = A3 f pIRZE
si nous faisons

¥ =% & =y 8 =g,

nous trouvons :

— [Pt as=a [Tt
cest-A-dire :

—fwadvz—.li‘gi

2
Le minimum est donc égal & -k—%‘-a ce qui démontre que %3 est

positif, comme nous I'avions admis implicitement.
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58. Nous allons tacher de trouver d’autres solutions; pour
cela considérons trois fonctions §, v, § assujetties aux condi-
tions :

fE?d‘r =1
fgmmzo

L'expression — f Wdt aura certainement un minimum,

lorsque §, m, { varieront de toutes les maniéres possibles sans
cesser de vérifier ces relations. Ce minimum sera d’ailleurs
supérieur ou égal A celui que nous avons déja trouvé, puisque
nous nous sommes imposé une condition de’ plus pour les
fonctions &, v, {. .
Les principes du calcul des variations nous apprennent
qu'on peut trouver deux nombres % et k2 tels que l'on ait,

quels que soient les accroissements 38, 3, 8§ :

f&Wzdr + hfZE,BEdr + k“‘fEEBEd-: = o.

Nous allons démontrer que I'on a nécessairement & = o;
en effet, 'équation étant vraie, quels que soient 3%, 3y, 3,

faisons-y :
8 =, =, 3 =¢.

La troisiéme intégrale est alors nulle, puisque l'on a

supposé

fZEE,dr =o0
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La premiére est nulle aussi. En effet pour 8 = £, on a:

3W, =F(,8)
et

JaW,ds =[Pt dr=[F 3, ) dv.

Mais on a identiquement:

— [ F G %) dr =Ry [ Yt

et si dans cette identité on fait 3% = £, on trouve

_fF &, 5 de = k%fZE.zd_T=o

Ona donc 2 = o et il reste:

./‘szdr + [ Ywide=o

Soient £y, WMa, (g, les valeurs des fonctions &, =, § et ky
la valeur de % correspondante; on trouvera de méme que la

. k2
valeur du second minimum est —2—2-

On trouverait de méme un troisiéme minimum en assu-

Jettissant &, w, § aux conditions :

S s =0 ©
fziild'r =0
fZEEzd'r: 0
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L’équation qui le donne est -

[3Wods b, [Es i hy [ FjEadids 4 22 [ Neazde—o

En faisant :

o7
o¥e
Il
e
%

=
]
=
o7
e
Il
e

on obtient : ‘ .

et en faisant :

85242 ' 8'71=7]2 3C=C2,
on a de méme : : ,

hy = 0.

Nous avons ainsi un iroisiéme minimum, correspondant a

trois fonctions &3, m3, {; ct & un nombre %, el ce troisi¢me

TR
minimum est précisément égal & %

On peut continuer indéfiniment, et on trouvera une série
de nombres %,, %, k3 k., correspondant aux diverses
vibrations simples dont le corps est susceptible. Ces nombres
vont en croissant, ou du moins ne décroissent jamais ; mais -
on pourrait craindre qu’ils soient tous nuls, et dans ce cas la
solution n’aurait pas de sens.

Pour montrer qu'il n’en est pas ainsi, nous allons d’abord
faire voir que les systémes successifs de valeurs que 1'on
obtient pour &, v, { sont indépendants, c¢’est-d-dire que 'on
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ne peul pas avoir: - .- S

{=n

§n+g 22)\;'51

i=1 *

) i=n
\ B Nn+ :Z)‘i'flt
o i=4

v L : i=n

cn-l-q -—2)\;{1

i=1
1

les A étant des constantes. En effet on a, par hypothése :

IZEuHEJ'dT =0

Si nous posons

fz,,,,dr =y

e1; sera égal & zéro si ¢ est différent de ;7 et & unsi ¢ =7, et il
viendra d’ailleurs

-'tn, -t

ya,j/\i.__ (o]

.—-I
c'est-3-dire ;
DA =0 .

On voit ainsi que tous les A sont nuls; par suite .44, Na+y
$n+, seraient nuls, ce qui est absurde puisqu’ils vérifient la
relation )

‘/'Zs,é”dr= 1.

Ce point étant établi, il est aisé de voir qu'il ne peut pasy
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avoir plus de six minima nuls. En effet, si I'on a :

—fW2d1= o,

comme W, est essentiellement négatif, W, est identiquement
nul, ce qui exige que les « et les § soient nuls.

Les six dilatations étant nulles, le corps se déplace & la
fagon d’un solide invariable. Or il y a six mouvements pos--
sibles linéairement indépendants : par exemple trois transla--
tions paralléles aux axes et trois rotations autour des trois.
axes. Il n’y a donc que six sysfémes de valeurs indépendantes.
de £, v, { qui donnent des minima ?uls.

D'ailleurs puisque ces minima nuls existent, on les trouvera

nécessairement ; on aura :

hy=ky=lky=k,=ky=k;=0
ky # o0

54. Tous les nombres %2 que nous trouvons par ceite
méthode sont essentiellement positifs; on peut se demander-
si l'on ne pourrail pas, en procédant autrement, trouver des.
solutions des équations telles que A? soit négatif ou imagi~
naire.

Les équations du mouvement seraient satisfaites pour

t — EW"‘"“ "'I — "loeik“t : = Coeik°' )
soit :
ky == a-}-p¢
. p ?é 0
ona .

£ = feiate-ft
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'Si les équations qui sont & coefficients réels admettent cette”
solution imaginaire, elles admettent aussi la solution imagi-

naire conjuguée.

' t = i e—tatg—~ft

£¢ Gtant I'imaginaire conjuguée de §,.
De plus, & cause de la forme linéaire des équalions, la
somme de deux solnlions est aussi une solution; on obtient

ainsi la solution réelle

= (Eoeiat -+ 566""“’) e-Pt
= (nge™® + mie=inl) e=Pt
(= (Coeiat -+ Cée"'“‘) e— Bt

Or cette solution est incompatible avec le principe de la
conservation de 'énergie, &, v, { sont en effet égaux & une
2n

fonection périodique du teinps de période

(ou une constante

par rapport au temps si « est nul) multipliée par une exponen-
tielle qui augmente indéfiniment ou tend vers zéro lorsque le
temps croit indéfiniment (suivant que B est négatif ou positif).
11 en est d'ailleurs de méme de leurs dérivées. Donc, pour un
temps croissant indéfiniment, la force vive du systéme aug-
menterait elle-méme indéfiniment — ou bien tendrait vers
zéro, ce qui est absurde.

La démonstration suppose essentiellement le corps limité
dans toutes les direclions; sinon on n'est pas assuré que les

intégrales employées ont un sens,

53. Pour achever cette étude des petits mouvements d'un

corps élastique, il resterait A faire voir qu’un mouvement.
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quelconque peut &tre considéré comme dd & la superposition

- de mouvements vibratoires simples.
Supposons que nous ayons imprimé au corps une déforma-
tion quelconque et que nous 'abandonnions 4 lui-méme sans

vilesse ; on admet généralement que 'on a :

E =A% coskt + Ak, coskyt ... = 2 Ak, cosk,t

K| =EAI:71u cos k,¢

4 =E AL, cosk,t

Au point de vue physique, il est évident qu'il doit en étre
ainsi, car le nombre total des molécules du corps est fini. Les
équations du probléme peuvent s’obtenir en écrivant pour
chaque molécule trois éqqatibns différentielles ordinaires, du
second ordre, linéaires et & cocfficients constants. L'intégrale
générale d’'un tel systéme est bien de la forme indiquée plus
haut, le nombre des termes de la série étant égal a six fois le
nombre des molécules.

On peut se demander si la proposition est encore vraie au
point de vue analylique, lorsqu’en fait on revient & la concep- *
tion de la maltiére continue. Celte question a un intérét pure- -
ment mathématique et, par conséquent, il serait essenliel de la
résoudre rigoureusement. Malheureusement, les ressources

- actuelles de I'analyse ne permettent guére d’espérer en trou--
ver la solution. Nous admeitrons & titre de postulatum le
* résullat sans démonstration, par analogie avec ce qui a lieu

pour les fonctions sphériques et de Lamé.
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8i nous faisons ¢ = o0, nous avons les valeurs initiales de

&M

E :EAnEn
n :21\,,71,;
t=3 %

Il en résulterait que trois fonctions quelconques §, v, §
peuvent étre développées en séries de cette forme: c'estla le
fait analytique essentiel qu’il faudrait démontrer.

On pourrait étre tenté de croire & I'impossibilité de ce
développement, par un raisonnement a priori dont il importe
de montrer l'inexactitude. Les fonctions &;, v;, §; satisfont
toutes & une condition : la pression & la surface est nulle. I
peut arriver que les fonctions initiales données &, 4, { ne
satisfassent pas & cette condition ; il semble dés lors impos-
sible que §, m, { soient des fonctions linéaires des &, =, &
On peut montrer par un exemple, emprunté A une théorie
plus simple, la fausseté de ce raisonnement. On trouve

facilement

. 2 4 (cos 2 cos dx | cos 6x )
SiNY = = — =
ki3 T

1.3 + 3.5 + 5.7 T

« étant compris entre o et m. Le premier membre est une
fonction impaire de @ ; le second membre est une série dont
tous les termes sont des fonctions paires.

Si nous admettons la possibilité du développement, il est
ELASTICITE. 8
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facile de trouver les coefficients A ; soient en effet

3 :-—ZAnEn
7 =Z A
¢= Ak

Ajoutons ces équations multipliées respectivement par

§,dv, madr, Lidr et intégrons & l'intérieur de tout le volume du
corps considéré il vient:

S+ 1) de =D [ eade
= A
d’aprés les propriétés des fonctions &. On a ainsiles formules :
s‘=22f J @ A - W
=Y f 8 A e+ ) d
C= Yk [ (@ + e+ Wdr
qui représentent certainement le développement cherché, si

celui-ci est possible. II resterait & montrer que ces formules

sont exactes.

56. On pent, si I'on admet lo postulatum énoncé plus haut,
ramener le probléme statique au probléme dynamique; il
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faut trouver trois fonetions &, m, { satisfaisant aux équations :

Ot D 4 i =—X
(o) ()"FH)%"FP-A?):—Y
\ (’\‘l‘&*)g—:-{-MAC:—-Z

et & la condition que la pression soit nulle & la surface. (Nous
avons vu, en effet, qu'on peut ramener le probléme général &
ce cas particulier.)

Nous développerons X, Y, Z en séries de la forme :

X = EA"'E"
Y = zAk‘fVc

.. Z = ZAka

Pour que l'équilibre soit possible, il faut que, si 1'on assu-
jettit le corps A étre un solide invariable, les forces se fassent

équilibre, ce qui donne les conditions :

fXd‘r:O deT:O der:o

Juz—Viaz=o [(sX—at)dr=0 [(@¥—yX)dr=0

11 en résulte que les 6 premiers coefficients A sont nuls; en
effet, les 6 premiers minima sont nuls; les déformations cor-
respondantes sont de simples déplacements; nous pouvons

supposer, par exemple, que les trois premidres sont des
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translations paralléles aux axes, les trois autres des rotations

autour des axes. On a alors ¢
5, =0GC nw =20 { =o.

C étant une constante, il en résulte ;

A, =f(XE,+Y7|‘-|—Zt,)d-:=:(]fXdr=o;

de méme :
A,=A; = o0,

On a ensuite :
Li=o Ny — —pz Ly =y
Ay=[(XE + Yo, + Z) dr=p [(yz —2Y) dr = 0

et de méme :
Ab = AG =0

Cherchons maintenant une solution des équations (x) en

posant :

£ = VB '
0= ZBh"]h
{= EBhCh

les équations deviennent :

SB[ 1) 22 4 s | = — S,
dx

et deux équations analogues.
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D’aprés les propriétés des fonctions &, ces équations

s’écrivent @

EBhkl%Eh = ZAhEh

ce qui permet d’écrire les équations :
Bik? = Ai

qui donnent, pour les coefficients B, des valeurs finies. En
effet, les 6 premiers coefficients A sont nuls et il en est de
méme des six premiers nombres % : les autres sont différents
de zéro. On a donc pour tous les B, dont l'indice est supérieur

a 6, des valeurs bien déterminées.
B,, B;, B;, By, By, B, se présentent sous la forme :—:- Ilya

bien une réelle indétermination ; on peut leur attribuer telle
valeur que l'on veut; cela revient & déplacer le corps a la
fagon d’un solide invariable, ou, si 'on veut, & déplacer les

axes.
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CHAPITRE VI

PROPAGATION DES ONDES PLANES. — REFLEXION
EXEMPLES DE VIBRATIONS

5%. Ondes planes, — Nous ayons & salisfaire aux équa-

tions :
. .db d%
At Fual =p—y
. do d?
(o) A+ u)d—y—l-HAn:P;h—?

do a2
O+ WD+ it = 25

On dit que le mouvement se fait par ondes planes paral-
13les au plan des @y quand &, v, { dépendent seulement de 2
et de ¢. '

Dans ce casl'on a:

% g2y d¥
ot les quantltés A, Am, A{ se réduisent A 3 i 07:72 =
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Enfin la quantité 6 devient f’z%

Les équations («) deviennent aprés simplification

a% d%

Ya2 = Pae

. d?y d?
SUNE FEEY
a2t a2

(A + 2 )dz2_—9dt2

et si nous posons :

— 0y = \/ A2
p P
elles s’écrivent :

o d% _ d%
Y de T diR
‘ ) gy
w} alz.f2 de?

LA dn
o} g = an

sous cette forme on voit qu’elles sont analogues aux équations

des cordes vibrantes ; leurs intégrales générales sont donc :

=g (— o) + ¢ (2 4 o)

N= ¢y (72— 0)) + 4, (2 + o4

§ =93 (2 — oyt) + 3 (5 + wyt)
les fonctions ¢ et ¢ étant arbitraires.

Si nous prenons en parliculier :

Ez?‘l (Z—.-u)qt)
n={=0

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1



120 LEGCONS SUR LA THEORIE DE L’ELASTICITE

nous aurons une onde plane se propageanl avec la vitesse o,.
La direction de la vibration est parallzle & o, elle est donc
contenue dans le plan de I'onde. On dit dans ce cas que 'onde
est transversale ; cela s’accorde avec la définition déja donnée

de la transversalité, car 6 se réduit ici & -le—i qui esl nul.

Si au lieu de la fonction ¢, on avait pris ¢, (z -+ w,t) le
sens seul de la propagalion aurait été changé.

Consid érons maintenant la solution particuliére :

( §= g3 (2 — myt)
| t=n=0

La direction de la vibralion est 1'axe des =z, c’est-d-dire
une perpendiculaire au plan de 'onde, On dil dans ce
cas que l'onde est longitudinale et 'on peut vérifier que
Edx 4 wdy 4 {dz, qui se réduit a {dz, est une difléren-
tielle exacte.

Les quantités o, et w, sont les vitesses de propagation des
ondes transversales el des ondes longitudinales, elles sont
en général différentes.

Pour les gaz p. = o et par suile w, = 0; pour I'éther, au
contraire, A -+ 2w = o, ce qui enlraine w, = o.

Le corps étant supposé isotrope, il est évident que la
vitesse de propagation d'une onde plane est indépendante
de son orientation. Suit ax 4+ By -+ y2 = o le plan paralléle
au plan de I'onde mené par l'origine, les quantités &, =, { ne
seront fonction que de ex - By -+ yz et de ¢,

58. Etudions en particulier les ondes qui correspondent

& des mouvements vibratvires périodiques, Les équations
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qui donnent £, v, § sont & coefficients réels; si donc on a

trouvé une solution

E=Eo
N="
(=g,

ou §y, n,, 4o sont imaginaires, en désignant par £f, =, ¢ les
imaginaires conjuguées, les équations seront satisfaites pour :

E=1¢{
n=mng
§ =1

De plus ces équations étant linéaires, une nouvelle solution

sera donnée par :

£ =3 (Gt 5)
71=!2(710+"1(’))
£ =4+ )

c’est-3-dire par les parties réelles de &5, my &5.

On peut donc écrire les expressions de §, =, { sous forme
imaginaire en convenant de ne conserver définitivement que
la partie réelle, Ordinairement on emploie pour I’étude des
vibrations périodiques des exponentielles imaginaires et I’on

pose :

E = Aeitax+By+ys+rt)
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ou avec P = aw + By + v + p!

t = Ae®
mn = Be®
{ = Ce®

Le plan de I'onde est alors :
P =z 4 fy + vz 4+ pt = o.

Cherchons & déterminer, & l'aide de ces formules, des
ondes transversales et des ondes longitudinales.

La condition de transversalité:

dE  dn dl
dm+dy+dz_0
" gécrit

Adue® 4 Bife® + CGiye® = o

c'est-a-dire Ae 4~ BB - Cy =0 ; elle exprime que la direc-
tion de la vibration est dans le plan de 'onde,
Si ceite condition est remplie, 'onde se propagera avec

la vitesse w, et I'on devra avoir:

ce qui 8’écrit :

— of (e 4 B -+ 17) Ae® = — piAe®
ou:

© P =el @ Et)

Pour avoir une onde longitudinale il faut que la quantité
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tde + wdy - {dz soit ume différentielle exacte, ce qui
exige:

B

B

& 1>
=<0

La vibration est donc perpendiculaire au plan de 'onde.
11 faut de plus que la vitesse de propagation soit w,.

Cette derniére condition donne évidemment ;

P = o (@ § )

Cherchons maintenant les solutions réelles qui correspon-

dent & ces solutions imaginaires; supposons que l'on ait

trouvé :
A= A4 -+ iA2
B =B, + B,
C= G 4G,

et que les coefficients «, B, y, p soient réels, ce qui a lieu en
général. On a alors : ' ‘

¢® = cosP -}~ i sinP
et par suite :

E== A cosP — A, sinP
n =B, cosP — B, sinP
{ =G, cosP — C,sinP

On a quelquefois & considérer des cas ou a, By v, » ne sont

pas réels, P est alors de la forme

P"+4 p”
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et I'expression de &, par exemple, devient:
E=Ae " cosP' — Age =P sinP’

Elle contient donc un facteur périodique multiplié par un
facteur exponentiel =" qui dépend du temps, si p est ima-
ginaire,

Des ondes de cette nature se présentent surtout en optique
olt on les appelle ondes évanescentes ; nous verrons plus loin

qu’on peut aussi en avoir besoin en élasticité.

59. Réflexion, — Considérons un plan indéfini que nous
prendrons comme plan des xy, nous supposons qu'au dessous
se trouve un milieu élastique indéfini, le vide étant au dessus.

. Une onde se propageant dans le milieu élaslique et rencon-
trant le plan des xy ne donnera pas d’onde réfractée car le
vide n’a pas de masse et ne peut par conséquent pas emprun-
ter de force vive au milieu élastique.

Si au lieu du vide on avait de I'air ou un milieu de densité
trés faible par rapport & celle du corps élastique, la force vive
de l'onde réfractée serait aussi trés faible et négligeable
devant celle de I'onde incidente. °

De plus la pression & la surface devra étre nulle.

Nous prenons le plan d'incidence pour plan des yz, les diffé-
rentes ondes planes seront paralltles & I'axe ox et par suite
§, 1, ¢, ne dépendront pas de ».

‘Soient done :

P = Eoei(ﬁy+pt)
6= -,loei(ﬁywt)

= Coei(ﬁy+pt>
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§o» Mo» & dépendant seulement de z, les expressions de la
vibration.

Quelle que soit sa direclion, nous pouvons décomposer la
vibration en deux autres, I'une parallélé au plan d’incidence,
Pautre perpendiculaire & ce plan. A

1° Considérons la vibration perpendiculaire au plan d'inci-
dence, elle est paralléle & ox, par conséquent située dans le
plan de I'onde. L'ondeincidente est donc transversale.

Par raison de symétrie 'onde réfléchie est aussi trans-
versale.

Faisons n = ¢ = o, l'équation qui donne £ se réduit & :

y
wdf =p %
Mais ona:
2
AF = 3—} — §%

Donc & satisfait & I'équation:
d*%
- (d—z: - 25) = — pp%.

Les deux autres équations sont satisfaites d’elles-mémes
puisque v, § et 0 sont nuls.

L’équatiO’n en § est linéaire et & coefficients constants, on
sait l'intégrer. D'autre part nous avons : § =§e? By +r0 £ ne
dépendant que de z, donc &, satisfait & la méme équation :

d?,

2
dz3 B, = -5 %

w?

puisque o} = %
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2
Soit \/ﬁ—z — B*=1y, y doit étre une quantité réelle pour
1
que le plan de I'onde soit réel, on a :
Eo — Aeltz __I_ Be—iy=z
et par suite :

£ = Ae!¥a+By+p) | Bei(-Ys+PBy+ra,

Le rapport des deux constantes d'intégration, qui est aussi
le rapport des amplitudes des ondes incidente et réfléchie, se
détermine en écrivant que la pression est nulle & la surface.

On aura donc pour z =0 :

O+e) 0+ B =o

di  d
® <d—y + d‘z) =0
[dE | Ay _
® <dz + dx) =0
et, comme 6 == 1 = { = o, ces conditions se réduisent & :

-gg-—o our z =
= = 0 pour z =o.

Ilen résulte A = B, ce qu'il était facile de prévoir d’aprés

le principe de la conservation de I'énergie.

60. 2° Considérons maintenant la vibration qui est paral-
lele au plan d'incidence. Elle le sera encore dans la ou les
ondes réfléchies,

Posons
tE=o

¢ = meetBy+ry)

{ = oeiBy+ro)
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my et &y ne dépendant que de 2 et cherchons a vérifier les

équations (@) du Ne 57

d2
5 (A %+MAE*—'907§

[

~ La premiére est satisfaite d’elle-méme.

On a d’auntre part :

' 5%=—p’n 5 An=;%— "’n
el
6 =ifn + j—fﬁ
donne les deux relations :
[ A6 g ;
dJ dydz
ZZ + dz2

Les deux derniéres équations sont donc :

RISL (ﬁn+dz)+§<d—,z~ﬁ2> e
() B R Ok Th e (T 6%) = — %

Elles s’écrivent en remplagant 7, § par leurs expressions en
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fonction de 7, % et ordonnant :

u%+ B+ H)il—%—[(l-l—?v-)ﬁ”—f’p”]no:O

2
020 T+ 8 4 p) T — g — o)t = o

Ce sont deux équations du second ordre linéaires et & coef-

ficients constants,

En éliminant V'une des quantités », et {,, on trouve pour
T'autre une équation du quatriéme ordre & coefficients cons-
tants dont I'intégration ne présente aucune difficulté.

On a donc pour v,, ¢, quatre solutions linéairement indé-
pendantes. Elles sont faciles & prévoir. Supposons I’onde

incidente longitudinale, on aura :

ne = Befr*
G0 = yei'v*

y étant déterminé par I'équation :
Vi
4y = oy
2

L’onde réfléchie correspondante sera donnée par l'autre

racine de I’équation en vy :

ng = pe-1¥F

G = — ye= 12

Supposons maintenant 'onde incidente transversale. Soit :
—r'z 4 By = o Ie plan de I'onde au temps ¢ = o, on aura :

Mg = — y'e!v*
to —_— Bew’:
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y' étant donné par la relation :
- N 2
ST e
pPtyr= wl
L’onde réfléchie correspondante sera telle que :

No = y'e~1'®
§o = Beiv=

La solulion générale est done :

1o = ABeiTs - BBe1s — Cv'ebts 4= Dye=¥®
Z, = Aye'ts — Bye=i2 |- Ce't# - De~Y 2 o

Quand on donne la vibration incidente, on connait A et G.
Il s'agit de trouver B et D. On sz servira, comme précédem-
ment, de ce que la pression est nulle dans le plan des ®y.

Des trois équations

dy
A0 —I— 2{.1. d—z =0
dE AN
%M+d)_o

L
dn , dg\ __
EJ'(dz‘ + dy) =0
qui doivent étre vérifiées pour z = o,la.seconde est satisfaite

d’elle-méme.

Les deux autres donnent :

(A 4 B) g2 + (0 4 2uw)y*] + 2C — D) pbt’ = ©
2(A—B) py+ (C+ D) —y)=0

En tenant compte de ce”que

A2 @ = =p @+

ELASTICITE.

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1



130 LEGONS SUR LA THEORIE DE L’ELASTICITE

la premiére s'écrit :
2@—D)py —(A+B) (B2 —1?) =0
On a pour déterminer B et D les deux équations

(A —B) 2y + (€ + D) (—y?) =
(G —D) 2y — (A +B) (%) = o

Le probléme est complétement terminé.

Soit par exemple un rayon incident vibrant transversale-
ment dans le plan d’incidence:

11 donnera deux rayons réfléchis de direction différente
vibrant V'un transversalemeni, l'autre longitudinalement..
Pour le premier I'angle de réflexion est égal & 'angle d’inci-
dence.

Soit ¢ l'angle d'incidence, » I'angle de réflexion pour le
rayon réfléchi qui vibre longitudinalement.

On a

t i=Ea t 7'=-E.
g Y g Y

et par suite:
5 Sinf:gﬁg&
p
( sinr:g%i

i et  sont donc liés par la relation :

qui montre que le rayon suit la loi" donnée par Descartes:

pour la réfraction.
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De méme, si 'onde incidente est longitudinale,il y aura
deux rayons réfléchis, I'un longitudinal pour lequel l'angle
de réflexion sera égal 4 'angle d’incidence, 'autre transversal
qui se réfléchira conformément & la loi d'optique de
Descartes. A

Si 'un des angles de réflexion devenait imaginaire, il est

facile de voir quel'un des rayons réfléchis serait évanescent.

64. Il y a un certain nombre de cas o la réflexion ne
décompose pas le rayon incident, la vibration étant paralléle
au plan d’incidence.

Supposons que cela arrive pour un rayon incident vibrant
longitudinalement, ¢’est-a-dire pour lequel C = o.

L’expression ndy -}~ {dz doit éire une différentielle exacte;
soit do cette différentielle,

Ona:

d d
.,]:__"P _—_¢

dy dz

D’auntre part les relations

!

v, = 7]0,;1({3!/+P5)

(= ogi(ﬁy + pt)
dans lesquelles
7y = APeit® - BBe—iv*
Ly = Ayel1® — Bye—i12

*

donnent par l'intégration

= ondt_;
?_iﬁ oudy_.zﬁcp
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et
dg __de _ 2
dz da? ¢
Done:
=Tt Ti=— 1
et
M
+ dJ [3 dz B
Les conditions & la surface Ny =T, = T, = o pour z =0
se rédulcenl, puisque 'équation T2 = o est satisfaite d’elle~
méme, 4
| DB )+ wrtle =
? 2B %z =o0
pour 2 =0

Le coefficient de ¢ ne peut étre nul; donc ¢ = o.
On ne peut supposer en méme temps %: o, carcela

entrainerait A = B = o, ce qui est impossible puisqu'on a
supposé l'existence d’un rayon incident.

Il faut done que Y'on ait soit . = o, soit = o0 avec 9 = o.

Le cas p = o correspond a un fluide élastique.

Le cas § = o donne l'incidence normale.

Sauf ces deux cas, un rayon incident longitudinal est tou-
jours décomposé par Ja réflexion.

Supposons maintenant que le méme fail se produise pour

un rayon incident transversal.
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La condition 6 — o se réduit a :
dy , df
dy + dz = ¢

qui exprime que ndz — {dy est une différentielle exacte dy.
On a alors :

n= g’ i=-— %
Les relations
n = yelByire
i { = Coe“p‘y“’”
oul'ona:
ng = — CGy'e'Y* 4 Dy'e =7’z
i %o = Gpe'r’® - Dpe—i1'=

donnent en intégrant :
V=2 - - @,
— ¢ = z‘p’ c'est-a-dire dy = By
et
a? .
Py oy

dz?

Ecrivons les conditions aux limites N; = T, = T, = o qui
doivent étre satisfaites pour 2 = o ; remarquons que T, = o0
est satisfaite d'elle-meéme, il restera :

d§
)x@-i-%p,a-z-:

pour z = o.
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Maintenant . est différent de zéro, car on a un rayon trans-
versal; et i = o entrainerait o, = o.
Comme 9 est nul & cause de cette transversalité, il reste les

deux seules conditions :

@ _ e
dz__-lp dz —°
2, 2

ay Ay _
dz?  dy?

La derniére s’écrit aussi : (y2 — §%) ¢ = o.

Si les coefficients B et y# — B2 ne sont pas nuls, les deux
équations ne sont satisfailes que pour G = D=0, c’est-a-dire
8'il n'y a pas de rayon incident.

Il faut done B = o ou y2 = B2,

8 = o donne l'incidence normale

B2 =y donne P'incidence a 45°.

Dans ces deux seuls cas il n'y a pas de décomposition et le
rayon réfléchi est aussi transversal,

Dans tous les autres on a deux rayons réfléchis.

62. Vibrations possibles d’un corps élastique de
dimensions finies. — Lamé croyait que les vibrations d'un
corps élastique étaient ou uniquement transversales ou uni-
quement longiludinales. Nous verrons qu’il ne peut en étre
ainsi.

Comment Lamé a-t-il eu cette idée et comment ne s’est-il
pas apercu de sa famsseté? Lamé se représente un corps
vibrant non dans le vide mais dans I'air. Par conséquent, &

la surface du corps la pression est différente de zéro et nor-
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male. Au lieu des trois conditions exprim;ant que la preséioﬂ
«est nulle 4 la surface du corps, Lamé n'en a plus que deux.
¥n ajoutant & ces conditions celle qui exprime que la vibra-
tion est transversale, on congoit que le probléme reste pos-
sible et déterminé et qu'il en soit de méme dans le cas de
vibrations longitudinales. . .

Lamé cherchait & trouver pour les § .des ve)v(p:réssions de la
forme £ = £; cos &;¢; mais nous savons qu'un corps vibrant
-dans l'air communique peu & peu sa force vive & l'air, on

-doit donc trouver pour les § des expressions de la forme
E =t cos k.

Lamé n’arrive pas & ces formules,
Nous allons faire quand méme le calcul de Lamé pour le

prisme rectangle ; il présente un certain intérét.

I. — Recherchons d’abord les vibrations longitudinales
qu'il est capable d’éprouver.
Soient :
x= y=o z=0
w=a y=193 g=c

les équations des six faces.
&, , { doivent étre les dérivées partielles d'une méme fone-

tion ¢ que nous prendrons ainsi :
¢ == COS ax. COS By. COS y3. COS pt.

2 2 2 p2 |

w, étant la vitesse de propagation d'une onde longitudinale.
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Supposons que «, f, ¥ toient pris de telle sorte que:

S «wa = mn
. ( Bb =n=n
( Te =g

m, n, ¢ 6tant des nombres entiers, Lamé emploie la notation
abrégée suivante :

cosax =¢ )
cos By = ¢ ( sinaw =— s
sBy = i .
cosyz =¢" SNy =
sinyz ="
cospt =T

On a par conséquent :

§ =0 pour x=o0 ou w=a
f=o0 pour y= ou y=2b

=0 pour z=o0 ou z=c¢

A la surface du corps, les composantes normales du dépla-
cement sont nulles. Considérons par exemple les deux faces
perpendiculaires & o, nous avons § = — asc'c’T, et nous
savons que s s’annule pour @ = o et & = a.

Je dis que les composantes langenlielles de la pression
"sont nulles & la surface. Considérons en effet un point de
P'une des faces @ = o0 ou @ = a, la composante paralléle
de la pression est:

g dn\ _ g, 0%
® (dy + dx) = 2 dedy
¢’est-a-~dire :

2*1.1.(388'0”1"
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Elle s'annule évidemment pour & = o0 et ¥ = a.

Les conditions que Lamé s'impose sont donc remplies par
le systéme de valeurs de &, %, { considéré.

II. — Cherchons maintenant les vibralions transversales
dont est susceptible le prisme.
Prenons:

§ = Psc’c'T
« 1= Qes'’e'T
{ = Ren's'T

P, Q, R étant des coefficients constants et supposons que I'on

ait choisi «, B, y de maniére & vérifier

2 2 ‘ p?
dp =L
1
et les relations:

aa = mn, elc.....

La condition de transversalité 6 — o donne

Pa+ Q8 -+ Ry =0

relation que nous assujettirons P, Q, R & vérifier.

Dans ce cas les composantes tangentielles de la pression 3

dt | dy s
la surface sont nulles. En effet ay + e rédult ici &:

— 5 (Ps’¢"T - Qus'eT)

c'est-a-dire contient le facleur s qui s’annule pour @ = o
‘el =a.

De plus nous remarquons que la composante normale
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du déplacement est encore nuile a la surface, car & par
exemple contient s en facteur.

Les conditions de Lamé sont done remplies.

Mais les solutions trouvées correspondent & un probléme
que Lamé n’avait pas en vue et qui est le suivant ¢ ,

Un corps rigide posséde une cavité en forme de prisme
rectangulaire, on y place un prisme élastique ; trouver les
vibrations transversales et les vibrations longitudinales dont
est susceptible ce prisme.

Le seul mouvement possible est en eflet le mouvement
de glissement pour les éléments de la surface; par suite, si
nous négligeons le frottement, les pressions tangentiellés
qui s’opposeraient & ce glissemeut doivent étre nulles,

D’autre part, les composantes normales des déplacements
doivent étre nulles.

Examinons maintenant comment on peut se rendre compte
de ce fait que les vibrations d’'un prisme rectangle ne sont
ni exclusivement longitudinales, ni exclusivement trans-
versales. |

Voici une maniére élémentaire de se représenter la nature
des vibrations propres d'un corps élastique,

Suppdsons une onde plane se propageant & Vintérieur
d'un pareil corps ; elle se réfléchira sur les parois ; les ondes
réfléchies subiront a leur tour de nouvelles réflexions et
linterférence de tous ces rayons produira une sorte de
systeme d’ondes stationnaires ; ctest l'existence de ces ondes
stationnaires qui détermine 1'état vibratoire du corps.

Dans le cas d’'un fluide, les ondes longitudinales peuvent
seules se propager; un rayon incident longitudinal donne un”

seul rayon réfléchi qui est également longitudinal, et les
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ondes stationnaires formées ne pourront étre que longi-
tudinales.

Dans le cas d'un solide, au contraire, un rayon incident
se décompose par la réflexion en deux autres, I'un longi-
tudinal et 'autre transversal; les ondes stalionnaires dues
& l'interférence de ces divers rayons ne seront ni exclusi-
vement longitudinales, ni exclusivement transversales.

D'autre part, on ne pourra, méme dans le cas simple du
parallélipipéde rectangle, s’arranger de facon que le nombre
des ondes interférentes soit fini, et c’est pour celte raison
que la solution est beaucoup plus compliquée que ne le
croyait Lamé. : -

Cependant il y a des cas ol la décomposition de l'onde
incidentzs en deux ondes réfléchies, l'une longiludinale,
Yautre transversale n’a pas lieu et nous pouvons prévoir
que dans certains cas tous les réyons dus aux réflexions suc-
cessives seront de méme nature et que par conséquent les
ondes stationnaires seront longitudinales ou transversales.

‘('est en effet ce qui arrive, ainsi que nous allons le voir.

63. Vibrations du prisme rectangle. — Nous avons vu
qu'il y avait des cas ou une onde se réfléchissait sans se
décomposer; a chacun d’eux correspond un cas ou l'on peut
résoudre complétement le probléme du prisme rectangle.

Rappeloné donc les divers cas ou cette décomposition n’a
pas lieu :

1° L’onde incidente est longitudinale et tombe sous l'inci«
dence normale ;

2° L’onde incidente est transversale et tombe sous linci-

dence normale ;
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3° La vibration incidente est transversale et perpendiculaire
au plan d'incidence.

Le second cas renire dans le Lroisiéme, car 'incidence étant
normale, le plan d’incidence est indéterminé et peut étre pris
perpendiculairement & la vibration;

4° L’onde incidente est transversale, la vibration est paral-
1ele au plan d’incidence et I'incidence est de 45°;

5° Le corps élastique est un fluide, c'est-a-dire p = o.

1. — Supposons que le prisme ait deux dimensions infinies,
¢’esl-a-dire se réduise & la portion de I'espace comprise entre
deux plans paralléles = 0, @ = a.

Considérons une onde longitudinale se propageant dans le
prisme et tombant sur ses faces sous lincidence normale.

Nous aurons w = { = o et nous prendrons :
¢ = cosaxw cospl = cT

avec les notations de Lamé. Assujellissons a et p & satisfaire

aux deux relations :

[

et . = mn

%
Il
€ |E
wro

m étant un nombre enlier. Les équalions de 1'équilibre inté-
rieur sont évidemment satisfaites.

Considérons les équations a la surface :
A - 2, % =0
Setos
e

pourx = oetx = a.

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1



EXEMPLES DE VIBRATIONS 144

La premiére donne, puisque 1 =7§ = o,

dE‘—o our £z =0 et z=a
de pA - -

Cetle condition est satisfaite puisque % contient sin ax en

facteur.

Les deux aulres sont satisfaites d'elles-mémes. Done :

. £ = cos aw COS 1¢
« M=0.
{=o0
avec
‘ aq = mn
{
| o=

exprime un des élats vibratoires du prisme.
II. — Considérons un prisme rectangulaire dont une seule

dimension est infinie, soient :

y=o y==2b
Z=20 F=c

les équations de ses faces.

Prenons un plan d’incidence perpendiculaire a ox et consi-

2

dérons une vibration transversale perpendiculaire & ce plan,

nous aurons :
1=¢{=o0

Nous prendrons :
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11l faudra d’abord satisfaire aux conditions & I'intérieur, ce

' 2
qui donne la seule relation 82 4 ¢ = i—?

Si nous choisissons en outre B et y de fagon que pb et yo
soient des multiples entiers de =, les conditions & la surface
seront satisfaites.

Nous avons en effet § — o, par suite les conditions rela-

lives aux faces y = o et y — b seront :

[ dn_ :
dy—o

& dy_

dy ' dx

df | dn

dy+dz

La premiére et la troisiéme sont satisfaites d'elles-mémes,

la seconde l'est parce que % contient s” en facteur.

On vérifierait le méme fait pour les faces z=o et z = e¢.

On a donc un état vibratoire du prisme :

n=0{=o0
| ¢t =ccT
avee
p?
Bty = ol
Bd = nxn
e =gq=n

{{I. — Soit un prisme dont toutes les dimensions sont finies

et: x=0 y=0 F=0
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les équations de ses faces. Nous allons considérer une onde
transversale, le plan d’incidence étant toujours yoz, la vibra-

tion sera paralléle an plan d’'incidence, et l'incidence sera
de 45°.

Nous aurons § = o} soit ¢ = ¢'¢'T, nous prendrons

|

o
"=z

¢
o=
‘et pour que l'incidence soit de 45° il faut B =r1.

Les équations de I’équilibre intérieur donnent la seule con-
dition

2
2 3 . P
B2+ vy = oF

¢t lo. relation 6 = % 4+ % = o montre que la vibration est

transversale.

Si I'on suppose B tel que §6 =nm el en méme temps
. — b .
fc = gx puisque § = v, ce qui exige que p soit unnombre ra-

tionnel, je dis que les conditions & la surface seront satisfaites.

D’abord elles le seront sur les faces x —= o0 et x = a. On
doit avoir sur ces faces:

& __
zv-—-o

de | dq_
dy+dw'—0
dE dg
c_i;+da' °
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Or £ = o, y et { sont indépendants de @. Les relations sont
donc satisfaites.

Considérons les faces y = o0, y = 6&.

On doit avoir:

La troisitme condition est salisfaite d’elle-méme, la

T d . .
premiére l'est parce que d—?, conlient s en facteur.

11 reste

ayta =0
c'est-h-dire :
By _dy
dy? — da?
ou encore :
| — gy =—1

relation satisfaite parce que B = .

La vérification se ferait de méme pour z = o0'et s = ¢

d . . -
o—lg contient en effet s” en facteur, car:

g _ Ay __ o
_dz'—+dy_stsr
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L’état vibratoire trouvé est done :

§=o
¢ M= ﬁc's”[‘
( { =— ﬁs’c”[‘
avee
2
2 P~
2p? = o

Bd = nx, fc = ¢x

IV. — Cas des fluides, . = o.

Cherchons toujours des vibrations périodiques de la forme
£ =¢§,cos pvt,

£, étant indépendant de ¢.

Les équations de ’équilibre intérieur sont, puisque p = 0:

ds

g = e
db

Agy = T
o |

V= et

& m, { sont donc proportionnels aux trois dérivées partielles
. de 9, il en résulte que §dw - ndy + {dz est une différentielle
exacte.
Différentions la premiére des équations par rapport & , la
seconde par rapport & y, la troisiéme par rapporta z et ajou-
tons, nous aurons :

A9 = — pp?0

ELASTICITE, C10
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ce qui s'écrit

p?
= — 0

A6 wl
puisque :

0l = At 2

1=
P

et que » = o.

La pression est nulle & la surface, on a done, puisque w = o,
6 = o & la surface.

Le probléme est trés facile & résoudre pour un prisme rec-
tangle, il suffit de prendre :

t

0 = ss's’T

avec o - p2 4 y2 = f—; et «a, B4, yc multiples de =.

En effet, & la surface, I'une des trois quantité.s s, 8, 8"
s’annule.

Ce n’cst pas ainsi que se pose, en général, le probléme
dans le cas des fluides. Quand on a un gaz enfermé dans une
capacité rigide, ce n'est pas la pression qui est nulle & la sur-
face, c’est la composante normale du déplacement.

H do do
dz’ dy’ dz

La composanle normale du déplacement est done :

Nous avons vu que §, =, { sont proportionnels 3

11 faut 6%—3 = 0, on y salisfera dans le prisme rectangle en

prenant & — ec'e¢'T,
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En effet, pour une face perpendiculaire & ox, par exemple,

9 9 ”
%:%:—xsc'c’;‘_

ds .
—— contient donc s en facteur.
dan
Ces deux problémes, celui qui consiste A satisfaire aux

équations de I'équilibre intérieur avec & = o0 a la limite et

celui qui exige - = 0 4 la limite, se retrouvent dans la

théorie de la chaleur.

Si on considére un corps qui se refroidit et dont la surface
est maintenue 20°, ¢’estle premier probldme qu'il faut résoudre;;
si on suppose la surface impénétrable a la chaleur, c’est le

second,

64. Vibrations d’une sphére. — Les cas ot 'on sait
résoudre le probléme de 'élasticité péur la sphére ne sont pas
beaucoup plus étendus que pour le prisme rectangle.

Le cas le pius simple est celui od 'on suppose les vibra-
tions dirigées suivant les rayons et le déplacement d'un point
fonction seulement de sa distance » au centre de la sphére.

Dans ce cas la vibration est longitudinale. En effet Y'on a :

n=y.(r)
= z.f(r)

et par suite :
Edw 4+ ndy + Ldz = f(r).rdr = do

¢ est une fonction ne dépendant que de » et de ¢ et dont les
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trois dérivées partielles par rapport & @, ¥, 2 sont les compo-
santes du déplacement.
Supposons que £, 1, { ne dépendent du temps que par un

facteur cos pt, les équations 4 U'intérieur sont :

dao _ 9
A+ ) A pbdl= — pp%
Mais ici :
_ 9 dn A
e_dao+7y'+dz_m?
@ _dsg
N dx dx

dwe dx
ou encore ;
dhg _ _ p dg
de ~  oidz

car elles expriment que les trois dérivées partielles de

2
A9+%§?
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sont nulles. Cette quantité est done une constante et comme 9
n’entre dans le probléme que par ses dérivées on peut suppo-
ser cetle consfante nulle.
En coordonnées polaires I'’équation qui définit ¢ s’éerit :

dch 2 do

p:
rdr+ 2(? °

son intégrale bien connue est :

2 :
s . PO . e’ i —
avec o2 = el ou en remarquant qu’on a pris ¢ (£) = cospt

sm ar

9 = cospl.

L’équation étant du second ordre admet aussi la solution

cos ar
® = cospt. ——

mais cette solution devient infinie pour » = o, on doit la re-
jeter,

Clebsch a traité ce problédme, mais il a obtenu la solution
sous forme de série, et je ne sais pourquoi il n’a pas vu que
cette série se raméne aux fonctions trigonométriques. Il avait

pris pour inconnue

= |

dg,
» dr
Pour achever le probléme il faut exprimer que la pression

est nulle & la surface, cela nous donnera « et par consé-

quent p.
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Considérons un point M quelconque de la sphére, le rayon

" OM doit étre un axe de symétrie, par conséquent la pression

en M est normale. D'autre part, la pression est la méme en

tous les points de la sphére; il suffira donc d’écrire qu’elle

est nulle en un point déterminé, par exemple le point silué
sur ox.

Pour ce point

y=z=o0etxr=a

La pression normale est :

_ dg
N, =3 4 2u T
pour qu'elle soit nulle, il faut done que J'on ait :

d?
(1) Mo 4 2u a;g =o0

Mais nous avons trouvé :

dg _ d¢
de ™ dr
@y _ oy
da? ™ dr?

., Donc en tenant compte de :

do__ 249
ar?~  rdr *e

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1



EXEMPLES DE VIBRATIONS {51

I'équation (1) sécrit :

0

|

by dy
(- 20) g 4 £ 2

D’autre part

sin ar

¢ = cospt.

o satisfait done & I'équation :

inar 4 Jacosar  sinar
(A 4 2u) o2 cos pt o U'cosptl_“ z amar‘l

~i —_—
r + r ” 73
pour » = @&, a étant le rayon de la sphére.

Cette équation s'écrit aprés simplification :
(A + 2u) «?a? — 4p] tgaa -+ dpoa = o

C’est une équation transcendante qui a une infinité de
racines réelles.

Faisons en effet varier aa entre (2% — 1) g ot (2% 1 1) g,

% étant choisi suffisamment grand pour que le coefficient
de tg aa soit positif,

Le premier membre prend toutes les valeurs de — o &
+ o, donc il y a an moins une racine dans l'intervalle
considéré. Il est facile de voir qu'il n'y en a qu’une.

L’équation n’a pas de racines imaginaires, cela résulte

d’une démonstration générale faite plus haut.

65. Dans tous les exemples donnés nous avons trouvé des
vibrations exclusivement transversales ou exclusivement
longitudinales. Nous avons dit que ce n’était pas le cas géné-
ral. Nous allons donner un exemple assez simple, que nous
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devons & M. Brillouin, de vibrations & la fois transversales

et longitudinales,
Nous savons que si I'on prend :

9 = cos p. sn;ar
avec
_p?
a2 = o
2
on a
pﬁ
Ap —= - = 1
? 01 ? (1)

Par conséquent :

2

Aﬁz—ﬁgi
da 0} dz

c’est-2-dire que si ¢ est une solution de I'équation (1) il en

est de méme de dy,
dz

Si donc on pose:

f =22
da?

— D
= dady

t—-d_ch_.
\  dadz

. de dfo’ @ . Y
g, m, § satisferont comme ey -o_l-;; 7 dux équations de I'équi

libre intérieur:

----------------

mais ne satisferont pas aux conditions aux limites.
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Les quantités &, n, { définissent une vibration longitudinale ;
cherchons mainlenant une vibration transversale définie par
trois fonctions &, v, ¢{ salisfaisant aussi aux condilions de
I'équilibre intérieur. '

L'on doit avoir 6 = o, par conséquent les équations inté-

rieures se réduisent & :

WAL = — pp%
p2
ou encore &: Af = — 5§
1
Posons :
L!J = A cos pt. SH:_W. avee : !3 — b
®

-

¢ satisfera & I'équation :

On aura done encore :

.

2y pdd
AT ST
gL JUS o 2

daody o} dedy
[ U

dadz o} dedz

Posons :

_ @Y
n= dady
— a2y

{ daedz
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¢ satisfera quel que soit B 4 I'équation:

Cherchons & remplir la condition 6 =0 ; on a:

= g ey B

2
Il suffit donc de prendre B = p? = E.

wf
Nous avons ainsi deux solulions des équations intérieures,
I'une représentant une vibration longitudinale, l'autre une
vibration transversale.

La somme de ces solutions sera encore une solufion et on

aura :
d? d?
= 5+
_ 2% + A
T dady ' dxdy
A, AW
\ dwdz+ dadz
avec :
sin ar sin fr
¢ = cospt. — = ¢ = Acospt. -;p—
2 L
= (02, b= wy

Cette solution comporte donc deux indéterminées A et p.
Cherchons & en disposer de facon & satisfaire aux conditions

a la surface. Posons pour abréger :

II=——— —i
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on aura :
[y __dH | o
\ _'da;_l_pd"
E‘EE
K/ dy
i
~ T dz

o se réduit a la valeur qui correspond & la vibration longitu-
dinale, c'est-a~dire :

9:Adﬁ=——a2(—lg
dx

dx
Nous allons calculer les pressions & la surface, Considérons
Vaxe o, tout est de révolution autour de cet axe. Les pres-
sions et les déplacements sont donc distribués de méme dans
tous les plans qui passent par ox et il suffira d’étudier cette
distribution dans I'un d’eux, par exemple dansle plan des xy.

Prenons dans ce plan des coordonnées polaires. Soient :

X = 7rcosu

y =rsinu

les coordonnses d'un point M ; aprés la déformation ce point

vient en M’ de coordonnées # 4+ &, ¥y +mour +p, 4 4 .
Je vais calculer p et w. Pour cela je remarque que

tdow + ndy -+ dz

est le travail que produirait une force fictive de composantes
§&, m, { appliquée au point @, y, # pour un déplacement
dz, dy, dz de ce point. Or, on a:

tdw + ndy + tde = dHl + fydw
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Dans le plan des zy, { = o; supposons que le déplacement
virtuel dz, dy, dz se fasse aussi dans ce plan de telle sorte
que dz = 0.

Exprimons le travail en coordonnées polaires. Les projec-
tions de la force fictive seront p et rv, les déplacements
paralléles seront dr et rdu. On a d’ailleurs:

dee — cosudr — r sinudu.

Donc:

pdr 4 r?wdu = dH - B2y (cosudr — rsinudu)

Identifions, nous aurons :

o= + gy cosu

1 [dH .
? © =3\ Tu ’q;rsmu]

D’apfés leur définition, ¢ et ¢ ne dépendent que de ,

‘ Jai

soient ¢’ et ¢ leurs dérivées par rapport & 7.

=@+ =+ 9 2=+ ¥) cosu

Posons H, = ¢' + ¢/, H, ne dépendra que de », on aura

H=H, cosu.

Nous avions trouvé

on aura de méme en posant :

8, = - oy’
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Pégalité :

= §, cosu

8, et H, ne dépendent que de », donc:

af _ a4, cos u
dr~ dr

di
= H,sinu

soient alors
dH
‘ P = 'd‘;,i -+ ?2‘1’

? — H, B30
0, = —

r? r
¢y et », ne dépendront que de » et I'on aura:

z p = py COSU

@ = o sinu

Nous allons nous servir pour continuer de la considération
de Dellipsoide des pressions. Nous savons que son équation

en un point (o, y, ) est :

N,da? + Nydy? 4 Nyda?
+ 2T, dydz + 2T ydwdz 4 2T ydady

¢ étant une constante quelconque et qu'en posant:

ds? = da? + dy? | dz?
ds.ds = dwdt 4 dydn -+ dzdf

elle se réduit & :
A0dls? + Qudsds = €2
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La premiére forme montre que, pour exprimer que la pres-
sion sur 1’61ément de la sphére, perpendiculaire & o, est nulle,
c’est-a-dire que Ny = Ty = T,, il suffit d’écrire que l'ellip-
soide des pressions relatif & un point de cet élément est un
cylindre dont les génératrices sont normales & I'élément.

Considérons l'intersection de l'ellipsoide relatif au point
zx=a, y =0, 2 =0, avec le plan des axy, elle devra se
réduire & deux paralléles & ox. ’

Nous avons :

[ ds? = dr? + ridu? 4 dz?
z dsds == drdp 4 rodu? +- ridude 4- dzdf

et les identités :
_ % de
5 dp _dra’r +dudu
dw dw
(®_5w+wm
L’équation de l'ellipsoide est donc :

a8\ g (%0_ 2 49\ 4. —
(M—}-Q}Ldr)d; + 2u du-{—r o drdu - ... 0

Pour que V'ellipsoide se réduise & un cylindre paralléle & ow
il faut et il suffit que les coefficients de dr? et de drdu soient
nuls,

On doit done avoir :

M4 2 =0
_d_e -2@:
du_l_7 dr °
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Ce sont les deux équations qui doivent déterminer A et p,
¢lles doivent étre satisfaites pour » = a, quelque soit «.
Divisons la premidre de ces équations par cos u, la seconde

par sin u, elles deviennent :
i do
‘ A9, 4 2u 75‘1 =0

( —p+ % =0
o1y 04y 0, ne dépéndent plus que de r; les équations sont
donc indépendantes de . '

Faisons-y 7 — a et remarquons que les équations sont
linéaires en A. Il sera donc facile d’éliminer celte inconnue
et on aura une équation transcendante pour déterminer p.
Celte équalion a toules ses racines réelles d’aprés une remar-
que générale. faite. plus haut, A chacune de ces racines
correspond pour A une valeur finie, différente de zéro et bien
déterminée ; la vibration trouvée n’est donc ni exclusivement

transversale ni exclusivement longitudinale.

66. Rayonnement de la force vive élastique dans
Pair, — Jusqu'a présent nous avons supposé que le corps
élastique considéré vibrait dans e vide. Si la vibration se
produit dans lair il y a perte de force vive, l'amplitude
de la vibration va constamment en diminuant, la pression
"n’est pas nulle a la surface du corps, toutes circonstances qui
compliquent encore le probléme. Aussi nous nous bornerons
a un cas trés simple, celui ou le corps élastique est un
prisme rectangulaire qui a deux dimensions infinies, ¢’est-a-
dire la portion de l'espace comprise entre deux plans paral-

léles.
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Soient
' r= — x,

x = 2z,

ces deux plans: nous supposons qu’il y ait de l'air des deux
codtés et que l'on ait n = = o0, & ne dépendant que de 2 et
de ¢. C'est dire, en d’autres termes, que le mouvement vibra-
toire se fait par ondes planes longitudinales, paralléles & yoz.

_Dans le corps 8lastique, c’est-a-dire pour — z, < @ < @,
I'on doit avoir:

B
di? dx?

a étant la vitesse de propagation des ondes longitudinales
dans le solide.

Dans lair, c’est-a-dire pour |z | > a,, cette équation est
remplacée par :

dE _ pa 4%

de? dac?
b représentant la vitesse de propagation des onded longitudi-
nales dans 1'air.

Les conditions aux limites seront les suivantes : & l'origine

du temps on devra se donner § et %

Supposons %: o, dans Vair et dans le corps ¢lastique,
et § = o, dans l'air, au temps zéro, c’est-A-dire que l'air part
du repos. Nous supposerons que, pour ¢ = o0, £ est une
fonction de o connue entre — x, et x,.

Pour simplifier 1'écriture, nous pouvons méme supposer

que cetle fonction est une fonction paire de @. Si la symétrie
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par rapport au plan # =0 alieu au début, elle subsistera
toujours. Cette derniérs hypothése restreint £ & ne plus con-
tenir qu'une fonction arbitraire de o, au lieu de deux, mais
jen'ai en vue que de donner un exemple aussi simple que
possible. -

Les équations dont dépend & sont en effel les équations des
cordes vibrantes. On connait leur intégrale générale.

Dans le corps, c'est-a-dire pout: —xy < & < @

E=F(at+ =) + F(at — x)

v

(on a la méme fonclion F parce que § est paire).

Pour @ > «, on doit avoir :

E=g (b +a) + o (0t —a)

enfin pour ¢ < —a,
§=q (bt — )+ ¢ (0t + 2)

Les fonctions ¢ et o, ne sont d’ailleurs délerminées qu’a
une constante prés, qu'on peut en effet toujours ajouler a ¢ a
condition de la retrancher de g,.

Au temps ¢ = o, £ = o dans l'air, donc pour & > ,

¢ @) + i (— @) =0

Mais on a aussi au début :

dt
0_7-2 =0
donc :
L 9 (@) +¢i (— o) =o.
ELASTICITE, 11"
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La premiére relation différentiée donne :

11 en résulte :

¢ (@ =qef(— s =0

¢ et g, sont donc des constantes que je puis supposer nulles,
d’aprés une remarque ‘aite p' 1s haut, puisque leur somme
est nulle, .

¢ et ¢, seronl donc nuls Loutes les fois que leur argument
gera supérieur & x,. .

L’argument de ¢, c'est-d-dire b¢ 4 o, est toujours, dans la
région située du c6té des « positifs & partir de @,, supérieur
a w,.

Donc pourx > x, on a:
E=09, (bt —a)
et pour ¢ < — o,
E=q, (0t +a)

Ecrivons les condilions aux limites; & doit étre le méme
pour @ = &, qu’il soit considéré comme déplacement d'une
particule d’air ou d’une particule du corps élastique.

Donc on doit avoir, quel que soit ¢ :

(1) F (at + @) + F (at — ) =% (bt — az,)

La considération de # = — @, donne évidemment la
méme équation. '

La pression doit pour # = @, éire la méme dans
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lair et dans le corps solide. Dans le solide, elle est
13

normale et égéle & 20 4 2u %o’ c'est-a-dire a (A 4~ 2u) p

Dans T'air elle sera aussi proportionnelle & gdfc + Mais le coef-

ficient de proportionnalité sera différent. Donc pour @ = =,

lavaleurde % dans le solide sera dans un rapport constant

di

dx

par % une constante, par I'équation :

avec la valeur de == dans l'air, ce qui se traduit, en désignant

@) F (at 4~x)) — F (0t — wg) = — ho| (bt — )

Différentions 1'équation (1) par rapport a ¢, nous aurons :

SRR

(1) F' (at + @) + F' (at — @) = o1 (b8 — @)

Les équations (2) et (1') montrent que le rapporl de deux

quelconques des trois quantités :
F (at + @), Flat —a), . 9i (bt — @)

est une constante. En particulier:

T (at —_
M = const. = b ha.

F (at — x,) b+ ha

Cette constante est positive, car elle différe peu de ce qu'elle

est dans le vide o0 & est infini et out par conséquent la cons-
tante se réduit & 1.

- Désignons-la par e-2Kx.,
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En posant at — 2, = y on aura:

F (y + 2m) = 1= F' (y)

Posons: ¥ (y) = ¢* F’ (y) nous en déduirons :

¥ (y -+ 200,) =¥ (y)

W (y) est donc une fonction périodique qu’on peuat développer
en série

mm’
EA,,,e To
Alors :

mi

F _’l/) =2Ame(—xi— v
F (y) —Z (KD

mm
“0

On a finaleinent :

E: _Am__ [ (_K+mm) (at+z) (_K+mz1r (at— .r)] )

min

—K+——

c'est-a-dire .

§ = ¢ Xat, @ (w,t),

¢ étant une fonction périodique de ¢ dont la période est
22y,
a
Cette fonction @ est représentée par une série de sinus et

de cosinus qui est précisément la série des harmoniques
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successives d'une vibration de période —j’- Les périodes de ces

harmoniques ne dépendent pas de K, elles sont donc les
mémes quel que soit le milieu dans lequel le prisme est plongé
~et en particulier pour le vide.

Le facteur e~ fajt connaitre la rapidité de l'extinction;
on voit qu’elle est la méme pour tous les harmoniques.

Ces propriétés ne sont probablement pas vraies pour un
corps vibrant de forme quelconque.
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CHAPITRE VII
PROBLEME DE SAINT-VENANT

67. Considérons un cylindre homogéne qui n’est soumis
A aucune force extérieure non superficielle. Nous faisons par
conséquent abstraction de sa pesanteur. Nous supposons en
outre qu’il n'y a pas de forces superficielles latérales, de telle
sorte que les seules forces agissant sur le cylindre soient
appliquées aux deux bases. En les composant comme si elles
étaient appliquées 4 un solideinvariable, elles doivent évidem-
ment se faire équilibre.

Saint-Venant fait une hypothése de plus; il suppose &
I'intérieur du cylindre N, = N, = T; = o. Nous verrons
plus loin la raison de cette hypothése.

Cherchons quelles relations elle établit entre &, =, §.

On a les trois équations :

/ Lo g _
)‘? Haw =
dy
(1) A0+ 2u a’—y =0

) dn\ _
\dy+dw>_0
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Les deux premiéres donnent :

&

& _
=
et par suite:

dE di
+ +dz %-'_@

Cette valeur portée dans la premlére des équations (1) con-
duit & la relation :

£ L aptuE=o

qui, en posant :

donne :

&.l‘g(,
ﬁ%
&

dx @. .

Par conséquent la valeur de 6 trouvée plus haut s’écrit :

] v
=2+K) Z=—2f2
ou encore:
b %
A pds

Gela posé, considérons les équations de 1'équilibre intérieur

dT, dT,
—I- iz =0
d’.l (ﬁa +dT,__
d’l‘2
2+ G+ T
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Nous avons N, = Ny = T; = o, par conséquent les deux

premiéres donnent :

'. dT, aty

dz =0 dz =0
c'est-a-dire :
a% a¥x
dz? + dodz
d
dz? ' dydz

La troisiéme est d’ailleurs:
ds _
O+ ) =+ st =o
' , : dag
et, en tenant compte de I'expression de 6 avec 7

dz’+Ac—0'

ce qui s’écrit en développant A :

2
_|_ d C :zl'?g — o
Toutes ces équations ont lieu & l'intérieur du cylindre; & la
surface latérale, il faut écrire que la pression est nulle.
Soient, en un point de cette surface, cosp, sinp, o, les
cosinus directeurs de la normale au cylindre prise vers ’exté-
rieur, les génératrices étant supposées paralléles & oz ; les

trois composantes de la pression sont :

. N, cosp + Tysinp
T;cosp -} Nysinp
T,cosp + T,sinp
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En écrivant qu'elles sont nulles et tenant compte de ce que

N, = N, = T4 = 0, on a la seule condition :
Tycosp 4 Ty sinp =o

tout le loﬁg de la section droite du cylindre puisque T, et T,
ne dépendent pas de z.
68. Je me propose de déterminer §, v, § d’aprés ces équa-
tions; il sera facile ensuite de trouver les forces qu'il faut
" appliquer aux deux bases pour produire la déformation.
Nous avons obtenu les conditions :

g

‘ de ™ dy

| £ _a
dy— dzx

Elles expriment que § +- ¢ est une fonction de la variable

complexe @ -}~ ¢y, Posons # 4 {y = u, I'on aura :

§+in=[(u2)

Quelle est la forme de la fonction r?.

Nous savons que :

dt dF . dy

a2 d2

—— prasnn ¥

dz* T dgdz - °

2y aw ,

\ dz? d_z/dz_o

Les deux derniéres relations s’écrivent en tenant comple
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170
de la premiére ;
/ dE
) + dat = °
[+3
d’n K O
| @ +K dy“ =0

Revenons & la relation § 4 4 = f (u,2); différentiée par

rapport 3 « elle donne :

9
dx + — du
ﬂ al2 dzf‘ .

da? olcc'z du?

d’oti 'on conclut en désignant d'une facon générale par & (P)

la partie réelle de @ :

t—zl_a; du
A2 . arr
=% (d)

On aurait de méme en différentiant par rapport d y:

% | dhm__ df

z —

i Ty T T e

2
La partie imaginaire de %{; est donec aussi: — ¢ 3—!}1 et l'on
peut écrire :

Pf_ % dh

du? det~ " dy?
ou en désignant par ® l'imaginaire conj uguée de @,

a3f af d2E ___n
= am T
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Cette équation va nous servir pour déterminer f.
Multiplions la seconde des équations («) par ¢ et ajoutons-la

A la premiére, nous aurons :

d
Tt dz2+K<dwE‘~*+ ’@f>=°

¢’'est-d-dire :

a7
_I—Kolu2
ou
&g
dz? “du?

Le premier membre est fonction de u et de =z, le second

de u et dez, pour que I'égalité puisse avoir lieu il faut que les

deux membres ne dépendent que de 2.

Done :
dair
T = 002
et par suite :
[=a -} bu -} cu?

a, b, ¢ étant des fonctions de z. Portons cette valeur dans

ayr

dz? — K au?’
nous aurons :
ad2p -
dz2 + ds? + v dz’ — 2K.c

Mais w et # sont des variables indépendantes, cette relation
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exige donc :

b et ¢ sont par suite des polyndmes du premier degré en z et

a est du troisiéme degré. ,
Nous connaissons f (u,2) = § -+ ¢y, c’est-a-dire § et y; il

s'agit de déterminer ¢, :
Parlons pour cela de la relation :

- ()

Ona:
ar __
o =0t

. di .
il en résulte que Zl;c est du premier degré par rapport & 1'une

quelconque des trois variables z, ¥, z. Soit :
214
o = a4 Bz

« et B élant du premier degré en « el y; intégrons, nous

aurons :’

2?2
C:az-f—ﬁ§-+1‘ (w,y)
Mais { doit satisfaire & I'équation :

dx’+ +2dz’—o
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F vérifie donc la relation ;

d’F
dx“‘ 2 + 2? =0

B est un polyndme linéaire en x et y, soit
— 28 =A 4+ Bxr 4 Cy
A, B, C étant des coefficients constants, I'équation en F sera :
AF = A —[— Bz + Cy J

Elle admet une solution ev1dente
22 gt 22
Y — hadiy P —_—
I_A2—|—Ba: 2-|—Cy2

Posons F = ¥ 4 Q, la nouvelle inconnue Q satisfera :

AQ =o

A}

Cela ne suffit pas pour la déterminer; mais nous avons
encore & tenir compte de la condition : '

Tycosp 4+ T, sinp=o0

tout le long de la section droite, c’est-a-dire :

1

as d
(Z—;-{— d?) cosp+ (;;-l— dz) sinp=o0
Or -

dC ~ COS P -|— smp =%

donc :

?l%+ c~osp-l— smp_o‘
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Nous avons d’ailleurs trouvé :

2
Z::ﬁz-l'-ﬁ:—g'—l-llf—[—&).

On a par conséquent :

22
w__ MY aw og 4
dn dn T dn 4z 08P g S0P

c¢'est-a-dire une équation de la forme :

dQ
dT’L =V (wa y)’

oi V est connue si on donne la section droite du cylindre.

En résumé, le probleme revient & trouver nne fonction &

de « et y, qui & l'intérieur de la section droite satisfasse 3

I'équation de Laplace AQ = o et telle que % ait des valeurs

données sur le contour de la section.

69, Si le probléme comporte une solution, il en comporte
une infinité, car on peut ajouter & Q une constante arbitraire.
A part cette constante, Q est complétement déterminé,

Le probléme a-t-il toujours une solution ? Le théoréme de

da
f == ds = [ aQdo,

la premiére intégrale étant prise le long du contour et la

Green donne :

seconde étendue & toute la section. Mais 'on & AQ = o, par
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conséquent il faut :

c—i;ds—_—o ou fV(m,y)ds:o

A quoi correspond cette condition ?

Nous avons trouvé :
d(astpZ
dQ (“ '2‘) av | dk. dn .
— =t dn——{_%_l_oTzCOSp_l_Zi%smp
el comme on a:

do = ds. sinp
dy = — ds. cosp

la condition/@ ds = o s'écrira :
dan.
a (a4 £5)
*ZT Py aw d dk
_— 2/ hadil a1 4, % = O.
f an s+ f dn ds+ <dz e dz dy)

Considérons les deux premiéres intégrales.

Le théoréme de Green donne:

2 - 2 | 2
fd(cxz;l:{ﬂ%> dS:fI:d <a;;p%>+d2 (a;;};ﬁ%)] ollm

et comme « et B sont linéaires en = et i,
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Appliqué éf(—g—: ds, le méme théoréme donne:

f%}fds:fALl;d&):f(A‘l'le‘l'Gy)dm

d’aprés la définition de .
Pour transformer la troisiéme intégrale, nous nous appuie-

rons sur une autre forme du théoréme de Green:

fUdm—{—de:f(Z—Z—i—E) do.

Elle donne:

P T Y
j dz do — dz dy = _f(\d.vcdz + dydz> do.
Mais nous avons les relations :

7 _ ey 1o
dedz — dydz — K dz?

et comme )
za . .
{ = az+p—2-+1lf‘-|—£2
on a aussi :
ar 1
Ta—=B=—35 A+Bz+Cy)

La relation

daQ
fﬁd&'—-o
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s'écrit donc :

[ & 4Bz -y dw—:—{f(Aq-Bx-}-cg) do =

ou encore :

(1 _11{> [ (& 4 Bo 4Cy) do =

Le facteur 1 -— { qm est 3+ 2u n'est pas nu!, on a donc

2(A+u)
f(A—I—Bx-}—Cy)dmz

Prenons comme axe des z la paralléle aux génératrices qui

passe par le centre de gravité de la section. On aura

fwdu)‘z 0, .[ydw = 0.

Il reste Afdw = o0 el comme fdm qui représente l'aire
de la section n’est pas nul, cela exige que l'on ait: A = o.
A quoi cela correspond-il? On sait que A esl le terme

d
constant de —— A un facteur pres,

da?
Or:
dz_m(d >_m (0 4+ 2cu)
donc:
d db de
Frh ( ) T 2Kudt <dz>
ce qui donne:
- db
A = — 2K ( dz)
ELA TICITE. 12
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La condition pour que le probléme soit possible est donc

. db . , . db .
que la partie réelle de 7 Soit nulle, c’est-a-dire que o soit

purement imaginaire.
Combien y a~t-il de constantes arbitraires dans la solution
que nous venons de trouver?

Nous avons
f=a-+4 bu- cu?

a étant du troisiéme degré renferme quatre coeflicients, & et
¢ en contiennent chacun deux, mais comme ¢ est déterminé
quand on connait @, d’aprés la relation :

da
dz2?

= —9Ke,

il n'y a en tout que six coefficients complexes, c’est-d-dire

2
douze constantes réelles. On connait alors «s - B%— et I, il

reste & déterminer Q, ce qui introduit une constante de plus.

dz

a donc finalement que douze constantes.

Mais la condition & <@> = o en fait disparaitre une, il n'y

Les quantités &, v, { dépendent linéairement de ces douze
constantes. Si donc on trouve d’'une maniére quelconque
douze solutions parliculiéres indépendantes, on aura la solu-
tion générale en les combinant linéairement.

11y a six de ces solutions qui sont évidentes, ce sont les
six déplacements que le cylindre peut subir sans se déformer.

Les six autres seront données par des déformations simples
correspondant & une traction ou compression, une torsion et

quatre espéces de flexions, Nous les déterminerons plus loin.
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70. Nousavonsva que § -4 i était une fonction de u, c’est-
a-dire de « -4 7y, nous allons donner une interprétaﬁon géo-
métrique de ce fait.

Considérons dans une section droite du cylindre avant la
déformation deux courbes AB et AC. Soient A'B’ et A'CY ce
qu’elles deviennent aprés la déformation. Projetons A'B'C’ sur
la section droite, désignons par A”B” et A”C” les projections.

Au point (», y) de AB correspond un point (z 4§, ¥ + %)
qui appartient & A”B”, Comme £ - ¢z est fonction de z 4 ¢y,
if en est de méme de (x4 £) 44 (y 4+ ), c'est-a-dire que
lon passe de AB & A”B” par une transformation conforme.
L’angle des courbes A’B” et A"C” est donc égal & celui de AB
avec AC.

D’autre part, sion considérele plan des tangentes en A’ aux
courbes A'B" et A’CY, ce plan fait avec le plan ABG un angle
infiniment petit de I'ordre du déplacement. Done la différence
entre I'angle B'A'C et sa projection B’A”G” est un infiniment
petit du second ordre. On peut donc dire que

angle BAC = angle B'A'CY

c’est-d-dire que l'angle de deux courbes situées dans une
_ méme section droite n’est pas altéré par la déformation.

71. Lorsqu'on a choisi /= a -+ du 4~ cu? nous savons
que pour déterminer { il faut encore trouver la fonction Q
telle que AQ = o & l'intérieur de la section droite et que
g
an

connue de x et de y.

= V sur le contour de cette section, V élant une fonction

Nous allons examiner les cas ou 'on sait faire la détermi-

- nation de Q.
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Traitons d’abord le probléme pour un cercle. Nous pren-
drons des coordonnées polaires p, @. La forme la plus
générale salisfuisant & AQ = o estsi Q reste fini au centre:

Q —_—ZA,,r" cos ny -i—ZB,J‘" sin ng
Pour déterminer les coefficients A, et B, nous nous servi-

dQ
rons de T = V pour r = r,, r, élant le rayon du cercle.

V est une fonction périodique de ¢, de période 2w, on

peut donc I'écrire :

v =ZC,, cOs np —{—ED,, sinny

et 'ona:

ZC,, cos ny —|—Zl),, sinng

:EnAn,-on—l cos 1y +2nB,mun—« sin ng

Identifions, nous en déduirons :
_ G,
- nr,,"“
_ _Da

nron—l

Dans le probléme particulier de Saint-Venant, la série V se
réduit & trois termes, la solution est donc irés simple.

Si, au lieu d'une section droite circulaire, on avail unt

section droite annulaire, on prendrail
‘ EA,m"- cos ng —I-ZB,,r" sin ng ’

Q =
? -}—Ez\,{r-" cos 7y —|-EB,{7“” gin ng

3
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On aurait pour V deux expressions de méme forme que

précédemment, correspondant aux cercles limites, et les équa-

tions :
(ZZ—S =7V, pour r=r,
Z—S =V, pour r=r,

donnerajent deux équations linéaires pour déterminer A, et
A, ou B, et B, quel que soit =,
Passons au cas d’une section de forme quelconque. Consi-

dérons la variable complexe ¥ — & - 4y ; la relation

d2Q = 40

dw? Ty T
signifie qu'on peut trouver une fonction Q' de @ et de y telle
que Q -} 4Q' soit fonction de u.

Soit U = X 4 ¢Y = o (u) une autre variable complexc et
je suppose qu’'on a pu déterminer ¢ de telle sorte que, lorsque
u décrit le périmétre ou Uintérieur de la section, U décrive
le périmétre ou Pintérieur d’une circonférence . On dit dans
ce cas que U permet la représentation conforme de la section
droite sur un cercle.

L’expression Q - Q' sera aussi une fonction de U et par
suite :

#0  #a_
aXxz ' ody?
3 l'intérieur du cercle .

Voyons ce que devient 'équation aux limites :
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182 LECONS SUR LA THEORIE DE L'ELASTICITE

Considérons un point M du périmétre de la section, la nor-
male en ce point et un point M’ voisin de M pris sur cette
normale. On a :

MM’ =dn

Faisons la représentation conforme, le point M vient en M,
sur le cercle et M’ vient en M/ sur la normale au cercle,

puisque les angles sont conservés.
MM; =dN

On a évidemment :

d_N_\/dX”—i—dY“_'d(X—l—iY)'
dn " \da? J ayr | d(@+ iy I

par conséquent :

aQ du
&I—V_V(U).Iml

A l'aide de la transformation U = ¢ () on a donc ramené
le probléme au cas du cercle.

Le probléme de Saint-Venant pourra par suite étre résolu
pour toutes les sections dont on saura faire la représentation
conforme sur un cercle, en particulier pour les sections ellip-
tiques ou reclangulaires.

Il en sera de méme si I'on peut représenter la section sur
un anneau circulaire, ce qui est le cas d’'une couronne com-

prise entre deux ellipses homofocales, par exemple.

72. Nous allons maintenant revenir & I'expression générale
de &, v, { et nous chercherons les six solutions particulidres
simples du probléme autres que les déplacements sans défor-

mation,

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1



_PROBLEME DE SAINT-VENANT - 183

1° Traction ou compression. — Rappelons que si on prend

Etin=r)
ona:
B _ g (i
dz & .du>
Prenons § -} & = au, o étant une constante réelle que

nous introduisons parce que £ 4 ¢ doit étre infiniment petit.
On aura :
. E=ax, = ay
{=laz | ®

® étant une fonction de @ et de y que l'on peut supposer
nulle, Avec cette particularisation, les quantités N, N,, N,,
T,, Ty, T; sont des constantes, qui sont méme nulles, sauf N,
qui produit la traction ou la compression.

2° Torsion, — Posons § |- ¢y = dezu, on en déduira :

E=— ayz
N = Xz
C.: const.

Etudions 1a maniére dont une section droite se déforme et
se déplace en projection.

Un point (x, y, 2) devient (x 4§, y 4 =, 2 4 &), sa pro-
jection est # &, ¥ + m. Il a donc tourné autour de oz d’un
angle az. Cet angle qui est le méme pour tous les points de
la section n’est pas le méme pour toutes les sections droites ;
il y a réellement une torsion.

Cherchons les forces qui la produisent. On a :

s

N, —=o car ‘ N, = A9
3 3 +2‘U'dz
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et

Les composantes {angentielles :

T, = vz

'1‘2 = ~— U..’l.y

y

ont une résullante perpendiculaire au rayon vecteur du
point (, y).
3° Flexion simple. — On pose :

£+ i = au? — Kaz?;
¢ se réduit & « et on a bien :

% = — 2Kx.

Considérons les différentes molécules du corps qui se
trouvent sur une méme paralléle avx génératrices, on dit
qu’elles forment une fibre. Aprés la déformation cetle fibre ne
reste pas rectiligne; pour étudier sa forme nous prendrons
pour nouvel axe des z la position de la fibre avani la défor-
mation, en conservant le plan de: xy.

Les coordonnées d’un point de la fibre déformée sont £,

el z. Dans le cas général o 1'on a :
£+ in=a+ bu 4+ cu’

§ et v seront du troisieme degré en 2, la fibre déformée sera
donc une cubique gauche.
Dans le cas de la traction, la fibre reste une droite paral-

lele & oz. Elle reste encore rectiligne, mais non paralléle oz,

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1
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dans la torsion, car § et m sont alors du premier degré en z.
Pour le cas de la flexion simple que‘ nous considérons,
£ est une fonction du second degré de z, v est indépendant
de z ; les équations : ‘
§ =« (2? — y?) — Kuz?

0 = 2axy

représenient une parabole située dans un plan paralléle au
plan des zt.

Tout ceci ne doit pas étre pris trop & la lettre; nous avons
en effet négligé les carrés de € et de v, nous ne pouvons donc
avoir qu'une premiére approximation. Par exemple, dans le
cas de la flexion, Ia fleche de la parabole étant petite on peut
aussi bien ’assimiler 3 un arc de cercle,

Le seul fait important dans ce cas est que la fibre resle
plane.

En posant :

‘ £+t ip = xu® — Kas?
ona: .

( E =« (2? — ¥y — Kuz?
n = 2120Y
2 ¢ = 2Kz + @ (2. y)
ce qui donne :

0 = 2 (2 4 K) w.
Les expressions de N,, T,. T, sont done :

N, = 2@ (3X + p)

d®

T, =n5"
1 e dy
dd

Ty, =uwu dx
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On aurait des formules analogues en permutant § et -.
4° Flexion complexe. — Supposons qu'on prenne

z8

£ 4 iy :ozzu2—Koc§

. ¢ et m changent de signe quand on change z en — 2, la fibre
déformée est donc une courbe & centre avec un point d'in-
flexion & V'origine.

n = 2u2yz est I'équation d’'un plan qui contient la fibre
déformée, ce plan n’est plus le méme en direction pour toutes
les fibres; il est toujours paralléle & ox mais fait avec 0z un
angle trés petit, variable avec la fibre choisie. On conserve
pour cela & zox le nom de plan de flexion.

Les expressions du déplacement seront :

E =uaz (w’—y”)—Ku.%a
" = 20xyz
i &= Kawz? + & (2, y)

~

et nous trouverons pour les forces :

N, =4a A+ K (A4 p)] 22

dd
T = (may + )
dd
Ty = (x 2=y + 57)

En permutant £ et 4, on aurait la sixiéme solution particu~
liére,

Il semble que le probléme que nous venons de résoudre est
assez artificiel. Comment Saint-Venant a-t-il été amené a se

le proposer? Dans les applications on a souvent & étudier les
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déformations de prismes soumis uniquement & des forces
appliquées aux bases. Nous avons de ce probléme six solutions
particuliéres intéressantes. .

Ce n'est pas ainsi en général que le probléme se pose; on
donne les forces appliquées aux bases et on demande les
déformations qui en résultent.

Composons entre elies les forces agissant sur les bases
comme si le solide était invariable, il devra y avoir équilibre.

Sur chaque base toutes les forces se réduiront 3 trois forces
paralléles aux axes et & trois couples dont les axes.auront
méme direction que ces forces. Si donc U'on connait les trois
forces et les trois couples pourl'une des bases, onles connaitra
pour l'autre.

Supposons que I'on change la distribution des forces exté-
rieures sur les bases et que néanmoins, en faisant leur compo-
sition comme précédemment, on retrouve les mémes forces et
les mémes couples. Les deux distributions ne sont pas du tout
équivalentes au point de vue théorique, mais, comme on
s'occupe d’habitude de prismes de section faible par rapport
a leur longueur, on peut admettre approximativement 1'équi-
valence.

C'est ce que fait Saint-Venant ; il remplace dans chaque cas
la distribution réelle par une autre plus simple donnant
mémes forces et mémes couples résultants. Si alors on a une
solution particuliére du probléme, suffisamment générale pour
que les forces et les couples résultants aient des valeurs quel-
conques, on pourra. se faire une idée de la déformation d’un
cylindre soumis & des forces queléonques. '

Il faut pour cela six coefficients arbitraires. Nous les avons

trouvés, le probléme pratique est donc résolu.
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78. Théoréme du moment fléchissant. — Considérons
un cylindre ABA'B’, soit CD une seclion droite quelcongue.
La portion ABCD sera en équilibre sous I'action des forces
extérieures appliquées 4 la base AB, des actions moléculaires
mutluelles et enfin de la réaction de la partie CDA'B’, c’est-a-
dire des pressions sur les différents éléments de CD.

Soit dw un élément de CD; le cylindre ayant ses génératrices
paralléles & oz, les trois composantes de la pression sur cet

élément seront :

Tydw T,do Nydw.

Prenons pour origine le centre de gravité du cylindre et
pour axes les axes principaux d'inertie relatifs & ce point.
Soit o’ le point ou laxe des =z

’
» B perce GD, o'sera le centre de gra-

vité de GD et les intersections o'z’

et o'y’ de CD par les plans des zz

el des zy seront les axes d’inerlie

97 de la section.

Composons entre elles les pres-

sions élémentaires appliquées sur

CDsuivantles régles de laslatique.

Le résultat sera une force unique appliquée en o, quiest la

pression résultanie, et un couple, le couple résultant. Les

moments de ce couple par rapport A o'w’ et & oy’ seront

appelés moments fléchissants ;le moment par rapport & oz
est alors dit moment de torsion.

Les projections de la pression résultante sont :

- fTad(n, f’l\dw, fNadw.
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Les moments fléchissants sont alors, puisque le moment de

la pression résultante est nul:

/‘ YN, do pour o',
et

—wa3 dw pour oy

Le moment de torsion est de méme :

f(WT4 —y Ty)do

On peul trouver une autre expression de ces moments.
Soient F les forces extérieures appliquées a la base AB.

Toutes les forces appliquées au trongon ABCD doivent se
faire équilibre. Or ce trongon est soumis: 1° aux forces F;
2° aux actions mutuelles des molécules du trongon ; 3° i la
réaction dela partie supérieure du prisme A’'B'CD, ¢’est-a-dire
aux pressions qni s’exercent sur les divers éléments de CD.
Les actions mutuelles des molécules de ABGD étant égales et
opposées, les forces F font seules équilibre aux pressions sur
CD, par conséquent les trois composantes de la pression résul-
tante sont au signe prés égales 4 la somme des projections de
toutes les forces ¥ sur leur direction, et les moments fléchis-
sanls et de torsion sont égaux & la somme des moments des
forces F par rapport & o'a’, o'y’ et 0'z. '

Considérons une fibre quelconque. du cylindre. Aprés la
déformation, elle devient une courbe; rapportons-la & trois
axes paraliéles aux axes primitifs et dont I'un passe par la

fibre avant la déformation.
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Les coordonnées d’'un point quelconque de la fibre seront
par rapport & ces nouveaux axes :

E”'l!z_l—cv

ou comme { trés petit peut étre négligé devant z :
&, 2.

Projetons la courbe sur le plan des zz, la courbure de la
projection au point §, =z est:

Je vais monlirer que celte courbure est proporiionnelle au

moment fléchissant. C'est en cela que consiste e théoréme.
Nous avons:

Etim=adbu 4 cu® =f v

b et ¢ étant du premier degré en z. Donc:

d2E . dﬁ.r]

d?a
ae T

da? — da?

d% . (d%
=% (5)

La courbure ne dépend pas de x et de y ; elle est donc la

ce qui entraine :
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méme pour la projection de toutes les fibres aux points ou

elles rencontrent une méme section droite.

Soient :
( b=b, - ib,
z c=¢, 4 ¢,
Nous savons que :
d2a .
= 2Ke.
Donc :
a% — 4 At p ¢
dz? X0

Calculons le moment fléchissant pour oy, c’est-d-dire
— j ’Nawdm.

Nous avons:

ag

Ny =0 + 2 2

et comme N, et N, sont nuls:
A9 4 2‘0.3—5-: 0

dn __
)\O—I—-Q}L@—-O

Ajoulons membre 3 membre ces trois égalités, il viendra :

— 2.

d
Ny = (33 + 20) 0 = = (42w 3

Mais, d’autre part :

i

N E

R (b 4+ 2cu)
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¢'est-a-dire :
dk

= by + 2¢4x — 2¢,¥.

Le moment fléchissant est donc:

—f Nsocdm-——g)‘\%(?,)\—l—“lp)gbo [adot-26, f wrdo—2e, [ wydmi

Parmi les intégrales qui entrent dans le second membre
deux sont nulles

fmdm =0, parce que o' est le centre de gravité de la section

fwydw = o0, parce que o'z esl un axe d'inertie,

La troisieme intégrale f #?dw est d’ailleurs le moment

d'inertie 1 de la section par rapport & o'y’

On a par suite :
— [Nydo = 4 (‘”‘x 24 1,

2
et en tenant compte de la valeur trouvée pour d—zE'-’

__ _w(3xA4-2u) d%

S Noawdo = el b
Cette formule exprime le théoréme cherché: A un facteur
constant prés qui ne dépend que de la nature du corps, le
moment fléchissant par rapport & o'z’ est le produit de la
courbure de la projection d'une fibre déformée sur le plan

de flexion «'o’z par le moment d'inertie de la section relatif
4 o'y,
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74. Moment de torsion. — Le théordme relatif au
moment de torsion est un peu moins simple et un peu moins
général que le précédent. '

Il suppose que la section posséde deux axes de symétrie
rectangulaires.

Considérons, dans une section droite, deux courbes MM,,
MM, et les tangentes en M & ces courbes. Aprés la déforma-
tion elles sortent de la section droite ; considérons alors leurs
projeclions M*Mj, M"M} sur celte section. Nous avons vu que
l'angle des tangentes en M” élait égal & I'angle primitif en M,

Je me propose de savoir de combien il a tourné, c’est-a-dire
de déterminer 'angle de M'TJ avec MT,. Soit sur MM, un
point M, d’affixe (» -}~ ¢y), le point correspondant sur M"Mj
est le point M} dont l'affixe est:

w4E iy 4 ),
oest-a-dire puisque
Et-in =7 (v
wAEily 40 =U=u+t7 ()

L’angle dont les tangentes onl lourné est ¢videmment 1'ar~

dau ., . dar
gument de 2 © est a-dire de (1 + a;)

Prenons en particulier pour les courbes MM, et MM, les
deux axes d’inertie principaux de la section.
Nous avons :

i’

p— [4]
=0 - 2eu

el comme le point M a maintenant pour aflixew = o:

df .
Zi—l,z_ bo + Zb’.

ELASTICITE, 13
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Donc :

argument de <1 —I—g%:) = arctgy "lb“b )
0

b, et &, sont du méme ordre de grandeur quef et 4; comme
on néglige les carrés de ces derniéres quantilés on peut
prendre approximativement :
by
ar‘ctg1 T3, =b,.

La quantité &, sera ce que nous appellerons la rolation
des axes.

Considérons maintenant deux sections droites infiniment

voisines correspondant aux valeurs z et z - dz, la rotation

des axesest différente pour ces deux sections, I'une des sections
aura tourné parrapportal'autredel’angle %- C'estceltequan-

Lité %b;—; c’est-a-dire la dérivée de la rotation par rapport &

%, que nous appellerons la torsion.

En supposant deux axes de symétrie rectangulaires & la
gection, nous allons montrer que la torsion est proportion'-
nelle au moment de lorsion.

Remarquons d’abord que &, et &, sont des bindmes du

premier degré en z:

by = b§ + 26}
b, =b] 4 28]

et que l'on a: &) = o d’aprés la condition & (%j) =0

- pour 2 = o.
Je dis de plus que l'on peut faire 3] =
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En effet 5] est la rolation des axes dans la section moyenne
z = o et il suffit pour I'annuoler d'imprimer & tout le cylindre
une rotation égale et contraire, sans déformation.
On aura alors ;
by = b}

b, = &bl

Je dis que le moment de torsion est proportionnel & &§.

L’axe des z intersection des deux plans de symétrie zow,
zoy est un axe de symétrie. Si 'on a une posilion d'équilibre,
on en déduvit évidemment une autre en changeant &, w, z, ¥
en — &, — v, — &, — y. Dans cette opéralion le inoment de
torsion

f (@Ty — yTy) dw

ne change pas.
D’autre part, changer w et ¥ en — & et — y, c'est changer
u en — u et par suite £ (u) en f(— w). Si on remplace ensuite:

Eety par —E& et — v, on aura :

Etin=—f(—u)=—a-+ bu — cu?.

Or le moment de torsion dépend linéairement des coeffi-
cients de f (), comme il ne change pas il est indépendant de
a et de ¢. G'est done une fonction linéaire de &] et j.

Le plan des zz est un plan de symétrie, si I'on remplace y
et ':l par — y et — 7 on aura encore une position d’équilibre,
Mais ici le moment de torsion a changé de signe. A quoi cela

“correspond-il ?

Changer y en — y, c’est changer % en % et par conséquent

(W) enr (4) = a 4 bu 4 cu’.
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Remplacer « par — v transforme § -+ in en § — 4.

On a par conséquent :

E—diq=a-+ bu 4 cu?

c'est-a-dire :

§ -1 ::Z—l—Zu + cu?

Les quantités a, b, ¢ sont donc remplacées par les quantités
conjuguées ; comme le moment de lorsion change de signe,
il ne dépend pas de 8.

Il est donc proportionnel & 7.

La théorie élémenlaire de la résistance des matériaux
conduit & ce résultat et donne pour coefficient de proportion-
nalité le moment d’inertie de la section droite par rapport
3 son centre de gravité.

Si nous cherchons a l'aide de la théorie de Saint-Venant
& calculer la vraie valeur de ce coefficient, nous Lrouverons
qu’il est compliqué et dépend de la quantité Q. On obtiendrait
le résultat de la théorie élémentaire, en supposant que les

sections droites restent planes et perpendiculaires & oz.

5. Ces différents résultats peuvent s’énoncer sous une
‘autre forme.

Considérons le cylindre avant la déformation : soient o le
centre de gravité, oz la direction des génératrices, o'a’ et 0y’
‘les deux axes principaux d’inerlie d’une section droite.

Prenons sur 0z un point o” infiniment voisin de o', soient
o’a’, 0"y’ les axes d'inertie de la section droite passant paro”,
ces axes sont paralléles & o'a’ et o'y’.

Posons 0'0” = dz et déformons le cylindre. . N
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L’'axe oz devient une courbe, les points o' et ¢” viennent

en of et of. Les axes d'inertie en o' et o” deviennent des
1 i

courhes. Considérons les tangentes oja], oy, ojx!, oly}
& ces courbes en o] et of, elles forment avec les tangentes &
ojof deux triédres qui ont chacun, aux infiniment petits
du second ordre prés, un angle droit @/o;y| et xjojy], les
deux autres différant d’un droit par des infiniment petits du
premier ordre.

Soient 0{3 et 0]z les tangentes a la courbe ojo] en o] et
en oj. '

Soit @joly4 la projection de l'angle /o]y sur un plan
perpendiculaire & o[z} ; l'angle des deux plans aj0]ys et
wjojy| étant trés petit, I'angle ajoly) sera comme wx{oy|
égal & un droit aux infiniment petits prés du second ordre.

A

Soit de méme xjo{y4 la projection de a{ofy| sur un plan

perpendiculaire & oz},

Considérons les deux triedres
! Py, ol Hpnll g W S 7
0jw3yaz el 0j@yy32]

Chacun d’eux a deux faces rigoureusement rectangles et
la troisiéme estreclangle aux infiniment petits prés du second
ordre.

Les deux triedres sont égadx aux ihﬁnimentpetits du second
ordre prés, on peut donc les faire coincider. Considérons les
trois composantes de la rotation nécessaire pour amener la
coincidence.

La composante suivant oz est la torsion multipliée par dz;
comme la torsion est proportionnelle au moment de torsion,
cette composante est elle-méme. proportionnelle au moment

de torsion.
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La composante de la rotation suivant oy est égale & I'angle
de contingence de la projection de 'axe oz déformé sur le

plan des 2z, Comme cet angle de contingence est propor-
2
tionnel & j—?i, ¢’est-a-dire au moment fléchissant relatif a oy,

la composante de la rotation suivant oy est proportionnelle &
ce moment.

Le méme fait se reproduit pour la troisiéme composanle.

Si donc nous représentons par o;M, le moment du couple
résultant, ¢’est-a-dire le vecteur dont les projections sont les
moments fléchissants et le moment de torsion, pour avoir les
composantes de la rotation nécessaire pour amener le tri¢dre
o} sur le tridgdre o] il suffit de multiplier les projections de
o/M, par des facteurs constanls infiniment petits et diffé-

rents pour les trois axes.
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PROBLEME DE L'ELASTIQUE

76, Nous avons supposé jusqu'ici que les dimensions des
corps que nous considérions étaient toutes finies, par consé-
quent que des forces finies agissant sur ces corps produisaient
des déformations infiniment petites, Il n’en est plus de méme
pour des corps dont une ou deux dimensions sont trés petites,
par exemple pour des plaques minces ou des verges de faible
section. Une telle verge rompra sous l'influence de forces
finies, mais sous l'action de forces trés petites elle pourra subir
des déformations finies sans qu'il y ait rupture.

Pour qu’iln’y ait pas rupture il faut évidemment que les di-
latations linéaires et angulaires restent infiniment petites; je
dis que, avec cette"condition, la déformation peut étre finie.
Décomposons en effet la verge en cylindres élémentaires tels
que leurs trois dimensions soient du méme ordre de grandeur,
Un de ces cylindres peut prendre une courbure finie bien que
les dilatations restent trés petites. De simples considérations

d’homogénéité vont nous en convaincre,
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Un cylindre fini soumis & des forces finies prend, si les dila-
tations sont trés petites, une courbure irés petite, c’est-a-dire
que le rayon de courbure devient trés grand. Les dimensions

du cylindre et le rayon de courbure sont des longueurs, les

dx
Divisons toutles les dimensions par un nombre trés grand :

g dE o dE o dy
dilatations == et Ty + e sont des nombres.

le cylindre deviendra infiniment petit, les dilatations ne chan-
geront pas el le rayon de courbure qui était trés grand devien-

dra fini.

7. Considérons une verge de section infiniment pelite,
supposons que les seules forces extérieures se réduisent & des
forces et & des couples appliqués aux deux extrémités; sup-
posons en oulre que dans chacun des cylindres élémentaires
la distribution des forces soit celle qui correspond aux condi-
tions du ‘probléme de Saint-Venant; nous allons étudier la

déformation de cette verge. Pour justifier la

derniére hypothése, on dit quelquefois que, la

verge étanl trés petite, les points d’application
¢ des forces réellessont infiniment voisins de ceux
M< des forces de Saint-Venant., Ce n’est pas trés sa-

\r tisfaisant, mais nous nous contenterons de celle

raison,

Nous ne considérons que les verges dont la
section a deux axesde symétrie ; soient MM, la fibre moyenne,
c'est-a-dire celle qui passe par le centre de gravité, MP et
MOQ les deux axes de la section dreite en M.

Aprés la déformation, la fibre moyenne devient une courbe.
G'est cette courbe que l'on appelle courbe élastique et que

nous allons déterminer.
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Soient NN,, NP', N{)' ce que deviennent MM,, MP et MQ,
Menons les trois tangentes en N & ces courbes: Na, N, Ny.
L'angle BNy est droit d’aprés une remarque faite plus haut;
projetons cet angle sur le plan normal & la.
courbe NN, en N. La projection eN3 est en-
core un angle droit aux infiniment petits du
second ordre prés. Donc aux infiniment petits
du second ordre prés le triédre Nade est tri-
rectangle,

Nous allons monirer que le probléme
de D'élastique gauche se raméne & I'étude
du mouvement d’un solide pesant qui a un point fixe.

Rappelons rapidement les notations employées.

Soient O le poinl fixe, OA, OB, OC les axes d’'inertie rela-
tifs & ce point, A, B, G les moments d’inertie correspondants.
Représentons par le vecteur OD la rotation instantanée du
corps, soient p, g, r ses composantes. Le vecteur dont les
composantes sont Ap, Bg, Cr et que i
nous désignerons par oE représente
Yaxe du couple de la somme des
moments des quantités de mouve-
ments de tous les points du corps.
On sait d’aprés un théoréme de mé-

canique que le point E se déplace et

que, si le vecteur OF représente la
vitesse du point E, ce vecteur est
aussi égal & la somme des moments de toutes les forces ap~
pliquées au corps par rapport au point 0.

Soit G le centre de gravité que je suppose sur OA ; suppo-
sons que la seule force appliquée au corps soit son poids GP.
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Le vecteur OF sera perpendiculaire au plan OGP et sa gran-

deur sera définie par :
OF = GP < 0Q

en désignant par Q la projection du point O sur GP. Si G dé-
signe I'angle AGP on aura :

- 0Q = OGsinG.
Done :
OF = GP < OGsinG

et, comme OG et GP sont constants, OF est proportionnel &
sin G. ' '

78. Nous allons retrouver tous ces éléments dans la théorie

de V'élastique.

¢ . Considérons la courbe NN, et le triedre
> précédemment défini Nade el supposons que
0 le point N décrive la courbe avec une vitesse
égale & l'unité. En dénotant par s l'arc de
la courbe compté & partir d’un point fixe
on aura : s = &, Le triédre Nade se déplace avec le point N;
pour étudier son mouvement nous menons -
par un point fixe O’ des paralltles & ses
arétes O'A’, O'B’, O'C/. Le triedre O'A'B'CY N 5,

tourne autour du point O, je dis que son &

mouvement est le méme que celui du &
. 4

triedre OABC autour du point O. N
Soit en effet & un instant quelconrue e

0D’ la rolation.

Cherchons 'ses composantes. Pour trouver la composante
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suivant Ne, considérons sur 1'élastique un point N, voisin de
N, soit NN, = ds= d¢ et N,a,3,¢, le triddre Nad¢ transporté
en N, Projetons 8,N,e, sur le plan 8Ne, soit 3,N,eq la pro-
jection, l'angle M, sera encore droit aax infiniment petits
prés du second ordre d’aprés ce qu'on a vuo plus haut. La

rotation nécessaire pour amener 3N¢ & étre paralléle 33,N,e,

est .
T —
angle de N3 aveec N,3, ou encore 8, Nody,
dt ds

C’est ce que nous avons appelé la torsion.

Cherchons la composante suivant N8, pour cela nous opé-
rerons de méme, c’est-d-dire nous projetterons «,N,¢, sur le
plan «Ne, on ohliendra aussi a4Ngye, égal d eNeaux infiniment
petits du premier ordre prés. Pour passer de aNe & agNyeq il
faudra tourner d’un cerlain angle, angle de N20£2 avec Na,
qui est 'angle de contingence de la projection de 1'élastique
sur le plan Nae. La composante de la rotation est le quotient
de cet angle par d¢ ou par ds, cest-a-dire la courbure de la
projection de I'élastique sur le plan N«e perpendiculaire
a Na.

En résumé on a done :

p = torsion
Z g = courbure de la projection sur A'0’'CY
r = » » o AO'B

Soient CD, C,D, deux sections droites déformées, percées
en N et N, par la courbe élastique. Considérons la portion
CDC,D, de la verge. Elle est en équilibre sous I'action des
parties CDAB, C,D,A'B’, c'est-A-dire des pressions qui
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s'exercent sur les différents éléments des deux bases CD et
C,D, et des altractions mutuelles enire les molécules de
GDC,D,. Ces attractions élant deux & deux égales el oppo-
sées, la somme de leurs projections sur un axe quelconque

est nulle ainsi que la somme

de leurs momenls par rapport

XS

a cet axe.
11 y a donc équilibre entre

%7‘ ¢ les pressions sur CD et les pres-
{%////////////’% sions sur G;D,. Soient NF la

pression résultante sur CD et
NK le moment du couple résul-
tant; N,F, et N,K, les quan-
tilés analogues pour G,D,.L'on

doit avoir, puisque la projection d’un couple sur un axe
est nulle,‘
NF 4+ N,F, =o.

Si, d’autre part, on cherche 'action de la partie ABC,D,
sur G;D,,on doit trouver une pres-
sion résu]iante N,F; et un couple
résultant N, K égaux et directement
opposés a N, FF, et N, K,.

Par conséquent: NF = N,F/,
c'est-3-dire que la pression résul-
tante est constante en grandeur et

en direction quand on passe d'une

seclion droite & une autre.
Je prendrai un point fixe G’ sur OA’ par lequel je ménerai
G'P’, vecteur égal et paralléle & NF; G'P’ sera constant en

grandeur et en direction,
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Menons également, par le point O’, le segment O'E’ égal et
paralléle au couple résultant NK. -

Ses composantes seront les moments fléchissants et le mo-
ment de torsion.

Je vais étudier la variation de O'E’.

Nous avons va que CDG,D, est en équilibre sous 'action
des forces NF, N, F, et des couples NK, N,K,. Ecrivons que
la somme des moments par rapport au point N est nulle.

Soit NK, un segment égal & N,K[ paralléle et de méme
sens, on aura: '

(NK) + (KK,) + (KoN) = o,
c’est-a-dire :

- (IFKz) = (NK) 4~ (N,K,),

K,;K est la somme des
moments des couples NK
et N,K, par rapport aun
point N; pour 'équilibre
il faut done que KK, soit

égal au moment de N,F,

y/\\

par rapport au point N. //////// "///'””////// ¥
Il en résulte que KK , doit /é///?//é%////f/’% K
étre perpendiculaire au ¢ \‘
plan NN,F,, c'est-a-dire : Y,
au plan O'G'P',

Qonsidéx;ons I%{;; cette . A
quantité est, en désignant par Q la p_rojection‘de N surN,F,,

égale a: : : -

ILF—’?;SE ou N,F, sin QNJ\}; E
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my’ . KK2
et,comme N\F, — G'P’ est une quantité constante, 5 ot
proportionnel au sinus de I'angle A'G'P’,
Soit O'F’ le vecteur qui représente la vitesse du point E';
O'E’ est égal et paralléle & NK, O'E/ est égal et paralléle A NK,,

donc la vitesse du point E est %; et parsuite: O'F' = %

Le vecteur O'F’ jouit bien de toutes les propriétés de OF.

L’analogie entre les deux problémes est donc compléte :

0D, O'D’ représentent les rotations des deux triédres. OE,
O'E’ s’en’'déduisent en multipliant les projections de OD et O'D’
par des facteurs conslants différents pour les trois axes qui
sont A, B, C dans le cas du solide et les facteurs de propor-
tionnalité des moments pour 1’élastique.

GP et G'P’ sont des quantités constantes en grandeur et
direction ; OF et O'F’ désignent les vilesses de E et E/, sont
perpendiculaires aux plans OGP et O'G'P’ el proportionnels 3

sin G et sin G'.

79. La solution du probléme relatif au corps donne les
cosinus directeurs de OA, OB, OC ou de 0'A’, O'B’, 0'C/, en
fonction du temps ¢ ou de l'arc s. 1l nous faudrait les coor=

: . . dy d.
données du point N en fonction de s. Connaissant do dy dz
ds ds ds

en fonction de s il est évident qu’il suffira de faire des
quadratures pour obtenir 2, y, # en fonction de s. ’

Il n'est pas méme nécessaire d'en faire trois, car, en écrivant
que la portion CDAB de la verge est en équilibre, les forces
agissant sur AB étant données, on aura deux relations finies
entre x, y, 2. Une seule quadrature suffira done.

" Le probléme du mouvement d’un solide pesant autour d’un
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point fixe n’est pas résolu dans toute sa généralité, mais il
I'est dans quelques cas particuliers.

Le plus simple est celui du mouvement pendulaire.

Le solide, abandonné sans vitesse initiale, a 1'un de ses plans
principaux d'inertie vertical et contenant le point fixe. On a
dans ce cas un mouvement plan ; le probléme correspondant
est celui de la courbe élastique plane qui s’obtient en suppo-
sant A'B’ soumise & une force unique, située dans un des plans
de symétrie primitifs de la verge. ‘

La courbe élastique plane jouit de la propriété caracléris-
tique suivante signalée par Halphen.

Soient AF la force appliquée & l'extrémité A, N un point de
la courbe. L® plan NAF est un plan prin-
cipal d’inertie de la verge, la perpendi-
culaire & ce plan en N est l'un des axes
d’inertie de la section droite correspon-
dante. '

Le théoréme du moment fléchissant
montre donc que la courbure en N est

proportionnelle au moment de AF par rap-
port au point N, ¢’est-a-dire & AF < NQ.

Donc la courbure en N est proportionnelle & NQ et, si l'on
prend AF pour axe des @, la courbe es! telle que le produit
du rayon de courbure par Uordonnée soit constant,

La solution du probléme de la courbe élastique plane
dépend des fonctions elliptiques.

Dans le mouvement & la Poinsot, ¢’est-a-dire si GP est nul,
on peut encore résoudre le probléme du corps solide par les

fonctions elliptiques. A ce cas correspond celui ot G'P’ est nul,
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ce qui arrive quand AB est encastrée et A'B’ soumise seule-
ment & un couple.

Le cas, considéré par Lagrange et Jacobi,d'un corps pesant
de révolution suspendu par un point de son axe, correspond
A celui d’'une verge dans laquelle les deux moments d'inertie
principaux de la section droite sont égaux. Quelles que soient
alors les forces appliquées aux extrémités, les fonctions ellip-
tiques suffisent pour la solution.

Enfin il est évident qu'au cas singulier signalé par M™° de
Kowalewski (I'ellipsoide d’inertie relatif au point fixe est de
révolution, le moment d’inertie correspondant & l'axe est
moitié des deux autres et le centre de gravité est dans le plan
principal d’inertie relatif au point fixe. et perpgndiculaire &
I'axe de révolution) répond encore une parlicularisation des
données qui rend le probléme de I'élastique résoluble par les

fonctions abéliennes.

FIN
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