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RECHERCHES

SUR LES POLYÈDRES.

PREMIER MÉMOIRE <'>·

, t
Journal d e  l ’E c o le  P olytech n iq u e, XVIe Cahier, Tome IX, p. 68; i8i3.

Le Mémoire que j ’ai l’honneur de soumettre à la Classe contient 
diverses recherches sur la Géométrie des solides. La première Partie 
offre la solution de la question proposée par M. Poinsot, sur le nombre 
des polyèdres réguliers que l’on peut construire; la seconde Partie 
renferme la démonstration d’un théorème nouveau sur les polyèdres en 
général.

PREM IÈRE PARTIE.

M. Poinsot, dans son Mémoire sur les polygones et les polyèdres, après 
avoir donné la description de quatre polyèdres d’une espèce supérieure 
à celle que l’on a coutume de considérer, pose la question suivante : 
« Est-il impossible qu’ il existe des polyèdres réguliers dont le nombre 
de faces ne serait pas un de ceux-ci, 4, 6, 8, 1 2 , 2 0 ? Voilà, ajoute-t-il, 
une question qui mériterait d ’étre approfondie, et qu’ il ne parait pas 
facile de résoudre en toute rigueur. »

(*) Lu à la première Classe de l'Institut, en février i 8 u ,  par A.-L. Cauchy, Ingénieur 
des Ponts et Chaussées.
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.8 RECHERCHES SUR LES POLYÈDRES.

Il est vrai que la diversité des méthodes dontM. Poinsot s’ est servi 
pour faire dériver les trois nouveaux dodécaèdres, et le nouvel ico
saèdre du dodécaèdre et de l ’ icosaèdre ordinaire, laisse en doute la 
possibilité de résoudre la question précédente; mais, en généralisant 
quelques principes renfermés dans le Mémoire même de M. Poinsot, on 
parvient à faire dériver les polyèdres réguliers d’espèces supérieures de 
ceux de première espèce, par une méthode simple et analytique qui 
conduit immédiatement à la solution de la question proposée.

Il est facile de voir, et M. Poinsot en a fait l ’observation, n° 15 de 
son Mémoire, qu’on peut former tous les polygones réguliers d’espèces 
supérieures, en prolongeant les côtés des polygones réguliers de pre
mière espèce.

Les polyèdres réguliers d’ espèces supérieures dérivent d’ une manière 
analogue des polyèdres réguliers de première espèce, et l ’on peut 
former tous les nouveaux polyèdres réguliers en prolongeant les arêtes 
ou les faces des polyèdres réguliers déjà connus.

Ainsi, par exemple, en prolongeant dans le dodécaèdre ordinaire les 
arêtes qui* forment les côtés des douze pentagones, on obtient, le dodé
caèdre étoilé de seconde espèce.

Si, dans le dodécaèdre ordinaire, on prolonge le plan qui contient 
chaque face jusqu’à la simple rencontre des plans des cinq faces qui 
entourent la face opposée, on obtiendra le dodécaèdre de troisième 
espèce, compris comme le dodécaèdre ordinaire sous des pentagones 
de première espèce.

Enfin, si l’on prolonge les arêtes qui, dans le dodécaèdre de la troi
sième espèce, forment les côtés des douze pentagones, on obtiendra 
le dodécaèdre de quatrième espèce.

On obtiendra l ’icosaèdre de septième espèce en prolongeant chaque 
face de l’ icosaèdre ordinaire jusqu’à la rencontre des plans des trois 
triangles qui entourent la face opposée à celle que l’on considère.

Ce que nous venons d’observer relativement aux quatre polyèdres 
d'espèces supérieures a lieu en général, c ’est-à-dire qu’on ne pourra 
construire des polyèdres réguliers d’espèces supérieures qu’autant
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qu’ ils résulteront du prolongement des faces ou des arêtes de polyèdres 
réguliers de même ordre et de première espèce.

En effet, supposons que l’ on soit parvenu d’ une manière quelconque 
à construire un polyèdre régulier d’espèce supérieure. Transportons- 
nous par la pensée au centre de la sphère inscrite. Les plans qui com- 

.prennent les différentes faces du polyèdre présenteront à l’œil de l’ob
servateur placé à ce centre la forme d’un polyèdre convexe de première 
espèce, qui servira comme de noyau au polyèdre donné d’espèce supé
rieure. Je dis, de plus, que la régularité du polyèdre d’espèce supé
rieure entraîne nécessairement la régularité du polyèdre de première 
espèce qui lui sert de noyau.

Pour le prouver, revenons à la définition des polyèdres réguliers. Un 
polyèdre régulier d’ une espèce quelconque est celui qui est formé par 
des’ polygones égaux et réguliers, également inclinés l ’un sur l’autre, 
et assemblés en môme nombre autour de chaque sommet. Il suit de 
cette définition que, si l’on construit un second polyèdre régulier égal 
au premier, et que l’on désigne par des numéros i ,  2 , 3, 4 , ··· les 
faces correspondantes des deux polyèdres, on pourra faire coïncider le 
second polyèdre avec le premier, en plaçant l’une quelconque des faces 
du second sur une face déterminée, par exemple sur la face n° 1 du pre
mier, et en commençant par faire coïncider dans ces deux faces deux 
quelconques de leurs arêtes. Réciproquement, si deux polyèdres égaux 
satisfont h la condition précédente, on pourra en conclure avec sûreté 
qu’ils sont réguliers : car, puisqu’on pourra faire alors coïncider cha-· 
cune des faces du second avec une face déterminée du premier, en com 
mençant par faire coïncider deux arêtes quelconques de ces deux faces, 
il s’ensuivra que les différentes facès sont des polygones égaux et régu
liers; et puisque, en faisant coïncider deux faces quelconques prises à 
volonté, on fait coïncider toutes les autres, on en conclura que les dif
férents angles dièdres sont égaux, ou, ce qui revient au même, que les 
faces sont également inclinées l’une sur l ’autre, et assemblées en même 
nombre autour do chaque sommet.

Cela posé, considérons un polyèdre régulier d’espèce supérieure,
OEuvres de C. — S. II, t. I. 2
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10 RECHERCHES SUR LES POLYÈDRES.

ayant pour noyau un polyèdre de première espèce et de même ordre, 
dont la régularité n’est pas encore démontrée. Construisez un second 
polyèdre d’espèce supérieure égal au premier; vous construirez en 
même temps un second polyèdre de première espèce égal à celui qui 
formait le noyau du polyèdre régulier donné; désignez maintenant par 
des numéros i ,  2 , 3, . . .  les différentes faces correspondantes des deux 
polyèdres d’espèce supérieure, et par les mêmes numéros 1 , 2 , 3, . . .  
les faces des polyèdres do première espèce qui sont renfermées dans les 
mêmes plans que les faces affectées de ces numéros dans les polyèdres 
d’espèce supérieure. De quelque manière que vous fassiez coïncider les 
deux polyèdres d’espèce supérieure, les deux polyèdres de première 
espece, compris sous les mêmes faces, coïncideront aussi ; et comme 
l ’on peut faire coïncider les deux polyèdres réguliers d’espèce supé
rieure, en plaçant une face quelconque du second sur une face déter
minée du premier, il s’ensuit qu’on peut faire coïncider de la même 
manière les deux polyèdres de première espèce. Par suite, les diffé
rentes faces des deux polyèdres de première espèce sont toutes égales 
entre elles, également inclinées l ’une sur l’autre, et assemblées en 
même nombre autour de chaque sommet.

Il nous reste à prouver que les différentes faces de chaque polyèdre 
de première espèce sont des polygones réguliers. Pour y parvenir il 
suffit d’observer que, si l ’on fait coïncider d’une manière quelconque 
une des faces du second polyèdre d’espèce supérieure avec une face 
'déterminée du premier polyèdre de même espèce, les deux faces qui 
portent les mêmes numéros dans les polyèdres de première espèce 
coïncideront aussi : or, supposons que le nombre des côtés de chaque 
face soit égal à n  dans les deux polyèdres d’espèce supérieure. 11 y 
aura n  manières différentes d ’opérer la coïncidence de deux faces de 
ces polyèdres ; et par suite, il y aura aussi n manières d’opérer la coïn
cidence des faces correspondantes des deux polyèdres de première 
espèce. Or, on ne peut satisfaire à cette condition qu’en supposant les 
faces des polyèdres de première espèce égales ou à des polygones 
réguliers de l’ordre n , ou à des polygones semi-réguliers d ’un ordre au

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



RECHERCHES SUR LES POLYÈDRES. 11

moins égal à i n ;  d ’ailleurs, il est facile devoir que ce dernier cas ne 
peut exister : car, comme on ne peut supposer n =  2, il faudrait que 
l ’on eût au moins i n  =  6 ; et, dans ce cas, on aurait des polyèdres de 
première espèce, dont toutes les faces auraient au moins six côtés, ce 
qui est impossible.

Il est donc prouvé maintenant que dans un ordre quelconque on ne 
peut construire de polyèdres réguliers d’une espèce supérieure, qu’au- 
tant qu’ils résultent du prolongement des arêtes ou des .faces des 
polyèdres réguliers de même ordre et de première espèce qui leur 
servent de noyau; et que, dans chaque ordre, les faces des polyèdres 
d’espèces supérieures doivent avoir le même nombre de côtés que 
celles des polyèdres de première espèce.

Il suit d’abord, de ce qui précède, que, comme il n’y a que cinq 
ordres de polyèdres qui fournissent des polyèdres réguliers de première 
espèce, on ne peut chercher que dans ces cinq ordres des polyèdres 
réguliers d’espèce supérieure. Ainsi tous les polyèdres réguliers, de 
quelque espèce qu’ils soient, doivent être des tétraèdres, des hexaèdres, 
des octaèdres, des dodécaèdres, ou des icosaèdres. De plus, tous les 
tétraèdres, octaèdres et icosaèdres, de quelque espèce qu’ils soient, 
doivent avoir pour faces des triangles équilatéraux, les hexaèdres des 
carrés, les dodécaèdres des pentagones réguliers de première ou de 
seconde espèce. Voyons maintenant combien chaque ordre renferme 
d’espèces différentes.

Afin de répandre plus de jour sur cette discussion, j ’observerai :
i° Qu’on ne peut, des polyèdres réguliers de première espèce, 

déduire des polyèdres réguliers d’espèces supérieures qu’en prolon
geant les arêtes des faces déjà existantes, ou en formant de nouvelles 
faces ;

20 Que le dodécaèdre est le seul polyèdre régulier duquel on puisse 
obtenir des espèces différentes, en prolongeant les arêtes des faces, 
parce qu’ il existe deux espèces de pentagones, tandis qu’ il n’existe 
qu’une espèce de triangle et une espèce de carré;

3° Que, dans le cas où l’on forme de nouvelles faces, on ne peut les
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obtenir qu’en prolongeant chacune des faces du polyèdre de première 
espèce jusqu’à la rencontre de plans qui comprennent des faces non 
voisines de celle que l’on considère;

4 ” Que ces dernières doivent être en nombre égal à celui des faces 
voisines de celle que l ’on considère, et avoir toutes sur celle-ci et entre 
elles une égale inclinaison.

Dans le tétraèdre, chacune des quatre faces est voisine des trois 
autres, d’où il suit qu’on ne peut obtenir de nouvelles faces en prolon
geant celles qui existent; il n’y a donc qu’un seul tétraèdre, celui de 
première espèce. '

Dans l’hexaèdre, les faces qui ne sont pas voisines sont parallèles et, 
par conséquent, ne peuvent se rencontrer : il n’y a donc aussi qu’ un 
hexaèdre, celui de première espèce.

L’octaèdre ordinaire peut être considéré comme formé par deux laces 
opposées et comprises dans des plans parallèles, dont chacune est 
avoisinée par trois autres faces également inclinées sur elle et sur son 
opposée. Si donc on peut espérer de former un nouvel octaèdre régulier, 
ce ne peut être qu’en prolongeant jusqu’à la rencontre de chacune des 
faces les plans qui contiennent les trois faces voisines de celle qui lui 
est opposée : or cette construction, au lieu de donner un octaèdre 
régulier d’espèce supérieure, donne un solide double formé par deux 
tétraèdres qui se traversent mutuellement. C’est ainsi qu’en prolongeant 
les côtés de l’hexagone ordinaire on obtient deux triangles équilaté
raux en croix l’un sur l’autre, au lieu d’un hexagone de seconde espèce.

Si, dans le dodécaèdre ordinaire, on prolonge les côtés des douze 
pentagones, on aura, ainsi que M. Poinsot l’a observé, un dodécaèdre 
régulier do deuxième espèce.

Pour obtenir d’autres dodécaèdres, il faut trouver le moyen de pro
longer, jusqu’à la rencontre de chaque face du dodécaèdre ordinaire, 
cinq faces non voisines et également inclinées sur elle. Or, le dodécaèdre 
ordinaire peut être considéré comme formé de deux faces opposées 
situées dans des plans parallèles, et dont chacune est avoisinée par cinq 
autres faces également inclinées sur elle et sur son opposée. Si donc on
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peut construire d ’autres dodécaèdres que ceux décrits ci-dessus, ce ne 
peut être qu’en prolongeant chaque face du dodécaèdre ordinaire jus
qu’à la rencontre des plans qui contiennent les cinq voisines de la face 
opposée. Les intersections de ces cinq plans avec la face que l ’on consi
dère forment deux pentagones réguliers, l ’un de première et l ’autre de 
seconde espèce. Ces deux pentagones représentent les faces des dodé
caèdres réguliers de troisième et de quatrième espèce.

Dans l’icosaèdre ordinaire, en choisissant pour base une des faces 
prise à volonté, on trouve, comme dans les trois ordres précédents, une 
autre face opposée et située dans un plan parallèle. Si l ’on classe les 
triangles compris entre ces deux faces par séries, en renfermant dans 
une même série ceux qui sont également inclinés sur la base, ou, ce 
qui revient au même, sur la face opposée, on trouvera que les dix-huit 
triangles restant forment quatre séries, savoir : 

i°  Une série de trois triangles voisins de la base;
20 Une série de trois triangles voisins de la face opposée;
3° Une série de six triangles, dont chacun n’a qu’un sommet de 

commun avec la base;
4° Une série de six triangles, dont chacun n ’a qu’un sommet de 

commun avec la face opposée.
Désignons les triangles de la troisième et de la quatrième série par 

des numéros i ,  2, 3 , 4 » 5 , 6 ; en sorte que deux numéros consécutifs 
indiquent deux triangles qui se touchent par une arête ou par un 
sommet. La base d’un nouvel icosaèdre régulier ne pourra être formée' 
que par l ’ intersection de la base de l’ icosaèdre donné avec trois triangles 
de la même série, également inclinés l’un sur l’autre. Cela posé, il est 
facile do voir qu’on ne peut espérer d’obtenir la base d’ un nouvel 
icosaèdre que de cinq manières, savoir, en prolongeant, jusqu’à la 
rencontre du plan de la base donnée :

i° Les plans qui contiennent les trois triangles de la deuxième 
série ;

20 Les plans qui contiennent les triangles 1, 3 , 5 de la troisième 
série;

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



14. R E C H E R C H E S  S L R  L E S  P O L Y È D R E S .

3° Les plans qui contiennent les triangles 2 , 4 ,6  de la troisième série ;
4 ° Les plans qui contiennent les triangles 1, 3 , 5 de la quatrième 

série ;
5° Les plans qui contiennent les triangles 2,  4 > G de la quatrième 

série.
Si l’on étend de proche en proche les cinq constructions précédentes 

aux différentes faces de l’icosaèdre ordinaire, on obtiendra les résultats 
suivants :

i° En suivant la première construction, on passera sur toutes les 
faces, et l’on obtiendra l ’ icosaèdre de septième espèce, décrit par 
M. Poinsot;

2 0 En suivant la deuxième ou la troisième construction, on ne 
passera que sur huit faces, et l’on obtiendra simplement un octaèdre 
régulier de première espèce;

3° En suivant la quatrième et la cinquième construction, on ne 
passera que sur quatre faces, et l’on formera simplement un tétraèdre 
régulier.

11 suit, de ce qü’ on vient de dire, qu’ on ne peut former d ’autres 
polyèdres réguliers d ’espèces supérieures que les quatre décrits par 
M. Poinsot.

La théorie précédente fournit encore le moyen de calculer l’angle 
compris entre deux faces quelconques d’un polyèdre régulier, lorsqu’on 
connaît les angles formés par les faces adjacentes dans le tétraèdre, le 
dodécaèdre et l ’icosaèdre de première espèce.

En effet, soient a ,.¡3, y ces trois angles;
L’angle compris entre deux faces du tétraèdre sera toujours a.
Dans l ’hexaèdre, deux faces adjacentes se coupent à angle droit, deux 

faces non adjacentes soiit parallèles.
Dans l ’octaèdre, les faces sont parallèles deux à deux. L’angle com 

pris entre deux faces non parallèles est représenté par

7i —  a
*

quand les deux faces sont adjacentes, et par a quand elles ne le sont pas.
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Dans le dodécaèdre, les faces sont parallèles deux à deux. L’angle 
compris entre deux faces non parallèles est représentépar fi quand les 
deux faces sont adjacentes, et par

K — fi

quand elles ne le sont pas.
Dans l ’icosaèdre, les faces sont encore parallèles deux à deux. L’angle 

compris entre une face et les faces voisines étant y, l ’angle compris 
entre la même face et celles qui avoisinent la face opposée sera

n — y;

enfin, l’angle compris entre deux faces, dont l’une n’est pas adjacente 
à l’autre ni à la face opposée, sera représenté ou par a ou par

71 —  oc.

SECONDE PARTIE.

Euler a déterminé le premier, dans les Mémoires de Pétersbourg, 
année 1708, la relation qui existe entre les différents éléments qui 
composent la surface d’un polyèdre; etM . Legendre, dans ses Éléments 

de Géométrie, a démontré d’une manière beaucoup plus simple le théo
rème d ’Euler, par la considération des polygones sphériques. Ayant 
été conduit par quelques recherches à une nouvelle démonstration de 
ce théorème, je suis parvenu à un théorème plus général que celui 
d’Euler et dont voici l ’énoncé :

T h é o r è m e . — Si l ’on décompose un polyèdre en tant d ’autres que l ’on 

voudra, en prenant à volonté dans l ’ intérieur de nouveaux som m ets; que 

l ’on représente p a r  P le nombre des nouveaux polyèdres ainsi form és, 

par  S le nombre total des sommets, y  compris ceux du premier polyèdre, 

pa r  F le nombre total des fa ces, et p a r  A le nombre total des arêtes, on 

aura

(0 S +  F =  A +  P +  i;
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c'est-à-dire que la somme faite du nombre des sommets et de celui des 

faces surpassera d ’une unité la somme fa ite  du nombre des arêtes et de 

celui des polyèdres.

Il est facile de voir que le théorème d’Euler est un cas particulier du 
théorème précédent; car, si l’on suppose tous les polyèdres réduits à 
un seul, on aura

P  =  i /

et l’équation ( i )  se réduira à celle-ci

( 2 ) S - 1-  F  =  À H- 2 .

On déduit encore de l’équation (1) un second théorème relatif à la 
Géométrie plane; car si l’on suppose que, tous les polyèdres étant réduits 
à un seul, on détruise ce dernier en prenant une de ses faces pour base, 
et transportant sur cette face tous les autres sommets sans changer leur 
nombre, on obtiendra une figure plane composée de plusieurs poly
gones renfermés dans un contour donné.

Soient :

F le nombre de ces polygones;
S le nombre de leurs sommets;
A celui de leurs côtés;

on obtiendra la relation qui existe entre ces trois nombres en faisant, 
dans la formule générale, P =  o, et l ’on aura alors

( 3 )  S +  F =  A + 1 ;

d’où l’on conclut que la somme faite du nombre des polygones et de 
celui des sommets surpasse d’une unité le nombre des droites qui 
forment les contours de ces polygones. Ce dernier théorème est, dans 
la GéoméJtric plane, l ’équivalent du théorème général dans la Géométrie 
des polyèdres.

Nous pourrions démontrer immédiatement le théorème général ren
fermé dans l’équation (1 ), et en déduire comme corollaires les deux 
autres théorèmes. Mais, afin de faire mieux connaître l’esprit de cette
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démonstration, nous allons commencer par démontrer d ’une manière 
analogue le dernier théorème renfermé dans l ’équation ( 3 ).

Il est d’abord facile de faire, dans les divers cas particuliers, l’appli
cation de ce théorème.

Supposons, par exemple, que le contour donné soit le périmètre d’un 
triangle, que l ’on prenne un point dans l ’intérieur, et que de ce point 
aux trois sommets on mène trois droites, on formera trois triangles 
dans le contour donné. Ces trois triangles fourniront quatre sommets, 
et le nombre des droites qui forment leurs côtés sera égal à 6 : or G, 
augmenté de l’unité, donne la même somme que 4 +  3 , ce qui vérifie le 
théorème.

Supposons, en second lieu, que le contour donné soit un quadri
latère, que l ’on prenne un point dans l’ intérieur, et que de ce point aux 
quatre sommets on mène quatre droites, on formera quatre triangles 
dans le contour donné. Ces quatre triangles fourniront cinq sommets 
et huit côtés : or

8 h- 1 f= 4 4- 5,

ce qui vérifie le théorème.
Supposons enfin que le contour donné soit un polygone de n côtés, 

et que l’on prenne dans l ’intérieur un point que l ’on joigne aux n som
mets du polygone par n droites. Les n triangles que l’on formera par ce 
moyen fourniront un nombre de sommets égal à n  H- i ,  et un nombre 
de côtés égal à 2n : or 2 n , augmenté de l ’unité, est égal à la somme 
faite de n et de n -+-1, ce qui vérifie le théorème.

Passons maintenant au cas général, et supposons un nombre F de 
polygones renfermés dans un contour donné. Soient S le nombre des 
sommets de ces polygones, et A le nombre des droites qui forment leurs 
côtés. Décomposons chacun des polygones en triangles, en menant 
d ’un de ses sommets aux sommets non voisins des diagonales. Soit n h* 
nombre des diagonales tracées dans les différents polygones, F -1- n sera 
le nombre des triangles résultants de la décomposition des polygones, 
et A -4- n  sera le nombre des côtés de ces triangles. Le nombre de leurs 
sommets sera le même que celui des sommets des polygones, ou S.

3OEuvrcs de C. — S. II, t. I.
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Supposons maintenant que l’on enlève successivement les différents 
triangles, de manière à n’en laisser subsister à la fin qu’un seul, en 
commençant par ceux qui avoisinent le contour extérieur, et n’enle
vant dans la suite que ceux dont un ou deux côtés auront été réduits, 
par les suppressions antérieures, à faire partie du même contour. 
Soient h' le nombre des triangles qui ont un côté compris dans le 
contour extérieur au moment où on les enlève, et h" le nombre des 
triangles qui ont alors deux côtés compris dans le même contour. La 
destruction de chaque triangle sera suivie, dans le premier cas, de la 
destruction d ’un côté, et, dans le second cas, de la destruction de deux 
côtés et d ’un sommet. Il suit de là qu’au moment où l’on aura détruit 
tous les triangles, à l’exception d’un seul, le nombre des triangles 
détruits étant

h'-h h",

celui des côtés détruits sera
h '+ ih " ,

et celui des sommets détruits
h".

Le nombre des triangles restants sera donc alors

F +  n -  (h1-h h") =  t ,

celui des côtés restants

À 4- n — (h'4-  -ih") =  3, 

et celui des sommets restants

S -  h "=  3.

Si l ’on ajoute la première équation à la troisième et qu’on retranche 
la seconde, on aura

S -4- F — A =  i ,
ou

(3) · S 4- F — A 4-1,

ce qu’il fallait démontrer.
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On peut encore arriver à la même équatioh, sans employer la décom
position des polygones en triangles. En effet, supposons les divers 
polygones réunis successivement autour de l’un d’entre qux pris à 
volonté.

Soient :

a et s les nombres de côtés et de sommets du premier polygone; 
a et /  les nombres de côtés et de sommets du second polygone qui ne 

lui sont pas communs avec le premier; 
a" et s" les nombres de côtés et de sommets du troisième polygone qui 

ne lui sont pas communs avec les deux premiers, etc.;

vous aurez les équations suivantes :

' a — s, 
a' — s' +  i ,  
a"= s"- ¡ - i ,

En ajoutant toutes ces équations qui sont en nombre égal à F, et 
observant que

a -t- cir ci11 + . . .  — À,  .s  -f- s1 -f- sfi . . .  = iS,

on aura l’équation
A =  S - h F — i,

équivalente à celle qui a été trouvée ci-dessus.

Corollaire. — Si l’on représente par a et par s les côtés et sommets 
compris dans le contour extérieur, par «, et î  les côtés et sommets 
renfermés dans l’ intérieur du même contour, on aura

s - t - s ,  — S,  a + at— A;

et comme l’on aura aussi s =  a, l ’équation ( 3 ) deviendra

s, H- F =  at 1,

d’où il résulte que le nombre des sommets intérieurs, augmenté du
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'nombre des polygones, est égal au nombre des côtés intérieurs aug
menté de l’unité.

Le théorème d’Euler est une conséquence immédiate du théorème 
renfermé dans l’équation

S -+- F  =  A  -h i .

En effet, supposons que F représente le nombre des faces qui com 
posent la surface convexe d’un polyèdre et que S et A soient les 
nombres de sommets et d’arêtes renfermés dans cotte même surface. 
Si, dans la surface du polyèdre, on supprime une des faces, les faces 
restantes, dont le nombre sera F — i ,  pourront être considérées comme 
formant une suite de polygones renfermés dans le contour de la face 
supprimée; et, par suite, les nombres S, A et F — i devront satisfaire ' 
au théorème démontré. En effet, soit que les polygones soient compris 
dans un seul et même plan, ou dans des plans différents, le théorème 
n’en existe pas moins, puisqu’il ne dépend que du nombre des poly
gones et du nombre de leurs éléments. On aura donc, en considérant 
la surface d ’un polyèdre,

S +  (F  — i) =  A +  i 
ou

( 2 ) S +  F  =  À -t- 2 ,

ce qui renferme le théorème d’Euler.
Je reviens maintenant au théorème général dont les deux théorèmes 

précédents ne sont que des cas. particuliers, et je vais commencer par 
en faire l ’application à quelques cas simples.

Supposons d’abord que l’on prenne un point dans l’ intérieur d’une 
pyramide triangulaire et que, de ce point aux quatre sommets, on mène 
quatre droites, on séparera la pyramide donnée en quatre nouvelles 
pyramides triangulaires, qui fourniront cinq sommets, dix faces et dix 
arêtes. Dans ce cas, la somme faite du nombre des arêtes et du nombre 
des polyèdres est quatorze; celle du nombre des sommets et du nombre 
des faces, étant quinze, surpasse quatorze d’une unité; ce qui vérifie le 
théorème.
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Supposons, on second lieu, que d’un point pris dans l ’ intérieur d’un 
hexaèdre on mène huit droites aux huit sommets; l ’hexaèdre sera par
tagé en six pyramides quadrangulaires, qui fourniront neuf sommets, 
dix-huit faces et vingt arêtes. Dans ce cas, le nombre des arêtes et 
celui des polyèdres forment une somme égale à vingt-six; la somme 
faite du nombre des faces et de celui des sommets étant vingt-sept, 
surpasse la première d ’une unité, ce qui vérifie le théorème.

Supposons enfin que l’on prenne un polyèdre quelconque, dont la 
surface renferme un nombre f  de faces, un nombre a d’arêtes et un 
nombre s de sommets; et que d’un point pris dans l ’intérieur du 
polyèdre on mène s droites aux différents sommets. On divisera le 
polyèdre en autant de pyramides qu’il y avait de faces; et l ’on formera 
à l’ intérieur autant de faces qu’il y avait d’arêtes à l’extérieur, et 
autant d ’arêtes qu’ il y avait de sommets à l ’extérieur. On aura donc 
en tout /  pyramides qui fourniront s i sommets, / -f- a faces et 
cl -f- s arêtes. Dans ce cas, le nombre des pyramides et celui des arêtes 
forment une somme égale à

f  - i- ( a ■+■ s )>

et le nombre des faces forme avec celui des sommets une somme égale à

( / + « )  +  (* + 1)·

Cette dernière somme surpasse la première d’une unité, ce qui vérifie 
le théorème.

Considérons maintenant le théorème dont il s’agit dans le cas le 
plus général, et supposons un nombre P de polyèdres renfermés dans 
un polyèdre donné.

Soient :

S le nombre des sommets de ces divers polyèdres;
F le .nombre de leurs faces;
A le nombre de leurs arêtes.

• Divisons toutes les faces en triangles par des diagonales, et soit/i le 
nombre de ces diagonales, le nombre total des triangles dans lesquels
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les faces dos différents polyèdres seront divisées sera F -+- n. Supposons 
maintenant que l’on décompose chaque polyèdre en pyramides triangu
laires, en faisant passer par un des sommets et les côtés des triangles 
non adjacents des faces triangulaires. Soient P -+-p  le nombre des 
pyramides ainsi formées dans les différents polyèdres, a le nombre des 
nouvelles arêtes qui en résultent. Le nombre des nouveaux triangles 
qui forment les faces de ces pyramides sera p  -h a . Pour s’en con
vaincre, il suffit d’observer que si, parmi ces différentes pyramides, on 
construit d ’abord celles qui avoisinent la surface de chaque polyèdre, 
on n’aura jamais, pour former chaque pyramide, qu’une ou deux faces 
nouvelles à construire ; et qu’il en résultera, dans le premier cas, une 
nouvelle pyramide seulement; dans le second cas, une nouvelle pyra
mide et une nouvelle arête. Il suit de là que, après la décomposition dos 
polyèdres en pyramides triangulaires, le nombre total des pyramides 
étant

P  +  p
et celui des arêtes étant 

celui des faces sera
A “j- H +  Cl y

F -|- n -l- ci -f- /?.

Quant à celui des sommets, il sera toujours égal à S.
Supposons maintenant que l’on enlève successivement du polyèdre 

total les diverses pyramides triangulaires qui le composent, de manière 
à n’en laisser subsister à la fin qu’une seule, en commençant par celles 
qui ont des triangles situés sur la surface extérieure du polyèdre donné, 
et n’enlevant dans la suite que celles dont une ou plusieurs laces auront 
été découvertes par des suppressions antérieures. Chaque pyramide 
que l ’on enlèvera aura une, deux ou trois faces découvertes.

Soient :

/ /  le nombre des pyramides qui ont une face découverte au moment 
où on les enlève;

p "  le nombre des pyramides qui ont alors deux faces découvertes;
//" le nombre des pyramides qui ont alors trois faces découvertes.
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La destruction de chaque pyramide sera suivie, dans le premier cas, 
de la destruction d ’une face; dans le deuxième cas, de la destruction 
de deux faces et de l’arête commune à ces deux faces ; dans le troisième 
cas, de la destruction d ’un sommet, de trois faces et de trois arêtes. Il 
suit de là que, au moment où l ’on aura détruit toutes les pyramides à 
l’exception d’ une seule, le nombre des sommets détruits sera

P"',

celui des pyramides détruites

p' +  p ’ + p " ,

celui des triangles détruits

p '  +  2 3 p '”

et celui des arêtes détruites
p"-{- 3p'".

Le nombre des sommets restants pourra donc être représenté par

S — p'" — 4,

celui des pyramides restantes par

P -h p — (p' +  / /  +  />'") =  i, 

celui des triangles restants par

F -+- n +  a -\-p — {p'-l· 2 p "+  Bp'") — 4

et celui des arêtes restantes par

A +  n a — (p" +  Bp'") =  6 .

Si l ’on ajoute la première des équations précédentes à la troisième, 
on aura

S -t- ■+ n +  a -p p — {p' +  ip "  -f- kpm) =  8.

Si l ’on ajoute la deuxième à la quatrième, on aura

A +  P +  n ■+■  a 4 -  p  —  { p ' +  2p " -+■ l^p"') =  7 .
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Si l ’on retranche l’une de l ’autre les deux équations que nous venons 
de trouver, on aura

S - t - F  — A - P r = I

OU

S +  F =  A + P + i . C. Q.  F. D.

On peut encore arriver à l ’équation précédente sans avoir recours à 
la décomposition des polyèdres en pyramides triangulaires. En effet, 
supposons les divers polyèdres réunis successivement autour de l’un 
d’eux pris à volonté.

Soient :

a, f ,  s les nombres d’arêles, de faces et de sommets de ce premier 
polyèdre;

a ' , / ' ,  s ' les nombres des arêtes, faces et sommets du deuxième polyèdre 
qui ne lui sont pas communs avec le premier; 

a " . , /" ,  s" les nombres des arêtes, faces et sommets du troisième polyèdre 
qui ne lui sont pas communs avec les deux premiers.

Vous aurez, en vertu du théorème d’Euler et du théorème sur les 
polygones (voirie Corollaire, p. 19),

5 - 1- /  —  a + 2 , 

s' + f  — a’ +  1 , 
s" H - — a" -+- 1,

En ajoutant ces équations, qui sont en nombre égal à P, et obser
vant que

s  +  i ' + i '  +  . . . =  S, /  +  / '  +  / "  +  . . . =  F,  a  +  f l ' + a '  +  . . , = : A ,  

on aura

( 3 )  'S  +  F =  A + P  +  i .

Corollaire. — Si l’on représente par s, a e t / le s  nombres de sommets, 
arêtes et faces compris dans la surface extérieure du polyèdre donné, 

•par st, ar et f  les nombres de sommets, arêtes et faces situés à l’ inté-
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rieur, on aura
S =  « +  V  A =  «  +  « „  F = /  +  / , .

S

On aura d’ailleurs, en vertu du théorème d’Euler,

s + f =  a -+- 2 .

Par suite, l’équation ( 3 ) deviendra

P +  ï ·

OKuures de C. —  S. II, t. I. 4
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SECOND MÉMOIRE O.

Journal de l’Ecole Polytechnique, X V I e C a h i e r ,  T o m e  I X ,  p .  8 7 ;  1 8 1 3 .

-g—

.Dans le Mémoire que j ’eus l’honneur de présenter l ’année dernière 
à la Classe, j ’avais réuni quelques recherches sur les polygones et les 
polyèdres réguliers et irréguliers, et j ’avais généralisé le théorème 
d’Euler sur le nombre des éléments qui constituent un polyèdre quel
conque. MM. Legendre et Malus, dont le rapport a déterminé, en faveur 
de ce Mémoire, l ’approbation de la Classe, m’engagèrent dès lors à 
poursuivre mon travail et à chercher la démonstration du théorème ren
fermé dans la définition 9, placée à la tête du onzième Livre des Éléments 

d ’Euclide, savoir que deux polyèdres convexes sont égaux lorsqu’ils 
sont compris sous un meme nombre de faces égales chacune à chacune. 
J’ai examiné, en conséquence, avec beaucoup de soin, les démonstra
tions que M. Legendre avait déjà données de ce théorème dans plu
sieurs cas particuliers; et, en développant les principes dont il avait 
fait usage, je suis parvenu· à démontrer, d’une manière générale, le 
théorème dont il s’agit et quelques autres qui s’y rapportent. Ces 
théorèmes sont de deux espèces : les uns sont relatifs aux polygones·

( > )  L u  à  l a  p r e m i è r e  C l a s s e  d e  l ’ I n s t i t u t ,  d a n s  l a  s é a n c e  d u  20 j a n v i e r  1 8 1 2 ,  p a r  

A . - L .  Cauchy, i n g é n i e u r  d o s  P o n t s  e t  C h a u s s é e s .
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convexes rectilignes et sphériques; Iqs autres aux angles solides et 
aux polyèdres convexes. Je vais les exposer successivement dans les 
deux Parties de ce Mémoire.

PREMIÈRE PARTIE.

Théorèmes sur les polygones convexes rectilignes et sphériques.

M. Legendre a démontré, dans ses Éléments de Géométrie sur les 

triangles rectilignes et sphériques, un théorème qu’on peut énoncer de la 
manière suivante :

Théorème I. —  Si, dans un triangle rectiligne ou sphérique ARC ( f i g . i )  
dont deux côtés AB, AC sont invariables, on fa it croître ou diminuer 

Tangle A compris entre ces côtés, le côté opposé BC croîtra dans le 

prem ier cas et diminuera dans le second.

On peut généraliser ce théorème de la manière suivante :

Théorème II. — Si, dans un polygone convexe rectiligne ou sphé

rique ABCDEFG { f ig ·  2 ), dont tous les côtés AB, BC, CD, . . . ,  FG, à 

l ’ exception d ’un seul AG, sont supposés invariables, on fa it  croître ou 

décroître simultanément les angles B, C, D, E, F, G compris entre ces 

mêmes côtés, le côté variable AG croîtra dans le premier cas et décroîtra 

dans le second.

Démonstration. —  Supposons d ’abord que l’on fasse croître l’angle ABC 
tout seul; alors, dans tout le polygone ABCDEFG, il n’y aura que le 
triangle ABC de variable; et, dans ce triangle même, il n’y aura de 
variable que le côté AG et les angles : mais l ’angle ABG devant croître
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par l’hypothèse, le côté variable AG croîtra nécessairement. On ferait 
voir de même que les angles C, D, E, . . .  venant à croître successive
ment, le côté AG ira toujours en croissant. L’accroissement simultané

Fig. 2.

de ces mêmes angles devant produire le même effet que leur accrois
sement successif, ne pourra qu’augmenter la droite en question.

On prouverait de même que la diminution simultanée' des angles B, 
C, D, E, F entraînerait celle du côté variable AG.

T h éorèm e  III. — Si, dans un p olyg o n e convexe rectiligne ou sphé

rique ABCDEFG { f ig ·  3 )  dont les côtés sont invariables, on fa it  varier 

tous les angles, ceux-ci ne pourront tous varier dans le m ême sens, soit 

en plus, soit en moins.
Fig. 3.

Démonstration. — En effet, on vient de voir, dans le théorème précé
dent, que tous les angles non adjacents à un même côté ne peuvent va
rier dans le même sens sans que le côté lui-même augmente ou diminue.

T h éorèm e  IV. — Si, dans un polygon e convexe rectiligne ou sphérique, 

dont les côtés sont invariables, on fa i t  varier tous les angles et que,
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passant ensuite en revue ces mêmes angles, on les classe en différentes 

séries en plaçant dans une même série tous les angles qui, pris consécuti

vement, varient dans le même sens, les séries composées d ’angles qui 

varieront en plus seront toujours en m êm e nom bre que les séries composées 

d ’angles qui varieront en moins et, pa r suite, le nombre total des séries 

sera pair.

Démonstration. — On vient de prouver que tous les angles ne peuvent 
varier dans le même sens. Cela posé, il est facile de voir que, si l’on fait 
le tour du polygone, on trouvera les différentes séries alternativement 
composées d’angles qui varieront en plus et d’angles qui varieront en 
moins. Si, par exemple, la première série est composée d’angles qui 
varient en plus, la troisième, la cinquième, la septièm e,... séries seront 
aussi composées d’angles qui varieront en plus et, en général, toutes 
les séries d’ordre impair seront de même nature que la première série. 
11 est donc impossible que la dernière série soit une série de rang 
impair; car, étant de même nature que la première, elle se confondrait 
avec elle. La dernière série est donc une série de rang pair et, par suite, 
le nombre total des séries est pair.

T h éorèm e  Y. — Les mêmes choses étant posées que dans le théorème 

précédent, le nombre des séries sera toujours au moins égal à 4·

Démonstration. — Nous venons de prouver qu’il est nécessairement

Fig· 4·

pair; il reste à faire voir qu’il ne peut être égal à 2 . Et, en effet, si dans 
le polygone ABCDEFGH (fig. 4)» dont les côtés sont invariables, tous
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les angles que l ’on suppose variables pouvaient être classés en deux 
séries, savoir : une série d ’angles A, B, C, D variables en plus et une 
série d’angles E, F, G, H variables en moins, la diagonale AE, qui ne 
laisse d’un côté que des angles B, C, D variables en plus et, de l’autre, 
que des angles F, G, II variables en moins, devrait à la fois croître et 
décroître, ce qui est absurde.

Il y aura donc toujours au moins quatre séries, savoir : deux séries 
d’afigles qui varieront en plus et deux séries d’angles qui varieront en 
moins.

T h éo rèm e  YI. — Les mêmes choses étant posées que dans les deux  

théorèmes précédents, si l ’on passe en reçue tous les angles du polygon e  

et qu’on les compare deux à deux dans l ’ordre où ils se présentent relati

vement a u x  signes de leurs variations, on trouvera, en faisant le tour du 

polygone, au moins quatre changements de signes.

Démonstration. — En effet, on vient de voir qu’il y aura toujours au 
moins deux séries d’angles qui varieront en plus et deux séries d’angles 
qui varieront en moins. La variation du dernier angle de chaque série 
étant toujours de signe contraire à celui de la variation du premier 
angle de la série suivante, les quatre séries dont il est question four
niront évidemment quatre changements de signes.

Nota. — Les trois théorèmes précédents n’ont lieu que pour des 
polygones de plus de trois côtés et non pour des triangles dans les
quels l’ invariabilité des angles entraîne celle des côtés.

T h éorèm e  VII. — Si, dans un polygon e convexe rectiligne ou sphérique, 

de plus de quatre côtés, on suppose non seulement les côtés, mais aussi 

plusieurs angles invariables et qu’on fa sse  varier les angles restants, 

puis que, passant en revue tous les angles variables du p o lyg o n e, on les 

classe en différentes séries, en plaçant dans une m ême série tous ceux qui, 

pris consécutivement ou séparés les uns des autres par les angles inva

riables, varient dans le même sens, on trouvera toujours au moins quatre 

séries d ’angles variables :  savoir, deux séries d ’angles variables en plus 

et deux séries d ’angles variables en moins.
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Démonstration. — Avec les sommets qui correspondent aux angles 
variables du polygone donné formez un second polygone. Il est facile 
de voir que les côtés de ce second polygone seront invariables et que 
ses angles seront en même nombre et éprouveront les mêmes variations 
que les angles variables du premier polygone.

Supposons, par exemple, que, dans le polygone donné

KabcXldeCfgD (fig. 5 ),

A, B, C, D soient les seuls angles variables. Joignez AB, BC, CD, . . . ,  
vous diviserez le polygone donné en plusieurs parties dont la princi-

Fig. 5.

pale sera le polygone intérieur ABCD, composé d’autant de côtés que 
le polygone donné avait d’angles variables. De plus, il est facile de voir 
que ce second polygone sera la seule partie variable dans le polygone 
donné. Et, en effet, les angles a, b, c, . . . ,  d, e, . . .  étant invariables, 
ainsi que les côtés adjacents, les polygones extérieurs AaÆcB, BcfeC,... 
sont nécessairement invariables. Il suit de là :

i° Que les côtés AB, BC, CD, . . .  qui font partie de ces polygones 
extérieurs sont invariables;

2° Que la différence de chacun des angles variables du polygone 
donné avec l ’angle du polygone intérieur qui a même sommet étant tou
jours représentée, ou par l’angle d’un polygone extérieur tel que CDg·, 
ou par la somme de deux angles de cette espèce tels que DC/ ,  BCe, 
cette différence est nécessairement constante et, par suite, que les
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angles du polygone ABGD varient de la même quantité que les angles 
variables du polygone donné.

Cela posé, il est évident que les séries d’angles variables, soit en plus, 
soit en moins, seront en même nombre de part et d’autre. D’ailleurs 
(d ’après le théorème Y ), les angles du polygone ABCD doivent former 
au moins quatre séries : savoir, deux séries d ’angles variables en plus 
et deux séries d’angles variables en moins. Il en sera donc de même 
des angles variables du polygone donné.

Nota. — Le polygone ABCD ne pouvant avoir moins de quatre côtés, 
puisque l’on suppose ses angles variables, le polygone donné ne peut 
avoir moins de cinq côtés ni moins de quatre angles variables.

T h éo rèm e  VIII. — Les mêmes choses étant posées que dans le théorème 

précédent, si l ’ on passe en revue tous les angles variables du p olyg on e et 

qu’on les compare deux à deux dans l ’ordre où ils se présentent relatif 

vement a u x  signes de leurs variations, on trouvera toujours, en faisant le 

tour du p olygon e, au moins quatre changements de signes.

Démonstration. — En effet, on vient de voir qu’ il y aura toujours au 
moins deux séries d ’angles qui varieront en plus et deux séries d’angles 
qui varieront en moins. La variation du dernier angle de chaque série 
étant toujours de signe contraire à celui de la variation du premier 
angle de la série suivante, les quatre séries dont il est question fourni
ront quatre changements de signes.

SECONDE PARTIE.

Théorèmes sur les angles solides et les polyèdres convexes.

On sait qu’un angle solide peut toujours être représenté par le poly
gone sphérique qu’on obtient en coupant cet angle solide par une 
sphère décrite de son sommet comme centre avec un rayon pris à 
volonté. Les côtés du polygone sphérique mesurent les angles plans qui 
composent l’angle solide, et les angles du polygone mesurent les coins
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compris entre leurs plans ou , si l ’on veut, les inclinaisons sur les 
(liiïerentes arêtes de l ’angle solide. Cela posé, il est facile de voir que 
si, dans les théorèmes I, II, III, IY, Y, YI, YII et VIII, on substitue les 
noms d’angles solides, d ’angles plans et d’ inclinaisons sur les arêtes 
à ceux de polygone sphérique, de côtés et d’angles, on obtiendra autant 
de théorèmes sur les angles solides. Nous nous contenterons d’énoncer 
ici ceux qui correspondent aux théorèmes VI et VIII démontrés ci- 
dessus.

T h éo rèm e  IX. — Si, dans un angle solide à plus de trois fa ces et dont 

les angles plans sont invariables, on fa it  varier les inclinaisons sur toutes 

les arêtes et que, passant ensuite en revue ces mêmes inclinaisons, on les 

compare deux à deux dans l ’ordre où elles se présentent relativement aux  

signes de leurs variations, on trouvera toujours, en faisant le tour de 

l ’angle solide, au moins quatre changements de signes.

T h éorèm e  X. — Si, dans un angle solide à plus de quatre fa ces, on  

suppose non seulement les angles plans, mais encore les inclinaisons sur 

quelques arêtes invariables et qu’on fa sse varier les inclinaisons sur les 

arêtes restantes, dont le nombre doit être au moins égal à 4, puis que, 

passant en revue les arêtes sur lesquelles les inclinaisons varient, on 

compare ces inclinaisons deux à deux dans l'ordre où elles se présentent 

relativement a u x  signes de leurs variations, on trouvera toujours, en 

fa isa nt le tour de l ’angle solide, au moins quatre changements de signes.

T h éorèm e  XI. — Dans un polyèdre quelconque, la somme fa ite  du 

nombre des fa ces et de celui des sommets surpasse de deux unités le 

nombre des arêtes.

Ce théorème a été découvert par Euler. On en peut voir une démons
tration ingénieuse dans les Éléments de Géométrie de M. Legendre.

Si l ’on représente par S le nombre des sommets d ’un polyèdre quel
conque, par II le nombre de scs faces, par A le nombre de ses arêtes, 
le théorème précédent fournira l ’équation

. S +  II — A -t- 2,
OEuvres de C. — S. Il, t. I.
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ou
A -  II =  S -  2.

Corollaire. — Soient :

a le nombre des triangles; 
b le nombre des quadrilatères ; 
c le nombre.des pentagones; 
d  le nombre des hexagones; 
e le nombre des heptagones, etc.,

qui composent la surface d’un polyèdre, on aura

H cl “H b -4~ c d -h e -H. . . ,
2A =  3eM-4 6 -l-5c-t-§<f +  7eH -...

et, par suite,

4(A — II) — 2Æ-t- !\b -+- 6c +  8d +  10e . ·;

d’ailleurs, par ce qui précède,

A -1 1  =  S - 2 ;
on aura donc aussi

4 S — 8 =  2a 4- 4  ̂+  6c +  8c?-hioe +  . . . .

T h éorèm e  XII. — Si l ’on conçoit la surface d ’ un polyèdre décomposée 

en plusieurs portions, chaque portion du polyèdre pouvant être, à volonté, 

ou une fa c e  seule, ou le systèm e de plusieurs fa ces  voisines considérées 

comme ne fo rm a n t qu’un seul groupe, le théorème d ’Euler aura lieu 

entre le nombre des portions dont il s ’a git, le nombre des arêtes qui 

servent de limites à ces mêmes portions et le nombre des sommets compris 

entre ces arêtes; c’est-à-dire que la somme fa ite  du nom bre des portions 

et de celui des arêtes qui les terminent surpassera de deux unités le nombre 

de ces mêmes arêtes.
%

Démonstration. — Le théorème dont il s’agit aurait évidemment lieu, 
si les droites qui terminent chaque portion du polyèdre se trouvaient 
dans un même plan ; car alors on pourrait former un nouveau polyèdre
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en substituant à chaque portion une face plane terminée au même 
contour.

Cela posé, il-est facile.de sentir que le théorème doit encore avoir 
lieu dans l’hypothèse contraire à celle que l ’on vient de faire; car le 
nombre des portions, celui des. arêtes qui leur servent de contour et 
celui des sommets compris entre ces arêtes restent les mêmes dans les 
deux cas.

Si l ’on représente par H le nombre des portions dont il s’agit, par A 
le nombre des arêtes qui les terminent, par S le nombre des sommets 
compris entre ces arêtes, on aura, comme précédeiriment,

. S -H H =  A 2 ,
ou

A — II i= S — 2 .

Corollaire. — Soient :

a le nombre des portions du polyèdre terminées par un contour de trois 
arêtes ;

b le nombre des portions terminées par un contour de quatre arêtes; 
c, d , e ,  . . .  le nombre des portions terminées par un contour de cinq, 

de six, de sept, arêtes;

on aura
H a +  b -H c -1- ci e -+ -...,

2A =  3a +  l\b +  5c +  6d -f- 70 +  . . . ,
4 ( A — Il ) =  2 ex 4 b 6 c -H 8 d  -h 1 0  e H—. . .

et, par suite,

4S — 8 =  2 a +  ^ b  +  6 c  +  8 d - h i o e - \ - . . . .

Les théorèmes précédents vont nous donner les moyens de démontrer
le théorème renfermé dans la définition IX du onzième Livre d ’Euclide.
Ce dernier peut être énoncé de la manière suivante :

»

T h éorèm e  XIII. — Dans un polyèdre convexe dont toutes les fa ces  sont 

invariables, les coins compris entre les fa ces ou, ce qui revient au même, 

les inclinaisons sur les différentes arêtes sont aussi invariables; en sorte
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que, avec les mêmes fa ces, on ne peut construire qu’un second polyèdre

convexe symétrique du premier.

Démonstration. — En effet, supposons, contre l’ énoncé ci-dessus,
que l ’on puisse faire varier^les inclinaisons des faces adjacentes sans
détruire le polyèdre et, pour simplifier encore la question, supposons
d’abord que l ’on puisse faire varier toutes les inclinaisons à la fois.
Les inclinaisons sur certaines arêtes varieront en plus; les inclinaisons
sur d’autres arêtes varieront crf moins, et en comparant deux à deux,
relativement aux signes de leurs variations, les inclinaisons des arêtes » °
qui, dans chaque face, aboutissent aux mêmes sommets, on trouvera, 
en passant successivement d’une arcte à l’autre, plusieurs changements 
de signes. C’est le nombre de ces changements que nous allons cher
cher à déterminer.

Soient (comme ci-dessus, théorème X I) :

S le nombre des angles solides du polyèdre;
II le nombre de ses faces;
A le nombre de ses arêtes;

on aura (par le théorème X I)

4 S — 8 2 ci H— 4 è -i- bc -j— 8 d ioe H—... .

Cela posé, il suit du théorème IX que chaque angle solide doit 
fournir au moins quatre changements de signes entre les variations 
d’inclinaison sur les arêtes qui le composent. La surface totale du 
polyèdre devra donc fournir un nombre de changements de signes au 
moins égal à 4 S ; reste à savoir si cela est possible.

Or, si l’on compare successivement deux à deux les différentes 
arêtes qui composent une même face, on trouvera que chaque face 
triangulaire contenant toujours au moins deux arêtes sur lesquelles les 
variations d ’inclinaison sont de même signe, ne pourra fournir au plus 
que deux changements de signes. Les quadrilatères pourront fournir 
chacun quatre changements de signes; mais les pentagones se trouvant 
dans le même cas que les triangles n’en fourniront chacun que quatre
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au plus, Comme les quadrilatères. En continuant de même, on fera voir 
que les hexagones et les heptagones ne pourraient fournir chacun plus 
de six changements de signes, que les octogones et les ennéagoncs n’en 
pourraient fournir chacun plus de huit et ainsi de suite. 11 suit de là 
que toutes les faces du polyèdre ne pourront fournir ensemble plus 
de changements de signes qu’il n’y a d’unités dans la somme faite de 
deux fois le nombre des triangles, de quatre fois celui des quadrila
tères, de quatre fois celui des pentagones, de six fois celui des hexa
gones, etc., ou dans

2a +  4è +  4c +  6c?+6e-|-.·..

Mais, si l’on compare ce résultat à la valeur de 4 S — 8 trouvée plus 
haut, il sera facile de voir qu’ il ne peut jamais la surpasser. Il est donc 
impossible d’obtenir entre les variations d ’inclinaison sur toutes les 
arêtes un nombre de changements de signes au moins égal à 4 S ; on ne 
peut donc changer à la fois les inclinaisons sur toutes les arêtes'.
. Si l ’on suppose, en second lieu, que dans le polyèdre donné, non seu
lement les faces, mais encore les inclinaisons sur plusieurs arêtes restent 
invariables et que cependant on puisse, sans détruire le polyèdre, faire 
varier les inclinaisons sur les arêtes restantes, alors, pour démontrer 
l ’absurdité de l’hypothèse, il suffira de concevoir la surface du polyèdre 
décomposée en autant de portions que les arêtes sur lesquelles les incli
naisons varient forment de contours-différents, et d’appliquer aux por
tions, aux arêtes qui les terminent et aux sommets compris entre ces 
arêtes, les mêmes raisonnements que nous avons appliqués dans l’hypo
thèse précédente aux faces, aux arêtes et aux sommets du polyèdre. On 
y parviendra en substituant, dans le cours de la démonstration, les 
théorèmes X et XII aux théorèmes IX et XI sur lesquels on s’est appuyé 
dans le premier cas.

Corollaire I. — Il suit du théorème précédent que deux polyèdres 

convexes, compris sous un m ême nombre de fa ces  égales et semblablement 

placées, sont ou superposables ou symétriques et, dans les deux cas, ils
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sont nécessairement égaux. C’est en quoi consiste le théorème renfermé
dans la définition IX du onzième Livre d ’Euclide.

Corollaire II. — Il suit encore du théorème précédent que, lorsque 

deux polyèdres convexes sont compris sous un même nombre de faces  

semblables et semblablement placées, le deuxièm e est semblable au p re

mier ou à un troisième polyèdre symétrique du premier. C’est en quoi 
consiste le théorème renfermé dans la définition X du Livre déjà cité.
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Journal de l'École Polytechnique, X V I e C a h ie r ,  t . I X ,  p .  9 9 ;  1 8 1 3 .

M. Lagrange a démontré, le premier, dans les Mémoires de Berlin 

(année 1770), le théorème suivant :

Étant donnés un nombre premier p  et deux autres nombres entiers B 
et C positifs ou négatifs, mais non divisibles par p ,  on peut toujours 

trouver deux nombres t et u, tels que la form ule

soit divisible pa r p .

Ce théorème a quelque analogie avec un autre plus simple et dont 
voici l’énoncé :

Étant donnés un nombre premier p  et deux autres nombres entiers A 
et B positifs ou négatifs, mais non divisibles p a r  p , on peut toujours 

trouver un nombre x  tel que la form u le

k x  -+- B
soit divisible par p .

Ce dernier théorème ayant été démontré très simplement par M. Le
gendre dans son Introduction à la théorie des nombres, l ’analogie m’a 
porté à croire qu’il devait, exister une démonstration semblable du
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théorème do M. Lagrange. Le travail que j ’avais entrepris dans le 
dessein de parvenir à cette démonstration m’a conduit, en outre, à la 
démonstration de quelques autres théorèmes que je vais exposer suc
cessivement, et dont plusieurs me paraissent nouveaux.

Pour simplifier les énoncés des théorèmes, j ’appellerai nombres de- 

même fo rm e , relativement à un diviseur donné, des nombres entiers 
qui, étant divisés par ce diviseur, donneront des restes entiers et posi
tifs égaux. Par opposition, j ’appellerai nombres de fo rm e différente des 
nombres entiers qui, étant divisés par le diviseur donné, donneront 
des restes entiers et positifs différents.

Supposons que
(̂1* «I, ^2» · · · 9 Met

soient une série de nombres entiers positifs ou négatifs, composée de 
a -h i termes différents; nous représenterons par ax le terme général 
de cette série et nous dirons alors que la formule ax peut prendre 
successivement a -f- i valeurs différentes. Si, de plus, les valeurs par
ticulières

t a u  · · · 9

de la formule ax , sont toutes de formes différentes relativement à un 
diviseur donné, nous dirons alors que la formule ax peut fournir a -+-1 
valeurs de formes différentes.

Soient de même

K ,  è i ,  b%,  · · ·> è p ; C0, C i ,  Cg, · · · ,  Cy ; · · ■

des séries composées chacune de termes de formes différentes relative
ment à un diviseur donné; nous représenterons par by, cz, . . .  les termes 
généraux de ces séries et nous dirons que les formules by, c z, ... peuvent 
fournir, l’une (2 -+- i ,  l’autre y -t- i valeurs de formes différentes.

Cela posé, je vais passer à la démonstration des théorèmes, en com 
mençant par ceux qui sont déjà connus.

Théorème I. — Soit, pris pou r diviseur, un nombre entier quelconque n,
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premier ou non prem ier; soit

a. +  l'in,

et supposons que la form ule aæ puisse fou rn ir  a +  i valeurs de form es  

différentes relativement au diviseur n ; soit, de plus, k un nombre entier 

quelconque positif ou n ég a tif; j e  dis que les form ules

k -+- ax et k — ax

fourniront, chacune a -f- i valeurs de form es différentes relativement au 

diviseur n.

Démonstration. — Soient ar et as deux valeurs do la formule ax , les 
deux valeurs correspondantes de la double formule k ±  ax seront

k ±  a y, k dz a s ;

d’ailleurs, la différence des valeurs ar, as de la première formule ne 
pouvant être ni nulle ni divisible par n, il en sera de même de la dlffé- 
'rcncc des valeurs-

k ±  a,·, k ±  as

de la double formule k ± .  a± , puisque.cette dernière différence est, au 
signe près, égale à la première. Il résulte de là que deux valeurs de la 
formule

k -i- ax ou k — ax

sont nécessairement de formes différentes relativement à n.

T héorème II. — Soit, pris pou r diviseur, un nombre prem ier p  ; soit

a +  J ip,

et supposons que la form ule ax puisse fou rn ir  a -+-1 valeurs de form es  

différentes relativement à p ;  soit, de plus, A un nombre entier quelconque 

p o sitif  ou négatif, non divisible p a r  p·, j e  dis que la form ule k a x fo u r 

nira aussi a -+-1 valeurs de fo rm es différentes.

OEuvres de C. — S. Il, t. I. 6
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Démonstration. — Soient ar et as deux valeurs de la formule ax. Les 
deux valeurs correspondantes de la formule A ax seront

A a,. et, A as;

d’ailleurs, les deux quantités A et a,.— as n’étant point, par l ’hypo
thèse, divisibles par p ,  la différence

A (a,—  a,)

des deux valeurs A a,., A as de la formule A ax ne pourra être non plus 
divisible par p . Il suit de là que deux valeurs de la formule A ax sont 
nécessairement de formes différentes relativement à n.

T héorème III. — Les mêmes choses étant posées que dans le théorème 

précédent et k étant un nombre entier quelconque p o sitif ou négatif, la 

form ule
k +  Aax ou k — Aa'x

fournira  a +  i valeurs de form es différentes relativement à p .

Démonstration. — En effet, il suit du théorème I que la formule 

k +  Aax ou k — A a x

fournira autant de valeurs de formes différentes que la formule A ax, et 
il suit du théorème II que celle-ci fournira autant de valeurs de formes 
différentes que la valeur ax .

Théorème IV. — Les mêmes choses étant posées que dans le théorème 

précédent, si, de plus, le nombre a -+-1 des valeurs de la form u le ax est 

égal à p , l ’une des valeurs de la form u le

k +  A ax ou k — Aax
sera divisible pa r p .

Démonstration. — En effet, dans le cas dont il s’agit, la formule 

k H- A ax ou k — A ax,

étant divisée par/), doit donner/) restes différents, c ’est-à-dire tous les
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restes possibles; elle doit donc donner aussi le reste zéro. La valeur 
de la formule qui correspond à ce reste sera évidemment divisible 
par p .

Théorème Y . —  Soit, pris pour diviseur, un nombre premier p·, soit

a -+- 2 i  p,

et supposons que la form ule ax puisse fournir  a -+-1 valeurs de form es  

différentes relativement à p ;  soit, de plus, k un nombre entier quelconque 

positif ou n ég a tif; j e  dis que les deux form ules

* ctx et &x h-  k

fourniront ensemble au moins a -H 2 valeurs de form es différentes rela

tivement à p .

Démonstration. — Supposons, contre l ’énoncé ci-dessus, que les 
deux formules

Ctx e t  H k
\

ne puissent fournir ensemble plus de a -+-1 formes différentes. Dans 
ce cas, toutes les valeurs de la seconde formule devront être de mêmes 
formes que celles de la première. Il suit de là que ar étant une valeur 
quelconque de la première formule et a,.-h k la valeur correspondante 
de la seconde, d’une des valeurs de la première formule sera nécessai
rement de la forme ar + - k .  En substituant cette valeur à ar on prou
vera, par un raisonnement semblable à celui qu’on vient de faire, que 
la formule ax doit nécessairement fournir une valeur de la forme

(a,. 4- k ) +  k ou ar H— 2 /c,

et, en continuant de même, on fera voir, en général, que la formule ax, 

dans l’hvpothèse présente, devra fournir des valeurs de toutes les formes 
suivantes :

a,., k, «,.-4-2/c, a,.-h 3 k, . . . ,  « ,.+  (/> — i)A·, 

et comme lès formes dont il s’agit sont toutes différentes entre elles et
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en nombre égal à p,  la formule ax devrait fournir p  valeurs de formes 
différentes; ce qui ne peut, être, puisqu’on suppose p  plus grand que 
a +  2, ou tout au plus égal à a +  2.

Théorème YI. — Soit, pris pour diviseur, un nombre premier p  ; soit

et supposons que la form ule ax puisse fourn ir  a +· 1 iialeurs de form es d if

férentes relativement à p  ; soient, de plus, b0, b , deux nombres entiers de 

form es différentes relativement au même diviseur ; j e  dis que les form ules

ax +  b0, ax+ b t

fourniront ensemble au moins a +  2 valeurs de form es différentes.

Démonstration. — Pour déduire ce théorème du précédent il suffît 
de substituer la formule ax -h b0 a la formule ax et de faire ensuite

bi — bu— k.

Théorème VII. — Soit, pris pour diviseur, un nombre prem ier p  et soient 

a et Q deux nombres entiers tels que l ’on ait

a +  (3 +  1 i  /? ;

supposons que la form ule ax puisse fou rn ir  a -t- 1 valeurs de form es d iffé

rentes et la form u le by, ¡3 -+-1 valeurs de form es différentes;  j e  dis que 

la form ule ax -1- by. fournira  au moins a +  ¡3 -t- r valeurs de fo rm es  

différentes.

Démonstration. — On peut toujours supposer que la formule ax soit 
celle qui fournisse le plus de valeurs. Cela posé, l’on aura ¡3<a. De 
plus, il pourra arriver, ou que les valeurs de la formule ax et celles de 
la formule by soient toutes de formes différentes, ou que les formes des 
valeurs de la formule by soient toutes comprises parmi les formes des 
valeurs do la formule ax, ou que les formes des valeurs de la formule by 

soient en partie comprises et en partie non comprises parmi celles
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des valeurs de la formule ax . Nous allons examiner chacun de ces trois 
cas séparément.

Premier cas. — Et d’abord, pour ramener le premier cas à l’un des 
deux suivants, il suffît de substituer à la formule by la formule by — k, 

en prenant pour k un nombre entier positif ou négatif, tel que l ’une 
des valeurs de la formule by — k soit égale h l’une des valeurs de la 
formule ax . La formule ax -+- by devant fournir autant de valeurs difie
ren tes que la formule

€ l X  H —  l ? y  ------- h  y

il suffira de démontrer le théorème relativement aux formules

' ax et by — k

qui fourniront au moins deux valeurs de même forme.

Deuxième cas. — Supposons que les formes des valeurs de by soient 
toutes comprises parmi les formes des valeurs de la formule ax. Il 
pourra arriver, ou que la formule ax 4 - by fournisse p  valeurs de formes 
différentes, c ’est-à-dire des valeurs de toutes les formes possibles déter
minées par les restes

• o, I,  2 , 3 , . . . ,  p  — I,

ou que le nombre des valeurs do formes différentes fournies parla for
mule ax + b r soit plus petit que p .  Dans la première hypothèse, le 
théorème se trouve vérifié, puisque l ’on suppose

a +  (3 +  i

tout au plus égal à p .  Soit, dans la seconde hypothèse, i -+- y le nombre 
des formes qui ne sontpas comprises parmi celles de la formule ax- f- by , 

et soit cz le terme général d ’une série composée de i -f-y  termes qui 
présentent successivement ces mêmes formes. Les deux formules

ax by et c.

comprendront à elles deux toutes les formes possibles. Soient, de plus,
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bm, bn deux valeurs de la formule by \ bm— bn ne pourra être ni nulle 
ni divisible par p  et, par suite, les deux formules

c- et cz+ b , n — bn

devront fournir y -+- 2 valeurs de formes différentes. La formule

c- +  b,„ — bn

devra donc fournir une valeur dont la forme ne soit pas comprise 
parmi celles de la formule ct et. soit comprise parmi celles de la for
mule «*-+- br  Soient ck, ar, bs les valeurs de cz, ax, by qui rendent la 
formule

C- +  bm — bn

de même forme que la formule ax -\-by. Substituez aux formules ax 

et by les deux formules

ax +  bs et b y + c k— bn.

Il est facile de voir que ces deux dernières formules contiendront au 
moins deux termes do même forme, savoir :

czr ~̂— b s e t b nl -t- ck bn.

De plus, la formule
b y ck — ba

contiendra au moins un terme ck dont la forme ne sera point comprise 
parmi celles des valeurs de la formule ax -+- bs. Les deux formules

ax -+- bs, by 4- ck —  bn

fourniront donc des valeurs de même forme et des valeurs de formes 
différentes; d’ailleurs, il suffit de démontrer le théorème relativement 
à ces deux dernières formules, pour qu’ il soit démontré relativement 
aux formules ax et bx. La question pourra donc être toujours ramenée 
au troisième cas que nous allons examiner.

Troisième cas. — Supposons que les formes des valeurs de la for-
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mule by soient en partie comprises et en partie non comprises parmi 
celles des valeurs de la formule ax . Soit

( *) «o, ®i» rt2> · · · > a v.

la série des valeurs de la formule ax au nombre de a +  i , et soit

( 3 )  Lq, b  1, bz, . . . ,  b a

la série des valeurs de la formule by au nombre de [3 -+- 1.
Comme il ne s’agit ici que des formes des valeurs que l’on considère, 

c ’est-à-dire des restes qu’on obtient en les divisant par/;, on pourra 
supposer les termes des séries (1) et (2 )  plus petits que p , parce que, 
dans tous les cas, on peut les rendre tels en retranchant p  de chacun 
d’eux autant de fois que possible. Alors, les termes qui étaient de 
même forme dans les deux séries deviendront égaux de part et d’autre. 
Soit 1 -+- y le nombre de ces termes et soient respectivement

«0, ¿0 » ^2, · * · ,  b 0, b i f b 2, · * · ,  by

les termes égaux, en sorte que l’ on ait

CÎQ 2=2 ¿>0, d\ 22= b \, · · . , dy 2=1 by ;

soient, de plus,

^yn-ii £*y+2> . · · ,  <2a, ^y+i ŷ+2> ···> b ¡3

les autres termes des séries ( i )  et (2 ) ,  qui seront tous de formes diffé
rentes; les séries (r )  et (2 )  seront respectivement

(1) a 0, fl|, <?2, . . . ,  ciy, iïy+1, fty+2, · · · , aa>
( 2 ) ¿*0, d\ , (3>2, · · · , dy, ^y-Hl, ¿*y-t-2> · · · , ¿*¡3 · .

Cela posé, je dis que, pour démontrer le théorème relativement aux 
séries ( i )  e t (a ) , il suffira de le démontrer relativement aux deux séries

( 3 )  a„, « j ,  a 2) . . . ,  ay, «y-n, «y+ 2, . . . ,  aa, by+ l, by+i!

( 4 ) flo, .··, Æy,
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qui ne diffèrent des deux séries données que parce qu’on a fait passer 
dans la première tous les termes de la seconde qui n’étaient pas com 
muns aux deux séries. Pour prouver cette proposition il suffira de 
faire voir que toutes les sommes que l ’on peut obtenir, en ajoutant 
successivement les termes de la série ( 4 ) à ceux de la série ( 3 ) , sont 
nécessairement de la forme ax -\- b}.; en sorte qu’on peut les obtenir 
également en ajoutant successivement les termes de la série (2 )  à ceux 
de la série (1). Et, en effet, les sommes dont il s’agit sont de deux 
espèces. Les unes résultent de l ’addition des termes a„, a ,, a2, . . . ,  a Y 
de la série (4 )  aux termes

^ y + l >  ^ Y + 2> b Y + 3> · · · >  é p

de la série ( 3 ), et sont évidemment de la forme ax -h b y. Les autres 
résultent de l ’addition des termes de la série (4 )  avec les termes

a0, au a2, . . . ,  Æy+j, . . . ,  £*a

de la série ( 3 ) ;  d ’ailleurs, les termes

étant de la forme ax, et les termes de la série (4 )  pouvant être consi
dérés comme étant dè la forme by, parce qu’ils sont communs aux 
séries (r )  et (2 ) ,  les sommes dont il s’agit seront encore de la forme 
a.x -\- br  Ainsi, pour démontrer le théorème relativement aux séries (1) 
et (2 ) ,  il suffira de le démontrer relativement aux séries (^3) et (4 )  
composées : l’une de

1 -I- a H- (3 — y

termes de formes différentes, l ’autre de

i +  y

termes dont les formes sont comprises parmi celles des termes de la 
série ( 3 ) . ■

Cela posé, on pourra, par le moyen des transformations employées 
dans le deuxième cas, augmenter les séries ( 3 ) et ( 4 )  de quantités
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telles que les formes des termes de la série (4 )  soient en partie com
prises et en partie non comprises parmi les formes des termes de la 
série ( 3 ). Soit o H- i le nombre des termes qui, après ces transforma
tions, seront de même forme dans les deux séries; on pourra, en 

■opérant comme ci-dessus, substituer aux séries ( 3 ) et ( 4 ) deux nou
velles séries ( 5 ) et (6 )  composées, l’une de

i  +  a +  P — y +  (y — ô) =  n -  a H- (3 — S

termes de formes différentes, l ’autre de

termes dont les formes se trouveront comprises parmi celles des termes 
de la série ( 5 ) , et l ’on prouvera, comme précédemment, que, pour 
démontrer le théorème relativement aux séries ( 3 ) et ( 4 ), il suffira de 
le démontrer relativement aux séries ( 5 ) et (6 ) .

En continuant de môme, on fera voir, en général, que l’on peut 
substituer aux séries données, dont les nombres de termes sontrespcc-' 
tivement

a H- i , |3 -t-1,

plusieurs autres systèmes de séries semblables, dont les nombres de 
termes soient respectivement

i -t- oc -+- ¡3 — y, i +  y, 
i —I— oc H— |3 — d, i -t- à,
I*-f" OC +  (3 — £, I -H £,
..................... i ........>

les nombres entiers [3, y, 8, t formant une série décroissante, et qu’ il 
suffit de démontrer le théorème relativement au dernier de ces systèmes 
pour.qu’ il soit démontré relativement à tous les autres. D’ailleurs, les 
nombres entiers ¡3, y, 8, e, . . .  formant une série décroissante et ne 
pouvant jamais être nuis, la série dont il s’agit se terminera nécessai
rement par l’unité, et alors on obtiendra deux séries dont les nombres 
de termes seront respectivement

>

a 4- (3 et 2.
Œ uvres de C. —  S. II,, t. I. 7
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Mais,.d’après le théorèmo.YI, les additions faites des termes de ces 
deux séries doivent fournir un nombre do sommes de formes diffé
rentes au moins égal à

» +  ¡3 +  i.

Le tliéol'ème YII se trouvant ainsi vérifié par rapport à ces deux 
dernières séries, sera également vrai relativement aux deux séries 
données.

Scholie. — Il est facile de voir que le théorème que nous venons de 
démontrer n’a lieu, en général, que relativement à un diviseur premier, 
lin effet, si, au lieu de prendre pour diviseur un nombre premier p , on 
prenait pour diviseur le nombre composé np, alors, en supposant

a  -t- i =  n
et faisant

a0= o ,  (il— P, «2— 2p, (n — i)p,

*o =  o, b̂  — p, èp =(3/>,
«

et divisant la formule ax -\-by par np, on ne pourrait obtenir pour 
restes que des nombres divisibles par p  et, par suite, le nombre de 
ces restes, ne pouvant surpasser « o u «  +  i ,  serait nécessairement au- 
dessous do a +  p h -  i .

Il existe pourtant un cas où le théorème VII a lieu relativement à 
un diviseur quelconque : c ’est celui où

«  H- [3 1 =  p ,

comme nous le ferons voir ci-après.

Corollaire. —  Rien n’empêche, dans ce qui précède, de supposer la 
série (2 )  égale à la série (1 ); alors on a a =  p et l ’on peut énoncer le 
théorème de la manière suivante :

T héorème VIII. — Soit, pris pour diviseur, un nombre prem ier p ;  soit

2 a +  i i / ) ,
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et supposons que la form ule ax puisse fou rn ir a -+-1 valeurs de form es  

différentes relativement à p , les sommes qui résulteront de toutes les com

binaisons possibles de ces valeurs, prises deux à deux, fourniront au 

moins 2 a -H i termes de form es différentes.

T h é o r è m e  IX. — Soit, pris pour diviseur, un nombre entier quelconque n , 

premier ou non prem ier; soient a et ¡3 deux autres nombres entiers tels que 

l ’on ait
a -+- (3 4 -1 =  n\

supposons que la form ule aæ puisse fou rn ir  a +  i valeurs de form es diffé

rentes et la form u le by , p h-  i valeurs de form es différentes, la form ule  

ax -+- b y fournira
a -+■ (3 -f- 1  n

valeurs de fo rm es différentes, c’est-à-dire des valeurs de toutes les form es  

possibles.

Ce théorème, qui est un cas particulier du théorème VII, lorsque 
n est un nombre premier, peut se démontrer en général de la manière 
suivante.

Démonstration. — Soit k un reste quelconque plus petit que n ; pour 
prouver que la formule ax -*rby donne au moins une valeur de la forme k, 

il suffira de prouver que la formule ax -^-by — k fournira au moins une 
valeur de la forme zéro ou, ce qui revient au même, que les formules ax 

et k — by fournissent au moins deux valeurs de mêmes formes. Et, en 
effet, la formule ax devant fournir a 1 valeurs de formes différentes 
et la formule by, p -+-1 valeurs de formes différentes; si les deux for
mules ne pouvaient fournir deux valeurs de même forme, on aurait en 
tout

a -t- (3 +  2 ou n -+- i

valeurs de formes différentes, ce qui est absurde.

T h éo rèm e  X. — Soit, pris pour diviseur, un nombre quelconque n ;
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soie/ü a et § deux nombres entiers tels que l ’on ait

a +- (3 +- i =  n;

si la form ule a j. fournit v. +- i valeurs de form es différentes et la form ule b 

¡3 -|- i valeurs de form es différentes, une des valeurs de la form ule ax +- b} 

sera de la form e zéro, c’est-à-dire divisible par p .

En effet, d’après le théorème précédent, la formule ax +  by doit 
fournir des valeurs de toutes les formes possibles.

Théorème XI. — Soit, pris pour diviseur, un nombre premier p  ; soient a, 
¡3, y des nombres entiers tels que l ’on ait

a. +- (3 +  i<p;

supposons que la form ule ax fournisse a 4- i valeurs de form es différentes, 

la formule by, (3 4-  i valeurs de form es différentes et la form ule cz, y 4- i 
valeurs de form es différentes ;  a +  P +  y +  i étant supposé ou plus petit 

que p  ou tout au plus égal à p ,  la form ule ax -f- by +  cz fournira au 

moins
a +  (3 +  y + 1

valeurs de form es différentes.

Démonstration. —  En effet, il suit du théorème VII que la formule 
ax -h by fournira au moins a h-  p +  i valeurs de formes différentes. La 
formule cz fournissant, d ’ailleurs, y +  i valeurs de formes différentes, 
les deux formules ax + b 3. et cz réunies devront fournir, d’après le 
théorème VII,

,(a +  (3) +  y +  i

valeurs de formes différentes.

Corollaire. —  Si l ’on suppose que la formule du fournisse un nombre 
de valeurs de formes différentes et que l ’on ait

« +  ( 3 4 -y - t - ô + - i  = p,

O?
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on fera voir, par un raisonnement semblable à ceux que l’on vient 
(l’ établir, que la formule

ClX 4~ b y 4- c- 4- du
doit fournir au moins

o: +  |3 +  y +  i  +  i

valeurs de formes différentes. En continuant de même, on démontrera, 
on général, le théorème suivant :

T héorèm e  XII. — Soit, pris pour diviseur, un nombre premier p  ; soient 

a, (3, y , S, e, . . .  des nombres entiers tels que l ’on ail

oe H- ¿3 -H y +  i  +  £ +  . ..-I~  i = p; 

supposons, de plus, que les form ules

' Ux, by, c - ,  dtt, €(,, . .  ..

puissent fourn ir, la première, a 4- i valeurs de form es différentes ; la 

deuxièm e, (1 -+-i valeurs de form es différentes ;  la troisième, y H- i valeurs 

de form es différentes, etc., la form ule

cip by - 1-  cz 4-  du 4 -  4 - .  . .

fou rn ira  au moins

a 4-(3 4 - y 4 -â 4-6 4-· ■ .4 - i 

valeurs de form es différentes.

Corollaire. — Si l’on suppose

a  +  | 3 4 - ) ' 4 - Î 4 - £ 4 - . . . 4 - i  — f i

alors la formule
ax ~t~ by 4- C- 4~ da 4- e„ 4 - ..  <

fournira p  valeurs de formes différentes, c ’est-à-dire des valeurs de 
toutes les formes possibles; elle fournira donc aussi une valeur de 
la forme zéro, c ’est-à-dire divisible par p , d’où résulte le théorème 
suivant :
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Théorème XIII. — Soit, pris pour diviseur, un nombre prem ier quel-
»

co n q u ep ; soient oc, (2, y , 8, . des nombres entiers tels que l ’on ait

aH-i3-4-y4- i  +  e 4 - . . . 4 - i = j 0 ;  

supposons que les form ules

by, cz, dn, ev, . . .

puissent fournir, la première, oc 4 - i valeurs de form es différentes; la 

deuxième, ¡3 +  1 valeurs de form es différentes ; la troisième, y -t- r valeurs 

de form es différentes ta quatrième, 8 -h  i valeurs de form es différentes ; 

la cinquième, z - + - 1 valeurs de form es différentes, etc. ; une des valeurs de 

la form ule
ax +  by -+- cz 4 * dtt 4-  · · ■ 

sera nécessairement divisible par p .

Corollaire. — Le théorème précédent aurait lieu, a fortiori, si l’on 
avait

i 4 - «  +  |3 4-y +  i5 4 - £ + . . . > / ) .

T h éorèm e  XIV. — Soit, pris pour diviseur, un nombre premier p  >  2 

et considérons la form ule x 2 comme représentant le carré d ’ un nombre

entier pris à volonté. Je dis que la form ule x 2 pourra fournir valeurs 

de form es différentes.

Démonstration. — Substituez successivement à la place de x  les 
différents termes de la suite

q P — 1o, I> 2, 3, ··♦> r» 2

qui sont en nombre égal à -  ^~1·· II est facile de voir que ces substitu

tions donneront pour a?2 autant de valeurs de formes différentes. Et, en 
effet, soient r2 et s2 deux de ces valeurs. Pour que r2 et s2 fussent de 
même forme, il faudrait que leur différence

,.2 — s2_  _  s ) ( r  4-  s)
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fût divisible par p .  Or, c ’est ce qui ne peut être, puisque le plus grand 
des facteurs de cette différence, savoir r -\ -s ,  est tout au plus égal à

P - 3 P - '
2 = p  — 2

et, par conséquent, plus petit que p.

Corollaire I. — Il est facile do voir que, si, dans la formule x 2, on 
substitue successivement, à la place de x ,  les termes de la suite

on aura des valeurs de memes formes que celles qu’on avait déjà obte
nues par la substitution des nombres

3 P --- 1O, I, 2, 3, . . . ,  ±—----

à la place de x\  seulement, les mêmes formes se trouveront reproduites 
dans un ordre inverse. En effet, la différence des carrés

p ■+■ m
et

est mp et, par conséquent, divisible par p .

Corollaire II. — La formule x 2 pouvant fournir -  1 restes de formes
différentes, les formules

Aæ2, Bj 2 et B j 2+  C

pourront fournir chacune — 1- restes de formes différentes, pourvu

que A, B et G soient des nombres entiers non divisibles par p . Par 
suite, la formule

A x 1 -+- B j 2 4 - C

pourra fournir/? valeurs de formes différentes, c ’est-à-dire des valeurs 
de toutes les formes possibles; elle fournira donc aussi une valeur de
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la formo zéro, c'est-à-dire divisible par p , d’où résulte le théorème 
suivant :

Théorème XV. — Soit, pris pour diviseur, un nombre prem ier p , et 
soient A , B , G des nombres entiers positifs ou négatifs, mais non divi

sibles p a r  p  ; on pourra toujours trouver, pour x  et y ,  des valeurs telles 

que la form ule
kx*  -+- B y2 -+- C

soit divisible p a r p .

Nota. —  Il suit de la théorie précédente qu’on pourra toujours satis
faire à la question en prenant pour x  et pour y  des valeurs entières

plus petites que g ·

T héorèm e  XVI. — Désignons par x " ‘ la somme des x  premiers termes 

de la progression arithmétique

i ,  i  - y  m ,  i - t — 2  7W, . . . ,  i  - Y - m ( x —  i ) ;

x m sera le terme général des nombres polygones de l ’ordre m  -h 2 et l ’on 

aura
—  x ( x  — 1)
x m =  —----------- m  -+- x .

2 >

Supposons d ’abord m pair, et soit p  un nombre prem ier quelconque 2.
On pourra toujours supposer ,

p  — 1 =  mct +  n,

a étant le quotient, de ^  1 et n  étant ou zéro ou un nombre entier plus

petit que m . Cela posé, j e  dis que la form ule x "1 pourra fou rn ir  a 4-1 
valeurs de form es différentes, si l ’on a n =  o et et -+■ 2. valeurs de form es  

différentes dans le cas contraire.

Démonstration. — Supposons d ’abord n =  0 ; on aura

p  —  1 =  m  a  e t  p — mct->r 1 ·

Substituez successivement, à la place de n , dans la formule x m, les
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termes de la suite

Of 19 2, 3f . . .  9

qui sont en nombre égal à a +  r'. Il est facile de voir que ces substitu
tions donneront, pour a?"1, autant'de valeurs de formes différentes et, 

en effet, soient r"1 et s"1 deux de ces valeurs. Pour que r“1 et sm fussent 
de même forme il faudrait que leur différence

-.'■ (r — O . s(s - j) . . r m . .
m ----- ---------h / — m --------------- s — (r — s) — ( r 4- s — i ) 4- i

fût divisible par p ; or, c’est ce qui no peut être, puisque le plus grand

facteur de cette différence, savoir

m
— (r +  s — i ) 4- i ,2 .

est tout au plus égal à

m
~  ( a 4- oc — i — i) +  i =  nj(a — i) — r

et, par conséquent, plus petit que ma. +  t ou p .

Supposons, en second lieu, que n ne soit pas nul; alors on aura

p =  nux +  2 ou p > m a  +  2.

Dans ce cas, substituez successivement, à la place de x ,  dans la for

mule x m les termes de la sui te

o, i, 2, 3, . . . ,  a -+-1,

qui sont en nombre égal à a -j- 2. Il est facile de voir que ces substi

tutions donneront, pour x m, autant de valeurs de formes différentes. 

Et, en effet, soient r"1, s"1 deux de ces valeurs. Pour que r,u et sm fussent 
de même forme il faudrait que leur différence

(/■  — s ) ^ ( r  +  s — 1)4-1

fût divisible par/); or, c ’est ce qui ne peut être, puisque le plus grand
OEiwrcs de C. — S. Il, t. I. * 8

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



58 hecheuches sur les nombres.
facteur tic cette difTérenco, savoir

m , .— ( r - w  — i) +  r,2 '
es't tout au plus égal à *

m
2  ̂*  4-  I ¡X —  l )  +  I = 7? î «  +  I

('t, par conséquent, plus petit que m a  +  i  ou p.

Corollaire. — Soient a?», y\ z"\ . . .  différents nombres polygones 
de l’ordre m 4-  2, m  étant un nombre pair. Soit, de plus, p  un nombre 
premier, et soient a le quotient et n  le reste de la division de p  — r 
par m . Soient encore A, B, G, D, . . .  des nombres entiers positifs ou 
négatifs non divisibles par p. Il suit de ce qu’on vient de dire :

1“ Que les formules

ï " 7, k x " 1, k x " l -\-R

fourniront nécessairement a 4- 1 restes de formes différentes relative
ment à p , si n est égal à zéro, et a -4- 2 restes de formes différentes dans 
le cas contraire;

20 Que la formule

k x " 14- B^"l4- G

fournira au moins 2a 4 - 1 valeurs de formes différentes relativement à p , 

si n est égal à zéro, et 2a +  3 valeurs de formes différentes dans le cas 
contraire;

3° Que la formule

Ax "1 4- B/"*·+  Cs "1 -H D

fournira au moins 3 a 4-1 valeurs de formes différentes, si n est égal à 
zéro, et 3 a 4- 4 valeurs de formes différentes dans le cas contraire, etc. 

En continuant de même, on fera voir, en général, que, si la formule
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est composée d’autant de termes variables qu’ il y a d’unités dans m, 
cette formule fournira ma -+-1 valeurs de formes différentes, si n est 
égal à zéro ou, ce qui revient au même, si l ’on a p =  m a +  i et 
m (a  4- i )  4- i valeurs de formes différentes, s’ il est possible, dans le 
cas contraire; d’ailleurs, m (a  +  1 )4 -1  étant toujours plus grand que . 
ma + / Í O U  p , il est clair que la formule dont il s’agit devra fournir 
p  valeurs dé formes différentes, c ’est-à-dire des valeurs de toutes les 
formes possibles et, par suite, une de ses valeurs devra être divisible 
par/?, d’où résulte le théorème suivant :

T h éo rèm e  XVII. — Soient m un nombre pa ir et p  un nombre premier 

quelconque ]> 2.
Soient, de plus, A, B, C, . . . ,  F plusieurs nombres entiers positifs ou

négatifs mais non divisibles par p . Représentons par x " 1, y ' “ , z"‘ , . . .  des 

nombres p olygon es de l ’ordre m 4-  2 et en nombre, égal à m . On pourra 

toujours trouver, pour x ,  y ,  z ,  des valeurs telles que la form ule

Air“  4- B / "  4- C ?“ +  ' . . .+  F

soit divisible p a r p .

Nota. — Il suit de la théorie précédente qu’on pourra toujours satis
faire à la question en prenant pour x ,  y ,  z , . . .  des valeurs entières

plus petites que 1 +  £ ·  ’

Corollaire I . — Si l ’on suppose m =  2, la formule que l ’on consi
dère se réduira à trois termes de la forme

A X* -h B f  -+- C

et l ’on sera ramené au théorème XV, qui n’est qu’un cas particulier du 
précédent.

Corollaire II. — Si l’on suppose

A = B  =  C =
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on trouvera que la formule

x™ h-  y “ s"1 +  . +  F,

composée d’autant de nombres polygones qu’il y a d’unités dans m , est 
toujours divisible par un nombre premier donné.

Théorème XVIII. - -  Désignons pa r x '  la suite des x  premiers termes de 

la progression arithmétique

I .2 .3 . . ,X,

x ' sera la form u le générale des nombres triangulaires et Von aura

X 1 —  -------------
2

Soit, de plus, p  un nombre prem ier quelconque > 2  et soit

p — i =  2 a.
i

Je dis que la form ule x 1 fournira nécessairement a -t- i valeurs de 

form es difféi'entes.

Démonstration. — Substituez successivement à la place de x ,  dans 

la formule x ' , les termes de la suite

O, I, 2, 3, · · . > <Xff ,

qui sont en nombre égal à a -t- i .  Il est facile de voir que ces substi

tutions donneront, pour x autant de valeurs de formes différentes.

Et, en effet, soient r 1 et î 1 deux de ces valeurs. Pour qu’elles fussent 
de même forme, il faudrait que leur différence

— -  ( r - j ) ( r  +  i  + 1 )
r l — s1 -------------------------------

2

fût divisible par p ;  or, c ’est ce qui ne peut être, puisque le plus grand 
facteur de cette différence, savoir r  -t- s + 1, peut tout au plus devenir 
égal à

ou à 2  0. —  p  —  i .
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Corollaire. — Il suit du théorème précédent que, si l ’on représente 
par A, B, C des nombres entiers non divisibles par p , les formules

et B j ’ + C

fourniront chacune a i valeurs de formes différentes. Par suite, la 
formule

Aa  ̂+  B / ' + C

fournira 2 «  -t- 1 valeurs de formes-différentes, c ’est-à-dire des valeurs 
de toutes les formes possibles. Elle devra donc fournir une valeur divi
sible par p ,  d’où l’on conclut le théorème suivant :

T h éo rèm e  XIX. — Soit p  un nombre premier quelconque 2  ; soient A, 
B, C des nombres entiers positifs ou négatifs mais non divisibles par p  ; 
on pourra toujours trouver, p ou r oc et y ,  des valeurs telles que la form ule

A a?1-)- B j ‘ +  C
soit divisible p a r  p.

T héorèm e  XX. — Soient m un nombre impair et p  un nombre premier 

quelconque; soit 0. le quotient de la division de p  p a r  2 m , en sorte qu’on ait

p  ■ =  2 m a  -t- »,·

n étant un nombre entier plus petit que i m  ; soit, de plus, x " L la form ule  

générale des nombres polygones de l ’ordre m  -t- 2 ; j e  dis que la form ule x '"  

fournira au moins a -+- 2 valeurs de form es différentes.

Démonstration. — Substituez successivement, à la place de x ,  dans 

la formule x m, les termes de la suite

o,  1 , 2 , 3,  . . . ,  a, u +  i,

qui sont en nombre égal à a +  2. Je dis que ces substitutions fourni

ront, pour x m, autant de valeurs de formes différentes. Et, en effet, 

soient 7™ et s"1 deux de ces valeurs; pour qu’elles fussent de même
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forme, il faudrait que leur différence

~( r — s) [m( r  4- î  — i) 4- 2 ]

fût divisible par p .  Or, c ’est ce qui ne peut être, puisque le plus grand 
facteur de cette différence, étant

—  ( r - t - s  —  i ) 4 - i

dans le cas où r — s est impair et

m(/' +  s — 1 ) -+- 2

dans le cas où r — s est pair, sera tout au plus égal à

m(cc +  i +  oc — i — i) h- 2  ou à ama — (m — 2) 

et, par conséquent, plus petit que p .

Corollaire. —  Soient ocm, y m, z m, . . .  des nombres polygones de 
l ’ordre impair m -\- 2 ; soient, de plus, p  un nombre premier et a le

quotient de la division enfin, soient A, R, C, . . .  des nombres

entiers non divisibles par p ;  il suit du théorème précédent : 
i° Que les formules

x m, A x m, k x m 4 - B

fourniront nécessairement a 4- 2 valeurs de formes différentes relati
vement à p\

20 Que la formule
Aïe"* +  B j " +  C

fournira 2a 4- 3 valeurs de formes différentes relativement à / j, —
En continuant de même, on fera voir, en général, que, si la formule

A ̂ "*4- Bÿ"*4- Ci"* 4 -..  . 4 - F

est composée d’autant de termes variables qu’ il y a d’unités dans im .
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cotte formule fournira, s’ il est possible,

2 m ( a i ) i

valeurs de formes différentes. Mais

2 m(a. + i )  + 1

étant plus grand quep ,  il est clair que la formule dont il s’agit four
nira p  valeurs de formes différentes, c ’est-à-dire des valeurs de toutes 
les formes possibles; elle fournira donc une valeur divisible par p  et, 
par suite, on aura le théorème suivant :

Théorème XXI. — Soient m  un nom bre impair et p un nombre premier 

quelconque; soient, de plus, A, B, C, D, . . . ,  F plusieurs nombres entiers 

positifs ou négatifs non divisibles p a r p  \ enfin, soient oc"1, y m, z'H, . . .  des 

nombres p olygon es de Vordre m  -+- 1 et en nombre égal à a m ; on pourra 

toujours trouver, pour x , y , z ,  . . . .  des nombres tels que la form ule

Câ«*-|-.. . +  F,

composée de i m  termes variables et d ’un terme constant, soit divisible 

par p .  - ·
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MÉMOIRE
SUR LE

NOMBRE DES VALEURS QU’ UNE FONCTION PEUT ACQUÉRIR,

LORSQU’ON Y PERMUTE DE TOUTES LES MANIÈRES POSSIBLES 
L E S  Q U A N T I T É S  Q U ’E L L E  R E N F E R M E .

Journal de l'École Polytechnique, X V I I e C a h ie r ,  T o m e  X ,  p . i ;  i 8 i 5 .

MM. Lagrange et Vandcrmonde sont, je crois, les premiers qui aient 
considéré les fonctions de plusieurs variables relativement au nombre 
de valeurs qu’elles peuvent obtenir, lorsqu’on substitue ces variables 
à la place les unes des autres. Ils ont donné plusieurs théorèmes inté
ressants relatifs à ce sujet dans deux Mémoires imprimés en 1771, l ’un 
à Berlin, l ’autre à Paris. Depuis ce temps, quelques géomètres italiens 
se sont occupés avec succès de cette matière et, particulièrement,
M. Ruffini, qui a consigné le résultat de ses recherches dans le Tome XII 
des Mémoires de la Société italienne et dans sa Théorie des équations 

numériques. Une des conséquences les plus remarquables des travaux 
de ces divers géomètres est que, avec un nombre donné de lettres, on 
ne peut pas toujours former une fonction qui ait un nombre déterminé 
de valeurs. Les caractères par lesquels cette impossibilité se manifeste 
ne sont pas toujours faciles à saisir; mais on peut du moins, pour un 
nombre donné de lettres, assigner des limites que le nombre des 
valeurs ne peut dépasser et déterminer en outre un grand nombre de 
cas d’exclusion. Je vais exposer dans ce Mémoire ce qu’on avait déjà 
trouvé de plus important sur cet objet et ce que mes propres recherches
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m ’ont permis d’y ajouter. J’examinerai plus particulièrement le cas où 
le nombre des valeurs d’une fonction est supposé plus petit que lé 
nombre des lettres, parce que les fonctions de cette nature sont celles 
dont la connaissance est la plus utile en Analyse.

Considérons une fonction de plusieurs quantités et supposons que 
l’on échange entre elles ces mêmes quantités une ou plusieurs fois de 
suite. Si la fonction est du genre de celles qu’on appelle symétriques, 

elle ne changera pas de valeur par suite des transpositions opérées 
entre les quantités qu’elle renferme; mais si elle n’est pas symétrique, 
elle pourra obtenir, en vertu de ces mêmes transpositions, plusieurs 
valeurs différentes les unes des autres dont le nombre se trouvera 
déterminé par la nature de la fonction dont il s’agit. Si l ’on partage 
les fonctions en divers ordres, suivant le nombre des quantités qu’elles 
renferment, en sorte qu’une fonction du deuxième ordre soit celle qui 
renferme deux quantités, une fonction du troisième ordre celle qui en 
renferme trois, etc., il sera facile de reconnaître qu’il existe une liaison 
nécessaire entre le nombre des valeurs que peut obtenir une fonction 
non symétrique et l’ordre de cette même fonction. Ainsi, par exemple, 
une fonction du deuxième ordre ne pourra jamais obtenir que deux 
valeurs que l’on déduira l ’une de l ’autre par la transposition des deux 
quantités qui la composent. De même, une fonction du troisième ordre 
ne pourra obtenir plus de six valeurs; une fonction du quatrième ordre, 
plus de vingt-quatre valeurs, etc. En général, le maximum du nombre 
des valeurs que peut obtenir une fonction de l’ordre n sera évidemment 
égal au produit

j . 2 . 3 ...........n

car ce produit représente le nombre des manières différentes dont on 
peut disposer, à la suite les unes des autres, les quantités dont la fonc
tion se compose. On a donc déjà, par ce moyen, une limite que le 
nombre des valeurs en question ne peut dépasser; mais il s’en faut de

OEuvres de 6\ — S. II, t. I. 9
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beaucoup que dans chaque ordre on puisse former des fonctions dont 
le nombre des valeurs soit égal à l’un des nombres entiers situés 
au-dessous de cette limite. Un peu de réflexion suffit pour faire voir 
qu’aucun nombre au-dessous de la limite ne peut remplir la condition 
exigée, à moins qu’ il ne soit diviseur de cette limite. On peut s’en 
assurer facilement à l’aide des considérations suivantes :

Soit K une fonction quelconque de l’ordre n et désignons par a {, 

a.,, . . . .  an les quantités qu’elle renferme. Si l’on écrit à la suite les 
unes des autres les quantités dont il s’agit ou, ce qui revient au meme, 
les indices qui les affectent, dans l’ordre où ils se présentent lorsqu’on 
les passe en revue en allant de gauche à droite et en ayant soin de 
n’écrire qu’une seule fois chaque indice, on aura une permutation de 
ces mêmes indices qui aura une relation nécessaire avec la fonction K. 
Par exemple, si la fonction K était du quatrième ordre et égale à

ava\l cosa4+  a4 sina3, 

la permutation relative à K serait

I . 2.4 · 3.

Si, au-dessous de la permutation relative il K, on écrit une autre 
permutation formée avec les indices i ,  2, 3 , . . . ,  n, et que l’on remplace 
successivement dans la fonction K chacun des indices qui composent 
la permutation supérieure par l ’ indice correspondant do la permutation 
inférieure, on aura une nouvelle valeur de Iv qui sera ou 11e sera pas 
équivalente à la première et la permutation relative à cette nouvelle 
valeur de K sera évidemment la permutation inférieure dont on vient 
de parler. On pourra obtenir, par ce moyen., les valeurs de K relatives 
aux diverses permutations que l’on peut former avec les indices 1, 2, 
3 , . . . ,  n ;  et, si l’on représente par

K, K', K", . . .

les valeurs dont il s’agit, leur nombre sera égal au produit

1.2.3 n,
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et leur ensemble fournira toutes les valeurs possibles de la fonction K. 
Pour déduire deux de ces valeurs l’une de l ’autre, il suffira de former 
les permutations relatives à ces deux valeurs et de substituer aux 
indices de la première permutation les indices correspondants pris 
dans la seconde. Pour indiquer cette substitution, j ’écrirai les deux 
permutations entre parenthèses en plaçant la première au-dessus do la 
seconde; ainsi, par exemple, la substitution

/  1 . 2 . 4 . 3  \

\  3.4.3-1 )
indiquera que l ’on doit substituer, dans K, l’ indice 2 à l ’ indice 1, 
I indice 4 à 1 indice 2, l ’ indice 3 à l’indice 4 et l’ indice 1 à l’ indice 3 . 
Si donc on supposait, comme ci-dessus,

K « J « “  c o s a 4 s i n « 3,

en désignant par K' la nouvelle valeur de K obtenue par la substitution

/ 1 .2.4*3 

\ 2. 4 · 3 .1

on aurait
K'=r a2a'il cosa3+  a3 sina,.

Afin d’abréger je représenterai, dans la suite, les permutations elles- 
mêmes par des lettres majuscules. Ainsi, si l’on désigne la permutation

et la permutation 

la substitution

1 . 2 . 4 . 3  p a r  A j

2 . 4 - 3 . 1  p a r  A , , ’

1 .2 .4 -3  

2.4 · 3 .1

se trouvera indiquée de la manière suivante :

A,
A,

Cela posé, K étant une fonction quelconque de l’ordre n, désignons
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par N le produit 1 .2 . 3 ........11 et par

Ai, A2, A3> · · · > An

les diverses permutations en nombre égal à N que l ’on peut former 
avec les indices i , 2, 3 , . . . , « ;  N sera le nombre total des valeurs de 
la fonction K relatives à ces diverses permutations. Soient

K l ,  K-2» K „  * '  m  K-N

ces mêmes valeurs. Si elles sont toutes différentes les unes des autres, 
N exprimera le nombre des valeurs différentes de la fonction donnée; 
mais, dans le cas contraire, le nombre de ces valeurs, étant plus petit 
que N, sera nécessairement un diviseur de N, comine on va le faire voir. 

Supposons que, parmi les valeurs possibles

Eh E2, Kj, . . . . ,  KN

de la fonction donnée, plusieurs deviennent égales entre elles, en sorte 
qu’on ait, par exemple,

K a=  Kp =  KY— -----

Désignons par M le nombre total des valeurs Ka, Kp, KY, . . .  que l ’on 
suppose ici égales entre elles. Les permutations relatives à ces valeurs, 
ou Ab, Ap, AY, . . . ,  seront aussi en nombre égal à M. Pour déduire, 
toutes ces permutations d’une seule, par exemple de Aa, il suffira 
d’échanger entre eux, d’une certaine manière, les indices qui, dans 
celte permutation, occupent certaines places, et, l’on conçoit facile
ment que si ces changements n’altèrent en rien la valeur correspon
dante Ka de la fonction K, cela tient non pas à la valeur même des 
indices, mais à la place que chacun d’eux occupe dans la permutation 
dont il s’agit.

Cela posé, soit K>, une nouvelle valeur de K qui ne soit pas égale 
à Ka, et désignons toujours par A* la permutation relative à K),. Si l’on 
fait subir simultanément, aux indices qui occupent les mêmes places 
dans les permutations Aa et A*, les changements dont on vient de parler,
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la deuxième permutation de A> se trouvera successivement changée en 
plusieurs autres AR Av, pendant que la première, Aa, deviendra 
successivement Ap, AY, . . .  et, d ’après le principe énoncé ci-dessus, il 
est évident que les équations

Éa ~  Kp =  IvY —  . . .

entraîneront celles-ci
Kx= Kv =  . . ..

Il est aisé d’en conclure que, parmi les valeurs de K relatives à toutes 
les permutations possibles, savoir

K,, K.2, K 3, ·■ * *, K?i,

le nombre de celles qui seront équivalentes à Kx sera le même que le 
nombre des valeurs équivalentes à Kœ. Par suite, si l’on représente 
par R le nombre total des valeurs essentiellement différentes de la 
fonction K, M étant le nombre des valeurs équivalentes à Kœ, RM sera 
le nombre total des valeurs relatives aux diverses permutations. On 
aura donc

RM =  N
et, par suite,

Ainsi R, ou le nombre des valeurs différentes de la fonction K, ne
peut être qu’ un diviseur de N, c ’est-à-dire du produit j . 2 . 3 .......n. Ce
théorème, qui se présente dès les premiers pas que l ’on veut faire dans 
la théorie des combinaisons, était déjà connu; mais il était nécessaire 
de le rappeler ici pour l ’ intelligence de ce qui va suivre. Afin d’abré
ger, j ’appellerai désormais indice de la fon ction  K le nombre R qui 
indique combien cette fonction peut obtenir de valeurs essentielle
ment différentes et j ’appellerai diviseur indicatif le nombre M par 
lequel on doit diviser N, ou le produit des indices 1, 2, 3 , . . . ,  n  ren
fermés dans la fonction, pour obtenir l ’ indice de la fonction elle-même.

On vient de voir que le nombre des valeurs différentes d’une fonction
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'de l’ordre n est nécessairement un diviseur du produit
Y

N = i .2.3. . . . .n,

•Le plus petit diviseur de ce produit est toujours égal à 2 et il est facile 
de s’assurer que, dans un ordre quelconque, on peut former des fonc
tions qui n’aient que deux valeurs différentes. Vandermondc a donné 
les moyens de composer des fonctions de cette espèce. E11 général, 
pour former avec les quantités

C l\y Cl%9 . . . ,  Ctn

une fonction de l ’ordre n dont l’indice soit égal à 2, il suffira de consi
dérer la partie positive ou la partie négative du produit

(«1 — «s) («1— a-i). . . (« !  — an) (as— a3) . . . («2— « „ ) . .  an)

qui a pour facteurs les différences des quantités a K, a2........ a„ prises
deux à deux.

En effet, supposons que, après avoir développé ce produit, on repré
sente par P la somme des termes positifs et par Q la somme des termes 
négatifs, le produit dont il s ’agit sera représenté par

P - Q ,

et comme ce produit ne peut jamais changer de valeur mais seulement 
de signe, en vertu de substitutions quelconques opérées entre les indices 
dos quantités qu’ il renferme, les substitutions dont il s’agit pourront 
seulement transformer P — Q en Q — P, c ’est-à-dire changer P en Q, et 
réciproquement. P et Q seront donc les deux valeurs d’une fonction qui 
11e pourra en obtenir d ’autres. En supposant n =  3 , on trouve

P =  a\a2 +  a\a% -+- a* a„

Q =  a, a| -h a2 a\ +  a3 a*.

On serait encore arrivé à de semblables conclusions si l’on eût mul-' 
tiplié le produit

( " 1— (a, — at). . .(a, — a„) (a2— a3). . . ( a , — a„). .
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par une fonction symétrique quelconque des quantités

i &ii·

Ce qu’on vient de remarquer relativement au diviseur 2 du produit
î . 2 . 3 ........n  n’est pas vrai, en général, relativement à l ’un quelconque
des diviseurs de ce produit, et il n’est pas toujours possible de-former 
une fonction de l ’ordre n  dont les valeurs différentes soient en nombre 
égal à l ’un de ces diviseurs pris à volonté. Supposons, par exemple, 
qu’il s’agisse de former une fonction K qui ait seulement trois valeurs 
différentes. Si n  est égal à 3 , on trouvera une infinité de fonctions qui 
rempliront la condition exigée, telles que

ax cî  ¿̂ 3?

(c?2 H- ),

On pourra encore former des fonctions de cette espèce si n est égal 
à l\ ; par exemple,

a, as-K«»«*,
( « J  +  « , )  ( a 3 +  « / , ) ,

Mais si n est égal à 5 ou surpasse 5 , on n’en pourra plus former de 
semblables; on ne peut pas même, dans ce cas, former de fonctions 
qui n’aient que quatre valeurs. Ces deux propositions ont été démon
trées par M. Paolo Ruffini dans les Mémoires de la Société italienne, 
Tome XII, et dans sa Théorie des équations. Ayant été conduit, par des 
recherches sur les nombres, à m’occuper de la théorie des combinai
sons, je suis arrivé à la démonstration d ’ un théorème plus général qui 
renferme les deux précédents et qui détermine une limite au-dessous 
de laquelle le nombre des valeurs d’une fonction non symétrique do 
l’ordre n  ne peut jamais s’abaisser sans devenir égal à 2. Ce théorème 
peut s’énoncer ainsi qu’ il suit:

Le nombre des valeurs différentes d ’une fonction  non symétrique de
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n quantités ne peut s’abaisser au-dessous du plus grand nombre premier p

contenu dans n sans devenir égal à 2.

PREMIÈRE PARTIE DE LA DÉMONSTRATION.

, On fa it voir que, si l ’on suppose R < p ,  chaque valeur de K 
ne pourra être changée par aucune substitution du degré p.

Comme pour démontrer le théorème précédent il est nécessaire de 
bien connaître la nature de l’opération que j ’ai désignée sous le nom 
de substitution, je commencerai par donner sur cet objet de nouveaux 
développements.

Soit K la fonction donnée de l’ordre n ;  soit R son indice ou le nombre 
des valeurs essentiellement différentes qu’elle peut recevoir par des 
substitutions opérées entre les quantités dont elle se compose. Enfin 
désignons par N le produit 1 .2 . 3 .......n; R sera nécessairement un divi
seur de N que je pourrai représenter par

M étant ainsi le diviseur indicatif de la fonction K. Cela posé, soient A,, 
A,, . . . ,  A n les permutations en nombre égal à N que l’on peut former 
avec les indices renfermés dans K, et désignons par

les valeurs correspondantes de cette même fonction ; pour déduire l’une 
de l ’autre deux de ces valeurs ou, ce qui revient au même, les permu
tations qui leur correspondent, par exemple A, et A,,, il suffira de 
remplacer respectivement les indices .compris dans la permutation A, 
par les indices correspondants compris dans la permutation A;,. Cette 
opération, que j ’appelle substitution, sera, d ’après les conventions éta
blies, indiquée de la manière suivante :

N
M’
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Les deux permutations A, et A 2 seront appelées respectivement premier 

et second terme de cette substitution. On peut, dans le premier terme A, 

de cette substitution, intervertir, de telle manière que l ’on voudra, 
l ’ordre des indices 1, 2, 3 , . . . ,  n , pourvu que l ’on intervertisse de la 
même manière l ’ordre des indices correspondants compris dans le 
second terme A 2. On pourra, en conséquence, donner successivement 
pour premier terme à la substitution proposée chacune des permuta
tions A , ,  Ao, A „  . . . ,  An, et la mettre ainsi sous un nombre égal à N de 
formes différentes qui seront toutes équivalentes entre elles.

Je dirai qu’une substitution est le produit  de plusieurs autres, lors
qu’elle donnera le même résultat que ces dernières opérées successi
vement. Par exemple, si en appliquant successivement à la permuta-

tion A, les doux substitutions
A2
A3

et
A*
a 5

on obtient pour résultat

la permutation A0, la substitution
Ai
Ag

sera équivalente au produit

des deux autres, et j ’ indiquerai cette équivalence comme il suit :

A,

Une substitution identique est celle dont les deux termes sont égaux 
entre eux. Les substitutions

A,
A,

•9
An \ 
An /

sont toutes identiques.
Je dirai que deux substitutions sont contiguës lorsque le second 

terme de la première sera égal au premier ternie de la seconde. Les

deux substitutions contiguës  ̂  ̂ ^  opérées successivement,

donnent le même résultat que la substitution unique (  ^  on a donc

A, A,

Œuvres de C, —  S. Il, t. I.
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On a de même, en général,

Enfin, je dirai qu’une substitution est dérivée d’une autre, ou est une 
paissance d’une autre, si elle est équivalente à cette autre répétée plu

sieurs fois de suite. J’ indiquerai la puissance r de la substitution 

de la manière suivante :

A' V-A, )

Lorsque les substitutions contiguës

Ai \ / A, \ / A, \ / A,._, \

A J ’ V A , / ’ \ A * / ’ \ A, )

sont toutes équivalentes entre elles, on a

A, Ai \ /  Ag \ / A3

A, A2 / \ A3 / \ At

Supposons que l’on applique plusieurs fois de suite à la permu-

tation A, la substitution
As

Ai
> en sorte que cette substitution étant

appliquée à la permutation A, donne pour résultat la permutation A2; 
qu’étant appliquée à la permutation A3, elle donne pour résultat la 
permutation A 3, etc. La série des permutations

Ai, A2, A3, ■ · ·

sera nécessairement composée d ’un nombre fini de termes, et si l’on
représente par m  ce même nombre et par Am la dernière des permuta-

/ \
tions obtenues, la substitution (

\ Ai
mutation reproduira de nouveau le terme A ,. Cela posé, si l’on range 
en cercle ou plutôt en polygone régulier les permutations

J appliquée à cette dernière per-

Ai, A2, A3, . · *, A,h_i,
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de la manière suivante :

toutes les substitutions que l’on pourra former avec deux permutations 
prises à la suite l ’ iinc de l ’autre, et d’orient en occident dans le poly

gone dont il s’agit, seront équivalentes entre elles et à ^ Y  et toutes

celles que l ’on pourra former avec deux permutations séparées l’ une 
do l’autre par un nombre r  de côtés dans ce même polygone seront

équivalentes à la puissance r  de la substitution 

cette manière,

A,
A(

On aura, de

11 suit de ce£ considérations : i°  que la puissance m  do la substitu

tion ( ^  ^ est équivalente à la substitution identique
A, \ mx

A,
A,

; 2° que

Ai
sera encore une substi-' x  étant un nombre entier quelconque, 

t.ution identique; 3° que, dans la même hypothèse, les substitutions

A/

mx+r
et t " )  sont équivalentes; 4° que la notation ,

At J ■ \ A,
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indique'une substitution identique; 5° que, parmi les substitutions

dérivées de ^ ^  les seules qui soient différentes entre elles sont

les puissances dont l’exposant est plus petit que m  ou, ce qui revient 
au même, les substitutions équivalentes à ces puissances, savoir :

Le nombre de ces substitutions est, comme celui des permutations A ,, 
A3, A3, . . . ,  Am, égal à m . Ce nombre sera appelé le degré de la substi-

tution  ̂ ^  j -  Si l ’on applique plusieurs fois de suite la substitution

^ ^  à la permutation A ,, on commencera par obtenir la suite des

permutations A ,, A2, As, . . . ,  A,„ et, lorsqu’on sera parvenu à ce point, 
les mêmes permutations se reproduiront dans le même ordre d ’une 
manière périodique. C’est pourquoi je dirai que les permutations pré-

cédcntcs forment une période qui correspond à la substitution

Cela posé, le degré d’une substitution indique à la fois la plus

petite de scs puissances positives qui soit équivalente à une substitu
tion identique et le nombre des permutations comprises dans la période 
qui résulte de l ’application de la substitution donnée à une permutation 
déterminée.

La manière la plus simple de représenter une période est de ranger 
en cercle, ou plutôt en polygone régulier, les permutations qui la com
posent, ainsi qu’on l’a déjà fait plus haut.

Je dirai que le cercle suivant
Ai

A ,n A 2
Am_, A3 ^

formé comme on vient de le dire, est un des cercles de permutations
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A.
qui correspondent à la substitution ^  J· Toute substitution qui a

pour termes deux permutations comprises dans ce cercle est une des
/  As

puissances de la substitution l
\ A;

Etant donné le cercle ou polygone précédent qui correspond à la 

substitution a s j ,  pour en déduire un polygone qui corresponde à

la substitution f ^  J , il suffit de joindre de r en r, en allant d’orient

en occident, les sommets du polygone donné et d’écrire les permuta
tions que l ’on y rencontre dans l ’ordre où elles se présentent. Lorsque 
r e t m  sont premiers entre eux, on passe de cette manière sur tous les 
sommets du premier polygone et le second polygone renferme toutes 
les permutations comprises dans le premier; par suite, la. substitu

tion ^ ^ ^  est du degré m , ainsi que la substitution donnée ^ ^

et cette seconde substitution peut alors être considérée comme une 
puissance de l ’autre. Cette circonstance a toujours lieu lorsque m  est 
un nombre premier, quelle que soit d’ailleurs la valeur de r.

Si l’on applique successivement la substitution ^ ^  ^ aux diffé

rentes valeurs de la fonction K ou, ce qui revient au même, aux per
mutations

Ai, A2, A3, . · ·, Ax

Nqui leur correspondent, on obtiendra en tout un nombre égal à — de

polygones ou cercles différents les uns des autres qui seront composés 
chacun de m  permutations différentes.

Cela posé, désignons sous le nom de permutations équivalentes celles 
qui correspondent à des valeurs équivalentes de la fonction K ; les per
mutations équivalentes à A, étant, par hypothèse, en nombre égal à M»

il est visible que, si l’on a M >  on pourra, parmi les cercles que l ’on

vient de former, en trouver au moins un qui renferme deux des per-
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mutations équivalentes dont il s’agit. Soient A*, A  ̂ces deux permuta

tions; la substitution ^ ^  ^ sera une des puissances de la substitu

tion ^ ^  et si, en outre, m  est un nombre premier, ^ ^  ^ sera

encore une puissance de la substitution i  * Y  D’ailleurs, les deux
V Ay /

permutations A x, Av étant équivalentes entre elles et à la permuta

tion A ,, la substitution ^ ^ ne changera pas la valeur K, de la

fonction K. Par suite, cette même valeur ne sera pas changée par la sub

stitution  ̂ ^  ^ plusieurs fois répétée; elle ne sera donc pas changée

par la substitution ^ ^  ^ si m  est un nombre premier. Si l ’on repré

sente par p  le plus grand des nombres premiers compris dans n, on 
pourra supposer, dans ce qui précède,

m .=  p.

Nous sommes donc conduits, par les considérations précédentes, à 
ce résultat remarquable que, relativement à la fonction K, on ne peut

supposer M >  — ou, ce qui revient au même, R < / » ,  à moins de sup

poser en même temps que la valeur K, de cette fonction no peut être 
changée par aucune des substitutions du degré p .  Il nous reste à faire 
voir que, pour satisfaire à cette dernière condition, on est obligé de 
rendre la fonction symétrique ou de supposer

R — 2.

DEUXIÈME PARTIE DE LA DÉMONSTRATION.

On fa it voir que, si une valeur de K ne peut être changée par aucune substi
tution du degré p, elle ne pourra être changée par aucune des substitutions 
circulaires du troisième degré. *

Avant d ’aller plus loin, il est nécessaire d ’examiner avec quelque 
attention la nature des substitutions du degré p  que l ’on peut former 
avec les indices i ,  2, 3 , . . . ,  n.
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Nous observerons d’abord que, si dans la substitution 

par deux permutations prises à volonté dans la suite

' As
* -A-r

formée

Ai, As, A3, . . . ,  An,

les deux termes A*, Af renferment des indices correspondants qui soieht 
respectivement égaux, on pourra, sans inconvénient, supprimer les 
mêmes indices pour ne consei’vcr que ceux des indices correspondants 
qui sont respectivement inégaux: Ainsi, par exemple, si l’ on fait n =  5 , 
les deux substitutions

/ ' . a . M . S X  /  1.2.3 \

. \  2.3.1.4.5 J \  2.3.1 J

seront équivalentes entre elles. Je dirai qu’une substitution aura été 
réduite à sa plus simple expression lorsqu’on aura supprimé, dans les 
deux termes, tous les indices correspondants égaux.

Soient maintenant a, (3, y, .. .,  rj plusieurs des indices r, 2, 3 ....... n

en nombre égal à p ,  et supposons que la substitution ^ ^  ^ réduite à 

sa plus simple expression prenne la forme

/  « (3 y . . .  Ç ri \

\  (3 f y S ... -n a J

en sorte que, pour déduire le second terme du premier, il suffise de 
ranger en cercle, ou plutôt en polygone régulier, les indices oc, (3, y, 
0, . v] de la manière suivante :

a
V p

c 7

et de remplacer ensuite chaque indice par celui qui, le premier, vient, 
prendre sa place lorsqu’on fait tourner d’orient en occident le polygone
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dont il s’agit. Il est aisé de voir que, pour obtenir la puissance /-de la 
substitution donnée, il suffira de remplacer chaque indice du polygone 
par celui qui, le premier, vient prendre sa place après avoir passé sur 
un nombre de côtés égal à /·, lorsqu’on fait tourner le polygone d’orient 
en occident. Si l’on veut obtenir de cette manière une substitution 
identique, il faudra supposer r  égal à p  ou à un multiple de p\ car 
chaque indice ne peut revenir à sa place primitive qu’après avoir fait 
une ou plusieurs fois le tour du polygone. Il suit de là que le degré de 
la substitution donnée est égal à p .  J’appellerai polygone indicatif ou 
cercle indicatif le polygone ou cercle formé par les indices compris 
dans cette substitution et je la désignerai elle-même sous le nom de 
substitution circulaire. Pour qu’une substitution soit circulaire, il suffit 
que, après l’avoir réduite à sa plus simple expression, on puisse passer 
en revue tous les indices qu’elle comprend, en comparant deux à deux 
les indices qui se correspondent dans les deux termes. Le degré d’une 
substitution circulaire est toujours égal au nombre des indices qu’elle 
renferme.

Soit
/  « (3 y d . . .  Ç y)

\  (3 y d s . . .  Y) a

une substitution circulaire du degré p ;

/ ¡3 y ô e . . .  y( «

\  y oc (3 è . . .  C Y]

sera encore une substitution circulaire du degré p ,  et, comme elle est 
contiguë à la première, ces deux substitutions opérées successivement 
seront équivalentes à la substitution unique

/oc  (3 y d . . .  Ç Y) \  /  « (3 y \

\ y « p d ... ç y) / \ y a £/

Si donc les deux premières substitutions ne changent pas la valeur K, 
de la fonction K, cette valeur ne sera pas non plus changée par la sub-
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stilution circulaire du troisième degré

/ «  P 7 V
v y ot ¡3 /

II suit de là que, si la valeur K, n’est changée par aucune des substi
tutions circulaires du degré p ,  elle ne pourra être changée par aucune 
des substitutions circulaires du troisième degré; il ne reste plus qu’à 
développer les conséquences de cette dernière condition.

TROISIÈME PARTIE DE LA DÉMONSTRATION.

On fa it voir que, si une valeur de K n’est changée par aucune des substitutions 
circulaires du troisième degré, cette fonction sera symétrique ou n’aura que 
deux valeurs.

Si l’on désigne sous le nom de transposition une substitution circu- 

lairc du deuxième degré, telle que ( ) ou, ce qui revient au
\ P a /

même, l’opération qui consiste à échanger l’un contre l ’autre deux 
indices a et (3, et que nous indiquerons comme il suit (a ,  [3)  : chaque 
substitution circulaire du troisième degré sera équivalente à deux 
transpositions successivement opérées. Ainsi, par exemple, la substi
tution

/  a (3 y \

\ y « P /

sera équivalente au produit des deux substitutions contiguës-

/ « P y \  / P « y \
\ P « y ) \ y  « P /

que l’on peut représenter aussi par

(«» P)> (P. y)·

Si donc la valeur K, n’est pas changée par la substitution circu- 
/  oc (3 y \

laire ^  ̂ J> la même valeur ne sera pas changée par les transpo-

ORuvres de C. — S. Il, t. I. II
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sitions (a, (3), (¡3, y )  opérées successivement, et, par suite, la transpo
sition (a, ¡3) ne pourra changer K, en K2 sans que la transposition 
(¡3, y ) change réciproquement K2 en K, et, par conséquent aussi, K, 
en K2; ainsi les deux transpositions (a , (3), (¡3, y ), qui ont un indice 
commun (3, étant appliquées à K,, donneront le même résultat K2. On 
fera voir de même que, si la valeur K, n’est pas changée par la sub
stitution circulaire du troisième degré

C 3 ' 3 y

les transpositions (P, y ) et (y , S), qui ont un indice commun y, chan
geront toutes deux K, en K2. Par suite, les transpositions

O ,  P), (y, <5),

qui n’ont pas d’ indices communs, conduiront encore au même résultat.
11 suit de ce qu’on vient de dire que, si la valeur K, de la fonction K 

n’est changée par aucune des substitutions circulaires du troisième 
degré opérées entre les indices i, 2, 3 ,* . . . ,  n et que l ’on représente 
par K2 la valeur déduite de K, par la transposition ( t ,  2), toutes les 
autres transpositions changeront encore K, en K2 et, par conséquent, 
K2 en K,. Par suite, deux transpositions successives ne changeront 
pas la valeur K,. Ainsi, dans le cas que l’on considère, le nombre des 
valeurs differentes de la fonction K, valeurs que l’on peut toujours 
déduire de K, par des transpositions opérées entre les indices 1, 2, 
3 , . . . ,  n, sera tout au plus égal à 2; d ’ailleurs, il ne pourrait se réduire 
à l ’unité que dans le cas où cette fonction deviendrait symétrique. Il 
est donc prouvé par ce qui précède que, si la fonction K n’est pas symé
trique, le nombre de scs valeurs ne pourra être inférieur à p  sans 
devenir égal à 2.

Ainsi, par exemple, en excluant les fonctions symétriques et celles 
qui ont deux valeurs seulement, on trouvera qu’une fonction du cin
quième ou du sixième ordre ne peut obtenir moins de cinq valeurs; 
une fonction du septième, du huitième, dii neuvième ou du dixième
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ordre, moins de sept valeurs; une fonction du onzième ou du douzième 
ordre, moins de onze valeurs, etc. Au reste, comme en supposant n ~  3 
ou n —  4, on trouve p  — 3 , on voit que le théorème précédent, dans 
le troisième et le quatrième ordre, n’exclut pas les fonctions de trois 
valeurs.

Lorsque l ’ordre de la fonction est lui-même un nombre premier, on 
-a p  —  n·, ainsi, toute fonction dont l ’ordre est un nombre premier ne 
peut obtenir moins de valeurs qu’elle ne renferme de quantités, pourvu 
que l ’on Suppose toujours exclues les fonctions qui n’ont pas plus de 
deux valeurs.

Au reste, il n’est pas toujours possible d’abaisser l ’ indice, c’ est-à-dire 
le nombre des valeurs d’une fonction jusqu’à la limite que nous venons 
d’assigner, et, si l’on en excepte les fonctions du quatrième ordre qui 
peuvent obtenir trois valeurs, je ne connais pas de fonctions non symé
triques dont l ’indice soit inférieur à l’ordre, sans être égal à 2. Le 
théorème ci-dessus démontré prouve du. moins qu’ il n’en existe pas 
de semblables quand l’ordre n de la fonction est un nombre premier, 
puisque alors la limite trouvée se confond avec ce nombre. On peut 
encore démontrer cette assertion, lorsque n est égal à 6, en faisant voir 
qu’une fonction de six lettres ne peut obtenir moins de six valeurs 
quand elle en a plus de deux. On y parvient à l ’aide des considérations 
suivantes.

Soit K une fonction du sixième ordre, et désignons toujours par 
i ,  2, 3 , 4 » 5 , 6 les indices qui affectent les six quantités qu’ell.e ren
ferme; le nombre total des valeurs possibles do la fonction K sera égal 
au produit

i . 2 . 3 . 4 . 5 .6 =  720.

Soient maintenant a, ¡3, y trois des six indices pris à volonté et K, une 
des valeurs de K. Le nombre des permutations que l’on peut former' 
avec les trois indices a, ¡3, y étant égal au produit

i . a . 3  =  0 ,

on pourra toujours déduire de la valeur K, cinq autres valeurs de la
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fonction K au moyen de transpositions ou de substitutions circulaires 
du troisième degré opérées entre les indices a, fi, y. Soient

K s, K 3, K t , K „  K 0

les nouvelles valeurs dont il s’agit; les six valeurs 

K „  K 2, K 3) K ; ,  K 5, K 6

seront toutes différentes les unes des autres ou bien elles seront égales 
deux à deux, trois à trois, ou toutes égales entre elles. Dans la première 
hvpothèsc, le nombre des valeurs différentes de la fonction donnée sera 
au moins égal à 6 . Dans les trois autres hypothèses, une au moins des 
valeurs

K „  K „  K.4, K 3, Kg

sera égale à K ,;  et, par suite, on pourra, sans altérer la valeur K,, 
échanger entre eux dans cette valeur deux ou trois des indices a, ¡3, y, 
soit au moyen d’une simple transposition, soit au moyen d’une substi
tution circulaire du troisième degré.

Supposons maintenant que l ’on partage en plusieurs groupes les six 
indices 1, 2, 3 , 4, 5 , 6 , de manière il renfermer dans un même groupe 
deux indices qui sont à la fois compris, soit dans une transposition, 
soit dans une substitution circulaire du .troisième degré qui ne change 
pas la valeur K( . D’après ce qui précède, pour que la fonction donnée 
puissc.obtcnir moins do six valeurs, il est nécessaire que, sur trois 
indices a, [3, y pris à volonté, doux au moins se trouvent compris dans 
un mémo groupe et, dans ce cas, on ne pourra évidemment former que 
deux groupes différents, l’ un de ces deux groupes pouvant être com
posé d’un seul indice. Il reste à savoir combien la fonction K peut 
obtenir de valeurs différentes quand le nombre des groupes ainsi formé 
est égal à a et quand ce même nombre se réduit à l'unité; l ’ordre 
établi entre trois indices pris à volonté pouvant être interverti d ’une 
certaine manière sans que la valeur K, soit altérée.

Supposons d’abord que les indices se partagent en deux groupes.
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Soient a et ¡3 deux indices pris dans l ’un des groupes et y un indice 
pris dans l’autre groupe. Puisqu’on peut échanger entre-eux deux de 
ces trois indices sans altérer la valeur K, et que l ’indice y ne peut être 
échangé avec l’un des deux autres, il est clair que la valeur K, ne sera 
pas altérée par la transposition (a , (3). Par suite, cette valeur ne pourra 
être changée par aucune substitution opérée entre les indices d’un 
même groupe, mais elle sera nécessairement altérée par les transpo
sitions ou substitutions qui feront passer dans un des groupes une 
partie des indices de l ’autre; on peut même assurer que deux valeurs 
de K, pour lesquelles la composition des deux groupes sera différente, 
seront nécessairement inégales; car, si cela n’avait pas lieu, les valeurs 
de K relatives aux diverses manières dont on peut composer les deux 
groupes dont il s’agit seraient égales deux à deux, trois à trois, etc., ou 
toutes égales entre elles. L’une d’elles serait donc égale à la valeur K, 
de la fonction K et, relativement à cette même valeur, il y aurait plu
sieurs manières de composer les deux groupes, ce qui est absurde. 
Ainsi, pour obtenir les valeurs différentes, il suffira de faire passer 
successivement tous les indices d’un groupe dans l ’autre ou d’échanger 
les deux groupes entre eux. Cela posé, on obtiendra les résultats 
suivants.

Si l’un des groupes est composé de cinq indices et l ’autre d ’un seul, 
comme on pourra faire passer successivement dans ce dernier groupe 
chacun des indices i ,  2, 3 , L\, 5 , 6, on obtiendra en tout six valeurs 
différentes de la fonction K.

Si l ’un des groupes est composé de quatre indices et l ’autre de deux, 
comme on pourra faire passer successivement dans ce dernier groupe 
toutes les combinaisons des six indices pris deux à deux, on obtiendra 
en tout quinze valeurs différentes de la fonction. »

Enfin, si les deux groupes sont formés chacun de trois indices et 
qu’on ne puisse échanger ces deux groupes, en faisant passer succes
sivement dans l ’un d ’eux toutes les combinaisons des indices pris trois 
à trois, on obtiendra en tout vingt valeurs différentes de la fonction 
donnée. Le nombre de ces valeurs, deviendrait moitié moindre et se
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réduirait à dix si l ’on pouvait échanger entre' eux les deux groupes, 
c ’est-à-dire substituer en même temps tous les indices du premier 
groupe à ceux du deuxième et réciproquement.

Ainsi, lorsque les indices peuvent être partagés en deux groupes, 
de telle manière que la transposition de deux indices renfermés dans 
un même groupe ne change pas la valeur K ,, le nombre des valeurs 
différentes que la fonction K peut recevoir est nécessairement un de 
ceux-ci

6, 15 , 20, io.

Pour offrir des exemples de ces différents cas, il suffit de citer les 
quatre fonctions suivantes :

C t \ C t ^  ( l § “ h-

axatazak h-  a5«G, 
aia2a3 H“ 2
axa2a3 +  aka5a6.

Dans chacune do ces fonctions, les indices sc partagent en deux 
groupes lorsqu’on rassemble dans un môme groupe ceux qui sont à 
la fois compris dans des transpositions ou substitutions circulaires du 
troisième degré qui ne changent pas la valeur do la fonction. Voyons 
maintenant ce qui arriverait si tous les indices se trouvaient alors 
renfermés dans un seul groupe.

. Dans cette dernière hypothèse, étant donnée une substitution circu
laire du deuxième ou du troisième degré qui ne change pas la valeur K, 
de la fonction K, on pourra toujours trouver une autre substitution de 
même espèce qui ne change pas cette valeur et qui ait un ou deux 
indices communs avec la première. Cola posé, il est facile de voir que 
toutes les transpositions opérées sur K,, entre deux indices pris à 
volonté dans les deux substitutions dont il s’agit, conduiront à une 
même valeur de la fonction K. Et, en effet, si les deux substitutions 
dont il s’agit ont deux indices communs a et (3, il pourra arriver, ou 
que l ’une d’elles soit du deuxième degré et l ’autre du troisième, ou 
qu’elles soient toutes deux du troisième degré. Dans le premier cas,

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



87Q U ’ UNE F O N C T IO N  P E U T - A C Q U É R I R ,  ETC.  

clics pourront être représentées par

i  “ ? V ( a v ) ·

y étant un troisième indice et, puisque la deuxieme ne change pas la 
valeur K ,, on prouvera, par un raisonnement semblable à ceux qu’on 
a déjà faits en pareille circonstance, que les trois substitutions ou 
transpositions

. ( * »  P) . '  K  y ) .  ( P ,  y )

donnent la même valeur de K. Dans le deuxième cas, les deux substi
tutions données pourront être représentées par

/  «  P y \ /  <* P ^ \
\  P y  a  )  \  P 3 a /

Y et S étant doux, nouveaux indices. En vertu de la première, les trois 
transpositions

(ot, P ) ,  {et ,  y ) ,  { P ,  y )

donneront la même valeur de K. En vertu de- la deuxième, les trois 
transpositions

{et ,  P),  (a,  3), (P, 3)

donneront aussi la même valeur de K et, comme la transposition (a, ¡3) 
ne peut donner qu’une seule valeur de K, il en résulte que les cinq 
transpositions

(a,  P),  { e t ,  y ) ,  ( P , y ) ,  { e t ,  3), (P,  3)  

conduiront au même résultat.
Supposons maintenant que les deux substitutions données aient un 

seul indice commun. Il pourra arriver, ou que ces deux substitutions 
soient du deuxième degré, ou que l’une soit du deuxième degré et 
l’autre du troisième, ou que toutes deux soient du troisième degré. 

Pour donner un exemple du premier cas, soient

a p

p «
et y

y  et
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deux substitutions qui ne changent pas la valeur K, ; ces deux substi
tutions équivalent aux deux transpositions (a , ¡3) (a ,  y )  et, comme 
en vertu de la première on peut faire passer l ’ indice P à la place de 
l’indice a sans déplacer l ’indice y, il est clair que les indices [3 et y 
jouiront respectivement des mêmes propriétés que les indices a et y, 
en sorte que la transposition

(P. y)
ne changera pas la valeur K,.

Soient, dans le deuxième cas, .

/ «  / «  y 5 V
\ P « / \  y à a J

les deux substitutions données; on pourra, en opérant une ou deux 
fois de suite la deuxième substitution, faire passer successivement 
l ’ indice y et l ’indice o à la place de l ’indice a sans déplacer l’ indice ¡3. 
Par suite, les trois transpositions

(*> P), (P. y)> (P, 3)

ne changeront pas la valeur K,, et l ’on en conclura, comme dans le 
cas précédent, que les transpositions

(a, .y), (a, ô), (y, à)

ne la changeront pas non plus.
Enfin, soient, dans le troisième cas,

/ a  p y \  / a  S e \

\ P y « / \ ô e « /

les deux substitutions données; on pourra, en opérant une ou deux 
fois de suite la deuxieme substitution, faire passer successivement les 
indices S et e à la place de l ’ indice a sans déplacer les indices P et y, 
et l ’on en conclura que les substitutions

/ « P y \  / ô P y \ / £ P y \
\ P y « / \ P y * / \ P y e /
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ne changent pas la valeur K ,;  par suite, les transpositions opérées 
entre deux quelconques des indices a, [3, y, S, z donneront une même 
valeur de la fonction K.

Si l’on étend de proche en proche les raisonnements que l’on vient 
de faire aux indices compris dans les diverses substitutions qui, par 
hypothèse, ne changent pas la valeur K,, on en conclura que les 
transpositions effectuées sur K, entre les six indices i, 2, 3 , 4 > 5 , G, 
considérés deux à deux, conduisent toutes à une même valeur de la 
fonction K, que je désignerai par IL ; par suite, K, conservera la même 
valeur après un nombre pair de transpositions successives et sera 
changé en K2 après un nombre impair de transpositions. La fonction 
aura donc deux valeurs si K, et K, sont différents l’un de l’autre; elle 
n’en aura qu’une seule, c ’est-à-dire qu’elle deviendra symétrique, si 
l ’on a

K2= K , ,

En résumant ce qui a été dit ci-dessus, on voit qu’une fonction du 
sixième ordre ne peut avoir moins de six yalcurs, à moins que le 
nombre de ces valeurs ne devienne égal à 2 ou à l’unité.

Tous les théorèmes énoncés dans le présent Mémoire subsisteraient 
encore si quelques-unes des quantités renfermées dans les fonctions 
que l’on considère s’y trouvaient multipliées par zéro; mais alors ces 
dernières quantités venant à disparaître, il faudrait, pour déterminer 
l’ordre de chaque fonction, avoir égard, non pas au nombre des quan
tités qu’elle renferme, mais au nombre de ces quantités augmenté du 
nombre de celles qu’on peut substituer à leur place. Ainsi, par exemple, 
si l ’on désigne p a ra ,,  a.it a 3, les quatre racines d ’une équation du 
quatrième degré, la quantité

a2 +  a%,

considérée comme une fonction de ces racines, sera du quatrième 
ordre, et cette fonction sera susceptible de six valeurs qui seront res
pectivement

, d \  -f -  Ctĵ y et2 $ 3 , £Z2 - f -  £2^, -f -< X \  - h  c t % y ( Z i  H~ ^ 3 

OEuvres de C. — S. II, t. I. 12
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Il ne sera peut-être pas inutile d ’indiquer ici les conditions aux
quelles une fonction doit satisfaire pour que le nombre de ses valeurs 
se réduise à 2. Soit K une; fonction de cette nature et désignons par 
K,, K, les deux valeurs dont il s’agit. Le nombre de ces valeurs étant 
égal à 2 et, par conséquent, inférieur à 6, si l’on partage en plusieurs 
groupes les indices contenus dans la fonction, de manière à renfermer 
dans un même groupe deux indices qui sont à la fois compris, soit dans 
une transposition, soit dans une substitution circulaire du troisième 
degré qui ne change pas la valeur K, ; on fera voir, comme ci-dessus, 
que, sur trois indices pris à volonté, deux au moins seront compris 
dans un même groupe, d ’où il suit qu’on ne pourra former plus de 
deux groupes différents. D’ailleurs, en appliquant ici les raisonnements 
dont nous avons déjà fait usage, on prouvera que le nombre des groupés 
ne saurait être égal à 2, à moins que les diverses valeurs de la fonction, 
relatives aux différentes manières dont on peut composer ces deux 
groupes en faisant passer les indices de l’un dans l’autre, ne soient 
toutes inégales et, dans ce cas, le nombre des valeurs de la fonction 
serait nécessairement supérieur à 2, ce qui est contre l ’hypothèse. Par 
suite, pour que cette hypothèse subsiste, il est nécessaire que tous les 
indices soient renfermés dans un seul groupe; d’où l’on peut conclure, 
au moyen do la théorie précédemment exposée,, que K, doit conserver 
le meme signe après un nombre pair de transpositions d’ indices et se 
changer en K2 après un nombre impair de transpositions. Ainsi, par 
exemple, toute fonction qui, comme la suivante,

(et,— a2) («1 — as). . .(<% — «„) (a2— a3).. , (a2— an). . . (a « - ,— an),

ne peut obtenir que deux valeurs égales et de signes contraires, con
servera toujours le même signe après un nombre pair de transpositions 
d’ indices et changera toujours de signe après un nombre impair de 
transpositions; d ’où il suit que chacun de ses termes, soumis aux 
transpositions que l ’on considère, recevra alternativement le signe -4- 
et le signe — .
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Journal de l ’E c o le  P olytech n iqu e, XVII' Caliior, Tome X , p. 9.9 ; i8i5.

PREMIÈRE PARTIE.

CONSIDÉRATIONS GÉNÉRALES SUR LES FONCTIONS SYMÉTRIQUES ALTERNÉES.

§ Ier." Après les fonctions qu’on appelle ordinairement symétriques 

et qui ne changent ni de valeur ni de signe, par suite des transpositions 
opérées entre les variables qu’elles renferment, les plus remarquables 
sont celles qui peuvent changer de signe, mais non pas de valeur, en 
vertu des mêmes transpositions. Lorsqu’on développe ces dernières, 
on les trouve composées de plusieurs termes alternativement positifs 
et négatifs et, pour les transformer en fonctions symétriques ordi
naires, il suffirait de changer le signe des termes négatifs. En faveur 
de cette analogie, je comprendrai sous la dénomination commune de 
fo n d io n s  symétriques toutes les fonctions qui ne changent pas de valeur, 
mais tout au plus de signe en vertu de transpositions opérées entre les

(>) Lu à l’Institut, le 3o novembre 1 8 1 2 .
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variables qu’elles renferment, et, pour distinguer les fonctions dont les 
différents termes conservent le meme signe après chaque transposition 
de celles dont les termes deviennent alternativement positifs et néga
tifs, j ’appellerai les premières fonctions symétriques permanentes et les 
secondes fonctions symétriques alternées. Il suit du précédent Mémoire 
que ces deux espèces de fonctions sont les seules dont la valeur absolue 
ne change pas. Je partagerai encore ici les fonctions en plusieurs ordres, 
suivant le nombre des quantités qu’elles renferment, et je désignerai 
toujours par des lettres affectées d’ indices, telles que

· * · > An*

les «variables que renferme une fonction symétrique de l’ordre n. 

Cela posé, concevons les diverses suites de quantités

Cl{9 <X2> · ■ · > Æ/M
¿1, . . .  J bflf

· · · >£«>
·  .  y »··> ·  '9

tellement liées entre elles que-la transposition de deux indices pris 
dans l’une des suites nécessite la même transposition dans toutes les 
autres; alors les quantités

¿>i, cit , . . ,  ¿2, cs, · · ·> cit . . .

pourront être considérées comme des fonctions semblables de

• C l \ y  . · »

et, par suite, les fonctions de

ci,, bi, Ci, ■ · . ;  æ2, b%, Ci, cifi, bu, cn, · . . ,

qui ne changeront pas de valeur, mais tout au plus de signe, cn vertu 
de transpositions opérées entre les indices i ,  a, 3 , . . . ,  n, devront être 
rangées parmi les fonctions symétriques de a ,, a.,, . . . ,  an ou, ce qui
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revient au môme, des indices i, 2, 3 , . n. Ainsi

&\ o\ H- 4 a\ o. 9,
ct\ H- a % b2 +  3̂ £3 H- 2 Ci c2c3i
«! ¿)2-|- a-2 &3+ « 3¿| -1- +  «1 4- « 3^2>

cos(flj — a s) cos(«i — fl3) cos(«2— «3)

seront des fonctions symétriques permanentes, la première du deuxième 
ordre et les autres du troisième et, au contraire,

ci\ b% - ] — cî  b$ 4 -  b\ —  &2 bi —  U j  

s i n t « ! —  a 2 ) s i n t « , —  a3) s i n ( « 2 —  a3)

seront des fonctions symétriques alternées cl il troisième ordre. .
Lorsqu’une fonction n’est pas symétrique, elle peut obtenir un 

nombre déterminé de valeurs différentes les unes des autres, lorsque 
l’on échange entre elles les quantités qui la composent; mais alors la 
somme de ces valeurs est une fonction symétrique permanente, et si en 
ajoutant ces mêmes valeurs on leur donne alternativement le signe -+- 
et le signe — , suivant une loi que nous déterminerons ci-après, on 
obtiendra pour l ’ordinaire une fonction symétrique alternée.

On peut généraliser cette définition des fonctions symétriques en 
supposant que non seulement on échange entre elles les quantités qui 
composent la fonction non symétrique dont il s’agit, mais qu’on les 
échange encore avec d’autres quantités qui ne soient pas comprises 
dans cette même fonction. Cela posé, on pourra considérer, en général, 
une fonction symétrique comme formée de plusieurs termes que l’on 
déduit les uns des autres par des transpositions opérées entre les quan
tités qu’elle renferme ou, ce qui revient au même, entre les indices qui 
affectent ces quantités, et l’on conçoit que, pour déterminer une fonc
tion symétrique permanente ou alternée, il suffira de connaître, avec 
l’un de scs termes, le nombre d’indices qu’elle doit renfermer, c ’est- 
à-dire l ’ordre de la fonction donnée.

Il suit de ce qui précède que la théorie des fonctions symétriques 
doit embrasser deux espèces d’opérations différentes.
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Les unes ont pour objet de déduire les uns des autres les termes de 
même espèce qui composent une fonction symétrique donnée. Ce sont 
les opérations que j ’ai désignées dans le précédent Mémoire sous le 
nom de substitutions et de ti'anspositions.

Les autres ont pour objet de déterminer une fonction symétrique 
permanente ou alternée, formée de plusieurs termes de même espèce, 
au moyen de l ’un des termes dont il s’agit. J’ indiquerai ces dernières 
opérations par le signe S et de la manière suivante :

Soit K une fonction non symétrique prise à volonté. Désignons par 
des lettres grecques, a, ¡3, y , ... les indices renfermés dans K, et soit m  

le nombre de ces indices; enfin, soit n un nombre entier quelconque 
supérieur ou égal au plus grand des indices dont il s’agit. La somme 
des valeurs différentes que l’on peut déduire de la fonction K par des 
transpositions opérées entre les indices œ, |3 , y, . . .  sera désignée par 
la notation

S ( K )

et la somme des valeurs différentes que l’on déduira de la fonction K, si 
l ’on échange les indices a, ¡3, y, . . . ,  non seulement entre eux, mais 
encore avec les autres indices compris dans la suite

I ,  2 ,  3 , . . . .  n — I ,  n,

sera désignée par la notation

S" ( K) .

Des deux fonctions symétriques permanentes S (K ), S” (K ),  l’une 
renfermera seulement les indices a, ¡3, y, . . . ,  l ’autre renfermera tous·
les indices i ,  2, 3 ........ « . L a  première sera de l ’ordre m  et la seconde
de l ’ordre n ; elles deviendraient toutes deux égales entre elles si l ’on 
supposait m  — n·, mais, dans tout autre cas, la,première ne sera qu’une 
partie de la seconde.

Supposons maintenant, ce qui bientôt sera démontré possible, que 
les valeurs déduites de la fonction K par un nombre pair de transposi
tions opérées entre les indices a, ¡3, y, . . .  soient différentes des valeurs
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déduites de la même fonction par un nombre impair de transpositions. 
Désignons les premières valeurs, entre lesquelles la fonction K se 
trouve comprise, par

K*, Kp, Ky, . . .

et les autres valeurs par

K>,, Kp,, Kv, > · · î
l’ expression

Ka+  Kp+ Ky +  . . . -  K l - K p -  Kv -  . . . 

sera une fonction symétrique alternée que je désignerai par

et
■ S ( ± K )

-  Ka -  K p -  K y -  . . . +  K).+ Kp-H Kv +  . . .

sera encore une fonction symétrique alternée égale, mais de signe- 
contraire à la première, et que je désignerai par

8 (ï K).

De même, si les valeurs déduites de la fonction K par un nombre
pair de transpositions opérées entre les indices i ,  2, 3 ......... n sont
différentes des valeurs obtenues par un nombre impair de transposi
tions opérées entre les mêmes indices et que l ’on représente par

Kç, Kn, Ko, . . .

les premières valeurs dont il s’agit et les secondes par

les expressions
Kp, Kff> KT

K.£ -+- Ky| +  Ko -H...   K p — Ka  Kf . . .
et

—  K ;  —  K·,) —  K o  — . . .  H-  K p  + K a + K t  +  . . ·

seront deux fonctions symétriques égales, mais de signes contraires, 
que je désignerai respectivement par

S " (± K ) ,
S"-(+K).
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Des deux fonctions symétriques alternées S ( ±  K), S " ( ±  K), la pre
mière est de l’ordre m  et la seconde de l’ordre n. Ces deux fonctions 
deviendraient égales entre elles si l ’on avait m —  n·, mais, dans le cas 
contraire, la première ne sera qu’ une partie de la seconde. Quant aux 
deux notations S(=f K), S"(=p K), on les déduit évidemment des deux 
précédentes en y changeant le signe de K ; 'd ’où il suit que les quatre 
notations relatives aux fonctions symétriques alternées se réduisent 
effectivement à 2.

Si dans ce qui précède on suppose, pour abréger,

Ka +  Ivp —h Ky . . .  =  L·,
K\ +  K^H- Kv4 - · - ■ —

4

chacune des fonctions E, F ne pourra obtenir que deux valeurs par 
suite des transpositions opérées entre les indices a, ¡3, y, . . .  compris 
dans la fonction K, et l’on aura

S ( K ) =  E +  F, S ( ± K )  =  - S ( + K ) = E  — F.

De même, si l ’on suppose

Kr+'K71-hKo'+... =  G,

Kp -4- Ru +  k T-H. . .  — II,

chacune des fonctions G, II ne pourra obtenir que deux valeurs par 
suite des transpositions opérées entre les indices 1, 2, 3 , . . .»  n, et l ’on 
aura

S“ (K) =  G +  H, S“ ( ±  K) = — S"(qr K) =  G — H.

Pour comprendre dans un seul exemple les quatre notations précé
dentes, supposons

K =  a1bî

et l’on trouvera, dans ce cas,

S ( a 1t ' 2) —  a ,  ¿2 -t- a 2b i ,

S3(aï ) =  ax b2 -h a2 b34- a3 b2 -+- a2 6, -H «1 b3 +  a3 b,,
S ( -1— ci j b2 ) —- ci y b 2 b ¡y

S3( ±  «, b2) =  «2^3 +  a3b2— a2bx — ai b2 — asb.2.

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



QUI NE PEUVENT OBTENIR QUE DEUX VALEURS, ETC. 97

Pour représenter, au moyen des notations précédentes, une fonction 
symétrique permanente ou alternée, on n’est obligé d’écrire qu’un seul 
de ses termes. Je désignerai celui-ci sous le nom de terme indicatif, 
parce qu’ il suffit pour indiquer la valeur de la fonction tout entière. 
Dans l’exemple précédent, a { b.z est le terme indicatif des quatre fonc
tions symétriques

S(«i**), S3(aA), S(±aA). S3(± a l b 2 ) .

Au reste, on peut choisir pour terme indicatif un quelconque de ceux 
dont la fonction se compose. Seulement, lorsqu’ il s’agit d’une fonction 
symétrique alternée, on doit placer le signe ±  devant ce terme s’ il se 
trouve affecté du. signe -+- dans le développement de la fonction donnée 
et le signe +  dans le cas contraire. On trouvera, de cette manière,

S («A)

S 3(«A)

S (±«A)

S3(± «A)

§ II. Toute fonction K qui n’est pas symétrique peut devenir le 
terme indicatif d’une fonction symétrique permanente S (K ) ou S"(K). 
Si la fonction K est elle-même symétrique et permanente relativement 
aux indices qu’elle renferme, on aura

S ( K ) = K ,

et si elle est symétrique et permanente relativement aux indices i, 2, 
3 , . . . ,  on aura

S " ( K ) - K .

La même remarque ne peut pas s’étendre aux fonctions symétriques 
alternées, et pour qu’une fonction, qui n’est pas symétrique, puisse 
devenir le terme indicatif d ’une fonction symétrique alternée, il est 
nécessaire qu’elle satisfasse à certaines conditions que nous allons 
déterminer tout à l’heure.

---- S  (¿t2 b y ) ,

=  S 3 ( éüA )  =  S 3 ( « A )  = . . . ,

= . S  ( + « A ) ,

S 3 (qp  a<tbi) =  Ss(qz « 1  b%) — .........

OEuvres de C. — S. Il, t. I. 3
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*

■ Soit toujours K une fonction quelconque non symétrique. Soient 
<x, (3, y, à, . . . ,  Ç, n

les indices qu’elle renferme. Désignons par m  le nombre de ces indices 

et par Q le produit
1 . 2 . 3 . . . .  .m.

On a fait voir, dans le précédent Mémoire, comment les diverses 
valeurs que l’on peut déduire de la fonction K, par des transpositions 
opérées entre les indices a, p, y, S, . . . ,  Ç, y], correspondaient aux 
diverses permutations que l’on peut former avec ces mêmes indices et 
dont le nombre est égal à Q. Soient

Al, A2, A3, . . ., Ay

les permutations dont il s’agit et désignons par

K„ K2, K3, · · ·> Kq

la série des valeurs K qui leur correspondent. La somme des valeurs 
inégales comprises dans cette série sera équivalente à la fonction 
symétrique permanente S (K ). Mais, pour obtenir s’ il y a lieu, au 
moyen des termes do la série, la fonction symétrique alternée S(=b K), 
il sera nécessaire d’établir une distinction entre les termes qui devront 
être considérés comme positifs et ceux qui devront être considérés 
comme négatifs. Par suite, on devra faire un partage entre les termes 
dont il s’agit ou, ce qui revient au même, entre les permutations

Ai, A2, A3, . . . ,  Aq

qui leur correspondent. On peut effectuer ce partage à l ’aide des consi
dérations suivantes :

Soit A s une quelconque des,permutations formées avec les indices 
a, p, y, o, . . .  , Ç, y], et désignons comme k l ’ordinaire par

Ai
As

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



Q U I  N E  P E U V E N T  O B T E N I R  Q U E  D E U X  V A L E U R S ,  E T C .  99

la substitution qui sort à déduire la permutation A, de la permuta
tion A,. Si cette substitution est du genre de celles que j ’ai nommées 
substitutions circulaires, on pourra passer en revue tous les indices 
qu’elle renferme en comparant deux à deux les indices qui se corres
pondent dans ses'deux termes et, dans ce cas, l’on pourra ranger en 
cercle tous les indices donnés a, ¡3, y, . . . ,  de manière que deux indices 
pris dans le cercle à la suite l ’un de l’autre, et d’orient en occident, 
soient toujours ceux qui sont situés l’un au-dessus de l ’autre dans la 
substitution donnée, savoir : le premier dans le terme supérieur et le 
second dans le terme inférieur de cette substitution. Dans le cas con
traire, si l ’on compare deux à deux les indices correspondants en 
partant d’un indice déterminé pris dans le terme supérieur, on se 
trouvera ramené à cet indice.avant d’avoir passé tous les autres en 
revue, et l ’on sera ainsi conduit à ranger les indices donnés en plu
sieurs cercles et à former des cercles d’ un seul indice toutes les fois 
qu’on trouvera dans les deux termes de la substitution des indices

correspondants égaux entre eux. Alors la substitution (  ^ 1 ^ sera

équivalente au produit des substitutions circulaires correspondant à 
ces différents cercles. Ainsi, par exemple, si l ’on suppose a, (3, y, . . .  
respectivement égaux à i ,  2, 3 , l\r 5 , 6, 7 et que l ’on suppose en outre

/  À, \ _  /  î . 2 .3 .4 .5 .6.7 \

\  A,  /  \  3 . 2 . 6 . 5 . 4 - i . 7 / ’

on sera conduit, par la comparaison des indices correspondants pris 
dans les deux termes de la substitution précédente, à former les 
quatre cercles

. . . -4- .  . -2- . . - 7- .
6 3 , ; , : : , : : ,

’ · · . · · ’ ’••5 ·· · · . · '

dont les deux derniers ne comprennent qu’un seul indice. Par suite, la 
substitution donnée sera équivalente au produit des quatre substitu-
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tions circulaires

( " 3' 6 y  ( 4 ·5 ) ,  4
V 3. 6 . 1 /  V 5-4 /  \ î

dont les deux dernières sont identiques,.et l ’on aura

/  1. 2 . 3 4 .5 .6 .7  \  _  /  1.3.6 \  /  4:5 \  /  2 \  /  7 \  

\ 3 .2 .6 .5 4 . 1.7 /  \ 3.6.1 /  \ 5.4 /  \ 2 /  \ 7 /

ce dont il est facile de s’assurer immédiatement.

Si l ’on supposait A s ~  A,, la substitution
A,

As
deviendrait iden

tique et, par suite, serait décomposablc en autant de substitutions 
circulaires identiques qu’elle renferme d ’indices. La comparaison des 
indices correspondants conduirait donc alors à former un nombre égal 
à m  de cercles différents composés chacun d’un seul indice.

Si l ’on suppose les deux permutations A,, A s différentes l’une de 
l’autre, le nombre des cercles obtenus par la méthode précédente sera 
inférieur à m . Désignons par g  ce même nombre. Supposons, de plu», 
que la transposition de deux indices pris à volonté dans la permuta
tion Aj change celle-ci en Af, et soit h le nombre des cercles que l ’on 
obtient par la comparaison des indices correspondants de la substi
tution

il est facile de prouver que l ’on aura toujours

h — g  ±  1 ·

En effet, la transposition (a , ¡3) qui, par hypothèse, change la permu

tation A, en A t, changera aussi la substitution ^ ^  ^ en celle-ci

d’ailleurs, cette transposition n’ayant évidemment aucune influence 
sur les cercles qui ne renferment ni l ’indice a ni l ’indice ¡3, il suffira 
de considérer les cercles qui renferment les deux indices en question.
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Cela posé, il peut arriver, ou que les indices a et (3 soient tous deux 

compris dans un des cercles relatifs à la substitution ^ ou qu’ils

soient compris dans deux cercles différents. Nous allons examiner 
chacun de ces deux cas séparément.

Supposons d ’abord que les indices a et ¡3 soient compris dans un

seul des cercles que fournit la décomposition de 

tions circulaires, et soit
OL

ç y

A,
A i

en substitu-

P

le cercle dont il s’agit; alors 

plusieurs substitutions circulaires dont· l ’une sera

A,
giu, rtium ( ^ i sera équivalente, au produit de

/  <* 7 ···  · S (3 £ Ç \
\  y · • • • ¿ ( 3 s .  . . . Ç a /

En vertu de la transposition (a , ¡3) effectuée sur le second terme de 

la substitution ^ ^  la substitution circulaire dont iJ s’agit se chan

gera dans la substitution suivante

/ a y . . .  . 5 ( 3 s . . .  . Ç \

\ y · . · ·  8 a s . . . .  Ç ' ( 3 /

qui est elle-même decomposable en deux substitutions circulaires, 
savoir

/  oc y . . . .  S \  /  (3 e . . .  · C \
V y . . . .  à oc ) ’ \ e . . . :  Ç (3 / ’

Ainsi, dans le cas que l ’on considère, la transposition (a , ¡3) décom
pose le cercle qui renferme les indices a et ¡3 en deux cercles distincts. 
La valeur de g  se trouve donc par ce moyen augmentée d ’une unité et,
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par suite, on a

. k — g  +  I.

Supposons, en second lieu, que les indices a et ¡3 soient compris 
dans deux cercles différents, et soit

\

a
e y

le cercle qui renferme l’ indice a et

Ç P §

le cercle qui renferme l’ indice [3 ; alors, parmi les diverses substitutions

circulaires dont le produit équivaut à 

les deux suivantes :

A,

A s
» sc trouveront comprises

/  oc y . . . .  £ \ /  ¡3 ô . . .  . ç y

V y . . . .  s oc ) ’ [ ô  . . . .  Ç (3

mais celles-ci, en vertu do la transposition (a , ¡3)  effectuée sur le

second terme de la substitution 

substitution circulaire qui sera

A»
As

> sc réuniront en une seule

/  OC y . . .  . £ (3 è . . . . Ç \

\  7 · . . .  s p S . . . .  K oc )

Ainsi, dans le second cas, le nombre des cercles 

tution [ ^  ) sera inférieur d ’une unité au nombre

relatifs à la su b s i

des cercles relatifs

à la substitution A,

As
> et l ’on aura

h — g — i.

La démonstration précédente subsiste dans le cas même où chacun
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des indices a, (3 formerait à lui seul un cercle. En effet, la substitu-
' A, renfermerait alors les deux substitutions identiquestion

13 

(3
raient converties en une seule substitution circulaire, savoir

qui, en vertu de la transposition (a , ¡3) opérée sur Ait se trouve-

/  «  (3

\ (3 «

on aura donc toujours, ou h — g  -4-  i , ou h =  g  — i .
Par suite de la proposition qu’on vient d ’établir, h sera nécessaire

ment un nombre pair si g  est un nombre impair, et réciproquement. 
Cela posé, partageons en deux classes toutes les substitutions qui ont 
pour termes deux permutations prises dans la suite

Ai, A2, A3, ..., As î

de manière à renfermer dans l ’une des classes toutes les substitutions 
qui correspondent à un nombre pair de cerclés et, dans l ’autre classe, 
toutes les substitutions qui correspondent à un nombre impair de 
cercles. Enfin, supposons que la première des deux classes soit celle 
qui renferme les substitutions identiques

£)■ ·(£)■  · ■ · ■

La substitution ^ ^  'j sera de première classe si m  et g  sont deux

nombres pairs ou deux nombres impairs ou, ce qui revient au même, si 
m  —  g· est un nombre pair; la même substitution sera de seconde classe 
dans le cas contraire. Il suit de cette définition et du théorème démontré 
ci-dessus que, si l ’on effectue sur le second terme d’une substitution 
de première classe plusieurs transpositions successives, les nouvelles 
substitutions obtenues par ce moyen seront alternativement de seconde 
et de première classe; de sorte qu’on obtiendra toujours Une substitu-
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tion de première classe après un nombre pair de transpositions et une 
substitution de seconde classe après un nombre impair de transposi
tions. Supposons, par exemple, que l’on ait déduit la substitution

de la substitution identique
Ai
A.,

au moyen de plusieurs

transpositions opérées sur le second terme de cette dernière; le nombre

de ces transpositions sera nécessairement pair si la substitution (

est de première classe; il sera nécessairement impair dans le cas con
traire. Ainsi, deux permutations A s, A( ne peuvent être déduites l’une 
de l’autre par un nombre pair de transpositions que dans le cas où 
la substitution qui les a pour termes est de première classe; elles ne 
peuvent être déduites l’une de l’autre par un nombre impair de trans
positions que dans le cas où cette substitution est de seconde classe. 
Il est au reste indiffèrent de prendre pour premier terme de la substi
tution l ’une ou l ’autre des permutations dont il s’agit. En vertu de la 
remarque qu’on vient de faire, les permutations

Ai ,  A 2 , A 3,

se partageront naturellement en deux classes dont la première com 
prendra, par exemple, la permutation A, avec toutes celles que l ’on 
peut en déduire par un nombre pair de transpositions, et dont la 
seconde renfermera toutes les autres. Le partage étant ainsi fait, on 
sera toujours obligé d ’effectuer un nombre pair de transpositions pour 
déduire deux permutations l’ une de l’autre si ces permutations sont 
comprises dans la même classe, et un nombre impair de transpositions 
si ces permutations sont respectivement comprises dans les deux classes 
que l’on considère. De plus, on reconnaîtra facilement si deux permu
tations données A ,, A* sont de même classe ou de classes opposées à 
l’aide de la règle suivante :

Soit g- le nombre des cercles résultant de la comparaison des indices 

qui se correspondent dans les deux termes de la substitution ^ ^  'j··
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Les deux permutations A ,, A, seront de même classe si m — g  est un 
nombre pair et de classes opposées dans le cas contraire.

Ainsi, par exemple, si les indices oc, (3, y, . . .  sont respectivement 
égaux à i ,  2, 3 , 4 > 5 , 6, 7, la substitution

/  1.2.3 .4.5.6.7 \
\  3 . 2.6 . 5 . 4 . 1 . 7  /

étant équivalente au produit de quatre substitutions circulaires, on 
aura

m =  g =  4 ,  rn — g — Z

et, par suite, les deux permutations

1.2.3 .4 ·5 .6 .7,
3 .2 .6 .5 .4 · i -7

seront de classes opposées.
Désignons toujours par

K„ K2, . . . ,  Kq-

la série des valeurs de K qui correspondent aux diverses permutations 
des indices donnés et supposons K, =  K. Les termes de la série précé
dente se partageront en deux classes distinctes ainsi que les permu
tations qui leur correspondent. La première classe renfermera le 
terme K et tous ceux que l’on peut en déduire par un nombre pair de 
transpositions; la seconde renfermera tous les termes que l ’on peut 
déduire de K par un nombre impair de transpositions. Soient respec
tivement

E-a, ltp , Ky, . . .

les termes inégaux compris dans la première classe et

Kji, Kv,

les termes inégaux compris dans la seconde classe. Si les deux 
suites précédentes n’ont pas de termes qui leur soient-communs, on

OEuvres de C. — S. II? t. I. 1/4
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aura
Ka+Kp+KT + . . . - K x - K |t- K v - . . .  =  S(±K).

Mais si deux termes, pris l’ un dans la première suite, l ’autre dans la 
‘ seconde, par exemple Ka et Kx, sont égaux entre eux, alors chacun des 

ternies de la première suite deviendra égal à l’un des termes de la 
seconde. En effet, Kp étant un terme quclconquc.de la première suite 
différent de Ka, si l ’ on effectue simultanément sur les indices corres
pondants de ces deux termes un nombre impair de transpositions, au 
moyen desquelles Ka soit changé en Kx, Kp se trouvera de cette manière 
changé en un terme de la seconde suite, et l’équation Kx= K a 
entraînera celle-ci : Kp,= Kp. On démontre aisément cette proposition 
à l’aide des principes établis dans le précédent Mémoire. Cela posé, 
l’expression S ( ± K ) ,  qui désignait en général une fonction symé
trique alternée, se trouvera, dans l’hypothèse que l ’on considère, 
réduite à zéro. Dans tout autre cas, cette expression aura une valeur 
algébrique déterminée. Ainsi, la seule condition nécessaire pour que 
la fonction K puisse devenir le terme indicatif d ’une fonction symé
trique alternée de la forme

S(±K)

est que deux valeurs de cette fonction, obtenues l’une par un nombre 
pair et l’autre par un nombre impair de transpositions des indices ren
fermés dans K, soient toujours différentes l ’une de l’autre. Si les indices 
a, ¡3, y, . . .  renfermés dans K deviennent respectivement égaux à

l, 2, 3, . . . ,  fl

et si l’on suppose, en outre, que les quantités affectées de quelqu’un 
de ces indices puissent avoir zéro pour coefficient dans la fonction K, 
l’expression S ( ± K )  se trouvera transformée en celle-ci

S »(± K )

et, par conséquent, la seule condition nécessaire pour qu’une fonction 
non symétrique puisse devenir le terme indicatif d’une fonction symé-
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trique alternée de la forme S " ( ±  K) est que deux valeurs de la fonc
tion, obtenues l’une par un nombre pair de transpositions des indices 
i ,  2, 3 , n , l ’autre par un nombre impair de transpositions des 
mêmes indices, soient toujours différentes l ’une de l ’autre. Cette condi
tion exige que le nombre des indices renfermés ostensiblement dans 
la fonction K soit égal à n ou à n — i. Si donc on représente à l’ordi
naire par m  le nombre de ces indices, on aura nécessairement

ni —  n — i ou m — n.

Dans ce dernier cas, les deux expressions S ( ± K ) ,  S " (± K )  deviennent 
équivalentes. Au reste, on pourra toujours'reconnaîtrc si deux termes 
pris à volonté dans une fonction symétrique alternée y sont affectés de 
même signe ou de signes contraires, au moyen de la règle qui sert à 
distinguer entre elles les permutations de première et de seconde 
classe. Ainsi, l’on pourra obtenir immédiatement le signe de chacun 
des termes en le comparant au terme indicatif.

§ III. D’après la définition que nous avons donnée des fonctions 
symétriques permanentes ou alternées, il est aisé de voir que le pro
duit ou le quotient de deux fonctions symétriques alternées de l ’ordre n 

est une fonction symétrique permanente de même ordre que les deux 
premières. Réciproquement, le produit ou le quotient de deux fonc
tions symétriques, l ’une permanente et l ’autre alternée, du même ordre 
est une fonction symétrique alternée de même ordre qu’elles.

Lorsque, dans une fonction symétrique alternée, on transpose deux 
indices a, ¡3 pris à· volonté, la fonction changeant alors de signe, il 
est nécessaire que tous les termes positifs deviennent respectivement 
égaux à ceux qui étaient négatifs et réciproquement. Cela posé, conce
vons que l ’on développe cette fonction suivant les puissances et les 
produits des quantités qu’elle renferme. Il suit de la remarque précé
dente : i° que les termes positifs du développement seront en nombre 
égal à celui des termes négatifs; 2° que tous les termes qui ne changent 
pas de valeur par la transposition de deux indices pris à volonté dis-
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paraîtront nécessairement; 3° que si l’on remplace dans tous les termes 
l’ indice a par l ’ indice (3, sans remplacer en même temps l’ indice [5 par 
l’ indice a, la fonction symétrique alternée se trouvera réduite à zéro. 
En effet, de cette manière, on rendra équivalents entre eux les termes 
que l’on déduisait les uns des autres par la transposition (a , (3) , c ’est- 
à-dire les termes positifs et les termes négatifs. Ainsi, par exemple, si, 
dans l’expression

S ( ±  a, 62 ) —. a, — « 2&i

on remplace-2 par i,. cette expression deviendra

S (±  al ¿>[) =  a, 6, — a, ¿»! =  o.

On peut encore déduire, des considérations précédentes, le théorème 
suivant :

Soit S ( ± K )  une fon ction  sym étrique alternée quelconque. Désignons 

par cl, ¡3, y, . . .  les indices quelle renferm e et par

Cl#) Ctfij £Zy, · · · y

b o a  * ·  * 5

Cy> * * · i

les quantités qui, dans*celte fon ction , se trouvent affectées des indices a, 
¡3, y, : . . .  Si l ’on remplace

èa? . . .  ; èj3, Cp, . . .  ; b y ,  C'y, . . .
#

par des fonctions semblables des quantités aa, aY, . . . ,  la fon ction  

sym étrique alternée deviendra divisible p a r chacune des quantités

aQi ■
Cl(X —  <2y,

{3
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En effet, soient a et  ̂ deux indices pris à volonté. En vertu de ce qui 
précède, la fonction deviendra nulle si l ’on suppose

Ct<x "  GEp.
Elle sera donc divisible par

« a  —  « p .

Il suit de ce théorème que toute fonction symétrique alternée, qui 
ne renferme qu’une seule espèce de quantités telles que

(Xy9 · · · >

est divisible par les différences respectives des quantités dont il s’agit. 
Elle est donc aussi divisible par le produit do ces différences. Ainsi, 
par exemple, si l ’on désigne par/?, q, r, . . .  des nombres entiers pris 
à volonté, la fonction symétrique alternée

S ( ±  . .)

sera toujours divisible par le produit

(ap— «a) («y— «a)-- -(«p— «y). . . .

Cette même fonction deviendrait nulle si deux des nombres p ,  q, r, . . .  
étaient égaux entre eux.

• De même, p ,  q, r ......... s, t désignant des nombres entiers quel
conques inégaux,

S »(±a fa îû r;..'., < _ ,< )

sera une fonction symétrique alternée divisible par le produit 

A — (#2 ) (<?3 at ) · · · Cl{) (czs (fi) ■ · •{fl-n — «2). . -{(1,1 — an-\ )·

Si l ’on suppose

p — o, q — r, r =  2, . . . ,  s — n — 2, t — n — 1,

la somme des exposants des lettres a , , a . 2........ a,„ dans chaque terme
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de la fonction symétrique alternée

SK( ±  a\a\a\..
sera

o +  i +  2 + . . .  +  ( n — 2) +  ( n — 1) —

Mais les facteurs du produit A étant aussi en nombre égal à —- »

la somme des exposants des lettres a t, a2, . . . ,  an, dans chaque terme 
du développement de ce produit, sera encore égale h ce nombre; par 
suite, le quotient qu’on obtiendra, en divisant la fonction symétrique 
alternée par le produit, sera une quantité constante. Soit c la quantité 
dont il s’agit, on aura

S'l ( ±  a°t a\a\ . .  =  CA.

Pour déterminer c on observera que le terme

a pour coefficient l ’unité dans la fonction donnée et dans le produit A; 
on doit donc avoir c =  1 et, par suite, «° étant égal à 1 ,

( S'l ( ± a , a l . . . « " I X I “ 1)
( 1 )

( =  («*— «1) («3— «))·· ·(«»  — « 1) («s — aî) · · · (« « — «»)···(«»“  a«-i)·

Ainsi, par exemple, si l’ on suppose n =  3, on trouvera

S3( ±  â a\ ) — a%a\ +  *+- — a3a\ — rt2aj — a ta|
~ {a %— a,) (a8— at) (a3 — a,). .

Cette dernière équation a été donnée par Vandcrmonde dans son Mé
moire sur la résolution des équations.

Nous avons fait voir ci-dessus que la fonction symétrique alternée

S“ ( ±  a\a\a\.. . < _ , < )

était toujours divisible par le produit A. Elle sera donc aussi divisible 
par la fonction symétrique alternée

S" ( ± a sa*. : . a j i * a " -1).·
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Soit P le quotient; P sera nécessairement une fonction symétrique per
manente des quantités a ,, a 2, . . an et l’on aura, en général,

' ' S"(±: â a\ ...a\

Si dans l’équation précédente on suppose

P — o, <7 =1 1 , r — 2, . . . ,  s =  n — 2, l — n,

la fonction P sera nécessairement du premier degré par rapport aux 
quantités a , ,  a 2, . . . ,  an et, comme elle doit être symétrique et perma
nente par rapport à ces quantités, on sera obligé de supposer P égale à

c ( « ! +  a2 +  a a) =  c S , l ( a i ) ,

c étant une constante qui ne peut différer ici de l’unité; on aura donc, 
en général,

(3) S"(± at a \ a l . . .a " z \ a l )  =  S " ^ )  S'¿(± a sa|a®.. .a'}~\a"-1).

Ainsi, par exemple, si l’on suppose n —  3, on aura

ata\ -I- a3a\ ■+■ axa\ — a3a\— a^al-^a^al
\

— ( « i+  et2 +  a3) (a2a\ -t- a3a\ 4- â a\ — a%a\ — ata\ ala\)

—  ( £?2 +  iïj) ( ¿ î «,) («3 ) ( ̂ 3 )·

Si dans l’équation ( 2 ) on suppose

p — i, q — 2 , /· =  3, . . . ,  s — n — 1, t =  n,

ou aura évidemment
P =  «,a2a3. . .a„_,a„.

On a donc, en général,

I Sn{ ±  ai a \ a \ . . .a\l~\al )  =  ai<x\a\. . . a nnZ\al)

( 4)  j —  ®i d i a i · · · Qn—f cin S '1 ( i  · · . ctn_ \ a n )

( =  ®i 0. (̂1$...un—\ an(«2 — <Z|) d¡).-.(cta ctt)(a3 —- ra2)... (a„ — æ2) .•■(cin —
1
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Ainsi, par exemple, en supposant n —  3, on trouvera

axa \a l  -f- a2ala l  +  a3afa l  — a{a\a \ — a3a%af — a%a\a\
=  a 1a s a 3 ( a , —  a{) {a3— « , )  (a3— a 2 ) .

Lorsqu’on supposep  =  o, n =  2 et que l’on remplace les quantités a { , 
a 2 par des lettres différentes x  et y ,  l ’équation ( 2 ) se réduit à

x i  — y i  _
------= P ;
x - y

d’où il suit que x q — y q est, en général, divisible par x  — y .

De même, si l ’on suppose p  =  0 , n —  3, on trouvera que

x qy r +  y qs r +  z'iær— x ry i  — y rzi — z r x ’<

est toujours divisible par le produit

(x  —  y )  Çx —  z) ( y  —  z).
Etc., etc.
Pour être certain que deux fonctions symétriques alternées sont 

égales entre elles, il suffit de s’assurer : j° que tous les termes ren
fermés dans la première sont aussi renfermés dans la seconde; 2 0 que 
ces termes ont les mêmes coefficients numériques dans l’une et dans 
l ’autre; 3° qu’un des termes de la première a le même signe que le 
terme correspondant pris dans la seconde.

Je vais maintenant examiner particulièrement une certaine espèce 
de fonctions symétriques alternées qui s’offrent d’elles-mêmcs dans un 
grand nombre de recherches analytiques. C’est au moyen de ces fonc
tions qu’on exprime les valeurs générales des inconnues que ren
ferment plusieurs équations du premier degré. Elles se représentent 
toutes les fois qu’on a des équations de condition à former, ainsi que 
dans la théorie générale de l ’élimination. MM. Laplace et Vandcrmonde 
les ont considérées sous ce rapport dans les Mémoires de VAcadémie 

des Sciences (année 1 7 7 2 ) et M. Bézout les a encore examinées depuis 
sous le même point de vue dans sa Théorie des équations. M. Gauss s’en 
est servi avec avantage dans ses Recherches analytiques pour découvrir
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les propriétés générales des formes du second degré, c ’est-à-dire des 
polynômes du second degré à deux ou à plusieurs variables, et il a 
désigné ces mêmes fonctions sous le nom de déterminants. Je conser
verai cette dénomination qui fournit un moyen facile d’ énoncer les 
résultats; j ’observerai seulement qu’on donne aussi quelquefois aux 
fonctions dont il s’agit le nom de résultantes à deux ou à plusieurs 
lettres. Ainsi les deux expressions suivantes, déterminant et résultante, 

devront être regardées comme synonymes.

DEUXIÈM E PARTIE.

DES FONCTIONS SYMÉTRIQUES ALTERNÉES DÉSIGNÉES SOUS LE NOM 

DE DÉTERMINANTS.

P R E M I È R E  S E C T I O N .

Des déterminants en général et des systèmes symétriques.

§ Ier. Soient a ,, a.2, . . . , a n plusieurs quantités différentes en nombre 
égal à n. On a fait voir ci-dessus que, en multipliant le produit de ces 
quantités ou

axa^az. . .an

par le produit de leurs différences respectives, ou par

(    « 1 )  (  ■ Q > \  )  * ·  * (  t f ' l )  ( ^ 3  ' ■ ^ 2  )  * · * (  & n  ^ 2  )  · * * (  & I 1 . —  1 )  »
V

on obtenait pour résultat la fonction symétrique alternée

S ( ± a l a \a \ . . .a " )

qui, par conséquent, se trouve toujours égale au produit ■

a t a$...an  ( a% ) ■ . .  ( an â  )  ( a$ a %) ·  · ·  ( a fl ) · * · ( an ■—  a-n— ,  ) .

Supposons maintenant que l’ on développe ce dernier produit et que, 
dans chaque terme du développement, on rem place'l’exposant de

OEuvres de 6’ · — S· II, t. I. l 5
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chaque lettre par un second indice égal à l’exposant dont il s’agit; 
en écrivant, par exemple, ar<s au lieu de asr et aSJ. au lieu de ars, on 
obtiendra pour résultat une nouvelle fonction symétrique alternée 
qui, au lieu d’être représentée par

sera représentée par

S  (  +  « 1 , 1  # 2 , 2  # 3 , 3  .  .  .  # » , « ) ,

le signe S étant relatif aux premiers indices de chaque lettre. Telle est 
la forme la plus générale des fonctions que je désignerai dans la suite 
sous le nom de déterminants. Si l’on suppose successivement

on trouvera
=  i, «  — 2,

S (—L_ #i,) #2,2 ) — ' «1,1 «2,2 «2,1 «1,2 »

S ( ±  « , , ,  « 2 ,2  « 3 , 3 )  —  «1,1  «2 ,2  « 3, 3 +  «2,1  « 3,2 « 1,3 +  « 3,1 «1 ,2  « 2,3

— «1,1 «3,2 «2,3— «3,1 «2,2 «1,3 «2,1 «1,2 «3,3

pour les déterminants du deuxième, du troisième ordre, etc. Les quan
tités affectées d’ indices différents devant être généralement considérées 
comme inégales, on voit que le déterminant du deuxième ordre ren
fermera quatre quantités différentes, savoir :

« 1,1 > « 1,2>
« 2,1 * « 2,2>

que le déterminant du troisième ordre en renfermera neuf, savoir :

«1,1» «1,2» «1,3»
«2,1» «2,2» «2,3»
«3,1» #3,2» «3,3·

Etc., etc.
En général, le déterminant du nie""''ordre ou

S ( +  #1,1 « 2,2 · ··«»,»)
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renfermera un nombre égal à n- de quantités différentes qui seront 
respectivement

j «1,0 «1,2, «1,3, * ♦ · > «1,
\ «2,0 «2,2, «2,3» • · * 9 «2,
1 «3,1, «3,2, «3,3» . . . , «3,

* ‘ > • · · 9 • * * >
\ «»,1 » ««,2) «W,3> • · · > a„

Supposons ces mêmes quantités disposées en carré, comme on vient 
de le voir, sur un nombre égal à n. de lignes horizontales et sur autant 
de colonnes verticales, de manière que, des deux indices qui affectent 
chaque quantité, le premier varie seul dans chaque colonne verticale 
et que le second varie seul dans chaque ligne horizontale, l ’ensemble 
des quantités dont il s’agit formera un système que j ’appellerai système 

symétrique de l’ordre n. Les quantités « M , « l>2, . . . ,  a2 2, .. . ,  ann seront 
les différents termes du système et la lettre a, dépouillée d ’accents, en 
sera la caractéristique. Enfin, les quantités comprises dans une même 
ligne, soit horizontale, soit verticale, seront en nombre égal à n et 
formeront une suite que j ’appellerai, dans le premier cas, suite hori

zontale et, dans le second, suite verticale. L’indice de chaque suite sera 
celui qui reste invariable dans tous les termes de la suite. Ainsi, par 
exemple, les indices des suites horizontales et ceux des suites verti
cales du système (r )  sont respectivement égaux à

I,  2,  3,  · ■ · ,  u.

l ’appellerai termes conjugués ceux que l ’on peut déduire l’un de 
l’autre par une transposition opérée entre le premier et le second 
indice; ainsi a.2¡3 et « 3,2 sont deux termes conjugués. Il existe des 
termes qui sont eux-mêmes leurs conjugués. Ce sont les termes dans 
lesquels les deux indices sont égaux entre eux, savoir :

«2 ,2»  · * ' 9 «W,/l »»

je les appellerai termes prin cip au x; ils sont tous situés, dans le sys
tème ( i ) ,  sur une diagonale du carré formé par le système.
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Pour indiquer la relation qui existe entre le système ( i )  et le déter
minant

S ( ±  « 1,1 «.,2. · .a«,«),

je dirai que ce dernier appartient au système en question ou, ce qui 
revient au même, que la fonction symétrique alternée

S (±  «,.! « 2,2 · · ·«»,»)

est le déterminant de ce système.
Pour obtenir le déterminant du système ( i )  il suffit, comme on l’a 

dit ci-dessus, de remplacer les exposants des lettres par des indices 
dans le développement du produit

a,a2a3. . .a„(a2— a,) (a,— a , ) . . . (an—

On peut aussi former directement le déterminant dont il s’agit à l’aide 
des considérations suivantes :

Chaque terme du déterminant

S ( —  a , ,i ®2,2 · · - a n,n)

est le produit de n quantités différentes. Les seconds indices qui 
affectent ces quantités sont respectivement égaux aux nombres

i, 2, 3 , . . . .  n

que l’on peut considérer comme étant, dans tous les termes, disposés 
suivant l ’ordre naturel. Quant aux premiers indices, ils sont encore 
égaux à ces mêmes nombres; mais l ’ordre dans lequel ils se suivent 
varie d ’un terme à l’autre et présente, dans les différents termes, toutes 
les permutations possibles des nombres

O  ^ , 3 , · · · ,  fi.

Il suit de ces considérations que, pour former chacun des termes 
dont il s’agit, il suffira de multiplier entre elles n quantités différentes 
prises respectivement dans les différentes colonnes verticales du sys
tème ( i )  et situées en même temps dans les diverses lignes horizon-
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talcs de ce système. Les produits que l ’on pourra former de cette 
manière seront en nombre égal à celui des permutations possibles des 
indices i, 2 , 3 , . . . , « ,  c ’est-à-dire en nombre égal au produit

1.2.3....... n ;

je les appellerai produits symétriques. Le produit de tous les termes 
principaux du système ( i ) ,  savoir :

«1,1, «2,2, «3,3, · · · , «w,w,

est évidemment un produit symétrique; il sera désigné sous le nom 
de produit principal et employé de préférence comme terme indicatif 
dans le déterminant du système. D’après la définition que nous avons 
donnée des notations S ( ± K ) ,  S ( + K ) ,  le terme indicatif

«1,1 «2,2 «3,3 · * · «w,«.

sera affecté du signe +· dans le déterminant

b  ( —  (^1,1 ^ 2 ,2  · · · ( ( « , «  )

et du signe — dans le même déterminant pris en signe contraire, 
c ’est-à-dire dans la fonction

S (—|- «,,, (̂ 2,2* ·

Etant donné un produit symétrique quelconque, pour obtenir le 
signe dont il est affecté dans le déterminant

S(±«i ,i«2,2· ·  - a n > n ) ,

il suffira d ’appliquer la règle qui sert à déterminer le signe d ’un terme 
pris à volonté dans une fonction symétrique alternée. Soit -

«a ,t  «{3,2 · · · «£,«.

le produit symétrique dont il s’agit et désignons par g  le nombre des 
substitutions circulaires équivalentes à la substitution

i . 2 . 3 ...........n

* P y · · · Ç
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Ce produit devra être affecté du signe -+- si n — g  est un nombre pair, 
et du signe — dans le cas contraire.

Il est aisé de voir que la règle précédente subsisterait dans le cas 
même où l’ on aurait interverti l’ ordre des facteurs

Ga,\> ···> a ,̂n

ou, ce qui revient au même, l’ordre des indices coinpris dans les deux 
termes de la substitution

/  1 . 2 . 3 ........n \

\ « P y ··· C / ’

pourvu que dans cette substitution on place toujours l’un au-dessus de 
l’autre les deux indices qui, dans le produit symétrique donné, affectent 
la même quantité.

Supposons, par exemple, n =  7 et cherchons quel signe doit avoir, 
dans le déterminant

S (±  i?j, l (*2,2 #3,3 a 't , i  a â ,S  a 6,G a 1 ,l)>

le produit symétrique

CZi o Cl·1,3 w3,6 ^6,1 «i.8 ,4 '

La substitution que l ’on obtient, par la comparaison des indices qui 
affectent en première et en seconde ligne chacun des facteurs du pro
duit, est

/  i . 3 . 6 .4 -5.2 .7 

\  3.6.1.5 4 . 2.7

et cette substitution équivaut aux quatre substitutions circulaires

on a donc ici 

et, par suite,

1.3.6

3.6.1

4.5 \

g  =  4 , n =  7 .

n — g — 3.

1

7
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Ce dernier nombre étant impair, le produit symétrique donné devra 
être affecté du signe — dans le déterminant du septième ordre.

La règle précédente suppose que le produit principal a, ,ci2 , , .. .a ,in 

est affecté du sigiie. + ;  dans le cas contraire, il faudrait changer les 
signes de tous les termes. On peut encore déterminer le signe que doit 
avoir, dans le déterminant *

S aitt

„ un produit symétrique pris à volonté à l’aide d’une règle donnée par 
Gabriel Cramer dans un Appendice à VAnalyse des lignes courbes et que 
l ’on peut énoncer de la manière suivante :

Soit toujours aa { . .a^n le produit symétrique donné et

ccfiy.. .Ç

la permutation formée avec les premiers indices des différents facteurs; 
enfin, soient

(3 —

y — a,
· · · · ·>
Ç— st,

y — P.

les différences respectives de ces mêmes indices considérés deux à 
deux de toutes les manières possibles et supposons que, en prenant la 
différence de deux indices, on donne toujours le signe — à celui qui 
se présente le premier dans la permutation

' otf3y...Ç.

Le produit symétrique donné aura le même signe que le produit de 
toutes les différences, savoir :

((3 — «) (y — *) · · · (£ — OC) ( y  —  ¡3 ) —

On démontre facilement cette règle par ce qui précède, attendu qu’une
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transposition opérée entre deux indices change toujours, comme on 1 a 
fait voir, le signe du produit

( « p  — aa) («y — « « ) .  . . ( « ç  — ««) ( « y  —  « p ) · ··

et, par conséquent, celui du produit

((3 — ot)(y — « ) . . . ( ?  — a ) ( y  — ¡3).. . .

§ II. Si dans chacun des termes du système ( i )  on remplace le 
premier indice par le second, et réciproquement, on aura un nouveau 
système relativement auquel le premier indice restera invariable dans 
chaque suite verticale et le second indice dans chaque suite horizon
tale. Le système ainsi formé sera ,

/ «2,1> «3,1) • · y ft/i, 1 ?

1 «1,2? «2,2) «3,2) 1 · ? Æ/l,2?

( 2 ) \ ^1,3* «2,3) «3,3) •y «;t, 3»

/  · · · , . . . , . . . , • y · · · y

' «  1, n j «2,71) «3,77) ‘ * • y

Je dirai que les systèmes ( i )  et ( 2 ) sont respectivement conjugués l ’un 
à l’autre. Pour abréger, je désignerai dorénavant chacun de ces deux 
systèmes par le dernier terme do la première suite horizontale renfermé 
entre deux parenthèses; ainsi le système ( 1) sera désigné par ( a un) et 
le système ( 2 ) par

Les produits symétriques des systèmes ( a , iB) et ( « „ , , )  sont évidem
ment égaux entre eux. Le produit principal a lifa.2<2. . . a nn est aussi 
le même dans ces deux systèmes. Par suite, le déterminant du sys
tème ( « „ , , )  est égal à celui du système ( « , , „ )  ou à

S  ( —  « 1 , 1  <22,2 · · ·  « 7 7 , 7 7  ) )

le signe S étant toujours relatif aux premiers indices. Mais le déter
minant du système ( « „ , , )  peut aussi être représenté par

S ( ±  « 1 , 1  « 2 , 2 ·  · - « 7 7 , 7 7 ) 7
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le signe S étant relatif aux seconds indices; car on peut déduire le 
système (a n¡i) du système (a , ,« )  et, par suite, le second déterminant 
du premier, en écrivant les premiers indices à la place des seconds et 
réciproquement. En conséquence, dans l ’expression

S (zh CÏ2,2 . . .

on peut supposer indifféremment, ou que le signe S se rapporte aux 
premiers indices, ou qu’il se rapporte aux seconds, ce qui lève toute 
incertitude sur la valeur de l ’expression dont il s’agit.

Si l’on échange entre elles deux suites horizontales ou deux suites 
verticales du système ( a {¡ll), de manière à faire passer dans une des 
suites ’tous les termes de l’autre et réciproquement, on obtiendra un 
nouveau système symétrique dont le déterminant sera évidemment 
égal mais de signe'contraire à celui du système ( a lt„) .  Si l ’on répète 
la même opération plusieurs fois de suite, on obtiendra divers sys
tèmes symétriques dont les déterminants seront égaux entre eux, mais 
alternativement positifs et négatifs. On peut faire la même remarque 
à l ’égard du système

Si, au lieu de faire varier d’une colonne verticale à l ’autre les seconds 
indices qui affectent les termes du système ( i ) ,  on représentait par 
des lettres différentes, a, b, c, . . . ,  e, f ,  les termes de ce système situés 
dans les diverses colonnes verticales, en ne conservant de variable 
que le premier indice, le système ( i )  se trouverait transformé dans le 
suivant :

« 1» bU C\y ·■·, 1̂ , fl>

a ï> b it  c 2> · · · , e 2> f i t

• · 9 · · f · · 1 · · * » · \9 · · y

&ny b/iy Cfiy · · *, f n  ;

et son déterminant deviendrait égal à

S ( ± a A c 3...e,

ou, ce qui revient au même, au produit

abc...ef{b — a){c — a ) . . . { f ~ a ) ( c — b) . . . { f
OEuvres de C. — S. II, t. I. 16
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dans le développement duquel on doit toujours remplacer les exposants 
des lettres par des indices.

§ III. Désignons maintenant par D„ le déterminant de l’ordre n ou 
celui des deux systèmes ( a (i„),  (n,M)> en sorte qu’on ait

Dre — S (iL $ 1  $ 2,2 · · · $re — l,re--l &n,n )>

et supposons, pour fixer les idées, que lo signe S soit relatif aux 
premiers indices. Le déterminant de l’ordre n — i ou Dra_, sera donné 
par l ’équation

Dre— i —  S ( i  $ i,i$ 2 ,2 · · · n—1 ) ·

Si l’on multiplie ce dernier par an>n, on aura la somme algébrique 
des produits symétriques qui, dans le déterminant D„, ont pour fac
teur aBtB, ces produits étant pris alternativement avec le signe h-  et 
avec le signe — dans la somme dont il s’agit. De plus, il est aisé de 
voir que ces mêmes produits sont affectés des mêmes signes dans le 
déterminant D„ et dans le déterminant D„_, multiplié par an>n. En effet, 
le produit principal

«1,1 «2,2 «3,3 · · · «?i, n

se, trouve do part et d ’autre affecté du signe -+- et le signe de l ’un 
quelconque des autres produits est déterminé, dans les deux cas, par 
le nombre des transpositions qu’on est obligé d’effectuer sur les pre
miers indices r, 2 , 3, . . . .  n —  1 pour le déduire du produit principal· 
Cela posé, l ’expression

r̂e,re S ( —  $ 1,1 $ 2,2 · · *$re—i,w—1 )»

considérée comme fonction des premiers indices 1 , 2 , 3, . . . ,  n, ne 
sera plus, en général, une fonction symétrique alternée. Mais si, dans 
cette même fonction, on transpose de toutes les manières possibles les 
indices dont il s’agit, elle obtiendra une série de valeurs dont plusieurs 
seront différentes entre elles, et si, de la somme des valeurs différentes 
obtenues par un nombre pair do transpositions, on retranche la somme 
des valeurs différentes obtenues par un nombre impair de transpo-
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sitions, on aura une fonction symétrique alternée que l’on pourra 
désigner par

S  [ d l  @n,n S ( ± « l , l  $2,2 $3,3 · · · $71— l,7i— 1 )]>

le nouveau signe S étant toujours relatif aux premiers indices. Pour 
obtenir les diverses valeurs du produit

$71,71 S  ( —  $1,1 $2,2 $3,3 · · · @11—1,11— 1 ) i

il suffira évidemment de changer successivement le premier indice n 

du facteur a„iB contre les indices i ,  2 , 3 , . . . ,  n —  1 qui affectent en 
première ligne les quantités renfermées dans le second facteur

S  (dz  $ i fl $ 2 , 2  $3,3 · · · @11—1 , 71— 1 )·

Cela posé, le premier facteur deviendra successivement égal à cha
cune des quantités

&n— &n— 2 , ·  · ·> ^ 2 ,«» ^ 1 ,/m

et, si l ’on représente respectivement par

bll,ll) bll —1,111   1̂1 — 2, 11) * · · , ^2,111 ^1,11)

les valeurs correspondantes du second facteur, on aura

S [dz 0-n,n S (— @1,1 $ 2 , 2  · ■ · $/i—l,/i—1 )]

= . a n,n a n -l ,n  &71- 1 , 7 7  +  · · · +  $2,71 ^2 ,n +  $1,« ^1 , 71·

On aura d ’ailleurs, par ce qui précède,

I
 ¿71,71 —  h ( i t  $ 1 , 1  $2,2 * · · @ll—l,n —1 ) D ,i—1,

^ 71-1,71 ^  S  ( +  $1,1 $2,2 · · · )>

......................................................
¿ 2,71 ® (F-  $ 1,1 @n ,2 ’ · * @11—1,11—1 ),

¿1,»  —  S ( i p  $7i,l $2,2 · · ·  @11—1,11—1 )>

le signe S, dans toutes ces équations, pouvant être considéré comme 
relatif, soit aux premiers, soit aux seconds indices.

De ce qu’on vient de dire il est aisé de conclure que, si l ’ on déve
loppe la fonction symétrique alternée

S [ d z  @n,n S (dz $ 1 , 1  $2,2 · · $/i—i,7i—i )],
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tous les termes du développement seront des produits symétriques de 
l’ordre n qui auront l ’unité pour coefficient. Ces termes seront donc 
respectivement égaux à ceux qu’on obtient en développant le déter
minant

I)« — S ( ±  «1,1 «2,2 · · ■ «w,H ),

et comme le produit principal a UKa%i. . . a n̂ n est positif de part et 
d’autre, on aura nécessairement

D „=  S [±  «„,„ S (±  «1,1 «2,2· · ■«»-!,»-! )}

— «n,n b/i,n “l" «/t—1 ,;i &n— 1,« “t" * · * +  «2,n 2̂,/t H“ «1 ,/i t>i,rt.

En général, si l ’on désigne par p l’un des indices i, 2,  3 , . . . ,  n,  on 
trouvera de la même manière

D „=  S [ ±  «|H,|* S ( ± « 1 , 1 « 2,2. . .  «|X-1,(JI-1 «H+1,|H-1 · · · «K, «)]·

Soit v un autre indice différent de p. Représentons par b ^  le coef
ficient du facteur a ^ ,  dans le terme indicatif de la fonction symétrique 
alternée

S [ ±  «|J.,|j. S ( ±  «1,! «2,2 ■ · · «|JL-1,|1—I «|M-1,|W-J · · ·««,«)]

et par — ce que devient j b ^ ,  lorsqu’on y remplace le premier 
indice v par p. Si l’on suppose successivement

V —  I ,  V = 2 ,  V =  p  —  I ,  V =  f J L H - I ,  . . . ,

b ^  deviendra

— ~  2̂,jji, ···> b„p,

et la valeur de D„ sera donnée par l ’équation

0 « =  «1,(1 Ôl,(JL+ «2,[Jl ^2|J. +  · · · "+■ (̂JL,p. ¡̂JL,|J,+ · · · +  an,\l. bn,(J.·

Si, dans cette équation, on donne successivem.ent à p toutes les valeurs

1, 2, 3 , . . . , n,
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on obtiendra les équations suivantes :

l Dn ~  «11,1 ê], i H- #2,,1 2̂,1 +  · • · +  ¿*re,,1 1j

(5)
Dn — CL i,2 b\ ,2 -4- i*2,,2 2̂,2 H“ ■.. -+- an:,2 bn<2,

( Dn ‘z— CL]l,n ,»,+  ¿*2,,n bî,n +  · • . +  ¿*n

dans; lesquelles on doit supposer, en général,

(6) i S(± ¿*i,1 ¿*2,2 · • · ¿*¡1-1,¡1.-1 ¿* • CL)î n)i
( bv -̂=z «i,:1 ¿*2,2 ·• · ¿*¡2.-1,  (JL— î ¿*[1+1, 1 ' · ■ ¿*v—1, v—:i ¿*(J.,v ¿*v+i,·

Les quantités è )>2, . . .  sont, dans les équations précédentes, en 
nombre égal à celui des quantités a )i(, a {>2, . . .  qu ’elles multiplient, 
c ’est-à-dire en nom bre égal à n 2. Elles peuvent donc être disposées en 
carré, de manière à form er deux nouveaux systèmes de l ’ordre n  qui 
soient respectivement conjugués l ’un à l ’autre. L’un de ces systèmes 
sera le suivant :

! l̂,l2 ¿̂1,22 ■ · · 2 ,n,
^ 2 , 1 2  ^ 2 , 2 l  · · · 2 ^ 2 , B 2

.. . .  9 , · · · ) ' * · >
! ê,z,i, ·· · , bnn,

que je  désignerai par ( b Ktj )  d ’après les conventions établies; en rem
plaçant dans celui-ci les premiers indices par les seconds et récipro
quem ent, on obtiendra l ’autre système qui sera représenté par ( b nA).

Après avoir désigné sous le nom de form e ternaire un polynôme 
hom ogène du second degré à trois variables, M. Gauss a nommé form e  

adjointe un second polynôm e dont les coefficients ont avec ceux du 
premier les relations qu ’on vient de remarquer entre les termes du 
système (6 « ,,)  et ceux du système Je suivrai cette dénomination
et, lorsque j ’aurai à comparer entre elles les quantités

¿*1 ,1 2  ¿*1 ,2 2  ■ · ·  C t  ^ 1 ,1 2  ¿*1 , 2 2  • ' • • 2

je dirai que les secondes sont adjointes aux prem ières; de sorte que, 
en général, la quantité adjointe à sera et la quantité adjointe
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à a ^  sera b ^ ·  Par la même raison, le système ( b itH) sera dit adjoint 

au systèm e'{a , „ )  et le système (b n t ) adjoint au système (a,M). Le sys
tème (£ „,,) sera en même temps adjoint et conjugué au système ( a un).

La quantité adjointe à aUtn est toujours égale au déterminant de 
l’ordre n —  i ou à

S  # 1 , 1  # 2 , 2  · * · #77—1,77—1 )·

Pour déduire de cette expression la valeur de b ^ ,  il suffira de rem
placer dans ce déterminant ou, ce qui revient au même, dans tous les 
termes du système de l ’ordre n —  i ,  le premier indice égal à p par un 
autre indice égal à n et le second indice égal à p par un autre indice 
égal à n. Enfin, pour transformer b ^  en b ^ ,  il suffira de remplacer 
encore le premier indice égal à v par un autre indice égal à p et de 
changer le signe du. résultat. Il suit de ces considérations que, pour 
obtenir au signe près la quantité b^v adjointe à a^y, il suffit de convertir 
le système (a ,,„ )  de l ’ordre n en un système de l’ordre n — i par la 
suppression de tous les termes situés dans la même ligne horizontale 
ou dans la même ligne verticale que a^v et de former le déterminant 
du nouveau système dont il s’agit. Ce déterminant serait de même 
valeur et de même signe que b ^  si l ’on supposait v =  p.

Dans l ’équation
• 1)„ — S ( a,,, #2,2 · * · 7i)

on peut indifféremment considérer le signe S comme relatif, soit aux 
premiers, soit aux seconds indices; d’ailleurs on a fait voir, dans la 
première Partie de ce Mémoire, que toute fonction symétrique alternée 
devient nulle lorsqu’on y remplace un indice par un autre indice; D„ se 
réduira donc à zéro si, dans l’expression de ce déterminant, on rem
place un des indices qui occupent la seconde place par un autre indice, 
par exemple si l ’on remplace les termes

par
· · · y

« 1 , V ,  ^2 ,V >  · · ·>

v étant différent de p. D’ailleurs, la valeur de D„, exprimée au moyen
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des termes a )>(1, a 2............est, par ce qui précède,

(8) D n=  «i, | i  , ( / .+ <*2,(1 ^ 2 , ( 1 + . . .  4-  a«,¡j. bni(l;

on aura donc généralement

( 9 )  O —  a^s) f c i , n +  «2,v +  · · · 4~ «7t,v ^«,¡1·

Cette dernière équation sera satisfaite toutes les fois que v et p. seront 
deux nombres différents l ’un de l ’autre.

Si l’ on donne successivement à p. et à v, dans les équations ( 8 )  
et (9 ) ,  toutes les valeurs entières, depuis i jusqu’ à n, on aura le sys
tème d’équations suivant :

D » — 1*1 ,1 6 1 , 1  4 ~ <*2,1 ¿ 2 , 1  4 - . · # », i  ¿ » , i ,
0 — #1,1 ¿1,5 ”t~ #2,1 ¿2,2 H- · · #/i(l ¿ ïj,2)

0 —  <*1,1 b t t a 4 -  <*2,1 ¿ * 2 , ,1 4 -  · . 4 -  <*re, i

0  # 1 , 2  ¿ 1 , 1  # 2 , 2  ¿ 2 , 1  H~ · · ~h # / i , 2 ¿ , i , i ,

D rt— # 1 , 2  ¿ 1 , 2  "4“  # 2 , 2  ¿ 2 , 2  H - · · 4 “  < * « , 2  ^ « , 2 »

0  =  # 1 , 2  bun H- #2,2 ¿ 2 , » H-  · · ' #»,2 ¿ » ,tï »

0 = « l , » J 1, l + « 2 , « ^ , l + · . • #»,71. ¿ 71, 1»

0 =  Æ|,» £>1 , 2  4 -  <*2,re ¿ 2 , 2  4 -  . · • 4 -  «71,» b,ii2,

D „ —  < * i , »  ô i , » 4 -  aï,n ^ 2 , » 4 "  · · • -f- #,l, 71 ¿H,»·

Si l’on désigne, en général,

« 1 , 11. ¿ i , | i 4 -  <*2 , [x ^2 ,(1 +  · - · +  a n,y- b'hV-

« i iV è ^ j j . 4 -  «2,v b t l ¡J.4 "  · · · 4 "  fl»,v ^» ,¡1.

S n{a1%vbuv.),

le signe S étant, dans les deux cas, relatif aux indices 1 qui occupent 
la première place, on pourra mettre les équations (10 ) sous la forme

par

et

par
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— Sn(ai'i ), 0 =  S n(aulbui), 0 — S
=  S'i(a1,2 bui), D n—  S ” (<21,2 ¿*1,2 )>

, ........... .

— S,l(aunbUi), 0 = S  n{aUnblA),
• * · 9 .............
. . . ,  Dn— ‘t)n(ClUn-bUn)·.

et les formules générales (8 )  et (9 )  deviendront

(12) i
(o  — S"-(a,,v

La seconde des équations (6 ) ,  ou

—  S ( +  «1,1 a î , l  · · · ®|l—  1,(1—1 · · · ® V - 1 ,V- 1  Jl,v < V m ,v-m  · · · # « ,» )>

ayant lieu toutes les fois que pi et v sont différents l ’un de l ’autre, elle 
subsistera encore si l ’on y change p. en v et v en a ; on aura donc

--  S ( —t— aUi ¿̂ 2,2· · * <2v~l,v— 1 ^V+l,V-t-l · · » ¿̂|JL—1,[JL—1 ^V, [JL ^[I+ l,[X-f-1 * · *

Si l’on compare entre elles les deux valeurs précédentes de èVi!A 
et de 6m , on trouvera que, pour déduire l ’une de l ’autre, il suffit 
d’échanger entre eux les indices qui occupent la première et la seconde 
place dans les termes du système (a )t„ ). Il en résulte que les relations 
établies par les équations (8 )  et (9 )  entre les termes du système (a )>n) 
et les termes du système adjoint ( è , ira) subsisteront encore si l ’on 
échange entre elles, dans ces deux équations, les deux espèces d’ in
dices; on aura donc aussi

(  1 3  )  ^ [ M  +  ·  ·  ·  +  a \i,n  ¿ ’ ¡ jl . i i »

( l4) 0 — av,l è|i.i +  «v,2 è|x,î -+■. . . -h «V,rc èjj.,«,

les indices p. et v étant censés inégaux. ,
On peut encore mettre ces deux dernières équations sous la forme 

suivante :
. „ ( II» — 1 ¿>(JL , ),
O») · o

( o —- S" (î7V)1 6|i‘i ),

le signé S étant relatif aux indices 1 qui occupent la seconde place.
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En donnant à p. et à v, dans les équations ( i 3 ) et ( i / j ) ,  toutes les 
valeurs entières depuis i jusqu’à n, on obtiendrait un système d’équa
tions semblable au système ( i o ) .  On peut déduire immédiatement ce 
second système d’équations du premier, en remplaçant dans celui-ci 
les termes des systèmes symétriques ( b tn) par les termes cor
respondants des systèmes conjugués ( b nt,) . On pourrait encore
donner au nouveau système d’équations dont il s’agit la forme (i  i) et 
il suffirait pour cela d ’employer les équations ( i 5 ) au lieu des équa
tions ( i 3 ) et (14 ).

Si dans le système de quantités ( a , n) on supprime la dernière suite 
horizontale et la dernière suite verticale, on aura le système suivant :

I a i,i> 1 · · · 9 ci\ ?

(.6) ] a i,l> 

1 · · . ,

« 2 ,2 » * · ■ »

• · · 9 · · · 9

« 2 ,

1 &II— i,l> &n—1,2> · · · 9 à „.

que je désignerai ii l’ordinaire par
Soit maintenant le système adjoint au précédent. Si dans

l’équation ( i 3 ) on change b en e et n en n —  i , on aura, en général,

(J7) DÆi1 =: b n , j r= e ^ i  4- e(i,«-i.

Pour déduire de cette dernière équation la valeur de b ^  il suffira, en 
vertu des règles établies, de changer en a„jV dans l’expression pré
cédente de bnu et de changer en outre le signe du second membre; on 
aura donc généralement

(1 8 )  b v.tn =  —  (a « , i  H”  «K,2 £|JI,2 +■. · · +  a n ,n -l  )·

Si dans cette équation on donne successivement à u toutes les valeurs 
entières depuis 1 jusqu’à n — 1 et que l’on substitue les valeurs qui 
en résulteront pour b ^ n, è2;„, . . . ,  bn_ un dans l’équation

D ,j —  Cl\^n b i , n  "t-  6*2, re ^2, n  +  · · · "+" Q n , n  b n<n>

OF.uvres de C. — S. II, t. I. l j
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on obtiendra la formule suivante :

] ) „   £?;/, „ bn )l· O/1,1 Cj,i -+- Cf2,w 0,1,5 2̂,2 -h · · · -t-On—l,» I
ul,n{ O,/, 2 <î|, j +  0«,3 ^i,3 -H . · . rt„,n— i Ci,«—i )

+  CT2,n(O,/,! e 2,, H- o ,1,8 e2,3 -+- . . . 4-  o , i  e2, » - i  )

- h ....................................................................................................

4 “ — 1 ,/t ( Ort,i Qn— 1,1 “H Ow,2 O// —1,2 +  . · •4 “ /̂î,rt — 2 1,H—2 )]■

Cette équation peut être mise sous la forme

(19 ) P »— ^n./tR/t,! S™ ’ S» 1 (ov,«o,[,12,67,(2)1

les deux signes S étant relatifs, le premier à l’ indice p. et le second à 
l’ indice v. M. Gauss n employé avec avantage, dans scs Recherches 

arithmétiques, une formule qui n’est qu’un cas particulier de celle-ci.

*§ IV. Les principaux théorèmes compris dans le paragraphe pré
cédent ont été démontrés pour la première fois, d ’une manière géné
rale, par M. Laplace, dans les Mémoires de l ’Académie des Sciences de 
l ’année 1772 (seconde Partie). Il a fait voir comment on pouvait les 
appliquer à la recherche des valeurs des inconnues que renferment 
plusieurs équations du premier degré. Soient

#1* · · · y &n

les inconnues dont il s’agit en nombre égal à n. Supposons que l’on 
ait entre elles autant d ’équations du premier degré et que les coeffi
cients des inconnues y soient représentés respectivement par les diffé
rents termes du système (a , ira). Les équations dont il s’agit seront de

la forme
1 «m ,.+  aunæn =  mu

( 2 0 )
] «2,1 :BX -+- rt2,2 ÎP.2 -t- . .• · ”4“ #2,/! Xn — Wj)

l ««, i ^ , +  ««,2^ 2-+-·. . * H~ ci a i )i Xu— m n

Cela posé, les relations établies par les équations (10) entre les termes 
du système ( « , , „ )  et ceux du système adjoint (¿ , ,n) fournissent un 
moyen facile d’obtenir la-valcur d ’une inconnue prise à volonté. Ainsi,
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par exemple, si l’ on multiplie la première des équations (20 ) par 
la deuxième par b3rl, . . enfin la dernière par b„tl, et qu’on les ajoute 
entre elles en ayant égard aux équations (10), on aura, pour déter
miner la valeur de x ,, l ’équation suivante :

t ) , , ^ ,  =  m ,  mtbttX - t - .  · .  - t -  mubn>

En général, si l ’ on multiplie la première des équations ( 20) par 
la deuxième par . . . ,  enfin la dernière par bnv,, et qu’ensuile on 
les ajoute entre elles, on aura, en vertu des équations (10),

(»*) Wièi,(i+ . +

Par suite, la valeur générale de l ’une quelconque des inconnues sera ·

__ ^ *2^ 2,^  +  . . .  - t -  r>inbn^   >nt mibî ^ - \ - . . .  -+- mnbn̂
 ̂ èi,|j,+ i*2, ( i · . . H- an,\>.bn .̂

Cette valeur se présente donc sous la forme d’une fraction qui a 
pour dénominateur le déterminant

P« — S (— «,,, . . . Cltl̂ îi)

et pour numérateur ce que devient ce déterminant quand on y rem
place les coefficients do l ’ inconnue pris dans les équations'(2o) par les 
seconds membres de ces mêmes équations.

Si les coefficients des diverses inconnues dans les équations (2 0 ),  * 
au lieu d’être représentés par une seule lettre affectée de deux indices, 
étaient représentés par diverses lettres a, b, c, . . . ,  e, f  affectées de 
l’ indice 1 dans la première équation, de l’ indice 2 dans la deuxième, . . . ,  
les équations données étant alors

&\ Xi bi x% -+- Ci x 3 —i—. . . —|— x,i—\ ~h f i  Xn ntl,

a t X i  -+ - b ^ X i  - f -  c 2 X 3  e ^ X n - i  - t  f ^ X n  —

........................ *..................................................... >
ct„ x t -H bnx^-\- cnx 3 —t—. . .  h— enx n-.i +  f nx n — m n,

la valeur d’une inconnue aurait pour dénominateur la fonction symé
trique alternée

S ( ±  « i‘è2c3. . . e „_ , / „ )
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et pour numérateur ce que devient cette fonction lorsqu’on y substitue 
la lettre m  à celle qui désigne les coefficients de l’ inconnue. Ainsi, 
par exemple, la valeur de x h serait donnée par l’équation

(B)
_  S (±  mxb,c> .. .g,t_i f „ )

I— S (±  . .e,

Tel est le résul tat auquel M. Laplace est parvenu. Il a fait voir aussi 
que deux termes déduits l ’un de l ’autre par un nombre impair de 
transpositions étaient toujours de signes contraires et a démontré par 
ce moyen la règle de Cramer que nous avons rapportée ci-dessus. Enfin 
i.l a prouvé qu’une transposition opérée entre deux des lettres a , b , c , ... 
changeait le signe de la fonction

S t±: a, 6 , . . .
I

et a donné les moyens de la décomposer en d ’autres fonctions sem
blables d’un ordre inférieur. Nous reviendrons plus tard sur ce dernier 
objet.

On peut encore, en vertu du paragraphe II, mettre la valeur de ¿c, 
sous la forme suivante :

(C) _ mbc-. .ef(  b — m)  ( c — f — m)  ( c — b ) . . . { f  — b ) . . . (/  — e)
~~ abc. . . ef (b — a) (c— a ) . . . ( / — a) (c — b ) . . . ( / — b). . . ( / — e) ’

pourvu que, après avoir développé séparément le numérateur et le 
dénominateur de la fraction précédente, on remplace les exposants 
des lettres par des indices.

Si l’on suppose n =  2, les équations (A )  se réduiront à

alas1-\- blæï— mt,

■ I b 2 ^ 2  —— 21

et l ’on aura, eu vertu de ce qui précède,

__  mb (b —  m)   mt ¿>2 —  m-2 b t
1 ab(b — a) ~ atb2— a2b,

■
am(m — a)  a^m2— a,ml
ab(b — a) - a, £>2— «2 1̂
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Si l ’on suppose n =  3 , les équations (A )  se réduiront à

« ,^1+  ¿ ^ ¡ + 0 ,^3  =  ffî], ,
aix l +  c2+  c2x 3 =  m2, 
a3Xi-\-b3x 2-\-c3x 3 — m3,

et les valeurs des inconnues seront, respectivement

_mbc(b — m) ( c — m) (c — b)
1 abc { b — a) (c — a) (c — b)
_m1 bt c3 — rrty b3 c. H- b3 cx — m3 bt c3 +  m3 bt c2 — m3 b2 c,

«i b3 c3 — «, b3 c2 4 - rt2 és ci — «2 *i c3 +  «a ôi c2 — a3 é2 ct

_amc(m — a) (c — a) (c  —'m)
Xï abc{b — a) ( c — a) (c — b)

_«! m,_ c3 — a1 m 3 c2 4 - a2 m 3 c, — a2 m, c3 4- a3 m y c2 — a3 m  ,<4
~~ «i b3c3— aL b3ct -h a3b3Ci — a2biC3-\- a3blc3 — a3 b2cl ’

a b m ( b — a)  (m  — a) (m  — b ) 

abc [b — a) (c  — a) (c — b)

a1 bs/n3— a, b3m2 +  a! b3m1— a2b,m3-h a3b,m2 — a3b2mi 
a2 b2 c3 aj b3 c2 “4 a2 b3 cj a2 b2 c3 -H a3 b\ c2 a3 b2 c.

et ainsi de suite.
On arriverait aux mêmes résultats en partant de l ’équation (B ) et, 

dans ce cas, on peut déterminer immédiatement le signe d ’un terme 
pris à volonté, soit dans le numérateur, soit dans le dénominateur de 
la fraction qui représente la valeur d ’une inconnue, au moyen de la 
règle établie dans le paragraphe II de la première Partie de ce 
Mémoire.

Si les équations données étaient de la .forme

a x  1 -t- b x 2 + c x 3 H-. . .  -+- e x n- i  + f x n —  m, 

a * x t H- b%x 2 4- c ‘- x 3 + . .  .- -̂ e’-Xn-i  4- p x , i  —  m 2,
................................................................................. )
anx , - h  bnx 2-+- c " x 3 +  . . .4- en x n—  m n,

l’équation (C ) deviendrait exacte sans qu’il fût besoin de développer 
le numérateur et le dénominateur de la fraction qui forme le second
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membre et l ’on pourrait sans aucun inconvénient supprimer les fac
teurs communs aux deux termes de cette fraction. Ainsi la valeur 
de x , ,  tirée des équations (D ),  se réduit à

_m{  b — m ) ( c  — ni ) . . . ( / — m )  m ( m  — b) ( m  — c ) . , . { m  — / )
Xi a ( b — «)(c — « ) . . . ( / — a) a(a — b) (a — c ) .. . {a — /)

Les valeurs des autres inconnues, tirées des équations (D ),  peuvent 
être présentées sous une forme semblable à celle-ci.

Si Tes équations données étaient de la forme

ax^-¥ a2a?2 +  · · · +  a'lXn— «'">
b x t -1- ■ .4 - bnx,t — bm,

\
................................................. .

/ X t +  / 2 ̂  +  ■■■ +  f n*n

la valeur de x n serait donnée par l’équation

_S ( ±  aô2c3. . ,en~1f m) __ S ( ±  ¿c2. . .e'*-2/ " ' - 1 )
X,l~  S i ± a b i c K . . e ' · - 1 / « )  — S (±  6c2.. .e'1“ 2/ " - 1 ) '

Cette valeur deviendrait nulle si l’on supposait m < ^ n .  Elle se réduit à 
l’unité lorsque m —  n.  Enfin, lorsque m  surpasse n,  le numérateur de 
la fraction précédente est divisible par le dénominateur, ainsi qu’on l’a 
prouvé dans le dernier paragraphe de la première Partie de ce Mémoire, 
et Xn devient une fonction symétrique permanente des quantités

a,  b,  c,  . . . ,  e, / .

On peut faire des remarques analogues relativement aux valeurs des 
autres inconnues.

Revenons maintenant à l ’équation (21). Si l’ on y fait successivement

H =  ' ,  2 , 3, . . . ,  n ,

011 aura, pour déterminer les valeurs des inconnues

&\ » ^2» * * · y &n »
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los équations suivantes que nous allons comparer aux équations (20),

/  m! b î +  m 2 ¿2,i 4-.. · 4- mn =  Dnx y,
1 m l ¿1 » 4 - n i \  ¿2 2 4 · · · · 4- m n  ¿« 2 =  Dn x 2 ,

( 2 2 ) <

...................................... ......................... ’
1 m l  bl,n 4 · ^ 2 2̂,«4- · ■ ■ 4“ Ulabn̂ n— Dnx n"

Les équations (20 ) renferment : i° deux suites de quantités, savoir :

3?1, #2> · · · > & n t

m u m2, . . . ,  mn ;

2° tous les termes du système ( « , , „ )  qui servent de coefficients aux 
termes de la première suite. Les termes de la seconde suite étant les 
seuls qui se présentent isolément dans les équations dont il s’agit, je 
dirai que les quantités

my, m 2, . . . ,  m,t

s’y trouvent dégagées et que, au contraire, les quantités

•2*1» · * * 9 S'a

s’y trouvent engagées. Je désignerai, déplus, la suite des équations (20) 
sous le nom de suite cl’équations symétriques.

Les équations (2 2 )  sont de la même forme que les équations (2 0 ) ,  à 
cette différence près que la suite engagée dans les équations (2 0 )  se 
trouve dégagée dans les équations (2 2 )  et que les termes de cette même 
suite y sont tous· multipliés par Dre. Pour déduire les équations (2 2 )  
des équations (20) il suffit : i° d’échanger entre clics les deux lettres m  

et x ,  c’est-à-dire de dégager la suite engagée et d’engager celle qui était 
dégagée; 20 de multiplier les termes de la suite dégagée par le déter
minant D„ du système dont les différents termes servaient de coeffi
cients à la suite engagée; 3 ° de remplacer les termes du système 
symétrique (a ,,„ )  par les termes correspondants du système adjoint 
et conjugué (6„,,)· Je dirai, pour cette raison, que les équations (2 2 )  
sont adjointes aux équations (2 0 ).
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Los équations (2 0 )  se trouvant toutes comprises dans la formule 
générale

a [i,l +  Æ|i,s +  · ' ' “U ®|Ai» X  a —  S ' 1 (Æj/,,1 a?i ) *

dans laquelle le signe S est supposé relatif à l ’ indice 1, je désignerai 
l’ensemble de ces mêmes équations par le symbole

(23) =

le signe 2 indiquant ici non pas une somme de quantités mais une 
suite d ’équations semblables à celle que renferment les deux crochets. 

Je désignerai de même l ’ensemble des équations (22) par le symbole

(2 )̂ 2 [S"(6il(1»^) — 1),,^ ]. .

Ces deux symboles se déduisent l’un de l’autre par les mêmes règles 
qui servent à déduire l’une de l’autre les deux suites d’équations qu’ ils 
représentent.

Désignons par ( c l>n) le système de quantités adjoint à ( b un). Je dirai 
que ( c ltB) est adjoint du second ordre au système ( a un).  Le même, 
système ( c , iB) sera adjoint et conjugué au système Soit encore
B„ le déterminant du système ( b i n ).  Si dans les équations (12) et ( i 5 ) 
on change a en b , on devra changer aussi b en c et D„ en B„ et, par 
suite, on aura

l R / l  =  S "  (  ¿> 1 , (JL
(-2 0 )

( 0 — S'*(6i,vÇi,|a);
(  R « =  S ”  (  ¿ | X ,1  ) ,

(26)
( O =  S'1 ( 6v,i c|Ji,i )·

Si maintenant' on dégage des équations (22) les termes de la suite m t, 
/n2, . . . ,  mn, en suivant les mêmes règles qui ont servi à dégager des 
équations (2 0 )  les termes de la suite x A, æ 2, . . . ,  æn, on obtiendra les 
équations suivantes :

/ <-i,iD»^i ■+· Ci,*D«37i +  ·. ··+■ £i,nD„x n — Bnmit 

j  <?2,1 D n ^ i  +  C2i2 R / j ^ î  +  · · · H-  C2 , reD ; l 3 ?re —  B , i  W lj,

Cw, 1 R / t ^ i  “H 2 D /,.272 ■ +■  . · . "H C«,«U /i ^ n  —r  R «
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qui pourront être représentées par le symbole 

( 2 8 ) 2 [ S " ( D » c 1M * i )  =  B«»f y] .

Les équations (2 7 )  peuvent encore être mises soüs la forme sui
vante :

'1,1

(29)

! D»
B„
D»

L'2’1 B*

a, +  c. D»
B»
W»
B»

D„
CC<1 +  . . . -\- Cj n p  X tl —

D „
• · 2̂,n |> &n — ^2)J J n

B« . D„  D„ »
^ / i ,  1 1 >  ¿Pi H-  ^ / / , 2  q  ^ 2  · · · H“  ï t "  »

et comme celles-ci doivent avoir lieu en même temps que les équa
tions (2 0 ),  sans que l’on suppose d’ailleurs entre les termes de la 
suite x t, x 2, . . . ,  ocn et ceux du système ( a l n ) aucune relation particu- 
culièrc, il faudra nécessairement que l’on ait, quels que soient p. et v,

ou

e »»
u n

|̂X,V ·

( 2 ° )  C ( i , V - - - -  f j -
*'n

Cette équation établit un rapport constant entre les termes du sys
tème ( a 1jB) et les termes du système adjoint du second ordre ( c un).

Les équations (2 7 )  étant adjointes aux équations (2 2 ) et celles-ci 
aux équations (2 0 ),  je dirai que les équations (2 7 )  sont adjointes du 

second ordre aux équations (2 0 )  dont elles ne diffèrent que par un 
facteur commun à tous leurs termes.

OEuvres de C. — S. Il, t. I.
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D E U X I È M E  S E C T I Ô N .

Des systèmes d ’équations symétriques et de leurs déterminants.
S

§ V. Considérons maintenant un système d’équations de la forme

# 1 , 1 ^ 1 , 1  4 “  # 1 , 2 # 1 , 2  4 “  · · 

# 2 , 1  # 1 , 1  4 ~  # 2 , 2  # 1 , 2  · ·

• - t -  « 1 , « « ! , »  =

• ■+" =

2 ^ 1 , 2  +  · • 4 “  # / i , ; i # l , / i  —  , «  >

# 1 , 1 ^ 2 , !  4 “  4 “ ·

& 2 , 1  # 2 , 1  4 “  ^ 2 , 2  # 2 , 2  4 “ ·

* 4 -  # 1 ,  / j  # 2 ,  Il —  m ^ u

• 4 "  # 2 , «  # 2 ,  H =  ^ 2 , 2 >

# / > , l  # 2 , 1  4 "  # « , 2 # 2 , 2  4 “  . '  4 "  # « , « # 2 , 7 i  —  ^ 2 , n  î

# 1 , 1  # » ,  1 4 “  # 1 , 2 # « , 2  4 ”  · 

# 2 , 1  # / l , l  4 -  # 2 , 2  # / l , 2  4 -  .

• H-  * 1  ,n a n,n  —  m n,l>

• +  a 2 , t t  ® / i , n  —  P l n, 2<

# > ¿ , 1  # r t , 1 . 4 ~  # « , 2 # / ? , 2  4 "  ♦ .  , H -  CCn i  fiCln , /î  —  mn,ri'

Ce système d’équations renferme trois systèmes de quantités symé
triques, savoir : ( a un),  ( a l>n) et ,

De plus, il est facile de voir que, parmi les équations ( 3 i ) ,  celles 
qui se trouvent dans un même groupe forment une suite d’équations 
svmétriques, dans lesquelles les quantités engagées de la forme a^,, 
a a^n ont pour coefficients les termes du système ( a )>n). De
même, si l’on imagine que les équations de chaque groupe soient dis
tribuées sur une même ligne horizontale, celles des équations ( 3 i)  qui 
se trouveront comprises dans une meme colonne verticale formeront 
unosuited’équations symétriques dans lesquelles les quantités engagées 
a,*,, a ^ ,  .. . ,  auront pour coefticicnts les termes du système 
J’appellerai suite horizontale ou suite verticale une suite d ’équations 
comprises dans une même ligne, soit horizontale, soit verticale, du
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Tableau ainsi formé et j ’appellerai l’ ensemble des équations ( 3 i )  un 
système d ’équations symétriques. Chaque équation de ce système pou

vant être mise sous la f°rmc

(32) S" («v,iÆ|i,,i)~

où le signe S est rcl*1̂  aux indices i qui occupent la seconde place 
dans av , et ,, je désignerai le système entier des équations dont il 

s’agit par le symbole

(33) 2 [S n( « v, i« ii.,») =  "V,v]·

J’appellerai systèm e engagés les deux systèmes de quantités 
(a, n) dont les termes se trouvent engagés dans les équations dont il 
s’agit et système dégagé le système de quantités (m )>n) dont les termes 
sont isolés dans les seconds membres. Je désignerai aussi les deux 
systèmes engagés sous le nom de systèmes composants et le système 
dégagé sous le nom de système résultant. Enfin, je dirai que, dans les 
équations ( 3 1), représentées par le symbole ( 3 3 ), le système résul
tant ( m un) se trouve déterminé symétriquement au moyen des deux 
systèmes composants ( a (i„) et ( a , jB).

Désignons respectivement par

JJ«, dnt M„

les déterminants des trois systèmes

on aura

(34)

( a i,n)> (*1 ,« )»  (»*>,»,);

D„ =  S ( ±  «1,1 «2,2· · ·««,«)» 
à ri S (du «i,’i «2,2 · · · «ra, n  )*
M„-= S(±: / ? ( , , ! .  ,m„i#).

Dans chacune des trois équations précédentes, le signe S peut être 
considéré comme relatif, soit aux indices qui occupent la première 
place, soit a ceux qui occupent la seconde. Ainsi, , .
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est une fonction symétrique alternée à l ’égard des deux espèces d’ in
dices qui affectent les termes du système ( m s n).  D’ailleurs, les équa
tions ( 3 3 ) étant toutes comprises dans la formule générale

les deux indices, qui dans chacune de ces équations affectent la lettre m,  

sont respectivement égaux aux premiers indices qui, dans ces mêmes 
équations, affectent les deux lettres a et a, c ’est-à-dire les termes des 
deux systèmes (a , jB) et Il suit de cette remarque que, si, dans
le second membre de l’équation

M„=r S (±  mlA miA. ,.

on substitue aux termes du système leurs valeurs en a et en a
tirées des équations ( 3 i) ,  on obtiendra pour résultat une fonction des 
termes des systèmes ( a l>B) et ( a , iB) qui sera symétrique alternée par 
rapport aux indices qui occupent la première place dans a et par rap
port à ceux qui occupent la première place dans a. D’ailleurs, chacune 
des quantités m  étant du premier degré par rapport aux quantités a et 
par rapport aux quantités a, chaque terme du développement de

S (±  mui To i ,,..

sera évidemment de la forme

Comme ce développement doit être, une fonction symétrique alternée 
par rapport aux indices qui occupent la première place dans a et par 
rapport à ceux qui occupent la première place dans a, il ne pourra 
renfermer le terme qu’on vient do considérer sans renfermer en même 
temps le produit

— S (rfc 0£,,[j, £<2,v * · · S ( i r  £Ï2,v' · · · an,w)t

il sera donc équivalent à un ou à plusieurs produits de cette espèce. 
Si dans le produit précédent on suppose les indices p., v, . . . ,  it tous
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différents les uns des autres, on aura

S ( ±  a li(1 a 2,v· · . · « « , « )  =  ±  S ( ±  ccu l ceî t ï . =  d r ô „ .

De même, si l ’on y suppose les indices p/, v\ tt' tous différents 
les uns des autres, on aura

S (dû Cli, [J·' ^2,V' · ■ · ) —“ "   ̂(— ®1,1 ̂ 2,2 · * · n )    Drt.

D’ailleurs, on ne peut supposer deux des indices p, v, . ir égaux 
entre eux sans avoir

b (dz GÎ2 ,V ■ · '&-n,7z) ~  O,

ni deux des indices p', V,  égaux entre eux sans avoir

S (dz [x' $2,v'. * . CIĥ tC ) — O.

Le développement de M„ se réduira donc à un ou à plusieurs produits 
de la forme

dz
on a donc

M„ — cDn$ni

c étant une quantité constante. Pour déterminer la constante, il suffit 
d’observer que l’équation précédente étant identique devra encore avoir 
lieu si l ’on suppose généralement

— U — (> a(i,v--0> — °>

mais alors on a par les équations ( 3 i)

et, par suite,
W|a,v— o,

M,t — i , D ¿=  U

on doit donc avoir aussi
C =  I,

et, par suite, on aura, on général,

( 3 5 ) M „=  D ndn.

Cette équation renferme un théorème très remarquable qu’on peut 
énoncer de la manière suivante :
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Lorsqu’un système de quantités est déterminé symétriquement au m oyen  

de deux autres systèmes, le déterminant du système résultant est toujours 

égal au produit des déterminants des deux systèmes composants.

Si dans les équations ( 3 1) on remplace les systèmes de quantités (a,,„) 
et ( « , , „ )  par les systèmes (a M ) et (&„,,) et que l’on suppose généra
lement ■

on obtiendra les équations ( i o ) .  Dans le même cas, on aura 

M„= mM/n2t2. . .m ,hn=  D", d,t—  S(± bul ¿>2,2. . =  13,„

et, par suite, l ’équation ( 3 5 ) deviendra

1)« — n *T) .^  a — *-*n**n *
d’où l ’on conclut

i

(36) Bn =  Dr*.

On voit par cette dernière équation que le déterminant du système (¿>M) 
adjoint au système est égal à la (n  — i) '1'"'*puissance du détermi

nant de ce dernier système.

En vertu de l’équation ( 3 6 ), l’équation ( 3 o) devient

( 3 7 )  C[i1v == B »   ̂^¡A,V·

Ainsi, étant donné un terme quelconque a ^  du système ( a un) ,  pour  

obtenir le terme correspondant du système adjoint du second ordre ( c l<n);  

il suffira de multiplier le terme donné par la (n  — 2 )ie,ne puissance du 

déterminant du premier système.

On a vu que le déterminant d’un système quelconque est toujours 
égal à celui du système conjugué. Il suit de là que l’équation ( 3 5 ) 
subsistera encore si dans les équations ( 3 i )  on remplace l ’un des 
systèmes composants ( a t>ra),  ( a 1>B), ou tous les deux ensemble, par les 
systèmes qui leur sont conjugués, savoir («„,,), (a«,i)· L’équation (3 5 ) 
convient donc également aux quatre systèmes d’ équations symétriques
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désignés par les quatre symboles suivants :

2 [ S “ ( a 1,va1M) =  m!x,v],

le signe S étant relatif dans tous les cas aux indices de a et de a qui 
sont égaux à l ’unité.

Dans les quatre systèmes d’équations que représentent les quatre 
'symboles précédents, le premier indice de la lettre m  est toujours égal 
à l ’ indice de a qui reste constant dans chaque équation et le second 
indice de m  est toujours égal à l’ indice do a qui reste constant dans 
cette môme équation. Le contraire aurait lieu si dans les équations (3 8 ) 
on remplaçait le système ( m tn) par son conjugué (m n<l) ;  ces équations 
deviendraient alors

2 [ S " ( a v , =  «v,|i],
2 [S n(a,;va|J,i,) =  /wVi(l],

Z [S 'J (oty.l iïl,|x) =

A [ ( OC <2,^  jjl)

Pour suivre les dénominations jusqu’à présent adoptées, je dirai 
que, dans chacun des systèmes d ’équations représentés par les sym
boles ( 3 8 ) et ( 3 q),  le système ( m , n) résulte de la composition des 
deux systèmes ( « , , „ )  et (a ,,«) .  J’appellerai premier système composant 

celui dont l ’indice constant dans chaque équation détermine le premier 
indice de m  et second système composant celui dont l ’ indice constant 
détermine le second indice de m . Ainsi, le système (a , iB) est premier 
composant dans chacune des équations ( 3 8 ) et le système ( a (>B) est 
premier composant dans chacune des équations ( 3 q ). Enfin je dirai 
que la composition est directe par rapport à l ’un des systèmes compo
sants si les indices-, qui sont constamment égaux dans le système 
composant-et dans le système résultant (m 1>n), occupent tous deux la 
première place ou tous deux la seconde, et je dirai que la composition
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est indirecte si de ces deux indices l ’un occupe la première place et 
l ’autre la seconde.

Cela posé, si l ’on examine successivement les quatre systèmes
d’équations symétriques représentés par les symboles (3 8 ), on rccon-

»
naîtra sans peine :

\
i° Que, dans le premier système d’équations, la composition est 

directe par rapport au système (a , iB) et indirecte par rapport au sys
tème (a , >n) ;

2 ° Que, dans le deuxième système d’équations, la composition est 
directe par rapport aux deux systèmes ( x i , n )  ; ·

3° Que, dans le troisième système d’équations, la composition est 
indirecte par rapport aux deux systèmes (a , jB), ( a llB);

4° Que, dans le quatrième système d’équations, la composition est 
indirecte par rapport au système (a , )B) et directe par rapport au sys
tème

En examinant les systèmes d’équations représentés par les sym
boles (3g), on trouverait des résultats contraires aux précédents. Ainsi, 
par exemple, dans le deuxième des symboles (3 g ), la composition est 
indirecte par rapport aux déux systèmes de quantités ( a et ( a 1>ra), 
tandis qu’elle était directe dans le deuxième des symboles (3 8 ).

L’équation (3 5 ) n’a pas seulement lieu relativement aux systèmes 
d’équations représentés par le» symboles (3 8 ) et (3 g ) ;  mais la valeur 
de M„ déterminée par cette équation restera encore la même au signe 
près si, dans un des systèmes de quantités ( « , ,„ ) ,  ( a t)B) ou dans tous 
les deux à la fois, on substitue l ’une à l’autre deux suites horizontales 
ou deux suites verticales et même si l’on répète cette opération plusieurs 
fois de suite. En effet, une ou plusieurs substitutions de cette espèce 
ne changent point la valeur mais tout au plus le signe des détermi
nants D„ et on.

§ VI. Si dans l’équation (3 2 ) on suppose l ’indice v invariable et que 
l ’on donne successivement à p. toutes les valeurs entières depuis i 
jusqu’à n, on obtiendra une des suites verticales d’équations comprises
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sous le numéro (3 i ) ,  laquelle pourra être représentée par le symbole

X [S  ( CCv,i ) =

pourvu que l’on y considère l’ indice v cominc invariable.
Cola posé, en suivant la méthode qui a servi à passer des équa

tions (23) aux équations ( 2 4 ), on obtiendra une nouvelle suite d’équa
tions adjointes à celles que l’on vient de considérer et qui seront 
représentées par le symbole

pourvu que l’on y suppose toujours l ’indice v invariable.
Si dans ce dernier symbole on donne successivement à v toutes les 

valeurs entières depuis 1 jusqu’à n, on obtiendra plusieurs suites 
d’équations dont l ’ensemble formera un nouveau système d’équations 
symétriques que l ’on pourra représenter par le même symbole

(4o) =  I)„aVi|A],

dans lequel on supposera désormais les deux indices p. et v variables 
lorsqu’on passe d ’une équation à une autre.

Le symbole (4 o )  représente, ainsi que le symbole (3 3 ), un nombre 
d’équations égal à n2.L e s  deux systèmes d’équations symétriques 
représentés par ces deux symboles étant respectivement composés de 
plusieurs suites? d ’équations tellement liées entre elles que les suites du 
système (4 o )  sont respectivement adjointes à celles du système (3 3 ); 
je dirai que le système des équations (4 o ) est adjoint au système des 
équations (3 3 ). En comparant ces deux systèmes d’équations l ’un à 
l’autre, on trouve que le système de quantités ( a )in), qui était engagé 
dans les équations (33), se trouve dégagé dans les équations (4o), tandis 
que le système de quantités mA,n* qui était dégagé dans les premières, 
se trouve engagé dans les secondes. Ainsi, le passage des équations (33) 
aux équations (4 o )  sert à dégager le système composant ( a l>B). La 
comparaison des symboles (3 3 ) et (4 o )  suffit pour établir à ce sujet la 
règle suivante :

— S. Il, t. I. IgOEuvres de C.
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Lorsqu’un système de quantités résulte de la composition de
deux autres systèmes (aun) et ( a fiB), pour dégager l’un des systèmes 
composants ( a lin) il faut :

i" Échanger entre eux le système composant que l’on veut dégager 
(a ,.„ )  et le système résultant (mun), en ayant soin de laisser respecti
vement à leurs places les indices qui étaient communs aux lettres a 
et m;

2 ° Multiplier tous les termes du système composant que l’on dégage 
par le déterminant du système composant qu’on laisse engagé;

3 ° Remplacer ce dernier système ( « , , „ )  par le système adjoint et 
conjugué

Si dans l’équation
S" (<Xv,l ^H,!)

.on suppose l’ indice p invariable et que l’on donne successivement à v 
toutes les valeurs entières depuis i jusqu’à n, on obtiendra une des 
suites horizontales d ’équations comprises sous le numéro ( 3 i)> laquelle 
pourra être représentée par le symbole

pourvu que l’on v considère l ’ indice p comme invariable.
Soit maintenant (¡3„it) le système adjoint et conjugué a (a )>B), o„ étant 

le déterminant de ce dernier système; la suite des équations adjointes 
à celles que l’on vient de considérer sera représentée par le symbole

3  [ S" ( Pl,v) —

p étant supposé invariable relativement à une même suite d’équations. 
Si maintenant on donne successivement à p, dans ce même symbole, 
toutes les valeurs entières depuis i jusqu’à n, on aura un nouveau 
système d’équations que l’on pourra représenter par le même symbole

(41) —[S" =

en y supposant désormais var iablcs les deux indices p et v. Ce dernier
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système d’équations est, ainsi que le système (4 o ), adjoint au système 
d’équations (3 3 ). Les deux systèmes d’équations (4 o )  et (4 i )  seront 
appelés tous deux adjoints du p rem ier ordre ausystème d’équations (33). 
On a vu qu’ il suffisait, pour obtenir le premier, de dégager du système 
d’équations (3 3 )  le système composant ( a l>n). 11 suffit de même, pour 
obtenir le second, de dégager l’autre système composant ( « , ,„ ) ;  d’ail
leurs, pour dégager ce dernier système composant des équations

S" ( 0£v,l ¿*,11,1 ) —

il faut, en suivant la règle établie ci-dessus :
i° Remplacer m|V/ par â  et par ;
2 ° Multiplier av.y par S„ ;
3° Remplacer aVi) par [3I>V.
On obtient donc immédiatement par cette règle le système d’équations 

(40  X [S " (»Î(A, 1 (3,.,) =

On a vu dans la section précédente que, si après avoir dégagé 
d’une suite d’équations symétriques la suite des quantités engagées 
au moyen des équations adjointes du premier ordre on dégageait de 
nouveau la suite que la première opération avait engagée, les équa
tions adjointes du second ordre obtenues par cette seconde opération 
ne différaient des équations primitives que par un facteur commun à 
tous leurs termes. De même si, après avoir dégagé du système d’équa
tions (3 3 ) les systèmes de quantités ( a )>B) et ( a 1>B) au moyen des équa
tions (4 o )  et ( 4 1), on voulait de nouveau dégager des équations (4 o ) 
ou des équations (4i) le système de quantités (m, „), les équations 
adjointes du second ordre obtenues par ce moyen ne différeraient des 
équations (3 3 ) que par un facteur commun à tous leurs termes. Mais, 
si l ’on dégage des équations (4 o )  le système de quantités (b, n) et des 
équations (4 i )  le système de quantités (p liB), ou obtiendra deux nou
veaux systèmes d’équations symétriques qui seront adjoints du second 
ordre au système des équations (3 3 ) et qui seront différents des trois 
systèmes d’ équations (3 3 ), (4 o )  et (4 i ) .
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Soit ( r l>n) le système de quantités adjoint au système ( m { 

toujours le déterminant du système ( m un),  on aura, en ver 
tion ( 3 5 ),

,»). M» étant 
tu de l’équa-

Ccla posé, pour dégager des équations 

(4o) 2[S" (

le système de quantités (6 ,,„) ,  11 faudra, d’après la règle établie ci- 
dessus :

i° Remplacer DreaV(i par et b l<v, par D„a)((1;
2° Multiplier par M„;.
3° Remplacer m ,iV par rv t.
On obtiendra de cette manière le système d’équations représenté par 

le symbole
2 [S 'I(R „a i i(irV)i) — M„ ̂ v,^]·

Si dans ce système on divise les deux membres de chaque équation 

par D„, en observant que —  =  on, le symbole précédent deviendra

(4s) 2 [S'( ( év,(j.]·

Le système d’équations représenté par ce dernier symbole est un des 
deux systèmes adjoints du second ordre aux équations ( 3 3 ). Pour 
obtenir l’autre système adjoint, il suffira de .dégager le système de 
quantités (¡3t,v) des équations

( 4 I ) 2[S"(/?l|Mj3l,v) -

Pour y parvenir il faut, en vertu de la règle citée : 

i° Remplacer par (3^  et p liV par
2° Multiplier ¡3^  par M„;
3 ° Remplacer m ^ ,  par

Le symbole qui représente le système d’équations cherché sera donc
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Si l’ on divise les doux membres de chacune des équations comprises
Mdans ce système par àn, en observant que =  D„, le symbole pré

cédent deviendra

Ainsi, le système des équations (3 3 ) a pour systèmes adjoints du 
second ordre ceux qui sont représentés par les symboles ( 4 2 ) et ( 4 3 ).

Si maintenant on voulait dégager des équations ( 4 2 )  le système de 
quantités (a M ) ou des équations (4 3 ) le système de quantités (aun), 
on retrouverait les équations ( 4 o ) et ( 4 i)' multipliées par un facteur 
commun à tous leurs termes; mais, si l’on dégage des équations ( 4 2 ) 
ou des équations (4 3 ) le système de quantités (run), on obtiendra un 
nouveau système d’équations symétriques que j ’appellerai adjoint du 
troisième ordre au système des équations (3 3 ). Pour obtenir ce nouveau 
système il faut, dans les équations

(4a) :

i° Remplacer S,A,n Par et rVJ par onbv>( ;
2 0 Multiplier rVi(J, par on;
3° Remplacer par (3^.
On obtient de cette manière le symbole

En divisant chacune des équations qui s’y trouvent comprises par o„, 
on aura le symbole suivant :

qui représente le système des équations adjointes du troisième ordre 
aux équations (3 3 ). Il est à remarquer que, pour déduire les équa
tions (4 o ) des équations (3 3 ), il suffit de remplacer dans ces dernières 
les trois systèmes de quantités

(43) 1 , jj, £*i ,v ) —  D » (3 |a,v] ·

(44) ^ t (PiM v̂,l ) — Cv,|i]

( 1̂,/t)» (/«!,„)
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par les systèmes adjoints du premier ordre

( ( 3 i , k ) ,  (  ^ 1  , n ) i  O l , 7 i C

Ainsi, les relations établies par les équations (3 3 ) entre les trois pre
miers systèmes de quantités subsistent encore entre les trois autres.

§ VII. Avant de passer à do nouvelles recherches, il ne sera pas 
inutile de réunir en un seul tableau les principaux résultats que fournit 
l ’analyse précédente relativement à trois systèmes de quantités liés 
entre eux par un système d’équations symétriques.

Soient respectivement

(®l,n)> (»*1,»)

les trois systèmes do quantités dont il s’agit. Désignons par

(  , - l , 71 )

les systèmes adjoints du premier ordre aux trois systèmes donnés et 
par

( y i , « ) > ( ̂  i , » ) > ( , n )

les trois systèmes adjoints du deuxième ordre.
Enfin représentons, comme ci-dessus, par

(3 3 ) 2 [S"(av,ia(ji,i) =

le système d’équations symétriques par lequel les trois systèmes donnés 
se trouvent liés entre eux et désignons respectivement les déterminants
des systèmes

(al,»)» («1,»)» (bUn), (cl ,«)> (̂ T ,«)> (C,î;)

par
Ç„, 0,t, I)„, B„, C„, M„, R», T„ ;

on aura entre les termes et les déterminants des systèmes dont il s’agit
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les équations suivantes :

/ M„=D„a„,
Ci. =  i r ' .  r „ — m ;î-1,

( 45 ) R „ = n » u
I a — s i ia - i )  r  —  n sv /i-n  rp —  y is i» -nI Vn— > /̂/ — *'n » * n— >

¿[A,V — M/i “Wijî Vï
R»Wi[i,v5

M» — Sa("ifA,i )’
Mw3r; Sh ( jj, /’Is ̂ ),
o =  S' /̂rtu,,/·„,,)>
0  =  S “ ( » i , v ) ,

1  n  —  S "  (  / ’ (Jt., 1 i | A , i  ) ,

1« ~  S“ (/*! , ¡JL i 1, |l, ) »
° — S'1 ( /'(i, 1 ¿v,l )>
O =  S " ( / · , v ) ;

I 2 [ S“ ( (Xv,! 0(4,, )=/«(!.,v], ,
] X[S'l(éi,(iWii,v) — X[S"(wi(jL,iPi,v) =
J 2[S'l(«1(n,/v,i ) =Ô»^v,]i]> 2[S“ (ri,(iai,v). -- l)«P(i',v],
\ ^[S'MP[ji,i^v,i ) =  7’(x.v]·

Lorsque clans ces deux équations on suppose successivement 

* n —  2 et n —  3 ,

on obtient diverses formules qui ont été données par M. Gauss et applir 
cjuées par ce géomètre à la théorie des formes binaires et ternaires du 
deuxième degré.

Les systèmes d ’équations (4 8 ) sont les mêmes que les systèmes ( 3 3 ), 
( 4 o ),  ( 4 i ) ,  (4 2 ) ,  ( 4 3 ) et ( 4 4 )· Les cinq derniers sont adjoints du pre
mier, du deuxième et du troisième ordre au système ( 3 3 ). Pour les 
obtenir tous les cinq il suffit de dégager successivement des équa
tions ( 3 3 )  ;

(4 6 )

(4 7 ) !

», _An-i „/ [ A , V  - - - -  Oa

y jx.v 3« —

0M=  8 "  (5C|X,1 P[i,i ),

^n —  8 K ( a l , [ i P l , | J I . ) i

o ~  S"(acjiit (3v,i),
o =■
£« —  k “  ( Pe-.i Ve·.1 )> 

?« =  S"((3i^yi,^),
o — S" ( (3|a,i yv,i ); 
o ~  S" (¡3i)(j7 i,v),

('¡x.v D« — B n C l ^ ^ f

11« — S" ( (?[/,,!

11»=
o

O =  Sw ( (Cl, JJ, ):
c« =  S“ ( ¿¡A,! Cjij ), 
C« =  S'l( 6j,(iCi, ¡i ).
o =  S '^ ô ^ jC v , , ) ,

o — S" ( î,(aC1iV),
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i° Les deux systèmes de quantités ( a liB) et ( a un)\

20 Les deux systèmes adjoints aux précédents, savoir ((34>re) et 
3 ° Le système de quantités (/·,,„) adjoint au système

Si l’on voulait des équations ( 4 4 ) dégager l ’un des systèmes (/S,,,,), 
{ b un),  en ayant égard aux relations établies par les équations ( 4 6 ), on 
retrouverait les équations (42 ) et ( 4 3 ). Ainsi, d’un système d’équa
tions symétriques do l’ordre n,  on peut toujours déduire cinq autres 
systèmes semblables, savoir : deux systèmes adjoints du premier ordre, 
deux systèmes adjoints du deuxième ordre, un seul système adjoint du 
troisième ordre; mais on n’en saurait déduire un plus grand nombre.

§ VIII. Je reviens maintenant aux équations ( 3 i )  qui se trouvent 
représentées par le symbole ( 3 3 ) .  Lorsqu’on les ajoute entre elles, on 
a l ’ équation suivante :

I ( « 1 , 1  +  « 2 , 1  +  · ·  · - F  a n, 1 ) ( a l,t +  « 2 , 1  + ·  ·  · - F  a n, 1 )

1 4 -  (¿*1,2 -"S" <*2,2 4“  . . .  4 -  &/i,2 ) (^1,2 ^2,2 4 “  · · · 4“  $ 71,2 )

( 4 9 )  + ......................................................................................................................................

I +  ( ^ 1 , ii. 4 ” a 2,K +  · · · ■+· ( ® i ,» 4 -  a 2,n 4 -  · · · -H a n,n )

1 =  »iltl 4- « ¿ 2 ,1 -+-·.·+ m n , l  ■+■ n ll , 2  +  · · · 4- M„,2 -h . · . +  /»«,«·

On peut mettre cette équation sous la forme suivante :

S" S'((a|j.,i) 4- 4-. .. 4 -Sn(«K,l„)S"(ii(JLi„)
=  S" (/«(i,,) 4- Sn(w|Jliî) 4-.. .4- S"

le signe S étant relatif aux indices a qui occupent la première place 
dans les termes des systèmes

(al,»)> (al,«)? ('«!,„).

On peut encore mettre la même équation sous la forme

(50) S'^S'H^v) S"(a|A,v)] =  S'1S'*(ot!1iV),

le premier signe S dans chaque membre étant relatif à l ’ indice v et les 
autres à l ’ indice [a.

Si au lieu d’ajouter entre elles les équations ( 3 3 ) on ajoute les équa-
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*

tions (44 ),  on obtiendra une équation semblable à l’équation ( 5 o ) ,  et 
qui pourra être mise sous la forme

( 5 0  S» [ S» ( P,*,, ) S» ( ¿y,v)] =  S» S» ( />,v),

pourvu que les opérations indiquées par le signe S dans

S"(P|A,v)) S"(Ôjj,iV), S''(/>,v)

soient relatives aux indices p. qui occupent la première place et que 
les doux autres signes S employés dans l ’équation ( 5 i )  soient relatifs 
aux indices v qui occupent la seconde place.

On obtiendrait de la même manière, par l’addition des équations (4 o), 
( 4 1 ), ( 4 2 ) , (4 3 ), les valeurs de

SKS"(«V,(J.), S»S»(a|1,v), S»S»(&»)1,.), S»S»(PM ).

T R O I S I È M E  S E C T I O N .

Des systèmes de quantités dérivées et de leurs déterminants.

§ IX. Soit ( « , , „ )  un système quelconque de l’ordre n.  Les indices 
qui affectent les différents termes de ce système étant respectivement 
égaux aux nombres 1, 2, 3 , . . . ,  supposons qu’on les assemble j> à p  

de toutes les manières possibles; le nombre des combinaisons que l’on 
pourra former partie moyen sera égal à la fraction

n(n — i). ■ .(n — p +  i)·
1 . 2 . 3  ...... p

que je désignerai par P.
Supposons maintenant que, après avoir écrit ces combinaisons h la 

suite les unes des autres en commençant par celles où le produit dos 
indices est le plus petit possible et finissant par celles où le produit 
des.indices est le plus grand possible, on leur fasse correspondre les
numéros (1), (2 ) ,  ( 3 ) ........ (P — 1), (P ) .  Le numéro (1) correspondra
à la combinaison

1 . 2 .3  p

OEuvres de C. — S. II, t. I. 2 0
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«a

et le numéro (P )  à la combinaison
n — p -+-1 . n — p -+- 2 ........n — i . n,

dans laquelle le produit des indices est évidemment plus grand que 
dans tous les autres.

Soient maintenant (p.) et (v )  deux des numéros affectés aux com
binaisons dont il s’agit. Si dans le système donné ( « , , „ )  on supprime 
tous les termes à l ’exception de ceux qui ont leur premier indice 
compris dans la combinaison (p.) et leur second indice compris dans 
la combinaison (v ) , les termes restants formeront un système de quan
tités symétriques de l ’ordre p .  Ainsi, par exemple, si p . '= v  =  i, les 
combinaisons (p.) et (v )  se réduiront à une seule combinaison formée 
des indices

I, 2, 3, p

et, dans ce cas, les termes conservés du système ( « , , „ )  formeront le 
système (a,,,,) de l’ordre p ,  savoir

1̂,2> * ’ ·> 1̂
^ 2 , i >  ^2,2> · · ■ y , / n

■, . ., · · · j · · · > · · · »

\ I> 2» · * · »  # 7

dont le déterminant sera D̂ .
Si l ’on n’a pas p. =  r, v =  i ; alors, au lieu du système (0 2 ) ,  on aura 

un autre système de l’ordre ( p )  dans lequel les indices des suites 
horizontales seront égaux à ceux que renferme la combinaison (p.) et 
les indices des suites verticales égaux à ceux que renferme la combi
naison (v). Je désignerai le déterminant de ce dernier système par 
Sa valeur absolue dépend uniquement des indices compris dans les 
combinaisons (p.) et (v ) ;  mais son signe reste arbitraire, à moins que 
l ’on n’ introduise de nouvelles conditions dans le calcul.

Si dans on donne successivement à p. et à v toutes les valeurs 
possibles depuis t jusqu’ à P, on aura en tout un nombre de détermi
nants égal à P2. Ces déterminants, rangés en carré de la manière
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suivante
/y (/O a L,l 9 n (/>)

“ l,2 9 · ·

n U»
“ 2,1 9 n \p)“ 2,2 9 · ‘ · ,  < r ,

• · ♦ 9

fl P)a \\u

* * · 9

ffil*a l »,2»

* 9 * * * 9

. ,  a[!’l ,

formeront un système symétrique de l’ ordre P dont le premier terme a\p) 

sera égal à Dy, et dont les autres termes pourront être déduits du pre
mier à l ’aide do substitutions opérées entre les indices qui affectent 
les termes du système ( « , , « ) .  Pour suivre la notation précédemment 
adoptée, je désignerai le système ( 5 3 ) par

(«$ )·

Si l ’on donne successivement à p  toutes les valeurs 

i ,  2 , 3, n — 3, n — 2 , n — i ,

P prendra les valeurs suivantes

n(n — i ) n{n — \){n — i)
. 2 . 2 .3

? i ( n  —  i )  (  n  —  2 )  n ( n  — i) 
1 . 2 . 3  1.2

et l’on obtiendra par suite un nombre égal à n — i de systèmes symé
triques différents les uns des autres dont le premier sera le système 
donné ( a un). Ces différents systèmes seront désignés respectivement 

par
( ̂ 1 ,n)t n[n — 1)̂ , i —

/ „ ( . n - i ) \ / „ ( » - 2 1  \/ « n ( « — 1H « — ‘il l a . n i n —  1M> \ u l , n  /»
V *---------------J \ i>—nr-j

je les appellerai systèmes dérivés de Parmi ces systèmes, ceux
qui correspondent à des valeurs de p  dont la somme est égale à n sont 
toujours de même ordre; je les appellerai systèmes dérivés complémen

taires. Ainsi, en général,

et « p " ’ )

sont deux systèmes dérivés complémentaires l’un de l’autre dont l’ordre
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o st égal à
P = n ( n —  i ) . . . ( «  —  p -h i ) 

1 . 2 . 3 ............ p

Les-différents termes du système ( 5 3 ) représentant autant de déter
minants de l’ordre p , on peut supposer à volonté chacun de ces termes 
positif ou négatif. De plus, les numéros correspondant aux diverses 
combinaisons des indices i ,  2, 3 , . . n ne sont pas entièrement déter
minés par cette seule condition que l ’on donne de moindres numéros 
aux combinaisons dans lesquelles les produits des indices sont plus 
petits. Quoi qu’ il en soit, on pourra, sans détruire les propositions 
que nous allons démontrer, régler à volonté ce qu’il y a d ’arbitraire 
dans la détermination des signes et des numéros dont il s’agit, pourvu 
qu’après avoir fixé d’une certaine manière les signes et les numéros 
relatifs aux termes du système dérivé ( 0 $ ) ,  on fixe do la manière 
suivante les signes et les numéros relatifs aux termes du système 
dérivé complémentaire (a\yp)) :

i°  Soit (p.) le numéro correspondant à l ’une des combinaisons 
formées avec un nombre égal à p  d ’ indices pris dans la suite

1, ■ 2  j  3 , * · ·, / i  ï

on désignera par (P — p. -+-1) le numéro qui correspond à la combi
naison formée avec ceux des indices 1,2,  3 , . . . .  n qui sont exclus de la 
combinaison p. en nombre égal à (n  — p ) .  Par suite, si l ’on compare 
entre eux les deux termes

—[A-l-1, P—ÎC-t-1 )

dont l ’un est pris dans le système et l’autre dans le système
complémentaire { a 1“pp)) et que l ’on examine les indices qui, dans ces 
deux déterminants, affectent les termes du système (a ,,*),  on trouvera 
que les indices compris dans le déterminant a'£}„ sont exclus du déter
minant et réciproquement. Je désignerai les deux quantités

sr< P ) ^
(¿[L, 7C> »1»— ̂ .4-1, P—714*1

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



QUI NE PEUVENT OBTENIR QUE DEUX VALEURS, ETC. 157
sous le nom de termes complémentaires des deux systèmes

« i l ) ,  « v " ’ ).

Le premier terme du système ( 5 3 ) étant

«ifi’ — l ) p = ± S ( ± a Ma2i2. . .aP'p),

le terme complémentaire pris dans le système sera

« i " p p ) =  =±= ,

20 Le produit des deux termes précédents ou

”  ® ( ~  « 1 ,1  « 2 ,2 *  ·. · « y i ,p  )  S  (  —  C l p + i ^ p . j_j Æ p4.2,p-t-2 · · · « n ,  7t )

est, abstraction faite du signe, évidemment égal à la somme de plu
sieurs produits symétriques affectés des mêmes signes que dans le 
déterminant D„, c ’est-à-dire à une portion de ce déterminant. En
général, il est facile de voir que le produit de deux termes complé-

/
mentaires pris à volonté est toujours, au signe près, une portion de 
ce même déterminant. Cela posé, étant donné le signe de l’ un de ces 
deux termes, on déterminera celui de l’autre par la condition que leur 
produit soit affecté du même signe que la portion correspondante du 
déterminant D„.

Si l’on suppose p  =  i ,  on aura P =  n et la quantité deviendra 
généralement égale à

Dans le même cas, la quantité complémentaire p_,t+1 deviendra
égale à

§ X. On a fait voir dans le paragraphe III que la fonction symétrique 
alternée

- S  (—  «1,1 «2,2 «3,3  · · · « i l ,»  ) —  D »

était équivalente à celle-ci
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On fera voir de même qii’clle est encore équivalente à

S [ ±  S ( ±  «!,! «2,2 - · -aPtP) S ( ±  ap+up+1. .

les opérations indiquées par le signe S pouvant être considérées comme 
relatives soit aux premiers, soit aux seconds indices. On a d’ailleurs 
par ce qui précède

S ( ±  «i,, «2,2. ·
S ( ±  ap+up+l . . . =  ±  a i.V ’·

Enfin les signes des quantités de la forme a\p̂ ,  aP̂ p) doivent être tels 
que les produits semblables à a\p̂  aPÿ p) soient, dans le déterminant D„, 
affectés du signe -K  Cela posé, .il résulte de l’équation

ü,, — S [±  S (:t fljj «2,2 · · • a p , p )  S (— A  P \- 1,/j-i-i · · · f l i i — l , n — l  f l  i l ,  n  )]>

que D„ est la somme de plusieurs produits de la forme

al,l a \\\> ·

Selon que pour obtenir ces différents produits'on échangera entre eux 
les premiers ou les seconds indices du système on trouvera ou
l’équation

y* (/O n̂ n -f>)wj>
ou celle-ci

. I )„  =  a\[’ï +  o if?  ai>"JTfp-t- . .

1) „  =  a\pi « f y ” H- a\pi «K'i7- 1  ■ +■· · ·  «Ifp  « i y  ’

On aura de même, en général, les deux équations

J),( =  «ifn flp ‘f - n + i  ■ +· fliin fli‘- $ - n + i  -h . . . -t- aj/'i a["v 'n+i, 

R/l ■ = fl\Pl fll<—ji+l.p +  fl\l’,2  id>-[i+l,P 1> ·

Ces deux équations sont comprises dans la suivante :

(5 4 )  ■ ‘ D « = S p(ay:it flier^.i,p^H.i)

qui a lieu également, soit que l’on considère le signe S comme relatif 
à l’ indice soit qu’on le considère comme relatif à l ’ indice

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



QUI NE PEUVENT OBTENIR QUE DEUX VALEURS, ETC. 159 

Si dans l’équation (5 4 ) on suppose p -= i ,  elle deviendra

D,t — S"■ ( £3f(JI,,TC |̂Jl,7t)·

Suivant que l’on suppose dans cette dernière le signe S relatif à l’ in
dice 7i ou à l’ indice p., on obtient l ’ une ou l ’autre des deux équations

I) „ =  .
J) „ — S'l(«itrc èli7t) =

qui ont déjà été trouvées dans le paragraphe III.
D„.étant une fonction symétrique alternée des indices du système («,,«) 

doit se réduire à zéro lorsqu’on y remplace un de ces indices par un 
autre. Si l’on opère de semblables remplacements à l ’égard des indices 
qui occupent la première place dans le système ( a un) et qui entrent 
dans la combinaison (p.), cette même combinaison se trouvera trans
formée en une autre que je désignerai par (v ) et sera changé 
en a ^ .  D’ailleurs, en supposant le signe S relatif à tt, on a

(54) . D „ = S p(aii}rai>-(i’ii,p-it+j);

on aura donc par suite

( 55 ) o =  Sp « À  « r i l , ,P _ TC+1 ).

On aurait de même, en supposant le signe S relatif a 1 indice p. et en 
désignant par ( t) une nouvelle combinaison différente de ( tt),

( 56 ) O “  Sp ( «K-lf+l, P-ir+i ) ·

Si dans les équations (5 5 )  et (5 6 ) on suppose p  —  i ,  on retrouvera 
les équations

O S;t(ûfv,i )»
O — S T  b u % ) — S'l(«l,v , (J . )

que nous avons déjà obtenues dans le paragraphe III.
Si dans les équations (5 4 ) et (5 6 )  on suppose le signe S relatif à 

l’ indice p. et que l’on donne successivement à it et à t toutes, les 
valeurs entières depuis i jusqu’à P, on obtiendra le système d’équa-
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lions suivant dont l’ordre est égal à P :

1 1 «  =  a'iA a',!‘v p>

0  — a['‘i a[lltpL\ +  . .

0  = a ^ a ^ r p) +  . .

0  — a'p"fp) t „(in „(n-p) , 
- r  « * ,a  # p —i , p  * · • · ■+■ « 1Ç2 «i"p

1 +  . . * 4 -  « p , 2 « i , p —1 >

0 II ■ · +

0  =  a{!‘ ai"P p) 1 ✓ *(/!! y»( « —1>) l_#2,p etp— i,p ·+ ·  ·

0 1= a\'‘p «p'pi'i - h  · «, . +  aS/)i ,< Ir4,)

D„ =  a[$ affî afl“' ”.

Ce système d ’équations peut être représenté par le symbole

2 [ Sp ( a\l% « p -| jÎ + i ,p —it-t-i ) =

pourvu que l ’on suppose généralement

Rlt,T= °

lorsque ti et t sont inégaux et

RtI,!! — Rt,T=  R«
dans le cas contraire.

Cela posé, désignons généralement par

I)i.">

le déterminant du système ( « $ ) ;

sera le déterminant du système complémentaire (aj"¿T7” ). D’ailleurs 
dans les équations ( 5 7 ) le déterminant du système dégagé doit être 
égal au produit des déterminants des deux systèmes engagés et comme
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le système .dégagé a pour déterminant

K ,
on aura

(58) ■ D ^ D Î W ^ ·  '

Lorsqu’on suppose p  =  i , les équations (B'j) se confondent avec les 
équations ( 1 0 )  obtenues dans le paragraphe III, et l ’équation (58 ) se 
change en la suivante :

D n — T) Rn — ■LF«
qui était déjà connue.

Si n  est un nombre pair et que l ’on supposé p  =  on aura

DÎ/'=Dl>n-w =  D ^ ),
P étant égal à

n(n — ; ) . . . ^  -4-i^

L’équation (5 8 )  deviendra donc alors

. U« =  (D p^)2 
ou

( - )  !
(5g)  D ^ ' =  D*.

( 1 )
Elle fera ainsi connaître la valeur du déterminant D^2' .

Q U A T R I È M E  S E C T I O N .

Des systèmes d ’équations dérivées et de leurs déterminants.

§ XL Les trois systèmes'de quantités (a,.*), ( « , , „ ) ,  ( m un)  étan 
supposés liés entre eux par les équations

(3 3 ) (ïjA.i) =  wî(i,v],
OEuvres de C. — S. II, t. I. 2

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



162 MÉMOIRE SUR LES FONCTIONS

les systèmes de même ordre dérivés des trois premiers, par exemple

(«Si»), K Î ) ,

seront liés entre eux par des équations semblables, ainsi qu’on va le 
faire voir.

Soient -â, p, . . . ,  t plusieurs indices pris à volonté parmi ceux qui 
occupent la première place dans le système Soit p  le nombre
de ces mêmes indices, et désignons par

(tO

la combinaison qui les renferme tous. Soient de meme u', p', ...,T;'des 
indices en nombre égal à p  pris parmi ceux qui occupent la première 
place dans le système ( a M ), et désignons par

.(v)

la combinaison qui renferme ces derniers. On aura en général

( 6 0 ) 7?îj£i =  ±  S (±  WTC,ir’ «lp,p'· · .M v /)·

Si l’on développe le second membre de l’ équation précédente, après 
y avoir substitué pour

> ^p,p't · . · >

leurs valeurs données par les équations ·

^ 7 C ,7 t ' ^T C ',1  a l t , l  ^"TC',2 ^ 7 T ,2

ÛCp',1 Op,i ^P',2 ^p,2 “l·“ * ■ · "t”  p̂',H. ^p, H »
...............................................................................................................................................................................J

=  a r ',i  #T ,t ■+" a i\2 ^T,2 +  · · ■ +  « r ' , »  # r,n >

on trouvera que le développement ainsi formé renferme avec le produit

& T Z \ l  ^ P ' , 2  * * * ^ p , 2  * ·  ·  *

%
i° tous les produits que l ’on peut déduire de celui-ci par des trans
positions opérées entre les indices

7T, p? · · · 9 T
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qui occupent la première place dans a et par des transpositions opérées 
entre les indices

p', t '.

qui occupent la première place dans a ; i °  tous les produits que l’on 
peut en déduire par des transpositions opérées entre les indices

i ,  2 , 3, p ,  n  —  I, n

I
qui occupent la seconde place dans les deux systèmes ( « , , „ )  et ( a ,|B). 

Cela posé, le développement de

S (±  >«·*,,!'>rap,p'.. . rnxX)

devant être une fonction symétrique alternée relativement aux indices 
■k , p, . . t qui occupent la première place dans a, et relativement aux 
indices tc', p', qui occupent la première place dans a, ne pourra 
renfermer le produit

a p',2 ■ · · a T',p a n,l · · ■ a t ,p

sans renfermer en même temps le produit ·

S ( i t  1 ûip',2 * * · ^ ^p,2 * * * ̂ T,p )?

qui d’après les conventions établies doit être désigné par

±<*v?i«i£b

puisque les trois combinaisons

7t'.p'.  . . . 7 T .p . . . . .T ,  1 . 2 . 3 ..........P

correspondent aux trois numéros

’(v), (p),  ( 0 ·

Le même développement, devant être une fonction symétrique perma
nente relativement aux indices toujours égaux qui affectent en seconde 
ligne a et a dans chacune des équations ( 6 i ) ,  ne pourra renfermer le 
produit

«[/;!=  ±  S (±  a*,, 0£p.,2. . .  ax > ) S ( ±  aK,i « P,2. . .  th,„)
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sans renfermer la somme de tous ceux que l ’on'peut déduire du pré
cédent par des transpositions opérées entre les seconds indices des 
deux systèmes ( a t[„ )  et ( a );„ ) ;  et comme pour opérer ces diverses 
transpositions il suffit de remplacer successivement la combinaison (i), 
par les suivantes ( 2 ), (3 ) ,  (P )  ou, ce qui revient au même, le pro
duit ct^a^ l  par les produits

le développement cherché sera nécessairement de la forme 

• c ( a^l aj/'i -+- «vfs -f-. . .  +  «vfp a\l$ ) — c Sp ( a^î a(£\ ) 

et par suite on aura

le signe S étant relatif à l ’ indice 1 et c désignant une constante arbi
traire que l ’on déterminera de la manière suivante. Si l’on développe 
le produit

“vil «(£! =  ±  S (±  . . t X r , p )  S (±  «it,i«p,2· · - a x , p ) ,

on trouvera pour premier terme le produit suivant ':

CC7 ^ 1  ^ p ' , 2  * · · ^ 7T,1 ^ p , 2  · * *

D’ailleurs l ’inspection des équations ( 6 1 ) suffit pour faire voir que 
ce dernier produit doit être compris une seule fois dans le dévelop
pement de

=  ±  S  ( ±  n in ,*  W p , p - . .  .  m-c^.).

On a donc nécessairement· c =  ±  1 . Le choix que l’on doit faire ici 
entre les deux signes 4 - et — dépend de la manière dont on aura 
déterminé les signes respectifs des trois quantités

4C1, <*$

ou, ce qui revient au même, les signes des trois suivantes :

— — S (sijt,lï' 0£p,p'. . .
a ®  =  ±  S ( d z  « n , i  “ p , 2 .  · .<Xt,p),

“ v?i S (±  a*',i “ p',». · -aT',/>)r
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J1 est facile de voir que l’on aura,c =  r si l’on suppose que le signe 
du produit

r ' #p,p' * * * aT,T'

dans soit égal au produit du signe de

a 7T,l ^p,2 ♦ · ·
%
dans par le signe de

Ct7U', 1 ^ p ',  2 · · ·

dans a$\ Si l ’on admet cette hypothèse, l ’équation rapportée plus 
haut deviendra
( 6 2 ) w [ f t = S p( < l a $ ) .

Si dans cette équation on donne successivement à p. et à v toutes les 
valeurs entières depuis i jusqu’à P, ôn aura un système d’équations 
symétriques de l ’ordre P, que l’on pourra représenter par le symbole

(63) 2 [Sp(a < > ® ) =  /n $ ],

P étant toujours égal à
n(n — r) . . . ( «  — p  -t- r)

1 . 2 . 3 . . . . ,p

Pour déduire des équations (3 3 ) les équations (6 3 ), il suffit évidem
ment de remplacer, les· trois systèmes de quantités ·

(^1,«)? (̂ 1,71)> (^l.tt)

par les systèmes dérivés de même ordre

« ¿ h  («ifé)> (^ifp)·

Je dirai pour cette raison que le second système d’équations est dérivé 
du premier.

Si dans le symbole précédent on suppose p =  i ,  on retrouvera les 
équations (3 3 ). Si dans le même symbole on change

p en P — p +  i, v'en P —v 4- 1 , i en P
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et que l ’on fasse ensuitep = n — i ,  on aura

P — n, <x\!—v+i,p—  Pv,i> «i/—(a+ i .p — nd>—¡h - i ,p - v + i  — ^.v

et par suite le symbole (6 3 ) se changera dans le suivant :

2 [ S ' l ((3v,i (ji.,i ) —

auquel on était déjà parvenu directement.
Si dans les équations (6 3 ) on change p en n — p, on aura

(64) Z[Sp« f w«(il m) =  m\

Désignons par
oT, Ri/’', Mi.'”

les déterminants des trois svstèmes«/

( « $ ) ,  ( f l i f p ) ,  ( w ü î ’0 ;

on aura, en vertu des équations (6 3 ),

(65) Mi/’)= D  

On aura de même

Si l ’on multiplie ces deux équations l ’une par l’autre, on aura en vertu 
de l ’équation (5 8 )

MP =  DP3P
et par suite

M„ =  D„<5„.

On obtient aussi ce dernier résultat en supposant, dans l’équation (65),
p  =  l .

Si l ’on ajoute entre elles les équations (6 3 ), on aura la suivante :

(66) Sp[Sp(«j$) Sp(«i/:i)] =  SpSp(m[Ci),

le premier signe S, c ’est-à-dire le signe extérieur, étant relatif à l ’in-
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dice v et les autres, c ’est-à-dire les signes intérieurs, étant relatifs à 
l’ indice p..

§ XII. En réunissant ce que la théorie précédente offre de plus 
remarquable relativement aux systèmes d’équations dérivées, on for
mera le Tableau suivant :

Soient toujours ( a (jB), (m[n) trois systèmes de quantités liés
entre eux par les équations symétriques

(33) 2[S 'l(cev,a «¡jt,! ) =

Faisons à l ’ordinaire
n ( n  — i ) .  . . ( n — p  H- i)X =  ------------- 5----------------- ?1.2 .0 ........p

et désignons par
K i ) ,  « p - 7” ), « p ) ,  « V ' ” ), ( r n $ ) ,  « p *») '

les systèmes de l ’ordre P, dérivés des trois systèmes donnés, et qui 
deux à deux sont complémentaires l ’un de l’autre. Enfin, soient res
pectivement

'  31 3i,B-« ,  Dif', Mi/'1,

les déterminants de ces différents systèmes; on aura les équations 
suivantes :

(67)

( 6 8 )

(69)

( Mi/'1 =  DP” ô{/”, =  . .
1 =  Dp ■= Di/'1 Dp'_i,), Mp —
1 àn=  S p «i*Tr"tELljp_7r_H1 ) ,  D „  =  S I>(a j /; i t fflpir[Û .,lp _ w-n )>  _ 

M „  =  S p ( m\L% mïl’s fU P_^+1 ) ;

o =  Sp(a[£)taptrv'+.i,p-w+i), o =  Sp(a[j$t«p!J/ïi,p_'rcH-i)>
j o =  S v {m

I o Sp( t+i)> 0  — Sp(a|i'lcapt-[f+-i)p_t+i),
\ o =  Sp ( m\l% m 'fq l'h 'P_T+1 ) ;

2 [S p(a#ajfl ) =
i Sp[Sp(aii;>)Sp« i ) ]  =  Sp Sp(mj$),
I Sp[Sp« v - /’))Sp« v- p))] =  SpSp( m ^ ) .(70)
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Si l ’on suppose n pair et p  =  '-■> alors on aura

n(n — i).
p =  n — p = - , P =

4-J

1 . 2 . 3 ..........--
2

=  ï ) ^ -  DKn—P) Mi/,)=  Ml."“'»

et, par suite, les équations ( 6 7 ) donneront pour

ô\P\ Dr, Mr

les valeurs suivantes :

(70 D * * '= D ’ , M ^ = M * .

On vient de voir combien de transformations analytiques difîé- 
rentes peuvent se déduire de la considération des systèmes d’équa
tions symétriques. On doit surtout remarquer le théorème renfermé 
dans l’équation

M »= D Bd„,

en vertu duquel le produit de deux déterminants est encore un déter
minant et dont les recherches faites par M. Gauss sur les polynômes 
du deuxième degré à deux et à trois variables offrent de nombreuses 
applications. J’avais rencontré l’été dernier,· à Cherbourg, où j ’ étais 
fixé par les travaux de mon état, ce théorème et quelques autres du 
même genre, en cherchant à généraliser les formules de M. Gauss. 
M. Binet, dont je me félicite d’être l’ami, avait été conduit aux mêmes 
résultats par des recherches différentes. De retour à Paris, j ’étais 
occupé de poursuivre mon travail, lorsque j ’allai le voir. Il me montra 
son théorème qui était semblable au mien. Seulement il désignait sous 
le nom de résultante ce que j ’avais appelé déterminant. I l ‘me dit en 
outre qu’il avait généralisé le théorème dont il s’agit en substituant au 
produit de deux résultantes des sommes de produits de même espèce. 
J’avais dès lors déjà démontré le théorème suivant :

D’un système quelconque d ’équations symétriques on peut déduire cinq
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autres systèmes du même ordre; mais on n ’en saurait déduire un plus 

grand nombre.

J’ai démontré depuis, à l’aide des méthodes précédentes, cet autre 
théorème :

D’un système quelconque d ’équations symétriques de l ’ordre n on peut 

toujours déduire deux systèmes d ’équations symétriques de l ’ordre

n(n  — i )------------)
2

deux systèmes d ’équations symétriques de l ’ordre

n{ « — [ ) ( «  — 2 )-------------- ô--------i

En ajoutant entre elles les équations symétriques comprises dans 
un même système, on obtient, comme on l’a vu, les formules (5 o ) ,  
( 5 i )  et ( 7 0 ) qui me paraissent devoir être-semblables à celles dont 
M. Binet m’a parlé.

OEuvres de C. — S. II, t. I. 2 2
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SUR LA

DÉTERMINATION IHJ NOMBRE DES RACINES RÉELLES

DAN S L ES É Q U A T IO N S  A L G É B R IQ U E S ( ' ) .

Journal de. l’École Polytechnique, X V I F  C a h ie r ,  T o m e  X ,  p . ; i 8 i 5 .

PREMIERE SECTION.

EXPOSITION GÉNÉRALE DE LA THÉORIE.

§ I. Les géomètres se sont beaucoup occupés de la question qui 
fait l ’objet de ce Mémoire et qui peut être envisagée sous deux points 
de vue différents, selon qu’ il s’agit des équations littérales ou que 
l’on considère une équation dont tous les coefficients sont donnés en 
nombres. Dans le second cas, on résout complètement le problème en 
formant par les règles connues une équation auxiliaire dont les racines 
sont les carrés des différences entre celles de-la proposée; ce qui 
fournit le moyen d ’assigner une quantité moindre que la plus petite- 
de ces différences et, par suite, de fixer avec le nombre des racines 
réelles des limites entre lesquelles chacune des racines est comprise. 
Mais, relativement aux équations littérales, la question consiste à 
trouver des fonctions rationnelles de leurs coefficients dont les signes 
déterminent dans chaque cas particulier le nombre et l’espèce de 
leurs racines réelles. Or ce n’ était, jusqu’à présent, que pour un petit 
nombre d’équations d ’une forme déterminée que l ’on avait réussi à

(*) Extrait de plusieurs Mémoires lus à l’Institut dans le courant de l’année i 8 i 3.
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former de semblables fonctions. Ce qu’il y avait de plus général sur 
cette matière avait été donné par de Gua dans les Mémoires de l ’Aca

démie des Sciences, année 1 7 4 1 · Mais, quoiqu’il eût établi la plupart 
des principes qui devaient conduire à la solution du problème, il 
paraissait désespérer que l ’on pût jamais y parvenir, et les géomètres 
désiraient encore une méthode générale applicable aux équations litté
rales de tous les degrés. M. Poisson ayant bien voulu m’indiquer ce 
sujet de recherches, je me suis proposé de compléter, s’il était pos
sible, cette partie de l’Algèbre et, après diverses tentatives, je suis 
enfin parvenu à la méthode qui fait l’objet du présent Mémoire. Afin 
de rendre cette méthode plus sensible, je commencerai par l’exposer 
d ’une manière géométrique et, pour plus de simplicité, je supposerai 
d’abord que ni l’équation proposée ni aucune des équations auxiliaires 
qu’on sera obligé de considérer n’ont de racines égales entre elles ou 
égales à zéro.

Si l’on désigne par x  la variable de l’équation donnée et par X son 
premier membre, X étant un polynôme en x  du degré n, ce polynôme 
pourra être considéré comme représentant l ’ordonnée d’une courbe 
parabolique dont les points d ’ intersection avec l ’axe des x  auront pour 
abscisses les racines réelles de l’équation proposée. La parabole dont 
il s’agit sera une courbe continue à une seule branche composée en 
général : i° de plusieurs portions finies terminées par leurs deux extré
mités à l’axe des abscisses; 2 0 de deux portions indéfinies qui toutes 
deux s’élèveront au-dessus de l ’axe des x ,  si l’équation proposée est de 
degré pair, et dont l ’une s’abaissera au-dessous du côté des abscisses 
négatives dans le cas contraire. Toutes ces portions se réduiraient à 
une seule si l’équation donnée n’avait que des racines imaginaires et, 
dans ce cas, la courbe s’étendrait indéfiniment au-dessus de l’axe des 
abscisses. Dans tout autre cas, le nombre des portions finies de la 
parabole, augmenté de l ’unité, sera toujours égal au nombre des points 
d ’intersection de la courbe avec l’axe des x ,  c ’est-à-dire au nombre des 
racines réelles de la proposée.

Après les points où la parabole coupe l’axe des x , les plus remar-
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quablcs sont ceux où la tangente devient horizontale et que je dési
gnerai sous le nom de sommets. Ces mêmes points sont aussi ceux où 
l ’ordonnée de la courbe devient un m axim um  ou un minimum. J’appel
lerai sommets de première espèce ceux où la courbe tourne sa concavité

»

vers l ’axe des abscisses et où l ’ordonnée, abstraction faite du signe, 
devient un m axim um . J’appellerai sommets de seconde espèce ceux où la 
courbe tourne sa convexité vers le même axe et où l’ordonnée, abstrac
tion faite du signe, devient un minimum. Si l’on parcourt une partie de 
la parabole située tout entière d’un même côté de l’axe des abscisses, 
les divers sommets que l’on rencontrera seront alternativement de 
l ’une et de l ’autre espèce et, si l’une des extrémités est un point d’ in
tersection de la courbe avec l ’axe, le sommet le plus voisin de cette 
extrémité sera un sommet de première espèce. Il en résulte que, dans 
chaque portion finie de courbe, comprise entre deux points d ’ inter
section consécutifs, le nombre des sommets de première espèce sur
passe toujours d ’une unité le nombre des sommets de seconde espèce. 
De plus, ces deux espèces de sommets sont toujours en même nombre 
dans chacune des deux portions indéfinies.

Il suit de cette remarque que le nombre total des sommets de pre
mière espèce surpasse le nombre total des sommets de seconde espèce 
d ’autant d ’unités qu’il y a de portions finies dans la courbe que l’on 
considère. Par suite, la différence de ces deux nombres, augmentée 
de l’unité, sera toujours égale au nombre des points d ’ intersection de la 
courbe avec l’axe. En général, si l ’on considère une partie quelconque de 

la courbe, comprise entre deux points fix es , le nombre des points d ’inter

section et ceux des sommets de première et de seconde espèce compris dans 

celte même partie auront entre eu x une relation qu’il est facile de déter

miner. Le premier de ces trois nombres sera égal à la différence des deux  

autres si, en s approchant de ses deux extrémités, la pa rtie en question 

s’approche d ’un côté et s’éloigne de l ’autre de l ’a x e  des abscisses. Il  sur

passera la même différence d ’une unité, si vers ses deux extrémités la 

même partie s’éloigne de l ’a x e  des x .  Enfin il en sera surpassé d ’une 

unité dans le cas contraire.
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Pour faire une application de ce théorème, supposons que l’ on con
sidère la moitié de la parabole située à droite de l ’axe des ordonnées 
ou du côté des abscisses positives. Si, en s’approchant de l ’axe des 
ordonnées, cette moitié de parabole s’approche également de l’axe 
des x ,  alors du côté des abscisses positives la différence, entre les 
nombres de sommets de première et de seconde espèce sera égale au 
nombre des points d ’ intersection de la courbe avec l ’axe. Si, dans le 
même cas, on considère l ’autre moitié de parabole située du côté des 
abscisses négatives, on trouvera qu’en s’approchant de l’axe des ordon
nées cette moitié s’éloigne de l ’axe dosa; et, par conséquent, du côté 
des abscisses négatives le nombre des points d ’ intersection de la courbe 
avec l ’axe surpassera d’une unité la différence entre les nombres de 
sommets de première et de seconde espèce. On obtiendrait des résultats 
inverses si, en s’approchant de l ’axe des ordonnées, la moitié de para
bole qui correspond aux abscisses positives s’éloignait de l’axe des x .  

Par sui te de ce qu’on vient de dire, si l ’on fo rm e les différences qui existent 

entre les nombres des sommets de première et de seconde espèce : i 0 du côté 

des abscisses positives, 2° du côté des abscisses négatives, la somme de ces 

deux différences, augmentée de l ’unité, sera toujours égale au nombre total 

des points d ’intersection de la courbe avec l ’a x e , ce que l ’on savait déjà, 
et, de plus, l ’excès de la première différence sur la seconde sera supérieur 

ou inférieur d ’une unité à la différence qui existe entre le nombre des 

points d ’intersection correspondant a u x  abscisses positives et le nombre des 

points d ’intersection correspondant au x abscisses négatives, selon qu’en 

s’approchant de l ’a xe des ordonnées du côté des abscisses positives la 

parabole s'approchera ou s’éloignera de l ’a xe des x .  Ces théorèmes étant 
une fois établis en Géométrie, voyons comment on peut les traduire 
en Analyse.

§ II. Soit toujours X le premier membre de l ’équation proposée et 
désignons par X' et X" ses fonctions dérivées du premier et du second 
ordre. X sera l ’ordonnée de la parabole que nous avons considérée 
ci-dessus. Les points d ’ intersection de cette parabole avec l ’axe des x
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auront pour abscisses les racines réelles de l’équation X ss o, et ces 
mêmes points seront situés du côté des abscisses positives ou du côté 
des abscisses négatives, suivant que les racines correspondantes seront 
elles-mêmes positives ou négatives. Quant aux sommets, c ’est-à-dire 
aux points de la courbe où l ’ordonnée devient un m axim um  ou un 
minimum, ils auront évidemment pour abscisses les racines réelles de 
l ’équation dérivée

X'r=0.

On sait de plus que la fonction X ne peut devenir un m axim um  absolu, 
c ’est-à-dire abstraction faite du signe, qu’au tant que X et X" sont de 
signes différents et ne peut devenir un minimum  absolu que dans le 
cas où X et X" sont de môme signe. Par suite, le produit XX" sera 
toujours négatif relativement aux sommets de première espèce et po
sitif relativement aux sommets de seconde espèce. Enfin, pour décider 
si, en s’approchant de l’axe des ordonnées du côté des abscisses posi
tives, la parabole s’approche ou s’éloigne de l ’axe des abscisses, il 
suffira évidemment do voir si, quand l ’abscisse devient nulle, l ’or
donnée et sa dérivée sont de même signe ou de signes contraires, 
c ’est-à-dire si le produit des deux derniers termes de l’équation donnée 
est positif ou négatif.

Il suit de ces considérations que, si l’ on savait résoudre l’équation 
X' — o, il serait facile d ’obtenir non seulement l’excès du nombre total 
des sommets de première espèce sur le nombre total des sommets de 
seconde espèce, mais encore l’excès de la différence entre les nombres 
de sommets de première et de seconde espèce situés du côté des 
abscisses positives sur la différence entre les nombres de sommets de 
première et de seconde espèce situés du côté des abscisses négatives. 
En effet, pour obtenir la somme de ces deux dernières différences ou 
le premier excès, il suffirait de substituer successivement toutes les 
racines réelles de l ’équation X ' = o  dans le produit XX", puis de 
retrancher le nombre des valeurs positives de ce produit du nombre 
de ses valeurs négatives et, pour obtenir l ’excès de la première diffé
rence sur la seconde, il suffirait de changer préalablement les signes
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de toutes les valeurs du produit XX" qui correspondent à des abscisses 
négatives, ce qui revient à remplacer le produit XX" par le suivant x X X " .

Supposons maintenant que, au lieu de résoudre l’équation X '~  o, on 
forme deux équations auxiliaires qui aient respectivement pour racines 
les diverses valeurs des deux produits XX", ¿cXX", prises avec des 
signes contraires et correspondant à toutes les racines réelles ou , 
imaginaires de l ’équation dérivée X ' = o .  Si, comme nous le suppo
serons d’abord, ces deux équations auxiliaires n’ont pas de racines 
égales, celles de leurs racines qui correspondront à des racines ima
ginaires de l’équation dérivée seront elles-mêmes imaginaires et, par 
suite, si l ’on forme successivement pour chacune d’elles l ’excès du 
nombre des racines positives sur le nombre des racines négatives, on 
aura précisément les deux excès ou quantités cherchées. Au reste, 
il sera facile d ’obtenir par l ’élimination les deux équations auxiliaires 
dont il s’agit; car, si l ’on représente par y  l’ inconnue de la première, 
par z  l ’ inconnue de la seconde et par

Y = o ,  Z =  o

les équations elles-mêmes, il suffira, pour obtenir la première auxi
liaire Y =  o, d ’éliminer x  entre les deux équations

X '= o ,  y  +  XX" =  o,

et, pour obtenir la seconde auxiliaire Z =  o, d ’éliminer x  entre les 
deux équations

X' =  o, î  +  æ'X X '= o.

Cela posé, les deux théorèmes de Géométrie que nous avons énoncés, 
ci-dessus, page 1 7 3 , se réduisent aux deux suivants :

T h éorèm e  I .  —  Le nombre des racines réelles de la proposée X =  o 
surpasse toujours d ’une unité la différence qui existe entre les nombres 

de racines positives et négatives de la première auxiliaire Y =  0 .

T héorèm e  II. —  La différence qui existe dans la proposée X  —  o entre 

les nombres de racines positives et négatives est supérieure ou inférieure
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d ’une unité à la même différence dans la seconde équation auxiliàire 

Z =  o, suivant que le produit des deux derniers coefficients de l ’équation 

proposée pris en signes contraires est p ositif ou négatif·.

Si l ’équation proposée X =  o est du degré n, l ’équation dérivée 
X ' =  o et, par suite, les deux équations auxiliaires Y =  o, Z =  o seront 
toutes trois du degré n — i inférieur d’une unité à celui de la pro
posée. Il est maintenant facile de voir comment les deux théorèmes 
précédents peuvent conduire à la solution du problème qui fait l’objet 
de ce Mémoire. En effet, ce que l’on cherche est le nombre et l’espèce 
des racines réelles ou, si l ’on veut, le nombre des racines positives et 
le nombre des racines négatives de l’équation X =  o. Pour y parvenir, 
il suffit évidemment de résoudre séparément chacune des deux ques-' 
tions suivantes :

i°  Déterminer le nombre total des racines réelles de l ’équation 
X — o ;

a0 Déterminer la différence entre les nombres de racines positives 
et négatives de cette même équation.

D’ailleurs, en vertu des théorèmes ci-dessus énoncés, on pourra 
résoudre relativement à l ’équation donnée du degré n les deux ques
tions précédentes si l ’on sait résoudre la seconde relativement à une 
équation quelconque du degré n — i.  Pareillement, on pourra réduire 
la détermination de la différence entre les nombres de racines positives 
et négatives dans une équation du degré n — i à la détermination de 
la même différence dans une équation du degré n' — i  et abaisser ainsi 
continuellement la difficulté jusqu’à ce que l ’on parvienne à une équa
tion du premier degré. Cotte dernière n’ayant qu’une seule racine tou
jours réelle, la différence entre les nombres de racines positives et 
négatives y sera évidemment égale à -+-1 ou à — i * suivant que le 
produit des deux coefficients de l’équation pris en signe contraire sera 
positif ou négatif. Toutes les difficultés étant ainsi levées, les deux 
questions ci-dessus énoncées se trouveront complètement résolues.

En résumant ce qui vient d ’être dit, on aura, pour déterminer la
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différence qui existe entre le nombre des racines positives et le nombre 
des racines négatives de la proposée, la règle suivante :

Soient X  =  o l'équation proposée du degré n , X ' et X" les deux pre

mières dérivées de X. Éliminez la variable x  entre les deux équations

X !— o, z + x X X " = .  o

et soient Z =  o l ’équation auxiliaire en s  qui en résultera. Cette équation 

sera du degré n — r. Soient TI et· Z" les deux premières dérivées de Z. 
Eliminez de nouveau la variable z entre les deux équations

TJ — o, v +  zTJJ'=o « ’

et soit Y =  o l ’équation auxiliaire en v qui en résultera. . Cette équation 

sera du degré n — 2 , . . . .  Continuez de même jusqu ’à ce que vous arriviez 

à une équation auxiliaire du prem ier degré. Vous aurez en tout n équa

tions, y  compris la proposée, savoir :

X =  o, Z =  o, V =  ô, . . . .

Si dans chacune d ’elles vous multipliez l ’un p a r l ’autre les coejjicients des 

deux derniers termes, vous obtiendrez h produits différents, et la valeur 
négative ou positive de chaque produit fera connaître si la différence 
entre les nombres de racines positives et négatives de l’équation à 
laquelle il se rapporte est supérieure ou inférieure d’une unité à la 
même différence dans l’équation suivante. Par suite, si l ’on change les 

signes de tous ces produits et qu après ce changement on remplace les 

produits qui obtiendront une valeur positive p a r  +  1 et ceux qui obtien

dront une valeur négative p a r  — 1 , la somme algébrique des résultats sera 

précisément égale à la différence entre le nombre des racines positives 

et le nombre des racines négatives de l ’équation proposée.

On aura ensuite, pour déterminer le nombre total des racines réelles 
de l ’équation donnée, cette autre règle :

Soit toujours X =  o l ’équation proposée du degré n ; X' et X " les deux

OEuvres de C. — S. II, t. 1. 23
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premières dérivées de x .  Éliminez æ entre les deux équations

X '=  o, y  H- XX '=  o,

et soit Y ■= o U équation auxiliaire en y  qui en résultera. Cette équation 

sera du degré n  — i , et si Von détermine, pa r la règle précédente, la 

différence entre les nombres de ses racines positives et négatives, cette 

différence, augmentée d ’une unité, sera précisément égale au nombre des 

racines réelles de la proposée.

Le nombre des produits que l’on forme en suivant la première règle 
étant égal à n, le nombre de ceux que l’on formera en suivant la 
seconde sera égal à n  —  x et, par suite, les signes de 2 « ^ -  1 fonctions 
différentes des coefficients de l’équation donnée suffiront pour déter
miner le nombre et l’espèce do scs racines réelles.

§ 111. La méthode précédente suppose évidemment que ni l’équa
tion proposée ni aucune des équations auxiliaires n’aient de racines 
égales entre elles ou égales à zéro; et d’abord, si l ’équation proposée 
avait des racines réelles égales entre elles, la courbe dont l’ordonnée 
représente le premier membre de cette équation devenant tangente en 
un ou plusieurs points à l’axe des abscisses, chaque point de tangence 
devrait être considéré comme formé par la réunion d’autant de points 
d ’ intersccticm de la courbe avec l ’axe et d’autant de sommets moins 
un qu’ il y aurait, pour ce même point, de racines égales dans la pro
posée. De plus, les points de tangence dont il s’agit étant situés sur 
l ’axe des abscisses, les valeurs correspondantes de l’ordonnée X et du 
produit XX" s’évanouiraient et ce produit cesserait d’avoir un signe 
déterminé. Enfin, si la proposée avait une ou plusieurs racines nulles, 
cette équation n’ayant plus de dernier terme, le produit des deux der
niers coefficients s’évanouirait et ne pourrait plus être considéré comme 
positif ou comme négatif.

Les racines égales des équations auxiliaires du degré n — t peuvent 
provenir de deux causes, savoir : i°  de racines égales dans l’équation 
dérivée X' = o ;  2° d ’un ou plusieurs couples de racines imaginaires
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dans l’équation dérivée qui, par suite de relations particulières entre 
les coefficients de cotte équation, fournissent des racines réelles aux 

équations auxiliaires. Ainsi, par exemple, si a -+- [3 y/ — i désigne une 

racine imaginaire de X '=  o et que la substitution de a -i- ¡3 y/— i dans 
le produit XX" donne pour résultat la quantité réelle A, la substitution 

de a — ¡3 y/— i dans le même produit donnera encore le même résultat; 
et comme les racines imaginaires

a  -h (3 y/— i , a  — (3 y/— ·

appartiennent toutes deux à l ’équation dérivée, la première équation 
auxiliaire aura deux racines égales à — A. Toutes les fois que l’équa
tion dérivée aura des racines égales, les racines qui en proviendront 
dans les équations auxiliaires seront non seulement égales entre elles, 
mais encore égales h zéro; car, dans ce cas, la fonction X" étant nulle 
aussi bien que la fonction X ', le produit XX" s ’évanouira nécessaire
ment. Par suite, on ne pourra plus déterminer quel est le signe de ce 
produit, ni décider par ce moyen si, pour le sommet que. l’on considère, 
l’ordonnée de la courbe devient un maximum ou un minimum absolu. 
Il pourra même arriver qu’elle ne soit ni l ’un ni l’autre. Pour savoir 
dans quel cas cela aura lieu, désignons par

X', X", X'", x,v, x\ ...

les dérivées des divers ordres de l’ordonnée X, et supposons que dans 
toutes ces fonctions oc désigne l’abscisse du sommet que l’on considère. 
Si l ’on fait croître ou diminuer cette abscisse d’une quantité indéter
minée h , l’ordonnée X deviendra

7.2 h 3 Mx  ±  h X'  +  —  X"  ±  — X' " +  — V 7 1.2 1 . 2 . 3  1 . 2 . 3 . 4
X ,v±

h5

i . 2 . 3 . 4 . i

ou, parce que X ' =  o, 

X
fl 2

—  X " ±  — ^ X ' +  1.2 1 . 2 . 3 • X IV±
h5

4 .3

:X V

■Xv

1 . 2 . 3 . 4  ~ 1 . 2 . 3 . 4 . 5  '

Par conséquent, la différence entre l’ordonnée correspondant à
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l’abscissc x ± h  et l’ordonnée correspondant à l’abscisse x ,  ou, pour 
abréger, la différence do l’ordonnée sera

A2 A3
f - X ' ±1 . 2  1 . 2 . 3

X'" A.4
i .2 . 3 . 4 X r i .2.3.4-5 X v* + . . . .

Pour de très petites valeurs de A, cette différence se réduira au pre
mier de ses termes qui ne s’évanouira pas. Elle se réduira donc à

A2 
1 . 2 X"

si X" n’est pas nul ou si, pour le sommet que l’on considère, l’équation 
dérivée n’a pas de racines égales; à

si l’on a X" =  o, X '"<  ou >  o, c ’csi-à-dirc si, pour le sommet que l’on 
considère, l’équation dérivée a deux racines égales; à

si l’on a X " =  o , X " ' =  o, X ,v<  ou >  o, c ’est-à-dire si, pouf le sommet 
que l’on considère, l’équation dérivée a trois racines égales; à

7)5H- ____ - ____1 X v“  1 .2 .3 .4 . 0

si l ’on a X " = o ,  X " '= o ,  X lv= o ,  Xv>> ou <  o, c ’est-à-dire si, pour 
le sommet que l ’on considère, l’équation dérivée a quatre racines 
égales; etc., etc.

En général, on. voit que la différence de l’ordonnée conservera le 
même signe, quel que soit d ’ailleurs celui de A, si, pour le point que 
l’on considère, la dérivée a un nombre pair de racines égales. Elle 
changera de signe avec A dans le cas contraire. Dans ce dernier cas, 
l ’ordonnée ne pourra être ni un maximum ni un minimum. Mais, si la 
dérivée a un nombre pair de racines égales, l’ordonnée correspondant 
à l ’abscissc x-dz A sera représentée, pour de très petites valeurs de A,
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par un des binômes
A2X-t- — X", 

1 .2

x  + /c
i. 2.3.4X‘v,

et, par suite, l ’ordonnée X correspondant à l’abscisse x  sera un mini
mum ou un maximum absolu, suivant que le second terme de ce binôme 
aura un signe égal ou opposé à celui du premier terme, c ’est-à-dire 
suivant que le premier des produits

XX", X X IV, X X VI, . . .

qui ne s’évanouira pas sera positif ou négatif.
On vient de voir que les équations auxiliaires peuvent acquérir des 

racines milles dans deux cas différents, savoir : i° quand la proposée 
a des racines égales; 2° quand l’équation dérivée a des racines égales ; 
et, en effet, la fonction X dans le· premier cas, la fonction X" dans le 
second et, par suite, les produits XX", x XX" dans les deux cas, s’éva
nouissent. Il est encore un troisième cas où la seconde équation auxi
liaire seulement peut avoir des racines nullcs. C’est celui où il existe 
déjà de telles racines dans la dérivée; car le produit x XX" s’évanouit 
alors avec son premier facteur x .  Dans toutes ces hypothèses, le dernier 
terme d ’une équation auxiliaire étant nul, le produit des deux derniers 
termes de cette équation se réduit à zéro et, par suite, on ne peut plus 
décider si ce produit est positif ou négatif.

De même que des racines égales dans l’équation proposée du degré n 

produisent des racines nulles dans les équations auxiliaires du degré 
«  —- i ; de même, les racines égales qui pourraient se trouver dans ces 
dernières produiront des racines nulles dans les. équations auxiliaires 
du degré n — 2 . En général, si, dans une des suites d’équations auxi
liaires qu’on est obligé de former, quelque équation a des racines 
égales, la suivante aura des racines nulles et le produit de scs deux 
derniers coefficients se trouvera réduit à zéro.

Ainsi, toutes les hypothèses possibles, dans lesquelles la méthode
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générale sc trouve en défaut, coïncident avec celte circonstance remar
quable que, sur les produits dont les signes devaient déterminer le 
nombre et l’espèce des racines réelles de la proposée, un ou plusieurs 
s’évanouissent et ne peuvent plus par cela même servir à la détermi
nation dont il s’agit. On voit en même temps que cela n’aura jamais 
lieu à moins que la proposée ou les équations auxiliaires n’aient des 
racines égales entre elles ou égales à zéro. Pour faire disparaître les 
inconvénients qui résultent de cette égalité, on peut employer diverses 
méthodes que je vais indiquer en peu de mots.

§ IV. La première méthode et celle qui se présente d ’abord à l’esprit 
consiste à passer en revue tous les cas particuliers que peut, offrir 
l’équation donnée et à fournir les moyens de lever les difficultés propres 
à chacun des cas dont il s’agit. Ainsi, par exemple, si la proposée a 
des racines milles, il sera facile d ’en constater le nombre et de s’en 
débarrasser ensuite. On peut éviter de même la considération des 
racines égales, en supposant l’équation préparée d’avance, de manière 
que toutes ses racines soient inégales entre elles. Après cela, il faudra 
examiner si la dérivée a des racines égales entre elles ou à zéro et 
remédier aux inconvénients qui pourraient naître de cette égalité. On 
y parviendra comme il suit.

Lorsque plusieurs racines de la dérivée deviennent égales entre elles, 
les différents sommets dont ces racines étaient les abscisses se réu: 
nissent, et de cette réunion résulte un nouveau sommet qui sera 
double, triple, quadruple, etc., suivant le nombre des racines qui 
viendront à coïncider. L’ordonnée de ce sommet sera un maximum ou 
un minimum absolu si les racinqs qui deviennent égales sont en nombre 
impair et, pour déterminer l’espèce du sommet dans cette hypothèse, 
il suffira de consulter le signe du produit XX" s’ il s’agit d’un sommet 
simple, du produit XXIV s’il s’agit d’un sommet triple, etc. Quant aux 
sommets doubles, quadruples, etc., on devra cesser d ’en tenir compte, 
attendu que les ordonnées de ces sommets ne doivent point être rangées 
parmi les ordonnées maxima et minima. Cela posé, si la dérivée n’a
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point do racines nullcs, les théorèmes de Géométrie établis ci-dessus 
(p . 1 7 3 )  subsisteront toujours et, pour déterminer le nombre et l ’espèce 
des racines réelles de la proposée', il suffira de calculer : i° la somme 
des différences qui existent du côté des abscisses positives et du côté 
des abscisses négatives entre les sommets de première et do seconde 
espèce; 2 0 l’excès de la première différence sur la seconde. On y par
viendra facilement en déterminant ainsi qu’il suit les diverses parties 
de la somme et de l ’excès en question qui correspondent aux racines 
simples, triples, quintuples, etc. Soit toujours X ' l ’équation dérivée; 
soient de plus X', le produit de scs facteurs simples, X '2 celui de scs 
facteurs doubles, X '3 celui des facteurs triples, cte., élevés chacun à la 
première puissance, en sorte qu’on ait

x > = x \ ( x ’, y - ( x 3y . . . .  '
* .

La méthode des racines égales fera connaître chacun des polynômes X’ , 
X'3, X's, . . .  et, pour obtenir la différence totale entre les nombres de 
sommets de première espèce, il suffira d’éliminer x  :

i° Entre les écpialions x ; = 0 , y + X X ' = o ;
2 ° » X 3 —°, y  H- XX,V=  0  ;
3° » X'. =  o, 7  4-XXVIr=o;

On aura par ce moyen plusieurs équations auxiliaires en y  au lieu d ’une 
seule et la somme des différences qui auront lieu pour ces diverses 
équations entre les nombres de racines positives et négatives sera égale 
à la différence cherchée ou à la somme des différences qui existent 
tant du côté des abscisses positives que du côté des abscisses négatives 
entre les nombres de sommets de première et de seconde espèce. On 
obtiendra de même l ’excès de la première différence sur la seconde en 
substituant aux équations

y  ■+ XX" =  o, j  +  XX,v= o ,  y  rt- XXVI— 0> 

les suivantes

:  +  Æ v,=  o,5 + a X X ' =  o, î: H -«X X r =  0 ,
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et cet excès, augmenté ou diminué d’une unité, fera connaître la dif
férence qui existe entre les nombres de racines positives et négatives 
de la proposée. Cette dernière différence et l ’excès dont il s’agit devien
draient égaux entre eux si un sommet de première ou de seconde 
espèce était situé sur l’axe des abscisses ou, ce qui revient au même, 
si la dérivée avait un nombre impair de racines nulles; mais si la dérivée 
n’a point de racines nulles ou si ces racines sont en nombre pair, il 
faudra, pour obtenir la même différence, augmenter ou diminuer l ’excès 
en question d’une unité, suivant qu’en s’approchant de l ’axe des ordon
nées du côté des abscisses positives la courbe s’éloignera ou s’appro
chera de l’axe des x ,  c ’est-à-dire suivant que le produit du dernier 
terme de l ’équation proposée par celui des termes précédents qui ren
fermera la puissance la moins élevée de x  sera négatif ou positif.

La théorie précédente suppose évidemment que les équations auxi
liaires en y  et s, qui correspondent aux facteurs simples, triples, quin
tuples, etc. de l’équation dérivée, n’ont pas de racines égales. S’ il en 
était autrement, ces racines pourraient à la fois être réelles et provenir 
de quelques couples de racines imaginaires des équations

X', =  o, X 3 — o, X', =  o, . . . .

On évitera cet inconvénient si l’on multiplie chacun des produits

XX", x x IV, x x VI, · . . . ,
f ¿cXX', «X X IV, ¿rXXVI, . . .

par une fonction de x  qui reste positive pour toutes les valeurs réelles 
de la variable x  et qui empêche ces mêmes produits de devenir réels 
pour les valeurs imaginaires de x  qui satisfont à l’équation dérivée. 
Telle est la fonction

{x +  A')2,

dans laquelle la constante arbitraire h peut recevoir une infinité de 
valeurs qui remplissent la condition exigée.

lin suivant la méthode précédente on finit toujours par obtenir la 
solution complète de la question proposée; mais s’ il s’agit d’une équa-
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tion littérale, cette méthode entraîne, comme on le voit, l ’examen 
d’autant de cas particuliers que l’on peut faire d’hypothèses différentes 
sur le nombre des racines égales, non seulement de la proposée, mais 
encore des diverses équations auxiliaires. C’est pourquoi elle ne peut 
être employée avec avantage que dans certaines occasions où, en raison 
de la forme de l’équation donnée, elle devient facilement applicable.

§ Y. Une autre méthode consiste à établir la distinction des diverses 
espèces de sommets sur la considération immédiate du signe du pro
duit qu’on obtient en-multipliant l’ordonnée X par la série

h® /¿s
—  X "±  - %
J . 2 1 . 2 . 3

X'" h!>
I . 2 . 3 . 4

X IV± /i6
i . a. 3.4 · 5 X v-

laqucllo représente, pour un quelconque des sommets, l’accroissement 
de l’ordonnée correspondant à l’accroissement très petit ±  A do la 
variable x.

Si l’on fait, pour plus de commodité,

et, par suite,
X = / ( * ■ )

la série précédente sera toujours de même signe que
f " ( x ± h ) ,

d’où il suit que le produit de cette série par X  pourra être remplacé 
par le produit

X f " ( x ± h ) .

Supposons qu’après avoir substitué pour a? dans ce dernier produit 
une des racines réelles de la dérivée, on donne successivement à l’ indé
terminée h les signes -+- et — ; les deux valeurs obtenues par ce moyen 
seront de signes contraires si la racine réelle dont il s’agit représente 
l’abscisse d ’un sommet double, quadruple, sextuple, etc. Elles seront 
de même signe si cette racine correspond à un sommet simple, triple, 
quintuple, etc. et, dans cette dernière hypothèse, les daux valeurs du 
produit seront ou négatives ou positives, suivant que le sommet en

QEuwes de C. — S. IT, t. I. 2^
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question sera de première ou de seconde espèce. De plus, la quan
tité h restant indéterminée, il est aisé de voir que la substitution des 
racines imaginaires de la dérivée dans chacun des produits

X / 'V  +  A), X / ' ( a - / 0  ·

fournira en général des résultats imaginaires. Cela posé, on obtiendra 
évidemment la différence totale entre‘les nombres de sommets de pre
mière et de seconde espèce si, après avoir éliminé x  entre les deux 
équations

X '= o ,  y  - ^ X f " ( x ± h )  =  o,

on détermine, pour l’équation auxiliaire en y  ainsi formée et pour de 
très petites valeurs de h,  la différence entre les nombres de racines iné
gales positives et négatives : i° dans le cas où l’on admet pour h le 
signe supérieur; 2 ° dans le cas où l ’on admet pour h le signe inférieur 
et qu’on prenne ensuite la moyenne entre les deux résultats. C’est ce 
résultat moyen que je désignerai ici sous le nom de différence m oyenne  

entre le nombre des racines inégales positives et le nombre des racines 
inégales négatives de l ’équation auxiliaire gn y .

De môme, pour obtenir l’excès de la différence entre les nombres de 
sommets dé première et de seconde espèce situés du côté des abscisses 
positives sur la différence entre les nombres de sommets de première 
et de seconde espèce situés du côté des abscisses négatives, il suffira 
d ’éliminer x  entre les deux équations

X/ — o, s +  æ X f " {  x  +  h) — o

et de chercher ensuite la différence moyenne entre les nombres de 
racines inégales positives et négatives de l ’équation auxiliaire en s  

résultant de cette élimination.
Lorsque la dérivée a des racines nullcs, un des sommets de la courbe 

étant situé sur l ’axe des ordonnées ne peut plus être compté ni parmi 
ceux qui répondent aux abscisses positives ni parmi ceux qui répondent 
aux abscisses négatives; mais, alors aussi, le produit

¿eX f ' { x  ·+■ h )
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venant à s’évanouir avec son premier facteur x ,  la racine correspon
dante de l’équation auxiliaire en s  ne fait plus partie ni des racines 
positives ni des racines négatives de cette même équation.

Les résultats précédents subsistent dans le cas meme où la proposée 
a des racines égales. Dans cette hypothèse, la parabole que l’on consi
dère devient tangente en plusieurs points à l’axe des abscisses, et ces 
points sont évidemment des sommets de la courbe, puisque leurs 
abscisses satisfont à l ’équation dérivée. Mais, quoique ces sommets 
puissent être simples, ou triples, ou quintuples, etc., ils ne peuvent 
dans aucun cas être considérés comme sommets de première ou de 
seconde espèce, attendu que l ’ordonnée de chacun d’eux étant nulle 
n’a plus de signe déterminé et qu’on ne peut décider par suite si cette 
ordonnée devient un m axim um  ou un minimum  absolu. On ne doit donc 
tenir aucun compte des racines des équations auxiliaires en y  et s qui 
correspondent à de semblables sommets; mais ces racines disparaissent 
d’clles-mêmes à cause du facteur X qui, étant égal à zéro, fait évanouir 
les deux produits

X / " ( x - h h ) ,  x \ f ' { x , +  h).
ft
Ainsi, dans tous les cas possibles, la différence moyenne entre les 

nombres de racines inégales positives et négatives des équations auxi
liaires ci-dessus mentionnées détermine immédiatement : i° la somme 
faite de la différence entre les nombres de sommets de première et de 
seconde espèce situés du côté des abscisses positives et de la différence 
semblable formée du côté des abscisses négatives; 2 0 l’excès de la pre
mière différence sur la seconde. D’ailleurs, si l’on veut étendre les 
théorèmes précédemment démontrés au cas où l’équation donnée a des 
racines égales entre elles, on reconnaîtra sans peine que la somme des 

deux différences en question est toujours inférieure d  une unité au 

nombre total des points d ’intersection ou de tangence de la courbe avec 

l ’a x e  des x .  De plus, l ’excès de la première différence sur la seconde 

sera supérieur d ’une unité, égal ou inférieur d ’une unité à l ’excès du 

nombre des points d ’intersection ou de tangence situés du côté des 

abscisses positives sur le nombre de ceux qui seront situés du côté des
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abscisses négatives, selon q u e n  s’approchant de l ’axe des ordonnées du 

côté des abscisses positives et s’éloignant ensuite de ce même a xe du côté 

des abscisses négatives, la courbe s’approchera constamment de l ’axe  

des x ,  ou qu’eri passant p a r  l ’a x e  des ordonnées, elle cessera de s’appro

cher de V a x e  des abscisses pour s’en éloigner, ou de s’en éloigner pour  

s'en rapprocher, ou quelle s'éloignera constamment de l ’a x e  des x .  Le 
premier ou le troisième cas aura lieu si, la proposée n’ayant pas de 
racines nulles, la dérivée n’en a pas non plus, ou si ces racines y sont 
en nombre pair, c ’est-à-dire si, la proposée ayant un terme constant, le 
dernier terme de l ’équation dérivée renferme une puissance paire de x .  

Le second cas aura lieu si la proposée a des racines nulles ou si la 
dérivée a des racines nulles en nombre impair, c ’est-à-dire si l ’équation 
donnée n’a pas do terme constant ou si le dernier terme de l ’équation 
dérivée renferme une puissance impaire de x .  Enfin, pour distinguer le 
premier cas du troisième, il suffira d’examiner si le produit du dernier 
terme de l ’équation donnée par le dernier terme de la dérivée est positif 
ou négatif· Soient p  le terme constant de la proposée, qui peut être 
égal à zéro, et q x r le dernier terme de l’équation dérivée ou celui qui 
renferme la plus petite puissance de x .  Si dans le produit

p q x r

on donne successivement à x  deux valeurs égales et de signes con
traires et qu’on prenne ensuite la valeur moyenne entre les deux 
résultats, on reconnaîtra facilement que cette valeur moyenne sera 
positive dans le premier cas, nulle dans le deuxième, négative dans le 
troisième. Ainsi, en ayant égard au produit du terme constant de la 
proposée par le dernier terme de la dérivée, on pourra toujours déter
miner le nombre et l ’espèce des racines inégales de l’équation donnée 
à l’aide de la différence moyenne entre le nombre des racines inégales 
positives et le nombre des racines inégales négatives dans chacune des 
équations auxiliaires en y  et s. Pour obtenir cette différence moyenne 
relativement à l ’une d ’elles, par exemple relativement à l ’équation 
auxiliaire en y ,  il semble d ’abord qu’on serait obligé de déterminer la
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différence entre les nombres de racines inégales positives et négatives : 
i°  dans le cas où l’ indéterminée A a de très petites valeurs positives; 
2° dans le cas où A a de très petites valeurs négatives. Mais on arrivera 
au même but si, après avoir formé Jes fonctions des coefficients de 
l ’équation auxiliaire en y  qui déterminent la différence dont il s’agit, 
en laissant le signe et la valeur de A entièrement arbitraires, on sub
stitue à ces fonctions les valeurs qu’elles obtiennent lorsque, ayant 
développé chacune d ’elles suivant les puissances ascendantes de A et 
réduit le développement à son premier terme vis-à-vis duquel tous les 
autres doivent être négligés, on donne successivement à A deux valeurs 
égales et de signes contraires et qu’on prend la moyenne entre les deux 
résultats. Par suite, chacune des fonctions que l ’on considère devra 
être remplacée par zéro si le premier terme de son développement ren
ferme une puissance impaire de A. Dans le cas contraire, il faudra la 
considérer comme positive ou comme négative suivant que le coeffi
cient de ce premier terme sera lui-même positif ou négatif.

Nous venons d ’indiquer comment l’emploi de l ’ indéterminée A peut 
servir à lever les difficultés que faisaient naître les racines égales des 
équations en j e t  z , c ’est-à-dire des équations auxiliaires du degré a —  i. 
L’ introduction de plusieurs autres indéterminées A', h", . . .  servirait de 
meme à lever les difficultés qui peuvent résulter de l ’égalité de quelques 
racines dans les équations auxiliaires des degrés

n  —  2 , n  —  3 , . . . ,

et, à l ’aide de cet artifice, on finirait par déterminer dans tous les cas 
possibles le nombre et l ’espèce des racines de l’équation donnée. Il est 
bon toutefois d’observer que, si plusieurs de ces racines sont égales 
entre elles, on obtiendra seulement de cette manière le nombre des 
racines inégales positives et le nombre des racines inégales négatives, 
c ’est-à-dire le nombre des quantités réelles essentiellement différentes 
de valeur ou de signe qui satisfont à la proposée.

La méthode précédente se réduit, comme on le voit, à remplacer 
dans les deux produits

XX", x X X " ,
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le dernier facteur X" =  / " ( # )  par

f " ( x ± h ) ,

c ’est-à-dire à substituer dans /"(a ?)»  à l ’abscisse du sommet que l ’on 
considère, l ’abscisse x  ±  h d’un point de la parabole très rapproché de 
ce même sommet. Celte nouvelle méthode, sans exiger comme la pre
mière un examen préalable de tous les cas particuliers, a néanmoins 
le désavantage de compliquer extrêmement les calculs par l’admission 
de quantités arbitraires dans les équations auxiliaires des divers degrés. 
On évite cet inconvénient en suivant une troisième méthode dont je vais 
rendre compte.

. § VI. Dans cette troisième méthode, comme dans la première, je 
supposerai l ’équation donnée préparée de manière'qu’elle n’ait pas de 
racines égales entre elles ou à zéro. Cette préparation faite, on lèvera 
facilement tous les obstacles à l’aide des considérations suivantes :

Si les équations auxiliaires n’avaient pas de racines égales entre elles 
ou à zéro, elles serviraient immédiatement, comme on l ’a déjà fait voir, 
à déterminer le nombre et l ’espèce des racines réelles de la proposée; 
mais si le contraire a lieu, pour ramener ce second cas au premier, il 
faudra détruire l ’égalité dont il s’agit en substituant aux sommets de 
la courbe d’autres points très rapprochés de ces mêmes sommets. Il 
existe deux manières différentes d ’opérer cette substitution. La pre
mière consiste à remplacer un quelconque des sojnmcts par un autre 
point très voisin de ce sommet et pris sur la courbe que l ’on considère. 
La seconde consiste à remplacer la courbe elle-même par une autre 
courbe très voisine et à substituer les sommets de cette dernière à 
ceux de la courbe donnée. Pour effectuer la première substitution il 
suffit d’augmenter les abscisses des sommets de quantités indétermi
nées supposées très petites. Pour effectuer fa seconde,'il faut augmenter 
de quantités très petites les coefficients de l’équation proposée, dont 
les valeurs respectives déterminent la nature de la courbe. Le premier 
moyen coïncide avec la seconde des deux méthodes précédentes et rend
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très pénible, comme on l’a remarqué, la formation des équations auxi
liaires. Le second n’a pas cet inconvénient et il conduit facilement à 
la solution du problème proposé dans tous les cas possibles.

En effet, lorsqu’on augmente de quantités très petites mais arbi
traires les coefficients de l’équation donnée, on détruit les relations 
qui existaient entre ces coefficients et en vertu desquelles les racines 
des diverses équations auxiliaires pouvaient devenir nulles ou égales 
entre elles. Par suite, les fonctions des coefficients qui étaient destinées 
en général à déterminer le nombre des racines de chaque espèce cessent 
d’être nulles et redeviennent propres à la détermination dont il s’agit.

Cola posé, pour obtenir le nombre des racines positives et le nombre 
des racines négatives d’une équation du degré n,  dans le cas où cette 
équation n’a pas de racines égales entre elles ou à zéro, il suffira de 
former, par la méthode indiquée dans le deuxième paragraphe, m  — \ 

fonctions différentes des coefficients de cette équation. On substituera 
ensuite dans chaque cas particulier, à la place des coefficients dont il 
s’agit, leurs valeurs prises dans l’ équation donnée. Si cette substitution 
ne fait disparaître aucune des fonctions que l ’on considère, leurs signes 
détermineront immédiatement le nombre des racines de chaque espèce. 
Mais si quelques-unes de ces fonctions s’évanouissent, on augmentera 
chacun des coefficients de l ’équation donnée d ’une quantité très'petite, 
mais arbitraire, que l ’on peut supposer à volonté positive ou négative. 
De plus, on assignera à ces mêmes variations un ordre de grandeur 
déterminé, de telle manière qu’on puisse toujours négliger les unes par 
rapport aux autres. Les fonctions qui s’ évanouissaient, étant dévelop
pées suivant les variations dont il s’agit, pourront toujours être réduites 
à un seul terme et toutes les difficultés seront ainsi levées. On pourra 
même se dispenser de faire varier à la fois tous les coefficients; il suf
fira d’en faire varier un ou plusieurs l’un après l ’autre et l ’on devra 
toujours s’arrêter au moment où chacune des fonctions que l ’on consi
dère cessera de s’évanouir.

§ VII. Quel que soit le degré n de l ’équation donnée, il est possible
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de former, comme on le verra tout à l ’heure, plusieurs systèmes d ’équa
tions auxiliaires qui jouissent des mêmes propriétés- Il convient de 
choisir le système pour lequel les fonctions qui déterminent le nombre 
et l ’espèce des racines réelles sont les plus simples possibles. Ce choix 
étant fait, il faut encore examiner si les fonctions dont il s’agit sont 
décomposablcs en facteurs et si quelques-uns de ces facteurs peuvent 
être supprimés sans inconvénient. Nous ferons à cet égard les remarques 
suivantes :

Les deux équations auxiliaires du degré n — r, que nous avons appris 
à former dans le deuxième paragraphe, ont respectivement pour racines 
des fonctions rationnelles et. entières des racines de la dérivée; huais 
on peut, sans nul inconvénient, multiplier ou diviser les fonctions dont 
il s’agit par d’autres fonctions qui soient toujours positives quand les 
racines de la dérivée sont réelles. Pour faciliter autant que possible le 
calcul de l’élimination, il faut représenter l ’ inconnue de chaque équa
tion auxiliaire par une fraction dont les deux termes soient des poly
nômes entiers en x  choisis de telle manière que la plus haute puissance 
de la variable renfermée dans ces deux polynômes soit la plus petite 
possible. L’expérience m ’a fait voir que, dans ce cas, on arrivait encore 
à des résultats plus simples. On satisfera à ces conditions si l’on divise 
par X 2 les deux produits

-  XX", -  ®'XX',

qui représentaient, dans le paragraphe II, les valeurs respectives de y  

et z,  ce qui revient à prendre pour inconnue de la première équation 
auxiliaire la fraction

- X "
X

et pour inconnue de la seconde équation auxiliaire la fraction

- x X "
X

«

Dans cette hypothèse, on peut simplifier do beaucoup la recherche des 
fonctions propres à déterminer le nombre des racines de chaque espèce 
à l’aide des théorèmes suivants :
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1 ° Etant donnée une équation quelconque, si l ’on substitue- successive

ment toutes ses racines dans le prem ier membre de l ’équation dérivée et 

q u o n  fa sse  le produit des résultats, ce produit sera égal, à un coefficient - 
numérique près, au dernier terme de l'équation qui aurait pou r racines 

les carrés des différences entre celles de la proposée. Ce m ême produit sera 

encore égal à celui qu’on aurait trouvé si Von eût substitué successivement 

toutes les racines de la dérivée dans le prem ier membre de l ’équa

tion donnée et q u o n  eût multiplié l ’un ar l ’autre les. résultats ainsi 

obtenus.

2° Etant donnée une équation quelconque, si l ’ on divise p a r  le premier 

membre de Véquation dérivée une fon ction  entière de la variable et si 

V on ajoute les diverses valeurs qu’obtient ce quotient lorsqu’on y  substitue 

successivement p ou r x  les diverses racines de l ’équation donnée, la somme 

de ces valeurs sera toujours une fon ction  rationnelle et entière des co e f

ficients de la proposée.

3° Si V on divise le prem ier membre de l ’équation donnée p a r le p re

mier membre de l ’équation dérivée du second ordre et que Von substitue 

successivement pou r x  dans ce quotient toutes les racines de la dérivée, la 

somme des valeurs obtenues, prise en signe contraire, sera égale, à un 

coefficient numérique près, à la somme des carrés des différences entre les 

racines de la proposée.

4° Etant données deux équations tellement liées entre elles que les 

racines de la seconde soient des fo n d io n s  rationnelles quelconques des 

racines de la première, si l ’on fo r m e  respectivement les derniers termes 

des équations a u x  carrés des différences entre ces racines et qu’on divise 

les deux terme,s obtenus l ’un p a r  Vautre, le quotient sera toujours un 

carré p a rfa it.

Il suit du troisième théorème que l ’une des fonctions qui déter
minent le nombre des racines réelles est égale, quel que soit le degré 
de l’ équation donnée, à la somme des carrés des différences entre los 
racines de cette équation. On peut encore, en appliquant à- la méthode 
précédente un artifice d ’analyse indiqué par Euler, déterminer pour
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tous les degrés une autre de ces fonctions. Enfin, on prouve facilement 
que le produit de toutes ces fonctions doit toujours avoir le même signe 
que le produit des carrés des différences entre les racines. Par suite, 
sur les n — i fonctions qui déterminent le nombre des racines réelles, 
le nombre de celles qu’on sera obligé do former séparément pour un 
degré donné se trouvera réduit à n — 4 ; on n’aura donc besoin d ’en 
calculer aucune en particulier pour les équations du deuxième, du troi
sième et du quatrième degré; il suffira de calculer une nouvelle fonc
tion pour le cinquième degré, deux pour le sixième, etc.

Quant aux fonctions de la seconde espèce, c ’est-à-dire à celles qui 
déterminent la différence entre, le nombre des racines positives et 
négatives do la proposée, on peut en déterminer une pour tous les 
degrés possibles en ayant égard au deuxième théorème et, de plus, on 
prouve facilement que le produit de toutes ces fonctions doit toujours 
être affecté du même signe que le produit des carrés des différences 
entre les racines multiplié par le produit dûs racines ellcs-mcmes. Ces 
dernières fonctions sont les seules qu’on soit obligé de considérer, 
lorsqu’on veut savoir combien l’équation donnée a do racines réelles 
comprises entre deux limites a et ¡3, car le nombre de ces racines 
réelles est égal à la quantité dont le nombre des fonctions positives 
diminue ou dont le nombre des fonctions négatives augmente lorsqu’on 
passe de la transformée en x  — a à la transformée en x  —  ¡3. Par suite, 
les fonctions de la seconde espèce suffisent pour déterminer le nombre

t
des racines réelles comprises, soit entre o.ct qo, soit entre o et 4 - 00, 
c ’est-à-dire le nombre total des racines positives ou négatives, en sorte 
qu’on peut toujours se passer, si l ’on veut, des. fonctions do la première 
espèce ou bien les déduire des autres.

Je joins ici la démonstration des théorèmes ci-dessus énoncés et 
plusieurs développements relatifs aux méthodes exposées dans les 
paragraphes IV, V et VI de la présente section. Pour plus de clarté, 
j ’appliquerai ces méthodes à divers exemples et particulièrement à la 
détermination du nombre des racines réelles dans les équations géné
rales des cinq premiers degrés.
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DEUXIÈM E SECTION.

DÉVELOPPEMENTS ANALYTI QUES.

T héorème I. — Soient cp(a?) =  o , fff )  —  o  deux équations diffé

rentes, la première du degré m , la seconde du degré n. Supposons que 

l ’on substitue successivement dans le polynôm e f { x )  toutes les racines de 

l ’équation cp ( x )  =  o  et q u o n  fasse, le produit des résultats; qu ensuite 

l ’on substitue dans le polynôm e sp (x ')  toutes les racines de l ’équation 

f ( x )  =  o  et qu’on fa sse encore le produit des résultats. Les deux produits 

ainsi obtenus seront ég a u x  et de même signe si l ’un des deux nombres m  

et n est p a ir ; ils seront éga u x et de signes contraires si les deux nombres 

m et n sont tous deux impairs.

Démonstration. —  En effet, soient respectivement a, ¡3, y, . . .  les 
racines de l’équation <p(;r) =  o et a, b, c, . . .  celles de l’équation 

f ( x )  =  o .  Supposons de plus, à l’ordinaire, que la plus haute puissance 
de la variable dans chacune des fonctions f ( x )  et ©(a?) soit positive 
et ait l ’unité pour coefficient; on aura

/(¿c) =  { x  — a) (x  — b) ( x  — c ) . . ., 
cp(x) =  {x — et) ( x  — (3) ( x  — y). . .

et, par suite, les deux produits

/ ( « ) / ( P ) / ( y ) · · · .
9(«)<p(è)o(c) . . .  

seront respectivement égaux, le premier à

( a  — a) (oc — b)(<x — c) . . . ( ( 3  — a )((3 — b ) . ... ( y — a). . .

et le second à .

(a — a)(a — (3) (a — y ) . . .(b — «)  (b —  (3).. .(c — a ) . ...

Sous cette forme le second produit a ses facteurs égaux et de signes
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contraires à ceux du premier, et comme le nombre de ces mêmes 
facteurs est mn,  on aura

/ ( a ) / ( i3) /(y) ·  * · = ( — i )m'l 9 ( a ) y { b ) f ( c ) . .

ce qui vérifie le théorème énoncé.

Corollaire I. — Si l’on élimine x  : i° entre les équations

®(«) =  o, y - h f ( æ )  =  o;

2 ° entre les équations

f ( æ ) = o >  y  +  <?(x)-— o,

les deux équations en y  résultant de cette double élimination auront, 
au signe près, le même terme constant.

Corollaire IL  —  Désignons, en général, par f n( x )  le polynôme

f n - i ( x )  désignera le polynôme

-h (n — i ) a, -+- ( n — i ) ( n — 2 )
a 2x " - 3- h . . . ( n  —  i ) a „ _ 2«  -+- a „ _ i ,

et comme on aura, dans ce cas,

f 'n(x)  =  n f R- l ( x )
l ’équation

(<) / » (# )  =  o

aura pour dérivée la suivante

( 2 ) f n - i ( x )  =  O.

Si maintenant on désigne par

X
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les racines de l ’équation ( i )  et par

3 '1 9 i ^ 2 » · » * y 'X 'i l— X

celles de l ’équation ( 2 ) ;  l ’un des nombres n,  n —  1 étant nécessaire
ment pair, on aura, en vertu du théorème précédent,

f n ( a '  1 ) f n  (>̂ 2 ) · ■ - f n i & n - i  ) — f n —1 (X-l ) f n - l  (Xj) · · - f n —1 ( r̂e-1 ) f n - l  (X/i)>

ce qui vérifie la seconde partie du premier théorème énoncé dans le 
paragraphe YII de la section précédente.

T hé o r è me  II. — Conservons la m êm e notation que dans te second 

corollaire du théorème précèdent;  soient, en conséquence, .

• /« (·* ) =  »

l ’équation proposée et, p a r suite,

fn - i ( æ ) = = o

sa dérivée. Concevons, de plus, que l ’on fo rm e une nouvelle équation qui 

ait pour racines les carrés des différences entre celles de la proposée. Le 

dernier terme de celte nouvelle équation sera égal, à un coefficient num é

rique près, à chacun des produits

f n ( & l ) f n ( x t ) ·  ■ • f n ( x n - t ) y  f n — i ( X-l ) f n - l  ( Xj ) · · - f n - l  ( X«-l ) f n - l  ( X» )·

Démonstration. — Le dernier, terme de l ’équation aux carrés des 
differences entre les racines de la proposée sora^

(_ ! X, -  x2 )* (X, _ x3 )*... ( xÆ_t -  x„ y .

Ce même terme pourra être considéré comme formé par la multipli
cation de n  produits différents qui seront respectivement

(X1- X s) ( X , - X 3) . . . ( X l - X „ ) , .
(X2 — Xt) (X2 — X j ) . . . (X2 — X«),

(X„— X,) (X„ — Xi).,'. .(X„— X„..t);
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d’ailleurs, le premier de ces produits est égal à

le deuxième à 

le dernier à

/» (X l )  =  » / , _ !  (X ,),

/;i( x 2) =  « / „ - ,( x 2),

/»(X|| ) — " / » -  t(X«)· '

Le dernier terme de l’équation aux carrés des différences entre les 
racines de la proposée pourra donc être représenté par

n " /» - i (X i) /» - i (X i) ·  · - /„ - i(X „).

Ce dernier terme sera donc égal à chacun des produits

/»-.(X.) f n -1 (Xj ) · · •fn—i (X/î )> f n ( œ\ )  filial) · · •fni^n—1 )

multiplié parle coefficient numérique ce qui vérifie en totalité le 
premier théorème énoncé dans le paragraphe VII de la précédente 
section.

Corollaire I . — Soit toujours f n( x )  =  o l’équation proposée. Pour 
obtenir le dernier terme de l ’équation aux carrés des différences entre 
les racines de celle-ci, il suffira d’éliminer x  entre les deux équations

/» - !( ·* )  =  o, y - h /„(£■) =  o

et de multiplier ensuite le dernier terme de l ’équation résultante par n". 
On obtiendrait cncor.e, mais à un coefficient numérique près, le terme 
dont il s’agit si l ’on cherchait la condition nécessaire pour que les 
deux équations

f n( x ) = z o ,  f n_ l ( x )  =  o 

puissent être en même temps satisfaites.

P r ob l è m e  I. — Etant donnée une équation quelconque du degré n, 

trouver le dernier terme de l ’équation qui aurait p ou r racines les carrés 

des différences entre celles de la proposée.
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Solution. — Soit toujours

19!)

OU

x n -+- lia, # 't_1 -+-
n ( n  — i )

1 . 2 h . . .  H- nan- xx  -\- a o

l ’équation proposée. On commencera par éliminer x  entre les deux 
équations

f n{ x )  =  0, / ^ ( X )  — O

et l ’on obtiendra par ce m oyen une fonction des coefficients

qui sera nulle toutes les fois que les deux équations précédentes seront 
en même temps satisfaites. Désignons par B„ la fonction dont il s’agit 
et par A n le dernier terme chërché. Les deux quantités A„, B„ seront 
égales à un coefficient numérique près; et si l’on désigne par A ce 
coefficient, on aura

A a --  ̂B;t*

Cette dernière équation devant être satisfaite, quels que soient les 
coefficients a {, a2, . . . ,  an de l ’équation donnée, aura encore lieu, si 
l’on suppose

Cl\ —  Oj i ï j  —  O, · · · > Ctfi—i —  Oj Ctfi—  I ■

Supposons que, dans ce cas, B„ se change en 
hypothèse,'on aura évidemment

A „ = n n.
En effet, les deux équations

devenant alors
f n - i ( x )  — O, y  +  f n( x )  =  0 

x ,l~l —  o, y  -1- x n -t-i =  o,

Dans la même

l’équation en y ,  résultant de l ’élimination de x  entre les deux précé
dentes, sera

■ (J + - ,)" -1 —o , - ·■ -  ·-·-

et, le dernier terme de cette équation étamt égal à 4 - 1 , '  en le multi-
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pliant par nn on aura
A „ — n '\

Par suite, on trouvera

>> II

et l’on aura, en général,
. _  B,tA;j--  tln p 3

P étant ce que devient Bn quand on y suppose à la fois

iïj — Oj a2 ■ — o, · * · f ctji—j — o, an - 1 ■

Corollaire / .  — Au lieu d’éliminer x  entre les deux équations

on peut l’éliminer entre les deux suivantes

f n(æ — al ) =  o, — at) =  o,

et il est clair que, dans les deux cas, on doit arriver à la même équa
tion de condition. D’ailleurs, si l ’on fait, en général,

on aura
/ » ( — al) =  blt,

Sn( « l) — 1»
/ » ( — «  i) = n ( n  — i ) 6„_2,
• · · ........................................» ............. 9

f n l)(— a i) = n ( n  — x) . . .3 .2 . i .60.

De plus, comme on a

¿t =  / i ( — « i) =  — ai +  a ,=  o, b0= i ,

les deux dernières équations se réduiront à

V- ' ■ An~"(-cii) = o,
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Cola posé, on aura, par le théorème de Taylor,

,fn (x  — a\ ) —  x n +  -  n ~ 1 ) a· » - 2

1.2.3 ■ ¿>K_i a? -+- bn

I . 2

(M- l)(w- a)(/t _  3 _) +  ^
1 . 2 . 3

et, par suite,

. fni.^ ai) * / „ - , ( *  — « î )

7i —  i ) [^¿>2 ¿jî"— 2 h - ------ —  a?n “ 3 +
L I 2

( „ _ a ) ( /t_ 3 ) b.

/ . —'i b■ (n — 2 ) ----- —x  h-----
n — 2 7t ■

Si Ton fait, pour abréger,

/„ ( X —  a, ) —  X /„_! ( ¿r —  a, ) =  ( « i ) f„_s ( # ) 

br— {r — i)c r_„

4

et

on trouvera

f»—2 ( -2- ) — C^Xn
n  —  2

■ C2x" ( n ~  2 ) ( n ~  3 ) .
X . 2

. ..

4 - ( n  —  2 ) C;i_2 #  -H

Kniîn il est aisé de voir que Télimination de la variable cc entre les 
deux équations

fil— 1 ) — Oj j?/I_2(#) — O
*

doit conduire au même résultat que celle de la même variable entre les 
deux équations

f  n ( X* «i ) —  Oj J«—1 ( ̂  «,) O.

On obtiendra donc l ’équation de condition cherchée si l’on élimine x

OEuvres de C. — S. II, t. 1.
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entre les deux suivantes

(3)

(4)

+  (” - 0 ( " - » )  Cia?»-Ï +  ( / » - . ) ( » - 3) ( i » - 3 ) a ,_t + ...
1.2 1 . 2

H - (n —  3 ) cn-iX  -H  (n —  2 )  c „ _ ,  =  o ,

Ci x n C2^ - 3 + ( » - _2 H Z iz il )C2,r^ ·
I . 2

n — 2 cH_2« -+- c„_i= o.

Si l’on désigne par 13„ =  o cette équation de condition et par (J ce 
que devient B„ lorsqu’on suppose

%
« ]= o , a2 =  o, . . . ,  a«=<,

représentera le dernier terme de l’équation aux carrés des diflé-
P

rences entre les racines de la proposée.

Premier exemple. — Supposons l’équation donnée du deuxième degré 
et soit f-i (Kx') =  o ou icï +  2 a,a; +  <i2 = 0  cette même équation. Si 1 on 
fait comme ci-dessus

/ i - ( —  « i )  =  b r = ( r — O c r - l ,

on aura
Cl —  f z (  ai)  ^  ct-z cij .

De plus, les équations (3 )  et (4 )  se réduiront h

(3) · x  — o,

( 4) ' c, =  o.

La dernière de ces deux équations, étant indépendante de x ,  sera elle- 
même l’équation de condition cherchée. On pourra donc supposer

B2— c’i— ctz— a\, (3 i

et, par suite, le dernier terme de l ’équation aux carrés des différences 

entre les racines de la proposée sera

Aj— 22c! =  — 4 (a i — a*)·

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



203I) U NOMBRE DES RACINES RÉELLES, ETC.

Deuxième exemple. — Supposons l ’équation donnée du troisième 
degré et soit y 3 (a?) =  o ou x*  +  3a,  ar -+- 3 a 2x  -+- a 3 =  o cette même 
équation ; on aura

Ci =  M ~  « j) =  « 2— a\,

—  / 3(—a ^  —  ciz— î a i ai -[- ia \ .

De plus, les équations (3 )  et (4 )  se réduiront à

(3) æ2 +  c1 =  o,

( 4 )  C i  X  H- C2 r =  O.

Si l’ on élimine x  entre ces deux dernières équations, on obtiendra 
d’équatiùn de condition suivante

On pourra donc supposer 

D’ailleurs, si l’on fait

c\ -+- c\ =  O.

B3= c2 + c*.

on aura 

Par suite,

--Oj -- Oj Ct·̂  - , . I y

I

et le dernier terme de l’équation aux carrés des différences entre les 
racines de la proposée sera

A3=  2233(c3 +  cf).

Troisième exemple. — Supposons l’équation donnée du quatrième 
degré et soit f i ( x )  =  o ou x '  -+- l^aAx i ■+■ 6a.2x'2 -±- /¡a ^ x  -+- ah —  o 
cette même équation; on aura

Cl =  f l  (— «î ) =  a2 —  a\,

2C,= /s (— «i) =  03— 3(7, «2+2«^ , .
3 <?3 — f i  (‘ #1 ) --  — 4 î?1<73 +  6£35 J — 3 a\.
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De plus, les équations (3 )  et ( 4 ) deviendront respectivement

(3 ) X3-+- 3c tX  4 - 2C2—  O,

(4) Ct X " - h  2 ¿ ¡ X - j -  Cÿ—  O.

Si l ’on désigne para;,, x 2, x 3 les trois racines de l ’équation (3 )  et 
par B3 =  o l’équation de condition cherchée, on aura

E 3 =  (C| x ]  ~t~ 2 C î X i +  C3) (Cj#* 4 -  2 C ,Æ ,+  c3) {c ix\ +  2 C2J?3 H- c3).

D’ailleurs si l’ on fait, pour abréger,

c\ C1C8:=r y,
on aura

Cix “̂H 2 c2x  c3.— (c ,x  +  c2-f- J ( c ,x  -t- c2 — y 2)*
C1

Par suite, la valeur précédente de B3 sera égale au produit des six fac
teurs

1. 1  1
CiXi-^-c2-\- , C\X2 H- C2 +  y 2, cix 3 -+- c2 +  f 1,

1  1  i
ciæi +  c2 y 2, c,æ2+ c2 — y 2, c , h- c2— y 2

divisé par c3. Le produit des trois premiers facteurs est, en vertu de 
l’équation (3 ) , égal à

U  +  y 2) + i c \ ( c i +  f i) - 2 c\cï 

=  +  C* ) 4- 3c2y +  y 2[3(c® +  c3) + / ' ] .

De même, le produit des trois autres facteurs sera

c * { c i  -i - c?) +  3c2y — y 2[3(c| h- c®) +  y].
On aura donc

R:
_ [c « (c î  +  cî) +  3 c , / ] » - / [ 3 (c| +  c») +  / ]«

ou, si l ’on fait
n  ̂_J— /* 3 --o2 -1 Uj — .

_ c i ( / r  +  3 y ) « - y ( 3 g  +  y)»

_  ^(gr+ · 3/ ) 2— / ( 3o + / P s y )2
■ /)3
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Si l’on restitue à la place des quantités f  et f  leurs valeurs

205

, CjC3 . et -f- c3,
on trouvera

p -  ^  —  c\ +  c 3, g - ± l f = z t i c \ — 'iclcz +  c\
c i

et, par suite,
B 3=  ( c34- c3)3 — ( 4 c| — 3 c, c3+  c3 )2.

Si l ’on suppose dans cette dernière équation

at=  O, «2 =  o, a3= o ,  «4= i ,
on aura

ci — o, i

et, par conséquent,

Par suite, le dernier terme de l ’équation aux carrés des différences 
entre les racines de la proposée sera

At= 3 344[(c3+ c ? ) 3- ( 4 c2 _  30, 03+ ^ )* ] .

Corollaire / / .  — Désignons, en général, par K„ le produit des diverses 
valeurs que reçoit la fonction / n_a(a?) lorsqu’on y substitue successi
vement pour x  les diverses racines de l’équation

J 1 ( 'T «j ) m O

et par x. ce que devient K n quand on y fait

«1 =  0, «2 = 0 , «3 = 0 , · . . ,  «„_,’=  O, « ,i=  I.

On pourra, dans l ’équation
A „ = , ^ ,

supposer
B „=  K„, (3 =

D’ailleurs, si l ’on fait

« 1= 0, « 2= 0, «3 = 0 ,
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on aura évidemment
I

c 4 =  O , C% —  O , * · * y ' Ç/i—2 —  c n~-1   ~  "  ">

f  n —\  C*2'  « 1  )  —— f n  —I ( '-* ')  —  ^ 1l ("n—2 ( ^  )  —  I —  ^  [

et, par suite,
I

( ii — i)“ -1

On aura donc aussi

A„ =  =  n"(n  —

On peut vérifier cette dernière équation sur chacun des exemples 
rapportés ci-dessus. Si l ’on fait successivement

n —  i ,  n —  3, n —  4, n —  5, . . . ,
on trouvera

A j — i * 2 2 K 2 ,  K 2  =  c , ,

A3=  2233K3, K3= c34 - c2,

A4=  3344K4, K4=  (c\ 4 -  c3)3— (4c| — 3 c j C 3 4 -  c 3 ) 2 ,

. A5=  4455K5, K5=  ç£ — 4· •ôcjCjC3

.................... +  6c2 (i5c,c| -h i ioc^c  ̂— 45c}c3-t- 45c2 c3 -+- 36cJ)
- + -  4 c 4 ( 3 i 5 c ^ c 2 c ^ 4 -  i 6 o c 3 c 3

—  i 3 5 c 2 c ü  —  g 4 5 c l c l c i —  2 7 0 c j c 2 c 3 4 -  4 3 2 c | )

- t -  2 4 3 c J  —  8 i o c J c 4  4 -  2 4 3 o C j C ^ c 3  

4 -  6 7 5 C Î C 3  —  I 2 i 5 c £ c ; j  —  4 5 o c 3 c | c 2 ,

A2, A3, A 4, A s désignent ici les derniers termes des équations aux 
carrés des différences entre lès racines des équations suivantes

Æ2+ 2ai® 4- a2 =  o,
¿r34- 3 aia;24 - 3 a%x  4- a 3= o ,

x', +  ^alx i +  &aix i 4- ka%x  4-  aK — 0,
a?54-  5«1;r44- ioa2x 34- io 83æ2 4- 5 atx  4- as =  o,

I
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et l’ on a de plus

c1= a i— a\,

2 <?2=  a3— 3 a]«2+  2 a\,

3 c3= a 4— 4 a i # 3 +  6aj«2— 3aJ,
4 c4 =  a8—  3 « 1a 4+  iOfl* a 3—  loaf  a2 +  4«j>

Si les équations données n’avaient pas de second terme ou si l’on 
supposait a , =  o, on trouverait simplement

I I [
C j ---  £ï 2 j  ^-2---  “  ^ 3 ---  0 " ^ 4 ? ^ 4 ---  . . . .

Théohème III. — Supposons que l ’on garde la même notation que dans 

le théorème II. Soit toujours

f n{ x ) — 0

l ’équation donnée. Soient X,, X,, ..., Xrt ses différentes racines 'et

/ » - , ( # )  =  o .

l ’équation dérivée. Enfin désignons pa r ( f i x )  une nouvelle fonction  ration

nelle et entière de la variable x .  La somme suivante

?(Xi) , <P(X») , I ?(X») ·
A-l(Xi) J n - i Ç S - î )  A-i(X»)

·»

sera nécessairement une fonction  rationnelle et entière des coefficients de 

la proposée.

Démonstration. — Supposons, à l’ordinaire,

f n( x )  — x ll-\- nalx ’l~y ·+■ ^ a^x’1̂  -H . . . H- «a„_xx  ■+- an

et soit, de plus,

9 ( x)  =  «  H- ¡3¿c -t- y .T2 -+-. . . H- Çîc '1-2 -1- \  x n~y -+- ¡/.x’1 v x n+1 +  . . ..

Enfin, désignons par N la somme cherchée. Si l’on réduit au même
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dénominateur toutes les fractions dont cette somme se compose, le 
dénominateur commun, multiplié par nn, sera, en vertu du théorème II, 
égal à

(— · ( x, ■- x2 y - ( x, ■- x3 y - ■ · · ( x»-. ■- x„r ·
De plus, si l’on fait usage de la notation adoptée dans l ’un des pré

cédents Mémoires (voir  p. 9 0 ), on aura

( X, —  X 2 h X, ■ -  X 3) · · · ( X „_ , ■ -  x „  ) =  S ( ±  X ' r 1 X ï - 2 · · · X,0,.)

et, par suite, le dénominateur commun de toutes les fractions sera 
représenté par

n I « -  1 )

( - 1) — [S(:n" L v : X " - 1 X " - 2. . .  X« )]2.

Quant au numérateur do la première fraction, il deviendra égal à

D’ailleurs, le produit>/il_ , (X 2) / n_ l(X 3) . . multiplié par n’l~ ' ,

se trouvera formé des mêmes facteurs que le dénominateur commun. 
Seulement, chacun des facteurs

X, — X„ Xi—-X» . . . .  x,  — x»

n’y sera élevé qu’à la première puissance. Cela posé, on reconnaîtra 
facilement que’ce même produit est décomposablc en deux autres, dont 
l’un, ayant pour facteurs toutes les différences qu’on obtient en dispo
sant les racines de l ’équation donnée suivant l’ordre de grandeur de 
leurs indices et retranchant successivement de chacune d’elles toutes 
celles qui la précèdent, peut être représenté par

(X.2- X 1) ( X 3- X 1) . . . ( X , i- X 1) ( X 3- X 2) . . . ( X „ - X „ _ 1)

= ( - i r !r^ s ( ± x r i x r . - - x ; i )

et dont l’autre, ayant pour facteurs les mêmes différences prises en 
signe contraire, à l’exception toutefois de celles qui renferment la
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racine X ( , pourra être désigné par

(X2- X 3 ) ( X 2- X t)...(X2-X „ ) (X 3 -X 4 ) . . . (X « - i -X » )  =  S ( ± X " - 2X«-3...X»).

Par suite, le numérateur de la première fraction se trouvera représenté 
par

«(» — !)
— s(±xr>xr.. .x»)?(x1)'s(±xr2xr3· ■ .x&),

et la somme des numérateurs de toutes les fractions semblables par

(- o 2 t s(± xr1 xr2...xx) s [± ?(x,) s(± xr2xr*...xxyj.
En divisant cette somme par le dénominateur commun, on aura 

pour la somme de toutes les fractions

n -  „ s [ ± 9 ( x , ) S ( ± x r ^ x r 3- - -x ; ) i
S ( ± X ' r 1 X "-2x r 3---X«)

Il sera maintenant facile d ’obtenir la valeur de N. En clfet, si l’on 
remet pour <p(X( ) sa valeur

a +  (3X1 +  y X | + . . .  +  ÇX','“ 2 +  * X 'r 1 +  f*X? +  vXï+1 + . . . ,  

on trouvera

s [± < p (x I) S ( ± x r x r , . . . x ;°,)]
=  S[d=(a +  (3X1 +  y X ? + . . .  +  ÇX'r2 +  XX',"1 H- f*Xï -t vX 'r1 +  · · · )

x S ( ± x g - * x ; - * . . . x X ) j
a S ( ± X » X « - 2X ''-3.. .XX) +  p s ( ± x } x r 2x r s··.·XX)

. ..

+  ç S ( ± X ï - 2x r 2x r 3·. . .x x : i +  x s c + x r ' x r x r 3· ..XX)

4- p S( ±  X “ XJ-2 X s- s .. • XX) +  v s ( ± x ï +ix r 2x r 3· ..XX)

Les premiers termes de la série précédente, jusqu’à celui qui a 'Ç pour 
coefficient, sont évidemment nuis; car si l’on désigne par /-un quel
conque des indices 1 , 2 , 3, . . . ,  n — 2 , on aura toujours

s ( ± x ' ; x r 2x r 3---x,°t) = o .
QEtivres de C. — S. II? t. I. 27
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I)e plus, si l ’on désigne par 7· un nombre entier supérieur à n —  i ,  

l ’expression
S ( ± x î x î - ‘ x ;,-* . . .x ®)

sera, en vertu des théorèmes établis dans le Mémoire déjà cité ( voir 

p. 1 1 0 ), divisible par
S(±xr‘x»-2x;-!...x;);

et, si l’on représente par Nr le quotient, on trouvera 

N„-, =  r,
N„ =  X14-Xi 4-... +  X»=S»(X1) = - n a I,

N,,+1 =  X 2 4 - X 2 4 - . . . 4 - X 1 X 2 4 - . . .  =  S''(XD +  S"(XIX2) =  «2a2- ^ ^ i - ) «2,

Cela posé, la valeur de N précédemment trouvée deviendra

N =  «(XN„_, 4-p.N„4- vN/l+1+ .. .)  =  — J.

Cette valeur sera donc une fonction rationnelle et entière des coeffi
cients de la proposée, ce qui vérifie le second théorème du para
graphe VJI de la première section.

Corollaire I. — Si la fonction <p(a?) est, par rapport à x ,  d ’un degré 
inférieur à n — 1 , ou si l ’on a simplement

la somme N sera nulle, quelles que soient d ’ailleurs les valeurs de a, 
p, y, . . . ,  et l’on aura par suite

<p(Xi) , <p(Xs) , , ?(X«)
' / » - 1 1X. ) / » - .  (X2 ) ^  ‘ · ·+  ( X„ ) ”

Corollaire / / .  - -  Si l ’on suppose en même temps

et
o ( x )  — x-h  fix 4- y x 2-h . . . -t- Çjc" —* 4- \xn~i 4- [)-xn 4- 'Jxn+l 4- . . .  

ip(a.·) =  \x’1- 1 4- ¡J-x” 4- vxn+l 4- . . .,
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il suffira, pour déterminer la valeur de N, d ’avoir egard aux termes 
de <p(a?) qui renferment des puissances de x  supérieures à n — 2 , et 
l’on aura par suite

K -  <HX>) , WXQ , +(X„)
/*-i(X.) //.-i(X») X„)

—  n  f~?' —  n a t p  ■+- n  ( n a  j ^ 1 a ^ j  v — . . . .

Corollaire 111. — Soient toujours f n( x )  —  o l ’équation proposée,
/ » -1  ( x ) — 0 Si* dérivée et x { , x.,, . . ., a?„_, les racines de cette dernière, 
équation. Si l ’on fait

N'— 9(^1) +  ?(*«) ?(a?B-r)
f n - 2(^ 1) / h- % { x ï )  · f n - i { x n — \ )

on aura

N' =  («  — 1) jç — («  — i)«,^ -+- («  — 1) («  — 0 «i 2j p - . . .J.

En effet, pour déduire la valeur de N' de celle de N, il suffira" évi
demment de changer n en n —  1 et de remplacer \  par ‘C, p. par A, 
v par p., etc., c ’est-à-dire le coefficient d’une puissance quelconque 
de x  dans <p( x )  par le coefficient de la puissance immédiatement infé
rieure.

Corollaire IV . — Si dans le corollaire précédent on suppose

on aura 

et, par suite,

9 0  ) = f n { x ) ,  

n( n — 1 )----------- - a2, a =  ««,, p =  1

f n { x  1 ) f n  ( X < t )

fn—î (x i) fn--s ( )
f n  ( x  n  -1 )

fn— 2 (■*'»—! ) --  ( «  — O2 ( « 2— ).

v On a d ’ailleurs

«1 — ~S'l(Xi). «2 = S'i(X.X2), -
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et, par suite,

— (/i — i)2(a2— af) =  —̂ r~ S"(X[ — Xj)% 

ce qui vérifie le théorème III de la section précédente (paragraphe VII).

Théorème IV. — Soit toujours f n{ x ) —  °  l ’équation proposée. Soit, de 

plus, ’■]; ( x )  une fonction  rationnelle quelconque de x  et supposons que 

l ’élimination de x  entre les deux équations

f n{x) — o, l — <K #)=o  

donne pour résultat l ’équation

<p(Ç) =  o .

Si l ’on désigne p a r  A„ le dernier terme de l ’équation aux carrés des 

différences entre les racines de la proposée et par a. le dernier terme de 

l ’équation a u x  carrés des différences entre les racines de ç ( ‘( )  =  o : le

quotient ~  sera toujours un carré parfait.
A n

Démonstration. — En effet, soient X ,, X 2, . . . , X n les racines de la 
proposée; on aura

A „ = ( - i)_L^ [ ( X 1- X 2) (X 1- X 3) . . . ( X « - 1- X » ) ] !,

« =  ( - i / ^ i [ 4 ' ( X i ) - + ( X . ) ] [ + ( X . ) - 4 d X . ) ] . . . [ 4 ' ( X , . - i )  -<MX„)Jj2 

et, pal’ suite,

«___ ^ ( X . ) - ^ ( X 3) 41 (x » - i ) — 41 ( x»-) ' 2.
A„ _ X ,— X-2 X i— X3 X«-i — x»

D’ailleurs, le produit

«k x . j - ^ x ,) «k x o - ^ î x ,) 4/(X„_,) — +(x»)
• X , - X ,  X i - X ,  ■”  X « - 1 -X »

est évidemment une fonction symétrique des racines do la proposée;
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car il ne change pas de valeur lorsqu’on échange entre elles ces mêmes 
racines. Il peut donc être remplacé par une fonction rationnelle des

coefficients de l ’équation donnée et, par suite, ■£- sera le carré de 
cette même fonction.

Corollaire. — Quel que soit le degré de l’équation donnée, le pro- 
duit’des carrés des différences entre les racines de chacune des équa
tions auxiliaires en y  et z aura toujours le même signe que le produit 
des carrés des différences entre les racines de l’équation dérivée.

P roblèm e  II. — Déterminer le nombre et l ’espèce de racines réelles 

d ’une équation du degré n.

Solution. — Pour plus de commodité, supposons ici que ni.l’équa
tion donnée ni aucune des équations auxiliaires que l ’on est obligé 
de former n’aient de racines égales entre elles ou à zéro. Soient tou
jours f n( x ) =  o l ’équation donnée et =  o sa dérivée du pre
mier ordre.

La fonction dérivée du second ordre de f n( x ) ,  savoir sera
de même signe que / n_ 2( « )  et, par suite de la méthode exposée dans 
le paragraphe II de la première section, il suffira, pour obtenir le 
nombre des racines réelles de la proposée, d’ éliminer x  entre les deux 
équations

y - ^ f n { x ) f n - 2(a?) =  0, =  O

et d ’ajouter une unité à la différence entre les nombres de racines 
positives et négatives de l’ équation en y résultant de c'cttc élimination.

D’ailleurs, en vertu de la remarque faite plus loin, paragraphe VII, 
on peut remplacer le produit

f n ( x )  f n —2 ( x )

par la fraction
f n —2 ( SC )
În (œ)

Par suite, le nombre des racines réelles de la proposée surpassera
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d’une unité la différence entre les nombres de racines positives et 
négatives de l ’équation en y  qu’on obtient par l ’élimination de x  entre 
les deux suivantes :

y  f n ( æ )  +  f n - t i . * )  =  O, f n - 1 ( * )  — °

ou, ce qui revient au même, entre les deux suivantes :

y fn (x  — «,) +  / » —s>(̂  — «i) =  °, fn-x(x — «i) =  0 .

De plus, si l’on fait usage de la notation adoptée ci-dessus ( voir  le 
problème I, corollaire I), on aura

f n { v  — al) — x f n- x{a'- — al) 4- (/t — i)|’,,_s(a;);

et, par conséquent, si-l ’on suppose ( x  — a ,)  ¡=s o, on aura sim
plement

f „ { x  — al ) =  (n — 1 )

On pourra donc, en faisant abstraction du facteur numérique n — i, 
remplacer la fonction f n{ x —  a ,)  par f„_2(a?); d ’où il suit que, pour 
obtenir l’équation auxiliaire en y ,  on pourra se contenter d’éliminer x  

entre les deux suivantes :

y  ¡n-ï(æ) + f n - i ( x  — a l )  =  0 , f„_i (x  — al) =  o.

De même, pour obtenir l ’équation auxiliaire en s ,  il suffira d’éliminer a? 
outre les deux qui suivent :

5 fn-s(«) —"i) =  o, f n —l ( x  «1) =  0 .

Les deux équations auxiliaires en y  et s étant ainsi formées, si 
l’on détermine pour chacune d’elles la différence entre le nombre des 
racines positives et le nombre des racines négatives, la première des 
deux différences obtenues sera inférieure d ’une unité au nombre des 
racines réelles de la proposée et la seconde sera inférieure ou supé
rieure d’une unité à l ’excès du nombre des racines positives sur le 
nombre des racines négatives, suivant que le produit an_ , a n sera 
négatif ou positif.
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En appliquant aux équations auxiliaires les mêmes raisonnements 
qu’à la proposée elle-mêmc, on finira par obtenir les fonctions des 
coefficients

« I ,  # 2 ?  ^ 3 , · · · > &n— J,  Cln

‘ qui déterminent le nombre et l’espèce des racines réelles de l’équation 
donnée.

Premier exemple. 

et soit
— Supposons l’équation donnée du second degré

X1 -H 2<XiX -f- Cl% ”  O

cette même équation. Si l’on fait comme ci-dessus (problème I)

Ci--  Cl.2 ■ ■ Cl j ?
on aura

fn—ii.'T « . ) — x , Pii~ ) — i, («—  ̂£|.

Ainsi, pour obtenir les équations en y  et s, il suffira d’éliminer x  : 
i° entre les deux équations .

c ^  +  i^ o ,  x ~ o \

2° entre les deux équations

Ci 5 — Œi ~  O, X — O.

Les équations auxiliaires en y  et s  seront donc respectivement

i a i
vh---- — O, z --------— o.
“ Cl cl

Par suite, la différence entre les nombres de racines positives et néga

tives sera, pour l’ équation en y ,  4- i si ou c, est négatif et — i dans 

le cas contraire. La même différence, pour l ’équation en s, sera ■+· i 

si — ou a, c, est positif et — x dans le cas contraire. De plus, si l’on
CI

veut passer de l’équation en s à la proposée, il faudra augmenter ou 
diminuer la dernière différence d’une unité, suivant que le produit
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a {a2 sera négatif ou positif. Cela posé, si l ’on convient de remplacer 
constamment par -+- x les fonctions des coefficient^ de la proposée, qui 
obtiennent des valeurs positives, et par — i celles qui obtiennent des 
valeurs négatives, on aura, pour déterminer le nombre et l ’espèce des 
racines réelles de l’équation

æ- 4- %aiæ H-
les quatre fonctions

1 y ' C| y ^ 1 ^ 2 )  ¿Z J Cl j

la somme des deux premières fonctions devant toujours être, après le 
remplacement dont il s’agit, égale au nombre dçg racines réelles de 
l’ équation donnée et la somme des deux dernières ù l’excès du nombre 
des racines positives sur le nombre des racines négatives.

Le nombre des racines réelles étant déterminé par les deux fonc
tions i et — c, =  a] —  a 2 dont la première est toujours positive, il y 
aura deux racines réelles si a] — a.2 est aussi.positive; il n ’y en aura 
point dans le cas contraire. Dans cette dernière hypothèse, « 2 sera 
nécessairement positif et, par suite, les deux fonctions — a Ka2, -t-uqc, 
seront de signes opposés; mais, dans le premier cas, c, étant négatif, 
les deux fonctions — a ,a 2, -Ha, c, et, par suite, les deux racines réelles 
de l’équation donnée seront de même signe ou de signes contraires, 
suivant que a 2 sera positif ou négatif. Enfin ces racines, supposées de 
même signe, seront toutes deux positives si a, est négatif et négatives 
dans le cas contraire.

Second exemple. — Supposons l’équation donnée du troisième degré 
et soit

x % 3 at x 2 +  3 « 2 x  +  a3 =  o

cette même équation; on aura, dans le cas présent, n =  3, et si l’on 
fait, comme dans le problème I,

C!=:a,— a\, — 3rt!rt2-t-aaJ,
'  on trouvera

Su—1 ( Ct i )  —  X1 C\, / « - » ( # — «  , ) = : # ,  =  c ,  a ; +  Cj .
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Par suite, pour obtenir les équations auxiliaires en y  et s, il suffira 
d ’éliminer x  : i° entre les deux équations

y { c l x  4- c2) 4 - x  —  o, a?s 4 - c , =  o;

2° entre les deux équations

s ( c l X +  Ci) +  x{æ  —  Ûtj) O, x't ->rCi =  O.

On tire de la première
i

De plus, si dans l ’équation

z ( c tæ +  0̂ ) +  x 2 —  ci x̂ —  o

on remplace x 1 par — c,, on en déduira

. ■ C, —  Ctt S
X ■=. —------- — .

ci z —  ax

Si l’ on substitue successivement les deux valeurs précédentes de x  

dans l’équation
x- +  cx —  o,

on aura les deux équations suivantes en y  et z

(c\ 4- c\) r 2+  2 c \ y  4- cl =  o,
(c* 4 -c ’ )-s2 — +  4-c,(«î +  ct) =  0 .

11 ne reste plus qu’à déterminer pour chacune d ’elles la différence 
entre les nombres de racines positives et négatives. Or on a déjà fait 
voir que, relativement à l ’équation

x 2-h 2 al x  +  —  o,

la même différence était déterminée par les deux fonctions

— a ĉti, — ai {a\ — a2).

D’ailleurs, pour passer de cette dernière équation aux équations auxi-
OEuvres de C. — S. II, t. I. 28

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



218 MÉMOIRE SUR LA DÉTERMINATION

liaircs en y  et s ,  il suffira évidemment de remplacer les deux quan
tités a , et

i°

2 °

p a r

par

2 c:
e l

— 2 c1(a,c1 -t-c2)
c\ -+- cf et +  C l )  _  C i ^a  

c\ -h cf ~  c\ -H cf

Quant à la quantité
et | ~ et%

qui, relativement à l ’équation

i a l x  -+- o,

représentait le quart du carré de la différence entre les deux racines, 
elle devra être remplacée par la même fonction des racines des équa
tions auxiliaires en y  et et, par suite, en vertu du théorème IV, on 
pourra lui substituer immédiatement le quart du carré de la différence 
entre les racines de l ’équation

=0,

c ’est-à-dire la quantité — c,. Cela posé, si l ’on fait abstraction des 
facteurs carrés qui n’ont aucune influence sur les signes et que l’ on 
change les diviseurs en multiplicateurs,· les deux fonctions

—  a,a±, — at(af—  w 2 ) ,

sc trouveront remplacées, pour l ’équation auxiliaire en y ,  par

~ C i ,  ^ (c f  +  cj)

et, pour l’équation auxiliaire en z ,  par

«s(«iC !+cs), — (a,Cj +  c,) {c\ +  cj).

Il est aisé d ’en conclure que le nombre et l’espèce des racines réelles 
de l’équation

¿c3-+- 3 a , x %-+- 3 a 2J5 +  » s = o
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seront déterminés par les six fonctions

I, — Cl, C,(c* +  c’ ), — a2a3, rt2(a1cl+  c2), — (a, c, -+- c2) (c| -f- c?).

Lorsque dans chaque cas particulier on aura remplacé celles des 

fonctions précédentes qui seront positives par -+- r et celles qui seront 
négatives par — t , la somme des trois premières donnera le nombre 

des racines réelles de la proposée et la somme des trois dernières la 
différence entre les nombres de racines positives et négatives.

11 est bon de remarquer qu’à la fonction a ,c , - t -c2 on peut substituer

2 a1c, +  2c2=rt3—axa%,

en sorte que les trois fonctions qui déterminent la différence entre le 
nombre des racines positives et le nombre des racines négatives peuvent 
être présentées sous la forme suivante :

^ 2 ^ 3 ) ^ 2 ( ^ 3 —  ^ 1 ^ 2 ) »  ( ^ 3 ---  Cty&'i)  ( C |  -(“  C j ) .

Des trois fonctions
1 > ci, Cj(c\ 4- cj)

qui déterminent le nombre des racines réelles, la première, 1 , est tou
jours essentiellement positive. De plus, les deux autres ne peuvent 
être à la fois négatives; car, si la deuxième est négative, la troisième 
sera évidemment positive. Enfin, le produit des deux dernières fonc
tions étant égal à — +  c"), ce Protl 11̂  scra négatif et les deux 
fonctions de signes contraires si est positif; le m’ ême produit
sera positif et, par suite, les deux fonctions seront positives si c\ +  c\ est 
négatif. Dans le premier cas, l ’équation donnée n’aura qu’ une racine 
réelle; dans le second, elle en aura trois.

La quantité c*-t-cj, qui suffit en général pour déterminer le nombre 
des racines réelles, représente, comme on l ’a fait voir ci-dessus, le 
dernier terme de l ’équation aux carrés des différences entre les racines 
de la proposée divisé par le carré de 2 et le cube de 3.

Corollaire I. — On voit, par les exemples précédents, comment le
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nombre et l ’espèce des racines réelles d ’une équation donnée du degré'« 
se trouvent déterminés à l ’aide de plusieurs fonctions des coefficients 
de cette équation.

Les premières fonctions, ou celles qui déterminent le nombre des 
racines réelles, sont en nombre égal à n. Les autres, qui déterminent 
la différence entre le nombre des racines positives et le nombre des 
racines négatives, sont encore en nombre égal à n. Le nombre total 
des fonctions que l’ on considère est donc égal à 2 /2. Mais, comme la 
première de ces fonctions est toujours égale à l’unité, le nombre de 
celles qui varient avec les coefficients est seulement égal à 2/1  — 1 , ce 
qui s’accorde avec le deuxième paragraphe de la première section.

Corollaire IL  — Après l ’unité, la première des fonctions qui déter
minent le nombre des racines réelles a été trouvée, pour le deuxième 
et le troisième degré, égale à — c,. Cette fonction reste la même, quel 
que soit le degré de l ’équation proposée. En effet, elle est égale et de 
signe contraire au produit des deux derniers termes de l ’équation en j ;  
mais le produit de ces deux termes peut être remplacé par leur quotient 
ou par

f n  {'Tl) | ,fn (  ^ 2  )  J J f n  ( æ ' h  —  1 )  .

f n —îi&l) f n —îi&s)

et, en vertu du théorème III, ce môme quotient, pris en signe contraire, 
est, à un coefficient numérique près, égal à

a\ —  « 2  =  —  c , ,

ou encore à la somme des carrés des différences entre les racines de la 
proposée.

Corollaire III. — Dans les exemples que nous venons de parcourir, 
le produit des fonctions qui déterminent le nombre des racines réelles 
a toujours le môme signe que le produit des carrés des différences 
entre les racines de l’équation donnée. Cette proposition reste vraie, 
quel que soit le degré de l’ équation que l’on considère. En effet,
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chacune des fonctions négatives indiquant un couple de racines ima
ginaires, le nombre des fonctions négatives sera pair ou impair et, 
par suite, le produit de toutes les fonctions cherchées sera positif 
ou négatif, suivant que les couples de racines imaginaires seront en 
nombre pair ou en nombre impair, et l ’on sait d ’ailleurs que, pour 
lever toute incertitude à cet égard, il suffit d’ examiner si le produit 
des carrés des différences entre les racines de la proposée est positif 
ou négatif.

Cbrollaire IV . — Si l’on considère à la fois les diverses fonctions en 
nombre égal à m  qui déterminent, non seulement le nombre mais 
encore l ’espèce des racines réelles, on déterminera facilement, par 
l ’inspection de leurs signes, le nombre des racines positives. En effet, 
ce dernier nombre est égal à la moitié de la somme faite du nombre 
des racines réelles et de l ’excès du nombre des racines positives sur le 
nombre des racines négatives. Par suite, toutes les racines de l ’équa
tion donnée seront positives, si toutes les fonctions que l ’on considère 
le sont aussi; mais chaque fonction qui deviendra négative diminuera 
le nombre cherché d ’une unité. Cela posé, il sera facile de reconnaître, 
par le signe du produit de toutes les fonctions, si le nombre des 
racines positives est pair ou impair. On voit, en effet, que ce nombre 
sera de même espèce que le degré de l’ équation donnée si les fonctions 
négatives sont en nombre pair ou, ce qui revient au même, si le pro
duit de toutes les fonctions est positif et qu’ il sera d’espèce différente 
dans le cas contraire. D’ailleurs, on peut lever immédiatement toute 
incertitude à cet égard en examinant si le produit des racines de l ’équa
tion donnée est positif ou négatif. Ainsi, le produit des diverses fonc
tions qui déterminent le nombre et l ’espèce des racines réelles doit 
toujours avoir le même signe que le produit des racines de la proposée; 
mais on a prouvé ci-dessus que le produit des fonctions qui déterminent 
seulement le nombre des racines réelles avait toujours même signe que 
le produit des carrés,des différences entre les racines. Par suite, le 
produit des fonctions qui déterminent la différence entre le nombre
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des racines positives et le nombre clés racines négatives aura même 
signe que le produit des racines par les carrés des différences entre 
les racines. Ainsi, par exemple, si l ’on considère l ’équation générale 
du troisième degré

ûss 4- 3 «, a?2 -+- 3 a2 x  +  a3 =  o,

le produit des racines étant alors égal à — a3 et le produit des carrés 
des différences entre les racines à

— 2*33(c\ 4- cj),

le produit des fonctions qui déterminent la différence entre les nombres 
de racines positives et négatives doit avoir môme signe que le suivant :

« 9(c2s +  c5),

ce qui s’accorde avec les résultats trouvés ci-dessus.

Corollaire V. —  En suivant la méthode précédente, on détermine le 
nombre des racines réelles d’une équation du degré n  au moyen de la 
différence qui existe entre les nombres de racines positives et néga
tives dans une équation auxiliaire du degré n — i; mais, à l ’aide d’un 
artifice indiqué par Euler ( 2e partie du Calcul différentiel, Chap. XII), 
on peut abaisser d’une unité le degré de cette équation auxiliaire, 
ainsi qu’on va le faire voir.

P r o b lèm e  III. — Réduire la recherche du nombre des racines réelles 

dans une équation donnée du degré n à la détermination de la différence 

qui existe entre les nombres de racines positives et négatives dans une 

équation du degré n — 2 .

Solution. — Conservons la même notation que dans le problème pré
cédent et soit toujours f f f x )  —  o l’équation proposée. Ses racines 
réelles seront en même nombre que les racines réelles de l’équation

f n(æ — aé) =  o
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ou

x '1

+

n ( n — 1 ) 
i . 2

n ( n — i )

CtX“

 ̂ (n  — 3 ) c n..3x i -h -  {n —  i ) c n^ _ x  +  (n  — i)t*„_,= o.

Si dans cette dernière on change x  en - j  le nombre des racines réelles
°  X

restera encore le même. On pourra donc, à l’équation proposée, sub
stituer la suivante :

(5)
(n — i)cn- i X !l+  -  (n — i')cn. tæn- 1

n ( n — i ) ( «  — 3 ) c„ _ 3æ '1-
n ( n — i )

. 2 c1x - +  i =  o.

Pour déduire celle-ci de l’équation donnée, il suffira d ’y remplacer

«1 par («  — 2 )C„_2

’ ( «  — Oc»-l ’

par ( /z 3 ) cH_3

( «  — I)C„-, ’

&n— 2 par Ci
(«  — I)C„-1 ’

enfin
1 par 0

et
Clji par I

(n — I )c„_i

On pourra donc se contenter de chercher les fonctions de

Ci j ,  " * * *?  &n~ 1»

qui déterminent le nombre des racines réelles de l’équation

(6) x n+  ------ a2a:'''_î-+- · · · H------—- an_ ix i +  an =  o,
' ' 1.2 I ♦ 2

pourvu qu’ensuite l’on effectue les substitutions que nous venons 
d’ indiquer.
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Pour obtenir l ’équation ( 6 ) il suffît de faire a„_, =  o dans l’équa
tion générale du degré n, savoir f n( x )  =  o. Par suite, pour obtenir 
l’équation auxiliaire en y  qui doit servir à déterminer le nombre des 
racines réelles de l’équation ( 6 ), il suffît de supposer er„_, — o dans 
les deux fonctions ci-dessus désignées par

. fn(œ), f n - l ( x )

et d ’éliminer x  entre les deux équations

y f n ( B ) + f n - i ( x ) =  °> fn — \ (#) —  O.

Désignons à l’ordinaire par x<, x.2, x n les racines de l’équa
tion / „ _ , ( # )  =  o. Comme on a dans le cas présent

(x )  =  x'!~l -+- (n — i)a,x n~% + . .  -+- (n — i)an_2x,

on pourra supposer
X „ - l = 0

et alors x ,, x 2, x n_ 2 seront les racines de l’équation

(7) x " - 2+  (n  — . . +  (n — i)«„_2= o .

De plus, comme, dans la supposition o ù ^  =  o, l’équation

doline
? / „ ( * )  + f n - i ( œ )  =  O

y = —
@n—2 

Ctn

l’ une des racines de l ’équation en y  sera — 2^ ,  et puisque, dans la

recherche qui nous occupe, cette racine doit être comptée pour -f- 1 si 
elle est positive et pour — 1 si elle est négative, on pourra la ranger 
immédiatement parmi les fonctions qui déterminent le nombre des 
racines réelles de l ’équation ( 6 ) et se contenter de calculer la diffé
rence entre les nombres de racines positives et négatives de l’équation 
en y  qu’on obtient par l ’élimination de la variable x  entre les deux
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suivantes :

(S)
y f n { o c )  -+-/„-,(*)= O, 

æn-i —  i)alûsn~d-h . . . (n — o.

Cette nouvelle équation en y  pourra être représentée par

(9) [ / / « ( * l) +  f n - 2(^ 1 )] [ y f n i X ï )  +/n-s(«s)] — +  /»-ïfot-s)] =  O.

Dans cette dernière équation, les coefficients du premier et du der
nier terme peuvent être facilement déterminés à l ’aide du théorème II; 
car ces mêmes coefficients sont respectivement égaux aux deux pro
duits

fil ( ) fn ( ) · · · fil ( x n— 2 ) fil ( x n— 1 )
et

/ - . ( * . )  f n —’i ( x 2 ) · · · f i l —2 ( x n—1 ) f n —ï ( ■x n—\ )

divisés, le premier par f n( x n_ y) =  an, et le second par =  a„_2.
On peut encore déterminer par le théorème III le rapport des coeffi
cients des deux derniers termes dans l’équation ( 9 ). En effet, ce rap
port est égal à

fn{æ 1) fn(a>t) M x n-î)
f n - i  ( J f n - i  ( x i )  ' “  f i i — 2 ( * 11-2 )

et l’on a .de plus, en vertu du théorème III (corollaire IV),

f l l ( X i )  

f n —2 (■*! )
f n  ( x 2 ) f n { x n - i )

f n - z i ^ ü )  f n —2 (a;«—2) =  — (/l — l)2(« f  — ¿*2 ) M x n-1 )
y»—2 ( - £ « — 1 )

= - ( » i)s(« î  — « 2 ) —
an

&n—2

D’ailleurs, le produit des deux derniers coefficients de l’équation en y ,  

pris en signe contraire, est une des fonctions qui déterminent le 
nombre des racines réelles de la proposée et, comme le produit et le 
quotient de deux quantités sont toujours affectés du même signe, le 
rapport des deux derniers coefficients de l ’équation en y ,  pris négati
vement, ou

(n - O ’ C a ï - a O - t -  — »
an—2

OEuvres de’C. —  S. II, t. I. 29
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sera encore une des fonctions cherchées. On connaîtra donc, dans 
tous les cas possibles, deux des fonctions qui déterminent le nombre 
des racines réelles do l ’équation , . 1

x '1 H- n a xx n~ x
n ( n — i )

i . 2
a2x n <xn — O

et ces deux fonctions seront

«n-S
{ n  —  0 2 ( « i  —  « 2) ·+■

«n. , 
&n- 2

Si, dans ces mêmes fonctions, on remplace

( n  2 )

('i — i)c„_, ’
(n — 3)c,l_ 3 
{ n  —  i)c„_, ’

c 1 '
( / i—

(n —

et qu’après avoir changé les diviseurs en multiplicateurs on néglige 
les facteurs carrés, on obtiendra les deux suivantes

a 1 par t

-*** . «2 par

a /l—2 par

par

— c,, Cj ¡Ci[(« — 2 )2c2_, — (n  —  i ) ( n  — 3)c„_, c„_,] -l- c2_,j.

Ces deux dernières fonctions feront donc toujours partie de celles qui 
déterminent le nombre des racines réelles de l ’équation donnée

, n( n — 1 )x n +  nctlæn- l+  —--------- a^x"-1-
1 .2

n ( n — 1 )
• .· -t- —— -—  ¿r2 H- n«»-! x  +  an =  o.

De plus, le produit de toutes les fonctions dont il s ’agit doit tou
jours être de même signe que le produit des carrés des différences 
entre les racines de.la proposée. Si l’on désigne, comme nous l’avons 
déjà fait, par

AK — n"  ( n  — 1 )K K
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le dernier terme de l’équation aux carrés des différences,

n[n — 1)
( - 0  2 A„

•

sera'le produit des carrés des différences entre les racines; et, si l’on 
suppose déjà connues, à l ’exception d’une seule, les diverses fonctions 
qui déterminent, le nombre des racines réelles, en désignant par P le 
produit de ces fonctions, on pourra représenter la fonction qui reste 
inconnue par

ni n — 1 )

' ( - I )  2 K„[>.

Ainsi, à l ’aide des considérations précédentes, on déterminera, poin
tons les degrés possibles, trois des fonctions cherchées, sans compter 
la première de toutes qui est toujours l ’unité. L’une de ces trois fonc
tions, représentée par — c ( , est égale à

a\ — a2,

c ’est-à-dire, à un coefficient numérique près, à la somme des carrés 
des différences entre les racines de la proposée, ce qui s’accorde avec 
le corollaire II du problème précédent.

Premier exemple. — Si l ’on suppose n  =  2 , les deux fonctions

I, — Ci

suffiront pour déterminer le nombre des racines réelles.

Deuxièm e exem ple. —  Soit n =  3. Il faudra, pour déterminer le 
nombre des racines réelles, avoir égard, non seulement aux deux 
fonctions 1 , — c ,, mais encore à la fonction

c 1 j c,  [( n — 2  )2c 2_ 2 (fi j ) ( w - 3 )  c„_,  c„_3} c 2t_j J

qui, dans le cas présent, se réduit à

C,(c*+ c2).
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Par suite, on aura, pour déterminer le nombre des racines réelles, les 
trois fonctions

i ,  — c „  c ,(c^  +  c j) .

Le produit de ces trois fonctions, lorsqu’on néglige le facteur carré c2t , 

devient égal à
— (c| -s- c») =  (— i)“r K3,

ce qui s’accorde avec la théorie précédente.

Troisième exemple. — Soit n =  l\. La fonction

Ci j c, [(n — 2 y  c*_s — ( n — i ) (n — 3 ) c,r_t c„ _ s ] +  c\_l j

deviendra
Cl [(4cl — 3e1c3)c14-c|].

De plus, si l ’ on néglige le facteur carré c], le produit des trois pre
mières fonctions multiplié par

( - O ^ r r K *
sera

— [ c x ( 4 cf — 3 c t c3 ) -i- c | ]  K v.

Par suite, on aura, pour déterminer le nombre des racines réelles, les 
quatre fonctions

i, c,, Cj[4c,c| c3(3cj c,)], £ 4 Ci Cj c3(3c£ c3)]K4.

Quatrième exem ple. — Soit n =  5 . Trois des fonctions cherchées 
seront immédiatement connues par ce qui précède et ces trois fonc
tions seront

i ,  — c „  Cjfc, ( 9 c! — 8 c 2 c4) -+- c | ] .

De plus, le produit des deux dernières fonctions devra être affecté du 
même signe que le produit des trois premières par le dernier terme 
de l’équation aux carrés des différences; mais, comme cette condition 
ne suffit pas pour déterminer entièrement les deux fonctions qui 
restent inconnues, il faudra nécessairement avoir recours à l’équation 
auxiliaire qui résulte de l ’élimination de y  entre les équations ( 8 ) . Si
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dans ccs deux dernières équations on fait n =  5 et que l'on remplace 
immédiatement

3 c,«, par w

2 Ci
a, par

a3 par

Ipar t— 94 c*

elles deviendront respectivement

/ y ( ^ c kx 3 +  io ci x i -h 2 0 CiX3 +  lo c tx 3-i- i)

( IO) < +  (4c4^3-+-9 c3jc2-t-6 c2.rH -q) =  o,

l C4a?3+ 3 c 3£C24-3c2iT-t- Ct=: O.

On peut d ’ailleurs, à chacun des polynômes en x  renfermés dans la 
première équation, substituer le reste de la division de ce polynôme 
par le premier membre de la deuxième. Si l ’on suppose, pour plus de 
commodité,

p  — — 2^c\ H-3ct (u c 2C3 — 2 C,C*),
9 —  — 27 c2c| +  3 c4 ( 8'c| -h CiCj), 

r = — Qc,c3 —h c*( 3Ci c2 ct),

les deux polynômes dont il s ’agit donneront pour restes

I , ,
— r )> — 3(csx*-l· 2 c2œ-h  c4);

ck

et, comme les multiplicateurs ~  et 3  sont essentiellement positifs, on
ct

pourra, sans nul inconvénient, se dispenser d ’en tenir compte. Gela 
posé, les équations ( 1 0 )  se réduiront à

( p x - +  q x  -+- r ) y  -h c ^ - h  2 C2x  +  ct~ o ,  c^x3+  i c 3x î +  3 c2æ +  0̂ = . o.

Si l ’on fait, pour abréger,

p y  h- c3— y n q y  +  2 Ĉ y v r y + Ci= . y u
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elles deviendront

7 3a?24- y\ x  4- y i =  o, c4îc3+  3c3.r24- 3c2;r 4- c1=  o.

L’élimination de x  entre ces deux dernières conduit à la suivante :

cl y l  +  ct [(3c2/ ,  — <?!/,) (7 * — 2 y , / 3) — 7 ,7 2 (3 ^ 7 ! — c,y3)]
-+-73(3c37,—  c , Vj)5—  7 3(3c37 2—  3 c2j s) (3c27, —  c1y i ) =  o.

Si dans celle-ci on remet p o u r j , , ^ ,  y a leurs valeurs respectives, 
on aura

3 c37 2— 3 c2j 3=  3 c2c3— 3 cKp 'y ,

3e37 , — C if3 =  2 c,c3— 3c4çr'7,
3 c27 , —  c ,7 2=  Ci.c2— 3 c 4r '7 ,

p ' , q ', /·' étant déterminés par les trois équations

P '=  9 c|c3— 3c!C2 — 6 c,c2c4,
7 ' =  3 C| c2 c3 4 - c3c4 — 2 cl Ci,

>■' =  c2 c3 -h. c2 c4 ;

et, par suite, l ’équation auxiliaire en y  sera

c4(r 7  +  ci)3+  Ci\[(qy+%c,y— 2i p y + c 3) (ry 4- c,)] (c,c2 — 3c4r'7 )

— (77 -t- 2c2) (7-7 4- ct) ( 2 c, c3 3c4q' y )}

+  ( p y  +  c3) [ ( 2 c,c3 3c47 '7 ) 2 — (c,c2— 3 c4r'7 ) (3c2c3— 3 c4/>'7 )] =  o.

Représentons par
« 7 3 4- 3 ¡3 y2 4- 3 y y  4-3 =  0 

cette même équation, on aura

« =  c£|>34- 3 7 (7 '/· — 7 /·') 4- 3p (3 q '2 — 3 ///·' 4- 2 /7 ·')],

3 (3 =  3 c| [c, ( /'2—1— ij)r' 7 7 ') — 2 c3(iq r ' — q' r) 4-  c3( 3 7 '2— 3p' r' -h 2 /7 ·')]
4- c4[c1c2(7 î — 2p r  4- 3pp1) — cyc3(iq r  4- 12/ 77') 4- gcjCj/?/·'],

3y =  3 c4 [c2 /■ 4- 2 Cj c27 ' 4 - 2 (c,c3 — 2c2)/·']
4-C4[2Ci(2C2 — C,C3) 7  — 2C2C2/7 — 6 c,C2 C3A'4-3c,C2C3/ / — I2C,c|7'4-9C2C2i/·']
4- c,c3(4c,c3 — ic\)p,

à — c , [ c 2 c | 4 - c 2c4( 4 c 2 —  6 C !C 3) 4- c 2 ( 4 e , c 3—  3 c 2)].
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Si maintenant on restitue les valeurs de p , q, r, p  , q' , r ', que l’on 
restitue à K5 la même valeur que ci-dessus (p . 2 0 6 ) et qu’on fasse 
potlr abréger

= c î - 8 c , c sct +  9cIc|,

M6=  c4c, — 4 c4cî (7 ci H- c3)
-4- cj(3c® +  33t^c| -4-  i ^ i c l c \c i — 54c'[c3-4- 62c\c \  — 96cj)
— 2 c4(i29c,c2c“ — 147c\c,c\ — 90c! c;j +  242^0^3— 96^0!)

D’ailleurs, l’équation en y ,  que nous· avons représentée par

s ty ’ +  3 ¡3/ 2 -4- 3 y y  -+- § =  0 ,

étant du troisième degré, on obtient facilement, par le problème II, 
les trois fonctions qui déterminent pour cette· équation la différence 
entre les nombres de racines positives et négatives. Les deux pre
mières de ces fonctions sont respectivement égales à v

et peuvent être évidemment remplacées par les deux suivantes :

~ y o ,  a y ( a â  — (3 y ) .

Do plus, si l ’on désigne par A le produit des carrés des différences 
entre les racines de l’ équation en y ,  le produit des trois fonctions 
cherchées sera de même signe que le suivant :

on trouvera

« =  - c i  K5, p =  c*M„ y — — L5N5, 3 =  ^ ,

d’où il résulte que la troisième fonction peut être représentée par
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Enfin, en .vertu du théorème IY (corollaire I), on pourra remplacer A 
par le produit des carrés des différences entre les racines de l ’équation

c4.a?34 - 3 c3;r24 - 3 c2x  +  c ,=  o,

ou, si l ’on veut, de l ’équation réciproque

c4 4- 3 c3x  4- 3 cix ‘i +  c,æ;3=: o.

Soit D le produit des carrés des différences entre les racines de cette 
dernière équation, on aura

D = - 27^ .  '
°1

D s’évanouit donc avec N5, ce qu’ il était facile de prévoir; car

N,= o' ·

exprime la condition nécessaire pour que les deux équations

ct;r3+  3c3îc24- 3 c2a? +  =  o, c3æ;54-  2C2æ 4 - c, =  o,

ou, ce qui revient au même, les deux suivantes

c4 4-  3 c3cc 4-  3 cjic2 4-  ctcc3— o, c34-  2CS*  4-  c ^ 2— o,
*

puissent être en même temps satisfaites; et, comme la seconde de ces 
dernières équations est la première dérivée de l ’autre, la même condi
tion peut encore être exprimée par

D =  o.

Si dans la valeur de D on fait abstraction du facteur numérique 2 7  

et du diviseur carré c\, on trouvera, pour la troisième des fonctions 
cherchées,

— (a<5 — (3y)Ns.

Ainsi, les trois fonctions qui déterminent la différence entre le nombre 
des racines positives et le nombre des racines négatives de l ’équation 
en y  sont respectivement

— yà, <xy{<xô— [3y), — («à — (3y)N5.
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Si dans ces trois fonctions ôn substitue les valeurs de a, ¡3, y, § données 
ci-dessus, on trouvera, en négligeant les facteurs carrés,

ciLj, L,Kï (M.L4 CjcJKç), (M5L5 Cjc|K5).

Cela posé, les fonctions qui relativement à l’équation générale du cin
quième degré doivent déterminer le nombre des racines réelles seront

i ,  Cj ,  C . L . ,  L j K s t C i C j K j  L5M5), c ^ c \  K5 L5M5,

K5, L5, M3 ayant les valeurs que nous leur avons assignées plus haut.
Le produit de toutes ces fonctions a évidemment le même signe que 

le produit des carrés des différences entre les racines de l’ équation 
générale du cinquième degré, ce qui confirme l’exactitude de nos 
calculs.

Corollaire / .  - -  Désignons à l ’ordinaire par

xn-\- na^xn~l 4-
n ( n ■—  1 )

1 .2
■ a,æn n(n — 1 )

■ . . . 4----------------4- na„̂ ,ûc 4 - a„ =  o
1.2

l’équation générale du degré n. Soit toujours

A „=  « “ («  — i)'I-1K„

le dernier terme de l’équation aux carrés des différences entre les 
racines de la proposée. Enfin supposons que l ’on donne à

Ci) Cg, · · ·> 1) C/i

les mêmes valeurs que ci-dessus (problème I, corollaire II) et soit 

L» =  cl_ J 4 - Cj [( n — 2 )2 c\_ 2— ( n — i ) ( n — 3 ) c„_, c„_3 ].

Si l’on fait successivement n =  3, n =  4> n =  5, on trouvera

L3=: cl 4- Cj =: K„
L* — c\ 4 -  Cl (  4  3  c i C3 ) ,

L5= ĉ ,4- C, (9 C3 — 8 c2c4);

et, en vertu de la théorie qu’on vient de développer, les fonctions dont
OF.uvres de C. — S. Il, t. I. 3o
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les signes détermineront le nombre des racines réelles de la proposée 
seront respectivement :

Pour l’équation générale du deuxième degré,

— c, ;

pour l ’équation générale du troisième degré, ·

T, Ci, L3 ;

pour l’équation générale du quatrième degré,

1, — Ci, Ci L4, — L4K4;

enfin, pour l’équation générale du cinquième degré,

*, — c 4, c 1Ln ,  — L 3K 6(C i Cj K 5— L j M 3) ,  ĝ Cj K s L 3M 3,

Ms ayant toujours la valeur que nous lui avons précédemment assignée.
Jusqu’ici, nous avons supposé que l’équation proposée et les équa

tions auxiliaires des divers ordres n’avaient pas de racines égales entre 
elles ou égales à zéro. S’ il en était autrement, parmi les fonctions dont 
les signes doivent déterminer le nombre et l’espèce des racines réelles, 
quelques-unes deviendraient nullcs et, par suite, ne-pourraient plus 
servir à la détermination dont il s’agit. Il faudrait alors avoir recours à 
1’uno des méthodes exposées dans les paragraphes IV, V et VI de la 
première section. Pour faire mieux sentir l ’esprit de ces méthodes, je 
vais les appliquer à quelques exemples.

P roblème IV. — Déterminer le nombre et l ’espèce des racines réelles de 

l ’équation binôme
x "  4 - a =  o,

a étant un nombre entier quelconque p o sitif ou négatif.

Première solution. — L’équation proposée étant

i t ' + f l r o .

l’équation dérivée, savoir
x " ·-1—  O,
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aura toutes scs racines égales entre elles et à zéro.·Cela posé, si l’on 
veut faire usage de la méthode indiquée dans le paragraphe IV (pre
mière section), il faudra distinguer deux cas, suivant que n  sera pair 
ou impair.

Supposons d ’abord n pair. Comme l ’équation dérivée n’a qu’une 
seule espèce de racines égales, on n’obtiendra qu’une seule équation 
auxiliaire en y  et une seule équation auxiliaire en z . Pour former ces 
équations auxiliaires il suffira, conformément au paragraphe IY (pre
mière section), d’éliminer x  : i°  entre les doux équations

j r - f - X X (K, =  o, x =  o;

2 ° entre les deux équations

:  +  * X X ( , |= o ,  x =  o.

On a d’ailleurs, dans le cas présent, X  =  x n-Jr a, et, X {n) étant une quan
tité constante et positive, on peut, sans inconvénient, remplacer X (n) par 
l ’unité. Cela posé, les équations auxiliaires cherchées seront respec
tivement

y -+- a — o, z — o.

La première ayant une racine positive lorsque a est négatif et une 
racine négative dans le cas contraire, l ’équation proposée aura deux 
racines réelles dans le premier cas et n ’en aura pas dans le second. De 
plus, l ’équation en z  ayant une seule racine réelle égale h zéro et les 
racines de l ’équation dérivée étant en nombre impair, la différence 
entre les nombres de racines positives et négatives sera nulle dans la 
proposée et, par suite, si a est négatif, les deux racines réelles de 
l ’équation

x n -t- a =  o

seront de signes contraires.
Supposons maintenant n  impair. Toutes les racines de l ’équation 

dérivée étant égales entre elles et en nombre pair, on n’aura plus 
d ’équations auxiliaires k  former et, par suite, la proposée n’aura 
qu’une racine réelle. Pour savoir si cette racine est positive ou néga-
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tive, il suffira d ’examiner si le produit des deux termes de l ’équation 
donnée est négatif ou positif. La racine réelle dont il s’agit sera donc 
positive si a est négatif et négative dans le cas contraire.

Ces résultats étaient déjà bien connus; mais on voit comme ils se 
déduisent naturellement de la méthode exposée dans le paragraphe IV 
(première section). On peut encore les obtenir, ainsi qu’il suit, par la 
méthode du paragraphe Y.

Seconde solution. — Si l’on veut appliquer à l ’équation

œn -+- a =  o

la méthode exposée dans le paragraphe Y (première section), il faudra 
faire

X =  /(ic) — x n-+- a, .X'— f ' ( x )  — hæ» - 1, h) =  n (n — i ) (x  H-

On peut, dans la valeur de f ' { x - \ - h ) ,  négliger le facteur numérique 
n ( n  — i) et, par suite, pour obtenir, conformément à la méthode dont 
il s’agit, les équations auxiliaires en y  et z ,  il suffira d’éliminer x  : 
i° entre les deux équations

y  -t- (æn h-  a) { x  -+- /¡)'l_2=  o, x ’l~l — o;

2° entre les deux équations

« +  ®(æ"  +  a) (a; +  /i)”‘ ! =  o, x n~l =  o.

Cela posé, les équations auxiliaires cherchées seront respectivement

et, comme on ne doit tenir compte que des racines inégales de ces 
mêmes équations, on pourra les supposer réduites à

y  ■+■ ah'1-'1— o, 3 =  0.

La différence moyenne entre les nombres de racines positives et 
négatives- de l’ équation en y  se trouve ici déterminée par la valeur
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moyenne du produit
— a h "·-1,

valeur qu’on obtient en supposant alternativement dans ce produit 
l’ indéterminée h positive et négative et prenant ensuite la moyenne 
entre les deux résultats. La valeur moyenne dont il s’agit sera donc 
égale à '

— a h " - 1 +  a h " - 1* -----------------------i

c ’est-à-dire nulle si n est un nombre impair; mais, si n est un nombre 
pair, elle sera positive ou négative, suivant que a sera négatif ou po
sitif. Sous cette condition, le nombre des racines réelles de l’équation

Æ" +  fl =  O ·

se trouvera déterminé par les deux fonctions

i , — a h " - 1.

La dernière de ces fonctions devant être remplacée par zéro lorsque 
n est impair, l’équation donnée aura, dans cette hypothèse, une seule 
racine réelle. Dans le cas contraire, elle en aura deux si a est négatif, 
aucune si a est positif.

L’équation auxiliaire en s  n ’ayant qu’une seule racine réelle égale à 
zéro et le produit du terme constant de l ’équation proposée par le 
terme unique de l’équation dérivée étant égal à

a x " ~ x,

la valeur moyenne qu’obtient ce dernier produit, lorsqu’on y donne 
successivement à a? deux valeurs égales et de signes contraires, suffira 
pour déterminer la différence entre le nombre des racines positives et 
le nombre des racines négatives de l’équation donnée. Si n est un 
nombre pair, cette valeur moyenne étant nulle, l’équation donnée aura, 
dans cette hypothèse, autant de racines positives que de négatives ; mais 
si n est un nombre impair, auquel cas la proposée a toujours une seule 
racine réelle, cette racine sera positive ou négative suivant que le pro-
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duit aæ n~ l sera négatif ou positif, c ’est-à-dire suivant que la quantité a 

sera elle-même négative ou positive.
Il serait facile d ’appliquer les méthodes précédentes aux équations 

trinômes de la forme
x a -1- a x ' l~ 1 h- b =  o.

En effet, une semblable équation a pour première dérivée

, fl — I
x n~ x-\-------- a x n~ * =  o,

n

et l ’on voit au premier abord que celle-ci a toutes ses racines réelles 
et nullcs, à l ’exception d ’une seule qui est égale à

n — i---------- a.
n

Mais nous ne nous arrêterons pas plus longtemps sur cet objet et nous 
nous contenterons d ’ajouter ici quelques développements relatifs à la 
méthode exposée dans le paragraphe VI de la première section.

Problème V. — Déterminer le nombre des racines réelles dans les équa

tions générales dès cinq premiers degrés.

Solution. — L’équation du premier degré ne présente aucune.diffi
culté puisqu’elle a toujours une seule racine réelle. De plus, nous 
avons donné ci-dessus (problème III, corollaire I) les fonctions dont 
les signes déterminent ordinairement le nombre des racines réelles 
dans les équations générales des deuxième, troisième, quatrième et 
cinquième degrés; mais lorsque ces fonctions, ou du moins quelques- 
unes d’entre elles, viennent à s’évanouir, on ne sait plus si elles doivent 
être considérées comme positives ou comme négatives. Il nous reste

il
maintenant à faire voir comment la méthode du paragraphe VI (pre
mière section) peut servir à lever cette difficulté. Je supposerai, comme 
dans le paragraphe dont il s’agit, que l ’équation donnée n’a pas de 
racines égales. Si le contraire avait lieu il serait facile de l ’en débar
rasser par les méthodes connues.
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Cela posé, désignons toujours par

x n -4- n ( 11 — t ) 
i . 2

a2x n~'i
n ( n — i )
----------------------  C tn — 2 O0~ H-  d d j i — i  00 H ~ O

l’équation donnée, n pouvant être un quelconque des nombres 2 , 3, 4 
ou 5. Faisons de plus, à l ’ordinaire,

C i= a 2— a\,

,2 C i — a t — 3 a i a i -sr  2 a \ ,

3 c s = a 4 — 6 a \a 2—  3 a\,
kck —  a -a— 'oa^ak-\- ioa\ a3— ioa2a2-h l\a\.

Comme par hypothèse l’ équation donnée n’a pas de racines égales, le 
dernier terme de l ’équation aux carrés des différences, représenté par

A »=  nn{n — i)'i - 1K,(,

aura nécessairement une valeur positive ou négative différente de zéro. 
Supposons maintenant que parmi les fonctions trouvées ci-dessus (pro
blème III) quelques-unes s’évanouissent; alors, pour suivre la méthode 
du paragraphe VI (première section), il suffira d ’attribuer à chacune 
des quantités

dt^y d$y #4* dg

ou, ce qui revient au même, à chacune des quantités suivantes

Cl9 2̂? 3̂?

un accroissement très petit mais arbitraire, positif ou négatif, et d ’éta
blir entre les accroissements de ces mêmes quantités un ordre de 
grandeur déterminé, en sorte qu’on puisse toujours négliger les uns 
par rapport aux autres. Désignons par h,·, h2, h 3, h h les accroissements 
d e c ,, c.2, c3, Si l ’on fait varier ces quantités de leurs accroissements 
respectifs dans les fonctions qui se trouvaient réduites à zéro, ces 
fonctions cesseront de s’évanouir et leurs signes détermineront, à 
l’ ordinaire, le nombre des racines réelles de la proposée.. Il suffira 
même, dans beaucoup de cas, de faire varier seulement une ou deux
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des (fuantités que l’on considère. Appliquons ces principes aux équa
tions générales du deuxième, du troisième, du quatrième et du cin
quième degré.

/
. Premier exem ple. — Considérons l’équation générale du deuxième 
degré

Les fonctions dont les signes déterminent ordinairement le nombre de 
ses racines réelles sont, comme on l ’a déjà fait voir,

I, — Ci.

Ici la fonction c, est la seule qui puisse devenir nulle; mais cette fonc
tion, même étant égale à K2, ne s’évanouira jamais tant que les racines 
de la proposée seront inégales entre elles, ainsi que nous l ’avons admis 
ci-dessus.

Deuxième exemple. — Considérons l ’équation 
degré

x z-\-Zalx --srZ aix-\- «3 =  o.

générale du troisième

Le nombre de scs racines réelles est ordinairement déterminé par les 
signes des trois fonctions

i ,  — Ci, c,L 3.

Comme la fonction K3 n’est pas nulle par hypothèse, il en sera de- 
même de la fonction L3 qui lui est égale; mais il peut arriver que 
c h s’évanouisse. Dans ce cas, on devra remplacer c s par A, ; d’ailleurs, 
puisque l’on peut supposer à volonté A, positif ou négatif et que ces 
deux hypothèses doivent conduire au même résultat, il sera nécessaire 
que les deux fonctions

Iii, h i L3

soient de signes contraires; car s’ il en était autrement, si par exemple 
ces deux fonctions étaient positives dans le cas où l’on suppose A, né
gatif, elles deviendraient toutes deux négatives lorsque A, serait positif;
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et, par suite, on arriverait à des conclusions différentes,'suivant que 
l ’on admettrait l’une ou l ’autre des deux hypothèses dont il s’agit. 11 
suit encore de la remarque précédente que, dans le cas où c, devient 
nul, la quantité L3 doit.être positive; c ’ est ce dont il est facile de 
s’assurer directement, car L3 se réduit alors à e;. Dans le même cas, 
les deux fonctions

hl, hih3

étant de signes contraires, on peut en faire abstraction et il en résulte 
que le nombre des racines réelles de la proposée est simplement égal à 
l ’unité.

En général, lorsque c, est positif ou nul, L3 est posltil et les deux 
fonctions

--- Cl, Ci U

doivent être considérées comme affectées de signes contraires. On peut 
donc alors les remplacer par les deux suivantes

i, L3.

D’ailleurs, lorsque c, est négatif, on peut remplacer encore

et
— c, par i

c,L3 par — L3 =  — K3.

On pourra donc, dans tous les cas possibles, substituer aux trois fonc
tions données les suivantes

i, i, — Ks.

Ainsi l ’équation proposée aura trois racines réelles si le dernier terme 
de l’équation aux carrés des différences est négatif; elle n’en aura 
qu’une si ce terme est positif.

Troisième exem ple. — Considérons l ’équation du quatrième degré

6 « 2̂ 2-+- n4= o .

Le nombre de ses racines réelles est ordinairement déterminé par les
ORuvres de C* — S. Il, t .  I.  . 3 l
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signes des quatre fonctions

i, — c „  C[Lt, — L4K4.

La quantité K, n’est pas nulle par liypothèsç; mais les quantités c, et 
peuvent être ensemble ou séparément égales à zéro.
Supposons d’abord que c, seule s’évanouisse; L4 se réduisant alors 

à c“ sera nécessairement positif et, d’ailleurs, en raisonnant comme 
dans le deuxième exemple, on fera voir que les fonctions

Cl, c j L 4 .

doivent être considérées comme affectées de signes contraires. On 
pourra donc en faire abstraction et, dans ce cas, le nombre des racines 
réelles sera uniquement déterminé par les signes des deux fonctions

i , L4K4

ou, ce qui revient au même, des deux suivantes

*, - K 4.

Supposons, en second lieu, que L4 seule s’évanouisse. Si l’on fait 
varier c2 de A2, la variation de L4 sera

8 C| Cj /ig·

On pourra donc, en négligeant les facteurs numériques et les facteurs 
carrés, substituer aux deux fonctions

les deux suivantes
' Ci l4, — É4K4

2̂^2» CjC2K4/i2;

et, comme le signe de h 2 est tout à fait arbitraire, ces deux fonctions 
devront être de signes contraires, à moins toutefois que c.2 ne soit nul. 
Si ce dernier cas avait lieu, elles se réduiraient à zéro; mais alors, en 
faisant varier c{ de h {, on trouverait, pour la variation de L4,

—  0  c , c 3 A ,
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et l’on ferait voir encore que les fonctions

C\ L4, --L4K4

doivent être considérées comme affectées de signes contraires, à moins
que c3 ne soit nul. D’ailleurs, comme on ne peut supposer en même
temps ,

c2= o ,  c3= o
sans avoir aussi

on voit que, en excluant cette dernière hypothèse,, ou pourra toujours 
faire abstraction des deux fonctions

C|Lt, — L4K.4

dans le cas où L4 s’évanouirait.
11 est facile d ’arriver directement à la môme conclusion en prouvant 

que, dans le cas où l’on suppose

L4 =; o,

les deux quantités c ,,  K* sont nécessairement de même signe; et, en 
effet, on a, dans cette hypothèse,

_  f ' 2 C 2 ( c f  +  C 3 ) '  2

K* - L ; ^  J "
Ainsi, dans le cas que l’on considère, les fonctions qui doivent déter
miner le nombre des racines réelles se réduisent à

I, — C,

ou, ce qui revient au même, à

., - K t.

Supposons enfin que l’on ait en même temps

C i  “  o, L4 — o;

il sera facile de faire varier à la fois c,, c2 et c.s de manière que, l’ une
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des quantités c ,, L4 restant nulle, l ’autre cesse de s’évanouir. On ren
trera par ce moyen dans l’une des deux hypothèses précédentes. Ainsi, 
par exemple, si l ’on augmente c3 de h3 sans faire varier c , , L4 obtiendra 
une valeur différente de zéro et l’on rentrera dans le premier des deux 
cas que nous avons considérés ci-dèssus. Il suit de cette remarque que, 
dans la dernière hypothèse comme dans les deux autres, le nombre 
des racines réelles sera déterminé par les signes des deux fonctions

i, - K 4.

De plus, comme en'supposant c·, =  o , L* =  o , on a
c 3 : o et K4= — (¿c*)*,

la fonction — K, sera positive et, par conséquent, la proposée aura 
deux racines réelles.

Quatrième exem ple. — Considérons l’équation générale du cinquième 
degré

œs +  ioa2ic3-!- ioa3a?2-t- 5akx  -t- a-0—  o.

Les fonctions dont les signes déterminent ordinairement le nombre 
de ses racines réelles sont, comme on l ’a fait voir,

i ,  — C], CjEj, — LjKstc icJK j L .M .) , L 3M3.

Comme on suppose les racines de l’équation donnée inégales entre 
elles, K3 a nécessairement une valeur différente de zéro; mais les trois 
quantités

Cl? Es? c i c l ^ i ---  R 5 M 5

peuvent s’évanouir ensemble ou séparément et, par suite, les fonctions 
données peuvent devenir nulles dans quatre hypothèses différentes que 
nous allons examiner successivement.

x° Supposons que, des trois quantités que l’ on considère, la pre
mière seule ou c { s’évanouisse. On fera voir, comme dans le deuxieme 
exemple, qu’on peut ne tenir aucun compte des deux fonctions

c,, Ci L3.
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I)c plus, L5 étant alors nécessairement positive, on pourra, dans les 
fonctions où cette quantité entre comme facteur, la remplacer par 
l’unité et, par conséquent, il suffira, pour déterminer le nombre des 
racines réelles de la proposée, d ’avoir égard aux signes des trois 
fonctions

I, K 5 M 5 ,  Mg.

Les deux dernières seront de signes contraires si K5 est positif : la 
proposée n’aura donc alors qu’une racine réelle; mais si K5 est négatif, 
les deux fonctions dont il s’agit seront de même signe et, comme le 
nombre des fonctions négatives ne peut évidemment surpasser le 
nombre des positives, les deux fonctions que l’on considère seront 
nécessairement positives, d’où il suit que l’équation donnée aura trois 
racines réelles. On conclut aisément de ces remarques que, dans le 
cas où c, =  o, le nombre des racines réelles peut toujours être déter
miné par les signes des trois fonctions

1, 1 , — K5.

2 0 Supposons que des trois quantités

Ci ,  L„ CjCjKj— L 5 Ms

la deuxième seule ou L5 s’évanouisse. On ne pourra supposer dans Ls

9 C1 — 8c2ct = o ;

car on aurait alors nécessairement

C4·— O, C3=  O,  K.5— O.

Cela posé, en faisant varier c, de h t dans la valeur générale de L5, 
on prouvera facilement qu’on peut ne tenir aucun compte des deux 
fonctions

> c ,L s, LjKstCjC^Ks— L5M5)

et que les deux quantités

• C „  K ü t C j C Î K s —  L8M6),
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ou bien encore les deux suivantes

CiC;K5 — L 5 M3, c,Ks,

sont nécessairement affectées de même signe. Par suite, pour déter
miner le nombre des racines réelles de la proposée, il suffira d’avoir 
égard aux signes des trois fonctions

i, — clt c,K5

ou, ce qui revient au même, des trois suivantes

I, O -K ,.

L’équation donnée aura donc une seule racine réelle si K5 est positif; 
elle en aura trois dans le cas contraire.

3° Supposons que, chacune des quantités c,, L3 ayant une valeur 
différente de zéro, la quantité

CiC|Ks— LsMg ·

soit nulle. Dans ce cas, les coefficients de l ’équation auxiliaire en y  que 
nous avons considérée ci-dessus (problème III, quatrième exemple) et 
que nous avons représentée par

a y 3 -+- 3 (3 j 2 -+- 3 y y  -+- d = ' o

satisferont à la condition suivante

ad — (3 y — o.

Alors, des trois fonctions qui déterminent la difference entre le nombre' 
des racines positives et le nombre des racines négatives de cette équa
tion, deux se réduiront h zéro. Mais, en faisant varier les coefficients a, 
¡3, y, o do quantités très petites et de signe arbitraire, on prouvera 
facilement qu’on peut faire abstraction des deux fonctions dont il s’agit 
et déterminer uniquement la difference cherchée par le signe de la 
fonction

—  yd.
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On doit toutefois excepter le cas où l ’équation en y  aurait des racines 
égales et ceux où quelqu’un des coefficients a, (3, y, S deviendrait nul. 
Dans tout autre cas, le produit ay et la quantité désignée par A seront 
nécessairement de signes contraires et, par suite, les quantités K3, L5 
seront de même signe. De plus, comme on peut, en négligeant les 
facteurs carrés, remplacer la fonction

par la suivante
-- yâ

Ç\ L ,̂

on pourra encore, en vertu de la remarque précédente, lui substituer 
celle-ci

C, K5;

et l’on aura enfin, pour déterminer le nombre des racines réelles de 
l’équation du cinquième degré proposée, les trois fonctions suivantes

1 ,  C j ,  C i  I \  $

que l’on peut aussi remplacer par ces trois dernières

—  K,.

Il reste à savoir ce qui arriverait si, dans l ’hypothèse précédente, quel
qu’une des quantités a, ¡3, y, S se réduisait à zéro ou si l ’équation 
auxiliaire en / 'avait des racines égales.

Il suit évidemment de l’équation .

ad — (3y =  o

qu’une des quatre quantités a, ¡3, y, S ne peut devenir nulle sans 
qu’une des quantités a, §  le soit aussi; d ’ailleurs, c , et K5 n’étant pas 
nulles par hypothèse, on ne peut avoir

sans avoir aussi
sc — o ou â =  o 

C.rro OU Ns— O,

c ’est-à-dire sans que l’ équation auxiliaire en y  acquière deux racines
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égales nulles ou infinies. Il suffira donc d ’examiner le cas où, l’équa
tion en j  ayant des racines égales entre elles, c,cJK5 — L5M5, et par 
suite a§ — py, s’évanouit.

Il est donc aisé de voir que, pour satisfaire aux deux conditions 
précédentes, on est obligé de supposer à la fois

u — O, CjĈ Kü— LsM6= o,

ou bien
ô =  o, CjĈ Ks— L6M3= o,

ou bien encore
(32 — ocy — o, CjC^Kü— L5Ms= :o.

Supposons d’abord

CL — o, Cj c\ K5 — Ls Ms =  o.

Kg et L5 n’étant pas nuis par hypothèse, on aura nécessairement

Ci=  O, Mg=0.

De plus, lorsque c* s’évanouit, on a 

M8= 9 c*(4c1c, — 3c2) (3c2 — 5c2c3+  5c,c2) =  g N5(3c2 — 5c2 c:t-+- 5c,c|); 

et, puisqu’on ne peut supposer à la fois

Ck= O, c3= 0 ,

si 4 c ,c ,  — n’est pas nul, l’équation M3=  o se trouvera réduite à

3'c2— 5c2c3+ 5 c jc 2 =  o.

Dans le même cas, si l’on fait varier c, de h ,, c, de h 3, cs de A.,, la 
variation de M5 sera en général

9 t 5 ( c I —  2 C , c3) A i +  i o c 1c, / j, +  ( 6 c3—  5 c2) A s] N b ;

et, comme on ne peut avoir en même temps

c\ — 2 Cj C3 =  O, c,c2= : 0, 6c3— 5 c\ =  O

sans avoir aussi
K 5 = c 4 =  o ,
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bn pourra toujours, en négligeant deux des accroissements A,, A2, A3 

vis-à-vis du troisième, réduire la variation dont il s’agit à l ’une des 
trois suivantes -

45 (c| — 2 c1c3)N6A1, 90^ c2N5/i8, 9 (6 c3— 5c|)N3/i3.

Cela posé, la variation
C 1 C ! ^ 6 --- L 5 M 5  t

sera proportionnelle à l’un des accroissements A,, A2, A3. Le signe de
chacun d’eux étant tout à fait arbitraire, il en résulte que les deux
fonctions .

— L,Kl (c1c*Kl— L,M,). CjciK,— L,M,

devront être considérées comme affectées de signes contraires et que 
les deux quantités L5, K5 seront nécessairement de même signe. Il est 
aisé d ’en conclure que le nombre des racines réelles de la proposée 
sera encore déterminé par les signes des trois fonctions

— K5-

Si, pour satisfaire l ’équation Ms =  o, on supposait N5=: o, la seconde 
des équations ( 1 0 ) ,  savoir . .

ck x z 4 - 3 c3 ¿c2 +  3 Ci x  4 - c, =  o,

ayant alors des racines égales, la proposée aurait nécessairement des 
racines imaginaires. On pourrait donc assurer qu’elle a trois racines 
réelles si K5 est négatif, une seule si K5 est positif; ce qui revient à 
déterminer le nombre des racines réelles par les signes des trois 
fonctions

1 , I, — K3.
Supposons maintenant

5 — 0 , c, c£K5— L5M3= o.

c, n’étant pas nul par· hypothèse, j ’équation 0 =  0 entraînera la 
suivante ·

".N,= o; ·' ■

et, par suite, il suffira toujours, pour déterminer le nombre des racines
OF.uvrcs de C. — S. Il, t. I. 32
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réelles, d ’avoir égard aux signes des trois fonctions

i, i, — K5.
Supposons enfin

(3.s — ay =  o, CiC^Ks— L5M5=  o.

La dernière de ces deux équations pouvant être mise sous, la forme
*

,<x8 — (3y =  o,
on aura en même temps

P2 * P*y =  — > à=i~·• · · ‘ a. a-

Cela posé, l ’équation auxiliaire en y  deviendra

( a /  +  (3)8= o

ou, ce qui revient au même,

( c4 K5y — m 5)2= o .

Cette dernière équation aura ses trois racines réelles égales et positives 
si M5 n’étant pas nul K3 et M3 sont de même signe et, dans ce cas 
seulement, la proposée pourra avoir toutes ses racines réelles. Pour 
qu’elles le soient en effet, il sera de plus.nécessaire que c, soit négatif 
et que la seconde des équations ( 1 0 ) ait ses trois racines réelles et 
inégales, ce qui entraîne la condition

Ns< o .  .

Ainsi, toutes les racines de la proposée seront réelles si l’ on a en 
même temps

c ,< o ,  «<5 — (3y =  o, (3>— ay =  o, K5M5> o ,  N6< o  .

ou, ce qui revient au même, si l ’on a

C !<o, c,c|K5— LsMs= o ,  K5L6N5— M| =  o , K5M5> o, N 6< o .

Dans cette hypothèse, K3 et Ms étant de même signe, il faudra, pour
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que l’équation c {c\K5 — L5M5 =  o puisse avoir lieu, que L5 soit néga
tif. De plus, comme N5 est aussi négatif, l ’équation K5LSN5 — Ml; =  o 
entraînera la condition K5>  o et, par suite, on aura encore M5>  o. Si 
les conditions précédentes ne sont pas satisfaites et que la quantité

— L3M5

vienne à s’évanouir, le nombre des racines réelles de l ’équation donnée, 
ne pouvant être égal à 5, sera nécessairement déterminé par les signes 
des trois fonctions

1 » i f K5.

4° Jusqu’ ici nous avons supposé que des trois quantités 

c i t  L5, c i c l  K5— L5M6

une seule devenait nulle. Mais il peut arriver que deux de ces quantités 
ou toutes trois à la fois se réduisent à zéro. Au reste, il est facile de 
prouver que, dans cette hypothèse, on aura nécessairement

Cü— O.

Car, si c, n’étant pas nul les deux quantités Ls, c, c ; K s — L5M5 venaient 
à s’évanouir, on aurait en même temps les deux équations

^4^8—: O, Ls= 0 ,

auxquelles il est impossible de satisfaire tant que l’on attribue à K5 

une valeur différente de zéro. D’ailleurs, en faisant varier c.,, c 3 et c* de 
quantités très petites mais arbitraires, on ramène facilement l’hypo
thèse précédente à celle où, des trois quantités

c u  U ,  Cjc|K8— L8MS,'

la première toute seule s’évanouit. On peut donc assurer que, dans 
cette même hypothèse, le nombre des racines réelles est uniquement 
déterminé par les signes des trois fonctions

o  i - K 8.
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Corollaire / .  — En résumant tout ce qui a été dit ci-dessus, on arrive 
aux conclusions suivantes :

Lorsqu’ une équation du deuxième ou du troisième degré a toutes 
ses racines inégales entre elles, le nombre des racines réelles se trouve 
déterminé, si l ’équation est du deuxième degré, par les signes des 
deux fonctions

et, si l’équation est du troisième degré, par les signes des trois fonctions

i, I, — K3.

Lorsqu’une'équation du quatrième ou du cinquième degré à toutes 
ses racines inégales entre elles, le nombre des racines réelles de cette 
même équation est déterminé par les fonctions données ci-dessus (pro
blème III, corollaire I), pourvu toutefois qu ’aucune de ces fonctions 
ne s ’évanouisse; mais si quelques-unes d’entre elles se réduisent à 
zéro, alors les fonctions, dont les signes déterminent le nombre des 
racines réelles, sont, pour l’ équation générale du quatrième degré,

I, K4,

et, pour l’équation générale du cinquième degré,

I, I, — K5.

On doit seulement excepter, relativement à l ’équation générale du 
cinquième degré, le cas- où la quantité L5M5 étant nulle on
aurait de plus ,

c , < o ,  Ns<  o, K5M5>  o, KsLsN5— Mj =  o, 

auquel cas les cinq racines seraient toutes réelles.

Corollaire II: —- On peut facilement comparer, jusqu’au quatrième 
degré> les résultats que nous venons d’obtenir avec les conditions à 
l ’aide desquelles on fixe ordinairement le nombre des racines réelles'; 
et, d’abord, il suit de la théorie précédente que, dans les équations du
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deuxième et du troisième degré, le nombre' de ces racines est toujours 
déterminé par le signe du dernier terme de l ’équation aux carrés des 
différences, ce que l’on savait déjà. ’

Je passe à l’équation du quatrième degré. La méthode par laquelle 
on détermine ordinairement le nombre de ses racines réelles sé réduit 
à ce qui suit. On commence par examiner si le dernier terme de l’équa
tion aux carrés des différences est positif ou négatif. Lorsqu’il est 
négatif, on en conclut que la proposée a deux racines imaginaires. 
Lorsqu’ il est positif, toutes les racines sont à la fois réelles ou imagi
naires j elles sont réelles si l ’ori a en même temps

C\ <  o ,  C3—  3 c \ < o ;

elles sont imaginaires si l ’une ou l ’autre des deux conditions précé
dentes vient à manquer.

On peut arriver aux mêmes conclusions par la considération des 
quatre fonctions trouvées ci-dessus, savoir

. ' U Cj, Ci L4, L4K 4;

et, d ’abord, si K, est négatif, le produit de ces quatre fonctions étant 
aussi négatif, les fonctions négatives seront en nombre impair. D’ail
leurs, le nombre de ces dernières ne pouvant surpasser le nombre de 
celles qui seront positives, on aura nécessairement, dans l’hypothèse 
dont il s’agit, une fonction négative, trois positives, et, par suite, deux 
racines réelles. Ce résultat subsiste dans le cas même où quelques-unes 
des fonctions données s’évanouissent; car les deux fonctions

I, K4,

qui déterminent alors le nombre des racines réelles, étant toutes deux 
positives, indiquent deux racines de cette espèce dans l ’équation pro
posée.’ . .

Supposons maintenant K4 positif. Les quatre fonctions données 
seront positives si les quantités c ,, L4 sont toutes deux négatives; et, 
dans ce cas, la proposée aura ses quatre racines réelles. Mais si l ’une
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des. quantités c1t L4 est positive ou si ces quantités le sont toutes deux 
en même temps, le nombre des fonctions positives sera égal à celui des 
négatives ; et, par suite, l ’équation donnée n’aura pas de racines réelles. 
Il en serait encore de même si quelques-unes des fonctions que l ’on 
considère venaient à s’évanouir; car il faudrait alors, pour fixer le 
nombre des racines réelles, avoir recours aux deux fonctions

«, — K4

qui, pour une valeur positive de K4, sont évidemment de signes con
traires. Los conditions nécessaires, mais suffisantes, pour que les 
racines soient toutes réelles sont donc les trois suivantes

K4> o ,  C !<o, L4< o .

Il nous reste à faire voir qu’elles sont équivalentes à celles que four
nissent les méthodes connues, savoir

K4>  o, Ci<  o, c3 3c, <  o.

On peut, aisément démontrer cette assertion ainsi qu’il suit.
Il est d ’abord facile de prouver que, si l ’on a en môme temps

. K4> o ,  c ,< o ,  L4< o ,
on aura aussi

c3— 3 cf <  ô;

et, en effet, la condition K4> o  entraîne la suivante 

( c? -t-c3)8> ( 4 c ü  —  ZciCi +  clY, 

qu’on peut aussi mettre sous la forme

(cî +  c3p > ^ ( c ^ - c î - L 4)!.

Cela posé, si c3 est négatif ou si ca étant positif reste inférieur à c], 

cs —  3cJ sera évidemment négatif. Mais si c3 est positif et supérieur h e , , 
alors, les deux quantités c, — c, et L4 étant positives, on aura

¿1 — c\ —  L4> c*  —  C*.
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Or on a déjà trouvé

(«î +  ^ ) 3> ^ ( ^ - c t - L 4)L
Li

On aura donc par suite

(c? -t-c3)3>  -^(«1 — cj)=.

Si l ’on multiplie les deux membres de cette dernière inégalité par

( ^ ) '

on trouvera qu’elle se réduit à

c\(c\ +  c3) > ( c 3 — c\y,

ou bien encore à
c3(c3— 3 c * )< o ;

et comme, par hypothèse, c, est positif, il faudra nécessairement que 
c3 — 3c3 soit négatif; ainsi, dans tous les cas possibles, lefe trois 
conditions

K4> 0, c , < 0, Lt<  o

entraînent la suivante
c3— 3 c*< o .

Réciproquement, si l’on a en même temps

K3 o, Cj o, c3— 3ct <C o,

on devra aussi avoir nécessairement

L4 <  o ;

et, en effet, les deux quantités c, et c3 — 3c* étant négatives par hypo
thèse, si c3 est positif la valeur de L4 donnée par l’ équation

L4=r +  C3(c3— 3c5)

sera évidemment négative. De plus, K, ne pouvant être positif à moins
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que l ’on n’ait

ci +  c3 >  °>· (c* +  c3)3>  -^ (c3 — c\ —  Lt)2;
Ct

si l’on suppose c 3 négatif on aura

c\ (cî +  c3y >  (c\ +  c3)3 >  i  (ci -  cj -  U ) \
c\

Mais, ca étant négatif, on a aussi

cî (c* H- c3)2< - h ( c 23 — c3)3.
°1

O11 aura donc, par suite,

( c l - c \ ) * > ( c l - c \ - U ) h

Pour satisfaire à cette dernière inégalité on est obligé de supposer que

cl — ç\ el U

sont de même signe; d’ailleurs c“ — c j , étant le produit des deux 
facteurs ' ;

c3 +  Cj, C3---Cj

dont le premier .est positif et le second négatif, a nécessairement une 
valeur négative. Il en sera donc de même de L4. On ne pourra donc 
avoir en même temps

K4> 0, c ,< o ,  · c3— 3c2< o
sans avoir aussi

L4.< o,

ce qui achève do prouver l’ identité des conditions que fournissent, 
relativement à l’équation générale du quatrième degré, les méthodes 
connues et celle que nous avons précédemment exposée.

Quant à l’équation générale du cinquième degré, les conditions que 
nous avons trouvées pour déterminer le nombre de scs racines réelles, 
lorsque ces racines sont inégales, se réduisent h.ce qui suit :

Les cinq racines seront réelles si'lcs quatre quantités

— c „  — L6, K5, CjcIKg— L5M5
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sont toutes positives ou si, la dernière de ces quantités étant nulle, on a

Ci <  o, Ns<  o, K8Mb> o, KbL,N6— Mf =  o.

Dans toute autre hypothèse, la proposée aura une seule racine réelle 
ou bien elle en aura trois, suivant que la condition K3> o  sera ou ne 
sera pas satisfaite. Les conditions qu’on vient d’énoncer peuvent rem
placer celles que fournit l ’équation aux carrés des différences et leur 
sont nécessairement équivalentes; mais il serait peut-être difficile de 
les en déduire directement.

OEuvres de C. ■— S. II, t. I. 33
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Qu’ il soit toujours possible de décomposer un polynôme en facteurs 
réels du premier et du deuxième degré ou, en d’autres termes,, que 
toute équation dont le premier membre est une fonction rationnelle et 
entière de la variable x  puisse toujours être vérifiée par des valeurs 
réelles ou imaginaires de cette variable : c ’est une proposition que l’on 
a déjà prouvée de plusieurs manières. MM. Lagrange, Laplacc et Gauss 
ont employé diverses méthodes pour l’établir et j ’en ai moi-même donné 
une démonstration fondée sur des considérations analogues à celles 
dont M. Gauss a fait usage. Mais, dans chacune des méthodes que je 
viens de citer, on fait une attention spéciale au degré de l ’équation 
donnée, et quelquefois même on remonte de cette dernière à d’autres 
équations d ’un degré supérieur. Ces considérations paraissent étran
gères à la question et M. Legendre est parvenu à s’en passer ( Théorie 

des nombres, i ru Partie, § XIV) en faisant usage du développement en 
série. Je suis arrivé, en suivant la même idée, à une démonstration 
qui semble aussi directe et aussi simple qu’on puisse le désirer. Je 
vais, ici, l ’exposer en peu de mots.

Soit f ( x )  un polynôme quelconque en x .  Si l ’on y substitue pour x  

une valeur imaginaire u -+- v \f — 1 , on aura

(1) . +  i) =  l* +  Qv/— h
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P et Q étant deux fonctions réelles de u et e. De plus, si l’on fait

(2) P -l- Q \f~  1 =  R (cosT 4 - y/— 1 sin'f),

R sera ce qu’on appelle le module de Vexpression imaginaire

P +  Q \F^i,

et sa valeur sera donnée par l ’équation

(3 ) R2=  P2+  Q2.

Cela posé, le théorème à démontrer c ’est que l’on pourra toujours 
satisfaire par des valeurs réelles de u et de v aux deux équations

P =  o ,  Q =  0 ,

ou, ce qui revient au même, à l’ équation unique

R =  o.

11 importe donc de savoir quelles sont les diverses valeurs que peut 
recevoir la fonction R et comment cette fonction varie avec u et v. On 
y parviendra comme il suit.

Supposons que les quantités u et v obtiennent à la fois les accroisse
ments h et k, et soient AP, AQ, AR les accroissements correspondants 
de P, Q, R. Les équations (3 )  et (x) deviendront respectivement

(4) (R +  AR)2= ( P  +  AP)2+ ( Q  +  AQ)2,

i P 4- AP +  ( Q -t- AQ ) y/— 1 =  / (  u H- v y/ — 1 ■+■ h -+- k y/— 1 )

( 5 ) |  = / ( «  +  -+- (h  +  k \ / — 1 )  / i ( «  4 - vy f1  0

[  -+■ (h +  k f 2(u +  v\J— 0 + . . . ,

/ , , / 2, . . .  désignant de nouvelles fonctions. Pour déduire de l’équa
tion ( 5 )  les valeurs de P 4 - AP et de Q -f-.AQ, il suffit de ramener le 

second membi’e à la formep - h q ^ — i .  C’est ce que l ’on fera en substi

tuant à f ( u  4 - e y /^ 1 )  sa valeur R ( c o s T +  < f ^ i  sinT) et posant, en
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outre,
i =  p ( c o s 0 h- \J— i s i n 0 ) ,  

f i ( u  4-  e \J— i). =  IL ( c o s  Ti +  sj - ï  sin T , ) ,

/ 2( îî -H v \ f^ i)  =  R ,(c o s T ,+  i sinT2),

Après les réductions effectuées, l’équation (5 )  deviendra 

i P-+-AP-t-(Q-+-AQ)vÂ^î

( 6 ) | =  R c o s T +  R ,p  c o s ( T t -+- 0) -+- R 2 p2 c o s ( T 2-+- 2  0) -+- . . .

\ + [ R s i u l H - R 1 p s i n ( T 1 +  ô ) + R 2 p2 s in ( T 2 - t - 2 0 ) - + - . . . ] ^ /  — i ,

et l’on en conclura

(7 )

( 8 )

j P  -+- AP =  R c o s T +  Ri p cos  (T,  -+- 0) -h R 2 p! c o s ( T 2-+- 2 0 ) +  . . . ,

I Q -+- AQ =  R sin T -+- R,  p sin (T,  -+- 0) -+- R 2 p2 s i n ( T 2 -+- 2  0) -+-. .

 ̂ ( R - t - A R ) 5 — [ R c o s  1 -H Ri p cos  (Tj +  0 ) +  R 2 p2 co s  ( Tj +  2  0 ) + . . - ] 2

I -+- [ R sin I -+- Ri p sin (Tj -+- 0) -+- R 2 p2 s in ( T 2 - + - 2  0) -+-. . .  p.

Supposons maintenant que, pour certaines valeurs attribuées aux va
riables u et e, l’équation

R =  o

ne soit pas satisfaite. Si, dans cette hypothèse, R, n’est pas nul, le 
second membre de l’ équation ( 8 ), ordonné suivant les puissances 
ascendantes de p, deviendra

R 2 H - 2 R R , p c o s ( T , — T-+-0)  

et, par suite, la quantité
(R  -+- A R ) S — R 2,

ou l’accroissement de R2 ordonné suivant les puissances ascendantes 
de p, aura pour premier terme

2 R R ( p cos  ( T i — T-H 0).

Si, dans la même hypothèse, R, était nul sans que R2 le fût, l’accrois-
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sement de R2 aurait pour premier terme

2 RR2p2 cos (T2 — T-t- 20),

etc., etc. Enfin ce premier terme deviendrait

2RR„pra cos (T„ — T-t- n Q )

si, pour les valeurs données de u et e, toutes les quantités R,, R,, . . .  
s’évanouissaient jusqu’à R„_t inclusivement. D’ailleurs, si l’on attribue 
à p des valeurs positives très petites et à 0 des valeurs quelconques, ou, 
ce qui revient au même, si l’on attribue aux quantités h et k des valeurs 
numériques très petites, l’accroissement de R2, savoir

(R -+- AR)2— R2, .

sera de même signe que son premier terme représenté généralement 
par le produit

(9 ) „ 2 RR„ p's cos ( Tre — T 4- n 0 ) ;

et comme on peut disposer do la valeur arbitraire de 0 de manière à 
rendre cos(T„ — T 4- nQ),  c ’est-à-dire le dernier facteur du produit ( 9 ) 
et, par suite, le produit lui-même, ou positif ou négatif, il en résulté 
que, dans le cas où des valeurs particulières attribuées aux variables u 

et v ne vérifient pas l ’ équation R =  o, la valeur correspondante de R2 

ne peut être ni un maximum ni un minimum. Donc, si l ’on peut 
s’assurer, a priori, que R2 admet une valeur minimum, on devra en 
conclure que cette valeur est nulle et qu’il est possible de satisfaire à 
l ’équation R — o.

Or, R2 admettra évidemment un minimum correspondant à des 
valeurs finies de u et de v si, pour de très grandes valeurs numériques 
de ces mêmes variables, R2 finit par devenir supérieur à toute quantité 
donnée. D’ailleurs, si l’on fait

u 4- v\J— i =  7-(cos5 +  v/r—'~l Sins),

à de très grandes valeurs numériques de u et e correspondront de très
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grandes valeurs de r a t  réciproquement. Donc, pour que l ’on puisse 
satisfaire à l ’équation R =  o par des valeurs réelles et finies des va
riables u et v, il est nécessaire et il suffit que la quantité R2 déterminée 
par les équations

R2-P * -| -Q 2,
( j o ) ____  ____

P +  Q \/— i = / [ r ( c o s «  -I- y/— i sins)]

finisse par devenir constamment, pour de très grandes valeurs de r, 

supérieure à tout nombre donné.
La conclusion précédente subsiste également, que la fonction f ( x )  

soit entière ou non. Elle exige seulement que P et Q soient des fonc
tions continues des variables u e t  a et que les quantités R,, R2, . . .  ne 
deviennent jamais infinies pour des valeurs finies de ces mêmes va
riables.

Supposons, en particulier, que la fonction f ( x )  soit entière et fai
sons en conséquence

f ( x )  =  a0x n +  aix li~i +  . . . +  o „ _ -+- a„.

Les équations ( to) donneront

P +  Q y/— i =  / (r  cosz +  r sin s i)
=  a0r'1 cosnz +  <7,/-"-’ cos(« — i)s + . . . +  î7„_,/-cos5 +  a„

-H [«o t'n sin/is H- sin (n — i ) : + .  r sius] \/~i,

p = a./·« rcos/.* +  ^  C0S(/,~ -IV' + . . . +  ^  +  £!» J-'L «0 '■ «0 r " -1 «6 r'1

r. ,, T . , o, sin(o — i)s o„_. siiulQ — o0 rn I sin nz  +  - i -------------- ------h . . . +  -----r ,L o0 r  «0 /·«—1J
R5— P*+Q*=flJ/-s» i -+- ■2 ( l i  COS 5

«o 3 ) ' £ ] ·
Or, il est clair que, pour de très grandes valeurs de r, la valeur précé
dente de R2 finira par surpasser toute quantité donnée. Donc, en vertu 
de ce qui a été dit plus haut, on pourra satisfaire par des valeurs réelles 
de u et de v à l’équation ' ·

R =  o,
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ou, ce qui revient au même, aux deux suivantes
P =  o,  Q =  o.

.Au reste, la méthode ci-dessus exposée n’est pas uniquement appli
cable au cas où la fonction f(x) est entière; et, lors même que celte 
fonction cesse de l’être, les raisonnements dont nous avons fait usage 
peuvent servir à décider s’ il est possible de satisfaire à l’équation

f{æ) = o

par des valeurs réelles ou imaginaires de la variable x.
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MÉMOIRE

SUR UNE ESPÈCE PARTI CULI ÈRE

DE MOUVEMENT DES FLUIDES.

Journal de l ’École Polytechnique, XIXe Cahier, t. XII, p. 204; 1823.

Lorsqu’un fluide se meut dans un vase de figure quelconque, la 
vitesse et la pression en chaque point varient d’un instant à l’autre, 
et, par conséquent, elles dépendent, en général, de quatre variables, 
savoir, le temps et les coordonnées du point quo l’on considère. Ces 
quatre variables se réduiront à deux si le mouvement a lieu de telle 
manière que deux molécules ne puissent occuper successivement la 
même place sans décrire la mêmecoiirbe. Nous allons nous occuper, 
en particulier, de celte espèce de mouvement d’une masse fluide qu’on 
peut appeler mouvement p a r filets. Pour le déterminer plus facilement, 
nous commencerons par établir un théorème qui se rapporte aux 
fluides en équilibre et dont voici l’énoncé :

T h é o r è m e . — Concevons que,’ dans un fluide en équilibre, on trace une 

courbe à volonté. Nommons s l ’arc de celle courbe compté à partir d ’un 

point flixe et soient, à l ’extrém ité de cet arc, p  la pression, p la densité, 

P la fo rce  accélératrice. Enfin, désignons pa r a l ’angle compris entre la 

direction de la force  P et celle de la courbe à l ’extrém ité de l ’arc s. On 

aura, en supposant toutes les variables exprimées en fonction  de s,

0 ) dp r>-4- =  p P cos a. 
os r
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Démonstration. — En effet, si l ’on rapporte tous les points de l’espace 
à trois axes rectangulaires et que l’on désigne par X , Y, Z les compo
santes algébriques de la force P parallèlement à ces mêmes axes, on 
aura, en supposant d’abord toutes les variables exprimées en fonction 
de x ,  y ,  z ,

( 2 )

dp
dx
dp
dy

= pX,

=  PY,

D’ailleurs, pour la courbe que l ’on considère, x ,  y ,  z  deviennent fonc
tions de s et si l ’on substitue leurs valeurs en s dans la valeur générale 
de p ,  il en résultera une nouvelle fonction de s qui vérifiera la formule

(3) d p __ dp d x  dp dy dp d z __ /  d x  Y  dy 7 d z \
ds dx ds à y ds -l- àz ds P \  ds ds +  ds J

D’autre part, les cosinus des angles que forment avec les axes la direc
tion de la force P et celle de la courbe proposée à l ’extrémité de l ’arc s 

étant respectivement
X  Y Z
p ’ P ’ P ’

d x  dy dz
ds ’ ds ’ ds ’

on en conclura, pour l ’expression du cosinus de l’angle compris entre 
les doux directions,

(4) cosa = X  dx  
P  ds

Y dy
P  ds

Z ds
P  ds

En vertu de cette dernière formule, l ’équation (3) se trouvera réduite à 

(O ‘ ^  =  PPcos« ,

ce qu’ il fallait démontrer.
On peut remarquer en passant que la pression sera constante dans

OF.uvres de C. — S. II, t, I. 34
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toute l’étendue de la courbe donnée si l’on a cosa =  o, c ’est-à-dire si 
cette courbe est perpendiculaire en tous ses points à la direction de la 
force accélératrice, ce qui s’accorde avec la propriété bien connue des 
surfaces de niveau.

On peut encore remarquer que P cosa représente, au signe près, la 
projection de la force P sur la tangente à la courbe que l’on considère.

Concevons à présent que le fluide se meuve et se partage en un 
nombre infini de filets, de telle sorte que la courbe décrite par 
une molécule, à partir d’un point donné, soit constamment suivie par 
celles qui lui succèdent au même point. Nommons $ l ’arc d’une sem
blable courbe, compté à partir d’une origine fixe dans le sens du mou
vement, et t le temps mesuré à partir d ’une époque fixe. Soient de 
plus, au bout du temps t et à l’extrémité de l’arc s, 
p la densité, 
p la pression, 
v la vitesse,
P la force accélératrice appliquée au fluide,
a l’angle compris entre la direction de cette force accélératrice et la 

direction de la vitesse,
Q la force accélératrice qui serait capable de produire le mouvement 

observé,
¡3 l ’angle compris entre la direction de cette force et celle de la vitesse.
Enfin, imaginons que, la force P étant décomposée en deux autres, 
dont l’une soit la force Q olle-mcmc, la direction de la seconde com po
sante représentée par R fasse, avec la direction de la vitesse e, l’angle y. 
Les quantités p, p, e, P, Q, R, a, ¡3, y seront autant de fonctions des 
deux variables indépendantes s, t et, en vertu du principe général de 
Dynamique, la pression p sera précisément celle qui aurait lieu dans 
l ’état d’équilibre du fluide uniquement soumis à la force accéléra
trice R. Par conséquent, le théorème ci-dessus démontré fournira 
l’équation
( 5) dp „- È  =  pR cosy .
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D’ailleurs, Q et R étant les composantes de la force P, si l ’on projette 
ces trois forces sur la direction de la vitesse, on trouvera

( 6 )  P  coscc =  Q cos(3 R cosy .

Donc, par suite,

(7) ^ j = p ( P c o s a  — QcosP).

Observons maintenant que, si l ’on appelle ce, y, z les coordonnées rec
tangulaires de la molécule située à l ’extrémité de l ’arc s et X, Y, Z les 
projections algébriques sur les axes de la force accélératrice P, la 
valeur de cos a vérifiera l’équation ( 4 ), et qu’on aura, en consé
quence,
, „ ,  rl v  d.x ~rd v  r, dz
(8) P cosoî — X -7 - -4- Y -i f -  + Z -7 - ·v ds ds ds

De plus, la courbe que suit cette molécule pouvant être censée décrite 
en vertu de la seule force accélératrice Q, la variation de la vitesse v, 
pendant un instant très court Ai compté à partir de la fin du temps l, 

pourra être considérée, sans erreur sensible, comme uniquement due 
à la force Q décomposée suivant la courbe dont il s’agit, c ’est-à-dire 
à la force accélératrice représentée par la valeur numérique du pro
duit Qcos(3. Il est aisé d ’en conclure que ce produit sera équivalent, à 
très peu près, à la variation de la vitesse divisée par At. Or, l’espace 
parcouru pendant l ’instant A t étant sensiblement égal à v At et la 
vitesse étant fonction des deux variables s eW, si, pour fixer les idées, 
on suppose

en désignant par e un nombre très petit, on trouvera, pour la variation 
de la vitesse pendant l’ instant A t, une expression de la forme

/ [ î H - ( ( ’ +  e ) A î , t -y-At] — f ( s ,  t).

En divisant cette variation par A t, puis faisant converger A t vers la
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limite zéro, on obtiendra la valeur suivante de Q cos P :

ou, ce qui revient au même,

( 9 )

Si dans l ’équation ( 7 ) on remet, pour Pcosoc-ct Qcos(î, leurs valeurs 
tirées des équations ( 8 ) et ( 9 ), on trouvera définitivement

Telle est la formule différentielle qui exprime la relation existant entre 
la pression et la vitesse dans le mouvement par filets d ’une masse fluide. 
Ajoutons que, dans ce même mouvement, la vitesse v peut être décom
posée en deux facteurs dont l’un dépende uniquement de la variable s 
et l’autre de la variable t. Pour le démontrer, imaginons la masse fluide 
divisée en filets dont les sections transversales soient très* petites et 
varient d’un bout à l’autre d’un filet donné, de manière que les mêmes 
molécules passent successivement par chacune d’elles. La quantité de 
fluide qui passera, pendant un instant très court, par une section plane 
faite dans ce filet perpendiculairement à sa longueur, sera proportion
nelle, d’une part, à l’aire de la section, de l’autre, à la vitesse des 
molécules qu’elle renferme à l’ instant dont il s’agit; et, comme cette 
quantité de fluide devra rester la même pour toutes les positions pos
sibles du plan coupant, il est clair que, à chaque instant, les vitesses 
de deux molécules comprises dans deux sections différentes seront en 
raison inverse des aires de ces sections. Par suite, si v désigne toujours 
la vitesse, au bout du temps t, de la molécule fluide- située dans un 
certain filet à l ’extrémité de l’arc s et si, de plus, on représente par e0 

la vitesse à la même époque d’une autre molécule située dans le même 
filet à l’extrémité de l ’arc s0, î 0 étant une valeur particulière et constante
de la variable s, le rapport ~ dépendra uniquement de cette variable.

Xdx+Ydy + Zdz
d s
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On pourra donc supposer
V— =  pe0

ou

(il) C =  C0p,

¡X étant une fonction de la seule variable s et e0 une fonction de la seule 
variable t, ce qu’il fallait démontrer. Il nous reste à faire quelques 
applications des formules ( i o )  et ( n ) .

Supposons d’abord que le mouvement du fluide soit ce qu’on appelle 
un mouvement permanent, c ’ est-à-dire que la vitesse de chaque molécule 
et la direction de cette vitesse dépendent uniquement de la position 
absolue de la molécule que l ’on considère. Alors, la valeur de v ne 
variant plus avec le temps, on aura

ce qui réduira la formule ( i o )  à

dp f X d x  -\-Ydv -v-Tidz vdv\
(l3) Ts = p { ------------d i --------------- . - * ) ■

Concevons que, dans cotte hypothèse, la densité p ait une valeur cons
tante et que l ’expression

X & + Y ( / /  +  Zrfi

puisse être ramenée, comme il arrive dans beaucoup de cas, à la 
forme d\, X représentant une certaine fonction des coordonnées x, 
y, z. Il deviendra facile d ’intégrer l’équation ( i3 )  ou, en d’autres 
termes, la suivante

04) d p_ fd\ v dv \
ds  ̂\ ds ds )

En effectuant les intégrations par rapport à la variable indépendante s 
à partir de la valeur particulière s =  s0 et désignant par /?0, X0, e0 les
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valeurs particulières correspondantes des variables p , A, v, on trouvera

(15)  — p ^  ^ —

Par suite, si la pression à l ’extrémité de l ’arc s est la même qu’à l ’extré
mité de l’arc s0, on aura simplement

 ̂— ^o— -^(e2— ej) =  °,
et l ’on en conclura

(16) e2— ej =  2(1 — X0) =  2J  ( X d x  -i-Y«?/ +  Z ds).

Il résulte de cette dernière formule que, dans le mouvement permanent, 

une molécule fluide, en parcourant une courbe au x extrémités de laquelle 

les pressions sont égales, gagne ou p erd  la même quantité de force vive 

que gagnerait ou que perdrait dans le vide une molécule solide douée 

de la même masse et de la même vitesse initiale, assujettie à décrire la 

même courbe et soumise au x mêmes forces accélératrices.

Le principe qu’on vient d’énoncer suffit quelquefois pour faire dé
couvrir parmi les circonstances du mouvement celles qu’ il importe le 
plus de connaître. Admettons, par exemple, qu’un fluide pesant et 
homogène s’écoule d’un vase entretenu constamment plein par un ori
fice très petit. Alors, au bout d ’un temps plus ou moins considérable, 
le mouvement devient sensiblement permanent et, par conséquent, la 
vitesse du fluide à la sortie du vase devient à très peu près constante. 
O r’il sera facile, à l ’aide du principe établi, de calculer cette vitesse. 
En effet, la pression atmosphérique étant, à très peu près, la même sur 
la surface supérieure de la masse fluide contenue dans le vase et sur 
la surface latérale de la veine qui s’en échappe, la force vive acquise 
par une molécule, dans le passage de la première surface à la seconde, 
devra être, en vertu de ce principe, le produit de la masse de la molécule 
par le carré de la vitesse qu’acquerrait dans le vide un corps pesant 
descendant de la même hauteur. Donc,’ si l’on nomme h cette hauteur, 
v0 la vitesse de la molécule à son entrée dans le vase et v sa vitesse au 
moment de la sortie, on trouvera, en divisant la variation de la force
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vive par la masse,
(1 7 ) v ^ — v l  —  i g h .

On aura d ’ailleurs, en vertu de la formule ( 1 1 ),

V —  V ^ ,

p. désignant le rapport des sections faites, dans un filet fluide qui ren
ferme la molécule et aux extrémités de ce même filet, par des plans 
perpendiculaires à sa longueur. Cela posé, on tirera de l’équation ( 1 7 )

(1 8 ) \l(->.gh)

V i ' - p )

La valeur de p. devant être très considérable lorsque l ’orifice est très

petit, on peut, dans une première approximation, négliger le terme -h >
P

ce qui réduit la formule ( 1 8 ) à

(19) V =  \/(2gTT).

Les équations ( 1 8 )  et ( 1 9 ) sont celles que l ’on déduit ordinairement 
des calculs fondés sur l’hypothèse dû parallélisme des tranches. Lors
qu’on veut faire usage de l ’équation ( 1 8 ) , on prend pour valeur de p. le 
rapport entre la surface supérieure du fluide qui, en général, est sensi
blement plane et la section minimum de la veine qui sort par l’orifice, 
ce qui serait exact si toutes les molécules fluides, même celles qui 
décrivent des courbes differentes, arrivaient dans le vase et dans la 
section minimum de la veine avec des vitesses communes.

Supposons maintenant que le mouvement du fluide cesse d ’être per
manent. Alors, en substituant dans l ’équation ( 1 0 ) la valeur de v tirée 
de la formule ( ix ) ,  on trouvera

, x dp fXriœ-¥-Ydy’-i-7jdz „udu dvn\
<“ > i = pt----- di------- 15--

Si l ’on admet toujours que la densité p soit constante et que l ’expres-

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



272 MÉMOIRE SUR UNE ESPÈCE PARTICULIÈRE

sion X d x  -t- Y d y  -+- Z dz se réduise à cTk, A étant une fonction des coor
données x ,  y ,  z ,  on pourra intégrer, par rapport à s, l ’équation ( 2 0 ) 
ou, ce qui revient au même, la suivante

( 2 ! ) àp _  . (  . fx dp.
ds “ \ ds 0 ds

et, en désignant par s0, p 0, A0, e0 des valeurs particulières correspon
dantes des variables s , p ,  A, e, on obtiendra la formule

( 2 2 )  p  — P o = p [ ^  — A> —  — O  —  <̂ f j '  p o f e ]

dans laquelle l ’intégrale relative à s est prise à partir de l ’origine s0. 
Enfin, si l ’on suppose que la pression soit la meme aux extrémités des 
arcs î 0 et s, on aura simplement

l ~ 1«—  “ ‘’«(P2- 1) “  ^ t f l xds =  0

et, par suite,

(23) +  =

Le coefficient différentiel ^  étant toujours positif quand la vitesse e0

croît avec le temps et le binôme A — A0 représentant une quantité finie 
indépendante de la variable t, il résulte évidemment de l’équation (2 3 ) 
que, dans le cas où les différences p.2 — 1 , s — s0 sont de meme signe, 
c ’ est-à-dire Jorsque les filets vont en se rétrécissant dans le sens du 
mouvement, la vitesse e0 ne saurait recevoir un accroissement indéfini. 
Donc alors, si cette vitesse a commencé par croître, elle ne s’élèvera 
pas au delà d ’un certain maximum ou, du moins, ne dépassera pas une 
certaine limite. Lorsqu’elle aura sensiblement atteint ce maximum ou 
cette limite, on aura, à très peu près,

(24)

et, par suite,
‘’o ( p ! —  I ) == 2 (A —  A>)
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ou, en d’aulres termes,

( 25 )  —  —

comme clans le cas du mouvement permanent.
Si l’on veut appliquer les formules précédentes à un fluide pesant, 

alors, en supposant que l’on prenne pour axe des x  une droite verticale 
et que l ’on compte les x  positives dans le sens de la pesanteur, on 
trouvera

X — ér> Y = 0 , Z =  0,
d l  =  X d x  4 - Y  dy -\-rLdz — g  dx;

on en conclura
l  — l 0 — f f ( x  — x 0).

Cela posé, les équations ( 2 2 ), (2 3 ) et (2 5 ) deviendront respective
ment '

(26) /> — />«= P [¿'(«  — tf 0) — — 0  — ^  j  f t * ] ,

ctv f*
( 27 ) eü(fx2- j )  +  2 - ^ J  ii d s = 2g - ( x - x 0),

(28) c2— i ' l= z ? g (x  — a?o).

La dernière de celles-ci s’accorde avec l’équation ( 1 7 ), puisque x  — x 0 

représente précisément la hauteur verticale de laquelle descend une 
molécule fluide, en passant du point dont l ’abscisse est x n au point 
dont l ’abscisse est x.

En terminant ce Mémoire sur le mouvement par filets d ’une masse 
fluide, nous ferons remarquer que l’espèce de mouvement désignée 
sous ce nom a nécessairement lieu lorsque la masse entière se réduit à 
un filet fluide contenu dans un tube infiniment étroit. Par conséquent, 
la formule ( 2 6 )  est applicable aux oscillations de l’eau dans un tube 
recourbé (voir la Mécanique de M. Poisson, L iv.V ). Si dans cette même 
formule on attribue successivement aux variables p , x ,  p., s les deux 
systèmes de valeurs particulières qu’elles acquièrent aux deux extré
mités du filet fluide à la fin du temps l et que l ’on désigne ces valeurs

OEuvres de C — S. II, t. I. 35
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particulières par p ', x ' , p/, s‘ ; p ", x " ,  p.", on trouvera

(29)

(3o)

P ' — P o - P

P " ~ P o = P

g { x '  —  x c) — ^e*(p 's — j) — ~ J  fj.ds ,

l’ intégration relative à s devant être faite, dans la première équation, 
entre les limites sn, s’ , et, dans la seconde, entre les limites j„, s". 

En retranchant l’une de l ’autre les deux équations qui précèdent, on 
obtiendra la suivante

(3.) P ~  P g { x " — x ’ )·
di
dt1  f ? ds

dans laquelle l’ intégrale relative à s est prise entre les limites s', s". Si 
l’on suppose d ’ailleurs que la pression p  ait la même valeur aux deux 
extrémités du filet fluide, la formule (3 i )  deviendra

(32) g(x"— æ') — ~  p '*) — p .d s  — 0.

Cotte dernière, dans laquelle e„ désigne la vitesse au bout du temps l 

en un point fini du tube, coïncide avec l’équation ( 2 ) de la Mécanique 

de M. Poisson (Liv. V, § II).
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Journal de l'École Polytechnique, X I X e C a h i e r ,  T o m e  X I I ,  p .  5 1 1 ; i S a ’i.

L’objet que je me propose dans ce Mémoire est de résoudre la ques
tion suivante :

Étant donnée, entre la variable principale cp et les variables indépen

dantes x ,  y ,  z , t, une équation linéaire aux différences partielles et à 

coefficients constants avec un dernier terme fonction des variables indé

pendantes, intégrer cette équation de manière que les quantités

do d*cp 
<P’ d e ’ W ’

se réduisent à des fonctions connues de x ,  y ,  z , . . .  pour l =  o.

( ’ ) C e  M é m o i r e ,  p r é s e n t é  à l ’A c a d é m i e  r o y a l e  d e s  S c i e n c e s  l e  16  s e p t e m b r e  1 8 2 2 ,  e s t  

l e  d é v e l o p p e m e n t  d e  c e l u i  q u e  M .  C a u c h y  a v a i t  d o n n é ,  s o u s  l e  m ô m e  t i t r e ,  l e  8 o c 

t o b r e  1 8 2 1 .  M a i s  il e n  d i f f è r e  q u a n t  à  l a  m a n i è r e  d ’ e n v i s a g e r  la  q u e s t i o n  p r i n c i p a l e  e t  

r e n f e r m e  e n  o u t r e  d e s  a d d i t i o n s  i m p o r t a n t e s .  P l u s i e u r s  d o  c e s  a d d i t i o n s  ô t a i e n t  d é j à  

i n d i q u é e s  p a r  l e s  N o t e s  i n s é r é e s , '  s o i t  d a n s  l e  Bulletin de la Société philomathique p o u r  

l ’ a n n é e  1 8 2 1 ,  s o i t  d a n s  l ’A n a l y s e  d o s  t r a v a u x  d e  l ’A c a d é m i e  d e s  S c i e n c e s  p e n d a n t  la  m ê m e  

a n n é e .  D ’ a u t r e s ,  s a v o i r  c o l l e s  q u i  f o n t  l e  s u j e t  d u  q u a t r i è m e  p a r a g r a p h e  d e  l a  p r e m i è r e  

P a r t i e ,  o n t  e u  p o u r  b a s e  u n  t h é o r è m e  d o n t  l ’a u t e u r  a v a i t  s i g n a l é ,  il  y  a  l o n g t e m p s ,  l e s  

n o m b r e u s e s  a p p l i c a t i o n s ,  d a n s  u n e  l e c t u r e  f a i t e  à  l a  m ê m e  A c a d é m i e ,  e t  à  l ’a i d e  d u q u e l  il 

é t a i t  p a r v e n u  à  e x p r i m e r  p a r  d e s  i n t é g r a l e s  d o u b l e s  l e s  r a c i n e s  r é e l l e s  d ’ u n e  é q u a t i o n  

q u e l c o n q u e  a l g é b r i q u e  o u  t r a n s c e n d a n t e .

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



27G MÉMOIRE SUR L’ INTÉGRATION

La solation générale de celte question peut se déduire d ’une formule 
qui, employée d’abord par M. Fourier dans le Mémoire sur la chaleur, 
a été depuis appliquée à d’autres problèmes et, en particulier, par 
M. Poisson et moi à la théorie des ondes. De plus, les résultats fournis 
par la méthode générale sont, dans beaucoup de cas, susceptibles 
d’être simplifiés à l’aide de quelques autres formules qii’il importe de 
connaître. Nous réunirons ces diverses formules dans la première 
Partie de notre Mémoire et, dans la seconde, nous résoudrons la ques
tion proposée.

PREMIERE PARTIE.

§ I. La formule de M. Fourier, étendue à un nombre n de variables 
x ,  y ,  z , . . .  sert à remplacer une fonction quelconque de ces variables 
par une intégrale multiple dans laquelle x , y ,  z-, . . .  ne se trouvent plus 
que sous les signes sin et cos. Elle peut s’écrire comme il suit :

| f ( x ,  y , -,...) =  J  J  j'...cosa {æ  — fA)cos(3(j —  v)cosy(3 —  ro)...

( x  / (  p, v, ej, ... ) da dp d[3 dv dy dnj ...,

les intégrations relatives à a, /3, y, . . .  étant effectuées entre les limites 
— oo, -i-co et celles qui se rapportent à ¡a, v, n, . . .  entre des limites 
quelconques, pourvu que ces limites comprennent les valeurs attri
buées à x ,  y ,  z , ___Pour rendre plus faciles les applications de cette
même formule, il convient de la modifier un peu en substituant aux 
cosinus des exponentielles imaginaires et d’écrire simplement

( A*,r, *,·■ ■ ) =  (¿)'4/ f  f:·  .
| x  f ( p ,  v, xss, . . . )  da dp d$ dv dy dm. ...

Il est essentiel d’observer que les fonctions renfermées sous les 
signes f f / - -■ ·>  dans les intégrales multiples qui forment les seconds 
membres des équations ( i )  et ( 2 ) , passent du positif au négatif par la 
seule variation des quantités a, ¡3, y ....... Il en résulte que ces intégrales
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multiples pourront devenir indéterminées mais jamais infinies. Toutes 
les lois qu’elles deviendront effectivement indéterminées, il suffira, 
pour faire cesser l ’indétermination, de multiplier dans chacune d’elles 
la fonction sous les signes f f j · · ·  Par un facteur auxiliaire de la forme

^{ka ,  k'{3, k" y, , ■.)^
^ ( 0 ,0 ,0 , . . . )

la lettre ^ indiquant une fonction convenablement choisie ( ( ) et le,  le' ,  

le" ,  . . . désignant des quantités positives infiniment petites qu’on devra 
réduire à zéro après les intégrations effectuées. En supposant, pour 
plus de commodité,

k =  k' =  ¥  =

on réduira le facteur auxiliaire à

_ <b(ka, 7cj3, ky, . . , )  
ù(o, o, o, . . . )

Par suite, on pourra, dans un grand nombre de cas, prendre pour ce 
même facteur l’une des expressions

(5) 1 H- k1 ( a 2 -H (32 -4- y2 H-. . . )

(6) e—k s/a’+p’+y5-!-...

(7)
g-A’(aî+P!+Y,+...))

Nous ajouterons que l ’emploi du facteur auxiliaire suffit pour établir 
les formules ( i )  et ( 2 )  ( 2). C’est ce que nous allons prouver en nous

(*) Est-il possible, dans tous les cas, do choisir la fonction il· de manière à faire cesser 
l’indétermination? Si cette question était résolue négativement, il est clair qu’on devrait 
restreindre les applications des formules (1) et (2) aux seuls cas pour lesquels la condi
tion qu’on vient d’énoncer serait satisfaite. Mais rien jusqu’à présent ne nous porte à croire 
que l’on se trouvo jamais dans l’impossibilité de la remplir.

(2) Lorsqu’on veut choisir le facteur de telle manière que, la formule (1) étant établie, 
on en déduise immédiatement la formule (2). on doit avoir soin de prendre pour

iĵ /ca, k'(, . ..)

une fonction dos variables a, [3, y, . . .  qui ait la propriété, comme les expressions (5), 
(6), (7), de conserver la même valeur, tandis que toutes ces variables ou quelques-unes 
d’entre elles changent d.e signes.
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278 MÉMOIRE SUR L’ INTÉGRATION

arrêtant, pour simplifier les calculs, à la formule ( i )  et nous bornant 
au cas où les variables x ,  y ,  s ,  . . .  se trouvent remplacées par la seule 
variable x .  Dans ce cas, la formule ( i )  se réduit à

(8 ) f { x )  =  — f f cos<x(x — ix)f([x)dad(jL,
2TC J ¡j..

l’ intégration relative à a étant effectuée entre les limites — » ,  -4 -»  et 
l ’ intégration relative à p. entre dos limites p/, p." qui comprennent la 
valeur attribuée à la variable x .  Pour empêcher que le second membre 
de la formule ( 8 ) ne devienne indéterminé, on devra écrire généra
lement

(9) f ,  —

k désignant une quantité positive infiniment petite et ^ une fonction 
convenablement choisie. Il reste à faire voir que la formule ( 9 ) subsiste 
toutes les fois que son second membre converge, pour des valeurs dé
croissantes de k, vers une limite fixe. Or, en effet, si l ’on pose

(10) X =  /* f ,  cosa(ir — p)f(ix)dad[j. ,

on en conclura, en remplaçant dans le second membre a par ^ et p. 
par x  k ¡j.,

r —y

( n )  x =  f  / ' r_ (i, ^ y cosafx / ( ^  +  /l'fx) |ioîrfP·-'
/.·

puis, en faisant k =  o, on trouvera ( 1)

(12) X - A / ( 4

(' ) Il est essentiel de se rappeler que la valeur de x  est par hypothèse supérieure à p.'

et inférieure à p", d’où il résulte que — -¡r~ i ^ X sont deux quantités positives. Pour

bien voir dans cette hypothèse comment l’équation (12) se déduit-de la formule (11), il 
convient d’employer un artifice de calcul semblable à celui dont nous avons fait usage 
dans le Bulletin de la Société philomathique de décembre 1S18 et de partager l’intégrale
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la valeur de A étant fournie par l ’équation

03) A:
1 ( 0

4*(a) cosa/Jt cia clp.

La valeur précédente de A étant indépendante de f(oc),  il suffira pour 
l ’obtenir d ’attribuer à f ( x )  une valeur particulière. Si, pour fixer les 
idées, on suppose

f ( x )  =  e~x \

et, de plus,
p '  =  —  oo, jj." =  oo ;

on (irera des formules ( io ) et ( 1 2 ) , comparées l ’une à l ’autre,

| Ae~x,= f  f  COSa ( x  —  p )  cia dp

I 00 s .  CO

(,4) / =  1 I cos a { æ — p ) d a d p
J — » *-· — OO

I  00 n  00

=  I j  e~V-"~ ensap  cosacc da d p .
\ —  os · - '—  00

Comme on a d ’ailleurs généralement

/
»  1.

e ~ a‘ cos 2 b a da =  7ï 2 e~ h*

definie que renferme la formule (11) en trois antres intégrales, savoir :

r “ r  </*
-r-K

✓ *  il· ( a  ) -SV— — -  C Ü S U p  J(X ■'Ho) ■ A'p ) ch d p ,

J '  J '  ^ COS u p f ( . z - h  A p )  du d p ,

H
P ' - - r

* 4(a)
<Ho) cosotp f (  x - i -  A p )  du d p .

✓ *
Lorsque dans ces trois dernières on fait converger k vers la limite zéro, la deuxième se 
réduit au produit A f ( x ) ,  la première et la troisième s’évanouissent.

Si la valeur attribuée à x  cessait d’être renfermée entre les limites p' et p", alors, en
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et, par suite,

( 1 6 ) c o s  b oc dot =  | — | e
IA

(  e~ax" i
J — oo

le dernier membre de l’équation ( i / j )  se réduira simplement à

i. p 50 — —
it* I e 4 c o sa a ; dot. =  2ite-xl 
' d — »

et l’on conclura de cette équation

(17) A =  27T. ■

On serait arrivé à la même conclusion en prenant

f {x)  =  e - ^

ou bien encore

/ ( ^ )  = 1 -+- ¿r1
7)

etc., etc.
Cela posé, la valeur générale de X deviendra 

( 1 8 ) X =  27T/(#).

En substituant cette valeur de X  dans l’équation ( 1 0 ) et divisant les 
deux membres par 21c, on retrouvera précisément l ’équation ( 9 ) qu’ il 
s’agissait d ’établir. On parviendrait avec la même facilité à démontrer 
la formule

(1 9 )

ijj(ko., /f(3, ky, . ..) 
<p(o, o, o, . . . )

x  cos a (a: —  ¡i) cos ¡3 (y  —  v) cos y (s — ut) . . . 

X f (p,  v,  et,  . . . )  dadp. d$ dv dy c f cr. .

dans laquelle k désigne une quantité infiniment petite.

f a i s a n t  k =  o ,  o n  t r o u v e r a i t

X =  (̂ô) f  tK « ) cosaHrfaflV
o u  b i e n

ip ( a ) cosa(x da dp

e t  p a r  s u i t e  o n  a u r a i t ,  d a n s  t o u s  l e s  c a s ,

X  =  o .
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§ II. Avant d’appliquer les formules précédentes, nous allons en 
faire connaître quelques autres qui conduisent à des résultats dignes 
de remarque.

Considérons d’abord l ’ intégrale définie

(20) da,

la lettre /  indiquant une fonction réelle ou imaginaire. Je dis que, la 
valeur de cette intégrale étant supposée connue, on en déduira sans 
peine les valeurs des intégrales suivantes

(21)

(22)

ba -+- —  ) da, 
4  a;

J  f ( a a i - 2 a h ^ + ^ j  da,

dans lesquelles a et b désignent des constantes positives. Effective
ment, si l’on établit entre les trois variables a, ¡3, y les relations

a \ bp =  a <x-t-. — p

2 a2

1

y  =  oc--------- >• oc
on trouvera

(23)

et

(»4)

f  f ( p ) d $  =  a2j '  f ( a a * + b a  +  ^ ) d a

/»* r»»
/  / ( y 2) a2 f

J — co 0
i r™

+  * * /  /

i  i  ha » Oaoci

aoc2 — 2 a 2 ¿ r  H------5
6 \ ¿/a 
a2/  a5

D’ailleurs, les deux intégrales que renferme lp second membre de 
l’équation ( 2 4 ) se changeant l ’une dans l’autre lorsqu’on y remplace 

1
b2 .

a par —  sont nécessairement égales entre elles.
a2 a

OEuvres de C· — S. II, t. I. 36
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On aura donc encore

(25)

/»» ± r°° / x i  h
J  /(y1)dy =  2aij  f (^aa*-2a*bi +  —¡

— a? I f(a<x-— 2aî bî -Jr —

cia

da.

Cela posé, si dans les premiers membres des équations (2 3 ) et ( 2 0 ) 
on substitue la lettre a aux deux lettres ¡3 et y, on tirera de ces

équations

(26) j  f(aa*-+- ba-h — -É J f {cd )da , ■

(27) J f { a a ^ — 2ai b'1 +  ^ j d a =  / (a^da .

Ajoutons que, les intégrales

J J  f ( a a : - - 2 J b * +  J j  da, b * J  f ( a a ’- - 2 a ï b‘i -\- ~

étant équivalentes l ’une à l’autre, la formule ( 2 7 ) entraînera la sui
vante

(28) f ~ / ( aa* - 2JJ+  ÿ  =  Jî/ _ / ( « ' ) * * ·

Supposons maintenant
/(« * )  =  «-»·.

Comme on a
/-» » i

(29) / e~a°da =  Tz\ 

on conclura des formules ( 2 6 ), ( 2 7 ) et ( 2 8 )

(3o)

(3. )

f  e - na,- bada :
J  —  «5

r e-(â da
J — 00

a ,

H

-TT \ 2 - ■¡i \ e—2ct* b(32)
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Si l’on lait a =  i dans les équations (3 o )  et ( 3 1), puis que l ’on rem-

Ces dernières équations, dont la seconde coïncide avec l’équation ( i o ) ,  
étaient déjà connues. Elles fournissent le moyen de substituer à des 
exponentielles de la forme eb, e±¿í d ’autres exponentielles dont les 
exposants sont proportionnels aux carrés ou aux racines carrées des 
exposants des premières.

Si l ’on désigne par n  un nombre entier quelconque et que l ’on diffé- 
rentic n fois de suite par rapport à b chacune des équations (3o) et (3 i) ,  
on obtiendra les valeurs des intégrales

place dans la première b par 2 b ou par 2 & 1 et dans la seconde
I b2
b par on trouvera

(33)

ou, ce qui revient au même,

(35)
L

et

(36) e
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Ces valeurs seront données par les formules

/ -■ /»* .
! a n Q - a tf-b ct. d x  —  (—  i

— 00

X b

„y* _  f n \ 1 ( ± \ nj7,
xaJ ô b n ' · \ a /  \ 2 a )

n(n  — i ) a n(n  — i )(n — 2 ) (n — 3 ) a*
i bï + . · .

[

i  i 1
2«* ¿»*

dbn
i

1 4\/«6

* ) (  - )
. a  /  V b 1

X |  _ J _  ,l n̂ — 0 1 ( « + i)h( « — l)(/i —  2) (  I
I .·>. (\\jab

—  ·+·

Si dans la dernière on pose n —  i ,  on retrouvera la formule (3 2 ). 
Supposons encore

/ ( a 2) =  e±«V:r‘ .( 3 8 )

Comme on a

( 3 g )

et, par suite,

( 4o )  * /  e±aV - ‘ < ia— I cos a? d.<x

^  cos a1 dcx== Ç  s i n a 2 (io£ =  ^ ^  >

S* 00 ___  /"»»

/  cos a 2 rfa ±  y/— i /

1.

s i n a 2 ^ ) ( i  ±  y/— i ) ,

on conclura des formules ( 2 6 ) et ( 2 7 )

( 4 0

e+(ax^+/>a) -̂i da 

g—(aaM-fia)/-!
2a - \ f -  ·)<

( 4 2 )
— Oa!+A )/ —1 ,p V *VV n̂r —

( j +  y/r--(i)e2®,*, '/- 1,

rfa =  ( —  Y ( ï -
2 a

Si l ’on désigne par «  un nombre entier et que l’on différentie n fois 
de suite par rapport à b chacune des équations (4 1  )  et (4 2 ), on obtiendra
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les valeurs des intégrales
/-»90

(43) /  an e±l««.3+ba)f-i dà

et

(44) ·

285

Ces valeurs seront données par les formules

.-1 w

/  a'1
J~ *■,

e (aa5+ * a ) ^ - i  da.

(45)

__
, 7r\s i H- \/ — i â,le 4,4 v 
\a a ) ŷ/ZTT)'1· ôb,l ~

f nia  — i ) a ,-----

\aa )  v v \2aJ

n ( n — i) ( n — 2 ) ( n — 3 ) «2 
1 .2  ¿A

oo ^5 __

=  ( jL \ TJ S Z ^ E L  à ^ ! ^ _  =  ( _ , ) „ / JL \ V  _  y;;
\2«/ ( - / Z ) ) "  üb» K 1 \ ia )  K V

b \n r<Fï
, w ;

X
n { n  —  i) a .---- n ( n  —  i ) ( / i  — 2 )(/î — 3) a 2! _  ■ - — y “  ' F

/■» «o

«y—x Ci2'4

TT \ *" i H— v/— 1 ¿"e2“ ’*’ /->
¿ 6" =  ( £ ) * < - - ^ > ( 1 )

2 U  _  
2̂a8/;2 v'-i

(46)

l £

>«/ ( ✓ - ! ) “
_ r .  , ” (» - -» )  I : (« +  !)« («  —i ) ( « - a ) /  I y  I

[ « 4 \/abV *-a \4\/«V " T

/  7T \  2 I —  \ ! — I ¿¡II· g-^“ 31/1 Y 1
\ia )  ( — y  1 1 7 )" à b11

JL
7T \2 / /---- \ / a \z i i; i —■ y/— i) ( T ) e~2«“*’ */-1

x  i -
n(n— i) i

=v/:
(n +  i) n(n — i)(/î —  2)

]·1 Wab' 1- 2 V4v/a6

III. A l ’aide des principes établis dans les paragraphes précédents
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il sera facile de transformer l ’intégrale multiple

( 47 )
si x  sita />oo

f f l  · '  · / ( « 2 ·+■ P2 -+- y2 -+- · ■ · ) cosa« cos 6(3 co scy ... dcc dfi dy . . .
—  »  J —  «o —  oo

en une intégrale double, quelquefois même en une intégrale simple. 
Pour, y parvenir, j ’observe d ’abord que, si dans l ’équation (8 )  on sup
pose x  positif, on pourra prendre pour limites de l ’intégration relative 
à p.

P =  o, p — oo;

ce qui donnera
j  si oo si oo

/(■ *)=—J  J  c o s  <x(æ — y.)f([x)da.dp.

)
cos>ct(x — /jl) f(¡¿) da d¡x.

i
TT

00 «

Si maintenant on remplace a par O2 et p, par t2, on trouvera

4 rf ( x )  —  — I  J c o s 6 2 ( x ~ ~ z - )  f ( z 2) 9 d d z d - ^ ,

puis, en écrivant a2 +  (32 +  y 2 -t-. . .  au lieu de x ,

(48) /(« 2+|324-y2+ . .·).=  -  / / c o s 0 2(«2-t-(32H - y2+ . . . - T 2)/(r2) 0 ^TrfT.
0 v o

( 49)

Cela posé, l ’intégrale ( 4 7 ) prendra la forme

/ f i  00 />00 /»« f * 30

-  /  /  *■· /  /  C0SÉ>2( a 2- | - |32 +  y2 +  . . , ~ T2
^ o- —  »  —  oo 4̂ — 00 ^ 0

X  c o s a «  cos¿>¡3 c o s c y . . .  f { z 2)dot.d̂ > d y . . .Qddz dz,

et, par suite, elle ne sera autre chose que la partie réelle F de l’expres

sion imaginaire F -4- G \J—  1 déterminée par l ’équation

f  Sito  S ito  S i t o  Sito  S ito

F -4- G \f^~i ~  ~ /  /  * · · /  /
^  J  _  00 d  _  „  J —  »  J  o  i / o

X c o s a a c o s ¿>¡3 coscy . . .  f { z 2) da d$ dy.. .dddzdz.
( 5o )
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D’ailleurs, en ayant égard à la première des formules ( 4 1)». on trouve

r* co __ __
( 5 i )  / coS«a da. =  / e ^'a.*+a «■)</— 1 ■

On aura de même

n \ 2 i +  v/ - i

e0îPs/^cos6i3i/(3 =  ^

f  e0>Y«̂ 7icos cyrfy 
-- 00

71V  i +  sP T  e- 5 v=i

n: V  1 -+- 4Ü*y'-I

Donc, si l ’on désigne par «  le nombre des variables a, ¡3, y, on 
tirera de l’équation (5 o )

F -4- G \/ — i
( 5 a )  i  4

V7 2 ·

Comme on a d’autre part

L l l  I l e '

on en conclura

i  4 -  J —  i 7 r  / ---------  .  n-----——  =  cos 7 +  U— i sinT>
\/a 4 4

et, par suite,

(53) F +  G y/—̂7 =  [ \ i z v

V/2
—  e

rt9-f- b̂ -\- <‘94-...

En égalant entre elles les parties réelles des deux membres de cette 
dernière équation, puis écrivant à la place de la lettre F l’ intégrale 
qu’elle représente, on trouvera
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Il est donc démontré que l’expression ( 4 7 ) peut être généralement 
transformée en une intégrale double. J’ajoute qu’il est possible de la 
réduire à une intégrale simple, lorsque n désigne un nombre impair. 
En effet, dans cette dernière hypothèse, n — 1 étant nécessairement un 
nombre pair, on déduira de la seconde des formules ( 4 6 ) la valeur de

l’ intégrale

X»
P Q̂»TM- 4 O2 I dd

n- 1 ’

et en faisant, pour abréger,

( 5 5 ) rt2+ ^ + C 2 +  . . .= :p 2

on trouvera

r  I L
‘'O

=  i  f

712 /  2 T N 

2T \ p /
: -

v/2

r  ( „  —  ! .)(-« —  3) I ,—  ( / t  +  i ) ( / t  —  ! ) ( »  —  3)(W —  5) /  I y

x [ ! 4  2 T p v/ ' 4.8  W p /

Cela posé, l’équation (5 2 ) donnera

F +  G y — i
77 -4- 1 77 — 1

(56) x

=:  2

»> ♦> ----  /* » 77 —
- ¿ - ( v / = ! )  2 /  r”  
P 2 0

[ -

- T P /T T

(/i — 1)(» — 3) 1 

4  2 Tp

( / i- t- i) fn  —  t ) ( n  —  3ÏU —  5), 
4T8

2 7T

X

y *

(« + iïïn-0(«-3)(«-5) J  /(t2) dz.
\ 2 t p /  J'

P / ^0

r ( « - ! ) ( « -  3) _I
l.1 4 2T 4 . 8
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et l’on aura- en conséquence, pour des valeurs impaires de n,

: /»  ce ae /»  oo

F = /  / / .. . (32+  y2-t-...) cosaot cosè(3 coscy.. c?(3 d y . . .
U--- oo«-' — 00«-' ---  00

=■  ( # f  ̂  [■  -  ( y  ) V ...]

x  y y y - v ] / ( , ■ > * + y  ̂

["(« — i)(/i — 3) i (/i +  3)(rt +i)(n — i ) ( n —  3)(n —  5)(n — y) (  i y
L 4 a vp

x

x  sni

4 -8 .12

5iU _  TpJ/(T2) dr.

Si, au lieu d’ introduire dans le calcul, la quantité p déterminée par 
l ’équation (5 5 ), on avait supposé

( 0 8  ) ci~ -+~ b*1 -h c~ H- . . . =  s j

alors on aurait trouvé

/J 0
’ ~(W +e \ *

d Q  _ i /**
|/i-i — 2 /«y — o

r v ( 0,T,̂ ) /rî-^-
0» - ‘

( _ , )  2 a" - 1 ( i -  y/^4\ rc2 d 2

( v /^ ) " * '   ̂ /2 T  *  2

et, par suite, on aurait conclu de la formule (5 2 ),

■»“ » —1 _
___ îzd lu i /  n 2

(5g) F -+- G \J— i =  (— i )  2 2'l 7r n — 1
ds 2

/ ( t2) î/t,

(6o)
77 — 1 77—1

F =  (— i) 2 2;t TT d 2 costs2 -------/(T*)dv.
¿s 2

Il suffit de développer cette dernière valeur de F, et de remplacer dans 
le développement obtenu s par p2, pour revenir à la formule (.5 7 ).

Si dans l’équation ( 6 0 ) on substitue à la quantité F l ’ intégrale mul-
OEuvrcs de C. — S. Il, t. I. 37
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tiple que cette quantité représente, et à l'expression

9 n ~ * 1
p ~ c o s r  s*
------

ds 2

l’expression équivalente

n  —  i

t fi * /»« X
-------— t I  co s  s2a f(cc2) dx,
2 d s ~ J ~ ”

on aura définitivement, pour dos valeurs impaires de n,

. . . / ( a 2+  (32 +  y2-l·-. . .) cos  a  co s  ¿¡3 cos  c y . . .  d<xdP> dy ..
— 00 ^ --00 U --- 00

(6i) · S=1 / . .  i
=  (— f) 2 2K_17i 2 — /  cossî ccf(x i)da, 

ds~*~ "

î  désignant toujours la somme a 2 -h b - c- -h ....  A l ’aide do la formule 
précédente, l ’évaluation de l ’intégrale multiple

.. . / ( a 2-h (32 +  y2 +  . . .) cos a a cos ¿>(3 coscy.-. . rfa rf¡3 rfy.. . ,

dans le cas où les variables a, J3, y, ... sont en nombre impair, se réduit 
à'la détermination d ’une intégrale simple do même espèce, c ’est-à-dire 
de la forme

r* eo »
/  / ( a 2) cosaa rfa.
- 00

Si l ’on fait n —  i, l ’équation ( 6 i )  deviendra identique. Si l ’on pose 
n =  3, elle donnera

/ ( a 2 H- j32 -f- y2) cos aot-cosbfi cos cy rfa rf|3 rfy

1
c o s í 2 « y (  a2) rfa(62)
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Les intégrations indiquées dans l’équation (6 2 ) devant s’effectuer entre 
les limites — oo, -1-00 de chaque variable, on peut, sans altérer cette 
équation, y substituer aux cosinus des exponentielles imaginaires. On 
trouvera ainsi

r»  00 /% 04 / ï 00

f i l  / ( a 2 -t- (32-+- y2)e(aa+*P-,-cT)̂ :::‘ doc dp dy
— tx>*J— » * J — ce

(63) { =  ~ !i'izd s f  ·
\J --O©

— - 1— j  f  a e (n«+4M -c> )> a ^ r iy (a î ) r fa .
2 . «2\2J_„

277 v/—

1 (a 2+ & 2+ c 2)

Si maintenant on remplace les variables a, [3, y considérées comme 
représentant des coordonnées rectangulaires par trois coordonnées 
polaires p , q , r, en sorte qu’on ait

(64) <x — rcosp, (3 =  /· s i n j o  c o s ç r ,  y =  r s i n / ?  s i n < / ,

la formule (6 3 ) deviendra ' '

(65)

J >̂7C <̂*2 TT /-»co
/  /  e 2/ ( / ' 2 ) e ( r‘ cos/' +  6sinr ' o s7 + tsi" r siM i ' - v ^ s i n / ? t f / > c f y < i / ·

0 J fl ^0
2 TC( / -— 1 r "

------- 1 /
-t- i?2'l2 “

a i )  doc.

(a 2+  ¿>2-t- c2)2

On en conclura, en posant b =  o, c =  o,

(66) 2 71 ,'2/ ( r2) e'"'cos/>'/—i sin/> dp dr —— 3^ — 1- T cte““/ - * / ( a2) c/a.
a J_«

On aura par suite

2 71 / j  /'2/(/·2 ) e<",+*5+t,)S rcos7> ï sin /? <a?/j é//·

!7l\/—
(a2-h 62-t- c2)

1 />°°
— 1  /  a< 

\2
4M-C)-*«,/-» /(fit2) ¿a;
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d’où il résulte que l ’équation ( 6 7 )  pourra être présentée sous la 
forme

( 6 7 ) n 2 7T s* » ■
/  >'* / ( r 2 ) e 1 “ cosp + h sinr cos 1 + c sin sin7)^ / - *  s in />  (i/?  rfy <ir

27T ,-2 / ( 7,2 ) e l * î+  c! )5> cos r  s i n  p dp dr.

Cette dernière équation se simplifie, lorsqu’on fait, pour abréger,

( 6 8 )  f  i-'f(r*)ear'CIid r = V { à ) ,
‘ ^0

et se réduit à

(6 9) n2 TC

F ( «  c o s / >  4 -  b s i n  p c o s  q +  c  s in / >  s i n  <7) s i n / ?  dp dq

— 2 v : i  F  [ ( a 2 -4- ¿>2 -t- c 2) 2 c o s j o ]  s i n / )  dp.
J 0

Elle se trouve ainsi ramenée à la formule générale établie par M. Pois
son, à l ’aide de considérations purement géométriques, dans un Mé
moire lu à l ’Institut le 19  juillet 1 8 1 9 .

On pourrait encore déduire de la formule (6 3 ) plusieurs consé
quences dignes de remarque. Je me contenterai d’en offrir une nouvelle. 
Concevons que, dans la formule dont il s’agit, on remplace a, (3, y par

A 2a, B23, C-y, eta , b, c par — > — > — ; A, B, C désignant trois nombres
A2 B2 C2

quelconques. On trouvera

1 1 1 /»«o f* «5
A2B2C2 /  / / / (A a 2+B(32-t-Cy2)e(«“+*P+^'/r ‘ rf«cif[3rfy

%J — ca*' — ce*- — «

( 7 0 ) i _  ^ v/3 727T y —
è2 

+  B

î  / ”}2 />2 \  2 1/  — & / ( « * )* « ·

En opérant sur cette dernière équation comme sur la formule (6 3 )
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elle-même, puis ayant égard à l’ équation ( 6 8 ) , on obtiendra la 
suivante

/^TC r% 2 TC 1“J J  F«'O ^0

a c o s p -t- b sin/» c o s q -f- c sin/» sin q

( 7 1)

(A cos2/? -t- B sin-p cos%q +  C sin2/? sin2̂ )2_ 
s\npdpdq

. ■ ' ■ —  -g
(A cos2/? -t- B sin2/? cos2q ·+- C sin2/? sin2»/)2

’ ¡ h /  r [ ( T + T>(A B C )2

Si l’ on suppose en particulier que la fonction indiquée par la carac
téristique F se réduise à l ’unité, on aura simplement la formule

( 7 2 )

27C si n p dp dq

(A  c o s 2/? -+- B  s in 2/» c o s2q +  C s in 2/? s in 2q ) 2

kit
---------- V
(A B C )2

qu’ il est facile de vérifier directement.
Les formules (0 7 ) et (6 1 ) cessant d ’être applicables, lorsqu’on prend 

pour ii un nombre impair, il ne paraît pas possible de réduire dans ce 
cas l ’expression ( 4 7 ) à ime intégrale simple. Mais on peut alors la 
changer par le moyen de l ’équation (5 4 ) en une intégrale double qui 
renferme, à la place des quantités a, b> c , la somme de leurs carrés, 
savoir,

a 2 - t -  b% -t- c2 4 - . . . .

Quand on suppose n =  2 , l’équation (5 4 ) devient
06 /% CO

I I /( a2 + P2) cos a a cosí? ¡3 dad$*J —  oc —  » ♦

( 7 3 )
=  4 sin((32T2+  j /W -g -T t fr .

Si l ’on fait en outre
î— 5
P-

T 2 = [ ? . V ,
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on trouvera

(74)
/ ( a 2-f- (32) cos a a cos Z>(3 da d [3

00

sin
¿>2

L) / ( P V) 4 * ^ ·

Ajoutons que le second membre de l ’équation ( 7 4 ) est la somme des 
deux expressions

00 /> 00

sinv cos — P/( pv)  dp.ch,

50 /* 09 . a2 -+- ê2 . ' , ,
cosvsm— ----p /(pv)ccpciv,

dont chacune équivaut à la suivante

. (a2+ è 2i2a (a2+ ¿ 2)̂ (3
am --------------------- COS---------------sin f ( a [ 3) cia c¡?¡3.

Il en résulte que l ’équation ( 7 4 ) peut être présentée sous la forme 
/»» /»»

/  /  / ( « 2+ P 2) cosoacosê(3c/af/|3 '
*- —  00 *■ ' —  00

(75) /*“ /*" . a 2
2 / / sinv cos —
d 0 >-'o

ê2p /(p v ) c/pc/v.

§ IV. L’ intégrale multiple que renferme le second membre de 
l ’équation ( 1 ) (§  I) est comprise, comme cas particulier, dans une 
autre intégrale que nous allons faire connaître, et qui jouit de pro
priétés remarquables. Supposons que, le nombre n des variables a, ¡3, 
y , ... étant toujours égal à celui des variables p., v, vs, . . . ,  on désigne par

M, N, P, . . .

n fonctions différentes de ces dernières. Concevons en outre que, 
parmi les divers systèmes de valeurs des variables ¡a, v , vs, . . .  qui se 
composent de valeurs de p. renfermées entre les limites p.', ¡s.", de 
valeurs de v renfermées entre les limites v', v", de valeurs de w ren
fermées entre les limites gj'I vs", etc., on recherche tous ceux qui satis.-
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font aux équations simultanées

(7 6 ) M =  o, N =  o , P — o, . . . .

Soient respectivement

P =  Po, v =  v„, T O  —  T O (

( 7 7 )
! P  =  P i,  ' v — v,, TO TO·

5

les systèmes dont il s’agit, en nombre égal à m; et construisons l ’ inté
grale multiple

.(78)
¡j.»

. . . c o s a M  cos(3N c o s y P . . . / ( p ,v ,5 T ,  . . .)dadnd^dvdydus.. . ,

en ayant soin, toutes les fois qu’elle devient indéterminée, de multi
plier la fonction sous les signes j 'j 'j ' · · ·  Par un facteur auxiliaire de 
la forme
. ,  ' +  ( £ « ,  À-(3, ky,  ■ . . ) ^

+ ( 0, 0, 0, . . . )

dans lequel ^ désigne une nouvelle fonction convenablement choisie, 
et k une quantité positive infiniment petite. Je dis que l’intégrale ( 7 8 ), 
ou celle qui prendra sa place, savoir,

(7 9 )

/%<*> /»K* /»80 /»

J — «©«/pt/ «/ —»«•'v' 
X  / ( p ,  V, ÜJ, .

+ ( kx,  k (3, ky,  . . .) 
+  ( 0 , 0 , 0 , . . . )

. .) da cl¡j. dfi dv dy drz...

c o s a M  cosj3N c o s y P . . .

aura une valeur en termes finis qu’il sera facile de calculer. Pour le 
démontrer, supposons d’abord que la limite p." de la variable p. soit 
très peu différente de la limite p/, que v" diffère aussi très peu de v', 
ct" de u, etc., et que, parmi les valeurs de p., v, tz, ... renfermées 
entre ces limites respectives, les seules qui puissent à la fois satis-
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faire aux équations ( 7 6 ) soient les suivantes

( 8 0 ) p — p-ç» V =  V0, GJ =  nj0, -----

Alors, si l ’on remplace a, [3, y, ... par Z, ···, et si l’on fait de plus

( 8 1 ) p — p 0-l·- ku, v =  v0+kf>, — kw,

l’ intégrale ( 7 9 ) prendra la forme

( 8 2 )

P·"- P-o V tf— V n
z»°° z* k z»00 n U

J—»J [¿0-^V - o o t /  Vn-V'

d/ ( a ,  0 , y , . . . )
f - — — ----- r cos  ai au +  }p +  w 4 - . , . ± e )

X cos$(a'u +  b'v H- c 'a - ’ + . . .±  s') cosyt«"«« +  b”v +  c"w -+-.,.± 
X f { p o+ /f«, v0+  /fp, m -t- /fw,...) rfa rfurfß rfe rfy dw...,

z, e', e", . . .  désignant des variables qui s’évanouissent avec la quan
tité k,  et

les valeurs que reçoivent les fonctions

dM dM dM
dp' dv dar '

dN dN 
d p ’ d v ’

dN
dm’

b", c", . . .

dP dP dP
d p ’ dv ’ dm’

09 ™0> • » · aux var
[jl, v, ct, . . . .  Si l’on pose maintenant k — o, l ’ intégrale ( 8 2 ) deviendra

(8 3 ) X cos (3 (a' a +  b' v +  c'w 4 - . . . )  cosy (a" u +  b" v p-c" w +  . . . ) · · ·  

X  da du  rfß dv rfy dw . . . .

Toutefois il est essentiel d ’observer que cette dernière expression 
équivaut à l ’intégrale ( 7 9 ) , dans le cas seulement où la quantité p.0 

se trouve renfermée entre les limites p', p", la quantité v0 entre les 
limites v', v", la quantité m0 entre les limites m", etc. Si une seule de 
ces conditions n’était pas remplie, par exemple, si [«.„ était située hors
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des limites p/, p.", les deux quantités

Fo — F' , f" — Fo
— — ’ _ r — F - ’

étant alors, de même signe, se réduiraient l’une et l’autre à +  co, ou 
l’une et l’autre à et par conséquent, les deux limites de u venant 
à se confondre pour des valeurs infiniment petites de k, l ’ intégrale ( 8 2 ) 
aurait une valeur nulle.

11 reste à exprimer en termes finis la valeur de l’ intégrale

(84) <

i r  r  /*” '·· ^ cos ce (a» +  ¿v +  cw> +  . ■ ’.)

X  cos (3 ( a' u +  b' v -t- c' w -4-. . .  ) cos y ( a" u +  b ' v +  c" w  + . . .  ). . .

X  clrj. du dp dv dy d w , . . .

Cette valeur peut être facilement calculée dans le cas particulier où 
l’on suppose

a  —  1 , OII C =  0 , » · · 9

». if 0 V =  0

Oli • * · 9

0J! 0Jl if • · * 9

En effet, si dans la formule ( 1 9 ) on remplace la fonctionna?, y ,  z , . . .)  

par l ’unité, les variables a, fi, y, . . .  par ‘ ĉs variables p.,

v, cr par x  +  ku, y  +  kv, s -F kw , . . . ,  on tirera de cette formule

(85)

co r* 90 /■ » 00

%J — 00 t/ — oe — 00

+ («> (3, y, ...)
+ (0, O, O, . . .) cosaw cos (3 c co s y iv . ,

X  da. du dp dv dy dw. . . =  ( 271)" .

On aura, par exemple, dans le cas de n —  1 ,

s*eo /» »
(86) J J cos a u da du =■ 2 7r;

dans le cas de n =  2 ,

(87) r r n  +[ùni'cosat“cosp(,i/a£/M,ii3d’,;::=47r2·
Etc., etc.

OEuvres de C. — S. II, t. I. 38
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De plus, si dans l ’ intégrale (8 4 ) on fait successivement n =  i,  

n =  i ,  . . . .  on obtiendra les suivantes .

( 8 8 )
r  r ^ ( y .

«  L L L D m -

c o s aau da du,

a(au  -f- bv) c o s ß ( a '  u +  b' v)da du d$ dv.

Etc., etc.
Pour fixer la valeur de l’intégrale ( 8 8 ), on posera

au =  ¡j. ou

cc q u i réduira cette intégrale à la forme

a
44 <*) , ,T-----cos au. d a d u — ziz4(o) r  r

27T
a

les signes supérieurs ou inférieurs devant être adoptés, selon que la 
quantité a sera positive ou négative. On aura par suite

(9°) c o s aau  da du 2 7T
\fa*

\ja- désignant la valeur numérique de a. Pour fixer la valeur de l’inté
grale ( 8 9 ) , on posera successivement

u — buau ~h ov — u ,  ou u — 1---------- >* n

puis
, fj· — bu

a ----------a -h b' ou
__ av — a'\x _

V ab' — a' b ’

et l’on reconnaîtra ainsi que l’ intégrale ( 8 9 ) est équivalente aux deux 
expressions

« / „ X .  cos“ f‘ cosp( “ ' *  b'‘) i a d ß rh-

,, -  - r  r  r  r * f e i l e »a b ' - a ' b J _ J ^ „ 4 ( o , o )
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dont la dernière se réduit à

4 7T*
a b ' —  a ' b ’

le signe supérieur ou inférieur devarft être adopté, selon que la dill'é- 
rence ab’ — a!b est positive ou négative. Donc, si, pour éviter le double 
signe, on substitue à la différence dont il s’agit sa valeur numérique, 
c ’cst-à-dirc la quantité positive

\J(ab' —  a' b)'1,

on aura définitivement

(90

/ï  oo oo r *  oo i / g  \

1 1 1 1  , ’ ■ ■ cos a (a» +  bv) cos {a' u +  b' v) dx du d$ dv
.J_00 xJ_ OO - 00·*' — oo V (  ̂)

*· ( 2 7T)2

\/{ab' ■— a' by

On prouverait de la même manière que l’ intégrale (8 4 ) se réduit, pour 
n =  3, à

__________________________ ( 2 7T )3~________________________ _
sj{ab' c” — ab"c' +  a' b" c -  a' bc" a" bc' — a" b’cy ’

et généralement, pour une valeur quelconque de /?, à

(9 2 )
( 2 7 T ) a

v/ïü ’

D étant le dénominateur commun des fractions propres à représenter 
les valeurs particulières qu’on obtient pour u, v, w,  . . .  en résolvant 
les équations linéaires

a u  -+- bv -h  CIV + . . .  =  i ,  

a! u  4 -  b' v 4 -  c 'w  + . . .  =  /, 

a " u 4 -  b ’  v 4 -  c''w  4 -  · . .  =  1 ,

11 est essentiel d ’observer que si l’on désigne par L le dénominateur
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commun des fractions qui représentent les valeurs de u, v, w,  <··
tirées des équations

(94)

c?M d M d M
« - T —

du. 4 - V dv 4- w dm

ON c)N ' t)N

“  dp 4- V dv 4 - w
dro

d P dP d P

11 dp 4- Vdv 4 - w dm

et par L0 ce que devient L quand on y pose

p =  p0, v =  v„, m =  m0, ···*

on aura identiquement
D =  L0.

Par suite, l’expression ( 9 2 ) deviendra

( aji)'*
V'LÎ ’

et l’on trouvera pour la valeur en termes finis de 1 expression (8 3 )

( 2 TT V* n
(95) ■ --/(Po> v0. roo> · · ·)·

Cette valeur est également celle de l ’ intégrale ( 7 9 ) dans 1 hypothèse 
admise, c ’est-à-dire dans le cas où, les deux limites de chacune des 
variables p., v, m, . . étant très rapprochées lune de 1 autre, les 
quantités

P’O» vo> ^0, · ‘ ·

sont les seules valeurs de ces variables qui remplissent la double condi
tion de rester comprises entre les limites données, et de vérifier les 
équations (7 6 ). Dans l ’hypothèse contraire, cette double condition pou
vant être remplie par plusieurs systèmes de valeurs des variables p., v, 
gt, . . .  ; par exemple, par tous ceux que renferme le Tableau ( 7 7 )» on
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divisera l ’ intervalle entre les deux limites de chaque variable en élé
ments très petits et inférieurs aux différences entre les valeurs de cette 
variable qui se trouvent dans le Tableau; puis, on partagera l’ inté
grale ( 7 9 ) en plusieurs autres de même forme, en substituant aux 
intervalles entre les limites des diverses intégrales, c ’est-à-dire aux 
quantités

jj. — JJ, y V -- V y TÜ --- Ü7 f * * * J

leurs éléments respectifs combinés n à n de toutes les manières pos
sibles. Parmi les intégrales partielles ainsi obtenues, celle qui rem
plira les conditions précédemment énoncées à l ’égard des valeurs 
de p., v, w, . . .  désignées par

f^Gî * * *

sera équivalente à l’expression ( 9 0 ) .  Celle qui remplira les mêmes 
conditions à l ’égard d’autres valeurs toujours comprises dans une des 
lignes horizontales du Tableau ( 7 7 ) sera représentée par l’ une des 
expressions

~ f = -  / ( f O >  V , ,  CT , ,  . . . ) ,

^7rVl .
, J (fa* V2> ^ 2) * * *)>

V

1 ¿ 11 ’ s/ ~ ïr---wm-u · · ·;»

L ^ L ,, .. .,  L,„_, désignant ce que devient la fonction L pour les valeurs 
dont il s’agit. Elnfin, les autres intégrales partielles se réduisant à zéro 
en vertu d ’une observation précédemment faite, nous devons conclure 
que la somme totale des intégrales partielles, ou l ’ intégrale ( 7 9 ), aura 
pour valeur, dans la nouvelle hypothèse,

(96) (27r)"\f { ^ - °  +  ......  ̂+■■■ +  *L \ !L l  \/l ?
I y ^ m —  1 y ^ n

“ ] ·V/l-m-l
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Ainsi, l’on trouvera généralement

(97)
Ü »oo Z» ce /»v*

I l ·. .cosaM cos|3N cosy P . . . / ( p ,  v, bj, . . .) da «?p dfi dv dy dm. ..

-00*-' p.' J  —t* J  v'

i  / \ fi r * ^ * ^  P o »  ^ n ’  * * *^ 1 . / " (  P i  » ^  I * ^ 1  » ·  * · )  . y (  M ' W — H  — 1 '  ^ / / ï  — 1 » * * · 1I — ( 2 71 ) n\ --------- ■=.-----------h  -------- := ---------- h ... H-------------- . -----------  ■[ .  L v/ é ;  v' l ï  . v ^ i  J
la fonction sous les signes J J f ·  · · devant être, dans certains cas, mul
tipliée par le facteur 4 » comme il a été dit plus haut.

Si dans l ’équation ( 9 7 ) on pose

(98) /( p ,  v, m, . . . )  =v'L2F(p., v, ©, .

cette équation prendra la forme

»p«1' /*» ✓ jV1S z» a© z»P< / * »  /»V  ___

I ...cosaM cospN cosy P .. .,\/Ls F(p, v, b: , ...) ofa rfp of(3 dv dy dw- ■ 

=  (27î)"[F(p0,v0,ro0: . . . ) + .  · . +  F(pm_,, ■··)],

les limites des diverses intégrations étant toujours les mômes aussi 
bien que la fonction L. On aura en conséquence, pour n =  1 ,

/»« fV·" __
(1 0 0 ) / / cosaM v/E2 F(p) f/a c/p...= 27i[F(p0) +  F(p,)+ . . .+ F(pm_,)]»

* / _  00 «z p.'

la valeur de L étant

. rfM•(ioi) dp ’

M représentant une fonction quelconque de la variable p., et

Po> P*!» · · · 9 p « i~  1

désignant les diverses racines réelles de l’équation

(102) M “ o

comprises entre les deux limites p/, p·'*· On trouvera ensuite,
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pour n —  2 ,

/■> co /»P*" /ïV" _
\ cos a M cos (3 N ̂ L2 F(p, v) d a . c/p <i(3 d v

< t / —  eo *-' '11' t / _ 8e * ' ' v '( i o3 ) ' [A' t/ — ae */ v'

: 4ir’ [F (^„> v0) H -F v , ) I (pm—1* n̂i—1 )]>

M, N désignant des fonctions des variables p et v, la valeur de L étant 
déterminée par la formule

(io/|)

et les quantités

dM dN _  dM dN\
dp dv dv dp ) 9

0̂ 1 *l5 *··♦ P/ii— ti l

étant les seules valeurs de p et de v, qui, sans cesser d’être comprises 
entre les limites des intégrations relatives à ces variables, vérifient les 
deux équations simultanées ’■

(io5) M =  o, N =  o.

En continuant de la même manière, on déduirait successivement de 
l’équation ( 9 9 ) les formules particulières qui se rapportent au cas où 
l ’on suppose n =  3, n =  4 , ___

U ne sera pas inutile d’observer que les équations ( 9 9 ), ( 1 0 0 ), 
( io 3 ) ,  etc. subsistent, non seulement lorsque les fonctions

F(p, v, sr, . . . ) ,  F(p), F(p, v), . . .

sont réelles, mais aussi lorsque ejes fonctions deviennent imaginaires.
Concevons maintenant que, f ( x )  désignant une fonction réelle de 

la variable x ,  les quantités-M et N de la. formule ( io 3 )  soient des 
fonctions réelles de p et de v, déterminées par l ’équation

(106) / ( p H - v /^ - i )  =  M +  Ny,- - i ,  

ou, ce qui revient au même, par la suivante

(107) / (p  — 'V — 0  =  M — N y / ~ .
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Comme on aura dans cette hypothèse

dM dN
dv dv

on en conclura' 

(io8)

et, par suite,

( ' 0 9 )

^/CTT/'Cp +  v dM dN
dp dp

dM
dv

c»N 
dp '

dN _  dM 
dv dp ’

f  /  dM\s /dN 
Lv d p ) + ‘ 'dp ) }

dN\2_/dM dN — W dM _  dN
d p / \ dp "+" dp  ̂ /  \ dp dp

: / ' ( p  +  yy/— i ) / ' ( p  -  vv/^7).

Imaginons de plus qu’à la fonction quelconque F (p , v) on substitue 

la fonction imaginaire F (p  h-  v y/— 1 ), et désignons par

#0 --- Po H- V0 v — l >

—  pl +  V 1

X,n·—1 —  Pm - 1  +  vm-

les diverses racines de l’équation

(no) ' f ( x ) —o,

dans lesquelles les parties réelles demeurent comprises entre les 

limites p/, p", et les coefficients de 1 entre les limites v', v". La 
formule ( io 3 )  donnera évidemment

cosaMcos[3N

X  / ' ( p  +  vy/—  i )  / ' ( p  —  vy/—  i ) F ( p  +  v y/—  1)  da dp d(3 dv 

=  47r2[F(a70) -+-F(£i?i)-f-.. .-+-F

Si l ’on veut que la suite

Xf} , X$y X,H — l* · >
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comprenne toutes les racines réelles ou imaginaires tle l’équa
tion ( i i o ) ,  il suffira de supposer dans la formule ( n i )

p' =  — oo, p " = 4 - o o ;  — — , vff =  -|-oo  (*).

Alors on tirera de cette formule

F ( ) +  F ( ) -+-... 4 - F )
i í %v> C*3 r *  /*"(,I2) { J  J j  cosaMcosi3N

x / ' ( f i  -t- y\/—  i ) /'(¡j. —  vy/—  i ) f ( p  -+- yy/^Ti) do dp dp rfy.

Si, au contraire, on attribue à p', p", v', v" des valeurs finies choisies 
de telle manière que, pour une seule racine æa, la partie réelle de
meure comprise entre les limites p', p", et le coefficient de \/ — i 
entre les limites v', v", la formule ( i n )  donnera

(n3)
F («0) =  ^ i f  f  f l  cos«Mcos[3N

X / ' ( p  4 - v y/— i )  / ' ( p — vy/— ) )  F ( p  -I- v y/— i )  do d¡j. rf¡3 rfy,

et, en faisant 

on en conclura
F {x) — x ,

(n 4 )
T Z 100 / , e 0  r  '1"

- T & L l  L l cos*:Mcosi3N

x / ' ( p  +  V -  O/ ( p  — V — 0 (^  +  v rfse dp  dp rfy.

Q ) Il suffira même de supposer

p' =  — p, p" =  +  p; v '=  — p, "̂ =  +  p,

p désignant un nombre dont le carré surpasse non seulement les carrés de toutes les 
racines réelles, mais encore les produits réels et positifs qu’on obtient en multipliant 
deux à deux les racines imaginaires. On évitera ainsi l’indétermination que présente, dans 
certains cas, le second membre de la formule ( 1 1 2 ). Au reste, on pourrait remédier 
directement à l’indétermination dont il s’agit, en faisant usage, comme dans le Para
graphe Ier, d’un facteur auxiliaire qui renfermerait, avec une constante infiniment petite /c, 
les variables a et p, ou bien les variables p et v.

OEuvres de C. — S. Il, t. I. 39
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Cette dernière formule peut servir à déterminer l ’une quelconque 
des racines réelles ou imaginaires d’une équation algébrique, ou 
même transcendante (*). Si l ’on se propose, en particulier, de déter
miner une racine réelle, on pourra prendre pour v' et v" deux quan
tités, l’ une positive, l’autre négative, et très peu différentes de zéro. 
Alors, la valeur numérique de la variable v devant rester très petite 
entre les limites de l ’ intégration, on aura à très peu près entre ces 
limites

p +  vy/^t =  p,

/ ' ( p  +  vy/^7) = / ' ( . “  — vv /~ i) = / '( f O ,

,M =  \ [ / ( p  +  vy/— i) + / ( p  — vy/— i)J

N _  *— [ / (p -h  vV/^ 7 ) - / ( p  — vy/— i)] = rv /'(u ),
2y/— i

et, par suite, la valeur de æ 0 se trouvera réduite à

( i i 5 )  f  f  f  c o s  a / ( p )  c o s ( 3v / ' ( p )  [ / ' ( p ) ] 2p  ¿/a  dp dfi dv.
4 · ^  J — »  ^ ¡ X ' J — oo«A»'

On aura d’ailleurs, entre les limites ¡3 == — ao, [3 — + co , v =  v', v =  v",

f_ ‘j '  co>fr/W < Q *,=  7 u L = p f _ l l  cosM d\> -z
27T

v 'L /V )]2

Donc lai racine x „ ,  supposée réelle, sera donnée simplement par 
l ’équation

(n6) x 0= —  / cosa/(p)y/[/'(p)]2pa?3t<:/p. .
d —  oo ^  ¡J,'

La même équation se déduit de la formule ( io o ) ,  lorsqu’on pose 
m  =  i dans cette formule, et que l ’on y remplace p 0 par x a, F (p )  
par p, et M par / ( p ) .  Nous ne nous arrêterons pas davantage aux

(>) On trouvera, dans les additions placées à la suite du Mémoire, d’autres formules 
plus simples qui conduisent au même but.
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conséquences remarquables que présentent les diverses formules ci- 
dessus établies, et nous allons passer à la seconde Partie de notre 
Mémoire, dans laquelle nous appliquerons ces mêmes formules à 
l’ intégration des équations linéaires aux différences partielles et à 
coefficients constants.

SECONDE PARTIE.

§' Ier. Soit donnée une équation linéaire aux différences partielles 
et à coefficients constants entre la variable principale a et les va
riables indépendantes x ,  y ,  s ,  . . . ,  t dont nous désignerons le nombre 
par n -+- r. Si, pour plus de simplicité, l’on commence par admettre 
que cette équation ne renferme pas de terme indépendant de ©, elle 
sera de la forme

(0  V© =  o,

V© désignant une fonction linéaire des quantités

* ?>

dtp d© d©
d x ’ à y ’ dïï’

d2© d2© d2©
dx* ’ dx dy' dx àz'

d3© d3© d3©
d x 3’ d x3 dy ’ d x1 àz

• d© 
T t ’

d2<J>
di2’
d3©-
~dt*’

c’est-à-dire, de la variable principale <p et de ses dérivées des divers 
ordres, prises par rapport aux variables indépendantes. Supposons 
d’ailleurs que, parmi les dérivées relatives à t qui entrent dans la

composition de Vç, celle de l ’ordre le plus élevé soit On aura 
identiquement

d2<p
d<2

+  . . .  +  Vmdm© 
àtm ’( 2) V<p =  V, 9  +  V1^
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les caractéristiques V0, V0 V2...... Vmindiquant des opérations rela
tives aux seules variables x, y, z, . . .  ; et l ’on pourra intégrer l’équa
tion ( i )  de manière que les quantités

do d2© dm~l<o
(3) ®’ d i ’

se réduisent, pour i =  o, à des fonctions connues de x, y, z, . . .  ; par 
exemple, aux suivantes

(4 )  y>  s> '■·)> / i y >  s > ···), y ,  z , ...), . . . ,  X/a—~i( x f  y ?...).

On y parviendra, en effet, par la méthode que je vais indiquer.
Lorsqu’on veut uniquement satisfaire à cette condition, que les

quantités
do d -o  dm~ l <p ■

®’ d7’ ~ J F ’ d t m ~ *

se réduisent aux fonctions

Xo (X/ y> z, ■ - · ), Xi (x, y, s, ... ), (x, y, Z) ... ), . . . ,  Xm—i (x> } ’ ‘ ' ’ 1

pour t =  o, il suffit (voir la I,e partie, § 1) de prendre pour ?  une 
expression de la forme ·

(5)

X / t ((i, v, n , . . . )  da dp. d[3 du dy dm. . .

J  J ' J* j T  ..

X Xi(y> v, 57, · · .) da. dpd$ dv dy dm .. .

,.^SS)/-Ï. ..
+ X i f ' £  i l

X  Xm_i (p , v, ’rr,. . .  ) dix dp d(3 du dy dm.. . ,

les limites des intégrations étant les mêmes que dans la formul® (O
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( I ie partie), et d’assujettir les quantités

To, Tj, T2, TM_„

supposées fonctions de t et des variables auxiliaires a, ¡3, y ......... à
vérifier, pour une valeur nulle de t , les équations de condition

• <?T0 5* t . àm-ï T
0 =  1, dt - ° ’ dt2 ~  ° ’ • · * 5 OIIs

dT, d'-T, dm- ‘T,\ — 0,
dt, “ I ’

OII • · · 9 dt"*-* ' ~  °

drf,„_, d2T,„ , dm- ,rr.„ !
m—l —  0 ,

dt ~ di2 — ° ’ • · · > di"2“ 1 — 1

Or, concevons qu’en désignant par u une nouvelle variable, on pose

( 7 )  S — To H- T, u -f- T2 m2 -f-. . .  H- TOT„ j  um *5

il est clair que les conditions ( 6 ) seront remplies, si la quantité S, consi
dérée comme fonction de u et de t, vérifie, pour t =  o, les équations

(8 ) S - , ,  §  =  « , ' d2S
df1

à " 1- '  S 
dtm- 1

Soient d ’ailleurs

(9) Ao, Ai, A2, · · · ,  i, A„

ce que deviennent les expressions

(10) V0®, Vt9, V2®, . . . ,  Vm_,<p, V,„o

quand on y remplace 0 par 1 , ^  par a \J—  1 , par ¡B y/— 1 , ^  par 

y y/ — 1 , . . . ,  et généralement
fjp+q-t-r-t-... 0

dx11 dyi dzr . . .

par
( «  vc r i )p(P vc=ri)?(yv/— O ''-...
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Pour que la valeur de <p donnée par la formule (5 )  satisfasse à l’ équa
tion ( i ) ,  il suffira que les quantités

■To> T„ T2, ··., T,n_],

considérées comme fonctions de t, satisfassent à des équations diffé
rentielles de la forme

i rr * d 2l(iA o T o + A t ^ + A .,— * dmT„ 
' km ~ ô W  "■ ’

ou, ce qui revient au même, que la fonction S vérifie, quel que soit u, 
l’ équation différentielle

0 0
AC I dS . (PS AoS +  A,— + A 2- ^ A dMS__^A"1 dtn - ° -

Cette dernière équation, réunie aux conditions ( 8 ) qui doivent être 
remplies pour t =  o, détermine complètement la valeur de S. Pour 
obtenir cette même valeur, on observera qu’on satisfait à la for

mule ( i  i )  en posant
S =

et prenant pour 0 une des racines de l ’ équation algébrique·

A04- A ,0 À202-F · · ■ -t- A m9,n — o.

Par suite, si l ’on fait
\  .

(1 2 ) F(0) =  A0-t- A t Ô h-  A 202-t-. . .  -t- h.m9m,

et si l’ on appelle

(13) 6 o >  · ■ · >  9 / n —  I  J

les m  racines de l’ équation

. 0 4 ) ‘ F (0) — o,

les formules

S =  eV, S =  e\‘, ♦ · » ,S =  e W
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seront des intégrales particulières de l ’équation différentielle en S, et 
son intégrale générale, assujettie aux conditions ( 8 ) , pourra être pré
sentée sous l’une ou l’autre de ces deux formes

(i5 )

( .6 ) S F («)

( u  —  e , ) ( u  —  e t ) . . . ( «  —  9„,_i)
(ô0— d1)(60— d2) . .

( u  —  e<l) ( u  —  6i ) . . . ( u  —  6 m_ t ) 0 (_1_ - - --- ■ -■ - - - ■—
( i — 0o )t 1 ) · · · l Q/n—1 — 2 )

(« — 0o) F'(0„) +  (« — &i) F'(0i) +  "  ‘+  (a — 0m_j) E'(0,„_i)

Si l’on développe cette intégrale générale suivant les puissances ascen
dantes et entières de u,  les coefficients des diverses puissances seront 
précisément les valeurs de

T0) Tm—1 ·

Cela posé, comme on aura

F (m) “  Aq -f" A, U H- A2 +  . . . A m um,

U — 0 o
0, ( - £ )

0o 0o o¡ ·· '

on en conclura

— Ao j cV
JoF'(0„j -H 0i F'(0i) 0 m - i  F'(0m-l)J'

H
f e0»* -H e0·* e0™-/ T
Le. F '10.) 0. F' ( 0, j 0/71 — 1 F'( 0„,_1 ) J

-A ,| " eV eV H
_ejF '(0„j -h 0i F'(0~i) 0m-l F'(0m_i)J '

A 1'  eV . -f- e<W 1

— A2 0. F'(0„"j -h 0i F'(0,) 0„,_i F'(0«-,) J
A ['  erV -t-

ejM +  - -■.+ q
— Ai _0ÎF'(0.) 0i F'(0i) eiL iF 'te«-.)]

A 1 eV eM -f- . . e0»·-̂  · ”|
A0 _0JF'(0.) 0i F' (0.) e ^ iF '(e „ - ,)J '
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A;«—1
6*0 6*0 . 1

_0o E '(6 ot 6>, F' ( &, ) ®/rt—1 * ' (  bm-l ) J
e V e*0 « » - '  ]

A /u —o L F' C Ô01 1 e îF 't& .t  · ' F ' J

e*0 e*0

puis, en faisant pour plus de commodité 

T eV e0,<
(I7) R - ~  L F ' C 6*0) +  &ï‘ E'(6i) + "

8'm-l E'

ê m-\l
.FMGum-l * \ur

on trouvera

( . 8 )

/ et'”-1 R
T  —  A u 11J-o — Ao o tm~i

et'” - 2 R . et'” - 1 R
Tl ~ A* ^ = r + k ' ut"

n , et”' - 3 R . et”' - 2 R . et”" 1 R
U =  Ao-rnïïrr +  +  A2-tt-tt- >Otm- otm- àt"

<tR et2 R et'”-1 R
Tm-^AoR +  A!—  +As-^j-  + . . .  +  A ,„_!-^¡zr ■

Si maintenant on pose

09) Q =  l .. .R ea(*-tO/-‘ ep(y-v) y/̂ i .dot. d$ dy...,

on aura évidemment

A0Rea(:r-!A,'/- ‘ efi(3' - v)v'-1eYi;:- cr)/ - ‘ . . .da dfi dy. . .

A 1R e a(a;- l t ) */ - I e O y - v ) / - ‘ eY(i!- CÎ) / - 1 . . .dadfidy. . .

V m _ , Q  =  f  J _ y  f  Ç" f “ .. .. .dtxdfidy...
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et en conséquence, la valeur de <p déduite des équations (5) et ( 1 8 ) 
deviendra

v, . ) dp d'j dm . . .

+  V0 * “ “ · / / /  ”· ' ’··■ . ) dp d'j d m . . .

. ) dp  dv d m . . .

-K.. . .

+  V0 J  j  J* ·  ■ ■ Q f m - l i p ,  V, . . . )  dp dv dm . . .

+  V,

-H. . . .

. . . )  dp dv d m . . .

+  V«i- . . . )  dp dv d m . . .

11 est important d ’observer que la quantité Q donnée par la formule (rq) 
est une fonction des variables x ,  y ,  s ,  . . . ,  t, qui satisfait à l’équation 
aux différences partielles

(ai) VQ =  o.

Quant à la valeur de <p donnée par la formule ( 2 0 ), elle n’est le plus 
souvent qu’une intégrale particulière de l’équation proposée

(1) Vtp — o.

Si l’on représente par U cette intégrale particulière, l ’ intégrale géné
rale sera de la· forme

( 22) . © =  U +  V,

V désignant une fonction x ,  y ,  s ,  .. .,  1 assujettie,h la double condition 
de vérifier l ’équation

(23) VV =  o

et de s’évanouir pour t —  o, avec ses dérivées relatives à t, depuis la
ORuvres de C- — S* H, t. I. f .
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dérivée du premier ordre jusqu’à celle de l’ordre rn — i inclusivement. 
Quelquefois il est impossible de remplir ces deux conditions autrement 
qu’en supposant

(24) . V = 0 .

Alors la formule ( 2 0 ) devient elle-même l ’ intégrale générale de l’équa
tion (Y). Il semble, au premier abord, qu’ il doit toujours en être ainsi, 
quand les différents termes du développement en série de la fonc
tion Y s’évanouissent, ce qui a lieu, par exemple, dans le cas où les 
expressions

„ 0ma n dmV
V"‘ dt'“ ’ V'“ âtm

se réduisent aux coefficients différentiels

dmo dmV 
<nm ’ <Hm ’

multipliés par une quantité constante. Néanmoins, dans l ’état actuel 
de l’Analyse, il est permis de concevoir à ce sujet des doutes légitimes 
fondés sur la remarque que nous avons faite dans un autre Mémoire, 
savoir, que les différents termes d’un développement peuvent s’éva
nouir, sans que la fonction développée s’évanouisse elle-même.

§ II. Admettons maintenant que l ’équation aux différences partielles 
dont on cherche l ’intégrale renferme un terme indépendant de 9 , et 
fonction des seules variables

X, J , 5, '· · · > /·

Si l’on fait passer ce terme dans le second membre, l’ équation donnée 
prendra la forme

(25) V < f = f { x ,  y ,

et, pour ramener son intégration à celle de l ’équation ( 1) ,  il suffira, 
comme l’on sait, de connaître une valeur particulière de 9 , pour la-
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quelle V9 devienne égale à f ( x , y , z ,  . . . ,  t) .  Or, on obtiendra évidem
ment une semblable valeur si l ’on pose

( 2 6 )

| 9 =  ( ± y +iJ  J J . . . .gOo-W-i

^  /(fC  '■>, in, ■ · .,T)- da. dp d[3 dv dy tfo . .  ,d9 dz,

les intégrations devant être effectuées comme dans la formule ( 1 ) 
(pe Partie^ et la lettre A. représentant ce que devient l’expression Vo

quand on y remplace <p par 1 , ^  par a y/ -  1 , ^  par ¡3 \J -  1 , ..., ^  par 

0 y/— 1 , et généralement

par

. .h-.î y
dxiJ o y ‘t ô z r . .  ,d ts

(«  \/— \/— 0 7( ) V — O' ' . . .  (0\/-

§ 111. Parmi les équations linéaires qui s’ intégrent à l’aide des 
méthodes précédentes, on doit distinguer celles dans lesquelles se 
change l’équation ( t ) ,  lorsqu’on prend.pour Vs une expression de la 
forme

la caractéristique V„ indiquant des operations relatives aux seules
variables x ,  y ,  z , __ Alors la fonction 0 obtient une valeur très simple
qu’il est bon de connaître. Supposons, en effet, qu’il s’agisse d’ in
tégrer l ’équation aux différences partielles

ou, ce qui revient ail même, la suivante

( 2 8 )
àmcp
àcm =  V0<p.

Dans cette hypothèse, en adoptant les notations dy paragraphe I, on
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trouvera

et, par suite,

(29)

MÉMOIRE SUR L’IINTÉGRATION

F ( 0) =  A#— 0“ ,
F '(0) = .— mfi"'-1,

i /  e<0 · e0»·-’*
R =  m +  0Î"*_1 0?»-T‘

G0, 0 ,, . . . .  0m_( désignant les m  racines de l’équation

(3o)

dont le second membre représente la fonction de a, ¡3, y, . . .  qui
i dtp

se tire de l’expression V0 <p, quand on y remplace cp par i ,  ^  par 

a v/ -  i ,  et généralement

par

dxp dyq dzr ·. ·

(« v/— s/:-rï)ci'(y v"— O' - - - ·

Cela posé, la valeur de Q étant toujours déterminée par la formule

(19) Q—  (±Y • ■ · l\ea<x~V‘^ ~ l ePttr-v),/-! ¿x^-^)yl~-i,..dix. dfi d y . . . ,

la valeur de <p deviendra

?= v» ¿ s / f

' +  Vo / / j  ■ * · Q/iff*» v’ ■■■)^dvdw. . .

-+-..................................................................................

H- V0f J J ’ "  Q /'«- ' (fG v,w, . . . )d[J.dvd^.. . .

Observons d’ailleurs que, dans le cas présent, on tirera de 1 équa

tion ( 2 1 )
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et, par suite,

I
2 TC

y y  ^  J  " '~ p ·_ . .a'ac?(3 . .

' ± - Y  f *  f “ f  ” e°°<+ e0,< +  -"+ee,l- /  e«(a:-u,),/=i fB f d$ dy.
 ̂2  TC y J  w J — ̂  t/— M ^  .

lin conséquence, si l’on fait

(33;

et

T e V +  e° . H- e®»»—i*

/ ' 7̂t / >oe Z*00 /> «o __ _‘ _
(34) P =  ( — ) /  /  / . .■ T e a<-x-V-^ri e ^ y - ^ - l e^z- V!̂ ~ l- - - ^ d ^ d y .

\  ^ /  *>" -- sot/ -- »<-' -- 00 *

on aura

(35) v° di"1- 1 ~  F’

(36) <

et la valeur générale de cp prendra la' forme

= / / / · · " ·  ( p, v, si, . .. ) ai,u dv d& . . .

-+-JdtJ' I " J · · · P/i(fi, v, si, .. .)dpdvdrss ...

+ J  dt“· j ' J J '  · · · P / s(fA, v, si, . . . )  dp. dv dxs ...

..................................................................................... .

/
( tu — 1 ) r  f* C '

/ J  J ·· P (JUL, V, SI, . . .  ) rffi rfv flfcl, . . . ,

les intégrations relatives à t étant effectuées à partir de t =  o. On 
s’assurera facilement que la fonction P comprise dans le second 
membre de l ’équation précédente a la propriété de vérifier l ’équation 
aux différences partielles

___ î!«P
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IV. Les formules· établies dans les paragraphes précédents ra
mènent l’ intégration des équations linéaires ( i ) ,  ( 2 0 ) et ( 2 8 )  à la ré
solution des équations algébriques ( i / j )  et (3 o )  dont les racines

90, 0|> ■··> 0/M-1

se trouvent comprises dans les valeurs générales des fonctions R et T. 
Mais cette résolution n’est pas nécessaire, et l ’on peut y suppléer en 
déterminant ( ' )  immédiatement les valeurs de R et de T à l ’aide de la 
formule ( 1 1 1 ) ( I re Partie).

§ V. Pour montrer une application des principes établis dans ce 
Mémoire, supposons qu’il s’agisse d’ intégrer l ’équation linéaire aux 
différences partielles que l ’on déduit de la formule symbolique

(38)
/  d2 d 2 ‘ d2 \ ! dma 

a\ ù ^  +  ù ÿ  +  'dT*+ · · · )

lorsque, après avoir développé le premier membre de cette formule, 
dans lequel a désigne une quantité constante, on remplace

d2cp
dr2’
d2cp 
doc4 ’  

dGcp 
dx*’
• ·  ·  J

d 2cp
dy2 ’
. . . ,

d 4©
doc2 d y '1 ’

(*) Cette détermination présente quelques difficultés dont l’examen détaillé nous en
traînerait au delà des bornes prescrites à ce Mémoire. Nous avons supprimé pour èette 
raison les développements qui se trouvaient ici dans lo manuscrit, et qui formaient la fin 
du paragraphe IV. D’ailleurs ce qu’il y  a de mieux à faire pour obtenir la valeur de o, 
sans être obligé de résoudre aucune équation, c’est d’exprimer les valeurs deT o,T i, . . . ,  
T ,«-,, T, par des intégrales définies simples à l’aide des formules que renferment les 
additions placées à la suite du paragraphe VI.
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et ainsi de suite. Dans cette hypothèse, l’ équation (i/f). prendra la 
forme
(3o) A„=0"',

la valeur de A 0 étant
(39) A0= a ( — « * - p * — y* —

En conséquence
K  @l> $S» · · ·, 9/n—1

seront les racines de l ’équation binôme
(40) B"l~  (— i y  a(ct.-+ P2+  y*-U..

Or, on vérifiera généralement cette dernière, en supposant
l

B =  l ( a i +  p»+y* +  v .)“ , 

et prenant pour X une des racines de l ’équation 
(40 . X"*=(— i)'a.

Par suite, si l ’on appelle ‘ t

0 , O, O, ■ · · y Oh-  l

les m racines de l ’équation ( 4 i ) ,  et si l ’on fait, pour abréger,
, ,  , ' eV + e V  +  . . . - l - e W
(4 2 ) — —  -------------- = m >

on tirera des formules (3 3 ) et (3 4 )

' (43) T - / [ ( a2+ p 2+ ^  +  . . . ) r" J ,

x  e« (^ -(0 /-< e|3(r-v)/=îer ( ^ ) / - i .  . . dadfidy .  , .

=(iiï£ ' . C l ' : " - )l J
x  cosa(« — ft )cos(3(y— v),cosy(3— 5J)... d<xd$dy. . . .

(44)
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Soit maintenant

(4 5 )  (x  — p)- 4- (y —  v )2+  (-' —  ro)'- +  . . . =  .5,

et désignons à l’ordinaire par n le nombre des variables x, y, i, . . . ,  
c ’est-à-diro, des variables indépendantes autres que la variable t. La 
valeur de P donnée par l ’équation (4 4 ) admettra évidemment des ré
ductions semblables à celles qui sont indiquées par les formules (5 4 ) 
et ( 6 i)  de la première Partie. Effectivement, si l ’on a égard à la for
mule ( 6 i) , on trouvera, pour des valeurs impaires de n,

n — 1" - 1 , A 2 /-»» .1 ' ( li \
P  =  (— J) J cos sï a f \ a m-t) da,

2 71 2 ds 2 1 ~  ”

puis, en remettant pou sa valeur déduite de l ’équation ( 4 ^) ( ’ ),

(46) P:
ri —  1 n ~  t

(— I) 2 d 2
n -4- l // — 1

27T ds
m

e«"· i
-------------cos.î-  a da.

De même, en ayant égard à la formule (5 4 ) de la première Partie, 
on trouvera, pour les valeurs paires de n,

P =
(47)

i-l
ea"«V+ e « -V . oCt.m

a da.

La valeur de P étant déterminée par l ’une des équations (4 4 ). (46 ) 
ou ( 4 7 ). ü ne restera plus qu’à substituer cette valeur dans la for
mule (3 6 ), pour obtenir l’intégrale générale de l ’équation (38 ).

'  2 /

( * )  D a n s  l e s  é q u a t io n s  ( 46 ) e t  ( 47 ) .  e t  d a n s  c e l l e s  q u i  s ’ en  d é d u is e n t ,  la  n o t a t io n  %m 
e s t  c e n s é e  r e p r é s e n t e r  la  v a l e u r  r é e l l e  e t  p o s it i v e  d e  l ’ e x p r e s s io n
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Dans le cas particulier où l’on suppose n =  o, l ’équation (3 8 ) se

réduit à

(48)
¿2 dt y

àŷ J  ̂ dtm

Dans cette hypothèse, la valeur de P donnée par la formule (4 4 ) 
devient

(4g) /
) OO / I  X

„ J
e ( a e («»+p»)>»>1/ +  . . e «xs+p2)"*X„,_,i

m

x  cos a (a? — p) cosp(y — v)da dfi.

On peut faire servir à la réduction de cette valeur la formule.(7 5 )  de 
la première Partie, et l ’ on trouve alors

*00 r »  so

<5o> P = ^ T 2

l l
etappy+giaprV- --------------- sin (3 cos J dot dp,

la valeur de s étant donnée par l’équation

(5i) s =  (.v — p)2+ ( y  — v)2.

Dans le cas particulier où l’ on a n =  3, les équations (3 8 ) et (4 6 ) 
deviennent. '
( 5 a )

et

( 5 3 )  P = - - î - j - £ -
27r2 às.

d2 d* d
dx* "+" dy- do

_ dmy
’ ~~ üï™

1 so il si il
e*mV  +  ea'n i

cos.s2 a. dot,

les valeurs de s étant

(54) ' s =  {x  — p )2+ ( /  — v)2+ ( z  — ro)2.

Il est essentiel de se rappeler que dans les formules (4 9 ), (5o) et (53)

'̂05 · · · , 1

OEuvres de C» — S. II, t. I. 4»

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



322 MÉMOIRE SUR L’ INTÉGRATION

désignent les racines de l’ équation binôme
— ( — i y a.

Plusieurs questions de Physique et de Mécanique, et entre autres 
les problèmes du son, de la chaleur, des ondes, des cordes vibrantes, 

des plaques élastiques, etc., conduisent à des équations aux différences 
partielles qui se trouvent comprises, comme cas particuliers, dans les 
formules (4 8 ) et (5 2 ). Ces équations pourront donc être intégrées à 
l’aide des formules (5 o )  et (5 3 )  réunies à l’équation (3 6 ) . C’est ce que 
nous allons faire voir par quelques exemples dans lesquels nous nous 
trouverons naturellement ramenés à des résultats déjà connus.

La loi, suivant laquelle la chaleur se distribue dans un corps solide 
et homogène, dépend de l’équation

(55)

dans laquelle a désigne une quantité positive. Pour déduire cette équa
tion de la formule (5 2 ), il suffit de poser

l — i, m — i .

Alors l’équation ( 4 i )  devient

À — — a;

et, par suite, on tire de la formule (5 3 )

i d r *  L
P rzr------ - —  I e~a'at coss2 « da,O 'TT'·" /) c /27T2 ÔS J

puis, en ayant égard à l’équation ( 1 6 ) de la première Partie,

23(a7TÎ)
e
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ou, ce qui revient au même,
3 ([*.—  y | < + | V - y ) » + | 8 - » | »

(56) P = ----- kut . ■
23(a7r)"2

En adoptant cette valeur de P, on trouvera pour l’ intégrale générale 
de l ’équation (55 )

( 67) <D=j'J''fl?f0(it,v) vs)dpdvdis.

Les petites vibrations des plaques sonores, homogènes et d’ une 
épaisseur constante, se rapportent à l ’équation <

(58) <Pcp . 2/<P© <Tcp <P<p\_
dt1 \  dxk 2 dx* dy2 dy'* )  0>

dans laquelle b désigne une constante positive, et <p une ordonnée de 
surface courbe. Pour déduire cette équation de la formule (4 8 ), il 
suffit de prendre

l = i ,  m ~  2 et a — — b’i.

Alors l’équation (4 i )  devient

et l’on en tire
V — - b \

=  - H  v / —  I ,  *1 =  —  b \ J —  J .  *

Cela posé,  la formule ( 5 o)  donnera

P =  /  /  cosa|3&£ sin p cos ^  dadfi
271 J 0 Jo . 4

1 S oc
, ,  , , COSaâsïn&cos-T-r-dadS,

2n btj* .A kbt .  r ’

ou, ce qui revient au même,

X
OO S% 00 . ·

J „  C08a( P + ¿ i ) siní3dadP·

8tt2

87
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D’ailleurs, ^  étant une quantité positive comprise entre les limites 

¡3 =  o, p = o o , on conclut de la formule ( 8 ) (P'e Partie), en y rem

plaçant [J. par p et x  par

J ' J '  sin ¡3 c o s a  (̂3 — dot. dfi = 2 ix s in
s

L\bt

Quant à l ’ intégrale

f  J  sin ¡3 c o s  <3^(3+

il est clair qu’elle sera nulle. En conséquence, la valeur de P deviendra

t, i . sP  =  -— r- s in  --,---r~ SIII r—;—y
4 7 zbt [±bt

ou, si l’on écrit (p. — x ) 2 h- (v — y ) 2 au lieu de s,

(59) 47xbt
SI 11 (¡j. — x ) 2 +  fv — y ) ·  

[\bt

En adoptant cette dernière valeur de P; on tirera de la formule (3 6 ) 
l’ intégrale générale de l ’équation (5 8 ), et l ’on trouvera

(6 o ) 9 = f f  t’/o(F-j v) d ¡j . c h  + J  c l t j j P/i(p,’v) d ( J . d v ,

les fonctions f n( x ,  y ) , f \ ( x , y )  désignant les valeurs particulières de f  

et ^  pour t =  o.

Le mouvement des fluides élastiques est déterminé par une équa
tion linéaire de la forme

( 6 . )
d2© __. 2 / d 2© d2© d2©'

f ) ¿ *  l  /î-i/2 / 1 ~ 2  /d x 2 dy2 âs
t

b désignant une constante réelle que l’on peut considérer comme
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positive. On déduit cette équation de la formule (52·) en supposant

l = i ,  m =  2, a =  bï.

On aura donc encore dans le cas présent

K =  - b \  .
l 0 =  -h b \ /— î, l l =  — b \ /^ i .  ,

Cqla posé, Informulé (5 3 ) donnera

d rj _ jô> r  
Î7T2 d s j_ aosabt  coss* ada,

ou, si l’on fait pour abréger s ' —  r, et par conséquent s =  r2,

P = — t- 4 -----f-  f  cosabtCGsrada..kitV  or J —  oo

Pour déterminer la valeur de l ’ intégrale que renferme l’équation 
précédente, il faut recourir à l ’artifice de calcul indiqué dans la pre
mière Partie de ce Mémoire (§  Ier), et multiplier la fonction sous le

signe j "  par un facteur auxiliaire de la forme ’ k désignant une

quantité positive infiniment petite, et une fonction convenablement 
choisie. On peut prendre pour ce facteur auxiliaire l’ une des expres
sions

g-Æ/a», e-kW f I
i /f2 a21

Concevons, pour fixer les idées, que l ’on s’arrête à la première. L’ inté
grale comprise dans la valeur de P deviendra

/ »oo /»»
g-A/ô5 cosaèt cos/·« da —  2  I e~ ka cosaèt cosra da

- oo  ̂0
J /% 00

I e-/ca[cosa(/· — ht) -+- cos5t(r +  bt)J da
n

A2-H (/ '  — bt)'1 . A2 -i-  (r  bl 2
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i

D’ailleurs, la variable r — s\  étant liée aux variables p., v, m par 
l’équation

(62) r =  [(p.— a;)2+ (v  — y )2+  (nj — s)5]*,

n’admettra que des valeurs positives comprises entre les limites 0 , =o; 
et comme, des deux binômes r — bt, r-k-bt,  celui dont le second terme 
est négatif sera le seul qui s’évanouisse entre ces limites, il est clair 
qiie, si l’ on attribue à t des valeurs positives différentes de zéro, la

k  kseconde des deux fractions -pr— -,------ ; restera infxni-k - + ( r  — bty k- -1- ( r -t- bt )*■
ment petite, tandis que la première cessera de l ’être pour des valeurs 
de r très voisines de bt. On pourra donc négliger dans le calcul la

fc
fraction -pr ç . ^ . +  btyd et substituer à l’ intégrale comprise dans la

£
valeur de P la fraction unique ^9-——■ On trouvera ainsi

.*_____ 1(/•-¿O2 J
dr/·

ou, ce qui revient au même,

1  ̂ ( r — bt)* J(63) P =
4 Tt*br dt

En adoptant cette dernière valeur de P, on tirera de la formule (3 6 )

(64 ) 9  =  f f f  P /o ( ¡J., v, tss) dp dv dm + f  dt fJ 'J 'V  / ,  ( [j., v, m) d\i.ch dm,

les fonctions f 0( x , y ,  z ) , f { ( x , y ,  s) désignant les valeurs particulières 

de o et de pour t =  o. En remettant pour P sa valeur, on aura défi

nitivement

d t j ' f f ^ n * b r  k*-i-(r — bt)*

(65)
/„  ( p., v, m ) d[x dv dm,
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les limites des variables p., v, & étant choisies de manière à comprendre 
les valeurs attribuées à x , y ,  z ,  et k désignant toujours une quantité 
positive infiniment petite qu’on devra réduire à zéro après les intégra

tions effectuées. Si l’on veut que les valeurs particulières de © et de

correspondant à t —  o, coïncident avec les fonctions f 0( x ,  y ,  z ) ,  

f { ( x ,  y ,  s ) ,  quelles que soient les quantités x ,  y ,  z,  il faudra, dans 
l ’équation (6 5 ), prendre pour limites de chacune des variables p., v, rz, 

les deux quantités — 00, - 1- 00.
Supposons maintenant que l’on considère les trois variables p., v, rz 

comme représentant dos coordonnées rectangulaires, et qu’après avoir 
transporté l’origine au point pour lequel on a p. — x ,  ' t = y ,  zs =  z,  

on substitue aux coordonnées rectangulaires p., v, rz des coordonnées 
polaires p ,  q, r , relatives à la nouvelle origine, et déterminées par les 
formules

(6 6 ) (x. =  x  -t- r  cos/?, v =  y  - 1-  r  sin/? nosq, rz — z  +  r sin/? sin»/.t

La valeur de r sera précisément celle que fournit l’équation ( 6 2 ) ;  et 
comme, à la place du produit diydvdrz, on devra écrire le suivant 
r2 sinpdp dqdr,  la formule (6 5 ) donnera

=ï k f f h
(67)

Ar2+  (r  — bty
X  / ,  (x +  r cos/?, y  +  r sin/? cosgr, .z +  r sin/? sin  q)r sinpdp dq dr

+  kidb dt J J f k*+ ( r  — bty
X f 0{x +  rcosp,  / - t - r  sin/? cos</, s + r  sin/?sin$r) r s in pdpdq  dr.

De plus, si dans le second membre de la formule (6 5 ) chaque intégra
tion est effectuée entre les limites —  00, -+- <x>, les intégrales multiples 
que renferme l’équation ( 6 7 ) devront être prises entre les limites 
p  —  o,  p  =  q  =  o, q =  27c; r —  o, r =  ce. D’autre part, la frac-

ktion _ " by ÿ  n’ayant de valeur sensible que dans le cas où l’on

attribue à ;· une valeur très peu différente de ht, et l ’expression 

f 1{x  -H reos/?, y  +  r sin/? cos q, z +  r sin/? sin q) r sin/?
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devenant alors sensiblement égale à

/ ¡ ( x  +  bt cos p, y  4- bt sin/> cos <7, z +  bt sin/> sin q)bt  sin/?,

on pourra évidemment remplacer l'intégrale >

\ f i i x  4- r  cos p, y  4- r sin/? cosq, z 4 - r  sin/? sm q ) r s \ a p  dr
/ ·” k

J0 k * + ( r - b t ) * '  

par le produit
7 . /*“ k dr

f  ( x  4- btcosp, y  4- b ls inp  cos q, s  4- ¿?£sin/> %mq)bt s m p  J  ^  +

=  nbt  sin/> f i ( x - \ - b t  cos p, y  4- bt%\np cos q, z 4- bt sin/? sin q).

Par la même raison, à l’ intégrale

/-* « r,
J  f o i œ ~^r cos p, y  +  r sin/? cos q, z 4- r  sin/> sin/) r sin/? dr

* \

on pourra substituer le produit

7ibt sin/? f 0 ( x  4- bl cos p, y  4- bt sin/? cos/, z 4- bt sin/? sin q ).

Cela posé, la valeur de <p déterminée par l’ équation ( 6 7 ) deviendra

/»W /»SW
=  —  I / £ sin  p  f i { x + b t  cos/? , y  +  bt sin/? co s <7 , z  4 - bt sin/? s in e /) dp dq

Jq Jo
1 a /  / t s \np f c ( x -h b tc o sp ,y + b t s \n p c o s q , z  +  btsmpsmq)dpdq.

u n d U o  ....

Cette dernière formule coïncide avec celle que M. Poisson a donnée 
dans un Mémoire lu à l’Académie le 1 9  juillet 1 8 1 9 .

VI ( 1). Si, à la place de l’équation (38), on considérait la suivante

( 6 9 )
dmo  d'ep
------ L =  «  -T  / ’0tm ■ d x l

( l ) Ce qui suit a été ajouté au Mémoire depuis sa présentation à l’Académie.
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alors on tirerait des formules (3 3 ), (3 4 ) et (3 6 )

(70)

et

P =  —  f271
•eM +e«.'- K . . „ . / - r  ,------------------------------------------e a(a:—p.)/—1

(7 O ? —j"P/o(p)dp-l·- y "dt J V f l{ p ) d p + . . . +  y  dt m- 1 jV f m_x(p) d p,

0n, G,...... ôm_, désignant les racines de l’ cquation

(72) em =  a(«\/=r7y.

Dans le cas particulier où l ’on suppose l — m =  i , a  —  — 1 , l’équa
tion ( 6 9 ) devient

(73)

et l’on trouve

d2cp d2© _
~d¥ +  dæ* ~  ° ’

(74) P

(75)

_ j _  / * · , > a< j_  « - W - ea(a!-̂ )vCT = —  f
* n j - ,

" e« +  e-«
• cosa(Æ — p) ¿/a,

■ = r J P

at  « ¿»-a*
• cos a (a; — p) f 0(p) du dp

eat -+- e~at■ cosu(x — p) f^p) du dp.

La valeur précédente de <p est· indéterminée. Mais l’ indétermination 
cessera pour l’ordinaire, si, dans chaque intégrale relative à la va
riable a, on multiplie la fonction sous le signe J 'par e~ka\ k désignant
un nombre infiniment petit. Alors, en effectuant les intégrations rela-

1
tives à cette variable, et posant p =  x  -4 - 2 !c2u, on obtiendra la formule

OEuvrcs de C. ■— S. II, t. I. 4a
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dans laquelle le nombre k ne devra être annulé qu’après l ’ intégration 
relative à u. On pourrait au reste (ainsi que je l ’ai fait voir dans le 
Bulletin de la-Sociétéphilomathique de 1 8 2 1 ) introduire les imaginaires 
dans le second membre de l’équation ( 7 0 ), de manière à obtenir la 
formule

(77)

/ o f æ - W y / — i ) + / < , ( g  — 
2

f \ ( &  +  t \ f —  l) +/i(^ — 
2

dt.

Mais, quoique cette dernière valeur de ©, substituée dans l’équa
tion ( 7 3 ) , paraisse la vérifier dans tous les cas, néanmoins on ne 
saurait la considérer comme générale, tant que l ’on n’aura pas donné 

de l’expression imaginaire f ( x  -+ -1 y' —  1) une définition indépendante 
de la forme de la fonction f ( x ) supposée réelle. A la vérité, cette 
expression imaginaire se trouverait suffisamment définie, si l’on con

venait de représenter par la notation f ( x - \ - l \ j —  1 ) une fonction <p 
de x  et de t, qui, étant continue par rapport à ces deux variables, fût 
propre à remplir la double condition de se réduire à f ( x )  pour t =  o, 
et de vérifier l ’équation

(78)
dy _ do 

dt ~ dx

Mais il est facile de voir que, dans ce cas, la fonction cp serait celle qui 
vérifie l ’équation ( 7 3 ) pour toutes les valeurs possibles de t, et les

équations de condition <p =  f ( x ), =  0 , pour la valeur particulière

t =  o. Ainsi, la recherche de la fonction f ( x  +  t\j—  1) se trouverait 
ramenée à l ’intégration de la formule ( 7 3 ) et l ’on ne pourrait plus 
donner pour intégrale de cette formule l ’équation ( 7 7 ), sans tomber 
dans un cercle vicieux.

Lorsqu’on suppose m  = 2 , / =  1 et a =  b2, l’équation ( 6 9 ) devient
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et l’on trouve

(80)

OO I
A l f i l ’Wj. g— ( n ^ i V b i  _---------- ------------------ galæ-fj.)/—i

2

(Si) ( f = j ‘P f <){ i i ) d f x + f d t J ' P f l ([i)dii..

Dans ce cas, la valeur de ç se présente encore sous une forme indéter
minée. Mais on fera ordinairement cesser l ’indétermination, en multi
pliant, dans chaque intégrale relative à la variable oc, la fonction sous 
le signe J  par e- *“’ , k désignant un nombre infiniment petit. Do plus, 
on pourra faire subir à la fonction P une transformation qu’il est bon 
de connaître, et que je vais établir en peu de mots.

Si, en désignant par h une constante positive, et par a, [3 deux quan
tités variables, on pose

A — y h -+- (3 y — i ) +  -------------------- j· >
2 ( h +  P ^ f

puis, que l’ on intègre deux fois chaque membre de l ’équation identique

dte^ %
d a

d  ( e,A»dk
da.

savoir, une fois par rapport à la variable « . entre les limites o et a, et 
une fois par rapport à la variable [3 entre les limites — oc, -t-co, on 
obtiendra une nouvelle équation dont le second membre sera nul,

attendu que s’évanouit pour ¡3 =  ±  <*>, et de laquelle il résultera 

que l’ intégrale

£ dp
dp

1 /*«
— eW -iP  /

J  — e

Zh-S^— 1 + -T  —=rr T1 V »(A+PyC-l) I ( a y/ — i )

_ ( h  +  P \J —  i )2 2(/ i -t- |3y/- i)2
dp

conserve la même valeur, quel que soit a. D’ailleurs, cette intégrale se
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réduit, pour a =  o, à la suivante

( 8 2 ) e/i-t-j3 1-------- }

( / i  H- £3 y/— i ) 2

et il est facile de prouver que celle-ci a pour valeur ir  ( ' ) .  On aura 
donc

(83) f  e 
*J— 00

0.4—'·
4(A+PvCi) 1 

2
(A-4-(3v^7ï)2 2(/n-[3v/^î)a_

c/|3 =  7ra

Si dans la formule (8 3 ) on remplace (a y /— i ) 2 par — ( a ( - i f ,  on 
en obtiendra une seconde qui, ajoutée à la première, donnera

(84) ---------- ---------------
A  -H  P  4 — 1 +

e
o4=i

4(/l + P^Î) d [3

Si maintenant 011 remplace a par a b2t2, on reconnaîtra que la valeur 
de P, fournie par l’équation ( 8 0 ) , peut être présentée sous la forme

( 85) 1>  =  - L· f  f  fe» + PJ=i ea[X+> 0 -n P ^ )~ 1X] >/=I—
■ (h +  (3(/IT7)¥

%
Lorsqu’on substitue cette valeur de P dans l’équation ( 8  r), après avoir

f 1) La valeur do l’intégrale ( 8 2 ) so déduit facilement do l’équation ( 8 6 ). En effet, si 
dans cotte équation on prend l ’intégrale relative à p entro les limites p =  0 , p — x, et 
que l’on p o s o / (p )  =  p“- 1 e - /,lA, on trouvera ,

’ = / /
eax^—i e—pf/i+aV—-, p P  poaci

p a_1 ifp da =  I p “ - 1e -Pcfpx / --------
J  J  ( f i - t-a

v<- ·  do

puis, en faisant d’abord x  = \, et ensuite a — - ,

/ gaV-i
(/(-+- o\j— \)a( / î -+- a \j■ i ) a J g -p  ^

"* c V -4 - i d o  S T tf l-A

( / ,^ -a /— \f J

'  e ' ^ ^ ~  do i
--------------------r — 2 it2.
(h +  a

✓ =!)“
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multiplié la fonction renfermée sous les signes JJ J par e- *“’ (¿d é s i
gnant toujours une quantité positive infiniment petite), on obtient 
l’ intégrale de l ’équation (7 9 ). Si l ’on voulait, dans cette intégrale, 
introduire les imaginaires sous les fonctions f 0 e t , il suffirait d’avoir 
égard à l’équation (8 )  ( I ie partie) que l’on présenterait sous la forme

(8 6 )  f { x ) — A  f  f  eal-x~ ^ f - ' if (p )da .dp ,

et de laquelle on conclurait par analogie

(87) / X
bH2

4 (A +  (3 \/-
=—1 — —— f x C
' 1 )_J

" arx + . „ t o
L tu+p^-i) Jv de/, dp.

On aurait par suite

■ = - h f / . r
P

=5]
gA+P/—1

( 8 8 )
4(/* +  Pv'-VJ(A +  pv̂ =7)î 

i f 1 j . T  A  W  ~\
2na  J J v + ^ k + M ~ > ) \ ( h +

Cette dernière formule est précisément celle que l’ on déduirait du 
) développement de l’ intégrale en série, et que M. Poisson a citée dans · 

le Bulletin de la Société philomathique de septembre 1822. Mais elle fait 
naître les mêmes difficultés que l’équation (7 7 ), et l’on peut en dire 
autant de toutes les formules dans lesquelles des expressions imagi
naires se trouvent renfermées sous des fonctions arbitraires.

OBSERVATIONS GÉNÉRALES ET AD D ITIO N S.

Dans le Mémoire qu’on vient de lire, nous considérons chaque inté
grale définie, prise entre deux limites données, comme n’étant autre 
chose que la somme des valeurs infiniment petites de l ’expression 
différentielle placée sous le signe J, qui correspondent aux diverses
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valeurs de la variable renfermées entre les limites dont il s’agit. Lors
qu’on adopte cette manière d’envisager les intégrales définies, on 
démontre aisément qu’une semblable intégrale a une valeur unique 
et finie, toutes les fois que, les deux limites de la variable étant des 
quantités finies, la fonction sous le signe J  demeure elle-même finie 
et continue dans tout l ’intervalle compris entre ces limites. Supposons 
que, ces dernières conditions étant remplies pour l ’intégrale J ' f ( x ) d x  

prise entre les limites x  =  x ’ , x  —  x " ,  on représente par x 0, x t , . . . ,  
x m„ { des valeurs de x  intermédiaires entre les valeurs extrêmes a?', x " ,  

et par
Ü - X{af,k), ? » =  + ( * ' , * )

deux fonctions de k, x ’ , x " ,  qui convergent respectivement vers les 
deux limites x ',  x " ,  tandis que l’ on fait converger k vers la limite 
zéro. Si l’on désigne, avec M. Fourier, l’ intégrale proposée par la

notation / f ( x ) d x ,  on établira facilement les deux équations

Il suffit d’étendre, par analogie, ces deux équations au cas même où 
les conditions ci-dessus énoncées ne sont plus satisfaites, pour être en 
état de fixer, dans toutes les suppositions possibles, le sens que l’on

/·■'*
doit attacher à la notation / f ( x ) d x ,  ou, en d’autres termes, la

valeur de l ’ intégrale définie qu’elle exprime. \Voir, pour plus de détail, 
le résumé des leçons que j ’ai données à l’École royale polytechnique, sur 
le Calcul infinitésimal (·*).] Il faut seulement observer que cette valeur 
sera, dans beaucoup de cas, infinie ou indéterminée. Or, il importe, 
non seulement de reconnaître les cas de cette espèce, mais encore de 
fixer le nombre et la nature des quantités arbitraires que comporte une

( * )  OEuvres de Cauchy, S .  II,  T .  I V .
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intégrale définie indéterminée. On parvient à ce double résultat par la 
considération des intégrales définies singulières, dont j ’ai fait usage 
pour la première fois dans un Mémoire ( f ) présenté à l’Institut le 
22 août 18 14 * et dont j ’ai développé la théorie dans une Note que ren
ferme le Bulletin de la Société philomathique de novembre 1822 ( 2). Au 
reste, l’ indétermination qui atícete unè intégrale définie simple ou mul
tiple cesse, pour l ’ ordinaire, lorsque cette intégrale est censée repré
senter la limite vers laquelle converge une autre intégrale définie, ou 
la somme de plusieurs intégrales de cette espèce, tandis que certaines 
constantes renfermées sous les signes d’ intégration s’évanouissent. 
Ainsi, par exemple, quoique, pour des valeurs entières de m  supé
rieures à l’unité, et pour des valeurs positives de b, les quatre intégrales

JCm dv ("°
------ , / x m~ l cos b x  d x ,

0 Jo

f*̂0
CCm~l sinôic d x , COS ap da dp

soient effectivement indéterminées, néanmoins si, k désignant un 
nombre infiniment petit, elles entrent dans un calcul comme limites

(*) Co Mémoire, qui sera publié dans le Cahier prochain, a été approuvé par l’Institut, 
sur un rapport de M. Legendre, daté du 7 novembre 1814, et dont les conclusions se 
trouvent imprimées dans l’Analyse des travaux de l’Institut pendant la même année. De 
plus, &1. Poisson a donné un extrait de ce Mémoire dans le Bulletin de la Société philo
mathique de décembre 18x4-

(2) J'appelle intégrale déjinie singulière une intégrale prise relativement à une ou à 
plusieurs variables entre des limites infiniment rapprochées de certaines valeurs attri
buées à ces mêmes variables, savoir, de valeurs infiniment grandes, ou de valeurs pour

lesquelles la fonction sous le signe J "  devient infinie ou indéterminée. Ces sortes d’inté

grales ne sont pas nécessairement nuiles et peuvent obtenir dos valeurs finies ou même 
infinies qu’il est ordinairement facile de calculer. Ainsi, par exemple, k désignant un 
nombre infiniment petit, et p, v deux constantes positives, on fixera sans peine les valeurs 
des deux intégrales définies’singulières

(a)
ï(x)

J »  ~

(k)
f  * -* v f ( g )  

•A — /.[A 1 x

dx  =  f ( o ) Z ^ ,
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des suivantes
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i
( x - i )dx

£ x m-\ e - k x  g in h x  c lx

\ » ntù
-L  X . , / xm- 1 gr-kx CO S b X dx,

O J  0
fta _i_ e—*a

• / T ' - *o «•'n
cos ap eta dp,

elles reprendront des valeurs fixes, et se réduiront à

, . , 1 . 2 . 3 ..........< m —> i) rmz 1 . 2 . 3 ...........(m  —  i) . mit 71
lo g e » -·) . -------- -----------oosv . --------- 5S-------- smv , -·

Il est remarquable que, dans la dernière de ces quatre intégrales, on 
doit attendre, pour annuler le nombre le, qu’c la seconde intégration 
soit effectuée. La même remarque s’étend à une grande partie des for
mules que nous avons données dans le présent Mémoire.

·£.»

Concevons encore que, dans l ’ intégrale définie /  f ( x ) d x , la fonc-
* x >

fion sous le signe J ',  savoir, / ( x ) ,  devienne infinie pour des valeurs 
do x  comprises entre les limites x ’ , x " ,  et représentées par x 0, x K, 

x¡¡, . . . ,  a v _ ( . Cette intégrale sera le plus ordinairement indéterminée. 
Mais, si elle entre dans le calcul comme limite de la somme

/  f ( x ) d x + l  f ( x ) d x - h . . . +  i f ( x ) d x ,
d x ' d «'.r A

elle reprendra en général une valeur fixe à laquelle nous avons donné
le nom de valeur principale. (  Voir le résumé des leçons données à
l’École royale polytechnique.)

*
Les considérations précédentes conduisent à plusieurs formules que 

l ’on peut employer avec avantage, soit dans l ’évaluation des intégrales 
définies, soit dans la résolution des équations algébriques ou même 
transcendantes, et que nous allons faire connaître.

Soient U, V deux fonctions réelles des variables u, v\ et désignons 
par x a, x t, . . . ,  x m_ , celles des racines de l’équation

( 0  f { x ) = ±  CO
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qui, substituées dans la formule

(2) # =  U 4 -V y/^Tï,

déterminent des valeurs de u renfermées entre les limites u! , u", et des
valeurs de e renfermées entre les limites v', v". Posons, d’ailleurs,

/

( t \ e( i t  \ t /— \ d ( ü 4 - V y / — 1)x K  v) = / ( U  +  V y / - i ) —------
(3) <

) i ,  i * f( , t -tj j— \ d ( U  + V  y/— 1 )

Enfin, représentons par / „ ,  / , ,  . . . ,  / m_, les véritables valeurs des 
produits k / (¿ c „  4- /f), Zi /(a ? , 4- /c), k f ( x m- K 4 - k ) correspondant
à k — o ( , ). Si l’on intègre par rapport à u et à v les deux membres 
de l’équation identique

, dx (u , v )  dty(u,v)
dv du

entre les limites u =  u', u =  u v  — v', v —  v", et que l ’on remplace 
dans chaque membre l ’intégrale relative à u par sa valeur principale, 
on trouvera

(5)
■( f  ix(u,v*)— x (ii, v')]du 
) J U’

=  f  [ ' K “ "» e )  —  v ) ]  t / e  —  2 7 i ( ± / 0 ± / i  ± .  ; y /—  1 ,
J v·

chaque terme de la somme =fc f „ ±  f { ± . . . ± d e v a n t  être affecté 
du signe 4- ou du signe — , suivant que les valeurs de u et de v corres
pondant à ce terme déterminent une valeur positive ou négative de

la fonction réelle dû dV
du dv

dU dV
dv du • Ajoutons que chacun de ces mêmes

( 4) Si l’équation (1) avait plusieurs racines égales à ,r0, p étant le nombre de ces 
racines, il faudrait, pour obtenir la valeur de/0, substituer au produit k f ( x 0 - i - k )  la 
fonction

»_______àP~l\ k P k ) \
1.2 .3...... (p — l) d/iP-L

OEuvres de Ç. — S. II, 1.1. 43
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termes devra être réduit à moitié, si la valeur correspondante de u 
coïncide avec une des limites u! , u",  ou la valeur correspondante de v 

avec l’une des limites v ,  v". La formule (5) résulte des calculs déve
loppés dans le Mémoire de 18 r 4 déjà cité. Si l’on prend successivement

U+V v/—~ï =  «< H- c y/— 1 , U+V y/— i =  «(cosc' +  y/. — i sine),

et que dans le second cas on suppose la quantité a toujours positive, 
on obtiendra les équations

( 6)

(7)

( f  [ / ( “  +  «’" S/— ' ) — / ( «  +  v'\ f^ i)\du
^ J J U’ n .

- - V — 1 f  [/(«"H- e y/— 1 ) —·/(« '4 - ey/— 1)] iie — 2 7 :(/„+ /]+
J  V>

J /*»* ’ _ _

fi'

f  [ « " / (« 'W -1) — — 27r(/0+ / , + . . . + / TO_i)y/— ’ ·
1/  p'

Lorsque la fonction f { u - \ - v y/— i) ne varie jamais d’une manière 
brusque entre les limites u —  — co, u =  ce; e — — co, e — o, et qu’elle 
s’évanouit, i° pour u —  ±  co, quel que soit e, a0 pour v =  — co, quel 
que soit u, alors, en posant u '=  — 00, « " =  ac, e '=  — co, e"-= o, et 
remplaçant «  par a?, on tire do la formule (6 )

( 8 )  f  f ( x ) d x =  2 7 i ( / 0 +  / 1 +  . . . - t - / m- , ) y / ~ .
t/ — 06

Lorsque la fonction /(«e * ''7“ 1) ne varie point d’ une manière brusque 
entre les limites u ~  o ,  «  =  1 ; p =  — -rc, ç> =  +  tî, en prenant ces 
mêmes limites pour valeurs respectives de u', u", v', e", on tire de la 
formule (7 )

( 9 ) . f  e‘’ / - V ( e ,’vcrî) r f e = 27r ( / 0 +  / 1 +  . . .  +  /„ ,- i) . .

Il importe de remarquer que les quantités / „ ,  / , ,  . . . ,  corres
pondent, dans la formule (8 ) , aux racines de l ’équation (1) pour les-
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quelles le coefficient de \J — i est nul ou négatif, et, dans la formule (9), 
aux racines réelles ou imaginaires dont la valeur numérique ou le 
module est inférieur à l ’unité. Ajoutons que l ’on devra toujours réduire 
à moitié celles des quantités / „ ,  . . . ,  qui correspondraient,
dans la formule (8 ) ,  à des racines réelles de l ’équation (1), ou, dans la 
formule (9 ) ,  à des racines dont la valeur numérique ou le module 
serait l ’unité. Alors ces équations ne fourniraient plus que les valeurs 
principales des intégrales comprises dans les premiers membres, et 
non leurs valeurs générales qui deviendraient indéterminées. Obser
vons, au reste, qu’il sera toujours facile de convertir ces valeurs prin
cipales en intégrales déterminées ( ' ) .

La formule (8 )  s’accorde avec celles que j’ai présentées dans le 
Mémoire de i8i / j ,  et dans des leçons données en 1817, au Collège royal 
de France ( 2). Elle fournit une grande partie des intégrales définies

(<) Il est aisé de convertir en intégrales déterminées, non seulement les valeurs prin
cipales des intégrales définies indéterminées, mais encore toutes leurs autres valeurs, et 
même les intégrales définies singulières. Ces transformations conduisent souvent à des 
résultats dignes de remarque. Ainsi, par exemple, lorsque la fonction f (x )  demeure finie 
et continue entre les limites x — o, x  =  <», l'équation (a) (p. 335) entraîne la suivante

(c) r [ t ± ) d z ^ r f ( M dz=; r
J k 2 2 «A

, r " f ( v z ) - f ( l ^ ) dz=t(o)i(^y

J r  ® e-vs g-[iz
I ------------ dz =  l

0 z
De môme, si l’on suppose que f (x )  demeure finie et continue depuis x — o jusqu’à x =  1 , 
et si l ’on désigne par x (z ) ,  >KZ) deux fonctions qui, croissant et décroissant avec la 
variable z d’uno manière cônlinue, convergent en môme temps que cette variable vers 
les limites o e l  1 , on tirera sans peine de la formule ( b)
(d)

r 1 r y ( » ) f ( ^ Q  _  x ' ( » ) f ( x * n
J» L 1—<Kz) j -x.(2) J dz =  f ( i)  l

(2) Dans l’une (le ces leçons j’avais déduit, d’une formule générale qui s’accorde avec 
l’équation (8 ), les valeurs des quatre intégrales

*
l

f(<r) · J ttt—t sin rxax. L-(x)

f(*)
F(x) l(i -t- r2x 2) dx,

f (x )  ' j  r.T- ;■ c o srx  dx, l<(x)

f(*)
F ( x )

arc tangrx dx,

r désignant une constante positive et
f (x )  . .
r. . ■■ une fraction rationnelle.f (x)
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simples dont les valeurs avaient été fixées par d ’autres méthodes, et 
beaucoup d’intégrales nouvelles. D’abord, il est aisé de voir que l ’on 
ramène immédiatement l ’équation ( 9 ) à l’équation ( 8 ) en posant

. v 
tan g- =  x ,

_ _
afin de convertir l ’ intégrale / * ev^ ~ ' d v  en ufie autre de la

r% co
forme / § ( x ) d x .  De plus, il est clair que les équations ( 8 ) et ( 9 )

fourniront les valeurs en termes finis des deux intégrales qu’elles ren
ferment, toutes les fois que les racines de l ’équation ( 1 ), ou, du moins, 
celles dont les modules resteront inférieurs à l ’unité, seront en nombre 
fini. Dans le cas contraire, les seconds membres des formules (8 ) et (9 ) 
se changeraient en séries dont les sommes seraient équivalentes à ces 
mêmes intégrales. Je me'contenterai, pour le moment, d’appliquer ces 
formules à quelques exemples.

Si l ’on désigne par a* b, r  trois quantités positives, on tirera de la 
formule ( 8 ), en supposant a inférieur ou tout au plus égal à 2 ,

(10)

( I I )

=  itra- te - hr,

—  Ttra
, a tt • c o s ----

V 2
br

L’équation ( 1 0 ) comprend, comme cas particuliers, les formules
f " °  x a~ ' d x

Jo

r  cos b x
7’2H- X *

x  sin b x  
r 2-+- x 1

d x  —
7T
-  e 
2

— b r

9

données par Euler et M. de Laplace. La formule ( 1 1 ) fournit seulement 
la valeur principale de l ’ intégrale qu’elle renferme. Mais, si l ’on trans
forme cette valeur principale en une intégrale déterminée, et que l ’ on
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fasse, pour abréger, br̂=r. c, on trouvera
311

( 1 2 )

x\*-a . fan  r-  s in -------c -r J \ 2 x x
an xs m ------- c-

x  r
r x

/ dx n f a n  \------- — — cosí---------c . .OC 2 \ 2 '

Cette dernière équation comprend plusieurs formules connues, entre 
autres la suivante

X1

X ------
X

1—a

X / dx 
X 2tang an

Si l ’on pose a ~  o, les formules ( i o ) ,  ( i i )  et ( 1 2 )  cesseront d’être 
exactes; mais, en opérant toujours de la même manière, on trouvera

sinèa? dx

( i3)

(•4 )

f  ■■ =  -^ (1  -  e -br)

/ ” sin b x  dx  7T . . ,
------------ ;------ ; —- ■— ; (1 — cos br ),

x  r2 — x 2 2 r1'
r> x , r\ r . x \-sm c - -----sin c -  ,r \ x x \  r dx 71. ,-------- ----- --------------- 2-----'------=  -  (l — cosc).x  r x 2

r x

On tire encore de la formule (8 ) , en supposant« positif, mais infé
rieur, ou tout au plus égal à l’unité,

(x\/— \)ae - ,,x'l-i dx1 r ( _ x ±

I L .  ' 0 - x v / ~ )  /·* • Xa

f * cos^-“  — 6 a7̂ (i-f-.* 2)-t-2 sin^^ — bx'j 

Jo ~ [ï  t (n - a?2 )]2 +  ( arc tang« f

arc tanga; x a dx  7 1  ra~l e~hr
r2 h-  a;2 l ( i -+- /· )

et, en supposant a =  o,
r  e - b x j - i  d x

Q6) <
L m r2

i _ P" cos bx l{
[ -Jo “ LFÜ

cosbx l(i +  x*) — 2 sin ¿>a; arc tanga; dx itV e~hr 1
x i )]2-h (arc tanga; ) 5

7TI” e~bT i~|
rU(ï+o~ rJ‘r 2-t~ a;2
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Si l’on fait, dans ces dernières formules, b =  o, r —  i ,  x  =  tangs, et 
de plus a — i dans l ’équation ( 15 ), on obtiendra les intégrales

_ 7i
3  2 —t— ( i COS S )2 2 / ( 2 ) ’

I c o ' & z d z  _-re / i \
J  z*-h ( t c o s s ) 2 — 2  V 1{2)J

citées par M. Poisson dans te Bulletin de la Société philomathique de 
septembre 1822.

On déterminerait avec la même facilité les valeurs des intégrales 
définies imaginaires

f"° f

J - J
Í M  e-bXJ~l

(·»)
dx,

1
f(a?)
F (*)

t[/' sine +  t^-t-z-cose)^— i\dx,

f(a?) dx
/ ( i+ a ;y /— 1)

et par suite celles des intégrales réelles

f(^ )
F(J7)

f ( ¿c 4 

F(¿r)

cos bxdx, f  sin bx dx, f  •£7— t(r2 + 2rxcosd -h x-)d x ,

x  +  r cos
arc tan g -------:—y—

D / ' s i i iô
>. r  t n i + x * )

X’ J _ x V(x )  [|t(i -t-a?2 arc tanga;)2

-d x ,
l

°° f(aO _____
' _»E(a ; )  [ ^ ¿ ( 1  -I- vC2)2.]2-t- (arc  tanga;

désignant une fraction rationnelle, b, r  des constantes positives

et 0 un arc compris entre les limites o, te. Nous ne nous arrêterons 
pas davantage aux diverses applications de la formule ( 8 )  que l ’ on 
pourrait multiplier à l ’ infini.

Si l ’on fait, dans la formule ( 9 ) ,  f ( x )  =  Ia fonction f(a?)

étant choisie de telle manière que l ’expression î(u evsfzr' )  reste finie et 
déterminée entre les limites u —  o, u —  1 ; e =  — te, v —  4 - te, on en 
conclura

/ ”1/ — TC

f(V /= î)
—,----—  dv — 2 7 E
F(e ‘V ~ ')

f(o )
F (o)

. f(zc0) 
^0F'(«u)

f(^i)
a?, F'(«i)0 7 )
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x a, x , ,  . . .  désignant les racines réelles ou imaginaires de l ’équation 
F(a?) =  o, qui auront pour valeur numérique ou pour module un 
nombre inférieur à l ’unité. Ainsi, par exemple, en posant

on trouvera : 
Pour a2<  i,

( .S l

ot, pour a- >  i ,

F(a.) =  i — aœ,

/ ;O _7t

11
qV y/ —1

d v =  2 7tf(o),

(■9 )
{ (e v'f=i)
--------- =  dv
— a ev'/~ x

— fi

Ces formules s’accordent encore avec deux autres que M. poisson a 
citées dans le Bulletin qu’ on vient de rappeler.

Concevons maintenant que l’ on prenne

( 20 ) / O ) ·
w (x ) V  (x) — ro(.r)F(a;)

_ _  ,

F ( îc), <p(a?) et u { x )  désignant des fonctions arbitraires, mais telles, 
cependant, que les racines x it a?,, . . . ,  x m_ { appartiennent toutes à 
l’équation

(21) F(a?)=:o.

On conclura des formules ( 5 ) , (6 ) ,  (7 ),

±  ©(#<,) ±  cp(.-r,) ± . . . ±  œ(a?m_i)

=  -----7= f  [+(«"»♦’ ) — «')] do
2 7T y —  I J

---------] = =  f  [%(«, »") — x(u, v')]du,
2 7T y — lJ,,·

<p(a?0) -4- cp(a?i) - K  · · h-

=  X  [ / ( 1<,,+ P v/—  1 ) —  f ( u ' + 0

+  ^ X "  [/ ( i M + - / ( « + * « ,

( 2 2 )

( 2 3 )

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



3 i 4 M É M O I R E  S U R  L ’I N T É G R A T I O N

et

I
< p ( ^ o )  +  9 ( « i ) + . . .  +  t p ( ^ m _ i )

/%VW __ __

— ~  ( \u " f(u ''e v'f:ri) — u '/ ( « 'W - ‘ )]e ,’»M rft>
27r

-+- - — - f  f ( u e t’V->) — du.
2  7t . / ,t/ u·

Les racines de l ’équation (21) qui entrent dans ces dernières formules, 
savoir, x 0 , x , , . . . ,  x m- K, se réduiront à une seule, si l ’on choisit conve
nablement les limites u! , u", d ,  v". On peut donc obtenir par ce moyen 
la valeur de ®(a?0), puis, en posant <f(x) = x ,  la valeur de x 0, c ’est- 
à-dire, d ’une quelconque des racines exprimée à l ’aide d’ intégrales 
définies simples. On doit même remarquer que ces intégrales renfer
meront des constantes arbitraires u', u", v , e", avec une fonction arbi
traire or (a?) assujettie seulement à certaines conditions.

Lorsque la fonction f { u  +  v s j— 1) s’évanouit pour v =  ±  00, quel 
que soit u, alors, en supposant d — — oc, d' — cc* on réduit la for
mule ( 2 3 ) à

<P(a!o)-t-<P(Æ,i) + .  ..H-<P( # „ _ , )

— ~  f  [ f ( u ' + v ' f ^ \ ) —f ( u ' + v \ f ^ \ ) \ d v .

Lorsque dans la formule (24) on suppose d — — n, v " =  4- ir, u! —■ o, 
u" —  r  (r  étant une quantité positive), on trouve

1 r *  —
(26) <p(a?„) -t- ?(^ i) + .  . . 4- =  — / rei’</-lf{ r e '’f :ri)di>.

Si l’on veut que x 0, x t , . . . .  représentent toutes les racines de 
l ’équation (21 ), il suffira de concevoir que dans la formule (2 0 ) les 
deux quantités u', u" deviennent, la première inférieure, la seconde 
supérieure aux parties réelles de toutes ces racines, et que dans la 
formule (2 6 ) la quantité r surpasse à la fois les valeurs numériques 
des racines réelles et les modules des racines imaginaires.

Les formules ( 2 3 )  et ( 2 5 ) comprennent, comme cas particuliers.
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celles que j ’ai données dans un Mémoire sur la résolution,des équa
tions par les intégrales définies, présenté à l ’Académie des Sciences 

Je 22 novembre 1819.
Dans tous les cas où l ’on peut,réduire à zéro la fonction arbi

traire v s(x) ,  la formule (2 0 ) donne simplement

> -  F(a?) ’

Alors, en faisant, pour abréger, <p( æ ) Y ( x )  =  î ( x ) ,  on tire des équa
tions (2 0 ) et (2 6 )

F ( X 0

(2 7 )

( 2 8 )

I
27T

F'(a?t) "  F '(¿,„_1) . '

f ( u" - hv \ / — i) f ( u ' - v v — 1
F ( îî"+- i)  F ( u ' - t -  v\j— i)_

dv ,

f(g .) . f(^ i)
F'(«0) F'(ajj) H- . · . H- P X  m —

F '(îc»
,) 1 r *— =  — / rt 
-l) » « J - ,

ï f  (/•e‘'v/-T) 
F(/-e‘’^ )

f ( «  ·L’équation (2 7 ) suppose : i°  que la fonction ~1~ y ̂ __1/  s’évanouit

poure =  ± o o , quel que s o it « ;  20 qu’elle ne varie jamais d ’une manière 
brusque entre les limites e =  — oo, (>=-1-00; u =  u', «  =  «"; 3 ° qu’entre 

ces limites la fonction f (u  -t- e\/— 1) ne devient jamais infinie. Dans 
l ’équation (2 8 ), les deux dernières conditions subsistent pour les

fonctions ■--ue·^ l ) · > î ( u e mais seulement entre les limites v =  — n, 
F\uevv - 1)

v =  îc, u =  o, u —  r. Ajoutons que x 0, x „  ...» x m- ,  représentent, dans 
la formule (2 7 ), celles des racines de l’équation (21 ) dont les parties 
réelles demeurent comprises entre les limites u =  u!, u =  u"·, et, dans 
la formule (2 8 ), celles de ces racines dont les valeurs numériques ou 
les modules sont inférieurs à r.

Dans le cas particulier où l ’intégrale f  / ( «  +  c yZ-^Q ^  s’évanouit 

pour u =  -  qo, alors, en prenant u' =  -  00, u =  U, on réduit la for-
OF.uvres de C. — S. It, t. I. * ^

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



346 M É M O I R E  S U R  L’I N T É G R A T I O N

mule (2 7 ) à

(29) f(æ») fQ i) f(^».-i) _  J_ f ° °  f ( u  +  <’ \!— 1) dv%
F ' — 2 Tir F (  U h- \ / ^ 7 )

Le premier membre de celle-ci renfermera toutes les racines de l’équa
tion (21 ), si la quantité U surpasse les parties réelles de toutes ces
racines.

Lorsque la fraction J M
F ( x )

devient rationnelle ou de la forme

a„ -I- <7, x  -4-... -4- a„xP  
A 0 H- A , x  H- . . .  -h Amx m ’

et que le nombre p  est inférieur à m  — 1, alors, en prenant u —  — 00, 
a " ~ c c ,  on réduit à zéro les intégrales que renferme le second membre 
de l’équation (2 7 ), et l’ on trouve

( 3o) f(^o ) f(a?A f ( ^ f f - i )
F 'K )  É'(^,) F '{x m-i )

Si, au contraire, l ’on suppose p  — m  — 1, alors, en faisant iï =  —  U, 
u" =  U, et attribuant à U des valeurs infiniment grandes, on réduira le 
second membre de la formule (2 7 ) à

a ‘ *

r°° «m-1 /  1 _  1 \ dç _  am-\ i"° _  Om-1 ;
A,„ V̂ U _|_(,·̂ /— j — U +  V — I J  TtAm  i/_ oo b c- Am

et par suite cette formule donnera

,q \ f , , i ( x m—\)   am- 1
(  > F'(^o) F'(*i) F '(*„_,) -  A,„ ·’

Les équations ( 3 o )  et ( 3 i )  s’accordent avec un théorèmé que j ’ai 
démontré dans le XVIIe Cahier de ce Journal, page 207.

Les diverses formules que nous venons d’établir fournissent le 
moyen d ’exprimer, par des intégrales définies, non seulement les 
racines d’une équation algébrique ou transcendante, mais encore les 
sommes de fonctions semblables de ces mêmes racines, ou de quelques-
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unes d’entre elles; et par suite les intégrales générales des équations 
linéaires aux différences finies ou infiniment petites à coefficients 
constants, et souvent même à coefficients variables. C’est ce que nous 
allons faire voir, en peu de mots, pour les équations différentielles et 
aux différences partielles.

Supposons d ’abord que, A0, A ,, . . . ,  Am, désignant des quantités 
constantes, et ^ une fonction inconnue de t, on veuille intégrer l’équa
tion différentielle

(32) . . . d<b d',l<]j
' A0̂  +  Aj —  ■ +.. ■  +  A m - J 7 7 ¿  — o,

dl"

avec la condition que

(33) · «, J , d'n~141 
dl»1- 1

se réduisent respectivement à

(34) qn, qr™~i

pour 1 =  o. Alors, en posant

(35) F(fl) =  Ao +  A1Ô +  . . .  +  A*,0'B,

et nommant Q„, G,, . . . ,  0m_, les racines de l ’équation

(36) F ( 0 ) = o ,  

on trouvera

(i F - e , ) ( w - e 2) . . . ( w - 0 w_1) n;<
( #0 — ôi ) ( — Oi ) ■ · . ( — 0/«-i )

+  · (ffr- e o ) ( y - ^ ) . . . ( y - e m- ,)  ^
( 0̂ ) ( ®m—1 ) · · ·( ^m~2 )

F ( i F ) - F ( 0 o) F (1F) — F ( 0m_, )
V - 8 0  Fî(0o) «É-Ôi»-,  F'(0m_,)'

Or, si l ’on désigne par 0  une limite supérieure aux parties réelles de 
toutes les racines de l’équation ( 3 6 ) ,  la valeur précédente de ^ pourra
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être, en vertu de l’ équation (2 9 ), présentée sous la forme très simple

(38) +
(©+0 J-1)1

— ---------~ = r ~ d d .
F(0 +  B \ j—  1 )

Si l’on voulait intégrer l ’équation ( 3 2 ) de manière que les expres
sions ( 3 3 ) se trouvassent réduites par la supposition l —  o, non plus 
aux puissances successives d’une même quantité ’’F, mais à des quan
tités différentes

( 3 9 ) 'F ,, W lt W m_ u

on pourrait toujours employer la formule ( 3 8 ), pourvu qu’après avoir 
développé le second membre suivant les puissances ascendantes de ’lF, 
on convînt de remplacer 1F 0 par W 0, W ' par '*F,, . . . ,  W m~' par 1Fm_ , . 
Lorsque les quantités (3 9 ) sont arbitraires, le développement de la

fraction modifié conformément aux conventions dont il

s’agit, sc change en une fonction entière mais arbitraire de x , du 
degré m  — i .  Donc, en désignant par rz (x )  une fonction de cette 
nature, on aura pour l ’ intégrale générale de l’équation (3 2 )

(4o)
1 ïïj(© 4- Q\J— 1) 

F(© +  0 \ fX i)
g(®+0 ç{Q'

Supposons, en second lieu, que l’on veuille intégrer l’équation

( 4 0 1„ + a , § + a / " +
d t2

+ . . .  4- A, d m<\> 
1 d tm = / ( 0 ,  ■

avec la condition que les expressions ( 3 3 ) s’ évanouissent pour t =  o. 
On aura

+ -  r + · - ·+ m h  X  ‘ > *
(42) .
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et, par suite,

^(0+û/—1)( i— t)
f (0  +  ô^ = 7 )

/ ( t) dd dx.

Si l’on voulait, au contraire, que les expressions ( 3 3 ) 'fussent ré
duites, par la supposition t —  o, aux quantités (3c)), alors il faudrait 
réunir les valeurs de <|> données par les formules (3 8 ) et (4 3 ) ; et l’on 
trouverait, en ayant égard aux conventions ci-dessus énoncées,

e ( © + 0 / — 1 )l flQ
F (0 4- 0 \/— 1 ) ’

m  + = -
F(lF)— F (€> -t- 0 y/——i) 

W —  + - r -
J , «'

/ ( ? )  dx

Si à la formule (2 9 ) on eût substitué la formule (2 7 ), alors, en 
désignant par G', G" deux quantités, l’une inférieure, l ’autre supérieure 
aux parties réelles de toutes les racines de l’équation ( 3 6 ), on aurait 
trouvé

(45)

F(W) —  F(e"+0\/=T) r ‘ f(x)dx 

F ( t F )  —  F ( 0 ' +  9 Q ^ l )  r 1 f(x)dx
—  (  d ' -+- 9  \ / —-~r) J

g(O"+0 /-l)i ¿ ft)  

g ( 0 ’+ D / ^ i  )l CIQ

V (b '+ B s/= \ )

On revient immédiatement de la formule ( 4 5 ) a la formule ( 4 4 ). en 
posant G '=  — oo, 0 " =  0 . Ajoutons que la formule ( 4 5 )  peut être vé
rifiée, directement par la substitution de la valeur de 'j1 qu’elle donne, 
dans l ’équation (4 0 ·

Il est essentiel de remarquer que, si dans la formule ( 4 3 ) on prend 
l’ intégrale relative à t , non plus entre les limites z  =  0, t  =  t, mais 
entre deux limites t ' ,  t " ,  l ’une inférieure, l ’autre supérieure à t, la 
valeur de ^ qui en résultera satisfera généralement à la formule (4 i ) ,  
puisqu’en la substituant dans le premier membre on obtiendra l ’équa
tion exacte

(46)
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Concevons maintenant qu’il s’agisse d’intégrer l’équation différen
tielle

(47) A,
(i +  O"1

A,
( i  -+ - t ) m- i

d̂ i
dt

A/n-l
I -t- t

d 1 4 . , dm i|/ 

di,m~f  + A " '  ~dv* = m ,

avec la condition que les expressions ( 3 3 )  se réduisent respective
ment aux quantités

\

( 48) ’ F», W ,  . . . ,  < r ( V - i ) . . . ( V _ m  +  2 ),

pour i =  o. Alors, en supposant la fonction F (0 )  déterminée, non plus 
par la formule ( 3 5 ), mais par la suivante

(4 9 ) F (0 ) =  AoH-Aj0 -|-A20(0 — i) + .  · · -+- A m8(8 — i ) . . . ( 0  — ni 1),

on trouvera, en vertu de l ’équation (2 9 ),

(5o)

JL r v m - e ( v  +  o ^ - < )  de _ _
27r, Z  ^ — ( e  +  ôy/— !)  F (e +  0vr— 0

0+Oy/rT
(1 -t- t)"1-1 f ( x ) d 8 d x

F ( 0 + i s / ^ ) ’

et, en vertu de l’équation (27 ),

+ =
de

(50  ■

_L n F(iy) - F ( e * + 9 ^ )  _________ ___
1U — ( f - ^ y '  —T) F(0'-H0v'— ')

-  f  / ( -m J _ J ü \ 1

( \ 0'+6/— i
(1 -+- r)"

lF ( V ) - F ( e ,+  ey/— 1)
2TT

_L r  Ç ( 1 +  t

T’ — (6'H- &v/— 0

A«'+0/^

/ ( t ) dô dx 
E (e "+ ô \ /~ i)

(l +  ¿)0'H-0/=I <¿0

(i +  t)"

F (0 '+  Ôy/— 0

f ( x ) d O  dx

F (&' h- 0 y— 1 )

Si l’on voulait que les expressions ( 3 3 )  lussent réduites par la suppo
sition t =  o , non plus aux produits ( 4 8 )» niais aux quantités (3 9 ), 
on pourrait encore employer la formule ( 5 o )  ou ( 5 i ) , pourvu que 
l’on convînt de développer le second membre en une série de termes 
proportionnels aux produits dont il s’agit, et de remplacer ensuite
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dans le développement ces mêmes produits «par les quantités 
W W , .

Considérons à présent une équation linéaire aux différences par
tielles, par exemple, l ’équation ( i )  de la seconde Partie. Les valeurs 
des quantités T0, T(, . . Tm_, comprises dans l ’ intégrale générale de 
cette équation dépendront, comme on l’a vu, de la fonction S assu
jettie à vérifier la formule ( n )  (p . 3 io ) ,  avec les conditions (8 )  
(p . 3o q ) .  Or, en vertu de ce qui précède, la fonction S, déterminée 
de manière.à remplir les conditions prescrites, pourra être présentée 
sous la forme

( 5a ) S F(m) - F ( 0 h- 0 vC7')  e(®+0*/-i ) ‘ d d

u — ( e  +  6 ) /= 7 )  F ( 0 - i - 0 ^ / 3 7 ) ’

0  désignant une limite supérieure aux parties réelles de toutes* les 
racines de l ’équation F (ô ) =  o. Si l ’on développe la valeur qu’on vient 
d ’obtenir pour S, suivant les puissances ascendantes d e« , on trouvera 
pour les coefficients respectifs de ces mêmes puissances

/
To - f2

À, -+- A , ( 0  +  B\J— i )  A A m (  ® +  A \ /—  1 )
F ( 0  -h 6\J— i )

_e(0+e/=i ) t d 8 ,

(53)
· +  Am( 0  +  6 \J— i)'" e(@+.e/=i)i d$
F (0  +  0S/ _ I)

_L r  A,„
any _ . F ( e + v - o

dd.

Ces dernières valeurs de T0, T,, Tm_, s’accordent, en vertu de 
la formule (2 9 ), avec celles que nous avons données dans la seconde 
Partie (p . 3 i 1 et 3x2).

Si l’ on remplace l ’équation (1) du paragraphe Ier (IIe Partie) par 
l ’équation (2 8 )  du'paragraphe III, la valeur de © sera donnée par les 
équations ( 3 4 )  et ( 3 6 ), dans lesquelles on aura

eV-f- e®·*-)- . . .  + ( q +  ^ / z T ) » - 1
(0  +  0 v/—TO"1— Â

e(0+V-l)i dQ'( 5 4 )  T = m
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Dans un autre Mémoire, je reviendrai sur l ’application de ces diverses 
formules, soit à la résolution des équations algébriques, soit à l’ inté
gration des équations linéaires aux différences finies ou infiniment 
petites à coefficients constants, ou à coefficients variables, et je les com
parerai avec celles qui ont été présentées par MM. Parseval et Brisson, 
sur les mômes sujets. Je finirai en observant que, si dans la for
mule (2 )  (P'e Partie) on remplace la fonction / ( ¡ jl, v , gj , . . .) par le 
produit ea<aMl)eb(r -v)ec(z- ,!r). . . / (p . ,  v, ra ,. . . ) ,  a* b, c, . . .  désignant des 
constantes réelles mais arbitraires, on trouvera

(55)
f(¿C, y , S, . . .) =   ̂—  ̂  J 'J '. . . g(a-t-a/—l)fic—(X) e(b4-p/ -̂l)fy—v) _ 

X  / (  fji, v, cj, . . . ) . . .  dot d[L d$ dv . . . .

Il en résulte que dans tous les calculs de la seconde Partie, et dans 

les fonctions A0, A ,, . . . ,  A,„_,, F ( 0 ), . . .  on peut écrire a -H- a y/— x, 

b -+- p \J — 1, . . .  au lieu de a \J—  1, ¡3 y/ — 1, . . Par lâ même raison, à 
la formule (2 6 ) de la page 3 i 5 , on peut substituer la suivante

(56)
¿ T i f f

. .  . e ( a + a / - i ) ( * —(JOe ( b + p t / ^ ï ) ( : r - v ) . _

X  ■ dix du. d& d v . . .de dx,
F (0 -1- 0 v/ - i )

a, b, . . . ,  0  représentant des constantes arbitraires dont la dernière 
pourra même être remplacée par une fonction quelconque de a, (3 , y , ...,  
par exemple par une quantité supérieure aux parties réelles de toutes 
les racines de l’équation F (0 ) = o .  Ajoutons que, pour obtenir la 

valeur de F ( 0  -+- G s¡—  1) qui convient à la formule ( 5 6 ), il suffira dé 
substituer dans la valeur générale de V® un produit de la forme

(a + ay/—i)p(b + (3y/—i)7.. .(© 4-Ôŷ O*

à chaque terme de la forme

ó.x>J ôy'1 à zr . . .  dts
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Remarquons enfin que, si dans la formule ( 5 6 )  on suppose l’ inté
gration relative à i  effectuée, non plus entre les limites i  =  n — T" t 

mais entre les suivantes v =  o, t =  t, la valeur de <p qu’on obtiendra 
sera précisément l’ intégrale de l’équation (2 0 ) (IIe Partie), cette inté
grale étant déterminée de manière que les expressions

( 5 7)
dy
d t ’

dm~ *
' dtm~ l

s’évanouissent toutes pour t =  o.

Au reste, il suit évidemment de la formule ( 5 5 )  que, si l’on donne 
une équation linéaire aux différences partielles et de l ’ordre m  par 
rapport à t , dont le premier membre ne renferme que des coefficients 
constants ou fonctions de t, et dont le second membre se réduise à un 
terme variable ou de la forme f ( x , y , z ,  . . . , t ) on pourra facilement 
intégrer cette équation de manière que les expressions (5 7 ) se ré
duisent respectivement à

f o ( x > y > z > · ·  ·)> f i i x > · ·  ·)> · ■ · > f m —i ( x > s >· ·■ )>

pour t —  o. En effet, pour y parvenir, il suffira de poser

(58)

v
., .e(a+av/-))(*-(J.)e(i)H-P/-i)(y-v).<,^ í/ a í¿,|UL dp du...,

en assujettissant l’ inconnue t|>, considérée comme fonction de t, à une 
équation différentielle de la forme

(5 9 ) a a » dm<b
A ° ~i~ A i  ~dTt +  ' ' ■ +  kmrdt«  = / ( f * >  v * · ■ · > O »

dans laquelle A0, A (, . . . ,  k m représenteront des fonctions connues de 

a +  K ( — 1, b +  (3 \J— 1, . . .  et de la variable t. Alors il ne restera 
plus qu’à intégrer cette équation différentielle de manière que les 
expressions

d'h d m~ l d/
~dft' dt"1- 1'

se réduisent respectivement à

. / 0(fA, V,tS, ..· ) ,  /,(H,V,OTr .
OEuvres de C. — S. U, t. 1.

···> fm -1 (p·, v, Tü, . . . ),
45
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pour t —  o. Ce dernier problème se résoudra très simplement par les 
méthodes précédentes, si les coefficients A0, A ,.........Am sont con
stants, c ’est-à-dire indépendants de la variable t, ou réciproquement 
proportionnels aux puissances entières et descendantes d’une fonction 
linéaire de cette variable.

P .-S . — On se trouve naturellement conduit par la théorie des 
quadratures à considérer chaque intégrale définie, prise entre deux 
limites réelles, comme n’étant autre chose que la somme des valeurs 
infiniment petites de l ’expression différentielle placée sous le signe j ' ,  

qui correspondent aux diverses valeurs réelles de la variable, ren
fermées entre les limites dont il s’agit. Or, cette manière d ’envisager 
une intégrale définie nous paraît devoir être adoptée de préférence, 
ainsi que nous venons de le faire, parce qu’elle convient également à 
tous les cas, même à ceux dans lesquels on ne sait point passer géné
ralement de la fonction placée sous le signe J  à la fonction primitive. 
Elle a, de plus, l’avantage de fournir toujours des valeurs réelles pour 
les intégrales qui correspondent à des fonctions réelles. Enfin, elle 
permet de séparer facilement chaque équation imaginaire en deux équa
tions réelles. Tout cela n’aurait plus lieu, si l’on considérait une inté
grale définie prise entre deux limites réelles, comme nécessairement 
équivalente à la différence des valeurs extrêmes d’une fonction pri
mitive' même discontinue, ou si l ’on faisait passer la variable d’une 
limite à l’autre par une série de valeurs imaginaires. Dans ces deux 
derniers cas, on obtiendrait souvent, pour les intégrales elles-mêmes, 
des valeurs imaginaires semblables à celle que M. Poisson a donnée 
pour la suivante

f
cos a x  
æ2 — b2d x

( voir le XVIIIe Cahier de ce Journal, p. 329). Si l’on applique à cette 
intégrale les méthodes ci-dessus indiquées, on trouvera pour sa valeur

principale — ^ s i n ab, tandis que sa valeur générale, considérée
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comme limite de la somme

1

A— * ( i cos a x
d x  ■__ A2

0 Æ  . v ' b  +  k ' i

f *  cos a x  ,
7  x ïZ T ïïdx’ 
J b + k v  x  0

sera déterminée par la formule

JC" cosa#dx  TT , , , . . .
g i _  ¿T =  ^ (c o s a ô lm  — sinaft),

n

m  désignant, pour abréger, une constante arbitraire égale au rap

port De cette formule on tire immédiatement les suivantes

dans lesquelles les fonctions sous le signe J cessent de passer par 
l’ infini entre les limites des intégrations.

Au reste, il peut arriver qu’à une même intégrale correspondent 
plusieurs fonctions primitives, dont les unes conduisent à des valeurs 
réelles de l ’ intégrale, les autres à des valeurs imaginaires. Ainsi, par 
exemple, si l’ on considère l ’intégrale

on pourra prendre pour fonction primitive ou le logarithme népérien 

de x ,  tantôt réel, tantôt imaginaire, ou la fonction 7 ;r2 supposée tou

jours réelle. La différence des valeurs extrêmes, qui sera imaginaire 

dans le premier cas, se réduira dans le second à la quantité réelle

ou I2, laquelle est précisément la valeur principale de l’intégrale 
proposée.
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IJ importe d’observer que, pour différentier la valeur principale 
d’une intégrale indéterminée par rapport à une quantité distincte de 
la variable à laquelle l’intégration est relative, il ne suffit pas toujours 
d’effectuer la différentiation sous le signe J .  Mais toutes les questions 
et les difficultés que l ’on pourrait proposer à ce sujet seront aisément 
résolues, si l ’on a eu soin de remplacer l’ intégrale indéterminée par 
la somme dont sa valeur principale est la limite. Concevons, par 
exemple, qu’en attribuant au nombre k une valeur infiniment petite, 
et supposant la quantité a positive, mais inférieure à l ’unité, on 
veuille différentier «  fois par rapport à la quantité a l’équation qui

fournit la valeur principale de l ’ intégrale indéterminée 

présentera cette équation sous la forme

r a~ k d x  r 1' d x  _  ( \  - a \

J, 7r=-a+J ^ ^ - \ — )’
et, en la différentiant «  fois, on trouvera

Par suite, en réduisant chaque intégrale indéterminée à sa valeur 
principale, on aura, pour des valeurs paires d e « ,

d n
x  — a 
da '1 d x  =

d a '1 3

et, pour des valeurs impaires de « ,

1 . 2 . 3 ................( n  ■ \ *I ) . —  “  GO,
' ku ’

ce qui est exact.
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Nous ajouterons, pour ne laisser aucune incertitude sur la valeur 
des signes algébriques dont nous nous sommes servis, que, dans ce 
Mémoire, comme dans le Cours d ’Analyse de l ’École royale p o ly 

technique, nous avons toujours employé la no'tation arc tanga?, pour 
indiquer le plus petit arc (abstraction faite du signe) dont la tangente

soit égale à x ,  et les notations (u x)1", K “  +  v\/'— i)  ( «  dési
gnant une quantité positive ou nulle), pour représenter les expressions

imaginaires

( « i +  ii*)«  p i a r c t a n g - ' j  -+-v^—  1 s i n ( V  a r c t a n g  - ^ J i

-1(1**+?*) -+ V -*
U

\ arc tang-*
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MÉMOIRE (*)

SUR LE SY ST ÈME I)E VALEURS
Q U ’I L  F A U T  A T T R I B U E R  A  D I V E R S  É L É M E N T S  D É T E R M IN É S  

P A R  U N  G R A N D  N O M B R E  D ’ O B S E R V A T I O N S , ’

P O U R  Q U E  L A  P L U S  G R A N D E  D E  T O U T E S  L E S  E R R E U R S , 

A B S T R A C T I O N  F A I T E  D U  S I G N E , D E V I E N N E  U N  M IN IM U M .

Le P. Boscowich a fait voir comment on pouvait résoudre la question 
précédente, dans le cas où l’on n’a qu’un seul élément à considérer. 
M. Laplace a examiné une question semblable dans le troisième Livre 
de la Mécanique céleste, qui traite de la figure du sphéroïde terrestre, et 
a donné une méthode facile po'ur.détcrmincr la figure elliptique, dans 
laquelle le plus grand écart des degrés du méridien, abstraction faite 
du signe, devient un minimum. On a dans ce cas deux éléments à con
sidérer, au lieu d’un seul. Mais la fonction des éléments qui représente 
les erreurs n’est pas la plus générale possible. II restait à étendre la 
même théorie au cas où cette fonction devient la plus générale de son 
espèce, et où le nombre des éléments est supérieur à deux. M. Laplace 
ayant bien voulu m’indiquer ce sujet de recherches, je me suis efforcé 
de répondre à son attente; et je suis parvenu à une méthode générale 
qui renferme toutes les autres, et qui reste toujours la môme, quel 
que’ soit le nombre des éléments que l ’on considère. Tel est l’objet du 
Mémoire que j ’ai l ’honneur de soumettre à la Classe. Voici d ’abord en 
quoi consiste le problème qu’il s’agit de résoudre.

( * )  P r é s e n lé  à  la  p r e m iè r e  C la s s e  d e  l ’ I n s t i t u t ,  le  28 f é v r i e r  i 8 i 4 ·
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Lorsque, pour déterminer un élément inconnu, par exemple une 
longueur, un angle, etc., on a fait un grand nombre d ’observations 
ou sur ces éléments eux-mêmes, ou sur d’autres quantités qui en dé
pendent, alors chaque observation prise à part détermine une valeur 
particulière de l ’élément. Si l ’on a déjà conclu, soit des observations 
que l’on considère, soit d’autres observations faites antérieurement, 
une valeur approchée de l ’élément, pour déduire de cette valeur la 
véritable, il. suffira d’y ajouter une petite correction que l’on peut 
désigner par la variable x .  Chaque observation, prise séparément et 
considérée comme exacte, détermine une valeur particulière de la cor
rection. Mais si, au lieu de considérer cette équation comme exacte, 
on suppose qu’elle soit en erreur sur le résultat vrai d’une certaine 
quantité, alors la correction à faire, ou la variable x  qui la repré
sente, deviendra fonction de cette erreur, et réciproquement. Par suite, 
l’erreur de chaque observation pourra en général être exprimée par 
une série ordonnée suivant les puissances de la variable, et dans la
quelle, vu la petitesse de la correctioil à faire, on pourra s’arrêter à la 
première puissance de celle-ci. Cette erreur sera donc représentée par 
un binôme, dont le premier terme sera constant, et dont le second 
renfermera seulement la première puissance de la variable x .  Si les 
observations données doivent servir à déterminer plusieurs éléments 
au lieu d’un seul, en désignant les corrections respectives de ceux-ci 
par les variables x ,  y ,  z ,  , on parviendra de la même manière à 
représenter chaque erreur par un polynôme du premier degré en x ,  y ,  

z , . . . .  Cela posé, il s ’agit de trouver pour ces variables un système de 

valeurs
x  — b  z =  £>

tel que le plus gran d des polynôm es que l ’on considère, ou, ce qui revient 

au même, la plus grande des erreurs qu’ils représentent, devienne, abstrac

tion fa ite  du signe, un minimum.

Le problème se simplifie considérablement, lorsque les polynômes 
qui représentent les erreurs sont deux à deux égaux et de signes 
contraires. Alors, en effet, pouf des valeurs déterminées des variables
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x ,  y ,  z , . . . ,  la plus grande des erreurs positives est égale à la plus 
grande des erreurs négatives; et la question se réduit à déterminer le 
système des-valeurs de x ,  y ,  z,  . . . ,  pour lequel la plus grande des 
erreurs positives devient un minimum. Si les erreurs ne sont pas deux 
à deux égales et de signes contraires, on pourra ramener ce cas au 
précédent, en doublant par la pensée le nombre des erreurs et joignant, 
aux polynômes qui représentent les erreurs données, d’autres poly
nômes égaux et de signes contraires, destinés à représenter les erreurs 
fictives que l ’on se propose de considérer. Si parmi les erreurs données 
il s’en trouvait déjà plusieurs qui fussent égales et de signes contraires, 
il serait inutile d’en doubler le nombre. Au moyen de l ’artifice précé
dent, on écarte les difficultés qui pouvaient naître de la distinction 
des signes, et l’on est alors autorisé à considérer une quantité négative 
plus grande comme plus petite qu’une autre quantité négative moindre. 
La question proposée se trouve ainsi, comme on l ’a déjà remarqué, 
ramenée à la suivante :

x ,  y, ,  z,  . . .  étant les corrections des éléments que l ’on considère, déter

m iner pou r ces variables un système de valeurs tel que la plus grande des 

erreurs positives devienne un minimum.

Je vais exposer en peu de mots la méthode qui conduit à la solution 
de ce nouveau problème.

Soient x ~ \ ,  y ~ t ] ,  z  =  £, . . . ,  les valeurs des inconnues qui 
résolvent la question. Chacune de ces valeurs devra être choisie parmi 
une infinité d’autres. Il semble donc au premier abord que, pour 
arriver à la solution cherchée, il faudrait faire varier séparément cha
cune des corrections x ,  y ,  z,  . . .  et examiner quelle influence peut 
avoir la variation de chacune d ’elles sur l’accroissement et la diminu
tion des erreurs que l ’on considère. On peut néanmoins atteindre le 
but qu’on se propose, en se contentant de faire varier une seule correc
tion, s par exemple, ainsi qu’on va le faire voir.

Supposons un moment le problème déjà résolu pour un nombre 
d’éléments inférieur d’une unité à celui que l’on considère; concevons
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de plus que l ’on donne successivement à z  toutes les valeurs possibles 
depuis s  =  — cc jusqu’à 5 =  4-0?, et que pour chaque valeur de 5 on 
détermine les autres, variables x ,  y ,  . . . ,  par la condition que la plus 
grande erreur devienne un minimum. On obtiendra de cette manière 
une suite de systèmes de valeurs de x ,  y ,  z ,  . . . ,  parmi lesquels se 
trouvera nécessairement le système cherché; et, pour obtenir ce der
nier, il suffira, de choisir, entre les minima des plus grandes erreurs 
correspondant aux diverses valeurs de z,  celui qui est lui-même plus 
petit que tous les autres. Ce dernier correspond à la valeur '( de z ;  et 
par suite, si cette valeur était connue, il n ’y aurait plus de choix à faire, 
et la question se trouverait ainsi ramenée au cas où l ’on a un élément 
de moins à considérer. Mais, comme on ne peut espérer de découvrir 
immédiatement la valeur ’(  de z  qui satisfait à la question, il faudra 
commencer par donner à z  une valeur arbitraire, en supposant, par 
exemple, 5  =  0, et déterminer les valeurs correspondantes de x , y ,  ..., 
par la condition ci-dessus énoncée, savoir, que la plus grande erreur 
devienne un minimum. Après avoir ainsi obtenu le minimum des plus 
grandes erreurs pour la valeur zéro de z,  il ne restera plus qu’à faire 
varier 5 de manière à faire décroître le minimum dont il s’agit, jusqu’à 
ce qu’ il acquière la plus petite valeur possible. La méthode qu’il faut 
employer pour y parvenir est fondée sur le théorème suivant, démontré 
par M. Laplace :

Quel que soit le nombre des éléments renfermés dans les erreurs que l ’on 

considère, si l ’on fa it varier, ou tous ces éléments, ou seulement quelques- 

uns d ’entre eu x, et que l ’on détermine les valeurs des éléments variables 

qui rendent la plus grande erreur un minimum, pou r les valeurs dont il 

s’agit, plusieurs erreurs deviendront à la fo is  égales entre elles et les plus 

grandes de toutes, et le nombre de ces dernières surpassera toujours au 

moins d ’une unité le nombre des éléments variables.

Pour montrer comment on peut faire l ’application de ce théorème à 
la question proposée, supposons que l ’on ait trois éléments à consi- 

. dérer. Soient x ,  y  et 5 les corrections de ces trois éléments. Soit n le
46OEuvres de C. — S. II, t. I.
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nombre tics erreurs, et désignons celles-ci par e , , e2, . . . ,  en. En vertu 
de ce qui précède, on commencera par supposer dans toutes les 
erreurs z =  o , et l ’on déterminera, dans cette hypothèse, les valeurs 
dc'cc et de y  qui rendent la plus grande erreur un minimum. Soient

, OU — a., 7 = 6

les valeurs dont il s’agit. Il suit du théorème précédent que, pour les 
valeurs a, é  et o des variables x ,  y ,  z , trois erreurs, par exemple

deviendront égales entre elles et les plus grandes de toutes. De plus, la 
double équation

ep — eq— er \ ■ .

servira à déterminer les valeurs a et 6 de x  et de y  qui correspondent 
à z =  o. Si, maintenant, on fait varier z d’une très petite quantité en 
plus ou en moins, les trois erreurs ep, eq, cr jouiront encore do la 
même propriété, c ’est-à-dire qu’elles seront toujours les plus grandes 
de toutes pour les valeurs de x  et de y  qui rendent la plus grande 
erreur un minimum, et ces mêmes valeurs seront; encore déterminées 
par l ’équation double

e p —  — C f

Seulement, pour faire en sorte que la valeur commune do cos trois 
erreurs diminue, il pourra arriver que l ’on soit obligé ou de faire 
croître ou de faire diminuer s. Supposons, pour fixer les idées, que 
cette valeur diminue quand z  augmente, z  continuant à croître, les 
erreurs ep, eq, er diminueront simultanément, en demeurant toujours 
les plus grandes de toutes, jusqu’à ce qu’une nouvelle erreur es par
vienne à les égaler pour les surpasser ensuite. Soit y, la valeur de z 

pour laquelle les quatre erreurs ep, eq, er, es deviennent égales entre 
elles; et désignons par a, et S, les.valeurs correspondantes de x  et 
de y .  Le système des valeurs ■
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sera déterminé par la triple équation

* Gp  _ Gq z n : Gf< CSy

et, pour la valeur y, de z , ce système sera celui qui rend la plus grande 
erreur un minimum. D’ailleurs, il suit du théorème énoncé ci-dessus 
que, pour les valeurs des inconnues qui résolvent la question pro
posée, quatre erreurs doivent être égales entre elles et les plus grandes 
de toutes. Cette dernière condition étant satisfaite, en même temps 
que la précédente, pour les trois valeurs

x = ocu y  — glf S =  y,,

il convient de rechercher si celles-ci ne résoudraient pas le problème. 
.On y parvient de la manière suivante :

Lorsqu’on fait croîtrez au delà d ey ,, les trois erreursep, eq, er cessent 
d’être conjointement les plus grandes de toutes pour les valeurs de x  

et de y  qui rendent la plus grande erreur un minimum; et cette pro
priété appartient alors à deux d ’entre elles prises conjointement avec 
la nouvelle erreur es. On détermine facilement quelles sont, parmi les 
trois erreurs ep, eq, er, les deux qu’ il convient de choisir pour cet objet. 
Soient, par exemple, eq, er ces deux'erreurs; si l’on fait croître s au 
delà de y , , la valeur commune des trois erreurs eq, er, es ira en croissant 
ou en diminuant. Dans le premier cas, les valeurs oc,, ê , , y, de x ,  y  et s  

satisferont à la question proposée. Dans le second cas, les erreurs dont 
il s ’agit continueront à décroître, en restant toujours les plus grandes 
de toutes pour Ios'yaleurs de x  et de y  qui rendent la plus grande erreur 
un minimum, jusqu’à ce qu’une nouvelle erreur parvienne à les égaler 
toutes trois pour les surpasser ensuite. Alors'on obtiendra de nouveau 
une équation triple entre quatre erreurs. On pourra juger, comme pré
cédemment, si le système des valeurs des inconnues déterminé par cette 
équation triple satisfait à la question proposée. Dans le cas contraire, 
en suivant toujours la même marche, on finira par arriver à la solution 
du problème. -- '

Les erreurs ep , eq, er étant supposées connues, pour découvrir 
l’erreur e „  il suffit évidemment do chercher celle qui, égalée aux trois
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premières, détermine la plus petite Valeur positive de la variable s.
. Mais il peut arriver que, pour cette valeur de s ,  plusieurs erreurs, par 
exemple es, .et, eu, . .  . ,  deviennent à la fois égales entre elles et aux 
trois premières. Désignons toujours par y, la Valeur dont il s’agit. Si 
l’on fait croître z au delà de y ,, trois des erreurs suivantes

e })9 €,¡'9 &S9 G t9 & U 9  ‘ * · *

deviendront conjointement les plus grandes de toutes pour les valeurs 
de x  et de y  qui rendent la plus grande erreur un minimum; et, sur 
ces trois erreurs, deux au plus devront être prises parmi les trois pre
mières ep, eq, er. Sauf çette restriction, la combinaison qui renferme 
les trois nouvelles erreurs pourra être l ’une quelconque de celles que 
l’on forme en assemblant trois à trois les erreurs

^ P 9  ë q 9  &S9 & Î 9  & U9  · * * ·  (

Pour juger quelle est parmi ces combinaisons celle qui mérite la pré
férence, on supposera que la variable z  croisse au delà de y, d ’une 
quantité positive, mais indéterminée, représentée par k, et que les 
valeurs correspondantes a, et ë, des deux autres variables x  et y  

reçoivent en même temps les accroisséments positifs ou négatifs g  

et h. Les accroissements des erreurs ep, eq, er, es, et, eu, . . . ,  qui, par 
hypothèse, étaient toutes égales entre elles, se trouveront alors expri
més par dos polynômes homogènes du premier degré en g , h et k·, et 
il suffira de déterminer les valeurs respectives de g  et de h pour les
quelles le plus grand de tous devient un minimum.' k étant une quan
tité essentiellement positive, on pourra, sans nul inconvénient, diviser 
par k chacun de ces polynômes. Les quotients ne renfermeront plus 
de variables que les rapports des accroissements de æ et de y  à celui 
de z , et il ne restera plus qu’à déterminer ces deux rapports de telle 
manière que le plus grand des quotients que l’on considère devienne 
un minimum. Ainsi toutes les difficultés se trouvent réduites à la solu
tion du problème général, dans le cas où l’ on n’a que deux éléments à 
corriger. ·, -

On réduira de même les difficultés que présente Cette dernière hypo-
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thèse aux difficultés qui subsistent, dans le cas où l’ on n’a qu’un seul 
élément a considérer. Enfin l’on réduira celles-ci a la détermination de 
la plus grande erreur pour une valeur donnée de la variable, et alors la 
question proposée se trouvera complètement résolue.

On pourra de même, en général, quel que .soit le nombre des 
variables, ramener la question proposée au cas où l’on a une variable 
de moins à considérer, et abaisser ensuite continuellement la diffi
culté, jusqu ’à cc qu ’elle disparaisse entièrement. Ainsi, par exemple, 
si m  représente le nombre des variables, on commencera par donner à 
l ’une d ’elles, que je désignerai par s, une valeur arbitraire, en déter
minant les autres de manière que la plus grande erreur devienne un 
minimum. Alors on obtiendra un système de valeurs pour lesquelles 
m  erreurs différentes deviendront égales entre elles et les plus grandes 
de toutes. On fera ensuite varier z de manière à faire décroître la valeur 
commune des erreurs dont il s’agit, jusqu’à cc qu’une nouvelle erreur 
parvienne à les égaler toutes, pour les surpasser, ensuite. Alors on 
obtiendra une équation entre m  -f-1 erreurs différentes; et l’on jugera 
facilement si les valeurs des variables déterminées par cette équation 
satisfont à la question proposée. Dans le cas contraire, si l’on continue 
à faire variera toujours dans le même sens, une nouvelle combinaison 
de m erreurs remplacera la première ; et, en suivant la même marche, on 
finira nécessairement par arriver à la solution du problème. Le cas où, 
pour une même valeur de z , le nombre des erreurs égales entre elles et 
les plus grandes de toutes viendrait à surpasser m -\ -1, ne présente 
aucune difficulté qu’il ne soit toujours aisé do résoudre, au moyen de 
l’artifice employé pour cet objet dans l ’hypothèse de trois variables.

Lorsqu’on a un seul élément à corriger, la méthode précédente se 
réduit à cclle*qu’a donnée le P. Boscowich, pourvu que l’on suppose la 
première valeur de z , que l ’on peut choisir arbitrairement, égale à 
l ’ infini négatif. On peut néanmoins, dans ce cas, simplifier la solution, 
en prenant pour première valeur de 's celle qui rend égales entre elles 
les deux erreurs où cette variable a le plus grand coefficient positif et 
le plus grand coefficient négatif. .
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Si l ’on a plusieurs éléments à considérer, les calculs deviennent 
beaucoup plus simples, dans le cas où quelqu’un de ces éléments a 
le même coefficient, au signe près, dans toutes les erreurs données. 
Ainsi, par exemple, si l ’on considère deux éléments, et que le coeffi
cient de l’un d’entre-eux soit toujours égal à +  i ou à — i ,  on arrive à 
une méthode semblable à celle qu’a donnée M. Laplace pour déter
miner, relativement à la Terre, la figure elliptique dans laquelle le plus 
grand écart des degrés du méridien devient, abstraction faite du signe, 
un minimum ( a) .

Je joins ici la démonstration des théorèmes que suppose la méthode 
précédente, et les formules relatives aux cas les plus simples.

Je finirai par observer que, dans l’hypothèse de deux et de trois 
variables, la question proposée peut recevoir une interprétation géo
métrique assez singulière. Elle se réduit alors à l ’un des deux pro
blèmes suivants :

Problème I. — Étant données les équations des droites qui forment les 
côtés d’un polygone, déterminer le sommet le plus bas du polygone.

Problème II. — Étant données les équations des plans qui composent 
les faces d’un polyèdre, déterminer le sommet le plus bas de ce même 
polyèdre.

On peut encore résoudre, par. la même analyse, le problème suivant :

Étant données les équations des plans qui composent les faces d’une 
pyramide, déterminer la plus basse de ses arêtes ( b ) .

AD D ITIO N S.

( a) .  Nous avons remarqué ci-dessus que les valeurs des variables 
qui résolvent la question proposée rendent toujours égales entre elles 
autant d’erreurs, plus une, qu’il y a d ’éléments à considérer. On pour
rait donc, à la rigueur, découvrir le système de valeurs demandé, en 
cherchant, parmi ceux qui satisfont à la condition précédente, celui
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qui rend la plus grande erreur un minimum ; mais cette méthode serait · 
longue et pénible, et le nombre des opérations qu’elle exigerait pour 
un nombre m  d ’éléments serait égal au nombre des combinaisons des 
erreurs prises m +  i à m  -+-1. Il est aisé de voir quel avantage la 
méthode précédemment exposée a sur cette dernière. Car, au lieu 
d’employer tous les systèmes de valeurs des variables pour, lesquels 
m -+- x erreurs deviennent égales entre elles, nous avons considéré 
seulement une partie de ceux où les erreurs égales deviennent en 
même temps les plus grandes de toutes: On peut apprécier cet avantage 
avec quelque exactitude à l ’aide d’un théorème assez remarquable, et 
dont voici l ’énoncé :

Soit toujours m le nombre des éléments que l ’on considère. Supposons 

que V on combine successivement les erreurs données une à une, deux à 

deux, trois à trois, etc., enfin m \ à m -A- i , et que l ’on ait seulement 

égard a u x  combinaisons form ées d ’erreurs qui puissent devenir simulta

nément les plus grandes de toutes; le nombre total des combinaisons où 

les erreurs entreront en nombre impair surpassera d ’une unité le nombre 

des combinaisons où les erreurs entreront en nombre pair.

Ainsi, par exemple, si l ’on a un seul élément à considérer, le nombre 
des erreurs qui pourront devenir successivement les plus grandes de 
toutes surpassera d’une unité le nombre des combinaisons deux à 
deux. Si l’on a trois éléments à considérer, le nombre des erreurs, plus 
le nombre des- combinaisons trois à trois, surpassera d’une unité le 
nombre des combinaisons deux à deux·, et ainsi de su ite,.. ..  D’ailleurs, 
il est facile de prouver que le rapport du nombre des combinaisons m  

à m  au nombre des combinaisons m  4- x à m  -+- x surpasse toujours la 
moitié du nombre des éléments augmenté de l’unité. Cette inégalité, 
jointe au théorème ci-dessus énoncé, suffit pour faire voir que le nombre 
des combinaisons m  h-  x à m  +  1 n’est pas d’un ordre plus élevé que le 
nombre des combinaisons m - i à m - i ,  lorsqu’on a seulement égard 
aux combinaisons formées d’erreurs qui deviennent simultanément les 
plus grandes de toutes. On démontre, par ce moyen, que, dans le cas
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de deux'variables, le nombre des Opérations qu’exige la méthode pro
posée croît seulement comme le nombre des erreurs; tandis que, par 
l’autre méthode, il croîtrait comme le cube de ce dernier nombre. De 
même, dans le cas de trois variables, le nombre d’opérations qu’exige 
la première méthode n’est pas d ’un ordre plus élevé que le carré du 
nombre des observations, tandis que, par l ’autre méthode, il serait du 
même ordre que la quatrième puissance. En général, l ’ordre dont il 
s’agit est toujours abaissé par la première méthode au moins de deux 
unités. On peut même faire voir que, dans plusieurs cas particuliers, le 
nombre des opérations qu’elle exige croît seulement comme le nombre 
des observations. C’est ce qui a lieu, par exemple, toutes les fois que, 
dans les erreurs données, les diversps variables, à l ’exception d ’une ou 
de deux, ont partout le même coefficient numérique.

Dans le cas où l’ on ne considère que deux variables, le nombre des 
opérations ne peut jamais surpasser le double du nombre des erreurs. 
Je suis parvenu à ce théorème par trois voies différentes; mais une 
seule m’a conduit à la détermination du nombre des opérations qu’on 
est obligé de faire lorsque le nombre des variables est supérieur à deux.

( b ) .  Enfin, le théorème de la page 367 renferme, comme cas parti
culiers, les trois suivants :

i° Dans un polygon e ouvert p a r ses deux extrémités, le nombre des 

côtés surpasse d ’une unité le nombre des sommets.

20 Dans un polyèdre ouvert pa r sa partie supérieure,, le nom bre des 

faces, augmenté du nombre des sommets, surpasse d ’une unité le nombre 

des arêtes.

3 ° Si l ’on réunit, les uns autour des autres, plusieurs’polyèdres, les 

uns ferm és, les autres ouverts, de telle manière que chaque fa ce  soit 

commune à deux polyèdres différents, le nombre des polyèdres, augm enté 

du nombre des arêtes, surpassera d ’une unité le nombre des fa ces  aug

menté du nombre des sommets.

Il résulte du premier théorème que, dans tout polygone, le nombre 
des sommets est égal à celui des côtés. On déduit du deuxième la rela-
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tion qu’Euler a découverte entre les divers éléments d’un polyèdre 
convexe. Le troisième théorème coïncide avec un théorème inséré dans 
un Mémoire que j ’ai eu l ’honneur, il y a trois ans, de présenter à la 
Classe, et qu’elle a daigné accueillir favorablement.

La Géométrie ne saurait aller plus loin, parce qu’elle se borne à faire 
varier les trois dimensions de l ’espace. Mais l’Analyse, en ramenant 
les propositions que nous venons d’énoncer à la théorie des combi
naisons, fournit le moyen de les étendre à un nombre quelconque de 
variables.

D É M O N S T R A T IO N  D E S  T H É O R È M E S  Q U E  S U P P O S E  L A  M É T H O D E  E X P O S É E

D A N S  C E  M É M O IR E .

Théorème I. '— Quel que soit le nombre des éléments renfermés dans les 

erreurs que Von considère, si Von fa it  varier, ou tous ces éléments, ou 

seulement quelques-uns d ’entre eu x, et que Von détermine les valeurs des 

éléments variables qui rendent la plus grande erreur un minimum, pour  

les valeurs dont il s’agit, plusieurs erreurs deviendront à la fo is  égales 

'entre elles et les plus grandes de toutes, et le nombre de ces dernières sur- 

passera toujours au moins d ’une unité le nombre des éléments variables.

Nota. — On trouve, dans le calcul des probabilités, une démonstra
tion du théorème précédent, fondée sur ce principe, que les valeurs 
de x , y ,  z,  . . .  qui rendent la plus grande erreur un minimum, rendent 
aussi un minimum la somme des puissances infinies des erreurs. Mais 
on peut aussi démontrer directement cë théorème à l ’aide des consi
dérations suivantes. Comme je suppose qu’on ne fait pas abstraction 
du signe des erreurs, je regarderai une quantité négative plus grande 
comme plus petite qu’une autre quantité négative moindre.

I
Démonstration. — Soient x ,  y ,  z , . . .  les corrections des éléments 

que l ’on suppose variables, et désignons par ‘C, y), . . .  les valeurs
des éléments qui rendent la plus grande erreur positive un minimum. 
Enfin soient e , , e2, . . . ,  en les erreurs données en nombre égal à n, et

QF.uvres de C. — S. U, t. I. _ 4 7
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supposons généralement

e , . =  a, . -1- b,.æ cry  -+- d,.z +  . . . ,

quelle que soit la valeur de r. Si l ’on fait croître x ,  y ,  z , . . .  de quantités 
arbitraires g , h, k, . . . .  l’accroissement de l’erreur er sera

b,.g +  c,.h -+- d,.k -t- . . . .

Supposons maintenant que cette erreur devienne la plus grande de 
toutes pour les valeurs Y], Ç, . . .  des variables x ,  y ,  z . Il est aisé de 
prouver que, pour ces mêmes valeurs, plusieurs autres erreurs es, et, . . .  

lui seront égales : car, si cette égalité n’avait pas lieu, l ’erreur er res
terait la plus grande de toutes pour les valeurs de œ, y ,  z , . . .  très
rapprochées de H, v), .........D’ailleurs, si l’on fait croître £, ï), ‘Ç, . . .  de
quantités très petites mais arbitraires g,  h, k, . . . ,  on pourra toujours 
fixer les signes de ces quantités de manière que l’accroissement 
de er ou

b,·g -H crh -f- drk - t- . . .

devienne négatif, et se change en une diminution. Par suite, l ’erreur er 

pourrait encore diminuer erf restant la plus grande de toutes, et rj, 
Ç, . . .  ne seraient pas les valeurs de x%, y ,  z , . . . ,  qui rendent la plus 
grande erreur un minimum, ce qui est contre l ’hypothèse.

Il reste à faire voir que le nombre des erreurs qui deviendront 
égales pour les valeurs yj, C, · · · des variables x ,  y ,  z , . . . ,  sera tou
jours supérieur au moins d’une unité à celui de ces mêmes variables.

En effet, désignons par m  le nombre des variables que l ’on consi
dère, et soient

e,., es, et, . . .

les erreurs qui deviennent à la fois égales entre elles et les plus 
grandes de toutes, lorsqu’on suppose

oc =  l ,  y ~ v ,  s  —  ç ,

Si le nombre de ces erreurs surpasse m  d’une unité, l’équation multiple

€{< —  6 g  —  6 1 —  . . .
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suffira en général pour déterminer complètement les valeurs y),
Ç, . . .  des variables x ,  y ,  z , ___ Mais, dans le cas contraire, on pourra
donner à ces mêmes variables des valeurs très rapprochées de y], 
X,, . . .  qui satisfassent toujours à l’équation dont il s’agit, et pour les
quelles les erreurs ,er, es, et, . . ,  soient toujours les plus grandes de 
toutes. Pour obtenir ces nouvelles valeurs, on fera croître y), . . .
de quantités très petites mais indéterminées g , h, k, . . . .  Les accrois
sements correspondants des erreurs er, es, e„, . . .  seront

brg  -4- 6rh +  d,.k -+-..., 

b s g  -+- s$ h -+- ds k -+-..., 

btg  -+- et h H- dt k -f-. . . ,

et par hypothèse ils devront tous être égaux entre eux. Cette égalité 
déterminera quelques-unes des quantités g,  h, k, . . .  en fonction des 
autres; et, si l ’on élimine les premières de l’un des accroissements 
dont il s’agit, celles qui resteront après l’élimination seront entière
ment arbitraires. Au reste, le résultât sera le même, quel que soit 
celui des accroissements que l ’on considère; et il est aisé de voir que 
ce résultat ne renfermera pas de terme constant. Par suite, en don
nant des signes convenables à celles des quantités g , h , k ,  . . .  qui s’y 
trouvent comprises, on pourra toujours faire en sorte qu’il soit négatif, 
c ’est-à-dire qu’il représente une diminution. Ainsi, dans ce cas, les 
erreurs er, es, et, . . .  pourraient encore diminuer en restant les plus 
grandes de toutes; et y], ‘C, . . .  ne seraient pas les valeurs de x ,  y ,  

z,  —  qui rendent la plus grande erreur un minimum; ce qui est 
contre l ’hypothèse.

‘ La démonstration précédente aurait lieu pareillement, si, les erreurs 
e „  es, et, . . .  étant en nombre égal à m  +  i ,  l’équation multiple

6 @t — · · ·

ne suffisait pas pour déterminer les valeurs des variables représentées
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par
l, n, ç, ····

Théorème II. — Le problème qui fa it  l ’objet du précédent Mémoire ne 

péut jam ais admettre qu’une solution, à moins que d ’en admettre un 

nombre infini.

Démonstration. —  .Concevons que l ’on donne successivement à z  

toutes les valeurs possibles depuis — »  jusqu’à +  oc, et que pour 
chaque valeur de z  on détermine les autres variables x ,  y ,  z , . . .  par la 
condition que la plus grande erreur devienne un minimum. On aura 
de cette manière les minima des plus grandes erreurs correspondant 
aux diverses valeurs de z , et l’on pourra toujours, par la méthode pré
cédente, obtenir un minimum plus petit que ceux qui le précèdent et 
ceux qui le suivent. Cela posé, il sera facile de prouver qu’aucun autre 
minimum ne peut jouir de la même propriété. En effet, soit £ la valeur 
de z  correspondant à celui que l ’on considère; et supposons que l’on 
donne successivement à z  toutes les valeurs possibles depuis z  =  

jusqu’à z  =  œ ;  je dis que le minimum des plus grandes erreurs ira 
toujours en croissant. Car, s’ il en était autrement, ce minimum cesse
rait de croître pour une certaine valeur de z  que je désignerai par y. 
Soient maintenant ep, eq, er, . . .  les erreurs qui sont égales entre elles 
et les plus grandes de toutes pour les valeurs de x ,  y ,  . . .  qui rendent 
la plus grande erreur un minimum, au moment où s est sur le point 
d ’atteindre la valeur y. Ces erreurs seront en nombre égal à celui des 
variables x ,  y ,  z , . . . ;  et, par suite,, quelle que soit la valeur de z, 

l’équation
Ç pZ Z Z  C q  ~  “  . . .

déterminera toujours les valeurs de x  et de y  qui rendent un minimum 
la plus grande des erreurs ep, eq, en -----En vertu de cette même équa
tion, les valeurs de x ,  y ,  . . .  devenant proportionnelles à s, la valeur 
commune des erreurs ep, eq, er, . . .  deviendra aussi proportionnelle à z·, 

et, puisque cette valeur augmente lorsque z  est sur le point d’atteindre 
la valeur y, elle augmentera encore lorsqu’on fera croître z  au delà
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de y. Ainsi, lorsqu’on se borne à considérer les erreurs ep,.eq, er, . . . ,  

si pour la valeur y de z  le minimum des plus grandes erreurs sest 
désigné par M, pour une valeur de z  supérieure à y, ce minimum 
deviendra supérieur à M. Supposons maintenant qu’au lieu de con*si-
dércr seulement les erreurs ep, eq, e,......... on ait à la fois égard à toutes
les erreurs données. Le minimum des plus grandes erreurs correspon
dant à une valeur donnée de s ne pourra qu’augmenter lorsqu’on 
passera de la première hypothèse à la seconde. Par suite, dans ce 
dernier cas, pour des valeurs de s supérieures à ÿ, le minimum des 
plus grandes erreurs sera toujours supérieur à M. Ce minimum ne 
pourra donc cesser.de croître pour une certaine valeur y de z . Mais 
au contraire il ira toujours en croissant depuis z —  ‘Ç jusqu’à z =  co. 

On prouverait de même qu’il croîtra toujours depuis z  =  £ jusqu’à 
z =  —  go. Ainsi, parmi les minima correspondant aux diverses valeurs 
de z,  un seul est plus petit que ceux qui le précèdent et ceux qui le 
suivent, et celui-là seul résout la question proposée.

La démonstration précédente suppose que, s venant à varier de part 
et d’autre de le minimum des plus grandes erreurs commence à 
croître dès que l’on donne à z  une valeur plus grande ou plus petite 
que Mais il pourrait arriver qu’avant de croître le minimum dont il 
s’agit restât quelque temps stationnaire. Alors on obtiendrait une infi
nité de minima tous égaux entré eux, et correspondant à une infinité 
de valeurs de s. Dans tous les cas, dès qu’une fois le minimum des 
plus grandes erreurs a commencé à croître, il ne peut plus s’arrêter. 
Ainsi, lorsque la question devient indéterminée, toutes les valeurs 
de z  qui la résolvent se trouvent comprises entre deux limites données, 
et le minimum des plus grandes erreurs conserve toujours la même 
valeur entre ces deux limites.

Théorème III. — Supposons que l ’erreur ep devienne la plus grande de 

toutes : i 0 pour les valeurs . . .  de oc, y ,  z , . . .  ; 2° pou r les

valeurs a2, ê 2, y2, . . .  des mêmes variables; si l ’on désigne p a r  a une 

valeur de x  comprise entre a, et a2, et par ë, y, . . .  les valeurs correspon-
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dantes q u o n  obtient pour y ,  z , . . .  en faisant x  =  a dans les équations

y  — ê ,_ x  — «]
ê2 — êj « 2— a, ’
JS —  ___ ¿37 —  OCj

7 2 —  « 2 —  « 1 *

l ’erreur ep sera encore la plus grande de toutes pour les valeurs a, £, y, 
des variables x ,  y ,  z , -----

Démonstration. — En effet, supposons que l’on donne successive
ment à x  toutes les valeurs possibles depuis x —  — <x> jusqu’à x  =  +  x ,  
et que pour chaque valeur de x  on détermine les valeurs de y ,  z , . . .  

par les équations
( y  —  g i x  —  <Xi
i ë 2 — a 2 —  a x

( ' ) \ z  — y  i X  —  OC j

<Xi—  a t

on obtiendra une infinité de systèmes de valeurs de x ,  y ,  s ,  . . .  parmi 
lesquels se trouveront compris les trois systèmes

6 ,

« i > 6 » Ï I >

« 2 , ê 2> y * >

De plus, quel que soit le système que l’on considère, la différence 
entre l’erreur ep et une autre erreur quelconque eq sera un polynôme 
du premier degré en x ,  y ,  z , . . .  ; et, si l ’on y substitue pour y ,  z , 

leurs valeurs en x  déduites des équations ( i ) ,  cette différence deviendra 
simplement un polynôme en x  du premier degré ou de la forme

A x  +  B.

Maintenant, si ce polynôme reste positif pour les valeurs et, et a2 
de x ,  il est clair qu’ il sera encore positif pour toute valeur de x  com 
prise entre a, et a2. Si donc l’erreur ep est supérieure k toute autre eq
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pour les deux systèmes

yi,

<*2, ®2j · Va» · · · j

elle sera encore supérieure à toutes les autres pour le système

a, ê, y, . . . . .

Corollaire I. — Si deux, trois..........ou un plus grand nombre
d’erreurs ep, eq, er, . . .  sont égales entre elles et les plus grandes de 
toutes : i°  pour les valeurs a ,, ë,, y ,, ... des variables x ,  y ,  z , . . . ;  
2° pour les valeurs oc2, ë2, y2, . . .  des mêmes variables, elles jouiront 
encore de la même propriété pour les valeurs a, ë, y, . . .  de x ,  y ,  z , 

pourvu toutefois que ces valeurs satisfassent aux équations (x), et que oc 
soit comprise entre a, et oc2.

En effet, ce qu’on a dit ci-dessus de l’erreur ep peut s’appliquer éga
lement aux erreurs eq, er, ___ De plus, chacune des différences

devenant, en vertu des équations ( i ) ,  un polynôme en x  du premier 
degré, ne peut être nulle pour les valeurs oc, et a2 de x  sans être égale
ment nulle pour toute autre valeur a de la même variable. Par suite, les 
erreurs ep, eq, er, . . .  restent constamment égales entre elles pour tous 
les systèmes de valeurs de x ,  y ,  z , . . .  qui satisfont aux équations (x).

Corollaire IL  — Si, pour la valeur a, de la variable x ,  on peut déter
miner les autres variables y ,  z , .. .,  de manière que l’erreur ep devienne 
la plus grande de toutes, et qu’on parvienne à remplir la même condi
tion en donnant à x  la valeur a2 ; on pourra encore y parvenir en don
nant à x  une quelconque des valeurs comprises entre a, et a2.

Corollaire III. — Si, pour les valeurs a4 et a2 de la variable x ,  on 
peut déterminer les autres variables y ,  z ,  . . . ,  de manière que les
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erreurs ep , eq, er, . . .  deviennent simultanément supérieures à toutes 
les autres, on pourra encore remplir la même condition en donnant 
à x  une quelconque des valeurs comprises entre a, et a2.

Corollaire IV . — Si l ’on considère une combinaison formée de 
l erreurs ep , eq, ............et que, pour deux systèmes de valeurs diffé
rents des variables x ,  y ,  z , . . . ,  toutes les erreurs qui forment cette 
combinaison deviennent égales entre elles et les plus grandes de 
toutes, on pourra, en passant de l’un à l’autre système par degrés 
inscnsiblês, obtenir une infinité de systèmes différents tous compris 
entre les deux premiers, et pour lesquels les erreurs ep, eq, er, . . .  
resteront les plus grandes de toutes. De plus, pour chacun de ces 
systèmes, les valeurs de x ,  y ,  s , . . .  satisferont toujours à l ’équation 
multiple

6p — €g— 6r — . · . ·

Cette équation multiple déterminera plusieurs des variables x ,  y ,  

z , . . .  en fonctions des autres, et le nombre de celles qui seront ainsi 
déterminées sera, en général, inférieur d’une unité au nombre des 
erreurs ep, eq, er, . . . ,  c ’est-à-dire égal à

l — i.

Mais il pourra devenir moindre. Si l’on désigne ce nombre par k — i, 
k sera ce que nous appellerons désormais Y ordre de la combinaison

form ée avec les erreurs ep, eq, er, -----Cet ordre indiquera donc, en
général, le nombre des erreurs renfermées dans la combinaison que 
l ’on considère; mais il peut lui devenir inférieur, sans être pourtant 
jamais nul. Il se réduirait à l’unité, si l’on avait l — i ,  c ’est-à-dire si 
l’on se bornait à considérer une erreur isolée.

Dans ce qui suivra, nous ne nous occuperons plus que des erreurs 
• qui deviennent les plus grandes de toutes, ou des combinaisons for
mées d ’erreurs qui jouissent simultanément de cette propriété. Comme 
pour un système quelconque de valeurs de x ,  J* ··· il est nécessaire 
qu’une, ou deux, ou trois, . . .  ou un plus grand nombre d’erreurs
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deviennent supérieures à toutes les autres, à chaque système de valeurs 
répondra toujours une combinaison d’un certain ordre. Cela posé, il 
suit de ce qui précède que les différents systèmes qui correspondent à 
une même combinaison sont toujoursréunis en un même groupe et, 
par conséquent, renfermés entre certaines limites. La détermination 
de ces limites est l’ objet do la proposition suivante :

Théorème IV. — Les systèmes de valeurs de x ,  y ,  z , . . .  qui corres

pondent au x combinaisons de l ’ordre k ont pour limites respectives les 

systèmes qui correspondent a u x  combinaisons de l ’ordre k -+ -1,

Démonstration. — En effet, considérons d ’abord les erreurs simples, 
en ayant seulement égard à celles qui peuvent devenir, chacune 
séparément, supérieures à toutes les autres. Comme il est nécessaire 
que chaque système de valeurs corresponde au moins à l’une de ces 
erreurs, tous les systèmes de valeurs possibles se trouveront répartis 
par groupes, si je puis ainsi m ’exprimer, entre les diverses erreurs dont 
il· s’agit. Dans quelques-uns de ces groupes, les valeurs des variables 
resteront toujours finies. Dans d’autres, elles pourront s’étendre à 
l ’infini. De plus, comme on ne pourra sortir d’un groupe sans passer 
dans un autre, chaque groupe sera nécessairement entouré de plu
sieurs autres, qui lui seront voisins ou contigus. Cela posé, les sys
tèmes qui sont communs à deux groupes voisins et qui correspondent 
aux combinaisons du deuxième ordre seront évidemment les limites des 
erreurs qui correspondent aux erreurs simples ou aux combinaisons 
du premier ordre. Si Ton désigne sous le nom d 'erreurs contiguës celles 
qui correspondent à des groupes voisins, on pourra dire encore que 
deux erreurs contiguës ont toujours pour limite commune une com bi
naison du deuxième ordres

Les différents systèmes qui correspondent aux combinaisons du 
deuxième ordre, comme ceux qui correspondent aux erreurs simples, 
peuvent, dans certains cas, n’admettre que des valeurs finies des 
variables, et, dans d’autres cas, plusieurs de ces systèmes pourront 
s’ étendre à l ’ infini. Si Ton désigne sous le nom d 'erreurs et combi-

48OF.uvres de C. — S» II, t. I.
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naisons définies celles qui ne peuvent correspondre qu'à des systèmes 
de valeurs finies des variables, et celles qui sont dans le cas contraire 
sous le nom d 'erreurs et combinaisons indéfinies, on reconnaîtra sans 
peine qu’une combinaison indéfinie du deuxième ordre ne peut servir 
de limite qu’à deux erreurs indéfinies.

Considérons maintenant les diverses combinaisons du deuxième 
ordre qui servent de limites à une même erreur simple, et supposons 
que l’on parcoure les différents systèmes qui correspondent à ces com 
binaisons d’une manière continue, c’est-à-dire en faisant croître ou 
diminuer les variables par degrés insensibles. Comme, dans ce cas, on 
ne pourra quitter les systèmes qui correspondent à une combinaison 
du deuxième ordre sans rencontrer ceux qui correspondent à une autre 
combinaison du deuxième ordre, on trouvera dans le passage des uns 
aux autres des systèmes intermédiaires qui leur serviront de limites. 
Ces systèmes intermédiaires seront ceux qui correspondent aux com
binaisons du troisième ordre. Si l’on appelle combinaisons contiguës 

du deuxièm e ordre celles qui correspondent à des systèmes voisins, 
on pourra dire que deux combinaisons contiguës du deuxième ordre 
ont toujours pour limite commune une combinaison du troisième 
ordre.

En continuant de même, on ferait voir que les systèmes correspon
dant à une combinaison de l’ordre k ont toujours pour limites d’autres 
systèmes correspondant à des combinaisons de l’ordre k -h i ; ce qu’on 
peut aussi exprimer en disant qu’ une combinaison de l ’ordre k a tou
jours pour limites d’autres combinaisons de l ’ordre A-h i .  De plus, ccs 
limites appartiennent à la fois à la combinaison donnée et à d’autres 
combinaisons voisines ou contiguës. Enfin, une combinaison indéfinie 
de l ’ordre k +■ i ne peut servir de limite qu’à des combinaisons indé
finies de l ’ordre k.

Si l ’on désigne par m le nombre des variables données, m -h i — k 
sera le nombre des variables qui restent arbitraires dans les systèmes 
qui correspondent à une combinaison de l ’ordre k. Par suite, il ne 
restera qu’une seule variable arbitraire dans les systèmes correspon-
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dant aux combinaisons de l ’ordre m . Les diverses valeurs que cette 
variable pourra recevoir seront comprises entre deux limites fixes, 
dont l’une pourra s’étendre à l ’ infini; et chacune de ces limites, lors
qu’elle sera finie, déterminera, pour les variables x ,  y ,  s ......... un
système de valeurs correspondant à une combinaison de l’ordre m -\ -1. 
Ainsi toute combinaison de l’ordre m  a pour limites deux combinaisons 
de l ’ordre /n +  i ,  à moins qu’à l ’une de ces limites les valeurs des 
variables ne deviennent infinies; et, dans ce cas, l’autre limite est- 
toujours une combinaison de l’ordre m  -+ -1.

Si l’on considère maintenant les combinaisons de ce dernier ordre, 
on trouvera que, dans les systèmes correspondants, il ne reste plus de 
variables arbitraires, mais que les variables y sont entièrement déter
minées. Ces combinaisons sont donc de l’ordre le plus élevé que l’on 
puisse admettre. De plus, on a fait'voir que c ’était parmi les systèmes 
correspondant aux combinaisons de cet ordre qu’on devait chercher 
celui qui résout la.question proposée; et la méthode que nous avons 
indiquée pour la solution du problème se réduit en effet à essayer 
successivement plusieurs des combinaisons dont il s’agit. Le nombre 
de ces essais a donc pour limite le nombre des combinaisons de 
l’ordre m +  i , et il ne saurait croître plus rapidement que ce dernier 
nombre. Ainsi, pour avoir une limite du nombre d’essais que la 
méthode exige, il importe de savoir comment le nombre des com bi
naisons de l ’ordre m  -i- i croît avec le nombre des erreurs simples: 
Nous donnerons, à cet égard, les théorèmes suivants :

Théorème Y. — Quel que soit le nombre des éléments que l ’on considère, 

le nombre des combinaisons d ’ordre impair surpassera toujours d ’une 

unité le nombre des combinaisons d ’ordre pair.

(On suppose toujours que l’on ait seulement égard'aux combinai
sons formées d ’erreurs qui puissent devenir simultanément les plus 
grandes de toutes.)

Démonstration. — Il suit du théorème précédent : i°  que les erreurs 
simples, comparées entre elles deux à deux, ont pour limites respec-
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tives les combinaisons du deuxième ordre; i °  que les combinaisons 
du deuxième ordre qui servent de limites à une même erreur, étant 
comparées deux à deux, ont pour limites respectives des combinaisons 
du troisième ordre, etc. On trouvera de même que les combinaisons 
du troisième ordre qui servent de limites à une même combinaison du 
deuxième ordre, étant comparées entre elles deux à deux, ont pour 
limites respectives des combinaisons du quatrième ordre, etc.; et, si 
l ’on désigne toujours par m  le nombre des éléments variables, on 
verra encore que les combinaisons de l’ordre m qui servent de limites 
à une même combinaison de l’ordre m  — i ont pour limites respec
tives des combinaisons de l’ordre m +  i .  Enfin chaque combinaison 
de l ’ordre m  aura pour limites deux combinaisons de l’ordre m  ■+- i ,  à 
moins que l’une de ces limites ne s’éloigne vers l'infini. Si donc on aug
mente d’une unité le nombre total des combinaisons de l’ordre m +  i ,  
pour tenir lieu des limites qui divergent vers l ’ infini, on se trouvera 
placé dans des circonstancesTout à fait semblables à celles qui auraient 
lieu, si l ’on n’avait à considérer que des erreurs et des combinaisons 
définies.

Cela posé, désignons respectivement par 

M, le nombre des erreurs simples ou combinaisons du premier ordre, 
M., le nombre des combinaisons du deuxième ordre,

M,„ le nombre des combinaisons du mieme ordre,
Mm+, le nombre des combinaisons du ( m  4- i ) ieme ordre.

Mm+I +  x sera ce dernier nombre augmenté de l ’unité, et, pour 
démontrer le théorème ci-dessus énoncé, il suffira de fane v011 (ïue

on a

(O M, +  Mj + ...-+- M,„ =  Ms +  M*h-. . .4- (M,*-·-» 4 - 1)»

si m  est un nombre impair, et 

( 2 ) M 1 +  M 3 -+- . . . +  (Mm+i =  M, 4- Mt 4 - · · ··+- (Al/» 4-2),

si m  est un nombre pair.
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Ces deux équations sont comprises dans la suivante

(3 ) ■ +■  M3— . . . di M,« +  ^  1,

dont il faut prouver l ’exactitude. .
J’observe d’abord que, si le théorème renfermé dans cette équation 

est vrai, quel que soit m , relativement au nombre total des erreurs 
que l’on considère et de leurs combinaisons respectives, il subsistera 
encore entre les combinaisons du deuxième ordre ou d’un ordre plus 
élevé, .qui appartiennent à une même erreur indéfinie. Ainsi, par 
exemple, si l’on désigne par

p s, P 3 * P4> · · · > P«» P/;m-i

les combinaisons des divers ordres dans lesquelles entre l’erreur indé-
s

finie ep, on aura

( 4 )  P ! - P , +  P 4- . . .  +  P m± P „ 1+1 =  i .

On voit en effet, par ce qui a été dit plus haut, que les conditions 
auxquelles doivent satisfaire les quantités P 2, P 3, . . . ,  P ,„, P ,„+, sont 
entièrement semblables à celles auxquelles sont assujetties les quan
tités M,, M2, . . . ,  Mm+(. Si donc ces conditions suffisent pour établir, 
relativement à la dernière espèce de quantités, le théorème proposé, 
elles suffiront aussi pour l ’établir relativement à la première.

Si l ’erreur ep, au lieu d ’être une erreur indéfinie, était une erreur 
définie, il faudrait, en vertu de la remarque faite ci-dessus, diminuer 
d’une unité le nombre des combinaisons de l’ordre le plus élevé et, 
par suite, l ’équation (4 )  deviendrait

( 5 )  P 2 —‘ P 3 + P 4 — · · · + ? » >  — (P/« *-i —  Q —

équation dans laquelle on doit admettre le signe supérieur, si m  est 
un nombre impair, et le signe inférieur dans le cas contraire.

Il est encore bon de remarquer que le théorème renfermé dans 
l ’équation ( 3 ) n’est qu’un cas particulier d’un autre théorème plus 
général, dont voici l ’énoncé :

Supposons que parm i les erreurs données on en choisisse plusieurs ep,
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eq, er, . . . .  toutes contiguës les unes au x autres, et désignons respective

ment pa r
N i ,  N „  N 3 , - ■ · ,  N m, N w i + 1

les nombres de ces mêmes erreurs et des combinaisons qui les renferment, 

en ayant soin toutefois d ’augmenter le nombre des combinaisons de 

l ’ordre m  4- 1 d ’une unité; si, parm i les erreurs ep, eq, er, . . .  il s’en 

trouve quelques-unes d ’indéfinies, on aura toujours

(6) N,— N» 4- N3 —.. ,±: N,„q: Nm+I=:q: 1;

le signe supérieur devant être admis lorsque m  sera un nombre impair, 

et le sign é inférieur lorsque m sera un nombre pair.

Pour déduire l ’équation ( 3 ) de l ’équation (6 ) , il suffira de supposer 
que la série des erreurs ep, eq, er, ... renferme toutes les erreurs définies 
et indéfinies, à l ’exception d ’une seule. On a en effet, dans cette hypo
thèse,

N i=  Mt r, N2=r M2, Nj=  Mj, ·*·, N,„ =  M„„ ~  Mm+i 4- j;

et ces valeurs, substituées dans l ’équation (6 ) ,  reproduisent l’équa
tion ( 3 ).

Si l ’équation (6 )  était une fois démontrée, en lui appliquant les 
raisonnements qui ont servi à déduire l ’équation ( 4 ) de l’équation ( 3 ), 
011 obtiendrait le théorème suivant :

Soit ep une erreur quelconque. Soient eq, er, es, . . .  plusieurs autres 

erreurs définies ou indéfinies, contiguës entre elles et à l ’erreur es, et 

désignons par
Pi) Pi) ···> Pm> pm+ 1

les nombres de combinaisons des divers ordres où entrent, avec l ’erreur ep, 

une ou plusieurs des erreurs eq, er, es, . . . ,  en ayant soin toutefois d ’au g

menter le dernier nombre d ’une unité, si quelques-unes des combinaisons 

que l ’on considère sont indéfinies-, on aura

Pi— lh +  Pk — ■ ■ · =h Pm ±  Pm+l — — I,(7)
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le signe supérieur devant prévaloir si m est un nombre impair, et le signe 

inférieur dans le cas contraire.

Il est facile de reconnaître que cette dernière équation renferme les 
équations ( 4 )  et ( 5 ) , tout comme l ’équation (6 )  renferme l ’équa
tion ( 3 ).

Le théorème renfermé dans l ’équation ( 4 ), et tous les autres théo
rèmes rapportés ci-dessus, reposent uniquement, comme on vient de le 
voir, sur celui que renferme l’équation (G). 11 suffira donc de démontrer 
ce dernier pour établir tous les autres.

Cela posé, concevons d ’abord que le théorème renfermé dans l’équa
tion (G) ait été démontré pour un nombre d’éléments inférieur d ’une 
unité à celui que l’on considère, ou égal à «  — i . Les équations ( 4 ), 
( 5 ) et (7 )  se trouveront, par là même, suffisamment établies; et, par 
suite, si l ’on désigne par ep une erreur définie quelconque, et par

1*2? P3, ■ ■ · ,  R/«, · R/n-f-i*
r~

les nombres de combinaisons des divers ordres qui renferment cette 
même erreur, on aura

(5 ) RS — P3+P4 — ■ · · +  Pm — ( P«!+l — I ) — 1 ·

Soit maintenant eq une autre erreur définie, contiguë à l ’erreur ep ; 

désignons par
Qi> Qs> Q4 » · · · > Q n i, Qmn-l

les nombres de combinaisons des divers ordres qui renferment 
l ’erreur eq, et par

C L - Q ; ,  Q , - Q i ,  Q * - Q * ,  Q « + . - Q ' „ +i

les nombres de celles qui renferment l ’erreur eq avec.l’erreur ep ;

Q î> Q  3 * · · · >  Q m > Q m + l

seront les nombres de celles qui renferment l ’erreur eq sans l ’erreur e 

On aura d ’ailleurs, en vertu de l ’équation ( 5 ) ,

Q2— Q# +  · · · +  Qot±  (Q„!H_i— 1) — i,
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et, en vertu de l ’équation (7 ) ,

(Q? —  Q2) —  (Os—  Q s )+ ---± (Q ;n + l— Q»+i) =  ± l .

Si l ’on retranche ces deux équations l’une de l’autre, on trouvera

(8) Q i - Q i  +  Q i - . . . q = Q i , ± Q i . +, =  i·
Considérons encore une troisième erreur définie er contiguë à l’une 

des deux premières, ou à toutes les deux ensemble. Désignons par

Rîj R3?. · ■ ·) Dm» R/h+i

les nombres de combinaisons des divers ordres où entre l’erreur er, 

et par
R" R" R" ir·*·* 3 > ···> LXm>

les nombres de combinaisons où elle entre sans aucune des erreurs ep, 

ey \ on aura, en vertu des équations ( 5 ) et (7 ) ,

. Rs— R, +  . . .  +  R ,„± (R ,n+I — i )  =  i ,

( r 2— r ; î -  ( r 3-  r ; ) + . . . + (R„ -  r ;; ) ±  ( r ,„+1-  r :„+1 ) =  ± .,

et, par suite,

(9 ) r ;  -  r ; +  r ; - . . .  +  I C ±  r; î+1 = . .

En continuant de même, et considérant successivement plusieurs 
erreurs définies ep, er  er, es, . . . ,  on obtiendra une suite d ’équations 
semblables aux équations (8 )  et (9 ) .  D’ailleurs, si l ’on désigne par N 
le nombre des erreurs ep, eq, er, , et par

N3, · · . ,  N,„, N,„+1

les nombres de combinaisons des divers ordres qui renferment ces 
mêmes erreurs, on aura évidemment

N, =  1 +  I +  1 +  · * · >

n2 = p 2 +  q ; +  R2 -H ■ · · 9

n3 =  p3 +  Q3 +  R'a -H . . .,

N„ = P „ +  Q 'm H- R» *+* * * ·?

Nm+l — P m + t +  Q/»+l +  r ; (+1 4- ----
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Cela posé, si l ’on ajoute entre elles les équations ( 5 ) , (8 ) , (9 ) ,  . . .  ou

P2 — P3 -t-P4 —---^ P /«± (P /n -M — 0  =  I»
q ; - q î + q ; — •■=f q î » ±  q u , = · ,
r ; - r '; +  r ; - . . . +  r : ±  r ; !+1
..................................................................................................9

on aura l’équation (6 ) ,  savoir

N2- N 3 +  Ni - . . .  +  N ,„±  (N,„+1 — 1) =  N[,
«

ou, ce qui revient au même,

N, -  N2-t-N3 - . . .  ±  N,„ +  Nra+1 =  + 1 .

Si, parmi les erreurs ep, eq, er, . . .  qué nous avons supposées toutes 
définies, quelques-unes devenaient indéfinies, il suffirait, pour avoir 
égard à cette circonstance, d’augmenter, dans l ’équation précédente, 
la valeur de Nm+I d’une unité.

Il résulte des calculs précédents que si l ’équation (6 )  est vraie pour 
un nombre de variables égal à m - i ,  elle sera encore vraie pour un 
nombre de variables égal à m . D’ailleurs, si le nombre de variables se 
réduit à l ’unité, chaque erreur aura pour limites deux combinaisons 
du deuxième ordre; et chaque combinaison du deuxième ordre sera 
une limite commune à deux erreurs contiguës. Alors, si l ’on consi
dère plusieurs erreurs définies et contiguës en nombre égal à N,, et 
que N2 soit le nombre des combinaisons du deuxième ordre ou elles se 
trouvent comprises, on aura évidemment

N2=  N, H- 1.

Car, toutes les erreurs dont il s’agit se trouvant alors renfermées entre 
deux limités déterminées, si l’on fait croître la variable unique de
puis la première limite jusqu’à la seconde, les diverses valeurs de 
cette variable correspondront successivement : i°  à la combinaison du 
deuxième ordre qui forme la première limite; 20 à une des erreurs 
que l’on considère; 3 ° à une nouvelle combinaison du deuxième

OEuvrcs de C. — S. II, t. I. . ^9
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ordre; 4° k une autre erreur, etc.; enfin, à la combinaison du deuxième 
ordre qui forme la dernière limite. Mais comme,Vavant d’arriver k cette 
dernière combinaison, on aura rencontré alternativement des com bi
naisons et des erreurs, il en résulte que le nombre des combinaisons 
surpassera d ’une unité celui des erreurs que l’on considère. On aura 
donc

N * = N , - h i  o u  N i — N2 =  — i .

L’équation (6 ) , étant ainsi vérifiée pour le cas d’une variable, sera 
vraie, en vertu de ce qui précède, pour le cas de deux variables et, par 
suite, pour le cas de trois, de quatre, etc., et, en général,-d’un nombre 
quelconque de variables.

L’équation (6) étant vraie, l ’équation (3 ) le sera également, puisque, 
pour l ’obtenir, il suffira de supposer dans l ’équation (6 )  le nombre 
des erreurs eq, er, . . .  égal au nombre total des erreurs définies et
indéfinies diminué d’une unité.

Scholie. — Nous avons déjà remarqué l’interprétation géométrique 
que pouvait recevoir le théorème ( 3 ) dans le cas où l’ on considère 
une, deux, ou trois variables. On peut aussi présenter ce théorème 
sous une forme k la fois simple et analytique, quel que soit le nombre 
des variables, en l’énonçant comme il suit.

Supposons qu’ayant combiné entre eux, de diverses manières, un k 
un, deux à deux, trois k trois, . . . ,  m  k m  les indices

i, 2, 3 , . . . ,  M„

on forme de ces combinaisons plusieurs séries en nombre égal k m. 

Soient respectivement

[ ' ] U ■■u 3 , . · . ,  M„
[2 ] «i, (Z%y a3> ■u Æ.V,»
[3 ] bu bu ¿2, • · > èMt,

• · y • · y • · y • · y * * »

ces mêmes séries, que nous indiquerons respectivement par les nu
méros [ i ] ,  [ 2 ], [ 3 ], (m  — 1], \m\, et dont chaque terme repré-
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sente une des combinaisons dont il s’agit. Supposons, de plus, que, 
la première série étant uniquement composée des indices eux-mêmes, 
chaque terme de la deuxième soit formé par la réunion de deux indices, 
et que les termes de l ’une quelconque des autres séries comprennent 
chacun les indices renfermés dans deux ou plusieurs termes de la 
série précédente, de manière qu’on finisse toujours par épuiser les 
termes d’ une série, en écrivant successivement à côté les uns des 
autres ceux auxquels un ou plusieurs termes de la série précédente 
appartiennent en commun. Supposons ensuite que l’on supprime, dans 
les séries [ 2 ], [ 3 ], '. .. ,  \m\ : i°  tous les termes qui ne renferment pas 
l’ indice a ; 2° l’ indice a et tous ceux qui ne se trouvent pas avec 
l’ indice a dans un des termes de la série [2 ] ;  et qu’après les suppres
sions dont il s’agit, les séries [ 2 ], [ 3 ], [ 4 ] , . . . ,  \m\ remplissent les 
mêmes conditions auxquelles satisfaisaient précédemment les séries
[ 1 ], [ 2 ], [ 3 ] ........ \m —  1 ], Supposons encore que l’on supprime de
nouveau, dans les séries [ 3 ], [ 4 ], . . . ,  \m\ : i° tous les termes qui ne 
renferment pas l’ indice 6; 2° l’ indice 6  et tous ceux qui ne se trouvent 

v pas avec l ’ indice 6  dans un des termes de la série [ 3  J ; et qu’après ces 
nouvelles suppressions, les séries [ 3 ], [ 4 ] , . . . ,  [m\ remplissent les con
ditions auxquelles satisfaisaient en premier lieu les séries [1 ], [2 ] , . . . ,  
[m — 2 ] ;  enfin que l’ on ait opéré, avec le même succès, plusieurs 
suppressions consécutives semblables aux précédentes, de manière à 
ne conserver que les séries [m  — 1] et [m\, réduites, la première, à 
une série d ’indices isolés, et la deuxième, à des combinaisons de ces 
mêmes indices considérés deux à deux; et concevons que, dans cette 
hypothèse, chaque indice de la série [m  — 1] reparaisse dans deux 
termes différents de la série {m\.  Si les suppressions ci-dessus indi
quées réussissent également quels que soient les indices a, 6, . . . ,  et 
quel que soit l’ordre établi entre ces mêmes indices, alors, en dési
gnant par
, Mi, Mj, M3* · . . ,  M,„_„ M,„

les nombres des termes des séries

[1], [2]> [3 ], ··■, [m — 1], £m~\,
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on aura

( i o)  M t — M j + M s — — ± M („_, =P — i) =  i ,

le signe supérieur devant être admis, si m  est pair, et le signe inte
rreur, si m  est un nombre impair. Nous avons ici diminué M,„ d’ une 
unité, parce que le cas que nous considérons répond à celui où toutes 
les erreurs seraient définies.

Exem ple. — Considérons les trois séries de combinaisons

[1]
[2] 
[3 ]

i, 2 , 3, 4, 5, 6,

(1,2), (1,3), (2,3), (4,5), (4,6), (5,6), (1,4), (2,5), (3,6), 

(i >2,3), (4,5,6), (1,4,2,5), (2,5,3,6), (i ,4,3,6).

Il est facile.de voir que ces trois séries satisfont aux conditions exi
gées. Car : i°L cs  termes de la deuxième résultent des combinaisons 
deux à deux des termes de la première, et chaque terme de la troisième 
renferme les indices.compris dans deux termes de la deuxième. 2° Si, 
dans les séries [ 2 ] et [ 3 ], on supprime tous les termes qui ne ren
ferment pas l ’ indice x, et que, dans les autres termes, on conserve 
seulement les indices 2, 3  et 4 qui sont renfermés, avec l’ indice 1, 
dans le premier, le deuxième et le septième terme de la série [2J; les 
séries [2 ] et [3 ] deviendront

[2 ]  2 , 3, 4,

[ 3 ]  t  ( 2 , 3 ) ,  ( 2 , 4 ) ,  ( 3 , 4 ) .

Par suite, la série [ 2 ] ne sera plus formée que d ’indices isolés; la 
série [3 ], que des combinaisons deux à deux de ces mêmes indices; et, 
de plus, chaque terme de la série [2 ] sera compris dans doux termes 
différents de la série [ 3 ]. 3 ° Il est facile de s’assurer qu’on obtiendra 
des résultats semblables si, au lieu de supprimer les termes qui ne 
renferment pas l ’indice 1, on supprime ceux qui ne renferment pas 
l’ un quelconque des autres indices 2, 3 , 4 , —  4 ° Enfin, avant ou après 
les suppressions, on peut épuiser tous les termes de la série [ 3 ], en

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



QU’IL FAUT ATTRIBUER A DIVERS ÉLÉMENTS, ETC. 3S9 

écrivant à la suite les uns des autres ceux auxquels appartiennent en 
commun un ou plusieurs termes de la série [2 ] ;  et les termes de la 
deuxième série jouissent encore de la même propriété relativement à 
ceux de la première. Cela posé, comme les nombres de termes des séries

[1], [2], [3]
sont respectivement

6 , 9 , 5,

on doit avoir, en vertu de l ’équation ( i o ) ,

6  — 9 4 - (5 — i) =  i,
ce qui est exact.

T héorème VI. — S i l ’ o n  d ésig n e  p a r m  le n o m b r e  des élém en ts va ria bles, 

ch a q u e  erreu r  d éfin ie  se  tro u vera  com p rise a u  m o in s  d a n s m  +  i c o m b i

n a iso n s  d e  l ’ord re  m  4 - 1.

D é m o n str a tio n . —  i°  Si l’ on ne considère d’abord qu’un seul élé
ment,, chaque erreur définie aura pour limites deux combinaisons du 
deuxième ordre, ce qui vérifie le théorème énoncé.

2° Supposons que l ’on considère deux éléments; et soit ep une
erreur définie quelconque. Soit ( ep , eq) une des combinaisons du 
deuxième ordre qui lui servent de limites. Cette combinaison du 
deuxième ordre aura elle-même pour limites deux combinaisons du 
troisième ordre, que nous désignerons par

Gq, Gr ) ,  e q,  e s ) .

Soient 6 , ; a2, ë2 les valeurs des deux variables données x ,  y ,  qui 
satisfont aux deux éqpations doubles

€ p  —  6q  —  Gry Gp —  Gq —  Gs J

l’équation ep — eq sera équivalente à celle-ci

æ  —  a i  _  .Y  —· ê | .
ÛCg Cli 2̂ 6,
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et, si l ’on donne aux variables x  e t /  des valeurs qui satisfassent à cette 
équation, x  étant compris entre a, et a2, les deux erreurs ep, eq devien
dront simultanément les plus grandes de toutes. Maintenant, si, au 
lieu de supposer ep =  eq, on suppose

ep— eq-\- à,

S étant une quantité positive très petite, et que l ’on conçoive toujours 
les valeurs de x  et de /  comprises entre celles que déterminent les 
équations doubles

6 p —  Cq - f -  à  Z^Z.Gry Gp "  Gq +  O —  Gs J

il est clair que l’erreur ep restera supérieure à toutes les autres, et 
qu’elle surpassera même l ’erreur eq conjointem ent avec l ’erreur er, si' 
l’on suppose

G p  —  Gq “H $ —  G/·,

et, conjointement avec l ’erreur es, si l’on suppose

gp —  eq -+- à ~  e,t.

Si, maintenant, on fait croître S, en supposant toujours ep= e q-h S  =  er, 

les erreurs ep, er continueront à être conjointement les plus grandes cfe 
toutes, jusqu’à ce qu’une nouvelle erreur et ou bien l ’erreur et elle- 
même finisse par les égaler toutes deux pour un même système de 
valeurs de x  et de / ;  et c ’est ce qui arrivera toujours nécessairement, 
puisque, l’erreur ep étant supposée définie, S ne peut croître indéfini
ment sans que l ’erreur ep cesse d ’être la plus grande. On obtiendra 
donc, par ce moyen, une nouvelle combinaison du troisième ordre, 
savoir (ep , eq, ec) , (et pouvant être égal à es) , qui renfermera l ’erreur ep ; 

et, par suite, les trois combinaisons du troisième ordre

( Gpy Gq, Gr )y ( Gp, Gqy Gÿ)y ( Gpy Gqy C l )

renfermeront l ’erreur définie ep, ce qui vérifie le théorème énoncé.
3 ° Supposons que l’on considère trois éléments. Soient ep une erreur
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définie quelconque cl (ep, eq) une des combinaisons du deuxième ordre 
qui renferment cette erreur. Comme l’équation ep — eq ne laisse que 
deux variables arbitraires, on prouvera, comme dans le cas précédent, 
que la com binaison du deuxième ordre dont il s’agit appartient à trois
combinaisons du quatrième ordre. Soient respectivement 

/ . *
&rt ®î)> (®p> ®/)

ces trois dernières combinaisons. Si l’on donne aux trois variables x ,  

y , z  des valeurs qui satisfassent à l ’équation

et qui soient comprises entre les limites déterminées par les trois 
équations multiples

e p  —  6q  —  6 r 6 p  — : 6q  —  C$ —  Gi f  Gp  —  Gq —  Gr  &t t

c ’est-à-dire des valeurs pour lesquelles on ait

É ?p  eq 6 ry Gst Gt  J

les erreurs ep, eq deviendront simultanément les plus grandes de toutes.
Maintenant, si, au lieu de supposer ep — eq, on suppose ep = e q-\- 

S étant une quantité positive très petite, et que l’on donne h x ,  y ,  s 

des valeurs comprises entre'celles que déterminent les trois équations 
multiples

ep= e q+ â  =  er= e S) ep=  eq +  â =  es— et, ep=  eq+  S — er=  et,

il est clair que l’erreur ep restera supérieure aux autres, et qu’elle sur
passera l’erreur eq conjointement avec les erreurs er, es, si l ’on suppose

ep= e q-hd =  e , .=  es.

Si maintenant on fait croître S, en supposant toujours

Gp — e q y  ô  —

les erreurs ep , er, e, continueront à être conjointement les plus grandes
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de toutes, jusqu’à ce que l’erreur et ou une nouvelle erreur eu par
vienne à les égaler; ce qui finira nécessairement par arriver, puisque 
l’erreur ep est supposée définie. Alors, on obtiendra une quatrième 
combinaison du quatrième ordre, qui renfermera l ’erreur ep , ce qui 
vérifiera le théorème énoncé.

En raisonnant de la même manière, on finira par démontrer le théo
rème, quel que soit le nombre des éléments que l’on considère.

Nous avons supposé, dans ce qui précède, que les combinaisons 
du deuxième ordre renfermaient seulement deux erreurs, celles du 
troisième ordre, trois erreurs, etc. Mais il est aisé de voir que les 
mêmes conclusions subsisteraient, si le nombre des erreurs d’une 
ou plusieurs combinaisons devenait supérieur à leur ordre.

Théorème VII. — S oien t ep , eq, er, . . .  p lu sieu rs erreu rs, d éfin ies ou  

in d éfin ies, com p rises d a n s u n e m ê m e  c o m b in a iso n  d e  l ’ ord re  m  H- i , 
ch a cu n e d ’elles p o u v a n t  d even ir  sép a rém en t la  p lu s  g r a n d e , d e tou tes . 

S oit, d e  p l u s , eu u n e erreu r  fic tiv e  q u i so it  é g a le  a u x  erreu rs ep , eq, er , . . .  
lorsqu e celles-c i d ev ien n en t ég a les  en tre  elles, c ’ e st-à -d ire  p o u r  le sy s tè m e  

d e  va leu rs d e  x ,  y ,  z ,  . . .  q u i co rresp o n d  à la c o m b in a iso n  qu e l ’o n  c o n s i

d ère . S i l ’erreu r  fic tiv e  eu d evien t su p érieu re à  tou tes les a u tres p o u r  des  

sy stè m e s  d e  va leu rs q u i ren d a ien t p r é c é d e m m e n t l ’ erreu r  ep la p lu s  g r a n d e  

de to u tes , la  d ifféren ce eu — ep sera  n écessa irem en t p o sitiv e  p o u r  q u elq u es-  

u n s des sy stèm es  d e  va leu rs q u i co rresp o n d en t à celles d es co m b in a iso n s  

d e V o r d r e  m  o ù  les erreu rs eq, e r, ... en tren t c o n jo in te m e n t a vec  V e r r e u r e p .

D é m o n str a tio n . —  En effet, les systèmes qui correspondaient à 
l ’erreur ep , c'est-à-dire ceux pour lesquels l ’erreur ep devenait supé
rieure à toutes les autres, se trouveront maintenant séparés en deux 
groupes au plus. Pour l’ un de ces groupes, on aura

et, pour l’autre,
eP ̂  eu

<  Ou·

Chacun de ces groupes aura pour limites des systèmes correspondant
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à des combinaisons du deuxième ordre, ceux-ci des systèmes corres
pondant à des combinaisons du troisième ordre, et ainsi de suite . . . ,  
jusqu’à ce qu’enfin l’on arrive à des combinaisons de l’ordre m , qui 
auront elles-mêmes pour limites la combinaison de l’ordre m  +  i que 
l’on considère. La différence eu —  ep sera donc positive pour quelques- 
uns des systèmes qui correspondent à celles des combinaisons de 
l’ordre m  où se trouvent comprises les erreurs eq, er, ... avec l’erreur ep.

Si les deux groupes dont nous avons parlé se réunissaient en un 
seul, on aurait, pour ce dernier groupe, e fy > e p, et les conclusions 
précédentes auraient lieu a  fo r t io r i .

T héorème VIII. — S o it ep u n e erreu r  qu i d evien n e, p o u r  certa in s sy s 

tèm es d e  va leu rs, su p érieu re à  tou tes les a u tres. Soit d e  p lu s

p> ®r> . ■ · )

u n e des c o m b in a iso n s  d e  l ’ o rd re  m +  i q u i ren ferm e l ’erreu r ep . O n  

p o u r r a  to u jo u rs  c o n c e v o ir  u n e  erreu r  fic tiv e  eu q u i d evien n e ég a le  à  ch a 

cu n e des erreu rs ep , eq, er , es, . . . p o u r  le sys tè m e  d e  valeurs q u i corresp on d  

à la  c o m b in a iso n  p r é c é d e n te , et q u i so it  in férieu re à  ep p o u r  tou t a u tre  

sy stè m e  c o rresp o n d a n t à  celte  d ern ière  erreu r.

D é m o n stra tio n . —  Ce théorème paraît vrai et général. Mais il suffira, 
pour notre objet, de le démontrer dans le cas où le nombre des combi
naisons de l’ordre m , qui renferment l’erreur ep , et qui ont pour limite 
la combinaison donnée de l’ordre m  -4 - 1 , ne surpasse pas m .

Cela posé, désignons par a, 6, y,—  le système de valeurs de x ,  y ,  

s ,  . . .  qui correspond à la combinaison de l’ordre m  4 - 1

Soient de plus
(.Cp, Cq, er, es, . . . ).

ep= a p+  bpx  -H cp y -t- dpz 4 - . . . ,

Cq —  U q - h  bqX +  CqJ +  dq S +  . . . ,
e r =  a,, -t- b ,.x  +  c ,.y  4 - d r z 4 - . . . ,

OEuvres de C. — S. II. t- C 5o
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Faisons de mémo

e„ =  bax  -+- cuy  -+- duz -+-... ;

au, bu, çu, du, . . .  étant dos coefficients indéterminés. Enfin désignons 
par A la valeur commune des erreurs ep, eq, er, ; . .  qui correspond au
système de valeurs a, 6, y, ----- Puisqu’on suppose, dans ce cas,
l’erreur eu égale aux autres, on aura

buac -f- ca 6 -|- y -j-. .  . — A.

Cette équation servira à déterminer au, lorsqu’on connaîtra bu, cu,

da, -----Il reste à déterminer ces derniers coefficients de manière que,
pour tout système correspondant à l ’erreur ep et différent de a, 6 , y , ...,  
la différence ep — eu soit positive.

Faisons, pour plus de commodité,

ï  =  «  +  7  =  6 + / ,  z =  y +  s',

On aura, dans ce cas,

ep =  A -h bpx' -+- cpy ' -+- dps' + . . . ,
Cq =  A +  bq x f +  CqY1 +  dqZ1 +  . . . ,
c>r ^  A bPx r c ,· / H“ drz' , 

eu =  A +  bux' -+- Cuy1 -t- duz' . . . .

Si l’on égale entre elles les valeurs précédentes de celles des erreurs eq, 

er, es, ... qui entrent avec ep dans une même combinaison de l’ordre m , 

on aura une équation multiple, et cette équation multiple déterminera 
les rapports

/ ,
x ‘ X 1

qui conviennent à tous les systèmes correspondant à cette combinaison. 
Soient Æ, l, . . .  ces mêmes rapports. Si l’on suppose que les erreurs 
comprises dans les combinaisons dont il s’agit deviennent supérieures 
à toutes les autres pour des valeurs positives de x '  =  x  — a, la valeur

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



QU’IL FAUT ATTRIBUER A DIVERS ÉLÉMENTS, ETC. 395 
commune de ces diverses erreurs, correspondant à une valeur quel
conque de x ', sera de la forme

A +  B#',

pourvu que l’on suppose

( i) B —  bp -t- Cpk -|- d p i ~  bq-**- Cq k d ql ->r. ·. ~  br~\- cr k~\~ d y l -t-... ; 

et, comme dans le cas contraire on doit avoir

e,í<<?/,=  A-f-B.a?,,

il faudra supposer

b u +  k H- du l -4- . .  ,<C. B.

Si donc l ’on désigne par S une quantité très petite, que l’on pourra 
d ’ailleurs choisir à volonté, et que l ’on fasse

B ( i - 3 ) =  B',

on pourra supposer

(2 ) ■ bH-\- cuk +  dul + .. .—•B’.

Cette première équation établira entre les inconnues bu, cu, du, . . .  une 
relation en vertu de laquelle la différence ep — eu restera positive pour 
les systèmes de valeurs correspondant à l’une des combinaisons de 
l’ordre m  qui renferment l’erreur ep, et qui ont pour limite la com bi
naison donnée de l ’ordre m ■+■ 1,

Supposons maintenant que le nombre des combinaisons de cette 
espèce ne surpasse pas m ; on pourra former autant d’équations pareilles 
à l ’équation (2) qu’il y aura de semblables combinaisons, et déterminer 
les valeurs des inconnues ba, cu, du, ... de manière que toutes ces équa
tions soient satisfaites. Alors on sera assuré que la différence ep — eu 

reste positive pour tous les systèmes de valeurs correspondant aux 
combinaisons dont il s’agit. Par suite, cette différence sera positive 
pour tous les systèmes de valeurs qui correspondaient à l’erreur ep. 

Car, si, pour quelques-uns d ’entre eux, elle devenait négative, elle
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le serait encore, en vertu du théorème VII, pour quelques-uns des 
systèmes correspondant aux combinaisons de l’ordre m  que l’on 
considère.

Corollaire I. — On pourra toujours déterminer les coefficients de 
l’erreur fictive eu do manière que cette erreur soit inférieure à ep pour 
tous les systèmes de valeurs qui rendent l’erreur ep supérieure aux 
autres, excepté toutefois celui qui rend les erreurs ep, eq, er, . . .  égales 
entre elles, et pour lequel on aura encore eu' ~ e p. De plus, puisque, 
pour des'valeurs données des variables x ,  y ,  s ,  la différence

6p  6 jt

dépendra de la différence et de toutes les différences
semblables qui peuvent devenir chacune aussi petite qu’on le jugera 
convenable, et que les coefficients de ep — eu, savoir

bp b il y Cp C w ,  dp dpy . . .

sont, ainsi qu’on peut le conclure des équations (r ) et (2 ) ,  du même 
ordre que ces différences; on voit que la différence

eP — e„

pourra elle-même devenir moindre que toute quantité donnée.

Corollaire II. — Considérons un système de valeurs pour lequel 
on ait

Œq ep,

on pourra toujours déterminer les coefficients de e„ de manière que la 
différence

6 ¡) € u

soit inférieure (abstraction faite du signe) à

e7 ep

et, par suite, de manière que eu soit inférieur à eq. Ainsi l’on pourra
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toujours faire en sorte que l’erreur eu ne devienne jamais la plus grande 
de toutes, si ce n’est pour le système de valeurs qui correspond à la 
com binaison de l ’ ordre m +  i que l ’ on considère, et pour lequel on 
aura à la fois

£/· “  · · · --  & U'

Corollaire III. — L’erreur eu étant déterminée comme on vient de le 
dire, les différences

&U9 ^<7 . & U9 &H9 * ■ *

seront toutes égales à zéro pour le système de valeurs

a, 6, y, . . .

qui correspond à la combinaison que l ’on considère. Mais, pour tout 
autre système, une ou plusieurs de ces différences deviendront posi
tives, et si l’on augmente indéfiniment la valeur de ce — oc, en laissant 
toujours les mêmes valeurs aux rapports

y — ® 5 — y
----------------- , ---------------,

x — a x — oc

celle des différences

6p 6ii9 &U9 ■ · * j

qui seront positives, finiront par devenir plus grandes que toute quan
tité donnée.

Corollaire IV . — L’erreur eu étant toujours déterminée de la même 
manière, soit e„ une seconde erreur fictive, et faisons

, ^ t · —  “ H  s  ? *

£ étant une quantité très petite, mais arbitraire. Alors, pour le système 
de valeurs a, g, y , ... et pour les systèmes voisins, l ’erreur evdeviendra 
supérieure à toutes les autres. De plus, comme pour des valeurs infinies 
de x  — oc, y  — g, 5 — y, . . . ,  quelques-unes des différences
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deviennent positives et infinies, et qu’au contraire la différence ev —  eu 

est toujours constante, on voit que, pour de grandes valeurs x  — a, 
y  — 6 , s — y, . . . ,  quelques-unes des différences

6 p CV9 Cq GV9 . . .

deviendront positives. Par suite, les systèmes de valeurs qui rendent 
l’erreur ep supérieure aux autres ne peuvent s’étendre à l’ infini. Cette 
erreur sera donc une erreur définie. Enfin il est aisé de voir que les 
combinaisons de l ’ordre k qui renfermeraient quelques-unes des 
erreurs ep, eq, er, . . .  comprises dans la combinaison de l’ordre m  -+-1 
que l ’on considère, se trouveront, par l’addition de l’erreur e„, trans
formées en des.combinaisons de l’ ordre Æ-t- i.

Théorème IX. — Si l ’on désigne pa r m  le nombre des éléments va 

riables, chaque combinaison de l ’ordre m  -f-1 servira de limite, au moins, 

à m  4-1 combinaisons de l ’ordre m.

Démonstration. — Soit

{Cp, eq, er, es, . . . )

la combinaison de l ’ordre m ■+■ i que l’on considère, et soit ep une des 
erreurs comprises dans cette combinaison, erreur qui pourra devenir 
supérieure h toutes les autres. Si lé nombre des combinaisons de 
l’ordre m  qui renferment l’erreur ep est supérieur à m , le théorème se 
trouvera vérifié immédiatement; mais, si ce nombre n’est pas supérieur 
à w , on pourra, en vertu de la proposition précédente (corollaire IV), 
concevoir une erreur fictive et, qui soit définie et qui surpasse toutes 
les autres pour le système de valeurs

<x, 6 ,  y ,  . . .

correspondant à la combinaison de l ’ordre m  -+-1 que l’ on considère. 
De plus, si l ’erreur fictive ev est déterminée par la méthode que nous 
avons indiquée, alors chacune des combinaisons de l’ordre k qui appar
tenaient à la combinaison donnée de l’ ordre m +  i deviendra, par
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l’addition de l’erreur e„, une combinaison de l ’ordre k +  i .  Par suite,· 
le nombre des combinaisons de l’ordre m -\-i qui renfermeront l ’erreur 
définie e„ sera égal au nombre des combinaisons de l ’ordre m  qui 
avaient pour limite commune la combinaison donnée de l’ordrem -j-i. 
D’ailleurs, en vertu du théorème Yl, le nombre des combinaisons de 
l’ordre m  -h i qui renferment une même erreur définie est au moins 
égal à m -t - i .  Il en sera de même du nombre des combinaisons de 
l’ordre m  qui ont une même limite; ce qui vérifie le théorème énoncé.

Lorsque le nombre des erreurs renfermées dans la combinaison de 
l’ordre m -l- x que l ’on considère est seulement égal à m - H ,o n  peut 
encore démontrer facilement le théorème IX de la manière suivante :A

Soient ep, eq, er, . . .  les erreurs renfermées dans une même combi
naison de l ’ordre m  +  i ,  en nombre égal h m  -t- i. Ces erreurs devien
dront simultanément les plus grandes de toutes, si l ’on détermine les 
variables x ,  y ,  z ,  . . .  par l’équation

6 p - Qq--- 6 r---. . . .

Mais, si l’on désigne par o une quantité très petite et positive, et que 
l’on détermine x ,  y ,  z , . . .  par l ’équation

G p J (5 — Gq — G j·— . . .,

l’erreur ep deviendra inférieure aux autres, et les erreurs eq, er, es, . . .  
seront simultanément les plus grandes de toutes. Dans le même cas, 
la combinaison

(Gqy Gf, Gs, . . . )

sera do l ’ordre m . On obtiendra donc une combinaison de l’ordre m  

formée d ’erreurs qui deviennent simultanément les plus grandes de 
toutes, si dans la combinaison donnée

( G p , Gqy Grt Gs, * * *)

on supprime la première erreur ep. On arriverait encore aux mêmes con
clusions si, au lieu de supprimer l’erreur ep, on supprimait l ’erreur eq,
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ou l’erreur en . . . ,  ou quelqu’ une des autres erreurs données^ Ces der
nières étant, par hypothèse, en nombre égal à. m +  i ,  on obtiendra, 
par ces diverses suppressions, m - i- i combinaisons de l ’ordre m , qui 
toutes se trouveront comprises dans la combinaison-donnée.

Corollaire. — Soient le nombre total des combinaisons de 
l’ordre m +  i ,  et Mw le nombre total des combinaisons de l’ ordre m, 

tant définies qu’ indéfinies. Puisque chaque combinaison de l ’ordre 
m  + 1 renferme au moins m - 1-1 combinaisons de l ’ordre m , et que 
chaque combinaison de l ’ordre m  a pour limites deux combinaisons 
de l’ordre m  h-  x, si elle est définie, et une seule, si elle est indéfinie; 
on aura

{m -t- i)M,„+1<  aM,,,, ou M ,„ > — —  Mm+1.

Cette inégalité jointe à l ’équation ( 3 )  du théorème Y sert à déterminer 
une limite du nombre d ’opérations qu’exige la méthode exposée dans 
ce Mémoire.

T héorème X. — Le nombre des opérations qu’exige la méthode exposée 

dans ce Mémoire n ’est pas d ’un ordre plus élevé que le nombre des com

binaisons m  — i à m  — i des erreurs données, m étant le nombre des 

éléments variables.

Démonstration. — En effet, supposons qu’en ayant seulement égard 
aux combinaisons formées d’erreurs qui puissent devenir simultané
ment les plus grandes de toutes, on désigne par M, le nombre des 
erreurs simples ou combinaisons du premier ordre, et par

M2, M3, · · ·, Mm, . M/h+i,

les nombres de combinaisons du deuxième, du troisième, . . . ,  enfin, 
du mieme et du ( m  -t-  i)»éme ordre. On aura, en vertu du théorème Y,

M,„+i — M,„-t- Mm_i —.. .  ±  M, +  Mj ±  1 =  o,
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et en vertu du théorème IX f '

m - H tlUm >̂ -

Si l ’on ajoute.membre à membre l ’équation et l ’ inégalité précédentes, 
on aura

M„,_, — M „,-2 4-. -. ±  M2 =p M, ±  i >  —-— M,„+,, 

d ’oïl l ’on conclut

( O  M ot-h, <  ■ ( M „ , - 1  —  M /„—2 4  · . .  ±  M 2 zp  M , ±  i ) ;

\

le signe supérieur devant être admis si m  est un nombre impair, et 
le signe inférieur dans le cas contraire. D’ailleurs Mot+( représente, 
comme on l’a déjà remarqué, la limite du nombre des opérations à 
faire, et M,«-, indique le nombre des combinaisons de l ’ordre m — i, 
qui est ou égal ou inférieur au nombre des combinaisons m  — i à 
m  — i des erreurs données ou d’une partie de ces erreurs. L’ inégalité 
précédente vérifie donc le théorème énonce.

Corollaire / .  — Si l ’on a deux éléments variables, il faudra supposer 
m =  2, et l’ inégalité précédente deviendra

M3<  î M,— 2 :

Par suite, le nombre des opérations à faire ne pourra surpasser aM, 
ou le double du nombre des erreurs.

*
Corollaire II. — Si l’on suppose m —  3 , on aura

Mt<  M2— M, +  i :

Par suite, le nombre des opérations à faire ne pourra être d ’un ordre 
supérieur au nombre des combinaisons deux à deux, c ’est-à-dire au 
carré du nombre des erreurs.

OEuvres de C. — S. H, t. I. 5l
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Corollaire III. —  Si l’ on suppose m —  /¡, on aura
4

M»  ̂ ( Mj “  - JVl 2 ~b Mj “  i ) ;

Par suite, le nombre des opérations à faire ne pourra être d ’un ordre 
supérieur à i\I3 ou au cube du nombre des erreurs, etc.
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MÉMOIRE SUR L’INTÉGRATION

D’UNE CERTAINE CLASSE D’ÉQUATIONS
AUX

DIFFÉRENCES PARTIELLES,

ET SUR LES

PHÉNOMÈNES DONT CETTE INTÉGRATION FAIT CONNAITRE LES LOIS 

DANS LES QUESTIONS DE PHYSIQUE MATHÉMATIQUE.

Journal de l'École Polytechnique, X X e Cahier, Tome XIII, p·. i/ô, 287; i 83i .

La solution d ’un grand nombre de problèmes de Physique mathé
matique dépend de l’ intégration d’équations aux différences partielles 
linéaires, et à coefficients constants, dans lesquelles les dérivées de 
la variable principale sont toutes du même ordre. Telles sont, en par
ticulier, les équations qui expriment les lois de la propagation des 
ondes à la surface d ’un liquide renfermé dans un canal dont la profon
deur est très petite, et les lois de la propagation du son dans un gaz, 
dans un liquide, ou dans un corps solide élastique. Il était important 
d’obtenir les intégrales générales des équations de ce genre sous une 
forme telle qu’on pût en déduire aisément la connaissance des phéno
mènes que ces équations représentent. Tel est l’objet du Mémoire qu’on 
va lire. Dans les premiers paragraphes, je m ’occuperai de l ’intégration 
des équations linéaires aux différences partielles et à coefficients con
stants, du deuxième ordre, ou d’un ordre pair supérieur au deuxième,
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mais clans lesquelles toutes les dérivées sont de même ordre. J’appli
querai ensuite les formules trouvées à diverses questions de Physique 
mathématique..

' § I. Sur l ’intégration d ’ùne certaine clàsse d ’équations

au x différences partielles du deuxième ordre.

Soient#, v, s ,  t quatre variables indépendantes, et a une fonction de 
ces quatre variables, déterminée par l’équation aux différences partielles

. . (t28 <p8 (P 8 (P 8 cP8 (P 8 (T-•à
( ' )  “ HT =  A — ; 4 -  B — ; - h  C —  4 -  2 1 ) -  — -t -  J E -  r ( - 2 F - ----------- )

<«2 dx- ôy- oz2 ó y  Oz oz Ox . ox  oy

dans lesquelles a, b, c, d, e, f désignent des constantes choisies’ de 
manière que le polynôme

( a )  ' aoc2 -+-b 6 2h- o y s H - 2 i ) 6 y  +  2 i î y a - f - 2 F « S  ■

reste positif pour toutes les valeurs possibles des quantités a, S ,  y; ou, 
ce qui revient au même, de manière que l’équation

(3 ) sx -  -t- b y - 4- cz2 4- 2 D/s 4- 2 iî zx 4- a f x y  —  l

représente un ellipsoïde. Supposons d’ailleurs que l’on connaisse les 

valeurs de a et ^  correspondant à t =  o, et que ces valeurs soient 
respectivement

( 4 ) a — rs{æ, y ,  z),

La valeur générale de a sera

(5) H =  J J'J 'J'J' ect,x - '>h'r-r> e Y t e - v j y / ^ î  U da do dy iü> d\x (h ,

e désignant la base des logarithmes népériens, l ’ intégration relative à 
chacune des variables auxiliaires a, S, y, X, p., v devant être effectuée 
entre les limites — oo, 4 - x ,  et la lettre U'représentant une fonction 
de a, 6, y, X, p., v, t, propre à vérifier : i°  quel que soit t, la formule

(a «24 - b 624- cy24- 2nêy 4- 2Eya 4- 2F«S)u _ f_  = 0 ;(6)
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2° Pour t —  Oi les deux conditions 

(").  U =  © (> ,  p , v ) ,  ^ = J I ( * ,  p ,  v).

Cela posé, si l’on fait, pour abréger,

( 8 ) Act2 +  b ê 2 +  c y s 4 - 2 » 6 y 2 Eycc -+- 2fcc§ =  6 2,

on trouvera

( 9 )  U =  ro(X, p ,  v ) c o s 0 i  +  II(X, p ,

ou, ce qui revient au même,

( i o )  U =  ro(7,  p ,  v) c o s 0 i  -+- Ç  Ü (X,  p ,  v) cosOt dt;
•A»

et l ’on aura par suite

- m / f / f f * ·  -X)t/-leg(y-ti)/^TeY(j;-.V)y-J

X cos 91 ro (k, p, v ) dot. e?6 dy d'h du dv
00 { _

X fff
X cos 0i II(7l, p, v) dt dcc d§ dy d l dp. dv.

Observons maintenant que l’équation (8 )  peut être présentée sous la 
forme

e*=A(«+i6+ïyy

Donc, si l ’on fait
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et de plus

0 4 ) a +  +  6 +  ^  Z  “  y = 6'» ? = / »

ou, ce qui revient au môme,

(ia) a =  « '  6 H-----------; y , 6 =  6' — .---------7 y', y =  y>V ' A AB — F* ' AB — F- ' '

on aura simplement

(1 6 ) 0 - =  ü«'! +  u6'2+  j/ !.

Soient d’ailleurs

F AT) — KF FI) — BK
( . - )  x = * ,  i ^ = y - - x ,  ^  = -------- -*>AB — F*

et

, , ,, F, , AD — KF FI) — BK,(l8 ). X =  X, IA— IA-----X, V '=V — -—;---- 7/A H---------- —X.v ' ’ r  "  A . AB — F" AB — F-

On trouvera

( ¡9 ) a(jc — X) -^.6 (9 ' — y )  -t- y  (s  — v) =  ôc'(x — X') +  6 '(y — y ' )  -+- / (

et, par suite,

(20)

f f f l f
X cos 9 1 eu ( X, y,  v ) (/a rfo f/j/ ¿?X dy dv 

- f f f l f l ·  a '(x --X ') / —* g 6 ’ (v—F · ') / - *  gY '(*—V ) / —î

X cos5î 5j(X, y ,  v) ¿/a' a?6' c/X' i//a' rfv'

cosa'(x — X') cos6 '(y — ja ' )  cos/ ( z — v')

X eos (9/ üt(X, ja, v) de! d& dy' dh' dy1 dv’,

l’ intégration relative à"ehacune des variables auxiliaires a', & 

p.', v' devant, être effectuée entre les limites — a c ,  -+- o c .
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Soit encore

(x — A')2 (y — p-')2 ^ (z  — y')?j*_  r

On aura, en vertu d’une formule que j ’ai donnée dans le XIX‘‘ Cahier 
du Journal de l ’Ecole Polytechnique (voir  p. 292),

(22)

cosa'(x — ).') cos6 '( y — p') cosy'(z — v')
i

X  COS(G2î'2-t- H S'2-H jy'tÿédoc'ttë'cly’

zi: r°° . ,= ——i—— / a smracosaifla
gOCj3/··-7- »

27r à ■» ,— ----- ; ;—— — / COS l'(X cos txt c!a.-i- I i  o r  J
c i ~  tt  “  «t  r  ^  —  «  ·

Dans l’équation (2 2 ), l’ intégrale

/ COS/‘0£ coscc t d&
J  —  00

peut être remplacée par la suivante

ri 00

I e -v-'Ja‘cos rcr. cos a. tda,
— 00

k désignant une quantité positive infiniment petite; et, comme on a 
d ’ailleurs

Ç  e cosra cosîîî dot =  2 f  e~Ka cosra  cosai du

— t f  K2 H- (./· H- t y  k2+ ( 7  · _ i p ’

il est clair que la formule (2 2 ) pourra être réduite à

( 2 3 )
COS«'(x — /.') cosê'( y — p')  c o s / (2 — y') cos61 da'dG'.d-/

2 71
G II J /·

d \  K K -1
| K*-4- (r —

. —
2 71 K2+  (/■ —

Or
<·, - 11- .I2 ;■ Ot
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Cela posé, les formules ( i  x) et (2 0 ) donneront

(2

Concevons à présent que l’on considère les trois rapports

À' — x ¡j.' —  y v' — z
— r~  > — r - ’ — r ~ ’

G2 H2 J2

comme représentant des coordonnées rectangulaires, et que l ’on trans
forme ces coordonnées rectangulaires en coordonnées polaires, dont 
l’une soit précisément la variable r, à l ’aide des formules

) /  —. x n r —— y 1 /  jr
( 2 5 )  — j— — rcosp, —— |— = r  s in / ;  cose / ,  — ¡—: =  r  sin/? sinry.

G2 H2 J2

On devra, dans la formule (24), à la place du produit d~k' d[t! dV , écrire
M J .

le suivant g2h2jV 2 sinp d p d q d r ,  et l’on tirera de cette formule

( 2 6 )

Il  (X, ¡x, v) r  s i n p  dp dq dr

- t y
p ,v )r  sin/> dp dq dr,

les intégrations devant être effectuées entre les limites p  =  o , p  =  " ,  
q —  o , q =  2 ti, r  =  o, r =  00. Or, ic étant un nombre infiniment petit, 
si l’on désigne par /, m,  n ce que deviennent les valeurs de P·, v, 
tirées des équations (18 ) et (2 0 ), lorsqu’on y suppose r =  t, on aura

X"  K
—— ,ra(X, p,v)rdr =  ntv3(l, m, n);
K  - t -  \ f  1 )

et par conséquent la formule (2 6 ) donnera

/ I /'»2TC
I b = —  f  j  ts inpH(l ,  m, n)dpdq  1 ‘X'K Ja J  a

( 2 8 )
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les valeurs de /, m,  n  étant

(29)

l  =  x +  g2 £ cos/;>,

m —  y +  h*î sinjo cosg'H- -  (x 4 - g2 t cosp),

. n — z 4- J t smp  sinq

A
AD -
AB — F̂  (x 4- h2 Z sin p cos <7)+ -  ( x +  g2 t cos p),

ou, ce qui revient au même,

l — x  -t- g2 t cos/>,
— p i.

( 3o) I m = y  4- h2 Z sin p cosg 4- ~ g2 Z cos p,

AD — EF 4-.
n =zz  +  t s m p s m q  4- AB_ F* n isin jocosÿ+  - g2zcos/>.

Concevons, pour fixer les idées, que l ’équation (i).se  rapporte à une 
question de Mécanique ou de Physique, dans laquelle t représente le 
temps, o t æ , y ,  z  des coordonnées rectilignes; supposons d ’ailleurs que

les valeurs initiales de a et^ >  savoir : gj( æ ; y , z )  et T z ( x , y , z ) ,  soient

sensiblement nulles pour tous les points situés à une distance sensible 
de l ’origine. Au bout du temps t , les fonctions g t t c  
ne cesseront d ’être nulles que pour des valeurs de l, m,  n,  très peu 
différentes de celles qui vérifient les trois conditions

( 3 i) l = o ,  m — o, n — o,

desquelles on tire, en les combinant avec les formules (2 9 ),

A 1. X
x 4- g2 Z cosp =  o, y h- h2 £ si n p  cos<7 =  o, z -j- J2 £ sïn p  sin <7 — 0, 

et, par conséquent,

( 3 2 ) v2
n H------=  Z2.J.

Si dans l ’équation ( 3 2 ) on remet, pour les valeurs x, v,.z, leurs valeurs
OEuvi'es de C. — S. Il, t. I. 52
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déduites des formules ( 1 7 ), elle deviendra

(33)

( (BC —  D2 ) . r 2 -F- ( CA —  E2 ) / 2 - t -  (AB  —  F2 ),52

( -4- 2 ( ef  —  a d  ) .y .s  - l -  2 ( f d  —  b e I îp s  4 -  2 ( d e  —  cv)xy
ABC —  AD2 —  BE2 —  CF2 4 -  2  DEF

Donc, au bout du temps t, la variable a n’aura de valeur sensible que 
dans le voisinage de la surface du second degré, représentée par 
l’équation (3 3 ). Il est d ’ailleurs facile de s’assurer que cette surface 
est un ellipsoïde. En effet, la valeur do G2 fournie par l ’équation ( 8 ) 
ou ( 1 6 ) devant être positive, quelles que soient les valeurs attribuées 
aux variables a, ë, y et, par conséquent, aux variables a', 6 ',. y ', les 
quantités g, ii, i seront nécessairement positives. Donc, le premier 
membre de la formule (3 2 ) ou (3 3 ) restera positif, quelles que soient 
les valeurs attribuées aux variables x, v, z et, par conséquent, aux 
variables ce, y ,  z.

Si, pour plus de simplicité, l ’on pose

(34) ABC —  AD2 —  BE2 —  CF2 4 -  2 DEF =  K,

et

(35)
■ 5

d =

BC —  l i 

li

EF —  AD

,  CA —  Eb =  ----- :---) AB —  F

FD —  BE .  DE —  CFe = --------- > f = ---------->

l’équation (3 3 ) deviendra

(36) a,r2+  b j 2H- ca2+  2 d/ 5  +  2 ezoc -+- 2 fx y  — t2

Si d ’ailleurs on nomme r  le rayon vecteur mené de l’origine au 
point ( x , y ,  z )  de l ’ellipsoïde représenté par l’équation (3 6 ), et a, S, y 
les angles formés par ce rayon vecteur avec les deux axes des oc, y ,  z, 

supposés rectangulaires, on aura

(3?) x — r cosa, y  =  reos S, z — r cos y,
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et, par suite,

(3 8 )  r =  ü t ,

la valeur de O étant positive, et déterminée par la formule

(39.)

i
a co s2a  -+- b c o s2ë +  c co s2y '

-t- 2  d eos ê co s y -t- 2  e  co s y co s  a H- 2  f  cos a  cos 6.

Cela posé, concevons que la quantité a dépende de vibrations très 
petites d’un corps solide, ou d’un fluide pondérable ou impondérable; 
et que ces vibrations, d’abord produites dans le voisinage de l ’origine
des coordonnées, se propagent dans l ’espace et donnent ainsi nais-

/
sancc à une onde sonore ou lumineuse. La surface de l ’onde coïncidera 
évidemment, au bout du. temps t, avec l’ellipsoïde représenté par 
l ’équation (3 6 ). Par suite, la vitesse du son ou de la lumière, mesurée 
suivant le rayon vecteur r, sera la quantité constante désignée ci- 
dessus par 0 ,  et déterminée par la formule (3ç)).

Considérons maintenant un point dont les coordonnées x ' ,  y ' ,  z 

seront liées aux coordonnées x , y ,  z  de l ’ellipsoïde (3 3 ) ou (3 6 ) par 
les formules

| aæ ' + f/ h- eü ' = æ!,

(4o) < fæ' +  B/'-l·- vz' =  y,

\ eæ ' +  d j ' -t- c z' =  z.

On tirera de ces formules

, __( bc —  'aî )æ h-  ( de —  cf) v -t- (fb — be)^
ABC -  AD2 —  BE2 —  CF2 -+- 2 DEF

, __( d e  —  C F ) #  -I- ( ca —  E2 ) y  ( e f  —  ad) z

ABC —  AD2 —  BE2 —  CF2 -+- 2 DEF ’

, __  (FD  —  BE)ii? H- (ef —  ad) y -t- (AB  —  F 2 ) , S  _
ABC —  AD2 — BE2 —  CF2 +  2 DEF

puis, en combinant les équations (4 i )  avec la formule (3 3 ), on trouvera
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Enfin, l ’on tirera des équations (4 o )  et ( 4 2 ),

(43) A X , 2 ~ h  B/ ' 2 H- C Z 12 - h  2 D y  s ' - h  2 E Z r x ' - h  2 F x '  y '  = .  t 2 .

Donc, le point ( x ', y ' ,  z ' )  se trouvera sur la surface d’un second 
ellipsoïde, représenté par l’équation (4 3 ). De plus, si l ’on nomme r' 
le rayon vecteur mené de l ’origine au point ( x ' , y ' ,  z ' ) ,  et S l’angle 
compris entre les rayons vecteurs r, /-', on aura

(44) cose xœ - y y '  -

en sorte que l ’équation (4 3 ) pourra être réduite à

(45) rr' cosâ =  £2.

Donc, le produit qu’on obtiendra, au bout du temps t, en multipliant 
les rayons vecteurs correspondants r, r' par le cosinus -de l’angle com 
pris entre eux ou, ce qui revient au même, le premier de ces rayons 
vecteurs par la projection du second sur le premier, sera constam
ment égal k t 2. Ajoutons qu’étant donné un point ( x ' , y r, z ' )  de l ’ellip
soïde (4 3 ), on pourra facilement déterminer le point correspondant 
( x ,  y ,  z )  de l ’ellipsoïde (3 3 ). En effet, pour y parvenir, il suffira de 
mener par le point ( x ' , y , z ' ) ,  trois plans parallèles à ceux que repré-, 
sentent les équations

/ A X  F J  -(- E3 =  O,

(46) FÆ +  B J  +  D J  =  O,

( E X  -t- D /  -+- C S  =  O.

Si l ’on nomme x " , y " ,  z" les coordonnées des points où ces trois plans
/

rencontrent, le premier, l ’axe des x , le. deuxième, l’axe des y ,  le 
troisième, l’axe des z ,  on aura évidemment

A Æ1 -t- F / '  -H E « '  =  A X 1' ,  

e x '  - h  B y '  -t- 1) 5 ' = :  B y " ,  

e x '  -H d y ' +  c s ' = = c z ' ' ,

m
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et, par suite,

(4 8 )  æ — xæ", y  =  ny", z =  cz".

On remarquera que le point correspondant aux coordonnées x " , y " ,  

s" sera situé sur la surface d’un troisième ellipsoïde, dont la construc
tion pourra servir à celle de l’ellipsoïde (3 3 ), puisqu’on passera de 
l’un à l’autre, en faisant croître ou décroître l’abscisse x  du troisième 
ellipsoïde dans le rapport de x à a , et l’ordonnée y  ou z  dans le rapport 
de i à c ou dé i à c.

Dans le cas particulier où les quantités d , e , f s’évanouissent, l ’équa
tion ( i )  se réduit à

(49)
c)2s é 2«  é 28 é 28
0 t% d x l d y 1 dz*

Alors aussi l’on tire des fonnulcs ( i 3 )

(50) g , =  a, u ~  B, J =  C,

et des formules ( 2 0 )

1 J. A(51) l —  x  -1-  a2 t c o s p ,  fn —  y  -t- b2 t sin/? cosy, n =  s ,4- c -t sin/? siny.

Donc la valeur générale de a, déterminée par l’équation ( 2 8 ), devient

i C™ r %lz

i  t s inp

(52) .
x Ti(a? 4- A2î'■tcosp, y  4 - b2í sin/? cosq, z 4 - c2í sin /? sin  </) d p d q  

1 d />TC ■
+  4ñ T i i  /  t8,n'

X  VJ
(  L 1 . A \ ·
V «  4 -  a 2 t co sp  j y  4 -  b 2 t sin /? co s q, z  4-  c 21 sin /?  smq) dp dq.

Alors aussi les axes des deux ellipsoïdes représentés par les équa
tions (3 3 ) (4 3 ) coïncident en direction avec les axes des x , y ,  s, et
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les équations do ces deux ellipsoïdes deviennent respectivement

(53)

(54)

r r 'i  v t ~3
-  +  i -  +  =  <2,
A B U  

A A · 1 1 - } -  b / ' *  H- q.?,2 =  i 2.

Ces deux équations résultent l ’une et l ’autre de la formule (4 2 ) com 
binée avec les formules ( 4 o ) qui, dans le cas présent, se réduisent à

(5 5 ) k x '  —  x ,  b y '  =  y t Ci

De plus, l’équation ( 3 9 ), qui détermine la vitesse £2, donne simplement
1

(5 6 )
1  cns2a COS'-ê cos5 y

i l  .)   ... 1 *12- A B C

Cela posé, si l ’on nomme O,, 0 2, les valeurs que prend la 
vitesse O, lorsqu’on la mesure suivant l ’axe des x , ou suivant l ’axe 
des y ,  ou suivant l’axe des s ,  on trouvera

( 5 7 ) —  a , 122 =  b , 122 =  c ,

et la formule (5 6 ) donnera 

(58) 1 _cos2 a i cos2 S , cos2y
Ï22 “ l~ ”121 h HT"

Si, d, e, f étant nuis, on suppose do plus

A =  B = :  C =  a ‘ ,

a désignant une quantité positive, la formule ( 4 9 ). réduite à

(59)
d2» d2« OH d2«
di- a ^dx2 +  dÿl +  (Jz2

sera celle qui détermine la propagation du son dans un milieu dont 
l’élasticité reste la même en tous sens. Alors la formule (52) de-
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viendra

a
n /,27t

- f  fW 0 J6
t sin/?

X  Tt(x at  e o sp, y  +  at s in p  e o s q, z  -+- at sin /?  s i n q) dp dq

- & à j t i  i *mp

X  tb{ x  -+- at eos/?, y  +  at  sin p  cos q, z  h-  at sin/? sin q ) dpdq,

et les formules (5 3 ), (5 4 ). (5 6 ) deviendront

( 6 i ) '

(6 2 )
(63)

x* - . r
a-

i î '2  _1_ v ' t .a2 ( X'ï -+- y '

il — a.

=  t>,

Donc l’onde sonore sera une onde sphérique, et la vitesse du son, qui 
restera la même en tous sens, sera mesurée par la constante a-  Éa 
formule ( 6 0 )  coïncide avec l ’ intégrale que M. Poisson a donnée de 
l’équation (5 g ).
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Journal de l ’École Polytechnique, XXV1·' Cahier, Tome XV, p. 176; 1837.

§ I. C’est dans le Mémoire présenté à l ’Académie de Turin, le 1 7  no
vembre 1 83 1 (* ), que j ’ai fait connaître un nouveau calcul qui peutêtre 
fort utilement employé dans la résolution des équations de tous les 
degrés. Mais, dans le Mémoire dont il s’agit, les principes de ce calcul, 
que je nomme le calcul des indicés des fonctions, se trouvent déduits 
de la considération des intégrales définies. Je me propose ici de mon
trer comment on peut établir directement ces mêmes principes sans 
recourir à des formules de calcul intégral.

Soit u une fonction réelle de la variable réelle x, et telle que si l ’on 
fait croître cette variable par degrés insensibles entre deux limites 
données,

«varie insensiblement, et ne change jamais de signe sans passer par 
zéro ou par l ’infini. Pour une valeur a de x comprise entre les limites 
x =  x0, x =  X, et propre à vérifier l ’équation

la fonction u passera, en devenant infinie, du négatif au positif, ou

( 1 ) QEuvres de Cauchy, S. II, T. XV.
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du positif au négatif, ou bien elle ne changera pas de signe. La quan
tité +  i dans le premier cas, — r dans le second, zéro dans le troisième 
sera ce que je nomme l’ indice de la fon ction  u pour la valeur donnée x  

de la variahlc x ;  et l ’indice intégral de u, pris entre les limites

x  —  æ K, j» =  X > a ; 0,

ne sera autre chose que la somme des indices correspondant aux 
diverses racines de l’équation ( i )  renfermées entre les limites dont.il 
s’agit. Je désignerai cet indice intégral par la notation

? > » ■
l ’usage des doubles parenthèses étant ici le même que dans le calcul* 
des résidus. Cela posé, on établira sans peine les propositions sui
vantes :

T héorème I.  — Soient u une fon ction  réelle de x  qui, entre les limites 

x  =  x a, x  =  X ,  ne change jam ais de signe sans passer p a r zéro ou pa r  

l ’infini, et ult, U les deux valeurs de u correspondant a u x valeurs 

réelles x n, X de la variable x .  La somme

(2): ? > » ^ i

sera équivalente à zéro si les deux quantités un, U sont de m ême signe; 

à 4- i si, la première étant négative, la seconde est positive; à — i si, 

la première étant positive, la seconde est négative.

Démonstration. —  Si l’on fait croître a?par degrés insensibles depuis 
la limite x 0 jusqu’à la limite X, les seules valeurs de x  auxquelles cor

respondront des indices de u ou de différents de zéro, seront celles

pour lesquelles la fonction u ou T deviendra infinie en changeant de 

signe, et à une semblable valeur de x  correspondra toujours un in

dice de u ou de ^ égal à -+- i si m  passe du négatif au .positif, et un

OEuures de C. — ̂ S. II, t. I. 53
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indice de u ou de — égal à — i si u passe du positif au négatif. Soient 

maintenant
a, b, c, d,

les valeurs successives de x  comprises entre les limites x n, X et pour 
lesquelles la fonction u devient nulle ou infinie en changeant de 
signe, c ’est-à-dire, en d’autres termes, les racines des deux équations

(3) u =  o, — — o
u

renfermées entre les limites x „ ,  X, ces racines étant rangées par ordre 

de grandeur. Si w0 est négatif, les indices de u ou d e^  correspondant 

aux valeurs
a, b, c, d, . . .

de la variable x  seront respectivement

4-  i , — i , -+"1 > ' 1 » · · ·

èt,'par suite, la somme de ces indices sera équivalente à zéro ou à 
-+-i, suivant que leur nombre sera pair ou impair, c ’est-à-dire, en 
d’autres termes, suivant que U sera négatif ou positif. Au contraire,

si u0 est positif, les indices de u ou de correspondant aux valeurs

€1 y l·) y Cy CÎy * · <

de la variable x  seront respectivement

•— i, 4-1 » — *> ■+■1 > ···>

et, par suite, la somme de ces indices sera équivalente à zéro ou à — i,. 
suivant que leur nombre sera pair ou impair, c ’est-à-dire, en d’autres 
termes, suivant que U sera positif ou négatif. Donc, en définitive, l ’ex
pression (2 )  ou la somme des indices des fonctions

u,
U
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correspondant aux valeurs

a, b, c, d,

de la variable x  sera équivalente à + i ,  à -  i ,  ou à zéro, suivanl 
que la variable a?, en passant brusquement de la valeur x 0 à la valeur X, 
fera passer la fonction u du négatif au positif ou du positif au négatif, 
ou cessera de produire dans cette fonction un changement de signe.

En supposant que la fonction réelle u de x  no change jamais de 
signe, sans passer par zéro ou par l'infini, nous désignerons par la 
notation

la somme des indices de u correspondant à toutes les racines de 
l’équation ( i ) ,  en sorte que l ’on aura identiquement ,

^ ( ( “ ) ) = ^  ( ( « ) ) ·  

kSi la fonction u se réduit à la forme -> k étant une quantité con
stante, on trouvera

suivant que la quantité k sera'positive ou négative. Cela posé, le 
théorème I sera évidemment compris dans la formule

Si à la fonction u on substitue le rapport entre deux fonctions 
données u, e, tellement choisies que chacune d’ elles ne change jamais 
de signe entre les limites x  =  x ^ ^ x  —  X , sans passer par zéro ou par 
l’ infini, alors en nommant w0, et U, Y les valeurs de ces deux 
fonctions pour x  — 'xn et pour x  =  X , on aura, en vertu de la for-
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mule (4 )

(5) 7S(v)) +X-c((«)) =  â [7ŵ Y) ~7M ( ^ j ) ] ’

ou, ce qui revient au même,

3r-.((p))+ 3r-.((«)) =  â[7 Ü p ) " 7 i^(R)J'

Lorsque u est algébriquement divisible par v, l ’ indice intégral

œ
est évidemment nul, et la formule ( 5 )  donne

Théorème II. — Si u, v étant deux fonctions entières de x ,  et le degré 

de la première égal ou supérieur au degré de la seconde, on nom me Q 
le quotient et w  le reste que fou rn it la division de u pa r v, on aura

æ ) = æ > «

quelles que soient les valeurs particulières de x  représentées par x „  et X.

Démonstration. — En effet, dans l’hypothèse admise on aura, quel 
que soit x ,

Il „  ·  w
.  -  =  Q +  

v v

et, par suite, les rapports
U W
— ) — ?

dont la différence Q restera toujours finie en meme temps que la 
variable x ,  deviendront simultanément infinis pour certaines valeurs 
réelles de x  propres à vérifier l ’équation

V “  O.(8 )
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Soit a l ’une de ccs .valeurs, 
deux rapports

Quand x  différera très peu de a, les

U w

offrant des valeurs numériques très considérables, supérieures à celle 
de Q, seront nécessairement des quantités de même signe. Donc, pour

x  — a, l ’ indice du rapport-^ sera équivalent à l’ indice du rapport·^,

et cette équivalence, subsistant pour toutes les racines de l ’équa
tion (8 ) , entraînera la formule (7 ).

De la formule (7 )  jointe à la formule ( 5 )  on tire

(9)

En vertu de cette dernière équation, la détermination do l ’ indice 

intégral d’une fraction rationnelle j ,  entre des limites données, peut 

être réduite à la détermination de l ’ indice intégral d’une autre fraction 

rationnelle^ dont le numérateur et le dénominateur soient des poly

nômes de degrés moindres. D’ailleurs, une réduction semblable pourra 

s’appliquer non seulement à la nouvelle fraction mais encore à 

toutes les fractions que l’on en déduira successivement, et que l’on 
formera en divisant l ’un par l ’autre deux restes consécutifs obtenus 
dans la recherche du plus grand commun diviseur des. deux poly
nômes u et v. Or, comme l ’avant-dernier reste sera exactement divi
sible par le dernier, c ’est-à-dire par le plus grand commun diviseur, la 
formule (G) fera connaître l’ indice de la dernière fraction, duquel se 
déduiront immédiatement les indices de toutes les autres. Ainsi l’on 
peut, à l ’aide des formules (G) et (97, déterminer l ’ indice de toute 
fraction rationnelle. On peut au reste abréger souvent le calcul à l’aide 
des considérations suivantes :

Si, u étant une fonction entière de la variable x ,  on désigne par 6  

J’accroissement de u correspondant à l’accroissement a de la variable x ,
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la somme u -+- 6 pourra être représentée par un polynôme ordonné 
suivant les puissances ascendantes de a et de la forme

(io) u -+- a u' ■+■ - i— u" H------—
v ' 1.2 1.2.3

et dans ce polynôme les coefficients-de

savoir,

a,
I . 2

« 3
1 .2 . 3 ’ y

seront de nouvelles fonctions de x  que l ’on nomme dérivées de la jo n c 

tion a, la dérivée du premier ordre u' n’étant autre chose que la limite 
vers laquelle converge le rapport

( 1.0
6 , a , a%-  =  u' H-------- u” H----------- 5·,
a. 1 . 2  1 . 2 . 3

tandis que a s’approche indéfiniment do zéro, et la dérivée u[x) de

l ’ordre x  étant le coefficient d e ------ j -------- dans le polynôme ( i o ) .  Si

l ’on suppose, pour fixer les idées,

(12) u =  küx m-\- kiæm- l -*r. . . +  km_xx  -h k„„

k0, k t, . . . , k m_2, km_ {, km étant des quantités constantes, on trouvera

(13) «¿ +  g =  k0(x -hay’-hk^x ^  oc)"1- 1 „_2(a;-l-a)2+A:,„ _ 1(¿ r  +  a) + k m, 

et, par suite,

• | u1 =  mk0x m- l -{-(m — i) k l,xm~î -\-.. .-h 2 km^ x k m_ lt 
( • 4 )  * u " = ( m  — 1 )mk0x m~i +  (m  — 2 ) (m  — 1 ) k tx m~3 -t~. . .  -+- 1 . 2  A-TO_ 2,

Or il résulte des formules (i/|) : i°  que l ’on obtiendra la dérivée du 
premier ordre u' en multipliant chaque terme de la fonction u par l ’ex
posant de x  dans ce terme, et diminuant ce même exposant d ’une 
unité; 20 que, pour obtenir les dérivées de u des divers ordres, il
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suffit de former successivement diverses fonctions dont chacune soit 
la dérivée de la précédente, la première étant la dérivée de u.

Concevons maintenant que le degré de la fonction entière u étant 
égal ou supérieur à rn, u s’évanouisse pour une valeur donnée a de la 
variable x ,  et que u[m) soit alors le premier des termes de la suite

( l5)  U ,  u", . . . ,  . . .

qui ne se réduise pas à zéro ; si l’on nomme

A,«, Am+1, Am+I, . . .

les valeurs des fonctions

__ ___  _ (,«+*)
>·2 ........m ’ *·2........ ■··

pour x  —  a, la valeur de u correspondant à

( i G )  x =  a +  a

sera - ·
A,„<*"‘ -+- A „h-, <*"'·+»-+. A„,+,«'“+ * + ... .

par conséquent, l ’équation (x6 ) entraînera la suivante 

(17) u =  A,«am-t- A,„+ioc"1-1-* -h A,r c + 2 +.  . .,
J

de sorte que l’on aura identiquement

U —  h m( x  Cl) " 1 +  A/n-t-i ( x  ‘ <x)m+l -+- Ahi+2 (iB — a

ou, ce qui revient au même,

(x8)  . u =  {x  — a)m[ A„t 4-  A,„+,  ( x —  a) -+- A , „ + , ( *  _ +

Alors l’ équation

( 1 9 )  u —  O

pouvant être décomposée en deux autres, savoir

( x  —  a)”‘— o, et A,„-l·- A„,+1( * -  a) -+- A„I+. ,,
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devra être considérée comme admettant m racines égales dont a sera la 
valeur commune. Ajoutons que, pour des valeurs de x très rapprochées 
de a, le rapport

sera, en vertu de la formule ( 1 8 ), une quantité finie, mais différente 
de zéro, affectée du même signe que A,„, par conséquent du 'même 
signe que um. Cela posé, on démontrera sans peine la proposition 
suivante :

Théorème III. — Soient u, v deux fonctions réelles et entières de x, 
et supposons que les deux équations

( 1 9 ) u  =  0 ,

(8) . r =  o,

offrent la première m racines, la seconde n racines, égales et réelles, dont 
a soit la valeur commune. L’indice de la fraction

correspondant à x — a sera zéro, si la différence m — n est paire ou 
négative. Mais, si cette différence est impaire et positive, le même 
indice sera -h r ou — 1 , suivant que la valeur du rapport

Vi«·)

(2 2 ) . ^  

correspondant à x =  a sera positive ou négative.

Démonstration. — Dans l’hypothèse admise, si l’on attribue à x une 
valeur très rapprochée de a, les deux fractions

( f )
U V

(æ  — a ) " 1’ (a? — a ) n

acquerront des valeurs finies, mais différentes de zéro, dont la pre-

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



CALCUL DES INDICES DES FONCTIONS. 425

mièro sera une quantité affectée du même signe que u(m\ et la seconde 
une quantité affectée du même signe que v[n). Par suite le quotient 
qu’on obtient en divisant la seconde fraction par la première, savoir

-  ( x —  a)"l~n, u '

sera, pour des valeurs de x infiniment rapprochées de a, une quantité 
finie, mais différente de zéro et affectée du. même signe que le rapport

(/«) 
u(.m) '

Donc alors la valeur do
v
U

sera infiniment petite, finie, ou infiniment grande, en même temps que 
le produit

(,<") i
( 2 -t) «<">) (¿ v  —

■/

Or, si la différence x — a vient à changer de signe en passant par zéro, 
le produit ( 2 4 ) ne pourra changer de signe en passant par l’ infini 
qu’autant que la différence m — n sera impaire et positive et, dans ce 
cas, le produit ( 2 4 )  passera du négatif au positif ou du positif au 
négatif, suivant que la valeur du rapport

correspondant à x =  a sera positive ou négative. Donc l ’indice de la 
fraction ( 2 1 ) s ’évanouira si la différence m — n est paire ou négative, 
et cet indice deviendra H- 1 ou — 1 lorsque la différence m — n sera

. p(»)impaire et positive, suivant que le rapport deviendra positif ou 
négatif pour x =  a. .

Corollaire. —  Si a est une racine simple de l ’équation ( 1 9 ), sans
OF.wres de C. — S. Il, t. I. , 5 A
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être racine de l ’équation ( 8 ), l’ indice de la fraction

v
II

correspondant à x — a, sera +  i ou - i ,  suivant que le rapport

V

u'

acquerra, pour a? =  a, une valeur positive ou négative.
Lorsque u, v désignant des fonctions réelles et entières de x, la 

forme de la fonction «  est telle qu’on puisse facilement déterminer les 
racines de u = o renfermées entre les limites x0, X, le théorème III 
fournit le moyen de calculer immédiatement l’ indice correspondant à 
chacune de ces racines et, par suite, l ’indice intégral

Dans le cas contraire on peut, en recourant à la formule ( 9 ), rem
placer la fraction ^ par une fraction j ,  et continuer ainsi jusqu’à ce
que l’on parvienne à une nouvelle fraction dont l’ indice intégral entre 
les limites x0, X puisse être facilement déterminé à l’aide du théo
rème III. On peut aussi poursuivre le calcul jusqu’à la fraction qui a 
pour numérateur le plus grand commun diviseur des deux polynômes 
u, v, fraction dont l’ indice sera immédiatement déterminé par la for
mule ( 6 ), et alors on déduira sans peine de la formule ( 9 ) le théorème 
suivant :

Théorème IV. — Soit
(25) u ,  v ,  v 2, e3, . . . ,  er_„ v r

une suite de fonctions entières de x tellement choisies que, de trois termes 
consécutifs de la suite ( 2 5 ) ,  le troisième soit toujours égal au reste de la 
division du oremier par le second, ce reste étant pris en signe contraire.
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— vs_ =  w  sera le reste de la division de u par v, ±  vr sera le plus grand  

commun diviseur algébrique des polyn ôm es u, v, et, pour déterminer l ’in-

enlre les limites x  == x 0, x  =  X,  il suffira de comparer deux à deux, sous 

le rapport des signes, les termes qui sé suivront immédiatement dans la 

suite (2,5), en supposant que l ’on attribue à la variable x  : i ° la valeur x 0, 

2 ° la valeur X,  puis de compter les variations de signe et les permanences 

de signe que la suite ( 2 5 )  offrira dans chacune de ces deux hypothèses. 

Si l ’on nom m e u. le nombre des variations de signe qui se changeront en 

permanences, et v le nombre des permanences qui se changeront en varia

tions dans le passage de la première hypothèse à la seconde, l ’indice de 

la fraction

pris entre les limites x  =  x 0, x  —  X  sera équivalent à la différence entre . 
les deux nombres u. et v, en sorte que Von aura

dice de la fraction

u

u

(26)

Si à la fraction -  on substitue la suivante
u

u·
» u

et si l ’ on suppose toujours que, a étant racine de l’équation

u{m) soit le premier terme de la suite

U, u', u". . . . ,  M("0, . . .

qui ne s ’évanouisse pas avec x  — a,  les deux équations
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admettront, la première m  racines, la seconde m  — i racines égales 
à a, et, comme la dérivée de l ’ordre m  de u sera en même temps la 
dérivée de l’ordre m  — i de u', on conclura du théorème III que l’ in-

dice de — se réduit à l’unité pour chaque valeur réelle de x  propre à

vérifier l’équation u —  o. Par suite, si l ’on nomme N le nombre des 
racines réelles mais distinctes de u ~  o, renfermées entre les limites 
x  — æ 0, x  —  X, on aura

Si l’on veut obtenir l.e nombre total des racines réelles de l’équa
tion ( 1 9 ) ,  il suffira de poser, dans la formule (2 8 ), x 0 =  —  00, X =  00, 

ou même simplement

x 0 =  — R, X =  R,

R désignant un nombre supérieur aux modules de toutes les racines. 
On pourra donc, à l ’aide de la formule (2 8 ), déterminer le nombre des 
racines réelles d ’une équation, ou plus généralement le nombre de 
celles de ces racines qui se trouvent comprises entre des limites don
nées. Ajoutons que, si plusieurs racines sont renfermées entre les deux 
limites x 0, X, on pourra, entre ces deux limites, interposer une troi

sième valeur de x  équivalente à leur moyenne arithmétique - - ^ >

et déterminer le nombre des racines comprises : i° entre x  —  x^ et 

x  =  ——— ; 20 entre x  = — -—  et x  =  X ;  par consequent, entre

deux nouvelles limites dont la différence sera la moitié de la diffé
rence des deux premières. Or, en continuant do la sorte à resserrer 
les limites qui renferment les racines réelles, on finira par obtenir une 
suite de valeurs de x  croissantes et tellement choisies que deux termes 
consécutifs ne comprennent jamais entre eux plus d’ une valeur réelle 
de x  propre à vérifier l ’équation donnée.

Si l’on voulait obtenir le nombre des racines positives de l’équa
tion (19 ), il suffirait de poser a;0 =  o et X =  =o ou X =  R, dans la
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I

formule (2 8 ), qui serait ajnsi réduite à

Si l’on nomme ua, u 0 et U, U' les valeurs des deux fonctions u, u! 

pour x  =  x a et pour x  - -  X , on tirera de la formule ( 2 8 )  jointe à la 
formule (9 ) ,

( 3 i )
N_ i f c y  U CY «0 1 _ cyx

2 l a  U'((®)) t/M'o((^))J O*.

Dans le cas particulier où l’ on suppose œ0 =  o, X  — æ, le rapport

U_
U'

'acquiert une valeur infinie, mais positive, et l ’ on a, par suite,
U I.

Alors aussi, « 0, m'() n’étant autre chose que le terme constant et le 
coefficient de la première puissance de x  dans la fonction u, l ’ indice

cy »0
O «O ((«))

sera équivalent à 4-1  ou à — 1 suivant que le système des deux der
niers termes de u offrira une permanence ou une variation de signes. 
Enfin l’expression

- W ) )
réduite à

- x m )
ne pourra surpasser le nombre des racines réelles de l ’équation (2 7 ).
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i

Cela posé, on déduira immédiatement de la formule ( 3 i )  la proposition 
suivante:

Théorème V. — Le nombre des racines positives de l’équation u —  o 
ne pourra surpasser que d ’une unité le nombre des racines positives de 

l ’équation dérivée u =  o , et dans le cas seulement où le système des deux  

derniers termes de la fon ction  u offrira une variation de signe.

Corollaire. —· On prouvera de même que le nombre des racines de 
l’équation dérivée du premier ordre u' =  o ne peut surpasser que d’une 
unité le nombre des racines positives de l ’équation dérivée du second 
ordre u" —  o, et dans le cas seulement où le système des deux derniers 
termes de u', par conséquent le système des deux termes qui précèdent 
le dernier dans u, offre une variation de signe. Donc le nombre des 
racines positives de u =  o surpassera d’une ou de deux unités au plus 
le nombre des racines positives de u " =  o, et dans le cas seulement où 
le système des trois derniers termes de u offrira une ou deux variations 
de signe. En continuant ainsi, on finira par établir la règle des signes 
de Descartes comprise dans le théorème dont voici l ’énoncé :

Théorème VI. — Le nombre des racines positives d ’une équation u =  o, 
dans laquelle u désigne une fon ction  entière de x ,  ne peut surpasser le 

nombre des variations de signe qu’on obtient en comparant deux à deux  

les termes qui se succèdent immédiatement dans la fon ction  u. Le nombre 

des racines négatives ne peut surpasser le nombre des permanences de 

signe fournies pa r le même procédé.

Nota. —  Après avoir établi, comme on l ’a expliqué ci-dessus, la 
première partie du théorème VI, il suffira, pour déduire la seco.ndc 
partie de la première, de remplacer x  par — x .

Observons encore que, si, dans la fonction u, les coefficients de 
plusieurs puissances de la variable x  se réduisent à zéro, il suffira, 
pour qu’ils cessent de s’évanouir, de remplacer x  par x ± \ ,  e dési
gnant un nombre infiniment petit. On s’assure aisément de cette, ma-
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nière que, dans l ’application du théorème de Descartes, on peut ne 
tenir aucun compte des termes qui disparaissent.

et si l’on pose en même temps x 0 =  — oo ,X  =  oo, on trouvera

racines réelles négatives, puis on conclura des formules (9 )  et (3 i )

La formule ( 3 2 )  s’accorde avec un théorème à l ’aide duquel j ’ai

peut trouver des fonctions rationnelles des coefficients dont les signes 
fassent connaître le nombre des racines réelles positives et le nombre 
des racines réelles négatives.

Si l ’on combine la formule (2 8 ) avec le théorème IV, on obtiendra 
le beau théorème dû à M. Charles Sturm.'

Théorème VII. — Soit

(33) u, u , u%, W3 , · · ·, ur—1, it-ri

une suite de fonctions entières de x  tellement choisies que de trois termes 

consécutifs de la suite ( 3 3 )  le troisième soit toujours égal, abstraction 

fa ite  des signes, au reste de la division algébrique du prem ier p a r le 

deuxièm e, mais affecté d ’un signe contraire au signe de ce reste. ±  ur sera 

le plus grand comm un diviseur algébrique des deux polynôm es u, u', et 

le nombre des permanences de signes qu offriront les termes de la suite (3 3 ), 
pris consécutivement et comparés deux à deux, ne pourra que croître pour 

des valeurs croissantes de x .  Or l ’accroissement que recevra le nombre

Si, dans le théorème III, on remplace la fraction ~  par la suivante :

N désignant le nombre des racines réelles positives et M le nombre des

(32 )

démontré le premier que, pour une équation de degré quelconque, on
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dont il s'agit dans le passage d ’une limite donnée x  =  x ^ à  une limite 

plus considérable x  =  X  sera précisément le nombre des racines dis

tinctes de u —  o renfermées entre ces limites. . ,

Nota. — On peut sans inconvénient substituer aux restes des divi
sions successivement opérées les produits de ces restes par des nombres 
entiers quelconques, ce qui permettra de faire disparaître les diviseurs 
numériques dans les polynômes « 2, u3, . . . ,  ur_ K, ur lorsque les coeffi
cients des diverses puissances de x  dans la fonction u seront des 
nombres entiers.

En s’appuyant sur les principes ci-dessus exposés, on pourrait 
encore étendre le. calcul des indices à la détermination des racines 
imaginaires des équations, ainsi qu’à la résolution des équations 
simultanées, et démontrer en particulier la proposition suivante :

Théorème VIII. — Soient f ( x , y ) ,  Y ( x , y )  deux fonctions de x ,  y ,  

qui restent continues, entre les limites x  —  x 0, x  =  X ; y  = y 0, y  =  Y. 
Nommons o ( x ,  y ) ,  y )  les dérivées de ces fonctions relatives à x ,

et y  fo c ,  y ) ,  X ( x ,  y )  leurs dérivées relatives à y .  Enfin, soit N le nombre 

des différents systèmes de valeurs de x ,  y ,  propres à vérifier les équations 

simultanées J  ( x ,  y )  =  o, F ( x ,  y )  — o, et comprises entre les limites ci- 

dessus énoncées. On aura

N yo))) (*o, y))) + 3 r'i( ,p ((x » / ) ) ) ]

en supposant

W ( x , y )  = ® ( œ , y ) x ( x > y ) - c? ( x > y ) ,
F ( x , y )  JKX' y )

§ 11. En i 8 3 3 , pressé par le temps, je n’ai pu qu’ indiquer les appli
cations de la théorie aux racines imaginaires des équations à une seule 
inconnue, et aux équations simultanées; je vais appliquer aujourd’hui 
le calcul des indices à ces mêmes objets en suivant la méthode qui me 
paraît la plus directe.
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Lemme I. — Soient x ,  y  deux variables que nous considérerons comme 

représentant deux coordonnées rectangulaires, et

0 ) · ' u =  F { x , y )

une fonction  de ces variables qui reste fin ie et continue pour tous les 

points ( x , y )  situés dans l ’intérieur du contour ferm é  OS. Les valeurs 

de u correspondant à deux de ces points

P et Q

seront des quantités de même signe, si l’on peut joindre ces deux points 

par une nouvelle courbe PQ qui, renferm ée dans l ’intérieur du con

tour OS, ne rencontre pas celle que représente V équation

(2) .  u-— F(x,  y )  = 0 .

Démonstration. — Comme, dans L’hypothèse admise, la fonction u 

variera par degrés insensibles, tandis que l ’on passera sur la nouvelle 
courbe du point P au point Q, il est clair que cette fonction, ne pou
vant s’évanouir, ne pourra non plus changer de signe.

• ' Corollaire I. — Il suit du lemme précédent que, dans l ’hypolhèse 
admise, l ’aire terminée par le contour OS sera divisée, par la courbe ou 
par les diverses branches de courbe que représente l ’équation ( 2 ) ,  en 
deux ou plusieurs parties, dans chacune desquelles la fonction

, «  =  F ( x , y )

conservera partout le même signe.

7 du du .
remier ordre -r-, étant 

<)x oy

supposées continues pour tous les points situés dans l ’intérieur du con

tour OS, et l ’aire terminée p a r  ce contour se trouvant divisée en deux ou 

plusieurs portions par la courbe ou les branches de courbe que représente 

l ’équation (2 ) ,  si l ’on passe d ’une de ces portions à une portion voisine 

en traversant la courbe dont il s’agit ou l ’une de ses branches, la fo n c -  

OEuvres de C. — S. II, t. I. 5 5

Lemme II. — La fonction  u et ses dérivées du p
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lion u changera nécessairement de signe, à moins que l ’on n a ît  simulta

nément en chaque point de cette branche

(3 )
d u   du
dx  ° ’ dy

Démonstration. — En effet, si l’on coupe la branche dont ibs’agit en 
un point K par une droite qui forme l ’angle ct avec le demi-axe des x  

positives, la fonction u, nulle au point K, ne pourra conserver le même 
signe de part et d ’autre de ce point, saris devenir en ce même point un 
maximum ou un minimum, c ’est-à-dire sans que l’on ait

du

dx

du d y  du

à f  d x  dx

du+  -T— langro =  o, 
dy °

quel que soit d ’ailleurs l’angle u, et, par suite,

(3 )
d u   du

dx  ° ’ dy

Lemme III. -- Si un point C, dans le voisinage duquel la fonction

du du 

d x ’ dy

linues, est, dans la courbe représentée par l ’équation (2 ) , un point isolé, 

ou un point d ’arrêt, ou un point saillant ( voir les Applications du Calcu I 
différentiel) ( ' ), les coordonnées de ce point vérifieront les form ules ( 3 ).

restent finies et cori-u =  F(.-r, y )  et ses dérivées du pi'emier ordre

Démonstration. — En effet, dans ces trois hypothèses, on pourra, 
par le point C, faire passer une droite telle que, dans le voisinage de 
ce point, on ne puisse trouver, d ’un côté de cette droite, ou des deux 
côtés à la fois, aucun point qui appartienne à la courbe dont il s’agit. 
En conséquence, doux points situés sur la droite, de part et d’autre du 
point C et 5 de très petites distances, pouvant être joints l ’un à l ’autre 
par une nouvelle courbe très peu étendue et qui ne rencontre pas la 
première, les valeurs de u correspondant à ces deux points seront 
des quantités de même signe (lemme I). Donc la valeur de u, variable

( 1 ) OEuvres de Cauchy, S. II, t. V.
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d’ un point à un autre sur la droite dont il s’agit, deviendra encore au 
point C un maximum ou un minimum, et l’on en conclura, comme 
dans le lomme II, que les coordonnées du point C vérifient les'for
mules ( 3 ). . . ' '

L emme IV. — Si la courbe représentée par- l ’équation ( 2 )  offre un point 

multiple C, c’est-à-dire un point dans lequel se réunissent deux ou plu

sieurs branches de cette courbe, les coordonnées de ce point vérifieront les 

form ules (fi) .

Démonstration. — En effet, considéronsdeux branches de courbe 
qui se réunissent au point C, et coupons ces deux branches dans le 
voisinage du point C par une droite PQ qui forme l’angle gj avec le 
dcini-axe des x  positives. On pourra satisfaire à l’équation (2 ) , non 
seulement en prenant pour x ,  y  les coordonnées du point P où la 
droite PQ rencontrera la première branche de courhe, mais encore en 
substituant aux coordonnées x ,  y  celles du point Q situé sur la seconde 
branche, que je supposerai désignées par

x  -4- A x, y  4- Ay,

la différence finie Ay étant de la forme 

(4 ) A y  =  tangro Ax.

Cela posé, en nommant u - y  Au ce que devient la fonction u quand 011 
y fait croître x  de A x  c t y  de A y, on aura non seulement

mais encore 

et, par suite, 

(5 )

u =  o, 

u -+- Au —  o,

Au --- o et Au
A x =  0 :

puis, en supposant que la droite PQ se rapproche indéfiniment du 
point C, et qu ’en conséquence A x  converge vers la limite zéro, on
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tirera des formules ( 4 ), ( 5 )

• dy_ 
d x

tangnr,
du Ou d y
d x  d y  d x

De ces dernières on déduit immédiatement l’équation

du du(6) s  + jplang«, = o, ,

qui, devant subsister pour diverses valeurs de l’angle gt, entraînera les 
formules· ( 3 ).

Corollaire I . — En raisonnant toujours de la même manière, et sup
posant réunies au point C non plus deux, mais trois branches de 
courbe, alors, outre l ’équation (G), on obtiendrait la suivante

(7)
à-u 
d x 2

d i u d2u: -5—3-tangüî -t- —- tang5w : o, 
d x  d y  d y 1

I

laquelle, devant subsister indépendamment de la valeur attribuée à 
l’aiigle w, entraînerait les conditions

( 8 )
d * u   d2 u '   f) 2 u  
d x 2 ~~~ ° ’ d x  d y  ° ’ d y 2 ° ’

Corollaire II. — En général, la réunion de n  branches de courbe en
un point multiple C entraînera les conditions

/ du du
1 à x ~ ° ’

-j- —  o,
à y

\ di u d 'u . di u

(9) d x  d y  ° ’ à y 2 —  ° ’

f d'l u d” u dn u
-T---  “ O,

\ d x ’1 à x n~1 d y  ° ’ à y '1

qui devront toutes se vérifier pour les coordonnées x , y  du point dont 
il s’agit.

/  *
Lemme Y. — Les variables x ,  y  représentant des coordonnées rectangu-
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laires, et les deux fonctions

« =  F ( œ , y ) ,  v — / { x , y ) ,

étant supposées continues dans le voisinage du point C, qui répond à un 

système donné de valeurs de x ,  y ,  si les deux courbes représentées par  

l ’équation ( 3 ) et pa r la suivante

(10) ' e = o  ou f { x , y )  —  o

se touchent au point C, on aura en ce point

, . dy_ du dv du
d x  d y  d y  d x  ~

Démonstration. — En effet, si les deux courbes représentées par les 
équations (2 )  et (10 ) ont au point C une tangente commune, leurs 
équations différentielles, savoir

du . du ,

d ^ d œ + d ï dy  =  0’
dv
d x

d x  ■
dv

dy d y ~  o,

devront fournir pour ce point la même valeur de Or cette condi
tion entraînera immédiatement la formule (11).

Théorème I. — Soit u =  F (æ ) une fonction réelle de la variable x .  

Si x  —  a représente une racine simple de l ’équation

(1) u —  o ou F(a;) — °>

l ’indice de ^ > correspondant à x  =  a, et représenté par la notation

Ci x  —  a 
G u{{x — a))

sera 1 ou — t , suivant que la fonction dérivée u' acquerra pour x  —  a 

une valeur positive ou négative.

Démonstration. — En effet, l’ indice dont il s’agit sera H-1 ou — 1, 
suivant que la fonction u, en passant par zéro, sera croissante ou dé-
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croissante pour des valeurs croissantes de x .  On sait d ’ailleurs qu’une 
fonction de x  croît ou décroît pour des valeurs croissantes de x ,  sui
vant que sa dérivée est positive ou négative. ( Voir le Calcul différen

tiel. )

Corollaire I . — Les mêmes choses étant posées que dans le théo
rème I, si e désigne une seconde fonction de x  qui ne devienne point 
nulle ni infinie pour x  =  a, l ’indice du rapport

I

correspondant à x  —  a, offrira le signe de la fonction dérivée

d(uv)
d x

—  u v ' +  u1 i> ,

qui, en vertu de l ’équation u =  o, se réduira au produit u'v,  pourvu 
que v' conserve une valeur finie.

Corollaire II. — Si, dans le corollaire précédent, on remplace epar  ̂> 
on en conclura que l’ indice du rapport

c
— t
U

correspondant à x  —  a, offre le signe de la fonction

V

lorsque e et v' obtiennent, pour x  =  a, des valeurs finies différentes de 
zéro.

Cette conclusion s’accorde avec le théorème III du Mémoire de 
1833 ( ' ) .  '

T héorème II. — Soient, comme au lemme / ,  x ,  y  deux variables que 

nous considérerons comme représentant deux coordonnées rectangulaires,

u — ¥{ x , y )

(* ) Œuvres de Cauchy, S. II. t. XV.
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une fonction réelle de ces deux variables et

x  — a, y  — b

un des systèmes de valeurs de x ,  y  propres à vérifier l ’équation

( 2 ) m  =  o ou F (x,  y )  — 0.

Traçons d ’ailleurs autour du point C, dont les coordonnées sont a et b, 

une courbe ferm ée  OS dont la longueur totale soit désignée par c , et nom 

mons s l ’arc de cette courbe compté positivement à partir d ’un point 

f ix e  0  ju squ ’à un point mobile S qui ait autour du point C un mouve

ment de rotation direct. Pour chacun des points situés sur la courbe OS, 
x ,  y ,  et par suite u, pourront être considérés comme fon d ion s de la 

variable s. Cela posé, si la.courbe ferm ée  OS est traversée en divers points

par celle que représente T équation ( i f  l’indice de la fonction corres

pondant à chacun de ces points, ,1offrira le même signe que la fon ction

., . , du 
derivee — · 

ds

Démonstration. — Lo théorème II est une conséquence immédiate 
du théorème I et suppose qu’en chacun des points où la courbe OS est 
rencontrée par celle que représente l’équation (2 )  cette dernière 
équation, exprimée à l’aide de la seule variable s, n’offre point de 
racines égales.

Corollaire 1. — Les mêmes choses étant posées que dans le théo
rème II, si l’ on désigne par v —- f ( x ,  y )  une seconde fonction de x ,  y ,

l’ indice du rapport correspondant à l’un des points.de rencontre

de la courbe fermée OS et de celle que représente l’équation (2 ) , 
offrira le meme signe que la fonction dérivée

d(uv) dv__:___ 1 —  ii —
ds ds

Corollaire II. — Si, dans le corollaire précédent, on remplace epar ^>
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on en conclura que l ’ indice du rapport correspondant à l’un des

points do rencontre de la courbe OS et do pelle que représente l’équa
tion (2 ) , offre le même signe que la fonction dérivée

e )  _  1 / du dv\  
ds v '1 \ ds U ds J ’

par conséquent le même signe que la différence

, du dv
( , 2 )  ·

T héorème III. — Les mêmes choses étant posées que dans le théorème / / ,  

désignons par v =  f { x , r )  une seconde fonction  de x ,  y .  Admettons 

d ’ailleurs que les deux fonctions u, v soient non seulement finies, mais 

continues et la. seconde différente de zéro, pour tout point situé sur le 

contour OS; alors, en supposant u e l y  exprimés sur le contour OS en 

- fon ction  de la seule variable s, on aura

Démonstration. — La fonction v conservera le même signe pour tous 
les points du contour OS, puisqu’elle y reste finie et continue sans 
jamais s’évanouir. Cela posé, concevons que l’extrémité de l ’arc s, ou 
le point S, fasse le tour de la courbe OS avçc un mouvement de rota

tion direct; pendant ce mouvement, le rapport ^ des deux fonctions 

continues v et u ne pourra changer de signe qu’en passant par l ’ infini, 
et passera évidemment autant de fois du positif au négatif que du né
gatif au positif. Donc, parmi les indices de ce rapport qui différeront 
do zéro, le nombre de ceux qui se réduiront à — 1 sera égal au nombre 
de ceux qui se réduiront à + 1 .  Donc la somme de ces indices ou

l’ indice intégral de ^ sera nul et vérifiera la formule ( 3 ).

Corollaire I. — En prenant e =  1, on réduit le théorème III,à la pro
position suivante :
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Si la fon ction  u =  F (a?, y )  reste fin ie  et continue pour tous les points 

situés sur le contour OS, alors, en considérant u comme fon ction  de la 

seule variable s, on aura

r.m=-
Corollaire II. — Soient u =  Y ( x ,  y )  et v —  f ( x , y )  deux fonctions 

dont chacune reste non seulement finie, mais continue sur le con
tour OS, et puisse d’ailleurs s’évanouir en quelques points de ce 
contour. Alors, en considérant u et v comme fonctions de la seule 
variable s, on aura, d ’après le corollaire I,

r m b -
et, par conséquent,

<■»> 7:(m)=v
Comme on aura d ’autre part

u2 H - v2 . u v
--------—  —  —  >

UV V u

l ’équation ( i 5 )  pourra s’écrire ainsi ( ' )

<■*> rM+r.m-'·
Corollaire III. — Soient u, v, w  trois fonctions de x ,  y ,  dont 

chacune reste non seulement finie, mais1 continue sur le contour OS, 
et puisse d ’ailleurs s’évanouir en quelques points de ce contour ; alors, 
en considérant u, v, w  comme fonctions de la seule variable s, on 
aura, d’après le corollaire I,

■

(*) La méthode à l’aide de laquelle on démontre ici la formule ( 1 6 ) pourrait servir 
pareillement à établir la formule (5 ) du paragraphe 1er.

OEuvres de C. — S. Il, t» I. 56
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et, par conséquent,

(,7> J ,  U ---------- ^ ----------) )  =  °·

Comme on aura d’autre part

(.v2 {VU Uç
..... — ------ [_ ---  ,

U V W  U  (> w

l’équation (17 ) pourra s’écrire ainsi

<'8> rm)Yr.m*7xm)~-
Corollaire IV . — Des formules analogues aux équations (16) et (1 8 ) 

pourraient être facilement démontrées si le nombre des fonctions u, 

v , w ,  . . .  devenait.supérieur à trois.

Théorème IV. — Les mêmes choses étant posées que dans le théorème II, 

désignons par v =  f ( x ,  y )  une seconde fon ction  de x , y, et admettons 

que les deux fonctions u , y restent finies et continues, ainsi que leurs 

dérivées du premier ordre,

du du dv dv 
d x ’ d y ’ d x ’ d y ’

pour tous les points renfermés dans l ’intérieur du contour OS. Supposons 

de plus que, dans cet intérieur, les deux courbes représentées p a r les 

équations (2 )  et (10 ) se. réduisent chacune à une seule branche GCH 
ou ICJ qui rencontre le contour OS en deux points G, H ou I, J; que ces 

deux courbes s’y  rencontrent elles-mêmes en un seul point C ; enfin que les 

fonctions dérivées
du du dv dv

d x ’ d y ’ d x ’ dy

y  conservent toujours des valeurs finies, mais ne vérifient pas au point C 
la condition (x 1) ; alors, en considérant, sur le contour OS, x ,  y  et p a r  

suite u, v comme fonctions de la seule variable s, on aura
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le double signe devant être réduit au signe +  ou au signe — , suivant 

que la valeur du binôme

dv du dv du
11 dx dy dy d x ’

correspondant au point C, sera positive ou négative.

Démonstration. — Puisqu’au point C, situé sur la courbe GCH, la 
condition ( i  i )  n’est pas vérifiée, les conditions ( 3 ) ne pourront l ’être 
dans l ’hypothèse admise. Donc, en vertu du lemme II, la courbe GCH, 
représentée par l’ équation (2 ) , divisera faire terminée par le con
tour OS, et ce contour lui-même en deux portions telles que tous les 
points de l’une répondront à des valeurs positives et tous les points 
de l ’autre à des valeurs négatives de la fonction u. Par la même raison, 
la courbe ICJ, représentée par l ’équation (10 ), divisera faire terminée 
par le contour OS, et ce contour lui-même en deux portions telles que 
tous les points de l’une répondront à des valeurs positives et tous les 
points de fautre à des valeurs négatives de la fonction e. Enfin, en 
vertu du lemme Y, les deux courbés GCH, ICJ ne pourront se toucher 
au point C où elles se rencontrent sans que la condition (11) soit véri
fiée. Elles s’y couperont donc, et il en résulte que, sur le contour OS, 
chacun des points I, J se trouvera situé entre les deux points G et H. 
Concevons, pour fixer les idées, que l ’extrémité mobile de l ’arc s, ou 
le point S, en faisant le tour de la courbe OS avec un mouvement de 
rotation direct, rencontre successivement les quatre points

G, I, H, J,

chacune des fonctions u, v conservera le même signe, tandis que le 
point S parcourra l ’un des arcs

GI, III, HJ, JG.

Mais la fonction u changera de signe lorsque le point S passera par 
la position G ou H, et la fonction v lorsque le point S passera par la 
position I ou J.
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Par suite le rapport
<>
U

changera de signe chaque fois que le point S passera par l ’une des 
positions successives

G, I, H,' J;

et le changement de signe au point H s’effectuera dans le même sens 
qu’au point G, le changement de signe en sens opposé ayant lieu en

chacun des points I et J. Donc les indices du rapport ^ > correspon

dant aux deux points G, H, seront égaux entre eux et à ±  i ;  d’où il 
résulte que la demi-somme de ces indices ou la moitié de l'expression

Z

se réduira encore à ±  i .  D’autre part, il suit du théorème II (coro l

laire II) que l’ indice du rapport^» en chacun des points, G, H, offrira 

le signe de la différence

( 1 2 )
du do

V ds U ds

Donc la valeur de l’expression

Z
V

0 \ \ U

sera déterminée par la formule (1 9 ), le signe du second membre 
devant être réduit au signe -t- ou au signe — , suivant que la valeur 
du binôme

du do
0 - ------ u-r-9ds ds

correspondant à chacun des points G, H, sera positive ou négative.
Concevons maintenant que, a , b étant les valeurs de x ,  y  relatives 

au point C, l’on remplace les coordonnées rectangulaires x ,  y  par des 
coordonnées polaires p , r relatives au point C pris pour origine, et
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liées à x ,  y  par les formules

(20) x  — a — rcosp, y — b =  rs\np.

Supposons, de plus, que l’on resserre indéfiniment le contour OS 
autour du point C, en faisant décroître et rendant infiniment petite la 
valeur de r correspondant à chaque point de ce contour. Le point C 
qui répond à r  =  o étant celui dans lequel se coupent les deux courbes 
représentées par les équations (2 )  et (1 0 ), u et v, considérées comme 
fonctions du rayon vecteur r, deviendront infiniment petites avec r, 
ainsi que la quantité (12 ) à laquelle on pourra rendre une valeur 
finie, sans altérer le signe dont elle est affectée, en la divisant par r, 

c ’est-à-dire en la remplaçant par la différence

. , v du u dv

D’ailleurs rien n’empêchera d ’admettre que, dans le contour OS 
devenu infiniment petit, toutes les valeurs de r  soient égales entre 
elles. Alors ce contour se transformera en une circonférence de cercle; 
et si l ’on place l ’origine O de l ’arc s sur le demi-axe des co positives, 
cet arc, déterminé par la formule

s =  rp,

devra être considéré comme fonction de la seule variable p ;  en sorte 
qu’on aura

du   i du dv x dv
ds r dp’ ds r dp

Cela posé, la différence (21 ) deviendra

v du u dv
22 1 -2 dp r 2 dp

Ce n’est pas tout : lorsque le contour OS se transforme en une cir
conférence de cercle dont le rayon est infiniment petit, chacun des 
points de cette circonférence se confond sensiblement-avec le centre C; 
et par suite les valeurs du binôme (2 2 ), qui répondent aux deux
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points G, H, se confondent sensiblement avec la valeur du même 
binôme correspondant au point C ( ( ). Donc cette dernière sera la 
limite des dcu£ autres et pourra leur être substituée. Or, on aura

f #

pour le point C, où les trois quantités r, u, e s’évanouissont simulta
nément,

u  du v  dv ’
r  dr r ~  âr

Donc, en ce point, la différence (2 2 ) sera équivalente au produit

1 / dv du dv àu\  
r  \  dr dp dp dr )

D’autre part on a généralement, en vertu des formules (20 ),

du du du 1 du du du
dr

c o s  p  -4-  S1I1 /?
d y ’ r  dp ~

s m p -jfe  - i - c o s p d ÿ ’

dv dv dv 1 dv _ J ¿v dv
à?  ~ c o  s  p  -+- s i n p

d v ’ r  dp ~
s i n  P f a ,  +  c o s  p d y

et, par suite, . •

( 2 4 )
1 /  dv du dv d u è, _ dv du dv du
r  \ dr dp dp dr j' d x d y d y  d x

Donc le signe de l’ indice intégral

æ )
se confondra non seulement avec le signe du binôme (12 ) ou (21) en 
chacun des points G, H, mais encore avec le signe de la différence

dv du dv du

dx dy dy dx

calculée pour le point C, c ’est-à-dire pçur le point où se coupent les 
courbes représentées par les équations (2 )  et (10).

( 1 ) Ce qui rend cette conclusion légitime, c’est que, dans l'hypothèse admise, les valeurs
, du du dv dv ,, du i du dv i dv u v , L
de u, c ) T- ,  — » — j et, par suite, celles de t-> -  — , — y -  — , -> -  restent,dx dy dx à/ 1 dr r dp dr r dp r r
dans l’intérieur du contour OS, fonctions continues des variables x, y  ou r et p.
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Aulte démonstration. — On pourrait, dans la démonstration précé
dente, se dispenser de transformer les coordonnées rectangulaires en 
coordonnées polaires, et arriver très simplement aux mêmes conclu
sions de la manière suivante :

Supposons que le contour OS, en se resserrant de plus en plus 
autour.du point C, prenne la forme non d’une circonférence de cercle, 
mais d’un rectangle terminé par quatre droites parallèles aux axes 
des x  et des y ;  le binôme (12) acquerra des formes diverses pour les 
points situés sur ces quatre droites. On trouvera, en particulier, pour 
les points situés sur l ’une des droites parallèles à l ’axe des y  et du côté 
des x  positives, par rapport au point C,

(25) s — const. -+- y ,  .

par conséquent

(2 6)
dv duu-p — c -3-as oy — a dv

d ÿ 9

et comme pour chacun de ces points x  — a sera positif, le binôme (2 6 ), 
pour chacun d’eux, offrira le même signe que la différence

(2 7 )
du dv

x  — a dy x  —  a dy

dont la limite, correspondant au point C, où x  — a, u et c s’éva
nouissent, ne différera pas de la quantité w  déterminée par la formule

\

, dv du dv du
(a8) . ■' w= d ^ T y - d - y d ^ ·

Au contraire, pour les points situés sur l ’une des droites parallèles 
à l’axe des x ,  et du côté des y  positives, relativement au point C, on 
aura

(2 9 )

par conséquent

(30)

s =  const. — x,

du dv dv du
ds ds dx dx

t
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et comme pour chacun de ces points la différence y  — b sera positive, 
le binôme ( 3 o ), pour chacun d’eux, offrira le même signe que la 
différence
„ a do e du

1 y  — b dx y  — b d x  ’

dqnt la limite correspondant au point C, où y — b,. «  c t e  s’éva
nouissent, sera encore la quantité w . Si, au lieu des droites situées 
par rapport au point C du côté des coordonnées positives, on consi
dérait les droites situées par rapport au point C du côté des coor
données négatives, il faudrait remplacer dans les formules (2 7 ) 
et-(3 i )  y par — y, x  par — x , et substituer aux différences x  — a, 
y — b, qui deviendraient négatives, les différences a —  x, b— y. Par 
suite on pourrait encore substituer au binôme (12 ) l ’expression (2 7 ) 
ou ( 3 i) ,  dont la limite correspondant au point C serait toujours la 
quantité w .

Ainsi, en résumé, si le contour OS, en se resserrant autour du 
point C, prend la forme d’un rectangle dont les côtés deviennent infi
niment petits, la valeur du binôme (12 ), pour chacun des points situés 
sur ce contour, offrira le même signe qu’une quantité dont la limite 
sera la valeur de w  correspondant au point C. Donc l ’ indice intégral

?:((-;))

qui doit se réduire à -+-1 ou à — 1, et offrir le même signe que le 
binôme (11) en deux points G, H situés sur le contour du rectangle, 
sera donné par la formule (19 ), le signe du second membre étant 
déterminé comme il est dit dans l ’énoncé du théorème IV.

Corollaire. — Si les deux fonctions u, e, étant nulles au point C, «
restent, dans le voisinage de ce point, finies et continues, ainsi que 
leurs dérivées du premier ordre

du Ou dv dv 
dx ’ ày’ dx ’ dy’
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sans que la valeur de w  relative au même point s’évanouisse, il sera 
impossible d ’admettre que l’on ait simultanément

du du

§■1 il O

$
1 II O

de de

dx “  ° ’

OII

Donc alors, en vertu des lemmes III et IV, le point C, considéré 
comme appartenant à l ’une ou l ’autre des courbes représentées par les 
équations *

( 3 2 ) II — O , V — O,

ne pourra être ni un point isolé, ni un point d ’arrêt, ni un point 
saillant, ni un point multiple. Il y a plus : on vertu des lemmes IV et V, 
les deux.courbes, .réduites chacune à une seule branche dans le voisi
nage du point C, ne seront point tangentes l ’une à l’autre en ce point, 
mais s’y traverseront mutuellement. Cela posé, pour que les condi
tions énoncées dans le théorème IV soient remplies, il suffira de 
choisir arbitrairement sur chacune des courbes GCH, ICJ, représentées 

•par les équations ( 3 2 ), deux points G, H ou I, J situés de part et 
d’autre du point C à des distances infiniment petites, puis de joindre 
les quatre points

G, I, H, J,

pris consécutivement, et deux à deux, par quatre arcs de courbe .

GI, III, IIJ, JG,

tracés de manière qu’aucun de ces arcs ne rencontre entre scs deux 
extrémités l’une des deux courbes GCII, ICJ. Alors, en effet, le système 
des quatre arcs GI, IH, HJ, ,TG formera un contour OS que chacune des 
courbes GCH, ICJ rencontrera seulement en deux points G et H ou I 
et J. Donc le théorème IV entraîne la proposition suivante :

Théorème V. — Si les deux fo n d io n s

u - V { x , y ) ,  « » = / ( * ,  7 ), * .
OEuvres de C. — S. Il, t. I. 5?
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étant milles pour les valeurs de x ,  y  qui correspondent à un point donné C, 
restent, dans le voisinage de ce point, finies et continues, ainsi que leurs 

dérivées du premier ordre

du du dv dv 
dx ’ dy ’ dx  ’ ày ’

sans que la valeur de w relative au même point et déterminée pa r la for

mule (2 7 ) s’évanouisse, on pourra tracer autour du point C, et dans son 

voisinage, un contour ferm é  OS, de telle manière que l ’on ail

s désignant l'arc de la nouvelle courbe OS compté positivement dans le 

sens du mouvement de rotation direct, v, u étant considérés dans l ’équa

tion ( i g )  comme fonctions de la seule variable s, et c représentant la lon

gueur totale du contour ferm é  OS. Ajoutons que, dans le second membre 

de l ’équation (19), le double signe devra être réduit au signe -|- ou au 

signe —, suivant que la valeur de w ■ relative au point C sera positive ou 

négative.

T héorème YI. — Soient x ,  y  deux variables que nous considérerons 

comme représentant deux coordonnées rectangulaires, et

m =  F(x , j )

une fon ction  de ces deux variables. Traçons d ’ailleurs dans le plan des 

x ,  y  une courbe ferm ée  OS, dont la longueur totale soit désignée par c, 

et nommons s l ’arc de cette courbe compté positivement dans le sens du 

mouvement de rotation direct, à partir d ’un point f i x e  O ju squ ’au point 

mobile S. Si l ’on partage le périmètre c de la courbe OS en plusieurs 

parties
C2,  . . .  y Cny

respectivement comprises entre les extrémités des arcs

$ 0 —  O ,  .Çj,  S % 9 · · * >  S / i — i j  s n ~ c 9
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en sorte q u o n  ait

C i —  $1 .Vo, Cg Sv " S i f  · · ■ j G j i Sn — i f

et, par suite,
Cf - h  c% -+- . . . H - Cw —  —  <Ç0 —  c  ;

«/ors u étant considère comme fonction de la seule variable s, l ’indice 

intégral

sera la somme des indices de même fo rm e qui correspondent'aux diverses 

parties
C\, Cg, . t Cn »

du périmètre c, en sorte q u o n  aura

Démonstration. — En effet, dans l’équation ( 3 3 ), le premier membre 

représente la somme totale des indices de la fonction ~ correspondant

aux points du contour OS pour lesquels cette fonction devient infinie, 
tandis que chaque terme du second membre, représente une somme 
semblable, mais relative seulement aux points situés sur une partie du 
même contour. Or il est clair qu’en réunissant les sommes partielles
relatives aux diverses portions c,, c2....... cn du contour c, on obtiendra
la somme totale relative au contour entier.

Corollaire / .  — Si l’on nomme C l’ indice intégral relatif au contour 
fermé OS, et

C1 9 CII

ce que devient cet indice quand on remplace successivement le con
tour entier c par ses diverses parties

Cl9 C$,9 · · · 9 1̂19
on aura

( 3 4 )  C =  Cj - I - Ç2- t - . .  . - f - C « . ,
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Corollaire II . —  Les raisonnements dont nous avons fait usage suf- 
. fisent évidemment pour établir la formule

(33} Tsi(G.)) - + Tsl(G))+■ · ·■+ TL(G
dans le cas même où l’on n’aurait plus sa =  o, sn =  c, par conséquent, 
dans le cas où l’arc

,  S n ----  (Î0

ne serait lui-même qu’une partie du contour OS.
Si l ’on suppose en particulier n =  2, la formule ( 3 5 ) donnera sim

plement ■

(36)

Corollaire III. —  Si l’on veut rendre la formule ( 3 5 ) applicable au

cas même où la fonction ^ devient infinie pour l ’une des valeurs de s 

représentées par
.Çq , S 2 > · · · >  . $ n >

il sera nécessaire d ’admettre que, dans la somme d ’ indices représenlée 
par une expression de la forme

T M -

on doit réduire à moitié l’ indice correspondant à une valeur donnée 
de s toutes les fois que cette valeur coïncide avec l ’une des limites s0, s ,.

Corollaire IV . — Dans ce qui précède, nous avons implicitement 
admis que les quantités

$0> *··> 1> S/l

forment une suite croissante. Si l’on veut que les formules trouvées 
s’étendent au cas même où cette condition ne serait pas remplie, on 
tirera de la formule ( 3 6 ), en y posant s .2 =  î „,

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



CALCUL DES INDICES DES FÔNCTIONS. 453

par conséquent

<*>.' , r ( G ) ) = - œ >
Au reste, pour obtenir immédiatement la formule (3 9 ), il suffit 
d’étendre la définition que nous avons donnée de l’ indice intégral d ’une 
fonction, dans le paragraphe I, au cas même où la variable comprise 
dans cette fonction décroît au lieu de croître. En effet, si une fonction 
d’une seule variable change de signe dans un certain sens, tandis que 
la variable croît en passant par une valeur donnée, elle changera de 
signe on sens opposé, tandis que cette variable décroît en passant par 
la même valeur. Donc l ’ indice de la fonction correspondant à une va
leur donnée de la variable se réduira dans le premier et le second cas 
à'deux quantités de signes contraires, et par suite l ’ indice intégral, 
pris entre deux limites, restera le môme au signe près, mais changera 
de signe si l’on échange les deux limites entre elles.

La formule (3 7 ) étant obtenue comme on vient de le dire, on en 
conclura sans peine que la formule ( 3 5 ) subsiste, quel que soit l’ordre 
de grandeur des quantités

^0» $1)  So,  . . . ,  5/1—1» S l t .  ,

D’ailleurs la formule (3 7 ) comprend un, théorème que l’ on peut 
énoncer comme il suit :

T héorème VII. — Soient x , y  deux variables que nous considérerons 

comme représentant deux coordonnées rectangulaires; u =  F ( x ,  y  ) une 

fonction  réelle de ces deux variables qui ne change jam ais de signe sans 

devenir nulle ou infinie;  PQ une ligne droite ou courbe tracée dans le 

plan des x ,  y  entre deux points donnés P, Q « / î  une longueur comptée 

sur cette ligne à partir d ’un point f i x e  O. Alors u étant considéré comme 

fon ction  de la variable s, si Von nomme C, D les valeurs qii acquiert l ’in

dice intégral de la fonction  ^ > quand on passe, en suivant la ligne PQ : 

i° du point P au point Q ; 20 du point Q au point P, on aura 

C =  —D ou C + D = o .(38)
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Nota. — Il est aisé de s’assurer que ce théorème s’étend au cas même 

où la fonction ~ deviendrait infinie en l’un des points P, Q.

Théorème VIII. — Soient x ,  y  deux variables qui représentent deux  

coordonnées rectangulaires ;

u — Y { x , y )

une fonction  de ces mêmes variables, et supposons tracés dans le plan 

des x ,  y  deux contours PRQ, QSP qui, offrant une partie commune PQ, 
enveloppent respectivement deux aires A, B, contiguës l ’une à l ’autre. 

Le systèm e de leurs parties non communes form era un nouveau con

tour RQSPR qui servira d ’enveloppe à l ’aire totale A -+-B . Cela posé, 

nommons A ou B l ’indice intégral de la fonction ~  étendu à tous les

points du contour PRQ ou QSP et calculé dans la supposition qu’un point 

mobile parcourra chacun de ces contours avec un mouvement de rotation 

direct, la somme
A +  B

représentera l ’indice intégral de la même fonction — étendu à tous les

points du contour RQSPR et calculé dans la supposition que cë dernier 

contour soit encore parcouru par un point mobile doué d ’un mouvement 

de rotation direct.

Démonstration. — Soient C la partie de l’ indice intégral A et D la 
partie de l ’indice intégral B, relatives à l ’arc PQ, c ’est-à-dire à la partie 
commune des deux contours PRQ, QSP. Soient au contraire R, S les 
parties des indices A et B qui correspondent aux parties non communes 
des deux contours. On aura

(3g) , A =  C +  II, B =  I) -h S,

et la somme R +  S représentera évidemment l’ indice intégral de ^

étendu à tous les points du contour RQSPR, dans le cas où un point 
mobile parcourt ce dernier contour avec un mouvement de rotation
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direct. Or, pour s’assurer que la somme R ·+- S ne diffère pas de l'a 
somm e A  +  B, il suffira de com biner entre elles par voie d ’addition les 
formules ( 3 q), en ayant égard à la condition ( 3 8 )  qui, dans l’hypo
thèse admise, se trouvera évidemment vérifiée.

Corollaire. — En réunissant successivement les unes'aux autres 
plusieurs aires contiguës terminées par divers contours qui offrent des 
parties communes, on déduira sans peine du théorème VIII celui que 
nous allons énoncer.

Théorème IX. —  Soient x ,  y  deux variables qui représentent des coor

données rectangulaires ;

u — V { x , y )
I

une fonction  de ces variables, et considérons dans le plan des x ,  y  une 

aire fin ie qui soit partagée en autant d'éléments que l ’on voudra. L ’ in

dice intégral de la fon ction  f i  étendu à tous les points du contour qui

termine cette aire, sous la condition que ce-conlour soit parcouru dans le 

sens du mouvement de rotation direct, sera la somme des indices sem

blables calculés sous la même condition pour les divers contours qui ter

minent les divers éléments.

Du théorème IX, joint aux théorèmes III et Y, on déduit immédiate
ment la proposition suivante :

T héorème X. — Les variables x ,  y  représentant des coordonnées rec

tangulaires, si, pour tous les points renfermés dans un certain con

tour O S , les deux fonctions

a — ¥{x- , r ) ,  v — f { x , y )

restent finies et continues aussi bien que leurs dérivées du premier ordre

1 du du dv de 
à x ’ dj ’ d x ’ d y ’
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si, de plus, dans cet intérieur, la fonction

dv du dv du
doc d y  à y  d x

offre une valeur différente de zéro pour tous les points où se rencontrent 

les courbes représentées p a r les équations

(32) U — o, v =  o,

alors en nommant M le nombre des points de rencontre qui correspondent 

à des valeurs négatives de w , N le nombre de ceux qui correspondent à 
des valeurs positives de 'w , c le périmètre du contour OS, enfin s un arc 

compté positivement sur ce contour dans le sens du mouvement de rotation

direct, et supposant d ’ailleurs le rapport y  exprim é en fonction  de la 

seule variable s, on aura

(4o) rr N — M.

Démonstration. — Dans l’hypotlièse admise, et en vertu du' théo
rème Y, on pourra, autour de chacun des points de rencontre C, C', ... 
des courbes représentées par les équations (3 2 ), tracer un contour fermé 
dont les dimensions soient très petites et dont la forme soit telle que la 
substitution de ce contour au contour OS fournisse, au lieu du premier 
membre de l ’équation (4°)> une expression équivalente à l’unité, abs
traction faite du signe, mais affectée du même signe que la valeur de w  

relative au point C, ou C', etc. Il y a plus, les aires infiniment petites, 
comprises dans les contours tracés autour des points C, G', ...·, pour
ront être considérées comme autant d’éléments de l’aire finie comprise 
dans le contour OS, les autres éléments étant eux-mêmes infiniment 
petits et tracés de manière que chacun d’eux soit traversé par une 
seule des courbes ( 3 2 )  ou qu’ il n ’ait de points communs avec aucune 
d’elles. Or comme l’ indice intégral relatif au contour qui termine l ’un 
de ces derniers éléments sera nul dans le premier cas, en vertu du 
théorème III, et s’évanouira encore dans le second cas, où la fonc-·

tion y  ne deviendra infinie pour aucun des points de ce contour, il suit
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du théorème IX que l ’expression

T M

se réduira simplement à la somme des indices relatifs aux éléments
qui contiennent les points C, C', ___ D’autre part, chacun de ces
indices étant le double de + i  ou de — i, suivant que la valeur de w - 

correspondant au point C ou C', etc. est positive ou négative, leur 
somme sera évidemment égale au double de N — M. Donc la valeur de 
l ’expression

r s m  '

sera déterminée par la formule (4 ° )·

Corollaire I. — Lorsque u et v sont des fonctions entières de x ,  y ,  

ces fonctions sont toujours finies et continues aussi bien que leurs 
dérivées du premier ordre

du du dv dv 
d x ’ à y ’ d æ ’ d y

pour des valeurs finies des variables x ,  y .  Donc alors la formule ( 4 o ) 
subsiste sous la seule condition que w  diflère de zéro pour tous les 
systèmes de valeurs de x ,  y  propres à vérifier les équations simulta
nées u —  o, v =  o, et l’on obtient le théorème qu’ont énoncé MM. Sturm 
et Liouville dans une Note que renferme le Compte rendu de. la séance de 

VAcadémie des Sciences du io mai 1837.

Corollaire IL  — Lorsque u et v cessent d ’être des fonctions entières 
de x ,  y ,  alors pour des valeurs de x ,  y  propres à vérifier le système 
des équations simultanées

( 3 2 ) u — O , ( ' = 0 ,

il peut arriver que la valeur et même le signe de w  soient indéterminés.
— s. 11, t. [. ' 58OEuvres de C.
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Ainsi, par exemple, si l ’on a

les équations ( 3 2 ) ,  réduites à la forme

seront vérifiées par des valeurs nulles de x ,  y ,  et ces valeurs rendront 
indéterminée la fonction

ou négative. Alors le signe même de w  restant indéterminé, la for
mule (4 o ) cessera d’être applicable.

Mais si les fonctions u, e, étant fractionnaires ou même transcen
dantes, restent finies et continues, aussi bien que leurs dérivées du 
premier ordre relatives à x ,  y  pour tous les points renfermés dans le 
contour donné, on n’aura plus à craindre que la valeur de w  se pré
sente dans l’ intérieur de ce contour sous une forme indéterminée, et 
l ’équation (4 o )  continuera de subsister sous la condition énoncée. 
C’est ce qui arrivera, par exemple, si l ’on suppose

Concevons que, dans cette hypothèse, le contour OS se réduise à un 
* Carré dont le centre soit l’origine des coordonnées et dont le côté soit 

égal à 2, on trouvera

dv du dv d u  2 y
d x  d y  d y  d x  x

que l’on pourra supposer égale à une quantité quelconque positive

u — y ,  v —  x 'L { x ' i ) .

c —  8,

du àv du dv  
d y  d x  d x  d y  ·

—  2 + L(iT!)·

D’autre part les équations simultanées

y — o, x  L ( x 2) —  o
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entre les variables x, y seront vérifiées : i° par les valeurs
x =  o, y — O

pour lesquelles w deviendra négatif; i° par les valeurs
x — \, y — o,

et
x  =  - i ,  y  — o,

pour lesquelles w deviendra positif. On aura donc M 
conséquent

N — M =  i

i, N =  2 , par

et la formule ( 4 o )  se trouvera vérifiée.

Corollaire III. — Posons, pour abréger,

(4 0 y )  —  ~
/ ( ■ * .  y )

F (;r,.y )’

et nommons f(s) ce que devient quand on exprime, sur le
contour OS, les coordonnées x, y en fonction de l’arc s. La for
mule (/jo )  donnera
( 4 0  * ^ ' ( ( / ( 0 ) )  =  N - M .

t

Corollaire IV. -  Si le contour OS se réduit à la circonférence d’ un 
cercle décrit de l’origine comme centre avec le rayon R, et si, en sup
posant le point 0  situé sur le demi-axe des x positives, on nomme 
p l’angle polaire que forme avec ce demi-axe le rayon vecteur r mène 
de l’origine au point (x, y), on aura
( 4 3 )  . x  —  rcos p ,  y = rs\np,

(44) * =  «/»,
( 4 5 )  C = 2 7 t R ,

et la formule ( 4 2) deviendra
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Comme on aura d’ailleurs pour tous les points situés sur le con

tour OS
¿c =r R cos/?, y  =  Rsin/?, s =  R/?,

la formule

( 4 7 ) As) = '\>{x, y) 

donnera pour chacun de ces points

/ (  R/0 — 'K R cos/?, Rsin/>).

Donc la formule (4 6 ) pourra être réduite à

(48) ((^(Rcos/?, R sin/?))) — N — M, 

le signe *7 étant relatif à la variable./?.

Corollaire V. — Si le contour OS se réduit au périmètre du rec
tangle compris entre les quatre droites représentées par'les équations

(4g) «z= .r0, x — X, y — y0, y — Y; ·

alors, en supposant

(5o) ■2?o< N, y0<Y,

et la longueur s mesurée sur le périmètre du rectangle, à partir du 
sommet qui h pour coordonnées x0,y0, on obtiendra les formules

( 5 1 )

( 5 2 )

C =  2 ( X  — æ;0) +  2 ( Y — y 0 ), 

f  X — ¿'n O f  X —.r0-t-Y—y 0

X < W . » >  =7, *TfZOmr>
( J  X-a-o +  V - r ,  O  2(X— Tu

î (X-XoH-î(ï-ro)

-y» ((/(*))),

dans lesquelles les côtés du rectangle sont représentés par les diffé
rences

X — x0, Y — y0.

D’autre part, les valeurs de x, y, exprimées en fonction de s pour
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les points situés sur le premier, le deuxième, le troisième et le qua-. 
trièrue côté du rectangle, seront respectivement

/ x  — x 0 H- s,

*  =  x ,(°3) <
] x  =  X— — (X— Xn) — (Y—j'o)],

y  =  y  0;
y = y o + s  — ( X - « o ) ;  

y  =  Y;
y  —  Y - 1 > — 2 (X - ■*<>) -  (Y— /o)] ;

et l’on aura, par suite, eu égard à la formule ( 4 7 ),

“(('/(·?))) = ^ I. ((4,(·̂ »

Cy2(X-.r„H-2(Y-r„) cy ï
? . (X- „ 1+ï _ rt · ((/(*))) J')))·

Donc, on tirera de l ’équation (5 2 )

Î X  “  ^ • 0((^ ( 'r ’ yo))) + ^ y 0(^ ( X ’ •y ) )) + " 'I cyx -cyï
( — ~ J y (('5tl(x o,y))),

et la formule ( 4 2 ) donnera, dans l ’hypothèse admise,

(55) <
| — ̂  Y))) — ^  (('Ka!o>7))r)J =  N — M.

Au reste, pour établir directement la formule (5 4 ) et, par suite, la 
formule (5 5 ), il suffit d ’observer que, dans le cas où le contour OS 
devient un rectangle, les quatre parties de l’ indice intégral

X‘«/<*»>
correspondant aux quatre côtés de ce rectangle sont évidemment 

y , ) ) ) ,  ^ \(44X ,.7 ))), ^ ' ‘((<K*;Y).)), .

^ 0(('Ma’o>y))h
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et qu’en vertu de la formule (27 ) les deux dernières se réduisent à

Théorème X I. — Les mêmes choses étant posées que dans le théorème X, 

si la fonction  w  reste positive pour tous les points renfermés dans le con

tour OS, ou du moins pour ceux où se rencontrent les courbes représentées 

pa r les équations ( 3 2 ), on aura

( 5 6 ) - N .

Démonstration. —  Alors, en effet, M sera évidemment nul et, par 
suite, la différence N — M se réduira simplement à N.

Corollaire 1 . — Dans le cas dont il s’agit, les formules ( 4 ^) et ( 5 5 ) 
deviennent

».
(

( b y )  -  ^ ' " ( ( ^ ( R c o s / j ,  R s i n / > ) ) )  =  N ,2 (J 0

(» = ; [
(■ - J - J  ■

Corollaire IL  — f ( x )  étant une fonction entière de x ,  préparée de 
manière que l’équation.

( 0 9 )  /(■ *) =  o

n’offre pas de racines égales, si l’on nomme u, v  deux fonctions 
réelles de x , y -  déterminées par la formule

(60) / ( . r + y ^ — f  — V +  U\J— I,

on aura
dv du 

à y v/- <

du  _  de àv   du
d y  d x ’ d y  d x

par conséquent
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dv du dv du, ( du\2 (  dv\2

4 G 3

dx dy
dv du  /d« N4 /dv y
dy div \ à a- )  dx )

Or, cette dernière valeur de w  ne pouvant s’évanouir que dans le cas 
où l’on aurait

du
dx

dv
dx — ° ’

et, par suite,
de du 
dx dx

sera entièrement positive pour les Valeurs de x , y  propres à vérifier les 
équations ( 3 2 )  et, par suite, la formule

( 6a ) \r—r' ) “  °»

puisque les conditions

/ ( ■ * + / Y -  0  =  o, / ' ( *  +  .n /C- ' )  =  ü

ne peuvent subsister simultanément lorsque l’équation ( 5 g )  n’offre 
point de racines égales. Il en résulte que, dans l’hvpothèse admise, le 
nombre N des valeurs de x ,  y  propres à vérifier l’équation (6 2 )  et 
correspondant à des points situés dans l ’intérieur du contour OS, sera 
déterminé par la formule

<"> * - & ( ( : ) }

Si le contour OS se réduit à une circonférence de cercle décrite de 
l’origine comme centre avec le rayon R, ou bien encore au périmètre 
du rectangle compris entre les droites que représentent les équa
tions (49)» la formule ( 5 6 )  devra être remplacée par la formule ( 5 j )  

ou ( 5 8 ). Alors aussi les diverses valeurs de x  ■+■ y  — 1, correspon
dant aux points où se rencontreront dans l’ intérieur du contour donné 
les courbes représentées par les équations ( 3 2 ), seront précisément 
celles des racines réelles ou imaginaires de l ’équation ( 5 q) qui rem
plissent certaines conditions, savoir : celles qui offrent un module infé-
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rieur à R, ou celles qui offrent une partie réelle comprise entre les 

limites x a, .X  et un coefficient de \/—  i compris entre les limites v (l, Y. 
Si d ’ailleurs la fonction / ( ¿ v )  est de forme réelle, l ’équation (Go) 
entraînera la suivante :

(6 3 ) / ( · * —y\i—  i) =  v — « / —"·;

en sorte qu’on aura

y — --------------------------------------------- 5
2

/ (■ ^ + .r  v7- 7») — f ( x — y  fi— ï)
2 v/— I '

et'les formules (5 7 ),  ( 5 8 ) coïncideront avec les formules (174)» (172) 
du Mémoire lithographié à Turin, sous la date du 27 septembre t8 3 i , 
On déduirait avec la même facilité de l ’équation ( 5 G) les autres for- 
mulcs.contenues dans le Mémoire dont il s’agit, et relatives à la déter
mination du nombre des racines réelles ou imaginaires des équations 
algébriques ( '  ).

T h é o r è m e  XII. —  L es mêmes choses étant posées que dans le théorème X , 

si le système des équations

(65) u — o, iv =  o

ne se vérifie pour aucun des points situés dans l’intérieur du contour OS, 
alors en nommant N  le nombre des points où se rencontrent, dans l ’ inté

rieur de ce contour, les courbes représentées p a r les équations ( 3 a), on 

aura

Démonstration. — Pour déduire le théorème XII du théorème X, il

( l ) J ’a i a p p r i s  q u e  d e s  d é m o n s t r a t i o n s  é l é m e n t a i r e s  d o  m e s  t h é o r è m e s  s u r  l e s  r a c i n e s  

i m a g i n a i r e s  o n t  é t é  d o n n é e s ,  p o u r  l a  p r e m i è r e  f o i s ,  p a r  M M . S t u r m  e t  L i o u v i l l e ,  d a n s  u n  

M é m o i r e  q u e  j e  11e c o n n a i s  p a s  e n c o r e ,  l ’e x e m p l a i r e  q u ’ i l s  o n t  b i e n  v o u l u  m ’a d r e s s e r  n e  

m ’ é t a n t  p a s  e n c o r e  p a r v e n u .
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suffit de remplacer la fonction v par le produit w .  Alors, en effet, les 
équations ( 3 2 ) devront être remplacées par celles-ci ;

(67) U  =  O ,  · V W  =  O ,

et la différence 

O ?)  ■

parla suivante

( 68) . -

dv du dv du
ô x  d y  ô y  d x

d j v w )  du ô ( v w )  du „ 

■ d x  ~dy. ' d y . dx ' .

D’ailleurs, les formules ( 6 5 )  n’étant pas simultanément vérifiées 
dans l ’ intérieur du. contour OS, les équations (6 7 ) s’y réduiront à 
celles-ci :

(32) u — o, v — o, .

et, pour chacun des points déterminés par ces dernières, la diffé
rence (6 8 ) deviendra

/dv du dv du\
W  I - T  :---------------------------------- ) U ’ 2\ dx dy dy dx J

Donc, cette différence étant constamment positive, l ’expression

' ' M i ) )  .

se confondra, en vertu du théorème X, avec le nombre total N  des 
systèmes de valeurs de x ,  y  propres à vérifier, dans l ’intérieur du 
contour OS, les équations ( 3 2 ).

On peut d ’ailleurs observer que le nombre ici désigné par iV est la 
somme des nombres représentés dans le théorème X par M et N, en 
sorte qu’on a

(69) N =  M -l- N.

Corollaire I . —  Si l’on pose, pour abréger,

v f dv du dv du\_ vw .
^7°) 41 (x > 7 ) ~■ a ( dx dy dy dx)

OEuvres de C. — S II, t- I. 59
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et si l’on nomme f(v ) ce que devient l’expression ^ (a ? , / ) ,  quand on 
exprime les coordonnées rectangulaires x ,  y  en fonction de l ’arc s, la 
formule (6 6 ) donnera

(70 7V=i ;̂ ((((,»).

Corollaire II. — Si le contour OS se réduit à la circonférence d’ un 
cercle décrit de l’origine comme centre avec le rayon R, ou au péri
mètre du rectangle compris entre les quatre droites que représentent 
les équations ( 4 g ). on tirera des formules (4 8 ) et ( 5 5 ) , dans le 
premier cas,

i ,

(72) N = - J "  ((<!4 Rcosp, R smp))),

et, dans le second cas,

* '  Y))) ~ T u m x * 'y )))  ] ·

La formule (7 3 ) coïncide avec celle qui termine le Mémoire du 
i 5 juin i 8 3 3 . Seulement, à l ’énoncé du théorème que fournit cette 
même formule, et qui est le théorème VIII du paragraphe 1er, il con
vient de joindre la condition ci-dessus indiquée, savoir, que le système 
des équations

U —  O,  iV —  O

ne se vérifie pour aucun des points renfermés dans l’ intérieur du con
tour donné.
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. RELATIVES A LA

ET SUR LA

C O N V E R S IO N  D E S  D I F F É R E N C E S  F I N I E S  D E S  P U I S S A N C E S

EN INTÉGRALES DE CETTE ESPÈCE (*).

Journal de l ’École Polytechnique, X X V I I I e C a h ie r ,  t . X V I I ,  p .  1 4 7 ;  18 4 4 .

Ce Mémoire est divisé eh trois Parties dont je vais donner une idée 
en peu de mots.

La première Partie est relative à la. détermination des intégrales 
définies par les intégrations doubles. On sait, depuis longtemps, que 
la méthode des intégrations successives peut servir à fixer la valeur 
d’un grand nombre de transcendantes que les procédés directs de l ’ in
tégration ne sauraient déterminer. Toutefois, il existe deux manières 
d ’appliquer cette méthode à la théorie qui nous occupe. La première

(*) Le Mémoire qu’on va lire, présenté à l’Académie des Sciences le 1 janvier i 8i 5, a 
reçu quelques additions vers la même époque. Mais, quoique cité plusieurs fois, particu
lièrement dans le premier Volume des Exercices et dans le XIXe Cahier du Journal de 
l ’École Polytechnique, il n’avait pas encore été imprimé. Cependant, parmi les résultats 
qu’il renferme, il en est plusieurs qui paraissent pouvoir, même aujourd’hui, intéresser 
les géomètres; et c’est.ce qui nous décide à le publier. (Note de Cauchy.)
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consiste à chercher des intégrales doubles que l’on puisse décomposer 
de deux façons différentes en intégrales simples; la seconde à trans
former une intégrale simple donnée en une intégrale double dont on 
puisse obtenir facilement la valeur. C’est sous le premier point de vue 
que j ’ai considéré la question dans le dernier Mémoire que j ’ai eu 
l’honneur de soumettre à la Classe et qu’elle a daigné honorer de son 
approbation. Envisagé sous l'autre point de vue, le problème se 
résoudra facilement dans plusieurs cas si l ’on décompose la fonction 
sous le signe/ en deux facteurs et si l’on remplace un de ces facteurs 
par une intégrale définie. Cette intégrale a souvent pour diviseur une 
des transcendantes que M. Legendre a désignées par la lettre T . On 
avait déjà fait ces remarques; mais il m ’a semblé qu’on n’en avait pas 
encore tiré tout le parti possible. En suivant ces idées, je suis parvenu 
à quelques résultats nouveaux, ainsi qu’à la démonstration directe de 
plusieurs formûles que M. Laplace a déduites du passage du réel à 
l ’ imaginaire, dans le troisième Chapitre du Calcul des probabilités ( ' ) ,  
et qu’il vient de confirmer par des méthodes rigoureuses dans quelques 
additions faites à cet Ouvrage. L’ une de ces formules, fondée en partie 
sur la considération des intégrales singulières, fournit une nouvelle 
preuve des avantages que peut offrir en Analyse l’emploi des intégrales 
dont il s’agit.

La deuxième Partie du Mémoire a pour objet la démonstration d ’ un 
théorènje général assez remarquable, relatif aux intégrales simples 
prises entre les limites o et oc de. la variable. On déduit facilement de

t
ce théorème les valeurs de plusieurs intégrales définies déjà connues, 
et de quelques autres qui ne l’étaient pas.

La troisième Partie se rapporte à la transformation des différences 
finies des puissances en intégrales définies. Lorsqu’on suppose la va
riable positive, cette question se divise naturellement en deux autres, 
suivant que l’exposant de cette variable est positif ou négatif. Dans le 
second cas la question était depuis longtemps complètement résolue 
au moyen de la formule générale que M. Laplace a donnée pour la pre-

(*) Œuvres de Laplace, t. VII, Liv. I, 2 e Partie, p. 1 2 8 .
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mière fois dans les Mémoires de VAcadémie des Sciences, année 1782 ( ') .  
Mais on peut de cette première solution en déduire une infinité d ’autres, 
par l ’application des méthodes exposées dans mon dernier Mémoire.

Dans le premier cas, c ’est-à-dire lorsque l’exposant de la variable 
est positif, la question n’avait d’abord été résolue que pour des valeurs 
de ces exposants inférieures à l ’ indice de la différence finie que l’on 
considère [voir les Mémoires déjà cités, et la première Partie de la 
Théorie analytique des prohabilités, n° 4 1  ( 2)] . Lorsque 1’exposarnt 
devient supérieur à l ’ indice, la formule insérée dans ces Mémoires 
cesse d ’être applicable, parce que l ’ intégrale relative à x  qu’elle ren
ferme, et qui doit être prise entre les limites æ =  o, x  =  00, acquiert 
une valeur infinie. Mais je fais voir que, pour rectifier alors la formule, 
il suffira de diminuer dans cette intégrale le numérateur de la fonction 
renfermée sous le signe j ' d’une fonction rationnelle et entière de x ,  

assujettie à la seule condition de rendre à l’ intégrale une valeur finie. 
Si l ’on conçoit le numérateur que l’on considère développé suivant les 
puissances ascendantes de x ,  la fonction cherchée sera toujours égale 
à la somme des termes qui, dans ce développement, renferment des 
puissances de x  inférieures à l ’exposant de la variable. Le nombre de 
ces termes croîtra donc avec ce même exposant; d’où il est aisé de 
conclure que, pour la facilité des calculs, on devra restreindre l’emploi 
de la formule à des valeurs de ces exposants, qui surpassent au plus 
de quelques unités l ’ indice de la différence finie.

M. Laplace, ayant repris dernièrement la question, a donné dans la 
seconde addition faite au Calcul des probabilités (p . 473) ( 3) une nou
velle formule également applicable à toutes les hypothèses possibles 
sur la valeur positive que l ’exposant de la variable peut recevoir. Je 

. déduis des résultats exposés dans la première Partie de ce Mémoire 
deux équations différentes, dont chacune peut remplacer la formule 
dont il s’agit, et qui, ajoutées entre elles, reproduisent une troisième

( 1 ) Œ uvres de Laplace, t. X. 
(.*) Ibid., t. VII, p. i65.
(3) Ibid., t. VII, p. 480.
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équation équivalente à celle de M. Laplace. Cette troisième équation 
transforme la différence finie·donnée en une intégrale définie, qui 
renferme une constante positive, mais indéterminée, dont on peut dis
poser à volonté. Seulement, lorsque l ’exposant de la variable surpasse 
l ’ indice de la différence, on doit éviter de donner à cette constante 
des valeurs très petites. On n’est plus assujetti à la même condition 
dans le cas où l ’exposant devient inférieur à l ’ indice; et, dans cette 
dernière hypothèse, on peut même supposer la constante tout à fait 
nulle. On obtient alors une formule qui renferme des sinus et cosinus 
sans exponentielles, et qu’on peut ainsi déduire de la formule insérée 
dans les Mémoires de 1782, en appliquant à cette dernière la méthode 
fondée sur le passage du réel à l ’ imaginaire.

Lorsque la différence finie donnéc se rapporte à une variable néga
tive, elle se divise en deux parties, l ’une réelle, l’autre imaginaire. 
Mais on peut alors essayer de représenter séparément chacune d ’elles 
par une intégrale définie. M. Laplace a résolu ce dernier problème 
dans le cas où l ’ indice de la différence donnée surpasse J’exposant de 
la variable. Je parviens à résoudre la même question dans tous les cas 
possibles, en supposant toutefois que l’ exposant de la variable, soit 
positif.

Il me reste à indiquer un corollaire assez remarquable des formules 
dont je viens de rendre compte. L’une de ces formules m’a conduit à 
l’expression générale de la transcendante, que M. Legendre a désignée 
par P (a ) ,  en intégrale définie. On sait que pour des valeurs positives 
de a cette transcendante peut être représentée par l ’ intégrale

Ç x a~' e~x d x

prise entre les limites x  =  0, x  =  x .  Mais, lorsque a devient négatif, 
la même intégrale, devenant indéfinie quel que soit a, ne peut plus 
servir à représenter la'transcendante dont il s’agit. Pour rendre géné
rale l’expression précédente, il suffit de diminuer l ’exponentielle e~x 

d’une fonction rationnelle et entière de x ,  assujettie à la seule condi
tion de donner à l ’intégrale, s’il est possible, une valeur finie. Pour
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des valeurs négativès de a , cette fonction est toujours égale à la somme 
des termes qui, dans le développement de e~æ, renferment des puis
sances de x  inférieures à — a. La même fonction devient nulle toutes 
les fois que a est positif* et la formule générale rentre alors dans la 
formule connue.

t '

PREMIÈRE PARTIE.

SUR I.A TRANSFORMATION DES INTÉGRALES SIMPLES PAR LE MOYEN 

DES INTÉGRATIONS DOUDLËS.

_________ J

§ I. — Exposition générale de la méthode.

Soit

X d x

une intégrale relative à a? et à laquelle les procédés directs de l ’inté
gration ne soient pas applicables. Supposons de plus la fonction X 
composée de deux facteurs P et Q, en sorte qu’on ait

X  =  P Q .

Si l ’on désigne par z  une nouvelle variable, par R une fonction de x  

et de z , et par A une quantité constante, on pourra donner à R et à A 
une infinité de valeurs différentes, de manière à satisfaire à l’équation

(i) Q =  A f  R dz.
J  0' *

Cela posé, si l’on peut trouver pour R une valeurffelle que la diffé
rentielle

P R  d x

soit immédiatement intégrable, en faisant

f .

a

PRûfo: =  Z,'(2 )
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on aura

(3 ) f X  da: — A I Z ds.
n t / o

Par suite, si la valeur de l ’intégrale / Z d z  est connue, on en déduira
•A»

immédiatement la valeur de l’ intégrale j f  X d x .  Dans le cas contraire,

l ’équation ( 3 ) donnera simplement une transformation de l’ intégrale 
proposée. Appliquons ces principes à quelques exemples.

Soit

§ II .  — Première application. 

Px  =
M * ’

M étant une nouvelle fonction de x ;  on aura

Où
f  z n~l e_Ma dz 

■ I Jn
a )  . Q -  — -  1 

V M“ f  s n~ie~'s ds

On pourra donc supposer, dans le cas dont il s’agit,

t r
A  =

(  S»“ *
v n

- l e~z dz

s»-* f  I
V  0

et, par suite, si l’on fait

( 5 ) Z =  z n~ l I P  e~K: dx;

on trouvera

(6) f  ^ - d x - j ^ —  f  Zdz.
1 J„ M'* r  { n) J0

Exem ple I . —  Soit proposé de trouver, entre les limites x  =  o,

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



RELATIVES A LA THÉORIE DES INTÉGRALES, ETC. 473 

x  a, la valeur de l’ intégrale ■

f  x~" erx 
0̂

dx,

n étant < i ;  on aura

P =  e~x, M = x ,

et, par suite, les équations ( 5 ) et (6 )  deviendront

(a) Z =  s'l_1 f
di)

r a
(¿) I x ~ ne~x dx

•'O

0~x(l +S) (ix —  z” 1
I ___ g —a{ H-s)

ds.

Corollaire I. — Si dans l’ équation ( b ) on suppose a — go, on aura

f  œ-'le -ædx — Y{i — n), e-«(i+z) — 0,

et, par suite,

T ( « )  T ( i  —  n )  —  /  —
■A( c )

s » -1 cfe
sm/iTî

ce que l’on savait déjà..

Exem ple II. — Soit proposé de transformer 1 intégrale

a;»*-· e-* dx
{d) f  f ü lJ, ~I« -t-a-T

m , n e t  et étant trois constantes arbitraires. On pourra supposer

(«)

Cela posé, les équations ( 5 ) et (6 )  deviendront

P = x m- le -æ, 

M =  « -+- x .

( / )

(g)

Z =  s'¿- 1e· r-az j

J 0

Í
¿cm~~L e~

5 rit— 1
x m - i  e ~x{\+z) dœ  =  j — ;-----— ; T  ( ),

U +  ■“ )

Xdx _ T (m )  Ç *  z n~ l e r az dz .

«T J o o -(a +  î f T( s)';
OEuvres de C· S. Il, t. 1. 6o
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Corollaire I —  Si dans l’équation ( g ) on suppose a —- o, le premier 
membre deviendra simplement égal à

/ '"0
X n - /j e - x  cix  —

et, par suite, on obtiendra la formule connue

C ” z " — l d z   r ( « ) r ( / n — n )

Jo T· + -)"' ~ r(/«)
Corollaire II. — Comme dans les équations ( g )  les intégrales rela

tives à x  et à z sont prises entre les mêmes limites, on peut y rem
placer z  par x ;  on aura en conséquence

Fo
~az dz

Í

œ n - l e -a x  (fx

( i -4- x ) m a.'1

X :i -\ g -x  glx

Cela posé, l’équation ( g )  donnera ce résultat remarquable par sa 
symétrie à l’égard des deux constantes m  et n

Exem ple III. — Soit proposé de déterminer la valeur de l’ intégrale

d-r
U ) j o —  ,

a  étant <  m , et m  étant un nombre entier.
On aura dans le cas présent

n —  a - t-i, P =  e ~ sx(e x —  i)"1, M ~ x · ,

et, par suite, l'équation ( 5 ) deviendra

• /»*
(k)  Z =  za e-(s+~>x (e~*— i ) " 'dx.

"0
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.On a d ’ailleurs

/ '«'O
e-(i+i)x(e-ar_ , yn-dx —

S  -+- Z r
e - ( s + : + l ) x  ( g - x  — !)»«-1 d x ·

et, par suite,

r\  00

I ' e~(s+z)x(g—x — i yndx  : (— j ) m . 1 . 2 . 3 .........7rt

Donc

(— i ) m. i . 2 . 3 .......... m (— i),nT(m +  D

+  a -t-»î)“ '■'(s +  î)(s  +  3 +  i),..[s +  î + m ) ” ’ 

et, par conséquent, l’équation (6 )  deviendra

(0

f% 00
g-SX̂ g-X _

J 0
I)’'

dx

( - i)"T (m  +  Q r
1’t« + 0 J 0

z a dz
( s  +  2 ) ( s  +  î  +  i ) .  . . ( s  4 -  3  -+■ m )

Soit maintenant À le plus grand nombre entier compris dans a, et 
faisons

a =  l  +  ? :
V '

l ’intégrale relative à s ,  qui se trouve comprise dans le second membre 
de l ’équation ( / ) ,  pourra être.mise soils la forme .

t/ o V
/tX-M

5 +  2 ) ( í  +  ^ +  l ) . . . ( í  +  S +  m)

(3n déterminera facilement la valeur de cette dernière intégrale, si l’on 
décompose en fractions simples la fraction

A+i
m )’

et, par suite, on déduira de l ’équation ( / )  la valeur de l’ intégrale 
proposée

f
e~sx(é~x_iV"

1 x “^ '
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Au reste on peut éviter la décomposition dont il s’agit de la manière
suivante :

Si l’on suppose la caractéristique A des différences finies relative à 
la quantité s considérée comme variable, l’équation ( k)  donnera

Z — s® A” / er<·

ou, ce qui revient au môme,

(s+*îx dx \ =  s + ^A”t( 1

Z — s'7 V

On a d ’ailleurs

,X+i

S - + -  Z

et

=  3 X —  ■SS*'- 1  S2Z7'~ Î ■

Ams — o, A '^ z ro ,

. +  (— i ÿ-s1— (— i)
çA +i

S ,

Amsl =  o.

Cela posé, la valeur de Z se trouvera réduite à

. — — 1 /  
Z =  ( - i ) x+t.3v A'“ '

On trouvera par suite

j *  Z dz =  (— i )x+1 Am ^ s x+1

De plus, on a

JA

S7 “ 1 dz

4» (A
•3V az  7T :7 —1

/ „  s -+- . fi
0 s m -7r

v

: ( - l ) X
7T v“ 1

sinrt7t

Donc enfin r Z dz : 71
sinair-A msa.

En vertu de cette dernière formule, l ’équation (6 )  se réduit à

{m)
/% 00 

J 0
e- SX̂ x _ } )m_Ê±L

x a T(a +  i) sin« tt
A m(sa)
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Ce résultat coïncide avec la formule ([/.“') du Calcul des probabi

lités, page i 6 3  [voir aussi les Mémoires de l ’Académie des Sciences, 

année 1782 ( '  )].

Corollaire I . — Si dans l ’analyse précédente on suppose £ =  o,

a deviendra un nombre entier, et l ’on aura X =  a. Dans le même cas 
on trouvera

dAmsa

A,M(*a) =  da =  Am^ l0 R ^  =
sinaTT cisman  itcos an n ' ° ’

da

Zrfs =  (— i)®-1-1 Am(sa logs),

et,, par suite,

(« ) dx ’
gçCL-\-\

t— i)g+‘ 
T(a +  1) Am(sa logs).

Si dans cette équation on suppose a — o, on obtiendra la dernière 
formule de l’article 41  du premier Livre des Probabilités (p . i 6 5 ) ( 2).

Si dans la formule ( n )  on fait e~x = t , m =  r, et que l’on rem
place r ( a  +  i )  par le produit 1 .2 . 3 ........a, on trouvera

Ç ' e - ' l t - j Y t  
J 0 (log t)a+i

■ 1
1 . 2 . 3 . . .

—  Ar(sa logs).

La nouvelle intégrale étant prise entre les limites t =  0, t =  1, on 
pourra changer dans la formule précédente t en Ln, on aura ainsi

T 1 £ ü ^ z J i r dt = ------Ar(J.  j

Si dans cette dernière on fait a - h i  =  r, en ayant de pîus égard à 
l’équation naù f(sa logs) =  Ar[(/w )a log/w] qui est toujours vraie lors-

. (*) OEuvre.i de Laplace, t. VII, P· 166, et t. X, p. 287. 
(2) Ibid., t. VU, p. 168.
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qu’on suppose « < r ,  on trouvera

. f  lns~' dt — ------5--- î— --------- A',[(/ts)''-1 log«s],

ce qui s’accorde avec les formules données par M. Legendre (troisième 
Partie des Exercices du Calcul intégral, p. 372).

Corollaire II. — Si l’on compare entre elles les deux valeurs de Z 
trouvées ci-dessus, savoir

Z = (— i)m. 1 .2 . 3 .......m Z — za A"

on en conclura ,

A" 1 (  1 ) — (— i)"‘ . 1.2 ,3 ........m _  (— i)"i r(OT+ i)r(.< +  z) ^
\s -h zJ ~~ (s -t- z)(s  -+- z 4 - i —|t z —t- m) F(..9 -+- s -1- m -+- 1 )

Si dans cette dernière équation on fait s  =  o, on aura

a- M -  (— iVrer(m + 1 ) r (.O , r  x mdx
\s J F(.ç-t-ffi +  i) v Jq, ( i -1- 

Exem ple IV . — Soit proposé de transformer les intégrales

Xxv
. dx  

e~sx. sin/’ir — , 
x '1

dxcos rx —  >

n, r e t  s étant des constantes positives, et n étant < 1 .  On aura pour 
la première intégrale

e-«(i+z)[y. coso!/· +  ({ +  î ) s i n « r ]
/ · * +  (5  +  s ) 2— X .

e - ( S + : ) X  g j n  r x  ¿ X

et pour la seconde

Z ±= z "—* f e-(s+~)x cos r x  d x  —
(|_i s +  î h - e-a(s+z) [a· sin ar — (s -t- z) cos,«/'] 

/'2-i- {s -H-s)*
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On trouvera donc par suite

I  x~ne~~sx si
v 0

sin r x  dx

(P)
F ( n )

f"° rz"~1dz P* r coser./·
J  >->+(s + zy  - e a J 0 " T ï

z) sin ar
+  (* +  *!*

zn -ie-a zdz

far* 
J  0

e-sx co s  r x  dx

F ( n ) [ H
s -+- z )zn~l dz

+  (* +  *)*
,t P* r sin«/· -  ( {  +  î ) i 

J  /■*+(*·+ 3 )*
) cos ar n-l g-az c{z

Corollaire I. — Si dans les équations ( p )  on suppose a =  co, et que 
l’on y change n e  n i — n et x  en s, elles deviendront

( <1 )

[** i (%’x> f*
I z n~le~sz s in; ·^ dz =  =------------ /  —— ---------- --

Jo r o  - * ) J t /·*+(* + s)*

J s i  a© » Si '

zn-l e—sz cos  r z d z — —------------  /

» ‘ O - « ) !

dz,

~-—n fl ~
r*-h (s +  z)*

D’ailleurs, si l’on fait =  tangO, on aura, en supposant i,

7r s i n « 0J.
t/(i 1 V 1

S - "  dz — -

sm/i7: - "
(/•2-W 2)2

7T COS « 0
sin/i7r

(7,2-t- S2)2
•et

sin«7r =  T(n) T(i — «). ,

Cela posé, on aura

( r )

° , sin«# v
Zn-\e-sz  s inr z d z  — ------------- -1 ( « ) ,

(rî +  s2)2 
cos  n 0 _Zn-ie-sz co s  r z d z  = . ------------- — 1 ( « ) ;

(/•2 +  s2)2

ce qui s ’accorde avec les formules trouvées par Euler. 

Corollaire II. — Soit en général

I
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on aura
cos  nQ

n
( r t + s ' t ÿ

R2 = s u i n t

(r2

(.?.— r \J— i )  " (s - h r \ / — i )  n
« >

2

(s — r  y/— r)"” — (s  H- ' V — Q~"

2  y/"— i

Cela posé, si l’on change s en k et /-en x ,  les équations (r) prendront 
la forme suivante

(■O

[ — x\J— i) '” +  (k  -+-x\J— i) '*
1 2 
1 (A- — x\! — i)~” — (A: -i- ¿sy/ -̂ i)- “ 
l . i\J— i

r i« j . / ' z n~ xe ~ /cz (îosccz dz 
* 0

~~ r («).
/% 06
/ s i n ^  

'0

En diiférentiant ces dernières une ou plusieurs fois de suite par rap
port à k, on prouvera facilement qu’elles s’étendent à toutes les valeurs 
positives de la constante n .

E x e m p le  V . — Considérons encore les intégrales

i :

r

(k  -+- cc)-ne-sx s i n r x d x ,

( k -\r x)-"· e~sx co s  r x  dx,

k , s ,  n  étant des nombres positifs quelconques. En faisant pour la 
première intégrale

p  ;=  e~sx s i n / · # ,  M — k +  x ,

et pour la seconde 

on trouvera

(O

P  =  e~sx co s  r x t M =  k +  x,
3ra

j r* oo

(k +  x}~ne-sx sïnr.x d x  r-  1 / --------- ----------- z n~le~kz dz.
» ■ r ( « ) I  /·»+ («  +  !=)* . ’

r ( « ) .

/»»
I {k x \~ no-sx f.osr x d x  —- 1 / ____ ÍJZ

T {n ) J t r * + ( i
Z n - \ e - l c z  r f - '
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Exemple VI. — Soit proposé de trouver la valeur de l’ intégrale

/ ” ° sin"1# ,J. ^ rdx·
m  étant un nombre entier quelconque, et a un nombre positif plus 
petit que m.

On aura dans le cas présent

et, par suite,

n — a +  i, P o s i n ' " # ,  ■ Wi =  x·,

'· sinmx  dx.Z =  z a f  e~xz 
do

On trouvera d’ailleurs, si m  est un nombre impair,

/
e -x z  s in m x d x  = 1. 2 . 3 ....... m

(i -t- z*) (g  -+■ z i ) . . . (m t - h z î )

' T ( 7}l -j— I )

et, si m  est un nombre pair,

Jl e~**sin  mx d x  —
f)

1. 2 . 3 ....... m
; (4· “H ) ( 16 -f- z1 )... ( ïïd z~ )

__________T(m +  O_________
« (4  +  -ss) -h z'£). . z2)

On aura donc par suite

( "°  sin,na? J  r(/?t +  i) /*”
J. -rrsri <7

(«) ei

' zadz
o v- ' 7S2) ( 9  +  's2) ·  · . ( » P  +  - 2) ’ 

si m  est un nombre impair

P "  %m"lx  j  _ Y (m -{-1) p “
J0 ~ p ^ r d x ~  r(n) J0 I

za dz
( 4  +  -z2)(i6 +  z î ) .  . . (/re2-+- z - )  ’ 

dans le cas contraire.

Soit maintenant a =  X-t-^> X étant le plus grand nombre entier 

compris dans a.  Pour déterminer la valeur de l’ intégrale relative à z,
OEuvres de C. — S. II, t. ï.
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que renferme la première des équations (w), il suffira de décomposer 
en fractions simples la fraction

SV

( i -+-*2)(9  +  z*)· · . ( / H 2 4 - s 2 ) ’ 

si \  est un nombre pair, et la fraction

3X+i

dans le cas contraire. On déterminera avec la même facilité la valeur 
de l’ intégrale relative à s que renferme la seconde des équations ( u ) ;  

et, par suite, on obtiendra, dans tous les cas possibles, la valeur de 
l’ intégrale cherchée

r “ sinm¿c
J  x«+ ‘ dx.

Au reste, on peut simplifier considérablement les calculs à l ’aide des 
procédés que nous allons appliquer à l’ intégrale

/*" sin'"a? ,
I cos <xsx------ -rd x ,

«/„ « a- 1

intégrale qui se réduit à la précédente lorsqu’on suppose s =  o.

Exemple VIL — Soit proposé de déterminer la valeur de l’ intégrale

cos2$¿r sin''1 jr 
1 dx,

m  étant un nombre entier, a et î  deux constantes arbitraires, et 
a étant < ^ m .  On aura dans le cas présent

n =  a +  i,  P — cos25^ sinmJ7 , M =  æ;

et, par suite, 00
Z — za j e~xz CQS2sæ shvnœdæ.

J 0

D’ailleurs, si l’on suppose la caractéristique A des différences finies
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relative à la quantité s considérée comme variable, et que l’on déve
loppe le produit cos2s¿r sinma; en série ordonnée suivant les sinus ou 
cosinus des arcs multiples de x ;  on reconnaîtra sans peine que, dans 
le cas où m  est un nombre pair,

( _  i)*
C0S2SÍC Sinma7 —  —— —  A"‘ [cos(25 — ; « ) « ] ;

et que, dans le cas où m  est un nombre impair,

coS2 sx  sin*®

m — 1 
< - l ) ~ A"t[sin( 25 — m)·®]·

Cela posé, la valeur de Z deviendra

( r )

(----lV a
2m

f l  00

I e~xz Arfeos( 2 S — m)æ] dx,

si  m e s t  un n om b re  pair
et

l'—l'l I f *
Z — '------ -------za /  e~xz A"! [ s i n ( 2 s — m)x'\ dx,

■ 2"1 Jo
si m est un nombre impair.

Pour achever le calcul, il est nécessaire de distinguer deux hypothèses 

différentes, suivant que l ’on a î > ™ o u i <

Première hypothèse. — Soit

m
2

ms > ·  — ’ 
2

et supposons d’abord m  pair. On aura

j f  erxz Am[ c o s ( 2 s — m)jc~\ dx  — A"1 | j f *  e~xx ç,os(2S — m ) x  ofoj

(— J-)«
Z =  -— —  Am

T  · * i
L ( 2 5  —  m ) z - h  z z J  ’ 

r a-bi

( 2 S  —  / « ) * - + -  Z i]■
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Soit maintenant «  =  X -4- X étant le plus grand nombre- 

compris dans a ;  on aura, à cause de X<COT<

,n)2-±- *2

si X est un nombre pair, et

r  - X + 2  1  r

[ ( ^ I 7 T 7 .J = ( -■ > ■  4 “ L
( 2  5  —  m  )X+ S  

( 2  s —  m )2

. T >̂'+1 1 ' a T (2 s — m É '*'1 1
[ ( 2 5 -  to)2 +  .S2J \  ’  [(25 —

si X est un nombre impair. Par suite, on trouvera :

dans le premier cas
m - h \  +2

Z = i - i )  2 ■ =-«

(« ’ )

(25 — m Ÿ'-* 
( 2 5  —  m)2 +

et, dans le second,
77? -+- X -t- 1

Z =  ( ~ T) 2 i A, r  ( 2s — m ^+1r (25 — m r +1 ~l 
[ ( 2 5 —  m)2-p- z2 J

On a d’ailleurs
/ ■»» \l

*—  1 +
dz  · 7T

z v dz

. M-7T
2 smj— 

2  v

J  [2S — m )2->r Z- *  T 4 - s 2
2  C O S

pITT

( 2  5-

(2 5 -

enfin

quand X est pair, et

. « 7r .r . un
sin—  =  (— i)2 sinJ—

2  2 V

X — 1
• a7r / \~r~ P71sin—  —  1) 1 cos1—

2 2

dans le cas contraire. Cela posé, la valeur de l ’intégrale f  rL d z

entier

m )a ,

m)«;

sera,
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dans l’un et l’autre cas, déterminée par l ’équation

f -
( - 0 1

s in-
a 7T

Am(25 — m)at

Dans les calculs qu’on vient de faire, on a toujours supposé que 
m  était un nombre pair. Si le contraire avait lieu, il faudrait substituer 
la seconde des équations (e ) à la première, et l’on trouverait alors

«? — l
( - 1 ) 2 7T

COS'

A /w( 2  s -—  m ) a .

En vertu de ce qui précède, l’équation (6 )  deviendra

I / · “ dx  —
/ cos  2 5a; sin"t.r — — =  (— i )  3

( x )

i m+2 r ( c* iVsin —  
' 2

A"' ( 25 — m)a,

et
si m e s t  un n om b re  pair

dx
J' co s25 i r  sin'"a ; - ^ - 7  =  ( — î)

2m+1 T ( a  +  î)  cos
a ttAm ( 2 5  — m )a,

si m est un nombre impair.

Ces deux dernières équations peuvent être comprises dans une seule 
et même formule, savoir

cos  2  sx  s i n ma? dx»̂££-+-1
2 m-t-1 P ( a _)_ !) s m -------- — Tl

Am(2 5 — m )a.

2 ·

Seconde hypothèse. — Soit maintenant

•s<
m

et supposons d’abord m  pair : les quantités 25 — m~ 25 — m 2, . . . ,
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deviendront négatives, et l’on aura

COS ( 2 5  — m ) x  — cos(/h — 2s ) x ,

■ COS ( 25  — 2 ) x  —  COS(/»— 2 5 — 2 ) x ,

.......... .............. .......................................»................... J

f )ZA"1 cos(2s — m)œ —  cos(m  +  2s ) x ---- — cos(m -+- 2$ — 2)# + . . .

+  cos(m — 2 s ) x  ‘-r- ™ cos( m — 25 — 2)# -t-.. . .

On pourra en conséquence, dans toute la suite des calculs, remplacer 
celles des quantités

2 5— m, 2 s — >n + 2, 2 s — /« +  4 > ···>

qui seraient négatives, par les quantités positives correspondantes

m — 25, m — 25 — 2, m — 2 5 — 4 > ···;

et, par suite, pour corriger l ’équation ( 7 ) ,  il suffira de remplacer dans 
le second membre de cette équation la différence finie

f i t
A " '(25 —  m ) a =  (2 s - y- m ) a ---- — (25 -|- m  — 2)“ +  . .·.

jjl * .
- H  (25 — m)a------(25 — m — 2)“ +  . .

par la somme des deux séries

lit(m + 2s)a---- - ( m  +  25 — 2)* +  . .. ,·
771

( m  — '¿s)a---- — { m  — 2s — 2)a-+-. . .,

4

dont chacune doit être prolongée seulement jusqu’au dernier des termes 
qui renferment des puissances de quantités positives.
• Si donc on fait, pour abréger,

S a =  - H  2  5 ) “ —  ^  ( / ? î  +  2  5 —  2 ) “  +  . . . ,

T a=(rn — 25)“— ~ (m — 25 — 2)“ + . .
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on excluant de chaque série les puissances de quantités négatives; on 
aura, dans l ’hypothèse que l’on considère,

·(■*) fvO
• dxC0S25a; sinma;-------r — -

2  m+iY(a -4-1 ) sina— m n 2

( S a 4 - T a

Supposons maintenant m  impair. Dans ce cas on devra substituer 
la seconde des équations (e ) à la première, et remplacer en consé
quence, dans l’ intégrale relative à æ,

A"'[cos(2 î — m ) x \  par A'"[sin( 2  s — m ) x ] .

D’ailleurs, m  étant impair, le dernier terme de la différence 
Am[s in (2 i — m ) x ] ,  savoir s in (2 i— m ) x ,  sera affecté du signe — , 
et comme on a de plus

' - è

sin(25 — n>)x · — — sin(/?i — is)x,
sin(2 s — m 2 )x  —: — sin(/« — is — 2 )a;,

on trouvera
niAm[sin(2 s — =  sin (m -h 2 s).v---- - sin(m -+- is — %)x + . . .

s m  · /-I- sin(m -r·. 2S)æ------ sm(m — 2 s —- 2 ) a? -+-....

Celaposé, il est facile de voir que dans ce cas, comme dans le précé
dent, il suffira, pour corriger l ’équation ( y ) ,  de remplacer -

Am ( 2  s — m)a par S a - t -Ta. ‘

Ainsi l’équation ( s )  sera également vraie et dans le cas où m  est un 
nombre pair, et dans celui où m  est un nombre impair. ■

Corollaire / .  — Si a est un nombre entier, on aura

A'" (25 — m)* — o.

Si dans le même cas on suppose que a +■ m  soit un nombre impair, on
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. 0 -1- 7»sin------■— 7r =  d= i;

' î ,  .

et, par suite, l ’ équation ( y )  donnera

( o ' )
✓ % 00

J n .

dxCOS2so: SUl"1# ------T =  0.

Mais, si a ■+■ m  est un nombre pair, ou, ce qui revient au môme,'si 
les doux nombres entiers a et m sont de même espèce, on aura

. a -+■ m 
sin-------- r. =■  o :

et, par suite, le second membre de l ’équation ( y )  se présentera sous

la forme Pour déterminer sa valeur dans cette hypothèse, il suffira
1

de différentiel·, par rapport à a, le numérateur et le dénominateur de
la fraction

A m ( 2 S  —  m  ) “

. a +  m ’ sin--------7i

qui se trouvera ainsi changée en cette autre

A"![(2S — m)a log(2S — 7?l)]
71 a -t- 77?.
- C O S --------------7t
2 2

Si dans cette dernière on suppose a +  m  entier et pair, on aura

a-\~ m
a +  m . .—p-cos-------- 7r =  (— i ) ;

l ’ équation ( y )  se réduira donc alors à

(b1)
r

cos2sx  sinw# ■dx

=  (— O
1

2"1 T(a + 1) A'“[(qî — m)a log(2i — /»)].
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Corollaire IL  — Des remarques analogues à celles qu’on vient de 
faire, relativement à l ’équation ( y ) ,  s’appliquent à l’équation ( z )  : et, 
en effet, soit toujours a un nombre entier, et supposons d’abord que 
a-\ ~m  soit un nombre impair; on aura évidemment ■ -

Sa — T a=  Am(2s — m )a= o ,

a  +  m  —  l. a -4- m , . ■— 5—-
s in -------- -7t =  (— i) ;

et, par suite, l’équation ( s )  deviendra

( c ' )
fva

dx
c ó s a s e  s in"'¿p— — = ( — i)x a-vi v ' l)

rt + w — 1
( - 0 a"1 T(a -t- i)

Soit, en second lieu, a 4 -  m  un nombre pair; on aura 

Sa 4- Ta =  A'k(25 — m)a=  O,
. a  m  s in -----------7T =  o .

S«

Ta.

Dans cette hypothèse le second membre de l’équation ( s )  se présen

tera sous la forme Mais, pour obtenir sa vraie valeur, il suffira de 

différentier, par rapport à a , la fraction

- Sa 4 - Ta
. a -A- msm-------- îî

On trouvera de cette manière.

dxl f C 0 S 2 S .T  s i n " 1«

e n

(— 0  2 2m J 1 (a  +  t) A"1̂ f3lÿ m ) a m ) ] ;

pourvu que dans le développement de la différence finie

Am[(2s — m )« lo g (2 s  — m)]
OEuvres de C. — S. II, t. I. 62
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on remplace les logarithmes des quantités négatives par ceux des 
mêmes quantités prises en signe contraire.

Corollaire III. — Si l’on donne à s une valeur nulle, on aura évi
demment

On devra donc alors employer l ’équation ( z )  ; et, comme on aura dans 
le même cas

Sa =  T3=: rna— y ( /? i— 2)a-t- 2
T) {m —  4 )3-

l’ équation ( s )  deviendra

dx/-> ooJ si
sin mx-

xa
( e ' )

2mT(a + 1) sin

r „ m . m (m  — i) .
----------- ma------ (m —  2 “ H------ -̂------- - (m — 4)a
a //î î 2-------- TT

Dans cette formule, la série du second membre doit être seulement 
prolongée jusqu’au dernier des termes où la quantité renfermée entre 
parenthèses a une valeur positive, c ’est-à-dire jusqu’au terme

o —1.2.3...............
2

dans le cas où m  est un nombre pair, et jusqu’au terme

2

dans le cas contraire.

Corollaire IV . —  Si, a étant un nombre entier, a -h m  est un nombre 
impair, l’équation (e ')  fournira immédiatement la valeur de l’ intégrale

mx dx
/ç£{+l
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Mais, si a -t- m  est un nombre pair, l ’équation (Y ) devra être remplacée 
par la formule suivante

( / ') r
dxsm"1.# - —r — (~ Q

l) |'ma l o g  m — ™(>n —  2 )“ l o g {m —  2 ) + . . .  j .

Nota. — Dans les calculs précédents nous avons toujours sup
posé a < ^ m .  Cette condition est nécessaire pour que les valeurs des 
intégrales

r  . dx  r  . dx/ COS2S.2? Slll"lÆ---5-7, / SWmX ——7J x a+i ] x a+l0̂ 0̂

ne deviennent pas infinies. En effet, pour chacune de ces intégrales, 
la partie comprise entre les limites x  —  0, a? =  a (a  étant une quantité 
très petite) est sensiblement égale à

n
n^a-l dx — ■ [ct'n~a— ( o ) m~a ] —

a—m ~
·>

et cette partie ne peut rester finie qu’autant que m  —■ a est une quantité 
positive.

Exem ple VIIL Soit proposé de déterminer la valeur de l ’intégrale

r«'O
sn^s^sin'“# dx

m  étant un nombre entier, a et i  deux constantes arbitraires, et 
a étant < ^ m  -+- 1.

Il serait facile d ’obtenir la valeur de l’ intégrale proposée par une 
analyse semblable à celle dont nous avons fait usage dans l’exemple 
précédent. Mais on arrive plus promptement au même but de la 
manière suivante.

Supposons d ’abord ~  Si l ’on difierentie, par rapport à s, les 

deux membres de la formule ( y ) ,  en ayant égard à l’équation

a _ 1
I(û -f- i)  r  ( èï )
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on trouvera

s%eo
(g') I si

dxsin nsx sinmic—  =x a 2m+i r.(a) sina -t- m ■ A're( 2  s— m)a~l.

Si dans cette dernière équation on change o c n a  +  i ,  on aura

a -4- m -+-1sin- a -f- m 71 =  cos--------77,

et, par suite,

. . .  . d x
( h') / siDîSicsm'^— — =

Ja x a+x . , a H- m2»t+i r (a  +  i) cos--------n
A'" (2 s— m)a.

Comme l’équation ( y )  subsiste seulement dans le cas où l’ on a a <  m, 
et que pour obtenir l ’équation (h ')  il a fallu changer a en a +  i ,  il 
semble, au premier abord, que cette dernière équation exigerait la 
condition suivante

a <  wî — i.

Néanmoins elle subsiste dans le cas où a surpasse m  —  i ,  et même 
dans celui où a surpasse m,  pourvu toutefois que l’on ait

a <  m +  i .

C’est ce qu’il est facile de vérifier en cherchant directement la valeur, 
de l ’intégrale

dccsin2i#sinOTa?——r

par la méthode que nous avons employée dans l’exemple précédent. 
En effet, cette méthode est applicable toutes les fois que l’ intégrale 
proposée a une valeur finie; et, comme pour de très grandes valeurs 
de æ, la quantité

sini s x sin'rea? .
/£d-+- 1

est sensiblement égale à zéro; pour que la condition qu’on vient
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d’énoncer soit remplie, il suffira que l ’ intégrale donnée conserve une 
valeur finie entre les limites x  — o, x  =  a (a  étant une quantité très 
petite). D’ailleurs, comme entre ces dernières limites on a, à très 
peu près,

2 s i  x m~ a d x  — ------ — ------\'am- a + l  —  ( o ) 1 ,
J 0 m  —  a -+  i L

la condition dont il s’agit se trouvera réduite à la suivante

a <  m  -+- i.

r«·' n sni2sa?sinwl#·
dx

Supposons maintenant s <  — · Si l’on différcntic par rapport à s les 

deux membres de la formule (sy, en ayant égard aux équations

d S „ 2S a_ dTa
T ( a - t - i )  T ( « )  d s  d s

et que l’on change ensuite a e n f l + i , o n  trouvera

, ... r°° ■ ■ dx n( i')  / sin 2sa; sin"l,æ =
J  fl

— — 2 IV .,

X'a+1 . „  , , a: -t- m
2 m+1 T(a +  i) cos--------7T

(Sa- T „ ) .

Cette dernière équation peut être démontrée directement, ainsi que 
la formule ( h ' ) ;  et, comme cette formule, elle exige seulement que 
l’on ait

a <  m  + 1 .

Corollaire I. — L ’application des formules (A7) et ( i ')  ne présente 
aucune difficulté dans le cas où, a étant un nombre entier, a -t- m est 
un nombre pair. Mais si dans la même hypothèse a +  m  est un nombre 
impair, les seconds membres des équations { h ’ ) et ( i ' )  prennent la 

forme indéterminée Dans ce dernier cas, il est facile de voir que 

chacune des équations dont il s’agit doit être'remplacée par la sui
vante

, rt + w —1 '
X 06 dx  (_i) 2 ' -*

s i n a j g s i a ^ g ^ t  =  ^ ( a +  i ) A "* [ (2s -m )M og (2 s -m ) ] ,
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pourvu que dans le développement de

- Am[(2s — m)a log(2s --- /n)]

on substitue aux logarithmes qui pourraient affecter des quantités 
négatives les logarithmes des mêmes quantités prises en signe con
traire.

Corollaire II. — Si dans l ’équation (iv) on suppose s =  o, on aura

Sa= T a>

et, par suite, l’ intégrale relative à x  s’évanouira; ce qui d’ailleurs est 
évident, puisque la supposition s =  o fait évanouir le facteur sin2i£P.

Corollaire III. — Si l’ on suppose a —  m , on aura

A"1 ( 2 s — m)a— 1,2.3........a =  r(«H-i),

a +  m
c o s ----- — 7t =  (— i ;2 .

et, par suite, l’équation (A ') deviendra

(V) J  ̂ sin2sa;s i n ' ^— — .

Cette dernière équation suppose .v >  —. Ainsi l ’intégrale

rva
s in2s; r  sinma;- dx

X 1

conserve la même valeur, quelle que soit d’ailleurs celle de la quan
tité s, pourvu que cette quantité reste comprise entre les limites

S — — > s =  00. 
2

Si l’on différentie m — a fois de suite par rapport à s l’ équation ( / ') ,
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La première de ces formules coïncide avec l’équation ( a ' ) ;  la seconde 
n’est qu’un cas particulier de l ’équation ( h ') .

§ III.· — Deuxièm e application.

Faisons successivement

X  =  P X „  X =  PX2,

X, et X2 étant respectivement déterminés par l ’équation

on trouvera

cos 2s x  sinm¿r — o, si a -t- m  Cst un nombre impair

j )  X,q= X 2 \J—  i ,

de laquelle on tire

v _  ( k — x ( k - h  x  )~"y/·— i) "-t- ( k - hx

( k — æ\J— i) 11 - ( k ^ -x \ J — i)

et n  étant un nombre positif pris à volonté. 
On aura, en vertu des équations (s )  (§  II)>

( 7 )

Si donc on suppose X  =  PX,, on aura

A =  _ _ ,  · R  =  *»-!«-** cosxz-,
V{n)
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et, si l ’on suppose X =  PX2,

A =  Tr-l— , R =  ^"-‘ e-^sinajs.
1 ( / î )

Par suite, si l ’on fait

(8)

( Zl — zri~1e~/cz Ç P cosxzdz,
J J  0

on aura

f L·̂ — ztl~xe~kz ! P sinoczdz, 
\ J o

(9)
( X p x ' ^ - i ~U f,

Exem ple I. — Considérons à la fois les deux intégrales

cos  r x  dx,  

X 2e~sa: s inra;  dx;·

X, et X 2.ayant les mêmes valeurs que ci-dessus. On aura pour la pr< 
mière intégrale

z, 71— 1 Q—kz
X

e~sx c o s s x  c o s r x  dx,

et pour la seconde

Z ,= e~sx s insa;  sin r x d x .

On trouvera par suite

Z . ±  Z 2 =  z n— 1 e~kz f  e~sx c o s ( / ’ r p  z ) x  dx  =  , —-------- - s ' 1 - 1 « - * 3,J 0 s*- h{r +  z)*

a  ±  b = ît— - r  r ·
11«) J» 11«) J o ■.zf

Zn- \e- kz dz.

et
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Cette dernière équation se décompose en doux autres, savoir :

(» ')

A +  B =  

A — B =

i ' i"°' s
T(n)Jo F + ( r - S )*

i /*"  s
r  ( n ) J Q s*-+-(r +  z)*

z ll~1e~ks dz, 

zn- l e-kzdz·,

d’où l ’on tire

(o')

B:

2 r(n)

2 !’(«)

- z n- 'e~kzdz 4- J’ r  s
Jo **+(/·-;

f  ---- ------- - s * ~ 'e r * * d z -  f  — -(r +  2)‘

z’1- ' e~kz dz

le-*s rfs .

Ainsi les intégrales proposées qui renfermaient explicitement des 
imaginaires se trouvent ramenées à d’autres intégrales qui n’en ren
ferment plus.

Corollaire I. — Si l’on suppose r =  o_, la première des équations (o'.) 
deviendra

Quant à la seconde, elle donnera B =  o, ainsi qu’on devait s’y attendre.

Corollaire IL  — Si l’on suppose s =  o, l ’intégrale

jf
1 o—kz .

s*-h(r-hzy

s’évariouira, et, par suite, la seconde des équations ( « ' )  donnera

A =  B.

D’ailleurs, si l’on suppose s très petit, l ’intégrale

f — ------ '--------------s » - i  e - k z  r f -
' + ( r — z f  6

OEuvres de C. — S. II, t. I. 63
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n’aura de valeur sensible qu’entre les limites

s =  r — a, z — r +  a,

a étant une quantité très petite. Par suite, si l ’on désigne par Ç une 
nouvelle inconnue qui puisse varier seulement, depuis =  — a jusqu’à 

=  a, on pourra, dans le cas dont il s’agit, supposer

Ainsi, dans le cas où l’on suppose s très petit, la première des équa
tions ( n' )  devient

On aura.à très peu près, dans cette hypothèse,

et, par suite, l ’ intégrale

sera sensiblement égale à

On a de plus, entre les limites Ç =  — a, Ç =  a,

Si dans cette dernière on suppose s —  o, on aura

A =  B, a arc tang * =  n,

et, par suite,
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En remettant pour A et B, X, et X 2, leurs valeurs respectives, on 
trouvera

0 /)
1 r ( k ~

-  ¿p v/—  1 )  n ·+■ ( k - i ) '  " _ , __

\ J .

i r ( k -

2

-  #  \ / —  i ) - ” —  (A· +  a; \/—  i ) - "  . . j  __

U  · 2 \/— I

1 71
2 T ( n )

1 TT
2 T ( n )

r>l- ‘ie~kr,

f i l — 1 Q— k r

Le succès de Fanalvse précédente tient, comme l’on voit, à cette 
circonstance particulière qu’entre les limites 's =  o , 's  =  très petit, 
et dans, le cas où l’on suppose après l’ intégration s =  o, l’ intégrale

+  z n~' e~kz dz obtient une valeur finie égale à 2 p ^  r n~' e~kr.

L’ intégrale dont il s’agit ici est une de celles que nous avons dési
gnées dans le précédent Mémoire sous le nom d 'intégrales singulières. 

On a ainsi une nouvelle preuve des avantages que peut offrir la consi
dération de cette espèce d ’ intégrales.

Si l’o’n suppose, dans' les équations ( q 1), k — n, r =  i , et qu’on les 
ajoutq ensuite, on obtiendra la formule que M. Laplace a désignée par 
la lettre (O ) [p. 13 4  du Calcul des probabilités (.*')].

Corollaire III. — On peut déduire des équations ( q ')  plusieurs consé
quences dignes de remarque; et d’abord, si l’ on suppose n entier, les 
imaginaires disparaîtront par le développement des puissances, et l’on 
obtiendra, en faisant successivement n =  i , n —  a, n —  3 -, . . . ,  plu
sieurs équations à l’aide desquelles il sera facile de. déterminer les 
valeurs des intégrales

/*" cos/·.# /*” x % u \ r xJ. J. r
Par exemple', si l ’on suppose n =  i , on trouvera

n ,  r * îsinr^
• /  k 2·-'rOCî 2 k  ’ /  ·- « U XJ O ' o

et ainsi de suite. f

(x )  Œ u v r e s  d e  L a p la çe, t. V II/p. i36.

7T
2

e - k r . y
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Supposons en second lieu n — m  étant un nombre entier quel·

conque pair ou impair;  si l ’on fait

> 1er = 2  s,

les limites relatives à la nouvelle variable s seront 2 =  1, s  =  co. On 
aura de plus

( / c ± ^ y / —  1 ) 2 =  ^ ^ [ 3  + i ± ( s - i ) v/ - i ],  
z -2

* = i *
2 Z

et, par suite, les équations ( q' ) deviendront

l\ [5 +  1— (z — 1) V ^ î] l)v/— ,V
■ COS.5

2 i + T

r

i\  f s +  i — (z — i ) \ / — i l  [g +  I + ( s —  l)\Z^ï]~

2 \/— ï
sms ni ,

2Î+ r

Si dans celles-ci on développe les puissances, les imaginaires dispa
raîtront.

Ainsi, par exemple, si l’on suppose m =  1, on trouvera

1 -S H- i —  (s — O /̂—  11 1 z -H i -H ( z — 1 ) \J_— 1]
_

[  Z I —  (s  —  I )  \J-— 11 ]  —  |" ^  —l·- I —1— (  -C —  î  )  \ /  —  1 ]

2

1

r
i

et, par suite, les équations ( r ’ )  donneront
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Ces dernières peuvent aussi se mettre sous la forme suivante

(O
Í

r

x  2 cossue — — ) d x  —

x  2 sins ( x ----- \dx —

I.7T2 e~-s
■ i C > 

2 2 S2

rd e~
1 1
2 -S2‘ S

Ces résultats coïncident avec les formules que nous avons données 
dans notre premier Mémoire sur les intégrales définies (I ,e Partie, 
§ II, exemple III).

Si dans les équations ( r ')  on suppose m —  3, on obtiendra les 
formules

(« ')

1
( 2 S 7T )2 e~-s,

d : i
=  (2 Stc)2 e~-s,

qu’on peut’aussi présenter sous la forme suivante

(? ')

cossf# — d x  =  (2S7:)2 e îs,

x  )
: (  2  S 7 l ) 2

et ainsi de suite.
Revenons maintenant aux équations ( q ') .  Si l’on désigne par m  un 

nombre entier quelconque inférieur à n,  et que l’on différentie m — i 
fois de suite par rapport à r ie s  équations ( q'),  on trouvera, pour le
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cas où m  — i sera pair,

(««■')
X
X

(k  —  x ' J —  i)  +  (k +  x<J—  i) , , (— 0 â 7T ^ (7 e 7 )----------- -------------------------- --------—  x m~' cos r x d x — ------ ------=— --------- -, -—¡------- >
2 2 I\/i) «r™ 1

m —· l
(/: — x s l— \)~n — (k-\-x\l— i)~n , . , (— i) 2 7i . ¿¿"i-i(/-»-i£-*'■)
----------- ------- ¿ ï -------—  x m~x s i n r x  dx  — -------------- =r— · ---------¡ - r i ---------

2  \J—  i 2  I > )  drm

, Si m — i était un nombre impair, il faudrait dans les premiers membres 
des équations précédentes changer les sinus en cosinus et récipro
quement. ' ’ · ’

Si l’on suppose r —  o, m  étant inférieur à n par hypothèse, les 
seconds membres des équations ( « / )  s’évanouiront. On aura de plus 
sinr,r =  o, cosra? =  i ; .e t  comme, pour passer du cas où m  est un 
nombre impair à celui où m est un nombre pair, il faut changer dans
les premiers membres de ces équations les sinus en cosinus, en faisant

. · ' ' V 1 \ 
successivement Tune et l’autre hypothèse, on trouvera;

/ 0

(« ')
et

' ( k  — x\J—  i) "-1~ ( k - * r x \ l — i)  "

si m e s t  im pair ,

x " 1- '  d x  —  9,

'"(k — x ^ — i )  (k -i- x\J— i )  n

• ' 2 yi— i .
si m  e s t  pair.

■ ;

x m~ x d x  —  o,

Au reste, il est bon de remarquer qùe m<C_n est la condition 
nécessaire pour que les intégrales ( x ' )  conservent une valeur finie. 
Ainsi ces intégrales seront toujours milles, lorsqu’elles ne seront paè 
infinies. ,

Il est facile de vérifier cette conclusion par un simple chan
gement de variable. En effet, si dans les équations ( x 1) on fait 
x  ~  Ætangtt, on aura

· · i
7Ç

r s , * * i f ' / , >
s in ,/l—1 n ii co s  tiu du ^  o, 4 si m e s l  im pair
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et
7T

f sin"1-1 u cos 1 u sin nu du : si m  est pair;

ce qu’il est très aisé de démontrer immédiatement.
Si, au lieu de différentiel· par rapport à r  les équations (y ), on diffé- 

rentic plusieurs fois de suite, par rapport à s, les équations (V ) ,  (s') ,  

(C ), ( « ') ,  (V ), on déduira de ces dernières plusieurs formules assez 
remarquables. Mais nous ne nous arrêterons pas plus longtemps sur 
cet objet. · j

J

C orollaire I V .  — Si l’ on compare la seconde des équations (V )  avec 
la première des équations ( t ) ,  on obtiendra la formule suivante

( / )

J/% CO

(k - f -  æ)~?e~sx sinrx, dx
0

f ° ( k  — x  y/— i  (k-\-
—  I ----------- --------------------------- ------- -— e ~ lx cossx dx

Je ■ 2 . ,

r
( k — x  \J— i) n— ( /f H- x \ f— il ._ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ I _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ I _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _  0 — VX  c »

2 Vf = i
e ~ rx sins x  d x .

E x e m p le  I I .  — Considérons à la fois les deux intégrales 

! C — f  X, e~sxrsin r x  dx,

CO

I) =  f X j e ^ ç o s  r x d x ,
i. ■ *A) » *

* - r  « , i

X, et X 2 ayant toujours les mêmes valeurs que nous leur avons précé
demment assignées. On aura pour la première intégrale

■ /»•'o

M '

Z, =  z n~ i e kz I e - sx c o s z x  s i n r x  d x ,

et pour la seconde'

r'e.-fc Ç" e sx sins# cosr x  dx
\
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On trouvera par suite

Z ,± Z , Jr% «
' e~sx s i n ( r  ±  s )  x  dx —
h

r ± .
s¡ - ; )s

et

c* # i r k fr  (« )./„  — r ( « ) J 0 î* + ( / - ± î )*'

Cette dernière équation se décompose en deux autres, savoir :

(*')

d’où l ’on tire
. a - B m m ï  ¿ f a r * * * «

(«")

c =  -T ^ -r
2 1 {n)

D =
2 É (n)

f  --■■■—-~É-Î— - zn~‘l e~kz d z f  ------— 7 zn~l e~kz dz I ,
J0 s-+(r +  z)- J0 s2-+-(r z)- J

f  ——1 10— z n~le~kzd z — f  —  ----- -— i g—*2 d z \ .
J0 s 2+ ( r  +  5 ) ! J 0 ■*■-+- <./’ 3)i J

Ainsi les deux intégrales proposées, qui renfermaient explicitement 
des imaginaires, se trouvent ramenées à d’autres intégrales qui n’en 
renferment plus.

* Corollaire I . — Si l ’on suppose r =  o, la seconde des équations (a ") 
deviendra .

(b") f  X ,e - » r f « = r ^  f  -J J - ,

Quant à la première, elle donnera C =  o, ainsi qu’on devait s’y attendre. 

Corollaire IL  — Si l ’on suppose s =  o, les équations {a " )  deviendront

JC *  r ?’1- 1
---------e~kz dz ,

0
)Z!±(*±W-1 si„r * r f r 1  

2

( c " )
(k — æ\J— i )  re— (Ar-t-âV-  i )

i\! — i *
' i  P* z'1
■cos r x d x  — =̂ —  /  - j— -^_e-kzdz.
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Corollaire III. — Si l ’on compare la première des équations (V )  avec 
la seconde des équations ( t ), on aura

/ '"fi
( k -4- x  )~n e~sx cos r x  dx

id")
_  f * ( k  — x s j -  i) » -^ (k  +  x s j— ,) .— I --------------------------------------------- _ e-tx  Sln

J  o 2
sx  dx

( k  —  x s j — x )  ,l — ( ^  +  X \]—  l )  * „
---------------------7= ------------------£ C0S5O? dx.2 V/— I

IV. — Troisième application.

Soit

On aura

( i o )

_t _i!
X =  P.» ? e ·*'

■_i _î! p /·”
a; 2 e / e“·*2'1 C O S2 5 «  £¿5.

T 2 «Ai

On pourra donc supposer dans le cas dont il s’agit

A = —p R =  e~xz' C0 S2 S: ;
7T2

et, par suite, si l’on fait

00

on aura

( . 2 )

r  Pi
J 0

Z — cos2 sz I Pe ^ d x ,

r*05 _x __£ 2 /*“
/  Pa; 2 e  Xdx — — I  Z,dz.

«A jp  Jt>

E xem ple. — Soit proposé de déterminer les valeurs des deux inté-
graies

E = /

V L - ( " ' )

S. II, t. i.

cos r x d x .

64
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On aura pour la première

et, par suite,
P =  e~sx' sin r x ,

J /% 09
I r («<+J!) i s ¡n r x d x

O

r
C O S 2  S Z .

On aura pour la seconde

P =  e-SÆ’ cosr^j,
et, par suite,

« /O
Z —  sin2sz I cos r x d x  —

r 2-+- (s2 z 2)'
sin 2 Si

Cela posé, l ’équation ( 1 2 ) fournira les deux suivantes

/»«o 1 1
/  * *

( W ‘ )\ ·*/ Clsin r x d x

(e ”)

x  e cos r x d x

_  2 /*”
T i  / r2

.712

_  2 /*“
— ± J ,-·

H- (52+  ü2)2

2 H- H- s 2 )2

COS 2  5 5  dz,

S Î t l  2  .7.3 f l t s .

Pour obtenir en termes finis les valeurs de E et de F, il ne reste plus 
qu’à détermiiier les valeurs des intégrales

J /*»

0 ^
C 0 S 2 S .3  

-+- (iS2+  z %f

f% »
■dz, /

n
C O S V S Z

r*+(s*-H z2)t (¿3.

D’ailleurs, si l ’on fait

on.'aura

CO S 2 8 2  

r* +  (S2-+- =  K,

I .
5 2 CO S 2 S Z  __  I  d l K

/,2+ ( i2n-s2)2 Z 4 ds*

Tout le problème se réduit donc à la recherche de l’intégrale désignée 
par K. On obtiendra facilement la valeur de cette intégrale soit par les 
méthodes connues, soit par celles que nous avons .exposées dans le
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précédent Mémoire; et si l ’on fait, pour abréger,

( / " )

on trouvera

2 «  —  [ ( r * - t - i 4 ) * - + - r ] *  —  [ ( ! ■ * + * ) i -  / · ] * ,

l  1

2 0  =  [(/■2 +  s4)2 + r ] 2 - h [ ( / -2+ s 4) 2 — r]  ,

K — f  C°S?SZ dz — ----—------- î (§siri2(5is-t-acos2a.v)
J 0 r- -h (s- -h z ) 2 , - ( r 2- l - s 4)2

Cela posé, les équations (e")  donneront

Í r  - i  - * ( r + k ) ' . , « V » 6*I I oc 2 e K x) sin rx  dx — ------------- j
» *A> ( r2 +  s4)2

i sin2as -H acos2 as),

(g") /i«© 4 .
/

¿0
(*+ï) ■

2 o—iês
cosrx dx ~ — [(as2-l- a62— a2ë) cos 2 as

r(r2-+-·?4)2
+  (6s2— a3 — 63) sin2 a.?].

Corollaire I . — Si dans les équations (g " )  on suppose rtrès petit, on 
aura, en s’arrêtant aux quantités du premier ordre,

sin rx  — i'x, cos rx  — i,

(/•2 +  s4)2 =  s2, a =  ^ , S, sin2 txs =  r, COS 2 as nr I j

et, par suite, les équations ( g " )  deviendront

( h " )

*(-4 ) dx ~

dx —

7T2e~2s!

■ X e -^
s

2 s

Ces dernières équations s’accordent avec les formules connues. On 
pourrait les obtenir directement en supposant successivement dans 
les équations ( 1 1 ) et ( 1 2 )

P =zæe~s'xt 

P — e 's'x.
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Corollaire II. — On peut déduire des équations ( g 1) plusieurs consé
quences remarquables. Ainsi, par exemple, si l ’on diflércntic les deux 
membres de chacune d’elles m  fois par rapport à r, et n fois par rap
port à s- ,  on obtiendra les valeurs des intégrales définies

O")

/ C"° i \» -*'(■>■+') . ,
\ I x  ■ s u —  e x -l / sm r x d x ,
P »  V * /  _
j C “ /  I \ 11I x  +  -  j  e ' ' cos r x d x .

Si dans la dernière on suppose r =  o, n =  o, on obtiendra l’ intégrale

/■
“ "Ï - ' ‘ ( '" 'Í) dx,

dont la valeur est déjà connue : voir les Exercices de Calcul intégral 

(IIIe Partie, p. 3 6 6 ). .

Soit

on aura

( . 3 )

§ V. — Quatrième application.

1)1X =  P arc tang — >
x

arc tan m p “ e~xz sin ms , <
” S . Ï = 1  — ;— * =

et, par suite, si l ’on fait

04)  Z
on trouvera

05)

sin/ns Ç “ p
J n

e~xz d x ,

f  P arc tang — dx =  f  7,dz.  
Jo Jo

Exem ple. — Si l’on fait P =  sin/\z, on aura

( F )
0

m , P “ r  sin ms ,  tz ,arc tang — sm r x  dx =  / - -  dz — —  ( i — ).
o x  J0 z\r -r* +  s2) 21·'

Il cstaisé de vérifier cette dernière équation par les méthodes connues.
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VI. — Cinquième application.

Soit ( ' )

On aura 

(16)

X — P log — ·
D x

logH ’

-XZ  fi>— Z
dz.

De plus, si l’on désigne par c la constante dont Euler fait mention 
à la page 4 4 4  de son Calcul différentiel, et dont la valeur approchée 
est 0 ,577216 .. . ,  on aura

e~~ —

(>7 ) 0 =  c +
i H - z dz.

Cela posé, si l ’on ajoute l’équation (17) à l ’équation (16), on trouvera

( . 8 )

et, par suite, si l’on, fait

lo g — =  c -+-
X

■ dz j

(•9 )

on aura

(20)

Z =
( X  p < & ) ·

f ”° P l o g - d x =  f z e l s  +  c f  P
Jq œ Jq Jq

Exem ple I. — Soit
P =  e~x

les équations (19) et (2 0 )  deviendront

dx.

( C ) z = T (« ) f  T

( m J s* X

' Xn~ 
0

xe~~x \og — d x = :  <c ° x  (

[ (7T 7 F +  7T ï ] ’

- i k h - V ± r .
: H « ) .

(,*) Ici, comme dans le paragraphe II, l’abréviation log, ou même là lettre initiale 1, est 
employée pour indiquer un logarithme népérien. *
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D’ailleurs, si l’on fait i s =  j ,  on trouvera

• · ______ =
J 0 Lu-* s

On pourra donc présenter l’équation ( m" )  sous la forme suivante

(n") J ' x 'l~1e -x log-^dx == T(n)  J '  ------

Corollaire I . — T (n ) étant égal à f  œn~' e~x d x , on a
0̂

i , dT(n)I x ll- le~x loe — dx =  —r— ;------
æ } du

Il est aisé d’en conclure que l’équation ( n" )  équivaut à cette autre

’ ’ i — t* - 1
(O')

d 1T (n) 
dn

. C i  — i"—1 ,
:— C +  I ----------dt.

Jn I “ *

Cette dernière formule coïncide avec celle qu’a donnée M. Legendre 
[ I V  Partie des Exercices de Calcul intégral ( ' ) ,  p. 4 5 ]·

(*) La formule (o") a été, il est vrai, donnée en 1814 par M. Legendre; mais dès 181« 
M. Gauss avait formé l’équation

t¿ir(/Q
d u

t n - \  

1— t )
dt,

et reconnu que, pour n =  i, le second membre de celte équation représente, au signe 
près, la constante c d'Eulcr. Effectivement, on déduit sans peine de la formule 117) l’équa
tion connue

c =
[t

dt,

qui, combinée avec la précédente par voie d’addition, donne

dn
-t- c dt.

Ainsi la formule obtenue par M. Legendre ne diffère pas de celle de M. Gauss, qui paraît

avoir considéré le premier, sous forme d’intégrale définie, la quantité Euler,

en s’occupant des mVines intégrales définies, n’avait pas observé qu’elles fournissaient les 
différentielles de la fonction T(«) qu’il dénotait quelquefois par [n — 1].
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Corollaire II. — Si l’on fait

/» 00

=  f  *J» O
x n~l dx

on aura

et, par suite,

A =

- x ) m

T( n) T(m — n 
É ( / n )

n é tan t  <  m,

1 ( A) — 1 T (/i)  -t- 1 T(m — n) — 1 T( /»*).

Si l’on differentie successivement les deux membres de cette dernière 
équation par rapport à n et par rapport à m,  eu égard à la formule (o"), 
on obtiendra les deux équations

d IA
dn

àlA
dm

JO 1 f i n — n — l   ¿ B -1
— -----;----- dl,

o I“ i

J/-·1 £ ? n — 1   ¿ m — n — 1

------ :---- ;------dt,
n

I --- t

qu’on peut aussi mettre sous la forme'suivante

r* «

(/>')

- 1  i  / * ”  X'l- i ,  r l t'l~ '— tm -n-l
------ l og  -  dx - -  -----;----- — dx  / --------------------- dt,
x ) m b «  J a i — t

S% 00

X  77
X »-1 I , X n~ l ,

IOS-------- dx  — / ---------- — dx
r "  a ; ' 1 - 1 / *  i t " 1 - 1 —

~"J0 (i +  x ) m J 0• a· ) ' « · ' 0 i-t-a? l i + Æ ) '

On peut encore déduire de ces dernières la formule

/*" x n~i , i +  æ , /*“ x'l~l , r*i'l~l — t™-'
7 J 0 + ® J»· (' + *) J»

Corollaire III. — Soit

B

dt.

te-* dt

(i — tn) n

on aura

„ M M Í )
n v ( P +  ?\

n
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d’où l ’on conclut

IB =

Si l’on différentic cette dernière équation par rapport à p , en ayant 
égard à la formule (o"), on trouvera facilement la suivante

Cette dernière formule est l’expression d’ un théorème donné par Euler
(t . IV du Calcul intégral, p. 166); voir aussi les Exercices de Calcul

intégral de M. Legendre (IIe.Partic, p'. 2 5 g).
»

Remarque. — La valeur générale de Z, donnée par l ’équation (19), 
est la différence des deux quantités

dont chacune devient infinie du premier ordre lorsqu’on suppose s =  0.

est elle-même la différence de deux intégrales qui, étant toutes deux 
infinies, ne peuvent être calculées indépendamment l ’une de l’autre. 
On lèvera cette difficulté,si l ’on fait

a étant une quantité très petite. Dans cette dernière hypothèse on pourra

Mais, après les avoir retranchées l ’une de l ’autre, on devra supposer 
dans le résultat a =  o.' Appliquons ce procédé à un exemple.

Par suite l ’intégrale

(21)

déterminer séparément chacune des deux parties de l’ intégrale / rL d z .
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Exem ple IL  — Soit proposé de déterminer les valeurs des intégrales

Xn--ig-tx eo s  r x  loa; — dx,
00

x n~\ e - s x  s in r x  l og  — dx.

Dans le cas présent la valeur de Z, déduite de l’équation (21), sera 
pour la première intégrale

( O

r ( / i )  \ ( s  +  z — / V — 0  “ + ( i  +  2 +  », \ / ’- 1)  
— s1-« L . 2

1 ( s — r y / ^ ~ ï )  n-h(s  +  r \ / — 1) n
1 +  5 ' 2

On a d’ailleurs

dz-ex.
(s  -  r V ^ 7 ) - " * g +  (s-?· r\J— T  s*~l ds

s J0 (H-s)“

De plus, si l ’on fait, pour abréger,

^ = t a n g 0 ,  r2+ i != / t 2,

on aura
( 5  -  r  s / ^ 7  Y n+a +  (s +  r s / ^ 7 ) - ' t+g

=  A ~ " [ c o s n 0  +  tx ( co sn$  \k  - + - 0 s i n / i 0 ) + . . . ] .  

Cela posé, on trouvera

/ '*'0
Z dz — k~n T ( / î ) c o s  n8 Jo o +*)'1 Jo ï +

( f )
- h  cck-nT(n)(cosriQlk +  dsinnQ) Í  —

t/0 O
a«-1 dẑ

y

Si dans cette dernière équation on suppose a très petit, on aura à très
OEui’ res de C. — S. II, t. 1. 05
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poil près
/*” 5'

(i
d s  __ r ( « ) r ( n  — a.)

( Ï T W ‘ ~  f ü ô
= F(«) :

J» (T Jo ' +  -  . Jo 1 1

ot, par suite, l'équation ( f )  deviendra

r'J 0
Z d z  —

F(/Q
kn

cos n9 ^ \ k — J^  1 . J -.-.- dt'j +  9 si n nO

On trouvera de même pour la seconde intégrale proposée

f•'0
Z ds —

T (n) 
k"

sinn o i l k - J  ' - ~ - dt\ — Q cos n 6
\ <-/ o

Enfin on a, en vertu des équations (r )  trouvées ci-dessus (§  II),

{** , cos
/ x " - 1 e -**  cosrœ  d x  =  ——— l ( / i ) ,

d(l ' '
/*" . , sin/i9 .I æn-'e~sx sin/'icdx — ■ ■ — F (« ).

d(l '

Donc, si dans l’équation (2 0 ) on fait successivement

P =  x n~ ‘l e~*x cos r x ,

P =  x "—le~sx sirw.r,

on obtiendra les deux formules suivantes

(«")

J /» !/>
f

U

C  X'1- '
J 0

- i e- sx Co s r a  log— d x
1 -Tt«)

A"1

, 1 , r(«)
e - sx sm r x  lo" — d x  —  — - 

x  k'1

co sn d ^ c  +  \k -î—-

■j T . t
sin/i(9( c h-  IA- ■

tn-

in-

dt

-dt

0 et k étant déterminés par les deux équations

( O
k =  ( r 2 +  s - ÿ ,

=  arc tang -  - 
s

-+- 6 s i n n9

— 6 cos n9
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Corollaire / .  — Si dans la première des équations (u ")  on fait r —  o, 
on aura

6 — o, k — s,

et, par suite,

i f  *1 ~  tn- c +  \s — / --------
Jo

Si dans cette dernière on fait s — i ,  on retrouvera la formule (n ") .

Corollaire II. — Si dans l ’équation (w " )  on fait, pour abréger,

c - f ' 1-— —  a  =  n ,
J» 1 - f

et si l’on y remplace par N f  æn~ 'e ~ sxd x ,  on aura
S J0

(x r) _  N) dx  =  T (») ~

Si l’on prend la différence finie m iewe de chacun des membres de cette 
dernière équation relativement à s, on obtiendra la formule

( / ' )  . j  x «--ie- « ( e-x _ i ) " ^ lo g ^  — N ^  =  r(/t)

11 serait facile de prouver que cette formule subsiste dans le cas où 
n devient négatif et égal à — a. Dans le même cas, on doit remplacer

r 0 ‘ > P“ r -  t ù t ï T) sin«7T
·■ On a donc généralement

>■) r e~sx ( e- x __ , \m loir -
\ d.c

T (« -H i ) sinair
Am(sa log.s),

a étant un nombre positif quelconque inférieur à m .
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DEUXIÈME PARTIE.

SUR UNE FORMULE GÉNÉRALE RELATIVE A LA TRANSFORMATION 
DES INTÉGRALES SIMPLES

PRISES ENTRE LES LIMITES O ET CO DE LA VARIARLE.

T héorème. - -  Soit F(a?) une fonction quelconque de x ,  telle qu’on 

puisse obtenir en termes finis la valeur de l ’intégrale

(0
r% »
/ x - ’1 F

d a
(x i ) dx  =  A j,m

pour toute les valeurs entières et positives de la constante n. 

On pourra toujours en déduire la valeur de l ’ intégrale

(2) · J *  ¿É3'1 F^r — dx —  C2„,

prise entre les mêmes limites, ainsi qu’on va le fa ire voir. 

Démonstration. — Si l’on suppose l ’ intégrale

/' F( Z - )  d z

prise entre les limites z ~  — co, z =  so, on aura
✓

(3) . f  z î n F { z * ) d z  =  2 A ï n .

Si dans cette dernière équation on fait

I
Z  -J=l X --------- ?

X

elle deviendra

( 4 )  £  +

la nouvelle intégrale étant prise entre les limites x  =  o, x  =  ce.
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Il est d’ailleurs facile de voir qu’on a

I
—  ~ f 0 x 2 'i+ '1

F
X

2 dx
X

et, par suite,

(5 ) j o
i V  dx
■XJ Z i C2n.

Enfin on a généralement

( 6 )

cos(2n 4- j)u — cos« [,
(2 /14-2)2« . , 
--------- -—  sin*«

(2/14- 4 ) ( 2 « 4*· 2)2 n{ 2/i — 2)
I .2 . 8 .4

sin*«.—...j.

Si dans cette dernière formule on fait

eu'f~'i — x,
on trouvera

sin u —
X  — —

X

2 '\J— I 

et, par suite,.

COS U ■

(7)
¡C4----

X

cos (2/1 4 -1) Il —

( « 4- 1) « /  I1 4- ------- —  [ x -----1.2 V x

(« 4- 2)(« 4-1) « ( «  — O (

x ‘

1.2.3 .4 V x

Si maintenant on multiplie les deux membres de l ’équation (7 )
/  I  \ 2  d x  1 1 · ·

p a r F ( ;T “  - j  — i et qu’on intègre de part et d’autre entre les limites

x  =  o, x  —  20, en ayant égard aux équations ( 4 ) et ( 5 ), on obtiendra 
la formule suivante

p  ___  . ( « 4 - l ) / i .  ( «  4 - 2 ) ( « 4 - i )  « ( «  —  l )  .L2;l — A0 4--- ——  A2 4- ----- ------ . „ .j ,-----------A4 -
( 8 )

1.2 I .2 .3 .4

(2 n —  2 ) ( 2 «  ·—■ 3 ) 4 _ 2 n — 1 - i 41 A-2/t—% "I” " \ — 2“ “̂ A2
I . 2
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Cette formule déterminera la valeur de C2re toutes les fois que celles
de A0, A2, A.s..........A,„ seront connues. On peut remarquer que le
coefficient de A2m y est égal à

( n -+- ni ) ( n - t -  m —  t ) . . .  ( n —  m -+- i ) __ ( s m  +  i ) ( 2 m + 2 ) . . . ( n  +  w )

1. 2 . 3 ............ 2 m

Exemple / .  — Soit 

On trouvera

■ = / '«'O

et, par suite,

, , ,  1 . 2 . 3 .............( 2  ni —  i ) .(a)  A2,„ =  —---------------------------- A 0.
( 2 .v ) " 1

i .2 . 3 ....... ( n — m )

F ( x  ) =  e~SJC.

2",+ lsm+5
e~sx* d x  ■=. —— ;

2.V2

On aura de plus

( b ) Ct„ == / x în e  ̂ ^  dx  — e 2i / xC*»= T̂0 · /̂0
rv&H V ·* / ¿/.r.

Cela posé, la formule (8 )  deviendra

" + ^ d x

(n -|- i)n (  i \  (n +  2 ) ( »  +  i) nia —  r) (  i \ s1+  ---------— — +  I------ -------;-------------- — H-------- .2 \25/  2 . [\ \2.«/

J.
Si dans cette dernière formule on change x  en x 2, n en k, et s en n , 
on obtiendra précisément celle qu’a donnée M. Legendre dans ses 
Exercices de Calcul intégral (IIIe Partie, p. 3 6 6 ), et dont les équa
tions ( i H), trouvées ci-dessus (Ir<' Partie), n’offrent que des cas par
ticuliers.

Exem ple U . —  Si l’on fait successivement

- F (.r) =  e~sx sin rx,
l·'(x) =  e~sx coai'x,
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on déduira de la formule (8 )  les valeurs des intégrales

«o

^ » oo

P \ ■* ■ Sin /'s in / '  h r .—  — ) dx,

' ( ' 4 /x m e \ .»■/ c o s / ' ( ¿ r —  — ) dx;

et, par suite, celles des intégrales

(d)

I f  “  —s (h» 4- A) .1 i gSin. q · \  ' si h r
/ SUI /· JT +

X*

-¿(.r*—-V)r2/i «  \ x J  e n c  rÇ x'ine  ̂ c o s / ·  ( —

//r,

dx.

Ces dernières sont entièrement semblables à celles que nous avons 
considérées dans le précédent Mémoire ( l ,e Partie, § III, exemple III). 
Si dans les mêmes intégrales on fait n =  o , s  =  o, et que l’on change

X
ensuite r en î  et *  en x '\  on obtiendra celles qui forment les 
premiers membres des équations ( l ), divisées chacune par le 

nombre 2.

Exemple III. — Si l ’on fait

V{x,-) =  e-sx'cosrx , ' .

on déduira facilement de l’ équation (8 )  la valeur de 1 intégrale

dx,

et, par suite, celle de l’ intégrale
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TROISIÈM E PARTIE.

SUR LA TRANSFORMATION DES DIFFÉRENCES FINIES DES PUISSANCES 

EN INTÉGRALES DÉFINIES.

§ I. — Sur la transformation de la différence fin ie  Ams~a 

en intégrale définie, s et a étant des nombres positifs pris à volonté.

Pour transformer la différence finie Ams~a en intégrale définie, il 
faut commencer par transformer de la même manière la quantité s~a. 

Soit en conséquence

( i )  · s~a —■ A J  X d x ,

A étant une constante, X une fonction inconnue de x  et de s, et 
J X d x  une intégrale définie, que nous supposerons, pour plus de 
simplicité, prise entre les limites x  =  o ,  x  —  ce. On aura entre les 

mêmes limites
«o

A"lX dx.
o

Il ne reste plus maintenant qu’à déterminer X de manière que l ’on 
puisse obtenir facilement la différence finie A'"X, et que l’on ait de 

plusA /» »
s~a =  A / X dx. 

d 0

On satisfera à la première condition si l’on fait

X = P e - ' 0,

P et Q étant deux fonctions de x .  On satisfera à la seconde condition 
si l ’on suppose

Y = x a- 1, Q =  x.
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On trouvera dans cette hypothèse

J
/'» OO f  \ X S* 00

' X d x — ( x a- 1 e~sx dx  =  s^a I x a~l e~x dx  — s~a T(a).'

0 «'0 J 0

Cela posé, l’équation ( i )  deviendra

f *  00

(3) s~a =  _ L _  /  a;“ - 1«* w 0
et comme l’on a

1 e~sx dx

' &,n e~sx rrr e~sx ( g- ·27 i )

l’équation (2 )  se trouvera réduite à

(4) ' Í  e-sx{e-x—iy»-x^dx.
1

Cette dernière formule était déjà connue; elle fournit une solution du 
problème. Mais on peut de cette première solution en déduire une 
infinité d ’autres, comme on.va le faire voir.

Soit, pour abréger,
e~sx(e~x — i)m — p,

et supposons que la substitution de a x  -+- S x  1, au lieu de x  

change
p  en  P ' — P"^/— 1 .

Si l’on fait
6
a

— tangí?,

on aura, en vertu des formules démontrées dans le Mémoire précédent 
[Mémoire sur les intégrales définies, lu à l ’Institut le 22 août 18x4, 
Ire Partie, § III, théorème IV ( 1 )],

f p -  x “- 'd x  =  - Cosal _  p x a~l dx,

■ i " p v - ‘ & = - sitiai  r P x ^ d x .
0 («* +  6*)**'·

(*) OEuvres de Cauchy, S. I, T. I, p. 35a. .·
OEuvres ,1e C. — S. II, t. I. 66
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D’ailleurs si l’on suppose

e~xxshi§x
e ~ a x  c o s ê a :  —  i  a n S ( >

on aura
m

Pi =  e -stuc — <ie~xx COS S# -+- I)2̂ COS(SsX -4- 111V),
w

P"— e~sxx (e~2XX— ie~xx c o s ê i t · ·  -t- i ) 2 s i n  (ës.r +  mv).

On pourra donc à la formule ( 4 )  substituer une quelconque des deux 
suivantes

( 5 ) !

m
( n e } - i _ £ 2\ T  Z * 0 9  —

Ams- a= ~ — Z — 1 /  Xa-ie-suxte-zax— 2e~xx c o s ê #  +  i ) 3 co s  ( 6 . Î#- f -  mv) dx  
l ( a ) c o s a d j 0

' en
f  a 2  1 C l  \ T  r *  ^  —

A n s~a= A ------------/  x a-ie-sax/e- M x _  2 e - aa:cosëÆ +  i ) 2 s i n ( ê . î x +  mv) dx
r ( a ) s i n  a b j ç

Si dans ces dernières formules on suppose a =  i et ë très petit, on 
aura à très peu près

sina0 =  a§, cosa0 =  i,
m

( a2 -t- 62 )T r= j , 

cos( 6 îæ! -+- mv)  =  i ,

Cela posé, les formules ( 5 )  deviendront

Ams~a— 1 Ç  x a - \ e-sx !e- x —\ ) m clx,

, I r» ' / m e~x \ ,
A ms~a=  =-—- / x a e - sx(e~x —  i)m sH------------ ) d x .

T ( a ) J 0 \ e~x - i )

Ces deux dernières formules s’accordent avec l ’équation ( 4 )· De plus, 
si on les compare entre elles, on obtiendra l’équation de condition

(6) sA'ns~a~i + mA"l~ls~a~i ~ A'ns~a·
Corollaire / .  — Si dans l’ équation ( 4 ) on suppose a —  i , on aura

6 x  e~x ev — ----------- , c o s 6 #  =  i ,
e~x — i

s in(ês# +  mv)  =  Sx

A· i ) m dx.

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



RELATIVES A LA THÉORIE DES INTÉGRALES, ETC. 523

On peut aussi obtenir la valeur de A " ' ^  au moyen de l’équati’on que 

nous avons trouvée ci-dessus (Ire Partie, § 1, exemple III, corollaire II)
9

Ami _  r(/ra + i )  T(j) _  r *  x mdx
S ~  T ( î  +  H i - i - l )  ~J0 ( l  - t - a ? ) " 1 + s + 1

Corollaire IL  — Les intégrales définies dans lesquelles nous avons 
transformé la valeur de Ams~a sont toutes prises entre les limites x  =  o, 
x  =  cc. Mais, comme leurs éléments décroissent très rapidement à 
mesure que x  augmente, on peut en obtenir des valeurs fort appro
chées par la méthode des quadratures. On peut aussi, pour rendre 
l’application de cette méthode plus facile, transformer par la sub
stitution

e~x = z , ·

ou, co qui revient au même,

les intégrales proposées en d’autres intégrales relatives à z  et qui 
soient prises entre les limites z  =  o, z =  i.

§ II. — Sur la transform ation de la différence Amsa en intégrale définie, 
s et a étant deux nombres positifs pris à volonté.

Pour transformer la différence finie Alnsa en intégrale définie, il faut 
commencer par transformer de la même manière la quantité s~a. Pour 
résoudre ce dernier problème, et par suite la question proposée, on 
peut suivre deux méthodes différentes, que nous allons développer 
successivement.

Première méthode. — Si l’on suppose

a — 1 +  il, 
v

1  étant le plus grand nombre entier compris dans a , et si dans l’équa-
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lion ( 3 ) (§  I) on remplace a par i — on trouvera

( ? )  . x  'ie~sx dx\

Pour obtenir maintenant la valeur de s11, exprimée par une intégrale 
définie, il suffira d’intégrer X -h i fois do suite, par rapport à s, les

l’ intégrale relative à x  étant toujours prise entre les limites x  —  o,
a? =  oo. Dans cette dernière équation, X 0, X ........ , Xx désignent les
X -H i constantes introduites par les intégrations relatives à s, cons
tantes qui peuvent être des fonctions quelconques de x .

Pour déterminer ces constantes, on observera que le premier membre 
de l ’équation (8), divisé par s\ s’évanouit encore pour s =  o. Le second 
membre doit donc satisfaire à la même condition ; ce qui exige que 
l’ intégrale

et scs coefficients différentiels du premier, du deuxième, etc., enfin 
du Xiè,ue ordre, pris relativement à s, s’évanouissent, pour s =  o. Cette 
dernière condition sera remplie, si l ’on détermine

de manière que la fonction

e - « — X 0- « X , X x

et ses coefficients différentiels du premier, du deuxième, etc., enfin 
j u ¡̂ème ordre, pris relativement à i, s’évanouissent pour s =  o ;  ce

deux membres de l’équation (y ) .  On aura ainsi la formule

( ? )

(9 )
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qui revient à faire.

X.= I, Xl=-
X

x 2=  — » 1.2 X x = ( - I ) x I . 2 .3 . . . . . \ ’

et d ’ailleurs il est facile de s’assurer que les autres manières de rem
plir la condition exigée conduiraient toutes à la même valeur de 
l’ intégrale (g ) . On est donc autorisé à remplacer dans cette dernière 
intégrale

par
X0 — «Xi — 52X2- - . . .  — sxXx,

.  X „ X 1 ,  ,
I — s -----h « ’ ----------· · . +  — l )* i* -------I 1.2 1.2.

c ’est-à-dire par la partie du développement de e~sx qui renferme des 
puissances de s et de x  inférieures à X -t - i .  Si, pour abréger, l’on 
désigne cette partie par

® ( x )  étant la partie du développement de e~x qui renferme des puis
sances de x  inférieures à X -t - i ,  l ’équation (8 )  deviendra

H e~ sx— o (sx) d x '

et comme on a d’ailleurs

x+ï

l  H- ï  =  a,
V v V v · ( > + ? )

p \ _ r(a  +  i)

• P, \\ 1 sin-rc

r i Cv

sin d'K

r (  v ) r ( 1 ~  V

TT

on trouvera enfin

( 1 0 )
s i n t í t 7 r r ( í H - i )  e~sx— ®{sæ)

7r r 0 X a
■ dx  ( 1 ).

(*) Si dans la formule ( 1 0 ) on fait s = 1 , et si l’on a de plus égard à l ’équation

it
sinenr T(rt -+-1)’r(—<i) =
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Si. l’on prend la différence finie m 'me de chacun des membres de 
l’équation précédente, on obtiendra la formule

(” ) ¡¡a sinarc Y{a +  i)  e~SJC(e~x — \)
rt/o

^ M S x ) dx.

Dans les applications que l’on peut faire de la formule précédente, 
il est nécessaire de distinguer deux cas différents, savoir : celui où l’on 
suppose

a <  m,
et. celui où l’on suppose

a >  m.

Premier cas. — Supposons d’abord

a <  m.

On aura, a fo rtio ri, \  <  m . .Par suite,

, , SX s-x2 , 0<p(sx) — I --------- 1---------------H- (— i)*‘ I 1.2
s^x1-

.2 .3 ....... 1

o n  t r o u v e r a

r(-fl)= r e- x _  tf (x)  
x a+l dx.

9

O n  a p a r  c e  m o y e n  u n e  e x p r e s s i o n  fo r t  s im p le  d e  la  v a le u r  q u e  r e ç o i t  la  fo n c t io n  r  (a). 
lo r s q u e  a d e v ie n t  n é g a t i f .  D e  p lu s ,  i l  e s t  f a c i le  d o  v o ir  q u e ,  s i l ’ o n  d é s ig n e  p a r  X  u n e  

fo n c t io n  r a t io n n e l l e  e t  e n t iè r e  d o  x, l e  s e u l  m o y e n  d e  r e n d r e  f in ie  l ’ in t é g r a le

e~ x —  X dx

s e r a  d e  s u p p o s e r  X  =  y ( x ) .  E n f in ,  lo r s q u e  a e s t  p o s it i f ,  o n  a

/ oo
xa~l e~x dx.

'
U n  c o n c lu t  a is é m e n t  d e  c e s  d i v e r s e s  r e m a r q u e s ’  q u e ,  p o u r  t o u t e s  l e s  v a l e u r s  p o s s ib le s  s o i t  

p o s i t i v e s ,  s o i t  n é g a t i v e s  d e  la  q u a n t i t é  a, o n  a u r a  la  fo r m u le  g é n é r a l e

T(a) =  f  x<*-i{e~x — X)dx,
·/»

X  é t a n t  u n e  f o n c t io n  r a t io n n e l le  e t  e n t iè r e  d e  X ,  a s s u je t t ie  à  la  s e u le  c o n d it io n  d e  r e n d r e  

fin ie  la  v a l e u r  d e  l’ i n t é g r a le  q u e  l ’o n  c o n s id è r e .  C e t t e  fo n c t io n  e s t  t o u jo u r s  n u l le ,  l o r s q u e  

a e s t  p o s it i f .  M a is , l o r s q u e  a d e v ie n t  n é g a t i f ,  e l le  e s t  é g a le  à  la  s o m m e  d e s  p r e m io r s  t e r m e s  

d u  d é v e lo p p e m e n t  d e  e~x.
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étant une fonction rationnelle et entière de s dans laquelle la plus 
haute puissance de s est inférieure à m , on aura

A"1 <a(sx) — o.

Ainsi, dans ce cas, la formule ( t i )  se réduira simplement à

, . „ r ( a -+-1) sin«7t /'°°-e~sx(e-x — f)m ,(12) Amsa= -------------------------  / ·----- ------ , ■■■ ■ dx.■ n ■ œa+l .

Cette dernière formule coïncide parfaitement avec l ’équation ( m ) 
trouvée ci-dessus (Ire Partie, § II ); ce qui confirme l'exactitude de 
nos calculs.

L’équation '(i2 ) fournit, pour le cas où l ’on suppose a < ^ m , une 
solution du problème que nous nous étions proposé. Mais on peut de 
cette solution en déduire une infinité d’autres, ainsi qu’on va le faire 
voir.

Soient a et S deux constantes arbitraires, et

Si l’on fait

9 =arc tang-· c a.

r(e~x — 1)"

et si l ’on désigne par
S

Q ' + Q V - I

ce que devient q lorsqu’on y change x  en a.x h-  6 x \/ — i ; on aura

/
OO /-W »

¿ L i dx =  ( * ' + & ) ' u > * a B ^  -

X »  r\tf «  / > »

± rxd * '= ( * '+ & ji sina6j' -

± - dx  .ûH-1 UU/>

:d,X.

On pourra donc remplacer, dans l’équation (12 ), l’intégrale définie

ÇT g dx  _  /*“ e
J o x<”- y - J 9

e~sx{e~x— 1 )"
x a

dx
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par un des deux produits

(a 2 4 - 6 2 ) 5  cos a 9

( a 2+  S2) 2 s i n « 0

i ;
Q' d x

Q" dx
æa+l

Supposons, par exemple, a =  o, S =  2 ; on trouvera

a
(a2+ ë 2)2= 2“, e =  - ,' ’ 2

sin«7i . av: sin«7t an------- ; = 2 s i n— —:------=  2  cos------cosatf 1 sinaÿ 2

On aura de plus, si m  est pair,

Q 'h-Q 'V — £ — g — _ j) '“
i n  *

—  (— 1)2 2m[cos(25 4- m ) x  —  y/— 1 sin(2s +  m ) x \  sin"1̂ ,
m

Q '=  (— i ) 2 2 "/ cos(2s +  m) x  sin'"#, Q" =  (— j)1+ 2 2 msin(2 s +  m ) x  sin"1̂ ;

et, si m  est impair,

Q ' h-  Q" V7—  ̂=  e - 2̂ v / r i ( e - 2a:/ r î  — i)"1
m-4-1 __ *

— (— 1) 2 2m y/— i [cos ( 2 5  4 - m ) x — y/— 1 sin(2 ,î 4- m)x \  siii"1#,

m + 1  m 4 -1

Q ' =  (— 1 ) 2 2 '" s in(25 4 - » î ) ^  sin"'a?, '  Q " = ( — 1) 4 2 " 1 cos(2s +  m )x  sin"1,*.

Cela posé, on pourra, si m  est pair, substituer à la formule ( 1 2 ) les 
deux équations

r , . a  n

•-'0(i3)
2“ 7T

a 7r
m, r(ût 4 - l) COS----  K . , . . ,,,

. « 4 4  a a (  s i n ( 2 5 4 -  m ) x  sinmx

J  02a7T
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et, si m est impair, les deux suivantes

0 4 )

/

Amsa=  (— i) 1
r./ v . cmLia -+-1) sin —

2

2a7l X
s i n (  2s m)x  s i n " 1«

1 dx,

m -+
= (- o 7

2«t+i
^ , Cmr « +  i) cos —

. 2
2a7T X

côs ( a s -h m ) x  sin"1« G?«.

On peut réunir les équations ( i 3 ) et ( i 4 ) en un seul groupe, en les 
mettant sous la forme

( i 5 )

A msa--

,. „  . v . a -4- m
2 W + I T  èï +  i  s m ------------7T ,  . . .  .

2 r  c o s ( 2 S - \ -m ) æ s i ï int£c
2tt7T ■ / '0̂ ¿2?a-t-1 <f«,

2m + l  f ( a + i )  pOS °  m 7T

— ____ i —  r
2‘ n ■ Ja

s i n ( 2 s - i -  m)x  s i n " 1« dx.

Si dans ces dernières on change s en s — ^ m ,'e t si l’on a égard â 
l ’équation

( ni \ a I
S ~ T J  = ^ A“ ( as

on obtiendra précisément les formules que'nous avons désignées dans 
la première Partie de ce Mémoire par les lettres ( y )  et (h ') .

Second cas. — Supposons maintenant

a >  m.

Alors <p( s x )  sera une fonction rationnelle et entière de x  d ’un degré
»

égal ou supérieur k m ;  et, par suite,

A"1 9 (5 « )

n’étant plus égal à zéro, l ’équation (12) cessera d’être exacte; ce qui 
d ’ailleurs est évident, puisque dans ce cas l ’intégrale

e sx(e~x— iyn
/jjil+l dx

OF,livres de C, —  S. II, t. I. 67
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obtiendra une valeur infinie. Dans le même cas l’équation ( i i )  sera 
toujours vraie; mais la valeur de la différence finie

A " ‘ œ ( s j ) ,

qui entre sous le signe J 'dans le second membre de cette équation,
dépendra de la quantité '

%
\  —  m ,

ou, ce qui revient au même, du plus grand nombre entier compris 
dans a — m,  ainsi qu’on va le faire voir.

Et d ’abord, si l ’on suppose \  =  m,  on aura

SX s -x ‘(û(sx) =  I —1------ HT ' I 1.2
smx"

1 . 2 . 3 ..........m ’

Am (¡>(sx) — ( — i)'

et, par suite, la formule ( r i ) se trouvera réduite à

( , 6 ) ^m ça _ f ( «  +  i )  s i nar t  f e ~ sx( e~x — i )m— (— x)
' ■ f -

dx.

Cette dernière formule résoudra la question proposée pour toutes les 
valeurs de a comprises entre les limites m e tm  +  i.

Supposons, en.deuxième lieu, A =  m  -+-1, on aura

SX
ï© (sx) — j 

Am o(sx)  — (— x )

six i
I . 2

fW l+ 1  r~f* 1

1. 2 . 3 ....... m 1/
2 S

■ X

et, par suite,

( i 7 ) Am,a=- r ( q  +  i ) s i n a f f
e~sx{e~x — i )m— (— x y n\ 2  s -+- ni

2
x )

d x . ’

Cette nouvelle formule résoudra la question proposée pour toutes les 
valeurs de a comprises entre m  i et m  ■+- 2.
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Supposons, en troisième lieu, A =  m  -+- 2; on aura

, . S X  S ‘ X -
( o { S X )  =  I ------------ 1---------------1 I 1.2

çWt-t-2 y.WÏ-f-2

.ni 1.2. , ( » i  +  l )  1 . 2 .

2,ç -t- m  6 .ï(s -+- m)  +  m (3 m  — t) 1 --------------- x  H------- 1------------------------------- -

{ni+  2)

4
Am <p(sx) =  (— x ) m £ 

et, par suite,
■iV» t 2s +  m r , 6 i(i+ m )+ »i(3/H -i) T

r(a +  i)sina7u /  6 ( 6  0 1  a) L 1 2  · æ \
da

x

Cette dernière formule pourra être employée pour toutes les valeurs 
de a comprises entre m  -f- 2 et «2 -t- 3 .

En continuant de même, on déterminerait successivement pour les 
diverses valeurs de la quantité désignée par A les valeurs correspon
dantes de la fonction Amo { s x ) .  Mais on peut trouver dans tous les cas 
possibles la valeur de la même fonction d ’une manière plus directe. 
En effet, ç ( îæj) désignant toujours dans l ’Analyse précédente la partie 
du développement de

qui renferme des puissances de x  inférieures à x U l , A,nf ( s x )  dési
gnera par suite la partie du développement de A”‘ e~sx, ou de

<?-**( e-*— i)m,

qui renferme de telles puissances. On a d ’ailleurs en général

ç y  ' c* '»t
»(C-*— ! ) » = ( — « ) » (  I -  — H- —  

' ' 1 1.2 1. 2 1 . 2 . 3

Donc, si l’on fait
A mw{sx) — (— x)'n ’\i(x),

désignera la partie du produit

sæ s-æ2
I 1.2 1.2 1 .2 .3

qui contient des puissances d.e x  inférieures à x l~”M .
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On aura donc

si l’on suppose X <  m\ 

si X =  m;

4/(¿c) =  o,

. 2 .s -+- m
y ( x  ) —  i -------------- x ,

Si l  =  +  I ;

t / \ , 2s +  m  6 s ( s + m )  +  m ( 3 m  — i)  .) =  i —  ---------x ------- -̂---------------- --------- — x %
12

si X =  m +  2, etc. ; et ainsi de suite.
On peut remarquer que, si l ’on désigne par X une fonction ration

nelle et entière de x ,  le seul moyen de rendre finie la valeur de 
l’ intégrale

r “  e~sx(e~x — O"1 — X j
J,  — ^ — * *

sera de supposer
X _  <p (s#).

Ainsi, pour transformer en intégrale définie la différence finie Amsu, il 
suffira de faire'en général

( '9 )
e-**(e- x — i)m— X

dx,

X étant une fonction rationnelle et entière de x ,  assujettie à la seule 
condition de rendre finie.la valeur de l ’ intégrale que l’on considère.

La fonction X ou A "‘ ©(sa?), ainsi qu’on l’a déjà remarqué, est nulle 
quand on suppose a < m .  Mais lorsqu’on suppose a > m ,  le nombre 
des termes de cette même fonction croît indéfiniment avec la diffé
rence X — m.  C’est pourquoi la formule (19 ) ne peut être appliquée à 
la détermination de la différence finie A"!sa que dans le cas où a e s t < m , 
et dans celui où a surpasse m  d’un petit nombre d’unités. Lorsque la 
différence a — m  est très grande, les calculs qu’exige cette formule 
deviennent impraticables. On peut obvier à cet inconvénient, en sui
vant, pour la transformation de la différence finie Amsa en intégrale 
définie, une autre méthode que je vais développer en peu de mots, et
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qui s’applique également à toutes les hypothèses que l’on peut faire 
sur les valeurs relatives des deux quantités a et m.

Seconde méthode. — Si, dans les équations ( q ')  ( I re Partie), on fait 
r =  s, n —  a -+-1,  on obtiendra les deux formules

( 2 0 )

2 r(cH-i) Ç “ {k —  x\J— i)  {a+i)-k-(k-\-x\J— i)  a+1)
J o

aT(f l+i )  Ç “ — (a+1> — (k +  x \ J —  i ) ta+1)

7T . /. , , /Z

e*s cos s ¿p efcc,

sinsiP <Zr.

Pour débarrasser ces formules d’ imaginaires, il suffira de faire

k = p c o s t ,  x — p s in t ,

p  et t étant deux nouvelles fonctions de x .  On aura alors

( 2 1 )

------------------ - -------------------------------------------- --------------------------  =  p-(a+l) COS ( a  i ) £ ,
2

2 —  I

-(a-hl)
- p - ( a + l )  gin (a

p —  (k--i- x î )i , t —  arctang-r·;

¿te,

et, par suite, les formules (2 0 ) deviendront '

a_a r(a  +  i) e,cs cossus cos (a -+- i)t
S 7r /  2±I

aT(a +  i) /*"  e/w sins# sin(a-t-i)f ,«« — ---- i--------L / -----------------ï_ _ — dæ,g 1
( k ^ x *  ) ~

(22)

On â de plus

eks cossx :
e { k + o o p - i ) s  _ j_ e { k - x \ f X \ ) s

-, e/l's si ns« =
g(k+X̂ /—l)s_ g { k — x j — l ) s

i s j — i ’

et, par suite,

j ± m ( e ks COSSX)

h>n(eks sin.çir):

e(k+xĴ ï)s(̂ ek-¥xP̂ i Iyn+  ___  j ) ' 1

2

g(k+x/ ” i ) s (̂ gk+x ___j ) m  e(k+xy d ) s - x . j ) ”

2 (/— l
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Si dans ccs dernières équations on change les exponentielles imagi
naires en sinus et cosinus, et si l’on fait, pour abréger,

ek cosa; — i — u cosc, ek sina; =  u sin v,

on trouvera

(23)
Am(e/acossx)  — eksumco%{sx -4- mv), 

Am(eks sinise) — eksum sin(sa; -+- mv),

u et v étant déterminés par les équations

. , sina?
u =  (e-k— iek cosa? -+-iV, v =  arc tang--------- ------T-

v ' ° cosæ —  erk

Cela posé, si l ’on prend la différence finie des deux membres de chacune  

des équations (2 2 ), on obtiendra les formules suivantes

ç r t  — —
a_2e/csY{a -H x) /  (etk— 2 e *  cosa; 4 - i l 2 cosía - t -  i)t cos(sa? -+- mv)

a-h 1
(ki + x v- ) ~

i e ks Y(a 4 -1) Í  (e2k— 2e/c cosa; 4 - 1)2 sin(a +  iU sin (sx  +  mv)
(7 4-1

( i ! +Æ ! ) ' r

dans lesquelles les valeurs de t et de v sont déterminées par les deux 
équations * *

(25 )

X
t —  arc langj»

v — arc tang sina?
cosa; — e~

Si l ’on ajoute entre elles les équations (2 4 ), on obtiendra la suivante

(26) Amsa =
i e k cosa?-t-i)2 cos (sx -|- mv— a-\-it)

a-M
(¿ 2+ a ;2) 2

dx.

Les équations ( 2 4 ) et (2 6 ) sont générales et subsistent quelles que
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soient les valeurs respectives des quantités m  et a. On peut même 
remarquer que les seconds membres de ces équations renferment une 
constante désignée par k, dont la valeur peut êtr.e choisie arbitraire
ment. Ainsi les trois équations dont il s’agit donnent le moyen de 
résoudre, d ’une infinité de manières, la question proposée.

Pour que l’on puisse déterminer facilement par approximation les 
valeurs des intégrales définies comprises dans les seconds membres 
des équations (2 4 ) et (2 6 ), il est nécessaire d’attribuer à k une valeur 
positive qui diffère sensiblement de zéro. En effet, si l’on supposait 
k très petit, alors, pour de très petites valeurs de x ,  la fonction ren
fermée sous le signe J ,  dans chacune des intégrales dont il s’agit, 
obtiendrait généralement une valeur très considérable; et, quoique, 
pour des valeurs constantes do x ,  celles de la fonction deviennent 
alternativement positives ou négatives, néanmoins, comme ces der
nières ne se détruisent pas mutuellement; on serait obligé de calculer 

des premiers éléments do chaque intégrale avec une extrême précision. 
On doit toutefois' excepter le cas où l’on suppose

m <  a;

car dans cette hypothèse la fonction
m

(e2*— 2ek cosí» +  1) 2
| I l - h  1

( k 2 - h x - )  2

devient elle-même fort petite, pour des valeurs de & et dé x  peu diffé
rentes de zéro.

On peut même, lorsque a surpasse m,  supposer dans les équa
tions (24) et (26) k tout à fait nul. On a dans cette dernière hypothèse

. ,,, · k -y 2"' sinm—(e2*— 2e* cos« 4 -1)2 _  .2
/çû+l+1
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et, par suite, les équations (2 4 ) se réduisent à

1 1 s -+ -m  m
X C O S  ----------------- X-\-------- 7T

2 V 2 2

V 2
n.

d x ,

d x .

Comme dans les équations précédentes les intégrales relatives à la 
variable x  sont prises entre les limites x  =  o ,  x  —  oc, on peut, sans 
nul inconvénient, y changer æ en i x .  De plus, m  étant un nombre 
entier, chacun des produits

a -h 1 / 2 s -h m m
c o s -------------n  cos - ----------------- x  - i----- 71 I ,

2 V 2 2

. a + 1  . / 2 s +  m m
s i n ----------7i s i n  ---------------x -\--------n

2 \ 2 2

est nécessairement égal à l’un des deux suivants

. a -+- m 2 s +  m 
— sin ------- TT cos----------x ,

a -+- m  . 2 s +  m  
cos — —  7i s in --------- x .

Il est aisé d’en conclure que les équations (2 7 ), obtenues par la 
seconde méthode, sont identiques avec les formules ( i 5 )  obtenues 
par la première; ce qui confirme l ’exactitude de nos calculs.

.Dans les équations (24) et (26) on doit toujours prendre pour t le

plus petit des arcs qui ont pour tangente ou celui qui devient nul 

quand on suppose x  =  o ; et en effet l’équation

------------- -------------------------- A - --------1------L-------- s i n ( a +  i ) f
2  \j—  1

donne, dans cette hypothèse,

sin(a + 1)̂  — 0
quel que soit a, et par conséquent t =  o. Quant à l ’arc e, il peut être
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choisi arbitrairement parmi tous ceux qui ont pour tangente

sin# _ '
cos# — e~k>

car, m  étant un nombre entier, tous ces arcs donnent la même valeur 
pour chacune des quantités

' cos’(s# -t- mv), *sin {sx -+- mv).

Corollaire 1 . — Les intégrales définies, dans lesquelles nous avons 
transformé par les méthodes précédentes la différence Amsa, sont toutes 
prises entre les limites x  =  o, x  =  co. Mais, comme leurs éléments 
décroissent rapidement à mesure que x  augmente, on peut leur 
appliquer la méthode des quadratures. On peut aussi, pour rendre 
cette application plus facile, les transformer d ’abord par la substi
tution

en de nouvelles intégrales qui soient prises éntreles limites s  =  o,
5 =  1 . ·

Scolie. — Dans les calculs précédents nous avons toujours supposé 
que s était une quantité positive; et cette condition était nécessaire, du 
moins en général, pour que la différence finie Amsa fût réelle. Lorsque 
s devient négative, la même différence se compose d’une partie réelle 
et d’une partie imaginaire. Mais alors on peut essayer de représenter 
chacune de ces parties par une intégrale définie. Tel est l ’objet du para
graphe suivant. ·

§ III. — Sur la transformation de la différence fin ie  A"'.va en intégrales 

définies, a étant un nombre positif, et s un nombre n ég a tif  

pris à volonté.

Dans la question qui nous occupe, il est nécessaire de distinguer 
deux cas différents, suivant que m  est inférieur ou supérieur au 
nombre positif — s que nous désignerons par s'.

OEuvres do C. — S· II, t. I. 68
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Si d’abord on suppose
m <  s',

on substituera sous la caractéristique des différences finies la quantité 
positive s' — m  à la quantité négative s par le moyen de l ’équation

A msa— (— i Awt (sr — m)a,

où le signe A se rapporte dans le premier membre à la variable s, et 
dans le second à la variable s'. On transformera ensuite, par les 
méthodes du paragraphe précédent, la différence finie A"'(Y — m )a en 
intégrale définie.

Si l’on suppose au contraire

m >  s'r

la différence finie Amsa renfermera deux espèces de termes. Dans les 
uns la quantité élevée à la puissance a sera positive; dans les autres 
elle sera négative. La somme des premiers sera

(m — s )a----- ( 772 —  s'—  i)“ h------ -̂------- (m —  s —  2 )a— ... ,I 1.2·

la série étant continuée jusqu’au dernier des termes où la quantité 
affectée de l ’exposant a reste positive. La somme des autres termes 
sera

( - 0 °
P , ni , ,

1 s 'a -----_  ( s ' — m ( ni —  i )
( S 1 —  2 }

- ■ I

la nouvelle série étant assujettie à la même condition que la précé
dente. Si donc on représente la somme des premiers par

Â ni—s >

la somme des autres se trouvera naturellement représentée par

et l’on aura par suite

\ mSa — A m^  +  ( -  l )a + '«A i  .
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Cela posé, pour obtenir en intégrales définies la valeur de Amsa, il suf
fira évidemment de déterminer par de semblables intégrales la valeur 
de et celle de A,-. On y parvient de la manière suivante.

Les équations (2 0 ), que nous avons considérées ci-dessus (§  11), 
supposaient la quantité s positive. Si dans ces mêmes équations on 
change s en r, et si l ’on fait, pour abréger,

( k - x ^ ~ 1) - ( - 1> +  (A- +  , rVC T Î ) - ^ ‘ .' _ v  
- 5 ; - X l ’

( * -  *  =  Xt>
2 \j— 1

♦
on en conclura facilement

(28) /  °v A
(X 1e*r cose# +  X 2e/cr sin rx) dx — =--------- - ra,

,* * , r (o  +  i)

r étant
Au contraire, si l’on suppose r négatif et égal à — r\ on trouvera

f  X.e^'cos r x d x — e~%kr> f  X.iekr' cosr'x dx =  , -71— ;
1  - Jo i ( «  +  c

fVI)
X 2e4'· sinra? dx J /·» 00

n
\,e k'" s in r 'x  dx ■.

l’ (a -1-1)

r ae~

—~kv' ·

et l’on aura par suite

(2 9 ) cosca; -+- X 2e4'· sinra?) dx =  o.

Soient maintenant m  et s’ deux nombres positifs dont le plus petit 
soit en faisant successivement, dans l’ équation (2 8 ),

r =  m — s', r — s' — ï,

et, dans l ’équation (2 9 ),

r • — s , •S'+I, • · >
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on obtiendra les formules suivantes ’ ' '

cos(m — s ')x  4 -  X 2e*<m-s') sin(m — s') a;] dx — ('«' -  «')“>

y  [X, e*(»w'-0 COS O  -  s'— I ) a? ■+■ X2 sin (m ■— s'— i )x ] d x =  jp p p p  {tn-s'-i )a,
...................................................................................... .. . ................................................................................................................9

y"[X1e*<1“ i'> cos(i — s')x +  Xse**1-®'1 sin(i — dx — o,
J \ X le - ks' coss' x  — X 2e - ,cs' si ns'a;) dx  =r o.

Si l’on Miultiplic respectivement les deux membres de la première 

équation par i ,  les deux membres de la deuxième par -  y> ceux de 

la troisième par mini etc., et en général cou* de la riem° équation

• par le coefficient de x H~\ dans le développement du binôme (r — a?)'" ; 
on trouvera, en ajoutant toutes les équations entre elles, etïemplaçant 
s' par — s, '

J
P» SC · «

[Xj Am{eks cossx )  +  X2 Am(e,cs siiisa?)] dx
0

ni, 1
( m-\-s)a — y  ( m  -l·- s — i )a + . . .E(«-+-i) I T(a -t-1) A - m — s ‘ !

d’où l ’on conclura

(3o) Am- i ' —  r -̂a -  f  [X! Am(e'rscossx) +  X 2Am(ekssm sx)]dx .  
ft· J0 .

Si dans le second membre de cette équation on substitue, au lieu des 
fonctions X ,, X 2, Am(efocos s x ) ,  Am{eks sinia;), leurs valeurs données 
par les équations ( a i )  et ( 2 3 ), et si l ’on remplace î  par — V, on aura

(3i) A„îrS·
e~ fa T ( a - h  i )

7T

‘ m
(e*k — 2ek co s  x  H- i ) 1 c o s f  — s'x — ( a  H- i )¿1 ,~  ----- — ----------- ------------------ =---------- - dx.

(P4-Æ 2) 2

les valeurs de l et de v étant toujours déterminées par les équations

. xt — arc t a n g y  >

v =  arc l a n g
sin#

co s# « — e~k
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Si dans l'équation-(3 1 ) on change s'e n  m -  s\ on trouvera

/2 . *(02) À s' —
m

(es*—2e* cosa?-)-i )2 cos\mv--{m.— s ' ) x — (a-|-j)Z| ,
~ : s+i ~da

(F--t-a?2) 2

Les valeurs négatives de A,„_/ et de A,- étant déterminées par les for
mules ( 3 i )  et ( 3 2 ), on obtiendra la valeur cherchée de Amsa, pour le 
cas où s est négatif et égal à — s', au moyen de l ’équation

( 3 3 )  ’ · ü msa— k m- s· H- (— j )a+mAS'.

Corollaire / .  — Les intégrales définies, qui font partie des seconds 
membres des équations ( 3 i )  et ( 3 2 ) , renferment une constante posi
tive k, dont la valeur est tout à fait indéterminée. Néanmoins, pour 
que l ’on puisse facilement obtenir des valeurs approchées de ces inté
grales, il est nécessaire, dans le cas où a surpasse m , d’attribuer à 
cette constante une valeur sensible. Cette nécessité est suffisamment 
établie par les raisons que nous avons déjà exposées ci-dessus (§  II). 
On n’est plus assujetti à la même condition dans le cas où l’on suppose

a <  m ;

et, dans cette dernière hypothèse, on peut donner à k des valeurs très 
petites, et même, si l’on veut, faire

k =  o. , ,
On trouve alors

7T I I
■ t  —  - ,  v  =  - x  -4- - -rr;2 1 2 2

et, par suite, les équations ( 3 1) et ( 3 2 )  se réduisent à

/  sinw-  
—A m — s '  ·—

2m r(a  -(-1)
m — 2 s' a — 771 + 1

-  x  cos  I --------------x  —  --------------------TC2 V 2 2

(34 ) * r-,00 · J

__ 2 mV(a +  i) I  2
s’ n . /  ~

. , 2 s — ni a — 177, +  1
,5? cos  ---- -— -x ------- -------- - 7t

dx.

d x .
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Corollaire II. — Si, au lieu de supposer dans les équations ( 3 4 ) 

/ =  — s, on y suppose s' =  '-m  —  s, et si l ’on fait on outre, confor

mément aux notations adoptées dans la première Partie de ce Mé
moire (§  II, exemples VII et VIII),

i Sa=  (m 4- 2s)a —  — (ni -+- 2 s — 2)a +  m ̂  —— (w +  î s - - /) )“ - . . . ,
( 3 5 )  <

i  r„  , m r · m( m — i) .
f  \.a— {m —  2  s)a --------- (m —  2 s  —  2 ) “ - t -  — -------- ( m —  2 S  —  4 )  — · · · ,

en excluant de chaque série les termes qui renfermeraient des puis
sances de quantités négatives, on trouvera

— Sa, AS’=  — I„.

Cela posé, si dans les seconds membres des équations ( 3 4 ) on change 
x  en 2 x ,  ces mêmes équations prendront la forme suivante

S„:
2m T(a H- i) sin"'# cos 2 s x  —  ( a  —  i n  -H i ) j]

(36 )

Ta = 2« T ( a  +  i) /  ^
71

sin"1#  cos l  2 sx  -t- ( a  — m + 1 ) ï]

d x ,

dx.

Les valeurs précédentes de Sa et de Ta coïncident parfaitement avec 
celles que l ’on obtiendrait par la combinaison, des formules ( s )  et ( i ' )  

(Ire Partie, § II). On peut de ces mêmes valeurs déduire immédiate
ment celle de la différence finie Àm(2 s — m )a, au moyen de l’équation

( 3 7 )  A « ( 2 S  -  / « ) “ =  Sa +  ( -  i ) “+ » T a .

L’analyse qui vient de nous conduire aux formules ( 3 4 ), ( 3 5 )  et ( 3 6 ), 
fait voir en même temps que dans ces formules s est une quantité 
positive assujettie à la seule condition

m
s <  — ·

2
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• Si dans la première des équations ( 3 6 ) on suppose m  égal au plus 
grand nombre entier compris dans a -t- i ,  on obtiendra la formule que 
M. Laplace a désignée par la lettre ( p ) dans le premier Livre du Calcul 

des probabilités (n° 4 2 , p. 168 ) ( ' ) .  '

Corollaire III. —  Toutes les intégrales définies que nous avons con
sidérées dans ce paragraphe sont prises entre les limites x  =  o, x  =  as. 

On peut appliquer à ces intégrales, comme à celles que nous avons 
considérées dans les paragraphes précédents, la méthode des quadra
tures, et rendre cette application plus facile par la substitution préli
minaire

Soit P une fonction quelconque de la variable x ,  qui ne s’évanouisse 
pas avec x .  Soit de plus a un nombre positif quelconque. L’intégrale

prise entre les limites x  =  o, x  =  x , ,  aura nécessairement une valeur 
infinie. Mais si l’on désigne par X le plus grand nombre entier compris 
dans a, et par

les premiers termes du développement de P suivant les puissances as
cendantes de x ,  l’ intégrale

obtiendra en général une valeur finie; et, de plus, on reconnaîtra faci-

Considérations générales sur les intégrales qui deviennent infinies 

pour de très petites valeurs de la variable.

(0

X  — c -t- c¡x-h c2x 2+ , . . . 4 -  cxaX

(3)

( 1 ) OEuvrcs de Laplace, t. VII, p. 171.
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lement que le seul moyen de rendre finie l’ intégrale ( 3 ) ,  en prenant 
pour X une fonction rationnelle et entière de la variable x ,  est de sup
poser X déterminée par l ’équation (2 ) . La fonction rationnelle X et, 
par suite, l’ intégrale ( 3 )  dépendent donc uniquement de la fonction

p
donnée ^ j ·  Pour abréger, je désignerai cette dernière intégrale par 

Cr Ple signe J placé devant le produit d x ;  en sorte qu’on aura

(4 )
X a + l  J  w a + i

dx.

P dx/ i P dcc f*
est infinie, l’ intégrale / 

x  . *A>
aura en général une valeur finie, déterminée par la formule ( 4 )· On 
peut encore obtenir cette valeur en cherchant d’abord l’ intégrale

/ P  d'C- prise entre les limites x  =  a, x  =  x ,  (a  étant une quantité très

petite), ordonnant cette intégrale suivant les puissances ascendantes 
de a, et supposant dans le développement la quantité a nulle, après 
avoir supprimé les termes affectés de puissances négatives de cette 
même quantité. Nous voici donc conduits à considérer une nouvelle 
espèce d ’ intégrales dont on ne s’était pas encore occupé d ’une manière 
spéciale. Je désignerai ces sortes d’intégrales et les opérations qui s’v 
rapportent sous le nom A'extraordinaires. Au reste, les intégrales dont 
il s’agit sont soumises aux mêmes lois que les intégrales ordinaires. 
Ainsi, par exemple, si l’on a deux intégrations successives à effectuer, 
l ’une ordinaire relative à la variable x ,  l ’autre extraordinaire relative à 
la variable s ,  on pourra commencer indifféremment par l’ une ou l’autre 
des deux intégrations dont il s’agit; et dans les deux cas on obtiendra 
généralement les mêmes résultats. De même, on peut appliquer à la 
détermination des intégrales définies extraordinaires les procédés que 
nous avons employés pour déterminer les intégrales ordinaires. Sou
vent, à l ’aide de ces procédés, on parvient à transformer l ’une dans 
l’autre les deux espèces d’intégrales dont il s’agit, et l ’on déduit
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quelquefois de ces transformations des résultats dignes de remarque. 
Eclaircissons tout ceci par quelques exemples.

P ro blèm e  1 . — Déterminer la valeur de l ’intégrale extraordinaire

J/'»/“  p — k x
----- -dx.

0 x

Solution. — Soit A le plus grand nombre entier compris dans a. Si 
l’on différentie A + 1 fois par rapport à k l ’équation ( 5 ), on aura

A
J 0

dx.

D’ailleurs, le plus grand nombre entier compris dans a — À étant zéro,

si l’on détermine l ’intégrale extraor dinaire f
a — \

d x  à l’aide de

l’équation ( 4 ), on trouvera X =c o et, par suite, .

*~kx ÎJ~kx - T(i + 1 — a)C,x e~kx , g ” e~kx/ -----r dx ■= I -----r dx :
Ja x a~h Jo /{i+X-

On aura donc 

( 6 ) '
<É+iA , _a+1 T (n - X — a)
àk,H + 1 -

Si l’on intègre A + 1 fois cette dernière équation par rapport à k, en 
déterminant convenablement les constantes arbitraires, on trouvera

A =
r(i -+■ X — a).

( X — a) ( X  — a — i) . . .  ( — a¿

On a donc en général
/»/«©_l-r

(7) . Jo - ^ d x = k ° Y { - a ) .  

Corollaire I. — Soit k =  x, on aura simplement

(8) j ^ ^ d x  =  T(-

OEuvres de C. — S- II, t. I.

ka= k « T { — a).

a).
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Si dans cette dernière équation on change a en — a, on retrouvera la 
formule connue

j  x a~ { e~x d x —
J o

Corollaire II. — Si dans l’équation (7 )  on fait k =  s, et que l’on 

remplace r ( — a ) par p (a +  i ) s in (a - t - i) ir > on aura

r (a +  O sin (a +  i) ir  /* '”  ersx
dx.

Si l’on prend la différence finie /ni,,me de chacun des membres de cette 
dernière équation relativement à s, on trouvera

( 9 )
A,„.sa= r (a  +  i)sin(a +  i)7c /*'" e- « ( g - * - i )

7 1 J  x a + i
- dx.

Lorsqu’on suppose a < /? z , l’équation précédente coïncide avec la for
mule (p/") de M. Laplace.

P roblème IL — Déterminer les valeurs des intégrales extraordinaires

( . 0 )
î-= jf
i H -

e-kie *'* cos sx
-H-1 dX’

',x e~kx sinsa;
X 1 dx.

les
*

Solution. — Si l ’on différentie X -+- 1 fois par rapport à k chacune d 
équations (1 0 ), X étant le plus grand nombre entier compris dans a, 

on trouvera
■ o - k x

1 J0 X a

“ X

cos sa;
d/cx+

à̂ + lC

dx,

I e~kx sin sa;
à /M 1

ou, ce qui revient au même,

. dx+1R , u i ( * - s \/ —  i ) a~X~ l + ( k  +  z\j^~i)  
ÔkK+l K }

a-\ -1
■ T ( 1  ̂ )>

• ^ = (-  pu » r ( . + x -  a),
d /d ^  V ' . a v/ - 1
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En intégrant ces dernières équations X +  i fois de suite par rapport 
à k, et déterminant convenablement les constantes arbitraires, <\n
trouvera

Í jj _  (k  — Æ \i— 0 * +  (k  -t-s y/— ') “

(•0 ç =  ( ¿ - gv/= T )a- ( *  +  f ^ ) 8r (  a )_
l 2 I

Corollaire, — Si dans l’équation ( i  i )  on changea; en s et s en x, on aura

I( k — x  \J—  i )a -t- ( k  -+- x \J — i)a _  i· /*'" e~kz cos.r^  ,

( k — x  — i )“ — (  £ -+- x\j—  i)® __ i / ,,3° e~k: sin^Æ ,

—  7 “ -  r p T )  J0 ^

D’ailleurs, si l’on fait
x

l —  arc tang^j

les premiers membres des équations (12) deviendront respectivement
(/r2 +  .r2) 2 co s  a i ,

a

(Æ2-t- or2)2 sin  a i ;

et comme, en supposant k = ' o, on trouve i =  -> les équations (12 ) 
se réduiront, dans cette hypothèse, à *

aTr 1 co sîc s
;a c o s —  =  = -------- - / — -. 2 IC— a)J0 ~a

dz,
(!3

x a s in -
a  71

T( —  f
singes

Si dans ces dernières on remplace T (— a )  par ^ sin â +  I 7̂r, 
en déduira facilement les deux formules suivantes

on

D4)
/ ' “ ( t 1 · '

Í

xz dz
■ o,

, a  -f- i \  dz 71 «
co s -------- tz — xz  ) ——- =  = - --------------- X a .

2  /  z a^1 r ( a  +  i)
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P r o b l è m e  III. —, Déterminer le rapport des deux intégrales

(i5)

I) = / x ^ e -* *  cos (
V'0 ‘ '

E =
t.' 0

a n 2 k x  ) dx,

(/r — x\J— » )"+  (k  -+- x  \J— \)a 
2 dx.

Solution. — Pour résoudre le problème proposé, il suffit de trans
former les deux intégrales ordinaires D et E en intégrales extraordi
naires. On a d ’abord

D  t= I x a c o s —  W i i k x  d x  -+- /  ¿ea s i n — s i i  \ i k x d x .
Jo 2 . J *  2

Si dans cette équation on substitue pour

„ a n  „ . an
x a.cos—  et æ“ sin —  

2 2

leurs valeurs données par les formules ( i 3 ) , on trouvera

i r ' - i d z
F { a ) J 0

Z étant une fonction de s déterminée par l’ équation

Z — / e~x*C0S2kx co s zx d x  — L e- ?1 sin 2 k x  siusæ dx
v 0 «·' 0

’ · Tt"s -O+tjV
—  / e~x*cos(2k  -t- s ) x  dx  = — e \  * ' .

“ O 2

On aura donc par suite

" 6> “ = Ï T ( = 7ô /  1 = ^ * ·

Considérons, en second lieu, l’ intégrale E. Si dans cette dernière on 
substitue à
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sa valeur tirée de la première des équations (12 ), on trouvera

1 r z  ' e - k= d z  .E = T ( - « ) „ (  Xa*·*

7J étant une fonction de z déterminée par l’équation

On aura donc enfin

(*7 )

H '*yo,

E =

e-*’cos x z d x — — e  4.2

2 É(— a )
* dz »

Si maintenant on compare entre elles les équations (16) et (17 ), on 
obtiendra ce résultat remarquable

(18)

On a donc en général

D
___ —  p — I c %

E ~ e *

(1 9 )

[ * "  a / a r t  j  \  ,
I ¿¡¿a ç—x* COS ( ------------2KX \dx

J, v  ̂ J 
= «-·.-· /··(*+£¿ZittítiisE üV ·*.

Jo 2

Corollaire. — Si dans l ’équation (19 ) on suppose a =  X, A étant un 
nombre entier, on aura.

fa n  \ -cosí —----- 2 k x \  —  (— 1 )2 cos ’¿ k x

si X est un nombre pair, et

cos an X —1

2 k x \ — ( —  1) 2 sin2/if£

dans le cas contraire. Si dans la même hypothèse on développe le 
second membre de l'équation (18 ), et si l ’on y remplace généralement

f
x ' lr  e~~ d x par i . 3 . ..( 2r — 1)
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on obtiendra les formules suivantes :

Si 1 est un nombre pair, 

¿çl-e-x* cos 2 k x  dx  =  (— i )-  ttz e~k' 1(1  — i) 1 ( 1 - i)(?i — 2K* — 3) 1
(2/c)2 I , 2 (zk)1*

Si \ est un nombre impair,
X-i

x ke~x*s\iiikx dx — (— 1) 2TT TT" 6 ■ /M 1(1 — 1) 1 > ( X - i ) ( X -a ) ( X - 3) 1
- L 1 (2 k)'1 t.2 (2 k f

P roblème IV. — Déterminer la valeur de l ’ intégi'ale extraordinaire

(21) F =
e~x* cos ( — 1 tc -I- 2 Æ j? ) dx?)

Solution. — Si dans l ’équation (21) on remplace

par

on trouvera

(22)

2 /*“— I e_sl cosa xsd z,
TC2 «■■'o

F =  ^  f  l e - i ' d z ,

.  T C2 120

Z étant une fonction de s  déterminée par l’équation

/
'” [~a -k 1 1 1  \"1 fa -t- 1 . . , 1cos —------ 1-2(1 +  «)® -+- cos —-— tc -+- 2 (k — z )x\  ^

_

Z =
dx
a-hl

D’ailleurs, en vertu des équations ( i 4 )> cm a, quelle que soit la valeur 
de s, pourvu seulement que cette valeur soit positive,

/* '"  r«  + 1  , ,  . 1/  COS ------ TC +  2 i  +  î  k
/  ----- L _ ? ----------------------------- J d x  n  0 . ·/  ®“+l

En vertu des mêmes équations on a, pour des valeurs de s infé
rieures à k,
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et, pour des valeurs de s supérieures à k,

cf - ~4-i  , j  v ]
■--------- TT —  2 (-S —' k)x \

2 I > 7T
---------------- — ------------ -— -  dx ~  ------------ (2z —  2k)a,

Xa+ l r  T ( «  H -  J ) '  ' 1

COS

Par suite là fonction de s représentée par Z sera toujours nulle entre 
les limites 5 =  0, s  =  k\ mais, entre les limites z =  k, z =  ao, elle 
sera représentée par

TT
2 T ( a  - +- 1 )

( 2  z  —  2 k)a.

Cela posé, l’équation (2 2 ) deviendra
n

' a -+- 1
-i/<6

O-X'1cos
( 2 .3 )

2 ■ 7T - h  2fcx
X'a - h l

dx — T(a·
J /·* «

( 2 3  —  2 k)ae~
k

■*ds.

Application de la théorie précédente à la détermination de la différence 

fin ie  Amsa\ s étant négatif et f i m ,  et les nombres a et m étant très 

considérables, mais peu différents l ’un de l ’autre.

Dans le cas dont il s’agit, la différence finie Amsa renfermera deux
espèces de termes. Dans les uns les quantités élevées à la puissance a

seront positives; dans les autres ces mêmes quantités seront négatives.
Soit, pour plus de commodité, s =  — / ,  en sorte que /  représente une
quantité positive; et faisons en outre

' *

1 * , /v„ m . . K m(m —  i )  ,
l A =  ( n i  —s[)a-------- {m —  s —  1 ) “ h------------------------ (m —s1— i ) a — . . . ,1 1 ,1.2 ’

(a.4 )

en excluant de chaque série les puissances de quantités négatives. On 
aura

(2 0 ) ‘ A msa=  A „ , _ s. +  ! ) « + / » A , · .

Ainsi, pour obtenir la valeur de A"V\ il suffira de déterminer séparé-
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ment chacune des quantités A m_s>, Aj'; et comme on peut déduire la 
seconde do la première par le simple changement de î ' c n m  -  s', toute 
la difficulté se trouvera réduite à la détermination de la série désignée 
par Am_/. On peut d ’abord transformer cette série en intégrale définie 
de la manière suivante :

Si l ’on suppose successivement dans la seconde des équations ( i 4 )

oc — m — s', æ — m — s'— i, 

et dans la première
X  =  S , X  z= S — I,

et si l’on y remplace ensuite la variable  ̂ para;, on trouvera

r« +  i , , '/ cos -------it — (m — s ) x
Jo I 2

/*'“ r« +  i , , wJ  cosj^——- n — {rr\ — s — i)x
dx

F (, « -H i )

F ( «  - t -  O

(m — s')a,

(m — s' — i )a,

fV 0
’ r « - ^ 1cos ------ tc

L 2 ·
, , s "1 dx

J /»/»
' COS 
o

• S X
dx

x «-+-1
O.

Si l ’on multiplie respectivement ces diverses équations par les 
coefficients du binôme ( i  -  x ) " 1, si on les ajoute ensuite, et si l’ on 
remplace d’ans les premiers membres s' par — s, on obtiendra la 
formule . 1

Am COS ( °- 1 7Î —  S X  1 d x
0

t c  f ,  .  m ,  , . in{m — 0  n a

On a d’ailleurs

/ fi _l_ r \ . T fa  +  i — m 2s'— m
\ m cos ( -— 7V — ) =  2™ sin»·-* cosí----- — —  tc h---- — ----x  |.
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Cela posé, la Formule obtenue donnera

, . 2nlY((ï 4 - 1 ) . i [ a + i  — m (  i
( 3 6 ) A  ,„_.,· = -----------------J  sinm-  x  cosj^------ -------- 7 r 4 - ( s '  — - m )x

dx
/JQ¡

Si dans cette dernière équation l’on suppose a < C m ,  l ’ intégrale extra
ordinaire qu’elle renferme se changera en intégrale ordinaire, et l’on 

.retrouvera évidemment la première des équations ( 3 4 ) de la page 241.
11 nous reste maintenant'à déduire de l’équation (26 ) la valeur 

approchée de A,„_/, dans le cas où a et m  sont de très grands nombres 
peu différents l ’un de l ’autre. Nous supposerons de plus dans cette 

recherche que 2 s ' — m  est do l’ordre de \Jm, et nous ferons en con
séquence

1.
(27) 2s '— m =  r m i .

Cela posé, si, dans l ’équation (26 ),  on change h  en 2a?, cette équation 

deviendra .

( 2 8 ) A m- f  =
n~aT(n  4 -1) J /»/«

Í si

0

sin"‘ ¿c cos a 4-  i — ni•7i 4-  r n r  x
dx

T comme on a d’ailleurs
- -X*

s i n ma? =  tcme 6
mx*
180

9 ) A

on trouvera encore

2"l- aY(a 4-  O
tu—s' —

f  mx* d x-Y * *  ( a 4- 1 — m i
s 6 cos  ---------------- 7i 4-  r/n* x  \\  2 J —/u

1
6*

Si dans cette dernière formule on change x  en — x ,  on obtiendra la
m*

suivante'

A s· —
T(

( 3o )

(7 4 - 1). I
/6\  2 00 a -m  f —  I 71\m)

e~xi cos
a — m  — 1

V 2
7T 4-6*sx dx

£q(A—

cos d — m —.3 n ·) \ dx714- 0 " v x ----------- u.
J x a " ,ïl—a .......

OEuvres de C, — S. II? t. I. 70
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La série renfermée dans le second membre de l’ équation précé

dente, étant ordonnée suivant les puissances ascendantes de sera

très convergente, si m  est un très grand nombre; et, par suite, il 
suffira, dans ce cas, pour déterminer la valeur approchée de Ant_4·, de 
calculer un petit nombre d’ intégrales de la forme

I := k A \  dx  
6 - v x l+k’

k  étant un nombre positif. Lorsque dans cette dernière intégrale on 
adopte le signe supérieur relativement à le, elle devient ordinaire et 
se réduit à

j  x '1'-' e~xi c'os^   ̂ 1 7î — 6* r x j  dx

( 3 i )
A-l

— X \J—
\2J

/c—1

1 dx.

Lorsqu’on adopte le signe inférieur, elle reste extraordinaire. Mais, 
dans ce cas, on peut, au moyen du problème IV, la transformer en 
intégrale ordinaire, et l’on trouve alors

k  +  i 
2

■ 6 S r x dx 7T2

T(A· h- i )

D’ailleurs, en supposant l’ intégrale relative à s' prise entre les
X

limites o, r, on a

j ' i p . z — & r) d z j  (̂2x — ^ r )  e~x' d x  — — 6 * r )  e~z’% dz'.

2

Par suite, si l’on fait, pour pour plus de commodité, s' —  u, on
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trouvera

(32)

r'~ „  (k  +  1 J -  \  dxJ ' e c o s r 77 +  6

X
7T2

T(/fH-i) J * { i x - é r ) ke - x ' d x - (u - r f e  5"’du

Corollaire I. — Comme on a en général

2 S — m — rm i

on trouvera par suite

A ^  — rm*) — y  {m — rm} — 2 )

-".(.s — $ ) - . . .
1.2

Cela posé, si l ’on fait, pour abréger,

( 33 ) I  C r t  / 1 ±  k i  \  &  , ,

-  j  e C0 S\ ~ T ~  71 +  6 ræ)  =

la formule (3 o )  deviendra

( m (  i  A m(m  — 1) ( {■ . \ °\m — rrnr) — — \m — rm r— 2) H----- ----- -----\m — rm r— 4/v / 1 1.2
(34) m — a 

6_\ 5 
m

“ i . 2 . 3 . .  . a.  2 " ‘

AT«—m-t-i “t" · 1

Dans cette formule on suppose les puissances de quantités négatives 
exclues de la série

( l Y  m ( i  4 m(m  —  i) ( -J-Km—̂ rmr)  - ----- \m  —  n n 1— 2) -------------------- ( m  —  r m - —  L) — . . . .I 1.2 7

Corollaire IL  — Si l’on veut appliquer la formule ( 3 4 ) aux diverses 
hypothèses dans lesquelles a est un nombre entier, il suffira de calculer

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



556 •MÉMOIRE SUR DI VERSES'FORM ULES

les diverses valeurs de Ma qui correspondent à des valeurs entières 
positives ou négatives de l ’indice œ. On y parvient aisément au moyen 
des formules ( 3 i )  et ( 3 2 ). En faisant successivement dans ces for
mules

I  Z p  A ·  —  C C  "  5 ,  4 î  3 ,  2 j  I ,  O j  I ,  2 j  3 ,  4 »  5 >

on trouvera

(35)

,M-*=

M_3 =  -

(¿)"e r ÿ (5 ^ 10/'2 + 3 ,,4)’
3 -L·»— re 2 (î — 6rs-t-3/·4),

8  7I 2

*
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Exem ple I . — Soit a  =  m — 2. La formule ( 3 4 ) donnera

( îYn~2 'n'( i  · Yre-2_i_\m —  r m 1 )  —  r m ‘ —  2)  H-. . .

1.2 .3 .. .{m  —  2 ).$ m

6 1 . .  \ (3 \ h r - l ’·'-
=  -  +■·· =  — ) T „ eHt V om ■ ! V 2  7r J m 20 m (5 —  j o >, 2 -+- 3/·*) ■

Exem ple IL  -  Soit a — m - \ .  La formule ( 3 4 ) donnera

/ /  4 Y«-1 m (
\77i — rm ) ------ \

i  Am —1.
m  — rm*  —  2)

(37)

j . 2 . 3 . .  . ( m  —  1 ) · 2 /;

1

=  ( - J L  V -  —  (I -  6 /'2+  3 r\) + . . .
\ 2 J n  7t /  L 20 «i

Exem ple III. -  Soit a =  m. La formule ( 3 4 )  donnera 

{m — rm *)"1— ‘— ( î n - r i n 1— 2) + ·  · ·

1 . 2. 3. .  . m . 2 h

(38), =  M1- t— M-,-0/« - ,
1

3 \ ‘2 /»r --;·3
/  ·«/o

20 m
-r(i — r2)e 2

ifccawpfe / r .  -  Soit a =  m +  I . -  La formule ( 3 4 ) donnera

/  ml  i  A “ * 1 .\m — r/n2 ) _ (  m -  r/n -  2) +  · · ·

1.2.3 . . . ( Ht -I- I).

(3g)

: m ~
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Exem ple V. — Soit a =  m  -+- 2. La formule ( 3 4 ) donnera

(4o)

( !Y "+2 m (\m  —  rm J ---------
i  \ WH-2

■ rm2 —  2) - h . . .  '

1.2.3.. . (m -i- 2 ).2"
m / „  1-rr ( M3 — T--- M_1 +  . . .6 V i>m

: m 3 V2 /’ i-f- 3 r -(
—  ) « e “f------------1 127T ! 6 12 \ %  f ’ ^ d r

7IS IO»l \ 2 77 ,

E xem ple VI. — Soit a ~  m -+- 3 . La formule ( 3 4 )  donnera

( Î-Y'l+S m i l[m — rm* )  — — \tn— rnr ■
\ Dt-4-3

2) +  . . .

(4 1 ) < = ·
62

i . 2 . 3 . . , ( m - t - 3 ) . 2 '

Mt — Y — M„ -t- ■ · ·¿)lll

— m
3 y 2 2 - H 3 r 2 - j ' · 1. / ' ( n - / · 2 ) .

.271

1
62

H . 12 2
dr 1 — 1 e

7T2
io«i

' Exem ple VII. — Soit a — m  h-  4 · — La formule ( 3 4 )  donnera

■ /  ·’ Y'1+> m (  1 ' Y\m — rm J -------p \ m —  rm* —  2 J

I . 3 . 3 . . . ( / I l  -+- ¿i  ) . 2 m

( 4 a )  <

m-
m 5 5 m M, +  . .

=  m*
' 3 y  / - (5  +  3 /·2) - ¡r  
. 2 7r) 2 1 « e

1 +  6  r" 4 -  3 rk
1 2 8

/  i
-Jr·e 2 tir

Si dans les équations ( 3 6 ), (37 ),  ( 3 8 ) et (3 9 )  on change r  en — r, 

on obtiendra les formules des p. 170 et 171 du Calcul des probabilités Q ).

O )  Œuvres de Laplace, t .  VI I ,  p .  1 7 3 ,  174*
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Remarque. — On peut déduire aisément de l’équation ( 3 r) la valeur 
de M_x, toutes les fois que \  est un nombre entier positif. Dans le 
même cas, la valeur de Mx est donnée par la formule

, /  i  \X-i
M).= - r -,----- /  t \ 2 z  ■— 62 /■) e ~ z' d z ,

1

l’ intégrale étantprise entre les limites s — r, s  =  20. On a d’ailleurs 
entre ces mêmes limites

2 z — 62 r) e~z% dz

=  j (1 — •2)j'(-2z·— 62/·) e-3 * d z — 6 'r J ( ^ 2 z  — 62r )  e ~ z* aIz,

et, par suite, si l ’on fait

Mx =
T ( X )

Nx,

on aura encore

Nx= 2 (X — 2 )Nx_2-  62> N x_,.

(4 3 ) M -x:

Cela posé, les valeurs générales de M_x et de Mx Çk étant un nombre 
entier positif) se trouveront déterminées par les deux formules

= - i Z l r W , · ) * -  y i - L >
-VH „ H  ' ■·» J

“| / 1 \X-4
M x = I f 2 Î . f j ( 6L r +  r ü n 2 ) i i = î )  _  - ] ( 6i r )

i ’  r(X) v  ■ L 1 1 J
(X —  i ) ( X  — 2) ( X —  3) (X —  4) 1 . 2  ( X —  i ) (X —  2)

(44) (

1.2
I . 2 . 3 . 4

(6*r)t- V * - ' ) a - a ) ( 6 L )>

i . 2

( i  \X-6 ) _ l
V62 r) + . . . } e  2

+ lx-)(>-,)a-3)(>-i)(6tf)>-. îg t  /ey r-
1,2 J 2 ; W

I —
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Problème. —  On domándola valeur approchée de la série

( i ) ( m — s' )n — — ( pi — s' — 0 “ 4- m ̂  ™ a ' ̂  ( m — s1 — 2 )“ — . . .  =  A;K_S·,

de laquelle on suppose exclues les puissances des quantités négatives; 
a et m  étant de très grands nombres supérieurs à s ,  et m  étant inférieur 
à a.

Solution. — Nous avons donné l’expression de la série (1) au moyen 
d’une intégrale définie qui renferme une constante arbitraire k dont 
on peut disposer à volonté. L’ intégrale dont il s’agit est

(2)
(e2* — i e k cosx  +  1] 

" + 1
( k t -sr x ‘t ) 2

■cos[(a-4-1)/ +  s 'x  — me] dx,

t et e étant déterminés par les deux équations

(3 )
t =  arc tang·^,

v =  arc tan g s w x
cosx — e~

Il ne reste plus maintenant qu’a déterminer, au moins pour une 
valeur particulière de k, la valeur approchée de cette intégrale. 

Faisons, pour abréger,

(4)'
n _— ie k cosx  4 -1)2
1 ’ d "Hi

( k * + x ° - )  2
Q =  (a -h i)¿ 4- s 'x  — me;

l’ intégrale proposée deviendra

(3) / '
P cosQ dx.

Ici la fonction sous le signe J  est composée de deux facteurs, dont
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l’un, désigné par P, reste toujours positif, et.dont l ’autre, désigné 
par cosQ, est, pour des valeurs croissantes de a?, alternativement po
sitif et négatif.'

La fonction P a plusieurs maxima et minima qui correspondent aux 
diverses valeurs de x  déterminées par l ’équation i

( .6 )

sina;
2  cos  x  ■ o—k O  +  J) X

k1

Le premier maximum correspond à x  =  o ;  et sa valeur que nous 
désignerons par M est

( p/c__ >V“
(7) ' · M = (e r)

Pour chacun des autres maxima, la valeur de P peut se mettre sous 
la forme suivante

( 8 ) P =
me 

a -t- i

k \  2 sinaA2
x

(A-2-ha?2) 2 ,

D’ailleurs, comme, pour une valeur de x  différente de zéro,' on a 
toujours, abstraction faite du signe,

sina;
x <I> A2-t- x ' 1 < '  /c2’

il en z’ésulte que chacune des valeurs de P déterminées par l’équa
tion (8 )  sera inférieure à

m
fmk'tek\ 2· i

7P ^ ’ · ,
et, par suite, à

k m

k me*
/t-«+1 ‘

PEn conséquence, la valeur de ^  sera toujours inférieure à

kme 2 __ k
( ek — I ) '« _k \m '

\ e ï - e  *)
OF.vvres de C. — S. II5 t. I.

7 1
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D'ailleurs on a, quelle que soit la valeur de k,.

7c <  c - — e

On aura donc aussi
p < m ,

quelle que soit la valeur qtio l ’on donne à x ,  pourvu que cette valeur 
ne soit pas nulle. Enfin x  =  oo donne P =  o. Si donc on lait varier x  

entre les limites x  =  o,  æ =  la fonction P obtiendra une série de 
valeurs qui seront comprises entre les limites extrêmes P =  M, P =  o. 

Par suite, si l’on fait

(9) P — - M e - 3’,

la valeur de 5 sera toujours réelle et comprise entre les limites s =  o,

Si l’on désigne par p. une quantité du même ordre que m  et a,  et si 
l’ on fait, pour abréger,

on tirera de l ’équation { 9 ) ,  après y avoir remis pour P sa valeur,

( 1 0 ) \  a - h . 1

z* =  [ ¿ ( A x *— liait-H. · ·),

d’où l’on conclura par le retour des séries

(12)
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Pour clos valeurs de s  peu considérables, les séries renfermées dans 
les seconds membres des équations (12) seront très convergentes, au 
moins dans les premiers termes. D’ailleurs, pour de grandes valeurs 
des ,  la valeur de P déterminée par l’ équation (9 )  sera sensiblement 
njulle. On pourra donc, sans nul inconvénient, supposer, dans l’ infé-
gra le

P cos Q ¿¡te,*0
(<3 )

n , M /  3 B s s

2Af X

et s’arrêter dans le second membre aux premiers termes de la série,

3R;
2 A2p.

11 nous reste à développer, s’il est possible, suivant les puissances 
ascendantes de z,  et en une série qui soit convergente pour dos valeurs
de s peu considérables, la fonction désignée par

cos O.

Pourqu ’on puisse effectuer ce développement de manière à remplir 
les conditions exigées, z  conservant d’ailleurs une valeur arbitraire, 
il est nécessaire que la fonction Q soit, pour des valeurs de z peu con
sidérables, une quantité fort petite; Or, si l’on fait, pour abréger,

( •4 ) a —1— i

/ nt t·*
s “  , _ e-*

a t < _  V-* A V ñ +  T-TV-* ) — D P ’8/î3 3 ( 1 — e~k)s \2 1 — e

la valeur de Q, développée suivant les puissances ascendantes de x ,
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s e r a

(i5) 0 =  p ( C x  4- Da:.'3 +  . ..);

et, par suite, le premier terme du développement de Q suivant les 
puissances ascendantes de z  sera \

Ce premier terme aura donc, en général, une valeur très considé-
1

rabie, et sera de l ’ordre de p.\ à moins que l’on ne détermine la con
stante arbitraire k  de manière que C devienne une quantité très petite 
d ’un ordre supérieur à celui de

■r

Parmi les diverses manières de remplir cette condition, nous choi
sirons la plus simple, qui consiste à faire

C =  o,

ou, ce qui revient au même, à déterminer k par l ’équation

a - + - 1
( 1 6 ) +  s - — *i — e

On a, dans cette hypothèse,

(>7)

Q 4 - . .  . =  4 ·  -^r + . .
A?

c o s Q  —  i  ·
D*

2A3P

La dernière des équations (,17), jointe á l’équation (  13 ), donne

( . 8 ) P co s  Q dæ =»
M
j 1

A V
1 4-

3 ARs2— 1)! 36
2  A 3 p

4 - . . .  \e -* d z .
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On a d’ailleurs

On aura donc, par suite,

ïg e r - 1 d z  —  ~  J -k .10 v

( - 9 )
/ ' “ „  n . Mtt2 /  laAB-iSD*
/ P co sQ cte  —  ;— r ( n -± 1 

•2 A 2 P 2 1 6  A 3ft

Si Ton substitue la valeur précédente de T P cosQ ofo dans la valeur
0̂

de A„w - donnée par l ’équation ( 3 i )  du Mémoire, et si l’on remplace

r(a  +  i ) =  T ¿C® e-x dx

par

on trouvera

« 2̂ ( 2 r : ) 2( 1 +  —  + . . . ) ,

, Ma ïg—a~ies' / r2 Aïî— i5D2 i
A-m -s' —  ----------------1----- I I H---------- 7r-rr,----------- 1------------P · ·

1 ’ i 6 A ap  i ? . a

( 2 0 )
( a A  p ) 2

ç —k s '— a ^ ç k __ t y n

( 2 «AfJt ) 2

12 AR — 15 R2 i 
I +  i6A>p---- +  1 2 a + ' '

Corollaire I. — Si dans le second membre de l’équation (2 0 )  on 
suppose s' négatif et égal à — s, on aura

Am- , =  AMs*.

L’équation (2 0 )  deviendra donc alors

( 2 1 ) A msa
ei ' '-«(e*— 1)'·

( 2 A p )
I-+- ·1 2  A H -  15 1)2 

i 5 A 3p

Dans le même cas, l’équation (16), qui détermine la valeur de k,
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deviendra

Quant aux.valeurs de A, B, D, elles seront toujours déterminées par 
les équations ( m )  et ( i / j ) ·

On pourrait obtenir immédiatement la formule (21)011 appliquant à 
l’équation (2G) de la p. 5 34  les mêmes raisonnements que nous avons 
employés pour déduire la formule (20 ) de l’équation ( 3 i). Au reste,, 
on doit observer que la formule (21), telle qu’on vient de la donner, 
coïncide parfaitement avec l’ équation ( a ')  de M. Laplace.

Corollaire IL  -  La formule (2 0 ) suppose qu’on puisse toujours 
tirer de l ’équation (iG ) une valeur positive de k. C’est ce dont il est 
facile de s’assurer. En cifet, si dans l’équation (iG) on suppose k très 
petit, le premier membre sera positif et égal à

a -+- 1 — m

MÉMOIRE SUR DIVERSES FORMULES

et, si Pou suppose k infini, ce premier membre deviendra négatif et 

égal à *

Il v a donc entre les limites o et co une valeur de k qui rend le pre
mier membre de l’équation (iG ) égal à zéro. Il serait d’ailleurs facile 
de prouver que cette valeur est unique.

Pour que la formule (2 0 )  puisse être employée, il est nécessaire 
que la quantité k, déterminée par l’équation (iG), ait une valeur sen
sible, ce qui exige que

a -l· 1 — ni
«

ne soit pas fort petit relativement à
1

m
2

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



RELATIVES A LA THÉORIE DES INTÉGRALES, ETC. 5G7

Ri l’on suppose, par exemple,

m \ /—
s = -----1- -  /* \Jm,

2 2

\\ faudra, pour que l ’on puisse faire usage de la formule (20 ),  que la 

différence a -  m  soit d’un ordre égal ou supérieur :! celui de \Jm.

F I N  D U  T O M E  I D E  L A  S E C O N D E  S É R I E .

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



TABLE DES MATIÈRES
Dü TOME PRE MIER.  ,

SECONDE SÉRIE.

M É M O I R E S  D I V E R S  E T  O U V R A G É S .

I. — MÉMOIRES PUBLIÉS DANS DIVERS RECUEILS 
AUTRES QUE CEUX DE L’ ACADÉMIE.

MÉMOIRES EXTRAITS DU « JOURNAL DE L ’ÉCOLE POLYTECHNIQUE ».

l’aies
Recherches sur les polyèdres (Premier Mémoire).....................................................  7

Sur les polygones et les polyèdres (Second Mémoire)..............................................  26

Recherches sur les nombres...'....................... ! ......................... ..............................  3g

Mémoire sur le nombre des valeurs qu’une fonction peut acquérir lorsqu’on y per
mute de toutes les manières possibles les quantités qu’elle renferme................  64

Mémoire sur les fonctions qui ne peuvent obtenir que deux valeurs égales et de 
. signes contraires par suite des transpositions opérées entre les variables qu’elles 
renferment............................................................; .............................. .............  91

Mémoire sur la détermination du nombre des racines réelles dans les équations
algébriques...........................................................................................................  170

Sur les racines imaginaires des équations.............. .. .v    ......................................  208

Mémoire sur une espèce particulière du mouvement des fluides...............................  264

Mémoire sur l’intégration des équations linéaires aux différentielles partielles et à
coefficients constants........................................................: ................................  270

Mémoire sur le système de valeurs qu’il faut attribuer à divers éléments déterminés

OMuvres de C. — S. II, t. I. 7^

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



o70 T A B L E  D E S  M A T I È R E S .

Pages
par un grand nombre d'observations, pour que la plus grande de toutes les 
errours, abstraction faite du signe, devienne un maximum............. ........................ 358

Mémoire sur l’intégration d’une certaine classe d’équations aux différences-partiolles 
et sur les phénomènes dont cette intégration fait connaître les lois dans les 
questions do Physique mathématique............... : .............................................................  4°3

Calcul des indices dos fonctions.................................................. .............................................  4i6

Mémoire sur diverses formules relatives à là théorie des intégrales définies et sur 
la conversion des différences finies des puissances en intégrales do cette 
esp èce ....................................................................................................... .................................  407

F IN  D E r.A T A B L E  D ES  M A T IÈR ES  DU TOM E I  D E  LA SECONDE S É R IE .

33722 Paris. — Imprimerie Gauthier-Villabs, quai des Grands-\ugustins, 55.

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 


	Page de titre
	1- mémoires publiés dans divers recueils autres que ceux de l'académie
	Recherches sur les polyèdres
	1er mémoire
	1ere partie
	2e partie


	Sur les polygones et les polyèdres
	Second mémoire
	1ere partie
	2e partie : Théorèmes sur les angles solides et les polyèdres convexes.


	Recherches sur les nombres
	Mémoire sur le nombre des valeurs qu'une fonction peut acquérir
	Mémoire sur les fonctions qui ne peuvent obtenir que deux valeurs
	1ere partie
	2e partie

	Mémoire sur la détermination du nombre des racines réelles dans les équations algébriques
	1ere section
	2e section : développement analytiques
	Sur les racines imaginaires des équations
	Mémoire sur une espèce particulière de mouvement des fluides
	Mémoire sur l'intégration des équations linéaires...
	1ere partie
	2e partie
	Observations générales et additions

	Mémoire sur le système de valeurs...
	additions

	Mémoire sur l'intégration d'une certaine classe d'équations ...
	Calcul des indices des fonctions
	Mémoire sur diverses formules relatives à la théorie des intégrales définies...
	1ere partie : sur la transformation des intégrales simples par le moyen des intégrations doubles
	2e partie : sur une formule générale relative à la transformation des intégrales simples...
	3e partie : sur la transformation des différences finies des puissances et intégrales définies

	Table des matières du tome premier



